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Résumé

Dans ce travail doctoral, nous discutons l’inflation cosmologique, qui est une phase d’accéléra-
tion de l’expansion de l’univers. Cette dernière est considérée comme une réponse aux problèmes
du modèle standard de la cosmologie permettant certaines production perturbatives aux grandes
échelles sur les fonds diffus cosmologique (Cosmic Microwave Background (CMB)). Particulière-
ment, nous étudions les modèles cosmologiques d’inflation à partir de la physique des branes en
se basant sur le scénario de Randall-Sundrum. Précisément, nous calculons les paramètres ob-
servables associés, y compris ceux de la perturbation. Pour ce faire, nous examinons d’abord le
modèle standard inflationnaire en calculant les quantités cosmologiques correspondantes à des
potentiels scalaires connus. Ensuite, nous proposons des modèles dans le cadre de la théorie des
supercordes type IIB en présence des de D3-branes. Concrètement, nous traitons certains poten-
tiels avec un seul champ scalaire inspirés par la dite théorie. Dans ce contexte, nous présentons
une étude détaillée concernant le potentiel logarithmique et le potentiel tachyonique inflation-
naire des cordes ouvertes (OSTI). En présence de la tension de D3-brane, nous fournissons des
contraintes sur le champ scalaire produisant des modèles inflationnaires compatibles avec les ré-
sultats de Planck. Après, nous étudions la phase de réchauffage de ces deux modèles. En effet,
nous observons que la température de réchauffage dépend des formes du potentiel scalaire. Entre
autres, nous trouvons que l’OSTI génère de petites températures, supportées par les échelles la
théorie de grande unification (GUT). Finalement, nous investigations le comportement cosmolo-
gique du modèle inflationnaire branaire de Starobinsky. Concrètement, nous découvrons que l’in-
dice spectral et le rapport tenseur-scalaire sont en bon accord avec les données observationnelles
de Planck et BICEP/Keck. En faisant varier les valeurs de la masse de Planck à cinq dimensions
M5p , nous examinons le comportement thermique correspondant. Plus précisément, nous calcu-
lons et analysons les paramètres cosmologiques de réchauffement. Pour une valeur spécifique de
la tension de la D3-brane, nous fournissons de bonnes prédictions des quantités impliquées. En
prenant M5p = 1012 TeV, nous obtenons des températures acceptables de réchauffement.

Mots-clés : Inflation, Réchauffement, Physique des Branes, Formalisme Randall-Sundrum, Cos-
mologie, Théorie des cordes, Théorie de Gauss-Bonnet, Potentiel de Starobinsky, Théorie-M.

iii



Abstract

In this doctoral thesis, we discuss cosmological inflation, which is a phase of acceleration of the ex-
pansion of the universe. The latter is considered as an answer to the problems of the standard mo-
del of cosmology allowing certain cosmological productions at large scales on the Cosmic Micro-
wave Background (CMB). In particular, we study cosmological inflation models from brane phy-
sics based on the Randall-Sundrum scenario. Precisely, we calculate the corresponding observable
parameters, including the ones associated with the perturbation. To do so, we first examine the
standard inflationary model by computing the cosmological quantities corresponding to known
scalar potentials. Then, we propose models within type IIB superstring theory with D3-branes. In
particular, we deal with certain potentials with a single scalar field inspired by such a theory. In
this context, we present a detailed study concerning the logarithmic potential and the open string
inflationary tachyonic potential (OSTI). Turning on the the D3-brane effect via its tension, we pro-
vide constraints on the scalar field producing inflationary models consistent with Planck’s results.
Next, we study the reheating phase of such two models. Specifically, we observe that the reheating
temperature depends on the scalar potential forms. Among others, we find that OSTI generates
small temperatures, supported by Grand Unification Theory (GUT) scales. Finally, we investigate
the cosmological behaviors of Starobinsky inflationary brane model. Concretely, we find that the
spectral index and the tensor-scalar ratio are in good agreement with the observational data of
Planck and BICEP/Keck. Varying the five dimensional Planck Mass M5p , we inspect the corres-
ponding thermal behavior. More precisely, we compute and analyze the cosmological parameters
of such a thermal phase. For a specific value of the D3-brane tension, we provide good predictions
of the involved quantities. Taking M5p = 1012 TeV, we obtain acceptable reheating temperatures.

Keywords : Inflation, Reheating, Brane Physics, Randall-Sundrum Formalism, Cosmology, String
theory, Gauss-Bonnet Theory, Starobinsky Potential, M-Theory.
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Introduction générale

Introduction générale

Les découvertes observationnelles ont suggéré que l’univers est passé par un scénario ap-
pelé inflation. Ce dernier peut être considéré comme un candidat pour résoudre de nombreux
problèmes associés à la cosmologie standard, notamment l’horizon et la platitude [1–4]. L’in-
flation cosmologique représente une phase d’accélération de l’expansion de l’univers. Cette
dernière est considérée comme une réponse aux problèmes du modèle standard de la cosmo-
logie, autorisant la production causale de perturbations cosmologiques aux grandes échelles
sur les fonds diffus cosmologique (Cosmic Microwave Background (CMB)). Ce phénomène
a été largement étudié en relation avec diverses questions telles que les trous noirs, l’énergie
noire et la matière noire [5–7]. Dans ce scénario, les champs scalaires jouent un rôle im-
portant puisqu’ils sont nécessaires pour fournir certaines propriétés physiques associées aux
comportements d’homogénéité et d’isotropie. Ces objets peuvent être injectés dans plusieurs
théories physiques y compris la théorie des cordes. Dans cette théorie, les champs scalaires
sont généralement dérivées à partir de la compactification sur des espaces non triviaux,
comme les espaces toriques de Calabi-Yau. Il se trouve que le modèle le plus simple consiste
à utiliser un seul champ scalaire homogène. Cet objet sans spin pourrait interagir avec la
gravité de différentes manières, notamment via son potentiel. Plusieurs formes du potentiel
scalaire ont été traitées afin de construire des modèles inflationnaires à partir de différentes
théories de gravité, y compris les théories modifiées [8–11]. Cependant, certains d’entre eux
ont été mis en évidence et rejetés par les données observationnelles de Planck, où les para-
mètres cosmologiques pertinents ne se situent pas dans les intervalles observables [12–14].
Un examen attentif montre que pour retrouver des modèles présentant un bon accord avec
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ces données, diverses approches ont été suggérées [15,16]. En relation avec le modèle ΛCDM,
l’analyse des modèles inflationnaires a également été effectuée en considérant les paramètres
de perturbation. De plus, des liens avec les espace de type AdS sont aussi établis et exami-
nés. De plus, certains modèles basés sur la physique des D3-barnes en utilisant le mécanisme
de Randall-Sundrum (RS-2) ont été largement développés. Différentes formes du potentiel
scalaire impliquant certains paramètres comme la tension de la brane ont été explorées. De
plus, des modèles gravitationnels inspirés des supercordes et de la compactification de la
théorie-M ont également été étudiés pour décrire l’inflation où le champ scalaire a été lié
aux déformations géométriques des espaces internes représentés par les paramètres de taille
et de forme [17–19]. Dans ces activités, des modèles d’un champ scalaire ont été étudiés à
l’aide de différentes méthodes et routes où les observables cosmologiques ont été calculées et
examinés [20]. Le champ scalaire a été utilisé pour faire le lien entre les prédictions théoriques
et les données d’observation fournies par le fond diffus cosmologique (FDC) et les résultats
expérimentaux de Planck. Une étude approfondie montre que les modèles de modification
de la relativité générale (GR) ont été exploités afin de fournir des résultats intéressants. Les
modèles les plus traités sont la gravité f(R), où R est le scalaire de Ricci. Ces modèles ont
été étudiés en considérant différents potentiels et diverses extensions impliquant des contri-
butions de matière non triviales [21,22]. Une voie possible est d’aller au-delà de cette théorie
est d’introduire des modèles de gravité modifiée impliquant une autre quantité telle que la
trace du tenseur énergie-momentum Tµν [23]. De cette façon, la théorie f(R, T ) a été large-
ment étudiée où l’inflation et le secteur noir prennent des places essentielles [24]. Une autre
méthode consiste à ajouter de nouveaux termes dans l’action d’Einstein-Hilbert décrivant
les interactions non triviales avec le champ scalaire. Ceci implique un terme cinétique récem-
ment proposé dans [25,26]. Cependant, ce modèle ne fournit pas de résultats correspondant
aux données d’observation actuelles [12]. En utilisant des approximations de type roulement
lent, les observables pertinents cosmologiques comme l’indice spectral ns et le rapport ten-
seur/scalaire r ont été calculées et examinées pour différents modèles de gravité f(R) avec
un nombre donné de e-folding supportés par les données observationnelles [12–14]. Certains
modèles ont fourni certaines valeurs numériques en accord parfait avec les résultats de la
collaboration de Planck [12, 13]. D’autres modèles ont été explorés pour produire de telles
quantités numériques. Concrètement, il s’agit des théories de gravité de Gauss-Bonnet où les
quantités cosmologiques ont été déterminées [27–29]. Récemment, un intérêt particulier a été
accordé au scénario de réchauffement. Celui-ci a été considéré comme une phase de transition
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entre la fin de l’inflation et le début des contributions dominées par le rayonnement [30–35].
Ce scénario repose sur trois quantités physiques: le réchauffage Tre, l’équation d’état effective
ωre et le nombre de e-folding Nre. L’étude de ces quantités fournit certaines contraintes sur
les modèles étudiés.

Il a été observé que les formes du potentiel scalaire jouent un rôle primordial en physique
des modèles inflationnaires intégrés dans diverses théories y compris théorie des cordes et
les théories de gravité modifiée. Il s’avère que des illustrations célèbres sont le potentiel
d’inflation chaotique et l’inflation du modèle standard supersymétrique minimal (MSSM).
Outre ces modèles étudiés, d’autres formes du potentiel scalaire ont été abordées et traitées
dans le cadre de la physique des trous noirs et de la quintessence de l’énergie noire dans des
scénarios associés à la théorie des cordes.

Le but de ce travail doctoral est de contribuer à ces activités en étudiant les compor-
tements cosmologiques et thermiques de quelques potentiels scalaires en se basant sur la
physique des cordes et des branes. Plus précisément, nous nous intéressons d’abord aux
paramètres cosmologiques en introduisant la tension de la D3-brane, considéré comme un
objet fondamental de la théorie des cordes de type IIB. Pour certains modèles inspirés des
cordes, nous découvrons que ces paramètres fournissent certaines contraintes sur les valeurs
du champ scalaire qui sont en bon accord avec les contraintes observationnelles de Planck.
Ensuite, nous examinons l’aspect thermique des ces potentiels scalaires en considérant la
structure de la phase de réchauffage. Concrètement, nous montrons qu’une telle phase est
associée à de petites valeurs de température supportées par les échelles de la théorie de
grande unification (GUT) [36–42].

Ce travail doctoral est structuré en deux parties. La première partie de ce mémoire
se compose de quatre chapitres qui sont présentés comme suit. Dans le premier chapitre,
nous donnons une présentation générale sur la physique de la cosmologie standard du big-
bang. En particulier, nous discutons ses limites et ses lacunes. Dans le deuxième chapitre,
nous nous intéressons aux modèles d’inflation ordinaires, et la distribution des perturbations
inhomogènes générées par l’inflation. Dans le troisième chapitre, nous exposons les quantités
cosmologiques dans le cadre de la physique des D3-branes de la théorie des supercordes de
type IIB. Dans le quatrième chapitre, nous discutons l’aspect thermique en considérant la
phase de réchauffage. En particulier, nous remarquons qu’une telle phase est associée à de
petites valeurs de température supportées par les échelles énergétiques de GUT. Dans la
deuxième partie, nous présentons nos contributions scientifiques traitant certains modelés de
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l’inflation à partir de la physique de D3-branes. Nous terminons ce travail doctoral par une
conclusion générale.
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Première partie I

Modélisation de l’inflation
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CHAPITRE 1

Modèle standard de la cosmologie

Le modèle standard de la cosmologie est actuellement le plus accepté pour décrire les
caractéristiques de l’univers. Il est basé sur la théorie de la relativité générale qui a été éta-
blie par Albert Einstein en 1915. Ce modèle, dans lequel l’espace-temps est en expansion, a
permis de comprendre certaines observations commençant par le recul des galaxies. Pendant
ces années, la cosmologie consistait principalement à décrire et à reconstruire les effets ob-
servationnels de cette expansion. Puis, dans la seconde moitié du vingtième siècle, le modèle
du big bang chaud a été formulé. Ce dernier inclut la description des processus physiques
se produisant dans cet espace-temps en expansion ainsi que l’histoire thermique de l’univers
qui lui est associée. Plus récemment, la cosmologie est entrée dans une phase de précision
avec le flux des données d’observation de haute précision telles que les mesures du fond diffus
cosmologique (FDC), les études sur les galaxies, les détecteurs de rayons cosmiques et les
ondes gravitationnelles.

Dans ce chapitre, nous allons présenter l’univers de Friedmann-Lemaître-Robertson-
Walker (FLRW), qui décrit un espace-temps en expansion, homogène et isotrope. En outre,
nous allons discuter le modèle du big bang chaud de l’univers qui décrit l’univers depuis
la singularité initiale (il y a environ 13, 7 milliards d’années), ainsi que certains problèmes
modernes de ce modèle.
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1.1 Principes et fondements cosmologiques

La distribution des galaxies et des structures cosmologiques dans l’espace qui nous en-
toure apparaît isotrope à grande échelle, c’est-à-dire invariant par translation et par rotation.
Ceci implique que l’espace-temps possède une symétrie sphérique autour de nous. Ce fait ob-
servationnel, combiné au principe copernicien qui énonce que nous ne devrions pas vivre dans
une position centrale ou spatialement favorisée dans l’univers, conduit à la conclusion que
l’univers doit être homogène à grande échelle. Ce dernier est appelé le principe cosmologique.

1.1.1 Métrique de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker

Nous appliquons le principe cosmologique qui dicte que notre univers observable est
homogène et isotrope aux grandes échelles. Ces propriétés peuvent être exprimées dans un
système de coordonnées où la métrique symétrique peut s’écrire sous la forme

ds2 = gµνdx
µdxν , (1.1)

où µ et ν varient de 0 à 3. ds2 est la distance quadratique entre les points séparés par dxµ.
gµν est un tenseur 4× 4 symétrique qui décrit les propriétés géométriques de l’espace-temps
et le champ de gravitation. La métrique pour un univers homogène et isotrope est appelée
métrique de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker ( FLRW) donnée par la forme suivante

ds2 = −dt2 + a2(t)
[

dr2

1−K r2 + r2 dθ2 + r2 sin2θ dϕ2
]
, (1.2)

où a(t) est le facteur d’échelle cosmique, t est le temps cosmique. Il est noter que r, θ et ϕ
sont les coordonnées spatiales. Le paramètre K décrit la courbure de l’espace-temps et peut
prendre les valeurs discrètes suivantes:

— K = 0: Dans ce cas, la courbure est nulle conduisant à un l’univers plat.
— K = −1: L’espace-temps est de courbure négatif. Dans ce cas, par analogie avec une

surface hyperbolique, on dit que l’univers est ouvert.
— K = 1: On obtient un espace-temps de courbure positif équivalent à une surface de

la sphère. Alors, l’univers est fermé.
En considérant la métrique gµ ν , il est possible d’obtenir le symbole de Christoffel à partir
du tenseur métrique
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Γρµν = 1
2g

ρσ(∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν), (1.3)

où on a utilisé la notation ∂µgνσ = ∂gνσ

∂xµ . Le tenseur Γρµν est symétrique lorsqu’on échange
µ et ν décrivant la courbure de l’espace-temps. Les coefficients du symbole de Christoffel
sont utilisés dans les calculs pratiques de la géométrie de l’espace, afin de déterminer les
géodésiques des variétés riemanniennes.

À présent, nous avons besoin d’une dérivée covariante ∇ représentant un opérateur qui
peut remplacer la dérivée partielle mais de façon indépendante aux coordonnées. La dérivée
covariante d’un vecteur V µ est donnée par

∇µV
µ = ∂νV

µ + ΓµνρV ρ. (1.4)

Si Vµ est covariant, alors on a
∇νVµ = ∂νVµ − ΓρνµVρ. (1.5)

Le commutateur de la dérivée covariante agissant sur V ρ est donné par

[∇µ,∇ν]V ρ = (∂µΓρνσ − ∂νΓρµσ + ΓρµλΓλνσ − ΓρνλΓλµσ)V σ

= Rρ
σµνV

σ. (1.6)

Par suite, on trouve
Rρ
σµν = ∂µΓρνσ − ∂νΓρµσ + ΓρµλΓλνσ − ΓρνλΓλµσ, (1.7)

qui représente le tenseur de courbure, appelé tenseur de Riemann. Le tenseur de Riemann
avec les indices bas s’écrit sous la forme suivante

Rρσµν = gρλR
λ
σµν . (1.8)

Considérons les composantes de ce tenseur en coordonnées normales de Riemann au point P.
Dans ce cas, les symboles de Christoffel dans l’équation (1.7) vont s’annuler bien que leurs
dérivées ne le sont pas. À partir de l’équation (1.8), on obtient

Rρσµν = gρλ(∂µΓµνσ − ∂νΓλµσ),

= 1
2(∂µ∂σgρν − ∂µ∂ρgνσ − ∂ν∂σgρµ + ∂ν∂ρgµσ). (1.9)
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Le tenseur de Riemann possède les propriétés suivantes.
- Il est antisymétrique sous l’échange des deux premiers ou des deux derniers indices

Rρσµν = −Rσρµν . (1.10)

- Il est symétrique sous l’échange des blocs µν et ρσ

Rρσµν = Rµνρσ. (1.11)

- La somme des permutations cycliques sur les trois derniers indices est nulle

Rρσµν +Rρµνσ +Rρνσµ = 0. (1.12)

Considérons la dérivée covariante du tenseur de Riemann évaluée en coordonnées normales
riemanniennes

∇λRρσµν = ∂λRρσµν

= 1
2∂λ(∂µ∂σgρν − ∂µ∂ρgνσ − ∂ν∂σgρµ + ∂ν∂ρgµσ). (1.13)

Par permutation cyclique sur les trois premiers indices, on obtient l’identité différentielle
appelée identité de Bianchi. Celle-ci est donnée comme suit

∇λRρσµν +∇ρRσλµν +∇σRλρµν = 0. (1.14)

En utilisant l’identité de Bianchi, nous obtenons l’identité d’Einstein suivante

∇ν G
µν = ∇ν (Rµν − 1

2 g
µν R) = 0. (1.15)

Alors, nous pouvons définir le tenseur d’Einstein qui est donné par

Gµν = Rµν −
1
2 gµν R, (1.16)

où Gµν est le tenseur d’Einstein d’ordre 2 ce qui signifie que l’on peut le représenter sous
forme matricielle. Rappelons que Rµν = Rλ

µλν est le tenseur de Ricci et R est le scalaire de
Ricci qui donné par R = 2K, avec K est la courbure de Gauss.
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1.1.2 Loi de Hubble

L’astronome Edwin Hubble dans les années 1920 et 1930 a fait une extraordinaire obser-
vation du mouvement de galaxies [43]. Il a constaté que la lumière émise par les galaxies éloi-
gnées était toujours décalée vers le rouge, c’est-à-dire l’augmentation de la longueur d’onde
λ. En plus, il a été découvert que cette augmentation est proportionnelle à la distance d de
la galaxie. Ce décalage est caractérisé par le paramètre

z = δ λ

λ
∝ d. (1.17)

En effet, Hubble a montré que ce décalage vers le rouge est dû à l’effet Doppler. Alors, il a
attribué une vitesse de récession v = c z à la galaxie. La loi de Hubble peut s’écrire sous la
forme suivante

v = H d, (1.18)

où H est la constante de Hubble qui vaut H = ȧ(t)
a(t) avec a(t) le facteur d’échelle. Ce dernier

change avec le temps à cause de l’expansion de l’univers et ceci peut être vu par sa dépendance
de t. Il a été observé pour la première fois en 1929, comme le montre la figure (1.1), que
la valeur actuelle de H, que nous désignons par H0, est de l’ordre de 500 km.sec−1.Mpc−1

avec Mpc (Mega-parsecs) est la distance qui sépare deux galaxies. Un parsecs correspond à
environ 3× 1018cm.
Cette valeur fournit des informations précieuses sur le contenu de l’univers. La première

bonne estimation a été réalisée en 1958 dans Ref. [44], où la valeur de 75 km.sec−1.Mpc−1 a
été obtenue. Enfin, les mesures les plus récentes fournies par la mission Planck ont donné la
valeur H0 = 67.80 ± 0.77 km.sec−1.Mpc−1 [12,13]. Cette valeur est plutôt petite par rapport
aux mesures précédentes.

Une propriété intéressante des espaces-temps FLRW est que la lumière est décalée vers
le rouge lors de son mouvement, en raison de la dépendance temporelle du facteur d’échelle.
Considérons un objet au repos dans un système de coordonnés comparables avec une coor-
donnée radiale r1, et un observateur situé à r0 = 0. La lumière émise par cet objet au temps
t1 avec une fréquence ν1, est reçue par l’observateur au temps t0 avec une fréquence ν0. En
effet, la relation entre ν0 et ν1 peut être démontré. Puisque la lumière se déplace le long
des géodésiques avec ds = 0, la trajectoire radiale de la lumière voyageant vers l’observateur
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Figure 1.1 – Schéma original de Hubble [43]. Les vitesses des galaxies lointaines sont représentées en
fonction de la distance. Les disques noirs et le trait plein représentent la solution pour un mouvement solaire
estimé en se basant sur les données individuelles des nébuleuses, les cercles et la ligne pointillée représentent
la solution obtenue et regroupant les nébuleuses en 9 groupes distincts.

(dθ = dϕ = 0 et dr/dt < 0) est donnée par

dt

a(t) = dr√
1−K r2

. (1.19)

Maintenant, nous considérons l’émission de deux sommets successifs d’une onde lumineuse.
La première est émise à (t1, r1) et reçue à (t0, 0) tandis que la seconde est émise à (t1 +δt1, r1)
et reçue à (t0 + δt0, 0). D’après l’équation (1.19), on obtient

∫ 0

r1

dr√
1−K r2

=
∫ t0

t1

dt

a(t) =
∫ t0+δt0

t1+δt1

dt

a(t) . (1.20)

En soustrayant la troisième intégrale de la deuxième, dans la limite ou δt0, δt1 ≪ a/ȧ, on
trouve

δt0
a(t0)

= δt1
a(t1)

. (1.21)

Sachant que le retard δt entre deux sommets n’est rien d’autre que l’inverse de la fréquence,
on obtient

ν1

ν0
= a(t0)
a(t1)

= 1 + z, (1.22)

où la dernière égalité définit le décalage vers le rouge z. Cette quantité dépend seulement du
rapport entre le facteur d’échelle à la réception et le facteur d’échelle à l’émission. En termes
de longueur d’onde λ, l’équation (1.22) donne λ0/λ1 = a(t0)/a(t1). On voit que la longueur
d’onde de la lumière se contracte et se prolonge simplement avec le facteur d’échelle λ ∝ a.
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1.2 Équations algébriques cosmologiques

1.2.1 Équation d’Einstein

La dynamique des métriques dans l’espace-temps en général (c’est-à-dire non nécessaire-
ment FLRW) est décrite par l’action d’Einstein-Hilbert qui s’écrit

S = M2
Pl

2

∫
d4x
√
−g R, (1.23)

où MPl = 1/
√

8 πG est la masse de Planck, R est le scalaire de Ricci et d4x
√
−g =

d4x
√
−det (gµν) est le volume élémentaire à 4 dimensions. Alors, on peut ajouter un terme

de la matière gravitationnelle. La constante cosmologique Λ dans l’action (1.23) peut décrire
un univers qui correspond au notre. L’action totale est donnée par

S = M2
Pl

2

∫
d4x
√
−g (R + 2Λ) +

∫
d4x
√
−g Lm, (1.24)

où Lm est la densité lagrangienne de la matière gravitationnelle de l’univers. La variation de
l’action S par rapport à la métrique gµν donne

δS =
∫ [

M2
Pl

2
δ [√−g (R + 2 Λ)]

δgµν
+ δ
√
−gLm
δgµν

]
δgµνd4x. (1.25)

Afin de trouver les solutions possibles, cette variation de l’action l’équation (1.24) doit être
nulle ce qui implique

M2
Pl

2
δ [√−g (R + 2 Λ)]

δgµν
= δ
√
−gLm
δgµν

. (1.26)

Le côté droit de l’équation (1.26) est proportionnel au tenseur énergie-impulsion Tµν . Ainsi,
on a

δ
√
−g Lm
δgµν

= 1
2
√
−g gµν Lm −

√
−g δ Lm

δ gµν

= −1
2
√
−g

(
2 δ
√
−g Lm
δ gµν

− gµν Lm
)

= −1
2
√
−gTµν . (1.27)
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De même, nous pouvons définir le tenseur d’Einstein à partir du côté gauche de l’équation
(1.26) de la manière suivante

δ [√−g (R− 2 Λ)]
δ gµν

=
√
−gM2

Pl
2

(
Rµν −

1
2 Rgµν − Λ gµν

)
. (1.28)

En utilisant les équations (1.26), (1.28) et (1.27), on obtient l’équation d’Einstein qui est
défini par

Rµν −
1
2 Rgµν + Λgµν = 1

M2
Pl
Tµν

Gµν + Λgµν = 8π GTµν , (1.29)

où Gµν est le tenseur d’Einstein. Rµν et R sont le tenseur et le scalaire de Ricci qui décrivent
la courbure et la géométrie de l’espace-temps. Tµν est le tenseur énergie-impulsion qui décrit
les informations sur le contenu de matière/énergie dans l’univers, G représente la constante
gravitationnelle de valeur G ≃ 6.6742×10−11 m3 kg−1 s−2 et Λ est la constante cosmologique
qui a été ajoutée par Einstein pour établir des solutions décrivant un univers statique.

1.2.2 Équations de Friedmann et Raychaudhuri

Maintenant, nous pouvons calculer les tenseurs Tµν et Gµν lorsque nous considérons un
univers FLRW. Insérant les composantes de la métrique de FLRW donnée par l’équation
(1.2) dans la définition du tenseur d’Einstein de l’équation (1.16), on obtient

G00 = 3H2 + 3K
a2 ,

Gij = −gij
(
H2 + ä

a
+ K

a2

)
, (1.30)

G0i = Gi0 = 0,

où les indices i et j correspondent aux indices spatiaux et varient de 1 à 3. L’indice 0 repré-
sente la composante temporelle de la métrique. Ces composantes sont données explicitement
dans l’annexe 1.3.1, ainsi que les symboles de Christoffel de la métrique FLRW.

Pour établir la forme du tenseur énergie-impulsion, nous considérons un fluide parfait
comme matière qui décrit notre univers homogène et isotrope avec une densité ρ, une pression
P , et une vitesse quadratique uµ. Dans ce cas, le tenseur énergie-impulsion est donné comme
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suit
Tµν = (ρ+ P )uµuν + P gµν . (1.31)

Nous considérons un observateur au repos par rapport au fluide parfait. Ainsi, nous avons
u0 = −1 et ui = 0. On a Tµν = diag(ρ, P, P, P ) pour un fluide de matière parfait. En injectant
les composantes de la métrique (1.2) et les tenseurs Gµν et Tµν dans l’équation d’Einstein
(1.29), nous trouvons deux équations importantes en cosmologie qui sont appelée respecti-
vement l’équation de Friedmann et l’équation de Raychaudhuri. Ces équations prennent la
forme suivantes

H2 = ρ

3M2
Pl
− K

a2 + Λ
3 , (1.32)

ä

a
= −ρ+ 3P

6M2
Pl

+ Λ
3 . (1.33)

Lorsque la courbure et la constante cosmologique sont absentes K = Λ = 0, l’équation
de Friedmann fournit une relation entre le facteur de Hubble et la densité d’énergie, et la
présence d’énergie dans l’univers entraîne sa contraction ou son expansion. Ainsi, on a

H2 = ρ

3M2
Pl
,

= 8πG
3 ρ. (1.34)

De même, si Λ = 0, l’équation de Raychaudhuri nous informe que l’énergie est présente avec
ou sans pression. Cela montre que le facteur d’échelle n’est pas constant. On note que le
facteur d’échelle s’accélère (ä > 0) si ρ + 3P < 0, ce qui est possible pour des fluides à
pression négative (en supposant que ρ soit positif), et nous verrons que c’est le cas pendant
l’inflation.

À partir de la dérivée covariante du tenseur d’énergie-impulsion, nous avons ∇Tµν = 0.
En outre, nous implémentons la composante temporelle dans l’équation de conservation
∇Tµν = 0, c’est-à-dire que nous prenons ν = 0, ce qui permet d’écrire

∇µT
0µ = −ρ̇− 3 ȧ

a
ρ− 3 ȧ

a
P. (1.35)

Cela peut être simplement réécrite comme l’équation de continuité suivante

ρ̇+ 3H(ρ+ P ) = 0. (1.36)
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L’équation de continuité (1.36) a une solution simple lorsque l’équation d’état défini par
ω = P

ρ
est constante. Ces solutions sont données par l’expression suivante

ρ(a) = ρin

(
a

ain

)−3(1+ω)
, (1.37)

où ρin est la valeur initiale de ρ lorsque a = ain. L’équation (1.37) donne plusieurs solutions
simples qui sont explicitées dans le tableau (4.1). Par exemple, la matière noire a une valeur
ωmat = 0 et nous trouvons ρmat ∝ a−3, ce qui signifie que la matière a une échelle inversement
proportionnelle au volume de l’espace-temps dans lequel elle se situe. Pour le rayonnement,
nous avons ωray = 1

3 et alors on a ρray ∝ a−4. Si l’espace-temps est en expansion, le rayonne-
ment se dilue avec l’augmentation du volume de l’espace-temps (∝ a−3).

Afin d’identifier l’effet de la courbure K et de la constante cosmologique Λ avec un fluide,
nous réécrivons l’équation (1.32) comme suit

H2 = 1
3M2

Pl
[ρmat + ρray + ρK + ρΛ] ≡ 1

3M2
Pl
ρtot, (1.38)

où on a défini ρmat qui est la densité d’énergie de toute la matière ainsi que les autres
constituants non relativistes présents dans l’univers. Dans cette équation, nous avons

— ρray: la densité d’énergie du rayonnement,
— ρK = −3M2

PlK/a
2: la densité d’énergie de la courbure,

— ρΛ = M2
Pl Λ: la densité d’énergie de la constante cosmologique,

— ρtot la densité d’énergie totale de l’univers.
Nous remarquons que ρK ∝ a−2. D’après l’équation (1.37), nous pouvons en déduire que
ωK = −1

3 . De même ρΛ ∝ a0. Alors, nous associons la constante cosmologique d’un fluide à
l’équation d’état est ωΛ = −1. Les valeurs constantes de ω et les formes de la dépendance
de la densité d’énergie par rapport au facteur d’échelle discuté ci-dessus sont résumées dans
le tableau (1.1).
Si le facteur d’échelle a(t) a évolué de façon homogène avec le temps, le côté droit de l’équation
de Friedmann (1.37) est rapidement dominé par un seul fluide (celui avec le plus petit ω si
l’espace-temps est en expansion, ou avec le plus grand ω si l’espace-temps se contracte).
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fluide l’équation d’état ω ρ(a) a(t)
matière noire 0 ∝ a−3 ∝ t2/3

rayonnement 1/3 ∝ a−4 ∝ t1/2

courbure spatiale −1/3 ∝ a−2 ∝ t
constante cosmologique −1 ∝ a0 ∝ eHt

Table 1.1 – Les équations d’état pour différents fluides, ainsi que les densités et les facteurs d’échelles
correspondants.

Dans cette limite, ce facteur peut être intégrée, ce qui donne

a(t) =


ain

[
1± 3

2 (1 + ω)Hin (t− tin)
] 2

3(1+ω) si ω ̸= −1

ain exp [Hin (t− tin)] si ω = −1,
(1.39)

où ain et tin sont deux constantes d’intégration. Le signe ± dépend de l’espace-temps est en
expansion (signe +) ou en contraction (signe −). Dans ce travail doctoral, nous considérons
seulement le cas d’un espace-temps en expansion. Pour les valeurs de ω discutées précédem-
ment, les profils correspondants de a(t) sont présentés dans le tableau (1.1). Ensuite, nous
considérons que l’univers est constitué de plusieurs champs avec des équations d’état indé-
pendantes ωi = Pi/ρi. Alors, l’équation de continuité (1.36) se généralise à travers la formule
suivante ∑

i

[ρ̇i + 3H(ρi + Pi)] = 0. (1.40)

Nous notons que l’équation (1.40) peut être résolue parce que chaque terme disparaît in-
dividuellement. Alors, il correspond au cas des fluides multiples qui n’interagissent pas,
c’est-à-dire aucun transfert d’énergie entre les champs. Ainsi, comme nous l’avons fait pré-
cédemment, nous pouvons trouver la densité d’énergie totale ρT comme suit

ρT (a) =
∑
i

ρin
i

(
ai
ain
i

)−3 (1+ωi)

. (1.41)

16



1.3. Généralités sur l’univers

1.3 Généralités sur l’univers

1.3.1 Composition de l’univers

Il est possible d’utiliser l’équation (1.41) pour estimer la densité d’énergie de chaque
composant de l’univers à tout moment si on connaît les valeurs actuelles de leur densité
d’énergie. Cela est possible si nous supposons que chaque composant possède une équation
d’état constante et qu’il n’y a pas de transfert d’énergie entre les composants.

On définit la densité critique de l’univers à partir de l’équation (1.34), lorsque la courbure
et la constante cosmologique sont nulles (K = Λ = 0)

ρcr = 3M2
PlH

2. (1.42)

Nous définissons également à partir de la densité critique les quantités sans dimension Ωi =
ρi/ρcr pour des fluides contenus dans l’univers, où Ωi décrit la fraction de l’univers qui est
contenue dans chaque constituant. Ainsi, nous pouvons réécrire l’équation de Friedmann
(1.32) comme suit

1− ΩK = Ωmat + Ωray + ΩΛ, (1.43)

1− ΩK = Ωtot =
∑
i

Ωi, (1.44)

où Ωmat, ΩΛ, ΩK et Ωray sont des quantités associées à la matière, la constante cosmologique,
la courbure et le rayonnement, respectivement. Elles sont données par

Ωmat = 8 πG
3H2 ρ, ΩΛ = Λ

3H2 , ΩK = −K
a2 H2 . (1.45)

Pour montrer comment chaque terme évolue en arrière ou en avant dans le temps à partir
de leurs valeurs actuelles, nous pouvons appliquer la mise à l’échelle du facteur d’échelle de
l’équation (1.41) pour chaque constituant

1− Ω0
K

a2 = Ω0
mat
a3 +

Ω0
ray

a4 + Ω0
Λ, (1.46)

où l’exposant ”0” signifie qu’il s’agit de sa valeur actuelle. Selon les dernières observations
[12], nous donnons maintenant les valeurs de Ω0

i pour chaque composant connu dans l’univers
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( voir [12] pour une description détaillée de la façon dont chaque mesure est effectuée et pour
les bandes d’erreur).

— Courbure
Il n’y a pas encore de détection statistiquement significative d’une quelconque cour-
bure non nulle (K ̸= 0) dans l’univers. Autrement dit, toutes les mesures sont cohé-
rentes avec un univers plat (K = 0). La dernière valeur est Ω0

K = 0, 0007 ± 0, 0019,
avec une précision de 68%.
Nous séparons la composante de la matière en deux parties, la matière baryonique et
la matière noire froide, c’est-à-dire Ω0

mat = Ω0
mb+Ω0

mn. On explique chaque composante
séparément.

— Matière baryonique
Il s’agit du constituant de l’univers qui correspond à la matière ordinaire (atomes,
noyaux, etc.) et qui est dominé par les baryons froids tels que les protons et les
neutrons, qui sont plus lourds que les leptons (les électrons et les neutrinos). Bien que
cette composante représente la totalité de la matière que nous voyons autour de nous,
les dernières mesures montrent que ce constituant ne représente qu’une très faible
fraction de la densité d’énergie totale de l’univers, avec Ω0

mb ≃ 0.049.
— Matière noire

Cette composante de la matière dans l’univers est nécessaire pour expliquer de mul-
tiples observations de notre univers. Notamment, les courbes de rotation des galaxies
et les fluctuations du FDC observées par le satellite de Planck. La matière noire dont
ω = 0, est sans pression et n’interagit pas électromagnétiquement, d’où le nom de "
matière noire ". Malgré que la nature de la matière noire est inconnue, elle est beau-
coup plus abondante dans l’univers que la matière baryonique, avec Ω0

mn = 0.262.
Alors, environ 5 fois la densité d’énergie de la matière ordinaire est contenue dans la
matière noire.

— Rayonnement
Les rayonnement se diluent beaucoup plus vite que la matière lors de l’expansion de
l’univers, voir l’équation (1.37) avec ω = 1/3. La densité d’énergie présente contenue
dans le rayonnement est beaucoup plus faible que celle contenue dans la matière, avec
Ω0

ray = 9.23× 10−5.
— Constante cosmologique

Une constante cosmologique dont ω = −1 est également nécessaire pour expliquer plu-
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sieurs preuves que l’expansion de l’univers accélère. En fait, ce fluide d’énergie noire
doit être le constituant dominant de l’univers aujourd’hui, avec Ω0

Λ = 0.6889±0.0056,
bien que nous ne connaissions pas la nature exacte de ce fluide d’énergie noire. Ce-
pendant, il est probable qu’il s’agit d’une constante cosmologique ou d’une constante
similaire, car les dernières mesures [12] de l’équation d’état sont ω = −1.03±0.03 avec
un niveau de confiance de 68%, ce qui est cohérent avec la constante cosmologique.

Les fractions de la densité d’énergie de chaque composante contenue dans l’univers sont
résumées dans la figure (1.2). Notons que la majorité de la densité d’énergie de l’univers est
contenue dans des fluides que nous ne comprenons pas actuellement. L’univers est dominé

Énergie noire
68.3%

Matière baryonique
4.9%

Matière noire
26.8%

Rayonnement
0.001%

Courbure ≈ 0%

Figure 1.2 – Composition actuelle de l’univers, selon le modèle ΛCDM, où nous prenons ΩK = 0. Ceci
est cohérent avec les dernières mesures du modèle de Planck [12].

actuellement par l’énergie noire, ce qui signifie que ρtot ≃ constante. Comme la matière froide
ρmat ≡ ρmn + ρmb a une échelle de a−3, sa contribution augmente lorsqu’on se déplace vers
l’arrière dans le temps et devient plus grande que celle de l’énergie noir à un certain point
aacc défini par ρmat(aacc) = ρen(aacc), c’est-à-dire aacc/a0 = [Ω0

mat/Ω0
en]1/3 où l’indice "aacc"

représente le début de la phase de l’énergie noire.
Il peut être plus pratique de faire un lien entre le temps t et le décalage vers le rouge z.

Soit un photon émis à l’instant t arrivant à son observateur. Le décalage vers le rouge qui se
traduit par l’équation (1.22) s’écrit comme suit

1 + z = a0

a
. (1.47)
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Selon cette définition, le décalage vers le rouge de transition entre les périodes de matière et
d’énergie noire est donné par

zacc =
[

Ω0
en

Ω0
mat

]1/3

− 1. (1.48)

En utilisant les valeurs de Ω0
i précédentes, on trouve zacc ≃ 0, 29. Ensuite, le rayonnement

se désintègre plus rapidement (ρtot ∝ a−4) que la matière. Sa contribution par rapport
à la matière augmente lorsqu’on se déplace vers l’arrière dans le temps. Par conséquent, le
rayonnement domine le contenu de l’univers lorsque a < aeq, où aeq est défini par ρmat(aeq) =
ρray(aeq), ce qui donne

zeq =
[

Ω0
mat

Ω0
ray

]1/3

− 1, (1.49)

où l’indice "eq" signifie l’égalité entre matière et rayonnement, qui donne zeq ≃ 3402 avec les
valeurs de Ω0

i mentionnées au-dessus. Lorsque a < aeq (ou de manière équivalente z > zeq),
l’univers est dominé par le rayonnement.

En conclusion, l’histoire de l’univers est constituée de trois phases principales:
— une époque de rayonnement pour laquelle z > zeq. Pendant celle-ci, on a

ρtot ∝ a−4 et a = t1/2, (1.50)

— une époque de matière où zacc < z < zeq pendant laquelle on a

ρtot ∝ a−3 et a = t2/3, (1.51)

— une époque d’énergie sombre où z < zacc pendant laquelle on a ρtot ≃ constante et
a ∝ eH t.

1.3.2 Histoire de l’Univers

Dans cette section, nous allons voir comment déterminer l’âge de l’univers et une des-
cription de certains événements clés de l’histoire de l’univers.

1.3.3 Âge de l’univers

Lorsque l’univers est dominé par un fluide parfait, le facteur d’échelle a(t) peut être dé-
rivé à partir de l’équation (1.39) en négligeant les phases de transition entre les trois époques
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mentionnées ci-dessus. Nous pouvons alors calculer une forme approximative pour a(t) cor-
respondant à toute l’histoire de l’univers. Les constantes d’intégration tin et ain apparaissant
dans l’équation (1.39) peuvent être fixées en exigeant la continuité de a et ȧ aux temps de
transition. On obtient alors

a(t)
a0
≃



exp [H0(t− t0)] si t > tacc

1
1+zacc

[
1 + 3

2 H0(t− tacc)
]2/3

si teq < t < tacc

1
1+zeq

[
1 + 2

(
1+zeq
1+zacc

)3/2
H0(t− teq)

]1/2
si tBB < t < teq

(1.52)

où tacc est le temps de transition entre les époques de la matière et de l’énergie noire et teq

est le temps de transition entre les époques du rayonnement et de la matière. Ils sont donnés
par

H0 (t0 − tacc) = ln(1 + zacc), (1.53)

H0 (tacc − teq) = 2
3 −

2
3

(
1 + zacc

1 + aeq

)3/2

. (1.54)

En remontant dans le temps, on remarque que a passe à 0 en un temps fini. Dans ce cas, la
singularité correspondante est appelée le big bang qui se produit au moment tBB. En utilisant
l’équations (1.52), nous trouvons

t0 − tBB ≃ H−1
0

2
3 + ln (1 + zacc)−

1
6

(
1 + zacc

1 + zeq

)3/2
 . (1.55)

Nous remarquons que l’âge de l’univers est associée à la constante de Hubble H−1
0 . À partir

des valeurs de zacc, zeq précédentes, nous obtenons t0−tBB ≃ 0, 92H−1
0 ≃ 1.33×13.7 milliards

d’années.

1.3.4 Brève histoire cosmologique

Dans cette partie, nous présentons une brève description de certains événements clés
de l’histoire de l’univers. Ces phénomènes sont résumés dans la figure (1.3). La singularité
initiale de l’image du big bang est postulée parce que tous les photons se déplaçant dans un
univers en expansion sont tels que leur longueur d’onde évolue comme a−1. Dans le modèle du
big bang chaud de l’univers, cette singularité initiale est suivie d’une période chaude dominée
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par le rayonnement qui se refroidit progressivement. Lorsque le rayonnement se refroidit et
se dilue, il devient dominant par rapport à la densité de matière de l’univers. La période
dominée par le rayonnement est donc suivie d’une période dominée par la matière. C’est au
cours de cette période que se forment les structures connues de l’univers actuel, notamment
les galaxies, les étoiles et les planètes. Enfin, la matière se dilue avec l’expansion du volume de
l’espace-temps et c’est la constante cosmologique (qui a une densité constante et ne se dilue
pas) qui domine. Finalement, nous entrons dans la période actuelle d’expansion accélérée à
cause de l’énergie noire. Nous décrivons certains événements clés de l’évolution de l’univers,

Figure 1.3 – Une histoire illustrée de quelques événements clés dans l’évolution de l’univers, avec le
temps approximatif où ils se sont produits. Source de l’image: NASA.

avec les moments où ils se produisent par rapport au big bang. Nous commençons par la
description des événements de l’univers après une période d’inflation, qui est une période
d’expansion accélérée à t ⪅ 10−35 s, et qui est traitée en détail par la suite. Celle-ci constitue
le sujet principal de cette thèse. Nous supposons que l’inflation laisse l’univers rempli d’un
plasma chaud qui contient les particules fondamentales du modèle standard à t ∼ 10−35 s (
possible après une période de réchauffage).
Une fois l’inflation est terminée, l’univers est dominé par les rayonnements et le premier
événement important est la transition de phase électrofaible à t ∼ 10−12 s [45–51]. Cette
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transition de phase, la symétrie SU(2)× U(1) du champ électrofaible est brisée en symétrie
U(1) du champ électromagnétique actuel. Cela correspond au début de "l’époque des quarks",
au cours de laquelle les quatre forces fondamentales sont les mêmes qu’aujourd’hui, mais la
température est très élevée pour permettre la liaison des quarks, c’est-à-dire que les collisions
entre les particules dans le plasma quark-gluon chaud sont trop énergétiques pour permettre
la combinaison des quarks.

À t ∼ 10−6 s, lorsque la température diminue en dessous de ∼ 938 MeV (l’énergie de re-
pos des nucléons), les quarks et les gluons peuvent se lier pour former des hadrons (soit des
baryons, soit des mésons) et des anti-hadrons. Cela marque la fin de la période des quarks et
le début de la période des hadrons. La quantité de matière par rapport à l’antimatière créée
ici doit être importante car on n’observe pratiquement pas d’antimatière dans la nature [52].
Cependant, on ne sait pas encore comment cette asymétrie s’est produite.
Lorsque l’énergie de l’univers diminue, les nouveaux couples hadron/anti-hadron ne se forment
pas et la plupart des hadrons existants s’annihilent avec les anti-hadrons, créant des photons
de haute énergie. Environ une seconde après le big bang, presque tous les hadrons ont été
annihilés. Si des fluctuations de densité suffisamment importantes ont été introduites pen-
dant l’inflation, il est possible qu’entre la fin de l’inflation et quelques secondes après le big
bang se forment des trous noirs primordiaux. Ces trous noirs peuvent avoir une très grande
masses.

À t ∼ 1s, les neutrinos se découplent de la matière et commencent à circuler librement
dans l’espace, laissant un fond cosmique de neutrinos (CνB) de très faible énergie qui existent
encore aujourd’hui. Ce phénomène est similaire à celui du fond diffus cosmologique qui est
émis beaucoup plus tard, voir ci-dessous.

La nucléosynthèse du big bang (BBN) a lieu entre t ∼ 10 s et t ∼ 20 min , produisant
les noyaux des éléments chimiques et des isotopes les plus légers, notamment le deutérium,
l’hélium, le lithium et le béryllium (bien que le béryllium soit instable et se désintègre ensuite
en hélium et en lithium), lorsque la température de l’univers est de ∼ 10 MeV (l’énergie de
liaison des noyaux) [53, 54]. Le BBN se termine à des températures inférieures à 100 KeV,
lorsque tout le deutérium a formé de l’hélium. Les noyaux de ces éléments se forment à ce
moment-là, l’énergie de l’univers est encore trop élevée pour permettre aux électrons de se lier
à ces noyaux. La durée du BBN signifie que le seul des processus rapides et simples peuvent
se produire, et que les éléments plus lourds ne se forment que plus tard dans l’histoire de
l’univers, par le biais de supernovae et de kilonovae [55,56].
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À t ∼ 47, 000 ans (décalage vers le rouge z ∼ 3400), la densité d’énergie de la matière
commence à dominer par rapport au rayonnement, et l’univers entre dans l’époque dominée
par la matière. À partir de ce point, les perturbations du rayonnement libre ne sont plus
effacées et alors les structures peuvent commencer à se former dans la période dominée par la
matière. À ce point, le contenu en matière de l’univers est dominé par la matière noire, mais
comme la nature de la matière noire est encore inconnue, le modèle du big bang chaud ne
fournit pas d’explication quant à son origine. À t ∼ 100, 000 ans, la température de l’univers
est plus basse pour former les premières molécules (hydrure d’hélium).

À t ∼ 370, 000 ans (décalage vers le rouge z ∼ 1080), l’univers est suffisamment refroidi
pour que les électrons chargés se combinent aux protons et forment les premiers atomes
d’hydrogène neutres, dans une phase appelée "recombinaison ". À ce moment-là, l’univers
devient transparent pour la première fois et les photons se dispersent sur les particules
chargées et peuvent alors traverser librement l’univers sans être gênés. Presque tous les
protons et les électrons de l’univers sont liés à des atomes neutres, ce qui fait que le libre
parcours moyen des photons devient très grand. En d’autre mots, la section efficace photon-
atome est beaucoup plus petite que la section efficace photo-électron. Ainsi, les photons sont
"découplés" de la matière ce qui donne naissance au fond diffus cosmologique (FDC), souvent
appelé "la lumière la plus ancienne de l’univers". La distribution de température du FDC est
la même que celle avec laquelle il a été émis, mais sa température est décalée vers le rouge par
l’expansion de l’espace-temps entre son émission et aujourd’hui. La température moyenne
du FDC aujourd’hui est TFDC = 2, 725K. La dernière image de Planck des fluctuations de
température du FDC est présentées dans la figure 1.4, où les couleurs montrent que le FDC
est homogène et isotrope jusqu’à une partie sur 105, et que les déviations de l’homogénéité
sont des prédictions clés de l’inflation [57].

Après la recombinaison, l’univers n’est plus opaque aux photons, mais il n’y a plus de
structures émettant de la lumière, d’où le nom "âge sombre" donné à cette époque. Il est
alors très difficile d’observer quoi que ce soit à cette époque. Il n’y avait que deux sources de
photons à cette époque, les photons du FDC et la rare ligne de spin de 21 cm de l’hydrogène
neutre, qui correspond à la diffusion spontanée d’un photon de 21 cm par un électron des-
cendant d’un état d’énergie. Bien que cette émission de 21 cm soit rare, l’univers était rempli
par l’hydrogène neutre. Alors, une quantité détectable de cette longueur d’onde de lumière
pourrait avoir été émise pendant l’âge sombre. De nombreux télescopes essaient actuellement
de détecter cette lumière, notamment la dernière expérience EDGES [58].
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Figure 1.4 – Carte de température du FDC observée par satellite de Planck en 2018. La température du
FDC est de 2, 725K, avec des fluctuations 0, 01%. Image créée par la collaboration ESA/Planck [12].

Avec le développement des perturbations pendant la période de la matière, les premières
étoiles (appelées étoiles de population III) commencent à se former à t ∼ 100, 000 ans, four-
nissant la première lumière visible après la recombinaison et mettant fin à l’âge sombre.
Ces premières étoiles étaient presque entièrement constituées d’hydrogène (et d’un peu d’hé-
lium), et ont progressivement commencé à remplir l’univers d’éléments plus lourds au fur et
à mesure qu’elles évoluaient et devenaient des supernovas.

Les galaxies commencent alors à se former. Ces premières galaxies se forment des objets
suffisamment énergétiques pour ioniser l’hydrogène neutre. Ces objets produisent des photons
suffisamment énergétiques pour couper la liaison électron-proton de l’hydrogène et laisser des
particules chargées séparées, dans un processus appelé "réionisation" [59–62]. Les objets sont
supposés capables de produire ces photons de haute énergie comprennent les quasars, ainsi
que les étoiles de population III et la formation des premières galaxies elles-mêmes.
La réionisation se situe entre t ∼ 150 millions d’années et t ∼ 1 milliard d’années, ou à un
décalée vers le rouge 6 < z < 20. Cependant, l’univers avait connue depuis la recombinaison
en raison de la grande quantité d’expansion et il n’est pas revenu à un état opaque aux
photons après la réionisation. C’est-à-dire que la moyenne du chemin libre des photons reste
grande, encore aujourd’hui, en raison des interactions de diffusion qui restent faibles en
conséquence de la dilution de la matière.

En entrant dans la période actuelle à t ∼ 9 milliards d’années, l’énergie noire commence à
dominer l’univers et l’expansion de l’univers s’accélère [63]. Pendant cette époque, la struc-
ture à grande échelle de l’univers se développe pour former la chaîne cosmique que nous
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observons aujourd’hui, remplie par des amas de galaxies, des galaxies, des étoiles et des sys-
tèmes planétaires. La nature de l’énergie noire est encore inconnue et représente un domaine
de recherche très actif dans la cosmologie moderne.

1.4 Problèmes classiques du modèle standard de l’in-

flation

Nous avons décrit ci-dessus les principaux événements et caractéristiques du modèle de
cosmologie du big bang chaud. Il faut mentionner qu’il laisse plusieurs questions sans réponse
sur l’univers lorsque nous comparons cette théorie aux observations, ce qui nous permet
d’introduire une phase initiale d’inflation cosmologique dans notre conception de l’univers.
Les trois problèmes sont appelés problèmes de l’horizon, la planéité et du monopole, mais
cette liste n’est pas complète. Ce modèle pose d’autres questions, comme l’origine et la
nature de la matière noire, de l’énergie noire ainsi que la nature de la physique au niveau de
la singularité du big bang. Dans cette section, nous décrivons en détail ces trois problèmes. La
plupart des cosmologistes modernes considèrent en effet ces problèmes comme la motivation
initiale de l’inflation, mais aujourd’hui, la motivation principale pour étudier l’inflation est
de déterminer la structure de l’univers à grande échelle.

1.4.1 Problème d’horizon

Tout d’abord, nous discutons le problème de l’horizon du modèle du big bang chaud,
qui est une conséquence du temps de déplacement de la lumière fini et de l’existence d’un
horizon causal dans le modèle du big bang chaud [2, 3]. Cet horizon causal agit comme une
barrière entre les événements observables et non observables ainsi tout les processus physique
ne peuvent agir sur des échelles plus grandes que l’horizon causal. Cela signifie que l’univers
est inhomogène à des échelles plus grandes que l’horizon causal, car les régions causales
distinctes ne peuvent pas se contacter pour trouver un équilibre. L’horizon causal est défini
comme la distance physique (propre) la plus éloignée à laquelle pourrait provenir un photon
reçu à un instant tre.

Dans cette partie, nous allons calculer la taille de l’horizon causal au moment de la
recombinaison et montrer qu’elle est plus petite que le diamètre de la dernière surface de
diffusion, c’est-à-dire que le dernière surface de diffusion est constituée de plusieurs régions
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déconnectées causalement. Par conséquent, l’homogénéité des observations du FDC (voir
la figure 1.4) nécessite soit un réglage précis, soit une période d’inflation, soit une autre
explication.

Si un photon est émis à l’instant tem et au rayon rem et se déplace directement (dϕ =
dθ = 0) vers un observateur à r = 0. Sa trajectoire est donnée par ds2 = 0. Cela donne

dt

a(t) = dr√
1−K r2

. (1.56)

Nous considérons le cas d’un univers plat (K = 0) et la position de la terre comme
l’origine de la coordonnée radiale r. Notre coordonnée de référence est r = 0. Nous pouvons
intégrer l’équation (1.56) pour obtenir r. En effet, nous avons

r(t) = rem −
∫ t

tem

dt̂

a(t̂)
, (1.57)

La distance physique entre le photon et son point d’émission est définie par

dphy(t) = a(t)r(t). (1.58)

Afin de trouver la taille de l’horizon, nous considérons que le photon a été émis au temps
le plus proche possible, tem = tBB le temps du big bang, et reçu au temps le plus éloigné
possible, r(tre) = 0. Alors, l’équation (1.57) devient

rem =
∫ tre

tBB

dt

a(t) . (1.59)

Ainsi, la taille de l’horizon à un instant tre est donnée par

dhor(tre) = a(tre) rem = a(tre)
∫ tre

tBB

dt

a(t) . (1.60)

La taille de l’horizon causal à la dernière surface de diffusion est alors trouvée en prenant
tre = tdsd dans l’équation (1.60).

1.4.2 Distance angulaire de l’horizon

Nous allons maintenant calculer la distance angulaire de l’horizon au moment du recom-
binaison, telle qu’elle est vue par un observateur actuel sur la terre au temps t0 > tdsd, notée
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par ∆Ωhor(t0). Nous supposons que la dernière surface de diffusion est une sphère instantanée
de rayon constant, c’est-à-dire que dt = dr = 0. Alors, la métrique FLRW s’écrit

ds = a(tdsd) rdsd dΩ, (1.61)

où on a utilisé dΩ2 = dθ2 + sinθ dϕ2. rdsd =
∫ t0
tdsd

dt
a(t) est la distance de la terre à la dernière

surface de diffusion qui se trouve à partir de (1.57) avec t = t0, tem = tdsd et r(t0) = 0. En
combinant tous ces résultats, nous trouvons que la taille angulaire de l’horizon causal de la
dernière surface de diffusion, comme vu de la terre est

∆Ωhor(t0) = dhor(tdsd)
a(tdsd)rdsd

= a

∫ tdsd
tBB

dt
a(t)∫ t0

tdsd
dt
a(t)

. (1.62)

Nous écrivons cette quantité avec le modèle cosmologique de la section (1.3.1) , qui se compose
de trois époques: une époque de rayonnement, de matière et une époque d’énergie noire. La
recombinaison se produit au cours de la période de matière (avec zdsd ≃ 1090, voir Réf. [13]),
de sorte que tBB < t < tdsd < tacc. Par conséquent, selon l’équation (1.39), tdsd peut être
exprimé en termes de décalage vers le rouge de recombinaison zdsd par

H0 (t0 − tdsd) ≃ 2
3 + ln(1 + zacc)−

2
3

[1 + zacc

1 + zdsd

] 3
2
. (1.63)

Les intégrales apparaissant dans l’équation (1.62) peuvent être divisées selon
∫ tdsd
tBB

=
∫ teq
tBB +

∫ tdsd
teq

et
∫ t0
tdsd

=
∫ tacc
tdsd

+
∫ t0
tacc . En utilisant l’équation (1.52), on peut calculer chacune de ces intégrales.

On obtient

a0 H0

∫ teq

tBB

dt

a
≃ (1 + zacc)3/2

√1 + zeq
, a0 H0

∫ tdsd

teq

dt

a
≃ 2(1 + zacc)3/2

(
1√

1 + zdsd
− 1
√1 + zeq

)
,

a0 H0

∫ t0

tacc

dt

a
≃ zacc, a0 H0

∫ tacc

tdsd

dt

a
≃ 2(1 + zacc)3/2

(
1√

1 + zacc
− 1√

1 + zdsd

)
. (1.64)

En utilisant ces expressions, on peut exprimer ∆Ωhor(t0) en fonction de zeq, zdsd et zacc,
comme suit

∆Ωhor(t0) =
2√

1+zdsd
− 1√

1+zeq

2+3zacc
(1+zacc)3/2 − 2

(1+zdsd)
. (1.65)
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Ce rapport d’intégrales dans l’équation (1.62) peut être déterminé à l’aide de la relation
suivante ∫ t2

t1

dt

a(t) = 1
H0 a0

∫ z1

z2

dz√∑
i Ω0

i (1 + z)3(1+ωi)
. (1.66)

À partir de cela, la taille angulaire de l’horizon causal à la dernière diffusion peut être trouvée
numériquement comme suit

∆Ωhor(t0) =
∫∞
zdsd

dz/
√∑

i Ω0
i (1 + z)3(1+ωi)∫ zdsd

∞ dz/
√∑

i Ω0
i (1 + z)3(1+ωi)

≃ 0.0054 rad ≃ 0.3ř. (1.67)

Ce qui correspond à environ 1/450, 000 de la surface totale du ciel. Cela signifie que nous
devons attendre que la dernière surface de diffusion soit composée d’environ 450, 000 taches
distinctes dont les propriétés physiques n’ont, aucune raison d’être similaires et peuvent
être complètement différentes. Cependant, les observations nous indiquent que le FDC est
homogène et isotrope jusqu’à de faibles fluctuations de l’ordre de δT/T ≃ 10−5 sur l’ensemble
du ciel [12], et que nous avons alors une contradiction dans l’image standard, et ce problème
est connu sous le nom de problème de l’horizon.
On notera qu’il s’agit essentiellement d’un problème de conditions initiales. Si on suppose que
les conditions dans chaque tâche sont identiques avant la dernière diffusion, alors ce problème
disparaît. Une autre façon de résoudre le problème de l’horizon sans ajuster les conditions
initiales est d’introduire une phase d’inflation cosmologique, comme nous le discuterons dans
la section suivante.

1.4.3 Problème de la platitude (Flatness)

Le problème de la platitude est également un problème de précision qui découle de la
contrainte observationnelle sur 1− Ωtot = ΩK [65]. Lorsque ΩΩtot = 1 (ou K = 0), l’univers
est globalement plat, (Ωtot > 1, ou K = 1, l’ univers est fermé et fini), (Ωtot < 1 ou K = −1,
l’univers est ouvert et infini). Comme K est une constante, le signe de 1 − Ωtot ne peut
pas changer au cours de l’évolution cosmique. Selon les contraintes observationnelles, Ω0

tot

est bien proche de 1, 100 Ω0
tot = −0.10+0.62

−0.65 à 95% [13]. Cependant, Ωtot = 1 est un point
d’équilibre instable. Afin que Ωtot soit en accord avec les contraintes données aujourd’hui, il
a dû être égal à 1 dans le cadre d’un niveau extrêmement élevé de précision dans l’univers. Le
problème de la planéité est le point d’interrogation qui explique pourquoi l’univers primitif
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présente un tel ajustement précis de la valeur de ce paramètre [64,65]. D’après la définition
(1.43), la différence entre la fraction la densité d’énergie totale et l’unité est donnée par

1− Ωtot = ΩK = 1
1 +

∑
Ωi

Ωk

. (1.68)

Nous rappelons que Ωray ∝ a−4 et ΩK ∝ a−2. C’est pourquoi, quand on évalue cette quantité
dans l’univers primitif où le rayonnement est le constituant dominant ( ∑Ωi ≃ Ωray), on
obtient

1− Ωtot ≃
1

1 + Ω0
ray

1−Ω0
tot

(a0
a

)2
≃ 1− Ω0

tot
Ω0
ray

( 1
1 + z

)2
. (1.69)

Si on prend | Ω0
K |≃ 10−3 et | Ω0

ray |≃ 10−4 (selon les valeurs données dans la section (1.3.1)),
on obtient | 1 − Ω0

tot |≃ 10−15 pour z ≃ 1010 et | 1 − Ω0
tot |≃ 10−55 pour z = zGUT ≃ 1028.

En conséquence, on peut voir que la déviation par rapport à un univers plat | 1−Ωtot | doit
être réglée précisément à une valeur minimale au début du temps afin d’expliquer la planéité
actuelle de l’univers. C’est ce qu’on appelle le problème de la planéité [64,65].

1.4.4 Problème du monopole

Le problème des monopoles est le paradoxe apparent entre la prédiction de l’abon-
dance des monopoles magnétiques résultant de la séparation spontanée des symétries dans
les théories de grande unification (GUT) [36–42], lorsque l’univers se refroidit à moins de
MGUT ≃ 1016GeV, et le nombre observé de monopoles magnétiques dans l’univers aujour-
d’hui. Ces théories GUT prévoient la production d’un grand nombre de ces monopoles à
des températures élevées et ils doivent encore exister dans l’univers moderne en quantité
telle qu’ils seraient le constituant dominant de l’univers [38, 39]. Cependant, les recherches
de ces objets n’ont pas permis de trouver de monopoles magnétiques [39,40], ce qui conduit
au paradoxe du problème des monopoles. L’inflation propose une solution à ce problème en
diminuant efficacement la densité de ces monopoles à moins de 1 pour chaque zone causale
de l’univers.
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CHAPITRE 2

Inflation standard

L’inflation cosmologique est le paradigme principal pour l’univers très ancien. Durant
cette période, l’espace-temps subit une période d’expansion accélérée à très haute énergie
(entre 103 et 1015 GeV ) [66–70]. Cette proposition fournit une solution claire aux certains
problèmes classiques du modèle du big bang chaud. En effet, une caractéristique plus im-
portante de l’inflation cosmique est peut-être sa capacité à produire une structure à grande
échelle de l’univers moderne lorsque les fluctuations quantiques du vide (des champs gravita-
tionnels et de matière) sont amplifiées et se développent en une toile cosmique [71–75]. Cela
pourrait expliquer l’homogénéité et l’isotropie observées de l’univers et permet à l’inflation de
devenir une théorie prédictive. Les mesures de ces inhomogénéités permettent de connaître
les conditions de l’inflation. Par exemple, l’inflation prédit que le spectre des fluctuations
cosmologiques doit être presque exactement invariant d’échelle. Autrement dit, leur puis-
sance est approximativement égale à toutes les échelles spatiales, qui montre une cohérence
avec les dernières observations [12].

En fait, l’inflation est peut-être le seul modèle en physique qui conduit à des prédictions
dans lequel un effet basé sur la relativité générale et la mécanique quantique, compte tenu de
nos capacités technologiques actuelles, peuvent être testées expérimentalement. Il est inté-
ressant de noter que des autres explications possibles de l’univers primitif ont été proposées.
Cependant l’inflation a dépassé ces explications en devenant une partie acceptée de la cos-
mologie moderne [76–81]. Les données de haute précision permettant de tester le paradigme
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inflationniste sont aujourd’hui plus facilement disponibles que jamais, et peuvent être utili-
ser pour tester l’inflation. Les observations récentes du satellite Planck (qui se basent sur les
données précédentes du satellite WMAP) permettent de contrôler l’inflation [82]. Les don-
nées sur les plus petites échelles du FDC (CMB) sont également fournies par des télescopes
à micro-ondes terrestres tels que le télescope cosmologique d’Atacama et le télescope du pôle
Sud [83–86].

Dans ce chapitre, nous présentons le scénario de l’inflation considéré comme un moyen
de résoudre les problèmes classiques associés à la cosmologie standard du big bang. Nous
abordons également les principes et les outils qui sont généralement utilisés pour étudier
l’inflation.

2.1 Solutions aux problèmes du relatifs à l’univers

Dans cette section, nous discutons comment l’inflation a permis de résoudre certains
problèmes de la cosmologie standard.

2.1.1 Problème de l’horizon

Afin de comprendre comment une période d’inflation peut résoudre le problème de
l’horizon, nous introduisons l’aspect conforme de espace-temps. Particulièrement, le temps
conforme η est défini comme

dt = a dη. (2.1)

En négligeant les coordonnées angulaires, la métrique FLRW (1.2) écrite en temps conforme
s’exprime par

ds2 = a2(η)(−dη2 + dr2). (2.2)

Dans cette paramétrisation temporelle, les géodésiques nulles pour la propagation des pho-
tons suivent une trajectoire très simple dη = dr. Par suite, la taille de l’horizon au temps
conforme η est donnée par

dhor = a(η)(η − ηBB), (2.3)

où ηBB est la valeur du temps conforme au big bang. En supposant que l’univers est dominé
par un seul fluide avec une équation d’état ω, et tBB = 0, alors le facteur d’échelle s’écrit
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comme suit
a(t) = a0

(
t

t0

) 2
3(1+ω)

, (2.4)

où a0 est une constante définie par l’équation (1.39). Cette quantité est positive pour un
univers en expansion et ω > −1. En intégrant dt = adη, le temps conforme est exprimé
comme suit

η = η0

(
t

t0

) 3ω+1
3(1+ω)

, (2.5)

où nous avons utilisé
η0 = 3

a0 t0

1 + ω

3ω + 1 . (2.6)

D’après l’équation (2.5), si ω > −1
3 , et t → 0, alors on a η → 0. Par suite, nous trouvons

ηBB = 0. Alors, la taille de l’horizon est dhor(η) = a η, ce qui est fini et peut conduire à
un problème d’horizon. Ce cas est représenté par le côté gauche de la figure (2.1), où nous
représentons la cosmologie standard du big bang sans inflation.

Cependant, si ω < −1
3 , on a un univers en expansion comme nous le voyons plus tard.

D’après l’équation (2.5), lorsque t→ 0, nous obtenons η → −∞. Cela donne ηBB = −∞. Par
conséquent, la taille de l’horizon causal devient infinie, voir l’équation (2.3). Puisque ω < −1

3 ,
la définition de η0 signifie que η est autorisé à devenir négatif et la singularité à a = 0 n’est
réalisée que dans le passé infini. Cela explique que le problème de l’horizon est éliminé dans
ce cas [87,88]. Cela est représenté dans la partie droite de la figure (2.1). Nous observons le
diagramme conforme lorsque l’inflation est présente et que nous étendons le temps conforme
à des valeurs négatives. Deux taches sur le FDC sont causalement connectées puisque leurs
cônes de lumière passés se croisent indiqué par la région noire.

r

0

η

∞

Cône
de lumière passé

Aujourd’hui

FCD

Fin de
de l’infaltion

Big bang

rη

Cône
de lumière passé

Aujourd’hui

0

FCD

Big bang

Non inflation

Figure 2.1 – Diagrammes conformes dans le plan (η, r), où la lumière se propage en lignes droites.
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2.1.2 Problème de la platitude

Il est possible de résoudre le problème de la platitude en utilisant l’équation (1.43) qui
est donnée par

Ωtot − 1 = −ΩK = −K
a2 H2 . (2.7)

Le terme a2 H2 de l’équation au-dessus augmente pendant l’inflation, ainsi Ωtot est rapi-
dement tend vers l’unité. Après la fin de la période inflationniste, l’évolution de l’univers
est suivie par la phase conventionnelle du big bang et |Ωtot − 1| recommence à augmenter.
Comme l’expansion inflationniste continue suffisamment longtemps et conduit Ωtot très près
de l’unité, Ωtot reste proche de l’unité même à l’époque actuelle.

2.1.3 Problème du monopole

Le problème du monopole était initialement la principale motivation pour développer la
cosmologie inflationnaire. Pendant l’époque inflationniste, l’univers a connu une expansion
importante au cours de laquelle la densité des particules indésirables s’est diluée dans l’uni-
vers. En produisant une expansion suffisante, la dilution assurait que les particules restaient
complètement en dehors de l’univers observable, ce qui rendait assez difficile de localiser un
seul monopole magnétique.

2.2 Dynamique de l’inflation

L’inflation est une période d’expansion accélérée. Alors, le facteur d’échelle a augmenté
à un rythme croissant. Par suite, nous pouvons écrire la contrainte

ä > 0⇔ d

dt

( 1
aH

)
< 0. (2.8)

Le dernier facteur correspond à la longueur de Hubble de mouvement 1/(aH). Cette dernière
montre que l’univers observable devient plus petit pendant l’inflation. Ce processus a permis
à cette région observable de s’étendre. L’équation de Raychauduri (1.32), en l’absence d’une
constante cosmologique, exige que

ρ+ 3P < 0. (2.9)
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Cela signifie que l’inflation sera modélisée par un fluide avec une pression négative condi-
tionné par ρ > 0. Plus précisément, pour l’inflation, l’équation d’état est définie par ω <

−1/3. Puisque l’inflation a lieu à très hautes énergies, le formalisme nécessaire pour décrire
la physique de cette période est la théorie des champs. Alors, une représentation simple de
l’inflation est de considérer que l’expansion est contrôlée par un champ scalaire réel ϕ, que
nous appelons "l’inflaton". Autrement dit, la densité d’énergie de l’univers primitif est domi-
née par ce dernier. Cette hypothèse est totalement compatible avec la platitude, l’isotropie et
l’homogénéité de l’univers. Cependant, la physique de l’inflation ne peut pas être testée par
un accélérateur de particules en raison des énergies très élevées qui dépassent actuellement
les limites des études expérimentales sur la terre. Ceci signifie que la forme du potentiel
V (ϕ), qui décrit l’auto-interaction du champs scalaires ϕ, relativement est inconnue. Cela
permet de proposer de nombreux modèles d’inflation. qui peuvent être testés par rapport
aux observations.

La dynamique de ce champ scalaire est généralement abordé en utilisant les méthodes
développées en théorie des champs. En effet, l’action pour un champ scalaire unique ϕ, couplé
de façon minimale à la gravité, est donnée par

Sϕ =
∫
d4x
√
−g

[
M2

Pl
2 R− 1

2 g
µν∂µϕ∂νϕ− V (ϕ)

]
, (2.10)

où R est la courbure scalaire. MPl est la masse de Planck à 4-dimensions, et gµν indique la
métrique associée avec son déterminant g. V (ϕ) est le potentiel du champ scalaire. Sa forme
reste toujours une question ouverte [89, 90]. À partir de cette action, le tenseur d’énergie-
impulsion de ϕ s’écrit comme suit

Tµν = ∂µϕ∂νϕ− gµν
[1
2 g

ρλ∂ρϕ ∂λϕ+ V (ϕ)
]
. (2.11)

En variant le champ scalaire, nous trouvons l’équation de mouvement comme suit

∂

∂ϕ

(√
−g

[
−1

2g
µν∂µϕ∂νϕ− V (ϕ)

])
= − gµν√

−g
∂µ(
√
−g∂νϕ)− ∂V

∂ϕ
= 0. (2.12)

Comme expliqué précédemment, nous supposons que nous vivons dans un univers plat. Dans
un univers FLRW, cette équation de mouvement produit la relation suivante

ϕ̈+ 3Hϕ̇+ V ′(ϕ) = 0, (2.13)
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2.2. Dynamique de l’inflation

où on a utilisé V ′(ϕ) = ∂V (ϕ)
∂ϕ

. Cette équation est appelée l’équation de Klein-Gordon. Dans
cette équation, nous avons supposé que ϕ est homogène et nous rappelons que le point repré-
sente une dérivée par rapport au temps cosmique t. Puisque ϕ est un champ scalaire, alors
il possède un seul degré de liberté. Il n’a pas de contrainte anisotrope et peut-être identifiée
comme un fluide parfait. En comparant (2.11) pour l’espace plat avec Tµν = diag(ρ, P, P, P )
pour un fluide parfait, le champ ϕ a une densité d’énergie et une pression données par

ρ = ϕ̇2

2 + V (ϕ) (2.14)

P = ϕ̇2

2 − V (ϕ). (2.15)

En outre, nous pouvons écrire l’équation d’état de ϕ comme suit

ω = P

ρ
=

ϕ̇2

2 − V (ϕ)
ϕ̇2

2 + V (ϕ)
. (2.16)

Pour avoir une pression négative, qui est nécessaire pour assurer la réalisation de l’inflation,
nous devons imposer la contrainte

V (ϕ) > ϕ̇2

2 . (2.17)

Cette relation implique que l’énergie potentielle doit dominer l’énergie cinétique si nous avons
un univers en expansion. Il est à noter également qu’avec les formes de densité d’énergie et
de pression données par les équations (2.14) et (2.15), nous pouvons trouver l’équation de
mouvement (2.13) en introduisant celles-ci dans l’équation de continuité (1.36). Pour le
champ inflaton, nous trouvons que l’équation de Friedmann (1.32) est

H2 =
1
2 ϕ̇

2 + V (ϕ)
3M2

Pl
. (2.18)

Pour des conditions initiales données sur ϕ et ϕ̇ et tout potentiel V (ϕ), l’équation de Klein-
Gordon (2.13) ainsi que l’équation de Friedmann (2.18) peuvent être résolues bien que des
méthodes numériques doivent souvent être utilisées. Cela est important pour décrire la dy-
namique de l’inflaton. Pour un potentiel donné, l’inflation sera continue jusqu’à ce que
P < −ρ/3. Lorsque cette condition n’est pas remplie, l’inflation se termine et suivie par
phase de réchauffement. Ce phénomène remplit l’univers avec des particules du modèle stan-
dard.

36



2.3. Scénario du roulement lent

2.3 Scénario du roulement lent

Nous allons maintenant mieux quantifier les conditions dans lesquelles un champ scalaire
peut donner lieu à une période inflationnaire. On peut proposer un modèle avec un champ
scalaire commençant par un potentiel presque plat, c’est-à-dire satisfaisant initialement la
première condition de roulement lent ϕ̇ ≪ V (ϕ). Le champ scalaire roule lentement vers
le bas de son potentiel. Cette approximation est appelée roulement lent. Les équations de
mouvement (2.13) et (2.18), pour l’inflation à roulement lent, deviennent

3Hϕ̇ ≃ −V ′(ϕ) (2.19)

H2 ≃ 8 π
3M2

pl

V (ϕ). (2.20)

Il est facilement de vérifier que cette approximation de roulement lent exige que la pente et
la courbure du potentiel soient petites: V ′(ϕ), V ′′(ϕ)≪ V .

Le processus inflationnaire se produit lorsque la partie cinétique du champ d’inflaton est
sous-dominante par rapport au champ potentiel V (ϕ). Lorsque les deux quantités deviennent
comparables, la période inflationnaire finit par donner lieu au processus de réchauffage illustré
dans la figure (2.2).

V (ϕ)

ϕ

δϕ

ϕ̇

ϕF DC ϕend

Figure 2.2 – Schéma du processus inflationnaire.

Nous pouvons définir les paramètres, appelés les paramètres de roulement lent introduits
afin de préciser les conditions des dérivés première et seconde du champs scalaire ϕ [91]. Ces
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paramètres sont définis par

ϵH(ϕ) ≡
M2

pl

4π

(
H ′(ϕ)
H(ϕ)

)2

(2.21)

ηH(ϕ) ≡
M2

pl

4π

(
H ′′(ϕ)
H(ϕ)

)
(2.22)

ξ2
H(ϕ) ≡

M2
pl

8π

(
H ′(ϕ)H ′′(ϕ)
H2(ϕ)

) 1
2

. (2.23)

On réécrit les paramètres de roulement lent selon le potentiel qui sont définis comme suit

ϵV (ϕ) ≡
M2

pl

16π

(
V ′(ϕ)
V (ϕ)

)2

(2.24)

ηV (ϕ) ≡
M2

pl

8π
V ′′(ϕ)
V (ϕ) (2.25)

ξ2
V (ϕ) ≡

(
M2

pl

8π

)2 (
V ′(ϕ)V ′′′(ϕ)

V 2(ϕ)

)
. (2.26)

On remarque alors que les équations (2.19) et (2.20) sont en accord avec l’approximation du
roulement lent lorsque les conditions suivantes sont satisfaites

ϵV (ϕ)≪ 1, | ηV (ϕ) |≪ 1. (2.27)

Ces conditions sont suffisantes, mais non nécessaires, puisque la validité des approximations
du roulement lent était une exigence dans sa dérivation. La signification physique de ϵV (ϕ)
peut être explicitement observée en exprimant l’équation (2.8) en termes de ϕ. La condition
inflationnaire est alors équivalente à

ä

a
> 0 (2.28)

ϵV (ϕ) < 1. (2.29)

Par conséquent, l’inflation se termine lorsque la valeur ϵV (ϕf ) = 1 est atteinte. Dans le cadre
de ces approximations, il est facile de déterminer le facteur d’échelle entre le début et la
fin de l’inflation. Comme la taille de l’expansion est une quantité énorme, il est utile de la
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calculer en termes de nombre de e-fold N , défini par

N ≡ ln
af
a
≃
∫ tf

ti
Hdt ≃ 8π

M2
pl

∫ ϕi

ϕf

V

V ′(ϕ)dϕ, (2.30)

où ϕi est la valeur de l’inflaton à un instant initial. ϕf est sa valeur à un instant final. Pour
un potentiel V (ϕ) donné, cette expression peut alors être inversée pour donner ϕ(N).

Afin de résoudre le problème de platitude, Ω doit être | Ωf − 1 |≲ 10−60 juste après la fin
de l’inflation. Pendant ce temps, le rapport | Ω− 1 | entre la phase initiale et la phase finale
de l’inflation lente est donné par

| Ωf − 1 |
| Ωi − 1 | ≈

(
ai
af

)2

= e−2Ni , (2.31)

où nous avons utilisé le fait que H est presque constant pendant l’inflation lente. En suppo-
sant que | ωi − 1 | est d’ordre unitaire, le nombre de e-folds doit être N ≥ 60 pour résoudre
le problème de planéité. Nous avons besoin d’un nombre similaire e-folds pour résoudre le
problème de l’horizon, Par conséquent, N > 60 est considéré comme un objectif standard
du nombre minimum de e-folds électroniques pour tout nouveau modèle d’inflation.

2.4 Modèles d’inflation

Les différents types de modèles inflationnaires avec un seul champ scalaire peuvent être
classés approximativement de la manière suivante [92]. La première classe (type I) est consti-
tuée des modèles à "grand champ", dans lesquels la valeur initiale de l’inflaton est grande et
où il diminue lentement vers le minimum du potentiel pour des valeurs plus faibles de ϕ. L’in-
flation chaotique [93] est l’un des modèles représentatifs de cette classe. La deuxième classe
(type II) se compose des modèles à "petit champ", dans lesquels le champ de l’inflaton est
petit au départ et évolue lentement vers le minimum potentiel pour des valeurs plus grandes
de ϕ. La nouvelle inflation et l’inflation naturelle sont des exemples de ce type [94, 95]. La
troisième classe (type III) est constituée des modèles d’inflation hybride [96], dans lesquels
l’inflation se termine typiquement par une transition de phase déclenchée par la présence
d’un second champ scalaire. Nous notons que plusieurs modèles d’inflation ne peuvent pas
être classés dans les trois types ci-dessus. Par exemple, certains modèles n’ont pas de mini-
mum potentiel, comme l’inflation quintessentielle et l’inflation tachyonique [97,98]. Il existe
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2.4. Modèles d’inflation

d’autres modèles d’inflation dans lesquels une expansion accélérée est réalisée sans utiliser
le potentiel de l’inflaton. Par exemple, nous citons la k-inflation et l’inflation fantôme [99].
Dans ce cas, l’inflation se produit en présence de termes cinématiques d’ordre supérieur d’un
champ scalaire.

2.4.1 Modèles à grandes valeurs des champs

Maintenant, nous traitons le premier type des potentiel. Le modèle à grand champ est
généralement caractérisé par le potentiel monomial suivant

V (ϕ) = V0ϕ
n, (2.32)

où V0 est une quantité constante. Les potentiels quadratiques dans l’inflation chaotique
correspondent à n = 2 et n = 4. Dans ce cas, l’inflation se produit pour des valeurs de ϕ à
l’échelle de Planck. Ce potentiel est illustré dans la figure (2.3).

V (ϕ)

ϕ

Figure 2.3 – Représentation schématique du potentiel des modèles à grand champ avec n = 2.

Ces modèles satisfont naturellement aux conditions initiales distribuées aléatoirement
avec des régions de l’espace-temps qui ont initialement ϕ > Mpl.

2.4.2 Modèles à petites valeurs des champs

Les modèles à petites valeurs des champ sont généralement décrits par des potentiels qui
apparaissent naturellement lors de la décomposition spontanée de la symétrie. Ce type est

40



2.4. Modèles d’inflation

caractérisé par le potentiel suivant

V (ϕ) = V0

[
1−

(
ϕ

µ

)n]
, (2.33)

où l’exposant n diffère d’un modèle à l’autre. V (ϕ) est généralement considéré comme le terme
d’ordre inférieur dans un développement de Taylor à partir d’un potentiel plus général. Dans
ce type de potentiel, l’inflation a lieu lorsque le champ est situé dans un état de vide, très
proche du sommet de la colline, et diminue jusqu’à un minimum stable comme on peut le
voir dans la figure (2.4). Ces modèles sont typiquement caractérisés par d2V

d2ϕ
< 0 et η < −ϵ.

V (ϕ)

ϕ

Figure 2.4 – Représentation schématique du potentiel des modèles à petit champs avec n = 2.

2.4.3 Modèles hybrides

Les modèles de inflation hybrides mettent en jeu plusieurs champs scalaires. Ce scénario
est en particulier motivé par la physique des particules [100–102]. Dans ces modèles, le
champ d’inflation ϕ évolue vers un minimum de son potentiel, mais le minimum présente
une énergie V (ϕmin) = Λ4 différente de zéro. Dans ce cas, l’inflation continue pour toujours
à moins qu’un champ auxiliaire ψ soit ajouté pour interagir avec ϕ et arrêter l’inflation à un
moment donné pour lequel ϕ = ϕc. Ces modèles sont bien décrits par dV

d2ϕ
< 0 et 0 < ϵ < η,

où V correspond au potentiel d’inflation efficace à 1-champ.
Au cours de la phase inflationniste initiale, le potentiel d’inflation hybride est décrit par

un champ unique

V (ϕ) = Λ4
[
1 +

(
ϕ

µ

)n]
, (2.34)
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où n est un exposant qui se distingue d’un modèle à l’autre. Pour ϕ/µ≫ 1, le comportement
des modèles à grand champ est récupéré. De même, lorsque ϕ/µ ≪ 1, la dynamique est
similaire aux modèles à petit champ, mais maintenant le champ évolue vers un point fixe
dynamique plutôt que de s’en éloigner. Suivant [96], le modèle d’inflation hybride de Linde
est un exemple qui est défini comme suit

V = λ

4

(
ψ2 − M2

λ

)2

+ 1
2g

2ϕ2ψ2 + 1
2m

2ϕ2, (2.35)

où m est la masse. M indique la masse effective négative du champ ψ, g et λ sont des
constantes des couplages.

2.5 Perturbations cosmologiques

Après avoir établi un aperçu sur la théorie et les modèles décrivant l’inflation standard,
nous passons à la discussion des perturbations. Le grand succès de l’inflation est non seule-
ment de fournir une solution aux problèmes classiques du big bang chaud, mais aussi de
fournir une explication naturelle des anisotropies du CMB et de la structure à grande échelle
de l’univers lorsqu’elle est combinée à la mécanique quantique. Ces déviations de l’homogé-
néité et de l’isotropie proviennent des fluctuations quantiques du vide des champs couplés
de l’inflaton et de la gravitation, et devraient avoir un spectre de puissance presque inva-
riant par rapport à l’échelle, ce qui correspond aux observations [12]. Ainsi, les mesures des
anisotropies du FDC nous permettent d’imposer des contraintes sur le potentiel V (ϕ).

Dans cette section, nous discutons l’approche standard des perturbations et démontrons
certaines caractéristiques principales des prédictions de l’inflation.

2.5.1 Perturbations métriques

Dans la théorie des perturbations de la relativité générale, nous considérons un espace-
temps perturbé, proche d’un espace-temps simple et symétrique. En développant la théorie
des perturbations, on aura deux espace-temps différents qui sont illustrés dans la figure (2.5).

Cela signifie qu’il y a un système de coordonnées de l’espace-temps perturbé dont la
métrique peut être écrite comme suit

gµν = ḡµν + δgµν , (2.36)
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2.5. Perturbations cosmologiques

Figure 2.5 – (a) L’espace-temps et (b) l’espace-temps perturbé.

où ḡµν est la métrique de l’espace-temps et δgµν représente une petite perturbation.
Pour une distribution inhomogène de la matière, les équations d’Einstein impliquent que
nous devons également prendre en compte les perturbations métriques inhomogènes de la
métrique spatialement plate de la FRW. À partir de l’équation (2.2), nous pouvons utiliser
le temps conforme η

ds2 = ḡµν dx
µdxν = a2(η)(−dη2 + dx2 + dy2 + dz2). (2.37)

En d’autres termes, nous avons
ḡµν = a2(η)ηµν , (2.38)

où ηµν est la métrique de Minkowski donnée par

[ηµν ] ≡ [ηµν ] ≡


−1

1
1

1

 .

Nous écrivons la métrique de l’univers perturbé de la manière suivante

gµν = ¯gµν + δgµν = a2(ηµν + hµν), (2.39)

où hµν est la perturbation supposée petite.
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Afin de suivre la dynamique de ces perturbations cosmologiques, il peut être utile de les
décomposer en composantes scalaire, vectorielle et tensorielle. Nous allons donner les com-
posantes temporelles et spatiales de la métrique perturbée. En effet, nous avons

gµν = a2 ηµν + a2

 −2A −Bi

−Bi −2ψδij + 2Eij

 (2.40)

où on a utilisé

[hµν ] ≡
 −2A −Bi

−Bi −2ψδij + 2Eij

 , (2.41)

A, B, et E sont des perturbations scalaires. On exploite

D ≡ −1
6h

i
i ≡ −

1
6h, (2.42)

où h est la trace de la perturbation métrique spatiale h, et E sans trace.
Puisque les indices sur hµν peuvent être élevés et baissés avec ηµν , nous obtenons

[hµν ] ≡
 −2A +Bi

+Bi −2ψδij + 2Eij

 . (2.43)

Au-delà de l’homogénéité et de l’isotropie, nous pouvons étendre la métrique de l’élément
linéaire plat FLRW

ds2 = a2(η)−(1 + 2A)dη2 − 2Bidηdx
i + [(1− 2ψ)δij + 2Eij] dxidxj, (2.44)

où a est le facteur d’échelle, A est appelé la perturbation de la fonction de lapse et représente
une fluctuation dans l’intervalle de temps approprié par rapport à l’intervalle de temps de
coordonnées. Les perturbations métriques ont été divisées en éléments scalaires, vectoriels et
tenseurs en fonction de leurs propriétés de transformation sur les hypersurfaces spatiales. Les
équations d’Einstein pour les parties scalaire, vectorielle et tensorielle se découplent ensuite
en ordre linéaire.

2.5.2 Perturbations scalaires

Les perturbations métriques scalaires A, ∂iB, ψδij et ∂ijE sont responsables de la struc-
ture de l’univers c’est-à-dire la déviation de l’univers homogène et isotrope. Elles sont
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construites à partir de 3-scalaires, de leurs dérivées et de la métrique spatiale de la géo-
métrie associée. La courbure scalaire de Ricci intrinsèque des surfaces à temps constant est
donnée par

R = 4
a2∇

2ψ, (2.45)

où ∇2 ≡ δij∂ij est le laplacien spatial. Alors, nous référons à ψ comme la perturbation de
courbure. Nous pouvons décomposer par Fourier une perturbation scalaire arbitraire. En ce
qui concerne l’ensemble complet des vecteurs propres du laplacien spatial ∇2ψ = −k2ψ, le
nombre d’ondes en mouvement k indique les valeurs propres correspondantes.
Selon la transformation de jauge

t −→ t+ δt, (2.46)

xi −→ xi + δij∂jδx, (2.47)

δt détermine le découpage du temps et δx le découpage spatial. Les perturbations métriques
scalaires sont transformées comme suit

A −→ A− δ̇t, (2.48)

B −→ B + a−1δt− aδ̇x, (2.49)

E −→ E − δx, (2.50)

ψ −→ ψ +Hδt. (2.51)

Bien que B et E soient séparément dépendants de la jauge spatiale, nous pouvons construire
des perturbations métriques scalaires qui sont invariantes sous la transformation de jauge
[103]. La jauge longitudinale correspond à une transformation de jauge spécifique

Φ ≡ A− d

dt

[
a2(Ė − B

a
)
]
, (2.52)

Ψ ≡ ψ + a2H
(
Ė − B

a

)
. (2.53)

Les perturbations de la matière dépendent également de la jauge. Le champ scalaire, la
densité et les perturbations de pression sont soumis à la règle de la transformation suivante

δρ −→ δρ− ρ̇δt. (2.54)
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La perturbation adiabatique de la pression est définie de la façon suivante

δPad ≡
Ṗ

ρ̇
δρ. (2.55)

Par conséquent, la partie non-adiabatique de la perturbation de pression réelle, ou pertur-
bation d’entropie, est une perturbation invariante de jauge

δPnad = δP − Ṗ

ρ̇
δρ. (2.56)

La partie scalaire du moment cinétique est donnée par ∂iδq où ∂q se transforme en

δq −→ δq + (ρ+ P )δt. (2.57)

Suivant [104], nous pouvons ainsi obtenir la perturbation de la densité de mouvement inva-
riante

δρm −→ δρ− 3Hδq. (2.58)

Nous construisons deux autres combinaisons invariantes de jauge couramment utilisées en
termes de perturbations de la matière et de la métrique. La perturbation de la courbure sur
les hypersurfaces de densité uniforme, définie par Bardeen, Steinhardt et Turner [105, 106],
est donnée par

−ζ ≡ ψ + H

ρ̇
δρ. (2.59)

La perturbation de la courbure en mouvement est

R ≡ ψ − H

ρ+ P
δq, (2.60)

La différence entre les deux perturbations de la courbure R et −ζ est proportionnelle à la
perturbation de la densité de mouvement

−ζ = R+ H

ρ̇
δρm. (2.61)

Pour l’inflation à un seul champ scalaire, nous avons δq = −ϕ̇δϕ. Alors, on écrit

R ≡ ψ + H

ϕ̇
δϕ. (2.62)
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Dans l’inflation à champ unique à déroulement lent, nous avons δρ/ρ̇ ≃ δϕ/ϕ̇ et alors on a
δρm ≃ 0. Enfin, nous remarquons qu’une autre variable utilisée pour décrire les perturbations
scalaires pendant l’inflation est la perturbation du champ dans la jauge spatialement plate
(où ψ = 0). Selon [107,108], elle est définie de manière invariante par rapport à la jauge

δϕψ = δϕ+ ϕ̇

H
ψ. (2.63)

2.5.3 Perturbations tensorielles

Les perturbations tensorielles hij sont transversales ∂ihij = 0 et sans trace δijhij = 0.
Elles sont automatiquement indépendantes des transformations de jauge des coordonnées.
Elles sont appelées ondes gravitationnelles car elles constituent la partie libre du champ
gravitationnel et évoluent indépendamment des perturbations linéaires de la matière. Nous
décomposerons les perturbations tensorielles arbitraires en modes propres du Laplacien spa-
tial, ∇2eij = −k2eij, avec k un nombre d’onde en mouvement et une amplitude scalaire
h(t)

hij = h(t)e+,×
ij (x), (2.64)

avec deux états de polarisation possibles.
Pour les perturbations tensorielles, il n’y a pas d’équation de contrainte car elles constituent
les degrés de liberté gravitationnels libres (ondes gravitationnelles). La partie spatiale des
équations d’Einstein donne une équation d’onde pour l’amplitude, définie dans l’équation
(2.64), des perturbations métriques tensorielles

ḧ+ 3Hḣ+ k2

a2h = 0. (2.65)

2.6 Spectre de puissance des perturbations

À l’époque de la nucléosynthèse primordiale, l’univers est dominé par un rayonnement
composé de photons et des neutrinos relativistes. De plus, il existe des baryons étroitement
couplés aux photons par diffusion de Thomson et de la matière noire froide qui s’est dé-
couplée. Il existe probablement aussi une forme d’énergie sombre qui domine la densité de
l’univers à ce jour. Toutes ces différentes composantes peuvent avoir des perturbations de
densité différentes δρi. Elles sont caractérisées par les perturbations de courbure invariantes
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de jauge pour chaque composant

ζi ≡ −ψ −
H

ρ̇
δρi. (2.66)

La perturbation de courbure totale ζi, définie dans l’équation (4.30), est simplement donnée
par la somme pondérée des perturbations de courbure individuelles

ζ =
∑
i

ρ̇i
ρ̇
ζi. (2.67)

Nous examinerons les spectres des perturbations scalaires et tensorielles générées dans
un modèle de l’inflation avec un seul champ scalaire. Les perturbations de plusieurs champs
scalaires du premier ordre vérifient l’équation d’onde suivante

¨δϕI + 3H ˙δϕI + k2

a2 δϕI +
∑
i

VIJδϕJ = −2VIA+ ϕ̇I

[
Ȧ+ 3ψ̇ + k2

a2 (a2Ė − aB)
]
, (2.68)

où I et J sont des indices qui indiquent le nombre des champs scalaires équivalents. L’équa-
tion de mouvement (2.68) du champ scalaire perturbé pour un seul champ scalaire peut
être écrite très simplement dans la jauge spatialement plate (où ψ = 0). En éliminant les
perturbations métriques restantes, on obtient l’équation d’onde suivante

¨δϕψ + 3H ˙δϕψ +
[
k2

a2 + Vϕϕ −
8πG
a3

d

dt

(
a3ϕ̇2

H

)]
δϕψ = 0, (2.69)

où une définition invariante de la jauge de δϕψ est donnée dans (2.63).
En introduisant de nouvelles variables, ν = aδϕψ et z = aϕ̇/H, l’équation (2.69) se réduit à

ν ′′ +
(
k2 − z′′

z

)
ν = 0, (2.70)

où le prime désigne une dérivée par rapport au temps conforme τ ≡
∫
a−1dt [108, 109]. Le

terme de masse effective, z′′/z, peut s’exprimer comme suit

z′′

z
= (aH)2

[
2 + 5ϵ− 3η + 9ϵ2 − 7ϵη + η2 + ξ2

]
, (2.71)

où on a utilisé
ϵ ≡ − Ḣ

H2 , η ≡ 2ϵ− ϵ̇

2Hϵ, ξ2 ≡
(

2ϵ− η̇

Hη

)
η. (2.72)
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ϵ, η et ξ2 sont des paramètres de ralentissement correspondent à l’ordre principal dans une
expansion de ralentissement. Ils sont définis dans l’équation (2.24) en termes des dérivées
premières, seconde et troisième du potentiel scalaire [110,111].
En négligeant la dépendance temporelle de ϵ et de η pendant l’inflation lente ainsi que les
termes d’ordre 2 et plus dans l’expansion lente, nous obtenons

τ ≃ − 1
(1− ϵ)aH , (2.73)

où on a utilisé
z′′

z
= ν2

R − (1/4)
τ 2 , ν2

R ≃
3
2 + 3ϵ− η. (2.74)

La solution générale de l’équation (2.71) s’exprime alors comme une combinaison linéaire de
fonctions de Hankel

ν ≃

√
π/τ

2 ei(1+2νR)π/4
[
c1H

(1)
νR

(k | τ |) + c2H
(2)
νR

(k | τ |)
]
. (2.75)

Le spectre de puissance pour les perturbations du champ scalaire est donné par

Pδϕ(τ, k) ≡ 4πk3

(2π)3

∣∣∣∣∣νa
∣∣∣∣∣
2

. (2.76)

En imposant l’état de vide habituel de Minkowski,

ν −→ e−ikτ
√

2k
, (2.77)

dont le passé asymptotique (kτ −→ −∞) correspond au choix c1 = 1 et c2 = 0 dans
l’équation (2.75), le spectre de puissance aux petites échelles (k ≫ aH) est alors

Pδϕ ≡
(

k

2πa

)2

. (2.78)

Aux grandes échelles (k ≪ aH), nous avons

Pδϕ(τ, k) ≡
(

(1− ϵ) Γ(νR)
Γ(3/2)

H

2π

)2 ( | kτ |
2

)3−2νR

, (2.79)

où on a utilisé la relation H(1)
v (k | τ |) −→ −(i/π)Γ(ν)(k | τ | /2)−ν pour kτ −→ 0
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et Γ(3/2) =
√
π/2. D’après la définition de la perturbation de la courbure (2.60), nous

remarquons la relation
R = H

ϕ̇
δϕψ. (2.80)

Ainsi, la perturbation de la courbure devient constante aux échelles de super-Hubble. Nous
utilisons l’équation (2.79) pour définir l’amplitude initiale peu après la sortie de Hubble. En
effet, nous obtenons

PR(τ, k) =
(
H

ϕ̇

)2

Pδϕ(τ, k). (2.81)

À grande échelle (k ≪ aH), nous trouvons

PR(τ, k) = 22ν−3

(2π)2

[
Γ(νR)
Γ(3/2)

]2 (
H

−aτϕ̇

)2

(−kτ)3−2νR . (2.82)

Le spectre de puissance est calculé lorsque k = aH. À partir l’équation (2.73), nous trouvons

aH = −1
(1− ϵ)τ, (2.83)

où le spectre de puissance est calculé à k = aH

−aτ = 1
(1− ϵ)H, −kτ = k

(1− ϵ)aH. (2.84)

Ainsi, (2.82) devient

PR(τ, k) = 22ν−3
[

Γ(νR)
Γ(3/2)

]2

(1− ϵ)2νR−1
(
H

2π

)2 (H
ϕ̇

)2 (
k
˙aH

)3−2νR

, (2.85)

où encore on a

PR(k) =
22ν−3

[
Γ(νR)
Γ(3/2)

]2

(1− ϵ)2νR−1
(
H

2π

)2 (H
ϕ̇

)2

k=aH

. (2.86)

C’est le spectre de perturbation primordial. L’expression (2.86) ne dépend plus du temps,
puisque par définition, elle doit être évaluée pour chaque échelle au moment de la sortie de
l’horizon (k = aH). Nous pouvons maintenant supposer que l’équation (2.86) a été dérivée
séparément pour chaque k différent, de sorte que les paramètres du roulement lent soient
approximés comme étant constants. En fixant νR = 3

2 dans (2.86), nous obtenons le résultat
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suivant

PR(k) =
(H

2π

)2 (H
ϕ̇

)2

k=aH

. (2.87)

Une notation alternative largement utilisée pour le spectre de puissance scalaire est la per-
turbation fractionnelle de la densité lorsque les perturbations adiabatiques de la densité
réintègrent l’échelle de Hubble pendant l’ère dominée par la matière [111,112]. Elle est don-
née par

A2
s = 4

25PR(k). (2.88)

En exploitant de l’énergie potentielle et de sa dérivée première à la sortie de Hubble, elle
s’exprime également comme suit

A2
s = 1

24π2
1
M2

Pl

V

ϵ

∣∣∣∣∣
k=aH

. (2.89)

La normalisation COBE correspond à A2
s ≃ 2 × 10−9 pour le mode qui a croisé le rayon

de Hubble environ 60 e-folds avant la fin de l’inflation [113]. On peut déterminer l’échelle
d’énergie de l’inflation en utilisant les informations de la normalisation COBE. Par exemple,
considérons le potentiel quadratique V (ϕ) = 1

2m
2
ϕϕ

2. L’inflation se termine à ϵ ≃ 1, ce qui
donne ϕf ≃MPl/

√
4π. La valeur du champ associé à N = 60 e-folds avant la fin de l’inflation

est ϕ60 ≃ 3MPl. En remplaçant cette valeur par l’équation (2.89) et en utilisant A2
s ≃ 2×10−9,

on trouve que la masse de l’inflaton mϕ est mϕ ≃ 10−6MPl.
On définit L’indice spectral, ns par l’expression suivante

ns ≡
d lnA2

s

d ln k
, (2.90)

Nous constatons d’abord que

dlnk

dt
= dln(aH)

dt
= ȧ

a
+ Ḣ

H
= (1 + ϵ)H, (2.91)

où on a utilisé Ḣ = −ϵH2 dans l’approximation du roulement lent. En somme, on obtient

d

d ln k
= 1

1− ϵ
1
H

d

dt
= 1

1− ϵ
ϕ̇

H

d

dϕ
= −M2

Pl

1− ϵ
V ′

V

d

dϕ
(2.92)

≈ 1
H

d

dt
= −M2

Pl

V ′

V

d

dϕ
. (2.93)
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Par conséquent, nous trouvons également

dlnA2
s

d ln k
= 1

A2
s

dA2
s

d ln k
= ϵ

V

d

d ln k

(
V

ϵ

)
= 1
V

dV

dlnk
− 1
ϵ

dϵ

dlnk
(2.94)

≈ −M2
Pl

V ′

V 2
dV

dϕ
− 1
ϵ
H−1ϵ̇ = −2ϵ− (−2η + 4ϵ) = −6ϵ+ 2η. (2.95)

Pour discuter des résultats d’observation, il est important de définir l’indice spectral des
perturbations scalaires. Ce dernier vérifie la relation suivante

ns − 1 = dlnA2
s

d ln k
(2.96)

= −6ϵ+ 2η, (2.97)

où ns est un paramètre de la cosmologie appelé l’indice spectral qui détermine la dépendance
de la perturbation adiabatique primordiales (défini à l’échelle pivot de 0.05Mpc−1). Comme
les paramètres ϵ et η sont beaucoup plus petits que l’unité pendant l’inflation lente, les per-
turbations scalaires générées dans l’inflation standard sont proches de l’invariance d’échelle
(ns ≃ 1). Lorsque ns < 1 ou ns > 1, le spectre de puissance s’élève sur les grandes ou les
petites longueurs d’onde, nous désignons le spectre comme étant rouge ou bleu, respective-
ment.

Nous définissons la variation de l’indice spectral en termes de paramètres de roulement
lent

αs = dns
d ln k

= 16ϵ η − 24ϵ2 − 2ζ2. (2.98)

Puisque l’équation (2.98) est d’ordre 2 dans les paramètres de roulement lent, on s’attend à
ce que la variation soit faible dans le roulement lent.

Les perturbations vectorielles linéaires peuvent disparaître lorsqu’il s’agit d’un univers
dominé par le champ scalaire. Cependant, les perturbations tensorielles peuvent exister et
décrire la propagation des ondes gravitationnelles libres. L’équation d’onde des perturbations
tensorielles (2.65) peut être écrite en termes de u = ah/2

√
8πG, où h est l’amplitude des

ondes gravitationnelles définies dans l’équation (2.64), sous forme de

u′′ +
(
k2 − a′′

a

)
u = 0. (2.99)

Il s’agit de la même forme exacte que l’équation scalaire (2.70). En utilisant l’équation (2.71),
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nous avons
a′′

a
= (aH)2(2− ϵ). (2.100)

Dans l’approximation du roulement lent, cela correspond à

a′′

a
≃ ν2

T − (1/4)
τ 2 , νT ≃

3
2 + ϵ. (2.101)

En négligeant la dépendance temporelle de ϵ et en utilisant la même normalisation de (2.77),
nous trouvons le spectre de puissance tensoriel aux grandes échelles (k ≪ aH) comme étant

PT (k, τ) ≃ 64π
M2

Pl

(
(1− ϵ) Γ(νT )

Γ(3/2)
H

2π

)2 ( | kτ |
2

)3−2νT

. (2.102)

Comme dans le cas des perturbations scalaires, à l’ordre principal dans le roulement lent, le
spectre de puissance des perturbations tensorielles s’écrit

PT (k) ≃ 2
M2

Pl

(
H

2π

)2 ∣∣∣∣∣
k=aH

. (2.103)

Nous utilisons une notation alternative largement utilisée pour le spectre de puissance ten-
sorielles

A2
T = 8π

25PT , (2.104)

= 4
25π

(
H

MPl

)2 ∣∣∣∣∣
k=aH

. (2.105)

En exploitant l’énergie potentielle H = V/3M2
Pl, il peut se récrire comme suit

A2
T = 4

75π

(
V

M4
Pl

) ∣∣∣∣∣
k=aH

. (2.106)

L’indice spectral correspondant aux perturbations tensorielles s’exprime

nT ≡ d lnPT
d ln k

(2.107)

= d ln V

d ln k
= −2ϵ. (2.108)

D’autre part, on définit la variation de l’indice spectral en fonction des paramètres de rou-
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lement lent définis dans(2.24) par

αT = dnT
d ln k

= −4ϵ(2 ϵ− η). (2.109)

Il est primordial de rappeler qu’une quantité observationnelle importante est le rapport
tenseur/scalaire qui est défini comme suit

r ≡ A2
T

A2
s

≃ 16ϵ. (2.110)

Puisque ϵ ≪ 1, l’amplitude des perturbations tensorielles est évincée par rapport à celle
des perturbations scalaires. À partir des équations (2.107) et (2.110), on trouve une relation
entre r et nT , telle que

r = −8nT . (2.111)

Cette expression est dite relation de consistance de l’inflation à champ unique dans l’ap-
proximation du roulement lent [111].

2.7 Contraintes observationnelles sur l’inflation

Comme précédent, nous supposons que l’inflation est dirigée par un seul champ scalaire
et discutons des contraintes actuelles sur de tels modèles de inflation. Il est a noter que
quels modèles sont actuellement favorisés par les données expérimentales. Cette discussion
est principalement basée sur la figure (2.6), qui est illustrée dans le travail développée dans
la référence [114]. Cette interprétation est faite en utilisant les données finales du satellite
Planck publiées en 2018.

Les observations de Planck pour l’indice spectral ns et le rapport tenseur-scalaire r à
k = 0.002 Mpc−1 peuvent être comparées aux prédictions théoriques des modèles d’infla-
tion. Certains modèles sont bien adaptés aux données expérimentales. En supposant que le
modèle cosmologique Λ CDM ("LambdaCDM") est un modèle qui avec deux constituants
majoritaires, à savoir de la matière noire froide (Cold Dark Matter) et de l’énergie noire et
en combinant les données de Planck avec celles de BAO, la contrainte sur l’indice spectral
est

ns = 0.9665± 0.0038 (68%, TT, TE,EE,EE + lowE + lensing +BAO). (2.112)
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Figure 2.6 – Contraintes sur le rapport tenseur-scalaire r0.002 dans le modèle Λ CDM, en utilisant
Planck TT,TE, EE+lowE et Planck TT,TE,EE+lowE+lensing (rouge et vert, respectivement), et contraintes
combinées avec BAO et BICEP2/Keck (bleu). Cela suppose la relation de cohérence inflationniste et la
variation de l’indice spectral dns/dlnk négligeable. Crédit image : collaboration Planck [12].

Dans la figure (2.6), les lignes en tirets montrent les lieux où le nombre de e-folds N est
approximativement constant, en considérant une inflation simple V ∝ (ϕ/MPl)p à champ
unique. Les lignes pleines montrent la relation ns-r approximative pour les potentiels loca-
lement quadratiques et linéaires au premier ordre dans le scénario du roulement lent. Les
lignes rouges montrent la bande autorisée approximative en supposant 50 < N < 60 et un
potentiel de loi de puissance pour la durée de l’inflation. La ligne noire pleine (correspondant
à un potentiel linéaire) sépare les potentiels concaves et convexes.

La valeur supérieure du rapport tenseur-scalaire r par Planck 2018 à un niveau de pré-
cision de 95% est

r0.002 < 0.10, (95%, TT, TE,EE,EE + lowE + lensing). (2.113)

En rajoutant BK15 et les données de BAO, et du Planck, on peut obtenir une condition plus
faible sur r. En effet, on a

r0.002 < 0.055, (95%, TT + lowE + lensing +BK15 +BAO), (2.114)

r0.002 < 0.058, (95%, TT, TE,EE + lowE + lensing +BK15 +BAO). (2.115)

En ajoutant la variation de l’indice spectral, dns/dlnk, comme paramètre supplémentaire
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unique à la base du ΛCDM, l’expérience Planck 2018 fournit des contrains de ns et dns/dlnk
comme suit

d ns/d lnk = −0.0045± 0.0067,

ns = 0.9641± 0.0044,

ns,0.002 = 0.979± 0.0021.


68%, TT, TE,EE

+ lowE + lensing.
(2.116)

d ns/d lnk = −0.004± 0.0067,

ns = 0.9659± 0.0040,

ns,0.002 = 0.979± 0.0021.


68%, TT, TE,EE

+ lowE + lensing +BAO.
(2.117)

où ns est défini par défaut à k = 0.05 Mpc−1 et ns,0.002 correspondant à k = 0.002 Mpc−1.
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CHAPITRE 3

Inflation branaire

Le modèle standard présent un ensemble des données portant sur la physique des par-
ticules [115, 116]. Cette théorie repose sur une symétrie de jauge SU(3) × SU(2) × U(1)
décrivant trois parmi les quatre forces fondamentales [117,118]. Cependant, certaines limites
de telle théorie apparaissent. Pour surmonter ces problèmes, des extensions et des nouvelles
théories ont été proposées. Nous citons la théorie-M vivant à 11 dimensions ainsi la théorie
des cordes à 10 dimensions. Un examen de cette dernière montre qu’il existe un secteur im-
portant produisant une physique basée sur des objet étendus appellés D-branes [119, 121].
Ces objets jouent un rôle primordial au niveau des pontages avec d’autres modèles.
Dans ce chapitre, nous allons exploiter la physique des branes afin d’élaborer des modèles
associés à des scénarios inflationnaires. Pour ce faire, un rappel sur la physique sous-jacente
est nécessaire.

3.1 Physique des branes

Les branes apparaissent de façon naturelle dans la théorie des cordes à 10 dimensions.
Classiquement, cette théorie est proposée pour construire un cadre dans lequel on peut abor-
der la dynamique d’un objet unidimensionnel balayant une surface réelle à deux dimensions.
On distingue deux types
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1. corde ouverte

2. corde fermées.

En oubliant le secteur fermionique, l’action décrivant la dynamique d’une corde s’exprime
comme suit

S = −T2

∫
dτdσ

√
−hhαβ∂αXµ∂βXµ (3.1)

où τ et σ sont les coordonnées de la surface d’univers. α et β indiquent les directions de cette
surface. T est la tension de la corde. h est le déterminant de la métrique bidimensionnelle
hαβ. À deux dimensions, nous rappelons que l’action précédente représente un couplage entre
un champ scalaire Xµ et une métrique hαβ.
L’action précédente peut être généralisée en ajoutant un terme fermionique. En effet, cette
action s’exprime comme suit

S = −T2

∫
dτdσ

√
−hhαβ∂αXµ∂βXµ ± ψµρα∂αψµ (3.2)

où ψµ sont des spineurs de Majorana à deux dimensions mais aussi les vecteurs par rapport
à l’espace temps. ρα représente les matrices qui vérifient les relations d’anti-commutations

{
ρα, ρβ

}
= 2ηαβ. (3.3)

Il est à noter que l’action précédente est invariante sous certaines transformations. Nous
citons, par exemple, les symétries suivantes

1. supersymétrie associée aux champs

χµ ←→ ψµ (3.4)

2. supersymétrie associée aux variation des champs

δχµ = χ̄ψµ (3.5)

où χ est un spineur Majorana. En utilisant les méthodes de la théorie classique des champs,
nous obtenons les équations de mouvement suivantes

∂α∂
αχµ = 0 (3.6)

ρα∂αψ
µ = 0. (3.7)
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Ces relations représentent les équations de mouvement d’une supercorde. Pour une corde
ouverte super-symétrique. Certaines conditions doivent être imposées. Nous donnons les
relations de bords suivantes

∂SF =
∫
dτ [ψµ+∂ψµ+ − ψµ−∂ψµ−]σ=π

σ=0 . (3.8)

Ces contraintes sont résolues comme suit

ψµ+ = ±ψµ− (3.9)

∂ψµ+ = ±∂ψµ−. (3.10)

Ces solutions génèrent deux secteurs différents
— Secteur de Ramond, R
— Secteur de Neveu-Schwars, NS.

Le premier secteur est défini par

ψ+(τ, 0) = ψ−(τ, 0) (3.11)

ψ+(τ, π) = ψ−(τ, π). (3.12)

En revanche, le deuxième est défini par

ψ+(τ, 0) = −ψ−(τ, 0) (3.13)

ψ+(τ, π) = −ψ−(τ, π). (3.14)

En combinant deux cordes ouvertes, nous obtenons quatre secteurs illustrés comme suit
— R-R
— R-NS
— NS-R
— NS-NS

Une étude profonde montre que cette théorie pourrait produire des objets non triviaux.
Notamment, les champs tensoriels apparaissant lorsqu’on introduit l’aspect quantique. Ce
dernier fournit une belle classification à 10 dimensions en présence des structures supersy-
métries. On distingue cinq modèles qui sont classés comme suit

1. supercorde IIA
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2. supercorde IIB

3. supercorde héterotique, E8 × E8

4. supercorde héterotique, SO(32)

5. supercorde type I, SO(32).

Il a été démontré que le spectre des états non massifs de ces cinq modèles contient les champs
suivants

gµν , Bµν , ϕ, Aµ1....µp+1 . (3.15)

Les champs tensoriels Aµ1....µp+1 représentent les formes différentielles d’ordre p + 1. Ces
dernières se couplent automatiquement à des D-branes de dimension p dits Dp-branes. Ces
objets sont définis à travers des hypersurfaces de dimensions (p + 1) dans l’espace-temps
à dix dimensions, sur lequel des cordes ouvertes sont attachées. La physique de ces objets
est largement étudiée et développée [121]. Elle représente une pièce relevante utilisée pour
élaborer des pontages avec d’autres modèles vivant dans les dimensions inférieures. Ces liens
dépendent de la théorie considérée on présence des branes associées. De ce fait, il faudrait
rappeler une classification des objets ..... Généralement, nous pouvons citer

— Type IIA: D0, D2, D4, D6-branes
— Type IIB: D(-1), D1, D3, D5-branes
— Type I: D1, D5-branes.

Il se trouve que les D3-branes peuvent être considérés comme les objets fondamentaux. Ceci
est dû au fait que le volume d’univers associé est identifié avec notre monde réel à quatre
dimensions.

3.2 Formalisme de Randall-Sundrum

Dans cette section, nous allons présenter le formalisme de Randall-Sundrum exploité pour
modéliser le scénario de l’inflation. Ce mécanisme est inspiré des théories vivant dans des
espaces non ordinaires. Ces théories sont obtenues en combinant la gravité et la physique
quantique. Elles exigent des dimensions supplémentaires généralisant le modèle de Kaluza-
Klein [122]. En utilisant le scénario de la compactification, les modèles à quatre dimensions
sont dérivés en introduisant les paramètres qui contrôlent la forme et la taille des variétés
internes de dimension d. Cette dimension est fixée par la théorie en question. En effet, la
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théorie des cordes implique la contrainte suivante

4 + d = 10. (3.16)

En revanche, la théorie M suggère la condition suivante

4 + d = 11. (3.17)

Certains développements en théorie des supergravités ont montré que les quantités physiques,
les constantes, et les paramètres géométriques pourraient être liés. D’après les travaux de
[123], il a été suggéré la relation suivante

M2
p = M2+d

fundR
d, (3.18)

où Mp représente la masse de Planck à quatre dimensions. M2+d
fund indique celle associée à la

théorie de départ et Rd correspond à la taille L de la variété compacte

L ∼ Rd. (3.19)

En exploitant la physique des branes de la théorie de supercorde IIB, Randall et Sundrum
ont élaboré un modèle en considérant deux branes parallèles séparées par une dimension
cachée.
Pour connecter ce scénario au monde réel, il a été proposé que la matière et les interactions
physiques sont localisée sur une D3-brane considéré comme un objet solutionique de la
théorie type IIB. La gravité associée se propage dans la géométrie d’Anti de Sitter AdS5

en se basant sur la conjecture de Maldacena qui montre que la physique de D3-brane est
équivalente à la théorie des cordes de type IIB sur l’éspace AdS5 × S5. En examinant cette
dualité, il a été démontré que certaines modifications devraient être apportées aux équations
de Friedmann produisant des nouvelles idées concernant l’inflation.

3.2.1 Équation d’Einstein sur une D3-brane

Avant d’élaborer les équation relevantes de la cosmologie, nous présentons l’équation
d’Einstein associée. Considérons un espace-temps à 5 dimensions en présence d’une D3-
brane de la théorie supercorde type IIB utilisée dans le modèle de Randall-Sundrum [124].
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3.2. Formalisme de Randall-Sundrum

Ce dernier est obtenu à partir de l’action suivante

S = SEH + Sbrane, (3.20)

où SEH représente l’action d’Einstein-Hilbert donnée par

SEH =
∫
d5x

√
−g(5)

(
R

2κ2
5

+ Lm

)
, (3.21)

κ2
5 est la constante de couplage gravitationnelle à 5 dimensions. R et Lm sont la courbure

scalaire et le lagrangien qui contrôle la matière à 5 dimensions. g(5) est le déterminant de la
métrique associée. Sbrane indique l’action sur la D3-brane à 4 dimensions qui s’exprime sous
le forme suivante

Sbrane =
∫
d4x

√
−g(4)

[
K±

2κ2
5

+ Lbrane

]
, (3.22)

où K± est la trace de la courbure de chaque coté de la D3-brane. Lbrane représente le
lagrangien effectif à 4 dimensions qui contient des informations physiques associées à la
matière injectée dans le volume d’univers de la D3-brane. Généralement, il s’écrit comme
une fonction générique de la métrique branaire gµν et des champs de matières représentés
par des scalaires et des fermions
Les équations d’Einstein à 5 dimensions (bulk) s’écrivent sous la forme suivante

G
(5)
AB = κ5 (TAB + τABδ(B)) , (3.23)

où δ(B) indique certaines contributions de laD3-brane. TAB est le tenseur d’énergie-impulsion
à 5 dimensions donnée par

TAB = −2δL
(5)
m

δgAB
+ g

(5)
ABL

(5)
m . (3.24)

τµν est le tenseur d’énergie-impulsion associé à la D3-brane. Il est défini par

τµν = −2δLbrane
δgµν

+ gµνLbrane. (3.25)

Pour des reasons de simplicité, nous considérons les actions suivantes

SEH = −
∫
d5x
√
−g

(
R

2κ2
5

+ Λ5

)
, (3.26)
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3.2. Formalisme de Randall-Sundrum

Sbrane =
∫
d4x
√
−g (−T ) , (3.27)

où Λ5 est la constante cosmologique et T est la tension de D3-brane supposée constante.
Dans cette solution, nous considérons la forme suivante de la métrique suivante

ds2 = e−k(y)ηµνdx
µdxν + dyα, (3.28)

où y représente la dimension supplémentaire. Cette métrique est invariante sous la symétrie
Z2 agissant sur la direction dimension comme suit

y → −y. (3.29)

Cette symétrie possède un point fixe y = 0 où la D3-brane est localisée. En utilisant les
équations d’Einstein, nous obtenons deux relations indépendantes

6K ′2(y) = −κ2
5Λ5, (3.30)

3K ′′(y) = κ2
5Tδ(y). (3.31)

La première équation pourrait être résolue comme suit

K(y) =
√
−κ2

5Λ5

6 y. (3.32)

Cette solution exige la contrainte suivante

Λ5 < 0. (3.33)

En intégrant la deuxième équation et en utilisant la symétrie Z2, nous arrivons à la relation
suivante

Λ5 = −κ
2
5

6 T 2, (3.34)

qui montre un lien entre la constante cosmologique à 5 dimensions et la tension de la D3-
brane contrôlant la physique à 4 dimensions.
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3.2. Formalisme de Randall-Sundrum

3.2.2 Équation de Friedmann sur la D3-brane

Pour obtenir les équations cosmologiques, certaines simplifications seront considérées.
D’abord, nous considérons la forme de la métrique suivante

ds2 = a2b2(dt2 − dy2)− a2δijdx
idyj, (3.35)

où a et b sont des quantités qui dépendent de t et y. Cette forme assure certaines propriétés
physiques comme l’homogénéité à l’isotropie à 4 dimensions identifié avec le volume d’uni-
vers de la D3-brane localisée à y = 0. En utilisant cette métrique, les équations d’Einstein
s’expriment sous les formes suivantes

a2b2G0
0 = 3

[
2 ȧ

2

a2 + ȧḃ

ab
− a′′

a
+ a′b′

ab
+ kb2

]
, (3.36)

a2b2G5
5 = 3

[
ä

a
− ȧḃ

ab
− 2a

′2

a2 −
a′b′

ab
+ kb2

]
, (3.37)

a2b2G0
5 = 3

[
−a

′

a
+ 2 ȧa

′

a2 + ȧb′

ab
+ a′ḃ

ab

]
, (3.38)

a2b2Gi
j =

[
3 ä
a

+ b̈

b
− ḃ2

b2 − 3a
′′

a
− b′′

b
+ b′2

b2 + kb2
]
δij, (3.39)

où le point indique la dérivée temporelle et le prime représente la dérivée par rapport à y.
Ces équations peuvent se mettre sous la forme

a2b2G0
0 = a2b2(ρB + ρδ(y − yb)) (3.40)

a2b2G5
5 = −a2b2T 5

5 (3.41)

a2b2G0
5 = −a2b2T 0

5 (3.42)

a2b2Gi
j = −a2b2 (ρB + Pδ(y − yb)) δij, (3.43)

où on a utilisé la notion a′ = da
dy

.
Concernant le modèle Randall-Sundrum, nous allons prendre

ρb = −Pb = Λ5, (3.44)

T 0
5 = 0. (3.45)
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3.2. Formalisme de Randall-Sundrum

En examinant les équations précédentes à y = 0, nous pouvons trouver

ρ̇+ 3ȧ
a

(ρ+ P ) = 0, (3.46)

obtenu à partir de la composante 05. En utilisant la métrique ci-dessus, les équations d’Ein-
stein donnent la relation suivante

(
ȧ

a

)2
= κ2

5 Λ5

6 +
(
a′

ab

)2

− k

a2 + µ

a4 (3.47)

où µ représente une constante d’intégration. Cette équation peut s’écrire aussi comme suit

(
ȧ

a

)2
= κ2

5 Λ5

6 + κ4
5 ρ

2
b

36 − k

a2 + ϵ

a4 . (3.48)

En utilisant la factorisation suivante

ρb = ρ+ T, Pb = P − T, (3.49)

on obtient (
ȧ

a

)2
= κ2

5 Λ5

6 + κ4
5 T

2

36 + κ4
5 ρ

2

36 + κ4
5 T ρ

18 − k

a2 + µ

a4 . (3.50)

La constante cosmologique Λ4 sur la D3-brane peut être obtenue à partir de la constante
cosmologique à cinq dimensions. En effet, on a

Λ4 = κ2
5

2

(
Λ5 + κ2

5
6 T 2

)
(3.51)

Λ4 = 4π
M3

5p

(
Λ5 + 4π

3M3
5p
T 2
)
, (3.52)

où on a utilisé l’identification suivante

8π
M2

4p
= κ4

5
6 T (3.53)

M4p =
√

3
4π

(
M2

5p√
T

)
M5p. (3.54)

65



3.3. Inflation branaire

avec M4p et M5p sont la masse de Planck à 4-dimensions et 5-dimensions respectivement.
Alors, nous obtenons l’équation de Friedmann

H2 =
(
ȧ

a

)2
= 8π

3M2
4p
ρ
[
1 + ρ

2T

]
+ Λ4

3 + µ

a4 . (3.55)

Le terme µ
a4 représente une contribution radiative sur la D3-brane, où µ pourrait être inter-

prété comme la masse d’un objet identique à un trou noir. Par la suite, nous allons considérer
la situation associée à la contrainte suivante

µ = Λ4 = 0. (3.56)

Dans ce cas, l’équation de Friedmann devient

H2 = 8π
3M2

4p
ρ
(

1 + ρ

2T

)
. (3.57)

Deux limites peuvent être considérées

1. énergies basses

2. énergies plus élevées.

Dans la première limite, l’inflation branaire se réduit à l’inflation standard. En revanche,
la deuxième limite apporte des modifications relevantes qui feront l’objet d’une discussion
détaillée sur l’effet de la physique des branes sur les quantités cosmologiques.

3.3 Inflation branaire

3.3.1 Approximation du roulement lent dans l’inflation branaire

Le but de cette section est d’identifier les conditions physiques associées au scénario de
l’inflation. Pour ce faire, nous allons supposer que le tenseur énergie-impulsion sur le D3-
brane est dominé par la dynamique d’un champ scalaire ϕ à travers un potentiel V (ϕ) décri-
vant une auto-interaction. En utilisant les variations des champs de matière, cette quantité
scalaire vérifie l’équation de mouvement suivante

ϕ̈+ 3Hϕ̇+ V ′(ϕ) = 0 (3.58)
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3.3. Inflation branaire

qui est dite l’équation de Klein-Gordon. Cette dernière génère la contrainte suivante

ρ̇+ 3H(ρ+ P ) = 0. (3.59)

La dérivée temporelle donne la relation

2HḢ = 2H
(
ä

a
−
(
ȧ

a

)2)
, (3.60)

qui s’écrit également comme suit

2HḢ = 4π
3M2

4
(ρ+ P )

(
1 + ρ

T

)
. (3.61)

En combinant ces équations, nous obtenons

ä

a
= − 4π

3M2
4

[
(ρ+ 3P ) + ρ

T
(2ρ+ 3P )

]
. (3.62)

La condition de l’inflation ä > 0 exige la contrainte

P <
−ρ
3

[
T + 2ρ
T + ρ

]
. (3.63)

En considérant la limite T >> ρ, on retrouve la contrainte standard P < −ρ
3 [125]. Dans la

limite ρ >> T , en revanche, une contrainte supplémentaire doit être imposée sur P exigée
par l’expansion accélérée

P <
−2ρ

3 . (3.64)

En présence d’un champ scalaire, cette condition se traduit par

ϕ̇2 − V (ϕ) + ϕ̇2 + 2V (ϕ)
2T (5ϕ̇2 + 2V (ϕ)) < 0. (3.65)

En considérant la limite ϕ̇2 + 2V (ϕ) << T , cette dernière se réduit à

ϕ̇2 < V (ϕ). (3.66)

Maintenant, nous traitons le scénario de l’inflation en appliquant l’approximation du roule-
ment lent. Dans telle approximation, la dynamique du champ scalaire est contrôlée par deux
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3.3. Inflation branaire

équations relevantes

H2 ≃ 8π
3M2

4p
V
(

1 + V

2T

)
, (3.67)

ϕ̇ ≃ − V ′

3H . (3.68)

Dans cette approximation, deux paramètres cosmologiques apparaissent de façon naturelle
appelés paramètres de roulement lent

ϵ =
M2

4p

4 π

(
V

′

V

)2 [
T (T + V )
(2T + V )2

]
, η =

M2
4p

4 π

(
V ′′

V

) [
T

2T + V

]
.

Ces paramètres doivent vérifier les conditions de roulement lent

ϵ << 1, η << 1 (3.69)

qui se traduisent respectivement par

M4

4π

(
V ′

V

)2
T (T + V )
(2T + V )2 << 1 (3.70)

M4

8π
V ′′

V

T

2T + V
<< 1. (3.71)

Nous remarquons rapidement que les conditions de l’inflation standard peuvent être récu-
pérées en utilisant la limite T → +∞. En examinant ces relations, nous observons que ces
paramètres seront faibles à conditions que certaines contraintes soient appliquées y compris
la détermination de la valeur initiale ϕi et finale ϕf du champ scalaire. Par suite, l’effet de
la tension de la D3-brane pourrait favoriser d’avantage l’inflation [121]. Il sera possible de
calculer le nombre de e-folds à travers la relation

Nk =
∫ tf

ti
H dt. (3.72)

En utilisant les valeurs ϕi et ϕf , cette relation s’exprime comme suit

Nk = − 8 π
M2

4p

∫ ϕf

ϕi

V

V ′

[
1 + V

2T

]
dϕ. (3.73)
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À haute énergie V ≫ T , les paramètres du roulement lent deviennent

ϵ =
M2

4pT

4 π
V

′2

V 3 , (3.74)

η =
M2

4pT

4 π

(
V ′′

V 2

)
. (3.75)

De même, le nombre de e-folds se réduit à

Nk = − 4 π
M2

4p T

∫ ϕf

ϕi

V 2

V ′ dϕ. (3.76)

3.3.2 Perturbation cosmologiques dans l’inflation branaire

Pour tester un modèle d’inflation, le spectre de perturbation relatif aux fluctuations
quantiques des champs autour de leurs comportements homogènes devrait être examiné. En
effet, certaines quantités devraient être approchées. Suivant [126,127], une quantité scalaire
a été traitée

ξ = R−Hδρ

ρ̇
, (3.77)

qui représente la perturbation de la courbure scalaire R sur la D3-brane. En considérant une
géométrie branaire plate, en présence d’un champ scalaire, cette géométrie se réduit à

ξ = H
δϕ

ϕ̇
, (3.78)

où la variation δϕ est donnée par
δϕ = H

2π . (3.79)

En exploitant l’approximation de roulement lent, le spectre de perturbation scalaire s’exprime
sous la forme [125]

A2
s = 4

25
H2

ϕ̇

(
H

2 π

)2
≃ 512π

75M6
4p

V 3

V ′2

[(
1 + V

2T

)3]
k=aH

(3.80)

évaluée a k = aH associé aux fluctuations de champs. les perturbation tensorielles sont éga-
lement relevantes. Suivant le travail [125], on définit l’amplitude de perturbations tensorielles
à travers la relation suivante

A2
T = 4

25 π

(
H

M4p

)2

. (3.81)
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En physique des branes, elle prend la forme suivante

A2
T = 32

75M4
4p

[
V
[
1 + V

2T

]]
k=aH

. (3.82)

Dans la limite associée aux hautes énergies, ces expressions se réduisent aux

A2
s ≃

512 π
600M6

4p T
3

(
V 6

V ′2

)
, (3.83)

A2
T ≃ 16

75M4
4p

(
V 2

T

)
. (3.84)

Par suite, nous nous intéressons à des indices spectraux dans l’approche de roulement lent.
Dans ce cas, l’indice spectrale scalaire qu’est définit par

ns − 1 = d lnA2
s

d ln k

∣∣∣∣∣
k=aH

, (3.85)

produit la relation

ns − 1 = −6 ϵ+ 2 η. (3.86)

En utilisant le fait que ϵ et η sont nuls lorsque la limite associée aux hautes énergies est ap-
pliquée, nous remarquons que ns−1 est proche de zéro. Particulièrement, nous retrouvons le
spectre de Harrison-Zel’Donich. La variation de l’indice spectrale αs représente une quantité
importante qui est définie par

αs = dns
d ln k

∣∣∣∣∣
k=aH

(3.87)

= −24 ϵ2 + 16 ϵη − 2 ζ2, (3.88)

où on a utilisé

ζ2 =
M4

4p T
2

16π2

(
V ′ V ′′′

V 4

)
. (3.89)

Concernant le comportement tensoriel, nous avons deux quantités à savoir

nT = d lnA2
T

d ln k

∣∣∣∣∣
k=aH

≃ −2 ϵ, (3.90)
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.

Potentiel V (ϕ)
Chaotique 1

2m
2ϕ2

Naturelle Λ4(1− cos(ϕ/f))
Hilltop Λ4(1− (ϕ/µ)p)

Higgs-Like Λ4(1− (ϕ/µ)2)2

Exponential SUSY Λ4(1− e−ϕ/f )

Table 3.1 – Certains types des modèles qu’ont été étudies dans l’inflation branaire.

et sa variation est donnée par
αT = −4ϵ η + 8 ϵ2. (3.91)

Ces paramètres spectraux peuvent donner des informations sur le potentiel. Pour vérifier la
validité des modèles associées, un rapport tenseur-scalaire r sera nécessaire. Il est donné par

r = A2
T

A2
s

≃ ϵ
[

T

T + V

]
k=aH

. (3.92)

À haute énergie, ce rapport se réduit à

r = ϵ
T

V
. (3.93)

Après avoir donné toutes les quantités cosmologiques, nous passons maintenant à la modéli-
sation de l’inflation branaire. Plusieurs modèles ont été proposés en considérant des formes
simples du potentiel scalaire avec un seul champ scalaire ϕ.

3.4 Modélisation de l’inflation branaire

Dans cette section, nous allons discuter certains potentiels qui pourraient être utilisés
pour modéliser l’inflation branaire. Un examen montre que plusieurs formes ont été étudiées.
Parmi ces modelés nous citons quelques formes dans le tableau (3.1). En examinant les
résultats associés, nous remarquons que l’effet de la tension de la D3-brane est relevant.
Particulièrement, les quantités cosmologiques sont modifiées par des termes provenant de
la théorie des supercordes des type IIB. En effet, les paramétrés du roulement lent et les
quantités des perturbations dépendent de la tension T . Pour comprendre le scénario branaire,
nous considérons un modèle simple qui est largement étudié. Ce modèle est basé le potentiel
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polynomial suivant
V (ϕ) = λ

n
ϕn, (3.94)

où λ est une quantité représentant la densité d’énergie de vide et n est un exposant. Pour ce
modèle, nous pouvons calculer les quantités cosmologiques dans le cadre de roulement lent.
Les valeurs obtenues pourraient être comparées avec celles des données de Planck 2018 [12].
En évinçant l’effet de la tension de la D3-brane, nous obtenons

ϵ = M2
4n

2

16πϕ2 (3.95)

η = M2
4 (n− 1)(n− 2)n2

8πϕ2 (3.96)

ζ2 = M2
4 (n− 1)(n− 2)n2

8πϕ2 . (3.97)

En impliquant la condition associée à la fin de l’inflation ϵ(ϕ) = 1, nous trouvons

ϕf = nM4

4
√
π
. (3.98)

Cette relation permet de calculer le nombre de e-folds comme suit

N = −
[

4πϕ2

M2
4n

]ϕf

ϕi

. (3.99)

En utilisant les relations précédentes, nous trouvons l’indice spectral ns

ns − 1 = −M
2
4n(n+ 2)

8πϕ2 . (3.100)

Le rapport tenseur-scalaire r est donné par

r = 16n
4N + n

. (3.101)

En variant le nombre de e-folds, nous calculons numériquement ns et r. Ces résultats sont
donnés dans le tableau (3.2) en prenant deux valeurs de N qui sont 60 et 70. Ils sont
collectés en variant n. En examinant ce tableau, nous observons que certaines valeurs sont
compatibles avec les données expérimentales de Planck 2018 [12]. Maintenant, nous allons
introduire l’effet de la D3-brane sur les observables cosmologiques.
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N=60 N=70
n ns r ns r
4 0.9508 0.2622 0.9577 0.2253
3 0.9588 0.1975 0.9646 0.1696
2 0.9669 0.1322 0.9716 0.1134
1 0.9751 0.0663 0.9786 0.0569

Table 3.2 – Valeurs numériques de ns et r.

Pour ce faire, nous calculons les paramètres de roulement lent. En effet, nous obtenons

ϵ = M2
4n

3

ϕ2+n α (3.102)

η = M2
4 (n− 1)n2

ϕ2+n α (3.103)

ζ2 = (n− 1)(n− 2)n4

ϕ2(2+n) α2 (3.104)

où α est un nouveau paramètre portant une information sur la physique des branes. Il est
donné par

α = T

4πλ. (3.105)

En utilisant la contrainte ϵ(ϕe) = 1, nous obtenons la valeur de ϕf

ϕf =
(
M2

4n
3α
) 1

2+n . (3.106)

En utilisant les relations précédentes, nous trouvons le nombre d’e-folds

N = 1
M2

4n
2(2 + n)α

(
ϕ2+n
i − ϕ2+n

f

)
. (3.107)

La valeur initiale du champ scalaire est calculée comme suit

ϕi =
[
M2

4n
2α(n+N(2 + n))

] 1
2+n . (3.108)

Comme le modèle précédent, l’indice spectrale est donné par

ns − 1 = − 2(2n+ 1)
n+N(2 + n) (3.109)

73



3.4. Modélisation de l’inflation branaire

où on a utilisé la valeur initiale du champ scalaire. Cette dernière peut être exploitée pour
déterminer l’expression du rapport tenseur -scalaire r. Après un calcule simple, nous obtenons

r = 4πn4α2M2
4

[
n2αM2

4 (n+N(2 + n))
] 2(n+1)

2+n . (3.110)

Nous allons calculer les paramètres cosmologiques en fixant le nombre d’e-folds dans l’ap-
proximation du roulement lent en présence de la D3-brane.
Ces paramètres dépendent de la nouvelle quantité α provenant de la théorie des cordes.
Pour tester ce modèle, certains paramètres doivent être fixés. En considérant α = 0.3, nous
présentons les valeurs numériques associées aux valeurs suivantes N = 60 et N = 70. Ces
valeurs sont données dans le tableau (3.3). Un examen montre que le modèle avec N = 60

N = 60 N = 70
n ns r ns r
4 0.955 0.1657 0.9577 0.1422
3 0.9537 0.1119 0.9603 0.0961
2 0.9586 0.0623 0.9745 0.0534
1 0.9668 0.0208 0.9715 0.0178

Table 3.3 – Valeurs numériques de ns et r dans inflation branaire.

et n = 4 présente des valeur très proche aux valeur expérimentales de Planck. Cela montre
que le scénario de roulement lent dans la théorie de corde type IIB pourrait être considéré
comme un cadre relevant permettant de générer des valeurs cosmologiques comparatives avec
le monde observatoire [12–14].

Dans le chapitre suivant, nous allons considérer certains potentiels scalaires supportés
par le théorie des cordes.
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CHAPITRE 4

Comportements thermiques inflationnaires

Dans ce chapitre, nous allons étudier certains quantités thermiques associés à l’inflation.
En effet, la transition entre l’inflation et les étapes ultérieures de l’évolution de l’univers
(dominance du rayonnement et de la matière) est appelée réchauffement. Pendant le ré-
chauffement, le champ d’inflaton perd son énergie, ce qui conduit finalement à la production
de matière ordinaire et l’inflaton est transformé en particules qui peuplent l’univers à des
époques plus avancées. Aucune observable cosmologique directe ne peut normalement être
associée à cette période de réchauffage. Des limites indirectes peuvent toutefois être dérivées.
Une possibilité consiste à considérer l’évolution cosmologique pour les échelles observables du
FDC depuis le moment du croisement de Hubble jusqu’à l’époque actuelle. Plusieurs modèles
de réchauffement ont été proposés, les plus simples impliquent la désintégration perturbative
d’un champ d’inflaton oscillant à la fin de l’inflation [128,129], tandis que des scénarios plus
complexes incluent des processus non perturbative tels que la désintégration par résonance
paramétrique, l’instabilité tachyonique et le préchauffage instantané [130–133]. Le mot pré-
chauffage indique le stade initial du réchauffement, Au cours du temps, les événements de
diffusion répartiront la distribution, ce qui conduira finalement à un spectre de corps noir
caractérisé par une température finale Tre, qui correspond normalement à la température du
début de la période qui dominée par les rayonnements.
Cette quantité est largement étudiée afin de déterminer la température de l’univers. Elle est
également reliée à Nre qui est le nombre de e-folds décrivant le réchauffement qui se produit
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entre la fin de l’inflation tend et le début dominée par le rayonnement tre.

4.1 Quantités thermiques du réchauffement Nre et Tre
Dans cette partie, nous allons décrire comment déterminer le nombre de e-folds du ré-

chauffement Nre et la température de réchauffement Tre en fonction d’indice spectral scalaire.
Pour ne pas compliquer les calculs, nous allons considérer un modèle avec un seul champ
scalaire. C’est l’inflation à champ unique dans le contexte du régime à haute énergie du
scénario RS-II du monde branaire. Afin de calculer les formules relevantes, nous suivons
principalement les travaux réalisées références [30, 31, 134]. Il est à noter que la phase de
réchauffement est importante permettant d’obtenir ce que nous connaissons comme l’univers
chaud du big-bang. Il se trouve que l’énergie du champ scalaire se transforme en rayonnement
thermique pendant le processus de réchauffement par la création de particules. Le champ
d’inflaton oscille autour du minimum de son potentiel et la densité d’énergie de l’univers
est controlée par un paramètre d’état effectif ωre. Ce dernier qui prend certaines valeurs,
à savoir ωre = −1/3, 0, 2/3 et 1, relie le facteur d’échelle et la densité d’énergie à travers
ρ ∝ a−3(1+ωre). Les calculs donnent

aend
are

=
(
ρend
ρre

)3(1+ωre)

. (4.1)

Les indices end et re représentent la fin de l’inflation et la fin de la phase de réchauffement,
respectivement. Le nombre de e-folds du réchauffement est lié au facteur d’échelle à la fois à
la fin de l’inflation et du réchauffement. En effet, on a la relation

e−Nre = aend
are

. (4.2)

En combinant les équations (4.1) et (4.2), nous pouvons écrire le nombre de e-folds du
réchauffement par la formule suivante

Nre = 1
3(1 + ωre)

ln
(
ρend
ρre

)
. (4.3)
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À haute énergie ρ≫ T , l’équation de Friedmann (3.57) devient

H2 ≃ 4π
3M2

4pT
ρ2. (4.4)

En combinant la dérivée temporelle de l’équation (3.57) avec l’équation de continuité du
champ scalaire ρ̇ = −3H(ρ+ P ), le paramètre du roulement lent ϵ s’exprime comme suit

ϵ = 6 ϕ̇2/2
ϕ̇2/2 + V

. (4.5)

En utilisant la dernière équation (4.5), nous pouvons trouver le terme cinétique

ϕ̇2

2 = V ϵ

6− ϵ. (4.6)

Nous pouvons écrire l’expression de la densité d’énergie du champ scalaire ρ = ϕ̇
2 + V en

fonction du paramètre de roulement lent ϵ et du potentiel du champ scalaire V . En effet, on
a

ρ = V

(
ϕ̇2

2V + 1
)

(4.7)

En utilisant le terme cinétique, nous obtenons

ρ = V
(

ϵ

6− ϵ + 1
)
. (4.8)

Par conséquent, la relation entre le potential et la densité d’énergie à la fin de l’inflation
(ϵ(ϕend) = 1) est donnée par

Vend = 5
6ρend. (4.9)

En utilisant cette relation, nous trouvons

Nre = 1
3(1 + ωre)

ln
(

6
5
Vend
ρre

)
. (4.10)

À la fin de la phase de réchauffement, la densité d’énergie de l’univers s’exprime comme suit

ρre = π2

30 gre T
4
re, (4.11)
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où gre est un paramètre décrivant le nombre de degrés de liberté internes des particules
relativistes à la fin du réchauffement. Cette quantité depend de la théorie en questions et les
particules associées. Pour le modèle standard [32,33], on gre = O(100) pour ≳ 175 GeV. En
revanche, pour le modèle standard supersymétrique minimal (MSSM), on a gre = O(200).
En exploitant la notion de l’entropie, nous arrivons à la relation suivante

gT 3a3 = const. (4.12)

En utilisant la conservation de l’entropie entre le réchauffement et aujourd’hui

gre T
3
rea

3
re = g0 T

3
0 a

3
0, (4.13)

où g0 désigne le nombre de degrés de liberté internes des particules relativistes actuelles,
nous trouvons

greT
3
re =

(
a0

are

)3 [
2T 3

0 + 21
4 T

3
ν0

]
. (4.14)

où on a utilisé
Tν0 =

( 4
11

)1/3
T0. (4.15)

Nous rappelons que T0 = 2, 725 K est la température de l’univers actuel. Le rapport a0
are

peut
être écrit comme

a0

are
= a0

aeq

aeq
are

, (4.16)

où nous introduisons e−NRD = are

aeq
, avec NRD indiquant la durée en e-folds de la phase

dominée par le rayonnement. L’équation (4.14) prend la forme suivante exprimée comme
suit

Tre = T0

(
a0

aeq

)
eNRD

(
43

11gre

)
. (4.17)

En comparant la longueur d’onde λ0 ≃ a0
k

avec le rayon de Hubble d’aujourd’hui dH ≃ 1
H0

,
on obtient

dH
λ0

= k

a0H0
= akHk

a0H0
, (4.18)

où l’indice k désigne l’échelle traverse le rayon de Hubble. En exploitant [31], le rapport a0
aeq

s’écrit comme suit
a0

aeq
= a0 Hk

k
e−Nke−Nree−NRD . (4.19)
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Les équations (4.19) et (4.17) donnent

Tre =
(

43
11gre

)1/3 (
a0T0

k

)
Hke

−Nk e−Nre . (4.20)

En remplaçant l’équation (4.20) dans (4.10), on retrouve l’expression de Nre qui donne

Nre = 4
1− 3ωre

−1
4 ln

(
32 · 5
π2gre

)
− 1

3 ln
(11gre

43

)
− ln

(
k

a0T0

)
− ln

V 1/4
end

Hk

−Nk

 . (4.21)

En considérant gre ∼ O(100) et en utilisant l’échelle pivot k
a0

= 0.05 Mpc−1 de Planck, nous
trouvons l’expression final du nombre de e-folds de réchauffement

Nre = 4
1− 3ωre

61.6−Nk − ln
V 1/4

end

Hk

 . (4.22)

Hk peut être donné par la définition du rapport tenseur-scalaire r = A2
T/A

2
S. En considérant

A2
S à l’échelle du pivot et en utilisant l’expression pour A2

T dans la limite de haute énergie
(3.84), on obtient

Hk =
(25π

4 r A2
SM

2
4p

)1/2
. (4.23)

En combinant les équations (4.11) et (4.10), on peut calculer la température du réchauffement
suivant la relation

Tre =
( 43

11gre

) 1
3 a0T0

k
Hke

−Nk

[
32 · 5Vend
π2gre

]− 1
3(1+ωre)


3(1+ωre)
3ωre−1

, (4.24)

où Hk et Nk le taux de Hubble et le nombre de e-folds, respectivement. Vend indique le
potentiel scalaire à la fin de l’expansion inflationniste. Ainsi, il est implicite que Nre et
Tre dépendent des observables A2

s, ns et r que nous avons déjà discutés. Il est également
remarquable que Nre et Tre dépendent de la masse de Planck à 5-dimensions, qui entre dans
Vend et Hk.

4.2 Modèle de Starobinsky

Dans cette section, nous discutons certains aspects de réchauffement du potentiel Staro-
binsky en calculant deux quantités correspondantes Nre et Tre en fonction des paramètres
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cosmologiques dans le cadre de la physique des branes. Alors, la première étape consiste
à calculer les paramètres cosmologiques dépendant du modèle Starobinsky et l’étude de la
dynamique de l’inflation.

4.2.1 Dynamique de l’inflation et perturbations cosmologiques

Dans cette partie, nous étudions le modèle d’inflation branaire décrit par un potentiel de
champ scalaire réel qui pourrait être traité à partir de scénarios de supercordes de type IIB.
Nous constatons qu’une grande classe de potentiel peut impliquer deux paramètres physiques
indépendants. De manière concrète, la description générale des potentiels étudiés prend la
forme suivante

V (ϕ) = λf( ϕ
ϕ0

) (4.25)

où λ indique la densité d’énergie du vide et ϕ0 représente la variation du champ ∆ϕ pendant
le processus d’inflation. Plusieurs modèles dépendant de la fonction f ont été approchés, ce
qui donne certains résultats dans différents contextes, notamment dans des géométries de
branes et de supergravités.
Particulièrement, nous étudions le potentiel généralisé de Starobinsky qui se définit comme
suit

V (ϕ) = V0 e
−2
√

2
3

ϕ
M4p (e

√
2
3

ϕ
M4p − 1)

2p
2p−1 , (4.26)

où V0 est un paramètre donné par l’expression suivante

V0 = 6
(

2p− 1
4p

)
M2

4pM
2
(

1
2p

) 1
2p−1

. (4.27)

Par la suite, le paramètre de masse M sera fixé par les données numériques de COBE [137].
Ce potentiel scalaire sera étudié aux limites des hautes énergies où l’effet D3-brane devient
important. Alors, à partir les équations (3.74) et (3.89), les paramètres de roulement lent
s’expriment

ϵ = 2αχ2 (χ− 1)
2−6p
2p−1 (1 + χ (p− 1)− 2p)2

3 (1− 2p)2 (4.28)

η = αχ2 (χ− 1)
2−6p
2p−1 (χ (13p− 10p2 − 4) + 2 (p− 1)2 χ2 + 2 (1− 2p)2)

3 (1− 2p)2 (4.29)

ζ2 = α2 χ4 (χ− 1)
4−12p
2p−1 (1 + χ (p− 1)− 2p)F
9 (1− 2p)4 , (4.30)
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où χ et F sont comme suit

F = 4 (p− 1)3e
√

6 ϕ
M4p − 4 (2p− 1)3 + χ2 (−40p3 + 82 p2 − 55 p+ 12) + χ (17p− 12)(1− 2p)2

χ = e

√
2
3

ϕ
M4p . (4.31)

Il est à noté que α est un paramètre sans dimension donné par

α = T

V0 π
. (4.32)

En considérant la limite des hautes énergies, et en utilisant l’équation (3.76), nous trouvons
le nombre de e-folding qui est donné par

Nk =
2
√

3
2 (2 p− 1)
αM4p

∫ ϕe

ϕi

χ−2 (χ− 1)
4p−1
2p−1

1 + χ (p− 1)− 2 pdϕ.

En effet, le calcul permet d’obtenir l’expression

Nk = − 3 (2p− 1)
α p (1− 2p)2 (3p− 1) [I(ϕe)− I(ϕi)] . (4.33)

La fonction I(ϕ), en termes de χ, peut être écrite de la manière suivante

I(ϕ) = χ−2 (χ− 1)
2−6p
1−2p [ωa + ωb + ωc] , (4.34)

où ωa, ωb et ωc sont donnés par

ωa = −p (3p− 1) (1 + 2χ− 2p) ,

ωb = χ2 p2 (p+ 2)F1

[
1, 2− 6p

1− 2p,
3− 8p
1− 2p, 1− χ

]
,

ωc = χ2 (p− 1)3 F1

[
1, 2− 6p

1− 2p,
3− 8p
1− 2p,

(χ− 1] (p− 1)
p

]
,

où F1 est une fonction hypergéométrique.
Maintenant, nous trouvons les quantités cosmologies. En utilisant l’équation (3.83), nous
obtenons l’expression qui décrit le spectre de puissance scalaire

A2
s = 8χ−8 (1− 2p)2 (χ− 1)

2−12p
1−2p

25 π2 α3 M4
4p (1 + χ (p− 1)− 2p)2 V0. (4.35)
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En exploitant l’équation (3.86), nous trouvons que l’indice spectral scalaire ns vérifie la
relation

ns − 1 = −2αχ2 (χ− 1)
2−6p
2p−1 (4χ2 (p− 1)2 + χ (−14p2 + 23p− 8) + 4 (1− 2p)2)

3 (1− 2p)2 . (4.36)

À partir de l’équation (3.93), on peut obtenir le rapport tenseur-scalaire r. En effet, il est
exprimé par l’expression suivante

r = 2π α2 χ4 (χ− 1)
2−8p
2p−1 (χ (p− 1)− 2 p+ 1)2

3 (1− 2p)2 . (4.37)

Pour examiner la validité du potentiel de Starobinsky en physique des branes que nous avons
proposé, certaines quantités observables sont nécessaires. En utilisant l’équation (3.87), la
variation de l’indice spectral est donnée par

dns
d ln k = −2α2 χ4 (χ− 1)

4−12p
2p−1 (χ (p− 1)− 2p+ 1)E
9 (1− 2p)4 , (4.38)

où on a utilisé

E = χ2
(
−104 p3 + 274 p2 − 231 p+ 60

)
+ χ (49p− 60) (1− 2p)2 + 20 (p− 1)3 e

√
6 ϕ

M4p − 20 (2p− 1)3.

Particulièrement, nous prenons p = 1. De ce cas, le potentiel de l’inflation de Starobinsky se
réduit à

V (ϕ) = V0 (1− e−
√

2
3

ϕ
M4p )2, (4.39)

où l’équation (4.27) donne
V0 = 3

4 M
2 M2

4p. (4.40)

En exploitant les équations (4.56) et (4.29), les paramètres du roulement lent deviennent

ϵ = 2αχ2

3 (χ− 1)4 , (4.41)

η = −αχ2 (χ− 2)
3 (χ− 1)4 , (4.42)

ζ2 = α2 χ4 (χ− 4)
9 (χ− 1)7 . (4.43)
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La contrainte associée à la fin de l’inflation ϵ(ϕe) = 1 est nécessaire pour calculer d’autres
quantités appropriées correspondant à la fin de l’inflation: le nombre de e-folds et le spectre
de perturbation. Ces quantités doivent dépendre de la valeur du champ scalaire à la fin de
l’inflation. En considérant l’équation (4.41), nous obtenons

ϕe =
√

3
2 M4p log

1 +
√
α +

√
α + 2

√
6α√

6

 . (4.44)

Pour p = 1, l’équation (4.33) se réduit à

Nk = − 3
α

[J(ϕe)− J(ϕi)] , (4.45)

où la fonction J , en terme χ, est donnée par

J(χ) = 1
2χ

−2 − 3χ−1 + χ− 3 lnχ. (4.46)

Pour obtenir les valeurs de ϕi associées au nombre de e-folds Nk, nous devons résoudre numé-
riquement l’équation (4.45) pour un intervalle possible de α. Dans la figure (4.1), les valeurs
du champ scalaire ϕi sont données en fonction du paramètre α pour différentes valeurs du
nombre de e-folds. De nombreux comportements sont observés. Cette figure montre que les
valeurs du champ scalaire ϕi augmentent avec α et Nk. En fixant V0, les valeurs de ϕi sont
croissantes en fonction de la tension T de la D3-brane.

N=50

N=55

N=60

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

α

ϕ
i
/
M
4
p

Figure 4.1 – Champ scalaire ϕi en fonction de α (M4p = 1).

Il est à noter que les valeurs du champs sont utilisées pour étudier le modèle inflation-
naire branaire proposé. Pour déterminer sa validité, il faut examiner les deux paramètres
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observables du spectre de puissance primordial, qui sont le rapport entre les perturbations
tensorielles et scalaires. En effet, le spectre de puissance scalaire est donné par

A2
s = 8χ−8 (χ− 1)10

25π2 α3M4
4p

V0. (4.47)

En utilisant l’équation (4.36), nous obtenons l’indice spectral ns vérifiant la relation

ns − 1 = −2αχ2 (χ+ 4)
3 (χ− 1)4 . (4.48)

À l’aide de l’équation (4.37) , le rapport tenseur-scalaire r est obtenu comme suit

r = 2 π α2 χ4

3 (χ− 1)6 . (4.49)

Les comportements de l’indice spectral scalaire et du rapport tenseur-scalaire peuvent être
analysés en fixant Nk. En considérant différentes valeurs Nk = 50, Nk = 55 et Nk = 60,
les comportements de ns et r sont présentés dans la figure (4.2), où α varie dans l’intervalle
0.001 ≤ α ≤ 0.5.

N=50

N=55

N=60

0.955 0.960 0.965 0.970
0.0000

0.0005
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0.0015

0.0020

0.0025

0.0030

0.0035

ns

r

Figure 4.2 – Indice spectral scalaire ns en fonction du rapport tenseur-scalaire r pour 0, 001 ≤ α ≤ 0, 5.

Les courbes dans le plan (r - ns) montrent que r augmente dans l’intervalle du paramètre
α. De plus, r et ns augmentent lorsque Nk diminue. Il apparait que le nombre de e-folds
électroniques peut modifier la courbe de la trajectoire dans le plan (r − ns) pour α. Des
résultats similaires ont été observés pour l’inflation de Starobinsky dans la théorie f(R, T )
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[138]. En prenant p = 1, la figure (4.2) montre que la bande de ns est différente du modèle
d’inflation de Starobinsky en relativité générale [14]. De plus, la variation du paramètre α
peut changer r et ns. Ainsi, le modèle branaire de l’inflation de Starobinsky pourrait fournir
des prédictions intéressantes pour ns et r qui correspondent aux données de Planck 2018 [12].
On note que les résultats dans le plan (r − ns) pour un telle intervalle de α correspondent
aux résultats des données BICEP/Keck [14]. À partir de l’équation (4.38), nous pouvons
obtenir la variation de l’indice spectral scalaire. Il est exprimé comme suit

dns
d ln k = −2α2 χ4(χ2 + 11χ+ 20)

9 (χ− 1)8 . (4.50)

La même contrainte sur α est considérée pour obtenir les résultats correspondant aux don-
nées de Planck. La figure (4.3) représente certains aspects de l’évolution de l’indice spectral
scalaire en fonction de r. En considérant différentes valeurs de r, les résultats correspondants
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Figure 4.3 – Variation des indices spectraux dns

d ln k en fonction de r. .

apparaissent dans une telle figure. On remarque que les valeurs de la variation sont non nulles
pour r dans un intervalle de 5.10−5 ≤ r ≤ 3.10−3. Le modèle cosmologique branaire de Sta-
robinsky est bien compatible avec le modèle cosmologique standard [139, 140]. Il apparaît
que les valeurs de la variation l’indice spectral scalaire sont proches des données observa-
tionnelles. Pour déterminer le comportement de l’amplitude V0 du potentiel, nous examinons
l’effet de la D3-brane en présence du champ scalaire. En effet, l’expression associée doit être
calculée. En utilisant les équations (4.47) et (4.32), nous pouvons obtenir l’expression de V0
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qui est donné par

V0 =
[

25A2
S T

3 χ8

8 π (χ− 1)10

] 1
4

M4p. (4.51)

En exploitant la relation entre la masse de Planck à quatre dimensions à cinq dimensions,
nous arrivons à

V0 =
√

3
4π

[
25A2

S T χ
8

8π (χ− 1)10

] 1
4

M3
5p. (4.52)

Afin de trouver une limite supérieure de la masse de Planck à cinq dimensions, nous considé-
rons la dynamique inflationnaire dans le régime de hautes énergies V ≫ T . Pendant l’infla-
tion, le potentiel de Starobinsky doit satisfaire la contrainte V ≃ V0. En utilisant l’équation
(3.54) et la dernière condition pour le régime de haute énergie, nous obtenons la contrainte
suivante sur l’amplitude du potentiel

V0 ≫
3M6

5p

4 πM2
4p
. (4.53)

En considérant les équations (4.47) et (4.53), la limite supérieure pour la masse de Planck à
cinq dimensions est donnée par

M5p ≪
(

100A2
S α

3 χ8

24 π (χ− 1)10

) 1
6

M4p. (4.54)

En utilisant l’équation (4.54), nous pouvons obtenir la masse de Planck à cinq dimensions
autour de M5p ≪ 1014 TeV. Il est possible de prendre certaines valeurs de la masse de Planck
à cinq dimensions jusqu’à une telle condition. Dans le tableau (4.1), nous fournissons la
contrainte sur V0 en prenant deux valeurs de la masse de Planck à cinq dimensions M5p = 105

TeV et M5p = 105 TeV correspondant aux tensions de brane T = 1.60 × 10−3 TeV 4 et
T = 1.60× 1039 TeV 4, respectivement.

Dans le tableau (4.1), nous remarquons que l’amplitude du modèle Starobinsky V0 prend
des valeurs subplanckiennes. Elle augmente en même temps que la masse de Planck à cinq
dimensions. Une étude précise permet de constater que des comportements similaires ont été
obtenus en considérant différents modèles de potentiel et en prenant les valeurs de la masse
de Planck à cinq dimensions M5p = 105 TeV et M5p = 1012 TeV [141,142].
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M5p = 105 TeV et T = 1.60× 10−3 TeV 4 M5p = 1012 TeV et T = 1.60× 1039 TeV 4

Nk Constraint sur V0 [TeV ] Constraint sur V0 [TeV ]
50 0.684 × 103 ≲ V0 ≲ 1.479 × 103 0.119 × 1010 ≲ V0 ≲ 5.13 × 1010

55 0.676 × 103 ≲ V0 ≲ 1.460 × 103 0.109 × 1010 ≲ V0 ≲ 5.07 × 1010

60 0.670 × 103 ≲ V0 ≲ 1.442 × 103 0.108 × 1010 ≲ V0 ≲ 5.02 × 1010

Table 4.1 – Les contraintes sur l’amplitude du modèle de Starobinsky pour différentes valeurs de Nk en
prenant deux valeurs de la masse de Planck à cinq dimensions, où le paramètre sans dimension α est dans
la gamme 0.001 ⩽ α ⩽ 0.5.

4.2.2 Prédictions de Réchauffement

Nous rappelons que le réchauffement est un scénario thermique qui dépend de plusieurs
quantités cosmologiques, qui seront étudiées à l’aide des méthodes numériques. En effet,
nous étudions les prédictions de réchauffement du potentiel de Starobinsky pour p = 1. En
particulier, nous examinons la variation du nombre de e-folds de réchauffement Nre et de la
température de réchauffement Tre en fonction de l’indice spectral scalaire ns. Pour examiner
l’effet associé, nous considérons deux valeurs de la masse de Planck à cinq dimensions M5p =
105TeV et M5p = 1012TeV en prenant un intervalle spécifique du paramètre α. Pour des
raisons de simplicité, cependant, nous traitons seulement deux valeurs qui sont α = 0.001
et α = 0.05 associées au nombre de e-folds Nk = 60. Dans la figure (4.4), nous illustrons le
nombre de e-folds et la température maximale de réchauffement pour la limite inférieure de
la masse de Planck à cinq dimensions M5p = 105 TeV en variant le paramètre d’équation
d’état ωre, en prenant les valeurs ωre = −1/3, 0, 2/3 et 1.

Le point d’intersection des courbes montre que le point de réchauffement instantané est
associé à une limite de zéro de Nre. Cependant, il a été observé que ce point d’intersection
correspond à ns = 0.962 pour α = 0.001 et ns = 0.968 pour α = 0.05. De plus, la région
verticale orange concerne les limites de Planck-2018 qui sont ns = 0, 965 ± 0, 004.28. En
effet, nous notons que la température maximale de réchauffement est d’environ Tre ∼ 103

pour M5p = 105 TeV. La région rose représente les températures étant inférieures à l’échelle
électrofaible T < 100 . Pour 0 < ωre < 1 , il a été observé une compatibilité avec les bornes de
Planck-2018 sur ns en considérant α = 0.001. Par contre, pour α = 0.05, seuls les modèles
correspondant à ωre = −1/3 et ωre = 0 sont compatible avec les bornes de Planck-2018.
Ainsi, la valeur α = 0.001 pourrait fournir un bon résultat par rapport à α = 0.05.
Dans la figure (4.5), nous représentons les comportements cosmologiques de Nre et Tre en
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Figure 4.4 – Variation de Nre et Tre en fonction de ns pour le modèle Starobinsky p = 1. Les graphiques
en haut correspondent à α = 0.01 et en bas à α = 0.05, en utilisantM5p = 105 TeV et T = 1.60×10−3 TeV 4.

fonction de l’indice spectral scalaire ns en considérant les mêmes valeurs de α et de M5p =
1012 pour ωre = −1/3, 0, 2/3 et 1.

Il a été remarqué que la température maximale de réchauffement se situe autour de
Tre ∼ 1011 GeV pour la masse de Planck à cinq dimensions M5p = 1012. Dans les figures (4.4)
et (4.5), il ressort que les valeur de ns associées au point d’intersection de toutes les courbes
lors d’un réchauffement instantané augmentent avec une augmentation du paramètre α. De
même, la température de réchauffement augmente avec la masse de Planck à cinq dimensions.
Des comportements similaires sont observés dans les potentiels d’inflation naturelle, Hilitop,
de type Higgs et super symétrique (SUSY) exponentiel utilisés dans le modèle branaire RS-
II [141].
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Figure 4.5 – Variation de Nre et Tre en fonction de ns pour le modèle Starobinsky p = 1. Les graphiques
en haut correspondent à α = 0.01 et en bas à α = 0.05, en utilisant M5p = 1012 TeV et T = 1.60 × 1039

TeV 4.

4.3 Modèle de inflation logarithmique

4.3.1 Dynamique de l’inflation et perturbations cosmologiques

Dans ce cette partie, nous étudions le modèle d’inflation logarithmique décrit par le
potentiel suivant

V (ϕ) = M4 ln
( ϕ

ϕ0

)2
 , (4.55)

où le paramètre de masse M, identifié avec λ 1
4 , est fixé par les données numériques de COBE.

De la même façon, les paramètres cosmologiques, dans l’approximation du roulement lent,
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4.3. Modèle de inflation logarithmique

dépend de la corde. En effet, les paramètres du roulement lent sont trouvés sous la forme
suivante

ϵ =
M2

4p α

ϕ2 ln
[(

ϕ
ϕ0

)2
]3 , (4.56)

η = −
M2

4p α

2ϕ2 ln
[(

ϕ
ϕ0

)2
]2 , (4.57)

ζ2 =
M4

4p α
2

2ϕ4 ln
[(

ϕ
ϕ0

)2
]4 . (4.58)

où α est un paramètre sans dimension, défini par la formule suivante

α = T

M4 π
. (4.59)

De la même manière que le modèle précédent, la condition correspondant à la fin de l’inflation
ϵ(ϕe) = 1 est utilisée pour calculer les autres paramètres cosmologiques. Ces quantités sont
liées à la valeur du champ scalaire à la fin de l’inflation. On constate que l’équation (4.56)
ne pas résolue directement. Nous pouvons cependant approcher numériquement une telle
équation en considérant ϕ0 qui varie dans l’intervalle de 2M4p ≤ ϕ0 ≤ 6M4p. En effet, ϕ
satisfaisant ϵ(ϕ) = 1 sera noté par ϕe. En insérant cette valeur dans l’expression du potentiel
et en utilisant les calculs intégraux, nous obtenons le nombre de e-folds

Nk = − 2
αM2

4p

∫ ϕe

ϕi

ϕ ln
( ϕ

ϕ0

)2
2

dϕ.

En effet, le calcul fournit l’expression suivante

Nk = − 2
αM2

4p
[I(ϕe)− I(ϕi)] , (4.60)

où on a utilisé

I(ϕ) = ϕ2 − ϕ2 ln
( ϕ

ϕ0

)2
+ 1

2ϕ
2 ln

( ϕ
ϕ0

)2
2

. (4.61)
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4.3. Modèle de inflation logarithmique

Nous exploitons les méthodes numériques pour trouver les valeurs de ϕi en fixant Nk et α
pour l’intervalle de ϕ0. Le spectre de puissance scalaire est calculé comme suit

A2
s = 16M4

75π2 α3 M6
4p
ϕ2 ln

( ϕ
ϕ0

)2
6

. (4.62)

En utilisant l’équation (3.86), nous obtenons l’indice spectral ns à travers la relation

ns − 1 = −
M2

4p α
(

6 + ln
[(

ϕ
ϕ0

)2
])

ϕ2 ln
[(

ϕ
ϕ0

)2
]3 . (4.63)

À partir de l’équation (3.93), nous trouvons le rapport tenseur-scalaire r qui peut être écrit
comme suit

r =
M2

4p π α
2

ϕ2 ln
[(

ϕ
ϕ0

)2
]4 . (4.64)

Les résultats associés peuvent être discutés en fixant Nk. En prenant le nombre de e-folds
Nk = 60, les comportements de l’indice spectral et du rapport tenseur-scalaire pour diffé-
rentes valeurs de α sont représentés sur la figure (4.6).

α=6×10-2 α=8×10-2

α=10×10-2

0.96840.96860.96880.96900.96920.96940.96960.9698

0.0010

0.0015

0.0020

0.0025

ns

r

Figure 4.6 – Indice spectral ns en fonction du rapport tenseur-scalaire r pour Nk = 60 et 2 ≤ ϕ0 ≤
6 (M4p = 1).

On observe que r augmente avec l’augmentation de α. Les valeurs de ns et r sont corres-
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4.3. Modèle de inflation logarithmique

pondent aux données de Planck 2018. Ceci a été obtenu en considérant l’intervalle de champ
scalaire ci-dessus.
Pour examiner la validité du potentiel des cordes, nous devons traiter d’autres quantités
cosmologiques. En particulier, la variation de l’indice spectral scalaire peut être facilement
calculée à partir de l’équation (3.87). En effet, nous avons

dns
d ln k = −

M4
4p α

2

ϕ4 ln
[(

ϕ
ϕ0

)2
]6

24 + 8 ln
( ϕ

ϕ0

)2
+ ln

( ϕ
ϕ0

)2
2
 . (4.65)

La même contrainte sur ϕ0 est considérée pour obtenir les résultats associés à Planck 2018.
Dans la figure (4.7), nous représentons certains aspects de la variation de l’indice spectral
scalaire en fonction de ϕ0. En prenant certains valeurs de α, il résulte que les valeurs de la

α=6×10-2 α=8×10-2

α=10×10-2

2 3 4 5 6

-0.00067

-0.00066

-0.00065

-0.00064

-0.00063

-0.00062

ϕ0

dns

dlogk

Figure 4.7 – Variation des indices spectraux dns

d ln k en fonction de ϕ0 pour Nk = 60 et 2 ≤ ϕ0 ≤ 6 (M4p =
1).

variation de l’indice spectral scalaire sont proches des données observationnelles.
Pour étudier le paramètre de masse, nous examinons l’effet de la D3-brane en présence

d’un champ scalaire. En utilisant (4.62), nous obtenons l’expression de M comme suit

M =

 75α3 M6
4p π

2 A2
s

16ϕ2 ln
[(

ϕ
ϕ0

)2
]6


1
4

. (4.66)

En appliquant la normalisation de COBE, nous pouvons étudier les comportements d’échelle
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4.3. Modèle de inflation logarithmique

M en fonction de ϕ0. En prenant A2
S = 2.5 × 10−9, la figure (4.8) représente ces aspects

cosmologiques pour différentes valeurs du paramètre de la corde α, en faisant varier ϕ0

dans l’intervalle 2M4p ≤ ϕ0 ≤ 6M4p. Pour illustrer ce comportement, nous considérons
M4p = 1. Les mêmes aspects apparaissent dans la courbe précédente de la figure (4.8). Il a

α=6×10-2 α=8×10-2

α=10×10-2

2 3 4 5 6
0.0010

0.0012
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0.0016

0.0018

0.0020

ϕ0

M4p

M

M4p

Figure 4.8 – M en fonction de ϕ0 pour Nk = 60 et 2 ≤ ϕ0 ≤ 6.

été remarqué sur la figure (4.8) qu’une telle intervalle fournit un résultat qui correspond à
l’ordre de l’échelle GUT (∼ 1016 GeV) [36,37].

4.3.2 Prédictions de Réchauffement

De la même manière, nous pouvons donner des prédictions de réchauffement pour le
modèle d’inflation logarithmique. Nous utilisons la masse de Planck à 4-dimensions M4p =
1.22× 1019GeV , la valeur de α = 6× 10−2 associée à Nk = 60 et ϕ0 = 2.44× 1019 GeV.

Dans la figure (4.9), nous représentons Nre et Tre, en fonction de l’indice spectral scalaire
ns pour les valeurs suivantes de ωre = −1/3, 0, 2/3 et 1. Pour ce potentiel, il a été remarqué
que le point d’intersection correspond à ns = 0.966. De plus, la région verticale rose foncée
est associée aux limites de Planck-2018, pour ns = 0.965± 0.004.

La région orange foncée indique les températures qui sont inférieures à l’échelle électro-
faible T < 100. Il a été observé que pour 0 < ωre < 1 les résultats sont compatible avec
les limites de Planck-2018 sur ns prenant des valeurs dans l’intervalle 0.951 < ns < 0.974.
Cependant, il a été remarqué que le cas ωre = 2/3 fournit des résultats proches des limites
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Figure 4.9 – Diagrammes des Nre et Tre en fonction de ns pour le modèle logarithmique.

de Planck ns. Pour ce potentiel logarithmique, la température maximale de réchauffement
est d’environ 1016 GeV, ce qui pourrait être compatible avec l’échelle GUT.

4.4 Modèle de Tachyonique à cordes ouvertes

4.4.1 Dynamique de l’inflation et perturbations cosmologiques

Le troisième modèle est le potentiel de tachyonique à cordes ouvertes qui repose sur
l’expression suivant

V (ϕ) = −M4
(
ϕ

ϕ0

)2

ln
( ϕ

ϕ0

)2
 , (4.67)

où M , identifié comme précédemment avec λ
1
4 , sera fixé par les données numériques de

COBE. Dans ce cas, nous considérons la contrainte ϕ0
M4p

< 10 [16], correspond à la limite de
haute énergie où l’effet D3-brane est examiné. De cette manière, les paramètres cosmologiques
dans les approximations de roulement lent sont acceptables. Les paramètres du roulement
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lent sont donnés par

ϵ = −
M2

4p αϕ
2
0

(
1 + ln

[(
ϕ
ϕ0

)2
])2

ϕ4 ln
[(

ϕ
ϕ0

)2
]3 , (4.68)

η = −
M2

4p αϕ
2
0

(
3 + ln

[(
ϕ
ϕ0

)2
])

2ϕ4 ln
[(

ϕ
ϕ0

)2
]2 , (4.69)

ζ2 =
M4

4p α
2 ϕ2

0

(
1 + ln

[(
ϕ
ϕ0

)2
])

2ϕ8 ln
[(

ϕ
ϕ0

)2
]4 . (4.70)

Comme dans le modèle précédent, certaines méthodes numériques seront exploitées. En effet,
la contrainte ϵ(ϕe) = 1 sera traitée en considérant l’intervalle de champ scalaire 6M4p ≤ ϕ0 ≤
9M4p. En utilisant le calcul intégral, on trouve que le nombre de e-folds est donné par

Nk = 2
αM2

4p ϕ
2
0

∫ ϕe

ϕi

ϕ3 ln
[(

ϕ
ϕ0

)2
]2

(
1 + ln

[(
ϕ
ϕ0

)2
]) dϕ, (4.71)

Le calcul donne comme résultat par l’expression suivante

Nk = 2
αM2

4p ϕ
2
0

[J(ϕe)− J(ϕi)] , (4.72)

où J(ϕ) est une fonction du champ scalaire. Pour obtenir une expression compacte, nous
devons introduire la fonction gamma incomplète

Γ(a, x) =
∫ ∞

x
ta−1e−tdt, x > 0, (4.73)

où x est une variable positive et a est un paramètre réel. En particulier, la fonction J(ϕ)
peut être écrite comme suit

J(ϕ) = −3ϕ4

8 −
ϕ4

0 Γ
(

0,−2
(

1 + ln
[(

ϕ
ϕ0

)2
]))

2e2 + 1
4ϕ

4 ln
( ϕ

ϕ0

)2
 . (4.74)
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Dans la suite, nous allons déterminer les perturbations cosmologiques associées. Première-
ment, nous obtenons le spectre de puissance scalaire

A2
s =

16M4 ϕ10 ln
[(

ϕ
ϕ0

)2
]6

75 π2 α3 M6
4p ϕ

8
0

(
1 + ln

[(
ϕ
ϕ0

)2
])2 . (4.75)

En utilisant l’équation (3.86), nous obtenons l’indice spectral ns

ns − 1 =
M2

4p αϕ
2
0

ϕ4 ln
[(

ϕ
ϕ0

)2
]3

6 + 9 ln
( ϕ

ϕ0

)2
+ 5 ln

( ϕ
ϕ0

)2
2
 . (4.76)

D’après l’équation (3.93), le rapport tenseur-scalaire r est

r =
M2

4p α
2 πϕ4

0

(
1 + ln

[(
ϕ
ϕ0

)2
])2

ϕ6 ln
[(

ϕ
ϕ0

)2
]4 . (4.77)

Les comportements correspondants peuvent être étudiés en fixant Nk. En prenant le nombre
de e-folds Nk = 60, le comportement de l’indice spectral et du rapport tenseur-scalaire pour
différentes valeurs de α est décrit dans la figure (4.10). On observe que r augmente avec
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α=10×10-2
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Figure 4.10 – Indice spectral ns en fonction du rapport tenseur-scalaire r pour Nk = 60 et 6 ≤ ϕ0 ≤
9 (M4p = 1).

l’augmentation de α. Les valeurs obtenues de ns et r correspondent exactement à celles de
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Planck 2018 pour le nouveau intervalle considéré en gardant les mêmes valeurs de α de modèle
de l’inflation logarithmique. Pour vérifier la validité du potentiel, nous devons considérer
d’autres quantités comme nous l’avons fait pour le modèle précédent. La variation de l’indice
spectral scalaire peut être calculé à partir de l’équation (3.87), sous la forme suivante

dns
d ln k = −

M4
4p α

2 ϕ4
0

(
1 + ln

[(
ϕ
ϕ0

)2
])

ϕ8 ln
[(

ϕ
ϕ0

)2
]6 D(ϕ), (4.78)

où nous avons utilisé

D(ϕ) = 24 + 48 ln
( ϕ

ϕ0

)2
+ 41 ln

( ϕ
ϕ0

)2
2

+ 16 ln
( ϕ

ϕ0

)2
3

. (4.79)

Dans la figure (4.11), nous représentons la variation de l’indice spectral scalaire.
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Figure 4.11 – Variation des indices spectraux dns

d ln k en fonction de ϕ0 pour Nk = 60 et 6 ≤ ϕ0 ≤
9 (M4p = 1).

Nous remarquons que les résultats associés à les variations des indices spectral ont été fournis
dans l’intervalle de ϕ0 sont compatible les données de Planck 2018. Comme précédent, nous
examinons le paramètre de masse dans le troisième modèle d’inflation en présence des D3-
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branes. En particulier, les calculs donnent l’expression suivante

M =


75α3 M6

4p π
2 ϕ8

0

(
1 + ln

[(
ϕ
ϕ0

)2
])2

A2
s

16ϕ10 ln
[(

ϕ
ϕ0

)2
]6


1
4

. (4.80)

En appliquant la normalisation de COBE, nous inspectons de tels comportements, en consi-
dérant A2

S = 2.5 × 10−9. La figure (4.12) illustre ces aspects cosmologiques pour différentes
valeurs du paramètre α associé à l’intervalle 6M4p ≤ ϕ0 ≤ 9M4p en prenant M4p = 1.
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Figure 4.12 – M en fonction de ϕ0 pour Nk = 60 et 6 ≤ ϕ0 ≤ 9.

En examinant la figure (4.12), nous remarquons qu’un tel intervalle fournit un résultat cor-
respondant à l’ordre de l’échelle du GUT (∼ 1016 GeV) [36,37].

4.4.2 Prédictions de Réchauffement

Maintenant, nous étudions la variation du nombre de e-folds Nre et de la température
Tre de réchauffement en fonction de l’indice spectral scalaire ns pour le modèle tachyonique
des cordes ouvertes. Comme précédent, nous considérons la masse de Planck à 4-dimensions
M4p = 1.22 × 1019 GeV et la valeur de α = 6 × 10−2 correspondant à Nk = 60 et ϕ0 =
7.32 × 1019 GeV. Dans la figure (4.13), nous présentons Nre et Tre, en fonction de l’indice
spectral scalaire ns en prenant ωre = −1/3, 0, 2/3 et 1.
Le point d’intersection de toutes les courbes au réchauffement instantané correspond à ns =
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Figure 4.13 – Diagrammes des Nre et Tre en fonction de ns pour le modèle tachyonique à cordes ouvertes.

0.963. Comme le modèle précédent, la région orange foncée représente des températures
inférieures à l’échelle électrofaible T < 100 GeV. À partir de cette figure, nous observons que,
pour 0 < ωre < 1, les valeurs de ns sont conditionnées par 0.955 < ns < 0.967. Cependant,
les valeurs ωre = 2/3 et 1 sont bien compatibles avec les limites de Planck sur ns. Une
remarque importante est associée à la température maximale de réchauffage qui converge
vers 1013GeV . Finalement, nous constatons que le second modèle de cordes pourrait fournir
de bonnes prédictions en physique des branes.
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La dernière partie sera consacrée à la présentation de nos travaux traitant certains mo-
dèles branaires de l’inflation. Les études théoriques et observationnelles pourraient avoir un
impact sur quelques domaines comme

— la cosmologie
— la physique des branes
— la théorie des cordes
— le pontage avec les résultats expérimentaux.
Avant de présenter nos contributions scientifiques, nous identifions les résultats trouvés

relatifs à la modélisation branaire de l’inflation
— Étudier l’effect de la tension de la D3-branes sur les observables cosmologiques
— Examiner le comportement thermique de l’inflation branaire
— Établir un lien avec résultats expérimentaux.

Ces études ont été réalisées dans le cadre de la théorie des supercordes de type IIB. Il est à
noter que cette théorie possède une solution solitonique appelée D3-brane. Cet objet produit
des modèles à quatre dimensions provenant de la théorie de supergravité à cinq dimensions
en se basant sur la conjecture de Maldacena. En utilisant le scénario du roulement lent, nous
avons étudié certains modèles inflationnaires en présence de la tension de la D3-branes. Ce
paramètre modifie totalement le modèle standard de l’inflation.
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Article 1

Titre: On stringy inflation potentials

Auteurs: Adil Belhaj, Yassine Hassouni, Mohamed Oualaid, Moulay Brahim Sedra

Journal: Modern Physics Letters A, Vol. 36, No. 31, 2150225 (2021).

Résumé: Nous étudions les modèles cosmologiques d’inflation à partir de la physique des
branes en se basant sur le scénario de Randall-Sundrum. Particulièrement, nous examinons
certains paramètres cosmologiques associés à deux potentiels scalaires: potentiel logarith-
mique et potentiel tachyonique inflationnaire des cordes ouvertes (OSTI). En présence de
la tension de D3-brane, nous présentons des contraintes sur le champ scalaire fournissant
des modèles inflationnaires compatibles avec les résultats de Planck. Ensuite, nous traitons
la phase de réchauffage de ces modèles. Précisément, nous observons que la température de
réchauffage dépend des formes du potentiel scalaire. Entre autres, nous trouvons que l’OSTI
produit de petites températures, supportées par les échelles la théorie de grande unification
(GUT).
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We investigate cosmological inflation models from Randall–Sundrum brane physics. In20

particular, we examine certain cosmological parameters for two potentials, being a log-21

arithmical one and open string tachyonic inflation (OSTI). In the presence of the brane22

tension, we give scalar field constraints providing inflationary models matching with23

Planck results. Then, we discuss the reheating phase of such models. Precisely, the re-24

heating temperature depends on the potential forms. Among others, we find that OSTI25

provides small temperatures, supported by GUT scales.26

Keywords: Inflation; braneworld model; running spectral index; reheating phase.27

1. Introduction28

The study of inflation models has received a relevant interest in connection with29

various higher dimensional supergravity models.1–5 The associated cosmological30

parameters have been approached using different ways and methods including an-31

alytical and numerical ones. Concretely, such inflation models are based on the32

dynamics of one or several fields including scalar ones.6 The origin of such fields33

remains an open question allowing to elaborate different mechanisms and scenar-34

ios. In this way, various scalar fields have been explored to provide interesting35

inflationary models. Among others, superstring and M-theory compactifications on36

nontrivial manifolds have been exploited, where the axion fields play a primordial37

‡Corresponding author.
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role in inflationary building models. In these investigations, Calabi–Yau and G21

manifolds have provided certain promising results.7,8 A close examination shows2

that an alternative extra-dimensional model has been exploited to unveil data on3

such universe problems. In particular, a special emphasis has been put on Randall–4

Sundrum (RS-2) suggesting that the observed universe is interpreted as a D3-brane5

living in higher dimensional supergravity theories.9–11 In these models, the relevant6

investigated parameters depend on the stringy spectrum content. Many potential7

forms have been dealt with providing interesting inflationary models.12–15 The well-8

known shapes are the chaotic inflation potential and the minimal supersymmetric9

standard model (MSSM) inflation being extensively investigated. Besides such mod-10

els, other models have been much approached including the exponential and the11

inverse power-law potentials. They are explored in relation with the quintessential12

dark energy in brane and tachyonic inflation models. More details could be found13

in many works including the ones reported in Refs. 16–34. A large number of them14

have been supported by recent result of Planck experimental data.35,3615

At the end of inflation, the universe behaves as a cold and non-thermal state16

in the absence of matter fields. However, at a very high temperature, the universe17

should reach to a thermal state. It has been suggested that this could be obtained18

by considering the reheating scenario being a transition phase between the end of19

inflation and beginning of radiation dominated contributions. Such a phase has been20

considered as complex processes needing nontrivial reflections and investigations.21

This has been approached in terms of three parameters: the reheating temperature22

Tre, the effective equation of state ωre and the number of e-foldings Nre. These23

parameters could impose certain constraints on cosmological models, engineered24

from different theories including brane physics.25

The aim of this paper is to contribute to these activities by studying cosmological26

inflation models using Randall–Sundrum brane theory. Precisely, we investigate27

certain cosmological parameters of the logarithmic one and open string tachyonic28

inflation (OSTI) potentials. In the presence of the brane tension, we present scalar29

field constraints providing inflationary models matching with Planck results. We30

observe that the reheating phase of such predicted models depends on the potential31

forms. Among others, we find that OSTI provides small temperatures, supported32

by GUT scales.3733

The organization of this paper is as follows. In Sec. 2, we give a concise review34

on inflation models from brane physics. In Sec. 3, we compute and discuss the35

associated cosmological parameters of two proposed potentials in terms of the brane36

tension. In Sec. 4, we deal with the corresponding reheating phase. Section 5 is37

devoted to conclusion.38

2. Brane inflation models39

In this section, we give a concise review on brane inflation models. This concerns a40

D3-brane cosmology embedded in a five-dimensional spacetime.16 First, we consider41

2150225-2
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the slow-roll approximations in type IIB superstring with D-brane objects. Then,1

we unveil data on cosmological perturbation parameters. Such computations can2

be found in many places including the works reported in Refs. 9–11, 16–28, 38–41.3

2.1. Slow roll inflation from brane physics4

To start, we assume that the universe is considered as a perfect fluid with the5

energy density ρ and the pressure p. To get the relevant cosmological quantities,6

the Friedman equation is needed. In a flat Friedmann–Robertson–Walker model,7

with a scale factor a(t), this equation which describes the time evolution reads as8

H2 =

(
ȧ

a

)2

=
8π

3M2
4p

ρ

[
1 +

ρ

2T

]
+

Λ4

3
+
μ

a4
, (2.1)9

where H(t) = ȧ
a indicates the Hubble parameter. Concretely, the first term of10

(2.1) is relevant for inflation dynamics involving stringy physical parameters. It is11

recalled that M4p denotes the four-dimensional Planck scale being linked to the12

five-dimensional one M5p via the relation M4p =
√

3
4π

(
M2

5p√
T

)
M5p where T is the13

D3-brane tension. Λ4 is the cosmological constant. It is noted that the term μ
a4 can14

represent the dark radiation. The needed quantities can be elaborated by consider-15

ing an inflationary theory driven by a spin vanishing field φ. In such a theory, the16

dynamics can be established by considering a perfect fluid with a time-dependent17

energy density ρ = 1
2 φ̇

2 + V (φ) and a pressure p = 1
2 φ̇

2 − V (φ).18

In the process of inflation, certain contributions could be removed. In particu-19

lar, the term representing the dark radiation is reduced. Therefore, it could be20

neglected. Similarly, in the Randall–Sundrum model the four-dimensional cosmo-21

logical constant Λ4 can be given in the term of Λ522

Λ4 =
4π

M3
5p

(
Λ5 +

4πT 2

3M3
5p

)
, (2.2)23

where Λ5 ∼ 4πT 2

3M3
5p

represents the bulk cosmological constant in five-dimensional.24

However, we can put the four-dimensional cosmological constant to zero. In such25

approximations, the Friedmann-like equation (2.1) reduces to26

H2 =
8π

3M2
4p

ρ

(
1 +

ρ

2T

)
. (2.3)27

In this way, V (φ) is modeled to be the dominant energy contribution to inflation,28

where the involved scalar field should verify the Klein–Gordon equation29

φ̈+ 3Hφ̇+ V ′(φ) = 0, (2.4)30

where one has used V ′ = dV
dφ . It is noted that the inflation dynamics requires that31

such a scalar field moves away from the false vacuum and slowly rolls down to the32

effective potential minimum.31 In the slow-roll approximations, the cosmological

2150225-3
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equations (2.3) and (2.4) become1

H2 � 8π

3M2
4p

V

(
1 +

V

2T

)
, (2.5)2

φ̇ � − V ′

3H
. (2.6)3

The slow-roll requirement is controlled by two cosmological parameters given by4

ε =
M2

4p

4π

(
V ′

V

)2[
T (T + V )

(2T + V )2

]
, η =

M2
4p

4π

(
V ′′

V

)[
T

2T + V

]
.5

It has been conducted that inflation ends when any of the two parameters equals6

one. Using slow-roll approximations, such parameters are very small, namely7

max{ε, |η|} � 1. Thus, it is possible to calculate the number of e-foldings be-8

tween the beginning and the end of inflation. Indeed, it is given by Nk =
∫ te
ti
H dt.9

Taking φi and φe as the values of the scalar field at the beginning and at the end10

of inflation respectively, Nk reads as11

Nk = − 8π

M2
4p

∫ φe

φi

V

V ′

[
1 +

V

2T

]
dφ. (2.7)12

In the high-energy limit assured by V � T , the slow-roll parameters are given by13

ε =
M2

4pT

4π

V ′2

V 3
, (2.8)14

η =
M2

4pT

4π

(
V ′′

V 2

)
. (2.9)15

Similarly, the number of e-foldings takes the following form16

Nk = − 4π

M2
4pT

∫ φe

φi

V 2

V ′ dφ. (2.10)17

2.2. Cosmological perturbations18

Here, we consider the discussion of the cosmological perturbations in inflation19

from D-brane physics. In particular, we approach the gauge invariant perturba-20

tion parameter ζ = −ψ − H δρ
ρ with ψ as the curvature perturbation defined on21

slices of the uniform density. At super-horizon scale,32 it reduces to the curvature22

perturbation being almost constant. It turns out that this aspect does not depend23

on the gravitational field equations.34 For a spatially flat hypersurface, one should24

have ζ = H δφ
φ , where δφ on the large scale is |δφ| = H

2π . Considering the slow-roll25

approximations and according to Ref. 16, the spectrum of the scalar perturbations26

reads as27

A2
s =

4

25

H2

φ̇

(
H

2π

)2

� 512π

75M6
4p

V 3

V ′2

[(
1 +

V

2T

)3
]

k=aH

. (2.11)28
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Moreover, following Ref. 16, the amplitudes of the tensor perturbations and the1

tensor spectral index take the following form2

A2
T =

4

25π

(
H

M4p

)2

� 32

75M4
4p

[
V

[
1 +

V

2T

]]

k=aH

. (2.12)3

In the high-energy limit, however, these expressions reduce to4

A2
s � 512π

600M6
4pT

3

(
V 6

V ′2

)
, (2.13)5

A2
T � 16

75M4
4p

(
V 2

T

)
. (2.14)6

Exploiting the slow-roll approximations,16 the scale dependence of the scalar power7

spectra is obtained from the scalar spectral index satisfying the following relations8

ns − 1 =
d lnA2

s

d ln k

∣∣∣∣
k=aH

� −6ε+ 2η. (2.15)9

nT =
d lnA2

T

d ln k

∣∣∣∣
k=aH

� −2ε. (2.16)10

Using ε and η in the high-energy limit, we obtain the Harrison–Zel’dovich spectrum11

(ns = 1). The running of the spectral index is manifested. In this way, one can define12

the spectral index running as follows13

dns

d ln k

∣∣∣∣
k=aH

� −24ε2 + 16εη − 2ξ2, (2.17)14

where one has15

ξ2 =
M4

4p T
2

16π2

(
V ′V ′′′

V 4

)
.16

According to Ref. 16, the tensor-to-scalar ratio is given by17

r =
A2

T

A2
s

�
[
ε

[
1

1 + V
T

]]

k=aH

. (2.18)18

In the high-energy limit, this becomes19

r � ε
T

V
. (2.19)20

Having represented fundamental relations on inflation from type IIB superstrings,21

we move to elaborate certain explicit models using analytical and numerical ap-22

proaches.23

3. Stringy Inflation Models24

In this section, we investigate brane inflation models described by a real scalar25

potential embedded in type IIB superstring scenarios. A close inspection shows that26

a large class of potentials involve two independent physical parameters. Precisely,
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a generic from of such potentials takes the following form1

V (φ) = λf

(
φ

φ0

)
, (3.1)2

where λ is associated with the vacuum energy density and φ0 indicates the change3

field variation Δφ during the inflation processes. Various models depending on the4

function f have been dealt with providing certain results in different backgrounds5

including brane and supergravity geometries. Concretely, we consider two brane6

inflation models based on potentials associated with the logarithmic inflation in7

brane physics and OSTI models by exploiting stringy parameters including the8

brane tension.9

3.1. Logarithmic inflation in brane physics10

Here, we investigate a logarithmic inflation model described by the following po-11

tential12

V (φ) = 2M4 ln

(
φ

φ0

)
, (3.2)13

where the mass parameterM , identified with λ
1
4 , will be fixed by COBE numerical14

data. This potential will be investigated at high-energy limits, where the D3-brane15

effect is relevant. In this way, the cosmological parameters in the slow-roll approx-16

imations carry a stringy dependence. Indeed, the slow-roll parameters are found17

to be18

ε =
M2

4pα

6φ2 ln
(

φ
φ0

) , (3.3)19

η = − M2
4pα

8φ2 ln
(

φ
φ0

) , (3.4)20

ξ2 =
M4

4pα
2

16φ4 ln
(

φ
φ0

) , (3.5)21

where α, being a dimensionless parameter, is given by22

α =
T

M4π
. (3.6)23

The condition corresponding to the end of inflation ε(φe) = 1 is needed to compute24

other relevant quantities associated with the end of inflation including the number25

of e-folds and perturbation spectrums. Such quantities depend on the value of the26

scalar field at the end of inflation. A close examination shows that Eq. (3.3) could27

not be solved directly. We can, however, approach such an equation numerically by28

considering φ0 which varies in range the 2M4p ≤ φ0 ≤ 6M4p. Indeed, φ satisfying29

ε(φ) = 1 will be denoted by φe. Putting this value in the potential expression and

2150225-6
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using integral calculations, we can obtain the number of e-foldings via the relations1

Nk = − 8

αM2
4p

∫ φe

φi

φ ln

(
φ

φ0

)
dφ. (3.7)2

Indeed, the computation provides3

Nk = − 2

αM2
4p

[I(φe)− I(φi)], (3.8)4

where one has5

I(φ) = φ2 − 2φ2 ln

(
φ

φ0

)
+ 2φ2 ln

(
φ

φ0

)
. (3.9)6

Numerical methods will be used to find the values of φi by fixing Nk and α for the7

previous range of φ0.8

Having computed such parameters, the cosmological perturbations can also be9

approached. The scalar power spectrum is found to be10

A2
s =

64M4

25π2α3M6
4p

φ2 ln

(
φ

φ0

)
. (3.10)11

Using Eq. (2.15), we get the spectral index ns12

ns − 1 = −
M2

4pα
(
3 + ln

(
φ
φ0

))

3φ2 ln
(

φ
φ0

) . (3.11)13

From Eq. (2.19), we obtain the tensor-to-scalar ratio r which can be written as14

r =
M2

4pπα
2

8φ2 ln
(

φ
φ0

) . (3.12)15

The associated behaviors can be discussed by fixing Nk. To be concrete, we fix the16

number of e-foldings to Nk = 60. For each value of φ0, we obtain φi by solving17

Eq. (3.7). Putting φ0 and φi in the equations of ns and r, we can get the behaviors18

of the spectral index and the tensor-to-scalar ration for different values of α. These19

behaviors are plotted in Fig. 1. From this figure, it has been observed that r increases20

by increasing α. The key point here concerns the values of ns and r which match21

with the Planck data 2018.36 However, the curves r − ns are inside of the 2σ22

constraints for Nk = 60. The predictions of the model are within the 95% C.L.23

region from Planck data. This has been obtained by considering the above scalar24

field range. To examine the validity of the proposed stringy potential, we should25

deal with other quantities. In particular, the running of the scalar spectral index26

can be easily computed from Eq. (2.17). Indeed, we have27

dns

d ln k
= −

M4
4pα

2

3φ4 ln
(

φ
φ0

)
[
6 + 5 ln

(
φ

φ0

)]
. (3.13)28
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Fig. 1. (Color online) The spectral index ns vs. the tensor-to-scalar ratio r for Nk = 60 and
2 ≤ φ0 ≤ 6 (M4p = 1). The blue, orange and green cures are inside of the 2σ constraints.36
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Fig. 2. (Color online) The running of the spectral indexes dns
d ln k

vs. φ0 for Nk = 60 and 2 ≤
φ0 ≤ 6 (M4p = 1).

To get results associated with the Planck 2018, the same constraint on φ0 is con-1

sidered. In Fig. 2, we show certain aspects of the running of the scalar spectral2

index in terms of φ0. Taking similar values of α, relevant results appear in such a3

figure. It follows that the values of the running scalar spectral index are close to4

the observational data. It has been observed small values. However, these values5

match perfectly with 95%, TT, TE, EE+ lowE+ lensing +BK15+BAO.36 To ex-6

amine the mass parameter, we inspect the brane effect in the presence of the scalar7

field. The corresponding expression should be computed. Using (2.13), we obtain8

the following expression for the mass parameter M9

M =

⎡
⎣25α

3M6
4pπ

2A2
s

64φ2 ln
(

φ
φ0

)

⎤
⎦

1
4

. (3.14)10
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Fig. 3. (Color online) M in terms of φ0 for Nk = 60 and 2 ≤ φ0 ≤ 6.

Applying the COBE normalization, we can examine the behaviors of the scale M1

as a function of φ0. Taking A
2
S = 2.5 × 10−9, Fig. 3 illustrates such cosmological2

aspects for different values of the stringy parameter α by varying φ0 in the range3

2M4p ≤ φ0 ≤ 6M4p. To show such a behavior, we take M4p = 1.4

Similar aspects appear in the previous the curve of Fig. 1. It has remarked from5

Fig. 3 that such a range provides a result supported by the order of the GUT. It6

is recalled that the energy of the grand unification or the GUT scale is the energy7

level which could allow to unify the electromagnetic, the weak and the strong force.8

The approximate value of such an energy is around 1016GeV ∼ 10−3M4p.9

3.2. Open string tachyonic inflation in the presence10

of brane effect11

The second explicit model concerns OSTI relying on the following potential12

V (φ) = −2M4

(
φ

φ0

)2

ln

(
φ

φ0

)
(3.15)13

where M , identified as before with λ
1
4 , will be fixed by COBE numerical data. Ac-14

cording to Ref. 42, this potential is positif only where
(

φ
φ0

)
< 1. Here, we consider15

the constraint φ0

M4p
< 10,33 at high-energy limits, where the D3-brane effect is rele-16

vant. In this way, the cosmological parameters in the slow-roll approximations will17

be approached. The computations show that slow-roll parameters are given by18

ε = −
M2

4pαφ
2
0

(
1 + 2 ln

(
φ
φ0

))2

6φ4 ln
(

φ
φ0

) , (3.16)19

η = −
M2

4pαφ
2
0

(
3 + 2 ln

(
φ
φ0

))

8φ4 ln
(

φ
φ0

) , (3.17)20
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ξ2 =
M4

4pα
2φ20

(
1 + 2 ln

(
φ
φ0

))

16φ8 ln
(

φ
φ0

) . (3.18)1

As the previous model, certain numerical methods will be exploited. Indeed, the2

constraint ε(φe) = 1 will be handled by considering the scalar field range 6M4p ≤3

φ0 ≤ 9M4p. Using integral calculations, we find that the number of e-foldings is4

given by5

Nk =
8

αM2
4pφ

2
0

∫ φe

φi

φ3 ln
(

φ
φ0

)

(
1 + 2 ln

(
φ
φ0

))dφ. (3.19)6

The computation gives7

Nk =
2

αM2
4pφ

2
0

[J(φe)− J(φi)], (3.20)8

where J(φ) is a function of the scalar field. To bring a compact expression, we9

should introduce the incomplete gamma function10

Γ(a, x) =

∫ ∞

x

ta−1e−t dt, x > 0, (3.21)11

where x is a positive variable and where a is a real parameter. In particular, the12

function J(φ) can be written as13

J(φ) =
−3φ4

8
−
φ40Γ

(
0,−2

(
1 + 2 ln

(
φ
φ0

)))

2e2
+

1

2
φ4 ln

(
φ

φ0

)
. (3.22)14

In what follows, we examine the associated cosmological perturbations. First,15

we get the scalar power spectrum16

A2
s =

64M4φ10 ln
(

φ
φ0

)

25π2α3M6
4pφ

8
0

(
1 + 2 ln

(
φ
φ0

))2 . (3.23)17

Using Eq. (2.15), we obtain the spectral index ns18

ns − 1 =
M2

4pαφ
2
0

3φ4 ln
(

φ
φ0

)
[
3 + 19 ln

(
φ

φ0

)]
. (3.24)19

From Eq. (2.19), the tensor-to-scalar ratio r is found to be20

r =
M2

4pα
2πφ40

(
1 + 2 ln

(
φ
φ0

))2

8φ6 ln
(

φ
φ0

) . (3.25)21

The corresponding behaviors can be discussed by fixing Nk. Taking the number22

of e-folds Nk = 60, the behaviors of the spectral index and the tensor-to-scalar
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Fig. 4. (Color online) The spectral index ns vs. the tensor-to-scalar ratio r for Nk = 60 and
6 ≤ φ0 ≤ 9 (M4p = 1).

ratio for different values of α are depicted in Fig. 4. From this figure, it has been1

observed that r increases by increasing α. The obtained values of ns and r which2

match perfectly with the prediction of the model are within the 95% C.L. region3

from Planck data for the new considered range by keeping the same values of α. To4

check the validity of such a stringy potential, we should consider other quantities5

as we have done for the previous model. The running of the scalar spectral index6

can be calculated from Eq. (2.17). Such computations provide7

dns

d ln k
= −

M4
4pα

2φ40

(
1 + 2 ln

(
φ
φ0

))

12φ8 ln
(

φ
φ0

) D(φ), (3.26)8

where we have9

D(φ) = 24 + 356 ln

(
φ

φ0

)
. (3.27)10

In Fig. 5, we illustrate the running of the scalar spectral index. It has been11

remarked that results associated with Planck 201836 have been provided in the12

second range of φ0. However, for α = 10× 10−2, the running of the spectral index13

values can match perfectly with 95%, TT, TE, EE+lowE+lensing+BK15+BAO.3614

In terms of the comparison, we can note that the running of the spectral index values15

in Fig. 2 is more compatible with the Planck values compared to Fig. 5. As before,16

we examine the aspect of the mass parameter in the second inflation potential in17

the presence of D3-brane effect. In particular, the computations give the following18

expression19

M =

⎡
⎢⎣
25α3M6

4pπ
2φ80

(
1 + 2 ln

(
φ
φ0

))2
A2

s

64φ10 ln
(

φ
φ0

)

⎤
⎥⎦

1
4

. (3.28)20
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Fig. 5. (Color online) The running of the spectral indexes dns
d ln k

vs. φ0 for Nk = 60 and 6 ≤
φ0 ≤ 9 (M4p = 1).
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Fig. 6. (Color online) The scale M vs. φ0 for Nk = 60 and 6 ≤ φ0 ≤ 9.

Applying the COBE normalization, we inspect such behaviors. Considering1

A2
S = 2.5 × 10−9, Fig. 6 illustrates these cosmological aspects for different val-2

ues of the parameter α associated with the second range 6M4p ≤ φ0 ≤ 9M4p by3

taking M4p = 1. It has remarked from Fig. 6 that such a range provides a result4

matching with the order of the GUT scale (∼10−3M4p).
37

5

4. Reheating Predictions in Stringy Inflations6

In this section, we investigate the reheating aspects associated with such stringy7

potentials by computing two relevant quantities namely Nre and Tre in terms of8

the involved cosmological parameters using brane physics. The corresponding cal-9

culations can be found in many works including the works reported in Refs. 43–46.10

It is remarked that the reheating phase could unveil physical data supporting pro-11

posed cosmological models. During such a phase, the scalar field oscillates around12
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its potential minimum and the relevant energy density are provided by an effective1

equation-of-state (EoS) parameter ωre. A priori, this parameter could be considered2

as a time dependance quantity. In many theoretical models, however, it has been3

approached as a constant having certain particular values. Here, we take −1/3, 0,4

2/3 and 1. In this way, this energy density is linked to the scale factor via the5

relation ρ ∝ a−3(1+ωre). An examination shows that one writes6

ρend
ρre

=

(
aend
are

)−3(1+ωre)

. (4.1)7

Here, the subscripts “end” and “re” indicate the end of inflation and the end of8

reheating phase, respectively. According to Ref. 44, the number of e-folds of re-9

heating is linked to the scale factor both at the end of inflation and reheating. The10

associated relation is11

e−Nre =
aend
are

. (4.2)12

This can be written as13

Nre =
1

3(1 + ωre)
ln

(
3

2

Vend
ρre

)
. (4.3)14

At the end of the reheating phase, the energy density could take the following from15

ρre =
π2

30
gre T

4
re, (4.4)16

where gre denotes the number of internal degrees of freedom of relativistic particles17

at the end of reheating, which could be around gre = O(100) for � 175GeV sported18

by Standard Model data of particle physics.45,46 Using the entropy conservation,19

the reheating temperature Tre and the today one T0 are related via the relation20

Tre = T0

(
a0
aeq

)
eNRD

(
43

11gre

) 1
3

, (4.5)21

where NRD is the length of radiation dominated epoch in e-folds. Following Ref. 44,22

a0

aeq
is given by23

a0
aeq

=
a0Hk

k
e−Nke−Nree−NRD . (4.6)24

In this way, the temperature Tre can be expressed as25

Tre =

(
43

11gre

)1/3(
a0T0
k

)
Hke

−Nke−Nre . (4.7)26

Putting Eq. (4.7) in Eq. (4.3), one finds27

Nre =
4

1− 3ωre

[
−1

4
ln

(
32 · 5
π2gre

)
− 1

3
ln

(
11gre
43

)
28

− ln

(
k

a0T0

)
− ln

(
V

1/4
end

Hk

)
−Nk

]
. (4.8)29
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Assuming gre ∼ O(100) and considering the pivot scale k
a0

= 0.05Mpc−1 from1

Planck, one gets also2

Nre =
4

1− 3ωre

[
61.6−Nk − ln

(
V

1/4
end

Hk

)]
, (4.9)3

where Hk can be written down using the definition of the tensor-to-scalar ratio4

r = A2
T /A

2
S . Taking A

2
S at the pivot scale and using the expression for A2

T in the5

high-energy limit, one finds6

Hk =

(
25π

4
rA2

SM
2
4p

)1/2

. (4.10)7

Combining Eqs. (4.4) and (4.3), the reheating temperature is found to be8

Tre =

[(
43

11gre

) 1
3 a0T0

k
Hke

−Nk

[
32 · 5Vend
π2gre

]− 1
3(1+ωre)

] 3(1+ωre)
3ωre−1

. (4.11)9

It is noted that this thermal quantity depends on many cosmological parameters10

and the used potentials. In what follows, we approach this quantity for studied11

stringy potentials.12

4.1. Reheating phase of the logarithmic potential13

Before illustrating such thermal aspects, we inspect the variation of the number of14

e-folds reheating Nre and the temperature reheating Tre, respectively, in terms of15

the scalar spectral index ns. To do so, one uses the four-dimensional Planck mass16

M4p = 1.22× 1019GeV and the value of α = 6× 10−2 associated with Nk = 60 and17

φ0 = 2.44 × 1019 GeV. In Fig. 7, we plot parametrically Nre and Tre, respectively,18
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)

Fig. 7. (Color online) Parametrical plots of Nre and Tre as function of ns for logarithmic model.
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Fig. 8. (Color online) Parametrical plots of Nre and Tre as function of ns for OSTI model.

as a function of the scalar spectral index ns for the following values of ωre = −1/3,1

0, 2/3 and 1 for the logarithmic potential.2

The curves meet at an instantaneous reheating point defined by the vanishing3

limit of Nre. For this potential, it has been remarked that this intersecting point cor-4

responds to ns = 0.966. Moreover, the vertical dark pink region is associated with5

the Planck-2018 bounds36 being ns = 0.965±0.004. However, this bond corresponds6

to 1σ constraints. The dark orange region indicates temperatures being below the7

electroweak scale T < 100GeV. It has been observed that for 0 < ωre < 1 it is8

compatible with the Planck bounds-2018 on ns being localized 0.951 < ns < 0.974.9

However, it has been remarked that the case ωre = 2/3 provides results close to the10

Planck bounds ns. For this logarithmic potential, the maximum reheating temper-11

ature is around 1016 GeV, which could be supported by GUT scale.12

4.2. Reheating phase of OSTI model13

Here, we discuss the variation of the number of the e-folds reheating Nre and the14

temperature reheating Tre, respectively, in terms of the scalar spectral index ns15

for OSTI model. As before, we consider the four-dimensional Planck mass M4p =16

1.22 × 1019GeV and the value of α = 6 × 10−2 corresponding to Nk = 60 and17

φ0 = 7.32× 1019GeV. In Fig. 8, we show Nre and Tre, respectively, as functions of18

the scalar spectral index ns by taking ωre = −1/3, 0, 2/3 and 1. The point, where19

all the curves intersect at instantaneous reheating, corresponds to ns = 0.963. As20

the previous model, the dark orange region reveals temperatures being below the21

electroweak scale T < 100GeV. From this figure, we observe that, for 0 < ωre < 1,22

the value of ns is constrained by 0.955 < ns < 0.967. However, the values ωre =23

2/3 and 1 bring a good compatibility with the Planck bounds on ns. A crucial24

remark is associated with the maximum reheating temperature converging around25
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1013 GeV. In particular, we anticipate that the second stringy model could provide1

good predictions in terms of brane physics.2

5. Conclusion3

In this work, we have investigated cosmological inflation models from Randall–4

Sundrum brane physics. More precisely, we have considered two models being log-5

arithmical one and OSTI. In particular, we have examined certain cosmological6

parameters for such potentials. Using numerical methods, we have computed the rel-7

evant parameters including the spectral ones. In the presence the brane tension, we8

have proposed certain scalar field constraints providing inflationary models match-9

ing with the Planck results. After that, we have approached the reheating phase of10

such two models. Precisely, it has been remarked that the reheating temperature11

depends on the potential forms. Among others, we have found that the OSTI pro-12

vides small temperatures supported by GUT scales. This work comes up with some13

open questions. A natural question is to make contact with stringy models obtained14

from compactification scenarios. We anticipate that these models could bring new15

features by introducing other stringy parameters associated with internal spaces.16

We hope to address such questions in future.17
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Résumé: Dans ce travail, nous étudions d’abord les comportements cosmologiques du mo-
dèle inflationnaire branaire de Starobinsky. Particulièrement, nous calculons les paramètres
observables associés, y compris ceux de la perturbation. Entre autres, nous découvrons que
l’indice spectral et le rapport tenseur-scalaire sont en bon accord avec les données observa-
tionnelles de Planck et BICEP/Keck. En faisant varier les valeurs de la masse de Planck
à cinq dimensions M5p, nous examinons les comportements thermiques. Plus précisément,
nous calculons et examinons les paramètres cosmologiques de réchauffement. Pour une valeur
spécifique de la tension de la D3-brane, nous fournissons de bonnes prédictions des quantités
impliquées. En prenant M5p = 1012 TeV, nous obtenons des températures acceptables de
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In this paper, we first study the brane cosmological behaviors of Starobinsky inflationary

model. In particular, we compute the associated parameters including the perturbation

ones. Among others, we find that the spectral index and the tensor-to-scalar ratio are in
a good agreement with Planck observational and BICEP/Keck data. Varying the five-

dimensional Planck mass M5p values, we investigate the thermal behaviors. Concretely,

we calculate and examine the reheating cosmological parameters. For a specific value of
the stringy parameter, we provide good predictions of the involved quantities. Taking

M5p = 1012 TeV, we obtain acceptable reheating temperatures.

Keywords: Inflation; braneworld model; running spectral index; reheating phase.

PACS numbers: 04.60.Cf, 98.80.Bp

1. Introduction

Cosmological models have provided relevant explanations for certain universe prob-

lems. Many models have been explored including higher-dimensional supergravity

theories in order to evince certain issues.1–6 In this context, various cosmological

∗Corresponding author.
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parameters have been computed and analyzed using different analytical and numer-

ical methods.7–26 In particular, contacts with observational constraints have also

been investigated.27,28

A close inspection shows that such models are based on the dynamics of the

scalar fields. The origin of such spinless particles is still an open question. An exami-

nation reveals that many theories could provide possible candidates of such fields.

String theory and related models, including brane physics, have opened windows

to approach interesting inflationary scenarios. Among others, a model relaying on

the D3-brane physics has received a relevant interest in connections with type IIB

superstring spectrum.7–9 This model, called Randall–Sundrum (RSII), has been

considered as a promoting one by investigating different scalar potentials involving

certain physical parameters. Besides such parameters, the brane tension has also

been implemented to study the associated cosmological behaviors.25 Many works

exploiting various scalar potentials have been supported by recent experimental

finding including Planck ones.27,28 In connection with ΛCDM model, the analy-

sis of inflationary models has also been investigated by considering perturbation

parameters. Moreover, links with anti-de Sitter (AdS) backgrounds are also estab-

lished and examined.

Recently, a special emphasis has been put on the reheating scenario. This has

been considered as a transition phase between the end of inflation and the beginning

of radiation dominated contributions.29–32 This scenario relies on three physics

quantities, the reheating Tre, the effective equation of state ωre and the number of

e-folding Nre. The inspection of such quantities provides certain constraints on the

studied models.

It has been observed that the scalar potential forms play a primordial role in the

physical examination of inflationary models embedded in various theories including

string theory and modified gravity theories. It turns out that famous illustrations

are the chaotic inflation potential and the minimal supersymmetric Standard Model

(MSSM) inflation. Besides such investigated models, other potential shapes have

been examined and deal with in connections with black hole physics and dark

energy quintessence in stringy scenarios. Motivated by the brane universe being

a very rich subject, the Starobinsky model has been considered as an excellent

model of slow-roll cosmological aspects at large field limits. This model is in a good

agreement with the Planck measurements of the cosmic microwave backgrounds

(CMB).33 To inspect inflationary models that meet both the observational data

and the Swampland criteria, many studies of the Starobinsky model have been

reported including in general relativity. This could open new roads to examine such

a model in the brane cosmology and provide a comparative study using the results

associated with the Planck data.

The aim of this work is to contribute to these activities by investigating the

cosmological and thermal behaviors of the Starobinsky scalar potential using stringy

physics. In particular, we first approach the cosmological parameters by intro-

ducing the brane tension. Among others, we find that such parameters provide

2250043-2
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certain constraints on the scalar field values being in a good agreement with Planck

observational and BICEP/Keck data. Varying the five-dimensional Planck mass

M5p values, we investigate the thermal behaviors by computing and examining the

reheating cosmological parameters. For a specific value of the stringy parameter,

we provide good predictions of the involved quantities. Taking M5p = 1012 TeV, we

find acceptable reheating temperatures.

This paper is structured as follows. In Sec. 2, we give a short review on cosmo-

logical quantities in brane physics. In Sec. 3, we study brane cosmological quantities

of the Starobinsky model. Section 4 is devoted to the associated thermal behaviors.

Conclusions and final remarks are given in Sec. 5.

2. Brane Inflation Models

Before going ahead, we first give a concise review on the brane inflation cosmo-

logy developed in many works. Cosmological brane models can be embedded in

five-dimensional space–time obtained from type IIB superstring.8 To start, we first

discuss slow-roll approximations. Then, we move to reconsider cosmological pertur-

bation calculations.7–20

2.1. Slow-roll approximation in brane physics

In type IIB superstring backgrounds, the four-dimensional Einstein equations in-

duced on the D3-brane can be written as

Gµν = −Λ4gµν +
8π

M2
4p

τµν +

(
8π

M3
5p

)2

πµν − Eµν , (2.1)

where Λ4 represents the four-dimensional cosmological constant, τµν indicates the

matter stress-energy tensor on the D3-brane, and πµν is a tensor quadratic in τµν .

Eµν is the projection of the five-dimensional Weyl tensor describing the effect of bulk

graviton degrees of freedom on brane dynamics. Assuming that the bulk space–time

is not purely AdS, the tensor Eµν represents the motion of the matter on the brane.

In standard four-dimensional Einstein’s theory, the associated contributions could

be neglected and evinced. The effective cosmological constant Λ4 on the D3-brane

can be obtained from the five-dimensional bulk cosmological constant

Λ4 =
4π

M3
5p

(
Λ5 +

4πT 2

3M3
5p

)
, (2.2)

where T is the brane tension. For later use, we assume that the universe is considered

as a perfect fluid with the energy density ρ and the pressure p. To get the relevant

cosmological quantities, the Friedmann equation should be used. Considering a flat

Friedmann–Robertson–Walker model, with a scale factor a(t), the brane Friedmann

equation takes the following form:

H2 =

(
ȧ

a

)2

=
8π

3M2
4p

ρ

[
1 +

ρ

2T

]
+

Λ4

3
+

µ

a4
, (2.3)
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where H(t) = ȧ
a is the Hubble parameter. Precisely, the first term of Eq. (2.3) is

relevant for inflation dynamics involving stringy contributions. It is noted that M4p

indicates the four-dimensional Planck mass scale being liked to the five-dimensional

one M5p via the relation

M4p =

√
3

4π

(
M2

5p√
T

)
M5p . (2.4)

It is noted, in passing, that µ can represent the mass of a black hole living in the

bulk via the relation µ = MBHG
(5)
N where G

(5)
N is nothing but the Newton constant

in five dimensions obtained from the ten-dimensional type IIB superstring using

the dimension reduction scenarios.22 The needed quantities can be obtained by

considering an inflationary theory driven by a scalar field φ. In such a theory, the

dynamics can be approached by taking a perfect fluid with a time-dependent energy

density ρ = 1
2 φ̇

2 + V (φ) and a pressure p = 1
2 φ̇

2 − V (φ).

Removing the two terms Λ4

3 and µ
a4 , the Friedmann-like equation (2.3) becomes

H2 =
8π

3M2
4p

ρ

(
1 +

ρ

2T

)
. (2.5)

In this way, V (φ) is considered as a relevant energy contribution to inflation, where

the scalar field should obey the Klein–Gordon equation of motion

φ̈+ 3Hφ̇+ V ′(φ) = 0 , (2.6)

where one has used V ′ = dV
dφ . It is important to note that the inflation dynamics

requires that such a scalar field moves away from the false vacuum and slowly rolls

down to the effective potential minimum.23 In the slow-roll approximations, the

cosmological equations (2.5) and (2.6) reduce, respectively, to

H2 ' 8π

3M2
4p

V

(
1 +

V

2T

)
, (2.7)

φ̇ ' − V
′

3H
. (2.8)

It is worth noting that the slow-roll requirement is controlled by two cosmological

parameters which read as

ε =
M2

4p

4π

(
V ′

V

)2 [
T (T + V )

(2T + V )2

]
, η =

M2
4p

4π

(
V ′′

V

)[
T

2T + V

]
.

It has been conducted that inflation ends when any of the two parameters equals

one. Using slow-roll approximations, these parameters are very small, namely

max{ε, |η|} � 1. Thus, it is possible to calculate the number of e-foldings be-

tween the beginning and the end of inflation. Indeed, it is given by Nk =
∫ te
ti
H dt.

Taking φi and φe being the values of the scalar field at the beginning and at the
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end of inflation, respectively, Nk is given by

Nk = − 8π

M2
4p

∫ φe

φi

V

V ′

[
1 +

V

2T

]
dφ . (2.9)

Assuming the inflationary dynamics can take place in the high-energy regime V �
T of RSII, the brane tension will be relevant in the discussion of the slow-roll

parameters. At low energies V � T , however, the slow-roll parameters reduce to

the standard inflation without the brane tension effects. In the high-energy limit

required by V � T , the slow-roll parameters are given by

ε =
M2

4pT

4π

V ′2

V 3
, (2.10)

η =
M2

4pT

4π

(
V ′′

V 2

)
. (2.11)

Similarly, the number of e-foldings is found to be

Nk = − 4π

M2
4pT

∫ φe

φi

V 2

V ′
dφ . (2.12)

2.2. Cosmological perturbations

Here, we reconsider the discussion of the cosmological perturbations in inflation

from D-brane physics. Precisely, we deal with the gauge invariant perturbation

parameter ζ = −ψ−H δρ
ρ with ψ as the curvature perturbation defined on slices of

the uniform density. At super-horizon scale,24 it reduces to the curvature pertur-

bation being almost constant. It turns out that this aspect does not depend on the

gravitational field equations.26 For a spatially flat hypersurface, one should have

ζ = H δφ
φ , where δφ on the large scale is |δφ| = H

2π . Using the slow-roll approxima-

tions, the spectrum of scalar perturbations reads as

A2
s =

4

25

H2

φ̇2

(
H

2π

)2

' 512π

75M6
4p

V 3

V ′2

[(
1 +

V

2T

)3
]

k=aH

. (2.13)

The amplitude of the tensor perturbations and the tensor spectral index is given by

A2
T =

4

25π

(
H

M4p

)2

' 32

75M4
4p

[
V

[
1 +

V

2T

]]

k=aH

. (2.14)

In the high-energy limits, however, these expressions become

A2
s '

512π

600M6
4pT

3

(
V 6

V ′2

)
, (2.15)

A2
T '

16

75M4
4p

(
V 2

T

)
. (2.16)
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Using the slow-roll approximations,8 the scale dependence of the scalar power spec-

tra can be obtained from the scalar spectral index satisfying the following relations:

ns − 1 =
d lnA2

s

d ln k

∣∣∣∣
k=aH

' −6ε+ 2η , (2.17)

nT =
d lnA2

T

d ln k

∣∣∣∣
k=aH

' −2ε . (2.18)

Using ε and η in high-energy limits, we obtain the Harrison–Zel’dovich spectrum

(ns = 1). The running of the spectral index is manifested. In this way, the running

of the scalar spectral index is defined as follows:

dns
d ln k

∣∣∣∣
k=aH

' −24ε2 + 16εη − 2ζ2 , (2.19)

where one has

ζ2 =
M4

4pT
2

16π2

(
V ′V ′′′

V 4

)
.

Following Ref. 8, the tensor-to-scalar ratio reads

r =
A2
T

A2
s

'
[
ε

[
1

1 + V
T

]]

k=aH

. (2.20)

In the high-energy limits, this ratio reduces to

r ' ε T
V
. (2.21)

Having represented fundamental relations on inflation from the type IIB super-

string, we move to elaborate certain explicit computations using analytical and

numerical approaches.

3. Starobinsky Inflation on the Brane Space

In this section, we study brane inflation models described by a real scalar potential

which could be dealt with from type IIB superstring scenarios. An examination

reveals that a large class of potentials can involve two independent physical param-

eters. Concretely, the general picture of the studied potentials takes the following

form:

V (φ) = λf

(
φ

φ0

)
, (3.1)

where λ indicates the vacuum energy density and φ0 represents the change field

variation ∆φ during the inflation processes. Several models depending on the func-

tion f have been approached giving certain results in different backgrounds includ-

ing brane and supergravity geometries.
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Here, we consider the generalized Starobinsky potential which reads as

V (φ) = V0e
−2
√

2
3

φ
M4p

(
e

√
2
3

φ
M4p − 1

) 2p
2p−1

, (3.2)

where one has used

V0 = 6

(
2p− 1

4p

)
M2

4pM
2

(
1

2p

) 1
2p−1

. (3.3)

The mass parameter M will be fixed by COBE numerical data. The present poten-

tial will be inspected at high-energy limits where the D3-brane effect is relevant.

Roughly, the slow-roll parameters are found to be

ε =
2αχ2(χ− 1)

2−6p
2p−1 (1 + χ(p− 1)− 2p)2

3(1− 2p)2
, (3.4)

η =
αχ2(χ− 1)

2−6p
2p−1

(
χ(13p− 10p2 − 4) + 2(p− 1)2χ2 + 2(1− 2p)2

)

3(1− 2p)2
, (3.5)

ζ2 =
α2χ4(χ− 1)

4−12p
2p−1 (1 + χ(p− 1)− 2p)F

9(1− 2p)4
, (3.6)

where one has

F = 4(p− 1)3e
√

6 φ
M4p − 4(2p− 1)3

+ χ2(−40p3 + 82p2 − 55p+ 12) + χ(17p− 12)(1− 2p)2 ,

χ = e

√
2
3

φ
M4p

(3.7)

and where the stringy parameter α is a dimensionless parameter given by

α =
T

V0π
. (3.8)

Considering the high-energy limit, and using Eq. (2.12), we get the number of

e-foldings which is given by

Nk =
2
√

3
2 (2p− 1)

αM4p

∫ φe

φi

χ−2(χ− 1)
4p−1
2p−1

1 + χ(p− 1)− 2p
dφ .

Indeed, the calculation gives

Nk = − 3(2p− 1)

αp(1− 2p)2(3p− 1)
[I(φe)− I(φi)] . (3.9)

The function I(φ), in terms of χ, can be rewritten as follows:

I(φ) = χ−2(χ− 1)
2−6p
1−2p [ωa + ωb + ωc] , (3.10)
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where the ω-terms are given by

ωa = −p(3p− 1)(1 + 2χ− 2p) ,

ωb = χ2p2(p+ 2)F1

[
1,

2− 6p

1− 2p
,

3− 8p

1− 2p
, 1− χ

]
,

ωc = χ2(p− 1)3F1

[
1,

2− 6p

1− 2p
,

3− 8p

1− 2p
,

(χ− 1)(p− 1)

p

]
,

where F1 is a hypergeometric function. Using Eq. (2.15), we find the expression

describing the scalar power spectrum

A2
s =

8χ−8(1− 2p)2(χ− 1)
2−12p
1−2p

25π2α3M4
4p(1 + χ(p− 1)− 2p)2

V0 . (3.11)

Using Eq. (2.17), the spectral index ns is found to be

ns − 1 = −2αχ2(χ− 1)
2−6p
2p−1

(
4χ2(p− 1)2 + χ(−14p2 + 23p− 8) + 4(1− 2p)2

)

3(1− 2p)2
.

(3.12)

From Eq. (2.21), the tensor-to-scalar ratio r can be obtained. Indeed, it is given by

r =
2πα2χ4(χ− 1)

2−8p
2p−1 (χ(p− 1)− 2p+ 1)2

3(1− 2p)2
. (3.13)

To inspect the validity of the proposed Starobinsky potential, other quantities are

needed. Concretely, the running of the scalar spectral index can be computed. Using

Eq. (2.19), the running of the spectral index satisfies

dns
d ln k

= −2α2χ4(χ− 1)
4−12p
2p−1 (χ(p− 1)− 2p+ 1)E

9(1− 2p)4
, (3.14)

where one has

E = χ2
(
−104p3 + 274p2 − 231p+ 60

)

+ χ(49p− 60)(1− 2p)2 + 20(p− 1)3e
√

6 φ
M4p − 20(2p− 1)3 .

Instead of being general, we consider only the case p = 1. In this way, the potential

of the Starobinsky inflation reduces to

V (φ) = V0

(
1− e−

√
2
3

φ
M4p

)2

, (3.15)

where Eq. (3.3) gives

V0 =
3

4
M2M2

4p . (3.16)
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Exploiting Eqs. (3.4)–(3.6), the slow-roll parameters become

ε =
2αχ2

3(χ− 1)4
, (3.17)

η =
−αχ2(χ− 2)

3(χ− 1)4
, (3.18)

ζ2 =
α2χ4(χ− 4)

9(χ− 1)7
. (3.19)

The constraint associated with the end of inflation ε(φe) = 1 is needed to calculate

other relevant quantities corresponding to the end of inflation including the number

of e-folds and perturbation spectrums. These quantities should depend on the value

of the scalar field at the end of inflation. Taking Eq. (3.17), we get

φe =

√
3

2
M4p log

[
1 +

√
α+

√
α+ 2

√
6α√

6

]
. (3.20)

For p = 1, Eq. (3.9) reduces to

Nk = − 3

α
[J(φe)− J(φi)] , (3.21)

where the function J , in terms of χ, is given by

J(χ) =
1

2
χ−2 − 3χ−1 + χ− 3 lnχ . (3.22)

To reach the values of φi associated with the number of e-foldings Nk, we should

solve (3.21) numerically for a possible range of α. In Fig. 1, the values of the scalar

field φi are illustrated in terms of the string parameter α for different values of the

number of e-foldings. Many behaviors are observed. It follows from this figure that

N=50
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N=60
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0.0

0.5
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1.5
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α

ϕ
i
/
M
4
p

Figure 1: Scalar field φi as function of α (M4p = 1).

Using Eq.(3.12), we obtain the spectral index ns via the relation

ns − 1 = −2αχ2 (χ+ 4)

3 (χ− 1)4
. (3.24)

By help of Eq.(3.13), the tensor-to-scalar ratio r is found to be

r =
2π α2 χ4

3 (χ− 1)6
. (3.25)

The corresponding behaviors can be analysed by fixing Nk. Considering different values of the

number of e-folds Nk = 50, Nk = 55 and Nk = 60, such behaviors of the scalar spectral index and

the tensor-to-scalar ratio where α varies in range 0.001 ≤ α ≤ 0.5 are presented in Fig(2).

A close examination on the curves in the r - ns plane reveals that r increases in the considered range

N=50

N=55

N=60
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Figure 2: Scalar spectral index ns vs the tensor-to-scalar ratio r for 0.001 ≤ α ≤ 0.5.

of the α parameter. Moreover, r and ns increase by decreasing and increasing Nk, respectively. It

turns out that the number of e-foldings can modify the trajectory curve in the plan

(r−ns) for the above mentioned range of α. Similar behaviors have been observed for

the Starobinsky inflation in the f(R, T ) theory [33]. Taking p = 1, however, we remark

9

Fig. 1. Scalar field φi as function of α (M4p = 1).
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the values of the scalar field φi increase by increasing either α or Nk. Fixing V0,

the values of φi increase in terms of the brane tension T . The values of such a field

will be used to investigate the proposed inflationary brane model. To determine its

viability, the two observable parameters of the primordial power spectrum being

the ratio of the tensor to scalar perturbations should be approached. Indeed, the

scalar power spectrum is given by

A2
s =

8χ−8(χ− 1)10

25π2α3M4
4p

V0 . (3.23)

Using Eq. (3.12), we obtain the spectral index ns via the relation

ns − 1 = −2αχ2(χ+ 4)

3(χ− 1)4
. (3.24)

With the help of Eq. (3.13), the tensor-to-scalar ratio r is found to be

r =
2πα2χ4

3(χ− 1)6
. (3.25)

The corresponding behaviors can be analyzed by fixing Nk. Considering different

values of the number of e-folds Nk = 50, Nk = 55 and Nk = 60, such behaviors

of the scalar spectral index and the tensor-to-scalar ratio where α varies in range

0.001 ≤ α ≤ 0.5 are presented in Fig. 2. A close examination on the curves in the

r − ns plane reveals that r increases in the considered range of the parameter α.

Moreover, r and ns increase by decreasing and increasing Nk, respectively. It turns

out that the number of e-foldings can modify the trajectory curve in the plane

(r− ns) for the above-mentioned range of α. Similar behaviors have been observed

for the Starobinsky inflation in the f(R, T ) theory.34 Taking p = 1, however, we

remark that the range of ns, in Fig. 2, is different than the Starobinsky inflation

in general relativity.33 Moreover, the variation of the parameter α can change r
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Figure 1: Scalar field φi as function of α (M4p = 1).

Using Eq.(3.12), we obtain the spectral index ns via the relation

ns − 1 = −2αχ2 (χ+ 4)

3 (χ− 1)4
. (3.24)

By help of Eq.(3.13), the tensor-to-scalar ratio r is found to be

r =
2π α2 χ4

3 (χ− 1)6
. (3.25)

The corresponding behaviors can be analysed by fixing Nk. Considering different values of the

number of e-folds Nk = 50, Nk = 55 and Nk = 60, such behaviors of the scalar spectral index and

the tensor-to-scalar ratio where α varies in range 0.001 ≤ α ≤ 0.5 are presented in Fig(2).

A close examination on the curves in the r - ns plane reveals that r increases in the considered range
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Figure 2: Scalar spectral index ns vs the tensor-to-scalar ratio r for 0.001 ≤ α ≤ 0.5.

of the α parameter. Moreover, r and ns increase by decreasing and increasing Nk, respectively. It

turns out that the number of e-foldings can modify the trajectory curve in the plan

(r−ns) for the above mentioned range of α. Similar behaviors have been observed for

the Starobinsky inflation in the f(R, T ) theory [33]. Taking p = 1, however, we remark

9

Fig. 2. Scalar spectral index ns versus the tensor-to-scalar ratio r for 0.001 ≤ α ≤ 0.5.
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that the range of ns, in the Fig.(2), is different than the the Starobinsky inflation in

general relativity [32]. Moreover, the variation of the α parameter can change r and

ns. In this way, the brane model of the Starobinsky inflation could provide interesting

predictions for ns and r. The relevant point here concerns the values of ns and r which are

matching with the Planck data 2018 [27]. It is noted that the results corresponding to the

(r − ns) plane in such a range of α match with the results of BICEP/Keck data [32].

From Eq.(3.14), we can get the running of the scalar spectral index. It reads as

dns
d ln k

= −2α2 χ4(χ2 + 11χ+ 20)

9 (χ− 1)8
. (3.26)

To obtain results corresponding to Planck findings, the same constraint on α should be taken into

account. Fig(3) illustrates certain aspects of the running of the scalar spectral index in terms of r.
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Figure 3: Running of the spectral indexes dns
d ln k

vs r .

Considering different values of r, relevant results appear in such a figure. It has been remarked

non zero running values for r in the range 5. 10−5 6 r 6 3. 10−3. The Starobinsky brane cosmologi-

cal model exhibits a good compatibility with the associated standard cosmological model [34,35]. It

follows that the values of the running scalar spectral index are close to the observational data. To

inspect the V0 amplitude behavior of the potential, we examine the brane effect in the

presence of the scalar field. Indeed, the associated expression should be calculated.

Using Eq.(3.8) and Eq.(3.23), we can get the expression of V0. Computations give

V0 =

[
25A2

S T
3 χ8

8π (χ− 1)10

] 1
4

M4p. (3.27)

Exploiting the relation between the 4-dimensional and 5-dimensional Planck mass, we

obtain

V0 =

√
3

4π

[
25A2

S T χ
8

8π (χ− 1)10

] 1
4

M3
5p. (3.28)

In order to find an upper bound of the five-dimensional Planck mass, we consider the

inflationary dynamics in the high energy regime V � T . During the inflation, the

10

Fig. 3. Running of the spectral indices dns
d ln k

versus r.

and ns. In this way, the brane model of the Starobinsky inflation could provide

interesting predictions for ns and r. The relevant point here concerns the values of

ns and r which are matching with the Planck data 2018.28 It is noted that the results

corresponding to the (r − ns) plane in such a range of α match with the results of

BICEP/Keck data.33 From Eq. (3.14), we can get the running of the scalar spectral

index. It reads as

dns
d ln k

= −2α2χ4
(
χ2 + 11χ+ 20

)

9(χ− 1)8
. (3.26)

To obtain the results corresponding to Planck findings, the same constraint on α

should be taken into account. Figure 3 illustrates certain aspects of the running of

the scalar spectral index in terms of r.

Considering different values of r, relevant results appear in such a figure. It has

been remarked nonzero running values for r in the range 5.10−5 ≤ r ≤ 3.10−3.

The Starobinsky brane cosmological model exhibits a good compatibility with the

associated standard cosmological model.35,36 It follows that the values of the run-

ning scalar spectral index are close to the observational data. To inspect the V0

amplitude behavior of the potential, we examine the brane effect in the presence

of the scalar field. Indeed, the associated expression should be calculated. Using

Eqs. (3.8) and (3.23), we can get the expression of V0. Computations give

V0 =

[
25A2

ST
3χ8

8π(χ− 1)10

] 1
4

M4p . (3.27)

Exploiting the relation between the four-dimensional and five-dimensional Planck

mass, we obtain

V0 =

√
3

4π

[
25A2

STχ
8

8π(χ− 1)10

] 1
4

M3
5p . (3.28)
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Table 1. The constraints on the amplitude of the Starobinsky model for different values of Nk

by taking two values of the five-dimensional Planck mass, where the dimensionless parameter α is

in the range 0.001 ≤ α ≤ 0.5.

M5p = 105 TeV and T = 1.60 × 10−3 TeV4 M5p = 1012 TeV and T = 1.60 × 1039 TeV4

Nk Constraint on V0 [TeV] Constraint on V0 [TeV]

50 0.684 × 103 . V0 . 1.479 × 103 0.119 × 1010 . V0 . 5.13 × 1010

55 0.676 × 103 . V0 . 1.460 × 103 0.109 × 1010 . V0 . 5.07 × 1010

60 0.670 × 103 . V0 . 1.442 × 103 0.108 × 1010 . V0 . 5.02 × 1010

In order to find an upper bound of the five-dimensional Planck mass, we consider

the inflationary dynamics in the high-energy regime V � T . During the inflation,

the Starobinsky potential should satisfy the constraint V ' V0. Using Eq. (2.4)

and the last condition for the high-energy regime, we get the following constraint

on the potential amplitude

V0 �
3M6

5p

4πM2
4p

. (3.29)

Considering Eqs. (3.23) and (3.29), the upper bound for the five-dimensional Planck

mass is given by

M5p �
(

100A2
Sα

3χ8

24π(χ− 1)10

) 1
6

M4p . (3.30)

Using Eq. (3.30), we can obtain the five-dimensional Planck mass around M5p �
1014 TeV. It is possible to take certain values of the five-dimensional Planck mass up

to such a condition. In Table 1, we provide the constraint on V0 by taking two values

of the five-dimensional Planck mass M5p = 105 TeV and M5p = 1012 TeV corre-

sponding to the brane tensions T = 1.60 × 10−3 TeV4 and T = 1.60 × 1039 TeV4,

respectively.37 It has been remarked from Table 1 that the amplitude of the

Starobinsky model V0 takes sub-Planckian values. It increases by increasing the

five-dimensional Planck mass. A close inspection reveals that similar behaviors have

been obtained by considering different potential models and taking the values of

the five-dimensional Planck mass M5p = 105 TeV and M5p = 1012 TeV.38,39

4. Reheating Predictions of Starobinsky Model in the

Brane Framework

In this section, we discuss the reheating aspects of the present potential by calculat-

ing two relevant quantities namely: Nre and Tre in terms of the certain cosmological

parameters in the framework of branes. The associated computation can be found

in many places.29–32 It is noted that the reheating phase could bring physical data

supporting proposed cosmological inflationary models. During such a phase, the

scalar field oscillates around its potential minimum and the dominant energy den-

sity is brought by an effective equation-of-state parameter (EoS) ωre. This state

2250043-12

132



March 17, 2022 21:5 IJMPA S0217751X22500439 page 13

FA

On brane cosmological behaviors of Starobinsky inflationary model

parameter takes certain values namely ωre = −1/3, 0, 2/3 and 1. The energy den-

sity is related to the scale factor as follows ρ ∝ a−3(1+ωre). Indeed, one has

ρend

ρre
=

(
aend

are

)−3(1+ωre)

, (4.1)

where the subscripts end and re indicate the end of inflation and the end of re-

heating phase, respectively. For the braneworld case, we have ρend =
(

6
5Vend

)
.38

The number of e-folds of reheating is related to the scale factor both at the end of

inflation and reheating.30 Indeed, one has

e−Nre =
aend

are
. (4.2)

Calculations show that one can write

Nre =
1

3(1 + ωre)
ln

(
6

5

Vend

ρre

)
. (4.3)

At the end of the reheating phase, the energy density can be given by

ρre =
π2

30
greT

4
re , (4.4)

where gre indicates the number of internal degrees of freedom of relativistic parti-

cles at the end of reheating, which could be around gre = O(100) for & 175 GeV

supported by Standard Model data of particle physics.31,32 The entropy conserva-

tion allows one to write the relation between the reheating temperature Tre and the

today one T0. Indeed, one gets

Tre = T0

(
a0

aeq

)
eNRD

(
43

11gre

) 1
3

, (4.5)

where NRD is the length of radiation dominated epoch in e-folds. According to

Ref. 30, a0
aeq

reads as

a0

aeq
=
a0Hk

k
e−Nke−Nree−NRD . (4.6)

For instance, Tre can be written as

Tre =

(
43

11gre

)1/3(
a0T0

k

)
Hke

−Nke−Nre . (4.7)

Inserting Eq. (4.7) in Eq. (4.3), one finds

Nre =
4

1− 3ωre

[
−1

4
ln

(
32 · 5
π2gre

)
− 1

3
ln

(
11gre

43

)
− ln

(
k

a0T0

)
− ln

(
V

1/4
end

Hk

)
−Nk

]
.

(4.8)
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Taking gre ∼ O(100) and using the pivot scale k
a0

= 0.05 Mpc−1 from Planck

constraints, one obtains

Nre =
4

1− 3ωre

[
61.6−Nk − ln

(
V

1/4
end

Hk

)]
. (4.9)

Hk can be given by defining the tensor-to-scalar ratio r = A2
T /A

2
S . Considering A2

S

at the pivot scale and exploiting the expression for A2
T in the high-energy limit

Eq. (2.16), one gets

Hk =

(
25π

4
rA2

SM
2
4p

)1/2

. (4.10)

Equations (4.3) and (4.4) give the reheating temperature

Tre =

[(
43

11gre

) 1
3 a0T0

k
Hke

−Nk
[

32 · 5Vend

π2gre

]− 1
3(1+ωre)

] 3(1+ωre)
3ωre−1

. (4.11)

It is recalled that this thermal quantity depends on many cosmological quantities,

which will be approached using numerical methods. Indeed of being general, we

investigate the reheating predictions of the Starobinsky potential for p = 1. In

Eqs (4.4) and (4.3) give the reheating temperature

Tre =

[(
43

11gre

) 1
3 a0T0

k
Hke

−Nk
[

32 · 5Vend
π2gre

]− 1
3(1+ωre)

] 3(1+ωre)
3ωre−1

. (4.11)

It is recalled that this thermal quantity depends on many cosmological quantities potentials, which

will be approached using numerical methods. Indeed of being general, we investigate the reheating

predictions of the Starobinsky potential for p = 1. In particular, we examine the variation of the

number of e-folds reheating Nre and the reheating temperature Tre in terms of the scalar spectral

index ns. To inspect the associated effect, we consider two values of five-dimensional

Planck mass M5p = 105 TeV and M5p = 1012 TeV by taking a specific range of the

stringy parameter α. For simplicity reasons, however, we deal with only two values

which are α = 0.001 and α = 0.05 associated with the number of e-folds Nk = 60.

In Fig(4), we illustrate the number of e-folds reheating and the maximum reheating

temperature for the lower limit of the five-dimensional Planck mass M5p = 105 TeV

by varying the effective equation-of-state parameter ωre, taking the values −1/3, 0, 2/3

and 1. A close examination shows that the point at which the curves interest at
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Figure 4: Nre and Tre variation as function of ns for starobinsky p = 1 model. The top panels α = 0.01

and the bottoms α = 0.05 by taking M5p = 105 TeV and T = 1.60× 10−3TeV 4.

instantaneous reheating point is associated with a vanishing limit of Nre. However, it

13

Fig. 4. (Color online) Nre and Tre variation as function of ns for Starobinsky p = 1 model. The

top panels α = 0.01 and the bottom α = 0.05 by taking M5p = 105 TeV and T = 1.60×10−3 TeV4.
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particular, we examine the variation of the number of e-folds reheating Nre and the

reheating temperature Tre in terms of the scalar spectral index ns. To inspect the

associated effect, we consider two values of five-dimensional Planck mass M5p =

105 TeV and M5p = 1012 TeV by taking a specific range of the stringy parameter α.

For simplicity reasons, however, we deal with only two values which are α = 0.001

and α = 0.05 associated with the number of e-folds Nk = 60. In Fig. 4, we illustrate

the number of e-folds reheating and the maximum reheating temperature for the

lower limit of the five-dimensional Planck mass M5p = 105 TeV by varying the

effective equation-of-state parameter ωre, taking the values −1/3, 0, 2/3 and 1. A

close examination shows that the point at which the curves interest at instantaneous

reheating point is associated with a vanishing limit of Nre. However, it has been

observed that this intersecting point corresponds to ns = 0.962 for α = 0.001

has been observed that this intersecting point corresponds to ns = 0.962 for α = 0.001

and ns = 0.968 for α = 0.05. Moreover, the vertical orange region concerns the Planck-

2018 bounds being ns = 0.965 ± 0.004 [27]. In particular, we note that the maximum

reheating temperature is about Tre ∼ 103 GeV for M5p = 105 TeV. The pink region

represents the temperatures being below the electroweak scale T < 100 GeV. For

0 < ωre < 1, it has been observed a compatibility with the Planck bounds-2018 on ns by

taking α = 0.001. For α = 0.05, however, only the models corresponding to ωre = −1/3

and ωre = 0 match with the Planck bounds-2018. In this way, the value α = 0.001 could

provide a good result compared to α = 0.05. In Fig(5), we represent the cosmological

behaviors of Nre and Tre as functions of the scalar spectral index ns by taking the same

values of α and M5p = 1012 TeV for ωre = −1/3, 0, 2/3 and 1. It has been remarked that

ωre=-1/3

ωre=0

ωre=2/3

ωre=1

0.94 0.95 0.96 0.97 0.98
0

10

20

30

40

50

60

70

ns

N
re

ωre=-1/3

ωre=0

ωre=2/3

ωre=1

0.94 0.95 0.96 0.97 0.98
0

10

20

30

40

50

60

70

ns

N
re

ωre=-1/3

ωre=0

ωre=2/3

ω=1

0.94 0.95 0.96 0.97 0.98
-2

0

2

4

6

8

10

ns

L
o
g
10
(T
re
/G
ev

)

ωre=-1/3

ωre=0

ωre=2/3

ω=1

0.94 0.95 0.96 0.97 0.98
-2

0

2

4

6

8

10

ns

L
o
g
10
(T
re
/G
ev

)

Figure 5: Nre and Tre variation as function of ns for starobinsky p = 1 model. The top panels α = 0.01

and the bottoms α = 0.05 by taking M5p = 1012TeV and and T = 1.60× 1039TeV 4.

the maximum reheating temperature is around Tre ∼ 1011 GeV for the five-dimensional

M5p = 1012 TeV. It follows from the Fig(4) and Fig(5) that ns associated with the point

where all the curves intersect at an instantaneous reheating increases by increasing

the dimensionless parameter α. Moreover, the reheating temperature increases by

14

has been observed that this intersecting point corresponds to ns = 0.962 for α = 0.001

and ns = 0.968 for α = 0.05. Moreover, the vertical orange region concerns the Planck-

2018 bounds being ns = 0.965 ± 0.004 [27]. In particular, we note that the maximum

reheating temperature is about Tre ∼ 103 GeV for M5p = 105 TeV. The pink region

represents the temperatures being below the electroweak scale T < 100 GeV. For

0 < ωre < 1, it has been observed a compatibility with the Planck bounds-2018 on ns by

taking α = 0.001. For α = 0.05, however, only the models corresponding to ωre = −1/3

and ωre = 0 match with the Planck bounds-2018. In this way, the value α = 0.001 could

provide a good result compared to α = 0.05. In Fig(5), we represent the cosmological

behaviors of Nre and Tre as functions of the scalar spectral index ns by taking the same

values of α and M5p = 1012 TeV for ωre = −1/3, 0, 2/3 and 1. It has been remarked that
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Figure 5: Nre and Tre variation as function of ns for starobinsky p = 1 model. The top panels α = 0.01

and the bottoms α = 0.05 by taking M5p = 1012TeV and and T = 1.60× 1039TeV 4.

the maximum reheating temperature is around Tre ∼ 1011 GeV for the five-dimensional

M5p = 1012 TeV. It follows from the Fig(4) and Fig(5) that ns associated with the point

where all the curves intersect at an instantaneous reheating increases by increasing

the dimensionless parameter α. Moreover, the reheating temperature increases by

14

Fig. 5. Nre and Tre variation as function of ns for Starobinsky p = 1 model. The top panels

α = 0.01 and the bottom α = 0.05 by taking M5p = 1012 TeV and T = 1.60 × 1039 TeV4.
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and ns = 0.968 for α = 0.05. Moreover, the vertical orange region concerns the

Planck-2018 bounds being ns = 0.965 ± 0.004.28 In particular, we note that the

maximum reheating temperature is about Tre ∼ 103 GeV for M5p = 105 TeV.

The pink region represents the temperatures being below the electroweak scale

T < 100 GeV. For 0 < ωre < 1, it has been observed a compatibility with the Planck

bounds-2018 on ns by taking α = 0.001. For α = 0.05, however, only the models

corresponding to ωre = −1/3 and ωre = 0 match with the Planck bounds-2018. In

this way, the value α = 0.001 could provide a good result compared to α = 0.05.

In Fig. 5, we represent the cosmological behaviors of Nre and Tre as functions of

the scalar spectral index ns by taking the same values of α and M5p = 1012 TeV

for ωre = −1/3, 0, 2/3 and 1. It has been remarked that the maximum reheating

temperature is around Tre ∼ 1011 GeV for the five-dimensional M5p = 1012 TeV.

It follows from Figs. 4 and 5 that ns associated with the point where all the curves

intersect at an instantaneous reheating increases by increasing the dimensionless

parameter α. Moreover, the reheating temperature increases by increasing the five-

dimensional Planck mass. Similar behaviors are observed in the natural, Hilitop,

Higgs-like and the exponential SUSY inflation potentials used in the RSII brane

model.38

5. Conclusion

In this work, we have studied a cosmological inflation model from RSII brane

physics. Concretely, we have dealt with the Starobinsky model using brane physics.

Precisely, we have approached the involved cosmological parameters using analyt-

ical and numerical methods. In terms of the brane tension, we have computed

inflation parameters including the perturbation ones. Performing analytical and

numerical computation, constraints on the scalar field have been provided. Con-

cretely, we have remarked that the Starobinsky brane cosmological model shows

a relevant compatibility not only with the standard Starobinsky model but also

with other results of the brane inflation. The obtained findings are in a good

agreement with Planck observational and BICEP/Keck data. In the end of this

work, we have investigated the thermal behaviors by computing and examining the

reheating cosmological parameters by varying the five-dimensional Planck massM5p

values. For a specific value of the stringy parameter, we have provided good predic-

tions of the involved quantities. After that, we have obtained acceptable reheating

temperatures for M5p = 1012 TeV.
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1 Introduction

Gravity Einstein theory, general relativity (GR) has repeatedly demonstrated its effec-

tiveness at present epochs of the cosmological evolution at least, even in extreme environ-

ments: in the weak and strong field regimes in cosmological epochs down to the end of

the radiation dominated era. This is the case for the recent observation of gravitational

waves [1] or observations, for the first time presented, consistent with expectations for

the shadow of a Kerr black hole (BH) as predicted by standard Einsteins-Hilbert (EH)

general relativity [2, 3]. Less is known however about the behaviour of gravity at earlier

times, at the beginning of the radiation era or, specially at a, highly probable, inflation

era. Hints for modifications to the minimal Einstein theory, defined by adding new terms

to the EH action, might appear at these very early times in the history of the Universe.

The cosmic inflation scenario [4,5] has indeed been favored, albeit strongly constrained,

by the latest observational data [6–8] as a suitable pre-Big Bang (BB) scenario for the

early universe, providing the circunstantial explanation to flatness, horizon and monopole

problems, among others, for the standard hot BB cosmology [9–14]. Inflation provides

also, most relevantly for the scope of this work, an account of fluctuations which constitute

the seeds for the large scale structure and the observed CMB anisotropies, as well as

predicts a nearly scale invariant power spectrum [15–22].

Given the observational CMB data, “bottom-up” methods has been explored to recon-

struct the terms of a ”true” gravitational lagrangian with a scalar sector [8]. These include

Taylor expansions of V (and possibly other functions deforming EH gravity), free-form

spline searches, non-parametric techniques or more theoretical approaches where general

Lagrangians including ”all” the possible terms consistent, only restricted by mild sym-

metry or technical assumptions, are considered. While these techniques will be more and

more important in the future, at present level of resolution “top-down” theoretical ap-

proaches are certainly useful. In this analysis specific theoretical models, beyond minimal

GR, with a small number of free parameters are explored. These toy models allow us to

draw, hopefully, clean conclusions about the potential phenomenological interest of some
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or other types of extra terms [23–29].

One of the main findings consistently drawn from Planck data is the, mild but not null,

scale dependence of the scalar spectral index nS and a practically negligible running. The

index nS is different from one at least at 8σ [8]. This result is consistent with a slow-roll

inflation epoch with a natural exit. Constraints on the tensor-to-scalar ratio r are also

very stringent.

Planck observations have substantially tightened the constraints on slow- roll inflation-

ary models, ruling out for example hybrid models with nS > 1 and power-law inflation.

Monomial potential models with V (ϕ) ∝ ϕn with n >= 2 and low-scale SUSY models

are strongly disfavoured [8, 30]. The aim of this work is to contribute these activities by

investigating the slow-roll Scalar-Tensor inflation from running spectral data.Using the

slow-roll approximation, we can relate the primordial perturbations to the scalar potential,

other non-minimal scalar-dependent parameters appearing in the model and its deriva-

tives. This scenario allows us to directly constrain the parameters defining the model.

More precisely, we provide accurate expressions for observable quantities as the scalar and

tensorial spectral indexes nS, nT and the scalar-to-tensor ratio r as their running coun-

terparts in some specific non-minimalgravitational models. These models include simple

but not trivial scalar non-minimal kinetic terms and Gauss-Bonnet terms, both of them

some scalar-dependent couplings.

Let us summarize quantitatively the latest Planck results [8]which be relevant for some

part of this work. The scalar spectral index nS is different from one at least at 8σ with

a practically negligible running and running of the running: nS = 0.959 ± 0.006, r <

0.10(95%CL). The Planck 2018 already constraints running and running of running

parameters: dnS/dlnk = 0.01 ± 0.01, d2nS/dlnk
2 = 0.02 ± 0.01 ( CL ' 68%), therefore

is becoming theoretically relevant to give expressions for these parameters in models

beyond GR . Constraints on the tensor-to-scalar ratio r assuming the consistency relation,

nT = −r/8, which is the case for slow-roll inflation driven by a single scalar field with

a canonical kinetic term. It is possible to get upper bounds on r without imposing the

consistency condition. Deviations of this conditions do indeed occur in the models of

inflation based on generic scalar-tensor theories which are to be presented in this work.

Finally the Planck observations also constraint the slow-roll parameters. They obtain [8],

at % 95 CL, ε1 < 0.004− 0.006, ε2 = 0.030± 0.006.

The structure of this work is as follows. In section 2, we present the model: a scalar

tensor model with minimal coupling of the scalar field to scalar curvature, non-minimal

kinetic coupling of the scalar field to the Einstein’s tensor and coupling of the scalar

field to the 4d Gauss-Bonnet invariant. We get the equations of motion in a flat FRW

background and define slow-roll parameters. In section 3, we analyse the first and second

order scalar and tensorial perturbations for this model and provide expressions for the

scalar spectral index and tensor/scalar ratio in terms of the slow-roll parameters. In

section 4, we give an explicit model. Section 5 is devoted to further physical discussion,

3
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summary and conclusions.

2 The model and background equations

We investigate generic scalar-tensor models with minimal Einstein-Hilbert sector, non-

minimal kinetic coupling of the scalar field to the Einstein’s tensor and coupling of the

scalar field to the Gauss-Bonnet (GB) 4-dimensional invariant. The associated action, in

the Einstein Frame, can be written as

S =

∫
d4x
√−g

[
1

2κ2
R− 1

2
∂µϕ∂

µϕ− V (ϕ) + J1(ϕ)Gµν∂
µϕ∂νϕ− J2(ϕ)G(R)

]
(2.1)

where Gµν is the Einstein’s tensor, and G is the GB 4-dimensional invariant given by

G = R2 − 4RµνR
µν +RµνλρR

µνλρ, (2.2)

where one has taken κ2 = M−2
p = 8πG = 1. ϕ is a real scalar field with a potential V (ϕ),

which, together with J1 and J2, differentiable functions of ϕ, describe the model. R is

the Ricci scalar. A possible cosmological constant Λ can be included through the scalar

potential V . The family of models defined by the above action, (2.1), depends on three

scalar dependent quantities V , J1 and J2 which should be provided by the UV completion

of the theory. As the scope of this work is model-independent, they are left arbitrary, they

are choosen with the only restriction of producing suitable inflation observables, matching

the observational evidence [6–8].

In what follows, we assume a spatially flat FRW, homogeneous and isotropic, back-

ground metric in any of the forms

ds2 = −dt2 + a(t)2d~r2 (2.3)

or ds2 = a(η)2(−dη2 + d~r2) where a is a scale factor. The metric and the scalar field

equations of motion can be written as follows , using (2.3), [23,29,31]

3H2 =
1

2
ϕ̇2 + V + 9H2J1ϕ̇

2 + 24H3J̇2, (2.4)

−2Ḣ = ϕ̇2 + 6H2J1ϕ̇
2 − 2

d

dt

(
HJ1ϕ̇

2
)

+ 8H3J̇2 − 8
d

dt
(H2J̇2), (2.5)

ϕ̈+ 3Hϕ̇+ V ′ = −24H2
(
H2 + Ḣ

)
J2
′ − 6HJ1ϕ̇(3H2 + 2Ḣ)

−3H2
(
2J1ϕ̈+ J1

′ϕ̇2
)

(2.6)

where the dot represents derivatives with respect the time variable t, H ≡ ȧ/a is the

Hubble parameter and J1
′ and J2

′ are derivatives with respect ϕ. Only two of the previous

equations are independent due to the existence of the Bianchi identities. Taking J1 =

J2 = 0, we recover explicitly the standard Friedman equations with a single scalar field

3H2 =
1

2
ϕ̇2 + V, (2.7)

−2Ḣ = ϕ̇2, (2.8)

ϕ̈+ 3Hϕ̇+ V ′ = 0. (2.9)

4
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After a simple computation, we get from the field equations (2.4)-(2.6) expressions for ϕ̇2

and V as follows

V = H2

(
3− ε1 −

5

2
∆1 − 2k1 −

1

2
∆1 (∆2 − ε1)−

1

3
k1 (k2 − ε1)

)
, (2.10)

ϕ̇2 = H2

(
2ε1 −∆1 − 2k1 + ∆1 (∆2 − ε1) +

2

3
k1 (k2 − ε1)

)
(2.11)

where we have used the parameter definitions1

ε1 =
˙(
1

H

)
= − Ḣ

H2
, (2.12)

k1 = 3J1ϕ̇
2, (2.13)

∆1 = 8HJ̇2. (2.14)

For further use, we define also the following parameter hierarchy: for any quantity X, in

particular for X = ε1, k1,∆1, we define (n ≥ 1) (using the number of e-folds variable N ,

N ≡ log a, dN ≡ −Hdt)

Xn+1 = −d log | Xn |
dN

=
d log | Xn |
d log a

. (2.15)

This set of parameters satisfies the following properties, for any Xn

−dXn

dN
= XnXn+1 = −X ′nϕ,N , (2.16)

d2Xn

dN2
= Xn+1 (Xn+1 +Xn+2) (2.17)

where X,N ≡ dX/dN . The main reason for the use of these definitions is the following.

In terms of the wavenumber k, defined by k ≡ aH, we have

dX

dN
= (ε1 − 1)

dX

d log k
(2.18)

and

d2X

dN2
= −ε1ε2

dX

d log k
− (1− ε1)2

d2X

d log k2
. (2.19)

Or, equivalently,

dX

d log k
=

1

(ε1 − 1)

dX

dN
, (2.20)

d2X

d log k2
=

1

(ε1 − 1)2

(
dX

dN
+

ε1ε2
(ε1 − 1)

d2X

dN2

)
. (2.21)

1We use the conventions of the PLANCK collaboration [8].
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Then, for small values of the parameters (ε1 → 0) both derivatives coincide

dX

d log k
' −dX

dN
, (2.22)

d2X

d log k2
' −d

2X

dN2
(2.23)

meanwhile, for ε1 → 1, we have the relations

dX

dN
' 0, (2.24)

dX

d log k
' − 1

ε2

d2X

dN2
. (2.25)

A quasi-exponential inflationary expansion is provided, in particular, in the slow-roll

regime. This regime is defined by the conditions εi, ki,∆i << 1 (slow-roll conditions).

Under this assumption, the field equations (2.4)-(2.6) are greatly simplified. They become

3H2 − V ' 0, (2.26)

Ḣ + ϕ̇2 ' −6H2J1ϕ̇
2 − 8H3J̇2 = −H2(2k1 + ∆1), (2.27)

ϕ̇+
V ′

3H
' −6H2J1ϕ̇− 8H3J ′2. (2.28)

At the slow-roll approximation level, there is a degeneracy of models: different triplets,

(V, J1, J2), appearing in the action (2.1) provide exactly the same observational results.

For the purpose of disentangling the effective dependence on the scalar dependent quan-

tities, it is convenient to rewrite slow-roll field equations (2.27) and (2.28) in a slightly

different way. Using the number of e-folds, N as a independent variable,we have

ε1 =
ϕ̇2

2H2
(1 + 6H2J1) + 4HJ̇2, (2.29)

−H dϕ

dN
+
V ′

3H
' −6H2J1ϕ̇− 8H3F ′2 (2.30)

which can be written as

ε1 =
1

2

(
dϕ

dN

)2

(1 + 2V J1)−
4

3
V J2

′ dϕ

dN
, (2.31)

dϕ

dN
=

V ′

V

1 + 8J2
′V 2/3V ′

1 + 2V J1
. (2.32)

It follows from such expressions that the model depends only on the scalar combinations

v ≡ V ′/V, f1 ≡ V J1, f2 ≡ V J2
′. (2.33)

In terms of the reduced variables v, f1, f2 and the quantity

f3 ≡ J2/v,
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we can write

ε1 =
1

2

(
dϕ

dN

)2

(1 + 2f1)−
4

3
f2
dϕ

dN
, (2.34)

dϕ

dN
= v

1 + 8/3f3
1 + 2f1

. (2.35)

The number of e-folds reads as

N =

∫ ϕe

ϕi

1

v

1 + 2f1
1 + 8/3f3

dϕ (2.36)

where ϕi and ϕe are the values of the scalar field at the beginning and at the end of

the inflation period, respectively. The rest of slow-roll parameters can also be written

in terms of v, f1, f2 and f3. After a straightforward computation, we find the following

relevant expressions

ε1 =
v

2
ϕ,N =

v2

2

(1 + 8/3f3)

1 + 2f1
, (2.37)

k1 = f1 (ϕ,N)2 = f1 v
2 (1 + 8/3 f3)

2

(1 + 2f1) 2
, (2.38)

∆1 = −8

3
f2 ϕ,N = −8f2 v

3

(1 + 8/3f3)

(1 + 2f1)
. (2.39)

Higher order parameters, for example ε2, k2,∆2, are easily obtained using Eq (2.16). Suc-

cessful inflation occurs when 0 < ε1 < 1. The value of the quantity ε1(ϕi) → 0 depends

strongly on the quantity Gaus-Bonnet related quantity f3 ∝ J2. Small values ε1(ϕi) ≈ 0

can be reached in different regimes: we have two cases, in the first one, if

ϕ,N ' 0, (2.40)

then GB-related quantity

f e3 ' −3/8 (2.41)

. In a second case when,

f e3 = −1/2, (2.42)

then is required that

ϕ,N ' −
v

3

1

1 + 2f1
. (2.43)

The graceful exit of inflation depends on whether the equation ε1(ϕe) = 1 can be accom-

plished for some ϕe. The graceful exit relation becomes

ε1(ϕe) = 1 =
v2

2

(1 + 8/3f3)

1 + 2f1

∣∣∣ϕe . (2.44)

7
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which is a second degree equation in v, it can be written as

(v2/2)(1 + 8/3f3)− (1 + 2f1) = 0, (2.45)

with the solution
1

2
v2 |ϕe=

1 + 2f1
(1 + 8/3f3)

. (2.46)

At this point we get a relation connecting the theoretical quantities in the action and

inflation exit. The condition for having a real solution for v, and then a graceful inflation

exit, is that

(f2)
2 ≥ −9

8
(1 + 2f1) (2.47)

evaluated at ϕe. This becomes a constraint imposed on the, otherwise arbitrary, J1 and

J2 functions:

(V J2
′)2 ≥ −9/8 (1 + V J1) (2.48)

which implies a ”uncertainty”-like condition between the potential and kinetical functions

evaluated at this moment

V (ϕe)J1(ϕe) ≥ −
1

2
. (2.49)

3 First and higher order perturbations. Running

Consistency equations

The spectral indexes are defined by [8,23,26,27]

nS − 1 =
d logPS
d log k

, (3.1)

nT =
d logPT
d log k

. (3.2)

where PS, PT are the power spectra of the scalar and tensor modes. The running and the

running of running of the spectral indexes are given by the following expressions in terms

of the slow-roll parameters [26,27,31]

nS − 1 = −2ε1 −
2ε1ε2 −∆1∆2

2ε1 −∆1

, (3.3)

nT = −2ε1. (3.4)

Moreover, the scalar-to-tensor ratio takes the following form [31]

r = 8

(
2ε1 −∆1

1− 1
3
k1 −∆1

)
' 8

(
1− 1

3
k1 −∆1

)
(2ε1 −∆1) ' 8 (2ε1 −∆1) +O2, (3.5)

where O2 are terms quadratic in the slow-roll parameters. In this class of models, as

in standard GR single scalar inflation, the parameters nS,nT and rare not independent

variables. The models predict a relation among them which reads as

r + 8nT ' −8∆1 +O2. (3.6)

8
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This relation differs from the standard inflation relation r = −8nT by ∆1, this is a

supposedly small quantity, proportional to the GB term

r + 8nT ' −64HJ̇2. (3.7)

It turns out that we can express observable quantities like the scalar and tensor power

spectrum, the spectrum index and tensor/scalar ratio in terms of v, f1, f2 (evaluated at

ϕ = ϕi). For instance, the tensor spectrum index and the tensor/scalar ratio are given by

nT = −v2 (1 + 8f2/3 v)

1 + 2f1
, (3.8)

r = 8v2
(1 + 8f2/3 v)2

(1 + 2f1)
. (3.9)

meanwhile the scalar spectral index is written as

nS − 1 = −9 v (I1 + v2) + 24 f2 (I2 + 2 v2) + 64 f 2
2 v + 2 f1 v (3 v + 8 f2)

2

3 (1 + 2 f1) 2 (3 v + 8 f2)
(3.10)

where one has

I1 ≡ −
(

1 +
8 f2
3 v

)
((2 + 4f1) v

′ − 2 vf ′1)−
1

3
8 (1 + 2f1) v

(
f2
v

)′
, (3.11)

I2 ≡
2

3
f2 (3 + 8f2 v) f ′1 − (1 + 2f1)

((
1 +

8 f2
3

)
(f2 v

′ + vf ′2) +
8

3
f2 v

(
f2
v

)′)
.(3.12)

In concrete models we can invert the relations (3.9)-(3.10) to get the triplet of theoretical

values v, f1, f2 in terms of the observable triplet (nS, nT , r), or, in terms of the original

variables (V, J1, J2).

One can get further relations between the different spectral parameters and their run-

nings. For example, the physical scalar spectral index can be related to the scalar ratio,

the running of the logarithm of the ratio and the parameter nT . It is straightforward to

check that the equation (3.10) can be written as

nS − 1 = −2ε1 +
d

dN
log(2ε1 −∆1), (3.13)

which, using the expressions (3.5), can be written as

nS − 1 = nT + (ε1 − 1)
d log r

d log k
+O2 (3.14)

where O2 are terms of superior order: O2 = 1
3
k2 + ∆2. From (3.14), when ε1 ' 1 then we

arrive to the constraint

nS − 1 = nT +O2 (3.15)

or

nS − 1 = −r/8−∆1 + ∆2 +
1

3
k2. (3.16)

9
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Hierarchies of consistency equations relating scalar and tensor pertubations and the

lowest levels and higher order running parameters have been presented (i.e. [26,27]). The

scale running and the running of the running of the scalar spectral index can be easily

computed at the slow roll approximation for the kind of models of interest in this worl.

From (3.13) and (3.14). They are given by

dnS
d log a

= −1

8

dr

d log a
− d2 log r

d log a2
− d∆1

d log a
, (3.17)

= −r
8

(
d log r

d log a

)
− d2 log r

d log a2
− d∆1

d log a
,

d2nS
d log a2

= −r
4

(
d2 log r

d log a2

)
− d3 log r

d log a3
− d2∆1

d log a2
. (3.18)

Using Eqs 2.16) and (2.17), we obtain

d∆1

d log a
= ∆1∆2, (3.19)

d2∆1

d log a2
= ∆1∆2(∆2 + ∆2). (3.20)

In terms of the derivatives with respect to the field ϕ, they become as follows

d log r

d log a
= − (log r)′ ϕ,N , (3.21)

d2 log r

d log a2
= (log r)′′ (ϕ,N)2 +

1

2
(log r)′ (ϕ,N)2)′, (3.22)

together with

d3 log r

d log a3
= − (log r)′′′ (ϕ,N)3 −

(
3

2
(log r)′′

(
(ϕ,N)2

)′
+

1

2
(log r)′

(
(ϕ,N)2

)′′
)
ϕ,N . (3.23)

4 A simple toy model: the monomial model

We provide will provide an explicit model dealing with power-law potentials and scalar

couplings. In this case, the expressions can be further worked out. Concretely, we focus

our attention to couplings of monomial types parameterized as follows

V =
λ

n
ϕn, J1 = β′1ϕ

m1−n, J2 = β′2ϕ
m2−n. (4.1)

where λ is a coupling parameter. The physical results depend only on the combinations

(β1 =
λβ′1
n
, β2 =

λβ′2
n(m2−n) (m2 6= n), β2 = 0 for m2 = n ) which are given by

v =
n

ϕ
, f1 = β1ϕ

m1 , f2 = β2ϕ
m2−1. (4.2)

10
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In this way, they effectively depend only on two real parameters β1,2 and on the integer

n. Taking c = 8β2
3n

and b = 2β1, we get slow-roll parameters

ε1 =
n2

2ϕ2

(1 + cϕm2)

(1 + bϕm1)
, (4.3)

k1 =
n2bϕm1

2ϕ2

(1 + cϕm2)2

(1 + cϕm1)2
, (4.4)

∆1 =
−cn2ϕm2

ϕ2

(1 + cϕm2)

(1 + bϕm1)
. (4.5)

From Eq (2.16), we obtain higher order-slow-roll parameters ε1, k1 and ∆1 which are given

by

ε1 =
n

ϕ2

((1 + cϕm2) + (1 + bm1ϕ
m1)(−m2cϕ

m2 + 2cϕm2 + 2)

(1 + bϕm1)2

)
, (4.6)

k1 =
−nϕ−m1

ϕ2

((1 + bϕm1)(2cm2ϕ
m2+m1 +m1ϕ

m1(1 + cϕm2))

(1 + bϕm1)2
, (4.7)

−2ϕm1(1 + cϕm2)((1 + bϕm1) +m1bϕ
m1)

(1 + bϕm1)2

)

∆1 =
n

ϕ2

(bm1ϕ
m1(1 + cϕm2) + (1 + bϕm1)(1 + cϕm2 −m2cϕ

m2)

(1 + bϕm1)2

)
. (4.8)

In this way, the number of e-foldings is

N =

∫ ϕ∗

ϕend

ϕ

n

1 + bϕm1

1 + cϕm2
dϕ. (4.9)

The last expression can be integrated in a closed form in order to provide

N −N0 =
ϕ2

2n
2F1

(
1,

2

m2

, 1 +
2

m2

,−cϕm2

)
(4.10)

+
bϕm1+2

2 +m1
2F1

(
1,
m1 + 2

m2

, 1 +
m1 + 2

m2

,−cϕm2

)

=
ϕ2

2n
g1(c, ϕ) + b

ϕm1+2

2 +m1

g2(c, ϕ)

where 2F1 is the Hypergeometric function. For small Gauss-Bonet coupling (c→ 0), the

functions g1 and g2 reduce to

g1 ' 1− 2cϕm2

2 +m2

+O(c)2, (4.11)

g2 ' 1− (2 +m1)cϕ
2

2 +m1 +m2

+O(c)2. (4.12)

At the leading order in c and b, we find

N −N0 '
ϕ2

2n
− c 2ϕm2+2

n(2 +m2)
+ b

ϕm1+2

2 +m1

. (4.13)

11
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In the large coupling (c, b→∞), however, we get

N −N0 '
b/c

n(m1 −m2 + 1)
ϕm1−m2+1. (4.14)

Now we are in position to study a special subcase. When the Gauss-Bonnet term is of the

type J2 ∼ 1/ϕn or (m2 = 0) corresponding to J2 ∼ ϕ−1, we get the slow-roll parameters

ε1 =
n2

2ϕ2

(1 + c)

(1 + bϕm1)
, (4.15)

k1 =
n2bϕm1

2ϕ2

(1 + c)2

(1 + bϕm1)2
, (4.16)

∆1 =
−cn2

ϕ2

(1 + c)

(1 + bϕm1)
. (4.17)

For higher order-slow-roll parameters ε1, k1 and ∆1 are given by

ε1 =
n

ϕ2

(1 + c)
(
bm1ϕ

m1 + 2(1 + bϕm1)
)

(1 + bϕm1)2
, (4.18)

k1 =
n

ϕ2

(1 + c)
(

2bm1ϕ
m1 + ϕm1(m1 − 2)(1 + bϕm1)

)

(1 + bϕm1)2
, (4.19)

∆1 =
n

ϕ2

(1 + c)
(
bm1ϕ

m1 + 2(1 + bϕm1)
)

(1 + bϕm1)2
. (4.20)

For this model, the number of e-foldings takes the following from

N =

∫ ϕ∗

ϕend

ϕ

n

1 + bϕm1

1 + c
dϕ. (4.21)

Integrating this expression, we find

N =
1

n(1 + c)

(
ϕ2

2
+
bϕm1+2

m1 + 2

)ϕ∗

ϕend

. (4.22)

Roughly, the scalar spectral index and the tensor-to-scalar ratio are, respectively,

nS = 1− n

ϕ2

bm1ϕ
m1(1 + c) + (1 + b ϕm1)(n (1 + c) + 2 c+ 2)

(1 + b ϕm1)2
, (4.23)

nT = −n
2

ϕ2

(1 + c)

(1 + b ϕm1)
, (4.24)

r = 8
n2

ϕ2

(1 + c)2

(1 + b ϕm1)
. (4.25)

The running of spectral indexes are given by the following expressions

dnS
d log k

=
1

(1− ε1)
dnS
d log a

, (4.26)
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Figure 1: The scalar spectral index ns vs the tensor-to-scalar ratio r different values of

number of e-folds N and 7 ≤ m1 ≤ 40.

where one has

dnS
d log a

= −n′Sϕ,N , (4.27)

dnS
d log a

= −n
2(1 + c)2(A1 + A2)

A3

.

Here, the terms Ai take the following form

A1 = (1 + bϕm1)
(

(4 + 2n)(1 + bϕm1) + bm1ϕ
m1(4 + n)

)

A2 = bm2
1ϕ

m1(−1 + bϕm1)

A3 = ϕ4(1 + bϕm1)4.

For the sake of illustration we present some simple numerical results for this toy model.

In Fig.1, we present the correlation between the spectral indexes r, nS for some parameters

choosen to provided results consistent with the Planck observations. In Fig.2 (Left),

we illustrate certain variations of the running of the scalar spectral index in terms of

m1. Similarly, in Fig.2 (Right), we show the tensor spectral index in terms of the same

parameter m1.

5 Concluding and further remarks

In this work, we have investigated the possibility of constraining scalar-tensor models of

gravitation beyond GR using CMB observations. For the sake of concreteness we have

focused in particular in slow-roll inflation originated in models with minimal coupling

to scalar curvature, non-minimal scalar kinetic terms and scalar coupling to the Gauss-

Bonnet invariant. After presenting the general approach, we have explored some cases

where the potential, kinetic coupling and the Gauss-Bonnet coupling are power mono-

mials of different grades. At the slow-roll approximation, we have found that inflation

13
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Figure 2: The running of the scalar spectral indexes dns

d ln k
(Left)vs m1 and nT (right). For

7 ≤ m1 ≤ 40 and b = 0.5, c = 0.4.

only depends on two particular combinations of the potential and the other non-minimal

couplings. We have given detailed explicit expressions for the theoretical predictions of

observables as nS, nT and r and their first and second level runnings. In the framework of

such models, we have presented some numerical results about the overall effect of the non-

minimal couplings in viable inflation scenarios. In particular, we have studied how the

present and future CMB observations have the power for discriminating existing inflation

scenarios within the scope of these models. For the models considered here, it has been

shown that the Introduction of additional interactions, given by non-minimal, kinetic and

Gauss-Bonnet couplings, can lower the tensor-to-scalar ratio to values that are consistent

with latest observational constraints, and the problem of large fields in chaotic inflation

can be avoided.

The Planck observations have, consistently along the years, significantly restricted the

space of inflationary models. The latest observational data disfavor monomial-type models

V ∝ ϕn with n ≥ 2 in the minimally coupled scalar field. With the Introduction of

additional interactions like non-minimal, kinetic couplings and Gauss-Bonnet couplings,

it has been revealed that the tensor-to-scalar ratio can be lowered to values that are

consistent with latest observational constraints [8, 30].
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Conclusion générale

Dans ce travail doctoral, nous avons étudié les comportements cosmologiques et ther-
miques de certains potentiels scalaires en introduisant la physique des cordes et des branes.

D’abord, nous avons exposé la physique du modèle du big-bang chaud, considéré comme
un cadre pour élaborer des modèles décrivant notre univers. Ces modèles sont basés sur la
Relativité Générale (RG) d’Einstein et le principe cosmologique selon lequel l’univers est
supposé homogène et isotrope aux grandes échelles. Cette homogénéité et cette isotropie
observées permettent de décrire l’aspect géométrique et l’évolutionnaire de l’univers en in-
troduisant deux quantités cosmologiques qui sont le tenseur de courbure spatiale et le tenseur
d’isotropie. Dans ce cadre, certaines équations sont utilisées pour décrire ces comportements
physiques de l’univers. En effet, nous avons remarqué que les équations d’Einstein sont im-
portantes contenant à la fois la géométrie et la matière. Ces équations permettent d’élaborer
les équations cosmologiques du mouvement de Friedmann de Raychaudhuri, en considérant
l’univers comme un fluide parfait. Nous avons observé que ces équations pourraient être
utilisées pour définir plusieurs paramètres cosmologiques mesurables. Bien que ces modèle
soient très convaincants, certaines limites et les lacunes ont été évoquées.

Après avoir présenté le modèle du big-bang chaud, nous avons abordé le scénario d’in-
flation dans l’univers résolvant de nombreux problèmes difficiles de la cosmologie standard.
La théorie associée a produit plusieurs prédictions qui pourraient être testées par des ob-
servations cosmologiques. Étant une période d’expansion accélérée, l’inflation suppose que
l’univers doit être plat. Cela permet de résoudre le problème de la platitude. Dans ce travail,
nous avons considéré des modèles simples, où l’inflation est décrite par un seul champ sca-
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laire, appelé l’inflaton, qui roule lentement dans une vallée très plate. Nous avons remarqué
que cette phase inflationnaire se termine lorsqu’au moins un des paramètres de roulement
lent atteint l’ordre de l’unité. Après, nous avons considéré la distribution des perturbations
inhomogènes générés par l’inflation.

Ces modèles ont été également abordés à partir de la théorie des cordes type IIB en intro-
duisant un paramètre important appelé la tension de la brane. Nous avons vu que la tension
de de la D3-brane modifie toutes les équations fondamentales de la cosmologie inflationnaire
branaire. En utilisant le formalisme du roulement lent, nous avons calculé toutes les obser-
vables cosmologiques pour certains potentiels scalaires. Nous avons observé que les résultats
théoriques obtenus dans ce travail doctoral possèdent un très bon accord avec les récentes
données observationnelles récentes. Finalement, nous avons abordé l’aspect thermique en
considérant la phase de réchauffage. En particulier, nous avons trouvé qu’une telle phase
est associée à de petites valeurs de température supportées par les échelles énergétiques de
GUT.

Ce travail ouvre des pistes de recherche dans le cadre de la théorie des supercordes de
type IIB, en introduisant d’autres branes comme D1 et D7. La théorie-M pourrait être aussi
considérée comme un sujet intéressant pour les modèles inflationnaires.
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ANNEXE A

Relativité générale

La relativité générale est les résultats des efforts consentis par Einstein entre 1907 et 1915
qui lui ont permis de donner des explications des interactions gravitationnelles dans le cadre
relativiste. Avant Einstein, la théorie newtonienne postulait que la force gravitationnelle
exercée entre deux masses M1 et M2 à distants de r est donnée par

F⃗ = −GM1M2

r2 u⃗. (A.1)

Les effets de l’interaction gravitationnelle se faisaient donc sentir instantanément dans
tout l’espace, en contradiction flagrante avec les lois de la relativité restreinte, établit par
Einstein. La gravitation a de nombreuses propriétés intéressantes. C’est une force d’attrac-
tion, qui agit à une grand distance. C’est une force qui ne peut être annulée. Par ailleurs, lors
de l’étude de la chute libre d’un objet, la gravitation ne dépend pas de la masse de l’objet
qui tombe (selon Newton). En effet, prenons par exemple un objet de masse m. Cet objet a
un poids

P = mg, (A.2)

qui est exactement la force de gravitation du terre agissant sur un objet donnée par

F⃗ = −GMTm

R2
T

u⃗, (A.3)
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où g est le champ de gravitation, MT est la masse du Terre. RT est le rayon de la terre et G
est la constante de Newton. Le champ gravitationnel est

g = GMT

R2
T

. (A.4)

En d’autres termes, quelle que soit la masse de l’objet, il va tomber à la même vitesse et le
champ de gravitation ne dépend que de la masse de l’objet qui nous attire. Une conséquence
directe de cela est que nous pouvons représenter géométriquement le champ de gravitation
autour de chaque objet.

Figure A.1 – Représentation géométrique du champ gravitationnel autour du soleil.

Cela montre que la gravitation est plutôt une propriété géométrique. Einstein a montré
que les planètes ne suivent pas des orbites à cause de la masse du soleil, en raison de la
courbure de l’espace-temps.

Figure A.2 – montre la courbure de l’espace-temps.
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A.1. Postulats de la relativité générale

A.1 Postulats de la relativité générale

La relativité générale découle de trois postulats:
1. Espace-temps qui est une variété différentiable à 4 dimensions.
2. Le principe d’équivalence.
3. Les équations d’Einstein.

A.2 Principe de la relativité

En mécanique classique, le principe de relativité restreinte de Galilée postule que les lois
de la physique sont les mêmes pour tous les observateurs inertiels, c’est-à-dire animés d’un
mouvement rectiligne et uniforme.
Soit un observateur inertiel O dans le système de coordonnées (x, y, z, t) et un observateur
inertiel O’ le système de coordonnées (x′, y′, z′, t′) qui est en mouvement rectiligne uniforme
par rapport à O a la vitesse v⃗ suivant l’axe (ox).

Figure A.3 – transformation de gallile.

En appliquant les transformations de Galilée suivantes
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A.2. Principe de la relativité

x′ = x− vt (A.5)

y′ = y (A.6)

z′ = z (A.7)

t′ = t, (A.8)

Einstein montre que la transformation de Galilée n’est pas correcte pour tout les lois de
la physique par example les équations de Maxwell de l’électromagnétisme. Alors, Einstein
a cherché une nouvelle transformation qui laisse les lois de la physique valable pour tout
changement de référentiel. On aboutit aux transformations de Lorentz

ct′ = γ(ct− βx) (A.9)

x′ = γ(x− βct) (A.10)

y′ = y (A.11)

z′ = z, (A.12)

où on a utilisé γ = 1√
1− v2

c2

qui est le facteur de Lorentz. c désigne la vitesse du lumière.

t et t′ sont les temps mesurés par une horloge au repos respectivement par rapport à O et
O′.
Ainsi, Einstein postule que les lois de la physique sont invariantes lorsque on passe d’un
référentiel inertiel à un autre en utilisant les règles de transformations de Lorentz. Faisant
intervenir les coordonnées spatiales, le concept de simultanéité profondément est modifié
avec la nouvelle théorie. La théorie de la relativité restreinte amène aussi des nouveaux
phénomènes physiques comme la dilatation du temps et la contraction des longueurs.

Cependant, la théorie de la gravitation basée sur les lois de Newton ne trouve pas de
place dans le cadre de la relativité restreinte. Le premier pas vers la relativité générale et
le traitement relativiste de la gravitation fut la géométrisation de la relativité restreinte par
espace de H. Minkowski. En géométrie euclidienne, la distance entre deux points (x, y, z) et
(x+dx, y+dy, z+dz) s’exprime par ds2 = dx2 +dy2 +dz2, d’après le théorème de Pythagore.
Les transformations de l’espace qui laissent invariante cette manière de mesurer les distances
sont les translations et les rotations. De la même manière, les transformations de Lorentz

163



A.3. Principe d’équivalence d’Einstein

qui sont des translations dans l’espace et le temps forment le groupe des transformations de
l’espace-temps qui laissent invariant le carré de l’intervalle de Minkowski. Soit un quadri-
vecteur position X = (ct, x⃗). Alors, la variation élémentaire de deux quadri-vecteurs positions
donne

ds2 = dxµdx
µ (A.13)

= gµνdx
νdxµ (A.14)

ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 (A.15)

où on a gµν est la métrique de Minkowski définie par le diagonale gµν = (1,−1,−1,−1).

A.3 Principe d’équivalence d’Einstein

La force de gravitation a une propriété fondamentale inscrite maintenant dans un principe
appelé "principe d’équivalence", ce qui la distingue des autres forces. Le mouvement de chute
libre des objets est universel, indépendant de la masse et de la composition interne des
objets, à déclaré Galilée. Cela a été prouvé expérimentalement par Einstein et joue un rôle
fondamental dans la formulation du général relativité.

A.3.1 Masse d’inertie et gravitation masse

Il est à noter que deux concepts de masse peuvent être trouvés en physique:
- la masse d’inertie mi qui est le coefficient qui apparaît dans la deuxième loi de Newton.

F = mia. (A.16)

- La masse gravitationnelle (pesante) mg qui est le coefficient qui apparaît dans la loi de
gravitation. C’est la capacité d’un corps qui reste dans l’état.

Fg = mgg. (A.17)

Dans le cas de la relativité restreinte, nous nous intéressons au quadri-vecteur. Nous avons

Pα = muα. (A.18)
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A.3. Principe d’équivalence d’Einstein

Dans tout référentiel inertiel {xα}, nous postulons que loi du relativité dynamique est

dpα

dτ
= maα = fα, (A.19)

où pα est le quadri-vecteur impulsions, τ est le temps propre, uα est le quadri-vecteur vitesses,
aα est le quadri-vecteur accélérations et est fα le quadri-vecteur forces. C’est exactement la
deuxième loi de Newton F = mia. Alors, la masse qui apparaît dans ces deux derniers
rapports est la masse d’inertiel, qui est l’équivalence dans masse de l’énergie au repos d’un
objet E = mic

2. Au contraire, la masse gravitationnelle mg est une notion différente. En
effet, mg est similaire à la charge électrique dans l’électromagnétisme. On peut alors parler
de la charge gravitationnelle. On peut écrire

a = mg

mi

g. (A.20)

Selon Newton, mg

mi
peut être différent d’un objet à l’autre, comme c’est le cas pour dans le

formalisme de l’électromagnétisme q
m

. Expérimentalement, ce n’est pas vrai. Nous notons
que chaque objet placé dans le même champ gravitationnel acquière la même accélération
indépendamment de la masse et son composant interne. Ainsi, on a

mi = mg. (A.21)

A.3.2 Principe d’équivalence faible

Si vraiment mi = mg pour n’importe quel objet, alors nous pouvons éliminer les effets
d’un statique et uniforme champ gravitationnel g, s’il est placé dans un système de référence
uniformément accéléré (référence d’inertiel).

Si mi = mg est vérifié, la relation (A.20) peut être réécrite comme suit

d2x

dt2
= g. (A.22)

Prenons le système de coordonnées t′ = t et x′ = x− 1
2gt

2, nous avons

d2x′

dt′2
= 0. (A.23)

Ainsi, le nouveau référentiel est un référentiel d’inertiel. Dans lequel le mouvement de
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A.3. Principe d’équivalence d’Einstein

Figure A.4 – Le champ de gravité est éliminé pour la référence en chute libre.

chaque objet est extrémité uniforme rectiligne et dans laquelle l’effet de gravitation a disparu.
De cette façon, on obtient un lien intéressant entre le principe d’équivalence et principe
l’inertie. Inversement, on peut dire qu’un champ gravitationnel statique et uniforme g est
équivalent à un référentiel accéléré dans le vide comme on montre dans la figure suivante

Figure A.5 – Le champ gravitationnel est équivalent à un référentiel d’accélération dans le vide.

Chaque champ gravitationnel peut être considéré comme statique et uniforme dans une
très petite zone d’espace et une durée de temps, c’est-à-dire un petit voisinage d’espace-
temps. Enfin, nous sommes amenés à établir le principe d’équivalence faible.
Principe d’équivalence faible: Dans tous les cas d’espace-temps et pour tout domaine gravi-
tationnel arbitraire, nous pouvons choisir un cadre de référence appelé local inertiel tel que,
dans le voisinage de l’événement considéré, le mouvement libre de chaque objet peut être
rectiligne et uniforme.

166



A.4. Force gravitationnel

A.3.3 Principe d’équivalence d’Einstein

Dans le principe d’équivalence faible (Weak equivalence princile), nous avons vu que
(A.23) est vrai pour tous les objets. Cela signifie que les différents énergies (énergie de masse,
énergie cinétique, etc.) contribuent séparément dans le même pour mi et mg. Cependant,
puisque ces énergies différentes sont bien décrites par la relativité restreint, Einstein a postulé
que la relativité restreint reste valable tout les référentiels localement inertiels comme en
l’absence de gravité.

Principe d’équivalence d’Einstein: Dans la référence localement inertielle du (WEP), tout
loi (non gravitationnelle) de la nature a la même chose que pour relativité restreinte.

Par exemple, les équations de Maxwell, le modèle standard et toutes les lois non gra-
vitationnelles la physique restent valable dans les référence d’inerties locales. Le WEP est
probablement équivalent, pour chaque théorie de la gravitation, à l’EEP.

A.4 Force gravitationnel

A.4.1 Référence d’inertie locale

Selon le principale d’équivalence d’Einstein au voisinage de chaque événement P, il devrait
exister un référentiel localement inerte {xα} où les lois de la physique en P sont celles de la
relativité restreint(RR). Particulièrement, l’intervalle de la relativité restreint au point P et
pour les coordonnées du système {xα} est donné par:

ds2|p = gαβdX
αdXβ (A.24)

où gαβ est la métrique de Minkowski au voisinage de P. L’intervalle s’écrit sous la forme

ds2 = GαβdX
αdXβ, (A.25)

où Gαβ est la métrique définie au voisinage de P. Ce dernier admet un développement de
Taylor suivant

Gαβ(X) = ηαβ + 1
2
∂2Gαβ

∂Xγ∂Xδ
|p ∆Xγ∆Xδ + Θ(∆X3), (A.26)

où ∆Xγ = Xγ − Xγ|p est la différence entre les coordonnées du point considéré et le
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point P. Ainsi, nous avons
Gαβ|p = ηαβ et

∂Gαβ

∂Xγ
|p = 0. (A.27)

La matrice Gαβ(X) est la fonction du produit symétrique différentiel dXγdXγ. Ça peut
toujours être choisi symétrique Gαβ = Gβα, Alors il a dix composantes. L’équation (A.26)
et (A.27) donnent une formulation mathématique précis du cadre de référence localement
inertiel et ainsi de EEP. C’est une référence qui diffère de celle inertielle par le terme de
seconde ordre dans la distance d’un certain événement. La référence sera être définie comme
une inertie globale.

A.4.2 Équation de géodésique

Dans un référentiel localement inertie {Xα} définie au voisinage de P. Les effet de gra-
vitation disparaît légèrement. Pour dériver de l’expression du force gravitation dans P, nous
considérons un référentiel qui n’est pas localement inertiel dans P. Nous introduisons un
référentiel arbitraire note {xµ}, définie globalement dans l’espace-temps et reliée à {Xα} par
une transformation de coordonnées inversible xµ = xµ(Xα). Considérons maintenant une
particule dans un référentiel d’inertie locale {Xα}. Cette particule est située dans ce point
P et ne soumis aucune force.
Ainsi, son mouvement libre est décrit par

dXα

dτ 2 = 0, (A.28)

où τ est le temps propre que nous utilisons pour les particules massives (ds2 = −c2dτ 2).
Quand on passe à la référence arbitraire {xµ}, nous avons par transformation de coordonnées

d2Xα

dτ 2 = 0 = d

dτ
(∂X

α

∂xµ
dxµ

dτ
) (A.29)

= ∂Xα

∂xµ
d2xµ

dτ 2 + ∂2Xα

∂xµ∂xν
dxµ

dτ

dxν

dτ
. (A.30)

En multiple par ∂xλ

∂Xα
, on trouve l’équation de géodésique:

∂xλ

∂Xα

∂Xα

∂Xµ
= δλµ.
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d2xµ

dτ 2 +⊤λµν
dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0, (A.31)

où on a utilisé
⊤λµν = ∂xλ

∂Xα

∂2Xα

∂xµxν
. (A.32)

⊤µνρ est appelé symbole de Christoffel décrivant la courbure espace-temps vérifiant ⊤λµν =
⊤λµν . L’équation (A.31) et (A.32) décrivent le mouvement des particules dans la référence
arbitraire {xµ}.

Ainsi, le terme ajouté dans (A.31) qui ressemble à un terme d’accélération inertielle peut
être interprété comme le terme opposé d’une force de gravitation ou l’opposé d’un champ de
gravitation.

A.4.3 Tenseur métrique

Les équations (A.31) et (A.32) présentent l’inconvénient d’appel une référence intermé-
diaire système qui est localement inertiel. Maintenant, nous devons réécrire ces équations
en fonction d’une quantité physique caractérisée la référence ferme {xµ}. Cette quantité
s’appelle le tenseur métrique. Dans le cadre de référence {xµ}, l’équation (A.25) est donnée
par

ds2 = Gαβ
(X)dXαdXβ (A.33)

= Gαβ
(X)∂X

α

∂xµ
∂Xβ

∂xν
dxµdxν (A.34)

= gµνdx
µdxν . (A.35)

Ainsi, on a

gµν = Gαβ(X)∂X
α

∂xµ
∂Xβ

∂xν
. (A.36)

gµν est le tenseur métrique. C’est la quantité qui décrit le champ gravitation. Comme il
s’agit d’une métrique symétrique, il comporte dix composants indépendants. En plus, nous
allons montrer qu’il peut être vu comme une généralisation de la potentiel gravitationnel
newtonienne.

Le tenseur donné en (A.36) et ses dérivés peuvent être calculés au point P autour de
pour lequel la référence localement inertielle {Xα} est définie en utilisant le développement
de Taylor (A.26). Tout d’abord, nous avons
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gµν |p = ∂Xα

∂xµ
∂Xβ

∂xν
ηαβ. (A.37)

D’après le théorème de Sylvester, le nombre de valeurs propres positives et négatives de
(A.37) est le même que, ce qui signifie trois valeurs propres positives et une valeur propre
négative. De plus, la signature est la même que ce qui est (−,+,+,+) et detgµν = g < 0.

Pour la dérivée du tenseur métrique ∂σgµν = ∂gµν

∂xσ , nous utilisons la relation (A.30)

∂σgµν |P = ∂

∂xσ
(∂X

α

∂xµ
∂Xβ

∂xν
ηαβ) (A.38)

= ( ∂2Xα

∂xµ∂xσ
∂Xβ

∂xν
+ ∂Xα

∂xµ
∂2Xβ

∂xν∂xσ
)ηαβ (A.39)

= (Γσµλ + Γρλν)ηρν . (A.40)

À partir cette relation, nous pouvons lier ⊤µνρ à g. En réalité, à partir (A.37) et (A.40) nous
pouvons montrer facilement que

gρσ(∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν)|P = 2 ∂x
ρ

∂Xα

∂2Xα

∂xµ∂xν
. (A.41)

gρσ est l’univers de la matrice gρσ avec gρσgρσ=δσν . Cette dernière est donnée par

gρσ|P = ∂xρ

∂Xδ

∂xγ

∂xγ
ηδγ. (A.42)

Finalement, le symbole de Christoffel est donné par

⊤µνρ = 1
2g

ρσ(∂µgµσ + ∂νgµσ − ∂σgµν). (A.43)

C’est l’équation géodésique qui décrit le chemin de l’extremum dans une courbe espace.

A.4.4 Composent des vitesses et des accélérations

Considérons une particule ordinaire de masse positive en chute libre dans un champ de
gravitation. Ses quatre vitesses sont définies comme

vµ = dxµ

dτ
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où on a utilisé

dτ 2 = − 1
c2ds

2 = 1
c2 gµνdx

µdxν . (A.44)

En général, les quatre composantes d’accélération ne sont pas égales à la dérivée de quatre
composante du vitesses au temps propre. Selon le le principe d’équivalence d’Einstein, le
champ gravitationnel est localement équivalent au champ d’inertie accéléré. Ils devraient
donc exister dans la définition de l’accélération. La définition correcte dans la relativité
générale est

aµ = dvµ

dτ
vνvρ. (A.45)

Alors l’équation géodésique (A.31) peut être écrite simplement sous la forme suivant: aµ = 0.
L’équation géodésique représentant le mouvement d’une particule libre dans l’espace-temps
se traduit par équation. D’une certaine manière, le principe de relativité a été généralisé
dans toutes les références: Le mouvement de chaque corps libre, non soumis à aucune forces
externes, mais à des accélérations inertielles représentant l’effet de gravitation, est un mou-
vement accéléré. C’est l’origine historique du nom de la relativité générale.

A.4.5 Constante de cosmologie

La constante cosmologique est un paramètre ajouté par Einstein en février 1917 à ses
équations de la relativité générale (1915).
Après la découverte en 1929 du décalage vers le rouge par Edwin Hubble impliquant un
univers en expansion, Albert Einstein revient sur l’introduction de la constante cosmologique,
la qualifiant de « plus grande bêtise de sa vie » (en tout cas d’après G. Gamow. Dans
son autobiographie publiée en 1970). Néanmoins des découvertes récentes durant les années
1990, traitant des problèmes tels que l’énergie du vide, la théorie quantique des champs ou
l’accélération de l’expansion de l’univers ont provoqué un regain d’intérêt pour ce paramètre,
qui est par ailleurs compatible avec l’ensemble de la théorie de la relativité générale.

La constante cosmologique est notée Λ. Elle a la dimension d’une courbure de l’espace, en
m−2. Depuis les années 1990, les développements de la cosmologie ont montré que l’univers
est en expansion.
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ANNEXE B

Équations de mouvement des champs physiques

L’étude des forces s’appuie sur la notion de champ, fonction de l’espace-temps. Les ex-
citations minimales du champ peuvent étre considérés comme des particules. Dans cette
partie, nous allons nous intéresser à la description classique et quantique des champs sans
interactions (champs relativistes libres).

B.1 Formalisme vectoriel de l’espace-temps

La relativité restreinte postule que l’espace physique est un nouvel espace à quatre di-
mensions

4 = 1 + 3.

Dans cet espace, la position d’un objet possède quatre coordonnées appelées: quadrivecteur

x =
(
x0, x1, x2, x3

)
, (B.1)

= (ct, x, y, z) ,

= xµ

où l’indice µ prend les veleurs µ = 0, 1, 2, 3.
Remarques
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1. Les coordonnées ayant l’indice en haut sont dites: coordonnées contravariantes.

2. Les coordonnées covariantes possèdent un indice en bas.

X0 = X0, X i = −Xi i = 1, 2, 3.

3. Le produit scalaire entre deux quadrivecteurs X et Y est donné par

X.Y = XµYµ = XµY
µ = X0Y0 −

−→
X
−→
Y = X0Y0 −XiYi. (B.2)

4. Le produit scalaire est un invariant de Lorentz.

5. La variation d’intervalle est
ds2 = ηµνdx

µdxν , (B.3)

où ηµν est la métrique de l’espace de Minkowski. Sous la forme matricielle, elle s’ex-
prime comme suit

gij =



1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 . (B.4)

6. Les opérateurs quadrivectoriels sont

∂µ = (∂0, ∂1, ∂2, ∂3) =
(
∂

∂t
,
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
, c = 1,

=
(
∂t,
−→
∇
)
, (B.5)

où on a utilisé
∂µ = ∂

∂xµ
, ∂µ = ∂

∂xµ
. (B.6)

7. On écrit
∂µ∂

µ = ∂

∂t2
−∆ = □ (B.7)

8. Le quadrivecteur énergie-impulsion s’écrit

P µ = (E,−→p ) c = 1. (B.8)
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B.2 Théorie classique des champs

B.2.1 Champ

En physique, la notion de champ apparaît comme une généralisation du concept de co-
ordonnées. En mécanique classique, on rappelle qu’un état est caractérisé par sa position qi

et son moment conjugué pi. On écrit

état ≡ (qi, pi) i = 1, . . . (B.9)

Par suite, le champ est considéré comme extension de la variable spatial qi

qi(t) −→ ϕ(t,−→x ).

C’est un objet défini en tout point de l’espace. On note le passage suivant

Mécanique classique −→ Théorie classique des champs

qi(t) −→ ϕ(t,−→x )

indice discret −→ indice contenu.

En exploitant le formalisme précédent, on utilise la notation suivante

ϕ(t,−→x ) ≡ ϕ(xµ) ≡ ϕ(x). (B.10)

Remarques

1. On peut traiter plusieurs types de champs
— scalaires
— vectoriels
— spinoriels (Dirac)
— tenseurs.

2. Il faut considérer toutes les dérivées partielles ∂µϕ.
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B.2.2 Action et équation d’Euler-Lagrange

Chaque champ est décrit par une densité lagrangienne L. Cette dernière est une fonction
de ϕ et ∂µϕ. En effet, on écrit

L = L(ϕ, ∂µϕ). (B.11)

Dans ce cas, le lagrangien est
L =

∫
d3xL(ϕ, ∂µϕ). (B.12)

À partir de la densité lagrangienne L, on peut définir une action

S =
∫
L(ϕ, ∂µϕ)d4x, (B.13)

où on a utilisé
d4x = dtd3x. (B.14)

L’invariance de cette action produit l’équation d’Euler-Lagrange

∂L
∂ϕ
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)

)
= 0. (B.15)

Remarques

1. Comme en mécanique ordinaire, on peut définir le moment conjugué Π(x) par

Π(x) = ∂L
∂(∂0ϕ) . (B.16)

2. Cette quantité remplace le moment conjugué de qi.

3. En physique classique, on a les crochet de Poisson

{ϕ(t,−→x ), ϕ(t,−→y )} = {Π(t,−→x ),Π(t,−→y )} = 0, (B.17)

{ϕ(t,−→x ),Π(t,−→y )} = δ3 (−→x −−→y ) , (B.18)

où on a utilisé x0 = t.

4. On a une quantité conservée dite tenseur-énergie-impulsion associée au champ ϕ

Tµν = ∂L
∂(∂µϕ)∂

νϕ− L, ∂µT
µν = 0, (B.19)
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où la composante T 00 représente l’énergie totale du système.

B.3 Équations de mouvement

B.3.1 Équation de Klein-Gordon

On considère un champ scalaire réel libre ϕ (de spin zéro) de masse m. L’action décrivant
la dynamique de ϕ est

S =
∫
d4x

(1
2η

µν∂µϕ∂νϕ−
1
2m

2ϕ2
)
. (B.20)

Le dernier terme de masse peut s’interpréter comme une énergie potentielle. En utilisant
l’équation d’Euler Lagrange, on trouve

∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)

)
= ∂µ∂

µϕ (B.21)

∂L
∂ϕ

= −m2ϕ, (B.22)

produisant l’équation de mouvement

∂µ∂
µϕ+m2ϕ = 0. (B.23)

Cette équation possède deux solutions possibles

ϕ(x) = Ake
−i(Ekt−

−→
k −→x ), (B.24)

ϕ(x) = Bke
−i(−Ekt−

−→
k −→x ), (B.25)

où on a utilisé Ek =
√
k2 +m2.

B.3.2 Champ de Dirac

On considère un champ de Dirac sans interaction (libre). L’action correspondante s’écrit
comme suit

L = iψγµ∂
µψ −mψψ, ℏ = c = 1. (B.26)
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où γµ sont les matrices de Dirac vérifiant

{γµ, γν} = 2gµν . (B.27)

La solution simple de ces matrices est

γ0 =
 I2 O2

O2 −I2

 , γi =
 O2 σi

−σi O2

 . (B.28)

I2 est la matrice identité 2× 2 , O indique une matrice nulle 2× 2. En revanche, σi sont les
matrices de Pauli.
Remarques

1. Les champs indépendants sont ψ et ψ.

2. L’action est un scalaire de Lorentz.

En utilisant l’équation d’Euler-Lagrange, on obtient l’équation de Dirac suivante

(iγµ∂µ −m)ψ = 0. (B.29)

B.3.3 Champ vectoriel

On considère un champ vectoriel Aµ correspondant à une particule de spin 1. Pour un
champ non-massif, la densité lagrangienne s’exprime comme suit

L = −1
4FµνF

µν , (B.30)

où Fµν est le tenseur antisymétrique (de Maxwell)

Fµν = −Fνµ, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (B.31)

En appliquant l’équation d’Euler -Lagrange, on obtient l’équation de mouvement

∂µF
µν = 0, (B.32)

produisant les équations de Maxwell. Finalement, on donne la classification suivante repré-
sentant les champs libres

177



B.4. Champs quantiques libres

Champ Spin Particule Lagrangien

Scalaire ϕ(x) 0 Bosons de Higgs L = 1
2η

µν∂µϕ∂νϕ− 1
2m

2ϕ2

Spineur ψ(x) 1
2 quarks et leptons L = ψ (iγµ∂µ −m)ψ

Vecteur Aµ(x) 1 γ, Z0,W±, gluons L = −1
4FµνF

µν

B.4 Champs quantiques libres

Pour élaborer une théorie quantique des champs, les relations de la mécanique quantique
devraient être modifiées

[
X i, P j

]
= iδij −→ [ϕ(x, t),Π(y, t)] = iδ(x− y), (B.33)[

X i, Xj
]

= 0 −→ [ϕ(x, t), ϕ(y, t)] = 0, (B.34)[
P i, P j

]
= 0 −→ [Π(x, t),Π(y, t)] = 0. (B.35)

À partir de ces relations, on peut montrer que les fonctions d’ondes deviennent des opérateurs

ϕ(x, t) −→ opérateur.

En utilisant les propriétés de la fonction de Dirac, on peut démontrer que les champs quan-
tiques (scalaires,. . .) peuvent être interprétés comme une distribution continue des opérateurs
création et annihilation.
Exemple
On considère un champ scalaire de spin 0. En résolvant l’équation de Klein-Gordon, ϕ peut
s’exprimer comme suit

ϕ(x) = 1
(2π) 3

2

∫
d3k

1√
2Ek

(
ake

−ikx + a+
k e

ikx
)
, (B.36)

où on a [
ak, a

+
k′

]
= δ(k − k′). (B.37)
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Remarques

1. La quantification du champ vectoriel se fait de façon similaire en utilisant trois com-
posantes.

2. Pour un spineur, il faut introduire la notion d’hélicité associée à la valeur de spin.
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Résumé

Dans ce travail doctoral, nous discutons l’inflation cosmologique, qui est une phase d’accélération de l’expansion de
l’univers. Cette dernière est considérée comme une réponse aux problèmes du modèle standard de la cosmologie
permettant certaines production perturbatives aux grandes échelles sur les fonds diffus cosmologique (Cosmic Mi-
crowave Background (CMB)). Particulièrement, nous étudions les modèles cosmologiques d’inflation à partir de la
physique des branes en se basant sur le scénario de Randall-Sundrum. Précisément, nous calculons les paramètres
observables associés, y compris ceux de la perturbation. Pour ce faire, nous examinons d’abord le modèle standard
inflationnaire en calculant les quantités cosmologiques correspondantes à des potentiels scalaires connus. Ensuite,
nous proposons des modèles dans le cadre de la théorie des supercordes type IIB en présence des de D3-branes.
Concrètement, nous traitons certains potentiels avec un seul champ scalaire inspirés par la dite théorie. Dans ce
contexte, nous présentons une étude détaillée concernant le potentiel logarithmique et le potentiel tachyonique in-
flationnaire des cordes ouvertes (OSTI). En présence de la tension de D3-brane, nous fournissons des contraintes
sur le champ scalaire produisant des modèles inflationnaires compatibles avec les résultats de Planck. Après, nous
étudions la phase de réchauffage de ces deux modèles. En effet, nous observons que la température de réchauffage
dépend des formes du potentiel scalaire. Entre autres, nous trouvons que l’OSTI génère de petites températures, sup-
portées par les échelles la théorie de grande unification (GUT). Finalement, nous investigations le comportement
cosmologique du modèle inflationnaire branaire de Starobinsky. Concrètement, nous découvrons que l’indice spec-
tral et le rapport tenseur-scalaire sont en bon accord avec les données observationnelles de Planck et BICEP/Keck. En
faisant varier les valeurs de la masse de Planck à cinq dimensions M5p , nous examinons le comportement thermique
correspondant. Plus précisément, nous calculons et analysons les paramètres cosmologiques de réchauffement. Pour
une valeur spécifique de la tension de la D3-brane, nous fournissons de bonnes prédictions des quantités impliquées.
En prenant M5p = 1012 TeV, nous obtenons des températures acceptables de réchauffement.

Mots-clés : Inflation, Réchauffement, Physique des Branes, Formalisme Randall-Sundrum, Cosmologie, Théorie
des cordes, Théorie de Gauss-Bonnet, Potentiel de Starobinsky, Théorie-M.

Abstract

In this doctoral thesis, we discuss cosmological inflation, which is a phase of acceleration of the expansion of the
universe. The latter is considered as an answer to the problems of the standard model of cosmology allowing certain
cosmological productions at large scales on the Cosmic Microwave Background (CMB). In particular, we study cos-
mological inflation models from brane physics based on the Randall-Sundrum scenario. Precisely, we calculate the
corresponding observable parameters, including the ones associated with the perturbation. To do so, we first examine
the standard inflationary model by computing the cosmological quantities corresponding to known scalar potentials.
Then, we propose models within type IIB superstring theory with D3-branes. In particular, we deal with certain po-
tentials with a single scalar field inspired by such a theory. In this context, we present a detailed study concerning the
logarithmic potential and the open string inflationary tachyonic potential (OSTI). Turning on the the D3-brane effect
via its tension, we provide constraints on the scalar field producing inflationary models consistent with Planck’s re-
sults. Next, we study the reheating phase of such two models. Specifically, we observe that the reheating temperature
depends on the scalar potential forms. Among others, we find that OSTI generates small temperatures, supported by
Grand Unification Theory (GUT) scales. Finally, we investigate the cosmological behaviors of Starobinsky inflationary
brane model. Concretely, we find that the spectral index and the tensor-scalar ratio are in good agreement with the
observational data of Planck and BICEP/Keck. Varying the five dimensional Planck Mass M5p , we inspect the corres-
ponding thermal behavior. More precisely, we compute and analyze the cosmological parameters of such a thermal
phase. For a specific value of the D3-brane tension, we provide good predictions of the involved quantities. Taking
M5p = 1012 TeV, we obtain acceptable reheating temperatures.

Keywords : Inflation, Reheating, Brane Physics, Randall-Sundrum Formalism, Cosmology, String theory, Gauss-
Bonnet Theory, Starobinsky Potential, M-Theory.
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