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Résumé de la thése

La présente thése porte sur deux questions principales qui s’inscrivent dans le domaine mathématique
de I’analyse des équations aux dérivées particlles. Ce domaine a pour objet d’établir des liens avec des
situations provenant du monde réel. Plus précisément nous nous sommes intéressés a une classe de
problémes elliptiques avec condition de Neumann au bord. Cette thése se présente sous forme de deux
parties qui ne peuvent pas étre lues indépendamment 1’une de ’autre, ces deux parties sont précédées d’une
introduction générale et du chapitre 1 dans lequel nous donnons un bref rappel des différents outils dont
nous faisons un usage fréquent dans les autres chapitres.

» Dans la premiére partie, nous avons traité la premiére question principale, c’est ’existence des
courbes propres du p -Laplacien avec poids. Ainsi on a démontré I’existence des solutions non
triviales de certains problemes associés a une équation de type

—Au=f(x,a,u) dans Q,
8u =0 sur 0Q,
81/

ot f(x,a,u)=(am(x)+B(a)m,(x))|u|’?uavec m,m, e L*(Q), en supposant m, change de signe sur Q
et J'm1 <0 et ianess m, >0. En outre, nous avons étudié certaines propriétés de ces courbes.

» Dans la deuxiéme partie on trouve la réponse de la seconde question principale de ce travail, c’est
I’étude du probléme de non-résonance, cette partie est organisée en deux chapitres, dans le chapitre
4, on traite la question de non-résonance sous la courbe propre principale de —A , c’est a dire nous

avons prouvé un résultat d’existence pour le probléme suivant pour tout h e L* ()

—-Au=f (X,a,u) dans Q,
8_u:0 sur 0Q,
ov

ot f (X,,u)=am(x)|ul”?u+m,(x)g(u)+h, avec g:R—>R continue, en se basant sur une approche
qui repose sur la notion de degré de Laury-Schauder. Dans le chapitre 5 on traite la question de non-
résonance entre les deux premiéres courbes de p-Laplacien avec poids mais ici seulement dans le cas
linéaire p=2.

Mots clés : Opérateur p -Laplacien, valeur propre, courbe propre, probleme de Neumann, probléme
elliptique, non-résonance.

Centre d’Etudes Doctorales Sciences et Techniques de I’Ingénieur
Faculté des Sciences et Techniques - Fés ; Route d’Immouzer, B.P.2202 Fés-, Maroc —
Tél.:(212)5356080 14 ; Tél.: (212) 535602953 ; Fax:(212)535608214; Site web : www.fst-usmba.ac.ma



UNIVERSITE SIDI MOHAMED BEN ABDELLAH
FACULTE DES SCIENCES ET TECHNIQUES - FES

Centre d’Etudes Doctorales : Sciences et Techniques de 'Ingénieur

THESE

Pour 'obtention du
Doctorat En Mathématiques
FD : Mathématiques et Applications

Spécialité : Equations aux Dérivées Partielles

Présentée par

Ahmed SANHAJI

Sous la direction du Pr. Ahmed DAKKAK
Intitulée

COURBES PROPRES ET APPLICATION A
LETUDE DE NON-RESONANCE SUR LE
POTENTIEL POUR DES PROBLEMES
ELLIPTIQUES DE NEUMANN

Soutenue le 24 juillet 2019

Devant le jury composé de :

Président : Pr. Azzedine EL BARAKA Faculté des Sciences et Techniques de Feés
Rapporteurs :  Pr. Mohammed HADDA ENAM Meknes
Pr. Youssef AKDIM Faculté des Sciences Dhar El Mehraz de Feés
Pr. Mimoun MOUSSAOUI CRMEF de Taza

Examinateurs : Pr.Soumia LALAOUI RHALI Faculté Polydisciplinaire de Taza
Pr. Abdelhai ELAZZOUZI Faculté Polydisciplinaire de Taza

Directeur : Pr. Ahmed DAKKAK Faculté Polydisciplinaire de Taza






Je dédie ce modeste travail a l'esprit
de ma mere, décédee le 08 juillet 2018.

A mon pere et a toute ma famille

surtout a ma petite fille Sara.

A tous ceux qui ont fait des sacrifices

pour m'offrir les conditions propices

a ma reussite.



REMERCIEMENTS

Tout d’abord, je tiens a remercier mon directeur de these le professeur Ahmed
DAKKAK, pour m'avoir fait confiance, et d'avoir accepté de diriger cette theése. Merci
a lui pour sa générosité : il m'a partagé ses connaissances et ses idées mathématiques,
pour sa gentillesse et sa patience, il a consacré beaucoup du temps a discuter avec moi
et a corriger mes textes mathématiques et non mathématiques. Je le remercie aussi pour
ses qualités pédagogiques et hummaines . C'est un grand honneur d’avoir pu travailler

avec lui.

Je tiens a remercier tres vivement le professeur Azzeddine EL BARAKA qui me fait

I’honneur de présider le jury de soutenance de cette these.

Je souhaite remercier les professeurs Mohammed HADDA, Youssef AKDIM et
Mimoun MOUSSAOUI, d’avoir accepté d'étre les rapporteurs de ce manuscrit de these.
Merci pour leur lecture rigoureuse, leurs remarques et leurs conseils donnés pour
lamélioration de ce manuscrit. C'est un honneur pour moi qu'ils aient pris le temps
de lire avec attention mon travail et de me faire part de leurs avis de spécialistes sur
celui-ci. Je voudrais exprimer aussi mes sinceres remerciements aux professeurs Soumia
LALAOUI RHALI et Abdelhai ELAZZOUZI qui ont examiné ce travail de these et qui

ont accepté de faire partie de mon jury.

Je remercie toute ma famille qui n'a jamais cessé de me soutenir. Je dois également
adresser ici un grand merci a mes collegues et amis doctorants qui m'auront soutenu

tout au long de ma these.

Merci a toute l'équipe du laboratoire des sciences et de lingénieur a faculté

polydisciplinaire de Taza.

A. SANHA]JI



TABLE DES MATIERES

Intr ion Génér 6
(1 Rappels et généralités| 19
(1.1 EspacesFonctionnels| . ... ........................... 19
1.1.1 Espacesdelebesgue|. .. ... ... ... ... .. ... ... ...... 20

1.1.2 EspacesdeSobolev|. ... ... ... ... ... .. ... ........ 20

1.1.3 Injections de Sobolev, Inégalité de Poincaré| . . . ... ... ... .. 22

1.1.4 Notion de trace et formule d'intégration par parties| . ... ... .. 23

1.2 Opérateur p-Laplacien, solutions d'un probleme elliptique de Neumann.| 24

1.3 Opérateurs monotones et propriétés du p-Laplacien.|. . . . . .. ... .. 25

1.4 OpérateursdeNemytskiil . . .. ... ...................... 27

1.5 Genreetcogenre.. . .. ... ... ... ... ... ... 29
I-ITS Degrétopologique.|. . . . . . .. ... ... .. L 30
1.6.1 Degrétopologiquede Brouwer| . . . . ... ... ............ 30

1.6.2 Degré topologique de Leray-Schauder] . . ... ... ......... 31

1.7 Estimation L*°, régularité des solutions et principe de maximum.| . . . . 32
1.8 Alternativede Fredholml . . .. ......................... 33

I Existence des Courbes Propres pour Certains Problémes |

lliptiques de Neumann| 35
[2 _Existence des courbes propres| 36
[2.1 Existence des courbes propres: Casabstrait| . . . . ............. 36
2.1.1 Introduction ala Théorie de Ljusternik-Schnirelmann| . . . . . . .. 37

2.1.2 Définition des courbes propres, énoncé du résultat principal |

[ d’existencel. . . . . . ... 39

3 Existence des courbes propres du p-Laplacien avec poids indéfinis pour un |
| probleme de Neumann| 42
[3.1 Rappel sur le spectre du p-Laplacien avec poids, définition et proprietés 43
B.1.1 Le spectre du p-Laplacien avec poids pour un probleme de |

[ Neumannl . . .. ... ... ittt e 43




[3.1.2 Spectre du p-Laplacien avec poids pour un probléme de |

[ Neumann : Cas unidimensionnell . ... ... ... .......... 48
[3.2 Existence de la courbe propre principale du p-Laplacien avec poids |
[ indéfinis| . . . . . .. ... 50
[3.3 Existence de la seconde courbe propre du p-Laplacien avec poids |
[ indéfinis|. . . .. .. ... ... 57
[3.4 Courbes propres du p-Laplacien avec poids indéfinis en dimension un|. 62
3.4.1 Existence des courbes propres du p-Laplacien avec poids |

[ indéfinisendimensionunf. . . . . .. ... ..o 64
3.4.2 La caractérisation variationnelle des courbes propres %, avec n > 2| 67

3.4.3 La caractérisation variationnelle de la courbe propre principale 6, 71

3.4.4 La concavité et la différentiabilité de la courbe propre principale 63| 74

3.4.5 Comportement asymptotiquede 6, . . ... ... . ... ...... 76

11 Etude de Non-Résonance pour Certains Problemes Elliptiques |

ide Neumann| 79
|4 Non-résonance sous la courbe propre principale| 80
4.1 Non-résonance sous la premiere valeur propref. . . . . ... ... ... .. 81

4.2 Caspossibles| . . .. ... ... ... . . ... . . . . 81
4.2.1 Probleme homotopique] . . . ... ... .. .. ... ... ...... 84

4.2.2 Résultat principal et lemmes techniques| . . . . . ... ... ..... 86

4.2.3 Preuve durésultatprincipal . . . . ... ... ... ... .. ...... 92

{4.3 Non-résonance sous la courbe propre principale| . . . .. ... ... ... 96

[> Non-résonance entre les deux premieres courbes propres| 99
[5.1 Non-résonance entre les deux premieres valeurs propres.] . . . . . . ... 100
5.1.1 Enoncé du résultat principal et lemmes téchniques| . . .. ... .. 100

[5.1.2 Preuvedurésultatprincipal] . ... ................... 109

[5.2 Non-résonance entre les deux premieres courbes propres.|. . . . . . . .. 113

Bibliographie|

115



LISTE DES NOTATIONS

R Ensemble des nombres réels
Q Domaine borné de RY

0Q Frontiere topologique de Q
x=(x1,"-+,%xN) Point de RN

dx=dxydxy---dxy Mesure de Lebesgue sur 0Q2

p>1 Exposant de Lebesgue

p'>1 Exposant conjugé de p vérifiant 1 + % =1

do Mesure superficielle sur 0Q

v vecteur directeur de la normale extérieure a 0Q2

v* v = max(0, v)

v v =max(0,—-v)

Vv Gradient de v défini par Vvdif (aa—;, ’5071;\7)

-Apv p — Laplacien de vdéfini par —A,v def —div(|Vv|P?Vv)
An(m) n'®m¢ valeur propre du p — Laplacien avec poids m

X Espace de Banach arbitraire

X Dual topologique de I'espace de Banach X

€ (Q) Ensemble des fonctions continues sur Q

€% (Q) Ensemble des fonctions de € (Q) @ — Holderiennes, avec0 < a < 1; i.e.



(gl,a(ﬁ)

D(Q)
D'(Q)
LP(Q)
L*®(Q)
whP(Q)
W, P ()
wtr' Q)
vl
vl
v,

3P Q)

“F” w-Lpr' [(®)

¢ @) Y

{ve‘g(ﬁ)lEIC>0; Vx,yeQ, lv(x) - v(y)l < |x—y|“}

Ensemble des fonctions de €' (Q) @ — Holderiennes, avec0 < a < 1; i.e.

€L (Q) dif{ue%l(ﬁn Vie{l,---,

i

Ny, OV %O'“(ﬁ)}
0x

Ensemble des fonctions de class ¢°° a support compact dans Q

Espace des distributions sur Q

Espace de Lebesgue sur Q2 d’exposant p

Espace de Lebesgue sur Q2 d’exposant co

Espace de Sobolev sur Q2 d’exposant p

Adhérence de D(Q) dans W?(Q) pour la norme |.| WLp(Q)

Dual topologique de WO1 P

Norme de v sur L”(Q) définie par ||v||p = (f Ivlpdx)

Norme de v sur WhP(Q) deﬁmeparllvlllp = (||v||p+||Vv|| )

Norme de v sur W, p(Q) définie par || v||

. ”(Q)

= IIVVIIp
def

Norme de Fsur W~ "7 (Q) définie par || F|| Wl = Mmax

Otl(f(),...,

fv) e (@ @)V

=

{Ifill ;,0<i<N}



INTRODUCTION GENERALE

L'étude d'un phénoméne physique du monde réel est basée sur les lois de la
physique (mécanique, thermodynamique, électromgnétisme, ect.). L'application de
ces lois est alors amenée généralement a un bilan qui se modélise par une équation
différentielle ordinaire ou par une équation aux dérivées partielles (EDP).

Tout au long de cette these nous allons traiter quelques équations aux dérivées

partielles faisant intervenir I'opérateur p—Laplacien, noté —A, et définit par :
-Apu= —div(Vu|’*Vu

qui est un opérateur elliptique non-linéaire lorsque p # 2.
Lopérateur p-Laplacien, apparait naturellement dans la modélisation de
nombreux problemes en sciences expérimentales : problemes de réaction-diffusion
non-linéaires, dynamique des populations, écoulements de fluides non-newtoniens,
membrane élastique non-linéaire fixiée sur le bord 0Q2 d'un domaine Q [8]. En
particulier M.C. Pélissier dans [50] modélise I’écoulement des glaciers de montagne
par des équations aux dérivées partielles faisant intervenir 'opérateur —A,. Elle
justifie sa présence par le fait que la glace peut-étre considérée comme un fluide
pseudo-plastique et satisfait une loi de déformation non-linéaire.

L'étude des équations aux dérivées partielles fait appel a presque toutes les

branches de I’analyse. C’est pourquoi, on a réservé un chapitre (Rappels et généralités)



dans ce rapport ou1 nous présentons certains rappels des principaux résultats d’analyse
fonctionnelle que nous utiliserons durant ce travail. Egalement I'étude d'une équation
aux dérivées partielles nécessite une définition précise de la notion de solution

cherchée pour I'équation en question.

Par ailleurs, notre objectif dans ce travail est I'étude d'une famille de problémes

elliptiques de Neumann de type

-Apu=f(x,a,u) dans Q (0.0.1)
P 0
Fap.1.0) a—u =0 sur 00 0.0.2)
v



oli @ € R, Q désigne un domaine borné assez régulier de RY, —Apu =
—div(|VulP~2Vu), —A, représente 'opérateur p-Laplacien sur I'espace de Sobolev
whP(Q), x parcourt Q, 0Q est la frontiere de Q et u € whpP(Q), lorsqu’elle existe,
s’appelle solution du probleme. L'équation de ce probléme est une variante des
conditions aux limites, appelée condition de Neumann au bords. on rencontre dans la
littérature d’autres types de conditions comme par exemple la condition de Dirichlet,
conditions périodiques, Mélée (ou mixte), de Robin, de Steklov....
Enfin, f(x,a,u) est une fonction appelée non-linéarité du probleme, souvent
"comparée" a une fonction (p —1)-homogene en s de la forme m(x)|s|P~2s avec m est

une fonction poids.

Avant d’aborder les différentes situations que nous allons envisager pour f tout
au long de ce rapport, il est important de donner la signification d'une solution (ou

solution faible) u de notre probléme, qui se traduit par :

Il existe une fonction u € WP (Q) telle que
f IVulP2Vu.Vwdx = f fx,a,u) wdx Ywe WHP(Q), (0.0.3)
Q Q

on s’appercoit que la condition (0.0.2) est absorbée par la formulation (0.0.3).

A partir de ce bref appercu, on voit bien le role que va jouer la non-linéarité f dans
les perspectives de nos résultats antérieurs.
Avant de s’attaquer au coeur du sujet - et c’est toujours le cas pour I'étude des EDPs
non-linéaires -, on fera recours au cadre fonctionnel pour notre étude qui est I'espace
WLP(Q) (1 < p < +00), c’est un espace de Banach, séparable, uniformément convexe
(donc refléxif) et de dimension infinie. W'P(Q) a la particularité de contenir les
constantes réelles qui représentent ici un atout majeur pour en tirer des informations
sur la localisation - si c’est possible - de la solution (sur et sous-solutions) ou méme
parfois de passer a des troncatures de f en vue de réduire le cotit des hypotheses.
En plus, comparé avec WO1 P (Q), 'espace W'P(Q) contient donc plus de fonctions

tests et la solution cherchée abrite dans un espace plus grand, mais il a I'inconvénient



majeur du manque de I'inégalité de type Poincaré :
lulp = CliVullp. (0.0.4)

. 2 ez . L, e s 21 2 Lp
Une telle inégalité (0.0.4) est toujours vérifiée par les éléments de W,'"(Q2). Entre
un petit avantage et ce grand inconvénient, nous allons installer modéstement nos
résultats, qui tournent autour de deux axes principaux :

Les courbes propres et la résonance.

» Commencons par I’étude des courbes propres, ce qui revient a traiter le probleme

(Pa, p, £,0) dans le cas particulier ou
[ a,u) = (@my (x) + pmy () ulP~u, (0.0.5)

ou my, my sont deux fonctions poids qui vérifient des conditions que nous allons
préciser plus tard; dans cette situation (% j r,q) sera un probleme aux valeurs
propres a deux parametres réels (a, ), et 'ensemble des couples (a, f) qui décrivent
certaines courbes appelées courbes propres, suscite un intérét particulier.

A notre connaissance, la littérature sur les courbes propres propose deux modéles.

Le premier modele consiste a formuler § = ,(a),n = 1 variationnellement via
les arguments de la théorie des points critiques sur les varietés, citons par exemple
quelques reférences dans ce domaine, Mingarilli [46], Fleckinger et Lapidus [34],

Binding et Brown [11], Binding, Brown, Huang et Picard [12] et la liste est longue.

Le second modele est récent et moins populaire que le premier, mais il est
incontournable dans la question du comportement asymptotique des courbes
propres, comme on va le voir par la suite, ce point de vue initialement introduit par
A. Dakkak et M. Hadda [24] et developpé ensuite par A. Dakkak et M. Moussaoui [25],

et puis A. Dakkak et A. Sanhaji [52,/54], repose sur la simple remarque suivante :

Anlamy+pfmy) =1, (0.0.6)

10



o1 A,, est la n®™€ valeur propre du p-Laplacien avec poids donnée par le procédé

d’inf-sup.

Notre point de vue sur les courbes propres peut étre expliqué comme étant un
probleme inverse d'un probléme aux valeurs propres a deux parametres dans le sens
o, pour un réel A > 0 donné on cherche a déterminer une fonction poids m € F» =
vect(my, my) telle que

/ln(m) = A)

ou encore par homogénéité de 1, par rapport au poids,
m
An(;) = 1}
ce qui revient donc a chercher les couples (a, §) € R tels que
Anl@amy + fmyp) =1.

Notre contribution vise en premier lieu a étudier la courbe propre principale du
p-Laplacien avec condition de Neumann, mais contrairement au cas de Dirichlet,
celle-ci révele un sérieux probleme du fait que A,(m) peut s’annuler et donc notre
principe sur les courbes propres ne marche pas dans ce cas; pour y remédier nous
avons suivi les mémes démarches du travail [24], pour cela nous avons mis les

hypotheses suivantes
(A1) : m; change de signe sur Q etf my(x)dx <0,
Q

(A2): igfess my > 0.

Dans notre travail [52], sous les hypotheses (A1) et (A2) on montre le résultat suivant,

pour tout a € R il existe un unique f = B;(a) tel que
M(amy+Bmy) =1

Puis, dans un autre travail [54] ici dans le cas ot N = 1, on donne la caractérisation

11



variationnelle de f; (a) par

flu'lpdx—afmllulpdx
Bi(a)= inf L L

uewbr(n
U0 my|ulP dx
I

ou I = Q (N = 1), puis on montre que cette courbe propre notée ¥ jouie des
propriétés analytiques importantes telles que la différentiabilité et la concavité. Le
contexte de notre article le veut puisqu’on traite toutes les courbes propres cependant

on s’appercoit vite que ses deux derniers résultats sont encore valables pour N = 1.

On montre ensuite, dans le méme travail [54] que si les poids m; et m, vérifient
(Al)et(A2)danslecasotin=1

et

my #0et (A2)dansle cas ol n = 2.

Alors nous avons le comportement asymptotique suivant

. ﬁn(a) my
e lim =-—supess—,
a—+oo a I mz
. ﬁn(a) . nmy
lim = —infess—.
a——-00 ([ Ji mo

ol f,(a) est'unique réel S vérifiant
Anl@my +fmy) =1.

Notons qu’en utilisant la technique de P. A. Binding et Y. X. Huang dans [15] qui

reposant sur la formulation

flu'l”dx—afmllulpdx
Bn(a) = inf max L L ,

Kel'y, uek
" fmzlulpdx
I

oul, = {K c §: Kestsymétrique, compactet y(K) = n} et S est la spheére unité

12



de I'espace WP(I) et y est la fonction genre, nous n'avons pas réussi a étudier ce

comportement asymptotique pour n = 2.

En se basant sur le travail de A. Dakkak et M. Moussaoui [25] nous visons a affaiblir
I’hypothese (A2) sur le poids m; en supposant tout simplement m, > 0 p.p. dans Q, afin
de garantir |'existence de la seconde courbe propre du p-Laplacien; pour cela nous

avons établi que

« Pour tout <0, simes({x e Q:m;(x)>0})#0alors 3a; (B) = A2(m;) tel que

/12(615(,5) my + Bmp) =1.

« Pour tout <0, simes({x e Q:m;(x) <0})#0alors 3a, () < A_p(m) tel que
A2 (ay (B)my+ Bmy) = 1.

De plussi Az (amy + fmy) =1avec f<0alors a = a; (B) ou a = a; (P). Icila technique
untilisée est variationnelle et repose sur le fait que a; () (respectivement a; () estla
seconde valeur propre positive (respectivement négative) de I'opérateur —A, — fmy ],
avec poids m; ou J,(u) = |ulP~2u. Ce qui termine nos contributions sur les courbes

propres.

» Passons maintenant au second volet de ce mémoire qui traite I'étude de
non-résonance moyennant des conditions sur le potentiel de la non-linéarité f, plus
précisément nous nous intéressons a un résultat d’existence pour des problemes de

type (Pq, p, f,0) faisant intervenir une non-linéarité f qui s’écrit sous la forme suivante
fx,a,u) =am;(x)] ulP=2u+ my(x)g(u) + h(x), (0.0.7)

ou my, my sont toujours deux fonctions poids, g une fonction continue de R dans
R et h € L*°(Q2). La méthode employée pour obtenir ce résultat fait appel au degré

de Leray-Schauder. La littérature dans ce domaine est tres riche, et afin de mieux
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placer nos résultats, nous allons citer quelques travaux dédiés aux questions de la
non-résonance, parmis ces travaux on trouve par exemple dans le cas linéaire (p = 2)
et pour un probleme autonome (i.e. m; =0, my = 1) ceux de P. Omari et E Zanolin [47],

ces auteurs ont monté que si les hypotheses suivantes sont satisfaites

a=Ay, k=2, N=1,

A1 —Ar < hminf& <limsup & <0,
s—*o0 § s—*oc0 S

M- A Tmsup % mint =<0
alors le probléeme (2 , r,q) posséde au moins une solution pour tout h € L*(Q)
sachant que G(s) = fsg(t)dt est le potentielde get0=1; <Ay <A3<--- < A — +o0
désigne le spectre deO—A dans H'(Q). 1l semble que la méthode de P. Omari et E Zanolin
ne s’adapte pas au cas ou (k = 1) avec la convention (1y = —o0). Dans [41] J.P. Gossez
et P Omari ont étudié le probleme associé a 'opérateur linéaire —A dans le cas ou
N=1,a=0,m; =0et my =1.Les auteurs ont montré que le probleme admet au moins
une solution u € H'(Q) pour tout h € L*(Q), lorsque la fonction g et son potentiel G

vérifient les hypotheses suivantes

g(R)=R (gestsurjective),

limsup& < A_ et limsup 8 <A,
$§——00 S S§—+00 N
2G 2G

liminf (s) < A_ ou liminf (s) <A,
§——00 S §—+00 S

ol (14, A1) appartient a la courbe principale du spectre de Fucik de —A avec condition
de Neumann au bord (voir [28]).

Ensuite, A. Dakkak et A. Anane se sont focalisé sur le c6té non-autonome (i.e. le poids
my est non constant), ces auteurs ont montré pour un probléeme de type (%, , f,q)
faisant intervenir I'opérateur non-linéaire —A, un résultat d’existence pour tout h €

L*>*(Q), lorsque les hypothéses suivantes sont satisfaites

l<p<+4+oo,N=1,a=A(m)etmy =1,
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m, change de signe surQ et f my <0,
Q

G(s
5o < 0; liminfL <0.
S s—too |s|P

limsup ——
s—too S

Dans le méme travail on trouve un autre résultat d’existence pour un probléme associé

al'opérateur linéaire —A, pour tout h € L' (Q), en considérant les hypotheses suivantes

N =1, a=2,(m;), m; non constantetm, =1,

—c< liminf& <limsup HO) <0
s—+oc0 § s—+oo §

. 2G(s) . 2G(s)
—c<limsup——=0; limsup >
s—too S s—+ooou—co §

<0,

ou c est I'unique réel strictement positif tel que A, (Aym; —¢) = 1.
Récement M. Tanaka dans [56] a repris le méme probléeme en remplacant —A,, par un
opérateur de type

o u=-divA(x,Vu)

avec A(X, ) = aoo(X)|yIP 2y +a(x, |yDy p.p. x€ Q, y e RY, as € CHQ,R) et @ est une
fonction continue sur Q x R, dans le cas ot1 1 < p<+oo,a€R,m,he L®Q)etmy =1,

I'auteur montre que si les fonctions g et a vérifient les hypotheses suivantes

Xt . R
g est de Carathéodory et tlim gLx, = O uniformement dans Q

[tl—+o0 |E|P2¢

a(x,t)

im ——— = Ouniformement dans €,
t—+00 |t|p_2
alors le probléeme (2, ), r,o) admet au moins une solution pour tout i € L>(Q), sa

technique utilise une approche variationnelle.

Le point de départ de nos contributions dans cette partie est le travail de A. Dakkak
et A. Anane [20]. La principale originalité de nos travaux que nous allons présenter
ici, réside dans I'insertion d'un second poids m, dans I'’expresion de la non-linéarité
f, ce qui permet d’étudier dans un premier temps la non-résonance sous la courbe

propre principale de —A,; avec poids et dans un second temps permet d’étudier la
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non-résonance entre les deux premiéres courbes propres de —A avec poids.

Cette partie est composée de deux chapiters (chapitre 4 et chapitre 5). Notre premier
but dans le chapitre 4 est 'étude de la non-résonance sous la premiere valeur propre
de —A, avec poids my, (11(m,)); ainsidanslecasolil < p<+oco, N=leta =A; =

A1(my), on montre que le probleme suivant

—Apu:/hml(x)lul”_zu+m2(x)g(u)+h(x) dans Q

()
ou
—=0 sur 0Q
ov
admet au moins un solution u € WP (Q) pour tout k € L®(Q), lorsque my, my et g

satisfont les hypotheses suivantes
m, change de signe surQ et f my <0,
Q

igfess my >0,

G
limsupﬂso;lim inf ﬂ<0.
s—too |SIP72s s—xoo |s|P

La méthode a laquelle on s’interesse pour obtenir ce résultat est basée sur le fait que
toute fonction propre positive ¢ associée a la premiere valeur propre ne s’annulle pas
sur Q, ainsi on a nécessairement min¢ > 0, et c’est la raison pour laquelle la méthode
de P. Omari et E Zanolin ne s’ada%te pas dans le cas ou k = 1. Pour pallier a cette

difficulté nous avons montré une équivalece entre les deux hypotheses suivantes

. s)
limsup—— <0,
s—+oo |S|P

et

.. G()=G(rs)
liminf ————— < 0 pour tout r €]0, 1],
s—+oo |s|P

n
o] Remarquons bien que
max ¢

la valeur convenable du réel r pour cette étude est r =

le cas d’'un probléme autonome est exclu pour notre situation (car L 1), ce qui

montre qu’'on est positionné dans un état d'un probleme purement non-autonome qui
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nécessite une étude a part entiére.
Le second but de ce chapitre est I'’étude de la non-résonance sous la courbe propre
principale de —A,, avec poids, c’est a dire nous allons montrer un résultat d’existence

pour le probléme suivant

—Apu:aml(x)lulp_2u+mg(x)g(u)Jrh(x) dans Q

(Pa)

Z—: =0 sur 0Q
pour tout @ € R* et pour tout h € L*°(Q). Ce dernier résultat sera démontré grace
au résultat obtenu dans la premiére section de ce chapitre, en remarquant tout
simplement que le probleme (27, peut étre mis sous la forme (27;,) ou A; = 1.

On passe maintenant au chapitre 5, qui contient deux sections, la premiére est réservée

a I'étude de la non-résonance entre les deux premieres valeurs propres de —A avec

poids my, ainsi nous allons montrer que si les hypotheéses suivantes sont vérifiées

—c< liminf& <limsup HO) <0,
s—+o00 § s—+00 S
2G
—c<limsup S); liminf ﬁ <0,

|S|_’OO 82 S—+oo0uU—00 Sz

ol c est donnée par A; (A, m; —cmy) =1 ((A2 = (A2(m,)), alors le probléme suivant

—Au:/lgml(x)lulp_zu+mg(x)g(u)+h(x) dans Q

(P,)
ou
— =0 sur 0Q
ov
admet au moins une solution u € H'(Q) pour tout /1 € L®(Q).
Dans la seconde section on montre dans le cas ot a@ = A, (m;) ou a < A, (m;) un résultat

d’existence pour le probléme suivant

~Au=amX)|ulP2u+my(x)g(u) + h(x) dans Q
(£?)
ou
— =0 sur 0Q
ov
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pour tout h € L*°(Q), lorsque g et son potentiel G vérifient les hypotheses suivantes

.. 808 g(s)

<1 f=— <1 2 "<
P = liminf =" imsup = P2

2G(s)

liminf

2
<limsu
pr p s2 s—tooou—oco g2

|s|—o0

< p2

ou (f1,B2) € R? avec B2 — B1 = cetcdetelle sorte que A1 (Aoym; —cmy) = 1.
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CHAPITRE 1

RAPPELS ET GENERALITES

Lobjectif de ce chapitre est de rappeler I'essentiel des notions et résultats utilisés
tout au long de ce travail.
Dans tout ce qui suit, X désigne un espace de Banach muni de lanorme ||.||x, Sx = {u €
X; lullx = 1} est la sphere unité de X, X’ le dual topologique de X, et (., .) le produit
de dualité (X', X). On note par — la convergence faible dans X (resp. X') et par — la

convergence forte dans X (resp. X).

1.1 Espaces Fonctionnels

Les outils d’analyse fonctionnelle sont les ingrédients quasiment essentiels a
I'étude des équations aux dérivées partielles, notamment les espaces de Lebesgue
et ceux de Sobolev constituent un outil fondamental, alors leurs compréhension est
donc une étape nécessaire avant d’aborder les équations en question. Nous reprenons
dans cette section certains énoncés de O. Kavian [42] et de H. Brezis [16], pour une
présentation plus compléte des espaces de Sobolev, ou pour la démonstration des
résultats que nous annoncons ici, on pourra consulter par exemple R.A. Adams [I] et
V.G. Maz’ja [45].

Dans tout ce qui suit Q désigne un domaine borné de RY, N un entier naturel non nul

et p est un réel donné de I'interval [1, +ool.
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1.1.1 Espaces de Lebesgue

Définition des espaces de Lebesgue : Pour 1 < p < oo, 'espace de Lebesgue LP (Q2)

est défini par :

LP(Q) = {u:Q — Rmesurable;f lulP dx < +oo}
Q

ol dx est la mesure de Lebesgue sur Q. Dans la suite on conviant de noter f () =
Q

f (.)dx. Lespace L”(Q2) muni de la norme :
Q

||u||p:(f9|u|”)”;

|~

est un espace de Banach.

Pour p = oo, on note

L®(Q) = {u : Q — R mesurable; sup ess|u| < +oo},
Q

que I'on munit de la norme :
ltlloo = inf{C >0 tel que |u| < C p.p. dans Q}.

Pour tout 1 < p < oo, on note p’ le conjugué de Holder de p, c’est a dire le réel tel

1 1
que E +— =1.Pour 1 < p < +ool'espace L”(Q) est séparabale, réflexif et son dual est

isomorphe a L” (Q), donc I'espace dual de L”(Q) peut s'identifie a I'espace LP ().
L'(Q) est séparable mais pas réflexif, son dual est L>(Q), par contre le dual de L®(Q)

contient strictement L!(Q).

1.1.2 Espaces de Sobolev

Définition des espaces de Sobolev : Pour 1 < p < oo, 'espace de Sobolev W (Q)

est défini par :

0
Wl’p(Q):{u€LP(Q)|EI(g,-)1S,-5NcL”’(Q)/f u%:—f g,-(pV(pe@(Q),‘v’izl,...,N}
Q i Q
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ol 2(Q)), désigne I'’espace des fonctions de classe C* a support compact contenu dans
Q. Pour chaque u € WLP(Q) la famille ( gi)1=i<N estunique, et les dérivées partielles au

ou
sens des distributions de u coinsident avecles g;. Onnote g; = E pourtouti=1,..., N
Xi

ou ou )

O—XI, ey —OXN
On munit 'espace W7 (Q) de la norme suivante :

etVu:(

1
p P\ o )
(lulh +1Vulh)?  sil<p<oo;
lzelly,p =

max (ullp, IVul,) sip=oo;

14
N ou ,\?
”V””i’;:fg(zfﬁ)z) :fﬂwmp,
i= l

|.| désigne la norme euclidienne de RN,

Pour 1 < p < 0o, muni de cette norme, WLP(Q) est un espace de Banach séparable et
uniformément convexe donc réflexif.

De facon plus générale, pour tout 1 < p < co et pour tout m € IN*, on peut définir

I'espace de Sobolev W (Q2) comme suit :
wm™P(Q) = {u € LP(Q);|D%u| € LP(Q) pour tout & € NV t.q. |a| < N},

une norme naturelle sur WP (Q) est définie par :

»
(Z ||D“u||,’;) sil<p<oo;

lalsm

”u”m,p:<

max ([|D%ull,) sip =oo;

N
ol pour tout multi-indice a = (ay,...,ay) € NV on note |a| = Z a; et D%u =
i=1
0!y
0%1x7...0%N X
Par convention, on note W%?(Q) = L”(Q). Pour p €]1,00[, 'espace WP (Q) muni de

sa norme naturelle est un espace réflexif.
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Si p €]1,+o00[, on note par Wom’p (Q) la fermeture de 2(Q) dans W™P(Q) (i.e.

WP =a@" ).

On désigne par W17 (Q), avec p' = %’ 1 < p < oo l'espace dual de I'espace Wol’p(Q)
que I'on peut caractériser comme suit :

Fe WLP(Q), alors il existe (fp,..., fa) € (LP (Q)N*! tel que

N ov 1
<Ev>= + — vYvew, P,
o= | fove L [ fige voewyt@)

et

IFlly 10 g = max{ll fill, 0 < i < N}

Pour p = 2, au lieu de W"”(Q), on note souvent H"(Q) i.e. 'espace des classes de
fonctions de carré intégrable dont chaque dérivée partielle jusqu’a I'ordre m est aussi
de carré intégrable. Lespace H(Q) est alors de Hilbert, lorsqu’il est muni de sa norme

naturelle.

1.1.3 Injections de Soboley, Inégalité de Poincaré

Théoreme 1.1.1 (Rellich-Kondrachov [1,[16]) On suppose que Q2 est un ouvert borné de

classe €" et p = 1. Alors nous avons :

(i) Sip < N, alors WLP(Q) c LI1(Q), pourtout g€ [1,p*[ oll # = %

< =

(ii) Sip = N, alors WLP(Q) c LI(Q), pour tout q € [1,+oo].

(iii) Si p > N, alors W'P(Q) c 6(Q),

avec injections compactes.

Remarque 1.1.1 On remarque en particulier que
W, P(Q) € LP(Q) si1 < p < +oo,

avec injection compacte.
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Proposition 1.1.1 (Inégalité de Poincaré [1,16]) On suppose que Q2 est un ouvert borné.

Alors il existe une constante C (qui dépend de Q) et p) telle que pour tout u € Wol'p(Q)
lullp, = CliVullp.

Remarque 1.1.2

1. La semi-norme |Vul, définit une norme sur Wol’p(Q) équivalente a la norme de
whp(Q).

2. Lespace Wo1 'P(Q) muni de la norme Vull, est un espace de Banach séparable et

uniformément convexe donc réflexif.

Pour N =1, on pose Q2 = I ou I est un intervalle ouvet de RR.

Corollaire 1.1.1
1. L'injection Wol'p(l) c L9(I) est compacte pour tout q € [1, +ool.

2. L'injection Wol'p(l) c C(I) est compacte pour tout p €]1, +ool.

1.1.4 Notion de trace et formule d’intégration par parties

Proposition 1.1.2 (cf. [1]) Soit Q un ouvert borné a frontiére lipschitzienne et 1 < p <
+oo. Alors il existe une unique application linéaire continue v : WHP(Q) — LP(0Q), qui
prolonge l'application de restriction u — w3q définie sur le sous-espace dense C'(Q).
Cette application, appelée application trace, n'est pas surjective.

De plus kert = Wol’p(Q) et Imt = W'=VPP Q) (il sagit d’espaces de Sobolev d'ordre

fractionnaire que l'on n'a pas définit en tant que tels ici).

Lopérateur "trace" ainsi construit permet d’écrire la formule d’intégration par

parties suivante.

Proposition 1.1.3 On suppose que Q un ouvert de classe €*, alors nous avons

0 0
Yu,ve WHP(Q); f—uvdx:—f u—ydx+f T(wTt(W)Vv;do,
Q0 Q 00

Xi Xi
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ot v; est la i*®™°¢ composante du vecteur directeur de la normale extérieure a 0Q2 et do

est la mesure superficielle relative a 0<.

Cette formule porte aussi le nom de formule de Green. Si u € WP (Q), alors nous avons

0
f—div(qulp_ZVu)vdx:f IVulp_ZVqudx—f vivuP2 2 4o,
Q Q 0Q ov

. Ou . . .
ol Y =Vu.v, est la dérivée de u suivant la normale extérieurev.
v

Ceci va nous permettre de définir 'opérateur p-Laplacien sur W'?(Q) et de donner la

relation qui lie les solutions faibles et classiques des problemes elliptiques.

1.2 Opérateur p-Laplacien, solutions d’'un probléme

elliptique de Neumann.

On définit 'opérateur p-Laplacien —A, sur I'espace WLP(Q) vers son dual

(WP (Q)) par:
(=Apu,v) :f IVul’2VuVvdx Yu,ve WP (Q),
Q

ou tout simplement —A,u = —div(]Vu|P~?Vu). On peut vérifier facilement que
-Ap € (WLP(Q))'. Pour les propriétés de l'opérateur p-Laplacien et pour plus de
détaille on pourra consulter [9], [44] et [57]. On définit de méme l'opérateur J, :

WEP(Q), |11, p) — (WP (Q))' par
Up(w), v) :f lulP?uvdx Yu,ve WP (Q),
Q

on note J,(u) = [ulP~? u.
Nous donnons maintenant la définition de ce qu’'on appelle une solution faible d'une

classe de problemes elliptiques non-linéaires avec condition de Neumann au bord de
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Q faisant intervenir 'opérateur p—Laplacien. Considérons le probleme suivant
—Apu=f(x,u) dansQ

(£#)
ou B

—=0 0Q,
3y sur

ou f est une fonction de Carathéodory (voir la section 1.4).

Définition 1.2.1 On dit que u € WVP(Q) est une solution faible de (%) si
f IVulP2VuVvdx = f flx,w) vdx, Yve WhP(Q).
Q Q
On dit aussi que u est une solution classique de (2?) si

0
ue W>P(Q), —Apu= f(x,u) p.p. dans Q et 6_5 =0 p.p sur 0S.

D’apres la formule de Green nous remarquons que toute solution classique de (£?)

est aussi solution faible, mais la réciproque n’est pas vraie en genéral.

On dit que u est une fonction propre du p-Laplacien avec poids m associée a la valeur

propre A, si u est une solution non triviale de (22) avec f(x, u) = A m(x)|u(x)|P "> u(x),

le parametre A est alors appelé valeur propre.

1.3 Opérateurs monotones et propriétés du p-Laplacien.

Définition 1.3.1 (cf. [61]) Soit X un espace de Banach et X' son dual topologique. On

suppose que T est un opérateur continue et défini de l'espace X tout entier vers X'.
. e (T, w)
1. On dit que T est coercif si ——— — +oo quand || u|| — +oo.

llzell
2.0nditqueT est:

i) Monotone, si pour toutu,ve X ona{T(u)—T(v),u—-v)=0.
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ii) Strictement monotone, si pour toutu#veXona:
(Tw)-T(w),u—-v)>0.
iii) Uniformément monotonesidc>0et3u >0 tel que:
(T(w)-TW),u—-"v)=cllu-uo|*

3. On dit que T est de type (Sy) si pour toute suite (uy) de X telle que u,, — u dans X et
(T(un), uy — {x,uy alors u, — u dans X.

4. On dit que T est de type (S1) si pour toute suite (u,) de X telle que u,, — u dans X et
T(u,) — y dans X' alors u, — u dans X.

5. On dit que T est pseudo-monotone si pour toute suite (u,) de X telle que u,, — u dans
X etlinmiliop(T(un), U, —u) <0alors T(u,) — T(u) dans X' et (T (u,), u,) — (T (w), u).

6. On dit que T est de type (S;) si pour toute suite (u,) de X telle que u,, — u dans X et

limsup(T (u;), u, — uy) <0 alors u,, — u dans X.
n—+oo

Proposition 1.3.1 (cf. [61])
1. Tout opérateur de type (S.) est pseudo-monotone.

2. Tout opérateur coercif et pseudo-monotone est surjectif (i.e. T(X) = X').

Exemple 1.3.1 Soient X = W'P(Q), J,(w) = |ulP~?u et T = =N, + a(x)], tel que a €
L>*(Q) avec igf essa > 0. Alors T vérifie tous les points de la définition précédente; de
plus T constitue un homéomorphisme de X vers son dual X'. 1l en est de méme pour
X=w,"@Q) et

T=To: (W,P@Q),I.lI,p) — WP Q)

v— T(v):f IVulP'Vuvvdx,
Q
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Ty est aussi appelé p—Laplacien.
En fait, — A, est défini sur l'espace WULP(Q) tout entier, et Ty n'est pas la restriction de

-Apa W()l’p(Q) encore appelé p—Laplacien et noté —A,, pour tout u € WLP(Q) ona
~Apue (WHP@Q) WP Q).

Pour la démonstration voir [44].

1.4 Opérateurs de Nemytskii

Définition 1.4.1 (Fonction de Carathéodory) Soit f : Q x R — R, on dit que f est une
fonction de Carathéodory si :
i) La fonctions— f(x,s) est continue sur R pour presque tout x € Q.

ii) La fonction x — f(x,s) est mesurable pour tout s € R.

On désigne par ./ I'ensemble des fonctions mesurables de (2 a valeurs dans RR.

Proposition 1.4.1 ([42]) Si f : Q xR — R une fonction de Carathéodory, alors pour
tout u € M, la fonction Nru:Q — R défini par

(Nru)(x) = f(x, u(x)) pour tout x € Q,

est une fonction mesurable.

D’apreés la proposition précedente une fonction de Carathéodory f : QxR — R définit
un opérateur Ny : .4 — 4, appelé opérateur de Nemytskii associé a fonction f, plus
précisement
Ny M — M
u— f(,u).
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Proposition 1.4.2 Supposons que f : Q x R — R est une fonction de Carathéodory

satisfaisant la condition de croissance suivante :
|f(x, )] <Cls|” + b(x) pour tout x€ Q,s€ R,
oit C est une constante positive, r >0 et be L9(Q) avec1 < g < +oo. Alors
Nf(L™() < LY(Q).

De plus, Ny est continue de L (Q) dans L9(Q).

En ce qui concerne le potentiel d'un opérateur de Nemytskii, nous avons la proposition

suivante

Proposition 1.4.3 (/26, [43]) On suppose que f : Q x R — R est de Carathéodory et

vérifiant la condition de croissance suivante :
(fo) |f(x,5)| < als|! + b(x) pour tout x€ Q,seR,

/ 1 1
ol a est une constante positive, q > 1, etb € L9 (Q) tel que — + — = 1.
q 4

Considérons F : Q x R — R, le potentiel de f qui est défini par F(x,s) = fsf(x, rdt.
Alors : ’
i) Lafonction F est de Carathéodory et il existe une constante C; =0 et c € LY(Q) telle
que

|F(x,s)| < Cyls|7+ c(x) pour tout x€ Q,s € R.
ii) ®7:L9(Q) — R, la fonctionnelle énergie associée a f définie par :
@ r(u) :f Nru(x)dx :f F(x,u)dx,
Q Q

est de class C' sur L9(Q) eton a CI);c = N¢.

28



1.5 Genre et cogenre.

La notion de genre que nous allons définir agit sur les sous-ensembles fermés,
symétriques et ne contenant pas l'origine d'un espace de Banach. Lorigine de cette

notion revient a Krasnoselskii [55, [61].

Définition 1.5.1 Soit X un espace de Banach. On désigne par Fy;,(X) l'ensemble des

parties fermées symétriques de X ne contenant pas l'origine, plus précisément :
Fsym(X) = {A c X; A est fermée, non vide,0 ¢ Aet — A= A}.

On définit la fonction genre par :

Y:Fsym (X) — INU{oo}

A— y(A),

avec

Y(A) = inf{n >1;3¢: A— R"\ {0} continue et impaire}.

Par convention on posera y(®) = 0, s'il n'existe pas d’entier n = 1 et de fonction ¢
continue et impaire de A dans R \ {0}, on pose y(A) = +oo. On notera également que

Y(A) aurait pu étre défini par :
Y(A) = inf{n >1;3dp: A— St continue et impaire},

oit S"1 est la sphére unité de R".

De la méme fagon on définit la fonction cogenre, pour A € %y, (X) par :

0(A) = max{n >1;3¢: 8" — Acontinue et impaire}.
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Proposition 1.5.1 ([55,(61]) Soit X un espace de Banach et A, B € Fy;;,(X).
1. y(A) =<dimX.
2. Si A un ensemble fini non vide, alorsy(A) = 1.
3. y est sous-additif y(AUB) < y(A) +y(B).
4. Sl existe f : A— B une application continue et impaire, alorsy(A) < y(B).
5. SiAc B alorsy(A) <vy(B).
6. S’il existe un homéomorphisme impair f : A— B, alorsy(A) =y(B).
7. SiAest compact alorsy(A) < co.
8. Si A est compact, alors il existe un voisinage fermé de A ayant le méme genre que

A. Plus précisément, il existe € > 0 tel que si
A ={x€e X, dist(x, A) <&},

onay(A) =v(Ae).

9. Siy(B) <oo, alorsy(A\ B) =y(ANB°) = y(A) —y(B).

La fonction cogenre vérifie les méme propriétés sauf peut étre 3) et 8).

1.6 Degré topologique.

1.6.1 Degré topologique de Brouwer

Posons

E = {(f,@’,y) : @ cRY ouvert borné, f e €@, RN)ety ¢ f(aﬁ’)}.
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Théoreme 1.6.1 ([42, 55]) Il existe une unique fonction d : Ey — 7. appelé degré
topologique de Brouwer vérifiant
pl. d(I,0,y) =1 pour tout y € G oii I l'identité de R" .
p2. (Invariance par homotopie). Si h: [0,1] x @ — RN et y : [0,1] — R sont
des applications continues telles que y(t) ¢ h(t,.)(00) pour tout t € [0,1] alors
d(h(t,.),0,y(1)) estindépendantde t € [0,1].
p3. Sid(f,0,y) #0, alors il existe x € O tel que f(x) = y.
p4. Si fise = 896, alorsd(f,0,y)=d(g,0,y).
p5. (Théoréme de Borsuk) : Si de plus O est symétrique avec 0 € O et f est impaire

sur@. Alors d(f,0,0) est un entier impair, en particulier d(f,0,0) # 0.

Pour la preuve de ce théoreme et plus de détails voir [29] et [42].

1.6.2 Degré topologique de Leray-Schauder

Soient X un espace de Banach et & une partie non vide de X.Si T:0 — X est un
opérateur continue, on dit que T est compact si pour toute partie bornée B de O, T'(B)

est relativement compact dans X. Posons
EZ:{(I— T,0,y):0 c Xouvertborné, T:0 — X compactety ¢ (I - 1) (0@’)}

ou I I'identité de X.

Théoreme 1.6.2 ([42, [55]) Il existe une unique fonction d : E; — 7. appelé degré
topologique de Leray-Schauder vérifiant
pl. d(I,0,y) =1 pourtoutyc0O.
p2. (Invariance par homotopie) : Si h: [0,1] x @ — X est une application compacte
ety:[0,1] — RN est une application continue telle que y(t) ¢ (I — h(t,.))(00)
pour tout t € [0,1] alors

d((I-h(t,.),0,y(1)) estindépendant de t € [0, 1].
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p3. Sid(I-T,0,y) #0, alors (I-T) ' {y} # @.
p4. SiF et G sont compactes et Foo = Gjpp, alorsd(I-F,0,y) =d(I-G,0,y).
p5. (Théoréme de Borsuk) : Si de plus G est symétrique avec 0 € G et T est impaire

sur@. Alors d(I — T,0,0) est un entier impair, en particulier d(I — T,0,0) # 0.

Pour plus de détails sur la notion du degré topologique on pourra consulter les

références suivantes : [42)[61]

1.7 Estimation L*°, régularité des solutions et principe de

maximum.

Considérons le probleme (2?) donné au début du paragraphel.2 avec f est une

fonction de Carathédory vérifiant la condition de croissance (fy) (voir proposition

1.4.1) ot 'exposant g € [1, p*[ avec p* = NN—_pp.

Proposition 1.7.1 (Estimation L*°)
Sous les hypothéses ci-dessus nous avons : si u € WhP(Q) est une solution faible de ()
alors u € L*(Q) ; de plus || ullo < ¢ 0lL ¢ est une constante qui dépend de a, p, q, N, || Dl 4

et |ullp, avec pg = p* sip* <oo et py=2pq sip* = oo.

Pour la preuve on pourra utiliser la partie annexe de [3].

Proposition 1.7.2 (Régularité de Tolksdorf [58])

Soitue WHP(Q)NL>®(Q) tel queApue L'(Q) oiur € [1,00]. Alors nous avons :
1. Sir=ocoalorsue CH*(Q) et | ullcl_a@ < Kj pour un certain « €0, 1 et pour une

certaine constante Ky, avec K, et a ne dépendent que de N, p, ||ull et [|Apullco.
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2. Sir> Np', alors pour tout ouvertw, tel quew < Q, ona ue CY% ) et| ullcrag <
K> pour un certain a €]0,1[ et pour une certaine constante Ko, avec K, et a ne

dépendent quede N, p, | uloo, |Apull, et w.

1.8 Alternative de Fredholm

Considérons le probleme de Neumann suivant :

—Apuzﬂtm(x)lul”_zu+h(x) dans Q

(Ph)
ou
=0

v - sur 0Q

o1 Q est un domaine borné et régulier de RV, 1 < p < 0o, —-A p Tepésente le p-Laplacien

et m e L*°(Q) est une fonction poids.

Proposition 1.8.1 SiA n'est pas une valeur propre associée au probleme (%), alors (%)

admet au moins une solution pour tout h € (WP (Q))'.

Preuve. Le probleme (£7),) est équivalent a

—Apu+|ulP?u=Amx) +DlulP*u+h(x) dans Q

—=0 sur 0Q

Comme l'opérateur —A, + J,, est un homéomorphisme de WLP(Q) vers WP (Q))’ ol

Ip(u) = |u|”~?u; donc u est une solution de (27, si et seulement si :
u=(-Ap+7) " (Amx) + DIul”?u+h) = G ().
Dans ce qui suit on pose

Gi(w) = (=Ap+Jp) " (Am@) + DIul’u+th), te(0,1]
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de telle sorte que G, : WP (Q) — WHP(Q) est un opérateur compact.
En vue d’appliquer le théoréme de point fixe de Leray-Shauder, nous avons d’abord
Gy est une fonction impaire et 0 ¢ (I — Go)(0B(0,R)) VR > 0 (car A n’est pas une valeur

propre), donc d’apres la propriété de Borsuk nous avons
d(I-Gy,B(0,R),00#0 VR>0.
Comme A n’est pas une valeur propre, nous avons
dR>0;0¢ (I-G,)(OB(0,R) Vtel0,1].

En effet, par I'absurde on suppose que pour tout entier 7 il existe u, € WHP(Q) et il
u

existe 1, € [0,1] tels que ||u,ll = n et Gy, (uy,) = uy,. Posons v, = —= de sorte que (v,) est
n

une suite bornée dans W17 (Q), donc par passage 4 une sous-suite on a
ty — t, vy — vdans WP (Q) et v, — vdans L”(Q),

il s’en suit que

(—Ap+Tp) (Amx) + DIvlP2v=v

c’est a dire A est une valeur propre, ce qui est absurde.

Enfin, par la propiété de 'homotopie du degré topologique nous obtenons
d(I-Gy,B(0,R),0) =d(I -Gy, B(0,R),0) #0,

ce qui donne l'existence de u € B(0, R) tel que u = Gy (u).
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Premiere partie

Existence des Courbes Propres pour
Certains Problemes Elliptiques de

Neumann

35



CHAPITRE 2

EXISTENCE DES COURBES PROPRES

2.1 Existence des courbes propres : Cas abstrait

Le long de cette section, nous désignions par
» X un espace de Banach, réflexif, séparable et de dimension infinie.

» F,G et H trois fonctionnelles de X — R paires, g— homogenes pour un certain
g > 0, de classe 6! sur X, non identiquement nulles et telles que F(0) = G(0) =

H(0)=0.

Dans cette section, nous énoncons un résultat d’existence pour le probleme non

linéaire a deux parametres suivant :
VP Gar+pm G =A(aF (w)+BH (w), ue X~{0},

sous la contrainte N = {u € X; G(u) = 1}.

D’abord nous allons rappeler un résultat fondamental de la théorie de
Ljusternik-Schnirelmann qui fournit I'existence d’au moins une suite de valeurs
propres (A,)n=1 du probléeme (V' 2) G qr+pm), afin de définir par la suite les courbes

propres €, oun=1.
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2.1.1 Introduction ala Théorie de Ljusternik-Schnirelmann

Nous commencons par une modeste introduction sur la théorie générale des
valeurs propres non linéaires.
Soient § et A deux nombres réels. Posons N5 = {u € X; G(u) = 6}.

Considérons le probleme aux valeurs propres suivant :

G'(u)=AF(w
VP)G,F) (2.1.1)

u€ Ns.

Le probleme (V) ,r) est un probleme de points critiques de la fonctionnelle F sous
la contrainte Nj.

L'étude d'un tel probleme dans le cas ou X est un espace de Hilbert et F, G
des opérateurs linéaires (compacts) a fait I'objet des nombreux travaux d’intérét
fondamental, nous citons particulierment ceux de Courant-Hilbert [18] et de
Rabinowitz [51], c’est ce qu'on appelle la caractérisation min-max des valeurs propres
linéaires.

Dans le cas ou X un espace de Banach et F, G des opérateurs non linéaires, il s’agit de
la théorie des valeurs propres non linéaires. Cette théorie utilise des outils de "mesure"
dans un certain sens pour les ensembles. Il existe "au moins" deux théories biens
connues dans ce cadre, la théorie de Morse et de Morse-Conley [10, [17] qui utilisent
la notion de I'indice et la théorie Ljusternik-Schnirelmann qui est basée sur la notion
du genre [55} 61].

Nous nous intéressons dans ce tarvail a la théorie Ljusternik-Schnirelmann. Ainsi
on cherche a obtenir les points critiques en min-maximisant la fonctionnelle F sur
certaines familles de sous ensembles de Ns définies a partir de la fonction genre.
Supposons de plus que les fonctionnelles F et G de X vers R vérifient les conditions

suivantes :

(H;) F':X — X' (dual topologique) est fortement continue, c’est-a-dire

si u, — u dans X alors F'(u,) — F'(u) dans X’ quand n — +oo.

(Hz) G': X — X' est uniformément continue sur les ensembles bornés de X et est de

type (S1), c’est-a-dire
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si u, — u dans X et G'(u,) — y dans X', alors u,, — u quand n — +oo.

(H3) Nj est borné, inzg (G'(u), u) >0 et u # 0 implique (G'(u), u) > 0 et tlir+n G(tu) =
UEN§ —+00

+o0o (C’'est-a-dire G est coercive).

u € X est une solution du probleme (¥ 22) g, r) si et seulement si u est un point critique
de la fonctionnelle F sous la contrainte Ns. Nous disons alors que u est un vecteur
propre associée a la valeur propre A.

Pour n € IN*, posons
Ky = {Kc Ns; K compact, symétrique, y(K)=net F(u) >0Vue K},

et nous définissons le nombre c; de la facon suivante :

sup minF(u) si A, #¢@
Ch= KeA, uek

0 Si =9
et 1 la multiplicité globale par

sup{ne IN*;c, >0}

0 Si =0

Théoreme 2.1.1 (cf. [4,61]) Sous les hypothéses (H,), (Hz) et (H3) nous avons :

1. Existence d’'une valeur propre. Si ¢, > 0, alors le probleme (V22),r) possede au
moins une paire de vecteurs propres (U, —Uy) associés a une valeur prore A,, # 0
tel que F(uy,) = cp.

Si de plus F' et G' sont positivement homogenes de degré a > 0 (Cest-a-dire

F'(tu) = t*F'(u) et G'(tu) = t*G'(u) pour toutue X et t >0), alors A, = %.

C

2. Multiplicité. Le probleme (V2?),r a au moins [ paires de vecteurs propres
(un, —uy) associés a des valeurs prores non nulles.
Sicy = Cpy1 = ... = Cnyp >0, p 2 1, alors I'ensemble de tous les vecteurs propres de

(V2P)(G,F) est de genre au moins égale a p + 1. En particulier cet ensemble es infini.
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3. Niveaux critiques. +co>c;=c¢,=...=2¢,=0etc, — 0 quand n — +oo.

Si de plus F' et G' sont positivement homogenes, alors

An — +0o quand n — +o0.

2.1.2 Définition des courbes propres, énoncé du résultat principal

d’existence

Signalons tout d’abord que les résultats de ce paragraphe sont inspirés de la these
de M. Hadda [38]. Considérons maintenant le probleme aux valeurs propres a deux

parametres suivant :
VP Garrpm GWw)=AMaF (w)+BH (), ueX~1{0}

sous la contrainte N = {u € X; G(u) = 1} (ici on prend 6 = 1 et posons N} = N ).

Dans ce cas, nous désignons par £, 'ensemble
Hn ={K c N; K compact, symétrique, y(K) = n}.

Nous gardons les hypotheses (Hy) et (H3) citées ci-dessus et nous remplacons (H;) par
I'hypotheése suivant :

(H)) F', H': X — X' sont fortement continues.

Notre objectif dans cette section est d’étudier I'existence des couples (a,B) € R?
tels que le probléeme (V' 2?),q r+p ) admet au moins une solution non triviale dans
I’espace de Banach X.

Par application du théoreme on peut définir la n'®”* valeur propre et la n®¢

courbe propre associées au probleme (V') G, a F+p -
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Définition 2.1.1 Nous définissons la n'®"° valeur propre associée au probleme

VP)(Gar+pm Par:

sup min(aF + BH)(u) si K € %, tel que
Ke A, uek

1 y (aF+pBH)(u) >0 Vuek
An(aF + BH,G)

0 sinon.

Pour A > 0le probleme (V' 2?)(G,q r+p i) T€vient donc a trouver les couples réels («, ) de
telle sort que

An(@F +BH,G) = A,

c’est a dire trouver une fonctionnelle L = a F + § H dans 'espace vect(F, H) telle que
An(L,G) = A. Notre point de vue sur les courbes propres pourra ainsi étre observé
comme étant un probleme inverse. Par homogénéité et sans perte de généralité on

peut prendre dans tout ce qui suit A = 1.

Définition 2.1.2 Nous définissons la n'®™ courbe propre €,(F,H,G) associée au

probléme (V) ,a r+pH) Par:
<€n(F,H,G):{(a,ﬁ)ERZ;ﬂtn(aF+,6H,G):1}. 2.1.2)

Avant d’énoncer le résultat d’existence des courbes propres nous avons besoin du

lemme technique suivant

Lemme 2.1.1 Supposons qu'il existe Ky € %, tel que H(u) > 0Vu € Ky. Si0 < <
An(H,G), alors
Kn{ueX; Gu) - BH(u) >0} # @, YK € H,,.

Preuve. Raisonnement par absurde, supposons qu’il existe K; € £, tel que

Kin{ue X; Gw) - BH(u) >0} = @,
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dans ce cas nous avons G(u) — BH(u) <0 Yu € K;, et comme K; € £, alors K; € N,

c'estadire G(u) =1 VYue€ Ky, donc

< H(u) Vue K,

=+~

ce qui donne

. .
p = 1= S ey

par suite = A, (H, G), ceci contredit 'hypothése du lemme. D’ot1 la conclusion.
D’aprés ce lemme la définition suivante a un sens

Définition 2.1.3 Supposons que F(u) >0Vu e X\ {0}, H(u) =20Vu e X et AKy € £, tel
que H(u) >0VueKyp.

1. Pour < A,(H,G), nous posons

L _ su inf —F(u)
(B~ Keckyuekny Gw) — PH)'

o Ay ={ueX; G(w) - fH(u) > 0}.

2. Poura <0, on pose
1 : H(u)

Bu(@)  kep uek G(u)— aF(u)’

Théoréme 2.1.2 (cf. [38]) En plus des hypotheses (H}), (Hz) et (H3), nous supposons que
F(u)>0 Yue X\{0}, Hu) =20 Yue X et3Ky € £, tel que H(u) >0 Yu € Ky. Alors nous

avons

1. Sip<A,(H,G), alors
(a, p) € €n(F H,G) & a=an(p).

2. Sip>A,(H,G),alors
i) (a,pe6r(FH,G=>a<0etfpla’)<pf<Pnla),
ii) Sideplusl'applicationy — A,(y,G) est continue, alors la réciproque du point

i) est aussi vraie,

1 ) H(u)
= sup min ————
Bn(@) kew, uek G(u) — aF(u)

et fn(a®) = lim (1)
t—a=*
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CHAPITRE 3

EXISTENCE DES COURBES PROPRES
DU P-LAPLACIEN AVEC POIDS
INDEFINIS POUR UN PROBLEME DE
NEUMANN

Dans ce chapitre nous nous intéressons a l'existence des courbes propres du
p-Laplacien avec poids pour un probleme de Neumann c’est-a-dire nous étudions
le prbleme inverse d'un probleme aux valeurs propres a deux parametres. En fait ce

probléme est formulé comme suit :

Trouver tous les réels a, B tels que A, (am; + fmy) = 1.

ol A, est une valeur propre du p-Laplacien avec poids, n € IN*, m; et m, deux

fonctions poids qui satisfont certaines conditions.
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3.1 Rappel sur le spectre du p-Laplacien avec poids,
définition et proprietés

Dans cette section, on présente brievement quelques résultats liés au spectre du

p-Laplacien avec poids pour un probléme aux valeurs propres de Neumann.

3.1.1 Le spectre du p-Laplacien avec poids pour un probleme de

Neumann

Considérons le probleme aux valeurs propres non linéaires suivant :

—Apu:/lm(x)lulp_zu dans Q

(3.1.1)
ou
— =0 sur 0Q,
ov
ol1 Q est un domaine borné régulier de R, 1 < p < +00, 1 € R et m € M*(Q) avec

M*(Q) ={me L*°(Q) :mes({x € Q: m(x)>0}) # 0}.
Définition 3.1.1 Soitue WP (Q) et A€ R.
1) Le couple (u, L) est une solution du probléme si

f IVulp_ZVqudx:/lf m(x) | ulP *uvdx, pour tout ve WHP(Q).
Q Q

2) A est appelée valeur propre du probleme (3.1.1) s’il existe u € WLP(Q)\{0} tel que (u, 1)
est une solution du probleme (3.1.1). Dans ce cas, u est appelée fonction propre associée

a la valeur propre 1.

Définition 3.1.2 Lensemble des valeurs propres positives du probleme (3.1.1) est appelé

le spectre positif du p-Laplacien avec poids m, noté o* (=Ap,, m).

Supposons que m € M*(Q), alors d’apres le travail de A. Dakkak [22], le spectre
de l'opérateur p—Laplacien contient au moins une suite de valeurs propres (1;)n>1
positives telle que

0<sAi(m)<A(m)<A3(m)<...<A,(m) —o0 quand n— +oo,
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donnée par la formulation variationnelle suivante :

[ vur
An(m) = inf supQ—

pour n=2, (3.1.2)
Relnlm) uek f m(x)|u|?
Q

I',(m)= {Kc WLP(Q): K est compact symétrique, Y(K)=n et[ mx)|ulP >0Vue K}
Q

avec y(K) désigne le genre de K.
Etpourn=1o0na

Ai(m)= inf |Vu|P (3.1.3)
uesth (m) Jo

ol o#) (m) = {u e WhP(Q) :f m(x)|ul? = 1}.

La formulation VariationnellQe de la premiere valeur propre A;(m) a été établie par A.
Dakkak (voir [21]). De la méme facon, dans le cas ot m € M~ (Q) ( c’est-a-dire —m €
M™(Q)), le probleme admet au moins une suite de valeurs propres négatives

notée (1_,) ;> telle que
0=A_1(m>A_o(m)=A_3(m)=...2A_,(m) - —oco quand n— +oo,

et

A_n(m) = _An(_m)-

Définition 3.1.3 Le spectre négatif du p-Laplacien avec poids m noté o~ (—=A,, m) est

défini par o™ (-Ap, m) = —a* (=Ap, —m).

La formulation variationnelle ainsi que les propriétés des valeus propres
An(m) ont fait 'objet de plusieurs travaux parmis lesquels nous citons par exemples
13,14,17,59].

Si le poids m change de signe sur des sous-ensembles de Q2 de mesure non nulle,
alors le probléme admet au moins deux suites de valeurs propres (1, (m));>1

et (A_,(m))p>1.
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Soit m € M*(Q), nous venons de voir que dans le cas ol le spectre positif contient au
moins une suite de valeurs propres caractérisées par la formulation (3.1.2). Certains
auteurs ont donnés un intérét particulier a I'étude de la premiere valeur propre 1, (m)
appelée aussi valeur propre principale qui joue un réle important, par exemple nous
citons notamment, le travail d’Anane [3] dans le cas d'un probleme de Dirichlet, et
ceux de A. Dakkak [21] dans le cas d'un probleme de Neumann.

D’apres (3.1.3), il est évident que 0 est une valeur propre principale du probleme
(3.1.1), associée aux fonctions constantes comme fonctions propres. Dans le théoreme
suivant nous allons donner les propriétés fondamentales de la valeur propre principale

/11(77’1)

Théoreéme 3.1.1 (cf. [211, [36]) Soit m une fonction poids telle que m € M*(Q), alors
nous avons :

1. A1 (m) est une valeur propre du p-Laplacien avec poids m, de plus si m change de

signe sur() et f mdx < 0. Alors A, (m) > 0 et A1 (m) est l'unique valeur propre principale
Q
non nulle.

2. Toute fonction propre associée i A,(m) ne sannule pas sur Q, et par suite elle garde

un signe constant sur Q.

3. A1(m) est simple, c’est a dire : Si (u, A1(m)) et (v, A1(m)) sont deux solutions de (3.1.1),

alorsilexisteac R telqueu=av.

4. A, (m) estisolée, c’est a dire : Il existe b > A (m) tel que

o(=Ap, m)()10, b[= {41}
5. Toute fonction propre associée a une valeur propre strictement positive autre que

A1(m), change de signe sur Q).

6. Si[ mdx > 0. Alors A1 (m) = 0 est l'unique valeur propre principale positive.
Q

7. Sif mdx = 0. Alors A1 (m) = 0 et 0 est l'unique valeur propre principale.
Q

Pour la preuve du théoreme et pour plus de détails sur les propriétés de la premiere

valeur propre A, (m), on pourra consulter [21].
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Proposition 3.1.1 Soitm,m € M*(Q).

1. Sim < m, alors A,(m) = A1(m) (la monotonie de A, par rapport au poids).

2. Sim <m, mes{xeQ: m <m}) #0 etf mdx < 0, alors A,(m) > A,(m) (la
Q

stricte monotonie de A, par rapport au poids).

Proposition 3.1.2 Soit (my) une suite de M* (Q) telle que my — m dans L*°(Q) quand
k — +o0. Alors nous avons

1. Si m € M*(Q), alors klim M(myg) = Ay(m) (i.e. Uapplication A, : m — A(m) est
—+00

continue par rapport au poids).
2, klim A1 (my) = +oo si et seulement sim < 0 p.p. dans Q.
—+00
Preuve. 1. La démonstration se trouve dans [21], on pourra également s’inspirer de la
proposition précédente.

2. Soit (my)y une suite dans M*(Q) telle que my — m dans L*°(Q) quand k — +oo.

Supposons d’abord que klim A1 (my) = +o0, nous montrons que m < 0 p.p. dans Q.
—+00
En effet, supposons que mes({x € Q : m(x) > 0}) # 0, ainsi par la continuité de 1; par
rapport au poids, on obtient klim A1 (my) = A1(m), qui est une quantité finie, ce qui
—+00

donne une contradiction. Inversement, si m < 0 p.p. dans Q, supposons qu’il existe un

reél A > 0 et une sous-suite de (m) notée encore (my) telle que

11 (my) < A.

21

On pose r = oL

puisque my — m dans L*°(Q) quand k — +oo, alors il existe N € IN,

tel que pour tout k = N, nous avons

My —mloo <

SN

par conséquent

2
me<m+— p.p.xeQ.
r
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Donc, en utilisant le fait que m < 0 p.p. x € Q, nous concluons que
2
mig<-— p.p-xeQ.
r

Il en résulte que

2
A(my) = /11(;) =rl1(2) =21,

ce qui donne une contradiction. Par conséquent, klim A1 (my) = +oo.
—+00

Proposition 3.1.3 (Une autre caractérisation de 1, (m)).

A>(m) = inf {/1 > A1 (m) / A est une valeur propre associée au probléme }

Preuve. Supposons par I'absurde, qu'il existe A €] 11 (m), A>(m) [N o (=Ap, m). Soit u une

fonction propre associée a A, i.e
f IVulP2VuVw = /lf m@|ulPPuw YwewhP(Q), (3.1.4)
Q Q

comme A # A;(m) nous avons ut #0et u~ #0.

En prenant u*, u~ et u comme fonctions tests dans I'équation (3.1.4), on obtient

respectivement
fIVu+|p:/lf mx)|u*|P, (3.1.5)
Q Q
fIVu_I”:/lf m(x)|u"|P, (3.1.6)
Q Q
fqulplef m(x)|ulP. (3.1.7)
Q Q

D’autre part, on prend Ky = F»S, ou F, = (u™,u”) est le sous-espace vectoriel
engendré par ut et u~ donc y(Kp) = 2. Soit v € Ky, alors il existe (a,b) € R? tel que
v=au*+bu".

On considere les notations suivantes Q" = {x € Q: u(x) >0}, Q" = {x € Q: u(x) <0} et

Qo={xeQ:u(x)=0}.
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En combinant (3.1.5), (3.1.6) et (3.1.7), on obtient

fm(x)lvl’” :fm(x)lau++bu_|p
Q Q
:f m(x)lau+|”+f m(x)|bu”|P
o+ Q-

=|a|”f m(x)|u+|”+|b|”f m(x)|u”|P
Q Q

Ialpf + Ibl”f _
=— | IVu"|P+— | |Vu |P
1 Q| u'|l”+ 1 Q| u |

1

:—(Ial”f |Vu+|p+|b|”f IVu_l”)
A Q Q

1
== [ vl
/lj;)lvl

Donc
m(x)|v|P
1 _Ja
N T
Q
par conséquent
p
1 . me(x)IVI 1
— =min
A veko flV P Az (m)
Q

ce qui est absurde car 1, (m) > A.

3.1.2 Spectre du p-Laplacien avec poids pour un probleme de

Neumann : Cas unidimensionnel

Dans ce cadre il est naturel de poser la question si le spectre positif contient des
valeurs propres autres que celles données par la formulation variationnelle (3.1.2). A
ce propos, nous pouvons citer le résultat classique suivant :

Dans le cas d'un probléme de Dirichlet et avec p = 2 et m € M*(Q), les auteurs dans
[5] ont montré que le spectre du p-Laplacien contient uniquement la suite des valeurs

propres données par la formulation (3.1.2)

a(-A,m) ={ur(m), ke N*}; avec g (m) < pa(m) < --- < uy(m) — +oo,
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ol ux(m) sont comptées avec leurs multiplicités et chaque valeur propre p(m) vérifie
le principe de la stricte monotonie c’est-a-dire : Si m, m' € M*(Q), m < m’ p.p. dans Q
et mes{x € Q; m(x) < m'(x)} #0, alors p(m') < pr(m).

Dans le cas N =1, p # 2 et m = 1, les auteurs dans [48, /49| [30] ont déterminé
complétement le spectre o (—A,, m), ainsi que la caractérisition des fonctions propres.
Dans le cas ou N =1, p # 2, m(x) = 0 et continue, le probleme du spectre est résolu
dans [32].

Plus genéralement et toujours dans la cas de Dirichlet unidimensionnel et p > 1, en
considérant un poids m € M (I) tel que m # 1 ol I est un intervalle ouvert borné de R,
Anane, Chakrone et Moussa [6] ont montré que le spectre o™ (—A,, m) est entierement
déterminé par la suite (1,(m)),>1; donnée par la formulation (3.1.2). Ils ont établit les

résultats suivants :

Théoréme 3.1.2 ([6]) Soit me M*(I) tel que m # 1 et p > 1. Alors nous avons

1. Toute fonction propre associée a la valeur propre A,(m), admet exactement n+ 1

zérosdans I.

2. Pour tout n = 1, toute valeur propre A,(m), est simple et vérifie la propriété de la

stricte monotonie par rapport au poids et au domaine.

Dans le cas N =1, p > 1 et m € M*(I), mais cette fois-ci pour un probleme de
Neumann, Dakkak, El Habib et Tsouli (voir [23]) ont montré des résultas analogues

résumés dans le théoréeme suivant :

Théoréme 3.1.3 ([23]) Soit me M*(I) tel que m # 1 et p > 1. Alors nous avons

1. Toute fonction propre associée a une valeur propre A,(m), admet exactement

n—1 zéros dans I.
2. Toute valeur propre dans le spectre est simple.

3. Pour tout n = 1, A, vérifie la propriété de la stricte monotonie par rapport au

poids et au domaine.
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Remarque 3.1.1 1l est important de signaler que le cas d'un probleme périodique

unidimsionnel avec poids et p > 1 reste un probléme ouvert.

3.2 Existence de la courbe propre principale du
p-Laplacien avec poids indéfinis

Dans cette section, nous allons étudier le probleme suivant : Trouver tous les
nombres reéls a et B tels que A;(a my + fmy) = 1. Plus précisément, nous cherchons
tous les couples réels (a, f) tels que le probléme suivant admet au moins une solution

non triviale u € W1P(Q).

-Apu= (aml(x)+,6mz(x))|u|p_2u dans Q

3.2.1)
ou
=0

= 0Q.
3y sur

L'ensemble de tels couples (a, B) a une structure d’'une courbe continue appelé courbe

propre principale de —A,, avec poids et avec condition de Neumann au bord de Q.

Définition 3.2.1 Etant donné deux poids my et mp, de M*(Q). Nous définissons le
graphe de la premiere courbe propre du p-Laplacien avec poids pour un probléme de

Neumann par

€ = {(a, ) e R A1 (@my + fmy) = 1},

Théoreéme 3.2.1 Soient m et my deux fonctions poids dans M™* (Q). Supposons que m;

et my vérifient respectivement les hypothéses suivantes
(A1) my change de signe sur Q) etf my(x)dx <0,
Q

(A2) igf essmy > 0.

Alors pour tout a € R il existe un unique réel  (a) tel que:

A(amy + B1(a) mp) = 1.
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Preuve. Soit a € R. Considérons la fonction suivante f; : t — A; (@ m; + t my). D’apres
la propositon et la propsition [3.1.2} on peut montrer que f, est continue et
décroissante, il s’ensuit que f, est injective. Afin de montrer que 'équation f, () =1

admet une solution nous distinguons les trois cas suivants :

1¢" cas 0 < a < A (my).
Si @ = 0, on convient de poser ;(0) = 0, a la fin de cette preuve on verra la raison de
cette convention (voir proposition|(3.2.1|) et si @ = A, (m;), on prend B; (A, (m;)) = 0.

Pour tout 0 < @ < A;(my), nous avons

A1 (my)

fo(0) =2 (amy) = > 1.

a
D’autre part, puisque 7 my + my — my dans L*°(Q2) quand ¢ — +o0, alors

. ] 1 a
tl{&lloofa(t) = tl{{rnoo;ﬂl(? my +my) =0,

comme 1 €]0,

fa(ty) =1.

—/11(;”1) [, donc il existe un unique réel t, = fB;(a) €]0,+o00[ qui vérifie

21¢Me cas a > Ay (my).

Danscecasonaa >0 et

A1(my)

0< fo(0)=A1(amy) = <1 (3.2.2)

—a [lmilloo
Posons yy = ———,
18fess mo

Ay = {t<0: amp+tmy=0 p.p. er} et T4 =supAg,
on peut aisément voir

am;+7yq,my <0 presque partout dans Q.
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Donc A, # @, nous allons prouver que 74 € A,. En effet, nous montrons d’abord que
T < 0. Puisque f,(0) > 0, et f, est une fonction continue alors il existe n < 0 tel que
fa () > 0 pour tout ¢ € [n,0]. Donc Ay (@m; + tmy) > 0 pour tout ¢ € [,0], ce qui donne
que

am;+tmye M (Q) pourtout fEe€[n,0],

par conséquent 7, < 711 < 0. En outre, d’apres la définition de 7, nous avons pour tout
neIN*, il existe t,, € A, tel que 74 — % <ty

On en déduit que
1 1
ami(x)+1oma(x) <amp(x)+t, ma(x)+ Emg(x) < ;II Mallcc p-p- Xx€Q

et pour tout n € IN*.

Par conséquent lorsque n tendre vers +oo, on obtient
am(x)+T,me(x)<0 pp. xeQ.
D’ou, 74 € A,. Ainsi la proposition|3.1.2/entraine alors que

tligl fa () = +o0. (3.2.3)

En combinant (3.2.2) et (3.2.3), on en déduit qu’il existe un réel unique ¢, = B (@) €

174, 0[ qui vérifie

fa(ty) =1.

3¢Me cas a < 0.

Dans ce cas nous avons f a mydx >0, ainsi
Q

fa@)=A(@am)=0<1. (3.2.4)
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Nous cherchons un réel 8, tel que lirg fa(t) = +00.
—

a

allmilloo

En effet, posons pq = - )
181? essmy

Ba:{t<0;am1+tm250 p-p- xEQ} et 0, =supBy,

il est claire que 4 € By, donc B, # @. On montre que 6, € B,.
On a f,(t) > 0 pour tout ¢ < 0, car d’apres la stricte monotonie de 1, pa rapport au
poids nous avons

fa(®) =AM (@amy+tmy) > A1 (@my) =0

puisque f, est continue, alors il existe p < 0 tel que f,(#) >0 pour tout ¢ € [p,0[. Ainsi
amy+tmye M (Q) pourtoutte [p,0]

par conséquent 6, < p <0.
D’autre part en utilisant la définition de 8,, nous avons pour tout n € IN*, il existe T}, €

B, tel que 6, —% < T,.Donc
1 1
aml(x)+9am2(x)saml(x)+Tnm2(x)+;m2(x)s;Ilmzlloo p-p- x€Q

et pour tout n € IN*.

En passant a la limite dans I'inégalité ci-dessus lorsque n — +oo, on obtient
amp(x)+0,me(x)<0 p.p. xeQ.
D’ol, 0, € Ay. Ainsi la proposition implique
lim fo (1) = +oo. (3.2.5)
1—0q
En combinant (3.2.4) et (3.2.5) on obtient qu’il existe un réel unique ¢, = B (@) €]104,0[
qui vérifie
fa(ta) =1.

Ce qui termine la preuve.
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Proposition 3.2.1
1. lim By(a)=0.
a—0

2. Lapplication a — P (a) est continue.

Preuve. 1. Nous allons montrer que 1inz) Bi(a)=0et lirr(l) Bi(a) =0.
a—0* a—0~
Soit @ > 0 et proche de 0, alors B (a) >0 (carsi 0 < @ < A;(m;) alors B (a) > 0).

Donc L =limsup f; (a) =0, on va montrer que L =0.
a—0%
Si L = +00, alors il existe une suite (ay) telle que a; > 0, . lim ap=0et lirnoﬁl (ay) =
a—

—+00
+oo0.

Or Ay (apmy + B1(ax)my) =1, alors par 'homogéniété de A, par rapport au poids on a,

M my + my) = B (ag) (3.2.6)

(0"
Brlag)

comme lim

=0, et d’apres la continuité de A; par rapport au poids on aura
k—+o00 ,51 (a k)

Ok

A
1([31(C¥k)

my + my) — A1(my) =0 quand k — +oo

par passage a la limite quand k — +oo dans (3.2.6), on obtient A;(my) = 0 = +o0 ce

qui est absurde, ainsi 0 < L < +oo0.

Considérons la suite (aj) vérifiant a . > 0, . lim ap=0et limoﬁl (ap) = L < +oo.
—+00 a—

Supposons que L > 0, alors d’aprées la continuité de A, par rapport au poids on a
lim Ay (@ + frlax) me) = A1 (Lmy)
k— 400
et puisque (a, B1(ar)) € 6) ona
lim Ay(apm + prlax)me) =1
k— 400
donc A; (L my) =1, on utilise 'homogéniété de A; par rapport au poids, on obtient

0=A1(mp)=L
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ce qui est absurde, ainsi

L =limsup f; (a) <0. 3.2.7)

a—0*

D’autre part, ;(a) > 0 pour tout a €]0, A, (m,)], alors
limi(glfﬁl (a) =0. (3.2.8)
a—0t

de (3.2.7) et (3.2.8) on obtient

0=< limiglfﬁl(a) <limsupf;(a) <0
a— +

a—07
d’ou
lim B;(a)=IliminfB;(a)=limsup B;(a) =0. (3.2.9)
a—0* a—0* a—0+

Montrons que lin}) Bi(a) =0.
&

On sait que si @ < 0, alors f;(a) <0 donc limsup f;(a) <0.

a—0~
Soit § < 0 tel que limsup B;(a) < 6 <0, alors il existe une suite (ay) telle que a; <0,
a—0~
lim ap=0et lim B;(ayr)<3.Ainsi
k— +o0 k—+o0

Ve>0 3N, € N tel que Bi(ay) <8+ & <0 pour tout k = N,

ce qui donne

army + Brla)my < apmy+ (6 +€)my
et par la monotonie de A, par rapport au poids, on obtient
Mlarmi+ 0 +e)my) <1, (3.2.10)
comme klirr:ma r =0, alors par la continuité de A, par rapport au poids nous avons
M6 +e)my) <1,

ce qui entraine, en utilisant '’homogéniété de 1,

—0+ali(-my) <1
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puisque igf essmyp >0, alors 11 (—my) = +00, ainsi +oo < 1 ce qui est absurde.
Donc

limsup B; (a) = 0. (3.2.11)

a—0~

En plus puisque S (a) <0 pour tout a < 0, alors

limiglfﬁl (@) =0. (3.2.12)
poy .

de (3.2.11) et (3.2.12) on obtient

0 <limsup f;(a) <liminfB; (@) <0
a—0" a—0"

lirr(l)_ pila) = limigl_fﬁl(a) =limsup f;(a) =0. (3.2.13)

a—0~

Finalement, en combinant (3.2.9) et (3.2.13), on obtient

lirnoﬁl(a): 1in})_,61(a): lin}ﬁﬁl(a):o

ce qui acheve la démonstration de 1).
2. Soit a,ag € R* tel que a # ayg, et A1 (@ my + B1(a) my) = 1, nous allons montrer que
alin}x Bi(a) = Pi(ap). En effet, par 'absurde on suppose que ahn}x Bi(a) # Pr(ap).
— Qo — Qo
Donc il existe une suite (ay)i>1 telle que . lim aj = ay, etil existe € > 0 tel que
—+00
{ke N/ B1(ak) € [B1(ao) — €, B1(ap) + €} est infini
deux cas se présentent :
1¢" cas {k€ IN/B1(ay) < B1(ao) — €} estinfini.

Donc il existe une sous-suite de (ay) notée aussi (ay) telle que
army + Pr(ap)me < apmy + fr(ag) my —emy
par la monotonie de A, par rapport au poids, on obtient

1 =M(arm + Pilax)my) = A1 (army + 1 (ag) mo — € my)
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passant a la limite quand kK — +oo dans 'inégalité ci-dessus on aura
1= A1 (aomi + Pr(ag) mp — € my)
la monotonie stricte de A, par rapport au poids donne
1 = Ay (@omy + Br(ag) mp — € mp) > Ay (@omy + Pr(ag)mp) =1

ce qui absurde.
27me cas {k e IN/By(ar) > B1(ao) +¢&} estinfini,

Par les mémes arguments que ceux du premier cas on a une contradiction.

3.3 Existence de la seconde courbe propre
p-Laplacien avec poids indéfinis
Soient m; et my deux fonctions poids qui satisfont la condition suivante :
(A) my, mo € M*(Q) et my > 0p.p dansQ.
Considérons le probleme suivant :
—Apu=(am(x)+ mp(x)|ul’?u  dans Q,

du_

—=0 sur 0Q.
ov

du

(3.3.1)

La seconde courbe propre du p-Laplacien avec poids est définie comme étant

I’ensemble 6> des couples (a, B) € R? tels que le probleme (3.3.1) admet au moins une

solution non triviale u € WP (Q) (i.e. 6, = {(a:,,B) eR?: Ap(amy + Bmy) = 1})

Remarquons d’abord que I'ensemble %> est une partie non vide de R? car elle contient

au moins les éléments suivants (11, (m1),0) et (0, A2 (m2)). Soit m € L°°(Q2), considérons

les notations suivantes
Q;,={xeQ: mx)>0} et Q,, ={xeQ: m(x) <0}.
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Remarque 3.3.1 Soit (a, f) un élément de 6-.

1. Si @ > A2 (my), alors nous avons 3 < 0.

2. Si mes(Q,, ) >0eta < A_2(my), alors nous avons B < 0.

En effet, supposons pour le premier point que @ > A,(m;) et =0, donc
amy<am;+fmy,

en utilisant la monotonie de A, par rapport au poids, nous obtenons

Ao (my)

Aa(@my + Bmp) < Ax(amy) = <1,

puisque, (a, B) € 6>, alors A (a m; + fmy) = 1, ainsi nécessairement < 0.
La preuve de la seconde assertion peut étre effectuée de maniere similaire a celle de la

premiere.

Théoréme 3.3.1 Soit my, my € M*(Q) deux fonctions poids. Si la condition (A) est
vérifiée, alors nous avons :

1. Pour tout <0, il existe un unique a; () > A, (my) tel que (a; (B), B) € 6>, oit

fmllulp

1 i 0

+—:sup m .
“2(,5) KerzueK\RfQIVLtlp—ﬁLMﬂLtlp

2. Si mes(Q,,,,) > 0, donc pour tout f < 0, il existe un unique a, (f) < A_2(my) tel que

(a5 (B), P) € 62, ot
fmllulp
= inf sup Q

a; (B) KEFZu(—:K\]Rf IVulp—,Bf mo |u|P
Q Q

(3.3.2)

(3.3.3)

avecl'y = {K c S: K est un compact symétrique et y(K) = 2} et S est la sphere unité de
lespace WP (Q).

58



Preuve. 1. Soit § <0, et on définit a (f) comme suit :

p
1 mellul

inf

—— = sup )
a, (ﬁ) KeT» ueK\]Rf |vu|l7 _’3[ m2|u|l7
Q Q

(3.3.4)

Par définition de a; () et en tenant compte du fait que toute fonction propre associée
a A2 (m;) change signe sur Q, on en déduit qu'’il existe une fonction propre u© qui change

de signe sur Q telle que
fqulp_ZVu.Vv—,Bf mglulp_zuv:fag(ﬂ)mllul”_zuv YveW'P(Q). (3.3.5)
Q Q Q

Remarquons d’abord que, si w € WHP(Q) est une fonction propre de 'opérateur

—A, — fmy], qui change de signe sur (2 associée a une valeur propre A > 0, alors

A= aj (B). D’apres (3.3.5), nous avons
f IVulP2Vu.Vu =f (@i (B) my + Bmy) | VulP2Vuv Yve WP (Q),
Q Q

il en résulte que 1 est une valeur propre de 'opérateur —A, avec poids a; (B) my +f my,
puisque la fonction propre correspondante u change de signe sur Q, on conclut alors
que

Ao(ag (B)my + Bmy) < 1. (3.3.6)

D’autre part, en utilisant (3.3.4) on a pour tout K € I'y, il existe ux € K tel que

f my |ulP
min Q

uek f|w|'”—ﬁf m ul?
Q Q

my lugl|P

1

= < ,
fquKlp—ﬁf my luxl|” a; (B)
Q Q

il en résulte que

f (a3 (B) my + B my)|uk|?
Q <1

f IVugl?
Q
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Ainsi
f(a:;(ﬁ)mﬁﬁmz)lul”
min <2

uek
f Vul?
Q

L(a; (B) mi + Bmy) |uxlP

f IVugl?
Q

(a3 (B) my + B my) |ul?

<1 pour toutK €Iy,

ce qui implique

sup min <1
Kel', Uk f IVulP
Q

Puisque

. (a3 (B) my1+ B my) [ul”

= sup min
Ao (B) my+ B my) Kelpg uek f Vul?
Q
on déduit que
Aa(az (B) my + fmy) = 1. (3.3.7)

En combinant (3.3.6) et (3.3.7), il résulte donc
Aa(az (B) my + Bmy) = 1.

Soit y > 0 tel que A, (y m; + fmy) = 1, alors il existe une fonction propre © qui change

de signe sur Q et
fQIVuI”_Zqu:fQ(yml +Bmo) lulP2uw Y we WHP(Q).
Par conséquent
fQIVul”_‘quw—fQﬁmglulp_zuw:}/fQ mylul’?uw Yowe WhP(Q) (3.3.8)

de cette derniere équation, on déduit que y est une valeur propre de I'opérateur —A,, —

pmyJ, avec poids m;, puisque la correspondante fonction propre u change de signe
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sur 2, on conclut alors que

Y =a; (f).

Supposons par contradiction que y > a; (f8), donc

p

my|u

1 1 1lul
= sup min

- < — T ’
e A
Q Q

par 'inégalité ci-dessus on déduit qu'il existe Ky € I', tel que

fm1|u|”
—<m1n

”€K°f|Vu|f’ ﬁf ——a

puisque Kj est un compact, alors pour tout u € Ky on a

p
1 fm1|uo|
Y f|VM0|p ,3[ m2|u0|p

f(ym1+,6m2)|u0|”
1<mi1§1
Heto fquol"’

Par conséquent

il s’ensuit que

(ym1+,3mZ)|ul”

1
1 < sup min = =
Kelpg uek f Vul? Az (y my + fmy)
Q

ce qui donne une contradiction, nous avons donc y = a; (f).
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Pour la démonstration de I'assertion 2) du théoréme, nous définissons a; (f)

f my |ul?
Q

_—:Kinrf max (3.3.9)
Q Q

et on suit les mémes arguments comme dans la preuve de 1).

comme suit

3.4 Courbes propres du p-Laplacien avec poids indéfinis

en dimension un

Dans la présente section nous étudions l'existence des courbes propres du
p—Laplacien avec poids pour un probleme de Neumann unidimensionnel. De plus, on
établit une formulation variationnelle des courbes propres et on montre que toutes les
courbes propres ayant le méme comportement asymptotique. Enfin on termine cette
section par I'étude de quelques propriétés de la courbe propre principale, notament la
concavité et la différentiabilité.

Conséderons le probléeme suivant :

—(Iu’lp_zu’)’ = (@m (x) + Bn(@) ma(x)) |ulP?u dans I=]a,bl
(3.4.1)
ua)=u'(b)=0

oua,belR (a<bh)]l<p<+oo et m,my sont deux fonctions poids satisfont la
condition suivante :

my, mye M+ () et irllfess ms >0 (3.4.2)

avec

M* () = {m € L°(I) :mes(x € I : m(x) > 0}) # o}.

Définition 3.4.1 Etant donnée deux fonctions poids m;,m, € M"(Q) non

identiquement nulles. On définit la n**™® courbe propre du p-Laplacien avec poids et
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avec condition de Neumann au bord par
def 2
G L {(a,ﬁ)e]R An(@my + pma) =1}, (3.4.3)

Notre objectif est de montrer que lorsque le poids my vérifie la condition (3.4.2),
I'ensemble %6, est effectivement une courbe continue. Néanmoins, avec la notation
nous avons pu établir que toutes les courbes propres ont méme comportement
asymptotique ( voir la sous-section 3.4.5).

On trouve dans la littérature sur les courbes propres de —A;, une autre définition. En
ieme

fait Binding et Huang [15] ont considéré la n courbe propre du p-Laplacien comme

étant la courbe de la fonction §, définie par

flu'lpdx—afmllulpdx
Bn(a) = inf max L L

Kel, uek
" fmglulpdx
I

M

oul, = {K c §: Kestsymétrique, compact et y(K) = n} et S est la sphere unité de
I'espace WLP(I).

Notons que avec cette derniere définition, les auteures dans [15] ont étudié seulement
le comportement asymptotique de courbe propre principale, ils se sont basés sur la
simplicité géométrique et algébrique de la valeur propre principale du p-Laplacien.
C’est pour cela leur technique ne s’adapte pas pour les autres courbes propres 6, ol
n = 2. Pour exposer nos résultats, on rappelle en premier lieu I'’énoncé d’un résultat

qu’on va faire usage dans cette section.

Lemme 3.4.1 (cf. [23],24])
1. Soit me M* (1), alors pour tout n = 1 lapplication A, : m — A,,(m) est continue

dans (M™ (D), |l.lleo)-

2. Soit (my)y une suite dans M* (I) telle que m — m dans L*°(I) quand k — +oo,

alors

. lim A, (myg) = +o0 si et seulement si m <0 presque partout dans I.
—+00

Maintenant, on est en mesure de donner notre premier résultat de cette section.
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3.4.1 Existence des courbes propres du p-Laplacien avec poids
indéfinis en dimension un
ieme

Nous établissons I'existence de la n courbe propre. Soit m € L*°(I). D’abord on

introduit les notations suivantes :

I ixe meo > otet I, Y {x e [mx) <0}

Théoreme 3.4.1 Soient m, et my deux fonctions poids. On suppose que m; et my

vérifient la condition (3.4.2) en plus si mes(I,, ) >0. Alors nous avons :

1. Sin=2, pourtout a € R il existe un unique nombre réel t,(a) tel que

Anla my + t,(a) my) = 1.

2. Sin =1, en outre supposons que le poids m; change de signe sur I etf mydx <0.
I

Alors nous avons pour tout « € R il existe un unique nombre réel t) (a) qui satisfait

AMamy+ f{(a) mp) =1.

Preuve. 1. Soit a € R, nous considérons la fonction f, : R — R définie par
t — An(a my +t myp). D’apres la proposition|3.1.1/ et le lemme|3.4.1)on peut montrer
que f, est une fonction continue et décoissante, donc fy est injective. Pour montrer

que I'équation f,(#) = 1 admet une solution, nous distinguons les trois cas suivants :

1¢" cas A_,,(mq) < a < A,,(my).
Si a =0, alors 'unique réel ty qui vérifie 1, (a m; + tog my) =1 est ty = A, (my).

Supposons que a # 0, dans ce cas nous avons

h@:&%ﬂzﬂa>0
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et

fa(O):% sia<0,

alors f4(0) > 1 car mes(I,, ) > 0.

. a
Puisque 7m1 + my — my dans L*°(I) quand ¢ — +o0o, donc

. ) 1 a 3
[Elglmfa(t) = zEIPoo;/ln(7m1 +my) =0,

comme 1 €]0, f,(0)[, alors il existe un unique réel ¢,(a) €]0,+oo[ qui vérifie

fa(tn(a)) = 1.

2i¢me cag @ = A,,(my).
Sia=A,(m),onprend ¢, =0.

Pour a > A,,(m;), nous avons « > 0, ainsi

An(my)

0< fa(0)=Au(am) = <1 (3.4.4)

. —allmy |
Soity, = ,—oo,
1r11fess my

Aa:{t<0:am1+tm250 p-p- xEI} et T,=SupAgy

on peut aisément voir

amy+y,my<0 p.p.dans ],

donc A, # @, nous allons prouver que 74 € Aq. En effet, tout d’abord, nous montrons
que 74 < 0. Puisque f,(0) > 0, et f, est une fonction continue alors il existe n < 0 tel
que fq(f) > 0 pour tout ¢ € [,0]. Donc A, (a m; + t my) > 0 pour tout ¢ € [n,0], ce qui
donne

amy+tmp€eM*(I) pourtout fEe€[n,0],
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Par conséquent 7, <71 < 0. En outre, par utilisation de la définition de 7,4, nous avons

pour tout k € IN*, il existe ;. € A, tel que 74 — % < t. Il s’ensuit que
1 1
amy(x)+Te ma(x) <amp(x)+ t ma(x)+ %mg(x) < %”mz”m pp. xe€l
et pour tout k € IN*. Par conséquent, en passant a la limite avec k — +oo, on obtient
am(xX)+1,me(x)<0 p.p. xe€l,
ainsi, 74 € Aq. Donc grace au lemme(3.4.1{on trouve
tlim fa(t) = 400, (3.4.5)
—Tq
il résulte de (3.4.4) et (3.4.5) qu’il existe un unique réel ¢, (a) €]14,0[ qui vérifie

fa(tn(a)) =1.

3ime cag @ < A_,,(my).
Sia=A_,(m;), onprend t, =0.

Pour a < A_,,(m;), dans ce cas nous avons a < 0 et

A—pn(my)
<

0< fa(0)=Au(am) = 1. (3.4.6)

Nous cherchons un réel 8, tel que lirg fa(t) = +o00.
[—0q

: allm
En effet, soit g = —————,
1r11f essny

Ba:{t<0:am1+tm250p.p.xel} et O, =supB,.

C’est claire que pq € By, donc By, # @.

Le reste de la preuve peut étre effectué de maniere similaire a celle du cas 2.

Pour prouver la conclusion 2), on suppose de plus que le poids m; change de signe
sur I et f[ mydx < 0, alors par la méme preuve que la premiére, en prenant en

considération que A_;(m;) =0.
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Remarquons que si par exemplef mydx = 0, alors A;(m;) = A_;1(m;) = 0 et donc le
I

premier cas de la preuve n’a pas de sens.

Lemme 3.4.2 Soit (a, ) € €,
1. Sia > A,(my), alors nous avons 3 < 0.

2. Simes(I,,) >0 eta <A_,(my), alors nous avons f§ < 0.

Preuve. Vérification de la premiere assertion 1), soit a > A,(m;) supposons par

absurde, que = 0, alors on obtient
amy<amy+f my,
donc par la monotonie de A,, par rapport au poids, on obtient

An(my) <1.

I1=A(@amy+ B my) <Ay(am) =

En tenant compte que (a, fB) € €, (i.e. A,(a@ m; + p my) = 1), ce qui est donne une
contradiction, donc nécessairement nous avons < 0. Pour conclure la preuve de
I'assertion 2) il suffit de suivre la méme démarche précédente en remarquant que

A—p(my) = =4, (=my).

3.4.2 La caractérisation variationnelle des courbes propres €, avec
n=2
On va établir dans cette sous-section une caractérisation variationnelle des

courbes propres %, avec n = 2. Pour cela, nous introduisons a nouveau la formulation

de B, (a) donnée par P. A. Binding et Y. X. Huang dans [15].

flu’lpdx—afmllulpdx
Bn(a) = inf max L I ,

Kel',, uek
" fmglulpdx
I

(3.4.7)

oul, = {K c §: Kest symétrique, compact et y(K) = n} et S est la sphere unité de

I'espace W'P(I), puis nous montrons que le graphe de 8,,(a) est confondu avec €, la
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ieéme .
n courbe propre de —A,, avec poids.

Théoréme 3.4.2 Supposons que les deux poids my et my vérifient la condition (3.4.2) et

nous reprenons la notation du théoreme|3.4.1| Alors pour n =2 nous avons

th(a@) = Bn(a) pourtout a € R.

Preuve. On consideére ¢, une fonction propre associée a la valeur propre A, (a m; +

(@) my) =1,i.e.
fl(pﬁqlp_z(pglv'dx = f(a my + (@) mo)|@nlP 2@ vdx Yve WhP(D),
I I

alors d’apres le résultat de A. Dakkak, S. El Habib et N. Tsouli [23] la fonction propre ¢,
admet exactement n — 1 zéros dans I, et ne s’annule pas sur le bord de I.

On désigne par Z(¢,) = {xl, X2, . ..,xn_l} I’ensemble des zéros de ¢, dans I avec x; <
X2 <,...,< Xp—1, €t nOUS prenons xy = a et x, = b, pour i = 1,..., n on définit la fonction
u; comme la restriction de ¢, sur I; =]x;_1, x;[ et u; son prolongement par zéro sur 1.
Nous considérons le sous-espace F,, = vect (uy, ..., U,) qui est un sous-espace vectoriel
de dimension n de I'espace W”(I) et on pose Ky, = F,n S, ou S estla sphére unité de
whP(D).

Soit u € Ky, donc u # 0 et il existe (91,...,6,) € R" \ {0} tel que u = Zn: 0;u;.

On en déduit -

n
lulP =) 1617 a1,

i=1
car [;nIj # @ pouri# j.
Il est clair que K, est un compact symétrique et y(K,,) = n, par conséquent K, € I'y,.

En utilisant (3.4.7), on obtient

flu’lpdx—afmllulpdx
Bn(a) < max ! L

uek,
on fmglulpdx
I

)
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puisque u € K, alors

n
[wrax =3 150 [ i@rax
I i=1 I;
n
Y. 18017 [ Il 2,
l:il i
i=1

15417 fI 9,172 T dx,

car ﬁ;.(x) =0surl~1I;.
Maintenant, en utilisant le fait que ¢, est une fonction propre associée a la valeur

propre A, (a my + t,(a@) my) =1, on obtient

n
fllu’l”dx =) |5i|’”fl(a my + (@) M) |@nlP 2@ iiidx
i=1
n
= Zléil’”fl (@ my + ta(@) m)l@ulP >, lidx
i=1 i

n
=Z|5i|pfl(am1+tn(a) my)| ;P dx
i=1 i

n
Z|5i|p|17i|pdx

= f(a my + ty(a) mp)
I i=1

=f(a my + ty (@) my)|ul? dx,
I
ainsi

flu'lpdx—afmllulpdx f(a my + t,(a) mg)lulpdx—afmllul”dx
I I _Jr I

fmzlulpdx fmglulpdx
I I

On déduit alors que

= ty(a).

Bn(a@) < ty(a). (3.4.8)

D’autre part, d’apres la définition de () nous avons

Anla my + ty(a) mp) =1
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cela signifie que

f(a my + t, (@) mo)|ulPdx

sup min ! =1,
uek
Kel'n flu'lpdx
I

et puisque pour tout K € Iy, il existe ug € K tel que

f(a my + ty (@) my)|ug|Pdx f(a my + ty (@) mp)|ulPdx
L = min 2L

flu}(I”dx uek flu’lpdx
I _

< =
An(a my + tp (@) my)

M

ce qui implique
afmlluKlpdx+ tn(a:)fmglu[(lpdxsflu}(lpdx
I I I

on conclut que

tn(a)fmgluKlpdxsfIuklpdx—afmlluKlpdx.
I I I

Grace a I’hypothese irllf essmy >0, on obtient

flu%lpdx—a‘[mlluKlpdx flu’lpdx—afmllulpdx
I I I I
)

th(a) < < max

uek
fmgluKl”dx fmglulpdx
I I

cela est vrai pour tout K € I';;, donc

flu’l”dx—afmllulpdx
t;(a) < inf max L L

Kel';, uek
" fmglulpdx
I

= Pn(a). (3.4.9)
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Finalement, en combinant (3.4.8) et (3:4.9), on obtient

th(a) = Bu(a).

3.4.3 La caractérisation variationnelle de la courbe propre
principale €,

De nouveau dans cette sous-section nous avons besoin de |'hypothese

supplémentaire suivante sur le poids m;
m; change signe sur [ et f mydx <0. (3.4.10)
I

On définit B, (a) comme suit

flu'lpdx—afmllulpdx
Pi(a)= inf ! ! .

) (3.4.11)
uew o fmzlul”dx
I

Théoreme 3.4.3 Supposons que m; et my vérifient les conditions (3.4.2) et (3.4.10). Alors

f(a) = B1(a) pourtout a € R.

Preuve. Considérons (a, f;(@)) € 6, ou f;(a) est donnée par le théoreme [3.4.1, nous
allons montrer que f;(a) = t;(a). En effet, comme (a, t;(a)) € 6; alors nous avons

AMlam; + {(a) my) =1, i.e.

inf f|u’|”dx: 1 (3.4.12)
ued (ami+t (@) my) Jg

ou(amy+ t1(a) my) = {ue wlpr(n :f(amﬁ- (@) mo)|u|P = 1}.
I

Fixons a € R, pour tout u € WLP(1)\ {0}, nous allons étudier les deux cas suivants :
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1¢7 cas:[(am1+tl(a) mo)|ulPdx > 0.
I

Posons

u
V= ,

T
(f(aml + 11 (@) mo)|ulPdx b
I

ona

f(a mi + (@) m)|v|Pdx =1,
I

ce qui implique que v € of (@ my + t; (@) my).

Ainsi, d’apres (3.4.12) on obtient

c’est-a-dire

[Iu'lpdx
I

f(a my + t1 (@) mo)|u|Pdx
I

1=

par conséquent

flu'lpdxzf(am1+tl(a)ml)lulpdx.
I I

2ieme cag . f(a my + 1 (@) my)|u|Pdx < 0.
I
Dans ce cas, nous avons
f W |Pdx =0,
I

donc il est facile de voir que
flu'l”dxzf(aml + 11 (@) mp)|ulPdx,
I I

Ainsi, dans les deux cas nous avons

fllu'l”dx—aflmllulpdxz tl(a)flmglulpdx,
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puisque il’Ilf essmp >0etu#0,donc

flu’lpdx—af my|ulPdx
f() <=L ! ,
fmzlulpdx
I

ce qui donne

flu’lpdx—af my|ulPdx
1 I

fila) < lr}f;] = ﬁl(a)y
el o flmglulpdx
il en résulte que
h(a) < pi(a). (3.4.13)

D’autre part, soit u € o (@ my + 1 (@) my), alors d’apres la définition de f;(a) nous

avons
Iu'l”dx—famllulpdx
I

fmzlulpdx
I

f(a:m1+ﬁ1(a) mg)lulpdxsflu'lpdx,
I I

’

p1(a) < !

par conséquent

et comme u € of (@ my + B1(a) my) alors f(a my + B (a) mo)|ulPdx =1, c’est-a-dire
I

1 s[lu'lpdx,
I

ainsi

1< inf f|u'|”dx,
uesd (@my+p1(a) mp) JJ
il s’ensuit

1< )Ll(a ny +,51(C¥) WZ2).

Supposons par contradiction que f;(a) < Bi(a). Donc, en utilisant la propriété de

stricte monotonie par rapport au poids de A; on en déduit

1=A1(@amy + t1(a) mp) > A (amy + Br(a) mp) = 1.
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ce qui est absurde, par conséquent

fi(a) = 1(a). (3.4.14)

Enfin, a partir de (3.4.13) et (3.4.14) on en déduit #; (a) = f1(a).

3.4.4 La concavité et la différentiabilité de la courbe propre
principale 6,

Notre but dans cette sous-section est d’étudier la concavité et la différentiabilité de

%) la courbe propre principale du p-Laplacien.

Proposition 3.4.1 Supposons que les deux poids m, et my vérifient les conditions (3.4.2)
et (3.4.10). Alors la fonction a — P () est concave et différentiable, et pour tout ap € R

nous avons
f my|Pa,|Pdx
I

By (ap) = ——,
flmzlwaol”dx

olL o, est une fonction propre associée a la valeur propre A1 (ao my + B1(ag) myp) = 1.

Preuve. Pour uj, s € R et ¢ €]0, 1], nous avons

flu’l”dx—(tuﬁ(l—t)uz)fmllul”dx
Br(tur +(1—-1t)up) = inf U I

uewbr(n
140 fnulul”dx

I
flu'lpdx—,ulfmllul”dx
>t inf L L

we WhP(I) JymalulPdx
u#0
flu'lpdx—ugfmllulpdx
+(1-1 inf L L
Hel D fmzlul”dx
1

> 161 () + (1 — )61 (o).

Cette derniere inégalité permet de dire que la fonction a — f; (@) est concave.
Maintenant, nous étudions la différentiabilité de la fonction &« — B;(a) sur R. Soit

a,ap € R tel que a # ap, et soit ¢y une fonction propre associée a la valeur propre
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A (ao my + Br(ag) mp) = 1.

D’une part nous avons

fl(pglpdx—af mi|golPdx
I I

fila) <=

flszq)oI”dx
fl(pgl”dx—aof mylpolP dx fmllqool”dx
dr I —a—ag) (3.4.15)
flmzlqool”dx flmzlqool”dx
my ol dx

< B1(ap) — (@ — ap) .
flmzlqool”dx

Ensuite, on en déduit que

B fm1|<P0|pdx
limsup p1(a) — B1(ao) __Ji

< , (3.4.16)
a—ag a—ao fmgl(polpdx
I

et

B fmllq)olpdx
limsupﬁl(a) Prlao) _Ji

. > . (3.4.17)
% @~ fmgl(pol”dx
I

D’autre part, de la méme maniere comme dans I'inégalité (3.4.15), on obtient

frml(polpdx
B1(ap) < Pr(a) — (ag— a) =
flmgl(polpdx

)

donc

fmlkpol”dx B
_Jr sliminfﬁl(a) B1(ao)

1 (3.4.18)
fmzl(polpdx a—ag a— Qg
1

et

fmllwol”dx B
_JI zliminfﬁl(a) ﬁ1(060).

sl (3.4.19)
fmgl(polpdx a—a, a— Qg
1
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grace aux deux inégalités (3.4.16) et (3.4.18), nous obtenons

my lgolP dx
Bilad)=-Et— (3.4.20)
f1m2|¢0|pdx

grace aux deux inégalités (3.4.17) and (3.4.19), nous obtenons

flmﬂ(l?olpdx

< (3.4.21)
flmzlwol”dx

CACHES

Finalement en combinant (3.4.20) et (3.4.21), on déduit que la fonction est

différentiable en a et
fl milol?dx

By (ap) = ——.
flmzlq)olpdx

3.4.5 Comportement asymptotique de €6,

Le but de cette sous-section est d’étudier le comportement asymptotique
des courbes propres %,, pour cela, nous investissons le résultat principal du
théoréme En fait, définir €, ou n = 2 par son expression f3,(a) donnée
par la formulation variationnelle (3.4.7), rend malheureusement 1'étude de son
comportement asymptotique tres difficile. Lidée du résultat suivant est parfaitement

inspirée du travail de A. Dakkak et M. Hadda [24].

Théoreme 3.4.4 Supposons que les deux poids m, et my satisfont les hypothéses (3.4.2)
et (3.4.10), alors nous avons

. ,Bn(a) ny
1. lim = —supess—.
a—+oo I mo

. n(a@) . mq

2. lim p = —infess—.
a—-o0 I my
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Preuve. Vérifions I'assertion 1). On considére a > A,(m;), donc grace au théoréme

B.4.1Jon déduit qu'il existe B, (a) tel que (a, B () € €y, i.e.
Anla my + By(a) mp) = 1.

D’autre part, on remarquera que

a
a my + fp(@) my = a(m + ’B"Ci ) my),
ce qui entraine que
(@)
Anmy + P22 iy = g
a
qui est une quantité finie et positive, donc
(@)
my + b my e M* (D).
a

Ainsi il existe un sous-ensemble I, c I tel que

mes(ly) #0 et my(x)+ my(x) >0 p.p. x€l,.

,Bn(a)
a

Par conséquent,
—Bn(a) - mi (x)

xel
a 1y (x) ¢
il s’ensuit que
—Bnla m
pn(@) <supess—,
a I mo
ce qui implique
—Bnla m
limsup fn(@) <sup ess—. (3.4.22)
a—+o00 a I my
_,Bn (a)

D’autre part, soit [ = liminf

i , donc pour une sous-suite de (a) telle que ay —
a—+00 a

+00, NOoUS avons

k—+o0 ag

et Aj,(my+ pnlar) mp) = .
ag
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Puisque
a
my + ,Bn( k)
23

my—m;—1Ilmy dans L°(I) et aj— +oo,

alors par le lemme|3.4.1} on obtient m; — [ my <0 p.p. x € I, c'est-a-dire

m <!l p.p.dans I,
nmy

ou encore

m .. —Pnla)
supess— <[ =liminf p .
I m2 a—+oo a

Finalement, en combinant (3.4.22) et (3.4.23), on obtient

(3.4.23)

. ,Bn(a) my
lim = —supess—,
a—+o0 a I m2

ce qui acheve la démonstration du premier résultat.

Nous pouvons prouver I'assertion 2) de la méme maniere comme 1).
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Deuxieme partie

Etude de Non-Résonance pour Certains

Problemes Elliptiques de Neumann
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CHAPITRE 4

NON-RESONANCE SOUS LA COURBE
PROPRE PRINCIPALE

Ce chapitre est consacré a I’étude du probleme de non-résonance, cette étude est
organisée en deux sections, dans la premiere section nous étudions la non-résonance
sous la premiere valeur propre de —A, avec poids m; (1;(m;)) et dans la seconde
section nous étudions la non-résonance sous la courbe propre principale du
p-Laplacien avec poids. Il s’agit de montrer un résultat d’existence pour le probleme

elliptique de Neumann suivant :

—Apu:aml(x)lulp_2u+ my(x)g(u) + h(x) dans Q

(Pa)
ou 3

—=0 sur 0Q,
ov
ol Q) est un domaine borné régulier de RN (N =2), —Apu= —div(|Vu|P2Vu) désigne
I'opérateur p-Laplacien avec 1 < p < oo, h € L*(Q2) une fonction destinée a étre
arbitraire, m;, my € L*°(Q) sont deux fonctions poids vérifiant certaines conditions,

g est une fonction de R dans R continue, a € R et v est le vecteur directeur de la

normale extérieure a 0Q).
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4.1 Non-résonance sous la premiere valeur propre

Dans cette section, on se propose de donner un résultat d’existence pour le
probleme (£2,) dans le cas particulier ou a@ = A;(m;), la fonction g et son potentiel
S
G= f g(ndt, my et my satisfont respectivement les conditions suivantes
0

+

4 . g(s)
€ ImsuP ez

G
(Gi) llmlan <0,

(A1) m; changedesignesur Q etf my (x)dx <0,
Q

(A2) igf essmy > 0.
C’est-a-dire nous montrons que le probleme suivant admet au moins une solution,

ue€ WhP(Q) pour tout h € L*®(Q)

—Apu:Alml(x)lulp_2u+mg(x)g(u)+h(x) dans Q

(1)

g—: =0 sur 0Q
ou Ay = A;(m,) estla valeur propre principale de —A,, avec poids m;.
Le résultat principal de cette section est une généralisation du travail de A. Anane et
A. Dakkak ([20]). Loriginalité de ce travail réside dans I'insertion d'un deuxiéme poids
my dans le second membre de I'équation (27,,). La méthode employée pour obtenir ce

résultat fait appel au degré topologique de Leray-Schauder.

4.2 Cas possibles

Pour étudier le probléeme (27),), nous allons suggérer les quatre cas possibles

ci-dessous.

Premier cas

g e 88)
<0 et (g_l):lsl—rgglofls|i’—zs<5’

+3.1: .
(g_l) ’ lslg}kglof |5|P—25
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Deuxiéme cas

<& et (gg):liminf 8

~1) :liminf >
(8-1) s——00 s—+00 |s|P~2s

)

|s|P=2s

Troisiéme cas

’

<6 et (g,):liminf 8(s)

e 8(8)
(g7,) :liminf iminfs pz; =

§—+00 |3|P—23

Quatrieme cas

)

g 8(8) R (s)
(go)'lslﬂgloflslp—%Zé ot (go)'lslin—glglsv"zs_

- lm oo
oud= —— 17

VY = igfess my et my{” = max(m;,0).

Par une méthode classique des sur et sous-sotutions ordonnées (voir [2], [40]) on peut
montrer facilement que si la fonction g vérifie les hypothées du premier cas, alors le
probléme (22),) admet au moins une solution pour tout # € L*°(Q). Il reste a étudier les
autres cas, pour cela nous allons garder les hypotheéses (gy) et (g;) afin de les utiliser
par la suite, alors que (g7,) et (g~,) seront exploitées dans la construction des fonctions

troncatures que nous allons définir ultérieurement.

Proposition 4.2.1
1. Si la fonction g vérifie 'hypothese (g—,) alors, pour tout h € L*(Q) il existe A =

Ap<O0telque:
Amy (X)| AP 2 A+ my(x)g(A) + h(x) >0 p.p.dans Q. (4.2.1)

2. Si la fonction g vérifie 'hypothese (g*,) alors, pour tout h € L*(Q) il existe B =
Byp >0 tel que:

/hml(x)lBl’”_zB + my(x)g(B)+ h(x) <0 p.p.dans Q. (4.2.2)

Preuve. Nous allons montrer seulement la premiére assertion car la preuve de la

seconde se fait de la méme maniere.
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Fixons € > 0. D’apres I'hypothese (g~,) nous avons

M llmf
liminf 8(s) < 1limy oo
§——00 |5|P—25 Y

Soit A, <0 tel que
—elAplP 2 Ap = 1 hllo

alors

-1
elApP™" = | hll oo,

anisi,

elApP Y+ h(x) 20 p.p.dans Q.

Par conséquent, il existe A < Ay, tel que
eYlAIP Y + h(x) > ey|AplP L+ h(x) =0 p.p.dans Q

et .
A MM lleo
g(A) - lmill

|AIP=2A Y

En effet, supposons par contradiction que pour tout s < Ay, alors nous avons

HONNS ~Mm lleo

> —€
|s|P=2s y ’
donc .
. . (S) _Alllm ”oo
liminf g 5 = 1 -
s——oco |s|P~=s Y

ce qui donne une contradiction.

Et par I'inégalité (4.2.4), on obtient

g(A) S my(x)

+
TAP2A Mlmi oo +€mz(x) p.p.dans Q

—my(x)
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puisque y = igf ess ny, on obtient

g(A)

= A)IAI”‘1+ h(x) > (=A1my (x) + M [Im lloo) [ AP+

(=A1my(x) — ma(x)

+elAIP 1+ h(x) p.p.dans Q,

de plus, il est facile de voir que
—Mimi(x) + 4 llm{ loo=0 p.p.dans Q.
Par conséquent, en utilisant on en déduit que
A my(X)|AIP"2 A+ ma(x) g(A) + h(x) >0 p.p.dans Q,

cela permet de conclure la preuve de (4.2.1).

4.2.1 Probleme homotopique

Afin d’utilisé la technique de degrée topologique dans démonstration du résultat

principal de ce chapitre nous allons introduire le probleme homotopique suivant

—Apu=1-wWolulP?u+pfi(x,u dans Q
(gi,p)
ou
—=0 sur 0Q,
ov

ol 0 < 0 un réel fixé, u € [0,1] et pour i € {2,3,4} les fonctions f;(.,.) sont définies

comme suit : Pour chaque s € R et pour p.p. x dans Q
Folx,9) = falx, T4 (s)), (4.2.5)

f3(x,8) = falx, Tz (s))

et

fu(x,8) = Aymy (0)1sIP 725+ mo(x) g(s) + h(x),

ol T; (s) = max(s, A), T (s) = min(s, B), A et B sont données par proposition[4.2.1}

84



Proposition 4.2.2  Si u est une solution de (%?; ;) pour i =2 ou i = 3, alors nous avons :
1. Sii=2,alorsu(x) = A p.p. x € Q et u est aussi une solution du probleme (2, ;).

2. Sii=3, alors u(x) < B p.p. x € Q et u est aussi une solution du probleme (% ),

olt A et B proviennent de la proposition
Preuve. 1. Puisque u est une solution de (2%, ), alors
jﬂvaﬂvam—Ardx:])ul—memwﬁu+uﬁmnmuu—Ardm
Q Q-

o Q™ ={xeQ,u(x) < A}.

En utilisant le fait que u — A= (u— A)™ — (u— A)~, nous obtenons
—fQ IV(u—A)"|Pdx = fQ [(1— 0| ul”2u+ pufo(x, Al(u— A dx, (4.2.6)
puisque A <0 et <0, donc il est facile de voir que
1 -woluP?u(u—A)"=0 pp. xeQ. 4.2.7)
En combinant (4.2.6), et d’apres la proposition}|4.2.1, on obtient
—fQ IV(u—A)~"|Pdx=0,

ainsi V(u— A)~ = 0, ce qui signifie (u— A)~ = C ou C est une constante réelle. Nous
montrons que C = 0, pour cela en procede par I'absurde. Supposons que C # 0, alors C
est positive et u(x) = A—C p.p. x € Q, et en tenant compte du fait que u est une solution

de (9%, ) nous avons
0=Apu=(1-wblA- CIP2(A-C) + 1fo(x, A) >0,

ce qui donne une contradiction, donc (u— A)~ = 0. Ceci compleéte la preuve de la

premiere assertion.
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Pour la preuve de la seconde assertion 2), on utilise des arguments similaires a ceux

utilisés dans la preuve de 1).

Corollaire 4.2.1
1. Si g satisfait 'hypothese (g_,) et u est une solution de (2%,,1), alors u est aussi une

solution de ().

2. Si g satisfait 'hypotheése (gfl) et u est une solution de (%%3,1), alors u est aussi une

solution de (2,).

Nous sommes maintenant en mesure de donner I’énoncé du résultat principal de cette

section.

4.2.2 Résultat principal et lemmes techniques

Théoréme 4.2.1 Soit my, my € M*(Q). Supposons que (Al) et (A2) ont lieu et que la
fonction g et son potentiel G vérifient respectivement (g*) et (G*). Alors le probléme

(Z),) admet au moins une solution non triviale u € wblpP(Q) pour tout h € L*(Q).

La preuve de ce théoréme repose sur la théorie du degré topologique, pour cela
nous allons traiter trois lemmes techniques. Le premier et le deuxiéme donnent des
estimations a priori sur les solutions des problemes homotopiques (%; ), (i = 2,3,4),
ils sont inspirés du travail de A. Anane et A. Dakkak. Le troisiéme lemme permet de

montrer une équivalence entre 'hypothese (G*) ci-dessus et ’hypotheése suivante :

G(s)-G
(GH) :liminfu <0,
S—=x

0o |5|P
ource€]0,1].

Lemme 4.2.1 Supposons que la fonction g vérifie (g°) et les hypothéses du cas i, oil i €

{2,3,4}. Si (up), est une suite de solutions de (%; ;,,), alors nous avons :
1. (u,), est une suite de L°°(Q)).

2. Silluplloo — 400 lorsque n — +oo. Alors, pour une sous-suite nous avons :
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Un

ltnlloo
+@ sii =4 et est une fonction propre positive de — A\, avec poids m; associée a

— v fortementdans €' (Q), otlv =+ sii =2, v=—@sii=3,v =

i v,=
la valeur propre A, telle que | @l = 1.

ii)

f Ig(un)_| dx — 0 quand n— +oo. (4.2.8)
p-1
Q lupll

Preuve. 1. Soit (u,) une suite de solutions de (2?; ,,), d’apres I'estimation L™ [4] et
le théoréme de régularité de Tolksdorf [58], il est clair que (u,), < €"*(Q), comme
€1%(Q) — L°(Q) est une injection continue, pour certain « €]0, 1[ indépendant de n,

u _
"__ estune suite bornée dans €% (Q).

il en résulte que (u,), < L*°(Q), de plus v, =
ltnlloo
2. i) Comme %1’“(5) —— ¢ 1(5) est une injection compacte, donc il existe une

fonction v € €' (Q) telle que ( pour une sous-suite de (v,))
v, — v fortement dans €'Q) et | Voo = 1. (4.2.9)

Pour des raisons de simplicité de la preuve, on suppose que le cas i = 2 est vérifié, donc
lafonction g vérifie les hypothese (g~,) celle-ci combinnée avec (g™), nous permettons
d’écrire

g(s) = q(s)lslp_23+ r(s) pourtout se€[A,+ool, (4.2.10)

ou A provient de la proposition}4.2.1} g et r sont deux fonctions continues sur [A, +oo[
et telles que
— Mmoo < q(s) <0 pourtout sE€[A, +ool,

et
r(s)

|s|P=2s

— 0 uniformément, quand s— +oo. (4.2.11)

Comme uj, est une solution de (%% ,,,), on obtient

fQIVunI’”_zVuandx:fQ[(l—un)Blunl”_zun+pnf2(x,un)]wdx (4.2.12)
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pour tout w € WP (Q).
D’apres la proposition(4.2.2}, nous avons u;, = A p.p. dans (, et par utilisation de (4.2.4)
et (4.2.10) nous écrivons :

Fo6, up) = Aymy (x) + ma () G (un) [ tn P~ 1y + ma (X1 (un) + h(x). (4.2.13)

D’autre part, puisque (1), < L*(Q) et g est une fonction continue, on conclut alors

que ¢q(uy) est une suite bornée dans L*°(£2), donc il existe une sous-suite qui vérifie :
q(uy) =" qo dans L*(Q),

olt —=A1[m loo < go(x) <0 p.p.dans Q

et par (4.2.11), nous avons pour une sous-suite

r(u
M — 0 fortementdans L*°(Q).

-1
leen 5

On peut aussi supposer pour une sous-suite, y, — g€ [0,1].

En combinant (4.2.12), (4.2.13) et on divise par || unllgo_l, puis par passage a la limite

lorsque n — +o00, on obtient
f IVUI”_ZVVdex:f My0,q, OV 2vwdx Ywe WHP(Q), (4.2.14)
Q Q
ou v est donné par (4.2.9) et my g 4, = (1 — w6 + Ay my + maqo).

D’abord, remarquons que p # 0 car si i = 0, alors en choisissant v comme fonction test

dans I’équation (4.2.14), nous obtenons

f |Vu|de:9f lv|Pdx <0,
Q Q

ce qui donne une contradiction.

Maintenant on montre que

mes ({x € Q,myg, 4, (x) >0}) #0. (4.2.15)
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En effet, on procede par I'absurde et on suppose que 1,9 4,(x) < 0 p.p. dans Q, en

prenant v comme fonction test dans I’équation (4.2.14), on aura
f IVv|Pdx = f my.0,q,(X)|vPdx.
Q Q

Puisque m, 9 4,(x) < 0 p.p. dans Q, alors f IVv|Pdx =0, ceci implique que
Q
my.0,q,(X)vP =0,

en utilisant le fait que v # 0, on obtient m g 4, = 0.
D’autre part, il est facile de voir que m,, g 4, < uA1my < A1my.

Donc

O:f mu,g_qodxs/llf mydx.
Q Q

par conséquent f mydx = 0, ce qui contredit I'’hypothese sur le poids m; qui est
Q

f mydx <0.
Q
Envertu de (4.2.14) et (4.2.15) on peut voir que 1 est une valeur propre du p—Laplacain

avec poids my g 4,, alors
1
ﬁ = /11([.1111’711) < Al(mu,g,qo) <1. (4.2.16)

Puisqe p € [0,1], donc par (4.2.16) on a nécessairement p = 1. En utilisant la propriété

de monotonie stricte de A, par rapport au poids et la définition de gy, on en déduit que
go=0 et mMu6,.qo = Amy.

Ainsi, en vertu de (4.2.14) et la simplicité de A;, on obtient v = +¢.
Enfin, du fait que u, = A et on divise sur || u,ll«, puis par passage a la limite lorsque

n — +o00, on obtient v = 0, par suite v = .

La démonstration dans les deux cas i = 2 et i = 3 est presque similaire au cas

précédent.
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ii) D’apres (4.2.10) et (4.2.11), on obtient

f—'g(’“‘”)_' dxsf —q(un)lvn|”‘1+f rtunl g,
Q Q Q

1 1
luen 55 a5

le second membre de cette I'inégalité tend vers 0 quand n — +o0, ainsi on trouve

4.2.8).

Lemme 4.2.2 Soit (u,) une suite de solutions de (%;,,) pour i € {2,3,4} telle que
lunlloo — +00 quand n — +oo, fixons a € Q etn > 0 tels que B(a,n) < Q. Si g vérifie
(g") et les hypotheses du cas i, alors nous avons

i Vig(un(ax()IVuy(ox(0)x— al
1im

n—oo Jo I ten lloo”

dt=0 p.p.x€0B(a,n), (4.2.17)

oo (t)=a+t(x—a) et B(a,n) est la boule de centre a et de rayonn.

Preuve. Pour la simplicité de la peruve nous allons se placer dans le cas i = 2, les autres
cas se traitent de la méme facon.

D’abord, en utilisant (4.2.8) nous avons

dx— 0 quand n— oo,

f lmZ(x)g(Lin)ldx< |m2(x)g(Lin)|
Blam  uplby Q  Juuli

ce qui implique

f de — 0 dans L'(B(a,n)) quand n— oo,
Ban  |unl

donc par passage au systeme de coordonnés sphériques, nous obtenons

2n prn t N-2 .
limf f f N1 B @t LN i g N1 46, db A1 =0 (4.2.18)
[ox1¥Jo Jo j=1

oo [R7

ol, w = % € 0B(0,1).

De I’égalité ci-dessus on obtient

|g(un(0x(7)))|

o — 0 quand n-—oop.p.x€0B(a,n) etp.p.7<€[0,1].
lunlloo
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En utilisant ’hypothése (g*), nous pouvons montrer que la fonction g satisfait la

condition de croissance suivante :
lg(s)|<clsP'+b pourtout se[A,+oo]

ol, b et ¢ sont deux réels positifs.

D’apreés la proposition4.2.2} nous avons u, = A, on en déduit facilement que

) sont bornées dans L°°([0, 1]).

(|g(un(ax(.)))|) o (N(un(ax(.)m

p-1
llenlloo

Ainsi on peut achever la démonstration du lemme en utilisant le théoreme de

convergence dominé de Lebesgue.

Lemme 4.2.3 Soitr €]0, 1[, supposons qu’il existe un réel d < 0 tel que

d< liminf@ <limsup @ <0, (4.2.19)

s—+oo |s|P s—+o00 |S|P

alors il y a une équivalence entre (G*) et (G;), ol

(G+):hminfGLj,)<0 ; (@):liminfw<o

s—+oo || s— 400 |s|P
Le résultat reste valable lorsqu’on remplace le signe + par le signe —.

Preuve. Supposons que (G") est vérifiée, alors il existe une suite (s;);, telle que

lim s, =+oo,
n—+00

et

G G
i (Sn) = liminfﬁ =1[<0.
n—-+oo |§,|P s—+oo |§|P

G(rsy)

|1 sulP

D’apres (4.2.19), on déduit que d < [ < 0 et (

entraine pour une sous-suite qu'on a

) est une suite bornée, ce qui
n

G(rsp) _

n—+oo |rs,|P

kouke[l,0],
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d’ou
Hminf G(s) = G(rs) < 1 G(sp) — G(rsy) _

§—+00 |s|P T n—+o0 |$,|P

I-rPk<l-rP)<0,

donc (G;) est vérifiée.

Réciproquement, supposons que (G;) est vérifiée, alors il existe une suite (), telle

que
lim 5, =+o00
n—-+oo

et

GGEn)-Grsy) .. . G(s)=G(rs)

————— =liminf —— = [, <0,

n—- +o0o ISP s§—+00 |s|P

G(s, G(rs,

il est facile de voir que ( Ep")) et ( ( ~p”)) sont deux suites bornées, donc quitte a
Sﬂ n rSl’l n

passer a des sous-suites, il existe k, k' €1d,0] tels que

G(Sn) =ket lim Grsn) =k

n—-+oo |§,|P n—-+oo r|s,|P

En combinant les deux dernieres formules, on obtient
k—krP=1 <0,

on en déduit donc k # 0 ou K #0.
Finalement, on a

liminf@ < min{k, k,} <0.

s—+oo |s|P

D’ou (G") est vérifiée.

4.2.3 Preuve du résultat principal

Fixons h € L*°(Q), nous allons distinguer trois cas (i.e. 2, 3 et 4), donc pour tout i €
{2,3,4} nous supposons que les hypothéses du cas i sont vérifiées et nous montrons
un résultat d’existence pour le probleme (£?; ;). Ainsi, d’apres le corollaire on
peut en déduire |'existence d’'une solution de (£7;,). Notre preuve consiste a construire

dans I'espace €(Q) un ouvert borné @, tel que 0 € @ et aucune solution de (P;u) ol
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1€ [0,1] se trouve sur la frontiere de &@. Cet ouvert @ est de la forme suivante
0 =051 ={uce@) T<u<s} (4.2.20)

ou Set T sont deuxreéls telsque T <0< S.

Ainsi la preuve du théoréeme découle immédiatement de la propriéte de
I'invariance du degré de Leary-Shauder par homotopie. Pour cela, nous allons
procéder par I'absurde, on suppose que ”pour tout T et S avec T < 0 < S, il existe
K€ [0,1] etu € 00 telle que u est une solution de (%; ,)”.

Afin de simplifier cette preuve, nous supposons que le cas 2 est vérifiée, car la
démonstration dans les autres cas en suivant la méme démarche.

Pour h € L™(Q) fixé on prend T = 2A < 0, out A provient de la proposition[4.2.1} Grace
a I'hypothese (G*) et par utilisation du lemme[4.2.3] on peut assurer I'existence d’'une
suite de nombres réels positifs (s,);, qui vérifie

lim s,=+c0
n—+00

et
G(sp) —G(rs G(s)—G(rs
mliﬂ—Lﬁﬂmmil—Lka (4.2.21)
n—-+oo S,’; s—+00 |s|P
ou, r = nnz;';(; et ¢ est une fonction propre positive de —A,, avec poids m; associée a

la premiére valeur propre A; (voir le lemme|4.2.1). Ainsi nous avons le droit de poser
S = sp, pour ces valeurs de T et S il existe (u,) < [0,1] et (u,) € 005, v deux suites
telles que u, est une solution de (£; ;,), or d’apres la proposition nous avons
up = A>2A, il enrésulte que

max(u,) = sy.

Soient x,, y, € Q tels que

m_aX(un) = un(xy) et nﬂn(un) =Up (yn)
Q Q

Puisque Q est régulier, alors sans perte de généralité on peut supposer que

X, — Xo dans Q et y, — ¥, dans Q,
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oll xp et yp sont deux points ou la fonction propre ¢ atteint respectivement son
maximum et son minimum.
En tenant compte du fait que Q vérifie la caractere 6, alors il existe une suite de points

(2K k=1,..,m = Q telle que

m

U Bz lzk =2kl cQ o, zo0=Xo et zms1= Yo
k=1
Nous écrivons
o =lzk zk+1], pourtout k=0,...m
m
de telle sorte que | J ok est une ligne brisée.
k=0

On note par dy,, le chemin de classe € ! qui joindre x,, et x et Y n,0 le chemin de classe

%' qui joindre y, et y, dans Q.
m

Posons, €,=06¢ ,U U ak) Uyno qui est un chemin de classe ¢! par morceaux
k=0

d’extrémités x, et y,, on peut toujous rectifier la suite (zi)r=1,. » de telle sorte que

par le lemme on obtient

L1g(n(@ k(I Vun(or(t)lo (8)]

lim dt=0pour k=1,..,m-1. (4.2.22)
n—+oo Jo Iy, ”oop
. min(u,) , . . .
Soit r,, = ———, d’apres le lemme|4.2.1} il est facile de montrer que
max(uy)
min
Iim rp,=r= ) 0,1]
n— +oo max((p)

Pour achever la preuve, on doit chercher une contradiction avec I'hypothése (G;) du

lemme4.2.3} pour cela nous allons donc procéder en deux étapes :

|G(sp) — G(rpsn)l _

Etape 1 : On montre que nl—IIIJ}oo S;’; 0.
En effet, écrivons
G(s,) — G(rys Gu,(x,)—G(u 1
($n) p( nSn) _ (un(xp)) p( n(¥n)) _ s d(Gouy), (4.2.23)
Sh lunlloo lunlloo J€n
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et remarquons, via ce qui précéde que

m
n Son  k=1Y0k YYno

ol désigne 'intégrale le long du chemin €.
Cn
Et puisque

d(Go un) (1) = g(Un(OK)Viun(01).0

donc, en utilisant le lemme et d’apres (4.2.22), on obtient

m-1
Y | dGouy)ok)

lim =17 =0. (4.2.24)

n—-+o0 (179}

De plus, pour tout € > 0, il existe x, € dB(z1, |z — xo|) tel que

d(Goup)(ooe)
lxe —Xo| <0 et lim =2 ; =0, (4.2.25)
n—+0o lnllso
ou g = [21, Xel.
De méme pour tout € > 0, il existe y, € 0B(z,,1zm — yol) tel que
f d(Go Un) (O m,e)
Om,e
[ye —yol <0 et lim ' =0, (4.2.26)
n—+oo el

ol O e = 21, Xel.

Par le caractere €' de dQ on a x,, — X et ¥n — Yo quand n — 400, alors
l(6on) — 0 et l(ypo) — 0 lorsque n-— +oo,

ol, ¢(.) désigne la longueur du chemin corréspondant.

En combinant (4.2.24)), (4.2.25) et (4.2.26), on en déduit qu’il existe une constante C > 0

(indépendante de n et € > 0) telle que pour tout € > 0 et pour tout n suffisamment
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grand, on obtient
U d(Gouy)(ok)
Gn

<eC.

lun B

D’ol, cela permet de conclure la preuve de la premiere étape en remplacant dans

relation (4.2.23).

|G(sp) — G(rsy)l _

sP

n
En effet, on sait que G est dérivable donc par application du théoreme des

Ftape 2: On montre que lim 0.

_— n—+

accroissements finis nous avons, pour tout n € IN*, il existe une constante c, compris
entre r, s, et rs, telle que

|G(rysp) — G(rsy)l _ (rp—r)g(cn)

p -1
Sn 55

Puisque la fonction g satisfait la condition (g*) on peut montrer facilement que g

satisfait la condition de croissance suivante
Ig(s)| < clsP1+b, pourtout se[A,+ool,

ou b et ¢ sont deux réels positifs,

c
ce qui entraine que la suite (g;_nl) est bornée.
sn n
Or
|G(sn) —G(rsp)l _ 1G(sp) = G(rpsp)l | |G(rpsy) — G(rs,)|
< + .
sk B sk sk
n n n

et lim r, = r, dou grace a la premiere étape, on conclut alors la preuve de la
n—-+oo

deuxieme étape.

Finalement, nous obtenons une contradiction avec (4.2.21). Ce qui permet de conclure

la preuve du théoreme|4.2.1

4.3 Non-résonance sous la courbe propre principale

Dans cette section, nous allons établir un résultat d’existence pour le probleme

(#,) dans le cas ou a est quelconque dans R*, pour cela on se base sur le résultat
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obtenu dans la section précedente ( théoréme [4.2.1). On se propose de montrer le

théoreme suivant.

Théoréme 4.3.1 Soient my,my; € M*(Q) et (a, B) € €1 avec a # 0. Supposons que les

hypotheses suivantes sont vérifiées

(H1) limsup 8(s) < B,
s—zoo |S|P72s

H2) liminf ¢

<
s—zxtoo |§|P ﬁ’

et que les deux poids m, et my vérifient respectivement (Al) et (A2). Alors le probleme

(2,) admet moins une solution non triviale u € WP (Q) pour tout h € L®(Q).

Preuve. Remarquons d’abord que le probleme (£2;) peut s’écrire sous la forme

équivalente suivante

—Apu=mgp(x)|ulP?u+my(x)g(w)+h(x) dans Q

(f@a,ﬁ)
ou

—~—0 sur 09,
ov

g(s) = g(s) = Bls|P2s,

et

Mg, = amy + fmy.

Remarquons que cette forme c’est exactement la forme du probleme (22)_ ) qui permet
d’étudier la non-résonance sous la premiere valeur propre du p-Laplacien avec poids
dans la section pécédente, puisque (a, B) € 61, alors A (a m; +  my) = 1 estla premiere
valeur propre du p-Laplacien avec le poids mg g.

Donc grace au théoremel4.2.1]de la section précédante, pour montrer que le probleme
(Z4,p) admet au moins une solution faible u € wlpr(Q) pour tout h € L*°(Q), il suffit de

S
montrer que la fonction g et son potentiel G(s) = f g(1)dt satisfont respectivement
0
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les conditions (g*) et (G*). En effet,

: B g(s)
hnifouP |s|P=2s hn;fouP ( |s|P—2s

—,6)50,

et

liminpr(S) = liminf(pG(S) - ﬁ) <0.
+00 |s|P

too s
Par conséquent, comme (%, ) et (Z,) sont équivalentes, alors le probleme (%)

admet au moins une solution u € WhP(Q), pour tout h € L*(Q).

Remarque 4.3.1 Lecasouta =0 et f =0 s'échape de notre étude.
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CHAPITRE 5

NON-RESONANCE ENTRE LES DEUX
PREMIERES COURBES PROPRES

Ce chapitre a pour objet est I'étude d’existence des solutions du probleme

elliptique suivant :

—Au=amy(x)u+ my(x)g(u)+ h(x) dans Q

ou _
ov

(£7)
0 sur 0Q,

ol1 Q est un domaine borné régulier de RV, v est le vecteur directeur de la normale
extérieure a 0Q), h € L*°(Q) et les poids m, et my, vérifient 'hypothése suivante :

- (AD m, change de signe sur Q etf my <0,

- (A2) infoessmy, >0 .
avec M*(Q) = {m e L>°(Q) :mes({x € Q: m(x) > 0}) #0}.
Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section suivante, nous nous intéressons
a l'existence des solutions pour le probleme (2?) dans le cas ot a@ = A,(m;). Dans la
seconde section, en s’appuyant sur le résultat obtenu dans la premiere section on va
montrer un résultat d’existence pour le probleme (£2) dans le cas ol a € R tel que

a=A(my)oua<A_(my).
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5.1 Non-résonance entre les deux premieéres valeurs
propres.

Dans cette section, nous nous intéressons a I’étude d’'un résultat d’existence pour

le probléeme de Neumann suivant :

—Au= A, my(x)u+ my(x)g(u) + h(x) dans Q

(Z%2)
ou 3

—=0 sur 09,
ov

ol Ay = A»(m) est la seconde valeur propre de —A avec poids m; et avec condition de

Neumann au bords.

5.1.1 Enoncé du résultat principal et lemmes téchniques

Lemme 5.1.1 Soit my, my € M*(Q). On suppose que les conditions (A1) et (A2) sont

vérifiées, alors il existe un réel unique, ¢ > 0 tel que

/11(/127711—67712)21. (5.1.1)
infess(A,m;) sup ess(A2my)
Q .
Preuve. Posonsa= ————— et b= ——— comme m; est une fonction
sup ess my 181? essmo
Q

non constante, alors nous avons a < b.
Soit ¢ € [a, b[. Considerons la fonction poids m; = A,m; — t my et on définit ensuite la

fonction suivante :
f:la,b[— R

t— A(Aomy — t my)

(5.1.2)

qui est une fonction croissante, continue et vérifie f(a) =0 et lirrl1) f(1) =+o0.
—
D’apres la propriété de la monotonie stricte de A; par rapport au poids, on en déduit

que f est strictement croissante sur [@’, b[ ol @' = max{¢: f(¢) = 0}. En plus,

fl@)=0<f(0)=211(Aamy) <A (Aamy) =1,
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donc la conclusion découle immédiatement du théoréme des valeurs intermédiaires.

Théoréme 5.1.1 Soit my, my € M*(Q). Supposons que (A1) et (A2) sont vérifiées et la

fonction g et son potentiel G vérifient respectivement les deux hypotheses suivantes

—csliminf@ Slimsup@ <0 (5.1.3)
s—#o0 § s—+oo

<0 (5.1.4)

. 2G(s) L 2G(s)
—c <limsup 5 liminf

|5|_’OO S S§—+tooou—oo Sz

ol ¢ est la constante donnée par (5.1.1). Alors le probléeme (9%,) admet au moins une

solution non triviale u € H'(Q) pour tout h € L*(Q).

La preuve de ce théoréme, s’'inspire du travail de A. Dakkak [21]. De plus, la preuve
nécessite quelques lemmes techniques, les deux premiers lemmes donnent des

estimations a priori sur les solutions possibles du probleme homotopique suivant :

—Au=((1-wo+pul)mu+pumyg(u)+ph dansQ

(@2,9,;1)
ou 3

= -0 sur 09,
ov

Oil,u€ [0,1],0 €111, A2l et A1 = A (my).

Lemme 5.1.2 Soient 0 €]A1,A2[, (Une)n < [0,1] ef si (u,p)n une suite de solutions de
(Z2,0,)- Supposons que (A) et (5.1.3) ont lieu. Alors nous avons :
1. (unp)n est une suite de L (Q) et si || upgllcc — +00 quand n — +oo, alors pour

une sous-suite de (1, p) , nous avons

u _
Uno = —nd vp fortement dans €1 Q). (5.1.5)
Il Un,o lloo

2. Supposons que I'hypothese suivante est vérifiée
H) 30€]A, A2 limsupp,g =1,

n—+oo

alors nous avons l'une des assertions ci-dessous i) ou ii) est vraie
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i) vp = v ot v est une fonction propre normée (|[¥ oo = 1) de —A associée a la valeur
propre A,(my) et

f 18unoll ., quand n — +oo. (5.1.6)
Q ”(un,H ll oo

De plus, il existen; > 0 ety > 0 tels que pour n assez grand

max(u
m<———— Wno) _, (5.1.7)
—min(u,g)

ii) vg = @ oit ¢ est une fonction propre normée (|l@llo = 1) de —A associée a la
% ¢ prop %

valeur propre Ay (A,m; —cmyp) =1 et

|g(un,9) +C un,@l
Q ||un,9 ”oo

dx — 0 quand n — +oo. (5.1.8)

De plus, u, g garde un signe constant pour n suffisamment grand.

3. Si (H) nlest pas vérifée, alors il existe une suite (O)x <IA1,A2[ et une suite

strictement croissante des entiers naturrels notée (ny) < IN telles que

a) lim Or=Az lim pu g =1et lim [wilo =+00 0l Wi =y g,
k—+o0 k—+o00 k—+o0

b) — +¢ fortement dans €' (Q) et

lwilloo

de — O quandk — +oo.
o lwileo
Preuve. 1. Soit (u,), une suite de solutions du probleme (%% ,). D’apres
I'éstimation L> [4] et la régularité de P. Tolksdorf [58] on peut voir que (u,g), <
€1%(Q), puisque E1*(Q) — L®(Q) est une injection continue pour certain a €]0,1]

Unp

indépendant de n, donc (1), < L(Q2) de plus v, 9 = est une suite bornée

. ” Un,p ”oo
dans €% (Q).
On a €4%(Q) —— €1 (Q) est une injection compacte, alors il existe une sous-suite de

(vn,0)n NOtée encore (v, ), telle que

vn,0 — Vp fortement dans €1(Q) et | Vglloo = 1. (5.1.9)
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2. Grace a'hypothese (5.1.3), Il est facile de voir que 'on peut écrire I'expression de la

fonction g de la facon suivante :
g(s)=q(s)s+r(s) pour tout s € IR (5.1.10)

. r(s) . ) :
ol —¢ < ¢(s) =0 et — — 0 uniformément quand |s| — +oo, puisque u, g est une
S

solution de (%), alors
fQVun,ngdx = fQ[(l — )0+ ppdo)myup g + iy mag(upe) + wphlwdx  (5.1.11)

pour tout w € H(Q).
D’autre part, on a (u,0), < L°°(Q) et g est une fonction continue, on obtient que g(u;)

est une suite bornée dans L*°(£2), alors pour une sous-suite de (i, ), nous avons

q(un9) —* go dans L°(Q), (5.1.12)
M — 0 fortement dans L*°(Q), (5.1.13)
” Un,0 ”oo

ol —c¢ < gp(x) <0 p.p. dans Q.
En divisant par || u, ¢l puis par passage a la limite lorsque n — +oo dans I'équation

(5.1.11), on en déduit
fVUngdx:f(/lzm1+6]9mg)vg wdx Ywe H (Q). (5.1.14)
Q Q

Puisque vy # 0, alors le réel 1 est une valeur propre de I'opérateur —A avec poids m, =
A2 my + g mo.

En utilisant la monotonie de A, par rapport au poids (voir [27]), nous obtenons
Aa2(mgy) = A2(Apamy) = 1.

Par conséquent A (mg,) =1 ou Ax(mg,) > 1.
Premier cas: Si 1>(mg,) = 1.
Alors, nous avons

go=0 et vg=w.
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De plus, on note par F), 'espace vectoriel propre associé a A, = 1,(m,), comme F),

est un espace vectoriel de dimension finie, alors nous pouvons prendre

. ( max(v) ) ( max(v) )
< mmn |—/—— et 172> max |———
veF,NS\ —min(v) veFy,NnS | —min(v)

ouS={veF),: vlew=1}
max(vyg) max(y)

Puique - - quand n — +o0, il en résulte que pour n assez
—min(v, ) —min(y)
grand
- max(vy,g)
n —min(vy,) 2:

D’apres (5.1.10), on obtient

|mo (x) g (tp,p)
——————dx =|mlle | —qune)lvnygldx
Q ”un,G”oo Q| ( )|
r{unp
+Himollew | ———dx
Q lunglloo

d’ot le résultat découle immediatement par passage a la limite dans 'inégalité
ci-dessus.

Deuxiéme cas : Si 12(mg,) > 1.

Alors nous avons A1(mg,) = 1, et en utilisant la propriété de monotonie stricte de 1,

par rapport au poids on peut monter que

qH =-C,

et par la simplicité de 1, on aura

Ainsi en utilisnat (5.1.10), on obtient

|8 (Un,p) + Cupnpgl [ 1(g(up,g) + upg+1r(tng)l

dx = dx

Q 2,6 llco Q 2,0 llco )
< [t + el + [ U

Q a lunglloo
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d’apres (5.1.12) et (5.1.13) on peut aisément voir que le second membre de cette

derniére inégalité tend vers 0 quand n — +o0.
3. Soit (0r) une suite de JA1, Az [ telleque lim 6 =Ay.Onnotepary, = lim wuug,.
k—+o00 n—+oo

Ainsi de la méme fagon comme dans la preuve du point 2) il est facile de voir
—Avg, = [((1 =)0k + iy A2) my + [y Gg, 2] vg,  dans Q

avgk
ov

=0 sur 092,

Uno

” Un,p ”oo '
Du fait que I'hypothese (H) n’est pas vérifiée nous avons ;. # 1, donc

ou vy, =

O<spp<let —c=<gqgpy <0,
et nous rappelons que
q(Uunp,) —" gp, dans L*(Q) quand n — +oo

oug(s)=q(s)s+r(s)avec—c=<q(s)<0et @ — 0 quand |s| — +oo.

Considérons ensuite le poids
M= (1 - )0k + Ty Az) my + iy Go, ma,
comme g, <0, alors on aura
My < (1 =10k + fpA2) my.
Ce qui donne d’apres la monotonie de A, par rapport au poids

Aa(My) = Ao(((1 =)0k + fpA2) my)
A2

= — —
(1 -0 )0k + A2

> 1.
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Comme 1 est une valeur propre alors
(M) =1. (5.1.15)
Soient (i) < [0,1] et (gg,) x < L*°(Q2), alors par passage aux sous-suites nous avons
Or — A2, i — H et go, — " g, dans L*(Q) quand k — +oo

ou—-c<q,=<0.

En passant a la limite lorsque k — +oo dans (5.1.15), on obtient
Mg my + T Gymy) = 1. (5.1.16)

Grace au lemme|5.1.1} on conclut que

p=1, q,=—c et ug, — ¢ fortement dans C'(Q) quand k — +oo0.

D’autre part, en utilisant (5.1.10), on aura

|g(wy) + c wyl _ Iq(wk)wk+cwk+r(wk)|dx
< | lgwg)+cl
Q

[r(wi)l
l willoo Q lwilloo

Ol Wi = Up, 0,-
. r(s) .
Puisque — — 0 quand |s| — oo, alors pour tout € > 0 il existe n, i tel que pour tout
S

I = N ;. NOUS avons

f |g(Un,0,) +ClUn 0,
Q

” unk,ek ”oo

| _
dxsfﬂlqnyek +cllvg ldx +&.

Ainsi si on prend € = 7 n = nj = ng i puis on remplace dans I'inégalité ci-dessus, nous
pouvons voir que le second membre tend vers 0 quand k — +oo.

Finalement, on conclut par le fait que nj peut étre rectifié de telle sorte que :

” unk,Hklloo >k et ” Vnk,Hk - Uek”Cl(ﬁ) =

ol B
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Lemme 5.1.3 Reprenons les hypotheses et les notations du lemme[5.1.2, Considérons
acQetn>0 tels que B(a,n) c Q.
1. Supposons que I'hypothese (H) est vérifiée alors :

i) Si vg =, alors

Vg (g (0 (O Vg (0 (1)]1x— dl
n—-+o0 Jy lun,0ll5

t=0 p.p. x€dB(a,n) (5.1.17)

ii) Si vg = £, alors

Vg(ung(0x(0) + ctng(@x(OIVune(ox()l|x— aI
n—+oo Jo ” Unp ”2

=0 p.p. x€0B(a,n).
(5.1.18)

2. Supposons que (H) n'est pas vérifiée, alors nous avons

U g(wi(0x(0)) + cwi(ox(DIIVwi(ox(0)llx— al

dt=0 p.p. xe 0B(a,n).
n—+oo J§ I wk”go p.p n

(5.1.19)

ouoy(t)=a+t(x—a) et Wy = Uy, g,-

Preuve. Nous montrons seulement la convergence (5.1.17) car dans la preuve de

(5.1.18) et (5.1.19) on procéde de la méme maniere.

D’abord nous avons

f Ig(un,e)ld - Ig(un,e)ldx,
B

@n lunolo  Ja lunelloo

Ainsi d’apres (5.1.6), on obtient

lim 18@noll ;- o,

n—+00 JB(a,n) 2,6 lloo

ce qui donne par passage en coordonnées sphériques

lim[ fz”f N1 8 (tng(a+ tw))]
o 4 oo

]‘[ (sin0)N "1 d0;d0N_1dt =0
j=1

(5.1.20)
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ol, w = % € 0B(0,1).

L'égalité ci-dessus implique que

|g(tn,p(0x(T)))]

“ Un,o ”oo

— 0 quand n — +oo0 p.p. x€0B(a,n) etp.p.7€[0,1].

D’apres I’hypotheése on peut montrer que g vérifie la condition de croissance
suivante :
lg(s)| < als| + b, pour certains réels positifs a,b et Vse R
donc (Ig(un,e(ax(.)))l) ot (IV(un,a(ax(.)))I
n

lt4n,0l00 l24n,6 oo
Ainsi pour achéver la démonstration il suffit d’appliquer le théoreme de convergence

) sont bornées dans L*°([0,1]).
n

dominé de Lebesgue.

Lemme 5.1.4

1. Si la fonction G vérifie I'hypothese suivante

2G(s)
<
s

—c <limsup
§—>+00

0,

alors pour tout r €]0,1], il existe p, > —c(1—r?) et une suite de nombres réels positifs (S,,)

telle que

2G(S,) -2G(rS
lim S, =+oc0cet lim (Sn) r "):

rl
n—-+00 n— +o0 S?z

2. Si la fonction G vérifie

G 2G
—c<limsup 2(8) <0 et —c<liminf (s)
s—+o0 S S—/+oo  §

<0,

alors pour tout r €]0,1[, il existe p €] —c,0[ et une suite de nombres réels positifs (Sln) telle

que

, 2G(S,
lim §, =+oco0, lim (, ) =
n— +o0o n— +o0o SnZ

et

2G(S,) —2G(rS,
lim (5,) . (rS,) =p;>—c(1—-r?).
n— +oo Sr%

. A . !
On obtient la méme conclusion lorsqu'on remplace +oo par —oo, dans ce cas, on note p

et p’, ala place de p et p, respectivement.
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.. 2G(s) ) 2G(s)
Preuve. Posons L; = liminf et L, =limsup 5—-
s—+oco § S— 400 )

On distingue les deux cas suivants :

Casel : Si L) = L, alors il suffit de prendre p = Ly et p, = (1 — r2)L,.

Case2:Si L) < Ly, alors on prend p €]L,, L, | treés proche de L, de telle sorte que :

o- r2L2 >—c(l- rz).

Or d’apreés les définitions de L, et Ly, il est facile de montrer qu’il existe une suite (S,)

telle que
2G(S
lim S, =+o00 et (2 n) =
n—+oo Sn
Posons
.. 2 2G(8,) —2G(1Sy) 21 2G(rSy)
liminf 5 =p—rolimsup ———.
n—-+oo Sn n—+oo rSn
Puisque

li —2G <L
msu = »
n—>+olc? (rSn)Z 2

alors nous avons

pr=p— r2L2 >—c(l- rz).

5.1.2 Preuve du résultat principal

Notre but consiste a construire dans 4 (Q) un ouvert borné @ tel que, s'’il existe
0 €]A1,A2[ de telle sorte que aucune solution du probleme (9% ¢,,) n'appartient pas
a la frontiere de @ pour tout u € [0,1[. Linvariance du degré de Leary-Shauder par

homotopie donne alors la conclusion. Considérons I'ouvert suivant :
@:@’S,T:{ue%(ﬁ); T < u<S},

ou S et T sont deuxréels telsque T <0< S.

Pour la démonstration on utilise un raisonnement par I’absurde. En effet, on suppose
que:

VO €A, A2l Y(T,S),Iu=ppsr€l0,1[ etu=ups €00 tel que u est une solution du
probleme (%, ) .
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Ce qui donne

max(u#) = S ou min(u) = T. (5.1.21)

Rappelons 'hypothese (5.1.4) du théoreme

2
) i liminf Gl

s—+oo0U —o00 32

<0

—c <limsup
2
|s|—o00 N

on suppose que I'hypothese suivante est vraie

2G 2G
HY) — ¢ < limsup % et liminf (s)

i
|s|—o0 2 s—+oo  §2

<0.

Une preuve analogue sera adaptée dans le cas ou I'hypothese (H™) est vérifiée avec

G1s) et limianG(S)

s——00 §

<0.

_ . 2
H) —c<limsup

[s|]—00

D’apres (HY), puis grace au lemme|5.1.4] il existe deux suites (T,) et (S,) telles que

2G(T,) -2G(rTy)
=0}

nEE-Ioo T, = —oo, nl—lg-loo T,% (5.1.22)
et
2G(S 2G(S,) —2G(rS
lim S,=+oc0, lim On) _ pet lim (Sn) (rSn) _ or (5.1.23)
n—-+oo n—--+oo S%l n—-+oo S%

min ¢
max¢

ol p, pr et p). sont données par le lemme |5.1.4/et r = avec ¢ est une fonction

propre associée a la valeur propre A; (A, m; —cmy) = 1.

Remarquons que, par passage a une sous-suite de (7,) on pourra supposer

Sn__ (5.1.24)
_Tn_nl. ..

D’abord on convient de noter par

T=Ty S=Sn, Une = Mo,T,s €t URH = Uy T,s-
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En remplacant dans (5.1.21) et (5.1.23), on obtient

45,0 llc0 — +00 quand 1 — +oo.

Par ailleurs nous avons deux cas a envisager :
Premier cas : Supposons que 'hypotheése (H) est vérifiée (cf. lemme|5.1.2).

Ainsi d’apres le lemme|5.1.2|nous avons

Unp

=—— — Yy avec Vg =Y ou vg = +q.
”un,e ”oo

Un,o
i) Si vy = ¥, nous affirmons que pour tout n assez grand, nous avons
max(u,g) = Sp.
En effet, car sinon on aura

max(upg) < Sy et min(u,g) = Ty

donc,
max(uyg) Sn

-min(u,g) -T,

=1i.

ce qui donne une contradiction avec la définition de n7; donné par le lemme|5.1.2
D’autre part, la fonction u, g change de signe sur Q, donc il existe x,, € Q et y, € Q tels
que

ce qui permet d’écrire

ZG(Sn) _ ZG(un,G(xn)) - ZG(un,G(yn)) _ 2 d(GO un,g)
sz |t 012, max(vy, g)? max(v,0)? Je, lunglls,

d(Go un,@)(cgn) =g(unp (an))vunﬂ (an)(g,;» p.p. x€Q
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et 6, est un chemin de classe 6! par morceaux relient x,, et y,, dans Q.

Ainsi par application du lemme|5.1.3} on obtient

d(G o unyg) _

im 5
n—+oo Jeg, |lunglls,

Comme max(v, ) — max(y) quand n — +oo, on déduit que

2
p= lim G(Sn) =0

n—-+oo S% ’

ce qui est absurde car p €] — ¢, 0.
ii) Si vy = ¢, alors pour tout n suffisamment grand on a u, g garde un signe constant
sur . Donc

max(u,,g) = S, ou min(u,g) = Tp.

Supposons que max(u, g) = S, (lorsqu’on suppose min(u, g) = T, en suivant la méme
démarche), donc pour n assez grand nous avons v, g = +¢ et min(u, ) > 0.
Posons

_ s
g(s) =g(s)+cs, G(s) :fo g(s)ds.

Soit xy,, yn € Q tels que U, g(xy) =Sy et u,g(yy) =min(u,g).

Ecrivons _ _ _ _
G(Sn) —G(rpSp) _ 2G(uppe(xn)) —2G(Un,e(yn))
s lunpll%
_f d(Go un,@)
%, NunpllZ
N min(uy,g) min(¢p)
oury=————r= quand n — +oo.

max(uy,g) max(¢)

En utilisant le résultat du lemme 5.1.3] on obtient

d(Gouyg)

im >
n—+oo Jeg, lunplls,

(5.1.25)

D’autre part, il est facile de vérifier que

ral - _ 2
0= lim G(Sn) G(rnsn):pr+c(1 7')>0

n— +oo S%l 2
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ce qui donne une contradiction.
Deuxiéme cas : Supposons que I'hypothese (H) n’est pas vérifiée, donc pour tout 0 €

JA1,A2[ tel que limsup iy, 0 < 1, on prend une suite (0;) <], 12| telle que
n—-+oo

lim 6= A,,

k—+o00

et nous considérons les sous-suites

(T )k (S ket (wi) i tel que wy = uy, g, -

Pour obtenir une contradiction on procede de la méme facon comme dans le second
point du cas précédent.
Finalement, si on suppose que I'hypothese (H™) est vérifiée nous affirmons d’apres le

lemme qu’ils existe deux suites

. . 2G(Ty) —2G(rTy) /
lim T, =-o00, lim 5 =0}
n— +oo n— +oo Tn

2G(Sy) 2G(S5,) —2G(rSy)
= pet =

lim S, =400, lim lim r
n—--+oo n— +0o Sz n—--+oo 52
n n
. min g
our= .
max¢

Remarquons que par passage a une sous-suite de (S;) on pourra supposer

Sn
> .
_Tn - T]z

Le reste de la preuve est similaire du cas o1 I'on supposé que (H") est vérifiée.

5.2 Non-résonance entre les deux premieres courbes
propres.

Dans cette section, nous allons prouver un résultat d’existence pour le probleme

(27), pour cela nous avons besoin des hypotheéses plus restrictives sur la fonction g et
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son potentiel G.

.. .8(8) . g(s)
A <1 f=——=<l1 =— < B,
(A pr=lminf==<limsup === f,
2G(s)

2G
(A7) fi <limsup (s) liminf

)
Is|—o00 §2 s—+ooou-oo §2

< P2,

ou (f1,B2) € R? avec B2 — B1=ctelleque A y(Aamy —cmy) =1.

Théoréme 5.2.1 Soient my, my € M*(Q), (a, 1) € 61 et (a, B2) € 6, avec a = Ap(my)
ou a < A_»(my). Alors sous les conditions (A), (Ag) et (Aé), le probleme (2?) admet au

moins une solution faible non triviale u € H' (Q) pour tout h € L®(Q).

Preuve. Le probleme (2?) peut étre s’écrire sous la forme équivalente suivante

-Au=mlulP?u+mygu)+h dans Q

(Ze)
ou 3

—=0 sur 01,
ov

g(s)=g(s)—Bas,

et

m:am1+,62m2.

Remarquons que cette forme c’est exactement la forme du probléme (2%,) déja étudié
dans la section pécédante. Ainsi, puisque (a, B2) € 6>, donc 1 est la deuxieme valeur
propre de 'opérateur —A avec poids m et avec condition de Neumann au bord de
Q. Alors grace au théoreme il existe au moins une solution faible u € H'(Q) du
probléme (2,) pour tout & € L™(Q) si la fonction g et son potentiel G vérifient les
conditions et . En effet, en utilisant (Ag), nous avons

/31 - ﬁg < hmlnf(& - 2) <0,
[s|—oo\ §
cela implique _
—-c< liminf(@) <0.
|§|—00 N
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Et par conséquent, g vérifié la condition (5.1.3).

D’autre part, en utilisant (AJ(—’;), nous avons

p1— B2 <limsup

|s|—o0

(ZG(S)

5 —,62); liminf
S

§—+000r —00

(ZG(S)

§2

—,62)<0

ce qui donne

—c <limsup (ZG(S)); liminf (ZG(S)) <0

Is|—00 §2 s—+ooor—oco| §2

ce la signifie que G vérifie la condition .

Finallement, puisque le probleme (£2,) est équivalent au probleme (£?). Alors le
probléme (2?) admet au moins une solution faible non triviale « € H'(Q) pour tout
he L*®(Q).

Remarque 5.2.1 L'étude de la non-résonance entre les deux premieres courbes propres
peut se faire sans probeme en faisant des hypotheses plus générales sur la fonction h a
savoir :

1) SiN=1ouN =2, alors on peut prendre h € L' (Q).

2) Si N >3, alors on peut prendre h € L' (Q) pourr = (2*),
.. 2N 1 1
ou2" =——et—+ -
N-2 2% (2%
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