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Reésumé

L’optimisation de portefeuille des actifs financiers consiste a chercher au sein d’un ensemble
d’actifs financier donné, lesquels permettant de s’adapter a diverses contraintes. Il s’agit de
déterminer le meilleur choix pour équilibrer 1’objectif de minimiser le risque et de maximiser
le rendement. Les vraies décisions sont genéralement prises dans I'état d'indétermination. Pour
traiter rationnellement l'indétermination, il existe deux systemes mathématiques, l'un est la
théorie des probabilités et I'autre est la théorie de l'incertitude. La théorie des probabilités est
une branche des mathématiques pour modéliser les fréquences, tandis que la théorie de
I'incertitude est une branche des mathématiques pour modéliser les degrés de croyance. En
supposant que les rendements des titres sont des variables incertaines, nous avons proposé de
nouveaux problémes d’optimisation de portefeuille sur plusieurs périodes et prenons Tail Value
at Risk (TVaR) comme mesure cohérente du risque d’investissement. Les contraintes reflétant
la réalité, dans lesquelles les codts de transaction, la liquidité des titres et la diversification du
portefeuille sont pris en compte. En outre, nous avons introduit de nouveaux problemes
d’optimisation de portefeuille international lorsque les prix futurs des titres et les taux de change
sont considérés comme des variables incertaines, données par des estimations d’experts et
évaluées par des experts plut6t que par des données historiques. Nous proposons des modeles
Mean-VaR pour la sélection de portefeuilles internationaux en prenant la valeur a risque
incertaine (VaR) comme mesure du risque d'investissement. Finalement, nous avons proposé
un nouveau modéle Mean-VaR qui permet sélectionner un portefeuille optimal dans un marché
financier islamique en utilisant la VaR comme mesure de risque et prenant en considération la
Zakat et les colts de transactions et la diversification en utilisant la théorie de I’incertitude.

Mots-clefs : théorie de I’incertitude, optimisation, risque, rendement, finance islamique.

Abstract

Portfolio optimization of financial assets involves searching within a given set of financial
assets to determine which ones adapt to various constraints. It is about finding the best choice
to balance the objective of minimizing risk and maximizing return. Real decisions are usually
made in a state of uncertainty. To rationally deal with uncertainty, there are two mathematical
systems, one being probability theory and the other being uncertainty theory. Probability theory
is a branch of mathematics for modeling frequencies, while uncertainty theory is a branch of
mathematics for modeling degrees of belief. Assuming that security returns are uncertain
variables, we have proposed new multi-period portfolio optimization problems and take Tail
Value at Risk (TVaR) as a coherent measure of investment risk. Constraints reflecting reality,
in which transaction costs, security liquidity, and portfolio diversification are considered.
Additionally, we have introduced new international portfolio optimization problems when
future security prices and exchange rates are considered as uncertain variables, given by expert
estimates, and evaluated by experts rather than historical data. We propose Mean-VaR models
for international portfolio selection by taking uncertain value at risk (VaR) as a measure of
investment risk. Finally, we have proposed a new Mean-VaR model that allows for optimal
portfolio selection in an Islamic financial market using VaR as a risk measure and taking into
consideration Zakat, transaction costs, and diversification using uncertainty theory.

Keywords: uncertainty theory, optimization, risk, return, islamic finance.
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RESUME

L’optimisation de portefeuille des actifs financiers est I'un des sujets les plus
importants dans la recherche en mathématiques financieres. Il consiste a chercher au
sein d’un ensemble d’actifs financier donné, les proportions de valeurs permettant de
s’adapter a diverses contraintes, il capture le rendement le plus élevé sous un niveau
de risque minimum. La sélection du portefeuille consiste a déterminer le meilleur
choix pour équilibrer I'objectif de minimiser le risque et de maximiser le rendement.

Les vraies décisions sont généralement prises dans l'état d'indétermination. Pour
traiter rationnellement I'indétermination, il existe deux systemes mathématiques, I'un
est la théorie des probabilités et l'autre est la théorie de l'incertitude. La théorie des
probabilités est une branche des mathématiques pour modéliser les fréquences, tandis
que la théorie de l'incertitude est une branche des mathématiques pour modéliser les
degrés de croyance.

En supposant que les rendements des titres sont des variables incertaines, nous avons
proposé de nouveaux problemes d’optimisation de portefeuille sur plusieurs périodes
et prenons Tail Value at Risk (TVaR) comme mesure cohérente du risque
d’investissement. Les contraintes reflétant la réalité, dans lesquelles les cotits de
transaction, la liquidité des titres et la diversification du portefeuille sont pris en
compte.

En outre, nous avons introduit de nouveaux problemes d’optimisation de portefeuille
international lorsque les prix futurs des titres et les taux de change sont considérés
comme des variables incertaines, données par des estimations d’experts et évaluées
par des experts plutdt que par des données historiques. Nous proposons des modéles
Mean-VaR pour la sélection de portefeuilles internationaux en prenant la valeur a
risque incertaine (VaR) comme mesure du risque d'investissement.

Finalement, nous avons proposé un nouveau modele Mean-VaR qui permet
désélectionner un portefeuille optimal dans un marché financier islamique en utilisant
la VaR comme mesure de risque et prenant en considération la Zakat et les cotts de
transactions et la diversification en utilisant la théorie de I'incertitude.

Mots-clefs : théorie de l'incertitude, optimisation, risque, rendement, finance
islamique.
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ABSTRACT

Portfolio optimization of financial assets is one of the most important topics in
financial mathematics research. It consists of within a set of given financial assets, the
proportions of values allowing it to adapt to various constraints, it gives the highest
return with a minimum level of risk. Portfolio selection involves determining the best

choice to balance the objective of minimizing risk and maximizing return.

Real decisions are usually made in the state of indeterminacy. To deal with
indeterminacy rationally, there are two mathematical systems, one is probability
theory, and the other is uncertainty theory. Probability theory is a branch of
mathematics for modeling frequencies, while uncertainty theory is a branch of
mathematics for modeling degrees of belief. In other words, for a certain quantity, if
the distribution function is close enough to the true frequency, then you should treat
the quantity as a random variable. Otherwise, the quantity must be considered as an

uncertain variable.

We have introduced novel multi-Période portfolio selection problems when security
returns are uncertain variables, given by expert estimations, and have utilized Tail
Value at Risk (TVaR) as a measure of investment risk. Equivalent deterministic forms
of mean-TVaR models are proposed under the assumption that security returns and
liquidity obey certain types of uncertainty distributions.

Additionally, we have addressed new international portfolio optimization problems
when future security prices and exchange rates are considered as uncertain variables.
Here, we have proposed Mean-VaR models for international portfolio selection,
leveraging uncertain Value at Risk (VaR) as a measure of portfolio risk.

Finally, we proposed a new Mean-VaR model which makes it possible to opt for an
optimal portfolio in an Islamic financial market by exploiting VaR as a risk measure.
These models incorporate real-world constraints, including transaction costs,
securities liquidity, and portfolio diversification and Zakat using the theory of
uncertainty.

Keywords: uncertainty theory, optimization, portfolio, return, risk, islamic finance.
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INTRODUCTION GENERALE

Contexte du travail

L'optimisation de portefeuille, ou I'allocation optimale des actifs au sein d'un
portefeuille financier, représente 1'un des axes les plus cruciales de la recherche en
mathématiques financieres. L'objectif principal de chaque investisseur ou institution
financiere est de parvenir a une allocation de portefeuille optimale. Le processus
d'optimisation de portefeuille implique l'exploration, au sein d'un univers d'actifs
financiers donné, des valeurs et des proportions d'actifs permettant de répondre a
diverses contraintes tout en procurant le rendement le plus élevé avec un niveau de
risque minimal. En somme, il s'agit de choisir judicieusement parmi les opportunités
offertes par les titres disponibles afin d'atteindre un équilibre entre la maximisation du
rendement espéré et la minimisation du risque. Harry Markowitz! [Mar 52] fut le
précurseur en proposant un modele pour optimiser un portefeuille d'actifs financiers,
connu sous le nom de modele de Markowitz ou modele de moyenne-variance (MV).
Ce modele vise a maximiser le rendement du portefeuille pour un niveau de risque
donné, ou a minimiser 1'écart-type ou la variance pour un rendement donné.

n n
Min z Z Xj. Xj- COV(ei, e])

i=1 j=1
Lit1X. T = 6
n —
Scidicix=1
Xi>0, l=1,7’l

ol 6 est le rendement minimum attendu par I'investisseur.

Cependant, malgré la renommeée théorique du modele de Markowitz, les chercheurs
n'ont pas manqué de le critiquer. Plusieurs remarques ont été formulées concernant le
choix de la variance comme mesure de risque, I'hypothese de la fonction objective
quadratique, l'assomption de normalité des rendements des actifs financiers et le calcul
de la matrice de variance-covariance. Nous examinerons en détail ces critiques dans le

Harry Markowitz est un économiste américain et un lauréat du prix Nobel de sciences
économiques en 1990. Il est connu pour son travail pionnier dans le domaine de la
théorie moderne du portefeuille.




premier chapitre de notre travail. En réponse aux limitations inhérentes au modele de
moyenne-variance, plusieurs chercheurs ont entrepris d'améliorer ou de développer
de nouveaux modeéles.

Pour développer des modeles de programmation linéaire, Speranza [Spe 93] a proposé
I’écart semi-absolu, alors que la mesure du risque 1'écart absolu a été utilisé, au lieu de
la variance, par Konno et Yamazaki [Kon 91]. D’un autre part, pour réduire la charge
de calcul et linéariser le modele de sélection de portefeuille, plusieurs modéles ont été
développés dont ceux de Sharpe, Stone et Hamza et Janssen sont les plus populaires.
En se basant sur la semi-variance comme mesure du risque, plusieurs modeles
développés par Homaifar [Hom 99], Grootveld et Hallerbach [Gro 99] et Huang [Hua
08] pour allouer un capital dans un portefeuille. Dans le méme sens, Chopra [Cho 93]
et Hlouskova [Hlo 00] proposent des modeles en se basant sur la variance pour faire
face aux différentes situations.

La notion de Value-At-Risk (VAR), utilisée pour la premiére fois dans les années 1980
par la banque Bankers Trust sur les marchés financiers américains, a été largement
popularisée dans les années 1990 par la banque JP Morgan grace a son systeme de
RiskMetrics. Auparavant, les méthodes utilisées pour détecter et gérer les risques de
marché ne permettaient pas de comparer les mesures de risque entre les différentes
activités de marché. L'augmentation de la volatilité des marchés financiers, le
développement des produits dérivés et surtout une série de faillites et de krachs
boursiers ont incité les institutions financieres a adopter un indicateur commun et
synthétique des risques financiers. Ce n'est qu'en 1995, avec les accords de Bale, que ce
nouvel indicateur a été concrétisé et est rapidement devenu un standard dans
I'évaluation des risques financiers. La VAR permet de quantifier la perte maximale
pouvant affecter un portefeuille pour une certaine probabilité sur une période donnée.
Dans cette perspective, plusieurs modéles d'optimisation de portefeuille ont été
proposés. Par exemple les publications d’Alexander et Baptista [Ale 04], Campbell,
Huisman et Koedijk [Cam 01], Vorst [Vor 01], Alexander [Ale 06] et Huang et al. [Hun
09].

Cependant, méme les différents avantages que présente cette mesure de risque, Szergd
a mis en évidence plusieurs inconvénients de la VaR, parmi lesquels le plus notable est
qu’elle ne satisfait pas la sous-additivité. Cela signifie que, selon cette mesure, la
diversification ne garantit pas nécessairement une réduction du risque.

Les vraies décisions sont généralement prises dans l'état d'indétermination. Pour
traiter rationnellement I'indétermination, il existe deux systemes mathématiques, I'un
est la théorie des probabilités [Kol 33] et l'autre est la théorie de l'incertitude [Liu 07].
La théorie des probabilités est une branche des mathématiques pour modéliser les

fréquences, tandis que la théorie de l'incertitude est une branche des mathématiques
2



pour modéliser les degrés de croyance. En d'autres termes, pour une certaine quantité,
si la fonction de distribution est suffisamment proche de la fréquence historique, alors
cette quantité est traité comme une variable aléatoire. Sinon, il faut considérer la
quantité comme une variable incertaine. Par exemple, dans de nombreux cas, des
événements inattendus se produisent sur le marché financier, tels que la baisse des
taux d'intérét par la banque centrale ou des événements inattendus des entreprises,
poussent les investisseurs a ne pas croire que les données passées des rendements des
titres peuvent bien refléter leurs rendements futurs. Ce qui pousse les investisseurs a
penser a utiliser la théorie d’incertitude pour surmonter plusieurs limitations et
proposer d'autres solutions a la sélection de portefeuille. L'introduction de cet outil a
contribué, sans aucun doute, a la croissance dans le nombre d'études sur l'optimisation
de portefeuille au cours des derniéres décennies. Liu a présenté un modéle incertain
de déviation moyenne-semi-absolue [Liu 12]. Le modéle Mean-VaR pour la sélection
de portefeuilles a rendements incertains a été discuté par Ning [Nin 12]. Qin, Kar et
Zheng ont proposé un modéle d’ajustement de portefeuille incertain utilisant I'écart
semi-absolu [Qin 14]. Qian et al. [Qia 16] ont présenté des modeles de sélection de
portefeuille basés sur l'entropie croisée de variables incertaines. Huang et Zhao [Hua
14] discutent du modele moyenne-chance pour la sélection de portefeuille basé sur la
mesure incertaine. Récemment, le modele moyenne-variance pour 1'optimisation de
portefeuille avec risque de fond basé sur la théorie de l'incertitude a été présenté par
Zhai et Bai [Zha 17].

Zhang et Huang [Zha 15] ont discuté du probleme de budgétisation des
investissements des projets en utilisant les entrées de trésorerie annuelles, les dépenses
d’investissement initiales et les sorties de trésorerie sur la base des évaluations
d’experts.

Tous ces articles mentionnés ci-dessus proposaient des principes d’optimisation de
portefeuille sur une seule période. Ils allouent leur capital au début de l'investissement
et le conservent jusqu'a la fin de la période d'investissement. Sur un marché réel, de
nombreux investisseurs préferent investir a long terme pour obtenir un meilleur
rendement en ajustant leurs stratégies d'investissement de temps en temps et en tenant
compte des nouvelles conditions du marché. Pour cette raison, les problemes de
sélection de portefeuille sur plusieurs périodes ont attiré de nombreux chercheurs tels
que Zhang [Zha 16], Chang, Sun et Peng [Cha 20], Li, Zhu, Sun et Teo [Li 18].

Objectifs et contributions

Pour optimiser un portefeuille d’actifs financiers, les chercheurs soit maximisent le
rendement pour un risque donné, soit minimisent le risque pour un rendement donné.
Cependant, il n’existe pas beaucoup de modeles, dans la littérature, agissent sur les
deux en méme temps (c'est-a-dire en maximisant le rendement et minimisant le risque
dynamiquement).



Tous ces travaux et autres ont proposé des problemes d'optimisation de portefeuille a
une seule période. Ils allouent leur capital au début de I'investissement et le conservent
jusqu'a la fin de la période d'investissement. Dans un marché réel, de nombreux
investisseurs préférent investir a long terme pour obtenir plus de rendement en
ajustant leurs stratégies d'investissement de temps a autre et en tenant compte des
nouvelles conditions du marché.

D’un autre coté, les chercheurs n'ont discuté que du probleme d'optimisation du
portefeuille domestique, plutoét que de l'optimisation du portefeuille international.
Mais, avec le développement remarquable des investissements transnationaux et les
progres de l'informatique et des télécommunications, 1'investissement de portefeuille
international a été un sujet briilant, ce qui conduit plusieurs chercheurs a étudier et a
prouver ses bénéfices et ses avantages aux investisseurs.

En se basant sur la théorie de l'incertitude, trois modeles basés sur la mesure de risque
TVaR pour l'optimisation de portefeuille sur plusieurs périodes avec des facteurs
reflétant la réalité et prenant en considération la diversification de portefeuille optimal
ont été proposés.

En outre, le présent travail propose de nouveaux problemes d'optimisation de
portefeuille international lorsque les prix futurs des titres et les taux de change sont
considérés comme des variables incertaines, données par des estimations d'experts et
évaluées par des experts au lieu de données historiques. Nous fournissons des
modeles Mean-VaR pour la sélection de portefeuilles internationaux en prenant la
valeur a risque incertaine (VaR) comme mesure du risque d'investissement. Certaines
contraintes du monde réel, dans lesquelles les cofits de transaction et la diversification
du portefeuille sont pris en compte comme des facteurs de réalité. Les applications
chiffrées ont prouvé la performance des modeles proposés.

Ainsi, nous développons des modéles d'optimisation de portefeuille conformes a la
charia ot les rendements des titres sont représentés par des variables incertaines en
raison du manque de données historiques, fournies par les estimations des experts. Le
modeéle proposé suit les principes de la charia en évitant les risques excessifs et en
fournissant une méthode éthique d'optimisation du portefeuille. Le probleme
d'optimisation de portefeuille conforme a la charia est obtenu en maximisant le
rendement du portefeuille et en minimisant les investissements a risque, mesurés a
l'aide de la valeur a risque (VaR). Les contraintes réelles, dans lesquelles les cofits de
transaction, la Zakat et la diversification du portefeuille, sont pris en compte. Des
applications a la bourse de Malaisie « Bursa Malaysia » sont donnés pour établir
I'efficacité des modeles introduits.



Organisation du travail

Ce travail est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, nous avons présenté quelques éléments de la théorie de
I'incertitude, en définissant la mesure de l'incertitude, la variable incertaine et la
distribution d’incertitude et en introduisant I'espérance, la variance et le moment
d’ordre k d’une variable incertaine.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons défini les types d’actifs financiers, le
rendement financier et le risque financier. Nous avons également examiné les diverses
approches d'optimisation de portefeuille d'actifs financiers qui existent dans la
littérature, en mettant en lumiere les critiques formulées a 1'égard de chacune de ces
approches ainsi que certains avantages et inconvénients associés a certaines d'entre
elles.

Le troisieme chapitre est consacré a introduire un ensemble de problemes
d’optimisation de portefeuille d’actions basés la théorie de l'incertitude qui se
distinguent entre les modeles d’optimisation de portefeuille sur une période, les
approches d’optimisation de portefeuille multi périodes et les approches
d’optimisation de portefeuille financier dans le marché international.

Dans le quatrieme chapitre, nous allons fournir quelques contributions de la théorie
de I'incertitude dans I'optimisation de portefeuille d’actions :

Des modeles moyen-VaR diversifiés pour I'optimisation de portefeuille international
basé sur la théorie de l'incertitude et des modeles de moyen-TVaR pour I'optimisation
de portefeuille sur plusieurs périodes avec des contraintes réalistes basées sur la
théorie de l'incertitude. Dans ce dernier modele, les taux de change futurs ainsi que les
prix futurs des actifs sont modélisés par des variables incertaines.

Dans une approche distinctive, nous culminons ce rapport en introduisant une
approche innovante pour sélectionner un portefeuille optimal dans le contexte d'un
marché financier conforme a la Sharia, basée sur les principes de la théorie de
l'incertitude. Le probleme d'optimisation de portefeuille conforme a la Sharia est
obtenu en introduisant un probleme bi-objectif qui maximise le rendement du
portefeuille et minimise le risque de l'investissement, mesuré a l'aide de la valeur a
risque (VaR). Les contraintes réelles, dans lesquelles les coftits de transaction, la Zakat
et la diversification du portefeuille, sont pris en compte.



CHAPITRE 1: ELEMENTS DE LA THEORIE DE L'INCERTITUDE

Lorsqu'aucun échantillon n'est disponible pour estimer les fonctions de distribution,
ou qu'une situation d'urgence (par exemple, une guerre, une pandémie, une
inondation, un tremblement de terre, un accident et méme une rumeur) survient, nous
devons inviter des experts du domaine a évaluer le degré de croyance que chaque
événement se produira. Certaines personnes pensent peut-étre que le degré de
croyance devrait étre modélisé par la probabilité ou la théorie des ensembles flous.
Cependant, il est généralement inapproprié car les deux peuvent conduire a des
résultats contre-intuitifs. Pour traiter rationnellement cette indétermination, Liu a
fondé la théorie de l'incertitude. C’est un autre outil mathématique pour modéliser les
degrés de croyance personnelle. Comme la fréquence est la base empirique de la
théorie des probabilités, le degré de croyance est la base empirique de la théorie de
l'incertitude. En d’autres termes, pour une certaine quantité, si la fonction de
distribution (peu importe comment est obtenue) est suffisamment proche de la
fréquence historique, alors cette quantité est traitée comme une variable aléatoire.
Sinon, il faut considérer la quantité comme une variable incertaine (Figure 1).

Dans ce chapitre, on va introduire quelques propriétés de cette théorie, en commencant
par la mesure de l'incertitude, en passant par la variable incertaine, I'espérance, la

variance d"une variable incertaine et en terminant par la distribution incertaine.

=1 _-/_,._—-———

Probability Uncertainty

Figure 1.1 L’utilisation de la théorie des probabilités ou de la théorie de

I'incertitude

Lorsque la fonction de distribution (courbe de gauche) est suffisamment proche de la
fréquence, il faut utiliser la théorie des probabilités. Mais Lorsque la fonction de
distribution (courbe de droite) s'écarte loin de la fréquence, il faut utiliser la théorie de

l'incertitude.



1. La mesure de l'incertitude

Dans cette section, on fournira les axiomes de normalité, dualité, sous-additivité et
produit de la théorie de l'incertitude. A partir de ces quatre axiomes, on introduira la

mesure incertaine qui est un concept fondamental de la théorie de 1'incertitude.

Définitions

Soit T un ensemble non vide (L’ensemble des rendements possibles). L est appelée
tribu de T'si:

*T €L

*siA € Lalors A° € L

*siAq,Ay,...,Ap€ Lalors UL A; € L

L est appelée o-algébre sur T si la derniere condition est remplacée par :
*si Aq,A,,... € Lalors Uj2,4; € L

De plus, le couple (T, L) est appelé espace mesurable et tout élément de L est appelé
ensemble mesurable ou événement.

L’action suivante est de définir une mesure incertaine M sur la o-algebre L. C'est-a-
dire qu'un nombre M (A) sera attribué a chaque événement A pour indiquer le degré
de croyance avec lequel nous pensons que A se produira. Afin de traiter
rationnellement les degrés de croyance, la mesure incertaine M doit vérifier les trois

propriétés suivantes [Liu 07] :

(1) La normalité : M(T)=1

(2) La dualité : M(A) + M(A€) =1

(3) La sous-additivité : M{U2, A} < Xi21 M(4))

Le triplet (T, L, M) est appelé un espace d'incertitude.

Une mesure d’incertitude est interprétée comme le degré de croyance personnelle (et
non la fréquence) d'un événement incertain susceptible a se produire. Ainsi, mesure
d’incertitude et degré de croyance sont synonymes et seront utilisés de maniere

interchangeable dans ce rapport.



2. La variable incertaine

La variable incertaine est un concept fondamental de la théorie de l'incertitude. Il est
utilisé pour représenter des quantités avec incertitude. Dans cette section, 1'accent est
mis principalement sur la variable incertaine, la distribution de l'incertitude,
l'indépendance, la loi opérationnelle, ’espérance, la variance, les moments, la distance
et 'entropie.

Une variable incertaine est une fonction ¢ de l'espace d’incertitude (T,L,M) a
l'ensemble des nombres réels tels que {{eB} est un événement pour tout ensemble

Borel B de nombres réels.

Figure 1.2 Variable incertaine
L’événement {{eB} est un sous ensemble de T c.-a-d. {éeB} = {yeT / &(y) € B}

Soient&,, &,,..., &, des variables incertaines, et f une fonction a valeur réelle. Alors

€=1(%1, §2,..., §n) est une variable incertaine défini par

E(@)=f(&(a), & (a),..., & (a)), pour tout a de T

Par exemple, si §; et §, deux variables incertaines, alors la somme § = §;+ &, et le
produit § = &;. &, sont des variables incertaines définies respectivement par
PourtoutadeT,ona ¢(a)=&(a)+&(a) et &(a)=% (a).&(a)

3. La distribution de l'incertitude
Cette section introduit le concept de distribution d'incertitude afin de décrire les
variables incertaines.

La distribution d'incertitude ® d'une variable incertaine ¢ est défini par :

Pour toutréel x, ona: ®(x) =M (& < x) (1.1)



Figure 1.3 Distribution d'incertitude

Les variables incertaines sont dites identiquement distribuées (i.d.) si elles ont la méme

distribution d'incertitude.

Peng et Iwamura [Pen 10] ont prouvé une condition suffisante et nécessaire de

distribution d'incertitude :

Une fonction @ : IR — [0, 1] est une distribution d'incertitude si et seulement s’elle est

une fonction croissante sauf ®(x) = 0 et d(x) = 1.
a. Définitions et exemples

On va introduire, dans la suite de cette section, quelques fonctions de distributions

d'incertitude spéciales.

Soit € une variable incertaine.

- On dit que § est une variable incertaine linéaire et on écrit §~L(a,b) si sa

distribution d’incertitude ® est définie par :

0 six<a
X—a .

d(x) = o, siasx <b (1.2)
1 si x>b

avec a et b deux réels tels que a < b.

Figure 1.4 La distribution incertaine linéaire



- On dit que § est une variable incertaine triangulaire (Zigzag) et on écrit
§~Z(a, b, c) si sa distribution d’incertitude ® est définie par :

Dd(x) =4 20D B (1.3)

\ 1 si x>c¢

avec a, b et c des réels tels quea < b < c.

&z}

L

/ :

0 i b o

Figure 1.5 La distribution incertaine triangulaire

- On dit que § est une variable incertaine normale et on écrit {~N(e,0) si sa
distribution d’incertitude ® est définie par

®(x) = (1+ exp( T (L4)

avec e et g des réels tels que o > 0.

&iz)

Figure 1.6 La distribution incertaine normale

D’un autre part, en utilisant I’axiome de la dualité d"une mesure de l'incertitude, on
a, pour tout réel x, M(§ < x) = P(x) , M(§ > x) =1- P(x)

De plus, si @ est continue alors ®(x) =M(§ < x)et 1- O(x) =M(§ = x) (1.5)
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Une distribution d'incertitude ®(x) est dite réguliere s’elle est continue et strictement

croissante, et 0 < ®(x) <1 et lirJrrl P(x)=1let lim d(x)=0.
X+—+ 00 X——00

Par exemple, la distribution de 'incertitude linéaire et la distribution de 'incertitude
normale sont toutes régulieres. Cependant, la distribution de l'incertitude ®(x) = 0.5

ne l'est pas.
b. Laréciproque de la distribution de l'incertitude

Puisque la distribution d’incertitude réguliere @ est continue sur IR et strictement
croissante sur IR alors elle possede une fonction réciproque noté ®~1 et définie sur
I'intervalle]O, 1[.

Notons que la distribution réciproque de l'incertitude ®~1 est définie sur l'intervalle

ouvert 0, 1[. Si nécessaire, nous pouvons étendre le domaine a [0, 1] via
®~1(0) = lim @ () et ®~1(1) = lim ®~1 (a)
a—0 a—1
Soit & une variable incertaine.

- Si & est une variable incertaine linéaire, alors sa distribution d’incertitude
réciproque ®~1 est définie par
Ol a)=(1—- a).a+ab (1.6)

- Si & est une variable incertaine triangulaire, alors sa distribution d’incertitude
réciproque ®~1 est définie par
o1 ={ (1-2a).a + 2ab,sia<0.5
(2—2a).b + 2a—1)c,sia>0.5

(1.7)
- Si § est une variable incertaine Normal, alors sa distribution d’incertitude
réciproque ®~1 est définie par

O (o) = e + In) (1.8)

1-«a

c. Loi opérationnelle : distribution réciproque

Cette section fournit la loi opérationnelle pour calculer les distributions d'incertitude

réciproques de la fonction strictement monotone des variables incertaines [Liu 10].

Soient§;, &, ..., §, des variables incertaines indépendantes avec des distributions
d'incertitude régulieres ®,, ®,, ..., &, respectivement. Si f est une fonction

strictement croissante par rapport ag;, &, ..., &, et strictement décroissante par
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rapport a &1, §m+i2, ..., &, alors la distribution réciproque incertaine de la variable

§€=1(8&, &, ..., &) a une distribution d'incertitude réciproque définie par :
Y1(q) = f(D; (), ..., Py (), Ppppy (1 — @) .., @, (1 — @) (1.9)

Par exemple, si &3, &, sont des variables incertaines linéaires indépendantes avec des
distributions d'incertitude régulieres ®;, ®, respectivement et f la fonction définies

par: f(xq, x3) = x4 — Xy (1.10)

On a f est strictement croissante par rapport a x;et strictement décroissante par
rapport ax,. Alors la variables incertaine § = §;- &, a la distribution d'incertitude

réciproque définie par :
YW =@, ()~ @ (1 - a)
Par conséquent: ¥ Ha)=(1- a).(a;—b,)+ a(bi-ay) (1.11)

Notons que, a partir de ce résultat, on peut déduire que si §,et §, sont des variables
incertaines linéaires indépendantes &, ~L(a;, by) et&,~L(a,, b,), alors la différence

€1- &, est aussi une variable incertaine linéaire telle que
L(a;, by) —L(ag, by) =L(a1 —bybyi-ay)
d. L’espérance mathématique incertaine

Liu [Liu 07] a défini 'espérance mathématique incertaine comme la valeur moyenne
de la variable incertaine au sens de mesure incertaine et représente la taille de la

variable incertaine.

Soit § une variable incertaine. L’ espérance mathématique incertaine de la variable

incertaine § est définie par :
E®)=f, " M(E = rdr — [° M(§ < r)dr (1.12)

a condition qu'au moins une des deux intégrales soit finie.

Si @ est la distribution d’incertitude de la variable incertaine §, Liu a proposé le

théoréme suivant :

E®=["(1 - d)dr - [°_ d()dr (1.13)
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//

Figure 1.7 L’espérance mathématique incertaine

En se basant sur la derniere équation, Liu [Liu 10] a fourni les propriétés suivantes :

Via intégration par partie de la derniére équation, ona: E(§) = f::o xd®(x)
En substituant ®(x) par « dans le dernier théoreme, ona: E(§) =/ 01 O (). da

Soient§, 1 deux variables incertaines indépendantes d’espérances

mathématiques finies. Pour tout nombre réel a et b, nous avons :

E(a§ + bn) = aE(§) + bE(n) (1.15)
Si @(x) est la fonction dérivée de la distribution d’incertitude ®(x), alors nous

avons :

E®) =" x@(x).dx (1.16)

Par exemples, si § est une variable incertaine linéaire L(a, b), alors

et si § est une variable incertaine triangulaire Z(a, b, ¢), alors E(§) =

a+b

E® =J, (1- ©.a+ abda= 22

a+2b+c
4

De plus, Liu et Ha [Liu 10] ont introduit un théoréme important pour calculer

l’espérance incertaine d"une fonction monotone des variables incertaines.

Soient &, &, ..., &, des variables incertaines indépendantes avec des distributions

d'incertitude régulieres ®;, ®,, ..., &, respectivement. Si f est une fonction

strictement croissante par rapport ag;, &, ..., &et strictement décroissante par

rapport a , , ..., &, alors I'espérance mathématique incertaine de la variable
m+1 m+2 n

est

E = f( El/ EZ/ ceey En)
E®) = f01 f(D; 7 (a), oo, Py (@), P (A=), .., Py (1 — ) da (1.17)
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e. La Variance

La variance de la variable incertaine fournit un degré de dispersion de la distribution
autour de sa moyenne. Une petite valeur de variance indique que la variable
incertaine est étroitement concentrée autour de sa moyenne, et une grande valeur de

variance indique que la variable incertaine a un large écart autour de sa moyenne.
Soit § une variable incertaine d’espérance finie e.
Liu a défini la variance d’une variable incertaine comme suit : V(§) = E[(§ — e)?]

Cette définition nous dit que la variance est simplement la moyenne de (§ — e)?.

Puisque (§ — e)? est une variable incertaine non négative, nous avons aussi :

VE = [[M(E-e)? = rdr (1.18)
Si a et b sont deux réels, alors V(af+b) = E[(a§ + b — (a.e + b)?] = a?E((§ — e)?)
Donc V(a&+b) = a*V(¥) (1.19)
Soit £ une variable incertaine avec une distribution d'incertitude continue ®.

Ona: V(®) = [["M(E-e?2ndr=VE) = [["M(E 2e+Vr)UE <e—+n)dr

+00

< f M(g 2e+\/F)dr+f

0 0

+

OOM(E <e—+r)dr

Donc VE = [, (1= (e +r) + P(e — Vr))dr (1.20)
En changeant e + +/r par Yao [Yao 15] a proposé la formule suivante :

VE = [;(@ () —e)*da (1.21)

Par exemple, si § est une variable incertaine linéaire L(a,b) de distribution
d’incertitude @, alors @ }(a) = (1— a).a + ab et E®) = azﬁ,donc:

V@)= J,(® () —e)*da =f; (1 - @).a + ab— 22 da = &2
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f. Le Moment d’ordre k
Soient § une variable incertaine et k un entier positif. On a E(€?) est appelé le k-ieme

moment (ou le moment d’ordre k) de €.

Soit § une variable incertaine de distribution d’incertitude ® et k un entier positif.

Sik un entier positif impair, alors
E(E9)= [ " M(E< = r)dr — [° M(§* < 1)dr
= [7°M(& = ¥r)dr — [0 M(& < ¥r)dr
=" -omydr - [° o’ r)dr (1.22)
Sik un entier positif pair, alors
EE9)=f, " M(g* 2 r)dr = [ M ((¢ = ¥7)u(¢ < ¥7) ) dr

+00

< f M(¢ = ¥/r)dr + M(& < Vr)dr

0
=771 = (@V1) + ¢(-V1))dr (1.23)

De sa part, Sheng-Kar [She 15] ont prouvé que
E(E) =[] @ () .dadr (1.24)

Par exemple, le moment d’ordre 2 de la variable incertaine linéaire ¢ ~ L(a, b) est :

_ a*+ab+b?

E(g?) 3
Alors que le moment d’ordre 2 de la variable incertaine normale £ ~ N(e, 0 ) est:
E(§%) = e* + 0?
4. Conclusion

En tant que concept fondamental de la théorie de I'incertitude, la variable incertaine a
été présentée par Liu en 2007. Afin de décrire la variable incertaine, Liu a également
introduit la distribution de l'incertitude. Plus tard, Peng-Iwamura s'est avéré une
condition suffisante et nécessaire pour la distribution de l'incertitude. De plus, Liu a
proposé la distribution d'incertitude réciproque, et a vérifié une condition suffisante

et nécessaire pour cela.
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Suivant le concept d'indépendance des variables incertaines proposé par Liu, la loi
opérationnelle a été donnée par pour calculer la distribution d'incertitude et la
distribution d'incertitude réciproque d'une fonction strictement monotone de
variables incertaines indépendantes. Afin de classer les variables incertaines, Liu a
proposé l'opérateur de valeur attendue. De plus, la linéarité de l'espérance a été
vérifiée par Liu. En tant que contribution importante, Liu-Ha a dérivé une formule
utile pour calculer les espérances de fonctions strictement monotones de variables
indépendantes incertaines. En se basant sur l'espérance, Liu a présenté aussi la

variance, les moments et la distance entre les variables incertaines.
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CHAPITRE 2 : CADRE CONCEPTUEL ET ETAT DE L’ART DE LA
THEORIE MODERNE DU PORTEFEUILLE

Depuis longtemps, la sélection du portefeuille d'actifs financiers est un sujet qui a coulé
beaucoup d’encre dans le domaine de la finance. Elle implique la gestion des capitaux
confiés en respectant les contraintes réglementaires et contractuelles, tout en
appliquant les politiques d'investissement établies en interne, dans le but de réaliser le
meilleur rendement possible en fonction du niveau de risque sélectionné. Dans ce
cadre, les investisseurs se sont donc intéressés au cours des actions ou a leurs
rendements et aux risques inhérents. L’objectif de ce premier chapitre était de mettre
en lumiere |'optimisation de portefeuille, plus particulierement aux différents modeles
d’optimisation de portefeuille financier, en commencant par définir les différents actifs
financiers, puis en présentant les méthodes de calcul de la rentabilité et du risque d'un
actif financier. Dans ce sens, la notion de cohérence sera aussi présentée. Ensuite nous
allons introduire les modeéles de sélection de portefeuille les plus utilisés dans la
littérature.

Ces notions seront utilisées pour comparer les différentes mesures de risque que nous
allons présenter par la suite.

1. Les actifs financiers
Un actif financier désigne un titre ou un contrat, négociable sur le marché financier,
qui offre a son détenteur la possibilité de générer des revenus ou des gains en capital,
moyennant une certaine exposition au risque. Ces actifs se déclinent en diverses
catégories, présentant chacune un niveau de risque et un potentiel de rendement
différent. Il est donc crucial de comprendre le rapport entre rendement et risque
associé a chaque type d'actif financier.

a. Les actions
Une action représente une part du capital d’une entreprise, conférant a son détenteur
le statut de propriétaire d'une fraction de celle-ci. Ce statut octroie divers droits,
notamment celui de recevoir des dividendes et de participer aux décisions lors des
assemblées générales d’actionnaires.

b. Les obligations
Les obligations, quant a elles, sont des titres de créance émis par une entreprise afin de
lever des fonds sur les marchés financiers. Contrairement aux actions, elles ne
représentent pas de propriété, mais plutdot une dette contractée envers les
investisseurs. Les obligations garantissent un remboursement et le versement

17



d'intéréts a des dates spécifiées, offrant ainsi un investissement considéré comme plus
str, car les coupons et les taux d'intérét sont connus a l'avance.

c. Les produits dérivés
Les produits dérivés sont des instruments financiers qui conférent a leurs détenteurs
des droits et des obligations. Un contrat dérivé peut accorder au détenteur le droit
d'acheter un actif spécifique a un prix prédéterminé a une date ultérieure, quel que soit
le prix du marché a ce moment-la.

d. Les titres de créance négociables

Les titres de créance négociables sont des créances qui peuvent étre achetées ou
vendues sur le marché financier. Une entreprise peut décider de vendre ses créances a
d'autres entreprises pour réduire son risque. Par exemple, une entreprise peut céder
une créance de 2 millions MAD a une autre entreprise pour 1,8 million MAD, réduisant
ainsi son risque de non-paiement. En contrepartie, I'acheteur peut réaliser un bénéfice
en acquérant une créance dont la valeur est inférieure au montant qu'elle rapportera a
'échéance.

2. Lerendement financier
Dans le domaine financier, le rendement d'un actif est le revenu (dividende, intérét)
obtenu grace a un investissement. Les rendements des titres sont les informations de
base pour les investisseurs, et chaque décision est prise sur la base de ces informations.
Il existe deux types de rendement d"un actif financier :

a. Le rendement arithmétique
Nous nous limitons ici au scénario en temps discret, oti une période (par exemple, une
semaine ou un mois) s'écoule entre les instants t et t + 1. Par convention, la période t
représente celle écoulée entre les instants t — 1 et t. Si I'on note P, le prix d'un actif a
l'instant t et P._; le prix de cet actif a l'instant t — 1, alors son rendement simple entre
t — 1 et test calculé comme suit :

re=-—tot (2.1)

P

L’inconvénient du rendement arithmétique est qu’il n’est pas additif. En effet, son
calcul privilégie les deux instants t—1 et t, et néglige ainsi 1’évolution de la valeur.

b. Le rendement logarithmique

Sachant que sir « 1 alors Inr +1)=retl+r. = Ppt (2.2)
t-1
AIOI'S Iy = ln (PPt ) = ln(Pt) - ln(Pt_l)
t-1
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Figure 2.1 La ligne temporelle d’investissement

On peut donc représenter le rendementr, comme étant la différence entre les
logarithmes des prix observés au temps t et t - 1, ou encore le logarithme du quotient
de ces mémes prix. Ce rendement est appelé le rendement logarithmique.

Sauf pour de trés courtes périodes (généralement moins d'un jour), et pour les
applications théoriques impliquant le calcul et la mesure précise des courbes et des
tests de normalité des distributions des rendements d’investissement, les rendements
logarithmiques ne sont pas aussi courants que les rendements arithmétiques.

Cependant, les rendements logarithmiques ont leurs propres avantages, ils sont
souvent préférés dans les calculs de rendements sur de longues périodes, en particulier
lorsque les variations de prix sont importantes.

3. Lerisque financier

Le développement continu des activités financieres et 1'instabilité de 1'environnement
dans lequel évoluent les établissements financiers accroissent leur exposition aux
risques financiers. Le risque, défini comme un événement préjudiciable et aléatoire, est
étroitement lié a la notion d'incertitude. Pour un investisseur, le risque associé a un
actif financier peut étre décrit comme l'incertitude entourant la valeur de cet actif a une
date ultérieure. On peut distinguer trois caractéristiques principales chez un
investisseur :

Risque-averse : désigne l'investisseur qui préfere éviter le risque autant que possible et
cherche a minimiser les pertes potentielles.

Riscophile : désigne l'investisseur qui est enclin a prendre des risques et qui ne craint
pas de s'exposer a des pertes potentielles dans 1'espoir de réaliser des gains plus élevés.
Risque-neutre : désigne l'investisseur qui est indifférent a la prise de risque et dont les
décisions d'investissement ne sont pas influencées par le niveau de risque associé a un
actif financier.

a. Typologie des risques financiers
Il existe plusieurs types de risque que peut rencontrer un investissement. Cependant,
les gestionnaires du risque se concentrent souvent sur quatre grandes classes de
risques financiers :
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-Le risque de marché : Il provient des variations d"un facteur du marché dont les
principaux facteurs de sont :

Le risque des prix des actions grace a la variation continue selon I'offre et la demande.
Le risque des taux d'intérét se référe a la possibilité qu'un porteur de créance ou de
dette, contractée a un taux fixe ou variable, soit exposé a des variations des taux
d'intérét entre la date de I'engagement et la date du reglement.

Quant au risque de change, il survient lorsque les activités financiéres sont menées
dans une devise différente de la devise nationale de l'investisseur. Ce risque est
directement lié aux fluctuations des cours des devises internationales entre elles.

Le risque des matiéres premieres grace a des fluctuations défavorables des prix des
matieres premieres.

-Le risque de crédit : également nommé risque de défaut ou risque de contrepartie, se
présente lorsque la partie engagée dans le contrat ne parvient pas a honorer ses
obligations telles qu'elles ont été convenues.

-Le risque opérationnel : selon les directives de Bale, désigne les pertes directes ou
indirectes résultant d'un dysfonctionnement ou d'une défaillance des systemes
internes, des personnes ou causées par des événements externes. Il peut étre engendré
par les employés, les processus de gestion internes, les systémes, ou par des
événements externes.

-Le risque de liquidité : se manifeste lorsque la vente de titres devient difficile en
raison de l'absence ou de la rareté de demande sur le marché pour ces titres. Les actions
non cotées illustrent bien ce type de risque, car le vendeur doit lui-méme trouver un
acheteur pour ses titres.

Face a ces risques, la gestion des risques financiers a suscité un intérét croissant ces
derniéres années, entrainant ainsi d'importants investissements dans le
développement de systemes efficaces et la mise en place d'outils de gestion des risques.

b. La mesure de risque Cohérente

Soit (T,L,M) un espace d'incertitude et V un ensemble non vide de variables
incertaines mesurables a valeurs réelle. On appelle une mesure de risque p toute
fonction :
p:V —>IR
X - p(X)

La fonction p fait correspondre a la variable X qui représente le risque, un nombre
positif p(X) qui permet de quantifier le niveau de ce risque.

Qu’est-ce qu’'une bonne mesure de risque ?
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Une bonne mesure de risque, selon Artzner et Heath [Art 97], doit satisfaire les quatre
propriétés suivantes :

(P1) Invariance par translation
VXET,VmeIR: p(X+m)=pX)+m (2.3)

Cette propriété signifie que si 'addition (ou la soustraction) d'un montant initial sur
m au portefeuille initial dans l'actif de référence, la mesure de risque p accroit (ou
décroit) par m.

(P2) Sous-additivité
VX,YET:p(X+7Y) < pX)+p(Y) (2.4)

Cette condition se manifeste par le fait que la mesure de risque prend en compte les
effets de diversification. Autrement dit, le risque associé a un portefeuille doit étre
inférieur ou égal a la somme des risques de ses actifs qui le composent. Lorsque deux
portefeuilles A et B sont combinés, la mesure de risque du portefeuille résultant doit
étre inférieure a la somme des mesures de risque initiales de A et B. Ainsi, la propriété
de sous-additivité garantit une réduction du risque par la diversification du
portefeuille.

(P3) Homogénéité positif
VXeT,VvmeIR: p(m.X) =m.p(X) (2.5)

Cela exprime que, la multiplication de chaque risque d"un portefeuille par un scalaire
positif augmente la mesure de risque par le méme scalaire.

(P4) Monotonie
VXET,VYET: p(X)<p(Y) (2.6)

Cette caractéristique implique que si le risque d'un portefeuille est plus élevé que celui
d'un autre, alors le capital nécessaire pour le premier portefeuille est également plus
élevé que celui requis pour le second.

Une mesure de risque vérifiant ces quatre propriétés est dite cohérente.
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4. Un Portefeuille d’actifs financiers
a. Définition d'un portefeuille

Un portefeuille est un ensemble d'actifs financiers détenus par un investisseur, qu'il
soit un professionnel ou un particulier. Ces actifs peuvent inclure des actions, des
obligations, des produits dérivés, des matieres premieres, et autres. Le choix des actifs
pour constituer un portefeuille est généralement guidé par le couple
rendement/risque : plus le rendement potentiel est élevé, plus les actifs sont
considérés comme risqués. Pour réduire le risque global, les investisseurs diversifient
souvent leur portefeuille en détenant une variété d'actifs différents.

On suppose qu'un investisseur dispose de ‘n” actions A;, 4,,..., A, de rendements R,
Ry4, ;... , Ry, respectivement.

Le rendement attendu du portefeuille composé des actifs 4, 4,,..., 4, est
E(Rp) = Xi-1wiE(Ry) (2.7)
tel que w; est le poids de I'action A; dans le portefeuille 4; et X7 w; = 1.

b. Portefeuille efficient
Chaque combinaison possible d'actifs peut étre représentée dans un graphique
illustrant le risque par rapport au rendement. Pour chaque niveau de rendement, il
existe un portefeuille qui minimise le risque associé. De maniere inverse, pour chaque
niveau de risque, il est possible de trouver un portefeuille qui maximise le rendement
anticipé. L'ensemble de ces portefeuilles est connu sous le nom de frontiere efficiente.

Rendement Frontiére efficiente

\

Ensemble des
combinaisons

-

Risque

Figure 2.2 Frontiére efficiente

La figure 2.2 illustre la frontiere efficiente. La zone située au-dessus de cette frontiere
ne peut étre atteinte uniquement en détenant des actifs risqués. Par conséquent, la
construction d'un tel portefeuille est impossible. Les points situés en dessous de la
frontiére sont considérés comme sous-optimaux et ne sont pas attrayants pour un
investisseur rationnel.
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La construction de la frontiere efficiente permet de déterminer le portefeuille optimal
pour un niveau de risque donné r. Ce probleme peut étre formulé comme suit :

Max E(Rp)
Risk, <r
SciYiix =1 (2.8)
x; =20, i=1..,n

tel que Risk, est le risque du portefeuille.

5. Modeé¢les d’optimisation de portefeuille financier
a. Les Modeles de Markowitz

La théorie moderne du portefeuille et les modeles de choix de portefeuille ont émergé
avec la publication de l'article pionnier d'Harry Markowitz [Mar 52]. Il a été le premier
a introduire l'idée de mesurer le rendement d'un portefeuille par l'espérance
mathématique de la combinaison des rendements des actifs le composant, et le risque
par sa variance. L'objectif de cette approche est de rechercher un portefeuille efficace,
caractérisé par un rendement espéré maximal parmi les portefeuilles qui présentent la
méme variance de rendement.

En supposant que le vecteur x = (X4,X3, ..., Xy) est la proportion du capital C investie
dans chaque action i de rendement e;, le rendement du portefeuille est une variable
aléatoire dont I'espérance est définie par :

E(Rp) = E[ XL X e5] = Ty xi. E(e) = Tk X 1 (2.9)
Alors que la variance du rendement de portefeuille est donnée par :
V(Rp) = V[ XiL1 X €] = Xit1 Xjt1 Xi.Xj. cov(e;, €)) (2.10)

Le modele de Markovitz est formulé donc de la fagcon suivante :

n n
Min Z Z X;. Xj. cov(ej, )

i=1 j=1
X1 =0
Seyyiixi=1 (2.11)

x;, =20, i=1..,n

avec 0 le rendement minimum attendu par I'investisseur.
En utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange, la fonction Lagrangienne est
donnée par :
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n n n n
L(Xq, o) Xp, P1, P2 ) = zz X;j. Xj. cov(e;, €)) + ps. (2 X;. Iy — 6) + py. (Z x;—1 >

i=1 j=1 1=1 i=1
. ] A— n B
Par conséquent Fr 2Yi1xj.cov(e, €) + pr. Y=g 1+ p2 =0
aL n
— = i1 X.17—0=0
apl Z]—l l l
) A— _ .
a—pz—Z,-=1xi—1—o , pour touti=1,..,n.

L'approche de Markowitz, également connue sous le nom d'approche Moyenne-
Variance (MV), présente certaines limitations. Elle suppose que :

-Les rendements suivent une distribution normale,

-La construction de la matrice des covariances nécessite d'importantes ressources
matérielles informatiques,

-Les facteurs reflétant la réalité du marché ne sont pas intégrés dans 1'approche de
Markowitz,

-Le modele n'est pas sensible aux différences entre les gains et les pertes,

-La variance n'est pas cohérente car elle ne respecte pas les axiomes de monotonie et
d'invariance par translation.

Face a ces critiques, des tentatives de modification du modele ont été proposées afin
de pallier ces limitations.

Une des mesures du risque baissier la plus étudiée est la semivariance, suggérée par
Markowitz (1959) comme une alternative a la variance afin de combler ses lacunes.
Contrairement a la variance qui prend en compte tous les rendements dans le calcul,
la semivariance ne considére que les rendements inférieurs a la moyenne.

Markowitz (1959) a défini la mesure de la semivariance comme suit :

SV(R;) = E(min (Ri-p;; 0)%) (2.12)

tel que R; est le rendement du titre i, p, est la moyenne des rendements du titre i.
Apres avoir défini la semivariance, Markowitz (1959) a remplacé la mesure de la
variance par la mesure semivariance dans son modele MV.

b. Le modéle de marché de Sharpe (1963)
Modele unifactoriel

Pour alléger I'algorithme de Markovitz pour optimiser le portefeuille, notamment en
termes d’estimations des parametres du modele. En 1963, William Sharpe [Sha 63] a
proposé une solution avec une caractéristique fondamentale : 1'hypothese selon
laquelle les rendements des différentes valeurs sont exclusivement liés entre eux par
leur relation commune avec un facteur de base sous-jacent, tel qu'une grandeur
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économique indice boursier. Cela permet de déterminer un coefficient appelé le "béta",
qui représente la corrélation entre le rendement d'un titre et celui du portefeuille de
marché. Cette hypothese purement empirique appelée "modele unifactoriel" ou

"modele a un indice", peut étre modélisée par la régression linéaire simple suivante :

eg=o; +PB;.Rj+¢ ,pouri=1,..,n (2.13)

tels que :

e; est le rendement du titre i,

a;, B; sont les estimateurs non biaisés des parametres propres a ce titre i,

R; est le rendement du facteur de base (indice boursier, taux de croissance,...),

g; est une variable aléatoire appelée bruit blanc qui, pour tout i=1,..., n, vérifie :
E(g) =0, Vi # j: cov (si, sj) = 0etcov(g,l) =0

Il s’ensuit que le rendement espéré et la variance des rendements sont donnés
respectivement par :

E(Rp) = XLy xioy + X7, x; Bi. E(D) (2.14)
et V(Rp) = (B2 B V() + Ty %2 V(&) (2.15)

Modéle de marché

Le modeéle unifactoriel de Sharpe simplifie les calculs pour faciliter l'utilisation
pratique. Sharpe a donc supposé que les rendements des actifs étaient composés d'un
facteur commun a tous les actifs et d'une composante propre a chaque titre. Les
recherches ont montré que le meilleur facteur explicatif était la rentabilité du marché
dans son ensemble, représentée par Ry;.

ej=a;+PBi.Ry+g , pouri=1,..,n (2.16)

Les parameétres q, B; sont estimés a 1'aide de la régression linéaire simple :

cov(ej,Rm)
V(Rm)

Bi = et a; =E(e) —Bi-E(Rm) (2.17)

Le coefficient 3;, également connu sous le nom de coefficient béta, représente le risque
systématique du titre i. Il mesure la sensibilit¢é du rendement de ce titre aux
fluctuations du marché. Un B; supérieur a 1 indique une plus grande volatilité que le
marché, tandis qu'un B; inférieur a 1 indique une volatilité moindre que le marché. Un
B; égal a 1 signifie que le titre fluctue en méme proportion que le marché.
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c. Modeéle d’équilibre des actifs financiers (1971)

Le Modele d'Evaluation des Actifs Financiers (MEDAF), développé par Sharpe, vise a
estimer le rendement attendu d'un actif financier en fonction de son risque
systématique. Pour justifier le risque associé a un actif financier risqué, les
investisseurs exigent un rendement supérieur a celui d'un actif sans risque. Cette
différence de rendement est appelée prime de risque, et elle est nécessaire pour inciter
les investisseurs a prendre des risques.

Le MEDAF repose sur plusieurs hypotheses, notamment l'efficience des marchés
financiers, o1 il n'y a pas de cofits de transaction ni de taxes sur les dividendes, et ou
tous les actifs sont parfaitement négociables. De plus, la détermination du coefficient
béta se base sur des données historiques, supposant que les facteurs influencant les
variations du marché dans le passé seront les mémes a 1'avenir.

Le modele suppose également que tous les investisseurs disposent de la méme
information et des mémes estimations de rendement, qu'ils ont la méme période
d'investissement, prennent leurs décisions en méme temps, détiennent leurs actifs
pendant la méme période, et ont la méme vision des performances futures des actifs.

En résumé, le MEDAF offre une approche théorique pour estimer le rendement
attendu d'un actif financier en prenant en compte son risque systématique, ce qui
permet aux investisseurs d'évaluer et de comparer les opportunités d'investissement.
La relation du MEDAF se présente alors comme suit :

tel que B; est la mesure durisque systématique de l'actif, c'est-a-dire au risque
non diversifiable. C’est la volatilité de la rentabilité de l'actif considéré rapportée a
celle du marché.

et E(Ry) est la rentabilité espérée sur le marché,

et 77 est le taux d'intérét sans risque,

et (E(Ry) — 77) représente la prime de risque du marché.

d. Le modele Moyenne-Semi-Variance de Hamza et Janssen (1995)

Comme précisé auparavant, le modele de Markowitz souffre de plusieurs
inconvénients. En effet, cette approche n’est applicable que si les rendements sont
normalement distribués, ce qui n’est toujours pas le cas. D'un autre c6té, Ballestero
[Bal 05], Bond et Satchell [Bon 02], Estrada [Est 04], Unser [Uns 00] et Lee [Lee 88] ont
montré que la variance traite de maniére équivalente les rendements supérieurs et
inférieurs a la moyenne, ce qui peut ne pas correspondre a la perception du risque par

les investisseurs. En réalité, les investisseurs considérent généralement le risque
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comme étant associé aux rendements inférieurs a une valeur cible, telle que le
rendement moyen ou un rendement donné appelé le "Benchmark".

Pour cette raison, le recours aux mesures du DownSide Risk semble nécessaire afin
de capturer convenablement les caractéristiques des rendements des portefeuilles et
de tenir compte de la nature asymétrique des rendements.

Pour remédier cette lacune, Markowitz [Mar 59] a remplacé la variance dans son
fameux modele moyenne-variance par la mesure de DownSide Risk Semi-variance.

En supposant que r; soit le rendement d’'un actif i de rendement moyen e;, alors la
semi-variance de r; est définie par :
SV (r) = E[[(r — e)7]] (2.19)

tel que (r; —e;)” = {r(i)_ €i sifllotil =&

Contrairement aux différents modeles de Sharpe qui supposent la normalité de la
distribution des rendements, le modéle de Hamza et Janssen [Ham 95] reconnait que
les rendements peuvent suivre une distribution asymétrique. Ils ont proposé une
approche basée sur la Semi-Variance en combinant deux semi-variances de rendement
du portefeuille en dessous de la moyenne et au-dessus de la moyenne :

F(a,B) = aE[[(ri — e)7]°] + BE[[(r; — &)"]*] (2.20)

ou «a et ff sont deux parametres positifs indiquant le degré d’aversion au risque de
I'investisseur.
En considérant FF comme fonction objective, le probleme d’optimisation est formulé
comme suit :

Min F(a, B)

YL X1 =0
Sceidit xi=1 (2.21)
x; =20, i=1..,n

e. Le modele Basée sur La valeur a risque VaR (2000)

La Value at Risk (VaR) est une mesure de risque utilisée sur les marchés financiers,
originaire du secteur de l'assurance mais popularisée dans le domaine financier dans
les années 1980. Elle a été introduite aux Etats-Unis et largement adoptée par les
institutions financiéres et réglementée par des normes telles que le Comité de Bale II
pour les banques et Solvabilité II pour les assurances. La VaR est une mesure
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statistique qui permet de quantifier la perte maximale qui pourrait toucher un
portefeuille pour une certaine probabilité a sur une période donnée t.

Par exemple, une banque annonce une VaR quotidienne sur son portefeuille de 50
millions DH pour un niveau de confiance de 99%, cela implique qu’il y a seulement
une chance sur 100, sous des conditions normales de marché, que la perte associée a la
suite de la détention de ce portefeuille sur une journée, excede 50 millions DH.

Les principaux parametres qui influencent la VaR sont :

-La distribution des rendements des actifs du portefeuille : Cette distribution est
souvent supposée normale, bien que certaines institutions financieres utilisent des
distributions historiques. Cependant, la taille de 1'échantillon historique peut poser un
probleme en termes de précision et de cohérence temporelle.

-Le niveau de confiance choisi, généralement 95% ou 99% : C'est la probabilité que les
pertes du portefeuille ne dépassent pas la VaR.

-L'horizon temporel sélectionné : Plus 'horizon est long, plus les pertes potentielles
peuvent étre importantes.

Si § est une variable aléatoire qui représente les pertes d’un actif financier, alors

PE< VaR) =« (2.22)

Il convient de souligner que la valeur a risque est en fait le quantile d’ordre a de la
distribution F de la variable aléatoire €. Pour un niveau de confiance a risque o, on a:

VaR,(§) = @~ *(a)

i

0.8

06
I

04

s VaR(E)

]

T T T T
u] =] 10 15 20

Figure 2.3 La Valeur a Risque
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Le probleme d’optimisation est formulé par Jorion [Jor 96] comme suit :
MinVaR

Z{lei.ri >0
Sc X ix=1 (2.23)
x; =20, i=1..,n

Plusieurs chercheurs ont proposé des différentes méthodologies pour estimer la VaR.
La plupart du temps, les approches de calcul de la VaR reposent sur une
approximation linéaire des risques du portefeuille et supposent une distribution
normale (ou log-normale) conjointe des parametres de marché sous-jacents, voir, par
exemple, Duffie et Pan [Duf 97], RiskMetrics [Ris 96]. En outre, des outils basés sur des
simulations historiques ou Monte Carlo sont utilisés lorsque le portefeuille contient
des instruments non linéaires tels que des options [Buc 99]. Des discussions sur les
problemes d'optimisation impliquant la VaR peuvent étre trouvées dans les articles de
Litterman [Lit 98], Luciano et Kast [Luc 01], Lucas et Klaassen [Luc 98].

La Value at Risk (VaR) présente plusieurs limitations. Tout d'abord, la distribution des
pertes n'est pas toujours normale, ce qui peut affecter la précision de la mesure. De
plus, la VaR est une fonction non convexe, ce qui signifie que la fusion de deux
portefeuilles ne garantit pas nécessairement une réduction du risque, rendant ainsi la
mesure incohérente dans certains cas

Une autre limitation de la VaR est qu'elle ne fournit qu'une estimation de la perte
maximale a un certain niveau de confiance et sur un horizon temporel donné. Elle ne
donne aucune information sur les pertes potentielles au-dela de ce seuil.

Pour pallier ces limites, une nouvelle mesure de risque appelée Conditional Value at
Risk (CVaR) peut étre utilisée. Contrairement a la VaR, la CVaR représente la perte
moyenne des valeurs qui dépassent le seuil défini par la VaR, offrant ainsi une
perspective plus compléte du risque.

f. Le modele Basée sur La CVaR

La valeur a risque conditionnelle (CVaR) est également connue sous d'autres noms tels
que la Tail Value at Risk (TVaR), ou Expected Shortfall (ES). Elle représente la perte
moyenne des valeurs qui dépassent le seuil défini par la VaR, offrant ainsi une mesure
plus complete du risque.

Plus précisément, la CVaR est le quantile correspondant a la perte potentielle qu'un
titre ou un portefeuille peut subir en raison de mouvements défavorables des prix de
marché, avec un certain niveau de confiance, sachant que cette perte dépasse déja la
VaR. En d'autres termes, la CVaR prend en compte les cas extrémes et les événements

29


https://www.researchgate.net/profile/Elisa-Luciano?_tp=eyJjb250ZXh0Ijp7ImZpcnN0UGFnZSI6InB1YmxpY2F0aW9uIiwicGFnZSI6InByb2ZpbGUifX0

entrainant de grandes pertes, ce qui en fait une mesure de risque plus robuste et plus
puissante que la VaR.

Soit & une variable aléatoire et « € ]0, 1[ le niveau de confiance du risque. Alors TVaR
de ¢ au niveau de confiance a et a l'instant t, TVaR, ; , est la fonction

1 1
TVClRa’t = Efa VaRﬁ‘t. d,B (224:)
Dans le cas continu, la TVaR est exprimée comme suit :
TVaRy,: = E(§/&E > VaRy,) (2.25)

Le probleme d’optimisation basé sur la CVaR est formulé comme suit :

Min CVaR
S.ciyiix=1 (2.26)

x; =20, i=1..,n

Une description simple de l'approche de minimisation de CVaR et des problemes

d'optimisation avec des contraintes de CVaR peut étre trouvée dans travail de synthese
d'Uryasev [Ury 00].

6. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit plusieurs définitions et concepts fondamentaux
relatifs a 'optimisation de portefeuilles. Nous avons également examiné différents
modeles d'optimisation de portefeuilles, tous basés sur le principe Moyenne-Risque.
En plus de la célebre théorie de Markowitz, nous avons exploré des mesures de risque
alternatives a la simple variance, prenant en compte la réalité de la non-normalité des
rendements financiers, une hypothése souvent plus proche de la réalité. Il est
important de noter que notre présentation n'a pas couvert tous les modeles de sélection
de portefeuilles disponibles, ni n'a abordé toutes les contraintes possibles pour
encadrer les optimisations. Cependant, nous avons fourni une bibliographie
exhaustive pour permettre au lecteur d'approfondir sa compréhension des méthodes
connues et moins connues. Le prochain chapitre constitue une continuité de celui-ci,
ou nous aborderons les méthodes pour la constitution de portefeuilles optimaux dans
le cadre de la théorie de l'incertitude.
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CHAPITRE 3 : APPROCHES D’OPTIMISATION DE
PORTEFEUILLES BASES SUR LA THEORIE DE L'INCERTITUDE

En 1989, Michaud a montré que 1'utilisation des données historiques pour calculer la
moyenne d"un échantillon et estimer le rendement espéré ne peut étre efficace. D'un
autre part, Black et Littermann [Bla 92] ont prouvé que les données historiques sont
souvent de mauvais prédicteurs du comportement futur. Par conséquent, des
chercheurs ont modélisé les rendements d’actifs a l'aide de la théorie de I'incertitude.

1. Modéles d’optimisation de portefeuille
a. Les Modele Moyenne-Variance et Moyenne-Semi-variance de Huang (2012)

Etant donné que le marché des capitaux est complexe, les rendements futurs des titres
sont parfois disponibles principalement sur la base de jugements d'experts. Huang
[Hua 12] a traité le probleme de sélection de portefeuille dans lequel les rendements
des titres sont donnés sous réserve d'estimations d'experts. Deux nouveaux modeles

moyenne-variance et moyenne-semi-variance sont proposés.

Supposant que e; , le rendement de l'actif i, est une variable incertaine d’espérance
mathématique r;. Le rendement du portefeuille est défini par :

E(RP) = E[ XiLi1x. 6] = XiL1 . E(ey) = XiL1 X1 (3.1)
La variance et la semi-variance du rendement de portefeuille sont données par :
V(Rp) = V[ I, xi.e] et SV(R,) =SV[IL,xi.e] (3.2)

Les modéles moyenne-Variance et de moyenne-semi-variance de Huang sont :
n

Min V[Z Xi- €]

i=1
S.cdTn % =1 (3.3)
Xi>0, i=1...,n

et Min SV[ Z?:l Xj- ei]

Yic1Xi.E(e)) =6
S.c ?=1 Xj = 1 (34)
i =20, i=1..,n
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avec 6 le rendement minimum attendu par I'investisseur.

Puisque les modeles incertains moyenne-variance et moyenne-semi-variance sont
complexes, Huang a proposé des méthodes pour estimer les valeurs de I'espérance, la
variance et la semi-variance du rendement du portefeuille.

Huang a utilisé la loi opérationnelle pour obtenir la distribution incertaine réciproque
pour déterminer la distribution incertaine réciproque du rendement du portefeuille.

Soit @, les distributions d’incertitude continue des rendements d’actifs §;,i = 1,2, ...,n,
respectivement, et ¥ la distribution d’incertitude du rendement du portefeuille

i1 Xi- &

La distribution d'incertitude ¥ du rendement incertain du portefeuille peut étre
obtenue via ¥ 1(a) = YL x. P (a) avec 0 < a < 1

L’espérance du rendement incertain du portefeuille )L, x;.§ est calculée par
E[EiL;xi. &) = E727° XiLs xi. @77 (0.0001/)/9999

La méthode pour calculer E[}iL; X;. §;] est comme suit :

Méthode 1:
Etape 1. Posons e = 0
Etape 2. Posons j = 1
Etape 3. Soit y; = XL, x;. @7 (0.0001))
et e=e+y;
Etape 4.5ij < 9999 alors j = j + 1 et retourner a I'etape 3
Etape 5. Retourner e = /9999

Notons que lorsque nous utilisons des modéles moyenne-variance pour sélectionner
le portefeuille optimal, les distributions d'incertitude des rendements des titres
doivent étre symétriques. Ensuite, il est clair que dans ce cas, le rendement devrait étre
égale a la valeur de ¥~1(0.5). Ainsi :

E[¥iL:x.&] = ¥-1(0.5) = 11'1=1Xi-cbi_1 (0.5) (3.5)

En se basant sur la formule de la variance donnée dans le chapitre 1, Huang a introduit
la variance du rendement du portefeuille comme suit :

VEL x.5) = [ 721 —e)(1 - $(@) + P(2e — 1))dr (3.6)

En supposant que, dans les modeles moyenne-variance, pour sélectionner le
portefeuille optimal, les distributions d'incertitude des titres doit étre symétrique,
donc :
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VL x.5) = [ 2(1 - e)(1 — W) + ¥(2e — r))dr
=41 -e)1 - Y@)dr (3.7)

La méthode pour calculer V(Y iL; x;. §;) est comme suit :

Méthode 2:

Etape 1. Posons v = 0

Etape 2. Posons e = YL, x;. @71 (0.5)

Etape 3. Posons b = YL, x;. @11 (0.9999)

Etape 4. Générer aléatoirement une valeur a a partir de (0.5, 0.9999).

Etape 5. Soitv=v+ (L, x;. 1! (o) —e)(1 — )

Etape 6. Répétez les étapes 4 a 5 pour N fois, ot N est suffisamment grand nombre.
Etape 7. Retourner v =v.4.(b — e)/N

En se basant sur la formule de la semi-variance, introduit par Huang, est définit par :

SV(§) =E[§ —e)7)?] (3.8)
avec € —e) = {E _Oe ssiijms ’
Alors SV(E) = f0+oo M{((E-e)7)?>r}dr

= [7"ME <e—ridr=[°_2(e—r®)}dr (3.9
La semi-variance du rendement du portefeuille };i_, x;. §; est introduite par :

SV(ZLixi &) =[5, 2(e —1)W(D)}dr (3.10)

La méthode pour calculer SV(}iL, x;.§;) est donnée comme suit :

Méthode 3:
Etape 1. Posons sv = 0
Etape 2. Posons e = 3,727 YL, x;. @7 (0.0001j)/9999
Etape 3. Utiliser la méthode de bissection pour déterminer S tel que
e =YL x. P (B)
Etape 4. Posons a = Y.L, x;. @7 * (0.0001)
Etape 5. Générer aléatoirement une valeur a a partir de (0.0001, ).
Etape 6. Soit sv = sv + (e — XL, x3. @1 ()«
Etape 7. Répétez les étapes 5 a 6 pour N fois, ot N est suffisamment grand nombre.
Etape 7. Retourner sv = sv.2.(e —a)/N
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De plus, un algorithme intelligent hybride, basé sur les algorithmes génétiques et les
estimations de l'espérance, la variance et la semi-variance du rendement du
portefeuille, est proposé pour résoudre les modéles d'optimisation introduits.

b. Les modeles Moyenne-VaR et Moyenne-TVaR

Peng [Pen 13] a introduit le concept de Value at Risk (VaR) de la variable incertaine.
Ses propriétés fondamentales sont aussi examinées. Ensuite, Peng a développé la Tail
Value at Risk (TVaR) d'une variable incertaine et a proposé ses propriétés
fondamentales. La méthodologie VaR ou TVaR suggérée peut-étre largement utilisée

comme outil d'analyse des risques dans des environnements incertains.

Soit & une variable incertaine et o le niveau de confiance au risque. Alors la VaR de §
est la fonction

VaR, (&) = inf(x|M(& < x) = a) (3.11)

Par conséquent, la valeur a risque est un quantile de la distribution d'incertitude ® de

la variable incertaine §. Pour un niveau de confiance au risque o, on a :
VaRq(§) = inf (x|®(§) = a) = 7!(a) (3.12)

Un inconvénient de la VaR est qu'elle ne donne aucune information sur la gravité des
pertes au-dela du niveau de VaR. Il peut arriver que les VaR de deux variables
incertaines soient égales mais I'une a une queue plus épaisse et plus risquée que l'autre.

La TVaR, introduite par Peng, tient compte de la gravité de 1'échec et pas seulement
du risque d'échec. La TVaR est considérée comme une meilleure mesure du risque, en
ce sens qu'elle est affectée par les valeurs extrémes dans la queue (alors que la VaR ne
l'est pas). Il est défini comme suit :

TVaR,(§) = — [} VaR,(§)dt (3.13)

En supposant que §; est le rendement du titre i et xi est la proportion du titre i dans le
portefeuille, le rendement total d'un portefeuille est Y[, x;. §; tel que n est le nombre

des titres composant le portefeuille.

La perte, étant la valeur négative de celleci, est donc donnée par
n

FO == x5

i=1

Ainsi, la VaR de la perte du portefeuille peut étre décrit comme suit :
VaRq(8) = inf(x|M(f(§) < x) = o)

Soit @ la fonction de distribution de Y}{, ;. &;.

La VaR, de la perte f(x,§) est exprimé, par Yan [Yan 11], comme suit :
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VaR,(§) = inf (xIM(f(€) < %) 2 @) = ~d7'(1 - @) (3.14)

Pour obtenir le rendement maximal de l'investissement et éviter les risques, Yan a

proposé le modéle d’optimisation de portefeuille suivant :
Max E[ Xz %i-§i]

VaR,(§) <6
S.c tixi=1 (3.15)
x;, >0, i=1..,n

tel que § est le niveau de risque prédéfini.

D’une maniére similaire, Ning, Yan et Xie [Nin 13], s'est basé sur la TVaR pour
quantifier le risqué de ce portefeuille, et a proposé le modéle suivant :

Max E[ X1 x;. &

TVaR,(§) <6
S.c ?=1 X; = 1 (316)
x;, =20, i=1..,n

Par exemple, si les rendements & sont des variables incertaines normales

indépendantes, ¢ ~ N(ei,0i),i = 1,2,---,n, alors le rendement total YL, x;.§ ~
n n .

N(Xi=1%i- €, Xizq Xi. 1),

Par conséquent : Ot (1 -a) =X x (e — \/iai In ﬁ)
1 1 n \/§O’i t

et TVaR,(§) = Ta fa — i X (e — Tlnl—_t)dt
= x (e + |- (1 - @) - = 1n(a)] ) (3.17)
- i=1"t" 2 T 1-a L '

Ainsi, les modeéles Moyenne-VaR et Moyenne-TVaR sont respectivement sous les
formes suivantes :

Max Y7, x;. €

— 2 x;. (e —@lnﬁ) <6

i=1Xi
xi>0, l=1,n

et Max Yi_; x;.e;
V3
=1 X (—e + - [— n(l-a)— %ln(a)] ) <6

n —_
i=1 X =1
x; =20, i=1..,n

S.c. (3.19)
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c¢. Le modéle de Moyen-Courbe-de-risque

La définition de risque la plus ancienne et la plus populaire est la variance. Elle a été
donnée par Markowitz en 1952. Cependant, la variance peut parfois ne pas étre
raisonnable. De plus, la mesure de risque Value at-risk (VaR) reflete l'inquiétude des
gens. Cependant, la VaR ne donne qu'un faible rendement valeur que les investisseurs
peuvent subir. D'autres événements a faible rendement peuvent également se
produire. Et une fois qu'un événement de rendement tres faible (c'est-a-dire un
événement de perte énorme) se produit, les investisseurs peuvent ne pas étre en
mesure de le supporter. Cela est également vrai dans la sélection de portefeuille
incertaine. Ainsi, une nouvelle mesure du risque qui fournit des informations sur
toutes les pertes probables doit étre donnée.

Soit § un taux de rendement incertain d'un titre et ® sa distribution d’incertitude, et 7¢
le taux d'intérét sans risque. Pour définir un risque qui donne l'information sur toutes
les pertes probables et les chances d'occurrence de ces pertes, une courbe de risque de
I'actif est donnée comme suit :

Vr=0, RE)=M@r—§ =1) (3.20)

Clest clair que lorsque s — § = 0, le taux de rendement du titre est inférieur a l'intérét
sans risque de taux, et la différence est la valeur 7y — §. Cette valeur peut certainement
étre comprise comme une perte. Par conséquent,

Vvr 20, 7—§=r (3.21)
décrit toutes les pertes probables sur le titre.

De maniere équivalente, la courbe de risque peut également étre exprimée par :

Va €10,1[ , R ' (@)=r—d " (a) (3.22)

Figure 3.1 Tendance générale d'une courbe de risque.
Plus la valeur r est grande, plus la valeur R(r) est faible.

Tous les investisseurs savent qu'ils peuvent perdre aussi bien que gagner en
investissement. Par conséquent, ils auront une tolérance maximale envers la chance
d'occurrence de chaque niveau de perte probable. Nous I'appelons courbe de confiance

36



a(r) qui donne la tolérance maximale des investisseurs envers la chance d'occurrence
de chaque niveau de perte probable. Bien que différents investisseurs aient une courbe
de confiance différente, la tendance commune de la courbe est que plus la perte est
grave (c'est-a-dire plus la valeur r est élevée), plus le niveau de tolérance des
investisseurs vis-a-vis du risque de survenance de la perte est faible. Un exemple de

courbe de confiance est donné ci-dessous.

La courbe de confiance peut étre exprimée comme suit: a(r) =a —b.r

™~

Figure 3.2 Une courbe de confiance

=7

Un portefeuille est str si sa courbe de risque est inférieure a la courbe de
confiance a(r), un portefeuille est risqué si une partie de sa courbe de risque est au-
dessus de la courbe de confiance a(r).

R

\ risky area
!

\nfr}

e

safe area —

severity of loss

Figure 3.3 La courbe de confiance et risque d'investissement
Par conséquent, I'expression mathématique du modele de sélection est la suivante :
Max E[ -y %€ )

R(xqy, ., xp, ) < a(r), Vr =20
S.c {Xtix=1 (3.23)
xi>0, l=1,n

Par suite :
Max ¥iz, % E(E,)

x1. 07 (a(M) + -+ x,. Pt (a()) =15 —7,¥r = 0
S.c {ym =1 (3.24)
x; =20, i=1..,n
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Par exemple, supposons que les taux de rendement des iemes titres soient tous des
variables incertaines normales & P~ N(u 20 ),i = 1,2,...,n, respectivement. Ensuite,

le modele de risque moyen incertain peut étre transformé sous la forme suivante :

Max Sy x;. 1,
V3. i1 1—a(r)
?=1xi.(ui———cln a?r)r) 21 —71, vVr = 0 20
S. .
¢ ?=1xi = 1 ( )

xi>0, L=1,n
d. Le modele de Moyenne- Indice de risque

Les investisseurs peuvent choisir d'investir dans des actifs sans risque et d'obtenir,
avec certitude, un taux d'intérét sans risque. Ainsi, tout rendement inférieur au taux
d'intérét sans risque sera considéré comme une perte.

Le rendement moyen du portefeuille inférieur au taux d'intérét sans risque est appelé
I'indice de risque.

Soit § un taux de rendement incertain d'un titre, et 77 le taux d'intérét sans risque. Alors

I'indice de risque du portefeuille est défini par :

RI(§) = E[(ry —§) )] (3-26)

B +:rf—§ Sitg 2§
avec (rf §) { 0 sinon

Si & est continue de fonction de distribution d’incertitude ®, alors :
RI(E) = [ M{r; — & >r}dr
= [ M{% <rp—r)dr= [/ M{§ < t}dt
= [T o(t)dt (3.27)

(rf—a)z

Par exemple, si § est une variable incertaine linéaire L(a, b), alors RI(§) = 200

Lors d'un investissement, plusieurs investisseurs exigent que le portefeuille soit
suffisamment str, puis recherchent le rendement maximal. A un niveau de confiance
donné, 1'objectif doit étre atteint.

Soient x; les proportions d'investissement dans les titres i, §; les rendements incertains
des ieme titres, i = 1,2,... ,n, respectivement, y le niveau de confiance prédéterminé
que l'investisseur accepte, et c la valeur tolérable de l'investisseur en dessous du risque
taux d'intérét libre. Le modele d’optimisation de portefeuille d’indice de risque est
exprimé mathématiquement par Huang [Hua 12] comme suit :
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Max f

(M(Z{;lxi-zi) 2f)zvy
n
n % &)<
S.C. RIﬂ(Zl:lxl' El) — c (3.28)
s xi =1
Xi>0, i=1...,n
Soit @, la distribution d'incertitude continue du i-ieme taux de rendement incertain &;
dont la fonction réciproque ®;* («) existe et est unique pour chaque ade ]0,1[, i =
1,2, ...,n, respectivement. Ensuite, le modéle précédant peut-étre transformer sous la
forme suivante :

Max . PP =)+ .0 1 —p)+ - +x,. P51 (1 —y)

(ﬁrf - ff (x1- D7t (@) + X5 P31 (@) + -+ + %, PRt ())da < ¢

S.cd X1 P71 (@) + -+ X P (@) =17 (3.29)
Lisxi =1
xi >0, i=1.,n

Par exemple, supposons que les taux de rendement des iemes titres soient tous des
variables incertaines normales N~ (y;,0;),pouri = 1,2, ...,n respectivement, alors le
modele d'indice de risque peut étre transformé sous la forme suivante :

V3x.0; In L)

n
Max im (X 1y — — 1—y

Bry — XicaXi-1) — \/75 i=1% o[BI+ (1 = PIn (1 -P)] < ¢

S.c.{ B=exp(m(ry— Xzt i 5 /\/EZ?:1 x;0;)/(1 + exp (”(Tf — Xt % H;) /\/52?:1 Xj 01’))

?=1 Xj = 1 (3.30)
x; >0, i=1..,n

2. Approches d’optimisation de portefeuille multi-périodes
a. Modéles de moyenne-variance multi-périodes de Zhongfeng Qin

Le probleme de sélection de portefeuille multi-périodes attire de plus en plus
l'attention des chercheurs car il est conforme au probleme pratique de prise de décision
d'investissement. Zhongfeng [Zho 11] a été le premier chercheur, qui a établi plusieurs
formes de modele de sélection de portefeuille moyenne-variance multi-périodes avec
des rendements incertains. Il a considéré que I'investisseur entre dans le marché avec
n + 1 titres risqués.

L'investisseur souhaite répartir son capital initial wy parmi les n + 1 actifs pour
atteindre un certain objectif. Le capital peut étre réallouée entre les n + 1 actifs au
début de chacune des T — 1 périodes consécutives suivantes. Le taux de rendement
de chaque titre risqué a la période t dans I'horizon de planification est représenté par
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un vecteur & = (£2,&}, ..., &), dans lequel & est le rendement incertain pour la iéme
actif a la période t. Les vecteurs &, t = 0,1,...,T — 1 sont supposés indépendants de
rendement moyen E[§] et de variance V[§;]. Soient w, le capital de l'investisseur au
début de la période t, x{ le montant investi dans le iéme actif risqué au début de la
période t. L'investisseur souhaite trouver une stratégie d'investissement optimale x, =
x,xt, .., x!), pourt = 0,1,2,..,T — 1 telle que la valeur moyenne E[wy] du capital
terminal wy est maximisée sous réserve que la variance V[wr] du capital terminale soit
inférieure ou égale a un niveau de risque prédéfini ou la variance V[wy] du capital
terminale est minimisée sous réserve que le capital terminal attendue E[wr] soit
supérieure ou égale a un niveau prédéfini. En outre, deux formes de la formulation
moyenne-variance pour le probleme de sélection de portefeuille multipériode avec des

rendements incertains sont établies comme suit :

Min V{wr]
E[wg] =1
S.C.A{Wpq = ity X & + (W — Ximq Xy) 34 (3.31)

t=01,..,T-1

et
Max E[wr]
S.C.yWiyq = Zin=1xi- & + (W, — XiL1Xy) £ (3.32)

t=01,..T—-1

En pratique, il est difficile pour les investisseurs d'attribuer des niveaux de confiance
raisonnables r et d aux deux modeles ci-dessus. Plus précisément, les investisseurs
peuvent vouloir maximiser directement le capital terminal attendue E[wr] et entre-
temps minimiser la variance V[wr] du capital terminal. Dans ce cas, Zhongfeng a
proposé un modele de programmation bi-objectif moyenne-variance multi-période
comme suit :

Max E [wr]

Min V[WT]

s.c. {Wt+1 = XL Xt & + (e — XLy x) B (3.33)
t=01,..,T-1

Afin de faciliter la résolution de ce dernier modeéle, nous le convertirons en un modele
de programmation a objectif unique en pondérant ses deux objectifs contradictoires :

Max E[wg] —p.V[wy]

. {le = YL xb 8+ (W — 2 xD & (3.34)
t=01,..,T—-1
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b. Modeéle de la sélection de portefeuille multi-périodes basé sur l'indice de
risque de Huang et Qiao

Huang et Qiao [Hua 12] traitent le probléme de sélection de portefeuille multi-périodes
lorsque les rendements des titres sont donnés par des évaluations d'experts. Les taux
de rendement des titres sont considérés comme des variables incertaines et un modele
d'ajustement de l'indice de risque incertain est proposé. Les ajustements optimaux du
portefeuille sont déterminés dans le but de maximiser le capital supplémentaire totale
dans les limites du contrdle de la valeur de l'indice de risque cumulé sur 1'horizon
d'investissement et de la satisfaction de l'autofinancement a chaque période.

Huang et Qiao ont considéré un investissement dans n actifs. La durée
d'investissement est divisée en T périodes. Supposons qu'a l'instant 0, l'investisseur
avait déja un portefeuille (X1 g,X30, ..., Xn0), OU X;o est le capital du ieme titre, i =
1,2, ...,n, respectivement. Soit Wj_, le capital de l'investisseur au début de la période
k (c'est-a-dire I'instant k — 1), et x;,_, le capital de l'ieme titre au début de la période
k. Alors

Wk—l = 2?:1 Xi,k—l ,k = 1, ,T

Au début de chaque périodek, k = 1,2,...,T, l'investisseur ajuste 1'investissement
dans chaque titre en augmentant ou en diminuant son capital

AXk—l = (Axl,k—l’AXZ,k—l’ 'AXn,k—l) ) k = 1, ey T

Soit §; ;, le taux de rendement incertain du titre i pendant la période k. A la fin de la

période k, le capital total de l'investisseur devient

n
Wy = Z(Xi,k—l + A1) (1 + & 1) k=1,..,T
i=1

Ainsi, apres ajustement, a la fin de la période k, l'incrément de capital est :
AWk = Wk - Wk—l = Z?zl(xi’k_l + AXi,k—l)Ei,k + AXi,k—l , k= 1, ey T (335)

Puisque les taux de rendement des titres sont incertains, 'accroissement de capital AW,
est également incertain. S'il s'agit d'une valeur positive, alors l'investisseur gagne de
I'argent. Mais si elle est une valeur négative, l'investisseur perd de I'argent. En d'autres
termes, l'investisseur fait face a un risque a chaque ajustement. Comme la valeur Wj. ¢
est la rémunération de l'investissement sans risque, il est raisonnable de supposer que,
lorsque l'accroissement de capital est inférieur a W,.y, l'investisseur perd de l'argent.
Pour calculer le montant moyen que l'investisseur peut perdre, un indice de risque a
la période k est défini par :

RI(§) = E[(Wo. 1y — AW, ) )] (3.36)
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Wo.1r — AW, si Wy 15 = AW,

avec (Wo.1p — AW, )T = { 0 sinon

Supposons qu'il y ait un cotit de transaction pour chaque transaction du titre i qui est
calculé comme c¢;|Ax 4| , ot ¢; est un nombre constant. Alors le cotit de transaction

total pour le portefeuille pendant la période k est :
Yic1 Cil A% 4] , k=12,..,T
Si l'investissement s'autofinance, il est facile de voir que :
YA g 2 G|k, =0, k=12,..,T (3.37)

Désormais, avec l'indice de risque, il est facile pour l'investisseur de déterminer
I'ampleur de la perte qu'il peut supporter. Si l'investisseur exige que la perte moyenne
totale de l'investissement ne soit pas supérieure a un niveau prédéfini c, et s'il souhaite
poursuivre une valeur maximale attendue de 1'augmentation de capital, le modele est

défini comme suit :
Max E[Z£=1 AW, ]

(Liz1Xi0 =Wo
g 1A% | + Ty A% | = 0
S.CAYT_1RI,<c (3.38)
Wie = 2 (X1 + A%51) (1 + 8i)
i=01..,n, k=01,.,T
Supposant que les taux de rendements dans chaque période §;, sont des variables
incertaines normales N~ (ui’k ,oi_k),pouri =12,..,n. Notons y, = Z?=1(Xi,k—1 +
AXi,k—l)ui,k + AX;x_, et o) = Z?:l(xi,k—l + AXi,k—l)Gi,k/ alors le modele précédant peut-

étre écrit sous la forme suivante :
Max Yp_, 3% (X- + Ax; ) e T AX;
k=1 4i=1\*i k-1 ik—1 UL,k k-1

(Xi=1Xi0 =Wo

1A% | + Xy el Axi ] =0

s.c.{ Xik-1F DX =0 (3.39)
T V3

Y=t Bi(Wo- 7 = i) = —0pe[BilnBy + (1 = BOIn (1 = B < ¢

\i =0,1,..,n, k=01,..,T

c. Modéle de la sélection incertain de portefeuille multi périodes basé sur
I’écart absolu de Zhang

L'écart absolu est une mesure de risque couramment utilisée, qui a attiré plus
d'attention dans l'optimisation de portefeuille. Compte tenu des cotits de transaction,
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des contraintes d'emprunt, des contraintes de seuil, des contraintes de cardinalité et
du controdle des risques, Zhang [Zha 16] a présenté un nouveau modéle de sélection de
portefeuille incertain a écart absolu moyen multi périodes, dans lequel une politique
d'investissement optimale peut étre générée pour aider les investisseurs non
seulement a obtenir un rendement optimal, mais aussi a avoir une bonne maitrise des
risques. Dans ce modele, le taux de rendement de l'actif et le risque sont quantifiés par
une espérance incertaine et un écart absolu incertain, respectivement.

L’écart absolu incertain de la variable incertaine ¢ d'espérance finie e est défini par :
AD(S) = E[I§ — el]
Par suite:  AD(§) = f0+O°M(|E -e|l =r)dr— f_OOOM(IE -el<r)dr

= [7"M(>E — el 2v)dr=["M((€ 21+ U < -1+ e))dr
= [7( - e@)dr - [, () dr (3.40)

Zhang a supposé qu'il existe n actifs risqués et un actif sans risque sur le marché
financier pour la négociation. Un investisseur veut répartir son capital initial W; entre
n + 1 actifs au début de la période 1, et obtient le capital final a la fin de la période. Il
peut réallouer son capital entre les n + 1 actifs au début de chacune des T périodes
d'investissement consécutives suivantes. Les taux de rendement des n actifs risqués a
chaque période sont notés comme des variables incertaines triangulaires.

Soient x;, la proportion d'investissement initial de 1'actif risqué i a la période 0, x;; la
proportion d'investissement de l'actif risqué i a la période t, x; la proportion
d'investissement de l'actif sans risque a la période t, x, le portefeuille a la période t, ot
Xe = (Xpe X1t 2 X2t 5o Xnt ), x}’t la borne inférieure de la proportion d'investissement
en actifs sans risque a la période t, R;; le rendement de 1'actif risqué I'actif i a la période
t, ¢ le taux de rendement du portefeuille x, a la période t, 1, le taux d'emprunt de
l'actif sans risque a la période t, r;; le taux de prét de l'actif sans risque a la période t,
u;; les limites supérieures de x;; , ry; le taux de rendement net du portefeuille x; a la
période t, W; la forme nette du capital détenu au début de la période ¢, c;; le cott
unitaire de transaction actif i a la période t et K le nombre souhaité d'actifs risqués
dans le portefeuille a la période t.

Le risque du taux de rendement du portefeuille a chaque période est quantifié par
'écart absolu incertain. Le taux de rendement du titre i a la période ¢, R =
(ait, o, Bir), est une variable incertaine triangulaire pour touti = 1,...,net=1,..,T
. Le taux de rendement attendu du portefeuille x; = (Xs¢, X1, X¢, -, Xne) @ la période t

peut étre exprimé comme suit :
Tpt = Yici E(Rit) xie + rft(l — X1 Xit)
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= Y (ag + B 4 (1= Y %), €= 1,...,T (3.41)

4
T 1-Y". x>0

avec 1y, = { it ’ =17 =
Tht , 1= x <0

oul— Y, x; = 0signifie que le prét est autorisé sur l'actif sans risque et 1 — X7 x;; <
0 signifie que I'emprunt est autorisé sur l'actif sans risque.

La contrainte d'emprunt de l'actif sans risque a la période t est :
Xpe =1 — XX 2 x}’t (3.42)

Zhang a supposé que les cotits de transaction a la période t sont une fonction en forme
de V de la différence entre le portefeuille de la t-iéme période x, =
(xft,xlt s Xop s ,xnt) et le portefeuille de la t— lieme période x;_q) =
(xf(t_l) » X1(t=1) 1 X2(t=1) » - ,xn(t_l)). Le cotit de transaction de 1'actif i a la période t

peut étre exprimé par :
Cit = Citlxe — x(t—l)l (3.43)

Par conséquent, les cotits de transaction totaux du portefeuille x; a la période t peuvent
étre représentés par : Cy = YiLq Cir|Xe — X (-1 , t=1,....T

Bir— it
4

Dot : ryy = Yizq(ai + )Xt + Tre(1 — Xitq Xie) — Xiq Cielxe — Xe-pl,t = 1,....T

Ensuite, la forme nette du capital détenu au début de la période t peut-étre écrite

comme

Wipr = We(1+1ye)

Bit—ai
= W(1 + X (a; + t4 Ve + 1 (1 = Xiog Xie) — Xiey Citlxt - x(t—l)l) (3.44)

Puisque l'écart absolu incertain de la variable incertaine § = (a, a, ) est :

(4a2 —12@—a)a+4a(a+B)—6(@a—a)(a+B)+9(@—a)? + (a+ B)Zsi

B<a
_ 32a
AP =Y o+ 3py? .
328 Sif =«
Alors l'écart absolu du portefeuille x, peut étre exprimé comme suit :
AD(x;) = AD¢(rieX1e + ToeXoe + -+ TneXne) (3.45)

Les contraintes de seuil limitent le montant du capital a investir dans chaque action et
empéchent de tres petits investissements dans n'importe quelle action. Les contraintes
de seuil de la sélection de portefeuille multi-périodes peuvent étre exprimées comme :

0 < x < uge (3.46)
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ol u;; est la borne supérieure de x;;.

Pour formuler des contraintes de cardinalité dans le modele de portefeuille multi-
périodes, des variables de décision zéro-un sont ajoutées comme :

o {O sil'un des actifs i de la périodet(i= 1,...,n; t = 1,...,T) est détenu

“ 1 sinon

avec Yit,zi; <K

Lorsque les investisseurs peuvent donner un niveau de risque tolérable a la période t,

et veulent maximiser le capital terminal au niveau de risque donné, le modele moyen
écart absolu incertain multi-périodes avec contraintes réelles est le suivant :

Bit—a;i
Max H{=1(2?=1(ait + lt4 )X + Tft(l — X1 Xie) — g Cielxe — Xe-1)l)

Bit—a;i

(Wesr = We(1+ X7 (i + lt4 Ve + 1 (1 = X1y X)) — e CielXe — Xe—pyl)

AD (111 Xq¢ + TopXoe + o+ ToeXne) < ADge

11=3" x> Xfr (3.47)
Yicizie <K , z; €{0,1}

kO S xit S UitZit ) l = 0,1, e, n, k = 0,1, ,T

d. Modele de la sélection de portefeuille incertain multi-périodes moyenne-
semi-variance de Chen

Chen [Che 18] a discuté le probleme de sélection de portefeuille multi-périodes lorsque
les données historiques sont insuffisantes pour 1'estimation des rendements des titres.
En considérant les rendements des titres comme des variables incertaines, Chen
propose un modele basé sur la mesure de risque semi-variance sur plusieurs périodes
pour la sélection de portefeuille avec des contraintes réelles.

Chen suppose qu'un investisseur répartit son capital initiale W, parmi les n titres au
début de la période 1, et obtient le capital terminal a la fin de la périodeT.
L'investisseur pourra réajuster son capital a chaque début des T—1 périodes
consécutives suivantes.

Soient 1 ; le rendement de l'actif risqué I'actif i a la période t, 7 le rendement de I'actif
sans risque, d, ; le cotit unitaire de transaction actif i a la période t, W, le capital a la fin
de la période t, AW, l'incrément du capital entre la période t — 1 et t, &;; la proportion
minimale allouée au titre i a la période t, si le titre i est détenu, 6,; la proportion
maximale allouée au titre i a la période ¢, si le titre i est détenu, m; le nombre de titres
que les investisseurs souhaitent détenir en portefeuille a la période t, z;; est la variable
binaire :

7. = {0 sil'un des actifs i de la périodet (i= 1,...,n; t = 1,...,T) est détenu
"7 1 sinon
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Chen suppose que le cotit de transaction est une fonction en V des différences entre le
portefeuille x, a la période t et le portefeuille x,_; a la période t — 1. Par conséquent,
le cotit de transaction total du portefeuille x, a la période t peut étre représenté par :

Dy = Yioq deilxei — xe—1,l ) t=1..T
Ainsi, le taux de rendement net du portefeuille x; a la période t apres paiement des

cotits de transaction est :

n n

Rin :Zrt,i-xt,i_ § deilxe; — Xe—14l » t=1,...,T

i=1 i=1
De plus, le capital a la fin de la période t + 1 peut étre exprimée comme suit :
Wi = We(1+ Ren)
=W+ Zita i X — deilxes — Xe-q4)), t = 1,....T

Récursivement, le capital terminal obtenue a la fin de la période T peut étre exprimée
par:
Wr = Wo ITi=1(X + Zita 1 - X — deilXe — Xe-1,4l)

Outre les cotts de transaction, les investisseurs sont généralement confrontés a
d'autres contraintes du monde réel telles que la cardinalité et les contraintes de
délimitation. La contrainte de cardinalité impose une limite au nombre d'actifs en
portefeuille soit pour simplifier la gestion du portefeuille, soit pour réduire les cotts
de transaction. La contrainte de délimitation limite la proportion de chaque actif dans
le portefeuille a se situer entre les limites inférieure et supérieure afin d'éviter des
avoirs trés petits (ou grands) et irréalistes. Plus précisément, un minimum &;; et un
maximum &, ; pour chaque actif i a la période t sont donnés, et nous imposons que soit
xp; = 0soit &; < x; < 8;; . De plus, les contraintes de cardinalité sur le portefeuille a
la période t sont exprimées par :

Z?=1Zit=mt ) t = 1,...,T

En considérant que l'investisseur adopte la semi-variance comme mesure du risque et
1 le taux d'intérét sans risque, la semi-variance du taux de rendement du portefeuille

a la période t est définie comme :
SV, = E([(AW, — Wors) 1)

Par suite, le modele de moyenne-semi-variance sur plusieurs périodes pour la
sélection de portefeuille incertaine peut étre formulé comme suit:
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Max E(Wg)

(i1 SV(W) < @

X =1
Ei S X < Oy
S.C.{YM .z, =my (3.48)
z; €{0,1}
0 <xi <upzie

\i=0,1,..,n, k=01,..,T

3. Approches d’optimisation de portefeuille financier dans le marché
international

Un portefeuille international est une sélection de titres qui se concentre sur les marchés
étrangers plutdt que sur les marchés nationaux. Avec le développement croissant de
'économie transnationale et la libéralisation des flux de capitaux, les investissements
de portefeuille internationaux deviennent facilement disponibles et attirent de plus en
plus l'attention des chercheurs. Nombreux ont étudié ce probleme et ont constaté que
le portefeuille international était significatif pour les investisseurs car il pouvait
apporter plus d'avantages aux investisseurs que le seul investissement national. Par
exemple, Solnik [Sol 96] a confirmé les avantages de construire un portefeuille
international sur le marché américain. Chiou [Chi 09] a montré que le portefeuille
international bénéficiait aux investisseurs locaux méme apres la prise en compte de
l'impact des diverses contraintes d'investissement. Dans cette section, on va introduire
quelques problémes d’optimisation de portefeuille d’actifs financiers internationaux
basés sur la théorie de l'incertitude.

a. Le modéle Moyenne-Variance de Huang

Sur la base des derniers développements de la théorie de I'incertitude, Huang [Hua 10]
a discuté, le probleme de sélection de portefeuille prenant en compte simultanément
les taux de change incertains et les rendements des titres.

Soit &, les taux de rendement incertains du portefeuille libellés dans la devise
nationale, ¢ les taux de rendement incertains du portefeuille libellés dans la devise
étrangere, 1, le taux de change initial et ; le taux de change futur. Le taux de change
est exprimé sous la forme d'équivalent en devise nationale pour une unité de devise
étrangere. Il est clair que le rendement des investisseurs acquis dans le pays étranger
peut étre exprimé, en devise nationale, comme suit :

Tt
1+€h:(1+ff)a

qui peut se transformer sous la forme suivante :
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S(fr0+rt_r0+$(f(rt_7”0)_ Tt —Ty Tt—To

$r + + $r

To To To

$h =

Notons que rtr—_ro est le taux de variation du taux de change.
0

Tt—To

En considérant 7 le taux de variation incertain du taux de change défini par: n = -
0

Alors : Eh=€f+n+77€f

Généralement, dans la plupart des investissements de portefeuille internationaux, le
produit .7 est tres petit, de sorte qu'il peut étre négligé. Ainsi: &, = &¢ + 7

Soient x; la proportion d'investissement dans le i-eme pays marché boursier, §; le
rendement incertain du titre du marché boursier du i-eme pays libellé dans la devise
dui-emepays,i = 1,2, --,nrespectivement, n; le taux de variation du taux de change
de la devise nationale par rapport a la ieme devise du pays et y le niveau de risque
maximal que l'investisseur peut tolérer. Ensuite, dans le cas ot1 l'investisseur souhaite
maximiser le rendement a un niveau de risque spécifique donné, le modele

international moyen-variance incertain est le suivant :
Max E[ Zin=1 Xj- (E i + 1)]

V[ ?=1Xi' (El +n 1)] =c
Scdyn x =1 (3.49)
xi >0, i=1..,n

Lorsque l'investisseur veut minimiser le risque pour un niveau de rendement donné,

la formulation est la suivante :
Min V[ ?=1xl(fl+nl)]

S.c AT x =1 (3.50)
Xi > 0 , i=1 v, n

ou 6 représente le rendement minimum que l'investisseur peut accepter.
b. Le modéle Moyenne-Chance de Huang et Wang

Huang et Wang [Hua 19] ont utilisé la théorie de l'incertitude, pour discuter
I'investissement de portefeuille international dans une situation ot les prix futurs des
titres et les taux de change sont considérés comme des variables incertaines.

Supposons que P; et P;, sont respectivement le prix futur incertain et le prix actuel du
titre du i-pays, libellés dans la devise du i-pays, C; et Cj, le taux de change futur
incertain et le taux de change au comptant actuel de la devise locale a la devise du i-
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pays respectivement, pour i = 1,2,...,n, §; le taux de rendement incertain du i-pays
libellé en devise locale, i = 1,2,...,n, respectivement. Alors :
B,

& = -1
" PG

Soit x; la proportion d'investissement dans le titre du i-pays,i = 1,2,...,n,
respectivement. Ensuite, le rendement total de l'investisseur obtenu sur les marchés
internationaux des valeurs mobiliéres en termes de devise nationale est :

B C:
n L=

I, = Diicq Xi- -1

p =17 (Piocio

L'investisseur cherche a maximiser le rendement, tandis que la chance que le
rendement du portefeuille n'atteigne pas la valeur seuil prédéfinie r est inférieure a un
niveau tolérable donné f. Nous le décrivons mathématiquement et obtenons un

modele de portefeuille international moyenne-chance incertain comme suit :

Max E[Y™ x;. (ﬁi G _ 1)]

PioCio

(3.51)

Supposons que le prix du titre incertain P; et le taux de change C; ont des fonctions de
distribution d'incertitude continues et strictement croissantes ®; et ¥;, respectivement.
Alors le modele précédant est équivalent a la forme suivante :

Max fol Y, (% _ 1) da
i=1%i. (q)i_l(f)—lém _ 1)) >
Scaym x =1 e (3.52)
Xy 20, i=1..,n
Par exemple, si pour i = 1,2, ...,n, P; le prix du titre et C; le taux de change sont des

variables incertaines normales P;,~N(u;, 0;) et C;~N(e;, s;), alors le modele (3.52) est
converti comme suit :

Max ?zlxl-.(—‘ — — 1)
PioCio
V3ejoi o\ V3KiSi o« 39i5i 12
uiej + In(— )4 In(-—) ——In*(—)
(?lei' 1 (10() 13 10(+1T 10(_1)21,.
PioCio PioCio
S.c. (3.53)

n —

i=1Xi =

Xi =20, 1i=1..,n
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En outre, Huang et Wang ont examiné l'impact de la couverture a terme sur les
investissements de portefeuille internationaux incertains en comparant les
investissements de portefeuille internationaux non couverts par des contrats a terme
avec ceux couverts par des contrats a terme. A un faible niveau de risque tolérable, les
contrats a terme ont une bonne performance en matiere de couverture du risque et
apportent un rendement élevé. Mais, lorsque le niveau de risque tolérable devient
important, la réduction du risque causée par les contrats a terme élimine également le
rendement élevé potentiel. De plus, la prise en compte des contrats a terme dans un
portefeuille international peut apporter un rendement plus stable et relativement élevé
que le fait qu'aucun contrat a terme ne soit pris en compte. Et aucun investissement
dans des contrats a terme n'a également la possibilité d'obtenir des rendements
supérieurs a ceux des investissements a terme.

4. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons réuni et exposé quelques-uns des modéles encadrant les
problémes d’optimisation de portefeuille incertaine. Nous avons fourni au lecteur un
certain support pour découvrir certaines nouveautés. Dans le prochain chapitre, nous
proposeront certains problemes d’optimisation de portefeuilles en se basant sur la
théorie de l'incertitude. L’introduction des approches basées sur les variables
incertaines afin de modéliser le prix et le taux de change et exprimer la VaR d'un
portefeuille d’actifs financiers de certains marché international et la constitution de
portefeuilles optimaux, prenant en considération quelques contraintes reflétant la
réalité du marché financier, sera notre contribution majeure.



CHAPITRE 4 : CONTRIBUTIONS DE LA THEORIE DE
L'INCERTITUDE A L’OPTIMISATION DE PORTEFEUILLE
D’ACTIONS

Dans ce chapitre, nous proposons certaines approches de sélection du portefeuille
d’actifs financiers dans un environnement incertain. Afin de modéliser les risques des
investissements nous allons utiliser les mesures de risques VaR et TVaR.

Les principales contributions se résument dans la proposition des modeles incertains
internationaux Moyenne-VaR pour l'optimisation de portefeuille et des modeles
Moyenne-TVaR pour la sélection de portefeuille sur plusieurs périodes tout en prenant
en considération les contraintes reflétant la réalité des marchés.

1. Modéles internationaux Moyenne-VaR diversifiés pour l'optimisation de
portefeuille basé sur la théorie de l'incertitude.

Un portefeuille international est une sélection de titres qui se concentre sur les marchés
étrangers plutot que sur les marchés nationaux. Le rendement d'un portefeuille
international dépend des prix des titres et des taux de change. Dans nos modeéles,
comme mentionné ci-dessus, ces deux éléments seront représentés par des variables
incertaines en raison d'un manque d'informations historiques. De plus, nous
prendrons en compte le cott de transaction et la diversification en tant que deux
facteurs représentant le marché et affectant le rendement des investissements. Notez
que les variables sont supposées indépendantes.

a. Formulation mathématique du probléme

Supposons que le cotit de transaction est une fonction en V de la différence entre un
portefeuille donné xy = (X1, X0z, ..., Xon) €t un nouveau portefeuille x = (x1, Xy, ..., Xy).
Ensuite, le cotit de transaction pour le titre i peut étre exprimé par :

d;|xo; — X
ou d; est le colit de transaction unitaire du titre i.

Pour un nouvel investisseur, il n'a aucun actif sous la main. Nous avons supposé
quexy; =0,i=1,..., n Lecott de transaction pour un titre i peut étre exprimé sous
la forme d;x;.

Contrairement aux proverbes : « Ne mettez pas tous vos ceufs dans le méme panier »,

qui signifient qu'il faut diversifier notre portefeuille, les modeles traditionnels

d'optimisation de portefeuille conduisent toujours a des allocations concentrées sur un

périmetre limité d'actifs, et l'investisseur subit considérablement le risque [Man 14].

L'indice de concentration industrielle d'Orris Herfindahl, défini comme la somme des
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parts au carré de la contribution de chaque produit a la production totale de

l'entreprise, est utilisé comme mesure de diversification.

L'entropie de Shannon est une mesure bien connue de la diversification [Sha 49]. Il est
utilisé dans plusieurs secteurs, comme dans l'industrie, la mesure d'entropie de la
diversification d'une entreprise est diversement définie comme "une moyenne
pondérée des parts des segments" [Pal 85]. Récemment Chen [Che 16] I'applique dans
la théorie de la sélection de portefeuille comme contrainte pour assurer un portefeuille
de diversification en supposant que xi soit le poids du titre i dans le portefeuille.

Si A ={A4,., A} est une partition de 'ensemble Q et x; est 1a probabilité de 1'événement
Ajaveci =1,...,n. L'entropie de Shannon de 4,E, est formellement définie comme :

Yiixiln (xil)

Il est important de noter que la valeur maximale de E est atteinte In(n) lorsque tous
les x; sont égaux et atteint sa valeur minimale 0 si x; = 1 oui = 1, ..., n. Ensuite, une
grande valeur d'entropie signifie que le portefeuille est plus diversifié et une petite
signifie que le portefeuille est concentré. Les rendements des titres individuels sont les
informations de base pour les investisseurs, et chaque décision est prise sur la base de
ces informations. Le rendement d'un actif est défini comme :

Prix du titre en fin de période — Prix de début + dividende
Prix de début

En supposant que S; et S;q sont respectivement le prix futur incertain et le prix actuel
du titre du i-pays, et libellés dans la devise du i-pays, 1; et 1, sont le taux de change
futur incertain et le taux de change au comptant actuel du devise locale a la devise du
i-pays respectivement, pour i = 1,2,...,n. Soit §; le taux de rendement incertain, avec
les distributions d’incertitude ®, du i-pays libellé en devise locale, i = 1,2,...,n,
respectivement. Par suite :
_SiNi—SioNio
Si SioTio

Soient @; les distributions d'incertitude de S; et ®’; les distributions d'incertitude de 7;,
i=1,2, ..., n, respectivement. Le taux de rendement net du portefeuille, R, est exprimé
comme :

Sini—SioNi Sini—SioNi

—_ n L 10°/10 —_ n L 10°/10

Ry=Yica =) % — dyxy = X, (F—— — di)x;
io7io ioTlio

Ensuite, le rendement attendu du portefeuille est :

-1 -1
i @ —SioNio

SioNio

E(R,) = E[ ¥y x, G500 _ gy =ftyn v, @

SioMio

— d).da
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Le risque d'investissement est représenté par la VaR du portefeuille au niveau de
confiance du risque @ comme suit :

VaR, (o)=Y, x;VaR;(a) = XL x;® ~ Ya)

= n ( (@ (0-’) 5107710)
*i SioMio
Par conséquent, les modeéles internationaux d'optimisation de portefeuille, dans le cas
d'une maximisation du rendement de l'investissement sous un niveau de risque
maximal 6 et en tenant compte d'un niveau minimal de diversificationr, sont
modélisés comme suit :

i (a)CD i (a) SioNi
Max [ S, (H QL0500 _ gy gq

( ( i (a)CDL (a) SLOWLO) <6
SioMio

s.c. Zn 1% =1 4.1)

1xlln( )>
x; >0, i=1.

Si l'investisseur souhaite minimiser le risque d'investissement avec un niveau de
rendement de portefeuille minimum £, alors il peut utiliser le modele suivant :

-1 1=l S
Min 2?=1Xi(®1 () d" (@) S101110)

SioMNio

o7 Y V- S
f 2 L x l( i (@@ ;" (@)- SioNio —di).daZﬁ

SioMio
s.c. Zl 1% =1 (4.2)
e 1xlln( )>
x; >0, =1..

b. Modeéles équivalents déterminants

En supposons que le prix du titre incertain S; et le taux de change 1; sont des variables
incertaines normales indépendantes S; ~ N(y;, 0;) et n; ~ N(e;,m;), pour tout i =
1,2,...,n, respectivement.

La distribution réciproque de l'incertitude de S; et n; sont respectivement

O @ = i+ ZAnEL) et 7M@) = ¢+ InGD).
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(—) )(e; + ll"(—)) SioMio
SioMio

Ona: E(R,)=[ ¥, x l(“‘" z _ d)).da

V3pim; V3e;o; 3m;a;
[ ((uiei+ FLin(E) + = FhnE )+ —5LinGEDD - Sionio 4. da
0 ~i=17 SioNio L
(uie L+ L Lx n ) SioMio uie; + myoi— SioM;
— d x [} 1~ 10110 _ d
= iz Xi( Swmo )= Ziz1 xi( S i)
V3(ujm;+e;o;) 3m;o; 2
pie; +— AL ()4 S xin (1)
et VaR, (o) = X, x;. [ —-1]
SioNio

Ensuite, les modeles 4.1 et 4.2 peuvent étre convertis sous les formes suivantes :

- . ._S. .
Max Zl 1xl(ﬂlel+mlal iollio __ dl)

SioMio
( V3(pimi+eoy) a ), 38i9 a \?
ey + BT (@), 3501
n b3 1-a 1-a
i=1 X [ . I 1]1<6
ioMio
n —
s.c.{i=1Xi =1 4.3)
1
tixiln (—) >T
X
kxi>0, i=1..,n
et
M cO: 2
R 1 A (8 L Y (2
Min Y7 x;. [ = —-1]
SioMi
10'/io
n uiei + migi— SioMio
=1 %i( F —dy) =2p
i0o"io
n
=X =1
S.c.q =L (4.4)

1
S In() >
L

xi>0, l=1,n

En supposons que S; ~N(y;, 0;) et n;~L(a;, b;), pouri = 1,2,...,n, respectivement. La
distribution d’incertitude réciproque de S; et ; sont respectivement

O (a) =y +—= \/_0‘ ln(—) et ®; (a) = (1 — a)a; +a.b;.

Donc :

@zlcamrl(a):(ui C"lln(l_ ))((1—a>ai+ a.by))

V3@ (1-a)ln (1 i a) +

\/gbiaia.ln( ¢ )

= (1-a)a;u; + a.bju; + 1—a

\/§aiai a \/§0’i a
=1 -a)au; + a.bju; + p- ln(l—a)+ p- (bi—ai)aln(l_a)

\/_aJlln( ) \/_al(b —a)aln( “ )—Sioﬂio

—a — d)).da

1
S (-aagy + a. by +
E(R,) = | D x
=1 107710
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i (0 Sui(a; + b)) + \/2_01 (b; — a;) — SioMio
= xl

5107710

= dy)

Par suite, les modeéles 4.1 et 4.2 peuvent s’écrive sous les formes suivantes :

et

Osﬂl(a"'bt)"' l(b —a)— SioNio

Max i=1 X ( — d;)

5107710
V3a;0; V3
( n o [(1—a)aiﬂi+ a-bipi+ 3?;011 (1 a) al(b al)aln( a)_ 11<6
=1 SioMio h
s.c.{ =1 X = 1 4.5)
S ln( )>
\X; > 0, =1.
\/_a el V3o
(1-a)a;u;+ a.b;u;+ Lin L(b;—a)aln
Mlnzl 1xl[ il iMi S( a) t ( a’)_l]
ioio
0.5u;(a;+ bl)+ L(bl a;)— SioNio
?:1 l( S - dl) 2 B
ioMio
s.c.d Bim1 X = (4.6)

c. Application actuarielle et discussion

Pour illustrer l'application de nos modeles et montrer l'impact des facteurs qui
refletent la réalité sur les décisions de sélection de portefeuille, nous présenterons
dans cette section un exemple numérique.

Supposons qu'un investisseur marocain envisage d'investir dans des
investissements internationaux pendant un an a partir du 07 Novembre 2022. Il
souhaite composer un portfolio a partir de cinq pays : le Maroc, les Etats-Unis, la
Chine, I'Angleterre et la France. Nous utiliserons les indices MASI, S&P 500,
composite de Shanghai, FTSE 100 et CAC 40 pour représenter les prix des titres
tinanciers des cinq pays respectivement. La table 4.1 présente les indices de cloture,
au 05 novembre 2022, comme les prix financiers courants tandis que la table 4.2
fournit les taux de change des devises des quatre pays par rapport a la devise
d'origine a la méme date lorsque le Maroc est le pays d'origine. En se basant sur les
estimations d'experts a 1'échéance de l'investissement, les cours de nos actions sont
présentés dans la table 4.3.
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Table 4.1. Les cours boursiers actuels en devise locale

L’indice La notation Les Cours boursiers actuels
en devise locale

MASI S10 13413.80
S&P 500 Su0 4697.53
SSE Composite S30 3491.57
FTSE 100 Ss0 7303.96
CAC40 Sso 7040.79

Table 4.2. Les taux de change actuels

Devise étrangereen  La notation Les taux de change

devise nationale actuels
USD to MAD N20 9.08
CNY to MAD N30 1.42
GBP to MAD N40 12.23
EUR to MAD Nso 10.49

Table 4.3 Les cours boursiers normaux incertains en devise locale

L’indice La notation Les cours actuels des titres
en MAD
MASI S11 N(13751.50, 331.50)
S&P 500 Si N(5097.53,99.7)
SSE Composite Si3 N(3786.91,295.34)
FTSE 100 Si4 N(7597.79, 293.79)
CAC40 Sis N(7338.29, 297.50)

N

Nous supposerons que les taux de change a 1'échéance, sont modélisés par des
variables normales et estimés par des experts et présentés dans la table 4.4.

Table 4.4. Taux de change normaux futurs incertains

Devise étrangere en

MAD La notation Taux de change actuel
USD to MAD N12 N(9.52, 0.44)
CNY to MAD N13 N(1.39, -0.03)
GBP to MAD N1 N(12.34, 0.11)
EUR to MAD Nis N(10.85, 0.36)
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Pour mettre en évidence les apports du modele 4.3, supposons que le taux de cott de
transaction d; est de 0,3%, le niveau de risque tolérable 6 est a 0,1%, 0,15%, 0,2% ou
0,3% et le niveau minimum de diversification 7 a 1. Nous fixons le niveau de confiance
a dela VaR a 95 %.

En utilisant le logiciel LINGO, nous pouvons remarquer, a partir de la table 4.5, que le
rendement espéré augmente avec l'augmentation de la tolérance au risque 6, ce qui est
en accord avec la régle selon laquelle plus il y a de risque, plus il y a de gain.
Lorsque 8 < 0,1, le modele 4.3 est localement infaisable, alors que lorsque 6 est fixé
a 0,1, le rendement attendu optimal correspondant est de 3,86 %. 69 % des capitaux
sont investis dans la bourse marocaine, 8,42% des capitaux sont investis dans la bourse
américaine, 8,06% des capitaux sont investis dans la bourse chinoise, 12,82% des
capitaux sont investis dans la bourse anglaise et 1,70% des capitaux sont investis dans
la bourse francaise. La majorité du capital est investie sur le marché marocain. Tout en
augmentant la valeur de 6, plus de capitaux sont investis sur le marché boursier
américain et moins sont investis sur le marché boursier marocain. Lorsque 6 est fixé
a 0,3, le rendement attendu optimal correspondant est augmenté a 11,26 %. 3,05% des
capitaux sont investis dans la bourse marocaine, 69,47% des capitaux sont investis
dans la bourse américaine, 7,90% des capitaux sont investis dans la bourse chinoise,
6,02% des capitaux sont investis dans la bourse anglaise et 13,56% des capitaux sont
investis dans la bourse francaise. Jusqu'a ce que 6 soit égal a0,3, aucun autre
changement dans le rendement attendu ou la stratégie d'investissement. Cela signifie
que si l'investisseur est prét a supporter plus de risques, il est préférable d'investir une
grande partie de son capital dans le titre américain.

Table 4.5. Allocation du capital en utilisant le modele 4.3 (%)

06 MA USA CN GB FR Exp. Ret.

0.10 69.00 842 8.06 1282 1.70 3.86
015 5142 3948 325 548 037 6.97
020 2455 6345 466 617 117 9.80

030 3.056 6947 790 6.02 13.56 11.26

090 3.05 6947 790 6.02 13.56 11.26

On en conclut que, d'apres les tables 5 et 6, en présence de la contrainte d'entropie, le
portefeuille optimal est plus diversifié. De plus, aux mémes valeurs de tolérance au
risque, le rendement attendu du modéle avec contrainte d'entropie est inférieur au
rendement attendu sans contrainte d'entropie. Cela signifie qu'en présence de la
contrainte d'entropie, le modéle peut apporter un rendement relativement faible si
aucune contrainte d'entropie n'est prise en compte. La relation entre le rendement de
lI'investissement et la contrainte de diversification est illustrée a la figure 4.1.
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Figure 4.1 Comportement du rendement de I'investissement
en fonction de la valeur d'entropie a l'aide du modele 4.3

Pour remarquer la relation entre les cotits de transaction et le rendement attendu, la
figure 2 est dessinée. Le rendement attendu et le cotit de transaction sont représentés
respectivement sur l'axe vertical et I'axe horizontal. Le rendement attendu diminuera

avec l'augmentation des niveaux de cofits de transaction, ce qui est en conscience avec
l'intuitivité.

12
r= 10
e 8
(5]
2 6
(6]
@ 4

2

0

0 0,05 0,1 0,15

Le cout de transactions

Figure 4.2 Comportement du rendement de I'investissement en fonction
de la valeur des cotits de transaction a I'aide du modele 4.3
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0,10,150,20,250,3 0,5 0,8 1 .
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Figure 4.3. Rendement de l'investissement du modele 4.3:
avec les facteurs de réalité

---- sans les facteurs de réalité
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2. Mode¢ele de valeur a risque Moyenne-TVaR pour I'optimisation de
portefeuille sur plusieurs périodes avec des contraintes réalistes basées sur
la théorie de l'incertitude

L'objectif de tout probleme d'optimisation de portefeuille est d'imiter les marchés
boursiers et de proposer les solutions optimales pour faire face aux diverses attentes
des investisseurs. Dans ce travail, nous proposons de nouveaux problemes
d'optimisation de portefeuille multi-périodes lorsque les rendements des titres sont
des variables incertaines, données par des estimations d'experts, et prenons la Tail
value at risk (TVaR) comme une mesure cohérente du risque d'investissement dans le
cadre de la théorie de l'incertitude. Les contraintes réelles, dans lesquelles les cotits de
transaction, la liquidité des titres et la diversification du portefeuille sont pris en
compte. Des formes déterministes équivalentes de modéles moyenne-TVaR sont
proposées sous l'hypothése que les rendements et la liquidité des titres obéissent a
certains types de distributions d'incertitude. Nous avons adapté la méthode Delphi
afin d'évaluer les valeurs attendues, I'écart-type et les taux de rotation des rendements
des titres donnés.

a. Formulation mathématique du probléme

Dans nos modeles de sélection de portefeuille multi-périodes, nous supposons que les
investisseurs veulent construire un portefeuille a partir de n actifs risqués sur le
marché financier. Le capital initial W, est réparti entre n actifs au début de la premiere
période tandis que le capital total de l'investissement Wy est obtenue a la fin de la
période T. L'investisseur peut réajuster son capital parmi les n actifs risqués au début
de chaque période de l'investissement.

Pour faciliter la discussion, certaines notations nécessaires sont répertoriées comme

suit :
Symboles Explication
Sit Le taux de rendement incertain au début de la période t pour le titrei;
Mit Le taux de liquidité incertain au début de la période t pour le titre i ;
Wy Le capital initial de l'investissement ;
Wi Le capital a la fin de la période t ;
T La durée de vie de l'investissement ;
Xit La part du capital allouée au début de la période t au titrei;
d;e Le cott de transaction unitaire de 'actif risqué i a la période t ;
e Le rendement du titre i a la période t;
O L’écart-type du titre i a la période t ;
Rep Le taux de rendement net du portefeuille a la période t ;
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Figure 4.4. L'investissement Multi-périodes

Le rendement du portefeuille est }}iL; Xit. it

IL est important de prendre en compte les cotts de transaction dans la sélection du
portefeuille. Nous supposons qu'il s'agit d'une fonction en V de la différence entre le
portefeuille a la période t et a la période t — 1. Ensuite, le cotit de transaction pour le
titre i a la période t peut étre exprimé par :

die|Xie — Xje-1] 2t =12,..,T
Par conséquent, le cotit de transaction pour le portefeuille a la période t est :
Zima dielXie — Xea|  ,t =12,..,T
Le taux de rendement net du portefeuille a la période t, R, est exprimé donc par :
Rep= 2it1 Gie Xie — dielXie — Xie-11) t=12,..,T
Par conséquent, le capital a la fin de la période t peut étre représentée comme :
Wipr = We(1 + Ryp)

= We(1+ X0 Gie Xie — dielXie — Xie—1))  ,t =12,..,T

Récursivement, le capital terminal obtenue a la fin de la période T est :
W= Wo [Te=a[1 + ZiL 1 Gie Xie — diclXie — Xie-11)]

Comme les rendements des titres en portefeuille fluctuent continuellement, nous
proposons un nombre déterministe pour caractériser le capital terminal. Pour cette
raison, nous utilisons l'espérance incertaine du capital terminale a la fin de
I'investissement E(Wy) comme suit :

E(Wr) =W, H;rzl[l + 21 (EGio)xic — diclXic — Xie—1])]

Dans la pratique, le risque de liquidité est un facteur déterminant affectant la sélection
optimale du portefeuille. Il mesure le degré de chance de convertir un investissement
en liquidités sans perte significative. Les investisseurs rationnels préferent sélectionner
des titres a forte liquidité. Le taux de rotation, qui est défini comme le pourcentage
d'actions échangées, est utilisé pour le mesurer. Il est modélisé par une variable
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incertainen, due a l'incertitude du marché. Ensuite, la liquidité du portefeuille a
I'instant t, est représentée formellement comme suit :

lt=E(Z{1=1 Xi,t-ni,t)= 2?:1 Xit - E(T]i,t)/ t=12,..T

Supposons qu'un investisseur souhaite minimiser le risque d'investissement cumulé
du portefeuille Y,[_; TVaR,, sachant que le capital terminal a la périodeT,
[T [1 + X (EGoxic — dielXic — Xie—1])], doit étre supérieur au niveau de rendement
minimum donné A. De plus, pour éviter 1'allocation concentrative et controler la part
maximale a investir dans chaque titre, nous utilisons des contraintes d'entropie. Soient
B: et I; les niveaux minimaux de diversification et de liquidité que l'investisseur a
prédéfinis a chaque période t. Par conséquence, le modele de sélection de portefeuille

incertain sur plusieurs périodes s'exprime formellement comme suit :
3T
Min Y-, TVaR.(a)

(( Wo ITeza[1 + XL (EGioxie — dielxie — Xie-1 )] = A
Iy x,=1t=1,..,T
S.C. _Z{l=1 Xit ln(Xit) > Bt, t = 1,2, ...,T (4.7)
2{;1 E(nl,t) > lt ,t = 1,2, ...,T
¢ 20, t=1,..,T;, i=1..,n

Siun investisseur veut maximiser le capital final au niveau de risque maximal donné 6,

alors le modele de programmation adéquat s'exprime comme suit :
Max W ITZ4[1 + ZiL; (EGio)-Xie — diclXie — Xie-1])]

ST, TVaR () (o) < 6
Zin=1xit =1, t=12..T
S.Cy =YL xpIn(xp) > B t=12,..T 4.8)
LEMi) >L,t =12,..,T
X =20, t=1,...,T, i=1..,n

Un investisseur rationnel veut toujours maximiser le capital terminal et minimiser le
risque d'investissement, ce qui est totalement incohérents. Afin de sélectionner un
portefeuille optimal sous un niveau donné d'aversion au risque, nous introduisons le
probleme d'optimisation suivant :

Max W, HtT=1[1 + 21 (EGi)- Xie — dielXit — Xi—11)] — ¢ (2?:1 TVaR¢(a))

noxe=1, t=12,..,T
S. C. _%:in=1xit In(xj)) > B, t=12..,T @)
i1 EMip) =1, t=12..T

X >0, t=1,..,T, i=1..,n

Ou ¢ est un nombre non négatif. C’est le niveau d'aversion au risque. Plus la valeur
de ¢ est grande, plus l'investisseur est prudent.
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b. Modéles équivalents déterminants

Supposons que les taux de rendement des titres &;, et les taux de rotation n;, sont des
variables incertaines normales & ~ N(ej¢, 05 ) et nje~ N((w,, Te), 1 =1,.., n; t=1,..,T.

Soit Ry, = Xiz1 Xic&ic le rendement du portefeuille a la fin de la période t. Ry, est une

variable normale incertaine d’espérance e,=) i ; x;ce;; et de variance
n

2 _ 2 _
6.° = intoitz , t=1,..,n
i=1

La perte est donc donnée par —};iL; X;;&;¢. Alors :

VaR¢()= inf {k | M{-XiL; X;&ic <k} 2 a}
=inf {k | M{ZiL; xie§ie < -k} <l-a} =-El % @7 (1 - @)

tel que ®; 'est la distribution de la fonction réciproque de ®;.

Par conséquent, la valeur a risque du titre i a la fin de la période t est exprimée par :

\/—Glt

VaRt(a) 21 1X1te1t+z =1 Xit In (1 a) t=1,...,T

En utilisant la définition de la TVaR, la TVaR du titre i a la fin de la période t est :
1 1 \/- .
TVaR(o) = 22 [,T= Ziksxieewe + Ziky xie =t In (155)]. dB

\/—
=L X [—eje + f(—ln(l —a) — 1%‘mln(ot))ﬁit] , t=1,..,T

Par conséquent, la perte totale de l'investissement Y'{_; TVaR () estexprimée comme :

STy SR e + o (—In(1 — @) = == In(a))].

Alors le modele (4.8) et le modele (4.9) peuvent étre écrits comme suit :

Max W, ngl[l + Z?zl(eit-xit — die|Xir — Xje—11)]

fZ;F:l it Xit [_eit + i—goit (—ln(l -a) — 1%.(o(ln(oc))] <0
Loxe=1t=1,..,T

— iz X In(x) > B, t =1,2,...,T

Yo >t =12,..,T

\x;y >0, t=1,..,T, i=1..,n

S.c. (4.10)
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et Max W, HE:l[l + Yiti(eie Xie — di|Xie — Xie—1])]
NE
- ¢(Zg‘=1 in=1 Xit [_eit-?oit(_ln(l —a) — %aln(a))])

Lixie=1 t=12..,T
S. C. _§?=1X1t ln(Xlt) > Bt) t = 1,2, ...,T (4.11)
YiciMie =, t =12,..,T
x¢ >0, t=1,.,T; i=1.,n

c. Application actuarielle et discussion

Afin d'illustrer 1'efficacité et le comportement de nos modéles proposés sur la sélection
de portefeuille, deux exemples numériques sont présentés dans cette section.
Supposons qu'un investisseur envisage d'ajuster son capital quatre fois au cours de
l'investissement parmi les six actions choisies a la Bourse de Shanghai : Action 1 (code
600019), Action 2 (code 600115), Action 3 (code 600150), Action 4 (code 600229), Action
5 (code 600295) et Action 6 (code 600398). Les taux de rendement, les écarts-types et
les taux de rotation sont estimés par des experts sur la base des informations
disponibles. Les taux de rendement et les taux de rotation sont considérés comme des
variables normales incertaines & ~ N(ej,0i) et nje~ N((w, Tir) et sont donnés
respectivement dans les tables 4.6 et 4.7. Les résultats suivants sont obtenus par le
logiciel LINGO.

Table 4.6 Taux de rendement normal incertain

Action 1 Action 2 Action 3
Période1 N(0.0303,0.0088) N(0.0338,0.0178)  N(0.0424, 0.0468)
Période 2 N(0.0465, 0.0252) N(0.0565, 0.0367)  N(0.0530, 0.0516)
Période 3 N(0.0239, 0.0274) N(0.0347,0.0158)  N(0.0330, 0.0445)
Période 4 N(0.0648,0.0297) N(0.0894,0.0687)  N(0.0675, 0.0294)
Action 4 Action 5 Action 6
Période 1 N(0.0402,0.0123) N(0.0524,0.0994)  N(0.0386, 0.0498)
Période 2 N(0.0654, 0.0315) N(0.0336, 0.0417)  N(0.0539, 0.0475)
Période 3 N(0.0545, 0.1185) N(0.0024, 0.0954)  N(0.0386, 0.0074)
Période 4 N(0.0834,0.0678) N(0.0536, 0.0157)  N(0.1062, 0.1167)

Table 4.7 Taux de rotation normal incertain

Action 1 Action 2 Action 3
Période 1  N(0.2300, 0.0022) N(0.1201, 0.0065)  N(0.3276, 0.0033)
Période 2 N(0.2500, 0.0032) N(0.1348,0.0071)  N(0.2917, 0.0045)
Période 3 N(0.2750, 0.0045) N(0.1436, 0.0057)  N(0.3056, 0.0037)
Période 4 N(0.2587,0.0067) N(0.1574,0.0063)  N(0.2737, 0.0043)
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Action 4

Action 5

Action 6

Période 1
Période 2
Période 3
Période 4

N(0.3101, 0.0068)
N(0.2879, 0.0093)
N(0.2896, 0.0085)
N(0.2659, 0.0082)

N(0.1010, 0.0070)
N(0.1376, 0.0085)
N(0.1260, 0.0073)
N(0.1525, 0.0072)

N(0.1029, 0.0045)
N(0.1250, 0.0065)
N(0.1376, 0.0048)
N(0.1530, 0.0053)

En supposant que les taux de cott de transaction des six actifs risqués sont d;, =
0.003;i = 1,2,..,6; t = 1,2,3,4.
l'investisseur n'a aucun actif en main. Par conséquent, nous avons supposé que X;o =
0,i=1,...,6. On pose aussi a= 0.95,0=02,1;=0.1;t=1,234et Bt =1,t=1234. En
investissant 10 000 yuans RMB, le capital totale maximale espérée, en utilisant le

En plus de cela, au début de l'investissement,

modele 4.10, est de 12 581,37 yuans RMB. Nous remarquons que le portefeuille
optimal, présenté dans la table 4.8, est diversifié.

Table 4.8. L’allocation optimale utilisant le modéle 4.10 (%)

Action1 Action2 Action3 Action4 Action5 Action6
Période 1 0.57 5.37 5.98 71.05 12.30 4.73
Période 2 2.29 11.60 5.98 70.37 0.53 9.23
Période 3 0.03 11.60 1.48 30.63 0 56.26
Période 4 1.05 16.52 1.58 15.83 0.27 64.75

Afin de souligner 1'impact des contraintes réalistes sur le modele 4.10, nous allons
considérer deux sous-portefeuilles. L'un sans contrainte de diversification et l'autre
sans contrainte de liquidité. Les résultats numériques ont montré que si 'on ne tient
pas compte des contraintes de diversification, la solution optimale du modele Mean-
TVaR est concentrée et le capital espéré augmente a 12694,83 RMB yuan. Cela signifie
que l'existence de contraintes de diversification dans notre modéle d'optimisation

minimise le risque mais aussi le rendement total.

Pour étudier le comportement du capital terminal en fonction du niveau de
diversification, nous allons modifier la valeur d'entropie prédéfinie B, sur
lI'intervalle (0, In 6). Le résultat est présenté dans la figure x. Nous remarquons que le
capital terminal diminue en fonction du niveau de diversification.

Table 4.9 L’allocation optimale du modele 4.10 sans contraintes de diversification

Action1l Action2 Action3 Action4 Action5 Action6
Période 1 0 0 0 100 0 0
Période 2 0 0 0 100 0 0
Période 3 0 0 0 36.46 0 63.54
Période 4 0 0 0 0 0 100
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Figure 4.5 Le comportement du capital terminal en fonction du niveau de
diversification du modele 4.10

On peut voir sur la figure 3 qu'en utilisant le modele 4.10 sans contrainte de liquidité,
lorsque le taux de rotation augmente, l'investisseur gagne moins du capital espéré
terminale. En tant que cas particulier, en I'absence de contraintes de liquidité, le capital
terminal est de 12515,11 Yuan RMB.

Table 4.10 Allocation optimale du modele 4.10 sans contraintes de liquidité (%)

Action1l Action2 Action3 Action 4 Action5 Action6

Période 1 16 7.02 16.70 38.01 18.82 3.45
Période 2 1.05 7.65 20.54 65.58 0 5.18
Période 3 0 8.55 7.57 18.85 0 65.03
Période 4 0.84 23.85 1.11 11.42 0.47 62.30

o 12600
g
S o= 12500
£5

>
L = 12400
RS
=
Sz 12300
o 12200
-~

0 0,1 0,2 0,3 0,4

Le taux de rotation

Figure 4.6 Le comportement du capital terminal en fonction
du taux de rotation du modele 4.10

Afin de mettre en évidence le comportement du capital terminal optimale attendue en
fonction de la TVaR, nous modifions les niveaux de tolérance au risque dans le modele
4.10, avec et sans contraintes de diversification et de liquidité, et obtenons différents
capitaux terminaux optimales attendues. Nous pouvons voir sur la figure 4.7 que plus
le niveau de tolérance au risque est grand, plus le capital terminal du portefeuille
optimal est grand dans les deux cas, avec des contraintes de diversification et de
liquidité et sans contraintes de diversification et de liquidité.
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Figure 4.7 Les frontieres efficientes du modele 4.10
avec et sans contraintes de diversification et de liquidité

3. Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre certains problemes d’optimisation de
portefeuilles en se basant sur la théorie de 'incertitude. La proposition des modeles
diversifiés de moyen-VaR avec cofits de transaction pour l'optimisation de portefeuille
incertain international et des modéles moyen-TVaR pour l'optimisation de
portefeuilles incertains diversifiés sur plusieurs périodes avec des facteurs réalistes
étaient notre contribution dans ce chapitre. Dans le prochain chapitre, nous
fournissons une approche, basée sur la théorie de l'incertitude, pour la sélection de
portefeuille de produits financiers islamique.
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CHAPITRE 5 : OPTIMISATION DE PORTEFEUILLE DANS UN
MARCHE CONFORME A LA SHARIAH A L’AIDE DE LA THEORIE
DE L'INCERTITUDE

La finance islamique est un systeme financier basé sur les principes de la Sharia, la
loi islamique. Elle est devenue de plus en plus populaire. Les nations du Golfe, tels
que les Emirats arabes unis, ' Arabie saoudite et le Qatar, occupent une place avancée
dans la finance islamique, cependant ce secteur est également en pleine croissance en
Europe, en Asie et en Amérique du Nord, car elle offre une alternative éthique et
socialement responsable aux systéemes financiers conventionnels.

La finance islamique est plus éthique et socialement responsable, car elle encourage la
répartition des risques et des bénéfices entre les parties concernées. Elle peut
également encourager la croissance économique dans les nations musulmanes en
promouvant l'investissement et en offrant des solutions de financement innovantes.

1. Eléments de la finance islamique

La finance islamique, conformément aux principes de la charia, établit les regles et les
normes pour les activités économiques. Ces principes reposent sur :

a. Interdiction de la Riba

En droit musulman, le terme "Riba" désigne tout excédent ou surplus percu par 1'une
des parties sans qu'il n'y ait de contrepartie légitime et acceptable du point de vue de
la Sharia. Le Riba se manifeste sous deux formes principales :

Riba-Al-fadl: Cela concerne tout excédent concret pergu lors d'un échange direct entre
deux entités similaires qui sont vendues au poids ou a la mesure.

Riba-Annassia : Le Riba désigne 1'exces percu lors du remboursement d'une dette,
généralement lié a un délai de paiement. Cette pratique est observée dans divers
domaines tels que les crédits, les préts, et les investissements proposés par les
institutions financieres classiques. Dans le cadre de la charia, le Riba est distingué de
la transaction équitable par le fait que la contrepartie recue doit compenser une valeur
légitime. Par exemple, il peut s'agir de la perte de valeur due a 1'utilisation d'un bien,
de I'effort investi dans la production d'un objet, ou du risque pris dans la gestion d'un
actif matériel.

b. Interdiction de la spéculation (Gharar) et du Maysir

La loi islamique, ou charia, exige que les transactions commerciales soient exemptes
de Gharar, une forme d'incertitude significative concernant les biens échangés ou
présentant un caractere aléatoire. Cela peut se produire lorsque la marchandise n'est
pas clairement spécifiée, que le prix n'est pas fixé, que le vendeur n'a pas encore la
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marchandise en sa possession, ou que le transfert de propriété est conditionné a un

événement aléatoire.

Dans le domaine financier classique, cela correspond a des produits ou transactions a
terme caractérisés par une incertitude quant a leur réalisation, comme les contrats a

terme, les swaps, ou d'autres.

De plus, la charia interdit les transactions basées sur le Maysir, qui se réfere a tout
contrat ou les droits des parties dépendent d'un événement aléatoire. Ainsi, chaque
contrat doit avoir des termes clairement définis au moment de sa conclusion, et toutes

les conditions préalables doivent étre satisfaites.

Bien que l'investissement avec un risque calculé soit autorisé, l'interdiction des
contrats a terme impliquant le Gharar et le Maysir vise a éviter les transactions basées
sur l'incertitude, la spéculation, voire la détention d'informations privilégiées. Les
juristes musulmans soutiennent également que cela permet d'orienter les fonds
disponibles vers le financement de 'économie réelle, plutot que de les laisser alimenter
des bulles financiéres dépourvues de productivité réelle.

2. Les produits financiers islamiques

Les produits financiers islamiques les plus courants sont les sukuk, les mudarabah, les
murabaha, les ijara et les musharaka [Bou 92].

a. Les mudarabah (Profit and loss sharing ‘PLS’)

IIs sont des contrats de partenariat entre un investisseur et un entrepreneur. Lors d'une
association entre un investisseur et un entrepreneur, l'investisseur fournit le capital
tandis que l'entrepreneur apporte son travail. Cette collaboration implique une
répartition des résultats, que ce soit en cas de profit ou de perte. Cependant, c'est
I'entrepreneur qui assume la responsabilité de la gestion du projet.

Capital investi Capital humain : .
Savoir faire + expérience

Investisseur Projet Entrepreneur
Rab el mal d'investissement Moudarib

b AR Y
Rendement 1 Rendement 2

Figure 5.1 Contrat de la Mudaraba “PLS”
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b. Murabaha (Cost plus financing ‘CPF’)

C’est un contrat de vente a terme ou le vendeur acheéte réellement un bien pour le
revendre a un acheteur au comptant ou a crédit avec un bénéfice convenu entre les
deux parties et ajouté au prix initial.

Transfert de la propriété Paiement a terme
de l'actif (Montant X + Marge M)

Gl'l®
Vendeur Intermédiaire | Acheteur
Financier

Paiement au comptant (Montant X )  Transfert de la propriété de I'actif

Figure 5.2 Contrat de la Mourabaha
c. Lesijara (Financial Lease FL)

Il s'agit d'un contrat ot1 'acheteur achéete un bien puis le met a la disposition du client
en contrepartie d'un loyer pour une durée fixée. A la fin de cette durée, I'acheteur
récupere son bien. Le contrat peut également inclure une option d'achat, c.-a-dire a la
fin du période, le client peut devenir le propriétaire du bien.

Transfert de la propriété Paiement de loyer avec
de l'actif (voiture) option d'achat
e XN
é‘-ot-' ( ;|
oy e W

&y —
&
@] [®
I Vendeur I L Intermédiaire J Acheteur I
Financier
A )
o O
__w e ] )
S €53 ©

Paiement au comptant Location de I'actif

Figure 5.3 Contrat de I'ljara
d. Les Mousharaka (Joint-venture ‘JV’)

IIs sont des contrats de partenariat entre deux ou plusieurs parties pour un projet
spécifique. Il y a deux types de Moucharaka :
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La Musharaka fixe : la collaboration entre l'investisseur 1 et 2 continue jusqu’a
'arrivée a terme du contrat.

La Mucharaka décroissante: l'investisseur 1 se retire progressivement de la
collaboration au cours de I'évolution du projet financé.

Investisseur Projet Investisseur
1 d'investissement 2

Rendement 1 Rendement 2

Figure 5.4 Contrat de la Mucharaka
e. Salam

C’est un accord de vente a terme utilisé principalement pour les biens agricoles ou
manufacturés ou les quantités et les qualités peuvent étre fixées. Dans ce contrat,
'acheteur verse le prix spécifié comptant au vendeur en contrepartie d’'une promesse
de ce dernier de livrer le bien a une date ultérieure convenue.

Livraison de l'actif Transfert de propriété

Client/ Ly ivinie Intermédigire e

Consommateur Financier Vendeur
Sl | [P ( e
Paiement au comptant de l'actif Paiement comptant de l'actif

Figure 5.5 Contrat du Salam
f. Istisna’a (Manufacturing finance ‘MF’)

Dans cette opération, la banque agit en tant qu'entrepreneur, s'engageant a réaliser des
travaux ou des projets spécifiques, tels que la construction d'un batiment. En retour,
elle recoit une rémunération anticipée de la part de l'autre partie, versée soit de
maniére fractionnée, soit a terme.
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3. Lesrisques financiers islamiques

Les risques financiers islamiques sont des risques spécifiques liés aux opérations
financieres conformes aux principes de la finance islamique. Les principaux types de
risques financiers islamiques sont :

a. Risque de non-conformité

C’est le risque de ne pas respecter les principes de la finance islamique dans les
opérations financieres, ce qui peut entrainer des conséquences juridiques et
financieres.

b. Risque de crédit

Il s'agit du risque de défaut de paiement de la part d'un emprunteur ou d'une
contrepartie dans une transaction financiere.

c¢. Risque de marché

Ce risque est dt a des fluctuations des marchés financiers, tels que les taux d'intérét,
les taux de change, les cours des matieres premiéres, etc.

d. Risque de liquidité

C’est le risque de ne pas pouvoir vendre rapidement des actifs financiers pour
répondre aux besoins de liquidités.

e. Risque opérationnel

Il s'agit du risque de perte financiére due a des erreurs opérationnelles, des fraudes,
des défaillances des systémes informatiques, etc.

Ces risques peuvent étre gérés par des institutions financiéres islamiques en utilisant
des techniques de gestion des risques similaires a celles utilisées par les institutions
financieres conventionnelles. Cependant, les institutions financieres islamiques
doivent également respecter les principes de la finance islamique dans la gestion des
risques financiers.

4. Modéle d’optimisation de portefeuille dans un marché conforme a la Shariah
a. Formulation du modéle d’optimisation

Supposons que les investisseurs souhaitent constituer un portefeuille a partir de n
actifs risqués sur le marché financier islamique. Le capital initial est réparti entre n
actifs au début de l'investissement tandis que le rendement total est obtenu a la fin.

Il est important de prendre en compte les cotits de transaction dans la sélection du
portefeuille. Il s'agit du cotit des actions achetées ou vendues, pour une valeur
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contractuelle Cy, le client devra payer les frais suivants : la commission des courtiers,
le droit de timbre et les frais de compensation.

Par exemple, sur le marché boursier islamique de Malaisie, les frais de courtage sont
exprimés comme suit :

_ {maX(O.B% % Cy; 40) ; Cy > 100000 -
17 max(0.6% * C, ; 40) ; C, < 100000 )
De plus, le droit de timbre est de 1 RM pour 1 000 RM de valeur transactionnelle des
titres. Le droit de timbre est remis a concurrence de 1 000 RM :

D, = max (- ; 1000) (5.2)

1000 ’

Enfin, les frais de compensation représentent 0,03% de la valeur de la transaction,
plafonnés a 1000 RM. Nous avons alors D; = max(0.03% * C, ; 1000)

Par suite, les cotits de transaction totaux, C pour le portefeuille est D = Y 3_; Dy,

De plus, la Zakat est I'aumone obligatoire versée annuellement selon les regles de
solidarité de I'Islam. Chaque année, tout musulman dont le capital dépasse le Nissab
doit payer 2,5% du montant total de ses revenus. Par conséquent, tout rendement
inférieur au taux de la Zakat est considéré comme une perte. En notant Zakat par Z,
ona:

Ensuite, le taux de rendement net du portefeuille R,, est exprimé par :
Ry, =Xy x§—Z—-D (5.4)

Puisque les rendements des titres en portefeuille fluctuent continuellement, nous
proposons un nombre déterministe pour caractériser le rendement final. Pour cette
raison, nous utilisons la valeur attendue incertaine de rendement net de
l'investissement E'(R,) comme suit :

E(R,) = ¥y x.E (&) — 2.5% * E(E) — X3, Dy
= ¥, 0,975.x;. E(&) — T, Dy (5.5)

Le risque d’investissement est représenté par la VaR de portefeuille au niveau de
confiance en risque a comme suit :

VaRp(a) =inf {k | M(— XL, x& < k) = a}
=inf {k | MQiL;x§ < —k) <1 -0}
=3 x® '(1-a) (5.6)
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Pour éviter toute concentration de portefeuille optimal sur quelques actifs, nous allons
insérer une contrainte de diversification dans le probléme d’optimisation. L'entropie
de Shannon, qui est une mesure bien connue de la diversification [Sha 49].

Un investisseur rationnel souhaite toujours maximiser le rendement total de son
portefeuille et minimiser le risque d’investissement. Par conséquent, le modele
d’optimisation du portefeuille peut étre modélisé comme suit :

Max X7, 0,975.x;. E(&;) — X1 Dy

Min VaR ()
(Z?=1Xit =1,
S.c. {—2itixiln(x;) > P (5.7)

xi =0, i=1..,n

ou B est le niveau minimum de diversification.
Ce qui équivaut a minimiser le probleme suivant :
Min —(X7;0,975.x;. E(§;) — ¥i=1 Di) + VaRg,

n —
=1 Xie =1
S.cq—2iLi1xiIn(x;) > B (5.8)
X1>0, i=1...,1’1

b. Modéles équivalents déterminants

Supposons que les taux de rendement des titres ¢;, soient toutes des variables
incertaines normales § ~N(ej, 0;),i = 1,2,...,n respectivement. Nous avons :

E(Rp) = 2it1xiei — (Z+ D)

—\ym 3
= Yi=1Xi€ — 2.5% * x;e; — Y=y Dy,

et VaRp(a) = inf {x | M{— XL, x;§ < k} = o}
— inf{lc | M{ZL, x§ < —k} < T—o} = =¥, x. 07 (1 - a)
V3 i 1-
=== xi- (& + TG-IH(T(X))

Par conséquent, le modele (5.8), peut étre converti sous la forme suivante :

B %)

T

Min _(Z?=1 0,975.x;. E(&;) — 22:1 Dy) — Z?=1xi- (e; +

i Xig =1
S.cd{—Y". x;In(x;) > P (5.9)
Xi>0, i=1...,n
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Supposons maintenant que les taux de rendement des titres {;, soient toutes des
variables linéaires §; ~L(a;, b;),i = 1,2,...,n respectivement. Nous avons :

n

E(R,) = Z xie; — (Z + D)

i=1
=Y xie; — 2.5% * x;e; — Yoy Dy
et VaRp() = =YL x. 07 ' (1 — ) = = ¥, % (aq; + (1 — a)by)

Par suite, le modele (5.8), peut étre converti sous les formes suivantes :

Min —(¥%;0,975.x. 202 = 2, DY) — Bk, x. (aq; + (1 — a)by)
Yt Xie = 1
S.c.{ — Zin=1 Xj ln(Xi) > B (510)

xi =0, i=1..,n
c. Application actuarielle et discussion

Afin d'illustrer 1'efficacité et le comportement de nos modeles proposés sur la sélection
de portefeuille, deux exemples numériques sont présentés dans cette section.
Supposons qu'un investisseur envisage d'investir dans six actions cotées dans l'indice
FTSE Bursa Malaysia Hijrah Shariah :

Action 1 (code KLKK), Action 2 (code PEPT), Action 3 (code TNB), Crosse 4 (code
PCGB), Action 5 (code PETR) et Action 6 (code IIOB).

Les moyennes des taux de rendement et leur écarts types sont estimés par des experts
sur la base des informations disponibles. IIs sont considérés comme des variables
incertaines normales et sont donnés dans la table 5.1.

Table 5.1. Taux de rendement normaux

L’action Taux de rendement normal L’action Taux de rendement normal
KLKK N(0.00046685 ,0.01221049 ) PCGB N(0.00135881,0.01851141 )
PEPT N(0.00189257, 0.01430498) PETR N(0.00055599, 0.01951334 )

TNB N(0.00021282,0.01776935 ) IOIB N(0.00011651, 0.01957401 )

Les résultats suivants, correspondent au portefeuille optimal conforme a la Shariah,
sont obtenus par le logiciel LINGO.

En utilisant le modele 5.8, nous supposons que le niveau de confiance du risque est
limité a 5 %. Cette valeur établit un équilibre entre 1'évitement des risques excessifs
(Gharar) et la possibilité de réaliser des bénéfices, conformément a la Shariah qui
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encourage l'acquisition et I'accumulation de capitals. Ensuite, le portefeuille optimal
conforme a la Shariah utilisant le modele 5.3 est le suivant :

Table 5.2. Portefeuille optimal conforme a la Shariah utilisant le modele 5.3

Scenario KLKK PEPT TNB PCGB PETR IOIB Valeur Objective

a=5,=1 0 0.11 0 3850 47.74  13.65 3219.217

Pour étudier le comportement du rendement du portefeuille en fonction du niveau de
diversification, nous allons changer la valeur d'entropie prédéfinie sur
lI'intervalle [0,1In 6]. On remarque que la solution optimale commence a se diversifier
avec I'augmentation de . Le résultat est présenté dans la table 5.3.

Table 5.3. Portefeuille optimal conforme a la Shariah en utilisant le modele 5.3

Scenario KLKK PEPT TNB PCGB PETR IOIB Valeur Objective
a=5%,3=0.25 0 0.80 0.01 23 95 1.89 3219.217
a=5%,p3=0.50 0 0 0 19.97  80.03 0 3219.217
a=5%,8=0.75 0 0 0 4447 5420 133 3219.217
a=5%p3=1.25 0.025 0966  4.08 3546 36.66 22.79 3219.218
a=5%,=1.50 0.87 540 1065 2946 29.82 23.80 3219.218

Les résultats numériques ont montré que si I'on ne considere pas les contraintes de
diversification (la table 5.4), la valeur objective du portefeuille conforme a la Shariah
sans contrainte de diversification se concentre uniquement sur le PCGB ou le PETR.
Nous avons en outre fixé le niveau de confiance @ dela VaR a5 %, 10 % et 15 %. Nous
remarquons que la valeur objective augmente avec l'augmentation du niveau de
confiance en matiere de risque. Lorsque a est fixé a 5%, la valeur objective
correspondante est 3219,217. 100% des capitaux sont investis dans le PETR. De plus,
lorsque a est fixé a 10% et 15%, 100% des capitaux sont investis dans le PCGB. Les
valeurs objectives correspondantes sont respectivement 3219,225 et 3219,230.

Table 5.4. Portefeuille optimal conforme a la Shariah
sans contrainte de diversification

Scenario KLKK  PEPT TN PCGB PETR IOIB Valeur Objective

B
a=>5% 0 0 0 0 100 0 3219.217
a=10% 0 0 0 100 0 0 3219.225
a=15% 0 0 0 100 0 0 3219.230

5. Conclusion

Le présent chapitre était un espace pour introduire quelques contributions de modeles
d’optimisation de portefeuille d’actifs financiers dans un marché répondant aux
principes de la Shariah. Les trois nouveaux modeles incertains d’optimisation de
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portefeuille conforme a la sharia se distinguent des recherches existantes. Nos modeles
caractérisent respectivement le rendement et le risque de l'investissement a travers des
valeurs moyennes incertaines et la Value at Risk. Nous avons traité les rendements des
titres comme des variables incertaines, en intégrant Zakat, les contraintes de
diversification et les colits de transaction dans l'analyse. De plus, nous avons
transformé ces modeles en problemes mathématiques déterministes, en supposant que
les rendements des titres obéissent a des formes spécifiques de distributions
d’incertitude. L’efficacité des modeles proposés est présentée a travers les exemples

illustratifs.
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CONCLUSION GENERALE

Depuis son émergence en 1952, la théorie moderne du portefeuille a subi diverses
transformations. Cette théorie a été soumise a une série de critiques, y compris de la
part de son pionnier, Markowitz (1959). Cette théorie a été largement critiquée par
plusieurs chercheurs dont le fondateur lui-méme (Markowitz, 1959). Les principaux
reproches qu’on lui a faits, portent sur I’hypothése de la normalité des rendements et
l"utilisation de la variance qui ne fait pas de distinction entre les gains et les pertes d'un
actif financier.

L’utilisation de la Semi-variance, la Value at Risk, la Tail Value at risk et autres
DownSide Risk a permis de passer outre ces contraintes et de fournir une mesure du
risque mieux adaptée et plus appropriée aux investisseurs. Nous avons listé dans le
chapitre 2 toute une panoplie des modeles d’optimisation de portefeuille utilisant ces
mesures.

Les vraies décisions sont généralement prises dans l'état d'indétermination. Pour
traiter rationnellement I'indétermination, il existe deux systemes mathématiques, I'un
est la théorie des probabilités (Kolmogorov, 1933) et l'autre est la théorie de
l'incertitude (Liu, 2007). La théorie des probabilités est une branche des
mathématiques pour modéliser les fréquences, tandis que la théorie de I'incertitude est
une branche des mathématiques pour modéliser les degrés de croyance. En d'autres
termes, pour une certaine quantité, si la fonction de distribution est suffisamment
proche de la fréquence historique, alors cette quantité est traité comme une variable
aléatoire. Sinon, il faut considérer la quantité comme une variable incertaine. Dans ce
sens, nous avons présenté, dans le premier chapitre, quelques éléments de la théorie
de I'incertitude. Nous nous focalisons, dans le troisieme chapitre, sur les approches

d’optimisation de portefeuilles basés sur la théorie de I'incertitude.

Notre contribution se présente sous différentes formes :

L’estimation de la VaR et de la TVaR a I'aide de la théorie de l'incertitude et l'introduction de
modeles d’optimisation de portefeuille d’actions financiéres :

1. Modele Moyenne-TVaR pour l'optimisation de portefeuille sur plusieurs

périodes avec des contraintes réalistes basées sur la théorie de 1'incertitude.
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L'objectif de tout probleme d'optimisation de portefeuille est d'imiter les marchés
boursiers et de proposer les solutions optimales pour faire face aux diverses attentes
des investisseurs. Dans ce travail, nous avons proposé de nouveaux problemes
d'optimisation de portefeuille multi-périodes lorsque les rendements des titres sont
des variables incertaines, données par des estimations d'experts, et prenons la Tail
value at risk (TVaR) comme une mesure cohérente du risque d'investissement dans le
cadre de la théorie de l'incertitude. Les contraintes réelles, dans lesquelles les cotits de
transaction, la liquidité des titres et la diversification du portefeuille sont pris en
compte. Des formes déterministes équivalentes de modeles moyenne-TVaR sont
proposées sous I'hypothése que les rendements et la liquidité des titres obéissent a
certains types de distributions d'incertitude. Nous avons adapté la méthode Delphi
afin d'évaluer les valeurs attendues, 'écart-type et les taux de rotation des rendements
des titres donnés. Enfin, des exemples numériques sont donnés pour illustrer

l'efficacité des modeles proposés.

2. Modeles internationaux Moyenne-VaR diversifiés pour l'optimisation de

portefeuille basé sur la théorie de l'incertitude.

Nous nous sommes intéressés dans ce travail a proposer de nouveaux problemes
d'optimisation de portefeuille international lorsque les prix futurs des titres et les taux
de change sont considérés comme des variables incertaines, données par des
estimations d'experts et évaluées par des experts au lieu de données historiques.
L'utilisation de la mesure incertaine est justifiée. Nous avons fourni des modéles
Mean-VaR pour la sélection de portefeuilles internationaux en prenant la valeur a
risque incertaine (VaR) comme mesure du risque d'investissement. Certaines
contraintes du monde réel, dans lesquelles les cofits de transaction et la diversification
du portefeuille sont pris en compte comme des facteurs de réalité. Des formes
déterministes équivalentes des modéles sont proposées sous I'hypothese que les prix
des titres et les variables des taux de change obéissent a certains types de distribution
d'incertitude. Enfin, des exemples chiffrés sont donnés pour établir l'impact des
facteurs de réalité considérés sur l'investissement de portefeuille international

incertain.
Les articles suivants sont soumis pour publication :

3. Modéle incertain pour une optimisation de portefeuille diversifiée et conforme

a la Sharia avec des facteurs réalistes.

Cet article développe des modeles d'optimisation de portefeuille conformes a la Sharia.

Les rendements des titres sont représentés par des variables incertaines en raison du
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manque de données historiques, fournies par les estimations des experts. Le modeéle
proposé suit les principes de la Sharia en évitant les risques excessifs et en fournissant
une méthode éthique d'optimisation du portefeuille. Le probleme d'optimisation de
portefeuille conforme a la Sharia est obtenu en maximisant le rendement du
portefeuille et en minimisant les investissements a risque, mesurés a l'aide de la valeur
arisque (VaR). Les contraintes réelles, dans lesquelles les cotits de transaction, la Zakat
et la diversification du portefeuille, sont pris en compte. Des formes déterministes
équivalentes des modeles sont proposées sous I'hypothése que les rendements des
titres obéissent a certains types de distribution d'incertitude. Enfin, des exemples
numériques de Bursa Malaysia sont donnés pour établir I'impact des facteurs de réalité

pris en compte sur les investissements de portefeuille incertains.

4. Problemes d’optimisation de portefeuille d’actifs financiers dans le cadre de la

théorie de l'incertitude : une revue de la littérature.

Un grand nombre d'idées ont été suggérées afin de trouver les solutions optimales a
certains problemes d’optimisation de portefeuille lorsque les rendements d’actifs sont
décrits comme des variables incertaines. En raison de I'absence d'une analyse critique
de ces travaux proposés, cet article a passé en revue plus de 50 articles d’optimisation
de portefeuille dans le cadre de la théorie de l'incertitude, en se concentrant sur les
mesures de risque les approches de solutions utilisées dans chaque modele afin de
déterminer les principales lacunes et de proposer des travaux futurs possibles pour y

faire face.

L'incertitude et le caractere aléatoire sont deux types fondamentaux
d'indétermination. La variable aléatoire incertaine a été initiée par Liu en 2013 pour
modéliser des systemes complexes avec non seulement de l'incertitude mais aussi du
caractere aléatoire. Comme perspective de ce travail et en utilisant la théorie du
hasard, nous proposons de modéliser les rendements des titres composant le
portefeuille d’actifs financiers par les variables aléatoires incertaines et de fournir un

algorithme pour résoudre les modeéles d'optimisation donnés.

Pour conclure, la gestion de portefeuille d'actifs financiers est un domaine en constante

évolution. Comme perspective de ce travail, nous proposons :

e L’approfondissement de la recherche au niveau des mesures de risques et de

facteurs de réalité.
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La proposition des problemes d’optimisation de portefeuille d’actifs financiers
dans un marché islamique en modélisant les rendements par des variables
incertaines.

La modélisation des systemes complexes avec non seulement de l'incertitude
mais aussi du caractere aléatoire en utilisant les variables aléatoires incertaines

(Chance Theory) pour traiter les rendements des titres.

La proposition des approches basées sur la machine Learning et des techniques
telles que les réseaux neuronaux et les algorithmes génétiques pour construire
des modeles prédictifs plus précis et pour automatiser le processus de sélection

de portefeuille.
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