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Chapitre 1

Introduction générale

Les mathématiques ont toujours le bénéfice de participer au developement de plu-
sieurs domaines scientifiques : la physique, la biologie, la biomédicale, la dynamique des
populations, I'ingénierie... Pour le mathématicien, ces domaines offrent de nouvelles et pas-
sionnantes branches de recherches, pendant que pour le spécialiste, le modelage mathé-
matique offre un autre outil de la recherche proportionné avec de nouvelles techniques du
laboratoire.

Mais en quoi consiste la modélisation mathématique ?

Elle consiste & utiliser les mathématiques pour décrire, expliquer, prévoir un comportement
d’un phénoméne dans le monde réel.

Elle peut étre particuliérement utile pour répondre & des questions ou tester des idées dans
des systémes complexes.

Un modeéle mathématique est une abstraction d’un systéme utilisant un language précis

pour décrire le comportement du systéme, le modele est alors analysé, résolu ou simulé sur



un ordinateur.

En effet la modélisation nous permet de reformuler le phénomeéne étudié sous forme d’équa-
tions différentielles ou des équations aux dérivées partielles (EDP).

Elles sont omniprésentes dans les sciences puisqu’elles apparaissent aussi bien en dynamique
des populations, des structures ou en mécanique des fluides que dans les théories de la gra-
vitation de I’éléctromagnétisme ou des mathématiques financiéres.

En particulier, les équations de Réaction-Diffusion modélisent une variété de problémes
physiques et biologiques, ces équations décrivent comment la concentration ou la densité
est distribuée dans de différents espaces sous l'influence de deux processus :

- les locaux interactions entre ses espéces

- la diffusion qui cause la propagation de ces espéces dans ’espace.

Ce type d’équations a suscité l'intéret de nombreux de mathématiciens et une abondante
littérature a été développée sur ce sujet, notamment sur le probléme locale, globale, pério-
dicité ou d’explosion en temps fini, de comportement asymptotique ....( voir [22], [23], [25],
28], [29], [37], [38], [43], [50], [59], [60],[?],)

L’une des choses qu il faut avoir & I’esprit & propos des EDP, c’est qu’il n’est en général
pas question d’obtenir leurs solutions explicitement, ce que les mathématiques peuvent faire
par contre c’est de montrer ’existence d’une ou plusieurs solutions et décrire parfois trés
précisément certaines propriétés de ces solutions [67], [27], [61].

Il est donc nécessaire d’avoir recours au calcul numérique sur ordinateur pour estimer qua-
litativement et quantitativement ces solutions.

En effet, la simulation numérique désigne 1’éxécution d’un programme informatique sur un



ordinateur ou réseau en vue de simuler un phénomeéne physique ou biologique.

Les simulations numériques scientifiques reposent sur la mise en oeuvre de modéles théo-
riques utilisant des techniques diversifiées tel que : différence finie, éléments finis, volumes
finis etc....

Elles sont donc une adaptation aux moyens numériques de la modélisation mathématique
et servent & étudier le fonctionnement et les propriétés d’un systéme modélisé ainsi qu’a
prédire son évolution.

On parle aussi de calcul numérique et des interfaces graphiques qui permettent la visuali-
sation des résultats des calculs par des images de syntheése.

C’est dans ce contexe que s’inscrit cette thése comme étant une exploitation des outils
présentés ci-dessus, et ceci sur trois grands thémes; la cinétique chimique, I’épidémiologie
d’hépatite B et la bioéconomique de pécherie.

En effet, la cinétique chimique.est parmi les plus importants des domaines ot ’on a recours a
la modélisation mathématique. Cette branche de la science regroupe les travaux ayant pour
finalité de décrire qualitativement et quantativement 1’évolution des systémes chimiques et
les différents processus apparaissant dans les réactions chimiques. Son domaine d’applica-
tion s’étend & toute la matiére et peut concerner des échelles caractéristiques trés différentes.
Par exemple le systéme chimique constitué par les espéces intersidéraux est constitué d’un
équilibre entre molécules et atomes d’Hydrogéne. Les concentrations en jeu sont faibles et,
en conséquence, les vitesses caractéristiques de réaction sont lentes, de I'ordre de milliers
d’années. A l'opposé, les recombinaisons de radicaux dans les neutralisations acide-base

peuvent avoir des vitesses caractéristiques de I'ordre de 1070 secondes. La cinétique chi-



mique a des applications dans toute cette gamme d’échelle, certaines d’actualité comme la
prédiction des phénomenes apparaissant lors de la rentrée d’un satellite ou d’une navette
dans 'atmosphére terrestre. Ici, 'aspect quantitatif et prédictif des modeles de cinétiques
chimique est essentiel.

Une des finalités de la cinétique chimique est qualitative : Il s’agit par exemple de décrire les
modes d’activation d’une réaction chimique dont on sait qu’il faut bien stir des conditions
adéquates pour son déclenchement.

Un autre objet de la cinétique chimique qualitative est d’étudier les différentes espéces
chimiques qui peuvent apparaitre dans les réactions. On distingues quatre grands types
de formes actives :les molécules activées, les radicaux, les ions, les complexes (associations
d’espéces chimiques).

Notons que dans un assemblage de particules, comme c’est le cas pour les cellules, bactéries,
produits chimiques etc, chaque particule se meut de maniére aléatoire. Lorsque ce mouve-
ment microscopique irrégulier conduit & un mouvement macroscopique régulier, on parle
d’un processus de diffusion. Bien sir, il se peut qu’il ait une interaction entre les particules
par exemple ou qu’il existe des effets causés par le milieu, et dans ce cas, le mouvement
n’est plus une diffusion simple.

Nous nous intéressons surtout dans le premier chapitre a la cinétique chimique quantitative
ou formelle. La quantité-clef est celle de la vitesse de réaction. Connaissant la nature des
constituants, il s’agit de préciser 'influence quantitative de tous les facteurs mesurables sur
les vitesses de réaction. Ces facteurs sont, par exemple : la concentration des constituants,des

produits, des réactifs, les catalyseurs, la température, la pression, ect...( voir [62],[63]).



Nous avons trouvé judicieux d’expliquer au premier lieux la modélisation des réactions

chimiques. Ceci conduit & des systémes de réaction-diffusion de type

)
?9:5) — DAu = f(v) dans Q x |0, 7T
(I—Ai)vi—i—)\igvi—ai pour 1 < i < m sur 9Q x 0,7

v
v(x,0) = vo(x) dans z € Q

\

Pour lexistence globale, les premiers résultat dans le cas des systémes 2 x 2 (m = 2) ont
été obtenus par Alikakos [61] et Mascuda [56], ensuite par Hollis-Martin-Pierre [53]. Ces
dérniers ont introduit une nouvelle méthode permettant de traiter une trés large classe de
systémes & structure triangulaire. Une autre approche du probléme a été introduite par
Pierre [59], elle permet de traiter des systémes triangulaires dont les termes non-linéaires
admettent des croissances suelconques. Cette méthode, dite "méthode L'", ne fournit ce-
pendant que des solutions faibles. Une autre approche récente a été développée par [43]
qui permet d’obtenir I’existence globale des solutions faibles en utilisant une technique de
trancature.

Nous avons choisi dans le premier chapitre d’adopter la technique développée par Morgan
dans son travail [58]. Le résultat que nous obtenons ici améliore ce dernier dans le sens ou
les conditions au bord que nous traitons sont plus générales. En supposant que la positivité
des solutions est préservée au cours du temps, le controle de masse ou loi de balance, et
sous de bonnes conditions au bord , nous obtenons une estimation dans L° puis dans LP,
V 1 < p < o0, des solutions. C’est en moyenant ces deux résultats fondamentaux que nous
démontrons 'existence globale.

La derniére partie du premier chapitre concerne la simulation numérique des systémes de
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réaction-diffusion obtenus dans la partie modélisation et ceci par la méthode des éléments-
finis. Nous exposons la méthode générale des éléments finis pour résoudre les problémes
d’évolution, nous présentons aussi la formulation variationnelle du probléme continu et
celle du probléme approché [68]. Un code numérique a été réalisé en langage Matlab [66]
qui permet la prise en compte des diverses non linéarités et les résultats numériques sont
donnés sous forme graphique.

Dans le deuxiéme chapitre, nous nous intéressons a I’étude des infections virales avec diffu-
sion, spécialement, la maladie d’hépaptite B.

L’hépatite virale constitue un probléme de santé publique international, comparable & ce-
lui posé par d’autres grandes maladies transmissibles comme le VIH, la tuberculose ou le
paludisme. Malgré la lourde charge qu’elle fait peser sur les populations dans toutes les
régions du monde, I’hépatite n’était pas vraiment considérée comme une priorité pour la
santé et le développement jusqu’a une date récente. Elle ne sera plus négligée désormais
avec 'adoption de la résolution sur le Programme de développement durable a I’horizon
2030. En particulier, ’objectif appelle expressément & prendre des mesures pour combattre
I’hépatite virale.

L’hépatite B est une infection virale qui attaque les cellules du foie appelées hépatocytes. 11
peut provoquer une infection aigué ou chronique et expose les personnes & un risque élevé
de déces par cirrhose et cancer du foie. L’infection par le virus de I’hépatite B (VHB) est
désormais un probléme de santé mondial majeur.

Dans ces derniérs années, la modélisation mathématique a utilisé des équations aux dérivées

partielles (EDP) pour comprendre la dynamique de I'infection par le VHB. De nombreux
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auteurs ont utilisé des équations de réaction-diffusion virologique. Wang et Wang [20] a
proposé un modeéle mathématique pour simuler une infection par le VHB avec dépendance
spatiale. Ils ont introduit la mobilité aléatoire des virus dans le modeéle de base proposé par
Nowak et al. [21] et ils supposent que le mouvement du virus suit une diffusion fickienne.
Dans [20], les auteurs ont supposé que le taux d’infection était bilinéaire et ont ignoré 1’ab-
sorption du virus par les cellules infectées.

L’OMS estime & deux milliards le nombre de personnes infectées par le virus de ’hépatite B
(VHB), environ 350 & 400 millions de porteurs chroniques, et a prés d’un million le nombre
de décés par an. A I'heure actuelle, on identifie huit génotypes classés de A & H de réparti-
tion géographique distincte.

Le VHB est présent a une concentration élevée dans le sang des sujets ayant une hépatite B
aigué ou chronique (108 & 109 virions/mL dans le sang et ses dérivés, le sérum et les plaies).
Il est également présent dans les secrétions génitales, dans le sperme (107 virions/mL) et &
concentration plus faible dans la salive, le lait, les urines et les larmes.

De ce qui précéde apparrait le besoin des études de la propagation et de 1’évolution de ces
maladies infectieuses pour pouvoir décider d’une politique de santé publique capable d’ar-
réter ce massacre. La modélisation mathématique a mis au point de bons résultats pour les
décideurs dans ce domaine.

L’épidémiologie a une longue histoire, mais ce n’est que récemment que les mathématiciens
et les immunologistes ont commencé & collaborer pour créer des modeéles susceptibles de
prédire I’évolution d’une maladie. L’épidémiologie classique utilise des variables pour dé-

crire I’état d’individus dans une population qui a été exposée a une pathologie (science qui



12

a pour objet I’étude des maladies, notamment leurs causes et leurs mécanismes) infectieuse.
Les parameétres incorporés représentent des facteurs de base, comme le taux de transmis-
sion de I’agent infectieux, le taux de mortalité, et autres données. Dans une population, il
y a des individus susceptibles non infectés, des individus infectés, des individus immunisés,
vaccinés, ... etc.

L’épidémiologie est I’étude des facteurs influant sur la santé et les maladies de populations.
Elle consiste en I’étude des rapports existant entre les maladies et divers facteurs (mode
de vie, milieu ambiant ou social, particularités individuelles) susceptibles d’exercer une in-
fluence sur leur fréquence, leur distribution et leur évolution.

Autrement dit, ’épidémiologie est une discipline qui s’intéresse aux facteurs influencant la
santé des populations et qui cherche a développer des moyens d’atténuer leur impact lorsque
celui-ci est jugé négatif.

Les modeéles mathématiques se sont progressivement affirmés comme outils d’aide a la dé-
cision pour les politiques publiques. En effet, ces modéles permettent de prévoir les consé-
quences pour la population d’actions aussi variées que la vaccination, la mise en quarantaine
ou la distribution de tests de dépistage. Une approche fondatrice dans les années 1920 fut
celle des modeéles & compartiments, qui divisent la population en classes épidémiologiques
telles que les individus susceptibles d’étre infectés, ceux qui sont infectieux, et ceux qui ont
acquis une immunité suite & la guérison.

Avec une connaissance approfondie, non seulement des mathématiques appliquées, mais
aussi de la biologie, il est possible de construire des modeles trés fiables, qui permettront

de déterminer les meilleures précautions, ainsi que l'impact respectif des facteurs qui in-
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fluencent cette maladie. Dans le cas des maladies infectieuses, I’épidémiologie cherche a
identifier les agents pathogénes et & comprendre leur mode de propagation. Ainsi, les épidé-
miologistes cherchent a répondre & des questions telles que : quelles sont les populations a
risque 7 Par quels moyens et dans quelles circonstances la maladie est-elle transmise 7 Quels
sont les facteurs favorisant cette transmission 7 Ces informations permettent une meilleure
compréhension de la dynamique de la propagation, ce qui en retour permet d’orienter les
moyens de prévention et d’intervention dans le meilleur intérét de la santé publique.

Les fondements de I’approche de 1’épidémiologie basée sur les modeéles compartimentaux
ont été établis par Ross, Hamer, Mckendrick et Kermack entre les années 1900 et 1935.
Ross, qui est considéré comme le fondateur de la modélisation en épidémiologie, a eu le prix
Nobel en 1902, pour avoir mis en évidence que les anophéles transmettent les parasites du
malaria (paludisme). En 1911, Ross a publié un modéle en temps continu de la transmission
du paludisme en se basant sur la notion d’action de masse.

En réalité pour chaque épidémie, il y a beaucoup de facteurs qui doivent étre considérés
mathématiquement dans la définition du modeéle. Cela signifie que pour qu’une étude épidé-
miologique se rapproche de la réalité, on a besoin d’informations sur I’épidémie, et la nature
de sa propagation.

L’objectif du deuxiéme chapitre est donc la modélisation, I'analyse et la simulation des
maladies infectieuses modélisées par des systémes d’équations de réaction-diffusion a trois
compartiments : les susceptibles, les infectés et le virus avec une fonction d’incidence spé-
cifique. Cette fonction d’incidence non linéaire comprend la fonction d’incidence bilinéaire,

la fonction d’incidence de saturation, la réponse fonctionnelle de Beddington-DeAngelis, et
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la réponse fonctionnelle de Crowley-Martin. Le modéle est régi par le systéme d’équations

aux dérivées partielles suivant :

‘Z =\ —dT(x,t) — f(T(z,t), I(x,t),V(x,t))V(z,t),
g — F(T (@, ), (2, 1), V (2, )V (2, 8) — al (. 1),
‘?t/ = dyAV + kI(x,t) —if(T,1,V)V — uV.

Les termes T'(z,t), I(x,t) et V(x,t) sont respectivement les densités de cellules susceptibles,
infectées et de virus libre en position x et le temps t.

Afin de prouver que le modele est biologiquement bien posé, nous établissons 'existence
globale, la positivité, et la bornitude des solutions du probléme avec des conditions initiales
positives et des conditions aux limites de type Neumann.

La dynamique globale du modéle est complétement déterminée par le nombre de reproduc-
tion de base donné par Rjy.

Notre modéle a deux états stationnaires qui sont 1’équilibre libre et 1’équilibre endémique.
Nous prouvons que I’équilibre libre est globalement asymptotiquement stable si Ry < 1,
ce qui conduit a ’éradication de la maladie. Lorsque Ry > 1, alors ’équilibre libre devient
instable et un équilibre endémique unique existe et qui est globalement asymptotiquement
stable, ce qui signifie que la maladie persiste. De nos résultats théoriques et numériques,
nous concluons que la diffusion spatiale a un impacte sur le comportement de la stabilité
des équilibres ainsi que sur le temps nécessaire pour ’atteindre dans le cas des conditions
aux limites de Neumann avec des coefficients de diffusion constants.

La derniére partie du deuxiéme chapitre consiste a expliquer la simulation numérique pour
les équations aux dérivées partielles décrivant l'infection par le VHB.

Notre choix ici a été pour I’application de la méthode des différences finies comme étant une
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technique courante de recherches de solutions approchées d’EDP, qui consiste & résoudre
un systéme de relation (schéma numérique), liant les valeurs des fonctions inconnues en un
certain point suffisament proches les uns les autres [34],[51],[52].

Dans le troisiéme chapitre, nous nous sommes interessés aux modeéles bioéconomique de
pécherie. Plus précisément, il s’agit de la modélisation, ’analyse mathématique et informa-
tique des modeéles en dynamique de populations concernant la gestion de pécherie.

Les premiers modéles bioéconomiques apparaissaient dans les années cinquante, étaient ex-
clusivement des modeéles d’équilibre exposant divers régimes permanents pour une pécherie
déterminée. Ces modeéles s’écrivent généralement sous forme des problémes d’optimisation
avec une fonction objectif correspond a la rente halieutique a I’échelle de la pécherie.

La littérature sur les modéles bioéconomiques appliqués a la gestion de pécheries repose sur
deux parties : une partie biologique exprimant la dynamique du stock soumis & la mortalité
par péche; une partie économique expliquant le taux de mortalité par péche a partir des
moyens mis en ceuvre par les pécheurs (Effort de péche).

Les modeles bioéconomiques d’exploitation des pécheries ont été développés par les travaux
de H. S. Gordon [6]-[8], mais des précurseurs comme J. Warming et F. I. Baranov avaient
déja énoncé les principes de "la théorie des péches”.

Une des limites des modeéles bioéconomiques existants est que :”...Ces modeles se sont jus-
qu’ici essentiellement intéressés au cas d’une pécherie simple, ot un seul stock est exploité
par un seul pécheur, alors qu’en réalité de nombreuses pécheries doivent étre qualifiées de
complexe, au sens ou plusieurs stocks y sont exploités de fagon simultanée ou séquentielle

par un ou plusieurs pécheur(s) pratiquant divers métiers” (J. Boncoeur et al.).
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Le premier modéle mathématique s’intéressant & 1’évolution d’une population animal a été

proposé en 1202 par le mathématicien italien Fibonacci(suites récurrentes) [1]

fn = fn—l + fn+1

Quelques siécles plus tard, Malhus (1798) et Verhulst (1838) ont construit les deux premiers

modeles de croissance de population avec dépendance en temps

Pn+]_:’f'Pn

ou P, représente le nombre d’individu a U'instant n, et r représente le taux de croissance [1].
Apres la premiére guerre mondiale, Alfred Lokta (1925) et Vito Volterra(1926) ont proposé
un modele d’interaction proies-prédateurs pour expliciter la dynamique des populations de
sardines et de requins en mer Adriatique; expliquer notamment pourquoi les quantités de
sardines péchées aprés l'interruption due & la guerre n’étaient plus aussi importantes que
précédemment et pourquoi a la reprise de la péche la proportion observée de requins avait

augmenté [3]

x = axr—bxy

Yy = coy—dy

ol x et y représentent respectivement les proies et les prédateurs. Ce modeéle joue encore
aujourd’hui un roéle déterminant en dynamique des populations et est considéré comme un
modeéle conceptuel de base.

Dans notre travail, on s’est intéressé & la dynamique des pécheries. Les idées de base liées

au domaine de la dynamique des pécheries est plus précisément le domaine de la récolte des
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péches multi-espéces ont été fournies par Clark et al. [4]. Clark a également examiné les ef-
fets de 'exploitation d’une espéce dans le modele de Gause [5] de deux espéces concurrentes.
Chaudhuri [6], [7] a étudié la récolte combinée de deux espéces concurrentes du point de
vue de la récolte bio économique et a discuté I'optimisation dynamique des captures poli-
tiques. Chaudhuri et SahaRay [15] ont étudié les captures combinées d’une communauté en
proie-prédateur avec une proie se cachant dans des refuges. Auger [9] a présenté un modeéle
dynamique stock-effort spécifique ; le stock correspond & deux populations de poissons qui
s’évoluent et se déplacent entre deux zones de péche, sur les quelles ils sont capturées par
deux flottes déférentes; 'effort représente le nombre de navires de péche des deux flottes
qui opérent les deux zones de péche; le modéle bio économique est un ensemble de quatre
équations différentielles ordinaires représentant les stocks et les efforts de péche dans les
deux zones de péche; la migration des poissons, ainsi que les déplacements des navires,
entre les deux zones sont supposées avoir lieu a une échelle de temps plus rapide que la va-
riation des stocks et les changements des tailles des flottes, respectivement ; les mouvements
de navires entre les deux zones , i.e. la plus grande densité du stock est dans la zone ou
la plupart des navires ont tendance & y rester. Mchich [10] dans son travail a présenté un
modéle dynamique stock-effort de péche subdivisé sur plusieurs zones de péche ; le stock cor-
respond a une population de poissons se déplacant entre des différentes zones, sur lesquelles
ils sont capturées par les flottes de péche. Auger [9] a donné un modéle mathématique de la
péche multi sites pélagiques artificiels. Le modéle est un modéle de dynamique stock-effort
de péche subdivisé en sites de péche artificiels tels que des dispositifs de concentration de

poissons (DCP) ou habitats artificiels (AHS). L’objectif de son travail est d’étudier les effets
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du nombre de sites sur le stock globale de la péche [11].

Dans ce travail, nous définissons un modéle bioéconomique de plusieurs pécheurs qui ex-
ploitent plusieurs espéces marines. Le but principal de chaque pécheur consiste & déterminer
Ieffort de péche qu’il doit fournir pour maximiser son propre profit & I’équilibre biologique
sous les contraintes de la conservation de la biodiversité des espéces marines [2]. Pour ainsi
faire, nous devons répondre aux questions suivantes : est-ce que la fonction profit de chaque
pécheur admet un maximum ? Si c’est le cas, est-ce que ce maximum est unique? Puis
comment calculer ce maximum en fonction des parameétres bioéconomiques ?

Pour répondre a ces questions et réaliser un tel but, nous optons les démarches suivantes :
— Modéliser un probléme bioéconomique de plusieurs espéces marines en compétition et qui
sont exploitées par plusieurs pécheurs qui cherchent tous a maximiser leurs propres profits
en fonction des efforts de péche déployés.

—Montrer qu’une telle modélisation débouche sur un probléme d’équilibre de Nash généralisé
et montrer que sous certaines conditions, ce dernier probléme est complétement équivalent
4 un probléme de complémentarité linéaire.

— Montrer 'existence et I'unicité de I'effort de péche qui maximise le profit de chaque pécheur
a ’équilibre biologique et que ce maximum n’est autre que I'unique solution du probléme
Complémentarité linéaire obtenu.

— Calculer ce maximum en fonction des parameétres bio économiques en utilisant I'une des
méthodes que nous avons développé.

— Simuler numériquement la maniére dont le profit de chaque pécheur évolue en fonction

des parametres bio économiques, et montrer qu'une augmentation du nombre de pécheurs
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entraine une augmentation de 'effort de péche total, mais entraine une baisse des captures
totales des pécheurs, et par conséquent une baisse du profit total des pécheurs; puis donner
une interprétation des résultats obtenus [2].

Ce travail se termine par une conclusion oll nous mentionnons qulques problémes restant

ouverts.
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Chapitre 2

Etude d’une classe de systémes de
Réaction-Diffusion résultant de la

cinétique chimique.

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’étudier une classe de systémes de réaction-diffussion
obtenus aprés modélisation de certaines réactions chimiques. La quantité cléf de la modéli-
sation ici est celle de la vitesse des réactions, en plus des lois fondamentales de la physique.

Par application sur les trois réactions chimiques : Amoniac, Enzymatique et Brome, nous
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obtenons des systémes de réaction-diffusion de type

.
% — DAu = f(v) dans  x |0, 77|
Ovi - 2.1
(lfAi)viJr)\ia—:ai pour 1 < i <m sur 90 x ]0,T] (2.1)
v
v(x,0) = vo(x) dans x € Q

ot  est un ouvert borné de R, N > 1, de frontiére réguliere 9Q, v = (v1, ..., v;), T > 0,

D est la matrice de diffusion, f une application non linéaire, et pour tout i, 0 < \; < 1,
a; € C 2 (ﬁ)

Nous étudions ce systéme sous les deux propriétés caractéristiques suivantes :

la positivité des solutions est préservée au cours du temps. (Hy)

le controle de masse ou loi de balance. (Ha)

Nous avons montré la positivité et I'existence globale pour SRD (2.1)en améliorant la tech-
nique développée par Morgan dans son travail [58], dans le sens ou les conditions au bord

que nous traitons sont plus générales. En plus des hypotheses (Hjp-(Hs, et sous de bonnes

m
conditions au bord, nous obtenons une estimation dans L> de ) h; (v;). Ceci permet d’ob-
i=1
tenir une estimation dans LP, ¥V 1 < p < oo, des h; (v;) .
i=m
Cette derniére hypothése s’exprime par le fait que Y h; (f;) <0 (o les h; sont des fonc-
i=1

tions convexes positives) ou raisonablement madjorées.

La derniére partie de ce chapitre est reservée a la résolution numérique des systémes de
réaction-diffusion de type (2.1) que nous avons obtenus aprés modélisation. Il s’agit des
systémes paraboliques nonlinéaires. nous avons adopté la méthode des éléments finis pour

I’approximation spatiale et celle de Newton-Raphson pour traiter la partie non linéaire.
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2.2 Modélisation des Réactions Chimiques

L’objectif de cette section est de modéliser une classe de réactions chimiques.
Nous commengons par rappeler les lois fondamentales de la physique (lois de conservations)
et certaines lois de comportment. La quantité cléf de la modélisation ici est celle de la
vitesse des réactions, en plus des lois fondamentales de la physique. Nous obtenons alors
des systémes différentiels, et c’est en tenant compte de la dépendance des concentrations de

la variable espace que nous obtenons des systémes de réaction-diffusion.

2.2.1 Quelques principes généraux en modélisation des milieux continus

On désigne par milieu continu tout liquide, gaz ou solide déformable considéré
d’un point de vue macroscopique. On peut l'assimuler & un systéme de particules dont
I’évolution ou l’équilibre peut-étre décrit a 'aide des lois universelles de la physique, a
savoir : la loi de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et du moment de
cette quantité de mouvement par rapport & un point et de I’énergie.

Toutes les équations de la physique et des sciences voisines sont obtenues d’une part a
partir de ces lois fondamentales, d’autre part & partir des lois de comportements qui sont
spécifiques du milieu considéré : elles ont généralement un caractére plus empirique et des
domaines de validité plus ou moins limités. La dérivation de ces lois de comportement est
une science difficile; il est indispensable de s’appuyer sur les connaissances et ’expérience

des experts du domaine d’application envisagé.
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- Lois de conservation

Elles sont universelles, contrairement aux lois de comportement, et s’appliquent &
tout systéme matériel, indépendament de sa nature : liquide, gazeuse ou autre.
Rappelons qu’un milieu continu est intuitivement un "systéme de particules" en mouvement.
On le modélise & chaque instant par I’ensemble des points d'un ouvert 2(¢) de R? : On
imagine que chaque point est une particule qui se déplace et que ’ensemble des particules
occupe le domaine €(t) a chaque instant. On suppose, de plus, l'existence d’une famille de
bijections S (s,), 0 de Q(s) dans (t) dépendant régulierement de s,¢ > 0 et permettant

de suivre chacun des points du domaine initial dans sa trajectoire au cours du temps, soit
t— S(O, t)XO = x(X(), t)

On associe a ce milieu les quantités suivantes :

— 0
V(Xo, t) = EIE(X(), t)

_
otV (Xo, t) la vitesse Lagrangienne et v (Xg,t) = v (2(Xo,t),t) la vitesse Eulérienne.
p(z,t) = la densité du milieu a l'instant ¢, c’est-a-dire la masse par unité de volume dans

Q(t), ainsi la masse m(w) de tout sous-ensemble mesurable w de () est donnée par

m(w):/w,o(a:,t)da:.

Afin de traduite mathématiquement les lois de conservation, nous utiliserons le lemme sui-

vant qui permet d’exprimer la dérivée par rapport au temps d’une intégrale du type
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ou w(t) = S(0,t)(wp) avec wp un sous-ensemble mesurable quelconque de ©(0) et k(.,.)
est une fonction définie sur Q(¢). Cette dérivée est parfois appelée dérivée particulaire par
référence au fait qu’on dérive selon les trajectoires des particules.

Sous les hypothéses de régularité, nous avons

K'(t) = /w@) (g’; + div(m)) dw

ou encore

K'(t) :/ ak+/ kv ndo
wt) O Jow()

. — L. s
ou 7 est la normale extérieur unitaire & dw(t).

Pour une démonstration et des précisions sur la régularité requise, voir par exemple [62].

Conservation de la masse Loi qui exprime l'invariance par rapport au temps
t de la masse de tout sous-systéme mateériel w(t) = S(0,¢)(wy) que l'on suit au cours du

temps, ol woy est un sous-ensemble mesurable quelconque de ©(0). Cette masse est donnée

par
m(w) :/ p(z,t)dx
w(t)
on a donc
d
am(w(t)) 0

D’apres le lemme appliqué & k = p, on a pour tout sous-ensemble wy de €2(0)

op . B
/w(t) ((%—i-dlv(pv)) dx =0
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et puisque wy et donc w(t) sont arbitraires dans €2(¢), on en déduit 1’équation de conserva-

tion de la masse, dite parfois équation de continuité

% +div(p?’) = 0.

Conservation de I’énergie (1° principe de la thermodynamique) Elle

s’écrit

d [l _ 7 = ==
dt/w(t)p( 5 +e dm—/w(t)(pf.v +pw)d$—|—/8w(t)<F.v—q.n>da

ou
* pw : les apports volumiques de quantités de chaleur par unité de temps,
—
* ¢ :le vecteur-flux de chaleur,
H . . .
x p f :la densité volumique des forces appliquées,

N
x F' : la densité surfacique de force s’appliquant sur chaque éléments de surface.
Conservation de la quantité de mouvement et de son moment en O Ces

4 / pvdx :/ p?dw—i—/ Fdo
dt \ Juw() wl(t) dw(t)

pour la quantité de mouvement et

5 ([, @inm)a) = [ (©@Fni7)aas [ (@00 F)a

pour le moment.

lois s’écrivent

2¢m¢ principe de la thermodynamique Il s’exprime par

d w 7.7
— psdx 2/ p—/ —do
dt </w(t) > wty T Jowwy T
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ol s est I'entropie et T' la température absolue.

- Lois de comportement

Nous donnons ici deux exemple des lois de comportement :

Loi de diffusion de Fick Cette loi exprime qualitativement que les particules
se déplacent vers les régions & plus faible densité.Quantitativement, ce mouvement est tel
que le flux de diffusion (7 = p?) a travers chaque surface soit proportionnel au gradient

de densité; ce qui peut s’écrire

la loi de continuité devient alors
oy — div (D7p> =0,
soit encore, en utilisant D est constante
p—DAp=0.

La densité p, dans ce cas, satisfait alors une loi linéaire de diffusion : C’est ’équation linéaire
de la chaleur. Notons que pour les situations stationnaires, c’est-a-dire lorsque p(z,t) = p(z),
la densité satisfait a ’équation de Laplace Ap = 0.

Remarquons qu'il existe d’autres lois de diffusion comme par exemple, la loi de Darcy, qui
s'applique a la diffusion de certains fluides dans les milieux poreux et qui, couplée avec
d’autres lois de comportement, exprime que la vitesse ¥ est proportionnelle au gradient de

densité, soit

<l
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ceci conduit & I’équation

A(pQ) =0

D
Pt 9

qui est une équation de diffusion non linéaire pour la densité, connue sous le nom d’équation

des milieux poreux.

Loi de Fourier pour la conduction de la chaleur On considére un milieu

. N . _ , . .
continu au repos, c’est-a-dire v = 0. Dans ce cas, I’équation de conservation de la chaleur

% (/ pe> :/ pw —/ div g’ (2.2)
w(t) w(t) w(t)

L’équation de continuité elle aussi se simplifie pour exprimer que p(z,t) est indépendante

prend la forme

de t.

Ainsi, (2.2) donne

Ode div o

— =pw—div ¢q.
Por =P q
On ajoute les deux lois de comportement suivantes :
x e = C'T : concernant I’énergie interne

ﬁ

x ¢ = —k$>T, k > 0 : la loi de Fourier qui est une loi analogue a la loi de fick, mais

appliquée au flux de chaleur et non au flux de matiére. On obtient ainsi

oT
— — kAT =
Py k 0

qui est la célébre équation linéaire de la chaleur.
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2.2.2 Modélisation de I’évolution des réactions
Vitesse d’une réaction, conservation de la matiére

On convient de noter [A] la concentration d’un constituant A dans un systéme
donné, c’est-a-dire par définition, la quantité de ce constituant par unité de volume. On
utilise généralement la mole par litre comme unité de concentration. Rappelons que la
mole est 'unité standard du Systéme Internationnal (SI) pour la quantité de matiere :
elle correspond & la quantité de matiére d’un constituant contenant autant de particules
élémentaires qu’il y a d’atomes dans 12 grammes de carbone 12. Noter pour l'ordre de
grandeur que cela correspond & environ 6 x 103 particules.

Considérons de maniére générale I’équation en équilibre suivante

n1 A1 +nods + ...+ npAp — m1B1 +maoBa + ... + myBy (2.3)

ou p,q sont des entiers > 1, ainsi que n;, ¢ = 1,...,p, mj, j = 1,...,q. Cette équation
d’équilibre contient en soi la conservation de la quantité de matiére. Ainsi, en supposant le

systéme clos, c’est-a-dire, sans aucun apport extérieur ni perte de matiére, on obtient

1 d[Bj] 1d[A;] :
v m; dt n; dt ! P> e

Le nombre ci dessus est appelé vitesse instantanée de la réaction (2.3). On appele réactif
les constituants A;, et produits les constituants B;.
En général, une réaction d’équilibre n’est pas seulement constitué d’une réaction élémen-

taire, mais de plusieurs réactions paralléles ou successives, par exemple du type suivant

A—B;B-C (2.4)
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ou encore
A=1B (2.5)

ou encore
A+B=X; X=C+D. (2.6)
Par simplicité, nous convenons de noter dans la suite, a = [A],b = [B],etc... Dans ces

équations, la loi de conservation de la matiére s’exprime par

c’est-a-dire

a(t) + b(t) + c(t) = cste pour (2.4)
a(t)+b(t)=0 pour (2.5)

et

(t) =2 (=d'(t) = (1)) ;d (t) =b'(t);d(t) =d'(t) pour (2.6).
Quand aux vitesse de réactions, elles s’écrivent
vy = —ad'(t); va = (1) pour les réactions de 'équation (2.4)
v=—d(t)=0b(t) pour (2.5)

et

vy = —d (t) = -V (t);ve = (t) =d'(t) pour (2.6).

Il s’agit maintenant de décrire les lois de comportement de ces vitesses. Notons que dans

les systémes précédents, on a toujours moins d’équations que d’inconnues. Les lois de com-

portements vont permettre de "clore" ces systémes.
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Lois de comportement

On va supposer que, dans les réactions dites "élémentaires", la vitesse de réaction
est supposée proportionnelle au produit des concentrations des réactifs. Pour des réactions
plus complexes, elle est généralement proportionnelle & des puissances de ces concentra-
tions. Cependant, on verra que la vitesse peut aussi étre une fonction homographique des
concentrations, voire des combinaisons plus complexe de ces comportements. Ces lois sont

déduites des connaissances approfondies des étapes intérmédiaires de la réaction considérée.

Réactions élémentaires On va supposer que les réactions élémentaires satis-

font & la loi d’action de masse.

o Loi d’ordre un On consiére la réaction la plus simple
A— B

Si cette réaction est élémentaire, on consiére qu’a température constante, la vitesse de

réaction est proportionnelle a la concentration [A], soit
a'(t) = —ka(t) = —b'(t)

ce qui peut s’écrire

d
™ = _kat.
a

Cette équation différentielle s’intégre immédiattement en

a(t) = age ™

N

ou ag = a(0) est la valeur initiale de a. Beaucoup de réactions suivent en fait cette loi,

par exemple la décomposition radioactive de certains éléments chimiques.La constante k
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est appelée constante de vitesse. Sa valeur n’est pas toujours trés bien connue; on peut la

déterminer a ’aide de mesures expérimentales.

o Loi d’Arrhénius La loi précédente correspond a une réaction se dérou-
lant & température constante. On s’attend a ce que la valeur de cette constante varie avec

la température. C’est 'objet de la loi d’Arrhénius qui s’écrit

_E,
k=AeRT

ou T est la température absolue, R la constante des gazs parfaits (= 8,314.J/K), E, I'énergie

d’activation et A une constante & préciser dans chaque cas.

o Loi d’ordre deux On considére la réaction supposée "élémentaire"

A+B—C.

On considére qu’a température constante la vitesse de réaction est de la forme

On dit alors qu’il s’agit d’'une loi d’ordre deux par rapport a ’ensemble

a(t) a0 _jy(bo— :
- 7 - ¢ 0 ao)t; sib a
a(t)—a()—l—bo bo 0 7 a0
ao :
t) = ——; .
a(t) 1T aght’ sinon

A partir de ces deux lois élémentaires, on peut écrire les lois de comportement des vitesses
pour des réactions plus complexes, mais décomposables en réactions élémentaires du type

ci-dessus.
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Exemple 1

le bilan matiére s’écrit

b (t) = —d'(t) — (t).

Pour la loi de comportement, on peut supposer que chaque réaction est élémentaire et d’ordre

un, ce qui donne

W = kya — kab (27)

C/ = kgb.
Exemple 2
A+B— X

X—-C+D
le systéme d’équations s’écrit

.

a = —kiab+k_1z ="V
' =kjab—k_1z — kox (2.8)

d=kox=d

Nous allons appliquer ce qui précéde sur certaines réactions chimiques.
o Pour la réaction de 'amoniac : Ny 4+ 3H2 — 2N H3, dont le mécanisme peut étre expliqué

par I'introduction d’un état intérmédiaire X

No+3Hy = X
(2.9)
X — NH3 + NHs.
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Si on suppose élémentaires les deux réactions, le systéme d’équations s’écrit

d

g Vel = —k1 [Na] [Ho)® + k_1 [X] = 5 77 2]
% [X] = ky [No] [Ha]® — k_1 [X] — ko [X] (2.10)
\%Mmﬂz%ﬂm

o Concernant 'exemple important de la catalyse enzymatique qui s’écrit :

EFE+5=FES
(2.11)

ES—FE+P
ol les molécules de substrat S réagissent avec ’enzyme E pour donner un produit P via la

formation d’un complexe intermédiaire £S. On obtient alors

qa
dt

18] = by (5][S° + s (£ 212

[E] = —k1 [E][S] + k-1 [ES] + k2 [ES]

% [BS] = k1 [E][S] - k-1 [BS] — k2 [ES]
d
7 [P] = k2 [ES]

Formation de complexe intermédiaire et principe des états stationnaires
Nous venons de donner quelques exemples d’équations apparement simples mais dont la
compréhension du vrai mécanisme nécessite I'introduction d’une succession d’équations
intermédiaires et aussi de composants intermédiaires. Souvent, ceux-ci sont trés réactifs
et ne sont pas vraiment détectables dans le mélange. Leur concentration reste en tous
cas négligeable devant celle des vrais réactifs ou produits. C’est le principe dit des états
stationnaires (P.E.S) que nous expliquerons sur l’exemple 2.
On y considére donc que le complexe intermédiaire X est trés réactif et qu’il arrive trés vite

a I’équilibre. le P.E.S consiste a considérer brutalement que x/(t) = 0 dans le systeme (2.8),
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ce qui donne

kiab = (k‘_l + /62) T

soit
k1
r=-—"-—ab
k_1+ ko
ainsi, le systéme devient
.
k1
a=———ab
k_1+ ko

b=a+by—ag
k1ko
d=—""—ab=4d.
k_1+4 k2

Ainsi, on peut considérer qu’en fait, la réaction A+ B — C' + D est d’ordre 2. Par ailleurs,

on peut intégrer directement les deux premiéres équations pour obtenir a, b, puis en déduire
c,d.
On applique le P.E.S a 'exemple (2.9) en considérant que le complexe intermédiaire X est

d
tres réactif, soit — [X] = 0, d’ou

dt
] = P [Ny [P
k_1+ ko
et donc
d 3 k_1kq 3
— | V- —k1[No| |H- No| |H
dt[2] 1[2“2]+k,1+k2[2”2]
d’ou
d . —kk s d
dt [ 2] - k—l + k;2 [NQ] [HQ] dt [HQ]
d’autre part
d e ke ,
— [NH3| = No| [H
7 [V k_1+k:2[ 2] [Ha]
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Considérons de maniére analogue la réaction de ’exemple 4

EFE+S5=FES

ES—FE+P
d .
en supposant que 7 [ES] = 0, on obtient
k1 [E][S] = (k2 + k-1) [ES]

et donc

d k1ka
[P = ky[ES] = —2
[P) = ka[BS] = 2

- E][5).

En utilisant le fait que [E] + [ES] = [E], , on a alors

E]y = [E] (k—l + ko + ky [5]>

k_1+ ko
ainsi
d k1ka
— |P] = El, S
k_1+ ko , . : .
en posant Ky = — appelée constante de Michaelis, on obtient
1
d ko
— |P] = ——— [E], [5].

Il a été proposé en 1906 pour la vitesse de réaction de I’'Hydrogéne et du Brome

Bro + Hy — 2HBr (2.13)

la loi empirique suivante

N

d . 2L [HQ] [BTQ]
a B = T BT Bl
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Cette loi établie empiriquement a finalement obtenue une explication par le mécanisme de

réactions en chaine (voir [63])

Bry — DBr+ Br
Br+Hy — HBr+ H
H+ Bry — HBr+ Br

H+ HBr — Hy+ Br

Br+ Br — DBrs.

En effet, le systéme d’équations obtenues est le suivant

% (Bra] = —ky [Bra] — ks [H] [Bra] + ks [Br]?

% [BT'] = 2/€1 [BT'Q] — kg [Br] [HQ] —+ l{?g [H] [BT’Q] —+ k4 [H] [HBT’] — 2]€5 [BT’]2
d
dt
% [(H] = ko [Br] [Hy] — ks [H] [Brs] — ks [H] [H Br]

[Hy] = —ko [Br] [Ha] + k4 [H] [H Br]

\ % [HBr| = ko [Br] [Ha] — k4 [H] [HBr] + k3 [H] [Br2]

En appliquant le P.E.S, il vient que

ko [Br] [Ha]

[H] = k3 [Bry] + k4 [H Br] et [Br” = ks (Br
d _ 2L[Hy[Bry)?
@t AP = T @ B [Bra)

Ik k
ou L = ko k—;etm:k—i.
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Systéme de Réaction-Diffusion

Nous nous plagons maintenant dans une situation plus réaliste ot les réactions ont
lieu dans un ambiant ou les concentrations dépendent aussi de la variable d’espace. Prenons

par exemple la réaction suivante

A+B — C

B+C — D

en supposant que chacune des réactions est élémentaire et suit une loi d’ordre 2, nous aurions

)
a' = —kiab

b = —k1ab — kaybe

c = kjab — kobe

{ d' = kobc

et la conservation de la matiére s’exprime par
/ / U
d=—d —d, V=d—-d

Pour tenir compte de la dépendance des concentrations de la variable d’espace z, nous

pouvons assimiler chaque constituant & un milieu continu animé d’une vitesse eulérienne

—

v (x,t).

La quantité du constituant A contenu dans le volume w(t) est donnée par

me(w(t)) = /a(x,t)dx

w(t)

et de méme pour les autres constituants. D’aprés les résultats déja obtenus,on a

A a(w(t) = gi‘ + div (a(z, )T da
Wit
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ainsi, la variation instantanée de quantité de matiére est donnée par

da . —
5t + div (a(z,t) V).

Supposer que la vitesse des réactions ci-dessus suit une loi d’ordre 2 consiste & écrire que
cette variation instantanée est proportionnelle au produit des concentrations de A et B.

Ainsi, la premiére équation devient

0 ) N
a—ctl +div (a(z,t) V") = —kjab

et les lois de conservation de matiére deviennent

me(w(®) =~ ma(w(t) = 2 ma(w(?)
%mb(w(t)) = _%ma(w(t)_%md(w(t)'

Pour compléter le systéme, il faut ajouter une loi de comportement pour la vitesse des
particules ou le flux de matiére de chaque constituant. La loi la plus simple et de domaine

de validité relativement large pour ce type d’application est la loi de Fick, soit
av =—d,Va

ou d, est la constante de diffusivité du constituant A. On introduit la méme loi pour les
autres constituants avec pour chacun sa propre constante de diffusivité dp, d., dy. On obtient

comme modeéle le systéme suivant d’équations aux dérivées partielles

% —dyNa = —kyab
% — dpAb = —kyab — kabe
% —d.ANe = —kpab — kobe
% —dgAd = kabe.
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Ici, il s’agit d’un systéme de réaction-diffusion, terminologie qui fait référence aux deux
phénomeénes apparaissant dans ’équation diffusion de chaque constituant avec sa propre
vitesse de diffusion ( régie par la constante de diffusivité) et interaction non linéaire entre
les différents constiuants.
La variable 2 varie dans un domaine R?. On peut supposer ici que ce domaine est indépen-
dant du temps si la réaction a lieu dans un milieu "fixe" ; on le note (2.
Pour "fermer" le systéme, il est indispensable d’ajouter des conditions au bord de Q2 qui
doivent traduire les éventuels échanges de matiére avec le milieu extérieur. Par exemple :
1. Si la réaction se produit dans un milieu isolé, on écrit que le flux de matiére a la frontiére
est nul, soit av. 7 = 0 sur 99, ou selon la loi de Fick, Va.mw =0 sur 69 , ce qui peut
encore s’écrire %a(x, t) =0 pour z € 99, t > 0.
2. Si le flux de matiére, a travers la frontiére est une fonction affine de la concentration, on
aurra dans ce cas

AVan =—(1-Na+a sur 9Q x (0,00)

ou encore

)\g—ZqL(lf)\)a:a sur 09 x (0, 00)

ou A€ 0,1].

Ainsi,en appliquant ces résultats aux exemples précédents, nous obtenons :
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« pour la réaction de amoniac (2.9), le systéme de réaction-diffusion associé est

0 [No]

k1ks

5 di A [No] = Ttk [N2] [Hg] pour (z,t) € Q x [0,00)
T ) = - M pour (5,0) €9 x 0,00
9 [J;f3] — dsA[NH;) = ;fffi@ (N [HaP  pour (z,6) € Qx [0,00)  (2:14)
agq\]@] = 852] = a[];f?’] =0 pour (z,t) € A9 x [0, 00)
| [N2] (2, 0) = o, [H] (x,0) = ho, [N H] (z,0) = 0 pour & € Q.
« pour la réaction enzymatique (2.11), nous obtenons
(%?dA[E]—O dans Q x [0, 00)
aa[f] — A [S] = —kM’fi 5 [E], [S] dans © x [0, 00)
85] —dsA[P] = kM"_f 5 [E], [S] dans Q x [0, 00) (2.15)
[E] (z,0) = Eq, [S] (z,0) = So, [P] (z,0) =0 pour z € Q

« quand a la réaction de 'Hydrogene et du Brome(2.13), elle entraine le systéme de réaction-

diffusion suivant

;

N|=

d [Brs] L [Hs].[Brs]

or  halBrl= 1+mm'] [Br]
0 [Ha] (Hy] = — L [Hy] . [Brs)?

ot Y7 1+ ml[H Br] /[Brs]
O[H Br] _ 2L[H,).[Bry)?
o BB B B
8[37"2] _ 8[H2] _ 8[H BT] _

ov ov v

[Bra] (x,0) = ng, [Hs] (x,0) = ho, [H Br|(z,0)

=0

dans Q x [0, 00)
dans Q x [0, 00)
dans Q x [0, 00) (2.16)

sur 92 x [0, 00)

pour z € §
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2.3 Etude mathématique pour les systémes de réaction-diffusion

Cette section a pour objectif d’étudier les systémes de réaction-diffusion obtenus
aprés modélisation ( Voir section 2). Nous arrivons a montrer la positivité et l'existence

globale de la solution et ceci sous de bonnes conditions au bord.

2.3.1 Notations et position du probléme

Soit © un ouvert borné de RY, de frontiére réguliere 9€2. Nous considérons le

systéme d’équation de réaction-diffusion suivant

g:(:z,t)—DAv(a:,t):f(v(x,t)) re Qt>0
c%i .
(1—)\i)vi+)\ia—:aipour1§z§m re ILt>0 (2.17)
v
v(z,0) = vo(z) re Q

ou :

kU = (V1, ..o, Upn), 00 : X (0,00) — R pour 1 <14 <m,

v . . .y
* % désigne le dérivée par rapport au temps de v,
N 52y
« A désigne Popérateur Laplacien : Av; (z,t) = > 52 (z,t) pour 1 < i <m,
j=10%j

x D matrice diagonale carrée d’order m dont les coefficients d; sont strictements positif,

x f fonction mesurable de R"dans R"™ et locallement lipschitzienne

1f ()= f®B)| <K @) |p—pl,Yp,peR™ avec |p|,|p| <7 (2.18)

ou |.| désigne la norme euclidienne dans R™

x la condition initiale est définie par

Vg = (UOi)lgigm e L™ (Q,R)m (2.19)
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v — m Ju; - e —
= Vv, = ) ——.n; désigne la dérivée normale de v;, ' = (n;)

8’0 j=1 8‘%']

*

oo, st le vecteur
sJjsm

extérieur & 902

x pour tout 1 < ¢ < m,\; et o; vérifient
0< N <1 a;€C?Q) (2.20)
La définition suivante précise ce que nous désignons par une solution au sens classique.

Définition 3 Par solution classique, nous entendons une solution v appartenant a C*! (ﬁ x (0, Tmax))m
et vérifiant (2.17) au sens usuel.
2.3.2 Positivité de la solution

Nous énongons maintenant les hypothéses assurant que la positivité de la solution
du systéme (2.17) est préservée au cours du temps. Nous supposons donc que :

* la condition initiale est positive, c’est-a-dire
vo; (z) > 0,V1 < i < m, et pour tout = dans Q (2.21)
x f est quasi-positive, c’est-a-dire
VD1, ey Pm > 0, si p; = (p1, s Di-1,0, Pit1, -y D), alors f(p;) >0 (2.22)

* pour tout 1 <7< m

a; >0 (2.23)

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme concernant la positivité de la solution du

systéme de réaction-diffusion (2.17).
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Théoréme 4 Sous les hypothéses (2.18)-(2.23), la positivité de la solution classique v de

(2.17) est préservée au cours du temps, c’est-a-dire v (z,t) € Q X [0, Tyax] -

Preuve 5 Nous définissons f sur R™ par

R R f (1, vm) >0, siv; >0,V1<i<m

f) = f(v1,.,vm) =

f 1,y Vig—1, 0,03 41, ey Um) 5 ST Vi <0

Nous considérons alors le systéme suivant

V(o) = DO, ) + f@ (1) we 010

(1—)\i)vi+)\ia—:aipour1§z§m re 0Q,t>0 (2.24)
v

v(z,0) = vp(x) re

Notre objectif est de montrer que U reste positive au cours du temps, ce qui termine la
démonstration . En effet,dans ce cas, f coincide avec f, et par conséquent U serait une
solution positive de (2.17)

Nous introduisons, pour cela , la fonction sign™ définue par

-1, sir <0
sign” r =
0, sinon

Comme sign™ est croissante, nous pouvons considérer la fonction je, convexe, deux fois
dérivable, et telle que

i . —

Je — sign”r quand € — 0.

-eme

Pour tout 1 < i < m, nous multiplions la 1 équation de (2.24) par j. (v;) , nous avons

alors apreés intégration sur )

a/l/}tl ./ ~

[ G @) = [ (AR @)+ [ F@i ). (225)
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Nous notons I et Iy les intégrales du membre de droite de (2.25). Nous obtenons, en utilisant

la formule de Green

I =d; /m (5L (@1)) dx+d/ a%g (Vi) do.
o0N v

utilisant le fait que j. est convexe, nous aurons
~d; [ VAV (j0(0) de = —di [ 37 @) VA <0
Q Q

Pour le terme sur le bord, nous avons deux cas a étudier :

1"cas : si 0 < \; <1, nous avons d’aprés (2.17)

87)1/ (673 1*)\7,/\ o~
i) do = ~ =~ Vi) Je(vi)d
o0 v e e (B1) do = /69<)\i i U)j (8:)do

par passage o la limite, et en utilisant le théoréeme de Lebesgue, nous obtenons

Q5

Vi g -\ .
Jim - 681; gl () do = /asz <)\Z - )\l)\vz) sign” (v;) do
a; 1—>\¢A> L / <04i 1—)\iA> L
= — — ——; | sign™ (v;) do + — — ——; | sign” (7
/am[@-m] ()\z‘ Ai @) a0n[mi<0] \Ai Ai (

utilisant la définition de sign—, (2.20) et (2.23 ), il vient que

1 avz ./
1m
e—0 /90 ov Je (Y

(v;) do < 0.

2mecqs - si N =0, dans ce cas U; = o > 0 sur 9Q et donc
limojé (V) = sign™ (a;) = 0 sur 0.
€E——

par suite



ainsi, dans les deux cas

li 86@‘ ./
1m
e—0 /90 ov Je

(v;)do < 0.
et donc

lim I1 <0

e—0
Traitons maintenant Is, nous avons

limI, = lim Fi@®)7 (@) + lim L@ (@)
—0 e—0 [@20] e—0 [ﬁi<0]

- -[ i®
[0:<0]
_/ fi(“'v@\i—hoai}\i-ﬁ-l)“')
[0;<0]

€

utilisant (2.22), nous trouvons
e—0

Ainsi, par passage a la limite dans (2.25), nous avons

t
: <
611411)10 (/Q (at>]€(vl)dl‘> ds <0
0

ce qui implique que

t
0 ~
. 9 <
Eh;no//gat (Je (1)) dxds <0
0

par conséquent

lim [ jc (9;) (t) < lim [ 7 (9;(0)) dz
0 0

e—0 e—0
d’aprés (2.21), nous avons

lim [ G () () <0
Q

e—0

ainsit
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d’otv; =0 et doncv; > 0 pouri =1,...,m.

Remarque 6 La preuve donnée ici marche aussi si nous avons considéré une notion de so-
lution plus générale, & savoir les solutions dites faibles : v € C ([0, T); L? (Q)) NnL (0, T; Hg (Q))m,

pour plus de détails, voir [13].

2.3.3 Existence locale et unicité

Nous énoncons ici des conditions suffisantes assurrant I’existence locale et 'unicité

de la solution classique de (2.17). Nous avons donc le résultat suivant :

Théoréme 7 (Hollis-Martin-Pierre) Sous les hypothéses (2.18) et (2.20) , le systéme (2.17)admet
une unique solution locale et classique v sur [0, Tinaz|, telle que pour chaque 1 <1i < m, il

existe N; : [0, Typae[ — [0, 00[ continue avec
0 <wi(t,x) < Ni(t), V(x,t) € Q x [0, Tzl (2.26)
De plus, le temps maximal d’existence Tyq, est caractérisé par

m
81 Trnaz < 00, alors . lim Z [[vi ()] oo () = +00 (2.27)
K2

max .

voir [53] pour une démonstration de ce résultat.

Remarque 8 Pour étudier l'existence globale de la solution du systéme (2.17), ¢’est-a-dire
déterminer si Tyae = +00, nous utilisons la contraposée de la caractérisation (2.27) du

temps maximal de ’existence

s’il existe une fonction N : (0,00) — (0,00) telle que pour

- (2.28)
tout t € [0, Tinaa| = X [[i()[ ooy < N (1), alors Tae = +00.

i=1
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Par conséquent, pour montrer l’existence globale des solutions classiques, il suffit de montrer

que celles-ci restent uniformément bornées sur leur temps d’existence.

Remarque 9 Notons que sous les hypothéses (2.21) et (2.22), et si on a une hypothése

de " controle de masse" sur f (condition de Lyapunov) : 3 H : R™ — (0,00) réguliére

satisfaisant :

i) |H(2)| — oo quand |z| — o0

i) IM € R tel que : (VH(z), f(2)) < MH(z) Vz € R™

alors, lexistence globale pour le systéeme différentiel ordinaire associé est assurée, soit
dy _
dt
y(0) = vo; t=0.

fy);t>0

Rappelons que 'existence globale pour une équation différentielle ordinaire im-
plique toujours 'existence globale pour ’équation de réaction-diffusion associé (c’est une
application du principe de maximum), mais ce résultat est en général faux pour les sys-
témes. Pour s’en convaincre, nous proposons le contre-exemple suivant.

Soit le systéme

)
(;L:aﬂu—FQaN rze, t>-—-1
0
a—z:Av—l—Qa(N—t)Jr -8l —ulv® zeQ t>-1 (2.29)
u:O,v:(1+t2)_1 e, t>-—1

\

ou Q est la boule unité de RY et rT est définie par

T, sir>0

0, sinon
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Le systéme différentiel ordinaire associé est

(

Y} = 2aN t>0

yh=2(N—t)" y3—8[1—wy|yd t>0 (2.30)

y1(=1) =&, y2(=1) =&,

(N +1)

N la solution de (2.30 ) existe dans [—1,00), V&;,&, > 0. De plus

sia>
u(r,t) =1—7r%v(rt) = (£ + r2)_1

est une solution positive de (2.29) dans Q x [~1, 00) qui explose dans L>(Q2) quand ¢t — 0,

voir [64].

Remarque 10 Nous présentons ici un contre-exemple qui refléte l'tmportance de la condi-
tion d; > 0, pour 1 <i < m.

Nous considérons pour cela le systéme suivant

@—dlAu:—uvﬁ zeQ, t>0
ot
@—dgAu:uvﬁ reQ, t>0
gt 5 (2.31)
U v
—=—=0 o, t>0
v Ou TEO, v
| u= o, v =1p reN, t=0

Nous pouvons montrer que si do = 0,dy > 0 et § > 1, alors il n’existe pas d’estimations
dans L* de la solution de (2.31) en terme de |[uo|l 1o (o) €t ||vollpoc(q) pour t large. Plus

précisément, si pour a,b > 0 et ug,vg tels que
0<up<a, 0<wvy<b
il existe une solution de (2.31) dans [0,T] telle que pour tout t € [0,T]

o, £)]| oy < (T, a,b)
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alors

T<|(B-1)"1a

Pour plus de détails voir[53].

2.3.4 Existence globale

Nous allons maintenant aborder le probleme de ’existence globale de la solution

v = (Vi)1<j<p, de (2.17) . Pour cela, nous supposons qu'il existe une fonction H € C? (RT,R)

m

et h; € C?(R.,R) pour tout i = 1...m telles que H (z) = ;hi (z;) pour tout z > 0 et
vérifiant

hi (0) =0, V1 <i<m, (2.32)

hi (z),hi" (z;) > 0, pour tout z; > 0,7 = 1...m, (2.33)

H (z) — +o00,si et seulement si |z| — 400, (2.34)

il existe A = (aij>1<ij<m € R™ ™ qui satisfait a;; > 0,a; > 0,V1 <4, < m tels que pour

tout j = 1...m, il existe r, K1, K3 > 0 indépendament de j tels que
Zam (z) fi (2) < K1H (2) + Ky,Yz > 0, (2.35)
il existe q1, K3, K4 > 0 tels que pour tout ¢ = 1...m, on a
R () fi (2) < K3 (H (2)) + Ky, pour tout z > 0, (2.36)
il existe K5, Kg > 0 tels que

(VH (z), f (2)) < KsH (2) + Kg, pour tout z > 0, (2.37)
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Pour les conditions au bord, nous supposons que

.
* pour tout 1 <z <m,\; >0,

* si 3 ip telque \;, =0, alorson a :
(2.38)

V' j #io, Aj =0,

\ 37 #1i0,A; > 0, dans ce cas ,o;, = 0.

Remarque 11 i) les hypothéses(2.33) et (2.34) assurent respectivement la convezité et la
coerciwité de H de [0,00) dans [0,00) .

i1) Uhypotheése (2.35) implique que le systéme (2.17) admet une structure triangulaire.

ii1) Uhypothése (2.36) est une condition de croissance polynémiale sur f. Le résultat est
indépendant de l’ordre de q1.

iv) quand a (2.37), elle impose au systéme (2.17) d’étre un systéme avec contréle de masse.

m m
En particulier, siH = I, alors (2.37) implique »_ f; < K5 u; + Kg c’est la conser-
i=1 =1

2

vation de la masse.

Nous allons énoncer maintenant le résultat principal de cette partie.
Théoréme 12 (Existence globale) Sous les hypothéses (2.18)-(2.23) et (2.32)-(2.38), le
systéme de réaction-diffusion (2.17) admet une unique solution globale classique et positive.
Applications

Nous allons utiliser ce théoréme pour montrer que les systémes de réaction-diffusion

obteus dans le 1°7® partie (modélisation) admettent une solution globale.

Exemple 13 La réaction de l’amoniac

No+3Hy — 2N Hg



o1

donne le systéme suitvant

(O[N]

o — 1A [Na] = —a [No] [Ha)® pour (z,t) € Q x [0, 00)
’ [;5[2] — dyA [Hy] = =3 [No] [Ho]® pour (z,t) € Q x [0, 00)
8[1;?@] — d3A [NHs] = 2a[Ny] [Ho]? pour (z,t) € Q x [0, 00)
a[ajxﬂ - a([ailﬂ = a[]avfg} =0 pour (x,t) € 8Q x [0, 00)
| [No] (,0) = no, [Ha] (x,0) = ho, [NH3] (,0) =0 pour z € Q.

k1ks

ol NouUS avons posé o = ————.
k_1 4+ ko

Ce systéme admet une solution globale, puisque les hypothéses du théoréme 12 sont satisfaites

avec
H(z1,20,23) = 21+2+2, f1(2) =—anz, f2(2) = —3a223, f3(2)=2022
Ki = Ko=K4=Ks=Kg=0,Kg=0a,q1 =4 et
1 0 0
A= 1110
_1 1 1_

aa[f]_dlA[E]:() dans Q) x [0, 00)
LLIRPANEE _kM’fi 1S dans © x [0, o)
0[P k

o ~dAPI= j 5 [E], [S] dans Q x [0, 00)

=0 sur 09 x [0, 00)

[E] (2,0) = Ey, [S] (z,0) = So, [P] (2,0) =0 pour z €



Les hypothéses du théoréme 12 sont vérifiées avec

100
A = 110
11 1

H (z1,22,23) = z1+2+23, f1(2)=0, f3(z)=—f2(2)

Ki = Ko=K4=Ks=Kg=0,K3=0,q1 =0

Oﬁk:kQ.

Exemple 15 La réaction du [’Hydrogéne et du Brome

Bry+ Hy — 2HBr

conduit au systéme suivant

3

0 —Lvg.v?

A d1Avy = TR dans Q x [0, 00)
ot v1 + mus ,

0 —Lvg.v?

Q2 doAvy = _ TRt dans Q x [0, 00)
ot V1 + muvs3

Ovs 2Lvy.v}

2 —d3Avy = — =2 dans Q x [0

ot 3503 v + mus ans €2 x [0, 00)
(9111 (9112 8’03

=== o0 x [0

v v v sur 98 x [0, 00)
v1,0,02,0,V3,0 = 0

ot nous avons posé vi = [Bra|, vy = [Ha| et v = [HBr].

 kz
N ks —1-227

52
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Les conditions du théoréme 12 sont satisfaites avec

_1 0 0_
A= 1110
1 1 1
H(z1,22,23) = 21+ 22+ 23, f1(Z)—f2(z)—ZZiZ;23, f3(z)_z21L+Z2nilzg’
Ki = Ky=Ky;=K5=Ks=0,K3=0a,q1 =2.

Etapes de la démonstration du résultat principal

Nous allons énoncer un résultat donnant une estimation fondamentale vérifiée par
la solution de (2.17). Cette estimation serait importante pour la démonstration de l’existence

globale.

Théoréme 16 (Estimation fondamentale) Supposons que (2.18)-(2.23 ), (2.32)-(2.34),(2.37)

et (2.38 ) sont satisfaites, alors il existe g € C ([0,00)) telle que :
/H(v(.,s))ds <g(t),V0 <t < Tmax -

Le lemme technique suivant serait lui-aussi d’une grande importance dans la dé-

monstration du théoréme de ’existance globale.

Lemme 17 sous les conditions (2.18)-(2.23) , (2.33),(2.35)et (2.37), et pour tout j = 1...m,
il existe & > 1 tels que pour tout § < p < oo , il existe 0 <, <1 et Kyp, Kop € C([0,00))

tels que VO < 7 < T < Tax, nOuUsS avons

125 @)l poggermy < Kip (T =7) + Kap (T =) [H (@)% . (239)
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Nous passons maintenant & la démonstration du théoréme concernant ’existence

globale de la solution de (2.17).

Preuve 18 du théoréme 12

Notre objectif est de montrer que sous les hypothéses du théoréme 12, et pour tout
j=1,...,m, la norme de hj (v;) dans L* () reste majorée par une fonction de t. Ainsi, et
d’apres la coercivité de H ( hyptheése (2.34)), ||vj||Loo(Q) reste majorée par une fonction de
t. La caractérisation (2.28) entraine alors l'existence globale de la solution de (2.17).
En effet, (2.39) entraine que pour tout 1 < p < oo, il existe My, N, >0 et 0 < 0, < 1 tels

que
5
1L ()| o@ermy) < Mp + Ny (T =) 1 H () £ )

et comme H (v) >0 et 0< 6, <1, nous avons
| H (v)||LP(Q(T7T)) <C(T —1,p), pour tout 1 <p < oo

aimnsi

K3 (H (2))" + Kall po(g(rry) < C(T'—7,p), pour tout 1 < p < oo.

Nous considérons alors, pour tout j =1,...,m, Z; solution du probleme suivant

07,
—L —d;AZ; = K3 (H (2))" + K4 dans Q x 10, T

ot
0Z,;
(L=X)Zj + N5~

Zj (x,0) = [[h; (v (2,0))|| oo () dans Q2

= B sur 9Q x 10, T (2.40)

ot T < Thae et

85 = maz (I1h; (@)l oy » 105 (V)| oy ) - (2.41)
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D’apres le lemme linéaire (voir annexe), Z; existe, ¥V j = 1,...,m. De plus, nous avons

12 ()l gy < M (6) ¥t € 10,7 (2.42)

or Uhypothése (2.33) entraine que pour tout j =1,....,m

ahjagfvj) — ;A (b (vg) < B (vg) - fi (v)

d’aprés (2.36), nous aurons

Oh; (v;)

o = i (b (v7) < K3 (H (0))" + Ky

d’autre part

(Z; — hj (vy)) (x,0), pour tout = € Q.

Il reste & comparer Z; et hj (vj) sur le bord de Q x |0, T, nous distinguons alors deux cas :
1" cas : Aj = 0, dans ce cas, Z; = 3, et v; = a; sur 982, nous avons, en utilisant (2.41)
Zj = hj (vj) = B — hj (a;) = 0.

2°m¢ cas @ N\j > 0, dans ce cas, et d’aprés (2.17), nous avons

j o0
£ y y vj) sur

9 (hj (v5)) _ W (v,) <aj 1=

utilisant (2.32) et (2.33), nous obtenons

I(hj (i) _ i o 1=2g,
5y = hj (vj) NN hj (vj) sur OS2

ainsi la relation (2.41) entraine que

0

5o (Zi = hi () + (1= Ay) (Z;

/\j j hj (Uj)) Z ,Bj — ijh;- (N]) Z 0 sur 002
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et d’aprés le théoréme 4
0 < hj(vj) < Zj dans Q x ]0,T[ pour tout j =1,...,m
et utilisant (2.42), il vient que
g )l gy < 12 ooy < M; (8), W2 €10,
finalement, (2.34) entraine que
l|lv; (x,t)HLoo(Q) <N;j(t),Vi=1,..mV(zt)eQx]0,T[
par conséquent, Tyq., = +00.

Preuve 19 (théoréme 16)
Nous démontrons ici que, sous les conditions (2.18)-(2.23), (2.32)-(2.34),(2.37) et (2.38), il

existe g € C ([0,00)) telle que
t
/H(v(x,s))ds <g(t),V0 <t < Thag-
0 Le=(Q)
Pour cela, nous posons

t

Z (x,t) = /Zdzhz (vi (x,8))ds,0 <7 <t < T
0 = 1
Nous avons d’une part
8 m
o507 (wt) = > dihi (vi (1))

=1

D’autre part
Ahi () = by (v;) [Vui|* + B (v;) D,

d’ou

t m
NZ = /Zd’ (i \Vv2| + b (v;) Av;| ds
0 =1



utilisant maintenant I’hypothése (2.33), nous obtenons

Lom

AVA E —/Zdlh; (Uz) Avids

7=l

d’aprés (2.17), il vient que

ANZ < /VH(U) (f(v) - )

utilisant 'hypothése (2.37) nous obtenons

_AZ< K5/(H (W) + Ko (t—7) + H (v (@,7))) — H (v (2,1)

T

d’ot
¢
H(v(x,t))—AZ < K5/(H(v)+K6 (t—7)+H (v(x,7))).
D’autre part, si l’on pose

dy = maz d;, dy,, = min d;
M= e tm <i<m

il vient que

1 — 1 &
_— < <
y ;d,hl (v;)) < H (v) < i Z;d hi (v;)
et donc
192y o< ki [ 220w s)ds+ Ke(t— 1)+ H (0 (7))
day Ot —5dat‘r8567
K5
< d—Z(xt)—i—Kg(t—T)—i-H( v (z,7))
ainsi
—EZ( )+L§Z(xt) ANZ (z,t) < Kg(t—7)+ H (v(x,71))
dm dps Ot

o7



Nous posons

dyy

w(w,t) =e"Z (z,t) ot = —K5——
dm

nous avons alors
ow 0
-7 7 — 7 at
at <a T ) °
ainsi w vérifie pour tout (z,t) € Q (7,t)

O st < dag (K (6= 7)+ H (v (2,7)) € = A (a1)

de plus

w(z,7)=e"Z(x,7) =0

quand aux conditions sur le bord concernant w, nous avons a traiter trois cas :

1°" cas : si pour touti=1,...,m, \; >0, dans ce cas

0z x (%,
5 = /Zdh

T

d’apres (2.32),(2.33) et (2.26), il vient que
/ Zd i LH / Zd (v;)

. 1=\
et en considérant \* = min——— nous obtenons
i

N Z + — < /Zd —h' = C(r—7), pour x € 9Q,t € |0, Tinaz|

o8
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2°M€ cas : st Vi =1,...,m,\; =0, dans ce cas v; = «; sur I et donc

Lom

7 (ac,t) = /Zdzhz (Ozz)

2=l

d’apres (2.20), o; € C? (Q) et donc

Z (z,t) < Cp—ry, pour x € 0t €0, Taz|

3¢me cas : si A1 C {1,..,m}, I # 0 tel queVi € I, \; =0 et Vj ¢ I,\; > 0. Dans ce cas, et
d’aprés (2.38), a; =0 et donc v; =0,Vi € I.
Nous avons alors

t t
o0z . Z By, ‘ 8%‘ Z By ' Oéj 1-— )\j
v / icl i () O i / it (07) <)‘j Aj

T J¢l

s
utilisant (2.32) et le fait que a—vl < 0, pour tout i € I, nous obtenons
v

t t

oz a; 1—X

2 [ ane) - [ X ar W)

81} - >\j X A]
T j¢[ T j%l

(2.26) entraine que

0 / /

* @y *

N2+ oo g/ZdJAjh;(NJ)H /Zdlh@(vz)
. I T i€l

Finalement, w vérifie

0
a_ dyAw < A(z,t) dans Q x )0, Tinax|

ot
Nw + % < Cr—ry sur 92 x 10, Tinaa

w(z,0) =0 dans Q
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D’aprés le lemme linéaire (voir anneze), nous avons
[w(; D ooy £ N (), V0 <7 <t < Tinaa
d’ou le résultat.

Preuve 20 (lemme 17)
Notre objectif est de montrerque sous les conditions du lemme 5, (2.39) est satisfaite, Vj =
1,...,m. Pour cela, nous considérons, pour tout 1 <p < oo et 0 <7 <t <T, une fonction

0 c L (Qx]|r,t]) telle que HGHLP(Q(T@) =1, 0 >0 et pour tout j = 1,...,m, ¥; solution

de
8{;1; — d; AV (z,t) =6 (x,t) dans Q x |7,t]
v
(1—=Xj) ¥, 4—/\8a =0 sur 0Q x |71,1] (2.43)
U,(z,T) =0 dans 2

Notons que si W (z,t) =V, (z,T —t), pour (z,t) € Q x ]0,T — 7[, alors W; vérifie

a;tv AW (e, t) = 0 (2, T — ) dans © x ]0,T — 7
(1 —=Xj)W; +)\3;/V =0 sur 9Q x 10,7 — 7]
\ W;(z,0) =0 dans 2

D’aprés le lemme linéaire (voir annexe), Vj = 1,...,m, W; existe donc ¥; aussi. De plus,
U, >0 ( par application directe du théorémel, Wj et W; donc sont positifs).

Pour i =1,...,m, nous posons u; = h; (v;), F; = h; (v;) fi (v) . Démontrons alors la relation
(2.39) par récurrence sur i.

Pour i =1, nous avons d’apreés (2.43)

//ule_//ul (—a‘h—dlﬁ\h) duds
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utilisant la formule de Green, il vient que

T

//U19 = //—ul +d1//Vu1V\Ill dl//u10\1’1
0 Q
= //—ulaqjl—i-//dlﬁul\pl—i-dl// Wl%—%ul
o0 ov ov
0

d’aprés le lemme 21 (voir annexe), nous avons

//u19 < //ula‘l'l //\Ifl diAuy + Cpr (2.44)

utilisant (2.17)et (2.33), et aprés intégration par partie,nous avons

T T
//\Ill.dlAuld:zds < //\111 <F1 - 3u1> dxds
0

ov
< // <\111F1 + u18t1> dxds + /\Ill (2,0) ug (z) dzx
0 ¢ Q
ainsi, (2.44)devient
T T
//u10 < //\IllFldacds—i-/\I/l (x,0)uip (x)dx + Cp 1 (2.45)
Q Q Q
0 0

en multipliant (2.45) par a11, et utilisant (2.19)et lemme 21 (annexe)

T T

//anul@dxds < //\IllauFldxds + Cp7T (2.46)
Q Q

0 0



d’aprés (2.35) nous avons

T T

//auulﬁdxds < au//\Ifl (KlH(U) + Kg) dxds + Cp,T
Q Q
0 0

T T
< auKQ/ /\Illd:cds + anKl//‘IllH (1)) dxds + Cp7T
Q Q
0 0

IN

T
anKl//\Ile (’U) dxrds + Cp,T
Q
0

utilisant 'injection de Sobolev, 3 L, > 0 tel que
W1 (@, )l oo o,y < Lo (V1 (@, )| oo,y Vo € €2,
le lemme 21 (annexe) entraine alors
193 @ Mo < Cor
Ainsi, en appliquant 'inégalité de Holder et le lemme 21 (annexe),il vient que
T
//Qxlle (v) < LprCpr [[H ()]l 10,7, 200 ()
0
et d’apres le théoréme 16, nous avons
T
[ [t ) < LuCorg @)
Q
0

ainsi, nous obtenons

T
au//ulé?dxds S Cp’T
Q
0

d’ou

5
[wall paggpy < C1(T) + C2 [ H (0)|I 149 70y avec 0 < dq < 1.

62
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Supposons alors que (2.39) est vrais jusqu’a i — 1, et montrons ce résultat pour i.

En effet, et comme nous avons fait dans le cas i = 1, nous obtenons

/{)T/Quie ://ul<_ dA\IJ)

, T
< —/ /’U,Za\l’j—dj/ /\IfjAui—ij
< / / —/ /\I/dA’U,Z-i—CpT
e (%) e
Fods a\IJ d; d;
< - iij J bl ]\IJF \I’ i W.d; Auy;
> A /QU ot + 875 +d +d ()u0+cp,T j u +Cp,T
dj g Vi dj
< (%1 et N U, F,
B <di >/0 /Qu ot +di/0 /Q iFit Cor

d.
multiplions par d—laﬂ et sommons de i = 1,...,m, nous avons, d’aprés (2.35)
J

T j—1 d: j—1
/0 /dejaﬂuzé’ S ZCL]‘Z’ <1 — > / / Uli +/ / KlH + Kg) + CpT
=1 =1

(2.47)

or, d’aprés Uhypothése de récurrence, Holder et lemme 21 (anneze)

z (-8 /uze<§faﬂ

D’autre part, en appliquant toujours Holder, il vient que

q

T
/0 AWjH(v)dxds < /||\I/ ||L°°0T)/ H (v) dzds
S [Ep I T
e ||Jo La@)
T
< LpyrCpr / H (v)
0

L9(Q)

6 .
Cor (g (T) + Koy (T) | (033 ) 00 o7 =

1.
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le théorém 12 entraine alors

[ S i < o 0) + Coa (1)1 ) gy

zlj

comme 0 € LP (0 x [1,T]) et que ||0]| o7 y) = 1 pour tout 1 < p < o0, (2.39)) est vérifiée.

2.3.5 Annexe

Lemme 21 Lemme 22 (lemme linéaire) Soit le probléme parabolique linéaire suivant

?;: dAu = g dans Q x 0,7
(I1=XNu+ )\% =« sur 9 x |0, T (2.48)

ov
u(x,0) = up dans 2,

et st nous désignons par z la solution du probléme élliptique suivant

z—dAz =0, dans Q
3}
(1—)\)24—)\(% =« sur 09,
alors nous avons
st g € LP ([0,T]; L1(2)), avec 1 <p,q < o0, a € C* () et up € L1(R), le probleme (2.48)
admet une solution unique u telle que Ou et Au appartiennent a LP ([0,T]; L9 (Q2)) et

|

de plus u satisfait

ou

en + 1A oo,y 00(0)) < Cra <H9HLP([O,T];L<1(Q)) + lleller o) + HUOHLq(Q))

Lr([0,T};Le(52))

t
1 N
[u ()] oo () < lluo = 2]l Loy Hll | Lo (o +C/ 7 9 (s) + 2l o () ds pour tout p > —-.

0 (t—s)2

Preuve 23 Pour une preuve, voir par exemple [45], [65], [67]..



65

Lemme 24 V1 < p < 00, V1 < i,j < m, il existe C, (T — 7) > 0 indépendante de 6, telle
que V; solution de (2.43) vérifie
Z) HP\I’J' (-»7')||Lp(g) > ||P\I’j||Lp(Q(T,t)) > HA\II]'HLP(Q(T,t)) < Cp (T - 7') , Ol

\Ifj (.,t) Si)\' >0
P\I/j (.,7’) =

U (.,t) |Q\f9 j(z,t)dx si \j =0

i) 7l |0 250D 0 5] < €1 - ),
n+2  pn+2)
2 1T 2o

i) ||\Ilj||Lq(Q(’r7t)) SKq(T-71).

etsil<p< , alors il existe K, (T — 7) telle que

Preuve 25 i) et iii) se déduisent immédiatement de la définition de V;, W; et de [65] et

[53].
Pour lestimation 1), nous avons & traiter les cas suivants :

1¢" cas : \j > 0 et \j > 0, dans ce cas, et d’aprés (2.17), nous avons

//ag{j i >_hi<w>‘?ﬂ //m [ i >>+1;jxjhi(m] 210
= [ L e (5= ) )]

d’aprés (2.32) et (2.33), il vient que hl (v;) > 0, et comme v; > 0, nous avons

/ /69{ j (‘)v )_hi(vi)aaq;j}S/TT/(%llIlj[h;(v)i{:‘i_l)\j)\jhi(vi)]

d’apres (2.26)et (2.33)

/TT/BQ [\PJW — hi (v;) 8;:] < /TT/m‘I’j [h; (Nz‘)%-i' 1;j)\jhz' (Ni)]

utilisant Holder puis i), nous obtenons

//BQ[J o0 )‘hi@z‘)?ﬂscp@—r).
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26me cas- N\, = \; = 0, dans ce cas; v; =a; et U: =0, et donc
s ¥l s ) 7 )

[ ol mmea )= [ oo (5)

utilisant Holder, le théoréme de trace et i), nous obtenons ii).
3¢me cas : \; = 0 et \j > 0, dans ce cas, (2.38)entraine que a; = 0, ainsi, et d’aprés (2.32),

il vient que

//m[ z>>_hi<m>8gﬂ:/f/mijgj

comme ¥; >0, h} (v;) >

8

[ ] o

\ ov;
45me cas : \; > 0 et \j = 0, dans ce cas : W; = 0 et d’apres (2.26) et le fait que 87] <0,
v

nous avons

[ oot onen 52 = [ fmon (-52)

on suit les mémes démarches que dans le 2°™¢ cas pour aboutir au résultat.

2.4 Approximation numérique des systémes de Réaction-Diffusion

Une question importante en pratique est celle du choix d’une méthode numérique
qui permet le calcul des solutions d’un systéme donné. Des travaux de nombreux auteurs
sur des questions de ce type se sont multipliés et une trés abondante littérature sur le sujet
existe selon la classe des équations a traiter : linéaires, nonlinéaires,elliptiques, paraboliques,

hyperboliques.... Dans la littérature on trouvera des méthodes de résolutions variées et des
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techniques élaborées.

Dans cette partie nous nous interessons a la résolution numérique des systémes des réactions
diffusion (2.14),(2.15) et (2.16) que nous avons obtenus aprés modélisation .Il s’agit des
systémes parabolique nonlinéaires. nous avons adopté la méthode des éléments finis pour
I’approximation spatiale et celel de Newton-Raphson pour traiter la partie non linéaire.
Nous commencons par rappeler le principe de la méthode des éléments finis et celui de la
méthode de Newton. Nous donnons ensuite le schéma numérique pour résoudre une équation

parabolique du type :

O (o, 1) — (. 0) = f (20, 1) w€ D1 >0
%(m,t)=0x€89,t>0

u(x,0) =up (z) z € Q

\

0
ot f une fonction de 2 x [0,7] x R dans R, de classe C! telle que 8—f < 0. Nous avons
U
utilisé le logiciel Matlab [66] qui permet la prise en compte des diverses nonlinéartés et un
algorithme a été écrit pour résoudre les trois systémes. Enfin nous présentons les résultats

numérique sous forme graphique.

Nous commencons par rappeler le princié de la méthode des éléments finis.

2.4.1 La méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis peut-étre utilisée pour la résolution numérique
d’équations élliptiques ou parabolique. Cette méthode offre ’avantage, par rapport a la
méthode des différences finies,de pouvoir traiter sans difficultés supplémentaires toute géo-
métrie ainsi que d’augmenter la précision des résultats au prix d’efforts de programmation

raisonnables. C’est la méthode des éléments dinis qui est systématiquement utilisée pour le
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calcul des structures et de trés nombreux codes d’éléments finis ont été développés.

Contrairement a la méthode des différevnces finies, ol 'opérateur aux dérivées partielles est
approché a l’aide d’une formule de différences, ce sont les fonctions qui sont.ici approchées.
Etant donnée une fonction définie sur un ouvert  de RY (N =1,2,3) a valeurs dans R
d’une part et un maillage de 'ouvert €2 d’autre part, la méthode des éléments finis permet
la construction d’une fonction approchée, qui ne dpend plus que d’un nombre fini de de-
grés de liberté.Ainsi, au lieu de considérer la solution du systéme d’équations aux dérivées
partielles dans un espace de dimension infini, on cherche la solution de ce méme probléme
dans un espace fini. Mais pour que le probléme initialsoit bien posé dans ce nouvel espace
, on doit en transformer la formulation et on a recours a la "formulation variationnelle"
Le succés de la méthode des éléments finis vient de ce que toute fonction dans ’espace
d’approximation peut se décomposer de fagon trés simple sur une base canonique. Dans
Pespace d’approximation la formulation variationnelle d’un probléme parabolique( qui est
d’ailleurs le type de probléme que nous voulons résoudre) est alors équivalente a un systéme

différentiel non linéaire de la forme

d§ B
M+ RE() = F ()
£0) =€

ou ¢ désigne le vecteur des inconnus (ou degrés de liberté), F' une fonction donnée ( ou
fonction de contraintes extérieurs imposées), M la matrice de masse et R la matrice de
rigidité. Notons que dans ce travail nous ne considérerons que les éléments finis de Lagrange
qui correspondent & des degrés de liberté en certains points.

Approximation des fonctions

La construction des espaces d’approximation se fait en définissant d’abord ce
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qu’est un élément fini, puis en définissant des régles qui permettent d’assembler des éléments
finis d’un méme type, de fagon a approcher des fonctions d’un ouvert 2 & valeurs réelles.

Nous ne considérons ici que I’élément fini P;. soit K un triangle donné et aj,asetas ses
sommets. L’élément fini P; construit sur K est la donnée du triplet(K, >, Py) , ou Pj est

I’espace des fonctions polynémiales, de degré inférieur ou égale & 1

Plz{p(:c,y):a$+ﬁy+%a,ﬁ,7€R},

et est 'ensemble des trois formes linéaires ¢, 1 < j < 3, définie sur C*° (F) (on parle aussi
de degré de liberté) telle que ¥, (v) = v (a;),1 < j < 3.
Une propriété indispensablepour que le triplet (K, ), P1) définisse un élément fini est I'uni-

solvance.

Définition 26 L’élément fini (K,Y., P)est unisolvant si pour tout triplet (£1,&5,&5) € R3

il existe un unique polynome p de Py tel que 1; (p) =pl(a;) = §,1<75<3.

L’ensemble des degrés de liberté et ’espace P; sont donc liés.
Proposition 27 L’élément fini (K, ., P1), défini cidessus, est unisolvant.
Preuve 28 Pour la preuve,voir[68].

Nous pouvons ainsi définir la base canonique associée a 1’élément fini (K, ), Pp) :

les fonctions ¢; , sont définies par :
¢; € P1,p; (aj) = b4,

ou d;5 est le symbole de Kronecher.

Nous remarquons que ces trois fonctions de base sont les coordonnées barycentriques du



70

triangles, souvent notées p; = A;j,1 < j < 3. Il s’agit de fonctions affines dont les lignes de
niveausont parallélesau coté du triangle opposé a a;.

Nous avons mis en place tous les outils des éléments finis pour I’élément . Il faut maintenant
définir des régles pour assembler des éléments de cette famille et définir ainsi un espace

d’approximation de fonctions. Nous devons pour cela définir ce qu’est un maillage.

Définition 29 Sorit ) un ouvert & frontiére polyédrique et T un recouvrement de €0 par
des triangles. Nous dirons que T est un maillage de € si, pour deuz triangles quelquonques
et différents K1 et Ko de T, l'intersection K1N Ko est soit vide, soit un sommet commun,
soit une arréte commune.

L’espace d’approximation que nous considérons est alors
Vi={veW!'>(Q),v|KeP ,VKeT}.

Proposition 30 L’espace Vhl est un espace vectoriel. Sa dimension est égale au nombre de

sommet du maillage.

Pour construire la base canonique de Vhl, il est commode de numéroter les sommets
du maillage sl ,1 < j < J. Nous introduisons ensuite les fonctions oI ,1 < 4 < J, définies
par

o e ol (s') =g
D’aprés la propriété d’unisolvance, les fonctions ®7 sont uniquement définies puisque, dans

chaque triangle K, la valeur de ®7 est prescrite en chacun des trois sommets. Il est immeédiat

de constater qu’il s’agit d’une base de Vh1 .
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Remarque 31 Notons ici que pour avoir un maillage idéal il faut mailler avec des triangles
équilatéraur. Mais il faut aussi se souvenir que le domaine & mailler est donné et on
essayera de construire un maillage dont les triangles ne "s’écrasent” pas. Une autre qualité
d’un maillage est sa régularité : On esayera d’obtenir un maillage tel que la taille des
triangles varie le plus doucement possible. On congoit donc que le maillage d’un objet est
une operation délicate. En général, on découpe l’objet a mailler en sousdomaines que l’on
maillera séparement. Tous les mailleurs utilisés dans l'industrie ou bien la recherche savent

recoller des sous-maillages.

2.4.2 Formulation variationnelle

Avant de passer a la formulation variationnelle, nous remarquons que le traitement
numérique des trois systémes de réaction-diffusion que nous avons obtenus a la fin de la
premicére partie, (2.14),(2.15)et (2.16,) est de méme nature et présente les mémes diffucultés

que la résolution d’un probléme parabolique de la forme

?;Z —dAu = f(z,t,u) dans Q x 0,7

Ou _ 0 sur 092 x |0, T (2.50)
ov

u(z,0) = up (x) dans Q.

ot f:Qx]0,7[ x R — R mesurable et telle que
(3.1) u — f (t,7,u) est de classe C*

(3.2) f(t,z,u) € L* (2 x ]0,T[) pour tout u € R

0
(3.3) Ju (t,z,u) < 0 pour presque tout (z,t) € Q x ]0,T[ et Vu € R,
U

g

0
ol Bf déigne la dérivée partielle de f par rapport a wu.
U

Rappelons que 'existence globale de la solution du probléme (2.50) est assurée par le théo-
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réme 11 ( voir partie 2). Nous allons donner ci dessus la formulation variationnelle du
probléme (2.50).
Considérons alors les espaces suivant, X = L" (Q) et V = WL (Q), ot r > 2. La formula-

tion variationnelle du probléme (2.50)s’écrit alors

trouver v € V,u(0) =ug € X , telle que (2.51)
d »
7 (u(t),v) +d [ VuVodr = f (¢t z,u)vde Yo e W (Q)
Q Q
on (,)désigne le produite de dualité entre L” () et L™ (Q) ou 14l=1

Remarque 32 La formulation variationnelle (2.51) a bien un sens. En effet, comme r >
2, Ve L*(Q), et daprés Uhypothése (2.51) on a f(t,x,u) € L* () par conséquent
[f(t,z,u)vdz a bien un sens pour tout v € WH'" (Q).

Q

2.4.3 Le probléme variationnel approché

Nous donnons ici leprobléme variationnel approché du probléme (2.50).Pour cela,nous

considérons 1’espace Vh1 défini par
1 _ 1l.00
Vh —{UUEW (Q),U|TeilEP1,VTeilETh}

ou Ty, désigne la triangulation de €.

Posons m = dim Vhl, (®5), <i<m base de Vhl,zi les sommets du maillage tels que
®; (2) = 645, 1 <i,j <m

considérons alors le probléme approché suivant :

étant donné ugy, € VI, trouver une fonction uy, : t € (0,7) — wy, (¢) € V! solution du
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systéme différentiel ordinaire suivant

d
7 (up, (t) ;o) + d[VupVopde = [ f(t,z,up) vpdz Yoy, € Vh1
Q Q (2.52)

up, (0) = uop

posons
m m
up (8) =Y &5 () Djiuon = Y &,
Jj=1 Jj=1
le probléme variationnel approché (2.52)s’écrit alors

Trouver (& ; (t)) tel que

1<j<m
d

6 D125, + 456, (1) [y VO, Vil = [o (t, 5 5260 <I>j) @

§0)=¢&,;1<j<m

\

Nous introduisons la matrice de Rigidité R = (a; ;) et la matrice de Masse M =

1<i,j<m

(bi,j)lgmém définies par
ai; _/vq»jvqyd:c et a;; _/(pj(pidm
@ Q

Le probléme variationnel approché (2.52) se met finalement alors sous la forme

dé (t) _
M=2= +dRE (1) = F (1€ (1)) (2.53)

£(0)=¢,

ou

E0) = (M) €= (€05)1cyem o F(16) = (F (1,6)1c,, definic par

1<j<m

F;(t,€) = /Qf to,» &) | Pidr 1<i<m
j=1
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2.4.4 Méthode de la semi- discrétisation
Rappel

Nous rappelons tout d’abord quelques notions trés élémentaires sur la résolution

du probléme de Cauchy pour une équation différentielle ordinaire

Y ) +eoty)=0,0<t<T
(2.54)
y(O) = Yo

o ¢ :[0,7] x R — R est continuie.

Considérons une partition (ou subdivision) de [0, 7] supposée uniforme, pour simplifier

At=—ty=(m—-1)At,1<n<N+L.

T
N
Nous cherchons a calculer pour n = 2, ..., N 4+ 1 une approximation y,, de y (¢,). La méthode

la plus simple a laquelle nous nous limitons est la §— méthode,ou 6 € [0, 1] est un paramétre :

elle consiste a remplacer (2.54) par le schéma aux différences finis

1

AL (Yn+1 = Yn) + 09 (tns1,Ynt1) + (1= 0) @ (tn,yn) = 0,1 <n < N (2.55)

donc connaissant ¥y, cette derniére équation permet de déterminer ¥,41.
% si 0 # 0 :yp41 s’obtient implicitement en fonction de y,. Nous donnons deux exemples de
ce cas
1 )
pour 0 # 3 la méthode est d’ordre 1
1 .
pour 6 = 3 JJa méthode est d’ordre 2.
Pour la stabilité de cette méthode, nous avons

1
si0<6< 3 le schéma (2.55)est stable sous la condition |At| << €
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1
si 3 < 60 <1 e schéma (2.55) est inconditionnellement stable.

Application

Nous appliquons alors la #— méthode pour résoudre notre probléme (2.52), donc
pour résoudre le systéme différentiel (2.53). Si nous posons £" = £ (t,) et £° = &,, nous

obtenons
(M 4+ dOALR) €™ — OALF (ty11,6"T) = (M —d(1—0) AtR) " + (1 — 0) AtF (4280)
fo = fo

Dans le cas ou F' est non linéaire, nous utilisons laméthode de Newton. Nous donnons ci

dessous un rappel sur cette méthode.

Meéthode de Newton

Considérons I'application G : R™ x [0,T] — R™ . Soit donc a résoudre pour t
fixé dans [0, T
G (&, &myt) = 0. (2.57)
On se donne un point initial (59, o f?n, t), on exécute lespas suivants jusqu’a ce que H (55@, e 6§fn) H <

€0, €0 précision fixée a 'avance
deG (€1, € t) (061, 06,) = =G (€1, Enrt) (2.58)
ff“ = §f+1 + (5{? pour 1 <[l <m

ou deGG ({il, ...,§in,t) désigne la différentielle de G par rapport a £ au point (53, ...,§fn,t).

Cette procédure lorsqu’elle converge, converge généralement d’une facon quadratique.
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Comme c’est bien connue, ellene converge pas si (5(1), ...,f?n,t) n’est pas dans un voisinage
de la solution.
Pour surmonter cette difficulté,on peut commencer par (5(1), ey E?n, to) une solution connue

pour ty voisin de ¢,qu’on utilise comme point initial dans la procédure de Newton (2.58)

Algorithme de passage de t; a tr4;

a) On part de yo = £ (t1);
b) Pour n =1 a L faire
y1=¢(tn);
Yo = Y1,

répeter jusqu’a convergence de Newton

;

(M + dOALR — QAtDEF (Y1,tnt1))V = M (yo — y1) — dOAtRyy

+OALF (y1,tn+1) + (1 — 0) ALF (yo, tn)

\m=m+V
fin de la boucle de Newton
5 (tn+1) = Y1;

fin.

2.4.5 Reésultats numériques

Nous présentons dans ce dernier paragraphe les résultats numériques pour les
systéme de réaction-diffusion que nous avons obtenus au premiere section concernant la

modélisation.
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1. la réaction de ’amoniac (2.9) conduit au systéme de réaction suivant

, 3552] — 1A [No] = —a [Ng] [H]? pour (z,t) € Q x [0, 00)
% ~ A [Hy] = —3a [Ny [’ pour (z,t) € Q x [0, 00)
& [];:{3] — d3A [N Hs] = 20 [Np] [Ho]’ pour (z,t) € Q x [0,00)
a[a]f] - 8{9[1{2] =2 [Zf Y pour (z,t) € 8 x [0, 00)

| [No] (w,0) = no, [Ha] (x,0) = ho, [NH;] (2,0) =0 pour z € Q.

la figure A représente I’état initial 1 = 0 et 'instant ¢; + 1 = 10 pour les concentrations

des trois constituants.

Figure A
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2. Quand a la réaction enzymatique (2.11) entraine le systéme suivant

88[tE]_d1A[E]_O dans © x [0, 00)
88[5] —dsA[S] = _ka-[S] [E]o [S] dans © x [0, 00)
d[P] k

“or A= g Pl 18] o £ 020

= = =0 sur 92 x [0, 00)

[E] (z,0) = Ey, [S] (z,0) = Sp, [P] (2,0) =0 pour z € Q

\

la figure E représente 1’état initial £; = 0 et I'instant ¢t;, + 1 = 10 pour les concentrations

des trois constituants.
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Figure E

3. La réaction de I'Hydrogeéne et du Brome (2.13)donne le systéme de réaction-

diffusion suivant

, @ ~ A [Bro] = ;ﬁ [[Z%E]B /TQ[];Z] dans Q x [0, c0)
? [aih] — dA [Hy] = —5 +_n]; [[?gif ;ZE;T2]1 dans © x [0, 50)
% — dsA[H Br] = fi [[Zsz?;z][;TQ] dans € x [0, 00)

| [Br2] (,0) = no, [Ha] (2,0) = ho, [H Br] (2,0) =0 pour & € O
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la figure Br représente ’état initial t;1 = 0 et 'instantt;, + 1 = 10 pour les concentrations

des trois constituants.

05 o 0.5
Hh, a instant final

Figure Br

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité un systéme de réaction diffusion provenant de
la cinétique chimique, en étudiant trois réactions : la réaction d’amoniac, celle d’Enzyma-
tique et la réaction de ’'Hydrogéne et du Brome
Nous avons commencé par la modélisation de ces trois réactions chimique pour obtenir
des systémes différentielles puis des systémes de réaction-diffusion. Nous étions interressés

ensuite a I’étude mathématiques des problémes obtenus aprés modélisation, en prouvant
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I'existentence locale, globale, positivité, bornitude et unicité, et ceci en devellopant des
techniques bien approbriées a ce type de probléme. La simulation numérique a fait ob-
jet de la derniére partie de ce chapitre, en adoptant la méthode des éléments finis pour
la partie linéaire, et la méthode de Newton-Raphson pour le traitement de la partie non

linéaire. Les résultats obtenus ont été illustrés par des graphiques en utilisant ’outil Matlab.
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3.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’étudier une classe de maladies infecticuses modé-
lisées par des systémes d’équations aux dérivées partielles EDP a trois compartiments :
cellules susceptibles, infectées et rétablies, Le but est de comprendre le comportement et la
propagation de ces maladies dans la population en considérant a la fois le taux d’incidence
non linéaire et ’absorption du virus par les cellules infectées.

Par conséquent, nous proposons un modeéle généralisé du virus de I’hépatite B (HBV) for-

mulé selon le systéme des équations de réaction-diffusion suivant :

(

%f =X —dTl(z,t) = f(T(z,t), I(z,t),V(2,1))V(x,1),
% = f(T(z,t), I(x,t),V(x,t)V(x,t) — al(z,1), (3.1)
\ %—‘tf = dyAV + kI(z,t) — if (T,1,V)V — puV.

Les termes T'(x,t), I(x,t) et V(z,t) sont respectivement les densités de cellules susceptibles,
infectées et de virus libre en position x et le temps t.

Nous nous intéressons au dernier systéme obtenu selon trois objets :

le premier est 1’étude de la dynamique d’un modeéle épidémiologique de réaction-diffusion
pour décrire les intéractions entre une population de suscptibles, d’infectés et de rétablis
avec une fonction d’incidence qui constitue une généralisation et amélioration de nombreux
travaux en littérature ( [20], [21], [22], [23], [24],[25]).

Le deuxiéme objectif est de prouver que le modéle, en version discréte et continue, est
biologiquement bien posé, et ceci en prouvant ’existence globale, la positivité et la bornitude
des solutions sous des hypothéses bien appropriées.

Nous nous intérressons de plus a étudier la stabilité globale des points d’équilibre et ceci
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pour les deux versions.
La derniére partie présente la simulation numérique de quelques applications sous matlab

en utilisant un shéma de différence finis.

3.2 Formulation du modéle

L’hépatite virale constitue un probléme de santé publique international, compa-
rable & celui posé par d’autres grandes maladies transmissibles comme le VIH, la tuberculose
ou le paludisme. Malgré la lourde charge qu’elle fait peser sur les populations dans toutes
les régions du monde, I’hépatite n’était pas vraiment considérée comme une priorité pour
la santé et le développement jusqu’a une date récente. Elle ne sera plus négligée désormais
avec l'adoption de la résolution sur le Programme de développement durable a I’horizon
2030. En particulier, 'objectif 3 appelle expressément & prendre des mesures pour com-
battre 'hépatite virale
En particilier, I’hépatite B est une infection virale qui attaque les cellules du foie appelées
hépatocytes. 11 peut provoquer une infection aigué ou chronique et expose les personnes a
un risque élevé de déces par cirrhose et cancer du foie. L’infection par le virus de I’hépatite
B (HBV) est désormais un probléme de santé mondial majeur.

Dans ces derniéres années, la modélisation mathématique a utilisé des équations aux dérivées
partielles (EDP) pour comprendre la dynamique de l'infection par le HBV. De nombreux
auteurs ont utilisé des équations de réaction-diffusion virologique. Wang et Wang [20] a
proposé un modéle mathématique pour simuler une infection par le HBV avec dépendance

spatiale. Ils ont introduit la mobilité aléatoire des virus dans le modeéle de base proposé par



85

Nowak et al. [21] et ils supposent que le mouvement du virus suit une diffusion fickienne.
Dans [20], les auteurs ont supposé que le taux d’infection était bilinéaire et ont ignoré ’ab-
sorption du virus par les cellules infectées.

Notre but est de présenter un modeéle décrivant les variations de concentration ou de den-
sité réparties dans ’espace sous 'influence de deux processus : les interactions locales entre
espéces et la diffusion qui provoque la propagation d’espéces dans ’espace. En dynamique
de population, les termes de diffusion correspondent a un mouvement aléatoire d’individus
et les termes de réaction décrivent leur reproduction.

Avant de présenter notre modeéle, nous rappelons une classe de modeéles trés utilisés en

situation épidémiologiques.

3.2.1 Un modéle compartimental

Un modeéle compartimental est un modeéle dans lequel la population est virtuel-
lement divisée en un nombre de compartiments donnés qui interagissent entre eux selon
certaines regles.

Les modéles compartimentaux sont des modéles déterministes ol la population est divisée en
un nombre de catégories selon différentes caractéristiques et selon I’état par rapport a la ma-
ladie (susceptible de se faire infecter, infecté non contagieux, infécté contagieux, immunisé,
décédé, etc). Le changement d’état d’individus, i.e le changement de la densité d’individus
dans chacune de ces boites est gouvernée par un ensemble d’équations différentielles.

Les contacts entre les individus contagieux et les individus sains se font aléatoirement dans
le temps mais aussi au sein de la population puisqu’un individu pourra infecter n’importe

quel individu sain avec la méme probabilité. Vue leur simplicité conceptuelle, les modeéles
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compartimentaux peuvent étre aisément adaptés & plusieurs situations épidémiologiques en

faisant varier le nombre de catégories dans lesquelles la population est divisée.

compartimentaur

Schéma de quelques modeles compartimentaux

N BE SHER 1R P S

On peut voir, sur la Figure la représentation que 1’on fait en général de ce type de modéles,

4.png

oul les compartiments sont représentés par des boites qui sont reliées entre elles par des
fleches qui induisent des connexions ou des relations qui les unissent. Il existe différentes
sortes de compartiments :

e Susceptibles : ils représentent les personnes saines, n’ayant pas encore été infectées. C’est
le réservoir dans lequel la maladie viendra puiser pour pouvoir se répandre.

e Exposés : lorsque la maladie nécessite une période de latence, les personnes contaminées
ne sont pas immédiatement capables d’en contaminer d’autres. Elles sont donc affectés a ce
compartiment.

e Infectieux : ce compartiment représente ceux qui, dans la population sont non seulement
déja infectés, mais également capables de transmettre la maladie a leur tour.

e Décédés : dans certains cas, on peut créer un compartiment spécifique pour les personnes

qui sont mortes soit de mort naturelle, soit des suites de la maladie étudiée.
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e Rétablis ou guéris : ce compartiment contient les précédents infectieux qui sont guéris,
lorsque 1'on suppose qu’ils ne redeviennent pas immédiatement susceptibles. Ils peuvent

acquérir une immunité définitive ou passagere.

3.2.2 Application : Modéle TV

On adoptons le modéle compartimental expliqué ci dessus
Un modeéle compartimental de réference est le modele TV qui compacte trois comparti-
ments :
- le compartiment 7" pour la densité des cellules non infectées,
- le compartiment I pour la densité des cellules infectées,
- le compartiment V' pour la densité des virus libres.

Voici une représentation schématique de notre modéle TV :

A k dv

Modle TIV
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Ce dernier modéle des hépatites B induit le systéme non linéaire des équations différentielles

partielles de type réaction-diffusion suivant :

%{ =\ —dT(z,t) — f(T(z,t), [(x,t),V(x,t))V(z,t),
gﬁ = f(T(x,t), I(z,t),V(z,t))V(x,t) — al(z,t), (3.2)
%‘t/ = dyAV + kI(z,t) —if(T,I,V)V — uV.

Les parameétres A, k, d, a et p sont respectivement le taux de recrutement des cellules suscep-
tibles, le taux de production de virus libre par les cellules infectées, les taux de mortalité des
cellules susceptibles, des cellules infectées et du virus libre. Les cellules susceptibles se pro-
duisent au rythme A, meurent au rythme d7’, et deviennent infectées au rythme f(7',1,V)V.
Les cellules infectées se produisent au rythme f(7,1,V) et meurent au rythme al. Les vi-
rus libres se produisent & partir de cellules infectées au rythme kI et disparaissent au taux
wV. d, est le coefficient de diffusion, A est 'opérateur laplacien et i € {0,1} dénote ’effet
d’absorption, qui prend seulement les valeurs 0 ou 1. Le cas ¢ = 0 correspond au systéme
traité dans [33] et ¢ = 1 prend en compte la perte de particules virales lorsqu’elle pénétre
dans les cellules cibles.

Nous supposons que f est continuellement différentiable en R‘j’_ et vérifie les hypothéses

suivantes :

(H1) f(0,1,V)=0,VI,V,

of (T,1,V)

(H2) 5T

> 0 ce qui signifie que f(7,1,V) est une fonction strictement monotone

croissante par rapport a 7T,

of (T,1,V) of (T,1,V)

(H3) ol v

<0, < 0 ce qui signifie que f(7,1,V) est une fonction
décroissante monotone par rapport & I et V .

Le modele (3.2) est une généralisation des cas présentés en littérature. Par exemple, si
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f(T,1,V) =BT et i =0, nous obtenons le modéle de Nowak et al. [21]. En outre, le modéle
plus récent présenté par Yang et Zhou[25] en 2018 est un cas particulier de notre modele
(3.2).

Dans ce chapitre nous étudions le systéme (3.2) avec les conditions aux bords de Neumann

est les valeurs initiales suivantes :

T(z,0) = ¢y(x) >0, I(z,0) = ¢y(x) >0, V(2,0) = ¢p3(z) >0, z€Q,

a—V:(),t>0,a:68§2.
on

(3.3)

0
ou {2 est un domaine ouvert dans R™ de bord 052, n désigne le vecteur normal sur 0f2.
n

I’Etude mathématique sera présenté dans la section suivante et ceci pour la version contunie

et la version discréte.

3.3 Analyse mathématique du modéle

3.3.1 Version continue

Nous montrons d’abord le caractére bien posé du modeéle (3.2) en prouvant l’exis-
tence globale, 'unicité, la positivité et la bornitude de la solution avec les données au bord
et initiales (3.3).

Ensuite, nous étudions la stabilité globale de 1’équilibre sans maladie et de 1’équilibre de

I'infection chronique en fonction du nombre de reproduction de base.

Caractérisation de la solution et équilibre

Premiérement, nous introduisons quelques notations. Soit C' = C(2) x C(Q)xC(Q)

un espace de banach. Pour tout élément 1 € C(€2) fonction de  dans R , nous considérons
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lidentification ¥ (x,0)= ¥ (x).

Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 33 Pour toute donnée ¢ = (pq, Py, P3) € C vérifiant (3.3), il existe une solution
unique du probléme (3.2) défini sur R" et cette solution reste positive et bornée pour tout

t>0.

Preuve 34 Pour toute ¢ = (1, o, <p3)T € C et x € Q nous définissons F = (Fy, Fy, F3) :

C — R3 telle que

Fl(@)(x) = )‘_dsol(mao)_f((pl(l‘v0)7902(m70)7303(33?0))903(xa0)a
F(p) (@) = fe1(2,0),02(2,0),05(x,0))ps(2,0) — aps(,0),

FS (90) (x) = k(pZ(va)_if(sol(xv0)’902(x70)’§03(x70))903(:c70)_MSDB(xao)‘

Ainsi, le systéme (3.2) peut étre réécrit selon ’équation différentielle fonctionnelle abstraite

sutvante
w' (t) = Aw + F (w) (t) > 0,
(3.4)
w(0)=¢eC.

Ouww = (T,1,V)', ¢ = (¢1, b9, 03)" et Aw = (0,0,d,AV)L. 11 est clair que F est lo-
calement Lipshitzienne dans R3. On en déduit que le systéme (3.4) admet une solution
locale unique sur [0, tmaz), 0U tmax est le temps d’existence mazximal. De plus, nous avons
T(z,t) >0, I(z,t) > 0 et V(x,t) > 0 puisque 0 est une sous-solution de chaque équation
du systéme (3.4). Maintenant, nous prouvons la bornitude des solutions. Pour cette raison,

nous considérons

U(z,t) =T(x,t) + I(z,1).
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@) _ ) _ al(w,t) — al(w, 1),

< A=06U(z,t)
ot § = min{a,d}. Par conséquent
A
Utet) < mas (5omaz (6, (2) +6, 0)}).
e

Cela implique que T et I sont bornées On en déduit que V satisfait le systéme suivant

oV

- < _

o5y~ WAV < kp—uV,

oV

9o 3.5
5 =0 (3.5)
V(2,0) = ¢3(z) >0

ol p = mazx <2,ma:r: {1 () + ¢ (x)}) Soit V (t) solution de l'équation différentielle

e
ordinaire _
av
— =kp—uV,
dt p lu’ )
V (0) = mazgy (x).
e

~ k
Ainsi V (t) < maz {p,max {p5(x)},Vt € [O,tm(w)} :
B ze

D’aprés le principe de comparaison [31], on obtient V (z,t) < 1% (t). Par conséquent
kp —
V(z,t) <max < —,maz{p3(x)} ¢,V (z,t) € QX [0, tmaz) -
B ozeQ

De ce qui précéde, on a T(z,t), I(z,t) et V(z,t) sont bornées sur Q x [0,tmaz). Par
conséquent, il découle de la théorie standard du systéme parabolique semi-linéaire [32] que

tmaz = +00. Ceci compléte la preuve.
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Dans la suite, nous discuterons l’existence d’équilibre du modeéle (3.2) qui admet

toujours un équilibre sans infection Eq (7, 0,0), ou Ty = g
Pour ceci, nous avons besoin de définirun facteurtrés important pour I’équilibre, c’est le
taux de reproduction de base.

En effet, étant donnée une maladie, une question fondamentale est de savoir si elle peut se
propager dans la population. Ceci revient & calculer le nombre moyen d’individus qu’une
personne infectieuse pourra infecter, tant qu’elle sera contagieuse. Ce nombre est appelé le
taux de reproduction de base, et noté Ry. Il est considéré dans une population ou tous les
individus sont sains, sauf 'individu infectieux introduit.

- Si Ry < 1, alors un individu en infecte en moyenne moins d’un, ce qui signifie que la
maladie disparaitra de la population & terme.

- A Topposé, si Ry > 1, alors la maladie peut se propager dans la population.

D’aprés les résultats présentés par Hattaf dans (voir [24] ), le nombre de reproduction des

virus dans ’abscence de la dépendence spatiale est donné par :

k.
Ro=—1f(-=,0,0).
0 na (d77)

Dans notre cas, un simple calcul montre que

(k — ia) f(%,0,0)
Ry =
na

Pour trouver lautre équilibre de systéme (3.2), nous résolvons
N —dT* — f(T*, I*, V*)V*=0,
F(T* I, VV* —al* =0, (3.6)

kI —if (T*, I*, V))V* — yV* =0 .
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En additionnant les deux premiéres équations de (3.6), on obtient

A—al*
>

T =
d 20,

donc I* € <0, )\> .
a

En utilisant la troisiéme équation de (3.6) , on a

remplacant 7%, V*sur la seconde équation de (3.6) , on obtient

—al* ~a) I*
A—a ,I*,(k ia) )= pal® =0,

(k —ia) I" f (" y

Maintenant, on définit

A
il est facile de voir que h(g) = —pa <0 et
) A
h(O) = (k_la’>f(a7070) —,U/CL:CLIM[RO - 1]

Ainsi, on a un équilibre positif E*(T™, I*,V*) quand Ry > 1.
A

Pour toute I* € {0,— ), on a
a

reoN . —adf Of (k—ia)0f
h(z)_(k_m)<d8T+az+ p 0V>

Utilisant les hypotheéses (Hz) et (Hs), nous prouvons l'unicité de ’équilibre d’infection

chronique E*(T%,I*,V*).
Par ce calcul, on obtient le résultat suivant
Théoréme 35

(i) si Ry <1, alors il existe un équilibre sans infection unique Ey,

(ii) si Ro > 1, alors il existe un équilibre unique d’infection chronique E* autre que Ejy.
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Stabilité globale

Nous établirons la stabilité globale de 1’équilibre sans infection et de I’équilibre

d’infection chronique pour le systéme (3.2). Premiérement, nous avons le résultat suivant

Théoréme 36 Si Ry < 1, alors l’équilbre sans infection Eqy est globalement asymptotique-

ment stable, de plus il est instable st Ry > 1.

Preuve 37 Nous introduisons la fonction de Lyapunov Lo pour le systéme (3.2) comme

suit
L / T (z,t) — T, Tf(TO’O’O)dX+ i I(z,t)+ ——V (2,t) bd
= Tyt) — 40— x x x
0 Q ’ 0 To f(X7O7O) k_Za ’ k'—Za ’
ou Ty = —. Afin de simplifier la présentation, nous allons utiliser les notations suivantes :

d
T=T(z,t), I =1(x,t) et V=V (x,1).

On a :

dLo _ _ J(15,0,0)\ 9T koI a_ oV
. /g{<1 F(T,00)) 9t  k—iadt  k—ia ot dz,

= e (- 5) O Feoe )« v @ e - e

Utilisant I’hypothése (Hs), on a

e T J(T0,0,0)\ . pa
s, {dTO (1 - To) (1 ~F(T.0,0) > T 1)}“

Puisque f(T,1,V) est strictement croissante par rapport a T, on a

() a8)

L
Donc, % <0 quand Ry < 1.

dL
En outre, dito =0 si et seulement si T =Ty, V=0et I =0.
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Donc Eo(g, 0,0) est globalement asymptotiquement stable si Ry < 1.
Pour la prewve de linstabilité de Ey si Ry > 1 voir [22].
Pour la stabilité globale de I’équilibre d’infection chronique E*, nous introduisons de plus

Uhypothése suivante

f(r,1,V) ) (f(T,I*,V*) Vv

(Hy) (1 ~sarvs) FaTv - V*) <O0VT, I,V >0,

Théoréme 38 Si Ry > 1 et sous l'hypothése (Hy) alors l'équilibre d’infection chronique E*

est globalement asymptotiquement stable st v = 0.

Preuve 39 Nous construisons la fonction de lyapunov comme suivant

T * *
. J(r*,1,V*) koo 1 a .V
L= [dropo [ IE Y gy B gL d
! /Q{ TS A oD R eSS ool

avec

g(z)=z—1—Inz, 2>0

g(z) admet son minimum 0 en z =1, g(z) > 0.

Nous avons :

dLl_/ L fanrvaNor ok 0(Ie(E) o 9(ViR) |
dt  Jq f(r,1*,v*) ) ot  k—ia ot k —ia ot ’
Or
* I _ * Tk ;{
I (I*)_<I—I Iln]_*>
donc
oI (i)
TE) oy
ot B 1) ot
et



Ainsi
dL; JI VY
2 /Q{<1—f(T7I*’V*)>()\ 4T — (T, 1,V)V)
Lk (1—F>8I+“<1—V*>8V}da¢
k —ia I )0t k—ia V) ot
f(T*,I*,V*)) o
/Q{<1 T ) AT AT LVY)
k I*
o <1_1> (f(T,1,V)V — al)
- fia <1 - ‘(/) (dyAV + kI —if(T,1,V)V —,uV)}d:c.
Donc

dt f(r, 1+, v)

k rfrT1,v)v
+ - f(T,I,V)V—aI—M—FaI*
k—1ia 1
a % ka ia e
1—— | d,A I- T, 1, -
+k—z’a< V>d V+k—z’a k—iaf( Vv
kaV*I ia na
— — T,1,V)V* V* b da.
GV G LYV T } g
Or
a v —ad v
—(1—= = ) d,AVdz = Y| —AVd
i (-7 )wavie = = [ Tavas
—ad,V* [ |VV|?
= dz
k Q V2
d’ot

L, (. T F(T*, 15, V¥)
yrle /Q{dT (1‘T*> <1_f(T,I*,V*)>

T, I*,V*)  f(T*1*,V*)  f(T,I,V)VI*

by _ / { (1 _ f(TIV)) (dT* + F(T*, I, VV* — dT — {(T,1,V)V)
Q

k —1a
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FF(T* 1 VAV [4 - - -

IV*}

f(T, 1,V — f(T,1%,V*)  f(T* I,V VI I*V

LI VOV [_1 TV T @ LY f(T,I*,V*W*”d

dzx

_adUV*/VV|2
ko Jo V2
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Ainsi

dLl o * o z - f(T*7I*7V*)
dt /g{dT (1 T*> <1 f(T,I*,V*>>
. f(T,[*,V*) f(T*,I*,V*) f(T,I,V)VI* v*
o M FT,1,V) >+g<f<T,I*,V*> ) +“C’(f(T*J*zV*)V*I) +g<w)]
VLIV TV H .

rl-1- 2
o [ v Ty i@ e v

_ade*/ VvV |?
ko Jo V2

dx

IN
o

Puisque f(T,I,V) est strictement croissante par rapport o T, on a

T % * *
I WA CAT 000 ) RPN
T ST, I*,V*¥)
Utilisant Uhypothése (Hy), on obtient

—1

1% f(T,I*,V*) Vv f(T,I,V) _ (1 f(T,I,V) f(T,I*,V*) 1% <0
VAT LY) V*f(T,I*,V*)_( ‘f(T,I*,V*>> < AT.1,V) _V*> ‘

dL
Donc d—tl <0 quand Ry > 1.

L
En outre, d—tl =0 si et seulement si T =T*, V=V*etl=1".
Par conséquent, il découle du principe de l'invariance principale de Lasalle [33] que E* est

globalement asymptotiquement stable si Ry > 1.

3.3.2 Version discréte

Dans cette section, nous allons étudier le systéme (3.2) mais dans le cas discret.
Pour cette fin, nous discrétisons le systéme (3.2) en utilisant la méthode d’Euler 'mixte’ qui
est un mélange de la méthode d’Euler avant et arriére. Nous allons prouver que le modéle

discret obtenu conserve des propriétés dynamiques essentielles, telles que la positivité, la



bornitude et le comportement global des solutions.

Soit 2 = [p, q] avec p,q € R.
On pose
tm = mAt, T, =p+nAz
ou : At et Ax = a—p les pas de temps et d’espace respectivement.

Notant

n

Le modeéle discret est le suivant

Tm+1 _Tm

W = )\—dT;Ln-i_l - f(Tén+17];Ln’VYZn)VT;n’
Im+1 S

S (I I VIV - el

A S e e A

7

At ! (Az)?

ydn o

oune€{0,1,...,N} et meN.

Les conditions initiales et aux bords discrétes sont

Tg = ¢1(5Bn)7]2 = ¢)2(£L'n), Vno = (;53(1'”), pour n € {07 17 -'-7N}7

et

M=V, V' = Vi pour m € N.
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R — i f (T IR VitV — Vi,

(3.7)

I1 est clair que le systéme discret (3.7) et continu (3.2) ont les mémes points d’équilibres.

Nous avons le résultat suivant

1

Théoréme 40 pour tout At >

k—1ia

positives et bornées pour tout m € N.

>0 et Az >0, les solutions de systéme (3.7) sont
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Preuve 41 Le systéme (3.7) peut étre écrit comme

Tt = T 4 At (A — dTt — f(Tt Le, Vimyvm)

I+ Atf (T I, Vi v (38)

It = :
14+ a/\t

BymHL —ym L AT — AtM

ol
M = (i f (T I VEm Ve i f (T I VIV, i f (T T Vi V)

et la matrice carrée B de dimension (N + 1) x (N + 1)est donné par

cp oo 0 . . . 0 0 O
o9 o3 o2 . . . 0 0 O
0 o9 o3 0O 0 O
O 0 0 . . . o3 oo O
0 0 0 . . . o2 o3 02
o o0 0 . . . 0 o9 o071
avec
o = 1+ (dA”f)tQ + pAt,
YY)
O
o3 = 1+ %A; + pAt.

(Az)
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Ainsi, pour tout j € {0,1,.... N}, on a

’]’

2 m+1 rm ym m
kot k(OO (T v )

m m-+1 . m-+1 m
VI RO = Atif (T 1 V)

J
=V — Ati (T.m+1 m .m) m
Vi +1+aAt+ 1+ alt BT V),
kALY At ((k — ai) At — i)
—ym J Tmt+l m M> m
Vi +1+aAt+ 1+alt f<1 A7V Y

Puisque At > k LS 0, on a (k — ai) At —i > 0. Cela entraine que

—at

V™ kAT — ALM > 0.
Notons que B est une M-matrice. Ainsi, & partir de la troisiéme équation de (3.8) ,on a
Vil = B (VT kAL — ALM)

D’aprés la méthode d’induction, la solution reste positive pour tous m € N.

Pour prouver la bornitude de la solution. On introduit

G"=1T"+1.

m+1 m
Gn — Gn

— A o dTerl _ Im+1

< A—dGmt,

ot d = min {d,a} . Utilisant la méthode de l'induction mathématique, nous avons

Gmtl < %Gz P
1+ dAt 14 dAt

() # 3l () |
1+ dAt d 1+ dAt

Ainsi

ul>

limsup G, <

m—>—+00
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Cela implique que {G]'} est bornée. Donc, T)"" et I sont également bornées.
- N
y m o __ m
Soit V™ = j;OVj . On a donc

‘7m+1 _ ‘7m N N N
e i YD WA S CR D IV
7=0 j=0 7=0

IN

A ~
k(N +1) T pvmrt

Ainsi

EX(N +1
limsupV™ < M
m—->+00 d'u,

Ceci compléte la preuve

Nous passons maintenant a ’étude de la stabilité globale de 1’équilibre sans in-
fection et de 1’équilibre d’infection chronique pour le systéme (3.8), tenant compte que les

valeurs des points d’équilibres sont les mémes que celles trouvées dans la section précédente.

Théoréme 42 Pour tout At >0 et Az >0, si Ry <1, alors l’équilibre sans infection Ey

du systéeme (3.8) est globalement asymptotiquement stable.

Preuve 43 Considérons la fonction de Lyapunov

N T’I’L
1 £ (Ty,0,0) k a
L™ = — T Ty — dX Im+ —(1 A) V™.
2 [” 16 N R e A el S DR

Nous avons

N
Lm+1 o Lm — § ]‘
At
n=0

—+

" L £ (15,0,0) A
AL _m ' aX L m

a m+1 _ ym
o wso )

Nous introduisons la fonction :

Tt

Tp,0,0
U gy rmy (T4 =T =T +/ f(11,0,0) )dX,

Tm f(XvOaO)
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on a

N

Lm+1 — L™ < ZAit [\IJ(E(),TW) (T:Ln—i-l) + (I:Ln—i-l . I:Ln)
n=0

a

Tk

(1+ pAt) (Vi — V,{”)} .

D’aprés [35], on a

1

t

LTTH—]. _ Lm <

1_M
F(T,0,0)

(1+ pist) (et = )|

CTEY (L f(T0,0,0)
. dTy <1 To > (1 f(T,rtn‘f’l,O?O))

T v v (1 - s {zﬂg‘iﬂ’o‘f)o)) LTV

ad, Vi —2ymtL oyl

) e -y

MZ N‘T@‘ZMZ

IN

n

_ Im-l-l [m-i-l
at, + L (A$)2 +al)
—E2ygmet y Byt Bym]
d’on
N

Lm+1 _m é

dlp (1 — -2 1 2O DT
0 < T0 ) < f (Tﬁn"'l’ 070)
T5,0,0) Hna
Tt oym VmM _pasm,
ad, Vit —2vmtt 4yt
k (Az)?

N
Tm+1 T
> dT0<1 n ) - S T00.0)
&Vm f (Tﬂ—&—l,[ﬁn, Vén) kf (Ty,0,0) by ad, Vﬂ-&l-l _ 2V7fbn+1 + Vgri-il-l
k" (T, 0,0) La A (Az)?

n=0

IN

_l’_
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kf(1o,0,0)

Or = Ry et
a
N 1 m-+1 m-+1 N N
ad, VIt =2Vt 4y ad
n n n— — v Vm+1 Verl + Vm+1 Vm
s k (Al’)2 k (Aﬂf)2 nzo ( n+1 ) 7;0 ( )
ad,
— Verl Vm+1 Verl Verl — 0
k (ACL’)2 [ N+1 j|
Donc

Lm+l _m <

Tyt F(T,0,0) \ | (T8I0 V)
dT; l1—- —ym Ryp—1
“( T )( FEEo0) ) T E o @ e0)

Tm+1 - f(TOaOaO) & . m
dTO < T() > (1 f (TYTLYH_I,O,O)) + k (RO 1) Vn

IN

>

Ainsi si Ry < 1, on obtient
L™ L™ <0, pour tout m € N.

Notons que l’égalité est valable si et seulement si lin}_ T+ = Ty. Done {Lm},en est
m—>1T00

une suite décroissante. Puisque L™ > 0, alors liﬂ}_ L™ > 0.
m—>100

Ainsi,

lim (L™ —L™) =0.

m——+00

En tenant compte que lim T™mH = Ty et lim ((Ro—1)V,™) = 0 pour tout n €

m——+00 m—-—+00

{0,1,..., N} ,nous avons a traiter deuz cas :

— st Rg < 1, alors l’L'ﬂ_’iL_ Vi =0 pour tout n € {0,1,..., N}. De la troisiéme équation du
oo

m—

systéme (3.7), on obtient lim IJ" =0 pour tout n € {0,1,...,N}.

m—>—+400

— 81 Ry = 1. par mlin}rooT;’L”H =Ty et la premiére équation de (3.7), impliqueml_i)ﬂloovgn =

0 pour tout n € {0,1,..., N}.

Ainsi

lim T," =Ty, lim IJ'=0, lim V" =0, pour toutn € {0,1,...,N}.

m—>—+00 m—>—+00 m——400
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Donc Ey est globalement asymptotiquement stable st Ry < 1.

Théoréme 44 Pour tout At > 0 et Ax > 0, si Ry > 1 et (Hy) verifiée, alors l’équilibre de

Uinfection E* du systéme (3.8) est globalement asymptotiquement stable.

Preuve 45 Soit E* (T*,1*,V*). Nous construisons la fonction de Lyapunov suivante

N Tm * * *
1 nf(T T V) m a ym
Gm=3 T =T — | S dAX + Tg(Th) + o (1 pt) Vg (<
nOAt[n T f(X,I*,V*) + g(I*)+k( +u ) g(V*) ,

avec

En utilisant

I (F)f (In I Ilnl*),
et
e V' (om ke Ve
%4 (V*)_<V" \%4 Van*>,
on obtient

Tmtt * Tk * m
+1 " f(T 7I ’V ) +1 * I

N
m+l _ ~m -
G G ;At

a

TF

Vm
(14 pAt) <Vnm+1 -V + V*lnanH)] :

Considérons

T:ln-kl

m~+1\ _ qpm~+1__pm M _ f(T*7[*7V*) m+1 _ pm
Yoy () =T +/w Fox v =\ F @ v (=1

Comme

A=dT* + f(T*, I, VV*, f(T*,I*,V*)V* = aI*, kI* = uV*,



et

alors

Gm+1 —_Ggm

Donc

Gm+1 o Gm

IN

IN
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In—"— < —letin—L~ < —2——1,
LT-i—l Im+l Vm+l T:n-ﬁ—l

Zm K J(fT(m“ r V>)> e (1 ) Im+1> (1t - 1)

a V* m—+1 m 1% m+1 m Vm
+r <1— T (Var™ = Vi) +az Ot (Vn -V +Vlnvm+1

(T f (T, 1%, V)
> oedr(1- 1— "
= T f(T 1, V)
ad, %
Vm+1 _ 2Vm+1 Vm+1 <1 _ >
k (Ai[}) ( n+1 n—1 ) Vén-i—l
a[*{ ( f(@*, 17, V") >+ <f<Tm+1 I, V*>)+ <f(Tm+1,I$,V$>VmI*>
I\F@r T vy ) T\ Fa T vy F(T*, I+, V)V I

ydn o

T a0 ) IR R 7/ 1€ ao® S0 60 D A€ ¥ N 0\ 1
o\ Tt )| Tl |-l o+ + :
I*V, 14 fo Im, vm) fL T, I, V)V

+

N *
St (et g (1)

n:[)k (AJJ) Vnm+1
ad, N
o[ PRCEEERD WS
n=0
(v —ven Xy v
-V (Z m+1 +Z m+1
n=0 n n=0 n
ad V= (S~ (vt vt
T k2 \4 Z 1~ 2 T
_ ad,V'* Vrﬁ:{l oy z:l Yl
C k(An)? \Hvt! nf_lmtl
ad,V'* (N 1 VﬁJ{I Vm+1 )
k(Ax)? RS OVJZ?
advv* N-1 Vy—nl-—il_l Vm+1)
= = 2 mA Ty mt < 0.
k(Az) Vit
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Utilisant (Hs) et (Ha4), on obtient
Tm—H T* T* *
(T (1 ST
T* f (TTTLYL+ ’I*’V*)

717Vn’” S e vy (Tt I v v <0
|2 € UL KU 70 N ¢ AR S VA ) VA S

ydn

et

D’aprés lamonotoné de g, on a
G — @™ <0, pour tout m € N.

Do Uezistence d’une constante G tel que lz’rrJLr G™= G. Par conséquent
m—-r+00

lim (G™ —G™) =0.

m—>—+400

Ainsi
Im+1v*
lim T)"=T"et lim g< “ m+1> =0,
m—s-+00 m——+o00 I*Vy
donc
Im—l—lv* Im+1 TI*
wm ni?’n—‘rl = 1, et lZm nT—l—l = —.
m——-oo [*V/ m—+oco |/ V*
Finallement
lim T)"=T* lim I'=1I% lim V,"=V* pourtoutn e {0,1,..,N}.
m—>400 m—+00 m—+400

Donc E* est globalement asymptotiquement stable si Ry > 1. Ceci compléte la preuve.

3.4 Applications et Simulations numériques

Le principe de toutes les méthodes de résolutions numériques des équations aux

dérivées partielles est d’obtenir des valeurs numériques discrétes qui approchent la solution
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exacte. A part dans quelques cas trés particuliéres, il est impossible de calculer explicitement

des solutions des différents modeéles présentés ci-dessus. Il est donc nécessaire d’avoir recours

au calcul numérique sur ordinateur pour estimer qualitativement et quantitativement ces

solutions.

Dans la pratique, le modéle proposé ne peut pas étre résolu explicitement, en outre les

données relatives aux tests cliniques concernant les maladies infectieuses sont collectées en

temps discret. Pour ces raisons, nous discrétisons le systéme en utilisant la méthode mixte

d’Euler.

Dans cette section nous analysons notre systéme par la méthode des différences finies, cette

méthode qui est 'une des plus anciennes méthodes de simulation numérique, encore utilisée

pour certaines applications et qui est une technique courante de recherche de solutions ap-

prochées d’équations aux dérivées partielles qui consiste & résoudre un systéme de relations

(schéma numeérique) liant les valeurs des fonctions inconnues en certains points suffisam-

ment proches les uns des autres.

L’idée de la méthode est de remplacer les dérivées appraissant dans ’équation par des dif-

férences finies qui les approximent.

Cette méthode apparait comme étant la plus simple & mettre en oeuvre car elle procéde en

deux étapes :

- d’une part la discrétisation par différence finie des opérateurs de dérivation ou différentiation.
) 2 s . . .

- d’autre part la convergence du schéma numeérique ainsi obtenue lorsque la distance entre

les points diminue.

Nous commengons par appliquer la méthode de différence finie sur le systéme (3.2) avec les
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conditions aux bords de Neumann et les valeurs initiales (3.3), puis sur des cas particuliers

de notre modeéle HBV.

3.4.1 Meéthode numérique

Nous considérons le modeéle (3.2) dans le cas i =0

%{ =\ —dT(x,t) — f(T(x,1), (2, ), V(z,t)V (z,1)
% = F(T(@, 1), I 0), V (2, )V (1) — al (. 1)

ov

i dyAV + kI(z,t) — uV

avec les conditions aux bords de Neuman et les valeurs initiales suivantes :

T(.CC,O) = ¢1($) >0, I(x70) = ng(J?) >0, V(J'"O) = (Z)3(.%') >0, z¢ Q )
aV
— =0,t>0, z €.
on
ou Q = [p,q| avec p,q € R.
On consideére la discrétisation
tm = mit pour m € N.
zn =p+nlAz pourn € {0,1,..,N}

avec At et Ax = e

les pas de temps et d’espace respectivement.
Notant

T<x”’tm> = T?in7 I(xnatm) - I:zn: V(xmtm) = Vrzn

Le modeéle discret s’écrit

( Tm+1 _7Tm
S = A AT = (T VIV
L I it o ymyym _ et
At - f(Tn ’In ’Vn )Vn CLIn ’
R A AU A S A

g =dy + R — vl
\ AN (AJE)Q



Les conditions initiales et les données aux bords discrétes sont

Tg = ¢1(mn),12 = qbQ(a:n),V?? = ¢3(zy), pour n € {0,1,...., N},

et

Vi =Vyt, V' = Vi pour m € N.

ce qui nous donne le shéma suivant

Tl = T At (A — dT Y — (T, 1, Vmyvm)

L+ Atf(T L v vr
14+ a/\t

m+1 __
I =

9

BV = V™ 4 pATH

\

ot la matrice carrée B de dimension (N + 1) x (N + 1) est donnée par

cp. oo 0 . . . 0 0 O
oo 03 o9 . . . 0 0 O
0 o9 o3 . . . 0 0 O
O 0 0 . . . o3 o9 O
O 0 0 . . . o9 03 09
0 0 0 e 0 g9 01
avec
dy A\t
o = 14— + uAt,
1 (ACC)Q M
dy At
oy = ——,
’ (Lx)?
2d, A\t
03 = 14+ —— +pult.

(Az)

109
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3.4.2 Applications

Nous donnons quelques exemples afin d’appliquer nos résultats théoriques.obtenus.

Pour ceci, nous considérons le systeme (3.9) ,ou n € {0,1,..., N} et m € N, et

6T
ap + a1l + al + aszV + 0541‘/7

f(r,1,V) = avec aiq, o, a3, a4 > 0,9 > 0 et 5> 0.

La fonction f ainsi considérée vérifie les hypotheses (H1) — (H2) — (H3).

Exemple 46 Le cas oy =g =a3 =04 =0 et ag = 1 donne f(T,1,V) = pT.

Aprés déscritisation, on obtient le systéme suivant

p
Terl _Tm
S = A — AT - AT
t
I7T+1 — I’:Ln — grm+lym _ ,m+l (3 10)
At - /6 n n aly ’ :
+1 +1 +1
VJTLJrl B Vn7n — d’u VTTFI - 2‘/7:” + V?“:ril + k,]m-i—l _ /’LVm_'_l?
\ At (Az)? " "

Les conditions initiales et aux bords discrétes sont

T = ¢y (20), I° = do(z), V.2 = ¢3(xy), pourn € {0,1,...,N},
et
M=V, V=V pour m € N.
Il est facile de vérifier (H4). De plus,

—)\kﬁ,T*: A ,V*:kI ,I*:dM(RO—l)
dua dRy I kg3

A
ainsi By <d,0,0> Uéquilibre sans infection et E* (T*,I*,V*) ’équilibre d’infection chro-
nique. Par conséquent, en appliquant les théorémes 41 et 43, nous obtenons les résultats

sutvants
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Corollaire 47 Pour tout At > 0 et Ax >0, on a

(t) si Ry < 1, alors l’équilibre sans infection E; du systéme (3.10) est globalement asymp-
totiquement stable .

[(i1) si Ro > 1, alors l’équilibre d’infection chronique E* du systéme (3.10) est globalement

asymptotiquement stable.

Maintenant, on va vérifier nos résultats précédemment étudiés avec des simulations
numeériques.
On considére Q = [0,50] d, = 0.01, At = 0.1 et Az = 0.5, A =10, a = 0.5, 3 = 2.4 x 1075,

d=0.0139, u =3

Mk
Pour k£ = 50, on obtient Ry = d—ﬁ = 0.576 < 1. L’équilibre sans infection Ey (719.4245,0,0)
°a

est globalement asymptotiquement stable,ce qui signifie que le virus est disparu ( a été

nettoyé de la cellule) et le patient est complétement guéri ( voir Figure 11).

Tix,ty

1.8

800
700
600
500
50 o
400

V(x.t)

Figure 11
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Maintenant, si £ = 1200 et en gardant les mémes valeurs pour les autres paramétres, Ry =
13.8129 > 1 et le systéme (3.10) a un unique équilibre d’infection chronique E* (52.08, 18.55, 7.42).
qui est globalement asymptotiquement stable,ce qui veut dire que le virus persiste dans le

corps du patient et l'infection est devenue chronique ( voir Figure 12).

T(x.t) 1(x,t)

Vet
4000

=~ 2000 - "

Figure 12

T
Exemple 48 Pour ag =1,a0a = a4 =0, a3 >0ona f(T,I,V)= 1+BW'
Le modeéle dans ce cas est
( TTT—H _ T,tn g 6T7121+1V7;n
At " 14 azVm’
m+1 _ tm m—+1
I 1 — BTy vm —aI;ZH_l, . (3.11)
At 14+ a3Vm
+1 +1 +1
ymtl _ym _ vVﬁl -2V v LRI gy
{ At (Az)? " "

f ainsi écrite vérifie I’hypothése (H4) puisque

f(T,1,V) f(r,r=vey vV -—a (V —V*)? .
(1_ f(T,I*,v*)> ( F(T,1V) ‘W) - mﬂws(vw )) <0.
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Le nombre de reproduction de base du systéme(3.11)est donné par

Ak A—al* . d(Ry—1) ., du(Ro—1)

T* = V= I = .
d asd + B k (csd + B)

Ry = y

Par conséquent, en appliquant les théorémes 41 et 43, Nous obtenons les résultats suivants.

Corollaire 49 Pour tout At >0 et Az >0, on a

(1) si Ry < 1, alors l’équilibre sans infection E; du systéme (3.11) est globalement asymp-
totiquement.stable

(i) si Ry > 1, alors ’équilibre d’infection chronique E* du systéme (3.11) est globalement

asymptotiquement stable.

Pour la simulation numérique du systéme (3.11) ; nous choisissons les valeurs des
conditions initiales suivantes T (z,0) = 3 x 10%, I (z,0) = 1000, V (x,0) = 500, les autres
paramétres Q = [0,1] d, = 0.5, At = 0.2, Az = 0.01, A =107, a = 0.1,d = 0.1, p = 5 et
a3 = 0.002 avec différent valeurs de 5 :

Pour 8 = 5 x 107!2, Ry = 0.05 < 1, I’équilibre sans infection E; (108,0,0) du systéeme

(3.11) est globalement asymptotiquement.stable ( voir Figure 13).
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ity

Pour B8 =5 x 10719, Ry = 5 > 1, I’équilibre d’infection chronique E* (108, 199.9995, 2000)

du systéme (3.11) est globalement asymptotiquement.stable ( voir Figurel4).

s D lixt

Figure 14

Notons que ce cas a été traité par W.Qin et al. [37] dans le cas discret et dans le cas continue
avec retard par Hattaf [22] avec a3 = 0, par contre notre cas consiste une généralisation

puisque Yang [25] I’a traité seulement dans le cas discret.



115

pT .
oo+ ool + a3V + oIV’

Exemple 50 cas: a; =0,a9,a3,a4 0 etag >0et f(T,1,V)=

on obtient le systéme suivant

( T;Ln+1_T£n:A_dTm+l_ BT7;71+1 vm
At " ap + ol + azVm + au IV "
I+t — _ gt ym _ gImt+l (3.12)
At ap + aol™ + azV? 4+ ag ImVm " o
Vit —vim Vgt —avt v T E——
iy v Az n pVp e,

Il est facile de vérifier que les hypothéses (H1) — (H2) — (H3) et (H4) sont satisfaites.

Nous avons le résultat suivant :

Corollaire 51 Pour tout At >0 et Az >0, on a

(i) si Ry < 1, alors Uéquilibre sans infection E¢ du systéme (3.12) est globalement asymp-
totiquement.stable

(i1) si Ro > 1, alors léquilibre sans infection Ey du systéme du systéme (3.12) devient
instable et équilibre d’infection chronic E*du systéme (3.12) est globalement asymptoti-

quement stable.

Pour la simulation numérique, nous choisissons les valeurs des paramétres comme
suit :

A = 5.04x10° k = 200, i = 0, a = 0.0693, 8 = 3.6 x 10~°, d = 0.0039, u = 0.67,
MRS

ainsi Ry = T = 0.1545 < 1. Donc le systéme (3.12) a un équilibre sans infection
pa

Ey (1.2923 x 108,0, O) . qui est globalement asymptotiquement stable, et la solution du pro-

bleme (3.12) converge vers Ey ( voir Figure 15), ce qui signifie que la disparution du virus
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et de l'infection, et le patient est complétement guéri .

Figure 15

Pour le cas § = 0.0018 et avec les mémes paramétres, on a Ry = 7.7233 > 1 et le systéme
(3.12) a un unique équilibre d’infection chronique E* (9.2191 x 107,2.0764 x 106,6.1982 x 108)
qui est globalement asymptotiquement stable,ce qui veut dire que le virus persiste dans le

corps du patient et l'infection est devenue chronique (voir Figure 16).

= = ® 3
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Figure 16

3.5 Conclusion

Ce chapitre avait pour objectif I’étude des maladies infectieuses, précisement la
maladie de VHB. Notre but était de chercher la meilleure amélioration des modéles déter-
ministes et de mettre en ceuvre des modeéles qui décrivent le mieux et d’une maniére plus
réaliste la dynamique des maladies infectieuses en tenant compte des diffusions dues & la
mobilité des individus. Ainsi nous avons obtenus un systéme de réaction-diffusion représen-
tant un modele avec un taux d’incidence spécifique qui généralise plusieurs taux d’incidence
existant dans la littérature, et étudier son impact sur la stabilité des équilibres.

L’étude de la stabilité des points d’équilibre avec infection et sans infection a été réalisé,en
liaisant avec le nombre de reproduction et ceci dans le cas continu et discret.

L’étude numérique du phénomeéne a fait I’objet de la derniére partie. nous avons pour ceci
adopté la méthode de différence finie pour la discrétisation et développer un code sous
Matlab. Nos résultats numériques ont confirmé les résultats mathématiques pour prouver
encore une fois que la dynamique du probléme est complétement déterminée par le nombre

basique de reproduction.
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Chapitre 4

Etude Mathématique et Simulation
Numeérique d’une classe de modéle

bioéconomique d’une pécherie
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4.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de présenter I’étude mathématique et la simulation
numeérique d’un modele bioéconomique d’une pécherie [2]. En particilier, il traite ’applica-

tion des mathématiques et de 'informatiques a la gestion de pécheries.

Il existe de trés nombreux modéles mathématiques élaborés selon différents para-
meétres et permettant de faire des projections sur I’évolution des pécheries et des stocks des
espéces marines [1]- [5].

Ces modeéles peuvent ensuite étre classés en deux parties, celles pirement biologiques qui
ne tiennent pas compte des intéréts économiques et celles bioéconomiques qui intégrent la
production et les bénéfices des pécheurs [6]- [12].

Dans ce travail, nous proposons un modéle de deux pécheurs agissant dans une zone conte-
nant deux espéces de poissons marins. L.’évolution des populations de poissons est décrite
par un modele dépendant de la densité tenant compte de la concurrence entre pécheurs
(voir le modele deVerhulst [13].). Plus spécifiquement, le modeéle bioéconomique comprend
trois parties : une partie biologique qui relie les captures & la biomasse, une partie de I'ex-
ploitation qui relie les captures a I'effort de péche a ’équilibre et une partie économique qui
lie la péche a but lucratif.

L’objectif de chaque pécheur est de maximiser son revenu sans consulter I’autre en respec-
tant deux contraintes : la gestion durable des ressources; et préservation de la biodiversité.
Avec toutes ces considérations, notre probléme conduit & un probléme d’équilibre de Nash

Généralisé, qui lors de sa résoliution, n est transferé en un probléme de complémentarité
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linéaire.

Ce travail est organisé comme suit. Dans la section 1, nous présentons une étude mathé-
matique du modéle bioéconomique d’une espéce marine capturée par un ou deux pécheurs,
dont le but est de trouver 'effort de péche qui maximise le profit de chaque pécheur en te-
nant compte des contraintes liées & la conservation de la biodiversité. La section 2 présente
un modeéle mathématique de deux espéces marines exploitées par deux pécheurs, dont le
point d’équilibre de Nash sera calculé dans la section 3. Dans la derniére section , nous
donnons une simulation numérique du modéle mathématique et la discussion des résultats.

le schéma suivant situe le contexte général de ce chapitre :.
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4.2 Etat de ’art de la pécherie : gestion optimale statique et
dynamique

4.2.1 Modéle Biologique

Les facteurs biologiques qui jouent un réle dans la dynamique des populations ne
sont autres que le taux d’accroissement qui comprend la natalité et la mortalité ainsi que
les mouvements d’individu.

D’apres le modéle de dynamique de population de Malthus, la densité de population d’un
stock suit ’équation suivante :

Xip1=Xe + — (4.1)

avec X; : Densité de population au temps ¢
Pour une exploitation durable des ressources, il faut seulement prélever le surplus du stock.
Ainsi la population initiale ne sera pas impactée par I'activité et restera a 1’équilibre.

Sur I’équation (4.1) cela revient a dire :

dX

= = 4.2
il (4.2)
soit
X1 =Xt (4.3)
En utilisant le modeéle de Verhulst :
dX X
—=rX|(l1—-=)—-H 4.4
a ( K ) (44)

avec r : Taux de croissance du stock, K : Capacité de charge du systéme et H : Mortalité

par exploitation.
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D’apres (4.2) et (4.4) il y a une exploitation durable si et seulement si :

rX (1 - i) = H (4.5)

L’équilibre est atteint lorsque le recrutement R est égal a la mortalité par exploitation H.
L’exploitation du stock peut étre soumise a différentes gestions permettant de controler
le taux de mortalité. Un quota de capture peut étre fixé, indépendant de la densité de
population, mais il est également possible de faire varier le taux de mortalité en fonction
des parametres (biologiques ou économiques) du systéme.
Nous nous intéressons dans ce chapitre aux gestions suivantes :
Gestion par quotas

Dans ce modéle, le nombre total de captures autorisées est fixe, la mortalité par

exploitation sera constante et
X
R=rX(1-— 4.6
(1-%) (4.
Il existe deux équilibres : Fs qui est stable tandis que F4 est instable. Cela signifie que

Papplication d’'un TAC (Total autorisé de capture) sur une population a forte densité laisse

un stock constant et stable, alors que pour une faible densité de population, le stock risque
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de s’effondrer et de disparaitre.

A Taux exploitation

Fecrutement

E, X Msy E, X

Figure 1 : Dyvnamique du stock en fonction de la population
dans un modele TAC

Plus le TAC est faible et plus les deux équilibres seront éloignés : a forte densité de po-
pulation, ’équilibre reste stable. Cet idéal pose un probléme d’un point de vue purement
économique. En effet, un faible TAC pour les pécheurs, limite leur nombre de captures et
limite également leurs revenus. Ils ont alors tendance a pécher plus afin d’arriver & un Ren-
dement d’Exploitation Durable Maximale MSY (Maximum Sustainable Yield). Dans ce cas
les deux équilibres se retrouvent confondus en un équilibre instable. Le modéle montre ici
une limite puisqu’il ne permet pas d’exploiter au maximum les ressources [1]-[5]..
Gestion par effort constant

Un autre modéle propose d’appliquer un effort constant sur le stock et de controéler

le nombre de captures en fonction de la densité de population.
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D’ou :

H=qEX (4.7)

avec ¢ : Capturabilité, X : Densité de population et E : Effort.
En utilisant cette méthode, il y a seulement un équilibre stable et ce, méme si le MSY est
atteint.

Le MSY est au maximum de la fonction de recrutement :

3TX(1—%) 0
0X o

Soit

En remplagant(4.8) dans (4.6) et dans (4.7), cela donne :
K
Busy = qB- (4.9)

Pour tendre vers un point d’équilibre X*, il faut que le taux de croissance r soit supérieur
au produit de la capturabilité et de 'effort de péche : ¢F < r

Il est possible de calculer la densité de population & 1’équilibre X*, en fonction de l'effort,

FE :
dX
— =0 4.10
r (4.10)
soit
X*=K — gE (4.11)



ce qui donne une droite d’ordonnée a 'origine K et de pente
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On peut également calculer le rendement & I’équilibre en remplacant (4.11) dans (4.7) :

E
H(X*) = ¢EX* = ¢EK (1 - q)
.

les parameétres K et r peuvent étre estimés d’apres (4.9) si ¢ est connu : r = 2¢F sy

Grace a ce type de gestion, les ressources peuvent étre exploitées au maximum et cela

permet d’estimer les paramétres du stock. Cependant, ce modéle suppose que K et r sont

constants et que I’équilibre du systéme est atteint instantanément, alors qu’en réalité, la

stochasticité agit sur les paramétres du systéme. De plus, il est difficile de faire respecter

un effort constant, car la densité de population agit sur 'effort via le prix. La raréfaction

d’une espéce augmente son prix de vente et tend a augmenter 'effort. Il est possible de

complexifier ce modeéle, en prenant en compte le fait qu’il existe une corrélation positive

entre la densité du stock et le taux de croissance des individus qui le composent, appelée

effet Allee ou densité dépendance positive du systéme.

(G

X
avec (A — 1> : coefficient d’accéleration, ainsi (3.5) devient

dX X X

(4.6) devient :

(4.12)

(4.13)
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dx
dt

Taux exploitation

Recrutement

X sy x* X

Figure 2 : Dynamique du stock en fonction de la
population dans un modéle de gestion a effort
constant

Il existe alors deux points d’équilibres : E; instable et Fo stable. L’ajout de la densité
dépendance positive déstabilise le systéme précédent, il faut garder le stock loin du point
FEjet donc limiter Ieffort pour conserver 1’équilibre. S’il y a effet Allee, le stock ne peut plus
étre exploité au MSY, car I’équilibre est semi stable et la population risquerait de s’effondrer

a cause des facteurs stochastiques [6]-[8].

4.2.2 Modéle bioéconomiques

Les contraintes majeures & prendre en compte dans la gestion d’une pécherie sont
donc de types économiques.
Les modéles bioéconomiques permettent d’évaluer la rentabilité de ’activité, en incluant
les paramétres économiques. L’aspect commercial des péches peut étre évalué avec ou sans
gestion. La différence entre les bénéfices va résider entre la mise en commun ou non des

ressources (assimilable a la théorie des jeux).



Pécherie en libre service
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Dans ce cas, aucune régulation de I'activité n’est considérée, les prédictions portent

alors sur les bénéfices de la péche selon I'effort et non plus sur la densité de population du

stock. Le bénéfice B de la pécherie dépend du prix de vente, du nombre d’individus capturés,

du cott de l'effort de péche et de 'effort.
D’ou :

B(E) =pY —cE
avec p : Prix de vente et Y :Nombre de captures. Or

Y=H etX*zK(l—qE>

r

ainsi

E
B(E) = pgEK (1 - q> —¢E
T

et

C
E*—rq(l— >
/ pgK

Sustanable
Annual

Cost ($/ yr)

EHS'F Eo
Fishing EHort, E

Figur\e 3 : The static Gordon model of lishery economics

(4.14)
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Graphiquement, lorsque 'effort correspondant au MSY est dépassé, il y a une diminution
des bénéfices. De plus, I’équilibre du systéme est alors atteint lorsque les revenus sont nuls.
Une pécherie non gérée (en libre acceés) n’est pas économiquement rentable, puisque effort
de péche dépassera 'effort au MSY et le systéme tendra vers un équilibre sans bénéfices.
Pécherie avec gestionnaire

Le modeéle sans gestion a montré qu’il était impossible de faire des bénéfices in-
dividuels, sans réduire l'effort collectif de la pécherie. Cela révele un conflit entre intérét
personnel et intérét du groupe, qui aboutit & un échec économique. Il faut donc réduire
Peffort tout en maximisant les gains. Ainsi, le point MEY (Maximum Economic Yield) est
défini comme 'effort pour un rendement économique maximum. Ce point correspond au
maximum de la courbe des bénéfices, pour le déterminer, il suffit de trouver le point de la

courbe pour lequel la pente est nulle :

OB (E) _
OF
soit
pgK — 2pLJQKEMEY =0
Evpy =1/2q(1 - ¢/pgK)
donc

Eygy = 1/2E*

Etant donné que Peffort pour optimiser le bénéfice (Enrpy) est inférieur a Peffort du point
d’équilibre (E*), le but est de baisser I’effort pour que le point d’équilibre tende vers Eypy .

Différentes stratégies de gestion ont donc été élaborées. La premiére consiste & réguler ’effort
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par la mise en place de périodes de fermeture des zones de péche. Cette méthode a des
limites : lors des périodes de fermeture les bénéfices vont diminuer, alors qu’en période
d’ouverture 'effort de péche va fortement augmenter (via une optimisation des engins et
des techniques de péche par exemple). Cela induit un cott d’exploitation plus important
et un déclin de la population. Une autre stratégie consiste a créer au sein des pécheries,
des Aires Marines Protégées (AMP) permettant de diminuer de maniére efficace et durable
Peffort de péche appliqué [1].

La section uivante porte sur I’étude d’un probléme bioéconomique d’une seule espéce marine
exploitée par un seul pécheur dans le premier cas et par deux pécheurs dans le deuxiéme

cas.

4.3 Modéle bioéconomique pour une espéce marine

4.3.1 Cas d’une espéce marine exploitée par un pécheur

L’intérét réside dans I’étude du probléme bioéconomique d’une espéce marine ex-

ité r un pécheur, caractérisé résenté par 1’équation suivante :
loitée pa écheur, caractérisé et présenté par I’équation suivante

dX X
—=7rX|1—— | —gFEX 4.1
X ( K) q (4.15)

ol 7 est le taux de croissance intrinseque , K est la capacité de charge, F est 'effort de péche
pour exploiter I'une des espéces marines par le pécheur et g est le coeflicient de capturabilité
des espéces marines.

Notre objectif est de calculer 'effort E qui maximise les profits du pécheur w

m(F)=pH —cE (4.16)
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ol p est le prix de la population de poissons et pH = pqE X est le revenu total.
A Téquilibre, X = K (1 — gE) Ensuite
r
pg?
7 (E)=-K—F*+ (pgK — ¢) E.
r
pg?
Comme 7 est une fonction de second ordre avec —K—— < 0, 7 a un maximum unique E*
r

r (1 c
Ef=—(-—-—"_).
2<q qu2>

4.3.2 Cas d’une espéce marine exploitée par deux pécheurs

donné par

dans ce cas,

1—> —Hl—H2 (4'17)

ou H; =qFE; X pouri=1,2.

Programme d’optimisation

Notre objectif est de trouver E (E7, E2)qui maximise le profit 7 (71, m2)des deux
pécheurs.

R 1
A l'équilibre, X = K <1 ——q (B + E2)> Le premier pécheur doit résoudre le probléme
r

K c
max 7 (F) = —7pq2E% + % (rpq — Elr — quEg) FEn

g1 +qFEs <71
(4.18)

sujet a Ey >0

FE5 est donné




et le deuxiéme pécheur doit résoudre le probléme

Résolution du probléme

sujet a Ey >0

F1 est donné

@B +qFEy <r
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K K c
max 7y (E) = —7pq2E§ + = (qu - ?27“ — quEl) By

(4.19)

L’objectif est de calculer 'effort de péche qui maximise le profit de chaque pécheur

lors de I’équilibre biologique pour les deux problémes (4.18) et (4.19).

Nous rappelons que le point E*(E7, E3) est appelé point d’équilibre de Nash si et seulement

si B est une solution de probléme (4.18) pour E3 dinné, et E3 est une solution de probéme

(4.19) pour E} donné

Les conditions essentielles de Karush-Kuhn-Tucker appliquées au probléme (4.18) et (4.19)

exigent que si B} est une solution du probléme (4.18)et si Ej est une solution du probléme

(4.19), alors il existe des constantes mi, ma,v > tels que

[ K K K
my 2—pqg —pq —— EY
T T T
_ K
my | T | pa 2pa = E3
v —q —q 0 0

Ce probléme est équivalent au probléme de complémentarité linéaire LCP(M,b) ou

K K K ]

2—pq1  —pg2 ——
T T T
K K K
—pq1 2—pq2 ——
T T T

—q1 —q2 0
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et

La matrice M est P-matrice, alors LC'P(M,b) a une solution donnée par

T C1
Er=__ %
L7 pK @2
T C2
B=_2
27 pK @2

4.4 Modéele bioéconomique pour deux espéces marines

De nombreux modeles mathématiques développés selon différents parametres per-
mettent de faire des projections sur I’évolution de la péche et des stocks des espéces marines..
Les modeéles peuvent ensuite étre classés en deux parties : des composantes plirement bio-
logiques qui ne tiennent pas compte des intéréts économiques et des composantes bioécono-

miques qui intégrent les rendements des pécheurs.

4.4.1 Modéle biologique

Les facteurs biologiques qui jouent un role dans la dynamique de ces populations
ne sont autres que les taux de croissance de cette population, qui comprennent les naissances
et les déces ainsi que les mouvements individuels.

Selon le modele dynamique de population de Malthus(voir G. F. Gause [14]) :

dX, (t X
1) =rX1(1- *F,l — c12X1 X2

d)gt(t) X1 (4.20)
2 2
dt T2A2 < KQ) C21A1A2
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ol r; est le taux de croissance du stock pour ¢ = 1,2, K; est la capacité de charge du

systéme pour ¢ = 1,2 , X; est la densité de populationi = 1,2 et (cij)1<#j<2 Coeflicient de

compétition entre les espéces ¢ et les espéces j.

roKy (r1 — c12K3)

X =
r1re — C12c01 K1 Ko
X5 = r1Ks (rg — co1 K1)
r1r2 — C12c01 K1 Ko

Cette solution peut donner la coexistence des deux espéces de poissons, auquel cas les

biomases des deux espéces de poissons sont positifs avec r1 — ¢19K9 > 0 et ro — co1 K1 > 0.

4.4.2 Analyse d’équilibre

Les solutions & I’état d’équilibre sont les solutions des équations

X
7”1X1 <1 — I(i) - 612X1X2 =0
(4.21)

X
TQXQ <1 — I(z) — 021X1X2 =0

Ce systeme d’équations admet quatre solutions P;(0,0), P(K1,0), P3(0, K2) et Ps(X7, X5)

ou

oKy (1 — c12K>)
r1r2 — C12c01 K1 Ko
r1Ko (rg — c21 K1)
r1r2 — C12c01 K1 Ko

X3 =

La matrice variationnelle du systéme (4.21) est

2X
1 <1 — K1> —c12X2 —c12X1
1
/= 2X.
2
—en X 1-222) C X
21 X2 9 ( e > c21X1

Lemme 52 1- le point P;(0,0) est instable.
2- le point Py(K1,0) est instable.
3- le point P3(0, K3) est instable.

2- le point Py(X7,X;) est stable.
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Preuve 53 La preuve est la méme pour les quatre point d’équilibre. Nous allons ict présenter
la preuve du point Py.
La matrice variationnelle du systéme (4.21) a l’état d’équilibre Py(X7, X5) est

X*
- Kll —Cngik

J4 —
X5
—621)(5 —T9 Ffi

* *

X X
trace(Jy) = —r; Kll -1y KZ <0 etdet(Jy) = <

Py(X7,X3) est stable.

L T2
K1 K>

— 012021> XiX5 > 0. Alors, le point

T.784

Y

TG

T8

TI7E

T.r7d U

TAT2
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Figure 4 . Comportements et portrait de phase du systéme (4.21) au Py(7.776189158,11.10779185).
avec lavaleur initial x(0) = 7.77, y(0) = 11.10. L’état d’équilibre Py du systéme (4)
est stable. Ici r1 = 0.5, 79 = 0.6, K1 = 10, K5 = 15, ¢12 = 0.01 et co; = 0.02.

4.4.3 Modéle bioéconomique

Le modeéle pour I’évolution de la population de poissons devient

X1 =mXi(1- %) —c12X1 X2 — 1 E1 Xy
(4.22)

Xy =712 Xo(1 — 32) — cn X1 X2 — aF2 X
ol (gj)j=1,2,3 sont les coefficients de capturabilité des espéces j; et (E;) =1,2,3 sont 'effort

de péche pour exploiter une espéce j.

Le coefficient de capturabilité ¢ est un parameétre clé dans le processus de validation du
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modele de simulation de péche (voir [15]). Dans ce travail, ce parameétre est supposé étre
constant.

L’effort de péche est défini comme le produit d’une activité de péche et d’une puissance de
péche. L'effort de péche déployé par une flotte est la somme de ces produits sur toutes les
unités de péche de la flotte. L’activité de péche est en unités de temps. La puissance de
péche est la capacité d’une unité de péche & capturer du poisson et constitue une fonction
complexe selon le navire, ’engin et 1’équipage. Cependant, étant donné que les mesures de
la puissance de péche peuvent ne pas étre disponibles, 'activité (telle que les heures ou les
jours de péche) a souvent été utilisée comme substitut de Ueffort.

Il est intéressant de noter que, selon la littérature, ’effort dépend de plusieurs variables, a
savoir par exemple : le nombre d’heures consacrées a la péche ; temps de recherche ; nombre
d’heures depuis la derniére péche ; nombre de jours de péche ; nombre d’opérations ; nombre
de sorties effectuées ; navire, technologie, engins de péche, équipage, etc. Cependant, dans cet
article, l'effort est traité comme une variable unidimensionnelle qui inclut une combinaison
de tous ces facteurs. On donne maintenant I’expression de la biomasse en fonction de ’effort
de péche.

Les biomasses a 1’équilibre biologique sont les solutions du systéme

X
(1 — ?1) =ci1Xo+ i B
! (4.23)

X
r2(1 — %) =1 X1+ @2F»
2

Les solutions de ce systéme sont données par

X1 =anEr + anpbr + X7 (420

Xo = a1 B + ankr + X5
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o, aj1 = —Kir2q1 /A, a1z = K1Kagaci2/ D, az1 = K1Kze21q1/A et aze = —r1Kaq2/A. Ou
sous forme matricielle; X = —AE + X* ot A = (—aij)1<ij<3 et £ = (E, Ey)T.

Il est naturel de supposer que r;ry > c¢;jc;; K;K; pour tous j,k = 1,2 ce qui implique que
a;; < 0 pour tout ¢+ =1, 2.

Le profit pour chaque pécheur 7;(E) est égal au revenu total (T'R); moins le coit total

(T'C);, autrement dit, le bénéfice de chaque pécheur est représenté par la fonction suivante

mi(E) = (TR); — (TC);

Nous utilisons, comme d’habitude dans les modeéles bioéconomiques, le fait que le revenu
total (T'R) dépend linéairement de la prise, c.-a-d. Revenu total =Prix x Prises.

Comme mentionné précédemment, nous notons que H;; = ¢;jF;; X; Captures d’espéces j
par le pécheur 7, ou E;; est I'effort du pécheur 7 afin d’exploiter I’espece j. Il est clair que
H; =" | Hjjest le total des captures d’espéces j par tous les pécheurs.

Par contre, on note E; = > " | E;; effort de péche total consacré aux espéces j par tous les
pécheurs et par B! = (Ej, Ez-g)T Ieffort de péche vectoriel doit étre fourni par le pécheur &
attraper les trois espéces.

Avec ces notations nous avons

2 2
(TR); =Y pjHij =< E',—pgAE" > + < E',pgX* — Y pqAE’ > (4.25)
j=1 =1

ol (pj)j=1,2,3 est le prix par unité de biomasse de l'espéce j. Dans ce travail, nous prenons
p1 et po étre des constantes.
Nous supposerons,conformément a de nombreux modéles de péche standard (par exemple,le

modele de Clark [1] et de Gordon [6]),que (T'C); =< ¢, E* >, ot (T'C); est le coiit total de
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Ieffort du pécheur 4, et (H;);—1,2 = colit constant par unité d’effort de récolte des espéces
j-
Comme mentionné précédemment, le revenu économique net de chaque pécheur est repré-

senté par la fonction suivante 7;(E) = (T'R); — (T'C');. 1l s’ensuit que

2
mi(E) =< E', —pgAE" > + < E', pgX* — ¢ — Z pgAET > (4.26)
J=lj#i

Comme nous ’avons mentionné précédemment, le modéle biologique n’a de sens que dans la

mesure ou la biomasse de toutes les espéces marines est strictement positive (conservation

de la biodiversité), alors nous avons X = —AFE + X* > 0. En d’autres termes, pour le
pécheur ¢
AE' < X*— ) AF. (4.27)
=L

4.5 Equilibre de Nash Généralisé

Dans cette section, nous nous limitons au cas de deux pécheurs. Nous allons donc
présenter une méthode analytique qui permet de donner les solutions de maniére explicite.
Chaque pécheur essaye de maximiser ses profits et d’obtenir un effort de péche qui soit une
réponse optimale a 'effort de I’autre pécheur. Nous avons un équilibre de Nash généralisé
dans lequel la stratégie de chaque pécheur est optimale en prenant en considération les
stratégies de 'autres pécheur. Un équilibre de Nash existe lorsqu’il n’y a pas d’écart ren-
table unilatéral par rapport aux pécheurs impliqués. En d’autres termes, aucun pécheur ne
prendrait une mesure différente tant que I'autre pécheur ne change pas de strategie. Cette

situation peut étre traduit mathématiquement selon les deux problémes suivants :
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Le premier pécheur vérifie le probleme (P;) :

;

max 71 (E) =< B, —pgAE! > + < B!, pgX* — ¢ — pgAE? >

avec

E? est donné.

tandis que la stratégie de deuxiéme pécheur satisfait au probléme (Ps) :

max mo(E) =< E?, —pgAE? > + < E?,pgX* — ¢ — pgAE! >
avec
(P2) AE? < —AE' 4 X*

E?2>0

E' est donné.
\

Nous rappelons que (E', E?) est appelé point d’équilibre de Nash généralisé si et seulement
si E! est une solution de probléme (P1) pour E? donné, et E? est une solution de probléme
(P2) pour E! donné.

Pour résoudre le probléeme d’équilibre de Nash, nous utilisons les conditions essentielles de
Karush-Kuhn-Tucker. Ces conditions appliquées aux problémes (P;) et (P;), exigent que si
E' est une solution de probléme (P;) et si E? est une solution de probléme (P), alors il

existe des constantes u!, u?, v, \', A% € IRi telles que



Etul, A0 >0

v=—-AE' — AE? + X*

<u B >=< N, v>=0

ul = 2pgAEY + ¢ — pgX* + pgAE? + AT)\!

u? = 2pgAE? + ¢ — pgX* + pgAE" + AT )2

pour tout ¢ = 1,2

pour tous 7 = 1,2
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Pour maintenir la biodiversité des espéces, il est naturel de supposer que toutes les biomasses

restent strictement positives, c’est-a-dire X; > 0 pour tout j = 1,2; donc v > 0.

Comme < X', v >= 0 alors \* = 0 pour tout i = 1,2. Ainsi

<u,E'>=0
\ E'ul,v>0
D’ou -~ _
ul 2pgA  pgA AT
uw? | = | pgA 2pgA 0
v I -A —-A 0 |

Considérons les notations suivante

v=—AE! — AE? + X*

2pq A

PqA

ul = 2pqAEY + pgAE? + ¢ — pgX*

u? = quEl + 2quE2 4+ c— pgX*

pour tout ¢ = 1,2

pour tout ¢ = 1,2

E! c—pgX*
E?2 | | c—pgX*

0 X*

pgA AT c— pgX*

2pgA 0 s b=1 ¢c—pgX*

(4.28)
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alors notre probléme est équivalent au probléme de complémentarité linéaire LCP(M,b) :

;

Trouver des vecteurs z, w € IR%tels que

w=Mz+b2>=0,

Il est facile de montrer que la matrice M est P —matrice. Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 54 : LCP(M,b) a une solution unique pour chaque b si et seulement si M est

P-matrice.

Preuve 55 : Voir [16].-[19].

Par conséquent, le probléme de complémentarité linéaire LCP(M,b) admet une

et une seule solution. Par un simple calcul , cette solution est donnée par

1 c
B = AN XY - —
3 pq
ott AL Iinverse de A, est donnée par
oo
Al= | KBio @
ST
@ K

4.6 Simulations numériques

(4.29)

Nous prenons comme cas d’étude deux espéces marines présentant les caractéris-

tiques suivantes :
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r1=0,5 K;=1000 q;=0,1 c12=2.100% ¢;=0,05 p;=40
I"2:0,3 K2:700 q2:(),02 C21:1075 C2:0,10 p2:60

Nous allons étudier 'influence du prix et du nombre de pécheurs sur ’effort de capture, le

niveau de capture et les bénéfices des pécheurs.

4.6.1 Effect de la variation du prix sur ’effort de péche, les captures et

le profit

Comme premier résultat, nous avons le tableau 1 ( présenté graphiquement par
les figures ci dessous) qui montre qu’une augmentation des prix entraine 'augmentation de

I’effort de péche et des niveaux de capture.

Prix du Prix du Effort total pour Captures total
premiére espéce deuxiéme espéce attraper les deux espéces des deux espéces
02,00 03,00 62,89 530,02
05,00 07,50 63,34 532,17
08,00 12,00 63,45 532,71
10,00 15,00 63,49 532,89
14,00 21,00 63,53 533,09
18,00 27,00 63,55 533,20
20,00 30,00 63,56 533,24
30,00 45,00 63,59 533,36
40,00 60,00 63,60 533,42
Tableau 1

Effect de la variation du prix sur 'effort de péche, les captures et le profit
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4.6.2 Effect de la variation du nombre de pécheurs sur ’effort de péche,

les captures et le profit

Nous verrons maintenant ’influence du nombre de pécheurs sur les niveaux de cap-
ture et sur les bénéfices (voir tableau 2). Pour ce faire, nous considérons trois situations :
Dans la premiére, nous considérons un seul pécheur qui attrape les deux espéces marines. Afin
de maximiser le profit de ce pécheur contraint par la conservation de la biodiversité des deux
espéces marines, il doit attraper 569,92, avec un bénéfice égal a 7260, 31.

La seconde situation concerne deux pécheurs avec deux espéces marines. Danc ce cas chaque
pécheur doit capturer 506,35 avec un bénéfice égal a 3226, 80. Cette situation réduit les
prises de chaque pécheur de 88,85% et réduit les profits de chaque pécheur de 44, 44%.
Dans la troisiéme situation, nous considérons dix pécheurs et deux espéces marines. Pour
maximiser le profit, chaque pécheur doit capturer 188,24, et le bénéfice de chacun est égal
a 240, 01. Cette situation réduit les prises de chaque pécheur de 33,03% et réduit les profits
de chaque pécheur de 3, 31%.

Les trois situations montrent donc que, lorsque le nombre de pécheurs augmente, les prises
et les bénéfices de chaque pécheur diminuent.( voir la figure ci dessous). Par contre, si le

nombre de pécheurs augmente, la capture totale augmente, mais le bénéfice total diminue.
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Capture/pécheur Bénéfice/pécheur
Situation nl 569,92 7260,31
Situation n2 506,35 3226,80
Situation n3 188,24 240,01

Tableau 2 : L’influence du nombre de pécheurs sur les prises et les bénéfices.

B EEE

Shhation nl Shation n2 Shation nk

Figure 7
Nous constatons maintenant qu’une augmentation du nombre de pécheurs entraine
une augmentation de l'effort de péche total et une réduction du bénéfice total, comme

indiqué dans le tableau 3 et présenté dans la figure



Nombre de pécheurs Effort de péche total Bénéfice total
01 pécheur 34,98 7260,31
02 pécheurs 46,64 6453,61
03 pécheurs 52,47 5445,23
05 pécheurs 58,30 4033,50
10 pécheurs 63,60 2400,10
15 pécheurs 65,59 1701,63
20 pécheurs 66,63 1317,06
25 pécheurs 67,27 1074,01
30 pécheurs 67,70 906,59
35 pécheurs 68,02 784,29
40 pécheurs 68,25 691,05
45 pécheurs 68,44 617,61
50 pécheurs 68,59 558,27

Tableau 3 : L’influence du nombre de pécheurs sur l'effort de péche total et
bénifice total.

L'influence du nombre de pécheurs
sur |I'effort de péche total et bénifice
total

Figure 8
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4.7 Conclusion

Ce quatriéme chapitre a fait I’'objet d’une étude mathématique d’un modeéle bioé-
conomique modélisant un probléme de pécherie, ot les pécheurs cherchent a maximiser leurs
profits en fonction des efforts de péche déployés, et ceci de maniére unilatérale sans qu’il
ait de concertation préalable entre eux , sous la contrainte de la durabilité de la ressource
et la conservation de la biodiversité. La croissance naturelle de chaque espéce est modélisée
en utilisant une loi logistique, nous avons calculé ’effort de péche qui maximise le profit de
chaque pécheur a I’équilibre biologique en utilisant le probléme de 1’équilibre de Nash gé-
néralisé et la thechnique de Complémentarité linéaire LCP. L’existence des états stables et
leurs stabilités sont étudiés & ’aide d’une analyse & valeur propre. Enfin, quelques exemples
numériques sont donnés pour illustrer les résultats. nous avons considéré que les prix des

espéces de poisson sont constants.
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Chapitre 5

Conclusions et prespectives

Au cours de cette thése, nous avons proposé la modélisation, I’étude mathématique
et la simulation numeérique des modeéles provenant de trois domaines différents : cinétique
chimique ; épdimologie et bioéconomie.

Nous avons démontré dans le premier chapitre que la modélisation en cinétique chimique de
certaines réactions conduit & des systémes de réaction-diffusion ; la quantité clef ici est celle
de la vitesse de réaction. la premiére question abordée était celle de la positivité, de 1'exis-
tence locale puis globale en temps des solutions pour des états initiaux donnés, et ceci en
développant des techniques appropriées a ce type de problémes paraboliques.La deuxiéme
question est celle de la simulation numérique, en adoptant la méthode des éléments finis
pour la partie linéaire, et celle de.Newton -Raphson pour la partie non linéaire, un code
en Matlab a été réalisé pour trois réactions chimiques : ’Amoniac, I’Enzymatique et la
réaction de I’'Hydrogéne et du Brome. Ce travail a donné fruit & deux articles, le premier

"Modelisation and Numerical Simulation of a Class of Reaction-Diffusion Sys-
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tem Resulting from Chemical Kinetics" [38] publié en janvier 2018 a International
Journal of Applied Physics and Mathematics (IJAPM) et le deuxiéme est "Mathe-
matical Study of a Class of Reaction-Diffusion System Resulting fromChemical
Kinetics : Non-linear parabolic systems" [39] publié en janvier 2020 au journal " Re-
search and Analysis journal,"

Comme prespectives, Nous mentionnons en particulier :

e les problémes de stabilité liés au principe de linéarisation autour d’équilibre (
ce qu’a été réalisé pour certains problémes en liaison avec 1’épidemologie dans le troisiéme
chapitre).

e le controle de réaction : comme illustration, on peut penser a la régulation du
taux de glucose dans le sang d’un corps humain par des injections contrélées d’insoline, ceci
conduit a des systémes de réaction diffusion avec controle.

Dans le deuxiéme chapitre nous avons proposé un modéle d’infection virale & diffusion et
fonction d’infection générale, décrivant la dynamique de l'infection virale. Dans un pre-
mier lieu, nous avons prouvé I'existence la positivité et la bornitude de la solution du sys-
téme réaction-diffusion modélisant la maladie VHB. En suite ;nous avons étudié la stabilité
asymptotique globale de ’équilibre sans infection E, et I'équilibre d’infection chronique E*.
En effet, en analysant les versions continue et discréte, nous avons prouvé que la dynamique
globale est complétement déterminée par le nombre de reproduction de base Ry. L’équilibre
sans infection Ey est globalement asymptotiquement stable si Ry < 1, ce qui refléte la dispa-
rition du virus et de l'infection. Dans le cas ou Ry > 1, ’équilibre d’infection chronique E*

est globalement asymptotiquement stable ce qui prouve que la maladie persiste. La stabilité
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globale des équilibres est prouvée par la construction de fonctions de Lyapunov appropriées.
Pour la simulation numérique, nous avons utilisé la méthode d’Euler mixte et developpé un
code sous Matlab. Nos résultats numériques ont confirmé les résultats mathématiques pour
prouver encore une fois que ladynamique du probléme est complétement déterminée par le
nombre de reproduction. Ce travail a donné comme résultat un article " Dynamics of a
class of viral infection models with diffusion " [40] publié¢ en février 2020 au journal
"Mathematical Biology and Neuroscience".

En perspective, nous signalons quelques directions de recherches futures :

e Le taux de recrutement dans une population n’est pas en général constant, mais
il suit une fonction logistique. Pour cela il serait important d’introduire le terme logistique
dans le modeéle pour modéliser les nouvelles naissances.

e Le traitement et la vaccination ont joué un réle important pour limiter la propa-
gation des épidémies. Pour cela, il serait important d’introduire deux fonctions de controle
dans nos modéles, 'une pour la vaccination des susceptibles et 'autre pour le traitement
des infectés.

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés & un modeéle bioéconomique pour des es-
péces marines exploitées par plusieurs pécheurs qui cherchent & maximiser leurs profits en
fonction des efforts de péche déployés, et ceci de maniére unilatérale sans qu’il ait de concer-
tation préalable entre pécheurs qui sont tous contraints par la durabilité de la ressource et
la conservation de la biodiversité. Le modeéle que nous avons traités comprend trois parties :
une partie biologique reliant les captures aux stocks de biomasses, une partie exploitation

qui relie les captures aux efforts de péche, et une troisiéme économique reliant les efforts
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de péche aux profits. L’évolution des biomasses des espéces marines est traduite par les

équations mathématiques suivantes :

dX; X; -
dtz =riX; <1 - Kz> - ;Cz’inXj —GCi
VE)

ol pour 7 = 1, 2, r; le taux de croissance du stock, K; la capacité de charge du systéme, X;
la densité de population ,(c;j), <itj<2 coefficient de compétition entre les espéces i, j; et
C; le total des captures de I’espéce marine 4.

Nous avons démontrés qu’une telle modélisation débouche sur un probléme d’équilibre de
Nash généralisé, que nous avons transformés en un probléme de complémentarité linéaire
(LCP), pour lequel nous avons démontrés I'existence d’une solution unique qui représente
le point d’équilibre de Nash généralisé. Une simulation numérique a été proposée montrant
I’évolution des captures et des profits des pécheurs en fonction des paramétres bioécono-
miques, puis I'influence du prix et du nombre de pécheurs sur les efforts et les profits des
pécheurs.Comme perspectives, nous envisageons dans un futur travail de définir des fonc-
tions de fourniture & long terme, ol le prix n’est plus une constante, mais dépend du niveau
d’effort et du stock de biomasse de chaque espéce restante. Le travail de ce troisiéme chapitre
a donné naissance a un article "A Mathematical Bioeconomic Model of a Fishery :
Profit Maximization of Fishermen", nous ’avons publié¢ au Journal of Economics,

Business and Management (JOEBM) en Novembre 2017 [2].
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