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Résumé

Cette these introduit une nouvelle approche pour résoudre un probleme d’obstacle et traite I’éva-
luation des options europeenes (resp. les options americaines) avec des modeles financiers, interprétée
comme solution d’un systeme d’équations (resp. d’inéquations) aux dérivées partielles parabolique.

La premiere partie développe une méthode numérique pour résoudre un probleme d’obstacle uni-
latéral en utilisant la méthode de collocation de spline cubique et la méthode de Newton généralisée.
Cette méthode converge quadratiquement et 1’erreur d’estimation entre la solution de pénalité et la solu-
tion analytique est prouvée. Pour valider les résultats théoriques, des tests numériques sur un probleme
d’obstacle en dimension un, sont présentés. Ainsi, notre contribution, quand a I’amélioration de certains
résultats cités dans les réferences, sera illustrée.

La deuxieme partie est consacrée au développement d’une méthode numérique pour évaluer des
options européennes et américaines permettant de discrétiser la variable temporelle par 6-méthode, ré-
sultant d’une équation aux dérivées partielles (EDP), qui sera ensuite résolue numériquement par une
méthode de collocation de spline cubique pour la discrétisation spatiale. Finalement, pour résoudre le
systeme discrétisé, nous élaborerons une méthode de collocation et nous montrerons que celle ci est
convergente en deuxieme ordre. Les résultats numériques sont présentés et comparés avec les autres mé-

thodes de collocation données dans la littérature.



Introduction générale

Le theme des inéquations variationnelles (IVs) porte essentiellement sur le calcul des variations
relatives a la minimisation des fonctionnelles en dimension infinie. L’étude systématique du sujet re-
monte aux années 60 avec les travaux effectués par I’italien Guido Stampacchia, qui était I’'un des pion-
niers dans ce domaine. Guido Stampacchia et ses collaborateurs ont utilisé I’'inéquation variationnelle
comme un outil d’analyse favorisant I’étude des problemes de frontiere libre définie par les dérivées par-
tielles non linéaires. Il en découle des problemes unilatéraux de 1’élasticité et de plasticité. Les premiers
travaux sur les inéquations variationnelles ont été introduit dans [46, 66, 70, 82, 83]. En particulier, le
premier théoreme d’existence et d’unicité de la solution des (IVs) a été démontré dans [82]. Les livres
de Baiocchi et Capelo [4], Kinderlehrer et Stampacchia [58] constituent une introduction complete a
I’application des inéquations variationnelles sur des espaces fonctionels en dimension infinie (voir aussi
[5]). Le livre de Glowinski, Lions et Trémoliere [43] est considéré comme une des premieres références
ayant donné un traitement numérique détaillé de ces (IVs). Il existe, par ailleurs, des références sur le
méme théme en dimension infinie.

Les inéquations variationnelles en dimension finie et les problemes de complémentarité (lineaire (PC)
ou non linéaire (PCN)) ont été traitées pour la premiere fois au début des années 60. Plus précisement,
le (PCN) a été considéré et élaboré en 1964 par Richard W. Cottle [24] dans sa these de Ph.D, sous la
direction de George B. Dantzig "pére de la programmation linéaire". Ainsi, ils ont contribué a la nais-
sance de I’étude des (IVs) par le biais du (PCN). Durant les années 70, 80 et 90, plusieurs auteurs ont

contribué a I’étude du (PCN) en dimension infinie. Nous citerons par exemple [51].

De nombreux problemes en mécanique, en physique, en contrdle et en finance conduisent a

I’étude des inéquations variationelles.

Ce travail est organisé de la fagon suivante :
- Un chapitre préliminaire sur le rappel de quelques résulats d’analyse fonctionnelle et calcul stochas-
tique.

- Deux parties consacrées respectivement aux rappels des fonctions splines, des inéquations variation-
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nelles, du probleme d’obstacle et des notions élémentaires de mathématiques financieres.

Partie I : Cette partie est constituée de trois chapitres.
Dans le premier chapitre, nous rappellerons quelques résultats et définitions sur les B-splines et les
splines cubiques. En suite, on donnera quelques notions sur I’interpolation et la quasi-interpolation par

les fonctions splines de degre k.

Dans le deuxieme chapitre, nous considérons essentiellement les deux types suivants d’inéqua-
tions variationnelles, a savoir :

— Inéquations variationnelles elliptiques (IVE);

— Inéquations variationnelles paraboliques (IV P).
On se limite a 1I’étude de I’existence, 1’unicité et I’approximation de la solution de I'/VE et (IV P) (voir

Lions et Stampacchia [67]).

Dans le troisieme chapitre, nous développerons une méthode numérique pour résoudre un pro-
bléme d’obstacle unilatéral en utilisant la méthode de collocation de spline cubique et la méthode de
Newton généralisée. Cette méthode converge quadratiquement si une relation entre le parametre de pé-
nalisation € et le parametre de discrétisation / est satisfaite. L’erreur d’estimation entre la solution de
pénalité et la solution analytique sera calculée. Pour valider les résultats théoriques, des tests numériques

sur un probléme d’obstacle unidimentionnel sont présentés.

Partie II : La deuxieme partie est constituée de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques modeles qu’on utilise souvent dans le secteur fi-
nancier. Il existe plusieurs types d’investisseurs dans le marché financier d’aujourd’hui, non seulement
les entreprises, les banques et autres institutions financieres, mais aussi de nombreux spéculateurs privés
avec de I’argent dans des fonds ou d’autres titres. Récemment, la spéculation des instruments financiers
dérivés tels que les options sur titre a augmenté rapidement. Tout cela a généré une demande croissante
de connaissances sur I’analyse de toutes les relations complexes des marchés et ceci d’une maniere fiable.
Dans ce chapitre, on rappelle les notions élémentaires en mathématique financiers, a savoir les taux d’in-

téréts, 1’arbitrage, les options et les modeles d’évaluation des actifs financiers.

Dans le deuxieme chapitre, nous illustrons notre contribution personnelle par le développement

Lab. Modélisation et Calcul (LMC). Départ. de Math Appl, FST. Beni-Mellal.
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d’une nouvelle méthode numérique pour évaluer I’option europeene dans le cadre du modele de Black-
Scholes, qui est régi par une équation aux dérivées partielles de Black-Scholes généralisée : Premiere-
ment, nous allons proposer la 8-méthode pour discrétiser la variable temporelle, résultant d’ une équation
linéaire aux dérivées partielles (EDP), qui sera ensuite résolue numériquement, nous développerons et
nous analyserons une nouvelle méthode de collocation de spline cubique pour la discrétisation spatiale.
Finalement, pour résoudre le systeéme linéaire discrétisé, nous élaborerons une méthode de collocation et
nous montrerons que celle ci est convergente en deuxieme ordre. Les résultats numériques sont présentés

et comparés avec les autres méthodes de collocation données dans la littérature.

Dans le troisieme chapitre, les options américaines sur les obligations ont le prix sous le modele
de Cox-Ingrosll-Ross (CIR). Le probleme de complémentarité linéaire de la valeur de I’option est ré-
solu numériquement par une méthode de pénalisation, par laquelle le probleme se transforme en une
(EDP) non-linéaire en ajoutant un terme de pénalisation de puissance. La solution du probleéme pénalisé
converge vers celle du probleme initial. Pour résoudre numériquement cette (EDP) non-linéaire, nous
utilisons la méthode horizontale des lignes pour discrétiser la variable temporelle et la variable spatiale
au moyen de la méthode trapézoidale et une méthode de collocation de spline cubique, respectivement.
Nous prouverons que ce schéma de discrétisation complete converge et la convergence est du second
ordre. Ainsi la convergence de la solution numérique vers la solution du probleme continu est garantie.

Les résultats numériques sont présentés et comparés avec d’autres méthodes numériques déja fait.

Laboratoire (LMACS). Départ. de Math Appl, FST. Beni-Mellal.
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Généralités
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A.5.3 Intégrale stochastique. . . . . . . . . . . . .. ... 18
A.5.4 Equations différentielles stochastiques (EDS) . . . . . . ... ... ... ... 18

A.1 Notations générales

En général, les notations sont indiquées dans le texte lorsqu’elles sont introduites.

Néanmoins, nous reproduisons ici les notations les plus utilisées.

Q : un domaine borné dans RV ,N>1,

_Tr=0Q,

x = (x1,x2,...,xy) un point de Q,

V =(9/9x1,0/9x,,...,0 /dxy),
0% Q% oo

ay 5.0 a, N .
D% = 8'“'/8x118x22,...,8x2"’ = S 50 ot a ={ay,,....,ay}; A, ,,...,0y
) . X1 0X N
sont des entiers positifs, || = a; + o + ... + ay,

— : la convergence forte (en norme),

— : la convergence faible,
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— ||.]| 1a norme Euclidienne sur RV,
— |||l 1a norme infinie,

— S 1a kime dérivée d’une fonction S,

Thu(x) = u(x+ h) : translation de u par h, avec x,x+h € Qetu € L'(Q).

Wy y1(x) = H(x —x;) : le polynéme nodal de degré n+ 1,

i=0
o f(x) . ..
— flx0,-xn] = Z ———— : différences divisées de Newton,
5 @, (xi)

Nous définissons la fonction puissance tronquée avec un exposant m, comme suit :

m X", six>0,
(%) = .
0, sinon.
— Nous définissons la fonction indicatrice par
1, sixé€la,b],
Xlap) = .
0, sinon.

— Nous désignons par ' le conjugué de r, défini par ' =

_r_
r—1-
Dans la suite de cette section, on prend r > 1,d = N ou NZ%etm > 1.

A.2 Espaces des fonctions

— L'(Q) désigne I’espace de fonctions intégrable au sens de Lebesgue. C’est-a-dire, comme nous
le faisons habituellement, nous confondons deux fonctions qui coincident presque partout (p.p.
en abrégé).

Pour f € L'(Q), nous notons

£y = [, L0l

- L'(Q)={f: Q@ — R, f mesurable et / |f(x)|"dx < 4o}, est un espace de Banach pour la
Q

norme
1710 = 1t = ([ 1517 dx) " pour f e (<),

- L7(Q)={f: Q — R, f mesurable et il existe C > 0 telle que | f| < C p.p. sur Q}, est un es-

pace de Banach pour la norme

[ fll1=(@) = inf{C;|f] < C p.p. sur Q},

— L'(QRY) ={f: Q—RY, fmesurable et f; € L'(Q), avec 1 <i <d},

Laboratoire (LMACS). Départ. de Math Appl, FST. Beni-Mellal.
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— €™(Q) : I’espace des fonctions m-fois continfiment différentiables a valeurs réelles ot tous les

dérivés jusqu’a I’ordre m sont continues dans Q,

1fllmp.0 =Y. ID“fllzr() pour f € €™(S),

la<m
- EM(Q) ={f €€™(Q)/ Supp(f) est un sous-ensemble compact de Q},
— €°(Q) : Lespace des fonctions infiniment dérivables a support compact,
— Ik (Q) ={f € €°(Q); supp(f) C K} est un espace de Fréchet avec K C Q compact, quand
il est muni de la topologie définie par la famille de semi-normes
1fllzg@) = sup  [9%f(x)| pour f € Zk(Q),
|ot|<m, xeK
- WmP(Q) = {f € LP(Q);0%f € LP(Q),a € N",|a| < m}, ou d*f est sous-entendu au sens
9'(Q) (c’est I’espace des formes linéaires continues sur 2(Q) = U%k (L)), est un espace de
Banach pour la norme
Al = X 171, pour £ € WP(),

la|<m

d.
H'HIJ_QZ H.HO,nQ—i—Z 3.

S0
H™ (Q) = W™2(Q), est un espace de Hilbert,
Q) ={feWmP(Q);0%f =0sur,dQ,o € N" |ot| < m— 1}, est un sous-espace de

N
: la norme usuelle de W' (Q),
0,r,Q

) (
WP (Q) pour la norme

1/ "
7o = (X IDf15))  pour f € WG 7(@)

|ot[=m

H(Q) = W' (Q),
Wol’r(Q) = {fGU(Q) :Vie{l,2,...,N} g—)]:l eL’(Q) etfzosuraﬁ}.

er(QRN) {f f,EWO”( )etﬁzOsur&Q,pourlSiSN}.
LP(a,b;X) ={f: [a,b] :— X, intégrable telle que ||f||x € L”(a,b),1 < p < oo}, est un es-

pace de Banach pour la norme

1
N e p————
avec X est un espace de Banach,

_ Cot( ) = {fGCgO( )i[fla= sup |f(x) = f(y)]

7 < oo}, est I’éspace holderien d’exposant
X,yEQ xF£y |X - y’

aavecO0< o<1,

1l gy = /1o 1] pour £ € C*(@),

Laboratoire (LMACS). Départ. de Math Appl, FST. Beni-Mellal.
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— ChY(Q) = {f € €X(Q); 9P f € C*(Q),B € N",|B| = k}, pour tout k > 0 entier, est un espace

de Banach pour la norme

e = X |l0°r] + X [%] pourrect@)

BeN",|B|<k 0@  BeN"|B|=k *

A.3 Quelques résultats d’analyse fonctionnelle

Soit © un ouvert de RY (), de frontiere dQ. On rappelle que L (Q) est I’espace de fonctions
p—eme intégrables et W17 (Q) I’espace de Sobolev, muni de sa norme usuelle (||.|[1 o) et WO] P(Q) =
€ (Q), avec 1 < p < +oo. Rappelons que H'(Q) = W!(Q) et H} (Q) = WOI’Z(Q). Nous rappelerons
quelques propriétés, sur la completude, réflexivité et séparabilité, de I’espace de Sobolev W!7(Q).
Proposition A.3.1 (cf, [10]). L'espace W7 (Q) est

1. un espace de Banach pour 1 < p < 400,
2. réflexif pour 1 < p < oo,

3. séparable pour 1 < p < oo,

4. un Hilbert séparable pour p = 2.

Proposition A.3.2 (Inégalité de Holder [10]). Soit Q un ouvert de RN. Si f € LP(Q), g € L1(Q), avec
1 <p,g<+e et%—ké =1, alorsona f.g e L'(Q), et

/Q 118l dx < 1]l - gllzo .

Définition A.3.1 (cf, [10]). Soient Q| et Qs deux ouverts de RN, on dit que L est inclus fortement dans

Qy, et noté Qy CC Qy, 5i Qy C Q.

Proposition A.3.3 (Voir [10]). Soit u € LP(Q), avec 1 < p < +eo, les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :
1. uewhr(Q),

2. 1l existe une constante ¢ > 0, telle que

/ 90
Qu3xi

3. Il existe une constante ¢ > 0, telle que pour tout ouvert ® CC Q et touth € RN , ona

< CIIQDHLP/ (Q)V(p €67 (Q),i=1,...,N.

It =l ) < il

2 Au long de ce chapitre, nous supposons N > 2.

Laboratoire (LMACS). Départ. de Math Appl, FST. Beni-Mellal.
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De plus, on peut prendre ¢ = ||Vul| v dans (2) et (3).

L' (Q)
Proposition A.3.4 (Inégalitée de Poincaré [10]). On suppose que Q est un ouvert borné de RY, alors il

existe une constante ¢ = c¢(Q) telle que
1,
el o) < €llVull 1o gy Vi€ Wy (Q) (1< p < o).

Théoreme A.3.1 (Formule de Green [75]). On suppose que  est borné, de frontiére T, de classe €'

par morgeaux, alors pour toutes u et v de H' (Q)ona

8_x,VdX_ /ua—%dx—i—/uvv,ds

ou V; est la i—eme composante de la normale extérieure V.

l
Soit Q = U Q, une décomposition de Q telle que
i=1
1. Q; est un ouvert de R", contenu dans Q, de frontiére I';, de classe ¢! par morceaux pour i =

I,...,~.
2. Q;NQ; = pouri# j.
Théoréme A.3.2 ( Voir [75]). Soit u une fonction continue sur Q telle que la restriction de u a Q;

appartient & H' (), pour touti=1,--- £, alors u € H' (Q).

Théoreme A.3.3 (Théoreme de représentation de Riesz (Fréchet-Riesz), (cf, [75])). Si a est une forme
bilinéaire continue sur un espace de Hilbert réel H, alors il existe une unique application A de H dans
H telle que, pour tout (u,v) € H x H, on ait a(u,v) =< Au,v > . De plus, A est linéaire et continue, de

norme égale a celle de a.

Lemme A.3.1 (cf, [58]). Soit K C Q un sous-ensemble convexe fermé (#0) et A: K — Q' un opérateur

monotone, coercive et continu sur les sous-espaces de dimension finie. Alors il existe
uekK: (Au,v—u)>0, pourtout veK. (A.3.1)

Nous énoncons les principes du maximum faible et fort pour les opérateurs paraboliques.

A.4 Principe du maximum
Nous posons D = Q x (0,T], 0 =Qx (0,T] et Y, = (I'x [0,T]) U(Q x {0}) (la frontiére para-
bolique de Q). L désigne un opérateur aux dérivées partielles de la forme

Lu—Za”xt zﬂH‘Zb (x,1)diu+ c(x,t)u — du,
i,j
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ou les fonctions a; ; , b; et ¢ sont supposées continues sur Q, et la matrice (a;;(x,7)) est symétrique définie

positive pour tout x € D.

Théoreme A.4.1 (Principe du maximum faible (cf, [41])). Nous supposons que ¢ = 0.

Soit u € €°(D)NC*!(D) telle que Lu > 0 (resp. Lu < 0) dans D. Alors

max u = max u(resp.minu = minu).
D )5 D YL

Corollaire A.4.1 ((cf, [41])). Nous supposons ¢ < 0.
Soit u € €°(D)NC*!(D) tel que Lu > 0 (resp. Lu < 0) dans D. Alors

maxu = maxu " (resp. minu = minu ).
D YL D V3

En particulier, si Lu = 0 dans D, alors
max |u| = max |u|.
D Yo

Théoréme A.4.2 (Principe du maximum fort (cf, [41])). Soit u € €°(D)NC>!(D) telle que Lu > 0 dans
D et nous posons M = maxg;u. Nous supposons que [’une des trois conditions suivantes est satisfaite :
(i)c=0,

(ii)c<0etM >0,

(iii) M = 0,

et que u= M en (xg,ty) € D. Alors u= M sur Q x [0,1).

A.5 Calcul stochastique

Dans la suite de cette section, on se place sur un espace de probabilité (ﬁ, o, P).

A.5.1 Processus et filtration

Définition A.5.1 (cf, [62]). Un processus (aléatoire) X sur ’espace de probabilité (El,;zf,IP) est une

famille de variable aléatoires (X,)te[oﬂ. C’est donc une fonction de deux variables :
X:[0,T]xQ—R

Définition A.5.2 (cf, [62]). Une Filtration (F,),cRr est une collection croissante de tribus (sous-tribus de

), c-a-d. Fs C Fy, Vs <t.
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Remarque A.5.1 (cf, [62]). F; représente la quantité d’informations disponible a l’instant t; il est

logique que cette quantité augmente avec le temps.

Définition A.5.3 (cf, [62]). Un processus (X;);>0 est dit F -adapté si, pour tout t, la variable aléatoire

X; est F ;-mesurable.

Proposition A.5.1 (cf, [62]). Si X est [ -adapté, la variable aléatoire X; est F ;-mesurable pour tout

s <T.

Définition A.5.4 (cf, [62]). Une famille de variables aléatoires (X;);>0 est une martingale par rapport
a la filtration (F;);er i
- X; est F;- mesurable et intégrable pour tout t.

-E[X,/F,] = X, Vs < 1.

A.5.2 Mouvement Brownien (ou Processus de Wiener)

Le mouvement brownien est un processus stochastique a incréments stationnaires, indépendants
et distribués selon une loi normale. Ce processus peut étre utilis€ modulo une certaine approximation,
dans :

- Le mouvement des grains de pollen dans I’eau ;
- Trajectoire de la polution dans une riviere ;

- Prix des actifs dans un marché financier.

Le mouvement Brownien {W;; t > 0} vérifie les propriétés suivantes :
— Chagque variation (W,;; — W;) du processus {W;; t > 0} entre les instants s et s + ¢, suit la loi
normale de moyenne L7 et de variance 6>f ol L et & sont des paramétres constants.
— Pour les instants (1; <1, < ... <1,), les variations (W,, —W;, ), (W, —W,,),...,(W,, —W,, ,) sont
indépendantes et suivent la loi normale.
— Wo =0et {W;; t > 0} est presque slirement continue en ¢.
Ses principales propriétés sont d’€tre :
— fini : I’échelonnage de la variance du mouvement brownien en fonction du temps garantit que
le mouvement brownien reste fini ;
— continu : les trajectoires du mouvement brownien sont continues mais fractables et non diffé-
rentiables nulle part;
— markovien : la distribution conditionnelle de W; sachant toute I’information jusqu’a 7 <t dé-

pend uniquement de Wr ;
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— une martingale : I’espérance conditionnelle de W; sachant toute I’information jusqu’a 7 <t est
WT 1.€. (]E[‘/‘/[‘FT] - Wf) )

— de variation quadratique finie : si on divise [0, T] en n+ 1 points t; = % alors
(W, — Wti,l)2 — T quand n — oo,

— normal : (W, —W,,_,) ~ A (0,t; —t;_1).

C’est un processus tres riche et extémement utilisé en finance pour modéliser des processus aléatoires.

A.5.3 Intégrale stochastique

Soit (X;);>0 un processus stochastique d-dimensionnel continu adapté et (W;),;>¢ un mouvement
brownien d-dimensionnel. L’intégrale stochastique de X; se définit comme suit :
it

t
/0 XsdWs = nh_r{looztr'l:OXli (VVti+1 - W/ti), I = ;

L’intégrale stochastique vérifie les propriétés suivantes :
t

- / XdW;s est une martingale ;
0

t
- E [/ XSdWS] = 0;
0
t t
— Var (/ Xdes) :/ 1 X;||3ds.
0 0

A.5.4 Equations différentielles stochastiques (EDS)
Une équation différentielle stochastique réelle est une équation de la forme :
t t
X, = x+ / b(s, X,)ds+ / o (s, X,)dW,
0 0

ou sous une forme différentielle :
dX, = b(t,X;)dt + o (t,X;)dW,, A5.D)
Xo = x.

Soient b et o deux fonctions de R, x R” & valeurs réelles, données :

- b(1,X;) est appelé coefficient de transport ou de dérive (ou drift) ;

- 0(t,X;) est appelé coefficient de diffusion ou volatilité.

On se donne également un f ,-mouvement brownien (W;),;>o sur I'espace (Q,.7,P). Une solution de

t
I’ESD précédente est un processus (X;);>¢ continu, f-adapté tel que les intégrales / b(s,X;)ds et
0

t
/ o (s,X;)dW; aient un sens et 1’égalité
0

t t
X, = x+ / b(s, X,)ds+ / o (s, X,)dW,
0 0
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soit satisfaite pour tout ¢z, P presque slirement.

Théoreme A.5.1 (Théoreme d’existence). Sous les hypothéses suivantes :
a) il existe K tel que pour toutt € [0,T, xe R, ye R :
= |b(t,x) =b(1,y)[+[0(1,x) —o(1,y)] < Klx—y].
= [b(t. %) +[o(t,x)* < (1+ |x]?).
b) la condition initiale X, est indépendante de (W;),;>( et est de carré intégrable.
Alors, il existe une unique solution forte de I’EDS a trajectoires continues pourt € [0,T]. De plus cette

solution vérifie

]E( sup |Xt|2> < oo,
0<t<T
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Chapitre 1

Les fonctions splines
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En introduisant les fonctions splines dans les années 40, Schoenberg apportait plus de souplesse
dans I’approximation polynomiale. Cette notion permet de diminuer le degré du polynd6me approchant
la fonction, en considérant des fonctions polynomiales par morceaux appelées splines ; du nom de la
tige flexible qu’on fixait sur le papier pour tracer des courbes lisses. Les polyndmes de Serge Bernstein
(1880-1968) servent, dans la construction paramétrique des B-splines. Nous verrons dans ce chapitre le

cas des splines cubiques.

1.1 L’espace des splines
Nous définissons les espaces des splines polynomiales et nous montrons qu’il existe une base
constituée des polynomes et des fonctions puissances tronquées.

Définition 1.1.1. Soient xy, ..., x,, n+ 1 noeuds distincts de |a,b|, avec a = xp < x; < ... < x, = b.

Pour tout k € IN, on appelle

Sk+1(x1, ...,xnfl) = {S S (gk_l([a,b]) : S|[xi7xi+l] €P, i=0,....n— 1}
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I’espace des splines polynomiales de degré k avec n+ 1 noeuds x,...,x,. Pour un espace de spline
donné, nous associons toujours d’autres points x_ < ... < x_1 <a et b <xp41 < .. < Xpx OU ceS

points peuvent étre choisis arbitrairement.

Théoreme 1.1.1. L’ensemble des fonctions
{18, et (0 —x))E o (£ —x01)R )

forme une base de Sy 1(x1,...,x,—1), de dimension n+k.

1.2 Les B-splines

On montre que les B-splines forment une base des espaces des splines. Les B-splines sont des
splines ayant un support minimum. Pour 1’évaluation des splines, il est souhaitable d’avoir des fonctions
de base avec cette propriété. En outre, une évaluation stable de B-splines, a I’aide d’une relation de récur-
rence, est possible. On montre que les B-splines forment une partition de 1’unité. Enfin, nous donnerons

quelques résultats des B-splines.

1.2.1 Propriétés de base

Dans cette section, nous donnerons la définition des B-splines et discuterons de leurs propriétés.

Nous avons besoin de définir des splines sur I’intervalle (—oo,00).

Définition 1.2.1. Soient xo, ...,x,, n+ 1 noeuds distincts de |a,b], avec a = xo < x; < ... < x, = b pour
tout k € N. La fonction s(x) sur lintervalle [a,b] est une spline de degré k relative aux noeuds x; avec

j=0,1,....,nsi

eP;, j=0,1,..n—1, (1.2.1)

Skl 0]

sk € € ([a,b]) (1.2.2)

Si Sg41 désigne 1’espace vectoriel des splines s défini sur [a,b] et relatif a n+ 1 noeuds distincts,
alors dimSy.1 = n+ k. Evidemment, tout polyndme de degré k sur [a,b] est une spline ; mais en pra-
tique, une spline est constituée de polyndmes différents sur chaque sous-intervalle. Il peut donc y avoir

des discontinuités de la dérivée k-ieme aux noeuds internes xi, ..., x,—1. Les noeuds ou se produisent ces
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discontinuités sont appelés noeuds actifs.

On vérifie facilement que les conditions (1.2.1) et (1.2.2) ne sont pas suffisantes pour caractériser

une spline de degré k. D’une part, la restriction s ; = SK|

_ peut étre écrite sous la forme
Xj 7x_i+1]

k
sk () =Y sijlx—x;)" sixe [xj,xj41], (1.2.3)
i=0
on doit donc déterminer (k + 1)n coefficients s; j- D’autre part, d’apres (1.2.2),
sl(:;')—l(xj) = S/(C"})(Xj) j=0,.,n—1, m=0,.,k—1, (1.2.4)

ce qui revient a fixer k(n — 1) conditions. Il reste par conséquent (k+ 1)n —k(n— 1) = k+ n degrés de
liberté.

Méme si la spline est une spline d’interpolation, ¢’est-a-dire telle que si(x;) = f; pour j =0,...,n, ou
fo,---, fn sont des valeurs données, il reste encore k — 1 degrés de liberté a fixer. Pour cette raison, on
impose d’autres contraintes qui définissent :

— les splines périodiques, si
" a) =s"(b), m=0,1,...k—1; (1.2.5)
— les splines naturelles, si pour k =21 — 1, avec [ > 2,

s](<l+])(a):sl(<l+J)(b):0’ ]:071771_2

1.2.2 Les B-splines normalisées

Nous traitons les splines quelconques de degré k, et nous allons définir la base des B-splines (ou

bell-splines) en utilisant les différences divisées introduites a la section de généralités.

Définition 1.2.2. On définit la B-spline normalisée B; .1 de degré k, relative aux noeuds distincts
Xiy ooy Xitkt1 par .

B,-7k+1(x) = (x,-+k+1 —x,-)(. —x)l_i [x,', ...,x,-+k+1] (1.2.6)
ayant [x;,X; 11| comme support avec i = —k,...,n— 1.

En substituant la différence divisée de Newton dans (1.2.6), on obtient 1’expression explicite

suivante :
k+1 k
Xjti—X
Biki1 (%) = (Xigps1 —xi) Y k+§ i =X . (1.2.7)
i=0
/ H (xi+ J —xi+l)
1=0,1#j
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On en déduit de (1.2.7) que les noeuds actifs de B; x4 1(x) sont x;,...,X;;x+1 €t que Bjq1(x) est

non nulle seulement sur I’intervalle [x;,x; 1]

On peut montrer que c¢’est I’unique spline non nulle de support minimum (2) relative aux noeuds
. . . 1 !
Xiy - Xipkt1 (voir [77]). On peut aussi montrer que B; 41 (x) > 0 (voir [30]) et |B§’k)Jrl (xi)| = |B§7,2+1 (Xivxr1)]

pour / =0,....k— 1 (voir [79]). Les B-splines satisfont la relation de récurrence suivante (voir [31, 26]) :

Xlxixi 1] sik=0,

B,'JH_](X) == X —Xj (128)

Xitk+1 —X )
Bij(x) + —————Bip1k(x) sik>1.
Xitk —Xi Xith41 — Xit+1

(1.2.8) est généralement préférée a (1.2.7) quand on évalue une B-spline en un point donné.

Remarque 1.2.1. En généralisant la définition des différences divisées, il est possible de définir des B-
splines quand certains noeuds coincident. On introduit pour cela la relation de récurrence suivante :

Pour les différences divisées de Newton (pour plus de détails voir [33]) :

f[xla "'7xn] —f[X(), "'7xn—l]
X, — X0

Sl 20 ) )
(n+1)!

Sixg < x1 < ... <Xp,
(1.2.9)

SiXg =X =...= Xy.

Si parmi les k + 2 noeuds x;,...,X;1x+1, m noeuds (1 <m < k+2) coincident et ils sont égaux

a A, alors (1.2.3) contient une combinaison linéaire des fonctions (A —x)lfrl_J, pour j=1,....m. Par

conséquent, la B-spline ne peut avoir des dérivées continues en A que jusqu’a ’ordre k —m, et elle est

discontinue sim=k+1. Si xi_1 < x; = ... = Xj1x < Xjtk+1, alors (voir [33])
Xitk+1 — X k
i+k+1 .
(—) SIX € (X, Xijkt1]
Bijy1(x) = Xith+1 —Xi
0 sinon,
er Sixj < Xir] = . = Xjgtk+1 < Xjtk+2, alors
k
( X—X; ) el ]
— SUX € |XiyXitk+1]
Bij1(x) = Xitk+1 = Xi
0 sinon.

On peut construire des B-splines relatives a des noeuds pouvant coincider, en combinant ces formules

avec la relation de récurrence (1.2.8),

4Si Bijr1(x) =0, Vx € (—o0,x;]U[xiy,,+o0) avec 1 < r <k, alors By = 0. Par conséquent, nous pouvons dire que

B-splines ont un support minimum.
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Exemple 1.2.1. Examinons le cas particulier de B-splines cubiques sur les noeuds équirépartis xj 1| =
xi+h, i=0,....,n—1. L équation (1.2.7) devient

(

(x—x;)° si X € [xi,Xi1]
B 4307 (x —xi1) +3h (x—xip1)? =3 (x—xip1)° SiX € [Xit1,Xit2],

6h*Bi4(x) = 13+ 342 (xip3 —x) +3h(xi13 —x)2 —3(xi43 —x)° Si X € [xit0,Xi13],
(Xita —x)3 Si X € [Xi43,Xit4],
0 sinon.

\
Etant donné n + 1 noeuds distincts x;, j = 0,...,n, on peut construire (n — k) B-splines de degré
k linéairement indépendantes, mais il reste alors 2k degrés de liberté a fixer pour construire une base de

Sk 1- Une maniere de procéder consiste a introduire 2k noeuds fictifs

X g SXpy1 <o <xp =a,

(1.2.10)
b=x, < X1 < < Xntks
auxquels on associe les B-splines B, ;1 pour i = —k,...,—l eti=n—1,...,n+ k. Ainsi, toute spline
Sk € Sy 8’ écrit de manieére unique :
n—1
sk(x) =Y ciBigi (x). (1.2.11)

i=—k

Les réels ¢; sont les coefficients de B-spline de s;. On choisit généralement les noeuds (1.2.10) confondus
ou périodiques :

— Confondus : ce choix est bien adapté pour imposer les valeurs atteintes par une spline aux
extrémités de son intervalle de définition. Dans ce cas, en effet, d’apres la remarque 1.2.1, on a
se(a) = c g, s(b) = cu1

— Périodiques, c’est-a-dire : x_; =x,_j—b+a, Xizp=xi+b—1i, i=1,....k

Nous pouvons énumérer les propriétés des B-splines suivantes :

Proposition 1.2.1.
— B; i est un polynome de degré k par morceaux.
— By a un support local : B;;(x) =0, pour x & [X;, Xiyk+1)-

— Soit [a,b] un intervalle tel que x; < a et x,,, i > b, alors

m—k—1
Y Biix)=1, Vxelab[.
i=0
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— Soit x € |xi,Xiyk+1[, alors Bj i (x) = 1 si et seulement si Xj11 = ... = Xj1f = X.
— By est continue et indéfiniment dérivable a droite sur R et sa dérivée vaut

Bij—1(x)  Bit1x-1(x)
Xitk —Xi  Xitk+1 — Xi+1 ’

Bl k|

avec la convention suivante : on remplace par 0 les expressions dont le dénominateur est nul.

— Bjy estintégrable sur R et on a :

o0 1

- B (x)dx = H—l(xi+k+1 —X;).

Définition 1.2.3. Les polyndomes de Bernstein bfl sont les polynémes de degré n définis sur |0, 1] par les

relations

bEx) =Ck(1—x)"" "k, 0<k<n.

!
La notation C,]j désigne le nombre de combinaisons de k objets parmi n (: n—in ( = 0 ,) .
(n—k)!

Définition 1.2.4. Soient Py, Py, ..., P,_1 n points de R®. On appelle fonction spline (ou courbe spline) de

degré k associé au polygone (Py,Py,...,P,—1), la courbe définie par I’expression paramétrique

n—1
S(x) = ;)P,‘Bi’k(x),

pour x dans 'intervalle |a,b] et aux noeuds (xo,x1,...,Xp k). Si les fonctions B (x) sont les polynomes

de Bernstein, la courbe est appelée courbe de Bézier.

En général, la courbe spline ne passe pas par les points P;. Dans le cas ou les noeuds x; sont
simples (k+1 < i < n+ 1), la courbe spline est de classe €*~! et elle est formée de n arcs paramétrés
polynomiaux de degré < k. Le choix des noeuds permet de définir facilement des splines
(

X0 — X1 :...:xk:0,

X1 =1,

Xp1=n—k—1,

Xp =Xpt] = ... =Xppx =N —Kk.

La répétition des noeuds garantit que les extrémités de la courbe coincident avec les extrémités de la

ligne polygonale : S(a) = Py et S(b) = P,—. Pour construire une courbe fermée, il suffit de choisir des
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noeuds cycliques [0, 1,...,n,0,1,...,efc.] par exemple

X0 = X1 =0,

X2 =x1 =1,

L kit = X

Exemple 1.2.2. Soient quatre points Py, P, P et P, la courbe de Bézier sur ces quatre points aura
pour équation :

S(x) = Ro(1—x)? +3x(1 —x)*Pi + 37 (1 = x)Py + P,

soit encore
S(x) = (Py—3Py+ 3P — Ry)x’ +3(Py — 2Py + Py)x" +3(P — Py)x + Py,

On peut écrire matriciellement

S(x) = (1,x,x%,x%)

Si les points sont des points du plan de coordonnées (u;,v;) et si S(x) = (U(x),V (x)), ce systeme équivaut

a
u(x) = (uz —3up + 3uy — ug)x> +3(uz — 2uy + ug)x* +3(uy — up)x + ug,
v(x) = (v3 —3vp 4+ 3v; —vo)x® 4+ 3(va — 2v1 +v)x% +3(v) — vo)x + vp.
Nous présentons un résultat classique sur les dérivées d’une spline donnée dans le théoreme
suivant :

Théoreme 1.2.1. (voir de Boor [30])
n—1

Soit s = Z a;B; i une spline donnée. Alors pour tout j € {1,....k— 1} et tout x € [a,b],
—k

) n—1 )
sV = Y aBisj(x),
—k+j
ol
ai, Si _] - 0
a7 = (j=1) (j=1)

a: —a.:

(k+1—j)——=L  gj>0.
Xitk4+-1—j —Xi
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1.3 Interpolation et quasi-interpolation par les fonctions splines
Dans la suite de ce chapitre, nous considérons la partition de I’intervalle / = [a,b] C R

O={x;<x < <xo=a<x; < <X 1 <Xy =b<X41 <Xy <o <y = b}

1.3.1 Interpolation par les fonctions splines

Dans la résolution de certains problemes numériques on rencontre la situation suivante : on veut
calculer les valeurs d’une fonction f pour un trés grand nombre de valeurs de 7, mais on ne connait pas f

"explicitement". Ceci se produit lorsque f n’est connue qu’en certains points expérimentaux tg, 1, ..., %,

On veut alors "représenter” f par une fonction simple dont I’évaluation est aisée.
Autrement dit, il s’agit d’approcher la fonction f par une autre fonction, plus facile a calculer. Cette
fonction approchée fest choisie dans une classe F de fonctions dont le calcul n’est pas trop coliteux.
Citons I’ensemble des polyndmes, I’ensemble des fractions rationnelles, 1’ensemble des polynémes tri-
gonométriques,...
La question est alors de savoir en quel sens on désire approcher f. Il y a un grand nombre de possibilités.
Citons les plus courantes :
- la technique de I’interpolation,
- la technique de la minimisation au sens des moindres carrés,
- la technique de I’approximation quadratique,
- la technique de 1’approximation uniforme.
Les splines cubiques d’interpolation sont particulierement importantes car :

— Ce sont des splines de plus petit degré qui permettent une approximation €2 ;

— Elles ont de bonnes propriétés de régularité (a condition que la courbure soit assez faible).
Dans la suite de ce chapitre, nous traitons 1’interpolation avec les splines cubiques et nous donnons un

théoreme de Shoenbery-Whithney avec une spline quelconque.
Définition 1.3.1. Soit f € € ([a,b]), et étant donné une partition de ’intervalle [a,b] C R
O={a=t 3=t =t 1=tg<t) < - <ty| <ty =tyt] =tys2 =1tyr3 =b}.

On appelle spline cubique d’interpolation une fonction notée S, qui vérifie les propriétés sui-

vantes :
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— S € €?*(|a,b]) (S est deux fois continiiment dérivable),
— S correspond, sur chaque intervalle [t;,t;11], a un polynéme de degré inférieur ou égal a 3,

- S(t) = f(t;) = yipouri=0,1,....n.

Remarquons que la définition qui précede ne suffit pas pour déterminer de fagon unique la fonc-
tion spline d’interpolation, car il manque des conditions. Comme on va le voir la détermination de la
spline nécessite la résolution d’un systeme linéaire et il manque encore deux équations pour déterminer
cette fonction. Ces deux équations proviendront de conditions supplémentaires, on a plusieurs possibili-
tés :

— spline naturelle : on suppose que S”(a) = §"(b) =0,

— spline scellée (ou compléte) : on suppose que S'(a) = po et S'(b) = p,

— spline périodique : on suppose que S'(a) = S'(b) et S"(a) = S"(b).

Sur chaque intervalle [t;,2;11], 0 <i <n—1, S est donnée par un polynéme S; de degré < 3.

Ainsi,

S()(x), X € [l‘(),l‘]],
S(x): Sl('x>7 xe[t17t2]7 (131)
Sn—l(x)> X e [tn—lytn]-

\

Les polynomes S;_j sur [t;_,t], et S; sur [t;,2;41], interpolent la méme valeur au point #; et donc
Si 1 (Z‘,‘) =y = Si(l‘i) pouri=1,...n—1.

Par conséquent, S est automatiquement continue.

En outre, S et S sont supposées étre continues, et ces conditions seront utilisées pour la dérivation

de la fonction spline cubique.

Lemme 1.3.1.
Zi 3, Zitl 3, (Yit1  Zitihi yi  zihi
Si(x) = —— (tis1 — —1 — —)+ [ = =22 ) (tig —
0= gt =)'+ S (e (2 ) g () ()
avec z; = S"(t;) et hy = tiy1 — t;, pour i =0,....n— 1.

Démonstration. S” est continue en chaque noeud intérieur, alors

XE'I}+ S"(x) =z = XE} S”(x) pour i = 1,....n — 1, et comme S; est un polyndme de degré < 3 sur
[t tijrl] , on peut écrire Sf’ (x) =Aix+B;,avec x € [t;,t;+1] . On note que S satisfait S7 (#;) =z et S/ (1) =
Zi+1, alors

Aiti+Bi =z,
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Ajti1 +Bi=zi41.

On trouve facailement que

Zit1 Zitl — T
A= l+h,~ etB, =7z — l+h,~ 't;, donc
Sf’(x) = Aix—+B;
i+l —<Zi i+l —XZi
I, Xtz ol
Zi Zi+1
= h—li(fi+1—x)+ lht (x—1).
Par conséquent,
Si(x) — ; (tis1 — )dx+Z2LI/(x—ti)dx
Zj 2 Zitl 2
oy i1 =)+ S =)
Et par suite, on obtient
Zi Zit1
Si(x) = o =Lty —x) 6’;” (x—1;)* +Ci(x—1;) + D;. (1.3.2)

Les conditions d’interpolation S;(#;) = y; et Si(fi+1) = yi+1, peuvent maintenant étre imposées sur S; pour
déterminer C; et D,.

N z
D’abord, y; = 6h " (tir1 —1;)° + D; implique que D; = y; — 2L, et

Zit1

Yirl = == (ti1 — 1) + Ci(tiy1 — ;) + D; implique que C; = Vil — Vi

h;
I + 5 (zi —zit1) -

En remplacant C; et D; dans (1.3.2) on trouve

z ; Zit1hi i zihi
Si(x) = 6h Lt —x)> 6’;‘( —ti)3+(yl;1—%) (x—ti)+<y——?) (tip1—x)  (1.33)
1

L]

Une fois les valeurs de zg,z1,...,2, ont été déterminées, (1.3.1) et (1.3.3) peuvent étre utilisées

pour évaluer S(x) pour tout x € [to, ).

Notons que ce systeme a n — 1 équations et n+ 1 inconnues a déterminer. Afin de générer une
spline cubique unique, on doit ajouter deux conditions aux bords par exemple zg = z, = 0. Et pour

déterminer 71,22, ...,2,—1, on a besoin du lemme suivant :
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Lemme 1.3.2. Supposons que zo = z, = 0, alors le systeme MZ = B admet une solution unique.

Avec

- Z= [Z17Z27 "'7Zn71]T;

— B=b1,by,....bp1]T,

uy by 0 0 ... 0
hiy u, hy, 0 O 0
0 hy wuz hs O 0 0
M= ,
o ... 0 hy,_3 u,_p hy_o
I 0 ... 0 0 hyo up_ |

avec M = (m; j)1<i j<n—1 une une matrice symetrique tridiagonale telle que :

mi;=u; et mi_1;=m;;r1 =h; pour 1 <i<n-—1.

6
- u,-:2(h,-—|—h,-_1), hi =ty 1—ti, bj=ci—cj_1etc;= E(y,q_l —y,-)pourl <i<n-—1.

Démonstration. Par continuité de S" a I'intérieur des noeuds #; : S;_, (t;) = Si(t;),

Zi Zi+1

S) = —Z (o —x)? PRGNS bt L PR
en remplacant x = t;, on obtient :
hi  hi Vil = Vi
Si(ti) = TRUT Ut +lh—,-’

hi—1 hi—y_ yi—Yi-1
/. tl frd ! s ! i
l*l( ) 6 Zi—1 + 3 Z + hl_l 3

6 6 :
hi—1zi—1 +2 (hi+hi—1) zi + hizie1 = — (Vg1 —Yi) — e (yi—yi—1)=c¢i—ci—1,pouri= 1,2, ... .n—1.

h; i—1
Alors
hi1zi-1+2 (h,' -I—/’li,l)zi + hiziy1 = b, pour i=1,2,...n—1. (1.3.4)
L’équation (1.3.4) avec zg = z, = 0 conduit a un systeme linéaire de la forme MZ = B.

La matrice M est symétrique et tridiagonale a diagonale strictement dominante, alors elle est inversible.

Par conséquent le systeme MZ = B admet une solution unique. ]
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Remarque 1.3.1. On peut aussi utiliser ces trois types de splines avec des conditions suivantes :
— spline naturelle : on suppose que zo = 7, =0,
— spline parabolique Runout : on suppose que 2o = 71 et Zp = Zn—1,

— spline cubique Runout : on suppose que 7o = 271 — 2 et 7y, = 2Zy—1 — Zn—2-
Exemple 1.3.1. Trouver une fonction spline cubique naturelle dont les noeuds sont -1, 0 et 1 et qui prend

respectivement, les valeurs S(—1) =13, S(0) =7 et S(1) =9.

Solution :

w=2=0ethy=h =1,

t():_l,tl:O? t2:15

yo=13, y1=17,y2=9,

alors d’apres la relation , on trouve

6 6
hozo +2(h1 +ho)z1 +hiza = (2 —y1) — — (1 — o),
hy ho
ce qui implique que 7; = 12.
D’apres le lemme (1.3.1) on a :
Sox) = L —xP+ L i—1) + i _ ziho (x—1o) + Yo _ Zoho (11 —x)
6hg 6ho hg 6 hg 6

= 2(x+1)°+5(x+1)—13x.

De méme on trouve Sy (x) = 2(1—x)3 +9x+5(1 —x). Par conséquent la fonction spline cubique naturelle

est:

2(x4+1)3+5(x+1)—13x x € [-1,0],
2(1—x)> +9x+5(1 —x) x€[0,1].
Nous présentons dans le théoréme suivant, un résultat trés important qui nous donne une condition

nécessaire et suffisante pour I’existance d’une spline d’interpolation, pour cela on a besoin du lemme

suivant :

Lemme 1.3.3. (voir de Boor [30])
Soit S € Sy tel que S =0 sur [xp,l,xp} U [xq,xqﬂ} avec p < q. Si S admet r zéros dans I’inter-

valle [xp,xg] alorsr < q—p— (k+1).
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Théoreme 1.3.1. (théoréme de Shoenbery-Whithney [30]) Soita <t <ty < .... < Hnik) < b, une suite
finie de points strictement croissante. On suppose que f(t;), pour i = 1,2...,n+k sont donnés :
Alors le probleme d’interpolation des valeurs f(t;) (i=1,...,n+k) dans S.)(I,T) admet une solution

unique si et seulement si

Bj<tj+k+1) >0; j=—k,...n—1 = ljtk+1 € }XJ,Xj+k+1 [; j=—k,...n—1.

1.3.2 Quasi-interpolation par les fonctions splines

L’interpolation est un probleme qui consiste a chercher une fonction p dans un espace de di-
mension finie qui coincide avec une fonction f ou ses dérivées sur un ensemble de points donnés. La
solution p d’un probleme d’interpolation est généralement obtenue en résolvant un systeme linéaire de
grande taille. La plupart des applications utilisent les espaces des polyndmes comme espaces d’interpo-
lation. Dans ce cas, le calcul de I’interpolant peut étre obtenu en inversant une matrice de Vandermonde.
Il est bien connu que cette matrice est mal conditionnée, ce qui peut générer des erreurs lors du calcul de
I’interpolant.

Le terme quasi-interpolation QI signifie une approche générale pour construire des approximants
locaux d’une fonction f sans résoudre des systemes linéaires (sans inverser aucune matrice) et avec le
minimum possible du temps de calcul et ils sont des outils d’approximation tres efficaces. Un quasi-
interpolant est souvent obtenu comme une combinaison linéaire d’un ensemble des fonctions positives,
de supports bornés et qui forment une base stable(®) de I’espace considéré.

Dans le cas d’une variable, plusieurs constructions des quasi-interpolants basés sur les valeurs de
la fonction f, et/ou de ses dérivées, et/ou ses intégrales sont disponibles (voir par exemple [29, 69]), et
plusieurs applications sont proposées dans différents domaines d’approximation.

Nous introduisons dans cette section, une définition et quelques propriétés plus importantes d’un
quasi-interpolant, particulierement la quasi-interpolation par des splines cubiques qu’on utilisera dans le

chapitre 3, partie II.

Définition 1.3.2. Soit f € €*([a,b]) une fonction donnée.

Un quasi-interpolant spline (abréviation QI) est un opérateur linéaire Q : €*([a,b]) — Siq1 (X1, .., %),

b La base est dite stable si une petite perturbation sur les cofficients entraine une petite perturbation sur la fonction spline

c-a-d Jey, 2 > 0; ¢y max |a;] < max|s(x)| < cpmax|a;|; Vs = ZaiB,-‘k
1 X 1 " :
l
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défini par :
n—1
0f= Z Wi(f)Bigs1,

i=—k

ot U_i(f), s Un—1(f) sont des formes linéaires, qui peuvent étre de type différentiel, discret ou intégral,
définies par les valeurs de f dans un voisinage du support de B (opérateur local), et B_j 11, ...,By—1 j41

sont des B-spline normalisées de degré k (voir définition (1.2.2)).

Evidemment, I’approximation Q f est une spline de Sy (x1,...,x,).

Un quasi-interpolant spline cubique (abréviation QI) est un opérateur d’approximation obtenu comme
combinaison linéaire de fonctions a support borné (B-splines) :

n—1

Q f = Z ui(f)Bia

i=—3
ou les coefficients u;(f) sont déterminés en résolvant un systeme linéaire d’équations données par I’exac-
titude des Q3 sur I’espace des polyndmes cubiques P3. Plus précisément, on note f; = f(x;), i =0,..,n,

ces coefficients sont définis comme suit :

u-3(f) = fo,
() _2h2(h2+h3)+h1(2h2+h3)f +(h1+h2)(h1+h2+h3) _h%(h1+hz+h3)f
-2 3(h+ o) (hy +ho+hz) 2" 3h(hy + h3) Y B (h + o)
h3(hy +h
+ 1( ! 2) f37
3h3(hy + h3)(hy + hy + h3)
h2 (hjra+hjss)? I
Jj+3 j+2 j+3 j+2 .
(f) = — R LA S 2 S ha, —1<j<n-—3,
#5f) 3hj+2(hj+2+hj+3)fj+l 3hjahjs 3hj+3(hj+2+hj+3)fj+3 ’
W2 (hy + hy,— 12 (hy 4 hy_ 1 + hy
m(f) = ol 1) foz— tlln i hica)
n—1 (hnfl + han)(hn + hnfl + han) 3hn71 (hn + hnfl)han
(hn + hp—1) (A + hn +hn—2)f o 2hp—1(hn—1+hn—2) + ha(2hn— +hn—2)f
3hn—1 (hn—l + hn—Z) " 3(hn + hn—l)(hn + hn—l + hn—Z) "
U1(f) = fa

Les coefficients u;( f) de la B-spline B; ont une forme linéaire agissant sur la fonction f a appro-

cher dans un voisinage du support de B;.

Proposition 1.3.1. (voir [32])
— Pour chaque spline, s € Siy1(x1,...,x,), on a Qs =s,
— Q est un opérateur exact sur P, : Qp = p, Vp € P,
— Q est un opérateur local : les coefficients W;(f) ont une forme linéaire qui ne dépend que des
valeurs de f dans un voisinage de supp(B;), c-a-d pour —k < j<n—1,0na:
Bi =0 sur | — oo, x;] U [Xj4,+oo| et les valeurs de Qf dans (xj,xji1) ne dépendent que des

valeurs de f sur (xj_i,xjx) N [a,b)].
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Nous donnons une majoration de la norme infinie des quasi-interpolants dans le théoreme suivant :

Théoreme 1.3.2. (voir chapitre 5 [32])

Pour toute fonction f € €*(Q), il existe des constantes Cy, k = 0,1, tel que
1Y =03 Wl < G Mo, k=0,1,

avec h = lrgjagnhj et ||flla :rfég‘f(x)l'
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Chapitre 2

Inéquations variationnelles et probleme d’obstacle
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2.1 Introduction

Une classe importante et tres utile de problemes non linéaires résultants de la mécanique, la phy-
sique, la finance, etc, composent des inéquations dites variationnelles. Nous considérons essentiellement
les deux types suivants d’inéquations variationnelles, a savoir :

— Inéquations variationnelles elliptiques (IVE);

— Inéquations variationnelles paraboliques (IV P).
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Dans ce chapitre, nous limiterons notre attention a 1’étude de I’existence, 1’unicité et I’approximation de

la solution de I’(IVE) et (IVP).

2.2 Inéquations variationnelles elliptiques (/VE)

Dans cette section, nous considérons deux classes d’IVE, a savoir IVE du premier type et IVE

du second type.

2.2.1 Notations

— V :est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (.,.) et ||.|| est la norme associée,
— V* I’espace dual de V,
— a(.,.): VxV — R est bilinéaire continue et V — elliptique sur V x V,

c’est adire : 3 o > 0 tel que a(v,v) > av||?, Vv e V.

En général, nous ne supposons pas que af., .) soit symétrique, puisque dans certaines applications,
la forme bilinéaire non symétrique peut se produire naturellement (voir, par exemple, Comincioli [23]).

— L: V — R, une forme continue et linéaire,
— K est un sous-ensemble convexe fermé non vide de V,
— j(.): V— R =RU{} est une fonction semi-continue inférieurement (s.c.i.) et j(.) est dite

propre si j(v) > —eo, Vv €V et j # oo

2.2.2 1IVE du premiér type

Trouver u dans K tel que u est une solution du probleme

a(u,v—u) > L(v—u), VveKk. (2.2.1)

2.2.3 IVE du second type

Trouver u dans 'V tel que u est une solution du probleme

a(u,y—u)+j(v)—ju) > Llv—u), YveV. (2.2.2)
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2.2.4 Remarques

Remarque 2.2.1. Les cas examinés ci-dessus sont les plus simples et les plus importants. Toutefois,
Bensoussan et Lions [7] considerent un probleme plus général que (2.2.1), appelé les inéquations qua-
sivariationnelles (IQV'). Un probléeme typique d’ IQV est le suivant :

Trouver u dans 'V tel que u est une solution du probleme
a(u,yv—u) > L(v—u), YweK(u), uckK(u),
ouv — K(v) est une famille de parties non vides fermées convexes de V.

Remarque 2.2.2. Si K =V et j =0, alors les problémes (2.2.1) et (2.2.2) se réduisent a l’équation

variationnelle classique

a(u,v)=L(v), WweV, ueV. (2.2.3)

Remarque 2.2.3. La distinction entre les problemes (2.2.1) et (2.2.2) est artificielle, puisque le probleme
(2.2.1) peut étre considéré comme un cas particulier du probléme (2.2.2) en remplagant j(.) dans (2.2.2)

par la fonction indicatrice Ik de K définie par :

0 si vek,
Ix(v) = ,
+oo si v K.

Méme si le probleme (2.2.1) est un cas particulier du probleme (2.2.2), il est intéressant de considérer
(2.2.1) directement, parce que dans la plupart des cas, il se pose naturellement.

On remarque que Ik est une fonction s.c.i. et propre et que le probléeme (2.2.1)

est équivalent au probleme suivant :

Trouver u €'V tel que

a(u,v—u)+Ig(v) —Ix(u) > L(v—u), YveV.

2.2.5 Un théoreme d’existence et d’unicité pour IVE du premier type

Théoreme 2.2.1. (Voir [67]). Le probleme (2.2.1) admet une solution unique.

2.2.6 Remarques

Remarque 2.2.4. Si K =V, le théoreme (2.2.1) se réduit au lemme de Lax-Milgram (voir Ciarlet [20,
19]).
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Remarque 2.2.5. Si a(.,.) est symétrique, le probléme (??) est equivalent au probléeme d’optimisation
suivant :

Trouver u € K tel que

J(w) <J(v), WEK, (2.2.4)

ouJ :V — R est définie par

J(v) = %a(v, v) —L(v).

Sous les hypothéses faites sur a et L, on a alors :

) . ) 1 o
(i) Mim J(v)= e, puisque J(v) = sa(v,v) =L(v) = EHVHZ— LI [Iv]]-

V]|

(ii) J est continue et strictement convexe.

En effet : Comme L est linéaire, pour prouver la convexité stricte de J il suffit de prouver que la
fonctionnelle v — a(v,v) est strictement convexe.
Soient 0 <t <1etu,veV avecu##v; alors 0 <a(v—u,v—u)=a(u,u)+a(v,v) —2a(u,v). Nous

avons donc

2a(u,v) < a(u,u) +a(v,v). (2.2.5)

Ainsi, on obtient :

a(tu+(1—tv,tu+(1—1)v) = 2a(u,u)+2t(1 —1)a(u,v)+ (1 —1)%a(v,v)

< ta(u,u)+ (1 —1)a(v,v).

Par conséquent v — a(v,v) est strictement convexe.

Puisque a(.,.) et L sont continues, J est continue.

A partir de ces propriétés de J et les propriétés de la théorie d’optimisation (voir [14, 35]), il
s’ensuit que le probleme de minimisation (2.2.4) admet une solution unique. Par conséquent (??) est
équivalent au probleme suivant :

Trouver u € K tel que

(J'(u),v—u) >0, WEK,
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oit J'(u) est la dérivée au sens de Gateaux®) de J en u. Puisque (J'(u),v) = a(u,v) — L(v), on voit que

(2.2.1) et (2.2.5) sont équivalents si a(.,.) est symétrique.

2.2.7 Exemple d’IVE du premier type : Probleme d’obstacle

Toutes les propriétés des espaces de Sobolev utilisées dans ce chapitre sont prouvées dans Lions

[65], Necas [73], et Adams [1].

Soient V = Hy(Q) = {v e H'(Q)/ v, =0} et y € H'(Q)NE°(Q) tel que y|. < 0. On définit
K={veH!)Q)/v>y ppsur Q}.

Définition 2.2.1. Le probléme d’obstacle est un cas particulier du probleme (2.2.1) défini par :

Trouver u € K tel que
(2.2.6)

a(u,yv—u)>L(v—u) VveK,
avec
a(u,v):/ Vu - Vvdx,
Q

L(v) :<f,V>=/fvdx ,pour fEV*=H 1 (Q)etveV.
Q

Pour prouver I’existence et I'unicité de la solution du probleme (2.2.6), nous avons besoin des
lemmes suivants énoncés ci-dessous sans preuve (pour les preuves des lemmes, voir, par exemple, Lions

[65], Necas [73], et Stampacchia [84]).

Lemme 2.2.1. (de Poincaré-Friedrichs)

Soit Q un domaine borné de R". Alors, la semi-norme sur H'(Q)

1/2
y—s </ \Vv]zdx)
Q

est une norme sur H} (Q) et elle est équivalente a la norme sur H} (Q) induite de H' (Q).

Lemme 2.2.2. Soit f : R — R lipschitzienne (c-a-d 3k > 0 tel que |f(t) — f(t')| < k|t —1'|, Vt,t' € R)
et tel que f' a un nombre fini de points de discontinuité. Alors Uapplication f* sur H'(Q) définie par

v — f(v) est une application continue dans H' (Q). Des résultats similaires a tenir pour H} (Q) lorsque

£(0) =0.

a(J(u),v) = lim %(J(u—i—tv) —J(u))
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Corollaire 2.2.1. Si v* et v~ désignent les parties positives et négatives de v pour v € H'(Q) (res-
pectivement, H}(Q)), alors I'application v — (v©,v™) est continue de H'(Q) — H'(Q) x H!(Q)

(respectivement, H} (Q) — HJ (Q) x H} (Q)). Egalement v — |v| est continue.
Théoreéme 2.2.2. Le probleme (2.2.6) admet une solution unique.

Démonstration. Afin d’appliquer le théoréme 2.2.1 du chapitre 1, nous devons prouver que af.,.) est
V-elliptique et que K est un ensemble convexe fermé non vide.
La V-ellipticité de a(.,.) résulte du lemme 2.2.1 et la convexité de K est triviale.

(1) K est non vide
Onayc H'(Q)NE(Q)avec y <OsurT.
Ainsi, par le corollaire 2.2.1, w* € H'(Q). Puisque V. <0,0na l//‘Jrr = 0. Cela implique que y* €
H}(Q). Et comme y* = max{y,0} > y,ona y" € K. d’ ol K est non vide.

(2) K est fermé.
Soit v, — v fortement dans H} (Q), ot v, € K et v € H} (Q). D’olt v, — v fortement dans L?(Q). Par
conséquent on peut extraire une sous-suite {v,, } tel que v,, — v p.p. sur Q. Alors v,, > ¥ p.p. sur Q
implique que v > y p.p. sur  ; par conséquent v € K.

Ainsi, par le théoréeme 2.2.1 du chapitre 1, Le probleme (2.2.6) admet une solution unique. (]

Théoreme 2.2.3. (Voir [71]) u est solution du probleme (2.2.6) si et seulement si elle est solution du

probleme suivant :

—Au=F" +Ay+u, dans Q

(2.2.7)
supp(i) C supp(F*),
FT(x) si u(x) > y(x),
=1 €0FH W) siu() = w),
0  siulx)<wy(x),
et

F=—f-AycL*Q).

Exemple 2.2.1. On considére le probléeme d’obstacle (2.2.6) avec les données suivantes : Q = 0,2,
Yy =0et
-1 sur0,1],
1 sur]l,2[.

f=
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D’apres (2.2.7), la solution du probleme (2.2.6) vérifie :

—u'=—f"+u, dans Q

(2.2.8)
supp(tt) C supp(f).
On sait que la solution u appartient & H*(Q) N H} (Q). Donc u appartient a €' (Q).
Sur]0,1[, ona:
W=0; u" =f =—1, (2.2.9)
d’ou :
—x2
u(x) = - +ax+b.
Puisque u(0) =0, on a b =0 et par suite :
2
u(x) = — + ax. (2.2.10)

On cherche ty > 1 tel que u(t) = 0, pourt >ty et u(t) > 0 pour t < ty. Sur |1,t0[, on a u(x) > 0, ce qui

implique :
u=—fr=-1. (2.2.11)
On obtient : u" =1, d’ ou :
1
u(x) = Exz + ox+ B. (2.2.12)
Sur [ty,2] on a u(x) =0, donc :
u' = =0, dans Jto,2]. (2.2.13)

En utilisant la continuité de u et de ses dérivées aux points 1 et ty dans les équations (2.2.10) et (2.2.12),

on obtient :

h=vV2 a=2—-2;, a=—V2; B=1.

De (2.2.9), (2.2.11) et (2.2.13), on en déduit enfin : U = f+x[1 Nok En suite, la solution exacte u(x) de

ce probleme est donnée par
— I+ (2—V2)x six €]0,1],
u(x) =q 1x2—v2x+1 si x €]1,/2],
0 six € [v2,2].
2.2.8 Un théoreme d’existence et d’unicité pour IVE du second type

Théoreme 2.2.4. (voir Lions-Stampacchia [67]). Le probleme (2.2.2) admet une solution unique.
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2.2.9 Pénalisation du probleme d’obstacle

La méthode de pénalisation (issue du Calcul des Variations et d’ailleurs liée a la méthode de
régularisation) consiste a approcher les inéquations variationnelles par des équations (non linéaires) de
caractere plus classique et déja résolues par d’autres méthodes. Cette méthode est également utile dans
la résolution des problemes d’évolution dans des ouverts non cylindriques.

La proposition suivante nous donne une approximation au probleme d’obstacle (2.2.6).
Proposition 2.2.1. (Voir [58]) Supposerons que f et —Ay vérifient les propriétés :
fEL(Q) et max(—Ay+ f,0) € L*(Q) pour un certain s tel que N < s < oo, (2.2.14)

la solution u de (2.2.6) est dans I’espace W**(Q) nClA Q),A=1- 1?\7 de plus le probléme d’obstacle

(2.2.6) est approché par un probleme appelé probleme pénalisé suivant :

—Aug = max(—Ay+f,0)0c(ue —y)—f  sur Q,
ug = 0 sur 08,

(2.2.15)

avec 0 la fonction définie par
1, +<0

0, >0,

0(r) =
et B¢ est une suite de fonctions Lipschitziennes qui tend vers 0 presque partout sur R, lorsque € — Q.

Lemme 2.2.3. Soit 0 une fonction définie sur R, décroissante, lipschitzienne et telle que 0 < 0(t) < 1.

Supposons que f vérifie (2.2.14). Alors il existe un unique w € Hé (Q) tel que :
—Aw =max(—Ay+ f,0)00(w—vy)—f sur Q. (2.2.16)

Démonstration. Notons d’abord que 6 (w — W) € L”(Q) pour chaque w € L?(Q), puisque 0 est bornée.

Par conséquent, la distribution Lw définie par

<Lw,§ >= /Q{vwvg ~ [max(—Ay + £,0)0 (w— y) — f]C }dx

est dans H~!(Q). Nous affirmons qu’elle est strictement monotone et coercive sur HJ (Q). En effet, 6

est décroissante,

—[max(—Ay +£,0)0 (w — y) — max(—Ay +£,0)8 (v — y)|(w —v) > 0.
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Ainsi,on a:

<Iw—Lv,w—v>

/Q(V(w_v))zdx_/Qmax(—Awf,O)(e(w—w)—e)(v—w))(w—v)dx
/Q(V(w—v))zdx
>

112
> w V”y&(gy

v

Cela prouve que L est strictement monotone et coercive. En outre, w, — w dans H& (Q) implique
Lw, — Lw faiblement dans H~!(Q), ce qui implique que L est continue sur HJ (Q), en particulier sur un
sous-espace de dimension finie de H(% (Q). Nous pouvons appliquer le lemme (A.3.1) du chapitre A pour

obtenir 1’existence de w. ]

Nous prenons par exemple :

1, 1 <0,
Oe(t) =4 1—t/e, 0<t<e, (2.2.17)
0, t>E,

et on considere le probleme de Dirichlet, pour € > 0,
wEHN(Q): —Aw=max(—Ay+£,0)0:(w—y)—f sur Q.
Nous revenons au résultat principal de cette section.

Théoreme 2.2.5. (Voir [58], p. 108) On suppose que f vérifie (2.2.14) et soit u la solution du probleme
— N
(2.2.6). Alors u € W>*(Q)NCY*(Q), A = 1 — —. En outre, soit ue, € > 0, la solution du probléme
s
(2.2.16). Alors ug — u faiblement dans W**(Q), quand € — 0.

Les approximations que nous avons employées possédent certaines propriétés intéressantes.

Théoreme 2.2.6. (Voir [58], p. 110) Soit u la solution du probleme variationnel (2.2.6) et ue, € > 0, la
solution du probléme de pénalité (2.2.15) avec 0g définie par la relation (2.2.17). Alors (ug) est une suite

décroissante et pour tout € > 0,0n a :

u(x) <ue(x) <u(x)+e, VxeQ.

2.3 Inéquations variationnelles paraboliques (/V P)

2.3.1 Formulation et résultats principaux

Soient H et V deux espaces de Hilbert réels tels que V C H,V = H.

Supposons que H =H*,onaV C H C V*.
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Le produit scalaire dans H (resp., dans V) et les normes correspondantes sont désignées par (.,.), |.|
(resp., ((-,.)), ||-|I)- De plus, nous utilisons aussi < .,. > pour la dualité entre V et V*.
Nous introduisons maintenant :

— Un intervalle de temps [0,T], avec 0 < T < eeta: V x V — R, une forme bilinéaire continue

et elliptique au sens suivant : 3 > 0 et A > 0 tel que
a(v,v) + A2 > alv|]?, Vvev,

— K : sous-ensemble non vide fermé convexe de V/,
— j: V xV — R convexe, propre, s.c.i.
Nous considérons ensuite les deux familles suivantes de (/VP) :
Trouver u tel que
(@ v—u) +a(u,yv—u) > (f,v—u), WYWwekK,ppte]0,T]|

Jt’ (2.3.1)

u(t) e K p.p.-t<€)0,T[, u(0) = up.

Trouver u tel que

(?7‘}_”) +a(uav_u)+j(v) —](Lt) 2 (fav_u)a \V/V S Vapp IS ]OaT[
t (2.3.2)

u(t) eV pp.t€]0,T[, u(0) = up.

Remarque 2.3.1. Si K =V et j =0, alors (2.3.1) et (2.3.2) se réduisent a une équation variationelle

parabolique standard : Trouver u tel que

(?,v)%—a(u,v):(f,v), YweV,pp tel0,T]
! (2.3.3)

u(t) eV p.p.t€10,T[, u(0) = up.

Sous des hypothéses convenables sur ug, K et j(.), il est prouvé que (2.3.1) et (2.3.2) ont des solutions
uniques dans L*(0,T,V)N€°([0,T],H). Pour la preuve, nous nous référons a Brezis [11, 12] et Lions
[65].

Dans le chapitre 3, partie II, on verra une application de (2.3.3) a la finance.

Dans les sections suivantes de ce chapitre, on se propose de donner quelques schémas de discré-

tisation pour (2.3.3).
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2.3.2 Les schémas numériques pour les équations linéaires paraboliques
On va discrétiser I’intervalle [0, 7] en M intervalles de temps de longueur At = A%, et on note par

u™ I’approximation de u au temps t,, = mAt (im=0, 1, 2,....M).

On approche (2.3.3) en utilisant étape-par-étape des schémas numériques classiques (c-a-d, nous

m+1

décrivons comment calculer u si u" est connue).

Schéma d’Euler explicite (Euler’s scheme)

Un schéma d’Euler explicite associé a (2.3.3) est défini par la relation de récurrence de la forme

um+1_um
<—,v>—|—a(um,v):(fm,v), YweV

At (2.3.4)
uo = Uup.
Une solution de ce schéma est le vecteur (u®,u', ...,u™) vérifiant (2.3.4).

Stabilité : conditionnel.

L’ordre de convergence : O ((At)).

Schéma d’Euler implicite (backward Euler’s scheme)

Un schéma d’Euler implicite associé a (2.3.3) est défini par la relation de récurrence de la forme

um—H L
<—At ,v) +a@" )= ("), Wwev

(2.3.5)

MO = Uyp.

Une solution de ce schéma est le vecteur (uo, ul, .M ) vérifiant (2.3.5).
Stabilité : Inconditionnel.

L’ordre de convergence : O ((Ar)).

Schéma de Crank-Nicolson (implicite)

Un schéma de Crank-Nicolson associé a (2.3.3) est défini par la relation de récurrence de la forme
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m+1 __ . m m—+1 m m—+1 m
(u_> a (u) _ (ﬂ) _ <fm+1/z,v), eV

At 2 2 (2.3.6)
uO = Up.
Une solution de ce schéma est le vecteur (u”,u!',...,uM) vérifiant (2.3.6).

Stabilité : Inconditionnel.

L’ ordre de convergence : O (Atz) .

Remarque 2.3.2. Etant donnés 0 € [0,1], le -schéma associé a (2.3.3) est défini par la relation de

récurrence implicite

m—+1 m
(u—+At_u"V>+9“(”m“”>+<1—9>a<um7v>=9<f"1“,v)+<1—6><f'",v>, Wwev

MO = Uyp.
(2.3.7)
Une solution de ce schéma est le vecteur (uo, ul,..uM ) vérifiant (2.3.7). Autrement dit, le 0-schéma est
obtenu comme combinaison convexe des schémas d’Euler explicite et implicite. Comme pour le schéma
d’Euler implicite, on montre qu’il admet des solutions par application d’un théoreme de point fixe.

Le cas particulier 8 = 1/2 correspond a ce que I’on appelle le schéma de Crank-Nicholson.
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3.1 Introduction

Soient Q un domaine ouvert borné de R” de bord régulier dQ, et y un élément de H'(Q) avec

¥ < 0 sur dQ. Soit K ’ensemble défini par :
K={veH})Q)/ v>wy pp.dans Q}.
On considére le probleme d’inéquation variationnelle suivante :

Trouver u € K tel que

JoVu-Vv—u)dx+ [o f(v—u)dx>0, Vvek,

3.1.1)

ol f est un élément de L? (Q). Ce probleme est appelé probleme d’obstacle unilatéral. Il est bien connu

que le probleme (3.1.1) admet une solution unique u, et si Ay € L?>(Q), alors u est un élément de H?(Q)
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(voir [44, 58]). Il existe plusieurs méthodes de résolution alternatives du probleme d’obstacle ; voir,
par exemple, [2, 45, 44, 49]. Des méthodes de résolution de ce probleme de pénalité ont été considérées,
(voir par exemple [45, 78]). Dans ce chapitre, nous développons une méthode numérique pour la réso-
lution du probleme d’obstacle unidimensionnel a 1’aide de la méthode de collocation de spline cubique
et la méthode de Newton généralisée. D’abord, le probleme (3.1.1) est approché par une suite de pro-
blemes d’équations non linéaires a 1’aide de la méthode de pénalité proposée par [58, 64]. Ensuite, nous
appliquons la méthode de collocation spline pour 1’approximation du probleme aux limites du second
ordre associé. Le probleme discret consiste a trouver les coefficients des splines cubiques d’un systéme
non régulier ¢(Y) =Y, ot ¢ : R” — R™. Afin de résoudre I’équation non réguliere , nous appliquons
la méthode de Newton généralisée (voir [16, 17, 81], par exemple). Nous montrons que la méthode de
collocation de spline cubique converge quadratiquement a condition qu’une propriété de compatibilité
entre le parametre de pénalité € et le parametre de discrétisation / soit satisfaite.

Les méthodes numériques, pour approcher la solution du probleme aux limites, ont été considé-
rées par plusieurs auteurs. Nous citerons entre autres les travaux [13, 63] et les références qui y sont
jointes, qui utilisent la méthode de collocation de spline pour résoudre les problemes aux limites.

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la section 3.2, nous présentons la méthode de pénalité
pour approcher le probleme d’obstacle par une suite de problemes aux limites du second ordre. Dans la
section 3.3, nous construisons une spline cubique pour approcher la solution du probleme aux limites.
La section 3.4 est consacrée a la présentation de la méthode de Newton généralisée. Dans la section 3.5,
nous montrons la convergence de la spline cubique vers la solution du probléme aux limites, en évaluant
I’erreur d’estimation. Enfin, quelques résultats numériques sont donnés dans la section 3.6 pour valider

notre méthode.

3.2 Le probléeme de pénalisation

Dans cette section, nous donnons une approximation au probleme d’obstacle (3.1.1), nous com-

mengons tout d’abord par présenter un résultat abstrait.

Proposition 3.2.1. Soient V un espace vectoriel et y € V. L’inéquation variationnelle

u>vy: (Au—Lyv—u) >0, Yv>y, (3.2.1)
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est équivalente au probleme non linéaire complémentaire
u>y: Au—L>0, et (Au—Lu—y)=0. (3.2.2)

Démonstration. Soit u une solution de (3.2.1). En prenant dans (3.2.1) v = y, v = 2u — y, on obtient,
la troisieme condition de (3.2.2), et comme (Au—L,v) = (Au—L,w —u) > 0, avec w = v+ u, alors
Au — L > 0, ceci permet d’obtenir la deuxieme condition. Inversement si u est solution de (3.2.2) pour
V> y,ona

(Au—L,v—u)=(Au—L,v—y)+ (Au—L,y —u) > 0.

]

Soit ¥ un élément de H'(Q) avec w < 0 sur dQ. Supposons que Ay est un élément de L?(Q),
alors la solution u du probléme (3.1.1) est un élément de H?(Q) et peut étre caractérisée comme (voir la

proposition (3.2.1)) :

/

—Au+f>0 p.p- sur Q,

—Au+ f)(u—y)=0 p.p.surQ,

( Hu—w) p-p (3.23)
u—y >0 p.p- sur Q.

u=>0 sur dQ.

\

En utilisant la méthode de pénalisation (voir la relation (2.2.15), chapitre 2), on peut approcher ce pro-

bléme par le probleme aux limites suivant :

—Aug = max(—Ay+f,0)0¢(ue —y)—f  dans Q

(3.2.4)
ug = 0 sur dQ,
ou 6; est une suite de fonctions lipschitziennes, qui tend vers la fonction 6 définie par :
1 t<0
0(r) = (3.2.5)
0 t>0,

presque partout sur R, quand € tend vers zéro. Supposons que la fonction Og(t), —oo < t < +oo, est
lipschitzienne décroissante et telle que 0 < 6¢(¢) < 1. Alors le probleme (3.2.4) admet une solution

unique (voir lemme 2.2.3). On prend par exemple la fonction

L, t <0,
Oe(t) =4 1—t/e, 0<t<e, (3.2.6)
0, t> €.
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3.3 La méthode de collocation de spline cubique

Dans cette section, nous construisons une spline cubique qui s’approche de la solution ue du
probleme (3.2.4), avec Q = (a,b) C R et la fonction 6, est donnée par (3.2.6). Dans toute la suite, on
suppose que —y” + f € L*(Q).

Soitt={a=x_3=x2=x_1=x0 <x1 < <Xp_1 <Xy =Xpt| =Xpt2 = Xp+3 = b} une subdivision
b—a

de I'intervalle Q. Sans perte de généralité, nous avons pris x; =a+ih, o0 0 <i<nmneth= .
n

€ P3(xi,xi41)} I'espace

Notons par §4(Q,”L') ={s(x): s€€*(Q)NERQ), s(a) =s(b) =0, S|(xivxis 1)
des polyndmes par morceaux de degré 3 sur la subdivision 7 et de classe € partout sur Q et de classe
%" partout sur Q. On note que §4(Q, 7) CH'! (Q). Soit B;, i = —3,--- ,n— 1, une B-spline de degré 3

(0]
associé a 7. Ces B-splines sont positives et forment une base de I’espace S4(€2, 7). Si on pose :

e (x,ug (x)) = max(—Ay(x) + f(x),0)0¢ (ue (x) — y(x)) — f(x), (3.3.1)
alors le probleme (3.2.4) devient

—ul = Je( - ug) surQ,

ug(a) = ug(b)=0.

(3.3.2)

La fonction J¢ est non-linéaire par rapport au deuxieme argument, continue en ug (voir [58]) ; et pour les

deux fonctions ug et vg, Jg satisfait la condition de Lipschitz suivante :
[Je (x,ue (x)) — Je(x,ve(x))| < Le|ue(x) —ve(x)]  p.p.x € Q, (3.3.3)
ou

1 1
Le =2l = ¥+ flle = g max| = 97(x) + ()] < oo
xeQ

Maintenant, nous définissons la spline cubique d’interpolation de la solution u¢ du probleme aux limites

du second ordre (3.3.2).

Proposition 3.3.1. (voir [30]) Soit us une solution du probleme (3.3.2). Alors, il existe un interpolant
unique de spline cubique §4 (Q, 1) de ug qui satisfait :
Sg(tl)zug(tl), i:O,"',n+27

Xi—1+tX .
> i=1,--- 0ty =x,-1 et ty1o = Xp.

onty=xp t; =

Démonstration. En utilisant le théoreme de Schoenberg-Whitney (voir [30]), il est facile de voir qu’il

existe une spline cubique unique qui interpole ue aux points t;, i = 0,--- ;n+ 2. L]
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n—1

Si on pose S¢ = Z ci¢Bi, alors en utilisant les conditions aux limites du probleme (3.3.2) on obtient
i=—3

C_3’g - Sg(a) — Mg(a) = O et Cn_17g = Sg(b) = I/tg(b) — O D’Ofl

n—2
S,g = Z Ci7gBi.
=2

De plus, comme I’interpolation par des splines de degré d donne des erreurs de la norme uniforme de
I’ordre O(h¢*+1!) pour Iinterpolation, et de I’ordre O(h*+1=") pour la r-ieme dérivée de I’interpolant (voir

[30], par exemple), alors pour tout u, € €2(Q)NEY(Q) (voir [59]) on a
—Se(ti) = Je(ti,ue) + O(1), i=1,---,n+1. (3.3.4)

La méthode de collocation spline cubique, que nous présentons dans ce chapitre, consiste a construire

numériquement une spline cubique b:; = 2?2113 CieBi qui satisfait au probleme (3.3.2) aux points #;,

i=0,---,n+2. Il est facile de voir que :
5—3,5 = En—l,s = 07
et les coefficients ¢; ¢, i = —2,--- ,n — 2, satisfont un systeme de n+ 1 équations non linéaires :
n—2 n—2
— Y GeB!(tj) =Je(ty, Y CieBi(tj), j=1,---,n+1. (3.3.5)

i=— i==2

Les relations (3.3.4) et (3.3.5) peuvent s’écrire respectivement sous la forme matricielle :

A\Cg:_Fg_E\g, (336)
A\Eg - _ng,

ou

Fe = [Je(ti,ue(tr)), - Je(tnsr, ue(tns1))]

F@g - [Js(tlas(tl))v"' 7J8(tn+17S(tn+1)>]T7

N _ ~ 1
et E¢ est un vecteur olt chaque composante est d’ordre O(1). Il est bien connu que A = ﬁA’ ou A est
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une matrice, indépendante de s, donnée comme suit (voir [30]) :
[ —15 1 1 i
FREYE 0
ey
L T R R T ’
A= . . -1 . . (3.3.7)
SO R
: B
| L
Alors, la relation (3.3.6) devient
ACe = ~h°Fe — e, (33.8)

ACe = —IFg
avec E est un vecteur ol chacune de ses composantes est de 1’ordre de O(h?).

Les résultats de ce travail est essentiellement basés sur I’inversibilité de la matrice A.
Proposition 3.3.2. La matrice A est inversible.

Démonstration. Soit D = [d_3,--- ,d,_»]" un vecteur de R"*! tel que AD = 0.

Si on pose S(x) = Z?;Ez djBj,alorsona S(a) = S(b) =0et S"(t;) =0 pour toute i = 1, - - ,n+ 1. Comme
Se §4 (Q,7), alors §” € éz (Q, 7). Si on suppose que S” # 0 sur [xq,x,], alors en utilisant le lemme 1.3.3
(chapitre 1, partie I) ci-dessus et du fait que S” admet n+ 1 zeros dans [xg,x,], nous concluons que
n+1<n—2, ce qui est impossible. Donc S” = 0 sur Q. Cela signifie que la fonction S est un polyndme
linéaire par morceaux dans Q. Puisque S(a) = S(b) = 0, alors on en déduit que S(x) = 0 pour tout x € Q.

Par conséquent D = 0 et la matrice A est inversible. ]

Proposition 3.3.3. Supposons que le parametre de pénalité € et le paramétre de discrétisation h satisfont

la relation suivante :

2| = Ay + [l [IA7H | < & (3.3.9)

Alors, il existe une spline cubique unique solution de (3.3.8), qui s’approche de la solution exacte ug du

probleme (3.3.2).
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Démonstration. D’apres la relation (3.3.8), on a Cg = —th*IF@. Soit ¢ : R — R™*! [a fonction
définie par :

o(Y)=—hA"'F. (3.3.10)

Pour prouver I’existence de la collocation de spline cubique, il suffit de prouver que ¢ admet un unique

point fixe. En effet, Soient Y; et Y> deux vecteurs de R"*1. On a alors

lo(¥1) —@(V2) || < A7 |oo| | Fy, — F oo (3.3.11)
En utilisant la relation (3.3.3) et le fait que Z?;EZB]- < 1, on trouve

e (#i, Sy, (1)) — Je (1, Sy, (1) )| < Le|Sy, () — Sy (11)| < Le[Y1 = Ya|eo,
ou Le = é” — Ay + f|. On obtient alors
[y, — F, [loe < Le[|[Y1 — Y|

De la relation (3.3.11), on en déduit que

lo(11) — (M)l < Leh*|A™ |1 — Y2 o

Ainsi, de la relation (3.3.9), @ est une contraction stricte et alors ¢ admet un unique point fixe. L]

Afin de calculer les coefficients de collocation de spline cubique donnés par le systeme non régulier
Ce = 0(Ce), (3.3.12)
Nous proposons la méthode de Newton généralisée définie par :
G =G = (i =V (G — (G, (3.3.13)

ou 41 est la matrice unité d’ordre n+ 1 et Vj est la matrice jacobienne de la fonction généralisée

53 — ¢(58), (voir [16, 17, 81], par exemple).

3.4 Convergence de la méthode

Théoreme 3.4.1. On suppose que le parametre de pénalité € et le parametre de discrétisation h satisfont

la relation :

20| = Ay + [l flAT ] < . (3.4.1)

Alors la spline cubique Se converge vers la solution ug. L’erreur d’estimation ||ug — Se||w est d’ordre

O(h?).
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Démonstration. D’apres (3.3.8) et le lemmme 5.4.3, on a
Ce—Ce=—IPA™ (Fe—Fz ) —A'Ee.
Comme E; est d’ordre O(h?), alors il existe une constante K tel que ||Ee |- < K1h?.
Par conséquent on a
ICe = Celloo < || A™" |oo| | Fe = Fs oo + K1 |A ™" [P (34.2)

D’autre part, on a

e (tiue (1)) — Je (i, S(t:))| < Lelue(ti) — Se(t:)]
Le|ug(t;) — Se(ti)| + Le|Se(ti) — §€(ti)’-

IN

Comme S¢ est I’interpolé de la spline cubique de ug, alors d’apres Baris 1. Kvasov(voir [59]), il existe

une constante K telle que

[te — Se|oo < Kah?. (3.4.3)
En utilisant le fait que
n—2
|Se —Se| < [|Ce —Cell» Y, Bj < [|Ce — Cellos, (3.4.4)
=2

on obtient

|[Fe — Fg | < Le||Ce — Celloo + LeK2h?.

En utilisant la relation (3.4.2) et ’hypothese (3.4.1) il est facile de voir que

WA Y|
A~ (KoLeh® + K))

ICe —Celle < —
o = Leh?[|A™! ] (3.4.5)

< 2| A7 Y|wo(KaLeh? 4 Ky K2

Par suite,

e — Se oo < [ltte — Selleo + [[Se — Se -
Alors d’apres les relations (3.4.3), (3.4.4) et (3.4.5), on déduit que |[ue — Se||- est d’ordre O(h2). [
Remarque 3.4.1. Le théoreme (3.4.1) pourvoit une relation de compatibilité entre le parametre de péna-

lisation € et le parametre de discrétisation h, qui garantit la convergence quadratique de la collocation

spline cubique gg vers la solution ug du probleme de pénalisé.
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3.5 Des exemples numériques

Dans cette section, on présente deux exemples numériques pour résoudre un probleme d’obstacle
unidimensionnel, en utilisant la méthode de spline cubique pour approcher la solution du probleme de
pénalité (3.3.2), et la méthode de Newton généralisée (3.3.13) pour déterminer les coefficients de la

collocation de spline cubique.

3.5.1 Exemple 1

Considérons le probleme d’obstacle (3.1.1) avec les données suivantes (voir I’exemple (2.2.1) du
chapitre 2 partie I) : Q =]0,2[, y =0et
-1 sur0,1],
1 sur]1,2[.

f=

La solution exacte u(x) de ce probleme est donnée par (voir chapitre 2 exemple 2.2.1)
12+ 2-V2)x six €]0,1],
u(x) =9 A2 —v2x+1 six €]1,v2],
0 six € [v2,2].

Comme critere d’arrét pour les itérations de Newton généralisée, nous avons considéré que la
valeur absolue de la différence entre les coefficients d’entrée et les coefficients de sortie est inférieure a
107°.

Les tableaux 3.5.1, 3.5.2, 3.5.3 et 3.5.4 montrent, pour différentes valeurs du parametre de dis-
crétisation h, I’erreur entre la collocation spline cubique S et la solution exacte «. Nous avons constaté
que la convergence de la solution Se vers la fonction u dépend du parametre de discrétisation 4 et le
parametre de pénalisation €. Le théoreme 6.5.1 implique que pour /4 fixé, cette convergence est garantie

seulement s’il existe €, > 0 tel que € > ¢,. Certaines valeurs expérimentales de €&, sont données dans les

tableaux 3.5.1, 3.5.2,3.5.3 et 3.5.4.

1
Tab. 3.5.1: Résultats pour h = —

20

£ 1072 1073 51074 | 2x107% =g,

[t — Se oo 47x1073 [ 7.61x107% | 7.12x 107* | 6.84x 10~*
nombre d’itérations 5 7 9 10
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1
Tab. 3.5.2: Résultats pour h = —

50
£ 1072 1073 1074 2x 1077 =g,
l|lu — Se || 45x1073 | 4.94x 1074 | 1.75x107* | 1.59x10~*
nombre d’itérations 6 9 15 22
Tab. 3.5.3: Résultats pour £ !
e Do u u = —
P 100
€ 1073 1074 107 5x10%=¢g,
16— Sel|oo 4.87x107% | 441 x107° | 4.12x107° | 2.74x 107
nombre d’itérations 9 16 31 43
Tab. 3.5.4: Résultat he
. o4 eSultats pour 1 = ——
S POUT = 500
£ 1073 1074 107 2x 1070 =g,
[t — Se[oo 4.86x107% [ 4.92x107° [ 5.25%x10°°| 826x1077
nombre d’itérations 9 18 35 56

D’apres les théoremes 2.2.6 et 3.4.1, I’erreur d’estimation entre la solution exacte et la solution

de probléme pénalisé est donnée par |u — Se o < &+ kh?. Les résultats obtenus montrent que la conver-

gence de la solution de probleme pénalisé vers la solution du probleme d’obstacle d’origine, est assurée

a condition que & et € vérifient la relation (3.4.1). En outre, des erreurs numériques d’estimation se

comportent comme € -+ kh?* ce qui confirme ce que nous attendions.
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0.18

0.16 — —
m— colution exacte

0.14 — —
e=10"eth=1/20
012 —

01 —

0.08 — —

0.04 — —

0.02— —
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3.5.2 Exemple 2

Considérons le probleme d’obstacle (3.1.1) avec les données suivantes :
Q=10,4[, y(x)=1—(x—2,2)>et f =0.
La solution exacte u(x) de ce probleme est donnée par [8, 68]
—2(/1,2%x3,2—2,2)x

1—(x—2,2)?

24— VI -2,2)(x4)

six €]0,/1,2 % 3,2],
six €]VI,2x3,2,4—/2,24],
six e [4—+/2,24,4].

u(x) =

Tab. 3.5.5: Résultats pour € = 107>

h 1/21 1/61 1/81 1/101
notre max_error | 7.809 x 1074 | 1.013 x 10~% | 6.182x 1075 | 4.333 x 107
min_error dans [38] 0.043 0.039 0.035 0.029

Le tableau 3.5.5 indique les valeurs de I’erreur maximale (max_error) obtenues dans nos simula-
tions numériques et I’erreur minimale (min_error) celle obtenues dans [38]. Nous voyons que les valeurs

de I’erreur maximale obtenue par notre méthode améliorent celles obtenues dans [38].

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considéré une approximation d’un probleme d’obstacle unilatéral
par une suite de problemes de pénalisation, qui sont des équations non régulieres, présentées dans [58,
64]. Alors, on a développé une méthode numérique pour résoudre chaque équation non réguliere, basée
sur une méthode de collocation de spline cubique et la méthode de Newton généralisée. Nous avons
montré la convergence de la méthode a condition que les parametres de pénalisation et de discrétisation
satisfassent la relation (3.4.1). En outre, on a fourni une erreur d’estimation d’ordre O(h?) par rapport 2
la norme || - ||. Les résultats numériques obtenus justifient la convergence des solutions approchées de

probléme pénalisé vers la solution exacte. Ainsi, on confirme les résultats théoriques.
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4.1 Introduction

Notions élémentaires en finance

Dans cette partie, on rappelle les notions élémentaires en mathématique financiere qui seront
supposées connues par la suite. Pour plus d’informations sur ces notions, voir [53], [47] et [42].

L’option est un contrat entre deux parties par lequel I’une accorde a I’autre le droit (mais non
I’obligation) de lui acheter (option d’achat (call)) ou de lui vendre (option de vente (put)) un actif,
moyennant le versement d’une prime. L’achat (ou la vente) de cet actif se fera a un prix déterminé

(prix d’exercice), durant une période (période d’exercice pour les options dites "américaines") ou a une
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date précise (date d’exercice pour les options dites "européennes"). Le fondement de 1’option est la
rémunération du risque.

Les options les plus répandues et les plus simples dites vanilles (plain vanilla options en anglais)
sont les premieres apparues sur les marchés. Ce sont les options sur valeur de 1’actif dont elles sont
dérivées. Cependant, les besoins de couverture tres divers, notamment sur le Forex(?), ont favorisé I’ap-
parition d’options plus complexes dites options exotiques.

Deux générations d’options exotiques subsistent :

— les options de premiere génération : caps, floors, swaptions européens (essentiellement utilisées

comme options sur les taux d’intérét, ...)

— les options de seconde génération qui sont "path-dependent"” : lookback, asiatiques, a barriere,

digitales, composées, a choix différé.

— ou durant toute la période jusqu’a échéance (option dite américaine).

L’evaluation des options est la détermination a la date actuelle (r = 0) de la valeur (payoff) de I’option
qui sera (peut-€tre) exercée a la date d’échéance ou encore maturité 7.

Dans notre étude nous traitons les deux types d’options européennes d’achat les plus répandues et les
plus utilisées :

— les options vanilles européennes de payoff : max(Sy — K,0) ;

— les options asiatiques européennes de payoff : max(% fOT S dt —K,0).

4.2 Hypotheses sur le marché

Nous supposerons que :

Les actifs sont divisibles a 1’infini ;

— Le marché est liquide : on peut acheter ou vendre a tout instant ;

— On peut emprunter et vendre a découvert ;

Les échanges ont lieu sans colts de transaction ;

On peut emprunter et préter au méme taux constant r.

Arbitrage

Quelles sont les évolutions possibles du marché ?

— Q : Ensemble des états possibles du marché ;

4 Forex (Foreign Exchange) : est le marché des changes sur lequel les devises dites convertibles sont échangées 1’une

contre 1’autre, a des taux de change qui varient sans cesse.
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— [P : Probabilité réelle (ou en tout cas anticipée) de survenance de chacun des états.

Quelles sont les stratégies d’investissement ?

Définition 4.2.1. Un portefeuille autofinancant est une stratégie d’achat ou de vente de titres, actions,
préts et emprunts a la banque, et plus généralement de produits dérivés dont la valeur n’est pas modifiée

par Uajout ou le retrait d’argent. On notera X; la valeur en t du portefeuille X.

On se donne donc simplement un capital initial et une stratégie dynamique d’investissement dans
les actifs du marché a partir de ce capital de départ.

Qu’est ce qu’une stratégie d’arbitrage ?

Définition 4.2.2. Un arbitrage sur la période [0,T| est un portefeuille autofinan¢ant X de valeur nulle
ent =0 dont la valeur Xt en T est positive et strictement positive avec une probabilité strictement po-

sitive.

Xo=0, X7r>0 et ]P’(XT>0)>0.

On supposera qu’il y a sur le marché I’hypothese d’ Absence d’Opportunités d’ Arbitrage (AOA,

no free lunch) en tout instant compris entre O et 7'.
{X():O et Xr ZO} - IED(XT>0>:0.

L’hypothése signifie simplement : "Si ma richesse aujourd’hui est nulle, elle ne peut pas devenir positive
et non identiquement nulle", soit "On ne peut gagner d’argent sans capital initial".
Le raisonnement (défaitiste) est : "S’il y avait un arbitrage, quelqu’un en aurait déja profité". Sa-

chant qu’il y a dans les banques beaucoup d’arbitragistes, cette hypothese est cohérente sur les marchés.

Pour créer un arbitrage, on a acheté le moins cher et vendu le plus cher. Vu qu’ils ont la méme

valeur en 7', on y gagne.

Relation de parité Call-Put

Un call de strike K et d’échéance T sur le sous-jacent S a pour payoff (S7 — K) ; notons C; son
prix a I’instant .
Un put de strike K et d’échéance T sur le sous-jacent S a pour payoff (K — S7)4 ; notons P, son prix

a ’'instant 7. Un zero-coupon d’échéance T est un produit financier de valeur 1 en 7. Son prix en ¢ est
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noté B(t,T).

Alors, en AOA, les prix des calls et des puts en ¢ sont reliés par la relation de parité call put :
C[ —P[ - St —KB<I,T)

Cette relation est intrinseque a I’absence d’opportunité d’arbitrage sur le marché et ne dépend en rien du

modele d’évolution imposé aux actifs.

4.3 Définitions et notations des taux de base

L’ outil de base d’un modele des taux est 1’obligation zéro—coupon(b), produit financier versant un
euro a la maturité T. On notera P(¢,T) son prix a la date r € [0,T]. A partir de ce prix de 1’obligation

zéro-coupon on peut définir plusieurs types de taux :

Définition 4.3.1. On appelle taux d’intérét instantané continiiment composé la quantité R(t,T) définie

par
InP(,T)

R(t,T) = T

R(t,T) est parfois dit "taux zéro-coupon(c) " : c’est le taux continu constant sur la période [t,T] tel que
P(t,T) = e RGDT-1),

Définition 4.3.2. On appelle taux d’intérét instantané simplement composé la quantité L(t,T) définie

par
1—-P(t, T
L(t,T)= L=PET) .
P(t,T)(T —1)
L(t,T) est le taux simple constant tel que
1

PO = e ma =

Définition 4.3.3. On appelle taux d’intérét instantané composé annuellement la quantité Y (t, T) définie
par
1
1

Y(t,T)= ———
P(t,T)T

—1.

b Les obligations zéro-coupon sont des titres sans coupon. L’investisseur sera rémunéré par la différence entre le prix

d’achat et le prix de remboursement.
¢ (appelé aussi taux spot) pour une date de départ et une durée donnée est le taux actuariel qu’aurait une obligation ou un

swap de mé€mes caractéristiques temporelles mais ayant un coupon de 0%.
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Y(¢,T) est aussi appelé taux actuariel et vérifie

1
[(14Y(,T)T-1"

P(t,T)=

Définition 4.3.4. Soit s : R™ — R*._ une fonction strictement positive et dérivable supposée représenter

I’évolution des cours d’un actif sans risque (déterministe) au cours du temps (continu).
s(T) —s(7)

s(t) T—t

Le taux d’intérét court (ou taux d’intérét instantané) r(t) a 'instant t sera , par définition,

_os(T)y=s(r) 1 S'(1)
)= pm i TS0

Sit <T, la quantité est le taux d’intérét entre les instantst et T.

Taux a terme (forward)

On appelle forward rate agreement (FRA), de nominal N, d’expiration 7 et de maturité s, un
contrat qui donne a son souscripteur un versement a la date s au taux fixe (simplement composé) K pour
la période [T,s] contre le paiement a cette méme date s d’un taux variable L(T,s) fixé en T pour cette
méme période [T, s].

Par absence d’opportunité d’arbitrage, le "juste prix" de ce contrat a la date ¢ doit étre nul. En
conséquence, on peut définir le taux a terme (ou taux forward) comme étant la valeur de K annulant le

prix du FRA.

Définition 4.3.5. On appelle taux forward (simple) expirant a la date T et de maturité s > T, la quantité

L(t,T,s) = S_lT <};((’t”f)) _ 1) . 43.1)

En faisant tendre s vers T dans la définition (4.3.1) du taux forward, on obtient une définition

définie a la date t par

naturelle du taux forward instantané.

Définition 4.3.6. On appelle taux forward instantané a la date t pour la maturité T la quantité

f(t,T)= —%. (4.3.2)

i.e. telle que
T
P(t,T) =exp (—/ f(t,u)du) : (4.3.3)
t
On peut définir alors de facon cohérente les prix de zéro-coupon forward a la date ¢ pour I’expi-

ration 7" et la maturité s par
P(t,s)
(t,T

P(t,T,s) estla valeur vue a la date r du montant a payer a la date T pour acheter 1’obligation zéro-coupon

. 4.3.4)

P(t,T,s) =

~

qui versera un euro a la date s.
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4.4 Modele de Black-Scholes

Le premier modele d’évolution des actifs financiers a été proposé par Louis Bachelier dans sa
these en 1900. Les actifs risqués étaient supposés Gaussiens et pouvaient donc prendre des valeurs né-
gatives. Pour remédier a ce défaut, le modele retenu par la suite est un modele rendant les actifs risqués
log-normaux, afin de s’assurer qu’ils restent toujours positifs. Ce modele s’appelle le modele de Black-
Scholes. Ce modele repose sur la résolution d’une équation différentielle stochastique (EDS), en sup-
posant que le cours d’une action suit un mouvement brownien géométrique (ou processus de WIENER

généralisé)

4.4.1 Modélisation probabiliste du marché

Nous considérons un marché constitué d’un actif sans risque S° et d’un actif risqué S sur la pé-

riode [0, T].

— L’actif sans risque : Dans le modele discret a m périodes, lorsque 1’on discrétise 1’intervalle
[0,T] en m intervalles de longeur 7' /m, que I’on consideére un taux sans risque r,, de la forme
rT /m, la valeur de I’actif sans risque a I’instant pT /m a la forme suivante : (147 /m)?. Donc,
lorsque m tend vers I’infini, S se comporte comme e’’. La dynamique retenue pour 1’évalua-

tion de I’actif sans risque en continu est donc naturellement :

ds? =St et Sj=1 — S0=¢"

— L’actif risqué : aura la dynamique donnée par I’équations différentielles stochastiques (EDS)
de Black-Scholes out 0 > 0 :

dS, = S, (udt + cdw;) 4.4.1)

Ce modele est le plus simple que 1’on puisse imaginer pour modéliser 1’évolution d’un actif risqué tout
en imposant qu’il soit positif. Comme nous allons le voir, cela revient a supposer que les rendements des
actifs sont normaux. Cet actif a une tendance donnée par u et une volatilit€ donnée par o toutes les deux

constantes.

Dans la suite de cette section, on se place sur un espace de probabilité (ﬁ, o/, IP), avec Q estun
sous ensemble de R™ x ]0, 7.

Pour tout 7 € [0, 7], la tribu F, représente I’information disponible a la date ¢, I’aléa provient seulement
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de S, donc :

Ft:G(Sr,I"SZ')

4.4.2 Lelemme d’Ito

Le lemme d’It6, ou encore formule d’It6 est I’un des principaux résultats de la théorie du calcul
stochastique. Ce lemme offre un moyen de manipuler le mouvement brownien ou les solutions d’équa-
tions différentielles stochastiques (EDS).

Un processus d’Itd est un processus stochastique de la forme :
dX[ - /.L,dt + G[dB[,

avec U, et o; deux fonctions aléatoires satisfaisant quelques hypotheses techniques d’adaptation au pro-
cessus B; (mouvement brownien).

Si f(X;,t) est une fonction de C*(R x R, R), alors la formule d’Itd s’écrit

df(X;,t) = %{(X,,t)dt+ %(Xt,t)dX, +

10°f 2
EW(X,,t)o-t dt.
Le théoreme suivant donne la résolution de I’EDS de Black Scholes :

Théoreme 4.4.1. L’EDS (4.4.1) admet une solution unique qui est donnée par :
2
c
p—— )t + oW,
S =S 2 ) " P-pus.
Démonstration. Vérifions tout d’abord que la solution proposée vérifie I’EDS en appliquant la formule
d’Tto a f(t,W;) avec

2

( G—)t—i—cx
f:(t,x)»—>Soe“ 2 .

On obtient :

AFW) = St W)W, (1, Wi+ 2 flt W) < W >,

c? c?
= of(t,W,)dW; + (1 — T)f(t,Wt)dt + Tf(t,Wt)dt.

Ce qui se réécrit donc : dS; = S; (udt + cdW;).
Donc S, processus [ -adapté est bien solution de I’EDS (4.4.1). Le caractere Lipschitz des coefficients de

I’EDS nous assure I’unicité de la solution, mais, dans notre cas, nous pouvons également la démontrer :
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Soit Y un processus solution de I’EDS (4.4.1). Remarquons que S; ne s’annule jamais si bien que I’on

1
peut appliquer la formule d’Ito pour déterminer la dynamique de S :
t

Y, 1 1 1
d(é) = Ytd(S,) Gitd <Y >
Y,
= D (02— p)dr — cdW,)) + 2 (udt + dW,)) — oY dr
St St S[
= 0.

Remarquons que I’ on aurait pu obtenir directement le resultat en appliquant la formule d’Ito a la fonction

(y,5) — y/s. On a donc :

Y,
= 0dW; =1.
sosth
Donc les processus Y et S sont égaux presque surement et ’EDS admet une unique solution. (]

Remarque 4.4.1. Comme nous avons supposé ¢ > 0, la fonction g telle que S; = g(W,) est bijective, et

donc les aléas du marché sont completement décrits par le mouvement Brownien W :

Fi=0(S;, t<t)=0c(W, T1<1).

4.5 Les modeles stochastiques des taux d’intérét

Dans la littérature, plusieurs modeles de taux d’intérét sont étudiés. Dans la pratique nous pouvons
distinguer deux familles de modeles stochastiques.

— Ceux reposant sur une approche dite d’évaluation d’équilibre :
En effet, on parle d’équilibre général quand il s’applique a I’ensemble de I’économie (consommation/
production, offre/ demande). Mais une telle approche impose des hypotheses restrictives qui peuvent
entrainer un biais dans la modélisation. Le modele de Cox-Ingersoll-Ross [25], que nous étudierons
dans la suite de cette section, est un modele répondant a une telle approche.

— Et ceux reposant sur une approche dite d’évaluation d’arbitrage :
On citera par exemple le modele de Vasicek [85]. Cette approche est moins restrictive, mais il faut noter
que si I’approche précédente basée sur une économie globale en équilibre implique toujours 1’absence
d’opportunité d’arbitrage, la réciproque n’est pas toujours vérifiée.

Sous les hypotheses de marché parfait (absence de cofit de transaction, titre parfaitement divisible,
agents rationnels et disposant du méme niveau d’information, marché efficient, taux d’emprunt et de prét

identique), nous présenterons quelques modeles classiques :
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Vasicek

Ho-Lee

Hull-White d’un seul facteur

Cox-Ingersoll-Ross (CIR)

4.5.1 Modeéele de Vasicek

Le taux court dans le modele de Vasicek est donné comme la solution de I’équation différentielle

stochastique (EDS) :
drt :u(r[)dt+6(r[)dBt, tZO, ro ecl=R
1x) =B — ax, Vxel, >0, BeR,

c(x)=0>0 Vx el
Dans ce modele, le taux d’intérét de courte durée est la seule source d’incertitude qui conduit avec le
temps la forme et le développement de la structure du terme. Il est justifié que I’espace de I’état I d’un
processus dans le modele de Vasicek est R. Cela implique en particulier que le taux court peut devenir

négatif. Le modele aussi assume une volatilité constante qui n’est pas vrai dans les marchés financiers.

4.5.2 Modéele de Ho-Lee

Le premier modele de valorisation d’options de taux intégrant toute 1’information de la structure
des taux est celui de Ho-Lee [48]. Ce modele présente comme principal inconvénient de prendre en
compte des taux de volatilité constante.

Le modele de Ho-Lee est un modele exogene décrivant I’évolution de la courbe des taux. Il permet
d’évaluer des actifs optionnels sur taux, de complexité importante. Le caractere discret du modele permet
d’intégrer des phénomenes ponctuels dans le temps affectant les taux (option américaine,...,). La courbe
initiale des taux initiale est une donnée du modele.

Les limitations du modele sont :

— Il peut apparaitre des taux négatifs.

— Tous les taux sont parfaitement corrélés.

— Tous les taux zéro-coupon ont méme volatilité.

Le modele de Ho-Lee est décrit par I’EDS :
drt:9(t)dt—|—GdBt, 120,

0(t) = %f(O,t)—i—Gzt Vi >0, ¢>0.
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avec f est le taux instantané de forward du marché pour # = O (voir la formule (4.3.2)).

4.5.3 Modéele Hull-White d’un seul facteur

Le modele Hull-White [54] est le dérivé du modele Vasicek. Hull-White ont introduit une moyenne
long-terme fonction déterministe du temps. Ils ont supposé que sous la probabilité risque neutre Q, I’évo-

lution du taux d’intérét court r représenté par le processus de retour a la moyenne suivante :

drl:(e(t)—ar[)dt+GdB[, ZZO,
J 62 —2at
G(t):Ef(o,t)+af(0,t)+ﬁ(l—e ) Vt>0, 6>0, aeR*

ol 6(r) est une fonction déterministe du temps et f est le taux instantané de forward du marché pour
t = 0. Le parametre « est la vitesse de retour a la moyenne, qui contrdle la vitesse de 1’ajustement définit
par 0(t). Le parametre o est la volatilité de taux court, @ et ¢ sont des constants positifs. B, représente
le composant aléatoire, donc le mouvement Brownian.

L’intérét du modele de Hull-White est de reproduire exactement la courbe de taux zéro-coupon de marché
a I’aide de la fonction déterministe.

Par application du lemme d’Tto au processus r; exp(at), on montre que le taux court s’écrit :

t t
r(t) :r(s)eK(ts)-i—/ G(Lt)ea([”)du—i—G—i—/ efa(zfu)dBu.

4.5.4 Modéele de Cox-Ingersoll-Ross

Les diffusions en racine carré jouent un rdle important dans plusieurs modeles en finance car
ils modélisent tres bien les taux d’intérét mais aussi les volatilités stochastiques d’actifs financiers. Le
modele de Cox-Ingersoll-Ross (CIR) est utilisé en mathématique financiere pour modéliser 1’évolution

des taux d’intérét a court terme. Il s’agit de la solution de 1’équation différentielle stochastique (EDS)

t t
ry = ro+/ o \/rsdWs + K/ (6 —ry)ds,
0 0

ou rg est positif, et W est un mouvement brownien. Notons que la solution de cette EDS reste stricte-
ment positive sous la condition 2k6 > 2. Le paramétre 6 donne la moyenne a long terme, et k > 0
donne la vitesse a laquelle le processus va converger vers cet équilibre. Bien sir, la partie brownienne
vient perpétuellement perturber cette convergence a 1’équilibre, mais ce processus va essentiellement se
concentrer autour de la valeur de 6 au bout d’un certain temps.

Le théoréme suivant donne la solution exacte du modele (CIR).
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Théoreme 4.5.1. Dans le modéle CIR, le prix du zéro-coupon de maturité s s’écrit a la date t
P(nt,s) :A(t,s)e_B(t’s)r,
ou

¢2(s—1)
Alt,s) = [

G2 [e916-1) — 1] 4 ¢y

20 _
0= ViIETT2n =P g2 Goke, p=xtl

et § est la prime de risque du marché.

1%, B(t,s) =

Démonstration. Si r vérifie le modele (CIR) et P(r,t,s) est le prix du zéro-coupon. Alors, le lemme d’Itd
implique que P satisfait

1
OB+ k(6 = 1) = AP = rP+ P, =0. (4.5.1)

On doit résoudre cette équation différentielle sous la condition terminale P(r,s,s) = 1, ou k, 6, o et A,
sont des constantes.

La solution générale est de la forme :
P(rt,s) = exp{A(T)r(t)+B(T)}, et T =s—t.

La condition P(r,s,s) = 1 implique A(0)r(s) + B(0) = 0 pour tout s, et donc A(0) = B(0) = 0.
Les dérivées partielles P, = —{A/(T)r+ B'(T)}P, P, = A(T)P et P,, = A(T)*P, donnent, apres division

par P et factorisation par r :

—%GZA(T)Z +KA(T) +1+A"(T) | r(t) = [(k6 — A,)A(T) — B'(T)] . (4.5.2)

Valable pour tout 7', cette équation impose la nullité du facteur de r et du terme indépendant de r. On

doit donc résoudre les deux équations différentielles suivantes :

AT = %GZA(T)Z —KA(T) -1 (4.5.3)

B'(T)= (k6 — 4,)A(T). (4.5.4)

Pour résoudre (4.5.3), on effectue le changement de variables suivant :

D(T) =A(T)—%2¢“, E(T)=A(T) - “;fl et 91 =/ k24202, (4.5.5)

On vérifie alors aisément que
L PA(T) — kA(T) 1 = 1 L 4.5.6
50()_7(()——‘151%—% : (4.5.6)
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Et, comme A’'(T) = D'(T) = E'(T), on peut réécrire (4.5.6) sous la forme :

D(T) E(T)] _
ol @27
En intégrant (4.5.7) de 0 a T, on obtient
Dp(r)]"
[ln m] . =T (4.5.8)
Soit ;
D(T) ,D(0)]" _

De A(0) = 0, on en déduit que D(0)/E(0) = (1 + ¢1)/(1 — ¢1). Introduisant cette expression dans

(4.5.9), on obtient alors
D(T) pu+e T

= (4.5.10)
E(T) n—o
En remplagant D(T') et E(T) par leurs expressions, donnée en (4.5.5), on trouve
—2(eMT
A(T) = (e ) 4.5.11)

(L+g1) (e —1)+2¢;

Pour résoudre 1’équation différentielle (4.5.4), on procede a un nouveau changement de variables :
C(T) = (m+90) ("™ = 1) +291, 4.5.12)

si bien que C'(T) = ¢ (u + ¢1)e?7, et C(0) = 2¢;. On peut alors exprimer (4.5.11) sous la forme
2 C'(T) Lt

AT)=—— 4.5.13
(T) o2 C(T) o2 ( )
Insérant cette expression dans (4.5.4), on doit alors résoudre
2k6—4) [ C(T)  p+é
B(T)= — : 4.5.14
Comme B(0) = 0, I’intégration de cette équation entre 0 et 7' conduit a
2(xk0 — A
B(T) = (’f—z‘) {_mc(r) LA r} , (4.5.15)
o 2
soit
2(x0 — A +
B(T) = % [_m (o)™ =1)) + HEo1y +ln(2¢1)] (4.5.16)
ou encore ito
2(k6—2,) |20 2T
B(T) = 4.5.17
La solution de 1’équation différentielle (4.5.2), sous la condition P(r,s,s) = 1, est donc
P(rt,s) = TDOBI) o T =51, (4.5.18)
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avec

—2(ePT —
a(r) ===
_ oSBT

C(T) = (u+91) (N —1)+2¢1,

01 = /U2 +202% et u = k+ ¢ avec { est le prime de risque du marché.
[J

Remarque 4.5.1. Dans le chapitre 3, partie I, on verra une méthode numérique pour évaluer I’option

americaine sur une obligation sous le modele de Cox-Ingersoll-Ross.
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5.1 Introduction

L’évaluation des options constitue un domaine de recherche tres actif de 1’ingénierie financiere.
C’est un domaine remarquable ou les travaux académiques et les démarches des acteurs de marché se fer-
tilisent, s’enrichissent et progressent largement de concert. Apres une quarantaine d’années de recherche
et de pratique des marchés, nous disposons aujourd’hui d’un ensemble de connaissances et d’outils per-

mettant d’estimer des prix d’option faisant sens et répondant a la logique de marché autorégulatrice
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d’arbitrage. Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur 1’évaluation d’options européennes selon le
modele Black et Scholes généralisée. Plus précisément, on portera notre intention sur la solution numé-
rique du modele, qui peut étre formulé comme un probléme parabolique avec des conditions aux limites
et conditions finale (voir [18, 15, 74, 55]). Diverses techniques d’approximation ont été développées pour
cette raison, on citera par exemple une méthode des différences finies [15], une méthode de collocation
B-spline cubique [55] et I’approche non paramétrique [50]. La méthode de collocation B-spline cubique
est largement utilisée dans la pratique. En effet, elle est moins coliteuse numériquement, facile a exécuter
et donne un ordre élevé de précision.

Dans [55], les auteurs ont résolu un probleme d’évalution d’option européenne a I’aide de splines
du troisieme degré, ou ils considerent les points de collocation comme des noeuds de I’espace spline
cubique. Dans notre travail, nous considérons un espace spline cubique défini par des noeuds multiples
aux limites et nous proposons une nouvelle méthode de collocation simple et efficace en considérant
comme collocalion des points les noeuds médians de I’espace spline cubique. On observe que la méthode
de collocation développée dans notre approche peut améliorer les résultats obtenus par les méthodes de
collocation données dans la littérature (voir [55], par exemple). On donnera quelques exemples pour
illustrer la différence.

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la section 5.2, nous décrivons brievement le modele
continu de I’équation de Black-Scholes généralisée pour I’option d’achat européenne. Puis, nous présen-
tons la 0-méthode dans la section 5.3. La section 5.4 est consacrée a la méthode de collocation de spline
de I’équation de Black-Scholes généralisée pour 1’option d’achat européenne, en utilisant une méthode
de collocation de spline cubique . Ensuite, nous montrons la convergence de la spline cubique vers la
solution du probleme aux limites et nous fournissons une estimation d’erreur. Enfin, certains résultats nu-
mériques sont présentés dans la section 5.5 pour valider notre méthodologie et comparer notre méthode

avec [55] et [92]. Finalement, une conclusion est donnée a la section 5.6.

5.2 Formulation du probleme

Le modele mouvement brownien géométrique du prix des actifs est décrit par I’équation suivante :

ds
5= (r—d)dt+ocdW,

ou S est le prix des actifs, r est le taux d’intérét sans risque, d est le dividende, o2 est le taux de variation

sur le rapport prix-qualité et dW est le processus de Wiener standard.
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L’équation de Black-Scholes généralisée pour option d’achat européenne est :

(dC 1 <92_c aC

22 _ +
— 4+ =-0-S —d)S— —1rC=0 S R 0, T
aT+26 aSZ+(r ) aS r ’ <7T)E X(, )7
C(S,T) =max(S—K,0), S eRT, (5.2.1)
| c(0,7)=0, te0,T],

ou C(S,7) est la valeur de I’option d’achat européenne du prix des actifs S et au temps 7, K est le prix
d’exercice, T est la date d’échéance, r(S,7) > 0 est le taux d’intérét sans risque, d(S, 7) est le dividende,
et o(S, ) > 0 représente la volatilité de I’actif sous-jacent.

Ici, nous supposons que les fonctions r(S, 7), d(S,7), et (S, ) sont suffisamment régulieres sur
le domaine. Quand r, d et o sont des fonctions constantes, nous obtenons 1’équation de Black-Scholes
classique pour I’option d’achat européenne. Pour plus de détails sur I’existence et 1’unicité de la solution
de I’équation de Black-Scholes généralisée pour I’option d’achat européenne, on se réfere a [56, 41, 61].

La variable S dans le probléme (5.2.1) prend des valeurs dans R*. Cependant, d’un point de vue
du calcul, nous considérons le probleme (5.2.1) défini sur le domaine (0, Smax) X (0,7), olt Spax €st un

nombre positif suffisamment grand. La solution du probleme (5.2.1) est expectée pour vérifier
C(S,T) ~ § — Ke~ Iz r(S:)ds,

pour S > 0 suffisamment grand et 0 < 7 < 7 (voir [34]). Ainsi, le probleme est complété par la condition

aux limites suivante (voir[55]) :

C(Sma)u T) _ Smaxe—fTTd(Smax.,s)ds —Ke_fTT r(Smax,s)ds'

Par suite, le probleme est ainsi modifié :

(V1 2%V A%
0282~

%4_5 852 +(r—d)Sﬁ—rC=0, (S,T)G(O,Smax)X(O,T),
V(S,T)=max(S—K,0), S €10, Smax]
5.2.2)
V(0,7) =0, t€0,7),
|V (Stmaxs T) = Smaxe™ 5 ASmans)ds g~ [z rSmans)ds 7 € (0,7,

L’existence et ’unicité de la solution du probleme (5.2.2) est étudiée dans [61]. Si C et V sont réspecti-
vement les solutions des problemes (5.2.1) et (5.2.2), alors I’erreur d’estimation entre ces solutions est

étudiée en détail dans [18, 55, 56].
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Comme la condition finale, max(S — K,0), n’est pas réguliere, le résultat n’est pas assez régu-
lier pour la convergence des approximations numériques, voir par exemple [55]. Pour surmonter cette
difficulté, nous approchons la fonction ®(r) = max(z,0), t € R, par une suite de fonctions régulieres
®, : R — RT, satisfaisant : ®¢(r) — P(¢) lorsque € — 0 (simplement). Alors, nous obtenons le pro-

bleme suivant :

( an 1 2 28 Vg 3 g
a— E oS 9s2 +( _d)Sa_S —rC = 0 (S, T) c (O;Smax) X (O,T),
Ve($,T) = De(S—K), S € [0, Smas],
(5.2.3)
V8(07T):Ov TE [OaT]a
Ve (Smax, T) = Smaxe™ /¢ /Smans)ds _ ko[£ r(Smax)ds ¢ & [0,7].

\

SiV et Ve sont les solutions des problemes (5.2.2) et (5.2.3), respectivement, alors I’erreur d’estimation
entre ces solutions est considérée dans [15, 55]. Ainsi I’erreur d’estimation que I’on peut obtenir, montre
que la suite de solutions du probleme (5.2.3) pour € > 0 est converge vers la solution du probleme initial
(5.2.2) en choisissant € assez petit et Spax suffisament grand. L’opérateur différentiel dans (5.2.3) est
dégénéré pour S = 0 et retardé dans le temps. En utilisant le changement de variables S =e*ett =T — 7

dans (5.2.3) nous obtenons une équation parabolique non-dégénéré, voir [55, 56].

Pour ¢ fixé, on note u(x,t) := Ve(e*,T —t). On pose S = ¢* ce qui implique que x = In(S), alors il est

facile de voir que

Ve du
595 ~ ox

et
avgzsa SaV8 oVe d*u Jdu

2 R _ — I
S 05? aS( 85) S  dx?  Idx’

Par conséquent, le probleme (5.2.3) peut s’écrire comme suit :

Lpsu(x,t) = 0, (x,2) € (—o0,xmax) X (0,7,
( ) = ¢0(x)7 X e ( oo xmax], (5.2.4)
U(Xmin,t) = 0, t€1[0,7],
U(Xmax,1) or(1), t€[0,T],

o Lgs : €(Q) NC>1(Q) — €(Q), avec Q = (—o0, Xpmax ), est I’ opérateur de Black-Scholes défini par :

_ﬁ(x7t)%_7/(xat)]7 (X,Z)E.Q.X(O,T), (525)
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et

Xmax = ln(Smax)7

u(x,t) = Vg(ex T—1),
ox,t) = 2 2(e5,T —1),

B(x,t)=r(e", T —t)—d(e", T —1t)— %Gz(ex, T —1),

Y(x, 1) = —r(e", T —1),

9o(x) = Pe(e" — K),

Or(t) = e JEd(emx T—s)ds _ g~ for(e™x T—s)ds

Y

avec ot(x,t) > a >0, y(x,t) <y<O0sur Qet«, B, ¥, 9o, P sont des fonctions suffisamment régulieres.

On tronque I’intervalle (—co,Xmax) €N (Xmin;Xmax ), OU Xmin €St un nombre négatif suffisamment
petit. alors le probleme (5.2.4) devient (voir [55]) :

(

Lpsu(x,t) = 0, (x,1) € Q:=Q, X Qr,
u(x,0) = x), x € Q,,
(xmmyt) = 0, tely,
(xmax> ) = ¢R(t)7 tEﬁ,,

ou, -Qx = (xminaxmax), Qr = (O,T).

Ici, nous supposons que le probleme satisfait une régularité suffisante et des conditions de compatibilité

qui garantissent 1’existence d’une solution unique u € €' (Q)(C>!(Q) satisfaisant (voir, [41, 61]) :

O u(x,t) —
—— L <ksurQ; 0<;j<3et0<i+j<4,
oxiotl ===
ou k est une constante.

Dans la suite de ce chapitre, nous considérons le modele (5.2.6) pour un traitement numérique.

5.3 La discrétisation temporelle et la description de la 6-méthode

La période d’observation doit étre spécifiée en premier et est fixée a partir d’aujourd’hui (point
dans le temps t = 0) au point dans le temps 7'. Cette période sera divisée en M intervalles de temps de
longueur At = 1%1 on note f,, = m A t. Le prix du sous-jacent (soit la valeur du projet ou de la valeur

d’un titre double avec le méme profil de risque) est supposé rester dans €2,.
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Nous discrétisons la variable temps dans (5.2.6) au moyen de la 8-méthode, 8 € [%

discrétisation donne le systeme d’équations suivant :

m+1 m

% — QLM — (1— @)Ly = 0.
Par suite,
(I— @ AtL™u™ ™ = [T+ (1—0) AtL"|u™
o, L : C(Q;)NC?*(Q,) — C(Ly) est I'opérateur différentiel défini par :
= am+e; i +ﬁm+9 J _‘_},m+9]
avec

u™ une approximation de u(x,1,,),
a0 = ox,t,, + 0 A1),

B0 = B(x,tm+ 0 At),

Y0 = y(x, b+ 0 At).

Alors, le probleme approché du probleme (5.2.6) est donné par :

( m+9( ) m+1_|_qm+6( ) ;n+1_|_lm+9(x)um+l — ,mto

p 8 )

uO(x) = ¢0(x)7
”m+1(xmin) = 07

um+l< m+1

xmax) =0r

\

ou, pour chaque m > 0 et pour toute x € £, nous avons

PO (x) =0 Ara™ O (x),
m+9(x) -0 Atﬁm+6(x),
"9 (x) = 0 Aty™ 9 (x) —
g o) =—[I+(1-6)A tL’"]
L — O (Xmaxs tms1)-

Nous avons u’(x) =

solution du probleme (5.3.2).

@o(x), alors, pour 0 < m < M — 1, ™ étant connu, nous obtenons u

,1]. Alors la semi-

(5.3.1)
x € Q,,
x7€ QX;
(5.3.2)
0<m<M,
0<m<M,
m+1 comme

Le théoréme suivant prouve 1’ordre de convergence de la solution u™ vers u(x,f,,).
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Théoreme 5.3.1. (Kadalbajoo et al. [55]) Le probleme (5.3.2) est du second ordre de convergence pour

1 1
0= > et du premier ordre de convergence pour 0 6]5’ 1] c-a-d,

1

||M(x7tm> - I/thoo < CZE(AI)Z pour 0= E
1

||lu(x,t) — t'"||o < Cte At pour 0 6]5’ 1].

Pour toute m > 0, le probleme (5.3.2) admet une solution unique et peut étre écrit comme suit :
P’ (x) +q(x)u' (x) +1(x)u(x) = g(x), x€Qy

U(Xmin) = O, (5.3.3)

u (xmax) = (PR .

Dans la suite de ce chapitre, nous allons nous concentrer sur la solution du probleme (5.3.3).

5.4 La discrétisation spatiale et la méthode de collocation de spline

cubique

Dans cette section, nous construisons une spline cubique dans €, qui s’approche de la solution u

du probleéme (5.3.3).

Soit @ = {xpin =x3=x_2=x_1 =x0 <X| < < Xp—] <Xp =Xpt1=Xp+2 = Xn+t3 = Xmax |

une subdivision de I’intervalle Q.. Sans perte de généralité, nous avons pris x; = Xpin +ih, o0 0 <i<n

Xmax — Xmin
n

dans la subdivision @ et de classe ¢ sur Q. Soit B;, i = —3,--- ,n— 1, une B-spline de degré 3 associée

eth= . Notons par S4(Qy, ®) = P(Q,,®) I’espace des polyndmes par morceaux de degré 3

a 0. Ces B-splines sont positives et forment une base de 1’espace S4(Qy, ®).

Proposition 5.4.1. Soit u la solution du probleme (5.3.3). Alors, il existe une interpolation spline cubique

unique, S € S4(Qy, ®) de u qui satisfait :

S(”L’,’) = u(’c,-), i=0,---,n4+2,

. Xi—1+X; .
ou T = Xxp, T, = T: i=1,,n Ty = Xp—1 ef T2 = Xy

Démonstration. En utilisant le théoreme de Schoenberg-Whitney (voir [30]), il est facile de voir qu’il

existe une spline cubique uniques qui interpole u aux points 7;, i =0,--- ,n+2. L]
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n—1
Si on pose § = Z ¢;iB;, alors en utilisant les conditions aux limites du probleme (5.3.3), on
i=—3
obtient ¢_3 = S(Xmin) = U(Xmin) =0 et ¢p—1 = S(Xmax) = U(Xmax) = Pr- D 0l

n—2

S=u+S1, avecu=c,—1B_1etS; = Z ¢iB;.
i=—2

De plus, comme I’interpolation avec les splines de degré d donne des erreurs de I’ordre O(h?*!) pour
Iinterpolation, et de ’ordre O(h?*1=") pour la r-iéme dérivée de I’interpolant (voir [30], par exemple),

alors pour toute u € €"*#(Q,) nous avons

p(2)S (1) +q(1)St) () +1(7)S\) () = f(m) +O(W), i=1,.,n+1, (5.4.1)

ou

fm) = g(u)—Aw),

A = pu? @) +apV @) + iV w), =1, 041

La méthode de collocation spline cubique, que nous présentons dans ce chapitre, consiste a
n—1

construire numériquement une spline cubique S = Z ¢;iB; qui satisfait le probleme (5.3.3) aux points
i=—3

T, i =0,...,n+2. Il est facile de voir que ¢_3 =0, ¢,_1 = @g, et les coefficients ¢;, i=1,...,n—1

vérifient les conditions suivantes :
()87 (1) + ()81 (5) + 1(2)8 (5) = (@), i=1,.n+1. (5.4.2)

On pose C = [c_3,...,c, 2] et C= [¢_2,...,Cn2]". Ainsi, en utilisant les équations (5.4.1) et (5.4.2),

on obtient :
PA? 10V 1 1A = F4E, (5.4.3)
PA? 404 414 C = F, (5.4.4)
avec . 1
F= [fb' "7fn+1]T7 andfi - Ef(ri)9
h2 hz T n+1

P= (diag(@am+9(fi))1§i§n+1’
0= (diag(eﬁm+0<fi)>1§i§n+l,
1
L= (diag(@}/"+9(fi) — E)1§i§n+l’

A;,k) = (B(f%+j(fi))l§i,j§n+la k=0,1,2.
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(k) _

La notation B*) désigne la dérivée k-eme de B et A,

h—lkAh pour k =0, 1,2. La matrice A; est

indépendante de £ et est donnée par (3.3.7). Cette matrice est inversible d’apres proposition (3.3.2), ce

qui permet d’écrire les relations (5.4.3) et (5.4.4) sous la forme suivante :

PAY(I+U+V)C = h*F+hE

PA(I+U+V)C = W’F,
avec
U=hA;'P710A,
V =nA5"'P LA,

Pour estimer || C —C ||, nous avons besoin du lemme suivant :

1147 e
Lemme 5.4.1. On pose p = =
t
Sih? < 2 alors [ +U 4V is inversible.

Démonstration. D’apres la relation (5.4.7), on a

U ]lee < RIAZ o[ P7H |l Ql ALl < plIAL o max B (i, + 0 At).

Pour 4 suffisamment petit, on obtient

U < 2

Nous avons

min (7,6, +0 At) > a >0 et [|Aglle < 1.

im

D’apres la relation (5.4.8), on obtient

Ve < A3 ol P~ ol Ll Aol

142l
< pPz = I+ O AN — ——
< WP max (Tt + 0 A1) — |
< Rpmax|y(T,ty+0 A1) — ——]|
im A
< 2 Ti o _p
< hpr?_%xr(e T —ty 9At)+eA
1
Pour h suffisamment petit, on peut prendre h%p maxr(e", T —t, — 0 A1) < T
im
Pp 1
C —
omme - <2,0na
3

Ainsi, ||U 4Vl <||U||eo + ||V ]|ee < 1, et donc I +U +V est inversible,

(5.4.5)
(5.4.6)

(5.4.7)

(5.4.8)

(5.4.9)

(5.4.10)

L]
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0 At
Proposition 5.4.2. Si h> < , alors il existe une constante cte qui ne dépend que des fonctions p, q,

[ et g telle que
|IC—C|| < cte.n?. (5.4.11)

0 At
Démonstration. Supposons que W < W D’apres le lemme 5.4.1 et les relations (5.4.5) et (5.4.6),

~ h?
onaC—C=h({I+U+V) (PA;))"'E. Comme E = O<Kt)’ alors il existe une constante K tel que

h2
E|| < Kj—. Cela implique que
A phique q
Ic=Cll < PIUI+U+V) wl[P~ w]|A7 |- E]
< TP vy
- OAt
1
< §||(I+U+V)_1||WK1h2.

D’autre part, a partir des relations (5.4.9) et (5.4.10), on obtient ||U + V|| < 1, comme

1
|T+U+V) . < —

———————— = cte, Ol cte est une constante positive
U4V ||o

Enfin, on en déduit que

|IC—C|| < cte.n?.

]

Maintenant, en résumant les résultats établis dans ce chapitre, on peut ennoncer le résultat prin-

cipal suivant :

Proposition 5.4.3. La spline d’approximation S converge quadratiquement vers la solution exacte u du

probléme (5.3.3), c-a-d, ||u— S||. = O(h2).

Démonstration. 1l est bien connu que ||u — S||.. = O(h*) (voir [30]), c’est-a-dire ||u — S|l < Kh?*, ot K
est une constante positive. D’autre part, nous avons

n—2

S(x) =S(x) = Y. (cj—c})Bj(x).
j==2
n—2
Par conséquent, en utilisant (5.4.11) et Z B; (x) <1, nous obtenons
j==2
S(x) =S| < [[C=C[| Y. Bj(x) <||IC—Cl| < cre.h’.
j=-2
Comme |[u — 8o < ||tt — S||o 4 ||S — S]|oo, 0N en déduit le résultat annoncé. [
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5.5 Analyse de la stabilité

Nous allons maintenant montrer que la méthode de collocation spline cubique est stable.
La procédure de collocation pour résoudre les problemes aux limites (5.3.3) donnée par (5.4.6), c’est
a-dire

AC =G avec A = PAy(I+U +V) et G = h*F,

est dite stable si, pour une perturbation des données, c’est a dire,

(A+T)C=G+8et S(t;) =S(t;)+ & pouri=1,....n+1

il existe des constantes positives ki, k> et k3 indépendant de n et G dans Q,, tels que pour tout 7 suffi-

samment grand, on a

(A+T)C = G+36. (5.5.1)

L’équation (5.5.1) admet une solution unique pour ||I'||. < kj et
1S = Slloe < k2| Tl|eo + k3| 8|

avec, 8 = (81,8, ..., 8,41) €t & = (8,81, ..., ps2)-

Les fonctions S et S sont uniquement déterminés par c; et gj, —2<j<n-—2dans (54.6) et (5.5.1)

respectivement.

Théoreme 5.5.1. La procédure de collocation (5.4.6) pour résoudre le probléme aux limites (5.3.3) est
stable.
P

1—||U+V|e
ou ng est suffisamment grand et k est une constante positive. Choisissons une constante positive k; < 2—1k

Démonstration. On a [|A™" | < |P71|oo||AS M| [T+ U +V) M |eo < = k, pour n > ny,

D’ailleurs, chaque fois que | T|| < k1, (A+T)~! = (I+A7'T)~'A~! existe parce que
-1 -1 1

47Tl < A"l < 5.
En fait ||(A 4T~ !{|. < 2k, pour n > ng. Aprés soustraction de (5.4.6) et (5.5.1), on obtient

(A+T)C—AC-TIC=6-TIC,

ce qui implique que

1€ = Clleo < 2k([[ 8]0 + | T [|eo | Cleo) -
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On a supposé que «, B, 7, ¢, et P sont des fonctions suffisamment régulieres sur Q et

lu(x,t —
]#]gksuerourOSigﬁ
xl

donc o+9 B0 ynto 6"+97 et 979 sont des fonctions suffisamment régulieres sur Q et

aium—H

| oxt

| <ksurQpour0<i<4,etm=0,1,. . M—1.
En outre, on a u(z;) = S(¢;) pour tout i = 1,...,n+ 1 et comme ||A~ || < k et ||C||o < r, avec r > 0, Alors
IC — Clleo < 2k(][ 8]0 + 7| T[o). (5.5.2)

De la relation (5.5.2) et du fait que S=S+ ojpouri=0,..,n+2,0na

¢ < 2k || T oo 4+ (1 4+ 2K)]|6 || o
e 16 &l <l (14205

Par ailleurs,

S-S =Y (¢;-)B;).

—2<j<n-2

Donc

S(t) —S@1)| < Ty B;(t; i=1,..,n+1
NOENGIES 722}2172%’ Cj|_2§;§n_2| j(t)], pouri=1,...,n+1,
et comme Z |B;(t;)| <1, alors
—2<j<n-2

1S = Slleo < 2| T|eo + k3|8 |oo,

avec kh = kretky =1+ 2k. L]

5.6 Des exemples numériques

Dans cette section, nous vérifions numériquement les résultats théoriques obtenus dans la section
précédente. Si la solution exacte est connue, alors a I’'instant # = T I’erreur maximale E peut €tre calculée

comme

E= max |S"N(x,T)—u(x,T)]|.

x€ [xmin 7xmax]

Autrement, il peut étre estimée par le principe de double maille suivant :

Eyy= max [SYN(x,T)-"2N(x,T)|,

xXe [xmin 7xmax]
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ott SYN(x, T) est la solution numérique sur la M + 1 grille dans ’espace et N + 1 grille dans le temps, et

§2M2N (x T) est la solution numérique sur la 2M + 1 grille dans I’espace et 2N + 1 grille en temps.

La solution exacte de I’équation de Black-Scholes classique pour 1’option européenne d’achat est

(see [9]) :

u(x,t) = N(dy)e" ¥ —KN(da)e ™,

—In(K —d+162)
_ XK+ (r—dt 50000 dy =d; — o\/i.

Dans cette section, nous appliquons la méthode numérique développée dans notre travail a trois
exemples présentés dans le document des auteurs Kadalbajoo et al. [55] et deux exemples présentés
dans le document des auteurs Zhongdi et al. [92]. Ensuite, nous comparons les résultats obtenues a ceux
donnés dans [55] et [92].

Dans les exemples numériques 1, 2, et 3, nous choisissons Xpin = —2, Xmax = 2 €t € = 109,
La comparaison des valeurs d’erreur maximum entre la méthode développée dans ce chapitre avec
celle développée dans [55] sera donnée a cinq valeurs différentes du nombre de pas d’espace N =
10, 20, 40, 80, 160 et du nombre de pas de temps M = N, pour 6 = % et =1.

Dans les exemples numériques 4 et 5, nous choisissons Xpin = —2, Xmax = 2 €t € = 10~*. La com-
paraison des valeurs d’erreur maximum entre la méthode développée dans ce chapitre avec celle dévelop-
pée dans [55] sera donnée a quatre valeurs différentes du nombre de pas d’espace N = 128, 256, 512, 1024
et du nombre de pas de temps M = 1024, pour 6 = %

5.6.1 Exemple 1.

Ici, nous considérons 1’équation de Black-Scholes (5.3.3) pour ’option d’achat européenne a
parametres constants 0 = 0.4, r = 0.06, d = 0.02, K =1 et T = 1. Nous menons des expériences sur
les différentes valeurs N, M et 6. Le tableau 5.6.1 indique les valeurs de I’erreur maximale (max_error)
obtenues dans nos simulations numériques et celle obtenues dans [55]. Nous voyons que les valeurs de

I’erreur maximale obtenue par notre méthode améliorent celles obtenues dans [55]..
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1
Tab. 5.6.1: Les résultats numériques pour 6 = 5 et =1.

M=N 10 20 40 80 160
For 6 =0.5
notre max_error 3.05x1073 731x107% 1.84x107% 447x107° 1.13x107°

max_error dans [55] 9.54x 1073 243x1073 6.20x107% 1.55x10~* 3.89x 1077

For 6 =1

notre max_error 750%x 1073 2.10x1073 6.87x10* 231x10* 992x107°

max_error dans [55] 1.13x 1072 324x 1073 1.08x1073 4.14x107* 1.76x10~*

5.6.2 Exemple 2.

Le deuxieme exemple est une option d’achat européenne de volatilité continue suivant ¢, du taux

d’intérét r et les dividendes d :

o(e",T —t) =042+ (T —1t)sin(e")],

r(e*, T —1) =0.06(1+1.e7¢"),

d(e",T —1)=0.02.e7~¢,

K=1,T=1.
Nous menons des expériences sur les différentes valeurs de N, M et 6. Le tableau 5.6.2 montre les valeurs
de I’erreur maximale (max_error) obtenues dans nos simulations numériques et celle obtenue dans [55].

Nous voyons que les valeurs de I’erreur maximale obtenue par notre méthode améliorent celles obtenues

dans [55].

1
Tab. 5.6.2: Les résultats numériques pour 8 = > et =1.

M=N 10 20 40 80 160
For 6 =0.5
notre max_error 539%x 1073 1.38x103 3.15x10% 793x10° 1.97x107°

max_error dans [55] 9.71x 1073 2.42x 1073 6.05x10™* 1.51x107* 3.78x 1073

For 6 =1

notre max_error 950%x 1073 265%x103 801x10* 241x10* 9.73x107°

max_error dans [55] 1.36x1072 4.90x 1073 1.96x1073 8.60x10~* 4.00x 10~*
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5.6.3 Exemple 3.

Dans le troisieme exemple, nous choisissons une option d’achat européenne pour tester notre

schéma numérique a la volatilité continue suivant o, du taux d’intérét r et les dividendes d :

o(e",T —t) =0.4(1+ (T —t)sin(—e")),
r(e*, T —1) = 0.1+ 0.001sin(10(T —1)e*),
d(e, T —t)=0.02(T —1)sin(e"),
K=1,T=1.

Nous menons des expériences sur les différentes valeurs de N, M et 6. Le tableau 5.6.3 donne les
valeurs de I’erreur maximale (max_error) obtenues dans nos expériences numériques. Comme dans les

exemples précédents, les résultats de la méthode numérique proposée améliorent celles obtenues dans

[55].

1
Tab. 5.6.3: Les résultats numériques pour 6 = > et =1

M=N 10 20 40 80 160
For 6 =0.5
notre max_error 242x 1073 6.17x107% 1.55x107% 391x10° 9.97x10°°

max_error dans [55] 7.13x 1073 1.81x 1073 4.56x10~* 1.14x107* 2.85x1073

For 6 =1

notre max_error 3301073 993x107* 3.11x10% 1.28x107* 5.15%x107°

max_error dans [55] 8.50x 1073 2.73x 1073 9.75x107% 3.94x10~* 1.74x10~*

5.6.4 Exemple 4.

Dans le quatrieme exemple, nous choisissons une option d’achat européenne pour tester notre
schéma numérique a la volatilit¢ o est continue, du taux d’intérét r et les dividendes d sont des para-

metres constants :

o(e',T—1)=02(1+(T —1)e(—¢")),
r(e*,T —t)=0.06,
d(e, T —1t)=0,
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K=25T=1.

Nous menons des expériences sur les différentes valeurs de N, M et 6. Le tableau 5.6.4 donne les
valeurs de I’erreur maximale (max_error) obtenues dans nos expériences numériques. Nous voyons que

les valeurs de I’erreur maximale obtenue par notre méthode améliorent celles obtenues dans [92].

1
Tab. 5.6.4: Les résultats numériques pour 6 = 5

N 128 256 512 1024
M 1024
notre max_error 23750 x 107%  6.2115x 107> 1.8269 x 107> 7.3077 x 10~°

max_error dans [92] 6.8027 x 1072 3.1258 x 1072 1.2588x 1072 3.4189x 1073

5.6.5 Exemple 5.

Dans le dernier exemple, nous choisissons une option d’achat européenne pour tester notre schéma
numérique a la volatilit¢ ¢ est continue, du taux d’intérét r et les dividendes d sont des parametres

constants :

o(e", T —1) = 0.4(2 +sin(e)),
r(e,T —1) = 0.06,
(e, T —1) =0,
K=25T=1.

Nous menons des expériences sur les différentes valeurs de N, M et 0. Le tableau 5.6.5 donne les
valeurs de I’erreur maximale (max_error) obtenues dans nos expériences numériques. Nous voyons que

les valeurs de I’erreur maximale obtenue par notre méthode améliorent celles obtenues dans [92].

Tab. 5.6.5: Les résultats numériques pour 6 = %
N 128 256 512 1024
M 1024
notre max_error 2.1875x 1075 5.7212x107%  1.6827 x 107%  6.7308 x 10’

max_error dans [92] 5.7124x 1072 1.9498 x 1072 5.1550x 1073 1.0586 x 1073
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5.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté I’équation aux dérivées partielles de Black-Scholes géné-
ralisée, la modélisation d’évaluation de I’option d’achat européenne. Nous avons proposé un schéma de
discrétisation en temps. Puis, nous avons développé et analysé une méthode de collocalisation spline
cubique pour I’approximation des solutions du probleme semi-discrétisé. Nous avons fourni une esti-
mation de I’erreur de I’ordre O(h?) par rapport & la norme : || . ||.. Des expériences numériques ont été
réalisées sur cinq modeles connus pour valider la convergence et I’efficacité de la méthode. Les résultats
des calculs montrent que la méthode numérique proposée améliorent celles obtenues dans [55] et [92].
De plus, dans notre travail, on a utilisé une spline cubique relative a un vecteur de noeuds multiples aux
extrémités pour augmenter le nombre de points de contrdle et pour éviter les pics aux extrémités, par
contre les auteurs Kadalbajoo et al. [55] ont utilis€é une spline cubique relative a un vecteur de noeuds

simple, fait apparaitre une série de pics aux extrémités.
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Evaluation des options américaines sur les obligations
avec utilisation d’une méthode de collocation de fonction
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6.1 Introduction

D’habitude, la notion de taux d’intérét semble étre quelque chose de naturel qu’utilisé par le
monde de finance. La gestion du risque de taux d’intérét, c’est-a-dire le controle de 1’évolution des flux de
trésorerie futurs en raison des fluctuations des taux d’intérét, est une question d’une grande complexité.
Ainsi, I’évaluation et la couverture des produits en fonction, en grande partie, des taux d’intérét sont
nécessaires afin de créer des modeles mathématiques.

Ici, nous adoptons le modele CIR développé par Cox, Ingersoll et Ross en 1985 [25], est I’un des
modele de structure par terme le plus largement utilisé€, parcequ’il a plusieurs caractéristiques favorables.

Divers résultats mathématiques sur CIR étaient introduits par [39]. Le modele CIR est défini comme
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I’unique solution forte de

dr=x(0 —r)dt + o+/rdW,

ou dW est I'incrément d’un processus de Wiener, 6 est le niveau du taux de long terme a court terme,
k > 0 représente le progrés de réversion, et 6>r est la variance oil o est une constante strictement positive
appelée volatilité. En pratique, r est positif, ce qui impose la contrainte 0 < 62 < 2x6 (condition de
Feller’s ([25]). Dand [25], il a été démontré que le prix P(r,t,s) d’une obligation d’actualisation pure
avec la valeur nominale un dollar a sa date d’échéance s est donnée comme suit :

P(r,t,5) :A(t,s)e*B(t’S)r,
avec

P2 (s—1)
At,s) Ore

e

26 —
¢1 = \/u?>+202, ¢2:,u-;¢1’ p3=—, 6=x0, u=x+¢g,

et { est la prime de risque du marché.

]¢3, B(t,s) =

Nous nous concentrons sur la résolution numérique du modele CIR qui peut étre formulé comme
un probleme de complémentarité parabolique aux dérivées partielles (CPD) avec condition au bord et
condition finale (voir [3, 60, 86]). Ce probleme de complémentarité n’est pas, en général, analytique-
ment résoluble. Par conséquent, il existe plusieurs techniques d’approximation qui ont été développées
pour la résolution du probleme d’évaluation des options américaines sur les obligations. L’ approximation
numérique par des méthodes de pénalité a été considérée, a savoir par [6, 28, 3, 37]. Dans ce chapitre,
nous développons une nouvelle méthode numérique pour la résolution d’un probleme (CPD) a I’aide
d’une méthode de collocation de spline cubique et la méthode de Newton généralisée. Tout d’abord, le
probleme (CPD) est approché par une suite de problemes d’équations non linéaires a 1’aide de la mé-
thode de pénalité donnée dans [87, 90]. Puis, on montre que I’équation pénalisée converge vers celle du
probleme (CPD) avec un ordre arbitraire. Ce taux de convergence, ordre arbitraire, permet d’atteindre
la précision requise de la solution avec un petit parametre de pénalité . Un schéma numérique pour
résoudre I’EDP non linéaire pénalisée est également proposé. Ensuite, nous appliquons la méthode de
collocation de spline pour approcher la solution du probleme aux limites du second ordre associé. Le
probleme discret est formulé de maniere a trouver les coefficients splines cubiques d’un systeme non
régulier (Y) =Y, ou ¢ : R — R™. Afin de résoudre I’équation non réguliere, nous appliquons la
méthode de Newton généralisée (voir [16, 17, 81], par exemple). Nous prouvons que la méthode de col-
location de spline cubique converge quadratiquement a condition qu’une propriété, couplant le parametre

de pénalisation A et le parametre de discrétisation £, soit satisfaite.
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L’ organisation de ce chapitre est la suivante : Dans la section 6.2, nous présentons une méthode
de pénalisation pour approcher le probleme (CPD) par une suite de problemes de second ordre aux
limites. Dans la section 6.3 nous construisons une spline cubique, approchant la solution du probléme
aux limites. La section 6.4 est consacrée a la présentation de la méthode de Newton généralisée. Dans
la section 6.5, nous montrons la convergence de la spline cubique vers la solution du probleme limite
et nous fournissons une estimation d’erreur. Enfin, certains résultats numériques sont présentés dans la

section 6.6 pour valider notre méthode et la comparer avec [91].

6.2 Le probleme de pénalisation

Maintenant, soit u(r,7) une option de vente américaine sur obligation a coupon zéro avec un prix
strike K, lorsque le titulaire peut recevoir une payoff donnée A(r,) ala date d’échéance T. L’introduction
de la transformation d’un temps inverse T = T —t, le probleme du prix des options peut étre formulé

comme un probleme d’équations aux dérivées partielles de complémentarité suivant (voir [88]).

Lu(r,7)
ulnt)—A(r,t) > 0 (6.2.1)
Lu(r,7).(u(r,7) —A(r,T)) = 0

v
o

N

presque partout (p.p.) dans (0,4o0) x (0,7, ol

9 1, 0% -

est un opérateur différentiel parabolique partiel dégénéré.

La condition initiale est :
u(r,0) = A(r,0) = max[K — p(r,T,s),0] pour une option de vente
et les conditions aux limites sont :
u(0,7) =A(r,7), r—0,
u(n,t)=A(rt), r—> oo, (6.2.2)

A la fin du calcul, il est nécessaire de limiter » pour un ensemble de région finie I = [0, R], ou
R désigne un nombre suffisamment important pour assurer 1’exactitude de la solution (voir [88]). Par

conséquent, la relation (6.2.2) devient :

u(R,7) =A(R,7)
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Remarque 6.2.1. 11 est important de noter que T < s et K < p(0,T,s) =A(T,s) pour une option d’achat
ou K > A(T,s) pour une option de vente, dans le cas contraire I’option ne peut étre exercée et serait

sans valeur.

Soit A un nombre réel positif. Le probleme de pénalisation est donné par le probleme aux limites

suivant (voir [89]) :

p

LM&(F,I‘) = F(t7ul<r7t)) (r7t> € Q,
0) = € Qg,
uy,(r,0) Vo(r) relx 62.3)
u ( ,Z‘) = l[/l(l) t e Qr,
u(R,t) = () teQr,
oll, Q = Qr x Qr = (0,R) x (0,T) et L: € (Q)NC>!(Q) — % (Q) est un opérateur défini par
d 9° d
L= E—O‘(”)m—ﬁ(r)g—i’(r)l-
et
F(t,up (1)) = A[A(r1) —up (r,1)] 1,
a(r)=50%r. B(r)=0—pur, y(r)=-r,
Wo(r) = A(r0), vi(r) =A0,2), ¥a(r) = AR,1).
Avec a(r) > a >0, y(r) <y < 0sur Qet a, B, ¥, Wy, W1, W2, sont des fonctions suffisamment
régulieres.

Ici, nous supposons que le probleme satisfait une régularité suffisante et des conditions de com-
patibilité qui garantissent que le probléeme admet une solution unique u € ¢'(Q)(NC>!(Q) satisfaisant
(voir, [55, 41, 61]) :

<ksurQ; 0<j<3et0<i+j<4, (6.2.4)

0 uy (r,1)
aridri

ou k est une constante.

Le théoreme suivant prouve 1’ordre de convergence de la solution uj vers u.

Théoreéme 6.2.1. (Voir [40]) Soient u et uj, des solutions des problemes (6.2.1) et (6.2.3) respectivement.

Alors, il existe une constante C > 0, indépendent de u , u;, et A, telle que

C
lu—wzlla < -7
2172

ou A est le parametre de pénalisation utilisé dans (6.2.3)
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Lemme 6.2.1. La fonction F) est non-linéaire continue et A-lipschitzienne par rapport au deuxiéme

argument.

Démonstration. Fj est lipschitzienne, en effet : Pour toutes les fonctions u) et v, , nous avons :

|Fp(t,up) =By (t,v)| = Al[A—up]y — [A=wp]4]
_ | Amu) A —u [~ (A—vi) — [A v
2
vi—uy  [A—uy|—|A—v;]
< A
- 2 + 2
vi—uy | [[A—uy| —|A—v,]|
< A
< ( . +' .
va—uy | |va—uy
< A
< (|5
< Ava —uy|

F), est une fonction non linéaire continue en u; et satisfait la condition de Lipschitz suivante :

‘Fl(taul(rat))_F/l(t’vl(nt)) | <A | ul(r7t)_vl(r>t> | p.p (I”,t) €Q,
(]

Dans la suite de ce chapitre, nous considérons le modele (6.2.3) pour un traitement numérique.

6.3 Discrétisation temporelle et description de la méthode trapé-
zoidale

La période d’observation doit étre spécifiée en premier et fixée a partir d’aujourd’hui (point dans
le temps ¢t = 0) a un point dans le temps 7. Cette période sera divisée en M intervalles de temps de méme
longueur At = 1%1’ et on note ,, = m A t. Le prix du sous-jacent (soit la valeur du projet ou de la valeur

d’un titre double avec le méme profil de risque) est supposé rester dans un rang Qg.

Nous discrétisons la variable temps dans (6.2.3) par la méthode trapézoidale. Alors la semi-discrétisation
donne le systeme d’équations suivant :

m+1

S b ) = SIF (i) + F (1),

Laboratoire (LMACS). Départ. de Math Appl, FST. Beni-Mellal.



page. 96 6.3 Discrétisation temporelle et description de la méthode trapézoidale

c’est-a-dire,

YAV
(1= Syt

At At
: = (I+—=L"ug +—I[F (tm,u}) + F (tm1,u3 )] (6.3.1)

2
ou, L, : C(Q,)NC*(Qr) — C(QR) est I’opérateur différentiel défini par

2
L= () 2y + B 2 )1

et u}'(r) est I'approchée de la solution uy (7, t,).

Alors, le probleme approché du probleme (6.2.3) est donné par :

( azuiwl 8u§”1 1
PWW +61(F)T FIruy = I, reQp
u = Volr), r el (6.3.2)
o) =yt 0<m<M
m—+1 _ m+1
\ wy (R) =y, 0<m<M

ou, pour chaque m > 0 et pour tout » € Qg, nous avons :

At

J;Ln(.’u’ihq) - _(I—*—?Lr)ul)?_?[F(tm’urln)+F(Im+l7uT+l)]7
At
p<r) = ?OC(I‘),
q(r) = %B(r%
I(r) = %}/(r) 1,
wo(r) = Ar) =A(r0),
Win-l—l — Am+1(0) _ A(O,tm+1)7

‘Vénﬂ = A"™(R) = A(R,t11),

uﬁ”l est la solution de (6.3.2), a I’instant #,,, 1.

Dans la suite de ce chapitre, on notera par L, I’opérateur linéaire associé a I’opérateur différentiel

Ly, et ||L.|l = sup ||Lu|. Le théoreme suivant montre 1’ordre de convergence de la solution Uil vers
flull <1
uy (rytm).

Théoréme 6.3.1. Supposons que Nt.(|Ly||+2A) < 2. Alors la solution uy du probléme (6.3.2) converge

vers uy (r,ty), et la convergence est du second ordre.

[z (rytm) — U || < Cte(At)?,
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Démonstration. Nous introduisons la notation
em = uy (1 tm) — Uy
I’erreur a I’étape m.
Par un développement de Taylor pour u;, nous avons :
At 8u,1 (At)z &2u,1 3
ul(rytm—kl):ul(ratm_g_%)_l_?W(r?tm_g_%) 8 012 (r7tm+%)+0((At) )
At 8u,1 (At)2 azul 3
M)L(r,lm):M)L(I’,tm+%)—77(l’,l‘m+%) g 012 (r,l‘er%)—f—O((Al) )
En utilisant ces expressions, nous obtenons :
uy (ntme1) —uy (nty)  duy )
= t O((At)?). 6.3.3
= A (1t1) +O((D)) (633)
) du
Et par un développement de Taylor pour TR nous avons :
8u;L o al/t;L At 82u,1 (Al)z 83u,1 A 3
WO’J’"‘H)_W(F’tm—i-%)—’—?W(r’tm—ﬁ—%) g o013 (F,tm_'_%)—i‘O(( t) )7
8ul 8ul th&zuk (ﬁﬂ)283ul 3
W(FJm) = a—t(r,ler%) - TW(F’I’H%) +T?( g 1) T O((A1)7).

93 —
g < ¢ sur Q, (voir la relation (6.2.4)) nous avons :

or3

En utilisant ces expressions, et

%[M;L (rytms1) Fuy (rtm)] = %u;L (r,tm+%) +0((A1)?).

| =

Cela implique

8ul

W(I’,I

%M(n tms1) +up, (1 tm)] + O((A1)?)

[Lyuy (1 tme1) —|—F(tm+17u’f+1) + Louy (rytm) + F (tm, t3] + O((A1)?).

m+%)

En utilisant cette relation dans (6.3.3), nous obtenons :

A\t A\t

(- TLr)L‘?L(”ath) =+ %Lr)”k(”atm) + T[F(tmv“l (rytm)) + F (tmg1,up (. tms1))] +0((At)3)-
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De la relation (6.3.1), nous obtenons :

At At At
(I— ?Lr)eerl = (I+ ?Lr)em + ) [F(tmyu/l (r,tm)) _F(tmvuiil)}
At
t (F(tmr1, 6y ™) = F(tmr1,up, (ntmg1))] + O((A2)?).

D’apres le lemme (6.2.1) et I’inégalité triangulaire, on en déduit que

At A\t A\t
lemt1ll < [[(T— - Lr r) " leo (I|(1+ 7Lr>!|oollem|| + 77t ([leml] + [lem+11]) +c(At)3) :

At
Puisque, I’opérateur (I + TLr) satisfait le principe de maximum (voir, [22, 21]), alors

1

= At

H Ii—L ,avecy; = —7> 0.

Pour At suffisamment petit, on peut prendre At.n <2, (avec N = || ;|| + A) et en utilisant que

At At 1
1+ 5 -4 =1+ S F+ L —m) 2 15 Ar.
Alors 1
1+§At. c
lem1ll < | —5—— | llewl| + | ——— | (&0)°. (6.3.4)
1—--Atn 1—--Atn
Démontrons par récurrence, que
1 m
c 1+§At.n )
lem| < — —— | -1 (Ar)~. (6.3.5)
n 1—§At.n

Pour m = 0, nous devons prouver que ||ep|| < 0 et donc que ep = 0. Cela est vrai, car a o =0 la

solution numérique correspond a 1’état initial et I’erreur est nulle.

Supposons que (6.3.5) est vrai jusqu’a m. Des relations (6.3.4) et (6.3.5), on obtient

1 1 "
1+ - Atn 1+=-Atn
e 2 1| @ [ —— |
1—§A1-77 1—§At.n 1—§At.n
1 m+1
1+=-Atn
< £ T —1| (a0~
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Comme 0 < Ar.n < 2, il s’en suit que

1
I+ A1 s At.m < 1 At.m At.m

1—%Aﬁn 1—%Aan =0\ 1-=-Atn 1--Atn

Par conséquent, (6.3.5) donne

1 m
2 [ 14+ At 2
Jewll < 25 | =2 < ey | P
1—§ALH l—iAnn
Comme m At < T, alors :
2
feul < L0y [ T )

1
etcomme 0 < 1 — > At.n < 1, par suite,

[, (rytm) — Ul || < C(A2).

En d’autres termes, le probleme (6.3.2) est convergent en second ordre.

L]
Pour toute m > 0, le probleme (6.3.2) a une solution unique et peut €tre écrit comme suit :
p(r)uy (r) +q(ruy (r) + 1w (r) = (,ua(r)) re€Qg,
(0 = wi, (636)
up (R) = VY,
ou
At

T (up(r) = () = Ay (r) —up (r)]+.
Il est facile de voir que J, est une fonction non linéaire continue sur u, et satisfait la condition de

Lipschitz suivante :

[ Ta(rua(r)) =Ja(rva(r)) | < Ly [up(r) =va(r) | p.p sur r e Qg, (6.3.7)

At

Dans la suite de ce chapitre, nous allons nous concentrer sur I’approximation de la solution du probleme

(6.3.6).
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6.4 La discrétisation spatiale et la méthode de collocation de spline
cubique

Dans cette section, nous construisons une spline cubique qui s’approche de la solution u; du
probléme (6.3.6), dans I’intervalle Qg C R.
Soit@={0=r3=ro=r_1=rg<r; < <ry_1 <rp="ryp1 = Fpt2 = ry+-3 = R} une subdivision
de I’intervalle Qg. Sans perte de généralité, nous avons pris r; =ih,ou 0 <i<neth= ;_? Notons par
S4(Qr,®) = P5(Qg, ®) I’espace des polyndmes par morceaux de degré 3 dans la subdivision © et de
classe C? sur Qg. Soit B;, i = —3,---,n— 1, une B-splines de degré 3 associée 2 ©. ces B-splines sont
positive et forment une base de I’espace S4(Qg,®).

Considérons I’opérateur linéaire local Q3 sur un espace spline cubique S4(Qg,®) et qui a un
ordre d’approximation élevé. Cet opérateur est discret de classe €2, un quasi-interpolant cubique (voir

[76]) défini par
n—1
Qsup = Y, wi(up)Bi,

i=—3
ou les coefficients p1;(u) ) sont déterminés en résolvant un systeme linéaire d’équations données par

I’exactitude des Q3 sur I’espace des polyndmes cubique P3(Qg). Précisément, ces coefficients sont défi-

nis comme suit :
[ 1-3(0) = ua (r0) = u (0),
po(up) = 75 (Tun (ro) + 18uy (r1) — uy (r2) +2uy (r3)),
1j(up) = ¢(—up (rjs1) +8uy (rjg2) —up (rjr3)), for j=—1,..,n—3,

tn—2(up) = 15 (2up (rn—3) — Yuy (rn—2) + 18up (ra—1) + Tup (ra)),

( Hn—1(up) = up(ra) = up (R).
D’apres le théoreme (1.3.2), il existe des constantes Cy, kK = 0,1, telles que, pour toute fonction u) €
%Z(QR),
k k _ 2—k

! — 031 [l < Gl M T oy, k=0,1, (6.4.1)
ol [|uy || = max |up, (7)]-
Alors en utilisant les conditions aux limites du probleme (6.3.6), on obtient u_3(uy) = Qzuy (0) =
u (0) = w1 et ty—1(uy) = Q3uy (R) = up (R) = y,. D’ou

Qsuy =71+ 81,

ou

n—2
21=YiB3+yB, | et §; = Z i(uy )B;.
=2
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De I’équation (6.4.1), nous pouvons facilement voir que la spline Sy satisfait I’équation suivante :

2 1 0 .

p(r)$\? () +a(r)$1 (1) +1r)$Y (1) = () + 0(1), i =0,...om (64.2)

avec :
N — T, (7 AN N2 D G L1002 (7 i—0
8(ri) a(riyup (i) — (p(ri)zy (i) +q(ri)zy " (ri) +1(ri)zy (1)), RRY(2
n—1
Le but de cette section est de calculer une collocation spline cubique §; = Z ¢; 2 Bi qui satisfait I'équa-
i=—3
. . . ri1+ri .
tion (6.3.6) aux points 7;, i =0, ...,n+2 avec Ty = rp, T; = 7 i=1,---.n Ty =r—1 et Typ2 =1y
Ensuite, il est facile de voir que
gf:’),/’L =Y et gnfl,). =y,
d’ol
. . . n—2
Sp=z+S1, ou S;=) &uB;
i=—2
et les coefficients ¢; 3, i = —2,...,n — 2 satisfont aux conditions de collocations suivantes :
2 1 0 .
p(2)SP (1) +q(w)S\ () +1(2) SV (1) = f(m), i=1,..,n+1, (6.4.3)

ou

£(7) =3 (5,51(1) — (p()2 P () + q(2)\" (1) + (1) (1)), i=1,.on+1.
On prend Cj, = [U_2,..., Uy 2]T et 6,1 =[C_op,s En,ZJ]T, et en utilisant les équations (6.4.2) et (6.4.3),

nous obtenons :

(PAY + 0AV + 1ANC), = F +E; (6.4.4)
et
(PA7 + 0} + 1A\, = F7 | (6.4.5)
avec
F =81, gnt1]" et gi= ig(fi),
Fo, = Ui fant] and fi= 2 f(5),
By = [0(3), - 0()] € R,

o1
P= (dlag(ia(fi))lgiﬁn-i-la

0 = (diag(~ B(t))1<iznr,

2
L= (diag(27(%) - —))1<i
= \alag 27 i Af 1<i<n+1,
A,(f) = (B(_k;);+j(fi))1§i,j§n+la k=0,1,2.
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1
(k) _ hkAk pour k =0, 1,2 ou les matrices Ag, A et A, sont indépendantes de A,

avec I’expression de A; est donnée par (3.3.7). Cette matrice est inversible (voir proposition (3.3.2))

Il est bien connu que A,

Alors, les relations (6.4.4) et (6.4.5) peuvent étre écrites sous la forme suivante :

PAY(I+U +V)Cy, = h’Fy, +h*Ey, (6.4.6)
PAY(I+U+V)Cy, = th@, (6.4.7)
avec
U =hA,'P 1A, (6.4.8)
V =rA; P LA,. (6.4.9)

Pour estimer || C — C ||, nous avons besoin du lemme suivant :

145 -

At
Lemme 6.4.1. Si h? < %, alors [ +U +V est inversible, ou p = =

Démonstration. D’apres la relation (6.4.8), nous avons
~1 —1
1Tl < AllA; oo [1P™ | [|Qlleoll At | < plA1 ]l max [B(z;)].
<i<n

Pour A suffisamment petit, on peut prendre

1
U] < 7 (6.4.10)

D’apres la relation (6.4.9) et ||Ag||. < 1, nous avons
Vile < R2[IA7 |llP~ oLl A0 1o

—1
< h2|| 2 - max |y(7) — —

o 0<i<n At
<
< ip max [y(n) -
2h%p
< ; e
< Wp max |y(m)|+ =

1
Pour / suffisamment petit, on peut prendre h%p [nax ly(7)| < 7 Alors
<i<n

1 2K%p
Voo _— 6.4.11
Vi < 3+ 25 (64.11)
Pp 1. . N
Comme Iy < 5 Ainsi, [|[U+V||w < ||U||eo+ ||V ]| < 1, et donc I+ U + V est inversible. B
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Proposition 6.4.1. Supposons que le parametre de pénalisation A et le paramétre de discrétisation h

satisfont la relation suivante :
AR (I+U+V) H(PAy) Y < 2. (6.4.12)
Alors, il existe une spline cubique unique, qui s’approche de la solution exacte u; du probleme (6.3.6).

Démonstration. D’apres (6.4.7), nous avons Cj, = h*(I+U +V)~! (PAQ)_lF@. Soit ¢ : R*! — R+
la fonction défine par
2 -1 -1
oY) = RX(I+U+V) ' (PAy) " 'F;. (6.4.13)

Pour prouver I’existence de collocation spline cubique, il suffit de prouver que ¢ admet un unique point

fixe. En effet, Soient Y; et ¥> deux vecteurs de R"*!. Alors nous avons

lo(V1) — (V)| <K |(I+U+V) ™ (PA2) " |oo| Fry — Fy|co- (6.4.14)
n—2
En utilisant la relation (6.3.7) et le fait que Z B; <1, on trouve
j=—2

A
[2.(7, Sy, (%)) — 5. (%, S, (7)) | < EMSYI(T:') =Sy, ()| < Ly ||IY1 — V2|

On obtient alors

| >

1Fy, — Fr, |lo < 5 (|1 — Y2l[oo-

D’apres la relation (6.4.14), nous concluons que
A _ _
lo(Y1) —o (1) < 5h2H(1+U+V) H(PA2) oo |V — Y2 |

Nous avons alors
oY1) — @(Y2)|| <k[[Y1 — V2|,

A
ouk = 5h2|| (I+U+V) ' (PA3) ™! < 1. D’ot la fonction ¢ admet un unique point fixe. o

Afin de calculer les coefficients de spline cubique de collocation donnés par le systeme non régu-
lier

C,=0(Cy). (6.4.15)
Nous proposons la méthode de Newton généralisée définie par :
CHHY =0 — (1,41 — Vi) H(CF - 9(CP)), (6.4.16)

ou /41 est la matrice unité d’ordre n+ 1 et Vj est la matrice jacobienne de la fonction généralisée

C, — @(Cy), (voir [16, 17, 81], par exemple).
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6.5 La convergence de la méthode

Théoreme 6.5.1. Supposons que le paramétre de pénalisation A et les paramétres de discrétisation h et

At satisfont a les relations suivante :

h? 1
A—f < e MEI+U+V) T (PA) e < 1. 6.5.1)

Alors la spline cubique S, converge vers la solution uy. De plus, Uerreur d’estimation ||uj, — Sy || est

d’ordre O(h?).

Démonstration. On pose V = ||(I+U +V)~1(PAy)7!|... D’apres (6.4.8), (6.4.9) et le lemme (6.3.1), on

a

C—Ca =W (I+U +V) ™ (PA2) "' [(Fy — Fz ) + Ep).

1 oo
Comme E),_ est d’ordre O(A_t)’ alors il existe une constante K telle que

1
Eylle <Ki—.
B2l < K

Par conséquent, on a

1C2 = Collee < 1PV | |Fa = Fg [l + K1 | - (6.5.2)

D’autre part, nous avons

2 N
5 (Tiyup (7)) — I3 (7,8())| < EAI\MA(E)—SA(%‘)!
A A ~
< EAIM(%') — Q3uy (7)) + EAI|Q3M/1(Ti) —8y(7)]-

De la relation (6.4.1), il existe une constante K telle que

2
g, — Q3 []oo < Kah? |7 oo (6.5.3)
En utilisant le fait que
Q313 =S| < [ICy —Calle Y., Bj <[ICi—Cllos, (6.5.4)
=

nous obtenons

1 ~

o —Fg, | = L Waltun(w)) = Ja(, (7))l
A ~ A 2

< Sl —Callet SEal 17|
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En utilisant la relation (6.5.2) et I’hypothése (6.5.1), il est facile de voir que

~ h2V A 2
Gy —Colle < T(thzzuuynwﬂo)
1——=h"v
2

A
< 2v(Koh*Z ||u,L oo + K1 )12
D’autre part, a partir des relations (6.4.10) et (6.4.11), on obtient ||U 4+ V|| < 1,

1
comme ||[(I+U +V)! w < ————— = cte, alors
I )l < T

~ )
1C, = Ca |l < cte(thzauu;”Hw + KR, (6.5.5)

Par suite, on a
g, —Splleo < [Jug, — Q314 ||oo + | Q3113 — 3 |0

Alors d’apres les relations (6.5.3), (6.5.4) et (6.5.5), on en déduit que |[u;, — S || est d’ordre O(h2). [

Remarque 6.5.1. Le théoreme (6.5.1) pourvoit une relation d’association entre le parametre de péna-
lisation A et les paramétres des discrétisation h et At, qui garantit la convergence quadratique de la

collocation spline cubique S 2, vers la solution uy du probleme de pénalisation.

6.6 Exemple numérique

Dans cette section, nous vérifions numériquement les résultats théoriques obtenus dans la section
précédente. Si la solution exacte est connue a I’instant ¢t < 7', ’erreur maximale E"** peut étre calculée

comme suit :

Emax — SM N (

max

re(0,R],t€[0,7] nt)—u(nt)|.

Autrement, elle peut étre estimée par le principe de double maille suivant :

ENS = max SMN (1 ) — §2M2N (4 4
MN e 0.R]2e(0,T] | (r) (1)

ott SMN (r,1) est 1a solution numérique sur la M + 1 grille dans ’espace et N + 1 grille dans le temps, et
S2M.2N (. t) est la solution numérique sur la 2M + 1 grille dans 1’espace et 2N -+ 1 dans grille en temps.
On note par

B=(B_»,....Bp_2)

et

—_

1 1
Z &iaBilk = [w—BGC)k. (6.6.1)
i=—2
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Cette derniere équation est non linéaire en C 2- Nous allons maintenant appliquer la méthode de
Newton généralisée a cette équation. On note que, lorsque k > 1, d’ (51) — oo quand Yy — B@ — 0.
Pour surmonter cette difficulté, nous utilisons la technique proposée dans [87] pour lisser (6.6.1), qui

donne I’approximation suivante pour d(Cy ) :

~ l ~
~ —BC)))k, —BCy > &,
d(Cy) = v A)N v f 6.6.2)
W(ly—BCl+), w—BC, <e,

pour k > 0, ol 0 < € << 1 est un parameétre de transition et W (z) est une fonction qui lisse sur I’original
d(z) autour z = 0. Nous choisissons W (z) = a +a2z+ ... + a,z" ' +a,,12" pour n > 3 et d’imposer que
W(z) est telle que d(.) est réguliere. Cela exige que W (z) satisfait

W(0) =W (0)=0, W(e)=ef, W’(s):%ek‘l. 6:63)

Dans ce cas, la fonction définie dans (6.6.2) est globalement réguliere. En utilisant les quatre conditions

données dans la relation (6.6.3) et a3 = ... = a,,—1 = 0, nous pouvons facilement trouver que
1 1 11
a1:a2:07 anzgkflr‘rl (n—z), an+1:£k7n(%—n—|—1>

On pose X = v — B@w alors la relation (6.6.2) devient

=

Xk, X > &,
d(C) =% w(0), X <0, (6.6.4)
a X" ' +a,1X", 0<X<e.

Pour z € (0,€),0na:

1 1
W(z) = (n—1)eerm <n—%) 224 nen (%—n+1) !
B -1 1 1 112
it ASEs [(n )(n k)+n(k n+ |-

1 l_l
— BXE!, X>e,

D’ou

9d(C)

e ) © X <0,

1
—BX" et [(n—1)(n— ) +2 (3 —n+1)X], 0<X<e.
Dans cette section, nous appliquons la méthode numérique développée dans ce chapitre pour un exemple
présenté dans le document des auteurs Kai Zhang et al. [91]. Ensuite, nous comparons les résultats
obtenus a ceux donnés dans [91].

Une option vanille de vente sur une obligation zéro-coupon de payoff

A =max[K — p(r,T,s),0], avec P(r,T,s) = EA(T,s)e B,

Laboratoire (LMACS). Départ. de Math Appl, FST. Beni-Mellal.



Chap. 6. Evaluation des options américaines sur les obligations avec utilisation d’une méthode de
collocation de fonction spline cubique page. 107

Les parametres utilisés pour cette option de vente sur une obligation sous le modele CIR sont énumérés
dans le tableau 6.6.1. Pour I’option de vente sur une obligation avec les parametres du tableau 1, nous
choisissons R = 2. La grille grossiere est définie comme une partition uniforme du domaine de solutions

(0,2) x (0,1).

Tab. 6.6.1: Les données utilisées pour évaluer les options américaines de vente sur une obligation zéro-

coupon sous le modele CIR.

Parametres Valeurs
K 0.10
0 0.08
0.10 et 0.50
0
100
60

N xR | |vxe | Q

La comparaison des valeurs d’erreur maximale entre la méthode développée dans ce chapitre
avec celle développée dans [91] sera prise a cinq valeurs différentes du nombre de pas d’espace N =
201, 401, 801, 1601, 3201 et des pas de temps M = 100, 200, 400, 800, 1600, pour o = 0.1 et
o=0.5.

Nous menons des expériences sur des valeurs différentes de N, M et o. Les tableaux 6.6.2 et 6.6.3
présentent des valeurs de 1’erreur maximale (max_error) obtenues dans nos expériences numériques et
de celles obtenues en [91]. Nous voyons que les valeurs de 1’erreur maximale obtenue par notre méthode

améliorent celles obtenues par [91].

6.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les options américaines sur une obligation sous le modele
de Cox-Ingersoll-Ross. Ce probleme est approché par une suite de problemes d’équations non linéaires
a I’aide de la méthode de pénalisation proposée dans [87, 90], et son schéma de discrétisation du temps.

Ensuite, nous avons développé et analysé une méthode de collocation de spline cubique et la méthode
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Tab. 6.6.2: Les résultats calculés avec ¢ = 0.1

N M notre max_error max_error dans [91]
201 100 0.00573 0.0721
401 200 0.00161 0.0366
801 400 0.00050 0.0144
1601 800 0.00014 0.0048
3201 1600 0.00004 0.0022

Tab. 6.6.3: Les résultats calculés avec o = 0.5

N M notre max_error max_error dans [91]
201 100 0.00252 0.0283
401 200 0.00073 0.0164
801 400 0.00021 0.0086
1601 800 0.00005 0.0046
3201 1600 0.00002 0.0024

de Newton généralisée pour 1’approximation des solutions du probleme discret. Nous avons montré la
convergence de la méthode a condition que les parametres de pénalisation et de discrétisation satisfassent
la relation (6.5.1). En outre, nous avons fourni une erreur d’estimation d’ordre O(h?) par rapport 2 la
norme || . ||. La simulation numérique a été réalisée sur un modéle connu pour valider la convergence

de la méthode. Les résultats des calculs montrent que la méthode numérique proposée améliorent celles

obtenues dans [91].
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Conclusion et perspectives

Dans la premiere partie, nous avons utilisé une méthode de spline cubique pour résoudre un pro-
bleme d’obstacle unilatéral en dimension un. Ce probléme peut étre étudié en dimension supérieure
utilisant alors la notion de gradient a la place des dérivées. Une des applications physiques est le recou-
vrement d’un objet par une membrane €lastique. D’apres les résultats numériques de la premiere partie,

il conviendra d’étendre I’étude au cas out Q = (a,b) x (c¢,d).

Dans la deuxieme partie, nous avons trouvé que la méthode de collocation de fonction spline cu-
bique pour évaluer des options européennes ou américaines sur les obligations, en marché complet, qu’on
a proposé est une méthode alternative efficace a celle proposée par d’autres auteurs. D’apres les résultats

numériques de la deuxiéme partie, il conviendra d’étendre 1’étude au cas ot Q = (a,b) X (¢,d) x (0,T).

En marché incomplet, il n’y a plus unicité du prix et le choix de la régle d’évaluation est crucial :
L’un de nos objectifs dans le futur est d’étudier ce probleme en considérant le processus de Lévy ou le
processus de 1évy fractional a la place du processus de Winner. Notre souhait est que, la méthode de

collocation, nous donnera des résultats satisfaisants.
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