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Résumé

Cette thèse est consacrée à l’étude de la stabilisation des systèmes

bilinéaires sur un espace de Banach. Il s’agit d’une classe de systèmes non

linéaires. Ces systèmes servent à modéliser des problèmes réels issus de la

mécanique, l’ingénierie, la chimie... Au début, nous étudions la question de

stabilisation des systèmes bilinéaires sur des espaces de Banach réflexifs.

Ainsi, nous montrons que sous des conditions suffisantes, les systèmes

considérés sont faiblement, fortement ou exponentiellement stabilisable

via une famille de commandes en rétro-action. On traite aussi la question

de robustesse du contrôle fasse a des perturbations du générateur et de

l’opérateur de contrôle. Nous étudions également le cas d’un espace non

réflexif ou l’on traite la stabilisation faible étoile ainsi que la stabilisation

forte. Les résultats obtenus sont alors appliqués pour stabiliser certaines

équations aux dérivés partielles par des contrôles multiplicatifs.

Mots clés : Stabilisation, semi-groupes, systèmes bilinéaires, topologie

faible, topologie faible étoile.
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Abstract

This thesis is devoted to the study of the stabilization of bilinear systems

on a Banach space. These systems from a subclass of non linear systems,

and are used to represent real problems resulting from the mechanics,

engineering, chemistry. . . At the beginning, we study the quetion of stabili-

zation of bilinears systems on reflexive Banach spaces. Thus, we show that

under sufficient conditions, the considered systems are weakly, strogly or

exponentially stabilizable via a family of feedback controls. We also discuss

the robustness of the stabilising control when the generator and the operator

control are perturbed. We further study the case of a non-reflexive state

space, where we study the strong and weak star stabilization. The obtained

results are then applied to stabilize various PDE by multiplicative control.

Keywords :Stabilization, semi-groups, bilinear systems, weak topology,

weak star topology.
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Liste des Abréviations
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normé X dans X
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@x2
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L2(
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Lp(
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Hk(
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Chapitre 1

Introduction générale

Les résultats de la théorie du contrôle présentent un grand intérêt

théorique et pratique, ils interviennent dans différents domaines, en bio-

logie, en écologie et en économie [61, 86], ainsi qu’en mécanique [38, 79]

(modélisation d’une suspension active), et en chimie [30] (approximation

du comportement d’une colonne à distiller),... Un système dynamique peut

être modélisé mathématiquement par une équation comprenant une entrée

et une sortie qui peut capturer la description dynamique du système étudié.

L’étude de la théorie du contrôle repose sur trois axes essentielles :

Le problème de contrôlabilité consiste à amener les solutions d’un système

d’évolution (décrit par des équations différentielle ou des EDP) d’un état

initial à un état final désiré en un temps fini, et ce, en agissant par un

contrôle approprié appliqué sur le bord ou bien sur une partie du domaine

dans lequel l’équation évolue. On trouve plusieurs recherches sur le sujet

dans la littérature. Concernant le cas des systèmes linéaires avec contrôle

additifs, nous renvoyons par exemple aux livres de Lasiecka et Triggiani [56]

et de Fattorini [33], aux articles de Russell [80] et de Zuazua [89, 90].

L’observabilité consiste à étudier la possibilité d’évaluer l’énergie totale

des solutions au moyen de mesures partielles sur un sous-ensemble du do-

maine ou du bord. Pour obtenir des estimées d’observabilité, il existe diverses

méthodes, comme la technique des multiplicateurs, l’analyse micro locale [8],

les inégalités de Carleman ainsi que les inégalités d’Ingham [35, 41, 52, 53,

57] ou les critères et les critères spectraux fréquentiels [21, 58].

L’un des problèmes importants de la théorie du contrôle est le problème de

3



stabilisation par retour d’état, qui consiste à déterminer un contrôle u, dé-

fini sur un voisinage d’un point d’équilibre x0 et qui permet de ramener le

système perturbé a son état d’équilibre.

On voit que dans les problèmes de contrôlabilité, le contrôle peut entrer

dans le système librement en boucle ouverte, tandis que pour les problèmes de

stabilisation, le contrôle est souvent de type feedback (ou en boucle fermée).

Bien que, les liens entre les problèmes de stabilisation et de contrôlabilité

sont étroits, la stabilisation ne peut pas toujours être obtenue comme consé-

quence de la contrôlabilité, et c’est pour cela que son étude est parfois faite

indépendamment et directement.

Parmi les méthodes de stabilisation des systèmes non linéaires, on peut

envisager les approches basées sur les fonctions de Lyapunov, les méthodes

de linéarisation, ainsi que l’estimation de l’énergie.

Il existe plusieurs degrés de stabilité que l’on peut étudier :

Le premier degré consiste à analyser simplement la convergence de l’énergie

des solutions vers l’équilibre par exemple l’origine 0,

E (t)! 0 lorsque t! +1

c’est ce qu’on appelle la stabilisation forte. Le deuxième degré, s’intéresse à

la convergence exponentielle de l’énergie :

E (t) � Ce�
t, pour tout t � 0;

avec C et 
 deux constantes positives.

Quant au troisième, il étudie des situations intermédiaires, dans lesquelles la

convergence des solutions n’est pas exponentielle, mais de type polynomial

par exemple :

E (t) � C

t�
;8t > 0

avec C et � des constantes positives qui dépendent éventuellement des états

initiaux.

On peut aussi envisager la notion de stabilisation faible (resp. stabilisation

faible étoile), qui consiste à garantir la convergence faible (resp. convergence

faible étoile ) de l’état vers son point d’équilibre.

Dans le cas linéaire, le problème de stabilisation a été entièrement résolu et

une théorie complète existe à ce sujet (voir [25]). Par contre, dans le cas non

linéaire, ce problème a fait l’objet de nombreuses études, ce qui a donné lieu
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à plusieurs résultats de stabilisation, mais il reste encore un grand nombre

de problèmes ouverts [5].

Les systèmes bilinéaires occupent une place importante dans la théorie des

systèmes non linéaires. L’étude de la stabilisation de tels systèmes a attiré

l’attention de nombreux chercheurs ces dernières années (voir par exemple

[22, 26, 43, 44, 49]). L’intérêt qu’ils suscitent est dû au fait qu’ils modélisent

de nombreux phénomènes concrets. En effet, même si les modèles linéaires

sont fréquemment utilisés pour approcher les processus dynamiques réels, il

y a d’autres problèmes réels qui ne peuvent être modélisés par des systèmes

linéaires, mais ont des structures non-linéaires, éventuellement bilinéaires.

C’est le cas par exemple de certains problèmes d’échanges thermiques, pro-

cessus chimiques, biologie, immunologie, mécanique, nucléaire... (pour plus

de détails voir par exemple les références [20, 47, 50, 61, 62, 63, 85],... ).

Dans cette thèse nous allons considérer les systèmes bilinéaires qu’on peut

écrire sous la forme abstraite suivante,

8<
: y0(t) = Ay(t) + v(t)By(t); t > 0

y(0) = y0
(1.1)

où X est un espace de Banach réel, A est un opérateur non borné de domaine

D(A) qui génère un semi-groupe de contractions S(t) sur X; B : X ! X

est un opérateur linéaire borné, et la fonction scalaire v(t) est le contrôle.

Ici y0 représente la dérivée par rapport au temps.

Dans le cas où X est un espace de Hilbert, le problème de stabilisation

par rétroaction de (1.1) a été étudié par de nombreux auteurs (voir [4, 6, 13,

17, 65, 67]) . Dans [6], les auteurs ont étudié la stabilisation faible de (1.1)

par le contrôle

v(t) = �hy(t); By(t)i; (1.2)

sous l’hypothèse (d’observation faible) suivante :

hBS(t)�; S(t)�i = 0; 8t � 0) � = 0: (1.3)

De plus, sous l’hypothèse (d’observation forte) suivante :

Z T

0
jhBS(t)�; S(t)�ij dt � � k�k2 ; 8� 2 X (T; � > 0); (1.4)
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il a été montré (voir [13, 64, 65] ) que la commande (1.2) stabilise fortement

le système (1.1) et donne l’estimation de la décroissance de l’énergie :

ky(t)k = O(
1p
t
); qund t! +1: (1.5)

La stabilisation polynomiale et logarithmique est étudiée dans [4]. Dans [66]

il a été montré que sous (1.4), le contrôle

v(t) = �hBy(t); y(t)iky(t)k2 1ft�0=y(t)6=0g (1.6)

stabilise exponentiellement le système (1.1). La question de robustesse des

contrôles (1.2) (resp. (1.6)) a été discutée dans le contexte d’un espace de

Hilbert dans [15] (resp. [66]) (voir aussi [51]) pour le cas de dimension finie.

Récemment, la question de stabilisation du système (1.1) sur un espace de

Banach (qui n’est pas nécessairement réflexif) a été traitée dans [70]. Une

étude des systèmes bilinéaires non bornés sur un espace d’état réflexif a

été considérée dans [68]. De plus, en utilisant une décomposition adéquate

du système (1.1), il a été montré dans [65, 66] que stabiliser un système

bilinéaire parabolique comme (1.1) dans un espace de Hilbert revient à

stabiliser un sous-système de (1.1).

Dans une partie de ce travail nous supposons que l’espace d’état X peut

être écrit comme une somme directe de deux sous-espaces fermés X1 et X2,

invariants par A, et tels que le semi-groupe devient exponentiellement stable

sur le sous-espace X2. Cette approche a été précédemment utilisée pour des

systèmes linéaires définis dans un espace de Banach (voir [77, 84]).

Notre contribution à travers cette thèse porte essentiellement sur la sta-

bilisation par retour d’état des systèmes bilinéaires sur un espace de Banach.

Nous présentons deux méthodes de stabilisation basées sur des techniques

différentes. Ce travail se composent de trois axes :

— La stabilisation exponentielle robuste des systèmes bilinéaires.

— La stabilisation forte avec estimation .

— la stabilisation faible et faible étoile.
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La stabilisation des systèmes bilinéaires dans un espace de Banach est un

problème d’intérêt pratique et théorique puisqu’en général l’espace d’état

n’est pas forcément un Hilbert. Dans cette thèse, on s’intéresse au problème

de stabilisation d’une classe de systèmes bilinéaires dans un Banach. Dans

le cas d’un espace réflexif, on détermine le comportement asymptotique de

l’énergie, ensuite on donne une estimation de la vitesse de décroissance de

l’énergie vers l’équilibre 0 et on étudie la robustesse du contrôle. Dans le cas

non réflexif on introduit la notion de stabilité faible étoile et on étudie la

stabilité forte.

Plan de la thèse

Cette thèse est présentée en quatre chapitres avec une introduction et une

conclusion.

Dans le deuxième chapitre, on rappelle quelques résultats classiques

d’analyse fonctionnelle et de la théorie des semi-groupes. Ensuite on énonce

quelques résultats d’existence et d’unicité concernant les systèmes semi-

linéaires. On donne aussi un recueil de quelques résultats sur la stabilisation

des systèmes bilinéaires et semi-linéaires.

Dans le troisième chapitre, on montre que la stabilisation des systèmes

bilinéaires sous un contrôle adéquat peut être exponentielle, et que le contrôle

est robuste fasse à certaines perturbations de la dynamique et de l’opérateur

du contrôle. La dernière partie de ce chapitre est consacrée aux exemples

d’application.

Dans le quatrième chapitre on étudie la stabilisation forte des systèmes

bilinéaires. Dans un premier temps on traite l’existence et l’unicité d’une

solution globale "mild". Ensuite, sous des conditions suffisantes, on a étudié

la stabilisation globale faible et forte des systèmes bilinéaires, via une famille

de commandes quadratiques "feedback". La dernière partie de ce chapitre

est consacrée aux exemples d’application.

Dans le cinquième chapitre, on étudie la stabilisation faible et faible étoile

des systèmes bilinéaires dans un espace de Banach non nécessairement ré-

flexif. A la fin de ce chapitre, des exemples d’applications sont présentés.
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Chapitre 2

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats classiques rencon-

trés dans la littérature qui s’avèrent fondamentaux dans la réalisation de ce

travail. Ces outils comprennent des résultats d’analyse fonctionnelle, de la

théorie des semi-groupes, des propriétés concernant les solutions de certaines

équations d’évolution ainsi que des résultats de stabilisation de quelques

classes de systèmes semi-linéaires.

Dans ce chapitre, X désignera un espace de Banach réel ou complexe et X 0

son dual topologique.

2.1 Quelques résultats d’analyse fonctionnelle

2.1.1 Topologie faible �(X;X 0)

Soit f 2 X 0. On désigne par 'f : X ! R l’application définie par 'f(x) =

hf; xi. Lorsque f décrit X 0 on obtient une famille ('f)f2X 0 d’applications de

X dans R.

Définition 2.1.1 [19].

La topologie faible �(X;X 0) sur X est la topologie la moins fine sur X

rendant continues toutes les applications ('f)f2X 0.

Proposition 2.1.1

La topologie faible �(X;X 0) est séparée.

Proposition 2.1.2 [19].

Pour tout x0 2 E, on obtient une base de voisinages de x0 pour la

9



2.1. QUELQUES RÉSULTATS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

topologie �(X;X 0) en considérant tous les ensembles de la forme

V = fx 2 X : jhfi; x� x0ij < ";8i 2 Ig

où I est fini, fi 2 X 0 et " > 0.

Notation : On désigne par xn * x la convergence de xn vers x pour la

topologie faible �(X;X 0).

Proposition 2.1.3 [19].

Soit (xn) une suite de X. On a

(i) [xn * x pour �(X;X 0)]() [hf; xni ! hf; xi;8f 2 X 0]

(ii) Si xn ! x fortement, alors xn * x faiblement pour �(X;X 0)

(iii) Si xn * x faiblement pour �(X;X 0), alors jjxnjj est bornée et jjxjj �
lim inf jjxnjj.
(iv) Si xn * x faiblement pour �(X;X 0) et si fn ! f fortement dans X 0

(i.e. jjfn � f jjE0 ! 0), alors hfn; xni ! hf; xi.

Exemple 2.1.1 [19].

Dans un espace de Banach de dimension infinie :

La sphère unité S = fx 2 X; jjxjj = 1g n’est jamais fermé pour la topo-

logie faible �(X;X 0),et la boule unité ouverte U = fx 2 X; jjxjj < 1g n’est
jamais ouverte pour la topologie faible �(X;X 0).

Tout ensemble fermé pour la topologie faible �(X;X 0) est fermé pour la

topologie forte. La réciproque est en générale fausse.

Theorem 2.1.1 [19].

Soit C � X convexe. Alors C est faiblement fermé pour �(X;X 0) si et

seulement s’il est fortement fermé.

Remarque 2.1.1 Un convexe fermé coïncide avec l’intersection des

demi-espaces fermés qui le contiennent. D’autre part, le théorème pré-

cédent implique que si une suite (xn) converge faiblement vers x, alors il

existe une suite de combinaisons convexes des xn qui converge fortement

vers x.
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Corollaire 2.1.1 Soit ' : X !] � 1;+1] une fonction convexe, s.c.i.

(pour la topologie forte). Alors, ' est s.c.i. pour la topologie faible

�(X;X 0). En particulier si xn * x pour �(X;X 0), alors

'(x) � lim inf '(xn):

Remarque 2.1.2 On retrouve en particulier que si xn * x pour �(X;X 0)

alors jjxjj � lim inf jjxnjj.
En effet, la fonction '(x) = jjxjj est convexe et continue pour la topologie

forte, donc à fortiori ' est s.c.i. pour la topologie forte, et par conséquent

' est s.c.i. pour la topologie faible �(X;X 0).

Théorème 2.1.1 [19].

Soient X et F deux espaces de Banach. Soit T un opérateur linéaire et

continu de X dans F . Alors T est continu de X muni de la topologie

faible �(X;X 0) dans F muni de la topologie faible �(F; F 0).

2.1.2 Topologie faible étoile �(X 0; X)

Soit X un espace de Banach, soit X 0 son dual (muni de la norme duale

jjf jj = sup
x2X
jjxjj�1

jhf; xij) et soit X 00 son bidual, i.e. le dual de X 0, muni de la norme

k�k = sup
f2X0

jjf jj�1

jh�; fij:

On a une injection canonique j : X ! X 00 définie comme suit : soit x 2 X

fixé, l’application f 7! hf; xi de X 0 dans R constitue une forme linéaire

continue sur X 0 i.e. un élément de X 00 noté jx. On a donc,

hjx; fiX 00;X 0 = hf; xiX 0;X 8x 2 X; 8f 2 X 0:

Il est clair que j est linéaire et que j est une isométrie i.e. kjxkX 00 = kxkX
pour tout x 2 X; en effet

kjxk = sup
jjf jj�1

jhjx; fij = sup
jjf jj�1

jhf; xij = kxk

On va définir maintenant une troisième topologie sur X 0 : la topologie

faible étoile que l’on note � (X 0; X) : Pour chaque x 2 X on considère l’ap-

plication jx : X 0 ! R définie par f 7�! jx(f) = hf; xi:
Lorsque x parcourt X on obtient une famille d’applications (jx)x2X de X 0

dans R.
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Définition 2.1.2 La topologie faible étoile � (X 0; X) est la topologie la

moins fine sur X 0 rendant continues toutes les applications (jx)x2X :

Proposition 2.1.4 La topologie faible étoile �(X 0; X) est séparée.

Proposition 2.1.5 On obtient une base de voisinages d’un point f0 2 X 0

pour la topologie �(X 0; X) en considérant tous les ensembles de la forme

V = ff 2 X 0; jhf � f0; xiij < "; 8i 2 Ig

où I est fini, xi 2 X et " > 0:

Notation : Étant donnée une suite (fn) de X 0, on désigne par fn
�
* f la

convergence de fn vers f pour la topologie faible étoile �(X 0; X): Afin d’éviter

les confusions, on précisera souvent "fn
�
* f pour �(X 0; X)", "fn * f pour

�(X 0; X 00)" et "fn ! f fortement".

Proposition 2.1.6 [19] Soit (fn) une suite de X 0. On a

(i)
h
fn

�
* f pour �(X 0; X)

i
, [hfn; xi ! hf; xi; 8x 2 X]

(ii) Si fn ! f fortement, alors fn * f pour �(X 0; X 00); et

si fn * f pour �(X 0; X 00), alors fn
�
* f pour �(X 0; X):

(iii) Si fn
�
* f pour �(X 0; X) alors kfnk est bornée et kfk 6 lim inf kfnk.

(iv) Si fn
�
* f pour �(X 0; X) et si xn ! x fortement dans X, alors

hfn; xni ! hf; xi:

Remarque 2.1.3 Si fn
�
* f pour �(X 0; X) (ou même si fn * f pour

�(X 0; X 00)) et si xn * x pour �(X;X 0) on ne peut pas conclure que

hfn; xni ! hf; xi.

Proposition 2.1.7 [19] Soit ' : X 0 ! R une application linéaire et conti-

nue pour la topologie �(X 0; X). Alors il existe x 2 X tel que

'(f) = hf; xi; 8f 2 X 0

Lemme2.1.1 Soit X un espace vectoriel et soient ';'1; '2; : : : ; 'n des

formes linéaires sur X telles que

['i(v) = 0; 8i = 1; 2; : : : ; n]) ['(v) = 0] 8v 2 X:

Alors il existe �1; �2; : : : ; �n 2 R tels que ' =
nP
i=1
�i'i:
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Corollaire 2.1.2 Soit H un hyperplan de X 0 fermé pour la topologie

�(X 0; X). Alors H est de la forme

H = ff 2 X 0; hf; xi = �g

pour un certain x 2 X; x 6= 0 et un certain � 2 R.

Remarque 2.1.4 Lorsque j n’est pas surjective de X sur X 00 (i.e. j(X) 6=
X 00 ) alors la topologie �(X 0; X) est strictement moins fine que la topo-

logie �(X 0; X 00): Il existe même des convexes fermés pour �(X 0; X 00) qui

ne sont pas fermés pour �(X 0; X): Par exemple si � 2 X 00 et � =2 j(X),

alors

H = ff 2 X 0; h�; fi = 0g

est un hyperplan fermé pour �(X 0; X 00); mais il n’est pas fermé pour

�(X 0; X). On voit qu’il existe deux types de convexes fermés dans X 0 :

a) les convexes fortement fermés (ou fermés pour �(X 0; X 00),)

b) les convexes fermés pour �(X 0; X):

Théorème 2.1.2 (Banach-Alaoglu-Bourbaki)[19].

L’ensemble BX 0 = ff 2 X 0; kfk 6 1g est compact pour la topologie faible

étoile �(X 0; X):

2.1.3 Espaces réflexifs

Définition 2.1.3 Soit X un espace de Banach et soit j l’injection

canonique de X dans X 00: On dit que X est réflexif si j(X) = X 00:

Lorsque X est réflexif, on identifie implicitement X et X 00 (à l’aide

de l’isomorphisme j).

Théorème 2.1.3 (Kakutani)[19].

Soit E un espace de Banach. Alors X est réflexif si et seulement si

BX = fx 2 X; kxk 6 1g est compact pour la topologie �(X;X 0).

Lemme2.1.2 (Goldstine)[19].

Soit X un espace de Banach. Alors j (BX) est dense dans BX 00 pour la

topologie �(X 00; X 0).
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Remarque 2.1.5 On notera que j (BX) est fermé dans BX 00 pour la to-

pologie forte.

Proposition 2.1.8 [19] Soit X un espace de Banach réflexif et soit M �
X un sous-espace vectoriel fermé. Alors M muni de la norme induite

par X est réflexif.

Corollaire 2.1.3 Soit X un espace de Banach. Alors X est réflexif si et

seulement si X 0 est réflexif.

Corollaire 2.1.4 Soit X un espace de Banach réflexif. Soit K � X un

sous-ensemble convexe, fermé et borné. Alors K est compact pour la

topologie �(X;X 0).

Corollaire 2.1.5 Soient X un espace de Banach réflexif, A � X un

convexe fermé, non vide et ' : A !] � 1;+1] une fonction convexe,

s.c.i., ' � +1 telle que

lim
x2A

jjxjj!1

'(x) = +1:

Alors ' atteint son minimum sur A, i.e., il existe x0 2 A tel que ' (x0) =

Min
A

'.

2.1.4 Espaces séparables

Définition 2.1.4 On dit qu’un espace métrique E est séparable s’il existe

un sous-ensemble D � E dénombrable et dense dans E.

Proposition 2.1.9 Soit E un espace métrique séparable et soit F un

sous-ensemble de E: Alors F est séparable.

Théorème 2.1.4 Soit X un espace de Banach tel que X 0 soit séparable.

Alors X est séparable.

Remarque 2.1.6 La réciproque n’est pas vraie. II existe des espaces de

Banach X séparables tels que X 0 ne soit pas séparable ; par exemple

X = L1(
).

Corollaire 2.1.6 Soit X un espace de Banach. Alors (X est réflexif et

séparable) () (X 0 est réflexif et séparable).
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Théorème 2.1.5 [19].

Soit X un espace de Banach séparable. Alors BX est métrisable pour la

topologie �(X 0; X):

Réciproquement si BX est métrisable pour �(X 0; X), alors X est sépa-

rable.

Remarque 2.1.7 X 0 n’est jamais métrisable pour �(X 0; X), sauf en di-

mension finie.

Théorème 2.1.6 [19].

Soit X un espace de Banach tel que X 0 soit séparable. Alors BX est

métrisable pour la topologie �(X;X 0); et réciproquement.

Corollaire 2.1.7 Soit X un espace de Banach séparable et soit (fn) une

suite bornée dans X 0. Alors il existe une sous-suite extraite (fnk) qui

converge pour la topologie �(X 0; X).

Théorème 2.1.7 [19] Soit X un espace de Banach réflexif et soit (xn)

une suite bornée dans E. Alors il existe une sous-suite extraite (xnk) qui

converge pour la topologie �(X;X 0).

Théorème 2.1.8 (Eberlein-Smulian)[19].

Soit X un espace de Banach tel que toute suite bornée (xn) possède une

sous-suite extraite (xnk) convergente pour la topologie �(X;X 0). Alors X

est réflexif.

2.1.5 Espaces uniformément convexes

Définition 2.1.5 On dit qu’un espace de Banach X est uniformément

convexe si 8" > 0; 9� > 0 tel que

(x; y 2 X; kxk 6 1; kyk 6 1 et kx� yk > "))
�



x+ y

2





 < 1� �
�

On notera que cette définition fait intervenir une propriété géométrique

de la boule unité (qui doit être " bien ronde ") et qu’elle n’est pas stable

par passage à une norme équivalente.

Exemple 2.1.2 [19]

On prend X = R2. La norme kxk2 =
�
jx1j2 + jx2j2

� 1
2 est uniformément

convexe tandis que la norme kxk1 = jx1j + jx2j n’est pas uniformément

convexe.
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Exemple 2.1.3 [19]

Les espaces de Hilbert sont uniformément convexes, de même que les

espaces LP (
) pour 1 < p < 1. Par contre L1(
); L1(
) et C(K) (K

compact) ne sont pas uniformément convexes.

Le théorème suivant donne un critère géométrique qui assure la réflexivité

de l’espace.

Théorème 2.1.9 (Milman-Pettis)[19].

Tout espace de Banach uniformément convexe est réflexif.

Proposition 2.1.10 Soit X un espace de Banach uniformément convexe.

Soit (xn) une suite dans X telle que xn ! x pour la topologie faible

�(X;X 0) et lim sup kxnk 6 kxk. Alors xn ! x fortement.

Remarque 2.1.8 Les propriétés de séparabilité, de réflexivité et d’uni-

forme convexité sont aussi étroitement liées aux propriétés de différen-

tiabilité de la fonction x 7! kxk.

Nous terminons cette section par rappeler des lemmes classiques qui se-

ront utilisés pour établir nos résultats de stabilisation.

2.1.6 Lemmes techniques

J désigne la fonction dualité définie par :

J(x) = fx� 2 X� : kx�k = kxk ; hx; x�i = kxk2g;8x 2 X ·

Lemme2.1.3 [48].

Soit t 2 R! f (t) 2 X une fonction qui vérifie

1. la fonction t! kf (t)k est presque partout différentiable sur R,

2. la dérivée faible "weak dérivative f 0 de f existe presque partout

sur R.

Alors, pour presque tout t 2 R, on a

kf (t)k d
dt
kf (t)k = hf 0 (t) ; x�i ; 8x�(t) 2 J (f (t)) : (2.1)
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Lemme2.1.4 [3].

Soit (sk)k2N une suite de nombres réels positifs vérifiant

sk+1 � sk � Cs�+2k+1 ; 8 k � 0; (2.2)

où C > 0 et � > �1 sont des constantes. Alors, il existe une constante

positive M telle que

sk � M

(k + 1)
1

1+�

; 8 k � 0:

Dans le résultat suivant on rappelle le Lemme de Gronwall.

Lemme2.1.5 ([1]p.13).

Soient '; et y des fonctions continues sur un intervalle [a; b] à valeurs

positives et vérifiant

8t 2 [a; b]; y(t) � '(t) +
R t
a  (s)y(s)ds

Alors

8t 2 [a; b]; y(t) � '(t) +
R t
a '(s) (s) exp

�R t
s  (u)du

�
ds

Lemme2.1.6 [55].

Soit u une fonction positive croissante sur [0;+1[ telle que u (0) = 0 et

considérons la fonction suivante :

v (x) = x� (I + u)�1 (x) ; x 2 [0;+1[;

où I désigne la fonction identité. Soit (sk)k2N une suite numérique po-

sitive telle que :

sk+1 + u (sk+1) � sk; 8k � 0:

Alors sk � x (k) ; où x est la solution de :

d

dt
x (t) + v (x (t)) = 0; t > 0; x (0) = s0:

2.2 Généralités sur les semi-groupes

Dans cette section nous rappelons quelques résultats essentiels sur les

C0-semi-groupes. La notion de semi-groupe généralise celle de la fonction

exponentielle de A au cas où l’opérateur A est non borné. Une telle géné-

ralisation est utile afin d’étendre le concept d’une solution du problème de

Cauchy. (Voir par exemple : [28, 74]).
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2.2.1 C0-Semi-groupes linéaires

Le but de cette partie, est de donner des propriétés d’un C0-semi-groupe

linéaire en relation avec son générateur et sa résolvante.

Définition 2.2.1 [6].

Soit X un espace de Banach. On appelle C0-semi-groupe linéaire sur X

toute famille d’opérateurs linéaires continus S (t) : X ! X, t 2 R+ tels

que

1. S (0) = IdX où IdX est l’identité sur X,

2. S (t+ s) = S (t)S (s), pour tout t; s 2 R+.

3. lim
t!0+

S (t)x = x, pour tout x 2 X.

Si de plus on a

kS (t)x� S (t) yk � kx� yk pour tout t 2 R+ et x; y 2 X;

alors S (t) est dit un C0-semi-groupe de contraction dans X.

Définition 2.2.2 On dit que (S (t))t�0 est uniformément continu s’il vé-

rifie la relation lim
t!0+

kS (t)� IdkL(X) = 0.

La famille d’opérateur (S (t))t�0 est liée à un opérateur A qu’on introduit

dans la définition suivante.

Définition 2.2.3 On appelle générateur infinitésimal d’un C0 semi-

groupe (S (t))t�0, l’opérateur A défini par :

Ax = lim
t!0+

S (t)x� x
t

(2.3)

pour tout x 2 X tel que la limite existe.

On appelle alors domaine de A, noté D (A), l’ensemble :

D (A) =

(
x 2 X : lim

t!0+

S (t)x� x
t

existe
)

Remarque 2.2.1 Le générateur infinitésimal d’un semi-groupe est

unique (voir [28]).
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Théorème 2.2.1 [74].

Soit (S (t))t�0 un C0-semi-groupe sur X. Alors, il existe deux constantes

! � 0 et M � 1 telles que :

kS (t)k �Me!t; pour tout t � 0: (2.4)

Dans le cas où ! = 0 et M = 1, le C0-semi-groupe (S (t))t�0 est de

contraction.

Les propriétés suivantes sont des relations liant un C0-semi-groupe et son

générateur infinitésimal.

Proposition 2.2.1 [28].

Soit (S (t))t�0 un C0-semi-groupe sur X de générateur infinitésimal A.

Alors pour tout x 2 D (A) on a les propriétés suivantes :

1. pour tout t � 0 et x 2 D (A) ; on a S (t)x 2 D (A), et pour tout

x 2 X,
R t
0 S (s)xds 2 D (A) :

2. lim
h!0+

1
h

R t+h
t S (s)xds = S (t)x, 8x 2 X,

3. d
dt
(S (t)x) = AS (t)x = S (t)Ax, 8x 2 X,

4. S (t)x� x =
R t
0 S (s)Axds 8x 2 D (A) et 8t � 0.

Corollaire 2.2.1 Si A est un générateur d’un C0-semi-groupe S (t), alors

D (A) est dense dans X et A est un opérateur linéaire fermé.

Définition 2.2.4 On dit qu’un opérateur A est dissipatif si pour tout

x 2 D(A); il existe x� 2 J(x) tel que hAx; x�i � 0; où J désigne la

fonction dualité définie par :

J(x) = fx� 2 X� : kx�k = kxk ; hx; x�i = kxk2g; 8x 2 X · (2.5)

Définition 2.2.5 Soit (A;D(A)) un opérateur fermé de X

�(A) := f� 2 C : �I � A non bijective g est le spectre de A:

�(A) := Cn�(A)est l’ensemble résolvent :

R(�;A) := (�I � A)�1 pour � 2 �(A)est la résolvente.
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Lemme2.2.1 ([28], p 55).

Soit (A;D(A)) un générateur infinitésimal d’un C0-semi groupe (T (t))t�0,

alors pour tout � dans C et t > 0 on a.

e��tT (t)x� x = (A� �I)
Z t

0
e��sT (s)xds; si x 2 X

=
Z t

0
e��sT (s)(A� �I)xds; si x 2 D(A):

Theorem 2.2.1 ([28], p. 57).

Soit (A;D(A)) un générateur infinitésimal d’un C0-semi groupe (T (t))t�0

vérifiant :

kT (t)k �Mewt; pour tout t � 0:

Alors pour tout n 2 N et Re� > w; on a

R(�;A)nx =
(�1)n�1
(n� 1)!

·
dn�1

d�n�1
R(�;A)x

=
1

(n� 1)!

Z 1

0
sn�1e��sT (s)xds:

En particulier pour tout n 2 N et Re� > w; on a l’estimation :

kR(�;A)nk � M

(Re�� w)n :

Théorème de Hille-Yosida

Dans cette partie nous présentons un résultat concernant les C0-semi-

groupes. Il s’agit du théorème de Hille-Yosida qui permet de caractériser

les opérateurs qui sont générateurs de C0-semi-groupes. Ce résultat a été

démontré par Hille dans [45] et par Yosida dans [87] pour les C0-semi-groupes

de contractions. Quelques années plus tard, Feller dans [34], Miyadera dans

[60], Phillips dans [75] ont donné une preuve pour le cas général d’un

C0-semi-groupe.

D’après la Proposition 2.2.1, si A est un générateur infinitésimal d’un C0-

semi-groupe sur X, alors A est fermé de domaine dense. Réciproquement,

si A est fermé de domaine dense, alors il existe des conditions nécessaires

et suffisantes pour qu’il engendre un C0- semi-groupe sur X, qu’on rappelle

dans les deux théorèmes suivants :
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Théorème 2.2.2 (Théorème de Hille-Yosida, [74]).

Un opérateur A (généralement non borné) génère un C0-semi-groupe

de contraction si et seulement si :

1. A est fermé et D (A) = X,

2. l’ensemble résolvant de A, donné par

� (A) =
n
� 2 R : (�I � A)�1 2 L (X)

o
(2.6)

contient ]0;+1[ et pour tout � > 0 on a :




(�I � A)�1


 � 1

�
(2.7)

Remarque 2.2.2 Le point 2 du théorème précédent est équivalent à :

(A;D (A)) est m-dissipatif.

Le théorème suivant généralise celui de Hille-Yosida dans le cas des semi-

groupes qui ne sont pas de contraction.

Théorème 2.2.3 (Théorème de Feller-Miyadera-Phillips, [28]).

Soit (A;D (A)) un opérateur linéaire dans un espace de Banach X, et

soient !;M 2 R avec M � 1. Alors les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

1. (A;D (A)) génère un C0-semi-groupe (S (t))t�0 vérifiant :

kS (t)k �Me!t, pour tout t � 0

2. A est fermé, D (A) = X et pour tout � 2 C avec < (�) > !, on a

� 2 � (A) et

k(�I � A)k � M

(< (�)� !)n , pour tout n 2 N�:

Remarque 2.2.3 Si A est un opérateur borné, alors le semi-groupe gé-

nérateur de A est donné par :

S (t) = etA =
X
k�0

tkAk

k!
:

Exemple 2.2.1 On suppose que 
 est un ouvert borné de Rn, de frontière

@
 de classe C2, et soit X = L2 (
) muni du produit scalaire usuel
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< y; z >=
R

 y (x) z (x) dx. On considère sur X l’équation de la chaleur

suivante :

8>>><
>>>:

@y(x;t)
@t

= �y (x; t) ; 8 (x; t) 2 
� (0; T )

y (x; t) = 0; 8 (x; t) 2 @
� (0; T )

y (x; 0) = 0; 8x 2 


Pour se ramener au cadre abstrait, il suffit de poser

D (A) = H2 (
) \H1
0 (
) et Ay =

nX
i=1

@2y

@x2i
:

Alors, l’opérateur A est maximal dissipatif.

Exemple 2.2.2 [29], p 69). Soit 
 = [0; 1], et considérons l’équation de

la chaleur suivante
8>>><
>>>:

@y
@t
( · ; t) = @2y( · ;t)

@x2
+ u (t)By ( · ; t) sur 
� (0;1)

y0 (0) = y0 (1) = 0 t � 0

y ( · ; 0) = y0 2 C ([0; 1]) sur 
;

(2.8)

où By = y; pour tout y 2 C ([0; 1]).

L’opérateur A définie par Ay = @2y( · ;t)
@x2

dont le domaine est

D (A) =

(
y 2 C2 ([0; 1]) tel que y0 (0) = y0 (1) = 0

)
: (2.9)

génère un C0semi-groupe T (t), t � 0 fortement continu sur Y = C ([0; 1])

(voir [29], page 69).

(T (t) y) (s) =
Z 1

0
k (s; r) y (r) dr pour y 2 C ([0; 1]) et s 2 [0; 1];

(2.10)

où

k (s; r) = 1 + 2
X
n2N

e��
2n2t cos (�ns) · cos (�nr) (2.11)

Remarque 2.2.4 Le Laplacien ne génère pas de semi-groupe dans

L1 (
).

Exemple 2.2.3 [28, 59]

Soit 
 = (0;1).
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� Soit X = Lp(
); p > 1. L’opérateur

A = � @

@x

de domaine

D(A) =
n
y 2W 1;p(
); y(0) = 0

o

génère un C0 semi-groupe de contraction S(t) sur l’espace d’état

X = Lp(
); p > 1 (voir [28], p. 34).

� Soit X = L1 (
). L’opérateur

A = � @

@x

dont le domaine est

D(A) =

(
y 2 L1 (
) : y est absolument continu, et y (0) = 0

)
:

génère dans l’espace d’état X = L1 (
) le semi-groupe de contrac-

tion suivant

(S (t) y) (� ) =

8<
: y (� � t) � � t

0 0 � � < t:
(2.12)

2.3 Équations d’évolution semi-linéaires

2.3.1 Résultats d’existence et de régularité

Nous rappelons quelques résultats d’existence et d’unicité de la solution

d’une classe d’équations d’évolutions semi-linéaires.

Considérons le problème de Cauchy suivant :
8>>><
>>>:

dy(t)
dt

= Ay (t) + f (t; y (t)) ; 8t > t0

y (t0) = y0 2 X
(2.13)

où A est un générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe S (t) dans un espace

de Banach réel X, f : R�X ! X est une fonction donnée et y0 représente

l’état initial. On rappelle quelques définitions de la solution ("mild", faible,

classique et forte) du système (2.13).
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Définition 2.3.1 Une solution continue y de l’équation intégrale

y (t) = S (t� t0) y0 +
Z t

t0
S (t� s) f (s; y (s)) ds

est appelée solution ("mild" solution en anglais) du problème (2.13).

Nous commençons par le résultat classique suivant qui assure l’existence et

l’unicité du "mild" solution de (2.13) pour les fonctions f qui sont Lipschit-

ziennes.

Théorème 2.3.1 [74].

Soient t1 > t0 et f : [t0; t1] � X ! X une fonction continue en t sur

[t0; t1] et Lipschitzienne sur X. Alors pour tout y0 2 X, le problème

(2.13) admet une unique solution y 2 C ([t0; t1] ;X). De plus, la fonction

y0 7�! y est Lipschitzienne continue de X vers C ([t0; t1] ;X).

On rappelle la définition d’une application localement Lipschitzienne.

Définition 2.3.2 On dit que f est localement Lipschitzienne en y uni-

formément en t sur un intervalle borné si et seulement si, pour tout

t0; c � 0, il existe une constante Lc;t0 telle que pour tout u; v 2 X avec

kuk � c; kvk � c et t 2 [0; t0] on a

kf (t; u)� f (t; v)k � Lc;t0 ku� vk :

Dans le théorème ci-dessus, si la fonction f est uniformément Lipschitzienne

alors l’existence d’une solution globale du problème (2.13) est assurée.

Si on suppose que f est localement Lipschitzienne en y et uniformément en t

sur un intervalle borné, alors on a le résultat suivant :

Théorème 2.3.2 [74].

Soit f : [0;+1[ �X ! X une fonction continue en t pour tout t � 0 et

localement Lipschitzienne en y, uniformément en t sur tout intervalle

borné. Si A génère un C0-semi-groupe (S (t))t�0 sur X alors pour tout

y0 2 X, il existe tmax > 0 tel que (2.13) admet unique solution y sur

[0; tmax[. De plus, si tmax <1 alors lim
t!tmax

ky (t)k = +1 .

On rappelle la définition de la solution faible du système (2.13).
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Définition 2.3.3 [6].

Soit t1 > t0 et f 2 L1 (t0; t1;X). Une fonction y 2 C ([t0; t1] ;X) est appelée

solution faible de (2.13) sur [t0; t1] si elle vérifie :

1. y (t0) = y0,

2. pour tout ! 2 D (A�) la fonction t 7�!< y (t) ; ! > est absolument

continue sur [t0; t1] et satisfait :

d

dt
< y (t) ; ! >=< y (t) ; A�! > + < f (t) ; ! >; p.p t 2 [t0; t1] :

Le théorème suivant permet de caractériser la solution faible du système

(2.13).

Théorème 2.3.3 [6].

Une fonction y : [t0; t1] ! X est une solution faible de (2.13) sur [t0; t1]

si et seulement si, f (:; y (:)) 2 L1 (t0; t1;X) et y vérifie la formule de la

variation de la constante suivante :

y (t) = S (t� t0) y0 +
Z t

t0
S (t� s) f (s; y (s)) ds; 8t 2 [t0; t1] :

On peut alors se demander : "à quelles conditions sur f et y obtient-on une

solution faible du système (2.13) ?".

Le résultat suivant répond à cette question.

Théorème 2.3.4 [24].

Soit f : R � X ! X une fonction continue en t et localement Lip-

schitzienne en y. Alors pour tout y0 2 X le système (2.13) admet une

unique solution faible y définie sur un intervalle maximal [t0; tmax[ avec

tmax > t0, y 2 C ([t0; tmax[ ;X). De plus, si yn 2 C ([t0; tmax[ ;X) est une

suite de solutions faibles du système (2.13) telle que yn (0)! y0 lorsque

n! +1, alors yn ! y lorsque n! +1 dans C ([t0; tmax[ ;X) avec y est

une solution faible du système (2.13) satisfaisant y (0) = y0. De plus, si

tmax < +1 alors lim
t!tmax

ky (t)k =1.

Définition 2.3.4 Soit t1 > t0 et f 2 L1 (t0; t1;X). Une fonction y est

appelée solution classique de (2.13) sur [t0; t1[ si elle vérifie les conditions

suivantes :

1. y (t) 2 D (A) pour tout t 2 [t0; t1],
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2. y 2 C ([t0; t1[ ;X) \ C1 (]t0; t1[ ;X),

3. y vérifie le système (2.13).

Définition 2.3.5 [74].

On appelle solution forte du problème à valeur initiale (2.13) toute

fonction y différentiable presque partout sur [0; T ] et telle que y 2
L1 ([0; T ] ;X), y (0) = y0 et y0 (t) = Ay (t) + f (t; y (t)) presque partout

sur [0; T ].

Remarque 2.3.1 1. Toute solution forte est nécessairement faible,

mais la réciproque est fausse en général.

2. Toute solution classique est une solution faible, mais la réciproque

est fausse en général.

2.3.2 Propriétés asymptotiques

Soit X un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire h:; :i, de norme

associée k:k.
Ici, on donne quelques propriétés concernant les semi-groupes non linéaires.

D’abord, dans le cas où le semi-groupe (T (t))t�0 généré par un opérateur

linéaire A, on a AT (t) = T (t)A; 8t � 0 sur D (A).

Remarque 2.3.2 En général, dans le cas des semi-groupes non-linéaire

on a : AT (t) 6= T (t)A; 8t > 0 (voir [54]).

Définition 2.3.6 [6].

Soit (S (t))t�0 un semi-groupe (généralement non linéaire) sur X.

1. On appelle orbite positive issue de y0 l’ensemble

O+ (y0) =
[
t2R+

S (t) y0:

2. L’ensemble !-limite fort de y0 (qui peut être vide) est donné par :


 (y0) = fy 2 X : 9 (tn)n ! +1;S (tn) y0 ! y lorsque n! +1g :

3. L’ensemble !-limite faible de y0 (qui peut être vide) est défini

par :


w (y0) = fy 2 X : 9 (tn)n ! +1;S (tn) y0 * y lorsque n! +1g :
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Définition 2.3.7 [6]

Un sous ensemble 
 de X est dit positivement invariant par S (t) si

S (t) 
 � 
 pour tout t 2 R+, et il est dit invariant si S (t) 
 = 
 pour

tout t 2 R+.

Le théorème suivant donne une condition suffisante qui fournit des infor-

mations sur les ensembles !-limites.

Théorème 2.3.5 [6]

1. Si O+ (y) est pré-compact, alors 
 (y) est non vide et invariant

dans X.

2. Si S (t) est séquentiellement faiblement continu sur X (i.e.,

S (t) yn * S (t) y si yn ! y), alors O+ (y) est non vide, bornée

et 
w (y) est invariant dans X.

Remarque 2.3.3 Le Théorème précédent est particulièrement utile pour

l’étude des semi-groupes non linéaires de type paraboliques ou hyperbo-

liques ayant des orbites O+ (y) pré-compactes.

Maintenant, nous rappelons un résultat qui permet de caractériser le com-

portement asymptotique de la solution du système (2.13).

Théorème 2.3.6 [6]

Soit A un générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction

S (t) dans un espace de Hilbert X. Supposons que f : X ! X satisfait

les hypothèses suivantes :

1. f est localement Lipschitzienne,

2. �n * � =) f (�n)! f (�), n! +1,

3. < f (�) ; � >� 0;8� 2 X.

Alors, pour tout y0 2 X, (2.13) admet une unique solution faible y (y0; t)

sur R+. De plus T (t) y0 = y (y0; t) est un semi-groupe non-linéaire sur

X, 
w (y0) est non vide et invariant par T (t), et pour tout y0 2 X et

y 2 
w (y0), on a :

< T (t) y; f (T (t) y) >= 0;8t 2 R+; (2.14)

de plus, si l’unique solution de l’équation (2.14) est y = 0, alors

y (t; y0)* 0; lorsque t! +1.
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2.4 Problème de stabilisation des systèmes bili-

néaires

2.4.1 Définitions

Dans cette partie, nous considérons le cas des systèmes bilinéaires ho-

mogènes distribués. Nous allons discuter la question d’existence ainsi que le

problème de stabilisation selon certains travaux issus de la littérature. L’un

des principaux résultats sur le comportement asymptotique de l’état de cette

classe est dû à Ball et Slemrod [6].

Considérons le système bilinéaire suivant :
8>>><
>>>:

dy(t)
dt

= Ay (t) + u (t)By (t) ; t > t0

y (t0) = y0:

(2.15)

où X est un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire < :; : > et A est

un opérateur linéaire A : D(A) � X ! X générateur infinitésimal d’un C0-

semi-groupe (S (t))t�0, B est un opérateur linéaire de X dans X et u (t) est

le contrôle.

Définition 2.4.1 Le point d’équilibre 0 est dit stable au sens de Liapunov

pour le système (2.15) si :

8" > 0;8t0 � 0; 9� = � (t0; ") > 0; tel que ky0k < � ) ky(t)k < "; 8t � t0

(2.16)

La stabilité au sens de Lyapunov de l’origine du système veut dire que pour

tout t � t0, la solution du système (2.15) reste au voisinage de l’origine si y0
est au voisinage de l’origine. En d’autres termes, pour tout t � t0, une petite

perturbation de la condition initiale y0 autour de l’origine donne naissance à

une solution y(t) qui reste proche de l’origine. Remarquons que la stabilité au

sens de Lyapunov n’implique pas la convergence des solutions vers l’origine,

c’est pourquoi la notion de stabilité précédente toute seule est insuffisante

pour l’étude du comportement des solutions.

La définition suivante concerne la stabilisation faible et forte du système

(2.15).
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Définition 2.4.2 Le système (2.15) est dit faiblement (respectivement

fortement) stabilisable s’il existe un contrôle u (t) = v (y (t)) tel que la

solution de (2.15) satisfait :

1. Pour tout y0, il existe une unique solution faible y (t) de (2.15)

définie pour tout t 2 R+,

2. 0 est un point d’équilibre stable au sens de Liapunov,

3. pour tout y0 2 X, y(t) * 0 (respectivement y (t) ! 0), quand

t! +1.

Définition 2.4.3 Le système (2.15) est dit exponentiellement stabili-

sable, s’il existe un contrôle u (t) = f (y (t)) tel que la solution de (2.15)

satisfait : Pour tout y0 2 X, il existe M = M (y0) , � = � (y0) > 0 tels

que l’unique solution faible y (t) de (2.15) partant de y0 vérifie :

ky (t)k �Me��t; 8t � 0: (2.17)

Le système (2.15) est dit uniformément exponentiellement stabilisable,

si (2.17) est vérifiée pour des constantes � et M , indépendantes de y0.

Dans ce qui suit, nous donnons des conditions suffisantes sous lesquelles

le système (2.15) est globalement stable par une famille de contrôles non

linéaires.

2.4.2 Stabilisation faible

Une approche naturelle pour la stabilisation est de dériver l’énergie ky (t)k
le long des trajectoires de (2.15), ce qui permet d’obtenir :

d

dt
ky (t)k2 = 2< (< Ay (t) ; y (t) >) + 2< (v (t) < y (t) ; By (t) >) :

On suppose que A est dissipatif, alors on peut choisir le contrôle quadratique

v (t) = � < y (t) ; By (t) > qui permet d’obtenir l’inégalité de dissipation de

l’énergie suivante :

d

dt
ky (t)k2 � �2 < y (t) ; By (t) >2 :
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Théorème 2.4.1 [6].

On suppose que A génère un C0-semi-groupe de contraction et B : X! !
X (avec X! est un espace de Hilbert muni de la topologie faible) un

opérateur compact tel que :

8� 2 X : < S (t) �; BS (t) � >= 0; t 2 R+ =) � = 0

Alors (2.15) est faiblement stabilisable par le contrôle quadratique

u (t) = � < By (t) ; y (t) > (2.18)

Preuve 2.4.1 Le système (2.15) contrôlé par (2.18) s’écrit sous la forme

suivante : 8>>><
>>>:

dy(t)
dt

= Ay (t) + f (y (t)) ; t > t0

y (t0) = y0:

(2.19)

avec f (�) = �hB�; �iB�.
Soit c � 0 et u; v 2 X avec kuk � c; kvk � c. On a :

kf (u)� f (v)k � k< Bv �Bu; v > Bvk+ k< Bu; v � u > Bvk
+ k< Bu; u > (Bv �Bu)k ;

alors

kf (u)� f (v)k � 3c2 kBk2 ku� vk :
Donc f est localement Lipschitzienne.

Soit (�n)n une suite d’éléments de X! telle que �n ! �, lorsque n ! +1,

avec � 2 X. Puisque B est séquentiellement faiblement continu, alors

< B�n; �n >!< B�; � >, et B�n ! B� lorsque n ! +1, d’où f est sé-

quentiellement faiblement continu. Soit � 2 X, on a :

< f (�) ; � >= � < B�; � >� 0:

Alors f satisfait les conditions du Théorème 2.3.6 ce qui nous assure l’exis-

tence d’une solution faible y (t; y0) du système (2.15), et T (t) y0 = y (t; y0)

définit un semi-groupe dans X et on a 
w 6= ;. Soient � 2 X, et t 2 R+. On

a < T (t) �; f (T (t)) >= 0 alors < T (t) �;BT (t) � >= 0 d’ou f (T (t) �) = 0.

En appliquant la formule de la variation de la constante on voit que :

etA� = T (t) �:
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Or on a < T (t) �; f (T (t) �) >= 0, alors < etA�;BetA� >= 0. En utilisant le

Théorème 2.3.6, on déduit que � = 0, d’où

y (t; y0)* 0 lorsque t! +1:

Remarque 2.4.1 Le problème de stabilisation faible a été étudié dans le

cas X = Rn par Jurdjevic et Quinn [46], et Slemrod [82].

2.4.3 Stabilisation forte

Dans cette partie on va rappeler quelques résultats concernant la stabilité

forte du système bilinéaire (2.15). On suppose que :

(H1) : (�Id� A)�1 est compact dans X pour tout � > 0.

(H2) : B un opérateur auto-adjoint tel que < Bx; x > a un signe constant

pour tout x 2 X, et soient :

M =
n
x 2 X :< BetAx; etAx >= 0;8t 2 R+

o

et

N =
n
x 2 D (A) :< AetAx; etAx >= 0; 8t 2 R+

o
:

On a le théorème suivant :

Théorème 2.4.2 [18]. On suppose que les hypothèses (H1)-(H2) sont

vérifiées et que

M \N = f0g :

Alors le contrôle

u (t) = �� < By (t) ; y (t) >; avec � > 0;

stabilise fortement le système (2.15).

La proposition suivante répond au problème de stabilisation de (2.15) sous

contrainte de saturation de la forme ju (t)j � �, � > 0.

On considère le contrôle suivant :

u (t) = �� < By (t) ; y (t) >

1 + j< By (t) ; y (t) >j pour tout � > 0: (2.20)
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Proposition 2.4.1 [18].

On suppose que les hypothèses (H1)-(H2) sont vérifiées et que M \N =

f0g. Alors le contrôle (2.20) stabilise fortement le système (2.15).

Remarque 2.4.2 Les deux résultats précédents peuvent être déduits de

la théorie standard des semi-groupes de contraction non-linéaires gé-

nérés par des opérateurs maximaux monotones en utilisant le principe

d’invariance de Lasalle (voir [6]).

L’objectif du résultat suivant est de donner une estimation asymptotique de

l’état stabilisé.

Théorème 2.4.3 [13, 64].

Soit S (t) un semi-groupe de contraction, B 2 L (X) un opérateur borné.

On suppose de plus que :
Z T

0
j< BS (t) y; S (t) y >j dt � � kyk2 , 8y 2 X, (�; T > 0) ; (2.21)

alors le contrôle quadratique

u (t) = � < y (t) ; By (t) >; (2.22)

stabilise fortement le système (2.15) et on a l’estimation asymptotique

suivante :

ky (t)k = O
 

1p
t

!
, quand t! +1:

Remarque 2.4.3 Le résultat précédent s’étend au cas d’un opérateur de

contrôle non linéaire localement Lipschitzien (voir [64]).

2.4.4 Stabilisation exponentielle

Théorème 2.4.4 [66].

Soit S (t) un semi-groupe de contraction, B 2 L (X) un opérateur borné.

On suppose de plus que la condition (2.21) est vérifiée. Alors le contrôle

v(t) = �hBy(t); y(t)iky(t)k2 1ft�0=y(t)6=0g (2.23)

stabilise exponentiellement le système (2.15).
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Conclusion

Les résultats de stabilisation rappelés précédemment concernent le cas

d’un système bilinéaire qui évolue dans un espace d’état qui est un Hilbert.

Dans la suite nous allons considérer le cas où l’espace d’état est un Banach.
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Chapitre 3

Stabilisation exponentielle des

systèmes bilinéaires

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l’étude de la stabilisation d’un système par

un contrôle de type feedback sur un espace de Banach. En utilisant une dé-

composition appropriée de l’espace d’état, nous fournissons des conditions

suffisantes pour la stabilisation exponentielle du système en question. Par

ailleurs, nous montrons que la loi de feedback proposée reste un contrôle sta-

bilisant sous certains types de perturbations sur la dynamique et l’opérateur

de contrôle. Enfin, nous proposons des exemples d’illustrations.

Considérons le système suivant :
8<
: y0(t) = Ay(t) + v(t)By(t); t > 0

y(0) = y0
(3.1)

où X est un espace de Banach réel, A est un opérateur non borné de domaine

D(A) qui génère un semi-groupe de contractions S(t) sur X; B : X ! X

est un opérateur linéaire borné, et la fonction scalaire v(t) est le contrôle. Ici

y0 représente la dérivée par rapport au temps. Ce type de système est éga-

lement appelé bilinéaire car la partie d’entrée est linéaire par rapport à v et y.

Dans ce chapitre nous supposons que l’espace d’état X peut s’écrire

comme une somme directe de deux sous-espaces fermés X1 et X2, invariants

par A, et tels que S(t) induit un semi-groupe exponentiellement stable sur
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X2. Cette approche a été précédemment utilisé pour des systèmes linéaires

(voir [77, 84]).

3.2 Résultats de stabilisation

Considérons l’hypothèse suivante concernant l’application dualité donnée

par ( 2.5) :

(H) : L’application dualité J est univoque et globalement Lipschitzienne.

Dans la suite L > 0 désigne une constante de Lipschitz de J , (ie),

kJ(z1)� J(z2)k � Lkz1 � z2k; 8z1; z2 2 X:

Pour d’autres propriétés de l’application dualité J , nous renvoyons aux [9,

16, 31, 32, 37, 88].

Dans cette section, nous allons généraliser les résultats établis dans un espace

d’Hilbert [66] à un espace de Banach. Pour cela, nous considérons le contrôle

v(t) = �hBy(t); J(y(t))iky(t)k2 1ft�0=y(t)6=0g: (3.2)

On remarque que si X est un espace de Hilbert, alors X� peut être identifié

à X, et le produit de dualité coïncide avec le produit scalaire définit sur X:

Dans ce cas, le contrôle (3.2) prend la forme (2.23).

Cela nous amène à considérer dans ce qui suit le système en boucle fermée
8<
: yt(t) = Ay(t) + F (y(t)); t > 0

y (0) = y0
(3.3)

où F est définie par

F (z) = �hBz; J(z)ikzk2 1X�f0gBz; 8z 2 X:

On rappelle qu’une fonction y 2 C ([0; T ] ;X) est une solution "mild" du

système (3.3) sur [0; T ] si F (y (:)) 2 L1(0; T ;X) et si y satisfait la formule

de la variation de la constante suivante :

y(t) = S(t)y0 +
Z t

0
S(t� s)F (y (s))ds; 8t 2 [0; T ] ·

La fonction y est une solution classique de (3.3) si y(t) 2 D(A); t 2 [0; T ]; y

est continue sur [0; T ]; continument differentiable sur (0; T ) et satisfait (3.3)
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(voir [73], p. 126 & pp. 183-184).

La fonction F est globalement Lipschitzienne sur X: En effet, pour y,

z 2 X on a

kF (y)� F (z)k =



 hBy;J(y)ikyk2 1X�f0gBy � hBz;J(z)i

kzk2 1X�f0gBz





en effectuant le calcul on a

kzk2 kyk2 kF (y)� F (z)k �



hkzk2By; J(y)iy � hkzk2By; J(z)iy


 +


hkzk2By; J(z)iy � hkzk2By; J(z)iz


+


hkzk2By; J(z)iz � hkzk2Bz; J(z)iz


.

Or nous avons


hkzk2By; J(y)iy � hkzk2By; J(z)iy


 � L kzk2 kyk2 kBk2 ky � zk.



hkzk2By; J(z)iy � hkzk2By; J(z)iz


 � 


hkzk2By; J(z)iy


 ky � zk.



hkzk2By; J(z)iz � hkzk2Bz; J(z)iz


 � kBk kzk4 ky � zk.

Donc on peut conclure que F est Lipschitzienne. Ainsi le système

(3.3) admet une unique solution y(t) qui dépend de y0 et est définie pour

tout t � 0 par (voir [73], p. 185) :

y(t) = S(t)y0 +
Z t

0
S(t� s)F (y(s))ds; 8t 2 [0; T ] · (3.4)

De plus, en reformulant les techniques utilisées dans [12, 66], on a pour

T 2 [0; Tmax), la fonction F : t ! v (t)By (t) est continue, alors elle existe

une suite de fonctions (fn) � C1 ([0; T ] ; X) telle que :

fn ! F in (C0 ([0; T ] ; X) ; k:k1):

Considérons (yn) � C0 ([0; T ] ; X) vérifiant :

yn (t) = S (t) y0 +
Z t

0
S (t� s) fn (s) ds; 8t 2 [0; T ] : (3.5)

Pour y0 2 D (A),on a yn est une solution de l’équation (voir [73], p. 185) :

_yn (t) = Ayn (t) + fn (t) ; yn (0) = y0:

Avec l’hypothèse (H); la fonction k:k2 est Fréchet-différentiable, donc d’après
le Lemme 2.1.3, on a :

1
2
d
dt
kyn (t)k2 = h _yn (t) ; J (yn (t))i

= hAyn (t) ; J (yn (t))i+ hfn (t) ; J (yn (t))i
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Puisque A est dissipatif, on déduit que :

1

2

d

dt
kyn (t)k2 � hfn (t) ; J (yn (t))i · (3.6)

De plus, d’après (3.4) et (3.5) on a :

kyn (t)� y (t)k �
Z T

0
kfn(s)� F (s)k ds � T sup

t2[0;T ]
kfn(t)� F (t)k ; 8t 2 [0; T ]

Et du fait que (fn) converges uniformément vers F , on déduit que :

yn (t)! y (t) ; as n! +1 ·

En intégrant la relation (3.6), on trouve

kyn (t)k2 � kyn (s)k2 � 2
Z t

s
hfn (� ) ; J (yn (� ))i d�;80 � s � t � T:

d’ou en utilisant le théorème de la convergence dominée :

ky (t)k2 � ky (s)k2 � 2
Z t

s
hF (� ) ; J (y (� ))i d�;80 � s � t � T:

ou encore

ky(t)k2 � ky(s)k2 � 2
Z t

s

hBy(� ); J(y(� ))i2
ky(� )k2 1f��0: y(�)6=0g(� )d�; (3.7)

pour tout 0 � s � t � T et pour tout y0 2 X: En particulier, on a

ky(t)k � ky0k ;8t 2 [0; T ] · (3.8)

Le lemme suivant fournit une estimation qui sera utile pour établir la stabi-

lisation.

Lemme3.2.1 Soit A un opérateur qui génère un C0�semi-groupe de

contraction S(t). Soit B un opérateur linéaire borné. Alors pour tout

T > 0; la solution "mild" y(t) du système (3.3) vérifie l’estimation sui-

vante

Z T

0
jhBS(s)y(t); J(S(s)y(t))ij ds � Cky(t)k

 Z t+T

t

jhBy(s); J(y(s))ij2
ky(s)k2 1E(s)ds

! 1
2

(3.9)

où E := fs � 0= y(s) 6= 0g et C > 0:
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Preuve 3.2.1 On a

hBS(t)y0; J(S(t)y0)i = hBS(t)y0 �By(t); J(S(t)y0)i+

hBy(t); J(S(t)y0)� J(y(t))i+ hBy(t); J(y(t))i
alors

jhBS(t)y0; J(S(t)y0)ij � kBk kJ(S(t)y0)k kS(t)y0 � y(t)k+

kBk ky(t)k kJ(S(t)y0)� J(y(t))k+ jhBy(t); J(y(t))ij

� (1 + L) kBk ky0k kS(t)y0 � y(t)k+ jhBy(t); J(y(t))ij
La relation (3.4) donne

kS(t)y0 � y(t)k � kBk
Z T

0

jhBy(s); J(y(s))ij
ky(s)k 1E(s)ds:

De plus, en utilisant (3.8) on trouve
Z T

0
jhBy(t); J(y(t))ij dt � ky0k

Z T

0

jhBy(s); J(y(s))ij
ky(s)k 1E(s)ds:

On en déduit queR T
0 jhBS(t)y0; J(S(t)y0)ij dt
� ky0k (T kBk2 (1 + L) + 1)

R T
0

jhBy(s);J(y(s))ij
ky(s)k 1E(s)ds:

En utilisant l’inégalité H�older, on trouve la relation suivante :Z T

0
jhBS(t)y0; J(S(t)y0)ij dt

� ky0k (T 3
2 kBk2 (1 + L) +

p
T )
� Z T

0

jhBy(s); J(y(s))ij2
ky(s)k2 1E(s)ds

� 1
2 :

ensuite en remplaçant y0 par y(t) dans l’inégalité précédente et en utilisant

(3.8), on déduit que
Z T

0
jhBS(t)y(t); J(S(t)y(t))ij dt � Cky(t)k(

Z t+T

t

jhBy(s); J(y(s))ij2
ky(s)k2 1E(s)ds)

1
2 ;

où C = T
3
2 kBk2 (1 + L) +

p
T :

Dans la suite, nous supposons que l’espace d’état X peut s’écrire comme

somme directe de deux sous-espaces fermés X1 et X2 qui sont invariants pour

le semi-groupe S(t)

S(t)X1 � X1 et S(t)X2 � X2: (3.10)
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Notons par S1(t) et S2(t) les restrictions de S(t) à X1 et X2. Les opérateurs

S1(t) et S2(t) sont des C0�semi-groupes de X1 et X2 respectivement, et

soient A1 et A2 leurs générateurs. L’approche consiste ici à décomposer l’es-

pace d’état en deux sous-espaces appropriés, invariants par A et à étudier les

projections du système initial sur de tels sous-espaces comme exemple d’opé-

rateur A vérifiant cette propriété le cas où le spectre �(A) de A peut-être

décomposé en �(A) = �1(A) [ �2(A); où �1(A) = f� 2 �(A)=Re(�) � ��g
et �2(A) = f� 2 �(A)=Re(�) < ��g pour un certain � > 0; tel que �1(A) est

borné et puisse être séparé à partir de l’ensemble �2(A) tout au long d’une

courbe lisse (voir [84]).

Nous supposons en outre que

BXi � Xi ; i = 1; 2 (3.11)

de sorte que le système initial (3.1) induit sur X1 et X2 les systèmes suivants

d

dt
y1(t) = A1y1(t) + v(t)B1y1(t); y1(0) = y01 2 X1; (3.12)

et
d

dt
y2(t) = A2y2(t) + v(t)B2y2(t); y2(0) = y02 2 X2; (3.13)

respectivement, ou Bi est la restriction de B sur Xi:

Notons par Bi = �i �B; i = 1; 2 ou

�i : X ! Xi

y 7! yi; ou y = y1 + y2; yi 2 Xi; i = 1; 2:

Il est clair que si le système (3.1) est stabilisable, le sous-système (3.12) l’est

également. L’inverse est donné par le théorème suivant.

Théorème 3.2.1 Supposons que

(i) (3.10) et (3.11) sont vérifiées,

(ii) le semi-groupe S1(t) est de contraction et S2(t) est exponentielle-

ment stable,

(iii) il existe �; T > 0 tel queZ T

0
jhB1S1(t)�1; J(S1(t)�1)ij dt � � k�1k2 ; 8�1 2 X1: (3.14)

Alors il existe �1 > 0 tel que pour tout 0 < � < �1; le contrôle

v(t) = ��hB1y1(t); J(y1(t))i
ky1(t)k2

1ft�0=y1(t)6=0g (3.15)

stabilise exponentiellement (3.1).
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Preuve 3.2.2 L’opérateur en boucle fermée

F1 : z 7! ��hB1z; J(�1z)i
k�1zk2

B1z

est globalement Lipschitzien sur X, donc le système (3.1) contrôlé avec

v(t) = ��hB1y(t); J(�1y(t))i
k�1y(t)k2

1ft�0=�1y(t)6=0g

possède une unique solution globale y(t).

De plus, selon le Lemme 3.2.1, la solution y1(t) de (3.12) satisfait (3.9), donc

nous avons

Z T

0
jhB1S1(s)y1(t); J(S1(s)y1(t))ij ds �

Cky01(t)k
 Z t+T

t

jhBy1(s); J(y1(s))ij2
ky1(s)k2

1E1ds

! 1
2

(3.16)

où E1 = fs � 0=y1(s) 6= 0g et C > 0:

En appliquant (3.7) à la solution y1(t) du système (3.12), on obtient

ky1(t)k2 � ky1(s)k2 � 2
Z t

s
hF1(y1(� )); J(y1(� ))id� (3.17)

De (3.14) et (3.16), nous aurons

Z t+T

t

jhBy1(� ); J(y1(� ))ij2
ky1(� )k2

1f��0=y1(�)6=0gd� � � ky1(t)k2 ; 8t � 0; (3.18)

pour un certain � = �(�) > 0:

Prenons uk = ky1(kT )k2 ; 8k 2 N. posons s = kT et t = (k + 1)T dans

(3.18), nous obtenons

uk � uk+1 � 2
Z (k+1)T

kT

jhBy1(� ); J(y1(� ))ij2
ky1(� )k2

1f��0=y1(�)6=0gd�: (3.19)

Ensuite, en utilisant à nouveau (3.18) et le fait que ky1(t)k est décroissante,

on obtient

uk � uk+1 � 2�uk+1 (3.20)

ce qui donne

uk+1 � 1

1 + 2�
uk:

Donc

ky1(kT )k � rk ky01k ; où r =
1p

1 + 2�
: (3.21)
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Appliquant cette estimation pour la partie entière k = E( t
T
) de t

T
, on déduit

que

ky1(t)k � C1�
t ky01k ; 8t � 0; (3.22)

où C1 =
p
1 + 2� et � = r

1
T < 1; ce qui donne la stabilité exponentielle du

système (3.12) par le contrôle v(t):

D’autre part, il existe �; C2 > 0 tel que

ky1(t)k � C2e
��t ky01k ; 8t � 0: (3.23)

Nous étudions maintenant la convergence exponentielle de la composante

y2(t) de y(t).

Nous avons

kS2(t)k �Me��t; 8t � 0 ( pour M;� > 0): (3.24)

Puisque X2 est fermé, la projection �2 sur X2 est continue. Ainsi en utilisant

le fait que X2 est invariant par B, on déduit de (3.4)

y2(t) = S2(t)y02 +
Z t

0
v(� )S2(t� � )B2y2(� )d�; 8t � 0;

où B2 := �2B: donc

ky2(t)k �Me��t ky02k+M kB2k
Z t

0
e��(t��) jv(� )j ky2(� )k d�; 8t � 0:

Il découle de l’expression de v(t) que

ky2(t)k �Me��t ky02k+ �C3

Z t

0
e��(t��) ky2(� )k d�; 8t � 0;

pour C3 > 0. Posons g(t) = ky2(t)k e�t; alors cette dernière inégalité s’écrit

sous la forme :

g(t) �M ky02k+ �C3

Z t

0
g(� )d�; 8t � 0:

L’inégalité de Gronwall implique que

g(t) �M ky02k e�C3t;

d’ou

ky2(t)k �M ky02k e(�C3��)t:

Par conséquent, en prenant � > 0 tel que �C3 � � < 0, nous concluons que

ky(t)k � N ky0k e��t; 8t � 0

où N > 0 et � = min(�; � � �C3) > 0:
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Le résultat suivant traite le cas où dimX1 <1:

Corollaire 3.2.1 Supposons que dimX1 < 1; et que les conditions

(i) & (ii) du Théorème 3.2.1 sont vérifiées. Si de plus on a

hB1S1(t)�1; S1(t)�1i = 0; 8t � 0; =) �1 = 0; (3.25)

alors il existe �1 > 0 pour lequel le contrôle

v(t) = ��hB1y1(t); y1(t)i
ky1(t)k2

1ft�0=y1(t)6=0g (3.26)

stabilise exponentiellement (3.1) pour tout 0 < � < �1:

Preuve 3.2.3 Puisque dimX1 < 1; on a J = idX1 et le produit de dualité

peut être identifie avec le produit scalaire h:; :i dans l’espace Euclidien X1

(avec une norme associée désignée par k:k), de sorte que l’inégalité (3.14)

devient Z T

0
jhB1S1(t)y1; S1(t)y1ij dt � � ky1k2 ; 8y1 2 X1:

De plus puisque dimX1 < 1; cette dernière inégalité est équivalente à la

propriété d’observabilité faible (3.25). Ainsi le résultat découle du Théorème

3.2.1.

Dans le cas où X1 = X et X2 = f0g ; nous obtenons le résultat suivant.

Corollaire 3.2.2 Supposons que A génère un C0� semi-groupe S(t) de

contractions sur X, et que
Z T

0
jhBS(t)�; J(S(t)�)ij dt > � k�k2 ; 8� 2 X ( pour T; � > 0) · (3.27)

Alors il existe �1 > 0 pour lequel, le contrôle

v(t) = ��hBy(t); J(y(t))iky(t)k2 1ft�0=y(t) 6=0g (3.28)

stabilise exponentiellement (3.1) pour tout 0 < � < �1:

Remarque 3.2.1 L’estimation (3.14) est une généralisation de l’inéga-

lité d’observabilité exacte. En effet, si B1 = C�C définit sur un espace

d’Hilbert X1 pour un certain opérateur linéaire (output) C de X1 vers un

espace de sortie Y , alors on récupère l’inégalité d’observabilité exacte au

sens d’un système linéaire (c’est-à-dire l’observabilité exacte de la paire
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(C;A)). De plus, pour les EDP, une inégalité comme (3.27) peut être

vérifiée en utilisant les estimations de Carleman (voir par exemples [8,

30, 78]).De plus, dans le cas où X1 est de dimension finie, cette inégalité

peut être aussi vérifiée via une condition de rang (voir par exemple [81,

84]).

3.3 Robustesse du contrôle de stabilisation

Dans cette section, nous discutons la robustesse du contrôle de stabili-

sation (3.15) sous certaines classes de perturbations des paramètres du sys-

tème (3.1), à savoir la dynamique A et l’opérateur de contrôle B. Ici, nous

considérerons des perturbations de même nature que l’opérateur soumis à

la perturbation. Plus précisément, les perturbations de la dynamique seront

supposées relativement bornées, tandis que celles de l’opérateur de contrôle

seront supposées bornées.

3.3.1 Perturbation de la dynamique

Considérons le système suivant, qui est la version perturbée de (3.1) sur

sa dynamique. 8<
: y0(t) = (A+ P )y(t) + v(t)By(t)

y(0) = y0
(3.29)

avec une perturbation P 2 L(D(A); X); i.e., P : D(A) ! X est linéaire,

D(A) � D(P ) et il existe �; � > 0 vérifiant kPxk � � kxk + � kAxk ;8x 2
D(A):

Définissons le paramètre suivant (pour un certain T > 0)

LP = supf
� Z T

0
kPS(t)xk2 dt

�1=2
= x 2 D(A) and kxk = 1g;

et considérons l’opérateur AP := A+ P .

Soit l’ensemble des perturbations suivant :

� = fP 2 L(D(A); X)=LP est fini ; AP est dissipatif et PXi � Xi i = 1; 2g:

On peut remarquer que � est un espace vectoriel et que tout P apparte-

nant à � est admissible par rapport à S(t):(ie) il existe 
 > 0 telle que
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R T
0 kPS(t)xk2 dt � 
 kxk2 ;8x 2 X; (voir [29, 60] ). De plus, en utilisant la

propriété de superposition du semi-groupe S(t), on peut montrer que si LP

est fini pour un certain T1 > 0, alors il est fini pour tout T > 0. En effet si

T � T1 LP est fini pour T et dans le cas où T1 � T on utilise les propriétés

de semi groupe T = nT1 + T2 avec T2 � T1.

Il est donc possible de prendre le même T dans les inégalités (3.14), que nous

considérerons dans la suite.

Dans le résultat suivant, nous montrerons que le contrôle (3.15) reste sta-

bilisant pour le système (3.1) contre les perturbations P 2 � de "petite

amplitude".

Théorème 3.3.1 Supposons que les hypothèses du Théorème 3.2.1 sont

vérifiées. Alors il existe 0 < 
 < 1 tel que pour tout P 2 � satisfaisant

LP � 
; le contrôle

v(t) = ��hB1y1(t); J(y1(t))i
ky1(t)k2

1ft�0=y1(t)6=0g (3.30)

stabilise exponentiellement le système perturbé (3.29) pour chaque 0 <

� < �1, où �1 > 0 est indépendant de la perturbation P:

Preuve 3.3.1 Soit P 2 �: L’opérateur AP = A + P; de domaine D(A);

génère un C0-semi-groupe T (t) de contraction sur X pour LP < 1 (voir [28],

p. 199). En outre, le semi-groupe T (t) induit deux semi-groupes T1(t) et T2(t)

sur X1 et X2 respectivement. De plus, si P = P1+P2 est la décomposition de

P sur la somme directe X = X1�X2 de X; alors les opérateurs APi; i = 1; 2

sont dissipatifs et les semi-groupes T1(t) et T2(t) sont de contractions.

Puisque Xi; i = 1; 2 sont fermés dans X, alors il existe une constante k > 0

indépendante de P telle que

kPik � k kPk ; i = 1; 2: (3.31)

De plus, T2(t) est exponentiellement stable pour LP < 
1 = 1
2�

(voir [72],

Théorème 2), ou

� = supf
� Z +1

0
kS2(t)xk2 dt

�1=2
= x 2 D(A2) et kxk = 1g;

qui est finit car le semi-groupe S2(t) est exponentiellement stable.

Maintenant nous allons vérifier que l’estimation (3.14) est robuste sous la
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perturbation P1:

De la formule (3.4), on a

S1(t)y01 = T1(t)y01 �
Z t

0
T1(t� s)P1S1(s)y01ds:

En utilisant (3.8) et (3.31), on trouve

kS1(t)y01 � T1(t)y01k �
Z t

0
kP1S1(s)y01k ds �

p
TkLP ky01k ; 8t 2 [0; T ]:

(3.32)

Maintenant un calcul simple donne

hB1T1(t)y01; J(T1(t)y01)i
= hB1S1(t)y01; J(S1(t)y01)i+ hB1S1(t)y01; J(T1(t)y01)� J(S1(t)y01)i
+ hB1

R t
0 T1(t� s)P1S1(s)y01ds; J(T1(t)y01)� J(S1(t)y01)i

+ hB1

R t
0 T1(t� s)P1S1(s)y01ds; J(S1(t)y01)i:

donc

jhB1T1(t)y01; J(T1(t)y01)ij
� jhB1S1(t)y01; J(S1(t)y01)ij � jhB1S1(t)y01; J(T1(t)y01)� J(S1(t)y01)ij
�
���hB1

R t
0 T1(t� s)P1S1(s)y01ds; J(T1(t)y01)� J(S1(t)y01)i

���
�
���hB1

R t
0 T1(t� s)P1S1(s)y01ds; J(S1(t)y01)i

��� :
En intégrant sur l’intervalle [0; T ]; on obtient via (3.32), l’inégalité suivante

Z T

0
jhB1T1(t)y01; J(T1(t)y01)ij dt ��

� � (L kB1k+
p
TLk kB1kLP + L kB1k)kT 3=2LP

�
ky01k2 :

D’ou,
Z T

0
jhB1T1(t)y01; J(T1(t)y01)ij dt � �0 ky01k2 ;

avec �0 = � �
�
L kB1k+

p
TLk kB1kLP +L kB1k

�
kT 3=2LP ; où 0 < LP < 
2

pour un certain 
2 > 0 indépendant de P et assez petit .

Par conséquent, selon le Théorème 3.2.1, le système perturbé (3.29) est ex-

ponentiellement stabilisable par le contrôle (3.30) pourvu que 0 < LP <


 := inf(1; 
1; 
2):
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3.3.2 Perturbation de la dynamique et de l’opérateur de

contrôle

Ici, nous allons étudier la stabilisation exponentielle du système perturbé

suivant 8<
: y0(t) = APy(t) + v(t)BQy(t)

y(0) = y0
(3.33)

où AP = A + P et BQ = B + Q pour P et Q appartenant respectivement

aux ensembles suivants de perturbations admissibles :

� = fP 2 L(D(A); X)=AP est dissipatif et PXi � Xi; i = 1; 2g et � =

fQ 2 L(X)= QX1 � X1 g:

Théorème 3.3.2 Considérons les hypothèses du Théorème 3.2.1. Alors

il existe 0 < 
 < 1 et � > 0 tel que pour tout P 2 � et Q 2 � vérifiant

LP � 
 et kQk < �; le contrôle feedback

v(t) = ��h(B1 +Q1)y1(t); J(y1(t))i
ky1(t)k2

1ft�0=y1(t)6=0g (3.34)

stabilise exponentiellement le système perturbé (3.33) pourvu que 0 <

� < �1, où �1 > 0 est indépendant de P et Q:

Preuve 3.3.2 Afin d’appliquer le résultat du Théorème 3.3.1, il suffit de

montrer que
Z T

0
jh(B1 +Q1)T1(t)y01; J(T1(t)y01)ij dt � � ky01k2 ; 8y01 2 X1;

pour certains �; T > 0; où T1(t) est un semi-groupe généré par l’opérateur

A1 + P1 (la restriction de A+ P sur X1).

Pour tout y1 2 X1, on a

Z T

0
jh(B1 +Q1)T1(t)y01; J(T1(t)y01)ij dt �

Z T

0
jhB1T1(t)y01; J(T1(t)y01)ij dt�Z T

0
jhQ1T1(t)y01; J(T1(t)y01)ij dt

� (�0 � kQ1kT ) ky01k2

où �0 est la constante donnée dans la preuve du Théorème 3.3.1.

Donc, en prenant � = �0

T
et 
 comme dans le Théorème 3.3.1, nous obtenons

le résultat cherché.
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Nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.1 Supposons que les hypothèses du Corollaire 3.2.2 sont

vérifiées. Alors il existe 0 < 
 < 1 et � > 0 tel que pour chaque P 2 � et

Q 2 � vérifiant LP � 
 et kQk < �; le contrôle de type feedback

v(t) = ��h(B +Q)y(t); J(y(t))i
ky(t)k2 1ft�0=y(t)6=0g

stabilise exponentiellement le système perturbé (3.33) pour 0 < � < �1,

où �1 > 0 est indépendant de P et de Q:

3.4 Exemples

Exemple 3.4.1 Considérons le système suivant8>>>>>><
>>>>>>:

't(x; t) = �'x(x; t) + v(t)a(x)'(x; t); (x; t) 2 (0;+1)2

�t(x; t) = �xx(x; t) + v(t)b(x)�(x; t); (x; t) 2 (0; 1)� (0;+1)

'(0; t) = 0; t � 0

�(0; t) = �(1; t) = 0; t � 0

(3.35)

où (a; b) 2 L1(0;+1)� L1(0; 1); a(x) � a0 > 0; a.e. x 2 (0;+1):

Soit y(t) = ('( · ; t); �( · ; t)) 2 X := Lp(0;+1) � L2(0; 1) avec p > 1, on

obtient le système suivant

y0(t) = Ay(t) + v(t)By(t); y(0) = ('( · ; 0); �( · ; 0)) 2 X;

où l’opérateur de contrôle est donné par B =

0
@ 1 0

0 1

1
A et la dynamique

est définie par A = (
� @

@x
0

0 @2

@x2

) dans le domaine D(A) = D1 � D2; où

D1 = fy1 2W 1;p(0;+1); y1(0) = 0g et D2 = H1
0(0; 1) \H2

0(0; 1):

L’application dualité J est Lipschitzienne sur Lp(0;+1) et est donnée

par la formule suivante (voir[9], p. 82)

J(�) =

( j�jp�2
k�kp�2 �

)
;8� 2 Lp(0;+1)

pour 1
p
+ 1

q
= 1; on a

hy; J(�)i =
Z +1

0

j�jp�2 (s)
k�kp�2 �(s)y(s)ds; 8� 2 Lp(0;+1); 8y 2 Lq(0;+1):
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Ici, on a X = X1
L
X2 avec X1 = Lp(0;+1)�f0g et X2 = f0g�L2(0; 1):

De plus, l’opérateur A génère le semi-groupe

S(t) =

0
@ S1(t) 0

0 S2(t)

1
A ;

où S1(t) est le semi-groupe généré par A1 = � @
@x
; D(A1) = D1 et S2(t)

par A2 = @2

@x2
; D(A2) = D2 (voir [28], p. 34). De plus, il est clair que

BX1 � X1 et on a B1 =

0
@ 1 0

0 0

1
A : Ainsi les hypothèses du Théorème

3.2.1 peuvent être facilement vérifiées. Nous concluons la stabilisation

exponentielle du système (3.35) par le contrôle

v(t) = ��
R+1
0 a(x)j'(x; t)jpdxR+1

0 j'(x; t)jpdx 1E1(t);

où E1 = ft � 0; '( · ; t) 6= 0g pour un gain � > 0 qui est assez petit. En

d’autres termes, le système couplé suivant est exponentiellement stable :
8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

't(x; t) = �'x(t)� �
R +1

0
a(x)j'(x;t)jpdxR +1

0
j'(x;t)jpdx a(x)1E1(t)'(x; t); (x; t) 2 (0;+1)2

�t(x; t) = �xx(x; t)� �
R +1

0
a(x)j'(x;t)jpdxR +1

0
j'(x;t)jpdx b(x)1E1(t) �(x; t); (x; t) 2 (0; 1)� (0;+1)

'(0; t) = 0; t � 0

�(0; t) = �(1; t) = 0; t � 0

Ci-dessous, on prend p = 3=2 pour lequel on trace l’état stabilisé corres-

pondant à a(x) = 1 et b(x) = 1(0:25;0:5); '0(x) = xe�x et �0(x) = x(1 � x):

Dans ce cas, la commande de stabilisation est v(t) = ��1ft�0: '(t)6=0g et

la norme de l’état est donnée par :

k('(t); �(t))k =
 Z +1

0
j'(x; t)j3=2dx

!2=3

+

 Z 1

0
�(x; t)2dx

!1=2

:
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Figure 3.1 – Evolution de k('(t); �(t))k pour � = 0:1 (en rouge) et � = 0:01

(en bleu).
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Exemple 3.4.2 Soit 
 = (0;+1) et considérons le système suivant8>>><
>>>:
yt( · ; t) = �yx( · ; t) + v(t)By( · ; t); dans 
� (0;+1)

y(0; t) = 0; dans (0;+1)

y( · ; 0) = y0 2 Lp(
); dans 


(3.36)

où yt( · ; t) et yx( · ; t) sont les dérivées partielles, le paramètre v(t) 2 R est

le contrôle et la solution correspondante y( · ; t) 2 X est l’état. De plus,

l’opérateur A = � @
@x

de domaine D(A) = fy 2W 1;p(
); y(0) = 0g génère

un semi-groupe de contraction S(t) sur l’espace d’état X = Lp(
); p > 1

(voir [28], p. 34), l’opérateur de contrôle est donné par B(y) = hy �
hy; kig; pour tout y 2 X; où h 2 L1(
); k 2 Lq(
) et g 2 Lp(
) avec
1
p
+ 1

q
= 1: B est un opérateur linéaire borné de Lp(
).

Dans la suite, nous supposons que h � c > kgkp kkkq ; où k · kp désigne

la norme naturelle de Lp(
): Alors à partir de la définition de J nous

avons pour tout y 2 X
hhy; J(y)i =

R+1
0 h(s)y(s) jy(s)j

p�2

kykp�2 y(s)ds

� c
R+1
0

jy(s)jp
kykp�2ds = c kyk2

et
jhg; J(y)ij � kgkp kJ(y)kq

= kgkp kyk
donc

hBy; J(y)i � hhy; J(y)i � jhg; J(y)ij jhk; yij
� (c� kgkpkkkq) kyk2

On en déduit que

hBS(t)y; J(S(t)y)i � � kS(t)yk2 ;8t � 0; 8y 2 X; (� = (c� kgkp kkkq) > 0):

Mais, nous savons que kS(t)yk = kyk pour tout t � 0; ce qui nous per-

met d’obtenir (3.27) à partir de la dernière inégalité. En appliquant

le corollaire 3.2.2, nous en déduisons que (3.36) est exponentiellement

stabilisable.

Comme indiqué dans la Remarque 3.2.1, , la stabilisation par rapport

à la topologie d’un espace d’état qui est un Banach peut améliorer la

vitesse de convergence fournie par la stabilisation dans un espace de

Hilbert. Pour clarifier cela, nous traçons les états stabilisés correspon-

dant à y0 = 10xe�x; p = 3=2 et p = 2.
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Figure 3.2 – Evolution de ky(t)k2 pour p = 3=2 (courbe noire) et p = 2

(courbe bleue).

52 CHAPITRE 3.



3.4. EXEMPLES

Cette figure montre que la stabilisation dans l’espace de Banach

Lp(
) avec p = 3=2 est plus rapide que la stabilisation dans l’espace

de Hilbert L2(
).

Examinons maintenant la propriété de robustesse du contrôle stabilisa-

teur. Considérons le système perturbé suivant :
8>>><
>>>:
yt( · ; t) = �yx( · ; t) + v(t)

�
(h+ �)y( · ; t)� hy( · ; t); kig

�
� �p

x
y( · ; t);

y(0; t) = 0;

y( · ; 0) = y0 2 L1(
);

(3.37)

Ici, pour chaque � > 0; on a P (y) = � �p
x
y et Q(y) = �y: Nous pouvons

vérifier que P est A�borné et dissipatif (voir [68]), et que Q est un opé-

rateur borné de X: Ainsi, d’après le corollaire 3.3.1, le système perturbé

(3.37) reste exponentiellement stable sous les perturbations P et Q pour

un � > 0 assez petit.

Examinons maintenant notre approche de stabilisation ainsi que la ro-

bustesse du contrôle stabilisant face aux perturbations P et Q:

Ceci est illustré dans la figure suivante pour p = 3; � = 0:1 et � = 0:01:
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Figure 3.3 – Temps d’évolution de ky(t)k2 sans perturbations (courbe

noire), avec perturbations (courbe bleue et verte ).
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3.5. CONCLUSION

A partir de cette figure, nous pouvons voir que le contrôle considéré

(normalisé) se traduit par une stabilité rapide, et que la stabilité obtenue

est maintenue sous les perturbations P et Q correspondant à � > 0 assez

petit.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la stabilisation exponentielle des

systèmes bilinéaires contrôlés évoluant dans un espace d’état réflexif. En uti-

lisant une décomposition adéquate de l’espace d’état, nous avons formulé des

conditions suffisantes en terme d’inégalités d’observabilité pour garantir la

stabilisation exponentielle. La question de robustesse est également abordée.
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Chapitre 4

Stabilisation forte des systèmes

bilinéaires

4.1 Introduction

Nous étudions dans ce chapitre la stabilité forte par retour d’état, selon

que l’espace d’état X est réflexif ou non, et nous illustrons les résultats

obtenus par des exemples.

Considèrerons le système bilinéaire suivant :

8<
: y0 (t) = Ay (t) + u (t)By (t) ; t > 0

y (0) = y0
(4.1)

où X est un espace de Banach réel, A est un opérateur non borné de domaine

D(A); B : X ! X est un opérateur linéaire borné et la fonction u (t) est le

contrôle.

Tout au long de ce chapitre, on suppose que A génère un C0�semi-groupe

S(t) de contraction sur X.

4.2 Stabilisation forte

Dans cette section, nous nous intéresserons à la stabilisation forte du

système (4:1) : Pour cela, considérons le contrôle de type feedback suivant :

u (t) = hy (t) ; By (t)i+ =: � sup
y�(t)2J(y(t))

hBy (t) ; y� (t)i : (4.2)
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4.2. STABILISATION FORTE

Nous commençons cette section par rappeler que pour une fonction convexe,

f : X ! R[f+1g; le sous différentiel de f au point x0 2 dom(f) est défini

par :

@f (x0) =

(
x� 2 X� : hx�; x� x0i � f (x)�f (x0) ; 8x 2 dom(f)

)
: (4.3)

On a le resultat suivant

Lemme4.2.1 [42].

Si une fonction convexe f est continue au point x 2 dom(f), alors les

assertions suivantes sont vérifiées.

(i) f 0 (x; · ) est une fonction sous linéaire continue sur X, ie

(ii) Pour tout y 2 X, f 0 (x; y) = supfhx�; yi : x� 2 @f (x)g et le sup

est atteint en un point x�.

On peut montrer le lemme suivant :

Lemme4.2.2 La fonction f : X ! R définie par

f (y) = � sup
y�2J(y)

hBy; y�iBy (4.4)

est localement Lipschitzienne. De plus, le sup qui apparait dans (4:4) est

atteint en un point y�:

Preuve 4.2.1 Soit g (x) = 1
2
kxk2. Alors le sous différentiel @g de l’applica-

tion convexe g n’est autre que l’application dualité J associée à la norme k:k.
D’après le Lemme 4.2.1, la fonction définie par :

h (y) = � sup
y�2J(y)

hBy; y�i ; pour tout y 2 X

est une fonction sous linéaire continue sur X, donc elle est localement Lip-

schitzienne. Par conséquent, encore une fois d’après le lemme 4.2.1, h atteint

son maximum en un point y�.

De plus, puisque B est un borné, la fonction f est localement Lipschitzienne.

Ceci complète la preuve.

Lemme4.2.3 Soit A un générateur infinitésimal d’un C0� semi-groupe

de contraction S (t) et soit B un opérateur linéaire borné. Supposons que

l’espace d’état X soit séparable. Donc sous le contrôle (4:2) ;
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1. le système (4:1) admet une unique solution "mild" y (t) qui est

globale.

2. Supposons que pour une fonction k : R2
+ ! R+ croissante par

rapport à chaque variable separément et telle que, pour tous y,

z 2 X et pour tout y� 2 J (y) ; z� 2 J (z) ; on a

jhBy; y�i � hBz; z�ij � k (k y k; k z k) ky � zk : (4.5)

Alors pour T > 0; la solution y (t) du système (4:1) satisfait l’estimation

suivante

Z T

0

���hS (s) y0; BS (s) y0i+
��� ds � C

 Z T

0

���hy (s) ; By (s)i+
���2 ds

! 1
2

(4.6)

où C = C (ky0k) est une fonction croissante en ky0k :

Preuve 4.2.2 D’après le Lemme 4.2.2, on déduit que la fonction donnée par

f (y) = � sup
y�2J(y)

hBy; y�iBy est localement Lipschitzienne sur X. Alors, il

existe une unique solution faible locale de (4:1) sur un intervalle maximal

[0; Tmax) ; (voir [74], page 185) qui satisfait la formule de la variation de la

constante suivante

y (t) = S (t) y0 +
Z t

0
S (t� s) f (y (s)) ds: (4.7)

Le reste de la preuve se compose de plusieurs étapes.

Soit T 2 [0; Tmax) et y0 2 D (A). On remarque que F : t ! f (y (t)) =

u (t)By (t) est continue, on peut trouver une suite (Fn) 2 C1 ([0; T ] ; X) telle

que Fn ! F dans (C0 ([0; T ] ; X) ; k:k1) uniformément sur [0; T ].

Considérons maintenant les fonctions yn 2 C0 ([0; T ] ; X) données par :

yn (t) = S (t) y0 +
Z t

0
S (t� s)Fn (s) ds; 8t 2 [0; T ] : (4.8)

D’une part, en combinant (4:7) et (4:8) on obtient pour tout t 2 [0; T ]

kyn (t)� y (t)k � R T
0 kFn (s)� F (s)k ds;

� T sup
t2[0;T ]

kFn (t)� F (t)k

Par construction, Fn converge uniformément vers F , et donc yn (t) ! y (t)

lorsque n! +1:
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D’autre part, on a d’après ([74], page 185) que yn est une solution classique

du système suivant :
8<
: y0n (t) = Ayn (t) + Fn (t) ; t > 0

yn (0) = y0

En utilisant le lemme 2.1.3, on a pour tout y�n (t) 2 J (yn (t))

1
2

d
dt
kyn (t)k2 = hy0n (t) ; y�n (t)i

� hFn (t) ; y�n (t)i
(4.9)

En tenant compte du fait que A est un opérateur dissipatif, et en intégrant

(4:9) on obtient

kyn (t)k2 � kyn (s)k2 � 2
Z t

s
hFn (� ) ; y�n (� )i d� (4.10)

pour tout 0 � s � t � T et tout y�n (� ) 2 J (yn (� )), � 2 [s; t].

Puis, dans (4:2), on choisit y�n (� ) 2 J (yn (� )) tel que u (� ) =

�hByn (� ) ; y�n (� )i, ce qui donne

kyn (t)k2 � kyn (s)k2 � �2
Z t

s
jhByn (� ) ; y�n (� )ij2 d�: (4.11)

D’ou

kyn (t)k2 � kyn (s)k2 pou tout 0 � s � t � T: (4.12)

On trouve quand n! +1 l’inégalité

ky (t)k � ky0k pour tout 0 � t � T: (4.13)

Puisque, D (A) est dense, alors pour tout y0 2 X

ky (t)k � ky0k pou tout 0 � t � T: (4.14)

Donc, la solution y (t) est globale (i.e. tmax = +1).

Montrons maintenant l’estimation (4.6).

A partir de l’étape ci-dessus, nous avons

lim
n!+1 yn (t) = y (t) et y�n (t) 2 J (yn (t)) pour tout n · (4.15)

En appliquant le Lemme 4.2.1, nous en déduisons que l’application de dualité

x 7! J (x) est localement bornée, et donc la suite (y�n (t)) est bornée.En tenant
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compte de la séparabilité de X et du fait que J (:) est faiblement étoile fermé

(voir [23]), on déduit qu’il existe une sous-suite
�
y�nk (t)

�
dans J (ynk (t)) qui

converge faiblement étoile vers y� (t) 2 J (y (t)) quand k! +1.

En considérant les sous-suites mentionnées, on obtient de (4:11) que pour

tout 0 � s � t � T

kynk (t)k2 � kynk (s)k2 � �2
Z t

s

���DBynk (� ) ; y�nk (� )
E���2 d�: (4.16)

En se basant sur (4:8), on déduit via l’inégalité de Gronwall que yn (t) est

uniformément bornée. Par conséquent, lorsque k ! +1, en appliquant le

théorème de la convergence dominée on trouve que pour tout 0 � s � t � T

ky (t)k2 � ky (s)k2 � �2
Z t

s
jhBy (� ) ; y� (� )ij2 d� (4.17)

avec y� (� ) 2 J (y (� )), pour tout � 2 [0; T ].

Soit y� (t) 2 J (y (t)) tel que

hBy; yi+ = �hBy (t) ; y� (t)i (4.18)

et soit (S (t) y0)
� 2 J (S (t) y0) tel que

hBS (t) y0; (S (t) y0)i+ = �hBS (t) y0; (S (t) y0)
�i (4.19)

De (4:2) et (4:5), on déduit que

jhBS (t) y0; (S (t) y0)
�ij � jhBS (t) y0; (S (t) y0)

�i � hBy (t) ; y� (t)ij

+ jhBy (t) ; y� (t)ij

� k (k S (t) y0 k; k y (t) k) kS (t) y0 � y (t)k

+ jhBy (t) ; y� (t)ij ;
(4.20)

puisque k S (t) y0 k�k y0 k (due à la contraction du semi-groupe S (t)), il

s’en suit que

k (k S (t) y0 k; k y (t) k) � k (k y0 k; k y (t) k) ; (4.21)

car, k est croissante par rapport à la première variable.

Encore une fois, puisque k est croissante par rapport à la deuxième variable,

on obtient de (4:5) et (4:14)

k (k S (t) y0 k; k y (t) k) � k (k y0 k; k y0 k) ; 8t � 0: (4.22)
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En Combinant (4:20), (4:21) et (4:22) on trouve la relation

jhBS (t) y0; (S (t) y0)
�ij � kky0k kS (t) y0 � y (t)k+ jhBy (t) ; y� (t)ij (4.23)

où kky0k = k (k y0 k; k y0 k) est une constante qui dépend seulement de k y0 k.
D’autre part, pour tout 0 � t � T , la formule de variation de la constante

donne :

ky (t)� S (t) y0k � kBk ky0k
Z T

0
jhBy (s) ; y� (s)ij ds; (4.24)

avec,

hBy; yi+ = �hBy (s) ; y� (s)i :
En insérant l’inégalité précédente dans (4:23) on arrive à

jhBS (t) y0; (S (t) y0)
�ij � kky0k kBk ky0k

Z T

0

���DBy (s) ; y (s)�E��� ds+jhBy (t) ; y� (t)ij :
(4.25)

Maintenant, en intégrant la dernière formule, on trouveZ T

0
jhBS (s) y0; (S (s) y0)

�ij ds � kky0k kBk ky0kT
Z T

0
jhBy (s) ; y� (s)ij ds+Z T

0
jhBy (s) ; y� (s)ij ds:

Et en utilisant l’inégalité de Hölder, on obtient :

Z T

0
jhBS (s) y0; (S (s) y0)

�ij ds � C

 Z T

0
jhBy (s) ; y� (s)ij2 ds

! 1
2

; (4.26)

où

C = kky0kT
3
2 kBk ky0k+ T

1
2 :

En utilisant enfin les constructions (4:18) et (4:19), on déduit de (4:26) l’es-

timation souhaitée (4:6) ce qui complète la preuve du théorème.

Maintenant, nous présentons la stabilisation forte du système considéré.

Théorème 4.2.1 Soit A un opérateur générant un C0-semi-groupe S(t)

de contraction sur X, et soit B un opérateur linéaire borné. Supposons

que les assertions suivantes sont vérifiées :

1. il existe une fonction k : R2
+ ! R+croissante par rapport à chaque

variable séparément telle que : pour tout y, z 2 X et pour tout

y� 2 J (y) ; z� 2 J (z)

jhBy; y�i � hBz; z�ij � k (k y k; k z k) ky � zk ; (4.27)
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2. il existe �; T > 0 tels que
Z T

0

���hS (t) y;BS (t) yi+
��� dt � � kyk2 ; 8y 2 X: (4.28)

Alors le contrôle (4:2) stabilise fortement le système (4:1), avec l’esti-

mation

ky (t)k = O
�
t
1
2

�
; quand t! +1: (4.29)

Preuve 4.2.3 Soit B un opérateur linéaire borné satisfaisant toutes les hy-

pothèses du théorème. Tout d’abord, remarquons que d’après la preuve du

Lemme 4.2.3 et l’inégalité (4:16), on a

Pour tout 0 � s � t � T et pour tout y�nk (� ) 2 J (ynk (� )) on a

kynk (t)k2 � kynk (s)k2 � �2
Z t

s

���DBynk (� ) ; y�nk (� )
E���2 d�: (4.30)

D’une part, on a J = @g avec g (x) = 1
2
k x k2 alors on obtient

lim sup
k!+1

g0 (ynk (� ) ; Bynk (� )) = lim sup
k!+1

g� (ynk (� ) ; Bynk (� ))

= g� (y (� ) ; By (� ))

= g0 (y (� ) ; By (� ))

(4.31)

D’autre part, prenons y�nk (� ) 2 J (ynk (� )) tel que

hynk (� ) ; Bynk (� )i+ = �hBynk (� ) ; y�nk (� )i

on a g0 (ynk (� ) ; Bynk (� )) = hBynk (� ) ; y�nk (� )i.
En tenant compte du fait que lim sup

k!+1
ynk (� ) = y (� ) et que y�nk (� ) converge

faiblement étoile vers y� (� ) (voir (4:15)),on déduit que

g0 (y (� ) ; By (� )) = hBy (� ) ; y� (� )i (4.32)

Donc

lim inf
k!+1

hBynk (� ) ; ynk (� )i+ = �hBy (� ) ; y� (� )i: (4.33)

En utilisant la formule (4:8), on déduit via l’inégalité de Gronwall que yn (t)

est uniformément bornée dans [0; T ]. Par suite, en combinant (4:30), (4:31)

et (4:32) , on obtient pour k ! +1 grâce au théorème de la convergence

dominée que pour tout 0 � s � t � T

ky (t)k2 � ky (s)k2 � �2
Z t

s

���hy (� ) ; By (� )i+
���2 d�: (4.34)
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Deuxièmement, en utilisant le Lemme 4.2.3, on a

Z T

0

���hS (s) y0; BS (s) y0i+
��� ds � C

 Z T

0

���hy (s) ; By (s)i+
���2 ds

! 1
2

: (4.35)

Ceci donne via (4:28)

� ky0k2 � C(
Z T

0

���hy (s) ; By (s)i+
���2 ds) 12 :

La dernière inégalité est valable pour tout y0, donc en remplaçant y0 par y (t)

et en utilisant la propriété de superposition on déduit que

� ky (t)k2 � C

 Z T

0

���hy (s+ t) ; By (s+ t)i+
���2 ds) 12

!

donc

� ky (t)k2 � C

 Z t+T

t

���hy (s) ; By (s)i+
���2 ds) 12

!
:

Posons vk = ky (kT )k2 , k 2 N, on trouve l’inégalité :

�vk � C

 Z (k+1)T

kT

���hy (s) ; By (s)i+
���2 ds) 12

!
(4.36)

Maintenant, posons s = kT et t = (k + 1)T dans (4:34), nous obtenons

2
Z (k+1)T

kT

���hy (� ) ; By (� )i+
���2 d� � vk � vk+1: (4.37)

Donc (4:36) et (4:37) sont vérifiées.

2�2v2k � C2 (vk � vk+1) :

Cette inégalité, associée au fait que vk est une suite positive et décroissante,

donne

vk+1 + �v2k+1 � vk; avec � = 2
�2

C2
:

Ceci nous permet de conclure à partir du Lemme 2.1.4 que

vk = O
�
1

k

�
:

Puisque k y (t) k2 décroît avec le temps, on obtient

k y (t) k2 = O
�
1

t

�
quand t! +1;

ce qui complète la preuve du théorème.
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Nous étudions maintenant le problème de stabilisation forte du système

(4.1) dans le cas d’un espace réflexif.

On considère l’hypothèse suivante :

(H) : J est continue Lipschitzienne,

alors J est univoque et l’application x ! J(x) est Lipschitzienne de X

vers X� (voir [88]). il existe plusieurs caractérisation de l’hypothèse (H). De

plus, sous (H) on a k · k2 est Fréchet-différentiable et X est réflexive (voir

[31, 32, 37]).

Dans ce cas le contrôle (4.2) s’écrit :

u (t) = �hBy (t) ; J (y (t))i : (4.38)

On peut alors démontrer le corolaire suivant :

Corollaire 4.2.1 Supposons que l’hypothèse (H) est vérifiée et que :

9 �; T > 0 =
Z T

0
jhBS (t) y; J (S (t) y)ij dt � � kyk2 ; 8y 2 X: (4.39)

Alors le contrôle (4.38) stabilise fortement le système (4.1) avec l’esti-

mation :

ky (t)k = O
�
t
�1
2

�
; quand t! +1: (4.40)

Preuve 4.2.4 L’estimation du Lemme 4.2.3 combiné avec (4.39) donne :

� ky0k2 � C

 Z T

0
jhBy (s) ; J (y (s))ij2 ds

! 1
2

;

où C = C (ky0k) est une fonction décroissante de ky0k :
Alors, en remplaçant y0 par y (t) dans l’inégalité précédente on obtient , via

la propriété de superposition des propriétés de la solution :

� ky (t)k2 � C

 Z T

0
jhBy (s+ t) ; J (y (s+ t))ij2 ds

! 1
2

où C = C (ky0k) (rappelons que ky (t)k � ky0k et que C est décroissante par

rapport à ky0k).
Donc

� ky (t)k2 � C

 Z t+T

t
jhBy (s) ; J (y (s))ij2 ds

! 1
2

:
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Soit uk = ky (kT )k2, k 2 IN On déduit que :

�uk � C

 Z (k+1)T

kT
jhBy (s) ; J (y (s))ij2 ds

! 1
2

: (4.41)

En appliquant l’inégalité (4.34) pour s = kT et t = (k + 1)T , on obtient :

2
Z (k+1)T

kT
jhBy (� ) ; J (y (� ))ij2 d� � uk � uk+1

Les deux dernières inégalités impliquent

2�2u2k � C2(uk � uk+1):

Puisque (uk) décroit, on déduit que :

uk+1 + �u2k+1 � uk; � = 2
�2

C2
·

Maintenant on applique le résultat du Lemme 2.1.6 avec

v (x) = �x2; x 2 [0;+1[ :

On remarque que v(s) est équivalent à Cs2; C > 0 au voisinage de l’origine.

Introduisons la fonction suivante :

w(t) = �
Z t

u0

ds

v(s)
; t > 0;

qui décroit de w(0+) = +1 à w(u0) = 0.

Alors la fonction définie par :

x(t) = w�1(t); t > 0

décroit vers 0, quand t! +1; et par suite on a

v(x(t)) � Cx(t)2; quand t! +1:

Donc on peut conclure que la fonction

x(t) = w�1(t); t > 0

est l’unique solution de l’équation :

d

dt
x (t) + v (x (t)) = 0; x (0) = u0:
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Donc on a :

_x(t) � �Cx(t)2; t! +1;
pour une constante C > 0.

Par suite on a

x(t) = O(1=t); t! +1:
Donc en utilisant le Lemme 2.1.6 nous aurons

uk = O(1=k):

Et puisque ky(t)k décroit, alors on a le résultat cherché :

ky(t)k2 = O(1=t); quand t! +1:

Remarque 4.2.1 Dans le cas où X est un espace de Hilbert, on retrouve

le résultat de [64].

4.3 Stabilisation via la décomposition de l’es-

pace d’état

Dans cette section, on suppose que l’espace d’état X peut être écrit

comme somme directe de deux sous espaces fermés X1 et X2 qui sont in-

variants par le semi-groupe S(t) :

S(t)X1 � X1 et S(t)X2 � X2: (4.42)

Notons par S1(t), S2(t) les restrictions de S(t) à X1 et à X2 respective-

ment. On suppose de plus que :

BX1 � X1 et BX2 � X2 (4.43)

Alors le système initial (4.1) se décompose en deux sous systèmes :

d

dt
y1 (t) = A1y1 (t) + u (t)B1y1 (t) ; y1 (0) = y01 2 X1 (4.44)

et
d

dt
y2 (t) = A2y2 (t) + u (t)B2y2 (t) ; y2 (0) = y02 2 X2 (4.45)

où A1 et A2 génèrent les semi-groupes S1 (t) et S2 (t) respectivement. On

voit clairement que si le système initial est stabilisable, alors les systèmes
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(4.44) et (4.45) sont aussi stabilisables. La réciproque a été étudiée dans le

cas d’un espace d’Hilbert dans [65, 67]. Dans cette section, on considère le

cas où l’espace d’état est un espace de Banach. On a le théorème suivant :

Theorem 4.3.1 Supposons que :

1. (4.42) et (4.43) sont vérifiées,

2. S1(t) est un semi-groupe de contraction et que S2(t) est exponen-

tiellement stable,

3. le système (4.44) est fortement stabilisable par un contrôle u 2
L2 (0;1) :

Alors le système (4.1) est fortement stabilisable par u(t); pourvu

que (4.1) possède une solution globale.

Preuve 4.3.1 Soit u 2 L2(0;1) tel que la solution du système :

8<
:

dy1(t)
dt

= A1y1 (t) + u (t)B1y1 (t) ; t > 0

y1 (0) = y01 2 X1

(4.46)

tend fortement vers 0; quand t!1:
En utilisant le même contrôle u (t) pour le système (4.45), on trouve :

y2 (t) = S2 (t) y02 +
Z t

0
u (s)S2 (t� s)B2y2 (s) ds; 8t 2 [0; tmax): (4.47)

Soit �;M > 0 tels que :

kS2 (t)k �Me��t; 8t � 0: (4.48)

D’après (4.47) et (4.48), on a pour tout t 2 [0; tmax) :

ky2 (t)k �Me��t ky02k+M kB2k
Z t

0
ju (s)j e��(t�s) ky2 (s)k ds: (4.49)

Posons :

' (s) = e�s ky2 (s)k ; s 2 [0; tmax): (4.50)

Donc

' (t) �M ky02k+M kB2k
Z t

0
ju (s)j' (s) ds; 8t 2 [0; tmax) (4.51)

En appliquant l’inégalité de Gronwall, on déduit que

' (t) �M ky02k eMkB2k
R t
0
ju(s)jds: (4.52)
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D’ou

ky2 (t)k �M ky02k e(MkB2k
R t
0
ju(s)jds)��t (4.53)

De plus, on a

e(MkB2k
R t
0
ju(s)jds)��t � e(MkB2k

p
tkukL2(0;+1))��t; 8t 2 [0; tmax) (4.54)

où

kukL2(0;+1) =
�Z +1

0
ju (s)j2 ds

� 1
2

Donc

ky2 (t)k � N ky02k e
��t

2 ; 8t 2 [0; tmax) (4.55)

pour une constante N > 0:

On remarque que y2(t) est bornée dans l’intervalle [0; tmax), donc c’est une

solution globale (i.e., tmax = +1). De plus, y(t) = y1(t) + y2(t) tend vers 0

fortement quand t! +1:

Remarque 4.3.1 Dans le théorème ci-dessus, le contrôle de stabilisation

ne doit pas être forcement de type feedback. Le cas des commandes de

stabilisation de type feedback est discuté dans le résultat suivant.

Theorem 4.3.2 supposons que :

1. l’hypothèse (H) est vérifiée dans l’espace X1,

2. (4.42) et (4.43) sont vérifiées,

3. S1(t) est un semi-groupe de contraction et S2(t) est exponentielle-

ment stable,

4. il existe �; T > 0 tels que :Z T

0
jhB1S1 (t) y1; J (S1 (t) y1)ij dt � � ky1k2 ; 8y1 2 X1 · (4.56)

Alors le contrôle

u1 (t) = �hB1y1 (t) ; J (y1 (t))i (4.57)

donne l’estimation (4.40) de la solution correspondante du système (4.1).

Preuve 4.3.2 En appliquons le résultat du Théorème 4.2.1 au sous système

(4.44), on trouve que le contrôle quadratique : u1(t) = �hB1y1(t); y1(t)i
donne l’estimation ky1(t)k2 = O(1

t
); quand t! +1: Cette estimation com-

binée avec (4.55) donne l’estimation (4.40).
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Corollaire 4.3.1 Supposons que :

1. (4.42) et (4.43) sont vérifiées,

2. S1(t) est un semi-groupe de contraction et S2(t) est exponentielle-

ment stable,

3. dimX1 <1;
4. pour tout y1 2 X1; on a :

hB1S1 (t) y1; S1 (t) y1i = 0; pour tout t � 0 = y1 = 0: (4.58)

Alors le contrôle

u1 (t) = �hB1y1 (t) ; y1 (t)i (4.59)

assure l’estimation (4.40) pour la solution du système (4.1).

Preuve 4.3.3 Il découle du Théorème 4.3.2 et le fait que les hypothèses

(4.56) et (4.58) sont équivalentes dans le contexte d’un espace de dimension

fini (voir [69]).

Remarque 4.3.2 1. Si Xest un espace d’Hilbert, alors on retrouve

les résultats de [65].

2. Notons que les résultats de cette section ne nécessitent pas la

réflexivité de tout l’espace d’état X.

4.4 Applications

Exemple 4.4.1 Soit r; p 2 R tels que : r > 2 > p > 1 et soit 1
p
� 1

r
= 1

2
; et


 = (0;+1) :

Considérons le système :

8>>><
>>>:
yt( · ; t) = �yx( · ; t) + u (t)By( · ; t); sur 
� (0;+1);

y(0; t) = 0; sur (0;+1)

y( · ; 0) = y0 2 Lp(
); sur 


(4.60)

où

By = g � y + hy; 8y 2 X = Lp (
) ;
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avec h 2 L1 (
) et g 2 L2 (
) sont tels que h � c > kgk :
On remarque que B 62 L (L2 (
)) : Cependant, puisque g 2 L2 (
) ; on a

d’après l’inégalité de Young :

kf � gkr � kfkp kgk2 ; 8f 2 Lp (
) ;

où k:kp désigne la norme naturelle de Lp (
) ; donc B 2 L (Lp (
)) :

De plus, l’opérateur non borné A = � @
@x

dont le domaine est

D (A) =
n
y 2W 1 (
) =y (0) = 0

o

génère un semi-groupe de contraction sur l’espace d’état X = Lp (
)

(voir [29], p. 34).

Il est également bien connu que (voir [9], p. 82)

J (f) =

( jf jp�2
kfkp�2f

)
;8f 2 Lp (
) ·

Il s’ensuit que :

hy; J (f)i =
Z



jf jp�2 (s)
kfkp�2 f (s) y (s) ds; 8f 2 Lp (
) ; 8y 2 Lq (
) ;

1

p
+
1

q
= 1 ·

De plus, on a

jhBz; J (z)ij � jhhz; J (z)ij � jhg � z; J (z)ij ·

Et pour tout z 2 Lp (
), on a

jhhz; J (z)ij =
���R+10 h (s) z (s) jzjp�2

kzkp�2z (s) ds
���

� c
R+1
0

jz(s)jp
kzkp�2ds

= c kzk2

et
jhg � z; J (z)ij � kg � zkX kJ (z)kX�

� kgk kzk2

donc

jhBz; J (z)ij � (c� kgk) kzk2 ; 8z 2 Lp (
) :

On en déduit que :

hBS (t) y; J (S (t) y)i � � kS (t) yk2 ; 8y 2 X;
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avec � = (c� kgk) > 0:

Nous savons que kS(t)yk = kyk;8t � 0; alors la dernière inégalité donne

(4.39). En appliquant le Théorème 4.2.1, on en déduit que (4.60) est

fortement stabilisable et nous avons l’estimation suivante :

ky (t)k = O
�
t
�1
2

�
; quand t! +1:

Exemple 4.4.2 Soit 
 = (0;+1), et considérons l’équation de transport

suivante :8>>><
>>>:

@y
@t
( · ; t) = �@y

@x
( · ; t) + u (t)By ( · ; t) dans 
� (0;1)

y(0; t) = 0; t 2 [0;+1)

y ( · ; 0) = y0 2 L1 (
) dans 


(4.61)

où By = ' (x) y, pour tout y 2 L1 (
).

Dans la suite, on prend ' 2 L1 (
) tel que

' (x) =

8<
:

3
p
x 0 � x � 1

1 x > 1:

Maintenant, soit A = � @
@x

dont le domaine est

D(A) =

(
y 2 L1 (
) : y est absolument continu sur (0;1) et y (0) = 0

)
:

Il a été montré dans [59], que A génère dans l’espace d’état X = L1 (
)

le semi-groupe de contraction suivant :

(S (t) y) (� ) =

8<
: y (� � t) � � t

0 0 � � < t:
(4.62)

En revanche, nous déduisons (voir [7]) l’expression simplifiée de l’ap-

plication de dualité :

J (y) =

(
v 2 L1 (
) : v (x) 2 sign y (x) · k y kL1(
); a.e x 2 


)
; (4.63)

où, la fonction sign est définie pour tout y 2 L1 (
) par :

sign (y (x)) =

8>>><
>>>:

1 si y (x) > 0

[� j y (x) j; j y (x) j] si y (x) = 0

�1 si y (x) < 0

(4.64)
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Soit y 2 X, en utilisant la construction ci-dessus, on a pour tout y� 2
J (y)

hBy; y�i =
R

 By (x) y� (x) dx

=
R

 ' (x) y (x) y� (x) dx:

(4.65)

Maintenant, en remplaçant la valeur de y� (x) dans (4:65) on obtient

l’égalité suivante :

hBy; y�i =
R

 ' (x) y (x) y(x)

jy(x)j k y kL1(
) dx

= k y kL1(
) R
 j ' (x) j j y (x) j dx:
(4.66)

Vérifions les hypothèses du Théorème 4.2.1.

� Fixons y et z dans L1 (
) et soit y� 2 J (y) et z� 2 J (z). On a

�����hBy; y�i � hBz; z�i
����� =

����� k y kL1(
) ·
Z


j ' (x) j j y (x) j dx

� k z kL1(
) ·
Z


j ' (x) j j z (x) j dx

�����
=

�����
"
k y kL1(
) � k z kL1(
)

# Z


j ' (x) j j y (x) j dx

+ k z kL1(
)
" Z



j ' (x) j j y (x) j dx

�
Z


j ' (x) j j z (x) j dx

#�����
�
����� k y kL1(
) � k z kL1(
)

����� · k y kL1(
) · k ' kL1(
)

+ k z kL1(
)
" Z



j ' (x) j j y (x)� z (x) j dx

#

� k y � z kL1(
) · k y kL1(
) · k ' kL1(
)

+ k z kL1(
) · k ' kL1(
) · k y � z kL1(
)
� k ' kL1(
) ·

 
k y kL1(
) + k z kL1(
)

!
· k y � z kL1(
) :

Prenons k (�; �) =k ' kL1(
) (�+ �), alors, la première hypothèse

de (4:27) est vérifiée.

� Soit y 2 L1 (
), et soit (S (t) y)� 2 J ((S (t) y)) tel que

hBS (t) y; S (t) yi+ = �hBS (t) y; (S (t) y)�i.
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On a

R 1
0 jhBS (t) y; S (t) yi+jdt =

R 1
0 jhBS (t) y; (S (t) y)�ijdt

=
R 1
0 k S (t) y kL1(
) R
 j ' (x) j j S (t) y (x) j dxdt

= k y kL1(
) R 10 R+1t j ' (x) j j y (x� t) j dxdt

= k y kL1(
) R 10 R+10 j ' (x+ t) j j y (x) j dxdt

= k y kL1(
) R+10 j y (x) j R 10 j ' (x+ t) j dtdx

(4.67)

D’autre part, on a

R+1
0 j y (x) j R 10 j ' (x+ t) j dtdx =

R 1
0 j y (x) j

 R 1�x
0

3
p
x+ t dt+

R 1
1�x 1 dt

!
dx

+
R+1
1 j y (x) j dx

=
R 1
0 j y (x) j

 
3
4

�
1� x 3

p
x
�
+ 1

!
dx

+
R+1
1 j y (x) j dx

� R 1
0

3
4
j y (x) j dx+ R+1

1 j y (x) j dx

= 3
4
k y kL1(
):

(4.68)

En combinant (4:67) et (4:68) on obtient

Z 1

0
jhBS (t) y;S (t) yi+jdt � M k y k2L1(
); M =

3

4
:

Par conséquent, nous arrivons à (4:28). Appliquons le Théorème

4.2.1,nous déduisons que (4:61) est fortement stabilisable.
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la stabilisation forte des systèmes

bilinéaires dans des espaces de Banach qui ne sont pas forcément réflexifs. De

plus, sous une condition d’observabilité, un taux de décroissance de l’énergie

est estimé.
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Chapitre 5

Stabilisation faible et faible étoile

des systèmes bilinéaires

5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons à la stabilisation faible et faible

étoile des systèmes bilinéaires sur un espace de Banach (qui n’est pas for-

cément réflexif). Ici nous fournissons des conditions qui garantissent la sta-

bilisation faible étoile. L’approche repose sur la théorie des semi groupes

et utilise des résultats de l’analyse convexe et de l’application de dualité.

Comme application, les équations de diffusion et de transport sont étudiées

en détail.

On reprend le système bilinéaire suivante :

8<
: y0 (t) = Ay (t) + u (t)By (t)

y (0) = y0 2 X
(5.1)

où X est un espace de Banach séparable muni de la norme k · k et

A : D (A) � X ! X est un opérateur non borné générant un C0-semi-

groupe de contraction S(t) sur X, et B est un opérateur linéaire borné.

On se propose dans ce chapitre d’étudier la stabilité du système (5:1) sous

des conditions d’observabilité faibles.
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5.2 Stabilisation faible étoile

Dans cette section, nous nous intéresserons à la stabilité faible étoile de

(5:1) par le contrôle de type feedback suivant :

u (t) = hy (t) ; By (t)i+ =: � sup
y�(t)2J(y(t))

hBy (t) ; y� (t)i : (5.2)

On a le résultat suivant :

Théorème 5.2.1 Soit A un opérateur non borné générant un C0-semi-

groupe S(t) de contraction sur X, et soit B un opérateur linéaire borné.

Supposons que les assertions suivantes sont vérifiées :

1. Il existe une fonction k : R2
+ ! R+ croissante par rapport à chaque

variable séparément telle que, pour tous y, z 2 X et pour tous

y� 2 J (y) ; z� 2 J (z), on a

jhBy; y�i � hBz; z�ij � k (k y k; k z k) ky � zk : (5.3)

2. Pour tout (xn) � X tel que xn *� x dans X; on a pour tout

�n (t) 2 J(S (t)xn)"
hBS (t)xn;�n (t)i ! 0; qd n! +1; 8t > 0

#
=)

"
x = 0

#
:

(5.4)

Alors le système (5:1) est faiblement étoile stabilisable par le contrôle

(5:2).

Preuve 5.2.1 Soit (tn)n une suite telle que lim
n!+1 tn = +1. D’après le

Lemme 4.2.3, les hypothèses du théorème entrainent que ky (t)k est bornée.

Donc, on peut en extraire une sous suite (tnk)k ! +1 telle que y (tnk)

converge pour la topologie faible étoile vers y (t) 2 X:
De plus, en utilisant (3:25) et la construction ci-dessus tout en effectuant

certains calculs, on obtient

Z T

0
jhBS (s) y (tn) ; (S (s) y (tn))

�ij ds � C

 Z T+tn

tn
jhBy (s) ; y� (s)ij2 ds

! 1
2

:

Remarquons que
Z T+tn

tn
jhBy (s) ; y� (s)ij2 ds! 0 quand n! +1;
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on déduit du théorème de la convergence dominé que
Z T

0
lim

n!+1 jhBS (s) y (tn) ; (S (s) y (tn))
�ij ds = 0:

Donc

lim
n!+1 jhBS (s) y (tn) ; (S (s) y (tn))

�ij = 0; por tout s � 0:

Avec la condition d’observabilité faible (5:4), on trouve

y (t) = 0:

En procédant de la même manière, nous pouvons montrer que 0 est l’unique

point limite faible étoile de la suite y(tn). En conséquence, 0 est la limite

faible étoile de la suite y(tn).

Par conséquent le contrôle (4:2) stabilise faiblement étoile le système (5:1).

5.3 Stabilisation faible

Dans cette section, nous allons établir le résultat de la stabilisation faible.

Nous avons le théorème suivant :

Théorème 5.3.1 Supposons que l’hypothèse (H) est vérifiée, A génère

un semi-groupe de contraction S (t) ; B un opérateur linéaire borné et

pour toute suite (xn) � X tel que xn * x dans X; on a
"
hBS (t)xn; J (S (t)xn)i ! 0; quand n! +1; 8t � 0

#
)

"
x = 0:

#

(5.5)

Alors le système (5.1) est faiblement stabilisable par le contrôle (4.38).

Preuve 5.3.1 La fonction ky(t)k etant bornée dans l’espace réflexif X, il

existe tn ! +1 tel que :

y (tn)* �; avec � 2 X: (5.6)

D’après le lemme 4.2.3, on a pour tout T > 0;

Z T

0
jhBS (s) y (tn) ; J (S (s) y (tn))ij ds � C

Z tn+T

tn
jhBy (s) ; J (y (s))ij2 ds;
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avec C = C (ky0k) :
Par suite on a

Z T

0
jhBS (s) y (tn) ; J (S (s) y (tn))ij ds! 0; quand n!1:

En utilisant le théorème de la convergence dominé, on trouve :
Z T

0
lim

n!+1 jhBS (s) y (tn) ; J (S (s) y (tn))ij ds = 0 (5.7)

ce qui entraine

lim
n!+1 jhBS (s) y (tn) ; J (S (s) y (tn))ij = 0; 8s 2 [0; T ] (5.8)

Or T est arbitraire, donc l’hypothèse (5.5) entraine que � = 0. De plus, en

utilisant la même méthode, on trouve que 0 est l’unique point limite de y (t)

dans X muni de la topologie faible. Ce qui implique le résultat.

Remarque 5.3.1 1. On remarque que la relation (5.5) est équivalent

à dire que :

hBS (t) y; J (S (t) y)i = 0;8t) y = 0; (5.9)

à condition que l’une des conditions suivantes soit remplie

i) S (t) est un semi-groupe compact et J est continue,

ii) J est séquentiellement continue de Xw (X muni de la topologie

faible ) vers X�, (i.e.)

yn * y ) J (yn)! J (y) ; (quand n! +1)

iii) B est un opérateur compact et J est séquentiellement continue

dans X muni de la topologie faible, (i.e.) :

yn * y ) J (yn)* J (y) ; ( quand n! +1) (5.10)

Notons que (5.10) est vérifiée dans le cas d’un espace d’Hilbert.

2. Si B est un opérateur compact dans un espace d’Hilbert, alors le

contrôle (5.9) stabilise faiblement le système (5.1), et on retrouve

le résultat obtenu dans [6].
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5.4 Stabilisation faible via la décomposition de

l’espace d’état

Théorème 5.4.1 Supposons que :

1. (4.42) et (4.43) sont vérifiées,

2. S1(t) est un semi-groupe de contraction et que S2(t) est exponen-

tiellement stable,

3. le système (4.44) est faiblement stabilisable par le contrôle u 2
L2 (0;1) :

Alors le système (5.1) est faiblement stabilisable par u(t).

Preuve 5.4.1 Soit u 2 L2(0;1) tel que la solution du système :

8<
:

dy1(t)
dt

= A1y1 (t) + u (t)B1y1 (t) ; t > 0

y1 (0) = y01 2 X1

(5.11)

tend faiblement vers 0; quand t!1:
En utilisant le même contrôle u (t) pour le système (4.45), on trouve :

y2 (t) = S2 (t) y02 +
Z t

0
u (s)S2 (t� s)B2y2 (s) ds; 8t 2 [0; tmax): (5.12)

Soit �;M > 0 tels que :

kS2 (t)k �Me��t; 8t � 0: (5.13)

Ce qui donne pour tout t 2 [0; tmax)

ky2 (t)k �Me��t ky02k+M kB2k
Z t

0
ju (s)j e��(t�s) ky2 (s)k ds: (5.14)

Posons :

' (s) = e�s ky2 (s)k ; s 2 [0; tmax): (5.15)

Donc

' (t) �M ky02k+M kB2k
Z t

0
ju (s)j' (s) ds; 8t 2 [0; tmax) (5.16)

En appliquant l’inégalité de Gronwall on trouve

' (t) �M ky02k eMkB2k
R t
0
ju(s)jds (5.17)
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d’ou

ky2 (t)k �M ky02k e(MkB2k
R t
0
ju(s)jds)��t (5.18)

De plus, on a

e(MkB2k
R t
0
ju(s)jds)��t � e(MkB2k

p
tkukL2(0;+1))��t; 8t 2 [0; tmax) (5.19)

où

kukL2(0;+1) =
�Z +1

0
ju (s)j2 ds

� 1
2

:

Donc

ky2 (t)k � N ky02k e
��t

2 ; 8t 2 [0; tmax): (5.20)

pour une constante N > 0:

On a y2(t) est bornée dans l’intervalle [0; tmax), donc c’est une solution globale

(i.e., tmax = +1).

De plus, y(t) = y1(t) + y2(t) tend vers 0 faiblement, quand t! +1:

Remarque 5.4.1 Dans le théorème ci-dessus, le contrôle de stabilisation

ne doit pas être forcément de type feedback. Le cas des commandes de

stabilisation de type feedback est discuté dans le résultat suivant.

Corollaire 5.4.1 Supposons que :

1. l’hypothèse (H) est vérifiée dans l’espace X1,

2. (4.42) et (4.43) sont vérifiées,

3. S1(t) est un semi-groupe de contraction et S2(t) est exponentielle-

ment stable,

4. pour toute suite (xn) � X1 tel que xn * x dans X1; on a

hB1S1 (t)xn; J (S1 (t)xn)i ! 0; quand n! +1; 8t � 0 ) x = 0.

(5.21)

Alors le contrôle (4.57) stabilise faiblement le système (5.1).

Preuve 5.4.2 Appliquons le résultat du Théorème 5.3.1 au sous système

(4.44), on trouve que u1 stabilise faiblement (4.44). De plus, on a l’inégalité :

2
Z t

0
jhBy1 (� ) ; J (y1 (� ))ij2 d� � ky1 (0)k2 ; 8t � 0;

ce qui entraine que u1 2 L2(0;+1).

En appliquons le Théorème 5.4.1, on conclut que le système est faiblement

stabilisable par le contrôle (4.57).
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Remarque 5.4.2 1. Si Xest un espace d’Hilbert, alors on retrouve

les résultats de ([65]).

2. Les résultats de cette section ne nécessitent pas la réflexivité de

tout l’espace d’état X.

5.5 Exemples

Exemple 5.5.1 Pour p > 2; on considère l’équation de la chaleur avec

les conditions de Neumann au bord :

8>>><
>>>:
yt( · ; t) = �y( · ; t) + u(t)y( · ; t); sur 
� (0;+1);
@y
@�
( · ; t) = 0; sur @
� (0;+1)

y( · ; 0) = y0 2 Lp(
); sur 


(5.22)

ou 
 est un domaine ouvert borné de Rn; n � 1 et dont la frontière @


est différentiable.

Prenons X = Lp (
) comme espace d’état. Ici l’hypothèse (H) est vérifiée

(voir [36], p. 153). De plus, le semi-groupe S (t) est de contractions et on

a hBS(t)y; J (S(t)y)i = kS (t) yk2 ; pour tout t � 0 et y 2 X: On déduit que

l’implication (5.5) est vérifiée, puis on utilise le Théorème 5.3.1, pour

affirmer que le contrôle u (t) = �ky (t)k2 stabilise faiblement (5.22) dans

Lp(
):

Remarquons que, pour p > 2 on obtient une convergence vers l’équilibre

par rapport à la topologie de Lp� qui améliore la stabilité dans L2(
).

Exemple 5.5.2 Soit 
 = [0; 1], et considérons l’équation de la chaleur

suivante8>>><
>>>:

@y
@t
( · ; t) = @2y( · ;t)

@x2
+ u (t)By ( · ; t) sur 
� (0;1)

y0 (0) = y0 (1) = 0 t � 0

y ( · ; 0) = y0 2 C ([0; 1]) sur 
;

(5.23)

ou By = y; pour tout y 2 C ([0; 1]).

Le domaine d’évolution est 
 = [0; 1] et l’operateur A est définie par

Ay = @2y( · ;t)
@x2

de domaine

D (A) =

(
y 2 C2 ([0; 1]) tel que y0 (0) = y0 (1) = 0

)
: (5.24)
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L’opérateur T (t), t � 0 est un semi-groupe fortement continu sur Y =

C ([0; 1]) (voir [29], page 69).

(T (t) y) (s) =
Z 1

0
k (s; r) y (r) dr pour y 2 C ([0; 1]) et s 2 [0; 1];

(5.25)

où

k (s; r) = 1 + 2
X
n2N

e��
2n2t cos (�ns) cos (�nr) (5.26)

Maintenant, d’après [7] nous obtenons l’expression de l’application de

dualité J : C ([0; 1])!M ([0; 1]) ( l’espace de toutes les mesures de Radon

bornées sur [0; 1]) :

J (y) =

(
� k y kC([0;1]); � (y) � maxfy (x0) signy (x0)g; x0 2My

)
(5.27)

avec � 2 M ([0; 1]), My = fx0 2 [0; 1] : j y (x0) j=k y kC([0;1])g et la

fonction sign est donnée Pour tout y 2 C ([0; 1]) par :

sign (y (x)) =

8>>><
>>>:

1 si y (x) > 0

[� j y (x) j; j y (x) j] si y (x) = 0

�1 si y (x) < 0

(5.28)

� Soit y et z dans C ([0; 1]) et soit y� 2 J (y) et z� 2 J (z). D’une

part, de (2:5) et (5:27) il existe �; � 2M ([0; 1]) tels que

y� = � k y k; z� = � k z k; h�; yi =k y k et h�; zi =k z k : (5.29)
�����hBy; y�i � hBz; z�i

����� = jhy; y�i � hz; z�ij
= jhy;� k y ki � hz;� k z kij
= j k y k jhy;�i � k z k hz;�ij
= j k y k2 � k z k2 j
=

 
k y k + k z k

!
· k y � z k :

En choisissant k (�; �) = � + �, on obtient la première hypothèse

(5:3).

� Soit yn 2 C ([0; 1]) tel que yn *� y.

Supposons que pour tout � (t) 2 J (S (t) yn) on a
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hBS (t) yn;� (t)i ! 0:

En remarquant que

hBS (t) yn;� (t)i =k S (t) yn k2;

on déduit que k S (t) yn k! 0.

De plus, puisque yn *� y et que S (t) sont des opérateurs linéaires,

on obtient k S (t) yn k! y. Donc, on trouve (5:4).

Finalement, selon le Theoreme 5.2.1, le contrôle

u(t) = � sup
y�(t)2J(y(t))

hBy (t) ; y� (t)i

stabilise (5:23) pour la topologie faible étoile dans C ([0; 1]).

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la stabilisation des systèmes bili-

néaires dans des espaces de Banach qui ne sont pas forcément réflexifs. Pre-

mièrement, en utilisant une forme équivalente de l’application de dualité,

nous avons introduis un nouveau contrôle de type feedback. De plus, nous

avons développé des conditions suffisantes pour garantir une stabilisation

faible étoile et une stabilisation faible du système considéré.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

Le présent travail s’intéresse à l’étude de la stabilisation des systèmes

bilinéaires de dimension infinie, sur un Banach. Deux situations principales

ont été distinguées.

Tout d’abord, nous avons étudié la question de stabilisation des systèmes

bilinéaires dans le cas ou l’espace d’état est réflexif. Nous avons montré

qu’avec un choix approprié du contrôle (en boucle fermée) le système peut

être rendu faiblement ou fortement voir exponentiellement stable et que

dans ce dernier cas, le contrôle est robuste contre certaines perturbations de

la dynamique et de l’opérateur de contrôle. Les conditions de stabilisation

sont exprimées en terme d’inégalités d’observabilité faible ou forte.

Le second axe d’étude porte sur la stabilisation des systèmes bilinéaires

dans le cas où l’espace d’état est un Banach séparable non nécessairement

réflexif. Dans ce cas, nous avons introduit la notion de stabilité faible étoile

sous une version faible de la condition d’observabilité faible, ainsi que la

stabilité forte.

Ce travail a donné lieu aux papiers suivants : [10], [11] et [12].

Les développements futurs possibles en relation avec les problèmes

abordés dans cette thèse peuvent être résumés comme suit :

— La stabilisation des systèmes bilinéaire non-homogène évoluant sur

un espace de Banach.

— La stabilisation des systèmes bilinéaires en temps fini (voir,[71, 76, 83])
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— La stabilisation des systèmes bilinéaires non bornés dans le cas d’un

Hilbert ( voir [14, 27]) dans le cas d’un espace de Banach réflexif

[2]. La question de stabilité dans le cas d’un espace de Banach reste

ouverte.

— Pour La stabilisation des systèmes bilinéaires a retard dans un Hilbert

nous renvoyons à [39, 40], la généralisation à un espace Banach est

encore ouverte.
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