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Résumé

Cette thése est consacrée a 1'étude de la stabilisation des systémes
bilinéaires sur un espace de Banach. Il s’agit d’une classe de systémes non
linéaires. Ces systémes servent a modéliser des problémes réels issus de la
mécanique, l'ingénierie, la chimie... Au début, nous étudions la question de
stabilisation des systémes bilinéaires sur des espaces de Banach réflexifs.
Ainsi, nous montrons que sous des conditions suffisantes, les systémes
considérés sont faiblement, fortement ou exponentiellement stabilisable
via une famille de commandes en rétro-action. On traite aussi la question
de robustesse du contrdle fasse a des perturbations du générateur et de
l'opérateur de contrdle. Nous étudions également le cas d'un espace non
réflexif ou 'on traite la stabilisation faible étoile ainsi que la stabilisation
forte. Les résultats obtenus sont alors appliqués pour stabiliser certaines

équations aux dérivés partielles par des controles multiplicatifs.

Mots clés : Stabilisation, semi-groupes, systémes bilinéaires, topologie

faible, topologie faible étoile.
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Abstract

This thesis is devoted to the study of the stabilization of bilinear systems
on a Banach space. These systems from a subclass of non linear systems,
and are used to represent real problems resulting from the mechanics,
engineering, chemistry... At the beginning, we study the quetion of stabili-
zation of bilinears systems on reflexive Banach spaces. Thus, we show that
under sufficient conditions, the considered systems are weakly, strogly or
exponentially stabilizable via a family of feedback controls. We also discuss
the robustness of the stabilising control when the generator and the operator
control are perturbed. We further study the case of a non-reflexive state
space, where we study the strong and weak star stabilization. The obtained

results are then applied to stabilize various PDE by multiplicative control.

Keywords :Stabilization, semi-groups, bilinear systems, weak topology,

weak star topology.
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Chapitre 1
Introduction générale

Les résultats de la théorie du contrdle présentent un grand intérét

théorique et pratique, ils interviennent dans différents domaines, en bio-
logie, en écologie et en économie [61, 86|, ainsi qu’en mécanique [38, |79
(modélisation d’une suspension active), et en chimie [30] (approximation
du comportement d’une colonne a distiller),... Un systéme dynamique peut
étre modélisé mathématiquement par une équation comprenant une entrée
et une sortie qui peut capturer la description dynamique du systéme étudié.
L’étude de la théorie du contrdle repose sur trois axes essentielles :
Le probléme de contrdlabilité consiste & amener les solutions d’un systéme
d’évolution (décrit par des équations différentielle ou des EDP) d’un état
initial & un état final désiré en un temps fini, et ce, en agissant par un
contréle approprié appliqué sur le bord ou bien sur une partie du domaine
dans lequel 1’équation évolue. On trouve plusieurs recherches sur le sujet
dans la littérature. Concernant le cas des systémes linéaires avec contréle
additifs, nous renvoyons par exemple aux livres de Lasiecka et Triggiani [56]
et de Fattorini [33], aux articles de Russell [80] et de Zuazua [89, [90].

L’observabilité consiste a étudier la possibilité d’évaluer 1’énergie totale
des solutions au moyen de mesures partielles sur un sous-ensemble du do-
maine ou du bord. Pour obtenir des estimées d’observabilité, il existe diverses
méthodes, comme la technique des multiplicateurs, I’analyse micro locale [8],
les inégalités de Carleman ainsi que les inégalités d’Ingham (35, 41, 52, 53,
57] ou les critéres et les critéres spectraux fréquentiels |21} 58].

L’un des problémes importants de la théorie du contrdle est le probléme de
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stabilisation par retour d’état, qui consiste a déterminer un contréle u, dé-
fini sur un voisinage d'un point d’équilibre z, et qui permet de ramener le
systéme perturbé a son état d’équilibre.

On voit que dans les problémes de controlabilité, le contrdle peut entrer
dans le systéme librement en boucle ouverte, tandis que pour les problémes de
stabilisation, le contrdle est souvent de type feedback (ou en boucle fermée).
Bien que, les liens entre les problémes de stabilisation et de contrélabilité
sont étroits, la stabilisation ne peut pas toujours étre obtenue comme consé-
guence de la contrélabilité, et c’est pour cela que son étude est parfois faite
indépendamment et directement.

Parmi les méthodes de stabilisation des systémes non linéaires, on peut
envisager les approches basées sur les fonctions de Lyapunov, les méthodes
de linéarisation, ainsi que l’estimation de 1’énergie.

I1 existe plusieurs degrés de stabilité que 1'on peut étudier :

Le premier degré consiste a analyser simplement la convergence de 1’énergie

des solutions vers 1’équilibre par exemple 1’origine 0,
E (t) — 0 lorsque t — 400

c’est ce qu’on appelle la stabilisation forte. Le deuxiéme degré, s’intéresse a

la convergence exponentielle de 1’énergie :

E (t) < Ce™™, pour tout t > 0,

avec C et v deux constantes positives.
Quant au troisiéme, il étudie des situations intermédiaires, dans lesquelles la
convergence des solutions n’est pas exponentielle, mais de type polynomial
par exemple :

E(t) < tCa,Vt >0

avec C' et o des constantes positives qui dépendent éventuellement des états
initiaux.

On peut aussi envisager la notion de stabilisation faible (resp. stabilisation
faible étoile), qui consiste & garantir la convergence faible (resp. convergence
faible étoile ) de 1’état vers son point d’équilibre.

Dans le cas linéaire, le probléme de stabilisation a été entiérement résolu et
une théorie compléte existe a ce sujet (voir [25]). Par contre, dans le cas non

linéaire, ce probléme a fait 1’objet de nombreuses études, ce qui a donné lieu

4 CHAPITRE 1.



a plusieurs résultats de stabilisation, mais il reste encore un grand nombre
de problémes ouverts [5].

Les systémes bilinéaires occupent une place importante dans la théorie des
systémes non linéaires. L’étude de la stabilisation de tels systémes a attiré
Pattention de nombreux chercheurs ces derniéres années (voir par exemple
[22], 26, |43, 44, 149]). L’intérét qu’ils suscitent est di au fait qu’ils modélisent
de nombreux phénomeénes concrets. En effet, méme si les modéles linéaires
sont fréquemment utilisés pour approcher les processus dynamiques réels, il
y a d’autres problémes réels qui ne peuvent étre modélisés par des systémes
linéaires, mais ont des structures non-linéaires, éventuellement bilinéaires.
C’est le cas par exemple de certains problémes d’échanges thermiques, pro-
cessus chimiques, biologie, immunologie, mécanique, nucléaire... (pour plus
de détails voir par exemple les références (20, [47, 50, 61, 62, 63, [85],... ).
Dans cette thése nous allons considérer les systémes bilinéaires qu’on peut

écrire sous la forme abstraite suivante,

(1.1)

{ y'(t) = Ay(t) + v(t)By(t), t > 0
y(O) =Y

ou X est un espace de Banach réel, A est un opérateur non borné de domaine
D(A) qui génére un semi-groupe de contractions S(t) sur X, B: X — X
est un opérateur linéaire borné, et la fonction scalaire v(t) est le contréle.

Ici ¢ représente la dérivée par rapport au temps.

Dans le cas ou X est un espace de Hilbert, le probléme de stabilisation
par rétroaction de (1.1)) a été étudié par de nombreux auteurs (voir [4, |6} |13,
17,165, 67]) . Dans [6], les auteurs ont étudié la stabilisation faible de (1.1

par le contréle
v(t) = —(y(t), By(t)), (1.2)

sous ’hypothése (d’observation faible) suivante :
(BS(t)¢,S(t)¢) =0, Vi> 0= ¢ =0. (1.3)
De plus, sous I’hypothése (d’observation forte) suivante :

[ Bs@e, 5wl > 6 vee X (1,650, (14)
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il a été montré (voir [13, 64, 65| ) que la commande (1.2]) stabilise fortement

le systéme ([1.1) et donne l’estimation de la décroissance de ’énergie :
1
t)|| = O(—=), qundt — +o0. 1.5
ly(®)[] = O( ﬁ) q (1.5)

La stabilisation polynomiale et logarithmique est étudiée dans [4]. Dans [66]
il a été montré que sous (|1.4)), le contréle

u(t) = —Wl{»wy(tm} (1.6)

stabilise exponentiellement le systéme . La question de robustesse des
contrdles (resp. (1.6]) a été discutée dans le contexte d'un espace de
Hilbert dans [15] (resp. [66]) (voir aussi [51]) pour le cas de dimension finie.
Récemment, la question de stabilisation du systéme (1.1]) sur un espace de
Banach (qui n’est pas nécessairement réflexif) a été traitée dans [70]. Une
étude des systémes bilinéaires non bornés sur un espace d’état réflexif a
été considérée dans [68]. De plus, en utilisant une décomposition adéquate
du systéme (1.1)), il a été montré dans [65, 66] que stabiliser un systéme
bilinéaire parabolique comme dans un espace de Hilbert revient a
stabiliser un sous-systéme de (1.1).

Dans une partie de ce travail nous supposons que l'espace d’état X peut
étre écrit comme une somme directe de deux sous-espaces fermés X; et X,
invariants par A, et tels que le semi-groupe devient exponentiellement stable
sur le sous-espace X,. Cette approche a été précédemment utilisée pour des

systémes linéaires définis dans un espace de Banach (voir |77, 84]).

Notre contribution a travers cette thése porte essentiellement sur la sta-
bilisation par retour d’état des systémes bilinéaires sur un espace de Banach.
Nous présentons deux méthodes de stabilisation basées sur des techniques
différentes. Ce travail se composent de trois axes :

— La stabilisation exponentielle robuste des systémes bilinéaires.

— La stabilisation forte avec estimation .

— la stabilisation faible et faible étoile.

6 CHAPITRE 1.



La stabilisation des systémes bilinéaires dans un espace de Banach est un
probléme d’intérét pratique et théorique puisqu’en général 1’espace d’état
n’est pas forcément un Hilbert. Dans cette thése, on s’intéresse au probléme
de stabilisation d’une classe de systémes bilinéaires dans un Banach. Dans
le cas d’un espace réflexif, on détermine le comportement asymptotique de
I’énergie, ensuite on donne une estimation de la vitesse de décroissance de
I’énergie vers 1’équilibre 0 et on étudie la robustesse du contrdle. Dans le cas
non réflexif on introduit la notion de stabilité faible étoile et on étudie la

stabilité forte.

Plan de la thése

Cette thése est présentée en quatre chapitres avec une introduction et une
conclusion.

Dans le deuxiéme chapitre, on rappelle quelques résultats classiques
d’analyse fonctionnelle et de la théorie des semi-groupes. Ensuite on énonce
quelques résultats d’existence et d’unicité concernant les systémes semi-
linéaires. On donne aussi un recueil de quelques résultats sur la stabilisation
des systémes bilinéaires et semi-linéaires.

Dans le troisiéme chapitre, on montre que la stabilisation des systémes
bilinéaires sous un contréle adéquat peut étre exponentielle, et que le contrdle
est robuste fasse a certaines perturbations de la dynamique et de ’'opérateur
du contrdle. La derniére partie de ce chapitre est consacrée aux exemples
d’application.

Dans le quatriéme chapitre on étudie la stabilisation forte des systémes
bilinéaires. Dans un premier temps on traite 1’existence et 1'unicité d’une
solution globale "mild". Ensuite, sous des conditions suffisantes, on a étudié
la stabilisation globale faible et forte des systémes bilinéaires, via une famille
de commandes quadratiques "feedback". La derniére partie de ce chapitre
est consacrée aux exemples d’application.

Dans le cinquiéme chapitre, on étudie la stabilisation faible et faible étoile
des systémes bilinéaires dans un espace de Banach non nécessairement ré-

flexif. A la fin de ce chapitre, des exemples d’applications sont présentés.
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Chapitre 2
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats classiques rencon-
trés dans la littérature qui s’avérent fondamentaux dans la réalisation de ce
travail. Ces outils comprennent des résultats d’analyse fonctionnelle, de la
théorie des semi-groupes, des propriétés concernant les solutions de certaines
équations d’évolution ainsi que des résultats de stabilisation de quelques
classes de systémes semi-linéaires.

Dans ce chapitre, X désignera un espace de Banach réel ou complexe et X'

son dual topologique.

2.1 Quelques résultats d’analyse fonctionnelle

2.1.1 Topologie faible o(X, X')

Soit f € X'. On désigne par ¢; : X — R I'application définie par ¢¢(z) =
(f,z). Lorsque f décrit X' on obtient une famille (¢)scx’ d’applications de
X dans R.

Définition 2.1.1 [19/.
La topologie faible o(X,X') sur X est la topologie la moins fine sur X

rendant continues toutes les applications (¢f)sex: .

Proposition 2.1.1
La topologie faible o(X,X') est séparée.

Proposition 2.1.2 [19].

Pour tout zo € E, on obtient une base de voisinages de T, pour la

9



2.1. QUELQUES RESULTATS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

topologie o(X, X’) en considérant tous les ensembles de la forme
V={zeX:|(fi,z—x0)| <e,Viel}

ou I est fimi, f; € X' ete > 0.

Notation : On désigne par z, — z la convergence de z, vers z pour la
topologie faible o (X, X').

Proposition 2.1.3 [19].

Soit (z,) une suite de X. On a

(1) [2n — & pour o(X, X")] <= [{f,zn) = (f,2),Vf € X]

(1) Si z, — z fortement, alors z, — z faiblement pour o(X, X')

(vi2) Si z, — z farblement pour o(X, X'), alors ||z,|| est bornée et ||z|| <
liminf ||z,||.

(iv) St z, — = faiblement pour o(X, X') et st f, — f fortement dans X'
(i.e. ||fn — fller — 0), alors (fn,zn) — (f, ).

Exemple 2.1.1 [19].

Dans un espace de Banach de dimension infinie :

La sphére unité S = {z € X;||z|| = 1} n’est jamats fermé pour la topo-
logie faible o(X, X'),et la boule unité ouverte U = {z € X;||z|| < 1} n’est
jamazts ouverte pour la topologie faible o(X, X').

Tout ensemble fermé pour la topologie faible o(X,X') est fermé pour la

topologie forte. La réciproque est en générale fausse.

Theorem 2.1.1 [19].
Soit C C X conveze. Alors C est faiblement fermé pour o(X,X') si et

seulement s’il est fortement fermé.

Remarque 2.1.1 Un conveze fermé coincide avec l’intersection des
demsi-espaces fermés qui le contiennent. D’autre part, le théoréme pré-
cédent implique que si une suite (z,) converge faiblement vers z, alors il
existe une suite de combinaisons convezes des T, qui converge fortement

vers IT.
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2.1. QUELQUES RESULTATS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Corollaire 2.1.1 Soit ¢ : X —| — 00,+00]| une fonction conveze, s.c.i.
(pour la topologie forte). Alors, ¢ est s.c.i. pour la topologie faible

o(X,X'"). En particulier si z, — = pour (X, X'), alors
¢(z) < liminf p(z,).

Remarque 2.1.2 On retrouve en particulier que st z, — z pour (X, X')
alors ||z|| < liminf||z,||.

En effet, la fonction p(z) = ||z|| est conveze et continue pour la topologie
forte, donc a fortior: @ est s.c.1. pour la topologie forte, et par conséquent

@ est s.c.i. pour la topologie faible o(X,X').

Théoréme 2.1.1 [19].

Sotent X et F' deuz espaces de Banach. Soit T un opérateur linéaire et
continu de X dans F. Alors T est continu de X munt de la topologie
faible (X, X') dans F munt de la topologie faible o(F, F').

2.1.2 Topologie faible étoile o(X', X)

Soit X un espace de Banach, soit X’ son dual (muni de la norme duale

||fIl = sup |[{f,z)|) et soit X" son bidual, i.e. le dual de X', muni de la norme
zeEX

llefI<1
1€l = sup [(€, F)-
fex!
lifli<1
On a une injection canonique 7 : X — X" définie comme suit : soit z € X
fixé, l'application f — (f,z) de X' dans R constitue une forme linéaire

continue sur X' i.e. un élément de X" noté 7z. On a donc,

<j$7f>X”,X’ - <f1$>X’,X Ve € X: Vf € X,'
Il est clair que 7 est linéaire et que j est une isométrie i.e. |[jz||x» = ||z||x
pour tout z € X; en effet

72l = sup |(5z, f)| = sup |[(f,z)| = ||z]]
£l £l

On va définir maintenant une troisiéme topologie sur X' : la topologie
faible étoile que 1'on note o (X', X). Pour chaque z € X on considére ’ap-
plication j, : X' — R définie par f —— 7.(f) = (f, z).

Lorsque z parcourt X on obtient une famille d’applications (J;),. de X'
dans R.
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Définition 2.1.2 La topologie faible étoile o (X', X) est la topologie la

moins fine sur X' rendant continues toutes les applications (Jz),cx -

Proposition 2.1.4 La topologtie faible étoile o(X', X) est séparée.

Proposition 2.1.5 On obtient une base de voisinages d’un point fo € X'

pour la topologie o(X', X) en considérant tous les ensembles de la forme
V={feX; [f-fouz)l<e, Viel}
oul est fini, z; € X et € > 0.

Notation : Etant donnée une suite (f,) de X', on désigne par f, = f la
convergence de f, vers f pour la topologie faible étoile o( X', X'). Afin d’éviter
les confusions, on précisera souvent "f, — f pour o(X', X)", "f, — f pour
o(X', X")" et "f, — f fortement".

Proposition 2.1.6 [19] Soit (f,) une suite de X'. On a

(i) [fn = f pour o(X',X)| & [(fa,2) = (f,2), Yz € X]

(1) Si f, — f fortement, alors f, — f pour (X', X"), et

si fn — f pour o(X', X"), alors f, = f pour o(X', X).

(111) Si f, — f pour (X', X) alors ||f.|| est bornée et ||f|| < liminf ||f,]|.
(w) Si f, = f pour o(X', X) et si z, — z fortement dans X, alors

(frr@n) = (f,2).

Remarque 2.1.3 Si f, — f pour o(X',X) (ou méme si f, — f pour
o(X',X")) et st z, — = pour o(X,X') on ne peut pas conclure que

(frrZn) = (f,2).

Proposition 2.1.7 [19] Soit ¢ : X' — R une application linéaire et conti-

nue pour la topologie o(X', X). Alors il existe x € X tel que

o(f) =(f,z), VfeX

Lemme2.1.1 Soit X wun espace vectoriel et soient p, 1, @s,..., P, des

formes linéaires sur X telles que
[pi(v) =0, Vie=1,2,...,n]=[p(v)=0 VvelX.

Alors il existe A, Ao, ..., An € R tels que ¢ = En: A ;.
i=1
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Corollaire 2.1.2 Soit H un hyperplan de X' fermé pour la topologie
o(X',X). Alors H est de la forme

H={feX; (ja)=a)

pour un certain ¢ € X, z # 0 et un certain a € R.

Remarque 2.1.4 Lorsque j n’est pas surjective de X sur X" (r.e. 3(X) #
X" ) alors la topologie o(X', X) est strictement moins fine que la topo-
logie o(X', X"). Il existe méme des convezes fermés pour o(X', X") qui
ne sont pas fermés pour (X', X). Par ezemple si £ € X" et £ ¢ 7(X),
alors

H=A{feX5¢/f) =0}

est un hyperplan fermé pour o(X',X"), mais il n’est pas fermé pour
o(X', X). On voit qu’il existe deuzx types de convezes fermés dans X' :
a) les convezes fortement fermés (ou fermés pour o(X', X"),)

b) les convezes fermés pour o(X', X).

Théoréme 2.1.2 (Banach-Alaoglu-Bourbaki)[19].
L’ensemble Bx: = {f € X';||f|| < 1} est compact pour la topologie faible
étoile o(X', X).

2.1.3 Espaces réflexifs

Définition 2.1.3 Soit X wun espace de Banach et soit j l'injection
canonique de X dans X". On dit que X est réflexif si j(X) = X".

Lorsque X est réflexif, on identifie implicitement X et X" (a l'arde

de lisomorphisme j ).

Théoréme 2.1.3 (Kakutani)[19].
Soit E un espace de Banach. Alors X est réflexif si et seulement st

Bx ={z € X; |z|| <1} est compact pour la topologie o(X,X").

Lemme2.1.2 (Goldstine)[19].
Soit X un espace de Banach. Alors j(Bx) est dense dans Bx: pour la
topologie o(X", X').
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Remarque 2.1.5 On notera que j (Bx) est fermé dans Bx» pour la to-

pologie forte.

Proposition 2.1.8 [19] Soit X un espace de Banach réflexif et soit M C
X un sous-espace vectoriel fermé. Alors M munt de la norme induite

par X est réflexif.

Corollaire 2.1.3 Soit X un espace de Banach. Alors X est réflexif si et

seulement si X' est réflexif.

Corollaire 2.1.4 Soit X un espace de Banach réflexif. Soit K C X un

sous-ensemble convezxe, fermé et borné. Alors K est compact pour la
topologie o(X, X').

Corollaire 2.1.5 Sotent X un espace de Banach réflexif, A C X un
conveze fermé, mon vide et ¢ : A =] — 00,+00| une fonction conveze,
s.c.1., p 2 oo telle que

lim ¢(z) = +o0.

TEA
[lz]| =00

Alors ¢ atteint son mintmum sur A, i.e., il existe zo € A tel que ¢ (z9) =

Mjn ®.

2.1.4 Espaces séparables

Définition 2.1.4 On dit qu’un espace métrique E est séparable s’il existe

un sous-ensemble D C E dénombrable et dense dans E.

Proposition 2.1.9 Soit E un espace métrique séparable et soit F' un

sous-ensemble de E. Alors F est séparable.

Théoréme 2.1.4 Soit X un espace de Banach tel que X' soit séparable.

Alors X est séparable.

Remarque 2.1.6 La réciproque n’est pas vraie. II existe des espaces de

Banach X séparables tels que X' me soit pas séparable; par exemple
X = LY(Q).

Corollaire 2.1.6 Soit X un espace de Banach. Alors (X est réflexif et
séparable) <= (X' est réflexif et séparable).
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Théoréme 2.1.5 [19].

Soit X un espace de Banach séparable. Alors Bx est métrisable pour la
topologie o(X', X).

Réciproquement si Bx est métrisable pour o(X', X), alors X est sépa-

rable.

Remarque 2.1.7 X' n’est jamais métrisable pour (X', X), sauf en di-

mension fine.

Théoréme 2.1.6 [19].
Soit X un espace de Banach tel que X' soit séparable. Alors Bx est

métrisable pour la topologie o(X, X'), et réciproquement.

Corollaire 2.1.7 Soit X un espace de Banach séparable et soit (f,) une
suite bornée dans X'. Alors il existe une sous-suite extraite (f,,) qui

converge pour la topologie o(X', X).

Théoréme 2.1.7 [19] Soit X un espace de Banach réflexif et soit (z,)
une suite bornée dans E. Alors il existe une sous-suite extraite (z,,) qui

converge pour la topologie o(X, X').

Théoréme 2.1.8 (Eberlein-Smulian)[19].
Soit X un espace de Banach tel que toute suite bornée (z,) posséde une

sous-sutte extraite (z,,) convergente pour la topologie o(X,X'). Alors X

est réfiexif.

2.1.5 Espaces uniformément convexes

Définition 2.1.5 On dit qu’un espace de Banach X est uniformément

conveze si Ve >0, 36 > 0 tel que
T+
@yeXlpl<til<t et lo-yl>e)= (|2 <1-9)

On notera que cette définition fait intervenir une propriété géométrique
de la boule unité (qur doit étre " bien ronde ") et qu’elle n’est pas stable

par passage 4 une norme équivalente.

Exemple 2.1.2 [19/

1
On prend X = R2. La norme ||z||; = (\331]2 + |:1:2|2)2 est uniformément
conveze tandis que la norme ||z||1 = |z1| + |z2| n’est pas uniformément

convezxe.
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Exemple 2.1.3 [19/
Les espaces de Hilbert sont uniformément convezes, de méme que les
espaces LF(Q) pour 1 < p < 0o0. Par contre L'(Q), L>(Q2) et C(K) (K

compact) ne sont pas uniformément convezes.

Le théoréme suivant donne un critére géométrique qui assure la réflexivité

de 'espace.

Théoréme 2.1.9 (Milman-Pettis)[19].

Tout espace de Banach uniformément conveze est réfiexif.

Proposition 2.1.10 Soit X un espace de Banach uniformément conveze.
Soit (z,) une suite dans X telle que z, — z pour la topologie faible

o(X,X') et limsup||z,|| < ||z||. Alors z, — = fortement.

Remarque 2.1.8 Les propriétés de séparabilité, de réflexivité et d’uni-
forme convexité sont aussi étroitement liées aux propriétés de différen-

tiabilité de la fonction z — ||z||.

Nous terminons cette section par rappeler des lemmes classiques qui se-

ront utilisés pour établir nos résultats de stabilisation.

2.1.6 Lemmes techniques
J désigne la fonction dualité définie par :
J(z) = {z* € X*: |]2*|| = |||, (&, z") = ||z|"},Vz € X -
Lemme2.1.3 [{§].
Soitt € R — f(t) € X une fonction qui vérifie

1. la fonction t — ||f (t)|| est presque partout différentiable sur R,

2. la dérwée faible "weak dérwative f' de f existe presque partout

sur R.

Alors, pour presque toutt € R, on a

If @ :t If @I = (F@®),2%), ve'(t) € J(£ (1)) (2.1)
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Lemme2.1.4 [3].

Soit (si),cn une suite de nombres réels positifs vérifiant
ske1 < s —Cspll, V k>0, (2.2)

ou C >0 et a > —1 sont des constantes. Alors, il eriste une constante

positive M telle que

M
$p < —— 5, VE>0
(k+ 1)1+
Dans le résultat suivant on rappelle le Lemme de Gronwall.

Lemme2.1.5 ([1|p.13).
Sotent ¢, ety des fonctions continues sur un intervalle [a, b] d valeurs

positives et vérifiant

vt € [a,b], y(t) < o)+ [;b(s)y(s)ds
Alors

Ve (a8, y() < 0lt) + I o(s)U(s) exp (ft p(u)du) ds
Lemme2.1.6 [55].

Soit u une fonction positive croissante sur [0, +oo[ telle que u(0) =0 et

considérons la fonction suivante :
v(z)=z— (I +u)"(z), z€[0,+00[,

ot I désigne la fonction identité. Soit (si),.n une suite numérique po-
sitwve telle que :
Skr1+ U (Sk41) < s, VE>0.

Alors sy < z (k), ot z est la solution de :

d
e +v(@®)=0,t>0,2(0)=s.

2.2 Généralités sur les semi-groupes

Dans cette section nous rappelons quelques résultats essentiels sur les
Ch-semi-groupes. La notion de semi-groupe généralise celle de la fonction
exponentielle de A au cas ou l'opérateur A est non borné. Une telle géné-
ralisation est utile afin d’étendre le concept d’une solution du probléme de

Cauchy. (Voir par exemple : |28, 74]).
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2.2.1 Cjy-Semi-groupes linéaires

Le but de cette partie, est de donner des propriétés d'un Cy-semi-groupe

linéaire en relation avec son générateur et sa résolvante.

Définition 2.2.1 /6.
Soit X un espace de Banach. On appelle Cy-semr-groupe linéaire sur X
toute famille d’opérateurs linéaires continus S (t) : X — X, t € Rt tels

que
1. S(0) = Idx ou Idx est lidentité sur X,
2. S(t+s)=S5(t)S(s), pour tout t,s € RT.
3. 1t1i131.+,5;'(25)a: =z, pour tout z € X.

St de plus on a
IS (t)z — S (t)y|| < ||z — y|| pour toutt e R etz,y € X,

alors S (t) est dit un Cy-semi-groupe de contraction dans X.

Définition 2.2.2 On dit que (S (t)),5, est uniformément continu s’il vé-

rifie la relation lim [|S (¢) — Id||;x) = O.
t—0+

La famille d’opérateur (S (f)),5, est liée a un opérateur A qu’on introduit

dans la définition suivante.

Définition 2.2.3 On appelle générateur winfinitésimal d’un C, sema-

groupe (S (t)),>q, l'opérateur A défini par :

Az = lim M

t—0+ t

(2.3)
pour tout x € X tel que la limite existe.

On appelle alors domaine de A, noté D (A), '’ensemble :

D(A):{:ceX:nmS(t)“’_x

t—0+

existe}

Remarque 2.2.1 Le générateur wnfinitéstmal d’un semai-groupe est

unique (voir [28]).
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Théoréme 2.2.1 [74].
Soit (S (1)), un Co-semi-groupe sur X. Alors, il existe deux constantes
w>0et M>1 telles que :

IS ()| < Me**, pour tout t > 0. (2.4)

Dans le cas o w = 0 et M = 1, le Co-semi-groupe (S (t)),», est de

contraction.

Les propriétés suivantes sont des relations liant un Cj-semi-groupe et son

générateur infinitésimal.

Proposition 2.2.1 28]
Sout (S (t));so un Co-semi-groupe sur X de générateur infinitésimal A.
Alors pour tout x € D (A) on a les propriétés suivantes :
1. pour toutt > 0 etz € D(A), on a S(t)z € D(A), et pour tout
€ X, [;S(s)zds € D(A).
;o 1tk _
2. hlilg1+ sl rS(s)zds =S (t)z, Vr € X,

3. L (S(t)z) = AS(t)z = S (t) Az, Vz € X,
4. St)z —z = [} S(s) Azds Vz € D(A) et Vt > 0.

Corollaire 2.2.1 Si A est un générateur d’un Cy-semi-groupe S (t), alors

D (A) est dense dans X et A est un opérateur linéaire fermé.

Définition 2.2.4 On dit qu’un opérateur A est dissipatif si pour tout
z € D(A), i existe ¥ € J(z) tel que (Az,z*) < 0, ou J désigne la

fonction dualité définie par :
J(z)={z" € X*:||z*]| = ||z|, (z,2") =[]z}, Yz € X - (2.5)
Définition 2.2.5 Soit (A, D(A)) un opérateur fermé de X

o(A) :={X € C: AI — A non byective } est le spectre de A.
p(A) := C\o(A)est l’ensemble résolvent .
R\, A) := (M — A)™" pour X € p(A)est la résolvente.
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Lemme2.2.1 ([28], p 55).
Soit (A, D(A)) un générateur infinitésimal d’un Cy-sem1 groupe (T'(t)):>o,

alors pour tout A dans C ett > 0 on a.
t
e M)z —z=(A— )\I)/ e T (s)zds, sizc X
0
t
= / e MT(s)(A— Al)zds, siz € D(A).
0

Theorem 2.2.1 (/28], p. 57).
Soit (A, D(A)) un générateur infinitésimal d’un Cy-sems groupe (T(t)):>o

vérifiant :

IT(®)|| < Me*,  pour tout t > 0.
Alors pour tout n € N et ReA >w, ona

(_1)77.71 dnfl
(n—1)! dant
1

— (n—l)'/o s" e MT(s)zds.

R(\ A"z =

R\, A)z

En particulier pour tout n € N et Re A > w, on a l’estimation :

M
RMA| < .
IROVAY < oy —uye

Théoréme de Hille-Yosida

Dans cette partie nous présentons un résultat concernant les Cy-semi-
groupes. Il s’agit du théoréme de Hille-Yosida qui permet de caractériser
les opérateurs qui sont générateurs de Cp-semi-groupes. Ce résultat a été
démontré par Hille dans [45] et par Yosida dans [87] pour les Cyp-semi-groupes
de contractions. Quelques années plus tard, Feller dans [34], Miyadera dans
[60], Phillips dans [75] ont donné une preuve pour le cas général d’un

Co-semi-groupe.

D’apreés la Proposition [2.2.1] si A est un générateur infinitésimal d’un Cjy-
semi-groupe sur X, alors A est fermé de domaine dense. Réciproquement,
si A est fermé de domaine dense, alors il existe des conditions nécessaires
et suffisantes pour qu’il engendre un Cy- semi-groupe sur X, qu’on rappelle

dans les deux théorémes suivants :
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Théoréme 2.2.2 (Théoréme de Hille-Yosida, [74)]).
Un opérateur A (généralement non borné) génére un Cy-semi-groupe

de contraction st et seulement st :

1. A est fermé et D(A) = X,

2. l’ensemble résolvant de A, donné par
p(A)={AeR: (M- A) ' € L(X)] (2.6)
contient |0, +00| et pour tout A >0 on a :

|ar -4 < (2.7)

> =

Remarque 2.2.2 Le point 2 du théoréme précédent est équivalent a :
(A,D(A)) est m-dissipatif.

Le théoréme suivant généralise celui de Hille-Yosida dans le cas des semi-

groupes qui ne sont pas de contraction.

Théoréme 2.2.3 (Théoréeme de Feller-Miyadera-Phillips, [28]).
Soit (A,D(A)) un opérateur linéaire dans un espace de Banach X, et
sotent w, M € R avec M > 1. Alors les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

1. (A,D(A)) génere un Cy-semi-groupe (S (t)),~, vérifiant :
IS (¢)|| < Me**, pour tout t >0

2. A est fermé, D(A) = X et pour tout A € C avec R(A) > w, on a
Aep(A) et

[[(AI — A)|| < =, pour tout n € N*.

M
(RA) —w)
Remarque 2.2.3 St A est un opérateur borné, alors le semi-groupe gé-
nérateur de A est donné par :

tk Ak
A
Sit)y=e"=>" o

£>0

Exemple 2.2.1 On suppose que €2 est un ouvert borné de R™, de frontiére

0Q de classe C?, et soit X = L*(Q) muni du produit scalaire usuel
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<Y,z >= [qy(z)z(z)dz. On considére sur X l’équation de la chaleur
suivante :

=) _ Ay(z,t), V(zt)€Qx(0,T)

y(z,t) =0, VY (z,t) € 8Q x (0, T)

Pour se ramener au cadre abstrait, il suffit de poser

n 2

8
D(A)= H*(Q)NHL(Q) et Ay=) 8:1:12/'
=1 7

Alors, l'opérateur A est mazimal dissipatif.

Exemple 2.2.2 [29], p 69). Soit Q = [0,1], et considérons l’équation de

la chaleur sutvante

HCt) =2 4 u(®) By () surQx (0,00)
¥y (0)=9'(1)=0 t>0 (2.8)
y(',O):yOEC([O,lD sur €2,

ou By =y, pour tout y € C ([0, 1])

L’opérateur A définie par Ay = % dont le domaine est

D(A) = {y € C?([0,1]) tel que ¥ (0) =1y (1) = o}. (2.9)

génére un Cosemi-groupe T (t), t > 0 fortement continu surY = C ([0, 1])
(voir [29], page 69).

1
(T®))(s)= [ k(s,r)y(r)dr  pour yeC(0,1]) et s€(0,1],
0
(2.10)
ou
k(s,m)=1+2> e ™ "*cos(mns) - cos (mnr) (2.11)
neN
Remarque 2.2.4 Le Laplacien me génére pas de semi-groupe dans
L*(Q).

Exemple 2.2.3 (28, 59/
Soit Q = (0, c0).
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e Soit X = LP(Q), p> 1. L’opérateur

0

A= ——
oz

de domaine
D(A) = {y € W(Q); y(0) = 0}

génére un Cy semi-groupe de contraction S(t) sur l’espace d’état
X =LP(Q), p>1 (voir [28], p. 34).

e Soit X = L' (). L’opérateur

dont le domaine est
D(A) = {y € L'(Q): 1y est absolument continu, et y(0) = O}.

génére dans l’espace d’état X = L' (2) le semi-groupe de contrac-

tion suivant

(S(t)y)(T):{z(T_t) o, (2.12)

2.3 Equations d’évolution semi-linéaires

2.3.1 Reésultats d’existence et de régularité

Nous rappelons quelques résultats d’existence et d’unicité de la solution
d’une classe d’équations d’évolutions semi-linéaires.

Considérons le probléme de Cauchy suivant :

A=Ay + Ly (@),  VE> i
(2.13)

y(to) =9 € X

ol A est un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe S () dans un espace
de Banach réel X, f : R x X — X est une fonction donnée et y, représente
I’état initial. On rappelle quelques définitions de la solution ("mild", faible,

classique et forte) du systéme ([2.13).
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Définition 2.3.1 Une solution continue y de l’équation intégrale

YO =S(t-t)ut [ St y(s)ds

est appelée solution ("mild" solution en anglais) du probléme ([2.15).

Nous commencons par le résultat classique suivant qui assure l'existence et
l'unicité du "mild" solution de ([2.13)) pour les fonctions f qui sont Lipschit-

ziennes.

Théoréme 2.3.1 [74)].

Sotent t; > ty et f @ [to,t1] X X — X une fonction continue en t sur
[to,t1] et Lipschitzienne sur X. Alors pour tout y, € X, le probléme
admet une unique solution y € C ([to,t1]; X). De plus, la fonction
Yo — Y est Lipschitzienne continue de X vers C ([to,t1]; X).

On rappelle la définition d’une application localement Lipschitzienne.

Définition 2.3.2 On dit que f est localement Lipschitzienne en y uni-
formément en t sur un intervalle borné st et seulement si, pour tout
to,c > 0, 1l existe une constante L., telle que pour tout u,v € X avec
llul| < e |lv]| <cettel0,t] ona

1f (&) = (&)l < Lego [Ju — -

Dans le théoréme ci-dessus, si la fonction f est uniformément Lipschitzienne
alors 'existence d’une solution globale du probléme (2.13) est assurée.
Si on suppose que f est localement Lipschitzienne en y et uniformément en t

sur un intervalle borné, alors on a le résultat suivant :

Théoréme 2.3.2 [74].

Soit f :[0,400[ x X — X une fonction continue en t pour toutt > 0 et
localement Lipschitzienne en y, uniformément en t sur tout intervalle
borné. St A génére un Cy-semi-groupe (S (t)),., sur X alors pour tout
Yo € X, 1l existe tyma, > 0 tel que admet unique solution y sur

[0, tmaz[- De plus, St tpes < 00 alors , litm lly (¢)|| = 400 .
— mazx

On rappelle la définition de la solution faible du systéme (2.13).
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Définition 2.3.3 [6/.
Sottty >ty et f € L' (t,t1; X). Une fonctiony € C ([to,t1]; X) est appelée
solution faible de (2.13) sur [to,t1] st elle vérifie :

1. y (%) = o,
2. pour tout w € D(A*) la fonction t —< y (t),w > est absolument
continue sur [to,t;]| et satisfait :

d
pr <yt),w>=<yt),A'w>+< f(t),w>ppteltt].

Le théoréme suivant permet de caractériser la solution faible du systéme
(2.13).

Théoréme 2.3.3 [6].
Une fonction y : [ty,t;] — X est une solution faible de (2.13) sur [to, 1]
st et seulement si, f(.,y(.)) € L* (to,t1; X) et y vérifie la formule de la

variation de la constante suivante :

YO =S¢-t)ut [ S5 (sy(s)ds, VEE ftoti].

On peut alors se demander : "a quelles conditions sur f et y obtient-on une
solution faible du systéme ([2.13)) ?".

Le résultat suivant répond a cette question.

Théoréme 2.3.4 [24].

Soit f : Rx X — X wune fonction continue en t et localement Lip-
schitzienne en y. Alors pour tout yo € X le systeme admet une
unique solution faible y définie sur un intervalle mazimal [ty, tma| avec
tmaz > to, Y € C ([to, tmaz|; X). De plus, si y, € C ([to,tmaz[;X) est une
suite de solutions faibles du systéme (2.13) telle que y, (0) — yo lorsque
n — +00, alors y, — y lorsque n — 400 dans C ([ty, tmaz|; X) avec y est
une solution faible du systéme satisfarsant y (0) = yo. De plus, st

tmaz < +00 alors tlﬁim lly (t)]| = oo.

Définition 2.3.4 Soit t; > ty et f € L' (ty,t1;X). Une fonction y est
appelée solution classique de sur [to, t1[ si elle vérifie les conditions

suwvantes :

1. y(t) € D(A) pour tout t € [to, ],
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2. Y € C([to,tl[,X) ﬂC’l (]to,tl[,X),
3. y vérifie le systéme ([2.13).

Définition 2.3.5 [7/).

On appelle solution forte du probléeme a wvaleur initiale toute
fonction y différentiable presque partout sur [0,T] et telle que y €
L'([0,T]; X), y(0) = yo et y'(t) = Ay(¢) + f(t,y(¢)) presque partout
sur [0,T].

Remarque 2.3.1 1. Toute solution forte est nécessairement faible,

mais la réciproque est fausse en général.

2. Toute solution classique est une solution faible, mais la réciproque

est fausse en général.

2.3.2 Propriétés asymptotiques

Soit X un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire (.,.), de norme
associée ||.||.
Ici, on donne quelques propriétés concernant les semi-groupes non linéaires.
D’abord, dans le cas ot le semi-groupe (T (t)),., généré par un opérateur
linéaire A, on a AT (t) =T (t) A,Vt > 0 sur D (fi)

Remarque 2.3.2 En général, dans le cas des semi-groupes non-linéaire
on a : AT (t) # T (t) A,Vt > 0 (voir [54]).

Définition 2.3.6 [6].
Soit (S (t)),s, un semi-groupe (généralement non linéaire) sur X.

1. On appelle orbite positive 1ssue de yo l’ensemble

o* (%) = U S (t) yo.

teRt+

2. L’ensemble w-limite fort de yo (qui peut étre vide) est donné par :
Q(yo) ={y € X : 3(tn),, = +00; S (tn) Yo — y lorsque n — 400} .

3. L’ensemble w-limite faible de y, (qui peut étre vide) est défini

par :

Qu (o) ={y € X : 3(t,),, = +00; S (t,) Yo — y lorsque n — +00}.
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Définition 2.3.7 [6]

Un sous ensemble Q0 de X est dit positivement invariant par S(t) st
S (t)Q C Q pour tout t € RT, et il est dit invariant st S (1) Q2 = Q pour
tout t € R*.

Le théoréme suivant donne une condition suffisante qui fournit des infor-

mations sur les ensembles w-limites.

Théoréme 2.3.5 [6/

1. Si Ot (y) est pré-compact, alors Q(y) est non vide et tnvariant
dans X.

2. Sv S(t) est séquentiellement faiblement continu sur X (i.e.,

Sy, = SH)y st yn — y), alors O (y) est non vide, bornée

et Q, (y) est invariant dans X.

Remarque 2.3.3 Le Théoréme précédent est particulierement utile pour
[’étude des semi-groupes non linéaires de type paraboliques ou hyperbo-

ligues ayant des orbites OF (y) pré-compactes.

Maintenant, nous rappelons un résultat qui permet de caractériser le com-

portement asymptotique de la solution du systéme ([2.13)).

Théoréme 2.3.6 /6]
Soit A un générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction
S (t) dans un espace de Hilbert X. Supposons que f : X — X satisfait

les hypotheéses suivantes :
1. f est localement Lipschitzienne,
2 6 =€ = f(&)— F(8), n— +oo,
3. < f(£),E><0,V¢€e X.
Alors, pour tout yo € X, admet une unique solution faible y (yo,t)

sur RT. De plus T (t)yo = y (yo,t) est un semi-groupe non-linéaire sur
X, Qu (Yo) est non vide et invariant par T (t), et pour tout yo € X et
Y € Qy(Y), ona:

<T®)y f(T(t)y) >=0,Vt e R, (2.14)

de plus, si l'unique solution de l’équation (2.14) est y = 0, alors
y(t,y0) — 0, lorsque t — +o00.
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2.4 Probléme de stabilisation des systémes bili-

néaires

2.4.1 Définitions

Dans cette partie, nous considérons le cas des systémes bilinéaires ho-
mogeénes distribués. Nous allons discuter la question d’existence ainsi que le
probléme de stabilisation selon certains travaux issus de la littérature. L'un
des principaux résultats sur le comportement asymptotique de 1’état de cette
classe est dii a Ball et Slemrod [6].

Considérons le systéme bilinéaire suivant :

=A@ +u®By(), t>t
(2.15)

Y (to) = Yo-

ou X est un espace de Hilbert muni d’'un produit scalaire < .,. > et A est
un opérateur linéaire A : D(A) C X — X générateur infinitésimal d’'un Cp-
semi-groupe (S (t)),», B est un opérateur linéaire de X dans X et u(t) est

le controle.

Définition 2.4.1 Le point d’équilibre O est dit stable au sens de Liapunov

pour le systéme st :

Ve > 0,Vty > 0,36 = 0 (to,€) > 0, tel que ||yo]] <0 = ||ly(t)|| <e, VE>to
(2.16)

La stabilité au sens de Lyapunov de l'origine du systéme veut dire que pour
tout t > £y, la solution du systéme ([2.15|) reste au voisinage de 1’origine si yq
est au voisinage de 1’origine. En d’autres termes, pour tout ¢ > %y, une petite
perturbation de la condition initiale 4, autour de l'origine donne naissance a
une solution y(¢) qui reste proche de ’origine. Remarquons que la stabilité au
sens de Lyapunov n’'implique pas la convergence des solutions vers l'origine,
c’est pourquoi la notion de stabilité précédente toute seule est insuffisante
pour l’étude du comportement des solutions.

La définition suivante concerne la stabilisation faible et forte du systéme
(2.15]).
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Définition 2.4.2 Le systéme est dit faiblement (respectivement

fortement) stabilisable s’il existe un contréle u(t) = v (y(t)) tel que la

solution de satisfait :

1. Pour tout vy, il existe une unique solution faible y(t) de
définie pour tout t € RY,

2. 0 est un point d’équilibre stable au sens de Liapunov,

3. pour tout yo € X, y(t) — 0 (respectivement y(t) — 0), quand

t — +00.

Définition 2.4.3 Le systéme est dit exponentiellement stabili-
sable, s’il existe un contréle u(t) = f(y(t)) tel que la solution de
satisfait : Pour tout yo € X, il existe M = M (yo) , 0 = 0 (yo) > 0 tels
que l'unique solution faible y (t) de partant de y, vérifie :

ly ()] < Me™", vt > 0. (2.17)

Le systéme est dit uniformément exponentiellement stabilisable,
s1 est vérifiée pour des constantes o et M, indépendantes de v,.

Dans ce qui suit, nous donnons des conditions suffisantes sous lesquelles
le systéme ([2.15)) est globalement stable par une famille de contréles non

linéaires.

2.4.2 Stabilisation faible

Une approche naturelle pour la stabilisation est de dériver 1’énergie ||y (2)||
le long des trajectoires de (2.15)), ce qui permet d’obtenir :

:;lt||y(7f)||2 =2R(< Ay (t),y(t) >) +2R (v () <y (?), By (t) >).

On suppose que A est dissipatif, alors on peut choisir le contréle quadratique
v(t) = — <y (t),By(t) > qui permet d’obtenir 'inégalité de dissipation de

’énergie suivante :

Ll @IP < 2 <y (), By () >*
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Théoréme 2.4.1 [6].
On suppose que A génére un Cy-semi-groupe de contraction et B : X, —
X (avec X, est un espace de Hilbert muni de la topologie faible) un

opérateur compact tel que :
Ve X: <S(t)®,BS(t)®>=0,tecR" — &=0
Alors est faiblement stabilisable par le contréle quadratique
u(t)=— < By(t),y(t) > (2.18)

Preuve 2.4.1 Le systéme (2.15) contrdlé par s’écrit sous la forme
suivante :
WO —Ay()+ fy(t), t>t
(2.19)
Y (to) = o

avec f (¢) = — (BE, €) Bt.
Soit ¢ > 0 et u,v € X avec ||u|| <¢,||v|]| <c.Ona:

If (w) = f (W)l << Bv— Bu,v > Bv||+ ||< Bu,v — u > Byl
+||< Bu,u > (Bv — Bu)||,

alors

1f (w) = f (@)]] <3 (|BI]*|Ju—v]|.
Donc f est localement Lipschitzienne.
Soit (§,), une suite d’éléments de X, telle que &, — £, lorsque n — +oo,
avec ¢ € X. Puisque B est séquentiellement faiblement continu, alors
< B&,, &, >—< BE € >, et BE, — B¢ lorsque n — 400, d’ou f est sé-

quentiellement faiblement continu. Soit £ € X, on a :
< f(§),§>=—-<BgE><0.

Alors f satisfait les conditions du Théoréme [2.3.6| ce qui nous assure 1’exis-

tence d’une solution faible y (¢, yo) du systéme (2.15)), et T'(¢) yo = v (¢, y0)
définit un semi-groupe dans X et on a Q,, # 0. Soient £ € X, et t € RT. On

a<T()E f(T(t) >=0alors < T (t)¢,BT(t)¢ >=0d’ou f(T(t)¢) =0.

En appliquant la formule de la variation de la constante on voit que :

et =T (t)¢.
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Orona<T () f(T(t)€) >=0, alors < e*¢, Be!4¢ >= 0. En utilisant le
Théoréme [2.3.6} on déduit que £ = 0, d’ou

y (¢, 7o) — 0 lorsque ¢t — +00.

Remarque 2.4.1 Le probléme de stabilisation faible a été étudié dans le
cas X = R" par Jurdjevic et Quinn [46], et Slemrod [82].

2.4.3 Stabilisation forte

Dans cette partie on va rappeler quelques résultats concernant la stabilité
forte du systéme bilinéaire (2.15). On suppose que :
(H1) : (AId — A) ! est compact dans X pour tout A > 0.
(H2) : B un opérateur auto-adjoint tel que < Bz,z > a un signe constant

pour tout z € X, et soient :
M= {m € X :< Bet“z, etz >=0,Vt € R+}
et
N ={z €D(A4):< Ae*z,e"z >=0,Vt € R'}.

On a le théoréme suivant :

Théoréme 2.4.2 [18]. On suppose que les hypothéses (H1)-(H2) sont
vérifiées et que
MnN = {0}.

Alors le contrdle
u(t)=—p < By(t),y(t) >, avec p>0,
stabilise fortement le systéme (2.18).

La proposition suivante répond au probléme de stabilisation de ([2.15]) sous
contrainte de saturation de la forme |u ()| < p, p > 0.
On considére le contréle suivant :

< By(),y(®) >
P1Y1<By(t),y () >]

u(t) =

pour tout p > 0. (2.20)
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Proposition 2.4.1 [18].
On suppose que les hypothéses (H1)-(H2) sont vérifiées et que M NN =

{0}. Alors le contréle stabilise fortement le systéme (2.18).

Remarque 2.4.2 Les deuz résultats précédents peuvent étre déduits de
la théorie standard des semi-groupes de contraction non-linéaires gé-
nérés par des opérateurs maximauxr monotones en utilisant le principe

d’invariance de Lasalle (voir [6]).
L’objectif du résultat suivant est de donner une estimation asymptotique de
I’état stabilisé.

Théoréme 2.4.3 [13, |64
Soit S (t) un semi-groupe de contraction, B € L (X) un opérateur borné.

On suppose de plus que :
/OT |< BS(t)y,S (t)y >|dt > §||y|°, Yy € X, (6, T >0), (2.21)
alors le contréle quadratique
u(t)=—<y(t),By(t) >, (2.22)

stabilise fortement le systéme et on a l’estimation asymptotique

sutvante :

1
@) =0 (ﬁ) quand t — oo

Remarque 2.4.3 Le résultat précédent s’étend au cas d’un opérateur de

contréle non linéaire localement Lipschitzien (voir [64)]).

2.4.4 Stabilisation exponentielle

Théoréme 2.4.4 [66].
Soit S (t) un semi-groupe de contraction, B € L (X) un opérateur borné.
On suppose de plus que la condition est vérifiée. Alors le contréle

u(t) = _Wl{@/y(t)ﬂ} (2.23)

stabilise exponentiellement le systéme ([2.15).
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Conclusion

Les résultats de stabilisation rappelés précédemment concernent le cas
d’un systéme bilinéaire qui évolue dans un espace d’état qui est un Hilbert.

Dans la suite nous allons considérer le cas ou ’espace d’état est un Banach.
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Chapitre 3

Stabilisation exponentielle des

systémes bilinéaires

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a 1’étude de la stabilisation d’un systéme par
un contrdle de type feedback sur un espace de Banach. En utilisant une dé-
composition appropriée de l'espace d’état, nous fournissons des conditions
suffisantes pour la stabilisation exponentielle du systéme en question. Par
ailleurs, nous montrons que la loi de feedback proposée reste un controle sta-
bilisant sous certains types de perturbations sur la dynamique et 1’'opérateur
de contréle. Enfin, nous proposons des exemples d’illustrations.

Considérons le systéme suivant :

{ y'(t) = Ay(t) + v(t)By(t), t > 0 (3.1)

y(0) = ¥o

ou X est un espace de Banach réel, A est un opérateur non borné de domaine
D(A) qui génére un semi-groupe de contractions S(t) sur X, B : X — X
est un opérateur linéaire borné, et la fonction scalaire v(%) est le contrédle. Ici
y' représente la dérivée par rapport au temps. Ce type de systéme est éga-

lement appelé bilinéaire car la partie d’entrée est linéaire par rapport a v et y.

Dans ce chapitre nous supposons que l'espace d’état X peut s’écrire
comme une somme directe de deux sous-espaces fermés X; et X, invariants

par A, et tels que S(¢) induit un semi-groupe exponentiellement stable sur
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X,. Cette approche a été précédemment utilisé pour des systémes linéaires
(voir [77, |84]).

3.2 Résultats de stabilisation

Considérons 'hypothése suivante concernant 1’application dualité donnée
par ([2.5) :
(H) : L’application dualité J est univoque et globalement Lipschitzienne.

Dans la suite L > 0 désigne une constante de Lipschitz de J, (ie),
17(21) = J(22)|| < Lllz1 — 22|, V21,22 € X.

Pour d’autres propriétés de ’application dualité J, nous renvoyons aux [9,

16}, 31, [32, 37, |88|.

Dans cette section, nous allons généraliser les résultats établis dans un espace

d’Hilbert [66] a un espace de Banach. Pour cela, nous considérons le controle
(By(t), J(y(1)))

v(t) = — Lo/ (0200 (3.2)

ly@I°

On remarque que si X est un espace de Hilbert, alors X* peut étre identifié

a X, et le produit de dualité coincide avec le produit scalaire définit sur X.
Dans ce cas, le contréle (3.2) prend la forme ([2.23)).

Cela nous ameéne a considérer dans ce qui suit le systéme en boucle fermée

{ () = Ay(t) + F(y(t)), t>0 (3.3)

y(0) =wo
ou F' est définie par

(Bz, J(2))

U T

1X,{0}BZ, Vz € X.

On rappelle qu'une fonction y € C ([0,T];X) est une solution "mild" du
systéme (3.3)) sur [0,7] si F (y(.)) € L*(0,T; X) et si y satisfait la formule
de la variation de la constante suivante :

u(t) = SEo+ [ St~ 5)F(y(s)ds, vt € 0,7

La fonction y est une solution classique de (3.3)) si y(¢) € D(A4),t € [0,T], y
est continue sur [0, 7], continument differentiable sur (0, T') et satisfait (3.3))
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(voir [73], p. 126 & pp. 183-184).

La fonction F' est globalement Lipschitzienne sur X. En effet, pour y,
zeXona
I1F(y) — F(2)|l = H Bm2 x—{03By — & HZH(2 D1x_t0 }BZH
en effectuant le calcul on a

2P WP 1F@) - F2)Il < |[(l2l° By, J@))y — (|I2]1° By, J(2))y|

(l2I* By, J(2))y — (lI2I By, J(2))z|+|(llzIF By, J(2))z — {||2I]* Bz, J(2))z|-
Or nous avons
{|2I* By, J(v))y — (||2I1* By, J(2))y|| < L 12|1* lyl* | BIP |1y - ]I

(l21I* By, J(2))y — (lIz]I” By, J(2))z| < |(ll2]” By, J(2))y|| Iy - =II-

(l2ll® By, J(2))z — (||2II° Bz, J(2))z|| < || Bl ll2]|* lly — 2.

Donc on peut conclure que F est Lipschitzienne. Ainsi le systéme
(3.3) admet une unique solution y(t) qui dépend de y, et est définie pour
tout ¢t > 0 par (voir |73|, p. 185) :

y(t) = S(t)yo + /Ot S(t—s)F(y(s))ds, Vte[0,T] - (3.4)

De plus, en reformulant les techniques utilisées dans [12, 66], on a pour
T € [0,Trmax), la fonction F' : ¢t — v (t) By (t) est continue, alors elle existe
une suite de fonctions (f,) C C*([0,T], X) telle que :

fa—= Fin (C°([0,T], X); ||-|loo)-
Considérons (y,) C C°([0,T], X) vérifiant :
U (t) = S ()0t [ 5(t— ) fu(s)ds, Ve [0,7]. (3.5)
Pour yo € D (A),on a y, est une solution de ’équation (voir 73|, p. 185) :
Un () = Ayn () + fu (£),  ¥n (0) = %o.

Avec I’hypothése (H), la fonction ||.||> est Fréchet-différentiable, donc d’aprés

le Lemme [2.1.3) on a :

el @ = (Un (8), J (yn ()
= <Ayn (t) J (yn (t)» + <fn (t) J (yn (t)»
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Puisque A est dissipatif, on déduit que :

; D o OIF < (2 (6), 7 (e 1)) - (36)

De plus, d’aprés ) et (3.5) on a:
lyn (8) —y (B)]] < /OT 1fn(s) — F(s)l|ds < Tﬁz;gq 1£2(t) = F(&)ll, Vte[0,T]
Et du fait que (f,) converges uniformément vers F', on déduit que :
Yn (t) = y(t), asn — +oo-
En intégrant la relation , on trouve

9 @I = 1o () <2 [ (e (1), (0a (D)) dr, VO < 5 << T.

d’ou en utilisant le théoréme de la convergence dominée :

ly @IF -l ()IF <2 [ (F(r), I @) drv0<s<t<T.

ou encore

Iv@IF ) <2 [ BRI o oman, @)

pour tout 0 < s <t < T et pour tout Yy € X. En particulier, on a
ly®)I < [lwoll, v¢ € [0,T] - (3.8)

Le lemme suivant fournit une estimation qui sera utile pour établir la stabi-

lisation.

Lemme3.2.1 Soit A un opérateur qui génere un Cy—semai-groupe de
contraction S(t). Soit B un opérateur linéaire borné. Alors pour tout
T > 0, la solution "mild" y(t) du systéme vérifie l’estimation sui-

vante

[} s, 7oy as < oy [ B TEDE a0
(3.9)

ot E:={s>0/y(s) #0} et C > 0.
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Preuve 3.2.1 On a
(BS(t)yo, J(S(t)wo)) = (BS(t)yo — By(t), J(S(t)yo))+

(By(t), J(S(t)yo) — J(y(2))) + (By(2), J(y(¢)))

alors

[(BS()yo, J(S()o))| < IBIHII(S@)wo) I 1S (#)yo — w(t)]] +
IBIHy@II[T(S(E)yo) — Iyl + [(By(t), J(y(2)))]

< (1 + L) Bl ol IS#)yo — y(t)|| + |(By(t), J(y()))|
La relation (3.4) donne

1S (t)yo — y(t) H<||B||/ By(ﬁ (J)(ﬁl(s)mlE(s)ds.

De plus, en utilisant (3.8 on trouve

[ Bae), el ae < ol [ LD TE 150

On en déduit que

Jo [(BS(t)yo, J(S(t)yo))| dt
< Jlgoll (TIIBI® (1 + L) + 1) JT LBRIaD (),
En utilisant 1'inégalité Holder, on trouve la relation suivante :

/oT [{BS(t)yo, J(S(t)yo))| dt

< ol 3 181 1+ 2)-+ VD [ HPUEE T 1))

ensuite en remplagant y, par y(t) dans l'inégalité précédente et en utilisant

(3.8)), on déduit que

[ 1Bsue, Sstmeian < o[ BT

ou C =T:||B||*(1+ L) + VT.

N\r—-

1g(s)ds)z?,

Dans la suite, nous supposons que ’espace d’état X peut s’écrire comme
somme directe de deux sous-espaces fermés X; et X, qui sont invariants pour

le semi-groupe S(t)

S(t)Xl C Xl et S(t)Xz C Xz. (310)
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Notons par S;(t) et Sa(t) les restrictions de S(¢) & X; et X,. Les opérateurs
Si(t) et S»(t) sont des Cp—semi-groupes de X; et X, respectivement, et
soient A; et A, leurs générateurs. L’approche consiste ici a décomposer 1’es-
pace d’état en deux sous-espaces appropriés, invariants par A et a étudier les
projections du systéme initial sur de tels sous-espaces comme exemple d’opé-
rateur A vérifiant cette propriété le cas ou le spectre o(A) de A peut-étre
décomposé en o(A) = 01(A) U os(A), ot 01(A) = {) € d(4)/Re(N) > -6}
et 02(A) = {) € 0(A)/Re()) < —6} pour un certain § > 0, tel que o1(A) est
borné et puisse étre séparé a partir de ’ensemble o5(A) tout au long d’une
courbe lisse (voir [84]).

Nous supposons en outre que
BX,CcX;,1=1,2 (3.11)

de sorte que le systéme initial (3.1]) induit sur X; et X, les systémes suivants

jtyl(t) = A11(t) + v(t) Biy1(t), %1(0) = yor € X1, (3.12)
et
() = o)) + 0B, (0) = s € X, (319

respectivement, ou B; est la restriction de B sur X;.
Notons par B; =1II;0 B, 1 =1,2 ou
I, : X—X;
Y=Y, ou Y=y +v, ¥ € Xt =1,2.
Il est clair que si le systéme ((3.1)) est stabilisable, le sous-systéme I'est

également. L’inverse est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.1 Supposons que
(1) (3.10) et (3.11]) sont vérifiées,

(11) le semi-groupe Si(t) est de contraction et S»(t) est exponentielle-

ment stable,

(i12) il existe 6,T > O tel que

/OT (B8, (1)&r, J(S1(£)€)| dt > 6 |1, Ve, € X (3.14)

Alors il existe p; > 0 tel que pour tout 0 < p < p1, le contrdle

v(t) = _p<Bly1||(2’(gT,yzl(t))> Lit>0/y1t)203 (3.15)

stabilise exponentiellement ((3.1]).
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Preuve 3.2.2 L’opérateur en boucle fermée

(B1z, J(I1;2))

F, 12— —
1 STk

B]_Z

est globalement Lipschitzien sur X, donc le systéme ([3.1) contrdlé avec

_ (Buwy(t), J(ILy(?)))
v(t) = —p Ly 1{t>0/mmy(t)0}

posséde une unique solution globale y(%).

De plus, selon le Lemme [3.2.1], la solution y; (t) de (8.12) satisfait (3.9)), donc
nous avons

/OT [(B1S1(8)y1(t), J(S1(s)y1(t))) | ds <

Clyo: ()] </tt+T I(By1(‘fjiégﬁ/’12(s))>|

1
2

1E1ds> (3.16)

ot By ={s>0/y:(s) #0} et C > 0.
En appliquant (3.7)) a la solution y;(¢) du systéme (3.12)), on obtient

ly ) — [la(s)I < 2/:<F1(y1(7)), J(y:(7)))dr (3.17)

De (3.14)) et (3.16)), nous aurons

/t+T |(Byy(1), J(y2(T)))
; 32 (7))

pour un certain a = a(p) > 0.
Prenons u; = ||v1(kT)|]*>, Vk € N. posons s = kT et t = (k + 1)T dans

(3.18]), nous obtenons

Lirso/u(ryzoydm > [y ()|, V¢ >0, (3.18)

(k1T [( By, (7), J(3:(7))) [

U — Uk Z 2 1{720/ (r);éO}dT- (3.19)
kT [ly2()I” "
Ensuite, en utilisant a nouveau ([3.18)) et le fait que ||y;(t)|| est décroissante,
on obtient
Uy — Ugyy > 2QUpR 1 (3.20)
ce qui donne
1
< ——— Uy
Uk+1 > 11 2auk
Donc
1
kT)|| < r* , 00 1= —n——. 3.21
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Appliquant cette estimation pour la partie entiére k = E(%) de %, on déduit
que
@] < CX [l Ve > 0, (3.22)

oulC; =+v1+2aet A= rT < 1, ce qui donne la stabilité exponentielle du

systéme ((3.12)) par le contrdle v(t).
D’autre part, il existe n,Cy > 0 tel que

(O < Cae™™ ||yau |, Vt > 0. (3.23)

Nous étudions maintenant la convergence exponentielle de la composante

Yy2(t) de y(t).
Nous avons

1S2(8)|| < Me °%, Vt >0 ( pour M,o > 0). (3.24)

Puisque X, est fermé, la projection Il; sur X, est continue. Ainsi en utilisant
le fait que X est invariant par B, on déduit de (3.4)

Dat) = SO + [ 0(r)Sa(t — 7)Baya(r)r, 8> 0,
ou B, := II,B. donc
loa(8)l < Me = llgal) + M 1By | [ e o) () dr, Ve > 0.
I1 découle de I’expression de v(t) que

t
28| < Me " llysal| + pCs [ & =7 () a, Ve >0,

pour C; > 0. Posons g(t) = ||y2(t)|| €%, alors cette derniére inégalité s’écrit

sous la forme :
9(t) < M ||yos|| + pCs /Otg(T)dT, vt > 0.
L’inégalité de Gronwall implique que
g(t) < M ||yoa|| e*,

d’ou
[y2()]] < M ||yoo|| €%

Par conséquent, en prenant p > 0 tel que pCs5 — o < 0, nous concluons que
[y < N lyolle™®, vt >0

ou N > 0 et § = min(n,o — pCs3) > 0.
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Le résultat suivant traite le cas ot dim X; < oo.

Corollaire 3.2.1 Supposons que dimX; < oo, et que les conditions
(1) & (12) du Théoréme sont vérifiées. Si de plus on a

<Blsl(t)§1,31(t)§1> =0, Vit >0, = 51 =0, (325)

alors il existe p; > 0 pour lequel le contrdle

v = _p<Blﬁ;Ezf(13ﬁ;(t)> Lig>0/31 ()20} (3.26)

stabilise exponentiellement pour tout 0 < p < p;.

Preuve 3.2.3 Puisque dim X; < oo, on a J = idy, et le produit de dualité
peut étre identifie avec le produit scalaire (.,.) dans l’espace Euclidien X,
(avec une norme associée désignée par ||.||), de sorte que l'inégalité ((3.14)

devient -
L 1B (), S:®w)l dt = 6lluil, Vo € X

De plus puisque dim X; < oo, cette derniére inégalité est équivalente a la
propriété d’observabilité faible (3.25)). Ainsi le résultat découle du Théoréme
[3.2.1]

Dans le cas ot X; = X et X, = {0}, nous obtenons le résultat suivant.

Corollaire 3.2.2 Supposons que A génére un Co— semi-groupe S(t) de

contractions sur X, et que
T
[ 1(BS@®E, (@) dt > |IEI°, Ve € X (pour T,5>0)-  (327)

Alors il existe p1 > 0 pour lequel, le contréle

v(t) = _p(By(|r;,(;f)§’y2(t))) Lit>0/y(t)0} (3.28)

stabilise exponentiellement pour tout 0 < p < p;.

Remarque 3.2.1 L’estimation est une généralisation de l'inéga-
lité d’observabilité exacte. En effet, s1 By = C*C définit sur un espace
d’Hilbert X, pour un certain opérateur linéaire (output) C de X; vers un
espace de sortie Y, alors on récupere l'inégalité d’observabilité exacte au

sens d’un systéme linéaire (c’est-a-dire l'observabilité exzacte de la paire
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(C,A)). De plus, pour les EDP, une inégalité comme peut étre
vérifiée en utilisant les estimations de Carleman (voir par exemples [8,
30,|78]).De plus, dans le cas ot X; est de dimenston finte, cette inégalité

peut étre aussi vérifiée via une condition de rang (voir par exemple [81,

84))-

3.3 Robustesse du contrdle de stabilisation

Dans cette section, nous discutons la robustesse du contréle de stabili-
sation sous certaines classes de perturbations des parameétres du sys-
téme , a savoir la dynamique A et ’opérateur de contréle B. Ici, nous
considérerons des perturbations de méme nature que l'opérateur soumis a
la perturbation. Plus précisément, les perturbations de la dynamique seront
supposées relativement bornées, tandis que celles de I'opérateur de contréle

seront supposées bornées.

3.3.1 Perturbation de la dynamique

Considérons le systéme suivant, qui est la version perturbée de (3.1) sur

sa dynamique.

{ y'(t) = (A+ P)y(t) + v(t) By(t) (3.29)

y(0) = o
avec une perturbation P € L(D(A),X), i.e,, P : D(A) — X est linéaire,
D(A) C D(P) et il existe a, 8 > 0 vérifiant ||Pz|| < a|z|| + B||Az||,Vz €
D(A).

Définissons le paramétre suivant (pour un certain 7' > 0)
T 9 .\1/2
Lp= sup{(/o |PS(t)z|*dt)”""/ = € D(A) and |z = 1},

et considérons 1'opérateur Ap := A + P.

Soit 'ensemble des perturbations suivant :
I'={P e L(D(A),X)/Lp est fini, Apest dissipatif et PX, C X, 1=1,2}.

On peut remarquer que I'" est un espace vectoriel et que tout P apparte-

nant & I' est admissible par rapport a S(t).(ie) il existe v > 0 telle que
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JTNPS(t)z||>dt < v||z||*,Vz € X, (voir [29, 60] ). De plus, en utilisant la
propriété de superposition du semi-groupe S(t), on peut montrer que si Lp
est fini pour un certain 77 > 0, alors il est fini pour tout 7' > 0. En effet si
T < T, Lp est fini pour T et dans le cas ou 77 < T on utilise les propriétés
de semi groupe T' = nT; + T avec To < Tj.

I1 est donc possible de prendre le méme T' dans les inégalités , que nous
considérerons dans la suite.

Dans le résultat suivant, nous montrerons que le contrdle (3.15|) reste sta-
bilisant pour le systéme contre les perturbations P € I' de "petite

amplitude".

Théoréme 3.3.1 Supposons que les hypothéses du Théoréme |3.2.1| sont
vérifiées. Alors il existe 0 < v < 1 tel que pour tout P € T" satisfaisant

Lp <, le contrédle

0= _p<Blylll(;3’(1;])(liél(t))> Lez0/y:(0)203 (3.30)

stabilise exponentiellement le systéme perturbé pour chaque 0 <

p < p1, ou p; > 0 est indépendant de la perturbation P.

Preuve 3.3.1 Soit P € I'. L'opérateur Ap = A + P, de domaine D(A),
géneére un Cyp-semi-groupe T'(¢) de contraction sur X pour Lp < 1 (voir [28],
p. 199). En outre, le semi-groupe T'(¢) induit deux semi-groupes T;(t) et T5(t)
sur X; et X, respectivement. De plus, si P = P; + P, est la décomposition de
P sur la somme directe X = X; @ X, de X, alors les opérateurs Ap, 1 = 1,2
sont dissipatifs et les semi-groupes Ti(t) et T5(¢) sont de contractions.

Puisque X;, 1 = 1,2 sont fermés dans X, alors il existe une constante k£ > 0

indépendante de P telle que
1B <K[|P]l,2=1,2. (3.31)

De plus, T5(t) est exponentiellement stable pour Lp < 7; = 5 (voir [72],

Théoréme 2), ou
+oo 1/2
A= SUP{(/O IS2(8)e| dt) "/ 2 € D(As) et |lz]l =13,

qui est finit car le semi-groupe S,(t) est exponentiellement stable.
Maintenant nous allons vérifier que l’estimation ([3.14]) est robuste sous la
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perturbation P;.

De la formule (3.4)), on a
¢
S1(t)yor = T1(¢)yor — /0 Ti(t — s)P1S1(s)yords.
En utilisant (3.8]) et (3.31]), on trouve

151(8)yor — T1()yo: ]| < /Ot |P1S1(s)yor || ds < VTELp ||y |, V¢ € [0, T).

(3.32)

Maintenant un calcul simple donne

(B1T1(8)yo1, J(T1(t)yor))

= (B1S1(8)Yo1, J(S1(t)yo1)) + (B1S1(t)yor, J(T1(t)yo1) — J(S1(t)yer))

+ (B1 J§ Tu(t — s)PiS1(s)yords, J(Ti(t)yor) — J(S1(t)¥o1))

+(B1 [F Tu(t — s)P1S1(8)yo1ds, J(S1(t)yo1))-

donc

[(B1T1(t)yo1, J(T1(t)Y01))|

> [(B1S1(t)yo1, J(S1(t)yo1))| — {B1S1(t)yo1, J(T1(t)yo1) — J(S1(t)yor))]

- ‘<B1 Js Tu(t — s)PS1(s)yords, J(Te(t)yor) — J(Sl(t)ym))‘

— (B 3 Tx(t — 5)P1S1(s)yords, J(S1(t)yon))| -

En intégrant sur l'intervalle [0, T], on obtient via , I'inégalité suivante

/oT [(BiT1(t)yor, J (T2 (t)yor))| dt >

(6 = (LBl + VTLk||By|| Lp + L||By| )kT** L) |[yor |I” -

D'ou

T
/0 ‘(BlTl(t)yOM J(Tl(t)ym))\ dt > ¢’ Hy01H2 )

avec 8' = 8 — (L||Byl| + vV TLk||By|| Lp + L || By|| )kT*2Lp, ott 0 < Lp < 72
pour un certain 7, > 0 indépendant de P et assez petit .

Par conséquent, selon le Théoréme , le systéme perturbé (3.29)) est ex-
ponentiellement stabilisable par le contrdle pourvu que 0 < Lp <

Y= lIlf(]_, 71)72)'

46 CHAPITRE 3.



3.3. ROBUSTESSE DU CONTROLE DE STABILISATION

3.3.2 Perturbation de la dynamique et de 'opérateur de

controle

Ici, nous allons étudier la stabilisation exponentielle du systéme perturbé

suivant

{y'a) — Apy(t) + v(t)Boy(t) (5.59

y(0) = yo
ou Ap = A+ P et Bo = B+ () pour P et ) appartenant respectivement
aux ensembles suivants de perturbations admissibles :
I'={P € L(D(A),X)/Ap est dissipatifet PX; C X;,72 = 1,2} et A =
{Q e L(X) QX C X1 }.

Théoréme 3.3.2 Considérons les hypothéses du Théoreme |3.2.1. Alors
il existe 0 <y <1 etf >0 tel que pour tout P € T" et Q € A vérifiant
Lp <« et ||Q|| < B, le contréle feedback

vt = _p«Bl : Q|1|;?;/ES|)|,2J(% ) Lit>0/4: ()0} (3.34)

stabilise exponentiellement le systéme perturbé pourvu que 0 <

p < p1, ou p; > 0 est indépendant de P et Q.

Preuve 3.3.2 Afin d’appliquer le résultat du Théoreme |3.3.1} il suffit de

montrer que

T
LB+ Q)T (O)yor, I(T:(Byor)) dt > 8|y, Vyir € X1,

pour certains 6,7 > 0, ou Ti(t) est un semi-groupe généré par ’opérateur
A; + P, (la restriction de A+ P sur X;).
Pour tout y; € X;, on a

/OT [((By 4+ Q1)T1(t)yo1, J(T1()yor))| dt > /OT |(B1T1(t)yo1, J(T1(t)yor))| dt —

T
/0 (Q1T1(t)Yor, J(T1(t)yor))| dt

> (6 = 1@ T) [lyou

ou ¢’ est la constante donnée dans la preuve du Théoréme |3.3.1|

Donc, en prenant g = ‘% et ¥ comme dans le Théoréme , nous obtenons

le résultat cherché.
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Nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.1 Supposons que les hypothéses du Corollaire sont
vérifiées. Alors il existe 0 <y <1 et B > 0 tel que pour chaque P €T et
Q € A vérifiant Lp < et ||Q|| < B, le contréle de type feedback

B+ Q)y@), J(y(t))
u(t) = —p ok {£>0/y()#0}

stabilise exponentiellement le systéme perturbé pour 0 < p < p1,
ot p; > 0 est indépendant de P et de Q.

3.4 Exemples

Exemple 3.4.1 Considérons le systéme sutvant

pi(z,t) = —ps(x,t) + v(t)a(z)p(z,t), (,1) € (0,+00)?
0:(z,t) = O,z(z, t) + v(t)b(z)6(z, t), (z,t) € (0,1) x (0,+00)
0(0,t) =0, t>0
6(0,t) = 6(1,t) = 0, t>0
(3.35)
ot (a,b) € L*(0,+00) x L*(0,1), a(z) > ao >0, a.e. z € (0,+00).
Soit y(t) = (¢(-,1),0(-,t)) € X := LP(0,+00) x L?(0,1) avec p > 1, on

obtient le systeme suivant
y'(¢) = Ay(t) + v(t)By(t), v(0) = («(-,0),6(-,0)) € X,

10
ou l’opérateur de contrdle est donné par B = ( 0 1 ) et la dynamique

o)

- 0
est définie par A = ( ©°° 5 ) dans le domaine D(A) = Dy x D,, ou
0z2

D, = {yl € Wl’p(oa —I—OO),yl(O) = 0} et Dy = H[%(07 1) N H02(0) 1)
L’application dualité J est Lipschitzienne sur LP(0,+00) et est donnée

par la formule suivante (voir(9], p. 82)

7€) = {@5} ¢ € 17(0, +00)

pour .+ =1,0na

oo [E72 (s)

WE(S)y(s)ds’ V¢ € LP(0,+00),Vy € L0, +00).

w,9e) = |
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Ici, on a X = X, P X, avec X; = LP(0,+00) x {0} et X, = {0} x L?(0,1).

De plus, l'opérateur A géneére le semi-groupe

s o

ot Si(t) est le semi-groupe généré par A; = —2, D(A;) = Dy et Sy(t)
par A, = a ==, D(Ay) = Dy (voir [28], p. 34). De plus, il est clair que

10
BX, C X; et on a By = 00/ Awnst les hypothéses du Théoréme

peuvent étre facilement vérifiées. Nous concluons la stabilisation
ezponentielle du systéme par le controle

0~ a(z)ly(z, t)[Pdz

e N

1E1 (t)7

ou B, ={t>0, o(-,t) # 0} pour un gain p > 0 qut est assez petit. En

d’autres termes, le systéeme couplé suivant est exponentiellement stable :
0 a(z z,t)|Pdz

03, t) = —pa(t) — p L e HNa e, (@0 € (0 oo

0u(@,) = Buolz,t) — p 1IN 0y, (1) 002, 1), (018) € (0,1) % (0,+00)

(z,t)|Pde

0(0,t) =0, t>0
8(0,) = 6(1,¢) = 0, t>0

Ci-dessous, on prend p = 3/2 pour lequel on trace l’état stabilisé corres-
pondant a a(z) =1 et b(z) = 105,05, Yo(T) =ze™® et Op(z) = (1 — ).
Dans ce cas, la commande de stabilisation est v(t) = —PLit>0: p(t)203 €L

la norme de l’état est donnée par :

oo = ([ wori) ([ o)
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Ficure 3.1 — Evolution de ||(¢(%), 8(t))|| pour p = 0.1 (en rouge) et p = 0.01
(en bleu).
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Exemple 3.4.2 Soit Q2 = (0,+00) et considérons le systéme suivant

y:( -, t) = —yo(-,t) +v(t)By(-,t), dansQ x (0,+00)
y(0,t) =0, dans (0, +00) (3.36)
y(-,0) =1y € LP(Q), dans Q

ot yi( -,t) et yz( -,t) sont les dérwvées partielles, le parameétre v(t) € R est
le contréle et la solution correspondante y( -,t) € X est l’état. De plus,
Vopérateur A= —Z2 de domaine D(A) = {y € W'?(Q); y(0) = 0} génere
un semi-groupe de contraction S(t) sur l’espace d’état X = LP(2), p > 1
(voir (28], p. 34), lUopérateur de contréle est donné par B(y) = hy —
(y,k)g, pour touty € X, o h € L*(Q), k € LIQ) et g € LP(Q) avec
% + % = 1. B est un opérateur linéaire borné de L*().

Dans la suite, nous supposons que h > ¢ > ||g|, [|kl|,, od || -||, désigne
la norme naturelle de LP(Q2). Alors a partir de la définition de J nous

avons pour tout y € X

(hy, J(@) = I h(s)y(s) XNy (s)ds
> cfy™ Mhds = c[lyl?
et
g, T < all, I7@)Il,
= lgll, lly]]
donc

(By, J(y)) > (hy, J(y)) — [{g, J(¥))| |{k, v)]
> (c — [|gllpllKllg) 1l

On en déduit que
(BS(t)y, J(S(t)y)) > & [|S(t)yl|* vt > 0, Vy € X, (6 = (c — lgll, |IkIl,) > 0).

Mais, nous savons que ||S(t)y|| = ||y|| pour tout t > 0, ce qut nous per-
met d’obtenir a partir de la derniere inégalité. En appliquant
le corollaire nous en déduisons que est exponentiellement
stabilisable.

Comme indiqué dans la Remarque |3.2.1], , la stabilisation par rapport
a la topologie d’un espace d’état qui est un Banach peut améliorer la
vitesse de convergence fournie par la stabilisation dans un espace de
Hilbert. Pour clarifier cela, nous tragons les états stabilisés correspon-

dant a yo = 10ze *, p=3/2 et p = 2.
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FIGURE 3.2 — Evolution de ||y(¢)||* pour p = 3/2 (courbe noire) et p = 2

(courbe bleue).
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Cette figure montre que la stabilisation dans l’espace de Banach
LP(Q2) avec p = 3/2 est plus rapide que la stabilisation dans l’espace
de Hilbert L*().

Ezxzaminons maintenant la propriété de robustesse du contréle stabilisa-

teur. Considérons le systéme perturbé suivant :

v 1) = —v( -, 1) +v(t) (B + e)y( -, 1) — (W(-,8), k)g) — Su( -, 1),

y(0,¢) =0,

y(+,0) =y € L'(Q),

(3.37)

Ici, pour chaque € > 0, on a P(y) = —%y et Q(y) = ey. Nous pouvons
vérifier que P est A—borné et dissipatif (voir [68]), et que Q est un opé-
rateur borné de X. Awnsi, d’aprés le corollaire le systéme perturbé
3.87) reste exponentiellement stable sous les perturbations P et @ pour
un € > 0 assez petit.
Ezxzaminons maintenant notre approche de stabilisation ainsi que la ro-
bustesse du contréle stabilisant face auzx perturbations P et Q.

Ceci est illustré dans la figure suivante pour p = 3, € = 0.1 et € = 0.01.
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FIGURE 3.3 — Temps d'évolution de ||y(¢)||* sans perturbations (courbe

noire), avec perturbations (courbe bleue et verte ).
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A partir de cette figure, nous pouvons voir que le contréle considéré
(mnormalisé) se traduit par une stabilité rapide, et que la stabilité obtenue
est maintenue sous les perturbations P et QQ correspondant a € > 0 assez

petit.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la stabilisation exponentielle des
systémes bilinéaires controlés évoluant dans un espace d’état réflexif. En uti-
lisant une décomposition adéquate de I'espace d’état, nous avons formulé des
conditions suffisantes en terme d’inégalités d’observabilité pour garantir la

stabilisation exponentielle. La question de robustesse est également abordée.
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Chapitre 4

Stabilisation forte des systémes

bilinéaires

4.1 Introduction

Nous étudions dans ce chapitre la stabilité forte par retour d’état, selon
que l’espace d’état X est réflexif ou non, et nous illustrons les résultats
obtenus par des exemples.

Considérerons le systéme bilinéaire suivant :

{ V() = Ay +u®)By(®), t>0 )

¥ (0) = wo
ou X est un espace de Banach réel, A est un opérateur non borné de domaine
D(A), B: X — X est un opérateur linéaire borné et la fonction u (¢) est le
controle.

Tout au long de ce chapitre, on suppose que A génére un Cy—semi-groupe

S(t) de contraction sur X.

4.2 Stabilisation forte

Dans cette section, nous nous intéresserons a la stabilisation forte du

systéme (4.1)) . Pour cela, considérons le contréle de type feedback suivant :

u(t) = (y(t), By (1)), = s N (By (t),y" (1)) (4.2)

57



4.2. STABILISATION FORTE

Nous commencgons cette section par rappeler que pour une fonction convexe,
f: X — RU{+00}, le sous différentiel de f au point zo € dom(f) est défini

par :

Of (zo) = {:z:* e X (gt z—z) < f(z)—f(z0), VZ € dom(f)}. (4.3)
On a le resultat suivant

Lemme4.2.1 [42].
St une fonction conveze f est continue au point z € dom(f), alors les

assertions sutvantes sont vérifiées.
(z) f'(z, -) est une fonction sous linéaire continue sur X, te

(1) Pour touty € X, f'(z,y) = sup{(z*,y) : z* € 0f(z)} et le sup

est atteint en un point *.

On peut montrer le lemme suivant :

Lemme4.2.2 La fonction f: X — R définie par

f(y)=— sup (By,y")By (4.4)

y*eJ(y)

est localement Lipschitzienne. De plus, le sup qui apparait dans (4.4) est

atteint en un point y*.

Preuve 4.2.1 Soit g(z) = 1 |z||*. Alors le sous différentiel g de I’applica-
tion convexe g n’est autre que I’application dualité J associée & la norme ||.||.
D’aprés le Lemme [4.2.1}, la fonction définie par :

h(y) = — sup (By,y*), pour tout y € X
yreJ(y)

est une fonction sous linéaire continue sur X, donc elle est localement Lip-
schitzienne. Par conséquent, encore une fois d’aprés le lemme [4.2.1], h atteint
son maximum en un point y*.

De plus, puisque B est un borné, la fonction f est localement Lipschitzienne.

Ceci compléte la preuve.

Lemme4.2.3 Soit A un générateur infinitésimal d’un Cy_ semi-groupe
de contraction S (t) et soit B un opérateur linéaire borné. Supposons que
l’espace d’état X soit séparable. Donc sous le contrdle (4.2));
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1. le systéme (4.1) admet une unique solution "mild” y(t) qui est
globale.

2. Supposons que pour une fonction k : R2 — R. croissante par
rapport a chaque variable separément et telle que, pour tous vy,

z € X et pour tout y* € J(y), 2 € J(2), on a
(By,y") — (Bz, 2" < k([[y |l [ 2 1) [ly — 2l (4.5)

Alors pour T > 0, la solution y (t) du systéme (4.1) satisfait l’estimation

suwvante

-

2

T T 2
[ s @B @) e <c ([T fa) @
ot C = C(||yo]|]) est une fonction croissante en ||yo .

Preuve 4.2.2 D’apreés le Lemme [4.2.2} on déduit que la fonction donnée par

f(y) = — sup (By,y*) By est localement Lipschitzienne sur X. Alors, il
y*€J(y)
existe une unique solution faible locale de (4.1) sur un intervalle maximal

[0, Tmax ), (voir [74], page 185) qui satisfait la formule de la variation de la

constante suivante

y(O=SOw+ [ St-9)f(y(s)ds (&7)

Le reste de la preuve se compose de plusieurs étapes.

Soit T € [0, Tax) €t Yo € D(A). On remarque que F : t — f(y(¢)) =
u (t) By (t) est continue, on peut trouver une suite (F,,) € C* ([0,T], X) telle
que F, — F dans (C°([0,T],X);|l.||.,) uniformément sur [0, T].

Considérons maintenant les fonctions y, € C°([0,T], X) données par :
¢
Yn () = S (£) yo + / S(t—s)F,(s)ds, Vtel[o,T]. (4.8)
0
D’une part, en combinant (4.7) et (4.8]) on obtient pour tout ¢ € [0, T']

192 &) =y @Ol < J5 |1 Fa(s) — F (s)ll ds,
< Tsup [[Fy(t) = F (8]
te[0,T
Par construction, F, converge uniformément vers F, et donc y, (t) — y (¢)

lorsque n — +o00.
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D’autre part, on a d’aprés ([74], page 185) que y, est une solution classique

du systéme suivant :
{ Yp (t) = Ayn () + Fn(t), t>0
Y (0) = %o

En utilisant le lemme on a pour tout y (t) € J (yn (t))

s ey IF = (v ()95 (1))

< (Fa(t),vn (2)

En tenant compte du fait que A est un opérateur dissipatif, et en intégrant
(4.9) on obtient

(4.9)

e O~ llgw ()P < 2 [ (Fur), 95 () a7 (410)

pour tout 0 < s <t < T et tout yi (1) € J(yn (7)), T € [s,1].

Puis, dans (4.2, on choisit y;(7) € J(yn(7)) tel que u(r) =
—(By, (1), v (7)), ce qui donne

9 N7 = llyn (s)I* < —2 /: (BYa (7), 45 (1)) dr. (4.11)

D’ou

19 ())1* < llyn (s)|° pou tout 0 < s <t < T. (4.12)

On trouve quand n — +oo l'inégalité

lly ()| < |lyo|| pour tout 0 <t < T. (4.13)
Puisque, D (A) est dense, alors pour tout yp € X

lly )|l < |lyo|| pou tout 0 <t < T. (4.14)

Dong, la solution y () est globale (i.e. ¢,,5, = +00).

Montrons maintenant 1’estimation (4.6)).

A partir de 'étape ci-dessus, nous avons

lim y,(t)=y(t) et vy, (t) € J(y.(t)) pourtout n- (4.15)

n—-+oo

En appliquant le Lemme 4.2.1} nous en déduisons que I'application de dualité

z +— J (z) est localement bornée, et donc la suite (y (t)) est bornée.En tenant
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compte de la séparabilité de X et du fait que J (.) est faiblement étoile fermé
(voir [23]), on déduit qu'il existe une sous-suite (y;k (t)) dans J (Y.« (t)) qui
converge faiblement étoile vers y* (¢) € J (y (¢)) quand k£ — +o0.

En considérant les sous-suites mentionnées, on obtient de que pour
tout 0< s<t<T

[0 O ~ I N < =2 [ [(Byme (1), 35, ). (226)

En se basant sur (4.8)), on déduit via I'inégalité de Gronwall que y, (t) est
uniformément bornée. Par conséquent, lorsque £ — 400, en appliquant le

théoréme de la convergence dominée on trouve que pour tout 0 < s <t <T

ly @I =iy (s)II” < -2 /: (By (1), y" ()" dr (4.17)

avec y* (1) € J (y (7)), pour tout 7 € [0, T].
Soit y* (t) € J (y (¢)) tel que

(By,y). = —(By(t),y"(t)) (4.18)
et soit (S () vo)* € J(S () vo) tel que
(BS ()90, (S (H)v0)),. = — (BS ()90, (S (1) %0)") (4.19)

De et (4.5)), on déduit que
[(BS (t) yo, (S (®) %)) < [(BS(¢) %0, (S (t) %)) — (By(t),y" ()|

+ [(By (), y" (1))l
< k([ S@yo ll: [y @) DS @) yo —y @)l

+ [(By(®),y* @),
(4.20)

puisque || S(¢)yo ||<|| o || (due & la contraction du semi-groupe S (t)), il

s’en suit que

kLS @y LTy @ 1) < k([ vo [l 11y @) 1), (4.21)

car, k est croissante par rapport a la premiére variable.

Encore une fois, puisque k est croissante par rapport a la deuxiéme variable,

on obtient de (4.5)) et (4.14])

EAS@uolblly@ 1) < E(lwoll g ll), vE=o0. (4.22)
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En Combinant (4.20), (4.21) et (4.22) on trouve la relation

[(BS (£) Y0, (S (£) 40) )| < Kypyoy IS (8) o —y ()] + [(By (¢), y™ (2))] (4.23)

ol kjjye) = K (|| %o ||, ]| %o ||) est une constante qui dépend seulement de || v, ||.
D’autre part, pour tout 0 < ¢ < T, la formule de variation de la constante

donne :

Iy (£) = S (2) woll < 1B/ llwoll /OT (By (s),y" (s))] ds, (4.24)

avec,
(BY,y), = —(By(s),y"(s)).
En insérant I'inégalité précédente dans (4.23) on arrive a

(BS (8) 4o, (S (8)90)")] < Bt 1B ol | [(Bu(5), 5 (s)")

ds+|(By (¢),y" ()
(4.25)

Maintenant, en intégrant la derniére formule, on trouve
T T
L 1BS ()30, (S ()w0))ds < isoy 1Bl ol T | 1(By(s), v (s)ds +

[ 1By (), v (5Dl s

Et en utilisant 'inégalité de Holder, on obtient :

=

T T 2
[ 1Bs G (5@ woylas <o [ By () as) 420
ol
3 1
C = Kiiyo T | Bl |gol[ + T2
En utilisant enfin les constructions (4.18)) et (4.19), on déduit de (4.26)) l'es-

timation souhaitée (4.6 ce qui compléte la preuve du théoréme.

Maintenant, nous présentons la stabilisation forte du systéme considéré.

Théoréme 4.2.1 Soit A un opérateur générant un Cy-semi-groupe S(t)
de contraction sur X, et soit B un opérateur linéaire borné. Supposons

que les assertions suitvantes sont vérifiées :

1. il existe une fonction k : Ri — R, croissante par rapport a chaque

variable séparément telle que : pour tout y, z € X et pour tout
y € J(y),2" € J(2)

(By,y") — (Bz,z")| < k([ y [, | z ) lly — zIl, (4.27)

62 CHAPITRE 4.



4.2. STABILISATION FORTE

2. il existe §,T > 0 tels que
T
L ls®vBS®)w).]dt=6lul’, wex.  (428)

Alors le contréle (4.2)) stabilise fortement le systéme (4.1), avec l’esti-
mation
ly @)l =0 (t), quandt— +oo. (4.29)

Preuve 4.2.3 Soit B un opérateur linéaire borné satisfaisant toutes les hy-

pothéses du théoréme. Tout d’abord, remarquons que d’aprés la preuve du

Lemme et l'inégalité (4.16)), on a

Pour tout 0 < s <t < T et pour tout y% (7) € J(yn, (7)) on a

[0 OIF ~ 9me ()IF < =2 [ |[(Byy (1), 93, (M) ar. (4:20)

D’une part, on a J = 8g avec g (z) = || z ||* alors on obtient

limsup ¢’ (Yn, (7), BYn, (7)) = limsup ¢° (Yn, (7), BYn, (7))

k—+oc0 k—+o00

= ¢°(y(r),By(r)) (4.31)
= ¢'(y(7),By(7))

D’autre part, prenons ;. (7) € J (yn, (7)) tel que

<ynk (T) ) Bynk (T)>+ - _<By7’7-k (T) ) y:;k (T)>

on a g' (Yne (7) s BYni (7)) = (BYni (T), Yn, (T))-
En tenant compte du fait que limsup y,, (7) = ¥ (7) et que y;; (7) converge

k—+oc0

faiblement étoile vers y* (7) (voir (4.15))),on déduit que

g'(y(7), By (7)) = (By(7),y" (7)) (4.32)

Donc
liminf (Byn, (7),Yn, (7))+ = —(By (1), y" (7))- (4.33)

En utilisant la formule , on déduit via l'inégalité de Gronwall que y, (t)
est uniformément bornée dans [0, T]. Par suite, en combinant ([4.30),
et , on obtient pour £ — +o00 grace au théoréme de la convergence
dominée que pour tout 0 < s <t < T

ly @I~ Iy ()P <2 [ (), By (), [ar.  (a39)
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Deuxiémement, en utilisant le Lemme |4.2.3] on a

1
2

/OT ‘(S (s) yo, BS (s) yo)+‘ ds < C </0T ‘(fl/ (s), By (3)>+‘2 ds> . (4.35)
Ceci donne via

llwll < C([ [tw(s), By (o)), [ as)t.

La derniére inégalité est valable pour tout y,, donc en remplagant y, par y ()

et en utilisant la propriété de superposition on déduit que

syl <o [ wts+0.8u(s+ ), a9

donc

syl < e [ |, By [ as? )

Posons vy, = ||y (kT)|* , k € N, on trouve I'inégalité :

sue <o [ sy, Bu(s). fas)t (4.35

Maintenant, posons s = kT et ¢t = (k + 1) T dans (4.34)), nous obtenons

(k+1)T )
2/kT (y (1), By (7)), | dr < v — vesa. (4.37)
Donc (|4.36)) et (4.37) sont vérifiées.
26%v2 < C?(vg — Viy1) -

Cette inégalité, associée au fait que v, est une suite positive et décroissante,
donne
52
2 _
Vg1 + Pvp . < Uk, avec f = 2@-

Ceci nous permet de conclure & partir du Lemme que

v =o(l)

||> décroit avec le temps, on obtient

Puisque || y (¢)
) 1
Iy ()| = o(t) quand £ — 00,

ce qui compléte la preuve du théoréme.
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Nous étudions maintenant le probléme de stabilisation forte du systéme
(4.1) dans le cas d’un espace réflexif.

On considére I’hypothése suivante :
(H) : J est continue Lipschitzienne,

alors J est univoque et ’application £ — J(z) est Lipschitzienne de X
vers X* (voir [88]). il existe plusieurs caractérisation de I’hypothése (H). De
plus, sous (H) on a ||-||*> est Fréchet-différentiable et X est réflexive (voir
31} [32, 37]).

Dans ce cas le contrdle s'écrit :

u(t)=—(By(t),J(y(?)))- (4.38)

On peut alors démontrer le corolaire suivant :

Corollaire 4.2.1 Supposons que l’hypothése (H) est vérifiée et que :
T
36, T>0 / [ (BS®y,J(SOw)dt>6lyl’, VyeX. (439)
0

Alors le contréle stabilise fortement le systéme avec l’esti-
mation :
ly@)) =0(t7), quandt— +oo. (4.40)

Preuve 4.2.4 L’estimation du Lemme combiné avec (4.39)) donne :

2

Sl < ¢ ([ 1By (). 7w as)

ot C = C(||yo]|) est une fonction décroissante de ||yp]| -
Alors, en remplagant y, par y (t) dans I'inégalité précédente on obtient , via

la propriété de superposition des propriétés de la solution :

NWUN2SC(ATKBy@+¢%J@M8+ﬂ»Fdﬁ2

o C = C (||yo||) (rappelons que ||y (¢)|| < ||yo|| et que C est décroissante par

rapport a ||yol|)-

Donc .
2

slv@F <o ([ 1By (), I wE)Pas)
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Soit uy, = ||y (kT)|, k € IN On déduit que :

(k+1)T X 3
bur <C|( [ [(By(s), J(w(s)fds) - (4.41)
En appliquant l'inégalité (4.34) pour s = kT et ¢ = (k + 1) T, on obtient :
(k+1)T )
2 [ By (), T ()P dr < - s

Les deux derniéres inégalités impliquent
26%u2 < C%(up — Up1).
Puisque (ug) décroit, on déduit que :
52

Uk+1 + ,3Ui+1 <ug, B= 2@'

Maintenant on applique le résultat du Lemme [2.1.6| avec
v(z) = Bz?, = €0,+00].

On remarque que v(s) est équivalent & Cs?, C > 0 au voisinage de l'origine.

Introduisons la fonction suivante :

w(t):—/uzvc(lz),t>o,

qui décroit de w(0") = +o00 & w(uy) = 0.

Alors la fonction définie par :
z(t) = wi(t),t > 0
décroit vers 0, quand ¢t — 400, et par suite on a
v(z(t)) ~ Cz(t)?, quand t — +oo.
Donc on peut conclure que la fonction
z(t) = w (¢),t >0
est I'unique solution de 1’équation :

d
e (t) + v (z(t)) = 0; z(0) = uo.
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Donc on a :
z(t) < —Cz(t)?, t — +oo,

pour une constante C' > 0.
Par suite on a
z(t) = O(1/t), t — +oo.

Donc en utilisant le Lemme [2.1.6/ nous aurons
ur = O(1/k).
Et puisque ||y(%)|| décroit, alors on a le résultat cherché :
|ly(t)||> = O(1/t), quand ¢t — +oo0.

Remarque 4.2.1 Dans le cas ou X est un espace de Hilbert, on retrouve
le résultat de [64)].

4.3 Stabilisation via la décomposition de Des-
pace d’état

Dans cette section, on suppose que l’espace d’état X peut étre écrit
comme somme directe de deux sous espaces fermés X; et X, qui sont in-

variants par le semi-groupe S(t) :

S(t)Xl C Xl et S(t)Xz C Xz. (442)

Notons par Si(t), S2(t) les restrictions de S(t) a X; et & X, respective-

ment. On suppose de plus que :
BXl C Xl et BX2 C X2 (443)

Alors le systéme initial (4.1)) se décompose en deux sous systémes :

jtyl (1) = Ay (B) +u(t) Biy: (), %1 (0) = yo1 € X (4.44)
et
Gl = An O+ uOBn0), w0 =meXs  (44)

ot A; et A, générent les semi-groupes S; (t) et S, (t) respectivement. On

voit clairement que si le systéme initial est stabilisable, alors les systémes
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(4.44) et (4.45]) sont aussi stabilisables. La réciproque a été étudiée dans le
cas d'un espace d’Hilbert dans [65, 67]. Dans cette section, on considére le

cas ou l'espace d’état est un espace de Banach. On a le théoréme suivant :

Theorem 4.3.1 Supposons que :
1. (4.42) et (4.43) sont vérifiées,

2. S1(t) est un semi-groupe de contraction et que S(t) est exponen-

tiellement stable,

3. le systéme est fortement stabilisable par un contréle u €
L?(0,00).
Alors le systéme est fortement stabilisable par u(t), pourvu
que possede une solution globale.

Preuve 4.3.1 Soit u € L?(0,00) tel que la solution du systéme :

{ Wil — Ay, (t) +u(t) Biys (), t>0 (4.46)

Y1 (0) = yo1 € X1
tend fortement vers 0, quand ¢ — oo.
En utilisant le méme contréle u (¢) pour le systéme (4.45)), on trouve :

1
Ys (£) = S5 (£) Yo + /0 w(8) S5 (t — 8) Boys (5)ds, Yt € [0,tmas).  (4.47)
Soit o, M > 0 tels que :

IS (2)|] < Me %, Vt>o. (4.48)

D’apres (4.47) et (4.48), on a pour tout ¢ € [0, tmaz) :
t
lv2 ()] < Me™" |lyoa|| + M ||le|/0 [u(s)| e [|ys ()l ds.  (4.49)

Posons :
¢ (s) =€ ly2(s)ll, s €[0,tmaz)- (4.50)
Donc

0(t) < Mllysoll + MBIl [ Ju()] @(s)ds, V2 € [0,tmae)  (451)

En appliquant 'inégalité de Gronwall, on déduit que

© (£) < M ||yga|| e™1Bell folutollds, (4.52)
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D’ou
2 (£)]] < M [lyoo]| M52l fole)de) et (4.53)

De plus, on a

MBI fy ()0t < G(MIBalVAINc2o,4000) 0% it € [0, ) (4.54)
ou

+oo 3
2
lelloeey = ([ (o) ds)

Donc

||y2 (t)” <N ||y02H ez, Vte [O:tmaw) (4'55)

pour une constante N > 0.
On remarque que y»(t) est bornée dans l'intervalle [0, ,,4;), donc c’est une
solution globale (i.e., t,. = +00). De plus, y(t) = y1(t) + y2(¢) tend vers 0

fortement quand ¢ — +o0.

Remarque 4.3.1 Dans le théoréme ci-dessus, le contréle de stabilisation
ne doit pas étre forcement de type feedback. Le cas des commandes de
stabilisation de type feedback est discuté dans le résultat suivant.
Theorem 4.3.2 supposons que :

1. Uhypothése (H) est vérifiée dans l’espace X1,

2. (4-42) et (4.43) sont vérifiées,

3. S1(t) est un semi-groupe de contraction et Ss(t) est exponentielle-

ment stable,

4. il existe §,T > 0 tels que :
T
L 1BiS 9y I (S @ wlat 2 6|l vir € X (456)
Alors le controle

u (t) = — (B (), J (1 (8))) (4.57)
donne l'estimation (4.40) de la solution correspondante du systéme (4.1)).

Preuve 4.3.2 En appliquons le résultat du Théoréme [4.2.1| au sous systéme

(4.44), on trouve que le contréle quadratique : ui(t) = — (Biyi(t), y1(t))
donne l'estimation ||y;(¢)||* = O(3), quand ¢t — +oo. Cette estimation com-

binée avec (4.55)) donne ’estimation (4.40]).
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Corollaire 4.3.1 Supposons que :

1. (4-42) et (4.43) sont vérifiées,

2. S1(t) est un semi-groupe de contraction et S»(t) est exponentielle-

ment stable,
3. dimX; < 00,

4. pour tout y1 € X1, on a :
(B1S1 (t) y1,S1 (t)y1) =0, pour tout t>0 =y; =0. (4.58)
Alors le contréle
us (¢) = — (B (1), 41 (1)) (4.59)
assure l’estimation pour la solution du systéme ([4.1]).

Preuve 4.3.3 Il découle du Théoréme et le fait que les hypothéses
(4.56) et (4.58)) sont équivalentes dans le contexte d’un espace de dimension
fini (voir [69]).

Remarque 4.3.2 1. S1 Xest un espace d’Hilbert, alors on retrouve
les résultats de [65].

2. Notons que les résultats de cette section me mécessitent pas la

réflexivité de tout l’espace d’état X.

4.4 Applications

, . 41 1 _ 1
Exemple 4.4.1 Soitr,p € R tels que : 7 >2>p>1 et soit s T F = 5 et
Q= (0,+00).

Considérons le systéme :

yi( ,t) = —yo(-,t) +u(t) By(-,t), sur Q x(0,+00),
y(0,t) =0, sur (0, 4o00) (4.60)
y(-,0) =1y € LP(Q), sur Q

ou
By=gx*xy+hy,Vye X =L7(Q),
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avec h € L* (Q) et g € L? () sont tels que h > ¢ > ||g]| -
On remarque que B ¢ L(L?(Q)). Cependant, puisque g € L (), on a

d’aprés l'inégalité de Young :

1 *gll, < [Ifll, llglly, VFeLP(Q),

ot |||, désigne la norme naturelle de LF (Q2), donc B € L (L (2)).

De plus, l’opérateur non borné A = —5% dont le domaine est

D(4)={y € W () /y(0) =0}

génére un semi-groupe de contraction sur l’espace d’état X = LP(Q)

(voir [29], p. 34).
Il est également bien connu que (voir (9], p. 82)

[P .
() = {”przf},VfEL @)

Il s’ensuit que :

FP7 ()
o

De plus, on a

(Y, J (£)) = f(s)y(s)ds, VfeLP(Q),Vye L (Q),110—|-; 1.

(Bz, J (2))] > [(hz, J (2))| = [(g * 2, J (2))] -

Et pour tout z € L? (), on a
(hz, J ()] = |[R(s)z(s) 5=z (s) ds|

oo Jz(s)]?
clo zpeas

v

2
c|lzll

et

(g * 2, J (2))] lg * 2llx 17 (2)]

lgll 1121

< X+
<

donc
(Bz, J (2))] > (c— llglD |12I]*, Vz € L7 ().

On en déduit que :

(BS(8)y, J(S(8)y)) > oIS (t)yll",Vy € X,
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avec 6 = (c— ||g|]) > 0.

Nous savons que ||S(t)y|| = ||y||,Vt > 0, alors la derniére inégalité donne

(4.89). En appliquant le Théoréme on en déduit que est

fortement stabilisable et nous avons l’estimation suivante :
ly )|l =0 (t%l) , quand t — +oo.

Exemple 4.4.2 Soit Q = (0,+00), et considérons l’éguation de transport

sutvante :
F=-2()+u®By(t)  dansQx (0,00)
y(0,¢) =0, t € [0,400) (4.61)
y(-,0)=yo € L'(Q) dans €2

ot By = ¢ (z)y, pour tout y € L* (Q).
Dans la suite, on prend ¢ € L™ (2) tel que

N

1 z > 1.

Maantenant, soit A = —% dont le domaine est
D(A) = {y € L' (Q): vy est absolument continu sur (0,00) et y(0)= O}.

Il a été montré dans [59], que A géneére dans l’espace d’état X = L' ()

le semi-groupe de contraction suwvant :

y(T—1) T>t

(4.62)
0 0< 7 <t

(5®)y) (1) = {

En revanche, nous déduisons (voir [7]) ’expression simplifiée de l’ap-

plication de dualité :
J(y) = {v ceL*(Q) : v(z)esign y(z) - | ¥ |z, a.ez€ Q}, (4.63)

ot, la fonction sign est définie pour tout y € L* (Q) par :

1 sty(z)>0
sign (y(2)) =5 [~y (@) [,|y(z) ] sty (z) =0 (4.64)
-1 sty(z) <0
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Soit y € X, en utilisant la construction ci-dessus, on a pour tout y* €
J ()
(By;y*) = Jo By(z)y (z)dz
(4.65)
= Jo ¢(@)y(z)y* (z)dz.
Maintenant, en remplacant la valeur de y* (z) dans (4.65) on obtient
[’égalité suivante :

(Byiy) = Jo 0 (@)y(z) B |y [|1ie) do
(4.66)

= lylle@ Jo [@(@) ] y(2)|dz.
Vérifions les hypothéses du Théoréme [4.2.1].
e Fizonsy et z dans L (Q) et soit y* € J(y) et z* € J(2). On a

(By;y*) — (Bz;2")

:‘ | ||z /Q |9 (z) | |y(z)|dz

Nzl - [ 0@ ]2()|do

11w = 12120 | [, 10@ | 1900) 22
izl [ [ 196G ] 1v@)] ds
- [ 1e@ 112 | a

Myl - el

s\ 19 s = 1 2 @

izl | [ 10@ | 1vE) -2 |d]
<ly—zl - |yl - [l ¢ llze@
+ 1zl - @ llee@ - |y —2lla)
<110 w19l + 112 v ) - 192 e
Prenons k(u,v) =|| ¢ ||L=() (4 + V), alors, la premiére hypothése
de (4.27)) est vérifiée.

e Soit y € L' (Q), et soit (S()y)" € J({(S()y)) tel que
(BS (t)y, S (t)y)+ = —(BS () y, (S () y)")-
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On a

fo (BS@®)y,S®)y)ldt = fy (BS )y, (S(t)y)")lde
= LI S® Y@ o @) ]]SE)y ()| dedt
= lyllwo o i lo@)||y(z—t)|dzdt
= [ ylloay o 57 le(@+t)||y(z)]| dzdt

= | yllenay o™ [y(@) | fy |@(z+1)] dtdz

(4.67)

D’autre part, on a

1 y(@) | o(e+t) dde = f3|y(@)] ( =t T 1dt>d:z:
L5 y(@) | de
- Blv@| (3(1-o8) +1)as

+7 y(2)| do

v

01 i\y(w)\ d$+f1+o°’y($)| dz

= 2 |y |lya).
(4.68)

En combinant (4.67) et (4.68) on obtient

1 3
| KBS @S ®)w)ildt > My e, M= 7.

Par conséquent, mous arrivons a (4.28). Appliquons le Théoréme
nous déduisons que (4.61)) est fortement stabilisable.
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la stabilisation forte des systémes
bilinéaires dans des espaces de Banach qui ne sont pas forcément réflexifs. De
plus, sous une condition d’observabilité, un taux de décroissance de 1’énergie

est estimé.
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Chapitre 5

Stabilisation faible et faible étoile

des systémes bilinéaires

5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons a la stabilisation faible et faible
étoile des systémes bilinéaires sur un espace de Banach (qui n’est pas for-
cément réflexif). Ici nous fournissons des conditions qui garantissent la sta-
bilisation faible étoile. L’approche repose sur la théorie des semi groupes
et utilise des résultats de 1’analyse convexe et de l'application de dualité.
Comme application, les équations de diffusion et de transport sont étudiées
en détail.

On reprend le systéme bilinéaire suivante :

y(O0) =y eX
ot X est un espace de Banach séparable muni de la norme || - || et

A: D(A) C X — X est un opérateur non borné générant un Cj-semi-
groupe de contraction S(¢) sur X, et B est un opérateur linéaire borné.
On se propose dans ce chapitre d’étudier la stabilité du systéme (5.1) sous

des conditions d’observabilité faibles.

7
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5.2 Stabilisation faible étoile

Dans cette section, nous nous intéresserons a la stabilité faible étoile de
(5.1) par le contréle de type feedback suivant :

u(t)=(y(t), By (1)), = - e (By (8),y" (2)) - (5.2)

On a le résultat suivant :

Théoréme 5.2.1 Soit A un opérateur non borné générant un Cy-sema-
groupe S(t) de contraction sur X, et soit B un opérateur linéaire borné.

Supposons que les assertions suivantes sont vérifiées :

1. Il existe une fonction k : Ri — R, croissante par rapport a chaque
variable séparément telle que, pour tous y, z € X et pour tous
vy e J(y),z*e€J(2), ona

[(By,y") = (Bz,z")| < k([ y |, | 2 ) lly — 2| (5:3)

2. Pour tout (z,) C X tel que z, —* = dans X, on a pour tout
®, (t) € J(S(t)z,)

(BS (t)zn, ®n(t)) = 0, gd n — 400, Vt> O] = [:c = O].
(5.4)
Alors le systéme (5.1) est faiblement étoile stabilisable par le contréle

2.

Preuve 5.2.1 Soit (%), une suite telle que nEIJIrloo t, = +o00. D’aprés le
Lemme [4.2.3 les hypothéses du théoréme entrainent que ||y (¢)|| est bornée.
Donc, on peut en extraire une sous suite (¢,,)r — +oo telle que vy (¢,,)
converge pour la topologie faible étoile vers y (t) € X.

De plus, en utilisant et la construction ci-dessus tout en effectuant

certains calculs, on obtient

[NIE

[ 1BS @y ) (s @ as <o [T B,y o) es)

Remarquons que

T+t,
/ (By (s),y" (5))]* ds — 0 quand n — +oo,
tn
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on déduit du théoréme de la convergence dominé que

/OT lim [(BS(s)y(ts),(S(s)y (ta))")|ds = 0.

n—+oo

Donc

lim (BS(s)y(t.),(S(s)y(t.))*)| =0, por tout s> 0.

n—-+oco

Avec la condition d’observabilité faible ((5.4]), on trouve
y(t)=0.

En procédant de la méme maniére, nous pouvons montrer que 0 est I'unique
point limite faible étoile de la suite y(¢,). En conséquence, 0 est la limite
faible étoile de la suite y(¢,).

Par conséquent le controle stabilise faiblement étoile le systéme ([5.1).

5.3 Stabilisation faible

Dans cette section, nous allons établir le résultat de la stabilisation faible.

Nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 5.3.1 Supposons que U’hypothése (H) est vérifiée, A géneére

un semi-groupe de contraction S (t), B un opérateur linéaire borné et

o]

(5.5)
Alors le systéme est faiblement stabilisable par le contréle ([4.38).

pour toute suite (z,) C X tel que ¢, — z dans X, on a

(BS (t)zn, J (S (t)z,)) — 0, quand n — +oo0, Vt> O] = lm

Preuve 5.3.1 La fonction ||y(t)|| etant bornée dans ’espace réflexif X, il

existe t,, — 400 tel que :
y(t,) — ¢, avec ¢ € X. (5.6)

D’apres le lemme [4.2.3, on a pour tout 7" > 0,

[T 1BS () (t), 75 () taMlds < © [ 1(By(s), I (w(s))I ds,
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avec C' = C ([3l])-

Par suite on a
T
/ (BS (8)y (tn),J(S(s)y(tn)))|ds — 0, quand n — oo.
0

En utilisant le théoréme de la convergence dominé, on trouve :

/OT Lm [(BS(s)y (ts), J (S (s)y (ta)))ds =0 (5.7)

n——4oo

ce qui entraine

Uim [(BS(s)y(ts),J (S(s)y (ta)))| =0, Vs €l0,T] (5.8)

n—-+oo

Or T est arbitraire, donc I’hypothése (5.5) entraine que ¢ = 0. De plus, en
utilisant la méme méthode, on trouve que 0 est l'unique point limite de y ()

dans X muni de la topologie faible. Ce qui implique le résultat.

Remarque 5.3.1 1. On remarque que la relation est équivalent

a dire que :
(BS(t)y,J(S(t)y)) =0,Vt=1y =0, (5.9)

a condition que l'une des conditions suivantes soit remplie
1) S (t) est un semi-groupe compact et J est continue,

1) J est séquentiellement continue de X,, (X muni de la topologie
faible ) vers X*, (v.e.)

Yn — Y = J(yn) = J(¥), (quand n — +00)

11) B est un opérateur compact et J est séquentiellement continue

dans X muni de la topologie faible, (i.e.) :

Yn =Y = J(yn) = J(¥), ( quand n — +o0) (5.10)

Notons que est vérifiée dans le cas d’un espace d’Hilbert.

2. Sv B est un opérateur compact dans un espace d’Hilbert, alors le
contréle (5.9) stabilise faiblement le systéme (5.1]), et on retrouve

le résultat obtenu dans [6].
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5.4 Stabilisation faible via la décomposition de
I’espace d’état

Théoréme 5.4.1 Supposons que :

1. (4.42) et (4.43) sont vérifiées,

2. S1(t) est un semi-groupe de contraction et que S(t) est exponen-

tiellement stable,

3. le systéme est faiblement stabilisable par le contréle u €
L?(0,00).
Alors le systéme est faiblement stabilisable par u(t).

Preuve 5.4.1 Soit u € L?(0, 00) tel que la solution du systéme :

¥1(0) =y € X1
tend faiblement vers 0, quand ¢ — oo.
En utilisant le méme contréle u (¢) pour le systéme (4.45)), on trouve :

Y2 (t) = S () yo2 + /Ot u(8) Sy (t — ) Bays (s)ds, Vt € [0,tmaz). (5.12)
Soit o, M > 0 tels que :
182 (B)|| < Me™%, Vt>O0. (5.13)
Ce qui donne pour tout ¢ € [0, tn4z)
lva ()1 < M~ lleal] + M 1By [ s (s) el ()] ds. (5.14)

Posons :
¢ (s) =€ lly2(s)ll, s €0, tmaz)- (5.15)

Donc
¢
¢ (t) < M |lyoo|| + M||Bz||/0 [u(s)| @ (s)ds, Vt € [0,tma0) (5.16)
En appliquant 'inégalité de Gronwall on trouve

@ () < M ||yo|| M11Bl fo u()lds (5.17)
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d’ou
2 (B)]] < M [[yoal| 121 fol(elde)=et (5.18)

De plus, on a

M52 Jy (o)) -at < MBIz 0.109) ", V€ [0, Eae)  (5.19)
ol

+0o 9 %
lellsomy = ([ lu(s)Pds)”.

Donc

—ot
ly2 (B[] < N [|yozll €7, VE € [0, maz)- (5.20)

pour une constante N > 0.
On a y»(t) est bornée dans 'intervalle [0, ¢4, ), donc c’est une solution globale
(i.e., tmaz = +00).

De plus, y(t) = y1(t) + y=(¢) tend vers 0 faiblement, quand ¢ — +oo0.

Remarque 5.4.1 Dans le théoréeme ci-dessus, le contréle de stabilisation
ne doit pas étre forcément de type feedback. Le cas des commandes de

stabilisation de type feedback est discuté dans le résultat suivant.

Corollaire 5.4.1 Supposons que :
1. Uhypothése (H) est vérifiée dans l’espace X,
2. (4-42) et (4.43) sont vérifiées,

3. S1(t) est un semi-groupe de contraction et Sy(t) est exponentielle-

ment stable,

4. pour toute suite (z,) C X; tel que =, — = dans Xy, on a

(B1S1 (t) zpn, J(S1(t)z,)) — 0, quand n — 400, V>0 =z =0.
(5.21)

Alors le contréle stabilise faiblement le systéme (5.1)).

Preuve 5.4.2 Appliquons le résultat du Théoréme [5.3.1] au sous systéme
(4.44), on trouve que u; stabilise faiblement (4.44)). De plus, on a l'inégalité :

2 [[ 1By (1), (e (D) dr < s O ¢ > 0,

ce qui entraine que u; € L?(0, +00).
En appliquons le Théoréme [5.4.1 on conclut que le systéme est faiblement
stabilisable par le contréle (4.57)).
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Remarque 5.4.2 1. S1 Xest un espace d’Hilbert, alors on retrouve
les résultats de ([65]).

2. Les résultats de cette section ne nécessitent pas la réflerivité de

tout l’espace d’état X.

5.5 Exemples

Exemple 5.5.1 Pour p > 2, on considére l’équation de la chaleur avec

les conditions de Neumann au bord :

ye( -, 1) = Ay( -, t) +u(t)y(-,t), surQ x(0,+o00),
(1) =0, surdf x (0, +o00) (5.22)
y(-,0) =yo € LP(Q), sur Q

ou 2 est un domaine ouvert borné de R™,n > 1 et dont la frontiére 052
est différentiable.

Prenons X = LP (2) comme espace d’état. Ici l’hypothése (H) est vérifiée
(voir [36], p. 153). De plus, le semi-groupe S (t) est de contractions et on
a (BS(t)y, J (St)y)) = ||S (t) y|]*, pour toutt >0 ety € X. On déduit que
l'tmplication est vérifiée, puis on utilise le Théoréme pour
affirmer que le contréle u (t) = — ||y (t)||* stabilise faiblement dans
LP(Q2).

Remarquons que, pour p > 2 on obtient une convergence vers l’équilibre

par rapport & la topologie de LP— qui améliore la stabilité dans L*(Q).

Exemple 5.5.2 Soit Q2 = [0, 1], et considérons l’équation de la chaleur

suwvante
%Z(',t):%%—U(t)By(-,t) sur 2 x (0, 00)
y(0)=y'(1)=0 t>0 (5.23)
y(-,0) =1y € C([0,1]) sur Q,

ou By =y, pour tout y € C ([0, 1]).
Le domaine d’évolution est Q = [0,1] et l’operateur A est définie par

Ay = % de domaine

D(A) = {y € C?*([0,1]) tel que y'(0)=1%'(1) = 0}. (5.24)
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L’opérateur T (t), t > 0 est un semi-groupe fortement continu sur Y =
C ([0,1]) (vour [29], page 69).

(T () y)(s) = /01 k(s,r)y(r)dr pour ye€ C([0,1]) et s€][0,1],
(5.25)

k(s,m)=1+2> e ™" cos (mns) cos (mnr) (5.26)
neN

Maintenant, d’aprés [7] nous obtenons l’expression de l’application de
dualité J : C'([0,1]) — M ([0,1]) ( U’espace de toutes les mesures de Radon

bornées sur [0,1]) :

J(y) = {# Y lleqo, (y) < maz{y (zo) signy (z0)}, To € My} (5.27)

avec p € M([0,1]), My = {zo € [0,1] : | y(zo) |=I| ¥ llcqo)} et la
fonction sign est donnée Pour tout y € C ([0,1]) par :

1 siy(z) >0
sign(W(@) =1 [-ly@ fily@ ]  siy@@=0  (528)
-1 sty(z) <O

e Soity etz dans C([0,1]) et soit y* € J(y) et z* € J(z). D’une
part, de (2.5) et (5.27) u existe u, A € M (]0,1]) tels que

v=wllyll, 22=xllzl, wy) =yl et Az)=|lz]. (529

(By;y*) — (Bz;2%)| = [(y;y") — (z;27)]
= yiellyll) — zAllz )]
Ly Il Ky ) — L2 1] (23 A)]

= [lylP= llz]*|

_ <||y||+||z||>'||y—z||.

En choisissant k(u,v) = pu+ v, on obtient la premiére hypothése
E3).

e Soity, € C([0,1]) tel que y, —* y.
Supposons que pour tout ®(t) € J(S{Ht)y.) on a

84 CHAPITRE 5.



5.6. CONCLUSION

(BS (t) Yn,® (t)) — 0.

En remarquant que
(BS () yn, 2 (1)) =l S () yn |I%,

on déduit que || S (t) y, ||— 0.
De plus, puisque y, —* y et que S (t) sont des opérateurs linéaires,

on obtient || S (t) y» ||— y. Donc, on trouve (j5.4)).
Finalement, selon le Theoreme le contréle

u(t)=— sup (By(t),y" (1))
VB (u(2)

stabilise (5.23) pour la topologie faible étoile dans C (]0,1]).

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la stabilisation des systémes bili-
néaires dans des espaces de Banach qui ne sont pas forcément réflexifs. Pre-
miérement, en utilisant une forme équivalente de 1’application de dualité,
nous avons introduis un nouveau contréle de type feedback. De plus, nous
avons développé des conditions suffisantes pour garantir une stabilisation

faible étoile et une stabilisation faible du systéme considéré.
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Chapitre 6
Conclusion et perspectives

Le présent travail s’intéresse a 1’étude de la stabilisation des systémes
bilinéaires de dimension infinie, sur un Banach. Deux situations principales
ont été distinguées.

Tout d’abord, nous avons étudié la question de stabilisation des systémes

bilinéaires dans le cas ou l’espace d’état est réflexif. Nous avons montré
qu’avec un choix approprié du contréle (en boucle fermée) le systéme peut
étre rendu faiblement ou fortement voir exponentiellement stable et que
dans ce dernier cas, le contréle est robuste contre certaines perturbations de
la dynamique et de 'opérateur de contréle. Les conditions de stabilisation
sont exprimées en terme d’inégalités d’observabilité faible ou forte.
Le second axe d’étude porte sur la stabilisation des systémes bilinéaires
dans le cas ou l'espace d’état est un Banach séparable non nécessairement
réflexif. Dans ce cas, nous avons introduit la notion de stabilité faible étoile
sous une version faible de la condition d’observabilité faible, ainsi que la
stabilité forte.

Ce travail a donné lieu aux papiers suivants : [10], [11] et [12].

Les développements futurs possibles en relation avec les problémes

abordés dans cette theése peuvent étre résumés comme suit :

— La stabilisation des systémes bilinéaire non-homogéne évoluant sur

un espace de Banach.

— La stabilisation des systémes bilinéaires en temps fini (voir,[71} 76, 83])
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— La stabilisation des systémes bilinéaires non bornés dans le cas d'un
Hilbert ( voir [14} [27]) dans le cas d’un espace de Banach réflexif
[2]. La question de stabilité dans le cas d'un espace de Banach reste

ouverte.

— Pour La stabilisation des systémes bilinéaires a retard dans un Hilbert
nous renvoyons a [39, 40|, la généralisation a un espace Banach est

encore ouverte.
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