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Introduction Générale

La théorie classique des valeurs extrémes est apparue dés les années vingt et
a contribué & la solution de nombreux problémes statistiques. La modélisation
des événements extrémes(tels les inondations, les crus, les tempéts, les pics de
pollution etc.) est aujourd’hui un champ de recherche particuliérement actif.
Ces événements extrémes peuvent causer des dégats humains et matériels con-
sidérables. De telles catastrophes ne peuvent pas toujours étre évitées. Cepen-
dant, la société peut prendre des actions préventives pour minimiser leurs ef-
fets. Pour cela, les spécialistes ont a leur disposition la théorie statistique des
valeurs extrémes. Elle donne un résultat trés intéressant parce qu’il est d’une
portée générale. Quelle que soit la loi de la variable parente, la loi limite des
extrémes a toujours la méme forme. IL est & noter avec intérét que depuis
quelques années, la théorie des valeurs extrémes(TVE) est largement utilisée
pour la modélisation de tels événements. Pour une présentation assez compléte
du sujet, nous renvoyons a l'ouvrage de référence de Embrechts, Kluppelberg
et Mikosch [1997] rappelant les principaux résultats théoriques sur la TVE. De
méme, Reiss et Thomas [2001] ont proposé un certain nombre d’exemples pra-
tiques. Les domaines d’application utilisant les modeéles de la TVE n’ont cessé
de se développer ces derniéres années en touchant des domaines variés : en hy-
drologie, la prévision des crues, par exemple, est particuliérement importante
(Davison et Smith [1990]; Katz [2002]), en assurance, I'une des préoccupations,
est la prise en compte des grands sinistres (McNeil et al., [1997]; Rootzen et Taj-
vidi [1997]). Leur introduction en finance (Embrechts et al. [1997]; Danielsson
et de Vries [1997]; McNeil [1998]; Longin [1998][2000]; Embrechts [1999]; Gen et
Sel, [2004]) est une réponse immédiate a la remise en cause de ’hypothése de
normalité surtout avec les observations en hautes fréquences. En météorologie
(Coles et Walshaw [1994]; Smith [2001]; Klajnmic [2003]) ou I’étude de la vitesse
du vent, par exemple, permet d’évaluer le degré de résistance des matériaux face
a la pression exercée par le vent (au cours d’une tempéte par exemple) sur les
batiments ou les structures de génie civile. Dans les domaines des sciences hu-
maines et sociales, la théorie des valeurs extrémes pourra également contribuer
a la compréhension de nombreux phénomeénes sociologiques. Un grand débat
sur "la durée extréme de la vie humaine" a été initié par Gumbel [1937], et dans
lequel Fréchet[1927] puis plus tard Thatcher [1999] ont pris une part active.

Lorsqu’ on modélise le maximum d’un ensemble de variables aléatoires, alors,
sous certaines conditions que nous préciserons plus loin, la distribution ne peut
appartenir qu’ a 'une des trois lois suivantes : Weibull (a support borné), Gum-
bel et Fréchet (& support non borné). L’introduction de la TVE est devenue une
exigence dans de nombreux domaines. En effet, les outils probabilistes tradition-
nels (développés dans un univers gaussien) sont inadaptés a ’appréhension de
ces comportements extrémes : la moyenne n’existe plus dans le nouvel univers
des risques. L’outil de mesure des risques de marché communément reconnu,
surtout en finance, est la Value at Risk (VaR). Elle a été introduite pour répon-
dre & une question assez simple mais extrémement précise :"Pour une valeur
de probabilité donnée, & combien peut s’élever la perte potentielle associée a



un portefeuille donné, au cours d’un horizon T fixé (1 jour, 10 jours,...)?".
L’estimation de la VaR devra donc passer par 'utilisation des techniques issues
de la théorie des extrémes qui s’est particulierement développée depuis le milieu
des années 70 (voir les travaux de Pickands [1975]; Hill [1975]; Smith [1987]; ou
encore Dekkers et al. [1989]). Récemment, cette théorie a été appliquée surtout
ala finance et a1 assurance (voir McNeil [1997]; McNeil et Frey [2000]). La TVE
permet d’évaluer les événements rares et les pertes associées & leur apparition.

Dans ce travail, le premier chapitre est un apercu bibliographique sur la
théorie des valeurs extrémes. Nous rappelons que celle-ci consiste en 1’étude
du comportement asymptotique du maximum de n variables aléatoires(v.a.)
indépendantes et identiquement distribuées(i.i.d.). Aussi nous nous intéressons
a la caractérisation des lois limites. Nous y évoquons aussi le lien entre le
comportement asymptotique de la distribution d’'une somme de v.a.i.i.d. et
celui de la distribution des maxima.

Au Chapitre 2, nous allons établir une loi limite du maximum de la somme de
k variables aléatoires. Nous nous intéressons essentiellement & une famille par-
ticuliére de lois, qui ont une fonction de survie qui décroit vers zéro a la vitesse
exponentielle. A la fin nous présenterons quelques exemples afin d’illustrer ces
différents résultats.

Dans le chapitre 3, nous étendons I’étude des lois limites extrémes aux vari-
ables aléatoires indépendantes non identiquement distribuées dans le cas d’une
normalisation linéaire.

Enfin dans le dernier chapitre, nous étudions la caractérisation des lois lim-
ites du maximum de n v.a. i.i.d. dans le cas d’une normalisation non linéaire.
Nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes d’appartenance aux do-
maines d’attraction de ces lois limites et établissons des expressions générales
des constantes de normalisation.



CHAPITRE 1: INTRODUCTION A LA THEORIE DES VALEURS

EXTREMES

1.1 Introduction

Ce chapitre introduit la notion des valeurs extrémes pour une suite de vari-
ables aléatoires et énonce les principaux résultats probabilistes les concernant.
Nous y exposerons uniquement la théorie des valeurs extrémes pour des vari-
ables aléatoires indépendantes. Cette théorie est en quelque sorte le paralléle
de la théorie des lois stables caractérisant la distribution limite de la somme
de variables aléatoires indépendantes. Nous donnerons ensuite une définition
de telles fonctions et nous en concluons quelques propriétés afin d’étudier le
domaine d’attraction de chaque loi limite possible.

1.2 Lois limites du £°™¢ maximum

La théorie des valeurs extrémes a pour but d’étudier la loi du maximum
d’une suite de variables aléatoires réelles, méme si la loi du phénomeéne n’est
pas connue. Formellement, soit X7, Xo,..., X;, une suite de n variables aléa-
toires indépendantes identiquement distribuées (i.i.d.) de fonction de répartition
commune F(z) = P(X; < z).

Soient X, < Xa, < ... < X, les statistiques d’ordre correspondantes.
Nous rappelons que X,,_p41,, est le k¢ maximum supérieur.

Sa loi est donnée par :

Pk € )= 5 ()0 - F@) (o)
n!
R

Pour l'obtention de l'expression (1.1) voir Galambos [1978].

Le cas k = 1, correspond au maximum
Xn,n =max(Xq, ..., X,).

Comme les variables aléatoires sont i.i.d., la fonction de répartition de X, ,,
est P(X,,, < z) = F™(x). Puisque le fait que hIJIrl F"(z) = 0 pour 0 <
n— o0

F(x) < 1 ne présente aucun intérét, il est intéressant de considérer le comporte-
ment asymptotique du maximum convenablement normalisé. Par analogie avec
le théoréme de la limite centrale, qui décrit la distribution limite d’une somme
de variables aléatoires i.i.d., 'objectif de la théorie des valeurs extrémes est de
trouver un résultat analogue pour X, ,. De nombreux auteurs ont étudié le
comportement asymptotique du maximum X, , normalisé lorsque n — +oo0.
Fisher-Tippet [1928] et Gnedenko[1943] ont démontré le résultat suivant :



Théoréme 1.1
Soient a,, > 0 et b,, deux suites numériques.
Alors lim P(X,, <a,x+b,) =G(z) (1.2)

n—-+o00 -
ol G est une fonction de répartition non dégénérée si et seulement si G est une
fonction de répartition appartenant a I'un des trois types suivants :
- Loi de Fréchet { )
B exp{—z~%}, si x>0
o () = 0, si <0
- Loi de Weibull :
1 si x>0
q] — ) . -
o(7) { exp{—(—z)*}, si <0

ol « > 0 est une constante.
- Loi de Gumbel :
A(z) = exp{—e "}, —o0 < z < +00,

Ce théoréme énonce un résultat trés intéressant : quelle que soit la loi de la
variable parente, la loi limite des extrémes prend toujours I'une des trois formes
ci-dessus. De plus il fournit, dans le cas d’événements extrémes un résultat
analogue au théoréme central limite (TCL). Cependant, contrairement au TCL,
ot la loi normale est la seule loi limite possible, dans le cas des extrémes, trois
types de loi limites sont possibles. La preuve de ce théoréme a été formulée
plusieurs fois. Sa premiére version compléte est donnée par Gnedenko[1943].

Remarquons que (1.2) équivaut a hr—? F™(apx + by,) = G(z) pour tout =
n—-+0oo
point de continuité de G. -
Notons G = inf{z : G(z) > 0} et G = sup{z: G(z) < 1},
Une des conséquences du théoréme 2.1 est le résultat suivant qui décrit le

comportement asymptotique du k"¢ maximum (voir par exemple Galambos
[1978]).

Théoréme 1.2
Soient a,, > 0 et b,, deux suites de constantes réelles.

Si lirf F*(a,x+b,) = G(z) pour G<x<q, (1.3)
"l (ClogGla))
alors lir_~r_1 P(Xp—kt1n < apz+b,) =G(x) Y, %,z)), (1.4)
n—-0o0 jIO J*

pour tout k > 1 fixé.

Définition 1.1

On dit que deux fonctions de répartition F' et H sont de méme type, si ’on
peut trouver deux constantes ¢; > 0 et co € IR telles que pour tout = € IR,
H(z) = F(ciz + c2).

Autrement dit, les variables aléatoires de méme type ont la méme loi, & un
facteur de localisation et d’échelle pres.

Définition 1.2



On dit qu’une fonction de répartition F' appartient au domaine d’attraction
de G, et on note F' € DA(G) si la distribution du maximum normalisé converge
vers G.

Remarque 1.1

Il est possible de regrouper ces trois lois limites sous une seule forme en
utilisant la paramétrisation de Von Mises, en posant 7 = é de telle facon que
pour 7 — 0 on obtienne la loi de Gumbel A. La forme unifiée est la suivante :

Go(z) = exp(—(1+7z)"H7),  1472>0, v#0
K exp(—e™7), si v=0

Ayant déterminé la forme des lois limites, il convient a présent de déterminer
le domaine d’attraction pour une fonction de répartition F donnée. Pour cela
supposons que F' € DA(G), et rappelons que pour n — oo

(1= )" = exp(-a).

Nous obtenons pour n grand
nF(anz + by)

F™(q, ) = (1 —
(anx +by) = ( -

)" ~ exp(—nF(anz + b)),

en notant F' =1 — F. Donc, si (1.2) est vérifiée, alors

nF(an,z 4+ b,) — —log G(x). (1.5)

Ainsi, la loi limite G(z) dépend-elle exclusivement de la queue de distribution
a droite de F. En particulier, deux fonctions de répartition F' et H sont dites
a queue de distribution équivalente si elles possédent la méme borne supérieure
pour le support (xp = zg = x¢), avec xp = sup{z : F(x) < 1}, et si pour une

1-F(x
1—H((:t)) = A

certaine constante positive A > 0, liTm
Tr|xTo

On peut alors montrer (Resnick, 1987)[prop. 1.19] que dans ce cas, si
F(resp. H) appartient au domaine d’attraction d’une loi limite G (resp Ga),
alors G et G5 sont de méme type.

Ce résultat implique qu’il suffit de trouver un prototype de queue de dis-
tribution 1 — H(x) pour H appartenant & un domaine d’attraction de 'un des
trois types de loi extrémes, pour en déduire une caractérisation de toutes les
fonctions de répartition F' appartenant au méme domaine, sous la forme

1—F(z) =c¢(z)(1 — H(x)), x>z



ou 2o < xp est une constante et liTm clz)=c>0.
T |To

Bien sfir, le théoréme 1.2 n’est valable que si les suites a,, > 0 et b, € IR
existent.

Par exemple dans le cas de la loi exponentielle de paramétre 1, nous avons,
pour a, = 1 et b, = logn,

lim F"(apz+b, = lim (1—exp(—z—logn))"”
n—-+00 n—-+00
— lim (1- 2P
n—-+o0o n

— exp(— exp(—a)).

Remarque 1.2

Les distributions A, ®, et ¥, sont appelées distributions des valeurs ex-
trémes et les variables aléatoires correspondantes sont les variables aléatoires
extrémales. Nous analysons maintenant la différence entre ces trois distribu-
tions.

1.3 Caractérisation des domaines d’attraction

Les résultats de cette section sont présentés dans Resnick[1987] et Embrechts
et al.[1997]. Dans la section précédente, nous avons vu que la distribution
exponentielle appartient au domaine d’attraction de A. Nous constatons que les
trois distributions des valeurs extrémes sont trés différentes en terme de domaine
d’attraction :

- Dans le domaine d’attraction de la loi de Gumbel (DA(A)), ou la loi de X
présente une décroissance de type exponentiel pour la queue de la loi (c’est le
cas par exemple des lois normale, exponentielle, gamma ou lognormale), nous
trouvons des distributions qui n’ont pas de queue épaisse.

- Dans le domaine d’attraction de la loi de Fréchet (DA(®,,)), correspondant
a une loi de X non bornée (c’est le cas par exemple de la loi de Cauchy ou
Pareto), nous trouvons des distributions qui ont des queues épaisses.

- Dans le domaine d’attraction de la loi Weibull (DA(¥,,)), ou la loi de X
est bornée (c’est le cas par exemple de la loi uniforme ou béta), nous trouvons
des distributions & support fini, ce qui implique que le support du maximum est
borné & droite.

Etant donné une fonction de répartition F', nous voudrions connaitre & quel
domaine d’attraction elle appartient et quelles sont les constantes de normalisa-
tion correspondantes. La réponse est relativement complexe et n’est pas unique.
Nous indiquons ici les critéres les plus utilisés en faisant appel a la notion de
fonctions & variation réguliére.

1.3.1 Fonctions a variation réguliére

Les fonctions & variation réguliére et leurs propriétés sont souvent rencontrées
dans cette thése. Pour plus d’informations sur ces notions, on peut consulter
Pexcellente référence de Bingham et al[1987].



Définition 1.3
Une fonction mesurable positive f est dite a variation réguliére d’indice a &
Iinfini et on note f € VR, si pour tout x > 0, nous avons

flz)
i f(8)

On dira que f est & variation réguliére au voisinage de 0 si f(z~1) est a variation
réguliere a l'infini. Si a = 0, on dit que f est & variation lente, on la note souvent
I(ou parfois L).

Remarque 1.3

Les exemples typiques de fonctions & variation lente sont les constantes posi-
tives ou les fonctions convergeant vers une constante positive. Citons, In(1+ z),
Inln(e + ), etc.

Il est facile de montrer qu'une fonction f & variation réguliére d’indice «
peut toujours s’écrire sous la forme

f(z) =2%(z) ou [l€VRy.

1.3.2 Domaine d’attraction de Fréchet

Considérons une fonction de répartition dans le domaine d’attraction de la
loi de Fréchet ®,. Tout d’abord, le point terminal xp = sup{z : F(x) < 1} est
nécessairement infini.

Gnedenko(1943) a obtenu le résultat suivant

Théoréme A
FeDA®,) < 1-FeVR_,.

En plus
F"(anx) — ®4(x), lorsque n — oo
avec
1

ap = (ﬁ)H(n) et bn =0

ou H= (y) =inf{x : H(x) > y} est la fonction inverse généralisée de H.
Ce résultat permet d’obtenir la forme de F' en utilisant la représentation de
Karamata des fonctions L & variation lente.

Proposition 1.4 (Représentation de Karamata)
L est a variation lente ssi L peut étre représentée sous la forme

10



L(z) = e(x) exp] / le(t)dt),
1

pour z > 1,ottc: IRY - IR, e: IRt — IRT et

lim ¢(x) = ¢>0
r——+00

li = 0.
AP =0

Théoréme B
F € DA(®,,) si et seulement si il existe des fonctions ¢(.) et «(.) définies sur

|1, co[ qui vérifient

lim ¢(z) = ¢>0
r——+00
lim a(z) = a>0,
Tr——+00

et telles que
| — F(z) = e(z) exp{— / ~a(t)dt).

1

1.3.3 Domaine d’attraction de Weibull

Comme dans le cas précédent, il existe un lien entre les fonctions de réparti-
tion appartenant au domaine d’attraction de Weibull et la variation réguliére de
la queue de distribution supérieure. Cependant il apparait une différence ma-
jeure avec le cas précédent, a savoir que si F' € DA(V,), alors nécessairement

xp < oo(cf. (Resnick, 1987)[prop. 1.13]).
Notons que pour tout y > 0,

Vo (=1/y) = @_a(y),

et introduisons la fonction
0, si <0
F*(x){ Flzp—a271), si x> 0.

Supposons qu’il existe a,, > 0 et b, tels que, lorsque n — oo,

Fapz+b,) — Yu(x), 2<0
Fn(bn - anyil) - (I)oc(y)a y>0

mn y
Fi(——F—=) — a(y), y>0

an — y(xF - bn)

11



En prenant b,, = x, nous obtenons que F}, appartient au domaine d’attraction
de ®,, d’ou d’apres le résultat de Gnedenko[1943]

1-F, € VR_,eta,! =(1/(1 - F,))"(n), et par conséquent a, = xp —
(1/(1 = F)~(n).

Une caractérisation de F' s’en déduit comme précédemment

Théoréme C

F € DA(,) ssi xp < o0 et 8 il existe des fonctions positives ¢(z) et §(x)
définies sur IR et une constante cy > 0 telles que

lim 6(t) = «a, lim ¢(t) = ¢y,
i = i =

et pour tout z < xF,

1— F(z) = c(x) exp{— / %t_)tdt}.

1.3.4 Domaine d’attraction de Gumbel

La caractérisation du domaine d’attraction de la loi de Gumbel DA(A) est
basée sur la notion de fonction de Von Mises F' de point terminal zqg = xr, dont
la représentation est la suivante : il existe ¢ > 0 et zp < z¢ tels que pour tout
Z2o < T < X,

o1
1—F(z) = cexp{— ——du} (1.6)
zZ0 (u)
ou f(u) > 0 pour zyp < u < g, et f est absolument continue sur ]zg, zo[, de
dérivée f (u) telle que liTm f(u)=0.
ulxo

Un choix possible de f

[T 11— F(t)
f(z) —/m mdt, < TR

Resnick (1987) montre le résultat suivant :

12



Théoréme D
Si f(u) est définie comme ci-dessus, alors nécessairement
(a) si xg = o0, tlim t7Lf(t) =0

— 00

(b) si o < o0, f(zo) = lim f(t) =0 et tl%gl(ﬂfo —t)71f(t) =0

et dans tous les cas
lim (¢t + zf(t)) = zo.

t—xg

D’autre part,

N E0)
t—xo f(t)
De cette derniére relation on déduit immédiatement que pour F' de la forme
(1.6)

=1, localement uniformément en =

1= F(t+xf(t) . tref(t)
1 - 7 = ] — ——d
N ) L A Ol

= im exp{— ILS ou SZL_t
= Jim espl [ gl ) 7

= 6711,
Si (1.7) est vérifiée on dit que 1% est & variation de type I' et on note
- el dot F € DA(A).
Ainsi les fonctions de Von Mises appartiennent au domaine d’attraction de
la loi de Gumbel et on peut choisir pour constantes de normalisation

1 «—
Un résultat dit & Balkema et de Haan (1972)((Resnick, 1987)[prop. 1.4])
permet d’obtenir la caractérisation du domaine d’attraction de la loi de Gumbel

sous la forme suivante :
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Théoréme E
F € DA(A) ssi il existe une fonction de Von Mises F telle que pour x €

]205330[7

1= F(z) = c(z)(1 - F(2)),

avec
lim ¢(z) =c¢> 0.

t—xo

1.3.5 Conditions de Von Mises

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonction de répartition
F appartienne a un domaine d’attraction d’une loi extréme donnée ci-dessus
sont souvent difficiles & vérifier. Pour cette raison, nous présentons ci-apres
des conditions suffisantes, dues & Von Mises (1936), plus simples & vérifier et
sans grandes restrictions. Néanmoins, elles ne seront applicables que pour les
fonctions de répartition ayant une densité. Les conditions de Von Mises sont les
suivantes (Resnick, 1987) :

Théoréme F

Soit F' une fonction de répartition de densité F' (x).

(a) Si pour un certain o > 0,

lim 2@ _

alors F' € DA(®,).
(b) Si zp < o0, et pour un certain o < 0,

lim (xp — a:)F/ (z)
r—TR 1—F(x)

alors F' € DA(Y,,)
(c) Si

T—TF

alors F' € DA(A).
(d) Si F admet une dérivée seconde F'| et si

o F@0 - Fa)
T F@E

alors F' € DA(A).
Remarque 1.4
Pour une v.a. X > 0, la fonction auxiliaire f(t) s’exprime par

F(t) = BE(X —t/X > 1).
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1.3.6 Lois de Pareto généralisées
Nous avons vu, dans le paragraphe précédent, la paramétrisation de Von
Mises pour les lois extrémes

G () = { exp(;(l—l—vx)‘”’ﬂ, L+yz >0, v#0
exp(—e™%), si v=0

Comment caractériser le domaine d’attraction de G,7 D’aprés (Embrechts et
al., 1997)[theorem 3.4.5], il y a équivalence entre les trois assertions :

Théoréme G

(a) F € DA(G,)

(b) 11 existe une fonction a(.) positive et mesurable telle que pour tout x
vérifiant, 1 + vz > 0,
F(u+za(u)) (A 4~z) 7, siy#0

2 o { e ? siy=0.

)

lim

(c) Pour z, y >0,y # 1,

lim U(sx) =U _
22 Tloy) — U (o)

(s) [ &=, sty #0
12§Za siy =0,
avec U = (115)~

La forme des limites figurant dans (b) motive la définition des lois de Pareto

généralisées de fonction de répartition W+~ définie par

_ [ 1=+ siy #0
W«,(m){ 1—e%, siy=0
ou
x > 0 si v>0
0 < z<-1/y si v <0.

Ainsi il y a équivalence entre 'appartenance de F' au domaine d’attraction
de G et

lim F,(za(u)) = Wy (z). (1.8)

T—TF

on Fz)=PX-u<z/X >u)
Soit
W 5(@) = Wy (2/8),

alors (1.8) signifie que F' € DA(G,) ssi
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lim |Fu(m) — W%a(u) (x)\ =0.
r—TF
Ce résultat est a la base d’'une méthode statistique d’étude des événements
extrémes appelée Peaks Over Threshold (POT) basée sur la comparaison entre
la queue de distribution et une loi de Pareto généralisée puisque

Fu+y) =Fu)Fu(y) = Fu)W, o)1)

1.4 La loi de la somme

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a 1’étude des sommes de v.a.i.i.d.
pour passer ensuite & celle des maxima de ces variables. En effet, ce passage est
relativement facile et commode. Dans un premier temps, la théorie des valeurs
extrémes a concerné le comportement d’événements rares apparaissant dans des
suites de variables aléatoires indépendantes. L’un des principaux problémes
abordés est relatif a la somme de v.a.i.i.d. Ceci correspond au comportement
d’une marche aléatoire qui apparait comme un cas particulier du mouvement
brownien. Une abondante littérature est consacrée a ce théme. Elle inclut
des résultats classiques concernant le théoréme central limite, la loi faible des
grands nombres, la loi des logarithmes itérés et d’autres extensions. On peut
citer comme exemple de travaux fondateurs ceux de Breiman [1968], Feller
[1971].

Nous allons rappeler un résultat fondamental qui permet de faire le lien
entre la théorie fondée sur le comportement asymptotique de la distribution
d’une somme de v.a. i.i.d. et celui de la distribution des maxima. Il s’agit du
théoréme de Heyde [1967] sur les grandes déviations. La théorie des grandes
déviations (ou des grands écarts) concerne la loi faible des grands nombres.

Soient X1, ..., X,, une suite de v.a. i.i.d. de fonction de répartition commune
F et S, = > ", X;. Selon la loi faible des grands nombres, % converge en
probabilité vers E(X). On montre alors que les grandes déviations sont rares
et que

P(S, > na) ~ e ")

ou h(.) est une fonction contintiment dérivable.

On définit le domaine d’attraction d’une loi a—stable comme suit :

Définition 1.5

On dit que F appartient au domaine d’attraction d’une loi G, a—stable
(o €]0,2[) et on note F' € D(G,,) ¢'il existe des constantes a,, € IR et b, > 0
telles que

Sn—an g,

2 — Gy, lorsque n — 400
n

Théoréme 1.4
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Soient X une variable aléatoire appartenant au domaine d’attraction D(Gy)
avec a €]0,2[ et (b,) une suite croissante de réels telle que : b, 17> et P(X >
bn) ~ .

Si on note My = X3 et M,, = max(Xy,..., X,), n > 2

Alors

lim P(Sy > bpxn) lim P(S, > bpzn) 1
n=oo nP(X > b,x,) n—oo P(M, > b,z,)

pour toute suite x,, — oo, n — +o0.

Des résultats analogues & celui-ci peuvent étre établis pour des variables
aléatoires dont la distribution affiche des comportements de queue réguliers que
I’on peut caractériser de la maniére suivante :

1—F(z) ~2~*L(z), pour a > 2, quand & — oo, ou L est une fonction a
variation lente.

Le théoréme précédent peut étre compris et interprété comme le résultat
suivant :

lim P(S, >z)
n=oo P(M, >x)

Autrement dit, pour un nombre entier n grand, la probabilité pour qu'une
somme de réalisations d’une suite de n variables aléatoires dépasse un seuil
x(grand) est proche de la probabilité pour que la plus grande des réalisations de
cette suite dépasse x. Ainsi, pour qu'une somme de variables aléatoires dépasse
un seuil x, il suffit qu’une des ses composantes prenne une valeur extréme treés
supérieure aux valeurs prises par chacun des autres éléments de la suite. Cette
réalisation est I’événement rare dont on cherche & identifier et a estimer la
distribution.
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Chapitre 2 : LOIS LIMITES POUR LE MAXIMUM DES SOMMES
DANS LE DOMAINE D’ATTRACTION DE LA LOI DE GUMBEL

2.1 Introduction

Soient X7, ..., X,,, n variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées (i.i.d.) de fonction de répartition F' continue. Soient Xi, < X3, <
... £ Xpn les statistiques d’ordre correspondantes. D’aprés Fisher et Tippett,
[1928], il existe deux suites de constantes a,, > 0 et b,, € IR telles que

lim F"(apz+b,) = Hi(x), zeIR (2.1)

n—-+oo

pour tout réel z, point de continuité de Hy; € {A, ®,,¥,}, ensemble de trois
limites extrémes définies d’une fagon précise dans le chapitre 1. Lorsqu’ une
fonction de répartition F' vérifie (2.1), on dit que F' appartient au domaine
d’attraction de Hy et on note F' € DA(H;).

On peut trouver des applications & ces modeles dans des domaines trés dif-
férents tels que les finances, les assurances, la climatologie et ’hydrologie. Le
domaine d’attraction de Gumbel contient un faisceau trés large de fonctions de
répartition F' dont les queues de distribution peuvent étre trés différentes. Les
queues peuvent varier des plus légeres (exemple de la loi normale) a celles mod-
érément lourdes (exemple de la loi lognormale). Pour cette raison ce modéle
d’attraction est peut étre le plus intéressant des trois modeéles d’attraction ci-
dessus. Cependant, bien que ces trois modéles soient si différents, d’un point de
vue mathématique ils sont étroitement liés. En effet, on peut vérifier facilement
les propriétés suivantes :

Supposons la variable aléatoire X > 0, alors

X apour f.r. &, <= —X 'a pour f.r. U, <= log X%a pour f.r. A.

Par le passé, de nombreux articles ont étudié le comportement asymptotique
des sommes partielles S,, = Z?Zl X, pour une suite de v.a. (X,)p>1. Plus
récemment Dingcheny et Qihe [2004] se sont penché sur le comportement limite
des maxima dans le cas de variables aléatoires négatives associées, & queues
lourdes. Par la suite Barry, Kang et Yongcheng[2007] se sont intéressé a la loi
limite conjointe de la somme du maximum de variables aléatoires gaussiennes
multivariées. Pour plus de résultats sur ce sujet, on peut se référer au livre
d’Embrecht et al. [1997] et les références qu'il contient.

Notre but dans ce chapitre est d’établir une loi limite de la variable aléatoire

IIlElJX(AXVi1 + ...+ Xik),

diment normalisée d’abord dans le cas particulier simple k = 2, puis ensuite
nous traiterons le cas général k > 2. A la fin nous présenterons quelques exem-
ples afin d’illustrer ces différents résultats.
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2.2 Loi jointe des k premiers maxima

Une des conséquences du Théoréme 1.1 dans le chapitre 1 est le résultat
suivant qui décrit le comportement asymptotique du k¢ maximum supérieur
(voir par exemple Galambos [1987]).

Théoréme A

Soient a,, > 0 et b, deux suites réelles non aléatoires. Si lirf F"(a,z +
n—-—1+:oo

b,) = G(z) pour tout point de continuité de G, alors

k=1 (_] J
lim P(Xp kt1n < an® +by) = G(z) (Ogle(x))

n—-+o00

, (2.2)

Jilng

pour tout k > 1 fixé.

Pour k fixé et n — 400, considérons maintenant la loi limite jointe de
(Xnn, Xn—1ns s Xn—kt1,n) lorsque n — +oo.

Notons I,,(A) = #{X=tr € A, 1 <i < n}

ol a, > 0 et b, sont deux suites réelles et # B désigne le nombre d’éléments
appartenant & 'ensemble B.

Lorsque y — 0, nous avons log(1 — y) ~ —y, (2.3)

et par conséquent

lim F"(apx + by) = G(x)

n—-+oo
& lirf nlog[l — (1 — F(anx + by))] = log G(x)
& lirf n[l — F(apx +by)] = —log G(z). (2.4)

Ici (2.4) est obtenue a partir de (2.3) avec y = 1 — F(anx +by,) — 0, lorsque
n — +00.

Weissman (1975) aboutit au résultat suivant.

Théoréme B

Supposons que la condition (2.4) soit satisfaite. Soient Ay, As, ..., Ar k
ensembles boréliens (avec k fixé). Alors il existe sur I R une mesure aléatoire de
Poisson I avec E{I(x,4o0]} = —log G(z) et telle que :

(In(A1), In(Ag), ooy In(Ag) ) 5 (I(A1), I(As), .., I(AR))
ot ¥ — désigne la convergence en loi.

En plus I(41),I(A3),...,I(Ax) sont des variables aléatoires indépendantes
lorsque Aq, As, ..., A sont disjoints.

Notons
ani n bn .
Min = —noLnT <<y,
Qp
In(z) = In{(z,+oo]}
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et définissons

m; = inf{z:I(z)<i-—1}

Mk,n (ml,n;mZ,na ---amk,n)

et
My, = (my, ma, ..., mg).

Nous avons alors :

{In(z) <k —1} = {my, < 2} (2.5)

et

{I() < k—1} = {my < a}. (2.6)

Prenons {z1,xa,...,2} k points de continuité de G, nous avons :
k k
P{Dl[mi’" <]} = P{ Ol[In(xl) <i—1]} par (2.5).

Mais P{¢61[In(x) <i—-1]}— P{f]l[l(xi) <i—1} n— +o0

lorsque n — tooen prenant A; = (x;,+o0], 1 <i <k, dans le théoréme B,
et enfin

P ) i 1) = (A Ime S al)n too por (26)
soit LHm P{ _ﬁ[mz‘,n <z} = P{,ﬁ[mz‘ < ]}

Ceci nous permet d’énoncer le résultat suivant :
Théoréme C
Sous les hypothése du Théoréme B,

L
My, — M.

Le méme auteur Weissman (1978) traite le cas ou G(z) = A(x).
Théoréme D

Si G(x) = exp(—e™7), —oco < z < 400, alors

lorsque n — 400,

Xn,n - Xn—l,n Xn—l,n - Xn—Z,n Xn—k—&-l,n - Xn—k,n Wk

L w2 ]
{ an, 5 an g eeey an }—>{’LU1,?,...,?
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ol a, > 0 est une suite de réels et wy,ws, ..., w, sont des variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées, exponentielles de moyenne 1.

A cette étape de la démonstration nous rappelons le résultat suivant de
Billingsley [1968] ( Corollaire 1, page 31).

Lemme 2.1
Soit S et S deux espaces métriques. Supposons que h : S — S soit une
fonction continue, alors

X, — X = h(X,) — h(X), lorsque n — +o0.

Appliquons ce lemme avec S = TRF+! | S = IRF,

h: IR*1 — IRk

(1,2, ..., Tg1) — (X1 — Tay ..., T — Tky1) est une fonction continue,

Xn = (M1, Mit1,n); X = (M1,...,mg41). Nous obtenons alors
(ml,n — M2 n, M2n — M3,ny ey MEn — mk—i—l,n)
L (my — ma,ma —mg,...,mp —Mg41) lorsque n — +oo.

Weisman [1978] montre que my — ma, ma — Mg, ..., My — Miy1 sont des
variables aléatoires indépendantes de loi jointe.

k
O (Y1, Y2, s Yr) = Hl(iexp(—iyi)), y; > 0 pour 1 < i< k.

Par conséquent, pourZ tout 1 < i < k, m; — m;4+1 est une variable aléatoire
exponentielle de moyen %; i(m; —myy1) est une variable exponentielle de moyen
1.

Si nous posons w; = i(m; — m;11) nous avons alors

(ml,n —M2pn, M2 n — M3 ps - Mg n — mk+1,n) A (’IU1, %7 ) U;TA)

Ce qui met fin & la démonstration du théoréme D.

2.3 Résultats limites

Soient X1, ..., X,, n variables aléatoires i.i.d. de fonction de répartition com-
mune F' € DA(A). Supposons qu’il existe deux suites de constantes a,, > 0 et
b, € IR telles que la fonction de répartition de la variable aléatoire

X;+ X.)— 2b,
e Xi T Xy) = 2by

1<i#j<n an

converge vers une fonction de répartition non dégénérée Hy.

Notre but dans cette section est de caractériser cette loi limite. A cette fin,
nous rappelons deux résultats généraux qui seront nécessaires pour la démon-
stration des résultats principaux des sections 2.3 et 2.4 ci-dessous.

Lemme 2.2 (Galambos [1978], Lemme 2.2.1, p :58)

Soient U,, et V,, deux suites de variables aléatoires. Supposons qu’il existe
une fonction de répartition G(x) telle que, nILH;O P(U,, < x) = G(z) pour tout x
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point de continuité de G(.). Supposons qu’ en plus, Ve >0 lim P(|V,| >¢) =

n—oo

0.Ge. V, 50, U, BY =U,+V, B Y ouY va. de fr. G)
Alors,

lim P(U, +V, <z)= lim P(U, <z)=G_G(z),

n—oo n—oo

pour tout  point de continuité de G(.).

Lemme 2.3 (Galambos [1978], Lemme 2.9.1 p : 107)

Supposons que la fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (Y,,, Uy,)
converge vers T(y)E(u), ou T et E sont des fonctions de répartition continues.
Alors

n—oo

+o0
lim P(U,+Y, <z)= / E(z —y)dT(y).

2.3.1 Cas particulier ou k=2

Ici le résultat principal est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 2.4

Si F € DA(A), alors il existe deux suites de constantes a,, > 0 et b, € IR
telles que

max (Xl + Xj) — an

lim P(=FI=n < z) = Hy(z) (2.7)
n—oo an
ou
+oo
= e Y
Hy(z) =exp{—e 2(1+e %)} —e " / 70@
ei%

Remarque 2.5

Dans cette remarque nous présentons un cas particulier, celui ou j est fixé
dans le théoreme 2.4 et la variable aléatoire X suit une loi normale standard.
Nous obtenons

o (Kit Xj) =X+ gmax (Xo).

Si nous montrons que Ve > 0,

lim P(] max (X;)—b,])>¢)=0,

n—o0 1<i#j<n
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nous pouvons alors conclure, en utilisant le lemme 2.2, que
lim P X)+X,—b)<z2)=PX, <z2)=90
Jim P(| 151%?;"( i)+ Xj —bn) <z) = P(X; <) = (),
xT

11.2 . o . .
o &(z) = \/%7 / e~ 2 du est la fonction de répartition de la loi normale stan-

— 00

dard.

En effet, pour ¢ > 0 et puisque a,, > 0, nous obtenons

1L (X:) = bn
lim P(| max (X;)—bn) > ¢)= lim P(=F=" | > a7l
n—oo 1<i#j<n n—oo n
max (X;) — by
= 1- lim P(|1SZ¢]SH | <ea,t)
n—oo n
= 1— lim {A(ea;') — A(—ea; ')}
n—oo
=1 - lim {exp(—e %) — exp(—€* )}
n—oo
= 1-1
0
puisque pour la loi normale, nous pouvons choisir a, = —— c-a-d ea;! =

(log n)%
£(2logn)/? — 400, lorsque n — 4o00. D’oil le résultat.
2.3.2 Démonstration du théoréme 2.4

Dans notre cas, ou k = 2, par le Théoréme C il vient que

(M1, ma.0) > (1, ms) lorsque n — +o0,

puis le Théoréme D nous assure que les variables aléatoires D1 = mq — mo et
me sont indépendantes et que D; suit une loi exponentielle de moyenne 1.

Maintenant considérons la fonction h : TR? — IR définie par h(x,y) = v+y.
Puisque h est continue, nous obtenons

h(ma ., map) L h(mq,mz) lorsque n — +oo0.
Ainsi
lim P(my, +man <x)=P(mi+me <z)=P(D1+2mz <)

n—oo
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=11 —J2)
ou
1 1 )
ho= 3 /eXP(*(ere 2))dy:§/exp(*y)exp(*6 2)dy
¥ 1 _y
= 2/(exp(—e 2))56 2e” 2dy
L1
— 2ew(-G+e D)+ [ exp(-(G+e )y
€ _z _y]®
= 2exp(—(5 +e5) + [ep—et] )
= 2(exp(—(5 + €7 %)) +exp(—e2))
=2exp{—e 2 (14+e %)}
et
J2:%/exp(f(:c+e 2))dy =e I/expfe 2 dy
—00 —00 .
— 9@ / <y,

Ceci compléte la démonstration de (2.7).

2.3.3 Cas général

Dans le cas général, nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 2.6

Si F € DA(A), alors il existe deux suites de constantes a,, > 0 et b, € IR
telles que

max (le +X22 ++sz) 7k‘bn
. 1<i7...<ip<n
lim P(

n—oo Ay

< z) = Hy(z)
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ou

g
=

?r\i«
fb

b
=8

ot j
/ k .'y) dy.
- !

2.3.4 Démonstration du Théoréme 2.6
Par le théoréme C, nous avons

ld

Hy(z

<.

L
(M1, Mg n) — My, lorsque n — 4o0.

En définissant la fonction h : IR* — IR par h(z1,...,x%) = T1+ T2+ ... + T,
qui est continue, nous obtenons

h(ma py oo, M) L h(ma,...,mg), lorsque 1 — oo.
Il vient que

lim P(mi, + ...+ mpp <z)=P(mi+...+my <)

n—oo

k—1
=P(> jD;+ kmy, < z)
j=1
== FD1 * F2D2 kX F(k:—l)Dk,1 * G(x)7

ou
Di:mi—mHl 1§i§]€—1,
Fip, est la fonction de répartition de iD;
G est la fonction de répartition de kmy et
F est la fonction de répartition de la loi exponentielle de paramétre 1.

En utilisant le lemme 2.3, nous obtenons
F‘D1 * F2D2 * .0k F(k—l)Dk,l * G(:]Z’)

+oo
- / FO®=1 (5 y) % dG(y)

)

iy (k,lg)!zk*Qe*Zdz}% exp(—e~F —y)dy.

— 00
Soit -
=fy k2)|z etdz =1—e () ATl Lo .y)
=& [7 exp(—e * —y)dy — L exp(—e —y)dy

exp(—e~ ¥ — )= ) gy,

7.[00]@2

si nous posons v = e~

r\@ o.\; r\r@

, il vient que

25



sz

x —_g L
_ po—e F okl IR
= kle > j=0 T

Ainsi nous obtenons le résultat du théoréme 2.6.

2.4 Exemples

Les exemples ci-dessous illustrent les résultats théoriques de la section précé-
dente lorsque la fonction de répartition appartient au domaine d’attraction de
Gumbel.

Exemple 1

Considérons n variables aléatoires i.i.d. Xi,..., X,, delaloi N(0,1). Puisque
® € MDA(A), par le théoréme 2.4, nous obtenons l’existence de deux suites de

constantes a,, = (ﬁ)’% et b, = = — 1a,(loglogn + log 47) telle que

max (XZ + Xj) — 2bn
1<i#j<n

lim P <
o, B - = @)
“+oo
o z e Y
= exp{—-e 2(l+e2)}—e" —dy
Y
67%
Exemple 2

Soient X7, ..., X, n variables aléatoiresi.i.d. de loi exponentielle de parameétre
A > 0, et de fonction de répartition : F(z) = (1 — e ) g j.o0[ (%)
Lorsque * — xp = 400,
x + logn e "

F.(z):=P(AM,, —logn < z) = F"(f) =(1- 7)”

Il s’en suit que
lim F,(x) =exp(—e~ %),z € IR.

n— oo

En utilisant le théoréme 2.4 et en prenant pour constantes de normalisation

an = 3 et by = loin, il vient que
] +o00 v
: ogn -z _z —z e
Jim POV mae X X;=2705] < ) = exp{—e ¥ (1 F)} e / -y
57%
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CHAPITRE 3 : LOIS LIMITES POUR LES STATISTIQUES

D’ORDRE DANS LE CAS DE V.A. INDEPENDANTES NON IDEN-
TIQUEMENT DISTRIBUEES
3.1 Loi du £°™° maximum
Soit X7, ..., X,, une suite de variables aléatoires indépendantes telles que
Soit X1, < Xop < ..o < X, ,, les statistiques d’ordre correspondantes.
Xp—k+1,n désigne le k%™ maximum supérieur lorsque 1 < k < n.
La loi simple du £*™¢ maximum est donnée par Mejzler et Weissman (1969).

:]:

P(Xn—k—i-l,n < JI)

()+Z XA Fi(@) IT (=Fi(z))}.  (3.1)

1 s=1 (n,s) j€(n,s)c i€(n,s)

7

ol (n, s) désigne un sous-ensemble de {1,2,...,n} de s éléments et (n, s)° son
complémentaire.
Une expression plus commode de (3.1) est la suivante.

i=1 s=1 (n,s) i€(n,s)

- 1)}

La loi limite du maximum (cas k = 1) a été étudiée par Mejzler (1949, 1950,
1953, 1956).

Galambos (1987)(Chapitre 3, p.181) énonce cette loi limite comme suit.

Théoréme 3.1.1 Supposons que

(i) lim max {1 — Fi(anx +by)} = 0;

n— 00 1<1 n

(ii) hm Z{l — Fi(apx + by,)} = w(t, x) existe et finie pour tout ¢ € (0, 1]

lorsqu’ elle est ﬁme pour t = 1, a, > 0 et b, sont deux suites réelles non aléa-
toires,

ot [u] désigne la partie entiére de u.

Alors une fonction de répartition non dégénérée H (z) est telle que

lim P(X, , <a,z+b,) = H(z) si et seulement si

n—oo

elog H(x) est concave;

e ou log H(H — e™®) est concave, z > 0, H < +00;

e ou log H(H + e™®) est concave, x > 0, H < +00;

H =sup{z : H(z) <1} et H = inf{z : H(z) > 0}.

La loi limite du £°™¢ maximum est obtenue par Mejzler et Weissman(1969)
de la fagon suivante.

Théoréme 3.1.2
Supposons que
(a) lim max {1 — F;(apz +b,)} =0. et

n—oo 1<i<n
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(b) lim P(X,.
Théoreme 3.1.1.

i " (log H )

Alors lim P(X,_gi1n < apz+b,) = H(z) > (= log H(z))"

n—oo v

< apxz +b,) = H(z) on H(x) veérifie les conditions du

ou k est fixé et a, > 0 et b, sont deux suiteslngmériques.

3.2 Loi jointe des k premiers maxima

Nous allons procéder de la méme fagon que pour le cas des variables aléatoires
iid.

Notons
Xi - bn

QA

I(A) = #{ €A 1<i<n).

Maintenant, puisque

lim min Fi(a,z +b,) =1
n—oo 1<i<n

et

s

}71'(CL7L3j + bn) = P(X’Vlfﬂ < anT + b”)

i=1

— H(z), Vo > H, n — +o0o,

nous avons
n
> {1l - Fi(anz +by)} — —log H(z),Vx > H, lorsque n — +oc.
i=1

Le résultat suivant a été obtenu par Weissman(1975).
Théoréme 3.2.1

Supposons que :

(i) lim max {1 — Fi(anx +b,)} =0;

n—oo 1<i<n
(i) lim P(X,,, <anx+b,) =H(z), Vo > H.
Soient Ay, As, ..., Ax k ensembles boréliens (k fixé).
Alors il existe sur R une mesure aléatoire de Poisson I, avec F{I(z,+0c0)} =
—log H(x) et telle que

(In(A1), .-, In(Ar)) b (1(A1), -, 1(Ag)).

En plus (A1), ..., I(Ay) sont des variables aléatoires indépendantes lorsque
Ay, ..., Ay sont disjoints.

Notons m;, = X"%“*bl pour 1 <i<k et I,(x) =I,{(z,+o0]}.
Définissons m; = inffaz s I(x) <i—1}, My, = (M1n, Mo, .y Min) €t
My, = (mq, ma, ..., my).
Nous avons
(@) <k — 1} = {mpn < 2}
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et {I(z) <k—1}={my <z}

Nous pouvons, maintenant énoncer le résultat suivant :

Théoréme 3.2.2

Sous les hypothéses du Théoréme 3.2.1, pour k > 1 fixé, nous avons

My L My, lorsque n — +oo.

Démonstration B
En considérant 1, zs, ..., Tk, k points de continuité de H, tels que H > z; >
To > ... > xp > H et en utilisant le Théoréme 3.2.2, nous avons

lim P{ﬂ Mmin <]} = P{ﬂ [mi < ]}

n—-+oo i=1
soit
Xpn—0> X —-b
lim P20 < gy, 20 T ) = H(2, ., wy)

n—-+400 7% Ay,

dont nous allons chercher la densité h(zy, ..., zx).

Weissman(1975), en généralisant un résultat de Dwass (1966), avait obtenu
I’expression suivante :

P{vy < my <wg,.e, v <mi < ugt

— ()~ H)) T (- log 3100

}

ol H<wvp <up <vp_1 < ...<vy <u < H.
Si nous prenons u; = x; et v; = x; +dx;, 1 < i <k, nous obtenons
P{x; <my <x1+day, ..,z < my < < :ck + dxi}

={H(xzy + dxy) — H(zi)} H {~log Hlai(-ix-;iﬂh)}

= h(zy)dzy H {log H(z; + dx;) — log H(x;)}

1=1
=h h= h(xs)
= h(zp)dry [] Foda
1=1
k—1 h(ws) k
= hle) 11 75 11 des
D’ou k1 ()
h(ml, ...,l’k) = h(:L‘k) -H1 H(JC)
1= K3

ot H < <ap_1<..<x1 < H et h(x) = H'(z).
3.3. Résultats limites des statistiques d’ordre centrales
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Dans cette section, nous généralisons les résultats de Smirnov (1962) et Wu
(1966) au cas général non i.i.d. Le cas X, , a déja été traité par Leadbetter
(1978).

3.3.1 Lois limites de type Smirnov

Rappelons la définition d’une statistique d’ordre centrale.

Définition 3.3.1

Nous dirons que Xy (), est une statistique d’ordre centrale lorsque 1 < k =
k(n) <n, k — +o0

lim +/n(Z —X)ou Xe(0,1)

n—-+oo ;
Notons

Fk(n) (SC) = P(Xk,n < apw+ bn) = Fk(n) (anz + bn)
et

un () = V/n Yo Fi(z) — k(n) '
n {k(n)(n — k(n))}1/2

Nous montrons un résultat qui nous sera trés utile par la suite. Ce résultat
a été obtenu par Mejzler (1984) sous d’autres hypothéses.
Théoréme 3.3.1

Soit H une fonction de répartition propre (c’est-a-dire pour laquelle H < H).
Supposons que k = k(n) vérifie les conditions k¥ — 400, n — k — +o00 et
% — A€ (0,1) (3.2)

Supposons aussi que les suites a,, et b, vérifient

b, — b,(b,—b)/a, —0
a, — Oetapti/a, —1 (3.3)

alors, lorsque n — oo et pour tout = € (H, H),
Fimy(an® +by) — H(x) & up(anz + by) — u(z)

o la fonction u est déterminée par I’équation fonctionnelle H(z) = ®{u(z)} ou
® est la f.r. de la loi normale standard.

Remarque. Les conditions pour la version de Mejzler du Théoréme 3.3.1
sont les mémes sauf pour la condition (3.3). La condition de Mejzler est : pour
tout « € (H,H)

sup{|Fi(anx +bp) — Al : 1 <i<n}—0.

On peut montrer facilement que cette condition de Mejzler entraine la con-
dition (3.3).
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Théoréme 3.3.2

Supposons que k = k(n) vérifie les conditions 1 < k < n et \/ﬁ(s -A)—0
pour une valeur de A € (0,1).

Supposons en outre que pour a, > 0 et b, vérifiant (3.3), la suite {Fj():
n > 1} vérifie,

Finy(anx +by) — H(z), v € (H,H)

ol H est une fonction de répartition non dégénérée.
Alors H(x) ne peut prendre que l'une des quatre formes suivantes :

_ D(cz®) sixz >0,

Hya(w) = { 0 siz <O.

1 six > 0;

Hya(w) = { O(—cy |z|*) siz<O.

_f B(—co]z|”)  siz<O;

Hy alw) = { D(czz?) sixz > 0.
0 six < —1;

Hy,(z)=4q 1/2 si —1<z<1;
1 siz > 1.

z 1&2
ol ¢, ¢y, ca, c3 et a sont des réels strictement positifs et ®(x) = f \/%e_Tdu.

Démonstration du Théoréme 3.3.1
Considérons le systéme de variables aléatoires

{Yin:1<i<nn=12..}

avec P(Yi, = 1) = Fi(apz +b,) =1 - P(Yi, = 0).
Soit S, = Y_i; Yin, nous avons
et

Fin(ana +by) = P(Sy > k) (3.4)

Mais V(Sy) > 121.12 Fi(anz +b,) Y i {1 — Fi(a,z +b,)} et puisque
0 < lim 1I<ni£1 E(anx +b,) < 1 a cause de (3.3), il suffit de montrer que
S f1- Fz(c;n; +byp)} — oo pour que
V(S,) — oo, lorsqu en — oc. (3.5)

L’expression u, (x) peut s’écrire comme

_n Z?:l{Fl(x) -1} —
un(x)—\/;[ N +vVn — k]
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d’ou

S 1 - Filana + b)) = \/n(l - s){\/n(l -5 \/Eun(anx + b))

i=1

puisque u, (a,z + b,) — u(z) et £ — X lorsque n — oco.
Ainsi Y1 {1 — Fi(apx + by)} ~ n(1l — X) — oo, ce qui montre (3.5). Nous

avons aussi

Fp(anz + bp){1 — Fy(anz + by)}

Vo 0 (3.6)

lorsque n — o0, en utilisant (3.5) et le fait que, & partir de la condition (3.3),

lim F,(anz+ b,){1 — F,(apx +b,)} = Fo (b){1 — Fu(b)}

n—oo

est finie avec Fio(z) = lim F,(z). Nous avons en outre la condition de Linde-
n—oo

berg qui est satisfaite pour le systéme de variables aléatoires

{}/’L’ﬂ E 7 l(anl"i‘bn) 1§7/§n, n:172’}
V(Sh)

En notant
> Fi(z) — k
Dim Fi(e){1 = Fi(x) ]/
la condition de Lindeberg et les résultats (3.5) et (3.6) nous permettent de
conclure que

hn(x) =

Fyny(anx 4 by) — ®{hp(anz +bp)} — 0 (3.7)

lorsque n — oo, en utilisant (3.4) et le théoréme central limite pour le cas
indépendant non identiquement distribué.

Par conséquent nous aurons

Fin(anz +b,) — H(x) si et seulement si

hp(anx + by) — u(x) (3.8)

ou la fonction u satisfait ’équation H = ®(u). Nous pouvons écrire hy,(anz+by,)
comime suit
{k(n — k)}'/?

hn . bn _ —-1/2 n
(a’ T+ ) n [Z?:l Fz(an$+bn){1—Fz(anx+bn)}]1/2u

(anx + by).

Puisque up,(a,2 + by) — u(zx), pour avoir (3.8) il suffit de montrer que

—1/2 {k(n — k)}l/Q =1
[>oim1 Fi(anz +bo){1 = Fi(anz + by)}]'/2

n
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lorsque n — oo, soit

n*liFi(anmmnm — Fi(anx +b,)} — A1 =) (3.9)

i=1
sachant que £ — ), lorsque n — co. En remarquant que
n

Bim Fi(ane +by){1 = Fians + ba)} = Fao (B){1 = Fao(B)} = A(1 =)

ol Fio(b) = A € (0,1), nous obtenons (3.9) en utilisant le résultat de Cesaro sur
les suites.

Nous avons ainsi montré que Fj(,)(anz + b,) — H(z) = ®{u(x)} et par
conséquent le théoréme 3.3.1.

Démonstration du Théoréme 3.3.2

La démonstration du théoréme 3.3.2 nécessite les deux propositions suivantes

Proposition 3.3.1 Supposons que k(n) et k (n) vérifient les conditions
suivantes :

k(n) — +oo, k'(n) — +00, n—k(n) — oo, n—k'(n) — oo, \/ﬁ(@—)\) —0
et \/ﬁ(@ — A) — 0, pour une valeur de A € (0,1). Supposons aussi que pour
an >0, a;, >0, b, et by, satisfaisant la condition (3.3), les suites { Fj) : n > 1}
et {Fi(n) : n > 1} vérifient, pout tout = € (H, H),

1) Fymy(anx + by) — Hi(x),

2) Fiot) (@ + ) — Ha ().

Alors Hy et Hy sont deux fonctions de répartition de méme type c¢’est-a-dire
qu’il existe a > 0 et b, deux constantes réelles telles que Hi(x) = Ha(ax + b).

Proposition 3.3.2 Supposons que k = k(n) vérifie les conditions k —
oo,n —k — oo, @ — Xet v/n(Z —X) — 0 pour une valeur de A € (0,1).
Supposons aussi que, pour a, > 0 et b, satisfaisant la condition (3.3), la suite
{Fi(n): n > 1} vérifie, pour tout = € (H, H),

Fim)(anz +by) — H(z) = ®{u(z)} (3.10)

Alors, pour tout v > 1, u(x) = vu(ayz + b,) avec a, > 0 et b, deux
constantes.

Pour la démonstration de ces deux propositions nous aurons besoin du ré-
sultat classique de Khintchine sur la convergence des types.

Lemme 3.3.1 (Théoréme des convergences des types)

Soit F,(x) une fonction de répartition, soit ¢, > 0, d,, et 7, > 0 et p,, des
suites de réels et G et T deux fonctions de répartition non dégénérées telles que

nh_}rr;o Fo(dpx +cn) = G(z) et HILH;O F.(tnz + p,) = T(z) pour tout & point

de continuité des limites.
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Alors, il existe deux réels A > 0 et B tels que T'(x) = G(Ax + B) avec

A= lim Z2 et B= lim p"d;c".
n—oo " n—oo "

Preuve : (voir Galambos 1978 p :61 L 2.2.3).
Démonstration de la proposition 3.3.1

Puisque k(n) — +o0, n—k(n) — +o0, @ — A €]0,1] et \/ﬁ(@ —-A) =0,
et a, > 0 et b, satisfont la condition (3.3), les hypotheéses du théoréme 3.3.1
sont satisfaites.

Nous avons alors, lorsque n — 400,

Fymy(ane +b,) —  Hy(x)
HZL Fi(an$+bn) _k(”) s unl
& VN ke @

ot u(x) est solution de I’équation fonctionnelle Hy(z) = ®{uy(z)}.

Puisque @ - A= o(ﬁ) Pexpression (3.11) équivaut a

LS Fi(anw +b,) — A
n =1 " 1\"'n n
\/ﬁ A(1=X)

(3.11)

— u1(x), n — +oo.

De la méme fagon nous obtenons, lorsque n — +o0,

Fk,(n)(a%z +0,) — H(x)
i Fiapz +10,) — X
54 \/’E 1 ey — ’U,Q(Z‘)

Nous avons donc Fip,(anx+b,) — Hi(x) et Fi,(al,x+b),) — Ha(z). D’apres
le lemme 3.3.1, il existe deux réels a >0 et botta = lim 2= et b= lim by =bn

n—oo 9n n—oo 94n
tels que ®{uz(x)} = ®{ui(ax + b)} soit Ha(z) = Hi(az +b). Ce qui met fin &
la démonstration de la proposition 3.3.1.

Démonstration de la proposition 3.3.2
Avec les conditions sur k(n) et la condition (3.3), les hypothéses du théoréme
3.3.1 sont satisfaites et nous avons alors
1

1 n
) = VG S o) ) s

—  u(x),n — +oo. (3.12)

Pour v > 1 un entier naturel fixé, choisissons (us,)s>0 une sous-suite de
uy,.Nous obtenons, en utilisant (3.11)

1 [mYl 1
Uy (T) = \/mv{% 1; Fi(amopx + bypo) — )\}m — u(x)
qui implique
[mv] 1 u(m)

1
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lorsque m — 4o00.
Posons k'(m) = [k(zw)

] ot [z] est la partie entiére de z, nous avons

k'(m) — 400, lorsque m — +oc. (3.14)

Puisque m — k'(m) > {mv — k(mv)}/v — oo, alors

m —k'(m) — oo

(3.15)
Nous avons en plus k/(m) qui vérifie

klinm) —A= S A= o) (3.16)

Les conditions (3.3), (3.14), (3.15) et (3.16) satisfont les hypothéses du
théoreme 3.3.1 et nous avons alors

(3.13) © Fr(mym (@mo + bynw) — B{uy (2)} (3.17)

En résumé (3.14), (3.15), (3.16), (3.17) et les hypothéses de la proposition
3.3.2, par conséquent ®(u(x)) et ®(ui(x)) sont de méme type et il existe deux

constantes a,, > 0 et b, (avec v > 1) telles que
D(ur(z)) = P(ulapx +by)), soit
ur(x) = ulay,z+by).

Puisque u; = u(?, nous avons donc

u(z) = voula,x + by).

Ce qui met fin & la démonstration de la proposition 3.3.2.

Démonstration du Théoréme 3.3.2

La résolution de I'équation u(x) = v/vu(a,z+b,)(voir Smirnov (1962, p.101-
106) donne les solutions suivantes

ura(z) = —00 si z <0
La o cx® si x > 0;
B —cq |z|® si 2<0
uza(?) = { 00 si x> 0;
() —colz|™ si <0
U3,a\¥ c3x® si x> 0;
—00 si < —1
ug(z) = 0 si—1<z<1
—00 si > 1;
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ou ¢, cy,Ca,c3 et « sont des réels strictement positifs.

D’ou les quatre expressions différentes de H(z) = ®{u(x)} du Théoréme
3.3.1.

3.3.2 Les lois limites de type Wu

Nous rappelons que, pour les v.a. i.i.d., Wu(1966) avait obtenu les différents
types de lois limites possibles pour H(z) lorsque Fy(,)(anz + b,) — H(x) avec
B 3]0, 1] et yr(E™ —)) = 400 (n — +00).

Ces lois sont de la forme ®(u(x)),
Blogx si x>0 400 si x>0
ul(x)_{ —00 si x<0 ,uz(x)—{ —Blog|z|  si <0
ug(x) = x si x € R avec f > 0 une constante et ®(.) une fonction de
répartition de la loi N(0,1)

Dans le théoréme suivant, nous allons étendre ce résultat au cas des variables
indépendantes mais non identiquement distribuées.

Théoréme 3.3.3

Supposons que k(n) soit une suite croissante en n et telle que k(n) — oo,
%n) — X €]0,1] et \/ﬁ{@ — A} — oo lorsque n — oo. Supposons que, pour
an > 0 et by, satisfaisant la condition (3.3) la suite{Fy(,) : n > 1} vérifie, pour
tout @ € (H, H), Fin)(anz +by) — H(z) = ®(u(z)).

Alors H(z) ne peut appartenir qu’a I'un des trois types suivants

B ®(alogx) siz>0
Hia(z) = { 0 sixz <0;

_ O(—alog|z|) siz <0
Hj,o(2) = { 0 sixz > 0;

Hs(z) = ®(z), si —oo <z < +o0.

ol ®(z) est la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite.

Démonstration du théoréme 3.3.3 La démonstration du théoréme 3.3.3
nécessite la proposition suivante

Proposition 3.3.3

Supposons que, lorsque n — 400

1) k(n) — 400 , n — k(n) — 400, k(n) croissante et @ — A €]0,1],

2) Fi(n)(anx+by) — H(x) = ®(u()),et a, > 0 et b, satisfaisant la condition
(3.3).

Supposons aussi I’existence de deux suites (mys)s et (ns)s telles que mg > ng
e = p? et \/:(n)(k(:s) - k(;?:)) — vy/1 — ), lorsque s — 400
ol —oo<v<+oetl<py<4oo.

Alors il existe deux réels a > 0 et b tels que u(z) = p{u(ax + b) + v}.

Démonstration de la proposition 3.3.3

pour tout s,

Nous remarquons d’abord que, puisque @ — X €]0, 1], lorsque n — +oo,
nous avons

" Filanz +b,) — k(n)
{k(n)(n — k(n))}1/2

Un(anx + by) = \/ﬁz

— u(x)
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qui est équivalente a

. ms .. k(ms) 2
W T Ty T (3.18)
En effet
Ng k(ng)  k(ms),  ns ms  k(ms) —
k(ns)( Ns ms ) B E k(nS)(E k(ne) ) vvl=4,

par hypothése. Mais Z’— — 12, lorsque s — +00 et nous avons alors

ms  k(ms)  pPov1—X

— — ~ — 0,5 — 400 car k(ng) — 4o00.
Ns k(ns) k(ns) ( )

Donc

. ms
lim — = lim
n—-+00 Mg n—-4o0o k(ns

Maintenant nous avons, lorsque s — oo,

Ng 1 1 gs 0z  k(ns)
k(nb) /71 )\{; = FL( N +bns) N }
— u(z), s = 40 (3.19)
et
k(”S)

Fi(an,x + by
T & Bl ) =

Mg kz(ns) Ng 1 1 ps k(ns)
Fi(an bn
. o) ﬁl_/\[ns 2 Filan, @ +ba,) ==

e )7 lorsque s — 400

}

puisque 2= — p? et k((:%)) — ﬁ,

S — +00.

En plus

ﬁm{ns ZF(anSx—’_b ) ms

\/1 — \/ ne ZE F (aném * bné) - s k(ms) Ns

—  pu(z ) + pvu, s — —|—oo. (3.20)
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Mais, d’apreés le théoréme 3.3.1,
(319) <~ Fk(ms)ms (amsx + bm«s) - (I)(U(IIZ)) (321)
et

(3.20) & Finom,(@n, @ +bn,) = ®{p(u(z) +v)}.  (3.22)

En appliquant le lemme 3.3.1 & (3.21) et (3.22), nous obtenons 'existence de

., N . m . by —bn
deux réellesa >0et botla= lim 2= b= lim -2 telles que
n—+oo 4ns n—-+00 Ins

D(u(2)) = Dfju(ulaz +b) + v)}
soit

u(z) = p(u(ax + b) + v). (3.23)
Ce qui achéve la démonstration de la proposition 3.3.3.

Démonstration du théoréme 3.3.3
La résolution de I’équation fonctionnelle (3.23) (résolution faite par Wu
(1966)) donne les solutions suivantes:

_ alogz si x>0,
w(@) = { —00 si x < 0.
us(z) = +o0 si x>0,
2 B —aloglz|  si x < 0.
us(z) = =z si —00 <z <00

ol @ > 0 est un réel. D’ou les expressions différentes de H(z) = ®{u(z)} dans
le théoréme 3.3.3.
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CHAPITRE 4 : LOIS LIMITES DES STATISTIQUES D’ORDRE
DANS LE CAS D’'UNE NORMALISATION NON LINEAIRE

4.1 Introduction

Soit X7y, ..., X, un échantillon de variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées (i.i.d) de fonction de répartition (f.r.) commune F(x) =
P(X < ). Soient X1, < Xz, < ... < X, , les statistiques d’ordre associées a
cet échantillon et Fj(ny(2) = P(Xp, < ) la fr. de X}, ,,. Comme nous avons
vu dans le chapitre 1, la théorie des valeurs extrémes concerne, en partie, la
détermination de la loi du maximum X, , lorsque n est assez grand. Le cas
d’une normalisation linéaire a,x + b,, avec a,, > 0 et b,, des constantes réelles a
fait Pobjet de nombreux travaux initiés par Fisher et Tipett [1928]. Gnedenko
[1943] a montré qu’il y a exactement trois types de lois limites pour %_bl

Le cas non linéaire a été rarement étudié. Une bréve étude de ce cas a
été entreprise par Panchéva [1984]. Récemment Ravi et Praveena[2011] ont
travaillé sur la normalisation non linéaire by, |z|*" sign(x) avec a,, > 0 et b,
des constantes réelles. Notre but est d’abord la caractérisation des lois lim-
ites du maximum X, ,, dans le cas d’une normalisation non linéaire. Il s’agit
de trouver les expressions différentes de la fonction de répartition limite G(x)
telle que lim, oo P(Xp n < bp(x)*) = G(z), de donner les conditions néces-
saires et suffisantes (C.N.S.) d’appartenance aux domaines d’attraction de ces
différentes lois limites et d’expliciter les expressions de a,, et b,. Notre but aussi
est d’étudier la caractérisation des fonctions de répartition non dégénérées L(x)
d’une statistique centrale telles que lim, .o F(n)(bn2z?") = L(z). Dans le cas
d’une normalisation linéaire, ce probléme a fait I'objet de nombreuses études.
M =2+ L=+ o(F)
quand n — oo, pour une valeur de ¢ réelle. Wu [1966] a considéré le cas ot t = 0o
. Cette étude a été développée par Balkema et de Haan [1978a] sous la forme
d’une théorie plus générale sur les limites des statistique d’ordre. Dans la sec-
tion 2 nous établissons les différents types de lois limites dans le cas non linéaire
et nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes d’appartenance aux
domaines d’attraction de ces lois limites et définissons des expressions générales
des constantes de normalisation a, > 0 et b, > 0. Dans la section 3, nous
exposons les démonstrations des différents résultats de la section 2 et donnons
des exemples. Dans la section 4 nous évoquons les différentes lois limites pour
une statistique d’ordre centrale dans le cas d’une normalisation non linéaire en
précisant les C.N.S d’appartenance aux domaines d’attraction de ces lois. Dans
la section 5, nous donnons les démonstrations des résultats de la section 4.

4.2 Caractérisation des lois limites du maximum.

L’un des buts de cette section est d’établir le théoréme 4.2.1 ci-dessous et la
caractérisation des lois limites.

Théorém 4.2.1

Soient a, > 0 et b, > 0 deux suites numériques, alors lim,, . P(X,, , <
bpx®r) = G(x), = > 0, si et seulement si G appartient & 'un des trois types
suivants :

Smirnov [1962] a étudié ce probleme sous I’hypothése
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0 siz <0
() _{ exp(—x~1) si o x>0"
exp(—(logz)™®) siz>1
ooy~ | 082 1
| exp(—(—logz)*) si0<z<1
Hy,0(x) = 1 siz >1 ’

ou M est un réel strictement positif.
L’autre but de ce paragraphe est de donner des conditions nécessaires et
suffisantes d’appartenance aux domaines d’attraction d’une loi limite.
Définition 4.2.1

Soit F' une fr. non dégénérée, nous dirons que F est dans le domaine
d’attraction de H , et nous notons F € DA(H) s’il existe deux suites de con-
stantes réelles strictement positives a,, > 0 et b,, > 0 telles que

lim P(X,,, <b,x") = H(z), x> 0.
n—oo
Les conditions d’appartenance aux domaines d’attraction des lois limites @1,
Hi . et Hy, tiennent en compte le comportement de queue de la fonction de
répartition F. En notant xp = sup{z € IR : F(z) < 1}, nous avons :
Théoréme 4.2.2
(i) F€ DAM,) ssi zp = +ooet 1 — F(x) =2 1Ly (x) .
(ii) F € DA(Hy ) ssizp = 400 et 1 — F(z) = (logz)~“La(x).
(iii) F € DA(Hy,) ssizp < oo et 1 — F(zpe =) = (logxp —1/z)~*La(z),
ou L1, Ly et L3 sont des fonctions & variation lente au voisinage de +oo
(c-a-d limg_ o0 LLif(t;)) =1,Vt>0eti=123).
Il reste enfin & déterminer les constantes de normalisation a,, > 0 et b,, > 0
évoquées dans le théoréme 4.2.1. En définissant la fonction inverse généralisée
de F par

F=(y)=inf{z € IR, F(z) >y}, yv<€]0,1],

nous obtenons le résultat suivant
Théoréme 4.2.3
(i) Lorsque F' € DA(®;) , un choix possible des constantes de normalisation
est
by =1leta,=F (1-n"t).

(ii) Lorsque F' € DA(Hq,q), un choix possible des constantes de normalisa-
tion est
an =log F~ (1 —=n""etb, = 1.

(iii) Lorsque F' € DA(H3,,), un choix possible des constantes de normali-
sation est
ap, =logep —log F (1 — nfl) et b, = zF.

4.3 Démonstrations.
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Pour la démonstration du théoréme 4.2.1, nous avons besoin du résultat
suivant :

Lemme 4.3.1

Soient X1, ..., X,, n variables aléatoires i.i.d. positives de f.r. commune F'.

Notons Y; = log X;, 1 < i < n de fonction de répartition commune F; nous
avons

F e DA{®1, Hi o, H2o} & F1 € DA{A, ®,, U,} respectivement.

Remarque
Nous avons zp, = logzp.

En effet, soient Y; = log X;, 1 <i <n, (Y;) sont des variables aléatoires i.i.d.
de f.r. F) et puisque la fonction log est croissante sur JR**, Y n = log X; ,, sont
les statistiques d’ordre correspondantes a Y7, ..., Y,.

Soient a, > 0 et b, > 0 deux suites numériques, nous avons

P(X,, n, < bpa®) = P(log X, ,, <logb,z®), x>0

= P(Yyn < aplogz +logb,)
= F"(apy +logb,), y € IR.

D’apres le résultat de Gnedenko [1943], nous avons lim,, o F}'(any~+logb,) =
G(y) avec G € {®,, ¥, A}

Nous allons discuter trois cas possibles :

(i) Si G = @, nous avons :

lim,, oo F (any +logb,) = @,(y), y > 0

et comme F)(x) = F(exp(z)), nous obtenons

lim,, 0o F™(exp(any + logby,)) = @4 (y)

<~

limy, oo F™(byz®)) = ®,(logz) = Hy o(z), 2 > 1.

(ii) Si G = ¥, nous avons :

limy, o0 F7*(any +logby,) = ¥u(y), y <0
=4

limy, oo F"(exp(any + logby,)) = Yu(y), y <0
4

lim,, oo F7(bpz®) = ¥y (logz) = Hyo(x), 0 <z < 1.
(iii) Si G = A, nous obtenons :

limy, o0 F7"(any +logb,) = Ay), y € IR
=4

lim,, o F™(exp(any + logby,)) = Aly), y € IR
<~

lim,, oo F™(bpz®) = A(log z) = ®1(x), z > 0.

D’apres (i), (ii) et (iii), nous obtenons le résultat du lemme 4.3.1.

4.3.1 Démonstration du théoréme 4.2.1

Nous avons :

P(Xp,n <bpz®) = P(log X, <logbyz®), >0

= P(Yn,n < any+10gbn)v ye IR
= F{"(any +logby)
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D’apres le résultat de Gnedenko [1943], nous avons lim,, o F}*(any+logb,) =
G(y) avec G € {®,,¥,, A}, en utilisant la démonstration du lemme 1. D’otu le
résultat.

4.3.2 Démonstration du théoréme 4.2.2

La démonstration du théoréme 4.2.2 nécessite le résultat suivant:

Lemme 2

Soient X1, ..., X,, n variables aléatoires i.i.d. positives de f.r. commune F'.

Supposons que lim, o, n(1 — F(b,z%")) = u(z), Vz avec a, > 0 et b, > 0,
alors

lim P(X,, < byzo) = e u@),

Ce résultat a été démontré par Galambos ([1978], Corollaire 1.3.1) dans le
cas d’une normalisation linéaire. La démonstration reste valable dans le cas non
linéaire.

Montrons le théoréme 4.2.2.

Pour (i), en effet, si F' € DA(®,) & Fy € DA(A), en utilisant un résultat
classique caractérisant le DA(®,) dans le cas linéaire(voir Embrecht [1997]),

NOUS avons :
xp =00, 1—F(x) zx_lLl(x),

oul Ly est une fonction & variation lente V L.

(ii) Lorsque F € DA(H1,,) < F1 € DA(®,,), alors

1— Fi(z) = 27%(z) (voir Embrecht [1997], Theorem 3.3.7 p 131) ou I est
une fonction & variation lente, donc

1—F(x)=1- Fi(logz) = (logz) “l(logx) = (logx)~*La(x),

ou Lo est aussi une fonction a variation lente, d’ou le résultat.
Nous avons aussi zp, = logxp, donc xp = +00 puisque zp, = +00.
(iii) Lorsque F' € DA(Hs,o) < F1 € DA(¥,), donc

1 - Fi(zp —2 ') =2 “La(x)

ou L3 est une fonction a variation lente, donc d’aprés un résultat de (Em-
brecht[1997] theorme 3.3.12 p135), nous obtenons

1 — F(zpexp(—z™ 1)) = 27 %Ls(z)

et xp < 0o, d’ou le résultat.

4.3.3 Démonstration du théoréme 4.2.3.

(i) Supposons queF € DA(®y).

En utilisant un résultat classique caractérisant le domaine d’attraction DA(®,,)
avec a = 1, dans le cas linéaire (voir Embrecht [1997], Thm 3.3.7, p 131), nous
obtenons : a, = F~(1 —n"!) et b, = 1. D’ou le résultat
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(ii) Nous avons

F € DA(H1,o) & F1 € DA(®,). Un choix possible des constantes de nor-
malisation dans le cas linéaire (voir Embrecht [1997], Théoréme 3.3.7 p 131) est
a, = F;7(1—n"1) et logh, = 0, dans le cas non linéaire nous pouvons choisir :
a, =log F— (1 —n"1) et b, = 1. D’ou le résultat.

(iii) F € DA(Hs,o) & F1 € DA(¥,). Un choix possible des constantes de
normalisation dans le cas linéaire (voir Embrecht [1997], Théoréme 3.3.12 p 135)
an, =zp, —F7 (1—n"1) et logh, = xF,, dans le cas non linéaire nous pouvons
choisir : a, =logzr —log F~(1 —n~1) et b, = zr. Dot le résultat.

Exemples

1)

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Pareto de parameétre 1 telle
que

1-F@)=z"12>1,

en prenant b, = 1 et a,, = F~(1 — n~!) = n, nous obtenons

F"(bpz®) = (1 = (bpz® )™ 1" = (1 — (nz) )" — ®,(z), quand n — oco.

Ainsi F € DA(®,).

2)

Soit F" une fonction de répartition définie par 1 — F(z) = (log #) ™ “1¢,o0[ (7).
En prenant a,, = nw et b, = 1, nous obtenons pour x > e,

lim F"(by,2®*) = lim (1— (logby, + aylogz)™®))"
exp(—(logz)™®)
= Hl,a(x),

ainsi F' € DA(H1 q).
3)
Soit F une fonction de répartition définie par: 1—F(z) = (—log m)o‘l[%’oo[(x),
en prenant a, = na et by, = 1, on obtient pour é <z <l,
lim F"(b,z®) = lim (1 — (—logb, — a,logz)*)" = Hs 4,
n—oo n—oo
ainsi F' € DA(Hs,q).
4.4 Lois limites d’une statistique d’ordre centrale
Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées (i.i.d.) de fonction de répartition (f.r.) commune F(z) =
P(X < z). Solent X1, < Xa, < .. < X, , les statistiques d’ordre associées
a X1,.., X, et Fypny(z) = P(Xp, < ) lafr. de Xp,. Il est classique de
dire que Xy, est une statistique d’ordre centrale lorsque k = k(n) , vérifie
@ — A€ ]0,1[, pour n — oo. Notre but dans cette section est la carac-
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térisation des fonctions de répartition non dégénérée L(x) telles que pour des
constantes a, > 0et b, >0, P(Xj,, < byz®) — L(z), z > 0 avec k = k(n) sat-
isfaisant la condition \/ﬁ(@ —A) — 0, quand n — oco. Nous y incluons aussi les
conditions nécessaires et suffisantes d’appartenance aux domaines d’attraction
des f.r. L(x). Nous commengons d’abord par rappeler un résultat de Smirnov
[1962] sur les lois limites d’une statistique d’ordre centrale dans le cas d’une
normalisation linéaire.

Théoréme A

Si k(n) vérifie k = k(n), n—k(n) — oo, @ — A €]0, 1] avec \/ﬁ(@—)\) —
0, et si a, > 0 et b, > 0 sont des constantes réelles telles que P(Xg, <
anx +by,) — M (), lorsque n — oo, alors M appartient a I'un des quatre types

suivants :
0 siz <0
My(z) = { o(cx®) siz>0 "’
d(—clz]®) siz <0
Mx () { 1 siz>0"
B d(—c|x]®) siz <0
Ms(z) = { (caz®) siz >0’
0 six<—1
My(x) = i si —l<z<1
1 si x>1

'u.2
ol ¢, ¢1, ¢ et a sont des réels strictement positifs et ¢(x) = \/%7 ffoo e 7 du

Notre résultat principal pour une statistique d’ordre centrale est le suivant :

Théoréme 4.4.1

Supposons que k = k(n) vérifie les conditions k = k(n), n — k(n) — oo,
@ — A€ 10,1 avec \/ﬁ(@ —A) — 0, et sia, >0, b, > 0 telles que
P(Xpn < bp(z)™) — L(z), © > 0 quand n — oo, ou L est une f.r. non
dégénérée, alors L appartient & I'un des quatre types suivants :

0 siz <1

Ln(z) = { Sc(logz)®) siz>1
B ¢(—cllogz|* siz<1
La(z) = { 1 siz>1 "
B ¢(—ca|logz|® siz <1
Ly(x) = { d(ca(logz)®) siz>1 7
0 siz<e?

Ly(z) = 1 siel<z<e.
1 si z>e

ol ¢ est la f.r. d’une loi N(0,1) et ¢, ¢1, c2 et B sont des réels strictement

positifs.
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L’autre but de ce paragraphe est de donner les (C.N.S.) d’appartenance aux
DA(L) ou L € {Ly,Ls,L3,Ly}. En notant g € VR,, pour une fonction g a
variation réguliére d’indice l au voisinage de oo c’est-a-dire lim, _, o gg ((t;)) =1,
t > 0, nous avons

Théoréme 4.4.2

(i)

F € DA(Ly) si et seulement s’il existe yo > 0 telle que

19) F(yoy1) = A et Vk > 1, F(kyo) > Aot y; — 1.

20) sEe LA 0, y — 17
3% F(yoy) — A € VR,(0).
(ii)

F € DA(Ls) si et seulement s’il existe yo > 0 telle que
19) F(yoy2) = A et pout tout 0 < k < 1, F(kyo) < Aot yo — 17.

A—F(yoy~ 1)
) e Oy~ 1T
39 X — F(yoe®) € VR,(0).

(iii)
F € DA(L3) si et seulement s’il existe yo > 0 telle que
19) F(yo) = X et pour tout k > 1, F(yo/k) < F(yo) < F(kyo).

) il — 4y~

3%) F(yoe®) — F(yo) € VR4(0).

(vi)
F € DA(L,4) si et seulement s’il existe

10) ay < ay.

20) a\ =@y = ay, F(y1e™) = A\, F(y2e™) < A
et

VT>OJ‘;EZ+€))§\;‘—>®, quand y; — 1T et yo — 17.
30) a, = a) = ax,

F(yie™) = F(y2e™) = A

et

Vi {F(y

o, et B, sont définis par :

antBpn an—Bn
2

e 2 e‘“—)\}—> 0 si €_1§y§e7

ap=inf {y >0: Fy=%em) -\ < ﬁ < F(y(tH0er) — )\},
Ba=int {y > 0: A= Fy-0ety) < L <X — P00},

les constantes a, et @, sont définiées ainsi :
ay=inf{y: F(y) > A} et ay =sup{y: F(y) < A}.
4.5 Démonstrations

4.5.1 Démonstration du Théoréme 4.4.1
Nous notons Y = log X, nous avons

P(Xign < bpaz®) =Py, <log(byz®)),z >0
= P(Yk,n < apy + lOg bn): Y€ IR.
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D’apres le résultat de Smirnov [1962], nous avons
P(Xkn <bpz®) = P(Yyn < any +logh,) — M(y),

avec M € {My, My, M3, My} jen prenant L(z) = M (logx).

D’ou le résultat.

4.5.2 Démonstration du Théoréme 4.4.2

(i) Si F € DA(L1) & Fy € DA(M), en utilisant le théoréme 4.4.1. et
un résultat classique caractérisant le domaine d’attraction DA(M;) dans le cas
linéaire (voir Smirnov [1962], theoreme 8a p 106) en notant yp = €°, k = e et
y = €%; nous avons

F e DA(Ml)
—
19) 3z telle que Fi(xo +0) = X et Ve > 0, Fy(zo +¢€) > A
29) 3z telle que % — 0,z — 0"
Fi(zo+txz)—A a
3%) vt > 0 D=} ge g 0F
—

19) Jzg telle que F(exp(xg +0)) = X et Ve > 0, F(exp(zo +¢€)) > A
F(exp(z+z0))—A —0,7— 0+
A—F (exp(zo—1))

30) vt > 0, ZERertl =y 5 0F

20) Jzq telle que

<~

19) Jyo > 0 telle que F(yoy1) = A et Vk > 1, F(kyg) > A\, y — 1T

20) Jyp > 0 telle que % — 0,y — 1T

3%) vt >0, % — 1% z — 07 ,donc G(z) = F(yoe®) — A € VR, (0)

(ii) Si F € DA(Ly) & F; € DA(M>), en utilisant le Théoréme 4.4.1 et
un résultat classique caractérisant le domaine d’attraction DA(Ms) dans le cas
linéaire (voir Smirnov [1962], théoréme 8b, p 111), nous avons Fy € DA(Ms) si
et seulement si

19) 3z telle que Fy (o — 0) = X et Ve > 0, Fy(zg —€) < A
Fi(z—x9)—A
A—Fl(wg-i-z)

30)Vt>0,%ﬂt“,xﬂ0+

20) 3z telle que — 0,z — 0T

=7

) yo > 0 telle que F(yoy2) = A et VE > 1, F(¥2) < A,
29) Jyo > 0 telle que )\(Fi(;y) — 0,y — 1T
)

30) vt > 0, % —t* x — 0, alors G(z) = F(yoe™*) — X € VR,(0)

iii) Si F € DA(L;) & Fi € DA(Mj3), en utilisant le théoréme 4.4.1 et
un résultat classique caractérisant le domaine d’attraction DA(Ms) dans le cas
linéaire (voir Smirnov [1962], théoréme 8c, p 112), nous avons

Fy € DA(Mg)

—

19) 3z telle que Fi(zo) = A et Ve > 0, Fy(zg — €) < Fi(z0) < Fi(zo + €)

20) 3z telle que W — A, z — 0% ot A est un réel positif
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Fy(zo+tz)—Fy(x «
30) vt > 0, flett=Rilto) _ ya g, o+
—
19) yo > 0 telle que F(yo) = A et Vk > 1, F(42) < F(yo) < F(kyo)

)
20) Jyp > 0 telle que % — A y— 17
)

F(ypet®)—F a z
39) vt > 0, M — 1% ¢ — 07, alors F(yoe®) — F(yg) € VR4(0)

vi) Si F € DA(Ly) & Fy € DA(M,), en utilisant le théoreme 4.4.1 et
un résultat classique caractérisant le domaine d’attraction DA(My) dans le cas
linéaire (voir Smirnov [1962], théoréme 9, p 123), nous avons

Fy € DA(M,)
<~
10) ay < ay
20) a, = a) = ay, Fl(a,\ + 0) =, Fl(a)\ - 0) <A
et
V1 > O% — 00, quand z — 0%
30)Q)\ =ay) = ay, Fl(a)\ — O) = Fl(a)\ +0) =
et
—00 six < —1
\/ﬁ{Fl(x%T%+%+a>\)f)\}ﬂ 0 si—1<z<1
400 siz>1
<
10) ay < ay
20) a\ =@y = ay, F(yie™) = A\, F(y2e™) < A
et
VT>O%)—>O@, quand y; — 1T et yo — 17
3% a, =@y = ay, F(y1e®) = F(y2e™) = X et
—00 siy<e!
\/ﬁ{F(y%ﬁ"ea";B"e‘“)—)\}ﬁ 0 siel<y<e
+oo siy >e.
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Conclusion et Perspectives

Soient X7, Xs, ..., X;, n variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de fonction de répartition commune F(z) = P(X; < z).
Dans le chapitre 2, nous avons montré que, lorsque F' € DA(A),

max (Xil + Xi2 —|— —|— X,Lk) — kbn
(1§il<...<z’k§n

lim P

n— 00 Ap

avec a, > 0 et b, des constantes de normalisation.

Y’aurait-il possibilité de trouver des limites convenables pour max. (X, +
1<i1<...<ix<n

Xi, + ... + X;,) moyennant des constants de normalisation lorsque F appar-
tiendrait aux domaines d’attraction DA(®,) et DA(¥,)?

Nous avons, dans notre cas, utilisé la fonction

B (Tiys Tigy ooy Ty ) — (@4, + X4y + ... +25,) de IRF vers IR, pour
trouver (x).

On pourrait généraliser ce résultat en utilisant une fonction h : IR*¥ — IR
quelconque et en prenant F' € {DA(®,), DA(Y,), DA(A)}.

Nous avons aussi établi, dans le chapitre 4, des conditions nécessaires et
suffisantes d’appartenance aux domaines d’attraction des lois limites {®1, Hi q,
Hs,} dans le cas d’une normalisation non linéaire. Il serait intéressant de
chercher un estimateur pour l'indice o dans H; , et Ha, et d’en étudier les
propriétés usuelles : convergences forte et faible et convergence en loi.

Ces estimateurs potentiels auront-ils des liens avec les estimateurs de Hill,
de Pickands et celui des moments si populaires pour ’évaluation de I’indice des
lois extrémes dans le cas d’une normalisation linéaire?
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Abstract : In this thesis, we first study the asymptotic limit laws for max-
ima of sums of i.i.d random variables in the case of a linear normalization. We
are particularly interested in the laws belonging to the dominant attraction of
Gumbel. Thereafter we establish limits results of central statistics order in the
case of independent but not identically distributed random variables. The case
of a non-linear normalization is studied in the last chapter where we characterize
the different limit laws for i.i.d. random variables.

Résumeé : Dans ce mémoire, nous étudions d’abord des lois limites asymp-
totiques pour les maxima de sommes de variables aléatoires i.i.d. dans le cas
d’une normalisation linéaire adéquate. Nous nous y intéressons particuliére-
ment & des lois appartenant au domaine d’attraction de Gumbel. Par la suite
nous établissons des résultats limites pour les statistiques d’ordre centrales dans
le cas de variables indépendantes mais non identiquement distribuées. Le cas
d’une normalisation non linéaire est étudié dans le dernier chapitre ot nous car-
actérisons les différentes lois limites du maximum pour les variables aléatoires

iid.

49



Reéférences

Arnold, B.C, Balakrishnan, N. and Nagaraga, H.N. (1998), Record.
JohnWiley & Sons. Inc.

El arrouchi M.(2007), Inférence statistique des extrémes en termes des
records, thése, Université Abdelmalek Essaddi de Maroc.

Balkema, A. A. et de Haan, L., (1978a), Limit distributions for order
statistics, I, Theory Probab. Appl. 23, 77-92

Balkema, A. A. et de Haan, L., (1978b), Limit distributions for order
statistics, II, Theory Probab. Appl. 23, 341-358.

Balkema, A.A, de HAAN, L., “Residual Life at Great Age”, Annals of
Probability 2, 1974, p. 792-804.

Barbut M. (2003), “Homme moyen ou homme extréme”, Journal de la So-
ciété Francaise de la Statistique 144, p.1-2.

Barbut M.(1998), « Une famille de distributions : des paretiennes aux
conta-paretiennes, applications & I’étude de la concentration urbaine et de son
évolution”, Mathématiques, Informatique et Sciences humaines 141, p. 43-72.

Barry,J., Kang,J., Yongcheng,Q., (2007), Limit distribution of the sum
and maximum from multivariate Gaussian sequences. Journal of Multivariate
Analysis 98, 517-532.

Beirlant, J., Goegebeur, Y., Segers, J., Teugels, J., Waal, D. D.,
and Ferro, C. (2004), Statistics of Extremes : Theory and Applications.Wiley,
New York.

Belbachir, M. Hanafi, A. /(2011), Limit law for maximum of random
variables in the domain of attraction of the Gumbel law. International Journal
of Tomography & Statistics, Vol. 17, No. 511.

Bingham,N.H, Goldie, C.M. and Teugels, J.L. (1987), Regular Vari-
ation. Cambridge University Press.

Castillo, E. (1988), Extreme value theory in engineering. Statistical Mod-
eling and Decision Science. Academic Press, Inc.

COLES S.G., WALSHAW, D.(1994), “Directional modeling of extreme
wind speeds”, Appl. Statist. 43 , p. 139-157.

Csorgllo, S., Deheuvels, P. and Mason, D.M. (1985). Kernel estimates
of the tail index of a distribution, Ann. Statist, 13, 1050-1077.

DANIELSSON J., DE VRIES C. G.(1997), “Tail index estimation with
very high frequency data”, Journal of Empirical Finance 4, p. 241-257.

DAVISON A. C., SMITH R. L.(1990), “Models for exceedances over
high thresholds”, Journal of Royal Statistic Society Ser. B 52, p. 393-442.

de Haan, L. (1970), On Regular Variation and its Applications to the Weak
Convergence of Sample Extremes, Math. Centre Tract 32, Amsterdam.

de Haan, L. (1984), Slow variation and characterization of domains of

attraction. In Statistical Extremes and Applications (J. Tiago de Oliveira, ed.),
31-48. Reidel, Dordrecht.

50



Deheuvels, P. (1988), The strong approximations of extremal processus
(IT), Z.Wahrsch. verw. Geb, 62, 7-15.

Dekkers, A. L. M., Einmahl, J. H. J. and de Haan, L. (1989), A
moment estimator for the index of an extreme value distribution. Annals of
Statistics 17, 1833-1855.

Dekkers, A. L. M. and de Haan, L. (1993), Optimal choice of sample
fraction in extreme-value estimation, J. Multivariate Analysis, 47, 173-195.

Dingcheng, W., Qihe, T.(2004), Maxima of sums and random sums for
negatively associated random variables with heavy tails, Statistics and Proba-
bility Letters, 68, 287-295.

Dwass, M. (1966), Extremal Processes, II, Illinois Journal of Mathemat-
ics10, 381-391.

Embrechts, P., Kléppelberg, C. et Mikosch, T. (1997), Modelling
Extremal Events for Insurance and Finance, Springer-Verlag, Berlin.

Finkenstidt, B. & Rootzén, H., eds (2004), Extreme Values in Finance,
Telecommunications and the Environment, Chapman and Hall, Boca Raton.

Fisher, R. A. & Tippett, L. H. C. (1928), Limiting forms of the fre-
quency distribution of the largest or smallest member of a sample, Proceedings
of the Cambridge Philosophical Society 24, 180-190.

Fréchet, M. (1927), Sur la loi de probabilité de ’écart maximum, Annales
de la Société Polonaise de Mathématiques de Cracovie 6, 93-116.

Galambos, J. (1987), The Asymptotic Theory of Extreme Order Statistics
2nd edition, Krieger, Malabar, Florida.

GENCAY R., SELCUK F.(2004), “Extreme value theory and value-
at-risk: Relative performance in emerging markets”, International Journal of
Forecasting 20 , p. 287-303.

Gnedenko, B. (1943), Sur la distribution limite du terme maximum d’une
série aléatoire, Annals of Mathematics, 44, 423-453. Translated and reprinted
in : Breakthroughs in Statistics, Vol. I, 1992, eds. S. Kotz and N. L. Johnson,
Springer-Verlag, pp. 195-225.

Gumbel, E.J. (1954), Statistical Theory of Extreme Values and Some Prat-
ical Applications, Applied Mathematics Series, 33, National Bureau of Stan-
dards, Washington.

Gumbel, E.J. (1958), Statistics of extremes. Columbia University Press.

Hall, P. (1982), On some simple estimates of an exponent of regular varia-
tion. J. Roy. Statist. Soc. Ser. B 44, 37-42.

Hill, B. M. (1975), A simple general approach to inference about the tail
of a distribution. Ann. Statist. 3, 1163-1174.

Hosking, J. R. M. & Wallis, J. R. (1987), Parameter and quantille
estimation for the generalized Pareto distribution, Technometrics 29, 339-349.

Hsing, T. (1995), A note on the asymptotic independence of the sum and
maximum of strongly mixing stationary random variables, Ann. Probab, 23,
938-947.

o1



KLAJNMIC H.(2003), « Niveaux de retour pour les vitesses extrémes des
vents », XXX Ves Journées de Statistique, Lyon.

Leadbetter, M. R., Lindgren, G. & Rootzén, H. (1983), Extremes
and Related Properties of Random Sequences and Processes, Springer-Verlag,
New York.

Leadbetter, M.R., (1978), Extreme value theory under weak mixing con-
ditions in MAA Studies in Mathematics (M, Rosenblatt, ed.) 18, 46-110.

LONGIN F. M.(1998), « Value at risk: Une nouvelle approche fondée sur
les valeurs extrémes », Annales d’économie et de statistique 52, p. 23-51.

MCcNEIL A. J., FREY R.(2000), “Estimation of tail-related risk measures
for heteroscedastic financial time series: An extreme value approach”, Journal
of Empirical Finance 7, p. 271-300.

MCcNEIL A. J., SALADIN T.(1997), “The peaks over thresholds method
for estimating high quantiles of loss lois”, Department of Mathematic ETH
Zurich.

McNEIL A. J.(1998), Calculating quantile risk measures for financial time
series using extreme value theory, Department of Mathematics, ETH. Swiss
Federal Technical University E-Collection.

MCcNEIL A. J.(1998), Calculating quantile risk measures for financial time
series using extreme value theory, Department of Mathematics, ETH. Swiss
Federal Technical University E-Collection.

Mejzler, D., (1984), Asymptotic behaviour of the extreme order statistics in
the non identically distributed case in Statistical Extremes and Applications(J.
T. de Olivera, ed. ), Reided, Dordrecht, 535-547.

Mejzler, D. et Weissman, I. (1969). On some results of N.V. Smirnov
concerning limit distributions for variational sries. Ann. Math. Stat. Statist.
40, 480-491.

Nevzorov, V. B. (1987), Records. Theory of Probability and Applications
32(2), 201-228 (English translation).

Pancheva, E.,(1984), limit theorems for extreme order statistics under non-
linear normalization, lecture Notes Math, 1155, 284-309.

Pickands, J . III. (1975), Statistical inference using extreme order statis-
tics. Ann. Statist. 3, 119-131.

Reiss R., Thomas M.(2001), Statistical Analysis of Extreme Value with
Applications to Assurance, Finance, Hydrology and Other Fields, Basel, Birkhauser,
Verlag.

Raggad B.(2009), Fondements de la théorie des valeurs extrémes, ses prin-
cipales applications et son apport & la gestion des risques du marché pétrolier,
math. sci. hum / mathematics and social sciences (47e année, n° 186, (2), p.
29-63) .

Resnick, S. I. (1973), Record values and maxima, Annals of Probability 4,
650-662.

Resnick, S. I. (1987), Extreme Values, Regular Variation and Point processes.
Springer-Verlag, New York.

Rootzen H., Tajvidi N., “Extreme value statistics and wind storm losses:
a case study”, Scandinavian Actuarial Journal, 1997, p. 70-94.

92



Smirnov. N. V., (1962), Limit distributions for the terms of a variational
series, Am. Math. Soc. Transl. 11, 82-143.

SMITH R. L. (2001), “Extreme value statistics in meteorology and the
environment. In environmental Statistics”,Chapter 8, NSF-CBMS conference
notes, , p. 300-357

Ravi,S. Praveena, A.S. (2011) On von Mises type conditions for p-max
stable laws,rates of convergence and generalized log Pareto distributions. Jour-
nal of Statistical Planning and Inference 141, 3021-3034.

THATCHER R. A.(1999), “The Long-Term Pattern of Adult Mortality
and the Highest Attained Age”, [with discussion], Journal of the Royal Statis-
tical Society Series A 162, p. 5-43.

Von Bortkiewicz, L. (1922), Variantionsbreite und mittelerer Fehler, Sitzungs-
ber. Berli. Math. Ges. 21, 3-11.

Von Mises, R. (1936), La distribution de la plus grande de n valeurs, Rev.
Math. Union Interbalk. 1, 141-160. Reproduced in Selected Papers of Richard
von Mises, IT (1954), pp. 271-294, Amer. Math. Soc.

Weissman, I. (1975). Multivariate extremal processes generated by inde-
pendent, non identically distributed random variables. J. Appl. Probab. 12,
477-487.

Wu, C, (1966), The types of limit distributions for some terms of variational
series, SCi.Sinica 15, 749-762.

93



