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Introduction Générale
La théorie classique des valeurs extrêmes est apparue dès les années vingt et

a contribué à la solution de nombreux problèmes statistiques. La modélisation
des événements extrêmes(tels les inondations, les crus, les tempêts, les pics de
pollution etc.) est aujourd�hui un champ de recherche particulièrement actif.
Ces événements extrêmes peuvent causer des dégâts humains et matériels con-
sidérables. De telles catastrophes ne peuvent pas toujours être évitées. Cepen-
dant, la société peut prendre des actions préventives pour minimiser leurs ef-
fets. Pour cela, les spécialistes ont à leur disposition la théorie statistique des
valeurs extrêmes. Elle donne un résultat très intéressant parce qu�il est d�une
portée générale. Quelle que soit la loi de la variable parente, la loi limite des
extrêmes a toujours la même forme. IL est à noter avec intérêt que depuis
quelques années, la théorie des valeurs extrêmes(TVE) est largement utilisée
pour la modélisation de tels événements. Pour une présentation assez complète
du sujet, nous renvoyons à l�ouvrage de référence de Embrechts, Kluppelberg
et Mikosch [1997] rappelant les principaux résultats théoriques sur la TVE. De
même, Reiss et Thomas [2001] ont proposé un certain nombre d�exemples pra-
tiques. Les domaines d�application utilisant les modèles de la TVE n�ont cessé
de se développer ces dernières années en touchant des domaines variés : en hy-
drologie, la prévision des crues, par exemple, est particulièrement importante
(Davison et Smith [1990]; Katz [2002]), en assurance, l�une des préoccupations,
est la prise en compte des grands sinistres (McNeil et al., [1997]; Rootzen et Taj-
vidi [1997]). Leur introduction en �nance (Embrechts et al. [1997]; Danielsson
et de Vries [1997]; McNeil [1998]; Longin [1998][2000]; Embrechts [1999]; Gen et
Sel, [2004]) est une réponse immédiate à la remise en cause de l�hypothèse de
normalité surtout avec les observations en hautes fréquences. En météorologie
(Coles et Walshaw [1994]; Smith [2001]; Klajnmic [2003]) où l�étude de la vitesse
du vent, par exemple, permet d�évaluer le degré de résistance des matériaux face
à la pression exercée par le vent (au cours d�une tempête par exemple) sur les
bâtiments ou les structures de génie civile. Dans les domaines des sciences hu-
maines et sociales, la théorie des valeurs extrêmes pourra également contribuer
à la compréhension de nombreux phénomènes sociologiques. Un grand débat
sur "la durée extrême de la vie humaine" a été initié par Gumbel [1937], et dans
lequel Fréchet[1927] puis plus tard Thatcher [1999] ont pris une part active.

Lorsqu�on modélise le maximum d�un ensemble de variables aléatoires, alors,
sous certaines conditions que nous préciserons plus loin, la distribution ne peut
appartenir qu�à l�une des trois lois suivantes : Weibull (à support borné), Gum-
bel et Fréchet (à support non borné). L�introduction de la TVE est devenue une
exigence dans de nombreux domaines. En e¤et, les outils probabilistes tradition-
nels (développés dans un univers gaussien) sont inadaptés à l�appréhension de
ces comportements extrêmes : la moyenne n�existe plus dans le nouvel univers
des risques. L�outil de mesure des risques de marché communément reconnu,
surtout en �nance, est la Value at Risk (VaR). Elle a été introduite pour répon-
dre à une question assez simple mais extrêmement précise :"Pour une valeur
de probabilité donnée, à combien peut s�élever la perte potentielle associée à
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un portefeuille donné, au cours d�un horizon T �xé (1 jour, 10 jours,...)?".
L�estimation de la VaR devra donc passer par l�utilisation des techniques issues
de la théorie des extrêmes qui s�est particulièrement développée depuis le milieu
des années 70 (voir les travaux de Pickands [1975]; Hill [1975]; Smith [1987]; ou
encore Dekkers et al. [1989]). Récemment, cette théorie a été appliquée surtout
à la �nance et à l�assurance (voir McNeil [1997]; McNeil et Frey [2000]). La TVE
permet d�évaluer les événements rares et les pertes associées à leur apparition.
Dans ce travail, le premier chapitre est un aperçu bibliographique sur la

théorie des valeurs extrêmes. Nous rappelons que celle-ci consiste en l�étude
du comportement asymptotique du maximum de n variables aléatoires(v.a.)
indépendantes et identiquement distribuées(i.i.d.). Aussi nous nous intéressons
à la caractérisation des lois limites. Nous y évoquons aussi le lien entre le
comportement asymptotique de la distribution d�une somme de v.a.i.i.d. et
celui de la distribution des maxima.
Au Chapitre 2, nous allons établir une loi limite du maximum de la somme de

k variables aléatoires. Nous nous intéressons essentiellement à une famille par-
ticulière de lois, qui ont une fonction de survie qui décroit vers zéro à la vitesse
exponentielle. A la �n nous présenterons quelques exemples a�n d�illustrer ces
di¤érents résultats.
Dans le chapitre 3, nous étendons l�étude des lois limites extrêmes aux vari-

ables aléatoires indépendantes non identiquement distribuées dans le cas d�une
normalisation linéaire.
En�n dans le dernier chapitre, nous étudions la caractérisation des lois lim-

ites du maximum de n v.a. i.i.d. dans le cas d�une normalisation non linéaire.
Nous donnons des conditions nécessaires et su¢ santes d�appartenance aux do-
maines d�attraction de ces lois limites et établissons des expressions générales
des constantes de normalisation.
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CHAPITRE 1 : INTRODUCTION A LA THEORIE DES VALEURS
EXTREMES

1.1 Introduction
Ce chapitre introduit la notion des valeurs extrêmes pour une suite de vari-

ables aléatoires et énonce les principaux résultats probabilistes les concernant.
Nous y exposerons uniquement la théorie des valeurs extrêmes pour des vari-
ables aléatoires indépendantes. Cette théorie est en quelque sorte le parallèle
de la théorie des lois stables caractérisant la distribution limite de la somme
de variables aléatoires indépendantes. Nous donnerons ensuite une dé�nition
de telles fonctions et nous en concluons quelques propriétés a�n d�étudier le
domaine d�attraction de chaque loi limite possible.

1.2 Lois limites du k�eme maximum
La théorie des valeurs extrêmes a pour but d�étudier la loi du maximum

d�une suite de variables aléatoires réelles, même si la loi du phénomène n�est
pas connue. Formellement, soit X1; X2; :::; Xn une suite de n variables aléa-
toires indépendantes identiquement distribuées (i.i.d.) de fonction de répartition
commune F (x) = P (X1 � x):
Soient X1;n � X2;n � ::: � Xn;n les statistiques d�ordre correspondantes.

Nous rappelons que Xn�k+1;n est le k�eme maximum supérieur.
Sa loi est donnée par :

P (Xn�k+1 � x) =
k�1P
i=0

(ni )(1� F (x))iFn�i(x); (1.1)

où (ni ) =
n!

i!(n� i)! :

Pour l�obtention de l�expression (1.1) voir Galambos [1978].

Le cas k = 1, correspond au maximum

Xn;n = max(X1; :::; Xn):

Comme les variables aléatoires sont i.i.d., la fonction de répartition de Xn;n
est P (Xn;n � x) = Fn(x). Puisque le fait que lim

n!+1
Fn(x) = 0 pour 0 �

F (x) < 1 ne présente aucun intérêt, il est intéressant de considérer le comporte-
ment asymptotique du maximum convenablement normalisé. Par analogie avec
le théorème de la limite centrale, qui décrit la distribution limite d�une somme
de variables aléatoires i.i.d., l�objectif de la théorie des valeurs extrêmes est de
trouver un résultat analogue pour Xn;n. De nombreux auteurs ont étudié le
comportement asymptotique du maximum Xn;n normalisé lorsque n ! +1:
Fisher-Tippet [1928] et Gnedenko[1943] ont démontré le résultat suivant :
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Théorème 1.1
Soient an > 0 et bn deux suites numériques.
Alors lim

n!+1
P (Xn;n � anx+ bn) = G(x) (1.2)

où G est une fonction de répartition non dégénérée si et seulement si G est une
fonction de répartition appartenant à l�un des trois types suivants :
- Loi de Fréchet :

��(x) =

�
expf�x��g; si x > 0
0; si x � 0

- Loi de Weibull :

	�(x) =

�
1; si x � 0
expf�(�x)�g; si x < 0

où � > 0 est une constante.
- Loi de Gumbel :
�(x) = expf�e�xg;�1 < x < +1,

Ce théorème énonce un résultat très intéressant : quelle que soit la loi de la
variable parente, la loi limite des extrêmes prend toujours l�une des trois formes
ci-dessus. De plus il fournit, dans le cas d�événements extrêmes un résultat
analogue au théorème central limite (TCL). Cependant, contrairement au TCL,
où la loi normale est la seule loi limite possible, dans le cas des extrêmes, trois
types de loi limites sont possibles. La preuve de ce théorème a été formulée
plusieurs fois. Sa première version complète est donnée par Gnedenko[1943].

Remarquons que (1.2) équivaut à lim
n!+1

Fn(anx+ bn) = G(x) pour tout x

point de continuité de G.
NotonsG = inffx : G(x) > 0g etG = supfx : G(x) < 1g;
Une des conséquences du théorème 2.1 est le résultat suivant qui décrit le

comportement asymptotique du k�eme maximum (voir par exemple Galambos
[1978]).

Théorème 1.2
Soient an > 0 et bn deux suites de constantes réelles.
Si lim

n!+1
Fn(anx+ bn) = G(x) pour G < x < G , (1.3)

alors lim
n!+1

P (Xn�k+1;n � anx+ bn) = G(x)
k�1P
j=0

(� logG(x))j
j! ; (1.4)

pour tout k > 1 �xé.

Dé�nition 1.1
On dit que deux fonctions de répartition F et H sont de même type, si l�on

peut trouver deux constantes c1 > 0 et c2 2 IR telles que pour tout x 2 IR,
H(x) = F (c1x+ c2):
Autrement dit, les variables aléatoires de même type ont la même loi, à un

facteur de localisation et d�échelle près.

Dé�nition 1.2
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On dit qu�une fonction de répartition F appartient au domaine d�attraction
de G, et on note F 2 DA(G) si la distribution du maximum normalisé converge
vers G.

Remarque 1.1
Il est possible de regrouper ces trois lois limites sous une seule forme en

utilisant la paramétrisation de Von Mises, en posant 
 = 1
� de telle façon que

pour 
 ! 0 on obtienne la loi de Gumbel �. La forme uni�ée est la suivante :

G
(x) =

�
exp(�(1 + 
x)�1=
); 1 + 
x > 0; 
 6= 0

exp(�e�x); si 
 = 0

Ayant déterminé la forme des lois limites, il convient à présent de déterminer
le domaine d�attraction pour une fonction de répartition F donnée. Pour cela
supposons que F 2 DA(G), et rappelons que pour n!1

(1� x

n
)n ! exp(�x):

Nous obtenons pour n grand

Fn(anx+ bn) = (1�
n
_
F (anx+ bn)

n
)n � exp(�n

_
F (anx+ bn));

en notant
_
F = 1� F: Donc, si (1.2) est véri�ée, alors

n
_
F (anx+ bn)! � logG(x): (1.5)

Ainsi, la loi limiteG(x) dépend-elle exclusivement de la queue de distribution
à droite de F . En particulier, deux fonctions de répartition F et H sont dites
à queue de distribution équivalente si elles possèdent la même borne supérieure
pour le support (xF = xH := x0), avec xF = supfx : F (x) < 1g; et si pour une
certaine constante positive A > 0; lim

x"x0

1�F (x)
1�H(x) = A:

On peut alors montrer (Resnick, 1987)[prop. 1.19] que dans ce cas, si
F (resp. H) appartient au domaine d�attraction d�une loi limite G1 (resp G2),
alors G1 et G2 sont de même type.
Ce résultat implique qu�il su¢ t de trouver un prototype de queue de dis-

tribution 1�H(x) pour H appartenant à un domaine d�attraction de l�un des
trois types de loi extrêmes, pour en déduire une caractérisation de toutes les
fonctions de répartition F appartenant au même domaine, sous la forme

1� F (x) = c(x)(1�H(x)); x > z0
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où z0 < xF est une constante et lim
x"x0

c(x) = c > 0:

Bien sûr, le théorème 1.2 n�est valable que si les suites an > 0 et bn 2 IR
existent.
Par exemple dans le cas de la loi exponentielle de paramètre 1, nous avons,

pour an = 1 et bn = log n,

lim
n!+1

Fn(anx+ bn) = lim
n!+1

(1� exp(�x� log n))n

= lim
n!+1

(1� exp(�x)
n

)n

= exp(� exp(�x)):

Remarque 1.2
Les distributions �, �� et 	� sont appelées distributions des valeurs ex-

trêmes et les variables aléatoires correspondantes sont les variables aléatoires
extrêmales. Nous analysons maintenant la di¤érence entre ces trois distribu-
tions.

1.3 Caractérisation des domaines d�attraction
Les résultats de cette section sont présentés dans Resnick[1987] et Embrechts

et al.[1997]. Dans la section précédente, nous avons vu que la distribution
exponentielle appartient au domaine d�attraction de �. Nous constatons que les
trois distributions des valeurs extrêmes sont très di¤érentes en terme de domaine
d�attraction :
- Dans le domaine d�attraction de la loi de Gumbel (DA(�)), où la loi de X

présente une décroissance de type exponentiel pour la queue de la loi (c�est le
cas par exemple des lois normale, exponentielle, gamma ou lognormale), nous
trouvons des distributions qui n�ont pas de queue épaisse.
- Dans le domaine d�attraction de la loi de Fréchet (DA(��)), correspondant

à une loi de X non bornée (c�est le cas par exemple de la loi de Cauchy ou
Pareto), nous trouvons des distributions qui ont des queues épaisses.
- Dans le domaine d�attraction de la loi Weibull (DA(	�)), où la loi de X

est bornée (c�est le cas par exemple de la loi uniforme ou béta), nous trouvons
des distributions à support �ni, ce qui implique que le support du maximum est
borné à droite.
Etant donné une fonction de répartition F , nous voudrions connaître à quel

domaine d�attraction elle appartient et quelles sont les constantes de normalisa-
tion correspondantes. La réponse est relativement complexe et n�est pas unique.
Nous indiquons ici les critères les plus utilisés en faisant appel à la notion de
fonctions à variation régulière.

1.3.1 Fonctions à variation régulière
Les fonctions à variation régulière et leurs propriétés sont souvent rencontrées

dans cette thèse. Pour plus d�informations sur ces notions, on peut consulter
l�excellente référence de Bingham et al[1987].
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Dé�nition 1.3
Une fonction mesurable positive f est dite à variation régulière d�indice � à

l�in�ni et on note f 2 V R� si pour tout x > 0, nous avons

lim
t!+1

f(tx)

f(t)
= x�:

On dira que f est à variation régulière au voisinage de 0 si f(x�1) est à variation
régulière à l�in�ni. Si � = 0, on dit que f est à variation lente, on la note souvent
l(ou parfois L).

Remarque 1.3
Les exemples typiques de fonctions à variation lente sont les constantes posi-

tives ou les fonctions convergeant vers une constante positive. Citons, ln(1+x),
ln ln(e+ x), etc.
Il est facile de montrer qu�une fonction f à variation régulière d�indice �

peut toujours s�écrire sous la forme

f(x) = x�l(x) où l 2 V R0:

1.3.2 Domaine d�attraction de Fréchet
Considérons une fonction de répartition dans le domaine d�attraction de la

loi de Fréchet ��. Tout d�abord, le point terminal xF = supfx : F (x) < 1g est
nécessairement in�ni.
Gnedenko(1943) a obtenu le résultat suivant

Théorème A
F 2 DA(��), 1� F 2 V R��:

En plus
Fn(anx)! ��(x); lorsque n!1

avec

an = (
1

1� F )
 (n) et bn = 0

où H (y) = inffx : H(x) � yg est la fonction inverse généralisée de H:

Ce résultat permet d�obtenir la forme de F en utilisant la représentation de
Karamata des fonctions L à variation lente.
Proposition 1.4 (Représentation de Karamata)
L est à variation lente ssi L peut être représentée sous la forme
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L(x) = c(x) expf
xZ
1

t�1�(t)dtg;

pour x > 1, où c : IR+ ! IR+; � : IR+ ! IR+ et

lim
x!+1

c(x) = c > 0

lim
x!+1

�(x) = 0:

Théorème B
F 2 DA(��) si et seulement si il existe des fonctions c(:) et �(:) dé�nies sur

]1; 1[ qui véri�ent

lim
x!+1

c(x) = c > 0

lim
x!+1

�(x) = � > 0;

et telles que

1� F (x) = c(x) expf�
xZ
1

t�1�(t)dtg:

1.3.3 Domaine d�attraction de Weibull
Comme dans le cas précédent, il existe un lien entre les fonctions de réparti-

tion appartenant au domaine d�attraction de Weibull et la variation régulière de
la queue de distribution supérieure. Cependant il apparait une di¤érence ma-
jeure avec le cas précédent, à savoir que si F 2 DA(	�); alors nécessairement
xF <1(cf. (Resnick, 1987)[prop. 1.13]).
Notons que pour tout y > 0;

	�(�1=y) = ���(y);

et introduisons la fonction

F?(x) =

�
0; si x � 0
F (xF � x�1); si x > 0:

Supposons qu�il existe an > 0 et bn tels que, lorsque n!1;

Fn(anx+ bn) ! 	�(x); x < 0

Fn(bn � any�1) ! ��(y); y > 0

Fn? (
y

an � y(xF � bn)
) ! ��(y); y > 0
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En prenant bn = xF ; nous obtenons que F? appartient au domaine d�attraction
de ��; d�où d�après le résultat de Gnedenko[1943]
1 � F? 2 V R�� et a�1n = (1=(1 � F?)) (n); et par conséquent an = xF �

(1=(1� F )) (n):
Une caractérisation de F s�en déduit comme précédemment
Théorème C
F 2 DA(	�) ssi xF < 1 et s�il existe des fonctions positives c(x) et �(x)

dé�nies sur IR+ et une constante c0 > 0 telles que

lim
t"xF

�(t) = �; lim
t"xF

c(t) = c0;

et pour tout x < xF ;

1� F (x) = c(x) expf�
xZ
x�1F

�(t)

xF � t
dtg:

1.3.4 Domaine d�attraction de Gumbel
La caractérisation du domaine d�attraction de la loi de Gumbel DA(�) est

basée sur la notion de fonction de Von Mises F de point terminal x0 = xF ; dont
la représentation est la suivante : il existe c > 0 et z0 < x0 tels que pour tout
z0 < x < x0;

1� F (x) = c expf�
Z x

z0

1

f(u)
dug (1.6)

où f(u) > 0 pour z0 < u < x0; et f est absolument continue sur ]z0; x0[; de
dérivée f

0
(u) telle que lim

u"x0
f
0
(u) = 0:

Un choix possible de f

f(x) =

Z xF

x

1� F (t)
1� F (x)dt; x < xF

Resnick (1987) montre le résultat suivant :
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Théorème D
Si f(u) est dé�nie comme ci-dessus, alors nécessairement
(a) si x0 =1; lim

t!1
t�1f(t) = 0

(b) si x0 <1; f(x0) = lim
t!x0

f(t) = 0 et lim
t"x0

(x0 � t)�1f(t) = 0

et dans tous les cas
lim
t!x0

(t+ xf(t)) = x0:

D�autre part,

lim
t!x0

f(t+ xf(t))

f(t)
= 1; localement uniformément en x

De cette dernière relation on déduit immédiatement que pour F de la forme
(1.6)

lim
t!x0

1� F (t+ xf(t))
1� F (t) = lim

t!x0
expf�

Z t+xf(t)

t

1

f(u)
dug

= lim
t!x0

expf�
Z x

0

f(t)

f(t+ sf(t))
dsg où s =

u� t
f(t)

= e�x; (1.7)

Si (1.7) est véri�ée on dit que 1
1�F est à variation de type � et on note

1
1�F 2 � d�où F 2 DA(�):
Ainsi les fonctions de Von Mises appartiennent au domaine d�attraction de

la loi de Gumbel et on peut choisir pour constantes de normalisation

bn = (
1

1� F )
 (n); an = f(bn):

Un résultat dû à Balkema et de Haan (1972)((Resnick, 1987)[prop. 1.4])
permet d�obtenir la caractérisation du domaine d�attraction de la loi de Gumbel
sous la forme suivante :

13



Théorème E
F 2 DA(�) ssi il existe une fonction de Von Mises F telle que pour x 2

]z0; x0[;

1� F (x) = c(x)(1� F (x));

avec
lim
t!x0

c(x) = c > 0:

1.3.5 Conditions de Von Mises
Les conditions nécessaires et su¢ santes pour qu�une fonction de répartition

F appartienne à un domaine d�attraction d�une loi extrême donnée ci-dessus
sont souvent di¢ ciles à véri�er. Pour cette raison, nous présentons ci-après
des conditions su¢ santes, dues à Von Mises (1936), plus simples à véri�er et
sans grandes restrictions. Néanmoins, elles ne seront applicables que pour les
fonctions de répartition ayant une densité. Les conditions de Von Mises sont les
suivantes (Resnick, 1987) :
Théorème F
Soit F une fonction de répartition de densité F

0
(x):

(a) Si pour un certain � > 0;

lim
x!1

xF
0
(x)

1� F (x) = �;

alors F 2 DA(��):
(b) Si xF <1; et pour un certain � < 0;

lim
x!xF

(xF � x)F
0
(x)

1� F (x) = ��;

alors F 2 DA(	�)
(c) Si

lim
x!xF

F
0
(x)

xFZ
x

1� F (t)
(1� F (x))2 dt = 1;

alors F 2 DA(�):
(d) Si F admet une dérivée seconde F

00
; et si

lim
x!xF

F
00
(x)(1� F (x))
(F 0(x))2

= �1;

alors F 2 DA(�):
Remarque 1.4
Pour une v.a. X > 0, la fonction auxiliaire f(t) s�exprime par

f(t) = E(X � t=X > t):
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1.3.6 Lois de Pareto généralisées
Nous avons vu, dans le paragraphe précédent, la paramétrisation de Von

Mises pour les lois extrêmes

G
(x) =

�
exp(�(1 + 
x)�1=
); 1 + 
x > 0; 
 6= 0

exp(�e�x); si 
 = 0

Comment caractériser le domaine d�attraction de G
? D�après (Embrechts et
al., 1997)[theorem 3.4.5], il y a équivalence entre les trois assertions :
Théorème G
(a) F 2 DA(G
)
(b) Il existe une fonction a(:) positive et mesurable telle que pour tout x

véri�ant, 1 + 
x > 0;

lim
x!xF

_
F (u+ xa(u))

_
F (u)

=

�
(1 + 
x)�1=
 ; si 
 6= 0

e�x; si 
 = 0:

(c) Pour x; y > 0; y 6= 1;

lim
x!1

U(sx)� U(s)
U(sy)� U(s) =

(
x
�1
y
�1 ; si 
 6= 0
log x
log y ; si 
 = 0;

avec U = ( 1
1�F )

 .
La forme des limites �gurant dans (b) motive la dé�nition des lois de Pareto

généralisées de fonction de répartition W
 dé�nie par

W
(x) =

�
1� (1 + 
x)�1=
 ; si 
 6= 0

1� e�x; si 
 = 0

où

x � 0 si 
 � 0
0 � x � �1=
 si 
 < 0:

Ainsi il y a équivalence entre l�appartenance de F au domaine d�attraction
de G
 et

lim
x!xF

Fu(xa(u)) =W
(x): (1.8)

où Fu(x) = P (X � u � x=X > u)
Soit

W
;�(x) :=W
(x=�);

alors (1.8) signi�e que F 2 DA(G
) ssi
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lim
x!xF

jFu(x)�W
;a(u)(x)j = 0:

Ce résultat est à la base d�une méthode statistique d�étude des évènements
extrêmes appelée Peaks Over Threshold (POT) basée sur la comparaison entre
la queue de distribution et une loi de Pareto généralisée puisque

_
F (u+ y) =

_
F (u)

_
Fu(y) �

_
F (u)W
;a(u)(y):

1.4 La loi de la somme
Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à l�étude des sommes de v.a.i.i.d.

pour passer ensuite à celle des maxima de ces variables. En e¤et, ce passage est
relativement facile et commode. Dans un premier temps, la théorie des valeurs
extrêmes a concerné le comportement d�événements rares apparaissant dans des
suites de variables aléatoires indépendantes. L�un des principaux problèmes
abordés est relatif à la somme de v.a.i.i.d. Ceci correspond au comportement
d�une marche aléatoire qui apparait comme un cas particulier du mouvement
brownien. Une abondante littérature est consacrée à ce thème. Elle inclut
des résultats classiques concernant le théorème central limite, la loi faible des
grands nombres, la loi des logarithmes itérés et d�autres extensions. On peut
citer comme exemple de travaux fondateurs ceux de Breiman [1968], Feller
[1971].
Nous allons rappeler un résultat fondamental qui permet de faire le lien

entre la théorie fondée sur le comportement asymptotique de la distribution
d�une somme de v.a. i.i.d. et celui de la distribution des maxima. Il s�agit du
théorème de Heyde [1967] sur les grandes déviations. La théorie des grandes
déviations (ou des grands écarts) concerne la loi faible des grands nombres.
Soient X1; :::; Xn une suite de v.a. i.i.d. de fonction de répartition commune

F et Sn =
Pn

i=1Xi: Selon la loi faible des grands nombres,
Sn
n converge en

probabilité vers E(X). On montre alors que les grandes déviations sont rares
et que

P (Sn > na) ' e�nh(a);

où h(:) est une fonction continûment dérivable.
On dé�nit le domaine d�attraction d�une loi ��stable comme suit :
Dé�nition 1.5
On dit que F appartient au domaine d�attraction d�une loi G� ��stable

(� 2]0; 2[) et on note F 2 D(G�) s�il existe des constantes an 2 IR et bn > 0
telles que

Sn � an
bn

L ! G�; lorsque n! +1

Théorème 1.4
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Soient X une variable aléatoire appartenant au domaine d�attraction D(G�)
avec � 2]0; 2[ et (bn) une suite croissante de réels telle que : bn "+1 et P (X >
bn) � 1

n :
Si on note M1 = X1 et Mn = max(X1; :::; Xn); n > 2
Alors

lim
n!1

P (Sn > bnxn)

nP (X > bnxn)
= lim

n!1

P (Sn > bnxn)

P (Mn > bnxn)
= 1;

pour toute suite xn !1; n! +1:
Des résultats analogues à celui-ci peuvent être établis pour des variables

aléatoires dont la distribution a¢ che des comportements de queue réguliers que
l�on peut caractériser de la manière suivante :
1 � F (x) � x��L(x); pour � > 2; quand x ! 1, où L est une fonction à

variation lente.
Le théorème précédent peut être compris et interprété comme le résultat

suivant :

lim
n!1

P (Sn > x)

P (Mn > x)
= 1:

Autrement dit, pour un nombre entier n grand, la probabilité pour qu�une
somme de réalisations d�une suite de n variables aléatoires dépasse un seuil
x(grand) est proche de la probabilité pour que la plus grande des réalisations de
cette suite dépasse x. Ainsi, pour qu�une somme de variables aléatoires dépasse
un seuil x, il su¢ t qu�une des ses composantes prenne une valeur extrême très
supérieure aux valeurs prises par chacun des autres éléments de la suite. Cette
réalisation est l�évènement rare dont on cherche à identi�er et à estimer la
distribution.
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Chapitre 2 : LOIS LIMITES POUR LEMAXIMUMDES SOMMES
DANS LE DOMAINE D�ATTRACTION DE LA LOI DE GUMBEL

2.1 Introduction
Soient X1; :::; Xn; n variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-

tribuées (i.i.d.) de fonction de répartition F continue. Soient X1;n � X2;n �
::: � Xn;n les statistiques d�ordre correspondantes. D�après Fisher et Tippett,
[1928], il existe deux suites de constantes an > 0 et bn 2 IR telles que

lim
n!+1

Fn(anx+ bn) = H1(x) ; x 2 IR (2.1)

pour tout réel x; point de continuité de H1 2 f�;��;	�g, ensemble de trois
limites extrêmes dé�nies d�une façon précise dans le chapitre 1. Lorsqu�une
fonction de répartition F véri�e (2.1), on dit que F appartient au domaine
d�attraction de H1 et on note F 2 DA(H1):
On peut trouver des applications à ces modèles dans des domaines très dif-

férents tels que les �nances, les assurances, la climatologie et l�hydrologie. Le
domaine d�attraction de Gumbel contient un faisceau très large de fonctions de
répartition F dont les queues de distribution peuvent être très di¤érentes. Les
queues peuvent varier des plus légères (exemple de la loi normale) à celles mod-
érément lourdes (exemple de la loi lognormale). Pour cette raison ce modèle
d�attraction est peut être le plus intéressant des trois modèles d�attraction ci-
dessus. Cependant, bien que ces trois modèles soient si di¤érents, d�un point de
vue mathématique ils sont étroitement liés. En e¤et, on peut véri�er facilement
les propriétés suivantes :
Supposons la variable aléatoire X > 0, alors

X a pour f:r: �� () �X�1a pour f:r: 	� () logX�a pour f:r: �:

Par le passé, de nombreux articles ont étudié le comportement asymptotique
des sommes partielles Sn =

Pn
i=1Xi; pour une suite de v.a. (Xn)n�1: Plus

récemment Dingcheny et Qihe [2004] se sont penché sur le comportement limite
des maxima dans le cas de variables aléatoires négatives associées, à queues
lourdes. Par la suite Barry, Kang et Yongcheng[2007] se sont intéressé à la loi
limite conjointe de la somme du maximum de variables aléatoires gaussiennes
multivariées. Pour plus de résultats sur ce sujet, on peut se référer au livre
d�Embrecht et al. [1997] et les références qu�il contient.

Notre but dans ce chapitre est d�établir une loi limite de la variable aléatoire

max(Xi1 + :::+Xik);

dûment normalisée d�abord dans le cas particulier simple k = 2, puis ensuite
nous traiterons le cas général k � 2. A la �n nous présenterons quelques exem-
ples a�n d�illustrer ces di¤érents résultats.
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2.2 Loi jointe des k premiers maxima
Une des conséquences du Théorème 1.1 dans le chapitre 1 est le résultat

suivant qui décrit le comportement asymptotique du k�eme maximum supérieur
(voir par exemple Galambos [1987]).
Théorème A
Soient an > 0 et bn deux suites réelles non aléatoires. Si lim

n!+1
Fn(anx +

bn) = G(x) pour tout point de continuité de G, alors

lim
n!+1

P (Xn�k+1;n � anx+ bn) = G(x)
k�1P
j=0

(� logG(x))j
j!

; (2.2)

pour tout k > 1 �xé.
Pour k �xé et n ! +1; considérons maintenant la loi limite jointe de

(Xn;n; Xn�1;n; :::; Xn�k+1;n) lorsque n! +1:
Notons In(A) = #fXi�bn

an
2 A; 1 � i � ng

où an > 0 et bn sont deux suites réelles et #B désigne le nombre d�éléments
appartenant à l�ensemble B.
Lorsque y ! 0; nous avons log(1� y) ' �y; (2.3)
et par conséquent
lim

n!+1
Fn(anx+ bn) = G(x)

, lim
n!+1

n log[1� (1� F (anx+ bn))] = logG(x)
, lim

n!+1
n[1� F (anx+ bn)] = � logG(x): (2.4)

Ici (2.4) est obtenue à partir de (2.3) avec y = 1�F (anx+ bn)! 0; lorsque
n! +1:

Weissman (1975) aboutit au résultat suivant.
Théorème B
Supposons que la condition (2.4) soit satisfaite. Soient A1; A2; :::; Ak k

ensembles boréliens (avec k �xé). Alors il existe sur IR une mesure aléatoire de
Poisson I avec EfI(x;+1]g = � logG(x) et telle que :

(In(A1); In(A2); :::; In(Ak) )
L! (I(A1); I(A2); :::; I(Ak))

où L ! désigne la convergence en loi.
En plus I(A1); I(A2); :::; I(Ak) sont des variables aléatoires indépendantes

lorsque A1; A2; :::; Ak sont disjoints.

Notons

mi;n =
Xn�i+1;n � bn

an
; 1 � i � k;

In(x) = Inf(x;+1]g
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et dé�nissons

mi = inffx : I(x) � i� 1g
Mk;n = (m1;n;m2;n; :::;mk;n)

et
Mk = (m1;m2; :::;mk):

Nous avons alors :

fIn(x) � k � 1g = fmk;n � xg (2.5)

et

fI(x) � k � 1g = fmk � xg: (2.6)

Prenons fx1; x2; :::; xkg k points de continuité de G, nous avons :

Pf
kT
i=1

[mi;n � xi]g = Pf
kT
i=1

[In(xi) � i� 1]g par (2.5).

Mais Pf
kT
i=1

[In(x) � i� 1]g ! Pf
kT
i=1

[I(xi) � i� 1]g; n! +1

lorsque n! +1 en prenant Ai = (xi;+1]; 1 � i � k; dans le théorème B,
et en�n

Pf
kT
i=1

[In(x) � i� 1]g ! Pf
kT
i=1

[mi � xi]g; n! +1 par (2.6)

soit lim
n!+1

Pf
kT
i=1

[mi;n � xi]g = Pf
kT
i=1

[mi � xi]g:

Ceci nous permet d�énoncer le résultat suivant :
Théorème C
Sous les hypothèse du Théorème B,

Mk;n
L!Mk:

Le même auteur Weissman (1978) traite le cas où G(x) = �(x):
Théorème D
Si G(x) = exp(�e�x); �1 � x � +1; alors
lorsque n! +1;

fXn;n �Xn�1;n
an

;
Xn�1;n �Xn�2;n

an
; :::;

Xn�k+1;n �Xn�k;n
an

g L! fw1;
w2
2
; :::;

wk
k
g
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où an > 0 est une suite de réels et w1; w2; :::; wk sont des variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées, exponentielles de moyenne 1.
A cette étape de la démonstration nous rappelons le résultat suivant de

Billingsley [1968] ( Corollaire 1, page 31).

Lemme 2.1
Soit S et S

0
deux espaces métriques. Supposons que h : S ! S

0
soit une

fonction continue, alors

Xn ! X ) h(Xn)! h(X); lorsque n! +1:

Appliquons ce lemme avec S = IRk+1 , S
0
= IRk,

h : IRk+1 ! IRk

(x1; x2; :::; xk+1) 7�! (x1 � x2; :::; xk � xk+1) est une fonction continue,
Xn = (m1;n; :::;mk+1;n); X = (m1; :::;mk+1): Nous obtenons alors
(m1;n �m2;n;m2;n �m3;n; :::;mk;n �mk+1;n)

L! (m1 �m2;m2 �m3; :::;mk �mk+1) lorsque n! +1:
Weisman [1978] montre que m1 � m2; m2 � m3; :::; mk � mk+1 sont des

variables aléatoires indépendantes de loi jointe.

'k(y1; y2; :::; yk) =
kQ
i=1

(i exp(�iyi)); yi � 0 pour 1 � i � k:

Par conséquent, pour tout 1 � i � k; mi �mi+1 est une variable aléatoire
exponentielle de moyen 1

i ; i(mi�mi+1) est une variable exponentielle de moyen
1.
Si nous posons wi = i(mi �mi+1) nous avons alors

(m1;n �m2;n;m2;n �m3;n; :::;mk;n �mk+1;n)
L! (w1;

w2
2 ; :::;

wk
k ):

Ce qui met �n à la démonstration du théorème D.

2.3 Résultats limites
Soient X1; :::; Xn n variables aléatoires i.i.d. de fonction de répartition com-

mune F 2 DA(�): Supposons qu�il existe deux suites de constantes an > 0 et
bn 2 IR telles que la fonction de répartition de la variable aléatoire

max
1�i 6=j�n

(Xi +Xj)� 2bn
an

converge vers une fonction de répartition non dégénérée H2:
Notre but dans cette section est de caractériser cette loi limite. A cette �n,

nous rappelons deux résultats généraux qui seront nécessaires pour la démon-
stration des résultats principaux des sections 2.3 et 2.4 ci-dessous.
Lemme 2.2 (Galambos [1978], Lemme 2.2.1, p :58)
Soient Un et Vn deux suites de variables aléatoires. Supposons qu�il existe

une fonction de répartition G(x) telle que, lim
n!1

P (Un � x) = G(x) pour tout x
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point de continuité de G(:). Supposons qu�en plus, 8" > 0 lim
n!1

P (jVnj > ") =

0: (i.e. Vn
P! 0; Un

L! Y ) Un + Vn
L! Y où Y v.a. de f.r. G)

Alors,

lim
n!1

P (Un + Vn � x) = lim
n!1

P (Un � x) = G(x);

pour tout x point de continuité de G(:).
Lemme 2.3 (Galambos [1978], Lemme 2.9.1 p : 107)
Supposons que la fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (Yn; Un)

converge vers T (y)E(u), où T et E sont des fonctions de répartition continues.
Alors

lim
n!1

P (Un + Yn � x) =
+1Z
�1

E(x� y)dT (y):

2.3.1 Cas particulier où k=2
Ici le résultat principal est donné par le théorème suivant.
Théorème 2.4
Si F 2 DA(�); alors il existe deux suites de constantes an > 0 et bn 2 IR

telles que

lim
n!1

P (

max
1�i 6=j�n

(Xi +Xj)� 2bn

an
� x) = H2(x) (2.7)

où

H2(x) = expf�e�
x
2 (1 + e�

x
2 )g � e�x

+1Z
e�

x
2

e�y

y
dy:

Remarque 2.5
Dans cette remarque nous présentons un cas particulier, celui où j est �xé

dans le théorème 2.4 et la variable aléatoire X suit une loi normale standard.
Nous obtenons

max
1�i 6=j�n

(Xi +Xj) = Xj + max
1�i 6=j�n

(Xi):

Si nous montrons que 8" > 0;

lim
n!1

P (j max
1�i 6=j�n

(Xi)� bnj) > ") = 0;
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nous pouvons alors conclure, en utilisant le lemme 2.2, que

lim
n!1

P (j max
1�i 6=j�n

(Xi) +Xj � bn) � x) = P (Xj � x) = �(x);

où �(x) = 1p
2�

xZ
�1

e�
u2

2 du est la fonction de répartition de la loi normale stan-

dard.

En e¤et, pour " > 0 et puisque an > 0; nous obtenons

lim
n!1

P (j max
1�i 6=j�n

(Xi)� bnj) > ") = lim
n!1

P (j
max

1�i 6=j�n
(Xi)� bn

an
j > "a�1n )

= 1� lim
n!1

P (j
max

1�i 6=j�n
(Xi)� bn

an
j � "a�1n )

= 1� lim
n!1

f�("a�1n )� �(�"a�1n )g

= 1� lim
n!1

fexp(�e�"a
�1
n )� exp(�e"a

�1
n )g

= 1� 1
= 0

puisque pour la loi normale, nous pouvons choisir an = 1

(logn)
1
2
c-à-d "a�1n =

"(2 log n)1=2 ! +1; lorsque n! +1: D�où le résultat.

2.3.2 Démonstration du théorème 2.4
Dans notre cas, où k = 2, par le Théorème C il vient que

(m1;n;m2;n)
L! (m1;m2) lorsque n! +1;

puis le Théorème D nous assure que les variables aléatoires D1 = m1 �m2 et
m2 sont indépendantes et que D1 suit une loi exponentielle de moyenne 1:
Maintenant considérons la fonction h : IR2 ! IR dé�nie par h(x; y) = x+y.

Puisque h est continue, nous obtenons

h(m1;n;m2;n)
L! h(m1;m2) lorsque n! +1:

Ainsi
lim
n!1

P (m1;n +m2;n � x) = P (m1 +m2 � x) = P (D1 + 2m2 � x)
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= 1
2

xZ
�1

(1� e�(x�y)) exp[�(y + e� y
2 )]dy

= 1
2 (J1 � J2)

où

J1 =
1

2

xZ
�1

exp(�(y + e�
y
2 ))dy =

1

2

xZ
�1

exp(�y) exp(�e�
y
2 )dy

= 2

xZ
�1

(exp(�e�
y
2 ))
1

2
e�

y
2 e�

y
2 dy

= 2(exp(�(x
2
+ e�

x
2 )) +

1

2

xZ
�1

exp(�(y
2
+ e�

y
2 ))dy)

= 2(exp(�(x
2
+ e�

x
2 )) +

h
exp�e�

y
2

ix
�1
)

= 2(exp(�(x
2
+ e�

x
2 )) + exp(�e� x

2 ))

= 2 expf�e� x
2 (1 + e�

x
2 )g

et

J2 =
1
2

xZ
�1

exp(�(x+ e� y
2 ))dy = e�x

xZ
�1

exp�e� y
2 dy

= 2e�x
+1Z
e�

x
2

e�y

y dy:

Ceci complète la démonstration de (2.7).

2.3.3 Cas général
Dans le cas général, nous obtenons le résultat suivant.
Théorème 2.6
Si F 2 DA(�); alors il existe deux suites de constantes an > 0 et bn 2 IR

telles que

lim
n!1

P (

max
1�i1:::�ik�n

(Xi1 +Xi2 + :::+Xik)� kbn

an
� x) = Hk(x)
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où

Hk(x) = e
�e

� x
k
k�1X
j=0

e�j
x
k

j!
� e
�x

k!

k�2X
j=0

Z x

�1
e�

e
� y
k (x� y)j

j!
dy:

2.3.4 Démonstration du Théorème 2.6
Par le théorème C, nous avons

(m1;n; :::;mk;n)
L!Mk; lorsque n! +1:

En dé�nissant la fonction h : IRk ! IR par h(x1; :::; xk) = x1+x2+ :::+xk;
qui est continue, nous obtenons

h(m1;n; :::;mk;n)
L! h(m1; :::;mk); lorsque n!1:

Il vient que

lim
n!1

P (m1;n + :::+mk;n � x) = P (m1 + :::+mk � x)

= P (

k�1X
j=1

jDj + kmk � x)

= FD1 � F2D2 � ::: � F(k�1)Dk�1 �G(x);

où
Di = mi �mi+1 1 � i � k � 1,
FiDi

est la fonction de répartition de iDi
G est la fonction de répartition de kmk et
F est la fonction de répartition de la loi exponentielle de paramètre 1.

En utilisant le lemme 2.3, nous obtenons
FD1

� F2D2
� ::: � F(k�1)Dk�1 �G(x)

=

+1Z
�1

F~(k�1)(x� y) � dG(y)

=

+1Z
�1

[
R x�y
0

1
(k�2)!z

k�2e�zdz] 1k! exp(�e
� y
k � y)dy:

Soit
J =

R x�y
0

1
(k�2)!z

k�2e�zdz = 1� e�(x�y)
Pk�1

j=0
(x�y)j
j!

= 1
k!

R x
�1 exp(�e

� y
k � y)dy � 1

k! exp(�e
� y
k � y)dy

�
R x
�1

1
k!

Pk�2
j=0 exp(�e�

y
k � x) (x�y)

j

j! dy;

si nous posons v = e�
y
k ; il vient que
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xZ
�1

exp(�e� y
k � y)dy = k

+1Z
e
x
k

vk�1e�vdv

= k!

+1Z
e�

x
k

vk�1

�(k) e
�vdv

= k!e�e
� x
k
Pk�1

j=0
e�j

x
k

j! :

Ainsi nous obtenons le résultat du théorème 2.6:
2.4 Exemples
Les exemples ci-dessous illustrent les résultats théoriques de la section précé-

dente lorsque la fonction de répartition appartient au domaine d�attraction de
Gumbel.
Exemple 1
Considérons n variables aléatoires i.i.d. X1; :::; Xn de la loi N(0; 1). Puisque

� 2MDA(�); par le théorème 2.4, nous obtenons l�existence de deux suites de
constantes an = ( 2

lnn )
� 1
2 et bn = 1

an
� 1

2an(log log n+ log 4�) telle que

lim
n!1

P (

max
1�i 6=j�n

(Xi +Xj)� 2bn

an
� x)

= expf�e� x
2 (1 + e�

x
2 )g � e�x

+1Z
e�

x
2

e�y

y
dy:

Exemple 2
SoientX1; :::; Xn n variables aléatoires i.i.d. de loi exponentielle de paramètre

� > 0; et de fonction de répartition : F (x) = (1� e��x)q[0;+1[ (x):
Lorsque x! xF = +1;

Fn(x) := P (�Mn � log n � x) = Fn(
x+ log n

�
) = (1� e

�x

n
)n:

Il s�en suit que
lim
n!1

Fn(x) = exp(�e�x); x 2 IR:

En utilisant le théorème 2.4 et en prenant pour constantes de normalisation
an =

1
� et bn =

logn
� ; il vient que

lim
n!1

P (�[ max
1�i 6=j�n

Xi+Xj�2
log n

�
] � x) = expf�e� x

2 (1+e�
x
2 )g�e�x

+1Z
e�

x
2

e�y

y
dy:
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CHAPITRE 3 : LOIS LIMITES POUR LES STATISTIQUES

D�ORDRE DANS LE CAS DE V.A. INDEPENDANTES NON IDEN-
TIQUEMENT DISTRIBUEES
3.1 Loi du k�eme maximum
Soit X1; :::; Xn une suite de variables aléatoires indépendantes telles que

P (Xi � x) = Fi(x); 1 � i � n:
Soit X1;n � X2;n � ::: � Xn;n les statistiques d�ordre correspondantes.
Xn�k+1;n désigne le k�eme maximum supérieur lorsque 1 � k � n:
La loi simple du k�eme maximum est donnée par Mejzler et Weissman (1969).

P (Xn�k+1;n � x) =
nQ
i=1

Fi(x)+
k�1P
s=1

P
(n;s)

f
Q

j2(n;s)c
Fj(x)

Q
i2(n;s)

(1�Fi(x))g: (3.1)

où (n; s) désigne un sous-ensemble de f1; 2; :::; n} de s éléments et (n; s)c son
complémentaire.
Une expression plus commode de (3.1) est la suivante.

P (Xn�k+1;n � x) =
nQ
i=1

Fi(x)f1 +
k�1P
s=1

P
(n;s)

Q
i2(n;s)

(
1

Fi(x)
� 1)g:

La loi limite du maximum (cas k = 1) a été étudiée par Mejzler (1949, 1950,
1953, 1956).
Galambos (1987)(Chapitre 3, p.181) énonce cette loi limite comme suit.
Théorème 3.1.1 Supposons que
(i) lim

n!1
max
1�i�n

f1� Fi(anx+ bn)g = 0;

(ii) lim
n!1

[nt]P
i=1

f1 � Fi(anx + bn)g = w(t; x) existe et �nie pour tout t 2 (0; 1]

lorsqu�elle est �nie pour t = 1, an > 0 et bn sont deux suites réelles non aléa-
toires,
où [u] désigne la partie entière de u.
Alors une fonction de répartition non dégénérée H(x) est telle que
lim
n!1

P (Xn;n � anx+ bn) = H(x) si et seulement si
� logH(x) est concave;
� ou logH(H � e�x) est concave, x > 0, H < +1;
� ou logH(H + e+x) est concave, x > 0, H < +1;
H = supfx : H(x) < 1g et H = inffx : H(x) > 0g.
La loi limite du k�eme maximum est obtenue par Mejzler et Weissman(1969)

de la façon suivante.

Théorème 3.1.2
Supposons que
(a) lim

n!1
max
1�i�n

f1� Fi(anx+ bn)g = 0: et
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(b) lim
n!1

P (Xn;n � anx + bn) = H(x) où H(x) véri�e les conditions du

Théorème 3.1.1.

Alors lim
n!1

P (Xn�k+1;n � anx+ bn) = H(x)
k�1P
i=0

(� logH(x))i
i!

où k est �xé et an > 0 et bn sont deux suites numériques.
3.2 Loi jointe des k premiers maxima
Nous allons procéder de la même façon que pour le cas des variables aléatoires

i.i.d.
Notons

In(A) = #f
Xi � bn
an

2 A; 1 � i � ng:

Maintenant, puisque

lim
n!1

min
1�i�n

Fi(anx+ bn) = 1

et

nQ
i=1

Fi(anx+ bn) = P (Xn;n � anx+ bn)

! H(x); 8x > H; n! +1;

nous avons

nP
i=1

f1� Fi(anx+ bn)g ! � logH(x);8x > H; lorsque n! +1:

Le résultat suivant a été obtenu par Weissman(1975).
Théorème 3.2.1
Supposons que :
(i) lim

n!1
max
1�i�n

f1� Fi(anx+ bn)g = 0;
(ii) lim

n!1
P (Xn;n � anx+ bn) = H(x); 8x > H:

Soient A1; A2; :::; Ak k ensembles boréliens (k �xé).
Alors il existe sur R une mesure aléatoire de Poisson I; avec EfI(x;+1)g =

� logH(x) et telle que

(In(A1); :::; In(Ak))
L ! (I(A1); :::; I(Ak)):

En plus I(A1); :::; I(Ak) sont des variables aléatoires indépendantes lorsque
A1; :::; Ak sont disjoints.

Notons mi;n =
Xn�i+1;n�bn

an
pour 1 � i � k et In(x) = Inf(x;+1]g:

Dé�nissons mi = inffx : I(x) � i � 1g; Mk;n = (m1;n;m2;n; :::;mk;n) et
Mk = (m1;m2; :::;mk):
Nous avons

fIn(x) � k � 1g = fmk;n � xg
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et fI(x) � k � 1g = fmk � xg:
Nous pouvons, maintenant énoncer le résultat suivant :
Théorème 3.2.2
Sous les hypothèses du Théorème 3.2.1, pour k � 1 �xé, nous avons

Mk;n
L !Mk; lorsque n! +1:

Démonstration
En considérant x1; x2; :::; xk; k points de continuité de H, tels que H > x1 >

x2 > ::: > xk > H et en utilisant le Théorème 3.2.2, nous avons

lim
n!+1

Pf
kT
i=1

[mi;n � xi]g = Pf
kT
i=1

[mi � xi]g

soit

lim
n!+1

P (
Xn;n � bn

an
� x1; :::;

Xn�k+1;n � bn
an

� xk) = H(x1; :::; xk)

dont nous allons chercher la densité h(x1; :::; xk):

Weissman(1975), en généralisant un résultat de Dwass (1966), avait obtenu
l�expression suivante :

Pfv1 < m1 � u1; :::; vk < mk � ukg

= fH(uk)�H(vk)g
k�1Q
i=1

f� log H(vi)
H(ui)

g

où H < vk < uk < vk�1 < ::: < v1 < u1 < H:
Si nous prenons ui = xi et vi = xi + dxi; 1 � i � k , nous obtenons
Pfx1 < m1 � x1 + dx1; :::; xk < mk � xk + dxkg

= fH(xk + dxk)�H(xk)g
k�1Q
i=1

f� log H(xi)
H(xi+dxi)

g

= h(xk)dxk
k�1Q
i=1

flogH(xi + dxi)� logH(xi)g

= h(xk)dxk
k�1Q
i=1

h(xi)
H(xi)

dxi

= h(xk)
k�1Q
i=1

h(xi)
H(xi)

kQ
i=1

dxi:

D�où

h(x1; :::; xk) = h(xk)
k�1Q
i=1

h(xi)

H(xi)

où H < xk < xk�1 < ::: < x1 < H et h(x) = H 0(x):
3.3. Résultats limites des statistiques d�ordre centrales
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Dans cette section, nous généralisons les résultats de Smirnov (1962) et Wu
(1966) au cas général non i.i.d. Le cas Xn;n a déjà été traité par Leadbetter
(1978).
3.3.1 Lois limites de type Smirnov
Rappelons la dé�nition d�une statistique d�ordre centrale.
Dé�nition 3.3.1
Nous dirons que Xk(n);n est une statistique d�ordre centrale lorsque 1 � k =

k(n) < n; k ! +1
lim

n!+1

p
n( kn � �) où � 2 (0; 1)

Notons

Fk(n)(x) = P (Xk;n � anx+ bn) = Fk(n)(anx+ bn)

et

un(x) =
p
n

Pn
i=1 Fi(x)� k(n)

fk(n)(n� k(n))g1=2 :

Nous montrons un résultat qui nous sera très utile par la suite. Ce résultat
a été obtenu par Mejzler (1984) sous d�autres hypothèses.
Théorème 3.3.1

SoitH une fonction de répartition propre (c�est-à-dire pour laquelleH < H):
Supposons que k = k(n) véri�e les conditions k ! +1, n � k ! +1 et
k
n ! � 2 (0; 1) (3.2)
Supposons aussi que les suites an et bn véri�ent

bn ! b , (bn � b)=an ! 0

an ! 0 et an+1=an ! 1 (3.3)

alors, lorsque n!1 et pour tout x 2 (H;H);

Fk(n)(anx+ bn)! H(x), un(anx+ bn)! u(x)

où la fonction u est déterminée par l�équation fonctionnelle H(x) = �fu(x)g où
� est la f.r. de la loi normale standard.

Remarque. Les conditions pour la version de Mejzler du Théorème 3.3.1
sont les mêmes sauf pour la condition (3.3). La condition de Mejzler est : pour
tout x 2 (H;H)

supfjFi(anx+ bn)� �j : 1 � i � ng ! 0:

On peut montrer facilement que cette condition de Mejzler entraine la con-
dition (3.3).
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Théorème 3.3.2
Supposons que k = k(n) véri�e les conditions 1 � k � n et

p
n( kn � �)! 0

pour une valeur de � 2 (0; 1):
Supposons en outre que pour an > 0 et bn véri�ant (3.3), la suite fFk(n):

n � 1g véri�e,

Fk(n)(anx+ bn)! H(x); x 2 (H;H)

où H est une fonction de répartition non dégénérée.
Alors H(x) ne peut prendre que l�une des quatre formes suivantes :

H1;a(x) =

�
�(cxa) si x � 0,
0 si x < 0:

H2;a(x) =

�
1 si x � 0;
�(�c1 jxja) si x < 0:

H3;a(x) =

�
�(�c2 jxja) si x < 0;
�(c3x

a) si x � 0:

H4;a(x) =

8<: 0 si x < �1;
1=2 si � 1 � x � 1;

1 si x > 1:

où c, c1; c2; c3 et a sont des réels strictement positifs et �(x) =
xR
�1

1p
2�
e�

u2

2 du:

Démonstration du Théorème 3.3.1
Considérons le système de variables aléatoires

fYin : 1 � i � n; n = 1; 2; :::g

avec P (Yin = 1) = Fi(anx+ bn) = 1� P (Yin = 0):
Soit Sn =

Pn
i=1 Yin; nous avons

E(Sn) =
Pn

i=1 Fi(anx+ bn); V (Sn) =
Pn

i=1 Fi(anx+ bn)f1�Fi(anx+ bn)g
et

Fkn(anx+ bn) = P (Sn � k) (3.4)

Mais V (Sn) � min
1�i�n

Fi(anx+ bn)
Pn

i=1f1� Fi(anx+ bn)g et puisque
0 < lim

n!1
min
1�i�n

Fi(anx + bn) < 1 à cause de (3.3), il su¢ t de montrer quePn
i=1f1� Fi(anx+ bn)g ! 1 pour que

V (Sn)!1; lorsqu en!1: (3.5)

L�expression un(x) peut s�écrire comme

un(x) =

r
n

k
[

Pn
i=1fFi(x)� 1gp

n� k
+
p
n� k]
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d�où
nX
i=1

f1� Fi(anx+ bn)g =
r
n(1� k

n
)f
r
n(1� k

n
)�

r
k

n
un(anx+ bn)g

puisque un(anx+ bn)! u(x) et k
n ! � lorsque n!1:

Ainsi
Pn

i=1f1� Fi(anx+ bn)g � n(1� �)!1; ce qui montre (3.5). Nous

avons aussi

Fn(anx+ bn)f1� Fn(anx+ bn)g
V (Sn)

! 0 (3.6)

lorsque n!1; en utilisant (3.5) et le fait que, à partir de la condition (3.3),

lim
n!1

Fn(anx+ bn)f1� Fn(anx+ bn)g = F1(b)f1� F1(b)g

est �nie avec F1(x) = lim
n!1

Fn(x): Nous avons en outre la condition de Linde-

berg qui est satisfaite pour le système de variables aléatoires

fYin =
Yin � Fi(anx+ bn)p

V (Sn)
: 1 � i � n; n = 1; 2; :::g:

En notant

hn(x) =

Pn
i=1 Fi(x)� k

[
Pn

i=1 Fi(x)f1� Fi(x)g]1=2

la condition de Lindeberg et les résultats (3.5) et (3.6) nous permettent de
conclure que

Fk(n)(anx+ bn)� �fhn(anx+ bn)g ! 0 (3.7)

lorsque n ! 1; en utilisant (3.4) et le théorème central limite pour le cas
indépendant non identiquement distribué.
Par conséquent nous aurons
Fkn(anx+ bn)! H(x) si et seulement si

hn(anx+ bn)! u(x) (3.8)

où la fonction u satisfait l�équation H = �(u): Nous pouvons écrire hn(anx+bn)
comme suit

hn(anx+ bn) = n
�1=2 fk(n� k)g1=2

[
Pn

i=1 Fi(anx+ bn)f1� Fi(anx+ bn)g]1=2
un(anx+ bn):

Puisque un(anx+ bn)! u(x); pour avoir (3.8) il su¢ t de montrer que

n�1=2
fk(n� k)g1=2

[
Pn

i=1 Fi(anx+ bn)f1� Fi(anx+ bn)g]1=2
! 1
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lorsque n!1; soit

n�1
nX
i=1

Fi(anx+ bn)f1� Fi(anx+ bn)g ! �(1� �) (3.9)

sachant que k
n ! �; lorsque n!1: En remarquant que

lim
n!1

Fi(anx+ bn)f1� Fi(anx+ bn)g = F1(b)f1� F1(b)g = �(1� �)

où F1(b) = � 2 (0; 1); nous obtenons (3.9) en utilisant le résultat de Cesaro sur
les suites.
Nous avons ainsi montré que Fk(n)(anx + bn) ! H(x) = �fu(x)g et par

conséquent le théorème 3.3.1.
Démonstration du Théorème 3.3.2
La démonstration du théorème 3.3.2 nécessite les deux propositions suivantes

:
Proposition 3.3.1 Supposons que k(n) et k

0
(n) véri�ent les conditions

suivantes :
k(n)! +1, k0(n)! +1; n�k(n)!1; n�k0(n)!1;

p
n(k(n)n ��)! 0

et
p
n(k

0(n)
n � �)! 0; pour une valeur de � 2 (0; 1): Supposons aussi que pour

an > 0; a
0
n > 0; bn et b

0
n satisfaisant la condition (3.3), les suites fFk(n) : n � 1g

et fFk0(n) : n � 1g véri�ent; pout tout x 2 (H;H);
1) Fk(n)(anx+ bn)! H1(x);
2) Fk0(n)(a

0
nx+ b

0
n)! H2(x):

Alors H1 et H2 sont deux fonctions de répartition de même type c�est-à-dire
qu�il existe a > 0 et b, deux constantes réelles telles que H1(x) = H2(ax+ b):
Proposition 3.3.2 Supposons que k = k(n) véri�e les conditions k !

1; n � k ! 1; k(n)n ! � et
p
n( kn � �) ! 0 pour une valeur de � 2 (0; 1):

Supposons aussi que, pour an > 0 et bn satisfaisant la condition (3.3), la suite
fFk(n): n � 1g véri�e, pour tout x 2 (H;H);

Fk(n)(anx+ bn)! H(x) = �fu(x)g (3.10)

Alors, pour tout � > 1; u(x) =
p
�u(a�x + b�) avec a� > 0 et b� deux

constantes.

Pour la démonstration de ces deux propositions nous aurons besoin du ré-
sultat classique de Khintchine sur la convergence des types.
Lemme 3.3.1 (Théorème des convergences des types)
Soit Fn(x) une fonction de répartition, soit cn > 0; dn et �n > 0 et �n des

suites de réels et G et T deux fonctions de répartition non dégénérées telles que
lim
n!1

Fn(dnx + cn) = G(x) et lim
n!1

Fn(�nx + �n) = T (x) pour tout x point

de continuité des limites.
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Alors, il existe deux réels A > 0 et B tels que T (x) = G(Ax + B) avec
A = lim

n!1
�n
dn
et B = lim

n!1
�n�cn
dn

.

Preuve : (voir Galambos 1978 p :61 L 2.2.3).
Démonstration de la proposition 3.3.1
Puisque k(n)! +1; n�k(n)! +1; k(n)n ! � 2]0; 1[ et

p
n(k(n)n ��)! 0;

et an > 0 et bn satisfont la condition (3.3); les hypothèses du théorème 3.3.1
sont satisfaites.
Nous avons alors, lorsque n! +1;

Fk(n)(anx+ bn) ! H1(x)

,
p
n

Pn
i=1 Fi(anx+ bn)� k(n)
fk(n)(n� k(n))g1=2 ! u1(x) (3.11)

où u1(x) est solution de l�équation fonctionnelle H1(x) = �fu1(x)g:
Puisque k(n)

n � � = �( 1p
n
) l�expression (3.11) équivaut à

p
n
1
n

Pn
i=1 Fi(anx+ bn)� �p

�(1��)
! u1(x); n! +1:

De la même façon nous obtenons, lorsque n! +1;

Fk0(n)(a
0
nx+ b

0
n) ! H2(x)

,
p
n

Pn
i=1 Fi(a

0
nx+ b

0
n)� �p

�(1��)
! u2(x):

Nous avons donc Fkn(anx+bn)! H1(x) et Fkn(a0nx+b
0
n)! H2(x): D�après

le lemme 3.3.1, il existe deux réels a > 0 et b où a = lim
n!1

a0n
an
et b = lim

n!1
b0n�bn
an

tels que �fu2(x)g = �fu1(ax + b)g soit H2(x) = H1(ax + b): Ce qui met �n à
la démonstration de la proposition 3.3.1.
Démonstration de la proposition 3.3.2
Avec les conditions sur k(n) et la condition (3.3), les hypothèses du théorème

3.3.1 sont satisfaites et nous avons alors

un(x) =
p
nf 1
n

nP
i=1

Fi(anx+ bn)� �g
1p

�(1��)

! u(x); n! +1: (3.12)

Pour � > 1 un entier naturel �xé, choisissons (us�)s>0 une sous-suite de
un:Nous obtenons, en utilisant (3.11)

um�(x) =
p
m�f 1

m�

[m�]P
i=1

Fi(am�x+ bm�)� �g
1p

�(1��)
! u(x)

qui implique

p
mf 1
m�

[m�]P
i=1

Fi(am�x+ bm�)� �g
1p

�(1��)
! u(x)p

�

= u1(x) (3.13)
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lorsque m! +1:
Posons k0(m) = [k(m�)� ] où [x] est la partie entière de x, nous avons

k0(m)! +1; lorsque m! +1: (3.14)

Puisque m� k0(m) � fm� � k(m�)g=� !1; alors

m� k0(m)!1 (3.15)

Nous avons en plus k0(m) qui véri�e

k0(m)

m
� � = k(m�)

m�
� � = o( 1p

m
) (3.16)

Les conditions (3.3), (3.14), (3.15) et (3.16) satisfont les hypothèses du
théorème 3.3.1 et nous avons alors

(3.13), Fk0(m)m(am�x+ bm�)! �fu1(x)g (3.17)

En résumé (3.14), (3.15), (3.16), (3.17) et les hypothèses de la proposition
3.3.2, par conséquent �(u(x)) et �(u1(x)) sont de même type et il existe deux
constantes a� > 0 et b�(avec � > 1) telles que

�(u1(x)) = �(u(a�x+ b�)); soit

u1(x) = u(a�x+ b�):

Puisque u1 =
u(x)p
�
; nous avons donc

u(x) =
p
�u(a�x+ b�):

Ce qui met �n à la démonstration de la proposition 3.3.2.

Démonstration du Théorème 3.3.2
La résolution de l�équation u(x) =

p
�u(a�x+b�)(voir Smirnov (1962, p.101-

106) donne les solutions suivantes

u1;�(x) =

�
�1 si x < 0
cx� si x � 0;

u2;�(x) =

�
�c1 jxj� si x < 0
1 si x � 0;

u3;�(x) =

�
�c2 jxj� si x < 0
c3x

� si x � 0;

u4(x) =

8<: �1 si x < �1
0 si � 1 � x � 1
�1 si x > 1;
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où c; c1; c2; c3 et � sont des réels strictement positifs.
D�où les quatre expressions di¤érentes de H(x) = �fu(x)g du Théorème

3.3.1.
3.3.2 Les lois limites de type Wu
Nous rappelons que, pour les v.a. i.i.d., Wu(1966) avait obtenu les di¤érents

types de lois limites possibles pour H(x) lorsque Fk(n)(anx+ bn)! H(x) avec
k(n)
n ! � 2]0; 1[ et

p
n(k(n)n � �)! +1 (n! +1):

Ces lois sont de la forme �(u(x)),

u1(x) =

�
� log x si x > 0
�1 si x � 0 ; u2(x) =

�
+1 si x � 0
�� log jxj si x < 0

;

u3(x) = x si x 2 R avec � > 0 une constante et �(:) une fonction de
répartition de la loi N(0; 1)
Dans le théorème suivant, nous allons étendre ce résultat au cas des variables

indépendantes mais non identiquement distribuées.
Théorème 3.3.3
Supposons que k(n) soit une suite croissante en n et telle que k(n) ! 1;

k(n)
n ! � 2]0; 1[ et

p
nfk(n)n � �g ! 1 lorsque n ! 1: Supposons que, pour

an > 0 et bn satisfaisant la condition (3.3) la suitefFk(n) : n � 1g véri�e, pour
tout x 2 (H;H); Fk(n)(anx+ bn)! H(x) = �(u(x)):
Alors H(x) ne peut appartenir qu�à l�un des trois types suivants

H1;a(x) =

�
�(a log x) si x > 0

0 si x � 0;

H2;a(x) =

�
�(�a log jxj) si x < 0

0 si x � 0;

H3(x) = �(x); si �1 < x < +1:
où �(x) est la fonction de répartition d�une loi normale centrée réduite.
Démonstration du théorème 3.3.3 La démonstration du théorème 3.3.3

nécessite la proposition suivante
Proposition 3.3.3
Supposons que, lorsque n! +1
1) k(n)! +1 , n� k(n)! +1; k(n) croissante et k(n)n ! � 2]0; 1[;
2) Fk(n)(anx+bn)! H(x) = �(u(x));et an > 0 et bn satisfaisant la condition

(3.3).
Supposons aussi l�existence de deux suites (ms)s et (ns)s telles que ms > ns

pour tout s, ms

ns
! �2 et nsp

k(ns)
(k(ns)ns

� k(ms)
ms

) ! �
p
1� �; lorsque s ! +1

où �1 < � < +1 et 1 � � < +1:
Alors il existe deux réels a > 0 et b tels que u(x) = �fu(ax+ b) + �g:
Démonstration de la proposition 3.3.3

Nous remarquons d�abord que, puisque k(n)
n ! � 2]0; 1[; lorsque n ! +1;

nous avons

un(anx+ bn) =
p
n

Pn
i=1 Fi(anx+ bn)� k(n)
fk(n)(n� k(n))g1=2 ! u(x)
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qui est équivalente à

np
k(n)

1p
1� �

fn�1
nP
i=1

Fi(anx+ bn)�
k(n)

n
g ! u(x):

Nous remarquons ensuite que

lim
n!+1

ms

ns
= lim

n!+1

k(ms)

k(ns)
= �2: (3.18)

En e¤et

nsp
k(ns)

(
k(ns)

ns
� k(ms)

ms
) =

ns
ms

p
k(ns)(

ms

ns
� k(ms)

k(ns)
)! �

p
1� �;

par hypothèse. Mais ms

ns
! �2; lorsque s! +1 et nous avons alors

ms

ns
� k(ms)

k(ns)
' �2�

p
1� �p

k(ns)
! 0; s! +1 car k(ns)! +1:

Donc

lim
n!+1

ms

ns
= lim

n!+1

k(ms)

k(ns)
= �2:

Maintenant nous avons, lorsque s!1;

nsp
k(ns)

1p
1� �

f 1
ns

nsP
i=1

Fi(ansx+ bns)�
k(ns)

ns
g

! u(x); s! +1 (3.19)

et

msp
k(ms)

1p
1� �

f 1
ns

nsP
i=1

Fi(ansx+ bns)�
k(ns)

ns
g

=
ms

ns

s
k(ns)

k(ms)
f nsp

k(ns)

1p
1� �

[
1

ns

nsP
i=1

Fi(ansx+ bns)�
k(ns)

ns
]g

! �u(x); lorsque s! +1

puisque ms

ns
! �2 et

q
k(ns)
k(ms)

! 1
� ; s! +1:

En plus

msp
k(ms)

1p
1� �

f 1
ns

nsP
i=1

Fi(ansx+ bns)�
k(ms)

ms
g

=
1p
1� �

f msp
k(ms)

[
1

ns

nsP
i=1

Fi(ansx+ bns)�
k(ns)

ns
] +

msp
k(ms)

[
k(ns)

ns
� k(ms)

ms
]g

! �u(x) + ��; s! +1: (3.20)
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Mais, d�après le théorème 3.3.1,

(3.19), Fk(ms)ms
(ams

x+ bms
)! �(u(x)) (3.21)

et

(3.20) , Fk(ms)ms
(ansx+ bns)! �f�(u(x) + �)g: (3.22)

En appliquant le lemme 3.3.1 à (3.21) et (3.22), nous obtenons l�existence de
deux réelles a > 0 et b où a = lim

n!+1
ams

ans
, b = lim

n!+1
bms�bns
ans

telles que

�(u(x)) = �f�(u(ax+ b) + �)g

soit

u(x) = �(u(ax+ b) + �): (3.23)

Ce qui achève la démonstration de la proposition 3.3.3.

Démonstration du théorème 3.3.3
La résolution de l�équation fonctionnelle (3.23) (résolution faite par Wu

(1966)) donne les solutions suivantes:

u1(x) =

�
a log x si x � 0;
�1 si x < 0:

u2(x) =

�
+1 si x � 0;
�a log jxj si x < 0:

u3(x) = x si �1 < x <1

où a > 0 est un réel. D�où les expressions di¤érentes de H(x) = �fu(x)g dans
le théorème 3.3.3.
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CHAPITRE 4 : LOIS LIMITES DES STATISTIQUES D�ORDRE
DANS LE CAS D�UNE NORMALISATION NON LINEAIRE

4.1 Introduction
Soit X1; :::; Xn un échantillon de variables aléatoires indépendantes et iden-

tiquement distribuées (i.i.d) de fonction de répartition (f.r.) commune F (x) =
P (X � x). Soient X1;n � X2;n � ::: � Xn;n les statistiques d�ordre associées à
cet échantillon et Fk(n)(x) = P (Xk;n � x) la f.r. de Xk;n. Comme nous avons
vu dans le chapitre 1, la théorie des valeurs extrêmes concerne, en partie, la
détermination de la loi du maximum Xn;n lorsque n est assez grand. Le cas
d�une normalisation linéaire anx+ bn avec an > 0 et bn des constantes réelles a
fait l�objet de nombreux travaux initiés par Fisher et Tipett [1928]. Gnedenko
[1943] a montré qu�il y a exactement trois types de lois limites pour Xn;n�bn

an
:

Le cas non linéaire a été rarement étudié. Une brève étude de ce cas a
été entreprise par Panchéva [1984]. Récemment Ravi et Praveena[2011] ont
travaillé sur la normalisation non linéaire bn jxjan sign(x) avec an > 0 et bn
des constantes réelles. Notre but est d�abord la caractérisation des lois lim-
ites du maximum Xn;n dans le cas d�une normalisation non linéaire. Il s�agit
de trouver les expressions di¤érentes de la fonction de répartition limite G(x)
telle que limn!1 P (Xn;n � bn(x)

an) = G(x), de donner les conditions néces-
saires et su¢ santes (C.N.S.) d�appartenance aux domaines d�attraction de ces
di¤érentes lois limites et d�expliciter les expressions de an et bn. Notre but aussi
est d�étudier la caractérisation des fonctions de répartition non dégénérées L(x)
d�une statistique centrale telles que limn!1 Fk(n)(bnxan) = L(x). Dans le cas
d�une normalisation linéaire, ce problème a fait l�objet de nombreuses études.
Smirnov [1962] a étudié ce problème sous l�hypothèse k(n)

n = � + tp
n
+ o( 1p

n
)

quand n!1, pour une valeur de t réelle. Wu [1966] a considéré le cas où t =1
. Cette étude a été développée par Balkema et de Haan [1978a] sous la forme
d�une théorie plus générale sur les limites des statistique d�ordre. Dans la sec-
tion 2 nous établissons les di¤érents types de lois limites dans le cas non linéaire
et nous donnons des conditions nécessaires et su¢ santes d�appartenance aux
domaines d�attraction de ces lois limites et dé�nissons des expressions générales
des constantes de normalisation an > 0 et bn > 0: Dans la section 3, nous
exposons les démonstrations des di¤érents résultats de la section 2 et donnons
des exemples. Dans la section 4 nous évoquons les di¤érentes lois limites pour
une statistique d�ordre centrale dans le cas d�une normalisation non linéaire en
précisant les C.N.S d�appartenance aux domaines d�attraction de ces lois. Dans
la section 5, nous donnons les démonstrations des résultats de la section 4.
4.2 Caractérisation des lois limites du maximum.
L�un des buts de cette section est d�établir le théorème 4.2.1 ci-dessous et la

caractérisation des lois limites.
Théorèm 4.2.1
Soient an > 0 et bn > 0 deux suites numériques, alors limn!1 P (Xn;n �

bnx
an) = G(x); x > 0, si et seulement si G appartient à l�un des trois types

suivants :
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�1(x) =

�
0 si x < 0

exp(�x�1) si x � 0 ;

H1;�(x) =

�
exp(�(log x)��) si x > 1
0 si x � 1 ;

H2;�(x) =

�
exp(�(� log x)�) si 0 < x � 1
1 si x > 1

;

où est un réel strictement positif:
L�autre but de ce paragraphe est de donner des conditions nécessaires et

su¢ santes d�appartenance aux domaines d�attraction d�une loi limite.
Dé�nition 4.2.1

Soit F une f.r. non dégénérée, nous dirons que F est dans le domaine
d�attraction de H , et nous notons F 2 DA(H) s�il existe deux suites de con-
stantes réelles strictement positives an > 0 et bn > 0 telles que

lim
n!1

P (Xn;n � bnxan) = H(x); x > 0:

Les conditions d�appartenance aux domaines d�attraction des lois limites �1;
H1;� et H2;� tiennent en compte le comportement de queue de la fonction de
répartition F . En notant xF = sup fx 2 IR : F (x) < 1g ; nous avons :
Théorème 4.2.2
(i) F 2 DA( 1) ssi xF = +1 et 1� F (x) = x�1L1(x) :
(ii) F 2 DA(H1;�) ssi xF = +1 et 1� F (x) = (log x)��L2(x):
(iii) F 2 DA(H2;�) ssi xF <1 et 1�F (xF e�

1
x ) = (log xF � 1=x)��L3(x);

où L1; L2 et L3 sont des fonctions à variation lente au voisinage de +1
(c-à-d limx!1

Li(tx)
Li(x)

= 1, 8t > 0 et i = 1; 2; 3):
Il reste en�n à déterminer les constantes de normalisation an > 0 et bn > 0

évoquées dans le théorème 4.2.1. En dé�nissant la fonction inverse généralisée
de F par

F (y) = inf fx 2 IR; F (x) > yg ; y 2 ]0; 1[ ;

nous obtenons le résultat suivant
Théorème 4.2.3
(i) Lorsque F 2 DA(�1) , un choix possible des constantes de normalisation

est
bn = 1 et an = F (1� n�1):

(ii) Lorsque F 2 DA(H1;�), un choix possible des constantes de normalisa-
tion est

an = logF
 (1� n�1) et bn = 1:

(iii) Lorsque F 2 DA(H2;�), un choix possible des constantes de normali-
sation est

an = log xF � logF (1� n�1) et bn = xF :

4.3 Démonstrations.
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Pour la démonstration du théorème 4.2.1, nous avons besoin du résultat
suivant :
Lemme 4.3.1
Soient X1; :::; Xn n variables aléatoires i.i.d. positives de f.r. commune F .
Notons Yi = logXi; 1 � i � n de fonction de répartition commune F1 nous

avons

F 2 DA f�1; H1;�; H2;�g , F1 2 DA f�; ��; 	�g respectivement:

Remarque
Nous avons xF1 = log xF :

En e¤et, soient Yi = logXi; 1 � i � n; (Yi) sont des variables aléatoires i.i.d.
de f.r. F1 et puisque la fonction log est croissante sur IR�+, Yi;n = logXi;n sont
les statistiques d�ordre correspondantes à Y1; :::; Yn.
Soient an > 0 et bn > 0 deux suites numériques, nous avons
P (Xn;n � bnxan) = P (logXn;n � log bnxan); x > 0

= P (Yn;n � an log x+ log bn)
= Fn1 (any + log bn); y 2 IR:

D�après le résultat de Gnedenko [1943], nous avons limn!1 Fn1 (any+log bn) =
G(y) avec G 2 f��;	�;�g.
Nous allons discuter trois cas possibles :
(i) Si G = ��; nous avons :
limn!1 F

n
1 (any + log bn) = ��(y); y > 0

et comme F1(x) = F (exp(x)); nous obtenons
limn!1 F

n(exp(any + log bn)) = ��(y)
,
limn!1 F

n(bnx
an)) = ��(log x) = H1;�(x); x > 1:

(ii) Si G = 	�; nous avons :
limn!1 F

n
1 (any + log bn) = 	�(y); y < 0

,
limn!1 F

n(exp(any + log bn)) = 	�(y); y < 0
,

limn!1 F
n(bnx

an) = 	�(log x) = H2;�(x); 0 < x � 1:
(iii) Si G = �; nous obtenons :

limn!1 F
n
1 (any + log bn) = �(y); y 2 IR

,
limn!1 F

n(exp(any + log bn)) = �(y); y 2 IR
,

limn!1 F
n(bnx

an) = �(log x) = �1(x); x > 0:
D�après (i), (ii) et (iii), nous obtenons le résultat du lemme 4.3.1.
4.3.1 Démonstration du théorème 4.2.1
Nous avons :
P (Xn;n � bnxan) = P (logXn;n � log bnxan); x > 0

= P (Yn;n � any + log bn); y 2 IR
= Fn1 (any + log bn)
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D�après le résultat de Gnedenko [1943], nous avons limn!1 Fn1 (any+log bn) =
G(y) avec G 2 f��;	�;�g ; en utilisant la démonstration du lemme 1. D�où le
résultat.
4.3.2 Démonstration du théorème 4.2.2
La démonstration du théorème 4.2.2 nécessite le résultat suivant:
Lemme 2
Soient X1; :::; Xn n variables aléatoires i.i.d. positives de f.r. commune F .
Supposons que limn!1 n(1� F (bnxan)) = u(x); 8x avec an > 0 et bn > 0,

alors

lim
n!1

P (Xn;n � bnxan) = e�u(x):

Ce résultat a été démontré par Galambos ([1978], Corollaire 1.3.1) dans le
cas d�une normalisation linéaire. La démonstration reste valable dans le cas non
linéaire.
Montrons le théorème 4.2.2.
Pour (i), en e¤et, si F 2 DA(�1) , F1 2 DA(�); en utilisant un résultat

classique caractérisant le DA(��) dans le cas linéaire(voir Embrecht [1997]),
nous avons :

xF =1; 1� F (x) = x�1L1(x);

où L1 est une fonction à variation lente V L1:
(ii) Lorsque F 2 DA(H1;�), F1 2 DA(��), alors
1 � F1(x) = x��l(x) (voir Embrecht [1997], Theorem 3.3.7 p 131) où l est

une fonction à variation lente, donc

1� F (x) = 1� F1(log x) = (log x)��l(log x) = (log x)��L2(x);

où L2 est aussi une fonction à variation lente; d�où le résultat.
Nous avons aussi xF1 = log xF ; donc xF = +1 puisque xF1 = +1:
(iii) Lorsque F 2 DA(H2;�), F1 2 DA(	�), donc

1� F1(xF1 � x�1) = x��L3(x)

où L3 est une fonction à variation lente, donc d�après un résultat de (Em-
brecht[1997] theorme 3.3.12 p135), nous obtenons

1� F (xF exp(�x�1)) = x��L3(x)

et xF <1, d�où le résultat.
4.3.3 Démonstration du théorème 4.2.3.
(i) Supposons queF 2 DA(�1):
En utilisant un résultat classique caractérisant le domaine d�attractionDA(��)

avec � = 1; dans le cas linéaire (voir Embrecht [1997], Thm 3.3.7, p 131), nous
obtenons : an = F (1� n�1) et bn = 1. D�ou le résultat
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(ii) Nous avons
F 2 DA(H1;�) , F1 2 DA(��): Un choix possible des constantes de nor-

malisation dans le cas linéaire (voir Embrecht [1997], Théorème 3.3.7 p 131) est
an = F

 
1 (1� n�1) et log bn = 0; dans le cas non linéaire nous pouvons choisir :

an = logF
 (1� n�1) et bn = 1: D�où le résultat.

(iii) F 2 DA(H2;�) , F1 2 DA(	�): Un choix possible des constantes de
normalisation dans le cas linéaire (voir Embrecht [1997], Théorème 3.3.12 p 135)
an = xF1 �F 1 (1� n�1) et log bn = xF1 ; dans le cas non linéaire nous pouvons
choisir : an = log xF � logF (1� n�1) et bn = xF : D�où le résultat.
Exemples
1)
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Pareto de paramètre 1 telle

que
1� F (x) = x�1; x > 1;

en prenant bn = 1 et an = F (1� n�1) = n; nous obtenons

Fn(bnx
an) = (1� (bnxan)�1)n = (1� (nx)�1)n ! �1(x); quand n!1:

Ainsi F 2 DA(�1):
2)
Soit F une fonction de répartition dé�nie par 1�F (x) = (log x)��1[e;1[(x):

En prenant an = n
1
� et bn = 1; nous obtenons pour x > e;

lim
n!1

Fn(bnx
an) = lim

n!1
(1� (log bn + an log x)��))n

= exp(�(log x)��)
= H1;�(x);

ainsi F 2 DA(H1;�):
3)
Soit F une fonction de répartition dé�nie par : 1�F (x) = (� log x)�1[ 1e ;1[(x);

en prenant an = n
1
� et bn = 1; on obtient pour 1

e < x < 1;

lim
n!1

Fn(bnx
an) = lim

n!1
(1� (� log bn � an log x)�)n = H2;�;

ainsi F 2 DA(H2;�):
4.4 Lois limites d�une statistique d�ordre centrale
Soit (Xn)n�1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identique-

ment distribuées (i.i.d.) de fonction de répartition (f.r.) commune F (x) =
P (X � x): Soient X1;n � X2;n � ::: � Xn;n les statistiques d�ordre associées
à X1; :::; Xn et Fk(n)(x) = P (Xk;n � x) la f.r. de Xk;n. Il est classique de
dire que Xk;n est une statistique d�ordre centrale lorsque k = k(n) , véri�e
k(n)
n ! �2 ]0; 1[ ; pour n ! 1. Notre but dans cette section est la carac-
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térisation des fonctions de répartition non dégénérée L(x) telles que pour des
constantes an > 0 et bn > 0; P (Xk;n � bnxan)! L(x); x > 0 avec k = k(n) sat-
isfaisant la condition

p
n(k(n)n ��)! 0; quand n!1: Nous y incluons aussi les

conditions nécessaires et su¢ santes d�appartenance aux domaines d�attraction
des f.r. L(x). Nous commençons d�abord par rappeler un résultat de Smirnov
[1962] sur les lois limites d�une statistique d�ordre centrale dans le cas d�une
normalisation linéaire.
Théorème A
Si k(n) véri�é k = k(n), n�k(n)!1; k(n)n ! � 2 ]0; 1[ avec

p
n(k(n)n ��)!

0; et si an > 0 et bn > 0 sont des constantes réelles telles que P (Xk;n �
anx+ bn)!M(x); lorsque n!1; alors M appartient à l�un des quatre types
suivants :

M1(x) =

�
0 si x < 0
�(cx�) si x � 0 ;

M2(x) =

�
�(�cjxj�) si x < 0
1 si x � 0 ;

M3(x) =

�
�(�c1jxj�) si x < 0
�(c2x

�) si x � 0 ;

M4(x) =

8<: 0 si x < �1
1
2 si � 1 < x � 1

1 si x > 1
:

où c; c1; c2 et � sont des réels strictement positifs et �(x) = 1p
2�

R x
�1 e

�u2

2 du
.
Notre résultat principal pour une statistique d�ordre centrale est le suivant :
Théorème 4.4.1
Supposons que k = k(n) véri�e les conditions k = k(n); n � k(n) ! 1;

k(n)
n ! �2 ]0; 1[ avec

p
n(k(n)n � �) ! 0; et si an > 0; bn > 0 telles que

P (Xk;n � bn(x)
an) ! L(x); x > 0 quand n ! 1; où L est une f.r. non

dégénérée, alors L appartient à l�un des quatre types suivants :

L1(x) =

�
0 si x < 1
�(c(log x)�) si x � 1 ;

L2(x) =

�
�(�cj log xj� si x < 1
1 si x � 1 ;

L3(x) =

�
�(�c1j log xj� si x < 1
�(c2(log x)

�) si x � 1 ;

L4(x) =

8<: 0 si x < e�1
1
2 si e�1 � x � e

1 si x > e
:

où � est la f.r. d�une loi N(0; 1) et c; c1; c2 et sont des réels strictement
positifs.
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L�autre but de ce paragraphe est de donner les (C.N.S.) d�appartenance aux
DA(L) où L 2 fL1; L2; L3; L4g. En notant g 2 V R�; pour une fonction g à
variation régulière d�indice au voisinage de 1 c�est-à-dire limx!1

g(tx)
g(x) = t

�;
t > 0; nous avons
Théorème 4.4.2
(i)
F 2 DA(L1) si et seulement s�il existe y0 � 0 telle que
10) F (y0y1) = � et 8k > 1; F (ky0) > � où y1 ! 1+:

20) F (yy0)+�
��F (y0y�1) ! 0; y ! 1+:

30) F (y0y)� � 2 V R�(0):
(ii)
F 2 DA(L2) si et seulement s�il existe y0 � 0 telle que
10) F (y0y2) = � et pout tout 0 < k < 1; F (ky0) < � où y2 ! 1�:

20)��F (y0y
�1)

F (y0y)�� ! 0; y ! 1+:

30) �� F (y0ex) 2 V R�(0):
(iii)
F 2 DA(L3) si et seulement s�il existe y0 � 0 telle que
10) F (y0) = � et pour tout k > 1; F (y0=k) < F (y0) < F (ky0):
20) F (y0y)�F (y0)

F (0y)�F (y0y�1) ! A; y ! 1+:

30) F (y0ex)� F (y0) 2 V R�(0):
(vi)
F 2 DA(L4) si et seulement s�il existe
10) a� < a�:
20) a� = a� = a�; F (y1e

a�) = �; F (y2e
a�) < �

et
8� > 0 F (ea�e�x)��

F (ea�ex)��) !1; quand y1 ! 1+ et y2 ! 1�:

30) a� = a� = a�;
F (y1e

a�) = F (y2e
a�) = �

et
p
n
n
F (y

�n+�n
2 e

�n��n
2 ea� � �

o
!

8<: �1 si y < e�1

0 si e�1 � y � e
+1 si y > e

;

�n et �n sont dé�nis par :

�n=inf
n
y > 0 : F (y(1�0)ea�)� � � 1p

n
� F (y(1+0)e�)� �

o
,

�n=inf
n
y > 0 : �� F (y(1�0)ea�) � 1p

n
� �� F (y(1+0)e�)

o
,

les constantes a� et a� sont dé�niées ainsi :
a� = inf fy : F (y) > �g et a� = sup fy : F (y) < �g :
4.5 Démonstrations
4.5.1 Démonstration du Théorème 4.4.1
Nous notons Y = logX; nous avons

P (Xk;n � bnx
an) = P (Yk;n � log(bnxan)); x > 0

= P (Yk;n � any + log bn); y 2 IR:

45



D�après le résultat de Smirnov [1962], nous avons

P (Xk;n � bnxan) = P (Yk;n � any + log bn)!M(y);

avec M 2 fM1;M2;M3;M4g ;en prenant L(x) =M(log x):
D�où le résultat.
4.5.2 Démonstration du Théorème 4.4.2
(i) Si F 2 DA(L1) , F1 2 DA(M1); en utilisant le théorème 4.4.1. et

un résultat classique caractérisant le domaine d�attraction DA(M1) dans le cas
linéaire (voir Smirnov [1962], theoreme 8a p 106) en notant y0 = ex0 ; k = e� et
y = ex; nous avons
F1 2 DA(M1)
()
10) 9x0 telle que F1(x0 + 0) = � et 8� > 0; F1(x0 + �) > �
20) 9x0 telle que F1(x+x0)��

��F1(x0�x) ! 0; x! 0+

30) 8t > 0 F1(x0+tx)��
F1(x0+x)�� ! t�; x! 0+

()
10) 9x0 telle que F (exp(x0 + 0)) = � et 8� > 0; F (exp(x0 + �)) > �
20) 9x0 telle que F (exp(x+x0))��

��F (exp(x0�x)) ! 0; x! 0+

30) 8t > 0; F (exp(x0+tx))��F (exp(x0+x))�� ! t�; x! 0+

()
10) 9y0 � 0 telle que F (y0y1) = � et 8k > 1; F (ky0) > �; y ! 1+

20) 9y0 � 0 telle que F (yy0)��
��F (y0y�1) ! 0; y ! 1+

30) 8t > 0; F (y0e
xt)��

F (y0ex)�� ! t�; x! 0+;donc G(x) = F (y0ex)� � 2 V R�(0)
(ii) Si F 2 DA(L2) , F1 2 DA(M2); en utilisant le Théorème 4.4.1 et

un résultat classique caractérisant le domaine d�attraction DA(M2) dans le cas
linéaire (voir Smirnov [1962], théorème 8b, p 111), nous avons F1 2 DA(M2) si
et seulement si
10) 9x0 telle que F1(x0 � 0) = � et 8� > 0; F1(x0 � �) < �
20) 9x0 telle que F1(x�x0)��

��F1(x0+x) ! 0; x! 0+

30) 8t > 0; F1(x0�tx)��F1(x0�x)�� ! t�; x! 0+

,
10) 9y0 � 0 telle que F (y0y2) = � et 8k > 1; F (y0k ) < �;
20) 9y0 � 0 telle que

F ( y
y0
)��

��F (y0y) ! 0; y ! 1+

30) 8t > 0; F (y0e
�tx)��

F (y0e�x)�� ! t�; x! 0+; alors G(x) = F (y0e�x)�� 2 V R�(0)
iii) Si F 2 DA(L3) , F1 2 DA(M3); en utilisant le théorème 4.4.1 et

un résultat classique caractérisant le domaine d�attraction DA(M3) dans le cas
linéaire (voir Smirnov [1962], théorème 8c, p 112), nous avons
F1 2 DA(M3)
()
10) 9x0 telle que F1(x0) = � et 8� > 0; F1(x0 � �) < F1(x0) < F1(x0 + �)
20) 9x0 telle que F1(x+x0)�F1(x0)

F1(x0)�F1(x0�x) ! A; x! 0+ où A est un réel positif
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30) 8t > 0; F1(x0+tx)�F1(x0)F1(x0+x)�F1(x0) ! t�; x! 0+

()
10) 9y0 � 0 telle que F (y0) = � et 8k > 1; F (y0k ) < F (y0) < F (ky0)
20) 9y0 � 0 telle que F (yy0)�F (y0)

F (y0)�F (y0y�1) ! A; y ! 1+

30) 8t > 0; F (y0e
tx)�F (y0)

F (y0ex)�F (y0) ! t�; x! 0+; alors F (y0ex)� F (y0) 2 V R�(0)

vi) Si F 2 DA(L4) , F1 2 DA(M4); en utilisant le théorème 4.4.1 et
un résultat classique caractérisant le domaine d�attraction DA(M4) dans le cas
linéaire (voir Smirnov [1962], théorème 9, p 123), nous avons
F1 2 DA(M4)
()
10) a� < a�
20) a� = a� = a�; F1(a� + 0) = �; F1(a� � 0) < �
et
8� > 0F1(a�+tx)��F1(a�+x)�� !1; quand x! 0+

30)a� = a� = a�; F1(a� � 0) = F1(a� + 0) = �
et
p
n
n
F1(x

�n+�n
2 + �n��n

2 + a�)� �
o
!

8<: �1 si x < �1
0 si� 1 � x � 1

+1 si x > 1

()
10) a� < a�
20) a� = a� = a�; F (y1e

a�) = �; F (y2e
a�) < �

et
8� > 0 F (ea�e�x)��

F (ea�ex�� )!1; quand y1 ! 1+ et y2 ! 1�

30) a� = a� = a�; F (y1e
a�) = F (y2e

a�) = � et

p
n
n
F (y

�n+�n
2 e

�n��n
2 ea�)� �

o
!

8<: �1 si y < e�1

0 si e�1 � y � e
+1 si y > e:
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Conclusion et Perspectives

Soient X1; X2; :::; Xn n variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de fonction de répartition commune F (x) = P (X1 � x):
Dans le chapitre 2, nous avons montré que, lorsque F 2 DA(�);

lim
n!1

P (

max
1�i1<:::<ik�n

(Xi1 +Xi2 + :::+Xik)� kbn

an
� x) = Hk(x) (�)

avec an > 0 et bn des constantes de normalisation.

Y�aurait-il possibilité de trouver des limites convenables pour max
1�i1<:::<ik�n

(Xi1+

Xi2 + ::: + Xik) moyennant des constants de normalisation lorsque F appar-
tiendrait aux domaines d�attraction DA(��) et DA(	�)?
Nous avons, dans notre cas, utilisé la fonction

h : (xi1 ; xi2 ; :::; xik)! (xi1 + xi2 + :::+ xik) de IR
k vers IR; pour

trouver (�):
On pourrait généraliser ce résultat en utilisant une fonction h : IRk ! IR

quelconque et en prenant F 2 {DA(��); DA(	�), DA(�)g:
Nous avons aussi établi, dans le chapitre 4, des conditions nécessaires et

su¢ santes d�appartenance aux domaines d�attraction des lois limites f�1; H1;�;
H2;�g dans le cas d�une normalisation non linéaire. Il serait intéressant de
chercher un estimateur pour l�indice � dans H1;� et H2;� et d�en étudier les
propriétés usuelles : convergences forte et faible et convergence en loi.
Ces estimateurs potentiels auront-ils des liens avec les estimateurs de Hill,

de Pickands et celui des moments si populaires pour l�évaluation de l�indice des
lois extrêmes dans le cas d�une normalisation linéaire?

48



Abstract : In this thesis, we �rst study the asymptotic limit laws for max-
ima of sums of i.i.d random variables in the case of a linear normalization. We
are particularly interested in the laws belonging to the dominant attraction of
Gumbel. Thereafter we establish limits results of central statistics order in the
case of independent but not identically distributed random variables. The case
of a non-linear normalization is studied in the last chapter where we characterize
the di¤erent limit laws for i.i.d. random variables.
Résumé : Dans ce mémoire, nous étudions d�abord des lois limites asymp-

totiques pour les maxima de sommes de variables aléatoires i.i.d. dans le cas
d�une normalisation linéaire adéquate. Nous nous y intéressons particulière-
ment à des lois appartenant au domaine d�attraction de Gumbel. Par la suite
nous établissons des résultats limites pour les statistiques d�ordre centrales dans
le cas de variables indépendantes mais non identiquement distribuées. Le cas
d�une normalisation non linéaire est étudié dans le dernier chapitre où nous car-
actérisons les di¤érentes lois limites du maximum pour les variables aléatoires
i.i.d.
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