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Résumé

Dans cette these nous étudions d'une part la relation entre le spectre de descente G e5(7T) d'un
opérateur linéaire borné T sur un espace de Banach X et le spectre G405 (T, B(X)) de descente de T
comme un élément de I'algere de Banach B(X). D’autre part, la relation entre Gy.5-(T) et le spectre

de descente essentielle 69, (T') de T. Plus précisément, nous étudions les deux questions suivantes :
(x) Sous quelles conditions sur T on a Ggese(T) = Cgese(T, B(X)) 7
(xx) Sous quelles conditions sur 7' on a Ggesc(T) = 65,,.(T) 7

La réponse a (x) est affirmative si T satisfait la SVEP. L’égalité est obtenue aussi lorsque toute com-
posante connexe de pges(T) (respectivement pg, (7)) rencontre le résolvant p(7) (respectivement

pp(T)). Pour la question (%), nous montrons que si 7* possede la SVEP, alors 6ges(T) = 6,,.(T).

Nous présentons aussi certains aspects de la théorie spectrale des semi-groupes (semi-groupes
fortement continus, semi-groupes intégrés) des opérateurs, notamment nous établissons les inclu-

sions spectrales d'un semi-groupe pour plusieurs parties du spectre.

Mots clés : descente, descente essentielle, Cy semi-groupe, semi-groupe intégré, générateur,

spectre



Abstract

In this thesis we study, on the one hand, the relation between the descent spectrum 6o (T)
of a bounded linear operator T on a Banach space X and Gyes(T,B(X)) the descent spectrum of
T as an element of Banach’s algebra B(X), on the other hand the relation between 6 .4(7T) and

69,s(T) the essential descent spectrum of 7. More precisely we study the two following questions :
(x) Under what conditions on T do we have Gge5e(T) = Cgese(T, B(X)) 7
(xx) Under what conditions on T' do we have Gyes(T) = 69,,.(T) ?

The answer to (%) is affirmative if T satisfies SVEP. Equality is also obtained when any connected
component of Pgesc(T) (respectively pg, (7)) meets the resolver p(T) (respectively p,(T)). Answering
question (xx), we show that if 7% has SVEP, then Gges(T) = 69,,.(T).

We also present some aspects of the spectral theory of the semi-groups (strongly continuous se-
migroups, integrated semi-groups) of the operators, in particular we establish the spectral inclusions

of a semi-group for several parts of the spectrum.

Key words : descent, essential descent, Cp semigroup, integrated semigroup, generator, spec-

trum.



Introduction Générale

Soit T un opérateur linéaire borné sur un espace de Banach complexe X. La descente d(T) de
T est définie par 1'égalité d(T) = min{n € N : R(T") = R(T""!)}. Le spectre de descente de T est
I'ensemble Gge5e(T) = {A € C:d(T —\) = oo}. La descente essentielle d,(T) de T est définie par
légalité d,(T) = min{n € N : dimR(T”)/R<Tn+l> < oo}, avec la convention que min@ = oo. Le spectre
de descente essentielle de T est I'ensemble 69, (T) = {A € C:d (T — L) = o0}. Si 4 est une algebre
de Banach, le spectre de descente d'un élément a € 4 (noté Gyesc(a,A4)) est défini comme le spectre
de descente de I'opérateur de multiplication a gauche par a sur 4. Nous disons qu’'un opérateur
T € B(X) satisfait Iégalité du spectre de descente (ESD), si le spectre de descente de T en tant

qu’opérateur coincide avec le spectre de descente de T comme élément de I'algebre B(X).

Dans [23, Proposition 2.1] A. Kaidi et A. Rodriguez Palacios ont montré le résultat suivant : Si

T est un opérateur linéaire borné sur un espace Banach X. Alors
Gdesc(T) - Gdesc(T7 Q%(X)) (1)

En outre, cette inclusion devient une égalité si X satisfait la "propriété de factorisation” suivante :

Pour tous F,G € B(X) tels que R(F) C R(G), il existe S € B(X) tel que F = GS.

Ils ont démontré aussi dans ce méme article ([23, Théoreme 2.8]) qu’il existe un espace de Banach
X et T € B(X) tels que 0 € Gge5e(T, B(X))\Ouesc(T), ce qui montre qu’en général I'inclusion (1) est

stricte.

Dans [23, Corollaire 2.6], A. Haily, A. Kaidi et A. Rodriguez Palacios ont étudié et caractérisé
les espaces de Banach X vérifiant le probleme d’égalité du spectre de descente, par exemple les
espaces de Banach qui sont isomorphes & ¢! (I) ou £2(I), en particulier si H est un espace de Hilbert

et T € B(H), alors Gyese(T) = Ggese (T, B(H)).



Les mémes auteurs ont prouvé que si T € B(X) est un opérateur dont le spectre o(T) est
d’intérieur vide, alors Gges(T) = G gesc (T, B(X)).
Nous avons remarqué que nous pouvons construire un opérateur 7' satisfaisant 1’égalité du spectre
de descente tel que l'intérieur du spectre o(T) est non vide. Par exemple, si T est l'opérateur
de décalage droit bilatéral sur 'espace de Hilbert ¢2(Z), défini par T(x,), = (Xu_1), pour tout
(Xp)nez € 12(Z), alors 6(T) =D et Gyese(T) = Ggese(T,B(X)). Ce qui nous a motivé a poser la
question suivante : Soit T € B(X) dont 6(7T) est d’intérieur non nécessairement vide, sous quelles

conditions on a Ggese(T) = Ogese (T, B(X)) 7

D’autre part, nous disons qu'un opérateur T € B(X) satisfait I’égalité du spectre de descente
essentielle (ESDE), si le spectre de descente de T coincide avec le spectre de descente essentielle de

T.

Dans [9], Olfa Bel Hadj Fredj a montré que si T est un opérateur linéaire borné sur X, alors

Ogesc(T) S Oaesc(T) (2)
En outre, 'inclusion ci-dessus devient une égalité si 6(7) est dénombrable.

Dans [12], M. Burgos, A. Kaidi, M. Mbekhta et M. Oudghiri, ont montré que si T est 'opérateur
de décalage droit unilatéral défini sur £2(N), alors Gyes(T) contient le disque unité fermé et 64, (T)

est contenu dans le cercle unité. Ce qui montre qu’en général I'inclusion (2) est stricte.

Nous pouvons construire un opérateur 7" satisfaisant 1’égalité Gges(T) = 69,,.(T) sans que o(T')
soit dénombrable. Par exemple, soit H I'espace de Hilbert £2(N) muni de la base canonique {ey, ez,...}
et T € B(H) 'opérateur défini par T'(x1,x2,...) = (5,0,x2,x3,...), oll (x)n € /2(N). Dans [1], P.Aiena
a prouvé que oy, (T) =T U{3}, olt T désigne le cercle unité, donc o(T) est non dénombrable.
Cependant, T satisfait I’égalité du spectre de descente essentielle (Voir chapitre 2). Naturellement,
on se pose la question suivante : Si T € B(X) tel que 6(T) est non nécessairement dénombrable,

sous quelles conditions sur T I'égalité Gyese(T) = 69,,.(T) doit étre satisfaite ?

Pour un opérateur fermé A a domaine dense dans un espace de Banach X, nous considérons le

probleme de Cauchy suivant :

u' (1) = Au(t)
u(0) = xo

Il est bien connu que si A engendre un Cp semi-groupe (T'(¢));>0 et si la donnée initiale xo est dans

8



le domaine de A, alors 'application € [0,00) — T'(f)xg est solution unique du probléme de Cauchy.
Nous disposons alors d’un résultat d’existence et d’unicité de solution pour le probleme de Cauchy
sus-cité sans aucune information qualitative sur celle-ci. Une des approches classiques pour dégager
des informations sur la solution u(r) consiste a étudier directement le spectre du semi-groupe T (t).
Dans de nombreuses applications, on ne dispose que de l’expression explicite du générateur A.
D’o1, la nécessité d’avoir des informations sur le spectre du semi-groupe 7T'(¢) en terme de celui du

"¢ nous a amené

générateur A. L'interprétation intuitive du semi-groupe T'(f) comme étant un
a croire que le spectre du semi-groupe T'(¢) peut étre déduit du spectre du générateur A par une
relation de la forme ¢'°) = (T (¢)). Malheureusement, cette égalité est fausse en général, comme
le montre I'exemple suivant : Soit 7T'(f);>0 le groupe de rotation sur X = LP(T"), ou 1 < p < o et
I" désigne le cercle unité (voir [22, exemple 2.6 (iv)]). Le spectre de son générateur est 6(A) = iZ,
donc €@ est dénombrable. Mais chaque ¢ avec k € Z, est une valeur propre de T(t). Sit/2m
est irrationnel, ces valeurs propres forment un sous-ensemble dense de I' et puisque le spectre est
toujours fermé, on obtient 6(7(¢)) =T, qui est non dénombrable. Cependant, I'inclusion spectrale

¢'9(4) C (T (1))\{0} est toujours vérifiée.

En 1979, R. Derndinger et R. Nagel [16] ont montré que si (T'(z));>0 est un Cop-semi groupe et A
son générateur, alors on a e/ C (T (1))\{0}, €7 C 6,(T(¢))\{0} et ') C 5,(T(r))\{0}.
En 2001, A. El Koutri et A. Taoudi dans [21] ont prouvé que ¢’ C o (T(r))\{0}. Plus tard,
un résultat similaire a été obtenu pour le spectre essentiel de Kato par A.El Koutri et A.Taoudi
[20]. Par ailleurs, ’étude des inclusions spectrales similaires pour les différentes parties du spectre

s’avere essentielle. Ceci fera 'objet du troisieme chapitre.

La notion des semi-groupes intégrés a été introduite par Arendt dans [3], [5] et a été développée
dans plusieurs directions voir([17], [54]). L’exemple le plus simple d’'un semi-groupe intégré est
I'intégrale d’'un Cy semi-groupe, c’est-a-dire si A génere (T (f));>0 comme un Cyp semi-groupe sur X,
alors A géneére aussi (S(t));>0 comme un semi-groupe intégré sur X, ot S(t) = [ T(s)ds. Arendt a
montré que les semi-groupes adjoints de Cy semi-groupe sur des espaces de Banach non-réflexifs sont
des semi-groupes intégrés qui ne sont pas des intégrales de Cy semi-groupe. Il a également montré
que si A génere un semi-groupe intégré S(r), alors le probleme de Cauchy a une solution classique

unique pour tout x € D(A2) voir([25]).

En 1993, dans [14], Colin R. Day a montré que si (S(¢));>0 est un semi groupe intégré et A son

générateur, alors [§e°Wds C o(S(1)), [5e°rWds C 6,(S(1)) et [ Wds C 6,(S(1)).



Une question apparait de fagon naturelle : cette inclusion spectrale est-elle vraie pour les autres

parties du spectre usuel d'un semi-groupe intégré ?

Cette these se compose de quatre chapitres et organisée de la facon suivante :
Nous commencons par un chapitre introductif qui a pour but de présenter les définitions et les
résultats qu’on utilisera dans la suite de ce travail. Nous rappellons des résultats sur les opérateurs
fermés et quelques résultats fondamentaux sur les semi-groupes (semi-groupes fortement continus,

semi-groupes intégrés) qui jouent un role essentiel dans ce travail.

Le deuxiéme chapitre consiste a étudier d’une part, la relation entre le spectre Gge5(T) de
descente d'un opérateur linéaire borné T sur un espace de Banach X et le spectre de descente
Gdesc(T,B(X)) de T comme un élément de l'algere de Banach B(X). D’autre part, la relation entre
Ggesc(T) et le spectre 69, .(T) de descente essentielle de T. Ce chapitre comporte trois sections.
Dans la premiere, nous montrons qu’un multiplicateur sur une algebre de Banach commutative

semi-primaire satisfait la propriété d’égalité du spectre de descente (ESD).

Dans la deuxiéme section, nous établissons le résultat suivant : Si T € B(X), alors
Gdesc-<T) - Gdesc(T> Q;(X)) - GdeSC(T) US(T)

De ce résultat, on déduit que si T possede la propriété de I'extension unique (SVEP)(voir [2], [32]),
alors T satisfait la propriété ESD, ce qui généralise le résultat donné par A. Haily, A. Kaidi et A.
Rodriguez Palacios dans [23, Corollary 2.15].

Lorsque T est supercyclique, la propriété (ESD) est obtenue par I'adjoint 7* dans l'algebre B(X™).
Nous montrons aussi dans cette section que, si T € B(X) et D un sous ensemble fermé de C tel que

6(T)=04(T)UD, alors
Gesc(T)Uint (D) = O gese (T, B(X)) Uint (D)

Par conséquent, si l'intérieur de 6,(7T') est vide ou G, désigne le spectre d’ascente, le spectre semi-
Browder supérieur et le spectre semi-Weyl supérieur, alors T satisfait la propriété ESD.

Nous prouvons aussi que si toute composante connexe de la résolvante de descente pges(7) rencontre
le résolvant p(T'), alors T satisfait la propriété ESD.

Nous terminons cette section par le résultat suivant : Si toute composante connexe de la résolvante

surjective py,(T) rencontre la résolvante ponctuelle p,(7), alors T satisfait la propriété (ESD).
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Dans la derniere section, nous abordons la deuxieme question. Nous montrons d’abord que
Gesc(T) =65,,.(T) US(T*). La réponse est positive & cette question si T* satisfait la SVEP. Ce qui
généralise le résultat donné par Olfa Bel Hadj Fredj dans [9, Corollaire 2.10]. Donc en particulier
'égalité est obtenue lorsque T est décomposable ou satisfait la propriété (8)(voir [29]). Dans le cas
d’un opératur supercyclique, on établit que si T € B(X) est un opérateur supercyclique, alors T

satisfait la propriété (ESDE).

Nous établissons dans cette section que si T € B(X) et D un sous ensemble fermé de C tel que

65u(T) = ok (T)UD, alors

Guese(T) Uint(D) = 6¢,(T) Uint(D)

On peut remplacer D par S(T*) dans le résultat précédent. Donc, en particulier si T* possede la

SVEP, alors T satisfait la propriété (ESDE).

Nous terminons cette section par le résultat suivant : Si T € M(A4) est un multiplicateur sur une

algebre de Banach semi-primaire, réguliere et commutative 4, alors T satisfait la propriété (ESDE).

Le troisieme chapitre est consacré a présenter certains aspects de la théorie spectrale des Cp semi-
groupes (semi-groupes fortement continus) d’opérateurs linéaires bornés sur X, notamment, nous
établissons les inclusions spectrales d’'un Cp semi-groupe pour plusieurs parties du spectre. Pour se
faire, nous organisons ce chapitre sous forme de trois sections. Dans la premiere section, nous allons
commencer par prouver le résultat suivant : si A est le générateur d'un Cp semi groupe (7'(¢));>0 et
si By(t) = [3eM )T (s)ds ot A€ C et t >0, alors il existe deux opérateurs linaires bornés F () et
Gy (1) de B(X) tels que pour tout x € X, F(t)x € D(A) et (A—A)F(t) + Gy (t)By(t) =tI. De plus, les
opérateurs A —A, F) (1), Gy(t) et By(t) commutent deux a deux.

En se basant sur ce dernier résultat, on montre que si (7'(¢));>0 est un Cp-semi groupe et A son

générateur infinitésimal, alors pour tout A€ C, t >0 et n € N, il existe H,(t),L,(t) € B(X) tels que :
L. Vx€ X, Hy(t)x € D(A") et (A—A)"H,(t) + Ly (t)By(t) =1 ;
2. les opérateurs (A—A)", Hy(t), Ly(t) et By(t) commutent deux a deux.

De ce résultat, on déduit que si A est le générateur infinitésimal d’un Cp-semi-groupe (7'(¢));>0 sur
X et si pour tout A € C et n € N, R(eM — T(r))" est fermé, alors R(A—A)" Dest aussi.

Ces résultats ont une importance particuliere dans la suite de notre travail.

Dans la section 2 de ce chapitre, nous allons montrer que pour tout ¢ > 0, on a €/®4) C
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6,(T(1))\{0}, ou o, désigne le spectre quasi-Fredholm, spectre de descente, spectre d’ascente,

spectre de Drazin, spectre de descente essentielle et le spectre de d’ascente essentielle.

Dans la troisieme section, nous prouvons aussi que l'inclusion spectrale des Cp-semi-groupes
reste vraie pour le spectre de Saphar noté og,, et Saphar essentielle Gg‘ap' Comme conséquence
des résultats précédents, nous avons le résultat de stabilité suivant : Soit (7'(¢));>0 un Cp-semi
groupe borné de générateur A. Si Gg4p(A) NIR =0, alors (T'(t));>0 est stable. Ensuite, nous don-
nons un résultat de stabilité exponentielle uniforme pour les semi-groupes bornés. Rappelons qu'un
Co-semi groupe (T (t));>0 est dit uniformément exponentiellement stable s’il existe € > 0 tel que
limy_, 4o €®||T(¢)]| = 0. Plus précisément, nous allons montrer que (7(¢));>0 est uniformément expo-
nentiellement stable si, et seulement si, il existe 5 > 0 tel que 654, (T (1)) NI =0, ot I" désigne le

cercle unité de C.

L’objectif du quatrieme chapitre est de mener une étude similiaire a celle établie dans le troisieme
chapitre pour les semi-groupes intégrés. Nous commencons la section 1 de ce chapitre en établissant
le résultat suivant : Soit A le générateur d’un semi-groupe intégré (S(r));>0. Pour A€ C et t > 0, on

pose Dy (t)x = [ *=)S(s)xds. Alors, pour tout n € N, on a :
1. ( St ersds — S(t)) x=(A—A)D,(1)x,¥x € X,
2. ( Jhersds — S(t)) x =Dy (t)(A—A)x,¥x € D(A),
3. R ( I eMds—S(z))" CR(L—A)",
L NGy Cn(f e“ds—S(t))rl.
Nous allons prouver que si A € C, £ >0 et Ly (1)x = [j e ™D (s)xds, alors :
1. Ly(t) est un opérateur borné sur X .

2. Vx € X, Ly(t)x € D(A) et (A—A)Ly(t) 4+ Gy (t)Dy(t) = dp. (1) avec Gy(t) = e MI et 0y (1) =

[y Jae *xdodr.
3. Les opérateurs Ly (t), Gy(t), Dy(t) et (A—A) commutent deux a deux.

A noter que I'égalité (A —A)Ly (1) + Gy (1)Dy(t) = 05(¢)] a une importance particuliere dans les
preuves des résultats, comme nous le verrons dans la suite. En particulier, nous 'utilisons pour

prouver les inclusions spectrales des semi-groupes intégrés.

Dans la deuxieme section, nous allons continuer a développer la théorie spectrale pour les semi-

groupes intégrés. Nous montrons que si (S(¢));>0 est un semi-groupe intégré de générateur A, alors
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pour tout ¢ >0, [3e*%Wds C 6,(S(t)) ot 6, désigne le spectre semi-Fredholm supérieur, spectre
semi-Fredholm inférieur, spectre de Fredholm, spectre quasi-Fredholm, spectre de Fredholm, spectre
de Kato, spectre de Kato essentielle, spectre de Saphar, spectre de Saphar essentielle, spectre de
descente, spectre d’ascente, spectre semi-Browder supérieur, spectre semi-Browder inférieur, spectre

de Browder, spectre de descente essentielle et le spectre d’ascente essentielle.
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Chapitre

Préliminaires

L’objectif de ce chapitre est de rappeler 'essentiel des notions et résultats utilisés tout au
long de ce travail. Pour faciliter 'approche et la lecture de ce chapitre nous avons omis, volontiers,
certains détails et présenté des versions particulieres de certains résultats. Pour les lecteurs désireux
de plus de détails, des références a la littérature seront systématiquement données. Le chapitre est
organisé comme suit : En premier lieu, nous rappelons quelques définitions et résultats sur la théorie
spectrale des opérateurs fermés. La deuxiéme section a pour objet de présenter les définitions et
les principaux résultats de l'ascente et la descente d’un opérateur qui seront utilisé fréquemment
dans ce travail. La troisieme section, est consacrée a la présentation des semi-groupes (semi-groupes
fortement continus, semi-groupes intégrés) et quelques propriétés que l'on utilisera dans les deux

derniers chapitres.

1.1 Rappels et notations

Dans ce travail, X désigne un espace de Banach complexe et B(X) l'algebre des opérateurs
linéaires bornés sur X. Dans cette section nous présentons les définitions et les principaux résultats
sur les opérateurs fermés. Soit A un opérateur fermé de domaine D(A), on note A*, N(A), a(A),
R(A), B(A), 6(A), 6,(A), 64p(A), O5u(A), respectivement 1’adjoint, le noyau, la dimension du noyau,
I'image, la codimension de l'image, le spectre, le spectre ponctuel, le spectre approximatif, et le

spectre surjectif de A sont définis respectivement par :

6(A) ={A € C, A—AI n’est pas bijectif }
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6,(A) ={h € C, A—M\ n’est pas injectif }
Gup(A) ={A € C, A— A n’est pas borné inférieurement }
G5 (A) ={A € C, A—AI n’est pas surjectif }

Le résolvant p(A) de A est le complémentaire de 6(A) dans C, c’est un ouvert, et donc le spectre
6(A) est fermé, voir[22]. L’application R(.,A): A € p(A) — (M —A)~! € B(X) s’appelle la résolvante
de A.

1.1.1  Opérateur de Fredholm

Définition 1.1.1. [10] Soit A un opérateur fermé, on dit que :

1. A est un opérateur semi-Fredholm supérieur (resp. inférieur) si R(A) est fermé et o(A) fini
(resp. B(A) fini).

2. A est semi-Fredholm s’il est semi-Fredholm inférieur ou semi-Fredholm supérieur. Dans ce cas
I'indice de A est par définition ind(A) = a(A) —B(A).

3. A est un opérateur de Fredholm s’il est semi-Fredholm inférieur et semi-Fredholm supérieur..

Les spectres associés aux classes d’opérateur définis ci-dessus sont :

Le spectre semi-Fredholm supérieur :

ouf(A) ={A e C, A—AI n’est pas semi-Fredholm supérieur }
Le spectre semi-Fredholm inférieur :

617(A) = {A € C, A—Al n’est pas semi-Fredholm inférieur }
Le spectre de Fredholm :

67(A)={AeC, A—A n’est pas de Fredholm }
Le spectre semi-Fredholm :
os7(A) ={A € C, A—A n’est pas semi-Fredholm }

Evidemment, o,7(A) = 6,r(A)Noyr(A) et 64(A) =0,7(A)Uc;r(A). Notons que si A est borné alors

ces ensembles sont non vides et compacts dans C, voir[39].
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Les opérateurs quasi-Fredholm ont été introduites par J. P. Labrousse [31] comme une généralisation

des opérateurs semi-Fredholm. Posons :
A(A)={neN,Ym>n,R(A")NN(A) =R(A")NN(A)}
et on appelle degré d’itération stable de A, noté dist(A) la quantité dist(A) = infA(A) avec inf0 = oo.

Définition 1.1.2. [10] Soit A un opérateur fermé, on dira que A est quasi-Fredholm de degré d € N,
si:

1. dis(A)=d;

2. Vn>d, R(A") est fermé dans X ;

3. R(A)+N(A?) est fermé dans X.

Le spectre quasi-Fredholm d’un opérateur fermé A est défini par :
64r(A) :={A € C, A—AI n’est pas quasi-Fredholm }

Si T € B(X), alors 64r(T) est un compact.

Définition 1.1.3. [10] Soit A un opérateur fermé, on dit que :
1. A est un opérateur semi-Weyl supérieur s’il est semi-Fredholm supérieur d’indice négatif.
2. A est un opérateur semi-Weyl inférieur s’il est semi-Fredholm inférieur d’indice positif.

3. A est un opérateur de Weyl s’il est de Fredholm d’indice nul.

Les spectres associés aux classes d’opérateur définis ci-dessus sont :

Le spectre semi-Weyl supérieur :

ouw(A) ={A € C, A— Al n’est pas semi-Weyl supérieur }
Le spectre semi-Weyl inférieur :

ow(A) ={A € C, A— A n’est pas semi-Weyl inférieur }

Le spectre de Weyl :
6,(A) ={A e C, A—AI n’est pas Weyl }
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1.1.2 Opérateur de Kato

On considere les deux chaines des sous-espaces noyaux et images associés a A :
N(A") C N(A"™1) et R(A"™) CR(A"),n >0
En général, ces inclusions sont strictes. Le noyau généralisé et 'image généralisée de A sont :

N*(A) = | JN(A") et R(A) = (R(A")

n>0 n>0
Le spectre semi-régulier a été introduit par Apostol [6] pour les opérateurs sur les espaces de Hilbert
et successivement étudié par plusieurs auteurs, Miiller [38], Rakocevié¢ [43], Mbekhta et Ouahab [35]
et Mbekhta [34] dans le contexte plus général agissant sur les espaces de Banach. Pour définir les

opérateurs semi-réguliers, on a besoin du lemme, purement algebrique, suivant :
Lemme 1.1.1. [1][39] Soit A une application linéaire dans un espace vectoriel dans lui-méme, alors
les conditions suivantes sont équivalentes :
1. pour tout m >0, N(A) C R(A™);
2. pour tout n >0, N(A") CR(A);
3. pour tout n >0, pour tout m > 0, N(A") C R(A™);
4. pour tout n >0, pour tout m >0, N(A") = T™(N(A"™™));
5. N*(A) CR(A);
6. N(A)CR*(A);
7. N°(A) CR™(A).
Définition 1.1.4. [36] Un opérateur fermé A est dit semi-régulier si R(A) est fermé et il vérifie

I'une des conditions du lemme 1.1.1.

Remarque 1. Un opérateur semi-réqulier est connu aussi dans la littérature par opérateur de
Kato.

Pour une version essentielle de la semi-régularité, nous utilisons la notation suivante :

Définition 1.1.5. [39] Soit M,L C X deux sous-espaces de X, on dit que M est inclus dans L
essentiellement et on note M C, L, s’il existe un sous-espace F de X de dimension finie, tel que

MCL+F.
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Définition 1.1.6. [36][39] Un opérateur fermé A est dit essentiellement semi-régulier si R(A) est
fermé et N(A) C, R™(A).

Le spectre semi-régulier d’un opérateur fermé A est défini par :
ok(A) =: {A € C; A— A n’est pas semi-régulier }
et sa version essentielle par :

Ges(A) =: {A € C; A— Al n’est pas essentiellement semi-régulier }

Proposition 1.1.1. [39] Si A € B(X), alors :
1. 0k(A) et O5(A) sont toujours compacts non vides du plan complexe C.

2. Pour toute fonction analytique f sur un voisinage du spectre 6(A), on a :

ok (f(A)) = f(ok(A)) et 0s(f(A)) = f(Ces(A))

Définition 1.1.7. [36] Un opérateur fermé S s’appelle un inverse généralisé de A si R(A) C D(S)
R(S) C D(A), ASA = A sur D(A) et SAS = S sur D(S), ce qui est équivaut & R(A) C D(S), R(S) C D(A)
ASA =A sur D(A).

Y
9

Définition 1.1.8. Un opérateur fermé A s’appelle un opérateur de Saphar si A a un inverse gé-
néralisé et N(A) C R*(A), ce qui équivaut a A est un opérateur de Kato qui admet un inverse

généralisé.

Si nous supposons dans la définition ci-dessus que N(A) C, R*(A), A est dit un opérateur essen-

tiellement Saphar. Les spectres de Saphar et essentiellement Saphar sont définis par :
Gsqp(A) ={A € C:A—AlI n’est pas de Saphar }

05,p(A) ={A € C:A— Ll n'est pas essentiellement Saphar }

Proposition 1.1.2. [39] Si A € B(X), alors :
1. O5ap(A) et 6%, ,(A) sont toujours compacts non vides du plan complexe C.

2. Pour toute fonction analytique f sur un voisinage du spectre 6(A), on a :

Gsap(f(A)) = f(Osap(A)) et 05,,(f(A)) = f(05,,(A))
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1.1.3 Propriété de I’extension unique

Définition 1.1.9. [2][32] Soit A un opérateur fermé dans l’espace de Banach X et A € C, on dit que
A admet la propriéte de I’extension unique en A (et on note A a la SVEP en A) si f =0 est la seule

solution analytique dans un voisinage de A de I"équation : (A —ul)f(u) = 0. On dira aussi que A a

la SVEP si VA€ C, A ala SVEP en A.

On note

S(A) :={AeC: A n’admet pas la SVEP en A}

Alors A admet la SVEP si, et seulement si S(A) = 0. Si A est un opérateur borné sur X, alors S(A)
est ouvert et S(A) C 6,(A), donc int(6,(A)) = 0 implique que A possede la SVEP, en particulier
tout opérateur de spectre totalement discontinu possede la SVEP, d’ou les opérateurs compacts et
les opérateurs algebrique possedent la SVEP. Evidemment A admet la SVEP en tout point de p(A),

et aussi en tout point de do(A), en particulier en tout point isolé du spectre.

Proposition 1.1.3. [32] Soit A un opérateur fermé dans un X et supposons qu'’il existe Ag € C tel

que Aol — A soit surjectif et non injectif alors A n’a pas la SVEP en Ag.

Proposition 1.1.4. [32] Soit A un opérateur fermé tel que A a la SVEP, alors A € 6(A) si et

seulement si Al —A n’est pas surjectif.

Donc la SVEP permet de réduire le spectre dans le sens suivant :

Corollaire 1.1.1. [32] Soit A un opérateur fermé.
1. Si A admet la SVEP, alors 6(A) = 64,(A) ;
2. Si A* admet la SVEP, alors 6(A) = 04, (A).
Définition 1.1.10. [2][32] Soit A un opérateur fermé et x € X fixé, notons pa(x) 'ensemble des

A € C tel que, il existe un voisinage %} de A dans C et une fonction f: 7} — D(A) analytique (dans
1)) vérifiant :

(A—ul)f(u) =x,Yue 1

pa(x) est appelé I'ensemble résolvant local de A en x, son complémentaire dans C, qu’on note G4 (x)

est le spectre local de A en x.
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Il est immédiat de vérifier les propriétés suivantes :

Proposition 1.1.5. [1], [39] Soit A € B(X). On a les propriétés suivantes :
1. 64(0)=0;
2. os(0x) =04(x), VAo £ 0,x€X;
3. 0a(x+y) Coa(x)Uoca(y),Vx,y e X;

4. Pour tout § € B(X) qui commute avec A, x € X, 64(Sx) C 64(x);

5. UGA(x) =05(A);

xeX
6. Caas(x®y) =04(x)Uos(y), avec S € B(X), x,y € X ;

Pour chaque sous-ensemble F de C, on définit le sous-espace spectral local de A associé a F par
X4(F) = {x € X : 64(x) C F}. Evidemment, X4 (F) est un sous-espace hyperinvariant de A, mais pas
toujours fermé. On dit que A possede la condition de Dunford C, si pour tout fermé F de C 'espace

Xa(F) est fermé, (voir [1], [28]).

Définition 1.1.11. [1] On dit qu'un opérateur A € B(X) est décomposable si, pour tout recouvre-
ment ouvert {Uj,U>} du plan complexe C, il existe deux sous-espaces A invariants fermés Y; et ¥»

de X tels que Y1 +Y2 =X et 6(Ay,) C Uy pour k € {1,2} .

Définition 1.1.12. [28] On dit qu'un opérateur A € B(X) satisfait la condition de Bishop (B) si
pour tout ouvert U de C et pour toute suite (f,)qen de fonctions analytiques sur U a valeurs dans
X, (A—pu) fa(u) converge vers zéro dans O(U,X) entraine f,(u) converge vers zéro dans O(U,X), ou
O(U,X) désigne l'espace de Fréchet des fonctions analytiques sur U a valeur dans X muni de la

topologie de la convergence uniforme sur les compacts de U.

Définition 1.1.13. [28] On dit qu'un opérateur A € B(X) satisfait la propriété de décomposition
(8), si pour tout x € X et pour tout pair (U,V) d’ouverts recouvrant C, il existe x1,x» € X tels que

x=x1+x avec x; = (T — ) fi(u), Yu € C\V;, ot f;: C\V; — X est analytique pour i € {1,2}.

Théoréme 1.1.1. [29] Soit A € B(X) un opérateur sur un espace de Banach X, alors
A est décomposable = A satisfait la propriété (B) = A satisfait la propriété (C) = A satisfait la
SVEP.

Théoréme 1.1.2. [29] Pour tout opérateur A € B(X) sur un espace de Banach X, on a les assertions

suivantes :
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1. si A satisfait (f), alors A* satisfait (9),
2. si A satisfait (3), alors A* satisfait (B),

3. si A* satisfait (8), alors A satisfait ().

1.2 L’ascente et la descente d’un opérateur

1.2.1 L’ascente et la descente d’un opérateur fermé

On rappelle qu'un opérateur fermé A est dit de descente finie, s’il existe un entier naturel positif
n pour lequel : R(A") = R(A"!): ce qui est équivaut aussi & R(A) +N(A") = X ; et dans ce cas la

descente de A est définie par :
d(A) :=inf{n e N: R(A") = R(A”H)}

De maniere similaire, un opérateur fermé A, est dit d’ascente finie s’il existe un entier naturel positif
n pour lequel : N(A") = N(A"1); ce qui est équivaut aussi & R(A")NN(A) = {0} ; et dans ce cas

I’ascente de A est définie par :
a(A) =inf{n € N: N(A") = N(A"1)}
On conviendra que inf@ = co. Les spectres de descente et d’ascente sont :
Gues(A) ={A€C; d(A— M) = oo}
Gusc(A) ={L € C; a(A—M\) = oo}

Théoréme 1.2.1. [51] Soit A un opérateur fermé sur X. Sia(A) et d(A) sont finies, alors a(A) <d(A),

avec égalité si A est borné.
Remarque 2. En général, a(A) < e et d(A) < o n’impliquent pas que a(A) =d(A). En effet, soit

A un opérateur défini par : D(A) # X, D(A) # {0} et Au=u. Alors a(A) =0 et d(A) = 1.

Proposition 1.2.1. [9][12] Si A € B(X), alors :
1. Ggesc(A) et O45(A) sont toujours compacts non vides du plan complexe C.

2. Pour toute fonction analytique f sur un voisinage du spectre 6(A), non constante sur les

composantes connexes de son domaine, on a :
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Gdesc(f(A)) = f(Gdesc(A)) et Gasc(f(A)) = f(Gasc(A))

Théoréeme 1.2.2. [39] Soit A € B(X). On suppose qu'il existe k > 0 tels que N(A*1) = N(AF) et
R(AM1) = R(A¥). Alors R(AK) est fermé et X = N(A¥) @ R(AK).

Définition 1.2.1. [12] Soit 4 une algébre de Banach complexe avec unité e. A un élément a € 4
, on associe l'opérateur de multiplication a gauche L, défini par L,(x) := ax pour tout x € 4. La
descente d’un élément a € 4 est définie par d(a,4) :=d(L,) et le spectre de descente de a est défini
par Ggesc(a, A) = {A € C; d(a— e, A) = oo}.

Définition 1.2.2. [10] Soit A un opérateur fermé, on dit que :
1. A est un opérateur semi-Browder supérieur s’il est semi-Fredholm supérieur d’ascente finie.
2. A est un opérateur semi-Browder inférieur s’il est semi-Fredholm inférieur de descente finie.

3. A est un opérateur de Browder s’il est de Fredholm d’ascente et de descente finies .

Les spectres associés aux classes d’opérateur définis ci-dessus sont :

Le spectre semi-Browder supérieur :
6u(A) ={A € C, A— A n’est pas semi-Browder supérieur }
Le spectre semi-Fredholm inférieur :
o5(A) ={L € C, A— A n’est pas semi-Browder inférieur }
Le spectre de Fredholm :
6p(A) ={A € C, A— A n’est pas de Browder }

Notons que si A est borné alors ces ensembles sont compacts dans C, voir[39].

1.2.2 L’inverse de Drazin d’un opérateur fermé

Définition 1.2.3. [55] Soit A un opérateur fermé. On appelle inverse de Drazin de A, un opérateur
B € B(X) tel que :
i) R(B) € D(A),

ii) BAB =B,
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iii) pour tout x € D(A), on a ABx = BAx,

iv) il existe k € N, tel que AK(I —AB) = 0.

Théoréme 1.2.3. [55] Un opérateur fermé A admet un inverse de Drazin si et seulement si, il existe

k€N, tel que a(A) =d(A) =k et X = R(A¥) @ N(AK).
Le spectre de Drazin est défini par :
op(A) ={A € C; A— M n’admet pas un inverse de Drazin }

D’apres [10], A admet un inverse de Drazin si et seulement si, 0 est un pole de la résolvante de A.

1.2.3 L’ascente essentielle et la descente essentielle d’un opérateur

fermé

Un opérateur fermé A est dit de descente essentielle finie, s’il existe un entier naturel positif n

pour lequel : dimR(A")/ R( A”“) < oo, dans ce cas la descente essentielle de A est définie par :
de(A) :==inf{n e N: dimR(A")/R(An+1) < oo}

De maniere similaire, un opérateur fermé A est dit d’ascente essentielle finie, s’il existe un entier

naturel positif n pour lequel : dimN(A"+1)/ N(A") < oo, et dans ce cas 'ascente de A est définie par :
ac(A) = inf{n € N: dimN(A"*") /yy(gn) < oo}
On conviendra que inf@ = . Les spectres de descente essentielle et d’ascente essentielle sont :
050s(A) ={A € C; d(A—AN) = oo}
i (A) ={LeC; ae(A—Al) = oo}

Il est clair que 6§,,(A) C Gges(A) et 655.(A) C Ouse(A).

D’apres (9], si A € B(X), alors 69, (A) et 65,.(A) sont compacts de C.

Corollaire 1.2.1. [9],[12] Soit A un opérateur borné sur X, alors les conditions suivantes sont

équivalentes :

(i) o(A) est au plus dénombrable,
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(ii) Ggesc(A) est au plus dénombrable.

(iii) 6¢,,.(A) est au plus dénombrable.

(iv) Ogsc(A) est au plus dénombrable.
)

(v) 6% (A) est au plus dénombrable.

1.3 Semi-groupes

1.3.1 (p semi-groupes

Dans cette section, nous introduisons la classe des Cp semi-groupes (semi-groupes fortement
continus) et nous étudions ses propriétés élémentaires. Nous commencons par rappeler la définition
d’un Cp semi-groupe. Pour un exposé de base sur la théorie des Cy semi-groupes, le lecteur peut

consulter les livres de E.J. Engel et R. Nagel [22], E. Hille et R.S. Phillips [27] et A. Pazy [41].

Définition 1.3.1. [22][27][41] Soit T = (T(t));>0 une famille d’opérateurs linéaires bornés de X.
On dit que 7 est un Cy semi-groupe si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. T(0) =1,

2. T(s+t)=T(s)T(t) pour tout s,z >0,

3. ltij})lT(t)x =x  pour chaque x € X.

Théoreme 1.3.1. [41] Si (T(t))r>0 un Cp semi-groupe, alors il existe ® >0 et M > 1 tel que :
IT(2)|] < Me® pour tout ¢ > 0.

Corollaire 1.3.1. [41] Si (T (¢));>0 est un Cy semi-groupe, alors pour tout x € X, t — T'(t)x est une

fonction continue de R™ dans X.

A un Cyp semi-groupe 7 = (T (t));>0 on peut associer un opérateur A défini sur I’ensemble

T(t)x—
DA)={xeX: limMC existe },
t]0 t
par
T(t)x—
Ax = liﬁ}# pour tout x € D(A).
12

L’opérateur A est appelé le générateur infinitésimal du semi-groupe (7'(¢));>0 et D(A) son domaine.
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Théoréme 1.3.2. [22],[41] Soit (T (¢));>0 un Cp semi-groupe et soit A son générateur infinitésimal.

Alors
1. Pour tout x € X, on a limy,_,o ftHhT(s)xds =T(t)x.
2. Pour tout x € X, on a [y T (s)xds € D(A) et A [3 T (s)xds =T (t)x —x.
3. Pour tout x€ D(A), on a T(t)x € D(A) et %T(t)x = AT (t)x =T (t)Ax.

4. Pour tout x € D(A), on a T (¢)x— T (s)x = [! T(r)Axdr = [! AT (r)xdr.

Hille-Yosida a établit dans [41] que si A est le générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe 7,
alors A est un opérateur fermé a domaine dense.
Puissances des générateurs.|7][53]

Nous fixons D(AO) =X, A’ =1, et pour n € N nous définissons par récurrence :
D(A") :={xe DA™ ") : A" 'xe D(A)},

A'x = AA"'x pour x e D(A"),

Nous introduisons

D(A%) := MaenD(A"),

et on a :

X =D(A%) DD(A) D D(A%) D ... D D(A") D ... D D(A™).

Théoréme 1.3.3. [41] Soit A est le générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe (7'(¢));>0. Si pour
tout n € N, le domaine D(A") de A" est dense dans X, alors D*(A) =N7_,D(A") est un sous-espace

vectoriel dense dans X.

Exemple 1. [41] Soit X = BU(0,) 'espace des fonctions uniformément continues sur [0,+oo].
Pour t > 0 posons (T'(t)f)(s) = f(t+s). Alors (T(t));>0 est un Cp semi-groupe sur X. Son générator
infinitésimal A est défini par D(A) ={f € X : f € X} et (Af)(s) = f'(s) pour f € D(A).

Exemple 2. [22] Soit g : Q — C une fonction continue telle que sup,cq Re g(s) < co. Alors la famille
d’opératurs (T,(1));>0 ot Ty(t)f = €'9f pour t >0 et f € LP(Q,u) est un Cy semi-groupe appelé
semi-groupe de multiplication, son générateur l'opérateur de multiplication défini par M, f = q.f

pour tout f € D(My) et D(My,) ={f € LP(Q,u):q.f € LP(Q,u)}.
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1.3.2 Semi-groupes intégrés

Définition 1.3.2. [52] On appelle semi-groupe intégré sur X une famille (S(7));>0 d’opérateurs

linéaires bornés vérifiant les propriétés suivantes :
1. $(0)=0;
2. Papplication ¢ € [0,00) — S(t) € B(X) est fortement continue;
3. pour tous #,5 > 0 on a S(t)S(s) = [3[S(r+s) —S(r)|dr.

On dira que le semi-groupe intégré (S(¢));>0 est non dégénéré si de plus

Vi >0, S(t)lx=0=x=0

Remarque 3. Soit (S(t))>0 un semi-groupe intégré. Pour tout n € N, nous désignerons par C"

l’ensemble
{xeX|S(.)x e C"(]0,0);X)}
avec la convention C° =X . Alors la propriété 3 de la définition précédente peut-étre remplacée par
S(t)x € C!
et
S'(r)S(t)x = S(r+t)x—S(r)x, pour toutr, t >0 et x € X.
De plus, nous avons
S(t): C* — C" pour tout n €N et t >0
et

S'(t) : C" — C", pour tout n € N* et 1t >0

Proposition 1.3.1. [52] Soit (S(7));>0 un semi-groupe intégré. Alors :

1. pour tout x € C' on a S(r)S'(t)x = S(r+1)x —S(t)x,Vr,t > 0;
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2. pour tout x € C' on a §'(t)x = S”(0)S(¢)x + ' (0)x, ¥Vt > 0;

3. pour tout x € C' on a §”(0)S(t)x = S(¢)S"(0)x, V¢ > 0.

Exemple 3. Soit (T(t));>0 un Co semi-groupe. Alors la famille (S(t));>0 ou S(t) = [y T (s)ds est un

semi-groupe intégré sur X

Exemple 4. On considére X = 0% et la famille (S(t));>0 d’opérateurs linéaires sur X définie par :

S(t) (Xn)nen: = (fol eansdsx")neN*

Alors (S(t))i>0 est un semi-groupe intégré.

Définition 1.3.3. [52] On appelle générateur d’un semi-groupe intégré non-dégénéré (S(r));>o un

opérateur linéaire A : D(A) C X — X défini par :
x € D(A) et Ax =y si et seulement si pour tout # >0 on a S(t)x —tx = [ S(r)ydr

Les semi-groupes intégrés considéres dans le chapitre 4 sont non dégénérés.
Remarque 4. On voit que x € D(A) et Ax=y si et seulement si x € C' et S'(t)x—x = S(t)y,Vt > 0.

Proposition 1.3.2. [52] Soit A : D(A) C X — X le générateur d'un semi-groupe intégré (S(¢));>o.
Alors C2 C D(A) C C' et Ax = S"(0)x,Vx € C2.

Proposition 1.3.3. [52] Soit A: D(A) C X — X le générateur d'un semi-groupe intégré (S(z));>0-

Alors A est un opérateur fermé.

Proposition 1.3.4. [52] Soit A: D(A) C X — X le générateur d'un semi-groupe intégré (S(¢)):>o.
Alors S(t) : C' — C? C D(A) et pour tout x € C! on a AS(t)x = 5" (0)S(t)x = §'(t)x —x,Vt > 0. De
plus, pour tout x € D(A) on a AS(t)x = S(t)Ax,Vt > 0.

Proposition 1.3.5. [52] Soit A: D(A) C X — X le générateur d'un semi-groupe intégré (S(z));>0.
Pour tout x € X, on a [ S(6)xdo € D(A) et A [ S(6)xdo = S(t)x —tx,¥t > 0.

Théoréme 1.3.4. [52] Un semi groupe intégré est déterminé uniquement par son générateur.

28



Chapitre

Egahté du spectre de descente

Ce chapitre consiste a étudier d’une part la relation entre le spectre de descente Gg,s.(T) d'un
opérateur borné T sur un espace de Banach X et le spectre de descente Gges (T, B(X)) de T comme
un élément de 'algere de Banach B(X). D’autre part, la relation entre 64.5.(T') et le spectre 6§, (T)

de descente essentielle de T.

2.1 Egalité du spectre de descente dans un espace de Hil-

bert

A Haily, A.Kaidi et A.Rodrigues Palacios ont établi dans [23] la proposition suivante :

Proposition 2.1.1. Si T est un opérateur borné sur un espace de Banach X, alors

Gdesc(T) - Gdesc(T7 £B(X))'

En outre, linclusion ci-dessus devient une égalité si X satisfait la "propriété de factorisation” sui-

vante : Pour tout F,G € B(X) avec R(F) C R(G), il existe S € B(X) tel que F = GS.

Pour un ensemble I non vide et 1 < p < oo, on note par [?(I,X) l'espace de Banach de toutes
les familles (x;);e; d’éléments de X tels que [|(x;)ier||? := Yicr |[xi]|” < oo, et par l(I,X) I'espace de
Banach de toutes les familles bornées (x;)ie; d’éléments de X tels que |[(xi)icr]|oo := Sup;e; || xi]| < oo.
Lorsque X est égal a R ou C, nous écrivons ¢P(I) au lieu de [ (I,X), et si de plus I =N, alors nous

écrivons simplement ¢7.
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Remarque 5. Notons que l'inclusion de la proposition précédente est stricte en général.
En effet, dans [23], A. Haily, A. Kaidi et A. Rodrigues Palacios ont montré que si X est un espace

de Banach satisfaisant 'une des conditions suivantes :
i) X est isomorphe a ¢P(I) pour certains p # 2 avec 1 < p <o, et un ensemble infini /.
ii) X est isomorphe & £7 & ¢! pour certains p avec 1 < p < oo.

Alors, il existe un opérateur borné surjectif T sur X, vérifiant 7" = T"*1S pour tout n € N et

S € B(X). Par conséquent, pour un tel opérateur T on a 0 € 6 e5(T, B(X))\Ogesc(T)-

Dans [23], A.Haily, A.Kaidi et A.Rodrigues Palacios ont montré le lemme suivant :

Lemme 2.1.1. Soient X, Y et Z des espaces de Banach, F:X —Z et G:Y — Z deux opérateurs
bornés tels que N(G) admet un supplémentaire topologique dans Y et R(F) C R(G). Alors il existe

un opérateur borné S : X —Y satisfaisant F = GS.

Comme conséquence immédiate du lemme 2.1.1 et de la proposition 2.1.1, nous avons le corollaire

suivant :

Corollaire 2.1.1. Soit T un opérateur borné sur un espace de Hilbert H, alors

Gdesc(T) = Gdesc(T7 Q(H))

Définition 2.1.1. [1][29] Une application T : 4 — A sur une algebre de Banach commutative

complexe 4 est dite un multiplicateur sur 4, si pour tout u,v € 4, on a :
u(Tv) = (Tu)v

Pour tout élément a € 4, 'opérateur de multiplication & droite L, : 4 — 4 défini par L,(u) := au
pour tout u € A4, est clairement un multiplicateur sur 4. L’ensemble de tous les multiplicateurs de
A est noté M(A4). Nous rappelons qu’une algebre 4 est dite semi-premiere si {0} est le seul idéal J

de 4 tel que J> = {0}, pour plus de détails, voir [1]. On a le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.2. Si T € M(A4) est un multiplicateur sur une algébre de Banach commutative

semi-premiere A, alors :

Gdesc(T) = Gdesc(Ta @(ﬂ))
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Démonstration  Soit A ¢ Gy,s(T), alors T — A est de descente finie d. D’apres [29, Proposition
4.10.8], il existe un sous-espace vectoriel fermé W de A4 tel que 4 = N(T — L)' @ W. D’apres le
théoreme 2.1.1, il existe S € B(A4) tel que (T —A)? = (T —A)4*1S, Aot A & Gyese(T, B(A)).

D’apres [42, 4.9.2.1], nous disons que l'espace de Banach X possede la propriété de "lifting” si,
pour tout sous-espace fermé N d’un espace Banach arbitraire Y et tout opérateur linéaire borné
T:X — Y /N, il existe un opérateur linéaire borné T : X — Y tel que T=aT,oum:Y — Y/N
est la surjection canonique. Selon [42, 4.9.2.6], X a la propriété de "lifting” si et seulement s’il est
isomorphe a ¢ 1([ ), pour un ensemble /. Ce résultat peut étre reformulé comme suit :

Proposition 2.1.2. [23] Soit X un espace de Banach, alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. X est isomorphe & ¢'(I), pour un ensemble I.

2. Pour tous espaces de Banach Y et Z, et tous opérateurs bornés F : X —-Z et G:Y — Z tels

que R(F) C R(G), il existe un opérateur borné S: X — Y satisfaisant F = GS.

Corollaire 2.1.3. [23] Soit T € B(X). Si X est isomorphe & ¢! (I) ou £(I) pour un ensemble I, alors

Gdesc(T) - Gdesc(T7 3(X))

2.2 Egalité du spectre de descente dans un espace de Ba-

nach

Dans [23], A.Haily, A.Kaidi et A.Rodrigues Palacios ont établi que si T est un opérateur linéaire
borné sur X tel que o(7T) est d’intérieur vide, alors T satisfait ’égalité du spectre de descente.
L’objectif principal de cette section est de généraliser ce résultat a un opérateur linéaire borné dont

le spectre est d’intérieur non vide.

Proposition 2.2.1. [23] Soit T € B(X) un opérateur tel que int(c(T)) = 0, alors

Odesc(T) = Ogese(T, B(X))
Remarque 6. On peut construire un opérateur T satisfaisant [’égalité du spectre de descente sans
que Uintérieur du spectre o(T) soit vide. Par exemple, si T est l'opérateur de décalage droit bila-
téral sur Uespace de Hilbert £2(N), défini par T (x,)n = (Xn—1)n pour tout (x,)nen € £2(N). On voit
facilement que o(T) =D. Puisque ¢>(N) est un espace de Hilbert, alors Ggese(T) = Ggese(T, B(X)).
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La plupart des résultats obtenus dans cette section sont basés sur le lemme suivant :

Lemme 2.2.1. [23]
Soit T € B(X) un opérateur de descente d = d(T) finie. Alors il existe 8 > 0 tel que, pour tout

0<|u<d ona:
1. T — u est surjectif,

2. dimN(T —u) = dim(N(T) NR(T?)).

Lemme 2.2.2. [1] Soit A € B(X) tel que d(A) < oo. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Aala SVEP en 0;
2. a(A) < oo;
3. 0 est un pole de la résolvante ;

4. 0 est un point isolé dans 6(A).

Théoréeme 2.2.1. Si T € B(X), alors

Gdesc<T) - Gdesc(T7 Q;(X)) - Gdesc(T) U~5(T)

Démonstration  Soit A un nombre complexe tel que T — A est de descente finie d et A ¢ S(T).
D’apres le lemme 2.2.1, il existe & > 0, tel que pour tout 0 < |A—u| < 3, Vopérateur T — u est
surjectif et T a la SVEP en u. En utilisant le corollaire 1.1.1, on obtient T — u est bijectif pour tout
0 < |A—pu| < 8. Donc A est un point isolé dans 6(7). D’apres le lemme 2.2.2, T — A d’ascente et de
descente finies et d’apreés le théoreme 1.2.2, nous avons X = N(T — L) @ R(T —A)?. 1l s’ensuit que
N(T —A)? admet un supplémentaire topologique dans X. D’apres lemme 2.1.1, il existe S € B(X)
tel que (T —A)? = (T —L)4*1S, ce qui implique A ¢ 6405 (T, B(X)).

Corollaire 2.2.1. Si T € B(X) posséde la SVEP, alors

Gdesc(T) - Gdesc(T7 Q;(X))

Remarque 7. Soit T opérateur défini sur Uespace de Hilbert £2(N) par T (xp)n = (Xpi1)n pour
tout (x,)nen € L2(N). D’apres le corollaire 2.1.1, nous avons Ggese(T) = 6gese(T, B(X)). De plus T

n’admet pas la SVEP en 0, ce qui montre que la condition T posséde la SVEP” n’est pas nécessaire.
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Exemple 5. Soient m la restriction de la mesure de Lebesgue sur le disque D, Ll(m) l’espace de
Banach des fonctions complexes définies sur D absolument intégrables par rapport a m, et A'(m)
espace de Bergman des fonctions de L' (m) analytiques surD. Il est clair que A' (m) est la fermeture
de l’ensemble des fonctions polynomiales. Définissons lopérateur M sur L' (m) par (Mf)(z) = zf(z),
feLl(m). Il est facile de voir que M est un opérateur linéaire borné sur L' (m) et |M|| < 1. Soient
X = LY(m)/AY(m) et T lopérateur quotient induit par M sur X. D’apres [13], T posssede la SVEP
et 6(T) =D. De plus d’apres le corollaire 2.2.1, nous avons Ggese(T) = Ggese(T, B(X)).

Définition 2.2.1. [§]
Un opérateur T € B(X) est dit supercyclique lorsqu’il existe un vecteur x € X tel que I'ensemble

{AT"(x) :n € N, A € C} soit dense dans X.

Proposition 2.2.2. [§]
Soit X un espace localement convexe. Si T € B(X) est supercyclique, alors soit 6,(7T*) = 0, soit

6,(T*) = {A} pour A # 0.

Corollaire 2.2.2. Soit T € B(X) un opérateur supercyclique, alors
Gdesc<T*> = Gdesc(T*v Q(X*))

Démonstration SiT € B(X) est supercyclique, d’apres la proposition 2.2.2, on a 6,(T*) =0
ou 6,(T*) = {A} avec A # 0, donc int(c,(7*)) =0, alors S(T*) =0, et d’apres le corollaire 2.2.1,
nous avons G ese(T™) = Ggese(T*, B(X™)).
Corollaire 2.2.3. Si T € B(X) satisfait l'une des conditions suivantes :

1. T est décomposable,

2. T ala propriété (B),

3. T a la propriété (C),

alors

Gdesc(T) - Gdesc(Tv ﬁ(X))

Démonstration Si T satisfait I'une de ces conditions, d’apres 1.1.1, T a la SVEP. En utilisant

2.2.1, nous avons Gyesc(T) = Ggesc (T, B(X)).
Théoréme 2.2.2. Soit T € B(X) et D ensemble fermé tel que 6(T) = 64,(T)UD, alors
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Gdesc(T) U Z.mf(D) = Gdesc(T: Q}(X)) U int(D)

Démonstration  Soit A & G .5.(T) Uint(D), alors 'opérateur T — A est de descente finie d et
A & int(D). D’apres le lemme 2.2.1, il existe 6 > 0 tel que, pour tout 0 < |A—u| < 8, l'opérateur T —pu
est surjectif et dimN(T —u) = dimN(T —A) NR(T —A)?. Soit D*(A,8) = {uc C:0 < |A—pu| < 8}.
Puisque A ¢ int(D), alors D*(A,8)\D est un sous ensemble de C non vide. Soit Ay € D*(A,d)\D, alors
T — Ao est bijectif, et la continuité de I'indice assure que ind(7 — ) = 0 pour tout u € D*(A,d). Mais
pour u € D*(A,8),T — u est surjective, il s’ensuit que T — u est bijectif. Donc A est un point isolé du
spectre 6(T). D’apres le lemme 2.2.2, T — A d’ascente et de descente finies et d’apres le théoreme
1.2.2, nous avons X = N(T — A4 @ R(T — A)?. 11 s’ensuit que N(T —A)¢ est admet un suppémentaire
topologique dans X. D’aprés lemme 2.1.1, il existe S € B(X) tel que (T —A)? = (T —L)4*1S, ce qui
implique A € G e5c(T, B(X)) Uint (D). Ce qui termine la preuve.

Comme conséquence immédiate du théoreme précédent, on annonce le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.4. Si T € B(X) satisfait l'une des conditions suivantes :
1. o(T) = oau(T),
2. int(c4p(T)) =0,
3. int(c,(T)) =0,
4. S(T)=0.
Alors

GOdesc(T) = Ouesc (T, B(X))
Proposition 2.2.3. Si T € B(X), alors :
1. o(T) = 6(T)UCu(T),
2. o(T) = 05u(T) Uou(T),

3. G(T) = Gsu(T) UGMW(T>‘

Démonstration

1. Soit A & 64(T)UGu(T), alors T — A est surjectif et T — A d’ascente finie, donc a(T —A) =
d(T—A)=0, dou A& o(T).

2. Comme Gu5(T) C6,5(T)), alors 6(T) = 64, (T) UG,,(T).
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3. Soit A ¢ 64, (T)Uo,,(T), alors T — A est surjectif et ind(T —A) <0, donc ind(T —A) =
dimN(T —A) =0, d’ou A ¢ o(T).

Corollaire 2.2.5. Si T € B(X) satisfait ['une des conditions suivantes :
1. int(04(T)) =0,
2. int(c,(T)) =0,
3. int(cu(T)) = 0.

Alors

Gdesc(T) = Gdesc(Ta Q;(X))

Exemple 6. Considérons lopérateur de Césaro C, défini sur lespace Hardy classique H,(D),
ou D désigne le disque unité ouvert et 1 < p < oo. Cet opérateur C, est défini par (C,f)(A) :=
%fox %d,u pour tout f € Hy(D) et A € D. Dans [37] T.L. Miller, V.G. Miller et Smith ont montré,
que le spectre de C, est le disque fermé I', de centre p/2 de rayon p/2 et 6,,(Cp) est la frontiere

dI',. Alors int(0,,(Cp))=int(c,(Cp)) = 0. En appliquant le corollaire 2.2.4, on obtient Gges(Cp) =
Gdesc(cp: $<Hp (D>))

Exemple 7. Considérons lopérateur T défini sur {P(N) ot 1 < p <o, par : Tx:=Y " | OpXpent1
pour tout x := (xp)nen € £P(N), avec (@p)nen € LP(N). Si ¢(T) = lim,_, | winf(®;...m,)"/" =0, dans
[1] P. Aiena a montré que l'opérateur T a la SVEP. En appliquant le corollaire 2.2.1, on obtient
Odese(T) = Oaesc (T, B(X)).

Théoréme 2.2.3. Soit T € B(X). Si pour toute composante connexe G de Pgesc(T), on a GNP(T) #

0, alors
Gdesc(T) - Gdesc(T7 fB(X))

Démonstration Soit A un complexe tel que T — A de descente finie d. D’apres le lemme 2.2.1,
il existe 8 > 0 tel que, pour tout 0 < |A—u| < d, 'opérateur T — u est surjectif et dimN(T —u) =
dimN(T —A) NR(T —A)?. Comme D*(A,8) = {u€ C:0 < |L—pu| < 8} est un sous-ensemble connexe
de Paese(T), alors il existe une composante connexe G de Pgese(T) contenant D*(A,d). Puisque
GNp(T) est non vide la continuité de 'indice assure que ind(7 —u) = 0 pour tout u € D*(A,d).
Donc pour u € G, T — p est surjectif, il s’ensuit que T — u est bijectif. Ainsi G C p(T), donc A est un

point isolé dans 6(T'). Par conséquent A ¢ Gges (T, B(X)). Ce qui termine la preuve.
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Remarque 8. Nous rappelons qu’un opérateur R € B(X) est dit de Riesz si R— A est de Fredholm
pour tout nombre complexe non nul M. Il est bien connu que Ggese(R) = {0}, (voir [30]). Donc pour

toute composante connexe G de Pgesc(R), on a GNP(R) # 0. Par conséquent Gze5(R, B(X)) = {0}

Exemple 8. Considérons l'opérateur shift unilatéral a droite T sur l'espace X =P ou 1 < p < oo,
Puisque 6(T) = Ogese(T), alors pour toute composante connexe G de Pgese(T) on a GNp(T) # 0.

Par conséquent 6405.(T,B(X)) =D le disque unité fermé.

Théoréeme 2.2.4. Soit T € B(X). Si pour toute composante conneze G de pg,(T), on a GNp,(T) #

0, alors :
Gdesc(T) = Gdesc(T7 Q(X))

Démonstration  Soit A un nombre complexe tel que T — A de descente finie d. D’apres le
lemme 2.2.1, il existe d > 0 tel que, pour tout 0 < |A—pu| < 8, V'opérateur T — u est surjectif et
dimN(T — ) =dimN(T —A) NR(T —A)¢. Donc D*(A,8) = {u € C:0 < |A—u| < 8} un sous-ensemble
connexe de pg, (7). Soit G une composante connexe de py,(7T) contenant D*(A,8). Or GNp,(T) est
non vide, d’apres la continuité de 'indice assure que ind(7 —u) = 0 pour tout u € D*(A,d). Pour
tout u € G, T — u is surjectif, il s’ensuit que T — u est bijectif, on obtient que A est un point isolé

dans o(T). Par conséquant A & Gge5 (T, B(X)).

Remarque 9. Soit T € B(X) un opérateur tel que 6(T) = 64, (T), alors pour toute composante
conneze G de pg(T), on a GNP,(T) #0. En utilisant le théoréme 2.2.4, on obtient Ggesc(T) =
Gdesc(T7$<X))'

2.3 Egalité du spectre de descente essentielle

Dans [9], Olfa Bel Hadj Fredj a montré que si T est un opérateur linéaire borné sur X tel que
6(T) est au plus dénombrabe, alors T satisfait I’égalité du spectre de la descente essentielle, c’est
a dire 6ge5c(T) = 69,,.(T). L'objectif principal de cette section est de généraliser ce résultat a un

opérateur linéaire borné dont le spectre non nécéssairement dénombrable.

Proposition 2.3.1. [9] Soit T € B(X), alors

Ggesc(T) C Gdesc(T)

En outre, 'inclusion ci-dessus devient une égalité si 6(7) est dénombrable.
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Remarque 10. En général linclusion ci-dessus est strice. En effet, considérons l’opérateur de
décalage droit unilatéral T défini sur ¢2(N). Dans [12], M. Burgos, A. Kaidi, M. Mbekhta, et M.
Oudghiri, ont montré que Gges(T) contient le disque unité fermé, et 69, (T) est contenu dans le

cercle unité.

Proposition 2.3.2. [9] Soit T un opérateur borné sur X, alors 64¢(7T)\69,,(T) est un sous-ensemble

ouvert de C.

Remarque 11. Nous pouvons construire un opérateur T satisfaisant [’égalité Ggese(T) = 65,,.(T)
de sorte que o(T) soit non dénombrable. Par exemple, soit H l'espace de Hilbert £*(N) muni de la
base canonique {ey,ey,...}. Soit T € B(X) défini par, T(x1,x2,...) = (5,0,x2,x3,...), (Xp)n € /2(N).
Dans [1], P. Aiena a prowvé que 64, (T) =TU{3}, ouT désigne le cercle unité. Alors 64,(T) d’inté-
rieur vide. Selon la proposition 2.8.2, Ggese(T)\6G,,.(T) est un ouwvert. De plus Ggese(T)\65,,.(T) C
G5u(T), donc Ggesc(T) = 6,,.(T). Ce qui nous a motivé de poser la question suivante : Soit T € B(X).
Si 6(T) est non dénombrable, sous quelles conditions sur T 1'éalité Ggese(T) = 64, (T) doit étre

satisfaite ?
Lemme 2.3.1. [9] Soit T € B(X) tel que d(T) est finie, alors il existe 8 > 0 tel que pour tout
0<|Al <det p:=p(T),

i) T — A est semi-régulier,

i) dimN(T —A)" = ndimN(Tp+1)/N(Tp) pour tout n € N,

iii) codimR(T —A)" = ndimR(T?)/g(Tp+1 pour tout n € N.
Lemme 2.3.2. [1] Soit T un opérateur borné sur X, et A9 € C, on a les implications suivantes :
1. a(AIl —T) < oo = T satisfait la SVEP en Ay,
2. d(MI —T) < o= T* satisfait la SVEP en L.

Lemme 2.3.3. [1] Soit T un opérateur borné sur X, et Ag € C. Si T — A est semi régulier, alors les

assertions suivantes sont équivalentes :
1. T* satisfait la SVEP en Ay,

2. d(Ml —T) < oo.

Théoréme 2.3.1. 5i T € B(X), alors

Cdesc(T) =05, (T)US(T*)
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En particulier, si T* satisfait la SVEP, alors

Ciesc(T) = Gfiesc(T)

Démonstration  Si A ¢ Gye(T), alors A & 64, (T) et d’apres le lemme 2.3.2, T* satisfait la

SVEP en A, donc 64, (T)US(T*) C Ggese(T), il s’ensuit que 65, .(T)US(T*) =069, (T)US(T*) C

m = Ggesc(T). Pour l'autre inclusion, soit A un nombre complexe tel que T — A a une descente
essentielle finie et A ¢ S(T*). Selon le lemme 2.3.1, il existe 8 > 0, tel que pour 0 < |A —u| < & et
p € N, 'opérateur T — u est semi-régulier et codim R(T — u) = dimR(T — k)p/R(T — APl Posons
D*(A,8) = {u: 0 < |A—pu| < 8}. Puisque A ¢ S(T*), D*(A,8)\S(T*) est non vide, et il s’ensuit qu’il
existe ug € D*(A,0) tel que T — g est semi-régulier et T satisfait la SVEP en wp. En utilisant
le lemme2.3.3, T — up est de descente finie. D’apres le lemme 2.2.1, il existe y; € D*(A,8) tel que
T —uy est surjectif. Par conséquent codimR(7T — ;) = dimR(T — k)p/R(T —)pr1 =0. Il s’ensuit que

R(T —\)P =R(T —M)P*! | ce qui implique que A ¢ Gyese(T).

Exemple 9. Soit T [l'opérateur de décalage droit unilatéral pondéré sur ¢P(N), ot 1 < p < e et
(0y)nen € PP(N). Il est bien connu que si ¢(T) = limnﬁwinf(ml...mn)% =0, alors T* satisfait la

SVEP, voir ([1, Théoreme 2.88]), et d’apres le théoreme 2.3.1, nous avons Ggese(T) = 69,,.(T).

Corollaire 2.3.1. Soit T € B(X) un opérateur supercyclique. Alors

Gdexc(T) - GZeSC(T)

Démonstration Si T € B(X) est un opérateur supercyclique, alors d’aprés la proposition
2.2.2,6,(T*) =0 ou 6,(T*) = {A} pour A # 0, donc int(c,(T*)) =0, d'ou S(T*) =0, et d’apres le

Théoreme 2.3.1, on a Ggese(T) = 64,,.(T).
Corollaire 2.3.2. Si T € B(X) est décomposable ou satisfait la propriété (8), alors Gges(T) =

GZCSC(T) :

Démonstration  Si T est décomposable ou T satisfait la propriété (3), alors T* satisfait la

SVEP. En utilisant le Théoréme 2.3.1, nous avons Ggese(T) = 65,,.(T).

Corollaire 2.3.3. Soit T € B(X) et A€ C. Si T est décomposable, alors les assertions suivantes

sont équivalentes :

1. d(T —\) est finie,
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2. d,(T — L) est finie,

3. d(T —\,B(X)) est finie.

Démonstration Si T est décomposable, alors les opérateurs T et T* ont la SVEP, et d’apres

le théoreme 2.3.1 et le corollaire 2.2.1, on obtient 64,,.(T) = Gyese(T) = Ggesc(T, B(X)).

Si T € M(A) est un multiplicateur sur une algebre de Banach semi-premiere, réguliere et com-
mutative 4, alors 'opérateur T* satisfait la SVEP voir([1, Corollaire 6.52]). Donc on a le corollaire

suivant :

Corollaire 2.3.4. Soit T € M(A4) un multiplicateur sur une algébre de Banach semi-premiére,

réquliere et commutative 4 alors

Gdesc(T) - Gflesc(T)

Théoréme 2.3.2. Soit T € B(X) et D un sous ensemble fermé de C tel que 64,(T) =0k (T)UD,

alors
Giese(T)Uint(D) = GZESC(T) Uint(D)

Démonstration  Soit A ¢ 69, .(T)Uint(D), alors I'opérateur T — A est de descente essentielle
finie d et A ¢ int(D). D’apres le lemme 2.3.1, il existe d > 0 et p € N tel que pour 0 < |A—pu| < 9,
Popérateur T — u est semi-régulier et codimR(T — ) = dimR(T —X)? /(T — )p+1. Puisque A ¢
int(D), alors D*(A,8)\D est un ouvert de C non vide. Soit Ay € D*(A,8)\D, alors T — Ag est surjctif.
Donc codimR(T — o) = dimR(T — k)P/R(T —)p+1 =0. Il s’ensuit que R(T —A\)P =R(T —A)PH! ce
qui implique A € G e5c(T) Uint(D). Ce qui termine la preuve.

Remarque 12. En remarquant que G4 (T) = ox(T)US(T*), on peut retrouver le résultat du

théoréeme 2.3.1. En effet si T* a la SVEP, alors int(§(T*)) =0, et d’aprés le théoreme 2.3.2

Guesc(T) = Gfiesc(T)-
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Chapitre

Théorie spectrale des Cy semi-groupes

Dans ce chapitre, nous présentons une étude concernant les propriétés spectrales des Cp-semi-
groupes des opérateurs linéaires bornés sur un espace de Banach. Nous établissons les inclusions
spectrales d'un Cy semi-groupe pour plusieurs parties du spectre usuel, et nous donnons des résultats

de stabilité pour les Cy semi groupes en utilisant le spectre de Saphar.

3.1 Résultats préliminaires

Lemme 3.1.1. [22][41] Soit (T'(¢));>0 un Co-semi-groupe sur X et A son générateur infinitésimal.

Pour 7 >0 et A € C, on définit sur X, I'opérateur By () par :
Vx € X, By (t)x = [3 )T (s)xds

Alors By (1) est un opérateur linéaire borné sur X, de plus on a :
1. Pour tout x€X et n €N, on a (M —T(r))"x = (A—A)"Bj (1)x,
2. pour tout x € D(A") et n €N, on a (M —T(1))"x = By (t)(A—A)"x,
3. R®(eM—T(1) CR(A—A),

4. NOL—A)* C N(eM —T(1))".

La plupart des résultats obtenus dans ce chapitre sont basés sur le lemme suivant :

Lemme 3.1.2. Soit (7(t));>0 un Cp-semi-groupe sur X et A son générateur infinitésimal. Alors

pour tout A € C et >0, il existe Fy (1) et Gy(t) de B(X) tels que
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1. Vxe X, B(t)xe D(A) et (A—A)F(t) + Gy (t)By(t) =

2. les opérateurs A—A, F (1), Gy () et By(r) commutent deux a deux.

Démonstration

1. Pour tout A € C et £ >0, on pose F(¢)x = [§ e M By (s)xds. Il est clair que F(f) est un opérateur
linéaire borné sur X, et pour tout x € X, nous avons

MO e = PO o (s

= h/ / e MT (u+h) xduds——/ / ¢ MT (u)xduds
= h/ (/ “MT (1 + h)xdu — /e_x“T(u)xdu) ds
0

t M phs s
= / e_/ e_}‘”T(u)xdu—l/ ¢ MT (u)xdu | ds
0 h Jn hJo
t M _1 ps M s 1 rh
= / ¢ / e}‘”T(u)xdque—/ ek”T(u)xdu——/ ¢ MT (u)xdu | ds.
0 hJn h Js hJo

Le terme de droite de cette derniere égalité tend vers A [ e By (s)xds+e ™™ [ e T (s)xds —tx

lorsque & tend vers 0, ce qui entraine, Fy (1)x € D(A) et AF, (t)x = AF (t)x+ e MB (t)x —tx, et
par suite nous avons 'égalité (A —A)F () + Gy (t)By (1) = tI avec G (1) = e MI.

2. Pour tout t > 0, F) () et By(t) commutent. En effet, pour tout #,s >0 on a d’une part,

BBl = [ MO (B s)xdu
_ /’ M=) )/s MoT (1) xdvdu
— // (=) M) ()T (v) xdvdu

= M (y MT (u)xdudv
= [[erw) [T wdud
= Bu(s)Bp(r)x

D’autre part,
t
BB ()x = / ¢ M B, (1) By, (1)xdu
0
t
_ / M, (1) By, (u)xdu
0

= Bx(t)/ote_x”Bx(u)xdu
= Bp(t)Fp(t)x
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Pour tout x € D(A),
F)(—Ax — /0 "B, (5)(h— A)xds

1
= / e (M —T(s))xds
0
t
= tx—/ ¢ T (s)xds
0
= tx—Gy(t)By(t)x
— (= AR
Lemme 3.1.3. Soit (7'(¢));>0 un Cp-semigroup sur X et A son générateur infinitésimal. Pour tout
AeC,t>0et neN, il existe Hy(t),L,(r) € B(X) tels que
L. Vx€X, Hy(t)x € D(A") et (A—A)"H,(t) + L, (t)B}(t) =1,

2. les opérateurs (A—A)", Hy(t), Ly(t) et B} (¢) commutent deux a deux.

Démonstration D’apres le lemme 3.1.2, il existe deux opérateurs bornés Fy () et Gy (1) tels que

(A—A)F(t) + Gy (t)By(t) =1. Pour 1 <i<n—1 et x € X, nous avons

A—AYE!()x = [(A=A)ROIE ™ (1)x

= [RB()(A—A)'E"(t)x € D(A).
Donc pour tout n € N*, F'(t)x € D(A"). De plus,

(A =-A)'E(1) = [A-A)R0)]"
= [I=G.()Bp(1)]"

= I —Ly,(t)By(t),

avec Ly ,(t) = Zn:(—l)k_l (Z) Gli(t)Bl;:l(t). Par suite (A —A)"F(t) + L1 1(t)By(t) = 1.
k=1

De maniere similaire, on a

OB = - (- AVE )
= J—(A— ny — 1)kt n € — A)(k=1) gk
1= G-Ar L0 () et

Posons H,(t) = i (—1)k1 (Z) (l—A)”(k*I)F;t’k(t) et Ly(t) =Lj ,(t), alors (A—A)"Hyu(t) +Ly(t) By (t) =
k=1

1. De plus les opérateurs (A —A)", Hy(t), Ln(t) et By () commutent deux a deux.
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Lemme 3.1.4. Soit (T'(1));>0 un Co-semi-groupe sur X et A son générateur infinitésimal. Si R(eM —

T(1))? est fermé, alors R(A—A)? est fermé.

Démonstration  Supposons que R(eM — T (t))? est fermé. Soit y, = (A—A)Px, une suite conver-
gente vers y € X. D’apres le lemme 3.1.3, il existe H,(r),L,(t) € B(X) tel que (A —A)PH,(t)+
Ly(1)B} (1) =1. Donc y, = (A—A)PH,(t)y, + (eM —T(t))PLy(t)x,. Comme (A—A)PH,(t) est un opéra-
teur linéaire borné et R(eM — T (t))P fermé, alors (€M — T (t))PL,(t)xy = yu — (A —A)PH,(t)y, converge
vers y— (A—A)PH,(t)y € R(eM —T(¢))P, donc il existe z € X tel que y— (A—A)PH,(t)y = (eM —T(t))Pz.
Dolt y = (A—A)P(H,(t)y+ B} (t)z), et par suite y € R(L—A)P.

3.2 Inclusion spectrale d’un C, semi groupe

3.2.1 Spectre Quasi-Fredholm

Proposition 3.2.1. Si (T(t));>0 est un Co-semi groupe sur X et A son générateur infinitésimal,

alors
dis(h—A) < dis(e™ — T (1))

Démonstration. Si dis(eM —T(t)) = +oo, ¢’est immédiat.

Si dis(eM — T (1)) = d € N, alors pour tout n > d nous avons
R(M —T(1)")NN(eM —T(1)) =R(M —T (1)) NN(eM —T(1)).
I1 suffit de prouver que
RA—A)NN(A—A)=RA—-A)¥NN(A—A).

Soit y € R(A—A)YNN(AL—A), il existe x € D(A) tel que y = (A—A)%x, et d’apres le lemme 3.1.3, il
existe deux opérateurs linéaires bornés Fy(t), G4(t) tels que (A —A)7Fy(t) +B§{(I)Gd (t) =1, de plus

les opérateurs (A —A)?, Fy(r), B(t) et G4(r) commutent deux & deux. Il résulte directement que
y= (A=A Fy(t)x+ (¥ =T (1)) Galt)x,

et comme
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(M =T (1))?Galt)x € R(e™ — T (1)) NN(M — T (1)),
(M =T(1))'Galt)x € R =T (1)) NN(eM —T (1)),
donc il existe z € X tel que
(M =T(1))!Galt)x= (M =T (1)),
d'ot
y= A= APE ()x+ (M =T 1))z = (A=A (Fy(1)x + B} (1)2),

ce qui implique que y € R(A—A)?? NN(A—A). Par conséquent dis(A—A) < d.
[

Proposition 3.2.2. Soient (T(t));>0 un Co-semi groupe sur X, A son générateur infinitésimal et

deN. SiR(eM —T(1))+N(M—T (1)) est fermé dans X, alors ROL—A)+N(A—A)¢ Uest aussi.

Démonstration. Sid =0, le résultat est immédiat d’apres le lemme 3.1.4. Supposons que d € N* et
R(M —T (1)) +N(eM —T(r))? est un fermé dans X.

Soit (y,), une suite & éléments dans R(A—A) +N(A—A)?, qui converge vers y € X. Donc il existe
Xy € X et z, € N(A—A) tel que y, = (A —A)x, +z,. Comme Bgf(t)yn = Bg{(t)(k—A)xn —|—B§{(t)zn, alors
B (t)yn € R(™ —T(1))+N(eM —T (1)) et tend vers Bi(r)y, donc il existe x € X et z € N(eM —T(1))?
tel que BY(1)y = (M —T(t))x+2z D’ou By (t)y = B%(l)(e’“ —T(t))x+Bi(t)z et Bi(1)z€ N(A—A)“.

Par conséquent

y = (A=A Fy(t)y+B(t)Ga(t)y
= (A=A "Fy(t)y+ Ga(t)[By(t) (€M — T(£))x+ By (t)z]

= A—A)[A—A " Fy(t)y+Ga(t)B] (1)) + Ga(t)B(t)z € R(A—A) + N(A— A)?
D’ou le résultat désiré. ]

Corollaire 3.2.1. Si (T(t));>0 est un Cy-semi groupe sur X et A son générateur infinitésimal, alors

pour tout t > 0,

o) C o, (T (1))
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Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente. O]

Corollaire 3.2.2. Si (T(t));>0 est un Co-semi groupe sur X et A son générateur infinitésimal, alors

pour tout t > 0,
¢ A) C o (T (1))

Démonstration. Si e € 6x(T (1)), alors dist(e™ —T (1)) =0 et R(eM —T(t)) fermé. D’apres la propo-
sition3.2.1 et le lemme 3.1.4, on a dist(A—A) =0 et R(A—A) fermé. donc A € 6k (A). Ce qui termine

la preuve. ]

3.2.2 Spectre de ’ascente, spectre de descente

Nous commencons le théoreme suivant :

Théoréme 3.2.1. Si (T(1))i>0 est un Co-semi-groupe sur X et A son générateur infinitésimal, alors

pour tout t >0, on a
¢! Odesc(A) C Gese(T(1))\{0} et ¢! Casc(A) C ousc(T(1))\{0}

Démonstration  Si la descente de €M — T(¢) est finie, alors il existe n € N tel que R(eM —
T(1))" = R(eM —T(¢))"t!, d’aprés le lemme 3.1.3, il existe deux opérateurs H,(r) et L,(1) tels que
(A—A)"Hy(t) + Lo (t)B5(t) = I et Hy(t), Ly(t), By(t) et A—A commutent deux a deux.

Soit y € R(A—A)", il existe x € D(A") tel que y = (A—A)"x. Donc
A=A)"x = (A=A)"H,(t)(A—A)"x+L,(t)By(t)(A—A)"x
= (A=A H, (1) A=A x4+ Ly (1) (eM = T(1))"x.
Ce qui montre que, R(A—A)" = R(A—A)"!, et par suite la descente de A —A est finie.
Si I'ascente de €M — T'(r) est finie, il existe n € N tel que N(eM — T (1)) = N(eM — T (1))
Soit x € N(A—A)""! nous avons
(A=A)"x = (A=A)"H,(t1)(A—A)"x+L,(t)(¥ —T(1))"x
= A—A)""H, ()M —A)" x4 Ly (1) (M —T(1))"x

= 0.
D'ott, N(A—A)" = N(A—A)"*!, et par suite 'ascente de A — A est finie.
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Remarque 13. On considére le groupe de translation sur l’espace Con(R) des fonctions continues
2w, périodique sur R. On note par A le générateur de ce groupe (voir [22, Paragraphe 1.4.15]).
D’apres [22, Exemples 2.6.iv], 6(A) = iZ, donc €/°“) est plus dénombrable, ce qui implique que,
e'%asc(d) o ¢f%esc(A) gont aussi au plus dénombrables. D’autre part, le spectre de T'(¢) est toujours
contenu dans I'= {z € C: |z| = 1} et il contient les valeurs propres e/ pour k € Z. Comme o(7T (1))
est fermé, alors d’apres [22, Théoréme 1V.3.16], on a 6(7(¢)) =T pour /21 ¢ Q, donc 6(T(¢)) n’est
pas dénombrable. D’apres [9, Corollaire 2.10] et [12, Corollaire 1.8], Gu5e(T(f)) €t Cgese (T (t)) ne sont

pas dénombrables. Par conséquent les inclusions du théoreme précédent sont strictes.

Corollaire 3.2.3. Si (T(t));>0 est un Co-semi-groupe sur X et A son générateur, alors pour tout

t>0,

P C op (T (1))\{0}

Démonstration  Si M —T(z) est de Drazin inversible, alors la descente et 'ascente de e™ —
T (t) sont finies et qui vaut p. D’apres le théoreme 3.2.1, la descente et 'ascente de A — A sont finies.
Montrons que a(A—A) =d(A—A). Sans perte de généralité, on suppose que A = 0. Soit a(A) = p
et d(A) = ¢, alors d’apres le Théoreme 1.2.1 nous avons p < ¢. Soit maintenant u € D(A?), alors
il existe v € D(A?H!) tel que A%u = A%*!v, donc u— Av € N(A%). Par conséquent u € R(A) + N(A9)
et D(AY) C R(A) +N(A?). D’ou R(A) + D(A?) C R(A) + N(A?). Et puisque X = D(AY) + R(A), on
obtient R(A) +N(A?) = X. D’autre part, p < ¢ implique N(A?) = N(A?). D’ou X = R(A) + N(AP).
Par conséquent D(AP) = R(A) ND(AP) +N(AP). D’out R(AP) = R(AP*!) et donc g < p. Ce qui montre
que a(A) =d(A). En outre, il est facile de voir que N(A?)NR(AP) = {0}. En effet si u € N(A?)NR(AP),
alors il existe v € D(AP) tel que u = APv. Et comme u € N(AP), on voit que v € N(A?P) = N(AP) et
donc u = APv = 0. Montrons que X = R(A?)+ N(A?). Comme d(A) = p, alors en particulier on a
R(AP) = R(A?P). Donc si u € D(AP), alors APu € R(AP) = R(A?P). Donc il existe v € D(A%?) tel que
APu=A%Pyv. D’ott u—APv € N(AP). Par conséquent u € R(AP) +N(AP) et donc D(AP) C R(AP)+N(AP).
Et par suite X = R(A?) + N(AP).
Remarque 14. L’inclusion du corollaire précédent est stricte. Car d’apres la remarque 13, ¢'on(4)

est au plus dénombrable, mais 6p(T(t)) n'est pas dénombrable.
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3.2.3 Spectre de ’ascente essentielle, spectre de descente essentielle

Théoréme 3.2.2. Si (T(t)):>0 est un Co-semi groupe sur X et A son générateur infinitésimal, alors

pour tout t >0 on a :

¢!%esc(A) C Gceiesc(T(t)) et e'%sc(A) C g€ (T(t))

— Tdasc

Démonstration
1. Sid,(eM —T(r)) < oo, alors il existe n € N tel que :
dimR(eM — T(t))”/R(eXt T () <.
Nous allons montrer que
dimR(?»—A)”/R(;L_A)nH < oo

Considérons ’application :

WR()«—A)’Z — R(gh_T(t))n/R<e7\.t_T<t>)n+1
(A—=A)'x = (M —=T(t))"x+R(eM —T(r))"*!

L’application ¥ est bien définie, linéaire et surjective. De plus on a
Ker(y) CR(A—A)""1 CR(A—A)",
d’apres le premier théoreme d’isomorphisme R(K—A)”/Ker(\lj) et R(eM— T(t))”/R(eM —T(¢))rH!
sont isomorphes, donc dimR(X—A)”/Ker(W) < oo. D’autre part, comme RO"_A)"H/Ker(\V) -
R(A—A)" /Ker(y)- alors dimR(A—A)"*! /K or(y) < o0, ce qui implique dimR(A —A)" /Ker(y) <
oo, et par conséquent d,(A—A) < oo.
2. Sia,(eM —T(t)) < oo, alors il existe n € N tel que
dimN (e =T ()" [y (M — (1)) <o
Montrons que
dimN (A —A)"+1/N(x _ Ay <o

On considere I'application suivante :
Q:NA—A)" = N =T0)" y(h — T (1))
x = x+NE=T(@)"

L’application @ est bien définie, linéaire et Ker(¢) C N(A—A)" C N(A —A)""!. D’apres le

premier théoréeme d’isomorphisme N(A —A)"*! /Ker((p) et Im(¢) sont isomorphes. Comme
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Im(¢) C N(eM — T(t))"“/N<e7»t —T(t))" alors dimN(k—A)"“/Ker((p) < oo, donc dimN (A —
A)"“/Ker((p) < o0, ce qui implique dimN(?»—A)"“/N(;b — A)n <e. Par conséquent a,(A—A) <

[oel

Remarque 15. Les inclusions du corollaire précédent sont strictes. Car d’apres la remarque 13,
¢'%esc) et ¢%scA) sont au plus dénombrables, mais d’aprés le corollaire 1.2.1 les spectres 64,5 (T(1))

et 65,.(T(t)) ne sont pas dénombrables.

3.3 Satabilité d’un Cy—semi groupe

Dans cette section, nous montrons que l'inclusion spectrale d’'un Cy—semi groupe tient pour le
spectre de Saphar et spectre essentiellement Saphar. Certains résultats de stabilités sont également

établis.

Proposition 3.3.1. Soit (T(t));>0 un Co-semigroup sur X et A son générateur infinitésimal. Alors

At

pour tout t >0, si e —T(t) admet un inverse généralisé, alors h—A lest aussi.

At

Démonstration  Supposons que eV — T'(f) admet un inverse généralisé, alors il existe un

opérateur S € B(X) tel que :

t(A=A) = (A=A)R)(A-A)+B(1)Gr(t)(A—A)
= (A=A)[RHA-A)+A-A)B(1)G(1)
= (A=A)RO(—A) +( =T(1)Gr(0)
= (A=A)RO)A—A)+ (M =T ()M = T(1)Gy(1)
= (A=A)RE)A-A)+ (A -A)B)(1)S(A—A)By(1) Gy (1)
= (A=A)F)A—-A)+ (A —-A)B(1)SB(1) G (1) (A — A)
= (A=A)F(1) +Br(t)SBA(1) G ()| (A — A)

et par suite A —A admet un inverse généralisé.

Théoréme 3.3.1. Soit (T(t));>0 un Co-semigroupe sur X, et A son générateur infinitésimal. Alors

pour toutt >0 :
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elGSap(A) C GSap(T(t)); etcgap(A) C Ggap(T(t))

Démonstration

1. Supposons que eM —T(¢) est un opérateur de Saphar, alors ¥ — T (¢) admet un inverse géné-
ralisé et N(eM — T (1)) C R*(eM —T(r)). D’aprés la proposition 3.3.1, A —A admet un inverse
généralisé, de plus N(A—A) C N(eM —T(1)) CR(eM — T (1)) C R(AL—A)*. Ce qui preuve que

A —A est un opérateur de Saphar.

2. Si eM —T(r) est un opérateur essenticllement Saphar, alors e™ — T(r) admet un inverse géné-
ralisé, et il existe un sous-espace M de X de dimension finie tel que N(eM —T(¢)) C R™(eM —
T(r))+M. Donc N(A—A) CN(eM —T(r)) CR(eM —T(t))°+M CR(A—A)*°+M, et d’apres la

proposition 3.3.1, A —A admet un inverse généralisé, ce qui términe la preuve.
Définition 3.3.1. [22] Soit (7'(r));>0 un Cp-semi groupe sur X et A son générateur infinitésimal.
On dit que :
1. (T(t));>0 est fortement stable si llim||T(t)x|| =0 pout tout x € X.
> m

2. (T(t))i>0 est uniformément stable si t11_>m||T(t)|| =0.

Dans [21], A. Elkoutri et M. A. Taoudi ont montré que (7'(¢));>0 est fortement stable si 6x(A)NiR =
0. Dans la suite de cette section, nous donnons des résultats de stabilité pour les Cy semi groupes

fortement continus en utilisant le spectre Saphar.

Corollaire 3.3.1. Soit (T(t));>0 un Co-semi groupe borné sur X et A son générateur infinitésimal.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. 6(A)NiIR =0,
2. ox(A)NiIR =0,
3. Gsqp(A)NIR = 0.

Si l'une de ces propriétés est vérifiée, alors (T(t));>0 est fortement stable.

Démonstration. Puisque og(A) C 654p(A) C 6(A), d’apres [21] le résultat est immédiat. O

Définition 3.3.2. [22] Un Cy semi groupe (7'(¢));>0 est dit uniformément exponentiellement stable

s'il existe € > 0 tel que tli_>mea]|T(t)]| =0.
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Corollaire 3.3.2. Soit (T(t));>0 un Co-semi groupe borné sur X et A son générateur infinitésimal.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. (T(1))i>0 est uniformément exponentiellement stable,
2. il existe tg > 0 tel que ok (T (tp)) NI =0,

3. il existe tg > 0 tel que G54y (T (t9)) NI =0.

Démonstration. 1. 1) <= 2) d’apres [21, corollaire 2.2].
2. 1) = 3) voir [22].

3. 3) = 1) Supposons qu'il existe 7y > 0 tel que Gs4, (T (t9)) NI =0. Or g (T (t0)) < s4p(T (1)),

alors og (T (t9)) NI'= 0. D’apres [21, corollaire 2.2], (T'(¢));>0 est uniformément exponentielle-

ment stable.
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Chapitre I

Théorie spectrale d'un semi groupe intégré

Le but de ce chapitre est d’établir une relation spectrale entre le semi-groupe intégré et son

générateur. Plus précisément, nous montrons que pour tout ¢ > 0, nous avons

1
/ W s C 5,(S(1))
0

ol o, désigne une partie du spectre usuel.

4.1 Reésultats préliminaires

Nous commengons par quelques lemmes, qu’ils seront nécessaires dans la suite.
Lemme 4.1.1. Soit A le générateur d’un semi-groupe intégré (S(t))i>0. Pour A€ C et t >0, on
pose Dy (t)x = [} eM9)S(s)xds. Alors, pour tout n € N,

1 < s — S(t)) x=(A—A)D; (t)x,¥x € X,

2, ( i eMsds — S(t)) x =Dy (1)(L—A)x,¥x € D(A),

n
3. R( f(;eMds—S(;)) CR(L—A)",

4. N(L—A)" gN(fgeMds—S(t))".

Démonstration
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1. Pour tout r, t € [0,+o[ et x € X, on a :
1
S(ND(Nx = S(r) / M3 5(s)xds
0
t
= / M=I8(r)S(s)xdss
0
T ) B
= e [S(t+5) —S(t)]xdds
0 Jo
r t
— / / M9 [S(t 4 5) — S()|xdsdr
0 Jo

Ce qui montre que, pour tout x € X, Dy (t)x € C'. De plus,

dirstx(r)x = /0 te’“(t_s)[S(r—l—s)—S(r)]xds
= te’“(t_s) r+s)—S(s)|xds lex(t_s) s)xds — te}‘(t_s) r)xds
= [ HIIS(r+5) =Sl + [ HIS(s)xds = [ HIS(rna

! t—s d ' S
_ /0 M=) 2 [5()3 ()]s — S(1) /O Mxds + Dy (1)x
— SN )x+AS(F)Dy (£)x — S(r) /0 Mxds + Dy (1)
= S(r)[S(t) +ADy (1)x — /0 [ ™ xds) + Dy (t)x
Ainsi, Dy (t)x € D(A) et ADy (t)x = S(t) +ADy (t)x — [§ Mxds.
D’ou,
(s ds — S(1))x = (n— A)Dy (1)

2. Soit x € D(A), on a

~

Dy (t)Ax = M98 (5)Axdss

M) (8! (5)x — x)ds

=~

Il
S—S—S—

t
M8 (5)xdss —/ Mxds
0
t
= S(s) +7»Dx(t)x—/ Mxds
0
Par conséquent,
(Joe"ds —S(t))x = Da(r) (A —A)x
3. On peut montrer facilement par récurrence que, pour tout n € N et pour tout x € X,

(Jgesds—s(1))"x = (n— 4Dy (1)x

Donc
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r oA "
R ( 1Ml — S(t)> CROA—A)
4. Par récurrence que, Pour tout n € N et pour tout x € D(A"),
n
( I e%sazs—sm) x = DI (1) (h—A)'x

Donc

N(A—A)CN ( I e’wds—S(t))"

Lemme 4.1.2. Soit (S(t))>0 un semi-groupe intégré sur X de générateur A. Pour A€ C et t >0,
soit Ly (t)x = [ e ™Dy (s)xds, alors :

1. Ly(t) est un opérateur borné sur X .

2. Vx € X, Ly(t)x € D(A) et (A—A)Ly(t) + Gy (t)Dy(t) = O ()] avec Gy(t) = e MI et Oy(t) =
5 Jeedodnr.

3. Les opérateurs Ly (t), Gy(t), Dy(t) et (A—A) sont commutent deux a deux.

Démonstration
1. Ly (1) est clairement un opérateur linéaire borné sur X.

2. Pour tout r > 0, nous avons :
t
S(NL(t)x = / eMS(F) Dy (T)xdT
0

_ / l / feto / [S(u+0) — S(u))xdudods
_ / / / [S(u+ ) — S(u)|xdudodt
_ / / / [S(u+ ) — S(u)|xdodtdu

Ce qui entraine que, pour tout x € X, Ly (¢)x € C'. De plus,

S(r)Ly(t)x = // S(r+06) —S(r)|xdodr
= // S(r+0)—S(o)|xdodt+ Ly (t)x — &y (t)S(r)x

_ / / 0)S(r)xdodt+ L ()x — 0, (1)S(r)x
S(r)e ™MDy (1 ( )x+m( )x — 0y (£)x] 4 Ly (1)x.

dr

Ainsi, ALy (t)x = e M Dy (t)x 4+ ALy (t)x — 0y (1)x.
(A= A)Ly(t) + Gp(1)Dy (1) = 03.(1)] 01 Gy (1) = e V1.
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3. Pour tout t >0, L, (t) et Dy () Commutent.

En effet, pour 7,5 > 0 on a d’une part,

t
D()Dy(s)x = / M) §(4) Dy (5)xdu
0
t N
= /ex(’_”)S(u)/ MVS(v)xdvdu
0 0
t S
= //e}”(t_”)ex(s_v)S(u)S(v)xdvdu
0 Jo

N t

= /ex(s_V)S(v)/ M8 (u)xdudy
0 0

= Dy(s)Dy(t)x

D’autre part,

LDy ()x = /O " MD, (u)Dy (1) xd
_ /O "o MD, (1)Dy () xd

= D;»(t)/ote_MD;»(u)xdu

= Dy()Ly(1)x
Pour tout x € D(A) on a :
t
LA —A)x = / ™MD, (s) (M — A)xds
0
t
= / e M (™ —S(s))xds
0
t
= (l)x(t)x—/ e M S(s)xds
0
= 0()x = Gy(1)Dy(1)x
= (A=A)Ly(t)x
D’apres le lemme 4.1.1, pour tout x € D(A), (A—A)Dy (t)x =Dy (t)(A—A)x.
Lemme 4.1.3. Soit (S(7));>0 un semi groupe intégré sur X et A son générateur. Pour tout A € C,
t>0etneN, il existe Hy(t),L,(t) € B(X) tels que
1. Vx€ X, Hy(t)x € D(A") et (A—A)"H,(t) + Lo (t)D5(t) =1 ;

2. les opérateurs (A—A)", Hy(t), Ly(t) et D} (¢) commutent deux a deux.

Démonstration La démonstration est similaire a celle du lemme 3.1.3
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Lemme 4.1.4. Soit (S(t))i>0 un semi-groupe intégré sur X de générateur A. Pour tout n € N, si

R (fé Mds — S(t))n est fermé, alors R(A—A)" est fermé.

Démonstration Soit y, = (A—A)"x, une suite dans R(A—A)" convergente vers y € X. D’apres

le lemme 4.1.3, il existe F,(t) et G,(t) deux opérateurs linéaires bornés tels que :
(A=A)"F,(t) +Dy(t)Gn(t) =1 (4.1)
On a d'une part, D} (t)y, — Dy (t)y. D’autre part, d’apres le lemme 4.1.1, on a
D403 = DO~ AY'x, = (Jy ds —S(0))x, € R (s s — ()’

n
Comme R <f(§ exsds—S(t)> est fermé, il existe z € X tel que D (t)y = (fy eMds —S(1))"z. D’apres
(4.1) on a

t n
yp = (A=A)"F,(t)(A—A)"x, + (/ e"sds—S(t)> Gn(t)x,
0
= (A=A)"Fu(t)yp+ Gu(t)Dx(1)yp
En passant a la limite on obtient,
y = (A=A)'F(t)y+Gu(t)Dy(1)y

= (A—A)"Fy(t)y+ Gn(r) </Ol e’“ds—S(t)>nz
= (A—A)" (Fy(t)y+D}(t)Gn(t)z) € R(L—A)"

4.2 Inclusion spectrale d’un semi groupe intégré

4.2.1 Spectre de Frdholm

Théoreme 4.2.1. Soit (S(1));=0 un semi groupe intégré sur X et A son générateur. Alors pour tout

t>0:
1. Si [{eMds—S(t) est semi-Fredholm supérieur, alors . —A est semi-Fredholm supéricur.
2. Si fé e}“ds—S(t) est semi-Fredholm inférieur, alors A — A est semi-Fredholm inférieur.

3. Si [jeMds—S(t) est semi-Fredholm, alors A—A est semi-Fredholm.
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4. Si [§e*ds—S(t) est de Fredholm, alors A—A est de Fredholm .

Démonstration

1. Si [jeMds—S(t) est un opérateur semi-Fredholm supérieur, alors dimN( f§eMds — S(t)) < oo
et R([) exsds—S(t)) est fermé. En appliquant le lemme 4.1.1 et le lemme 4.1.3, on obtient
dimN(A—A) <o et R(A—A) est fermé, d’oit A— A est un opérateur semi-Fredholm supérieur.

2. Si [ eMds—S(t) est un opérateur semi-Fredholm inférieur, alors codimR( fj eMds —S(t)) <
D’apres le lemme4.1.1, on a codim R(A—A) < e, d’oit A—A est un opérateur semi-Fredholm
inférieur.

3. Si [jeMds—S(t) est un opérateur semi-Fredholm, alors [je*ds — S(t) est semi-Fredholm su-
périeur ou semi-Fredholm inférieur. Donc A — A est un opérateur semi-Fredholm supérieur ou
un opérateur semi-Fredholm inférieur, d’ou le résultat.

4. Si [jeMds—S(t) est un opérateur semi-Fredholm, alors [je*ds — S(t) est semi-Fredholm su-

périeure et semi-Fredholm inférieure. Donc A — A est un opérateur semi-Fredholm supérieur

est semi-Fredholm inférieur, d’ou le résultat.

Corollaire 4.2.1. Soit S(t);>0 un semi groupe intégré sur X et A son générateur. Alors pour tout

t>0:

Joe®Wds C 6up(S(1)), Joe®rWds C o14(S(1))

Joe'®Wds C o (S(1)), Jye'Wds C o (S(r))

4.2.2 Spectre quasi-Fredholm

Proposition 4.2.1. Soit (S(t));>0 un semi-groupe intégré sur X de générateur A. Alors

dis(h—A) < dis( [ eMds —S(t))

Démonstration  Si dis([je*ds—S(t)) = +oo, le résultat est évident.

Si dis( [ e*ds—S(t)) = d € N*, alors pour tout n>d, on a :

R (/Ot eMds—S(;)>nmN (/Ot e’“ds—S(z)) _R (/Ot e’“ds—S(t))d AN (/Ot eMds—S(z)> (4.2)
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Nous allons montrer que :
RA—A)¥TANA—A) =R(A—A)NN(L—A)

Soit y € R(A—A)YNN(L—A), il existe x € X tel que y = (A—A)%x. D’aprés le lemme 4.1.3, il existe

deux opérateurs Fy(r) and G4(t) tel que
(A—A)Fy(1) + D5.(1)Ga(t) =1

d d
Comme <f(§ e"%ls—S(t)) Gy(t)x€R (f(; e“ds—S(t)) ﬁN(fé e"sds—S(t)>, d’apres (4.2) il existe
z€X tel que ([ eMds—S(1)?Ga(t)x = ([5eMds —S(t))**'z. Donc

t d
y = (A=A F (1) (L —A)%x+ (/ eksds—S(t)) Gy(t)x
0
, d+1
= A—A)XE(1)x+ (/ exsds—S(t)) z
0
= (A=A (A=A Fy(0)x+Dy(1)z).
Ce qui implique y € R(A—A)* ' NN(L—A). Par conséquent dis(A—A) <d.
Si d = 0 alors pour tout n € N,
R(fyeMds—S(t))"NN( [ eMds—S(t)) = N(f§*ds — S(1)).
Donc pour tout n € N,

N(L—A) CN([fjeMds—S(t)) CR([;eMds —S(t))" C R(L—A)".

Ce qui donne N(A—A)NR(A—A)" =N(A—A)NR(A—A)°, ceci suffit pour conclure dis(A —A) =0

Proposition 4.2.2. Soit (S(t));>0 un semi-groupe intégré sur X de générateur A et d € N.
Si R( [y e*ds —S(t)) +N( [ eMds—S(1))? est fermé dans X, alors R(OL—A) +N(A—A)? est fermé.

Démonstration Sid =0, d’apres le lemme 4.2.1 le résultat est immédiat .
Si d > 1, soit (y,), une suite dans R(A —A) +N(A—A)¢, convergente vers y €. Il existe x, € X et
zn € N(A—A) tels que y, = (A—A)x, +2z,. Comme D (t)y, € R([§ e*ds—S(t)) +N( [ e*ds—S(t))?
tend vers DS (t)y,, alors D (t)y € R( [y eMds—S(t)) +N([5eMds —S(t))?. Donc il existe x € X et z €
N([f§eMds—5S(1))? tels que D)y =([y eMds—S(t))x+z, ce qui implique D3 (t)y =D4(r)(fq Mds—
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S(t))x+ D (1)z et D§(t)z € N(A—A)?. Par conséquent

y = (A=AFy(t)y+ Dy (1)Ga(t)y
— (A=A Fy(t)y+Ga(t)[DL(r) ( /0 te’wds—S(z))HD (t)2]
= (A—A)[A—A"Fy(t)y+Ga(t)D] (1)) + Ga(t)Di(t)z € ROL—A) + N (A — A)“.

On en déduit le résultat.

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate des propositions 4.2.1, 4.2.2 et le lemme

4.1.4.

Corollaire 4.2.2. Soit (S(t))>0 un semi-groupe intégré sur X de générateur A. Alors, pour tout

t>0:

fé e!%ar(A) gs C 647 (S(1))

Corollaire 4.2.3. Soit S(t);>0 un semi groupe intégré sur X et A son générateur. Alors pour tout

t>0:
j‘l 5ok (A dSCGK( ( ) et j‘l G50 (A dSCGw(S(l»

Démonstration

1. Supposons que [} e’”sds—S(t) est un opérateur de Kato, alors pour tout n € N N( [} eMds —
S(t))CR (fé Mds — S(t))n et R (fé Mds — S(t)) est fermé. D’apres le lemme 4.1.1, N(A—A) C
N (fé e"sds—S(t)> CR <f(§ e“ds—S(t))n C R(A—A)" et d’apres le lemme4.1.4 R(A—A) est
fermé. Donc A — A est un opérateur de Kato

2. Si [3eMds—S(t) est un opérateur de Kato essentielle, alors il existe un sous-espace L de
X de dimension finie tel que N([jeMds —S(t)) € R([fjeMds —S(t)) + L et R( [ eMds — S(t))
est fermé. D’aprés le lemme 4.1.1, N(A—A) C N(f§eMds —S(t)) C R*( [ e™ds —S(t)) + L C
R*(M—A)+L. et d’apres 4.1.4 R(A—A) est fermé. Donc A —A est un opérateur de Kato

essentielle.

4.2.3 Spectre de Saphar, Spectre essentiellement Saphar

Lemme 4.2.1. Soit (S(t))i>0 un semi-groupe intégré sur X de générateur A. Alors, pour toutt >0

on a :
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JoeMds—S(t) admet un inverse généralisé => A—A admet un inverse généralisé .

Démonstration. Supposons que [ e™ds—S(t) admet un inverse généralisé, alors il existe R € B(X)

</0r eds _S(I)> R < /Ol Mds — S(f)) = /0 "ds— s(r)

D’apres le lemme 4.1.2, on a (A—A)F(t) + Gy (t)Dy(t) = 0y.(¢)I, alors :

tel que :

R()A=A) = (A—A)FR({)(A—A)+Dy(t)Gy(1)(A—A)
= A=A)R(A—A)+ (A —A)DL(1)Gy (1)
= (k—A)Fx(t)(k—A)+( Mds —

)
A—A)F (1)(A—A) + ( “ds )( des—S(t))Gk(t)

(A—A4) )+
= (}L—A)F}L(t)<7\, A)—F(?\, A)D;bl 7L A D?»( )G;b(t)
(A—A) )
(A—A) (

Gy (t)

B (t)(A—=A)+ (A= A)Dy(1)RD1 (1) Gy (1) (A — A)

A—A)[F. (1) + Dy (t)RDy (1) G (1)] (A — A)

Donc A —A admet un inverse généralisé . ]

Théoréeme 4.2.2. Soit (S(t))i>0 un semi-groupe intégré sur X de générateur A. Alors pour tout

t>0:
Jo &5 @ds C 654,(S(1)),  [oe'Pr s € o5, ,(S(r))

Démonstration

1. Supposons que [§e*ds—S(t) est un opérateur de Saphar, alors [j e*ds—S(¢) admet un inverse
généralisé et N (fé eMds —S(t)) CR” <f(§ Mds — S(t)). D’apres le lemme 4.2.1, A—A admet

un inverse généralisé, et puisque

N(A—A) QN(/OleMds—S(t)> CR" (/Otews—sm) C R (h—A),

alors A —A est un opérateur de Saphar.

2. Supposons que feMds — S(t) est un opérateur essentiellement Saphar, alors feMds — S(t
0 0

admet un inverse généralisé, et il existe un sous-espace M de dimension finie de X tel que
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N( S eMds — S(t)> CR” ( seMds — S(t)) +M. D’apres le lemme 4.2.1, A—A admet un inverse
généralisé, et N(A—A) C N <f(§ Mds — S(t)) CR” (fé Mds — S(t)) +M CR*(A—A)+M. Donc

A—A est essentiellement Saphar.

4.2.4 Spectre de descente, spectre de ’ascente

Théoréeme 4.2.3. Soit (S(t))>0 un semi groupe intégré et A son générateur. Alors pour toutt >0

on a,
1. sid([ye™ds—S(t)) < oo, alors d(A—A) < oo,
2. sia([yeMds—S(t)) < oo, alors a(h—A) < oo.

Démonstration
1. Supposons que d( [§e*ds—S(t)) < oo, alors il existe n € N tel que :
R(fyeMds—S(t))" = R( [y e™ds —S(t))"*.
D’apres le lemme 4.1.3, il existe deux opérateurs linéaire borné L,(¢) and G,(t) tels que :
(A=A)"Ly(1) + Gu(1) Dy (1) =1 (4.3)
de plus L,(t), Hy(t), Dy(t) et (A—A) sont commutent deux a deux.
Soit y € R(A—A)" et x € D(A") tels que y = (A—A)"x. D’apres I'égalité (4.3) on a,
(A=A)'x = (A=A)"L,(t)(A—A)"x+ G,(t)D} (1)(A—A)"x
t n
= A=A () (A—A)""x+G,(1) (/ Mds —S(t)) X
0
Soit z € X tel que ([3e™ds —S(t))"x = ([5eMds —S(t))" 'z, alors :

(A—A)Y'x=(A—A)" (A =A)""'L,(t)x + Gn(t)D’;LJrl (1)7]
ceci suffit pour conclure R(A—A)" = R(A—A)"!| par conséquent d(A—A) < oo.

2. Supposons que a( [ eMds —S(t)) < oo, alors il existe n € N tel que :
N ds — ()" = N(fMds — (1))
Soit x € N(A—A)"*1 alors x € N(J§e™ds —S(t))". D’apres égalité (4.3), on a

(A—A)"x = (A—A)"L,(t)(A—A)"x+ G,(r) (/Otexsds—S(t)) X

= A=A)" L, ()M —-A)"Tx+G,(r) (/Ot exsds—S(t)>nx
=0

Ceci implique N(A—A)" = N(A—A)"*! | par conséquent a(A —A) < co.
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Corollaire 4.2.4. Soit (S(t));>0 un semi groupe intégré et A son générateur. Alors pour toutt >0,

si Joe™ds—S(t) est de Drazin inversible, alors h—A est de Drazin inversible.

Théoréme 4.2.4. Soit (S(1))i>0 un semi groupe intégré sur X et A son générateur. Alors pour tout

r>0:

1.

Si fé Mds — S(t) est semi-Browder supérieur, alors A—A est semi-Browder supérieur,

2. si [3eMds—S(t) est semi-Browder inférieur, alors A—A est semi-Browder inférieur,

3. si [5eMds—S(t) est semi-Browder, alors A—A est semi-Browder.

Démonstration

1.

Si [§eMds—S(t) est semi-Browder supérieur, alors [ e*ds—S(t) est semi-Fredholm supérieur
et d( [ eMds—S(t)) < eo. D’apres le théoréme 4.2.1 et le théoréme 4.2.3, on a A— A est semi-

Fredholm supérieur et d(A—A) < oo, on en déduit que A — A est semi-Browder supérieur.

. Si [3eMds—S(t) est semi-Browder inférieur, alors [je*ds —S(t) est semi-Browder inférieur

et a( fyeMds —S(t)) < oo. D’apres le théoréme 4.2.1 et le théoreme 4.2.3, on a A —A est semi-

Fredholm inférieur et d(A—A) < oo, ce qui implique A — A est semi-Browder inférieur.

1 . . . ,oe . .
Sifye Mds — S(t) est semi-Browder, alors il est semi-Browder supérieur ou semi-Browder in-
férieur. D’apres ce qui précede, A —A est semi-Browder supérieur ou semi-Browder inférieur.

Par conséquent A —A est semi-Browder

Corollaire 4.2.5. Soit (S(t));>0 un semi groupe intégré sur X et A son générateur. Alors pour tout

t>0:

Joe'®Ws C (1)), foe™Ws C o (S(1))

4.2.5 Spectre de descente essentielle, spectre de 1’ascente essentielle

Théoreme 4.2.5. Soit (S(1));>0 un semi groupe intégré et A son générateur. Alors pour toutt >0,

1. sid,([yeMds—S(t)) < oo, alors do(h—A) < oo,

2. si a,([3eMds —S(t)) < oo, alors a,(A—A) < oo.
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Démonstration
1. Sidy(feMds—S(t)) < oo, il existe n € N tel que :

dimR(fgMds = S(0)"/R( [t s — S(1)) 1 <o

Considérons 'application,
:R(A—A)" — R te“ds—sa) n/ f s n
Y 0 R(foe ds—S(t)>

A—A)Vx — </Otews—S(t))n)hwe(/Otemds—s@))n+1

L’application ¥ est bien définie, linéaire et surjective. De plus on a
N(y) CRA—A)" T CRA—A)"
d’apres le premier théoréme d’isomorphisme R(K—A)"/Ker(w) et R < ceMds — S(t)) ! /R (f(; Mds — S(t)) "
sont isomorphes, alors dimR(A —A)" /Ker(y) < o, et par suite dimR(?»—A)”“/Ker(w) < oo,
Par conséquent dimR(?»—A)”/RQ_A)nH < oo, on en déduit d,(A—A) < oo,
2. Si a,( [ e™ds —S(t)) < oo, il existe n € N tel que :
dimN (fg Mds — S(t)> " /N (fg Mds — S(t))n <o

Considérons I'application :
t A n+1
0:NG-ayt > ([ Fas-s0) v ( ienas-sin)

t n
X x+N(/ eksds—S(t))
0

L’application @ est bien définie, linéaire et Ker(@) C N(A—A)" C N(A—A)"*!. D’apres le pre-
mier théoreme d’isomorphisme N(A —A)"*! /Ker((p) et Im(¢@) sont isomorphe, donc dimN (A —
A)n+1/Ker((p) < oo, et par suite dimN(A — A)”/Ker((p) < oo, ce qui montre que dimN(A —
A)nH/N(k—A)” < 0. On en déduit a,(A—A) < .

Corollaire 4.2.6. Soit (S(t));>0 un semi groupe intégré sur X et A son générateur. Alors pour tout

t>0:

Jo &' %N ds € 05, (S(1)), fo e C 0b, (S(1))
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