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Introduction générale

Grace a sa pluridisciplinarité, la théorie des systémes a fait 'objet d’une intense
activité scientifique issue de nombreuses applications (en physique, chimie, environ-
nement, biologie, etc), et une littérature abondante en témoigne. Cela consiste a
développer un ensemble de concepts, de techniques de raisonnement et d’outils ma-
thématiques a 'usage d’un systéme en vue de mieux comprendre son comportement
et son fonctionnement, et par suite de mieux prendre certaines décisions.
L’exploration des systémes mis en jeu est souvent faite dans trois directions : La
premiére concerne tous les aspects de modélisation, I'autre consiste a explorer cer-
tains concepts permettant la compréhension de ces systémes; on parle dans ce cas
de I'analyse des systémes, tandis que la troisiéme s’articule sur les problémes de
controles ou il s’agit de déterminer des actions convenables pour réaliser certains
objectifs bien précisés.

Il existe plusieurs classes de systémes. Dans cette thése nous nous intéressons aux
systémes continus, linéaires et non linéaires et qui sont en plus de nature distribuée.
Un systeme est dit distribué s’il évolue dans le temps et 1’espace, ainsi, ce dernier est
généralement gouverné par des équations aux dérivées partielles. Dans le cas o le
systéme est décrit par une équation différentielle ordinaire en temps seulement, on
parle d’un systéme localisé. De nombreux travaux ont été consacrés au passage du
localisé au distribué en tenant compte essentiellement de la dimension finie (systéme
localisé) et infinie (systéme distribué) de ’espace d’état (voire par exemple [50]).
Pour les systémes distribués, différents travaux ont été réalisés en se basant sur une
formulation mathématique qui tient compte de la géométrie globale du systéme. A
ce stade, citons ceux sur la contrélabilité, I’observabilité , sources et détection de
sources inconnues. En effet, un systéme est dit globalement contrélable s’il peut étre
amené de son état initial vers n’importe quel état désiré au bout d’un certain temps
par une action convenable (M. C. Delfour et S. K. Mitter [39], S. Dolecki et D.
Russel [41], R.F. Curtain et A.J. Pritchard [36], A. El Jai et A. J. Pritchard [57],
J.L. Lions [80-83],...). Mathématiquement parlant, cette définition a été traduite

par la surjectivité d’un certain opérateur dit de controlabilité. Parfois, on cherche



a approcher autant que possible un état désiré qu’on ne peut pas atteindre exac-
tement a partir de I’état initial, et c’est pour cela qu’a été introduite la notion de
faible controlabilité. Cette notion de controlabilité au sens faible a été caractérisée
a son tours par une condition de densité de I'image de l'opérateur de controlabi-
lité [36,37,48-50,57].

Une autre notion qui a été introduite d’une fagon duale, c’est I'observabilité. Dans
le cas ou I'état initial du systéme est inconnu, le principe de I'observabilité (respec-
tivement faible observabilité) consiste a pouvoir reconstruire (respectivement appro-
cher) cet état initial & travers la dynamique du systéme et 1’équation de sortie. En
définissant un opérateur dit d’observabilité, la notion d’exacte observabilité a été
caractérisée par une condition d’injection d’un tel opérateur, et par densité de son
noyau dans le cas de 'observabilité faible [36,37,48-50,57].

En relation avec 'observabilité, un autre concept d’analyse des systémes distribués
a été introduit ; c’est celui de sources et détection de sources inconnues. Au point de
vue conceptuel, une source est interprétée comme étant une perturbation affectant
I’état du systéme, et qui est généralement inconnue. Le principe consiste a recueillir
des informations sur la nature d’une telle source & partir des observations associées
au systéme, et ceci dans le but de pouvoir la reconstruire [2,6,7,84].

Ainsi, et en vue d’envisager un aspect d’applicabilité de toutes ces notions abstraites,
A. El Jai et A. J. Pritchard [57] ont introduit la notion de capteur et actionneur.
Un actionneur (respectivement capteur) est dit stratégique, s’il permet d’assurer la
faible controlabilité (respectivement la faible observabilité) du systéme qu'il excite
(respectivement des observations qu'’il recueille). Et en relation avec les sources et
détection de sources inconnues, un capteur est dit espion, s’il permet la détection
d’une telle source [6]. Différents travaux ont été réalisés sur les capteurs et les ac-
tionneurs, a savoir les problémes de la nature, de la localisation et du nombre de
ces paramétres dits d’entrée - sortie, en fonction des divers paramétres des systémes
considérés [2,5,11,20,30,31,43,57,60,109].

Cela releve d’une grande importance au niveau des applications, et aussi met en evi-
dence le role important que joue la variable spatiale dans I'analyse et le controle des
systémes distribués. De ce fait, la voie a été ouverte vers I'analyse régionale de tels
systémes (E. Zerrik et A. El Jai [11,58,59]). En effet ceci est justifié par le fait qu’il
existe des systémes pour lesquels on peut réaliser (i.e. controler, observer, détecter,
etc) des objectifs régionaux sans les atteindre globalement. La figure suivante nous
donne une idée générale sur ’aspect régional des concepts de controlabilité, d’obser-
vabilité et de sources et détection, et plus précisément, elle met en jeu les différentes

situations qui peuvent étre utilisées pour les décrire.



Domaine global

Observations

Zone fixée ®
et source s

Contrdles .
Zone fixée

FiG. 0.0.1 — Localisation d’actionneurs (B, b), capteurs (C,c), source (s), et zones fixées

(0, w) sur le domaine géométrique global (£2).

En outre, depuis que 'analyse régionale a été introduite, sa capacité de traiter de
vrais systémes complexes est prolongée et devient plus importante. Les applications
aux systémes environnementaux étaient I'une des motivations pour considérer le cas
ou les propriétés de la région considérée peuvent évoluer dans le temps; elle peut
croitre ou décroitre dans un sens bien précisé. Le concept d’étalabilité, qui décrit
ces processus d’expansion a été alors introduit (A. El Jai et K. Kassara [53], A.
Bernoussi et A. El Jai [21]). Etant donné un systéme distribué et une propriété fixée
‘P, le principe consiste a dire que le systéeme est P-étalable pendant un intervalle
de temps, si la famille des ensembles de points possédant cette propriété en chaque
instant dans cet intervalle de temps, est croissante au sens de I'inclusion. On parle
de l'étalabilité au sens usuel [53].

On constate a partir de ce principe, qu’un probléme d’étalabilité peut donc présenter
plus de contraintes (donc de difficultés) en le comparant avec celui d’analyse régio-
nale. Ceci est di au fait que, pour ’analyse régionale, on s’intéresse a I’analyse ou au
controle du systéme pour réaliser un objectif désiré juste sur une région fixée dans le
domaine global, tandis que pour I'étalabilité, on ne fixe qu'une propriété sur ’état
du systéme, puis on s’intéresse a 1’évolution des sous domaines ot cette propriété est
satisfaite. C’est la raison pour laquelle d’importantes manipulations mathématiques
sont nécessaires pour décrire ce concept vu son intérét et ces difficultés dans les ap-
plications. Pour rendre ce concept mieux adapté aux applications, son aspect faible
a été étudié par D. Ucinski et A. El Jai [101]. Cela consiste a pouvoir approcher
contintiment 1’état du systéme sur une famille croissante de sous domaines supposés
connus en utilisant ce qu’on appelle des "étalements".

Pour un probléme de pollution par exemple, les zones polluées ne sont pas forcément
croissantes au sens de l'inclusion, mais peuvent se déplacer alors que leurs surfaces
(aires) croient. De ce fait, on constate que le concept d’étalabilité dans son sens usuel

(i.e 'inclusion) reste un peu restrictif dans la description de certains autres phéno-
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ménes. Ce qui a conduit A. Bernoussi et A. El Jai & en donner une extension ; c’est
la A-étalabilité [21,23]. Cela se traduit par le fait que, si on se donne une propriété
fixée, alors la surface occupée par les effets de cette propriété est croissante dans le
temps. La aussi, on constate qu’autant on se rapproche des préoccupations concrétes
que la description du probléme sera de plus en plus compliquée. Parmi les outils ma-
thématiques utilisés pour caractériser la A-étalabilité d’un systéme distribué, c’est
celui de familles de transformations dites adaptées a 1’évolution du systéme; c’est a
dire celles qui permettent de décrire I’évolution des sous domaines sur lesquels 1’état
du systéme satisfait la propriété P. Par suite ont été étudiées certaines relations
entre la A-étalabilité et la notion du front d’onde [22,24,25], et encore entre celle de
I’évolution d’interfaces en se basant sur des techniques dites d’ensembles de niveaux
introduites par J.A. Sethian [87,97,98|.

Toujours en relation avec 1’étalabilité, une place importante a été consacrée au
controle dans le sens o, lorsqu’un systéme distribué est par nature non étalable
(pour une propriété donnée), alors il est possible de le rendre étalable par un
controle convenable (pour la méme propriété). C’est le controle étaleur [23, 53].
Le probléme du controéle étaleur a été largement étudié en contraignant la maniére
d’évolution des sous domaines concernés (i.e. sur lesquels la propriété fixée est sa-
tisfaite) [28,29,45,46,54-56,61,62,71-77,101].

Signalons qu’il existe une autre approche de 1’étalabilité basée sur 1'utilisation des
automates cellulaires (AC) [62,63]. Cela consiste a subdiviser le domaine géométrique
en des cellule ¢;; formant ce qu'on appelle un treillis, puis a discrétiser 'intervalle
de temps I et considérer comme espace d’état un ensemble discret fini. Pour décrire
I’évolution du systéme, il faut se donner ce qu’on appelle des régles de transition qui
permettent le passage d’une certaine configuration du systéme a l'instant t;, & une
nouvelle configuration a l'instant ¢;,,. C’est une approche qui parait intéressante
pour le traitement de ce type de problémes.

Grace a un couplage de ’analyse régionale et de I’étalabilité, un autre concept propre
aux systéme distribué a été aussi introduit : C’est la vulnérabilité (A. Bernoussi et
M. Amharref [26]). Cela consiste & dire quune région fixée o est vulnérable s’elle
est susceptible d’étre atteinte par les effets d’'un phénomeéne étalable. Remarquons
a partir de ce principe que le concept de la vulnérabilité tient compte des différents
paramétres définissant le systéme qui est supposé étalable (i.e. dynamique, temps,
espace, propriété fixée, des éventuelles actions,...), et aussi de la capacité de résis-
tance de la zone o face a I’étalabilité. Pour mesurer cette capacité, un moyen dit
"Indice de vulnérabilité" a été introduit dans le sens o1, une zone est plus vulnérable

par rapport & une autre si 'indice de vulnérabilité de la premiére est supérieur a celui
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de la seconde. Ainsi, différents exemples et applications ont été étudiés dans [26,27].
Lorsqu’il s’agit d’'un phénomeéne étalable pour lequel une zone donnée o est vulné-
rable, n’est-t-il pas possible de :

1. Remédier aux effets de ce phénomeéne sur o lorsque elle est atteinte ?

2. Protéger la zone o avant qu’elle soit atteinte ?

La réponse a ces deux questions constitue 'objectif de cette thése.

En un premier temps, nous introduisons deux concepts propres aux systémes distri-
bués linéaires, ensuite nous étudions leur extension a une classe de systémes distri-
bués non linéaires. Se sont les concepts de la remédiabilité et du controle protecteur.
Plus précisément, lorsqu’un systéme distribué est soumis a une perturbation (source)
localisée sur une région w comme cela est indiqué sur la partie gauche de la figure
0.0.2, et si de plus cette perturbation est étalable et qu'une zone fixée o est non
pas seulement vulnérable mais déja atteinte par les effets de cette perturbation (voir
partie droite de la figure 0.0.2), le principe de la remédiabilité régionale consiste en
la détermination d’une action permettant au bout d’'un certain temps, de compenser
ces effets sur o ; c’est a dire les changements d’effets de la perturbation, de la figure
0.0.2 (a droite) a celle de la figure 0.0.3.

f

F1G. 0.0.2 — Perturbation initiale sur w (gauche) et vulnérabilité de o lorsque la pertur-
bation est étalable (droite).

F1G. 0.0.3 — Remédiabilité de la région o.
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Parfois il arrive qu’on ne peut pas remédier & certaines perturbations sur une zone
donnée, comme par exemple le cas d'une épidémie incurable, ou le reméde existe
mais il est & coiit trés élevé (dépollution). De se fait il est intéressant de protéger
cette zone avant qu’elle soit atteinte. C’est le principe du contréle protecteur.
L’étude du controle protecteur tient compte essentiellement de la trajectoire de la
propriété engendrée par la perturbation étalable et aussi du premier instant o une
telle propriété commence a atteindre la zone vulnérable. En effet, si on n’agit pas
avant cet instant, alors la zone sera atteinte, et dans ce cas on ne peut plus parler
de sa protection mais plutot de sa remédiabilité.

Pour cela, et apres un rappel sur quelques concepts d’analyse régionale comme ceux
de la controlabilité, 'observabilité, les sources et détection de sources inconnues,
puis sur 'étalabilité et la vulnérabilité, nous commencgons par développer celui de
la remédiabilité régionale des systémes linéaires, pour pouvoir introduire le concept
du controle protecteur pour la méme classe de systémes, en précisant le lien exis-
tant entre ces deux concepts. En effet, nous montrons qu’un probléme du controle
protecteur pour un systéme donné, peut étre ramené a celui de la remédiabilité ré-
gionale pour un certain systéme résultant en introduisant un retard sur le systéme
de départ. Ensuite, une extension des deux concepts a une classes de systémes non
linéaires sera donnée en se basant toujours sur les deux principes donnés ci-dessus.
Etant donné un systéme distribué (S) d’état z, évoluant sur un domaine géométrique
global €2, soumis & une perturbation f, excité par un contréle u et augmenté dune
sortie y, puis 0, w et ¢ sont des régions toutes incluses dans €2, 'organigramme ci-
dessous met en évidence ’enchainement des différents concepts considérés, et aussi
la maniére avec laquelle ils sont traités dans cette thése qui s’inscrit dans le cadre
de I'analyse et du controle des systémes distribués.

Ceci peut étre interprété par le fait qu’au départ, la connaissance de 1’état initial z
du systéme est indispensable pour 1’étude de tout probléme de controle. Ensuite, et
si de plus le systéme est soumis & des perturbations, il est utile de les localiser, et
donc de les reconstruire, pour connaitre leur comportement, ou méme pour pouvoir
suivre leur évolution, et par conséquent de connaitre leur influence sur des zones
bien précisées. A ce niveau, le controle de telles situations constitue une étape im-
portante. Toujours a propos de cet organigramme, on constate que :

Pour le controéle étaleur, la propriété destinée a satisfaire sur des sous domaines
de plus en plus grands, présente des qualités du systéme. Dans notre situation, et
comme il s’agit de perturbations affectant le systéme (donc se sont des défauts d'un
tel systéme), alors on n’a pas besoin d’aucun contrdle lorsque la perturbation n’est

pas étalable, et donc la zone o n’est pas vulnérable.
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Systéme :
Dynamique + entrée/sortie
F(Z,ZO,f,U,y) =0

Non Observabilité régionale
A. El Jai, M. C. Simon,

E. Zerrik et M. Amouroux.

zp connu
sur 6

Capteur #-stratégique :
reconstruire zq

. Non Sources et détection régionale
oI L. Afifi, A. El Jai
et M. Merry.
Oui

f étalable
a partir
de w

Etalabilité
A. El Jai et K. Kassara.
A. Bernoussi et A. El Jai.

Stop : On n’a pas
besoin de controle.

. ) Non Vulnérabilité
Stop : On n’a pas vulnérable A. Bernoussi
besoin de controle. M. Amharref.

Remeédiabilité régionale
L. Afifi, A. Chafiai et A. El Jai.
(Systémes distribués linéaires)
Y. Qaraai, A. Bernoussi et A. El Jai.
(Systémes distribués non linéaires)

Appliquer un
controéle pour
compenser f sur o :
Remédiabilité.

Appliquer un Controéle protecteur

controle pour Y. Qaraai, A. Bernoussi et A. El Jai.
protéger o face a f : Systémes distribués linéaires
Controle protecteur. et non linéaires.

Les différents concepts considérés dans cette thése.
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Ce travail est organisé comme suit. Il comporte une introduction, deux parties, 'une,
composée de trois chapitres sur les systémes linéaires, et 'autre, en deux chapitres
sur une extension au cas non linéaire, une partie conclusion menée de quelques pers-
pectives mentionnant certains problémes ouverts, et une partie bibliographie.

Le chapitre 1 concerne un rappel sur la controlabilité, 1’observabilité, les sources
et détection de sources inconnues dans le cadre de 'analyse régionale des systémes
distribués linéaires. Différentes caractérisations de ces concepts, de leurs relations
avec les capteurs et les actionneurs, ainsi que différents exemples sont donnés. Les
problémes du controle optimal assurant un transfert régional, de la reconstruction
d’un état initial régionalement inconnu, puis celle d’une source régionalement détec-
table, sont aussi considérés.

Dans le chapitre 2 nous donnons quelques généralités sur ’étalabilité et la vulnéra-
bilité. Ensuite, nous donnons dans le cas des systémes linéaires perturbés, quelques
résultats sur la remédiabilité lorsque la perturbation est étalable et une zone donnée
est vulnérable ou méme atteinte. Le probléme de la remédiabilité régionale a énergie
minimale est aussi présenté.

Le chapitre 3 concerne I'introduction du concept du controle protecteur dans le cas
d’un systéme linéaire perturbé. Nous caractérisons ce type de controle par deux
approches différentes : Famille de transformations et remédiabilité d’un certain sys-
teme a retard. Cela nous permet de donner d’autres propriétés, puis d’étudier le
probléme du controéle protecteur a énergie minimale. Une application sur le systéme
de transport est aussi donnée.

Pour le chapitre 4, il est destiné & une extension du concept de la remédiabilité
régionale a une classe de systémes distribués non linéaires perturbés au niveau de
la condition initiale. Nous posons le probléme de la remédiabilité régionale, et nous
considérons une nouvelle formulation de ce probléme pour pouvoir s’inspirer des ré-
sultats développés au chapitre 2. Ensuite nous montrons comment ce probléme peut
étre résolu, en utilisant les techniques du pseudo inverse et le théoréme du point fixe
de Banach. Nous donnons un schéma algorithmique et nous illustrons ’approche
développée par un exemple monodimensionnel (systéme de transport non linéaire).
Le but du chapitre 5 est d’étendre le concept du controle protecteur a une classe
de systémes distribués non linéaires. Aprés position et transformation du probléme
du controle protecteur, nous considérons une approche par remédiabilité d’'un cer-
tain systéme non linéaire a retard pour caractériser les solutions de ce probléme.
Quelques remarques importantes sont aussi soulevées. Nous illustrons le concept du
controle protecteur en considérant une variante de 1’équation de Fisher qui peut

modéliser un probléme de dynamique de bactéries.
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Premiére partie

Systémes distribués linéaires
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Chapitre 1

(Généralités sur 'analyse régionale

1 De Panalyse globale a analyse régionale

Considérons un systéme distribué linéaire (S) qu’on peut écrire en utilisant une

représentation dite par vecteur d’état et qui est donnée sous la forme suivante

2(t) = Az(t)+ Bu(t) 0<t<T
(S) (1.1.1)
2(0) = zp € D(A)

Le systéme (1.1.1) est supposé augmenté d’une sortie

(E):  yt)=Czt) 0<t<T (1.1.2)

avec z est I’état du systéme, zy son état initial, u un controle, A, B et C' sont des
opérateurs linéaires représentant respectivement la dynamique du systéme, le pa-
ramétre d’entrée et celui de sortie. Un cadre fonctionnel adapté est indispensable
pour l'étude (S) et (E). Ceci concerne 'espace d’état Z qui est de dimension infinie,
I’espace des controles U et celui des observations Y.

Cela étant, le systéeme (5) est dit globalement controlable si, pour tout état désiré
zq € Z, il existe un controle u € U permettant d’amener le systéme de son état
initial zo vers I’état désiré z; au bout d’un certain temps 7. L’état désiré z, étant
défini sur le domaine géométrique global €2 sur lequel évolue le systéme.

Or, il existe des systémes qui sont controlables régionalement, sans qu’ils le soient
globalement [11,58,59|, comme par exemple le maintien d’une température juste sur
une zone donné, cela a permis alors le passage de la notion d’analyse globale a celle
dite d’analyse régionale.

Par dualité, il est de méme pour 'observabilité régionale, qui consiste & pouvoir

reconstruire régionalement la condition initiale du systéme lorsqu’elle est inconnue.
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D’autre part, la notion de sources et détection régionale d’une source inconnue a été

aussi introduite a partir des techniques de 1’observabilité régionale.

2 Controlabilité régionale

Dans cette section, nous considérons le probléme de l'existence d’un controle réali-
sant un objectif régional donné. Pour cela, soit 2 un ouvert borné de IR", I =]0,T|
un intervalle de temps et ¢ une zone fixée dans {2 de mesure non nulle. Le systéme

(1.1.1) se réécrit

2(t) = Az(t)+ Bu(t) 0<t<T
(1.2.1)
Z(O) =2y € D(A)

Ce systéme est défini sur l'espace d’état Z = L?*(Q2) sur lequel 'opérateur linéaire
A est le générateur infinitésimal d'un semi groupe fortement continu (S(t)):>0, u €
L2(0,T\U) et Be L(U,Z).

La solution z(t,u) = z(x,t, 2o, u) de (1.2.1) est donnée par

z(t,u) = S(t)zo + /Ot S(t — s)Bu(s)ds = S(t)zo + Hu (1.2.2)

avec H; est 'opérateur dit de contrélabilité défini par

H,: L*(0, T, U) — Z

. (1.2.3)
U / S(t — s)Bu(s)ds
0
Considérons aussi les opérateurs restriction a o et son adjoint définis par :
Xo - LZ(Q) - LZ(J)
(1.2.4)
z o zZl,
z(x) sur o
X5 L (o) — L*(Q) avec (xiz2)(w)= (1.2.5)
0 ailleurs
Nous avons alors & partir de (1.2.2) et (1.2.4)
Xoz(t,u) = xoS(t)20 + Xo Hiu (1.2.6)
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Donc, c’est a travers la zone o, I'état initial zy, la structure de B et les opérateurs

H; et x,, que nous devons étudier la controlabilité régionale du systéme (1.2.1).

2- a Définitions - Caractérisations

Si on note par zz un état désiré, nous avons les définitions suivantes [59].

Définition 1.1
(i) Le systéme (1.2.1) est dit exactement régionalement contrélable (ou o-controlable)
siVzy € Z, Vzq € L*(0) Ju € L*(0,T,U) tel que :

Xo2(T,u) = 24

(ii) Le systeme (1.2.1) est dit faiblement régionalement contrélable (ou o-contrélable)
si, Ve > 0, V29 € Z, Vzq € L*(0) Fu € L*(0,T,U) tel que :

IXo2(T,u) = 24l 2(0) < €

Le premier point de cette définition signifie qu’a partir de I’état initial zy, le controle
u permet d’atteindre exactement ’état désiré z; sur o a I'instant final 7. Tandis que
le point (i7) signifie qu'un tel état désiré est approximativement atteint (avec une
certaine tolérance ¢ fixée) par le contrdle u sur la zone o a l'instant final 7'

Noter que la définition 1.1 est générale, car, d'une part elle englobe celle de la contro-
labilité usuelle (ou globale) ou il suffit de prendre o = ), d’autre part, il est aussi
valable dans le cas ot I’état z(.,u) est la solution d’un systéme non linéaire. Sauf que
dans ce cas, quelques hypothéses supplémentaires sur l'existence et 1'unicité de la
solution seront ajoutées. On reviendra sur ce dernier point dans la deuxiéme partie
de cette thése (cas des systémes distribués non linéaires).

En considérant le systéme (1.2.1), signalons encore une remarque concernant ’opé-
rateur B lié & la maniére d’excitation de ce systéme. En effet, lorsqu’il s’agit des
actions ponctuelles ou frontiéres, dans ce cas l'opérateur B n’est plus borné, ainsi

un choix convenable du cadre fonctionnel est indispensable.

Maintenant, nous allons donner quelques caractérisations de la controlabilité exacte
et faible, en se basant toujours sur la définition 1.1 et sur les opérateurs H; et
Xo donnés respectivement par (1.2.3) et (1.2.4). Commengons par la proposition

suivante [59].

Proposition 1.1
(i) Le systeme (1.2.1) est exzactement o-contrélable < Im(x,Hr) = L*(0)
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(ii) Le systeme (1.2.1) est faiblement o-controlable < Im(x,Hr) = L*(0)

Preuve : C’est une conséquence immédiate de la définition 1.1. |

Noter que méme si on ne s’intéresse qu’a atteindre des objectifs désirés juste sur
o, nous allons donner une autre caractérisation de la controlabilité qui établi cette
fois-ci une relation entre les deux opérateurs H; et x, donnés respectivement par
(1.2.3) et (1.2.4), et l'espace d’état Z = L*(Q) relatif au domaine ) tout entier.

Nous avons alors la proposition suivante [59].

Proposition 1.2
(i) Le systéme (1.2.1) est exzactement o-controlable si et seulement si

Ker(x,) + Im(Hy) = L*(Q) (1.2.7)

(ii) Le systéme (1.2.1) est faiblement o-controlable si et seulement si

Ker(x,) + Im(Hy) = L*(Q) (1.2.8)

Preuve :

Il est clair que si la relation (1.2.7) (respectivement (1.2.8)) est satisfaite, alors
le systéme (1.2.1) est exactement o-contrdlable (respectivement faiblement o-
controlable).

Inversement, soit z € L*(€2). Alors il existent z; et 2y tels que

2 =21+ 2
z1=0 sur o
29 =10 sur Q\o

(1) Le systéme (1.2.1) est supposé exactement o-controlable, donc d’aprés le
point (i) de la proposition 1.1 on aura zy € Im(x,Hr). Ceci revient a dire qu’il
existe u € L2(0,T,U) tel que 2o = Hyu.

(77) Comme le systéme (1.2.1) est supposé faiblement o-controlable, alors d’aprés
le point (iz) de la proposition 1.1 on aura zs € Im(x,Hr). Soit encore : Ve > 0,

il existe u € L2(0,T,U) tel que :

|22 — Xo Hrul|12(0) < €

Ce qui donne |[|z; — Hrul|r2(0) < €. Clest a dire que 2z, € Im(Hry) ]
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Nous allons donner une troisiéme caractérisation de la controlabilité régionale a
travers une inégalité utile dans les applications, en considérant 'opérateur linéaire

A, donné par

Ao = XoHrHiX: - LP(0) — L*(0) (1.2.9)

C’est I'objet de la proposition suivante [59].

Proposition 1.3

(i) Le systéme (1.2.1) est exzactement o-controlable si et seulement si
Fe >0 |zll20) < WlIB*S*(T = Ixizllrzoruy Ve € L*(o)  (1.2.10)

Ce qui est équivalent a A, est coercif.

(ii) Le systéme (1.2.1) est faiblement o-controlable si et seulement si

Ker(Hrx:) = {0} (1.2.11)

Ou d’une fagon équivalente A, est positif.

Preuve_: Voire [59]. ]
On constate que toutes ces caractérisations de la controlabilité régionale tiennent
compte des opérateurs y, et H;,. Comme H, fait intervenir plus particuliérement
I'opérateur B lié a la maniére d’excitation du systéme, et que ce dernier posséde,
outre son intensité, un support géométrique donné dans 2 (qu’on notera D), alors
il est intéressant de faire un lien entre les deux régions D et 0. C’est l'objet du

paragraphe suivant.

2- b Controlabilité régionale et actionneurs

Considérons toujours le systéme (1.2.1). D’un point de vue conceptuel, un actionneur
est défini par la localisation et la répartition spatiale de 'opérateur d’excitation B.
Dans le cadre de 'analyse (globale ou régionale) des systémes distribués linéaires,
plusieurs travaux ont été consacrés a la notion d’actionneurs [30,31,43,57,60,109],
et en particulier de leur lien avec la controlabilité.

Etant donné un ensemble fermé¢ D dans € et une application g € L*(D), on a la

définition suivante [|43].

Définition 1.2

On appelle actionneur zone interne le couple (D, g) ot
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— D représente le support de [’actionneur.

— g définit la répartition spatiale de l’actionneur.

Dans le cas ou (D, g) = (b, d,) avec b € Q et 0, la distribution de Dirac au point b,

alors on parle d'un actionneur ponctuel interne.

De la méme maniére a été défini un actionneur zone (ou ponctuel) frontiére; ceci
est le cas on D C I' = 0f).
Pour des entrées multiples, on désigne par (D;, g;)i=1,.., la suite des p actionneurs

excitant le systéme.

Controles

FiG. 1.2.1 — Différents types d’actionneurs
Cas particulier :

Supposons maintenant que l'opérateur linéaire A admet sur l'espace d’état L*(Q),
un systéme orthonormé complet de fonctions propres (SOmj)mzl, G=1,.eerm associées
aux valeurs propres (Ap)m>1 avec A, étant de multiplicité r,,. Et que le systéme
(1.2.1) est excité par p actionneurs (D, ¢;)i=1...p, tels que D; N D; = () Vi # j. Dans

ce cas, le systéme se réécrit sous la forme

(S) i=1 (1.2.12)

2(0) =z € D(A)
Ainsi, les deux concepts de controlabilité régionale et actionneur sont liés par la

définition suivante

Définition 1.3
Une suite d’actionneurs (D;, g;)i1,., est dite o-stratégique si le systéme qu’ils ex-

citent est faiblement o-controlable
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Alors a partir de ce qui précéde nous avons le résultat suivant [59].

Proposition 1.4
Supposons que supr,, = r < 00, alors la suite d’actionneurs (D;,g;)i=1,. p est
o-stratégique si et seulement si
1.p>r
2. rg(Gut) =ry  ¥Ym > 1.

ou Pk = (Vy;) et Gy, est une matrice d’ordre p X 1y, et d’éléments (G,);; tels que :

< ©Omj,9i >12(p;) Pour le cas zone

Vi :/%%dx et (Gp)ij =

QOmj(bi) Pour le cas ponctuel

Ce résultat, appelé condition du rang, nous permet de savoir si un tel systéme
est faiblement o-controlable ou pas. Dans le cas ou les valeurs propres de l'opé-
rateur A sont simples, alors un seul actionneur est suffisant pour assurer la faible
o-controlabilité : C’est celui qui doit vérifier Gi¢] # 0, car r,, = 1 et G,,¢), € R
Vm > 1.

2- ¢ Exemples [59]

Dans ce paragraphe nous donnons deux exemples pour illustrer tout ce précede. Le
premier justifie le passage de ’analyse globale vers ’analyse régionale; c’est a dire
qu’il existe des systémes qui sont régionalement controlables sans qu’ils le soient
globalement. Le second concerne une application directe du résultat établi entre

actionneurs régionalement stratégiques et controlabilité régionale.

Exemple 1

Considérons le systéme de diffusion monodimensionnel linéaire dont ’état vérifie

.

x,t) = Az(x,t) + Xppu(t)  ]0,1[x]0,T]

2(0,t) = 2(1,t) =0 10, T (1.2.13)

2(x,0) =0 10, 1]

\

Ce systéme peut se mettre sous la forme (1.2.12) car nous avons
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2

0
A=A= 57 D(A) = H;(0,1) N H*(0,1)

p=1, giu1 = Xapldp,u
D = [a,b] C]0, 1] désigne le support de 'actionneur excitant le systéme (1.2.13).
L’opérateur A engendre un semi groupe fortement continu (S(t)):>o défini par

—+00

S(t)z = Z M < Z, Pk >12(0,1) Pk
k=1

avec

op(r) = V2sin(krz) et A\, = —k*n?
De plus l'opérateur de controlabilité H; donné en (1.2.3) est défini comme suit

“+o00

b
Hz=B*'S*"(T—t)z = Z T < 2 o >12(0,1) / or(z)dx

k=1
Considérons la zone o = [a, 3] dans |0, 1] et supposons que b — a € Q. Alors :

Le systéme (1.2.13) n’est pas faiblement globalement controlable, car ceci est une
conséquence directe de la proposition 1.3 o lorsque o =|0, 1], alors dans ce cas la
condition Ker(H}) = {0} n’est pas satisfaite.

Montrons que le systéme est faiblement o-contrélable pour « et 3 convenablement
choisis. En effet, Parmi les fonctions propres ¢, de L?(0,1), considérons celles qui

forment un systéme orthogonal de Ker(H4). Donc nous pouvons écrire

Ker(H7) = {(ox)kes

ouJ={keIN: k(b—a) =2m, m € IN} est un ensemble non vide car on a
supposé que b —a € Q.

Choisissons donc 3 = a + (b — a), alors pour tout k et [ € J on aura

f—a b-—a

5 = 5 k=1

[ ratey =

" 0 k£ 1
Pour ky € J, nous avons ¢y, € Ker(H}), par conséquent oy, n’est pas globalement
faiblement atteignable (i.e. sur |0, 1[), mais il l'est régionalement sur la région o =

[, a + (b — a)], ce qui veut dire que
XoPko §é KGT(H;XZ)
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car SiHOH, on aura

+o00 b
H;X:—(XU()OK’()) = Ze/\k (T=1) < Phos Pk >L2(0' / Spk
k=1

b
= Z A(T=1) < gpk(ﬂ k >L2 / Spk

k¢ J
= 0

Soit encore

< Pkos Pk > L2(0)= 0, Vk ¢ J
D’autre part, pour tout ky ¢ J vérifiant k1 (b — a) = 2k + 1, il est facile de voir que

< Pkgs Py >L2(O'): 0

soit encore

ki tan(komrar) = ko tan(kyma)

1 1
Ce qui n’est pas toujours vrai (a titre d’exemple considérer o = 7 b—a= 2 ko =4
13
et k1 = 6). Donc ¢y, est atteignable sur o = [a, 8] = [Z’ Z_l]

Exemple 2

Reprenons le méme systéme donné dans 1’exemple ci-dessus, sauf que dans ce cas on
s’intéresse a une action de type ponctuelle localisée en un point b €]0, 1[. Le systéme

s’écrira alors sous la forme

(

Z(z,t) = Az(z,t) + 6(x — b)u(t) ]0,1[x]0,T]

2(0,t) = 2(1,t) =0 10,7 (1.2.14)

2(x,0) =0 10, 1]

Pour une zone o = [a, #] C]0, 1], nous avons d’aprés la proposition 1.4 :
—#0Q
p— a ’

Ceci veut dire que sous cette condition, I’actionneur (b, ;) est o-stratégique.

Le systéme (1.2.14) est faiblement o-controlable si et seulement si

Jusqu’a maintenant, on a caractérisé la controlabilité régionale, et on a aussi étudié
son lien avec les actionneurs. Qu’on est-t-il du cotit du transfert régional ? La réponse

a cette question va faire I'objet du paragraphe suivant.
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2-d Controle optimal

Dire qu'un systéme est régionalement controlable, n’entraine pas forcément I'unicité
du contrdle assurant ce transfert régional. Pour cela, nous allons ajouter d’autres
contraintes sur ce contréle pour qu’il soit unique. De ce fait, on se propose de résoudre
le probleme suivant : Parmi tous les controles assurant la controlabilité régionale sur

o, qu’il est celui de norme minimale ?

Alors pour décrire ceci, reconsidérons le systéme (1.2.1) avec dans ce cas l'espace
d’état Z est tel que Z C L*(Q) C Z*

Z(t) = Az(t)+ Bu(t) 0<t<T
(S) (1.2.15)

Notons par z4 € L?(c) un état désiré et considérons les ensembles suivants

G={9€Z: g=0 suro}

Ups = {u € L*(0,T,U) : 2(T,u) — z3 € G}

Donc le probléme de la controlabilité régionale & moindre cott est formulé comme

suit

[ Trouver u* € L*(0,T,U) tel que :

(i) 2(T\u*) —z4 € G (1.2.16)
.. 2 - 2
(i) ) = inf

\
La résolution du probléme (1.2.16) est basée sur une approche inspirée de la mé-
thode HUM (Hilbert Uniqueness Method) développée par J. L. Lions [80-82]. Noter

qu’il existe d’autres méthodes comme par exemple celle du pseudo inverse [18,59].
Considérons I’ensemble G° donné par

G'={geZ*: g=0 sur Q\o}

Pour ¢’ € G°, considérons le systéme et I'application donnés respectivement par
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(1.2.17)
p(T) = ¢’
T
0 [l¢°[[E0 =/ |1B*o(t)||dt (1.2.18)
0
Puis le systéme suivant
() = Ap(t) + BB*p(t) 0<t<T
(1.2.19)
¥(0) = 20
Ceci nous permettra de définir I'opérateur suivant
Mg = x5 xo(¥(T)) (1.2.20)

M définit ainsi est un opérateur affine que I'on peut décomposer sous la forme
Me® = xixo(Vo(T) + ¥1(T)) avec vy et 1y sont respectivement les solutions des

deux systémes suivants

bo(t) = Agp(t) 0<t<T
(1.2.21)
¢0(0) = 20

bi(t) = Ay (t) + BB p(t) 0<t<T
(1.2.22)
1 (0) =0

Avec toutes ces considérations, nous définissons 'opérateur A liant ¢° et ¢, par

A = X5 xo (91 (T)) (1.2.23)

Alors le probléme de la controlabilité régionale est équivalent & la résolution de

I’équation suivante

A = xiza — XX (Wo(T)) (1.2.24)

De ce fait commencons par le lemme suivant

Lemme 1.1

L'opérateur A définie en (1.2.23) est symétrique et borné.
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Preuve : Soit ©°,@° € G°, nous avons
T
<A B >=< (1), " >= / B o(t)BP(t)dt
0

La proposition suivante nous donne le résultat de ce paragraphe [59].

Proposition 1.5
Si le systéme (1.2.15) est faiblement o-controlable, alors l’équation (1.2.23) admet

une solution unique ©° € G°. De plus, le controle donné par
u*(t) = B p(t) Vt€]0, T
est l'unique solution du probléme (1.2.16)

Preuve : La démonstration de ce résultat est faite en trois étapes.
Etape 1 : L’application définie en (1.2.18) est une norme sur G°, car on a
T
[P =0 & [ B e(0lfdt =0 & Bol) =0 & BS(T ~ ) =0
0
Comme le systéme (1.2.15) est supposé faiblement o-controlable, alors d’aprés
(1.2.11) de la proposition 1.3, ceci est équivalent & Ker(H7}x%) = {0}

Or H; = B*S*(T —.) et ¢° € G, alors ceci est équivalent a ° = 0.
Notons donc G° le complété de G° dans Z* par rapport a cette norme.

Etape 2 : Existence et unicité de la solution de (1.2.23) et admissibilité de u*.

Pour ¢? = %, si on pose ||¢||r = ||x:¢|lgo alors il existe a et (3 tels que

lellr < elle®lze < Bllellzz)

Donc si F désigne le complété de L?(o) par rapport a la norme |||, alors on
aura L*(0) C Z* C F, et par dualité, nous obtenons F* C Z C L*(c). Donc

G ={z€Z: xoz€F*}

Considérons la relation d’équivalence z ~ Z < x,2 = Xx,2. Ceci définit donc une

norme sur les classes d’équivalences dans G%, elle est notée par |||2||| = || x02]| -
Par conséquent, a partir de (1.2.18), nous obtenons G% C Im(Hr).

D’autre part, on sait que la solution ¢y du systéme (1.2.22) est donnée par
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T
i (T) = / S(T — s)BB*p(s)ds
0
Donc en utilisant I'opérateur A donné en (1.2.23) on aura
T
<A P g0 = < / S(T — s)BB*¢(s)ds, ¢° >
0
T
= / < B*p(s), B*S*(T — 8)¢° > ds
0

T
S ALEOIRE
= [1€°lZ0
Alors & partir de 'Etape 1 on en déduit que I'opérateur A : G — G est un
isomorphisme. Donc en utilisant le fait que U,q # 0, on aura zqg — x,¢o(T) € F*.
Donc I’équation (1.2.23) admet une solution unique °.
En posant u*(t) = B*p(t) et en le substituant dans (1.2.15), puis en utilisant
(1.2.19) et (1.2.24), on aura bien x,2z(T,u*) = z4. D’ott 'admissibilité de u* (i.e.
u* vérifie la condition (i) du probléme (1.2.16)).

Etape 3 : Optimalité de u*.
Soit u € U,g, alors z(T,u) et z(T,u*) € G, et donc x,(2(T,u) — z(T,u*)) = 0,

par suite on aura pour tout ¢° € G°

< 2(T,u) — 2(T,u*), " >=0

Ce qui est équivalent &

< /o S(T — s5)B(u(s) — u*(s))ds, p" >=0

Soit encore

T
/ < u(s) —u*(s), B*S*(T — 5)¢” > ds =0
0

C’est a dire que

/o < u(s) —u*(s), B p(s) >ds =0

Ceci est encore équivalent a

/0 <u(s) —u*(s),u"(s) >ds=0
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En notant J(u) = ||ul|?, alors la relation ci-dessus est équivalente a

/7

J (W) u—u")=0 Vu€Uyy

D’ou la condition d’optimalité cherchée (i.e. le (i) du probléme (1.2.16)). ]

Tout cela constitue quelques rappels sur la controélabilité régionale ol on s’est in-
téressé plus précisément au cas ou les actions considérées agissent a l'intérieur du
domaine géométrique et sur I’état du systeme. De nombreux autres travaux ont été
consacrés au cas frontiére et aussi au cas ou les excitations sont appliquées sur le
gradient (i.e. dérivée spatiale) de I’état du systéme, et pour plus de détail voir par
exemple [11,104,105,108-110,112,113|.

Il est aussi intéressant de signaler le role important que joue la connaissance de la
condition initiale d'un systéme lors de I’étude de sa contrélabilité régionale et plus
généralement sa connaissance et nécessaire dans tout algorithme de controle. De ce
fait, on se pose le probléme suivant : Lorsque cette condition initiale est inconnue

régionalement, comment peut-t-on la reconstruire ?

3 Observabilité régionale

L’observabilité est une notion duale de la controlabilité. C’est pour cela que les
résultats que nous donnerons dans cette section seront déduits par dualité de ceux
de la section précédente.

Etant donné une zone fixée ¢ C €2 de mesure non nulle et un systéme défini sur 2 x [
dont I’état initial est supposé inconnu sur o, le principe de 1'observabilité régionale
consiste & pouvoir reconstruire cet état initial sur o a travers la dynamique du
systéme et I’équation de mesure associée a se systéme.

Pour décrire ceci considérons le systéme (1.1.1) dans le cas autonome (i.e. u = 0)

avec zp est supposé inconnu sur o. Le systéme est alors donné par

) =A(t) 0<t<T

(1.3.1)
2(0) = zo inconnu sur o
Supposons que (1.3.1) est augmenté d’une équation de mesure telle que
y(t) = Cz(t) 0<t<T (1.3.2)

avec Z = L*(Q), y € L*(0,T,Y) et C € L(Z,Y), ou Y est un espace de Hilbert

séparable (espace d’observations). Considérons aussi la décomposition suivante
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€
25 sur o

20 =
2p¢ sur Q\o
ol 2§ est la partie a reconstruire sur o, et z(j¢ celle qui ne nous intéresse pas.

Comme la dynamique A engendre sur Z un s.g.f.c (S(t)):>0 nous avons

y(t) = CS(t)zo = K2 0<t<T (1.3.3)

ou K; est I'opérateur dit d’observabilité défini par

K,:Z — Y
(1.3.4)
z — OS(t)z
dont 'opérateur adjoint K; est donné comme suit
K'Y — Z
(1.3.5)

y — /OS*(S)C’*y(s)dS

Comme pour la controlabilité, I’étude de 'observabilité régionale doit tenir compte
essentiellement des opérateurs x, et K, de la structure de 'opérateur C' lié a la

maniere d’observation, et de la partie de 'état initial 2§ destinée a étre estimée.

3- a Définitions - Caractérisations

La partie z§ = yx,20 de I'état initial 29 € L*(Q) étant supposée inconnu sur L*(o),
alors en se basant sur le principe donné ci-dessus nous avons les définitions suivantes
[58,102].

Définition 1.4

(i) Le systeme (1.3.1)-(1.3.2) est dit exactement régionalement observable (ou o-

observable) si

Im(y,K7) = L*(0)

(ii) Le systeme (1.3.1)-(1.3.2) est dit faiblement régionalement observable (ou o-

observable) si

m{x,K3) = L(0)
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En fait il s’agit d’'une définition et d’une caractérisation de I'observabilité régionale,
ol le premier point montre que 'inconnu z§ est exactement reconstruit sur L?(o),
tandis que sa reconstruction est approximative & une tolérance prés pour le second.
Ceci va nous permettre d’en déduire d’autres caractérisations de I'observabilité ré-

gionale. En effet, considérons l'opérateur 11, défini par

[, = xo K7 Krx, : L*(0) — L*(0) (1.3.6)

alors si nous commencons par le cas de l'exacte observabilité, nous avons la propo-

sition suivante [58,102].

Proposition 1.6

Le systeme (1.3.1)-(1.3.2) est exactement o-observable si et seulement si

Ker(x,) + Im(K}) = L*(Q) (1.3.7)

Soit encore

e >0 |25lle20) < Vol Kr2olly (1.3.8)

Ou ce qui est équivalent a 11, est coercif.
Concernant le cas de 'observabilité faible, nous avons [58,102.

Proposition 1.7

Le systeme (1.3.1)-(1.3.2) est faiblement o-observable si et seulement si

Ker(x,) + Im(K3) = L*() (1.3.9)

Ou d’une fagon équivalente

Ker(Krx}) = {0} (1.3.10)

Ou encore 11, est positif.

Aussi comme pour la contrélabilité régionale, on constate que toutes ces caractérisa-
tions de l'observabilité régionale tiennent compte des opérateurs x, et K;. Comme
K, fait intervenir plus particulierement 'opérateur C' lié & la maniére d’observer le
systéme, et que cet opérateur posséde, outre son intensité, un support géométrique
donné dans 2 (qu’on notera D), alors il est intéressant de faire un lien entre les deux

sous ensembles o et D.
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3- b Observabilité régionale et capteurs

Considérons le systéme (1.3.1) augmenté de 1'équation de sortie (1.3.2). Ces deux
entités sont bien connectées entre elles, oti cette connexion peut étre exprimée moyen-
nant des parameétres dits de sortie (parameétres de C), et qui définissent ce qu’on
appelle un capteur. Dans le cadre de 'analyse (globale ou régionale) des systémes
distribués linéaires, plusieurs travaux ont été consacrés a la notion de capteurs, et

en particulier de leur lien avec 'observabilité [11,48,58,102].

Mesures

F1c. 1.3.1 — Différents types de capteurs

Comme pour le cas d'un actionneur, on peut définir un capteur par la donnée d’un
ensemble fermé D dans € et une application h € L*(D) [43].

Définition 1.5
On appelle capteur zone interne le couple (D, h) ou
— D représente le support du capteur.

— h définit la répartition spatiale du capteur.

Dans le cas ou (D, h) = (¢, d.) avec ¢ € 2 et . la distribution de Dirac au point c,
on parle d’un capteur ponctuel interne.

De la méme maniére a été défini un capteur zone (ou ponctuel) frontiére ; ceci est le
casou D C I' = 09.

Cas particulier :

Considérons le systéme (1.3.2)

i) =Az(t) 0<t<T
(1.3.11)

2(0) = 2o inconnu sur o
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ol l'opérateur linéaire A admet sur lespace d’état L?(2), un systéme orthonormé
complet de fonctions propres (@m;)m>1, j=1,..m, associées aux valeurs propres (A, )m>1

avec A, étant de multiplicité r,,.

On suppose de plus que la sortie (1.3.2) est donnée par ¢ capteurs (D, h;)iz1.. 4,
tels que D; N D; = 0 Vi # j. Ceci peut s’exprimer sous la forme

[ < hl,Z(i) >12(Dy)
< hQ,Z(t) >L2(D2)

y(t) = C2(t) = | vt €]0, 7. (1.3.12)

L < hq,Z(t) >L2(Dq) ]

Dans ce cas nous avons C': L*(Q2) — Y = IR? et son adjoint C* est défini par

Cyt) =S pihe ¥ y(t) = [n(t), (D) € 2

Ainsi, la définition suivante nous donne la relation existant entre I'observabilité

régionale et capteur [58,102].

Définition 1.6
Une suite de capteurs (D;, h;)i=1,., est dite o-stratégique si, via ces capteurs, le

systeme est faiblement o-observable.

Alors a partir de ce qui précéde nous avons le résultat suivant, dit aussi condition
du rang [58,102].

Proposition 1.8
Supposons que Sup r,, = r < 00, alors les capteurs (D;, h;)i=1,.., sont o-stratégiques

st et seulement si
1.p>r
2. rg(Guk) = rm

ou Pk, = (Yi;) et Gy, est une matrice d’ordre g X 1y, et d’éléments (Gy,);; tels que :

< Omj, hi >12(p,) Pour le cas zone
(0 :/%‘@jdw et (Gm)ij =

O (b;) Pour le cas ponctuel
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Ce résultat a pour but de savoir si la reconstruction approximative de 1’état initial
sur o est possible ou pas. Il nous donne une condition sur le nombre minimal de

capteurs nécessaires pour assurer une telle reconstruction.

Exemple [58]

L’exemple que nous allons donner ci-dessous a pour but d’illustrer ce qui précéde et
en méme temps de justifier 'aspect régional de la notion d’observabilité.

Considérons alors le systéme de diffusion monodimensionnel donné par

(

Z(z,t) = Az(x,t) 10, 1[x]0, T'[

2(0,t) =2(1,t) =0 10,7 (1.3.13)

| 2(,0) = z0(2) inconnu sur o CJ0, 1]
qu’on suppose augmenté d’une sortie a travers un capteur ponctuel localisé en un

point ¢ € QN]0, 1], c’est a dire sous la forme

y(t) = Cz(t) = z(c,t), Vt€]0,T] (1.3.14)

L’opérateur A = A engendre sur 'espace d’état Z = L*(0, 1) un semi groupe forte-

ment continu (S(t));>o défini par

—+00

S(t)z = Z M <z, 08 >12001) Pk
k=1
avec

op(z) = V2sin(krz) et A\, = —k*n?
Alors la mesure y ainsi que l'opérateur d’observabilité K, sont donnés par

“+o0

y(t) = Kz = Zekk’t < 20,0k >12(00) Pr(c), Vt€]0,T] (1.3.15)
k=1

Comme 'ordre de multiplicité r des A\, est égale a 1, et le nombre de capteurs uti-
lisés est ¢ = 1, alors d’apreés la proposition 1.8 avec o = ), le capteur (c,d,.) est
(-stratégique si et seulement si ¢x(c) # 0, ceci est équivalent a sin(kmwc) # 0 ou
encore ¢ ¢ Q. Ce qui est absurde car ¢ est supposé dans QN]0, 1[. Par conséquent le
systéme (1.3.13) - (1.3.13) n’est pas globalement faiblement observable.

Noter d’aprés la proposition 1.7, que ceci est équivalent encore a Ker(K7) # {0}.
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Montrons que ce n’est pas le cas (régionalement) sur une zone o = [, 3] convena-
blement choisie dans |0, 1.

En effet, considérons l'ensemble J = {k € IN : kc =2m, m € IN}, qui est non vide
par hypothése sur ¢, et parmi les fonctions propres o, de L?*(0,1), considérons celles

qui forme un systéme orthogonal de Ker(Kr); c’est a dire

Ker(K7) = {(¢r)kes}

Posons 3 = a + ¢, alors pour tout k et [ € J on aura

0 k1

Pour ko € J, on a ¢y, € Ker(Kr), par conséquent ¢y, n’est pas globalement faible-
ment observable (i.e. sur |0, 1), mais il I’est régionalement sur o = [a, a + ¢], ceci

veut dire d’aprés la proposition 1.7 que

Xor, ¢ Ker(Krx})

car SiHOH, on aura

“+oo

Krx;(Xoro) = Y €™ < @0 >12(0) 21(c)
h=1

= Z M < Ory, i >12(0) Pr(C)
k¢ J
=0

Soit encore

< Phoy Pk > L2(0)= 0, Vk ¢ J
et pour tout k; ¢ J vérifiant kic = 2k + 1, il est facile de voir que

< Pkor Py >L2(0): 0

soit encore

ki tan(komar) = ko tan(kyma)

1 1
Ce qui n’est pas toujours vrai (a titre d’exemple considérer o = 7 c= 2 ko =4 et

k1 = 6). Donc si pose
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z0(z) = V2sin(67z)
alors, pour cette condition initiale, le systéme (1.3.13)- (1.3.13) est faiblement ob-

1
servable sur o = [, f] = | , sans qu’il le soit globalement sur Q = [0, 1].

A
De toutes ces caractérisations de 'observabilité régionale sur o, il est possible sous
certaines conditions, a partir de la donnée de la dynamique A, de la mesure y
et de l'opérateur Krp faisant intervenir la structure du capteur (opérateur C'), de

reconstruire la partie inconnue 2§ de 1’état initial 2 sur o.

3- ¢ Reconstruction régionale de 1’état initial

Nous allons présenter une méthode dont le principe est analogue a celle donnée lors
de la détermination du contrdle réalisant le transfert régional, et qui permet dans
ce cas la reconstruction de l'état initial z§ sur o [58].

En effet, considérons le systéme (1.3.1) augmenté de la fonction de mesure (1.3.2)
avec les mémes hypothéses qui étaient faites, puis désignons par G et G les sous sous

ensembles de Z = L*(Q)) définis respectivement par

G={g9eZ: g=0swrWNo} et G={GeZ: §=0 suro}
G,

Remarquons d’abord que pour tout (g, 9) € ( @) nous avons

<g,§>L2(Q):/gﬁdx:/gﬁd:cjt/\ ggdxr =0
Q o Q\o

Maintenant pour tout ¢©° € G on considére le systéme

o(t) =Apt) 0<t<T

(1.3.16)
p(0) ="
et I'application définissant sur G la semi norme suivante
T
# G Il = [ e (1317
0
D’autre part, le systéme régressif en temps défini par
—(t) = AY(t) + C*Cp(t) 0<t<T
(1.3.18)

(T) =0
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est excité par ¢ solution du systéme (1.3.16). Donc pour ¢° € G, Péquation (1.3.18)
nous permet de déterminer 1(0).
Alors si on désigne par Py, l'opérateur de projection sur @*, et si on considére le

systéme

—Et) =A@ +Cyt) 0<t<T
(1.3.19)
§(T)=0

et aussi 'opérateur A défini par

Ag® = Po. (1(0)) (1.3.20)

et si @ est convenablement choisi dans G de telle sorte que C'p(t) = y(t), alors le

systéme (1.3.20) est le dual du systéme observé (1.3.1)-(1.3.2) considéré au départ.

Par conséquent, le probléme de 'observabilité régionale sur o sera équivalent a celui

de la détermination de la solution ° de 1’équation

Ag® = Py. (€(0)) (1.3.21)

La réponse a cette question est bien affirmative comme le montre le résultat suivant

Proposition 1.9
Si le systeme (1.3.1)-(1.3.2) est faiblement o-observable, alors ’équation (1.3.21)
admet une solution unique ©° € G.

De plus, ’état initial inconnu & reconstruire sur o est donné par

%=¢"

Preuve :

Noter d’abord que si le systéme (1.3.1)-(1.3.2) est faiblement o-observable, alors
il est facile de voir que la semi norme donnée en (1.3.17) se prolonge en une
norme sur G. En effet ceci est une conséquence directe du résultat (1.3.10) de la
proposition 1.7.

D’autre part pour ©° € G et avec A : G — G* donné en (1.3.20) nous avons
<A ¢’ >, o = < Pp.(¥(0)),¢" >
= <9(0),¢">
T
= / < S*(T)C*Cp(t), " > dt

0
= "M%
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Comme ||¢°]|g définit une norme su G, alors A est un isomorphisme. Donc

I’équation (1.3.21) admet une solution unique ¢° qui n’est autre que ’état initial

2§ & estimer sur o (d’apres (1.3.16)). ]

Exemple [102]

Considérons le systéme de diffusion monodimensionnel donné par

/

Z(x,t) = Az(z,t) Qx]0, T
20,t) = 2(1,t) =0 10,7 (1.3.22)
2(x,0) = zo(x) Q

\

En utilisant un capteur ponctuel (b, d) avec b € €, le systéme est donc augmenté

de I'équation de mesure suivante

y(t) = Cz(t) = z(b,t)

Soit ©° € G et ¢ la solution du systéme suivant

;

p(,t) = Ap(,t) 0x]0, 7]
2(0.) = (1) =0 0,7 (1.3.23)
| #(2,0) = () Q
tel que
T
€1 = | o ar
Considérons maintenant le systéme excité par ¢ et qui est donné par
(=, t) = Ay(x,t) — (b, )5(x —b)  Qx]0, T
(0,) = (1,8) = 0 Jo, 7 (1.3.24)
| v(T) =0 Q

Alors si nous considérons le systéme (1.3.19) en & avec A*

A et C*Cop(t) =

—y(t)d(x — b), ainsi que l'opérateur A donné en (1.3.20) par
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Ag® = Py, (£(0)) (1.3.25)

nous avons le résultat suivant [102].

Proposition 1.10
Si le capteur (b,0p) est o-stratégique, alors l’équation (1.3.25) admet une solution

unique ©° € G qui n’est autre que l’état initial reconstruit sur o.

Comme pour le cas de la controlabilité régionale, nous n’avons rappelé dans cette
section que quelques généralités sur I'observabilité régionale, et pour plus de détails
voir par exemple [11,102,103,106,111,115-117].

Outre son intérét majeur qui est la reconstruction régionale de ’état initial supposé
inconnu sur une zone donnée, 'observabilité régionale va nous permettre d’étudier

la notion de source et détection de sources inconnues.

4 Sources et détection de sources inconnues

Généralement, la modélisation d’un probléme réel prend en considération un en-
semble de facteurs et paramétres mis en jeu pour décrire ou approcher ce probléme,
et ceci peut étre représenté par un systéme . Si on ce place dans le cas ot le systéme
est de nature distribuée, parfois il arrive qu’il subisse d’autres facteurs de nature spa-
tiale ou spatio-temporelle et qui sont souvent inconnus. Ces facteurs peuvent étre
assimilés a des perturbations externes (ou "sources") affectant le systéme considéré.
Dans cette section, nous rappelons quelques résultats sur les sources, leur détection
et la maniére de les reconstruire régionalement via la notion de capteurs.

Pour décrire ces notions, considérons un espace de Hilbert V tel que V C L*(Q) c V'
avec V' dénote le dual de V. Sur Q x I, on se donne un systéme (S) dont 'état z
dans L?(0,T,V) est supposé perturbé par une "source" inconnue s. On note z = z,

I'é¢tat du systéeme (S) qu’on suppose augmenté d’une sortie (£).

4- a  Sources et détection

Une source peut étre considérée comme étant une perturbation connue ou incon-
nue, dont 'effet est observé a ’aide d’un capteur. Par analogie avec les paramétres
d’entrée-sortie (actionneurs - capteurs), une source est caractérisée par sa localisa-
tion et son intensité. Par conséquent, différents types de sources ont été introduits

en considérant les définitions suivantes [3,5-7]
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Définition 1.7

Une source s est un triplet (E, g, J) tel que :

1.E():t€J— E(t) CQ, définit le support géométrique de la source s a l'instant
t.

2. 9(.,.) 1 x € E(t) — g(x,t), désigne Uintensité de [’excitation au point x a
[instant t.

3. J={tel:g(,t)#0 sur E(t)}, dénote le support temporel de g.

Définition 1.8

1. La source s est dite interne (respectivement frontiére) si E(t) C Q (respectivement
Et)ycl)VteJ.

2. La source s est dite zone (respectivement ponctuelle) si son support E(t) est une
région de mesure non nulle (respectivement un singleton) de Q ¥t € J.

3. La source s est dite persistante si u(J) > 0, et elle est dite instantanée si J # ()

et u(J) =0 avec p désigne la mesure de Lebesgue.

Notons par = I’ensemble des sources. Dans toute la suite de ce travail on se limitera
au cas d’une source interne. Ainsi, si on suppose que g(z,t) € W avec W est un sous
espace de IR™ pour m € IN*, on remarque que toute source s = (E, g, J) € Z peut
étre identifiée avec g car E et J seront déterminer dés que g est connue. Pour cela
nous considérons I'espace = tel que = C Fet(Q x I, W) avec Fct(2 x I, W) désigne
I’espace des fonctions g : 2 x [ — W.

Cela étant, et pour toute zone o fixée dans () et de mesure supposée non nulle

considérons ’ensemble =, des sources localisées sur o donné par

Eo ={ss =(E,9,J) €Z: E(t) Co,Vte J}

Notons par z,, 1’état du systéme (S) perturbé par une source s, € Z,, et (EF) la

sortie associée a (.5).

() ys,(t) = Cz, (1)
avec y,, € L*(0,T,Y) et C € L(V,Y), o Y est un espace de Hilbert séparable

(espace d’observations). Nous avons la définition suivante [7|

Définition 1.9
La source s, est dite régionalement détectable (ou o-détectable) si la connaissance

de (S)-(E) permet la reconstruction de s,.

Autrement dit ; si nous considérons 'opérateur (), défini par
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Qo : 85 € =5 — ys, € L*(0,T,Y) (1.4.1)

alors s, est o-détectable si I'opérateur (), est injectif.

L’opérateur (), ainsi défini, dépends de celui de I'observation C' qui fait intervenir
les parameétres du capteur, et ¢’est pour cela qu’il existe une liaison entre capteur et

détection régionale d’une source inconnue, d’ou la définition suivante 7]

Définition 1.10
Un capteur est dit o-espion s’il permet la détection régionale d’une source inconnue

Sy € =g

I a été montré 7] qu’il existe des systémes pour lesquels des capteurs utilisés pour
accueillir des informations sont o-espions (régionalement espions) sans qu’ils soient
Q-espions (globalement espions). En effet, ceci revient a ce que 'opérateur @), donné
en (1.4.1) est injectif ou pas.

D’autre part, le résultat suivant nous donne le lien existant entre les sources et

'observabilité régionale |7].

Proposition 1.11
Tout capteur o-stratégique est un capteur o-espion.

La réciproque est fausse.

4- b Reconstruction d’une source régionalement détectable

Nous avons vu que le principe de la détection régionale d’une source inconnue sur o
consiste & pouvoir reconstruire cette source en exploitant les observations recueillies
via une sortie du systéme perturbé par une telle source. En d’autres termes, cela
revient & étudier l'injection de 'opérateur ), donné en (1.4.1).

Maintenant, nous allons donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
source inconnue soit régionalement détectable (et donc pour que le capteur utilisé
soit régionalement espion), puis nous montrerons dans le cas ou le systéme (S) est

linéaire comment peut-t-on la reconstruire.

Soit donc s, = (F,qg,J) € Z, une source localisée sur o, ye, 1’observation associée

au systéme perturbé par s, et T, 'application définie par

TO’ D85 € g ||y50 - yea”%?(O,T,Y)
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Alors I'étude du probléme de la détection régionale de s, se raméne a celle du

probléme d’optimisation suivant

inf Y, (ss)

Sy € 2y

Remarquons que pour s, € =,, on a Y,(5,) = 0, et donc 'ensemble défini par

GE) = {5, €2, :To(5,) = inf T,(s,)}

So €=

= {8, € 5 :Q,(5,) = Q,(5,)}

est non vide. De ce fait nous avons le résultat suivant [7].

Proposition 1.12

La source s, est o-détectable si et seulement si G(5,) = {S,}

On ce place maintenant dans le cas ou le systéme (S) est linéaire, autonome et

perturbé par une source inconnue s,.

2(t)=Az(t)+9(t) 0<t<T
(1.4.2)
2(0) = zo € D(A)

avec g € L*(0,T, W) désigne I'intensité de la source s, , W est un espace de Hilbert
tel que W C L?*(Q) € W' et A engendre sur £(V,W) un semi groupe fortement
continu (S(t))er. Pour étudier le probléme de la reconstruction de la source s,, on

suppose que le systéme (1.4.2) est augmenté de la sortie

Yoo (8) = O, (1) (14.3)

En tenant compte du fait que la source s, est localisée sur la zone o, et en introdui-
sant I'opérateur adjoint x* de la restriction a cette zone donné en (1.2.5), la solution
du systéme (1.4.2) s’écrit

zs, (t,u) = S(t)zo +/0 St —r)g(r)dr=S(t)z + /0 S(t—r)xsg(r)dr

Donc l'opérateur @), (expression (1.4.1)) est donné dans ce cas par

Qsss = CS(t)z + /t CS(t—r)xsg(r)dr
0
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Rappelons qu’on est entrain d’étudier la possibilité de la reconstruction de la source
Sy, C'est pour cela qu’il fallait supposer qu’elle est a priori o-détectable; ce qui

revient a supposer que @), est injectif. Cela étant, la semi norme définie par

Sg € EO’ — HSUHF(, = HQUSUHLQ(D,T,Y)

se prolonge en une norme. Donc si F, désigne le complété de =, par rapport a cette

norme, alors F, est bien un espace de Hilbert muni du produit scalaire suivant

<K 86,805 > F,=< Qs8q,Qs5s >12(0,1Y)

Pour s, = (FE,g,J) € E,, considérons I'opérateur A, défini par

= Q;Qa . — s

- i (1.4.4)

Sy / S*(r — .)C’*C’/ S(r—q)g(q)dqdr
. 0

L’opérateur A, admet un prolongement unique en un isomorphisme de F, dans son

/
dual F, et nous avons

< A030'7§a >>Eg:<< 50'730 >>Fg vsa7§a € Fa

1As8oll = 8ol 7 Vse € Fy

ou le produit scalaire < .,. > est considéré sur l'espace =, au sens suivant : Si

= (E,g,J) et 3, = (E,g,J) deux sources dans Z,, alors nous avons

K 86,80 >, = / / g(x,t)g(x, t)dxdt
(JnJ)= J(E)NE(t))*

- > gla t)g(a, t)dt

INI)* o e(BONE®)

+ Z / g(z,t;)g(z, t;)dx

L e(InT)P (E(MNE())?
+ Z Z 9(@i, t;)g(wi, t;)
t;€(JNJ)P z;€(E(t)NE(t))P
oll, si F est le support de la source, alors les notations E* et EP qui paraissent
dans les signes somme et intégrale, désignent respectivement les parties zones et
ponctuelles du support E. Avec toutes ces considérations, nous avons le résultat

suivant |7].

44



Proposition 1.13
Soit s, = (E,g,J) € Z,. Si Q, est injectif, alors s, est reconstruite d’une maniére

unique a partir de l’observation vy, , et nous avons
g = Ql’ysa
ot QI = AS1Q* est le pseudo inverse de Q,

Preuve : Elle découle du fait que A, est un isomorphisme. |
[lustrons les résultats de cette section sur les sources et détection régionale a travers

'exemple monodimensionnel suivant [7].

Exemple

Pour © =|0, 1] considérons le systéme décrit par I’équation d’état suivante

/

2(x,t) = Az(z,t) + g(x,t)  Qx]0,T]

2(0,t) = 2(1,t) =0 10,7 (1.4.5)

[ 2(2,0)=0 Q
avec g désigne I'intensité de la source inconnue s, = (F, g, J) € Z, localisée sur o,

et qui excite le systéme (1.4.5) ainsi supposé augmenté de la fonction de mesure

Ys, (t) = Cz,, (t) =< h(.), 25, (., 1) >12(D)
avec zs, est la solution du systéme (1.4.5) et (D, h) est un capteur qu’on suppose
o-espion (i.e. la source est o-détectable).
On sait que Popérateur linéaire A = A engendre sur L?(£2) un semi groupe fortement

continu (S(t)es) défini par

—+00

S(t)z = Z M <z, 08 >1200,1) Pk
k=1
avec

op(z) = V2sin(krz) et A\ = —k*n?
Plagons nous dans le cas o U'intensité g est stationnaire sur o ; g(x,t) = g(z) Vz € o

et Vt € I. De ce fait elle peut s’écrire sous la forme

“+oo
g(x) = Zakgok(x), avec oy =< g, Pk >12(0) (1.4.6)
k=1
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Le fait de dire que le capteur (D, h) est o-espion, revient a dire que la source s, est

o-détectable, par conséquent, @), est injectif. (), est défini pour tout s, € =, par

+00 t
(Qoso)(t) =D < h,or >12(p) / ) < g, o >0 dr
k=1 0

L’opérateur adjoint de (), s’exprime sous la forme

“+oo

T
(Qys,) (1) =D / ey, (r)dr) < h, ok >12(D) Xotk
t

k=1
Alors ceci permet de définir 'opérateur A, = Q:(Q), comme suit

+0o0 400 +00

T r
AO'SO'(t) - Z Z Z(/ / ekj(r_t)e)\k(T_T) < 9,91 >12(0) deT)
t 0

j=1 k=1 I=1

X < Qry 01 >12(0)< Iy 05 >r2(py< by 0k >12(D) Xoj

Donc d’apreés la proposition 1.13, la source s, sera reconstruite de telle sorte que

Aasa = szsg

En tenant compte de la formule (1.4.6) et de la linéarité de A, nous obtenons

+oo
Z akAoXUSOk = Q:ysg
k=1

En multipliant scalairement les deux membres de cette égalité par ¢; on aura

“+00

Z ap < NoXoPr, @1 >r20)=< Qo Ysys Q1 >12(0)
k=1

Posons
=< Mo XoPrk, Q1 >12(0)

b =< Q4 Ys,, 01 >12(c)
Alors pour un entier NV assez grand, le probléme de la reconstruction de la source
sy & partir de 'observation y;_ est équivalent a celui de la résolution d’un systéme
linéaire dont les inconnus sont les composantes ay, de l'intensité g dans la base (g ).

Ce systeéme est donné par

N
> amay~b,,  Vk=1,..,N (1.4.7)
=1
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Donc d’apres la proposition 1.13, la matrice d’éléments ay; est symétrique définie
positive, et par conséquent la reconstruction de la source s, sur ¢ ait lieu en résol-

vant le systéme (1.4.7) permettant de déterminer les a;, d'une maniére unique.

Par analogie avec les deux sections précédentes, nous n’avons mis l’accent dans cette
troisiéme que sur quelques résultats concernant les notions de source, sa détection
régionale et aussi la maniére de sa reconstruction lorsque le capteur utilisé pour
accueillir des observations est supposé régionalement espion. Nous nous sommes li-
mités au cas ou la source est interne, alors qu’il existe plusieurs autres travaux ou
le cas frontiére a été largement étudié, et aussi différents exemples et simulations y

ont été considérés [7,84].

Conclusion :

A partir de tout ce qui précéde, on constate que la notion d’analyse régionale des
systémes distribués présente quelques intéréts dans le sens otli, en un premier lieu,
c’est une notion plus proche des préoccupations concrétes (maintien d’'une tempé-
rature juste sur une région, etc.), et lors d’un transfert régional, le coiit nécessaire
pour atteindre régionalement un objectif donné est réduit.

Dans ce qui suit, nous allons voir comment a été exploitée cette notion pour pouvoir

étudier d’autres concepts d’analyse et controle des systémes distribués.
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Chapitre 2

Etalabilité, vulnérabilité et

remédiabilité

1 Introduction

La notion d’analyse régionale a mis en evidence le role important que joue la variable
spatiale dans I'analyse et le controle des systéemes distribués. Cela a permis d’ouvrir
la voie vers I'introduction d’autres concepts tels que : I’étalabilité, la vulnérabilité et
la remédiabilité. L’étude de ces concepts tient compte, outre les différents éléments
définissant le systéme considéré, d’une combinaison de différents supports spatiaux
qui sont de nature fixe et/ou mobile, et qui sont tous contenus dans le domaine
géométrique global sur lequel évolue le systéme.

Dans le présent chapitre que nous débuterons par un rappel sur les concepts d’éta-
labilité et de vulnérabilité, nous allons considérer dans le cas des systémes linéaires,
le probléme de la remédiabilité régionale a travers la vulnérabilité en essayant de
répondre & la question suivante :

Comment compenser sur une région donnée o l'effet d'une perturbation "étalable"

a partir d’'une autre zone w ?

2 Etalabilité

Dans cette section nous rappelons quelques généralités sur I'étalabilité au sens de
I'inclusion et au sens des aires, puis nous étudions le probléme de controle relatif
a ces deux types d’étalabilité. Pour illustrer ce concept, différents exemples sont

présentés. De ce fait considérons les notations suivantes
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e () un ouvert de IR".

e [ =|to = 0,7 un intervalle de temps; ¢y 'instant initial et 7" I'instant final.
o J={(s,t)eIxI: s>t}

e (S) un systéme décrivant un phénomeéne spatio-temporel.

e z(x,t) 'état du systéme (S) défini sur Q x I.

e zo(x) son état initial défini sur €.

e P une propriété donnée.
Avec ces notations considérons dans €2 les sous ensembles donnés par

we={zxe€Q:Pzx,t)} (2.2.1)

wy représente l'ensemble des points x € Q ou I'état du systéme (S5) satisfait la
propriété P a l'instant t € I.

A propos de la propriété P, elle peut étre quantitative ou qualitative, et ceci dépend
du phénomeéne & étudier. A titre d’exemple, si p est un profil désiré sur {2 on peut

choisir P comme suit

Pz(z,t) < 2(x,t) = p(z) (2.2.2)

Un autre choix qui sera intéressant dans I’étude mathématique de ’étalabilité est
celuioup=20

Pz(x,t) < z(x,t) =0 (2.2.3)

Et plus généralement si K dénote I’ensemble des contraintes satisfaites par 1'état z
alors un troisiéme choix est tel que

Pz(z,t) & z(x,t) e L, zeQtel (2.2.4)

Dans toute la suite on suppose que le sous domaine initial wq est non vide.

2- a Etalabilité au sens usuel

L’étalabilité au sens de I'inclusion (usuel) concerne la croissance dans le temps des

sous domaines définis en (2.2.1). De ce fait nous avons les définitions suivantes [53].

Définition 2.1
(1) On dit que le systeme (S) est P-étalable pendant I o partir de wy si la famille

(wi)er est croissante au sens de l'inclusion, i.e.

wy Cws Y(s,t) e
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(17) Si la propriété P est donnée par (2.2.3), alors (S) est dit nul étalable.
(113) Le systeme (S) est dit P-résorbable pendant I & partir de wy si la famille (wy)ier

est décroissante au sens de linclusion.

FiGc. 2.2.1 — Etalabilité au sens de 'inclusion

L’étalabilité d’un systéme dépend naturellement de la dynamique du systéme, des
données initiales, des sources pouvant ’exciter, etc. Illustrons cette définition par
un exemple. Nous allons voir, d’abord, la dépendance de 1’étalabilité avec le choix
de la distribution spatiale initiale dans wqg lorsque le systéme est en évolution libre.
Posons ty = 0 et soit le systéme linéaire suivant :

%—F%:O x>0, 0<t<T

2(0,¢) =0 O<t<T (2.2.5)

2(x,0) = zo(x) >0

o 0 : .
L’opérateur linéaire A = — définissant le systéme (2.2.5) génére un semi groupe

T
fortement continu (S(t));>0 dans L*(0,00) donné par [3§]

r—t) st x>t
(S()1)(x) = { flomt s o=t 226
et la solution du systéme (2.2.5) est donnée par
z(.,t) = S(t)zo (2.2.7)
soit encore
ZW”:{?@_wziii (2.2.8)
S’intéressant au cas de la nulle étalabilité, nous avons
2o(r—1t)=0 si x>t
2(z,t) =0 <= ¢ ou (2.2.9)

0<z<t
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ce qui donne
we={z €[0,00[| 2(x,t) =0} =[0,t] U {(t+ wo) N] t, +0o0[}

Ainsi pour wy C [0, +o0[, on aw; = [0,t] U (t 4+ wp). On remarque que w; dépend

de wy. En effet, pour cela distinguons trois cas.

Cas 1 :wgréduit a un point # 0; wy = {b} ot b > 0, alors w; =[0,t] U {b+t}.
Il est clair que dans ce cas le systéme (2.2.5) n’est pas étalable a partir de wy = {b}
car pour tout s > t, on a [0,¢] C [0, s] mais {b+ t} n’appartient pas nécessairement

a wWg.

Cas 2 : wp réduit a {0} ; wy = {0} (b=0), alors w; = [0,t]. Dans ce cas (5) est
étalable.

Cas 3 : wy est un intervalle non vide wy = [a,b], dans ce cas  w; = [0,t] U [a +
t,b+t]; le systéme (2.2.5) n’est donc pas étalable si 0 < a < b. Si a = 0 < b alors
wr = [0,b+ ] et le systéme est étalable.

Remarque 2.1

(i) Si on prend wy = 0 dans cet exemple, alors on a w, = [0,t], et donc le systéme
est étalable non pas a partir de wy mais a partir de la condition au limite imposée.
C’est pour cela que nous considérons I’hypothese wy # O pour dire dans la définition
2.1, que [’étalabilité démarre a partir de cet ensemble initial.

(17) Si la propriété P est donnée par (2.2.2) avec p # 0, alors il est possible par le

changement de variable d’état y = z — p de se ramener au cas de la nulle étalabilité.
Le résultat suivant nous permet de caractériser les systémes nuls étalables [53].

Proposition 2.1

(S) est nul étalable si et seulement si son état z vérifie l'une des conditions :
1) il existe n : Q2 x J — IR telle que

(4) U q

z2(z,s) = n(x,s,t)z(x,t), VYreQ, V(s t)eJ (2.2.10)

(79) il existe £ : Q2 x I — IR telle que

9(¢2)

W(l’,t)‘i‘ZQ(SU,t):O QOx1T

(2.2.11)
E(x, T)z(x, T)=0 Q
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Preuve :
(i) Si le systéme (.S) est nul étalable, alors il suffit de prendre

¢ w

constante T € wy

Inversement, si 7 existe, alors pour x € wy, c’est & dire z(z,t) = 0, nous avons
z(z,s) = n(x,s,t)z(x,t) =0, et donc = € w,. D’ou la nulle étalabilité de (.59).

(71) Si (2.2.11) est vérifiée, alors cela est équivalent a
T
E(x,t)z(z,t) :/ 22(z, s)ds
t
Par conséquent, si z(z,t) = 0, alors z(z,s) = 0 pour tout (s,t) € J (intégrale

d’une fonction positive). Ceci veut dire que le systéme (5) est nul étalable.

Réciproquement, il suffit de considérer la fonction £ telle que

( T
/ 22(z, s)ds
Jt rdw
) =4 =@ e
L constante T E w

Remarque 2.2

(i) Dans (2.2.11), on peut remplacer 2* par toute autre fonction positive en z.

(17) L’étalabilité d’un systéme dépend essentiellement de sa dynamique, de la pro-
priété P et du domaine initial wy.

(1ii) La condition (2.2.11) est une caractérisation de la nulle étalabilité des systémes

linéaires. Ce qui montre la difficulté de l’approche mathématique de [’étalabilité.

Plusieurs exemples sur I’étalabilité au sens usuel ont été donnés dans [53,55]. Noter
aussi que la notion de 'étalabilité faible a été largement étudié; ainsi sont intro-
duites les notions du temps et de la vitesse d’étalement [101].

Le fait de définir I’étalabilité a partir d’une croissance au sens de l'inclusion consti-
tue une limitation au niveau des applications, c¢’est pour cela que nous allons en

considérer une extension.
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2- b Etalabilité au sens des aires (ou .A-étalabilité)

Les résultats de ce paragraphe trouvent leurs motivations dans de nombreux pro-
blémes dont I’étalabilité au sens usuel reste un peu restrictive pour les décrire. A titre
d’exemple, s’il s’agit d’'un probléme de dynamique de végétation, il se peut qu’on
gagne un certain nombre de domaines boisés, mais aussi on en perd d’autres. Cela
sera décrit en s’intéressant aux mesures des sous domaines (w;)c; OU une certaine
propriété donnée est satisfaite. Notons p la mesure de Lebesgue et J = {(s,t) €

I xI: s>t}. Nous avons la définition suivante [23].

Définition 2.2

Un systéeme (S) est dit A-étalable au sens des aires pendant I & partir de wy si

plwn\ws) < plwi\wr) ¥(s,t) € J.

Fi1G. 2.2.2 — Etalabilité au sens des aires
A partir de cette définition nous avons les remarques suivantes

Remarque 2.3

(1) La surface "gagnée" est supérieure a celle "perdue” pendant l'intervalle de temps
[t, s].

(17) Si () < oo, alors la définition 2.2 est équivalente a u(wy) < u(ws) V(s,t) € J.
La réciproque n’est pas vraie [23].

(131) L’étalabilité au sens de l'inclusion entraine celle au sens des aires. La réciproque

n'est pas vraie comme le montre l'exemple suivant [23].

Exemple

Pour © =|0, a[ avec a suffisamment grand considérons le systéme suivant
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0z

E(x,t) = b(x,t)z(z,t) Qx1

(2.2.12)
2(2,0) = zo(x) = h(z+1) Q

avec b et h sont définies respectivement par

( x+1 z+1
0< <1
(t—1x)? t+1
z+1
b(x,t) =< 0 1< <2
(z.1) T t+1
r+1 x+1>2
[ 2t—x+1)2 t+1

( -1
exp< ) 0<z<l
11—z

1
exp( ) T > 2
L 2—x

La solution de (2.2.12) est donnée par

1
1) = hlgla, 1), avee glo,t) = T
soit encore, en utilisant ’expression de h
(
—1 r+1
t+1
1
2o t) =14 0 1§f11§2
1 x+1 5
e Do B
\ t + 1

Dans le cas de la nulle étalabilité; w; = {z €]0,a[: z(x,t) = 0}, nous avons

r+1 a—1

w ={x €]0,a: 1 < 1 1 <2} =[t,2t+1] Vi< 5
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Comme u(Q) = a < oo et pu(w;) = t+ 1, alors le systéme (2.2.12) est étalable au

sens des aires sans qu'il le soit au sens de I'inclusion (voir figure 2.2.3)

35

25

15+
1k

0.5 /
0 . .

F1G. 2.2.3 — Systéme A-étalable sans qu’il le soit au sens de I'inclusion

L’étude de la A-étalabilité concerne celle de la variation des mesures des (w;)ier, par
conséquent il serait utile de décrire 1’évolution géométrique de ces sous domaines.
De ce fait, nous allons introduire des familles de transformations permettant de
décrire cette évolution, et donc des caractérisations de 1’étalabilité seront données.
Sans perdre de généralité, considérons le cas de la nulle étalabilité et supposons que

1(£2) < co. Nous avons alors la définition suivante [23].

Définition 2.3
On dit qu’une famille de transformations (F(.,s,t)); : Q x J — § est adaptée a

Uévolution du systeme (S) s’il existe une fonction n: Q x J — IR telle que
2(F(z,s,t),8) =n(z,s,t)z(x,t), Vre, V(st)eJ (2.2.13)

Une telle famille vérifie pour tout (s,t) € J, F(wy, s,t) C ws, de plus si cette famille
existe alors elle n’est pas unique [23]. Le résultat suivant permet de caractériser la

classe de ces familles de transformations [23].

Proposition 2.2
Une famille de transformations (F(., s,t)); est adaptée a l’évolution du systeme (.S)

st et seulement s’il existe & : Q0 x I — IR solution de [’équation

d0(&2) 0

T
— 2 —
5 (x,t) + @t/t 2%(F(x,s,t),s)ds =0

(2.2.14)
E(x, T)z(x, T)=0
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Pour établir une relation entre ’étalabilité au sens des aires et les familles de trans-

formations adaptées, nous rappelons le théoréme suivant [23].

Théoréme 2.1
Un systéme (S) est étalable au sens des aires si et seulement s’il existe une famille

de transformations (F(.,s,t)); adaptée a (S) et vérifiant
M(F(wt?sat)) < :u(ws)a \V/(S,t) €J

Si de plus (F'(.,s,t)); est une famille de difféomorphismes sur Q, cela est équivalent

a
/ |TF(z,s,t)] —1)de >0, V(s,t)eJ (2.2.15)
ce qui est équivalent, dans le cas ot F(wy, s,t) = ws, a4
0
5 |\TF(x,s,0)|de >0, V(s,t)eJ (2.2.16)
wo

Avec JF(z,s,t) est le jacobien de F(x,s,t) au point x € Q.
Terminons cette partie sur la A-étalabilité par la remarque suivante

Remarque 2.4

(1) Pour F(.,s,t) = Idg (injection canonique de w; dans w; ), on retrouve le probléeme
de létalabilité au sens de l'inclusion. Dans ce cas, le systéme (S) est étalable si et
seulement si la famille de transformations (1dg) est lui adaptée. En effet, la condition
(2.2.15) (ou (2.2.16)) est vérifiée dans ce cas, car nous avons |JF(x,s,t)| =1 sur
Q. Ceci montre donc que la détermination de la famille de transformations F (., s, t)
est important.

(17) Vu le role important que jouent dans ’étude de I'étalabilité, les familles de trans-
formations présentent une difficulté au niveau de leur détermination. Dans certains
cas particuliers, on peut décrire l’évolution géométrique des sous domaines (wy)ies G

travers l’évolution de leurs frontieres [24, 25].

2- ¢ Etalabilité et controle

Concrétement, il existe des phénomeénes dont ’expansion spatiale reléve d’une grande
importance (couvert végétal par exemple), mais il arrive parfois que ceux-ci sont
incapables de satisfaire une telle expansion (étalabilité). De ce fait, on se pose le

probléme suivant : Peut-t-on trouver des actions (controles) permettant de rendre
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ces phénoménes étalables ?
Pour décrire ceci, considérons un systéme distribué qui est par nature non étalable, et
voyons si ce systeme peut le devenir sous I'effet d'un certain controle. Commengons

par définir ce type de controle [23,53].

Définition 2.4
Un controle est dit étaleur (respectivement A-étaleur) si le systéeme qu’il excite est

étalable au sens usuel (respectivement au sens des aires).

En tenant compte de cette définition et du premier point de la remarque 2.4, nous
nous intéresserons a 1’étude du controle étaleur au sens des aires. Illustrons ce type

de controle a travers 'exemple suivant [23].

Exemple

Pour © =|0, a[ considérons le systéme décrit par I’équation d’état suivante

%(m,t) =b(x,t)z(x,t) +v(x,t) QxI
(2.2.17)

2(z,0) = zo(x) = h(x + 1) Q

avec b et h sont définies respectivement par

( rz—2t—1

O<ax<t
(x — £)2(t + 1)2 v
1
b(.’[‘,t): 0 témét—{_t—i——l
r—2t—1 . 1
— m [
[ I—(z—t)(t+ D) t+1
( -1
exp( ) 0<zx<l1
1—=x
hiz)=4¢ 0 1<x<2

1
exp( ) T > 2
L 2—zx

Si on note z(.,.,v) la solution du systéme (2.2.17), alors dans le cas autonome (i.e.

v = 0) cette solution est donnée pour tout (x,t) € Q x [ par
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(exp<m) O<z <t

1
z(x,t,0) =< 0 t<z<t+-——
(2,1, 0) SrEtt e

1 |
Sty
\eXp<1—(x—t)(t+1)> SR

Pour le cas de la nulle étalabilité, nous obtenons

1
0
= {x €)0,a: 2(x,,0) =0} = [t,t + ——
of = {o €00l 2(2,1,0) = 0} = [t + ]
1
Dans ce cas on a u(w)) = ] qui est une fonction décroissante en ¢, donc le
systéme autonome n’est pas A-étalable. Il est résorbable. (voir figure 2.2.4).

Considérons maintenant le systéme (2.2.17) excité par le controle v tel que

2(x+1) r—2t—1 1
[(21: 02 (z—02(t+ 1)2} R Dy
1+1t/2
v(xz,t)=1< 0 D,
r+1 r—2t—1 1
[_z(t—xﬂ)f (1—(x—t)(t+1))2]eXp a2 D
( 1+1t/2

ou Dy =]0,t/2[, Dy = [t/2,t + 1] et D3 =]t + 1, a]. Alors nous avons

(
1
exXp {L‘——t/2 O<[L‘<t/2
1+t/2
z(x, t,v) =< 0 t/2<x<t+1
L >t+1
exp : [L‘—t/Z T
( 1+4+1t/2
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Par conséquent, les sous domaines ainsi obtenus sont de la forme
w; = {x €]0,al: z(x,t,v) =0} = [t/2,t + 1]

Donc le systéme controlé (2.2.17) est étalable au sens des aires car pu(wy) =1+ ¢/2

est croissante en ¢ (figure 2.2.5).

F1G. 2.2.5 — Sous 'effet du controle v, le systéme devient A-étalable

Cet exemple est une motivation du controle étaleur au sens des aires. Pour carac-
tériser les controles étaleurs, nous faisons appel aux familles de transformations a

travers la définition suivante [23].

Définition 2.5
Une famille de transformations (F(.,s,t)); est dite adaptable au systéme (S) s’il
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existe un controle v, tel que la famille F' soit adaptée au systéme (S) excité par v.

Dans ce cas on dit que u est associé a F'.

Remarquons que si 'on choisit F(.,s,t) = Idg, et si le controle u est associé a F,
alors u est un controle étaleur au sens de l'inclusion.

D’autre part, un controéle étaleur lorsqu’il existe n’est pas unique. Le résultat suivant
permet de caractériser la classe des controles associés & une famille de transforma-
tions adaptable. [23].

Théoréme 2.2
Soit (F(.,s,t)); une famille de transformations adaptable a (S) et v un controle

donné. Alors v est associé a F' s’il existe une fonction & solution de l’équation

(O(&,v))(z,t) = /t 22(F(z,s,t),5,0v)ds — &(z,t)2(x,t,v) = 0 (2.2.18)

Etant donné une propriété P, un systéme (S) excité par un controle v, dont la

solution est notée z(x,t,v), et si on pose

wy ={x € Q:Pz(zx,t,v)} (2.2.19)

alors le probléme du controle étaleur au sens des aires est formulé comme suit

Trouver un controle v :

z(x,t,v) solution de () (2.2.20)

| #(wy) est croissante

Noter que la résolution de ce probléme présente une difficulté dans le sens ou on
ne connait pas d’autres informations sur la maniére d’évolution des sous domaines
(wy)ter, de ce fait un grand nombre de choix est possible. Pour surmonter cette

difficulté, nous proposons de procéder en deux étapes :
1. Choisir d’abord une famille de transformations convenable.
2. Déterminer ensuite le controle qui lui est associé.

Ceci revient a dire que, si on se donne une famille de transformations F', alors v
est une solution du probléme (2.2.20) si une telle famille est adaptable au systéme
excité par v. De ce fait, nous commengons d’abord par chercher des conditions pour
lesquelles F' soit adaptable, ensuite on donnera le controle associé.

Considérons alors le systéme suivant
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2(t) = Az(t)+ Bu(t) 0<t<T
(2.2.21)
2(0) = zp € D(A)

ou A engendre sur Z = L?*(2) un semi groupe fortement continu (S())¢0, v € V =
L2(0,T,U) et B € L(U,Z) supposé borné. La solution de (2.2.21) est donnée par

z(z,t,u) = S(t)zo(x) + /o S(t — s)Bu(s)ds = S(t)zo(x) + (Hv)(z,t)  (2.2.22)

(F(.,s,t))s est adaptable au systéme (2.2.21) s'il existe (£, v) solution de I’équation
(2.2.18). Donc le probléme de controle (2.2.20) est équivalent dans ce cas a la ré-
solution de (2.2.18). Ceci a été ramené a un probléme de la recherche d’un point
fixe d’un certain opérateur & préciser. Par conséquent les conditions cherchées seront

établies par le théoréeme du point fixe. En effet, posons
(Hyv)(x,t) = (Hv)(F(x,t,0),t) et z(x,t,v) = 2z(F(x,t,0),t,0v)
Pour vg € V fixé nous avons
21 (@, t,0) = z1(x, t,v0) + Hi(v — vo)(z, t)

Si on suppose que (F(.,s,t)); est une famille de difféeomorphismes sur 2 telle que

F(z,s,0) = F(z,s,t) o F(x,t,0) Yz € Q,(s,t) € J (2.2.23)

Alors dans ce cas I’équation (2.2.18) est équivalente a

T
(©1(&,0))(x,t) = / 22(F(z,s,0),s,v)ds — &(x, t)2(F(z,t,0),t,0) =0 (2.2.24)
t
Posons w = v — vy et considérons indifféremment © ou ©,. Nous avons donc

O v)=0 <Il&w) =—(¢+c)(&w) (2.2.25)

avec ¢ (quadratique), [ (linéaire) et ¢ (constante) sont données par
T
(€)= [ (HwPe,)ds - ) (Hyw) ()
t

1§ w) = Q/t z1(z, s, v0) (Hyw) (z, s)ds — &(x, 1)z (x, t, vg)
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c(&,w) = /T 22(x, s,v0)ds

Donc (2.2.25) est équivalente (sous certaines conditions) a

(&, w) = G(&w), (E,w) e LA(Q x 1) xV (2.2.26)

avec G est un opérateur bien précisé. Donc on est amené & chercher sous quelles
conditions G admet un point fixe (£*, w*).
De ce fait, supposons que G est borné et soit (£, w), (€, w) € B(0,m) C L*(QxI)xV.

Alors nous avons

1G(& w) = G(E,@)|| < 2kBm]|(§,w) — (€0

avec k = ||G||, 5 = ||q|| et m le rayon de la boule B(0,m).

Si de plus on note o = ||¢||, alors nous avons le résultat suivant [23].

Proposition 2.3

Sl existe un controle vy € V vérifiant

1hz1 (vo)I* + [[H (221 (vorn)) || = w12

(2.2.27)
ra(a,t) = [J h(z, s)ds Vhe L2(Qx 1)
alors Uopérateur G défini par (2.2.26) existe et est borné.
Et si de plus
v =4k*ap < 1 (2.2.28)
1—y1-— 1
alors G admet un point fize (£*,w*) dans B(0,m) avec m € o 7, ik

Donc a partir de ce qui précéde la résolution du probléme de controle étaleur au sens

des aires relatif au systéme linéaire (2.2.21), est assurée par le résultat suivant |23].

Proposition 2.4

Si le controle vy vérifie (2.2.27) et (2.2.28) alors :

(i) La famille de transformations F vérifiant (2.2.23) est adaptable a (2.2.21).

(17) Le controle v* = vy +w* est une solution du probléeme (2.2.20) relatif a (2.2.21).

On constate que, méme si on se place dans le cas d’un systéme distribué linéaire,
un probléme de controéle étaleur n’est pas simple a résoudre, car cela nécessite de se
fixer d’abord une famille de transformations convenable, puis déterminer le controle

qui lui est associé.
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Noter que cela est dans le but de rendre un systéme étalable qui ne l'est pas par
nature. Dans ce cas, cette propriété représente naturellement des qualités de ce
systéme. Que seront, sur des zones fixées, les conséquences d'un phénomeéne de nature

étalable pour une propriété représentant des défauts d’un tel phénomeéne ?

3  Vulnérabilité

Le but de cette section est d’étudier la relation existant entre une région fixée et les
sous domaines provenant de ’étalabilité d’un systéme donné. C’est ce qu’on peut
traduire par le concept de la vulnérabilité. Cela apparait par exemple lors de la
diffusion d’un produit polluant qui migre vers une nappe et qui peut 'atteindre a
un moment donné.

Aprés avoir défini et caractérisé ce concept, nous allons donner un moyen permettant
de quantifier la capacité de résistance d’une telle zone a la vulnérabilité : C’est

I'indice de vulnérabilité.

3- a Définition et caractérisation

Soit (S) un systéme dynamique supposé P-étalable avec P est une propriété donnée.

Considérons les sous domaines de 2 donnés par

w={x€Q:Pz(z,t)}

et soit o une région fixée dans 2 telle que
(o) #0 et aNwy =10 (2.3.1)
la définition d’une zone vulnérable est donnée comme suit [26].

Définition 2.6

On dit que la zone o est P-vulnérable s’il existe un instant t € I tel que

o Nwy # 0 (2.3.2)
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Vulnérabilité

FiG. 2.3.1 — Etalabilité de (S) et vulnérabilité de la zone fixée o

Remarque 2.5

1. La définition 2.6 signifie qu’il existe un instant t a partir duquel la zone o serait
atteinte par des effets externes (i.e. la propriété P).

2. Le fait de considérer l'intérieur de o, est due a ce que sa frontiére peut étre une
barriere naturelle pouvant arréter [’étalabilité.

3. L’hypothése (2.3.1) faite sur o et wy signifie qu’au départ (to =0), o est localisée
séparément de la source de l’étalabilité wy, et par suite, elle ne serait jamais atteinte
si le phénomene n’est pas étalable.

4. La vulnérabilité peut étre vu comme étant un couplage de l'analyse régionale (la
zone o) et de létalabilité (sous domaines (wy)ier ).

5. La vulnérabilité est lié¢ aux deux types d’étalabilité car :

e Pour le cas de [’étalabilité au sens de l'inclusion, la zone o est P-vulnérable s’il
existe un instant t; € I tel que (2.3.2) est vérifiée pour tout t € [ty,T).

e Pour le cas de [’étalabilité au sens des aires, la zone o est P-vulnérable s’il existe
t1 € I et il se peut qu’il existe to € I avec t; < to tels que (2.3.2) est vérifiée

seulement pour tout t € [t1,ts].

Donc a partir de cette remarque nous considérons les deux instants suivants

t, = inf {t el 6N # 0)} (2.3.3)
to =1inf < t € [t1,T] : U (0 Nw,) = U (0 Nw,) (2.3.4)
sE[t1,t] s€lt1,T)
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t; désigne le premier instant ot la propriété P commence a atteindre o, tandis que
to, il est interprété comme étant le premier instant ot une grande partie de o (ou o

toute entiére) est atteinte par P.

Pour caractériser ’étalabilité d’un systéme, nous avons utilisé des familles de trans-
formations dites adaptées a ce systéme. Ainsi, pour la vulnérabilité, et en partant

de la définition 2.6, nous avons le résultat suivant [26,27].

Proposition 2.5
(i) La zone o est P-vulnérable s’il existe une famille de transformations (F(.,s,t));

adaptée a ’évolution de (S) telle que
0 NF(wy,t,0) £0, t>1t
(17) La zone o est P-vulnérable si et seulement si
oNT £0, t>t

avec T; = U F(wo, s,0) désigne la trajectoire de la propriété P.
s€]0,¢]
Preuve : C’est une conséquence de la définition 2.6, et de celle des familles de

transformations adaptées (définition 2.3). ]

On constate donc que la vulnérabilité concerne le suivi de la trajectoire 7; de la
propriété P, qui commence & atteindre ¢ a l'instant t;. Comme pour 1’étalabilité,
la vulnérabilité dépend de la dynamique du systéme, de la propriété P et de la

condition initiale, mais en plus de la nature de la zone o.

3- b Indices de vulnérabilité

Face a un méme phénomeéne étalable, il se peut que deux zones données réagissent
de deux maniéres différentes. Il est alors intéressant de pouvoir comparer le degré
de résistance de ces zones a la vulnérabilité . De ce fait, et vue la diversité et la
complexité des phénomeénes & étudier, nous introduisons trois types d’indices, dits

indices de vulnérabilité. Nous avons la définition suivante [27].

Définition 2.7
Sous Uhypothése (2.3.1) et pour t1, ty donnés en (2.3.3) et (2.3.3), on définit :

e L’indice instantané de vulnérabilité par
1

1(o)(t) = m% (4o N ) (2.3.5)

65



e L’indice moyen de vulnérabilité par

1 o
I, (0) = — (Ute}tl,tz[(a ﬂwt)) (2.3.6)
to— 1
e L indice global de vulnérabilité par
1,(0) ! (u Cls )) (2.3.7)
v\0) = w .O.
it = t)p(o) AT

Cela traduit le fait que les indices I,(0)(t) et I, (o) désignent respectivement la
vitesse instantanée et la vitesse moyenne de 1’étalabilité des sous domaines (w;);. Ce
qui permet de quantifier le degré de résistance de la zone o face a des effets externes.
A titre d’exemple, s’il s’agit d’une propagation d’un feu, ces indices seront plus ou
moins importants selon I’humidité et la nature de la biomasse occupant la zone o.
Tandis que 'indice I,(0), il mesure le degré de résistance d’une zone face aux effets
externes démarrant de wy en tenant compte du premier instant ¢; ou la zone fixée
sera atteinte, du premier instant ¢, ot le maximum de 'aire de o est atteint par les
(wy)e et aussi de la mesure de 0. Comme conséquence, on dit qu'une zone o; est plus
vulnérable qu'une autre zone oy si I,(01) > I,(03).

3- ¢  Exemples

Pour illustrer le concept de la vulnérabilité, nous donnons deux exemples illustrant
le lien existant entre ce concept et celui de I’étalabilité. Le premier traite le cas de
I’étalabilité au sens usuel, et le second concerne un systéme étalable au sens des

aires.

Exemple 1 : Cas de I’étalabilité au sens usuel

Considérons le systéme décrit par ’équation d’état suivante

0
a—j(m,t) =b(z,t)z(z,t) x>0, 0<t<T
(2.3.8)
2(z,0) = zo(x) x>0
avec
exp (_—) 0<zx<l1
11—
zo(x) =
0 rz>1
et
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(x — 1)é(t)

(1+c(t) —x)?

0<z<1+c(t)
b(x,t) =

0 x> 14 c(t)

ot ¢ :J0, T[— IR est une fonction donnée telle que ¢(0) = 0.

Cela étant, la solution de (2.3.8) s’exprime sous la forme

exp< 1+—C(t)> 0<z<1l+4c(t)

) = IL+c(t)—x

0 x> 14 c(t)

Considérons le cas ou la propriété P est donnée par z(z,t) > 0. C'est a dire
wy={x>0:2(z,t) >0}

Alors dans ce cas on aura

we =0, 14 ¢(t)]

Par conséquent, si ¢(t) > 0, le systéme (2.3.8) est étalable au sens de l'inclusion, et
toute zone o C IRT est vulnérable.

Sinon; (¢(t) < 0), le systéme est résorbable ou stationnaire si ¢(t) = 0, dans ce cas
o est non vulnérable.

Remarquons que la quantité v(1,¢) = ¢(¢) n’est autre que la vitesse du déplacement
du point z = 1 (car on a wy =|0, 1[), de ce fait nous allons donner deux situations
selon cette vitesse v.

Cas 1 : Si v(1,t) est une constante qu’on suppose égale a 1, et si on consideére les
deux zones o1 = [a1,b1] et 09 = [ag,bs] : 1 < a3 < by < ag < by, alors o7 et oy sont

vulnérables. Les indices de vulnérabilité instantané et moyen sont donnés par

Ly(o)(t) = L, (0;) =1 j=1,2

Pour l'indice global, nous avons

1
(a; — 1)(bj — a;)
Connaissant donc les valeurs a; et bj, nous pouvons déduire laquelle des zones est

[v<0'j) = j = 172

la plus vulnérable que 'autre. Ceci montre que la vulnérabilité dépend aussi de la

localisation de la zone considérée par rapport a wy, et de la mesure d’une telle zone.
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Cas 2 : Si v(1,t) = é(t) est donnée de telle sorte que

(1+t O<t<a —1
t
a1+zl a1—1<t<4(b1—a1)
C(t): 1+t 4(b1—a1)<t<a2—1
t2
CLQ"‘E as—1<t< 2(b2_a2)
L 1+t t> 2(1)2—(12)

Aussi dans ce cas, les zones 07 et 09 sont vulnérables et nous avons

Llo0)(t) = L, (02) = |

by —
L(o2)(t) =t et I, (02) =/ = =
et pour les indices globaux, nous obtenons
1 1
Iv 01) = et Iv O9) =
( 1) 4(@1 — 1)(b1 — al) ( 2) [(al — ]_) + 4<b1 — CL1>] 2(b2 — CLQ)

Dans ce cas on constate aussi la dépendance de la vulnérabilité avec la position et

de la nature de la zone considérée et aussi le sous domaine initial wy.

Exemple 2 : Cas de la A-étalabilité

Considérons le méme systéme donné en (2.3.8), sauf que cette fois-ci la fonction b
est donnée par

1

b(x,t) =
0 r>1+t

Alors la solution z du systéme (2.3.8) s’écrit sous la forme

1
— ) t<az<l+t
eXp(1+t—x> Tt

z(x,t) =

0 r>14+t
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Avec la méme propriété P considérée dans le premier exemple nous avons

Wt :]t7 1 + t[

Il s’agit d’un systéme étalable au sens des aires, et toute zone o = [a, (] est vulné-

rable pour tout a > 0 car nous avons
Cas 1:85i0<a<1alors [a,1] C (0 Nwp) et donc & Nwy # 0.
Cas 2 : Si a > 1 alors il existe deux instants t; = o — 1 et t, = § — 1 tels que pour

tout t €|ty,t5[, on a o Nw; # (). Ainsi nous obtenons

1
(@=1)(f —a)

Ces deux exemples montrent en fait le lien entre les deux concepts d’étalabilité et

I,(0) =

de vulnérabilité, puis la dépendance de la vulnérabilité d’une zone donnée de la po-
sition (ou localisation) de cette zone par rapport au domaine initial a partir duquel

commence 1’étalabilité.

Parmi I'une des majeures applications de I'indice de vulnérabilité, citons par exemple
le probléeme de transfert d’un polluant vers une nappe souterraine a travers l'interface
sol. Dans ce cas I'indice de vulnérabilité a été approché linéairement en fonction de
trois parameétres caractérisant ce transfert. Ce sont le temps de transit 7', le rapport
de la concentration du produit polluant C" & l'arrivée a la nappe par rapport a la
concentration initiale C, et celui de la recharge effective R par rapport a la quantité
d’eau disponible a la surface sol. Ce qui traduit le fait qu’une zone est vulnérable
s’elle est atteinte en un temps court et avec une concentration élevée. Cet indice est

exprimé par

/ /

1 C R
I =as+05+75 (2.3.9)

avec «, (3 et v sont des coefficients donnés. Cela constitue le principe de 'approche
dite "Approche TCR", et pour plus de détails voir [26,27].
Cela étant, comment peut-t-on controler certaines zones vulnérables face & un phé-

noméne étalable ?
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4 Remédiabilité régionale

Le concept de la remédiabilité régionale a été introduit dans le but de pouvoir
compenser par un contrdle convenable, sur une région donnée o et ou bout d’'un
certain temps T, l'effet d’une perturbation affectant 1’état du systéme considéré.
Pour les systémes linéaires, différentes caractérisations de ce concept, de son lien
avec la controlabilité régionale et des actionneurs dits régionalement efficaces, ont
été données [8-12]. Cela suppose que la perturbation est définie sur le domaine
Q) tout entier. Ce que nous aborderons dans cette section concerne le cas d’une
perturbation (source) localisée juste sur une région w C 2. Donc si o est une zone

fixée (généralement disjointe avec w), deux situations peuvent se présenter :
1. o est atteinte par l'effet de la perturbation.
2. o n’est pas vulnérable.

Il parait naturel que la premiére situation est celle qui mérite d’étre étudiée, car si
une telle zone n’est pas vulnérable, alors on n’a pas besoin d’y remédier.

Pour décrire cela considérons le systéme linéaire suivant :

2(x,t) = Az(z,t) + f(x,t) + Bu(t) QxI
(2.4.1)

2(0,z) = zo(x) Q
ol A engendre un semi groupe fortement continu (S(t)):>o sur l'espace d’état Z =
L*(Q), B € L(U; L*(Q)), u € L*(0,T;U), et f € L*(0,T;F) une perturbation. Gé-
néralement la perturbation f est inconnue, mais ici on la suppose connue car cela
est du a ce qui a été rappelé au chapitre 1 sur les sources et capteur espion. En plus
on pose supp(f) =w C €.
Les espaces de Hilbert Z, U et F désignent respectivement 'espace des états, des

controles et des perturbations.

Supposons que o vérifie 'hypothése (2.3.1) et que (2.4.1) est augmenté de la sortie

Y7 (t) = Cxoxoz(t) (24.2)
ou C € L(L*(N),Y), Y un espace de Hilbert (espace d’observations), y, est la

restriction & o et x% son opérateur adjoint donnés en (1.2.4) et (1.2.5).

La solution de (2.4.1) est donnée par

Zru(t) = S(t)z0 + /0 S(t—s)f(s)ds + /0 S(t — s)Bu(s)ds (2.4.3)

ce qui donne
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zpu(t) = S(t)z0 + H,f + Hu (2.4.4)
avec

H,: L*(0,T;F) — Z

. (2.4.5)
f — H,f = / S(t—s)f(s)ds
0
H;: L*(0,T;U) — Z
. (2.4.6)
u —  Hyu :/ S(t — s)Bu(s)ds
0
et par suite
Y71 = XX S(1)20 + Cxoxo Hif + CXiXo Hyu (2.4.7)

4- a Perturbation étalable et vulnérabilité

Désignons par zpo et zso les solutions du systéme autonome non perturbé (f =
0,u = 0), respectivement perturbé non controlé (f # 0,u = 0), et considérons la
propriété P définie par :

Pzro(x,t) & zpo(z,t) # 200(z,t) ¥V (2,8) € Qx T (2.4.8)

puis notons par

wror ={r € Q: Pzpo(z,t)} (2.4.9)

Lorsque f # 0, nous définissons I’étalabilité de f et la vulnérabilité de o face aux
effets de f par [92].

Définition 2.8
1. On dit que la perturbation f est étalable (respectivement A-étalable) si

Weot C Who,s V(s,t) e J

(respectivement

w(wroi/wros) < p(wros/wros) V(s t) € J)

2. La zone o est dite f-vulnérable s'il existe t €)0,T) tel que : o Nwysoy # 0.
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A partir de cette définition, nous allons caractériser la f-vulnérabilité de o a travers
la fonction de mesure y7, associée a I'état 279 du systéme perturbé non controlé.

Nous avons le résultat suivant

Proposition 2.6

La zone o est f-vulnérable si et seulement s’il existe t € [0,T] tel que :

Y50(t) # CxoxoS(t) 20

Preuve :

Par définition, o n’est pas f-vulnérable si et seulement si :
oNwpe, #0 V€ [0,T]

Ce qui est équivalent a x ¢ wyo, Vt € [0,T], Vo co

D’aprés (2.4.4), (2.4.8) et (2.4.9), ceci est équivalent encore & :
H,f =0Vt e[0,T], V& €0

ou encore : CxixoHy f =0Vt € [0,T]

Ce qui est équivalent a y7,(t) = Ox;XoS(t)z Vt € [0,T7.

D’ou la preuve de la proposition. |

Ce résultat nous permet de caractériser les zones vulnérables par 'intermédiaire des

capteurs, ce qui correspond en fait a des préoccupations concrétes.

4- b Remédiabilité régionale

Lorsque 'état du systéme (2.4.1) est I'objet d’une perturbation f étalable & partir
de w et pour laquelle la zone o est atteinte (ou affectée), alors le probléeme de la
remédiabilité régionale consiste en la détermination d’un controle permettant de
rendre I’état du systéme z¢,, sur o et ou bout d'un certain temps 7" a ’état normal
20,0; c'est a dire & celui du systéeme autonome non perturbé. De ce fait nous avons

la définition suivante.

Définition 2.9

Pour une zone o, f-vulnérable, on a :

(1) Le systeme (2.4.1)-(2.4.2) est dit exactement f-o-remédiable pendant [0,T] s’il
existe un controle u € L*(0,T;U) tel que :

CXixoHru + CXoxoHr f =0 (2.4.10)
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(17) Le systéme (2.4.1)-(2.4.2) sera dit faiblement f-o-remédiable pendant [0,T] si
pour tout € > 0, il existe un controle u € L*(0,T;U) :

XX Hru + CXoxo Hr f]| < & (2.4.11)

Remarquons que si ¢ n’est pas f-vulnérable, alors d’aprés la proposition 2.6 nous
avons CX:,XUPNIT f = 0, donc a partir de la définition ci-dessus, nous obtenons
CxixoHru = 0, ce qui veut dire que u = 0 est une solution de I’équation (2.4.10),
par conséquent, on n’a pas besoin de remédier & 'effet de f sur o. Ce qui justifie le
fait de considérer I’hypothése o est f-vulnérable dans la définition 2.9.

Cela étant, nous allons donner quelques caractérisations de la remédiabilité régionale

(exacte et faible) en se basant toujours sur la définition 2.9.

Proposition 2.7

Les assertions suivantes sont équivalentes

(i) Le systéeme (2.4.1)-(2.4.2) est exactement f-o-remédiable pendant [0, T
(i1) Im(CxsxoHr) C Im(Cxxo Hr).

(i73) Iy, > 0 tel que VO € Y*, on a

12" | 20,7,2) < Vol B* 2" || L20,700%)
avec z* = S*(T — )xix.C*0.
A propos de la remédiabilité faible, nous avons la proposition suivante [9].
Proposition 2.8
Sont équivalentes les assertions suivantes
(1) Le systeme (2.4.1)-(2.4.2) est faiblement f-o-remédiable pendant [0,T]

(”) Im(CX:;XUET) C Im(CX:;XUHT)
(1ii) Ker(B*HixixoC*) = Ker(Hixix.C*)

4- ¢ Actionneurs régionalement efficaces

Par analogie avec la controlabilité régionale qui est liée a la notion d’actionneurs
régionalement stratégiques (voir chapitre 1), il existe aussi une relation entre la re-
médiabilité régionale et les actionneurs. Dans ce cas, et s’ils permettent d’assurer
la remédiabilité régionale faible du systéme qu’ils excitent, on parle d’actionneurs
régionalement efficaces . Dans ce paragraphe nous rappelons et caractérisons les ac-
tionneurs régionalement efficaces, puis nous montrons leur relation avec les action-
neurs régionalement stratégiques. Soit donc (D;, ¢;)i=1,..., une suite de p actionneurs
qui excitent le systéme (2.4.1) augmenté de la sortie (2.4.2), et soit ¢ une zone

supposée f-vulnérable. Nous avons la définition suivante [9,10].
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Définition 2.10

La suite d’actionneurs (D, g;)i=1,.., est dite o-efficace si le systéeme (2.4.1)-(2.4.2)

est faiblement o-remédiable.

Cas particulier

Supposons que l'opérateur linéaire A admet sur l'espace d’é¢tat Z = L*(Q), un

systéme orthonormé complet de fonctions propres (gomj)mzL G=1,rm associées aux

valeurs propres (A, )m>1 avec A, étant de multiplicité r,,.

Le semi groupe engendré par A est donné par

S)=3" Amtz:<z Pmj >L2(Q) Pmj

m>1

Soit G, la matrice d’ordre (p X 7,,) donnee par

G = (< gir omj >)12y0

et ¢7 l'application définie comme suit
o Y* — IR™

O — ¢7(0) = (< C*0, 0m1 >qr s < C*0, Oy, >0)"

Rappelons que dans le cas ot le systéme (2.4.1) est excité par p actionneurs (D;, g;)i=1

alors 'opérateur B est défini par
B:IRF — Z

u(t) — Bul(t E:%m

Alors avec ces considérations, nous avons la premiére caractérisation suivante [9).

Proposition 2.9

La suite d’actionneurs (D;, gi)i=1,..., est o-efficace si et seulement si

Ker(x,C") = ﬂ Ker(G,,¢7,)

m>1

Preuve :

Pour 6 € Y* nous avons

HyxoxoC 0 =>_ TN " < X\ C*0, s >12(0) Pmi

m>1 j=1
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Donc on aura

Tm

fI}X;XUC’*G =0 & Z < XoXoCH 0, omj >12(0) Pmj =0 Ym >1

j=1
= < C*e,wm]’ >12(0)= 0
S x,C*0=0
Par conséquent
Ker(x,C") = Ker(H7x;x.C") (2.4.12)
D’autre part, et comme
B*Hix i xoCF0 =
Tm tr
(Z TN < g omy >< XoXoCT0, Pmj >12() samj>
m>1 Jj=1 i=1,...,p
alors

B*Hix Xx.C"0 =0

|

o
<
3
(AV2
\:—‘

|
\.P—‘
=

= Z < Gi, Pmj >< 0*9, Pmj > L2(0)
j=1

& Grel () =0 VYm>1

Donc

ﬂ Ker(Gmo?,) = Ker(B*Hix: x,C*) (2.4.13)
m>1
Et d’aprés la proposition 2.8, et les expressions (2.4.12) et (2.4.13), on en déduit

directement le résultat cherché. [

Cela étant et si de plus la sortie (2.4.2) est donnée par l'intermédiaire de ¢ cap-

teurs zones (Cy, hy)j=1,.. 4 avec u(C;No) > 0, alors une deuxiéme caractérisation des

actionneurs o-efficaces est donnée par le résultat suivant [9].

Proposition 2.10

La suite d’actionneurs (D;, g;)i=1,., est o-efficace si et seulement si

() Ker(Gn M}y ) = {0}

m2>1
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avec My, » est la matrice d’ordre (q X r.,) définie par

_ J=1.rm
Mm,a — (< hl, mej >)l:1,...,q
Preuve : Analogue & celle de la proposition 2.9. |
De ces deux résultat de caractérisations des actionneurs o-efficaces, on en déduit un

troisiéme qui sera utile dans les applications [9].

Proposition 2.11
La suite d’actionneurs (D;, g;)i=1..., est o-efficace si l'une des conditions suivantes
est vérifiées

(i) Il existe mg > 1 tel que rg(Gr MY ) =gq

mo,o

(i) Il existe mg > 1 tel que rg(Gpy) = T'my et Tg(M ) =gq

mo,o

Preuve : Conséquence directe des deux propositions 2.9 et 2.10 |

Remarque 2.6 [9/

1. Si le systéme (2.4.1) est exactement (faiblement) o-contréolable, alors (2.4.1)-
(2.4.2) est exactement (faiblement) o-remédiable. Par conséquent, tout actionneur
o-stratégique est o-efficace.

La réciproque n’est pas toujours vraie (voir exemple ci-dessous).

2. La condition p > sup r,, est nécessaire pour qu’un actionneur soit o-stratégique,
m>1

mais elle ne ’est pas pour qu’il soit o-efficace.
Exemple
Considérons le systéme décrit par ’équation d’état suivante
i(z,t) = Az(z,t) + f(z,t) + xpg(z)u(t) ]0,1[x]0, T

2(0,t) = z(1,t) =0 10, T (2.4.14)
2(z,0) =0 10, 1]
avec Dy C|0, 1] est le support de I'actionneur d’intensité g. On suppose aussi que la
sortie (2.4.2) est donnée via un capteur (Ds, h) ou Dy CJ0, 1].

On sait que pour tout m > 1 nous avons

Om(z) = V2sin(mzrz) et A, = —m?>n>

Pour h # 0, il existe mq tel que < h,p,,, ># 0. Donc l'actionneur (Dy,g) est

Q-efficace si < g, pm, >7# 0, ou d’apreés la proposition 2.11, ceci est équivalent a
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/ g(x) sin(momx)dz # 0
Dy

e Pour 0 = Q et g = ¢, Vactionneur (Dq,g) est Q-efficace mais n’est pas -

stratégique car la relation suivante n’est pas satisfaite Vm # my

/D1 g(x)sin(mmzx)dx # 0

e Pour 0 =|0, =[, h = 1 et g = ¢y, Pactionneur (D1, g) n’est pas Q-efficace, mais il

75[
est o-efficace car
< G, om >< h, 0, >=0  Vm>1

et pour my = 2 nous avons
< g2 >< hy 2 >o=< 1,02 >;7# 0

4- d Remédiabilité régionale & énergie minimale

Dans cette partie nous considérons le probléme de la détermination d’un controle
permettant de compenser la perturbation étalable f sur la zone vulnérable o, et dont
le colit nécessaire pour cette compensation soit minimal. Si on considére toujours le

systéme (2.4.1) d’état zy,,, augmenté de la sortie (2.4.2), et si on pose

Upg = {u € L*(0,T;U) : Ox:xoHru+ CxixoHrf =0}
alors un tel probléme peut étre formulé come suit
Trouver u € L*(0,T;U) :
o uclUy (2415)

o |lull = min{||v|[r207r2) : v € Uad}

Considérons le sous espace Yy = Im(Cx%x,Hr) de l'espace des observations Y, et

la semi norme définie sur Y par :

101ly, = | H7 x5 X C 0l 20,707 (2.4.16)

dont le produit scalaire associé s’écrit :

< 01,05 >y =< H;szgc*el, H;X:‘;XJC*QQ >L2(0,TU*) Vb,0b€Y (2417)
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puis posons

Ao = CXoXo Hr Hp X XoCF 1Y — Y
alors nous avons le résultat suivant [9].

Lemme 2.1

Si le systéme (2.4.1)-(2.4.2) est faiblement o-remédiable, alors :
() ||-llyy est une norme sur l’espace Yy.
(17) Ay (Y') C Yo avec injection continue.

(131) A se prolonge par continuité d’une maniére unique en un isomorphisme de Y}

/ z s
vers son dual Y], avec Y] est le complété de Yy pour la norme ||.||y, .

Cela étant, le résultat suivant nous permet de résoudre le probleme de la remédia-

bilité régionale a énergie minimale.

Théoréme 2.3
Si la zone o est f-vulnérable avec CX;XUﬁTf €Y, alors le probleme (2.4.15) admet

une solution unique donnée par :

ue = HpxoxoC"0

avec 0 est l'unique solution de l’équation :

Aol = —CXExo Hr f

Preuve :
(’L) Uy € Z/{ad

En effet, par hypothése sur f nous avons en utilisant le lemme 2.1 :
CxXiXoHrfeY, & ANoeY,: Ab=—-CxixoHrf

En utilisant ’expression de A, on aura :

OXiXo Hr Hy X0 C*0 = —OXixo Hr f

C’est a dire que :

CXo Hrtte = —Cxixo Hrf

Soit encore :

CXiXo Hrtte + CXixXo Hr f =0
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Donc u, € Uyg .
(77) Optimalité de u,

L’ensemble U,q = {u € L*(0,T;U) : Cx:xoHru + CX;XUﬁ[Tf = 0} est un
convexe fermé de L2(0,T;U), et il est en plus non vide car u, € Uyq.

Alors, pour v € U,y nous avons :

OXiXo Hrv + CXoXo Hr f = CXiXo Hrus + OXiXo Hr f

Ce qui donne : Cxix,Hr(v —u,) =0

Donc < OxixoHr(v —u.),0 >y,=0V0 € Y]

Par conséquent : < v — u,, H3 X, XoC*0 > 1200 100= 0 VO € Y]

Dol : <0 — s, Uy >1200,720= 0

Alors en appliquant le théoréme de projection [15,32,35] sur le convexe fermé

non vide U,4, on en déduit que :
sl 20,00 < Nvlle20ra) Vv € Uaa
(77i) Unicité de u,
Si u41 et uyo sont deux solutions optimales alors :
< U = Uil Ul ZL2(0,TU) =< U — Us2, Ux2 > L[2(0,T5U) Vv €Uy

. . 2
Ce qui donne : ||u,g — “*2||L2(0,T;u) = 0. Donc uy; = tys. ]

Conclusion :

Dans ce chapitre nous avons rappelé quelques résultats sur 1’étalabilité, la vulné-
rabilité et la remédiabilité. Pour les systémes linéaires subissant une perturbation,
nous avons lié la remédiabilité régionale a 'étalabilité & travers le concept de la
vulnérabilité en considérant ce qu’on a appelé "perturbation étalable". Dans ce cas,
nous nous sommes intéressés au probléme de la compensation régionale des effets
de la perturbations affectant une zone donnée. En se placant toujours dans la méme
situation (i.e. la zone considérée est vulnérable par ces effets), il serait intéressant

de pouvoir pousser plus loin la maniére de controler cette perturbation.
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Chapitre 3

Controle protecteur

1 Introduction - Motivation

Pour les systémes linéaires, nous avons étudié dans le chapitre 2, le probléme de la
compensation régionale d’une perturbation supposée étalable et pour laquelle une
zone donnée est non pas seulement vulnérable, mais déja atteinte. Or parfois, il ar-
rive qu’on ne peut pas remédier a certaines perturbations, ou un tel reméde existe
mais il est a cott trés élevé.

Dans ce chapitre nous considérons le probléme du controle protecteur qui consiste
a protéger une zone donnée avant qu’elle soit atteinte par les effets d’une pertur-
bation affectant I’état d’un systéme linéaire. Nous caractérisons les solutions de ce
probléme en utilisant deux approches différentes ; telle que la premiére fait interve-
nir des familles de transformations, tandis que la seconde consiste & introduire un
retard sur le systéme de départ pour se ramener a un probléeme de la remédiabi-
lité régionale d’un certain systéme a retard résultant. Ce qui va nous permettre de
donner d’autres caractérisations, puis d’étudier le probléme du contréle protecteur

a énergie minimale. Quelques exemples seront donnés pour illustrer ce concept.

Exemple

Considérons le systéme décrit par ’équation d’état suivante

%(x,t) =b(z,t)z(z,t) >0, 0<t<T
(3.1.1)
2(x,0) = 2o(2) x>0
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avec

zo(z) =

0 r>1
et
L t<x<l4t

—_— T
(14+t—x)?

b(x,t) =
0 r>1+t

Alors la solution z du systéme (3.3.1) s’écrit sous la forme

—1
—_— t<zr<l4t
eXp(1+t—x> v +
z(x,t) =

0 r>1+1t

Considérons le cas ou la propriété P est donnée par z(x,t) # 0 et notons par

wr =4{x>0:z2(z,t) #0}

Alors dans ce cas on aura

Wt :]t, 1+ t[

Il s’agit d’un systéme étalable au sens des aires, et toute zone o = [, (] est vulné-

rable pour tout a > 0 (figure 3.1.1), car nous avons
Cas1:Si0<a<1alors |o,1] Co Nwy et donc o Nwy # 0.

Cas 2 : Si a > 1 alors il existe un instant t; = o — 1 tel que pour tout ¢ €|t, T,
on a o Nw; # 0.
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FiG. 3.1.1 — Vulnérabilité de la zone o =]2, 3|

Systéme controlé :

Excitons le systéme (3.3.1) par un controle v; c’est a dire

%(af;,t) =b(x,t)z(z,t) +v(z,t) x>0,0<t<T
(3.1.2)
2(z,0) = zo(x) x>0
~ t)a(t) —at)(x — c(t))z/ z—c(t)\ N c(t)
vt = (1) () s ()
ou a(t) et ¢(t) sont deux fonctions réelles définies sur [0, 7] par

alt) =1- 2a(otz )
c(t) =1t — %

puis notons par z(z,t,v) la solution de (3.6.1), et

wy ={x>0:z2(z,t,v) #0}

Nous obtenons alors

wi =le(t), e(t) + a(t)]
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Comme c¢(t) < « et ¢(t) + a(t) < « pour tout a« > 1 et t € [0,71], alors la zone

o = [a, f] n’est plus vulnérable (figure 3.1.2), et dans ce cas nous avons I,(c) = 0.

25 ——— ,

/ /
15+ ’ /
/

/ 7
- , ,
e e
7 e
1 7 /
7/ 7/
7/ 7/
7/ /
/ 7
0.5} Al L
Z / sigma
2 2
v
0 . . )
0 0.5 1 15 2 25 3 35

FiG. 3.1.2 — La zone o =2, 3[ est protectable

Nous constatons que sous l'effet du controle v, la zone o est devenue non vulnérable
pendant tout l'intervalle de temps I par l'effet de la propriété étalable P. Un tel
controle sera dit "protecteur" ; c’est a dire celui qui permet de protéger la zone o
face a l'effet de ’étalabilité pendant tout 'intervalle de temps sur lequel évolue le
systéme considéré.

Cet exemple constitue une motivation du présent chapitre ot nous allons expliciter

dans la suite le concept du controle protecteur pour les systémes linéaires.

2 Position du probléme - Définition

Soit 2 un ouvert borné de IR" et I =|0,7[ un intervalle de temps. Considérons le

systéme linéaire dont 1’état est décrit sur 2 x I par I’équation suivante

Z(t) = Az(t)+ f(t) + Bu(t) 0<t<T
(3.2.1)
2(0) = 2o
avec A engendre un semi groupe fortement continu (S5(t));>o sur l'espace d’état
Z =1*9Q), Be LWU;L*)), ue L*(0,T;U), et f € L*(0,T;F) une perturbation
donnée sur une zone w C €, i.e. supp(f) = w.

La aussi, on suppose connue la perturbation f. Car sinon, on peut considérer le
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probléme de sa reconstruction a l'aide d’un capteur w-espion (voir chapitre 1).
Les espaces Z, U et F désignent respectivement celui des états, des controles et des

perturbations.

Le systéme (3.2.1) est supposé augmenté d’une fonction de mesure

Y7 (t) = Cxoxoz(t) (3.2.2)
ou C' € L(L*(Q),Y), Y un espace de Hilbert (espace d’observations), o une région

fixée dans Q) satisfaisant 'hypothése (2.3.1), x, la restriction a o et x% l'opérateur
adjoint de y, définis en (1.2.5).

La solution de (3.2.1) est donnée par

Zru(t) = S(t)z0 + /0 S(t—s)f(s)ds + /o S(t — s)Bu(s)ds (3.2.3)

qu’on peut écrire sous la forme

2pu(t) = S(t)20 + Hef + Hyu (3.2.4)

ou

H,f = / S(t—s)f(s)ds et Htu—/ S(t — s)Bu(s)ds (3.2.5)

et donc la sortie (3.2.2) s’exprime par

Y7.(t) = CXixoS(t)z0 + CXoXo Hof + CXixo Hyu (3.2.6)

D’autre part, notons par zp et 25 les solutions du systéme autonome non perturbé
(f = 0,u = 0), respectivement perturbé non controlé (f # 0,u = 0), et considérons

la propriété P définie par :

Pzro(z,t) & zpo(x,t) # 200(x,t)  V (2,8) € Qx I (3.2.7)

puis considérons les sous ensembles suivants

wror ={x € Q:Pzso(x,t)}

Alors dans le cas ot u = 0 et f # 0, la zone ¢ pourrait étre atteinte par l'effet de la
perturbation f qu’on suppose étalable, et par suite on se pose le probléme suivant :
Comment protéger o avant qu’elle soit atteinte ?

Cela nous améne a considérer le probléme suivant
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Trouver un contréle u € L*(0,T;U) :
(3.2.8)
CXixo Hou + OXGXoH f =0

La formulation (3.2.8) fait intervenir la zone fixée o, la perturbation f, le controle
u et la condition V¢ € [0, T]. Le fait de considérer C'x:x, Hyu + CX;XUFNItf =0Vte
[0, T, signifie qu’'on est amené a protéger la zone o avant qu’elle soit atteinte par
I'effet de f pendant tout I'intervalle de temps I par un contréle convenable wu.

Rappelons qu’une zone est dite f-vulnérable, s’elle est susceptible d’étre atteinte
par les effets de la perturbation étalable f. Alors a partir de tout cela, nous avons

la définition suivante.

Définition 3.1
Pour une zone o supposée f-vulnérable, on a :

1. o est dite f-protectable si
Ju € L0, T;U): CxixoeHu+ CX;XUf[tf =0 VYVt €l

Dans ce cas u est dit un controle f-o-protecteur.

2. o sera dite faiblement f-protectable si
Ve>0, 3u € L0, T5U) : ||CxixoHiu + OxXixoHof|ly <& YVt €1
On dit que le controle u est faiblement f-o-protecteur.

Remarque 3.1

1. Si la zone o n’est pas f-vulnérable, on n’a pas besoin de la protéger. Ceci provient
du fait que les (wyoy)ier n'atteignent jamais o et donc CX(’;XJfItf =0Vtel, par
conséquent le controle w = 0 est une solution du probleme (3.2.8).

2. 8i o est f-vulnérable et s’elle est atteinte par leffet de f, alors dans ce cas il est
impossible de protéger o face a f. Et c’est a ce niveau qu’il fallait penser a remédier
a leffet de f sur une telle zone.

3. Tout contréle o-protecteur est un contréle o-remédiable. La réciproque est fausse.
4. Le probleme du controle o-protecteur (3.2.8) n’est pas un simple probléme du
"routage régional” ot il fallait faire suivre régionalement [’état du systéme selon une
trajectoire désirée, mais c’est un probléme qui consiste a "router la propriété P
engendrée par f. En effet, la notion du routage régional introduite par M. Rachik [96],
consiste en la détermination d’un contrdle permettant non pas seulement d’atteindre
régionalement un état désiré a linstant final T' (i.e contrélabilité régionale vue au

chapitre 1), mais de faire diriger [’état du systéme selon une trajectoire désirée a
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partir de [’état initial. Ainsi le contrdle o-protecteur a pour but de faire suivre la
propriété P selon une trajectoire ne passant pas par o (dévier une telle propriété

pour qu’elle n’atteigne jamais o ).

A partir de ces remarques, on constate que le controle protecteur d’une zone donnée
est un concept dont l'aspect est purement régional, dont on ne peut parler sauf s’il
s’agit d’une zone vulnérable mais qui n’est pas encore atteinte. Pour illustrer ce qui

précéde considérons ’exemple suivant.

3 Exemple : Transport monodimensionnel

Soit € un ouvert borné dans 0, 4+o00[ et I =|0, 7| un intervalle de temps donné. Sur

Q) x I, considérons le systéme linéaire dont I'état satisfait I’équation de transport

suivante
( 0z 0z
a(m,t) = —c%(x,t)—i—é(:r—a)f(t) Qx]0, T
2(x,0) = 2zp(x) =0 Q (3.3.1)
| 2(0,1) =0 10, T

avec a,c > 0, §(.) est la mesure de Dirac et f une perturbation supposée connue.

Le systéme (3.3.1) s’écrit sous la forme de (3.2.1) avec

9 1
A= —cq- € LIH(Q)

f(x,t) = 6(z — a) f(t) avec supp(f) = w = {a}

L’opérateur A engendre sur H}(2) un semi groupe fortement continu donné par [38]

glr —ct) x>ct
(S(t)g)(z) =
0 stnon
Soit o = [a, f] une zone fixée dans Q, telle que 8 > a et a ¢ o (i.e. u(o) # 0 et
aNw=10)
Si on suppose que l'instant final 7" est choisi de telle sorte que 7' < 97 alors le

c
systéme (3.3.1) admet comme solution
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a—2X
f( +t> a<zx<a+ct
c

Zf’(] (l’, t) =
0 sinon

Donc, pour f # 0, les sous domaines

wo e ={x € QX zop(w,t) # z00(x, )} = {x € Q: 29 4(x,t) # 0}

sont donnés dans ce cas par

wo, ¢ = |a,a + ct]

Par conséquent, la perturbation f est étalable au sens de 'inclusion car

Vit,se0,T],ona :t<s = wsos CWros

Nous avons donc les deux situations suivantes :
1. § < a, dans ce cas on n’a pas besoin de protéger ni de remédier & f sur o car
cette zone n’est pas f-vulnérable.

2. 8>aet a<a+cT, soit par exemple

A

T L . — -

A A A A 7
ti1tt/ wt

A A I A S
A A I
A A
A

i} a a+cT

FiG. 3.3.1 — La zone o est f-vulnérable

dans ce cas o est f-vulnérable (figure 3.3.1) de plus elle sera atteinte par f, et c’est
a ce niveau qu’il fallait appliquer un contréle pour la protéger avant qu’elle ne soit

pas atteinte.



Excitons le systéme (3.3.1) par un actionneur ponctuel localisé en un point b, ce qui

donne
0z 0z
E(g;',t) = —c%(x,t) +d(z —a)f(t) + o(xz — b)u(t)
< 2(2.0) = 20(z) = 0 (3.3.2)
| 2(0,t) =0

Supposons que : a < b < a+¢T. Dans ce cas, il existe t* €]0, T'[ tel que : b = a + ct*.
Donc la solution de (3.3.2) est donnée par

( —
f(a $+t) la,a+ ct], t <t
c

c

_ b
f<a x+t)—|—u( x—l—t) [b,a+ct], t > t*
C

Zru(x,t) =

b—ux
u +t la+ct,b+ct], t > t*
c

L 0 ailleurs

Cela étant, le choix de la localisation du point b est trés important. En effet :

1. Pour b = 4, donc t* = 2, le contrbole donné par

—f(t—=2) t€]2,6]
u(t) =

0 t €]0,2]
est f-o-protecteur, et par consequent il est aussi f-o-remédiable (figure 3.3.2 &
gauche).
2. Pour b = 5, donc t* = 4, il n’existe aucun controle de type ponctuel localisé en
ce point et qui rend la zone ¢ non vulnérable ou qui remédie a l'effet de f sur une
telle zone, car le point d’excitation est situé a l'intérieur de cette zone pour laquelle

la région [4, 5] est atteinte par la perturbation f (figure 3.3.2 a droite).
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FiGc. 3.3.2 — La zone o est f-protectable (a gauche) et elle n’est ni f-protectable ni
f-remédiable (& droite)

Cet exemple constitue une illustration du concept du controle protecteur ainsi que
son lien avec la remédiabilité lorsqu’il s’agit d’une perturbation étalable pour laquelle

la zone fixée est vulnérable.

4 Approches du probléme du controéle protecteur

Dans cette section nous proposons deux approches différentes pour caractériser les
solutions du probléme de contrdle protecteur (3.2.8). La premiére approche est basée
sur les familles de transformations adaptables a I’évolution du systéme, et qui sont
utilisées pour caractériser I’étalabilité, tandis que la deuxiéme consiste & transformer
un tel probléme en un probléme de remédiabilité régionale d'un certain systéme a

retard résultant en introduisant un retard sur le systéme de départ.

4- a Approche par familles de transformations

Dans la deuxiéme partie du chapitre 2, nous avons donné une caractérisation de
I’étalabilité d’un systéme pour une propriété donnée, en utilisant des familles de
transformations dites adaptées a I’évolution du systéme (définition 2.3). Aussi, celles
dites adaptables a I’évolution du systéme sont utilisées pour lier le controle a 1’éta-
labilité (définition 2.5).

Pour le systéme (3.2.1) d’état zy,, considérons la propriété P donnée en (3.2.7) et

aussi les sous domaines de ) donnés par

wror ={x € Q:Pzpo(x,t)} et wpyy ={x € Q:Pzpylx,t)}
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Dans le cas ot la perturbation f est étalable, alors il existe une famille de transfor-
mations (F(.,s,t))snes adaptée a (3.2.1) avec u = 0, telle que la trajectoire de la

propriété P est définie par

7, = |J Flwroo 5.0

s€]0,¢]

Par conséquent la zone fixée o est f-vulnérable s'il existe t €]0, T tel que
onNT, +0
Lorsque u # 0 la trajectoire de f devient

Zu = U F(me’(], S, O)
s€]0,t]
Donc en utilisant la définition 3.1 d’une zone protectable, nous avons la caractéri-

sation suivante

Théoréme 3.1
u est un controle f-o-protecteur si et seulement sl est associé a une famille de

transformations adaptable au systéme (3.2.1) telle que
oNT" =0 vt €]0, T (3.4.1)
Preuve :

Par définition, u est un controle f — o — protecteur
& OxixoHyu + CX(*,XUFNItf =0 VvVt el
& Hu+Hf=0 VYoeo Vtel
Zru(x,t) = 200(x,t) Vo co Vel
rdwr, Yreo Vtel
x ¢ F(wp,0,t,0) Yeeo Vtel
x ¢ U F(wfu0,5,0) Vo co Vel

s€]0,t[

& o NTH =10 vt €10, T

D’ou la relation (3.4.1). n
L’intérét de ce résultat s’articule sur le fait que I'effet d’un tel controle est de faire
suivre la propriété P selon une trajectoire ne passant pas par ¢ (routage régional
de P). Par conséquent on en déduit les deux situations suivantes : ou bien la pro-
priété P n’atteint jamais &, ou bien P atteint juste la frontiére de o. Cela peut

nous amener a caractériser le controle protecteur a travers la vitesse d’étalabilité de

90



P. En effet, si la connaissance de la famille de transformations vérifiant la relation
(3.4.1) permet de déterminer la vitesse de la propriété P, et en particulier sa vitesse
normale v(z,t, ) oil 7 est la normale intérieure & la frontiére ', de la zone o,

alors nous avons le résultat suivant :

u est un controle f-o-protecteur < v(z,t, n) =0 Vo €T, Vtel.

Remarque 3.2

Pour déterminer un controle f-o-protecteur, nous pouvons suivre les mémes dé-
marches que celles données au chapitre 2 pour la détermination d’un contrdle éta-
leur; a savoir :

1. Choisir une famille de transformations vérifiant cette fois-ci la relation (3.4.1).

2. Trouver un contréole qui lui est associé.

Comme il a été déja signalé (chapitre 2), le choix d’une telle famille de transforma-
tions n’est pas toujours simple [23]. C’est pour cela que nous proposons une deuxiéme
approche pour caractériser les controles f-o-protecteur sans passer par les familles

de transformations adaptables.

4- b Approche par remédiabilité
Principe - Caractérisations

Le principe de cette approche consiste a transformer le probléme du controle f-
o-protecteur (3.2.8) en un probléme de type remédiabilité régionale d'un certain
systéme a préciser et ceci en introduisant un retard sur le systéme de départ. Noter
que ceci est du au fait que la résolution d’un tel probléme n’est pas évidente vu la
condition Vt € I qui intervient lors de sa formulation. De ce fait, et pour décrire
cette approche, un cadre fonctionnel convenablement choisi sera utilisé. En effet,

reconsidérons le systéme (3.2.1) avec les mémes hypothéses qui étaient déja faites.

#(t) = Az(t)+ f(t) + Bu(t) 0<t<T
(3.4.2)
2(0) = 2o

augmenté de la fonction de mesure (3.2.2)

Y7 (t) = Oxoxo2(t) (3.4.3)

Reprenons aussi le probléme du contrdle f-o-protecteur (3.2.8)
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Trouver un contréle u € L*(0,T;U) :
(3.4.4)
CXixo Hou + OXGXoH f =0

Alors, pour procéder par la notion du retard, considérons I'espace de Hilbert V =
L?(=T,0; L*(Q)), sur lequel on définit, pour tout ¢t € I, le semi groupe fortement

continu (R(t));>o donné par

g(t+r) re =T, —t]
(R(t)g)(r) = (3.4.5)
0 rel]—t,0

d
L’opérateur linéaire D = o est le générateur infinitésimal de (R(t))¢>o sur V.
5 >

Définissons aussi I’application linéaire F par
F:L¥Q) — V
a(t) — Fal(t)
(Fa(t))(r) = a(t) VY a(t) e L}Q), Vre[-T;0] (3.4.6)
Désignons toujours par zf,(t) la solution du systéme (3.4.2) et posons
~ t ~
Zru(t) = R(t)(Fz) — D/ R(t — s)Fzp,(s)ds (3.4.7)
0
Donc la fonction de mesure associée & la nouvelle variable d’état 2z, s’écrit
gf,u(t) = CXZXUEf,u(t) < Lz(_T’ 0; Y) (348)
Rappelons le résultat suivant [68].

Lemme 3.1
Nous avons :
ra(T)(1) = yruT+7) ¥ 1€ [-T;0] (3.4.9)

Preuve : Elle découle des expressions (3.4.5), (3.4.6) et (3.4.8). ]

D’autre part, la maniére avec laquelle le contréle u et la perturbation f apparaissent
dans (3.4.7) nous conduit & introduire une nouvelle équation d’état sur 'espace
produit W = L?*(Q) x V de la fagon suivante
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Wiy (t) = U(t)wo + /Ot U(t — s)Lu(s)ds + /Ot Ut — s)K f(s)ds (3.4.10)

ol
{Ef,u(t) = (Zf,u(t)azf,u(t»”a {EO = (Z07ﬁ20)trv L= (Bvo)tra K = (Xw;o)tr

et (U(t))i>0 est le semi groupe fortement continu sur w qui s’exprime par

[ Ut) 0
U(t) = ( Oie) Ut > (3.4.11)

avec

Up(t) = S(t), Ux(t)=R(t), Ui(t)= —D/t R(t — s)FS(s)ds (3.4.12)

Si on note par A le générateur infinitesimal du semi groupe (U(t));=o sur I'espace

de Hilbert W, alors le systéme associé a I’équation (3.4.10) est donné par

w(t) = Aw(t) + Kf(t)+ Lu(t) 0<t<T

(3.4.13)
w(0) = wy
et la fonction de mesure associée est donné par
. - c o
v (t) = Cxixow(t) avec C = (3.4.14)
0 C
Remarquons que :
(1) = (). Tru)" €Y x LA(=T,0;Y) (3.4.15)

A propos de (3.4.13), il s’agit en fait d’une équation d’état faisant intervenir un
systéme a retard d’une maniére implicite sachant que ce dernier étant défini sur
I’espace de Hilbert V. Pour clarifier ceci considérons les opérateurs suivants
Hy 7:L*0,T;U) — V =L*-T,0;L*Q))
. (3.4.16)
u — pg/ U(T — s)Lu(s)ds
0

et
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Hy 7:L20,T;F) — V = L2(=T,0; L*(Q))
T
- pg/ U(T — $)K f(s)ds
0
ou py désigne 'opérateur de projection défini par
Do : W — Vv

(2,2) — 2z
Donc en utilisant les deux expressions (3.4.10) et (3.4.11) on obtient
T B T
Hy ru= / Ui(T — s)Bu(s)ds et Hy rf = / U(T — s)f(s)ds
0 0
avec U (t) est le semi groupe donné en (3.4.12).

Cela étant, considérons le probléme suivant

Trouver un controle u € L2(0,T;U) :

CxixoHy, U + CXixoHy, 7f =0

(3.4.17)

(3.4.18)

(3.4.19)

(3.4.20)

Le probléme ainsi formulé fait intervenir la zone o, la perturbation f, le controéle u

et aussi les deux nouveaux opérateurs H; r et H 1, 7. Il s’agit d’un probléme de type

remédiabilité régionale, qui consiste & compenser l'effet de f sur la zone o. Noter

aussi que la condition V¢ € I n’y intervienne pas. Ceci donc nous permet de donner

la caractérisation suivante.

Théoréme 3.2

u est un controle f-o-protecteur si et seulement si u est une solution de (3.4.20).

Preuve : 1l s’agit de montrer que les deux probleémes (3.4.4) et (3.4.20) sont

équivalents. Soit v € L%*(0,T;U) un controle donné.

Alors u est une solution du probléme (3.4.20)
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& OxixoHi, ru+ CXZXaﬁL rf=0

T T
& / CxixoUL(T — s)Bu(s)ds + / CxixoUL(T — s)f(s)ds =0
0 0
< poly(T) — CxixoU(T)wy| =0 d’aprés (3.4.15) et (3.4.18)
& Y5.(T) = CxsxoUi(T)20 — CX:XoR(T)Fz =0 (en utilisant (3.4.11))

& ([F,D)(r) = (CxexUi(T)20)(r) + (Cxpxo R(T) Fo)(r)  ¥r € [=T.,0)

Comme

(Ur(T)zp)(r) = D/ T—s FS( )zods)(r)

_ D/ T — 8)Fzo0(s)ds)(r)

= —(R(T)Fz)(r) + z00(T + 1)

Donc
CxixoHi, 7u+ CX:XUﬁL rf=0
< (Y5.(T)(r) =y5o(T + 1) Vre[-T,0]

& Yi (T +r)=yio(T +r) Vr € [-T,0] daprés le lemme 3.1

Si on pose t = T + r, alors nous avons r € [-T,0] < t € [0,7T)].

Ce qui donne finalement 1’équivalence suivante
CXoxo i, ru+ OXoxo H, 2 =0
& Y7, =y50(t) = CxoxoS(t)z0 VE €[0,T]
< OxixoeHiu+ CX;XJfItf =0 Vtel0,7] dapres (3.2.6).

< w est un contrdle f — o — protecteur
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Remarque 3.3
Soit e > 0. Si on désigne par (P). (respectivement (P1).) le probléme au sens faible

avec la tolérance €, de (3.4.4) (respectivement (3.4.20) ), alors on montre que

(P). & (P1).

En effet, cela est possible avec un méme raisonnement que celui de la preuve du

théoréeme 3.2 en passant aur normes puis en magjorant par €.

Cette approche présente un grand avantage car, nous avons montré a travers son
principe que les deux problémes (3.4.4) et (3.4.20) sont équivalents. Ce qui nous
permettra de ramener la résolution du probléme du controle protecteur qui est défini
pour tout instant ¢ dans I, a celle du probléme de la remédiabilité régionale considéré

pour un temps 7' fixé.

Propriétés

Maintenant nous allons donner quelques propriétés du controéle f-o-protecteur exacte
et faible, en considérant le probléme (3.4.20) et la définition 3.1. Pour cela considé-

rons les opérateurs Hy 7 et f[l, 1 définis en (3.4.19) par

T N T
Hy ru= / Ui(T — s)Bu(s)ds et Hy of = / U(T — s)f(s)ds
0 0

et soit Hi  l'opérateur adjoint de H; 7 qu’on peut écrire sous la forme

HY ;= BU{(T - .)

ou encore en utilisant 'expression de (U;(t))tc; donnée en (3.4.12)

Hy 71V =L*=T,0;L*Q)) — L*0,T;U)

. (3.4.21)
z — B* /_T(R*(T—.—i—?“)z)(r)dr

Commencons par un résultat qui est une conséquence immédiate du théoréme 3.2.

Proposition 3.1

(1) la zone o est f-protectable si et seulement si :

Ju € LX0,T;U): OxX:xoHy, 7u+ CxixoHy, 7f =0

(17) la zone o est faiblement f-protectable si et seulement si :
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Ve>0, du € LQ(O,T;Z/{) s ICXoxeHy, Tu 4+ OXGXo Hy, Tfl|2(-r0v) < €
Cela étant, nous avons le second résultat de caractérisation suivant.

Proposition 3.2

Les assertions suivantes sont équivalentes

(1) La zone o est f-protectable.

(i) CXiXo T, 7f € Im(CxGxo H, 1)

(i17) Jc, > 0 tel que Vg € L*(—=T,0;Y*) on a :

U (T — ')X;XUC*QHLZ(O,T;}'*) < ¢||B*UY(T — ')X;XJC*QHLQ(O,T;M*)
Pour établir cela, nous rappelons d’abord le résultat suivant [48,57].

Lemme 3.2
Soient E, Ey et E5 des espaces de Banach reflexifs.
Si ® € L(Ey, E3) et V€ L(Ey, E3) alors

Im(V) C Im(®) & Je>0 : [Py

By < cf[ Vg

Preuve de la proposition :

(1) & (ii) provient directement de la proposition 3.1.

Pour montrer que (i1) < (i) il suffit de poser

By, = L*0,T;F), By = L*(0,T;U), B3 = L*(-T,0;Y)

et

¢ =COx;xoHi, 7, ¥V =CxoxoHi, 1
alors en appliquant le lemme 3.2 avec ¢ = ¢, on a I’équivalence cherchée.
Concernant le cas du controle faiblement f-o-protecteur nous avons

Proposition 3.3

Les assertions suivantes sont équivalentes

(1) La zone o est faiblement f-protectable.
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(i) Oxixo Hi, vf € Im(Cxixo Hy, 7)
(441) Ker(Hy 7x5x-C*) = {0}.

Preuve :
Pour (i) < (i1), elle découle de la proposition 3.1.

Montrons que (i) < (ii7). En effet, par orthogonalité nous avons

Im(Cx:xoHi, ) = [Ker(Hf 7xixoC*)]*"

Donc

(i) & < CX;XUFIL vf,9 >r2-rov)=0 Vg€ Ker(Hi XoXoC")
Comme CX;XUﬁl, rf est une constante non nulle sur L*(—T,0;Y), alors g = 0.
C’est a dire que

(i1) < Ker(H; rxox.C") = {0}

u
Ces différentes caractérisations vont nous permettre d’étudier le probléme du controle

protecteur a énergie minimale.

5 Controle protecteur a énergie minimale

Dans cette partie on s’intéresse a la résolution du probléme du contréle f-o protec-
teur & énergie minimale. Autrement dit on va déterminer un controle u permettant
d’empécher la propriété engendrée par f d’atteindre o, et dont le colt nécessaire

pour protéger une telle zone est minimal.

Considérons le critére (ou Fonctionnelle cott) J donné par

J(u) = 1CxGXe Heu + Cxo X Hif by + el 220740

et notons

Upg = {u € L*(0,T;U) : CxixoHu+ CxixoHf =0, tel}

alors le probléme que nous considérons peut étre formulé comme suit
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)
Trouver u € L*(0,T;U) :

U € Uy (351)

J(u) = inf J(v)

\ v € Uyq

Dire que u € U,y revient a dire que u est une solution du probléme du controle
f-o protecteur (3.4.4). Ce qui revient encore & dire d’apres le théoréme 3.2 que le
controle u est une solution du probléme de la remédiabilité régionale (3.4.20). Ce

qui nous permet d’écrire

Upg = {u € LZ(O,T;U) :CxXoXxoHy, 7u+ CXZXUﬁL rf =0}

Noter que si u € U,q, alors dans ce cas on aura J(u) = ||u||%2(0 T)-

Pour étudier le probléme (3.5.1), nous considérons le sous espace Y de 'espace de
Hilbert L?(—T,0;Y) défini par

Yo = Im(Cxix.Hi, 1)

puis on définit la semi norme ||.||y; sur L?(—=T,0;Y") par

lglly, = ||Hf TX;XUC*QHLQ(O,T,L{*) (3.5.2)

Le produit scalaire associé a ||.||y; est donné sur L*(—T,0;Y") par

< 91,92 >vi=< H| tXoxoC 91, Hi 7X5XoC" 92 >12001u+) 91,92 € L*(-T,0; Y)
(3.5.3)
ensuite, considérons 'opérateur A tel que
A:LA(-T,0;Y) — L*(-T,0;Y)
y  — OXoxoHi, THY +X5XoC™y

Donc avec toutes ces considérations, nous avons le résultat suivant.

Lemme 3.3

Si la zone o est faiblement f-protectable alors

1) ||.]ly, est une norme sur l’espace Y.
1
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(it) A(L*(=T,0;Y)) C Yy avec injection continue.

Preuve :
(i) Soit g € Yy telle que ||g|y; = 0.

D’aprés la formule (3.5.2) nous avons

1
3
2
o ds)

s € [0, T] — [|B*UL(T = s)xoxC9l

T
lgllys = ( | 1B U@ - et
0

Comme I'application

2
ux*

est continue et positive, alors on aura

|B*UT (T — 5)x;xsC™g|

2.=0 Vsel0,T]

Ce qui donne

B*U (T — )xixsC*g =0

C’est a dire que

g € Ker(H} 7X5XsC")

Or la zone o est supposée faiblement f-protectable, alors d’aprés le point (ii7)
de la proposition 3.3 on aura g = 0.

Donc ||.|ly; se prolonge en une norme sur l'espace Y.
(i) Soit maintenant g € L*(—T,0;Y"). Nous avons

<Ag,9>v, = <COXiXoHi, 7HY 7X3X0C%9,9 >12070%)
= < H{ 7X;XoC"9, HY 7X5XoC™9 >120714)

= |gl3,

4-ds

T
- / IBUT - $)xxeCl
0

IA

ZQJ*dSHQH%?(—T,O;Y)

T
| 1BU @ - 9]
0

IA

be|lg| %2(7T,0;Y)
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4-ds

T

avec b, est une constante donnée par b, = / |B*U (T — s)xaxoC"|
0

D’ot 'injection continue de A(L*(—T,0;Y)) dans Yj. ]

Notons alors Y; le complété de Yy pour la norme ||.||y,.

Avec les mémes hypothéses du lemme 3.3, nous avons le résultat suivant.

Lemme 3.4
L’opérateur linéaire A se prolonge par continuité d’une maniére unique en un iso-

morphisme de Yy vers son dual Y]

Preuve :

Soit g1 € Y;. Considérons 'application linéaire

Agy : L*(-T,0;Y) — IR

92 — < Ag1, 92 >r2-T0Y)
alors
[(Ag1)(g2)] = | < Agi,92 >r2(-10v) |
= | < g1, 92 >Y1 |

< gl llgallv

Donc Ag; est continu sur L?(—T,0;Y) pour la topologie de Y.
Par conséquent, A est prolongeable par continuité dans Y] (ce prolongement est
noté aussi A); c’est a dire Ag; € Y;.

D’autre part nous avons :

<Ag1,9 >r2-r0v) = < 91,92 >y; Vg2 € L2(_T70;Y>

ce qui entraine que

[Agilly; = llgallva
Alors d’aprés le théoréme de Riesz [32], on en déduit que A : Y; — Y] est

linéaire et surjectif. Comme A est aussi injectif, car :

Si g1 € Y1 tel que Agy =0, alors < Ag1, g2 >r2—10vy= 0V g2 € Y]
C’est a dire que < ¢1,92 >y, =0V g2 € Y}

Do [lg1[3; = 0
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et puisque |||y, est une norme sur Y, (d’aprés le point (i) du lemme 3.3) et Y;
est le complété de Yy pour cette norme, alors g; = 0.

On en déduit alors que A : Y, — Yll est un isomorphisme. |

A partir de ce qui précéde nous allons établir le résultat qui répond a la question de

ce paragraphe.

Théoréme 3.3
St C’X;XUITIL rf €Y, et que la zone o est faiblement f-protectable, alors le probléme

(3.5.1), admet une solution unique donnée par

u. = HY 7Xx;x.C"g
Awvec g est l'unique solution de I’équation
Ag = -Cxoxoth, v f
Preuve :

Par hypotheéses sur f et o, nous avons d’apreés le lemme 3.4

CxXiXoHy rf €Y, & FgeVi: Ag=—Cx‘x-Hy rf

En utilisant I'expression de A on aura

CXixo H, 7 H 7XiXeC*g = —COXixo Hy, 7f

C’est a dire que

CXZXUHL TUsx = _Ciopoﬁl, rf

Soit encore

CxoXoHi, Tus + CX;XUFNIL rf=0

Donc u, € U,q.
D’autre part, 'ensemble U,4 est un convexe fermé de L?(0,T;U), il est en plus

non vide car u, € U,y. Alors pour tout v € U,,; nous avons

CxixoHy, 70 + CXixo Hy, vf = CXixXo Hy, 1t + OXEXo H, 7f

Ce qui donne

CxoxoH1, 7(v—1u,) =0
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Donc

<OXZXUH1,T(U_U*),9 >y, =0 VgeY;
Par conséquent
<V = U, HY 7XoX0C"9 >1200,720)= 0 Vg eV,
D’ou
<V — Uy, Ux >L2(0,T;Z/I): 0

Alors en appliquant le théoréme de projection sur le convexe fermé non vide U,q,

on en déduit que

J(uy) < J(v) Vv €Uy

De plus le controle u, est unique, car, si u,; et u.s sont deux solutions optimales

alors

< U = U, Usd > L200,TU) =< U — Ux2, Us2 > L2(0,TU) Vovely

Ce qui donne

[t — U*QH%Q(O,T;L{) =0

Donc .1 = u4o. Ce qui achéve la démonstration du théoréeme. [ ]

6 Application : Transport bidimensionnel

Soit 2 un ouvert borné de IR%r sur lequel est défini le systéme de transport, subissant

une perturbation ponctuelle & partir d'un point a = (ay, az), par

( 0z

0z 0z
E($7yat) = _Clg(mayﬂf) - C2a_y(xay7t) + 6(‘% —a,,Yy — (Zg)f(t)

2(2,y,0) = zo(x,y) =0 (3.6.1)

| 2(0,0,£) =0

ol a,as,c1 et co € IR,

C’est aussi un systéme qu’on peut écrire sous la forme de (3.2.1) avec
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A = —Cl3 — ng

ox y
f(&?,y,t) = 6(‘T — a1,y — a2)f(t)7 avec Supp(f) =Ww= {a}

L’opérateur A engendre sur H} () un semi groupe fortement continu défini par

g(x —cat,y —ct) x>t et y>cot
(S@®)g)(x,y) =

0 sinon

Donc la solution de (3.6.1) est donnée par :

zo(z,y,t) = /0 S(t—s)d(x — ar,y — az) f(s)ds

a a
Supposons que (aq, ay) vérifie T < inf <—1, —2> Alors

ap — X a9 —
f ( IC + t, 20 i + t> [al,al + Clt] X [CI,Q,CLQ + Cgt]
1 2

Zf,O(I7 Y, t) -

0 sinon

Alors les sous domaines wyo; = {(x,y) € Q: zpo(z,y,t) # 0} sont donnés par

’wf’ojt = [CLl, a + Clt] X [CLQ, as + Czt]

Il s’agit en fait d’une perturbation étalable au sens de 'inclusion car :

Vi,sel0,T],ona:t<s = wys:C Wors

1. Approche par familles de transformations :

D’aprés expression des (wyo4)ier, la famille de transformations Fy définie par :
Fo(z,y;s,t) = (x+ (s —t),y+cals—1), (r,y) Ewsor et t<s (3.6.2)

est adaptée a 1’évolution du systéme perturbé. Dans ce cas la trajectoire de la per-

turbation f est donnée par :

7= |J Folwpos) = wros

s€]0,t]

Pour une zone o fixée dans €2, nous avons deux cas :

1.6N7, =0Vt € 1. Dans ce cas on a pas besoin de protéger o ni de remédier aux
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effets de f sur une telle zone, car o n’est pas f-vulnérable.
2. 3t €]0,7] tel que la perturbation f atteint ¢ (ie. o est f-vulnérable).

Plagons-nous dans la deuxiéme situation, et excitons le systéme (3.6.1) par un ac-

tionneur ponctuel localisé en un point b = (b1, by). Le systéme controlé s’écrit

( 0z 0z 0z
a(xvyat) - —61%<l’,y,t) - CQa_y(x7yat)

+0(z — a1,y — a2) f(t) + d(x — by, y — ba)u(t)
(3.6.3)

2(x,y,0) = zo(x,y) =0

[ 2(0,0,£) =0

Supposons que le point d’action b vérifie a; < b; < a; + ¢t pourj = 1,2. Dans ce
cas il existe deux instants t; €]0, 7] tels que b; = a; + ¢;t;, j = 1,2.

Donc si on pose t* = sup(ty, t3), alors la solution de (3.6.3) est donnée par

( — —
f(al T2 y+t) D1
C1 Cy
a, —x as — Y by —x by —y
f +t, +t)4+u +t, +1 D2
C1 Co C1 C2
Zf,u(xay7t) = 9
by — by —
u ( L 2T t) D3
(&1 Co
L 0 D4
(3.6.4)
avec

D1 = [a1,a1 + c1t] X [ag, bo] U [ay, by] X [ag, as + cot], t < t*

D2 = [by, a1 + c1t] X [by, as + cot], t > t*

D3 = [by, by + c1t] X [ag + cot, by + cot] U [ag + ert, by + c1t] X [bg, by + cot], t > t*
D4 = (D1UD2U D3)¢

A titre d’exemple considérons
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3
02[677] X [475]7 T =10, 01:1_07 Cy =

1
57
La trajectoire de f est donnée par : 7p = [4,7] x [3,5], donc 6 N Ty = [6,7] x [4,5];

c’est & dire que o est f-vulnérable (Figure 3.6.1).

ar=4etay=3

A

ar+eot

a

et

F1G. 3.6.1 — La zone o est f-vulnérable, mais 6 ne l'est pas

Comme le principe du contréle f-o-protecteur consiste a dévier la trajectoire de f
pour qu’elle ne passe pas par o, considérons la famille de transformations F}, définie

comme suit

Fo(z,y;s,t) D1
Fu(z,y;s,t) =
Fi(z,y;s,t) D3

Avec Fjy est donnée par (3.6.2), et F} est définie par

(x4+c(s—1t),y) x>bety>as+ s
Fl(zay;sat) =
(x,y+ca(s—1t) x>a1+csety>by

D’aprés I'expression de la solution zy,,, on ne peut agir que sur la zone [by, by+¢; 1] x

[ba, by + 2T, alors cela va dépendre bien de la localisation du point b, en effet :

1. Pour b = (6,4), donc t* = 23—0, la famille de transformations F, est adaptable a

I'évolution du systéme (3.6.1), et donc le controle qui lui est associé est donné par
20 20

uw(t) = —f(t— 3) sur ]E’ 10] (3.6.5)

Dans ce cas la trajectoire de f est sous la forme

T4 = [4,7] % [3,4] U [4,6] x [3,5] U[6,9] x [5,6] U[7,9] x [4,6]
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Comme ¢ N 7# = (), alors un tel controle est f-o-protecteur, par conséquent il est

aussi f-o-remédiable (Figure 3.6.2).

\
byt TH-—— oo
c
ay+Cot b
byl
i
I
Ayf--—-mmmmmmm ! A | !
| 1 | !
ety P | !
o | |
o | |
I
. | |
, | ! i | >
cit ap by a;+cqt bi+c,T

F1G. 3.6.2 — La zone o est f-protectable

Remarque 3.4

Le contréle ainsi obtenu n’est pas unique ; car il peut prendre n’importe quelle valeur

20 . .
pour tout t €]0, E[ (voir 8. Contréle optimal ci-dessous).

13 9, . . . .
2. Pour b = (?, —), il n’existe aucun controle de type ponctuel localisé en ce point
qui rend la zone ¢ non vulnérable (i.e la protéger) ou qui remédie une telle zone face
a leffet de f; car le point d’excitation est situé a l'intérieur de cette zone, et en plus

on ne peut agir que sur la partie o3 et non pas sur o, U 09 U 04 avec
o1 = [6,6.5]x[4,4.5], o9 = [6.5,7]x[4,4.5], 03 = [6.5,7]x[4.5,5], et o4 = [6,6.5]x[4.5, 5]

Donc ¢ = U}_,0; n'est pas f-protectable (Figure 3.6.3).

A
byve T\

o3

ay+epf b s

N —

2 o —

ot 4

F1G. 3.6.3 — La zone o n’est pas f-protectable
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2. Remédiabilité et retard :
Dans ce cas il suffit de remarquer que les opérateurs Hy, 7 et H 1, 7 donnés en (3.4.19)

s’expriment par

(Hy ru)(r) = /0T+T St)o(x — by, y — bo)u(T +r —t)dt r e [-T,0]

(T ePe) = [ S8 = = a) (T 7 = 0 re LT.0

Alors on vérifie facilement que le contrdle donné par (3.6.5) est une solution de

I’équation

(XoH1 1+ Xa]:h, r)(r) =0, r e [=T,0]

Ce qui donne les mémes résultats trouvés ci-dessus (approche par familles de trans-
formations).

3. Controdle optimal :

Dans ce cas nous allons déterminer le controle optimal & énergie minimale. A partir

de (3.6.5) et de la remarque 3.4, les controles f-o-protecteurs sont donnés par

—ft—t7) ], 10]
u(t) =
g(t) ailleurs
Avec g est une fonction quelconque. A titre d’exemple considérons le cas ot b =

(5,3.5) et o = o3, alors le controle f-oz-protecteur u peut prendre n’importe qu’elle
valeur sur |0, ¢*] (Figure 3.6.4).

A
byteThooooo
03
ayregtl ol S
©51 92
L R !
I
[ ] |
I
o | |
|
2 o | |
| | |
P | |
! 1 | |
| ! i |
P ‘ ;
L ! >
>
cit ap by ay+cqt b+ T

F1G. 3.6.4 — Seule la zone o3 qui est f-protectable par ce controle
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Dans ce cas la solution optimale est donnée par

—ft—t*) ]t 10]
u(t) = (3.6.6)
0 10, *]

En effet, pour u € L?(0,T'), nous avons
T
lull* = fy [u(t)[*dt

— [ Jut)Pdt + [1

u(®)*dt = |[f1* + llgl®

Donc u est optimal lorsque g = 0. Ce qui correspond bien & la solution (3.6.6).

Conclusion :

Pour caractériser les solutions du probléme du controle protecteur pour les systémes
linéaires, nous avons utilisé deux approches différentes : L’une fait appel aux familles
de transformations adaptables a I’évolution du systéme, et ’autre est basée sur la re-
médiabilité régionale d’un certain systéme a retard. Ces deux approches présentent
un aspect en commun dans le sens ou il est question d’un routage régional de la
propriété P de telle sorte qu’elle ne passe pas par o. Aussi le probléme du controle
protecteur a énergie minimale a été étudié.

Comme la plupart des phénoménes qui nous ont motivé a étudier ce genre de pro-
bléme ne sont pas modélisés par des systémes linéaires, mais plutot par des systémes
non linéaires, il serait utile dans la suite, de considérer la possibilité d’étendre ces

résultats au cas non linéaire.
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Deuxiéme partie

Extension aux systémes distribués

non linéaires
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Chapitre 4

Compensation des perturbations
étalables pour une classe de systémes

non linéaires

1 Introduction - Systémes considérés

Etant donné un systéme distribué non linéaire, évoluant sur un domaine spatial €2,
et subissant une perturbation supposée étalable a partir d’une région w pour laquelle
une certaine zone fixée o est vulnérable, notre objectif consiste & compenser sur o,
leffet de cette perturbation au bout d’un certain temps. Il s’agit d’un probléme de
compensation spatiale (remédiabilité régionale) pour les systémes non linéaires.

Plusieurs autres travaux dans ce sens (systémes non linéaires particuliers) ont été
consacrés a 1’étude de la controlabilité et aussi a la compensation des perturbations.
Par exemple, pour le cas des systémes paraboliques non linéaires, sous certaines
hypothéses sur la dynamique du systéme et le terme des nonlinéarités, le probléme
de la controlabilité a été étudié en utilisant des estimations globales de Carleman,
la régularité parabolique et le théoréme du point fixe lorsque le terme non linéaire
est exprimé en fonction de la variable d’état et de son gradient [42]. D’autre part,
I’étude du probléme de la compensation des perturbations est faite par une approche
basée sur une discrétisation spatiale directe [34]. Dans notre situation, le probléme
considéré est différent dans le sens o, il s’agit d’une extension du concept de la
remédiabilité régionale a une classe des systémes distribués non linéaires lorsque
le systéme est l'objet d’une perturbation initiale. Pour étudier ce probléme, nous
commencons par le transformer en un probléme équivalent. Ensuite, nous montrons,
sous certaines hypotheéses, I'existence d’un contréle permettant de neutraliser régio-

nalement les effets de la perturbation étalable, en utilisant les techniques du pseudo
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inverse et le théoréme du point fixe. Enfin, nous illustrons ’approche développée par

un exemple monodimensionnel.

Soit 2 un ouvert borné de R" et I =]0, 7| un intervalle de temps. Considérons le
systéme suivant, dont 'état z(z, t) satisfait une équation non linéaire sur Q2 x I, et

'état initial z(x,0) = zo(x) est Pobjet d’une perturbation spatiale f.

Z(t) = FZ(t) + Bu(t) 0<t<T
(S) (4.1.1)
2(0) = (20 + f) € D(F)
avec Z € LP(0,T;Z) pour p €]1,4+o00[, u € L*(0,T;U), f € F, B € LU;Z) et
F : X = D(F) — Z un opérateur non linéaire défini sur un espace de Banach X

qui est dense dans Z, et satisfaisant les hypothéses suivantes

1. F(0)=0

2. F € C! au point f, pour f € D(F)
L’espace d’état Z, des controles U et des perturbations F, sont supposés des espaces
de Hilbert, et F C D(F).

Soit o une région fixée dans €2 et de mesure non nulle. Notons toujours par x, la

restriction a o et considérons l’espaces des restrictions a ¢ donné par

Ze = {xo2(t) = 2(t), 1 2(t) € Z} Vtel. (4.1.2)
Il est claire que Z, est un sous espace de l'espace d’état Z. A titre d’exemple, un

cas fréquemment utilisé c’est celui ou Z = L?(Q), et donc Z, = L*(0).

L’opérateur adjoint de y, est défini par

z2(x) sur o
Xo:Zy — Z tel que (xiz)(z) = (4.1.3)

0 ailleurs

Le systéme (4.1.1) est supposé augmenté d’une fonction de mesure

(E)  77(t) = CxXixo2(t)

avec C' € L(Z;Y) ou Y est un espace de Hilbert, et qui désigne I’espace des obser-
vations.

Soit w une zone fixée dans 2, ne vérifiant pas nécessairement o Nw # (). Suppo-
sons que la perturbation spatiale f est étalable a partir de w, et que la zone o est

vulnérable. Nous avons la remarque suivante.
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Remarque 4.1

Dans (4.1.1), la fonction de perturbation f a un support spatial qui peut étre dans
des applications une partie w du domaine 2. Il peut également s’écrire sous la forme
f = xwg ou g est défini dans €2, ainsi la perturbation f peut étre considérée comme
étant définie sur tout S, en supposant qu’elle disparaisse sur Q\w. Ceci justifie
que létat initial dans sa forme (4.1.1) est plus commode pour la description de
I’étalabilité. Dans les deux cas le domaine entier €2 sera affecté par [effet de la

perturbation f.

2 Position du probléme

Dans cette section nous explorons la possibilité de la détermination d’'un controle
u permettant de compenser régionalement la perturbation spatiale f ou bout d'un
certain temps 7', dans le sens o, le role d'un tel controle est de rendre 1’état du
systéme perturbé & son état normal au temps 7. Sous l'effet de la perturbation f
affectant 1’état initial, le systéme perturbé (f # 0 et u = 0) devient P-étalable, avec
P est une propriété engendrée par la perturbation f. Par conséquent la zone fixée o
peut étre P-vulnérable. Alors, comment peut-t-on déterminer une action permettant
de neutraliser ’étalabilité du systéme perturbé sur o a l'instant final final 7'7 Ceci
qui constitue le principe de la remédiabilité régionale.

Pour pouvoir formuler ce probléme, supposons que le systéme (§) admet une solu-
tion unique (sous certaines hypothéses a préciser ultérieurement) et considérons les
notations suivantes

/ ~ ~ ~ ~

(S) — (E) le systéme (S) augmenté de la sortie (E)
Zf u la solution de ()
Zf o la solution de (S) quand w =0 et f # 0
20, 0 la solution de (S) quand u =0 et f =0 (4.2.1)
Y5 la sortie (E)
Y% o la sortie (F) quand u =0et f #0
L W0, 0 la sortie (F) quand u =0et f =0

Ici 2y o désigne la solution du systeme autonome perturbé et y7 , dénote la sortie

associée. Etant donné une propriété P, considérons les sous ensembles suivants
wrop = {x € Q:PZpo(z, 1)} (4.2.2)
Dans le cas ou

Pgﬁo(.’ﬂ, t) = zﬁo(ilf, t) 7é 2/07()(.’13', t)
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alors on parle de perturbation étalable a partir de w = wy 0, si on a croissance dans
le temps des sous domaines (wy,+)ier ou de leurs mesures (voir chapitre 2, définition
2.8). Et donc o est f-vulnérable s’il existe ¢ € [0, T] tel que

8' mwf,oﬂg 7& @

Avec toutes ces considérations, nous formulons le probléme de la remédiabilité ré-

gionale de (S) — (E) comme suit

Trouver u € L*(0,T;U) tel que :
(P)
Y7 W(T) = 45 o(T)
ou les notations utilisées sont données en (4.2.1).

Tout controle u solution de (P) sera dit contrdle f-o-remédiable.

Résoudre (ﬁ) est équivalent a déterminer un contrdle v permettant de rendre le

systéme (S) — (E) a son état normal sur o

~0

Yo,0 = CX5Xo20, 0

avec 2, o désigne la solution du systéme autonome non perturbé donné par

Zt)=F3t) 0<t<T
(4.2.3)
5(0) =20

Noter que le probléme (15) comme il a été formulé ci-dessus n’est pas assez simple
a résoudre. En effet, la solution Zj, , du systéme (g) ne fait pas apparaitre d'une
maniére explicite les termes de contrdle en u et de perturbations en f pour pouvoir
appliquer les résultats développés dans le chapitre 2 pour le cas de la remédiabilité
régionale des systémes linéaires. Pour surmonter cette difficulté, nous allons procéder
par une linéarisation au voisinage de la perturbation f, du systéme (§ ) et de la sortie
(E), pour les transformer en un systéme (S) et une sortie (E) équivalents, puis nous
considérerons le probléme de la remédiabilité régionale (P) pour (S)-(E). De ce fait,

considérons le changement de variable d’état suivant

Donc le systéme (4.1.1) devient
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(4.2.4)
2(0) = zo

Ensuite, par 'hypothése 2 sur F', nous avons en linéarisant F' au voisinage de f

F(z(t)+ f)=Ff+ F'(f)z(t) + Ny z(t) (4.2.5)

Ce qui donne

#(t) = Asz(t) + Nyz(t) + Ff + Bu(t) 0<t<T
(5)
2(0) = 2o
avec Ay = F'(f) € L(Z) est la partie linéaire de la dynamique F', de domaine D(Ay)
dense dans l'espace d’état Z, et Ny : 2(t) € X — Nyz(t) € Z désigne la partie non
linéaire définie sur l'espace de Banach X (X C Z) et a valeurs dans Z. Noter que
lorsque Ny =0 alors F'= Ay et X = Z.

A propos de la sortie (F), nous avons

¥ (1) = Oxoxo2(t) = Cxoxo(2(t) + f)

En posant y?(t) = y7(t) —Cx%x. f, et en tenant compte de la linéarité de I'opérateur

CX%Xo, DOUS avons

(E)  y°(t) = Cxoxoz(t)

Finalement, nous obtenons au voisinage de f, la nouvelle formulation du probléme

de la remédiabilité régionale du systéme (S) — (E).

Trouver u € L*(0,T;U) tel que :
(P)
vF, u(T) =5 o(T) = Cxoxo f

Remarque 4.2

1. Partant d’un systeme de dynamique F' et d’état initial zy supposé perturbé par f,
nous obtenons ainsi un autre systéme équivalent mais cette fois-ci c¢’est la dynamique
du nouveau systéme qui est perturbée, c’est pour cela qu’on a noté Fy = (As, Ny).
2. Au voisinage de f, les problemes (P) et (P) sont équivalents.

3. Dans le cas ou le systéme (4.1.1) évolue sur un intervalle de temps [0,T*] avec

T > T, et puisque leffet de la perturbation est neutralisée en T, alors le systéme
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doit évoluer normalement sur | T, T*| car un tel effet s’est annulé.

4. Noter que dans le cas ot o = ), on parle du probléeme de la remédiabilité globale.
Ceci consiste a compenser la perturbation f sur tout le domaine 2 car celui-ci est
nécessairement f-vulnérable.

5. Dans le cas ot la zone o n’est pas f-vulnérable alors on n’a pas besoin d’y remédier
a leffet de f.

6. Comme le systeme (g) est non linéaire, alors l'existence d’une solution Zy,, (et
donc d’une observation 1y ;’u), dépend entre autres de la perturbation f et du temps
T. C’est la raison pour laquelle nous avons considéré le terme f-o-remédiable pour
un controle solution de (ﬁ), contrairement au cas linéaire ot on peut considérer -
remédiable pour tout f. En effet, si le systéme est linéaire, et [ est fixée dans F,
alors le systeme est dit f-o-remédiable s’il existe un contréle u satisfaisant (ﬁ) Par
conséquent, st Vf € F, Ju vérifiant ce probleme, on dit dans ce cas que le systéme

est o-remédiable (méme chose pour le cas faible).

La résolution du probléme (P) nécessite une formulation explicite en f, u et zy,,.
Ainsi une approche par semi groupes [37,38, 88| sera utilisée pour explorer I’étude

d’un tel probléme. C’est ce que nous allons développer dans la section suivante.

3 Probléme de la remédiabilité régionale (P)

Dans tout ce qui suit on note par |||, = ||.||Lr(0,r;x) Pour p €]1, 4o0l.
Supposons que l'opérateur linéaire Ay est fermé, & domaine dense et engendre un

semi groupe fortement continu (S (t));>o vérifiant 'hypothése suivante
1 1
(H1) 3¢, € LY0,T) avec 5+}—9 =1: [|1S/)|leez) < ou(t) Vtel0,T]

De plus, supposons que 'opérateur non linéaire Ny : X — Z est bien défini et vérifie

I’hypothése suivante
(1. N;(0) =0

(H2) ¢ 2 [Ny21(t) = Npza(t)llz < K ([[21llp; [122]lp) 121(2) = za(8)]]x

Vo, 20 € LP(0,T;X); K:IR2 — R, : lim  K(6y;0) = 0.
(615 62)—(0,0)

\
Pour un certain a €]0, 1] posons

k =sup K(0;0), K = sup  K(01;6;) et K* = max(k, K) (4.3.1)

0<a ”(01;92)HR1<0’
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Avec ces hypothéses et sous certaines d’autres qui seront précisées ci-dessous, nous

montrons que I'unique solution du systéme (S) est donnée par

zf u(t) = Sf(t)zo—l—/o S¢(t—s)Nyzy, u(s)ds+/0 Se(t—s)F f ds+/ S¢(t—s)Bu(s)ds

0

(4.3.2)
Ceci peut s’écrire encore sous la forme
zf, u(t) = Sf(t)Zo + ﬁf, t2f, uw t F[ﬁ f + Hﬁ +U (433)
ol les trois opérateurs H ft H s+ et Hy  sont donnés par
Hy o LP(0,T;X) — Z
. (4.3.4)
z / S¢(t — s)Nyz(s)ds
0
[A_jf, t - F — 7
. (4.3.5)
f — / Se(t—s)Ff ds
0
H; : L*(0,T;U) — Z
(4.3.6)

u /DSf(t—s)Bu(s)ds

De plus si on considére l'application (., f,u) : z € LP(0,T;X) —— 9(z, f,u) €
LP(0,T; X) définie par

Wz, fou) [0.T] — X
(4.3.7)
t o (2, fou)(t) = Sp(t)z0 + Hy, oz + Hy, of + Hy, yu

Alors pour montrer que (4.3.2) ait un sens, nous allons montrer qu’il existe d > 0
tel que I'application (., f, u) admet un unique point fixe z¢, ,, dans la boule B(0, d)

de LP(0,7T; X) . Pour cela, supposons aussi que

Ja>0 : ||Sf(t)z0]lx < allzollx vt € [0,T]
(H3) Hﬁ >0 : ||.§/[f7 t UHX S ﬁHuHLQ(O,T;U) Vit S [O,T]
>0 ¢ | Hy o fllix <AISfllF vt € [0, 7]
(H4) T < —
(K*[lg11l4)"
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1
A(1=Toklgill,)
(H5) I €]0,1[: allzollx + | fll= € |0, =

Avant d’énoncer le résultat principal de cette section, interprétons les diverses hy-

potheéses considérées ci-dessus. Nous avons la remarque suivante

Remarque 4.3

1.L’hypothése (H1) est satisfaite pour tout semi groupe fortement continu (S (t))ter
tel que ||Sy(t)||zz) < Me™ pour certaines constantes M et w [36, 88].

2. Pour Uhypotheése (H2), l'opérateur non linéaire Ny est supposé globalement lip-
schitzien sur [’espace de Banach X.

3. Les constantes positives a, (3 et 7y intervenant dans l'hypotheéses (H8) sont don-

nées respectivement par o = trer%g% a1(t), B= g1l || Bll et v="T|g1llqlF]l-

4. Les hypotheses (H4) et (H5) sont des conditions sur l'instant final T, la donnée
initiale zy et la perturbation f pour lesquels 'état zs, donné en (4.3.2) est bien

défini pour un certain controle u. Ce qui justifie le point 6. de la remarque 4.2.
Cela étant nous avons le résultat suivant.

Théoréme 4.1

Si les hypothéses (H1)-(HS5) sont vérifiées alors :

(a) 1l existe d > 0 et m = m(d) > 0 tels que pour tout u dans la boule B(0,m)
de L*(0,T;U), Uapplication (., f,u) admet un unique point fize z;, solution du
systéme (S) dans la boule B(0,d) de LP(0,T;X).

(b) L’application hy : B(0,m) — B(0,d) définie par : hy(u) = zy,, est lipschitzienne.

Preuve
(a) La condition 2. de ’hypothése (H2)

lim  K(6:;05) =0
0 OB 0.0 K (013 82)

implique que

Ve >0, 3de€l0,1: sup K(61;6;) < e
1(61; 62)]I<d

ot [|(.;.)]| est une norme sur IR%. Pour € = avec ¢g; est donnée par ’hypo-

—
Tr]lgullq
thése (H1), on aura en considérant la constante K donnée en (4.3.1)

Ccl = TEHngqK G]O, 1[ (438)
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Remarque 4.4
Noter que le choiz de la constante positive € n’est pas arbitraire, mais plutdt, c’est

une consequence directe de l'hypothése (H4) ou il en résulte que ¢y €0, 1].

Montrons maintenant que (B(0,d), f,u) C B(0,d) pour certains f € F et u €
L?*(0, T;U). En effet, pour z € B(0,d) nous avons Vt € [

[0z, fu) @l = [z fu)(t) = (0, f,u)(t) + (0, fu)()]l x

A 2= 1y 0)+ 00, £

< |[fp oz = He )|+ 160, £ 0@l

IN

/0 157(t = s)[Ny2(s) = Np(0)(s)]ll x ds + [1(0, f,u) (1)

< /0 g1(t = ) [IINpz(s) = Np(0)(8)]llx ds + ([0, f, ) (B)]] x

avec g1 est donnée par I'hypothése (H1). Si on considére la fonction g définie par

g:[0,t] — IR

s g(s) =gt —s)
alors, il est claire que g € L(0,T) et [|g|l; = [[g1]ls- Par Conséquent en utilisant
'inégalité de Holder et les hypothéses (H2) et (H3) on aura

[0Cz, f,u) (Ol x < allzollx + Bllullzzo.ra + A F 7+ llgallo & (2]l 0) [|2]l,

C’est a dire que

T
/ Iz, fu)@)5dt < T (ollzollx + Bllull ez + ANz + llgalloE (1215 0) 12115)"
0

Ce qui donne en introduisant la norme ||.||,
1
[0z, fu)lly < Te(@llzollx + Bllull 2020 + Y fllz + llgrllo & (1210 0) l125)
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Alors la condition

z€ B(0,d) = ¢(z f,u) € B(0,d)

est vérifiée (en utilisant la constante k& donnée en (4.3.1)) lorsque

1
T (allzollx + Bllull 20w + Y fllz + Ellgilled) < d
ce qui revient a dire que
1
1 [a(1=Toklgll,

[l 220,720 < 3 - —aflzollx — [ fll#
P

Finalement nous obtenons

lullc20r0) < m
avec
1
1 d(l—TpnglHq)

m=3 = — afzllx =lIfll# (4.3.9)

Comme ’hypothése (H4) implique que 1 — T%nglHq > 0, alors on en déduit, en
utilisant ’hypotheése (H5) avec A = d €]0, 1[ que, m > 0.
Donc pour u € B(0,m) nous obtenons (B(0,d), f,u) C B(0,d).

D’autre part, montrons que (., f,u) est une contraction sur B(0,d). Soit 21, 23 €
B(0,d), alors Vt € I nous avons

[ o)) = vl fru) Ol = ||y o= By

avec Y(z, f,u) et f-\[f, ¢ sont données respectivement par (4.3.7) et (4.3.4).
A partir des hypothéses (H1) et (H2) et de I'inégalité de Holder nous obtenons

| ste=s)igan9) = Nyzaoas

X

[C21, fru)(8) = (22, [,0) Dl x < Mgl K (lz1llps ll22llp) > {120 = 22l

Ce qui revient a dire que
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T
/O 19z, fru)(E) = (22, £ w) (D dE < T (lgullg K (1z1llps [122]1p) 121 — 22ll)”

Alors en introduisant la norme ||.||, et la constante ¢; donnée en (4.3.8) on obtient

19 (21, fiu) = ¥(22, fru)|l, < arllzr — 22l
Comme ¢; € [0, 1], alors 9(., f,u) est une contraction sur B(0, d).
Par conséquent, si u € B(0,m) C L*(0,T;U), 'application (., f,u) admet un
unique point fixe z¢, dans la boule B(0,d) de L?(0,7; X), qui est 'unique solution
du systeme (5).

(b) Soit u, v dans B(0,m), alors en utilisant les expressions des applications ¥ (., f, u)
et hy et avec I'hypothése (H3) on aura

[ha(u) = (@)l = [[¥(ha(u), f,u) = P(ha(v), f,0)llp

IN

[ (ha(w), fu) = Y (ha(v), fru)lp

+ 9 (v), fru) = (ha(v), £, 0)lp

1
< allh(u) = ha(W)llp +T7Bllu = vl L20,r)
T+ 8
P
< 1o - |w = vl L2070
Ce qui montre que I'application h; est lipschitzienne. |

Pour résumer tout cela, nous avons la proposition suivante

Proposition 4.1
Avec les hypothéses (H1) — (H5), le systeme (S) admet une solution faible unique
donnée par (4.3.2).

Remarque 4.5

Lorsque l'opérateur linéaire Ay est analytique [16, 66, 88/, les résultats du théoréme
4.1 restent valables si nous tenons compte des considérations suivantes :

Soit a € IR tel que Re(spec(al + Ay)) > & > 0, ou spec(al + Ay) désigne le
spectre de l'opérateur linéaire al +Ay. Pour o € [0, 1], Uespace Z* = D ((al + Af)%)
est un espace de Banach dense dans Z et muni de la norme du graphe ||.||zo =
|(al + Af)*(.)||z. Rappelons le résultat suivant [66] :
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Je>0: |Si(t)leze 2 <ct el =g (1) Vel (4.3.10)
Alors pour p €]1,+o0[, Uhypothése (H1) peut étre remplacée par
—_— 1 1 .
(H1) 3Jq €]l,+o0[, —+ - =1, gqa <1 tel que (4.3.10) est satisfaite.
p q

Noter que la condition qoe < 1 implique que g, € L%(0,T). D’autre part, le domaine
X de Uopérateur non linéaire Ny est remplacé par Z*. Il a été montré dans [33]
que si Uhypotheése (H2) est satisfaite sur Z* alors elle reste vraie sur Z¥ pour tout
v e |a,1].

u ui ravail, nou us intéresserons qu’au u
Dans toute la suite de ce travail, nous ne nous intéresserons qu’au cas ot Ay est le
générateur infinitésimal d’un semi groupe fortement continu.

Maintenant étant donnée I’expression de la solution de (S) au voisinage de f
Zf, u(t) = Sf(t)ZO + ]/'\If, t2f, ut ﬁﬁ f + Hﬁ U (4.3.11)

nous pouvons écrire la sortie (£) comme suit

(E) w7 u(t) = OxoxoSp(t) 20 + OXoXo Hy, 127, u + OXoXo Hy, of + CXoXoHy, 1u
Dans le cas ou f = 0 et u = 0, nous avons

20, o(t) = So(t)z0 + ﬁo, t 20, 0 (4.3.12)

et la sortie associée dans ce cas sera donnée par

Y5, o(t) = CX3XoSo(t)20 + CX3Xo Ho, + 20, 0 (4.3.13)

Finalement, le probléme (P) se réécrit en faisant apparaitre les trois quantités zy, .,

f et u, sous la forme

[ Trouver u € L0, T;U) tel que :

(P){ CxixoHy 125, u+ CXiXo Hy, v.f + OXiXof + CXiXoHy, 701

L +0X:—XUSf(T)ZO — OX:;XUSO(T)ZO — CX:XU]/—\IO, T 20,0 — 0
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Remarque 4.6

1. Si f =0, alors le controle uw = 0 est une solution de (P) ; i.e. en l'absence de la
perturbation, on n’a pas besoin de remédier ni sur o ni sur €.

2. Dans le cas ot le terme non linéaire Ny = 0 ; i.e. ﬁ[ﬁ v =0, on retrouve la for-
mulation du probleme de la remédiabilité régionale des systémes distribués linéaires
(voir chapitre 2).

3. Les résultats établis ci-dessus sont d’un caractere local. En effet, ceci est une

conséquence de la linéarisation de F' au voisinage de f.

4 Résolution du probléme (P)

La résolution du probléme (P) consiste en la détermination d’un contréle u permet-
tant de compenser sur o, l'effet de la perturbation étalable f & l'instant final 7'
Ceci peut se faire sous certaines hypothéses en utilisant les techniques du pseudo
inverse [18] et aussi le théoréme du point fixe [13,19]. Par conséquent, un algorithme
permettant de générer une suite de controles qui converge vers la solution de (P),
sera donné.

Alors le contrdle u est une solution de (P) s’il vérifie

CXEXo Hy, 7+ CXiXo Hy, 727, 0 + OXEXo Hy, 7f + CXiXo f 4+ CXiXoS7(T) 20

—CXEixoSo(T) 20 — CX;Xoﬁo, T 20,0=10

Pour étudier cette équation, considérons le sous espace V' de l'espace de Hilbert Y

V =Im(Cx;x.Hy, 1)

puis notons par

Y7 = CXixoHo, 7 20, 0+ OXiX0So(T) 20 — OXiXo S5 (T) 20— OXiXo Hy, 7.f — OXiXo f

(4.4.1)
Donc on cherche un controéle u tel que
CxoXoHy, 7 u+ CXoXoHy, T 21w = YF
ou on a supposé que y7 € V. Notez que si le terme non linéaire Ny = 0, Le.

CX;XUﬁﬁ T 2f, 4 = 0, alors I'ensemble

{u:CxoxoHy, ru=1y5}
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est un convexe fermé non vide de L*(0,T;U), donc il existe un unique contrdle u*

de norme minimale satisfaisant
CXZXon, rut = y;

Soit encore u* = Ly5.
Ceci définit un opérateur linéaire L appliquant V dans L*(0,T;U). C’est le pseudo

inverse de C'x;x,Hy, 7, il est donné par

* * * * * * * * _1
L= (CxioxoHy, v)' = H} 1XixoC" [CXoxoHy, 7H} 1XoXoC"]

avec Hy o et C* désignent respectivement les opérateurs adjoints de Hy, r et C'.

(4.4.2)

Donc I'espace V' peut étre muni de la norme

Iy = L) 2020 (4.4.3)
Et c’est sur 'espace de Banach (V||.||y/) que nous allons étudier le probléme (P).
Alors pour y§ € V, et en utilisant le théoréme 4.1, nous cherchons un controle
u € B(0,m) tel que
CXoXoHy, 7w+ OXoXaHy, 1 hi(u) = 7

avec hy(u) = 2z, et la constante positive m est donnée par I'expression (4.3.9).

Ceci donc est équivalent a la détermination de u € B(0,m) :

CxoXoHy 7 u = y? — COxoxoHy, 7 hy (u)

Remarque 4.7
Nous avons szxgﬁﬁ 1 hi(u) € V lorsque Cxix,S¢(t) € L(Z,V).

en se basant sur cette remarque, et pour y7 € V, nous aurons, u est une solution de
(P) s'il vérifie

u=1L (y;'c - C'sz(,];lf, T hl(u)> (4.4.4)

De ce fait, pour y7 € V' considérons I'application ¢(yf,.) définie par

o(yf,.) : L*(0,T;U) — L*(0,T;U)
(4.4.5)
T @(y?,U)=L<yj'e—0x2§xaHf,Th1(U)>
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Alors, montrer que le probléme (P) admet une solution, est équivalent, sous certaines
hypothéses, a ce que 'application ¢(y, .) admet un unique point fixe u* dans la boule
B(0,m) de L*(0,T;U). Pour cela, et en plus des hypothéses (H1) — (H5) supposons
que
(H6) Jg» € LU(0,T) = |IOXGXoSs ()]l e(zy) < 92(t) VE€[0,T].

1
(K*lg1llq + BE*]|g2[l4)"

(H7) T <

N (1= T3 (Kllgilly + Bkl92110))
T»

(H8) 3N €]0,1[: aflzollx +7IfllF € |0,

Ainsi le théoréme suivant nous permet de conclure.

Théoréme 4.2
Si toutes les hypotheéses (H1)— (H8) sont satisfaites, alors, il existe d, p = p(d) > 0
tel que pour tout y§ € B(0, p), ou y$ est donné en (4.4.1), Uapplication ¢(y§,.) admet

un unique point fire u* dans B(0,m).

Preuve.
Nous avons  lim  K(6;65) = 0 entraine que
(61; 62)—(0,0)
Ve >0, 3d€]0,1[: sup K(61:6:) <e
[1(61; 62)|<d

1 R . .

Pour ¢ = — et a partir de I'hypothése (H7) on a
T (llg1llg + Bllgallq)

e =T% (lgrllg + Bllgallg) K €]0,1] (4.4.6)

Nous allons montrer que ¢(y7, B(0,m)) C B(0,m) pour y§ € V, avec m et y§ sont
donnés respectivement par (4.3.9) et (4.4.1). En effet, pour u € B(0,m) on a

le(yF, Wz = yF — CxoxoHy, 7 hau)lly

< wflv +ICGxHy, 7 ha(u)llv
alors avec les hypothéses (H2) et (H6) on aura

(%, Wllzzra < 1Y7llv + llg2llo K ([P (w)lp; O) [ ()l

Avec (4.3.1) et le fait que u € B(0,m) implique que hy(u) € B(0,d), nous obtenons

(v, w)ll 20,020 < [lYFllv + Kllgallqd
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Alors la condition

we B(0,m) = @(yf,u) € BO,m)

est satisfaite si

ly7llv < m — k| gallod

et donc a partir de I'expression de m (4.3.9) nous avons [|yf|v < p avec

1
a (1= T3 klgrlly + Grlgall,))
T»

p= — al[z0llx =l fll= (4.4.7)

| =

Comme conséquence de I'hypothése (H7) nous avons 1—T%(k|]g1|]q+ﬁk|]g2||q) > 0.
En plus d’aprés 'hypothése (H8) avec A" = d on obtient p > 0. Donc si y7 € B(0, p),
alors p(y7, B(0,m)) C B(0,m).

D’autre part, pour y§ € B(0, p) 'application (y%, .) est une contraction sur B(0,m).

En effet pour u, v € B(0, m) nous avons

o(yf,u) =y, v) =L (CxixaHf, rhiu — Oxix.Hy, Thl'U>

En passant aux normes et en considérant la norme (4.4.3) on aura

!

lewF,u) = W7, )| 2o ran = HCxeaHf, rhiu — Cx;xo Hy, 7hav

= || [ exinasitr - o - Npmo) s )

en utilisant les hypothéses (H2) et (H6) et 'inégalité de Holder, on obtient

lp(yf, u) = e(yf, V)llzeorwy < llg2llgKlha(w) — ha(v)]],

1

T

Comme l’application h; est lipschitzienne de rapport (voir le point (b) du

théoréme 4.1) alors nous avons

le(yF,w) — e(yf, v)llrzru) < esllu —vllr20.ru)

avec

1
o T"’BHgZHqK
3= ——"—"""—

4.4.8
- (4.4.8)
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ce qui entraine que I'application ¢(y,.) est contractante sur B(0,m) car ¢z €]0, 1.
En effet, & partir des expressions des constantes ¢;, ¢y et ¢3 données respectivement
par (4.3.8), (4.4.6) et (4.4.8) nous obtenons

1—c; =17 f|gall

1—63: 1 v
— G

_1—02

_1—C1

or ¢, ¢3 €]0,1] et ¢ < g, alors 0 < ¢3 < 1.

Alors pour y§ € B(0, p) I'application ¢(y7,.) admet un unique point fixe u* dans
B(0,m), qui est une solution du probléme (P). u

Maintenant nous allons exploiter ce théoréme pour en donner un résultat assurant
la convergence vers u* solution du probléme (P), d’une suite de controles associés a

I'expression (4.4.5). C’est 'objet de la proposition suivante

Proposition 4.2
Si toutes les hypothéses du théoréme 4.2 sont vérifices, et siyf € V tel que [[yf|ly <

p, alors la suite définie par

Uy = 0
(4.4.9)
Unt1 = Q(YF, un) = L <y;‘« — CXoxoHy, 7 hl(un))
converge vers u* dans L*(0,T,U) et satisfait
[tns1 = vnll 2020y < lluall
Preuve.
Elle est déduite du théoréme 4.2 et des propriétés du point fixe. |

Donc si on considére pour tout n € IV

25 = ha(un) y; W (1) = CXoXoZfu, (T) et 1o =yF — OXoXoHy, 1 25,

alors en utilisant la sortie (E) et les expressions (4.3.12) et (4.4.1) on aura
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Y7 (T) = CxoxoSs(T)20 + CXoXo Hy, 727, + CX:XoHy 1f + COXixe Hy, Tty
= Y7 + CXixXoSH(T) 20 + OXiXa Hy, 127, + CXiXoHy, 1f
+ OXoxoHy, Tun — Y

= yg,0<T) - CX:;XO’f — Tn+1 + 7y

Ce qui donne

o1 =1+ Y0 0(T) = f 0, (T) = CXoXo f (4.4.10)

D’autre part, on montre que

197, 0, (T) = 45.0(T) = Oxoxo fllv < cgllual| (4.4.11)

5 Approche numérique du probléme (P)

L’objet de cette section est de développer une approche numérique pour calculer
le controle u solution du probléme (P), et donc de I'état z¢, du systéme perturbé
controlé (S) associé a u. Ce qui permettra de retrouver 'état zr, du systéme de
départ (§ ). Ensuite, une illustration a travers un exemple sera donnée en utilisant
deux choix du capteur C' et de I'actionneur B, et aussi le cas particulier ou la zone o
est égale au domaine € tout entier (i.e. remédiabilité globale). Différentes simulations

numériques seront aussi présentées.

5- a Algorithme

Rappelons d’abord que le probléme (P) s’écrit sous la forme

Trouver u € L*(0,T;U) tel que :
(P)
Y7 (1) =y5 o(T) — Cxoxo f

et la sortie (F) est donnée par

(B)  yf L) = OxoxoSe(t) 20 + Oxoxo Hy, 12, u + CXoXo Hy, o f + CXoxXoH, 1u
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Donc a partir de la proposition 4.2 et de ce qui précede, 'algorithme suivant permet

de générer une suite de controle qui converge vers le controle u* solution du probléme

(P).

Algorithme 4.1

1. Données : Q, o, T, z9, w, f, A, N, B, C, €.

2. Calculer yg : la sortie (E) lorsque f =0 et u = 0 (cas autonome non per-
turbé).

3. Calculer Y, : la sortie (E) quand f # 0 et u =0 (cas autonome perturbé)

4. Poserrog =0 et 1y = y5o(T) — y$ o(T) = CXoXo f

5. Calculer u,, = Lry,, avec L est donné en (4.4.2)

6. Calculer y7 ' : la sortie (E)

7. Si||un — Un—1||r200700) < €, stop

Sinon faire : v =10 +ygo(T) — 45 o (T) = CXioxof et aller en 5.

avec la suite (r,), est donnée par (4.4.10). Noter que la quantité r, peut étre as-
similée & un résidu qu’il faudrait faire diminuer en passant d’une itération a une
autre en appliquant le controle u,, car, au départ r; mesure ’écart entre les deux
observations associées respectivement au systéme normal, et au systéme perturbé
non controlé. D’autre part, le pseudo inverse L de I'opérateur linéaire C'x}x,CHy, 7

peut étre calculé en utilisant (4.3.6) et (4.4.2) par

-1

T
(Lr)(t) = [/0 CxXoXoSp(T)BB*SHT)Xo X Cdr | B*SHT —t)x;x.C™r (4.5.1)

Au point de vue numérique, 'algorithme 4.1 présente une difficulté au niveau du
calcul du pseudo inverse L et aussi de la résolution du systéme différentiel provenant
de I’étape 6.

Comme une application de cet algorithme, nous allons considérer un exemple pour

llustrer les différentes démarches suivies dans ce travail.

5- b Exemple

Soit Q =]0,7/4] et I =]0,T[ avec T" = 2. Considérons le systéme distribu¢ dont
’état initial zo subit une perturbation f et I’état z(z, t) satisfait sur Q x I I'équation

non linéaire suivante.
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f.zv(x,t):—c%—l—zz(a:,t)—i-Bu(t) O<z<m/4,0<t<2
du (4.5.2)

Z(z,0) = 2o(z) + f(x) O<x<m/4
avec 2 € L*(0,T,7), Z = L*(Q) et ¢ > 0, par exemple ¢ = 37/32 dans ce qui suit.
Soit w =]0, w/16[C 2 le support géométrique de la perturbation f, avec f ainsi que

la condition initiale zy sont données par

2o(z) =0 Voe
—cos(x) TEwW

fx) =

0 ailleurs

Pour une zone o fixée dans €2 ne vérifiant pas nécessairement o Nw # (), soit (E) la

fonction de mesure associée au systéme (4.5.2)

(E)  y7(t) = Oxoxoz(t)
Le probléme de la remédiabilité associé a cet exemple sera traiter en considérant

différents choix du capteur C', d’actionneur B et aussi de la zone o.

Cas 1: 0= [37/16,77/32] C Q : Remédiabilité régionale.

/32
Considérons Bu(t) = g(z)u(t) et Cxixo,z(t) = / h(x)z(z,t)dx avec
37/16

exp(—x?) 3m/16 < x < Tr/32 exp(z) 3m/16 <z < 7n/32
g(x) = h(x) =
0 ailleurs 0 ailleurs

Noter que le systéme (4.5.2) est un cas particulier de (4.1.1) avec

- 0z .
Fz = 5. +7Z?% et Bu(t) = g(x)ul(t)
x
Les hypotheses faites sur 'opérateur non linéaire F' sont bien satisfaites car nous

avons F'(0) =0 et F est de classe C*.
Posons z(z,t) = Z(z,t) — f(x). Donc le systéme (4.5.2) devient par rapport a z

(o) = = (G0 + 51 ) 4 (o) + )+ 9o
(4.5.3)

2(x,0) =0
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En linéarisant F' au voisinage de f, le systéme (4.5.3) s’écrira sous la forme

S t) = (—C% Lo f(:z:)) 2 t) + 2, t) + (f?(x) - c?—i(m)) T g(z)u()

z(x,0) =0
(4.5.4)

Considérons 'opérateur linéaire Ay = o +2f:D(A;) — Z de domaine
x

D(Ay) = {ZGZ: —c%—l—szE Z}

dense dans Z. A; engendre sur Z un semi groupe fortement continu donné par

exp2f(z)t]z(z —ct) x>ct
(S¢(t)2)(x) =

0 O<x<ct

qui satisfait I'hypothése (H1) avec

g1(t) = exp(—2cos(7/16)t); ¢ € L*(0,2)
L’opérateur non linéaire Ny : 2 € X = LYQ) — 22 € Z = L*(Q) est bien défini
sur I'espace de Banach X et vérifie a son tour ’hypothése (H2) car N(0) = 0, et
par I'inégalité de Holder on aura V¢ € [0, 2]

[Nz1(t) = Npzo(D)llzz = [128() = 25(t)| 20 = [[(21 + 22)(8) (21 — 22) (1) || 20
< (la @)l x + lz2(®)[|x) |22 (2) — 22() I x

< V2[la®Ik + 0I5 — 20

IN

K (Izall2; [1z2ll2) 122.(8) = 22(2) [ x

avec K (||z1]]2; [|22]l2) = max [[la1 ()% + 22(2) 1% -

Il est claire que K : RY — IR™ : lim K(0:;6,) = 0.

ll(61; 92)||Rgr—>0
Pour d = 0.8, notons par

T L allollx ol et A = (1= Tkl
1= ———; J1 = o||z||lx +7 X € 1= 1
Kol T
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et avec un calcul numérique nous avons le tableau suivant

o 3 0 T i A m 1
1] 0.1053 | 0.4453 | 6.9772 | 0.2945 | 0.3285 | 0.3229 | 0.5354

TAB. 4.1 — Les différentes constantes intervenant dans le théoréme 4.1

Ceci montre que les trois hypotheses (H3) — (H5) sont vérifiées car, les constantes
a, (3, v sont strictement positives, ainsi que les conditions T'= 2 < T} et f; < A\; ont
lieu. De plus les constantes ¢; et m données en (4.3.8) et (4.3.9) satisfont ¢; €]0, 1]
et m > 0. Alors a partir du théoréme 4.1 on en déduit que le systéme (4.5.4) admet

une solution unique donnée pour tout ¢ € [0, 2] par

t t
Zfu(t) :/ St — s)ziu(s)ds%—/ Se(t—s)(f* - c— d8+/ St — s)gu(s)ds
0 0
Pour la résolution du probléme (P) associé & cet exemple, nous considérons le sys-
téme perturbé controlé (4.5.4) augmenté de la sortie (E) donnée par
/32

(E) y%w:aﬁhawz/ h(z)a(z, t)de

3r/16

Ainsi, nous sommes amenés a déterminer un controle u tel que

77r/32 77r/32
/ / x)S(2 —s)g(x) da:ds+/ / x)Sf(2 — s)zf (x,s)dxds
37/16 37/16

/ /377r/32 2)Sy(2 —8)(f* - cgi)(x)dxds + /M/32 h(z) f(zx)da

/16 37/16
77r/32
/ / x)So(2 — s)zoo(:v s)dxzds =0
3r/16
(4.5.5)
Il est claire que ’hypothése (H6) est satisfaite avec
92(t) = ||h|| 20y exp(—2 cos(/16) t) Vt €]0,2]
Et par analogie avec ce qui précede, on note par
| a (1= TH(kllguls + Bkl g2]1) )
T2 = 3 et )\2 = T
(K*{lg1ll2 + BE*(g212) T:
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Par un calcul numérique, nous obtenons le tableau suivant

15 S1 Ao P Co C3
6.1804 | 0.2945 | 0.3049 | 0.0981 | 0.5689 | 0.0720

TAB. 4.2 — Les différentes constantes intervenant dans le théoréme 4.2

A partir de ce tableau, on en déduit que les deux hypothéses (H7) et (H8) sont
aussi satisfaites car nous avons T' < Ty et f; < Ao. Aussi les constantes co, p et c3
données respectivement en (4.4.6), (4.4.7) et (4.4.8) vérifient p > 0 et ¢, c5 €0, 1].

Alors d’aprés le théoréme 4.2, le probléme (4.5.5) admet une solution unique u.

5- ¢ Simulations numériques
Lorsque le systéme (4.5.2) est autonome (u = 0) non perturbé (f = 0), la solution
29,0 est donnée explicitement par

200(z,t) =0, (x,t) €]0,7/4[x]0, 2|

Et si de plus le systéme subit la perturbation spatiale f a l'instant initial o = 0, la

solution 2 sera donnée dans ce cas par

—cos(x — ct)
1+ tcos(x — ct)

+cos(z—ct) ct<xz<ct+m/16
Zro(x,t) =
0 O<ax<ct

En considérant la solution du systéme du départ (4.5.2) donné par zj,(z,t) =

Zru(z,t) + f(x), les deux figures suivantes représentent les états zp o et Zy.
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za(x,t)
zp(x,t)

0.8

A \\\'
Y
R
W\

0.2

Fi1G. 4.5.1 — L’état du systéme autonome non perturbé (a gauche) et celui dans le cas

autonome perturbé (a droite)

Sur la figure 4.5.1, nous constatons le changement de 1’état normal du systéme (a
gauche) lorsque celui-ci est soumis a la perturbation f (& droite).
Considérons maintenant la propriété P et les sous domaines (wyg,); données res-

pectivement par

PzZio(z,t) < Zro(x,t) # Zoo(x,t) et wror ={r € Q: PZro(x,t)}.
Comme Zyo(x,t) = 0 pour tout (x,t) € Q x I, et Zpo(z,t) # 0 pour tout = €
|et,ct +7/16[, t # 0, alors on aura

wror =|ct, ct +7/16]

Par conséquent nous avons le résultat suivant (figure 4.5.2)

Reésultat : La perturbation spatiale f est étalable et la zone fixée o est f-vulnérable.
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F1G. 4.5.2 — Etalabilité de f et vulnérabilité de o ~ [0.59,0.69]
Soit t; et to les deux instants donnés par (voir chapitre 2 sur la vulnérabilité)

t1 = 1nf{t el: 8’ ﬁwf’(],t # (Z)}

to = inf{t € [t;,T] : U (C(; Nwyos) = U (8 Nwyo.s)}

s€[t1,t2] s€lt1,T)
Ces deux instants désignent respectivement le premier instant ou 'effet de f com-
mence a atteindre o, et le premier instant ot le maximum de o (qui peut étre o
toute entiére) est atteint par de tels effets.
Dans ce cas (voir figure 4.5.2), et par les expressions de ¢, wyo, et o, nous avons
4 5

th=—- et to=—
173 273

Donc la perturbation étalable f commence a atteindre o en t;, celle-ci est entiére-
ment atteinte a l'instant ¢, et elle I'est encore durant l'intervalle de temps [t2, 1.
Par conséquent, la solution du probléme (4.5.5) nous donnera le contrdle qui permet

de compenser sur o 'effet d’une telle perturbation.
De ce fait, en appliquant 'algorithme 4.1 avec un pas de discrétisation spatiale

Ax = 0.01, et celui de discrétisation temporelle At = 0.03, et pour une tolérance

e = 107%, nous obtenons les figures suivantes.
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0.8

'

ze(x,t)
ze(x,t)

Fi1G. 4.5.3 — Cas perturbé controlé : Les états controlés pour n = 5, 10, 15, 18 et 20

Sur la figure 4.5.3, nous avons représenté les états zy,, du systéme perturbé controlé,
ce qui veut dire que sur la zone o, de tels états s’approchent de plus en plus a I'instant

T = 2 vers celui du systéme normal zyo, et ceci quand le nombre d’itérations n
augmente.

136



-0.01

-0.02|

-0.03|

-0.04

-0.05

zc(x,T)

-0.06

-0.07

-0.08

-0.09

Fi1G. 4.5.4 — Les états dans le cas autonome, perturbé et aussi controlé a l'instant final
T = 2 (a gauche) et les observations associées a ces trois cas (a droite) pour n = 5, 10,
15, 18 et 20.

Cela (figure 4.5.4) montre encore que les états controlés zr,(.,T") et les mesures as-
sociées Yy, sont autant plus proches a I'instant final 7' = 2 de ceux du cas autonome
Zo0(.,T) et Yoo que n est grand.

Par conséquent, le controle u solution du probléme de la remédiabilité (4.5.5), est
régionalement efficace, car il a permis de neutraliser faiblement l'effet de la pertur-
bation étalable f sur la zone fixée o.

Remarquons aussi que la maniére d’évolution sur ¢ des états (respectivement des
mesures associées) dans le cas controlé et due a celle de la distribution spatiale de

I'actionneur g (respectivement du capteur h) qui sont représentées sur la figure 4.5.5

X ]
S 0.4
0.2 q
0 L L L L L . L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
X
2
= ]
= 1
0.5 q
0 L L L L L . L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
X

F1G. 4.5.5 — Les distributions spatiales de l'actionneur g (en haut) et du capteur h (en
bas)
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F1G. 4.5.6 — La suite des controles (a gauche) et Uerreur entre les mesures yoo(T) et
yru(T) (a droite)

A partir de la figure 4.5.6 on constate que la suite des controles converge vers la
solution u du probléme (4.5.5), et aussi la maniére de son évolution est interprétée
par le fait que I’état du systéme perturbé (et donc la mesure associée) est situé
au dessous de celui du systéme normal. De plus, sur la méme figure a droite, nous
avons représenté l'erreur E(n) entre les mesures yoo(1") et y7,(7) en fonction du
nombre des itérations n. Comme E(n) décroit vers 0 lorsque n — oo, alors ceci
montre la convergence dun tel algorithme, et dans ce cas, nous avons calculé la
constante de Lipschitz c¢3 = 0.0720. Aussi, le coiit nécessaire pour compenser f sur
o est ||ul| 20, = 0.2992.

Remarque 4.8

Comme il a €té mentionné ci-dessus, la vitesse de transport ¢ strictement positive
(¢ > 0), par conséquent la perturbation f est étalable dans ce cas. Dans le cas ou
¢ <0, f est résorbable (ou stationnaire pour ¢ = 0), alors la zone considérée o n’est

pas f-vulnérable, et on n’a pas besoin d’y remédier.

Une situation intéressante pour le cas ot ¢ = 0 est celle ou o = €. Donc dés l'ins-
tant initial £ = 0 le support géométrique de f devient €2 tout entier et donc on a la

f-vulnérabilité de o.

Cas 2 : 0 = Q =]0,7/4] : Remédiabilité globale.

On choisit w =, B =1 et C' = 1. Dans ce cas, on vérifie de la méme maniére que
toutes les hypothéses du théoréme 4.2 sont satisfaites, et donc nous sommes amenés

a chercher un controéle u solution de I’équation suivante
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2 pr/4 2 pm/4
/ / @Ry () dads + / / ezf(x)@_s)ziu (z,s)dxds
o Jo o Jo

2 pr/4 w/4 2 pr/4
+/ / le(x)(Q_s)F(x)dccds—k/ f(ac)dac—/ / 28 o(x, 8)dzds = 0
o Jo 0 o Jo ’
(4.5.6)

Alors par application du méme algorithme, nous obtenons les évolutions représentées

sur les figures suivantes.

za(x,t)

0.8

T

AR

05 LR
i

0.2

Fi1G. 4.5.7 — L’état du systéme autonome non perturbé (4 gauche) et celui dans le cas

autonome perturbé (a droite)

Sur la figure 4.5.7, nous donnons l’état normal Zpo (& gauche) et perturbé Zro (a

droite). Dans ce cas, la zone o = (2 est nécessairement atteinte par les effets de f.
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[

FiG. 4.5.8 — Cas contrélé : les états pour n = 3,5,8,10

Dans ce cas (figure 4.5.8), on constate que I'état controlé zy, sur tout le domaine €2

et a I'instant final 7" sera de plus en plus similaire & I’état normal 2z, quand n croit.

05+ 05

o7 1 L L s L L s 3 o7
]

Fi1G. 4.5.9 — Les états dans le cas autonome, perturbé et aussi controlé a l'instant final
T = 2 (a gauche) et les observations associées a ces trois cas (4 droite) pour n = 3, 5, 8
and 10.

Aussi sur la figure 4.5.9 nous remarquons que les états controlés zy,(.,T") et les
mesures associées ¥y, sont respectivement graduellement proches de Zyo(.,T) et de
Yo,0 associés au cas autonome (normal) sur € et a l'instant final 7' = 2.

Sur la figure 4.5.10 & gauche, est représentée la suite des controles, qui apparait
convergente vers le controle u solution du probléme de la remédiabilité globale
(4.5.6). Ce qui montre aussi quun tel controle est efficace car la neutralisation faible
des effets de la perturbation f sur le domaine €2, a eu lieu a l'instant final 7T'.
Comme pour le cas régional (Cas 1), la maniére d’évolution de la suite de controles

qui converge vers u, est due d'une part, a ce que l'allure des mesures recueillies dans
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le cas perturbé, est localisée au dessous de celle des mesures normales (c’est a dire
ells sont négatives, et nulles dans le cas normal), d’autre part, cela est due a Deffet

de la condition au limite imposée au point x = 0.

Fi1G. 4.5.10 — La suite des controles pour n = 2, ---, 10 (a gauche) et Uerreur entre les

observations yoo(T) et ysu(T)

Et sur la méme figure (& droite) nous avons représenté 'erreur entre yy,(7") et
Y00(T) en fonction du nombre des itérations. Notez aussi que dans ce cas, 1'algo-
rithme considéré est convergent, car E(k) décroit vers 0 lorsque k£ — oc.

Le cotit assurant la compensation globale de la perturbation spatiale f est ||ul|z2(0,r) =
5.7303.

Conclusion :

Dans ce chapitre nous avons étudié le probléme de la remédiabilité pour une classe de
systéme distribués non linéaires perturbés au niveau de la condition initiale. Ce pro-
bleme a été résolu en utilisant les techniques du pseudo inverse et aussi le théoréeme
du point fixe. Pour une illustrer toutes les démarches suivies, un exemple détaillé
a été considéré. Le fait de considérer la transformation du systéme au voisinage de
la perturbation qui ’affecte, reléve d’'une grande importance. D’une part, elle nous
a permis de résoudre le probléme de la remédiabilité, d’autre part, de faire une
connection entre les deux concepts d’étalabilité et de remédiabilité & travers celui
de la vulnérabilité.

En se basant sur cette approche, nous étudierons dans le chapitre suivant, le pro-

bléme du controle protecteur pour la méme classe de systémes.
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Chapitre 5

Controle protecteur d’une classe de

systémes distribués non linéaires

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous focalisons notre étude sur les systémes non linéaires, & "vitesse
de propagation finie" et qui subissent une perturbation au niveau de la condition
initiale. Nous montrons comment protéger certaines zones vulnérables aux effets
d’une telle perturbation. C’est une extension du concept du controle protecteur a
cette classe de systémes. En effet, dans la modélisation environnementale, différentes
études ont montré que les modéles décrivant plusieurs phénomeénes naturels sont
des systémes de transport [17,40]. Avec une condition initiale donnée, et en ce qui
concerne des conditions aux limites imposées, diverses situations ont été étudiées
pour ces modéles de transport [38]. Généralement, cela concerne le champ de vitesse
et une partie de la frontiére ou toute la frontiére du domaine géométrique sur lequel
évolue le systéme considéré.

Aprés la position du probléme du contrdle protecteur, nous considérons dans la
section 3 quelques résultats mathématiques permettant une nouvelle formulation du
probléme. Les solutions de ce probléme sont caractérisées en utilisant une approche
par remédiabilité d’un certain systéme non linéaire a retard, et par conséquent un
algorithme sera donné pour résumer les différentes démarches suivies, c’est I'objet
de la section 4. Dans la derniére section, nous illustrons le concept du controle
protecteur en considérant une variante de I’équation de Fisher [65] qui peut modéliser

plusieurs phénomeéne tel que celui de la dynamique de bactéries.
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2 Position du probléme

Soit € un ouvert borné de IR™, I =|0,T| un intervalle de temps, ¢ une région
fixée dans €2 et w le support géométrique d’une perturbation spatiale f qui affecte la
condition initiale d’un systéme non linéaire a vitesse de propagation finie. Supposons
que wN7 = () et que la perturbation f est étalable a partir de w. Alors il se peut que
la zone o soit f-vulnérable. Notre objectif consiste a protéger une telle zone avant

qu’elle soit atteinte par les effets de f pendant tout l'intervalle de temps I.

Fi1G. 5.2.1 — Localisation de w et o

Nous considérons le systéme non linéaire gouverné par I’équation d’état suivante.

Z(t) = FZ(t) + Bu(t) 0<t<T
(S) (5.2.1)
Z(0) = (20 + f) € D(F)
avec 2 € LP(0,T;Z),p>1,u e L*(0,T;U), fe F,Be LWU; Z) et F : Z — Z un
opérateur non linéaire satisfaisant les hypothéses suivantes :
1. F(0)=0
2. F est continiment différentiable au point f, ou f € D(F).

Les espaces des états Z, des controles U et des perturbations F, sont supposés des
espaces de Hilbert séparables. On suppose de plus que F C D(F) et Z = Z*.

Soit x, la restriction a o, et x% l'opérateur adjoint de x, défini par

z(x) sur o
Xo: Zy — Z avec (\oz)(z) = (5.2.2)

0 ailleurs

ol Z, est un sous espace de Z, et qui désigne I’ensemble des états restreints a o :

Ze=A{Xez=2,:2€ Z} (5.2.3)
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Le systéme (5.2.1) est supposé augmenté d’une fonction de mesure :

(E)  §°(t) = Oxixo2(t) (5.2.4)
avec y 7 € LP(0,T,Y), C € L(Z;Y), Y est 'espace d’observation.

Remarque 5.1

1. SiwnNa # 0 alors o est atteinte par les effets de f, et dans ce cas on ne peut plus
parler de sa protection mais plutét de sa remédiabilité.

2. La dynamique F' est a vitesse de propagation v finie. Sinon, il se peut que [’effet
de la perturbation atteigne o dés le premier instant (point 1. ci-dessus).

3. Si on note I', = {z € Q: v.n(r) <0} o n est la normale extérieure o I' = OS2,

alors la condition auz limites associée au systéme (5.2.1) est donnée par
2, () =0, tel. (5.2.5)

Cela veut dire que cette condition au limite est de nature absorbante sur I',,.

4. L’actionneur B et le capteur C' sont supposés bornés (i.e. de types zones). Dans
le cas ponctuel, ces deux opérateurs pourrait avoir leurs images respectivement dans
des espaces Z1 et Yy tels que Z C Z1 C Z* etY C Y, C Y™ .

A titre d’exemple, nous illustrons ces remarques par la figure suivante.

Observation

Contrdle

F1G. 5.2.2 — Localisation de w, o, 'actionneur (B), capteur (C) et I,
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Supposons que le systéme (g) admet une solution unique qu’on notera par zj, ..
Considérons les notations suivantes :

( Zs « la solution de (S)

Zf o la solution de (5) lorsque f # 0 et u =0

Zp, 0 la solution de () lorsque f =0et u=0

(5.2.6)
Y%, lasortie (E)
Y5 o lasortie (E) lorsque f#0etu=0
\ Y§ o lasortie (E) lorsque f=0etu=0
puis la propriété P définie par
Pzpo(w,t) & Zpo(z,t) # Zo0(,1) (5.2.7)
et aussi les sous ensembles de €2 suivants
wror = {x € Q:PZpo(x, )} (5.2.8)

wy o désigne 'ensemble des points x de €2, ot I’état du systéme perturbé 2z satisfait
la propriété P a l'instant ¢ (c.a.d. les points ot 'état zs est affecté par l'effet de f).
De ce fait, nous rappelons

A partir de la définition d’une perturbation étalable, et d’une zone vulnérable (cha-
pitre 2, définition 2.8), et avec les notations (5.2.6), nous considérons le probléme
du controéle protecteur suivant.

Trouver v € L*(0,T;U) :
(P)

Y Fu(t) =1 Go(t)
Dans ce cas, on dit que u est un controle f-o-protecteur.
Le probléme (P) tient compte de la zone o, de I'évolution normale du systéme (cas
autonome y §,), de son évolution lorsqu'il est perturbé controlé (y ?u) et aussi de
la condition V¢ € [0,7]. Cela veut dire qu’a partir de l'instant ¢ = 0 ou le systéme
subit une perturbation f, il faut garder le systéme dans son évolution normale sur
la zone o pendant tout l'intervalle de temps [0, 7| par I'intermédiaire d’un controle

adéquat u, en recueillant des observations a l'aide du capteur C.
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3 Transformation du probléme (P)

Comme pour la remédiabilité des systémes non linéaires (chapitre 4), nous allons
réécrire le probleme (ﬁ) d’une maniére explicite en termes de controle u et de per-
turbation f et aussi des nonlinéarités, pour qu’on puisse s’inspirer des résultats
développés dans le cas d’un systéme linéaire (chapitre 3). Pour cela, commengons
par transformer le systéme (5.2.1) en un systéme (S) équivalent autour de f.

En effet, soit z la solution du systéme (5.2.1). Avec le changement de variable d’état

2(t) = 3(t) — f (5.3.1)

le systéme devient :

(5.3.2)
2(0) = 2o
D’aprés 'hypothése 2. sur F', nous avons, en linéarisant autour de f,
F(z(t)+ f)=Ff+ F'(f)z(t) + Ny z(t) (5.3.3)
Ce qui nous permet d’écrire le systéme semi linéaire sous la forme :
2(t) = Agz(t) + Nyz(t) + Ff + Bu(t) 0<t<T
(9) (5.3.4)

2(0) = 2o
avec Ay = F'(f) € L(Z) et Ny : Z — Z désigne le terme des nonlinéarités.

D’autre part, la fonction de mesure (E) s’exprime au voisinage de f par :

y 7(t) = Oxoxoz(t) = Oxoxo(2(t) + f)
Si on pose y7(t) =y 7(t) — Cxixof, alors grace a la linéarité de C'x%y,, la fonction

de mesure transformée sera :

(E)  y°(t) = Cxoxoz(t)

Donc au voisinage de f, on considére le probléme suivant :

Trouver v € L*(0,T;U) :
(P)
Y7, u(t) = 95, o(t) = OXGxo f
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Il est claire que les deux problémes (P) et (P) sont équivalents au voisinage de f.
Pour pouvoir traiter le probléme (P), nous allons le réécrire sous une forme explicite
pour faire apparaitre les termes de controle en u, de perturbation en f, et aussi ceux
des nonlinéarités.

Si I'opérateur linéaire Ay est fermé, a domaine dense dans Z et engendre un semi
groupe fortement continu (S (t))>0, nous avons montré au chapitre 4, théoréme 4.1,
que si les hypotheéses (H1) — (H5) sont vérifiées alors le systéme (S) admet une

solution unique z¢, donnée par

Zp u(t) = Sf(t)zo—i-/o Sr(t—s)Nyzy, u(s)d8+/0 Sp(t—s)F f ds+/0 Sy(t—s)Bu(s)ds
(5.3.5)

Qu’on peut écrire aussi sous la forme

25 u(t) = Sp(t)z0 + Hy 125+ Hy of + Hy, qu (5.3.6)

ol les trois opérateurs H £t H 7, ¢ et Hy 4, sont définis respectivement par

~

t
Hf,t:zeLp(O,T;Z)»—>Hf7tz:/ S¢(t —s)Nyz(s)ds € Z (5.3.7)
0

- - t
Hf,t:fefHHf,tf—/Sf(t—S)Fde € Z (5.3.8)
0

t
Hi y:u€ L*0,T;U) — Hf y u= / S¢(t — s)Bu(s)ds € Z (5.3.9)
0

Alors la fonction de mesure (E) sera :
(B)  yF (1) = CxoXo Sp(t)20 + OXoXo Hy, 21, w + OXoXo Hy, of + COXoxXo Hy, u

Dans le cas ot f =0 et u = 0, nous avons :

20, 0(t) = So(t)z0 + ﬁo, t 20, 0 (5.3.10)

Donc la fonction de mesure associée est :

Yg o(t) = Cxixo So(t)z0 + CXiXe Ho, 1 70, o (5.3.11)

Alors le probléme (P) se réécrit comme suit :
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[ Trouver u € L*(0,T;U) -

(P){ OxixoHy, vu+ CXEXoHy, 125, 0 + OXEXoHy, of + CXoXo f

| +OXEXo (S5 (t) — Solt))20 — CXaXo Ho, 20,0 = 0

Remarquons que, méme si le probléme (P) fait intervenir des termes de controles
en u, de perturbations en f et aussi des états en zy ,, sa résolution reste encore
délicate vue la présence de la condition V¢ € [0, T]. Pour surmonter cette difficulté,
nous allons introduire un systéme a retard associé au systéme (5.3.4) pour ramener
la résolution du probléme (P) a celle d’'un probléme de type remédiabilité ou la
condition V¢ € [0,7] n’intervient pas (Il y aura juste une dépendance en T'), en

procédant comme suit.

1. Introduction d’'un systéme a retard convenable a partir du systéme (.5).
2. Formulation du probléme de la remédiabilité pour le systéme a retard résultant.

3. Résolution du probléme obtenu.

En détaillant ces étapes, on montre, et c’est en fait I'objectif de notre travail, que
le controle provenant de I’étape 3. n’est autre que le controle protecteur solution du
probléme (P).

4 Controle protecteur

4- a Caractérisation par remédiabilité

Dans cette section, nous allons introduire un systéme non linéaire a retard, dont
I'état est défini en fonction de celui du systéme (5.3.4), et ceci en travaillant sur
des espaces fonctionnels convenablement choisis. De ce fait, considérons I’espace
de Banach LP(—T,0;Z) sur lequel on définit, pour tout ¢t € [0,7], le semi groupe

fortement continu (R(t))>o

bt+r) rel[-T, -t
(R(t)b)(r) = (5.4.1)
0 rel—t0]

d

L’opérateur D = I est le générateur infinitésimal de (R(t))i>o sur LP(—T,0; Z).
5 >

Définissons aussi 'application G € L(Z, LP(—T,0; Z)) comme suit
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(Ga()(r) = a(t) Ya(t) € Z, ¥rel|-T;0. (5.4.2)

Puis considérons 'opérateur A défini par

AN:Z — [P(-T,0,2)
. (5.4.3)
Zru(t) —— Azpo(t) =Zpu(t) = R(t)(Gzo) — D/o R(t — 5)Gzs,(5)ds

avec 2y, désigne la solution du systéme (5.3.4).

Par conséquent, la fonction de mesure associée est donnée sur LP(—7,0;Y) par :
(E): 7 7u(t) = OXoXoZru(t) (5.4.4)
Signalons d’abord un résultat qui sera utile dans la suite [68].

Lemme 5.1

@ 5.(T)(r) =y 5,(T+7) ¥Vrel[-T;0 (5.4.5)

La preuve est basée sur les expressions (5.4.1), (5.4.2), (5.4.3) et (5.4.4). ]

D’autre part, la maniére avec laquelle le contréle u et la perturbation f apparaissent
dans (5.4.3) nous conduit & introduire une nouvelle équation d’état sur 'espace
produit W = Z x LP(—T,0; Z) de la facon suivante :

t

Uf(t—s)gfds—i—/ Us(t—s)Bu(s)ds

Wyy(t) = Uf(t>m0+/0 Uf(t—S)waf7u<S)d3+/0 i
(5.4.6)

avec

mﬁu = (Zfﬂ“ Efvu)h,? wU = (ZO’GZO)tT7 Nf = (Nf70)tra g = (Fu O)t{rv B = <B70)tr

et (Ug(t))i>0 est le semi groupe fortement continu sur W qui s’exprime par

_ [ Uogt) 0
Up(t) = ( Urs(t) Uss(t) > (5.4.7)

ou
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Ups(t) = S;(t), Uss(t) = R(t), Uis(t)=-D /O R(t—$)GS(s)ds  (5.4.8)

Si on désigne par A le générateur infinitesimal du semi groupe (U (t));o sur I'espace

W, alors le systéme associé & I’équation (5.4.6) est donné par :

Ef,u@) = waf,u(t) + Nf@f}u(lﬁ) + Qf + Bu(t) O<t<T

(5.4.9)
w(0) = wy
qui est augmenté de la fonction de mesure :
(E) 7 %.() =CxoXoWsu(t) avec C = 0 C (5.4.10)
Remarquons que :
Y 7u(t) = (y 7.(6),7 5.(0)" €Y x LP(-T,0;Y) (5.4.11)

Concernant (5.4.9), il s’agit d’une équation d’état faisant intervenir un systéme a
retard. Pour cela définissons (formellement) & partir de la formule (5.4.3), 'opérateur

suivant

II: Zpu(t) € LP(—T,0; Z) — zp4(t) € Z (5.4.12)

Alors ceci nous permettra d’introduire des nouveaux opérateurs relativement a 1’état

Zru(T), & la perturbation f et au controle u, soit donc
Hyq: LP(=T,0;Z) — LP(~T,0; Z)
T
gﬁu(T) — pg/ Uf(T - S)Nfﬂ?ﬂu(S)dS
0
ﬁf;p : F — LP(-T,0;2)
T
f »—>p2/ Ug(T — s)G fds
0
Hf,T : LQ(O,T;L{) — Lp(—T, 0; Z)
T
u — pg/ Ug(T — s)Bu(s)ds
0

avec o
Do : W — LP(-T,0;7)
(5.4.13)

(zru(t), Zru(t)) — Zrul()
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En utilisant les expressions (5.4.6), (5.4.7) et (5.4.13) on trouve que :

T
Hf,TEf,u(T) = / U17f(T — S)Nfﬂzfyu(s)ds (5.4.14)
0
~ T
HﬁTf == / Ul,f(T — S)Ffds (5415)
0
T
Hysru = / Uy,#(T — s)Bu(s)ds (5.4.16)
0

avec (Uy ¢(t))i>0 est donné par (5.4.8).

Remarque 5.2
La détermination de Uopérateur I1 donné en (5.4.12) n’est pas nécessaire. Il est
introduit juste pour avoir la dépendance explicitée en (5.4.14). On reviendra sur ce

point dans 'avant derniere section de ce travail.

Nous avons défini ci-dessus trois opérateurs qui dépendent respectivement de Z,,(T),

f, u et de I'instant final T'. Ceci nous permettra de considérer le probléme suivant :

[ Trouver u € L*(0,T;U) :

(P){ CXoXoMy rut CxixoHy, 171, u(T) + OxixoHy, 7f + CXixaGSH(T) 2

T
+CXZXUD/ R(T — s5)Gfds — Cx:xoGSo(T)z0 — CxoxoHo, 720, 0 =0
0

\

A partir de cette formulation et de la définition ?? d’un contrdle f-o-protecteur

d’une zone o supposée f-vulnérable, nous avons la caractérisation suivante

Théoréme 5.1

Si o est f-vulnérable, alors u est un contréole f-o-protecteur si et seulement si u est

une solution de (P).

Preuve :

Il s’agit de montrer que les problémes (P) et (P) sont équivalents. En effet, soit
w € L*0,T;U) et f € F fixée. A partir de (5.4.3) nous avons

2u(T) = R(T)(Gz0) — D /0 R(T — )Gz u(s)ds

En remplagant zs, par son expression (5.3.5), on obtient
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2u(T) = R(T)(Gzo) — D / =G [Sy(shat [ 85t = N o)y

v [ sits-arsas [ syt q)Bu(s)dq} s

Et & partir des expressions du semi groupe (U; f(t))i>0 , de lopérateur II et
des trois nouveaux opérateurs de type Hyr, données respectivement par (5.4.8),
(5.4.12), (5.4.14), (5.4.15) et (5.4.16), on aura

Efvu(T) = GSf(T)ZQ + ﬁﬁ TZf, u(T) + ﬁﬁ Tf + Hf’ U

Donc la sortie (E) donnée en (5.4.4) devient

(B):  75.(T)=Cxixo (GSf(T)zo +Hy 175 o(T) + Hy, of +Hy, Tu)

Et dans le cas ou f = 0 et u = 0, nous avons

¥ 00(T) = CxsXo (GSO(T)ZO + ﬁo, TZ0, o(T)>

Donc le controle u est une solution de (P) si et seulement si u vérifie
Cxsxo My, ru+ CxoxoHy 177, u(T) + CXoxoHy, nf + CxoxoGS(T) 2

T
—l—C’X(*,XJD/ R(T — 5)Gfds — Cx:xoGSo(T) 20 — CxiaxoHo, 120, o(T) =0
0

Ce qui est équivalent a

T
7 %.(T) =7 50(T) — OXoxoD / R(T — 5)Gfds

Ceci est aussi équivaut a dire que

@ 5(TH0) = @ 5o(T)(r) - (cxaan / —stds)u, Vre[-T;0]

D’une part, nous avons d’apres (5.4.1) et (5.4.2)

<OXUXUD/ —s Gfds) (r)=Cxixof, Vrel-T;0].
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D’autre part, nous obtenons d’aprés le lemme 5.1

@ 7.(TN(r) =y Go(T+7) Vrel=T;0

Donc u est une solution de (P) si et seulement si

Y G5, (T+r)=y ool +7)=Cxoxof Vrel-T;0]

En posant t =T+ r € [0, 7] on aura bien

Y G.() =y 50(t) —Cxoxof Vtel[0,T]

Ceci est équivalent au fait que u est une solution du probléme (P). n

L’objet du théoréme 5.1 est de ramener la résolution du probléme du controle pro-
tecteur (P) défini pour tout instant ¢ € I a celle du probléme de la remédiabilité
(P) ot on considére l'instant final T. De ce fait, on s’intéressera dans la suite a la
résolution de (P) en se basant sur les résultats développés dans le chapitre 4, sauf
que dans ce cas, les opérateurs et le cadre fonctionnel sont associés au systéme a

retard.

4- b Détermination du contrdle protecteur

Par utilisation des techniques du pseudo-inverse, le probléme de la détermination du
controle souhaité peut étre ramener a celui d’un point fixe d’une certaine application
bien précisée. Ainsi, et sous certaines hypothéses, une suite de contréles sera générée

a 'aide d'un algorithme assurant sa convergence vers la solution désirée.

En effet, le controle u est une solution de (P) s’il vérifie
CXoxoMy, T+ Oxoxa My, 25, ulT) + CxoXo My, 7 + OxixoGS1(T)20

T
+CX:‘;XUD/ R(T - S)Gfds - CXZ-XO'GSO(T>ZO - CX;XUHO, TEO, O(T) =0
0
Considérons le sous espace V' = Im(Cx%ix,Hy, r) de LP(—T,0,Y) et Posons :
7 9(T) = OxiXoHo, 170, o(T) + CX5XoGSo(T) 20 — CXaXoGSy(T)z0

T (5.4.17)
~OxiXoHy, 7f — CXiXaD / R(T — s)G fds
0
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Alors on cherche un controéle u tel que

CxoXo My, Tu+ CxoxoHy, 725, o(T) =7 $(T)
En utilisant (5.4.14), on aura

T
Cxexoty, =7 5(T) - / CxtxoUn g (T — $)NTIZ,(5)ds
0

Comme IIZ¢,(t) = hyu(t) (d’aprés (5.4.12) et le point (b) du théoréme 4.1), alors
on cherche un controle u € B(0,m) tel que
T
Cxoxty, 7 =T 5(T) = [ CxoxaUig (T = 5)Nyhyu(s)ds
0

Supposons que 7 (T') € V. Nous allons d’abord définir une topologie sur I'espace

V. En effet, dans le cas ou le terme non linéaire est nul Ny = 0, I'ensemble

{u: CxoxoHy, ru=7 3(T)}

est une partie non vide, fermée et convexe de L?(0,T;U) qui est un espace de
Banach reflexif et strictement convexe, il existe donc un unique contréle u* de norme

minimum vérifiant

CxoXoHy, 7 u* =7 5(T) (5.4.18)

Cela nous permettra de poser u* = Ly ?(T ). Ainsi, Uopérateur linéaire L appliquant

V dans L*(0,T;U) est le pseudo-inverse de C'x*x,H;, 7. Il est donné par :

L=H} rXoXoCICXoXo s, 7H, X exeCH (5.4.19)

Alors on peut munir ’espace V' de la norme :

[N = 1L 220,720 (5.4.20)

C’est sur l'espace de Banach (V,||.||) que nous allons étudier le probléme (P).

D’autre part nous avons

T
/ CxoxoUr (T — s)Nyhqu(s)ds € V
0

car CxixoUr ¢(t) € L(Z, V). Donc nous cherchons un controle u € B(0,m) tel que :

w=1I (y “(T) - /0 O U (T — S)thlu(s)ds) (5.4.21)
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pour y§ € V' considérons I'application o(y%,.) définie par
e {(T1),.) : L*0,T;U) — L*0,T5U)

T
U — L (y “(T) - / CxoxoUr (T — s)thlu(s)ds)

’ (5.4.22)

Alors montrer que (P) admet une solution est équivalent, sous certaines hypothéses,

a ce que 'application ¢(y,.) admet un unique point fixe u* dans la boule B(0,m)

de L*(0,T;U). Nous avons alors le résultat suivant

Théoréme 5.2

Avec les mémes hypotheses du théoréme 4.2 ou l'hypothese (H6) est remplacée par
(H6) 3g3 € LU0, T) : |Ox;xoUrs(D)llezv) < ga(t), VE € 1

Alors il existe d,p = p(d) > 0 tels que pour tout y $(T) € B(0,p), lapplication
(@ $(T),.) admet un point fire u* dans B(0,m).

Preuve : Analogue & celle du théoréme 4.2. |

4- ¢ Stratégie d’implementation du contréle protecteur

A partir de ce qui précéde nous allons donner un algorithme permettant de générer

une suite de controles qui converge vers la solution «* du probléme (P). En se basant

sur le théoréme 5.2, nous avons la proposition suivante.

Proposition 5.1
Si les hypotheses du théoréme 5.2 sont vérifices et siy $(T') € V' tel que [[y §(T)|lv <

p, alors la suite définie par :

U():O

s = 907 (T t) = L (7 50) = [ CxGxaig(T = )31 )
(5.4.23)

converge vers la solution u* de (P) dans L*(0,T,U) et vérifie :

HunJrl - unHLQ(O,T;Z/{) < C:?HWH



La démonstration de cette proposition, découle immédiatement du théoréme 5.2
et des propriétés du point fixe. |

Donc si on pose pour tout n € IN :

Y ; Zn(T) =CX5Xo2 . w, () et Top =7 ‘JI(T) —OxoXoHp, 72} w, (1), alors

55 0 (1) =T 5(T)+CXixo |GS(T)z0 + Hy, 174, o, (T) + Hy, of +Hy, run| 7 5(T)

En utilisant 'expression explicite de 7 $(7") donnée par (5.4.17) on aura

T
570D =T 50(T) = Ol [ R(T = )G fds 47, = e
0

Donc :

T
Top1 =Tn +7 00(T) =7 F 0 (T) — CX;XUD/ R(T — s)Gfds (5.4.24)
0

7

D’autre part, il est facile de voir que :

1760 (1) =7 %, 0, (T) Oxong/ T —s)Gfds|ly < &luy|  (5.4.25)

D’ou lalgorithme suivant :

Algorithme 5.1

Données : Q, o, T, A, N, 2z, f, B, C , .

Cas autonome non perturbé : déterminer  §,(7T)

Cas perturbé non controlé : déterminer g G (T)

Poser 7o = 0 et considérer 71 : formule (5.4.24) avec n =0
Déterminer : u, = L7, (L est donné par (5.4.19)).

Cas perturbé controlé : déterminer y (; Zn (T)

NS T e e =~

Si ||tun, — un—1||v < € stop, sinon considérer Ty ((5.4.24)) et aller en 5.

En partant de I'observation associée au systéme autonome non perturbé, le résidu
7o = 0 représente 'écart entre cette observation et elle méme. Lorsque le systéeme
subit une perturbation, 7; mesure la différence entre ’observation associée et celle
du cas autonome. Par conséquent, le réle du controle u, est de réduire la quantité

71 jusqu’a ce que la condition donnée au point 7. de I'algorithme 5.1 est satisfaite,
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sinon, on recommence la procédure en considérant 7,1 pour n > 1. Cela donc nous
permet de calculer une solution u du probléme (P). Par conséquent, en injectant
cette solution dans (5.3.5), nous pouvons déterminer directement 1'état zy,, (et donc
la mesure associée y ) du systéme sans retard (5.3.4). De plus, I'état z;,, du systéme
de départ (5.2.1) sera obtenu grace au changement de variable d’état effectué en
(5.3.1).

Noter que c’est 1a 'objet de la remarque 5.2, ot on a pu faire un retour au systéme

de départ (sans retard), sans passer par le calcul de 'opérateur IT donné en (5.4.12).

4- d Remarques

A partir de I'algorithme 5.1, on constate que la détermination du contréle protecteur
u solution du probleme (ﬁ) est basée essentiellement sur le calcul du pseudo inverse
L donné par (5.4.19). Un tel calcul n’est pas simple a effectuer vu la dépendance
de Vopérateur L des différents opérateurs liés au systéme a retard gouverné par
I'équation d’état (5.4.3). Ce que nous proposons c’est d’exploiter le concept de la
remédiabilité régionale autrement. En effet, pour pouvoir protéger la zone o, nous
allons remédier aux effets de la perturbation f sur une autre zone D et au bout
d’un certain temps 7 convenablement choisis et ceci avant que o soit atteinte par la
perturbation étalable f. Cela peut étre illustré en considérant les figures suivantes :
cas monodimensionnel (figure 5.4.1) et multidimensionnel (figure 5.4.2).

Dans le premier cas (figure 5.4.1), on constate que le support de la perturbation peut
étre positionné a gauche (w;) ou a droite (wy) par rapport a o, ainsi, lorsque celle-ci
est étalable et que la zone o est vulnérable, le premier instant ¢; ou l'effet de cette
perturbation commence a atteindre la zone fixée o peut étre calculé. Par conséquent
la protection de ¢ peut se faire en remédiant sur une zone D; et/ou Dy localisée sur
la trajectoire de la perturbation étalable et cela avant I'instant t;. Généralement,
les zones D; et/ou Dy sont déja atteintes par 'effet de la perturbation étalable qui
démarre de w; et/ou wsy, mais la zone o ne 'est pas, ce qui justifie la combinaison
des deux principes de la remédiabilité et du controle protecteur et en plus comment

cela est 1ié A la notion du retard.
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Fi1G. 5.4.1 — Localisation spatiale des perturbations (wq et wy) par rapport a o et choix

des zones D et D9 pour protéger o.

Concernant le deuxiéme cas (figure 5.4.2) c’est une généralisation du premier, o
nous avons essayé d’illustrer les différentes situations de la localisation des zones Dy,
selon la nature des phénomeénes étalables; a savoir, on peut méme considérer le cas
ou D = UgDy tel que o C D.

@ O
@

9 @
x@ Y

F1G. 5.4.2 — Localisation spatiale des perturbations (w;) par rapport a o et choix des

zones Dy, pour protéger o.

Cela étant, soit w le support géométrique de la perturbation spatiale f affectant le
systéme a U'instant initial (¢ = 0), o une zone fixée telle que WNF = @) et D une zone
localisée sur la trajectoire de f comme le montrent les figures 5.4.1 et 5.4.2. Noter
que 'hypothése o est f-vulnérable et non pas encore atteinte est valable vu le fait
que le systéme considéré est supposé a vitesse de propagation finie. Par conséquent
le premier instant ou les effets de f commencent & atteindre o peut étre calculé.

Donc pour pouvoir protéger o nous proposons le résultat suivant.

Proposition 5.2
Supposons que f est étalable, o serait f-vulnérable a partir d’un instant t; et D est
atteinte. S’il existe un instant T €0,t1] tel que D est f-remédiable pendant [0, 7],

alors o est f-protectable.

Preuve :

Puisque f est supposée étalable et que o serait vulnérable, alors une partie de sa
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trajectoire ou sa trajectoire toute entiere évolue dans une direction ou o serait
atteinte a partir de l'instant t; en passant par la zone affectée D. Comme la
zone D est supposée f-remédiable pendant [0, 7], alors il existe un controle u
permettant de compenser f sur D pendant [0, 7]. Cela veut dire que le systéme
retrouve son évolution normale (cas autonome non perturbé) a partir de l'instant
7. Ce qui veut dire encore que ¢ ne serait plus vulnérable V¢ € [, T]. En tenant
compte des hypothéses faites sur 7 et ¢, la zone o ne serait plus vulnérable sur

tout U'intervalle de temps [0, 7]. Par conséquent elle est f-protectable. |

Le choix de l'instant 7 et de la zone D sur laquelle on remédie aux effets de la
perturbation pendant [0, 7], dépend plus particuliérement de la vitesse d’étalabilité
de la perturbation f et aussi de sa trajectoire qui démarre a partir de w. Une
autre situation importante a signaler en relation avec ce choix c’est que o peut étre
faiblement f-protectable et ceci en remédiant sur la zone atteinte D, en effet cela
dépend des moyens disponibles pour pouvoir controler de telle situation.

Alors & partir de ce qui précéde, pour protéger la zone o ; c’est & dire déterminer
une solution du probléme (ﬁ), nous sommes amenés a résoudre le probléme de la

remédiabilité régionale sur la zone D et pendant [0, 7] formulé comme suit

Trouver u € L*(0,T;U) :
(5.4.26)
U £ulT) =7 §o(7)

avec Yy J’?u désigne 1'observation sur la zone D.

5 Application & une dynamique de bactéries

5- a Modéle considéré

Dans cette section nous considérons une variante de I’équation de Fisher ot le terme
logistique est exprimé sous forme d’une nonlinéarité quadratique avec un taux de
croissance p (différence entre le taux de natalité et celui de mortalité) et un para-
métre d’environnement p (capacité de charge du milieu), voir [65,78] et les références
cités dedans. De plus, nous nous intéressons au cas ot le composant diffusif du mou-
vement est négligé par rapport & une contrepartie convective. Ceci peut paraitre
dans des situations de quelques problémes de la dynamique de population, ou le
transport peut conduire une telle population dans une direction, et donc les effets
de convection accablent ceux de diffusion.

Lorsqu’il s’agit par exemple d’un probléme de dynamique de bactéries, qui peut étre
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modélisé par une telle équation, il a été montré qu’en pratique, et pour favoriser
le nombre des individus vu leurs intéréts médicaux, un masque mobile est employé
pour "protéger" les bactéries dynamiquement contre la lumiére Ultraviolet (UV) qui
les tue dans des régions en dehors du masque [65,78].

Dans notre cas, nous allons montrer a travers un modéle convectif, comment peut-
t-on protéger une certaine zone fixée face a 'effet d’'une perturbation en utilisant un
actionneur fixe, et ceci a travers une sortie (observation) du systéme. La perturba-
tion est considérée comme étant la densité de population atteinte sur une région a
cause des rayonnements UV. Noter qu’on désigne par zone, une subregion contenant
une certaine densité de population, et par actionneur fixe, un actionneur dont le
support ne dépend pas du temps [43].

Pour décrire ceci, considérons le domaine spatio-temporel 2 =]0,7/4[ et I =]0,T

ou T = 2, et désignons par :

~ Z(x,t) : la densité de population infectée en (z,t) € Q x 1.
— Z(z,0) : la densité initiale de la population infectée.
— p(z,t) : le taux de croissance de la population.

p(x,t) : la capacité de charge du milieu.

— f(x) : la densité¢ de population infectée en ¢ = 0 dans w a cause de lumicre
Ultraviolet (perturbation)

— Bu(t) : un masque (terme de controle).

— o0 : une zone donnée dans €2, contenant une population saine.

Au départ (at =0), et en absence des rayonnements UV ; donc pas de perturbation
(f =0), le domaine §2 contient un certain nombre d’individus tous sains. Par suite la
densité initiale de la population infectée est maintenue nulle (Z(z,0) = 0). Toujours
a l'instant t = 0, s’il y a cette fois-ci une émission de la lumiére UV sur la région
w, alors, il y aura une infection de la population sur une telle zone. De ce fait, si
on désigne par f la densité de population infectée sur w, qui peut étre assimilée
a une perturbation sur le systéme, et si de plus cette perturbation est étalable,
alors la population saine devient de plus en plus infectée (augmentation du taux de
croissance p). Noter qu'une telle infection peut se faire par un changement de ’ADN
des individus sains. Par conséquent, il se peut que la zone ¢ soit vulnérable par les
effets de f. Notre objectif est la détermination d’un terme de contrdle Bu (ce qu’'on
peut assimilé & un masque en pratique) permettant de protéger la zone o face aux
effets de f.

Supposons que les quantités p et p sont des constantes en espace et en temps, et
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que la densité infectée est maintenue nulle au point x = 0. Sur € x I, considérons
I'équation de convection non linéaire de Fisher dont I’état (densité de population

atteinte) vérifie

( Z(x,t) = —c%(m, t)+ Z(x, t)[p — pz(z,t)] + Bu(t) ]0,7/4[x]0,2|
z(0,t) =0 0<t<?2 (5.5.1)
| Z(7,0) = 20(7) + f(2) O<z<m/4

avec z € L*(0,T;2), Z = L*(R2), ¢ > 0, p > 0 et u > 0, soit par exemple ¢ = 37/32,

p=0.5et u=0.5. La donnée initiale z; et la perturbation f sont données par
2o(z) =0 Vael

sin(z) x€w
flx) =
0 ailleurs
ot w =0, 7/16[ désigne le support géométrique de la perturbation f.
Soit o une zone fixée dans  telle que @ Nw = (), par exemple o = [37/16, 7/4].

Le systéme (5.5.1) est supposé augmenté d’'une fonction de mesure (ou observation)

~ w/4
(E) 97(t) =Cxixo2(t) = / Xoz(x,t)dx
0
Considérons aussi le terme de controle Bu(t) = g(x)u(t) avec

1 +exp(z?) 37/32 <z <57/32
g(x) =

0 ailleurs

Le systéme (5.5.1) est un cas particulier de (5.2.1) avec

~ 0z .
Fz = —ca—Z +Z(p— pz) et Bu(t) = g(x)u(t)
x
Les hypotheéses sur F' sont satisfaites car on a F(0) = 0 et F est de classe C! sur Z.
Pour tout (x,t) € Q x I, posons : z(z,t) = Z(x,t) — f(x). Donc en linéarisant F' au

voisinage de f, le systéme (5.5.1) devient
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¢

1) = (et p =)z — 12 4 (of — nf” — o) + glau()

Ox
2(0,t) =0 (5.5.2)
| 2(2,0)=0
) o 0 _
L’opérateur linéaire A; = —ca— +p—2uf engendre sur Z un semi groupe fortement
x

continu donné par

exp[(p—2uf)t|z(x —ct) x>ct
(Sy(t)z)(x) = (5.5.3)
0 O<xz<ct

La solution 2y, du systéme (5.5.2) est donnée dans ce cas par

cpulet) = =i [ Syl =s)3Fa(os)ds+ [ 4= 9)(of = s = s

—l—/o Syt —s)g(z)u(s)ds
(5.5.4)

De plus, la sortie associée a (5.5.2) s’exprime par

7/4
(B) 4°() = Cxtxox(t) = / 2(z, t)dz

/16

5- b Simulations

Avant d’exciter le systéme (5.5.1) (i.e. pour u = 0) nous commengons par représenter
les états dans le cas autonome non perturbé (f = 0) et autonome perturbé (f # 0)
et ceci en tenant compte de (5.5.4) et du changement de variable d’état zs,(z,t) =

Zru(x,t) — f(x) effectué ci-dessus. Nous obtenons alors les deux figures suivantes.
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za(x,t)

FiG. 5.5.1 — Solution du systéme autonome non perturbé (gauche) et perturbé (droite)

Sur la figure 5.5.1 nous avons représenté I'état zp, du systéme autonome non per-
turbé (& gauche) et 'état zf o du systéme perturbé non contrdlé (a droite). Ceci veut
dire que la densité de population atteinte qui a été maintenue nulle en ¢ = 0 (dans
ce cas tous les individus sont sains) augmente de plus en plus au cours du temps
sous l'exposition aux rayonnements UV.

Considérons maintenant la propriété P engendrée par la perturbation f, donnée par

PZf,()(.’L', t) = gﬁo({lf, t) 7’é 50,0(1', t)

puis les sous ensembles (wy ;) et la trajectoire 7; de P définis respectivement par

wror ={r € Q: PZo(z,t)} et Ty = me,s

s<t

18r

16

14r

12f

0.8

0.6

0.4r

0.2r

F1G. 5.5.2 — Trajectoire 7; de la perturbation f en absence du contréle, et vulnérabilité
de la zone o = [37/16, 7/4] ~ [0.59,0.78]
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alors on constate que la perturbation f est étalable et que la zone o est f-vulnérable.
Ainsi, U'instant ¢; ot f commence a atteindre o est tel que t; = 3 (figure 5.5.2).

Dés que o n’est pas encore atteinte, nous allons voir comment peut-t-on la protéger
a l’aide d’un controle convenable u et ceci en appliquant le résultat de la proposition
5.2. De ce fait pour pouvoir protéger o, nous remédions a l'effet de f sur une zone
D localisée sur la trajectoire 7; avant que celle-ci ne passe pas par o. Cela n’est
pas en contradiction avec le fait de procéder par la notion de retard. En effet, du
moment ot la perturbation f s’étale a partir de w et que la zone o soit vulnérable,
nous avons calculé le premier instant ¢; ol o serait atteinte. Donc, en se fixant une
zone D localisée sur 7; et que cette trajectoire n’atteigne pas encore o, le probléme
du controle o-protecteur se rameéne ainsi a celui de la remédiabilité régionale sur D
au bout d’'un certain temps 7 fixé (remédiabilité pendant |0, 7[) avec 7 < t;. Par

suite nous sommes ameénes a résoudre le probléme suivant

Trouver u € L*(0,T;U) :
(5.5.5)
Y Pu(1) =y 6o(1) = Cxpxpf

avec ¥y ?u désigne 1'observation sur la zone D et qui est donnée par

Y ][‘?u(t) = OXpXpZfu(t) = / Zru(x,t)de
D

Comme y §(t) = 0Vt € I, alors cela revient a déterminer un controle u tel que

—u/ / Se(r — s)z?u(:ﬁ,s)dsdm%—/ / St — 8)g(z)u(s)dsdx
D Jo ’ D Jo
(5.5.6)
+ ST = s)(pf — pf* —ex=)(x)dsdx = 0
D Jo ox
Considérons la zone D = [37/32,57/32] comme il est montré sur la figure 5.5.3

ci-dessous, et donc 'instant 7 correspondant est 7 = 1; c¢’est I'instant ou la zone D

est entiérement atteinte par les effets de f (voir figure 5.5.2).

f
LBM
| : ]
0 © x 3n D S 3n Y i
16 32 32 16 4

Fi1G. 5.5.3 — Différentes zones considérées
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Le probléme (5.5.6) peut étre résolu en appliquant 'algorithme 4.1 pour la déter-
mination d’un controle permettant de compenser régionalement, les effets d’une

perturbation étalable (voir chapitre 4). Ainsi nous obtenons les figures suivantes.

1.8

161

14r

12r

0.8

0.6

0.4

0.2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

F1G. 5.5.4 — Les deux trajectoires de la perturbation f en absence (a gauche) et en
présence (& droite) du controle u. Sous leffet de u, o = [37/16,7/4] ~ [0.59,0.78] est
f-protectable

u()

Fi1G. 5.5.5 — L’état du systéme perturbé controlé (5.5.1) (& gauche) et le controle protec-

teur de o (a droite) a l'itération n = 20.

Par conséquent, en remédiant a l'effet de f pendant l'intervalle de temps J =0, 7]
sur la zone D qui est déja affectée par un tel effet, on a représenté sur la figure 5.5.4
a droite, la trajectoire de la propriété P associée au systéme perturbé controlé. On
en déduit que le controle u donné sur la figure 5.5.5 & droite, qui a compensé f sur
D, a permis d’arréter I’étalabilité de f a partir de I'instant 7 vers la zone o, et donc
c’est un controle protecteur pour o. Finalement, nous avons représenté sur la figure
5.5.5 & gauche I’état du systéme (5.5.1) associé a ce controle, cela montre que sur o,

I’état perturbé controlé représentant la densité de la population infectée, coincide
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avec celui du systéme autonome non perturbé qui a été maintenu nul (Z9 = 0),
donc tous les individus occupant la zone o sont protégés pendant tout l'intervalle

de temps I = [0, T face aux effets de ceux infectés a cause des rayonnements UV.

Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons donné une extension du controle protecteur a une classe
de systémes distribués non linéaires. Pour caractériser les controles protecteurs, une
approche par remédiabilité d’un certain systéme non linéaire a retard a été utili-
sée. Ainsi, en se basant sur les techniques du pseudo inverse, nous avons résolu ce
probléme, en mettant en oeuvre un algorithme pour le calcul du controle souhaité.
Comme nous ’avons signalé, une difficulté est survenue lors de I'application directe
d’un tel algorithme, c’est ce qui nous a amené a exploiter cette approche autrement.
En effet, étant donnée une perturbation étalable, nous avons montré qu’il est pos-
sible de protéger une zone vulnérable en remédiant sur une autre région atteinte
localisée sur la trajectoire de la perturbation en agissant avant le premier instant
ol la perturbation commence a atteindre la zone destinée a protéger. Ceci est illus-
tré en considérant une variante de ’équation non linéaire de Fisher modélisant un

probléme de dynamique de bactéries.

166



Conclusions - Perspectives

Dans ce travail, nous avons considéré quelques concepts d’analyse régionale des sys-
teémes distribués. Cela concerne essentiellement ’étude des problémes de la compen-
sation régionale des perturbations étalables (remédiabilité régionale) et la protection
des zones vulnérables (controle protecteur). Les résultats obtenus pour les systémes
distribués linéaires perturbés, ont été aussi étendus a une certaine classe de systémes
distribués non linéaires perturbés au niveau de la condition initiale.

En se basant sur le principe de la remédiabilité régionale, nous avons pu mettre une
connexion entre les deux concepts de la remédiabilité et de 1’étalabilité a travers celui
de la vulnérabilité, en considérant ce qu’on a appelé "perturbation étalable" et zone
vulnérable. Nous nous sommes intéressés au cas ou la perturbation affectant 1’état
d’un systéme linéaire, est définie sur une région w, étalable a partir de cette région
et pour laquelle une zone fixée o (avec @ Nw = ) est vulnérable. Par conséquent,
nous avons formulé et résolu le probléme de la neutralisation des effets d’une telle
perturbation qui affectent la zone o.

D’autre part, et vu le fait qu’il existe des phénomeénes non remédiables sur des zones
atteintes, ou leurs remeédes existent mais ils sont & cotits trés élevés, il a paru intéres-
sant de pouvoir considérer le probleme de la protection de ces zones avant qu’elles
soient affectées. Nous avons caractérisé les solutions d’un tel probléme par deux ap-
proches différentes : La premiére fait appel a des familles de transformations dites
adaptables a I’évolution du systéme, tandis que la deuxiéme est basée sur la remédia-
bilité régionale d’un certain systéme linéaire a retard bien précisé. L’aspect commun
de ces deux approches est de faire dévier la trajectoire de la perturbation étalable
pour qu’ell ne puisse pas passer par la zone o. Différentes autres caractérisations du
controle protecteur ont été données, et aussi le probléme du contréle protecteur a
énergie minimale a été étudié. Comme application, nous avons considéré le systéme
de transport linéaire bidimensionnel.

Cela étant, et pour pouvoir répondre a de nombreuses situations concrétes (pollu-
tion, épidémies, dynamique de population, etc) qui sont généralement modélisées

par des systémes non linéaires, nous avons pu faire une extension des deux concepts
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de la remédiabilité régionale et du controle protecteur, & une certaine classe de sys-
témes distribués non linéaires perturbés au niveau de la condition initiale.

A T'aide de certaines transformations convenables, et plus précisément d’une linéari-
sation du systéme au voisinage de la perturbation, nous avons établi en un premier
lieu un résultat d’existence et d’unicité de la solution du systéme considéré. Cela
est possible, sous certaines hypothéses, en appliquant le théoréme du point fixe de
Banach. L’intérét de la transformation du systéme autour de la perturbation est
de comprendre la maniére d’évolution de la trajectoire de la perturbation étalable,
définie & partir de ’état du systéme perturbé, et par suite, pour pouvoir controler
une telle trajectoire. Ensuite, nous avons étudié le probléme de la remédiabilité ré-
gionale en utilisant les techniques du pseudo inverse. Ce qui nous a permis de donner
un algorithme pour le calcul du controle assurant la compensation régionale de la
perturbation.

Concernant le probléme du contréle protecteur, nous avons considéré une classe de
systémes non linéaires a vitesse de propagation finie, et comme pour le cas linéaire,
nous avons utilisé une approche par remédiabilité d'un systéme non linéaire a retard
pour caractériser les solutions d’un tel probléme. Sous certaines hypothéses, nous
avons étudié ce probléme en s’inspirant des techniques utilisées pour I’étude de la
remédiabilité. A ce niveau, une difficulté est rencontrée lors du traitement numérique
d’un tel probléme vu la présence des nonlinéarités et du retard. Ceci nous a conduit
a exploiter ce concept autrement. Il s’agit de compenser les effets de la perturbation
étalable sur une zone atteinte D localisée sur la trajectoire de la perturbation avant
que celle-ci atteigne la zone vulnérable o, comme le probléme de la dynamique de
bactéries a été donnée en considérant une variante de 1’équation convective non li-

néaire de Fisher.

Bien que ce travail ait été réalisé par une analyse théorique munie de quelques si-
mulations numériques portant essentiellement sur les systémes de transport, nous
pensons que les outils nécessaires pour le décrire peuvent étre utiles dans 1’étude
de nombreux autres problémes. Nous citons quelques problémes que nous comp-
tons étudier dans la suite, et des potentielles applications. Pour cela, précisons les

notations suivantes
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| 2x]0,7[ Domaine spatio-temporel.
r,T; Frontiére ou parties de la frontiére de (2.
Z, % Etats du systéme.
F F; Dynamiques non linéaires.
g, Gi Conditions aux limites.
h, h; Conditions initiales.
f, fi Perturbations spatiales ou spatio-temporelles.

Cela étant, les problémes que nous comptons considérer par la suite concernent les
classes des systémes mis en jeu, la localisation et le nombre des actionneurs et cap-

teurs, et aussi le choix de certaines zones particuliéres :

1. L’étude faite dans ce travail repose sur la remédiabilité et le controle protecteur
des systémes non linéaires perturbés au niveau de la condition initiale. Qu’on est-il
de ces problémes dans le cas ou le systéme est 1'objet, en plus de la perturbation
initiale, d’'une autre perturbation frontiére ?

Le systéme a prendre en considération peut étre représenté sous la forme

/

Z(x,t) = Fz(x,t) Qx]0, T

z(&,t) = g(&,t) + f1(&,t)  T'x]0,T] (5.5.7)

| 2(2,0) = h(z) + fa(z) Q

Dans ce cas, I'étalabilité peut provenir de la perturbation f; et/ou fs, et par suite
différentes situations pour la controler sont possibles : Il s’agit d’appliquer des ac-
tions & l'intérieur et/ou a la frontiére du domaine.

Pour pouvoir décrire ce probléme en s’inspirant des techniques utilisées dans ce tra-
vail, il est utile de faire certaines transformations du systéme (qui ne sont pas assez
faciles) : Choisir convenablement des profils autour desquels ces transformations se-
ront manipulables pour aboutir a une nouvelle formulation permettant de faciliter
I’analyse et le controle de telles situations. Remarquons que dans le cas ot la dyna-
mique F' est linéaire, et que fo = 0, une transformation a ’aide de 'opérateur de
Green pourrait suffir pour répondre a ce probléme et ceci en considérant un controle

frontiére.

2. Un autre probléme qui parait intéressant a étudier est celui ot la dynamique non

linéaire F' ne vérifie pas nécessairement les hypothéses qui étaient faites. C’est le cas
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par exemple d'un systéme couplé avec au moins deux dynamiques F; et Fy telles

que F # (Fy, F»). Dans ce cas, nous pourrons considérer la représentation suivante

( 21(x,t) = Fi(z1, 20) (2, 1) Qx]0, T

Zo(w,t) = Fy(z1, 20) (2, 1) Qx]0,T7

z1(£7t> :gl(£7t> +f11<€7t) FZX}OvT[
(5.5.8)

22(€a t) = 92(57 t) + f21(€7 t) ij]()? T[

z1(x,0) = hy(x) + fiz2(x) 0

( 22(2,0) = ha(z) + fa2(2) 0

Pour pouvoir controler 1’étalabilité engendrée par I'une au moins de ces 4 perturba-
tions (i.e. remédier ou protéger certaines zones), une analyse mathématique est tout
a fait nécessaire. Cela consiste a réarranger les différentes équations pour pouvoir
comprendre le comportement de ces perturbations, et donc, pour spécifier ’endroit

ol les actions seront réparties.

3. Dans le chapitre 5 nous avons utilisé une approche basée sur la remédiabilité d’un
certain systéme a retard, pour caractériser les solutions du probléme du controle
protecteur d’une zone vulnérable o face aux effets d’une perturbation étalable a
partir d’une région w. Cela consiste a remédier sur une autre zone D localisée sur
la trajectoire de la perturbation étalable avant que celle-ci atteigne la zone o. Un
troisieme probléme qui devrait étre déduit est celui du choix de la zone D a y re-
médier au bout d'un certain temps 7. Il s’agit d’'un probléme d’optimisation dont
I’étude nécessite la détermination d’autres critéres comme par exemple la distance
entre la source w de la perturbation et la zone vulnérable o et la vitesse de 1’étalabi-
lité. Ainsi, se posent les problémes de la localisation des actionneurs et du controle

optimal assurant la protection de la zone o.

L’objectif de ces perspectives est de poursuivre nos travaux motivés essentiellement
par des problémes environnementaux et plus particuliérement celui de la pollution
des eaux souterraines ou de surface.

Industrielles, agricoles, ou méme domestiques, la pollution n’a cessé de dégrader la
qualité de I'eau. Ces atteintes entrainent de graves déséquilibres environnementaux

au sein des écosystémes et constituent une menace directe pour la santé publique.
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Les pollutions d’origine agricole sont majoritairement dues a I’application de ferti-
lisants et de pesticides en surface sol, qui, une fois infiltrés, ils se retrouvent dans la
zone non saturée et migrent vers les nappes (voire figure ci-dessous).

Les modeles de pollution sont des descriptions mathématiques du transport, de la
diffusion et des reactions chimiques des produits polluants. Ils sont gouvernés par
des équations aux dérivées partielles, ol les inconnues sont généralement la concen-
tration de polluants, la charge hydraulique, etc.

Lorsqu’il s’agit d’'une convection pure qui est due a la dispersion des polluants, ou
d’une diffusion pure ou les particules chimiques polluantes ont tendance a aller des
zones de haute concentration vers des zones de faible concentration, on retrouve
généralement des modeéles de type (5.5.7). Sinon il s’agit d’une modélisation sous la
forme d’un systéme couplé de type (5.5.8).

La zone non saturée (ZNS) joue un role important dans 1’étude de ces systémes car,
c’est dans cette interface que les échanges d’eau, polluants et microorganismes, se
produisent vers la nappe. Généralement, les écoulements peuvent étre verticaux ou
horizontaux dans la ZNS, ainsi, il est nécessaire de comprendre le fonctionnement
hydrodynamique de la zone non saturée afin d’étudier le lessivage des polluants.
En effet, la vitesse d’infiltration de ces polluants et la perméabilité de la ZNS, etc,
sont des indicateurs capitaux pour estimer l'instant ou les polluants commencent a
atteindre la nappe, et par suite se pose le probléme de sa protection. Pour pouvoir
étudier ce probléme, nous proposons d’appliquer le principe de 1'approche donnée
ci-dessus (probléme 3) et ceci en remédiant sur une région convenablement choisie

dans la zone non saturé (voir figures ci-dessous).

ZNS
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ZNS

%
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Z 1S : Zone interface sol

Z NS : Zone non saturée

o : Une nappe souterraine

f : Un ensemble de polluants

w : Support de f

¢o : concentration initiale de f

¢ : sa concentration apreés infiltration

D : Une zone de traitement.
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Résumé : Cette thése concerne I'étude de quelques concepts introduits dans le
cadre de I'analyse régionale des Systémes & Paramétres Distribués. En particulier,
les problémes de compensation des perturbations étalables et protection des zones
vulnérables y sont traités. Lorsqu’un systéme distribué subit une perturbation éta-
lable, certaines zones données (vulnérables) peuvent étre atteintes par les effets
de cette perturbation. Pour de telles zones nous montrons, en un premier temps,
comment remédier a ces effets lorsque celles-ci sont atteintes. Ensuite, nous consi-
dérons le probléme du controle protecteur qui consiste a pouvoir protéger de telles
zones avant qu’elles soient atteintes. Plusieurs caractérisations de ces deux types de
controles (remédiable et protecteur) sont données. Les résultats obtenus pour les
systémes linéaires, sont étendus a une certaine classe de systémes distribués non
linéaires. Pour illustrer ces concepts, quelques exemples et applications sont consi-

dérés.

Mots clés : Systéme distribué, Analyse régionale, Perturbation, Etalabilité, Vulné-

rabilité, Remédiabilité, Controle protecteur.

Abstract : This thesis is related to the study of some concepts introduced in the
regional analysis of distributed parameters systems. Particularly, problems of com-
pensation of the spreadable disturbances and protection of the vulnerable areas are
considered. When a distributed system undergoes a spreadable disturbance, some
given zones (vulnerable) can be reached by the disturbance effect. For such a zones,
we show in the first time, how to remedy at this effect when these zones are reached.
Moreover, we consider the problem of protector control which consists in being able
to protect such a zones before that they will be reached. Several characterizations
of these two controls (remediable and protector) are given. The obtained results for
the linear systems, are extended to a class of nonlinear systems. To illustrate these

concepts, some examples and applications are considered.

Key words : Distributed system, Regional analysis, Disturbance, Spreadability,
Vulnerability, Remediability, Protector control.



