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Résumeé

RESUME

Le cadre général de ce travail concerne la prédiction du comportement des ouvrages en
béton armé et/ou métalliques et en particulier les murs porteurs en béton armé soumis a des
charges mécaniques séveres. La modélisation de ces structures sous de telles conditions doit
étre capable de tenir compte de maniere fiable et efficace du comportement discontinu local
ainsi que de la réponse globale de 1’ouvrage. Le modéle de simulation numérique développé
dans ce mémoire de thése est basé sur la formulation de la méthode des forces (méthode de
flexibilité). Un élément fini plaque multicouche multicellulaire de type flexible a été développé.

Ce modeéle a été valideé, dans un premier temps, par un calcul analytique sur des structures
métalliques, des structures en béton et en béton armeé. Dans un deuxiéme temps, nous avons
simulé les essais cycliques alternés (sous chargement sismiques) réalisés sur des voiles porteurs

en béton armé par une table vibrante.

Le modéle élément fini a été couplé par un modele de comportement élastoplastique pour les

armatures et par un modéle d’endommagement pour le béton.

Les résultats issus de la simulation du comportement cyclique alterné de structures en béton
armé, dans des conditions proches de celles du projet, montrent la capacité du modele a prédire

le comportement non-linéaire et les performances post élastiques de ces structures.

Mots clés : Eléments finis multicouches multicellulaires, Méthode des forces, Murs porteurs,

béton armé, chargement sismique, calcul a la rupture.




Résumeé

ABSTRACT

The general framework of this scientific work is the behavior prediction of reinforced
concrete and / or metal and in particular of reinforced concrete bearing walls under severe
mechanical loading. The modeling of these structures under such conditions must be able to
consider reliably and efficiently the local discontinuous behavior of the overall response of
structure. The numerical simulation model developed in this thesis is based on the formulation
of the force method (flexibility method). A finite element plate multilayer multicellular flexibly

was developed.

This model has been validated in a first step, an analytical calculation of metal structures,
concrete and reinforced concrete structures. In a second step, we simulate alternating cyclic
tests (under seismic loading) performed on reinforced concrete bearing walls on a vibrating
table.

The finite element model was coupled by a model of elastoplastic comportment for

reinforcement and a damage model for concrete.

The results of the simulation of cyclical alternating behavior reinforced concrete structures,
in conditions similar to those of project, demonstrate the model's ability to predict the non-

linear behavior and post-elastic performance of these structures.

KEYWORDS: Finite element multilayer multicellular, Force method, Bearing walls, Reinforced

concrete, Seismic loading, Rupture of calculation.




Liste des parametres

LISTE DES PARAMETRES

q,, effort distribué suivant la direction z

q, , effort distribué suivant la direction y

{Z(u)}, le vecteur des contraintes généralisées
W, , est le travail intérieur de la plaque ou du systéme des plagues

W,

ext !

est le travail extérieur de la plaque ou du systeme des plaques

E, est le module d’Young et Eg est le module d’Young initial

E,, est le module d’Young des armatures d’aciers

E., est le module d”Young du béton

E;, est la pente de la courbe en cours d’écrouissage des barres d’aciers
v, le coefficient de Poisson

{d (u)}, le vecteur des déformations généralisées

k', le facteur de correction de cisaillement

h. et p, ,sont I’épaisseur et la masse volumique d’une couche « i »

h, est I’épaisseur d’une poutre ou de la plaque

p, est lamasse volumique de la plaque
D, endommagement du béton

D, , endommagements dd a la traction
D, , endommagements dii a la compression

S, est un parametre pour ajuster le comportement du modéle (Modele de Mazars) en
cisaillement

A., B, sont des coefficients du modele de Mazars identifies a partir des essais en

compression et en traction

a, , est un paramétre (calculé par un essai de traction) du modéle de Mazars
B, et B, sont deux paramétres homogenes a des contraintes( La Borderie)

£,4, déformation eéquivalente




Liste des parametres

€po, seuil d’endommagement
€pot, Seuil d’endommagement en traction
€poc, Seuil d’endommagement en compression

Sl

= g,, est la deformation élastique

¢, est la déformation ultime du béton

cu’

&, , est la déformation ultime des armatures

f., la contrainte ultime en compression du béton

f,, la contrainte ultime en traction du béton

o™  est la contrainte de tolérance

o, , est la contrainte la limite élastique des armatures
o, est la contrainte de refermeture de fissure du modéle La borderie

s , est le glissement a un moment donné

S,,S,,S;, sont des glissements seuils pour les différents étapes de détérioration

7, est la contrainte de cisaillement

7,75, Sont des contraintes de cisaillement seuils pour les différents etapes de détérioration

7., est la contrainte résiduelle ultime par frottement.
7¢,7; , sont des contraintes résiduelles seuils de frottement
a, , est un parametre de calcul du modéle de liaison acier-beton

{F

}, est le vecteur force élémentaire nodal extérieur d’un élément fini
{Z}}, est le vecteur force élémentaire nodal extérieur réduit d’un élément fini
[R] , est la matrice de passage du systeme sans modes rigides de déformation
{q}, est le vecteur des déformations généralisées

{ue} , est le vecteur des déplacements élémentaires dans le repere local

{U e} , est le vecteur des déplacements élémentaires dans le repere global

[P], est la matrice de passage géométrique du repére local au global




Liste des parametres

W, , est le poids du point de Gauss

J, , est la Jacobeen de transformation
C . T . . . .
Fooxing , est la matrice de flexibilité de la cellule triangulaire inferieure

C . T R . , -
Fﬂexsup , est la matrice de flexibilité de la cellule triangulaire supérieure

[ D,y (£,77) |, est la matrice qui représente les fonctions d’interpolation de la membrane &

flexion

[b,. ], est la matrice qui représente les fonctions d’interpolation de cisaillement
[ Hew (£,17) ], st la matrice raideur de la membrane & flexion

[He (&,7)], est la matrice raideur de cisaillement

{dcmf (< 77)}, est le vecteur des déformations de la membrane & flexion

{d (&,m)}, est le vecteur des déformations de cisaillement

......

[Fe } est la matrice de flexibilité élémentaire

flex

[ IK* ], est la matrice de rigidité élémentaire

[M,.., |, est la matrice de masse élémentaire

A , est la section de la barre d’acier

, est appelé facteur de sur-relaxation

[Ki, (U)], est la matrice de rigidité globale tangente

[IK], est la matrice de rigidité globale

{R,}, est le vecteur global du redu

{F.(U)} : Le vecteur global des efforts résistants internes,

{F

ext

(U] )} . Le vecteur global des sollicitations extérieures appliquées

R

P

initialement R, (le seuil de plasticité)

est le parametre d’écrouissage fonction de la déformation plastique cumulée k et vaut

-




Liste des parametres

o, » est la contrainte équivalente de Von Mises

J, , est le second invariant du déviateur des contraintes
E, ., est I’énergie potentielle totale

P, , est charge ponctuelle

M , est un moment de flexion

¥ , est une courbure
Z. est la courbure a 1’état élastique
M., estle moment élastique
M, estle moment plastique
T, effort de cisaillement
N, effort normal
L,, est la longueur d’une zone plastifiée
a,, est le coefficient d’équivalence acier / béton
f , est le facteur de forme
I, est le moment d’inertie
¢, est la déformation de I’acier comprimé
&, est la déformation de I’acier tendu

¢, est la déformation du béton

c !

f,, est la contrainte du béton
fsl , est la contrainte de I’acier comprimé
f,, est la contrainte de I’acier tendu

f,, est la contrainte élastique de I’acier métallique
0, est un déplacement (fleche)

F_, est la force de compression dans le béton

oy, est le coefficient du moment résistant

My, est le moment résistant

g, est un coefficient d du comportement du sol
ag, est I’accélération du sol

Ma  est le coefficient de ductilité en déplacement

-
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NE, est la charge normale de calcul

VE, est la force statique équivalente

he, est le bras de levier ou hauteur d’application de Vg
Mg, est un moment de flexion

., est le diametre nominal des armatures de bord

., est le diamétre nominal des armatures d’ame

f, ., est la contrainte de plastification des armatures de bord
f, .« st 1a contrainte de plastification des armatures d’ame
f,, estlalimite élastique des armatures transversales

a,, B, K, sont des parameétres de calcul d’ajustement

p, est le pourcentage d’armatures verticales concentrées

Po, est le pourcentage d’armatures verticales uniformément réparties
Pt, est pourcentage d’armatures horizontales uniformément réparties
|, est la largeur d’un voile

b, est 1a largeur d’une poutre

L, est la longueur de la poutre ou de la plaque

Ao, €St le déplacement inélastique total ou maximal de la structure
Ay, est le déplacement de la plastification

V,, est la vitesse du chargement cyclique

F,, est laforce latérale appliquée ou résistance nominale

Aw, est le déplacement latéral

S, est ’espacement vertical des aciers transversaux S, de bords
S, » est ’espacement vertical des aciers transversaux S, d’ame
A, est la déformation de rupture

Re. ., €st la contrainte de plastification,

R, est la résistance maximale

A , deplacement résultant
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INTRODUCTION GENERALE

Introduction

Les risques naturels sont a 1’origine des situations socio - économiques colteuses et
quelquefois graves en termes de nombre de victimes et de blessés. Dans la famille des risques
naturels, les séismes occupent le premier plan, provocant assez systématiquement des dégats
dans les ouvrages de génie civil (batiments, ponts, centrales nucléaires, barrages...) [AF 02 ;
03 ; 04]. C’est la raison pour laquelle la prévention et la connaissance du comportement aux

séismes de ces ouvrages sont indispensables.

Dans le but d’étudier le comportement des murs en béton armé sous sollicitation sismique,
plusieurs programmes de recherche ont été réalisés ces dernieres années. Le projet CASSBA
[BR 94] (Conception et Analyse Sismique des Structures en Béton Armé) a déemontré le bon
fonctionnement de voiles faiblement armés, simplement posés sur une table vibrante. Le
programme CAMUS [CA 01] [CO 00] [BI 02] (Conception et Analyse des Murs sous Séisme)
s’inscrivait dans le cadre de la maitrise du risque sismique pour des voiles en béton armé
dimensionnés selon I’Eurocode 8 ou les reégles PS92, simplement posés sur une couche de sable
ou encastrés sur la table sismique et sollicités dans leur plan. L’objectif scientifique de ces
programmes est de progresser dans la connaissance du comportement des ouvrages sous
séismes et en particulier sur la prédiction du comportement sismique des structures en Béton

Armé.

Dans la protection parasismique des structures, la philosophie de conception sur la base d’un
comportement é€lastique linéaire des structures est maintenant délaissée en faveur d’une
approche adoptant un comportement non linéaire et/ou d’endommagement [AB 07] [NG 06.a,
b, c] [MA 84 ; 90; 05; 06]. L’avantage de 1’adoption du comportement non linéaire d’une
structure est mis en évidence depuis longtemps. Les dommages subis par les éléments
structuraux jouent le role d’un filtre, limitant le niveau des sollicitations. Cette conception
basée sur 1’aspect ductile des mécanismes cinématiques exige toutefois une trés bonne maitrise

des non-linéarités qui peuvent se développer dans les structures durant un séisme de forte

-



Introduction Générale

intensité [KO 00; 03; 04, 05.a; 05.b]. L’adoption du comportement d’endommagement
permet une modélisation des propriétés mécano-thermiques [MO 07].

L TEICY

Figure 1.2 : effondrement d’un pont suite a son mouvement de pendule généré par le séisme

(Séisme de Kobe)
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Séisme de Kobe : rupture dans un batiment

Figure 1.3 : rupture dans un batiment (Séisme de Kobe)

Dans cette étude, nous nous intéressons particuliérement aux ouvrages ayant comme principaux
éléments de résistance des voiles en béton. Les voiles sont des structures verticales a deux
dimensions. lls présentent généralement une grande résistance et rigidité vis-a-vis des forces
horizontales dans leur plan. lls sont tres présents dans les constructions notamment en Génie

civil. lls jouent un rdle trés important pour la sécurité sous chargement sismique [DA 85].

Echelle et niveau de modélisation

La modélisation des structures passe d’abord par le choix d’un niveau de modélisation et d’une
échelle de discrétisation. Nous pouvons distinguer quatre niveaux de modélisation [ME 95] :

Le niveau géologique : il vise a traiter une structure dans un environnement naturel par
référence a des données géologiques. Les principales caractéristiques de 1’ouvrage sont prises
en compte méme si sa géometrie peut étre simplifiée. Le but de ce type de modélisation est de
déterminer les déformations du sol et celles de 1’ouvrage. Ce niveau de modélisation est bien

adapté a la simulation des ouvrages géotechniques comme les ouvrages de soutenement et les
barrages.

Le niveau global : il vise a traiter une structure dans son ensemble, comme un batiment

modélisé par des éléments poutres ou plaques et/ou coques par exemple.
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Le niveau semi - local : il correspond a 1’étude d’un élément de structure. Pour un batiment,
c’est le comportement des planchers soumis a des charges localisées qui peut étre visé par

exemple.

Le niveau local : il correspond a 1’étude d’une partie détaillée de la structure. Pour un
batiment, il s’agit des parties dont les dimensions sont faibles comparés aux éléments
structuraux principaux (planchers, voiles...).

Trois échelles de discrétisation de structures par éléments finis peuvent dans ce cadre étre définies [MI
91]:

L’échelle globale : le comportement inélastique de la section courante, prise dans son ensemble, est
défini a partir des lois de chaque matériau, formulé directement en fonction des contraintes généralisées
que sont les efforts résultants sur une section (effort normal, moment fléchissant ...).

Différents types de lois existent : lois pour la flexion, pour le cisaillement, pour la traction -
compression. Elles conduisent a des relations de type moment - courbure, effort normal -
allongement, moment de torsion -rotation [CL 06] [TA 70]. Les interactions entre deux efforts
géneéralisés peuvent également étre prises en compte en définissant des surfaces limites dans
I’espace des contraintes généralisées et en appliquant la théorie de la plasticité. Cette approche
globale permet d’obtenir des temps de calcul réduits mais ne donne pas d’informations sur les
comportements locaux (fissurations par exemple). Elle se limite aux structures de type poutre,
la généralisation aux plaques et aux coques demeurant trés délicate. Le concept de macro -
élément fait aussi partie de cette échelle de discrétisation. Le comportement non-linéaire global
est alors exprimé en termes de variables globales identifiées a partir d’analyses locales [EL 92]
[FL 93] [DA 98] [CR 0l1.a; 01.b; 02] [GR 05].

L’échelle locale : la discrétisation est réalisée avec les éléments de milieu continu, de type
bidimensionnels (2D) ou tridimensionnels (3D). La loi de comportement du matériau est une relation de
type contrainte - déformation. Cette modélisation, treés fine, permet d’obtenir des informations locales
sur 1’état de fissuration, d’endommagement, de plastification du matériau, car 1’état du matériau est pris
en compte en chaque point d’intégration de I’¢lément fini considéré. Cependant, 1’analyse est
relativement lourde et nécessite des stockages et des temps de calcul trés importants [IL 00.a ; 00.b],
[SA 03].

L’échelle semi - locale : elle constitue un compromis entre les deux approches précédentes. Le champ

des déplacements est décrit par les déplacements et les rotations d’un élément poutre, plaque ou coque,
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avec les hypothéses cinématiques classiques. Le comportement des matériaux est traité au niveau local.
L’intégration du mode¢le rhéologique est en général réalisée par une intégration numérique sur la hauteur
(en 2D) [OW 80] [DU 97] [GH 98 ; 02] ou dans les deux directions (3D) [GU 94] [SP 96a ; 96b] [PE
99] [KO 00 ; 04 ; 05a] [MA 06].

La simulation du fonctionnement des structures sous chargement sismique conduit généralement a des
problémes de grande taille. L’échelle locale permet d’aborder des problémes complexes tels que le
cisaillement non-linéaire et la réponse d’un ouvrage jusqu’a la ruine. Néanmoins, cette approche est trés
délicate a mettre en ceuvre et demande beaucoup d’expérience de la part de 1’utilisateur. C’est la raison
pour laquelle les travaux présentés dans ce mémoire de theése se situent d’abord au niveau global avec
une discrétisation semi-globale, puis ensuite une description du niveau local sera présentée. Plus
spécifiqguement, nous adoptons des éléments finis plaques multicouches multicellulaires dont plusieurs

formulations seront présentées en détail par la suite.

Organisation du mémoire

Ce travail de these sera développé en quatre chapitres :
¢ Le chapitre 1 débutera par une synthese bibliographique sur le Comportement Mécanique
et Modélisation numérique du béton et de 1’acier. Plusieurs modeles numériques seront

également présentés.

% Le chapitre 2 présentera la théorie permettant de mettre en place les éléments plaques
Multicouches Multicellulaires. Aprés une introduction qui porte sur I’intérét des méthodes
simplifiées, I’échelle de modélisation et de discrétisation, plusieurs éléments finis plaques
Multicouches Multicellulaires de cinématique Timoshenko et Euler - Bernoulli seront
détaillés. Dans ce cadre, les éléments finis plaques Multicouches Multicellulaires de type
Timoshenko (flexibilité-FLX) et de Kirchhoff (Discrete Kirchhoff Triangle-DKT) sont
choisis pour le béton ainsi que les éléments finis barre de type Euler-Bernoulli pour les
armatures. Des exemples d’applications avec ces types d’éléments seront présentés. Ils
concernent la modélisation des essais sur les poutres et les murs en béton armé soumis a des

chargements cycliques.

¢ Le chapitre 3 se basera sur une Analyse de la Réponse d’une Structure sous Chargement
Statique Monotone Croissant a la Ruine. Ici, nous avons étudié puiseurs structures (poutre

en béton armé, poutre métallique, plaque en béton, voiles en béton armé). Nous avons

.
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présenté les résultats d’un calcul analytique par le BAEL 91(BAEL 91/A.4.5.1) et
I’Eurocode [CP 02] [EU 92. A ; 92.a] [EU 97.a; 97.b], et les résultats des essais sur les
voiles en béton armé [AL 99.a; 99.b; 07] [NZ 95] en confrontation avec ceux du modéle

numerique. Ces études nous ont permis de valider le modéle numérique.

Le chapitre 4 est consacré a 1’Analyse Cyclique des voiles en béton armé de section
rectangulaire en béton armé sous chargement sismique et plus précisément les voiles
porteurs élancés en béton armeé. On présentera dans ce chapitre une comparaison entre les
résultats du modele numérique et ceux des essais sur des voiles porteurs élancés, en béton
armé. En effet, ces voiles sont semblables & ceux utilisés dans le domaine de la construction

nucléaire. Ils sont soumis a des efforts dynamiques de cisaillement.

o
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Introduction

Le modele développé dans cette thése est basé sur la théorie des plaques. Dans ce premier
chapitre, nous présentons, dans un premier temps, a I’échelle globale plusieurs éléments finis
de la théorie Hencky-Love-Kirchhoff (DKT, DKTG...) et de la théorie de Reissner (DST,
DSQ) tout en mettant en évidence certains problémes numériques que rencontre les chercheurs
notamment celui du blocage par cisaillement. Nous ferons quelques propositions parmi les
solutions présentes dans la bibliographie qui permettront de mieux gérer ce probléme.

Dans un deuxiéme temps, nous allons présenter également quelques résultats relatifs au
comportement mécanique et modélisation numérique du béton et de 1’acier présents dans la
littérature [NG 6b]. Aprés avoir donné la description de certains éléments finis de la théorie des
plaques, nous présenterons au cours de ce chapitre plusieurs formulations des éléments finis
plagues de cinématique Timoshenko, Kirchhoff et Euler- Bernoulli existantes dans la
bibliographie [JE 90.a ; 90.b] [KO 00] [NG 06.c].

1.1 : Eléments de la théorie des plagues
Soit une plaque droite 3D de longueur L et de largeur | orientée selon les directions respectives

X ety et soumise a un effort distribué g, figurel.4.

Plaque
z Y

Béton arme

h

| | armature diamétre dy

feuillet moyen Nappe d'armatures equivalente

armature diamétre iy feuillet moyen

Figure 1.4 : Dalle en béton armé

Les plaques sont des structures tridimensionnelles dont une dimension, 1’épaisseur h, est trés inférieure
aux autres dimensions. L’hypothése de base est donc que dans cette direction la déformation

longitudinale est nulle (la contrainte correspondante est négligée). Cela se traduit commodément par

.
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o, =0dans un syst¢tme d’axe local li¢ a la plaque. Pour des raisons d’interprétation physique, c’est

dans ce systeme que sont généralement calculés tous les déplacements, déformations et contraintes.
En tout point de cette surface et dans les axes absolus, trois déplacements et les trois rotations usuels

sont notés U, u,,u,, B, B, 5, -

Dans les axes locaux ils deviennent u,v, w,B,,B, . La fleche W est une fonction de x ety

seulement : w=w,(X,y) et les rotations sont celles de la normale a la plaque. La rotation locale
p, dans le plan de la plague est negligée [PH 92].

Par ailleurs, ces éléments reposent sur la théorie des plaques en petits déplacements et petites
déformations selon laquelle :

L’hypothése des poutres selon laquelle les sections droites restent droites aprés déformation est
remplacée pour les plaques par 1’hypothése selon laquelle les points matériels situés sur une normale a
la surface moyenne non déformée restent sur une droite dans la configuration déformée. Il résulte de
cette approche que les champs de déplacements varient linéairement dans 1’épaisseur de la plaque. Si
I’on désigne par U,V,w les déplacements d’un point M(X, y, z) suivant X, y, z, on a ainsi la cinématique

de Hencky-Mindlin.

u(x,y,2) ) (Up(xy) 0,(x.y) Uy (X, Y) B(x.Y)
V(X,Y,2) |=| V(X Y) [+Z| =6,(%Y) |=| V(X Y) |+2Z]| B,(XY) 1)
w(X,Y,2) w, (X, y) 0 w, (X, Y) 0

Ou uy,Vy,w, sont les déplacements de la surface moyenne etd,, 6, les rotations de cette

surface par rapport aux deux axes x et y respectivement. On préfére introduire les deux
rotations telles que : B, (X,y) =6, (x,y) et B,(X, ¥) = —6,(X, y) .

Les déformations tridimensionnelles en tout point, avec la cinématique introduite

précédemment, sont ainsi données par :

&y =€ t2K,, &, =0, +2K , & =6 +2K, 7, =2¢,, 7, =2¢, (2.8)

XX/

Ou e,.e, et e, sont les déformations membranaires de la surface moyenne, y, et y, les

déformations associées aux cisaillements transverses, et k

XX 1

kW, kXy les déformations de flexion

(courbures) de la surface moyenne, qui s’écrivent :
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X :% eyy :% yxy — zexy — 8”0 +% ]/x :'BX + 8\/\/0
OX oy oy OX OX (2.b)
0 op. op, P
yyzﬂy+aw° kxxzﬂ K, ==  g,=2k, = B L 9Py
oy OX oy oy OX
Remarque :

Dans les theories de plaque, I’introduction de 3, et S, permet de symétriser les formulations

des déformations. Nous verrons par la suite les équations d’équilibre. Dans les théories de

coque on utilise plutdt 6, et 6, les couples associés sont M, et M, parrapportaxety.

1.1.1 : Principe des travaux virtuels

Travail de déformation

L’expression générale du travail de déformation 3D pour une plaque vaut :

h/2
W, = I I (6.0 + £y O+ ngyo-xy + ¥, 0., + ;/yo-yz)dez (3)
s —h/2

Ou dS =dxdy I’élément de la surface moyenne et dz la position dans 1’épaisseur de la plaque
varie entre —h/2 et +h/2.

En adoptant la cinématique de Hencky-Mindlin, on identifie le travail des efforts intérieurs :

Wi = [(e,N, +e, N, +2e, N, +7,T, +7,T, +k, M, +k M +2k M, )dS (4)

S

Nxx hi2 Oy MXX h/2 T T h/2 O,
\ X Xz
Ol nN-= NW:J' Gde'M:Mw:I awzdz,T:(szj(a ]dz (5)
_h2 M —h/2 y —hi2\“yz
Ny Oy xy Xy

Avec N,,N_,N, sont les efforts resultants de membrane(en N/m) ; M, M, Sont les efforts
résultants de flexion ou moments (en N) et M est le moment de torsion (en N), T, T, sont les

efforts résultants de cisaillement ou efforts tranchants(en N/m).

Travail des forces et couples extérieurs

Le travail des forces et couples s’exergant sur la plaque s’exprime de la maniére suivante :

W, :J h_/[z f.u.dzdxdy + _[ giuidxdy+j h'/[z g u,dzdl ©6)
s —h/2 S C -h/2

q

.
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ou{u, }T ={u(x,y,2),v(x y,z),w(x, y,z)} et f,,g;, g,sont les efforts volumiques, surfaciques et
du contour s’exercant sur la plaque, respectivement. S, est la partie de la surface Sou le
champ des deplacements u, est différent de zero etC est la partie du contour de la plaque sur
laquelle les efforts g, du contour sont appliqués. Avec g, =oyn; etg =ai'jn'j, n,et n'j les
normales a la surface (inférieure ou supérieure) et a la facette du contour respectivement (voir

le détail du calcul en Annexe A.1). En absence des efforts de volumes, des efforts du contour

et dans le cas ou la plaque est soumise a un seul effort surfacique distribue g,, en appliquant la

cinématique de Hencky-Mindlin a I’équation 6, on obtient ainsi :

Wext = JWO(Xa y)qzdxdy = _[Wo (X, y)gidXdy (7)

q q

Le principe des travaux virtuels peut s’écrire dans ce cas :

J-(éeXXNXX +oe, N, +20e N+ T+, T, +k M, +5k M +25k M )dS=W, (8)

S

1.2 : Elément fini plaque Timoshenko a 3 nceuds avec fonction

d’interpolation d’ordre supérieur

Considérons un élément fini plaque triangulaire Timoshenko 3D a 3 nceuds, repéré dans le

plan(x, y), soumis a un effort distribuéq,, h est 1’épaisseur de la plaque discrétisée en cellules

de coordonnées X;, yi et z. Nous présentons ici une généralisation ou le plan de référence choisi
par la plaque est indépendant de toute considération géométrique, inertielle ou mécanique.
Chaque nceud a cing degrés de liberté, trois de translation et deux de rotation stockés dans un

champ de déplacements nodaux de dimension 15.

Loi de comportement

La théorie des plaques et les équations d’élasticité (Loi de comportement de contraintes planes)

donnent :
E E
Oy :m(gxx +ngy) ny :m(vgxx +¢9yy) (ga)
E
Oy = E Exy Oy, :L‘gxz o-yz = gyz (gb)
Y T o4 2(L+v) 2(1+v)

.
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La relation entre le vecteur des contraintes généralisees {Z(u)} et le vecteur des deformations

généralisées {d (u)} dans I’épaisseur prend la forme suivant :

{ZW)} =[D{d(w)} (10)

Ou

{d(u)}T:{exx’eyy’yxy’yx’yy’kxx’kyy’lxy} (11)

M, M, | (12)

xx 1

{(Z)} ={Ny. N, N T,. T, M

[D] est la matrice de complaisance.

Les €éléments d; de la matrice [D] sont obtenus par I’intégration des contraintes (eqt.5) et en

introduisant la loi de comportement (eqt. 9 a-b) :

h/2 hi2 hi2
E(x, Y,z vE(X,y,2 . E(x,Y,z

dy,=dy = I%dz’ d,=d, = J‘%dz' d, =ds =k 4(1y )Z
—hi2 TV —hi2 L e A1+Y)

h/2

hi2 _2 h/2 2
Z°E(X,Y,2) Z°E(X, Y, Z Z2E(X, Y, z
b, - [ EEOEDy g g, f D T EECD,

~hr2 “h/2 e 4A+V)
h/2 h/2 h/2
E(X, Y,z vZE(X, Y,z ZE(X,Y,2
dy = I 4( Y )dZ 1d; =d;; =dy =dg, = _[ ( )2/ )dZ 1gg = dgy = J. (—y )dZ
i AA+v) . 1-v 4, 4d+v)
" ZE(X, Y, 2)
dg =ds =d,, =d;, = 1_—"/2’(312

1.2.1- Prise en compte du cisaillement transverse

La prise en compte du cisaillement transverse dépend du facteur de correction déterminé a
priori par des équivalences énergétiques avec des modeéles 3D, de facon a ce que la rigidité en
cisaillement transverse du modeéle de plaque soit la plus proche possible de celle définie par la

théorie de 1’élasticité tridimensionnelle. Deux théories incluant la déformation due a 1’effort

tranchant existent et sont présentées dans [D 92].

1.2.1.1- La théorie dite de Hencky

Cette théorie ainsi que celle de Love-Kirchhoff qui en découle immédiatement repose sur la

cinématique présentée au [81.1]. La relation de comportement est habituelle et le facteur de

correction de cisaillement vautk =1.

-
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Remarque :
Lorsque I’on ne prend pas en compte les distorsions transverses y, et y, dans la théorie de
Hencky, le modéle obtenu est celui de Love-Kirchhoff "Discrete Kirchhoff" (DKT et DKQ).

Les deux rotations de la surface moyenne sont alors liées aux déplacements de la surface

moyenne par la relation suivante :

. _ Ow,
oW,
yyzozﬂy:——o

La nouvelle loi de comportement s’écrit finalement dans ce cas :

E
gx
2(L+v) ¥

o (15)

E
" = 1_V2 (gxx +ngy),o'yy :F(VSXX +8W) , Oy =
Et la théorie de Mindlin qui ne néglige pas cette derni¢re hypothése n’a de réalité physique que
pour des plaques épaisses [PH 92].
Contrairement a la plague Timoshenko, la plague Euler-Bernoulli néglige aussi les
déformations dues au cisaillement. En appliquant le principe des travaux virtuels, nous

obtenons finalement :

[ (56, N, + 56, N +256, N, + KM, +5k, M, +25k M, )dS =W, (16)

Les efforts tranchants T, et T, ne peuvent plus étre calculés par intégration des contraintes de

cisaillement puisque ces dernieres sont négligées. Apres, nous présenterons en détail plusieurs
éléments finis de plaque multicellulaire existant dans la littérature basés sur la théorie de

Timoshenko ou Euler-Bernoulli.

1.2.1.2- La théorie dite de Reissner (DST et DSQ)

La seconde théorie, dite de Reissner, est développée a partir des contraintes. La variation des

contraintes de membrane (o,,, o, €to,,) est supposée linaire dans I’épaisseur comme dans le

xx !
cas de la théorie de Hencky ou cela résulte de la linéarité de la variation des déformations de
membrane avec 1’épaisseur. Cependant, alors que 1’on suppose, dans la théorie de Hencky, la
distorsion constante dans 1’épaisseur et donc les contraintes de cisaillement, ce qui viole les

conditions aux limites o,, = o,, =0sur les faces supérieure et inférieure de la plaque du fait de

la loi de comportement énoncée au (81.2). On utilise dans le cadre de la théorie de Reissner les

équations d’équilibre pour en déduire la variation des contraintes de cisaillement dans

.
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I’épaisseur de la plaque, en respectant notamment les conditions d’équilibre sur les faces
supérieure et inférieure de la plaque. L’énergie interne du modele obtenue aprés résolution des
équations d’équilibre en 3D, pour la flexion uniquement, avec la variation des contraintes
planes suivant z, fait apparaitre, pour un matériau élastique, une relation entre les rotations et la
fleche moyenne et les efforts résultants. C’est dans cette relation qu’apparait le facteur de
correction de cisaillement de k' =5/6 au lieu de 1 dans la relation qui lie I’effort tranchant a la
distorsion pour une plague homogene et isotrope. La détermination des facteurs de correction
de cisaillement pour des plaques orthotropes ou des plaques stratifiées n’est pas présentée dans

ce travail.

1.2.1.3- Equivalence des approches Hencky-Love-Kirchhoff et Reissner

Si I’on assimile les pentes de la surface moyenne f,, B, ,aux moyennes des pentes dans

I’épaisseur de la plaque et la fleche w a la fleche moyenne, la seule différence entre la théorie
de Hencky et celle de Reissner est le coefficient de correction de cisaillement transverse de 5/6
au lieu de 1. Cette différence est due au fait que les hypothéses de départ sont de nature
différente et surtout que les variables choisies ne sont pas les mémes. En effet, la fleche sur la
surface moyenne n’est pas égale a la moyenne des fleches sur I’épaisseur de la plaque. Il est
donc normal que des relations de comportement qui font intervenir des variables différentes ne

soient pas identiques.

Le fait de devoir résoudre au niveau éléments finis des problémes en déplacements plutét que
des problémes en contraintes par interpolation des déplacements nous améne a utiliser

I’approche équivalente en déplacements du probléme de Reissner formulé en contraintes.

Remarque :

Dans les faits, les éléments DKT, DKTG, DKQG et DKQ reposent sur la théorie de Hencky-
Love-Kirchhoff et les éléments "Discrete Shear"(DST et DSQ) reposent sur la théorie de
Reissner. Les formulations "Discrete Shear” ou "Discrete Kirchhoff" de la cinématique, avec
ou sans distorsion transverse respectivement, permettent de bons résultats en termes de

déplacements et d’analyse modale.

La determination des facteurs de correction repose sur une autre théorie, celle de Mindlin, sur

des equivalences de fréquence propre associée au mode de vibration par cisaillement

.
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transverse. On obtient alorsk = z°/12, valeur trés proche de 5/6 pour les éléments DST et

DSQ dans le cas isotrope.

Dans le cadre de la plasticité le probleme du choix du coefficient de correction du cisaillement
transverse se pose car 1’approche équivalente en déplacements du probléme de Reissner
formulée en contraintes fait intervenir la non-linéarité du comportement. On ne peut donc pas
en déduire, comme c’est le cas pour des matériaux élastiques une valeur du coefficient de
correction du cisaillement transverse. La plasticit¢é n’est donc pas développée pour ces
éléments.

Les éléments DKT, DKTG et DST sont des eléments iso-paramétriques triangulaires. Les
éléments DKQ, DKQG et DSQ sont des éléments iso-paramétriques quadrilatéraux. Dans cette

these, seuls les éléments triangulaires seront traités.

1.2.2 : Fonction d’interpolation et matrice élémentaire

Considérons un champ de déplacements continu en tout point du plan moyen x, y en fonction
du champ de déplacements discrétisés.

{U}=[N]{u*} (A7)

Ou [ N ] la matrice des fonctions d’interpolation.

T
{ue} :{u01!V011W011ﬂx11ﬂy1’uoz’V021W02’ﬂx2!ﬂyz1u031vo3’W03’ﬁx3nBy3} (18)
{ue} Le vecteur de champ de déplacements nodaux et ¢y est le vecteur champ de

déplacements d’un point situé sur le plan moyen de 1’¢lément fini plaque.

Le choix des fonctions d’interpolation [N] conditionne la performance numérique de

I’élément. Le phénoméne du blocage par cisaillement (apparition de rigidité ‘parasite’ quand
I’élément est élancé) est présent dans tous les éléments finis de plaque Timoshenko ou les
déplacements transversaux et les rotations sont discrétisés separément [ST 83].

Une abondance de remedes numériques existe dans la littérature [CR 91]. Afin d’affranchir ce
probleme, la formulation présentée ci-dessous opte pour une interpolation polynomiale de
degré supérieur pour les déplacements transversaux (par exemple cubique) et les rotations (par
exemple quadratique) qui ne sont plus indépendants. Ce type d’approche conduit a des
¢léments finis a plus de trois nceuds (trois nceuds aux extrémités + des noeuds intérieurs), [IB
92] ou a des éléments finis a trois nceuds dont les fonctions d’interpolation dépendent des

propriétés des materiaux [DE 89] [ FR 93] [KO 00, 04 ; 05a] [MA 06].

.
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1.2.2.1- Equation d’équilibre
Le principe du travail s’écrit de la maniére suivante :

oW, =oW,, Pour tous déplacements transversaux et rotations virtuels admissibles.

Cinématique de Hencky
Avec cette cinématique, il en résulte qu’apres intégration par parties du travail de déformations

les équations d’équilibre statique des plaques s’écrivent de la maniére suivante [JE 90.a] [SE

09] [XA 09] :

N, X+N,,y+f =0

Pour les efforts : J iy 'y N x4 f, =0 (19)
Tox+T,y+f,=0

Pour les couples ; | Moo X+ My, y =T, +C, =0 (20)
M, y+M, x-T, -C, =0

Ouf,, f et f, sont les forces surfaciques agissant suivant x, y et z. EtC,, C, sont les couples
surfaciques agissants autour des axes x et y.

Dans le cas d’une plaque plane ou la seule force surfacique considérée est la force g, distribuée
suivant z, les forces f_, f etlescouplesC,, C, sont negligés.

Les équations 19 et 20 s’écrivent finalement :

N
Nyy,y+ N

X+ N, ,y=0
W X =0 (21.a)
T,.X+T,,y=—q

XX 1

Pour les efforts :

z

I\/IXX’
M,.,y+M

X + MXy,y—TX =0
x—T,=0

Pour les couples :{ (21.b)

Xy ?
L’interprétation physique de ces efforts (N,T,M ) a partir des équations précédentes est donné

ci-dessous.

Figure 1.5 : Efforts résultants pour un élément de plaque

.
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Avec N

XX’

N,, représentent les efforts de traction et N, ’effort de cisaillement plan. M, etM |

représentent les couples de flexion et M, le couple de torsion. T, etT,

1.2.2.2- Blocage par cisaillement

Le blocage par cisaillement est un probléeme numérique qui a beaucoup intéressé les
chercheurs ces dernieres vingt années et dont une abondance de solutions est présente dans la
littérature (CR 91). Dans la suite plusieurs solutions simples et efficaces vont étre présentées.
La solution qui consiste a utiliser des fonctions de forme d’ordre supérieur va étre présentée
plus en détail, pour I’échelle globale de 1’¢lément fini, d’une part, et d’autre part, pour 1’échelle
locale, la solution qui consiste a utiliser des fonctions d’interpolations exactes obtenues
directement en écrivant les équations d’équilibre des efforts extérieurs et intérieurs (chapitre
).

Intégration sélective

Une fagon d’éviter 1’apparition du blocage par cisaillement et de rendre ainsi la solution
indépendante de 1’élancement(le rapport Longueur L/épaisseur h) est de calculer les termes de
la matrice de rigidité en intégrant de maniére exacte les termes relatifs a la flexion et en sous-
intégrant les termes relatifs au cisaillement [ST 83].

Si I’intégration sélective est satisfaisante en élasticité, elle convient moins bien en régime non-
linéaire ou il est souvent nécessaire de faire le calcul en une série de points de plusieurs

sections (plusieurs points d’intégration) [KO 00].

Supposer une déformation de cisaillement constante

L’idée est d’intervenir directement dans la définition de la déformation de cisaillement [DE
89]. Pour un élément a trois nceuds cela revient a introduire des déformations de cisaillement
constantes (eqt.14) dans le principe des déplacements virtuels (eqt. 8).

Tous calculs faits, la nouvelle matrice de rigidité est identique a celle obtenue par sous-
intégration des termes de cisaillement. Le verrouillage disparait, les termes de la matrice de
rigidité peuvent étre intégrés analytiquement et il n’y a plus de restriction au nombre de points
d’intégration utilisés.

Enrichir le champ des déplacements

Le champ des déplacements est enrichi de facon a pouvoir reproduire la déformation sous

flexion pure.
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Utiliser des fonctions de forme d’ordre supérieur

Afin de s’affranchir du probléme de verrouillage nous pouvons utiliser une interpolation

polynomiale de degre plus éleve pour les variables w; (X, y), B,(x,y) et B, (x,y) qui ne seront

plus indépendantes. Ces approches conduisent a des ¢léments finis a plus de trois nceuds (trois
nceuds aux extrémités, plus des nceuds intérieurs) [IB 92] ou a des éléments finis a trois nceuds
dont les fonctions de forme dépendent des propriétés des matériaux. Une telle approche est

choisie pour I’élément Timoshenko a trois nceuds.

1.2.2.3- Un élément fini Timoshenko a trois nceuds
La formulation de I’élément fini initialement proposée par Przemieniecki (1968 : dans le cas
d’une poutre a deux nceuds) [KO 00] et puis développée par plusieurs auteurs dont Tesler et
Dong (1981) reste valable et applicable pour un élément fini plaque a trois nceuds avec prise en
compte du cisaillement. Pour une plaque plane les équations d’équilibre en T et M s’écrivent
par :

M) x+My), —T, =0

(M), +(M_),—T, =0 (22.2)

M)+ (M), =—q,

Si la plaque est homogeéne les équations 22.a se traduisent par :

h? azﬂX+ hty  &8°p, h (a,B ,By) (5. + aw)=0
6(l—v) ox*> 6(1—v) oxoy T2 oy®  oxoy OX
) h?v 8,8 h? %8, h2( 2B, Gﬁy) 8, + L oW,
6(1—v) oxoy 6(1 v) oy? 12 oxoy  Ox? oy
op, o’w, OpB, 62w0
+ +
| OX ox? oy  oy?

Les premiere et deuxieme équations, du systéme d’équations 22.b, sont satisfaites seulement si

_qz

le polynéme choisi pour le déplacement vertical w,(x,y) est d’un degré supérieur aux
polyndmes choisi pour les rotations A, (X, y)etf,(x,y). Les variables w,(x,Y), B (x,y) et
B,(x,y) ne sont plus discrétisées separément et les nouvelles fonctions de forme satisfont les

équations 22.b.
Comme nous I’avons annoncé aux paragraphes précédents et pour simplifier le probléme, nous
allons discrétiser la plaque par des éléments finis triangles quelconques afin de prendre en

compte la variation des déformations au cours du chargement-déchargement.

-
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Les variables u,(x,y) et v,(X,y) peuvent étre discrétisées séparément, puisqu’elles

n’interviennent pas dans les équations d’équilibre 22 .b, par conséquent les polynémes choisis
pour ces derniers sont du premier ordre.

Ainsi donc :

Uy (X, y) =a+bx+cy
Vo(X, y) =d +ex+ fy
wW,(X,y)=a +bx+cy+ex®+ fy* +g,x’y +hxy? +ix® + j,y° (23)

L.(X,y)=a, +b,x+c,y+d,x*+e,xy+ f,y?

B, (X, y) =a, +b,x+cy+d,x* +e;xy + f,y?

Ces interpolations ne seraient valables que pour un élément fini que 1’on peut considérer
comme homogéne dans un état donné. Elles ne sont donc pas valables sur un élément fini
constitué de plusieurs couches et /ou cellules (chapitre I1). Dans le chapitre Il nous
développerons une théorie basée sur un élément fini multicouche multicellulaire ou 1’utilisation
de ces interpolations ne sera plus possible.

Le vecteur champ de déplacements nodaux peut prendre, dans le cas du systeme 23, la forme :

{us} =[x, 1{A} (24)

Avec
{UE}T {uovuoz’uos’ Vorr Voz 1 Vogr Worr Wog» OS'ﬂxl ﬂxz ,Bxa ,Byl ﬂyz ﬂy3} (25.a)
{A}T :{a,b,c,d,e, f’al’bl’cl’el’ f11 gl’hl’il’ Jl} (25.b)

Ou les coefficients de B, (x, y) et B, (x, y) sont exprimes en fonction des coefficients de w;, (x, y)

par équations de liaison du systeme 22.b (voir Annexe A.2).

Et les éléments x, de la matrice [ X, | sont donnés par :

X, =X, =X, =X, =X, =X, =X, =X_=X_=1,
Xy, = X|45 =X, =X le =X, = Xl&8 =Xy, Xlgy2 =Xis = Xigy = %3
hos le = Xips = Ko = las — “es
X, =X, = =Y X, =X, = =Ya, X, =X, =X, = Ya X 0= X1 X, = 12

3 3 2 2

2 2
le =X Y1, le y1X1 |714 =X, le =Y, Xl&m =Xy, le =Yy, |812 2y2' lgzs Y2 %5,

3

_ 3 _ _y2 _ 42 _ _
X|8,14 =%, |815 y2' logo =%, X log1 y3 ’ |912 = %Y X|9‘13 = Y3 X3, X|9,14 =X, Xlg;ls =Ys,

X|10,10 :_le' X'1o.12 =_2X1y1' X|11.1o :_ZXZ' X|11,12 = _2X2 Yoo Xllz‘lo - _2X3' X|12,12 =_2X3y3 ’
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Xire = 2% Yyr Xiy,, =210 X

h2

— 2, 1,
X|10,13 - (y1 + 3(1_‘/)}

h2
PX, =—| 3x* + rox, =
l1134 [ 2 1—v j 1213
— 2 h2 ’ X —
X|l4,12 - X2 + 3(1_V) lisiz —

2
X|14,15 = _[Syzz + 1I1 V] ’

2
X|13‘15 = _[3y12 * 1|1 V] ’

lia11

_2y2' X|15,11 - _2y3' X

|14 A3

|12,14

|15‘15

==2%Y,, Xz = —2X%3Y3

2 h?
B y2+3(1—v)]
2
—[3x2+ h j'
: 1—v
2
e ),
3(1-v)

h2
—| 3y? +
S

Le champ de déplacements sur le plan moyen d’un €lément fini plaque peut s’écrire :

Ui =[X]{A)

Tenant compte de 1’équation 24 on peut aussi écrire :

U} =[x]0x T o

Le vecteur champ de déformations correspondant prend la forme :

{d)} =L[X][X, ] {u} =[B]{u}

[B]=LIX][X,T" =[B][X,]"

[N]=[X][x,T"

Les éléments x; de la matrice [ X ]et les éléments bi'j de la matrice [B']sont donnés

respectivement par :

2
X=X, = %57 =1, Xpg = X9 = -1, X, =X5 =X =X, X3=X6=X9=Y, X330 =X,

(26)

(27)

(28)
(29)

(30)

2 2 2 3 3 _ B _
X3,11 =Yy, X3,12 =X er3,13 =YX, X3,14 =X, X3,15 =Yy, X4,10 __ZX' X4,12 —_ZXYr X5,11 __ny

_ h? h? h*
X5,13 — 2Xy, X4113 — _(yz +m}l X4,14 = _[3X2 —|—1_V]l X5y;|_2 = _(Xz —+ 3(1_‘/)}/
h2
X515 :_(33/2 +1—Vj
N C , , h3 . :
bl,z - bz,e - b3,3 - b3,5 =1, bs,lo - b7,11 =2, b, 15 =15, = _m ! B, 14 =055 = 11—y

bz's,lz =-2y, bf;,14 =—6x, b;,lS =-2X, bI7,15 =-by, bE‘3,12 =—4x

h2
-V

’

=
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La matrice de rigidite élémentaire est finalement donnée par :

[Kuen] = [[B] [D][B]cxdly (31)

s
Remarque :

Lorsque le comportement du matériau est non linéaire, il est nécessaire d’avoir au moins trois
points d’intégration de Gauss le long du contour du triangle afin d’intégrer correctement les

contraintes. La matrice de rigidité ¢lémentaire est calculée avec 1’équation suivante :
3
[Kuen] = J[B] [D][Bdxcty =3, > W [B0x, y)] [D][BCx, ¥)] (32)
s i=1

X, et y, sont les coordonnées du point de Gauss i dans 1’¢élément de référence, W, est le poids

du point de Gauss et J, le Jacobéen.

1.2.3-Efforts internes et efforts extérieurs
Le calcul des forces nodales dues a un état de contraintes donné se fait finalement par

I’intégrale suivante :

{Fu} = [[B] {=(u)} dxay (33)

Avec {Z(u)} le vecteur des forces de 1’épaisseur issu de D’intégration des contraintes

généralisées dans les éléments.

En tenant compte de 1’équation 7 les efforts extérieurs se calculent par :
{F.}=[[N] {Q.} dxdy (34)

Le vecteur {qQ,,} dépend du chargement extérieur, effort par unité de surface et dans notre cas,

il est donné par :

{Q..}" ={0,0,q,,0,0} (35.)
Ainsi :
1
{FeX}T=ESqZ{0 010000100O0O01O 0} (35.b)

Ou S=(x,—x)(Ys - ¥,) - (¥, - ¥, )(x; —x ) est le Jacobien de la transformation (voir Annexe eqt.A.3.b)

qui est le double de la surface du triangle 1JK (1 =1,J =2,K =3 figure 2.1, chapitre 1)

-
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I.3- Matrice masse élémentaire
Le travail virtuel des efforts d’inertie et la matrice de masse de la surface prennent la forme

(eqt.36) [GU 94]. Les termes de la matrice de masse sont obtenus apres discrétisation de la

formulation vibrationnelle suivante :

hi/2

Winert :J- _[ p{@u(x, yv Z)

s —h/2

du(x,y,z
%J@V(X, Y, 2)

d®v(x,y,2)

2
e +ow(X, Y, Z)M zds

dt?

- {pm (Uy Oy +Vy SV + Wy SW,) + 2,y (U 3B, +Vy OB, + B, 0y + B, 5%) + py (B, 5B+ B, aﬁy)}ds (36)

=[s{u,}' [MO]{UD}ds

S

Avec p., p, et p_. les matrices de masse de membrane, de flexion et de membrane & flexion

respectivement et sont données par :

po=[pz, p;=[pz’dz et p, = pzdz (37)

Ou e peut étre 1I’épaisseur de la plaque ou I’épaisseur de la couche « i » d’un élément fini

plaque.
Remarques :
. . . . ph?
> Si la plague est homogene ou symetrique par rapport a z=0 alors p,, =0, p, = B

et p, =hp. On peut négliger dans ’expression de la matrice de masse ¢lémentaire,

dans ce cas, les termes d’inertie de rotation j pi (B, 0B,)+ B ,08 s car ces derniers
S

sont négligeables par rapport aux autres. En effet, le facteur multiplicatif de h%z les lie

aux autres termes et ils deviennent négligeables pour un rapport de 1’épaisseur sur la
longueur caractéristique inférieur a 1/20. Signalons qu’au cours du présent travail cette
hypothése ne sera considérée que pour un cas particulier.

> Pour un élément fini plaque constitué de N couches anisotropes en élasticité, les
éléments m, de la matrice [M,]sont :
N

N N 1
m = Z hpo Pt = 2 :hi77ipi TP :EZ(Ziil _Zia)pi
i=1 i1

i=1

.
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h=Z_,—-Z et p sont ’épaisseur et la masse volumique de la couche «i » respectivement.

1
77, =§(Zi+l+zi)' my, =My, =My = O, m, =My =My, =My, = O,

My, = Mgs = O
Ce qui signifie que p la masse volumique est une variable en fonction de 1’épaisseur h, .

La matrice de masse de I’é1ément est finalement donnée par :
T
[Maen] = JIN] [Mo][N]cbxcly (38)

> Cette expression de la masse est rarement présentée dans la littérature. Dans la plupart
des codes éléments finis elle est remplacée par la matrice de masse de type Euler-
Bernoulli (ainsi les termes de correction de cisaillement interviennent uniquement dans

la matrice de raideur).

I.4-Comportement mécanique du béton

1.4.1-Chargement cyclique de traction — compression

Les essais cycliques de traction - compression (voir par exemple 1’essai P.ILE.D - Pour
Identifier I’Endommagement Diffus, [MA 90] [RA 90]) permettent de mettre en évidence le

caractére unilatéral du comportement du béton.

Perte de raideur

G (Mpa) A
2
e (10
- 450 -300 -150 et o 300
s, g
I\ Dégradation en
r.r 7 g1 . 4-a —
(_j—ﬁ Z}| compression ) .
| B Déformations
anélastiques
- B

Restitution de la raideur

Figure 1.6 -Essai P.1.E.D : Comportement du béton sous chargement cyclique de traction
compression [RA 90]

=
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Il consiste en une restauration de la raideur lors du passage d’un chargement en traction, ou
cette raideur est initialement endommagée du fait de la fissuration, & un chargement en

compression. Le béton retrouve sa raideur initiale gréce a la refermeture des fissures.

I.5-Modélisation numérique de comportement du béton

1.5.1 : Modéles d’endommagement

On peut citer dans ce cadre les travaux de Mazars et La Borderie [MA 84 ; 86] [LA 91]. I
s’agit d’une approche qui se base sur la thermodynamique des processus irréversibles. Le

potentiel thermodynamique ou énergie libre y est une fonction convexe de toutes les variables
d’état et, en particulier, de I’endommagement D considéré ci-dessous comme un
scalaire:w =w(£°,T,D,V,), &° est le tenseur de déformation élastique d’ordre 2 et T la
temperature. Le terme V, designe les autres variables internes comme les variables

d’écrouissage. La variable d’endommagement D est aussi considérée comme une variable
d’état interne (car non accessible directement a la mesure).

La spécificité de ce type de modele est qu’il doit simuler la perte de rigidité du matériau au
cours du chargement. Une variable d’endommagement D, scalaire dans le cas isotrope,
tensorielle sinon, est définie. Comme en €lastoplasticité, nous pouvons faire I’hypothese du

découplage entre les effets d’écrouissage et autres désignés par V, et les effets d’élasticité
associés a I’endommagement [LE 86]. Le potentiel thermodynamique (énergie libre) devient
alors : ¥ =y, (e, T,D)+y (T.V,)

Avec v, le potentiel thermoélastique endommageable et /, est le terme de plasticite.

Dans le cadre de I’isotropie, la relation contraintes-déformations s’écrit comme :
O = (1-D) Ei £q (39.2)
Ou E;, et g; sont respectivement les composantes du tenseur d’élasticit¢ d’ordre 4 et du

tenseur des déformations élastiques. Dans la mécanique de I’endommagement, la notion de

contrainte effective ai'j , Introduite par Rabot-nov en 1968, est considérée. Elle correspond a une

ot

(1-D)

contrainte du matériau non endommageé : ai'j =

.
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1.5.1.1- Modéle d’endommagement de Mazars

C’est le premier modé¢le 3D de comportement du béton dans le cadre de la mécanique de
I’endommagement [MA 84 ; 86]. Le point particulier de ce modéle est d’utiliser un critére en

déformation en introduisant la notion de déformation équivalente ¢, et un scalaire pour la

eq
variable de I’endommagement D (comportement isotrope). Le modé¢le s’appuie sur un couplage
¢lasticité et endommagement, il ne prend donc pas en compte I’irréversibilité¢ des déformations,
I’anisotropie et I’effet unilatéral.

L’endommagement agit directement sur la raideur du matériau de la fagon suivante :

(1-D)E v
+
Ty €715

g:

Tr(g)!) (39.b)
STz

Ou v est le coefficient de Poisson et | est la matrice unité.
La progression de ’endommagement est guidée par 1’évolution de la déformation

equivalente ¢, .

3
Eoq = /2<5i > <g >, =¢g5sig>0¢et <g>=0sig<0
i=1

&, est un indicateur de I'état de tension dans le matériau qui genere I'endommagement. Cette
grandeur définit la surface seuil d’endommagement f telle que: f(s,K)=¢,-K(D)=0
Initialement (D =0), K(D) vaut le seuil d’endommagement &, et prend la valeur maximale
atteinte par &,, durant I’histoire du chargement : K(D) =max(&,, &p,)

La variable d’endommagement D varie de fagon continue entre 0 et 1. Une condition pour

respecter le second principe de thermodynamique est que D soit croissant. Pour traiter des cas
multiaxiaux, cette variable est considérée comme étant la combinaison d’un endommagement

dd a la traction D, et d’'un endommagement di a la compression D, . La combinaison linéaire
de ces deux endommagements donne I’endommagement global isotrope :

D=¢/D, +(1-a/)D, (39.c)
S est un parameétre pour ajuster le comportement du modele en cisaillement (habituellement

pris égal & 1.06). Il permet, lorsqu’il est supérieur a 1, d’améliorer la réponse en cisaillement.
Les endommagements de traction et compression sont définis par les équations suivantes des

lors que ¢,, > &5,

1—
&, (1-A) A (borné entre 0 et 1) (39.d)
Eeq exp( Bt,c (geq —€p, )

D,

t,c

=1

.
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Les coefficients A . et B, sont identifiés a partir des essais en compression et en traction sur

des éprouvettes cylindriques [MA 84].

Le modele considére que le seuil d’endommagement &, (en statique) est ainsi egal a la

déformation correspondant & la contrainte ultime en traction. Il peut étre exprimé a partir de la

résistance maximale f, en traction et du module d’Young initial, qui sont deux parametres
physiques bien connus de I'ingénieur, par : &, = f,/E,

Ensuite, la contrainte ultime en traction étant donnée par convention, il s’agit de considérer la
déformation correspondant a ce maximum de contrainte. Oron a: 6o /0ds =0 pour ¢, =1/B,
Onen déduit : B, =1/ ¢y, = E,/ f, (voir annexe A.3).

Le parameétre A est finalement identifié a partir de la contrainte finale en traction qui est

considérée comme nulle lorsque le matériau est completement endommagé :

limo =lim(l— D,)E,& = E,&,,(1— A) =0 soit A =0

En compression, le paramétre A, est identifié a partir de la connaissance de la résistance ultime

en compression f. (et obtenue couramment par un essai de compression) en cherchant le

maximum de la contrainte en compression o, = (1-D,)E,& . On trouve : (2 =0 pour
&

o) = it (—o) =0 A
( g)max _\/iVBC SOIt ( U)max \EV( DO(]' Ak)—i_ e(1 BéDO)] (396)

Par ailleurs, lors du chargement de compression pure, le respect de la condition de dérivabilité

de la courbe (o,&) a linitiation de I’endommagement (&, =é&p =—\/Evgoet oc=E,s,, )

impose une relation supplémentaire entre les parametres [PH 04] soit: B, = AL (39.1)
&p,

Il suffit de résoudre ce systeme de deux équations (39.e et 39.f) a deux inconnues pour évaluer

A, et B, enfonctiondeo,,, = f., &5, €t vconnus.

La détermination de ; est effectuée en distinguant les extensions dues aux contraintes

positives et négatives.

o, =- > (39.9)

.
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&y - La déformation créée par les contraintes principales positives soit :

& :1+?V<a>+ —%tr(<o>+) (39.h)

Les différents parametres du modéle de Mazars sont donnés sur le tableau 1.1. Dans la suite

tous nos calculs du modéle numérique seront faits en considérant les parametres du tableau 1.1.

Parametres valeurs
epot (seuil d’endommagement en traction) 6 10* MPa
epoc (seuil d’endommagement en compression) 5.310% MPa
A (parametre d’endommagement en traction) 0.003 MPa ™
A (parameétre d’endommagement en compression) 6 MPa -1
Bt (paramétre pour la traction) 1667
B, (parametre pour la compression) 16

Tableau 1.1- des parametres utilisés par Mazars [MA 05]

A Initiation de I’endommagement

o AN O

E«(1-D)

—> -&

Enoc &p G

Figure 1.7-Comportement uniaxial du béton en traction et compression-modéle Mazars
[Mazars 1984]

|
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1.5.1.2-Modéle d’endommagement de La borderie

Ce modele est adapté a la description du comportement généré par la création de micro fissures
(diminution de la raideur) et du fonctionnement lié a leur refermeture au cours de cycles [LA
91 ; 03]. Les principales caractéristiques du modeéle sont:

e utilisation de deux variables d’endommagement (scalaires, I’'une en traction D, et
’autre en compression D, ) ;

e prise en compte des déformations permanentes &° liées a I’endommagement ;
e gestion de ’ouverture des fissures et de leur fermeture en introduisant une restauration
progressive de la raideur a la fermeture (fonction f (Tr(o)) ).
Une séparation du tenseur des contraintes est introduite ou o* et o~ sont la partie positive et
négative du tenseur des contraintes (composés par les termes positifs et négatifs des contraintes

principales). L écriture 3D pour un endommagement fixé (D, et D, constants) conduit a la loi de

comportement suivante : & =&° +&*

4

P A —— . NI (40.a)
Eo(l_ Dt) Eo(l_ Dc) Eo

an __ /Z(Dt ﬁch 40b

" =gy TN =Ty (40.b)

Eo est le module de Young initial, v le coefficient de Poisson. La refermeture de fissure est
traitée comme de 1’¢élasticité non linéaire et n’entraine aucune dissipation d’énergie. Les deux

paramétres S, et S.sont homogénes a des contraintes. Les valeurs des paramétres liés a
I’anélasticité pour un béton classique, elles sont données par 5 =1MPa, . =—-40MPa,
f(Tr(o)) est une fonction scalaire qui permet de gérer les effets de 1’ouverture et de
refermeture des fissures avec:

f(Tr(c))=0Si Tr(c) € |-»,-o; |

f(Tr(e) =Tr@@+22) si Tr(o)e-0,,0]
20,

f(Tr(o))=Tr(c) Si Tr(o)e [O, +oo[

o, est un paramétre du modele représentant la contrainte de refermeture de fissure prise égale a

3.5 MPa:

Lorsque Tr(o) <—o, les micros—fissures créees en traction sont totalement refermees.

-
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déformation anélastique o
\\ _fissuration
réouverture de fissure ™. 4 —
by
N
baisse de raideur K\\ "
en compission \\ - -

™. Tr~. baisse de raideur

\ en traction

S
refermeture de fissure

début d’endommagement
par compression

Figure 1.8 : Réponse uniaxial du modéle La Borderie pour le béton [LA 91]

|.6-Comportement mécanique de I’acier

1.6.1-Chargement cyclique de traction — compression

Lors des sollicitations cycliques de traction - compression, la plupart des aciers voient leurs
propriétés varier au cours des cycles. Lorsqu’on soumet une éprouvette a un essai de traction
suivi d’un essai de compression on constate que la traction préalable écrouit le matériau dans le
sens de traction (augmentation de la limite d’¢lasticité) mais 1’adoucit dans le sens de la

compression (effet Bauschinger) [NG 06.c]. La figure 1.9 montre clairement que la limite

d’¢élasticité en compression est plus faible que la limite initiale en compression | feb| < | fe| :

L’effet Bauschinger est présent quel que soit I’amplitude de déformation imposée [LE 86].

F Y

L]

Y

Cinématique linéaire

= Observation réelle

Figure 1.9 : Comportement de [’acier en traction - compression : Effet Bauschinger
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|.7-Modélisation numérique de comportement de I’acier
1.7.1- Modele élastoplastique simplifié

Un premier modele simple qui peut étre utilisé pour la simulation du comportement de 1’acier
est le modele uniaxial élastoplastique avec écrouissage cinématique linéaire. La courbe utilisée

dans ce modele est représentée par la figurel.10 (o, est la limite d’¢lasticité, E est le module

d’Young et E; la pente de la courbe en cours d’écrouissage).

/47 E

E E

&

o
>

Figure 1.10- Modele élastoplastique simplifié: Comportement de [’acier sous chargement
monotone

1.7.3-Modeéle de la liaison Acier-Béton

Les essais expérimentaux effectués par Eligehausen, popov et Bertero en 1983 ont abouti a la
construction d’un modele local qui lie essentiellement la contrainte de liaison avec le
glissement (dés les faibles glissements jusqu’a des larges déplacements) pour des problémes
monotones et cycliqgues [NO 05]. Le modéle de comportement cyclique de la liaison,
implémenté dans le code CASTEM 2000 (Calcul et Analyse des Structures par la Méthode des
Eléments finis) par FLEURY [FL 96], est présenté ici en bref (figure 1.11). Ce modeéle,
compatible avec une formulation biaxiale, est basé sur les mécanismes de resistance et de
dégradations de la liaison qui se produisent lors de 1’arrachement d’une barre nervurée, noyée
dans un bloc de béton. La liaison est représentée donc par un modele distinct, particulier au
volume de béton lieu des dégradations caractéristiques, faisant la transition entre I’acier et le
béton homogéne. Nous décrivons ici le modele valable en zone bien confinée, dans laquelle le

comportement est symetrique. Une description compléte est donnée par FLEURY [FL 96].

-
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La figure 1.11 montre un cycle typique sur lequel nous illustrons les caractéristiques de la loi.
La courbe OABCD ou OA;B;C;D; décrit le chargement monotone, et est entierement décrite

par ladonnée de s,s,,s,,7;,7, et o, . Quatre parties composent :

e La branche ascendante est non linéaire, d’équation 7 =7,(S/s,)™
e Elle est suivie d’un plateau pour s €[s,, s, ], décrit par 7 =1,
e La branche ascendante est linéaire jusqu’au point C, de cordonnées {83, 1'3} .

e Laderniére partie décrit le plateau de friction, donc 7 =z,

Une décharge a partir de cette courbe enveloppe se fait élastiquement avec une forte raideur,

jusqu’a atteindre la contrainte 7, de frottement (trajet EFG). La diminution du glissement se

fait alors a adhérence constante jusqu’a I’intersection avec la courbe OA (trajet Gl). Si
I’accroissement de glissement se produit dans la direction négative, une courbe
adhérence/glissement similaire a celle qui décrit le chargement monotone est suivie, mais avec
des valeurs de 7 réduites, ainsi que le montre le trajet IAJ . La courbe OAB,C,D; est appelée

enveloppe réduite.

Figure 1.11- Un cyclique typique de la loi d’adhérence [FL 96].

-
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La decharge depuis le point J se fait de nouveau de fagon élastoplastique parfait avec un seuil

de frottement z; jusqu’a atteindre la droite de décharge précédente (trajet JKLN). Cette droite

de décharge est empruntée alors pour la recharge, jusqu’a I’intersection avec la courbe

enveloppe réduite de la direction positive : OAB'C D" qui est alors suivie (trajet NEBC D ).

Dans ces expressions, s est le glissement a un moment donné, s, s,, s, sont des glissements
seuils pour les differents étapes de détérioration, 7 est la contrainte de cisaillement et 7, est la
contrainte résiduelle ultime par frottement.

Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une synthése bibliographique, d’une part, sur le
comportement du béton et de 1’acier. Des essais en traction, compression sous chargements
cycliques sont présentés. Plusieurs modeles numériques ont été aussi présentés. Au cours de ce
travail, le modele d’endommagement de Mazars pour le béton et un modele basé sur la théorie
de la plasticit¢ pour I’acier (le modéle élastoplastique simplifié) vont étre utilisés pour la
simulation numérique des structures en béton armé soumises a des chargements quasi-statiques

ou cycliques.

D’autre part, I’analyse de la théorie présentée et les équations données (§ 1.1 a 3) tiennent
compte de I’élément fini triangulaire dans sa globalité et ne donnent aucune information a
I’échelle locale; par conséquent, nous ne pourrons pas présenter 1’état de comportement
contrainte-déformation local d’un lieu donné. Pour obtenir des informations sur les
comportements locaux de I’élément fini (fissurations par exemple), une approche locale
multicouche multicellulaire (chapitre I1) est nécessaire. Ainsi, la modélisation est faite par une
approche multicouche multicellulaire pour un élément fini plaque. Ce type d’élément fini a
I’avantage d’intégrer plusieurs couches de natures différentes et de cellules de matériaux
différents au sein d’une méme couche. Deux types d’éléments finis sont développés, un
¢lément fini triangulaire (de type Timoshenko) a trois nceuds et un élément fini barre (de type

Euler-Bernoulli) a deux nceuds et a cinq degrés de liberté par nceud.
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Chapitre 11- ELEMENT FINI PLAQUE MULTICOUCHE
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Introduction

Une plaque multicouche multicellulaire est un ensemble d’éléments finis basés sur la théorie
des plaques dont chaque élément fini plague est décomposé en couches suivant son épaisseur h
et chaque couche est composée par des cellules suivant son plan (x, y). A chaque cellule nous
pouvons associer une loi de comportement locale en contraintes - déformations et donc
difféerents matériaux. Ce type de description posséde les avantages d’hypothéses
simplificatrices associées a une cinématique de type plaque Euler - Bernoulli [OW 80] [LA 91]
[SP 96a ; 96b] [GH 98 ; 02] [NG 06b] ou Timoshenko [GU 94] [DU 97] [PE 99] [KO 00 ; 04 ;
05a] [SE 09], tout en offrant une solution robuste et rapide pour une analyse non linéaire de
structures composites (par exemple en béton armé).

Aprés avoir donné la description d’un élément de la théorie des plaques, nous présentons dans
ce chapitre plusieurs formulations d’éléments finis de plaque multicouche multicellulaire, de
type Timoshenko et Kirchhoff pour les éléments finis plaques (béton) et de cinématique

Euler- Bernoulli pour les éléments barres (armatures), existantes dans la littérature.

I1.1-Formulation Elément Fini Multicouche Multicellulaire

Le modeéle élément fini développé est basé sur la formulation de la méthode des forces [ZE] par

une interpolation exacte des sollicitations. L’élément fini se décompose en :

Un ensemble de Couches et de Cellules de géométries variables et pouvant étre hétérogenes, a
distribution non-linéaire dans le sens de son épaisseur (h) a travers ses différentes couches et
dans son plan(x, y) par des cellules. La formulation est basée sur la méthode des forces ou
(méthode des flexibilités) par une interpolation exacte des efforts. Elle permet de réduire les
degrés de liberté du systeme, d’annuler ’erreur de discrétisation généralement rencontrée dans
les éléments finis basés sur la méthode des déplacements[NE 97] et de résoudre les problemes
de localisation et d’instabilité dans les zones critiques fortement non-linéaires et au voisinage
de la rupture lorsque les sollicitations varient trés peu alors que les déplacements et les

déformations augmentent considérablement(formation des rotules plastiques).

-
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11.1.1-Méthode des flexibilités

......

des raisons d’inversion de matrices on procéde a une élimination des modes rigides de
déformations appliquées aux équations d’équilibre [NE 97], en adoptant un changement de

variable permettant de réduire les degrés de liberté (efforts nodaux réduits).

Cellule k&

Figure 2.1-Modéle éléments finis plaques multicouches multicellulaires dans le systeme
d efforts résultants

Les équations d’équilibre des efforts intérieurs qui sont données, dans le paragraphe (§
1.2.2.1) par les équations 21.a-b avec les définitions des différents efforts (figure 1.5) restent
respectivement les mémes que pour les efforts extérieurs de chaque élément fini.

Par la suite, pour déterminer les fonctions d’interpolation exactes, par les équations d’équilibre
des efforts extérieurs de 1’élément fini (qui ne sont autres que les efforts intérieurs de la
plaque), nous supposerons que les efforts normaux et de cisaillement sont constants et les
moments varient linéairement en fonction de ses variables(x, y) sur n’importe quel point du
triangle 1 J K (figure 2.2).
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Nxx(xv y):NxxI :|\|><><J =N = =N
N, (X, y)=N, =N, =N =C, =
ny(Xl y) = I\IxyI = nyJ = nyK = =N
Tx (Xv y) :Tx, :TxJ :TXK :C4 :Tl
T,y =T, =T, =T, =C, =T,

. 2.1)

Ainsi, par définition des moments nous en déduisons que :

Mxx7X:C6 Mxx:C6X+f1(y)
Mxy,y=C7:> M, =C,y+ f,(X) (2-2)
M, .y=Cq M, =Cgy+ f3(X)
M, x=C, M, =Cox+ f,(y)

Les équations d’équilibre (21.a-b) et les équations (2.1-2) donnent :

{fz(x) = (Cs _Cs)x

(2.3)
f4(Y) = (C4 _Ce)y

On choisit les fonctions f,(y) et f,(x) des fonctions linéaire du 1% ordre telles que :

{fl(y) =ay+b (2.4)
fo(X) =ax+b
Les équations 2.2 prennent alors la forme :

M, (X, y) =Csx+ay+b

M, (X, y) =Cgy +a,x+b,

M, (X Y)=T,y+T X—Cgy —Cx+C

(2.5)

D’ou les systéemes suivants :

CGXI+ayI+b:M><x| C3y|+a1xl+b1=Myy,
CsX, +ay, +b= MXXJ (2'6'a) et Cyy, +a X, +b = M,

CﬁxK+ayK+b:MXXK CeVi +a X +b =M

(2.6.b)

On pose : S, = (X, =X;)(Y, = Yi) — (X, =X )(Y, —V,) le double de la surface du triangle 1JK,

etona:

M, (% y) =m, (X, V)M, +m, (X, V)M, +m (X, y)M, o1
Myy(X, y)=m, (X, y)Myy. +m, (X, Y)Mny +m, (X, Y)Mny o
Avec
m, (x,y) =1+ E= %00, —yK)S—(y—y.)(xJ — %)
m, ()(1 y)= (X—X| )(yK Y, )S—(Y—y,)(xK _XI) (27b)
m, (X, y) = (X=x)y, —Y, )S—(y—y,)(x, —x,)

|
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CGIyJ_yK Mxx, +yK_y| |\/|XXJ _|_y|_yJ M

et SIJK SIJK SIJK o (28)
X — X X, — X X, —X
° SIJK ! SIJK ! SIJK e
Mxy(X1 Y):Tl(y_y|m| —y,m, _meK)+T2(X_X|m| —X,m, _XKmK) (2_9)

+m M, +m;M, +mM,

Cezﬁ—MMx _ K T X . _MMX
et SIJK Sk ! Sk ” Sk a (2.10)
CB_ yK Ys |\/| yl_yK M _'_MM
SIJK Sik Sk Y Sk

Avec S =Y, (XK_XJ)+yJ(X| _XK)+yK(XJ _XI)

En égalisant le systéme d’équation s (2.8) et Systéme d’équations (2.10), on obtient la relation

suivante entre les efforts de cisaillement et les moments nodaux:

{(yJ YOM,, + k= YOMg + (0 = Y)Mg (6 =X)Mo + (% =X M, + (X =x)M,, | (2.11)

-

{(yJ yK)Mxy, +(yK _y|)M><yJ +(y| _yJ)MxyK +(XK_XJ)Myy| +(X| _XK)Mny +(XJ _XI)Mny}

Nous pouvons, par la suite, exprimer une relation entre le vecteur force élémentaire nodal
extérieur d’un élément fini {F;,}(qui n’est autre qu’un vecteur élémentaire intérieur de la
plague) en fonction de son expression réduite{Z[}. Ainsi, on obtient la matrice de passage du

systeme sans modes rigides de déformation a 5 degrés de liberté.
{Fx } =[R] {=V} 2.12)

{z,f} ={N,,N,,N;,M, ., MM, .M, .M M

XX, ! XXy ! Yy

M, My M, L (213)

XY,y

{Feext}est défini dans I’équation (2.15), {2{} est le vecteur force élementaire nodal réduit.

[R] est la matrice de passage du systéme sans modes rigides de déformation obtenue en

utilisant le théoreme de CASTIGLIANO :

=
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Théoréme de CASTIGLIANO

En geénéral une structure soumise a un systeme S de forces et de couples se déforme pendant le
chargement et les points d’application des forces se trouvent déplacer et les sections
d’application des couples ont tourné => le systéme S a donc produit un certain travail qui est
emmagasiné par la structure sous forme d’énergie potentielle, celle-ci est le potentiel interne
acquis W(S).

> Le théoréme s’énonce comme suit : la dérivée partielle du potentiel interne acquis par

rapport a ’'une des forces appliquées F est égale a la projection du déplacement du

point d’application de la force suivant le support de cette force telle que :

oW (S) _,
oF

De méme la dérivée partielle de ce potentiel par rapport a I’un des couples appliqués est égale a

W (S) _

la rotation de la section d’application du couple telle que : i

Par conséquent on peut écrire dans le cas de la plaque étudiée sous 1’action d’un systéme de

WS (F)
f P Qg L A 2.14
orce {Z}} = (2.14)
De la relation 2.14 nous pouvons écrire (voir §11.1.1.1) que:
Wi =X a3 =q's) = (L) ut =(Fs) PU ={u} [Kg]{u} (2.15)

ou (K& ]=[R] [K*][R]

&
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11.1.1.1- Calcul du travail extérieur d’un élément fini W',

Soit un élément fini plaque 4 trois neeuds 1JK de forme triangulaire de normalesn,, n, et n,

sur les facettes respectives 1J, JK et KI (figure 2.2).

01 [ ¥
o— X
| J
O .ﬂ (010) >
> (110)
X Espace de référence

Espace réel dans le repére global
Figure 2.2: systeme d 'une base locale dans la base globale

Les fonctions d’interpolation dans 1’espace parent sont naturellement données par :

N, (&) =1-&-n, N,(En)=S& et N (&,n)=n

{X: N, (&,m7)X, + N, (&, 7)%; + N (&, 7) % (216)
y=N,(&.nm)y, +N,;(&. 7)Yy, + N (&, 7)Y«

Par I’application du théoréeme de la divergence, le travail des efforts de surfaces s’obtient par :
J‘Sq T njuids (2.17)

Ou s, la partie de surface de la plague ou le déplacement u; n’est pas nul.
% Sur la facette 1J
n=0 = N,=1-&et N,=¢&
Le systéme d’équations (2.16) s’écrit :

{XZ(l—Cf)X. +EX, (2.18.a) et de| L idaf (2.18.b)
y=Q1-8)Yy, +&y, A
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Puisque dI’ =dx’+dy”* = di=L,d& avec L, =(x,—x) +(y,- )
Les paraméetres m,,m, et m, sont des variables fonctions de x et y uniquement, nous pourront

les exprimer sur cette facette(lJ), en utilisant les équations du systeme (2.18.a), en fonction de
£ uniquement.

m (&) =1-¢&, m(5)=¢ et m(5)=0

n, étant le vecteur normal extérieur a la facette 1J , ce qui donne :
n = AL
LJI

_—

. I -
Dans le repére local (0, X, y,z) ona: — =X; X+ Y; ¥

J
Ly

Avec X = X =% g Y= Y =Y
LJl LJl

Ce qui permet d’enduire que :

N =N X+n,y avec nxlzu ; ny1:x,—xJ et n, =0
JI JI

W, = _[ (o, +oyn, +o,,n,)udldz+ I (on, +o,n, +o,n,)u dldz

A h (2.19)
+I (on, +o,n, +0o,n,)u,dldz

ot u,(x,y,2) Uo (X, Y) B(x.y) s

Y u ey (= ey |2 B,00) (2.20)
u, (X, Y,2) Wo (X, Y) 0

On peut faire une distribution simple sur les différentes facettes du triangle 1JK en

interpolantu,, vy, w,, B, et B, par une interpolation du premier ordre sous la forme :
P => N,# (2.21)
i=1

(¢ =U,,Vy, Wy, B, ﬁy) et n le nombre de nceuds de 1’élément fini triangulaire(1JK)

On calcule terme par terme les expressions de la relation (2.19):

R/

s Pour o, ,onpose:

XX 1

o, = [ N (Uo + 28,)dldz = [ N n, u,dl + [ M, (X, yIn, B.dl

Sq

L’integration de chaque terme de I’expression |,, ~aboutie & I’expression suivante :

.
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|><><.J Z% Nlnx1 L, (uo, + Uy, )+%nxl Ly {Mxx, (Zﬂx, +,BXJ )+ MXXJ (,BXI -+-2ﬂxJ )} (2.22)

< Pour o, ona:

l, = % N,N, Ly, (Vo, +Vo, )+%nyl L, {M w (28, +8,)+M,, (B, +28, )} (2.23)

< Pour o, eto,o0naoc, =0,:

IXyU :% N,L,, (nxlvOI +n, Uy, +n,V, +n, Uy )
(2.24)

=L (0,8, +0,8,)(2My, + M )+ (0B, 1, B, ) (M, +2M,, )}

% Pour o, o, eto,, o, 0nan, =0

1
| = ETlnxl L, (WOI + W, ) (2-25)

XZy4

IyZU =%T2nyl L, (WOI + W, )

% Sur la facette JK
E+n=1 = N, =0, N;=&etN, =1-¢&
Le systeme d’équations (2.16) s’écrit :

X=EX, +(1—&)x " h
3 K (2.26.3) et di=L, [d (2.26.b)
{y=§yj+(1—§)yK I JK! :

Avec L, =\/(XK — X, )2 +(Ye -V, )2

Les paramétres m,,m; et m, peuvent s’écrire finalement sur cette facette(JK), en utilisant les
expressions de la relation (2.26.a), en fonction de & uniquement.

m(&)=0, m(&)=¢ et m(S)=1-¢

n, étant le vecteur normal extérieur sur la facette JK , ce qui donne : n,=zn
LKJ

Dans le repére local (0, x,y,z) ona: KJ _ X, X + Y Y
KJ
X, —X -
Avec x, =——" et y, = Y =¥k
LKJ LKJ
Ce qui permet d’enduire que :
n2:nX2X+nyZy avec n Z—yK_yJ ;N Z_XJ — Xk et nz =0
X2 L Y2 L 1
KJ KJ

=l
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% Pour o,

IxxJK = % Nlnx2 LJK (uOJ + uOK )+%nx2 LJK {M XX3 (ZﬂxJ + ﬂxK )+ M XXk (ﬂxJ + ZﬂxK )} (227)

< Pour o, ona:

l, = % NNy, Ly (Vo, + Vo, )+%ny2 L {M w (28, + B, )+M, (B, +28, )} (2.28)

< Pour o,eto,0na o, =0,:

XY ik

1
+€ L,

NP

N, L, (nXZVOJ N, U N, Vo + N Uy ) 2.29)

—~—

(n. B, +n,. 8. )(2M,, +M, )+(n B, +n, B, ) (M, +2M, )}
% Pour o, o, eto,, o, 0nan, =0

1

Ixz‘]K = E_rlnx2 LJK (WOJ +W0K )

(2.30)
1

Ly =5 ToMy, Lo (Wo, +Wo, )

% Sur la facette Kl
&=0 = N,=1-netN,=p
Le systeme d’équations (2.16) s’écrit :

X=1-n)x X " 1
{ A=)+ (2.31.a) et [ di =Ly, [dn (2.31.b)
y=WA=-n)y, +nY ;

Yk

Avec L, =\/(X, — Xy )2+(y| =Yk )2

Les paramétres m,;,m; et m, peuvent s’écrire finalement sur cette facette(Kl), en
utilisant les expressions de la relation (2.31.a), en fonction de » uniquement.

m () =1-n, m(n)=0 et m(7)=7

n, étant le vecteur normal extérieur sur la facette K1 , ce qui donne :

— - IK
n=zAn—
I‘IK

Dans le repére local (0, x,y,z)ona:

K - -
L_:Xikx+yiky et LIK:\/(XK_XI)2+(yK_yI)2
IK

Avec x :¥ et y = yKL— Y,
IK IK

&
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Ce qui permet d’enduire que :

Yi — Yk

Ean3§+ny3§ avec nXS:L— , n, = 2 et n, =0
IK IK
% Pour o,
1 1
L = i, L (U, +Us, )+, L M, (B, +2B,)+M, (2B, +8,)} @32
< Pour o, oOna:
L, :%Nzny3 L (Vo, +Vo, )+%ny3 La (M, (B, +28,)+M,, (28, +8,)] (23)

< Pour o,eto,o0nao, =0,:

I _1 N.L
XYki E 3KI (nX3V0K + n)’suOK +nX3VO| + n)’suol )

(2.34)
(n.B, +n,.8,)(2M,, +M,, )+(n B, +n, B, )(M,, +2M,, )}
< Pour o, o, eto,, o, 0nan, =0
1
e, = iT 1Ny L (W + W, ) 2.35)

'yzK. 2T n, LKI (WOI +W0K)

Le travail de la facette 1J est finalement obtenu en sommant les différentes expressions

obtenues par intégration de la facette considérée, ce qui nous permet d’écrire :

W, =1, +1, +1, +1, +I (2.36)

XXi3 i3 XY13 Xy YZ)y
Et par la suite le travail total du triangle est simplement la somme des travaux des faces 1J, JK
et Kl du triangle 1JK.

Weit (Fe) :Wu +WJK +WKI (2-37)
o - Mo owg, g W oW W W o,
1 ’ q = —_— ’ 6
N, "7 aN,  C 8N, oM, © oM, M, T oM,
aVv(—:it _ aWel?(t _ aWe(?(t aweit aWeit
q8 oM Yy, qg - oM XYy qlo aM XXk qll - oM YYk qlz aM XYk

=
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{a} =[R]{u°} (2.38)
AVEC {ue}T = {UO, ’V0| 'W0, ’ﬂxl 'ﬂy, ’uOJ ’VOJ 'WOJ ’ﬂxJ ’ﬂyJ,UOK ’VOK ’WOK ’ﬂxK ’ﬂyK}

En remplagant {q} par son expression (éqt.2.38) dans I’équation 2.15 on retrouve 1’expression

de I’équation 2.12.

{Q}T :{quz’qs’q4'q51q6'q7!q8'q9'Q1o'q11:q12}

a, :%{(nx1 L, +n, L )uOI +(nX1 L, +n, LJK)UOJ +(nXZ Lo+, LK,)UOK} (2.39.a)
qzzé{(ny1L,J+ny3LKl)v +(n L,+n LJK)V +(n Ly +n, LK,) } (2.39.b)
_1 (nylLIJ +n, L )Uo, +(ny1LIJ +n, LJK)qu +(ny2 L« +ny3LKI )uOK (2.39.0)
72 +(nX1LIJ +n, Ly, )Vo, +(nX1LIJ +n, LJK)VOJ +(nX2 Ly +N, L )VOK o
1% [(n L, +n, LKI w +(n L, +n, LJK)W +(n Ly +n, LK,)WOK]
4=§ . (2.39.d)
+§[2 (n,Ly +n.La ) B, +0, LB, 40, LA, |
1 N (ny L, +n,, LKI W, +(n L, +n, LJK)WOJ+(n Ly +n, LK,)W }
== (2.39.¢)
%77 +%[2(n L, +n, Ly )8, +ny1L,JﬂyJ+ny3LK,,ByK] i
[rxkj (nleIJ +n,, Ly )+ , (ny1 L, +n,, Ly )}WOI +[rij (nle,J +n,, Ly )+ I, (nyz Ly +ny1LIJ )JWOJ
U5 :% J{rxkl (an Ly +n Ly )+ . (nyz Ly +n,, L )}WOK +%[2(nylL,J +n, Ly )ﬂx. +ny1L”ﬁXJ} (2.39.1)
+%[ny3 LKlﬁXK +2(nX1LIJ +nX3LKI )ﬂy. +nXlL,JﬂyJ +nX3LK,ﬂyJ
1 r, [(nle” +n, Ly, )WOI +(nX1LIJ +n, LJK)WOJ +(nX2 Ly +n, L )WOJ
4 =>7 1 (2.399)
2 5[ LB, +2(nLy +n Ly ) B, +0, Ly B, |
Fe [(nyl L, +n,, Ly, )WOI +(ny1 L, +n,, LJK)WOJ +(ny2 L« +n,, L, )WOK}
g =+ ) (2.39.h)
2 +§[nyl LuB, +2(n Ly 40, Ly ) B, +0, LB, |

&
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[rxik(nleU+nx3LK,)+ryki(ny1L”+ny3LKI )} [ (n L, +n, LJK) (n LJK+n L”)}

0, =% +[rXik (nxz Ly +0, L )+ r, (nyz Ly +0, L )}WOK +%[nylLUﬂX| +2(ny1LIJ 0, Ly )ﬂxj} (2.39.i)

+%|:ny2 LJKﬁxK -I-nleIJﬂy| +2(nx1|‘|.] -I-nx2 l‘JK)ﬁyJ +nx2 L.]K ij|

1 N [(nxl L, +n, L )WOI +(nX1LIJ +n, Ly )WOJ +(nX2 Ly + 1, Ly )WOK}
Gio ) 1 (2.39.))

= L By, +0 LBy, +2(n, Ly +n, L ) By,
*3 (n )

1 r, [ n, L, +n, L )WOI +(ny1L,J +ny2LJK)W0J Jr(nyzLJK +n, Ly )WOJ
G o) 1 (2.39.k)
+§[n WLaBy 0, LBy +2(n, Ly +n, Ly ) B, |

[r n L, +n, L (ny1 L, +n, L, )}Wo, Jr[rXii (nle,J +n, Ly )+ ", (ny2 L+ nylLIJ )}WO
1 1
O :E [I’ n L +0, L ) (nyz LJK + ny3 LKI )JWOK +§[ny3 LKIﬂX, +nyz LJKﬂxJ +2(ny3 LKl +ny2 LJK )ﬂxd (2'39'|)
1
§|:nx3 I‘KI ﬂy, + nx2 LJKIByJ + Z(nx3 I‘KI + nx2 LJK ):ByK :|
Avec
r,. Y~V r, _(e=%) _XJ),ryki _ Y=V, r, = X~ %, r, = i~ ¥, R =%

j S, j s, S, S, i S, ; S,
r, 0 O 0 0O rh, 0 O 0 0O r, O 0 0 0
0O r, O 0 0O 0 r, O 0 0 0 r, O 0 0
Iy Iy 0 0 rr, O 0 0 r, r, O 0 0
O 0 r, r, O O O rg 1, 0 0 0 r, I, 0
- 0r, 0, 00 rb O r, O 0 1y 0 (o

[R] — 0 O r63 r64 r65 0 0 r68 r69 r-610 0 O r613 r614 r615

0 0 r, b 0 0 0O rg Iy 0 0 0 r, r, 0
0 0 rb 0 rp O O r O r, O 0 Iy, 0 Iy
0 O r93 r94 r95 0 0 r98 r99 r910 O O r‘913 r914 r915
0 O r103 r1L04 0 0 0 r108 r109 0 O O |’1013 r1014 0
0 O I‘-113 O I‘-115 0 0 r-118 0 r-1110 O 0 IF1113 O I‘-1115
0 O r123 I’124 IFlZE: 0 0 r-128 r129 r-1210 O O IF1213 r1214 r1215

Ou les éléments de la matrice[R] (r,ar,,) sont les coefficients de pondération qui lient les

déplacements g,a q,, aux déplacements et aux rotations nodaux respectivement (eqt.2.38).

|
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I1.1.2-Formulation Elément Fini Plaque Multicouche Multicellulaire

Les expressions des relations 5 peuvent prendre la forme suivante :

N=He+H,k , M=H_ e+Hk et T=H,» (2.40.a)
O £ 1 v O €, £ 1 v O K.
z 2.40.b
ny 0O O ]'__V 2e><y 0 O l—_V 2|(xy
2 2
Avec
1 v 0
o 1 v 0 o ' hi2oq h/2
H - 1 v 1 0 [Edz= Hdz ~ Hme = _[ 1,7 v 1 0 |Ezdz= J' Hzdz
21—V —h/2 —h/2 1—v ~h/2
0O O 1-v 0O 0 —
2 2
k'(l-v
h2 g 1w 0 h/2 2 g (2 ) 0 hi2
Ho= [ —=lv 1 0 |Efdz= [ HZdz, Ho= [ — | Edz= [ H,dz
-h/zl_V ~h/2 —h/21_v k(1-v) —h/2
1-v 0
0 0 T 2

T T T
Et {e} :{exx'eyy'zeXY} K :{kXX’kW’kay} et {7} :{7X’7/y}
H, , H, et H, sont les matrices de rigidité en membrane, flexion et cisaillement transverse,
respectivement, k est le facteur de correction de cisaillement. H . est la matrice de rigidité de

la membrane-flexion.
Pour un comportement élastique homogene isotrope de plaque ces matrices ont pour expression

) o k'@—v) o
v
H B Eh v 1 o ’ Eh3 1 v (6] 'HC[: Eh2 2 I
RRREEY | T Tas| L ° 1-vi ) KAy
0o o —= o o —/X

et H,, =0 car il y a symétrie materielle par rapport au plan z=0

Et I’énergie interne de déformation élastique de la plaque s’exprime plus habituellement pour

ce genre de geométrie de la facon suivante :

o =5 [[£(H g+ k) +k(H e+ H )+ 7H s

N
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Les équations d’équilibre en tout point de 1’élément fini plaque multicouche multicellulaire en

absence des charges reparties, se traduisent par:

N, X+ N, ,y=0
N, ,y+N, ,x=0
W g (2.41)
Tx,x+Ty,y=0
My, x+M,,y—T,=0
M, y+M, x=T, =0

Les expressions de différents efforts du systeme d’équations 2.41 sont données dans les

systemes d’équations 2.1 et 2.11

{N}={Ny, N, N} =[b, ]{=1} (2.42)
10000000O0O0O0O
[b,]=|0 1 0 0 00 00O0O0OO
001000000O0GO0DO
T}={T.7,}" =[b. ){=}} (2.43)
[b]:000b10b2b30b4b50b6
1000 O0Db b O Db b 0 b b
=yJ_yK' :XK_XJ’ =yK y|,b _XI XK’ :yl_yJ et =XJ X,
bl Sl bZ Sl b3 Sl 4 Sl b5 Sl b6 Sl
{M}:{MXX’MW’Mxy}T:I:bf(§777):|{zlr} (244)

Ou les expressions des momentsM ,,M et M sont données dans les équations (2.7.a) et
(2.9).
En remplagant x et y par leurs expressions (systéme 2.16) dans le systéme d’équations (2.7.b),

les variables m,,m; et m, peuvent s’écrire uniquement en fonction de £etz.
m (&) =1-¢-n, m (&) =&, m(&n)=n
Et par la suite les équations (2.7.a) et (2.9) s’écrivent finalement :

M, (&.m)=m (&M, +m (&, )M, +m (S, )M,
My, (7)) =m (&M, +m (&M, +m (&M,
Mxy(ét’n) = ml (5177)Mxy, +m.J (5177)Mny +mK (g’n)MxyK

Ainsi donc, la matrice b, (&, 7) est finalement donnée par :
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0o0O0Om O O0Om 0 0 m 0 O
[bi(¢m]=j0 00 0 m 0 0 m 0 0 m O
0000 Om 0O O m 0 0 m

Les matrices[b, ], [b,]et [bf (f,n)]représentent les fonctions d’interpolation exactes des

efforts  de la membrane, cisaillement et de la flexion en absence des charges reparties. Dans
le cas de charges reparties, il est possible de les transformer en charges nodales produisant les
mémes réactions aux nceuds.

Par conséquent nous pouvons donner la matrice qui lie les efforts de la membrane & flexion sur

n’importe quel point avec les efforts réduits:

(S b= {NMP ={N N N M MM } =[ Doy (&) |{Z1} (2.45)
1000 0 0O O O O O O O
0100 0 0 0O 0O O O O O
ENE 001 0 0 0 0 0O O O O O
e 000mM O O m 0 O m O O
000 O m O O m 0O O m O
0000 O m O O m O 0 m

En tenant compte des relations 4, 2.42 et 2.44 nous pouvons réécrire les travaux de

déformation de différents efforts par les expressions suivantes:

Wy, (emf) = =7} S [j [P ] [Hew | [Dcmf]dfdnj{ # (2.46.2)
W, (cisaill) = (=]} S, U [T [HaT [bct]dédnj{zf} (2.46.b)
Weer =W (cisaill) + def(Cmf):{ }I:Fflex]{ } } {ET} (2.46.c)

La discrétisation permet de découper un élément fini plague en un certain nombre de triangles
de dimensions x et y variables, appelés cellules localisées par x; et y; indiquant la position de

leurs centroides par rapport a la fibre moyenne et au centre desquels sont définies les matrices

de flexibilités H *

cmf 7

H et par conséquent toutes les surfaces droites comprises dans une cellule

donnée, d’une couche donnée d’épaisseur h;, auront les mémes propriétés géométriques,

mécaniques et cinématiques. Ainsi, chaque cellule est supposée comme un constituant d’un

.
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méme matériau et 1’état de contraintes et de déformations au milieu de chacune est pris comme
représentatif de la cellule entierement.

Les matricesH,_,H,,H , et H, sont les matrices de rigidités de membrane, de flexion ,de

couplage entre la membrane & la flexion et le cisaillement transverse, respectivement.

Les relations liantH, ,H,, H . a Het H, a H sont valides quelle que soit la loi de

mf

comportement élastique, avec déformations anélastiques (thermo-élasticité, plasticité, ....).

Pour un élément fini composé par N couches élastiques, les matricesH _,H,, H . etH,
s’écrivent [JE 90.b]:
N N 1 N N
H,=>hH,, H,=>hnH , H, :§Z(Zf’+l—zi3)Hi et Hy=> hH, (2.47)
i=1 i=1 i=1 i=1

+2;) etH;, H ; représentent les matrices H et H  de la couche .

i+1

OU'WZAA_A'7ﬂ:%(Z

kK(1-v,) 0
E 1 v, 0 EtHiz—EL- 2 |
H, :l—viz v, 1 0 7 1_Vi2 0 Kd-v,)
0 o 1V 2
2

Avec E; le module d’Young moyen d’une couche anisotrope, h, est 1’épaisseur de la couche et
v; est le coefficient de Poisson de la couche i.

Les expressions des relations 2.40.a et 2.40.b permettent de donner la matrice somme

membrane, flexion et de la membrane & flexion par :
H, H,
H , o " (2.48)
[ cmf (§K UK)] I:HIf Hf j|

Les efforts en tout point de 1’élément fini plaque s’écrivent dans ce cas sous forme matricielle

en fonction des déformations identiquement a 1’équation 10 :

{Zat €} =[ How (E:7) |{dere (£,7)] (2.49)
(T} =[Ha (& n)]{d.(€.0)} (2.50)

OU {doy (£,11)} = {€0r8y Vg K Koy 2 | €t {de (G} = {707, }

.
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11.1.3-Matrice de flexibilité et de rigidité élémentaires

L’assemblage direct des éléments finis présentés ci-dessus permet d’obtenir la matrice de
rigidité¢ élémentaire dans le repére global exprimée par l’inversion de la sommation des

différentes matrices de flexibilités relatives tel que :

[K*]= [FﬁeX]_ —([ Fi (cmf) |+ erX(msaﬂl)]) (2.51)

Pour un élément fini plaque de référence triangulaire a m divisions suivant les axes & et
n (figure 2.2), le nombre de cellules anisotropes en élasticité qui compose 1’élément fini est
donc m?. Ainsi, une deuxiéme transformation du systéme de base(&,7) lié a 1’élément fini
plaque de référence vers un systeme de base(r,s) lié a la cellule est nécessaire, et les nouvelles
fonctions m,, m; et m, sont uniquement exprimées en fonction de rets.

» Pour le triangle inferieur (cellule inferieure : figure 2.3)

§:i(l+r—l),77:£(\] +s—1) pour | variantdel a m+1-J et Jvariantdel a m
m m

1 1 1, .
m, (r,s):l—a(l +J+r+s—2), m (r,s):a(l +r-1), mK(r,s):E(J+s—1)

» Pour le triangle supérieur (cellule supérieure : figure 2.3)

§=l(|—r) ) 77=£(J—S) pour | variantdel a m+1-J et Jvariantdel a m
m m

1 1 1
m, (r,s)=1—a(l +J-r—s), mJ(r,s):E(l -r), mK(r,s):E(J —-s)

Et par conséquent, les différentes matrices de flexibilités sont données, en utilisant les

formules de « Hammer », par :

N

m

[Fro emf)] =Sy D [[[ Dew (.11 | [Hems Gcr12) ] [ Des (&.17) Jd &y
=17 (2.52)
_S, — S

- 2 WI [Dcmf (ri’si)]T I:Hcmf (rK’SK):Iil[Dcmf (ri’si)]

“m 1 =1

3
o

=~
Il

2

[Fa(cisail)] = Sy 3 [0 T [Ha (Ec.7)] " [b.]d
Y (2.53)
1 m2 npi

K 'm? & _W[bm(r"s')] [HC‘(rK’SK)]il[bct(ri’Si)]

Ou npi est le nombre de points d’intégration et Sy« le Jacobien de la transformation de dxdy a

d&dn et iz le Jacobien de transformation de ce dernier adrds.
m

.
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La matrice élémentaire globale peut s’écrire finalement : [IKe] =[ P]T [R]T [Ke][R][P]

ou:{u}=[P]{u}
Avec :

[P], la matrice de passage géométrique du repere local au global telle que :
{ue}, le vecteur des déplacements élémentaires dans le repére local ( A, x,y, z : figure 2.2)

{U°} , le vecteur des déplacements élémentaires dans le repére global (0,X,Y,Z: figure 2.2)

0 1

Triangle inférieur
Figure 2.3- élement fini plaque multicellulaire multicouche

Algorithme de calcul de la matrice de flexibilité d 'un élément triangulaire a m” cellules:

I:ftleex - O
y
J =21
v
I = 1
A4
I =1+1 o F& =F¢ +FS . (1,d,r,5)
” flex flex flexinf AR
e e c Non
I:flex = I:flex + Fflexsup(l"]irls) 1 I=m+1-J
v Oui \on
J=m J=J+1
Oui

FIN
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N C . ay epes s . . . . Cc .
Ou Fﬂexinf la matrice de flexibilité de la cellule triangulaire inferieure et Fﬂexsup la matrice

de flexibilite de la cellule triangulaire supérieure.

I1.1.4-Matrice de passage du repeére local au global

Soit (A,X,Yy,z)un repére plan orthogonal local lié & une plaque donnée et {ue}son vecteur

champ des déplacements locaux élémentaire. (0,X,Y,Z) est le repére global du systéme et

{Ue} le vecteur champ de déplacements globaux (figure 2.2). On peut choisir un point B et un

point C sur la plaque de telle maniére que le vecteur ABet le vecteur AC soient colinéaires

aux vecteurs x et 9 respectivement .

X =

Onpose: X; =X;-X

X=X X +X%Y +%Z
et V=YX +y,Y +y,Z (2.54)
z=2X+2,Y+2,Z
X Y, Z X Y, Z
Avec X, =—B% , x,=—BA, x, ="BA,y =—CA,y =_Cr ,y —"C, 7 =XY;—XY,,
LAB ? LAB ? LAB ' LAC ? LAC ’ LAC
Z, = XY= XYz L3 =XY, XY (2.55)

Le champ des déplacements d’un point M de la plaque peut s’écrire sur les deux bases :

U, (M) =ux+vy+wz=UX+VY +WZ (2.56)
Le vecteur champ des déplacements élémentaires {ue} dans le repere local est lié au vecteur
champ des déplacements élémentaires {U e} dans le repere global par :

{ue}=[P]{u°) (2.57)
e T

(U} ={Uq Vo Wo, . B By s By o, Noy W, By o By, Ba, Yo, No Wo o B B B, |

La rotation p,négligée dans les axes locaux (8.1.1) apparait dans les axes globaux et

devient 3, . En effet, dans les axes locaux, le repére relatif a une plaque donnée, la rotation g,

autour de ’axe z qui est la direction de I’épaisseur h, peut étre considérée nulle. Ceci n’est pas

vrais dans les axes globaux, repere global du systeme étudié, et la rotation globale n’est plus

N
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considérée nulle et est exprimée sous la forme d’une combinaison linéaire de S, et B, les
rotations locales (équation 2.58). Le développement des calculs permet de vérifier cette théorie.
Le développement de I’équation (2.56) permet d’écrire :

U = XUy + YV + 2W, + 2( X8, + Y,8,) =Uy + 23,

V = XUy + YoV + Z,W, + 2 (X, 8, + ¥,8,) =V, + 28, (2.58)

W = X3Ug + Y3V + Z3W, + Z (Xsﬂx + Y3ﬂy) =W, +25,

La relation entre le champ de déplacement élémentaire local et le champ de déplacement
¢lémentaire global doit satisfaire I’équation 2.57 et d’apres le systéme d’équations 2.58, la
matrice de passage associée sera d’ordres n et m. Pour des raisons d’inversion de matrice, la
matrice de passage doit étre une matrice carré d’ordre n (N=m) et par conséquent 1’expression
de la rotation autour de I'axe Z S, = X8, +Y,/, ne sera pas prise en considération dans la

matrice de passage. Toutefois, cette expression servira a calculer la rotation g, .

Ecrivons I’équation 2.56 sous la forme :

Up (M) =U, (G) + QAGP =U, X +V,Y +W, Z + 2(B, X + B,Y + f3,Z) (2.59)
Avec GP=12z=2(z,X +2,Y +2,Z) et Q=B x+B,y=Q X+QY+Q,Z
Ainsi
OAGP = (2,2, —2,Q,)X +(2,Q, —2,Q,)Y +(2,Q, —,Q,)Z (2.60)
Des équations 2.58, 2.59 et 2.60, on en déduit que :

ﬂxxl +ﬂyy1 = Z3§2Y - ZZQZ
BXo+B,Y, =2, — 2,0 (2.61)
BXs +ﬁyy3 =72,Q0 —7,Q),

On obtient donc (systeme 2.61) un systéme a trois équations et a deux inconnues 3, et 3, dont

la résolution aboutie a trois solutions possibles selon le cas de figure :

Si d, =Xy, =%y, #0

st 1 { Yz Yoizo  ~(ViZtYeZp) (2.62)
dy | —XZy X2 XZ,+X%7Z

Si dz :X1y3_X3Y1¢0

.
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[S;] _ i|:_y122 y323 + Y121 _yszz)} (2.63)
d,| Xz, —(XZ,+2,%) Xz,
Si dy=X%Y,— XY, #0
[Sﬂ :i|:_(y323 + Y2zz) yzzl y321 :| (2.64)
d,| X2, + X7, X2, =X,
Et
- -1
X Y9 7
[Sl‘ 1}: X, Y, Z, (2.65)
_X3 y3 Z3
'S 0 O ST 0
(P]=|0 s o avec [S]z[ (1) Sl} (2.66)
0 0 s ?

I1.1.5-Calcul de la Matrice Tangente élémentaire

Comme I’objectif principal d’un modéle global est de proposer une approche simplifiée a la
modélisation d’un matériau complexe, tel que le béton armé, il est essentiel que sa performance
numeérique soit optimale. Ainsi, pour rendre le modéle adapté aux calculs avec des schémas
implicites en temps, soit en quasi-statique soit en dynamique transitoire, le calcul de la matrice
tangente cohérente devient indispensable pour avoir une convergence quadratique et robuste du
processus itératif global de Newton.

L’essentiel du calcul du mod¢le s’effectue dans le repere des vecteurs propres du tenseur de la
déformation (et de la contrainte), la matrice tangente étant donc elle aussi exprimée dans le
méme repeére.

ext

Pour les problémes linéaires, | IK* | et {Fy }sont indépendants deU,. Par contre pour les
problémes non linéaires | IK* |dépend de U, mais peut étre décomposée en la somme d’une
matrice constante | IK | (linéaire) et d’une matrice | IK§ |(non-linéaire) qui est fonction deU, .

[IK U, ]=[IK? ]+ IKs U,) ] (2.67)
Par consequent la matrice [H ] de I’équation 2.48 peut étre calculée comme la somme de deux

contributions, celle qui correspond & une non-évolution de I’endommagement et celle qui est

.
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due a I’évolution de I’endommagement. Ces contributions peuvent étre nommeées : contribution

élastique et contribution dissipative :
H) {H; OHH;i H:;f} 259
= . 2.68
0 Hf| |HS HYf

Ou les termes en H*de I’équation 2.68 représentent la contribution élastique ou linéaire, et les
termes en H® dépendant de U représentent la contribution dissipative qui suit I’évolution de

I’endommagement du matériau, donc non-linéaire.

On voit dans 1’équation 2.68, que le couplage moment/extension et effort de
membrane/courbure n’est introduit qu’a travers la partie dissipative. Ce couplage a une
justification physique, puisque toute fissuration perpendiculaire au feuillet moyen de la plaque

affecte aussi bien le comportement en membrane qu’en flexion.
11.1.6-Présentation d’un élément fini multicouche multicellulaire DKT

(Discrete Kirchhoff Triangle)

L’¢lément DKT tel qu’il est défini dans [JE 90.a] est un élément fini a 3 nceuds et a 3 degrés de
liberté par nceud. Il est considéré, dans cette these, comme un élément fini a 3 nceuds et a 5

degrés de liberté par nceud.

Les rotations S et B, sont interpolées d’une maniere parabolique et les déplacements

transversauxu,, v, et w, sont interpolés de maniére linéaire par [JE 90.a] :

n 2n n 2n
B, :;Niﬂxi + Z P.a et B, :;Niﬂyi + Z P.a., P =RC etP, =RS,

k=n+1 k=n+1

n n n
U=, Nitg, , Vo=, NiVo, et wo =2 Nw,
= i1 i

OuC,,S, sont les cosinus directeurs, k milieu des cotés respectifs du triangle, et sont donnés

sur le coté ij par: C, =(x; —x)/L., S =(y,-y))/L et L =\Ii(xi %)+ (y; - ;)

Avec n le nombre de nceuds de 1’élément fini, dans le cas d’un élément triangulairen =3, les

fonctions N, et B, sont données par :

.
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N,=A=1-é-n, N,=&, Ny=1, P,=4&1, R =4%n et B, =4nd
L’expression de «, en fonction des variables nodales des nceuds i et j est:

3 3
a = oL (VV. _Wi)_z(ckﬁx. +Skﬁy, +Ck18xj +Sk18yj) (269)
x
Alns! L[N N Ny (2.70)
'BV Nii Nié Nié
N =22 RC, ~5 - R,Cor N = N, —S RC? 2B C? NS =~ SRC,S, ~ S R,C,S,
2Lk 2Lm 4 k 4 m 4
N Zipksk —iPmSm, N7 =Ng, N =N; _EkaZ _Epmsz pour i=1,..n
2L, 2L, 4 K 4 m

11.2- Approche fibre d’un élément fini barre a 2 nceuds avec

fonction d’interpolation

On considere dans un repere R(A, X, Y, z) local d’un élément plaque multicouche

multicellulaire un élément barre droite 3D de longueur L orientée selon une direction x et
soumise a des efforts distribuésq,, g, .

y Ay

v

&

Figure 2.4 : élément barre 3D a deux neeuds dans un repére local R(A, X, Y, 2) d 'un élément
plaque

.



Chapitre I1- Elément fini plaque multicouche multicellulaire

Les vecteurs x,y,z sont exprimés dans le repére local R(A, X, y, z) par :

ax+oa y+a z
1 2 3
BX+pB,Y+[,2
1

yX+y y+yz

(2.71)

b=l %l

N

Par conséquent la matrice de passage du repére local R'(1,x,y,z) lié a la barre au repére local
R(A, x,y,2z) lié a la plaque est donnée par :
a o, a
[Pl=|B 5. 5
o V2 V3

Dans le repére R(A, x,y,z) les points | et J sont lus dans le plan (x, y) ona donc: I(x,,Y,,0)
et J(X,,Y,,0) .
y

X, — X o Y
JL Iz_ﬂz'azz%:ﬁlr a, ==y, =y,=0c¢t
13 13

Ce qui donne alors : o, =

73 zajl_z +CZI22 et L” :\/(XJ _X| )2+(yJ _yl )2

De méme, on peut exprimer dans le repére R'(1,X,y,z)

=X +a,y +a,z

BX+BY + 57 (2.72)

N «<| X!
Il

=h;+%Y+hf
Avec:a, = Pfl(l,l), a, = Pfl(l, 2),a,= P_l(l, 3,6, = P_l(Z,l) B = P‘1(2, 2), 5= P71(2,3) ,
7= P_1(3,l), Vo= P_l(sa 2), V3= P71(3’ 3)

Le champ des déplacements d’un point P qui se trouve dans I’¢élément barre est exprimé dans
les deux repéres par :

U(P) =UX+VYy+WZ=UX +Vy +WZ (2.73)

Rappelons le champ des déplacements local d’un élément plaque dans un repére local R(A, X, Y, Z) .

-
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u(x,y,z) Uy (X, y) 0,(x,y) Uo (X, Y) B(XY)
V(X, Y, 2) |=| V(X Y) [+2Z] =6,(X,Y) [=| Vo(XY) |+2| B,(XY) (2.74)
w(X, Y, z) W, (X, ) 0 W, (X, y) 0

Les équations 2.72 a 2.73 permettent d’exprimer le champ des déplacements u,v,w en

fonction de uy, vy, W,, B, et B, par:

U(%, ¥,2) = 0 (U (% V) + 28,06 )+ B, (Vo X, Y) + 28, (%, ¥) ) + 72w (X, Y)
V(% Y, 2) =, (U (%, Y) + 2B,(%, ) + B, (Vo (X, ¥) + 28, (X, ¥) ) + 7, Wy (X, Y) (2.75)
W (X, Y, 2) = @, (Up (X, Y) + 28,06 Y)) + By (Vo %, Y) + 28, (X, ¥) ) + 72Wo (X, )

L’hypothése des sections planes (théorie Euler-Bernoulli) néglige les déformations dues au

cisaillement Eop =8 = O et par conséquent on peut exprimer le travail des déformations en

fonction de la déformation axiale € .- uniquement.

En effet, la barre est supposée se déplacer uniquement selon la direction x ce qui nous permet

en premier lieu de négliger les complantes v'et w suivanty et z dans les équations 2.73 et

2.75. En plus nous faisons I’hypothése d’un déplacement linéaire dans la direction X en

fonction dex, ainsi le champ de déplacement u'(x,y,z)=u,(x) est fonction dex
uniquement. Par la suite c’est uniquement le champ de déplacement u, (X )qui sera considéré

dans le développement des équations.

Onaalors : uy(x)=u(x,Y,z) puisque x peut étre exprimé en fonction de x,y,z (eqt. 2.71)

Le champ des déformations prend alors la forme suivante :

g“:6u0(lx):6u(x,y,z)a_x|+8u(x,y,z)ﬂ+wa_zl (2.76)
XX oX OX oX oy OX oz OX
{8x'x' = alzexx +ﬁ12eyy +a11817/>‘(y +a1}/17/x +ﬁly17/y +a122kxx +18122kyy +a11812)(xy (2 77)
g..=¢..=0 '
Xy Xz
Ou exxz% ewz% 7;y:2exy:%+% yx=ﬁx+%
OX oy oy OX OX
0 0,
y=p+ 2y OBy _% ok, =L Py

ox ey T T T
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Le vecteur des déformations généralisées uni-axiales que subi la section d’abscisse x est donné

par :

{d(6)} = e, (X),8,, (X, 7y (X, 7, (X). 7, (X), Ky (), Ky (X, 25 (X)) (2.78)

I1.2.1-Principe des travaux virtuels

Travail de déformation

Le travail élémentaire de déformation de I’élément fini est donné par :

We

int

=W, = [ &,.0,, dxdydz :T [J &0 dAGO)AX (2.79)

Vo 0 A(Xx)
Loi de comportement

La théorie des barres et les équations d’élasticité dans le cas de la théorie d’Euler-Bernoulli
donnent :

G--=E6‘XVX‘ et O'X--:O'--:GH:G--:O (2.80)

XX y Xz yy 7z

Avec E le module d’Young de la section de la barre.

11.2.2-Elément fini barre Euler-Bernoulli & deux neeuds avec fonctions
d’interpolation du premier ordre

Prenons une barre Euler-Bernoulli 3D a deux nceuds, de longueur L, soumise a des efforts
distribués q, et q, figure2.4.

Dans le cadre de la théorie d’Euler-Bernoulli(les sections planes restent planes et
perpendiculaires a 1’axe neutre) les deéformations dues aux efforts de cisaillement sont
négligées, ce qui permet de conclure que le phénomene du blocage par cisaillement (apparition
de rigidité « parasite ») n’est pas présent dans tous les éléments finis barre Euler-Bernoulli.
Ainsi, le choix des fonctions d’interpolation peut étre simple et ne conditionne pas la
performance numérique de 1’élément. Les déplacements transversaux et les rotations peuvent
donc étre discrétisés séparément, ce qui nous permet de choisir, en particulier, des fonctions

d’interpolation de premier ordre.

Ici, nous présentons une généralisation ou l’axe de référence choisi pour la barre est

indépendant de toute considération géomeétrique, inertielle ou mécanique. Chaque nceud

.
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possede 5 degrés de liberté, trois de translations et deux de rotation stockés dans un vecteur de

déplacements de dimension 10 structuré de la maniére suivante :

e T
{U } :{uoiyvoiywoi1ﬁxilﬂyi)u0jyvojlwoj;ﬂxjlﬁyj} (281)
Fonctions d’interpolation

Nous considérons le champ de déplacements continu en tout point de la ligne moyenne x en
fonction du champ de déplacements discrétise :

{fu, =[Ny N {us, wl b —[N]{ue} (2.82)

Parmi les techniques de calcul au niveau élémentaire figure, en particulier, I’utilisation de
coordonnées intrinséques pour la détermination des fonctions d’interpolation, la formulation

iso-paramétrique et les méthodes d’intégration numérique [JF].

L’expression d’une fonction ¢ est donnée en fonction des fonctions d’interpolation par :

=3 N (2.83)

Ou N, est la fonction d’interpolation au nceud « i », n le nombre de neeuds par élément et ¢

peut étre la coordonnée ou le déplacement nodal au point « i ».
[N]=[N; N (R ] (2.84)

: X W X

N.(x)=1-—, N.(X)=—

{(X) O N =T
En utilisant les équations 2.76, 2.79 et 2.80, le travail des déformations peut encore étre calculé

par :

Lo .
wg, — [ XA gy (2.85)
5 OX OX

Avec E, A sont respectivement le module d’Young, la section de la barre d’acier.

La déformation axiale généralisée est calculée par :

i = ZL)E) =[8 J{uw, u, }T =8, JLR J{u} =[Bu) (2.86)

En tous points | et J, de 1’élément fini barre, on peut exprimer le vecteur des déplacements

nodaux lié au repére local de la barre en fonction de ses coordonnées nodaux et /ou en fonction

du vecteur des déplacements nodaux lié au repere local de la plaque par:

.
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{Ué, = (Uoi -+ Z, [, )_'_ VA (\/oi + Z, 5, )_'_ 71 Wo, (2.87)

u, :al(uoj +zj,6Xj )Jf,Bl(voj szj,Byj )+7/1WOJ_

Les relations 2.86 et 2.87 donnent :

[Pij:lz a B rn az, Bz 0 0 0 0 0 (2.88)
0 0 0O © 0 o B n oz, Bz

J

Ol][Pij] la matrice de passage de la base locale B (x,y,z)liée a la barre a la base locale

B(x,y,z) liée alaplaque.
1
[Bd:t[—l 1] (2.89)

[B] = %I:_al £ —n —az, =Bz o [ o onZ; ﬂlzj:I (290)

[N]:[al(l_gl) ﬂl(l_fl) 71(1_5') alzi(l_él) ﬂlzi(l_él) alf‘ ﬂ1§ 7/15 alzjfl ﬁlzjgl:l

Ou g‘zi
L

En remplacant ¢_. par son expression (eqt 2.86) dans I’équation 2.85, la matrice de rigidité

élément dans la base locale B(x,y,z) liée a la plaque est donnée par :

[Kuen] = [[BT EA[B]dx (291)

0

Remarque : Lorsque le comportement du matériau est non-linéaire, il est nécessaire d’avoir au
moins deux points d’intégration de Gauss le long de la barre afin d’intégrer correctement les

contraintes. La matrice de rigidité est calculée avec 1’équation suivante :
L 2
[Kuen] = [[B] EA[B]dx = 3,>"W,[B(£)] EA[B()] (2.92)
0 i=1

x est la portion du point de Gauss i dans un élément de référence de longueur L, W, est le

poids du point de Gauss et J, est la Jacobéen.

La matrice élémentaire de la barre peut étre exprimé dans la base globale B(X,Y,Z) par :

[1KE]=[PT [Kun [P, [P]z[s 0} (293)

0O S
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Ou [S]la matrice donnée par [eqt.2.66] et| P] la matrice de passage de la base locale B(x,y, z)

liée a la plague a la base globale B(X,Y,Z).

11.2.3-Matrice Masse élémentaire

Le travail virtuel des efforts d’inertie et de la matrice masse de la section peut étre exprimé, en

tenant compte des hypothéses simplificatrices précédentes (u (x,y,z) =u,(x)), par :

Wi, - | )p{au;,(x')m Aok = ofu}' M, i fax (2.94)

2
RE dt

OU My = [ pdaG) = pAG)

A(X)

La matrice élémentaire est finalement donnée par :
[Maen]=[P]" JINT' M, [N]ax [P]=[P] 3. 32w, [N()] pA[N()][P] (2.95)

Avec A(x) lasection de la barre.

Remarque :

Le calcul des fonctions d’interpolation pourrait se faire en considérant le champ des
déplacements locaux composé par les déplacements transversaux u,,V,,W, et les rotations
B, B, du vecteur champ global {U} en utilisant la relation générale de [eqt. 2.83]. Bien sdr

I’inconvénient de ce choix de calcul est que, du fait de la nature géométrique de I’élément fini
(barre), les variations sont supposeées uni-axiales selon la direction xouy, les fonctions

d’interpolation ne doivent dépendre qu’une seule variable et en 1’occurrence x . Compte tenu du

champ des déformations{df (x')}, la deuxiéme ligne de la matrice [B] sera nulle ce qui aboutit

a un calcul impossible de la matrice de rigidité élémentaire.

.
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I1.3-Analyse Non linéaire de Structure

1.3.1-Introduction

L’analyse statique consiste a la mise en équation d’un systéme d’équation linéaire de la forme
F =KU lorsque les paramétres physiques exprimés par la matrice de rigidité K sont
indépendants du déplacement U pendant 1’application du chargement F .

Dans le cas contraire ou les parameétres physiques deviennent dépendant de U (plastification,
fissuration, dégradation, ...etc.), I’analyse statique revient a résoudre un systéme d’équation
non linéaire de la forme F* = K(U)U , et on parle de non-linéarité de comportement, puisque

les effets du second ordre sont négligés. L’objectif est de construire une suite d’estimation de la

solution exacte{U,},{U,},{U,}....... 4{U;}. La solution {U,} étant calculée & partir de la
solution  précédente  {U,,} en résolvant le systtme d’équations linéaires:

[KU_) UL ={F}—{RWU._,}, ot {R(U,_,} estle résidu a I'itération (i-1).

La méthode de Newton-Raphson consiste a découper le chargement total en portions d’égales
d’intensité, définissant des «pas» de charge (‘steps’). L’analyse prend [I’allure d’une
succession de problemes linéaires par « pas » de charge et le probléme sera dépendant de la

taille des « pas » de charge qui conditionne largement la finesse des résultats.

Or la solution initiale a chaque « pas » de charge joue un réle important dans le déroulement
des itérations, la méthode risque de diverger ou converger vers des solutions inacceptables dans
le calcul sismique ou le chargement est cyclique(succession de chargement-déchargement)
accompagné par des changements brusques des rigidités suite a des fissurations, refermeture

des fissures, plastifications, glissements, ...etc.

Dans le cadre d’une modélisation de type élément fini multicouche multicellulaire, il y a deux
«niveaux» d’intégration. Il y a la modélisation dite «plane» qui sera représentée par des cellules
(de support géométrique plan avec trois points de Hammer sur la surface) et une modélisation

suivant I’épaisseur (perpendiculaire au support géométrique, discrétisée en couches).

.
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L’élément fini est implémenté dans le code élément fini RE_FLEX en intégrant la loi de
comportement d’endommagement de Mazars pour le béton et la loi élastoplastique pour les
armatures d’acier.

Ainsi, on définit un événement de structure (respectivement ¢lémentaire), en 1’occurrence un
chargement significatif dans la matrice de rigidité globale de la structure (respectivement
élémentaire). Au niveau de la structure, le calcul non linéaire se déroule a I’intérieur d’un

« pas » de charge donné, en vérifiant I’équilibre et la stabilité de la structure.
1.3.1-Généralité sur la méthode de Newton-Raphson

La méthode des éléments finis conduit a une formulation discrétisée des problemes non-

linéaires a n degrés de libertés sous la forme :

W:iwe:<61J>([K(Un)]{un}—{F;})20 (2.96)

ass

Avec

[K(U,)] : La matrice de rigidité globale de la structure

{Un} : Le vecteur des déplacements nodaux globaux

{Fe } : Le vecteur chargement statique extérieur résultant appliqué aux nceuds dus aux charges

concentrées, reparties et /ou volumiques.

Résoudre le systeme non-linéaire consiste a chercher le vecteur de solution qui rend le

résiduR, nul ol : W = > W* = (5U)(~{R, (U)}) =0

ass

Soit la structure a un état donné défini par son vecteur des déplacements nodaux {U, ,} et par
sa rigidité tangente en ce point [K, (U, )] (itération (i-1)).
Si on suppose qu’a cette étape, I’approximation du vecteur des déplacements résultants {U, , } ,

de la solution exacte est telle que le résidu R, ne soit pas nul.

WU, ) = > W*(UE,) = (8UY(—{R, (U, )}) =0

ass

WU, )= iwe(uie_l) =(UY([KU_ DU, ,} —{F})=0 (2.97)

ass

A Titération(i), on devra chercher une nouvelle approximation de la solution exacte de telle

sorte que le résidu tende vers zéro : W(U') ~0 => {R,(U;} ={R,(U,, +AU,)} = 0

.
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L’algorithme est obtenu en développant W en série de Taylor au voisinage deU. ,, en

négligeant les termes d’ordres supérieurs a 1 :

W(Ui)=W(Ui1+AUi)=W(Ui1)+[%j {AU,} +...=0

Soit <5u>(_[aRau—SJ)} ) {Aui}J:<5U>({RU(Ui—1)})

Ou encore : <5U>Mw\{u}+[r<(u)]j

{AU; }] =(U)({R, (U 1)})

U=U;_,

o[K ()]

0 {U}+[K(U)]} , la matrice de rigidité tangente de la

On note: [K,, (U, 1]:[
U=U,,

structureen U, , et {U,} ={U_ } +{AU,}
Pour une structure de rigidité donnée, soumise a un chargement donné, le but est de calculer la
portion de cette charge qui provoque un événement au niveau de la structure, autrement dit un
changement significatif de sa rigidité, conséquence d’un cumul de changements dans un sens
favorable ou défavorable au niveau des éléments formant la structure.
Pour schématiser 1’idée, considérons le systeme d’équation a résoudre tel que :

L 0p e (k1 fa) - e+ (R ) = A () [k (299

o[K(U)]
oU

Ou exprime la variation des propriétés physiques par rapport au déplacement {U} et

{AF} le pas de charge appliqué.
Si on arrive a trouver une série d’incréments de charges consécutifs a appliquer a la structure
dans lesquels la matrice de rigidité exacte du modele adopté [K(U)] peut étre assimiler a une

constante a chaque intervalle, ¢’est-a-dire en terme physique, qu’elle varie trés peu, ceci revient

a proceder par des tangentes parfaites dans la tolérance spécifiée donc si on réduit {AF}

progressivement pour atteindre cet objectif par le biais d’un facteur multiplicateur inférieur ou

égal a 1, ceci permet souvent d’améliorer la vitesse de convergence, on aura :

(L s e ofav) - ofarofie) [k} @9

Dans I’intervalle correspondant a un incrément de charge a){AF} on peut supposer que :

.
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(a[;{()u)]]_)() et [K(U)]—> K =Cte d"ou [K,,(U)]— K =Cte

Le résidu o({F}-[KU)]{U})=0{R,U)} >0

Et on résout dans chaque « pas », a chaque itération 1’équation :

®{AU} =[K,, )] o[AF]+[K,, ()] o{R,} ={AU"}+{AU"}

Le facteur west appelé facteur de sur-relaxation de la structure et est noté : »*™* dans

I’intervalle de charge a){AF}, la rigidité tangente peut étre représentative du comportement

courant de la structure avec suffisamment de précision et les comportements élémentaires y

seront donc considérés comme linéaires dans les tolérances imposées par [’utilisateur.

L’expression du résidu {Ru (U)} global est obtenue par assemblage des résidus élémentaires :

(R} =D r U = (R (V)} ~ {Fu (W)} (2.100)

ass

Avec :

{F..(U)} : Le vecteur global des efforts résistants internes,

{F

{runf={F}-[P] [R] [K WU ]{a} ={Fz W)} -[P] [R] {Qa)} ={Fi}-{Fq} st
le résidu élémentaire.

Dot {Fe}=[P] [R] [K®|[R{u"}=[P] [R] [K®][R][P}{U*} (2.101)

(U] )} : Le vecteur global des sollicitations extérieures appliquées

11.4-Méthode de calcul non-linéaire appliquée aux éléments finis plaques

Multicouches Multicellulaires

11.4.1-Elément fini plaque multicouche multicellulaire

Dans le cas d’un élément fini multicouche multicellulaire, on cherche a mettre en évidence si le
matériau est plastifié ou endommagé.
Soit un élément fini ayant une configuration C™* 4 la fin de itération (i-1) définie par un état de

contraintes et de déformations de ses cellules.
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Dans I’étape suivante du calcul non-linéaire (itération i), la résolution d’un systéme d’équations

non-linéaires fournit I’incrément des déplacements globaux appliqués aux nceuds de la structure

{AU }i dont on extrait ceux de 1’élément fini étudié {AU ¢ } )

On en déduit ensuite le vecteur des déformations sans mode rigide de I’élément tel que :

{Aq}i:[R][P]{Ue}i a partir duquel on en déduit {Ad(u)}, ={Ad,, (u),Adct(u)}ipar

lintermédiaire des équations 2.45, 2.49, 2.50 et{Zf} = [Ke]{Aq} , ainsi :

(e 6} =[Han 6] [ Doy 6 ][ K J[R][PI{U} (2.102)
{de (% )} =[He (%, Y] [0, (. W[ K |[R][PT{U°} (2.103)

La mise en évidence du comportement non-linéaire (plasticité et ou endommagement) débute
par la donnée de I’incrément des sollicitations appliquées a une surface donnée(x, y) d’un

élément fini telle que :

AN, (X, y) Y AC,, (X, Y)
AN, (X, y) Ao, (X,Y)
AN, (X, Y) Ao, (X,Y) (2.104)
i A-I—x(X'l y) Zi AO’XZ(X, y)
A=Y =l xr oy | = aonooyy %
AM (X, Y) Ao, (X, Y).z
AM (X, Y) Ao, (X,¥).z
AM,, (X, Y) Ao, (X,¥).z

L’application d’un incrément de sollicitations en un point(x, y) équivaut a 1’application d’un
incrément de contraintes en chaque point de la surface ou portion du matériau modélisé par une

cellule d’épaisseurh,; .

Ou encore en discrétisant la couche d’épaisseur h; en cellules on aura:
Ao (X, y)h,
Ao (X, y)h,
Ao-fy‘ (X, y)h,
S Aol (x, V), (2.105)
=) Ao"y‘zi (%, y)h,
A (%, y)hin,
At (x, y)h7,
At (%, y)h7,

{AZ(x, )}, =

-
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11.4.1.1-Au niveau de la cellule

Soit la cellule courante de dimensions (XY, ), I’état de la cellule est définie a I’itération
précédente (i-1) par(gk(i’l’(x, y),e P (x, y), E (%, y)). Si la couche est soumise & un
incrément de sollicitations {AZ(X, y)}i a I’itération i, alors les cellules au niveau de la couche,

seront soumises a I’incrément de contraintes-déformations {Agi,Agi}k (x,y) et elles

présentent, a I’initialisation de I’endommagement, 1’un des deux cas de figures suivantes :

Contraintes Contraintes
a) b)
E
(1-D)E E
P >
Déformation Déformation
Modéle d’endommagement Modele plastique

Contraintes

c)

(1-D)E
>

Déformation

Expérience
Figure 2.5-Pente de décharge dans le cas uniaxial.
Figure 2.5.a-b : soit la cellule s’endommage(a), soit elle se plastifie(b) apres avoir dépassé sa
limite d’élasticité plus la tolérance f,+c™ (contrainte limite en traction) : deux situations
peuvent étre présentees :
- Dans le cas (a) et(b) si 0<o” <f,+0 et 0<&'<(f,+o™)/E : on dit que le
matériau est dans son état elastique, comportement linéaire.
- Cas () si 0<g'<f+0" et &'>(f+0™)/E : on dit que le matériau est
endommaggé.

- Cas(b)si 0<o” < f,+0™ et £'>(f,+0™)/E :onditque le matériau est plastifié.

=
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11.4.1.2-Evaluation de ’endommagement

La procédure d’obtention de I’endommagement est simple. Les étapes sont les suivantes :
« calcul des déformations élastiques

* calcul de la déformation équivalente

* calcul de ¢, , D et D, pour cet état de déformation

e calcul de D* =/ D, +(1-a/)D,

« siD™ <0, alors le critére n’est pas atteint et D* =0

«si D™ >0, alors le critére est atteint et D* = D'

+ siD™ =1, alors le matériau est totalement endommagé et D* =1 (en fait 1—epour éviter les

problemes numériques).

11.4.1.3-Critére de ""Von Mises"'

Le critere de Von Mises, est I’une des fonctions seuils les plus simples a mettre en ceuvre
numériquement, s’applique bien aux aciers de construction. La surface seuil de plasticité
associée s’écrit [ABO07] :  F =0, -R —-R,

Ou R, est le parametre d’écrouissage fonction de la déformation plastique cumulée k et vaut

initialement R, (le seuil de plasticité) et o, est la contrainte équivalente de Von Mises, définie

en fonction du second invariant des contraintes par: o, =, [23, 1 V3

Ou J, est le second invariant du déviateur des contraintes défini par [JE 90.a] :

1

J. ==
2 6

((O')<X —o0,) +(on—0,) + (o, —0,,)° +6(ck, +o5, + o-fz)) (2.106)
Dans notre étude (o,, =0) cette expression donne :

J, =%(O‘i +O'fy — 0,0, +3(afy +O‘§Z +O‘fz)) (2.107)

Ce modele présente la particularité de proposer une solution analytique pour 1’opérateur tangent

coherent lié au calcul de la dérivée des contraintes par rapport aux deformations.

.
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11.4.2-Elément fini barre (armatures)

11.4.2.1-Modele élastoplastique simplifié

Un premier modele simple qui peut étre utilisé pour la simulation du comportement de 1’acier
est le modele uniaxial élastoplastique avec ecrouissage cinématique linéaire. La courbe utilisée

dans ce modele est représentee par la figure 2.6 (o, est la limite d’¢lasticité, E est le module

d’Young et E; la pente de la courbe en cours d’écrouissage).

11.4.2.2-Au niveau de I’élément fini barre

Soit I’élément courant de dimension ( X), I’état de chaque section composant de 1’élément fini
est défini & litération précédente (i-1) par(c*(x), £ (x), EX"™(x)). Si I'¢lément fini est
soumis a un incrément de sollicitations {AZ(X')}I a D’itération i, alors les sections seront

soumises a I’incrément de contraintes-déformations {Aaki,Agki}(x') et elles présentent 1’un

des deux cas de figures (qui est la figure 1.9) suivantes :
A O—

o — . iy iy
Agl—l(x) Agl(X) Ag (X) A¢ (X)
al b/
Figure 2.6- Modele élastoplastique simplifié: Comportement de [’acier sous chargement
monotone

- Figure 2.6.a: la contrainte Ac" <o,, I’élément courant n’a pas dépass¢ sa limite

d’élasticité, comportement linéaire : on dit qu’il n’y a pas d’événement en termes de

comportement au niveau de I’élément étudié ;

e
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- Figure 2.7.b : la contrainte Ac' > oy la fibre de la barre a dépassé sa limite d’élasticité, le

matériau est écrouit : on dit alors qu’un événement est survenu pour 1’élément étudié.

Conclusion

S’appuyant sur une approche de méthodes simplifiées, la théorie et I’'implémentation
numérique de plusieurs types d’éléments finis plaques multicouches multicellulaires ont été
présentées en détail, plus particuliérement, la performance de 1’élément fini plaque multicouche
multicellulaire de cinématique Timoshenko et d’Euler- Bernoulli existants. Dans le cadre des
chapitres 11 et 1V, nous allons faire des applications numériques de validation du modéle sur
des structures sous chargements statiques monotones croissants a la ruine et sur des structures

soumis a des chargements cycliques.
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Chapitre 111- ANALYSE PAR ELEMENT FINI PLAQUE DE LA
REPONSE D’UNE STRUCTURE SOUS CHARGEMENT
STATIQUE MONOTONE CROISSANT A LA RUINE
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Introduction

Dans le but de valider le modele numérique élément fini multicouche multicellulaire présenté
dans le chapitre II, on aborde, dans ce chapitre, une analyse de plusieurs structures par la
modélisation éléments finis multicouches multicellulaires. Des tests de référence sur des
éléments finis multicouches et multicellulaires hétérogénes et homogenes a géométrie variable
ont eté réalisés. L’élément fini multicouche multicellulaire permet de modéliser des cellules de
géométries et de dispositions de matériaux différents au sein d’un méme ¢élément fini. Il permet
aussi d’étudier le comportement non-linéaire des structures soumises a la flexion sous

chargement statique monotone croissant jusqu’a la ruine.

Dans un premier temps, nous exposerons le cadre général de l'implantation de lois de
comportement au sein d'un code de calcul éléments finis en déplacement en confrontation avec le
calcul analytique en mettant en évidence les modes de rupture réglementaires conformément au
BAEL 91/A.4.5.1 par épuisement des armatures tendues ou par ecrasement du béton comprimé.

Dans un deuxiéme temps, nous présenterons des tests de référence menés par la modélisation de
voiles en béton armé dimensionnés en capacité vis-a-vis des secousses sismiques. Le but de ce
chapitre est, d'une part, d'introduire les choix effectués par la suite dans I'implantation de notre
modele particulier et, d'autre part, de poser les problemes généraux liés a l'intégration des lois

constitutives.

T, 4
A Z N M
;4 P " P 7
> < / M
y ) \ — yx
X N / N " M / M
X Xy Xy XX
y

e . te
) L Bl B

<———Beéton

Acier—

Figure 3.1-Modeéle section rectangulaire multicouche multicellulaire en béton armé

NN, N, T, T, et M, ,M_, M sont les efforts et moments définis dans le chapitre | (8

XX Xy ! XX !

1.2.2.1).
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I11.1-Etude d’une plaque homogene : test de validation, comportement

linéaire d’un matériau isotrope et homogene

Pour valider notre modéle, nous considerons un matériau homogeéne, isotrope, €élastique, et
continu a une échelle d’observation suffisamment grande. La structure étudiée est soumise soit
a une charge concentrée au centre soit a une charge repartie sur la surface. La confrontation entre
les résultats obtenus par notre modele (élément fini plaque multicouche multicellulaire de type
Flexible « FLX ») et ceux des autres éléments (Discrete Sher Triangle « DST » et Discrete
Kirchhoff Triangle « DKT ») obtenus par J.L. Batoz [JE 90.a] nous permet de mettre en
evidence la performance de 1’élément fini plaque multicouche multicellulaire. Ainsi, nous nous
présentons dans cette étude une compraison des résultats des différents éléments( FLX-DST,
FLX-DKT) extraits de I. Mohamed et A. El Harif [IB 12].

Dans un premier temps la figure 3.2 nous présente les résultats obtenus avec FLX lorsque 1’on
analyse une plaque carrée et homogéne, en flexion simple, soumise a une charge uniforme
encastrée ou simplement supportée sur le contour, pour les différents élancement L/h( de 5 a
1000). La plaque est maillée avec 128( N=8) eléments finis triangles isoceles rectangles. Des
résultats pratiquement identiques avec ceux obtenus avec les éléments DST et Q4y [JE 90.4]
pour la plaque encastrée (figure 3.2.a). Pour la plaque simplement appuyée il y a apparition
d’une erreur de l’ordre de —0.5% (figure.3.2.b). Dans ces figures nous avons donné le

digramme du rapport entre la fleche maximale calculée au centre de la plaque carrée W_et la
valeur analytique W, (W, /W, ) en fonction des différents élancement L/h(Longueur de la plaque

L /épaisseur h). ol E =0.347x10"est le module d’Yound de la plaque et v son coefficient du

Poisson.

e
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FLX
1,7
1.6 —
1.5 —
1,4 -
o p
= 13
o -3 4
= ] W, =126x<10" /" /D
1,2
1‘1 ] L
1,0 —
0.9 T T T T T r 1
200 400 800 800 1000
L/h
a) plaque encastrée
FLX
1,20 —
1,15 4
1,10 —
] _ 3 4
% 105 W, =4.06=<107 1/ D
= i
1,00
0,95
0,90 T - . + : + ; .
200 400 600 800 1000

L/h
b) Plaque simplement supportée

Figure 3.2—plaque carrée homogéne avec charge uniforme.Erreur de fleche au centre en
fonction de L/h (D =Eh®/12(1-v?),v=0.3,k =5/6)

Dans un deuxiéme temps nous présentons, figures 3.3 a 3.5, quelques résultats [JE 90.a] relatifs
a ’analyse d’une plaque homogene carrée, en flexion simple, soumise & une charge concentrée
au centre, encastrée ou simplement supportée sur le contour. Un quart de la plaque est maillé
avec 2, 8, 32, 128 (N =1, 2, 4,8) éléments finis triangles isocéles rectangles DKT et FLX (figure
3.3). Ces ¢léments ont 5 degrés de liberté par nceud et sont de type Kirchhoff (pas d’énergie de
cisaillement transversal, les résultats obtenus sont indépendants de L/h) pour les éléments DKT

et des éléments finis flexibles tenant compte du cisaillement transversal(FLX) pour L/h=24.
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y A

A B
e Conditions de symétrie :
B, =0SurCA;surCD g, =0

L > e Conditions aux limites :

C D X

- Encastrement: w=f =g, =0 sur ABD
L - Appuisimple : w= 3 =0sur AB et w= g, =0 sur BD

e Maillages considérés : N =1, 2, 4,8

CasN=2

A B A B

C D C D
Maillage A Maillage B

¢ Solution de Kirchhoff pour une charge concentrée Py :
(D=En*/12%(1-v);» =0.3)

- Encastrement : w, =5.6x10°P,L*/D et ‘MXD

=0.1257 %P,
- Appui Simple :w, =11.6x10°P,L*/D et R=|2M, | =01219+P,

Figure 3.3 —plaque carrée sous charge concentrée. Données

Sur la figure 3.4, nous donnons le pourcentage d’erreur sur la fleche au centre en fonction du
nombre de divisions N par demi coté. On observe une convergence monotone avec le modéle

FLX (FLX ¢étant un modele des déplacements compatibles, 1’énergie potentielle totale

1 o A
E,_ >E, etcommeE, =W * P,, donc on voit bien que(w,) <(w,) ). De méme, on

EF ¢ exact

observe que le modéle DKT surestime w, . Cependant la convergence monotone du modele DKT

ne peut étre démontrée. On observe également une forte influence de ’orientation du maillage

avec les éléments finis triangulaires du type DKT et FLX.

.
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—m— DKT(A)
15 1 —e— DKT(B)
1 FLX(A)
10 —— ' ' —w— FLX(B)
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Appui simple

Figure 3.4 —plaques carrées avec charge concentrée au centre, encastrée et simplement
appuyée. Erreur sur w, pour DKT et FLX

Les convergences du moment de flexion M, au milieu du coté encastré et de la réaction

B) dans le cas de la plaque simplement supportée sont présentées sur

concentree au coin (= ‘ZM "

la figure 3.5 pour les deux types de maillages et pour DKT et FLX (les calculs des efforts ont été
effectués directement aux noeuds sommets suivis d’une moyenne si le nceud est partagé par deux

éléments finis). On observe une convergence assez rapide, une influence des modeles et de

I’orientation du maillage ot M xy; €st le moment de torsion au point B.

&
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—u— DKT(A)
} : : —e— DKT(B)
20 | | — A FLX(A)
\ ‘ 5 —v— FLX(B)
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o
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Figure 3.5-plaques carrées avec charge concentrée au centre, encastrée et simplement
appuyee. Erreur sur un moment et une réaction au coin pour DKT et FLX

Ici, ABS(2Myyg) designe la valeur absolue de la valeur de 2M,y au point B.
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I11.2-Etude d’une poutre métallique : Rotule plastique

On se propose dans ce paragraphe d’étudier le comportement d’une poutre métallique
simplement appuyée sur ses deux extrémités et soumise a une charge concentrée Py a mi- travée,
progressive croissante allant de zéro jusqu’a atteindre la limite élastique. Puis progressivement
de I’état limite élastique jusqu’a la ruine (limite a la rupture).

La poutre, de section rectangulaire, est modélisée par 24 éléments finis triangles rectangles
(figure 3.7) composés de 6 couches chacun et chaque couche est décomposée en 6 cellules.

Notons que la poutre étudiée est constituée par un matériau homogéne de module d’¢élasticité
E, =0.215x10*N/m’ =2.15x10°MPa et de coefficient de Poissonv =0.3, ses caractéristiques

géométriques sont mentionneées sur la figure 3.6.

Coupe A-A

b=0.11m

h=0.31m P, L/2=5m

b Elastique e f,=E,z, = 430MPa fb(h _y)
dl » ¢ 2 ¢
A ’ \ — _4/
- A
| A
— Ye
«~| axeneutre h
h y/ 4 . E -+ ye
=Y
/] 37°°
Plastique // v
v \ j / 1
E febye
M=M, M, <M<M,
Figure 3.6- Evolution des contraintes dans une section rectangulaire
Le moment élastoplastique est donné par :
h/2 h/2
M = I a(x,z)*b(z)*z*dz:ZbIa(x,z)*z*dz (3.1)
-h/2 0

Le moment élastoplastique peut étre calculé aisément par calcul des résultantes et bras de levier

(figure 3.6). Et par la suite, I’intégration de I’équation du moment (3.1) aboutie & :

x
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h h 1. 4 bh? (. 4(y,Y
M=fbl——v, | = Zfby,~y, = f—|1-—| 2 3.2

o , : h? .
L’état limite élastique est atteint lorsqueo, =0, =f, et y,=h/2: M, = f, b?et I’état plastique

: h* . .
total est atteint pour o, = f, et y,=0: M = febT ou Yy, estla distance entre I’axe neutre et la

2
premiére couche plastifiee etM =M | (1—%(%) ] .

ye:%, onaalors: M =M, si y,=2¢,/het M=M_ quand y — +x

Ainsi, il est possible d’établir le diagramme moment-courbure sur n’importe quelle section le

long de la poutre et en particulier dans la section médiane (figure 3.8).

N \l P L2=5m ~
S

D «

X

A B

Figure 3.7-Maillage en éléments finis de la poutre métallique

- Appui simple sur AD etsur BC: w=v, =g, =0

1200
1000
800
600 —

400

—m— Numérique
=== Analytique

200

Moment fléchissant a mi-travée (KN.m)

0 ' . . . . . . ’ : '
0 5 10 15 20 25

Courbure(10° m™)

Figure 3.8-Diagramme moment-courbure (M, y) a mi- travée

=
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M 2
En divisant 1’équation 3.2 par le moment élastique M, on a: Mﬂ :M—p[l—%(%j J or al’état

e

M
plastique y, — 0, doncMﬂaM—pz f, fest appelé facteur de forme défini comme étant le

e e
rapport entre le moment plastique et le moment élastique maximal de la section. Il est donc une

valeur adimensionnelle.

Etat élastoplastique

Or, a I’état ¢élastique (Bernoulli) : y, = S o> g = 1h;(e, donc vy, = Zh
x 2 X2
Et par la suite le rapport entre le moment €lastoplastique et le moment élastique s’écrit par :
M M (1Y
M _ el 2| & (3.3)
M. M. 3(x

Notion de rotule plastique

— courbe moment-courbure

* la poutre a un comportement ¢lastique parfaitement plastique : elle reste élastique jusqu’a
I’instant ou le moment plastique M est atteint, puis elle fléchit plastiquement a moment
constant.

— pas de plastification duea Toua N

— localisation des déformations (de la courbure)

Il est aussi possible de suivre 1’étendue de la zone plastifiée notée L, =L(1-1/f) et la
propagation de la plastification dans la structure : ¢’est ce qu’on appelle la formation de la rotule
plastique par propagation de la plastification. La figure 3.9 représente la distribution des
courbures dans la zone plastifiée a partir de la longueur L,ou L est la longueur de la poutre. La
longueur de la zone plastifiée est égale théoriquement a L¥*¥*** =3,33m et LM™"** =3.23m. Le
moment sollicitant le long de la poutre est donne par :

> Pour x<L/2 M(X) = P,.x/2 (3.4)

> Pourx>L/2 M(x)=PR,(L-x)/2 (3.5)

.
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L’égalisation des équations 3.2 et 3.4 permet d’établir deux équations du profil de la zone

plastifiée dans la structure.

_ 4bh* f &2 (3.6)
%09 \/3(bh2 f, — 2P, .x)

0,08 —
0,07 +
0,06 —

0,05 +

0,04 -
—a— analytique
—e&— numerique

Courbure(1/m)

0,03 +

0,02

0,01 T T T T
3.8 4,0 4,2 4.4 4,6 4.8 5,0

Section(m)

Figure 3.9-Distribution des courbures » dans la zone plastifiée a P4= 450 KN
La figure 3.9 est une courbe représentative de la distribution des courbures dans la demi- zone
de la plastification. La courbe représentative de 1I’autre demi- zone plastifiée est donc symétrique
a la courbe de la figure 3.9 par rapport a la droite d’équation X =5m par rapport au repere lié a

’origine de la poutre.

_ E 2_3Pg.x 3.7
Ye () = 4h 2bf, 3.7

La figure 3.10 représente la distribution des épaisseurs dans la zone plastifiée de la demi-

épaisseur entre(0,h/2). La demi-moiti¢ de I’épaisseur entre (—h/2,0)est représentée par une

courbe symétrique par rapport a I’axe des abscisses (la droite d’équationy, =0).

] —=— analytique
0,02 —e— numerique

epaisseur de la zone plastifiée(m)
o
o
®
|

0700 T T T T T T
3.2 3.4 3.6 3.8 4.0 4,2 4.4 4.6 4.8 5.0 5.2

Section (m)

Figure 3.10-Distribution des épaisseurs y, dans la zone plastifiée a Pg= 450 KN
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111.3-Etude d’une poutre en béton armé : plasticité non-linéaire

111.3.1-Flexion simple d’une poutre en béton armé

La connaissance théorique du comportement structurel des éléments poutres sollicités en flexion
simple est nécessaire. On se propose d’étudier le comportement d’une poutre en béton armé
simplement appuyée sur ses deux extrémités et soumise a une charge concentrée Py a mi- travée,
progressive croissante allant de zéro jusqu’a atteindre la limite élastique. Puis progressivement
de I’état limite élastique jusqu’a la ruine (limite a la rupture).

Le béton armé est un matériau hétérogene, il a en particulier une faible résistance a la traction et
un bon comportement sous contrainte normale de compression [T1 75].

La poutre de section rectangulaire, simplement appuyée sur ses deux extrémités, soumise a mi-
travée a une charge P concentrée, est modélisée par vingt-quatre (24) éléments finis triangles
rectangles composés par dix(10) couches chacun (deux(2) couches mixtes armatures-béton et
huit (8) couches de béton) et de cent(100) cellules par couche. La couche mixte est décomposée
en cellules d’armatures et en cellules de béton (figure 3.12). On constate que le comportement de

la poutre passe par les deux étapes suivantes : Py

Py
N » X a)Schéma de la poutre
y
v
? T S b) Diagramme des moments
/// ' Me Mp

M v

v
/////X////X\\\ ¢) Fissuration de la poutre
> X
y ‘g - - < &

*‘ L | Ll | »

Zone non Zone Zone non

Fissurée Fissuree Fissurée

Figure : 3.11-Comportement d 'une poutre en béton armé sous charge croissante

.
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1% Etape
Les petites valeurs de Py, n’entrainent pas de fissuration dans le béton tendu, dans cette étape
toutes les sections de la poutre se comportent élastiquement.
Les deformations répondent sensiblement aux lois de la résistance des matériaux, étant donné

que la rigidité K est constante sur la longueur de la poutre, la courbure de la déformée est
directement proportionnelle au moment fléchissant [BO 09]

x(X)=M(X)/E_ (3.8)
M : Moment fléchissant de la poutre, E : Module d’¢élasticité du béton et | : Moment d’inertie de

la section totale rendue homogene.

2°™ Etape
Dans la seconde étape, les valeurs de Py entrainent la fissuration du béton tendu dans les sections
les plus sollicitées, mais on peut encore considérer que la poutre se comporte élastiquement
jusqu’a une certaine charge (Pge). Quand la charge appliquee dépasse la valeur de la charge (Pge),
la rigidité chute brusquement au fur et a mesure de 1’apparition de fissures, cependant il est
difficile d’attribuer une valeur au facteur de rigidité [IK].
En effet, le module d’élasticité E. varie avec le temps (phénomeéne de fluage) et le moment
d’inertie est, lui, trés approximatif [T1 75] car :

e Le long de la poutre toutes les sections ne sont pas fissurées et notamment vers les appuis

ou le moment fléchissant tend vers zéro ;
e Dans les parties fissurées, le béton compris entre deux fissures successives est plus ou

moins pris en compte et la profondeur des fissures varie d’une section a une autre ;

e Le coefficient d’équivalence acier / béton ««, = E,/E_» est supposé constant alors que
sa valeur varie du fait que E_ varie dans le temps ;

e Enfin, I’armature n’a pas la méme section tout le long de la poutre.

Dans ce mode de sollicitation, l'ouvrage est a la limite de la rupture, il doit résister aux charges
mais il subit des déformations irréversibles et en ressort endommagé (Etat Limite Ultime). Pour
cet état, il est inutile de rester dans le domaine de comportement élastique des matériaux, on
utilise alors des « modeles de plasticité non-linéaires » qui se rapprochent du comportement réel
des matériaux. On utilise aussi les « modéles de calcul de stabilité de forme » qui concernent
le flambement et le voilement des éléments comprimés (poteaux, voiles ou coques) ainsi que le

déversement des éléments fléchis élancés.



http://fr.wikipedia.org/wiki/Flambement
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VY C

>
o

y
Cellule d’acier

Figure : 3.12-Maillage éléments finis multicouches multicellulaires de la poutre en béton armé

- Appui simple sur AD etsur BC: w=v, =, =0

Section fissurée: c'est le cas classique de la théorie de I'élasticité pour le béton armé. Cette

théorie est importante pour le calcul des épaisseurs fissurées.

R Ec fc = Ecgc fc = Ecgcu
A I
T £ | &b - 08y
y ] A
l axeneutre |~ | Ve
v A
® ,A¥ [ [ ]
-
\_ J — F————
M=M, M, <M <M,
(a) section (b) déformations (c) contraintes d) diaaramme rectanaulaire simplifié

Figure : 3.13-Distribution des déformations et des contraintes pour une section fissurée

La figure (3.13.a) montre une section rectangulaire sujette a un moment de flexion et les

suppositions simplificatrices suivantes sont faites:

|
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e Les sections planes avant déformation demeurent planes aprés déformation, en d'autres
termes, la distribution des déformations relatives est linéaire ;

e Les contraintes dans les armatures et dans le béton sont proportionnelles aux
déformations relatives ;

e Le béton est fissuré jusqu'a I'axe neutre et il n'y a pas de contrainte de traction dans le
béton au-dessous de I'axe neutre.

A partir de la premiere supposition, les déformations peuvent étre exprimées par:

&, =——g, , £ = £ (3.9

Ou ¢, et ¢, représentent les déformations comprimée et tendue de I’acier respectivement et

g, celle du béton élastique prise égale a 2.10°

A partir de la deuxieme supposition, on peut écrire que:

f, =E.&e. ., f,=E,s, =a,E.s, et f =E. & =« Ezs (3.10)

E et E, sont respectivement, le module d'élasticité des armatures et celui du béton.

La condition d'équilibre on peut écrire:
1 D
Ep\sfb +A%fs :A%fs (3.11)

Ou A lasection du béton comprimé, A, la section des armatures comprimées et A, la section
des armatures tendues.

Cette condition d’équilibre permet de déterminer la section des armatures comprimées A, en
supposant que la section du béton comprimé reste la méme que celle a 1’état initial du béton.

Si la charge continue a augmenter, I’armature s’allonge et le béton continu a se raccourcir. Les
fibres comprimées de la section la plus sollicitée se plastifient et leur raccourcissement continue
a augmenter jusqu'a une valeur limite égale & ¢, au niveau de cette section critique. Lorsque sa
contrainte de rupture est atteinte, le béton équilibre encore la composante de compression du
couple de flexion et comme ’armature tendue n’a pas atteint un allongement de rupture et peut
équilibrer la composante de traction, le moment extérieur de flexion est équilibré dans cette

section ou la rotation est trés importante, on dit qu’il y a eu formation d’une rotule plastique.

Au cours du chargement, la poutre présente une courbure permanente et la section est considérée

comme fragile vis-a-vis des chargements répétés et surtout alternés [T1 75]. En effet, sous des
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actions réversibles et répétées (actions cycliques), il y a un affaiblissement de la rigidite qui
provient en particulier de la chute de la contrainte d’adhérence consécutive a la détérioration du
béton. La figure (3.15) représente les trois étapes par un diagramme moment-courbure {M, y}, le

diagramme charge-déplacement {Pgy, 8} est représente quant a lui sur la figure (3.14).

=&
Figure : 3.14- Diagramme charge-déplacement
" M

M. ______________________ Mu
Y A S . M, 3eme
e M. £

E E 1°° étape

3 | X -

Ae Ar XE' Xr X

a) Reel b) Tri-linéaire

Figure : 3.15- Diagramme moment-courbure pour une poutre en béton armé

La théorie de flexion pour le béton armé suppose que le béton se fissure dans les régions des
contraintes de traction et que, apres fissuration, toutes les contraintes de traction sont reprises par
les armatures. On suppose également que les sections droites d'une piéce demeurent droites apres

déformation, de sorte qu'a travers la section, la distribution des déformations passe par 1’état
limite élastique. L’état limite a la ruine est obtenu quand la déformation relative dans le béton &,
a la fibre la plus comprimée atteint une valeur spécifique ¢, (les principaux codes la prennent

égale 2 0,35.10 [CP 02] [EU 92.a]). A la rupture (image instantanée de la ruine), la distribution

-
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des contraintes de compression dans le béton est définie par un bloc parabolique-rectangulaire.
Elle représente la distribution a la rupture quand les déformations compressives sont dans la
marge plastique et elle est associée a la conception pour I'état limite ultime.

Le moment de flexion en chaque section est donné en général par :

M = hj_z o(x,2)*b(z)*z+dz = hj_z o.(X,z)*b(z)*z*dz + hj,z o.(X, ) *b(2) * 2% dz (3.12)

-h/2 -h/2 -h/2

Olo, et o, sont les contraintes du béton et de I’acier respectivement
M =M, +M, (3.13)
Le moment élastique M_ du béton d’une section en flexion simple est déterminé par 1’équilibre

des moments par rapport aux armatures tendues [BO 09] :
M, =M, :Fc(d —%yj (3.14)

OuF, = % A, f, est la force de compression dans le béton a la limite élastique, avec f, = % f

, E. =30,5KN /mm? pour f, =25N/mm?, E, =32KN /mm? pour f, =30N/mm?,
E. =35KN /mm? pour f, =40N/mm?® ete, = f./E,

Toujours dans le cas de la flexion simple, la section n’est pas entiérement comprimée, il est donc
possible d’utiliser le diagramme rectangulaire simplifié au lieu du diagramme parabole-
rectangle.

Le moment plastique M équilibré par le béton, calculé par rapport a la section des armatures

tendues, a partir du diagramme rectangulaire simplifié est donné par :

M, =M, =0.8yb(d —0.4y) f. (3.15)

Moment résistant

Lorsque I’allongement des armatures tendues est égal a I’allongement élastique &, =2x107° qui
correspond a la contrainte élastique de calcul f,/y,, I’axe neutre est déterminé par la valeur

3.5

ap = ————— du coefficienta =0.259et le moment résistant M. de la section est donne
35+10%¢,

par :

M, = M, = 0.8c, (1—0.4e, )bd? f, (3.16)

.
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b,R
bd?f,

, on vérifie

Le bras de levier des forces intérieures est égal a z, =d(1-0.4*ay) et u, . =

que g4, <0.186
Si 4=08*a(l-0.4*a)> u, ,en général, il est nécessaire de prévoir une section d’armature

comprimée, calculée de la fagon suivante :
- Le choix du diagramme des déformations est arbitraire. On prend en général le

diagramme qui correspond a I’allongement ¢,de I’armature tendue. En absence
d’armature comprimée, la section équilibre un moment égal au moment résistant Mg
avec un bras de levier égal a z, ;

- L’effort de compression dans le béton estegal aM/z,.

Le raccourcissement de 1’armature comprimée a pour valeur :

g;:( 35 +eé, d-d —&, (3.17)
1000 d

La contrainte f, = E_¢_correspondante est donnée par le diagramme déformations-contraintes de
I’acier.
Ainsi, I’expression du moment résultant, équation 3.13, peut s’écrire :

M=M +M, =M, +Af (d-d) (3.18)
Le raccourcissement unitaire du béton est limité a:
g, =3.5x107 , flexion simple, ¢, =2x10"° compression simple.
& =10x107, la limite maximale de I’allongement de I’acier

Il est donc possible d’établir analytiqguement le diagramme moment-courbure {M, x} de la poutre
en béton armé en tout section et en particuliere dans la section médiane (figure 3.16).

Les caractéristiques géométriques et mécaniques de la poutre sont données dans le tableau 3.1

Lm) | hm) | bemy | AM) | AM) | B nmd) | BN | ve | e
6 0.55 | 0.20 | 3.75x10° | 2.485x10° | 0.305x10™ | 0.2x10% | 0.28 | 0.3

Tableau 3.1 Caractéristiques de la poutre en béton armé

Ou v, et vg sont les coefficients du Poisson respectifs du béton et de I’armature.

.
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Le diagramme en figure 3.16 illustre le caractere trilinéaire de la relation moment-courbure de la

section médiane de la poutre en béton armé. Ce caractere est décrit par trois étapes principales :

1)

2)

3)

I s’agit de déterminer en premier lieu le point le long de la courbe moment-courbure
réelle correspondant au début de la plastification des premiers aciers d’armatures (“First
yield”). Pour les éléments de construction soumis a un effort normal important comme
les colonnes, ce point correspond soit au début de la plastification de 1’acier dont
I’allongement atteint la limite d’écoulement soit au début de la plastification du béton
dont la déformation spécifique atteinte est de 0.2%. Le premier atteint est déterminant. Le
moment du béton correspondant est donné par I’équation 3.14.

Le point de plastification du diagramme moment-courbure réelle se situe entre le
premier point (a la limite d’élasticité) et le point a la limite de rupture. Ce point est atteint

pour des déformations spécifiques deg, =0.002 pour le béton et & =0.002 pour les

armatures tendues. Le moment du béton correspondant est donné par 1’équation 3.15 ;
En dernier lieu, il s’agit de déterminer le point ou est atteinte respectivement soit la

deformation spécifique de l'aciere, =&, .., »

soit celle du bétong, =¢, . =5, . Le

premier atteint est déterminant. ¢ et

§,max

représentent les valeurs maximales

gc,max
admissibles des déformations spécifiques des matériaux. A ce point correspond la rupture
de I’élément de construction (“Ultimate limit state™), soit la courbure ultime et le moment
de rupture. Le moment du béton correspondant est donné par 1’équation 3.16. Les

deformations &, ..et & .. peuvent étre plus grandes ou égales respectivement a

E max =0.002 et ¢, 20.0035.

s,max = c,max =

200
150 —

100

—m— Analytique
g Numérique

a
o
|

Moment fléchissant a mi-travée (KNm)

¥ T ¥ T ¥ T ». T ¥ 1
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025
Courbure (1/m)

Figure 3.16 : Diagramme moment-courbure (M, y) a mi- travée
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A la rupture (image instantanée de la ruine), la distribution des contraintes de compression dans
le béton qui est définie par un bloc parabolique-rectangulaire, représente la distribution des
contraintes a la rupture quand les déformations compressives sont dans la marge plastique et elle

est associée a la conception pour [I'état limite ultime. Il y a alors une compatibilité des
déformations entre I’armature et le béton adjacent, les déformations d'acier en traction, &5 et en

compression, ¢, peuvent étre déterminées a partir du diagramme de déformations. La figure 3.17

représente la distribution des courbures dans la zone plastifiée jusqu’a la rupture(le long de la

zone plastifiée, la longueur représentative est L, (voir § 111.2).

—— analytique
—— numerique

Courbures (1/m)

0,020 : : . . . . . . . .
0.0 0.5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

Sections (m)

Figure 3.17- Distribution de la courbure y le long de la poutre jusqu’a mi- travee

111.3.2-Traction simple d’une poutre en béton armé

La réponse contrainte déformation d’un essai de traction selon x est tracée sur la figure 3.18.

La contrainte atteint une valeur constante proche de zéro a partir d’une valeur de déformation
égale & 3, 3x10 2. A ce niveau de chargement, la surface limite de plasticité est atteinte pour une
valeur de la contrainte minimale de o, =0,0285 MPa. La réponse effective devient plastique
parfaite et la structure est totalement endommagée.

Le résultat présente bien le comportement élastique au début, puis endommageable avec la phase

adoucissante et la rupture reflétée par un palier a contrainte presque nulle (figure 3.18)
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Figure 3.18- Diagramme Contrainte-Déformation

I11.4-Etude des Voiles porteurs en béton armé sous chargement cyclique :
guasi-statique

L’¢étude a été effectuée a I’aide de la table vibrante de I’Ecole Polytechnique Fédérale de Zurich
(EPFZ), Suisse. Ces essais ont été réalisés dans le cadre du projet de recherche « Structures
porteuses en béton armé soumises a des sollicitations cycliques, dynamiques et statiques » a
I’Institut de Statique et Structures (IBK). Dans ce paragraphe, seule une étude comparative du
comportement semi-local sous chargement statique monotone croissant jusqu’a la ruine des
voiles porteurs en béton arme est traitée. Six parois a voiles porteurs en béton armé stabilisant
un batiment de référence de 20.40 m de hauteur, de 6 étages (figure 3.19), modélisant a I’échelle
1/2 la moitié inférieure des parois du batiment (figure 3.20) ont été étudiées [AL 99.a].
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B = - L
e e I i ' [
— 600 1 ald T 600 T 600 T a0
— 5000

Figure 3.19-Batiment de référence : élévation (a gauche), coupe transversale d'un plancher (a
droite).
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Les voiles sont de section rectangulaire de (2m x 0.15 m) et de 4.56 m de hauteur. lls sont notés
par WSH1, WSH2, WSH3, WSH4, WSH5 et WSH6 dimensionnés en capacité vis-a-vis des
tremblements de terre [AL 99.b] conformément aux normes néo-zélandaises NZS3101 [NZ 95]

en considerant différentes classes de ductilité définies dans I’Eurocode 8 [EU 97.b] a I’exception

de la paroi WSH4 dimensionnée conformément a I’Eurocode 2[EU 92.a], sous les conditions du

tableau 3.2.

Les forces de coupe Mg, Ve et Ng, générées dans les voiles porteurs et qui sont dues aux effets de

tremblement de terre, sont déterminées en utilisant la méthode de la force équivalente des

spectres de conception définie dans I’Eurocode 8 et aucun effet de torsion n’a été pris en compte.

Les hypothéses retenues en ce qui concerne le type de charge surfacique du mur, le type de sol g,

et ’accélération ag du sol sont résumeées dans le tableau 3.2.

Paroi | Surcharge G (KN/m?) | a,(g) | Type de sol q | Ma | Ne(KN) | VE(KN)
WSH1 10.0 0.16 Compact 3 [ 3] 690 746
WSH?2 10.0 0.16 Compact 3 3 690 746
WSH3 10.0 0.20 Lache 4 | 5] 690 980
WSH4 10.0 0.10 LAche 2 | 2] 690 980
WSH5 12.5 0.16 Compact 4 5 1500 1001
WSH6 12.5 0.16 | Semi- Compact | 4 | 5 | 1500 1310

Tableau 3.2 : Caractéristiques du dimensionnement des parois en béton armé vis-a-vis aux

séismes

Ou ag I’accélération maximale du sol, q coefficient du comportement, pa coefficient de ductilite

en déplacement Ng la charge normale de calcul(KN), Ve force statique équivalente pour le

dimensionnement parasismique réglementaire(KN) tel que M. =V:h_, he bras de levier ou

hauteur d’application de Vg, Mg le moment de flexion.
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1—|:jf T o=
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Figure 3.20-Béatiment de référence avec un apercu du voile porteur étudié
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Le dimensionnement a été effectué pour une contrainte maximale moyenne du béton de

f. =45MPa avec un diagramme rectangle équivalent au diagramme parabole-rectangle (figure
3.21) tels que pour les parois WSH1, WSH2, WSH3, WSH5 et WSH6:¢, = , =0.85,
k,=1.0et ¢, =0.035 en élasticité parfaitement plastique pour f,  donnée dans [tableau
33l,a, =B, =085, k,=1.0 et ¢,=0.04 en élasticité parfaitement plastique pour f = f,

[tableau 3.3]. Pour la paroi WSH4 o, = S, =0.80, k, =1.0 et ¢, =0.035 [EC 2].

K,f, asstc
Eou | i
De ] |
e ] / | y ? "fy, e -f)’. e ,Bsy
QWV — S—
fy, ww - fy,ww - |
Qe (J_L-' fy, er — fy. e )
Section Diagramme des Diagramme des Diagramme des contraintes
déformations contraintes équivalentes

Figure 3.21- section type-diagramme des déformations-diagramme des contraintes

. et &, sont respectivement les diamétres nominaux des armatures de bord et d’ame.

5

cu’

g,, et f sont respectivement la déformation ultime de la fibre la plus comprimée du béton,

la déformation des armatures et la résistance maximale moyenne(MPa), y est la hauteur de la

zone comprimée par rapport a I’axe neutre. f et f sontrespectivment les contraintes de

plastification des armatures de bord et d’ame pour un comportement élastique parfaitement
plastiqgue(MPa)( tableau 3.3).

Le tableau 3.3 donne les différentes contraintes utilisées pour les différentes parois.

|
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Paroi fy,mz fy,@lo fy,es fy,®6 fte,®12 fte,@lo fte,®8 fte,®6
WSH1 - 549 - 584 - 620 - 602
WSH2 : 578 - 486 - 750 - 540
WSH3 578 - 578 486 750 - 750 -
WSH4 583 - 525 486 - - - -
WSH5 - - 525 486 - - 683 540
WSHG6 530 - 546 486 660 - 705 -

Tableau 3.3 : Contraintes limites élastiques des armatures longitudinaux et transversaux ( f,, la

limite élastique des armatures transversales en MPa)

Le ferraillage des sections des six(6) voiles porteurs en béton armé est suivant :

WSH1

o6 Sh= 150 ,)
L

Sh=75

635 C*‘Q

o6 Sh= 150 8

ST S GEw&][
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Figure 3.22- Ferraillage des parois WSH1 et WSH2 :discrétisation multicouche dimensions en

mm
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Figure 3.23- Ferraillage des parois WSH3 et WSH4 :discrétisation multicouche dimentions en

mm

E




Chapitre l1-Analyse par élément fin plaque de la réponse d’une structure sous chargement statique a la ruine

WSH5 WSH6
( 6  sh=150 ) C 26  sh=150
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Figure 3.24- Ferraillage des parois WSH5 et WSH6 : discrétisation multicouche dimentions en
mm

Le modéle prototype le plus simple d’un voile est celui d’une console parfaitement encastré a sa

base. La figure 3.25 montre ’exemple d’un élément de section rectangulaire ou en I, soumis a

une charge verticale Ng et une charge horizontale Ve en téte. Le voile est sollicité par un effort

normal Ng et un effort tranchant Ve constant sur toute la hauteur et un moment fléchissant qui est

maximal dans d’encastrement. Le ferraillage classique du voile en béton armé est composé

d’armatures verticales concentrées aux deux axtremités du voile ou dans les ailes( pourcentage
Po), d’armatures verticales uniformément réparties (pourcentage p) et d’armatures horizontales (
pourcentage py), elles aussi uniformément réparties. Les armatures verticales extremes sont
soumises a d’importantes forces de traction/compression créant ainsi un couple capable
d’équilibrer le moment appliqué. A la base du voile en béton armé, sur une hauteur critique, des

cadres sont disposés autour de ces armatures afin d’organiser la ductilité de ces zones. Enfin, les

armatures de I ame horizontale et verticale ont le role d’assurer la résistance a 1’effort tranchant.
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Figure 3.25-Schéma d’un voile plein et position du ferraillage

Le terme de voile en béton armé regroupe des éléments de structures au comportement
mécanique tres divers. Cependant, on peut considérer que les principaux paramétres ayant une
influence prépondeérante sur le comportement d’un voile en béton armé sont les suivants :

- L’élancement, défini comme le rapport de la hauteur du voile, he/ly, ;

- Ladisposition et le pourcentage des armatures ;

- L’intensité de I’effort normal.
Du point de vue de leur fonctionnement, il convient de faire la distinction entre les voiles
élancés( he/ly, >2) et les voiles courts( he/ly, < 2). Ceci, permet de mettre en évidence deux
grandes familles de modes de rupture : modes de rupture des voiles élancés et modes de rupture
des voiles courts[FO 85], [PA 92] et [EU 97.a].

L’ approche des modéles globaux permet une modélisation du comportement d’un élément de
structure soumise a des chargement mécanique de type cyclique : a ce niveau de modélisation le
comportement du composite béton arme est décrit en variables gégeralisées (N. —£,V. —y,M — y ).
La formulation peut s’appuyer sur des observations phénoménologiques (lois uniaxiales
découplées) ou bien peut étre basée sur les théories classiques de la plasticité avec 1’introduction

de surfaces de plasticité seuils de type f(N,v,M)=0, ou de la mécanique de I’endommagement

par I’introduction d’une variable interne représentative de 1’état de détérioration du matériau.
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Dans notre cas présent, une surface de rupture est definie pour le domaine des compressions
(figure 3.26). Le modéle distingue entre les zones de béton confiné est les zones de béton non
confiné. La resistance & la traction du béton est négligée.

Le modele élément fini multicouche multicellulaire est utilisé tel que le comportement des
couches du béton comprimé tient compte implicitement de 1’effet d’écrouissage par 1’adoption
du modele analytique pour les sections rectangulaires SAATCIOGLO et RAVZI [SA 95]avec
déchargement, une résistance maximale moyenne du béton non confiné égale a f,, =45MPa. Le
modéle de comportement des armatures est une loi de comportement élastique parfaitement

plastique selon les valeurs théoriques utilisees dans le dimensionnement en capacité voiles
(tableau 3 .3).

I
fe
Béton écrouit
ch
9N écrouit
o
0.2f; :
EO \ Perte de I’enrobage

v
™

8pic € € rupture €,

Figure 3.26-Modeéle analytique du béton comprimé écrouit (o — & )[SA 95]

Dans cette etude nous avons un élancementh. /1, =2.28 >2 , donc nous sommes face au cas

des modes de rupture des voiles en béton armé élancés. Une étude comparative est conduite par
confrontation des résultats obtenus par 1’élément fini multicouche multicellulaire aux résultats
obtenus par A.DAZIO pour les six voiles en béton armé. Nous avons donc suivi 1’évolution de
certaines variables généralisées notamment le moment fléchissant a la base des voiles, ce qui
nous a permis de faire cette comparaison pour les six voiles en béton armé.

Ainsi, nous présentons dans le tableau 3.4 les valeurs du moment fléchant maximal atteint pour 1’
élément fini multicouche multicellulaire pour les six voiles en béton arme et les valeurs de M
obtenues par A.DAZIO. Les figures 3.28 et 3.29 présentent les diagrammes moment fléchissant

maximal-courbure a la base des voiles obtenus respectivement par A.DAZIO et par I’ élément

fini multicouche multicellulaire pour les six voiles en béton arme.

102



Chapitre lll-Analyse par élément fin plaque de la réponse d’une structure sous chargement statique a la ruine

111.4.1-Modélisation eléements finis et algorithmes de resolution

Dans toutes les applications décrites dans ce chapitre ainsi que dans le chapitre suivant (chapitre
IV), nous avons utilisé principalement un élément fini flexible implémenté dans le code
RE_FLEX. Les eléments finis utilisés ainsi que les stratégies numériques employées sont basés
par la méthode des forces telle qu’elle est décrite dans le chapitre 1l. Les voiles ont été modélises

de fagon & mailler avec un plus grand nombre d’éléments finis au niveau de leurs bases.

En ce qui concerne I’approche 2-D plaque, nous avons utilisé des eéléments finis de plaque
flexible(FLX) auxquels nous associons une technique d’intégration dans 1’épaisseur z ( aspect
multicouche) et une technique de maillage dans le plan x,y (approche multicellulaire) permettant
de suivre I’évolution du comportement non linéaire dans le volume du voile(plaque). Au niveau
de chaque cellule , un état plan de contraintes est considéré et par conséquent toutes les relations
de comportement en contraintes planes peuvent étre affectées. Pour modéliser le ferraillage du
voile nous avons opté pour I'utilisation d’un modele fibre. Ainsi, & chaque cellule d’acier,
représentée par un élément fini de poutre de Timoshenko, est rattachée a une autre cellule du
maillage de 1’élément fini (figures 3.1 et 3.27). Dans cette modélisation, chaque cellule d’acier

est représentée par un triangle d’aire égale a I’aire de la cellule d’armature correspondante.

Dans tous les calculs effectués, le schéma itératif d’équilibre statique utilisé est celui de la

méthode de Newton-Raphson telle qu’elle est décrite dans le chapitre 11( 8 11.3).

XnD (.‘
v
L L R L Cellule d'acier
........... %
o 2 FF e " ee ,
..... y <—Cellule du béton
> h O V4

A B

Figure 3.27-Maillage éléments finis multicouches multicellulaires des voiles en béton armeé
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Les voiles en béton arme ont été maillés avec au moins N, =23 divisions suivant leurs
longueurs(hauteurs) et N =3 divisions suivant leurs épaisseurs(considerees au niveau du
maillage comme les largeurs des voiles), soit un minimum de 138 éléments finis (=2*N *N,),

chaque élément fini est composé par au moins 33 couches afin de satisfaire la disposition du
ferraillage au niveau de chaque paroi suivant sa largeur l,,. Pour un trés grand nombre d’¢léments
finis, une grande variation de nombre de cellules n’engendre pas une variation importante des
résultats.

e Conditions aux limites : encastrement a la base des voiles en béton armé
Uy (X, ¥) =V, (X, y) =W, (X, Y) = B (X, y) = B,(X,y) =0 Sur AB

- ou N, une charge uniformément repartie sur DC

. - - - . . . Numérique A.
Paroi | Numérique élément fini multicellulaire multicouche My, (KN.m) DAZIO M, (KN.m)
WSH1 1580 (de = 3.2%) 1531
WSH2 1585 (de = 0.69%) 1574
WSH3 2054 (oe = 0.68%) 2040
WSH4 1892 (de = 0.64%) 1880
WSH5 1872 (de = -0.32%) 1878
WSH6 2533 (oe = -0.67%) 2550

Tableau 3.4 : Comparaison des Moments fléchissants maximums a la base des six voiles (6
écart relatif)

L A N N S B B D N B Y B N Y N Y Y D D Y S Y B B B B O Y N B O B |
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Figure 3.28- Diagramme moment-courbure a la base des voiles( My, moment maximal determiné
en tenant compte de la force normale de WSH1 aWSH®6) [AL 99.a].
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WSH6
WSH3
WSH5

[—— WSH2]
ST WSH2

Moment fléchissant a la base(KN.m)

0 v T y T Y T Y T v 1
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Figure 3.29-Diagramme moment-courbure a la base des voiles(M,, moment maximal atteint en

tenant compte de la force normale de WSH1 a WSH6)

Conclusion

Nous avons présenté les résultats de plusieurs études (poutre en béton armé, poutre métallique,
plague en béton, simulation des voiles en béton armé) de calcul numérique pour le modele
élément fini flexible multicouche multicellulaire. Ceux-ci nous ont permis de valider notre
modele vis-a-vis a des chargements statiques monotones croissants jusqu’a la ruine des
structures étudiées. Ces résultats sont trés satisfaisant pour simuler le comportement non-linéaire
a la ruine ainsi que les distributions des non-linéarités constitutives dans le sens transversal
(diagrammes contraintes-déformations, évolution de 1’axe neutre, diagrammes moment-
courbure) et longitudinal (distribution des courbures) en tenant compte des dispositions
constructives dans les structures en béton armé ainsi que des lois de comportement des matériaux

(béton et acier).

Ce modele est concu de maniére a étre valable et applicable non seulement dans la conception et
le dimensionnement des structures sous chargement statiqgue monotone croissant, mais également
pour le contrble et la vérification des structures aux états limites ultimes. Sur ce, une étude
complete sur le comportement non-linéaire des distorsions et du glissement d’adhérence sera

présentée dans le chapitre suivant.
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Chapitre 1V- ANALYSE CYCLIQUE DES VOILES EN BETON
ARME DE SECTION RECTANGULAIRE SOUS CHARGEMENTS
SISMIQUES : CAS DES VOILES PORTEURS ELANCES EN
BETON ARME
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Introduction

Beaucoup d’immeubles privés ou de bureaux dans le monde sont construits en utilisant des voiles
comme éléments principaux de résistance. Les voiles ou murs de contreventement peuvent étre
généralement définis comme des éléments verticaux a deux dimensions dont la raideur hors plan est
négligeable. Dans leur plan, ils présentent une grande résistance et une grande rigidité des forces
horizontales. Par contre dans la direction perpendiculaire a leur plan, ils offrent trés peu de résistance
des forces horizontales et ils doivent étre contreventés par d’autres murs ou par des portiques. Tout
en étant conscient de la grande variété des constructions a murs porteurs, nous ne pouvons fournir

qu’une classification assez générale. On distingue donc trois catégories de structures :

1) Structures « mixtes » avec des murs porteurs associés a des portiques : Le role porteur vis-a-vis
des charges verticales est assuré par des poteaux et des poutres, tandis que les voiles assurent la
résistance aux forces horizontales. Un exemple de ce systéme constructif est présenté dans la figure
4.1.

2) Structures a noyau central : Un noyau central formé de deux murs couplés a chaque étage par des
poutres assure majoritairement la résistance aux forces horizontales. Une certaine résistance
supplémentaire peut étre apportée par les portiques extérieurs, comme le montre la figure 4.2.

3) Structures uniquement a murs porteurs : Les voiles assurent en méme temps le rdle porteurs vis-a-
vis des charges verticales et le role de résistance aux forces horizontales. L’exemple montré dans la

figure 4.3 fait apparaitre ce systeme constitutif.

L’intérét de la considération de ce type de choix, voiles de section rectangulaire en béton armé, est
motivé par la disponibilité de données expérimentales completes nécessaires pour la validation du
modele élément fini. Dans ce chapitre nous allons présenter une version compléte des résultats des
essais expérimentaux en confrontation aux résultats du modéle élément fini multicouche

multicellulaire.
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l

T
\ Portiaue Voile

Figure 4.1-Structures « mixtes » avec des murs porteurs couplés a des portiques

H || H ||
\ \ Portique extérieur

Noyau central

\. Noyau central (mus en U)

Figure 4.2-Structures a noyau central

|
; Voiles intérieurs

\ \ Voiles extérieurs

Figure 4.3-Structures uniqguement a murs porteurs
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1V.1- Dimensionnement des Murs Porteurs en Béton Armé

Les voiles fortement armés faiblement élanceés constituent un pourcentage important du bati existant
dans le domaine de la construction nucléaire. La nécessité d’évaluer la sécurité des différentes parties
des ouvrages et installations a conduit les organismes responsables a réaliser des essais ou des
modélisations. C’est le cas par exemple des effets dynamiques qui se produisent lorsque des voiles en
béton armé semblables a ceux qui sont utilisés dans le domaine nucléaire (assez fortement ferrailles),

sont soumis a des effets dynamiques de cisaillement dus a un séisme.

Le cas des voiles en béton faiblement armé a été pratiquement tres peu étudié. Cependant, les
batiments a murs faiblement armeés, représentent un type de construction largement employé dans le
monde pour les batiments ordinaires a cause des codts. Les exigences fonctionnelles acoustiques,
thermiques et d’étanchéité a la pluie font que ce type de batiment est constitué de nombreux murs,
souvent surabondants dans une méme direction. Les contraintes restent donc modestes dans ce type
de construction, ce qui permet d’envisager des murs faiblement armés-chainés. Sous 1’action
sismique, ces murs devraient avoir un fonctionnement multi-fusible, résultant d’une ductilité répartie
et d’une fissuration distribuée sur la hauteur du voile, générée par la limitation et 1’optimisation des

ferraillages.

Les principaux objectifs de I’action de recherche autour de ces essais ont été les suivants :

- Préciser les marges inhérentes a la pratique de dimensionnement sismique des voiles de
contreventement,

- S’intéresser aux effets dynamiques qui se produisent lorsque la fréquence d’excitation est
voisine de la fréquence propre de la structure ou supérieure et étudier la variation de la
fréquence propre avec I’endommagement,

- Mieux décrire et quantifier la phase de début d’endommagement correspondant a 1’apparition
des premieres fissures et au début de plastification des armatures,

- Tester les différents modéles de comportement de béton armé disponibles, et les différents

codes de calcul les mettant en ceuvre.

La plupart des codes de constructions essaient de dimensionner des batiments au séisme de fagon
que 1’énergie sismique apportée puisse €tre absorbée et dissipée par les déformations inélastiques

de la structure. Ces déformations sont bien supérieures a celles qui sont généeralement admises
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sous d’autres chargements, mais en contrepartie les efforts sismiques sont plus faibles que ceux

qui seraient calculés en supposant un comportement parfaitement élastique.

Le concept en vigueur dans la plupart des codes dont I’Eurocode 8 et celui de « Capacity
design » qui prévoit la formation d’un mode de rupture par création d’une rotule plastique a la
partie inférieure d’un voile supposé encastré a sa base. Une grande capacité de déformation
ductile est organisée dans cette région (zone critique) tout en assurant un comportement élastique
au-dessus de la zone critique. Pour atteindre une grande capacité d’absorption et de dissipation
d’énergie, les sources potentielles de rupture fragile par effort tranchant doivent étre éliminées en
s’assurant que la plastification de la zone critique intervient en premier. L’augmentation de la
ductilité dans une section passe par la présence des cadres disposés autour des armatures

verticales dans les zones confinées.

S’agissant des structures de type voiles, les régles francais PS 92 [RE 92] adoptent un principe
de conception différent : le fonctionnement d’un voile doit permettre de mobiliser a la fois une
dissipation d’énergie par endommagement du béton et plastification des aciers et une
transformation d’énergie par soulevement des masses. On admet ainsi que la fissuration et la
plastification de 1’acier peuvent se produire sur une hauteur plus grande que la zone critique.
Dans cette derniére, le béton n’est pas confiné, mais en contrepartie les contraintes dans le béton
doivent rester limitées. Des dispositions sont également prises pour éviter une rupture fragile par
effort tranchant. Cette méthode alternative permet alors de concevoir des voiles faiblement armés.
Sous I’action sismique, ces voiles devraient avoir un fonctionnement « multi-fusible », résistant

d’une ductilité répartie et d’une fissuration distribuée sur la hauteur de voile.

IV.2-Essais Expérimentaux

Six voiles, cing ayant le méme élancement (WSH1 a WSH5, he/ I, = 2.28) et (he/ |, = 2.26, pour
WSHG6), ont été testés en cisaillement au mur de réaction du laboratoire de IBK. Ces murs
représentent des murs porteurs stabilisant un batiment prototype de trois étages. Les voiles ont la
méme largeur (2.00) et la méme hauteur (4.56 m et 4.52 m pour WSHG6) et la méme épaisseur
(0.15 m). Le batiment prototype est un systeme a murs structurels typiques, composés de dalles a
petites colonnes congues pour les charges gravitationnelles seulement et quelques murs porteurs

relativement minces de sections rectangulaires.
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Les essais experimentaux sur les voiles, considérés comme isolés, qui ont été menés durant ces
derniéres années dans le monde ont étudié¢ I’influence des paramétres suivants :
- Un élancement compris entre 0.25 et 3.40,
- Du point de vue géométrique, la plupart des essais, les voiles ont des sections
rectangulaires, certains se comportent des raidisseurs,
- Le pourcentage des armatures verticales et horizontales réparties est généralement
compris entre 0% et 3%, tandis que le pourcentage des aciers concentrés est supérieur a
1%,
- Un effort horizontal variable est généralement appliqué en téte du voile et est

accompagné, a un certain nombre d’essais, par un effort normal constant.

Les parois expérimentales étudiées sont testées sous chargement statique cyclique alterné au
laboratoire de I’Institut de Statique et Structures(IBK) de I’EPFZ, suisse (figure 4.5) [AL 99.3]. Le
sommet des parois est sollicité horizontalement de fagon alternative dans le plan des parois par un
systeme de vérin hydraulique situé a la hauteur de 4,56 m (4,52 pour WSH6) au-dessus du socle.

Le chargement cyclique est conduit sous contr6le de charge pour les deux premiers cycles (1a = 3/4)
suivis d’une série de séquences de deux cycles sous controle de déplacement a partir d’un coefficient
de ductilité pa = 2 en I’augmentant d’une unité jusqu’a la rupture (figure 4.4). La ductilité globale en
déplacement [, est définie par le rapport du déplacement inélastique total ou maximal de la structure
Aot au déplacement de la plastification Ay (Ha =Awt / Ay) [AL 99.a] [LE 06]. Une charge normale, Ng
poids propre, est appliquée aux parois et maintenue constante durant le chargement par un dispositif

de précontrainte. Le chargement cyclique est conduit aussi par une vitesse V, variable cyclique

(figure 4.4).
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Figure 4.4-Courbe représentative du chargement cyclique alterné par A. DAZIO

Ou F, laforce latérale appliquée ou résistance nominale avec (F,,A,) le couple représentant le point
de plastification nominale [AL 99.a].
Chaqgue séquence comprend deux cycles complets, le second cycle fait partie des programmes usuels

des essais cycliques car il permet de tenir compte de I’endommagement des éléments en béton armé

qui est tres important afin d’approcher la situation réelle.

L’interprétation des essais est basée sur ce deuxiéme cycle car un niveau de ductilité est accordé a
une paroi si et seulement si elle supporte les deux cycles, sinon on admet qu’une telle paroi ne pourra

pas subir des séismes réels avec cette ductilite.
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Figure 4.5-Apercu des parois des murs porteurs en béton armé testées au Laboratoire IBK(EPFZ)
[AL 99.a]

IV.3- MODELISATION ET DISCRETISATION DES VOILES EN BETON ARME

La discrétisation spatiale est faite avec le RE_FLEX en utilisant des éléments de type plaque
multicouche multicellulaire flexible(FLX). Etant donné que la structure est élancée, les modes de
ruptures qui seront considerés seront ceux du chapitre 3 (8 4.1). La paroi considéree pour la
validation du modeéle élément fini multicouche multicellulaire est une structure uniqguement a murs
porteurs (section rectangulaire, figure 4.3). Rappelons ici que le modele le plus simple d’un voile est
celui qui fonctionne en console parfaitement encastrée a sa base. C’est donc ce modele qui est adopté

dans cette étude.
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Les calculs sismiques concernent le comportement de la structure sous chargement, entre autres,

horizontal croissant. Ils nécessitent le choix d’une répartition de 1’effort sur la hauteur de la structure.

Trois répartitions sont possibles :

% Chargement appliqué en téte de la structure (S1).

% Chargement appliqué en 2/3 de la hauteur de structure (S2).

%+ Chargement distribué tout au long de la hauteur de la structure selon les regles PS92 -

avec un multiplicateur h*? (S3).

ﬁ

S1

Figure 4.6-courbe représentative des différents types de chargement

~—

ﬁ A
S2

4

~—

2/3 he

S3
~—

La représentation graphique, des trois répartitions de la charge horizontale, sur 1’évolution du

moment de flexion a la base avec le déplacement en téte, donne des résultats similaires ayant la

méme valeur maximale du moment de flexion proche a la valeur de dimensionnement (figure 4.7)

[NG 06 .a]. Nous présentons donc dans la suite les calculs correspondants seulement a la répartition

S1 (figure 4.8).

Un plus grand nombre d’éléments finis est utilisé pour la discrétisation et en particuliére a la base. La

discrétisation de la structure est disposée en trois (3) groupes d’éléments et d’un élément de contact a

la jonction paroi-socle. L’¢lément de contact est adopté pour la modélisation du décollement sous

forme de rotation en bloc (Fixed End Rotation) due au glissement des armatures a la base (figure
4.8). La charge normale P est de 1420 KN pour WSH6 et 630 KN pour les autres voiles (WSHL1,
WSH2, WSH3, WSH4, et WSH5).
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Moment de flexion a la base [N.m]
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Déplacement en téte selon le sens d’application de la force horizontale [m]

Figure 4.7- Maquette ECOLEADER : Courbe moment a la base d 'un mur - déplacement en téte

20: WSH6)

60 (45

45

[NG 06.3]

Figure 4.8-Modeéle elément fini de la structure : dimensions (mm), charges et maillage
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La figure 4.9 représente un schéma équivalent du dispositif expérimental de la figure 4.8, o AW est

le déplacement latéral et Ng la charge normale qui est une constante.

Figure 4.9-Schéma équivalent du dispositif expérimental

Nous présentons, par exemple, la discrétisation des voiles WSH2, WSH3 et WSH6 (figures 4.10 a

4.12). Les autres parois sont discrétisées de la méme maniere.

WSH2-COUPE A-A
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WSH2-COUPE B-B
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Figure 4.10-Ferraillage et modélisation multicouche de la section en béton armé, dimensions (mm) :
WSH2, Coupe A-A et B-B
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WSH3-COUPE A-A
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Figure 4.11-Ferraillage et modélisation multicouche de la section en béton armeé, dimensions
(mm) : WSH3, Coupe A-A et B-B
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Figure 4.12-Ferraillage et modélisation multicouche de la section en béton arme, dimensions
(mm) : WSH6, Coupe A-A et B-B

IV.4-Caractéristiques et Comportement des armatures

La modélisation des armatures verticales de bords et d’ame ainsi que les modéles de

comportements(a-g) associés aux couches sont basés sur des données expérimentales en adoptant

directement pour les lois (6-¢) les mesures des essais de traction menés sur les barres d’aciers(figure

4.13)[ AL 99.a].
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Le tableau 4.1 donne les caractéristiques géométriques et mécaniques utilisées pour les six parois.

Les parois WSH4, WSH5 et WSH1, WSH2 ont les mémes caractéristiques, nous donnerons
uniquement les données d’une seule paroi entre (WSH4 et WSH5) et (WSH1 et WSH2).

RPO.Z

Contrainte

1

1
)
I

Déformation

Figure 4.13-Modélisation du comportement des armatures d’acier

Paroi de O [MM] | S¢Sy (MM) Rpo2 [MPa] R [MPa] R/ Rpo.2 pe [%6] Agi [20] Es[GPa]
WSH?2 10:6 75:150 | 580.0;494.1 | 743.2;543.2 | 128; 110 | 054 | 6.85;5.19 | 191.7 ; 220.0
WSH3 12;8 75;150 | 577.8;519.0 | 715.8;680.8 | 1.24; 131 | 082 | 7.06;7.85 | 187.5;192.3
WSH4 12:;8 150 ;150 | 579.1; 574.1 | 673.8;705.7 | 1.16; 123 | 0.82 | 6.59;6.92 | 203.5;208.7
WSH6 12;8 50;150 | 579.1;574.1 | 673.8;705.7 | 1.16; 1.23 | 0.82 | 6.59;6.92 | 203.5; 208.7

Tableau 4.1-Caractéristiques des armatures longitudinales moyennées par des écarts types

#., 4., Sont respectivement les diametres des barres verticales de bord et d’ame des parois ; S,,S,,

sont respectivement les espacements verticaux des aciers transversaux S, de bords et d’ame, p, le

taux de ferraillage total. A, est la déformation de rupture, R;,, est la contrainte de plastification, R,

est la résistance maximale, E, estle module d’élasticité, R /R,,, estle taux d’écrouissage.
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IVV.5-Modélisation du décollement a la base

Le glissement d’adhérence des armatures a la jonction paroi-socle de la paroi est obtenu par la
mesure du déplacement relatif entre le béton et les armatures a 1’aide des jauges mesurant le
déplacement vertical de la paroi placées aux extrémités Nord et Sud. Ce procédé, mesure 1’effet
global du glissement d’adhérence sur le comportement de la structure par une flexibilité additionnelle
due a la perte d’adhérence des armatures a la base, cet effet est appelé décollement. L’essai ne fournit

donc pas une mesure du glissement effectif des armatures localement.

Par conséquent, on sera amené a modéliser le glissement d’adhérence par un élément fini de contact
multicouche a la base dont le comportement des couches qui le constitue ne refléte pas le glissement
local effectif des armatures a la base. Le comportement des couches de contact est déduit par des
mesures globales. Le modele permettant I’isolation du décollement w a partir des jauges est

schématise dans la figure 4.14.

Le calcul de w en fonction du chargement cyclique F, appliqué au sommet de la paroi, nous permet

d’obtenir le comportement global de I’effet du glissement d’adhérence isolé sous la forme d’une

courbe donnant le moment a la base M en fonction de la rotation en bloc de la paroi(Fixed End

Rotation) 6, . Avec w=(W,; -V, —Nord ) - (W,, -V, - Sud

,I Afe
«—n
1
| h I A
I — F 0 !
i w £
1 ! o2
[ Rotation en Bloc ,' i
I I =
1
I Fixed End Rotation ,' _:':
_______ I
W I I. _________ | 4

P
<

Figure 4.14-Modele d’isolation du décollement w du voile et du déplacement résultant A
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Les distorsions que subit la paroi au cours du changement cyclique alterné sont mesurées par deux
jauges de traction-compression, croisées, de longueur initiale L, et placée a la surface de la paroi au
premier et au second niveau. Ces jauges mesures des allongements et des raccourcissements
alternativement AL, etAL,. Ce procéde, mesure l’effet global du comportement vis-a-vis du
cisaillement par la mesure des distorsions globales dans la structure. L’essai ne fournit donc pas une

mesure locale du cisaillement dans les matériaux acier et béton.

La courbe 4.15 représente le modéle permettant I’isolation du comportement global vis-a-vis du

cisaillement.

+—> —>
R ~ A
I/ |_-|-A|_1 e /
E ! // ) / Hshr
o 1 \ ,/ N
E / L \- )
- @
/ -’ N /
:III: I} / N /
1 N /
| |1~ \:L+AL2 |/

b = 1850 mm

Figure 4.15-Modele d’isolation des distorsions au premier niveau de la paroi (zone critique)

Le déplacement latéral 6 de la paroi d a I’effet du cisaillement est obtenu a partir des deux

expressions suivantes :
L =H?+(b-05)*, 12 =H?+(b+5)’et AL, = Weg-Nord/Sud , AL, = Weg-Sud/Nord

L’emplacement des jauges croisées sur la face cachée de la paroi, conduit a multiplier la valeur de

o par un signe(-)

L’interprétation des valeurs maximales des déplacements latéraux globaux Aw, , de distorsion ¢ et du
glissement a la base A, en fonction de la ductilité en déplacement obtenues dans la zone critique,

montre que :
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» D’une part les déformations de I’effort tranchant représentent, par rapport au déplacement Aw,

, une contribution de 1’ordre de 20% pour les valeurs positives et 27% pour les valeurs
négatives durant les deux premiers cycles jusqu’a atteindre 35% pour les valeurs positives et

38% en valeurs négatives durant les derniers cycles ;

» D’autre part la contribution du glissement ne dépasse pas 15%, par conséquent la rupture
survient suivant le mode de rupture en flexion par plastification en traction des armatures
verticales prépondérantes avec une contribution effective de ’effort tranchant. Ceci étant

essentiellement li¢ a I’¢élancement de la paroi ainsi qu’a la charge normale appliquée.

. —»— AW Sud
257 —=— Av Sud
20 e

4 —— Afe Sud ////
15 <

Déplacements latéraux [mm]

Ductilité

Figure 4.16-Valeurs maximales des déplacements latéraux en fonction de la ductilité dans la zone
critique a 1,56 m de la base du voile WSH6
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IVV.6-Applications Numeériques et Interprétations des Résultats

IV.6.1-Comportement global force-déplacement latéraux des voiles en béton

armé

Le calcul exact du comportement force-déplacement non-linéaire est compliqué, mais le calcul reste
toujours nécessaire pour la validation du modéle numérique. La confrontation des résultats
expérimentaux aux resultats du calcul numérique est satisfaisante pour la prédiction du
comportement non-linéaire des structures en béton armé. L’élément fini multicouche multicellulaire
choisi et le modéle adopté ont montré une bonne capacité a modéliser des structures dans des
conditions proches de celles des structures réelles présentant différents types de non-linéarités

combinées.

Les figures 4.17 a 4.24 illustrent le comportement réel et I’approximation numérique des six (6)

voiles en béton armé étudiés.

400 T T T T T T T T
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Déplacement (mm)

Figure 4.17-Courbe charge-déplacement latéral du sommet de la paroi WSH1 (F, —Aw,)
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Figure 4.18-Courbe charge-déplacement latéral du sommet de la paroi WSH2 (F, —Aw,)
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Figure 4.19-Courbe charge-deplacement latéral du sommet de la paroi WSH3 (F, —Aw,)
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Figure 4.20-Courbe charge-déplacement latéral du sommet de la paroi WSH4 (F, —Aw,)
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Figure 4.21-Courbe charge-déplacement latéral du sommet de la paroi WSH5 (F, —Aw,)
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Figure 4.22-Courbe charge-déplacement latéral du sommet de la paroi WSH6 (F, —Aw,)

1200
1000 —

800 —

—— Essai

600 4| cecenenn Simulation

*R0E WSH6

200

Charge F, (KN)

-10 -5 0 5 10
Déplacement (mm) [ h=3.4 m]

Figure 4.23-Courbe charge-déplacement latéral au niveau de 3,40 m de la paroi WSH6 ( F, —Aw,)
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Figure 4.24-Courbe charge-déplacement latéral au niveau de 1,56 m de la paroi WSH6 (F, —Aw,)

IV.6.2-Comportement semi-local en zone critique

Nous représentons, figures 4.25 a 4.30, 1’évolution de la courbure le long du voile WSH2 pour une
hauteur de 3,50 m en fin de chaque cycle de chargement. Le modele numérique multicouche
multicellulaire permet d’obtenir les courbures qui représentent un moyen d’analyse au
dimensionnement en reliant les parameétres locaux aux parameétres globaux. Ceci permet de mettre en
évidence le phénomeéne de localisation des non-linéarités et la formation de la rotule plastique a la
base du voile.
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Figure 4.25 Courbures a l'instant KS 5 et KS 9 dans le voile WSH2 (u, =3/4)
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Figure 4.26 Courbures a I’instant KS 16 et KS 19 dans le voile WSH2 (u, =2)
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Figure 4.27- Courbures a l'instant KS 26 et KS 29 dans le voile WSH2 (1, =3)
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Figure 4.28- Courbures a l'instant KS 36 et KS 39 dans le voile WSH2 (u, =4)
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Figure 4.29- Courbures a l'instant KS 46 et KS 49 dans le voile WSH2 ( u, =5)
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Figure 4.30 Courbures a l'instant KS 56 et KS 59 dans le voile WSH2 (1, =6)
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IVV.6.3-Bilan energétique

L’énergie dissipée est calculée en intégrant la force du vérin I’incrément du déplacement relatif

[LE 06]. Cette intégration est remplacée par la somme de I'énergie incrémentale 3, AET afin de

calculer 1'énergie numériquement. L’ 'énergie incrémentale », AET est le produit d'une force Fi avec

le déplacement relatif correspondant a I’incrément. Aprés chaque cycle, lors du retour hystérétique,
une partie de 1’énergie emmagasinée est redonnée au systéme (par I’intermédiaire du vérin) a cause
de la décharge élastique ; ce qui aboutit a une forme en vagues successives (figure 4.31). A la fin du
test, toute 1’énergie introduite a été dissipée par déformation plastique (correspond a la hauteur finale
de la courbe). Le rapport de 1’énergie dissipée a l’énergie injectée caractérise la capacité de

dissipation d’énergie du voile qui est égal approximativement a 68%.

Le modéle permet de calculer 1’énergie dissipée par déplacement en chaque zone de la structure et en
particulier dans la zone critique (figures 4.32 et 4.33).
Zone 1(0<h<1,56m), Zone 2(1,56m <h <3,40m), Zone 3(3,40m<h <4,56m)
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Figure 4.31-évolution de [’énergie totale en fonction de la ductilité d’ensemble en déplacement p,
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Figure 4.33-Energie injectée et les énergies dissipées durant le chargement cyclique dans les parois
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Conclusion

Les résultats numériques et expérimentaux obtenus nous ont permis, dans un premier temps de mettre
en évidence les mécanismes de résistance et de rupture des murs avec une section rectangulaire,
congus selon les régles de I’Eurocode 8. Les murs testés sur la table sismique d’IBK ruinent toujours
en flexion, par rupture des aciers, le béton étant trés peu sollicité en compression. Ce mode de
comportement peut étre favorisé par une faible valeur de I’effort normal appliqué ainsi que les
mauvaises qualités de ductilité des aciers utilisés. 1l peut étre rendu plus ductile et dissipatif en
utilisant des aciers & haute qualité de ductilité. Ceci confirme encore une fois le bienfondé des régles
de I’Eurocode 8 concernant les hautes qualités de ductilité requises pour les aciers a prévoir dans
les zones critiques. Les murs testés sous chargement cyclique alterné sur le mur de réaction ont eu un
comportement différent. Au cours du chargement cyclique, ces murs ont été capables d’atteindre une

ductilité structurale d’environ 6, d’une maniére stable.

Dans un deuxiéme temps, les principales caractéristiques du comportement hystérétique des voiles
sont prises en compte tels que la dégradation de la rigidité et de la résistance, les mécanismes de
déformations associés a la flexion, a la détérioration de 1’adhérence acier-béton et a 1’effort tranchant.
On établit aussi un calcul des énergies de déformations de la structure. Le modeéle est capable de

simuler les effets non linéaires de flexion et de cisaillement dans les jonctions.
Les résultats issus de la simulation du comportement cyclique alterné de structures en béton armé,

dans des conditions proches de celles du projet, montrent la capacité du modeéle a prédire le

comportement non-linéaire et les performances post élastiques de ces structures.
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

CONCLUSIONS

Au cours de ce travail, nous nous sommes intéressés a la modélisation du comportement
structurel du béton sous sollicitations mécaniques, statiques croissant jusqu’a la ruine et
sismique. Dans la premiére partie de ce mémoire, aux niveaux des chapitre | et chapitre I, nous
avons donné une analyse bibliographique sur le comportement mécanique du béton et de 1’acier
avant de présenter une contribution a la modélisation par éléments finis semi-locaux. Un
modele élément fini basé sur la formulation de la méthode des forces est proposé. Il est
constitué d’un élément fini plaque multicouche multicellulaire. Pour modéliser le ferraillage au
niveau de la couche concernée, nous avons opté pour I’utilisation d’un mod¢le fibre. Ainsi, a
chaque ¢lément d’acier, représenté par un élément fini de poutre de Timoshenko, est rattaché au
maillage de la cellule dans la couche concernée. Dans cette modélisation, chaque fibre d’acier
est représentée par un triangle d’aire egale a ’aire de la cellule d’armature correspondante. Le
triangle a été choisi, car au niveau d’une couche d’armatures les cellules représentatives
peuvent étre de matériaux differents ( éventuellement du béton et de 1’acier dans le cas du béton

armé), afin de satisfaire le modéle éléments finis multicouches multicellaires.

L’analyse non-linéaire a été faite par un couplage de la modélisation éléments finis
multicouches multicellulairs et un modéle d’endommagement pour le béton et un modele de
comportement élastoplastique pour les armatures. Ces modéles (endommagement et
élastoplastique) permettent la considération des principales caracteristiques du comportement
non-linéaire des structures en béton armé sous chargement cyclique altérné tel que: la
fissuration et la dégradation progressive du béton, la dissymetrie de comportement du béton en

traction et en compression...etc.

Dans la deuxiéme partie de ce mémoire, du chapitre Il au chapitre 1V, nous avons
effectué des calculs pour la validation du modéle numérique en confrontation avec le calcul
analytique et les essais expérimentaux. Les résultats obtenus par I’élément fini multicouche
multicellulaire sous chargement monotone croissant sont tres satisfaisants pour la simulation du
comportement non-linéaire en état de ruine des structures en comparaisons avec le calcul
analytique. Le modéle a permis la simulation des distributions des non-linéarités constitutives

dans le sens transversal (diagrammes moment-courbure) et dans le sens longitudinal
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(distribution des courbures). Quatre études sont faites au niveau du chapitre Il : une étude
d’une plaque homogeéne (comportement linéaire d’une plaque homogene) ; une étude d’une
poutre métallique; une étude d’une poutre en béton armé ; et enfin une modélisation statique
des voiles porteurs en béton armé. L’étude des structures en béton armé a permis de mettre en
évidence la bonne adaptation de la modélisation éléments finis multicouches et multicellulaires
par la considération des différents matériaux (cellule en béton et fibre en acier) au niveau
d’une méme couche. L’utilisateur a la possibilité d’associer dans chaque cellule (béton ou
acier) une loi de comportement pour la simulation du comportement non-linéaire du béton ou

de 1’acier.

En simulant des voiles porteurs en béton sous chargement sismique, le modele numérique a
permis de prédire correctement les aspects essentiels du comportement expérimental observe.
Les principales caractéristiques du comportement hystérétique des structures étudiées sont
prises en compte tels que la degradation de la rigidité et de la résistance, les mécanismes de
déformations associés a la flexion a la détérioration de I’adhérence acier-béton et au
cisaillement transverse. L’¢élément fini ainsi développé peut donc étre utilis¢é dans 1’analyse
non-linéaire des structures pour 1’étude, le dimensionnement, la prévision du comportement des
structures sous chargement statique monotone croissant et cyclique alterné jusqu’a la ruine
complete de la structure. Il convient alors d’hypothétiser les perspectives a venir a court et a

moyen terme pour un développement approfondi du modeéle.

PERSPECTIVES

Le modele représente une plate-forme flexible pour le développement de modéles plus
complexes du point de vue formulation éléments finis aussi bien que celui des lois de
comportements. Les premiers résultats permettent déja de montrer I’intérét d’utiliser les modéles
phénoménologiques d’endommagement en construction de murs porteurs en béton armé, dans le cas du
dimensionnement parasismique. Plusieurs pistes de réflexion se dégagent pour améliorer la

modélisation, tout en conservant une relative aisance dans 1’utilisation et dans I’analyse des résultats :

- Validation du modele élément finis flexible plaque multicouche multicellulaire en simulant des dalles

en béton armé, afin de satisfaire I’hypothése des plaques (petites épaisseurs).
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-Validation du modele élément finis en dynamique non-linéaire avec confrontation des résultats de la
simulation aux résultats expérimentaux de structures testées sur table vibrante, 1’étude des répliques et

de précurseurs des séismes ;

-Application du modele élément fini dans la modélisation non-linéaire de structures plus complexes
comme les structures multi-étages et pour les différents types de contreventements (contreventement par

portiques, contreventement par refends ou voiles, contreventement mixte) ;

- Développement d’un élément fini coque multicouche multicellulaire non-linéaire formulé sur la base
de la méthode des forces. Le modele élément fini sera congu pour la simulation des structures en trois

dimensions en béton armé ou métalliques ;

- Amélioration de I’expression du champ de déplacement pour la prise en compte des effets de second
ordre (grands déplacements et grandes rotations). Des lois de comportements des matériaux en grandes

déformations doivent étre prises en compte ;
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ANNEXE A

A.1-Calcul des efforts et couples extérieurs

Les hypotheses faites dans les équations 7 et 8(En absence des efforts de volumes, des efforts du
contour et dans le cas ou la plague est soumise a un seul effort surfacique distribué g, ) ne sont plus
valables dans le cas de la théorie d’une plaque multicellulaires. En effet, les interpolations
faites aux équations 2.1 et 2.2 des efforts et des moments respectivement aboutissent a un q,
égal a zeéro, pour calculer les efforts extérieurs, on considére donc le systéme a son état standard
et on calcul les efforts de différentes natures s’exercant sur 1’é¢lément fini plaque.
Le travail des forces et couples (eqt.A.1) s’exercant sur une plaque constituée par N couches
peut s’exprimer de la maniére suivante :
W,,, = i[j Zirl f,u,dzdxdy + _f g,u;dxdy + J' Z]tl g, uidzdlj (eqt. A1)

i—1 (s 7 s c

Calcul des efforts volumiques

j j f.u.dzdxdy = j j( f (U +2B8)+ f,(v, +2,)+ f,w, Jdzdxdy (eqtA.2)

Les variables uy, vy, W, B,, B, sont fonctions de x,y et peuvent étre interpolées linéairement de
la maniére suivante :
Quel que soit ¢ la variable, elle peut étre interpolée dans le plan de référence de 1’élément fini
triangulaire (figure 2.1):

P(E.77) = N, (S, 7D, + N, (S, 7205, + N (S, 7)) P (eqt.A.3.3)
AvecN, (&) =1-8—n, Ny (&) =S, N (&) =17

{X= Ny (&% + Ny (S )%, + N (§)% et dxdy = det(J,)d&Ed
y=N,(&.n)y, + N, (&, )y, + N (&, 7)Y«

S—g % (eqt.A.3.b)
det(Ja): Ox ay :(XJ _XI)(yK _yl)_(yJ _yl)(XK _XI)

on oOn

11-&

I, :jj f. U, (X, y)dzdxdy = h, f, det(Ja)?l; j; Uy (&, 77)d&dn

Ou f, ,h =z, —z sont I’effort volumique et I’épaisseur de la couche « I » respectivement
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Ainsi :

1 1
L, == hf, det(I, ), +Ug; +Uge) 1, :Ehi f, det(J.)(Vo, + Vo, +Vor)

u06|x

1
| :_h fzi det(‘Ja)(WOI +W0J +W0K) ! Iﬁx :%hini fx, det(‘]a)(ﬂx, +ﬂx3 +ﬂxK)

Wo 6|

1 1
Iﬂy Zghiﬂi fyi det(Jﬂ)(ﬁYl +ﬁ)’3 +'B)’K) avec 7 :E(ZHI + Zi)
WVE — i f_eTue — FeTU e aVEC FeT — i f_eT P (eth4)

i=1 i=1

Ou P lamatrice de passage de la base locale a la base globale, U® le vecteur de déplacements

nodaux globaux.
1:ieT :{ fl’ fz' 1:3’ f4’ fs’ fl’ 1:2’ f3’ f4' 1:5’ fl’ le f3’ 1:4! fs}

f, =%hi f, det(d,) f, :%hi f, det(d,): f, =%hi f, det(d,): f, =%hi77i f, det(d,)

fs :%hiﬂi fyi det(J,)

Calcul des efforts de surfaciques

Tout pour le méme calcul, sauf que :

Weit = ij‘ giuidXdy

i=1 s,

(eqt.A.5)

Wi =S gfus —aeTus AVEC G — S geTp (eqt.A.6)
97 ={0:,9,,95:94,95: 91,92, 95,941 95 9. 9. 93- 94, O

1 1 1 1
9, :ggxi det(‘]a)' 9, :Egyi det(‘]a)' g; =%gzi det(Ja)’ g, :gmxl det(‘]a)' Os :Emyi det(‘]a)

Oum, =g,z et m =g,z moments par unité de surface.

Calcul des efforts linéaires

W = i_fjt g u,dzdl = ihig;]‘uidl (eqt.A.7)
i=1 <

i=1 ¢ gz

dl = \Jdx* +dy? = Ld& avec L la longueur de la facette.
En effectuant un calcul semblable de celui du paragraphe (8 11.1.1.1) sur les différentes facettes

on aboutit a :
(eqt.A.8)

ext

N
ch :Zgi'eTue :G'eTUe avec G.eT :igi‘eTp
i=1 i=1
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gileT :{9;1g;’g;’g;’g;;!g'e!g'71gfliag:C;’giO’gil’g;z’g;’g;“’g;S}
1 1 = =3
92510 (o +La) 8. =20y (b +ha) . 6. =500, (Ly + L), 8 =5 08, (b +ha),

o1 o1 1 S
9s ZEhiniQYi (Ly + L), 96 ZEhigxi(LlJ +Ly).0; ZEhigyi (Ly + L), 9 =Ehigzi (L, + L),

o1 o1 o1
Je ZEhinigxi (Ly + L) O =§hi77igyi (Ly + L), 9y ZEhigxi (L + L)

A o1 o1

91 :Ehigyi (LKI + LKJ)I O13 ZEhigzi (LKI + LKJ)' 014 ZEhinigxi (LKI + LKJ)'
A

05 :Ehiﬂigyi (L + L)

Le vecteur forces elémentaire est finalement donné par :

ext

N
[ :FeT+GeT+G'eT zz :(fieT_|_gieT+gi'eT)P(eqt.A_9)
i=1

A.2-Les coefficients de S, (x, y) et B,(x, y) en fonction des coefficients de w,(x, y)

< Les coefficients de S, (X, y)

h? . ;
az:_{b1+3(1—v)(h1+3'1)}'bz:_zelr ¢,=0, d,=-3i, &=-2¢9,, f,=-h

L)

% Les coefficients de 3, (X, y)

agz—{cl+ﬁ(gl+3jl)}r b,=0, ¢,=-2f, d;=-g,, &,=-2h, f,=-3],

A.3-ldentification des paramétres du modele de Mazars

La loi de comportement en traction ou en compression est donnée par :
oc=1-D)E, (eqt.A.10)

En traction pure ona:

&p, 1= A) :
o,=(1-D,)E,s et D, =1-—> . _e&éw puisque &, =¢
9o, _ (1-D,)E,—E,¢ D _ (1-D,)E,-E,¢ gDO(lz_ A) + A?‘ =0 (eqt.A.11)
& os &£ g% (¢7¢0o)

Ainsi: AE,(1-Be)=0 => ¢, =1/B,
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Etquande,,, =¢&po, O

max

—f etD,=0=>B =1/g,,=E,/ T,

limo =lim(1-D,)E,s =E,s,,(1-A)=0 donne A =0

E—>0 E—>0

En compression pure on a :

En cas de compression simple (par exemple dans la direction 1), ¢’est donc 1’effet Poisson qui

va jouer (avec dans ce cas des extensions dans les directions 2 et 3 :

&, =—Vo& 6t &3 =—viE=> &, \/52 +el = \/21/ =212 =—\2ve (eqt.A.12)

En revanche, en cas de compression hydrostatique, la déformation équivalente reste nulle : ce

type de modele ne permet pas de prendre en compte 1’évolution de I’endommagement dans ce

cas.
_ . %n 1-A) A

o,=(1-D,)E,c et D, =1- N _eBc( N — (eqt.A.13)
9% _1-D)E,~E,ePe —(1-D)E, —E | Zool=A) | V2vAB, =0 tA.14

=(1-D)E, - e =(1-D)E — B Jove? B (V2re—z00) | (eqt.A.14)
Ainsi : AE,(V2vBe-1)=0 => (=), =1/2vB,

E, A

(_O_)max = (1_ Dc)Eogmax - \/E gDO (1 A:)+ B e(l_B SDO) (ethlE)

La continuité de la dérivée a gauche o, = E ¢ etadroite o, = (1- D,)E,¢ de la contrainte de

compression a &,, =&, donne: E, =E, + E,(1- A + AB &) => B, = 2_1
8D0
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