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Résumé
L’obstacle de construire une version supersymétrique étendue N > 1 du modèle stan-
dard de la physique des particules est due essentiellement à la non-chiralité des théories
de la supersymétrie N > 1. Mais grâce à la réalisation de la brisure partielle de la théo-
rie de la supersymétrie N = 2, il est possible de surmonter cet obstacle et construire
donc des modèles phénoménologiquement viables à partir de cette théorie. Le sujet de
cette présente thèse s’inscrit dans l’étude de la brisure partielle de la supersymétrie glo-
bale N = 2. Nous présentons tout d’abord les éléments essentiels du modèle standard
de la physique des particules pour mettre en évidence le rôle important de la brisure
spontanée de la symétrie électrofaible. Puis, nous étudions les théories supersymétrique
et nous donnons aussi trois modèles de la brisure partielle de la supersymétrie globale
N = 2. Ensuite, nous étudions la réalisation branaire du modèle de la brisure partielle
de la supersymétrie N = 2 dans la référence «arXiv :1204.2141» basé sur le couplage
de n multiplets vectoriel de secteur de jauge avec un seul hypermultiplet de secteur
de la matière. Enfin, nous utilisons la méthode de l’étude effectuée dans la référence
«arxiv :1501.07842» pour réaliser un modèle de brisure partielle de la supersymétrie
N = 2 qui décrit le couplage de n multiplets vectoriels avec n hypermultiplets.

Mots-clefs: supersymétrie étendue, brisure partielle, réalisation branaire, au-dela du
modèle standard , identité de Ward.
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Title : Contributions to the Study of Breaking of N=2 Supersymmetry
at two different scales

Abstract

The stumbling block for constructing an extended N > 1 supersymmetric version of
the Standard Model of particle physics is mainly due to the non-chirality of the these
N > 1 supersymmetry theories. However, thanks to the partial breaking of N = 2
supersymmetry theory, it is possible to bypass this obstacle and therefore to build
phenomenologically viable models from it. The present thesis contributes to the study
of the partial breaking of the N = 2 global supersymmetry. We first present the
essential ingredients of the Standard Model of particle physics to show the important
role of the spontaneous breaking of the electroweak symmetry. Then, we study the
supersymmetric theories and we also give three models describing partial breaking
of N = 2 global supersymmetry. Next, we study brane realization of the N = 2
supersymmetry partial breaking model of «arXiv : 1204.2141» which based on n vector
multiplets coupled to hypermatter. Finally, we use the method introduced in "arxiv :
1501.07842" to study theN = 2 supersymmetry partial breaking for n vector multiplets
coupled to n hypermultiplets.

Keywords : extended supersymmetry, partial breaking, Ward identity, beyond
standard model, brane realisation.
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Introduction générale

Depuis la fin du XIXe siècle, les avancées de la physique des particules élémentaires
ont été ponctuées grâce au développement des théories confirmées par l’expérience et
elles ont profondément changé notre compréhension de la nature. Ainsi, elles ont inspi-
rées la construction de ce qu’on appelle désormais le modèle standard de la physique des
particules[1–35]. Ce modèle décrit trois des quatre interactions fondamentales de toute
la matière visible de l’univers à partir de deux types de particules. Les particules de ma-
tière qui obéissent à la statistique de Fermi-Dirac appelées fermions, et les particules
responsables des interactions qui obéissent à la statistique de Bose-Einstein appelés
bosons. La description de ces particules est basée sur la symétrie de jauge du modèle
standard SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y , où l’interaction forte est décrite par la symétrie
SU(3)c et l’interaction électrofaible par la symétrie SU(2)L × U(1)Y . Cette dernière
est contrairement à la symétrie SU(3)c n’est pas une symétrie exacte, puisque à une
échelle d’énergie à l’ordre de 100 Gev elle se brise spontanément au groupe U(1)e.m. qui
décrit l’interaction électromagnétique. Ce mécanisme de brisure est responsable de la
génération des masses des particules du modèle et il nécessite l’introduction d’un boson
scalaire appelé boson de Higgs. La construction du modèle standard est basée sur le
principe d’invariance de jauge, où chacune des trois interactions doit être décrite par
une théorie invariante sous la symétrie de jauge correspondant à chaque interaction.
Cette invariance impose l’introduction des bosons vecteurs (appelés aussi bosons de
jauge) qui sont responsables des forces qui s’exerce entre les particules chargées sous la
symétrie de jauge de chaque interaction, et aussi pour garantir l’invariance sous l’action
des transformations locales par les générateurs des symétries continues. Ces théories
invariantes permettent la construction de la forme finale du lagrangien total du modèle
standard. Cette construction doit aussi respecter la chiralité gauchère des fermions qui
permet de protéger leurs masses et de déterminer leurs représentations. La chiralité est
une propriété importante aussi pour la construction de la version étendue minimale
du modèle standard dans le cadre de la supersymétrie N = 1 qui respecte ce principe
selon la nature des représentations des superchamps [36–46]. Mais dans le cas de la
supersymétrie étendue N ≥ 2 la théorie devient non-chirale et les représentations ne
décrivent pas les particules du modèle standard. Cependant, on peut rendre la théorie
de la supersymétrie N = 2 chirale par sa brisure partielle à deux échelles d’énergies
différentes à N = 1 et construire des représentation qu’on peut utiliser pour décrire les
particules ordinaire [47–51]. Ainsi, on peut construire des modèles entendue au-delà de
la supersymétrie N = 1. L’étude de la brisure partielle de la supersymétrie N = 2 est
l’objectif de cette présente thèse.

Historiquement, la prédiction théorique des particules élémentaires du modèle stan-
dard ainsi la confirmation expérimentale de leurs existence a commencé en 1897 lorsque
Thomson a prouvé expérimentalement l’existence de l’électron [1, 2], qui a été prédit
théoriquement par Stony en 1874 [3]. Le modèle mathématique d’atome de Thomson
imagine les électrons se déplacent à l’intérieur d’une mer de charges positives, ce modèle
a été infirmé en 1909 par Rutherford qui a montré que l’essentiel de la masse de l’atome
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Introduction générale

est concentré dans un tout petit volume chargé positivement, le noyau [4]. Le premier
modèle qui donne une description auquel l’électron orbite autour du noyau avec lequel
il interagit électriquement est le modèle d’atome d’hydrogène proposé par Bohr en 1914
[5]. Ce modèle a laissé penser à l’époque que les autres atomes plus lourds seraient des
multiples de l’atome d’hydrogène et leurs noyaux se composent à partir des particules
de charge positive appelés proton. Mais ce n’est pas le cas, car par exemple l’atome
d’hélium qui se place suivant l’hydrogène dans le tableau périodique à deux électrons,
pèse quatre fois plus que l’atome d’hydrogène. L’explication vient avec la découverte
d’une particule ayant une masse très proche de celle du proton et une charge électrique
nulle par Chadwick en 1932 appelée neutron [6]. Une question demeurait : quelle force
assure la cohésion du noyau formé des protons chargés positivement et des neutrons
étant neutres ? La réponse a été proposé par le Japonais hideki Yukawa en 1934 [7], qui
a introduit une nouvelle force appelée force forte, ce nom vient de son intensité qui est
supérieure à celle des deux autres forces électromagnétique et gravitationnelle connues
à l’époque.

En parallèle avec les découvertes des constituants de la matière, et en 1900 Max
Planck a donné la première ouverture vers le monde des quanta par son idée de la
quantification de l’énergie associé aux ondes électromagnétiques à partir de ses études
sur le rayonnement du corps noir [8], c’est à dire que l’énergie ne peut prendre que des
valeurs multiples d’une valeur d’énergie élémentaire appelée quantum. Cette idée a été
développée en 1905 par Einstein qui a décrit le photon comme un quantum de lumière
qui se comporte comme une particule pour expliquer l’effet photoélectrique [9], dont les
prédictions ont été vérifiées par Millika en 1916 [10]. L’idée que la lumière se comporte
aussi comme une particule a été refusé à l’époque au profit de l’idée que la lumière
est une onde, mais grâce à l’expérience de diffusion de Compton en 1923 la théorie
corpusculaire s’est imposée [11]. Cependant, la description du comportement des parti-
cules nécessite alors l’élaboration de la mécanique quantique, cela a été réalisé en 1925
grâce à Erwin Schrödinger qui s’est intéressé à l’étude de l’électron pour développer
l’équation qui décrit son évolution dans le temps. Cela a permis à Paul Dirac de rendre
compte du caractère relativiste de cette description du comportement des particules
par l’unification de la mécanique quantique et la relativité restreinte d’Einstein en une
théorie quantique des champs, et en 1927 il a établi l’équation portant son nom et qui
décrit le cas d’un électron relativiste [12], c’est à dire animés de vitesses proches de
celle de la lumière. Mais Dirac a compris que son équation ne décrit pas que l’électron,
car pour chaque valeur de la quantité de mouvement l’équation donne quatre solutions,
deux solutions correspondent à un électron d’énergie positif et les deux autres solutions
à une particule d’énergie négatif. Cet antiélectron (ou positron) va être découvert en
1932 par Carl Anderson dans les rayons cosmique [13]. Cela montre une propriété géné-
rale, à chaque particule de charge non nulle on peut associer une antiparticule qui ont
des charges opposées l’une à l’autre et qui ont la même masse. Mais dans le cas d’une
particule de charge nulle comme le photon, particule et antiparticules sont identiques.
Cependant l’électron et le positron sont insuffisant pour résoudre une énigme posé à
l’époque sur l’énergie manquante durant une désintégration nucléaire β naturelle, où
un noyau se transforme en un autre en émettant un électron ou un positron, la solution
a été proposée par Pauli en 1930 qui a l’idée qu’une nouvelle particule [14], appelé
neutrino (découvert par Owman et Reines en 1956 [15]) qui se produit au même temps
que l’électron durant la désintégration nucléaire. Les années suivantes la théorie de la
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Introduction générale

désintégration β qui incorpore l’idée de Pauli à été élaboré par Fermi [16], qui a mo-
délisé l’interaction faible par une force de portée nulle. La théorie expliquait beaucoup
de choses, mais son comportement à haute énergie n’était pas exact. Les physiciens
supposent alors que l’interaction faible devrait se faire par l’échange de bosons massifs.
Ce principe de véhiculer une interaction par l’échange de bosons est bien représenté
par les diagrammes inventés par Richard Feynman dans les années 1940 pour décrire
l’interaction de particules portant une charge électrique pour développé la théorie de
l’électrodynamique quantique (QED) [17–19], où la force électromagnétique résulte de
l’échange de photons. Entre 1940 et 1950 un grand nombre de particules ont été dé-
couvertes expérimentalement, cela impose l’idée de trouver une structure sous-jacente
pour mettre en ordre ces particules malgré leurs différences apparentes comme le ta-
bleau périodique des éléments de Mendeleïev. En 1963 Murray Gell-Mann a proposé
un modèle basé sur un groupe particulier de symétrie sous lequel les particules sont
rassemblé dans des sous-ensembles appelés multiplets [20]. A cette époque elle existe
aucune description valable des bosons massifs médiateurs de l’interaction faible, juste
des modèles qui décrivent des bosons de jauge de masse nulle. Comme le modèle de
Jeffrey Goldstone [21–23], qui a été proposé en 1961 et qui décrit des particules non
massifs nommées boson de Nambu-Goldstone. Mais en 1964, Brout et François Englert
[24], d’une part et Peter Higgs d’autres part [25], ont mis en évidence l’importance
de la brisure spontanée de symétrie en physique des particules. Peter Higgs a donné
l’exemple d’un modèle avec des bosons et le photon sans masse qui interagissent. Cette
théorie est basée sur une symétrie apparente qui se brise spontanément et qui contient
un boson scalaire supplémentaire de masse non nulle, le boson de Higgs. Le mécanisme
de brisure de Englert-Brout-Higgs a eu un rôle crucial dans la construction du modèle
standard de la physique des particules, qui décrit trois des quatre interactions fonda-
mentales. L’idée d’unifier ces interactions sous une seule théorie complète et cohérente
a été introduite au début par Schwinger en 1957, qui a proposé d’unifier l’interaction
faible et électromagnétique, dite électrofaible. Cette unification sera proposée par Gla-
show en 1960 [26]. La forme moderne de cette théorie a été formulée par l’introduction
du mécanisme de Englert-Brout-Higgs, établit indépendamment en 1967 par Steven
Weinberg [27], et Abdu Salam [28]. De plus l’interaction électrofaible introduit un bo-
son scalaire massif identique au boson scalaire de Higgs et aussi une particule massive
neutre médiatrice de l’interaction électrofaible le boson Z0 et deux particules massifs
médiatrices chargées les bosons W±. Ces trois bosons vecteurs seront découverts au
CERN en 1983 [29–32]. Cela engendra la création du Modèle Standard de la physique
des particules. Entre temps, une théorie sur les quarks a été développée par analogie
avec l’électrodynamique quantique en 1970 appelée la théorie de la chromodynamique
quantique (QCD) dont les médiateurs sont les gluons découverts en 1979 auprès de
l’accélérateur PETRA [33]. Puis la chromodynamique quantique a été intégrée au Mo-
dèle Standard de la physique des particules. Le Modèle Standard a permis de prédire
avec une très grande précision de nombreuses observables de physiques de particules
jusqu’à des énergies de l’ordre de quelques centaines de GeV. La clé de ce modèle, le
boson de Higgs responsable du mécanisme de brisure de la symétrie électrofaible a été
mis en évidence le 4 juillet 2012 au Large Hadron Collider (LHC) [34, 35].

Cependant, malgré le fait que le modèle standard n’ait jamais été pris en défaut,
plusieurs indices semblent montrer qu’il ne s’agit que d’une théorie effective à basse
énergie d’une théorie plus fondamentale que nous devons trouver. Parmi ces indices,
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les corrections radiatives à la masse du boson de Higgs qui présentent une divergence
quadratique à haute énergie posent un problème de hiérarchie de l’échelle électrofaible
et la naturalité de la masse du boson de Higgs vis à vis de l’échelle de Planck. Le mo-
dèle standard ne répond pas aussi à certaines questions qui restent ouvertes. Comme
indiqué avant, l’interaction gravitationnelle n’est pas décrite dans ce modèle. Ainsi 95%
de l’univers est composé de matière invisible (matière noire et énergie noire) qui est
nécessairement constituée par des particules non prédites par le modèle standard. Ces
problèmes montrent qu’une nouvelle physique doit exister et qui est décrite par une
théorie au-delà du modèle standard. Comme on le verra plus en détail par la suite,
la supersymétrie permet de résoudre certains de ces problèmes. Il s’agit d’une nou-
velle symétrie entre bosons et fermions. En associant à chaque particule bosonique une
particule fermionique (dite superpartenaire) et vice versa, on peut supprimer les diver-
gences quadratiques des corrections à la masse du boson de Higgs, et de proposer un
candidat naturel à la matière noire et aussi d’avoir la possibilité d’inclure l’interaction
gravitationnelle. L’étude des symétries a joué un rôle important dans la construction
du modèle standard. Il est par conséquent naturel d’introduire une nouvelle symétrie,
de manière à étendre le modèle standard. La théorie de la supersymétrie est appa-
rue à la fin des années 1960, elle a trouvé sa source à partir d’une idée simple qui
a des conséquences théoriques et phénoménologiques particulièrement extraordinaires
pour la physique des particules. Cette idée est de trouver une extension du groupe
de Poincaré à des symétries internes. Il est intéressant de noter qu’en 1967 Coleman
et Mandula montrent un argument rigoureux avec leur fameux théorème no-go [36],
qui prouve que le groupe de Poincaré est le groupe de symétrie maximal respectant le
groupe de Lorentz, et si on cherche à rajouter des symétries continues d’espace-temps,
toute théorie devient sans interaction. Ce théorème n’autorise donc a priori que des
symétries internes. Alors l’extension du groupe de Poincaré est impossible. Cependant,
il est possible de surmonter ce problème en utilisant une algèbre avec des anticommuta-
teurs, appelée algèbre de Lie graduée au lieu de l’algèbre de Poincaré qui n’implique que
des relations de commutation. Cela permet de relier des composantes fermioniques (élé-
ment impairs) qui anticommutent avec des composante bosonique (élément pairs) qui
commutent. Cette algèbre de lie graduée est l’algèbre de la supersymétrie qui propose
une symétrie entre fermions et bosons. Cette superalgèbre est définie par l’introduction
de nouveaux générateurs qui anticommutent (avec le caractère fermionique)et qui se
transforment comme les représentations du groupe de Lorentz (i.e. spineurs de Weyl),
et le fait qu’ils ne portent pas d’indices de Lorentz (i.e. ni vecteurs, ni tenseur) ils ne
sont pas alors soumis au théorème no-go de Coleman-Mandula. Cependant, on peut
considérer l’algèbre de la supersymétrie comme une extension de l’algèbre de Poin-
caré. La première description de la supersymétrie a été proposé par Pierre Ramond
en 1970 dans le contexte de la theorie des cordes a deux dimensions [37]. En 1971,
Yuri Golfand et Evgeny Likhtman étendent l’algèbre de Poincaré à la superalgèbre de
Poincaré avec des coordonnées fermioniques pour donner une explication à la violation
de la symétrie de la parité dans l’interaction faible [38]. Indépendamment et dans la
même année, une première réalisation non linéaire a été proposée par Dmitry Volkov
et Vladimir Akulov pour interpréter le neutrino comme une particule de Goldstone
associée à la brisure de la symétrie de translation suivant ces coordonnées fermioniques
[39]. Mais la supersymétrie n’a connu le succès qu’en 1973 lorsque Julius Wess et Bruno
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Zumino réalisent l’extension à quatre dimensions des transformations de jauge supersy-
métriques développées à deux dimensions en théorie des cordes de Pierre Ramond pour
l’objectif de trouver une solution aux divergences quadratiques d’une théorie quantique
des champs [40]. Le modèle de Wes-Zumino a permis la construction d’une théorie de
la supersymétrie renormalisable, mais avec une prédiction phénoménologique impor-
tante, les superpartenaires associées aux particules du modèle standard formant un
supermultiplet, avaient la même masse. Or, aucune paire de superpartenaires n’a été
observé expérimentalement. La seule explication est que ces superpartenaire ont des
masses plus grandes que celle des particules du modèle standard, de la même façon
pour expliquer la masse non nulle des bosons de jauge Z0 et W± par la brisure de
la symétrie électrofaible. Alors la supersymétrie est aussi une symétrie brisée à notre
échelle d’énergie. Les premiers modèles de brisure de la supersymétrie sont réalisés par
Fayet et Iliopoulos en 1974 [41], puis par O’Raifeartaigh en 1975 [42]. Dans la même
année, Haag, Lopuszanski et Sohnius [43], montrent qu’il n’était pas indispensable de
n’avoir que des commutateurs dans l’algèbre comme proposé par Coleman et Mandula,
une algèbre de Lie graduée contenant des commutateurs et des anticommutateurs est
tout à fait acceptable. En 1976, Fayet propose d’associer à chaque particule du mo-
dèle standard un superpartenaire [44]. Cette extension est appelée modèle standard
supersymétrique minimale N = 1. La construction de lagrangiens supersymétriques a
été ensuite généralisée par Salam et Strathdee [45]. Parallèlement, Ferrara, Freedman
et van Nieuwenhuizen [46], donnent une interprétation locale de la supersymétrie qui
nécessite d’introduire une particule de spin 3

2 pour garder l’invariance de jauge, cette
particule est appelée gravitino décrit le superpartenaire du graviton du spin 2 médiateur
de l’interaction gravitationnelle. Le graviton acquiert une masse grâce au mécanisme
de super-Higgs (extension supersymétrique du mécanisme de Higgs) en absorbant un
fermion de Goldstone (goldstino) qui apparait lors de la brisure de la supersymétrie
globale. La supergravité incorpore de manière naturelle l’interaction gravitationnelle,
ce qui a permis la construction des modèles de supegravité N = 1 pures incorporent
des mécanismes naturels permettant aussi d’obtenir une description de l’énergie noire.
De plus la limite rigide de la théorie de jauge pure de la supergravité N = 2 [47],
offre la possibilité de construire des modèle supersymétriques N = 2 par la brisure
partielle à deux échelles différentes, et résoudre ainsi le problème de la chiralité qu’on a
mentionné au début et qui fait l’objet de ce présent travail composé de cinq chapitres.

Chapitre 1 : Modèle standard de la physique des particules
Le premier chapitre est consacré à l’étude du modèle standard de la physique des

particules, où des éléments essentiels à la compréhension et à la construction du lagran-
gien du modèle sont présentés. Nous commençons par le contenu en champs du modèle.
Ensuite la construction du lagrangien total. Puis nous allons utiliser le mécanisme de
Higgs pour briser spontanément la symétrie électrofaible et générer des masses aux
différentes particules. Pour finir, nous discutons les problèmes et les limites du modèle
standard, ainsi la solution de ces problèmes.

Chapitre 2 : Représentations des théories Supersymétriques
Dans le deuxième chapitre nous présentons l’étude des théories supersymétriques.

Au début nous donnons la définition de l’algèbre de Poincaré et la construction de ses re-
présentations. Ensuite, nous donnons la construction de la superalgèbre de Poincaré et
ses différentes représentations. Puis, nous allons étendre l’espacetemps en superespace

5



Introduction générale

pour le cas de la théorie minimale de la supersymétrie N = 1. Ainsi, la construction
des superchamps chiral et vectoriel dans le cadre de cette théorie.

Chapitre 3 : Brisure spontanée de la supersymétrie N = 1
Le troisième chapitre est consacré à l’étude de la brisure spontanée du modèle

minimale supersymétrique N = 1. Tout d’abord, nous allons construire le lagrangien
de cette théorie supersymétrique N = 1. Ensuite nous présentons deux modèles de
brisure spontanée de la supersymétrie N = 1. Le premier modèle est basé sur le champ
auxiliaire du multiplet chiral N = 1, appelé modèle de O’Raifeartaigh, et le second
modèle basé sur le champ auxiliaire du multiplet vectoriel N = 1, appelé modèle de
Fayet-Iliopoulos.

Chapitre 4 : Brisure partielle de la supersymétrie globale N = 2
Dans le quatrième chapitre nous présentons trois modèles de littérature de la brisure

partielle de la supersymétrie N = 2, le premier découvert par Antoniadis, Partouche et
Taylor dans la référence [47], présente une théorie de jauge pure basé sur un seul mul-
tiplet vectoriel de la supersymétrie N = 2. Le second modèle présente la généralisation
du modèle précédent pour le cas de n multiplet vectoriel. Ce modèle est découvert par
Andrianopoli, D’Auria, Ferrara et Trigiante dans la référence [48]. Enfin, le troisième
modèle présente le couplage du secteur de jauge précédent avec le secteur de la matière,
ce dernier est décrit par un seul hypermultiplet de la supersymétrie N = 2. Ce modèle
a été découverte par Antoniadis, Derendingen et Jacot dans la référence [49].

Chapitre 5 : Contributions
Au cours de la préparation de cette thèse de doctorat, nous avons publié deux

contributions dans des revues scientifiques avec comité de lecture.
Constribution 1 : N = 2 Supersymmetry Partial Breaking and Tadpole

Anomaly
Dans la première contribution [50], nous avons réalisé la version branaire D3 du mo-

dèle de Antoniadis, Derendingen et Jacot qu’on va étudier dans le quatrième chapitre.
Nous avons considéré l’extension U(1)n du modèle effectif U(1)2 de la supersymétrie
N = 2, ainsi la liaison entre l’anomalie "tadpole" de la théorie des cordes type IIB
compactifiée sur une variété de Calabi-Yau de trois dimensions complexes en présence
des flux non triviaux des tenseurs HRR

3 et HNS
3 de force des champs de jauge 3-formes,

avec la contrainte de la brisure partielle de la supersymétrie N = 2. Cette étude nous
a permis de réaliser la brisure partielle de la supersymétrie N = 2 pour le cas spécial
d’une théorie de Maxwell avec un seul U(1).

Constribution 2 : On the partial breaking of N = 2 rigid supersymmetry
with complex hypermultiplets

Dans la deuxième contribution [51], nous allons réaliser la brisure partielle de la
supersymétrie N = 2 en se basant sur le modèle de Antoniadis, D’Auria, Ferrara et
Trigiante [48], où nous allons décrire le secteur de la matière par des hypermultiplets
complexes. Nous dérivons aussi la relation de la transformaion symplectique de ce mo-
dèle . Nous allons aussi donner la contrainte de la brisure partielle de la supersymétrie
N = 2 du modèle Antoniadis, Derendingen et Jacot [49] par une réalisation particulière.

Finalement, nous allons terminer avec une conclusion générale et quelques perspec-
tives.
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Chapitre I

Modèle standard de la physique des
particules

Le modèle standard de la physique des particules [26–32], est le cadre théorique qui
permet de décrire trois des quatre interactions fondamentales, l’interaction forte, faible
et électromagnétique, ainsi que le comportement des composantes les plus élémentaires
de la matière, les quarks et les leptons. Le groupe de jauge du modèle standard est le
suivant :

GMS = SU(3)c ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)Y . (I.1)

Le premier facteur SU(3)c est le groupe de jauge des interactions fortes (théorie de la
chromodynamique quantique QCD) appelé aussi groupe de la couleur, où c désigne la
charge de couleur. Le facteur SU(2)L ⊗ U(1)Y est le groupe qui décrit les interactions
électrofaibles (unifications des interactions faibles et électromagnétiques) il contient le
groupe SU(2)L de l’isospin faible, où l’indice L indiquant que seuls les fermions de
chiralité gauche se transforment sous ce groupe, et U(1)Y le groupe de l’hypercharge
faible indiquée par le symbole Y . Le groupe de jauge de l’interaction électromagnétique
(théorie de l’électrodynamique quantique QED) est U(1)e.m. qui est le groupe résiduel
après la brisure spontanée du groupe SU(2)L⊗U(1)Y par le mécanisme de Higgs à une
échelle d’énergie à l’ordre de 100 Gev.
Ce chapitre a pour but de présenter le formalisme théorique du modèle standard de la
physique des particules, tout d’abord nous allons présenter les constituants élémentaires
de cette théorie, puis nous allons construire les différentes théories qui ont mené à sa
construction : QED, QCD et l’interaction faible, cette dernière sera regroupée avec la
QED en une seule interaction (électrofaible), ensuite nous utilisons le mécanisme de
brisure pour briser spontanément cette symétrie électrofaible. Pour finir nous allons
discuter les problèmes et les limites du modèle standard ainsi que les solutions.

I.1 Contenue en champs
Les constituants élémentaires du modèle standard (particules) ont plusieurs pro-

priétés qui permettent de les regrouper en familles, une première distinction se fait en
fonction du spin (moment cinétique intrinsèque) de la particule, si le spin a une valeur
entière (dans l’unité atomique) la particule est un boson et si la valeur du spin est demi-
entière il s’agit donc d’un fermion. Les fermions respectent le principe d’exclusion de
Pauli qui interdit que deux particules fermioniques identiques se trouvent exactement
dans le même état quantique, et ce n’est pas le cas pour les particules bosoniques.
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Alors les constituants de la matière sont des fermions et les particules échangées lors
des interactions (médiateurs) sont des bosons.

I.1.1 Champs de la matière : Fermions
Pour les fermions on distingue deux familles, les leptons et les quarks, les leptons

sont insensibles à l’interaction forte, trois leptons sont chargés, l’électron (e), le muon
(µ) et le tau (τ), chacun d’eux est associé a un lepton neutre, respectivement le neutrino
électronique (νe), le neutrino muonique (νµ) et le neutrino tauique (ντ ). On a ensuite les
six quarks, sensibles à l’interaction forte, trois de charge électrique +2

3, le (u), (c) et (t),

appelés up, charm et top et trois quarks de charge −1
3, le (d), (s) et (b), appelés down,

strange et bottom, les six quarks n’existent que sous la forme d’états liés, trois quarks
forment un baryon tel le proton ou le neutron qui sont des fermions, et la combinaison
d’un quark et un antiquark forme un méson, tel le pion ou le kaon qui sont des bosons.
Les baryons et les mésons sont des particules composites sensibles à l’interaction forte
que l’on regroupe sous le terme d’hadron. La découverte du baryon Ω− composé de
trois quarks (s) semblait violer le principe d’exclusion de Pauli que les quarks sont
censés respectent, alors pour résoudre cette difficulté, les physiciens ont supposé que
les quarks portent une charge quantique associée à l’interaction forte analogue à la
charge électrique nommée couleur et qui existe sous trois formes. Un hadron doit être
de couleur neutre, ainsi les trois quarks (s) du Ω− ne sont pas dans le même état, chacun
porte une charge de couleur différente. Pour les mésons le quark porte une couleur et
l’antiquark porte l’anti-couleur associée, l’antiquark est une antiparticule qui a la même
masse que le quark associé mais toutes charges quantiques sont opposées notamment
sa charge électrique et sa couleur. Toutes les particules du modèle standard ont une
antiparticule associée, dans certains cas la particule et l’antiparticule sont identiques
comme le cas du photon. Notons que le neutron qui est électriquement neutre n’est
pas sa propre antiparticule, car il est composé de deux quarks (d) et d’un (u) alors que
l’antineutron est composé de deux antiquarks (d) et d’un antiquark (u).

Ces champs de matière (ou spinoriels) du modèle standard se différencient par leurs
interactions, i.e. par l’intensité de leur interaction avec le boson de jauge Bµ du groupe
de jauge U(1)Y caractérisée par l’hypercharge faible Y du fermion, et par l’existence
ou l’absence d’un couplage aux gluons de groupe de jauge SU(3)L ou aux bosons de
jauge du groupe de jauge SU(2)L. Les fermions chargés du modèle standard possèdent
deux états de chiralité, spineur de chiralité droite ψR et spineurs de chiralité gauche
ψL données comme suit :

ψL =



LaL =
(
νe
e

)
L

,

(
νµ
µ

)
L

,

(
ντ
τ

)
L

QaL =
(
u

d

)
L

,

(
c

s

)
L

,

(
t

b

)
L

,

ψR =


QaR = uR, dR, cR, sR, tR, bR

LaL = eR , µR , τR

.

(I.2)
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Alors pour que les transformations de jauge des différents spineurs ψL et ψR ne violent
pas la parité P dans les interactions entre les fermions et les champs de jauge, il
faut caractériser indépendamment ces transformations de jauge pour chaque chiralité
ou remplacer les fermions droitiers par leurs conjugués sous CP (dite anti-fermions
gauchers) comme suit :

ψR −→
(
ψ̄α̇
)
L

= εα̇β̇
(
ψβ̇R
)∗
. (I.3)

Ainsi nous avons un spectre entièrement composé des fermions gauchers i.e. quarks, an-
tiquarks, leptons et antileptons, ce qui signifie que ce spectre est chiral, cette propriété
de chiralité est très importante dans la construction de ce modèle et la construction
des modéles au-delà du modèle standard comme nous allons voir dans le chapitre sui-
vant dans l’étude de la supersymétrie. Pour simplifier nous allons noter les fermions
gauchers ψL par ψ et les anti-fermions gauchers

(
ψ̄α̇
)
L
par ψ̄.

La classification des quarks et les leptons est liée à la représentation du groupe de jauge
qu’ils portent, les quarks qui sont sensibles à l’interaction forte appartiennent à la re-
présentation fondamentale 3 (triplet ) du groupe de jauge SU(3)c et les antiquarks à la
représentation conjuguée 3̄, alors un méson formé d’un quark et un antiquark est un sin-
glet (n’interagissent pas fortement) car la partie antisymétrique du produit 3×3̄ = 1+8
est un singlet, de même pour un baryon formé de trois quarks 3×3×3 = 1+8+8+10
est un singlet, ce qui signifie que le confinement des couleurs implique que seulement
les hadrons qui forment un singlet sous SU(3)c sont observables dans la nature. Notons
que puisque les quarks ont un spin j = 1

2, le produit de dimension au quel appartient
le spin d × d = 2 × 2 = 1 + 3 (avec, d = 2j + 1) implique que le spin des méson peut
avoir la valeur 0 (e.g π0, π±) ou 1 (e.g ρ0, ρ±), de même pour les baryon, ils peuvent
avoir un spin 1

2 (e.g proton, neutron) ou 3
2 (e.g ∆++,∆0,∆±) car 2× 2× 2 = 2 + 2 + 4.

Les leptons et leurs antiparticules (antileptons) n’interagissent pas fortement, ils sont
invariant sous SU(3)c (singlet), tous les fermions se transforment sous la représenta-
tion 2 (fondamentale) du groupe de jauge SU(2)L (doublet) et les antifermions gauche
forment des singlets de SU(2)L.
Les quarks et les leptons existent en trois générations (familles), leurs nombres quan-
tiques sous le groupe de jauge du modèle standard SU(3)c ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)Y sont
donnés dans le tableau I.1 ci-dessous. 1

Avec Qa =
(
ua

da

)
et La =

(
νa

ea

)
, Où a = 1, 2, 3. numérote les trois générations de

quarks et leptons . Notons que la masse est croissante de la première à la troisième
génération, et notons aussi que la matière ordinaire qui nous entoure est constituée par
les particules de la première génération qui sont très stable dans la nature, car dans
chaque réaction il y a conservation du nombre baryonique et du nombre leptonique, le
nombre baryonique du quark est 1/3 et −1/3 pour un antiquark, alors un baryon (e.g.
le proton) a un nombre baryonique égal à 1 et −1 pour son antiparticule, de même
pour un lepton qui a un nombre leptonique 1 (e.g. électron) et −1 pour un antilepton
(e.g. positron).

1. Les nombres quantiques des fermions de chiralité droite sous le groupe de jauge du modéle

standard SU(3)c ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)Y sont : uaR =
(

3, 1, 4
3

)
, daR =

(
3, 1,−2

3

)
et eaR = (1, 1,−2) .

9



Chapitre I. Modèle standard de la physique des particules

Champs SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y

Quarks
Qa =

ua
da

 ua = {u, c, t} (3, 2, 1
3)

da = {d, s, b}

ūa = {u, c, t} (3, 1,−4
3)

d̄a =
{
d, s, b

}
(3, 1, 2

3)

Leptons La =
νa
ea

 νa = {νe, νµ, ντ} (1, 2,−1)
ea =

{
e−, µ−, τ−

}
ēa =

{
e+, µ+, τ+

} (1, 1, 2)

Tableau I.1 – Spectre fermionique du modèle standard.

I.1.2 Champs de jauge et champ scalaire : Bosons
Bosons vecteurs
Les interactions entre particules de la matière sont véhiculées par les bosons de

jauge de spin 1, le nombre de bosons de chaque interaction est égales au nombre des
générateurs qui engendrent l’algèbre de Lie de chaque groupe. En effet les groupes du
modèle standard est de type U(N) formés par des matrices unitaire N×N 2, et SU(N)
qui est le sous-groupe de U(N) des matrices unimodulaires, l’algèbre de lie est obtenue
en posant U = eiT , alors l’unitarité

(
T † = T

)
impose que l’algèbre de Lie de U(N)

est engendrée par d = N2 générateurs hermétiques, et l’unimodularité 3 (Tr(T ) = 0)
impose que la dimension de SU(N) est d = N2 − 1, et le générateur se définit par

T=
d∑

A=1
ωATA, où ωA est un paramètre réel. Les groupes U(1), SU(2) et SU(3) ont

donc respectivement 1, 3 et 8 générateurs, et chacun de ces groupes est associé au
paramètre ωA. Le groupe U(1) est représenté par eiωT qui sont des phases complexes et
leurs transformations agissent sur T qui est un nombre réel appelé charge du champ.
Pour le groupe SU(2), les trois générateurs (représentation bi-dimensionnelle) sont des
matrices hermétique de trace nulle définit par :

T a = 1
2σ

a, a = 1, 2, 3. (I.4)

où σa sont les matrices de Pauli, et T a vérifient :[
T a, T b

]
= iεabcT c, (I.5)

avec εabc les constantes de structure du SU(2). Enfin pour le groupe SU(3) les huit
générateurs sont :

TA = 1
2λ

A, A = 1, ..., 8. (I.6)

2. U†U = UU† = I.
3. Qui est une condition supplémentaire (absence de trace).
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où λA sont les matrices de Gell-Man, et TA vérifient :[
TA, TB

]
= ifABCTC ,

avec fABC les constantes de structure du SU(3). Donc le modèle standard contient 12
bosons de jauge, où GA

µ sont les huit gluons non massifs médiateurs de l’interaction
forte de portée ∼ 10−15 mètres due aux confinement de la charge de couleur. Les
quatre bosons de jauge W a

µ et Bµ donneront naissance après la brisure de la symétrie
électrofaible SU(2)L ⊗ U(1)Y aux bosons physiques W±, Z0 de l’interaction faible de
portée ∼ 10−18 mètres due à leurs masse non nul, et enfin le photon médiateur de
l’interaction électromagnétique de masse nulle et de porté infini.

Boson scalaire
Le boson de Higgs, de spin 0 est la seule particule scalaire du modèle standard et la

dernière à avoir été découverte au Grand collisionneur de hadrons (LHC) du CERN [34,
35]. Elle permet au travers de la brisure spontanée de la symétrie électrofaible SU(2)L⊗
U(1)Y , d’introduire des termes de masse pour les fermions et les bosons de jauge, tout en
préservant l’invariance de jauge. Les nombres quantiques du boson scalaire et ceux des
bosons vecteurs sous le groupe de jauge du modèle standard SU(3)c⊗SU(2)L⊗U(1)Y
sont données dans le tableau suivant :

Champs SU(3)c ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)Y
SU(3)c : GA

µ A = 1, ..., 8 (8, 1, 0)
SU(2)L : W a

µ a = 1, 2, 3 (1, 3, 0)
U(1)Y : Bµ (1, 1, 0)
Higgs (1, 2, 1)

Tableau I.2 – Spectre bosonique du modèle standard.

I.2 Lagrangien du modèle standard
Toutes les théories que nous allons présenter dans cette partie présentent des points

communs, elles sont des théories quantiques de champs, où l’étude des symétries se fait
dans le cadre de la théorie des groupes. La construction de ces théories est basée sur
certaines propriétés de symétrie qui implique la loi de conservation dans un système. De
plus, les lois de l’évolution des systèmes conservent aussi l’invariance suivant certaines
transformations appelées transformations de jauge locale, qui implique que le fait de
trouver la symétrie d’un système est équivalant à la prédiction des lois de son évolution.
Avant de rentrer plus en détail dans la paramétrisation théorique du modèle standard, il
est commode dans un premier temps d’introduire le formalisme mathématique utilisé.
Comme on le verra par la suite, le modèle standard est construit en exploitant les
symétries qui existent entre les différentes particules élémentaires, le formalisme le plus
adéquat à cette paramétrisation est le formalisme lagrangien.

Formalisme lagrangien
En mécanique classique un système isolé décrit par le lagrangien suivant :

L (q, q̇, t) = T − V. (I.7)
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Chapitre I. Modèle standard de la physique des particules

où q et q̇ les cordonnées généralisées et T l’énergie cinétique et V le potentiel, si le
système est une particule de masse m qui se déplace suivant une dimension x dans un
potentiel V (x), avec q (t) = x et q̇ (t) = υx, le lagrangien s’exprime :

L = 1
2mẋ− V (x) . (I.8)

Le principe de Hamilton (principe de moindre action), implique que ce système est en
évolution telle sorte que l’action S =

∫
L (q, q̇, t) dt soit minimale :

δS =
∫ t2

t1

(
∂L

∂q
δq + ∂L

∂q̇
δq̇

)
= 0. (I.9)

L’intégration par partie de (I.9) sachant que δq (t1) = δq (t2) = 0 donne l’équation qui
décrit l’évolution du système appelé équation d’Euler-Lagrange qui permet d’obtenir
les équations du mouvement d’une particule :

d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= 0. (I.10)

On peut étendre ce formalisme aux coordonnées continues ; c’est à dire dans le cas des
systèmes continus en espace-temps, donc on transforme les coordonnées discrètes en
champ φ, où le champ est lui-même une fonction du paramètre continu xµ par :

L (q, q̇, t) −→ L
(
φ,

∂φ

∂xµ
, t

)
. (I.11)

la densité lagrangienne L ( appelée aussi lagrangien pour simplifier) est liée au lagran-
gien L par la relation suivante :

L =
∫
Ld3x. (I.12)

On remarque que des objets discrets (particules) sont décrits par des objets continus
(puisque l’intégration est effectuée sur les variables d’espace), cette contradiction est
résolu du fait que les particules ne correspondent pas au champ lui-même mais a des
excitations du champ. En appliquant le principe de moindre action pour dériver la
dynamique du système de L, avec la minimisation de l’action du système, nous obtenons
l’équation d’Euler-Lagrange :

∂

∂xµ

(
∂L

∂ (∂φ/∂xµ)

)
− ∂L
∂φ

= 0. (I.13)

C’est grâce à ce formalisme que nous allons construire le modèle standard. Il reste à
construire un lagrangien possédant les bonnes symétries pour décrire les particules en
interaction, mais avant la construction du lagrangien de chaque interaction du modèle
syandard, nous nous intéressons au symétrie sous laquelle ce lagrangien reste inva-
riant, ces symétrie peuvent êtres externes ( découle de la structure d’espace-temps) ou
internes (découle de la structure de la théorie de champs), les symétrie externes dé-
terminent la structure de l’espace des états physiques et les types possibles de champs
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que l’on peut utiliser pour décrire des particules, ces symétries serons décrites en dé-
tails dans le chapitre suivant 4, les symétries internes permettent de décrire plusieurs
types de particules dans un lagrangien, c’est à dire un lagrangien contenant différents
champs, on dit qu’un lagrangien L possède une symétrie interne s’il est invariant sous
la transformation (dite transformation de jauge) suivante :

φ −→ φ′ = Uφ. (I.14)

où φ = (φ1...φn) et U est une représentation unitaire de dimension n d’un groupe de
Lie G, qui peut être exprimé sous la forme U =gTaeiα

a où Ta sont les générateurs du
groupe G et g un réel et le αa paramètre de la transformation qui ne dépend pas de
l’espace-temps, c’est à dire la symétrie est dite globale 5. Le lagrangien est invariant 6
si on a :

L (φ′, ∂µφ′) = L (φ, ∂µφ) .

La conséquence physique de l’invariance sous une symétrie a été prédite par le théorème
de Noether [52], qui stipule que toute symétrie interne ou externe laissant invariant un
lagrangien, correspond à des grandeurs et des quantités conservées. Par exemple dans
le cas des symétries internes, l’invariance par translation et l’invariance par rotation
impliquent la conservation de l’impulsion et du moment angulaire respectivement, dans
le cas des symétries internes où les transformations ne concernent que les différents
champs φ = (φ1...φn) l’invariance du lagrangien implique :

∂L (φ) = L (φ+ ∂φ)− L (φ) = ∂L
∂φ

δφ+ ∂L
∂ (∂µφ)∂ (∂µφ) . (I.15)

On peut monter alors,

∂µ

 ∂L
∂
(
∂µφj

)
 ∂φj + ∂L

∂
(
∂µφj

)∂ (∂µφj) = ∂µ

 ∂L
∂
(
∂µφj

)∂φ
 = 0. (I.16)

Avec
Jµ = ∂L

∂
(
∂µφj

)δφj, (I.17)

et
Q =

∫
d3xJ0 (x) . (I.18)

D’où le théorème de Noether implique :

∂µJ
µ = 0, (I.19)

et
dQ

dt
= 0. (I.20)

4. L’étude des symétries externes sera plus utile dans la construction de l’algèbre supersymétrique
puisqu’il est évident qu’une théorie de jauge est relativiste.

5. La phase est la même dans tout l’espace-temps.
6. Car les champs et leurs dérivées se transforment de la même façon, en effet ∂µψ −→ eiα(x)∂µψ.
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Chapitre I. Modèle standard de la physique des particules

où Jµ le courant conservé et Q la charge conservée. Grâce à ce formalisme mathéma-
tique du lagrangien et de la notion de conservation de symétrie, on peut construire le
modèle standard. Il suffit d’établir un lagrangien à chaque interaction du modèle dans
le cadre d’une théorie de jauge.

I.2.1 Lagrangien de l’électrodynamique quantique
Les trois théories qui forment le modèle standard sont toutes construites selon la

notion mathématiques de jauge, la première théorie que nous allons étudier dans cette
partie est la théorie de l’électrodynamique quantique QED qui est une théorie de jauge
abélienne basée sur le groupe de jauge abélien U(1). Cette interaction décrit toutes
les particules qui portent une charge électrique et par conséquence elle est invariante
sous la symétrie du jauge U(1). Pour mieux comprendre l’étude de la construction du
lagrangien qui décrit ces particules en interaction, nous allons considérer le cas simple
d’une particule et son antiparticule sans interaction, toutes les deux de masse m et de
spin 1/2 et qui sont représentées par un spineur à quatre composantes (4 dimensions) :

ψ =
(
ψ1
ψ2

)
. (I.21)

où ψ1 et ψ2 sont des spineurs à deux composantes de la particule et de son antiparticule.
La dynamique de la particule doit être invariante de Lorentz, le lagrangien qui décrit
cette particule libre est appelé lagrangien de Dirac, donné par :

L = ψ̄ (iγµ∂µ −m)ψ
= iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ.

(I.22)

où γµ sont les matrices de Dirac données comme suit :

γ0 =
(
σ0 0
0 −σ0

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0

)
, i = 1, 2, 3. (I.23)

définies à partir des matrices σi de Pauli suivantes :

σ1 =
(

0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
−1 0
0 −1

)
. (I.24)

et la matrice d’identité :
σ0 =

(
1 0
0 1

)
. (I.25)

Le premier terme de la deuxième ligne de l’expression du lagrangien (I.22) décrit la
cinétique de la particule, et le second correspond à sa masse. Notons qu’en utilisant
l’équation (I.13) on peut déterminer à partir du lagrangien précèdent l’équation du
mouvement ou l’équation de Dirac comme suit :

(iγµ∂µ)ψ = 0. (I.26)
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I.2. Lagrangien du modèle standard

Notons aussi qu’on peut vérifier facilement que le lagrangien précèdent est invariant de
jauge globale sous la symétrie globale suivante :

ψ (x) −→ eieI4αψ (x) , ψ̄ (x) = ψ† (x) γ0 −→ e−ieI4αψ̄ (x) .

Donc les transformations U(α) ≡ eiα forment le groupe de symétrie unitaire abélien
U(1), et d’après le théorème de Noether cette invariance conduit à l’équation de conser-
vation du courant électrique jµ d’où sa charge électrique conservée associée donnée
par 7 :

Q =
∫
j0d3x. (I.27)

Le cas de symétrie globale n’est pas général, car il ne permet pas de décrire l’interaction.
Pour cela nous allons généraliser l’étude précèdent dans le cas d’une symétrie locale ou
le paramètre de la transformation α (x) dépend de l’espace-temps. La transformation
de la symétrie locale s’écrit :

ψ (x) −→ eiα(x)ψ (x) . (I.28)

On remarque que le lagrangien n’est plus invariant sous la transformation locale pré-
cédente. Car contrairement au cas de symétrie globale, la dérivée du champ ne se
transforme plus comme le champ,

∂µψ −→ eiα(x)∂µψ + ieiα(x)ψ∂µα (x) . (I.29)

Cette invariance est due au terme ∂µα (x) qui apparait dans la transformation (I.29)
et qui brise l’invariance de jauge. On peut conserver cette invariance, en introduisant
dans la définition du lagrangien une autre dérivée Dµ appelée dérivée covariante et qui
est invariante sous la symétrie de jauge comme suit :

Dµψ −→ eiα(x)Dµψ. (I.30)

Notons que l’objectif d’introduire cette dérivée est de supprimer le terme ∂µα (x) qui
brise la symétrie de jauge dans l’expression (I.29), pour cela il faut introduire un champ
vectorielAµ appelé champ de jauge qui se couple aux fermions libres et qui se transforme
de façon à supprimer le terme ∂µα (x), donc cette dérivée covariante est donnée comme
suit :

Dµ ≡ ∂µ − ieAµ. (I.31)

où e une constante de couplage et la transformation du champ vectoriel Aµ est donnée
par :

Aµ −→ Aµ + 1
e
∂µα. (I.32)

7. C’est le générateur du groupe U(1) (l’opérateur de charge), dont les leptons prennent les valeurs
propres ±1, et les quarks les valeurs ±1

3 ±
2
3 .
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Alors en remplaçant la dérivée ∂µ par la dérivée covariante Dµ l’expression du lagran-
gien invariant sous la symétrie locale s’écrit,

L = ψ̄iγµ∂µψ −mψ̄ψ
= ψ̄ (iγµ∂µ −m)ψ + eψ̄γµψAµ,

(I.33)

où le premier terme décrit une particule (fermion) libre et le second décrit le couplage
de la particule avec le champ Aµ.

À ce stade le lagrangien précèdent (I.33) ne décrite plus des fermions libres mais des
fermions en interaction avec le champ de jauge Aµ qui correspond au photon médiateur
de l’interaction électromagnétique, mais pour interpréter Aµ comme le photon, il est
convenable d’ajouter dans le lagrangien un terme invariant de jauge qui décrit son
énergie cinétique, le seul candidat doit être construit à partir du tenseur du champ
suivant :

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (I.34)

Finalement on obtient le lagrangien décrivant l’interaction électromagnétique :

LQED = ψ̄iγµ∂µψ −mψ̄ψ︸ ︷︷ ︸
Particule libre

+ eψ̄γµψAµ︸ ︷︷ ︸
Interaction

− 1
4FµνF

µν︸ ︷︷ ︸ .
terme cinétique de Aµ

(I.35)

Remarquant que le terme de masse du champ de jauge Aµ de type 1
2m

2AµA
µ est

impossible à ajouter au lagrangien, car il brise l’invariance de jauge locale,

1
2m

2AµA
µ ⇀

1
2m

2
(
Aµ + 1

e
∂µα

)(
Aµ + 1

e
∂µα

)
6= 1

2m
2AµA

µ. (I.36)

Cela est compatible avec le photon physique qui est de masse nulle. Notons que le champ
de jauge Aµ possède quatre degrés de liberté (quatre composantes), l’invariance sous la
transformation de jauge (I.32) supprime une composante et la jauge de Lorentz ∂µAµ =
0 supprime une autre, alors le champ Aµ reste avec deux degrés de liberté correspondent
aux deux états de spin ±1 comme le photon. Nous verrons par la suite que cette
invariance va nous permettre de décrire aussi l’interaction faible (dans l’unification
électrofaible) et forte.

I.2.2 Lagrangien de la chromodynamique quantique
L’interaction forte est décrite par la théorie de la chromodynamique quantique

(QCD) qui explique la dynamique des particules qui portent une charge de couleur
c, i.e. les quarks et les gluons (bosons vecteurs de masse nulle). Cette théorie est une
théorie de jauge non abélienne gouvernée par le groupe de jauge non abélien SU(3)c.
Donc c’est la généralisation du cas abélien qu’on a vu dans la théorie de la QED, cela
permet de façon analogue à l’étude précédente de déterminer le lagrangien de cette
interaction forte qui s’écrit sous la forme suivante :

LQCD = ψ̄ (iDµγ
µ −m)ψ − 1

4G
a
µνG

µν
a

= ψ̄ (i∂µγµ −m)ψ + igsψ̄TaG
a
µγ

µψ − 1
4G

a
µνG

µν
a . (I.37)
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Le premier terme du lagrangien précèdent (I.37) décrit des quarks libres et le second
décrit le couplage quark-gluon et le troisième terme décrit des gluons libres. La dérivée
covariante associée au groupe de jauge SU(3)c s’écrit :

Dµ ≡ ∂µ − igsTaGa
µ. (I.38)

où gs la constante de couplage de l’interaction forte, et Ga
µ (a = 1, ..., 8) représentent les

gluons médiateurs de cette interaction, et les Ta générateurs du groupe SU(3)c donnés
par,

Ta = λa
2 . (I.39)

avec λa les matrices de Gell-Man. Le terme cinétique des gluons implique l’expression
suivante :

Ga
µν = ∂µG

a
ν − ∂νGa

µ − gsfabcGb
µG

c
ν . (I.40)

où fabc sont les constantes de structure du groupe SU(3)c définies à partir de la relation
suivante : [

T a, T b
]

= ifabcT c. (I.41)

On remarque que contrairement à la QED, l’expression du champ gluons (I.40) contient
un nouveau terme qui provient du caractère non abélien du groupe de jauge SU(3)c, par
conséquence les gluons vecteurs de la QCD portent eux même une charge de couleur,
ce qui n’est pas le cas pour le photon dans la QED.

I.2.3 Lagrangien électrofaible
L’interaction électrofaible est l’unification de l’interaction électromagnétique et l’in-

teraction faible, cette dernière permet d’expliquer les phénomènes de la radioactivité
naturelle β, et elle ne se couple qu’aux particules de chiralité gauche. Cette interaction
est gouvernée par le groupe de jauge d’isospin faible SU(2)L, les dérivées covariantes de
ce groupe de jauge pour les fermions de chiralité droite et gauche sont respectivement :

DR
µ = ∂µ,

DL
µ = ∂µ + ig2

σa
2 W

a
µ .

(I.42)

On remarque dans (I.42) que seulement les fermions de chiralité gauche sont produits
par cette interaction. Le lagrangien de l’interaction faible est donnée comme suit :

LFaible = ψ̄RiD
R
µ γ

µψR + ψ̄LiD
L
µγ

µψL −
1
4W

a
µνW

µν
a

= ψ̄R (i∂µγµ)ψR + ψ̄L (i∂µγµ)ψL + ig2ψ̄L
τa
2 W

a
µγ

µψL −
1
4W

a
µνW

µν
a .

(I.43)

où W a
µ (a = 1, 2, 3) sont les trois bosons de jauge du groupe SU(2)L et g2 la constante

de couplage et σa les générateurs de SU(2)L, le premier et le seconde terme de (I.43)
décrivent des fermions libres respectivement de chiralité droite et gauche, le troisième
terme est celui du couplage des fermions gauchers avec les bosons de jauge, et le dernier
terme décrit des bosons libres.
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Notons que cette unification électrofaible est l’unification de la symétrie d’hyper-
charge avec la symétrie d’isospin faible, alors elle est décrite par le groupe de jauge
SU(2)L ⊗ U(1)Y . Le lagrangien de cette interaction est donné comme suit :

LEF = iψ̄L

(
∂µγ

µ + ig2
σa
2 W

a
µγ

µ + ig1
1
2YLBµγ

µ
)
ψL + iψ̄R

(
∂µγ

µ + ig1
1
2YRBµγ

µ
)
ψR

−1
4W

a
µνW

µν
a −

1
4BµνB

µν .

(I.44)
où Bµ est le champ de jauge associé au groupe U(1)Y et g1 est la constante de couplage
de U(1)Y . Notons que dans ce cas les dérivées covariantes pour les fermions gauche et
droite s’écrivent :

DR
µ = ∂µ + ig1

YR
2 Bµ, (I.45)

DL
µ = ∂µ + ig2

σa
2 W

a
µ + ig1

YL
2 Bµ. (I.46)

L’invariance sous le groupe de U(1)Y implique la conservation de l’hypercharge Y qui
se relie l’isospin faible T3 et la charge électrique Q par la relation suivante :

Q = T3 + Y

2 . (I.47)

Donc les nombres quartiques Q et T3 correspondant à tous les fermions du modèle
standard sont donnée dans le tableau suivant,

nombres quantiques Q T3

uL
2
3

1
2

dL −1
3 −1

2
uR

2
3 0

dR −1
3 0

νeL 0 1
2

eL −1 −1
2

eR −1 0

Tableau I.3 – Valeurs de l’isospin faible T3 et de la charge électrique
Q pour les fermions du modèle standard.

Les quatre bosons de jauge W a
µ et Bµ ne sont pas les bosons physiques médiateurs

des interactions électromagnétique Aµ (photon) et faible (W± et Z ). Les bosons phy-
siques sont des combinaisons linéaires des champs de jauge non physique, que nous
allons déterminer dans la partie suivante ainsi leurs masses par le mécanisme de Higgs.
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Finalement, le lagrangien du modèle standard de la physique des particules qui
rassemble l’interaction électrofaible et l’interaction forte est donnée comme suit :

LMS = iψ̄γµ∂µψ + igsψ̄TaG
a
µγ

µψ − 1
4G

a
µνG

µν
a −

1
4W

a
µνW

µν
a −

1
4BµνB

µν

+iψ̄L
(
∂µγ

µ + ig2
τa
2 W

a
µγ

µ + ig1
1
2YLBµγ

µ
)
ψL + iψ̄R

(
∂µγ

µ + ig1
1
2YRBµγ

µ
)
ψR.

(I.48)
On remarque que le lagrangien (I.48) précèdent ne contient pas de terme de masse.
Cela est compatible pour la description des gluons et le photon non massifs, comme
on a mentionné avant. Mais ce n’est pas le cas pour les fermions et les bosons de jauge
W± et Z0 de l’interaction électrofaible qui sont des particules massives, car le terme
qui peuvent rendre massifs les fermions de type m

(
ψ̄RψL + ψ̄LψR

)
brise la symétrie de

jauge SU(2)L et cette invariance est due au fait que les fermions gauchers et droitiers
ne transforment pas identiquement sous le groupe de jauge SU(2)L puisque les fermions
gauchers sont des doublet sous le groupe SU(2)L tandis que les fermions droitiers sont
des singlets sous le groupe SU(2)L. De même pour les bosons de jauge de l’interaction
électrofaible W± et Z0 les termes qui peuvent les rendre massifs de type 1

2m
2WµW

µ

et 1
2m

2ZµZ
µ brise la symétrie électrofaible SU(2)L ⊗ U(1)Y . Alors pour résoudre ce

problème il faut introduire des termes des masses pour les fermions et les bosons de
jauge W± et Z tout en conservant les symétries de jauge du modèle standard, et c’est
l’objectif de la partie suivante du mécanisme de Higgs de la brisure spontanée de la
symétrie électrofaible.

I.3 Mécanisme de Higgs
Le mécanisme de Englert-Brout-Higgs a eu un rôle crucial dans la construction du

modèle standard de la physique des particules, il permet de générer des termes masses
invariant sous la symétrie de jauge du modèle pour les fermions et les bosons de jauge
de l’interaction électrofaible.

I.3.1 Brisure spontanée de la symétrie électrofaible
Brisure spontanée de la symétrie globale
Considérons un champ scalaire φ, tel que φ = (φ1+iφ2)/

√
2, où la densité lagrangien

qui décrit sa propagation est donnée par,

L = (∂µφ)† (∂µφ)− µ2φ†φ− λ
(
φ†φ

)2
. (I.49)

Le lagrangien (I.49) est invariant sous la symétrie de jauge globale U(1) suivante :

φ −→ exp(iα)φ. (I.50)

Notons que le terme φ4 est celui de l’interaction du champ scalaire avec lui-même, et
par conséquence le couplage λ est strictement positif. Le potentiel scalaire exprimé en
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Figure I.1 – Potentiel du champ du Higgs avec µ2 > 0 (courbe (b))
n’induisant pas de brisure et avec µ2 < 0 (courbe (a) "chapeau mexi-

cain") créant la brisure spontanée de la symétrie.

fonction des champs φ1 et φ2 s’écrit :

V (φ1, φ2) = µ2

2
(
φ2

1 + iφ2
2

)
+ λ

4
(
φ2

1 + iφ2
2

)
. (I.51)

On distingue deux cas (voir Figure I.1) :
Si µ2 > 0, alors le potentiel scalaire V (φ1, φ2) admet un seul minimum en φ = 0 qui

respecte la symétrie du lagrangien L (I.49), ce dernier décrit alors un champ scalaire
de masse µ.

Si µ2 < 0, le potentiel scalaire V (φ1, φ2) admet une infinité de minima en φ=υ =√
−µ

2

λ
.

En développant le champ φ au minimum du potentiel par un choix arbitraire φ1 = υ
et φ2 = 0, on a :

φ (x) = 1√
2

[υ + h (x) + iξ (x)] . (I.52)

où h et ξ représentent les oscillations du champ scalaire φ au voisinage du minimum du
potentiel scalaire V (φ1, φ2). Cependant, le champ scalaire h oscille sur l’axe radial 8,
et ξ dans la direction du minimum du potentiel scalaire 9.
Le lagrangien (I.49) s’écrit donc :

L′ = 1
2 (∂µξ)2 + 1

2 (∂µh)2 + µ2h2 + ....

Le premier terme représente l’énergie cinétique du champ ξ non massif (mξ = 0)
appelé boson de Goldstone [21–23], associé à une excitation du champ scalaire φ dans
la direction plate du potentiel scalaire V (φ1, φ2) , tandis que le second terme représente
l’énergie cinétique du champ h, et le troisième a la forme d’un terme de masse -12m

2
hh

2

pour le champ h, avec mh =
√
−2µ2, appelé boson de Higgs. Ainsi la brisure spontanée

de la symétrie globale U(1) implique un champ scalaire non massif (Goldstone) et
engendre un champ scalaire massif (Higgs).

8. La fluctuation quantique le long de la direction radiale.
9. La fluctuation quantique le long de la direction plate du potentiel scalaire V (φ1, φ2).
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Brisure spontanée de la symétrie locale U(1)
Considérons maintenant une symétrie de jauge locale U(1), où les champs scalaires

se transforment sous cette symétrie selon la transformation suivante :

φ −→ exp [iα(x)]φ. (I.53)

Comme on a vu dans l’étude de la QED l’invariance du lagrangien est assuré par la
définition de la dérivée covariante Dµ=∂µ+ieAµ, qui à son tour fait intervenir le champ
de jauge Aµ, alors le lagrangien invariant de jauge est donné comme suit :

L = (∂µ + ieAµ)φ† (∂µ + ieAµ)φ− µ2φ†φ− λ
(
φ†φ

)2
− 1

4FµνF
µν . (I.54)

où e est la charge est la charge (électrique) conservée de la QED, rappelons que le
dernier terme permet au champ de jauge de se propager. Alors si µ2 < 0, nous avons
une théorie de la QED qui décrit une particule scalaire chargée électriquement et de
masse µ. de manière analogue à l’étude du cas globale dans la sous-section précédente,
le développement du champ scalaire φ autour de sa valeur dans le vide, le lagrangien
est donné comme suit :

L′ = 1
2 (∂µξ)2 + 1

2 (∂µh)2 + µ2λh2 + 1
2e

2υ2AµA
µ (I.55)

−eυAµ∂µξ −
1
4FµνF

µν + termes d′interactions.

Alors, à partir du lagrangien précèdent (I.55) on a un spectre qui se compose d’un
boson de Goldstone ξ de masse nulle et un boson de Higgs h de masse non nulle et un
bosons vecteur Aµ de masse non nulle,

mξ = 0, (I.56)
mh =

√
2λµ2, (I.57)

mAµ = eυ. (I.58)

Notons que contrairement au cas du champ Aµ non massif qu’on a vu dans la théorie
de la QED, où il a deux degrés de liberté correspondent aux deux états de spin ±1 du
photon usuel 10. Lorsque le champ Aµ devient massif il possède trois degrés de liberté
correspondent aux états de spin −1, 0, 1, le degré de liberté supplémentaire 0 provient
du boson de Goldstone ξ qui a été absorbé par le champ de jauge massif Aµ. Mais
pour que le champ physique du boson de Higgs h apparaît, il est nécessaire de d’écrire
les fluctuations quantiques du champ φ. Alors dans le cas classique une fluctuation
quantique est donnée par :

φ = υ + φ′. (I.59)

où φ′ est un champ scalaire avec une valeur moyenne dans le vide nulle. Donc dans le
cas quantique il faut écrire ces fluctuations en fonction des nouvelles variables 11, en

10. Qui correspond aux deux polarisations (électrique et magnétique) du photon.
11. En supposant des faibles fluctuations du champ ξ.
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utilisant la paramétrisation de Kibble [53] :

φ (x) = exp
[
iξ (x) (υ + h (x))√

2

]
. (I.60)

En éliminant le boson de Goldstone par le choix de la jauge unitaire suivante :

U(x) = exp(−iξ (x)). (I.61)

qui transforme le champ scalaire et vectoriel comme suit :

φ (x) −→ υ + h (x)√
2

, (I.62)

Aµ −→ Aµ
1
eυ
∂µξ (x) . (I.63)

Donc le lagrangien s’écrit :

L′′ = 1
2 (∂µh)2 − 1

4FµνF
µν − λυ2h2 + 1

2e
2υ2AµA

µ (I.64)

−λυh3 − 1
4λh

4 + υe2AµA
µh+ 1

2e
2AµA

µh2. (I.65)

le premier terme dans La première ligne du lagrangien précédent (I.65) décrit le terme
cinétique du boson de Higgs et le troisième décrit son terme de masse. Les termes
d’interaction trilinéaire et quadrilinéaire sont décrites par le premier et le deuxième
terme respectivement dans la deuxième ligne, et enfin les deux derniers termes décrivent
l’interaction entre le champ de jauge Aµ et le boson de Higgs h.

Brisure spontanée de la symétrie SU(2)L ⊗ U(1)Y
Le secteur scalaire du modèle standard est composé d’un doublet 12 de champs

scalaires complexes sous le groupe de jauge SU(2)L dont l’hypercharge Y égale à +1[24,
25, 54], ce doublet est donné comme suit :

H =
(
H+

H0

)
= (1, 2, 1) . (I.66)

Le lagrangien qui décrit le doublet scalaire précédent (I.66) invariant sous la symétrie
de jauge SU(2)L ⊗ U(1)Y est donné par :

LHiggs= (DµH)† (DµH)− V (H) . (I.67)

où le potentiel scalaire V (H) en fonction du champ scalaire de Higgs H s’écrit :

V (H) =µ2 |H|2 − λ |H|4 , λ > 0. (I.68)
12. Un singlet ne peut pas générer des masses aux trois bosons de jauge W±, Z0.
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I.3.2 Masse des bosons
Pour générer les masses aux trois bosons de jauge W± et Z0, il faut coupler ces

derniers avec le champ scalaire H par le couplage minimal suivant :

DµH ≡ ∂µH −
i

2g2W
a
µσaH −

i

2g1BµH. (I.69)

Comme on a mentionné avant, la brisure spontanée de la symétrie apparaît pour le cas
µ2 < 0 avec une valeur moyenne dans le vide non nulle pour la composante neutre H0
du doublet du champ scalaire (I.66),

. 〈H〉 = 1√
2

(
0
υ

)
, υ =

√
−µ

2

λ
. (I.70)

Remarquant que la valeur moyenne dans le vide est nulle pour la composante chargée
électriquement H+ du doublet du champ scalaire (I.66) ce qui signifie que la valeur
moyenne dans le vide de H (I.70) n’est pas invariante sous le groupe de jauge SU(2)L
et invariante sous U(1)em. D’autres part, l’invariance de l’état du vide 〈H〉 sous une
symétrie exp

(
iαiT

i
)
implique la transformation suivante,

exp
(
iαiT

i
)
〈H〉 = 〈H〉 =⇒ T i 〈H〉 = 〈H〉 . (I.71)

où T i sont les générateurs et αi les paramètres de la symétrie exp
(
iαiT

i
)
. Donc sous

la symétrie électrofaible SU(2)L ⊗ U(1)Y les transformations de l’état de vide sont
données comme suit :

τ 1 〈H〉 = 1
2
√

2

(
υ

0

)
6= 0, (I.72)

τ 2 〈H〉 = 1
2
√

2

(
−iυ

0

)
6= 0, (I.73)

τ 3 〈H〉 = 1
2
√

2

(
0
−υ

)
6= 0, (I.74)

Y 〈H〉 = 1 〈φ〉 = 1
2
√

2

(
0
υ

)
6= 0. (I.75)

avec τa = 1
2σa et σa les matrices de Pauli. Donc les générateurs du groupe de la

symétrie électrofaible SU(2)L ⊗ U(1)Y sont brisés, et à partir des relations (I.74) et
(I.75) on peut construire le seul générateur non brisé associé à la combinaison (I.47),

Q 〈H〉 =
(

0
0

)
, Q = T3 + Y

2 . (I.76)

où Q est l’opérateur de ls charge électrique, et ses valeurs propres sont les charges
électriques du groupe U(1)em résiduel après brisure spontanée du groupe SU(2)L ⊗
U(1)Y . Cependant le générateur non brisé correspond à un boson de jauge non massif
(le photon γ), et les trois générateurs non brisée correspondent aux bosons de jauge
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massifs W± et Z0. D’autre part les fluctuations quantiques du champ scalaire de Higgs
H s’écrit :

H =
[
exp(2iξ

aτa
υ

)
] [

1√
2

(υ + h)
]
. (I.77)

où ξa les trois bosons de Goldstone non massifs qui disparaissent par la jauge unitaire
suivante :

H −→ H ′ = U(ξ)H = 1√
2

(υ + h) . (I.78)

avec,
U(ξ) = exp(2iξ

aτa
υ

). (I.79)

En remplaçant la jauge unitaire (I.78) dans le potentiel de Higgs (I.68) on obtient la
masse des bosons de Higgs et celle de Goldstone,

mh =
√

2λυ2, mξa = 0. (I.80)

En remplaçant l’expression de la valeur moyenne dans le vide du champ de Higgs (I.70)
dans le terme cinétique (DµH)† (DµH) de l’expression (I.67), on a :

(Dµ 〈H〉)† (Dµ 〈H〉) =
(

0, υ√
2

) ∣∣∣∣(∂µ + i

2g1Bµ + i

2g2σaW
a
µ

)∣∣∣∣2
(

0√
2

)
(I.81)

= υ2

8

[(
W 1
µW

1µ +W 2
µW

2µ
)

+
(
g1Bµ − g2W

3
µ

)2
]
.

Les expressions des champs de jauge physique (observables) en fonction de ceux non
physique sonnt données par :

Aµ = cos θWBµ + sin θWW 3
µ , (I.82)

Z0
µ = − sin θWBµ + cos θWW 3

µ , (I.83)
W+
µ =

(
W 1
µ −W 2

µ

)
/
√

2, (I.84)

W−
µ =

(
W 1
µ +W 2

µ

)
/
√

2. (I.85)

où θW est l’angle de mélange de Weinberg qui lie les constantes de couplages des deux
interactions électromagnétique et faible comme suit :

sin θW = g1√
g2

1 + g2
2

, (I.86)

cos θW = g2√
g2

1 + g2
2

. (I.87)

Ainsi à partir de (I.81) on peut déterminer les masses des bosons de jauge en utilisant
les relations (I.82-I.85),

mW± = g2

2 , mZ0 = 1
2

√
g2

1 + g2
2 , mAµ = 0. (I.88)

Notons qu’en peut relier les masses des bosons W et Z à l’aide de l’angle de Weinberg
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θW par la relation :
mW±

mZ0
= cos θW . (I.89)

I.3.3 Masse des fermions
A ce stade, seuls les bosons de jauge W± et Z0 ont acquis une masse grâce au

mécanisme de Higgs, tandis que les fermions (leptons et quarks) demeurent des par-
ticules de masse nulle, et comme on a déjà mentionné, les termes de masse pour les
fermions de type ∼

(
ψψ̄ + h.c.

)
ne sont pas autorisé car ils brisent la symétrie de jauge

SU(2)L. Or une caractéristique intéressante du modèle standard est que le doublet de
Higgs (I.66) permet de générer aussi des masses aux leptons et quarks tout en gardant
l’invariance sous la symétrie de jauge. Cependant on peut construire le terme suivant
∼
(
ψHψ̄ + h.c.

)
qui est invariant sous SU(2)L et SU(3)c, mais sous le groupe de l’hy-

percharge U(1)Y l’invariance est vérifiée seulement par les termes proportionnels au
couplage du champ de Higgs avec les quarks de type down et les électrons 13, tandis
que celui des quarks de type up n’est pas invariant 14. Alors on introduit un nouveau
doublet de Higgs H̃ tel que son hypercharge est Y (H̃) = −1, et il est donné comme
suit :

H̃ = iτ 2H
∗ =

(
H0∗

−H−

)
. (I.90)

Notons que le doublet de Higgs précèdent H̃ (I.90) se transforme de manière identique à
H (I.66), de plus il permet le couplage aux quarks de type up. Ce couplage des fermions
au champ de Higgs est appelé couplage de Yukawa et il est donné par le lagrangien
suivant :

LY ukawa = − (λe)ij L̄
i
LHe

j
R − (λd)ij Q̄

i
LHd

j
R − (λu)ij Q̄

i
LH̃

juR + h.c.. (I.91)

où les matrices (λe,d,u)ij sont les couplages de Yukawa entre le champ de Higgs et les
différents saveurs des fermions. Après la brisure de la symétrie électrofaible SU(2)L ⊗
U(1)Y et en utilisant la jauge unitaire (I.78), le lagrangien de Yukawa précèdent (I.91)
devient :

LY ukawa = − (Me)ij ē
i
Le

j
R − (Md)ij d̄

i
Ld

j
R − (Mu)ij ū

i
Lu

j
R + .... (I.92)

où (Me,d,u)ij sont les matrices de masse. En diagonalisant ces matrices on peut déter-
miner les expressions des masses des fermions comme suit :

mei = υλei√
2
, (I.93)

mui = υλui√
2
, (I.94)

mdi = υλdi√
2
. (I.95)

13. Y (L̄iLe
j
R) = +1− 2 = −1 et Y (Q̄iLd

j
R) = −1/3− 2/3 = −1.

.
14. Y (Q̄iLd

j
R) = −1/3 + 4/3 = +1.
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Lagrangien total du modèle standard
Finalement le lagrangien total du modèle standard de la physique des particules

qui contient les termes de masse en respectant les symétries de jauge s’écrit :

LMS = iψ̄γµ∂µψ + igsψ̄TaG
a
µγ

µψ − 1
4G

a
µνG

µν
a −

1
4W

a
µνW

µν
a −

1
4BµνB

µν

+iψ̄L
(
ig2

τa
2 W

a
µγ

µ + ig1
1
2YLBµγ

µ
)
ψL + iψ̄R

(
ig1

1
2YRBµγ

µ
)
ψR

+
((
∂µ + ig2

τa
2 W

a
µ + ig1

Y

2 L
Bµ

)
H†
)((

∂µ + ig2
τa
2 W

a
µ + ig1

Y

2 L
Bµ

)
H
)

−µ2H†H − λ
(
H†H

)2
− (Me)ij ē

i
Le

j
R − (Md)ij d̄

i
Ld

j
R − (Mu)ij ū

i
Lu

j
R + h.c..

(I.96)

I.4 Problèmes du modèle standard
Le modèle standard de la physique des particules rencontre un succès remarquable

dans la description des phénomènes observés jusqu’à ce jour à l’échelle subatomique,
il a donné la prédiction théorique de l’existence de particules avant leurs découvertes
expérimentales, et aucune mesure à l’heure actuelle n’a mis ce modèle en défaut. Il
résiste jusqu’à présent à tous les tests de précision et constitue un des modèles physiques
le plus précis jamais construit. Malgré cela, le modèle comporte un certain nombre de
failles, à la fois sur le plan théorique et sur le plan expérimental, et il ne constitue pas
une description ultime de la nature, et il y a plusieurs indices montrant que ce modèle
n’est qu’une théorie effective à basse énergie (E . 1TeV ) dont il faut trouver une
extension. Cette section présente les principaux problèmes du modèle standard, ainsi
les solutions de ses problèmes par la supersymétrie qui occupe une place de premier
plan parmi les différentes théories proposées pour remplacer le modèle standard à plus
haute échelle d’énergie.

I.4.1 Problèmes du modèle standard
Les principaux problèmes ou questions non résolues par le modèle standard sont :
• Interaction gravitationnelle : L’absence d’une description de l’interaction gra-

vitationnelle, due à la difficulté d’établir une version quantique de la relativité générale,
et due au fait que la gravitation est négligeable à l’échelle quantique, à l’inverse des
phénomènes quantiques qui n’interviennent pas à l’échelle de l’univers, mais puisque il
existe certains domaines où la construction d’une théorie quantique de la gravitation
est nécessaire, il s’agit de l’étude des premiers instants de l’Univers et la description
des trous noirs.
•Nombre de paramètres libres : Le Modèle standard contient un grand nombre

de paramètres libres, qui ne sont pas fixés par la théorie mais utilisés comme inputs
expérimentaux, en total il y a 19 paramètres libres : les trois constantes de couplages
g1, g2 et gs, les deux paramètres λ et µ2 du potentiel de Higgs, les neuf couplages de
Yukawa yf , trois angles et une phase pour les quarks dans la matrice CKM et un angle
θ associé aux champs de gluons. Dans le modèle standard, la contribution du potentiel
du boson de Higgs à la densité du lagrangien est mise “à la main” alors il n’explique
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pas le fait que la brisure de la symétrie électrofaible est introduite de façon arbitraire
par le choix de la valeur négative de µ2.
• Théorie de grande unification : La non unification des différents constantes

de couplage des trois symétries de jauge dans le produit directe du modèle standard
SU(3)c ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)Y , ne fournit pas la possibilité d’une véritable unification des
interactions électrofaibles et fortes, appelé Grand Unifed Theory (GUT), qui permet
de décrire les trois interactions avec une seule constante de couplage d’un groupe de
jauge unique. L’idée de cette unification est la même que celle du modèle standard,
puisque à des énergies plus faibles les symétries qui restent sont en fait ce qui reste de
la symétrie SU(3)c ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)Y qui existe vers 100 Gev, alors les symétries du
modèle standard sont ceux qui reste d’une symétrie plus grande qui aurait été brisée à
une énergie plus grande, noté ΛGUT.. La première tentative à partir du groupe SU(5) a
échoué, notamment dans sa prédiction de la durée de vie du proton. Actuellement les
théories de grande unification se basent sur les groupes SO(10) ou E6.
• Matière noire et énergie noire : Un autre aspect insatisfaisant du modèle

standard est qu’il décrit que quelques pour cent de la matière et de l’énergie de l’uni-
vers. L’analyse des courbes de rotation des galaxies [55, 56], ainsi des objets massifs
(étoiles, nuages de gaz, amas globulaires) a montré un désaccord avec la loi de Kepler.
Les vitesses tangentielles des objets situés à la périphérie de la galaxie sont ainsi in-
dépendantes du rayon, au lieu de baisser rapidement comme attendu. Ceci suggère la
présence de beaucoup plus de matière dans les galaxies qu’attendu et qu’elle se pro-
longeant en-dehors de la galaxie, cette matière non lumineuse mise en évidence par
des effets gravitationnelle (influence gravitationnelle se fait clairement ressentir) est
appelée matière noire. L’étude de la densité par effet de lentille gravitationnelle permet
d’identifier une structure massive (comprise entre 10GeV et quelques TeV ) et invi-
sible (neutre électriquement) à l’emplacement des galaxies, correspond à une matière
interagissant faiblement. D’autre part, les données des mesures des vitesse d’éloigne-
ment de supernova de type I-a en fonction de leur distance à partir du décalage de
leur spectre lumineux vers le rouge, ont permis de découvrir l’accélération de l’expan-
sion de l’univers [57, 58]. Cela implique l’existence d’une énergie répulsive qui domines
les effets gravitationnelle, cette énergie est appelée énergie noire. La cartographie du
rayonnement du fond diffus cosmologique par le satellite Planck [59], a confirmé que la
composition de l’univers dominée par cette énergie noire (74%), pour 21% de matière
noire et seulement 5% de matière ordinaire décrite par le modèle standard.
• Problème de hiérarchie : Enfin, l’aspect le plus négatif du modèle standard

est le problème de hiérarchie 15, On peut se demander par exemple, pourquoi l’intensité
de l’interaction électrofaible est très supérieure à celle de l’interaction gravitationnelle,
i.e. pourquoi ΛPlanck = 1019Gev� ΛEF = 102Gev, ou pourquoi les fermions ont des
masses qui varient par près de cinq ordres de grandeur de l’électron au quark top
(mt/me− ' 3.105). Cette interrogation se traduit par un problème théorique de la
naturalité 16 de la masse du boson de Higgs H. Dans le modèle standard les masses des
bosons de jauge sont protégés par la symétrie de jauge et celles des fermions par la
symétrie chiral contre les divergences quadratiques en Λ2

cut-off (ou Λcut-off est l’échelle

15. On parle en physique d’un problème de hiérarchie lorsque des théories présentent de grandes
différences dans les échelles Λ mises en jeu.
16. Une théorie est dite naturelle si lorsqu’on modifie très peu les paramètres fondamentaux, la

physique n’en est pas affectée.
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de coupure) des corrections radiatives, car ces corrections quantiques s’annulent et
cela empêche d’avoir des masses arbitrairement grandes après la brisure de la symétrie
électrofaible. Le boson de Higgs au contraire n’a aucune symétrie pour la protéger, car
son terme de masse est invariant de jauge dans le Lagrangien et elle peut diverger.
Ainsi si la contribution à l’ordre d’une boucle a la masse du boson de Higgs dans le
modèle standard est :

δm2
h ∼ Λ2

cut-off + ....

Cependant si l’échelle Λcut-off est grande 17 la masse du boson de Higgs mh diverge à
l’échelle de Planck. Cela laisse penser qu’il doit exister une nouvelle physique (i.g. des
nouvelles particules) qui contient un mécanisme qui permet de protéger la masse du
boson de Higgs comme les autres particules du modèle standard.

L’ensemble de ces problèmes motivent ainsi la recherche à la fois des modèles théo-
riques permettant d’y apporter des réponses et aussi les signes expérimentaux de phy-
sique au-delà du modèle standard qui pourraient jouer un rôle discriminant pour ces
différentes hypothèses.

I.4.2 Une solution : la supersymétrie
La supersymétrie est l’une des théories au-delà du modèle standard les plus riches

et abouties. En étendant le groupe de Poincaré par des générateurs fermioniques elle
permet de levers certains des limites du modèle standard.
• L’interaction gravitationnelle peut être incluse au sein d’une théorie de grande

unification (GUT), en effet lorsque la supersymétrie locale (supergravité) est introduite,
un champ de spin 2 doit être ajouté, qui correspond au graviton, de plus les théories
de champ qui incluent la gravitation sont seulement les modèles de supercordes dans
lesquels la supersymétrie est introduite.
• La contribution du potentiel du boson de Higgs à la densité du lagrangien apparait

assez naturelle dans les modèles supersymétriques. En effet à l’´échelle de GUT, le
champ scalaire du boson de Higgs a une masse carrée µ2 positive. En évoluant vers
les basses énergies, la contribution des corrections radiatives, due en particulier à la
masse élevée du quark (t), fait diminuer la valeur µ2 qui devient n´négative, alors la
brisure de la symétrie électrofaible apparait, donc cette dernière est une conséquence
de la supersymétrie.
• Dans les modèles supersymétriques l’évolution des constantes de couplage élec-

trofaible ainsi que la constante de couplage forte croisent pratiquement au même point.
Cette propriété inattendue peut alors montrer la voie vers une théorie de Grande Unifi-
cation, permettant notamment d’expliquer la structure des groupes de jauge du Modèle
Standard à partir d’une symétrie unique de rang supérieur.
• Les modèles supersymétriques prédisent la présence d’un candidat favori pour

expliquer la nature de la matière noire, une particule massive (la plus légère), stable
et faiblement interactive (sensible à l’interaction faible) [60], appelée neutralino [61].
Notons que dans le cas de la supersymétrie locale (supergravité), le partenaire supersy-
métrique du graviton, appelé gravitino, peut être un candidat envisageable pour décrire
la matière noire.
17. Echelle de Planck dans le cas extrême.
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• La supersymétrie ajoute une nouvelle symétrie permettant de protéger la masse
de boson de Higgs des divergences quadratiques, en associant à chaque particule du
modèle standard une nouvelle particule ayant les mêmes nombres quantiques et masses,
mais un spin différent, alors à chaque particule bosonique est associé une particule
fermionique (dite superpartenaire) et vice versa. Alors, ils apparaissent de nouveaux
diagrammes, des boucles des partenaires supersymétriques des fermions (un champ
scalaire complexe) dont les contributions ont un signe opposé par rapport aux boucles
de fermions. Si les masses des fermions sont égales à la masse de leur superpartenaire
scalaire, les divergences quadratiques rencontrées dans le modèle standard s’annulent
exactement δm2 = δm2

F − δm2
S = 0, et donc on peut justifier le fait que la masse

du boson de Higgs est à l’échelle électrofaible. Mais comme l’expérience a montré qu’il
n’existe pas de particule scalaire de même masse que l’électron ou le muon par exemple,
cela signifie que la supersymétrie n’est pas exacte, c’est à dire que si elle existe, elle doit
être nécessairement brisée. Alors dans ce cas où les masses des particules sont différentes
de celles de leurs partenaires supersymétriques les corrections quadratiques à la masse
du boson de Higgs resurgissent, Mais on peut montrer que la masse de toutes les
particules supersymétrique restent inférieures au Tev, la théorie reste valable. Ainsi la
plupart des particules supersymétriques doivent être observables dans les collisionneurs
actuels ou futurs.

Dans ce chapitre nous avons étudié le modèle standard de la physique des particules.
Au début nous avons présenté les constituants élémentaires du modèle. Puis nous avons
donné les éléments essentiels pour la construction de son lagrangien . Ensuite nous
avons étudié la brisure spontanée de la symétrie électrofaible pour générer les masses
à différentes particules élémentaires. La fin de ce chapitre est consacrée à la discussion
des problèmes et limites du modèle standard, ainsi la solution de ces problèmes sous le
cadre de la supersymétrie qui sera présentée dans les chapitres qui suivent.
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Chapitre II

Représentations des théories
Supersymétriques

Ce chapitre présente les théories supersymétriques. Nous allons donner au début
la définition de l’algèbre de Poincaré ainsi que ses représentations, ensuite nous allons
étendre cette algèbre à la superalgèbre de Poincaré et donner ses différentes repré-
sentations supersymétriques. Ensuite, nous donnons la définition du superespace et la
description des superchamps chiral et vectoriel dans le cadre de la théorie supersyme-
trique N = 1. Cela va nous permettre de construire le lagrangien et discuter la brisure
spontanée de cette théorie dans le chapitre suivant.

II.1 Algèbre de Poincaré et ses représentations

II.1.1 Algèbre de Lorentz et ses représentations
Dans l’espace-temps (espace de Minkowski) chaque point est décrit par des coor-

données indiqué par le quadrivecteur suivant :

(xµ) =
(
x0, x1, x2, x3

)
. (II.1)

Où x0 = t est la composante du temps et x1, x2, x3, sont les composantes de l’espace.
Ces coordonnées se transforment sous la transformation de Lorentz comme suit [62, 63] :

x′µ = Λµ
νx

ν . (II.2)

La norme du quadrivecteur est donnée par :

x′2 = xµxµ = ηµνx
µxν = −

(
x0
)2

+
(
xi
)2
, (II.3)

qui est aussi invariante de Lorenz comme suit :

x′2 = x′µx′µ = ηµνx
′µx′ν = ηµνΛµ

ρx
ρΛµ

σx
τ = ηρσx

ρxσ. (II.4)

Donc la transformation de Lorentz précédente (II.2) doit satisfaire la condition qui
laisse le tenseur antisymétrique ηµν (appelé métrique Lorentzienne) invariant, cette
condition s’écrit sous la forme :

ηµνΛµ
ρΛµ

σ = ηρσ. (II.5)

31
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où l’expression du tenseur antisymétrique ηµν est donnée par :

(
ηµν

)
=


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 . (II.6)

Notons que le déterminant du produit des matrices est le produit des déterminants des
matrices. Cependant, en utilisant le déterminant de la relation (II.5), on obtient :

det (Λ)2 = 1 =⇒ det (Λ) = ±1. (II.7)

Alors dans le cas où det (Λ) = 1 on obtient les transformations de Lorentz propres
et dans le cas où det (Λ) = −1 on obtient les transformations de Lorentz impropres.
Prenons maintenant la composante 00 de la relation (II.5), i.e. µ = 0 et ν = 0, on a :

η00 = ηµνΛ
µ

0Λµ
0 = η00Λ0

0Λ0
0 + ηiiΛi

0Λi
0 =

(
Λ0

0

)2
−
∑
i

(
Λi

0

)2
= 1. (II.8)

alors on obtient, (
Λ0

0

)2
= 1 +

∑
i

(
Λi

0

)
≥ 1. (II.9)

Alors si Λ0
0 ≥ 1 on obtient les transformations de Lorentz orthochrones et si Λ0

0 ≤ −1
on obtient les transformations de Lorentz non-orthochrones. En résumé nous avons la
classification suivante :
• Groupe de Lorentz complet :

L := O(1, 3;R) = {Λ ∈ GL(4,R) | ΛᵀηΛ = η} . (II.10)

• Transformations de Lorentz propres :

L+ := SO(1, 3;R) = {Λ ∈ O(1, 3;R) | detΛ = +1} . (II.11)

où l’algèbre de Lie correspondante à ce groupe de Lie est :

o(1, 3;R) = {N ∈M4×4(R) | Nᵀ = −ηNη} . (II.12)

• Transformations de Lorentz impropres :

L− := {Λ ∈ O(1, 3;R) | detΛ = −1} . (II.13)

• Transformations de Lorentz orthochrones :

L↑ :=
{

Λ ∈ O(1, 3;R) | Λ0
0 ≥ 1

}
. (II.14)
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• Transformations de Lorent non-orthochrones :

L↓ :=
{

Λ ∈ O(1, 3;R) | Λ0
0 ≤ −1

}
(II.15)

Notons que L+ est un sous-groupe de L contrairement à L− qui ne contient pas l’iden-
tité, notons aussi que ce dernier décrit les symétries discrètes C (conjugaison de charge),
et P (parité). Pour simplifier nous allons choisir la notation suivante L↑+ pour les trans-
formations de Lorentz propres et orthochrones données par,

L↑+ = L↑ ∩ L+

=
{

Λ ∈ O(1, 3;R) | detΛ = +1,Λ0
0 ≥ 1

}
. (II.16)

Pour une transformation infinitésimale on a l’expression de Λ ∈ L↑+ suivante :

Λµ
ν = δµν + ωµν . (II.17)

En substituant l’expression (II.17) dans (II.5) on obtient,

ηµνΛµ
ρΛµ

σ = ηµνδ
µ
ρδ
µ
σ + ηµνδ

µ
ρω

µ
σ + ηµνω

µ
ρδ
µ
σ (II.18)

= ηρσ + ωρσ + ωσρ = ηρσ,

=⇒ ωρσ = −ωσρ. (II.19)

ce qui signifie que le paramètre infinitésimal ωρσ est antisymétrique. D’autres part les
transformations de Λ ∈ L↑+ ont la forme suivante :

Λµ
ν =

[
exp( i2ω

ρσMρσ)
]µ
ν
. (II.20)

où Mρσ sont les générateurs de Lorentz qui constituent la base de l’algèbre de lie
correspondante au groupe L↑+, le facteur i est choisi de telle manière que Mρσ soit
hermétique. Cette algèbre de lie est donnée par la relation de commutation suivante :

[Mµν ,Mρσ] = i
(
ηµσMρσ + ηνρMρσ − ηµρMνσ − ηνσMµρ

)
. (II.21)

On définit les générateurs de rotations Ji et de boots Ki par :

Ji = 1
2εijkMjk , Ki = M0k. (II.22)

alors la relation (II.21) s’écrit comme suit :

[Ji, Jj] = iεijkJk,
[Ki, Kj] = −iεijkJk,
[Ji, Kj] = iεijkKk.

(II.23)

Où la première relation de commutation dans (II.23) qui définit le groupe de rotation
SO(3;R) (sous groupe de L↑+) indique que les générateurs Ji sont fermés, tandis que
la seconde relation dans (II.23) indique le contraire pour les générateurs Ki, i.e. pas
fermés. Notons que les générateurs Jj sont des matrices hermétiques et les générateurs
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Ki sont anti-hermétiques due a la non compactification du groupe de Lorenz. Alors la
transformation générale de Lorentz s’écrit en fonction de ces générateurs comme suit :

Λ = exp i(αiJi + θiKi). (II.24)

Correspondance entre SO(1, 3) et SU(2)× SU(2)
Pour classer les représentations irréductibles de dimension finie du groupe de Lo-

rentz L↑+, il faut changer les générateurs Ji et Ki de l’algèbre de Lie so(1, 3) par les
combinaisons linéaires complexe suivante :

Si = 1
2 (Ji + iKi) ,

Ti = 1
2 (Ji − iKi) .

(II.25)

En utilisant les relations (II.23) on obtient alors,

[Si, Sj] = iεijkSk,
[Ti, Tj] = iεijkTk,
[Ti, Sj] = 0.

(II.26)

cela signifie que les générateurs Si et Ti satisfont les relations de commutation de
l’algèbre de Lie de SU(2). Notons que les relations de commutations précédentes (II.26)
montrent que l’algébre de Lie complexe so(1, 3)C se décompose en deux algèbres de Lie
su(2) comme suit [63] :

so(1, 3)C ∼= su(2)Si × su(2)Ti . (II.27)

Notons aussi que les représentations de chaque copie de su(2) sont caractérisées par un
nombre entier n (le spin), et de dimension 2n+ 1. Cependant pour une représentation
(n,m) du groupe de Lorentz nous pouvons identifier le spin de la représentation par
n + m avec la dimension de l’espace de la représentation (2n + 1)(2m + 1). Les deux
générateurs Si et Ti ne sont pas indépendants puisque ils peuvent êtres échanger par
l’opérateur de la parité P , en effet pour Ji et Ki nous avons :

P : Ji −→ Ji, P : Ki −→ −Ki. (II.28)

en utilisant les relations (II.26) on obtient,

P : Si ←→ Ti. (II.29)

Considérons maintenant les représentations suivantes [62] :
1) Représentation triviale (0, 0) : le spin total de cette représentation égale à 0 et sa
dimension est (2 × 0 + 1)(2 × 0 + 1) = 1, où la dimension de chaque su(2) égale à
(2 × 0 + 1) = 1, et puisque Si = 0 et Ti = 0 nous avons d’après les relations de
commutation (II.26) ,

eTi = eSi = e0 = 1 (II.30)

cette représentation décrit des objets invariants sous la transformation de Lorentz, ces
objets sont les scalaires et la représentation est appelée représentation scalaire.
2) Représentation spinoriel gaucher (1

2 , 0) : le spin total est 1
2, sa dimension égale à
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1 × 2 = 2, où la dimension de su(2)Ti est 1 correspond à la représentation triviale, et
su(2)Si de dimension (2× 1

2 + 1) = 2, correspond à la représentation fondamentale, et

puisque Ti = 0 et Si = σi
2 on a d’après les relations (II.26),

Ti = 1
2 (Ji − iKi) = 0 =⇒ Ji = iKi, (II.31)

Si = σi
2 = 1

2 (Ji + iKi) = iKi =⇒ Ki = −iσi2︸ ︷︷ ︸
Rotations

et Ji = σi
2︸ ︷︷ ︸ .

Boots

(II.32)

Alors la transformation de Lorentz s’écrit :

ΛL = exp i(αiJi + θiKi) = exp i

2(αi − iθi)σi. (II.33)

3) Représentation spinoriel droitier (0, 1
2) : le spin total est 1

2, sa dimension égale à
2, où la dimension de su(2)Ti est 2 correspond à la représentation fondamentale, et
su(2)Si de dimension 1, correspond à la représentation triviale, et puisque Ti = σi

2 et
Si = 0 nous avons d’après (II.26),

Ki = −σi2︸ ︷︷ ︸
Rotations

et Ji = σi
2︸ ︷︷ ︸ .

Boots

(II.34)

la transformation de Lorentz s’écrit ,

ΛL = exp i(αiJi + θiKi) = exp i

2(αi + iθi)σi. (II.35)

Notons que les représentations (1
2 , 0) et (0, 1

2) sont des matrices complexe 2 × 2 qui
agissent sur des objets à deux composantes appelées spineur de weyl, donc pour la
représentation (1

2 , 0) nous avons des spineurs de Weyl gaucher et pour la représentation

(0, 1
2) des spineurs de Weyl droitier notés respectivement comme suit :

(ΨL)α =
(

(ΨL)1
(ΨL)2

)
, (ΨR)α =

(
(ΨR)1
(ΨR)2

)
. (II.36)

Grace à ces deux représentations irréductibles spinoriels on peut construire d’autres
représentations par le produit direct (de Kronecker), par exemple :
• Produit de Kronecker d’un spineur gaucher et un spineur droitier donne un spineur
à 4 composantes appelé spineur de Dirac (1

2 , 0) ⊗ (0, 1
2) = (1

2 ,
1
2) de dimension égale

à (2 × 1
2 + 1)2 = 4, cette représentations se transforment des objets avec des indices

spinoriels,
vαβ̇ = σµ

αβ̇
vµ. (II.37)
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où σµ
αβ̇

=
(
−1, σi

)
sont les matrices de Pauli et vµ et un quadrivecteur de l’espace de

Minkowski.
• Produit de Kronecker de deux spineur gaucher (1

2 , 0) ⊗ (1
2 , 0) = (0, 0) ⊕ (1, 0) qui

se décompose en une représentation scalaire et une représentation de dimension trois
correspond à un tenseur antisymétrique de rang 2 donné par,

Bµν = i

2εµνρσB
ρσ. (II.38)

et qui vérifie la relation suivante :

Bµν = −Bνµ. (II.39)

Correspondance entre L↑+ et SL(2,C)
Il y a un lien entre le groupe de Lorentz L↑+ et le groupe linéaire spécial, SL(2,C) =

{M ∈ GL(2,C) | detM = 1}, ce lien se traduit par un homomorphisme de SL(2,C)
sur le groupe L↑+ que nous allons construire dans cette partie. Mais tout d’abord nous
allons construire une carte à partir de l’espace de Minkowski M4 des matrices 2 × 2
hermétiques complexes notées par H(2,C), cette carte notée par ρ s’écrit [62, 63] :

ρ : M4 −→ H(2,C)
xµ −→ ρ (xµ) . (II.40)

où xµ =
(
x0, xi

)
∈M4 et avec,

ρ (xµ) = xµσ
µ =

(
x0 − x3 x1 + ix2

x1 − ix2 x0 + x3

)
= X. (II.41)

où σµ =
(
σ0, σi

)
avec σ0 la matrice identité 2× 2 et σi sont les trois matrices de Pauli.

Alors d’après la relation (II.41) on a,

detX = x0x0 −
∑

xixi = −‖xµ‖2 . (II.42)

Notons que herméticité de X est évidente puisque les matrices de Pauli sont hermé-
tiques. Considérons maintenant l’action de SL(2,C) sur H(2,C) qui est la représenta-
tion adjoint du groupe SL(2,C) et qui est définie par :

ad : SL(2,C) −→ Aut (H(2,C))
M −→ ad (M) . (II.43)

avec,
M ′ = adM (X) = MXM †. (II.44)

où M ′ ∈ SL(2,C), et Aut (H(2,C)) est le groupe d’automorphisme de H(2,C) qui est
isomorphe à GL(H(2,C),C). La transformation sous cette représentation s’écrit :

X ′ = MXM †, (II.45)

où X ′ ∈ H(2,C) car,
(X ′)† = MX†M † = MXM †. (II.46)
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En utilisant la relation (II.41), X ′ s’écrit comme suit :

(X ′)αα̇ = x′µ (σµ)αα̇ , (II.47)

où x′µ ∈M4. Ainsi le déterminant de X ′ est obtenu en utilisant la relation (II.45),

det (X ′) = det
(
MXM †

)
= det (M) det (X) det

(
M †

)
= det (X) .

Cela implique que :
xµx

µ = x′µx
′µ =⇒ ‖xµ‖2 = ‖x′µ‖2

. (II.48)

Donc à partir d’un 4−vecteur xµ appartient a l’espace de Minkowski M4, nous avons
construit la matrice X hermétique 2× 2 appartient à H(2,C), le déterminant de X est
la norme du 4−vecteur xµ qui invariant sous SL(2,C). Notons que si en appliquant
l’inverse de l’application (II.40), nous obtenons le 4−vecteur x′µ ∈ M4 en utilisant la
relation σ̄µ =

(
−σ0,−σi

)
:

ρ−1 : H(2,C) −→ M4

X −→ ρ−1 (X) = xµ = 1
2Tr [Xσ̄µ] . (II.49)

où on a utilisé la relation suivante :
1
2Tr [Xσ̄µ] = 1

2Tr [xνσν σ̄µ] = 1
2Tr [σν σ̄µ]xν = 1

22ηµνxν = xµ. (II.50)

D’autre part nous avons,

x′µ = 1
2Tr [X ′σ̄µ] = 1

2Tr
[
MXM †σ̄µ

]
= 1

2Tr
[
Mxνσ

νM †σ̄µ
]

= 1
2Tr

[
MσνM †σ̄µ

]
xν = 1

2Tr
[
σ̄µMσνM

†
]
xν . (II.51)

Alors en comparant avec (II.2), nous obtenons la transformation de Lorentz en fonction
de SL(2,C) :

Λµ
ν (M) = 1

2Tr
[
σ̄µMσνM

†
]
. (II.52)

qui est un homomorphisme de SL(2,C) sur le groupe L↑+,

SL(2,C) −→ L↑+. (II.53)

mais la correspondance suivante,

Λ←→ ±M.

implique que les deux matrices −M et +M conduisent à la même transformation de Lo-
rentz, c’est à dire chaque transformation de Lorentz correspond à deux transformations
de SL(2,C), donc on a :

L↑+ ∼= SL(2,C)/Z. (II.54)

qui est un isomorphisme, alors SL(2,C) est le double recouvrement du groupe L↑+.
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Représentations et générateurs du groupe SL(2,C)
• Représentation fondamentale :

ψ′α = M β
α ψβ. (II.55)

où ψ′α est un spineur de Weyl gaucher noté par (1
2 , 0).

• Représentation fondamentale conjuguée :

χ̄′α̇ = M * β̇
α χ̄β̇. (II.56)

où χ̄′α̇ est un spineur de Weyl droitier noté par (0, 1
2). Notons que M est équivalente a

M−1T , de même pour leurs conjuguées M∗ et M∗−1T car,

εαβM ρ
β ερσ =

(
M−1T

)α
σ

et εα̇β̇ (M∗) ρ̇

β̇
ερ̇σ̇ =

(
M∗−1T

)α̇
σ̇
. (II.57)

où εαβ est la métrique du groupe SL(2,C) donnée par,

εαβ = εα̇β̇ =
(

0 1
−1 0

)
. (II.58)

elle satisfait,
εαβερσ = δασδ

β
ρ − δαρ δβσ. (II.59)

cette métrique est invariante sous SL(2,C), en effet :

εαβ
SL(2,C)−→ ερσM α

ρ M β
σ = εαβdetM = εαβ. (II.60)

à l’aide de cette métrique on peut élever ou abaisser les indices spinoriel, ce qui donne
la représentation anti-fondamentale et la représentation aint-fondamentale conjuguée
données par :

ψα = εαβψβ, (II.61)
χ̄α̇ = εα̇β̇χ̄β̇. (II.62)

Notons que les représentations fondamentale et anti-fondamentale sont équivalente et
de même pour la représentation fondamentale conjuguée avec la représentation anti-
fondamentale conjuguée qu’on a déjà vu dans la relation (II.57), où on a montré que
M et Λ sont équivalentes, alors d’après la relation (II.47) on obtient,

Xαα̇ = (xµσµ)αα̇ −→M β
α (xµσν)ββ̇M

* β̇
α̇ = Λ ν

µ xν (σµ)αα̇ . (II.63)

et la multiplication de (II.63) par
(
Λ−1

)µ
ν
donne :

(σµ)αα̇ = M β
α (σν)ββ̇

(
Λ−1

)µ
ν
M* β̇

α̇ . (II.64)

38



II.1. Algèbre de Poincaré et ses représentations

En utilisant la relation Tr (σµσ̄ν) = 2δµν , où les matrices σ̄ définies par :

(σ̄µ)αα̇ = εαβεα̇β̇ (σµ)ββ̇ =
(
−1,−σi

)
.

on peut écrire l’inverse de l’application (II.47) et donner xµ en fonction de X comme
suit :

Tr (Xσ̄ν) = Tr (xµσµσ̄ν) =⇒ xµ = Tr (Xσ̄ν)
Tr (σµσ̄ν)

= 1
2Tr (σ̄µX) . (II.65)

où le quadrivecteur xµ sous la transformation de Lorentz Λ verifie,

xµ −→ x′µ = 1
2Tr (σ̄µX ′) = 1

2Tr (σ̄µMXM∗)

= 1
2Tr (σ̄µMxνσ

νM∗) = 1
2Tr (σνM∗σ̄µM)xν

= 1
2Tr (σ̄µMσνM∗)xν = Λ ν

µ xν .

(II.66)

d’où on trouver la relation de correspondance entre la transformation de Lorentz et la
transformation du groupe SL(2,C) donnée par :

Λ ν
µ = 1

2Tr (σ̄µMσνM∗) . (II.67)

À partir du produit antisymétrique des matrices σ et σ̄ on peut déterminer les généra-
teurs du groupe de SL(2,C) comme suit :

(σµν) β
α = i

4 (σµσ̄ν − σµσ̄µ) β
α , (II.68)

(σ̄µν)α̇β̇ = i

4 (σ̄µσν − σ̄νσµ)α̇β̇ .

ces générateurs vérifient l’algèbre de Lorentz suivante :

[σµν , σρτ ] = i(ηνρσµτ + ηµτσνρ − ηντσµρ− ηµρσντ ). (II.69)

En fonction de ces générateur la transformation des spineurs de Weyl est donnée par :

ψα −→ exp
(
i

2ωµνσ
µν
) β

α
ψβ,

χ̄α̇ −→ exp
(
i

2ωµν σ̄
µν
)α̇

β̇
χ̄β̇.

(II.70)

où ψα est le spineur de Weyl gaucher et χ̄α̇ spineur de weyl droitier, appartient respec-
tivement a la représentation (1

2 , 0) et (0, 1
2) du groupe SU(2)× SU(2).

Produit des spineurs de Weyl
Le produit des spineurs de weyl est définit par le produit scalaire suivant :

χψ = χαψα = εαβχβψα = −εβαχβψα = −χβψβ = ψβχβ = ψχ, (II.71)
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χ̄ψ̄ = χ̄α̇ψ̄
α̇ = εα̇β̇χ̄

β̇ψ̄
α̇ = −εβ̇α̇χ̄β̇ψ̄

α̇ = −χ̄β̇ψ̄β̇ = ψ̄
β̇
χ̄β̇ = ψ̄χ̄. (II.72)

notons que ψα sont des nombres de Grassmann qui anticommutent, en effet :

ψψ = ψαψα = εαβψβψα = ψ2ψ1 − ψ1ψ2. (II.73)

leurs conjugaison hermétique sont donnés par :

(ψα)† ≡ (ψα)∗ = ψ̄α̇, (II.74)

ψ̄
α̇ = ψ∗β

(
−σ0

)α̇β̇
. (II.75)

Donc on a,

(χψ)† = χ̄ψ̄ = ψ̄χ̄ , χ̄σ̄µψ = −ψσµχ̄ , (ψσµχ̄)† = χσµψ̄, (II.76)

(χψ)† = (χαψα)† = ψ̄α̇χ̄
α̇ = ψ̄χ̄ = χ̄ψ̄. (II.77)

En effet,

χ̄σ̄µψ = χ̄α̇ (σ̄µ)α̇α ψα =
(
εα̇β̇χ̄

β̇
)

(σ̄µ)α̇α
(
εαβψ

β
)

= χ̄β̇ (σ̄µ)ββ̇ ψ
β (II.78)

= −ψβ (σ̄µ)α̇α χ̄β̇ = −ψσµχ̄.

(ψσµχ̄)† =
(
ψα (σ̄µ)α̇α χ̄

α̇
)†

=
(
χ̄α̇
)†

(σ̄µ)α̇α (ψα)† = χα (σ̄µ)α̇α ψ̄ (II.79)
= χσµψ̄.

II.1.2 Algèbre de Poincaré et ses représentations
Le groupe de Poincaré par définition est le groupe de toutes les transformations réel

dans l’espace de Minkowski, c’est le produit semi direct du groupe de Lorentz et du
groupe de translation. Comme on a vu dans la partie précédente la norme du quadri-
vecteur est invariante sous la transformation de Lorentz, de même pour les translations
où sa transformation s’écrit [62, 63] :

xµ −→ x′µ = xµ + aµ. (II.80)

avec aµ les quatre paramètres infinitésimaux de translation. Donc une transformation
de Poincaré est de la forme suivante :

xµ −→ x′µ = Λµ
νx

µ + aµ. (II.81)

sa forme générale est donnée par :

U = exp( i2ωµνM
µν + iaµP

µ). (II.82)
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où P µ sont les quatre générateurs de translation (4-vecteur énergie-impulsion), et Mµν

les six générateurs de Lorentz. Ces générateurs satisfait les relations de commutation
qui définie l’algèbre de Poincaré, ces relations est données comme suit :

[Mµν ,Mρσ] = i
(
ηµσMρσ + ηνρMρσ − ηµρMνσ − ηνσMµρ

)
, (II.83)

[Mµν , Pρ] = i
(
ηνρPµ − ηµρPν

)
. (II.84)

[Pµ, Pν ] = 0 (II.85)

à partir de ces relations on peut montrer les relations suivante [63] :

[P µ, PµP
µ] = 0, (II.86)

[Mµν , PµP
µ] = 0, (II.87)

[P µ,WµW
µ] = 0, (II.88)

[Mµν ,WµW
µ] = 0. (II.89)

où PµP
µ et WµW

µ sont opérateurs de Casimir de l’algèbre de Poincaré , et W µ le
4-vecteur de Pauli-Lubanski définit par :

Wµ = 1
2εµνρσP

νMρσ. (II.90)

Les représentations du groupe de Poincaré sont basées sur le concept du petit groupe,
car le groupe de Poincaré n’est pas compacte, c’est à dire qu’il ne possède pas de
représentations unitaires finies non triviales, et ça est dû à la caractérisation des repré-
sentations par l’opérateur Pµ. Ce petit groupe est un sous-groupe des transformations
de Lorentz qui laissent Pµ invariant [64] :

Λ µ
ν pµ = pν . (II.91)

où pµ est la valeur propre du quadrivecteur Pµ. Alors à partir de la transformation
(II.91) et la transformation infinitésimale (II.17) on peut montrer,

ωµνp
ν = 0. (II.92)

Rappelons que le paramètre infinitésimal de la transformation de Lorentz ωµν à six
composantes, mais la contrainte (II.92) supprime trois composantes donc il reste avec
seulement trois composantes. À partir de cette contrainte on a :

ωµν = εµνρσϑ
ρpσ. (II.93)

avec τ ρ est un quadrivecteur. En utilisant les relations (II.92) et (II.93), la transfor-
mation (II.82) devient :

U = exp
[
i

2 (εµνρστ ρpσ)Mµν
]

= exp (iτ ρWρ) . (II.94)
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Notons qu’avec la définition du quadrivecteur de Pauli-lubanski dans l’expression (II.90)
on a :

Wµp
µ = 0. (II.95)

Maintenant nous somme en mesure de déterminer les représentations massives et non-
massives de l’algèbre de Poincaré.

Représentations de l’algèbre de Poincaré
1) Représentations massives :

Le référentiel au repos d’une particule dans ce cas vérifie :

pµ = (−m, 0, 0, 0) . (II.96)

Dans ce référentiel on a pi = 0, alors à partir de la relation (II.95) on déduit que la
première composante (du temps) de Wµ est nulle,

W0 = 0, (II.97)

et la composante de l’espace est non nulle,

Wi = 1
2εijklp

0M jk = −mJi. (II.98)

Donc la transformation dans ce référentiel est donnée par :

U = exp(−imτ iJi). (II.99)

d’où SU(2) est le petit groupe et les opérateurs de Casimir sont donnés par :

W 2 = m2J2, (II.100)
P 2 = −m2. (II.101)

les valeurs propres de W sont :

W 2 = m2j (j + 1) . (II.102)

Cette représentation est en fonction de la masse m et le spin j, de plus la troisième
composante du spin j3 peut prendre les valeurs −j à +j, donc les représentations
irréductibles des particules massives de l’algèbre de Poincaré est caractérisées par :

|m, j, pµ, j3〉 (II.103)

2) Représentations non massives :
Dans ce cas le référentiel est donné par :

pµ = (−m, 0, 0,m) . (II.104)

les composantes du quadri-vecteur Wµ sont :

W0 = mJ3, (II.105)
W1 = m (J1 +K2) , (II.106)
W2 = m (−J2 −K1) , (II.107)
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W3 = −mJ3. (II.108)

En utilisant (II.23) les relations de commutation des composantes (II.105-II.108) sont
donnés par :

[W1,W2] = 0, (II.109)
[W3,W1] = −imW2, (II.110)
[W3,W2] = imW1. (II.111)

ces relations de commutation sont celles du groupe euclidien à deux dimensions SO(2)×
R, c’est le petit groupe dans ce cas de particules non massives qui n’est pas compacte.
Alors pour avoir des représentations unitaires finies non triviales il faut considérer le
sous groupe SO(2) ce qui implique que W1 = W2 = 0. En utilisant les relations (II.95)
et (II.102) on obtient :

Wµ = λpµ. (II.112)

où λ est l’hélicité. En remplaçant l’expression de W0 dans (II.105) et dans les relations
(II.104, II.112) on a :

W0 = mJ3 = −→p .−→J = λm =⇒ λ =
−→p .
−→
J

m
=
−→p .
−→
J

|−→p |
= J3. (II.113)

Donc physiquement l’hélicité λ est la projection du spin suivant la direction du mou-
vement, et les représentations irréductibles sont caractérisées par :

|0, 0, pµ, λ〉 := |pµ, λ〉 . (II.114)

sous la symétrie CPT ces états se transforment comme suit :

CPT : |pµ, λ〉 −→ |pµ,−λ〉 . (II.115)

Notons que le spin est invariant sous la transformation de parité P : pµ −→ −pµ, alors
pour que les états soient invariante sous CPT il faut qu’on a :

P : λ −→ −λ. (II.116)

ce qui implique qu’on doit considérer aussi λ = −J3,c’est à dire λ = ± |J3| et la
transformation (II.82) dans ce cas donne :

U = exp(2πiλ). (II.117)

d’où les états se transforment comme suit :

exp(2πiλ) |pµ, λ〉 = ± |pµ,−λ〉 . (II.118)

Par conséquence λ doit prendre des valeurs entières et demi-entières,

λ = 0, 1
2 , 1, .... (II.119)
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Notons que λ = 0 décrit les bosons scalaires comme le boson de Higgs, et λ = 1
2 décrit

les fermions comme les leptons et les quarks, et λ = 1 des bosons vecteur (de jauge)
comme le photon γ les gluons g et les bosons de jauge W±, Z0, et finalement λ = 2
pour le graviton.

II.2 Superalgèbre de Poincaré et ses représenta-
tions

II.2.1 Superalgèbre de Poincaré
Si on cherche la plus grande structure capable de contenir l’algèbre de Poincaré,

c’est à dire une symétrie plus générale susceptible d’englober celles de l’espace-temps,
alors il est nécessaire d’unifier cette dernière avec les symétries internes. Cependant
la manière la plus triviale d’après le théorème de Colman-Mandula [36] (appelé aussi
théorème no-go) est d’utiliser leurs produit direct :

[T, Pµ] = 0, (II.120)
[T,Mµν ] = 0. (II.121)

où T est le groupe de la symétrie interne. Ce théorème suppose que la symétrie de
l’espace-temps se compose uniquement de générateurs bosoniques. Rappelons que ces
opérateurs bosoniques sont sous une algèbre commutative sous laquelle les bosons se
transforment en bosons et les fermions en fermion. Alors pour trouver une symétrie qui
relie les bosons et les fermions, i.e. transforment les bosons en fermions et vise versa,
il faut généraliser le théorème de Colman-Mandula. Cette généralisation est décrite
par le théorème de Haag, Lopuszanski et Sohnius [43], qui introduit des opérateurs
férmioniques appelés spineurs de Weyl gauchers QA

α et leurs complexes conjugués ap-
pelés spineurs de Weyl droitiers Q̄A

α̇ , où l’indice A ∈ {1, ...,N} correspond au nombre
d’opérateurs fermioniques différents qui satisfaisant les relations suivante :

QA
α |B〉 = |F 〉 , (II.122)

QA
α |F 〉 = |B〉 . (II.123)

Notons que si l’indice A est limité à N = 4 les théories décrites est des théories de jauge
supersymétriques, et la limite N = 8 décrit les théories de la supergravité. Cette al-
gèbre qui contient des générateurs bosoniques et fermioniques est appelée superalgèbre
de Poincaré sous laquelle les opérateurs fermioniques commutent avec les opérateurs
bosoniques et anti-commutent avec les opérateurs fermioniques, ce qui signifie que cette
superalgèbre est une algèbre de lie Z2-graduée où ses operateurs vérifient la relation
suivante :

OaOb − (−1)ηaηb ObOa = iCc
abOc. (II.124)

avec
ηa =

{
0 : Oa générateurs bosonique.

1 : Oa générateurs fermionique. (II.125)
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Donc l’identité de Jacobi est donnée par :

[B1, [B2, B3]] + [B2, [B3, B1]] + [B3, [B1, B2]] = 0, (II.126)
[F1, [B2, B3]] + [B2, [B3, F1]] + [B3, [F1, B2]] = 0, (II.127)

{F1, [F2, B3]} − {F2, [B3, F1]}+ [B3, {F1, F2}] = 0, (II.128)
[F1, {F2, F3}] + [F2, {F3, F1}] + [F3, {F1, F2}] = 0. (II.129)

Puisque QA
α est un spineur de Weyl gaucher il se transforme sous SL(2,C) comme suit

[65] :

QA′
α = exp

(
i

2ωµνσ
µν
) β

α
QA
β ≈

(
1 + i

2ωµνσ
µν +O(ω2

µν)
) β

α
QA
β (II.130)

= QA
α + i

2ωµν (σµν) β
α QA

β +O(ω2
µν).

QA
α est aussi un opérateur, alors sous le groupe de Lorentz (II.20) sa transformation

s’écrit :

QA′
α = U (Λ)†QA

αU (Λ) ≈
(
1 + i

2ωµνM
µν
)
QA
α

(
1− i

2ωµνM
µν
)

(II.131)

= QA
α + i

2ωµν
(
QA
αM

µν −MµνQA
α

)
+O(ω2

µν).

L’identification des termes O(ωµν) des relations (II.131) et (II.130) donne :

QA
α + i

2ωµν
(
QA
αM

µν −MµνQA
α

)
= QA

α −
i

2ωµν (σµν) β
α QA

β . (II.132)

=⇒
[
QA
α ,M

µν
]

= (σµν) β
α QA

β . (II.133)

Cette relation de commutation montre que les générateurs fermioniques se transforment
sous les rotations, ce qui confirme que son spin est 1

2. À partir de cette relation et l’équa-
tion (II.22) on peut montrer que sous les transformations de Lorentz, les générateurs
QA
α se comportent comme des spineurs :[

QA
α ,

1
2εijkM

jk
]

=
[
QA
α , Ji

]
= 1

2εijk
(
σjk

) β

α
QA
β . (II.134)

avec
σij = − i4

(
σiσ̄j − σjσ̄i

)
= 1

2ε
ijkσk, (II.135)

alors on a :
=⇒

[
QA
α , J

k
]

= 1
2
(
σk
) β

α
QA
β . (II.136)

D’autre part le produit de Kronecker de P µ et QA
α donne :

(1
2 , 0)× (1

2 ,
1
2) = (0, 1

2). (II.137)
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et par conséquence on a : [
QA
α , P

µ
]

= c (σµ)αα̇ Q̄
α̇A. (II.138)

où c est une constante, pour la déterminer on utilise l’identité de Jacobi (II.127), en
effet : [

P µ,
[
P ν , QA

α

]]
+
[
P ν ,

[
QA
α , P

µ
]]

+
[
QA
α , [P µ, P ν ]]︸ ︷︷ ︸

0

= 0

−c (σν)αα̇
[
P µ, Q̄α̇A

]
+ c (σµ)αα̇

[
P ν , Q̄α̇A

]
= 0.

(II.139)

En utilisant le complexe conjugué de la relation (II.138) donné par :[
P µ, Q̄A

α

]
= c∗ (σµ)αα̇Q

A
β . (II.140)

on a : [
Q̄β̇A, P µ

]
= c∗εβ̇α̇ (σ̄µ)αα̇ ε

αβQA
β = −c∗ (σ̄µ)β̇β QA

β . (II.141)

Alors la relation (II.139) devient :

−cc∗ (σν)αα̇ (σ̄µ)α̇β QA
β + cc∗∗ (σµ)αα̇ (σ̄ν)α̇β QA

β = 0
|c|2

(
(σν)αα̇ (σ̄µ)α̇β − (σµ)αα̇ (σ̄ν)α̇β

)
︸ ︷︷ ︸

6=0

QA
β = 0, (II.142)

=⇒ c = 0. (II.143)

D’où, [
QA
α , P

µ
]

=
[
Q̄αA, P

µ
]

= 0. (II.144)

Les générateurs fermioniques QA
α commute avec les générateurs de translation P µ i.e.

que l’invariance par translation est respectée et cela implique que P µ aussi commute
avec lesQA

α , donc P µ est un casimir de l’algèbre de super-Poincaré. MaisW µ ne l’est pas,
ce qui implique que les particules et leurs superpartenaire ont des spins différents et des
masses identiques ce qui est pas observable dans la nature puisque aucune particules
supersymétrique n’a été détectée expirimentalement, c’est à dire que les masses des
superpartenaires est plus élevées que les particules ordinaire. par conséquence à notre
échelle d’énergie la supersymétrie est brisée. D’autres part en utilisant le produit de
Kronecker d’un spineur gaucher QA

α avec un spineur droitier Q̄α̇A on a :

(1
2 , 0)× (0, 1

2) = (1
2 ,

1
2). (II.145)

Ce qui signifie que la composition de deux transformations supersymétrique amènes à
une translation dans l’espace-temps 1. Donc on a :{

QA
α , Q̄α̇B

}
= sδAB (σµ)αα̇ Pµ. (II.146)

1. Le spineur Q appartient à la représentation (j, j′) et Q̄ appartient à (j′ + j), alors
{
Q̄, Q̄

}
∈

(j + j, , j′ + j), or le seul objet bosonique de ce type est Pµ ∈ (1
2 ,

1
2), ce qui confirme que Q ∈ (1

2 , 0)

et Q̄ ∈ (0, 1
2).
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où la constante s est par convention égale à 2, alors :{
QA
α , Q̄α̇B

}
= 2δAB (σµ)αα̇ Pµ. (II.147)

Le produit de Kronecker de deux spineurs de Weyl gaucher donne :

(1
2 , 0)× (1

2 , 0) = (0, 0) + (1, 0). (II.148)

ce qui implique, {
QA
α , Q

B
α

}
= εαβZ

[AB] + kδ(AB) (σµ)αβMµν . (II.149)

où k et une constante et la partie antisymétrique (0, 0) décrit le scalaire ZAB appelé
charge centrale qui commute avec tous les générateurs. Notons que ZAB = 0 dans la
limite N = 1 où il y a un seul générateur QA

α , et dans ce cas la relation (II.149) devient :

{Qα, Qα} = k (σµ)αβMµν . (II.150)

qui permet de déterminer facilement la constante k en utilisant l’identité de Jacobi
(II.128) comme suit :

{Qα, [Qβ, P
µ]} − {Qβ, [, QαP

µ]}+ [P µ, {Qα, Qβ}] = 0. (II.151)

donc,
k (σµ)αβ [P µ,Mµν ]︸ ︷︷ ︸

6=0

= 0, (II.152)

=⇒ k = 0. (II.153)

Pour le cas où N = 1 on a :
{Qα, Qβ} = 0. (II.154)

et finalement pour le cas où N > 1 on a :{
QA
α , Q

B
β

}
= εαβZ

AB. (II.155)

Notons que le groupe de l’algèbre précédente (II.155) est le groupe d’automorphisme
U(N ), notons aussi que les générateurs QA

α et ZAB se transforment sous CPT comme
suit :

QA
α −→ i

(
QA
α

)∗
= iQ̄α̇A, (II.156)

ZAB −→ −
(
ZAB

)∗
= −Z̄AB. (II.157)

II.2.2 Représentations de la superalgèbre de Poincaré
Avant la construction des multiplets supersymétriques (supermultiplets) dans le cas

des particules non-massives et dans le cas des particules massives comme on a vu dans
le cas des représentations de l’algèbre de Poincaré, il faut noter que chaque multiplet
contient le même nombre de degrés de liberté bosoniques et fermioniques. En effet, on
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définit l’opérateur du nombre fermionique (−1)NF = (−)NF par :

(−)NF |B〉 = + |B〉 , (II.158)
(−)NF |F 〉 = − |F 〉 . (II.159)

ce nouveau opérateur anticommute avec l’operateur QA
α comme suit :(

(−1)NF QA
α + +QA

α (−1)NF
)
|B〉 = (−1)NF |F 〉+Q |B〉

= − |F 〉+ |F 〉 = 0.
(II.160)

Maintenant nous allons utiliser la relation (II.147) pour faire le calcul suivant :

Tr
(
(−1)NF

{
QA
α , Q̄α̇B

})
= 2δABTr

(
(−1)NF (σµ)αα̇ Pµ

)
(II.161)

= 2δAB (σµ)αα̇ pµTr
(
(−1)NF

)
.

cette formule peut s’écrire aussi comme suit :

Tr
(
(−1)NF

{
QA
α , Q̄α̇B

})
= Tr

(
(−1)NF QA

α Q̄α̇B + (−1)NF Q̄α̇BQ
A
α

)
(II.162)

= Tr
(
−QA

α (−1)NF Q̄α̇B +QA
α (−1)NF Q̄α̇B

)
= 0.

eEn identifiant la relation (II.161) avec (II.162) on obtient :

Tr
(
(−1)NF

)
= 0. (II.163)

ce qui implique :

Tr
(
(−1)NF

)
=

∑
B

〈
B
∣∣∣(−1)NF

∣∣∣B〉+
∑
F

〈
F
∣∣∣(−1)NF

∣∣∣F〉 = 0 (II.164)

=⇒
∑

B

〈B | B〉 =
∑
F

〈F | F 〉 . (II.165)

d’où le nombre de bosons égal au nombre des fermions.
Nous allons déterminer maintenant les représentations supersymétriques non-massives

et massives, en se basant sur les relations d’anticommutation données dans la section
précédente.

Représentations non-massives
Pour construire des représentations finies nous allons considérer la partie compacte
SO(2) du petit groupe euclidien vu dans la partie précédente, dans le référentiel (II.104)
les relations d’anticommutation (II.149) et (II.147) prennent la forme suivante [66–72] :

{
QA
α , Q̄α̇B

}
= 2mδAB

(
2 0
0 0

)
, (II.166){

QA
α , Q

B
β

}
= 0, (II.167){

Q̄α̇A, Q̄α̇B

}
= 0. (II.168)
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d’où la relation (II.166) implique :{
QA

2 , Q̄2̇A

}
= 0 =⇒ QA

2 ≡ Q̄2̇A = 0, (II.169){
QA

1 , Q̄1̇A

}
= 4m. (II.170)

et en utilisant la relation (II.136) on obtient :

J3
(
QA

1 |pµ, λ〉
)

=
(
QA

1 J
3 −

[
QA

1 , J
])
|pµ, λ〉

=
(
λ− 1

2
(
σ3
)1

1

) (
QA

1 |pµ, λ〉
)

(II.171)

=
(
λ− 1

2

) (
QA

1 |pµ, λ〉
)
.

on remarque que l’operateur QA
1 diminuent l’hélicité λ par 1

2. Alors pour l’operateur
Q̄1̇A on a :

J3
(
Q̄1̇A |pµ, λ〉

)
=
(
λ+ 1

2

) (
Q̄A |pµ, λ〉

)
. (II.172)

ce qui signifie que l’operateur Q̄1̇A augmente l’hélicité λ par 1
2. Définissant les combi-

naisons suivantes :

QN = (QN)∗ ≡


Q2A = i

2
√
N

(
QA

1 − Q̄1̇A

)
Q2A−1 = 1

2
√
N

(
QA

1 + Q̄1̇A

) , N = 1, ...,N . (II.173)

Alors les relations (II.166), (II.167) et (II.168) deviennent :

{QM ,QN} = 2δMN , M,N = 1, ..., 2N . (II.174)

ce qui décrit l’algèbre de Clifford du groupe d’automorphisme SO(2N ), avec la dimen-
sion de sa représentation irréductible égale à 2N . Cette représentation se décompose en
deux représentations irréductibles qui ne sont pas équivalentes et de dimension 2N−1

pour chacune d’elles. Definissant maintenant les N opérateurs de créations
(
aA
)†

et
d’annihilation aA de l’algèbre de Clifford comme suit :

aA = QA
1

2
√
m
, (II.175)

(
aA
)†

= Q̄1̇A
2
√
m
. (II.176)

Alors les relations (II.166), (II.167) et (II.168) deviennent :{
aA,

(
aB
)†}

= δAB, (II.177){
aA, aB

}
= 0,{(

aA
)†
,
(
aB
)†}

= 0.
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Pour construire les représentations de cette algèbre il faut commencer par un état de
vide |Ω〉 (vide de Clifford) d’hélicité la plus basse λ0. Par conséquence il doit vérifier
la condition suivante :

aA |Ω〉 = 0. (II.178)

en appliquant les opérateurs de créations
(
aA
)†

sur l’état |Ω〉 on peut construire les
états suivantes :

|Ω〉(n) = 1√
n!

(
aAn

)†
...
(
aA1

)†
|Ω〉 . (II.179)

d’où leurs hélicité égale a λ0 + n

2 et de multiplicité CNn . Comme on a vu dans l’algèbre
de Poincaré l’hélicité se transforme sous la symétrie CPT comme suit :

CPT : λ −→ −λ. (II.180)

donc pour garder l’invariance sous cette symétrie il faut considérer aussi le vide suivant :

|Ω〉 =
∣∣∣∣pµ,−N2 − λ0

〉
. (II.181)

D’autre part l’état d’hélicité maximal est :

1√
N !

(
aAN

)†
...
(
aA1

)†
|Ω〉

=⇒ λmax = λ0 + N2 . (II.182)

de multiplicité CNN = 1. En utilisant la relation (II.182) on peut montrer que le nombre
maximal de supersymétrie est N = 8, car λmax ≤ 2, en effet :

N ≤4− 2× λ0≤4 + 4 = 8 =⇒ N ≤ 8. (II.183)

Donc le nombre d’états (dimension de la représentation) est
N∑
k=0

CNk = 2N avec 2N−1

bosons et 2N−1 fermions. Un multiplet est dite auto-conjugué sous CPT si ses scalaires
appartiennent à une représentation réelle du groupe d’automorphisme correspondant
et de plus il doit vérifier la relation suivante :

λ0 = −N2 − λ0 =⇒ λ0 = −N4 . (II.184)

Cela va nous permettre maintenant de déterminer les représentations (supermultiplets)
des différentes théories supersymétriques.

Théorie supersymétrique N = 1 :
Dans cette théorie le nombre des générateurs est un, alors on a un seul operateur de
création

(
a1
)†

qui crée les états suivantes :
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II.2. Superalgèbre de Poincaré et ses représentations

Etat Hélicité Multiplicité
|Ω〉 λ0 C1

1 = 1(
a1
)†
|Ω〉 λ0 + 1

2 C1
1 = 1

Tableau II.1 – États d’hélicité de la théorie supersymétrique N = 1.

À partir de ces états précédents (II.1) on peut déterminer le spectre de cette théorie
de la supersymétrie N = 1 comme suit :

λ0�hélicité -2 -32 -1 -12 0 1
2 1 3

2 2

-2 1 1
-32 1 1
-1 1 1
-12 1 1
0 1 1
1
2 1 1
1 1 1
3
2 1 1

Tableau II.2 – Spectre de la théorie supersymétrique N = 1.

Alors d’après le spectre dans le tableau précédent (II.2), les multiplets invariants
sous la symétrie CPT pour les différents états d’hélicité sont déterminés comme suit :
• Les états d’hélicité λ0 = −2 et λ0 = −1

2 + 2 = 3
2 impliquent d’après la relation

(II.184) :
λ0 = −2 −→ −2 + 1

2 = −3
2 −→

(
−2,−3

2

)
,

λ0 = 3
2 −→

3
2 + 1

2 = 2 −→
(

+3
2 ,+2

)
.

(II.185)

alors, on a : (
−2,−3

2

)
⊕
(

+3
2 ,+2

)
≡
(3

2 , 2
)
. (II.186)

où le multiplet
(3

2 , 2
)
est appelé multiplet graviton 2.

• Les états d’hélicité λ0 = −3
2 et λ0 = −1

2 + 3
2 = 1 impliquent d’après la relation

(II.184) :
λ0 = −3

2 −→ −3
2 + 1

2 = −1 −→
(
−3

2 ,−1
)
,

λ0 = 1 −→ 1 + 1
2 = 3

2 −→
(

+1,+3
2

)
.

(II.187)

2. Pour simplifier nous avons noté les états d’hélicité −2 et +2 par 2 et les états d’hélicité −3
2 et

+3
2 par 3

2 .
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Donc on a : (
−3

2 ,−1
)
⊕
(

+1,+3
2

)
≡
(

1, 3
2

)
. (II.188)

où le multiplet
(

1, 3
2

)
est appelé multiplet de gravitino.

• Les états d’d’hélicité λ0 = −1 et λ0 = −1
2 + 1 = 1

2 impliquent d’après la relation
(II.184) :

λ0 = −1 −→ −1 + 1
2 = −1

2 −→
(
−1,−1

2

)
,

λ0 = 1
2 −→

1
2 + 1

2 = 1 −→
(

+1
2 ,+1

)
.

(II.189)

Donc on a : (
−1,−1

2

)
⊕
(1

2 , 1
)
≡
(1

2 , 1
)
. (II.190)

où le multiplet
(1

2 , 1
)

est appelé multiplet vectoriel, et les états d’hélicité −1
2 et +1

2
sont noté par 1

2 et les états d’hélicité −1 et +1 sont noté par 1.

• Les états d’d’hélicité λ0 = −1
2 et λ = −1

2 + 1
2 = 0 impliquent d’après la relation

(II.184) :
λ0 = −1

2 −→ −1
2 + 1

2 = 0 −→
(
−1

2 ,−0
)
,

λ0 = 0 −→ 0 + 1
2 = 1

2 −→
(

+0,+1
2

)
.

(II.191)

Donc on a : (
−1

2 ,−0
)
⊕
(

+0,+1
2

)
≡
(

0, 1
2

)
. (II.192)

où le multiplet
(

0, 1
2

)
est appelé multiplet chiral.

Finalement le spectre de la supersymétrie N = 1 qui représente toutes les particules
du modèle standard et leurs partenaires supersymétrique ainsi le graviton et son su-
perpartenaire sont données selon les différents supermultiplets de cette théorie comme
suit :
◦ Multiplet chiral

(
0, 1

2

)
:

boson(scalaire) λ = 0 fermion λ = 1
2

squark quark
slepton lepton
Higgs higgsino

Tableau II.3 – Spectre du multiplet chiral N = 1.

◦ Multiplet vectoriel
(1

2 , 1
)
:
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II.2. Superalgèbre de Poincaré et ses représentations

fermion (jaugino) λ0 = 1
2 boson (jauge) λ0 = 1

photino photon
gluino gluon

Tableau II.4 – Spectre du multiplet vectoriel N = 1.

◦ Multiplet graviton
(3

2 , 2
)
:

fermion λ0 = 3
2 boson λ0 = 2

gravitino graviton

Tableau II.5 – Spectre du multiplet graviton N = 1.

Théorie supersymétrique N = 2 :
Dans cette théorie le nombre des générateurs est deux, alors on a deux operateurs de
création

(
aA
)†
, A = 1, 2 qui créent les états suivantes :

Etat Hélicité Multiplicité
|Ω〉 λ0 C2

0 = 1(
a1
)†
|Ω〉 λ0 + 1

2 C2
1 = 2(

a1
)† (

a2
)†
|Ω〉 λ0 + 1 C2

2 = 1

Tableau II.6 – États d’hélicité de la théorie supersymétrique N = 2.

À partir des états précédents (II.6) on peut déterminer le spectre de cette théorie
de la supersymétrie N = 2 comme suit :

λ0�hélicité -2 -32 -1 -12 0 1
2 1 3

2 2

-2 1 2 1
-32 1 2 1
-1 1 2 1
-12 1 2 1
0 1 2 1
1
2 1 2 1
1 1 2 1

Tableau II.7 – Spectre de la théorie supersymétrique N = 2.

Alors d’après le spectre dans le tableau précédent (II.7), les multiplets invariants
sous la symétrie CPT pour les différents états d’hélicité sont déterminés comme suit :
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• Les états d’hélicité λ = −2 et λ = −1+2 = 1 impliquent d’après la relation (II.184) :

λ = −2 −→
(
−2,

(
−3

2

)2
,−1

)
,

λ == 1 −→
(

1,
(3

2

)2
, 2
)
.

(II.193)

(
−2,

(
−3

2

)2
,−1

)
⊕
(

1,
(3

2

)2
, 2
)
≡
(

2,
(3

2

)2
, 1
)
. (II.194)

où le multiplet
(

2,
(3

2

)2
, 1
)

est appelé multiplet graviton.

• Les états d’hélicité λ0 = −3
2 et λ0 = −1 + 3

2 = 1
2 impliquent d’après la relation

(II.184) :
λ0 = −3

2 −→
(
−3

2 , (−1)2 ,−1
2

)
,

λ0 = 1 −→
(1

2 , (1)2 ,
3
2

)
.

(II.195)

Donc on a : (
−3

2 , (−1)2 ,−1
2

)
⊕
(1

2 , (1)2 ,
3
2

)
≡
(3

2 , (1)2 ,
1
2

)
. (II.196)

où le multiplet
(3

2 , (1)2 ,
1
2

)
est appelé multiplet gravitino.

• Les états d’hélicité λ0 = −1 et λ0 = −1 + 1 = 0 impliquent d’après la relation
(II.184) :

λ0 = −1 −→
(
−1,

(
−1

2

)2
, 0
)
,

λ0 = 0 −→
(

0,
(1

2

)2
, 1
)
.

(II.197)

Donc on a : (
−1,

(
−1

2

)2
, 0
)
⊕
(

0,
(1

2

)2
, 1
)
≡
(

1,
(1

2

)2
, (0)2

)
(II.198)

où le multiplet
(

1,
(1

2

)2
, (0)2

)
est appelé multiplet vectoriel.

• Les états d’hélicité λ0 = −1
2 et λ0 = −1 + 1

2 = −1
2 impliquent d’après la relation

(II.184) :
λ0 = −1

2 −→
(
−1

2 , (0)2 ,
1
2

)
λ0 = −1

2 −→
(
−1

2 , (0)2 ,
1
2

) (II.199)

Donc on a : (1
2 , (0)2 ,

1
2

)
⊕
(
−1

2 , (0)2 ,
1
2

)
≡
(

(0)2 ,
(1

2

)2)
. (II.200)

où le multiplet
(

(0)2 ,
(1

2

)2)
est appelé hypermultiplet.
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Théorie supersymétrique N = 3 :
Dans cette théorie le nombre des générateurs est trois, alors on a trois operateurs de
création

(
aA
)†
, A = 1, 2, 3 qui créent les états suivantes :

Etat Hélicité Multiplicité
|Ω〉 λ0 C3

0 = 1(
a1
)†
|Ω〉 λ0 + 1

2 C3
1 = 3(

a1
)† (

a2
)†
|Ω〉 λ0 + 1 C3

2 = 3(
a1
)† (

a2
)† (

a3
)†
|Ω〉 λ0 + 3

2 C3
3 = 1

Tableau II.8 – États d’hélicité de la théorie supersymétrique N = 3.

À partir de ces états précédents (II.8) on peut déterminer le spectre de cette théorie
de la supersymétrie N = 3 comme suit :

λ0�hélicité -2 -32 -1 -12 0 1
2 1 3

2 2

-2 1 3 3 1
-32 1 3 3 1
-1 1 3 3 1
-12 1 3 3 1
0 1 3 3 1
1
2 1 3 3 1

Tableau II.9 – Spectre de la théorie supersymétrique N = 3.

Alors d’après le spectre dans le tableau précédent (II.9), les multiplets invariants
sous la symétrie CPT pour les différents états d’hélicité sont déterminés comme suit :
• Les états d’hélicité λ0 = −2 et λ0 = −3

2 + 2 = 1
2 impliquent d’après la relation

(II.184) :

λ0 = −2 −→
(
−2,

(
−3

2

)3
, (−1)3 ,−1

2

)
,

λ0 = 1
2 −→

(
1
2 , (1)3 ,

(3
2

)3
, 2
)
.

(II.201)

(
−2,

(
−3

2

)3
, (−1)3 ,−1

2

)
⊕
(

1
2 , (1)3 ,

(3
2

)3
, 2
)
≡
(

2,
(3

2

)3
, (1)3 ,

1
2

)
. (II.202)

où le multiplet
(

2,
(3

2

)3
, (1)3 ,

1
2

)
est appelé multiplet graviton.

• Les états d’hélicité λ0 = −3
2 et λ0 = −3

2 + 3
2 = 0 impliquent d’après la relation
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(II.184) :

λ0 = −3
2 −→

(
−3

2 , (−1)3 ,
(
−1

2

)3
, 0
)
,

λ0 = 0 −→
(

0,
(1

2

)3
, (1)3 ,

3
2

)
.

(II.203)

Donc on a :(
−3

2 , (−1)3 ,
(
−1

2

)3
, 0
)
⊕
(

0,
(1

2

)3
, (1)3 ,

3
2

)
≡
(

3
2 , (1)3 ,

(1
2

)3
, (0)2

)
. (II.204)

où le multiplet
(

3
2 , (1)3 ,

(1
2

)3
, (0)2

)
est appelé multiplet gravitino.

• Les états d’hélicité λ0 = −1 et λ0 = −3
2 + 1 = −1

2 impliquent d’après la relation
(II.184) :

λ0 = −1 −→
(
−1,

(
−1

2

)3
, (0)3 ,

1
2

)
,

λ0 = −1
2 −→

(
−1

2 , (0)3 ,
(1

2

)3
, 1
)
.

(II.205)

Donc on a :(
−1,

(
−1

2

)3
, (0)3 ,

1
2

)
⊕
(
−1

2 , (0)3 ,
(1

2

)3
, 1
)
≡
(

1,
(1

2

)4
, (0)6

)
. (II.206)

où le multiplet
(

1,
(1

2

)4
, (0)6

)
est appelé multiplet vectoriel.

Théorie supersymétrique N = 4 :
Dans cette théorie le nombre des générateurs est quatre, alors on a quatre operateurs
de création

(
aA
)†
, A = 1, ..., 4 qui créent les états suivantes :

Etat Hélicité Multiplicité
|Ω〉 λ0 C4

0 = 1(
a1
)†
|Ω〉 λ0 + 1

2 C4
1 = 4(

a1
)† (

a2
)†
|Ω〉 λ0 + 1 C4

2 = 6(
a1
)† (

a2
)† (

a3
)†
|Ω〉 λ0 + 3

2 C4
3 = 4(

a1
)† (

a2
)† (

a3
)† (

a4
)†
|Ω〉 λ0 + 2 C4

4 = 1

Tableau II.10 – États d’hélicité de la théorie supersymétrique N = 4.

À partir de ces états précédents (II.10) on peut déterminer le spectre de cette théorie
de la supersymétrie N = 4 comme suit :
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λ0�hélicité -2 -32 -1 -12 0 1
2 1 3

2 2

-2 1 4 6 4 1
-32 1 4 6 4 1
-1 1 4 6 4 1
-12 1 4 6 4 1
0 1 4 6 4 1

Tableau II.11 – Spectre de la théorie supersymétrique N = 4.

Alors d’après le spectre dans le tableau précédent (II.11), les multiplets invariants
sous la symétrie CPT pour les différents états d’hélicité sont déterminés comme suit :
• Les états d’helicités λ0 = −2 et λ0 = −2 + 2 = 0 impliquent d’aprés la relation
(II.184) :

λ0 = −2 −→
(
−2,

(
−3

2

)4
, (−1)6 ,

(
−1

2

)4
, 0
)
,

λ0 = 0 −→
(

0,
(1

2

)4
, (1)6 ,

(3
2

)4
, 2
)
.

(II.207)

(
−2,

(
−3

2

)4
, (−1)6 ,

(
−1

2

)4
, 0
)
⊕

(
0,
(1

2

)4
, (1)6 ,

(3
2

)4
, 2
)

≡
(

2,
(3

2

)4
, (1)6 ,

(1
2

)4
, (0)2

)
.

(II.208)

où le multiplet
(

2,
(3

2

)4
, (1)6 ,

(1
2

)4
, (0)2

)
est appelé multiplet graviton.

• Les états d’hélicité λ0 = −3
2 et λ0 = −2 + 3

2 = −1
2 impliquent d’après la relation

(II.184) :

λ0 = −3
2 −→

(
−3

2 , (−1)4 ,
(
−1

2

)6
, (0)4 ,

1
2

)
,

λ0 = −1
2 −→

(
−1

2 , (0)4 ,
(1

2

)6
, (1)4 ,

3
2

)
.

(II.209)

Donc on a :(
−3

2 , (−1)4 ,
(
−1

2

)6
, (0)4 ,

1
2

)
⊕

(
−1

2 , (0)4 ,
(1

2

)6
, (1)4 ,

3
2

)

≡
(

3
2 , (1)4 ,

(1
2

)7
, (0)6

)
.

(II.210)

où le multiplet
(

3
2 , (1)4 ,

(1
2

)7
, (0)6

)
est appelé multiplet gravitino.

• Les états d’hélicité λ0 = −1 et λ0 = −2 + 1 = −1 impliquent d’après la relation
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(II.184) :

λ0 = −1 −→
(
−1,

(
−1

2

)4
, (0)6 ,

(1
2

)4
, 1
)
,

λ0 = −1 −→
(
−1,

(
−1

2

)4
, (0)6 ,

(1
2

)4
, 1
)
.

(II.211)

Donc on a :(
−1,

(
−1

2

)4
, (0)6 ,

(1
2

)4
, 1
)
⊕

(
−1,

(
−1

2

)4
, (0)6 ,

(1
2

)4
, 1
)

≡
(

1,
(
−1

2

)8
, (0)6

)
.

(II.212)

où le multiplet
(

1,
(
−1

2

)8
, (0)6

)
est appelé multiplet vectoriel.

Théorie supersymétrique N = 5 :
Dans cette théorie le nombre des générateurs est cinq, alors on a cinq operateurs de
création

(
aA
)†
, A = 1, ..., 5 qui créent les états suivantes :

Etat Hélicité Multiplicité
|Ω〉 λ0 C5

0 = 1(
a1
)†
|Ω〉 λ0 + 1

2 C5
1 = 5(

a1
)† (

a2
)†
|Ω〉 λ0 + 1 C5

2 = 10(
a1
)† (

a2
)† (

a3
)†
|Ω〉 λ0 + 3

2 C5
3 = 10(

a1
)† (

a2
)† (

a3
)† (

a4
)†
|Ω〉 λ0 + 2 C5

4 = 5(
a1
)† (

a2
)† (

a3
)† (

a4
)† (

a5
)†
|Ω〉 λ0 + 5

2 C5
5 = 1

Tableau II.12 – États d’hélicité de la théorie supersymétrique N = 5.

À partir de ces états précédents (II.12) on peut determiner le spectre de cette théorie
de la supersymétrie N = 5 comme suit :

λ0�hélicité -2 -32 -1 -12 0 1
2 1 3

2 2

-2 1 5 10 10 5 1
-32 1 5 10 10 5 1
-1 1 5 10 10 5 1
-12 1 25 10 10 5 1

Tableau II.13 – Spectre de la théorie supersymétrique N = 5.

Alors d’après le spectre dans le tableau précédent (II.13), les multiplets invariants
sous la symétrie CPT pour les différents états d’hélicité sont déterminés comme suit :
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• Les états d’helicités λ0 = −2 et λ0 = −5
2 + 2 = −1

2 impliquent d’aprés la relation
(II.184) :

λ0 = −2 −→
(
−2,

(
−3

2

)5
, (−1)10 ,

(
−1

2

)10
, (0)5 ,

1
2

)
,

λ0 = −1
2 −→

(
−1

2 , (0)5 ,
(1

2

)10
, (1)10 ,

(3
2

)5
, 2
)
.

(II.213)

Donc on a :(
−2,

(
−3

2

)5
, (−1)10 ,

(
−1

2

)10
, (0)5 ,

1
2

)
⊕

(
−1

2 , (0)5 ,
(1

2

)10
, (1)10 ,

(3
2

)5
, 2
)

≡
(

2,
(3

2

)5
, (1)10 ,

(1
2

)11
, (0)10

)
.

(II.214)

où le multiplet
(

2,
(3

2

)5
, (1)10 ,

(1
2

)11
, (0)10

)
est appelé multiplet de graviton.

• Les états d’helicités λ0 = −3
2 et λ0 = −5

2 + 3
2 = −1 impliquent d’aprés la relation

(II.184) :

λ0 = −3
2 −→

(
−3

2 , (−1)5 ,
(
−1

2

)10
, (0)10 ,

(1
2

)5
, 1
)
,

λ0 = −1 −→
(
−1,

(
−1

2

)5
, (0)10 ,

(1
2

)10
, (1)5 ,

3
2

)
.

(II.215)

Donc on a :(
−3

2 , (−1)5 ,
(
−1

2

)10
, (0)10 ,

(1
2

)5
, 1
)
⊕

(
−1,

(
−1

2

)5
, (0)10 ,

(1
2

)10
, (1)5 ,

3
2

)

≡
(

3
2 , (1)6 ,

(1
2

)15
, (0)20

)
.

(II.216)

où le multiplet
(

3
2 , (1)6 ,

(1
2

)15
, (0)20

)
est appelé multiplet de gravitino.

Théorie supersymétrique N = 6 :
Dans cette théorie le nombre des générateurs est six, alors on a six operateurs de créa-
tion

(
aA
)†
, A = 1, ..., 6 qui créent les états suivantes :
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Etat Hélicité Multiplicité
|Ω〉 λ0 C6

0 = 1(
a1
)†
|Ω〉 λ0 + 1

2 C6
1 = 6(

a1
)† (

a2
)†
|Ω〉 λ0 + 1 C6

2 = 15(
a1
)† (

a2
)† (

a3
)†
|Ω〉 λ0 + 3

2 C6
3 = 20(

a1
)† (

a2
)† (

a3
)† (

a4
)†
|Ω〉 λ0 + 2 C6

4 = 15(
a1
)† (

a2
)† (

a3
)† (

a4
)† (

a5
)†
|Ω〉 λ0 + 5

2 C6
5 = 6(

a1
)† (

a2
)† (

a3
)† (

a4
)† (

a5
)† (

a6
)†
|Ω〉 λ0 + 3 C2

6 = 1

Tableau II.14 – États d’hélicité de la théorie supersymétrique N = 6.

À partir de ces états précédents (II.14) on peut determiner le spectre de cette théorie
de la supersymétrie N = 6 comme suit :

λ0�hélicité -2 -32 -1 -12 0 1
2 1 3

2 2

-2 1 6 15 20 15 6 1
-32 1 6 15 20 15 6 1
-1 1 6 15 20 15 6 1

Tableau II.15 – Spectre de la théorie supersymétrique N = 6.

Alors d’après le spectre dans le tableau précédent (II.15), les multiplets invariants
sous la symétrie CPT pour les différents états d’hélicité sont déterminés comme suit :
• Les états d’helicités λ0 = −2 et λ0 = −6

2 + 2 = −1 impliquent d’aprés la relation
(II.184) :

λ0 = −2 −→
(
−2,

(
−3

2

)6
, (−1)15 ,

(
−1

2

)20
, (0)15 ,

(1
2

)6
, 1
)
,

λ0 = −1 −→
(
−1,

(
−1

2

)6
, (0)15 ,

(1
2

)20
, (1)15 ,

(3
2

)6
, 2
)
.

(II.217)

Donc on a :(
−2,

(
−3

2

)6
, (−1)15 ,

(
−1

2

)20
, (0)15 ,

(1
2

)6
, 1
)
⊕

(
−1,

(
−1

2

)6
, (0)15 ,

(1
2

)20
, (1)15 ,

(3
2

)6
, 2
)

≡
(

2,
(3

2

)6
, (1)16 ,

(1
2

)26
, (0)30 , 1

)
.

(II.218)

où le multiplet
(

2,
(3

2

)6
, (1)16 ,

(1
2

)26
, (0)30 , 1

)
est appelé multiplet de graviton.

• Les états d’helicités λ0 = −3
2 et λ0 = −6

2 + 3
2 = −3

2 impliquent d’après la relation
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(II.184) :

λ0 = −3
2 −→

(
−3

2 , (−1)6 ,
(
−1

2

)15
, (0)20 ,

(1
2

)15
, (1)6 ,

3
2

)
,

λ0 = −3
2 −→

(
−3

2 , (−1)6 ,
(
−1

2

)15
, (0)20 ,

(1
2

)15
, (1)6 ,

3
2

)
.

(II.219)

Donc on a :(
−3

2 , (−1)6 ,
(
−1

2

)15
, (0)20 ,

(1
2

)15
, (1)6 ,

3
2

)
⊕

(
−3

2 , (−1)6 ,
(
−1

2

)15
, (0)20 ,

(1
2

)15
, (1)6 ,

3
2

)

≡
(

3
2 , (1)6 ,

(1
2

)15
, (0)20

)
.

(II.220)

où le multiplet
(

3
2 , (1)6 ,

(1
2

)15
, (0)20

)
est appelé multiplet de gravitino.

Théorie supersymétrique N = 7 :
Dans cette théorie le nombre des générateurs est sept, alors on a sept operateurs de
création

(
aA
)†
, A = 1, ..., 7 qui créent les états suivantes :

Etat Hélicité Multiplicité
|Ω〉 λ0 C7

0 = 1(
a1
)†
|Ω〉 λ0 + 1

2 C7
1 = 7(

a1
)† (

a2
)†
|Ω〉 λ0 + 1 C7

2 = 21(
a1
)† (

a2
)† (

a3
)†
|Ω〉 λ0 + 3

2 C7
3 = 35(

a1
)† (

a2
)† (

a3
)† (

a4
)†
|Ω〉 λ0 + 2 C7

4 = 35(
a1
)† (

a2
)† (

a3
)† (

a4
)† (

a5
)†
|Ω〉 λ0 + 5

2 C7
5 = 21(

a1
)† (

a2
)† (

a3
)† (

a4
)† (

a5
)† (

a6
)†
|Ω〉 λ0 + 3 C7

6 = 7(
a1
)† (

a2
)† (

a3
)† (

a4
)† (

a5
)† (

a6
)† (

a7
)†
|Ω〉 λ0 + 7

2 C7
7 = 1

Tableau II.16 – États d’hélicité de la théorie supersymétrique N = 7.

À partir de ces états précédents (II.16) on peut determiner le spectre de cette théorie
de la supersymétrie N = 7 comme suit :

λ0�hélicité -2 -32 -1 -12 0 1
2 1 3

2 2

-2 1 7 21 35 35 21 7 1
-32 1 7 21 35 35 21 7 1

Tableau II.17 – Spectre de la théorie supersymétrique N = 7.

Alors d’après le spectre dans le tableau précédent (II.17), les multiplets invariants
sous la symétrie CPT pour les différents états d’hélicité sont déterminés comme suit :
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• Les états d’helicités λ0 = −2 et λ0 = −7
2 + 2 = −3

2 impliquent d’après la relation
(II.184) :

λ0 = −2 −→
(
−2,

(
−3

2

)7
, (−1)21 ,

(
−1

2

)35
, (0)35 ,

(1
2

)21
, (1)7 ,

3
2

)
,

λ0 = −3
2 −→

(
−3

2 , (−1)7 ,
(
−1

2

)21
, (0)35 ,

(1
2

)35
, (1)21 ,

(3
2

)7
, 2
)
.

(II.221)

Donc on a :(
−2,

(
−3

2

)7
, (−1)21 ,

(
−1

2

)35
, (0)35 ,

(1
2

)21
, (1)7 ,

3
2

)
⊕

(
−3

2 , (−1)7 ,
(
−1

2

)21
, (0)35 ,

(1
2

)35
, (1)21 ,

(3
2

)7
, 2
)

≡
(

2,
(3

2

)8
, (1)28 ,

(1
2

)56
, (0)70

)
.

(II.222)

où le multiplet
(

2,
(3

2

)8
, (1)28 ,

(1
2

)56
, (0)70

)
est appelé multiplet de graviton.

Théorie supersymétrique N = 8 :
Dans cette théorie le nombre des générateurs est huit, alors on a huit operateurs de
création

(
aA
)†
, A = 1, ..., 8 qui créent les états suivantes :

Etat Hélicité Multiplicité
|Ω〉 λ0 C8

0 = 1(
a1
)†
|Ω〉 λ0 + 1

2 C8
1 = 8(

a1
)† (

a2
)†
|Ω〉 λ0 + 1 C8

2 = 28(
a1
)† (

a2
)† (

a3
)†
|Ω〉 λ0 + 3

2 C8
3 = 56(

a1
)† (

a2
)† (

a3
)† (

a4
)†
|Ω〉 λ0 + 2 C8

4 = 70(
a1
)† (

a2
)† (

a3
)† (

a4
)† (

a5
)†
|Ω〉 λ0 + 5

2 C8
5 = 56(

a1
)† (

a2
)† (

a3
)† (

a4
)† (

a5
)† (

a6
)†
|Ω〉 λ0 + 3 C8

6 = 28(
a1
)† (

a2
)† (

a3
)† (

a4
)† (

a5
)† (

a6
)† (

a7
)†
|Ω〉 λ0 + 7

2 C8
7 = 8(

a1
)† (

a2
)† (

a3
)† (

a4
)† (

a5
)† (

a6
)† (

a7
)† (

a8
)†
|Ω〉 λ0 + 4 C8

8 = 1

Tableau II.18 – États d’hélicité de la théorie supersymétrique N = 8.

À partir de ces états précédents (II.18) on peut determiner le spectre de cette théorie
de la supersymétrie N = 8 comme suit :

λ0�hélicité -2 -32 -1 -12 0 1
2 1 3

2 2

-2 1 8 28 56 70 56 28 8 1

Tableau II.19 – Spectre de la théorie supersymétrique N = 8.
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Alors d’après le spectre dans le tableau précédent (II.19), le multiplets invariant
sous la symétrie CPT pour les différents états d’hélicité est déterminé comme suit :
• Les états d’helicités λ0 = −2 on a aussi λ0 = −8

2 + 2 = −2 impliquent :

(
−2,

(
−3

2

)8
, (−1)28 ,

(
−1

2

)56
, (0)70 ,

(1
2

)56
, (1)28 ,

(3
2

)8
, 2
)

(II.223)

≡
(

2,
(3

2

)8
, (1)28 ,

(1
2

)56
, (0)70

)
.

où le multiplet
(

2,
(3

2

)8
, (1)28 ,

(1
2

)56
, (0)70

)
est appelé multiplet de graviton.

Avant de commencer la partie de représentations massives, nous avons les remarques
suivantes :
• Le multiplet chiral N = 1 (II.192) appelé aussi multiplet scalaire, où 02 un scalaire
complexe qui peut être le boson de Higgs du modèle standard et 1

2 son superparte-
naire fermionique, de plus on remarque que 02 ≡ 0+ + i0− où 0− un scalaire et 0+ un
pseudo-scalaire, alors les fermions gauchers du modèle standard sont représenté dans le
multiplet chiral

(
0+ + i0−,+1

2

)
, et leurs images par CP sont représenté dans le mul-

tiplet conjugué complexe
(

0+ − i0−,−1
2

)
, ce qui vérifier bien la propriété de chiralité.

• Le multiplet vectoriel N = 1 (II.190) ne vérifier pas la propriété de chralité, ses
fermions ne sont pas chiraux et donc ce sont pas les fermions du modèle standard, en
effet, les deux hélicités −1

2 et +1
2 appartient à la représentation adjointe du groupe

de jauge, car +1
2 se trouve dans le même multiplet que +1 et ce dernier appartient à

la représentation adjointe du groupe de jauge. alors ce multiplet décrit des bosons de
jauge et leurs superpartenaire.
• L’hypermultiplet N = 2 (II.200) peut être vu comme la somme de deux multiplets
chirauxN = 1 (II.192), et puisque −1

2 et +1
2 se trouve dans le même multiplet (II.200),

alors ce dernier n’est pas chiral, et par conséquence il décrit pas les fermions du modèle
standard [73].
• Le multiplet vectoriel N = 2 (II.198) peut être vu comme la somme d’un multiplet
chiral N = 1 (II.192) et un multiplet vectoriel N = 1 (II.190), et puisque il contient un
champ de jauge cela implique qu’il apartient à la représentations adjointe du groupe
de jauge.

Nous allons voir dans le quatrième chapitre, que l’avantage de décrire la supersy-
métrie N = 2 par deux copies de supersymétrie N = 1 est très utile pour résoudre
le problème de la non chiralité de la théorie supersymétrique globale N = 2, par la
réalisation de la brisure partielle de la supersymétrie N = 2.

Représentations massives
Pour construire les représentations définis par les états |m, j, pµ, j3〉, on va choisir le
petit groupe SU(2). Dans le référentiel (II.96) les relations d’anticommutation (II.149)
et (II.147) prennent la forme suivante, [66, 67, 72, 74–80] :
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{
QA
α , Q̄β̇B

}
= 2mδαβ̇δAB, (II.224){

QA
α , Q

B
α

}
= εαβZ

AB, (II.225){
Qα̇
A, Q̄

β̇
B

}
= εα̇β̇Z∗AB. (II.226)

En utilisant la relation (II.136) on obtient :

J3
(
QαA |m, j, pµ, j3〉

)
=

(
QαAJ3 −

[
QαA, J3

])
|m, j, pµ, j3〉 (II.227)

=
(
j3δ

α
β −

1
2
(
σ3
)α
β

) (
QβA |m, j, pµ, j3〉

)
. (II.228)

donc Q1A et Q2A diminuent le spin j3 par 1
2 , de même on a :

J3
(
Q̄α̇
A |m, j, pµ, j3〉

)
=
(
j3δ

α
β + 1

2
(
σ3
)α̇
β̇

) (
Qβ̇
A |m, j, pµ, j3〉

)
. (II.229)

alors Q̄1̇
A et Q̄2̇

A augmentent le spin par 1
2.

Notons qu’on peut mélanger les indices pointé et non-pointé, car les représentations 2
et 2̄ sont équivalentes, alors nous définissons les opérateurs suivants :

Qr
α =

(
QαA

Q̄αA

)

Q̄αr = (Qαr)† =
(
Q̄α
A

QA
α

) , r = 1, ..., 2N . (II.230)

Pour déterminer le groupe d’automorphisme de la superalgèbre, il faut que les opéra-
teurs Qr

α satisfont une condition de réalité, en effet :

(Qαr)† =
(
QαA

Q̄αA

)†
=
(
Q̄α
A

QA
α

)
=
(
εαβQ̄βA

−εαβQβA

)
(II.231)

= εαβ
(

0 1
−1 0

)(
QβA

Q̄βA

)
= εαβ

(
0 1
−1 0

)
Qt
β. (II.232)

Avec la matrice symplectique notée comme suit :

Crt =
(

0 1
−1 0

)
. (II.233)

Donc la condition de réalité s’écrit :

(Qαr)† = εαβCt
rQt

β. (II.234)

Donc nous avons,

Qr
αQt

β =
(
QαAQβB QαAQ̄βA

Q̄αAQ
βB Q̄αAQ̄βA

)
. (II.235)
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Ce qui donne la relation d’anticommutation des opérateurs Qr
α :

{
Qr
α,Qt

α

}
= −εαβ

(
ZAB 2mδAB
−2mδBA Z∗BA

)
, (II.236){

Qr
α,Qt

α

}
= −εαβ∆rt. (II.237)

Nous sommes maintenant en mesure pour construire les représentations massives de
la superalgèbre, nous allons commencer avec le cas où les charges centrales sont nulles
ZAB = 0, et ensuite le cas des charges centrales non nulles ZAB 6= 0.
Cas des charges centrales nulles
Dans ce cas nous avons, ZAB = 0, et les relations s’écrivent :{

Qr
α,Qt

α

}
= −2mεαβCrt. (II.238)

Le groupe d’automorphisme de cette algèbre est SU(2) × USp(2N ,C) car il laisse la
constante de structure εαβCrt invariante, en effet la matrice εαβ est invariante sous
SU(2), et pour la matrice symplectique Crt elle est invariante de Sp(2N ,C), mais la
condition de réalité (II.234) implique l’unitarité du groupe Sp(2N ,C), donc Crt est
invariante de USp(2N ,C), mais pour la superalgèbre le groupe d’automorphisme est
plus large que SU(2)×USp(2N ,C), pour le déterminer il faut remplacer les indice α et
r par l’indice A avec (A = 1, ..., 4N ), alors les opérateurs supersymétriques deviennent :

QA ≡ Qr
α. (II.239)

et la relation d’anticommutation (II.238) s’écrit :

{QA,QB} = −2mQAB. (II.240)

où QAB est une matrice 4N×4N symétrique réelle
(
QAB ≡ ηrtαβ = −εαβCrt ≡ ηtrβα = QBA

)
alors invariante du groupe SO(4N ), ce qui implique que le groupe d’automorphisme
de l’algèbre (II.240) est SO(4N ), mais puisque SU(2) agit sur les indices α, β, ...,
et USp(2N ,C) agit sur les indices r, t, ..., donc l’invariance est sous le sous groupe
SU(2)× USp(2N ,C) ⊂ SO(4N ) qui agit séparément sur les indices α et r.
Pour construire les représentations, on définit les opérateurs de création et d’annihila-
tion suivants :

aAα = 1√
2m

QA
α , (II.241)

(
aαA

)†
= 1√

2m
Q̄α̇
A. (II.242)

Alors l’algèbre (II.224-II.226) devient en fonction de ces opérateur comme suit :{
aAα ,

(
aBβ
)†}

= δαβδ
A
B, (II.243){

aAα , a
B
β

}
= 0, (II.244){(

aAα
)†
,
(
aBβ
)†}

= 0. (II.245)

65
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Où il y a 2N opérateurs de création
(
aAα
)†

et d’annihilation aAα dans cette algèbre
de Clifford, cependant à partir d’un vide de Clifford noté |Ω〉 ≡ |m, j0, j3〉 on peut
construire les représentations de l’algèbre (II.243), ce vide est définit par :

aAα |Ω〉 , ∀α,A. (II.246)

Les états sont obtenues en appliquant des opérateurs de créations
(
aAα
)†

sur ce vide
comme suit :

|Ω〉(
aAα
)†
|Ω〉(

aA1
α

)† (
aA2
α

)†
|Ω〉

...(
aA1
α

)†
...
(
aAkα

)†
|Ω〉

Pour chaque valeur de j3 il y a 22N états qui forment la représentation spinorielle de
SO(4N ) et qui se décompose en deux représentations irréductibles de dimension 2N−1
pour chacune d’elles, alors pour déterminer le nombre des états total il faut multiplier
22N par la multiplicité 2j0 + 1 de l’état du vide de Clifford |m, j0, j3〉, ainsi le nombre
total des états est :

(2j0 + 1) 22N . (II.247)

Pour obtenir les états physique, il faut décomposer la représentation spinoriel 22N à
des représentations du groupe SU(2)× USp(2N ,C), en effet :

22N SU(2)×USp(2N )−→
(N

2 , 1
)

+
(N + 1

2 , 2N
)

+
(N − 2

2 , [2N ]2
)

+ ...

...+
(
N − k

2 , [2N ]k

)
+ ...+ (0, [2N ]N ) .

(II.248)

où la première partie de chaque couple indique le spin, donc le premier couple a le spin
N et le dernier couple a le spin 0, la seconde partie [2N ]k indique le k-fois produit des
matrices antisymétrique de trace nulle qui correspond au représentations fondamentale
de USp(2N ,C) :

[2N ]k = (2N ) ∧ (2N ) ∧ ... ∧ (2N )︸ ︷︷ ︸
k−fois

. (II.249)

La représentation de l’état du vide de spin j0 du groupe SU(2)×USp(2N ,C) est (j0, 1),
donc le supermutliplet est obtenu à partir produit tensoriel de la représentation (j0, 1)
par (II.248) :

(j0, 1)×22N = (j0, 1)×
[(N

2 , 1
)

+
(N + 1

2 , 2N
)

+
(N − 2

2 , [2N ]2
)

+ ...+ (0, [2N ]N )
]
.

(II.250)

Nous sommes maintenant en mesure de construire les représentations massives super-
symétriques avec l’absence de la charge centrale.
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Théorie supersymétrique N = 1 :
Dans cette théorie le groupe d’automorphisme correspondant est :

SU(2)× USp(2,C) ⊂ SO(4), (II.251)

Il contient 22×1 = 22 = 4 états, alors la relation (II.248) donne :

22 =
(1

2 , 1
)

+ (0, 2) . (II.252)

Donc pour les différentes valeurs de spin nous avons :
• Pour j0 = 0 on a : (

(0)2 ,
1
2

)
. (II.253)

ce multiplet est appelé multiplet chiral.
• Pour j0 = 1

2 on a :

(1
2 , 1

)
×
[(1

2 , 1
)

+ (0, 2)
]

= (0 + 1, 1) +
(1

2 , 2
)

(II.254)

=
(

1,
(1

2

)2
, 0
)
.

ce multiplet est appelé multiplet vectoriel.
• Pour j0 = 1 on a :

(1, 1)×
[(1

2 , 1
)

+ (0, 2)
]

=
(1

2 + 3
2 , 1

)
+ (1, 2) (II.255)

=
(3

2 , (1)2 ,
1
2

)
.

ce multiplet est appelé multiplet de gravitino.
• Pour j0 = 3

2 on a :

(3
2 , 1

)
×
[(1

2 , 1
)

+ (0, 2)
]

= (1 + 2, 1) +
(3

2 , 2
)

(II.256)

=
(

2,
(3

2

)2
, 1
)
.

ce multiplet est appelé multiplet de graviton.
Théorie supersymétrique N = 2 :
Dans cette théorie le groupe d’automorphisme correspondant est :

SU(2)× USp(4,C) ⊂ SO(8), (II.257)

Il contient 22×2 = 24 = 16 états, alors la relation (II.248) donne :

24 = (1, 1) +
(1

2 , 4
)

+ (0, [4]2) = (1, 1) +
(1

2 , 4
)

+ (0, 5) . (II.258)

67
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Donc pour les différentes valeurs de spin nous avons :
• Pour j0 = 0 on a : (

1,
(1

2

)4
, (0)5

)
. (II.259)

ce multiplet est appelé multiplet vectoriel.
• Pour j0 = 1

2 on a :

(1
2 , 1

)
×
[
(1, 1) +

(1
2 , 4

)
+ (0, 5)

]
=

(3
2 + 1

2 , 1
)

+ (0 + 1, 4) +
(1

2 , 5
)

(II.260)

=
(

3
2 , (1)4 ,

(1
2

)6
, (0)4

)
.

ce multiplet est appelé multiplet de gravitino.
• Pour j0 = 1 on a,

(1, 1)×
[
(1, 1) +

(1
2 , 4

)
+ (0, 5)

]
= (0 + 1 + 2, 1) +

(1
2 + 3

2 , 4
)

+ (1, 5)(II.261)

=
(

2,
(3

2

)4
, (1)6 ,

(1
2

)4
, 0
)
.

ce multiplet est appelé multiplet de graviton.
Théorie supersymétrique N = 3 :
Dans cette théorie le groupe d’automorphisme correspondant est ,

SU(2)× USp(6,C) ⊂ SO(12), (II.262)

Il contient 22×3 = 26 = 64 états, alors la relation (II.248) donne :

26 =
(3

2 , 1
)

+ (1, 6) +
(1

2 , [6]2
)

+ (0, [6]3) (II.263)

=
(3

2 , 1
)

+
(1

2 , 14
)

+ (0, 14′) .

Donc pour les différentes valeurs de spin nous avons,
• Pour j0 = 0 on a : (

3
2 , (1)6 ,

(1
2

)14
, (0)14

)
. (II.264)

ce multiplet est appelé multiplet de gravitino.
• Pour j0 = 1

2 on a :

(1
2 , 1

)
×
[(3

2 , 1
)

+ (1, 6) +
(1

2 , 14
)

+ (0, 14′)
]

= (1 + 2, 1) +
(1

2 + 3
2 , 6

)
(II.265)

+ (0 + 1, 14) + (1
2 + 14′) ≡

(
2,
(3

2

)6
, (1)15 ,

(1
2

)20
, (0)14

)
.

ce multiplet est appelé multiplet de graviton.
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Théorie supersymétrique N = 4 :
Dans cette théorie le groupe d’automorphisme correspondant est ,

SU(2)× USp(8,C) ⊂ SO(16), (II.266)

Il contient 22×4 = 28 = 256 états, alors la relation (II.248) donne :

28 = (2, 1) +
(3

2 , 8
)

+ (1, [8]2) +
(1

2 , [8]3
)

+ (0, [8]4) (II.267)

= (2, 1) +
(3

2 , 8
)

+
(1

2 , 48
)

+ (0, 42) + (1, 27) .

ce multiplet est appelé multiplet de graviton.
Remarque :
• Le multiplet vectoriel N = 1 est la somme d’un multiplet vectoriel N = 1 non massif
(II.190) et un multiplet chiral N = 1 non massif (II.192), on peut le voir comme la
généralisation supersymétrique du mécanisme de Higgs du modèle standard, car un
scalaire du multiplet chiral est mangé par le champ vectoriel du multiplet vectoriel
non massif, et ce dernier devient massif.
La relation (II.248) permet aussi la construction des multiplets non-massives d’hélicité
suivante[74],

λ ≤ λmax = N2 . (II.268)

Rappelons que le petit groupe dans le cas non-massive est SO(2) ∼ U(1) et que
QA

2 ≡ Q̄2̇A = 0, alors ce cas correspond au sous groupe U(N ) ⊂ SU(2) × USp(2N ),
avec U(N ) = U(1)×SU(N ), où l’hélicité λ qui engendre le groupe U(1) est la projection
du spin J = N − k2 du groupe SU(N ), ce qui implique que la représentation U(N ) est
la décomposition de la représentation 2N du groupe USp(2N ), cette décomposition
est comme suit :

2N −→ N + N̄ . (II.269)

Donc le nombre des multiplets non massifs après la décomposition d’un multiplet mas-
sive est :

1 +N + |N |2 + ...+ |N |N = 2N . (II.270)

et chaque multiplet à une dimension égale à :

1 + N̄ +
∣∣∣N̄ ∣∣∣

2
+ ...+

∣∣∣N̄ ∣∣∣
N

= 2N . (II.271)

Alors la décomposition est comme suit :

22N =
(N

2 , 1
)

+
(N − 1

2 ,N
)

+
(N − 2

2 , |N |2
)

+ ...+
(
N − k

2 , |N |k

)
+ .....+ (0, 1) .

(II.272)

où
(
N − k

2 , |N |k

)
sont les multiplets non-massifs, notons que chacun de ces multiplets

possède un état d’hélicité maximal λmax (projection de spin maximal) appartenant à
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la représentation antisymétrique |N |k du groupe SU(N ). En effet,

(λmax, |N |k) = (λmax, |N |k) +
(
λmax −

1
2 , |N |k × N̄

)
+ (II.273)

+
(
λmax − 1, |N |k ×

∣∣∣N̄ ∣∣∣
2

)
+ ...+

(
λmax −

1
2 , |N |k ×

∣∣∣N̄ ∣∣∣
l

)
+

+...+
(
λmax −

N
2 , |N |k × 1

)
.

qui peut être simplifié sous cette forme :λmax,
(
λmax −

1
2

)N̄
, ...,

(
λmax −

1
2

)|N̄ |
l

, ..., λmax −
N
2

|N |k .
Nous allons maintenant appliquer ces résultats, en utilisant la relation (II.272) pour
construire les représentations pour différentes théories supersymétriques,

Théorie supersymétrique N = 1 :

22×4 = (2, 1) +
(3

2 , 4
)
.

Théorie supersymétrique N = 2 :

22×4 = (2, 1) +
(3

2 , 4
)

+ (1, |4|2) .

Théorie supersymétrique N = 3 :

22×4 = (2, 1) +
(3

2 , 4
)

+ (1, |4|2) + (1, |4|3) .

Théorie supersymétrique N = 4 :

22×4 = (2, 1) +
(3

2 , 4
)

+ (1, |4|2) + (1, |4|3) + (0, |4|4) .

et d’après la relation (II.273) nous avons :
• Pour (2, 1) on a:

(2, 1) = (2, 1) +
(3

2 , 1× 4̄
)

+
(
1, 1×

∣∣∣4̄∣∣∣
2

)
+
(1

2 , 1×
∣∣∣4̄∣∣∣

3

)
+
(
0, 1×

∣∣∣4̄∣∣∣
4

)
.

Donc, (
2,
(3

2

)4
, (1)6 ,

(1
2

)4
, 0
)
.
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qui identique au multiplet graviton N = 4 non massif (II.208) invariant sous CP.
• Pour

(3
2 , 4

)
on a:

(3
2 , 4

)
=

(3
2 , 4× 1

)
+
(
1, 4× 4̄

)
+
(1

2 , 4×
∣∣∣4̄∣∣∣

2

)
+
(
0, 4×

∣∣∣4̄∣∣∣
3

)
+
(
−1

2 , 4×
∣∣∣4̄∣∣∣

4

)
.

Donc, (
3
2 , (1)4 ,

(1
2

)6
, (0)4 ,−1

2

)4

.

qui est identique à quatre multiplets gravitino N = 4 non massif (II.210) invariant sous
CP.
• Pour (1, 6) on a:

(1, 6) = (1, 6× 1) +
(1

2 , 6× 4̄
)

+
(
0, 6×

∣∣∣4̄∣∣∣
2

)
+
(
−1

2 , 6×
∣∣∣4̄∣∣∣

3

)
+
(
−1, 6×

∣∣∣4̄∣∣∣
4

)
.

Donc, (
1,
(1

2

)4
, (0)6 ,

(
−1

2

)4
,−1

)6

.

qui est identique à six multiplets vectoriel N = 4 non massif (II.212) invariant sous
CP.
• Pour

(1
2 , 4̄

)
on a:

(1
2 , 4̄

)
=

(1
2 , 4̄× 1

)
+
(
0, 4̄× 4̄

)
+
(
−1

2 , 4̄×
∣∣∣4̄∣∣∣

2

)
+
(
−1, 4̄×

∣∣∣4̄∣∣∣
3

)
+
(
−3

2 , 4̄×
∣∣∣4̄∣∣∣

4

)
.

Donc, (
1
2 , (0)4 ,

(
−1

2

)6
, (−1)4 ,−3

2

)4

.

qui est identique à quatre multiplets gravitino N = 4 non massif (II.210) invariant sous
CP.
• Pour (0, 1) on a:

(0, 1) = (0, 1× 1) +
(
−1

2 , 1× 4̄
)

+
(
−1, 1×

∣∣∣4̄∣∣∣
2

)
+
(
−3

2 , 1×
∣∣∣4̄∣∣∣

3

)
+
(
−2, 1×

∣∣∣4̄∣∣∣
4

)
.
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Chapitre II. Représentations des théories Supersymétriques

Donc, (
0,
(
−1

2

)4
, (−1)6 ,

(
−3

2

)4
,−2

)
.

qui est identique au multiplet graviton N = 4 non massif (II.208) invariant sous CP.
Cas des charges centrales non nulles
Dans ce ca où les charges centrales sont non nulles ZAB 6= 0, la superalgèbre (II.224)
devient : {

QA
α , Q̄β̇B

}
= 2mδαβ̇δAB,{

QA
α , Q

B
α

}
= εαβZ

AB,{
Qα̇
A, Q̄

β̇
B

}
= εα̇β̇Z∗AB.

(II.274)

Sous la transformation unitaire U(N ) agit sur matrice ZAB comme suit

UA
CU

B
DZ

CD ≡ Z̃AB. (II.275)

ZAB peut s’écrire sous la forme suivante (dite forme normale) [81],

Z̃AB =




z1ε 0 . . . 0
0 z1ε . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . zN

2
ε

 N paire



z1ε 0 . . . 0
0 z1ε . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . z|N2 |ε
0 0 . . . 0

0
0
...
0
0

 N impaire

, zi ∈ R+. (II.276)

En utilisons la notation suivante pour simplifier, on a :

D =


z1 ... 0
... . . . ...
0 ... zN

2

 , (II.277)

Donc,
− Pour N paire :

Z̃AB = ε⊗D =
(

0 D
−D 0

)
. (II.278)

− Pour N impaire :

Z̃AB =
(
ε⊗D 0

0 0

)
.

On peut déterminer les éléments de Z̃AB dans la forme normale pour trouver la super-
algèbre dans le cas paire N = 2n, en remplaçant l’indice A par le paire d’indices (a,m)
avec a, b = 1, 2 et m,n = 1, ..., N2 et en utilisant les transformations unitaire sur les
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QA
α suivantes :

Q̃A
α = UA

CQ
C
α . (II.279)

Donc la forme normale des element de Z̃AB est donnée par :

Z̃AB = ε⊗D = εabδmnzn. (II.280)

Ainsi la superalgèbre (II.274) s’écrit dans ce cas comme suit :{
Q̃an
α ,
(
Q̄bn
β

)†}
= 2mδαβ̇δABδmn , (II.281){

Q̃an
α , Q̃

bn
α

}
= εαβε

abδmn zn, (II.282){(
Q̄an
α

)†
,
(
Q̄bn
β

)†}
= εα̇β̇εabδmnzn. (II.283)

Considérons maintenant les operateurs donnés par :

amα = 1√
2

[
Q̃1n
α + εατ

(
Q̄2m
τ

)†]
, (II.284)

bmα = 1√
2

[
Q̃1n
α − εατ

(
Q̄2m
τ

)†]
. (II.285)

où m = 1, ...N2 . Ces operateurs vérifient les relations d’anticommutation suivantes :

{
amα ,

(
anβ
)†}

= δαβδ
mn (2m+ zn) , (II.286){

bmα ,
(
bnβ
)†}

= δαβδ
mn (2m+ zn) , (II.287){

amα , a
n
β

}
=

{
bmα , b

n
β

}
=
{
amα , b

n
β

}
= 0. (II.288)

Avec (amα )† et (bmα )† sont les complexes conjugués des operateurs précédents. On peut
montrer pour un état |M, z〉 on a :〈
M, z

∣∣∣∣(bnβ)† bmα ∣∣∣∣M, z
〉

+
〈
M, z

∣∣∣∣bmα (bnβ)†∣∣∣∣M, z
〉

= ‖(bmα |M, z〉)‖2 +
∥∥∥∥((bnβ)† |M, z〉

)∥∥∥∥2
(II.289)

= (2M − zn) .

ce qui implique que :
2M ≥ |zm| , m = 1, ..., N2 .

(II.290)

Car la norme de l’espace de Hilbert est définie positive. Par conséquence la relation
(II.290) indique dans le cas non massif (M = 0) la charge centrale est aussi nulle(
ZAB = 0

)
, car pour toute valeur de m on a zm = 0. Par contre dans le cas mas-

sif on a les deux cas suivants :
1) Dans le cas où 2M > |zm| on a 2M − zm > 0 et les générateurs sont définit par :

ãmα = 1√
2M + zn

amα , (II.291)
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b̃mα = 1√
2M − zn

bmα . (II.292)

Les relations d’anticommutation précédentes (II.286-II.288) deviennent :{
ãmα ,

(
ãnβ
)†}

= δαβδ
mn, (II.293){

b̃mα ,
(
b̃nβ
)†}

= δαβδ
mn, (II.294){

ãmα , ã
n
β

}
=

{
b̃mα , b̃

n
β

}
=
{
ãmα , b̃

n
β

}
= 0. (II.295)

Ces relation définis une algèbre de Clifford de 2N opérateurs de création
((
amβ
)†
,
(
bmβ
)†)

et d’annihilation
(
amα , b

m
β

)
, qu’on peut aussi déterminer leurs expressions en effectuant

deux transformations sur les Qr
αpar le groupe USp(2N ) à partir de la relation (II.237),

[74]. Notons que le groupe d’automorphisme est toujours SU(2) × USp(2N ), ce qui
permet de construire les états |M, zm〉 qui sont caractérisés par les charges centrales
dans ce cas massif avec charge centrale zm 6= 0 de la même façon qu’on a vue dans
le cas massif avec charge centrale nulle zm = 0. Notons aussi que d’après les relations
(II.156), (II.157), l’invariance sous la symétrie CPT : zm −→ −zm implique que dans
ce cas où zm 6= 0 et M > |zm| le nombre d’états est deux fois supérieur à celui avec
une charge centrale nulle zm = 0. Notons que pour le cas avec zm = 0 ces multiplet
sont appelés multiplets longs.
2) Dans le cas où zi = 2M avec i = 1, . . . , r ≤ N2 , on a une algèbre de Clifford décrite
par le groupe d’automorphisme SO(4N − 4r) avec 2r operateurs biα nulles. Les états
dans ce cas sont classifiés par le groupe SU(2) × USp(2N − 2r) qui coïncident avec
ceux de la supersymétrie (N − r) avec charge centrales nulles, leurs nombre est deux
fois supérieur que ceux de la supersymétrie (N − r) pour garantir l’invariance sous la
symétrie CPT . Ces multiplets notés r

N
−BPS sont appelés multiplets courts. Dans le

cas où r = N2 l’algèbre de Clifford est décrite par le groupe d’automorphisme SO(2N )
identique a celui du cas non massif.

Pour finir nous allons prendre l’exemple du cas de la supersymétrie N = 2 avec
une seule charge centrale zm ≡ z. La multiplicité des représentations des multiplets
longs est la même que celle du cas massif avec charge centrale nulle. Mais dans le cas
où z = 2M qui correspond aux états 1

2 −BPS les opérateurs b†α sont nulles et un seul
opérateur de création a†α reste, ce qui coïncide avec le cas de la supersymétrie massive
avec charge centrale nulle qu’on doit multiplier leurs nombre par deux pour garder
l’invariance sous la symétrie CPT , donc on a :

Etat |Ω〉 a†α |Ω〉j a†βa
†
α |Ω〉j

Spin j j − 1
2

(
si j ≥ 1

2

)
et j + 1

2 j
Multiplicité 1 1 et 1 1

Tableau II.20 – États de spin de la théorie supersymétrique N = 2.
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• Pour j = 0 on a :

2×
(

0, 1
2 , 0

)
≡
(

(0)2 ,
1
2

)2
. (II.296)

Ce terme est le doublet de multiplet chiral massif N = 1
(

(0)2 ,
1
2

)
, il contient quatre

degrés de libertés fermioniques et quatre degrés de libertés bosoniques, sont nombres
de degrés de libertés est identique à celui du l’hypermultiplet N = 2 non-massif(

(0)4 ,
(1

2

)2)
.

• Pour j = 1
2 on a :

2×
(1

2 , 0 + 1, 1
2

)
≡
(

1,
(1

2

)2
, 0
)2

. (II.297)

Ce terme est le doublet de multiplet vectoriel massif N = 1
(

1,
(1

2

)2
, 0
)
, il contient

huit degrés de libertés fermioniques et huit degrés de libertés bosoniques, sont nombres
de degrés de libertés est identique à celui du vectoriel massif N = 2.
• Pour j = 1 on a :

2×
(

1, 1
2 + 3

2 , 1
)
≡
(3

2 , (1)2 ,
1
2

)2
. (II.298)

Ce terme est le doublet de multiplet de gravitino massif N = 1
(3

2 , (1)2 ,
1
2

)
, il contient

huit degrés de libertés fermioniques et huit degrés de libertés bosoniques, sont nombres
de degrés de libertés est identique à celui du gravitino massif N = 2.
• Pour j = 3

2 on a :

2×
(3

2 , 1 + 2, 3
2

)
≡
(

2,
(3

2

)2
, 1
)2

. (II.299)

Ce terme est le doublet de multiplet de graviton massif N = 1
(

2,
(3

2

)2
, 1
)
, il contient

huit degrés de libertés fermioniques et huit degrés de libertés bosoniques, sont nombres
de degrés de libertés est identique à celui du multiplet de graviton massif N = 2.

II.3 Superespace et superchamps
Dans la partie précédente nous avons mis en évidence une possible symétrie re-

liant les bosons et le fermions. Cette symétrie conduit à la construction d’un nou-
veau espace qui est l’extension supersymétrique de l’espace-temps de Minkowski ap-
pelé superespace, et qui dépend des coordonnées bosoniques usuelles xµ et fermioniques(
θα, θ̄α̇

)
(noté par

(
θαA, θ̄α̇A

)
dans le cas d’une théorie de la supersymétrie étendue)

[45, 71, 82, 83]. L’objectif de cette partie est de présenter les notions essentielles pour la
compréhension du superespace, et de définir ensuite les champs supersymétrique (dite
superchamps) comme étant des fonctions S

(
xµ, θα, θ̄

α̇
)
sur le superespace qui regroupe

le contenu des multiplets supersymétriques.
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II.3.1 Superespace
Comme on a déjà mentionné ci-dessus, les coordonnées du superspace de la super-

symétrie N = 1 sont
(
xµ, θα, θ̄

α̇
)
, la variable xµ étant réelle, les nouvelles coordonnées

θα et θ̄α̇ doivent aussi être réelles, ce qui implique qu’elles satisfont la condition propre
aux fermions de Majorana (θα)† = θ̄α, leurs relation d’anti-commutation suivantes :

{θα, θβ} = 0, (II.300){
θα, θ̄

α̇
}

= 0, (II.301){
θ̄
α̇
, θ̄
β̇
}

= 0. (II.302)

Sont assimilées à des variables de Grassman. Alors une fonction arbitraire f qui dépond
de ces variables θ, peut être décomposé après expansion de Taylor comme suit :

f(θ) = f0 + f1θ + f2θ
2 + ..., (II.303)

et puisque (θα)3 = 0 , la fonction peut s’écrire sous la forme suivante :

f(θ1) = f0 + θ1
∂f

∂θ1

∣∣∣∣∣
θ1=0

. (II.304)

avec f1 = ∂f

∂θ1

∣∣∣∣∣
θ1=0

. Les intégrations sont définit par :

∫
dθ
df

dθ
= 0 =⇒

∫
dθ =

∫
dθ̄ =

∫
dθθ̄ =

∫
dθ̄θ = 0, (II.305)∫

dθθ =
∫
dθ̄θ̄ =

∫
d2θθ2 =

∫
d2θ̄θ̄

2 = 1 =⇒ δ (θ) = θ. (II.306)

et les dérivations par :

∂α ≡
∂

∂θα
, ∂α = −εαβ∂β, (II.307)

∂̄α̇ ≡
∂

∂θ̄
α̇ , ∂̄α̇ = −εα̇β̇∂̄β̇. (II.308)

et à partir de la relation (II.304), on peut montrer l’équivalence entres la dérivation et
l’intégration, en effet :

∫
dθ1f(θ1) =

∫
dθf0︸ ︷︷ ︸
0

+
∫
dθ1θ1︸ ︷︷ ︸

1

∂f

∂θ1

∣∣∣∣∣
θ1=0

= ∂f

∂θ1

∣∣∣∣∣
θ1=0

. (II.309)

Maintenant nous allons définir le groupe qui représente le superespace de la supersy-
métrie N = 1 à quatre dimension, nous savons déjà que l’espace de Minkowski M1,3
peut être représenté par le quotient du groupe de Poincaré IS(1, 3) avec le groupe de
Lorentz SO(1, 3) [84, 85], i.e. :

M1,3 = ISO(1, 3)�SO(1, 3). (II.310)
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En utilisant les relations des éléments 3 du groupe de Poincaré (II.82) et de groupe de
Lorentz (II.20), on trouve l’espace quotient :

{g} / {g′} = exp(iσµP µ). (II.311)

où g et g′ sont respectivement les éléments du groupe de Poincaré et de Lorentz.
Donc de façon analogique le superespace de la supersymétrieN = 1 à quatre dimensions
est défini par le quotient du groupe de superPoincaré Osp(4 | 1) avec celui de Lorentz
SO(1, 3), i.e.,

M4|1 = Osp(4 | 1)�SO(1, 3). (II.312)

Notons qu’un élément du groupe de superPoincaré est défini par :

G
(
xµ, θα, θ̄α̇

)
= exp( i2ωµνM

µν + iσµP
µ + iθαQα + iθ̄α̇Q̄

α̇). (II.313)

et puisque les variables de Grassman vérifient les relations de commutations suivantes :[
θα, θβ

]
= 0, (II.314)[

θ̄α̇, θ̄β̇
]

= 0, (II.315)[
θα, θ̄β̇

]
= 0. (II.316)

La relation de l’algèbre (II.147) de superPoincaré se réécrit comme suit :[
θαQα, θ̄

β̇
Q̄β̇

]
= 2θα (σµ)αβ̇ θ̄

β̇
Pµ. (II.317)

Les opérateurs Qα et Q̄α̇ doivent êtres définit comme des représentations différentielles,
cela va permettre de déterminer les transformations supersymétrique des champs. Pour
y arriver, considérons tout d’abord le cas d’un champ ϕ (xµ) dans l’espace de Minkowski
et sa translation suivante :

ϕ (xµ) −→ exp (−iaµP µ)ϕ exp (iaµP µ) . (II.318)

Le développement de Taylor de ϕ (xµ) donne :

ϕ (xµ) −→ exp (−iaµPµ)ϕ (xµ) =: ϕ (xµ − aµ) =⇒ = −Pµ = −i∂µ. (II.319)

où P µ est la représentation différentielle du générateur de la translation Pµ , et aµ
est paramètre infinitésimal. L’identification des deux relations (II.318) et (II.319) au
premier ordre de aµ donne :

exp (−iaµP µ)ϕ exp (iaµP µ) = exp (−iaµPµ)ϕ (xµ)
=⇒ i [ϕ, aµP µ] = −iaµPµϕ = −aµ∂µϕ. (II.320)

3. g = exp( i2ωµνM
µν + iσµP

µ), g′ = exp( i2ωµνM
µν).
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On déduit que la translation du champ ordinaire ϕ de paramétre infinitisimal aµ, induit
une translation dans l’espace-temps,

δaϕ = iaµPµϕ. (II.321)

De façon similaire, pour un superchamp S
(
xµ, θα, θ̄

α̇
)
≡ S

(
x, θ, θ̄

)
définit par :

S
(
x, θ, θ̄

)
= s(x) + θφ(x) + θ̄χ̄(x) + θθm(x) + θ̄θ̄n(x) + θσµθ̄Aµ(x) (II.322)

+θθθ̄λ̄ (x) + θ̄θ̄θψ (x) + θθθ̄θ̄d(x).

La transformation supersymétrique (translation dans le superespace) est :

S
(
x+ δx, θ + δθ, θ̄ + δθ̄

)
= exp

[
−i(εQ+ ε̄Q̄)

]
S
(
x, θ, θ̄

)
exp

[
i(εQ+ ε̄Q̄)

]
. (II.323)

où εα et ε̄α̇ sont les paramètres spinoriels , alors on a :

δ(ε,̄ε)S
(
x, θ, θ̄

)
= S

(
x+ δx, θ + δθ, θ̄ + δθ̄

)
− S

(
x, θ, θ̄

)
. (II.324)

D’autre par, en utilisant la formule de Backer-Campbell-Hausdorff suivante :

eAeB = eA+B+ 1
2 [A,B]+.... (II.325)

Le superchamp S
(
x, θ, θ̄

)
s’écrit :

S
(
x, θ, θ̄

)
= exp

[
−i(xP + θQ+ θ̄Q̄)

]
S (0, 0, 0) exp

[
i(xP + θQ+ θ̄Q̄)

]
. (II.326)

En substituant la relation (II.326) dans (II.323), et pour simplifier on va calculer la
partie suivante :

exp
[
i(xP + θQ+ θ̄Q̄)

]
exp

[
i(εQ+ ε̄Q̄)

]
= exp

{
ixP + i (θ + ε)Q+ i

(
θ̄ + ε̄

)
Q̄(II.327)

−1
2
[
θQ, ε̄Q̄

]
− 1

2
[
θ̄Q̄, εQ

]}
= exp

{
i
[
xµ + i

(
θσµε̄− εσµθ̄

)]
P

+i (θ + ε)Q+ i
(
θ̄ + ε̄

)
Q̄
}
.

cela permet de déterminer les expressions explicites de δx, δθ et δθ̄ comme suit :

δxµ = i
(
θσµε̄− εσµθ̄

)
,

δθα = εα,

δθ̄
α̇ = ε̄α̇.

(II.328)

on déduit alors qu’une transformation supersymétrique (translation suivant les va-
riables spinoriels εα et ε̄α̇) induit une translation dans l’espace temps, cela est vérifié
dans la relation (II.317) 4. En utilisant les relations (II.328) on peut déterminer les
représentations différentielles des opérateurs Qα et Q̄α̇ similaire à la relation (II.320),

4.
{
Q, Q̄

}
∼ Pµ.
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alors à partir du développement (II.324) on a

δε,̄εS
(
x, θ, θ̄

)
= S

(
x, θ, θ̄

)
+ i

(
θσµε̄− εσµθ̄

)
∂µS

(
x, θ, θ̄

)
+εα∂αS

(
x, θ, θ̄

)
+ ε̄α̇∂̄α̇S

(
x, θ, θ̄

)
+ ...− S

(
x, θ, θ̄

)
=

[
i
(
θσµε̄− εσµθ̄

)
∂µ + εα∂α + ε̄α̇∂̄α̇

]
S
(
x, θ, θ̄

)
=

[
εα
(
∂α − i

(
σµθ̄

)
α
∂µ
)

+ ε̄α̇
(
∂̄α̇ − i (θσµ)α̇ ∂µ

)
+ ...

]
S
(
x, θ, θ̄

)
.(II.329)

et avec la transformation supersymétrique (II.323), on a :

δε,̄εS
(
x, θ, θ̄

)
=

(
1− (εQ+ ε̄Q̄) + ...

)
S
(
x, θ, θ̄

) (
1− (εQ+ ε̄Q̄) + ...

)
= −iεα

[
Qα,S

(
x, θ, θ̄

)]
+ iε̄α̇

[
Q̄α,S

(
x, θ, θ̄

)]
+ .... (II.330)

et par analogie avec la relation (II.320), nous avons :

[S, Qα] ≡ iQαS, (II.331)[
S, Q̄α̇

]
≡ iQ̄α̇S.

Notons que les générateurs fermioniques Qα et Q̄α̇ dans les commutateurs (II.331) sont
vu comme les opérateurs de translation Pµ dans l’espace temps, par contre ceux à
droite des relations (II.331) sont vu comme les opérateurs différentielles Pµ.
Donc les relations (II.329), (II.330) et (II.331) donnent :

−iεα (QαS) = −iεα
(
∂α − i

(
σµθ̄

)
α
∂µ
)
S,

iε̄α̇
(
−Q̄α̇S

)
= iε̄α̇

(
∂̄α̇ − i (θσµ)α̇ ∂µ

)
S.

(II.332)

à partir des relations (II.332), nous avons la forme différentielle des opérateurs :

Qα = ∂α − i
(
σµθ̄

)
α
∂µ, (II.333)

Q̄α̇ = −∂̄α̇ + i (θσµ)α̇ ∂µ. (II.334)

alors les dérivées spinorielles sont définit par [66] :

Dα = ∂α − i
(
σµθ̄

)
α
∂µ, (II.335)

D̄α̇ = −∂̄α̇ + i (θσµ)α̇ ∂µ.

qui vérifient les relations d’anticommutations suivantes :{
Dα, D̄α̇

}
= 2iσµαα̇∂µ, (II.336)

{Dα, Dβ} =
{
D̄α̇, D̄β̇

}
= 0. (II.337)

où la relation d’anticommutation (II.337) implique :

Dn = D̄n = 0, pour n ≥ 3. (II.338)
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et finalement les relations d’anticommutation des dérivées spinorielles avec Qα et Q̄α̇

sont de la forme suivante :

{Dα, Qβ} =
{
D̄α̇, Q̄β̇

}
=
{
D̄α̇, Qβ

}
=
{
D̄α̇, Q̄β̇

}
= 0. (II.339)

II.3.2 Superchamps
Comme déjà mentionné ci-dessus, un superchamp général de la supersymétrie N =

1 est de la forme suivante [68, 82, 83, 86] :

S
(
xµ, θ, θ̄

)
= s(x) + θφ(x) + θ̄χ̄(x) + θθm(x) + θ̄θ̄n(x) (II.340)

+θσµθ̄Aµ(x) + θθθ̄λ̄ (x) + θ̄θ̄θψ (x) + θθθ̄θ̄d(x).

où s(x), m(x), n(x) et d(x) sont les champs scalaires, et φ(x) et ψ (x) les spineurs de
Weyl gauchers χ̄(x) et λ̄ (x) les spineurs de Weyl droitiers ,et Aµ(x) un champ vectoriel.
Le superchamp S

(
xµ, θ, θ̄

)
n’est pas une représentation irréductible de la supersymétrie

N = 1, car on a vu dans la partie consacrée à la construction des multiplets non-
massives que le degré de liberté bosonique et fermionique égale à 2N−1 pour chacun
d’eux, et dans le cas de la supersymétrie N = 1 nous avons 21−1 = 1 boson et fermion,
alors pour réduire le nombre de degré de liberté il faut imposer des contraintes sur
S
(
xµ, θ, θ̄

)
, pour donner les représentations irréductibles.

Superchamp chiral
Le superchamp chiral tire son nom de la nature chirale des fermions du modèle stan-
dard. Alors il contient deux degrés de liberté fermioniques pour décrire les composantes
gauchers (ou droitiers) d’un fermion du modèle standard, c’est à dire ceux qui satis-
font la contrainte impose sur un superchamp général Φ, cette contrainte est définit par
[66, 68, 82] :

D̄α̇Φ = 0. (II.341)

où D̄α̇ est la dérivée spinorielle (II.335). Donc Φ n’est pas en fonction de θ̄. Notons que
la contrainte de la représentation antichirale du superchamp Φ est donnée par :

DαΦ̄ = 0. (II.342)

Alors le développement de ce superchamp chiral est :

Φ (x, θ) = ϕ (x) +
√

2θαψα (x) + θ2F (x). (II.343)

où ψ (x) est un champ fermionique de dimension de masse [ψα (x)] = 3
2, ce fermion

peut décrire un lepton ou un quark ou un Higgsino (superpartenaire de Higgs), et ϕ (x)
est un champ scalaire de dimension de masse [ϕ (x)] = 1 qui décrit les superpartenaires
du champ ψ (x) , comme slepton ou les squarks et aussi il peut décrire le scalaire de
Higgs, le champ scalaire F (x) à la dimension de masse égale à [F (x)] = 2 appelé champ
auxiliaire, car il ne se propage pas (non dynamique), il permet l’égalité de degré de
liberté entre les deux types de particules hors et sur couche de masse (off-shell et on-
shell), il est supprimé dans le cas on-shell à partir de son équation de mouvement.
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Considérons maintenant le changement des variables suivant :

yµ
(
x, θ̄

)
= xµ + fµ

(
θ̄, θ

)
. (II.344)

où yµ sont des coordonnées bosoniques satisfaisant D̄α̇y
µ = 0. et fµ

(
θ̄, θ

)
une fonction

que nous allons déterminer sa forme en utilisant la contrainte (II.341), en effet :

D̄α̇Φ (y, θ) = 0 (II.345)

=⇒ ∂αΦ (y, θ) = i (θσµ)α̇
∂

∂xµ
Φ (y, θ) = −i (θσµ)α̇

∂

∂yµ
Φ (y, θ)

=⇒ ∂̄α̇y
µ∂Φ (y, θ)

∂yµ
= −i (θσµ)α̇

∂

∂yµ
Φ (y, θ)

=⇒ fµ = i
(
θσµθ̄

)
. (II.346)

ce qui implique que le superchamp chiral depend de θ̄ par yµ = xµ + i
(
θσµθ̄

)
, et cette

dernière conduit au développement en composantes du superchamp chiral donné par :

Φ (yµ, θ) = ϕ (x) +
√

2θβψβ (x) + iθασµαα̇θ̄
α̇
ϕ (x) + θ2F (x) (II.347)

− i√
2
θ2∂µψ

α (x)σµαα̇θ̄
α̇ − 1

4θ
2θ̄

2
∂µ∂µϕ (x) .

Donc les dérivées spinorielles (II.335) se réécrit dans ce cas comme suit :

Dα = ∂α + 2i
(
σµθ̄

)
α
∂µ, (II.348)

D̄α̇ = −∂̄α̇. (II.349)

La transformation infinitésimale supersymétrique du superchamp chiral est :

δε,̄εΦ (yµ, θ) = (εαQα + ε̄α̇Q̄
α̇)Φ (yµ, θ) . (II.350)

où εα et ε̄α̇ sont les paramètres, alors les transformations des composantes du super-
champ chiral sont :

δϕ =
√

2εαψα, (II.351)
δψα =

√
2εαF + i

√
2σµαα̇ε̄α̇∂µϕ, (II.352)

δF = −i
√

2∂µψασµαα̇ε̄α̇. (II.353)

la transformation (II.353) montre que la variation du champ auxiliaire F est une dérivée
totale.
Par ailleurs, on peut montrer que le produit des superchamps chiraux est aussi un
superchamp chiral, en particulier en s’intéresse aux composantes invariantes sous la
transformation supersymétrique, i.e. les composantes θθ.

ΦiΦj | θθ = ϕiFj + ϕjFi − ψiψj, (II.354)
ΦiΦjΦk | θθ = ϕiϕjFk + ϕkϕiFj + ϕjϕkFi − ψiψjϕ− ψkψiϕj − ψjψkϕi.(II.355)
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la somme d’un superchamp chiral est un superchamp antichital est un superchamp réel
(vectoriel) :

Φ + Φ̄ = 2Reϕ) +
√

2
(
θψ + θ̄ψ̄

)
− 2θσµθ̄∂µ (Im (ϕ)) + θ2F + θ̄

2
F̄ (II.356)

− i√
2
(
θ2∂µψσ

µθ̄ + θ̄
2
θσµ∂µψ̄

)
− 1

2θ
2θ̄

2�Re (ϕ) .

ce superchamp (II.356) va être utile dans ce qui suit pour la généralisation supersymé-
trique de la transformation de jauge, car dans (II.356) la composante proportionnelle
à θθ̄ associée au vecteur se transforme comme une dérivée total. D’autre part leurs
produit qui est donné par :

ΦΦ̄ = ϕ̄ϕ+
√

2ϕ̄ (θψ) +
√

2
(
θ̄ψ̄
)
ϕ+ iθσµθ̄ (ϕ̄∂µϕ− ϕ∂µϕ̄) + 2

(
θ̄ψ̄
)

(θψ)(II.357)

+θ2
[
ϕ̄F +

√
2
(
θ̄ψ̄
)
F + i√

2
(
ψσµθ̄∂µϕ̄− ϕ̄∂µψσµθ̄

)]

+θ̄2
[
F̄ϕ+

√
2F̄ (θψ) + i√

2
(
ϕθσµ∂µψ̄ − θσµψ̄∂µϕ

)]

+θ2θ̄
2
[1
4�ϕ̄ϕ+ 1

4 ϕ̄�ϕ−
1
2∂µϕ̄∂

µϕ+ i

2
(
∂µψσ

µψ̄ − ψσµ∂µψ̄
)

+ FF̄
]
.

possède une caractéristique intéressante, sa composantes proportionnelles à θ2θ̄
2, contient

les termes cinétiques des champs ϕ et ψ, et sous les transformations supersymétriques il
se transforme comme une dérivée totale, donc il est invariant sous ces transformations,
ce terme est :

ΦΦ̄
∣∣∣
θ2θ̄

2 = 1
4�ϕ̄ϕ+ 1

4 ϕ̄�ϕ−
1
2∂µϕ̄∂

µϕ+ i

2
(
∂µψσ

µψ̄ − ψσµ∂µψ̄
)

+ FF̄(II.358)

= −∂µϕ̄∂µϕ− iψσµ∂µψ̄ + FF̄ .

ce terme va permettre dans ce qui suit à la construction le terme cinétique du multiplet
chiral.

Superchamp Vectoriel
Ce multiplet correspond à la représentation vectorielle d’un superchamp générale V

(
x, θ, θ̄

)
,

qui est contraint par la condition de réalité (auto-conjugaison) suivante :

V = V̄ . (II.359)

appelée condition de réalité car elle permet de garder le champ de jauge réel Aµ(x)
(puisque il appartient à la représentation adjointe du groupe de jauge) , et elle permet
de décrire les bosons de jauge du modèle standard et leurs superpartenaires. Donc la
contrainte implique sa forme générale comme suit :

V
(
x, θ, θ̄

)
= C(x) + iθχ(x)− iθ̄χ̄(x) + i

2θθ (M(x) + iN(x))− i

2 θ̄θ̄ (M(x)− iN(x))(II.360)

−θσµθ̄Aµ(x) + iθθθ̄
(
λ̄(x) + i

2 σ̄
µ∂µχ(x)

)
− iθ̄θ̄θ

(
λ(x) + i

2σ
µ∂µχ̄(x)

)
+1

2θθθ̄θ̄
(
D(x) + 1

2�C(x)
)
.
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où C(x), M(x), et N(x) sont des champs scalaires réels qui contiennent un seul degré
de liberté pour chacun d’eux, et D(x) un champ auxiliaire réel à un degré de liberté
aussi, plus les quatre degrés de liberté du champ de jauge Aµ(x). Alors, le superchamp
vectoriel contient huit degré de liberté bosoniques, et aussi huit degré de liberté fer-
mionique correspond aux fermions de Majorana χ(x) et λ(x). En comparant ce nombre
de degré de liberté avec celui du multiplet vectoriel de la supersymétrie N = 1 non
massive (II.190), il est commode de supprimer les degrés de liberté non physique, c’est
à dire réduire (II.360), et pour y arriver il faut définir la version supersymétrique de
la transformation de jauge usuel des théories quantiques des champs qui permet de
réduire le nombre de degré de liberté d’un champ de jauge 5, cette transformation de
jauge supersymétrique est de la forme suivante :

V −→ V +
(
Φ + Φ̄

)
. (II.361)

Rappelons que
(
Φ + Φ̄

)
est un superchamp vectoriel. En utilisant son expression (II.356)

et celle du superchamp vectoriel (II.360) dans la transformation de jauge supersymé-
trique (II.361), on obtient les transformations de jauge supersymétrique de ses compo-
santes :

C −→ C + 2Re (ϕ) , (II.362)
χ −→ χ−−2Re (F ) , (II.363)
Aµ −→ Aµ + 2∂µ (Im (ϕ)) , (II.364)
M −→ M − 2Im (F ) , (II.365)
N −→ N − 2Re (F ) , (II.366)
λ −→ λ, (II.367)
D −→ D. (II.368)

On remarque que les champs D et L sont invariants de jauge, et que Aµ se transforme
comme dans le cas non-supersymétrique. Notons qu’on peut éliminer les composantes
C, χ, M et N par l’ajustement du superchamp chiral non physique Φ, en choisissant
une généralisation de la jauge unitaire usuelle qu’on a vu dans le premier chapitre,
cette jauge est appelée la jauge de Wess-Zumino, alors selon ce choix on a :

C = −2Re (ϕ) , (II.369)
χ = −2Re (F ) , (II.370)
M = −2Im (F ) , (II.371)
N = 2Re (F ) . (II.372)

Donc le superchamp vectoriel (II.360) devient :

V
(
x, θ, θ̄

)
= −θσµθ̄Aµ(x) + iθθθ̄λ̄(x)− θ̄θ̄θλ(x) + 1

2θθθ̄θ̄D(x). (II.373)

5. pour que Aµ écrit un photon aux deux polarisations, ses 4 ddl doivent êtres réduites à 2 ddl par
la transformation de jauge Aµ −→ Aµ + ∂µΛ (x) et la jauge de Lorentz ∂µAµ = 0.
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Chapitre II. Représentations des théories Supersymétriques

Ce superchamp contient un champ de jauge Aµ, un jaugino 6 λ et un champ auxiliaire
D. La transformation infinitésimale supersymétrique du superchamp vectoriel est :

δε,̄εV
(
x, θ, θ̄

)
= (εαQα + ε̄α̇Q̄

α̇)V
(
x, θ, θ̄

)
. (II.374)

ce qui donne les transformations de ses composantes :

δAµ = i
(
εσµλ̄− ε̄σ̄µλ

)
, (II.375)

δλ = (σµν) εFµν + iεD, (II.376)
δλ̄ = ε̄ (σ̄µν)Fµν − iε̄D, (II.377)
δD = ε̄σ̄µ∂µλ− εσµ∂µλ̄. (II.378)

la transformation (II.378) montre que la variation du champ auxiliaireD est une dérivée
totale. On peut vérifier que la seule composante non nulle de V 2 est :

V 2 = θσµθ̄Aµθσ
µθ̄Aµ = −1

2θ
2θ̄

2
AµA

µ. (II.379)

ceci implique :
V n = 0, n ≥ 3. (II.380)

Dans ce chapitre nous avons présenté la description de l’algèbre de Poincaré et la
superalgèbre de Poincaré pour la construction de leurs représentations. Ensuite, nous
avons donné la description du formalisme superespace et la définition des superchamps
chiral et vectoriel de la supersymétrie N = 1. Cela va nous permettre dans le troisième
chapitre, la construction du lagrangien total de la théorie supersymétrique minimale
N = 1, ainsi la réalisation de sa brisure spontanée.

6. Superpartenaire du champ de jauge.
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Chapitre III

Brisure spontanée de la supersymétrie
N = 1

Dans ce chapitre, nous allons construire le lagrangien qui décrit la théorie super-
symétrique minimale N = 1. Puis, nous allons présenter la réalisation de la brisure
spontanée de cette théorie minimale par les termes F et D associés respectivement aux
multiplets chiral et vectoriel de la supersymétrie N = 1.

III.1 Lagrangien de la supersymétrie N = 1

III.1.1 Etude du secteur de la matière
Pour décrire ce lagrangien, nous allons utiliser les superchamps chiraux et anti-

chiraux dans le formalisme de superespace, par le remplacement de l’intégration sur
d2θ, d2θ̄ et d4θ pour la sélection des termes F , F̄ et D respectivement. Ce lagrangien
est constitué de deux parties, la première est appelée potentiel de kähler K

(
Φ, Φ̄

)
qui

décrit le terme cinétique, et la seconde décrit les termes de masse et les interactions
est appelée superpotentiel W (Φ).

Potentiel de kähler
Un potentiel de kähler en fonction de plusieurs superchamps chiraux Φi est anti-chiraux
Φ̄i s’écrit :

K
(
Φi, Φ̄i

)
= gijΦiΦ̄j. (III.1)

où gij = ∂2K
∂Φi∂Φ̄j

est la métrique de kählérienne, alors pour que la théorie soit renor-
malisable, il est commode de rendre gij égale à l’identité en redéfinissant les champs 1,
ainsi le potentiel de kähler canonique 2 est :

K
(
Φi, Φ̄i

)
= ΦiΦ̄i. (III.2)

Alors le lagrangien cinétique est de la forme :

LKah ≡
∫
d2θd2θ̄K

(
Φ̄,Φ

)
=
∫
d2θd2θ̄ΦΦ̄ (III.3)

= −∂µϕ̄∂µϕ− iψσµ∂µψ̄ + FF̄ . (III.4)

1. Sommation sur l’indice i.
2. En générale, si la métrique est plat on parle de potentiel de kähler canonique, et non-canonique

dans le cas contraire.
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Chapitre III. Brisure spontanée de la supersymétrie N = 1

Superpotentiel
le superpotentielW (Φ) qui décrit le terme d’interaction de ce multiplet est une fonction
holomorphe de Φ, i.e. qu’il ne dépend pas de son complexe conjugué, cette propriété est
très importante, car dans le cas contraire le superpotentiel perd la notion de chiralité,
par conséquence il vérifie la condition de chiralité suivante :

D̄α̇W (Φ) = ∂2W

∂Φ D̄α̇Φ = 0. (III.5)

un dévelopement de ce superpotentiel est donné par :

W (Φ) = W (ϕ) +
√

2∂W
∂ϕ

∣∣∣∣∣
Φ=ϕ

θαψα + θ2

F ∂W
∂ϕ

∣∣∣∣∣
Φ=ϕ
− 1

2
∂2W

∂ϕ∂ϕ

∣∣∣∣∣
Φ=ϕ

ψψ

 . (III.6)

on remarque qu’il s’agit bien d’un superchamp chiral, dont la composante proportion-
nelle à θ2 est :

W (Φ)|θ2 = F
∂W

∂ϕ

∣∣∣∣∣
Φ=ϕ
− 1

2
∂2W

∂ϕ∂ϕ

∣∣∣∣∣
Φ=ϕ

ψψ. (III.7)

où le deuxième terme de (III.7) est le terme de masse des fermions qui s’écrit, ψ,

MF = ∂2W̄

∂ϕ̄∂ϕ̄
. (III.8)

Le terme d’interaction est donné par :

Lpot ≡
∫
d2θW (Φ) +

∫
d2θ̄W̄

(
Φ̄
)

(III.9)

≡
∫
d2θW (Φ) + h.c..

la substitution de (III.7) dans (III.9) donne :

Lpot ≡
∫
d2θW (Φ) + h.c = F

∂W

∂ϕ

∣∣∣∣∣
Φ=ϕ
− 1

2
∂2W

∂ϕ∂ϕ

∣∣∣∣∣
Φ=ϕ

ψψ + h.c.. (III.10)

de façon similaire au potentiel de kähler, pour avoir une théorie renormalisable le
superpotentiel doit avoir la forme suivante :

W (Φi) = λiΦi + 1
2mijΦiΦj + 1

3gijkΦiΦjΦk. (III.11)

Alors à partir de (III.3) et (III.10) le lagrangien total s’écrit :

L ≡ LKah + Lpot=
∫
d2θd2θ̄ΦΦ̄ +

∫
d2θW (Φ) +

∫
d2θ̄W̄

(
Φ̄
)

(III.12)

= −∂µϕ̄∂µϕ− iψσµ∂µψ̄ + FF̄ + F
∂W

∂ϕ
− ∂2W

∂ϕ∂ϕ
ψψ + F̄

∂W̄

∂ϕ̄
− ∂2W̄

∂ϕ̄∂ϕ̄
ψ̄ψ̄.
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En remplaçant les champs auxiliaires F et F̄ dans (III.12), par leurs équations de
mouvement 3 données par :

F = −∂W
∂ϕ

, (III.13)

F̄ = −∂W̄
∂ϕ̄

. (III.14)

on obtient :

L ≡ −∂µϕ̄∂µϕ− iψσµ∂µψ̄ −
1
2
∂2W

∂ϕ∂ϕ
ψψ − 1

2
∂2W̄

∂ϕ̄∂ϕ̄
ψ̄ψ̄ − ∂W

∂ϕ

∂W̄

∂ϕ̄
.

où le dernier terme dans ce lagrangien correspond au potentiel scalaire,

VF = ∂W

∂ϕ

∂W̄

∂ϕ̄
= FF̄ . (III.15)

On remarque que VF est toujours positif, notons que la dérivée seconde de VF donne
la masse des scalaires suivante 4 :

Mscal = ∂2VF
∂ϕ̄∂ϕ̄

+ h.c.. (III.16)

III.1.2 Etude du secteur de jauge
Pour décrire le terme cinétique du vectoriel (abélien), il faut construire le tenseur

de force du superchamp analogue au tenseur de force du champ Fµν 5,

Wα = −1
4D̄

2DαV (III.17)

= −iλα(y) + θαD(y)− i (σµν)βα θβFµν + θ2
(
σµ∂µλ̄(y)

)
α
. (III.18)

En comparant les dimensions des champs Fµν , λ et D dans (II.373), on voit que Wα

correspond à un superchamp chiral, et avec la propriété (II.338) on peut le montrer
comme suit :

D̄α̇Wα = −1
4D̄α̇D̄

2DαV = 0. (III.19)

de même on définit le conjugué W̄α̇ par :

W̄α̇ = −1
4D

2D̄α̇V. (III.20)

qui vérifier la contrainte d’un superchamp antichiral suivante :

DαW̄α̇ = 0. (III.21)

3. Les champs auxiliaires F et F̄ ne se propageant pas, leurs équations de mouvement permettent
de les éliminer.

4. Comme dans toutes les théories des champs.
5. Fµν = ∂[µAν].
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Chapitre III. Brisure spontanée de la supersymétrie N = 1

Ces champs vérifient deux autres propriétés importantes en plus à celle de la chiralité,
la première est l’invariance sous la transformation de jauge supersymétrique (II.361) :

δWα = −1
4D̄α̇D̄

α̇DαδV = −1
4D̄α̇D̄

α̇Dα

(
Λ + Λ̄

)
= +1

4D̄
α̇D̄α̇Dα

(
Λ + Λ̄

)
= 1

4D̄
α̇D̄α̇DαΛ + 1

4D̄
α̇D̄α̇DαΛ̄︸ ︷︷ ︸

0

= 1
4D̄

α̇
{
D̄α̇, Dα

}
Λ− 1

4D̄
α̇DαD̄α̇Λ︸ ︷︷ ︸

0
(II.336)= 1

4D̄
α̇ (−2iσµ∂µ) Λ = − i2σ

µ∂µ(D̄α̇Λ︸ ︷︷ ︸
0

) = 0.

(III.22)
avec Λ un superchamp chiral. La deuxième propriété est l’identité de Bianchi :

DαWα = −1
4D

αD̄2DαV = −1
4D̄

2D2V

D̄α̇W̄
α̇ = −1

4D̄α̇D
2D̄α̇V = −1

4D̄
2D2V

 =⇒ DW = D̄W̄ . (III.23)

Pour déterminer les composantes de Wα, ainsi sa forme explicite, nous allons utiliser
les coordonnées yµ = xµ + i

(
θσµθ̄

)
pour le superchamp vectoriel (II.373),

V
(
y, θ, θ̄

)
= −θσµθ̄Aµ(yµ + iθσµθ̄) + iθθθ̄λ̄(yµ + iθσµθ̄) (III.24)

−iθ̄θ̄θλ(yµ + iθσµθ̄) + 1
2θθθ̄θ̄D(yµ + iθσµθ̄)

= −θσµθ̄Aµ(y)− θσµθ̄
(
iθσν θ̄

)
∂µAµ(y) (III.25)

+iθθθ̄λ̄(y)− θ̄θ̄θλ(y) + 1
2θθθ̄θ̄D(y)

= −θσµθ̄Aµ(y) + iθθθ̄λ̄(y)− θ̄θ̄θλ(y) + 1
2θθθ̄θ̄ [D(y)− i∂µAµ(y)] .(III.26)

Alors en utilisant la relation (III.19) et la forme simple des dérivées spinorielles (II.348)
et (II.349), Wα s’exprime en fonction des coordonnées chiraux par :

Wα = −1
4D̄

2DαV
(
y, θ, θ̄

)
= −1

4∂α̇∂
α̇DαV

(
y, θ, θ̄

)
(III.27)

= −iλ (y) + θαD (y)− i (σµν)βα θαFµν + θ2
(
σµ∂µλ̄ (y)

)
α
.

On remarque qu’il s’agit bien d’un superchamp chiral, proportionnel au jaugino λ qui
appartient à la représentation adjointe, puisque il se trouve dans le même multiplet
que le champ de jauge Aµ, et puisque le terme cinétique de ce dernier est quadratique
en Fµν , alors le seul invariant qui pourrait être le terme cinétique est :

WαWα = εαβ
[
−iλβ + θβD − i (σµν)γβ θγFµν + θ2

(
σµ∂µλ̄

)
β

]
[
−iλα + θαD − i (σρτ )δα θδFρτ + θ2

(
σν∂νλ̄

)
α

]
= −λ2 − 2iθλαθδ (σρτ )δα Fρτ

+θ2
[
−2iθλσν∂νλ̄+D2 − 1

2FµνF
µν − i

4ε
µνρτFµνFρτ

]
. (III.28)
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Le lagrangien cinétique de jauge proportionnel à ce terme est,

Ljauge = 1
4

∫
d2θWαWα + h.c. (III.29)

= 1
4

[
−2iλσν∂νλ̄+−2i∂νλσνλ̄+ 2D2 − FµνF µν − i

4ε
µνρτFµνFρτ + i

4ε
µνρτFµνFρτ

]
= −1

4FµνF
µν − iλσν∂νλ̄+ 1

2D
2.

donc il contient les terme cinétique pour λ , Fµν et D, et invariant sous les transfor-
mations supersymétrique (II.375-II.378).

III.1.3 Lagrangien de la supersymétrie N = 1
Pour construire le lagrangien total d’une théorie renormalisable, il faut coupler

le superchamp chiral (II.190) et le superchamp vectoriel abélien II.192), pour cela
il faut que la partie qui décrit la matière (i.e. LKah et Lpot) soit invariante sous la
transformation de jauge abélienne suivante :

Φi −→ exp (−iqiΛ) Φi, (III.30)

où Φi un superchamp chiral, et Λ un paramètre qui aussi doit être chiral, sinon Φi perd
sa propriété de chiralité, en effet :

D̄α̇Φi −→ exp (−iqiΛ) D̄α̇Φi︸ ︷︷ ︸
0

+ D̄α̇ [exp (−iqiΛ)] Φi (III.31)

= −iqi
(
D̄α̇Λ

)
exp (−iqiΛ) Φi 6= 0.

Donc,
D̄α̇Λ = 0. (III.32)

Pour le lagrangien cinétique LKah (III.3), la forme du potentiel de kähler (III.2) n’est
pas invariante sous la transformation de jauge supersymétrique abélien (III.30), en
effet :

K −→ exp
[
−iqi

(
Λ− Λ̄

)]
K 6= K. (III.33)

Alors le lagrangien LKah correspondant n’est pas aussi invariant. Or nous avons vu
dans la partie de l’étude du superchamp vectoriel que la somme

(
Φ + Φ̄

)
est une trans-

formation de jauge généralisée (II.361). Donc en introduisant un superchamp vectoriel
V dans le potentiel de kähler (III.2) et qui est invariant sous la transformation (III.30).
Cependant, la forme du lagrangien cinétique (III.3) devient :

LKah =
∫
d2θd2θ̄Φ̄i exp (−iqiV ) Φi. (III.34)

avec,
K =Φ̄i exp (−iqiV ) Φi. (III.35)
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En utilisant la jauge de Wess-Zumino (II.369-II.372) (où V 3 = 0), le lagrangien ciné-
tique s’écrit :

LKah =
∫
d2θd2θ̄

[
Φ̄iΦi + qiΦ̄iV Φi + 1

2 (qi)2 Φ̄iV
2Φi

]
. (III.36)

En calculant le deuxième terme et le troisième terme de ce lagrangien comme suit :

Φ̄iV Φi = 1
2Dϕ̄iϕ

i + i

2 ϕ̄i
(
ψiλ

)
− i

2
(
ψ̄iλ̄

)
(III.37)

+ i

2Aµ
(
ϕ̄i∂µϕ

i − ϕi∂µϕ̄i
)
− 1

2ψ
iσµψ̄iAµ,

Φ̄iV
2Φi = 1

2 ϕ̄iϕ
iAµA

µ. (III.38)

où on a utilisé (III.4), donc le lagrangien cinétique devient :

LKah = −∂µϕ̄i∂µϕi − iψiσµ∂µψ̄i + F̄iF
i + i

2qi
[
ϕ̄i
(
ψiλ

)
− ϕi

(
ψ̄iλ̄

)]
(III.39)

+ i

2qiA
µ
(
ϕ̄i∂µϕ

i − ϕi∂µϕ̄i
)
− 1

2qiψ
iσµψ̄iAµ + 1

2

[
qiD −

1
2 (qi)2AµA

µ
]
ϕ̄iϕ

i.

Pour le lagrangien d’interaction Lpot (III.10), l’invariance (III.22) du superpotentiel
(III.11) implique que :

ai = 0 si qi 6= 0,
mij = 0 si qi + qj 6= 0,
gijk = 0 si qi + qj + qk 6= 0.

(III.40)

Le lagrangien totale invariant sous la transformation de jauge est alors,

Ltotal = Ljauge + Lpot + LKah =
∫
d2θWαWα +

∫
d2θ̄W̄α̇W̄

α̇ (III.41)

+
[∫

d2θ
(
mijΦiΦj + gijkΦiΦjΦk

)
+ h.c.

]
+
∫
d2θd2θ̄Φ̄i exp (−iqiV ) Φi

= −1
4FµνF

µν − iλσν∂νλ̄+ 1
2D

2 + F
∂W

∂ϕ

∣∣∣∣∣
Φ=ϕ
− 1

2
∂2W

∂ϕ∂ϕ

∣∣∣∣∣
Φ=ϕ

ψψ + h.c.(III.42)

+− ∂µϕ̄i∂µϕi − iψiσµ∂µψ̄i + F̄iF
i + i

2qi
[
ϕ̄i
(
ψiλ

)
− ϕi

(
ψ̄iλ̄

)]
+ i

2qiA
µ
(
ϕ̄i∂µϕ

i − ϕi∂µϕ̄i
)
− 1

2qiψ
iσµψ̄iAµ + 1

2

[
qiD −

1
2 (qi)2AµA

µ
]
ϕ̄iϕ

i.

on peut montrer que la partie de ce lagrangien qui contient le champ auxiliaire D est :

LDtot = 1
2D

2 + 1
2D

∑
i

qi
∣∣∣ϕi∣∣∣2 . (III.43)

l’équation du mouvement du champ D donne :

D = −1
2
∑
i

qi
∣∣∣ϕi∣∣∣2 (III.44)
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en remplaçant (III.44) dans (III.43), on obtient ce dernier proportionnel au champ
scalaire ϕ comme suit :

LDtot = −1
8

(∑
i

qi
∣∣∣ϕi∣∣∣2)2

. (III.45)

d’où nous avons le potentiel scalaire résultant du champ auxiliaire D :

VD = 1
8

(∑
i

qi
∣∣∣ϕi∣∣∣2)2

(III.46)

= 1
2D

2.

qui est aussi positif comme la contribution (III.15). Notons que le potentiel scalaire
de la théorie supersymétrique est la somme de (III.15) et (III.46), qui sera important
pour la réalisation de la brisure spontanée de la supersymétrie N = 1.

III.2 Brisure spontanée de la supersymétrie N = 1
Les composantes d’un même multiplet supersymétrique ont la même masse, ce qui

n’est jamais été observé expérimentalement, donc la supersymétrie doit être nécessaire-
ment brisée. Comme l’on a déjà mentionné avant, le potentiel scalaire supersymétrique
se décompose en deux parties distinctes, celle résultante du champ auxiliaire F , appelée
terme F , et la seconde partie provient du champ auxiliaire D appelée terme D. Lorsque
l’un de ces deux champs auxiliaires développe une valeur moyenne dans le vide 6, alors
on a une brisure spontanée de la supersymétrie, si la brisure provient du champ auxi-
liaire F on parle de mécanisme de O’Raifeartaigh, et si il provient du champ auxiliaire
D on parle de mécanisme de Fayet-Ilioupolos. La charge conservée Q dans ces deux
modèles est fermionique, donc la particule qui provient de la brisure spontanée de la
supersymétrie corresponds à un fermion de Goldstone, appelé Goldstino.
La transformation infinitésimale des champs scalaires φi sous un groupe de Lie est la
suivante [65] :

φi −→ φ′i = (exp (iαaT a))ji φj = φi + iαa (T a)jiφj . (III.47)

où αa des paramètres et T a les générateurs de l’algèbre du groupe de Lie, si la valeur
moyenne dans le vide des champs ϕi, (〈0 |ϕi| 0〉 ≡ 〈ϕi〉) n’est pas invariante sous la
symétrie de jauge (III.47), alors cette symétrie est brisée,

〈φi〉 −→ 〈φ′i〉+ iαa (T a)ji
〈
φj
〉
6= 〈φi〉 ⇐⇒ (T a)ji

〈
φj
〉
6= 0.

Prenons maintenant le cas simple d’un seul scalaire φ qui se transforme sous le groupe
U(1), alors d’après (III.47) on a :

φ −→ φ′ = (exp (iαT ))ji φ = φ+ iα (T )ji φ. (III.48)

6. C’est à dire que les équations Fi = 0 et Da = 0 ne doivent pas être satisfaites simultanément.
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où (T )ji = δji le seul générateur du groupe U(1), et puisque le champ scalaire ϕ peut
s’écrire en fonction des coordonnées polaires (ρ, ϑ) sous la forme suivante :

φ = ρ exp(iϑ). (III.49)

alors la transformation (III.48) devient :

φ −→ φ′ = exp(iα) [ρ exp(iϑ)] = ρ exp [i(α + ϑ)] . (III.50)

On remarque que :

δρ = 0, (III.51)
δϑ = α. (III.52)

où la particule scalaire D correspond au boson de Goldstone. Alors de la même façon
pour la théorie supersymétrique, la brisure de la supersymétrie est réalisé lorsque l’état
du vide n’est pas invariante par le générateur de la supersymétrie,

Qα |0〉 6= 0. (III.53)

En plus de ça, on a vu dans la partie précédente que le potentiel scalaire est toujours
positif ou nul, ceci peut être montré à partir de la structure de l’algèbre de superPoin-
caré. En effet, considérons un état arbitraire |ϕ〉 dans l’espace de Hilbert mené d’une
métrique positive on a :〈

φ
∣∣∣(σ̄ν)αα̇ {Qα, Q̄α̇

}∣∣∣φ〉 = (σ̄ν)αα̇
[
(〈φ|Qα)

(
Q̄α̇ |φ〉

)
+
(
〈φ| Q̄α̇

)
(Qα |φ〉)

]
(III.54)

= (σ̄ν)αα̇
[∥∥∥Q̄α̇ |φ〉

∥∥∥2
+ ‖Qα |φ〉‖2

]
.

Avec la relation d’anticommutation (II.147), et l’identité (σ̄ν)αα̇ (σµ)αα̇ = Tr (σ̄νσµ) =
−2ηµν , on a : 〈

φ
∣∣∣(σ̄ν)αα̇ {Qα, Q̄α̇

}∣∣∣φ〉 = 2
〈
φ
∣∣∣(σ̄ν)αα̇ (σµ)αα̇ Pµ

∣∣∣φ〉 (III.55)
= −4 〈φ |P ν |φ〉 .

En considérant le cas particulier ν = 0,
(
avec σ̄0 = σ0 = 1 et P 0 = E

)
, et en identifiant

la relation (III.54) avec (III.55), on a,

δαα̇
[∥∥∥Q̄α̇ |φ〉

∥∥∥2
+ ‖Qα |φ〉‖2

]
= 4 〈φ |E|φ〉 ≥ 0 =⇒ E ≥ 0. (III.56)

Alors l’énergie du vide est toujours défini positif et avec (III.53) elle est strictement
positif (E > 0), d’où la supersymétrie est toujours brisée dans ce cas.

III.2.1 Brisure spontanée de la supersymétrie N = 1 : Modèle
O’Raifeartaigh

La supersymétrie est toujours brisée dans ce cas si l’état du vide est non nul de
l’une des transformations supersymétriques des champs ϕ, ψα et F (II.351-II.353) qui
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composent le superchamp chiral Φ (II.343). Mais pour conserver l’invariance de Lorentz
il faut que 〈0 |ψα| 0〉 = 〈0 |∂µϕ| 0〉 = 0 7, donc si δϕ 6= 0 ou δF 6= 0 alors 〈0 |ψα| 0〉 6= 0,
et si δψα 6= 0 alors 〈0 |∂µϕ| 0〉 6= 0. Donc le groupe de Lorentz est brisé, ce qui implique
qu’il nous reste que le seul choix suivant :

〈0 |δψα| 0〉 =
√

2εα 〈0 |F | 0〉 . (III.57)

où le fermion ψα est le goldstino 8. Donc la supersymétrie est toujours brisée en gardant
l’invariance de Lorentz, lorsque le champ auxiliaire à une valeur moyenne non nulle dans
le vide, i.e. :

SUSY ⇔ 〈0 |F | 0〉 6= 0. (III.58)

Le potentiel scalaire VF proportionnel au champ auxiliaire F d’un superchamp chiral
Φ dans le lagrangien, s’écrit sous la forme générale (plusieurs superchamps chiraux Φi)
comme suit :

VF = gij̄
∂W

∂Φi

∂W̄

Φ̄j̄
, (III.59)

indique que sa valeur minimale strictement positive est équivalente à la brisure de la
supersymétrie,

SUSY brisée⇔ 〈0 |F | 0〉 > 0. (III.60)

Modèle O’Raifeartaigh
Le modèle de O’Raifeartaigh est constitué de trois superchamps chiraux Φi, i =

1, 2, 3 associés aux potentiel de kähler et le superpotentiel suivants [42, 65, 87] :

K
(
Φ + Φ̄

)
= Φ̄iΦi, (III.61)

W (Φ) = gΦ1(
(
Φ3
)2
−m2) +MΦ2Φ3, M � m. (III.62)

En utilisant la relation (III.13) on obtient les équations du mouvement des champs
auxiliaires,

−F̄1 = ∂W

∂ϕ1 = g(
(
ϕ3
)2
−m2), (III.63)

−F̄2 = ∂W

∂ϕ2 = Mϕ3, (III.64)

−F̄3 = ∂W

∂ϕ3 = 2gϕ1ϕ3 +Mϕ2. (III.65)

Il est impossible d’avoir F̄ 1 = 0, F̄ 2 = 0 et F̄ 3 = 0 simultanément. En effet si 〈F2〉 = 0
la relation (III.64) implique une valeur nulle pour

〈
ϕ3
〉
, d’où la relation (III.63) donne :

〈F1〉 = gm2 6= 0. (III.66)

7. Car, ψα est un spineur de Weyl gaucher du groupe SU(2)× SU(2) ∼ SO(1, 3), et ∂µϕ et dans
la représentation vectorielle du groupe SO(1, 3).

8. Ce n’est pas le superpartenaire de boson de Goldstone, c’est une particule de Goldstone fermio-
nique.
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et la relation (III.65) donne :

〈F3〉 = 0 =⇒
〈
ϕ1
〉

= 0. (III.67)

Puisque il existe un terme F non nul, alors la supersymétrie doit être brisée
D’après les relations (III.59, III.63-III.65) le potentiel scalaire de ce modèle est :

VF =
∑
i

∣∣∣∣∣∂W∂Φi

∣∣∣∣∣
2

= g2
∣∣∣∣((ϕ3

)2
−m2)

∣∣∣∣2 +M2
∣∣∣ϕ3
∣∣∣2 +

∣∣∣2gϕ1ϕ3 +Mϕ2
∣∣∣2 . (III.68)

Afin de déterminer les vides possibles (les états les plus stable), il faut minimiser le
potentiel scalaire (III.68), deux cas se présentent alors. Notons qu’aucune contrainte
n’est posé sur la valeur de

〈
ϕ2
〉
ce qui nous laisse choisir une valeur qui annule le

troisième terme du potentiel scalaire (III.68), donc la minimisation doit être effectuée
juste dans la partie suivante :

VF,ϕ3 = 1
4g

2
((
ϕ3
R

)2
+
(
ϕ3
I

)2
)2

+ 1
2
(
M2 − 2g2m2

) (
ϕ3
R

)2

+1
2
(
M2 + 2g2m2

) (
ϕ3
I

)2
+ g2m4.

(III.69)

Avec ϕ3 =
√

1
2

((
ϕ3
R

)2
+ i

(
ϕ3
I

))
.

D’après la relation (III.69) nous avons deux cas suivants :
• 1. M2 < 2g2m2 : Dans ce cas le coefficient de

(
ϕ3
R

)2
dans (III.69) est négatif et ceux

qui sont proportionnels à
(
ϕ3
I

)2
et
(
ϕ3
I

)4
restes positifs. Alors on peut choisir

〈
ϕ3
I

〉
= 0,

ainsi le potentiel scalaire devient :

VF,ϕ3
R

= 1
4g

2
(
ϕ3
R

)4
+ 1

2
(
M2 − 2g2m2

) (
ϕ3
R

)2
+ g2m4. (III.70)

La minimisation de (III.70) donne :

∂VF,ϕ3

∂ϕ3
R

= 0 =⇒
〈
ϕ3
R

〉
= 0, (III.71)

(〈
ϕ3
R

〉)2
= −

(
M2

g2 − 2m2
)
. (III.72)

Alors VF,ϕ3
R
admet un seul point minimum qui correspond à la seule solution qui vérifie

∂VF,ϕ3

∂ϕ3
R∂ϕ

3
R

> 0. Donc le troisième terme du potentiel scalaire (III.68) est annulé par la

valeur de
〈
ϕ2
〉
suivante :

〈
ϕ2
〉

= −2g
M

〈
ϕ1
〉(
−m

2

λ2 + 2µ2
) 1

2

. (III.73)
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Donc le minimum du potentiel (III.70) sur ce point minimum est :

Vmin = −1
4g

2
(

2m2 − M2

g2

)
+ g2m4. (III.74)

• 2.M2 > 2g2m2 : Dans ce cas, le minimum du potentiel scalaire (III.69) correspond à〈
ϕ3
〉

=
〈
ϕ2
〉

= 0, et le troisième de (III.68) s’annule pour
〈
ϕ2
〉

= 0, et puisque on a
aucune contrainte sur

〈
ϕ1
〉
, le champ ϕ1 représente alors la direction plate du potentiel

scalaire, alors le minimum du potentiel est :

Vmin = g2m4. (III.75)

Pour déterminer les masses des champs nous allons considérer le deuxième cas pour
simplifier, où le champ ϕ1 décrit la direction plate du potentiel scalaire et donc de
masse nulle mϕ1 = 0. Ensuite on pose

〈
ϕ1
〉

= 0 et à partir des relations (III.63-III.65)
on obtient : 〈

∂2W

∂ϕ3∂ϕ2

〉
=
〈

∂2W

∂ϕ2∂ϕ3

〉
= M, (III.76)

où les autres dérivées sont nulles,〈
∂2W

∂ϕ1∂ϕk

〉
=
〈

∂2W

∂ϕk∂ϕ1

〉
= 0 , k = 2, 3. (III.77)

Alors la matrice de masse des fermions (III.8) correspondante est :

〈MF 〉ij = 1
2
∂2W

∂ϕi∂ϕj
=

 0 0 0
0 0 M
0 M 0

 . (III.78)

La diagonalisation de cette matrice donne :

mψ1 = 0, (III.79)
mψ2 = mψ3 = M, (III.80)

où le goldstino associé à la brisure de la supersymétrie est décrit par le fermion non
massif ψ1. Pour déterminer la matrice de masse des scalaires (III.16) on doit dériver
le potentiel scalaire par rapport aux différents champs scalaires, et à partir du terme
quadratique du potentiel scalaire (III.68) suivant :

Vquad = −g2m2
((
ϕ3
)2

+
(
ϕ̄3
)2
)2

+M2
∣∣∣ϕ3
∣∣∣2 +M2

∣∣∣ϕ2
∣∣∣2 . (III.81)

On obtient,

mϕ1 = 0, (III.82)
mϕ3 = M. (III.83)
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Figure III.1 – Spectre de masse du modèle de O’Raifeartaigh.

On se limite sur la partie quadratique en ϕ3 dans (III.81) et en posant ϕ3 = a + ib,
cette partie devient :

Vquad,ϕ3 =
(
M2 − g2m2

)
a2 +

(
M2 + g2m2

)
b2. (III.84)

Alors on a :

ma = M2 − g2m2, (III.85)
mb = M2 + g2m2. (III.86)

En résumé le spectre de masse de ce modèle est donné dans la figure suivante :

III.2.2 Brisure spontanée de la supersymétrie N = 1 : Modèle
de Fayet-Iliopoulos

D’une manière similaire à l’étude précédente la supersymétrie est toujours brisée si
l’état du vide est non nul de l’une des transformations supersymétriques des champs
Aµ, λ et D (II.375-II.378) qui composent le superchamp chiral V (II.373), alors pour
garder l’invariance de Lorentz la seule valeur moyenne non nulle dans le vide est celle
de la transformation suivante :

〈0 |δλα| 0〉 = iεα 〈0 |D| 0〉 . (III.87)

où λα est le goldstino. Donc la supersymétrie est toujours brisée en gardant l’invariance
de Lorentz lorsque le champ auxiliaire D acquiert une valeur moyenne non nulle dans
le vide, c’est à dire que :

SUSY brisée⇐⇒ 〈0 |D| 0〉 6= 0. (III.88)
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Notons que le champ auxiliaire D est à la fois invariant de jauge 9 (II.368) et par
supersymétrie (II.378) alors il est possible de l’ajouter au lagrangien total. Ce terme
est appelé terme de Fayet-Iliopoulos :

LFI = ξ
∫
d2θd2θ̄V = 1

2ξD. (III.89)

où ξ est un paramètre réel. Alors pour montrer le rôle de ce terme (III.89), considérons
un seul superchamp chiral Φ de charge g qui se transforme sous la transformation
supersymétrique de jauge abélienne U(1) (III.30) comme suit :

Φ −→ exp(igΛ)Φ. (III.90)

où Λ est un paramètre chiral identique à celui de (III.30). Sous les conditions ??conditionW)
le superpotentiel devient nul, alors les équations du mouvement pour les champs auxi-
liaires (III.44, III.13 et III.14) sont données comme suit :

D = −1
2g |ϕ|

2 − 1
2ξ, (III.91)

F = 0. (III.92)

le potentiel scalaire similaire à (III.46) vaut :

VD = 1
2D

2 = 1
8
(
g |ϕ|2 + ξ

)2
(III.93)

Deux cas se présentent pour la minimisation de ce potentiel scalaire (III.93) :
• Premier cas : ξ > 0 : dans ce cas le potentiel scalaire ne s’annule jamais et admet

un minimum pour 〈ϕ〉 = 0 comme suit :

Vmin = 1
8ξ

2 > 0. (III.94)

donc la supersymétrie est brisée, mais pas la symétrie de jauge, ainsi la valeur moyenne
dans le vide du jaugino n’est plus invariante,

〈δλα〉 = iεα 〈D〉 = iεαgξ. (III.95)

qui correspond donc au goldstino.
• Deuxième cas : ξ < 0 : dans ce cas la supersymétrie n’est pas brisée car pour

|ϕ|2 = −ξ
g
on a D = 0 et donc :

VD = 0. (III.96)

et puisque 〈ϕ〉 6= 0 10 la symétrie de jauge est brisée.

9. Dans le cas d’un groupe non abélien, le terme de Fayet-Iliopoulos n’est pas invariant sous la
transformation de jauge.
10. correspond au Vmin.
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Modèle de Fayet-Iliopoulos
Le modèle de Fayet-Iliopoulos est constitué de deux superchamps chiraux Φ± de

charges respectives ±e, avec le superpotentiel de la forme 11 suivante [41, 65, 87, 88] :

W = mΦ+Φ−. (III.97)

Alors les équations du mouvement des champs auxiliaires est :

F± = ∂W

∂ϕ±
= −mϕ±, (III.98)

D = −1
2

(
e
∣∣∣ϕ+

∣∣∣2 − e ∣∣∣ϕ−∣∣∣2)− 1
2ξ. (III.99)

Le potentiel scalaire de ce modéle est donné par :

V = VF + VD = m2
(∣∣∣ϕ+

∣∣∣2 − ∣∣∣ϕ−∣∣∣2)+ 1
8

(
e
∣∣∣ϕ+

∣∣∣2 − e ∣∣∣ϕ−∣∣∣2 − ξ)2

= (m2 − 1
4eξ)

∣∣∣ϕ+
∣∣∣2 + (m2 + 1

4eξ)
∣∣∣ϕ−∣∣∣2 + 1

8e
2
(∣∣∣ϕ+

∣∣∣2 − ∣∣∣ϕ−∣∣∣2)+ 1
8ξ

2.(III.100)

La supersymétrie est toujours brisée, car les trois champs auxiliaires ne peuvent être
simultanément nuls, en effet :

〈
F±

〉
= 0 =⇒

〈
ϕ∓
〉

= 0 =⇒ 〈D〉 = −1
2ξ

2 =⇒ 1
8ξ

2 6= 0. (III.101)

Le minimum du potentiel scalaire (III.100) est donné par :

∂V

∂ϕ+ = (m2 − 1
4eξ)ϕ

+ + 1
4e

2
(∣∣∣ϕ+

∣∣∣2 − ∣∣∣ϕ−∣∣∣2)ϕ+ = 0, (III.102)

∂V

∂ϕ−
= (m2 + 1

4eξ)ϕ
− − 1

4e
2
(∣∣∣ϕ+

∣∣∣2 − ∣∣∣ϕ−∣∣∣2)ϕ− = 0. (III.103)

En multipliant l’équation (III.102) par ϕ− et l’équation (III.103) par ϕ+, et en les
ajoutant, on obtient l’équation suivante :

2m2ϕ−ϕ+ = 0, (III.104)

qui admet trois solutions, données comme suit :

ϕ− = 0, ϕ+ 6= 0, (III.105)
ϕ− 6= 0, ϕ+ 6= 0, (III.106)
ϕ− = ϕ+ = 0. (III.107)

Prenons ϕ− = 0, alors l’équation (III.102) devient :[
(m2 + 1

4eξ)
2 + 1

4e
2
∣∣∣ϕ+

∣∣∣2]ϕ+ = 0. (III.108)

11. Car e− e = 0.
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qui admet une seule solution ,ϕ+ = 0 car
∣∣∣ϕ+

∣∣∣2 ≥ 0. Donc selon les valeurs respectives

de m2 et 1
4eξ on distingue deux cas :

• Premier cas : m2 >
1
4eξ.

• Deuxième cas : m2 <
1
4eξ.

Nous allons se limité au cas m2 >
1
4eξ , et puisque ϕ

+ = 0 la minimisation du potentiel
scalaire est :

Vmin = 1
8ξ

2. (III.109)

où la supersymétrie est brisée, et la symétrie de jauge est conservée.
En utilisant le superpotentiel (III.97), on a :

∂W

∂ϕ−∂ϕ+ = m. (III.110)

la matrice de masse fermionique est donc,

MF =
(

0 m
m 0

)
. (III.111)

sa diagonalisation donne les masses des fermions :

mψ+ = m, (III.112)
mψ− = m. (III.113)

les masses des champs scalaire sont obtenus à partir de la partie quadratique du po-
tentiel scalaire (III.100) :

Vquad = (m2 − 1
4eξ)

∣∣∣ϕ+
∣∣∣2 + (m2 + 1

4eξ)
∣∣∣ϕ−∣∣∣2 . (III.114)

donc on a :

mϕ+ = m2 − 1
4eξ, (III.115)

mϕ− = m2 + 1
4eξ. (III.116)

Le spineur de Majorana λ et le champ de jauge Aµ restent non massif. Notons que λ
est le goldstino associé à la brisure de la supersymétrie N = 1.

Dans ce chapitre, nous avons construit le lagrangien total de la théorie supersymé-
trique minimale N = 1. Après nous avons présenté deux modèles (O’Raifeartaigh et
Fayet-Iliopoulos) de la brisure spontanée de la supersymétrie minimale N = 1. Cela va
être utile pour étendre notre étude vers la réalisation de la brisure de la supersymétrie
N = 2, et qui sera presentée dans les deux chapitres suivants.
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Chapitre IV

Brisure partielle de la supersymétrie globale
N = 2

La brisure de la supersymétrie N = 2 peut être réalisée en se basant sur deux
propriétés importantes rencontrées dans le chapitre précédent. La première propriété
indique que la supersymétrie N = 2 peut être décomposée en deux combinaisons
(copies) de N = 1, et la seconde stipule que pour briser la supersymétrie N = 1 il
suffit que la valeur moyenne dans le vide de l’un de ses champs auxiliaires F et D soit
non nulle. Donc la brisure de la supersymétrie N = 2 peut être générée par deux façons
différentes. Si les deux copiesN = 1 sont brisée, alors la supersymétrieN = 2 est brisée
complètement (N = 2 −→ N = 0), et si une seule copie de N = 1 est brisée et l’autre
reste intacte, la supersymétrie N = 2 est brisée partiellement (N = 2 −→ N = 1). La
brisure complète est facile à réaliser, car il suffit comme on a déjà mentionné de donner
une valeur moyenne non nulle dans le vide aux champs auxiliaires des deux copies
N = 1. Par contre la brisure partielle de la supersymétrie N = 2 n’est pas facile à
générer, car la superalgèbre de la supersymétrie est décrite par les supercharges QA

α

et la norme (énergie) est définie positive. Pour mieux comprendre cela, on suppose un
état arbitraire |φ〉 on a alors :〈

φ
∣∣∣(σ̄µ)αα̇

{
QA
α , Qα̇B

}∣∣∣φ〉 = (σ̄µ)αα̇
(〈
φ
∣∣∣QA

α

〉 〈
Qα̇B

∣∣∣φ〉+
〈
φ
∣∣∣Qα̇B

〉 〈
QA
α

∣∣∣φ〉)(IV.1)
= (σ̄µ)αα̇

(∥∥∥QA
α |φ〉

∥∥∥2
+
∥∥∥Qα̇B |φ〉

∥∥∥2
)
.

De plus, en utilisant 1 la relation (II.147) on a :〈
φ
∣∣∣(σ̄µ)αα̇

{
QA
α , Qα̇B

}∣∣∣φ〉 = 2δAB
〈
φ
∣∣∣(σ̄µ)αα̇ σναα̇Pν

∣∣∣φ〉 (IV.2)
= −4δAB 〈φ |P µ|φ〉 ,

où l’identification de (IV.1) et (IV.2) implique 2 :

δαα̇
∥∥∥QA

α |φ〉
∥∥∥2

+
∥∥∥Qα̇B |φ〉

∥∥∥2
= 4δAB 〈φ |E|φ〉 ≥ 0 =⇒ E ≥ 0. (IV.3)

donc la norme est définie positive, ce qui est le cas pour l’espace de Hilbert.
D’autre part la relation d’anticommutation de la superalgèbre supersymétrique N = 2

1. On a utilisé l’identité : (σ̄µ)αα̇ σναα̇ = Tr (σ̄µσν) = −2ηνµ.
2. Pour µ = 0, on a σ̄0 = σ0 = −1 et P 0 = E.
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obtenue à partir de la relation (II.147) et qui s’écrit comme suit [89] :
{
Qα, Qα̇

}
=
{
Q̃α, Q̃α̇

}
= 2 (σµ)αα̇ Pµ. (IV.4)

où les générateurs Qα et Q̃αdes deux supersymétrie forment un doublet
(
Qα, Q̃α

)
≡ QA

du groupe d’automorphisme SU(2)R, et si dans le cas où l’une des deux supersymétrie
N = 1 est brisée, par exemple :

Qα |0〉 = 0. (IV.5)

et d’après la relation (IV.3), le hamiltonien H annihile l’état du vide,

H |0〉 = 0. (IV.6)

de plus la superalgèbre N = 2 (IV.4) implique :

(Q̃αQ̃α̇ + Q̃α̇Q̃α) |0〉 = 0. (IV.7)

Alors pour l’espace de Hilbert où la norme est définie positive on a :

Q̃α |0〉 = Q̃α̇ |0〉 = 0. (IV.8)

D’où la seconde supersymétrie N = 1 est aussi brisée et donc la supersymétrie N = 2
est brisée complètement, alors on ne peut pas la briser partiellement de N = 2 à
N = 1. Ce problème est un théorème [90] et pour le surmonter il faut procéder de la
même façon qu’on a vu dans le chapitre précédent pour le théorème no-go de Coleman-
Mandula, et puisque le problème vient du fait que la superalgèbre est décrite par les
supercharges QA

α et la norme est définie positive, il faut juste éviter l’une de ces deux
problèmes, c’est à dire soit ne pas décrire la superalgèbre par les supercharges, ou une
norme qui n’est pas définie positive.

Pour éviter le premier problème du théorème no-go, on peut utiliser la superalgèbre
des supercourants conservés au lieu de la superalgèbre des supercharges (IV.4), ces su-
percourants conservés J A

µα, J̄µα̇A sont associés à l’invariance sous la translation suivant
les coordonnées fermionique, respectivement θAα et θ̄α̇A , et de façon analogue à celle
du théorème de Noether qui stipule qu’à chaque symétrie continue il y a un courant
conservé, par exemple le tenseur énergie-impulsion Tµν qui est le courant associé à l’in-
variance sous les translation suivant les coordonnées bosoniques xµ à 4 dimension et
qui vérifie :

∂µTµν (x) = 0, (IV.9)

Alors dans le cas de la supersymétrie ces supercourant conservés vérifient la relation
suivante :

∂µJ A
µα (x) = 0, (IV.10)

∂µJ̄µα̇A (x) = 0.
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et puisque la charge associée au courant (IV.9) est le 4-vecteur énergie impulsion Pν
vérifie :

Pν =
∫
d3xTµν (x) , (IV.11)

alors dans le cas de la supersymétrie, les supercharges associées au supercourantrs
conservés J A

µα, J̄µα̇A, sont respectivement générateurs de la supersymétrie QA
α , Qα̇A, on

a donc :

QA
α =

∫
d3xJ A

0α (x) , (IV.12)

Q̄α̇A =
∫
d3xJ̄0α̇A (x) , (IV.13)

on utilise les relations (IV.11), (IV.12) la superalgèbre des supercourant (II.147) de-
vient : ∫

d3y
{
J A
να (x) , J̄µα̇B (y)

}
= 2δAB (σµ)αα̇ Tνµ (x) , (IV.14)

d’où on a une description de la superalgèbre de la supersymétrie par des supercourants
conservés : Pour que la relation (IV.14) soit utile pour éviter le premier problème, il
faut ajouter une déformation qui ne change pas les représentations de la supersymétrie
et l’identité de Jacobi, c’est à dire qui permet de retourner à la superalgèbre des
supercharges (II.147), alors ce terme de déformation doit être constant, donc la relation
(IV.14) devient [91–95] :∫

d3y
{
J A
να, J̄0α̇B

}
= 2δAB (σµ)αα̇ Tνµ (x) + (σν)αα̇C

A
B︸ ︷︷ ︸

déformation

, (IV.15)

où CA
B est une matrice constante de valeurs propres appartiennent à la représentation

adjointe du groupe SU(2)R, i.e. hermitienne et de trace nulle. Ainsi pour retourner à
la superalgèbre des supercharges (II.147), il faut intégrer sur d3x la relation (IV.15), et
puisque le terme de déformation donne une contribution infinie,∫

d3x (σν)αα̇C
A
B =∞. (IV.16)

Alors la possibilité de retourner à la superalgèbre des supercharges est seulement si
CA
B = 0, alors il est impossible dans le cas où CA

B 6= 0.
Afin d’éviter le second problème de théorème no-go, c’est à dire considérer une

théorie avec une norme qui n’est pas définie positive, nous utilisons une théorie super-
symétrique rigide N = 2, qui vérifier aussi l’existence du terme constant CA

B par la
déformation du potentiel scalaire rigide VN=2, appelé aussi identité de Ward rigide et
qui est définit comme suit :

Gzz̄(W z)AC(W̄ z̄)CB = δABVN=2, (IV.17)

où (W z)AB, sont les matrices des transformations supersymétriques des champs fermio-
niques des multiplets vectoriels.
D’autres part, les champs scalaires des multiplets supersymétriques peuvent être vu
comme des applications de la variété d’espace-temps à une autre variété appelée espace-
cible, similaire aux modèles sigma en théorie quantique des champs, dans laquelle les
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champs scalaire représentent des coordonnées dans une variété riemannienne qui est
l’espace cible et qui constituent ensemble une application depuis l’espace sur lequel ils
existent (e.g. espace de Minkowski), et puisque la nature de l’espace cible dépend de
celle de ces champs scalaires, alors en théorie supersymétrique la nature des variété
scalaire dans lesquelles ces champs scalaires représentent des coordonnées, dépend en
plus de la dimension d’espace-temps de la nature de la supersymétrie ainsi le nombre
des supercharges.
Pour la théorie supersymétrique minimale N = 1 globale à quatre dimensions de
l’espace-temps, les champs scalaires (02) du multiplet chiral ((0)2, 1/2) représentent les
coordonnées z d’une variété appelé variété kählérienne [96–98], qui décrit le secteur
de jauge par un fibré U(1) globale qui n’affecte pas les champs fermioniques [99, 100].
Rappelons que le groupe structural d’un fibré défini sur la variété de l’espace-temps est
une symétrie interne, dont les champs de la matière (i.e. quarks, leptons et les champs
scalaires et les bosons de jauges sont respectivement, ses sections et ses connexions
[99, 100]. Pour le cas de la supersymétrie N = 2, les champs scalaire

(
02
)
du multi-

plet vectoriel (1, (1/2)2, 02) paramètrent les coordonnées d’une variété appelée variété
spéciale de type rigide (i.e. globale), dont la dimension est égale au nombre de mul-
tiplets vectoriels. Cette variété est muni d’un fibré linéaire plat (du groupe U(1)) qui
décrit le champ de jauge, et munis d’une transformation (fibré vectoriel) du groupe
structural SP (2nv,R) sur le champ vectoriel (1) introduite afin de compenser l’action
des transformation des coordonnées générale (i.e. difféomorphisme), car contrairement
au champs scalaires (invariant sous les transformations de difféomorphisme) le champ
vectoriel ne représente pas des coordonnées. Pour le hypermultiplet (04, 1/2) qui repré-
sente le secteur de la matière pour la supersymétrie N = 2, la structure géométrique
des variétés scalaires dans lesquelles ces champs scalaires

(
04
)
représentent les coordon-

nées est appelée variété hyperkählérienne de dimension égale au quadruple du nombre
d’hypermultiplet et dont laquelle le fibré qui joue le rôle du fibré U(1) dans le secteur
de jauge précèdent est le sous-groupe SU(2) du groupe d’automorphisme U(2), qui
doit correspondre à une courbure nulle (i.e. fibré SU(2) plat) [101–112].

L’objectif de ce chapitre est de présenter trois modèles de la littérature qui évitent
les deux problèmes du théorème no-go discuté ci-avant. Nous allons commencer par le
cas d’une théorie supersymétrique globale, composée par un seul multiplet vectoriel de
la supersymétrieN = 2, c’est à dire une théorie de jauge pure, ce modèle a été découvert
la première fois en 1996 par Antoniadis, Partouche et Taylor [47]. Ensuite nous allons
donner sa récente version découverte en 2015 par Andrianopoli, D’Auria, Ferrara et
Trigiante [48], composée de n multiplets vectoriel de la supersymétrie N = 2 et qui est
basée sur la déformation du potentiel scalaire rigide (IV.17) par le terme CA

B . Enfin nous
allons terminer avec le modèle de Antoniadis, Derendinger et jacot [49], qui présente
le couplage du modèle de Antoniadis, Partouche et Taylor avec un hypermultiplet de
la supersymétrie N = 2 qui décrit le secteur de la matière.

IV.1 Brisure partielle de la supersymétrie N = 2 :
Théorie de jauge pure

Nous allons présenter dans cette section la brisure partielle de la supersymétrie
N = 2 du modèle de Antoniadis, Partouche et Taylor [47] qui est construit à partir
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d’un seul multiplet vectoriel de la supersymétrie N = 2. Ensuite nous allons présenter
la généralisation de ce modèle qui utilise l’identité de Ward rigide introduite par An-
drianopoli, D’Auria, Ferrara et Trigiante [48] et qui construit à partir de n multiplets
vectoriels de la supersymétrie N = 2.

IV.1.1 Etude dans le superespace de la supersymétrie N = 1
Comme nous avons vu dans le deuxiéme chapitre, le multiplet vectorielWN=2 de la

supersymétrie N = 2 dans l’expression (II.198) est la somme des multiplets vectoriel
N = 1

[
V N=1

]
(II.192), et chiral N = 1

[
XN=1

]
(II.190) :

WN=2=
[
V N=1 ≡ (Aµ, λ,D)

]
⊕
[
XN=1 ≡ (z, ψ, F )

]
. (IV.18)

Comme on l’a déjà mentionné dans la discussion du début de ce chapitre, Le champ
scalaire z du multiplet vectoriel WN=2 est les coordonnées d’une variété kählérienne
spéciale de type rigide muni d’un fibré linéaire plat L →MSK et un fibré vectoriel holo-
morphe plat SV →MSK de rang 2n et de groupe structural SP (2n,R). Le lagrangien
dans le superespace N = 1 est donné par :

L0 =
∫
d2θd2θ̄K

(
X, X̄

)
+ 1

4f (X)WαWα + h.c.. (IV.19)

d’où le potentiel de kähler K
(
X, X̄

)
donné comme suit :

K
(
X, X̄

)
= i

2
(
X

_
F ′
(
X̄
)
− X̄F ′ (X)

)
, (IV.20)

et f (X) = −iF ′′ (X) , et Wα la force du superchamp vectoriel de la supersymétrie
N = 1 dans la jauge de Wess-zumino (II.369-II.372).
En utilisant la relation (III.28) on obtient :

1
4

∫
d2θf (X)WαWα + h.c. ⊃ 1

4Re [f (X)|X=z]
(
−1

2FµνF
µν
)

+ h.c. (IV.21)

= −1
4Im (F ′′ (z))FµνF µν . (IV.22)

avec F ′′ (z) = ∂2F
∂z2 , notons que la fonction cinétique de jauge dans (IV.22) égale à la

métrique de kähler Gzz̄ dans (IV.17), car on a :

Gzz̄ = Im (F ′′ (z)) . (IV.23)

On peut ajouter au lagrangien précédent L0 (IV.19) deux autres termes, un terme de
Fayet-Iliopoulos (III.89) :

LD =
√

2ξD. (IV.24)

avec ξ est une constante réelle, et un second terme du superpotentiel (III.9) donné
comme suit :

LW =
∫
d2θW + h.c.. (IV.25)
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Donc le lagrangien total est :

Ltotal = L0 + LD + LW . (IV.26)

On peut montrer pour le terme du superpotentiel LW s’écrit :∫
d2θW + h.c. = FW ′ − 1

2W
′′ψψ + h.c.. (IV.27)

de même pour les deux termes de L0 :∫
d2θd2θ̄K = ImF ′′FF̄ + i

4F
′′′F̄ψψ −

_
F ′′′Fψ̄ψ̄, (IV.28)

et ∫
d2θf (X)WαWα = 1

2ImF
′′D2 + 1

2
√

2
F ′′′D (ψλ) + i

4F
′′′Fλ2 (IV.29)

+ 1
2
√

2
_
F ′′D

(
λ̄ψ̄
)
− i

4
_
F ′′′F̄ λ̄2 + ....

Ainsi la partie qui contient le champ auxiliaire F dans le lagrangien total Ltotal est :

LF = ImF ′′FF̄ − i

4
_
F ′′′ψ̄ψ̄ + FW ′ + i

4F
′′′Fλ2

+ i

4F
′′F̄ψψ + F̄ W̄ − i

4
_
F ′′′F̄ λ̄2

. (IV.30)

d’où on peut déterminer l’équation du mouvement pour le champ auxiliaire F :

F̄ = 1
ImF ′′

(
−W ′ − i

4F
′′′λ2 + i

4
i

4
_
F ′ψ̄ψ̄

)
. (IV.31)

En remplaçant (IV.31) dans (IV.30) et en ne laissant que les termes quadratiques ou
indépendants en champs ψ et λ, on obtient :

LF,quad = − 1
ImF ′′

|W ′|2 − i

4
F ′′′

ImF ′′
W ′ψψ − i

4
1
F ′′

ImF ′′W̄ ′λ2. (IV.32)

En appliquant les mêmes étapes pour le champ auxiliaire D, on obtient :

LD,quad = − 1
ImF ′′

ξ2 − 1
2
F ′′′

ImF ′′
ξψλ. (IV.33)

Alors en utilisant les relations (IV.32, IV.33) on obtient les masse pour les champs ψ
et λ :

Mψ = W ′′ + i

2
F ′′′

ImF ′′
W ′, (IV.34)

Mλ = i

2
F ′′′

ImF ′′
W̄ ′′. (IV.35)
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Donc le potentiel scalaire est donné par :

VN=1 = 1
ImF ′′

|W ′|2 + 1
ImF ′′

ξ2. (IV.36)

Notons que les deux spineurs (ψ, λ) ≡ λA forment un doublet sous le groupe d’auto-
morphisme SU(2)R, et sous lequel le lagrangien total (IV.26) doit être invariant selon
la supersymétrie N = 2, et puisque le superpotentiel le plus général doit être invariant
sous la permutation des spineurs (ψ ←→ λ) , alors les termes de masse de ψ (IV.34)
et λ (IV.35) doivent êtres égaux,

W ′′ + i

2
F ′′′

ImF ′′
W ′ = i

2
F ′′′

ImF ′′
W̄ . (IV.37)

La solution la plus générale de l’équation (IV.37) est :

W = eX +mF ′. (IV.38)

avec e et m sont des constantes réelles. On peut montrer que 3 :

W ′ = e+mF ′′, W ′′ = mF ′′′. (IV.39)

Notons que si m = 0 et e = ξ le superpotentiel (IV.38) devient semblable au terme de
Fayet-Iliopoulos de la relation (IV.24).
Alors à partir du superpotentiel (IV.38) on peut déterminer la matrice de masse des
spineurs λA ≡ (ψ, λ) suivante :

MAB = i

2F
′′′

 (
e+m

_
F ′′′

)
iξ

iξ
(
e+m

_
F ′′′

)  . (IV.40)

donc le potentiel scalaire (IV.36) s’écrit dans ce cas, comme suit :

VN=1 = 1
ImF ′′

|e+mF ′′|2 + 1
ImF ′′

ξ2. (IV.41)

Afin d’avoir l’invariance du lagrangien total (IV.26) sous la supersymétrie N = 2,
il faut utiliser le superespace de la supersymétrie N = 2. C’est le but de la partie
suivante.

IV.1.2 Etude dans le superespace de la supersymétrie N = 2
Un multiplet vectoriel de la supersymétrie N = 2 peut être décrit par un super-

champ chiral de la supersymétrie N = 2 qui vérifie la contrainte suivante :(
εABD

AσµνD
B
)2
W = −96�W∗. (IV.42)

3. En remplaçant W ′ et W ′′ de (IV.39) dans l’équation (IV.37) on peut montrer qu’elle est satis-
faisante.

107



Chapitre IV. Brisure partielle de la supersymétrie globale N = 2

Le lagrangien L0 (IV.19) dans ce cas s’écrit en utilisant le multiplet vectoriel de la
supersymétrie N = 2 précèdent comme suit :

L0 = − i2

∫
d2θd2θ̄F (W) + h.c.. (IV.43)

et on peut le réécrire sous la forme équivalente suivante :

L0 = − i2

∫
d2θd2θ̄ [F (W)−WDW ] + h.c.. (IV.44)

oùWD un superchamp vectoriel de la supersymétrie N = 2, alors satisfait la contrainte
(IV.42), et qui a le rôle d’un multiplicateur de Lagrange. Donc si on dérive le lagran-
gien (IV.44) par rapport au superchamp WD on peut revenir au lagrangien (IV.43) à
condition que la contrainte (IV.42) doit être imposé sur le superchamp W . Alors que
si on dérive le lagrangien (IV.44) par rapport au superchamp W , on a :

∂F
∂W

=WD. (IV.45)

Ce qui montre que WD est le superchamp magnétique dual au superchamp W [113].
De la même manière qu’on a fait dans le cas de la supersymétrie N = 1, on peut
ajouter un terme de Fayet-Iliopoulos au lagrangien (IV.44), qui a une forme linéaire
en fonction des champs auxiliaires de superchamp W , ces champs auxiliaires forme un
triplet Y a (a = 1, 2, 3) sous le groupe SU(2)R de la symétrie-R pour la supersymétrie
N = 2.Comme nous l’avons déjà mentionné le multiplet vectoriel de la supersymétrie
N = 2 qui contraint par la condition de réalité, ce qui implique que les champs auxiliaire
Y a sont réels, alors on peut les écrire en fonction des champs auxiliaire F et D de la
supersymétrie N = 1 comme suit :

Y 1 = −2ImF, (IV.46)
Y 2 = 2ReF, (IV.47)
Y 2 =

√
2D. (IV.48)

Alors le terme de Fayet-Iliopoulos est donné par :

LD = 1
2E

aYa + h.c.. (IV.49)

avec Ea sont des paramètres qui contribuent dans LD qu’avec leurs parties réelles, car
les champs auxiliaires Ya sont réels. On remarque qu’on peut retrouver le terme de
Fyet-Iliopoulos (IV.24) à partir du lagrangien LD, en agissant par une transformation
sous le groupe SU(2)R sur les composantes de Ea par le choix suivant :

Ea =
(
E1 E2 E3

)
= (0 0 ξ) . (IV.50)

On remarque aussi qu’on peut retrouver le superpotentiel (IV.38) à partir de (IV.49)
par le choix suivant :

Ea =
(
E1 E2 E3

)
= (0 e 0) et m = 0. (IV.51)

108



IV.1. Brisure partielle de la supersymétrie N = 2 : Théorie de jauge pure

De la même façon pour le superchamp vectoriel WD on ajoute un terme de Fayet-
Iliopoulos pour ses champs auxiliaires Y a

D au lagrangien (IV.44) analogue à (IV.49) et
qui est donné comme suit :

LdualD = 1
2M

a (YD)a + h.c.. (IV.52)

où Ma sont des paramètres réels. Notons que ce lagrangien décrit le champ de jauge
Ãµ dual au champ de jauge Aµ du groupe U(1)
Le lagrangien total alors s’écrit :

Ltotal = L0 + LD + LdualD (IV.53)

= − i2

∫
d2θd2θ̄

[
F̊ (W)−WDW

]
+ 1

2 (EaYa +Ma (YD)a) + h.c..

Les équations du mouvement des champs auxiliaire à partir du lagrangien total (IV.53)
sont données par :

Y a = − 2
ImF̊ ′′

(
ReEa +ReF̊ ′′Ma

)
+ 2iMa. (IV.54)

Pour retrouver le lagrangien de la supersymétrie N = 1 (IV.26) à partir du la-
grangien total (IV.53), il suffit d’éliminer les champs auxiliaires en utilisant le groupe
SU(2)R de la symétrie-R sur les paramètres Ma et Ea pour avoir le choix suivant :

Ma = (0 m 0) ,
ReEa = (0 e ξ) . (IV.55)

Donc le potentiel scalaire de ce modèle est donné comme suit :

VAPT = 1
ImF ′′

|ReEa + F ′′Ma|2 + 2MaImEa (IV.56)

= 1
ImF ′′

(
|e+ F ′′m|2 + ξ2

)
+ 2mImE2. (IV.57)

où le premier terme de (IV.57) coïncide avec le potentiel scalaire VN=1. Alors on a :

VAPT = VN=1 + 2mImE2. (IV.58)

En minimisant le potentiel scalaire (IV.56) par rapport à ReF ′′ et ImF ′′ et avec m 6= 0
on a,

ReF ′′ = − e

m
, (IV.59)

ImF ′′ =
∣∣∣∣∣ ξm

∣∣∣∣∣ . (IV.60)

D’où la valeur minimale du potentiel scalaire est donnée par :

Vmin = m

ξ

(
m2 ξ

2

m2 + ξ2
)

+ 2mImE2

= 2m (ξ + ImE2) . (IV.61)
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ce dernier va être utile pour discuter la brisure de la supersymétrie N = 2 dans la
sous-section suivante.

IV.1.3 Brisure partielle de la supersymétrie N = 2 : Modèle
minimal

Afin de réaliser la brisure de la supersymétrie N = 2, il faut montrer que les
variations dans le vide des champs fermioniques sous la supersymétrie N = 2 sont non
nulles, ces variations sont données comme suit :

δλA = Y A
B ε

B. (IV.62)

où εB sont les paramètres des transformations de la supersymétrie N = 2 , et avec Y A
B

donné par la relation suivante :

Y A
B = i√

2
(σa)AB Ya. (IV.63)

On peut aussi relier YAB avec les champs auxiliaires Y a par la relation suivantes :

YAB = εACY
C
B = εAC

(
i√
2

(σa)CB Ya
)

=


Y 2 − iY 1
√

2
i√
2
Y 3

i√
2
Y 3 Y 2 + iY 1

√
2

 . (IV.64)

où σa sont les matrices de Pauli. En utilisant les relations (IV.46), (IV.47) et (IV.48),
on peut relier Y avec les champs auxiliaires de la supersymétrie N = 1 comme suit :

YAB =
√

2


F

i√
2
D

i√
2
D F

 . (IV.65)

D’autre part, les transformations supersymétriques N = 2 des champs fermioniques en
composantes, s’écrit :

δλ̄1 = Y1Aε̄
A = Y11ε̄+ Y12

_
ε̃, (IV.66)

δλ̄2 = Y2Aε̄
A = Y21ε̄+ Y22

_
ε̃. (IV.67)

Alors on a :

δ

(
λ̄1 ± λ̄2√

2

)
= Y1Aε̄

A =
(
Y11 ± Y12√

2

)
ε̄+

(
Y21 ± Y22√

2

)
_
ε̃. (IV.68)

Les valeurs des champs auxiliaires (IV.54) dans le vide qui est définit par les relations
(IV.59), (IV.60) et (IV.61) sont donné par :

Y a = 2imδa2 − 2mδa3. (IV.69)
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ce qui donne :
Y11 = Y22 = −Y21 = −Y12 = −i

√
2m. (IV.70)

Donc nous avons les transformations suivantes :

δ

(
λ̄1 ± λ̄2√

2

)
=
(
Y11 ± Y11√

2

)
ε̄+

(
Y11 ± Y11√

2

)
_
ε̃, (IV.71)

donc,

δ

(
λ̄1 − λ̄2√

2

)
=
√

2Y11
(
ε̄−

_
ε̃
)

= 2im
(
ε̄−

_
ε̃
)
, (IV.72)

δ

(
λ̄1 + λ̄2√

2

)
= 0. (IV.73)

Ce qui signifie que dans le vide, la supersymétrie n’est pas brisée lorsque elle cor-

respond à la combinaison des supercharges de la supersymétrie N = 2 Q− Q̃√
2

. Par

contre si la supersymétrie correspond à la combinaison des supercharges Q+ Q̃√
2

elle
est brisée spontanément. Notons que ces différents scenarios de la brisure partielle de
la supersymétrie N = 2 dépend du choix (IV.55) des composantes des charges élec-
trique et magnétique de Fayet-Iliopoulos et dépend aussi du rangement de l’une de
deux supersymétrie N = 1 par rapport à l’autre.

IV.1.4 Brisure partielle de la supersymétrie N = 2 : Modèle
général

Dans le modèle que nous allons voir de Andrianopoli, D’Auria, Ferrara et Trigiantee
[48], le mécanisme de brisure partielle de la supersymétrie N = 2 précèdent est réalisée
d’une façon indépendante du choix particulier (IV.55) des composantes de charges de
Fayet-Iliopolous, et il permet aussi de trouver les différents scenarios de la brisure
partielle mais de façons indépendante du rangement de l’une des deux supersymétrie
N = 1 à l’autre. Ce modèle reproduit le modèle précèdent en utilisant la déformation
de l’identité de Ward rigide (potentiel scalaire rigide) associée à la variété kählérienne
spéciale de type rigide, cette déformation CA

B est un terme antisymétrique provenant
des termes de Fayet-Iliopoulos magnétiques non nuls et qui peut être écrit comme :

CA
B = ξa (σa)AB . (IV.74)

avec ξa est un vecteur de SO(3) ∼ SU(2), invariant sous les transformations symplec-
tique suivante :

ξa ∼ εabcPaMPbNCMN . (IV.75)

où PaM est un triplet des vecteurs symplectique du groupe SP (2n) et M est l’indice de
la représentation fondamentale du groupe SP (2n), et CMN est la métrique de SP (2n).
Nous allons voir que les différents scenarios de la brisure de la supersymétrie N = 2
seront déterminer selon la norme du vecteur ξa, mais avons cela nous allons montrer

111



Chapitre IV. Brisure partielle de la supersymétrie globale N = 2

que cette brisure est réalisable dans ce modèle en déterminant les équations du mou-
vement des champs auxiliaires analogue à la relation (IV.54) du modèle précèdent.

L’identité de Ward d’une théorie de supersymétrique rigide N > 1 est donnée
comme suit :

VδAB =
∑
i

αiδχ
iAδχ̄iB, (IV.76)

cette identité décrit la sommation sur la transformation de toutes les particules fer-
mionique, avec αi sont des constante positives pour les fermions de spin 1

2 et négatives

pour le gravitino (spin 3
2). On peut l’écrire sous forme modifié en la déformant avec le

terme (IV.74) comme suit :

VδAB + CA
B =

∑
i

αiδχ
iAδχ̄iB. (IV.77)

Pour une théorie supersymétrique N = 2 de jauge pure avec n multiplet vectoriel, les
transformations des jauginos sont données comme suit :

δλiA =
(
W i

)A
B
εB. (IV.78)

avec, (
W i

)A
B

= −i (σa)AB P
a
MGik̄ŪM

k̄ . (IV.79)

où les éléments du triplet PaM des vecteurs symplectiques de SP (2n) sont les charges
électrique eaI et magnétique mIa de Fayet-Iliopoulos :

PaM =
√

2
(
−eaI
mIa

)
, (IV.80)

PMa = CMNPaN =
√

2
(
mIa

eaI

)
. (IV.81)

et Gik̄ est l’inverse de la métrique de la variété kählérienne spéciale de type rigide Gik̄
donnée par :

Gik̄ = −iUM
i CMN Ū

N
k̄ . (IV.82)

et ŪM
k̄ le complexe conjugué du gradient UM

i ,

UM
i = ∂iΩM . (IV.83)

avec ∂i = ∂

∂zi
, ΩM est la section holomorphe définit par l’expression suivante,

ΩM =
(
X i

Fi

)
, i = 1, ..., n. (IV.84)

donc (IV.83) s’écrit :

UM
i = ∂

∂zi

(
Xk

Fk

)
. (IV.85)
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De façon analogique avec (IV.63) on écrit la relation (IV.79) comme suit :(
W i

)A
B

= −i (σa)AB Y
ia. (IV.86)

En comparant la relation (IV.86) avec la relation (IV.79) on peut déterminer l’expres-
sion des champs auxiliaire Y ia :

Y ia = PaMGik̄ŪM
k̄ . (IV.87)

En remplaçant la métrique kählérienne par la forme (IV.23) et en utilisant les coor-
données spéciales (champs scalaire) zi = XI , l’expression du complexe conjugué du
gradient ŪM

k̄ devient :

ŪM
ı̄ =

(
δkı̄
F̄ı̄k

)
. (IV.88)

alors on obtient l’expression des champs auxiliaires :

Y ia =
√

2Gik̄
(
mjaF̄k̄j − eaj δ

j

k̄

)
=
√

2Gik̄
[
mja

(
ReFkj − iGk̄j

)
− eak̄

]
(IV.89)

=
√

2
[
−Gik̄

(
eak̄ −m

jaReFkj
)
− imia

]
.

On remarque que cette expression est pareille à la relation (IV.54) du modèle précèdent,
ce qui permet de réaliser une brisure partielle pour une charge de Fayet-Iliopoulos non
nul (m 6= 0) . Donc la transformation supersymétrique des jauginos (IV.78) s’écrit :

δλiA = i
√

2 (σa)AB
[
Gik̄

(
eak̄ −m

jaReF̄k̄j
)
− imia

]
εB. (IV.90)

Pour étudier les différents cas de la brisure de la supersymétrie, il faut déterminer
l’expression du potentiel scalaire du modèle, en calculant le terme du produit dans
(IV.17) qu’on a vu dans l’introduction de ce chapitre. En effet,

Gij̄
(
W i

)A
C

(
W̄ j̄

)C
B

= [(σa) (σa)]AB P
a
MPbN ŪM

k̄ G
kk̄UN

k

= δabδABPaMPbN ŪM
k̄ G

kk̄UN
k + iεabc (σc)AB P

a
MPbN ŪM

k̄ G
kk̄UN

k .(IV.91)

En utilisant l’expression de la métrique (IV.82), on peut montrer :

Gij̄UM
i Ū

N
j̄ = 1

2M
MN − i

2C
MN . (IV.92)

d’où l’équation (IV.91) devient :

Gij̄
(
W i

)A
C

(
W̄ j̄

)C
B

= 1
2δ

A
BMMNPaMPbN + 1

2C
MNPaMPbNεabc (σc)AB . (IV.93)

avec,

MMN =

 (ImF)ij̄ + (ReF)ik
(
ImF−1

)kl
(ReF)lj̄ (ReF)ik

(
ImF−1

)kj̄
(
ImF−1

)ik̄
(ReF)k̄j̄

(
ImF−1

)ij̄
 .
(IV.94)
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En comparant l’équation (IV.93) avec le potentiel scalaire déformé (IV.77) on remarque
que : 

VN=2 = 1
2M

MNPaMPbN ,

CA
B = 1

2C
MNPaMPbNεabc (σc)AB .

(IV.95)

d’où l’expression de CA
B peut se réécrire comme suit :

CA
B = εabc

(
−eaimib −miaebi

)
(σc)AB

= 2
(−→mi ×−→e i

)c
(σc)AB .

(IV.96)

avec −→mi =
(
mia

)
et −→e i = (eai ) . D’autre part la transformation symplectique (IV.75)

sous laquelle le vecteur ξa de SO(3) ∼ SU(2) est définit, peut s’écrire maintenant
comme suit :

ξa = εabcPaMPbNCMN (IV.97)
= 2

(−→mi ×−→e i
)c
.

Ce qui permet d’écrire le terme antisymétrique CA
B de la relation (IV.93) en fonction

du vecteur ξa, en utilisant(IV.96) :

CA
B = ξa (σa)AB . (IV.98)

Alors, le produit des matrices des transformations supersymétrique devient (IV.93) :

Gij̄
(
W i

)A
C

(
W̄ j̄

)C
B

= VN=2δ
A
B + ξa (σa)AB (IV.99)

=
(
VN=2 + ξ3 ξ1 − iξ2

ξ1 + iξ2 VN=2 − ξ3

)
. (IV.100)

En diagonalisant la matrice (IV.100) on obtient :

Gij̄
(
W i

)A
C

(
W̄ j̄

)C
B

=
 VN=2 +

√
|ξ|2 0

0 VN=2 −
√
|ξ|2

 . (IV.101)

avec,

|ξ|2 =
(1

2ε
abcPaMPbNCMN

)2
(IV.102)

= 4
(−→mi ×−→e i

) (−→mj ×−→e j
)
.

En utilisant l’identité de Lagrange suivante :

(−→v ×−→w ) (−→x ×−→y ) = (−→v .−→x ) (−→w .−→y )− (−→v .−→y ) (−→w .−→x ) . (IV.103)

on obtient :
|ξ|2 = 4

[(−→mi.−→mj
)

(−→e i.−→e j)−
(−→mi.−→e j

) (−→e i.−→mj
)]
. (IV.104)

D’où on a les deux cas suivants :
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I |ξ|2 = 0, dans ce cas les termes électriques −→e i et magnétique −→e i de Fayet-
Iliopoulos sont parallèles

(
car, −→mi ×−→e i = 0

)
, et si on a VN=2 6= 0 la matrice (IV.101)

à deux valeurs propres identiques non nulles, donc la supersymétrie est complètement
brisée de N = 2 à N = 1.
I |ξ|2 6= 0, dans ce cas on a les deux possibilités suivantes :

• si VN=2 >
√
|ξ|2, dans ce cas la matrice (IV.101) à deux valeurs propres

indépendantes et non nulles, alors la supersymétrie est brisée complètement de N = 2
à N = 0 et à deux échelles d’énergie différentes.

• s VN=2 =
√
|ξ|2, dans ce cas la matrice (IV.101) à une seule valeur propre non

nulle, donc la supersymétrie est brisée de N = 2 à N = 1.

IV.2 Brisure partielle de la supersymétrie N = 2 :
Couplage avec la matière

Nous allons présenter dans cette section le couplage du multiplet vectoriel qu’on
a vu dans la section précédente avec la matière. Dans ce modèle qui est basé sur le
papier de Antoniadis, Derendinger et Jacot [49], le secteur de la matière est décrit par
deux formulations, la première est construite par un hypermultiplet de la supersymé-
trie N = 2 composé de deux multiplet chiraux de la supersymétrie N = 1 de charges
opposées sous le groupe de jauge U(1)n, et la seconde formulation est construite par un
multiplet tensoriel (ou linéaire) L de la supersymétrie N = 1 et un multiplet chiral Φ
de la supersymétrie N = 1 regroupés dans un superchamp chiral T de la supersymétrie
N = 2, et qui sont dual l’un à l’autre . Pour clarifier cette dualité qui est nécessaire
pour la seconde formulation pour la décrire le secteur de la matière, nous allons don-
ner dans la première partie de cette section l’expression du superchamp tensoriel L,
ainsi la transformation de Legendre qui décrit la dualité qui consiste à remplacer le
superchamp tensoriel L par un superchamp chiral Φ et son conjugué complexe Φ̄, puis
nous allons étudier le secteur de jauge de ce modèle, ensuite le secteur de la matière
par les deux formulations qu’on a mentionné, et finalement nous allons construire le
potentiel scalaire du modèle, qui va nous permettre de discuter les conditions de la
brisure partielle de la supersymétrie N = 2.

IV.2.1 Dualité tensoriel-chiral de la supersymétrie N = 1
Multiplet tensoriel de la supersymétrie N = 1
Pour déterminer l’expression du superchamp tensoriel LN=1 de la supersymétrie

N = 1, nous utilisons l’expression du superchamp vectoriel général (II.360) qu’on a
vu dans le chapitre précèdent, où nous allons changer les signes des termes ∂µχ et ∂µχ̄
pour éliminer les termes qui contient les champs χ(x) et χ̄(x), alors l’expression (II.360)
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devient :

V
(
x, θ, θ̄

)
= C(x) + iθχ(x)− iθ̄χ̄(x) + i

2θθ (M(x) + iN(x))− i

2 θ̄θ̄ (M(x)− iN(x))

− θσµθ̄Aµ(x) + iθθθ̄
(
λ̄(x) + i

2 σ̄
µ∂µχ(x)

)
− iθ̄θ̄θ

(
λ(x) + i

2σ
µ∂µχ̄(x)

)
+1

2θθθ̄θ̄
(
D(x) + 1

2�C(x)
)
.

(IV.105)
la dérivée seconde covariante supersymétrique du superchamp vectoriel V

(
x, θ, θ̄

)
pré-

cèdent est donnée par :

D̄D̄V = 2i (M − iN) + 4i (θλ)− 2θσµθ̄ (∂µM − i∂µN) (IV.106)

−2θ2 (D +�C − iθµAµ) + 2θ2∂µλσ
µθ̄ + i

2θ
2θ̄

2 (�M − i�N) .

où,
D̃α = ∂

∂θ̃
α − iσµαα̇θ̃

α̇

∂µ. (IV.107)

On remarque que les termes qui contiennent le champ χ̄(x) (respectivement pour χ(x))
sont éliminés dans D̄D̄V (respectivement pour DDV ). D’autre part et par définition le
superchamp tensoriel LN=1 est un superchamp réel qui satisfait la contrainte suivante
[68, 114–116] :

DDL = D̄D̄L = 0. (IV.108)

La relation (IV.106) implique après la contrainte (IV.108) les équations suivantes :

λ = 0, N = 0, M = 0, (IV.109)

D +�C − i∂µυµ = 0. (IV.110)

et d’après la dernière relation (IV.110) on a :

D = −�C, (IV.111)

∂µAµ = 0. (IV.112)

Alors l’expression du superchamp tensoriel est :

L
(
x, θ, θ̄

)
= C+iθχ−iθ̄χ̄−θσµθ̄Aµ+ 1

2θθθ̄σ̄
µ∂µχ−

1
2 θ̄θ̄θσ

µ∂µχ̄−
1
2θθθ̄θ̄�C. (IV.113)

Notons que le superchamp tensoriel L
(
x, θ, θ̄

)
ne contient pas de champ auxiliaire

comme les superchamps chiral et vectoriel de la supersymétrie N = 1. Notons aussi
que le superchamp tensoriel L

(
x, θ, θ̄

)
contient quatre degrés de liberté bosonique et

quatre degrés de liberté fermionique off-shell, car le scalaire réel C à un degrés de
liberté, et le spineur de Marojarana χ à quatre degrés de liberté, et le champ vecteur
Aµ à trois degrés de liberté où sa quatrième composante est éliminée par la contrainte
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(IV.112) ce qui indique qu’on peut écrire Aµ comme suit :

Aµ = εµνρσ∂
νbρσ. (IV.114)

avec bρσ un tenseur antisymétrique. Cette relation (IV.114) qui définit l’expression du
champ vecteur Aµ est invariante sous la transformation de jauge suivante :

bρσ −→ bρσ + 4∂[ρΛσ]. (IV.115)

où Λσ est un paramètre qui contient trois degrés de liberté, car le champ bρσ est un
tenseur antisymétrique, ce qui implique que si on fixe l’indice de Lorentz ρ par une seule
valeur dans la transformation de jauge (IV.115), l’indice σ prends trois composantes
non nulles et par conséquence le tenseur bρσ à trois degrés de liberté égales au nombre
de degré de liberté du champ vecteur Aµ.

Dualité entre les multiplets tensoriel LN=1 et chiral ΦN=1

Le superchamp tensoriel L ≡ (C, bµν , χ) est dual à un superchamp chiral Φ ≡
(C,ϕ, χ) ≡

(
(0)2 ,

1
2

)
de façon similaire qu’un champ scalaire ϕ (0-forme) dual à un

tenseur antisymétrique bµν (2-forme) à 4 dimensions, car en général à D dimensions
une p-forme est dual à une D-2-p-forme, alors pour la dualité entre ϕ et bµν on a :

hµνρ = 1√
3
εµνρσ∂σϕ. (IV.116)

où hµνρ = 3∂[µ bνρ]est le tenseur de force du champ antisymétrique bµν . Donc pour
déterminer la dualité entre L et Φ nous utilisons le lagrangien général qui décrit un
multiplet tensoriel suivant :

Lten =
∫
d2θd2θ̄H(L). (IV.117)

avec H(L) est une fonction qui décrit le terme cinétique du multiplet tensoriel L. L’ex-
pression du lagrangien précèdent (IV.117) peut être écrit aussi sous la forme suivante :

Lten =
∫
d2θd2θ̄

{
H(L) +

√
2
∣∣∣DDX + D̄D̄X̄

∣∣∣L} . (IV.118)

où on peut revenir à la première expression (IV.118) en utilisant l’équation du mou-
vement du superchamp arbitraire X de la supersymétrie N = 1, qui joue aussi le rôle
d’un multiplicateur de Lagrange. Par contre l’équation du mouvement du superchamp
tensoriel L donne la relation suivante,

∂H (L)
∂L

= −
√

2
(
DDX − D̄D̄X̄

)
≡ −
√

2
(
Φ + Φ̄

)
. (IV.119)

où Φ̄ est un superchamp antichiral de la supersymétrie N = 1. D’après l’équation du
mouvement (IV.119), le superchamp tensoriel L est une fonctionnelle de Φ + Φ̄ comme
suit :

L ≡ G
(
Φ + Φ̄

)
. (IV.120)
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oùG est une fonction de
(
Φ + Φ̄

)
. En remplaçant la relation (IV.120) dans le lagrangien

(IV.118), on a :
Lten =

∫
d2θd2θ̄

[
H(G) +

√
2G

(
Φ + Φ̄

)]
. (IV.121)

Ce lagrangien décrit l’auto-interaction d’un multiplet chiral, où le potentiel de kähler
est donné comme suit :

K
(
Φ + Φ̄

)
= H(G) +

√
2G

(
Φ + Φ̄

)
. (IV.122)

Donc ce potentiel de kähler (IV.122) est une transformation de Legendre entreK
(
Φ + Φ̄

)
et H

(
L,Φ + Φ̄

)
qui consiste à remplacer le superchamp tensoriel L par le superchamp

chiral Φ et antichiral Φ̄. Notons qu’en effectuant le choix suivant :

H(G) = −G2, G
(
Φ + Φ̄

)
= 1

2
(
Φ + Φ̄

)
. (IV.123)

on obtient la forme du potentiel de kähler canonique 4 :

K = ΦΦ̄. (IV.124)

Notons aussi que le potentiel de kähler (IV.122) est invariant sous la transformation
du superchamp H par une constante imaginaire, puisque il dépend seulement de Φ+Φ̄,
ces transformations sont données comme suit :

Φ −→ Φ + ia, (IV.125)
Φ̄ −→ Φ̄− iā. (IV.126)

La solution de la contrainte (IV.108) est donnée par[117, 118] :

L = DαΨα − D̄α̇Ψ̄α̇. (IV.127)

où Ψα est un superchamp spinoriel chiral de la supersymétrie N = 1 :

Ψα = −1
4λ
′
α −

1
2θα (C(x) + iD′(x))− 1

2 (σµν)αβ θβbµν

−1
4θ

2
(
χα(x)− i

4σ
µ
αα̇∂µλ

′β̇(x)
)
.

(IV.128)

Le superchamp tensoriel L dans la solution (IV.127) est invariant sous la transformation
du superchamp spinoriel chiral Ψα suivante :

Ψα −→ Ψα + i

4D̄
2Dα∆. (IV.129)

où le paramètre de transformation qui contient le superchamp réel générale ∆ est
identique au vecteur de la force du supechamp abélien Wα dans la relation (III.17),
donc sous la jauge de Wess-Zumino où le vecteur de la force du champ Wα est donnée

4. car le terme
(
Φ2 + Φ̄2)∣∣

θ2θ̄
2 est un terme de surface.
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par la relation (III.18), le paramètre de la transformation (IV.129) devient :

i

4D̄
2Dα∆ = −λα − iθαD − (σµν)βα θβFµν − iθ

2
(
σµ∂µλ̄

)
α
. (IV.130)

Pour éliminer les champs λ′ et D′ dans l’expression du superchamp spinoriel Ψα

(IV.128), nous allons choisir la jauge suivante :

λα = −1
4λ
′
α, (IV.131)

D = −1
4D

′. (IV.132)

donc l’expression du superchamp spinoriel T devient :

Ψα = −1
4θαC(x)− 1

2 (σµν)βα θβbµν −
1
4θ

2χα(x). (IV.133)

Notons que cette expression est vérifiée à condition que le tenseur antisymétrique bµν
soit invariant sous la transformation suivante :

δbµν = 2Fµν = 4∂[µAν]. (IV.134)

Notons aussi que la transformation (IV.129) est la version étendue supersymétrique de
la transformation de jauge (IV.115).

IV.2.2 Etude du secteur de jauge
Un multiplet chiral général de la supersymétrie N = 2 dans le superespace N = 2,

est donné sous la forme suivante :

A
(
y, θ, θ̃

)
= A (y, θ) +

√
2θ̃αBα (y, θ) + θ̃

2
F (y, θ) . (IV.135)

où yµ sont les coordonnées chirales du superespace de la supersymétrie N = 2 donnée
comme suit :

yµ = xµ + iθσµθ̄ + iθ̃σµθ̃. (IV.136)

et A (y, θ) et F (y, θ) sont deux superchamps chiraux de la supersymétrie N = 1 et
Bα (y, θ) un superchamp spinoriel de la supersymétrie N = 1.
Comme dans (IV.43) le lagrangien du multiplet vectoriel de la supersymétrie N = 2
est donné en fonction d’un prepotentiel F comme suit [47, 49, 119] :

L0 = − i2

∫
d2θd2θ̃F (W) + h.c. (IV.137)

où W un superchamp chiral de la supersymétrie N = 2 donné par la forme générale
suivante :

W
(
y, θ, θ̃

)
= Z (y, θ) +

√
2θ̃αωα (y, θ) + θ̃

2Φ (y, θ) . (IV.138)

Afin de déterminer les expressions de ce superchamp nous allons réduire la forme gé-
nérale (IV.138) en comparant le lagrangien précèdent (IV.137) avec le lagrangien de la
supersymétrie N = 2 dans le superespace N = 1 du modèle de Antoniadis, Partouche
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et Taylor (IV.19). Pour cela on développe le prepotentiel F (W) comme suit :

F
(
W
(
y, θ, θ̃

))
= F (Z (y, θ)) + ∂F

∂W

∣∣∣∣∣
A=Z

[√
2θ̃αωα (y, θ) + θ̃

2Φ (y, θ)
]

+ 1
2
∂2F
∂W2

∣∣∣∣∣
A=Z

[√
2θ̃αωα (y, θ) + θ̃

2Φ (y, θ)
]2
.

(IV.139)

alors on a :

F
(
W
(
y, θ, θ̃

))∣∣∣
θ̃
2 = ∂F

∂W

∣∣∣∣∣
A=Z

Φ (y, θ)− 1
2
∂2F
∂W2

∣∣∣∣∣
A=Z

ωαωα. (IV.140)

Donc le lagrangien L0 (IV.137) devient :

L0 = − i2

∫
d2θ

[
∂F
∂W

∣∣∣∣∣
A=Z

Φ (y, θ)− 1
2
∂2F
∂W2

∣∣∣∣∣
A=Z

ωαωα

]
+ h.c. (IV.141)

d’où la comparaison de ce lagrangien précèdent (IV.141) avec le lagrangien du premier
modèle dans ce chapitre (IV.19) donne les deux équations suivantes :

i

4
∂2F
∂W2

∣∣∣∣∣
A=Z

ωαωα = i

4
∂2F
∂W2

∣∣∣∣∣
A=Z

WαWα, (IV.142)

− i2

[
∂F
∂W

∣∣∣∣∣
A=Z

Φ (y, θ)− ∂F̄
∂W̄

∣∣∣∣∣
A=Z

Φ̄
(
y, θ̄

)]
= −1

2

∫
d2θ

[
X
∂F̄
∂X̄
− X̄ ∂F

∂X

]
.(IV.143)

à partir de la première équation nous avons :{
Z = X,
ωα = iWα

. (IV.144)

et la seconde équation donne :

Φ (y, θ) = −1
4D̄

2X̄. (IV.145)

où nous avons utilisé la relation suivante :∫
d2θ̄ = −1

4D̄
2. (IV.146)

Alors finalement le superchamp W s’écrit comme suit :

W
(
y, θ, θ̃

)
= X (y, θ) + i

√
2θ̃αWα (y, θ) + θ̃

2
(
−1

4D̄
2X̄
)
. (IV.147)

Notons que la force du superchamp vectoriel de la supersymétrie N = 1 Wα (y, θ)
satisfait à l’identité de Bianchi (III.23) dans le superespace N = 1, ce qui implique que
le superchamp vectoriel N = 2 W

(
y, θ, θ̃

)
doit satisfaire la version étendue dans le

superespace N = 2 de l’identité de Bianchi (III.23), au lieu de satisfaire la contrainte
(IV.42). Donc, on a :

DαD̃αW+D̄α̇D̃
α̇W̄ = 0. (IV.148)
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Cette contrainte implique un premier terme trivial, car : D̃αX = 0,
D̃
α̇
X̄ = 0.

(IV.149)

et un second terme identique a l’identité de Bianchi (III.23) dans le super espace de la
supersymétrie N = 1, car :

DαD̃α

(
i
√

2θ̃αWα

)
+D̄α̇D̃

α̇ (
−i
√

2θ̃α̇W̄ α̇
)

= 0
=⇒ DαWα = D̄α̇W̄

α̇.
(IV.150)

et finalement un troisième terme donné par :

DαD̃α

(
−1

4 θ̃
2
D̄2X̄

)
+D̄α̇D̃

α̇
(
−1

4 θ̃
2
D2X

)
= 0 (IV.151)

=⇒ −1
2

(
θ̃
α
DαD̄

2X̄ − θ̃
α̇
D̄α̇D

2X
)

= 0. (IV.152)

la relation (IV.152) précédente, implique que les termes proportionnels à θ̃ et θ̃ sont
nuls séparément, alors on a : {

DαD̄
2X̄ = 0,

D̄α̇D
2X = 0. (IV.153)

ce qui implique que le superchamp X est proportionnel à la seconde dérivée covariante
supersymétrique d’un superchamp vectoriel V ′ de la supersymétrie N = 1, comme
suit :

X = 1
2D̄

2V ′. (IV.154)

Pour déterminer l’expression du superchamp X dans les coordonnées chirales, il suffit
de multiplier la relation (IV.106) par 1/2, et éliminer les champs C et χ en imposant
l’invariance du supechamp X dans l’expression précédente (IV.154) sous la transfor-
mation de jauge suivante :

X −→ X + L. (IV.155)

où L est le superchamp tensoriel de la supersymétrie N = 1 dans l’expression (IV.113),
et finalement il faut imposer sur le champ vectoriel Aµ l’invariance sous la transforma-
tion de jauge dans la relation (IV.114), ce qui indique que Aµ s’écrit comme suit :

Aµ = 1
3!εµνρσA

νρσ. (IV.156)

où,
δjaugeA

µνρ = 3!∂µbνρ. (IV.157)

Alors la forme chirale du superchamp X dans les coordonnées chirales est la suivante :

X = z +
√

2θλ− θ2 (D − i∂µvµ) . (IV.158)

121



Chapitre IV. Brisure partielle de la supersymétrie globale N = 2

Pour ne pas confondre la notation des champs Aµ et λ dans le superchamp X avec
celle du superchamp vectoriel, nous allons changer les notations comme suit :{

Aµ −→ vµ,
λ −→ ψx.

(IV.159)

alors les expressions (IV.156) et (IV.158) deviennent respectivement :

vµ = 1
3!εµνρσA

νρσ, (IV.160)

X = z +
√

2θψx + θ2F x. (IV.161)

Donc l’expression du superchamp vectoriel N = 2 W (IV.147) devient,

W
(
y, θ, θ̃

)
=
√

2θψx +
√

2θ̃λ+ θ2F x + i
√

2θ̃θD + θ̃
2
F̄ x̄ + . . .

=
√

2θAλA + 1√
2
θAθBYAB . . . . (IV.162)

où θA =
(
θ, θ̃

)
, λA ≡ (ψx, λ) et YAB les éléments de la matrice donnée comme suit :

Y = (YAB) =
( √

2F x iD

iD
√

2F̄ x̄

)
. (IV.163)

Notons que le terme D̄2D2V ′ est réel et par conséquence la relation (IV.154) implique
que les champs auxiliaires du superchamp vectoriel W sont aussi réels, cela permet la
réalisation de la brisure partielle de la supersymétrie N = 2 à N = 1, en déformant le
superchamp W par un terme constant imaginaire.
Puisque le superchamp vectoriel N = 2 W est un superchamp chiral dans la seconde
supersymétrie N = 1, on peut déterminer ses lois de transformation sous cette seconde
supersymétrie en effectuant le changement suivant dans les lois de transformations du
multiplet chiral de la supersymétrie qu’on a vu dans le chapitre précèdent (II.351-
II.353), 

ϕ −→ X
ψα −→ iWα

F −→ −1
4D̄

2X̄2
. (IV.164)

D’où les lois de transformation du superchamp W :

δ̃X = i
√

2ε̃W, (IV.165)

δ̃Wα = i

2
√

2
ε̃αD̄

2X̄ +
√

2 (σµε̃)α ∂µX. (IV.166)

avec ε̃α un paramètre de la seconde supersymétrie.
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On peut ajouter au lagrangien (IV.137) un terme de Fayet-Iliopoulos de façon ana-
logue à ce qu’on a fait dans la section précédente dans le superespace de la supersymé-
trie N = 2 ce terme est donné comme suit :

LFI =
∫
d2θd2θ̃

(
iξ

2
√

2
θθ̃ − e

4 θ̃
2
)
W + h.c.. (IV.167)

où ξ est un paramètre réel similaire à celui dans la relation (IV.24) et e un paramètre
complexe. En utilisant la relation (IV.147) on peut montrer,∫

d2θd2θ̃
(
e

4 θ̃
2
)
W + h.c. =

∫
d2θ

(
e

4X
)

+ h.c..

Notons que seulement la partie réel du paramètre complexe e qui contribue l’action
du lagrangien de Fayet-Iliopoulos, car la partie imaginaire du superchamp X est une
dérivée totale dans l’expression (IV.161). Ainsi pour le second terme dans (IV.167) en
utilisant les relations (IV.147) et (III.17) on a :

∫
d2θd2θ̃

(
iξ

2
√

2
θθ̃

)
W + h.c =

∫
d2θd2θ̃

(
iξ

2
√

2
θθ̃

)(√
2iθ̃W

)
+h.c (IV.168)

= −
∫
d2θ

1
2ξθW+h.c = −

∫
d2θ

1
2ξθW+h.c

= −
∫
d2θ

1
2ξθ

(
−1

4D
2
DV

)
+h.c

= 1
8

∫
d2θξθD

2
DV+h.c

= 1
8

∫
d4θξθ

(
D

2
θ

2)
DV+h.c

= −1
2

∫
d4θξθDV+h.c = −1

2

∫
d4θξ (Dθ)V+h.c

= 1
2

∫
d4θξV+h.c =

∫
d4θξV. (IV.169)

d’où l’expression du terme de Fayet-Iliopoulos s’écrit :

LFI ==
∫
d2θd2θ̃ (ξV )−

∫
d2θ

(
e

4X
)

+ h.c.. (IV.170)

Pour introduire le terme de Fayet Iliopolous magnétique dual similaire à la relation
(IV.52), il suffit de déformer le superchamp vectoriel W comme suit :

W(y, θ, θ̃)−→W(y, θ, θ̃) +Mθ̃
2 ≡ W(y, θ, θ̃)+ 1

2κθ̃
2
. (IV.171)

Cette déformation n’affecte que la loi de transformation sous la seconde supersymétrie
du jaugino λ d’après l’expression de W (IV.162) et les lois de transformations sous
la seconde supersymétrie de X (IV.165) et Wα (IV.166), les lois de transformation de
jaugino sont données par :

δ̃λα =
√

2ε̃αF̄ x̄ +
√

2 (σµε̃)α ∂µz + 1√
2κ
ε̃α. (IV.172)
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Ce qui indique que la réalisation de la seconde supersymétrie est non linéaire, qui n’est
pas le cas pour la première supersymétrie réalisée de façon linéaire, dans ce cas les lois
de transformations X (IV.165) et Wα (IV.166) se changent comme suit :

δ̃X = i
√

2ε̃W, (IV.173)

δ̃Wα = i

2
√

2
ε̃αD̄

2X̄ +
√

2 (σµε̃)α ∂µX −
i√
2κ
ε̃α. (IV.174)

D’où la matrice (IV.163) change aussi sa forme comme suit :

Y = (YAB) =


√

2F x iD

iD
√

2F̄ x̄ + 1√
2κ

 . (IV.175)

Dans le cas de n multiplets vectoriel, le lagrangien de jauge s’écrit :

Ljauge =
∫
d2θd2θ̃

[
− i2F

(
WI + 1

2κI
θ̃

2
)

+
(
iξI

2
√

2
θθ̃ − eI

4 θ̃
2
)
WI

]
+ h.c.. (IV.176)

avec I = 1, . . . , n. En utilisant le développement du prepotentiel suivant :

F
(
WI + 1√

2κI
θ̃

2
)

= F
(
WI

)
+ 1

2κI
∂F

(
WI

)
∂W

θ̃
2
. (IV.177)

On remarque que le terme F
(
WI

)
dans ce développement, donne dans le lagrangien

(IV.176) le lagrangien L0 (IV.43), alors on a :

Ljauge = L0 + LFI . (IV.178)

où les expressions des lagrangiens LFI et L0 sont données comme suit :

LFI =
∫
d2θd2θ̃

[
ξIV

I
]
−
∫
d2θ

[
eI
4 X

I + i

4κI
FI
(
XI
)]

+ h.c., (IV.179)

L0 =
∫
d2θd2θ̃K + 1

4

∫
d2
[
fIJ (Wα)I (Wα)J

]
+ h.c.. (IV.180)

avec K le potentiel de kähler (IV.20) et fIJ la fonction cinétique de jauge (IV.18),

K = i

2
[
XIF̄I

(
X̄J

)
− X̄IFI

(
XJ

)]
, (IV.181)

fIJ = −iFIJ (Xc) . (IV.182)

IV.2.3 Etude du secteur de la matière
Pour donner une description du secteur de la matière dans une théorie supersymé-

trique N = 2, on peut utiliser la formulation basée sur un hypermultiplet
(
Q1, Q2

)
(II.200) qui est construit par les deux superchamps chiraux Q1 et Q2 de la supersymé-
trie N = 1 (II.192), ou utiliser la formulation basée sur le couple (Φ, L), où Φ est un
superchamp chiral et L un superchamp tensoriel de la supersymétrie N = 1, et qu’on
a discuté leur dualité dans la première partie de cette section.
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Multiplet tensoriel de la supersymétrie N = 2
La seconde formulation va être décrite par un superchamp chiral T N=2 de la su-

persymétrie N = 2 (appelé aussi superchamp tensoriel N = 2), qui regroupe le couple
des superchamps (Φ, L) de la supersymétrie N = 1 comme suit [49, 118] :

T N=2
(
y, θ, θ̃

)
= Y (y, θ) +

√
2θ̃αΨα (y, θ)− θ̃2

[
i

2Φ (y, θ) + 1
4D̄

2Ȳ (y, θ)
]
. (IV.183)

où Y (y, θ) est un superchamp chiral auxiliaire de la supersymétrie N = 1,introduit
pour la fermeture de l’algèbre de la supersymétrie N = 2, et qui est donné comme
suit :

Y (y, θ) = y (y) +
√

2θ̄ψy (y) + θ2F y (y) . (IV.184)

et Ψα (y, θ) est un superchamp spinoriel chiral de la supersymétrie N = 1 qu’on a vu
dans l’expression (IV.127) qui décrit la solution de la contrainte (IV.108) vérifiée par
le superchamp tensoriel L, et yµ = xµ + iθσµθ̄ + iθ̃σµθ̃ sont les coordonnées chirales
du superespace de la supersymétrie N = 2. De façon similaire à la transformation de
jauge (IV.129), on peut donner la version étendue supersymétrique N = 2 de cette
transformation pour le superchamp T N=2

(
y, θ, θ̃

)
comme suit :

δjaugeT N=2 = −W ′. (IV.185)

avecW ′ le superchamp vectoriel de la supersymétrie N = 2 (IV.147) , qu’on a vu dans
la sous-section précédente, où nous avons changé la notation des champs X à X′ etWα

à W ′
α. En utilisant la transformation de jauge (IV.185) du superchamp T N=2 on peut

déterminer les transformations de jauge de ses superchamps Y, Ψα et Φ comme suit :

δjaugeY = X ′ = 1
2D̄

2∆′, (IV.186)

δjaugeΨα = W ′
α = i

4D̄
2Dα∆, (IV.187)

δjaugeΦ = 0. (IV.188)

avec ∆ et ∆′ sont deux superchamps vectoriels de la supersymétrie N = 1. On re-
marque que la transformation de jauge (IV.186) élimine le superchamp auxiliaire Y si
on effectue le choix de la jauge des composantes de champs z′, ψx’ et F x’ du superchamp
X ′ (IV.161) suivant : 

z′ = −y,
ψx’ = −ψy,
F x’ = −F y.

(IV.189)

Alors pour que l’algèbre de la supersymétrie N = 1 reste fermée dans ce cas où Y
est éliminé, on peut utiliser la transformation de jauge du superchamp spinoriel Ψα

(IV.187). Cependant, et pour des raisons que nous allons voir dans ce qui suit de cette
section, on peut garder la partie imaginaire du champ auxiliaire F y de superchamp Y
et éliminer toutes ses autres composantes par le choix la jauge suivante :

z′ = −y, (IV.190)
ψx’ = −ψy, (IV.191)
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ReF
x’ = −ReF y, (IV.192)

ImF x’ = −2ImF y. (IV.193)

d’où nous avons l’expression suivante de Y jaugé :

Yjaugé = ImF y + ImF x’ = −ImF x’ (IV.194)

= i

3!θ
2εµνρσ∂

µAνρσ.

avec l’expression du tenseur F µνρσde force du champ Aνρσ suivante :

F µνρσ = 4∂µAνρσ. (IV.195)

on a :
Yjaugé = i

4!θ
2εµνρσF

µνρσ. (IV.196)

D’autre part, les superchamps tensoriel T N=2 (Y,Ψ,Φ) (IV.183) et vectoriel WN=2

(IV.147) ont la même forme d’écriture, alors on peut déterminer les lois de transfor-
mation du superchamp T N=2 sous la seconde supersymétrie N = 1 de façon similaire
à ceux du superchamp WN=2 dans les relations (IV.166), donc on a :

δ̃Y =
√

2ε̃Ψ, (IV.197)

δ̃Ψ = − i√
2
ε̃Φ− 1

2
√

2
ε̃D̄2Ȳ + i

√
2 (σµε̃) ∂µY, (IV.198)

δ̃Φ = 2
√

2∂µΨε̃+ i√
2
D̄2Ψ̄ε̃. (IV.199)

En utilisant la relation (IV.127) entre les superchamps Ψ et L, on peut déterminer les
lois de transformation sous la seconde supersymetrie pour le formalisme (Φ, L) comme
suit :

δ̃L = − i√
2
(
ε̃DΦ− ε̃D̄Φ̄

)
, (IV.200)

δ̃Φ = −i
√

2ε̃D̄L. (IV.201)

Donc le lagrangien cinétique tensoriel invariant sous la transformation supersymétrique
précédente est donné par :

Ltens =
∫
d2θd2θ̃H

(
L,Φ, Φ̄

)
, (IV.202)

où H une fonction réelle qui vérifie l’équation de Laplace suivante :

HLL + 2HΦΦ = 0. (IV.203)

Couplage entre les multiplets tensoriel T N=2 et vectoriel WN=2

A ce stade, et après avoir déterminé Ltens du multiplet tensoriel T N=2 qui dé-
crit le formalisme (Φ, L) ainsi Ljauge du multiplet vectoriel WN=2 dans la sous-section
précédente qui est invariant sous la transformation de jauge (IV.185), et puisque les

126



IV.2. Brisure partielle de la supersymétrie N = 2 : Couplage avec la
matière

multiplets tensoriel et vectoriel contiennent des champs 2-forme Fµν et bµν respective-
ment, il est possible de décrire leurs couplage en utilisant l’interaction de Chern-Simons
suivante :

b ∧ F = εµνρσF
a µνbρσ. (IV.204)

Ce couplage est décrit dans le superespace de la supersymétrie N = 2 par le lagrangien
de Chern-Simons invariant sous la transformation de jauge (IV.185), comme suit [49] :

LCS = −i2gI
∫
d2θd2θ̃T N=2

(
WI + 1

2κI
θ̃

2
)

+ h.c. (IV.205)

= −gI
∫
d2θ

(
ΦXI + 2ΨW I i

κI
Y
)

+ h.c. (IV.206)

= 2gI
∫
d2θd2θ̄LV I − gI

∫
d2θ

(
ΦXI + 2ΨW I + i

κI
Y
)

+ h.c. (IV.207)

= −1
2gIεµνρσF

I µνbρσ + . . . . (IV.208)

avec I = 1, . . . n et gI les constantes de couplage du groupe U (1)n. On remarque que
le superchamp auxiliaire Y dans la lagrangien de Chern-Simons précèdent contribue
grâce à la déformation 1/κ sur le superchamp vectoriel de la supersymétrie N = 2. Cela
implique comme nous allons voir dans la prochaine section, d’imposer une contrainte
sur le nombre minimal possible des superchamps vectoriel WI pour réaliser la brisure
partielle de la supersymétrie N = 2 en couplage avec le secteur de la matière.

Donc le lagrangien totale de ce modèle invariant sous les transformations super-
symétriques (IV.197-IV.201), et (IV.173), (IV.174), est la somme de Ljauge (IV.178),
Ltens (IV.202) et LCS (IV.205) :

L = Ljauge + Ltens + LCS. (IV.209)

Comme on a vu dans la première partie de cette section, la dualité entre le superchamp
tensoriel L et un superchamp chiral Φ′, qui donne la possibilité de remplacer L par
Φ′ et Φ̄′ permet aussi de passer le lagrangien précèdent qui décrit le formalisme (Φ, L)
au formalisme qui utilise un hypermultiplet où on peut utiliser la transformation de
Legendre analogue à celle dans l’équation (IV.122) [120, 121] :

K
(
Φ′ + Φ̄′,Φ′, Φ̄′

)
= H

(
G,Φ, Φ̄

)
−G

(
Φ′ + Φ̄′

)
. (IV.210)

avec K le potentiel de kähler qui décrit la partie cinétique de l’hypermultiplet, et
H est la fonction dans le lagrangien Ltens (IV.202) qui décrit la partie cinétique du
superchamp tensoriel N = 2, et G est une fonction de

(
Φ′ + Φ̄′

)
similaire au second

terme dans l’expression (IV.122). Alors l’équation du mouvement analogue à celle dans
l’expression (IV.119) est donnée par :

∂H

∂G
= Φ′ + Φ̄′ − 2gIV I . (IV.211)

où nous avons un nouveau terme due au couplage du multiplet tensoriel N = 2 et le
multiplet vectoriel N = 2 via l’interaction de Chern-Simons (IV.207), qui indique que
le terme cinétique de cette théorie est décrit par un potentiel de kähler identique à
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celui qu’on a vu dans l’expression (III.35).
Hypermultiplet de la supersymétrie N = 2
Maintenant nous allons décrire le secteur de la matière de la supersymétrie N = 2

par un hypermultiplet
(
Q1, Q2

)
qui peut être vu comme deux copies de multiplets

chiraux Q1 et Q2 de la supersymétrie N = 1, le terme cinétique de ce hypermultiplet
est décrit par un potentiel de kähler canonique donné par :

K
(
Qu, Qū

)
= Q̄1Q1 + Q̄2Q2. (IV.212)

où l’expression des superchamps chiraux de la supersymétrie N = 1 est :

Qu ≡ qu +
√

2χqu + θ2F qu , u = 1, 2. (IV.213)

Le lagrangien cinétique de l’hypermultiplet qui dépends du potentiel de kähler (IV.212)
précèdent est donné par :

Lhyper =
∫
d2θd2θ̃

[
Q̄1 exp

(
−2gIV I

)
Q1 + Q̄2 exp

(
2gIV I

)
Q2
]

+m
∫
d2θQ1Q2.

(IV.214)
où le second terme quadratique du lagrangien est le terme de masse (superpotentiel),
et m un paramètre de masse. Cependant l’interaction de Chern-Simons qui décrit le
couplage du secteur de jauge par le multiplet vectoriel de la supersymétrie N = 2 avec
l’hypermultiplet du secteur de la matière est donnée par :

L′CS = gI

∫
d2θ

[
i
√

2XIQ1Q2 − i

κI
Y
]

+ h.c.. (IV.215)

Notons que la dualité ne touche pas le secteur de jauge Ljauge (IV.178) dans les deux
formalismes, alors le lagrangien total dual à celui basé sur le multiplet tensoriel (IV.209)
est donné par :

L = Ljauge + Lhyper + L′CS. (IV.216)

ce lagrangien doit être invariant sous les lois de transformation supersymétrique (IV.197-
IV.201), et (IV.173), (IV.174) Pour cela on doit changer Q par le changement de va-
riable [122] : 

Q1 =
√

Φ√
2
e−Φ′ ,

Q2 = −
√

Φ√
2
eΦ′ .

(IV.217)

Ensuite introduire le multiplet tensoriel L de la supersymétrie N = 1 par la fonction
suivante :

H
(
L,Φ, Φ̄

)
=
√
L2 + 2ΦΦ̄− L ln

(
L+

√
L2 + 2ΦΦ̄

)
. (IV.218)

qui est invariante sous les transformations supersymétrique N = 2, car elle vérifie
l’équation de Laplace (IV.203). De plus le terme de masse im√

2
Φ qui provient du su-

perpotentiel est aussi invariant sous les transformations de la supersymétrie N = 2, ce
qui indique que le lagrangien total (IV.216) de ce formalisme dual est invariant sous
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les transformations supersymétrique (IV.197-IV.201), et (IV.173), (IV.174).
La contribution du superchamp auxiliaire Y dans le lagrangien total (IV.216) est

donnée par :
LY = gI

∫
d2θ

(
− i

κI
Y
)

+ h.c. = 2
4!
gI
κI
εµνρσF

µνρσ. (IV.219)

d’où l’équation du mouvement du champ F µνρσ donne la contrainte suivante :
gI
κI

= 0, (IV.220)

qui devient pour le cas d’un superchamp vectoriel décrit par un seul groupe U(1) de la
supersymétrie N = 2 comme suit :

g

κ
= 0. (IV.221)

Alors si g = 0, dans ce cas il n’existe pas de couplage entre le secteur de jauge et le sec-
teur de la matière, donc l’absence de l’interaction de Chern-Simons entre le multiplet
vectoriel et l’hypermultiplet, ce qui décrit le modèle de jauge pure du papier de Anto-
niadis, Partouche et Taylor qu’on a vu dans la première section de ce chapitre. Dans
le cas où 1/κ = 0, le terme de Fayet-Iliopolous magnétique est nul et par conséquence
la supersymétrie N = 2 est brisée complètement à N = 0.
Donc pour avoir un couplage et un terme de Fayet-iliopoulos magnétique, il faut utiliser
au minimum deux superchamps vectoriels décrits par le groupe de jauge U (1)×U (1),
et c’est ce que nous allons faire dans la prochaine sous-section où nous allons étudier
la brisure de la supersymétrie N = 2 du modèle minimale U (1) × U (1) du couplage
de deux superchamps vectoriels à un seul hypermultiplet. Notons que l’objectif de la
première contribution dans le quatrième chapitre est de surmonter le problème du choix
d’un seul superchamp vectoriel qu’on a vu dans cette partie.

IV.2.4 Brisure partielle de la supersymétrie N = 2 à deux
échelles différentes

Pour la réalisation de la brisure partielle de la supersymétrie N = 2 dans ce mo-
dèle, il est nécessaire de déterminer le potentiel scalaire, mais avant cela, nous allons
déterminer l’expression de la valeur moyenne dans le vide du Goldstino pour le cas de
la supersymétrie N = 1, qui s’écrit en fonction du potentiel scalaire, et qui sera utile
dans ce qui suit pour le cas des deux Goldstinos (goldstini) de ce modèle minimale
U (1)× U (1).

Goldstino
Comme on a déjà vu dans le premier chapitre pour le cas de la brisure de la symétrie

de jauge, on peut choisir la paramétrisation non-linéaire, appelée transformation de
Kibble suivante :

exp
(
i
ξ

〈ϕ〉

)
(〈ϕ〉+ ...) = 〈ϕ〉+ iξ. (IV.222)

où le champ ξ est le Goldstone qui correspond à la fluctuation du potentiel scalaire de
Higgs dans la direction plate, et ϕ un scalaire avec une valeur moyenne dans le vide
non nul, ce qui permet de deviser le terme dans l’exponentiel par 〈ϕ〉 pour avoir une
dimension nulle. De façon similaire pour le cas de la brisure de la supersymétrie N = 1
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où les champs auxiliaires F et D ont une valeur moyenne non nulle dans le vide comme
pour 〈ϕ〉, la paramétrisation non linéaire s’écrit dans ce cas :

exp
(

1√
2N

ηαQα

)(
θ2F

)
=
√

2 1
N
ηαθαF + . . . , (IV.223)

exp
(

1√
2N

ηαQα

)
(θαD) =

√
2 1
N
ηαD + . . . . (IV.224)

avec ηα le Goldstino et N la constante de normalisation où on a divisé le terme d’ex-
ponentielle dans les relations (IV.223, IV.223) par N pour le rendre sans dimension
de façon similaire pour 〈ϕ〉 dans (IV.222), cette constante de normalisation est donnée
par :

N =
√
〈Vscal〉 =

√
FF̄ + 1

2D
2. (IV.225)

D’autre part, la comparaison de la relation (IV.223) avec l’expression du superchamp
chiral (II.343) de la supersymétrie N = 1 donne :

1
N
ηαF = ψα. (IV.226)

et la comparaison de (IV.224) avec l’expression du superchamp vectoriel (II.373) de la
supersymétrie N = 1 donne :

1√
2N

ηαD = iλα. (IV.227)

Donc l’expression du Goldstino est déterminé en faisant la sommation des relations
(IV.226) et (IV.227) après la multiplication de (IV.226) par F̄ et (IV.227) par D√

2
comme suit :

ηα = 1
N

(
F̄ψα + i√

2
Dλα

)
, (IV.228)

d’où la transformation supersymétrique du Goldstino a une valeur moyenne dans le
vide égale à la valeur moyenne dans le vide du potentiel scalaire :

〈δηα〉 = 〈Vscal〉 = FF̄ + 1
2D

2. (IV.229)

nous allons voir que la relation (IV.229) sera utile pour la réalisation de la brisure
partielle de la supersymétrie N = 2 en effectuant la même analyse pour la paramétri-
sation non-linéaire des deux supersymétries du modèle, à condition que la matrice des
Goldstini est du rang un.

Potentiel scalaire de la supersymétrie N = 2
Pour déterminer le potentiel scalaire de ce modèle qui est donné en fonction des

champs auxiliaires du multiplet vectoriel N = 2 et l’hypermultiplet N = 2 par l’ex-
pression suivante :

VS = F
q1
F q1 + F

q2
F q2 + hIJF

xI
F xJ + 1

2h
IJDIDJ , (IV.230)
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il faut déterminer les expressions des champs auxiliaires précédents à partir de leurs
équations du mouvement, en utilisant le lagrangien total (IV.216) qui est donné par :

L =
∫
d4θ

(
Q

1
e−2gIV IaQ1 +Q

2
e2gIV IQ2

)
+
∫
d4θξIV

I (IV.231)

+ i

2

∫
d4θ

[
F I

(
X
J
)
XI −FI

(
XJ

)
X
I
]

+
∫
d2θ

(
m+

√
2igIXI

)
Q1Q2 + h.c.− i

4

∫
d2θFIJ

(
XK

)
W IW J + h.c.

−
∫
d2θ

(
e

4X
I + i

4kI
FI
(
XJ

))
+ h.c..

à partir de l’expression du lagrangien précédent, nous allons déterminer les expressions
des champs F̄ q̄1 et F q1 en effectuant le calcul suivant :∫

d4θ
(
Q

1
e−2gIV IQ1

)
+
∫
d2θ

(
m+

√
2igIxI

)
Q1Q2 + h.c (IV.232)

=
∫
d4θ

[
Q

1 (1− 2gIV I + ...
)
Q1
]

+
∫
d2θ

(
m+

√
2igIxI

)
Q1Q2 + h.c

⊃
∫
d4θ

[(
θ

2
F
q1
)

(1)
(
θ2F q1)]+

∫
d2θ

(
m+

√
2igIxI

) (
θ2F q1)

q2 + h.c.(IV.233)

= F
q1
F q1 +

(
m+

√
2igIxI

)
F q1

q2 + h.c.. (IV.234)

d’où l’équation du mouvement de F̄ q̄1 :

F
q1

+
(
m+

√
2igIxI

)
q2 = 0 (IV.235)

⇒ F
q1

= −
(
m+

√
2igIxI

)
q2 = −meffq

2. (IV.236)

Alors pour F q1 on a :
F q1 = −m̄eff q̄

2̄. (IV.237)

avec meff = m+ i
√

2gJxI . De façon analogue au calcul précèdent, on peut déterminer
l’équation du mouvement de F̄ q̄2 , donc on a,

F
q2

+
(
m+

√
2igIxI

)
q1 = 0, (IV.238)

⇒ F
q2

= −
(
m+

√
2igIxI

)
q1

= −meffq
1.

(IV.239)

et pour F q2 on a :
F q2 = −m̄eff q̄

1̄. (IV.240)

Déterminons maintenant l’expression de F xI et F xI , à partir du calcul suivant :

i

2

∫
d4θ

(
F I

(
X
J
)
XI −FI

(
XJ

)
X
I
)

+
∫
d2θ

(
−eI4

)
XI (IV.241)
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+
∫
d2θ

(√
2igI

)
XIQ1Q2 +

∫
d2θ

(
− i

4κI

)
FI + h.c.

⊃ i

2

[
FJIF

xJ

F xI −FJIF xJF
xI
]
− eI

4 F
xI

+
√

2igIF xIq1q2 + h.c− i

4κK
FIKF xI + h.c.

= i

2

[
F̄JIF

xJ

F xI −FIJF xIF
xJ
]
− ea

4 F
xa +

√
2igIF xIq1q2 + h.c (IV.242)

− i

4κK
FIJF xI + h.c..

d’où l’équation du mouvement de F xI est :

i

2

[
F̄JIF

xJ −FIJF
xJ
]
− eI

4 +
√

2igIq1q2 − i

4κK
Fac = 0

⇒ i

2
[
F̄JI −FIJ

]
F
xJ = eI

4 −
√

2igIq1q2 + i

4κc
FIK

⇒ hIJF
xJ = eI

4 −
√

2igIq1q2 + i

4κK
FIK .

(IV.243)

⇒ F
xa = hIJ

[
eJ
4 −

√
2igJq1q2 + i

4κJ
FJK

]
(IV.244)

= hIJ
[
eJ
4 −

√
2igJq1q2 + i

4kK
(ReFJK)

]
− 1

4κI
.

avec hIJ = i

2
[
FJI −FIJ

]
= ImFIJ , alors l’expression de F xI est :

F xI = hIJ
(
ēJ
4 + i

√
2gI q̄1̄q̄2̄ − iReFIK4κK

)
− 1

4κI
. (IV.245)

Finalement pour les expressions des champs auxiliaires DI , on peut monter que sa parie
dans le lagrangien est décrite par le terme suivant :

LD−term = 1
2habD

aDb +
[
ξa
2 + gI

(∣∣∣q2
∣∣∣2 − ∣∣∣q1

∣∣∣2)]Da. (IV.246)

d’où son équation du mouvement est donnée par :

hIJD
J +

[
ξI
2 + gI

(∣∣∣q2
∣∣∣2 − ∣∣∣q1

∣∣∣2)] = 0, (IV.247)

et l’expression de DI est :

Da = −hIJ
[
ξJ
2 + gJ

(∣∣∣q2
∣∣∣2 − ∣∣∣q1

∣∣∣2)] . (IV.248)
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Alors l’expression du potentiel scalaire de ce modèle est donnée comme suit :

VS = |meff |2
(∣∣∣q1

∣∣∣2 − ∣∣∣q2
∣∣∣2)+ hIJ

(
i
√

2gIq1q2 + eI
4 − i

ReFIK
4κK

)(
i
√

2gI q̄1̄q̄2̄ + ēJ
4 − i

F̄IL
4κL

)
(IV.249)

+1
8h

IJ
[
−2gI

(∣∣∣q1
∣∣∣2 − ∣∣∣q2

∣∣∣2)+ ξI

] [
−2gJ

(∣∣∣q1
∣∣∣2 − ∣∣∣q2

∣∣∣2)+ ξJ

]
.

Brisure partielle de la supersymétrie N = 2
En minimisant le potentiel scalaire précèdent par rapport au scalaire q1, q2 et xI ,

on a :

∂VS
∂q1 = |meff |2 q̄1̄ − i

√
2gIF xIq2 + gID

I q̄1̄ = 0, (IV.250)

∂VS
∂q2 = |meff |2 q̄2̄ − i

√
2gIF xIq1 + gID

I q̄2̄ = 0, (IV.251)

∂VS
∂xI

= i

2FIJK
[
F xI

(
F̄ x̄K + 1

2κK

)
+ 1

2D
IDK

]
− i
√

2gI
(
F q1

q2 + F q2
q1
)

= 0.(IV.252)

Notons que la valeur moyenne des scalaire qI est nulle
(〈
qI
〉

= 0
)
car le secteur de jauge

décrit par le groupe U (1)×U (1) reste intacte, ce qui implique que les deux équations
(IV.250) et (IV.251) sont vérifiées et que le second terme de l’équation (IV.252) est
nul, d’où on peut l’écrire sous la forme réduite suivante :

FIJK
[
F xI

(
F̄ x̄K + 1

2κK

)
+ 1

2D
IDK

]
= 0. (IV.253)

À partir des lois de transformations (II.351-II.353) et (II.375-II.378), on peut déter-
miner les lois de transformation sous la première supersymétrie des champs fermionique
qui décrivent le secteur de la matière de ce modèle, comme suit :

δψx
I =

√
2εF xI , (IV.254)

δλI = iεDI . (IV.255)

et en utilisant les lois de transformation (IV.165), (IV.166), les lois de transformation
sous la seconde supersymétrie des champs fermionique sont données par :

δ̃ψx
I = iε̃DI , (IV.256)

δ̃λI =
(√

2F̄ x̄K + 1√
2κI

)
ε̃. (IV.257)

On peut écrire les transformations précédentes (IV.254-IV.257) et de façon identique
à loi de transformation (IV.62) comme suit :

δλA = YABε
B. (IV.258)

avec YAB est donnée dans l’expression (IV.171). De façon similaire à l’analyse qu’on a
fait pour les relations (IV.223), (IV.224) pour paramétrisation non-linéaire de la super-
symétrieN = 1, nous allons tout d’abord déterminer dans ce modèle la paramétrisation
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non-linéaire de la première supersymétrie, qui est donnée comme suit :

exp
(

1√
2N1

ηα1Qα

) [
θ2F xI + i

√
2θ̃θDI + θ̃

2
F̄ x̄I

]
(IV.259)

=
√

2 1
N1

ηα1 θαF
xI + i

N1
ηα1 θ̃αD

I + . . . ,

exp
(

1√
2N1

ηα1Qα

) [
θ2F qu

]
=
√

2 1
N1

ηα1 θαF
qu + . . . . (IV.260)

où la constante de normalisation N1 est donnée par :

N1 =
√
guv̄F quF̄ q̄v̄ + hIJ F̄ x̄IF xJ + 1

2hIJD
IDJ . (IV.261)

En comparant l’expression de N1 (IV.261) avec l’expression du multiplet vectoriel N =
2 (IV.162) et chiral N = 1 (IV.213), on a les relations suivantes :

1
N1

ηα1F
xI = ψx

I

α , (IV.262)

i

N1
ηα1D

J =
√

2λJα, (IV.263)

1
N1

ηα1F
qu = χuα. (IV.264)

Donc l’expression du Goldstino de la première supersymétrie est déterminée en faisant
la sommation des relations (IV.262), (IV.263) et (IV.264) après la multiplication de
(IV.262) par hIJ F̄ x̄I et (IV.263) par − i2hIJD

I et (IV.264) par guv̄F̄ q̄v̄ ,

ηα1 = 1
N1

(
hIJ F̄

x̄Iψx
I

α −
i√
2
hIJD

IλJα + guv̄F̄
q̄v̄χuα

)
. (IV.265)

Pour déterminer l’expression du seconde Goldstino ηα2 , nous allons utiliser la para-
métrisation non-linéaire de la seconde supersymétrie suivante :

exp
(

1√
2N2

ηα2 Q̃α

) [
θ2F xI + i

√
2θ̃θDI + θ̃

2
(
F̄ x̄I + 1

2κI

)]
(IV.266)

=
√

2 1
N2

ηα2 θ̃α

(
F̄ x̄I + 1

2κI

)
+ i

N2
ηα2 θ̃αD

I + . . . ,

exp
(

1√
2N2

ηα2 Q̃α

) [
−Ωū

v θ̃
2
F̃ qu

]
= −
√

2Ωū
v

1
N2

ηα2 θ̃αF̃
qu + . . . . (IV.267)

où F̃ qu = −i
(
m−

√
2gI x̄I

)
ku et ku = i

(
−q1, q2

)
. Notons que les lois de transformation

de l’hypermultiplet
(
Q1, Q2

)
sous la seconde supersymétrie est donné par [49] :

δ̃Qu = −1
2Ω̄uvD̄2

[(
Q̄v + 2igI k̄vV I

)
ε̃θ̃
]
− 2imkuε̃θ. (IV.268)
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et en fonction des composantes des champs, les lois de transformation de la seconde
supersymétrie sont données par :

δ̃qu = −
√

2Ω̄u
v̄ ε̃χ̄

q̄v̄ , (IV.269)
δ̃χq

u =
√

2ε̃F̃QU + i
√

2Ω̄u
v̄σ

µDµq̄
v̄ ε̃. (IV.270)

avec Ωuv = εuv est un champ 2-forme définit par la variété hyperkählérienne [122, 123],
et la dérivée covariante Dµ est donné comme suit :

Dµq̄
v̄ = ∂µq̄

v̄ + gIA
I
µk̄

v̄. (IV.271)

Alors l’expression de l’hypermultiplet invariante sous les lois de transformation précé-
dente est donnée par :

H̄ ū = Q̄ū − θ̃αΩū
vDαQ

qv − θ̃2Ωū
v

[
−i
(
m−

√
2gIX̄I

)
kv
]
. (IV.272)

avec XI = 1
2D

2V ′. Notons que l’expression précédente (IV.272) nous indique qu’on
peut écrire les lois de transformation sous la seconde supersymétrie comme suit :

δ̃Qu = −Ω̄u
v̄ ε̃α̇D̄

α̇Q̄q̄v̄ , (IV.273)
δ̃Q̄ū = −Ωū

v ε̃DQ
qv , (IV.274)

δ̃DαQ
qv = 2ε̃α

[
−i
(
m−

√
2gIX̄I

)
kv
]

+ i2Ωu
v̄σ

µ
αα̇ε̃

α̇
DµQ̄

ū, (IV.275)

δ̃D̄α̇Q̄q̄v̄ = 2ε̃α̇
[
i
(
m−

√
2gIXI

)
k̄v̄ − i2Ω̄ū

v σ̄
µαα̇ε̃αDµQ

ū
]
. (IV.276)

En comparent l’expression de l’hypermultiplet (IV.272) et celle du multiplet vecto-
riel (IV.162) de la supersymétrie N = 2, on a :

1
N2

η2 α

(
F̄ x̄J + 1

2κJ

)
= λx

J

α , (IV.277)

i

N2
η2 αD

J =
√

2ψxJα , (IV.278)

1
N2

η2 αF̃
qu = χq

u

α . (IV.279)

où l’expression du superchamp spinoriel chiral χα est donnée dans la relation(IV.133),
et N2 est la constante de normalisation donnée par la relation suivante :

N2 =
√
guv̄F̃ quF̃

q̄v̄

+ hIJ

(
F̄ x̄I + 1

2κI

)(
F xJ + 1

2κJ

)
+ 1

2hIJD
IDJ (IV.280)

=
√

(N1)2 + E. (IV.281)

où

E = 1
8κI

(eI + ēI) (IV.282)

= 1
2κI

(
F xI + F̄ x̄I

)
+
( 1

2κI

)2
.
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Donc l’expression du goldstino de la seconde supersymétrie est déterminée en faisant
la sommation des relations (IV.277), (IV.278) et (IV.279) après la multiplication de
(IV.277) par hIJ

(
F xI + 1

2κI

)
et (IV.278) par − i2hIJD

I et (IV.279) par guv̄F̃
q̄v̄

,

ηα2 = 1
N2

(
hIJ

(
F xI + 1

2κI

)
λx

J

α −
i√
2
hIJD

IψX
J

α + guv̄F̄
q̄v̄χq

u

α

)
. (IV.283)

Alors, à partir des deux expressions des Goldstini qu’on vient de déterminer, la
matrice des Goldstini dans le vide est donnée comme suit :

δη =
(
δiηj

)
=
(
δη1 δ̃η2
δ̃η1 δη2

)
. (IV.284)

où les expressions des éléments de cette matrice (IV.284) est donnés par :

δη1 =
√

2N1, (IV.285)

δη2 = N1

N2
δ̃η1, (IV.286)

δ̃η1 = − i

2N1
hIJ

1
κI
DJ , (IV.287)

δ̃η2 =
√

2N2. (IV.288)

Notons que dans le cas où le terme de déformation 1
κI

est nul, alors E devient aussi nul,
et par conséquence la matrice de Goldstini (IV.284) devient la matrice identité. Ceci
implique qu’on ne peut pas réaliser une brisure partielle de la supersymétrie N = 2.
Notons aussi que les conséquences de 1

κI
= 0 sont les mêmes qu’on a vu pour le

potentiel (IV.76) lorsque le terme antisymétrique CA
B devient nul,

CA
B ∼ (σ)AB

(
−Im

(
eI
)
, 0, 0

)
×
( 1
κI
, 0, 0

)
= 0. (IV.289)

En diagonalisant la matrice (IV.284) nous avons les deux valeurs propres suivantes :

(
Λ1,2
SUSY

)2
=
N1 +

√
N2

1 + E
√

2
± 1

2

√√√√√√2
(
N1 −

√
N2

1 + E
)2

+

(
hIJ

1
κI
DJ

)2

N1

√
N2

1 + E
. (IV.290)

On remarque que dans le cas 1
κI

= 0 les deux valeurs propres précédentes ont la même
valeur, et par conséquence les deux supersymétries sont brisées spontanément et la
supersymétrie N = 2 est brisée complètement à N = 0. Alors que si 1

κI
6= 0 la brisure

partielle de la supersymétrie est réalisé à condition que les D et E ne doivent pas être
simultanément nuls. En effet, si D = 0 (direction plate du terme D, i.e. ξ = 0) comme
premier choix, les deux valeurs propres (IV.290) deviennent :

Λ1
SUSY =

√
2N1, (IV.291)
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Λ2
SUSY =

√
2 (N2

1 + E). (IV.292)

Ce qui indique si E = 0 les deux valeurs propres Λ1,2
SUSY se coïncident, et par consé-

quence la supersymétrie N = 2 est brisée complètement. Alors pour avoir une brisure
partielle de la supersymétrie N = 2 il faut que E 6= 0 (i.e., ReeI 6= 0). Si le premier
choix est le cas où E = 0, alors eI sont des nombres imaginaires purs et les deux valeurs
propres (IV.290) deviennent :

(
Λ1,2
SUSY

)2
=
√

2
N1

(
guv̄F̃

quF̃
q̄v̄

+ hIJImF
xIImF xJ + hIJ

(
1

4κI
± DI

√
2

)(
1

4κJ
± DJ

√
2

))
.

(IV.293)
Ce qui indique que si D = 0 les deux valeurs propres Λ1,2

SUSY se coïncident, et par
conséquence la supersymétrie N = 2 est brisée complètement, et pour avoir une bri-
sure partielle de la supersymétrie N = 2 il faut dans ce cas que D 6= 0.
Finalement les valeurs moyennes dans le vide des champs auxiliaires qui brise partiel-
lement la supersymétrie N = 2 sont données à partir de l’expression (IV.293) comme
suit : 〈

F xI
〉

= − 1
4κI

, (IV.294)〈
DI
〉

= ∓ 1
2
√

2κI
, (IV.295)〈

F qu
〉

=
〈
F̃ qu

〉
= 0. (IV.296)

Notons que les expressions précédentes sont une solution pour l’équation (IV.253).
Dans ce chapitre nous avons présenté trois modèles de littérature de la brisure par-

tielle de la supersymétrie N = 2, le premier est sous le cadre d’une théorie de jauge
pure basée sur un seul multiplet vectoriel de la supersymétrie N = 2, ce modèle est
découvert par Antoniadis, Partouche et Taylor. le second modèle découvert par Andria-
nopoli, D’Auria, Ferrara et Trigiante présente la généralisation du modèle précédent.
A la fin de ce chapitre nous avons présenté le modèle de Antoniadis, Derendinger et
Jacot qui couple le secteur de jauge avec celui de la matière et qui brise à deux échelles
différentes la supersymétrie N = 2.
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Chapitre V

Contributions

V.1 Contribution I : N = 2 Supersymmetry Partial
Breaking and Tadpole Anomaly

Résumé :

Nous considérons l’extension U(1)n du modèle effectif U(1) × U(1) de la super-
symétrie N = 2 introduit dans arXiv :1204.2141 ; nous étudions la relation entre la
contrainte de la brisure partielle de la supersymétrie N = 2 et l’anomalie "tadpole"
de la théorie des cordes type IIB compactifiée sur une variété de Calabi-Yau de trois
dimensions complexes en présence des flux de HRR et HNS. Nous discutons aussi la
brisure partielle de la supersymétrie N = 2 dans le cas particulier d’une théorie de
Maxwell avec un seul U(1). Ainsi, nous donnons l’interprétation de la brisure partielle
dans ce modèle comme conséquence de l’anomalie tadpole d’une source de flux externe.
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Abstract

We consider the U (1)n extension of the effective N = 2 supersymmetric U (1) × U (1) model of 
arXiv:1204.2141; and study the explicit relationship between partial breaking of N = 2 supersymmetry 
constraint and D3 brane tadpole anomaly of type IIB string on Calabi–Yau threefolds in presence of HRR

and HNS fluxes. We also comment on supersymmetry breaking in the particular N = 2U (1) Maxwell the-
ory; and study its interpretation in connection with the tadpole anomaly with extra localised flux sources.
© 2015 The Authors. Published by Elsevier B.V. This is an open access article under the CC BY license 
(http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/). Funded by SCOAP3.

1. Introduction

Breaking N = 2 supersymmetric quantum field theories in 4d space time at two different mass 
scales has been subject of interest for many years [1–19]; and references therein. This scenario is 
possible in 4d N = 2 supergravity theory; but not with N = 2 global supersymmetry suspected to 
live at lower energies below Planck scale. If gravity is neglected, superalgebra relations require
that once one of the two global supercharges Q±

α = (Qα, Q̃α) is broken; say Q−
α , the second 

Q+
α has to be broken too. However this constraint can be bypassed in the presence of magnetic 

Fayet–Iliopoulos (FI) terms induced by non-perturbative BPS states such as D-branes of type II 
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http://dx.doi.org/10.1016/j.nuclphysb.2015.10.022
0550-3213/© 2015 The Authors. Published by Elsevier B.V. This is an open access article under the CC BY license 
(http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/). Funded by SCOAP3.
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strings. With non zero magnetic FI couplings, the supercurrent algebra develops a constant term 
that violates the SUR (2) R-symmetry of the supercharges [6], offering as a consequence a way 
to break N = 2 supersymmetry partially via gauginos instead of gravitinos [4,20–23]. This idea 
has been approached in past by using non-linear realisation of half of the eight supersymmetric 
charges [24–30]; but further developed recently in [31–33] by using N = 1 superspace QFT4
method where a simple, but instructive, effective N = 2 supersymmetric abelian U (1)2 model, 
with two breaking scales �1 and �2, has been engineered.

In this paper, we consider the partial breaking of N = 2 supersymmetry in the effective 
4d U (1) × U (1) model of [31,32], to which we refer from now on as ADJ effective gauge 
theory; and study explicitly its relationship with D3 brane tadpole anomaly of type IIB string 
compactified on local Calabi–Yau threefolds (CY3). To deal with brane realisation of the ADJ 
construction, we first relax the rank of the abelian group symmetry by considering the effective 
U (1)2 model as the leading prototype in the family of 4d N = 2 U (1)n gauge models indexed 
by n ≥ 2; and then think of this set of abelian gauge models in terms of an effective low energy 
theory following from D3 branes wrapping 3-cycles in type IIB string on local CY3 with an
n-dimensional symplectic homology basis of 3-cycles (Aa,Ba), a = 1, . . . , n. In this D3 brane 
realisation of 4d N = 2 U (1)n gauge theory, partial breaking of global N = 2 supersymmetry 
is induced by HRR

3 and HNS
3 fluxes; and the ADJ condition 

∑
a

ga

κa
= 0 supporting the partial 

breakings is interpreted in terms of conservation of the total 3-forms flux �flux in the Calabi–Yau 
threefolds; that is �flux = ∫CY3 HNS

3 ∧ HRR
3 = 0. We also study the missing n = 1 term in the se-

quence of 4d N = 2 U (1)n gauge models with n ≥ 2; this particular model, which corresponds 
type IIB string on conifold geometry, is anomalous in agreement with known results in literature; 
this anomaly may be directly learnt from the naive extension of ADJ condition which is given 
by the singular equation g

κ = 0 requiring the vanishing of the gauge coupling constant g = 0
for finite magnetic FI coupling κ . By trying to engineer a 4d N = 2 U (1) model going beyond 
ADJ constraint by deforming the singularity like ν + g

κ = 0, we end with an explicit breaking of 
N = 2 supersymmetry down to N = 1. The brane interpretation of this deformation in terms of 
presence of D7 branes or O3 planes is also studied by using a result from [34].

The presentation is as follows: In section 2, we review the basis of the effective 4d N = 2
U (1)2 model; and derive the N = 2 ADJ constraint equation and its N = 1 deformation. In 
section 3, we give the main lines of the N = 1 superfield formulation of the 4d N = 2 U (1)n

gauge theory describing the gauge dynamics of n N = 2 gauge multiplets coupled to a single 
tensor multiplet. In section 4, we study the realisation of ADJ model in type IIB string on CY3 
with non-trivial fluxes of the 3-form field strengths HNS

3 and HRR
3 .

In Section 5, we give conclusion and make some comments. In Section 6 we give two appen-
dices; in the first appendix we collect some useful tools on type IIB string compactification to 
4d space time; and in the second we describe the gauge and supersymmetric transformations of 
single-tensor and Maxwell multiplets in superspace.

2. N = 2 U (1)n theory and ADJ constraints

In this section, we review the main lines of the model of [31,32]; and study particular aspects 
of ADJ constraint equation supporting the partial supersymmetry breaking in this theory. Follow-
ing [31–33], the ADJ model is a 4d N = 2 supersymmetric effective gauge theory where gravity 
is decoupled; but global N = 2 supersymmetry is broken at two different scales. The simplest 
version of the model realising the two partial breaking is given by the interacting dynamics of an
N = 2 single tensor multiplet T (N=2) with two abelian N = 2 gauge supermultiplets V(N=2)

1
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and V(N=2)
2 . Besides special Kahler geometry of the gauge background, the model has a Chern–

Simons type interaction between T (N=2) and the linear combination g1V
(N=2)
1 + g2V

(N=2)
2 .

2.1. ADJ theory in N = 1 superspace

Because of lack of a simple formulation of 4d supersymmetric gauge theories with 8 super-
charges in N = 2 superspace, one is limited to use the standard N = 1 superspace method with 
the price that only half of supersymmetries is manifestly exhibited; the other half is hidden; but 
can be linearly realised in absence of magnetic FI couplings.

2.1.1. Fibering N = 2 chiral superspace
A way to deal with the 4 hidden supersymmetric charges is to use N = 2 chiral superspace 

and think about it in terms of fibration of two copies of N = 1 chiral superspaces; an Nfiber = 1′
chiral superspace, with odd coordinates θ̃ α , fibered on an Nbase = 1 chiral superspace base with 
odd coordinates θα . Schematically, this fibration may be represented like

Nfiber = 1′ → N = 2
↓
Nbase = 1 (2.1)

In this chiral superspace fibration, typical N = 2 chiral superfields have the structure �N=2 =
�(z, θ, θ̃ ) with space time coordinate zμ related to the real xμ by two pure imaginary shifts 
iυμ + iυ̃μ, one from Nfiber = 1′ fiber and the other from the Nbase = 1 base as shown on the 

relation z = y − iθ̃σ˜̄θ with y = x − iθσ θ̄ . Viewed from fiber, �N=2 can be expanded in a finite 
series of θ̃ as follows

�N=2 = �N=1 + √
2 θ̃ α
N=1

α + θ̃2FN=1 + . . . (2.2)

with expansion modes given by Nbase = 1 superfields: �N=1 = � (y, θ) and similarly for 
N=1
α

and FN=1. The extra dots stand for additional terms involving space time derivatives generated 
by −iθ̃σμ˜̄θ∂μ = −iυ̃μ∂μ. The expansion modes in (2.2) describe N = 1 chiral superfields in 
the base; and are related amongst others by those Nfiber = 1′ supersymmetric transformations in 
the fiber; for example

δ̃�N=1 = √
2ε̃α
N=1

α

δ̃
N=1
α = √

2ε̃αFN=1 − i
√

2

2
σ μ̃ε̄∂μ�N=1

δ̃FN=1 = − i
√

2

2
∂μ
N=1

α σ μ̃ε̄ (2.3)

By imposing appropriate constraint relations on �N=2, one obtains the desired Nbase = 1 super-
fields to describe supersymmetric matter or radiation with 8 supercharges. In this way of doing, 
N = 2 supersymmetric gauge multiplet is then approached by using superfield strength WN=2

with expansion as in (2.2); but satisfying moreover DαD̃αWN=2 + hc = 0. As this constraint 
involves both the chiral WN=2 and its adjoint conjugate, one ends with a θ̃-expansion involving 
both N = 1 chiral X and D̄2X̄ as follows

WN=2 = X + i
√

2 θ̃ αWα − θ̃2
(

1
4D̄2X̄

)
W̃N=2 = WN=2 + θ̃2 1

2κ
(2.4)
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where the role of the extra constant coefficient 1
2κ

will be discussed later on; it scales as mass2

seen that 
[
WN=2

] = [X] = mass1 and the Nbase = 1 chiral gauge superfield strength spinor 
[Wα] = mass3/2; it may be generated by the particular and asymmetric shift of the θ̃2 component

1

4
D̄2X̄

∣∣∣∣
θ=0

= F̄ X̄ → F̄ X̄ − 1

2κ
(2.5)

By asymmetric we mean eq. (2.5) but without modifying the X superfield in (2.4). This property 
may be roughly interpreted as giving a non-zero VEV to the θ̃2-component field of expansion of 
(2.4) as〈

1

4
D̄2X̄

〉
= 1√

2
〈A + iB〉 = − 1

2κ
(2.6)

breaking thus the Nfiber = 1′ supersymmetry in fiber. For a stringy interpretation of the coupling 
constant 1

κ
in terms of 3-form flux through non compact 3-cycles in local CY3; see eq. (4.30).

A quite similar expansion is valid for the N = 2 tensor multiplet T (N=2) which is described 
as well by a constrained N = 2 chiral superfield [31–33], see also Appendix A.2; it is given by

T N=2 = Y + √
2 θ̃ αχα − θ̃2

(
i

2
� + 1

4
D̄2Ȳ

)
(2.7)

with Nfiber = 1′ supersymmetric transformations in fiber as

δ̃Y = +√
2 ε̃αχα

δ̃χα = √
2ε̃αE − i√

2
σ

μ
αα̇
˜̄εα̇

∂μY

δ̃E =
√

2
2i

∂μχασ
μ
αα̇
˜̄εα̇

(2.8)

where we have set

E = − i

2
� − 1

4
D̄2Ȳ (2.9)

With these tools at hand, we turn to describe useful features on superfield spectrum of N = 2 su-
persymmetric ADJ model. For later use, we will give both the N = 2 chiral superfields spectrum 
and their splitting in terms of Nbase = 1 superfields.

More on matter sector The matter sector of ADJ model is quite simple; it involves one 4d 
N = 2 matter multiplet having two dual realisations as given by eq. (2.11).

In the realisation we will be using in present study, N = 2 matter is described by an N = 2
chiral superfield T (N=2) with expansion along fiber direction as in (2.7). From the Nbase = 1
base view, this expansion has four chiral superfields: two bosonic Y , �; and a fermionic super-
field doublet χα = (χ1,χ2

)
; altogether they capture 16 + 16 off shell degrees of freedom. This 

number may be reduced down to 8 +8 by thinking about Y as an exotic auxiliary superfield play-
ing the role of a Lagrange superfield parameter capturing the constraint on partial breaking of 
second supersymmetry; and about χα as a superfield prepotential of a hermitian linear multiplet 
L given by the relation

L = Dαχα + D̄α̇χ̄ α̇ (2.10)

Observe that L is invariant under the change χ ′
α = χα + i

4D̄2Dα� with � an arbitrary real su-
perfield; this symmetry together with footnote 1 allows to reduce the 16 + 16 degrees of freedom 
down to 8 + 8; for details see Appendix A.2; other features can be found in [31–33].
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For completeness, notice that using a result on hypermultiplet duality on superfield represen-
tations of N = 2 matter multiplet [35–39], we can show that N = 2 superfield T (N=2) has two 
dual representations in terms of Nbase = 1 superfields; the (�,L) we will be using in this paper; 
and a second realisation based on two chiral superfields Q1, Q2;

a) : T (N=2) ≡ �,L ; Y

b) : T (N=2) ≡ Q1,Q2 ; Y (2.11)

ADJ constraint First notice that in above (2.11), it looks like if we have three Nbase = 1 super-
fields to describe N = 2 matter; this is not exact since Y is some how a “spurious superfield” 
carrying no physical degrees of freedom; it is a topological object exhibiting very special prop-
erties as shown by eqs. (2.19)–(2.21); this is our reason behind putting Y aside in eq. (2.11); 
it breaks N = 2 supersymmetry partially and is one of the nice observations in [32]; there it 
appears as a Lagrange superfield parameter capturing a constraint relation f (ga, κa) = 0 of the 
model, which to fix ideas may be thought of as

f (ga, κa) =
n∑

a=1

ga

κa

= 0 , n ≥ 2 (2.12)

giving a relationship between the coupling constants ga and the magnetic FI couplings 1/κa of 
the ADJ model; see also eq. (3.5) given below for explicit details. In the limit

1

κa

→ 0 (2.13)

the above constraint is trivially solved and then Y has no role to play in this N = 2 supersym-
metric limit.

Notice also that the sum on integer n in eq. (2.12) rules out the particular case n = 1; since 
the corresponding condition reads as

g1

κ1
= 0 (2.14)

leading to g1 = 0 for finite 1/κ1; and then no ADJ theory with one U (1) gauge factor [29–33]. 
By trying to overcome the constraint g1

κ1
= 0 by adding an extra term like

ν + g1

κ1
= 0 (2.15)

with ν a real parameter having same scaling mass dimension as ga

κa
; one breaks explicitly N = 2

supersymmetry down to N = 1.

2.1.2. N = 1 superfields in U (1)2 ADJ model
In our superspace description of U (1) × U (1) ADJ model, we will use a particular set of 

N = 1 superfields; these are the chiral � and hermitian L for representing T (N=2); and 2 gauge 
superfields (V 1,V 2), 2 chiral (X1,X2) for representing V(N=2)

1 ⊕V(N=2)
2 . Let us comment this 

system of superfields.
• T (N=2) sector
In the N = 1 superfield realisation given by the first relation of eq. (2.11), the dynamics of 

T (N=2) is described by two basic superfields and an auxiliary one; these are:
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(i) the chiral superfield � with the usual θ -expansion namely a leading scalar component φ; 
a Weyl fermions ψα and auxiliary field Fφ ;

(ii) the standard hermitian linear multiplet L satisfying the superspace constraint relations 
D2L = D̄2L = 0 following from (2.10); this is a particular superfield with θ -expansion 
in component fields as follows

L = C + iθ.η − iθ̄ .η̄ + θσμθ̄εμνρσ ∂νBρσ +
1
2θ2θ̄ σ̄ μ∂μη − 1

2 θ̄2θσμ∂μη̄ − 1
4θ2θ̄2�C (2.16)

involving the propagating real field C and the field strength of the antisymmetric tensor 
field Bρσ ; but no auxiliary field. The superfields � and L are related under fiber Nfiber = 1′
supersymmetric variations as follows

δ̃εL =
√

2

2i

(
ε̃αDα� −˜̄εα̇D̄α̇�̄

)
δ̃ε� = −i

√
2̃ε̄α̇D̄α̇L (2.17)

with [
δ̃ε′ , δ̃ε

]
� = −2i

(
ε̃σμ˜̄ε′ − ε̃′σμ˜̄ε) ∂μ� (2.18)

with � standing for L and �.
(iii) an extra auxiliary superfield Y capturing information on non linear realisation of the 

Nfiber = 1′ hidden supersymmetry; it is not needed for the closure of transformations (2.17); 
but will be used to approach partial supersymmetry breaking. Properties of this superfield 
have been explored in [31,32] where, using gauge fixing1 method, it has been shown to have 
the following remarkable θ -expansion

Y gauged = i

4!θ
2εμνρσ Cμνρσ (2.19)

for details see Appendix A.2. This relation shows that Y encodes data on the constant anti-
symmetric tensor Cμνρσ = 4!εμνρσ �. Because of its special dependence in θ , Y has no 
physical degrees of freedom

δεY
gauged = 0 (2.20)

and obeys moreover a nilpotency property

Y †Y = θ4�2 , YY = 0 = Y †Y † (2.21)

In the N = 1 superfield realisation given by the second relation of eq. (2.11), the role of � and 
L gets played by the two chiral superfields Q1 and Q2 capturing opposite charge under a U (1)

gauge symmetry. The duality transformations between the two matter multiplet realisations are 
given by Legendre transform in superspace [35–39]; they may be written as follows

1 Following analysis of appendix 8.2, the reduction of the 16 + 16 degrees of N = 2 chiral superfield T N=2 down 
to 8 + 8 is achieved into two steps: a first reduction from 16 + 16 down to 12 + 12 ensured by gauge symmetry under 
χ ′

α = χα + i
4 D̄2Dα� (A.23); a second reduction from 12 + 12 down to 8 + 8 given by requiring symmetry under gauge 

transformation Y → Y − 1
2 D̄2ϒ with ϒ a real superfield. Gauge fixing of this symmetry leads precisely to eq. (2.19); 

for more details see also [31].
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Q1 = 2
−1
4

√
�e+�′

Q2 = 2
−1
4

√
�e−�′

(2.22)

with � as in the first relation of eq. (2.11) and where �′ is another chiral superfield. We will not 
need this realisation in this paper; but to fix ideas we give some comments on their dynamics in 
§3.2; see eq. (3.18).

• V(N=2)
a gauge sector

The gauge sector of ADJ supersymmetric U (1)2 model involves two N = 2 abelian Maxwell 
type multiplets described by the hermitian superfields V (N=2)

1 and V (N=2)
2 with superfields 

strength θ -expansions along fiber direction as in eq. (2.2). Following [31,32], the solution of 
constraint equations lead to the N = 1 superfields spectrum

V
(N=2)
1 ≡ V 1,X1 , κ1

V
(N=2)
2 ≡ V 2,X2 , κ2 (2.23)

where the hermitian V 1, V 2 are the usual Nbase = 1 gauge superfield potentials; and where X1, 
X2 are two chiral superfields. So the gauge symmetry of the model is U1 (1) × U2 (1). The extra 
κ1, κ2 are constants and are as in (2.4); they may be put in correspondence with the auxiliary 
chiral superfield Y as it may be viewed by comparing (2.7) with (2.4); that is:∑ ga

κa

↔ Y (2.24)

The general form of the superspace lagrangian density Lgauge of the gauge superfields depending 
on the prepotential F (X1,X2) reads as follows

Lgauge = LU1(1)×U2(1) + LFI (2.25)

with gauge lagrangian density in Nbase = 1 superspace given by

LU1(1)×U2(1) =
∫

d4θ
i

2

(
F̄aX

a − FaX̄
a
)

+
∫

d2θ

(
− i

4
FabW

a.Wb

)
+ hc (2.26)

and Fayet–Iliopoulos part as

LFI =
∫

d4θξaV
a −

∫
d2θ

ea

4
Xa −

∫
d2θ

i

4κa

Fa + hc (2.27)

where the real ξa and complex (pure imaginary) ea are constants and where the holomorphic 
Fa = ∂F

∂Xa and Fab = ∂2F
∂Xa∂Xb .

2.2. ADJ constraint and N = 1 deformation

Here we use the N = 1 superfield spectrum of ADJ model to study the derivation of the 
constraint eq. (2.12) and its N = 1 deformation (2.15).

2.2.1. Superfield Y
Viewed from N = 2 chiral superspace, the U (1) × U (1) ADJ supersymmetric model in-

volves the N = 2 chiral superfields WN=2
a given by (2.4); and the T N=2 of (2.7). These N = 2

chiral superfields are remarkable; they have the same scaling mass dimension and quite similar 
θ̃ -expansions which make them to share some general features. Indeed, though physically dif-
ferent objects, the resemblance between their θ̃ -expansions could serve as a guide to have more 
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insight into the ADJ construction. This formal property has been used in [31,25] to study the 
interaction between an N = 2 Maxwell multiplet WN=2 and a tensor T N=2. There, the formal 
similarity between the two chiral superfields WN=2 and T N=2; in particular their scaling mass 
dimension and θ -expansions, has been used to build the linear combination of these N = 2 chiral 
superfield

WN=2 + 2gT N=2 (2.28)

to reach the gauge invariant quantity

FMax
μν − gBμν (2.29)

that plays a central role in the N = 2 Dirac–Born–Infeld Umax (1) theory; and also in studying 
electric–magnetic duality in N = 2 chiral superspace in presence of Chern–Simons coupling. In 
this relation, FMax

μν is the usual field strength of the Maxwell gauge field potential; and Bμν the 
antisymmetric gauge potential appearing in the tensor multiplet.

By exhibiting this formal similarity between WN=2 and T N=2; one finds that there exist a 
correspondence between their N = 1 superfields contents; by comparing the θ̃ -expansions (2.4)
and (2.7); as well as topological relations reported in Appendix A (A.19) and (A.24), one ends 
with

Gauge multiplet W̃N=2 Tensor multiplet T N=2

X Y

iWα χα
−1
2κ

i
2�

D̄2X̄ D̄2Ȳ

(2.30)

where Y occupies a place in T N=2 that is similar to the place occupied by X in W̃N=2. Obvi-
ously the superfields in left and right of table (2.30) have different meanings and carry different 
degrees of freedom; but as far as fibration of N = 2 supersymmetry is concerned; this corre-
spondence may be used as an indication to get more insight into the general form of constraint 
equation captured by Y .

2.2.2. Deriving ADJ condition
The ADJ constraint equation is obtained by from N = 2 Chern–Simons couplings between 

the linear combination of the gauge superfield strengths (
∑

a gaW̃N=2
a ) and the tensor multiplet 

T N=2. In N = 2 chiral superspace where N = 2 supersymmetry is manifest, this CS coupling 
reads in terms of W̃N=2

a and T N=2 as follows

LCS = −2i

∫
d2θd2θ̃

(
n∑

a=1

gaW̃N=2
a

)
T N=2 (2.31)

where n = 2 for the case of U (1)2 model; but can generally take any value n ≥ 2 as the case of 
U (1)n models with n gauge W̃N=2

a coupled to T N=2. By using (2.4) and (2.7) and performing 
integration with respect to θ̃ ; one brings above CS coupling to the form
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LCS = +2
∫

d4θ

(
n∑

a=1

gaV
a

)
L −

∫
d2θ

(
n∑

a=1

gaX
a

)
�

− i

∫
d2θ

(
n∑

a=1

ga

κa

)
Y (2.32)

where N = 1 supersymmetry in the base of fibration is manifest and the fibered N = 1′ one be-
comes hidden. Because of linear dependence, the superfield equation of Y leads to the constraint

n∑
a=1

ga

κa
= 0 , n ≥ 2 (2.33)

Notice that the deformation of the CS coupling (2.32) by adding the term ν
∫

d2θY like

L′
CS = +2

∫
d4θ

(
n∑

a=1

gaV
a

)
L −

∫
d2θ

(
n∑

a=1

gaX
a

)
�

− i

∫
d2θ

(
ν +

n∑
a=1

ga

κa

)
Y (2.34)

preserves gauge symmetry as shown by (A.41) of Appendix A; but breaks explicitly N = 2
supersymmetry down to N = 1. Under this deformation, the ADJ constraint becomes

ν +
n∑

a=1

ga

κa
= 0 (2.35)

3. Superspace lagrangian

The N = 1 superspace expression of the lagrangian density L describing the interacting dy-

namics of the above N = 2 supersymmetric system 
{
W(N=2)

a ,T (N=2)
}

can be approached in 

two manners depending on the N = 1 superfield realisation used to represent the T (N=2) single 
tensor multiplet.

3.1. Using N = 1 multiplets (L,�)

With the realisation of the tensor multiplet T (N=2) in terms of the superfields the chiral �, 
the hermitian L as well as the Lagrange chiral superfield Y carrying the ADJ constraint; and 
following [32], the superspace lagrangian density of the N = 2 supersymmetric U (1)2 model 
describing coupled dynamics of W(N=2)

a and T (N=2) reads in N = 1 superspace as follows

L = Lgauge + LST + LCS (3.1)

with Lgauge as in eq. (2.26) and

LST + LCS =
∫

d4θ

√
L2 + 2�̄� − L ln

(
L +

√
L2 + 2�̄�

)
+ 2

∫
d4θgaV

aL −
∫

d2θ
(
m + gaX

a
)
�

− i

∫
d2θ

(
g1

κ1
+ g2

κ2

)
Y + hc (3.2)
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In what follows, we first make few comments useful for our later analysis; then we study scalar 
potential of the gauge model.

3.1.1. Properties of (3.2)
From the above expression of the superspace lagrangian density (3.2), we learn a set of special 

properties on the superfield realisation of matter using single tensor multiplet; in particular the 
following:

First, the mass constant m in (3.2) can be absorbed by shifting the linear combination gaX
a ; 

it will be dropped out in what follows.
Second, the superfields � and L are gauge invariant and scale as mass2; their coupling to the 

gauge multiplet is of Chern–Simons type

2
∫

d4θ (g1V 1 + g2V 2)L −
∫

d2θ (g1X1 + g2X2)� (3.3)

they involve the remarkable linear combinations g1V 1 + g2V 2 and g1X1 + g2X2. Moreover, the 
contribution of the superfield Y in the full superspace lagrangian density (3.2) appears linearly 
as follows

i

∫
d2θ

(
g1

κ1
+ g2

κ2

)
Y + hc (3.4)

together with the particular linear combination g1
κ1

+ g2
κ2

. So the auxiliary superfield Y in ADJ 
theory plays the role of a Lagrange superfield capturing the constraint relation

g1

κ1
+ g2

κ2
= 0 (3.5)

showing that the ratio g1
g2

of the two gauge couplings is fixed by the ratio κ1
κ2

of the magnetic FI 
coupling constants.

Third, the kinetic energy density of � and L involves non-polynomial expressions, a square 

root term 
√

L2 + 2�̄� and a logarithm one namely L ln
(
L +

√
L2 + 2�̄�

)
; this non-linearity

may be understood as due to the antisymmetric field Bμν . Self interactions of (�,L) are also non-
polynomial and are generally characterised by an arbitrary hermitian prepotential H

(
�, �̄;L)

with superspace lagrangian density as [35–37]

L(H)
ST =

∫
d4θH

(
�, �̄;L) (3.6)

3.1.2. Scalar potential
The scalar potential of the ADJ model (3.1)–(3.2) has two contributions as follows

Vsca = Vgauge + Vtens (3.7)

a contribution Vgauge coming from the auxiliary fields FXa
and Da of the gauge multiplets; and 

another contribution Vtens coming from the auxiliary field �; seen that L has no auxiliary field. 
The Vgauge contribution reads explicitly as

Vgauge = Hab

(
FXa

F̄ X̄b + 1

2
DaDb

)
(3.8)

where Hab = ImFab is the metric of the special-Kähler manifold with inverse Hab. For the Vtens

contribution, we have
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Vtens = FφGφφ̄F̄ φ̄ (3.9)

where Gφφ̄ is the analogue of metric Hab for the matter sector.
Substituting the various auxiliary fields by their field equations, we obtain the explicit expres-

sion of the full scalar potential of the model. For the contribution Vgauge, we have

Vgauge = Hab

(
1

2
rarb + waw̄b

)
(3.10)

with real ra and complex wa as follows

ra = gaC + ξa

2

wa = gaφ + 1
4ea + i

4κc
Fac (3.11)

Besides FI coupling constants, they depend on the degrees of freedom of the tensor multiplet 
namely C and φ. The other contribution is given by

Vtensor = 2�2 |gX|2 (3.12)

where we have set

�2 =
√

C2 + 2 |φ|2 , gX = g1X1 + g2X2 (3.13)

So the total scalar potential reads as

Vsca = Hab

(
1

2
rarb + waw̄b

)
+ 2 |gX|2 �2 (3.14)

Observe the two following features: first for �2 = 0 and wa = 0, the scalar potential Vsca has a 
non-zero value due to the non-vanishing ξ and hence N = 2 supersymmetry breaks down. For 
�2 = 0 and ξa = ea = 0, the scalar potential Vsca has as well a non-zero value proportional to the 
magnetic FI coupling as shown on the following expression

Vsca =
∑ 1

16κcκd

FcaH
abF̄bd (3.15)

The stationarity condition of the scalar potential with respect to the various fields namely

∂Vsca

∂X
= 0 ,

∂Vsca

∂φ
= 0 ,

∂Vsca

∂C
= 0 (3.16)

leads, for the case 
〈
C2 + 2 |φ|2〉= 0, to the following equation

Fabc

[
Fxb

(
F̄ x̄c + 1

2κc

)
+ 1

2
DbDc

]
= 0 (3.17)

leading to broken supersymmetric phase for the case where Fabc �= 0.

3.2. Using (Q1, Q2) hypermultiplet

Using duality transformations (2.22), one can also express the N = 2 tensor multiplet T (N=2)

as a hypermultiplet described by two N = 1 chiral superfields Q1 and Q2. In this realisation of 
T (N=2), the previous superspace density (3.2) gets mapped to the equivalent expression
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Lhyp =
∫

d4θ
(
Q̄1e

g1V 1+g2V 2Q1 + Q̄2e
−g1V 1−g2V 2Q2

)
+
∫

d2θ
(
m + i

√
2g1X1 + i

√
2g2X2

)
Q1Q2

− i

∫
d2θ

(
g1

κ1
+ g2

κ2

)
Y + hc (3.18)

where the superfields Q1 and Q2 carry opposite charges under the U1 (1) × U2 (1) gauge sym-
metry; but Y playing the same role.

The scalar potential of this superfield realisation of the gauge theory is given by

V ′
sca = Hab

[
Fxa

F̄ x̄b + 1

2
DaDb

]
+ Guv̄F

qu

F̄ q̄v̄

(3.19)

It has the same form as (3.14)

V ′
sca = 1

2
r ′
aH

abr ′
b + w′

aH
ab w̄′

b + �′2
∣∣∣m + √

2igax
a
∣∣∣2 (3.20)

but now with the dual expressions

r ′
a = −ga

(∣∣q1
∣∣2 − ∣∣q2

∣∣2)+ ξa

2

w′
a =

√
2ga

i
q1q2 + 1

4ea + i
4κc

Fac (3.21)

and

�′2 =
∣∣∣q1
∣∣∣2 +

∣∣∣q2
∣∣∣2 (3.22)

The properties of the scalar potential (3.20), including the description of the two scale breakings 
of N = 2 supersymmetry, have been explicitly studied in [32].

4. ADJ model and tadpole anomaly

In this section, we study a D3 brane realisation of ADJ theory and the interpretation of partial 
supersymmetric breaking in terms of 3-forms fluxes through 3-cycles in CY3. This brane reali-
sation has been succinctly presented in the introduction section; here we use results on type IIB 
string on local CY3s to describe the underlying geometry and the nature of HRR

3 , HNS
3 fluxes 

behind N = 2 ADJ model. To reach this goal, we first examine the geometric property the lin-
ear combinations of abelian gauge superfields; then we study the geometric derivation of the 
N = 2 ADJ condition and its N = 1 deformation given by (2.35); and after we give the explicit 
relationship between ADJ condition and D3 tadpole cancellation anomaly in type IIB.

4.1. N = 2 ADJ model and 3-cycles in CY3

In the effective N = 2 supersymmetric U (1)×U (1) gauge model, the superspace lagrangian 
density LN=2

U(1)2 depends, in addition to the single tensor multiplet T N=2 = (L,�,Y ), on two 

N = 2 abelian gauge multiplets WN=2
1,2 = (X1,V 1), (X2,V 2).
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4.1.1. Linear combinations
By an inspection of the superspace density (3.1), one notices that LN=2

U(1)2 depends on the 
following superfield linear combinations

V = g1V 1 + g2V 2
V ′ = ξ1V 1 + ξ2V 2 (4.1)

and

X = g1X1 + g2X2

X′ = e1X1 + e2X2

∂F
∂X

= 1

κ1

∂F
∂X1

+ 1

κ2

∂F
∂X2

(4.2)

These superfield combinations may a priori be extended to any number n of N = 2 gauge mul-
tiplets WN=2

a = (Xa,V a) as follows

V =
n∑

a=1

gaV a (4.3)

X =
n∑

a=1

gaXa (4.4)

where the ga’s are gauge coupling constants associated with each abelian Ua (1) gauge multiplet 
(Xa,V a). Similar relations can be written down for V ′, X′ and ∂F

∂X
. However, because of ADJ 

constraint relation; the generalisation of the condition (3.5) to arbitrary U (1)n gauge symmetry 
is valid provided n ≥ 2 as in (2.12). The restriction to the particular n = 1 case leads to singular 
relation

g1

κ1
= 0

requiring g = 0 for κ �= 0. To overcome this difficulty; one may resolve the g1
κ1

= 0 singularity 
by deforming it like ν + g

κ = 0; this leads to g = −κν; however remembering the property of 
eqs. (2.34)–(2.35), one learns that the deformation by ν breaks explicitly N = 2 supersymmetry 
down to N = 1.

To see the meaning of the linear combinations (4.1)–(4.4) as well as the interpretation of the 
deformation

ν +
n∑

a=1

ga

κa

= 0 (4.5)

we need to go beyond 4d space time by thinking of:

• the N = 2 supersymmetric U (1)n gauge model as a part of an effective theory following 
from type IIB string compactified on a local CY3; and

• the constraint relation (4.5) as corresponding to the D3 tapole anomaly [34]

1

2κ2
10T3

∫
CY3

ĤRR
3 ∧ ĤNS

3 + ND3 = 0 (4.6)
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where the 3-form gauge field strengths ĤRR
3 , ĤNS

3 ; and the numbers T3 and ND3 will be 
introduced later on.

To be explicit, we study in what follows the derivation of the linear combinations 
∑

a ξaV
a

and 
∑

a gaV
a from type IIB string compactification on a Calabi–Yau threefold Z3 with Kähler

2-form J2 and complex holomorphic 3-form �3. Then, we turn to the derivation of the linear 
combinations 

∑
a eaX

a and 
∑

a
1
κa

∂F
∂Xa concerning the chiral superfields.

4.1.2. Kahler sector
To derive the two linear combinations involving the gauge multiplet namely the V =∑
a ξaV

a , depending on FI coupling constants ξa , and the V ′ =∑a gaV
a involving gauge cou-

pling constants ga , it is interesting to start by describing the θ -expansions of these combinations. 
Focusing on the 4-vector υa

μ field components of the linear sum of gauge superfields V a which 
expands in θ -series as

V = θσμθ̄
(
υμ

)+ θ2θ̄2

(
n∑

a=1

χaD
a

)

+ i√
2
θ2θ̄

(
n∑

a=1

χaλ̄
a

)
− i√

2
θ̄2θ

(
n∑

a=1

χaλ
a

)
(4.7)

with

υμ =
n∑

a=1

χaυ
a
μ , χa = ξa, ga (4.8)

Obviously for the case χa = ξa , the contribution to ADJ model is given by the D-term 
θ2θ̄2

(∑n
a=1 ξaD

a
)
; and the interpretation of ξa’s may be obtained by computing the field equa-

tions of the auxiliary Da fields. However, we can reach the same result by looking for the 
derivation of this quantity from superstring compactification.

i) FI coupling constants
As a first step toward the ξaV

a’s, we use the 4d space time language of 1-form gauge field 
potentials V a

1 = υa
μdxμ to rewrite the gauge component field linear combination 

∑
ξaυ

a
μ as 

follows(
n∑

a=1

ξaυ
a
μ

)
dxμ =

n∑
a=1

ξaV
a
1 ≡ V1 (4.9)

So ξaυ
a
μ can be also viewed in terms of a linear combination of the 1-form gauge field potentials 

V a
1 . The next step is to transform above (4.9) into an integral over full dimensions of the Calabi–

Yau threefolds; this is achieved by thinking about the 1-form gauge field V a
1 in 4d space time as 

due to a 4-form gauge potential Ĉ4 of a D3 brane living in 10d space time

Ĉ4 = 1

4!CMNPQ dx̂M ∧ dx̂N ∧ dx̂P ∧ dx̂Q (4.10)

but with three directions wrapping the compact 3-cycles [Aa] of the local CY3 as follows

V a
1 = 1

2πα′

∫
CY3

Ĉ4 ∧ βa (4.11)
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with harmonic 3-form βa belonging to H(2,1) (CY3,R) ⊕ H(1,2) (CY3,R). Putting this relation 
back into (4.9), we end with

n∑
a=1

ξaV
a
1 = 1

2πα′

∫
CY3

Ĉ4 ∧ dJ2 (4.12)

with dJ2 standing for 3-form obtained by complex deformation of Kähler 2-form J2 of the CY3 
[40–43]

dJ2 =
n∑

a=1

ξaβ
a , ξa = 1

2

(∫
[Ba ]

dJ2 + hc

)
(4.13)

where 3-cycle 
[
Ba
]

is the dual of [Aa] in the CY3. Recall that the pair [Aa] and 
[
Ba
]

form a 
symplectic basis of 3-cycles in the homology group of the CY3; they are in 1:1 correspondence 
with the 3-form harmonic basis 

(
αa,β

a
)

of the cohomology group.
ii) Gauge coupling constants
To derive the linear combination 

∑n
a=1 gaυ

a
μ and the expression of the gauge coupling con-

stants ga , we use the 4d Chern–Simons interaction L4d
CS between the gauge potentials υa

μ and the 
antisymmetric field strength Hνρσ ,

L4d
CS = 1

3!

(
n∑

a=1

gaυ
a
μHνρσ

)
εμνρσ (4.14)

that we rewrite, by using wedge product V a
1 ∧ H3 of 4d space time 1- and 3-forms like

S4d
CS =

∫
M4

(
n∑

a=1

gaV
a
1

)
∧ H3 (4.15)

But seen that in type IIB string, we have two kinds of 3-forms HRR
3 and ĤNS

3 ; then we can think 
of the 4d Chern–Simons action S4d

CS as resulting from the following 10d expression

S10d
CS =

∫
M10

Ĉ4 ∧ ĤNS
3 ∧ ĤRR

3 (4.16)

This relation leads in general to two kinds of 4d space time contributions; one involving 4d space 
time 3-form H RR

3 and the other the 4d 3-form H NS
3 as follows∫

M4

(∫
CY3

Ĉ4 ∧ ĤNS
3

)
∧ HRR

3 −
∫

M4

(∫
CY3

Ĉ4 ∧ ĤRR
3

)
∧ HNS

3 (4.17)

If we restrict to first contribution and comparing with (4.11), we end with the following expres-
sion for the gauge coupling constants

ga = 1

2πα′

∫
CY3

αa ∧ HNS
3 (4.18)

that reads also as follows

ga = 1

2πα′

∫ �0

Ba

HNS
3 (4.19)

with α′ the string constant and where �0 is a cut off playing the role of running scale of the well 
known renormalisation group equation.
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To conclude, the linear combinations of the N = 2 gauge multiplets used in ADJ model have 
the following geometric interpretation in type IIB string on local CY3

n∑
a=1

ξaV
a
1 = 1

2πα′

∫
CY3

Ĉ4 ∧ dJ2 (4.20)

∑
a≥1

gaV
a
1 = 1

4π2α′2

∫
CY3

Ĉ4 ∧ HNS
3 (4.21)

4.1.3. Chiral sector
The Xa’s are chiral superfields with θ -components given by complex scalar fields Xa|θ=0 =

Xa ; Weyl spinors DαXa|θ=0 = ψa
α and auxiliary fields 1

2DαDαXa
∣∣∣
θ=0

= Fa . The linear com-

bination 
∑

eaX
a is a chiral superfield

∑
a≥1

eaX
a = X + θ.

⎛⎝∑
a≥1

eaψ
a

⎞⎠+ θ2

⎛⎝∑
a≥1

eaF
a

⎞⎠ (4.22)

with leading θ -component given by a similar relation to the superfield one namely

X =
∑
a≥1

eaX
a (4.23)

A similar relation is valid for the magnetic FI combination

1

κ

∂F
∂X

=
∑
a≥1

1

κa

∂F
∂Xa

(4.24)

In the embedding of ADJ model into 10d type IIB string compactification on CY3, the complex 
scalars Xa and Fa describe the expansion modes of the holomorphic 3-form �3 over the 3-form 
harmonic basis (αa,β

a) of the local CY3

�3 = Xaαa − Faβ
a (4.25)

with

Xa =
∫

CY3
�3 ∧ βa , Fa =

∫
CY3

�3 ∧ αa (4.26)

The electric FI ea and magnetic 1
κa

coupling constants are obtained by equating the superpotential

W (X) = eaX
a − 1

κa

Fa (4.27)

with the expression of W (X), build out of G3 = HRR
3 − τHNS

3 and the complex holomorphic 
3-form namely [46,34],

W (X) ∼
∫

CY3
�3 ∧ G3 (4.28)

We obtain

G3 = eaβ
a − 1

κa

αa (4.29)
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So, we have

ea =
∫

CY3
αa ∧ G3 ,

1

κa

=
∫

CY3
G3 ∧ βa (4.30)

4.2. Deriving ADJ constraint from type IIB string

In ADJ model, the condition (2.12) is intimately related with the real 4-form C4 with anti-
symmetric gauge potential field Cμνρσ as in (2.19) and directions filling the 4d space time 
dimensions

C4 = Cμνρσ dxμ ∧ dxν ∧ dxρ ∧ dxσ

F5 = 0 (4.31)

This 4-form gauge field potential cannot have field strength F5 = dC4 in 4d space time; and thus 
it should be treated as an auxiliary field as done by ADJ theory. Notice that this is a constant 
field that may be ignored by setting it to zero; but this corresponds to a particular solution since 
in general it reads like

Cμνρσ = �εμνρσ , � = cst

d� = 0 (4.32)

and captures a constraint relation that we study below. Observe that � scales as mass2; and so 
the scaling mass dimension of C4 is mass−2.

4.2.1. Tadpole anomaly
To get more insight into the meaning of the N = 2 ADJ condition 

∑
a

ga

κa
= 0 and its N = 1

deformation ν +∑a
ga

κa
= 0, one has to go beyond 4d space time where the gauge potential C4

is no longer constant

F5|4d = dC4|4d = 0 , F̂5

∣∣∣
10d

= dĈ4

∣∣∣
10d

�= 0 (4.33)

In a higher dimension D space time compactified on real (D − 4) manifold, MD = M1,3 ×
M(D−4), some of the directions of the extended 4-form field Ĉ4 can wrap dimensions in the 
internal space allowing as consequence Chern–Simons couplings between Ĉ4 and other pi -forms 
F̂pi

living in MD ; for example SD
CS ∼ ∫

MD Ĉ4 ∧ F̂D−4. This is exactly what happens in the case 
of type IIB strings compactified on Calabi–Yau threefolds where the 4-form gauge potential 
Ĉ4, sourced by D3 brane, appears naturally and where couplings with other p-form gauge field 
potentials are possible. In 10d type IIB theory, the Chern–Simons coupling reads as follows

S10d
CS ∼

∫
M1,9

Ĉ4 ∧ ĤRR
3 ∧ ĤNS

3 (4.34)

where the 3-forms ĤNS
3 and ĤRR

3 are the gauge field strengths of the antisymmetric B̂NS
μν and B̂RR

μν

gauge potentials of type IIB strings. The field equation of the 5-form field strength F̂5 of the Ĉ4
gauge potential is given by

dF5 = ĤNS
3 ∧ ĤRR

3 + 2κ2
10T3�

loc
3 (4.35)
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with T3 = 1
(2π)3α′2 the D3-brane tension, 2κ2

10 = (2π)7 α′4; and where �loc
3 -form stands for the 

D3 charge density due to localised sources including D7-branes or O3 planes and also of mobile 
D3-branes [34]; see also [44,45]∫

CY3
�loc

3 = ND3 (4.36)

From 4d space time view, the integration of the Chern–Simons coupling (4.34) on the internal 
coordinates

S4d
CS =

∫
M1,3

(∫
CY3

Ĉ4 ∧ ĤRR
3 ∧ ĤNS

3

)
(4.37)

leads to various terms that can be organised into three block terms

S4d
CS =

∫
M1,3

(
L4d

0 + L4d
1 + L4d

2

)
(4.38)

with

L4d
0 ∼

(∫
CY3

ĤRR
3 ∧ ĤNS

3

)
∧ C4 (4.39)

L4d
1 ∼

(∫
CY3

Ĉ4 ∧ ĤRR
3

)
∧ HNS

3 (4.40)

L4d
2 ∼ −

(∫
CY3

Ĉ4 ∧ ĤNS
3

)
∧ HRR

3 (4.41)

where un-hatted fields refer to 4d space time fields. Notice that the two last terms are precisely 
the ones given by eq. (4.17), they contribute to Chern–Simons couplings in 4d space time.

The remaining term (4.39), involving the integral of ĤRR
3 ∧ ĤNS

3 through full CY3; is a topo-

logical term describing the flux �flux of the 6-form ĤRR
3 ∧ ĤNS

3 through the CY3

�flux ∼
∫

CY3
ĤRR

3 ∧ ĤNS
3 (4.42)

For compact CY3, this flux has no where to go and so has to vanish; but as we will see in a mo-
ment it may be compensated by D3-brane charges coming from local sources. So the contribution 
of this term to 4d space time lagrangian density reads as

�flux

24
εμνρσ Cμνρσ = �flux

24
� (4.43)

where we have used (4.32). This term appears linearly in the ADJ lagrangian density; so it cap-
tures a constraint equation requiring the flux �flux to vanish as noticed above. This constraint can 
be then interpreted as nothing but the vanishing condition given by the integral of (4.35) on CY3 
for the particular case �loc

3 = 0. For a non-zero �loc
3 density of D3-brane charges as in eq. (4.36), 

the tadpole vanishing condition reads as

1

2κ2
10T3

∫
CY3

ĤRR
3 ∧ ĤNS

3 + ND3 = 0 (4.44)
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and the contribution to the 4d space time lagrangian density gets modified like

L4d
0 = �

24

(
�flux + ND3

)
(4.45)

The presence of the ND3 flux breaks explicitly N = 2 supersymmetry down to N = 1; ND3 flux 
plays the same role as the parameter ν in the deformed constraint eq. (4.5).

4.2.2. Revisiting N = 2 ADJ condition and its deformation
Here, we give the general expression of the condition of tadpole cancellation in terms of the 

HRR
3 and HNS

3 fluxes. If assuming that the CY3 is compact, then we have

1

2πα′

∫
CY3

HRR
3 ∧ βa = pa

1

2πα′

∫
CY3

αa ∧ HRR
3 = pn+a (4.46)

and

1

2πα′

∫
CY3

HNS
3 ∧ βa = qa

1

2πα′

∫
CY3

αa ∧ HNS
3 = qn+a (4.47)

From these relations, we learn

1

4π2α′2

∫
CY3

ĤNS
3 ∧ ĤRR

3 = qA�ABpB (4.48)

where the quantised vectors are as

pA =
(

pa

pa+n

)
, qA =

(
qb

qb+n

)
(4.49)

and where �AB is the usual 2n × 2n symplectic matrix

�AB =
(

0 In×n

−In×n 0

)
(4.50)

Putting back into (4.44), the tadpole condition becomes

ν + 4π2α′2 qA�ABpB = 0 (4.51)

with

ν = 2κ2
10T3ND3 = (2π)4 α′2ND3 (4.52)

The N = 2 ADJ constraint (2.12) may be recovered by requiring ND3 = 0; and choosing the 
vectors pA and qA like

1

κa

= 2πα′2qa , ga = 2πpa+n (4.53)

the other pa and qa+n are set to zero.
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5. Conclusion and comments

In this paper, we have studied a D3 brane realisation of partial breaking of N = 2 supersym-
metry in ADJ model of Ref. [32]. This is a particular 4d N = 2 supersymmetric U (1) × U (1)

gauge model describing the coupling of the N = 2 gauge multiplets W (N=2)
1 , W(N=2)

2 with a 
single tensor T (N=2); it is also the leading model in the family of effective 4d N = 2 U (1)n

gauge theory describing the dynamics of the multiplet T (N=2) coupled to n N = 2 Maxwell 
gauge superfield strengths W(N=2)

1 , . . ., W(N=2)
n with n ≥ 2. The coupling between gauge and 

matter superfields is of Chern–Simons type; it reads in N = 2 chiral superspace as follows

LCS =
∫

d8θT (N=2)

(
n∑

a=1

gaW(N=2)
a

)
(5.1)

One of the basic constraint equations in this 4d effective N = 2 supersymmetric U (1)n gauge 
theory, formulated in N = 1 superspace with lagrangian density L = Lgauge + LST + LCS, is the 
one given by δL

δY
= 0; the superfield equation of the auxiliary Y whose full contribution comes 

from the LCS term namely

δLCS

δY
= 0 (5.2)

Because of linear dependence of LCS into the superfield Y , the above superfield equation turns 
into the constraint 

∑n
a=1

ga

κa
= 0. This condition relates the gauge coupling constants ga to mag-

netic FI couplings 1
κa

; and, upon computing energy of the ground state of the model, one also 
obtains links between partial supersymmetry breaking scales and the ga , κa constant parameters 
as done in [32].

In our brane realisation, the ADJ model is represented by D3 branes wrapping 3-cycles in 
type IIB on local CY3 in presence of non-trivial fluxes of the 3-forms gauge field strengths H RR

3
and HNS

3 . In this picture, the Chern–Simons coupling (5.1) is associated with a particular term in 
the Calabi–Yau compactification of 10-dim field action

S10d
CS ∼

∫
M1,9

Ĉ4 ∧ ĤRR
3 ∧ ĤNS

3 (5.3)

down to 4d space time; for details see eqs. (4.34)–(4.41). In this brane representation of ADJ 
theory, the constraint relation 

∑n
a=1

ga

κa
= 0 is a particular realisation of the total flux conservation 

condition �flux = 1
2κ2

10T3

∫
CY3 ĤNS

3 ∧ ĤRR
3 = 0 which, by using the n-dimensional symplectic 

homology basis of 3-cycles (Aa,Ba) of the CY3, reads in general like �flux = qA�ABpB with 
pA and qB as in eqs. (4.46)–(4.48).

�flux = (qa, qa+n)

(
0 δab

−δab 0

)(
pb

pb+n

)
(5.4)

By expanding the above relation as �flux = qapa+n − qa+npa ; it follows that the condition ∑n
a=1

ga

κa
= 0 is indeed a particular solution of vanishing �flux = 0 given the choice of fluxes 

as in eq. (4.53). This flux choice corresponds to expanding gauge field strengths H3 on the basis 
(αa,β

a) of 3-forms, dual to 3-cycles basis, like HNS
3 = qaαa and HRR

3 = pa+nβ
a . Geometri-

cally, these values correspond to the local Calabi–Yau picture where the 3-cycles Ba are taken 
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in the non-compact space approximation. In the case n = 1; describing the special N = 2 U (1)

gauge model, the CY3 is the T ∗S3 conifold with compact A given by the 3-sphere S3 and non 
compact B � R3; and the above expression of the �flux flux reduces to

(q1,0)

(
0 1

−1 0

)(
0
p2

)
= q1p2 (5.5)

The relationship between ADJ constraint and the flux qA�ABpB shows that 
∑n

a=1
ga

κa
= 0 is 

nothing but the vanishing condition of the D3 tadpole anomaly in absence of D7 branes or O3 
planes; the particular n = 1 case is therefore anomalous.

By taking into account D3 charge density due to localised sources D7-branes or O3 planes; 
and by using a result from the study of [34], the previous total flux conservation condition gets 
promoted to the following relation

�̃flux = �flux + ND3 = 0 (5.6)

with ND3 as in (4.36). In this picture, the tadpole anomaly can be lifted; but with the price 
of breaking explicitly N = 2 supersymmetry in the underlying effective field theory down to 
N = 1. In this situation, the ADJ constraint 

∑
a

ga

κa
= 0 becomes deformed like ν +∑a

ga

κa
= 0

as shown by eq. (4.45).
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Appendix A

Here we give two appendices; in Appendix A.1, we collect useful tools on type IIB on CY3; 
and in Appendix A.2, we study properties shared by supersymmetric and gauge transformations 
of the N = 2 gauge superfield WN=2 and the N = 2 tensor multiplet T N=2 used in this paper.

A.1. Useful tools on type IIB on CY3

Effective N = 2 supersymmetric QFT models in 4d space-time can be embedded in string 
compactifications; they are constructed in various manners; in particular by compactifying type II 
strings on CY3s or heterotic string on K3 ×T2. These compactifications to 4d N = 2 low energy 
theories are related by duality symmetries. By decoupling massive modes which are of order 
compactification scale, one can build the structure of the effective N = 2 supersymmetric theory 
with decoupled gravity. The massless states following from the CY3 compactification can be 
organised into N = 2 multiplets as follows:

(1) vectors V N=2; each contains a complex scalar, a vector and two Weyl fermions.
(2) hypermultiplets HN=2; each contains four real scalars and two Weyl fermions.
(3) two other kinds of non-standard N = 2 multiplets having an antisymmetric tensor Bμν ; 

these are: (a) the tensor multiplet T N=2 having: 3 scalars, Bμν and 2 Weyl fermions; and (b) the 
vector-tensor RN=2 containing: a scalar, a vector, Bμν and 2 Weyl fermions.
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Type IIB in 10d The 10d type IIB supergravity multiplet has 128 + 128 on shell degrees of 
freedom with bosonic sector as follows

NS–NS : φ̂, ĜMN, B̂MN

RR : Ĉ0, ĈMN, ĈMNPQ (A.1)

In addition to the metric ĜMN , we have a real axion Ĉ0 and the dilation φ̂ = lngIIB with gIIB

the string coupling. We also have p-forms namely the NS–NS B̂2 and the RR p-form gauge field 
potentials Ĉp together with the corresponding gauge invariant field strengths

F̂p+1 = dĈp

Ĥ3 = dB̂2
(A.2)

This theory has an S-duality symmetry that allows to combine these fields into SL (2,Z) repre-
sentations; in particular as

τ = Ĉ0 − ie−φ̂

Ĝ3 = F̂3 − τĤ3

F̃5 = F̂5 − 1
2 Ĉ2 ∧ Ĥ3 + 1

2 B̂2 ∧ F̂3 (A.3)

where τ may be interpreted as the complex structure of 2-torus as in the embedding of type IIB 
in F-theory. The 5-form F̃5 gauge field strength span in 5 of the 10d space time dimensions; it is 
a self dual form ∗F̃5 = F̃5 with ∗ defined as

∗F̂M0M1...Mn = 1

n! εM0M1...MnMn+1....M8M9 F̂Mn+1...M9
(A.4)

To avoid confusion between p-form of same rank and also their descendent after compacti-
fication, we shall use the notations B̂2 = B̂NS

2 for NS 2-form gauge potential sourced by the 
elementary string F1; and Ĉ2 = B̂RR

2 for the RR 2-form gauge potential sourced by the solitonic 
D1 string.

Type IIB on CY3 To descend to 4d space time, we have to factorise the 10d fields as products of 
parts; one depending on 4d space time and the other on the internal coordinates. This is achieved 
by decomposing the 2- and 4-forms on a harmonic basis of form of the local CY3 as follows

B̂NS
2 = BNS

2 + bI
NSωI

B̂RR
2 = BRR

2 + bI
RRωI

Ĉ4 = C4 + AI
2 ∧ ωI + V a

1 ∧ αa − U1aβ
a + �I ∧ ω̃I (A.5)

Here the set ωI , αa , βa , ω̃I stand for a real harmonic basis of p-forms generating the cohomology 
of the CY3 obeying amongst others the following useful relations∫

CY3
ωI ∧ ω̃J = δJ

I ,

∫
CY3

αa ∧ βb = δb
a (A.6)

Notice that the 10d self duality condition of F̂5 = dĈ4 implies that the 2-form AI
2 = 1

2!A
I
μνdxμ ∧

dxν and the scalars �I in eq. (A.5) are related as dAI
2 = ∗d�I ; and so only one of them should 

be kept; for our concern we have kept AI
2. The same feature holds for the 1-form gauge field 
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potentials V a
1 and U1a ; in other words the decomposition of Ĉ4 capturing the right number of 

degrees of freedom is reduced to

Ĉ4 = C4 + AI
2 ∧ ωI + V a

1 ∧ αa (A.7)

Combining altogether, we learn from above decomposition that the 4d space time spectrum that 
we obtain, after compactification on CY3, the following multiplets where only bosonic fields are 
reported

Multiplets Type IIB/Z3 Number

Gravity
(
Gμν,V

0
μ

)
1

Vector
(
V a

μ,Xa, X̄a

)
h2,1

Tensor
(
AI

μν, b
I
RR, tI , t̄ I

)
h1,1

Bi-tensor
(
BNS

μν ,BRR
μν , ξ, S

)
1

(A.8)

and where the 4d scalars ξ and S stand respectively the 4d space time dilaton and 4d axion.
To embed the effective ADJ theory in type IIB string on local CY3, we have to think about 

the degrees of freedom of ADJ model to belong to a subsector of type IIB/CY3 namely

vector : (V a
μ,Xa, X̄a

)
tensor : (BNS

μν ,BRR
μν , ξ, S

)
(A.9)

with V a
1 = V a

μdxμ standing for 1-form gauge potential in 4d space time. The fields of (A.9) are 
obtained by inverting eq. (A.5) by using properties of the harmonic basis of the homology cycles 
of the CY3; they are given by

V a
1 =

∫
CY3

Ĉ4 ∧ βa

Xa =
∫

CY3
�3 ∧ βa (A.10)

A.2. More on WN=2 and T N=2 multiplets

In this appendix, we shed light on those features behind formal similarities between Maxwell 
WN=2 and single tensor T N=2 superfields; this is done by studying their behaviour under the 
second supersymmetric charge in the fibration (2.1); as well as their link through gauge symme-
try.

A.2.1. Realising N = 2 by two N = 1 gauge superfields
There are different ways to deal with off shell representations of N = 2 gauge and tensor 

multiplets; here we want to focus on those aspects shared by their formulation in terms of the 
N = 2 chiral superfields WN=2 and T N=2 introduced in section 2. These superfields carry 
8B + 8F degrees of freedom; they may be obtained by first considering two N = 1 superfields 
having 16B + 16F degrees of freedom; and then reducing this number down to 8B + 8F degrees 
by imposing appropriate constraints. The study of the reduction

16B + 16F → 8B + 8F (A.11)
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for both gauge WN=2 and tensor T N=2 multiplets is interesting in the sense it allows to get 
more information on: (i) the link between the second supersymmetry and gauge symmetry; and 
(ii) the feature behind similarities between WN=2 and T N=2. Explicitly, we proceed as follows:

First, we use N = 1 formalism, where the first supersymmetry is manifest; to study a simple 
realisation of WN=2 and T N=2 engineered from two N = 1 hermitian gauge superfields V1 and 
V2; but handled in different manners.

After that, we draw the line on how this construction extends to the N = 2 chiral superspace; 
this extension is also important for WN=2 and T N=2 because it constitutes the starting point for 
studying electric–magnetic duality in N = 2 superspace in presence of the Chern–Simons term 
given by the coupling

LN=2
CS =

∫
d2θd2θ̃ igWN=2T N=2 + hc (A.12)

Actually, this duality gives another facet on the relationship between WN=2 and T N=2 as shown 
by eq. (2.28); it will not be developed here; but for details see [31] and references therein.

N = 2 supersymmetry in N = 1 superspace

In N = 1 superspace, the hermitian gauge superfields V1 and V2 describe two representations 
of N = 1 supersymmetry; and roughly speaking a N = 2 multiplet. Altogether, V1 and V2 carry 
16B +16F off shell degrees of freedom; half of them coming from V1 and the other half from V2. 
With these two superfields, the second supersymmetry is generated by the transformations

δ̃V1 = −i√
2

(
εD + ε̄D̄

)
V2

δ̃V2 = i
√

2
(
εD + ε̄D̄

)
V1 (A.13)

with supersymmetric parameter ε = δθ̃ . These 16B + 16F degrees can be reduced down to 
8B + 8F by imposing constraint equations on V1 and V2; it happens that this can be done in 
two different manners; one leading to (X,Wα), the N = 1 superfields representation of WN=2; 
and the other to the (�,L) realisation of T N=2; or up to a gauge symmetry, to 

(
Y ,χα,�

)
with 

L = Dαχα + D̄α̇χ̄ α̇ and Y as in (2.19).

From (V1, V2) to WN=2

In this realisation, the N = 1 hermitian superfields V1 and V2 are interpreted as gauge super-
field potentials obeying the following U (1) gauge transformations

V ′
1 ≡ V1 + �l

V ′
2 ≡ V2 + (�c + �̄c

)
(A.14)

They involve two N = 1 superfield gauge parameters; the hermitian �l = �̄l and the chiral �c

solving the superspace conditions

D2�l = 0 = D̄2�l

D̄α̇�c = 0 = Dα�̄c (A.15)

Each one of these superparameters reduces by 4 the number of degrees of freedom in the corre-
sponding gauge superfield. The N = 2 Maxwell chiral superfield strength WN=2 ≡ (X,Wα) is 
related to (V1,V2) through the following gauge invariant quantities

X = 1

2
D̄2V1 , Wα = −1

4
D̄2DαV2 (A.16)
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they can be combined into an N = 2 chiral superfield strength as in (2.4) namely

WN=2 = X + i
√

2 θ̃ αWα − θ̃2
(

1

4
D̄2X̄

)
which by substituting can be also expressed like WN=2 = 1

4D̄2� with

� = 2V1 − i
√

2θ̃ α (DαV2) − θ̃2
(
D2V1

)
(A.17)

Notice that in analogy with the Wess–Zumino gauge commonly used for V2, the vector superfield 
V1 in (A.16) has also a Wess–Zumino like expansion leading, after substituting in X = 1

2D̄2V1, 
to the following θ -expansion

X = X + √
2θψ1 + θ2θ̄2FX (A.18)

with X standing for the complex scalar of the N = 2 gauge multiplet and ψα1 for one of the 
two gauginos; the other gaugino ψα2 comes from Wα . However, the non-propagating complex 
auxiliary field FX is realised here as FX = −d1 − i∂μυ

μ
1 with imaginary part ImFX given by the 

topological quantity

∂μυ
μ
1 = i

4!ε
μνρσ F[μνρσ ] (A.19)

with F[μνρσ ] interpreted as the field strength of a 3-form gauge potential A[νρσ ] describing a 
non-propagating component field. Being completely antisymmetric, this 4-tensor F[μνρσ ] can be 
realised like 1

κ
εμνρσ where 1

κ
is precisely the deformation term appearing in the second line of 

(2.4).

A.2.2. From (V1,V2) to tensor multiplet T N=2

First recall that in this paper, we have considered two kinds of realisations of the tensor 
multiplet T N=2: (i) a short representation where T N=2 ≡ (L,�) having 8B + 8F degrees of 
freedom; and (ii) a long representation T N=2 ≡ (Y ,χα,�

)
involving 16B + 16F degrees of 

freedom obeying the symmetry (A.23). The first one is obtained from the second by gauging 
away half of the degrees of freedom as in eq. (A.11). In fact both short and long representation 
of T N=2 may be imagined as solutions of the following linear constraint relations

D̄2U1 = D2U1 = 0
D̄2DαU2 = D2D̄α̇U2 = 0 (A.20)

where we have used the notation (U1,U2) to avoid confusion with the hermitian multiplets 
(V1,V2) used in eq. (A.16). Notice that eq. (A.20) may thought of as the complement of 
eq. (A.16) in the space parameterised by (V1,V2).

A first type of solution of these constraint relations is easily identified by remembering that 
the N = 1 linear multiplet L satisfies also the conditions D2L = D̄2L = 0 exactly as U1. More-
over because of the chirality properties D̄α̇� = Dα� = 0 as well as the relations 

[
Dα,∂μ

] =[
D̄α̇, ∂μ

]= 0; it follows that (U1,U2) are nothing but

U1 = L

U2 = � + �̄ (A.21)

where we have dropped out the spurious superfield Y .
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The second type of solution of (A.20) is given by T N=2 ≡ (Y ,χα,�
)
; it is convenient for 

the use of the N = 2 chiral superspace and reads, roughly speaking, in terms of the four N = 1
chiral superfields as follows

U1 = Dαχα + D̄α̇χ̄ α̇

U2 = (
� + �̄

)+ i
2

(
D2Y − D̄2Ȳ

)
(A.22)

with the gauge symmetry property

χ ′
α = χα + i

4D̄2Dα�

Y ′ = Y − 1
2D̄2ϒ

�′ = � (A.23)

where � and ϒ are two N = 1 hermitian gauge superfield parameters. Notice that the implemen-
tation of the superfield Y is required by off shell closure of N = 2 supersymmetry as in eq. (2.8). 
Notice also the three following features:

(i) first in the gauge where Y ′ = 0, the chiral superfield Y is given by 1
2D̄2ϒ ; by comparing 

this expression with the first relation of (A.16), one learns that Y has same form as the chiral 
superfield X = 1

2D̄2V1. Obviously X and Y are different things; the first one carries propagating 
physical degrees of freedom; while the second is a pure auxiliary superfield with no physical 
field.

(ii) Second alike for the relations (A.18)–(A.19) satisfied by the X superfield and allowing 
adjunction of a topological term to the lagrangian density implemented in superspace formulation 
by the θ̃2

2κ
deformation in the second line of (2.4), one has as well a quite similar feature for the 

superfield Y . Indeed, following [31], there is a gauge where Y reads as

Y = i

4!θ
2εμνρσ Cμνρσ (A.24)

with Cμνρσ a 4-form field with no propagating degree of freedom.
(iii) Third if denoting by

ŵα = − 1
4D̄2Dα�

x̂ = 1
2D̄2ϒ (A.25)

then the gauge transformations (A.23) read as

χ ′
α = χα − iŵα

Y ′ = Y − x̂

�′ = � (A.26)

Putting this change into

T N=2 = Y + √
2θ̃ αχα − θ̃2

(
i

2
� + 1

4
D̄2Ȳ

)
we find that it transforms like

T ′ N=2 = T N=2 − ŵ (A.27)

with N = 2 superfield gauge parameter
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ŵ = x̂ + i
√

2θ̃ αŵα − 1

4
θ̃2D̄2x̂ (A.28)

having the same structure as the Maxwell superfield WN=2. From this view, it follows that a 
single-tensor superfield T N=2 is a chiral superfield

Z = Z (y, θ) + √
2θ̃ αϒα (y, θ) − θ̃2F (y, θ)

[
i

2
�Z (y, θ) + 1

4
D̄2Z̄ (y, θ)

]
(A.29)

obeying the gauge symmetry (A.27) with superfield parameter as in (A.28).

A.2.3. Comment on gauge symmetry
Here we comment on the gauge symmetry of the field action term S (Y ) = ∫ d4xL (Y ) with 

lagrangian density L (Y ) ≡ L given by

L = η

∫
d2θY + hc (A.30)

and coupling constant a pure imaginary number η = iν. This field action S (Y ) is an extra term 
that has been used in this paper to induce a deformation of the ADJ constraint 

∑
a

ga

κa
= 0 into 

ν +∑a
ga

κa
= 0; it lifts the singularity of the particular equation g1

κ1
= 0; but breaks N = 2 super-

symmetry explicitly.
Gauge invariance of S (Y ) can be studied either directly by using the superspace method 

taking into account that the superfield Y is a chiral multiplet; or more explicitly by working with 
component fields. In the first way, the gauge transformation of Y can be learnt from (A.23); 
it reads as Y′ = Y + δgaugeY with δgaugeY = − 1

2D̄2ϒ ; where ϒ is an arbitrary N = 1 real 
superfield. To shed light on this gauge transformation and its effect on the action S (Y ); we will 
use the component field language to first build the explicit θ -expansions of ϒ and D̄2ϒ ; then 
turn back to study gauge symmetry of (A.30).

• Component field analysis

We begin by describing the θ -expansion of the superfield Y which can be expressed into two 
manners: (i) either by using the complex chiral superspace coordinate basis Zc = (x − iθσ θ̄, θ

)
where Y is expanded as y + √

2θ
 + θ2F; or (ii) by working in the real superspace coordinate 
basis ZR = (xμ, θa, θ̄ȧ

)
where the superfield Y has also an explicit θ̄ dependence as shown 

below2

Y = y − iθσμθ̄∂μy + 1

4
θ2θ̄2�y + √

2θ
 + i√
2
θ2∂μ
σμθ̄ + θ2FY (A.31)

From this expansion, we learn

L = iν
(
FY − F̄Y

)
(A.32)

In the gauge transformation δgaugeY = − 1
2D̄2ϒ , the real superfield parameter ϒ has a θ -expan-

sion involving as usual several component field parameters which, for later use can be expressed 
like

ϒ = γ − 1

2
θ2M̄ − 1

2
θ̄2M − θσμθ̄wμ + θ2θ̄2

(
dϒ + 1

4
�γ

)
+ fermionic (A.33)

2 Our notations are as in Wess–Bagger’s book: supersymmetry and supergravity [47].



R. Ahl Laamara et al. / Nuclear Physics B 901 (2015) 480–509 507

where “fermionic” stands for those monomials with odd powers in Grassman variables involv-
ing fermionic fields. The components γ , dϒ are real scalar components; the complex scalars 
M , M̄ are related by complex conjugation; and the real 4-vector wμ is parameterised like 
wμ = 1

3!εμνρσ A[νρσ ] with A[νρσ ] a completely antisymmetric real rank 3-tensor. This dual 
parametrisation of wμ is dictated by an underlying arbitrariness in dealing with the superfield 
ϒ ; by shifting the real superparameter ϒ by a hermitian superfield � like ϒ ′ = ϒ + �, the 
quantity D̄2ϒ remains invariant provided � satisfying the constraints

D̄2� = D2� = 0 , �† = � (A.34)

But these conditions are same as the ones defining linear multiplet L introduced in Section 2 and 
which we recall here for comparison D̄2L = D2L = 0 with L† = L; the real superfield � has 
therefore a similar θ -expansion as eq. (2.16); and so it can be expressed like

� = γ + θσμθ̄εμνρσ ∂νω[ρσ ] − 1

4
θ2θ̄2�γ + fermionic (A.35)

showing that the term εμνρσ ∂νωρσ is nothing but a gauge transformation of wμ = 1
3!εμνρσ A[νρσ ]

with gauge parameter given by the rank 2-antisymmetric ωρσ = −ωσρ . Taking advantage of the 
arbitrariness (A.34), one can make convenient choices; in particular we can put the real superfield 
ϒ into the following form; see also [31],

ϒ = −1

2
θ2M̄ − 1

2
θ̄2M − θσμθ̄wμ + 1√

2
θ2θ̄ λ̄ + 1√

2
θ̄2θλ + 1

2
θ2θ̄2dϒ (A.36)

With this choice; the initial gauge symmetry (A.23) gets now reduced to gauge symmetry of the 
4-vector wμ = 1

3!εμνρσ A[νρσ ] namely

wμ → wμ + εμνρσ ∂νωρσ (A.37)

• More on gauge invariance

From the gauge fixed expression (A.36), we can make two useful computations namely the 
explicit expressions of 1

2D̄2ϒ and the integral over Grassman variables iν
∫

d2θ Y +hc. For the 
θ -expansion of 1

2D̄2ϒ ; we find

1
2D̄2ϒ = M + √

2θλ − θ2
[
dϒ + i∂μwμ

]+ iθσ ν θ̄∂νM

− i√
2
θ2∂νλσ νθ̄ + 1

4θ2θ̄2�M (A.38)

where

∂μwμ = 1
3!ε

μνρσ ∂μA[νρσ ]

= 1
4!ε

μνρσ F[μνρσ ] ≡ � (A.39)

has an interpretation in term of rank 4-antisymmetric field strength F[μνρσ ] of the 3-form poten-
tial field A[νρσ ]. Under the residual gauge (A.37), the term ∂μwμ is therefore manifestly gauge 
invariant; this property can be explicitly checked on the transformation

∂μwμ → ∂μwμ + εμνρσ ∂μ∂νωρσ (A.40)

where the extra term εμνρσ ∂μ∂νωρσ vanishes identically due to a tensor calculus feature.
Comparing (A.31) and (A.38), one remarks, that by using a Wess–Zumino-like gauge, Y can 

be expressed as Y gauged = iθ2∂μwμ. Moreover, using this gauge fixed expression, the field action 
S = ∫ d4xL with the lagrangian density L as in eq. (A.30) reads therefore like,



508 R. Ahl Laamara et al. / Nuclear Physics B 901 (2015) 480–509

S = −2ν

∫
d4x ∂μwμ (A.41)

and, because of (A.40), is manifestly gauge invariant δgaugeS = 0.
In the end of this comment, we would like to add that even if thinking of the scalar ∂μwμ =

� as the dual of a generic rank 4-tensor gauge potential like � = 1
4!ε

μνρσ A[μνρσ ] where the 
completely antisymmetric A[μνρσ ] obeys the gauge transformation δA[μνρσ ] = ∂[μ�νρσ ], the 
variation of the quantity 1

4!ε
μνρσ A[μνρσ ] behaves as a divergence term 1

3!∂μ

(
εμνρσ �νρσ

)
; and, 

up on ignoring boundary effects, this variation does not contribute at the level of the action S =
−2ν

∫
d4x 1

4!ε
μνρσ A[μνρσ ]. However, in this way of doing, the field strength F[μνρστ ] ≡ F(5), 

associated to the potential field A[μνρσ ] ≡ A(4), would be a rank 5-antisymmetric tensor field 
which is invariant under the gauge transformation A(4) → A(4) + d�(3); but because of space 
time dimension constraint, the rank 5-tensor should be equal to zero, F(5) = dA(4) = 0; this 
means that the 4-form A(4) is a pure gauge potential without curvature which may be thought of 
as A(4) = dA(3); and then the gauge parameter �(3) as just a shift of the origin of A(3).
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Chapitre V. Contributions

V.2 Contribution II : On the partial breaking of
N = 2 rigid supersymmetry with complex hy-
permultiplets

Résumé :

Nous étudions la brisure partielle de la supersyymétrie N = 2 dans la théorie de
jauge effective couplée à des hypermultiplets complexe en utilisant la méthode de
L. Andrianopoli et al., Phys. Lett. B 744, 116 (2015), que nous appelons la méthode
ADFT. Nous dérivons la généralisation de la relation ADFT invariante symplectique
ζa = 1

2εabc
(
PbMCMNPcN

)
, qui contient les information de la brisure partielle. Notre

extension de cette anomalie s’exprime par da = εabcPbMCMNPcN + Ja. Les cartes du
moment généralisés PbM contiennent PbM et dépendent également du couplage des
charges électrique /magnétique GM =

(
ηf , gf

)
; Les Ja sont des contributions supplé-

mentaire induites par les isométries du vecteur de killing dans le secteur complexe des
hypermultiplets. En utilisant la symétrie symplectique SP (2n,R) nous donnons aussi
la contrainte de la brisure partielle N = 2 dérivée du modèle de I. Antoniadis et al.,
Nucl. Phys. B 863, 471 (2012) dans une réalisation particulière par l’anomalie da.
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We study partial supersymmetry breaking in effective N = 2 U(1)n gauge theory coupled to
complex hypermultiplets by using the method of L. Andrianopoli et al., Phys. Lett. B 744, 116
(2015), which we refer to as the ADFT method. We derive the generalization of the symplectic
invariant ADFT formula ζ a = 1

2εabc(PbM CMN PcN ), capturing information on partial breaking.
Our extension of this anomaly is expressed as da = 1

2εabcPbM CMN PcN + Ja. The generalized
moment maps PaM contain PaM and also depend on electric/magnetic coupling charges GM =
(ηi, gi); the Ja is an extra contribution induced by Killing isometries in the complex hypermatter
sector. Using SP(2n, R) symplectic symmetry, we also give the N = 2 partial breaking condition
and derive the model of I. Antoniadis et al., Nucl. Phys. B 863, 471 (2012) by a particular
realization of the da anomaly.
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Subject Index B10, B12, B16

1. Introduction

The partial breaking of rigid N = 2 supersymmetric field theory has been widely studied in the liter-
ature [1–8]. To our knowledge, the first model realizing the N = 2 partial breaking was introduced
by Antoniadis, Partouche, and Taylor (APT) in Ref. [1], where the partial breaking, for an N = 2
effective pure Abelian gauge theory, was interpreted as resulting from the presence of magnetic
Fayet–Ilioupoulos (FI) charges beside the electric ones. The presence of these FI charges allows eva-
sion of the no-go theorem which forbids such a phenomenon [9,10]. Recently, an interpretation of the
APT model in terms of triplets of symplectic hyper-Kähler moment maps Pa)M ≡ PaM was given
by Andrianopoli, D’Auria, Ferrara, and Trigiante (ADFT) in Ref. [7]. There, the authors showed
that the partial breaking is induced by a non-vanishing symplectic invariant isotriplet CA

B = ζ c (τ
c)AB

deforming the SU(2)R invariant APT scalar potential δA
BVAPT in the rigid Ward identity. This SU(2)R

triplet ζ c reads in terms of the PaM as follows:

ζ c = 1

2
εabcPaM CMN PbN , (1.1)

where τ c stands for the three Pauli matrices, εabc the completely antisymmetric tensor in three
dimensions, and the 2n × 2n matrix

CMN =
(

0n In

−In 0n

)
(1.2)

is the SP(2n, R) symplectic metric of the scalar manifold of the Coulomb branch of the N = 2
supersymmetric U(1)n effective gauge theory. The PaM moment maps are obtained from the gauging

© The Author(s) 2019. Published by Oxford University Press on behalf of the Physical Society of Japan.
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of Killing vectors of the hypermultiplet scalar manifold SO(1, 4) /SO (4) in the rigid limit of gauged
N = 2 supergravity [8,11]. In this rigid limit, the observable sector contains only the N = 2
supersymmetric U(1)n vector multiplets, while gravitation and hypermultiplet are in the hidden
sector; then, the study of the coupling of the APT model to observable hypermatter by using the
ADFT method [7] is still missing.

The aim of the present paper is to fill this gap in the literature by studying the extension of the
N = 2 ADFT method to include gauge-invariant couplings with observable complex hypermatter.
Here, we use the N = 1 language to deal with N = 2 supermultiplets; the complex scalars
q1, q2 of a hypermultiplet carry opposite gauge charges under U(1)n and are thought of as scalars
of two N = 1 multiplets Qu = {qu,χu} with complex χu standing for the fermionic partners
of the qu in the complex hypermultiplet. The Weyl fermions χ1,χ2 carry opposite gauge charge
under U(1)n, the same charges as for q1, q2. By exhibiting the SP(2n, R) symplectic structure of the
extended model, and following the ADFT method, we show in this study that the partial breaking
of effective N = 2 supersymmetric U(1)n theory coupled to a complex hypermultiplet is due to the
generalized moment maps PaM extending the PaM of ADFT appearing in Eq. (1.1) and having the
form PaM = PaM + δPaM . The moment map deformation δPaM is induced by the coupling of APT
theory to the complex hypermultiplet and so depends on the symplectic gauge coupling constants
(gi, ηi) and also on 〈qA〉, the vacuum expectation values (VEVs) of the complex fields. The above
ADFT deformation ζ c extends, in the presence of observable complex hypermatter, as

da = 1

2
εabcPbM CMN PcN + 1

2
�uvN uτ aN̄ v, (1.3)

and is given by the sum of four contributions like da = ζ a +αa +βa +Ja, where ζ a is as in Eq. (1.1)
and the others coming from hypermatter and its couplings with gauge degrees of freedom. In this
relation, the first three contributions ζ a + αa + βa are proportional to the SP(2n, R) metric CMN of
the Coulomb branch, while Ja is proportional to the symplectic�uv in the hypermatter sector. After
giving the N = 2 supersymmetry partial breaking condition in terms of above abstract isovector
da, we show that the Antoniadis, Derendinger, and Jacot (ADJ) scalar potential VADJ and the partial
supersymmetry breaking condition obtained in Ref. [6] can be recovered by making a particular
choice of the components of PaM and N u

A .
The organization of this paper is as follows: In Sect. 2 we give a short review of the ADFT method

by focusing on key points, in particular on the derivation of Eq. (1.1). In Sect. 3 we couple the
APT model to a complex hypermultiplet by using the ADFT method and develop the study of the
rigid Ward identity as well as its implications on the structure of the induced scalar potential and the
isovector anomaly. In Sect. 4 we first give the condition for N = 2 supersymmetry partial breaking to
occur; then we re-derive the ADJ model of Ref. [6] by choosing particular values of the components
of the moment maps PaM . Section 5 is devoted to the conclusion.

2. Rigid Ward identity in the ADFT method

In this section we give the main lines of the derivation of the scalar potential VN=2
APT and the 2 × 2

matrix anomaly CA
B in the rigid limit of N = 2 supergarvity coupled to n Abelian vector multiplets

and one real hypermultiplet with SO(4, 1)/SO(4) quaternionic Kähler geometry by following the
ADFT method. In gauged N = 2 supergravity theory, the induced scalar potential Vsugra is related
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to the supersymmetric transformations δψτA of the fermions via the following Ward identity [7]:

δA
BVsugra =

∑
τ

ατ δCψ
τAδ̄

C
ψ̄
τ
B. (2.1)

Here, the summation is taken over all the ψτA fermions in the gauged N = 2 supergravity theory; it
includes the two gravitini, the gaugini, and the hyperini. The ατ constants are positive for the spin-1

2
fermions and negative for the gravitini.

In the rigid limit considered in Refs. [8,11], the supergravity Ward identity in Eq. (2.1) becomes

Gij̄(W
i)AC(W̄

j̄)CB = δA
BVN=2

APT + CA
B, (2.2)

where VN=2
APT is the APT potential and CA

B = ζ c (τ
c)AB is an anomalous term which has been shown

to have an interpretation in terms of symplectic hyper-Kähler moment maps PaM , as in Eq. (1.1).
The other quantities involved in this identity are briefly described below.

First, Gij̄ is the metric of the rigid special Kähler manifold of the Coulomb branch and is given by
Im Fij, which is the imaginary part of the second derivative of the holomorphic prepotential F of the
effective N = 2 supersymmetric U()n gauge theory [6]. The n quantities (W i)AB are 2 × 2 matrices
involved in the supersymmetric transformations of the n gaugini doublets λiA; they are given by

δBλ
iA = (W i)AB, (2.3)

where the (W j)AB matrices read explicitly as follows:

(W j)AB =
(

iDj −√
2Fj√

2Fj + 1
2

√
2mj −iDj

)
, (2.4)

where 1√
2
mj has an interpretation in terms of magnetic FI charges [6]. By substituting the auxiliary

fields (Fj, F̄ j, Dj) by their explicit expressions derived from the effective field action of the N = 2
supersymmetric gauge theory, we can bring the above matrices into the following form:

(W i)AB = iGij̄ (τ a)
A
B W ai, W ai = Pa

M Ū M
j̄ , (2.5)

where the Pa
M are the moment maps of the four-dimensional hyper-Kähler geometry in the hidden

sector of the rigid limit of N = 2 gauged supergravity [8,11]. An explicit expression of these Pa
M

is given by the values of the APT model; it reads, in terms of N = 2 electric ea
i and magnetic mai

Fayet–Iliopoulos charges, as follows:

PaM = √
2

(
mai

ea
i

)
. (2.6)

In this formulation, the electric ea
i and magnetic mai are thought of as real isotriplets, so the moment

maps are also real isotriplets carrying, moreover, a symplectic quantum number. The complex quan-
tity U M

i is the gradient of the holomorphic SP(2n, R) symplectic section V M of the rigid special
Kähler geometry. In the local coordinate frame where the homogeneous (X 0, X I ) are taken as
(1, δI

i zi), the expressions of V M and U M
i read like

V M =
(

zi

Fi

)
, U M

i = ∂

∂zi V M . (2.7)
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The complex zi are the n scalar fields belonging to the N = 2 supersymmetric U(1)n vector super-
multiplets and Fi are the symplectic dual of zi; they are given by the gradient of the holomorphic
prepotential F (z) of the effective theory. Putting Eq. (2.5) back into Eq. (2.2), we can obtain explicit
expressions of the APT potential VN=2

APT and the rigid anomaly CA
B in terms of the following quan-

tities: (i) the symplectic isotriplet moment maps Pa
M of the SO(4, 1) /SO (4) quaternionic Kähler

manifold; (ii) the metric Gij̄ of the special Kähler manifold; and (iii) the holomorphic sections U M
i ;

they read as follows:

VN=2
APT = 1

2Pa
M MMN Pa

N,
CA

B = 1
2εabc(Pa

M CMN Pb
N ) (τ

c)AB,
(2.8)

where CMN is the invariant symplectic metric of SP(2n, R) and the symplectic coupling matrix MMN

is given by

MMN = 2U M
i Gij̄Ū N

j̄ + iCMN . (2.9)

It is related to the prepotential F as follows [7,12]:

MMN =
(

Im F + Re F (Im F)−1 Re F − Re F (Im F)−1

− (Im F)−1 Re F (Im F)−1

)
. (2.10)

Notice that on the left-hand side of the rigid Ward identity in Eq. (2.2) there is only a contribution
coming from the gauge sector of the theory. In the next section we study the generalization of this
Ward identity by implementing the contribution coming from the hypermatter sector. This requires
extending the APT model by implementing gauge-invariant couplings to complex hypermatter.

3. Coupling the APT model to hypermatter

In this section we use the ADFT method introduced above to study the extension of the APT model
by implementing gauge-invariant couplings between the n vector multiplets and nH complex hyper-
multiplets. Here, we will assume that the complex scalar fields of the hypermultiplets parameterize
the flat complex hyper-Kähler manifold C2nH .

3.1. The rigid Ward identity in extended ADFT

The rigid Ward identity of the ADFT method coupled to complex hypermatter has two main con-
tributions: a gauge contribution coming from the pure ADFT sector and a matter one coming from
complex hypermatter. Before studying these contributions it is interesting to introduce the bosonic
and fermionic degrees of freedom of a complex on-shell hypermultiplet H . The usual four real
bosonic degrees are described here by two complex fields q1, q2 carrying opposite gauge charges
under the U(1)n gauge symmetry group of the APT theory. They will be collectively denoted as qu,
with u = 1, 2. The fermionic degrees of the complex hypermultiplet are given by a pair of complex
Weyl ψ and ξ carrying opposite U(1) gauge charges, and are collectively denoted by χu = (ψ , ξ).
Bosonic and fermionic degrees form two chiral supermultiplets {qu,χu} and can be described by
N = 1 chiral superfields Qu carrying opposite gauge charges. In the case where there are nH complex
hypermultiplets H I , the bosonic and fermionic degrees of freedom are described by adding the extra
index I = 1, . . . , nH [13,14]. For convenience, we shall restrict our analysis below to one complex
hypermultiplet by dropping the I index; the generalization for the particular C2nH hyper-Kähler
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geometry is straightforward and omitted. In the case nH = 1, the rigid fermionic transformation
generalizing Eq. (2.3) is given by [6]

δλiA = (W i)ABε
B,

δχu = 2
(
N u

A

)
εA,

(3.1)

where the λiA are the n gaugini doublets of Sect. 2 and the χu refer to the two hyperini of hypermatter.
The scalar matrices W i and N u

A are given by

N u
A = Ku

AGM V̄ M,

(W i)AB = iGij̄ (τ a)
A
B (P

a
M Ū M

j̄
),

(3.2)

with V̄ M the antiholomorphic section of the rigid special geometry given by Eq. (2.7). GM and KAu

stand respectively for the electric/magnetic gauge charges and Killings

GM =
(
ηi

gi

)
, GM =

(
−gi

ηi

)
,

KAu =
(

ku

k̄u

)
, Ku

A =
(

−k̄u

ku

)
,

(3.3)

with ku the Killing vectors of the complex hypermultiplet manifold explicitly given by

ku = −i

(
q1

−q2

)
, k̄u = i

(
q̄1

−q̄2

)
. (3.4)

In the second relation of the system of equations in Eq. (3.2), the Gij̄ and Ū M
j̄

are as in Eq. (2.5),
but the Pa

M are generalized moment maps. Recall that the real scalars (ϕ,φa) parameterize the
real hyper-Kähler manifold SO(4,1)

SO(4) , which lives in the hidden sector of the rigid limit of N = 2
gauged supergravity [8,11], while the complex scalars qu = (q1, q2) are coordinates of the hyper-
Kähler manifold C2. Thus, one can expect that the Pa

M has two main contributions: the previous Pa
M

coming from the SO(4,1)
SO(4) factor of the hidden sector, and an extra Ra

M descending from the complex
hypermultiplet parameterizing C2. So, we can define Pa

M as follows:

Pa
M = Pa

M + Ra
M , PaM

∣∣
ADFT = PaM , (3.5)

with

PaM = √
2

(
mai

ea
i

)
, RaM = √

2

(
Mai

Ea
i

)
, (3.6)

where RaM is due to hypermatter. The splitting in Eq. (3.5) implies that (W i)AB also splits as the sum
of two terms:

(W i)AB = (W i)AB + (Y i)AB, (3.7)

with (W i)AB given by Eq. (2.5) of the ADFT and

(Y i)AB = iGij̄ (τ a)
A
B (Ra

M Ū M
j̄ ). (3.8)
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Moreover, because of the presence of complex hypermatter, the rigid Ward identity in Eq. (2.2)
extends as

Gij̄(W i)AC(W̄ j̄)CB + 2
(
N u

B

)
(N̄ A

u ) = δA
BVN=2

scal + DA
B, (3.9)

where now VN=2
scal is the scalar potential of the deformed APT model, which will be shown later to

lead to the ADJ potential VN=2
ADJ and a variant of it involving dyonic gauge couplings. The DA

B is an
anomalous term that will also be determined later. The VN=2

scal and DA
B quantities are functions of the

degrees of freedom of the complex hypermultiplets, in particular of the fields (q1, q2); they reduce
to VN=2

APT and CA
B of the ADFT if the couplings to the complex hypermultiplet are turned off. The

left-hand side of the rigid Ward identity in Eq. (3.9) now has two blocks, GB
A and M B

A, given by

GA
B = Gij̄(W i)AC(W̄ j̄)CB,

M A
B = 2

(
N u

B

)
(N̄ A

u ),
(3.10)

with fermionic field shifts (W i)AB and N u
A as in Eq. (3.2). In the next subsection we compute the

above GA
B and M A

B in terms of the moment maps in Eq. (3.5) and compare the obtained expressions
with the ones given by ADFT method.

3.2. Computing Eq. (3.2)

First, we calculate the gauge sector contribution to the rigid Ward identity given by GA
B , and then

turn to the contribution M A
B coming from complex hypermatter.

3.2.1. APT sector
The explicit expression of for the gauge sector contribution GA

B = Gij̄(W i)AC(W̄ j̄)CB to the rigid Ward
identity in Eq. (3.9) is obtained by substituting (W i)AC by its expression in Eq. (3.2). We find, after
rearranging terms, the following expression:

GA
B = 1

2
δA

BPa
M MMN Pa

N + 1

2
εabc(Pa

M CMN Pb
N )
(
τ c)A

B . (3.11)

This 2×2 matrix has four terms that can be viewed as the sum of two SU(2)R blocks like δA
BS0 +SA

B
with TrSA

B = 0. These two blocks are precisely the contributions to the scalar potential VN=2
scal and

the DA
B anomaly coming from the transformations of gaugini.

The diagonal S0 term: The isosinglet S0 is given by 1
2Tr(GA

B); it reads in terms of the generalized
moment maps Pa

M as follows:

S0 = 1

2
Pa

M MMN Pa
N , (3.12)

where MMN is the inverse of Eq. (2.10) and the generalized moment maps Pa
M are given by Eq. (3.5);

it has an extra Ra
M contribution coming from the gauge-invariant complex hypermatter couplings.

By substituting Pa
M in Eq. (3.12) by Pa

M + Ra
M , the above S0 splits as the sum of three terms:

S0 = 1

2
Pa

M MMN Pa
N + 1

2
Ra

M MMN Ra
N + Pa

M MMN Ra
N , (3.13)
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where the two first terms depend on Pa
M , but the last contribution is independent of the FI charges.

So, for the limit where the complex hypermatter couplings to the gauge sector are turned off; i.e. the
limit Ra

M → 0, the isosinglet S0 reduces to the ADFT relation and so the scalar potential coincides
with that of the APT model, which in the ADFT method is nothing but a particular field realization
of the following:

S(ADFT)
0 = 1

2
Pa

M MMN Pa
N

= Gij̄[ea
i − μkaFki][ea

j − μkaFkj], (3.14)

expressed in terms of the electric ea
i and magnetic μka FI charges. In the limit Pa

M → 0, describing
the case where the electric and magnetic FI charges are turned off, we have

S0
∣∣
Pa

M →0 = 1

2
Ra

M MMN Ra
N (3.15)

= Gij̄[Ea
i − Mka (F)ki][Ea

j − Mka (F)kj],

where the the electric Ea
i and magnetic Mka are field-dependent couplings. They are functions of

the complex matter scalars qu and the electric gi and magnetic ηi gauge coupling charges. If using
the particular realization given by Eq. (4.11), namely

Ea
i = gi�a, Mia = ηi�a, (3.16)

these two factorized relations can be combined into a symplectic object as

Ra
M = GM �a, (3.17)

where Ra
M is as in Eq. (3.3). So, we have

S0
∣∣
Pa

M →0 = 1

2
GM MMN GN × ∣∣�a

∣∣2
= Gij̄[gi − ηlFli][gj − ηlFlj] × ∣∣�a

∣∣2 . (3.18)

By using Eq. (3.17), the third cross term in Eq. (3.13) reads as follows:

Pa
M MMN Ra

N = GM MMN Pa
N �a; (3.19)

it depends on the product of the Pa
N Fayet–Iliopoulos and the GM gauge electric/magnetic coupling

charges. The general expression of S0 with non-vanishing Pa
M and Ra

M gives the contribution to the
scalar potential VN=2

ADJ in Eq. (3.9) coming from the gaugino sector.

The anomalous term SA
B : The traceless matrix SA

B contributes to the DA
B anomaly in Eq. (3.9); it

can be presented as an isotriplet that reads as

SA
B =

3∑
c=1

ξ c
(
τ c)A

B (3.20)
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with

ξ c = 1

2
εabcPa

M CMN Pb
N , (3.21)

where CMN is the SP(2n, R) symplectic metric. A non-vanishing value of ξ c partially breaks N =
2 supersymmetry; it is then interesting to study when the norm ‖ξ‖ is different from zero. By
substituting Pa

M = Pa
M +Ra

M in Eq. (3.21), we learn that the isovector ξ c splits like the sum of three
isovectors as

ξ c = ζ c + αc + βc, (3.22)

with ζ c the same isotriplet as in the ADFT; the two extra αc and βc are new isotriplets induced by
the presence of complex hypermatter. These three isotriplets are given by

ζ c = 1
2εabcPa

M CMN Pb
N ,

βc = 1
2εabcRa

M CMN Rb
N ,

αc = εabcPa
M CMN Rb

N .
(3.23)

The real isovector ζ c is due to the electric ea
i and the magnetic mai Fayet–Iliopoulos charges given

by Eq. (2.6). It reads explicitly as follows:

ζ c = εabc(m
aieb

i − ea
i mbi) = 2εabcmaieb

i . (3.24)

Non-vanishing of the above ζ c, which read in three-dimensional vector notation like 	ei ∧ 	mi, requires
at least the non-vanishing of some of the ea

i components and some of the mai. However, in the absence
of magnetic mai FI, the isotriplet ζ c vanishes identically. The term βc is different from ζ c as it is
induced from another source, it is due to the electric gi and magnetic ηi gauge coupling constants.
Using Eq. (3.6), we first have

βc = εabc(MaiEb
i − Ea

i Mbi) = 2εabcMaiEb
i . (3.25)

By following the analysis on dyonic gauge coupling to complex hypermatter reported in the appendix,
we find that the electric Ea

i and magnetic Mai terms factorize:

Ea
i = giEa, Mai = ηiMa, (3.26)

where the Ea and Ma are triplets with components depending on the scalar fields of the complex
matter hypermultiplet. So, the above βc anomaly becomes

βc = 2(giη
i)εabcMaEb. (3.27)

Then, non-vanishing βc requires non-vanishing giη
i and non-vanishing 	E ∧ 	M. However, from the

particular realization in Eq. (4.11) we learn that Ea = Ma = �a; then βc vanishes identically:

βc = 0. (3.28)

Concerning the anomaly αc, it is due to both the (ea
i , mai) electric/magnetic FI and the (gi, ηi)

electric/magnetic gauge charges. By using Eqs. (3.6) and (3.26), and setting

gim
ai = κa, ηiea

i = πa, (3.29)
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we can put the αc triplet into the form

αc = εabc[κaEb − πaMb]. (3.30)

Substituting Ea = Ma = �a, we end with

αc = εabc
(
κa − πa)�b. (3.31)

3.2.2. More on scalar potential and the anomaly DA
B

The contribution M A
B = 2N u

BN̄ A
u of the hypermatter sector to the rigid Ward identity in Eq. (3.9)

comes from the coupling between the n vector V N=2
i multiplets and the matter hypermultiplet HN=2.

Expanding this matrix M A
B on a Pauli matrices basis like J0δ

A
B+Ja (τ

a)AB and equating with 2N u
BN̄ A

u ,
it follows that

J0 = N u
AN̄ A

u , Ja = N u
B (τ a)

B
A N̄ A

u , (3.32)

which also read like

J0 = 1
2εAB�uvN AuN̄ Bv,

Ja = 1
2�uvN uτ aN̄ v.

(3.33)

By substituting N u
A by its expression in terms of the degrees of freedom of the complex

hypermultiplet, namely

N u
A = (ηiF̄i − giz̄i)Ku

A,
N̄ A

u = (ηiFi − gizi)K̄A
u,

(3.34)

with Ku
A given by Eq. (3.3),

Ku
A =

(
−k̄u

ku

)
, K̄A

u =
(

−ku

k̄u

)
, (3.35)

we can write down the explicit expression for M A
B as

M A
B = M 2 (Ku

AK̄B
u

)
, (3.36)

with

M 2 = 2
∣∣ηiFi − giz

i
∣∣2 (3.37)

and

Ku
AK̄B

u = 1

2
(Ku

AK̄A
u )δ

A
B + 1

2
(Kuτ aK̄u)

(
τ a)A

B (3.38)

reading explicitly like

Ku
AK̄B

u =
(

kuk̄u − (k̄u
)2

− (ku)2 kuk̄u

)
. (3.39)
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Then, using Eq. (3.4), we can determine the expression for Ku
AK̄B

u in terms of the complex scalars.
We find that

+k̄uku = |q1|2 + |q2|2,
− (ku)2 = (q1)

2 + (q2)
2,

− (k̄u
)2 = (q̄1)

2 + (q̄2)
2.

(3.40)

Adding the obtained M A
B and the GA

B contribution in Eq. (3.11) coming from the gauge sector, we
can compute the contribution to the DA

B anomaly and the VN=2
ADJ scalar potential by using the rigid

Ward identity in Eq. (3.9), which we rewrite as

GA
B + M A

B = DA
B + δA

BVN=2
scal . (3.41)

The contribution of M A
B reads explicitly as M A

B = J0δ
A
B + Ja (τ

a)AB with

J0 = M 2

2 (K
uK̄u),

Ja = M 2

2 (K
uτ aK̄u),

(3.42)

and

J0 = M 2(|q1|2 + |q2|2),
Jaτ

a = M 2

(
0 (q̄1)

2 + (q̄2)
2

(q1)
2 + (q2)

2 0

)
,

(3.43)

where the effective mass M 2 is given by Eq. (3.36). We also have

Ja = M 2

⎛
⎜⎝ Re[(q1)

2 + (q2)
2]

Im[(q1)
2 + (q2)

2]
0

⎞
⎟⎠. (3.44)

Notice, moreover, that the ηiFi term in the expression of M 2 generalizes the hypermultiplet mass
parameter in the ADJ model [6]. This hypermultiplet mass term can be viewed as M 2 = |Z |2
describing a BPS saturation condition [15] with complex Z standing for the central charge of the
N = 2 supersymmetry theory given by

Z = √
2
(
giz

i − ηiFi
) = √

2GM V M , (3.45)

where the gi are the electric charges and the ηi their magnetic partners. Notice as well that using
Eq. (3.3) and M 2 = |Z |2, we can express J0 and Ja in terms of the symplectic gauge coupling
constants GM , the holomorphic section V M , and its complex conjugate V̄ N as

J0 = GM GN (KuK̄u)V M V̄ N ,
Ja = GM GN (Kuτ aK̄u)V M V̄ N ,

(3.46)

showing that they are proportional to (GM )
2, the square of the symplectic gauge coupling constants

with coefficients like gigj, giη
j, and ηiηj. From the rigid Ward identity in Eq. (3.9), we obtain the

following scalar potential:

VN=2
scal = S0 + J0, (3.47)
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where S0 is as in Eq. (3.13). We also obtain the matrix anomaly DA
B, which reads as follows:

DA
B = SA

B + J A
B , (3.48)

with SA
B given by Eqs. (3.20)–(3.23). Moreover, being traceless, this DA

B matrix can be also expressed
as

DA
B =

∑
da
(
τ a)A

B (3.49)

with

da = ζ a + αa + βa + Ja. (3.50)

A non-vanishing norm of the isotriplet da can partially break supersymmetry, as discussed in the
next section.

4. Partial breaking and the ADJ model

In this section we study the partial breaking of N = 2 supersymmetry in the generalized APT model
constructed in Sect. 3. This generalized APT model also contains the model of ADJ as a particular
choice of the dyonic FI charges and couplings.

4.1. Partial breaking

As in the ADFT method, the partial breaking of extended supersymmetry can occur whenever the
DA

B matrix deformation given by Eq. (3.48) has a non-vanishing VEV. This condition can be stated
as

〈
DA

B

〉 �= 0 ⇔ 〈
ζ a
〉+ 〈αa〉 + 〈

βa
〉+ 〈Ja〉 �= 0, (4.1)

and it is fulfilled if one of the four isotriplets
〈
ζ a
〉
, 〈αa〉,

〈
βa
〉
, and 〈Ja〉 is different from zero. If two

of these VEVs or more are different from zero, one has to ensure that their sum is non-zero. This
feature can be established by starting from the rigid Ward identity in Eq. (3.9) that we rewrite as

GA
B + M A

B = δA
BVN=2

scal + DA
B, (4.2)

with the scalar potential VN=2
scal given by Eq. (3.47). By performing a similarity transformation on

Eq. (4.2) by multiplying its members on the right by the matrix transformation U and on the left by
its inverse U−1, we can diagonalize the traceless matrix anomaly DA

B like

D̃
A
B =

(
|d| 0
0 − |d|

)
, D̃ = U−1DU, (4.3)

where |d| stands for the norm of the isovector da in Eq. (3.49). Under this transformation, the rigid
Ward identity becomes

G̃
A
B + M̃

A
B =

(
VN=2

scal + |d| 0
0 VN=2

scal − |d|

)
. (4.4)
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So, the partial breaking occurs when

VN=2
scal = ± |d| , d �= 0. (4.5)

In what follows, we give an illustration of this condition and its solution by first showing how the
ADJ model can be recovered from this construction, and how Eq. (4.5) is realized in terms of the
electric and magnetic FI charges.

4.2. Deriving the ADJ model

To recover theADJ model, we give particular values to the moment maps in Eq. (3.6). This is obtained
by making appropriate choices of the charges, namely: (i) the values of the (ea

i , mia) electric/magnetic
FI charges, and (ii) the values of the (gi, ηi) gauge coupling charges. The electric ea

i and magnetic
mia FI charges can be written as [6]

Lelec
FI = ea

i Y ai, (4.6)

where

ea
i = 1

4

⎛
⎜⎝ − Im ei

Re ei√
2ξ i

⎞
⎟⎠ (4.7)

are the electric FI charge vectors, and the SU(2)R triplets Y ai are the N = 2 auxiliary fields,

Y ai =
⎛
⎜⎝ −2 Im Fi

−2 Re Fi√
2Di

⎞
⎟⎠. (4.8)

Using the above SO(3) ∼ SU (2)R vector Y ai, we can write the magnetic FI term of Ref. [6] as

Lmag
FI = Im Fijm

iaY aj,

where the electric FI charges vector mia reads explicitly as

mia = 1

4

⎛
⎜⎝ mi

0
0

⎞
⎟⎠. (4.9)

Moreover, as was shown in Ref. [6], the complex hypermultiplet conrtibutions modify the above
electric FI charges as follows:

Lhyp + Lint ⊃
∫

d4θ
[
Q1e−2gV Q̄1 + Q2e2gV Q̄2

]+
∫

d2θ

[
i
√

2

(
n∑

l=1

glX
l

)
Q1Q2

]
+ h.c.

= Ea
i Y ia + · · · ,

with Y ia the auxiliary field vectors of Eq. (4.8) and

Ea
i = gi�a, (4.10)
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where

�a = √
2

⎛
⎜⎝ Im (iq1q2)

Re (iq̄1q̄2)

−1
2 [|q1|2 − |q2|2]

⎞
⎟⎠. (4.11)

Thus, from the above discussion we conclude that the ADJ model is obtained by choosing the FI and
coupling charges ea

i , mia, and Ea
i in Eq. (3.6) as respectively in Eqs. (4.7), (4.9), and (4.10) while

setting Mia = 0.
We note that, thanks to the magnetic coupling in the appendix, one can have the following magnetic

term:

LCS ⊃
∫

d2θ

n∑
l=1

ηiFl(i
√

2Q1Q2)+ h.c.

= Im FijMiaY aj,

with Mia the following magnetic coupling charge vectors:

Mai = ηiMa = ηi

⎛
⎜⎝

√
2 Im (iq1q2)√
2 Re (iq̄1q̄2)

0

⎞
⎟⎠. (4.12)

By substituting the above choices back into Eq. (3.47), the effective scalar potential Vscal = S0 +J0

is given by

Vscal = 2|ηiFi − gizi|2∣∣
η=0(|q1|2 + |q2|2)

+ 1
16Gij̄(ei + imkFik − 4i

√
2gi)(ej̄ − imlF̄j̄l + 4i

√
2gj̄q̄1q̄2)

+1
8Gij̄[ξ i − 2gi(|q1|2 − |q2|2)][ξ j̄ − 2gj̄(|q1|2 − |q2|2)].

(4.13)

Comparing this expression with the ADJ model, we learn that Vscal is precisely the scalar potential
VN=2

ADJ given by Eq. (3.1) of Ref. [6], where the scalar field zk is shifted by a constant like

zk → zk − im√
2

gk

g2 , g2 =
2∑

i=1

gi. (4.14)

These shifts of zk correspond to replacing the electric central charge Z = i
√

2
(
ηiFi − gizi

)∣∣
η=0 of

our construction by

Z = m + igiz
i
√

2. (4.15)

Notice that the VEV of Vscal depends on the coupling constants and the VEVs of the scalar fields
of the theory, namely the complex doublet (q1, q2) and the symplectic (zi, Fi). If, for instance, the
condition ∂Vscal

∂qu = 0 is solved by 〈qu〉 = 0, we have

〈Vscal〉 = 1

16
Gij̄(ei + imk 〈Fik〉)(ej̄ − iml〈F̄j̄l〉)+ 1

8
Gij̄ξ iξ j̄ ≥ 0, (4.16)
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with 〈Fik〉 = Fik [〈z〉], where the 〈zi〉 solve the condition ∂Vscal
∂zi = 0. For these values the anomaly

vector in Eq. (3.50) reads as

〈dc〉 = 2εabcmaieb
i = 2

( 	mi ∧ 	ei
)

c , (4.17)

where ea
i and mbi are the electric and magnetic charges of Eqs. (4.7) and (4.9). Thus, the norm 〈|d|〉

characterizing the partial breaking of N = 2 supersymmetry reads as

〈|d|〉 = 1

8

[
mimj(Re ei Re ej + 2ξ iξ j)

] 1
2 . (4.18)

If we further choose the complex electric FI charges ei to be pure imaginary, the VEVs of the scalar
potential in Eq. (4.16) and the norm in Eq. (4.18) become

〈Vscal〉 = 1

16
Gij̄(Im ei + mkFik)(Im ej + mlF̄j̄l)+ 1

8
Gij̄ξ iξ j,

〈|d|〉 = 1

4
√

2
miξ i. (4.19)

Hence, the partial breaking condition in Eq. (4.5) becomes

Gij̄(Im ei + mkFik)(Im ej + mlF̄j̄l)+ 2Gij̄ξ iξ j̄ = ±2
√

2miξ i, (4.20)

which can be rewritten as

(Im ej̄ + mk Re Fkj̄)
2 + (Gij̄mj̄ ∓ √

2ξ i)
2 = 0 (4.21)

and so has the solutions

ξ i = ± 1√
2
Gij̄mj̄ , Im ej̄ = −mk Re Fkj̄, (4.22)

which coincides with the partial breaking condition given in Eq. (4.9) of the ADJ model [6].

5. Conclusion

In this paper we have studied the partial breaking of rigid N = 2 supersymmetric gauge theory of n
vector multiplets coupled to complex hypermultiplets by using the ADFT method given in Ref. [7].
To do so we have first reviewed the ADFT method where partial breaking of rigid supersymmetry is
induced by an anomalous isotriplet vector ζ a originating from the hidden sector in the rigid limit of
gauged N = 2 supergravity. This isovector has the form ζ a ∼ εabcmaeb with the isotriplet ea and
ma standing for the electric and magnetic Fayet–Iliopoulos terms. In our construction, which may be
viewed as a generalization of the ADFT method by adding complex hypermatter coupled to gauge
degrees of freedom, we showed that the anomaly ζ a gets three extra contributions given by Eq. (4.1),
namely 〈da〉 = 〈

ζ a
〉 + 〈αa〉 + 〈

βa
〉 + 〈Ja〉. The ζ a is as in the ADFT method, and the three other

contributions, 〈αa〉,
〈
βa
〉
, and 〈Ja〉, are induced by the presence of complex hypermatter. The 〈αa〉

is induced by the coupling betweenthe FI constant and the electric/magnetic coupling charges. The〈
βa
〉

is due to the coupling between electric and magnetic charges, and 〈Ja〉 to local dyonic mass.
Non-zero contributions from these anomalies are dependent on non-zero VEVS of the hypermatter
fields 〈qu〉 determined by minimizing the scalar potential. Their expressions have been explicitly
studied in Sect. 3.2.
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In the extension of the ADFT method developed in this paper, we also gave the rigid Ward identity
and the induced scalar potential as well as the general condition for partial breaking. By choosing
particular values of the components of our generalized moment maps, we also derived the scalar
potential of the ADJ model and their partial breaking condition. It would be interesting to obtain
the extended APT method, studied in the present paper, as an observable sector in the rigid limit
of N = 2 gauged supergravity coupled to complex hypermatter. Progress in this direction will be
reported on a future occasion.
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Appendix A. Dyonic couplings

First, we recall that in N = 2 supersymmetry one can distinguish two multiplets:

◦ Vector multiplet, which has the following θ̃ expansion:

W(x, θ , θ̃ ) = X (x, θ)+ i
√

2θ̃W (x, θ)+ θ̃
2
(

−1

4
D̄2X̄ i

)
, (A.1)

where X (x, θ) and W (x, θ) are N = 1 chiral superfields where the fermionic W (x, θ) are
precisely the N = 1 superfield strengths living inside the N = 2 ones.

◦ Hypermultiplet, which can be described by two N = 1 chiral superfields Qu = (
Q1, Q2

)
having

opposite gauge charges and θexpansions as follows:

Qu = qu + √
2θχu + θθGu, (A.2)

where the Gu are auxiliary fields.

The aim of this appendix is to give the extension ofADJ model by allowing dyonic gauge couplings.
We are therefore interested only in the non-kinetic terms of the action, namely the quadratic complex
mass term [6]

Lmass = m
∫

d2θQ1Q2 + h.c., (A.3)

where Q1 and Q2 are the two N = 1 chiral superfields constituting the N = 2 hypermultiplet, and
the couplings to the gauge to the X i chiral superfields of the N = 2 vector multiplet are given by
the following tri-superfield interactions:

Lint =
∫

d2θ

[
i
√

2

(
n∑

l=1

glX
l

)
Q1Q2

]
+ h.c., (A.4)

where X l , with l = 1, . . . , nv are the first components of the N = 2 vector superfields W l .
We will start from the Lagrangian density of Eq. (A.4) and show that it has an interpretation in

terms of N = 2 Chern–Simons interaction using the dual tensorial description of the hypermultiplet
(Q1, Q2). Then, we turn to study the N = 2 dyonic gauge-invariant couplings.
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A.1. N = 2 Chern–Simons action

In this description, Lint can be derived by starting from the N = 2 chiral superspace action

LCS = −2i
∫

d2θd2θ̃

(
n∑

l=1

glW l

)
T N=2 + h.c., (A.5)

where T N=2 is the N = 2 tensor superfield with expansion

T N=2 = Y (x, θ)+ √
2θ̃ϒ (x, θ)− θ̃

2
(

i

2
�+ 1

4
D̄2Ȳ

)
. (A.6)

In this expansion, Y (x, θ) and � are bosonic N = 1 chiral superfields while ϒα is a spinor N = 1
chiral superfield related to the N = 1 linear superfield L like

L = Dϒ + D̄ϒ̄ , DDL = D̄D̄L = 0. (A.7)

The degrees of freedom are carried by the superfields � and L as the Y can be gauged out. Indeed,
notice that in the above θ̃ expansion of T N=2, the spinor superfieldϒα is defined up to the following
gauge transformation:

δgaugeϒα = −iW ′
α , W ′

α = −1

4
D̄D̄Dα�

′, (A.8)

where �′ is a general N = 1 real superfield and W ′
α is its field strength. The N = 2 superspace

version of Eq. (A.8) is given by

δgaugeT N=2 = −W ′, (A.9)

where W ′ is a N = 2 vector superfield strength. By θ̃ expansion of both sides of this transformation,
we obtain

δgaugeY = 1

2
D̄D̄�′,

δgaugeϒα = −iW ′
α , (A.10)

δgauge� = 0.

Notice that the gauge transformation in Eq. (A.9) is just the N = 2 superspace version of the gauge
transformation δgaugebρσ = ∂ρ�σ , where bρσ is a two-form field whose field strength three-form is
unchanged under this gauge transformation [17]. The gauge transformation in Eq. (A.9) allows us to
eliminate the superfield Y , but one can instead choose a gauge in which it only has a non-vanishing
imaginary part of the auxiliary field,

Y gauged = i

4!θ
2εμνρσFμνρσ , (A.11)

where Fμνρσ is a four-form. Substituting Eqs. (A.1) and (A.6) back into Eq. (A.5), we obtain the CS
Lagrangian density

LCS = −
∫

d2θ

[
n∑

l=1

gl(X
l�)+

n∑
l=1

gl(W
l
αϒ

α)+ i
n∑

l=1

gl(m
lY )

]
+ h.c. (A.12)
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Comparing this action with Eqs. (A.3) and (A.4), we learn that the gauge-invariant� can be realized
as the product of two chiral superchamps:

� = i
√

2Q1Q2. (A.13)

The mass term mQ1Q2 can be generated by using the gauge-invariant shift X l → X l − i√
2
μl and

setting m = ∑n
l=1 glμ

l .

A.2. N = 2 dyonic gauge couplings

Here, we want to comment on a property of the N = 2 superfield Lagrangian density in Eq. (A.5).
This superdensity has a remarkable dependence on the N = 2 prepotentials, namely on the quantity

� =
(

n∑
l=1

glW l

)
T N=2, (A.14)

which leads, after integration with respect to θ̃ , to∫
d2θ̃� =

n∑
l=1

(glX
l)�+

n∑
l=1

(glW
l
α)ϒ

α . (A.15)

As the N = 1 chiral superfield combination gX = ∑n
l=1 glX l is just a half part of a symplectic

invariant N = 1 chiral superfield, namely

n∑
l=1

(
glX

l − iηl ∂F
∂X l

)
= GM CMN V M (A.16)

with

GM =
(

iηl

gl

)
, V M =

(
X l

∂F
∂X l

)
, (A.17)

whereηl are real parameters. One may think about Eq. (A.14) as just a part of the following symplectic
invariant quantity:

� =
(

n∑
l=1

glW l − iηl ∂F
∂W l

)
T N=2. (A.18)

These relations suggest that the N = 2 Chern–Simons action in Eq. (A.5) can be made symplectic
invariant as follows:

LCS =
∫

d2θd2θ̃

n∑
l=1

(glW l − iηl ∂F
∂W l

)T N=2 + h.c., (A.19)

which, by integration with respect to θ̃ , leads to

LCS =
∫

d2θ

n∑
l=1

(glX
l − iηlFl)�+

n∑
l=1

(gl − iηjFjl)W
l
αϒ

α (A.20)
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with

Fi = ∂F (X )

∂X i , Fij = ∂2F (X )

∂X i∂X j . (A.21)
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Conclusion générale

La nature non-chirale des théorie supersymétriques N > 1 ne permet pas de
construire une version supersymétrique étendue du modèle standard de la physique
des particules, cette difficulté est due au théorème no-go qui rend impossible une telle
réalisation. Cependant, dans le cas de la supersymétrie N = 2 il est possible d’éviter
ce théorème par la réalisation de la brisure partielle de N = 2 à N = 1. Dans cette
thèse nous avons contribué à la réalisation de la brisure partielle de la supersymétrie
N = 2.

Dans le premier chapitre nous avons présenté le modèle standard de la phy-
sique des particules, où des éléments essentiels à la compréhension et à la construction
du lagrangien du modèle sont présentés. Nous avons donné au début de ce chapitre
le contenu en champs du modèle standard. Ensuite, nous avons présenté la construc-
tion de son lagrangien total, on a aussi utilisé le mécanisme de Higgs pour briser la
symétrie électrofaible pour générer les masses aux différentes particules. Puis, nous
avons discuté les problèmes et les limites du modèle standard pour motiver l’extension
supersymétrique comme solution.

Le deuxième chapitre a été consacré à l’étude des théories supersymétriques.
Nous avons donné la définition de l’algèbre de Poincaré et la description de ses repré-
sentations. Ensuite, nous avons présenté l’extension supersymétrique de cette algèbre
au cas de la superalgèbre de Poincaré. Puis nous avons présenté les différentes représen-
tations massives et non massives de l’algèbre de la supersymétrie. Ensuite, nous avons
donné la description du superespace dans le cas de la théorie supersymétrique globale
minimale N = 1 et nous avons donné aussi le formalisme superchamps pour construire
les expressions des superchamps chiraux et vectoriel de la supersymétrie N = 1.

Le troisième chapitre a été réservé à l’étude de la brisure spontanée du modèle
minimale supersymétrique N = 1. Nous avons présenté au début de ce chapitre la
construction du lagrangien de cette théorie. Ensuite nous avons présenté deux modèles
de la brisure spontanée de la supersymétrie globale N = 1, à savoir le modèle de Fayet–
Iliopoulos basé sur le champ auxiliaire du superchamp vectoriel (terme D) et le modèle
de O’Raifeartaigh basé sur le champ auxiliaire du superchamp chiral (terme F).

Le quatrième chapitre est dédié à la brisure partielle de la supersymétrie N = 2.
Nous avons discuté au début de ce chapitre la difficulté de réaliser cette brisure partielle.
Ensuite, nous avons présenté trois modèles qui surmontent cette difeculté, le premier
modèle de Antoniadis, Partouche et Taylor décrit une théorie de jauge pure constitiée
par un seul multiplet vectoriel de la supersymétrieN = 2, la brisure partielle dans ce cas
implique l’introduction des nouveaux termes de Fayet–Iliopoulos en plus des termes de
Fayet–Iliopoulos ordinaire qu’on a vu dans le chapitre précédent. Le deuxième modèle
découvert par Andrianopoli, D’Auria, Ferrara et Trigiantee est constitué de n multiplet
vectoriels de la supersymétrie N = 2 ce modèle présente la généralisation du modèle
précédent, on a vu que les différents cas de brisure sont donnés à partir de la norme
du vecteur ξa qui est proportionnel à la déformation du potentiel scalaire rigide. Le
troisième modèle de Antoniadis, Derendinger et Jacot décrit le couplage de secteur
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jauge constitué de n multiplets vectoriels de la supersymétrie au secteur de la matière
qui est décrit par deux formulations, la description par un hypermultiplet composé
de deux superchamps chiraux de la supersymétrie N = 1 ou la description par des
multiplets tensoriel et chiral de la supersymétrie N = 1, on a vu que pour avoir une
algèbre fermé il est nécessaire d’introduire le champ auxiliaire Y de la supersymétrie
N = 1 qui implique à partir de son équation de mouvement la contrainte

n∑
I=1

gI
κI

= 0

qui implique à son tour que le modèle minimale qu’on peut avoir de ce couplage de n
multiplets vectoriels avec un seul hypermultiplet est U(1)2.

Dans la première contribution, nous avons réalisé la version branaire D3 du
modèle de Antoniadis, Derendinger et Jacot qu’on a introduit dans le quatrième cha-
pitre. Nous avons donné la description du modèle de Antoniadis, Derendinger et Jacot
par des branes D3 enroulant des 3-cycles dans la théorie des cordes de type IIB sur une
variété de Calabi-Yau à 3 dimensions complexes à la présence des flux non triviaux des
tenseurs de force des champs de jauge 3-formes. Nous avons montré que la contrainte
n∑
I=1

gI
κI

= 0 est un cas particulier la condition de conservation du flux total Φflux qui

provient du terme d’intercation de Chern-Simons du couplage du secteur de la matière
avec les multiplets vectoriels de la supersymétrie N=2, cela implique la possibilité de
déformé la contrainte du modèle de Antoniadis, Derendinger et Jacot comme suit :

n∑
I=1

gI
κI

+ ν = 0.

Ce qui permet d’avoir un modèle minimale de la brisure partielle de la supersymétrie
N = 2 en présence de la matière avec un seul groupe de jauge U(1) et par conséquence
la généralisation du modèle de Antoniadis, Derendinger et Jacot.

Dans la deuxième contribution, nous avons réalisé la brisure partielle de la
supersymétrie N = 2 en se basant sur le modèle de Antoniadis, D’Auria, Ferrara
et Trigiante, où nous allons décrire le secteur de la matière par des hypermultiplets
complexes pour avoir le couplage de n multiplets vectoriels avec n hypermultiplets. Dans
notre construction qui peut être vue comme la généralisation du modèle Antoniadis,
D’Auria, Ferrara et Trigiante la brisure partielle est induite par la version généralisée
du vecteur ξa qui provient de la déformation du potentiel scalaire rigide généralisé.
Ensuite nous avons dérivé la contrainte de la brisure partielle du modèle Antoniadis,
Derendingen et Jacot par le choix des composantes de ce vecteur généralisé.

En perspective, il est important de chercher une construction des modèle su-
persymétrique N > 2 pour donner une description de l’extension maximal du modèle
standard de la physique des particules.
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Résumé  

L’obstacle de construire une version supersymétrique étendue N>1 du modèle standard de la physique des 

particules est due essentiellement à la non-chiralité des théories de la supersymétrie N>1. Mais grâce à la 

réalisation de la brisure partielle de la théorie de la supersymétrie N=2, il est possible de surmonter cet 

obstacle et construire donc des modèles phénoménologiquement viables à partir de cette théorie. Le sujet 

de cette présente thèse s’inscrit dans l’étude de la brisure partielle de la supersymétrie globale N=2. Nous 

présentons tout d’abord les éléments essentiels du modèle standard de la physique des particules pour 

mettre en évidence le rôle important de la brisure spontanée de la symétrie électrofaible. Puis, nous 

étudions les théories supersymétrique et nous donnons aussi trois modèles de la brisure partielle de la 

supersymétrie globale N=2. Ensuite, nous étudions la réalisation branaire du modèle de la brisure partielle 

de la supersymétrie N=2 basé sur le couplage de n multiplets vectoriel de secteur de jauge avec un seul 

hypermultiplet de secteur de la matière. Enfin, nous utilisons la méthode de l’étude effectuée dans la 

référence «arxiv :1501.07842» pour réaliser un modèle de brisure partielle de la supersymétrie N=2 qui 

décrit le couplage de n multiplets vectoriels avec n hypermultiplets. 

 

Mots-clefs: supersymétrie étendue, brisure partielle, identité de Ward, au-delà du modèle 
standard , identité de Ward, réalisation branaire. 
 

Abstract 

This thesis provides The stumbling block for constructing an extended N> 1 supersymmetric version of 

the Standard Model of particle physics is mainly due to the non-chirality of the these N>1 supersymmetry 

theories. However, thanks to the partial breaking of N=2 supersymmetry theory, it is possible to bypass 

this obstacle and therefore to build phenomenologically viable models from it. The present thesis 

contributes to the study of the partial breaking of the N=2 global supersymmetry. We first present the 

essential ingredients of the Standard Model of particle physics to show the important role of the 

spontaneous breaking of the electroweak symmetry. Then, we study the supersymmetric theories and we 

also give three models describing partial breaking of N=2 global supersymmetry. Next, we study brane 

realization of the N=2 supersymmetry partial breaking model of «arXiv: 1204.2141» which based on n 

vector multiplets coupled to hypermatter. Finally, we use the method introduced in "arxiv: 1501.07842" 

to study the N=2 supersymmetry partial breaking for n vector multiplets coupled to n hypermultiplets. 

Keywords : extended supersymmetry, partial breaking, ward identity, beyond 
standard model, brane realisation. 
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