ROYAUME DU MAROC

Université Mohammed V pueld] 1 deal>
- RABAT - - by -

Facdlté des sciences
p gl Luls
CENTRE D’ETUDES DOCTORALES - SCIENCES ET TECHNOLOGIES

THESE

En vue de I'obtention du : DOCTORAT

Centre de Recherche : Centre de Recherche de Mathématiques et Applications
de Rabat

Structure de recherche : Laboratoire d’Analyse Mathématique et Applications
Discipline : Mathématiques

Spécialité : Mathématiques Appliquées.

N° d’ordre : 3428

Présentée et soutenue le : 15/02/2021 par :

Soukaina SABIR

La théorie du controle appliquée a la dynamique des cellules
tumorales et leurs thérapies.

JURY

El Hassan ZEROUALI PES, Faculté des sciences, Université Mohammed Président.
V de Rabat.

Noha EL KHATTABI PES, Faculté des sciences, Université Mohammed Rapporteur, Examinateur.
V de Rabat.

Abdellah ALLA PH, Faculté des sciences, Université Mohammed  Rapporteur, Examinateur.
V de Rabat.

Slimane BEN MILAD PES, Institut Pasteur de Tunis, Université de Rapporteur, Examinateur.
Tunis el Manar.

Rachid MCHICH PES, Ecole Nationale de Commerce et de Gestion, Examinateur.
Université Abdelmalek Essaadi de Tanger.

Nadia RAISST PES, Faculté des sciences, Université Mohammed Directeur.
V de Rabat.

Mustapha SERHANI PES, Faculté des Sciences Juridiques, Co-directeur.
Economiques et Sociales, Université Moulay-
Ismail de Meknes.

Année Universitaire : 2020 - 2021

D4 Faculté des Sciences, avenue Ibn Battouta, BP. 1014 RP, Rabat —Maroc
@ 00212(0)537 77 18 76 = 00212(0)5 37 77 42 61 ; http:/fsr.um5.ac.ma/







Remerciements

Cette these a été effectuée au sein du Laboratoire d’Analyse Mathématique et Applica-
tions (LAMA) a la Faculté des Sciences de Rabat, sous la direction de Pr. Nadia RAISSI,
professeur d’enseignement supérieur a la faculté des sciences, université Mohammed V de
Rabat, et sous la co-direction de Pr. Mustapha SERHANI, professeur d’enseignement supé-
rieur a la faculté des sciences juridiques, économiques et sociales, université Moulay Ismail
de Meknes.

A Tissue de la rédaction de cette recherche, je suis convaincue que la these est loin
d’étre un travail solitaire. En effet, je n’aurais jamais pu réaliser ce travail doctoral sans le
soutien d'un grand nombre de personnes dont la générosité, la bonne humeur et 'intérét
manifestés a I’égard de ma recherche m’ont permis de progresser dans cette phase délicate.

Dans cet ensemble, les deux personnes qui apparaissent naturellement sont Pr. Nadia
RAISSI et Pr. Mustapha SERHANI. Je tiens a les remercier chaleureusement. Avec du
recul, je n’aurais pas pu espérer meilleur duo de directeurs de these. Leur complémentarité
m’a permis d’évoluer dans des conditions optimales et de ne jamais me sentir perdue face
a la diversité des taches a accomplir.

En particulier, je tiens a remercier mon directeur de these, professeur Nadia RAISSI,
pour la confiance qu’elle m’a accordée en acceptant d’encadrer ce travail doctoral, pour ses
multiples conseils et pour toutes les heures qu’elle a consacrées a diriger cette recherche.
J’aimerais également lui dire a quel point j’ai apprécié sa grande disponibilité et son respect
sans faille des délais serrés de relecture des documents que je lui ai adressés. Je lui suis
reconnaissante de m’avoir fait bénéficier tout au long de ce travail de sa grande compé-
tence, de sa rigueur intellectuelle, de son dynamisme, et de son efficacité certaine que je
n’oublierai jamais. Enfin, j’ai été extrémement sensible a ses qualités humaines d’écoute et
de compréhension tout au long de ce travail doctoral. Soyez assuré de mon attachement et
de ma profonde gratitude.

J’adresse de chaleureux remerciements a mon co-encadrant de these, professeur Musta-
pha SERHANTI, pour son attention de tout instant sur mes travaux, pour ses conseils avisés
et son écoute qui ont été prépondérants pour la bonne réussite de cette these. Son énergie
et sa confiance ont été des éléments moteurs pour moi. Je le remercie également pour son
accueil chaleureux a chaque fois que j’ai sollicité son aide, ainsi que pour ses multiples
encouragements. J’ai pris un grand plaisir a travailler avec lui.

Je suis tres honorée a remercier de la présence a mon jury de these et je tiens a remercier :

El Hassan ZEROUALI, professeur d’enseignement supérieur a la Faculté des Sciences,
Université Mohammed V de Rabat, et directeur du Centre des Recherches Mathématiques
de Rabat CeRMR, pour 'honneur qu’il m’a fait en acceptant de présider ce jury de these.
Je tiens a ’assurer de ma profonde reconnaissance pour l'intérét qu’il porte a ce travail.



Noha EL KHATTABI, professeur d’enseignement supérieur a la Faculté des Sciences,
Université Mohammed V de Rabat, pour ’honneur qu’il m’a fait pour sa participation
a mon jury de these en qualité de rapporteur de mon travail, pour le temps consacré a
la lecture de cette these, et pour les suggestions et les remarques judicieuses qu’il m’a
indiquées.

Abdellah ALLA, professeur a la Faculté des Sciences, Université Mohammed V de
Rabat, pour sa participation a mon jury de these en qualité de rapporteur de mon travail
et pour toutes remarques intéressantes qu’il m’a faites. Je lui suis également reconnaissant
pour le temps conséquent qu’il m’a accordé, ses qualités pédagogiques et scientifiques, sa
franchise et sa sympathie.

Slimane BEN MILAD, professeur d’enseignement supérieur a l'institut Pasteur de Tu-
nis, Université de Tunis el Manar, d’avoir accepté de faire parti du jury de cette these en
qualité de rapporteur de mon travail. Je le remercie pour les conseils scientifiques qu’il a
apporté, en jugeant une partie de cette these, ainsi que pour son accueil chaleureux qu’il
m’a offert lors de mon séjour a Tunis.

Jassocie a ces remerciements Rachid MCHICH, professeur d’enseignement supérieur a
I’Ecole Nationale de Commerce et de Gestion, Université Abdelmalek Essaadi de Tanger,
pour avoir accepté d’examiner mon travail. Je le remercie pour le temps consacré a la
lecture de ce travail ainsi que pour les commentaires m’ayant permis de ’améliorer.

Mes remerciements vont aussi a ma famille et mes amis qui, avec cette question ré-
currente, «quand est-ce que tu la soutiens cette these 7», bien qu’angoissante en période
fréquente de doutes, m’ont permis de ne jamais dévier de mon objectif final. Merci a mes
chers oncles, tantes, leurs époux et épouses, a mes chers cousins et cousines, j’espere que
vous trouverez dans ce travail I’expression de mon respect le plus profond et mon affection
la plus sincere. Mes pensées se tournent vers mes amis, Yousra, Sara, Farah, Chaimaa,
Manal, Maha, Othman et Zouhir, qui m’ont soutenu tout au long de ma these par leurs
conseils issus de leurs différentes expériences pour surmonter les moments difficiles et de
doutes et avec qui j'ai partagé des moments agréables.

Merci a ma tres chere mere, Naima Marzaq, source inépuisable de tendresse, de patience
et de sacrifice. Ta priere et ta bénédiction m’ont été d’un grand secours tout au long de
ma vie. Quoique je puisse dire et écrire, je ne pourrais exprimer ma grande affection et
ma profonde reconnaissance. J’espére ne jamais te décevoir, ni trahir ta confiance et tes
sacrifices.

Merci a mon tres cher pere, Achour Sabir, de tous les péres, tu es le meilleur. Tu as
été et tu seras toujours un exemple pour moi par tes qualités humaines, ta persévérance et
perfectionnisme. En témoignage de brut d’années de sacrifices, de sollicitudes, d’encoura-
gement et de prieres. J'espere que vous pourriez trouver dans ce travail le fruit de toutes
vos peines et tous de vos efforts. En ce jour, j'espére réaliser I'un de tes réves.

Mes particulieres pensées se tournent vers mes grands parents maternels que je remercie
pour leur amour et pour m’avoir toujours soutenu tout le long de mon parcours pour m’offrir
les meilleures conditions afin d’en étre la aujourd’hui.

A la mémoire de mes grand parents paternels, qui ont été toujours dans mon esprit et
dans mon ceeur, je vous dédie aujourd’hui ma réussite. Que Dieu, le miséricordieux, vous
accueille dans son éternel paradis.

Je remercie également mes soeurs, Amal et Fatimazahra, leurs époux, Aziz et Seung
Woo, ainsi que mon frere Mohamed Amine. En témoignage de mon affection fraternelle, de
ma profonde tendresse et reconnaissance, je vous souhaite une vie pleine de bonheur et de




succes et que Dieu, le tout puissant, vous protége et vous garde.

Je dédie cette these a ma chere petite niece Ilaf et mes chers petits neveux Mohamed
Logmane et Nael. Aucune dédicace ne saurait exprimer tout 'amour que j’ai pour vous,
votre joie et votre gaieté me comblent de bonheur. Puisse Dieu vous garder, éclairer votre
route et vous aider a réaliser a votre tour vos voeux les plus chers.

o
—-
=



Résumé

Cette these présente des travaux de modélisation mathématique de la réponse au trai-
tement en oncologie.

Premierement, nous étudions un modele mathématique controlé décrivant la dynamique
et 'interaction entre les cellules tumorales et les cellules effectrices. Ceci permet de définir
des protocoles de traitement qui réduisent la taille de la tumeur tout en maximisant les
cellules effectrices et limitant les effets secondaires des traitements.

Deuxiemement, nous définissons un probleme de viabilité dans le but de déterminer les
densités initiales des cellules cancéreuses a partir desquelles il existe un protocole théra-
peutique qui les maintient en dessous d’un niveau de tolérance.

Ensuite, pour les tumeurs initiales ne répondant pas a ce critere, nous utilisons la théorie
du controle optimal pour déterminer les protocoles de traitement qui minimisent la taille
de la tumeur.

Le dernier chapitre traite un modele mathématique décrivant la réponse des leucémies
lymphoblastiques aigués a l'injection de lymphocytes T chimériques a récepteurs antigé-
niques (cellules CAR-T).

Mots-clés : Modélisation biomathématique, Dynamique des populations, Controle op-
timal, Traitement du cancer.
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Abstract

This thesis deals with mathematical modeling of treatment response.

First, we study a controlled mathematical model describing the dynamics and interac-
tion between tumor cells and effector cells. This allows to define treatment protocols which
reduce the size of the tumor while maximizing effector cells and limiting the side effects of
the treatments.

Second, we define a viability problem with the aim of determining the initial densities
of cancer cells from which there is a therapeutic protocol that keeps them below a tolerance
level.

Then, for initial tumors not meeting this criterion, we use optimal control theory to
determine treatment protocols that minimize tumor size.

The last chapter deals with a mathematical model describing the response of acute
lymphoblastic leukemias to the injection chimeric antigen receptor T cells (CAR-T cells).

Key words : Biomathematic modeling, Population dynamics, Optimal control, Cancer
treatment.



Résumé détaillé de la these

La modélisation mathématique des phénomenes biologiques connait une longue histoire,
ou plusieurs travaux ont été établis. Notamment, le cancer et son évolution, qui a occupé
un grand intéret des chercheurs mathématiciens dans le but de comprendre la dynamique
des cellules tumorales et leur interaction avec d’autres types de cellules. En effet, I'existence
des cellules effectrices capables de reconnaitre les cellules tumorales est maintenant com-
pletement admise. Ces cellules infiltrent le tissu tumoral et sont en mesure d’exercer une
cytotoxicité a 1’égard des cellules cancéreuses. Cependant, au cours de I’histoire naturelle
du développement tumoral, la réponse immunitaire se révele inefficace ou inappropriée. Ce
constat est a 'origine de nombreux travaux mathématiques de recherche dont 'objectif a
terme est de concevoir de nouvelles approches thérapeutiques du cancer.

Pour mieux comprendre ce phénomene, Kuznetsov et al. [59] ont développé un modele
EDO décrivant la dynamique des cellules tumorales et des cellules effectrices ainsi que
I'intéraction entre ces deux populations cellulaires sans prendre en compte la présence du
traitement. Dans cette these, nous étudions dans un premier temps le systeme de Kuz-
netsov et al. sous traitement, et obtenons un systeme controlé, afin de définir des schémas
thérapeutiques qui réduisent la taille de la tumeur tout en maximisant les cellules effectrices
en limitant les effets secondaires. Dans un second temps, nous définissons un probleme de
viabilité, pour le méme systéme controlé établi auparavant, ce qui nous permet de déter-
miner les tumeurs initiales pour lesquelles il existe un traitement les maintenant sous un
certain seuil de taille. Ensuite, pour les tumeurs initiales ne remplissant pas ce critere,
nous utilisons la théorie du controle optimal pour déterminer des schémas de traitement
minimisant la taille de la tumeur.

Afin de prendre en compte la densité des cellules effectrices, nous avons ensuite utilisé
I'optimisation multiobjectif, dans le but d’optimiser simultanément plusieurs fonctions cofit.
L’objectif de cette approche est de trouver un compromis entre les doses du traitement et
les densités des cellules en cherchant I’ensemble de toutes les solutions réalisables, appelé
front de Pareto. Ce résultat offre des informations qui aideront le staff médical a choisir le
meilleur protocole thérapeutique, adapté a chaque patient, minimisant la densité des cellules
tumorales et maximisant celle des cellules effectrices en utilisant des doses minimales du
traitement.

Enfin, en collaboration avec le professeur Victor M. Pérez-Garcia, nous développons
un modele mathématique décrivant la réponse temporelle des leucémies lymphoblastiques
aigues a l'injection de lymphocytes T chimériques a récepteurs antigéniques (CAR-T), un
des types d’immunothérapie les plus efficaces. Le modele tient compte des cellules B matures
et progénitrices, des cellules leucémiques, des cellules CAR T et des effets secondaires en
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incluant les principaux processus biologiques impliqués. Ce modele explique la dynamique,
apres l'injection, des différents compartiments et le fait que le nombre de cellules CAR T
injectées n’affecte pas de maniere critique le résultat du traitement.
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Introduction Générale

0.1 Motivations

Le cancer, connu médicalement comme une tumeur maligne, est actuellement la troi-
sieme cause de déces dans le monde, apres les maladies cardiovasculaires et infectieuses
[2, 88, 87|. Le rapport de I’Organisation mondiale de la santé sur le cancer [97] indique
que 9,6 millions de personnes meurent chaque année du cancer, soit environ 17% de tous
les déces dans le monde. Le cancer commence lorsque les cellules des tissus corporels se
développent de maniere incontrolable pour former une masse tissulaire solide, connue sous
le nom de tumeur. Les tumeurs solides sont principalement causées par des troubles gé-
nétiques, I'abus de tabac et d’alcool, une mauvaise alimentation et I'inactivité physique,
et l'exposition aux rayonnements parmi d’autres cancérogenes [98]. Il existe plus d’une
centaine de types de cancer distincts avec des dynamiques diverses [89].

Les thérapies contre le cancer sont aussi diverses que le cancer lui-méme. La fonction
de tous les traitements contre le cancer est cependant de détruire les cellules cancéreuses et
doit également faire la distinction entre les cellules cancéreuses et saines. Les méthodes tra-
ditionnelles de traitement du cancer comprennent la chimiothérapie [54, 17], les méthodes
chirurgicales [53, 41, 96| et la radiothérapie [92, 86]. Les thérapies modernes du cancer
incluent 'imunothérapie [65, 8], 'utilisation de médicaments anti-angiogéniques [81, 73] et
la virothérapie [61, 25, 74].

Malgré le succes des traitements anticancéreux traditionnels, il n’existe pas de remede
définitif & plusieurs cancers. De plus, les traitements anticancéreux traditionnels sont haute-
ment toxiques et ont une efficacité relativement faible. Certaines études récentes suggerent
que le succes de la lutte contre le cancer réside dans la compréhension des interactions
tumeur-immunitaire. Cependant, la dynamique d’interaction des traitements anticancéreux
récents avec la réponse de la tumeur et du systéme immunitaire est encore mal comprise.

Depuis de nombreuses années, les mathématiques se mettent au service de la médecine,
en développant de nombreux modeles afin d’aider les spécialistes dans leur travail. En
particulier, dans le cas du cancer, la modélisation mathématique peut étre utile dans I’étude
et la compréhension des différentes interactions intervenant dans le développement d’une
tumeur. Ces interactions sont tellement nombreuses qu’il est difficile pour les médecins et
les biologistes de toutes les étudier ainsi que de déterminer lesquelles sont les plus influentes.
La modélisation mathématique peut donc aider a répondre aux questions découlant de cette
problématique. Elle peut également servir a optimiser les traitements des patients, grace a
la théorie du contréle, ou méme a développer de nouvelles modalités de thérapie.

Dans cette these, nous construisons et analysons des modéles mathématiques sous forme
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d’équations différentielles ordinaires afin d’expliquer la dynamique des cellules tumorales et
les nouvelles formes de traitement du cancer. Nous utilisons ces modeles pour suggérer les
mesures possibles nécessaires pour lutter contre le cancer. L’objectif de cette these est de
développer des outils mathématiques et numériques permettant de modéliser I’évolution des
tumeurs et leurs réponses aux traitements. Ces outils auront pour but d’aider les médecins
dans leurs diagnostics et leurs décisions dans les protocoles thérapeutiques. Il s’agit de leur
apporter de nouvelles informations auxquelles ils n’ont pas encore acces.

0.2 Revue de littérature

Dans le cas du cancer, les mathématiques sont tres utiles pour une bonne compréhension
et description des intéractions intervenant dans la croissance d’une tumeur. Les mécanismes
en jeu dans la croissance tumorale sont qualitativement connus. Cependant, nous ne savons
pas encore prédire de maniere précise le développement d’une tumeur donnée, ni estimer le
taux de succes du protocole thérapeutique optimal pour chaque patient. Il est entendu que
la modélisation mathématique pourrait apporter des éléments de réponse a ces questions.

Pour les études oncobiologiques, différents modeles ont été utilisés selon la nature des
événements qui sont modélisés. Ces modeles mathématiques sont souvent couplés a un
systeme d’équations différentielles qui décrivent la dynamique de chacune des cellules en
interaction. Plus précisément, les interactions entre la croissance tumorale et le systeme im-
munitaire sont souvent décrites en utilisant un systeme d’équations différentielles couplées
avec des conditions initiales prescrites. Ces équations incluent des interactions non linéaires
dont la résolution analytique est souvent complexe et nécessitent donc des méthodes de cal-
cul pour les résoudre. Bien que ces modeles mathématiques aient fourni des informations
utiles concernant 'importance du systéme immunitaire dans le controle de la croissance
tumorale, il existe encore un grand besoin de continuer a améliorer les modeles existants
pour incorporer de nouveaux développements cliniques et des découvertes biologiques.

En 1994, Kuznetsov et al. ont développé un modele mathématique décrivant les in-
teractions entre deux populations de cellules : immunitaires et tumorales [59]. Ce modele
mathématique se présente sous la forme d'un systeme dynamique bidimentionnel. Il décrit
des phénomenes observés in vivo, notamment I'immunostimulation de la croissance tumo-
rale et I’état de dormance de la tumeur. C’est le premier modele qui prend en compte
I'infiltration tumorale par les cellules effectrices ainsi que la possibilité d’inactivation des
cellules effectrices. L’analyse de ce systeme dynamique est centrée sur le comportement
qualitatif du systeme en utilisant la théorie de la bifurcation.

Quatres ans plus tard, Kirschner et Panetta [57] ont formulé un modele quantifiant
la réponse antitumorale due au systéme immunitaire. Un certain nombre de preuves sug-
gerent que I'immunothérapie avec la cytokine interleukine-2 (IL-2) peut stimuler le systéme
immunitaire pour combattre les tumeurs. Les cellules effectrices qui orchestrent la réponse
immunitaire, utilisent ces cytokines comme mécanismes de signalisation pour la stimulation
de la réponse immunitaire ainsi que pour la stimulation, la croissance et la différenciation
des lymphocytes. Puisque les cellules tumorales s’identifient parfois comme des cellules nor-
males, le systéme immunitaire peut ne pas répondre de maniere efficace pour les éradiquer.
L’immunothérapie cellulaire adoptive peut potentiellement restaurer ou renforcer ces effets.
Krishner et Panetta illustrent a travers un modele mathématique la dynamique entre les
cellules tumorales, les cellules immuno-effectrices et 1'IL-2. Ces efforts sont capables d’ex-
pliquer a la fois de courtes oscillations tumorales dans la taille des tumeurs ainsi que la
rechute tumorale a long terme. Les auteurs explorent ensuite les effets de I'immunothérapie
cellulaire adoptive sur le modele et décrivent dans quelles circonstances la tumeur peut étre
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éliminée. D’autre part, Burden et al. [10] étudient un traitement optimal pour minimiser
la charge tumorale et la quantité d’immunothérapie administrée. Les résultats ont prouvé
que le traitement d’immunothérapie par IL-2 pouvait améliorer la situation du patient,
mais les traitements par IL-2 seuls n’étaient pas suffisants pour interrompre la réapparition
cyclique de la tumeur. D’autres études sur la dynamique tumorale et I'immunothérapie
comprennent les recherches suivantes [19, 62, 57, 34]. Ces études donnent une indication de
certains problemes importants liés a la dynamique du cancer. Néanmoins, la dynamique des
interactions tumeur-immunitaire est tres complexe et implique de nombreux parametres et,
par conséquent, il est nécessaire de mener davantage d’études pour décoder les mécanismes
de l'interaction tumeur-immunitaire, car cela pourrait potentiellement révéler une autre
voie pour déterminer un remede contre le cancer.

Phino et coll. [72] ont développé un modele mathématique de chimiothérapie pour le
traitement d’une tumeur dans le but d’étudier U'efficacité de la chimiothérapie dans I’élimi-
nation des cellules cancéreuses. Dans leur analyse, ils ont montré la région de 1’espace des
parametres dans laquelle les cellules cancéreuses peuvent étre éliminées. Ils ont également
montré le résultat des concentrations cellulaires avec des taux variables de perfusion du
médicament. Au début des années 2000, De Pillis et al. ont développé un modele décrivant
les interactions entre les cellules normales, tumorales et immunitaires [30, 31]. Certaines
extensions et validations de ce modele existent [32, 28], mais elles restent proches de la
formulation originale de De Pillis et al. [30, 31]. La croissance tumorale est décrite par
un systeme d’équations différentielles ordinaires. Ce modele prend en compte les intérac-
tions médicamenteuses dans le but d’identifier des protocoles de traitement qui pourraient
améliorer les schémas de chimiothérapie standard. L’utilisation de la théorie du contrdle op-
timal avec des contraintes et des simulations numériques, a généré de nouveaux protocoles
thérapeutiques minimisant la taille totale de la tumeur a la fin du traitement.

D’autres modeles mathématiques de chimiothérapie incluent [85, 49, 51]. Ursher [95]
a présenté un résumé complet des modeles mathématiques de chimiothérapie. L’analyse
de tous ces modeles n’indique pas la chimiothérapie comme un remede global contre le
cancer. Par conséquent, il est nécessaire d’étudier de nouvelles formes et combinaisons de
traitement du cancer.

Les développements récents de l'immunologie tumorale et de l'immunothérapie ont
conduit a se demander comment combiner le plus efficacement l'immunothérapie anti-
cancéreuse et la chimiothérapie. L'immunothérapie associée a la chimiothérapie peut étre
importante d’au moins deux manieres : protéger le patient d’une infection opportuniste
et lutter contre le cancer lui-méme. La chimiothérapie épuise le systeme immunitaire d’un
patient, ce qui le rend vulnérable a des infections dangereuses. Pour cette seule raison, il
est souhaitable de renforcer le systeme immunitaire apres un traitement de chimiothéra-
pie a déficit immunitaire. De plus, la capacité de mobiliser les propres défenses du corps
pour combattre le cancer peut étre une stratégie de traitement puissante. Le maintien d’un
systeme immunitaire fort, méme pendant la chimiothérapie, peut étre essentiel pour lutter
avec succes contre le cancer. Dans ce contexte, De Pillis et al. [27] ont développé un modele
mathématique de quatre populations cellulaires : cellules tumorales, cellules immunitaires
effectrices spécifiques telles que les cellules T CD8 +, effecteurs innés tels que les cellules
NK et les lymphocytes circulants, et trois traitements potentiels : chimiothérapie, thérapie
TIL et thérapie IL-2. L’objectif de ce travail est de modéliser mathématiquement, d’ana-
lyser et d’explorer des moyens potentiellement optimaux pour combiner des stratégies de
traitement de chimiothérapie et d’immunothérapie qui peuvent minimiser une tumeur tout
en maximisant la force du systéme immunitaire, avec une toxicité minimale pour le patient.
Le modele mathématique, reflet de la biologie, a été construit afin de nous permettre d’ex-
plorer le comportement, I'interaction et la synergie potentielle des trois types de traitement,
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tous utilisés dans des essais cliniques avec des patients.

0.3 Présentation des résultats

Dans les paragraphes précédents, nous avons introduit différents modeles qui décrivent
la croissance de la tumeur en fonction du temps basé sur des EDO. Les formulations basées
uniquement sur la population, ou le volume de la tumeur, ne permettent pas de prendre en
compte le cancer dans son environnement. Le modele développé par Hahnfeldt et al. [44]
permet de modéliser les différents stades (avasculaire, vasculaire et métastasique) d’une
tumeur. En revanche, le modele de Kuznetsov et al. [59] tient compte des interactions entre
les cellules tumorales et immunitaires et possede un nombre réduit de parametres qui ont
été identifiés et validés a partir de données expérimentales. De Pillis et al. [30] ont proposé
une amélioration qui integre les cellules normales. Les auteurs ont intensivement analysé et
validé leur formulation d’interaction entre les différentes populations de cellules tumorales,
immunitaires et normales [30, 31, 32]. Cependant, le modeéle proposé possede un nombre
tres important de parametres, ce qui complexifie grandement leurs identifications, ainsi que
I’analyse de leurs influences sur la dynamique du cancer. Pour ces diverses raisons, nous
avons choisi d’exploiter la formulation de Kuznetsov et al. [59] pour décrire la croissance
d’une tumeur et son intéraction avec les cellules effectrices, dans la suite de ce manuscrit.

Dans un premier temps, nous présentons en détail le modele de Kuznetsov et al. décri-
vant la dynamique des cellules tumorales et leur intéraction avec les cellules du systeme
immunitaire. Les simulations numériques montrent les principaux phénomenes que présente
le modele, notamment I'immunostimulation de la croissance tumorale et ’état de dormance
de la tumeur. Afin d’aider les médecins dans leur choix de thérapies, nous ajoutons a ce
modele deux types de traitement, la chimiothérapie et I'immunothérapie. La combinaison
de ces deux thérapies pourrait potentiellement améliorer I'efficacité du traitement pour de
nombreux types de cancer. Mathématiquement parlant, nous introduisons deux variables
de contrdle correspondant aux traitements (chimiothérapie / immunothérapie) et obtenons
un systeme dynamique controlé.

Ensuite, nous étudions la viabilité de ce modele sous contraintes d’états, afin de dé-
terminer la thérapie combinée qui consiste a identifier un couple de variables de controle
conduisant a une trajectoire admissible, ce qui correspond a maintenir la densité tumorale
en dessous d’un seuil critique. Nous définissons ainsi, le noyau de viabilité qui représente
I'ensemble des états initiaux (cellules tumorales / cellules effectrices) pour lequel nous pou-
vons définir un protocole de thérapie combinée (chimiothérapie et immunothérapie) pour
rester dans I’ensemble des états contraints. Ce résultat a fait ’objet d’une premiere publi-
cation [75] :

— Sabir, S. & Raissi, N. Analysis of Tumor/Effector Cell Dynamics and Decision Sup-
port in Therapy. In Trends in Biomathematics : Mathematical Modeling for Health,
Harvesting, and Population Dynamics, 153-164, 2019.

Le but de ce travail était d’évaluer les chances de rémission d’un patient en fonction de
son état au premier diagnostic. Néanmoins, cette étude précédente ne prend pas en compte
les effets secondaires des traitements, qui se manifestent dans le troisieme chapitre sous la
forme d’un probleme de contrdle optimal.

Nous présentons dans le chapitre 3 deux problémes de contréle optimal. L’apport du pre-
mier probleme consiste a définir une fonction objective qui dépend de la densité des cellules
tumorales et de la quantité totale de médicaments soumis au systeme couplé d’équations
différentielles ordinaires présenté dans le deuxieme chapitre. L’étude de ce probleme est
présentée dans un deuxieme article [76] :
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— Sabir, S., Raissi, N. & Serhani, M. Chemotherapy and Immunotherapy for Tumors :
A Study of Quadratic Optimal Control. International Journal of Applied and Com-
putational Mathematics 6, 81, 2020.

L’objectif est d’explorer des stratégies optimales combinant des traitements de chimiothéra-
pie et d’immunothérapie permettant de minimiser la densité des cellules tumorales avec une
toxicité minimale dans le corps du patient. La fonction objectif utilisé implique un controle
quadratique modélisant la gravité des effets secondaires des médicaments. Dans la deuxieme
section du chapitre, nous étudions le probleme de controle optimal du cancer, dans lequel le
controle modélise la quantité de médicament de chimiothérapie, avec une fonction objectif
de contrdle linéaire. La fonction objective integre trois fonctions cotit, la premiere permet
la maximisation de la densité des cellules cancéreuses tuées par le traitement, la seconde
maintient une toxicité acceptable pour les tissus sains en minimisant la quantité totale
de médicaments de chimiothérapie et la troisieme fonction objectif maximise la densité de
cellules effectrices. On obtient alors un probléme d’optimisation multi-objectifs [77] :

— Sabir, S., Raissi, N., & Serhani, M. Multiobjective approach in the treatment of
cancer. Mathematical Modelling of Natural Phenomena, 2020.

L’objectif est de caractériser les solutions de Pareto, et déterminer, parmi elles, la plus
intéressante pour notre probléme.

L’immunothérapie a cellules CAR-T est une grande avancée dans le traitement des
cancers hématologiques. De nouveaux protocoles thérapeutiques sont en cours d’élaboration
et un modele mathématique pourrait contribuer a une conception rationnelle du traitement.
Dans le dernier chapitre, nous développons un modele mathématique, tenant en compte
des cellules B matures et progénitrices, des cellules leucémiques, des cellules CAR T et des
effets secondaires en incluant les principaux processus biologiques impliqués [48] :

— Ledn-Triana, O., Sabir, S., Calvo, G. F., Belmonte-Beitia, J., Chulian, S., Martinez-
Rubio, A., Rosa, M., Pérez-Martinez, A., Ramirez-Orellana, M., & Pérez-Garcia, V.
M. CAR T cell therapy in B-cell acute lymphoblastic leukaemia : Insights from ma-

thematical models. Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation,
94, 105570, 2021.

Le modele décrit la dynamique des différents compartiments du modele et explique le fait
que le nombre de cellules CAR T injectées n’affecte pas de maniere critique le résultat
du traitement. Il prédit également que les rechutes d'une leucémie lymphoblastique aigue
pourraient étre le résultat d’une compétition entre les cellules leucémiques et les cellules
CAR T, analogue a la dynamique proie-prédateur.
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Notions de base sur le cancer

Le nombre global de nouveaux cas de cancer dans le monde augmente chaque année.
Cela s’explique par différents facteurs de risque dont les principaux sont le viellissement de
la population et une mauvaise hygiene de vie. Généralement, le terme "cancer" s’applique
a un groupe de maladies qui peuvent toucher n’importe quelle partie de I’organisme. On
parle aussi de tumeurs malignes ou de néoplasmes. Ces tumeurs cancéreuses proviennent
de la mutation d’un groupe de cellules qui subissent habituellement une croissance rapide
non contrélée, affectant ainsi le fonctionnement des tissus sains. Au fur et & mesure du
temps, les cellules cancéreuses acquierent de nouvelles propriétés qui vont leur permettre
de se développer localement puis finir par envahir tous les tissus de I'organe dans lequel
elles sont nées.

1.1 De la Division cellulaire au Cancer

Le corps humain est constitué d’environ 100000 milliards de cellules qui se regroupent
pour former les tissus et les organes. La cellule est la plus petite unité de base de tout
organisme vivant capable de fonctionner de fagon autonome. Elle se développe pour remplir
une fonction puis meurt d’une maniere programmeée et controlée. L’équilibre constant entre
destruction et production de nouvelles cellules assure un bon fonctionnement de I’organisme
humain. Les cellules sont responsables de toutes les taches principales qui nous maintiennent
en vie et possedent les mémes constituants de base. Plus concrétement, la cellule, comme
I'indique la figure 1, est constituée d’une membrane plasmique qui controle tout ce qui en
entre et ce qui en sort. La membrane contient un cytoplasme composé de nombreux petits
éléments appelés organites, qui sont entourés de liquide. Parmi ces organites, on trouve le
noyau, le plus important et le plus gros a l'intérieur de la cellule. Le noyau contient tout le
matériel génétique du corps, soit ’ADN; et indique a la cellule sa tache.

La vie de la cellule est sous le controle des mécanismes de division et ’apoptose, pro-
cessus de mort cellulaire programmeée, qui conduit a la destruction des cellules abimées.
La division cellulaire est a la base du fonctionnement et de la reproduction du vivant, elle
permet aux cellules de notre organisme de se diviser selon le processus de mitose par lequel
une cellule mere donne naissance a deux cellules filles, strictement identiques.

Ce processus de division repose sur une succession de phases regroupées constituant
le cycle cellulaire. Entre chaque phase, des points de contrdle sont programmés afin de
vérifier si le processus en cours se déroule d'une fagon normale. C’est 'occasion pour la
cellule d’identifier et corriger les dommages en cas d’anomalies dans le cycle cellulaire. Si
ces erreurs ne sont pas réparées, elles s’accumulent en générant des mutations de genes.
Généralement, un gene est une séquence de I’ADN qui est responsable du fonctionnement de
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FIGURE 2: Division cellulaire

la cellule, il lui indique quand se développer, travailler, se diviser et mourir. Par conséquent,
un gene muté ne fonctionne pas correctement, ainsi, les cellules qui devraient se reposer
ou mourrir pourraient se diviser et croitre de fagon désordonnée, ce qui peut mener au
cancer. On considere qu’il faut environ une dizaine de mutations pour que le phénomene
de cancérisation apparaisse.

1.2 Mécanisme de cancérisation

Apres avoir eu une lésion au niveau de I’ADN d’une cellule, il en résulte une transfor-
mation. La cellule transformée agit différemment de la cellule normale. Elle aquiert souvent
les caractéristiques d’'une cellule cancéreuse. Elle commence a se développer et se diviser
d’une facon incontrollée en ignorant tous les signaux indiquant de cesser de se diviser ou
de mourir quand elles le devraient. Elle restent immatures et faillent aux taches spécifiques
des cellules matures.

Les cellules cancéreuses se divisent et forment une tumeur qui se developpera a son tour
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grace a l'irrigation sanguine appelée I'angiogenese. En effet, les cellules cancéreuses ont les
mémes besoins que les cellules normales, elles nécessitent 'oxygene et les éléments nutritifs
afin de se développer et survivre. L’angiogenése permet aux cellules cancéreuses de fabriquer
de nouveaux vaisseaux sanguins afin de bénéficier d’autres nutriments et d’oxygene, ainsi
les cellules cancéreuses sont capables d’entrer dans le sang et se propager sans difficulté
aux structures et aux tissus voisins en poussant sur le tissu normal situé a proximité de
la tumeur. Le cancer peut aussi se propager a d’autres parties du corps, ce processus est
appelé métastase. Contrairement aux cellules normales, les cellules cancéreuses ne collent
pas tres bien les unes aux autres et peuvent former des métastases quand elles se détachent
de la tumeur et qu’elles circulent jusqu’a un nouvel emplacement par le sang ou le systeme
lymphatique.

Cancer du poumon qui s'est métastasé au foie

Cancer du poumon

(tumeur primaire)
Cellule
. cancéreuse

Vaisseau sanguin

Foie

/ = Globule rouge
t\i/Métastases

FIGURE 3: Exemple de métastase

Tout au long du développement de la tumeur, il existe une compétition entre les cellules
cancéreuses et les cellules normales pour 'acceés aux nutriments. Au dela de cette compé-
tition, les cellules cancéreuses ont la capacité de corrompre les cellules les entourant et de
les utiliser a leur avantage. Souvent, une tumeur est formée par un agglomérat de cellules
cancéreuses et de cellules normales, collaborant entre elles. Ainsi, une meilleure compré-
hension de ces intéractions permet de développer de nouveaux médicaments bloquant ces
mécanismes.

1.3 Réponses immunitaires

Le systéeme immunitaire dispose de plusieurs mécanismes activés au niveau cellulaire
dans le but de s’opposer a l'initiation et au développement tumoral. Cependant, ces mé-
canismes sont parfois détournés par les cellules cancéreuses. Dans cette section nous défi-
nissons les bases de la réponse immunitaire antitumorale et présentons certaines stratégies
d’échappement tumoral.

En général, la surveillance des tissus par le systéme immunitaire s’effectue grace a
la présentation de deux types d’antigenes : antigene du soi et antigene du non soi. Ces
antigenes sont positionnés a la surface de la cellule sur une protéine de présentation des
antigenes appelée le complexe majeur d’histocompatibilité (CMH). La reconnaissance des

3
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corps étrangers peut étre effectuée par les lymphocytes effecteurs du systeme immunitaire
grice a un récepteur a leur surface nommé le TCR (T Cell Receptor : récepteur des
lymphocytes).

Quand un antigene est reconnu par le systéme immunitaire comme antigene de non-soi,
correspondant a toute substance étrangere a I'organisme, la réponse immunitaire s’engage
contre les cellules qui portent cet antigene pour détruire, rejeter ou repousser les cellules
anormales, tumorales ou non, et les particules étrangeres.

Néanmoins, Les cellules tumorales ont la capacité d’échapper a la réponse immunitaire en
suivant différentes stratégies dont on distingue :

— Absence d’expression du CMH : I’'absence d’expression du complexe majeur d’his-
tocompatibilité (CMH) au niveau de la cellule cancéreuse est 'un des mécanismes
d’échappement tumoral le plus connu. Bien qu’anormales, elles sont capables de di-
minuer ’expression des protéines CMH, ce qui empéche la reconnaissance de leurs
antigenes par les cellules effectrices et puis se rendent invisibles du systeme de dé-
fense. Ainsi, les cellules immunitaires, incapables de reconnaitre les cellules tumorales,
restent inactives et n’engagent aucun processus d’élimination.

— Faible immunogénicité : Certaines cellules cancéreuses peuvent étre peu immu-
nogenes, elles ont une faible capacité a activer le systéme immunitaire car elles ne
présentent pas d’antigeénes du non-soi a leur surface. Elles présentent surtout des an-
tigenes du soi. Ces cellules ont une plus forte capacité a échapper a la surveillance
du systeme immunitaire et sont sélectionnées naturellement pour cet avantage. Elles
peuvent "se fondre" dans le tissu environnant et, par conséquent, tromper le systeme
immunitaire en lui faisant croire qu’elles ne représentent pas de danger.

Absence d’expression du CMH Faible immunogénicité
Cellule cancéreuse

Absence
de CMH

TCR:

CMH
Antigéne du soi

Lymphocyte

Stratégies d’échappement de
la réponse immunitaire

Cellule cancéreuse

Lymphocyte régulateur Macrophage

Lymphocyte effecteur

Mi i tumoral i seur

FIGURE 4: Mécanismes d’échappement tumoral

— PD-1/PD-L1 : Un des mécanismes permettant le développement et la survie des
cellules cancéreuses est ’échappement & une immunosurveillance efficace. Grace a la
liaison PD-1/PD-L1, soit la reconnaissance et 1’élimination des cellules tumorales par
le systéme immunitaire du patient. Le PD-1 (Programmed cell death protein 1) est
une protéine qui joue un réle majeur dans l'inhibition de la réponse immunitaire,
c’est un point de contrdle immunitaire qui protege contre 'auto-immunité. Toutefois,
les cellules tumorales peuvent échapper a la réponse immunitaire. En exprimant a
leur surface une protéine appelée PD-L1, fonctionnant comme un panneau stop et
inactivant les cellules effectrices avant qu’elles n’attaquent. Le PD-L1 agit en se liant
au récepteur PD-1 situé sur les lymphocytes T, cette liaison conduit a 'inactivation
des lymphocytes T.
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FIGURE 5: Mécanisme de résistances au systeme immunitaire des cellules tumorales grace
a l'expresission de PD-L1.

Les connaissances acquises récemment sur I'immunité antitumorale et la compréhension
de différents mécanismes d’échappement tumoral ont permis de préciser les anomalies a
corriger pour atteindre une réponse immunitaire efficace. Par conséquent, des médicaments
aidant le systéeme immunitaire a combattre le cancer ont été développés. Le traitement qui
emploie ces médicaments porte le nom d’immunothérapie. Il a pour objectif de renforcer
la réaction immunitaire et d’aider le systéme immunitaire, a reconnaitre le cancer et a le
combattre.

1.4 Traitements du cancer

L’exactitude du diagnostic est nécessaire dans 'administration d’un traitement adapté
et efficace. Chaque patient atteint d’un cancer est un cas particulier, et demande une prise
en charge appropriée. En effet, 'objectif principal des traitements de cancer, est d’éliminer
les cellules cancéreuses afin de guérir la maladie et de prolonger considérablement la durée
de vie tout en tenant compte de la qualité de vie des patients.

Le progres de la médecine a permis de disposer de plus en plus de différents types de
traitements pour lutter contre la maladie. Ces traitements sont prescrits seuls ou de maniere
associée afin d’améliorer leur efficacité. Nous faisons par la suite un résumé des traitements
administrés.

— La chirurgie :

Grace a I'imagerie médicale actuelle des progres remarquables sont observés en chi-
rurgie, un traitement fréquemment utilisé dans les cancers. La chirurgie consiste a
enlever la tumeur, elle est considérée comme étant le meilleur moyen de guérir un
cancer s’il n’y a pas encore eu de métastases et que I’ablation est complete. Cepen-
dant, dans certains cas, selon la position de la tumeur comme par exemple la tumeur
du cerveau, la chirurgie n’est pas praticable et ne peut pas apporter de bénéfice en
terme de survie. Un traitement local intervenant directement sur la tumeur et les
foyers cancéreux, pourrait s’avérer plus judicieux.

— La radiothéapie :
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La radiothérapie est un moyen classique du traitement local des cancers. Elle consiste
a envoyer des rayons X dans une partie ciblée du corps. Ces rayons ne tuent pas
directement les cellules cancéreuses mais ils détruisent leur appareil de reproduction
en faisant appel a des rayonnements de haute énérgie ou a des rayonnement gamma
délivrés par des sources radioactives. Les rayons X touchent toutes les cellules dans
un tissu y compris les cellules saines. La radiothérapie est administrée cinq fois par
semaine, permettant ainsi aux cellules saines de réparer leur ADN.

La chirurgie et la radiothérapie sont les moyens les plus utilisés et les plus efficaces en
tant que traitement local ou loco-régional. Cependant, la chimiothérapie, I’hormonothéra-
pie et 'immunothérapie sont des traitements médicaux qui permettent de s’attaquer aux
cellules disséminées dans 'organisme. Ces traitements sont tres utiles pour réduire le risque
de rechute apres un traitement local.

— La chimiothérapie :

La chimiothérapie est actuellement le traitement le plus proposé au malade contre
différents types de cancers car elle réduit la mortalité ainsi que le risque de rechute.
Le principe de la chimiothérapie est de détruire les cellules cancéreuses ou qu’elles
soient lors des phases de la prolifération. Cependant, dans une cure de chimiothérapie
certaines cellules saines sont aussi atteintes. La difficulté réside a identifier des doses
efficaces qui permettent d’éliminer le plus grand nombre de cellules cancéreuses tout
en épargnant le maximum de cellules normales afin de réduire les effets secondaires.

— L’hormonothérapie :

L’hormonothérapie est un traitement médical qui concerne les cancers hormono-
dépendants comme les cancers du sein ou de la prostate. Dans ce genre de cancer,
les cellules cancéreuses se nourissent des hormones, ainsi pour arréter leur croissance
il est nécessaire de bloquer cette stimulation hormonale, c’est le principe de ’hormo-
nothérapie. L’hormonothérapie peut étre utilisée seule comme dans le cancer de la
thyroide, ou en complément d’autres traitements anti-cancer, par exemple dans le cas
du cancer du sein, elle est toujours précédée d'une chirurgie.

— L’immunothérapie :

L’immunothérapie fait partie des nouvelles approches thérapeutiques personnalisées.
Un nombre tres important des cellules cancéreuses bloque les mécanismes de défense
immunitaires. L’objectif de I'immunothérapie est de renforcer les défenses immuni-
taires des patients contre les cellules tumorales. On distingue deux types d’'immuno-
thérapie : spécifiques et non spécifiques. L'immunothérapie non spécifique se fonde sur
I’administration des cytokines dans le but de moduler I'activité globale du systéme
immunitaire. Alors que I'imunothérapie spécifique consiste a apprendre aux cellules
du systéme immunitaire du patient a reconnaitre et a détruire les cellules tumorales
présentes dans l'organisme.

La nécessité d'une approche personnalisée pour un traitement adapté en fonction du type de
chaque tumeur a occupé l'intérét de plusieurs recherches scientifiques de différents domaines
[91, 52]. En effet, de nombreuses études a large échelle ont été faites pour établir le processus
de transition d’une croissance cellulaire normale & une croissance cellulaire maligne. Ces
études ont permis une meilleure compréhension de la dynamique des cellules tumorales
incluant les différentes intéractions avec leur environnement souvent bidirectionnelles et
responsable d'une augmentation de la croissance et de la dissémination tumorales.




Modélisation mathématique

Dans le cas du cancer, la modélisation mathématique est tres utile pour une bonne
compréhension et description des intéractions intervenant dans la croissance d’une tumeur.
Par la suite, nous présentons les différents outils mathématiques et numériques permettant
de répondre aux questions découlant de cette problématique. L’objectif de ces outils est
d’aider les médecins a prendre des décisions en leur apportant de nouvelles informations.

2.1 Dynamique des populations

De nombreux modeles de croissance tumorale proviennent de modeles de dynamique
de populations qui visent a expliquer, et éventuellement a prévoir, les évolutions d’une
population dans un environnement donné. La plupart du temps, ces modeles se limitent a
la description des variations de taille de la population. Dans le cadre de la cancérologie,
une tumeur est modélisée comme un ensemble de cellules qui proliferent et meurent tout
en étant soumises a certaines contraintes de survie telles que I'apport en nutriments.

Une des manieres la plus simple de modéliser la croissance tumorale est de considérer
la taille d’une population cellulaire. Notamment, les fameuses équations de Lotka-Volterra
(1925) ont permis de modéliser I’évolution au cours du temps de populations en compétition
dans un écosysteme, dont la formule générale est la suivante :

ou N; est le nombre d’individus de Iespece (i), r; son taux de croissance, p le nombre total
des especes en compétition et d; ; sont les coefficients qui mesurent I’ampleur avec laquelle
la présence d'une 'espece (j) affecte la survie de I'espece (i). Nous proposons, dans ce qui
suit, de rappeler les principaux modeles de dynamique des populations qui ont été utilisés
par les cliniciens pour la description de la croissance des tumeurs.

2.1.1 Modeles classiques de croissance tumorale

Croissance exponentielle

En 1798, Thomas Robert Malthus a proposé une équation de variation de population
en utilisant le taux de croissance r comme étant la différence entre les taux de natalité et
de mortalité :

d
%N(t) =rN(t).
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L’équation de Malthus considere que les taux de natalité et de mortalité sont indépendants
de la densité de population. Ceci n’est pas toujours vrai, car ces taux sont souvent influencés
par I’évolution de la population comme par exemple en absence de ressources. Ce modele
suppose aussi que le taux de croissance est le méme pour tous les individus de la population,
cependant, en réalité, il dépend de plusieurs caractére comme l'age des individus ou leur
stade de développement.

Dans la premiere moitié du 19eme siecle, I’analyse d’observations biologiques et de
données expérimentales a conduit & envisager une croissance exponentielle de la tumeur.
Ainsi, N(t) représente, dans ce cas, le nombre de cellules tumorales vivantes a l'instant
t, et r la vitesse de croissance de la tumeur (supposée constante). Selon les valeurs de
a, la taille de la population croit, stagne ou diminue. Dans ce modele, les cellules sont
autorisées a proliférer a l'infini. Toutefois, dans le cas ou la tumeur est soumise a des
contraintes mécaniques et environnementales, cette prolifération illimitée n’est pas possible.
En effet, la tumeur, ne pouvant pas grossir continuellement, verra sa taille limitée par
des contraintes mécaniques, environnementales (probléeme de diffusion de 1'oxygene, des
nutriments) et/ou d’espérance de vie et des phénomenes d’autorégulation vont se mettre
en place. Ces phénomenes sont pris en compte dans les modeles suivants.

Modele de Gompertz

En 1825, Benjamin Gompertz a découvert une fonction qui permet de modéliser les
situations ol une population croit d’abord de facon exponentielle puis finit par se stabiliser
en s’approchant d’une certaine valeur plafond. La fonction de Gompertz est donnée par :

d K
%N(t) =rN(t) ln(ﬁ).

Avec r > 0 le taux d’accroissement de la population par unité de temps et K sa capacité
limite.

Ce modele sera par la suite I'un des plus utilisés en biologie et en médecine. Parti-
culierement réaliste et en adéquation avec les observations in vivo réalisées, le modele de
Gompertz décrit d’abord une croissance lente de la tumeur, suivie d’une accélération expo-
nentielle sous l'effet de la division cellulaire avant de finir par se stabiliser et atteindre sa
taille maximale. Dans ce cas, N(t) désigne le nombre de cellules cancéreuses d’une tumeur
a l'instant ¢, r est la vitesse de croissance de la tumeur et K la capacité d’accueil du milieu,
c’est a dire le nombre maximal de cellules cancéreuses toléré en tenant compte de I'espace
ainsi que des ressources disponibles.

Modéle de Verhulst

En 1840, en réponse au modele de Malthus qui proposait un taux d’accroissement
constant sans frein conduisant a une croissance exponentielle de la population, Pierre Fran-
gois Verhulst a établi un modele alternatif en itroduisant un terme quadratique :

d N

dtN(t) =rN(t)(1— K).

Le facteur K appelé "capacité limite", le nombre d’individus maximal que le milieu peut
accueillir en tenant compte de l'espace, des ressources, etc. Il correspond a la capacité
du milieu a supporter la croissance de la population au-dela de laquelle elle ne peut plus
croitre. Verhulst donne a cette équation de variation le nom de logistique, elle considére le
cas ou le taux de natalité diminue avec une forte densité de population et impose ainsi une
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valeur limite de population. Une population a croissance logistique tend toujours vers K,
la capacité d’accueil, quel que soit la densité de population d’origine.

Ce modele permet d’écrire la croissance de la taille d'une tumeur en prenant compte la
limitation de la croissance tumorale due a des facteurs naturels.

Généralement, Le comportement du modele de Verhulst est similaire a celui de Gom-
pertz, mais lorsqu’elle est strictement croissante, la courbe de Gompertz croit plus rapide-
ment que celle de Verhulst. Cependant, la croissance de la population est plus rapide avec
le modele de Gompertz 6.
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F1GURE 6: Comparaison du modele de Gompertz et de Verhulst

Toutefois, les lois de croissance précédentes ne tiennent compte que de la présence
des cellules cancéreuses. D’autres types de population présentes dans I’organisme peuvent
interagir avec la tumeur pour favoriser ou restreindre son développement. En particulier,
la réponse du systéme immunitaire due a la présence de la tumeur a été tres largement
investiguée. D’autres modeles sont développés pour étudier directement la croissance de
tumeurs chez des patients lors d’essais cliniques.

2.1.2 Modeles généraux de croissance tumorale

Les mathématiciens ont introduit un certain nombre de modeles génériques de crois-
sance tumorale, se complexifiant de plus en plus afin d’apporter une description toujours
plus précise de I’évolution des tumeurs. Ils ont permis I’étude qualitative des principaux
aspects d’une tumeur et une premiere compréhension de quelques interactions. Grace a
la modélisation mathématique de la croissance tumorale, la prise en compte du systeme
immunitaire s’est avérée essentielle pour la production clinique des phénomeénes observés
tels que la dormance tumorale et la régression spontanée de la tumeur. Aujourd’hui le
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challenge consiste a parvenir a appliquer le modele mathématique a des situations réelles
(cas cliniques). L’observation de la maniére dont les tumeurs se comportent et intéragissent
avec les cellules du systemes immunitaires, a conduit a la formulation de divers modeéles.

2.1.3 Les modeéles discrets : Modeles a I’échelle microscopique

Dans le langage courant, 1’échelle microscopique s’intéresse aux phénomenes qu’'un
homme ne peut pas observer sans des outils adaptés. En dynamique des populations, I’'étude
d’un seul individu est une étude a I’échelle microscopique, I’échelle macroscopique étant ré-
servée a I’ensemble (ou une partie) des individus de la population. Les modeéles de croissance
tumorale microscopiques s’intéressent principalement aux comportements moléculaires et
cellulaires des tumeurs. Il s’agit, par exemple, de déterminer les effets d’une substance chi-
mique sur 'activité de prolifération des cellules, la déformation des cellules soumises a la
pression de la tumeur ou encore les mécanismes d’interactions des cellules entre elles. Ces
modeles décrivent I’évolution individuelle des cellules d’une population tumorale et offrent
la possibilité de prendre en compte les interactions des cellules entre elles ainsi qu’avec leur
microenvironnement. Dans la littérature [64], on trouve fréquemment la notion de mo-
déles discrets pour faire référence a l'espace sur lequel les cellules évoluent. Parmi ces
modeles, on retrouve les modeles sur grille ainsi que modeles agents-centrés. Ces modeles
sont décrits dans les parties suivantes.

Modeéles sur grille

Dans ce type de modeles, 1'espace est découpé en plusieurs cases, appelées sites (ou
cellules, a distinguer des cellules biologiques) formant ainsi une grille ou un réseau. Un
certain nombre de regles permettent de faire passer une case d’un état a un autre a chaque
pas de temps, en fonction des ses interactions avec les cases voisines. Les modeles discrets
sur grille présentent 'avantage d’étre faciles a implémenter et a modifier. Néanmoins, dans
ces modeles, les déplacements, les positions et les formes des cellules sont imposés par la
forme de la grille. Les modéles d’automates cellulaires (AC), dans lesquels chaque case
correspond a une cellule biologique, sont des modeles discrets sur grille tres utilisés pour la
modé¢lisation de cellules biologiques.

Dans les modeles d’automates cellulaires, chaque site du réseau correspond & une entité
de la population modélisée. Chacun de ces sites est dans un état régi par les regles de
I’automate et change d’état au cours du temps, selon ces mémes regles. Dans le cas le plus
simple, chaque site peut avoir 1’état binaire 1 ou 0. Dans des situations plus complexes,
les sites peuvent avoir différents états. Les sites sont arrangées dans un réseau spatial
régulier appelé espace cellulaire qui peut étre une ligne dans le cas (1D), une grille dans
le cas (2D). Dans un grand nombre de modeéles d’automates cellulaires, les sites du réseau
sont carrés ou cubiques; il existe cependant des modeles ou les sites posseédent d’autres
formes géométriques ( cellules carrées, triangulaires ou hexagonales). Chaque site possede
un voisinage qui correspond a l’ensemble des sites voisins qui interagissent avec lui. L’état
d’un site est mis a jour de maniere synchrone a chaque pas de temps en utilisant un ensemble
de regles qui décrivent les transitions d’états de I'instant ¢ au temps ¢t + 1. Ainsi I’état du
réseau entier avance selon des pas de temps discrets.

Les AC offrent la possibilité de suivre I’évolution individuelle des cellules et d’inclure des
informations précises (taux d’oxygene, type de cellules, capacité a migrer. .. ). Par ailleurs,
il s’agit d’un outil parfaitement adapté a la prise en compte de la géométrie de la tumeur
(voir la figure 7). C’est pourquoi les AC sont largement utilisés pour la modélisation de
phénomenes physiques ou biologiques comme la croissance tumorale qui a déja fait ’objet de
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FIGURE 7: Exemple d’automate cellulaire pour modeliser la croissance tumorale au cours
du temps. (a) Phase spheroide de la tumeur, (b) Lesion dont la taille est detectable par
imagerie, (c) Lesion au moment du diagnostic (d) Lesion a la fin de la croissance. La
region exterieure en gris fonce est compose de cellules proliferatives, la region en gris clair
correspond aux cellules non proliferatives et la region noire est la zone de necrose

nombreux travaux [31, 33, 39, 52, 54, 55,81]. Une revue de la modélisation de la croissance
tumorale par des AC est présentée dans [71]. Cependant, une des limitations majeures des
automates cellulaires est que les changements de taille ou de forme des cellules ne peuvent
pas étre pris en compte.

Modeéles agent-centrés

Il existe également un autre type de modeles discrets, les modeles agent-centrés. Contrai-
rement aux modeles sur grille, dans ce type de modele, il n’existe pas de réseau préalable-
ment fixé qui contraigne les entités : leur placement, leur forme ainsi que leur mouvement
sont alors totalement libres. Les individus, également appelés agents, sont représentés par
des objets individuels équipés de certaines caractéristiques a choisir (forme, position, taille,
état interne, etc.) et leurs propriétés peuvent étre définies indépendamment. Un avantage
de cette liberté de mouvement est de fournir une modélisation plus réaliste ; 'inconvénient
est que I'implémentation numérique est plus ardue que dans les modeles sur grille.

Un des premiers choix a adopter pour utiliser ces modeles est la forme des entités.
Les plus répandus adoptent une représentation sphérique : ils étudient la croissance d’une
tumeur, l'invasion de cellules saines par des cellules cancéreuses ou encore des cancers
spécifiques, comme des cancers du sein. 7 7

L’avantage des modeles discrets est de permettre de modéliser les cellules, leurs inter-

11
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actions et leurs changements d’états individuellement, ce qui les rend tres adaptés a la
comparaison des simulations de ces modeles avec des données de cultures de cellules, no-
tamment pour les cultures de cellules en 3D comme les cultures de sphéroides. Des lors
que la taille de la population devient grande, il est impossible de décrire le comportement
microscopique de la population, en prenant en compte chaque cellule. Pour contourner ce
probleme, un changement d’échelle s’impose. Cela implique de se ramener a des modeles
continus plus approximatifs mais aussi plus facilement manipulables mathématiquement et
pour lesquels il est en général plus aisé d’établir des résultats théoriques.

2.1.4 Les modeéles continus : Modeles a I’échelle macroscopique

L’échelle macroscopique est généralement utilisée pour étudier tout ce que 'homme peut
facilement observer, comme par exemple, une tumeur, un organe, un membre ou encore un
individu. Contrairement aux modeles discrets, ce genre de modele ne s’intéresse plus au
comportement individuel des cellules mais a leur comportement global. Notamment, les
problématiques de croissance tumorale concernent 1’évolution de la taille d’une tumeur en
présence d’un traitement. A cette échelle, le modele ne fait pas apparaitre les phénomenes
microscopiques qui ont pourtant d’importantes conséquences sur le systeme biologique glo-
bal. Un bon modele devra donc reproduire de fagon précise le comportement du systeme
concerné (organe, tumeur) en y intégrant les informations microscopiques disponibles.

La tumeur est désormais vue comme un ensemble de cellules. Dans la littérature, ces
modeles sont souvent qualifiés de modéles continus par opposition aux modeles discrets.
Le passage du discret au continu présente différents avantages, il s’agit des modeles qui
sont facilement comparables aux données biologiques disponible et qui utilisent un nombre
de parametres plus petit, ainsi que le temps de calcul est raisonnable lors de la simulation.

Les équations aux dérivées partielles : Modeles spatio temporels

Les équations aux dérivées partielles (EDP) permettent de modéliser les évolutions en
temps et en espace. En biologie, elles interviennent pour modéliser des phénomenes de
diffusion (oxygene, nutriments, médicaments) et des phénomeénes de propagation (invasion,
migration). Dans la plupart des cas, il est difficile de résoudre analytiquement une EDP
non linéaire et des approximations numériques sont nécessaires.

Les premiers modeles de croissance tumorale basés sur des EDP apparaissent dans
les années 1990 [6, 100, 109]. Un systeéme général d’équations de réaction-diffusion décrit
I’évolution des densités cellulaires :

Oc(z,t)
ot

= V(DVc¢(z,t)) + pc(x, t)

ol

— ¢(z,t) désigne la concentration de cellules tumorales au point z a 'instant t;

— p est le taux de prolifération ;

— D représente le coefficient de diffusion ;

— V désigne 'opérateur gradient.
Les travaux de Tracqui et al [100] tiennent également compte d’une réponse au traitement
avec l'introduction d'un terme de perte K (t) représentant la mort cellulaire :

Oc(z,t)
ot

= V(DVc¢(z,t)) + pc(z, t) — K(t)e(x,t)

12
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Le modele établi ci-dessus fait aujourd’hui figure de référence et a servi de point de départ a
d’autres travaux [97, 58, 59]. Cette littérature explore la piste de la médecine personnalisée
en intégrant des données issues d’images IRM de patients atteints de gliomes. La méde-
cine personnalisée est un défi aux enjeux majeurs pour les médecins car elle permettrait
d’adapter les traitements a chaque patient.

Pour décrire la dynamique de tumeurs hétérogenes, il est nécessaire de développer des
équations plus sophistiquées. D’autres modeles a 1’échelle tissulaire de dynamique des po-
pulations ont été développés pour I'étude des systémes hétérogenes. Ce sont les modeles a
compartiments aux équations différentielles ordinaires.

Les équations différentielles ordinaires

Les modeles aux equations différentielles ordinaires sont des modeéles dynamiques de
population développés pour étudier les systemes hétérogenes. Ce sont généralement des
modeles composés d'un nombre fixé de compartiments, chacun d’eux contenant du matériel
(individus, cellules, médicaments .. .) qui peut passer d'un compartiment a un autre, étre
ajouté par une source extérieure ou encore supprimé. La notion d’espace ici n’est pas prise
en compte.

Le premier modele sur lequel nous focalisons notre attention et qui est, a notre connais-
sance, le premier modele de croissance tumorale impliquant I’environnement tumoral est
celui de Kuznetsov et. al. Ils publient [59], en 1994, un modele de croissance tumorale, basé
sur des équations différentielles ordinaires, faisant apparaitre les populations de cellules
tumorales et immunitaires :

{T:a(l—bT)T—nET
nl TE
E—S—dE—i—g_,'_iT—mTE

ol
— a le taux de croissance maximal des cellules tumorales,
— b~! le nombre maximal de cellules dii & la compétition pour les ressources (oxygene,
glucose, etc.),
— n taux de mortalité des cellules tumorales par les cellules effectrices,
— m taux de mortalité des cellules effectrices par les cellules tumorales,
— s le flux constant de cellules immunitaires,
— d le taux de mortalité des cellules effectrices,
— p le taux maximal de croissance des cellules immunitaires,
— ¢ une constante de demi-saturation.

Ce systeme d’EDO assez simple, met en jeu deux populations cellulaires que sont les cellules
tumorales et immunitaires. Il permet une meilleure compréhension de certains mécanismes
intervenant dans la phase de croissance tumorale, tels que 'impact de I'environnement
sur la croissance tumorale ou I’état de dormance par exemple. Généralement, les modeles
macroscopiques permettent de suivre la croissance tumorale sur le long terme mais aussi
de mettre en évidence des mécanismes d’invasion des tissus avoisinants ou plus lointains
(métastases). Cependant, il y a une perte du controle des phénomenes propres a chaque
cellule qui sont des phénomenes indispensables a la compréhension de 1’évolution globale
de la tumeur. Avant d’utiliser ce type de modele, il est important de s’assurer de la fiabilité
des hypotheses biologiques faites a 1’échelle microscopique.

13



CHAPITRE 2. MODELISATION MATHEMATIQUE

Dans un systeme d’équations différentielles ordinaires (EDO), la modélisation d’une
thérapie est facilement prise en compte, en ajoutant un terme de perte pour modéliser
les mécanismes de mort cellulaire. Dans les chapitres suivants, nous reprenons 1’étude du
modele de Kuznetsov et. al en tenant compte d’une composante thérapeutique pour com-
prendre la croissance tumorale sous une intervention exterieure au micro-environnement
tumoral. Ceci, nous emmene a 1’étude d’un systéeme dynamique controlé, un bref apercu de
la théorie du controle est donné dans la section suivante. L’'une des applications de cette
étude est d’obtenir la thérapie optimale selon un critere prédéfini.

2.2 Théorie du Controle

Historiquement, le contexte de la théorie du contrdle optimal montre un long courant de
pensées scientifiques qui concernent la propagation des ondes et les principes variationnels
en physique, en commencant par Huygens, en continuant avec Bernoulli, et en atteignant
finalement sa maturité avec les travaux des grands maitres du XIXe siecle : Hamilton,
Jacobi et Lie. La théorie du contrdle optimal est le développement moderne du calcul
des variations. Elle a eu lieu en 1696 aux Pays-Bas, lorsque Johann Bernoulli a défié ses
contemporains avec le probléme de la brachistochrone. Etant donné deux points A et B
dans un plan vertical, trouver 'orbite AM B du point mobile M qui, partant de A et sous
I’influence de son propre poids, arrive au point B dans les plus brefs délais. Le probleme
de brachystochrone de Bernoulli était un vrai probleme de temps minimum, et le premier
a traiter un comportement dynamique et a demander explicitement la sélection optimale
du chemin [90].

La théorie du contrdle optimal, au sens moderne du terme, a commencé dans les années
1950 avec la formulation de deux techniques d’optimisation : la programmation dynamique
et le principe du maximum de Pontryagin. En effet, le principe du maximum, qui représente
une généralisation profonde des équations d’Euler-Lagrange a partir du calcul classique des
variations, peut étre considéré comme une conséquence de ’approche hamiltonienne des
problemes variationnels. Alors que la méthode de programmation dynamique résulte de
I’approche Hamilton-Jacobi des problémes variationnels.

Deés les années 50, le probleme des systemes régis par des équations différentielles a
occupé l'attention de nombreux chercheurs et les études théoriques développées a ce jour
sont nombreuses. La théorie du controle comprend la controllabilité qui consiste a analyser
les propriétés d'un systeme dynamique sur lequel on peut agir au moyen d’un parametre
appelé controle, afin de I'amener d’un état initial & un état final tout en respectant cer-
tains criteres. Cette théorie est a 'interconnexion de plusieurs domaines mathématiques,
elle permet notamment la stabilisation d’un systeme, dont le but de le rendre insensible a
des perturbations, ou encore de déterminer des solutions répondant certains criteres d’op-
timisation. Les premiers résultats concernant le développement des conditions nécessaires
d’optimalité sont issus de la théorie classique du calcul des variations. En 1957, Bellman
énonce un principe d’optimalité, donnant naissance a la programmation dynamique diffé-
rentielle, et fournit des conditions suffisantes d’optimalité. Pontryagin développe en 1962
une condition nécessaire d’optimalité.

Nombreux champs d’application ont bénéficié du développement de la théorie du controle.
En particulier dans le domaine de la biologie ot les systemes étudiés sont complexes et non
linéaires, on cherche, par exemple, a identifier des lois de commandes optimales pour le
traitement des cancers. Le caractére non linéaire complique la résolution analytique et on
utilise des méthodes numériques adaptées pour approximer les solutions.

Dans cette section, nous introduisons d’abord, dans un contexte général, la théorie du
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controle optimal. La motivation est de fixer les notations et les définitions tout en formulant
le probleme fondamental de contréle optimal déterministe en temps continu.

2.2.1 Qu’est ce qu’un systeme controlé

Un systeme controlé est un systeme dynamique dépendant d’un parametre qui peut
étre une fonction ou un parametre habituellement soumis a des contraintes. De maniere
abstraite, un systéme contrdlé est la donnée d’'un espace d’états X = AC([0,7],X), d'un
espace de controles U = {u : [0, 7] — U mesurable} et d’une loi d’évolution du type :

{ ig%j;i?”“w’uﬁnllpsur[ajq (2.1)

ou l'application f :[0,7] x X x U — R™ est un champ vectoriel modélisant la dynamique
contrdlée. La variable x : [0,7] — X absolument continu, désigne ’état dynamique et
est autorisée a prendre des valeurs dans un ensemble X C R", avec une dérivée temporelle
z € R™ gouvernée par f. La variable de temps indépendante ¢ est comprise entre 0 et le
temps final T'. La fonction u désigne la commande, ou le contrdle, et prend sa valeur dans
un ensemble U C R™. L’état et le controle sont tous deux des fonctions du temps, a savoir
x = z(t) et u = u(t). Au temps initial ¢ = 0, I’état prend la valeur initiale o dans un
ensemble Xy C R"™. De méme, a 'instant terminal, I’état prend la valeur terminale 1 dans
un ensemble X C R".

Pour définir une solution d’un systéme de contrdle, nous fixons le contrdle a une va-
leur constante, disons u(t) = a € U. Une solution z(¢) du systéme dynamique contr6lé
(2.1), également appelée trajectoire d’état, sur l'intervalle [0, 7] est une fonction du temps
absolument continue qui est différentiable presque partout de telle sorte que :

x(t) = xo + /Ot f(s,z(s),a)ds.

Il est clair qu’'une trajectoire d’état peut étre «controlée» en changeant la valeur
constante a a travers le temps par une fonction u(t), appelée trajectoire de controle. L’exis-
tence et 'unicité de telles solutions peuvent étre garanties sous certaines hypotheses de
régularité imposées a la fois au champ vectoriel et a la fonction de contrdle. Dans les cas
ou le champ vectoriel est indépendant du temps, il suffit de supposer que l'application
f:R" x R™ — R"™ est localement Lipschitz. On suppose que f(z(s),a) est une fonction
mesurable de s. La trajectoire d’état z(t) est alors absolument continue en ¢. On dit que
le couple de trajectoires d’état et de controle (z(t),u(t)) est admissible, si en partant de
xo, (x(t),u(t)) appartient & X x U sur [0,7]. Les fonctions de controle qui génerent des
trajectoires admissibles sont appelées fonctions de contrdle admissibles.

2.2.2 Probleme fondamental de contrdle optimal

En plus d’un probleme de contréle, on se donne un probleme de minimisation : parmi
toutes les solutions du systeme (2.1) reliant z(0) a x(7"), trouver une trajectoire qui mi-
nimise une certaine fonction cott. Nous définissons pour chaque état initial et chaque
fonction de controle admissible la fonctionnelle de cofit suivante, également appelée mesure
de performance,

NM:AZMJ@W@MHg@@»VWWGXXU (2.2)
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ou le dernier terme g : X — R est appelé le cott final, et I'intégrale est appelée le cofit
de fonctionnement. La fonction L : X x U — R est appelée le Lagrangien, et elle donne
le colit de fonctionnement par unité de temps. Le probleme de controle optimal consiste a
trouver une fonction de controle admissible pour le systéme de controle (2.1) qui minimise
la fonction cofit (2.2), parmi toutes les autres fonctions de contréle admissibles dans un
ensemble U.

Le probleme que nous venons d’introduire est composé de deux ingrédients principaux,
un systeme de controle dynamique (2.1) et une fonction objectif associée (2.2). Ces ingré-
dients forment un probleme connu sous le nom de probleme de Bolza. Il y a deux versions
spéciales caractérisées par le cotit fonctionnel, a savoir le probleme de Mayer et le pro-
bleme de Lagrange. Dans le probleme de Mayer, le lagrangien est égale a zéro, L = 0, et
le cotit total est le cotit final. En revanche, dans le probleme de Lagrange, le cofit final est
identiquement nul, g = 0, et le colit total est donné par le cotit de fonctionnement. Sous
certaines hypotheses de régularité, il est possible de reformuler un probléme de Lagrange
en un probleme de Mayer et vice versa.

Il est clair que la fonction objectif dépend du choix de L, g, des trajectoires des systémes,
mais aussi de Uintervalle de temps [0,7]. Le temps terminal 7" et 'état terminal zr sont
généralement des parametres de conception en fonction des performances requises. Ils sont
formulés en fixant un ensemble cible M x X7, ot M C [0,7T]. Cela permet différentes
possibilités de conditions terminales. Par exemple, si M et X7 sont des singletons, nous
obtenons un probleme de point final fixe a temps fixe. Si M est un intervalle et X7 est un
singleton, nous obtenons un probleme de point final fixe en temps libre. Un cas particulier
est celui ot M = [0, +00) et X7 = X. Un tel ensemble cible définit un probléme de point
final libre et de temps libre.

Une fois que 1'on s’est fixé un systeme, il existe une multitude de questions pouvant étre
étudiées par la théorie du controle optimal, auxquelles il est possible de s’intéresser :

— Est-il toujours vrai que nous pouvons trouver un tel contrdle optimal ?
Pouvons-nous garantir ’existence et 'unicité ?

— Comment caractériser et construire des controles optimaux si ’on sait
qu’une solution existe ?

— Pouvons-nous garantir ’existence et 'unicité ?

Bien stir, celles-ci doivent étre guidées par des considérations sur la réalité que I'on décrit.

2.2.3 Existence d’un controle optimal

L’application des conditions nécessaires d’optimalité (CNO) pour identifier un ensemble
de candidats a la solution optimale n’a de sens que si la solution optimale existe. Si nous
ne vérifions pas que la solution au probleme existe, nous pourrions finir par sélectionner
un élément de I'ensemble de candidats donné par CNO alors que cet ensemble ne contient
pas le minimiseur recherché. Par conséquent, il est nécessaire d’étudier I'existence de so-
lutions optimales. Pour les problemes de contrdle optimal, les résultats qui garantissent
I'existence d’une solution peuvent étre trouvés, par exemple, dans [15]. Une étape essen-
tielle avant d’appliquer le principe du Maximum de Pontryagin est la méthode déductive
en optimisation et elle se déroule suivant les étapes suivantes [14] :

1. Une solution au probleme existe.

2. Les conditions nécessaires sont applicables et identifient certains candidats a une
solution.

3. Une élimination, si nécessaire, identifie une solution.

16



CHAPITRE 2. MODELISATION MATHEMATIQUE

Parmi plusieurs résultats sur 'existence de solutions qui peuvent étre trouvés dans la
littérature, nous fournissons le résultat bien connu suivant, qui sera particulierement utile
plus tard dans le chapitre d’optimisation des traitements du cancer.

Pour l'existence d’un contréle optimal du probléme de contrédle (2.1)-(2.2), nous suppo-
sons que U est un compact de R™, que f est continue et uniformément lipshitzienne par
rapport & x. En notant |.| une norme (quelconque) sur R"”, nous supposerons qu’il existe
C1 > 0et Cy >0 tel que V(x,y,u) € X x X x U, on a:

| f(u) | < Ci(l+ | [+ | ul), (2.3)
| f(y,u) = flzu) | < Coly—a|(+[ul) 2.4)

Nous supposons également que L : [0,7] x X x U — R est continue, convexe et bornée
par A;u? ot A; > 0. Sous ces hypotheses, nous établissons le théoréme suivant :

Théoréme 1. Pour chaque controle v € U il existe une solution unique x du systéme (2.1)
défini sur [0, T].
De plus, le problem (2.1)-(2.2) admet un contréle optimal u* € U tel que :

. *
min J(u) = J(u").

En cherchant a résoudre un probleme de controle optimal, il peut arriver que nous
soupgonnions que nous avons identifié la solution, mais le raisonnement déductif qui nous
permettrait d’affirmer son optimalité n’est pas disponible. Cela pourrait étre le cas parce
qu’aucun théoreme d’existence ne s’applique, ou parce que 'application des conditions
nécessaires est incertaine. Dans une telle situation, nous pouvons chercher a utiliser une
méthode inductive pour confirmer ’optimalité de la solution. Parmi ces méthodes, on trouve
celle reposée sur le théoreme d’unicité pour des solutions généralisées de 1’équation de
Hamilton-Jacobi [13] qui conduit & une méthode inductive pour confirmer I'optimalité
conjecturée.

2.2.4 Principe du Maximum de Pontryagin

Le point clé de la théorie de controle optimal est le principe du maximum de Pon-
tryagin. C’est une généralisation des équations d’Euler-Lagrange du calcul des variations,
qui donne une condition nécessaire d’optimalité. Dans les chapitres suivants, nous allons
présenter un probleme de controle optimal dont 'objectif est de déterminer une politique
optimale permettant de minimiser la densité des cellules tumorales ainsi que les doses des
traitements administrés.

Soient My et M; deux sous-ensembles de R™. On considere le probleme de controle
optimal qui consiste a déterminer une trajectoire reliant My a M; (autrement dit telle que
x(0) € My et z(T) € M;) minimisant la fonction coit (2.2). Le temps final peut étre fixé
ou non.

T
min J(u) = [ L(t2(t),u(t))dt + (T, a(T) (2.5)
u 0

On définit le Hamiltonien H du systéme de controle optimal (2.1)-(2.5) sur Ry x R™ x R™ x

R x R™ par :
H(t,x,p,p’,u) = (p, f(t,z,u)) + p"L(t, z,u)

Une version générale du principe du maximum de Pontryagin [4] est ici briévement
énoncé. On peut se référer & Emanuel Trélat [94] pour sa démonstration.

17



CHAPITRE 2. MODELISATION MATHEMATIQUE

Théoréme 2. Si le controle u € U associé a la trajectoire x(.) est optimal sur [0,T], alors
il existe une application p(.) : [0,T] — R™ absolument continue appelée variable adjointe,
et un réel p° < 0, tels que le couple (p(.),p") est non trivial, et tels que, pour presque tout
t€0,7],

. 0H
l‘(t) = aip(ta x(t)vp(t)apov u(t))v (26)
: OH
et on a la condition de maximisation presque partout sur [0, 7T
H{(t,x(t), p(t), p°, u(t)) = max H(t, x(t), p(t), p’, v). (2.8)

Si de plus le temps final T n’est pas fixé, nous avons la condition au temps final suivante :

max H(T, 2(T), p(T), v) = =p’ 5 (T, x(T)). (2.9)

Remarque 1. Supposons que la variété My est donnée par My = {x € R" F(x) =0},
ou F est une fonction de classe C* de R™ dans RP. En écrivant F = (Fi, ..., F,) ou les
fonctions F; sont d valeurs réelles, il vient My = {x € R*, Fi(x) = ... = F,(x) = 0}, et de
plus ’espace tangent a My en un point x € M,y est :

T.M; ={veR" VF(zx)v=0,i=1,..,p}.

Conditions de transversalité

Si de plus My et M sont des variétés de R™ ayant des espaces tangents en x(0) € M et
x(T) € My, alors le vecteur adjoint peut étre construit de maniere a vérifier les conditions
de transversalité aux deux extrémités (ou juste 'une des deux)

0 o
_ poi(T, 2(T)) € TSy M. (2.10)

Ou T° est le cone normal obtenu a partir du cone tangent par polarité. Le polaire de tout
sous-ensemble A de X est défini et noté comme suit :

p(O) € T;(O)MO et p(T)

A ={£e X :<€a><0,Ve e A}.

De plus,

— i My (resp. M;) est réduit a un élément, cela n’'impose aucune condition de trans-
versalité sur p(0) (resp. p(T)).

— si My = R™(resp. M7 = R"), alors, cela impose la condition p(0) = O(resp. p(T) —
PP 5T, 2(T)) = 0).

— si la variété M, s’écrit sous la forme
M1 = {x S Rn,Fl(ZE) = ... = Fp(x) = O},

ol les F; sont des fonctions de classe C* sur R™ (indépendantes puisque M; est une

variété), alors la deuxiéme condition de (2.10) portant sur p(7) se met sous la forme
p 0 ag

I, N ERp(T) =D NVE(x(T) + p°=(T,z(T)).

i=1 Oz
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— Si I'extrémité est soumise a une contrainte d’inégalité, de la forme ¢(x(7)) < 0 ou
¢ R" — R est de classe C*, alors il existe p* < 0 tel que
089 . 1a¢ 1 . .. , .
p(T)—p 8—(T, z(T)) =p a—(x(T)), p ¢(x(T)) = 0 (condition de complémentarité).
x x
Remarque 2. L’equation adjointe (2.7) peut étre écrite sans utiliser le hamiltonien, de la
maniére suivante :

B5(0) = —p(0) 5 (12 (0), u(0) — 5 (1, 2(0) ().

Remarque 3. (Principe du mazxzimum faible) Dans le cas ou U = R™, i.e. lorsqu’il
n’y a pas de contrainte sur le contrile, la condition de mazimum (2.8) devient %—IZ =0.

Définition 1. Une extrémale du probléme de controle optimal est un quadruplet (x(.), p(.), p°

solution des équations (2.6), (2.7) et (2.8). Sip° =0, on dit que l’extrémale est anormale,
et si p® # 0 lextrémale est dite normale.

Supposons que le principe du maximum soit vrai avec p° = 0. L’équation adjointe se
réduit a 1’équation différentielle linéaire suivante pour p :

(1) = —p(0) 5L (1 2(0), )

Mais toute solution p d’'une telle équation différentielle linéaire qui s’annule en un point,
s’annule nécessairement partout, par le lemme de Gronwall, théoréme 6.41 [13]. La condition
de non-trivialité, i.e (p°, p(t)) # 0, Vt € [0,T], est alors violée.

Remarque 4. Notons, qu’en absence de convexité, le Principe du Maximum de Pontrya-
gin nous donne une condition nécessaire du premier ordre, mais pas suffisante, d’optimalité
locale, que doit vérifier toute solution potentielle d’un probléme de contréle optimal. Sup-
posons, de plus, que l’ensemble U et la fonction g soient convezres ainsi que la fonction
(x,u) — L(t,x,u) pour tout t € [0,T]. Alors, les conditions nécessaires du théoréme du
principe du maximum de Pontryagin 2 sont également suffisantes pour que la commande
soit optimale.

2.2.5 Méthodes numériques en controle optimal

Pour les méthodes numériques utilisées dans la théorie du control optimal, on distingue
deux types : les méthodes directes et les méthodes indirectes. L’objectif des méthodes
directes est de transformer le probleme de contrdle étudié en un probleme d’optimisation
non linéaire en dimension finie, en discrétisant I’état et le controle. Généralement, les mé-
thodes de discrétisation sont nombreuses, la plus simple est celle par différences finies. Les
méthodes directes consistent a minimiser numériquement la fonction cotit du probleme de
controle optimal.

Cependant, les méthodes indirectes consistent a utiliser la méthode de tir afin de ré-
soudre numériquement un probléme aux valeurs limites obtenu par application du principe
du maximum. En effet, lorsque le temps final ¢ est fixé, le principe du maximum de Pon-
tryagin permet souvent d’exprimer le controle en fonction des états et des états adjoints,
ce qui nous ramene a un systeme différentiel sans controle, appelé systeme Hamiltonien.
Dans ce qui suit, nous présentons les différentes méthodes de tir, simple et multiple.
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Méthodes indirectes

1. Méthode de tir simple : Considérons le probléeme de controle optimal (2.1)-(2.2),
et supposons que le temps final est fixé. Le principe du maximum donne une condition
nécessaire d’optimalité et affirme que toute trajectoire optimale est la projection d’une
extrémale. Si I'on est capable, a partir de la condition de maximum, d’exprimer le
controle extrémal en fonction de (z(t), p(t)), alors le systéme extrémal est un systéme
Hamiltonien. Dans un systeme Hamiltonien, nous avons des états initiales et des
conditions finales sur les états adjoints obtenues par les conditions du principe du
maximum. La méthode de tir permet de réduire le probleme de controle au probléme
aux valeurs limites suivant :

2= F(t (1)),
{ R(2(0), 2(ty)) = 0. (2.11)

Avec z(t) = (x(t),p(t)) et p(t) est le vecteur des états adjoints. On considere z(0) = 2
et la fonction G telle que :

G(z0) = R(20, 2(ts, 20)),

résoudre le probleme aux valeurs limites (2.11) revient & déterminer un zéro de la
fonction G, par une méthode de Newton.

Cependant, si le temps final ¢; est libre, on peut se ramener a la formulation précé-
dente en considérant ¢y comme une inconnue auxiliaire. On augmente alors la dimen-
sion de I’état en considérant 1’équation supplémentaire CZ—{ = 0. On peut utiliser le
méme artifice si le controle est bang-bang, i.e la norme du controle n’est pas continue

et commute entre les valeurs extrémales, pour déterminer les temps de commutation.

2. Méthode de tir multiple : Le principe de la méthode de tir multiple consiste a
subdiviser 'intervalle [0,%] en N intervalles [t;,t;+1], on se donne comme inconnues
les valeurs initiales z(¢;) de chaque sous intervalle. Dans ce cas, on obtient le probléme
aux valeurs limites suivant :

Fo(t,Z(t)) sitg <t <ty
Filt,z(t)) sit, <t <ty

2=F(tz(t) =% . (2.12)
Fu(t,z(t)) sit, <t <ty
ou Fi(t,z(t)) = F(t,2(t;)) et t1,ta,...ts € [0,tf] peuvent étre des temps de com-

mutations. L’intérét de la subdivision de l'intervalle [0,¢;] en N sous intervalles est
d’améliorer la stabilité de la méthode.

Méthodes directes
Les méthodes directes consistent a transformer le probléeme de contrdle optimal en un
probleme d’optimisation non linéaire en dimension finie.

Discrétisation totale

C’est la méthode la plus évidente lorsqu’on aborde un probleme de contréle optimal. En
discrétisant 'état et le contrdle, on se ramene a un probleme d’optimisation non linéaire
en dimension finie (ou probléme de programmation non linéaire) de la forme

Zleng(Z), (2.13)
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OU Z = (X1, e TN, Uty oey Uy ), €

C={Z|g(Z)=0,iel,..r,
gi(Z)<0,jer+1,..,m}. (2.14)

La méthode consiste a choisir les contrdles dans un espace de dimension finie, et a utiliser
une méthode d’intégration numérique des équations différentielles. Considérons donc une
subdivision 0 = ¢y < t; < ... < ty = t; de l'intervalle [0,?;]. Réduisons l'espace des
controles en considérant des controles constants par morceaux selon cette subdivision. Par
ailleurs, choisissons une discrétisation de ’équation différentielle, par exemple choisissons
ici la méthode d’Euler explicite. On obtient alors, en posant h; = t;11 — t;,

Tiv1 = 2 + hi f(t;, 23, u;).

La résolution numérique d’un probléme de programmation non linéaire du type (2.13)
est standard. Elle peut étre effectuée, par exemple, par une méthode de pénalisation, ou par
une méthode OQS (Optimisation Quadratique Successive). Dans ces méthodes, le but est
de se ramener a des sous-probléemes plus simples, sans contraintes, en utilisant des fonctions
de pénalisation pour les contraintes, ou bien d’appliquer les conditions nécessaires de Kuhn-
Tucker pour des problémes d’optimisation avec contraintes. Pour le probleme (2.13)-(2.14),
les conditions de Kuhn-Tucker s’écrivent de la forme suivante :

VF(Z)+ f} ANV (Z) =0,

=1

ou les multiplicateurs de Lagrange \; vérifient :
/\zgz(Z) =0,7 € {1, ...,7”}, et \; > 0,1 € {7” + 1, ,m}

Les méthodes SQP consistent a calculer de maniere itérative ces multiplicateurs de La-
grange, en utilisant des méthodes de Newton ou quasi-Newton. A chaque itération, on
utilise une méthode de quasi-Newton pour estimer le Hessien du Lagrangien associé au
probléeme de programmation non linéaire, et on résout un sous-probleme de programma-
tion quadratique basé sur une approximation quadratique du Lagrangien.

2.3 Théorie de la viabilité

La théorie de la viabilité, un domaine relativement jeune des mathématiques, a été
développée pour la premiere fois par le mathématicien frangais Jean-Pierre Aubin a la fin
des années 1970 [4]. Cette théorie s’inspire des remarques attribuées au philosophe grec
Démocrite par Jacques Monod selon lesquelles « tout ce qui existe dans I'Univers est di
au hasard et a la nécessités» [5]. On considére que les systémes dynamiques évoluent sous
une incertitude contingente, de sorte que leurs évolutions sont contraintes de s’adapter a
I’environnement des systemes. Cela est particulierement vrai en biologie ot le corps humain,
par exemple, doit maintenir un environnement interne constant, par exemple la température
corporelle, malgré les changements environnementaux, un principe biologique connu sous
le nom d’«homéostasie».

Le probleme de base, appelé désormais probleme de viabilité, que la théorie de la via-
bilité tente de résoudre est de savoir si, pour un état initial donné, il existe une stratégie
de controle telle que I’'évolution du systeme reste soumise a des contraintes prédéterminées,
au-dela desquels son état pérenne ne peut pas étre maintenu. L’ensemble de tous les états
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initiaux a partir desquels il est possible de rester dynamiquement dans un ensemble de
contraintes s’appelle le noyau de viabilité, et devient donc un outil utile pour analyser les
problemes de viabilité. La théorie de la viabilité fournit alors le bon cadre analytique pour
aborder les problémes de durabilité dont la solution consiste a trouver un moyen d’éviter
des résultats catastrophiques en maintenant le systeme dans les domaines de la sécurité ou
de l'acceptabilité [58].

En particulier, une solution a un probleme de théorie de la viabilité peut répondre aux
questions suivantes :

— Est ce qu'un systeme est en mesure de se maintenir en fonction des criteres de dura-
bilité donnés sur une période donnée;

— Quelles sont les conditions nécessaires a la durabilité; c¢’est-a-dire pour quels états
initiaux le systeme a la possibilité de se maintenir.

En outre, lorsque les systemes sont susceptibles d’étre controlés par un régulateur, la théorie
de la viabilité intéresse également ceux qui souhaitent déterminer des regles normatives.
Plus précisément, il peut établir :

— Les politiques qui peuvent étre mises en ceuvre pour garantir la durabilité du systeme ;
— Les politiques qui peuvent étre utilisées pour améliorer la durabilité du systeme.

Ces points sont les principales thématiques de la théorie de la viabilité. Si a partir d'un
état du systeme donné, il y a une évolution qui est possible selon ce que l'on sait de la
dynamique du systéme et qui maintient le systeme dans les limites imposées, alors cet état
du systeme est considéré comme viable. Inversement, la ot il n’y a aucun moyen concevable
pour le systeme de rester dans ces limites lorsqu’il part d’'un état donné, alors cet état est
dit non viable.

L’identification des états comme viables ou non viables est obtenue dans la théorie de
la viabilité en calculant le noyau de viabilité, qui est le plus grand sous-ensemble fermé
de points dans I’ensemble de contraintes pour lequel tous les points sont viables. Une fois
calculé, nous avons une réponse complete sur les conditions nécessaires a la durabilité, pour
qu’un état soit durable, il doit étre dans le noyau de viabilité.

2.3.1 Le Hasard et La Nécessité

Il est désormais admis que I’évolution de nombreux systemes issus de la biologie et des
sciences humaines n’évoluent pas de maniere déterministe, ni de maniere stochastique. Ils
évoluent plutot avec une saveur darwinienne. La théorie de la viabilité a commencé en
1976 en traduisant mathématiquement le titre du livre Hasard et Necessité [5] de Jacques
Monod.

Le Hasard La Nécessité

) )
z(.)eSk) =xz()eK

La traduction mathématique du «hasard» est Uinclusion différentielle 2'(t) € F(xz(t)),
qui est un type de systéme évolutif, associant a tout état initial x le sous-ensemble S(x)
d’évolutions commencant par x et régi par l'inclusion différentielle ci-dessus. La notation
z(.) € S(z) désigne 'ensemble des évolutions (fonctions du temps) issues de 1'état initial
par ce qui est appelé un systeme évolutionnaire, voir figure 8. Il est déterministe si, a partir
de chaque état, il existe une et une seule évolution. Parmi les systeémes évolutionnaires,
figurent les systemes régulés ou 1’évolution de I'état du systeme est régie par une équation
différentielle paramétrée par I’évolution d’une variable. Selon le réle qu’elle joue, cette
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FIGURE 8: La traduction mathématique de Hasard

variable a un nom spécifique, elle peut étre une constante ou encore un controle s’il existe
un acteur pilotant I’évolution de cette variable.

La nécessité traduit que, a chaque instant, I’évolution demeure dans un environnement
K, représenté, sur la figure 9. Ceci signifie I'exigence que pour tout ¢t > 0,z(t) € K. La
figure 9 représente I'espace d’états en tant que plan et 'environnement défini en tant que
sous-ensemble. Elle montre deux états initiaux, I'un, xy a partir duquel toutes les évolutions
violent les contraintes en temps fini, I'autre z;, a partir duquel commence une évolution
viable et une autre qui n’est pas viable.

FIGURE 9: La traduction mathématique de Nécessité

La premiere question qui se pose est de connaitre I’ensemble des états initiaux a partir
desquels il existe au moins une évolution viable dans I’environnement. Cet ensemble, appelé
« noyau de viabilité ». S’il est égal a I'environnement, ce dernier est alors qualifié de «
viable ». A lautre extréme, il peut étre vide, dans la situation o, de tout état initial, toutes
les solutions quittent I’environnement en temps fini : 'environnement est alors qualifié de
répulseur. La théorie de la viabilité est un formalisme mathématique caractérisant ces
noyaux de viabilité, voir [5]. Grace a Patrick Saint-Pierre [80, 35], on sait programmer des
algorithmes calculant ces noyaux de viabilité.

2.3.2 Noyau de Viabilité

La théorie de la viabilité joue un réle important dans la vérification de la sécurité des
systémes de contrdle [4]. Dans de nombreux systémes techniques, les contraintes d’entrée
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limitent la capacité du systéeme a rester dans une région de fonctionnement «stire» sou-
haitée. Pour de tels systemes, les contraintes sur l'espace d’états déterminent «l’ensemble
stir». Cependant, comme ’autorité de controle du systeme est également limitée, il existe
certaines configurations dans I’ensemble de sécurité pour lesquelles 1’état peut inévitable-
ment quitter. Il est donc important d’identifier le sous-ensemble de I’ensemble de sécurité
pour lequel 'existence d'une entrée de commande qui maintient 1'état du systeme dans la
région de sécurité peut étre garantie. Ce sous-ensemble, connu sous le nom de noyau de
viabilité, prend en compte la dynamique du systeme et 'autorité de contrdle bornée. Pour
un ensemble de contraintes K, le noyau de viabilité est le sous-ensemble de K pour lequel
il existe une entrée de controle qui maintient ’état du systeme dans K pendant une durée
de temps connu (éventuellement infini).

Suivant la théorie de la viabilité, la dynamique d’un systéme non déterministe est re-
présentée comme une inclusion différentielle,

#(t) € Fz(t)), (2.15)

ce qui signifie qu’a x(t) le changement d’état du systéme, c’est-a-dire sa vitesse, sera un
élément de F(x(t)), ou F est une multifonction qui prend I’état du systéme et renvoie un
ensemble de vitesses possibles. Supposons que la dynamique du systéme soit liée a certains
controles, qui sont limités par des contraintes dépendant de 1’état. L’application multivaluée
F a alors la forme suivante :

F(x)={f(z,u);ueU(x)}. (2.16)

Dans ce cas, le systeme dynamique (2.15) peut étre écrit comme

i(t) = f(z(t),u(?)) (2.17)
u(t) € U(t), (2.18)

ou (2.17) est une équation différentielle paramétrée standard et (2.18) indique que le
choix de commande u(.) doit provenir d’un ensemble potentiellement dépendant de ’état,
U(z(t)) € R™. Donc pour un z(t) donné, il y a un des controles possibles & choisir dans
U(z(t)) et donc avoir un ensemble de points dans 1'espace d’états.
De plus, soit K un ensemble fermé de contraintes (de viabilité) que I’état = doit satisfaire
pour tout ¢
z(t) e K, ¥t >0 (2.19)

Etant donné 'application F définie par (2.16), on dit que K est viable sous F', sl existe
au moins une solution au systeme suivant :

#(1) € F(a(t)) p. (220
qui commence a x(0) appartenant & K et reste indéfiniment dans K.
Le probleme de la viabilité concerne donc de déterminer des éléments de ’ensemble de
controle U(xz(t)) pour lesquels les évolutions du systeme sont viables en K. Face a un
tel probleme, la théorie de la viabilité tente d’établir I'existence du domaine de viabilité,
D C K, qui indique une zone viable pour laquelle il existe des controles qui maintiennent le
systeme en K a partir de n’importe quel point de D. Autrement dit, pour chaque élément
z(0) € D, il existe une fonction g : R” — R™ qui prend chaque élément, k, de I’ensemble
de contraintes K C R" et renvoie une politique de contrdle u telle que

k) € Uk),
Lo s 221

{x(t)EKVtZO,
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ou z(t) est une solution de (2.20).

Le principal théoreme de la théorie de la viabilité affirme que le noyau de viabilité
du probleme,Vp(K) C K est le plus grand domaine de viabilité possible, donnant toutes
les conditions initiales dans K, pour lesquelles un ensemble de controles dans U(z(t))
existe pour empécher le systeme de sortir de K, V& > 0. Le noyau de viabilité de K est
formellement défini ci-dessous.

Définition 2. Le noyau de viabilité de l’ensemble de contraintes K pour la dynamique F
est noté Viabp(K), et défini comme suit :

(2.22)

Viabp(K) = {x(()) K- || Ju(.)tel que la solution x(.) de (2.15) }

a partir de z(0) reste dans K, ¥t > 0.

Deux situations extrémes méritent d’étre distinguées : on dit que [’environnement est
1. wviable sous F s’il est égal a son noyau de viabilité : Viabp(K) = K,

2. répulsif sous F si son noyau de viabilité est vide : Viabp(K) = ()

le probléme de viabilité consiste donc a établir I'existence du noyau de viabilité. Lorsque
le noyau est non vide, c’est-a-dire Viabp(K) # (), on dit que le probléeme de viabilité admet
une solution. Le noyau de viabilité est un outil important, car il peut étre utilisé pour
formuler des régles de controle qui maintiennent la durabilité du systeme.

Existence du noyau de viabilité

La méthode principale pour résoudre un probléme de viabilité est de déterminer le noyau
de viabilité. Les théoremes de viabilité sont donnés par [5], ils permettent de déterminer
un noyau de viabilité pour les systemes controlés du type Marchaud.

Notons que

| F(z) [[:== sup |yl
yEF ()

et on dit que F' a une croissance linéaire s’il existe une constante positive ¢ telle que
Vo € Dom(F), || F(z) [|< (|| = || +1)

On dira que F' est une fonction Marchaud si elle est non triviale, semi-continue supé-
rieure !, a des images convexes compactes et une croissance linéaire.

Définition 3. si Y est un espace vectoriel de dimension finie, dire qu’une application F
non triviale est une fonction de Marchaud revient a dire que

— le graphe et le domaine de F sont fermés

— F est a valeurs convexes compactes

— la croissance de F est linéaire

En particulier, soit U : X — Y et f: X xY — X. (U, f) est un systéme controlé
Marchaud si :

— Le graphe et le domaine de U sont fermés

— U est a valeurs convexes compactes

1. Une multifonction F' : X ~» Y est dite semi-continue supérieure en z € X si et seulement si pour
tout voisinage V de F(z),
Jn > 0 such that V2’ € Bx(z,n), F(z') C V.
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— la croissance de U est linéaire

et f est continue, est affine par rapport a la seconde variable et est a croissance linéaire.
Alors, la multifonction paramétrée x ~~ f(x,U(x)) est une fonction Marchaud.

Théoréme 3. Considérons une fonction de Marchaud F : X ~ X. Soit K C Dom(F)
fermé. Alors le noyau de viabilité de K existe (éventuellement vide) et est égal au sous-
ensemble d’états initiaux a partir desquels au moins une trajectoire soit viable dans K.

En effet, la résolution d’un probléme de théorie de viabilité est une proposition différente
du calcul d’un contréle optimal. Une différence cruciale entre ces deux approches est que
la solution d’un probleme de théorie de viabilité définit explicitement 1’ensemble des états
admissibles dans K, alors que dans I’approche d’optimisation, les contraintes qui définissent
K sont généralement implicites dans la fonction objectif. Par conséquent, les problemes
modélisés a ’aide d’une approche de viabilité n’ont pas besoin de déterminer les fonctions
d’utilité pour formuler des regles de politique, et qu’il n’est donc pas nécessaire de calibrer
ces fonctions. Au lieu de cela, il est nécessaire de déterminer les limites de 'ensemble
K, une tache potentiellement plus simple, étant donné que de telles limites sont souvent
trivialement observables.

La viabilité est donc une généralisation du concept de la stabilité plutot que de 'opti-
malité. Il en est ainsi, car le noyau est un ensemble fermé et il peut étre caractérisé par une
certaine mesure, que la distance entre deux états dans le noyau ne sera jamais dépassée.

La section suivante présente une application développée pour générer des noyaux de
viabilité approximative a I'aide de méthodes numériques, ce qui permet de contourner la
complexité de la résolution analytique du noyau de viabilité.

2.3.3 Approximation du noyau de viabilité

La résolution d’un probléeme de viabilité nécessite le calcul du noyau de viabilité du
probleme. Le calcul du noyau de viabilité peut étre un exercice tres complexe, et le niveau
de difficulté augmente avec la dimension du probleme. Dans la plupart des cas, les méthodes
numériques ont été le moyen privilégié pour surmonter la complexité du calcul des noyaux
de viabilité.

Plusieurs algorithmes ont été développés pour approcher le noyau de viabilité dans
les cas complexes : l'algorithme de Saint-Pierre [80] utilise une discrétisation de I’espace
des états sur une grille réguliere. Il permet d’obtenir une approximation numérique de cet
ensemble en calculant les noyaux discrets finis exacts pour des systemes dynamiques discrets
en temps et en espace associés au probleme initial posé sous forme d’inclusion différentielle.
Kaviar, 'algorithme de Deffuant et al.[26] utilise des Support Vector Machines. Ils ont
proposé une approche utilisant des méthodes de discrimination. Leur idée est de ne pas
conserver les labels de tous les points de la grille en mémoire, seulement les labels d’une
petite partie d’entre eux sélectionnés par la méthode de discrimination pour construire la
fonction de discrimination. L’avantage est de gagner de ’espace de mémoire. Coquelin et
al. [16] proposent une approche de programmation dynamique qui ne permet pas de gain
en espace mémoire mais en temps de calcul. Ils ont défini le noyau comme ’ensemble des
états pour lesquels la fonction valeur est en dessous d’un certain seuil. Mais la valeur de ce
seuil n’est pas évidente a définir.

Pour I'approximation du noyau de viabilité calculé dans les chapitres suivants, nous
proposons d’utiliser I'algorithme de Deffuant, un algorithme qui, compte tenu de la dyna-
mique du systeme et des contraintes de viabilité, fournit une approximation d’un noyau
de viabilité avec un effort de calcul raisonnable, en utilisant une procédure de classifica-
tion. Cette méthode s’appuie sur 'algorithme de Saint-Pierre [80] qui calcule le noyau de
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viabilité discret exact du probléeme discret approché défini sur une grille. La procédure de
classification considérée est les machines a vecteurs de support (SVM) [26, 11]. Leur intérét
principal est qu’ils fournissent directement une sorte de fonction barriere, qui peut étre uti-
lisée pour rechercher des contrdles viables avec une procédure d’optimisation de gradient.
De telles procédures prennent beaucoup moins de temps que la recherche systématique
effectuée par Saint-Pierre, qui ne peut étre limitée qu’a des espaces de controle de tres
petite dimension. De plus, il donne la possibilité d’optimiser sur plusieurs pas de temps,
sans croissance exponentielle du temps de calcul.

Nous proposons de présenter, dans ce qui suit, l'algorithme de calcul d’une approxima-
tion du noyau de viabilité a I’aide d’une procédure de classification et les conditions de sa
convergence.

L’algorithme de classification

Nous considérons un systeme dynamique discret en temps défini par la correspondance
G:X— X
2"t e G(a"). (2.23)

Nous supposons que G est une correspondance p — Lipschitz a images fermées, c’est a
dire que les images de deux points quelconques ne peuvent pas étre éloignées de maniere
arbitraire, mais au contraire restent dans un voisinage 1'une de l'autre proportionnel a la
distance des points de départ. Notre objectif est d’approcher Vg (K) qui est le noyau de
viabilité de la dynamique discrete (2.23). D’apres les théorémes de viabilité [4], Ve (K) est
le plus grand sous-ensemble E de K tel que :

Ve e E,G(z)(E#0 (2.24)

L’algorithme utilisant des fonctions de classification décrit dans [Deffuant et al., 2007] est
le suivant. Soit une grille, K}, telle que :

Ve € K,3xy, € Ky, tel que || 2 —zp, ||< B(h) (2.25)

avec 3(h) — 0 quand h — 0. Une telle grille existe si K est compact.
De plus,

— [ est une procédure d’apprentissage qui associe a un ensemble S de paires (z;,¢e;) €
K x {—1,1}, une fonction de classification lg(z) : K — {—1, 1}.

— d(FE, F), la distance entre deux sous-ensembles E et F.

— E'\ F, 'ensemble complémentaire de F' dans F lorsque F' C E.

A chaque étape, sont définis un ensemble discret K' C K;~' C Kj, et un ensemble

continu, noté L(K}'), qui est une généralisation de cet ensemble discret, et qui constitue
I’approximation courante du noyau de viabilité :
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1. Initialisation : K} := K} et L(K}) := K.
2. Récurrence :
— Définition de ensemble discret K;"' a partir de K7 et L(K}) :

Kt ={z € Kj | d(G(x), L(K})) < pB(h)}

LK) ={z € K,| [} (z) = +1}

— si Kptt # Kp, utiliser la procédure d’apprentissage [ avec les points z;, de la
grille K}, avec I'étiquette +1 si z;, € K"t et 'étiquette —1 sinon. Soit [ la
fonction de classification obtenue de K dans {—1,1}, L(K}*") est défini ainsi :

(2.26)

— sinon, arrét et retourner L(K7}').

Le théoréeme de convergence de 1’algorithme

La convergence de ’algorithme vers le noyau de viabilité réelle, lorsque la résolution h
tend vers 0, est garantie lorsque la procédure de classificatio satisfait certaines conditions qui
sont spécifiées dans le théoreme suivant. Ces conditions expriment que tout point de L(K})
doit étre proche d’'un point de K, avec une étiquette positive, et tout point de K \ L(K})
doit étre proche d'un point de K avec une étiquette négative. La démonstration de ce
théoréme est donnée dans [26].

Théoreme 4. S’il existe un réel X > 1 tel que, pour toutes les itérations n, l'approzimation
L(K}) satisfait les conditions suivantes :

Vo e L(KD) d(z, KP) < A8(h) (2.27)

Vo e K\ LK) d(z, K\ L(K})) < AS8(h) (2.28)

alors, 'algorithme d’approzimation du noyau de viabilité fournit un résultat qui converge
vers le noyau de viabilité exact lorsque le pas de la grille h tend vers 0.

La limite des algorithmes d’approximation du noyau de viabilité est : pour approcher
les noyaux de viabilité de systemes continus, ils calculent les noyaux exacts de systemes
discrets définis sur une grille finie. La taille de cette grille croit exponentiellement avec la
dimension, ce qui pose des problemes soit en mémoire, soit en temps de calcul. Et donc
limite I'utilisation pratique aux petites dimensions. D’autre part, les algorithmes utilisent
souvent des approximations par 'extérieur qui entrainent une surestimation des noyaux
réels.

La résolution d’un probleme de viabilité consiste a étudier I'existence des stratégies
de controle permettant a une évolution d'un systéeme de respecter des contraintes prédé-
terminées. Il est donc nécessaire de proposer un outil d’optimisation qui permet d’aider
le décideur a choisir un seul scénario parmi un panel de solutions tout en réalisant un
compromis entre les différents criteres d’optimisation. La section suivante est consacré a
I'optimisation multiobjectif.
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2.4 Optimisation multiobjectif

Les problemes d’optimisation classiques consistent a optimiser un seul objectif, par
exemple trouver les stratégies thérapeutiques optimales et efficaces pour réduire la taille
d’une tumeur est I'un des probléemes d’optimisation les plus classiques en cancérologie et en
biologie. Cependant, de nombreux probléemes du monde réel nécessitent souvent de satisfaire
plusieurs criteres en méme temps. Ces problémes sont appelés problemes d’optimisation
multi-objectifs dans lesquels plusieurs objectifs sont présentés et doivent étre optimisés
simultanément. Nous pourrions trouver ce genre de problemes partout dans le monde et a
tout moment dans notre vie ordinaire. Les probléemes d’optimisation multi-objectifs traitent
de multiples objectifs et peuvent étre soumis a de nombreuses contraintes. Ainsi, il est trop
cotliteux en calcul de trouver une solution optimale exacte s’il en existe une. Et la plupart
du temps dans des applications réelles, il est assez difficile pour le décideur de disposer de
toutes les informations pour les formuler correctement et complétement. Par conséquent,
dans de telles situations, trouver une solution presque optimale est une approche pratique
qui s’integre dans des problemes d’optimisation multi-objectifs.

L’ensemble de toutes les solutions réalisables est appelé courbe de Pareto, en référence
a son créateur Vilfredo Pareto [70], qui représente ’espace de solution du probléme d’op-
timisation multi-objectif. En raison d’objectifs et de contraintes multiples, les problemes
d’optimisation multi-objectifs ne conduisent pas a une seule solution optimale, mais a un
ensemble de solutions non dominées qui est appelé front de Pareto.

Cette section couvre les principaux concepts, définitions et notations liés a I’optimisation
multiobjectif, tels que la relation de dominance Pareto, 'optimalité Pareto, ’ensemble
Pareto optimal, et le front Pareto. De nombreuses définitions sont tirées du livre de Ehrgott
[37].

2.4.1 Formulation générale

La résolution d'un probleme d’optimisation multiobjectif consiste a déterminer la so-
lution correspondant au mieux aux préférences du décideur parmi les solutions de bon
compromis. L’une des questions les plus difficiles est donc liée a l'identification de ’en-
semble Pareto optimal, ou d’une approximation de celui-ci pour des problemes complexes.
Un probleme d’optimisation uni-objectif cherche a minimiser une fonction objectif f dans
un espace de recherche S et sous certaines contraintes. Cette fonction associe a chaque
solution réalisable, c¢’est-a-dire qui respecte les contraintes, une valeur de fonction objectif
qui est généralement un réel. En outre, résoudre un probleme de minimisation uni-objectif
revient a chercher I'optimum global de la fonction objectif, c¢’est-a-dire trouver une solu-
tion s* qui a la plus petite valeur de fonction objectif. Autrement dit, trouver s*, tel que
Vs € S, f(s*) < f(s). Cette recherche est possible, car il existe une relation d’ordre clai-
rement définie dans I’ensemble R. Dans un probleme multi-objectifs, contrairement a un
probleme uni-objectif, plusieurs fonctions objectif sont a minimiser. La formulation mathé-
matique est présentée a la définition suivante.

Définition 4. (Probléme d’optimisation multiobjectif) Un probléme d’optimisation
multiobjectif peut étre défini comme suit :

min F(z) = (fi(z), fa(z), ..., fu(2))
scxe X (2:29)

avec n > 2 le nombre de fonctions objectif a minimiser et X [’ensemble des solutions
réalisables sous les contraintes du probléme. A chaque vecteur de décision est associé un

vecteur objectif y = (y1,Ya, - yn) 0t yi = fi(x).
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Le but de la résolution d’un probléeme multi-objectifs est de minimiser ce vecteur objectif
y. L’idéal serait de trouver le vecteur qui optimise chacune des fonctions objectif. Or,
dans la plupart des problemes de la vie réelle, ce vecteur n’existe pas, car les objectifs
sont conflictuels. Par la suite, ’espace contenant les vecteurs objectif sera appelé espace
objectif. Il est donc nécessaire d’introduire différents concepts qui permettent tout de méme
de comparer des vecteurs objectif.

2.4.2 Notions de dominance Pareto et d’optimalité

Dans la résolution d’un probleme multi-objectifs, la notion d’optimalité de 'optimisa-
tion uni-objectif est modifiée. En effet, le décideur évalue généralement une solution par
rapport a chacun des criteres, et se positionne donc naturellement dans ’espace objectif.
Néanmoins, contrairement au cas mono-objectif ou il existe un ordre total parmi les so-
lutions réalisables, il n’existe généralement pas de solution qui serait a la fois optimale
pour chaque objectif, étant donnée la nature conflictuelle de ces derniers. Pour expliquer
ce nouveau concept, il convient tout d’abord d’introduire la relation de dominance qui a
été proposée par I’économiste italien Pareto [70] et qui permet de comparer deux vecteurs
objectif pour un probleme de minimisation.

Définition 5. (Dominance au sens Pareto) On dit qu’un vecteur objectif
u = (uy,us, ....,u,) domine, au sens Pareto, un vecteur v = (vy, vy, ....,v,) Si et seulement
siVie {l,...,n}u; <wv; et Ij € {1,...,n} tel que u; < v;. Cela se traduit par @ < V.

En effet, deux vecteurs objectif n’ont pas forcément une relation de dominance établie
entre eux. On parle alors d’indifférence entre les deux solutions. Elles ne pourront étre
différenciées que par les préférences du décideur. A partir de la relation de dominance, il
est alors possible de définir ce qu’est un ensemble de solutions Pareto optimales.

Définition 6. (Ensemble de solutions Pareto optimales) Une solution associée au
vecteur objectif U = {uy,us,....,u,} est dite non-dominée ou Pareto optimale s’il n’eziste
aucune autre solution dans l’espace de recherche qui la domine. La totalité des solutions
non-dominées forme l’ensemble Pareto optimal, noté Xg, appelé également front Pareto.

Maintenant, supposons que 'optimum soit connu pour chaque fonction objectif, alors
nous pouvons définir la notion de point idéal, de point utopique et de point nadir.

Définition 7. Le wvecteur objectif Idéal (ou point Idéal) z* est un vecteur utopique qui
minimise chacune des fonctions objectif. z* = {f{, fa,.... [} ot fF est le minimum de la
fonction objectif f;.

Bien siir, ce vecteur idéal est rarement réalisable en pratique car les objectifs sont
souvent en conflit les uns avec les autres. Au contraire, le vecteur Nadir 2V (ou point
Nadir) est le vecteur objectif qui contient les limites supérieures de chaque objectif pour
les solutions du front Pareto ou pour un ensemble de solutions non-dominées.

Définition 8. Le point nadir 2V = (2,28, ..., 2N) est le vecteur qui correspond au mazi-

ey Ap

mum de chaque fonction objectif parmi les solutions de l’ensemble Pareto optimal, 2 =
maxgex, fi(x) pourie {1,2,...,n}.

Des exemples de point Nadir et de point Idéal sont présentés dans la figure 10. Les
solutions représentées par un disque noir forment le front Pareto et sont des solutions non-
dominées alors que les solutions représentées par un losange sont des solutions dominées. Le
point Idéal et le point Nadir sont également exposés et sont symbolisés par des disques gris.
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Généralement, plusieurs algorithmes de résolution utilisent le vecteur Idéal et le vecteur
Nadir afin de normaliser chaque objectif. La normalisation est alors donnée par la formule
suivante : .

fi — 2

porm = 2.30

i j—

2 & @ Solution Pareto optimale
& Solution dominée

z* Point Idéal
Z_ Point Nadir

f

1

F1GURE 10: Exemple d’un espace objectif avec le point idéal et le point nadir

En effet, la structure du front de Paretp peut étre convexe ou non-convexe et continue
ou discontinue. Pour un probleme a deux objectifs, un front Pareto est dit convexe si, dans
I’espace objectif, tout segment qui lie deux solutions Pareto optimales est inclus dans la
région des solutions réalisables. Cette définition peut étre étendue a plus de deux objectifs
en augmentant le nombre de dimensions. La figure 11 présente un exemple de front convexe
et un exemple de front non convexe pour un probleme de minimisation bi-objectif

. Solution Pareto optimale . Solution Pareto optimale

77 Région réalisable = Région réalisable

(a) Front Pareto convexe (b) Front Pareto non convexe

FI1GURE 11: Exemple d’un front convexe et non convexe d’un probléme bi-objectif

La structure d’un front Pareto peut étre également continue ou discontinue. Les al-
gorithmes qui ne prennent pas assez en compte la diversité dans leur résolution auront
plus de difficulté a trouver un ensemble de solutions Pareto optimales acceptable quand
le front Pareto est discontinu. En 2000, Zitzler et al. [100] ont proposé un générateur de
tests bi-objectif permettant de modéliser diverses situations typiques dans les quelles les
algorithmes évolutionnaires rencontrent des difficultés soit a converger vers le front de Pa-
reto, soit a assurer une bonne distribution des solutions obtenues. Par exemple, en cas de
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surface de Pareto optimale discontinue, ou si les solutions nondominées ne sont pas unifor-
mément distribuées le long de cette surface, il y a un risque de « dérive génétique » qui
peut empécher certains algorithmes évolutionnaires de retrouver toutes les régions de la
surface optimale. La figure 12 présente respectivement les fronts Pareto pour les problemes

T T T T T T T T T T T T
Fareto - Fareto -
\ 0.8 -
0.8 - g 06l
04+
0.6 [~ n!
0.2 |-
o o
ok
04 .

02 E 04 \

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9
f1 fl

(a) ZDT1 (b) ZDT3
FIGURE 12: Front Pareto des problemes ZDT1 et ZDT3

continus ZDT1 et ZTD3 [100]. Le probleme ZDT1 engendre un front Pareto continu alors
que le probleme ZDT3 engendre un front Pareto discontinu.

2.4.3 Approches de résolution

Un grand nombre d’approches existe pour résoudre les problemes multi-objectifs. La dis-
tinction majeure qui peut étre faite entre ces approches réside dans leur aspect non-Pareto
ou Pareto. Les premieres traitent le probleme de base comme un ou plusieurs probléemes
mono-objectif en tirant profit ou non d’une connaissance a priori du probleme. Elles abou-
tissent le plus souvent a une solution unique de la surface Pareto. Les secondes tendent a
localiser le front de Pareto dans sa globalité sans faire d’hypothéese sur I'importance relative
des fonctions objectifs.

Résoudre un probleme d’optimisation multiobjectif consiste a trouver la solution Pareto
optimale qui correspond le mieux aux préférences du décideur. L’'une des questions fonda-
mentales lors de la résolution d’un tel probleme est donc étroitement liée a la coopération
entre le décideur et la méthode de résolution. Plusieurs scénarios existent a propos du role
que peut jouer le décideur dans un processus de prise de décision.

— A priori : Dans ce cas, le décideur fournit des connaissances ou des préférences
sur le probleme a résoudre avant le processus d’optimisation, ceci en vue d’aider la
méthode de résolution dans sa recherche. En pratique, ceci se traduit fréquemment par
la transformation du probleme d’optimisation multiobjectif original en un probléme
monoobjectif, et peut donc étre résolu par une méthode classique dont une seule
exécution fournira la solution recherchée. Cependant, la modélisation des préférences
du décideur n’est pas une tache facile et doit étre prise en compte durant ’étape de
résolution. Par ailleurs, il se peut que le décideur ne soit pas satisfait de la solution
trouvée et qu’il doive donc relancer le processus par le biais d’une autre formulation
de ses préférences.

— A posteriori : Ici la méthode de résolution vise a trouver la totalité des solutions
Pareto optimales, ou une bonne approximation de cet ensemble. Ceci permet au
décideur d’avoir une connaissance complete du front Pareto. Il peut alors choisir

)
parmi cet ensemble de solutions, celle qui lui semble la plus appropriée au vue de ses
préférences. Ainsi, il n’est plus nécessaire de modéliser les préférences du décideur,
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mais il faut désormais fournir un ensemble de solutions, ce qui peut s’avérer coliteux
en pratique. Par ailleurs, le nombre de solutions obtenues peut rendre I'ensemble
Pareto optimale difficile a analyser pour le décideur.

— Interactive : Lors d’une approche interactive, il existe une coopération directe et
progressive entre le décideur et la méthode de résolution (Fig. 1.5). Ainsi, & partir de
connaissances acquises lors de la résolution, le décideur peut définir ses préférences
de fagon compréhensible. Ce processus est itéré plusieurs fois jusqu’a la satisfaction
du décideur. Toutefois, cette approche nécessite la présence du décideur tout au long
du processus de recherche.

Chacune de ces approche a ses propores forces et faiblesses. Le choix d'un type de mé-
thode dépend des propriétés du probleme a résoudre et des habilités du décideur. Au cours
de cette these, nous nous placerons dans le cadre des méthodes non-interactives, et prin-
cipalement des méthodes a posteriori. Dans ce dernier type d’approche, nous considérons
la phase d’optimisation et la phase d’aide a la décision. Toutefois, il faut noter que les mé-
thodes non-interactives peuvent également étre utiles lors de la conception d'une approche
interactive. Par exemple, lorsque cela est possible, la visualisation du front Pareto offre une
connaissance précieuse au décideur en vue de l'aider a formuler ses préférences.
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Dynamique des cellules tumorales et effectrices

Ce chapitre est consacré a la construction d’un modele d’évolution temporelle, inspiré
des modeles de Kuznetsov, reproduisant 1’évolution de deux populations cellulaires : les
cellules cancéreuses et les cellules effectrices. Ce modele sera représenté par un systeme
d’équations différentielles ordinaires décrivant la croissance des cellules cancéreuses et des
cellules effectrices, les différentes intéractions existantes entres les deux populations consi-
dérées ainsi que les effets d’une thérapie combinée : chimiothérapie et immunothérapie.

3.1 Présentation générale du modele

Il est tres important de décrire et comprendre comment le cancer évolue au cours du
temps afin d’essayer d’optimiser les différents traitements. Comme nous l’avons expliqué
dans le chapitre précédent, le systeme immunitaire détecte et détruit tout ce qui ne devrait
pas se trouver dans notre organisme, notamment les cellules normales devenues cancéreuses.
Cependant, certaines cellules cancéreuses développent des mécanismes pour échapper au
systéme immunitaire. De nombreuses recherches tentent de comprendre comment le systeme
immunitaire réagit lorsqu’il est confronté a une cellule tumorale.

Dans le méme contexte, nous proposons de développer un modéle mathématique simple
décrivant 'intéraction entre les cellules tumorales et les cellules du systeme immunitaires. Le
développement d'un tel modele nécessite la compréhension de l'intéraction entre ces deux
types de cellules ainsi que les différents mécanismes de croissance de chaque population
cellulaire. Pour la construction de ce modele, on s’inspire du travail de Kuznetsov et. al.
qui décrit la dynamique des populations de cellules effectrices et de cellules tumorales a
travers un systeme d’équations différentielles ordinaires. Ce modele a été validé par des
études expérimentales publiées sur les souris et les humains.

3.1.1 Description du modele

Afin de mettre en évidence 'interaction des cellules cancéreuses avec le systeme immu-
nitaire, nous allons modéliser la dynamique de croissance de deux populations cellulaires :
les cellules tumorales et les cellules effectrices du systeme immunitaire composées des cel-
lules tueuses naturelles (NK) ou les cellules spécifiques T. Pour la construction du modéle,
il est nécessaire de considérer les hypotheses suivantes :

— De nombreuses études ont montré que la croissance d’une population de cellules
tumorales est exponentielle pour de petites densités de cellules, mais la croissance est
ralentie lorsque la population augmente en taille. L’inhibition de la croissance peut
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étre provoquée par la compétion des cellules par des facteurs de croissance comme
l'oxygene et les nutriments, ou par des facteurs inhibiteurs de croissance produits
par les cellules tumorales. Dans le cas d'une croissance tumorale non exponentielle,
la dynamique est souvent décrite par I’équation logistique. Cependant, les cellules
effectrices sont toujours présentes dans le corps et meurent par apoptose.

— Le développement d’une tumeur dépend de 1’équilibre entre une réponse immunitaire
antitumorale capable d’éliminer les cellules cancéreuses des leur formation et les mé-
canismes d’échappement au systeme immunitaire. Ces mécanismes d’échappement
comprennent des mécanismes d’immunosuppression actifs, ¢’est-a-dire la capacité de
modifier la réponse immunitaire en elle méme et d’induire des cellules immunitaires
immunosuppressives bloquant les cellules effectrices. Nous considérons dans ce modele
que les cellules tumorales éliminent les cellules effectrices en libérant des immunosup-
presseurs. Nous considérons aussi que les cellules tumorales stimulent la prolifération
des cellules effectrices qui a leur tout exercent des fonctions de cytoxicité pour éliminer
les cellules cancéreuses.

A partir de ces hypotheses biologiques évoquées, nous allons construire un modéle ma-
thématique deterministe en temps continu puisque les processus physiologiques évoluent
en permanence et les réactions inter-cellulaires sont décrites en utilisant des taux empi-
riques. Comme nous ’avons indiqué précédément, nous nous sommes inspirés du modele
mathématique de Kuznetsov et al. qui décrit la réponse immunitaire anti-tumorale sans
traitement. Pour la construction du modele général, nous allons présenter les différentes
étapes de modélisation de deux populations cellulaires constituées d’'une populatiion des
cellules tumorales et d’une population des cellules effectrices. Pour cela, on pose :

— T'(t) : la densité des cellules tumorales a Iinstant ¢.
— E(t) : la densité des cellules effectrices a I'instant ¢.

Le modele que nous avons considéré prend en compte les processus de croissance naturelle
et 'interaction entre les deux populations cellulaires. Pour la modélisation de la croissance
des deux populations, nous considérons deux fonctions fr et fg. La fonction fr est une
fonction logistique qui illustre la croissance des cellules tumorales T'. Alors que la croissance
naturelle des cellules effectrices est modélisée par la fonction affine fg.

fr(T) = aT(1 = bT),

avec a le taux constant de croissance intrinseque des cellules tumorales et b 'inverse de la
capacité limite de ’environnement et des ressources.

fE'(E) =5 dE7

ou s est le flux constant des cellules effectrices du systeme immunitaire et d leur taux de
mortalité par apoptose.

Les interactions se produisant entre les deux populations cellulaires sont primordiales et
les modeles mathématiques de prédiction de I’évolution cancéreuse se doivent alors de les
considérer s’ils veulent étre réalistes. Ainsi nous avons fait le choix d’utiliser la fonction F' de
Michaelis-Menten pour modéliser la stimulation des cellules effectrices par la présence des
cellules tumorales et caractériser le taux d’accumulation de cellules effectrices cytotoxiques
dans la région de localisation des cellules tumorales. La fonction F' dépend des densités
T et E des deux populations cellulaires, d'un taux de croissance maximal p des cellules
effectrices prédateurs et d'une constante de mi-saturation g :

pT'E

F(T,F) =
( ) g+T
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En tenant compte des hypothéses concernant les effets négatifs des intéractions, on
suppose que chaque cellule effectrice tue n cellules tumorales et que chaque cellule tumorale
tue m cellules effectrices E. Les fonctions dp et dp décrivent la mortalité des cellules
tumorales et des cellules effectrices respectivement, due a I'intéraction :

dr(T, E) = nTE,

et
dg(T,E) =mTE.

A ce stade, nous allons transformer les hypotheses biologiques tel que présentées auparavant
en un modele mathématique a 'aide des différentes fonctions définies précédément. Par
conséquent, la dynamique des populations de cellules tumorales et effectrices est donnée
par le systeme d’équations différentielles ordinaires non autonome suivant :

T =a(l—bT)T —nET -
E=s—dE+ "% mTE (3.1)

Dans cette section, nous avons présenté le modele mathématique de Kuznetsov, ce modele
repose sur l'utilisation de systemes d’équations différentielles ordinaires pour modéliser la
croissance des cellules tumorales et leur intéraction avec les cellules effectrices du systeme
immunitaire. Ce type de modele permet de décrire et d’étudier I’évolution de la croissance
tumorale a grande échelle, lorsque la taille de la tumeur dépasse plusieurs millimetres, ainsi
il pourrait étre utilisé en clinique pour aider a prédire la croissance tumorale.

3.1.2 Premieres simulations numériques

Le calcul différentiel, et par conséquent les équations différentielles, sont aujourd’hui
extrémement présents dans de nombreux domaines scientifiques, et ont donné lieu a une
abondante bibliographie. Malheureusement, nombre de ces équations, si présentes dans la
plupart des problemes de modélisation, ne sont pas toujours résolubles de fagon analy-
tique, ou encore numériquement dans un temps raisonnable. Une alternative est apparue
et avec 'avenement du calcul scientifique, qui consiste a utiliser des méthodes de réso-
lution numériques. La simulation numérique est devenue partie intégrante du processus
de développement et de mise au point des systéemes dynamique complexes. La description
d’un systéme dans sa globalité conduit & une modélisation 1D (temporelle) ou modélisation
systeme. MATLAB contient de nombreuses méthodes pour résoudre les équations différen-
tielles ordinaires. Comme leur nombre croit avec les nouvelles versions de MATLAB, il
nous est impossible d’en donner une liste exhaustive mais les fonctions disponibles les plus
utilisées sont : ode23, oderdb, odelbs, ode23s and odell3. Chacune de ces méthodes est
en principe, capable de résoudre n’importe quel systeme d’équations différentielles, mais la
performance et la précision sont différentes pour chacune d’entre elles. Il est souvent difficile
de choisir la méthode appropriée; pour cela il faut une bonne connaissance des théories
mathématiques sous-jacentes. Nous proposons d’utiliser la méthode de résolution d’équa-
tion différentielle avec la fonction ode4b basée sur des formules explicites de Runge-Kutta.
Pour les parameétres du modele (3.1) présenté ci-dessus, nous allons utiliser les valeurs du
tableau suivant :

Figure 13 illustre I’évolution des deux populations cellulaires sous les différentes hypo-
theses biologiques prises en compte dans la construction du modele (3.1). Les résultats des
simulations numériques montrent que chez un patient imaginaire, en utilisant les valeurs
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TABLE 1: Parameétres du modele mathématique (3.1)

Parametre Déscription et Unité Valeur

a Taux de croissance de la tumeur (day=) 0.18

b b~! est la capacité limite de la tumeur (cells™) 2 x 10°

n Taux de mortalité des cellules tumorales par les cellules effectrices (day~'cells™) 1.101 x 1077
5 Flux constant des cellules effectrices (cells day™) 1.3 x 10*

d Taux de mortalité des cellules effectrices (day ™) 4.12 x 1072
p Taux de croissance maximum des cellules effectrices (day =) 0.1245

g Constante de demi-saturation (cells) 2.019 x 107
m Taux de mortalité des cellules effectrices par les cellules tumorales (day~'cells™) 3.422 x 10710

des parameétres de la table 1, avec une concentration de cellules effectrices de 108, lorsqu’on
utilise une valeur initiale des cellules tumorales égale a 10°, le modeéle prédit que la crois-
sance tumorale résultante ne peut pas étre controlée par le systéme immunitaire. En effet,
plusieurs études suggerent que des mécanismes immunologiques induisent la formation d’un
état de dormance des cellules tumorales chez des patients. Dans cet état, les cellules tumo-
rales potentiellement mortelles persistent chez le patient avec peu ou pas d’augmentation
de leur population. Le modele prédit 1'existence de cet état de dormance de la tumeur,
I’état stationnaire sur la figure 3.1.

3.5
= Cellules tumorales
3 —— Cellules effectrices

25

Nombre absolut des cellules

| | | 1 |
0
0 100 200 300 400 500 600

temps (jours)

F1GURE 13: L’évolution dans le temps de la dynamique des cellules tumorales et des cellules
effectrices, illustrant une oscillation en décomposition vers 1’état de dormance de la tumeur.
Le nombre initial des cellules cancéreuses et des cellules effectrices est Ty = Ey = 10°. Les
valeurs des parametres sont celles présentées dans la table 1.

Les résultats dans la figure 14 montrent que méme une seule cellule tumorale peut se
développer en une petite tumeur «dormante». C’est ce qu’on appelle le phénomene d’im-
munostimulation dans lequel de faibles quantités de cellules tumorales peuvent échapper
aux défenses immunitaires et se transformer en une grosse tumeur ce qui conduit a 1’échap-
pement de la tumeur. Nous remarquons aussi qu’apres 100 jours les cellules tumorales
atteignent une valeur maximale égale a 9 x 107. En effet, le nombre initial des cellules
tumorales augmente au cours du temps jusqu’a ce qu’'un événement stochastique provoque
une modification du taux de croissance tumorale et une croissance tumorale incontrolée
commence.

Le modele mathématique présenté est un modele générique qui montre les phénomenes
d’immunostimulation et de présence de tumeurs dormantes et repose sur des propriétés que
toute population de cellules effectrices devrait présenter. Le terme cellules effectrices peut
étre utilisé pour désigner des lymphocytes T cytotoxiques (CTL), des cellules tueuses natu-
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FIGURE 14: L’évolution dans le temps de la dynamique des cellules tumorales et des cellules
effectrices, illustrant une oscillation en décomposition vers 1’état de dormance de la tumeur.
Le nombre initial des cellules effectrices est Fy = 10° et la valeur initiale des cellules
tumorales est Ty = 1. Les valeurs des parametres sont celles présentées dans la table 1.

relles (NK), des macrophages, les cellules effectrices de réactions de cytotoxicité cellulaire
dépendant des anticorps, ou toute autre cellule impliquée dans la surveillance immunitaire
contre les tumeurs.

Les cellules cancéreuses sont attaquées et tuées par les cellules du systeme immunitaire
et donc la surveillance immunitaire des tumeurs spontanées peut étre efficace et importante
pour maintenir I'incidence du cancer a un faible niveau. Par conséquent, le développement
de I'immunothérapie dans le traitement de certains cancers est devenu un nouvel objectif
en cancérologie. Dans des études préliminaires, 'immunothérapie s’est avérée plus efficace
quand elle est administrée en association avec une chimiothérapie. Dans la section suivante,
on propose d’étudier le modele 3.1 sous l'effet des thérapies combinées : la chimiothérapie
et 'immunothérapie.

3.2 Prise en compte de I’effet d’une thérapie combinée

3.2.1 Combinaison d’une chimiothérapie et une immunothérapie

Les tumeurs peuvent étre bénignes ou malignes. En effet, les tumeurs bénignes ne sont
pas cancéreuses, elles peuvent souvent étre supprimées et dans la plupart des cas, elles ne
reviennent pas et elles ne se propagent pas a d’autres parties du corps. Alors que les tumeurs
malignes ont la capacité d’envahir et de détruire les tissus sains, ainsi de se propager avec
succes a d’autres parties du corps et se développer. Certains cancers ne forment pas de
tumeurs, comme par exemple, la leucémie qui est un cancer de la moelle osseuse et du
sang. Généralement, il existe plus de 100 types de cancers différents et chacun est classé
selon le type de cellule initialement affectée.

Notre systeme immunitaire joue un role majeur dans la limitation du développement de
ces cellules cancéreuses. Les cellules T auxiliaires C'D4, qui aident normalement d’autres
cellules du systéeme immunitaire lors d'une infection, et les cellules T tueuses C'D8, qui
attaquent et éliminent directement les cellules infectées, sont les cellules immunitaires les
plus importantes du corps pour se défendre contre les cellules cancéreuses. Dans le cas du
cancer, le systeme immunitaire seul ne parvient souvent pas a combattre efficacement la
tumeur pour les raisons suivantes :

— Le systeme immunitaire normal est «aveugle» aux cellules tumorales parce qu’elles
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sont dérivées des propres cellules du corps. Le systeme immunitaire «pense» donc a
la tumeur comme «soi» et ne peut pas la reconnaitre comme «étrangere», ce qui crée
un phénomeéne connu sous le nom de «tolérance immunitaire».

— Le systéme immunitaire peut reconnaitre certaines cellules cancéreuses, mais la ré-
ponse n’est pas suffisamment forte pour détruire le cancer.

— La tumeur a la capacité de se défendre.

Le systéeme immunitaire peut donc avoir besoin d’un coup de pouce pour étre potentiel-
lement en mesure de devenir plus efficace dans la lutte contre le cancer. Le cancer peut
étre traité par chimiothérapie, immunothérapie, radiothérapie, chirurgie, thérapie par an-
ticorps monoclonaux, etc. Le choix de la thérapie dépend de I'emplacement, du grade de
la tumeur, du stade de la maladie, de I'état médical et de I’dge des patients. L’élimina-
tion complete du cancer sans endommager le reste du corps est 'objectif du traitement.
Mais malheureusement, la plupart des traitements contre le cancer ont un effet négatif sur
les cellules normales du corps. A titre d’exemple, la chimiothérapie, qui est un traitement
agissant en tuant les cellules qui se divisent rapidement, I'une des principales propriétés de
la plupart des cellules cancéreuses. Cela signifie que la chimiothérapie nuit également aux
cellules qui se divisent rapidement dans des circonstances normales comme les cellules de
la moelle osseuse. Il en résulte les effets secondaires les plus courants de la chimiothéra-
pie : myé¢losuppression, diminution de la production de cellules sanguines, donc également
immunosuppression.

L’immunothérapie est I'une des approches les plus récentes de la thérapie anticancéreuse.
Elle repose sur I’hypothese suivante : «le systeme immunitaire est le meilleur outil dont
disposent les humains pour lutter contre le cancer». L’immunothérapie agit sur les globules
blancs, la premiere ligne de défense du corps contre les cellules cancéreuses, qui peuvent
étre stimulés de diverses manieres pour renforcer la réponse immunitaire du corps au cancer
avec peu ou pas d’effet sur les tissus sains. L'immunothérapie peut également étre utilisée
pour atténuer les effets secondaires d’autres traitements contre le cancer. Dans ce genre de
traitement, on applique un stimulant externe au systeme immunitaire pour le faire agir avec
plus de force, ou on fournit au systéme immunitaire des protéines, artificielles ou d’origine
naturelle, spécifiques aux tumeurs fabriquées a 'extérieur du corps afin que le systeme
immunitaire peut reconnaitre la tumeur comme une entité étrangere et la détruire.

Les développements récents en immunologie tumorale et en immunothérapie ont conduit
a se demander comment combiner le plus efficacement I'immunothérapie anticancéreuse et
la chimiothérapie. L’immunothérapie associée a la chimiothérapie peut étre importante d’au
moins deux manieres : lutter contre le cancer et protéger le patient contre une infection. En
effet, la chimiothérapie épuise le systeme immunitaire d’un patient, ce qui le rend vulnérable
a des infections dangereuses. Pour cette seule raison, il est souhaitable de renforcer le
systeme immunitaire aprés un cours de chimiothérapie a déficit immunitaire. De plus,
cependant, la capacité de mobiliser les propres défenses du corps pour combattre le cancer
peut étre une stratégie de traitement puissante. Le maintien d’un systeme immunitaire fort,
méme pendant la chimiothérapie, peut étre essentiel pour lutter contre le cancer.

3.2.2 Présentation du modele en présence de traitement

L’étude théorique du cancer par la modélisation mathématique est une approche tres
utile pour fagonner notre compréhension de la dynamique tumeur-immunitaire. Dans la
section précédente nous avons présenté un modele déterministe qui décrit l'intéraction
des cellules cancéreuses et des cellules effectrices, bien qu’il n’ait considéré qu’une seule
population de cellules immunitaires, il décrit efficacement des mécanismes de croissance,
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de suppression et de réapparition éventuelle des tumeurs. Dans ce qui suit, nous proposons
de développer un modele mathématique sur l'intéraction entre le cancer et le systeme
immunitaire sous 'effet des thérapies combinées : la chimiothérapie et I'immunothérapie.
Pour le développement d’un tel modele, il est nécessaire de considérer I’hypothese suivante :

— L’immunothérapie stimule directement les cellules effectrices. Par contre, la mort des
cellules tumorales et des cellules effectrices est induite par la chimiothérapie.

Pour décrire les effets de la thérapie combinée, on considere les fonctions suivantes : la
fonction i(t) qui décrit l'effet positif et direct de I'immunothérapie sur les cellules effectrices
et ¢(t) la concentration de chimiothérapie qui élimine u cellules tumorales T' et h cellules
effectrices E. Ainsi les fonctions vy et vy de mortalité des cellules cancéreuses et des cellules
effectrices par la chimiothérapie sont définies comme suit :

vp(t, T) = pe(t)T,
et
vp(t, F) = he(t)E.

Ainsi, la dynamique des populations des cellules tumorales et des cellules effectrices sous
I'effet des traitements de chimiothérapie et d’'immunothérapie est donnée par le systeme

suivant : )
{ T(t) = a(l =0T (¢))T(t) — pc(t)T(t) — nE(t)T(1)

E(t) = s — dE(t) + 22950 — mT(#)E(t) — he(t) E(t) + i(t)

(3.2)

Nous obtenons donc un systeme dynamique controlé, dont les variables de controle corres-
pondent aux doses des traitements de chimiothérapie et d’immunothérapie.

3.2.3 Positivité et bornitude des trajectoires

Pour étre biologiquement significatives, les trajectoires du systéeme (3.2) doivent étre
positivement invaraintes et bornées.

Proposition 1. Toutes les trajectoires du systéme (3.2), commengant dans R> +, sont posi-
tivement tnvariantes.

Démonstration. Pour prouver l'invariance positive des trajectoires, il suffit d’étudier le
comportement du champ vectoriel (T, E) sur la frontiere de Ri .

Si T tend vers 0 alors T' = 0.

Si E tend vers 0 alors £ = s+1i > 0, puisque ¢ > 0 et s > 0.

Par conséquent, le champ vectoriel (T E ) est pointé a 'intérieur de R2 puis les trajectoires
T et E du systéeme dynamique (3.2) sont positivement invariants. O

Montrons que le systéeme dynamique (3.2) fournit des trajectoires bornées méme si
t f= —+00.

Proposition 2. Supposons que

Pg
m’

d—p>mg—

Alors les trajectoires positives du systéme (3.2) sont uniformément bornées.
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Démonstration. Rappeler que

T=a(l—-bT)T — pcT —nET.

Notez que la fonction logistique a(1 — bT')T" est concave et nous avons
(1-0D)T < 2

all — -

— 4b’

puis,

T(t) < % — ucT ().

On en déduit par les calculs standards des équations différentielles linéaires que

T(t) < (1(0)

a

— Vvt > 0.
4bjic ’

—uct
) expH + 4bpuc

L’état T" qui correspond a la densité des cellules tumorales est donc bien borné.
Pour la bornitude de E, on a

E<s+i—dE+ 22 —mTE,

E<s+i—E(d+mT — 25%).

Supposons que %,,q. est la borne supérieure de 1.
On obtient alors I'inégalité suivante

B(t) < 5+ imas — E()(d+mT — L.

e (3.4)

L’objectif est de prouver qu’il existe @Q),, > 0 tel que

Considérons la fonction

L’analyse de () montre qu’elle admet un mininum a 1/p— —get
m

Py 1
Qm=Q(/ ~ —9)=d+ 1+ —)y/mpg—mg —p
Par contre, selon la condition (3.3) nous avons

P9
m

mg — < d—p,

1
—v/mpg < d—p—mg,
ce qui implique que
1
—(L+)ympg <d —p—my,

et alors

Qm > 0.

41



CHAPITRE 3. DYNAMIQUE DES CELLULES TUMORALES ET EFFECTRICES

Ainsi, 'inégalité (3.4) devient

E(t) < s+ tmar — E(t)Qm-
Nous concluons alors que

E(t) < (E(0) — gl)e_Q’”t + 51.

Ou Bl =S5+ imacc- ]

L’introduction des variables de controle dans le systeme permet d’avoir une action sur le
systéme, cela permet de réaliser des objectifs divers comme par exemple trouver les doses
optimales qui minimisent la densité des cellules tumorales. Les outils d’analyse d’un tel
modele puisent dans des théories mathématiques de plus en plus sophistiquées, offrant de
grandes perspectives de recherche, ainsi qu’ils permettent le développement d’une plate-
forme d’aide a la décision pour le staff médical, afin de définir des protocoles thérapeutiques
efficients.

Dans le chapitre suivant nous allons nous intéresser a la dynamique des cellules et leur
viabilité ; soit en les maintenant en dessous d’un seuil critique donné. Pour ce faire, il est
nécessaire de construire un noyau de viabilité qui permet de mesurer la pertinence de la
thérapie combinée en fonction de I’état des cellules lors du premier diagnostic.
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Les méthodes d’optimisation nécessitent une connaissance du futur, les hypotheses sont
donc faites une fois pour toute. Or les évolutions des variables décrivant des systemes en
biologie n’évoluent pas de facon déterministe, elles s’adaptent a leur environnement au
cours du temps. Nous nous intéressons dans ce chapitre a la théorie mathématique de la
viabilité qui permet cette adaptation d’une évolution a son environnement en ne faisant
qu’un nombre réduit d’hypotheses sur le futur.

4.1 Contraintes de viabilité

Comme nous 'avons défini dans la section 2.3, la théorie de la viabilité est 1’étude
de systeémes dynamiques controlés soumis a un ensemble de contraintes de viabilité. Pour
chaque état du systeme, il existe un certain nombre d’évolutions gouvernées par le systeme
dynamique contrélé. Dan ce chapitre, nous cherchons a déterminer les suites de contréles qui
permettent a une évolution du systeme (3.2) de satisfaire pour toujours les contraintes de
viabilité que nous allons détérminer par la suite. Les évolutions qui restent dans ’ensemble
de contraintes pour toujours sont dites viables. L’ensemble de tous les états du systeme a
partir desquels part au moins une évolution viable est appelé le noyau de viabilité.

4.1.1 Evolutions du systéme contro6lé

Soit X = R? I'espace des états du systéme (3.2). Une évolution ¢ € [0, +oo[— z(t) € X
décrit I'état du systéme pour tout ¢ € [0, +oo[. Elle peut étre influencée par les controles
qui correspondent aux actions extérieures agissant sur les doses des traitements de chimio-
thérapie et d’immunothérapie.

L’évolution de I’état du systéme est gouvernée par le systéme dynamique controlé (3.1),
et les conditions suivantes sont donc remplies :

3{ i(t) = f(z(t), u(t)) (4.1)

u(t) € U(z(t)) pour presque tout t > 0,
otz = (T,E), u=(c,i) et la fonction f:R% x U — R? qui est définie par :

f(m,u) = (f1<x>u)a fg(x,u)),

avec
filz,u) = a(l=bT)T — pc(t)T —nET, (4.2)
= 55— P m — he ?
folz,u) = s—dE+ JiT TE — he(t)E +i(t). (4.3)
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Les controles u(t) appartiennent a un ensemble U(z(t)) C R? qui dépend de I'état du sys-
teme au temps t. A partir d’un état initial g, il peut exister plusieurs évolutions possibles,
en fonction des différents choix de controles au cours du temps ¢ — u(t). Une solution
du systeme (4.1) est une évolution ¢ — z(t) telle qu’il existe une fonction de contréle
mesurable ¢ — u(t) telle que les conditions de (4.1) soient vérifiées presque partout. On
note S(x) 'ensemble des évolutions issues de = gouvernées par le systéme controlé S, i.e. :

i(t) = f(x(t), u(t))
S(z) = {$(>’$(O> = 7o et { u(t) € U(x(t)) pour presque tout ¢ > 0 }

4.1.2 Ensembles de contraintes

L’originalité de la théorie de la viabilité est de s’intéresser a des systemes controlés sou-
mis a des contraintes de viabilité. Soit K C R™ un ensemble de contraintes de viabilité. Une
évolution est viable dans K si sa trajectoire reste toujours dans I’ensemble de contraintes
K :

vVt >0,x(t) € K.

Un ensemble K est viable pour le systéme contrdlé (4.1), si pour tout x € K, il existe une
solution de (4.1) partant de z et viable dans K.

La chimiothérapie et I'immunothérapie ayant des effets secondaires indésirables, la dose
de ces traitements est tres sensible et ne doit pas dépasser un seuil maximal qui dépend
de plusieurs criteres liés a chaque patient. Nous supposons donc que la concentration de
chimiothérapie ¢ et d’immunothérapie ¢ est limitée comme suit :

et
0 S i S Z.max-

L’ensemble des contraintes U pour le controle est défini comme suit :
U = [07 Cmaa:] X [Ovimax]

Le corps humain est constitué d’un grand nombre de cellules, organisées en tissus et or-
ganes, ayant chacune sa propore fonction. L’organisme est naturellement automatisé pour
maintenir son équilibre global et dans chacune de ses fonctions. Ainsi, la mort cellulaire est
en équilibre constant avec la prolifération cellulaire pour assurer un bon fonctionnement du
corps humain. Par conséquent, 1’état de survie d’'un patient est lié aux densités des cellules
tumorales et des cellules effectrices dans le traitement d’un cancer. Ceci s’exprime par les
contraintes suivantes sur les états :

0 S T S Tmaa}
et
Emin S E S Emax

Donc, l'ensemble de contraintes de viabilité K sur les états du systeme (4.1) est défini par :
K = [OaTmar] X [Emin7Emax}

Nous devons faire face a un systéme contrélé avec des contraintes sur les états. L’analyse
de ce modele par les outils de la théorie de viabilité nous permet de définir le noyau de
la viabilité. Dans le cas du modele étudié (4.1), la détermination du noyau de viabilité
correspond a l'identification des chances de survie d’un patient sous traitement en fonction
de I’état de ses cellules au premier diagnostic, c’est I'objet de la section suivante.
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4.2 Noyau de viabilité

La théorie de la viabilité apparait tout a fait pertinente dans le cadre d’applications
dans le domaine de la biologie. En effet, un probleme biologique, notamment le cancer, peut
s’exprimer sous la forme d’'un systeme dynamique qui doit étre maitrisé par un traitement,
et doit répondre a un certain nombre de contraintes. Le concept essentiel est le noyau de
viabilité, qui est 'ensemble des situations initiales a partir desquelles au moins une évolution
viable commence. Le noyau de viabilité associé au systéme controlé (3.2) est défini comme
suit :

Viab(K) = {(Ty, Eo) € K|3(c(.),i(.)) Vvt >0, (T(t), E(t)) € K}

tel que

4.2.1 Existence du noyau de viabilité

Au coeur de cette théorie, le concept de noyau de viabilité est fondamental. Le modele
de I’étude correspond a 1’évolution :

¥ = f(x,u)
z(0) =z, et u(t) e U (4.4)
contrainte a x(t) € K, vVt >0
Pour ce systeéme controlé, le noyau de viabilité existe si la fonction f satisfait les conditions
suivantes :
e f est continue et convexe par rapport a u.
e [ est convexe.
e f est a croissance linéaire par rapport aux états.

Dans ce cas, le noyau de viabilité peut étre identifié comme l’ensemble des conditions
initiales zy € K pour lesquelles une trajectoire viable existe (z(t) € K,Vt > 0), ou K est
I’ensemble des contraintes.

Dans le cas de notre systeme (4.1), il est clair que la multifonction f est continue car
TE

g+T

elle a été construite sur une sommation de fonctions continues incluant la fonction

qui est continue sur K puisque le dénominateur g + 7' ne s’annule jamais sur K.
L’ensemble U = [0, Cinaz] X [0, imaz] €st compact puis convexe. Quant a la convexité
de la multifonction f, cela peut étre fait par différentes méthodes, il suffit de prouver que
le Graph de f est convexe ou simplement de voir que f est composé de deux fonctions
convexes.
De plus, f est a croissance linéaire et satisfait 'inégalité suivante :

Si 3b > 0 tel que Vo € K : sup || f(z,u) ||<b(]| X || +1)

Apres avoir vérifié les conditions suffisantes pour I’existence du noyau de viabilité (éventuel-
lement vide) correspondant a notre systéme, nous prouverons dans le paragraphe suivant la
non-vacuité du noyau de viabilité. Pour ce faire, nous démontrerons ’existence d’au moins
un point d’équilibre viable et stable. Généralement, ’équilibre est dit viable s’il satisfait
les contraintes de viabilité.

Nous nous intéressons a 1’équilibre d’annihilation ou la densité des cellules tumorales

est nulle, (0, Z4L) est viable si :

o+
in S S Emax
d+ hc
Ainsi, nous pouvons définir les valeurs minimum et maximum %,,;, et i, de 'immu-
nothérapie comme suit :

En,
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L4 me = Emzn(d + hcmzn) — 0
L4 imax - Emaa:(d + hcmaac) — 0

A partir de ces résultats, on peut définir le nouvel ensemble de contraintes U* pour le
controle, pour lequel 1’équilibre d’annihilation est viable :

U* == [0, Cma:c] X [Zmzna Z‘ma:ct]

4.2.2 Calcul analytique du noyau de viabilité

L’objectif de cette partie est de calculer analytiquement le noyau de viabilité pour
le modele bidimensionnel (4.4) décrivant la compétition entre les cellules tumorales et les
cellules effectrices. Pour ce faire, nous proposons de calculer les trajectoire limites du noyau
de viabilité correspondant au systeme dynamique (4.4).

On définit la courbe €7 comme l’ensemble des points (T, E') satisfaisant :

T = —(a(l = bT)T — pcT — ET)
E' = —(0 —dE + 2% — BTE — hcE + 1)
E(O) E1 Emm et T(O) T1

ol Ty est choisi tel que E'(0) = 0.

Il s’agit d’une évolution satisfaisant le systeme inverse du systéme étudié (4.4) avec le
choix de la commande (¢,7) = (Cmaz, imaz) €t partant de 1’état initial (77, ). Donc T} est
la solution des équations suivantes :

0 — dEmzn + pli - BTEmzn - hcmaxEmin + lmaz = 0
g+T
(0‘ - dEmzn hcmamEmm + Zmax)(g + Tl) + PTl - BTl min (g + T ) 0

On aboutit a cette équation du second degré ou T} est la vraie solution positive :
—BE i T?+(0—dErin—hCmas Emin~timaz—B8Emin+pEmin) T+ (0 —dEpin—hCmaz Emintimaes )9 = 0
Ensuite, nous définissons C' par :

Ci={(T.E)|E = fil(T),0 < T < Thaa}

Autrement dit, C est la solution de I’équation différentielle ci-dessous, la courbe de cette
solution rencontre les limites de K en un point (T, £¥) :

/ E
f[H(T) = T avec la condition initiale T7.

Nous définissons maintenant la deuxiéme courbe Cy comme l'ensemble des points (7, E)
satisfaisant :
—(a(l — bT)T pucT — ET)
= —(0 — dE + 25 — BTE — hcE + )
E(O) =Fy = Ema:C et T(O) T

Ot Ty est choisi tel que E'(0) = 0.

Il s’agit d’une évolution satisfaisant le systeme inverse du systeme étudié avec le choix
de la commande (¢,7) = (Cmin, tmin) €t partant de I'état initial (Ts, Es).

Nous définissons Cy par :

C2 = {(Tv E)|E = f2(T)aO <T< Tmax}

Donc Cs est la solution de I’équation différentielle :
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/

f(T) = T avec la condition initiale T5.
Ainsi, le noyau de viabilité de notre systeme dynamique est défini par :
Viab(K) ={(T,E)|E < fo(T) si T > T,}

Figure 15 illustre le noyau de viabilité en bleu et représente la trajectoire limite Cy qui
rencontre les bords de I'ensemble K aux points (T, E¥) et (T,, E,) avec les valeurs des
parametres de la table. Cependant, la solution C n’est pas représentée sur cette figure car,
pour ces valeurs, C'; ne rencontre a aucun moment I’ensemble K.

Emax

Emin

(T*2,E*2)

Tmin Tmax

FIGURE 15: La courbe C] ne rencontre en aucun point ’ensemble des contraintes, donc la
courbe limite Cy définit le noyau de viabilité correspondant au systéme étudié dans le cas
oll Epin =4 x 10° |, Epe = 108, cin = 0 et i, = 0,03

La courbe (5 caractérise le noyau de viabilité qui correspond aux états des cellules lors
du premier diagnostic a partir duquel on peut définir un protocole d’une thérapie combinée :
chimiothérapie et immunothérapie, pour garantir les restes dans I’ensemble des contraintes
et évaluer les chances de rémission d’un patient. Cependant, la définition ou le calcul
analytique du noyau de viabilité reste difficile, c’est pourquoi des algorithmes spécifiques
ont été développés pour aborder le noyau de viabilité et c’est le but de la section suivante.

4.2.3 Approximation du noyau de viabilité

Compte tenu de la complexité des preuves analytiques pour calculer les trajectoires
limites exactes d'un noyau de viabilité, de nombreux algorithmes ont été développés pour
donner une approximation du noyau de viabilité. Bien que ces algorithmes d’approximation
nécessitent de la mémoire et de 1'espace de stockage et qu’ils donnent parfois des résultats
difficiles a gérer, leur application fournit des informations intéressantes sur le noyau de via-
bilité. Parmi les différents algorithmes d’approximation d’un noyau de viabilité on trouve :

— L’algorithme de Patrick Saint-Pierre qui utilise une discrétisation de l'espace
d’états sur une grille réguliere.
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— Kaviar, I'algorithme de Guillaume Deffuant et al. utilise des machines a vecteurs de
support.

— Coquelin et al. proposent une approche de programmation dynamique qui ne per-
met pas un gain en espace mémoire mais en temps de calcul.

Nous avons également utilisé Kernel Approximation for Viability and Resilience
ou Kaviar [55] qui est un logiciel gratuit, programmé en Java, utilisant les machines a
vecteurs de support, et est largement utilisé pour donner des approximations des noyaux de
viabilité, bassins d’attraction et valeurs de résilience. Pour approcher le noyau de viabilité,
il faut d’abord écrire le systéme avec toutes les conditions initiales nécessaires sur Java
tout en définissant l’ensemble des contraintes sur les états et les controles. Donc, pour
I’approximation, nous utilisons les valeurs indiquées dans la figure 16a suivante :

Kaviar dev =

2

Dynamical syste MyModel

Upper dim2. 1000

public MyModel () {
this.nbDim = 2;

this.nbDimControl = 2;
this.initSystem();

this.lowerBoundState [0] 0:

100:

(float) (0.4);
100;
this.lowerBoundControl [0] = O;
this.upperBoundControl_ [0] = 25;
this.lowerBoundControl [1] = (float) (0.03);
this.upperBoundControl [1] = 47:

this.upperBoundState [0]
this.lowerBoundState [1]

this.upperBoundState [1]

stste ofthe

(a) Code source du programme écrit (b) Interface graphique du logiciel Ka-
dans Java. viar

FI1GURE 16: Logiciel Kaviar

La figure 16b illustre l'interface de Kaviar qui offre plus d’options concernant la configu-
ration SVM [11] (support vector machines) qui sont des modeles d’apprentissage supervisé
avec des algorithmes d’apprentissage associés qui analysent les données utilisées pour I’ana-
lyse de classification et de régression.

Dans la version 1.0 du logiciel Kaviar que nous avons utilisée, nous pouvons définir des
contrdleurs lourds pour I'approximation du noyau de viabilité ou des controleurs optimaux
pour les bassins de capture et les approximations des valeurs de résilience. Apres I'exécution
du programme, nous obtenons I’approximation suivante du noyau de viabilité correspondant
au systeme (4.1), le résultat peut étre visualisé en 2D ou 3D.

La figure 17 montre 'approximation du noyau de viabilité, par le logiciel Kaviar, en
couleur bleue. Les points rouges sont les points qui n’appartiennent pas au noyau de viabilité
alors que les points jaunes lui appartiennent. Nous remarquons donc que 'approximation
du noyau donnée par le logiciel Kaviar convient au résultat du calcul analytique du noyau
de viabilité correspondant au systeme controlé (4.4) étudié, ce qui prouve lefficacité du
logiciel pour les systemes dynamiques a deux dimensions.

Le noyau de viabilité calculé précédemment, permet de déterminer les états initiaux a
partir desquels un protocole de thérapie combinée peut étre défini pour rester dans 1’en-
semble des contraintes d’état. Cela correspond a fournir des doses du traitement : chimio-
thérapie et immunothérapie avec lesquelles on peut déterminer les chances de rémission du
patient par rapport a son état de santé lors du premier dépistage. Cependant, a partir de
la figure 17, Nous remarquons que le traitement par thérapie combinée : chimiothérapie et
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FIGURE 17: Approximation du noyau de viabilité par le logiciel Kaviar

immunothérapie donne des résultats efficaces qu’avec une forte densité de cellules effectrices
et une faible densité de cellules tumorales au premier diagnostic.

Dans le chapitre suivant, nous cherchons a trouver la thérapie combinée qui minimise
les doses du traitement tout en assurant la survie du patient. Le principe du maximum
de Pontryagin nous permet d’identifier les niveaux d’équilibre réalisables en fonction des
conditions initiales et des parametres du modele.
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Optimisation des traitements de cancers

Il est bien connu que le systéeme immunitaire a un impact sur le succes de la chimiothé-
rapie, par conséquent, la combinaison de protocoles de chimiothérapie et d’immunothérapie
suscite un grand intérét en oncologie. Cependant, cette combinaison est difficile pour les
patients, alors il conviendrait de minimiser la quantité totale de médicaments tout en pré-
servant leur efficacité. Dans ce qui précede, nous avons inséré dans le modele de Kuznetsov,
deux contréles correspondant a deux types de traitement : la chimiothérapie et I'immu-
nothérapie. Ainsi, nous avons étudié la viabilité de ce modele sous contraintes d’états. Ce
résultat permet d’évaluer les chances de rémission d’un patient en fonction de son état au
premier diagnostic. Néanmoins, cette étude ne prend pas en compte les effets secondaires
des traitements, qui sont présentés dans ce chapitre sous la forme d’un probleme de controle
optimal.

5.1 Chimiothérapie et immunothérapie : un probleme
du contréle optimal quadratique

La théorie du contréle fournit un cadre conceptuel adéquat pour I'analyse des systemes
évolutionnaires en fonction des variables de décision. Le systeme abordé dans notre cas
est d’origine biologique : il décrit l'interaction entre deux populations cellulaires (cellules
tumorales et cellules effectrices) en présence de deux types de traitement (chimiothérapie
et immunothérapie).

5.1.1 Problématique

La résolution du probleme de contrdle optimal consiste a définir une fonction objective
qui dépend de la densité des cellules tumorales et de la quantité totale de médicaments
soumis au systeme dynamique (3.2). L’objectif est d’explorer des stratégies optimales com-
binant des traitements de chimiothérapie et d’immunothérapie permettant de minimiser la
densité des cellules tumorales avec une toxicité minimale dans le corps du patient. La fonc-
tion objective implique un controle quadratique tel qu’il est utilisé dans plusieurs travaux,
pour modéliser la gravité des effets secondaires du traitement.

Nous associons alors au systeme (3.2), une fonction objectif avec un contrdle quadra-
tique, minimisant la densité des cellules tumorales et la quantité totale de médicaments
comme suite :

Pour u(-) = (¢(-),i(-)) € L>([0,tf], U), on définie
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Iw = [ Y L (), ult))dt, (5.1)
Avec

L(z,u) =T+ w16—102 + wge—zza.
2 2

T est la densité des cellules tumorales, ¢(t) décrit la quantité de doses de chimiothérapie
et i(t) I'injection d’immunothérapie. Les poids w; et wsy, prennent des valeurs comprises
entre 0 et 1, sont considérés pour favoriser un traitement par rapport a un autre. Par
contre, comme la densité des cellules tumorales et les doses de traitement n’ont pas le
méme ordre de grandeur, il faut introduire €; et €5 qui sont des facteurs de mise en échelle.
Cela nous permet de déployer plus clairement la dynamique de la population avec une
fonction objectif.

Le probleme est de minimiser la fonction objectif J sur U := L>°([0, %], U). Ces consi-
dérations conduisent au probleme de contrdle optimal suivant :

Minimiser J(u) = | L), u(t))dt

s.t. < (5.2)
b= J(a(t),u(t), pour ¢ € [0,1]
x(0) = xo.

5.1.2 Existence du controéle optimal

Maintenant, en plus d’un probléeme de controle, on se donne un probleme de minimisa-
tion qui consiste a trouver une trajectoire qui minimise la fonction coiit (5.1) parmi toutes
les solutions du systeme (3.2). Une telle trajectoire, si elle existe, est dite optimale pour ce
cotit. L’existence de trajectoires optimales dépend des hypotheses de régularité du systeme
étudié et du cotit. Il se peut aussi qu’'un contrdle optimal n’existe pas dans la classe de
contrdles considérés, mais existe dans un espace plus gros.

Théoréme 5. Pour chaque controle uw € U il existe une solution unique x = (T, F) du
systéme (3.2) défini sur [0,t¢].
De plus, le probléme (5.2) admet un contréle optimal u* € U tel que :

min J(u) = J(u").

ueU
Démonstration. Pour prouver ce théoreme, nous devons prouver le lemme suivant
Lemme 1. La fonction f(.,U) est continue pour tout u € U et il existe des constantes
positives Cy et Cy telles que pour tout (z,2',u) € (R2)? x U

| f(z,u)
| f(2' u) — f(z,u)

< Ci(+ x|+ ]ul), (5.3)
< Gyl —z| (14| ul). (5.4)

de plus
1. U est compact et conveze.
2. f est linéaire par rapport au controle u.

3. L’intégrande L de J est continue, convexe par rapport da la deuxieme variable, sur U
et bornée par Ayu® ou Ay >0 .
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Preuve du Lemme 1 :
Pour la continuité de f et en tenant compte de 'expression (4.2), la partie droite du
systéme (3.2) doit étre continue. Nous voyons que seul le coté droit de F a une chance
d’g:cga discontinu. Puisque g et T sont tous les deux positifs, cela élimine la possibilité que
p

g+
continue.

De plus, nous avons

soit indéfini. Par conséquent, le systéeme entier est continu, et donc la fonction f est

TE

flz,u < |la(l =0T — pucl —nET | + s—dE—I—'Oi—mTE—th—i-i,
+T
)

< 4b—|—uc|T]+|nET|+s+d|E|+p|E!+m]ET!+hc|E!+|z|
< Zb+3+(d+p)|E|+(nEmax+mEmax)|T|+(MTmax+hTmax)|C|+|i|v
< CGi(l+ [z [+ |ul)

ot Cy = max (5 + 8,d+ p, Emae + MEna, 1T mae + M nae, 1).
Pour la lipschitziennité de f par rapport a la deuxiéme variable, on a :

| f(a' u) — f(z,u) | | a(1 =0T)T — pcT —nET —a(1 —bT")T' + pcT’' — nE'T" |

—ap+ TE rE—hep 4 ap — PTE
g+T g+1T

alT—=T|4ab|T-=T||T+T | +pc|T =T |+nE" | T -T"|
gT(E - E')+ TT'(E — E')

G D@+ T) |
mT |E—FE |+mE |T—T" |+hc| E—-E"|,
(a4 2abTee + (M 4+ 1) Epaz) | T — T |
| E—=E"|(d+(m+n)The +20)+ || (| T=T |+ [ E—E"),
Cola —ax| (1+ | ul),

IA

+mT'E" + heE' |,

IN +

nT |E—FE |+d|E—E|+p]|

IN + IN +  +

avec Cy = max(ky, ko, 1), k1 = a 4 2abT 100 + (M 4 1) Epar €t ko = d 4+ (m + n)Thaz + 2p.
A ce stade, il faut mentionner que la continuité de la fonction f et les conditions (5.3) et
(5.4) assurent l'existence d’une solution du systéeme dynamique (3.2).

Maintenant, pour la deuxieme condition du lemme 1, nous remarquons que l’ensemble
U est fermé et convexe par définition. Tandis que pour la convexité de l'intégrande L de
J(u) par rapport a la variable de controle u = (¢, ), nous avons besoin de montrer que

L(T,E, (1 — p)cy + pea, (1 — p)iy + piz) < (1 —p)L(T, E, c1,i1) + pL(T, E, ca,12).
Ainsi, la différence suivante doit étre négative
L(T,E, (1 —p)ey + pea, (1 — p)iy + pis) — (1 — p)L(T, E,c1,11) — pL(T, E, co,12) < 0.

Nous avons L(T, E, (1 — p)c1 + pea, (1 —p)iy + pis) — (1 —p)L(T, E, ¢1,11) — pL(T, E, co, i2)
= w1 3p(p — 1)(c1 — 2)* +weZp(p — 1)(i1 — i2)?,
=pp — D[wi%(er — 2)® + w2 (i — i2)?].
Puisque 0 < p < 1, alors
p(p—1) <0,

et

wlé(cl — CQ) -+ wWo 1 — Z2)2 > 0.

2(
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Ceci implique
L(T,E, (1 —p)er + pea, (1 — pliy + pia) — (1 = p)L(T, E, c1,11) — pL(T', B, ¢2,45) < 0.

De plus, pour la quatrieme condition, nous avons

T(t)—i—wl%lc +w2€§2@ >w1%1c +w26§212

si e;w; < eywy alors nous obtenons

w
UH%C + wy 522> 121(02+i2).

ce qui implique que

T(t) + w%& 4 wQ%ﬁ > A | (e,d) |2,

Gwr . .
. Sinon si €swy < €1w7, nous obtenons A; =

€2W2

ou A; = par le méme raisonnement.

Par conséquent
L(I,U,) > Al | u |2a
avec x = (T, F) et u = (¢, 1). O

5.1.3 Caractérisation du controéle optimal

Apres avoir justifié Uexistence d’un controle optimal pour le systéme (3.2), nous allons
dans ce qui suit le caractériser a ’aide des conditions nécessaires d’optimalité données par
le principe du Maximum de Pontryagin.

Une trajectoire peut étre paramétrée comme la projection d'une solution d’un systeme
hamiltonien contraint. Considérons a nouveau le systeme controlé :

@ = f(t,z(t),u(t)),

x(ty) = .
Ouz=(T,E), u=(ci) €U =10,Cnaz)] X[0,0maz] €t f est définie par (4.2). Soit (z*,u*)
un processus optimal pour le probleme (5.2), il existe donc une application absolument
continue A telle que X : [0,¢;] — R?, appelé vecteur adjoint. Les équations suivantes sont
satisfaites pour presque tous les t € [0, ] :

w(t) = Gr(t,x(t), A1), u(t),
A(t) = =G (8, 2(t), A(t), u(t)
maxuer H(2(t), A(t), u(t)) = H(a"(t), At
M(ty) = Xa(ty) = 0.
La condition (5.8) est appelée condition de transversalité sur le vecteur adjoint. La condition

(5.7) est appelée condition de transversalité sur le Hamiltonien.
le Hamiltonien H associé au probleme 5.2 est défini par :

yut(t)) = C*,

S B =S
~— — ~— ~—

(5
), (5.
) (5

(5

TE
H = T+w1§c —|—w2 5 2 2+ i (a (1—bT)T—ucT—nET)—{—)\g(s—dE’—i—%—mTE—th+i),
g

et A = (A, Ag) tel que :

N = M(2abT + pic+nE — a) + Ao(mE — £2255) — 1.
o =T + Ao(d +mT + he — £45)
Ai(ty) = Ao(ty) = 0.
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Puisque les controles sont bornés, nous définissons le lagrangien comme suit :
L=H—Wi(t)e(t) — Wa(t)(1 — c(t)) — Wa(t)i(t) — Wy(t)(1 —i(t)). (5.9)

La fonction Lagrangienne (5.9) est une fonction mathématique qui peut étre définie une
fois le probleme d’optimisation sous contraintes posé; elle est égale a la somme de la
fonction objectif (5.1) et d’une combinaison linéaire des contraintes. Les coefficients de
cette combinaison linéaire sont appelés multiplicateurs de Lagrange W;(t) > 0 tels que :

o Wi(t)e(t) =0 et Wa(t)(1 —c(t)) =0 a Poptimum c*.
o Wi(t)i(t) =0 et Wy(t)(1 —1i(t)) =0 a l'optimum ¢*.

Pour caractériser (c¢*,i*), nous analysons la condition d’optimalité nécessaire

oL oL
%zoetE:O
Nous avons,
aal::%[j—wﬁvLWQ ou ewic— Ml — hE — W, + Wy =0,
et
((ijialj—W3+W4 ou eqwol + Ay — W3+ W, =0.

En utilisant des arguments standards d’optimalité, nous caractérisons le contrdle opti-
mal comme :

)\1,uT + )\QhE +

¢ = min(1, (M52
)\
= in(1 .
= min(L(Z2))
Avec :
I { rsir>0
rt = )
0 sinon

Puisque la dérivée seconde du lagrangien par rapport a c et ¢ est positive, un minimum se
produit a (c*,i*).

A ce stade, nous avons exprimé le controle en terme d’états (T, ) et d’états adjoints
(A1, A2), en appliquant le principe du maximum de Pontryagin. En réinjectant cette ex-
pression de contrdle dans la dynamique des états et co-états, on obtient un systeme ha-
miltonien. Dans ce qui suit, nous donnons quelques simulations numériques illustrant les
résultats théoriques.

5.1.4 Simulations numériques

Le modele général conduit a des propriétés qualitatives de 1’évolution du cancer. Ce-
pendant, il serait pertinent d’étudier des types particuliers de cancer avec des ensembles
spécifiques de parametres. Dans cette section, nous utilisons les données mises a disposition
dans la table 1. Parmi les nombreuses méthodes numériques, nous utilisons la méthode de
tir présentée dans le chapitre 1, pour calculer la solution optimale du probleme (5.2) en
résolvant le systeme hamiltonien dérivé du principe du maximum de Pontryagin et cor-
respondant aux conditions initiales (7, Ey), ainsi que les conditions finales sur les états
adjoints (A1(ty), A2(tr)) = (0,0).
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Les doses de traitement c et ¢ sont normalisées entre zéro et un, leur ordre de grandeur
est donc 0. Cependant, ’ordre de grandeur des cellules tumorales est 6. Dans ces simulations
numériques, la dynamique du systeme a été adimensionnée a 1’aide d’une échelle de concen-
tration d’ordre de grandeur Ey = 10° pour les cellules effectrices et Ty = 10° pour cellules
tumorales. Alors que le temps est mis a I’échelle par rapport au taux de désactivation des
cellules tumorales 7 = nTyt. Ensuite, le systeme dynamique (3.2) devient :

Z=a(l — B2)z —0ic(1)z —yz
y:a—5y+7ﬁi—rzy—9zC(T)y+i(T) (5.10)
2(0)=1et y(0)=1

E
Avec z = — et y = e Nous utilisons les valeurs des parameétres dans le tableau 1 pour

1o
définir les nouvelles valeurs des parametres du systéme adimensionné (5.10), comme suit :

a=-2 —1636 B=0Ty=2x10"% 6 =-H —08
nly p nTy
P
- — 01181 0= — —03743 p=-L —1131
nEOTO TlTO p Nig
m g
000311 = =06 — 9 _90.19
" n 2 nTO " TO

On retrouve numériquement le contréle optimal minimisant la fonction objectif suivante :

Jed) = [7 0 +uG ) + wn i),

Ou les facteurs d’échelle €; et €5 sont égaux a 1 car I'ordre de grandeur de z est 0. Par
conséquent, a des fins numériques, nous discutons les résultats obtenus selon les valeurs
de w; et wy. Dans un premier temps, nous utilisons un w; inférieur a wo ce qui 