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3.3 Lemme de compacité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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Notations
Ω : ouvert de RN

∂Ω : frontière topologique de Ω

p : Ω→ R,
p+ = sup

x∈Ω
p(x)

p− = inf
x∈Ω

p(x)

p∗(x) = Np(x)
N−p(x)

.

p∗− = Np−

N−p+ .

p∗+ = Np+

N−p−

~p(x) = (p1(x), ....., pN(x))

~p+ = (p+
1 , ...., p

+
N)

~p− = (p−1 , ...., p
−
N),

p+
+ = max{p+

1 , .., p
+
N}

p+
− = max{p−1 , .., p−N}
p−− = min{p−1 , .., p−N}
p∗− = N

N∑
1=1

1

p−i
− 1

p−,∞ = max{p+
−, p

∗
−}

W 1.p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : |∇u| ∈ Lp(Ω)}
Lφ(Ω) : L’espace d’Orlicz généré par la fonction : φ(t).

u ∈ W 1,p(x)(Ω) : L’espace de Sobolev Généralisée.

W 1,~p(·)(Ω) : L’espaces de Sobolev Anisotrope.

div(u1, .., uN) = ∇u = (∂x1u, ∂x2u, ..., ∂xNu)

∂xiu = ∂u
∂xi

div(∇u) =
N∑

1=1

∂2u

∂x2
i

∆p =div(|∇u|p−2∇u)

∆p(x) = div(|∇u|p(x)−2∇u)

∆ ~p(x)
=

N∑
1=1

∂xi(|∂xiu|pi(x)−2∂xiu)
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Abstract

The purpose in this work is to investigate problems involving three cases of

weighted differential operators. In the first part, we study the limit case of some

elliptic problems involving nonlinearities having the maximal growth with Dirichlet

boundary condition. We apply the new variationnel result by ”Ricceri ” to prove

the existence of multiple nontrivial solutions using Trudinger-Moser estimates. Pre-

cisely, we are interested in extending some results to a more general class of elliptic

equations and systems. The second part, we extend the result of the last section to

general elliptic systems of two second order nonlinear partial differential equations

governed essentially by the N -Laplacien operator using the same Ricceri’s principle

proving the multiplicity of solutions. The third part is devoted to the study of the

generalized elliptic both equation and systems governed by the p(x)-Laplacien ope-

rator. The non homogeneity, the non linearity and the loss of the compactness of

the embedding Sobolev in Lebesgue spaces where Ω = RN , are the major obstacles

in our study. This result is then extended to more generalized systems of two equa-

tions. The last part is an application of Ricceri’s principle to solve elliptic problem

involving an anisotropic operator. When dealing with our problems, in both limi-

ting and generalized case the main difficulty is to prove the compactness of energy

functionals. Concerning the Anisotropic case difficulty is mainly due to the nature

of the involved norm.

2010 Mathematics Subject Classification. 35J35, 35J60, 35J66.

Key words and phrases. Limiting case ; maximal growth ; Trudinger-Moser’s in-

equality ; p(x)-laplacian ; Ricceri’s principle.
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Résumé :

L’objectif de ce travail est l’étude de divers problèmes d’équations aux dérivées

partielles non linéaires du type elliptique faisant intervenir des opérateurs non linéaires

du type p-Laplacien avec poids. Nous montrons quelques résultats d’existence et de

multiplicité de solutions pour des équations aux dérivées partielles, en adoptant une

méthode Récente établie par Biagio Ricceri en 2009 Dans [9]. Notre premier travail

consiste à montrer des résultats d’existence de multiples solutions d’un problème aux

valeurs propres faisant intervenir l’opérateur limite N -Laplacien. Notre contribution

est la généralisation des résultats d’existence pour une large classe de problèmes non

linéaires avec des croissances exponentielles qui va englober les cas où les croissances

est polynomiales. Nous traitons dans la première partie un exemple d’une équation

de Laplace avec un poids (i.e N = 2), puis nous généralisons ces résultats pour le cas

général (N ≥ 2). Notre deuxième travail traite un système à deux équations limites

avec poids, nous donnons un résultat d’existence dans les cas où les croissances sont

exponentielles. Notre troisième résultat d’existence concerne un problème faisant

intervenir l’opérateur généralisé p(x)-Laplacien, où Ω = RN , avec des conditions

améliorées sur les croissances. Dans le dernier résultat, nous étudions l’existence de

multiples solutions pour un problème anisotrope elliptique non linéaire faisant inter-

venir des opérateurs non linéaires du type ~p(x)-Laplacien où la fonction vectorielle

~p(x) = (p1(x), ....., pN(x)) où les fonctions pi(x) dépendent de la variable d’espace

x ∈ Ω ⊂ RN , représente l’exposant anisotrope.

2010 Mathematics Subject Classification. 35J35, 35J60, 35J66.

Key words and phrases. Limiting case ; maximal growth ; Trudinger-Moser’s in-

equality ; p(x)-lplacien ; Ricceri’s principle.
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Les équations aux dérivées partielles nous donnent la possibilité d’aborder d’un

point de vue mathématique des phénomènes observés, par exemple elles nous per-

mettent de modéliser des phénomènes de la physique et de la chimie. Historique-

ment, ces problèmes remontent à l’équation de Laplace, qui est une équation aux

dérivées partielles du second ordre, dont le nom est un hommage au physicien

mathématicien Pierre-Simon de Laplace. Les besoins de la mécanique newtonienne,

étaient derrière l’introduction de l’équation de Laplace, puis elle apparait dans de

nombreuses autres branches de la physique théorique, astronomie, électrostatique,

mécanique des fluides, propagation de la chaleur, diffusion, mouvement brownien et

mécanique quantique.

L’émergence de nouveaux phénomènes physiques et leur modélisation mathémati-

que, tels que les gaz parfaits, rendaient l’équation ordinaire de Laplace incapable

de les modéliser. Ces phénomènes physiques qui sont généralement gouvernés par

des équations aux dérivées partielles non linéaires, vont orienter les recherches vers

des opérateurs tels que l’opérateur p-Laplace où La variable p peut prendre plu-

sieurs valeurs. A leur tour ces opérateurs p-Laplace ne peuvent plus adopter d’autres

modèles tels que les modèles des liquides electrorheological introduits par Rajagopal

et Ru̇žička [42], [43]. Pour décrire ces liquides (matériels intelligents) qui changent

leurs propriétés mécaniques radicalement quand un champ électrique externe est ap-

pliqué, le laplacien à exposant variable a été introduit [19], [20], [21]. D’autres formes

de liquides plus complexes peuvent être décris par des équations faisant intervenir

le ~p(x)-Laplacien anisotropique.

Les travaux présentés dans notre thèse concernent l’existence de solutions (i.e le

triplet (u, λ, µ) ∈ X × R2 où X un espace fonctionnel imposé par la nature de

chaque problème) pour les équations aux dérivées partielles non-linéaires suivantes :

Le problème limite :

(PL) :

{
− div(m(|∇u|N)|∇u|N−2∇u) = λf(x, u) + µg(x, u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω,

où Ω un domaine borné de RN dont la frontière est assez régulière. Le champ

9



m : R+ → R satisfait des croissance polynomiale. Les fonctions g et f :

Ω×R→ R sont non linéaires ayant une croissance exponentielle par rapport

à la variable u.

Le problème généralisé :

(PG) :

− div(a(x)|∇u|p(x)−2∇u) + b(x)|u|p(x)−2u = λf(x, u) + µg(x, u) dans RN

lim
|x|→∞

u(x) = 0,

où la fonction p : RN → R est lipschitzienne telle que :

2 < p− ≤ p(x) ≤ p+ < N

les fonctions a ∈ L∞(RN) et b ∈ L∞loc(RN). Les fonctions g et f : Ω× R→ R
sont non linéaires ayant une croissance polynomiale par rapport à la variable

u.

Le problème anisotropique :

(PA) :


−

N∑
i=1

∂xi

(
ai(x, ∂xiu)

)
= λf(x, u) + µg(x, u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω,

où les champs ai(x, .) vérifient des hypothèses de croissance de type poly-

nomiale. Les fonctions g et f : Ω × R → R sont non linéaires ayant une

croissance polynomiale par rapport à la variable u.

Notre principale préoccupation est de donner à nos problèmes ci-dessus un sens

dans des espaces fonctionnels appropriés afin de démontrer l’existence de solutions

(u, λ, µ) au sens faibles de nos problèmes (PL),(PG) et (PA).

Avant d’illustrer les difficultés qui peuvent apparâıtre lors de l’étude de nos

équations, nous mentionnons que nos problèmes font partie des problèmes aux va-

leurs propres. Parmi ces problèmes nous citons l’équation dégénérée à une seule

valeur propre sous la forme :

∆p(u) = f(λ, u).

Nous trouvons de nombreux travaux dédiés à l’étude théorique de telles équations

et systèmes d’équations à valeur propre, nous citons en 1980 M. Ôtani a étudié [53]

en une dimension puis par F. de Thèlin [26] en dimension N en montrant l’existence

et l’unicité des solutions radiales dans RN pour des équations de type ∆pu = f(x, u)

où la fonction f est contrôlée par des fonctions polynomiales par rapport à u. On

10



peut aussi citer certains travaux de l’analyse des problèmes elliptiques aux valeurs

propres comme G. Barles [29] et A. Anane [3], qui ont étudié les équations du type :

−∆pu = λ|u|p−2u,

dans un domaine borné. Plus tard en 1993, P. Lindqvist [61] a montré différents

résultats sur ce type d’équations qui font suite à l’article de A. Anane [2]. D’autres

résultats sur l’unicité qui ont été énoncés par J. I. Dı̀az et J. E. Saa [41] en 1987 pour

des équations de la forme ∆pu = f(x, u) sous la condition que la fonction r −→ f(x,r)
rp−1

soit décroissante. La première valeur propre a été abordée par R. F. Manàsevich et

M. A. Del Pino [66]. Plus tard, le cas d’un domaine non borné de ces équations a

été abordée, on cite à titre d’exemple P. Dràbek et J. Milota [62], P. Dràbek et A.

Elkhalil [8], S. El Manouni et A.Touzani [63].

Généralement, pour montrer ces résultats on utilise les méthodes variationnelles,

en considérant le problème équivalent à trouver les points critiques d’une fonction-

nelle associée au problème aux valeurs propres original. Pour illustrer ces méthodes

et les difficultés principales auxquelles on est confronté lors d’une procédure varia-

tionnelle, nous considérerons un simple exemple de problème aux valeurs propres

suivant :

(Pλ)

{
−∆u = λ|u|p−1u x ∈ Ω

u = 0 x ∈ Ω,

où Ω ⊂ RN , N ≥ 3 est un ouvert borné régulier et p > 0 un paramètre donné. On

s’intéresse aux solutions faibles non triviales u ∈ W = W 1,2
0 (Ω). i.e des fonctions u

telles que : ∫
Ω

|∇u|p−1∇u∇v =

∫
Ω

|u|p−1uv ∀v ∈ W.

Ici la fonctionnelle d’énergie naturellement associée au problème (Pλ) est :

F (u) =
λ

2
‖u‖2 − 1

p+ 1
‖u‖p+1

p+1,

où ‖ ‖q pour q ∈ [1,∞] désigne la norme usuelle sur l’espace de Lebesgue Lq(Ω).

Nous notons que pour étudier les problèmes aux valeurs propres dégénérés (Pλ) (i.e

l’existence des solutions faibles) on peut adopter le théorème de col de la montagne et

la condition de ”PS ” ( [1] Ambrosetti et Rabinowitz, 1973 ). La fonctionnelle F est

bien définie et de classe C1 sur W . De plus, tout point critique de F est une solution

faible de (Pλ). Un point critique est un élément u ∈ W tel que (F ′(u)v = 0 ∀v ∈ W ).

Comme le comportement de F va être contrôler par la valeur de p > 0, on distingue

deux cas de comportement :

11



(1) La fonctionnelle F possède un minimum global, il correspond à une solution

non triviale de (Pλ). Ce qui pour notre exemple correspond au cas où p ∈]0, 1[,

c’est un cas où l’existence de solution est évidente i.e.

(2) La fonctionnelle F n’a pas d’extremum global, et nous devons chercher un

point critique qui a une caractérisation variationnelle plus complexe. Ce qui

pour notre exemple correspond au cas où p ∈]1, 2N
N−2

], c’est le cas où l’existence

de solution n’est pas évidente.

L’exemple ci-dessus illustre les trois principales difficultés rencontrées lors d’une

approche variationnelle. En premier lieu, la difficulté liée à la géométrie de la fonc-

tionnelle choisie, cette géométrie est contrôlée par l’exposant p dans notre exemple.

Notons que dans nos problèmes (PL),(PG) et (PA) la fonctionnelle est contrôlée

par les croissance de fonctions f, g,m et ai. Notons aussi que dans beaucoup de cas

il est souhaitable de choisir une formulation variationnelle (i.e. la fonctionnelle F )

la plus pratique. En deuxième lieu, la difficulté de prouver l’existence des suites de

”Palais-Smale” bornées pour la fonctionnelle à un niveau critique. Finalement, la

difficulté de prouver la convergence, dans un sens suffisamment fort de ces suites.

Nous notons que pour soulever ces difficultés on fait appel à la propriété d’injection

suivante :

W 1,2
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) est continue pour q ∈ [1;

2N

N − 2
] et compacte pour q ∈ [1;

2N

N − 2
[.

La nature des problèmes traités dans notre thèse, nous a imposé une méthode

variationnelle récemment introduite. Elle s’agit d’une méthode abstraite prouvée par

B. Ricceri dans [12] en 2000 et sa version établie dans [9], [10] en 2009, qui traitent

des équations variationnelles de type Φ(u) = λJ(u) + µΨ(u) avec des conditions

Dirichlet Neumann. Cette méthode a été largement appliquée à l’étude de l’existence

de multiples solutions non triviales. Le premier à l’utiliser n’était que B. Ricceri, il

a montré en 2009 dans [10] un théorème général des points critiques, qui a été

appliqué pour une classe d’opérateurs elliptiques avec des croissances polynomiale

non linéaires. Ce principe qui va prendre le nom de ”Principe de Ricceri” va nous

spécifier les conditions sur les fonctions Φ, J ; Ψ pour que l’équation

Φ′(u) = λJ ′(u) + µΨ′(u),

possède au moins trois solutions faibles dont la norme est inférieure à une certaine

constante r. Le principe de Ricceri a été adopté par plusieurs auteurs nous citons,

parmi d’autres, les articles [27], [28], [71], [70]. Le principe de Ricceri concerne la

classe WX de fonctions : Φ : X → R, admettant la propriété suivante : si {un} est

une suite dans X faiblement convergente vers u ∈ X et lim infn→∞Φ(un) ≤ Φ(u),

12



alors {un} possède une sous-suite qui converge fortement vers u.

Le principe est le suivant :

Théorème 0.1 (2009, [9]). soit X un espace réel de Banach séparable et réflexif ;

Φ, J et Ψ : X → R, vérifient,

1. Φ est coércive,

2. Φ est faiblement semi-continue inférieurement,

3. Φ est C1 fonction, appartenant à WX , bornée sur tout borné de X,

4. Φ possède une dérivée possédant une fonction inverse continue sur X∗,

5. J est une C1-fonction avec une dérivée compacte,

6. La fonction Φ possède un stricte minimum local x0 avec Φ(x0) = J(x0) = 0,

7. Les inégalités suivantes sont satisfaites :

α = max
{

0, lim sup
‖x‖→+∞

J(x)

Φ(x)
, lim sup

x→x0

J(x)

Φ(x)

}
, β = sup

x∈Φ−1(]0,+∞[)

J(x)

Φ(x)
,

avec α < β.

Alors, pour chaque interval [a, b] ⊂]1/β, 1/α[ (avec les conventions 1/0 = +∞,

1/∞ = 0) il existe une constante r > 0 avec la propriété suivante :

pour chaque λ ∈ [a, b], et tout C1-fonction Ψ possédant une dérivée compacte.

Il existe une constante σ > 0 telle que pour chaque µ ∈ [0, σ], l’ équation

Φ′(x) = λJ ′(x) + µΨ′(x),

possède au moins trois solutions faibles dans X dont la norme inférieure à r.

Naturellement nos équations limites (PL), généralisées (PG) et anisotropes (PA)

ne se prêtent pas aussi simplement à l’étude variationnelle, mais cependant l’ idée

est de trouver des solutions en construisant des valeurs critiques pour des opérateurs

Φ, J et Ψ sur des espaces appropriés. Nous traitons systématiquement nos problèmes

en appliquant le principe de Ricceri avec des opérateurs Φ, J ,Ψ et un espace X

spécifiques imposés par la nature de chaque problème.

Nous mentionnons que les méthodes ”Ricceri”, ”le théorème de Col de la mon-

tagne” et d’autres méthodes des points critiques se basent sur les injections des

espaces de Sobolev dans les espaces de Lebesgue. Ces injections sont essentielles

dans la démonstration d’existence de solutions faibles, elles sont en général conti-

nues et compactes si Ω est un domaine borné de RN . Elles sont continues mais non

compactes si Ω est un domaine non borné de RN .
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Parmi les motivations de traitement des cas limites (i.e N = p), nous mention-

nons l’aspect critique caractérisé par la perte des injections de espaces de Sobolev

dans l’espace Lebesgue L∞(Ω). Un autre aspect critique limite caractérisé par l’in-

jection des Sobolev dans les espace d’Orlicz. Pour le traitement des cas généralisés

nous somme motivés par la confrontation avec la perte de compacité des espaces de

Sobolev dans les espaces de Lebesgue dans le cas où Ω = RN . Pour les cas aniso-

tropes la motivation est de surmonter les difficultés qui surviennent lors du passage

d’un exposant constant à un exposant variable anisotrope.

Notre thèse, qui est composée de sept chapitres, présente, des rappels préliminaires

dans le premier chapitre. Dans le deuxième chapitre nous présentons des résultats

d’existence de solutions non triviales pour des problèmes limites, le troisième cha-

pitre est consacré à l’étude d’un système limite, le cas des problèmes généralisés est

sujet du quatrième chapitre, des cas de problèmes anisotropes sont étudiées dans le

cinquième chapitre. En fin nous donnons une conclusion et quelques perspectives.

Nous allons présenter ici d’une manière détaillée le contenu de chacun d’eux.

Le Chapitre 1 est entièrement consacré à l’exposé des définitions et des résultats

nécessaires à la suite de ce travail. Nous rappelons tout d’abord quelques résultats de

base sur les cadres fonctionnels, qui vont nous spécifier les espaces topologiques dans

lesquels on va chercher les solutions faibles de nos problèmes aux limites. Notam-

ment on rappelle quelques résultats de base sur la classe des espaces d’Orlicz, puis

les espaces de Lebesgue à exposant variable avec poids, puis les espaces de Sobolev

à exposant variable. Nous terminons par une présentation de la classe des espaces

anisotropes et ces propriétés topologiques. Nous spécifions aussi toutes les propriétés

essentielles telles que les injections continues et compactes, et toutes les inégalités

clés dans l’étude des problèmes aux valeurs propres. Aussi dans ce chapitre nous

spécifions la méthode adoptée pour la résolution de nos problèmes, notamment la

nouvelle méthode celle connue sous le principe de ”Ricceri”.

Le Chapitre 2 présente la première partie d’un travail publié [5]. Ce chapitre

est consacré à l’étude des équations elliptiques faisant intervenir l’opérateur N -

Laplacien :

(PL) :

{
− div(m(|∇u|N)|∇u|N−2∇u) = λf(x, u) + µg(x, u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω,

où g, f : Ω × R → R sont des fonctions appartenant à la classe A, une classe de
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fonction h(x, t) vérifiant les hypothèses suivantes :

(H1) ∀M > 0, sup
|t|≤M

|h(x, t)| ∈ L∞(Ω)

(H2) lim
|u|→∞

sup
x∈Ω

|h(x, u)|

eδ|u|
N
N−1

= 0, ∀δ > 0.

Le champ m : R+ → R vérifiant les hypothèses suivantes :

(M1) m : R+ → R est continue ;

(M2) Il existe des constantes positives p ∈]1, N ], b1, b2, c1, c2 telles que :

c1 + b1u
N−p ≤ uN−pm(uN) ≤ c2 + b2u

N−p ∀u ∈ R+;

(M3) la fonction k : R → R, k(u) = m(|u|N)|u|N−2u est strictement croissante

et k(u)→ 0 quand u→ 0+,

où Ω est un domaine borné de RN dont la frontière ∂Ω est assez régulière.

La première partie du chapitre 2 sera consacrée à l’étude d’une équation

de Laplace (i.e. N=2) de type suivant :− div(m(|∇u|2)∇u) = λβ(x)(uqe
ηu2

ln(|u|+3) + γ|u|u) + µ|u|s−2u dans Ω ⊂ R2

u = 0 sur ∂Ω,
(1)

où les constantes 0 < γ ≤ η q, s sont telles que q > 1, s > 1, la fonction β : Ω → R
est bornée mesurable et m : R+ → R vérifiant les hypothèses (M1),(M2) et (M3)

avec (N=2).

(M1) m : R+ → R est continue ;

(M2) Il existe des constantes positives p ∈]1, 2], b1, b2, c1, c2 telles que :

c1 + b1u
2−p ≤ u2−pm(u2) ≤ c2 + b2u

2−p ∀u ∈ R+;

(M3) la fonction k : R → R, k(u) = m(|u|2)u est strictement croissante et

k(u)→ 0 quand u→ 0+.

Notre mission est de montrer l’existence de triplet (u, λ, µ) qui satisfait l’équation (1)

au sens faible. Pour positionner notre travail chronologiquement nous mentionnons

que l’étude des problèmes de type limite a été initiée dans ”conformal geometry” on

cite par exemple ”N = 2”, la ”Gaussian curvature equation ” est une équation sur

un variété M de dimension 2

−∆u = k(x)e2u + h(x)

avec −∆ est l’opérateur de ”Laplace-Beltrami”, k est une ” Gaussian curvature ” et

h est une fonction Höldérienne donnée.
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Les solutions des problèmes non linéaires à valeur au bord, avec la présence des

croissances exponentielles ont été considérées par plusieurs auteurs avec le but la

généralisation des résultats classiques de la théorie de point fixe à une classe plus

large. Nous citons à titre d’exemple le résultat [15] de Figueiredo, Myiagaki et Ruf

qui ont obtenu une solution non triviale pour un problème tel que le notre dans

un cas où limt→∞
f(x,t)

eαt2
= 0 ∀α > α0 et limt→∞

f(x,t)

eαt2
= +∞ ∀α < α0 pour une

certaine α0 > 0. Un autre résultat a été prouvé par Marcos Dò dans [14] pour une

classe plus générale d’opérateurs non linéaire elliptiques en utilisant l’approche de

min-max. Dans ces résultats la difficulté principale consiste à vérifier les conditions

qui permettent d’utiliser la théorie de points critiques, telles que, ” la condition de

Palais Smale ”. Un résultat d’existence de solution radiale positive a été obtenue

aussi par Adimurthi dans [4] pour un problème semi linéaire de Dirichlet avec une

croissance critique dans la boule unité de R2. En utilisant un argument topologique

et variationnel, dans [83], Calanchi, Ruf et Zhang, ont montré l’existence de deux

solutions (un négatif et l’autre qui change de signe) pour un problème elliptique semi

linéaire dans des domaines bornés de R2 avec une non-linéarité ayant une croissance

exponentielle à +∞ et une croissance linéaire à −∞. Une conclusion plus précise

pour le même problème a été atteinte en [16] par Mugnai, qui a prouvé qu’un

problème semi linéaire de Dirichlet en présence des non-linéarités exponentielles

critiques possède, près de résonance, quatre solutions (une négative et trois autres

qui changent de signe).

B. Ricceri dans [13] a montré que le problème à deux valeurs propres{
−∆u = λf(u) + µg(u) dans Ω ⊂ RN

u = 0 sur ∂Ω,
(2)

sous les hypothèses suivantes :

max
{
|f(t)|, |g(t)|

}
≤ a
(

1 + |t|q
)
∀t ∈ R

max
{∣∣∣ ∫ t

0

f(η)dη
∣∣∣, ∣∣∣ ∫ t

0

g(η)dη
∣∣∣} ≤ a

(
1 + |t|s

)
∀t ∈ R

lim sup
t→0

∫ t
0
f(η)dη

|η|γ
<∞

(3)

Avec a > 0; q < (N + 2)/(N − 2); , s < 2, et γ > 2, : il existe une constante δ > 0

telle que pour chaque µ ∈ [−δ, δ] il existe λ0 > 0 telle que le problème (2) possède

au moins trois solutions faibles dans W 1,2
0 (Ω).

Notre approche dans cette partie de notre travail est :

1- de généraliser le résultat ci-dessus pour une classe de fonctions f, g ayant une
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croissance exponentielle plus générale que la croissance polynomiale étudiée par B.

Ricceri dans [13].

2- de donner une extension du résultat ci-dessus pour une classe d’opérateurs plus

large i.e.

− div
(
m(|∇u|2)∇u

)
.

Un exemple type d’application m(u) satisfaisant (M1),(M2) et (M3) est :

m(u) = 1 + u
p−2
2 , p ≤ 2

Alors l’opérateur− div(m(|∇u|2)∇u) deviendra−∆u−∆pu, où ∆p ≡ div(|∇u|p−2∇u)

est l’opérateur p-Laplacien. Évidement, le choix d’application m(u) = 1 nous donne

le cas limite standard [13].

Notre démarche, pour prouver l’existence de solutions faibles, est de considérer

le problème équivalent :

Φ′(u) = λJ ′(u) + µΨ′(u),

où les fonctionnelles Φ, J,Ψ : W → R sont définies par :

Φ(u) =
1

2

∫
Ω

(∫ |∇u|2
0

m(t)
)
dx

J(u) =

∫
Ω

β(x)
(
uqe

ηu2

ln(|u|+3)u+ γ|u|u2
)
dx

Ψ(u) =

∫
Ω

|u|s dx,

puis appliquer le principe de Ricceri associé aux fonctionnelles Ψ, J et Ψ. Parmi

les obstacles majeurs pour obtenir des résultats d’existence des solutions faibles

du problème limite, nous mentionnons l’incompatibilité des injections de notre es-

pace fonctionnel dans les espaces de Lebesgue i.e (W 1,2
0 (Ω) ↪→ Ls(Ω), s > 1) avec

nos croissances exponentielles. Ces injections sont suffisantes et nécessaires pour les

cas où les croissances sont polynomiales, elles sont nécessaires mais pas suffisantes

dans les cas où les croissances sont exponentielles. Motivé par l’injection de l’espace

fonctionnel W 1,2
0 (Ω) dans dl’espace d’Orlicz appropriés compatible avec nos crois-

sances exponentielles, nous surmontons les difficultés générées par la généralisation

des croissances polynomiales. D’autres obstacles générés par l’extension de résultats

concernant l’opérateur standard de Laplace à une classe d’opérateurs plus large.

Notre mission est de surmonter ces obstacles en prouvant que nos fonctionnelles

Φ, J,Ψ obéissent aux conditions de principe de Ricceri.
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La deuxième partie du chapitre 2 est consacrée à l’étude de problème

général où la dimension N ≥ 2,{
− div(m(|∇u|N)|∇u|N−2∇u) = λf(x, u) + µg(x, u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω,
(4)

où Ω est un domaine borné de RN avec une frontière assez régulière, les fonctions

f, g et m sont supposées satisfaire les hypothèses (H1),(H2),(M1)(M2) et (M3).

Notons que les cas particuliers où :

− div(m(|∇u|N)|∇u|N−2∇u) = − div(|∇u|N−2∇u) (5)

i.e. (m(u) = 1 le cas standard) ont été étudiés par Said El manouni et Francesca

Faraci dans [72]. Notre approche dans cette partie est de généraliser le résultat [72]

pour une plus large classe d’opérateurs en montrant l’existence de solutions faibles

du problème ci-dessus. Notre démarché est d’associer à notre équation limite les

fonctionnelles suivantes :

Φ(u) =
1

2

∫
Ω

(

∫ |∇u|N
0

m(t)dt) dx

J(u) =

∫
Ω

f(x, u)dx

Ψ(u) =

∫
Ω

g(x, u)dx

Nous notons que résoudre notre problème au valeurs propres (1.4) revient à résoudre

le problème Φ′(u) = λJ ′(u) + µΨ′(u).

Parmi les obstacles majeurs, nous mentionnons l’incompatibilité des injections

de notre espace W 1,N
0 (Ω) dans les espaces de Lebesgue Ls(Ω) avec les croissances sur

f, g (i.e croissances exponentielles). Ces injections sont suffisantes et nécessaires pour

les cas où les croissances sont polynomiales, ne peuvent plus adopter les croissances

exponentielles. Pour combler la défiance des injections dans les espaces de Lebesgue,

nous étions motivés par l’injection de l’espace fonctionnel W 1,N
0 (Ω) dans des espace

d’Orlicz appropriés. D’autres obstacles générés par l’extension de résultats concer-

nant l’opérateur standard de Laplace à une classe d’opérateurs plus large. Nous

surmontons ces difficultés générées par la nature de notre problème, en améliorant

certaines hypothèses sur nos croissances exponentielles et sur notre fonction poids

m(t) i.e. (les hypothèses (H1),(H2),(M1),(M2),(M3)).

Notre défie dans cette partie, est de prouver que nos fonctions Φ, J,Ψ obéissent aux
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conditions de principe de Ricceri.

Dans le même axe et en utilisant le même principe variationnel, un autre problème

est étudié dans le Chapitre 3. Ce travail présente la deuxième partie de [5], il s’agit

du système d’équations suivantes :

(SL)


−div

(
a(|∇u|N )|∇u|N−2∇u

)
= λFu(x, u, v) + µGu(x, u, v) in Ω

−div
(
a(|∇v|N )|∇v|N−2∇v

)
= λFv(x, u, v) + µGv(x, u, v) in Ω

u = v = 0 on ∂Ω,

(6)

avec la fonction F : Ω×R×R→ R est assumée d’être mesurable dans Ω et C1

dans R× R satisfaisant :

(F1) Pour tout M, sup|(t,s)|≤M(|Ft(x, t, s)|+ |Fs(x, t, s)|) ∈ L∞(Ω),

(F2) La croissance exponentielle sur Ω ; i.e., pour tout δ > 0

lim
|(t,s)|→∞

|Ft(x, t, s)|+ |Fs(x, t, s)|
eδ(|t|N+|s|N )1/(N−1)

= 0 Uniformément dans Ω,

avec F (., 0, 0) ∈ L1(Ω).

Concernant la fonction G(., s, t), elle doit être une fonction mesurable C1-fonction

et satisfaisant

(G) sup|(t,s)|≤k(|Gt(x, t, s)|+ |Gs(x, t, s)|) ≤ hk(x),

pour tout k > 0 et certaine hk ∈ L1(Ω) avec G(., 0, 0) ∈ L1(Ω).

Finalement on suppose que la fonction a satisfait :

(a1) a : R+ → R est continue ;

(a2) il existe des constantes positives p ∈]1, N ], b1, b2, c1, c2 telles que

c1 + b1u
N−p ≤ uN−pa(uN) ≤ c2 + b2u

N−p ∀u ∈ R+;

(a3) la fonction k : R→ R, k(u) = a(|u|N)|u|N−2u est strictement croissante et

k(u)→ 0 si u→ 0+.

Le but est de chercher des solutions faibles de (6) dans l’espace W = W 1,N
0 (Ω)×

W 1,N
0 (Ω) qui est menu de la norme :

‖U‖NW =

∫
Ω

|∇U |N dx =

∫
Ω

(|∇u|N + |∇v|N) dx,

où U = (u, v) ∈ W . Motivée par le résultat de Trudinger et Moser (cf. [59]) dans le

cas N ≥ 2, on remarque que l’espace W est injecté d’une manière continue dans des

espaces d’Orlicz :

Lφ =
{
U : Ω→ R2, mesurable :

∫
Ω

φ(U) <∞
}
,
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où φ(s, t) = exp
(
s

N
N−1 + t

N
N−1

)
. De plus, il existe une constante CN qui dépend de

N et de la mesure de Ω telle que

sup
‖(u,v)‖W≤1

∫
Ω

exp
(
δ(|u|

N
N−1 + |v|

N
N−1

)
dx ≤ CN pour tout 0 < δ ≤ αN ,

où αN = Nω
1

N−1

N−1, est la mesure de ωN−1 la surface de la sphère unité de RN−1.

Ces systèmes présentent quelques nouveaux phénomènes intéressants. Nous rappe-

lons que l’opérateur considéré ici a été étudié par Hirano [58] avec des non-linéarités

ayant une croissance polynomiale. Nous rappelons aussi que F. de. Thelin a montré

que le problème :

−∆Nu = λ|u|α−1u|v|β+1 dans Ω ⊂ RN ,

−∆Nv = λ|u|α+1|v|β−1v dans Ω ⊂ RN ,

u = v = 0 sur ∂Ω,

possède une plus petite valeur propre λ1 [25], et

λ1 = inf
{α + 1

N

∫
Ω

|∇u|N dx+
β + 1

N

∫
Ω

|∇v|N dx :

(u, v) ∈ W,
∫

Ω

|u|α+1|v|β+1 dx = 1
}
,

où α+ β = N − 2 et α, β > −1. Nous rappelons aussi que El manouni et A.Touzani

[73] ont montré en utilisant la méthode de ”la condition de Palais -smale ” que le

problème de type :

− div
(
a(|∇u|N)|∇u|N−2∇u

)
= λFu(x, u, v) dans Ω,

− div
(
a(|∇v|N)|∇v|N−2∇v

)
= λFv(x, u, v) dans Ω,

possède une solution faible si :

lim sup
|U |→0

pF (x, U)

uα+1vβ+1
< CN,pλ1,

où F (x, U) = F (x, u, v) =
∫ u

0
Fs(x, s, v)ds +

∫ v
0
Fs(x, u, s)ds Notre approche dans

ce chapitre est de généraliser le travail de S.Mamouni et A.Touzani [73] pour des

problèmes à deux valeurs propres tout en utilisant la méthode de principe de Ricceri.

La nature de notre système (SL) nous à imposer l’espace produit de Sobolev W

comme cadre fonctionnel. Nous à imposer aussi les fonctionnelles ”énergies” Φ, J et

Ψ données par :

Φ(u, v) =
1

N

(∫
Ω

A(|∇u|N) + A(|∇v|N) dx
)
,
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Φ(U) = J(u, v) =

∫
Ω

F (x, u, v) dx,

Ψ(U) = Ψ(u, v) =

∫
Ω

G(x, u, v) dx,

avec A(s) =
∫ s

0
a(t)dt et F (x, u, v) =

∫ u
0
Fs(x, s, v)ds+

∫ v
0
Fs(x, u, s)ds

et G(x, u, v) =
∫ u

0
Gs(x, s, v)ds+

∫ v
0
Gs(x, u, s)ds.

Notre mission est d’appliquer le principe de Ricceri associée aux fonctionnelles

ci-dessus.

L’objet du Chapitre 4 est de présenter le travail [6]. Il s’agit d’un résultat

d’existence de solutions pour un problème faisant intervenir l’opérateur :

− div(a(x)|∇u|p(x)−2∇u),

Plus précisément nous nous intéressons à l’étude d’existence de multiples solutions

faibles non triviales du problème elliptique non linéaire suivant :

(PG)

−div(a(x)|∇u|p(x)−2∇u) + b(x)|u|p(x)−2u = λ f(x, u) + µ g(x, u) dans RN ,

lim
|x|→∞

u(x) = 0,

(7)

où la fonction p : RN −→ R est Lipschitzienne continue vérifiant la condition

2 ≤ p− ≤ p(x) ≤ p+ < N, la dimension N ≥ 3. Les constantes λ et µ sont des

paramètres positifs, et a(x) est une fonction mesurable telle que a(x) ∈ L∞(Rn)

avec inf
x∈Rn

a(x) > 0. Les deux fonctions f et g vérifient les conditions de croissance

suivantes :

(Hf ) |f(x, t)| ≤ m(x)|t|γ ∀x ∈ RN et ∀t ∈ R,
où m(x) est une fonction positive telle que :

m ∈ L
p∗−
p∗−−1 (RN) ∩ L

ν
ν−1

(
p∗−

p∗−−(γ+1)
)
(RN),

où

p+ < γ + 1 < ν < p∗−,

où p∗− est l’exposant de Sobolev, i.e., p∗− =
Np−

N − p+
.

(Hg) Il existe une fonction positive h(x) ∈ L∞(RN), satisfaisant

sup
(x,t)∈Rn×R∗

|g(x, t)|
h(x)|t|p∗−

< +∞,
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la fonction b est telle que :

b ∈ L∞loc(RN) et b(x) ≥ b0 > 0,

Le cadre fonctionnel naturel pour nos équations généralisées est l’espace :

E = W
1,p(x)
0 (RN),

défini comme la complétude d’espace des fonctions C∞0 (RN) par rapport à la norme

‖u‖1,p(x),b(x) = ‖u‖p(x),b(x) + ‖∇u‖a(x),p(x) dans l’espace W 1,p(x)(RN). L’étude de nos

problèmes, en général est confrontée à la non-homogénéité et la non-linéarité des

opérateurs p(x)−Laplacien. Nous nous intéressons aux solutions non triviales de

l’équation (7), c’est à dire au triplet (λ, µ, u) ∈ R× R× E qui satisfont (7) au sens

faible.

Dans le cas général, un domaine non borné rend les méthodes variationnelles difficiles

à implanter, certes l’une des principales difficultés est générée par le fait que notre

domaine est RN . Cela va entrâıner la perte de la compacité de l’injection des espaces

de Sobolev W 1;p(x)(Ω) dans Lp
∗
(Ω) où p∗ = pN

N−p est l’exposant critique de Sobolev.

On note que cette compacité, est parmi les piliers indispensables pour la résolution

variationnelle pour des équations tel que (7) dans le cas où le domaine Ω est borné.

Notre approche pour combler la perte de la compacité de l’injection des Sobolev

dans des Lebesgue, est d’imposer aux fonctions f, g les croissances (Hf ); (Hg) qui

vont contrôler les procédures des convergences.

Nombreux travaux ont été dédiés aux questions d’existence de solutions faibles

pour ce type de problèmes à exposant variable, due en grande partie à la modélisation

des fluides ”electrorheological” [54] citons par exemple les travaux de L. Diening et

M. Ru̇žička [44] sur les solutions fortes pour une généralisation des fluides non new-

toniens, et les travaux de P. Harjulehto et P. Hasto [64], 2004 sur les capacités dans

les espaces de Sobolev avec exposant variable et les travaux de M. Mihăilescu et V.

Radulescu [51], 2006 concernant la multiplicité de solutions des problèmes découlants

de la théorie des fluides électroréologiques et O. Kovác̆ik and J.Rákosńık [60],1991

sur les espaces Lp(x) et W 1,p(x).

Nous rappelons que le cas où l’exposant est une constante, Said El manouni a

montré en 2011 que le problème

− div(a(x)|∇u|p−2∇u) = λ f(x, u) + µ g(x, u)

dans RN avec p < N possède au moins trois solutions faibles en utilisant le principe

de Ricceri. Maria Boureanu Mar 2006 a étudié l’existence de solution faible d’un

22



problème comme (7) mais à une seule valeur propre, Sous les hypothèses |f(x, u)| ≤
c1|u|p

+
+ c2|u|s ∀u ∈ R, ∀x ∈ Rn avec s ∈ [p+ − 1, p−∗] en adoptant le célèbre

théorème” le col de la montagne [1]”. On note que les défies majeurs sont les preuves

de certaines propretés de compacité de certaines fonctionnelles.

Notre approche dans ce chapitre est de généraliser le travail de S. El manouni

pour un exposant variable et d’élargir ce travail pour le cas d’un système à deux

équations

−div
(
a(x)∇u|p(x)−2∇u

)
+ b(x)|u|p(x)−2u = λfu(x, u, v) + µgu(x, u, v) in RN ,

−div
(
a′(x)|∇v|q(x)−2∇v

)
+ b′(x)|u|q(x)−2u = λfv(x, u, v) + µgv(x, u, v) in RN ,

Notre démarche pour montrer que le problème (1.7) possède au moins trois

solutions non triviales, nous avons besoin de définir les fonctionnelles suivantes

Φ, J,Ψ : E −→ R. Ces fonctionnelles sont choisies de telle façon que leurs dérivées au

sens faible vérifient Φ′(u) = λJ ′(u) + µΨ′(u). Puis nous montrons que ces fonctions

vont satisfaire les conditions de théorème de Ricceri (1.31).

Φ(u) =

∫
RN

1

p(x)
(|∇u|p(x) + b(x)|u|p(x))dx,

et

J(u) =

∫
RN
F (x, u) dx,

et

Ψ(u) =

∫
RN
G(x, u) dx,

avec

F (x, u) =

∫ u

0

f(x, t)dt, et G(x, u) =

∫ u

0

g(x, t)dt,

Le dernier problème, présenté au Chapitre 5, concerne les équations anisotropes

de type suivant :

(PA)


−

N∑
i=1

∂xi

(
ai(x, ∂xiu)

)
= λf(x, u) + µg(x, u), pour x ∈ Ω,

u(x) = 0 sur ∂Ω,

(8)

où Ω ⊂ RN (N ≥ 3) est un domaine borné avec une frontière assez régulière.

Ce genre de problème prend comme cadre fonctionnel l’espace Sobolev anisotrope à
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exposant variable W
1,~p(x)
0 (Ω), où le fonction ~p(x) = (p1(x), ...., pN(x)) avec :

2 ≤ p−i ≤ pi(x) ≤ p+
i < N, où p−i = inf

x∈Ω
pi(x) et p+

i = sup
x∈Ω

pi(x, )

Le cadre fonctionnel :

W = W
1, ~p(x)
0 (Ω),

défini comme la complétude d’espace des fonctions C∞0 (Ω) par rapport à la norme

‖u‖
W

1,~p(·)
0 (Ω)

=
N∑
i=1

‖∂xiu‖Lpi(·)(Ω) .

Pour l’étude de nos équations anisotropiques (PA), nous introduisons les notations

suivantes :

~p+ = (p+
1 , ...., p

+
N), ~p− = (p−1 , ...., p

−
N),

p+
+ = max

{
p+

1 , .., p
+
N

}
, p+
− = max

{
p−1 , .., p

−
N

}
, p−− = min

{
p−1 , .., p

−
N

}
,

On supposera que :
N∑
i=1

1

p−i
> 1,

On définit aussi p∗− et p−,∞ par :

p∗− =
N∑N

i=1
1
p−i
− 1

, , p−,∞ = max
{
p+

+, p
∗
−

}
Les fonctions ai(x, s) vérifient les hypothèses suivantes :

(A1) Il existe une constante positive c̄i telle que la fonction ai satisfait,

c′i|s|pi(x)−1 ≤ |ai(x, s)| ≤ ci
(
di(x) + |s|pi(x)−1

)
,

pour tout x ∈ Ω et tout s ∈ R, où di ∈ Lp
′(.)(Ω) avec 1

pi(x)
+ 1

p′i(x)
= 1.

(A3) La condition de monotonie :

[ai(x, s)− ai(x, t)](s− t) ≥ [spi(x)−2s− tpi(x)−2t](s− t),

est vraie pour tout x ∈ Ω et tout s, t ∈ R avec s 6= t.

(A3) Ai(x, 0) = 0 pour tout x ∈ Ω, Ai(x, u) =
∫ u

0
ai(x, s)ds et Ai(x, .) est

continue convexe.

Les deux fonctions f, g ∈ C(Ω×R,R) sont supposées satisfaire les hypothèses

suivantes :
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(FG) les fonctions f, g ∈ C(Ω× R,R) telles que :

|f(x, t)|, |g(x, t)| ≤ C|t|ρ(x)−1∀(x, t) ∈ Ω× R

avec C est une constante positive, ρ : Ω→ (1,∞) est une fonction conti-

nue telle que :

p+
+ < ρ− ≤ ρ+ < p−∞,

On mentionne que les suppositions qui vont être imposées aux fonctions ai

nous permettent de prendre :

ai(x, s) = |s|pi(x)−2s pour touti ∈
{

1, . . . , N
}
,

en particulier notre opérateur
N∑
i=1

∂xiai (x, ∂xiu) devient l’opérateur ~p(·) -

Laplacien :

∆~p(x)(u) =
N∑
i=1

∂xi

(
|∂xiu|pi(x)−2∂xiu

)
.

Pour positionner ces opérateurs dans l’ordre chronologique, on peut citer les

opérateurs homogènes p-Laplacien et isotrope [55], [56]. Dans de nombreuses

applications il est naturel de considérer l’opérateur anisotrope suivant :

−
N∑
i=1

∂xi |∂xiu|pi−2∂xiu,

et de travailler dans des espaces de Sobolev anisotrope voir [60], [55], avec

chaque dérivée partielle est faiblement intégrable avec un exposant

(pi > 1) propre à elle. Il existe beaucoup de travaux d’existence de solu-

tions faibles voir [79]. Ensuite ces opérateurs homogènes anisotropes vont

être généralisés pour des opérateurs non-homogènes généralisés

−
N∑
i=1

∂xi

(
|∂xiu|pi(x)−2

)
∂xiu,

Pour définir l’opérateur non homogène anisotrope à exposant variable, Mihăilescu

et al ont exploité dans [55] la notion des espaces de Lebesgue à exposant va-

riable Lp(x)(Ω) développée par O. Kováčik et J. Rákosńık dans [35] (voir aussi

[39], [55]), On note que ces opérateurs ont été utilisés pour la modélisation

de plusieurs phénomènes physiques tels que les fluides intelligents voir [55].

Nous rappelons qu’un problème tel que le nôtre à une seule valeur propre, a

été étudié par M.Boureau en utilisant la condition de ” la condition de Palais
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smale”. Nous rappelons aussi qu’un problème tel que le nôtre a été étudié

par Denisa Stancu-Dumitru [17] pour l’opérateur anisotrope standard ∆~p(x).

Notre approche dans ce chapitre est de généraliser le travail de M. Boureanu

[50] en utilisant le principe de Ricceri et d’élargir le travail [17] pour une

classe d’opérateurs plus large.

Pour montrer que le problème anisotropique (8) l’idée est d’appliquer le

principe variationnel de ”Ricceri” [9], associé aux fonctionnelles suivantes

Φ, J,Ψ : E −→ R définies par :

Φ(u) =

∫
Ω

N∑
i=1

Ai(x, ∂xiu) dx,

et

J(u) =

∫
Ω

F (x, u) dx,

et

Ψ(u) =

∫
Ω

G(x, u) dx,

avec F (x, u) =
∫ u

0
f(x, s)ds, f(x, u) =

∫ u
0
g(x, s)ds etAi(x, u) =

∫ u
0
ai(x, s)ds,

Cependant d’autre cas limites de l’opérateur p-Laplace sont encore ouverts

qui seront spécifiés dans le chapitre 6. Nous n’avons touché qu’un seul cas

où l’exposant est égale à la dimension, le cas où l’exposant peut être variable

dans [1.∞[ reste ouvert. En revanche le cas où l’exposant peut atteindre la

dimension i.e p+ ≤ N nous avons pu enregistrer une injection des Sobolev

dans des espaces de Orlicz–Musielak. Ces espaces ”Orlicz–Musielak” seront

sans doute le champs de bataille des cas où la fonction exposant p(x) peut se

permettre d’atteindre la dimension N .
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Chapitre 1

Rappels et notations générales

L’objectif de ce chapitre est de rappeler l’essentiel des notions et résultats

utilisés tout au long de ce travail. Le chapitre est organisé comme suit : en

premier lieu, nous rappelons quelques définitions et résultats sur Les espaces

d’Orlicz et les espaces de Lebesgue-Sobolev généralisés. La Section 2 a pour

objet d’examiner et de présenter quelques résultats sur les opérateurs quasi

linéaires, qui jouent un rôle essentiel dans les démonstrations de nos résultats.

Dans la Section 3, nous donnons le théorème de Minty-Browder. Enfin nous

présentons la théorie et les méthodes de résolution des équations aux dérivées

partielles notamment la méthode connue sous le nom de ”Principe de Ricceri”.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces d’Orlicz

Dans cette partie, nous présentons une généralisation des espaces de Lebesgue

classiques, notamment les espaces d’Orlicz qui sont caractérisés par des fonc-

tions dites ”N -fonction” φ(t).

Définition 1.1. [69]

Soit φ : R+ −→ R une fonction : ayant les propriétés suivantes :

i) φ(0) = 0, φ(t) > 0, limt−→+∞ φ(t) = +∞.
ii) φ(t) est une fonction croissante sur [0,+∞[.

iii) φ(t) est une fonction continue à droite sur [0,+∞[.

Alors une telle fonction est dite N-fonction.

Définition 1.2. [69] Soit φ : R+ −→ R une N- fonction et Omega un

domaine de RN on définit, pour la mesure µ, la classe des espaces d’Orlicz
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par :

KΦ(Ω, µ) =
{
u : Ω −→ R, mesurable et,

∫
Ω

Φ(|u(x)|)dµ < +∞
}

Définition 1.3. [69] Soit φ : R −→ R une N- fonction, on définit l’espace

d’Orlicz généralisé par :

LΦ(Ω.µ) =
{
u : Ω −→ R, mesurable

telle que il existe δ > 0 ,

∫
Ω

Φ
(
δ|u(x)|

)
dµ < +∞

}
L’espace Lφ(Ω.µ) est un espace de Banach menue de la norme appelée norme

de Luxembourg suivante :

‖u‖φ = inf
{
ν > 0,

∫
Ω

Φ
( |u(x)|

ν

)
dµ < 1

}
1.1.2 Espaces de Lebesgue à exposant variable

On note que les espaces de Lebesgue classique Lp(Ω) sont un cas d’espaces

d’Orlicz associés à laN -fonction φ(t) = tp. Les espaces de Lebesgue généralisés

à exposant variable Lp(x)(Ω) sont des espaces d’Orlizc associés à laN -fonction :

φ(t) = tp(x)

Avant de définir les espaces de Lebesgue à exposant variable, on définit S(Ω)

l’ensemble des fonctions mesurables sur (Ω) à valeurs dans R.

Définition 1.4. [69] on définit l’ensemble C+(Ω) par :

C+(Ω) =
{
h : h ∈ C(Ω), h(x) > 1 pour tout x ∈ Ω

}
, avec,

h− := min
Ω
h(x), h+ := max

Ω
h(x) pour tout h ∈ C+(Ω).

Définition 1.5. [69] On définit pour chaque fonction p(x) ∈ C+(Ω) l’espace

de Lebesgue à exposant variable par :

Lp(x)(Ω) =
{
u ∈ S(Ω) :

∫
Ω

|u(x)|p(x) dx < +∞ avec p ∈ C+(Ω)
}
,

menu de la norme dite ”de Luxembourg” :

|u|Lp(x)(Ω) = |u|p(x) = inf
{
λ > 0 :

∫
Ω

|u(x)

λ
|p(x) dx ≤ 1

}
,

Proposition 1.6. [60] Les espaces Lp(x)(Ω) sont séparables, réflexifs et es-

paces de Banach si 1 < p− ≤ p+ <∞.
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Proposition 1.7 ( [60]). Soit ρ(u) =
∫

Ω
|u(x)|p(x) dx. Pour tout u ∈ Lp(x)(Ω),

alors

(1) pour u 6= 0, |u|p(x) = λ si et seulement si ρ(u
λ
) = 1 ;

(2) |u|p(x) < 1 (= 1;> 1) ⇔ ρ(u) < 1 (= 1;> 1) ;

(3) si |u|p(x) > 1, alors |u|p
−

p(x) ≤ ρ(u) ≤ |u|p
+

p(x) ;

(4) si |u|p(x) < 1, alors |u|p
+

p(x) ≤ ρ(u) ≤ |u|p
−

p(x) ;

(5) limk→+∞ |uk|p(x) = 0 ⇔ limk→+∞ ρ(uk) = 0 ;

(6) limk→+∞ |uk|p(x) = +∞ ⇔ limk→+∞ ρ(uk) = +∞.

Proposition 1.8 ( [60]). L’espace conjugué de Lp(x)(Ω) est Lq(x)(Ω), avec
1

q(x)
+ 1
p(x)

= 1 presque par tout dans Ω. Pour tout u ∈ Lp(x)(Ω) et v ∈ Lq(x)(Ω),

nous avons l’inégalité de Hölder∣∣∣ ∫
Ω

uv dx
∣∣∣ ≤ ( 1

p−
+

1

q−

)
|u|p(x)|v|q(x).

Remarque 1.9. Les fonctions continues sont denses dans Lp(x)(Ω) si la

condition p+ <∞ est satisfaite( [60] Théorème 2.8).

1.1.3 Espaces de Lebesgue généralisés avec poids

Nous allons introduire, pour une fonction poids b : RN → R, les espaces de

Lebesgue généralisés avec poids suivants.

Définition 1.10.

L
p(x)
b(x)(R

N) =
{
u mesurable ,

∫
RN
b(x)|u(x)|p(x)dx < +∞

}
avec b(x) désigne le poids, ces espaces sont menus de la norme de Luxembourg

suivante :

‖u‖p(x),b(x) = inf
{
ν > 0,

∫
RN
b(x)|u(x)

ν
|p(x)dx < 1

}
Définition 1.11. [60] Pour chaque fonction b(x) on définit ρ(x) la fonction

modular par :

ρp(x),b(x) : L
p(x)
b(x)(Ω) −→ R avec :

ρp(x),b(x)(u) =

∫
Ω

b(x)|u|p(x)dx

Proposition 1.12. [60] Les espaces L
p(x)
b(x)(Ω) sont séparables, réflexifs et es-

paces de Banach. Avec les inégalités suivantes :

(1) pour u 6= 0, |u|p(x),b(x) = λ si et seulement si ρ(b(x)u
λ
) = 1 ;

(2) |u|p(x),b(x) < 1, (= 1;> 1) ⇔ρ(u) < 1 , (= 1;> 1) ;
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(3) si |u|p(x),b(x) > 1, alors |u|p
−

p(x),b(x) ≤ ρ(u) ≤ |u|p
+

p(x),b(x) ;

(4) si |u|p(x) < 1, alors |u|p
+

p(x),b(x) ≤ ρ(u) ≤ |u|p
−

p(x),b(x) ;

(5) lim
k→+∞

|uk|p(x) = 0 ⇔ lim
k→+∞

ρ(uk) = 0 ;

(6) lim
k→+∞

|uk|p(x) = +∞ ⇔ lim
k→+∞

ρ(uk) = +∞.

les inégalité suivantes tiennent pour tout u ∈ W 1,p(x),b(x)(RN) :

‖u‖1,p(x),b(x) > 1 =⇒ ‖u‖p
−

1,p(x),b(x) ≤ ρp(x)(u) ≤ ‖u‖p
+

1,p(x),b(x)

‖u‖1,p(x),b(x) < 1 =⇒ |‖u‖p
+

1,p(x),b(x) ≤ ρp(x)(u) ≤ ‖u‖p
−

1,p(x),b(x)

1.1.4 Espaces de Sobolev généralisés avec poids

Le choix de cadre fonctionnel est imposé par la nature de problème à étudier

i.e. par l’opérateur en question. Notre opérateur intervient des dérives par-

tielles, va nous imposé les espaces de Sobolev Lebesgue à Exposant variables

définis par :

W 1,p(x),b(x)(RN) =
{
u ∈ Lp(x)

b(x)(R
N), |∇u| ∈ Lp(x)

a(x)(R
N)
}

équipés avec la norme :

‖u‖1,p(x),b(x) = ‖u‖p(x),b(x) + ‖∇u‖a(x),p(x)

Les espaces Lp(x) et W 1,p(x) font partie du cadre fonctionnel de nos équations

généralisées. Ces espaces sont apparues pour la première fois en 1931 dans

un article d’Orlicz [78]. Dans cet article, Orlicz a considéré les (pi) avec pi >

1 et (xi) telles que
∑
xipi est convergente. La question était quelles sont

les conditions nécessaires et suffisantes sur yi pour que
∑
xiyi converge. Il

se trouvait que la réponse était que
∑

(λyi)
p′i converge pour une certaine

λ > 0 et p′i = pi
pi−1

[36]. Les espaces Lebesgue à exposant variable sur R ont

été indépendamment développés par des chercheurs russes, notamment par

Tsenov à partir de 1961 [31]. Brièvement abordé par Portnov [76]. La question

soulevée par Tsenov est résolue4 par Sharapudinov [32] était la minimisation

de la fonction : ∫
[a,b]

|u(x)− v(x)|p(x)dx,

où u(x) est une fonction fixe et v(x) varie dans un sous-espace de dimension

finie de Lp(x)([a; b]). Dans [32] Sharapudinov a également introduit la norme

de ”Luxembourg” pour les espace de Lebesgue à exposant variable, il a aussi

montré aussi que ces espaces sont réflexifs si l’exposant satisfait 1 < p− <
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p+ <∞. L’étape suivante dans l’investigation d’ espaces à exposants variables

était le papier de Kovácik et Rákosnk dans les années 1990 [60]. Dans ce

papier un grand nombre de propriétés de base des espaces de Lebesgue et

de Sobolev dans RN a été établi. Le nouveau millénaire a été le début d’une

période d’étude intense et systématique des espaces à exposants variables,

une connexion a été établie entre les espaces à exposants variables et les

méthodes variationnelles avec des conditions de croissance et de coercivité

(par exemple, [19], [77]).

Nombreux travaux ont été dédiés aux questions d’existence de solutions faibles

pour ce type de problèmes à exposant variable, due en grande partie à la

modélisation des fluides ”electrorheological” [54] citons par exemple les tra-

vaux de L. Diening et M. Ruzicka [44] sur les solutions fortes pour une

généralisation des fluides non Newtoniens, les travaux de P. Harjulehto et

P. Hast [64], 2004 sur les capacités dans les espaces de Sobolev avec exposant

variable et les travaux de M. Mihăilescu et V. Radulescu [51], 2006 concer-

nant la multiplicité de solutions des Problèmes découlant de la théorie des

fluides électroréologiques et O. Kovacik and J. Rakosnık [60],1991 sur les es-

paces Lp(x) et W 1,p(x).

Ces espaces de Sobolev Lebesgue à Exposant variables ressemblent aux es-

paces Sobolev Lebesgue classiques dans beaucoup de propriétés.

Proposition 1.13. [ [60] Théorème 1.3] Les espaces de Sobolev Lebesgue

à exposant variables W 1,p(x),b(x)(RN) sont des espaces de Banach, réflexifs si

seulement si 1 < p− < p+ <∞ et l’ensemble des fonctions continues C∞0 (RN)

est dense dans W 1,p(x),b(x)(RN) si p+ <∞.

On note E est l’espace défini comme la complétude de C∞0 (RN) avec respect

à la norme ‖u‖1,p(x),b(x). M.Boureau a montré dans [49], que La condition

(b ∈ L∞loc(RN) et b(x) ≥ b0 > 0) sur la fonction b(x) implique que E ⊂
W

1,p(x)
0 (RN). Aussi dans [49] M.Boureau a montré que cette condition assure

que la norme ‖u‖1,p(x),b(x) est équivalente à la norme

‖u‖ = inf
{
ν > 0,

∫
Rn
a(x)

∣∣∣∇u(x)

ν

∣∣∣p(x)

dx+ b(x)
∣∣∣u(x)

ν

∣∣∣p(x)

dx < 1
}
. (1.1)

Définition 1.14. [60] Pour chaque fonction b(x) on définit I(u) la fonction

modular par :

I(u) =

∫
Rn
a(x)|∇u(x)|p(x)dx+ b(x)|u(x)|p(x)dx

Proposition 1.15. [60] Pour tout u ∈ E

‖u‖ > 1 =⇒ ‖u‖p− ≤ I(u) ≤ ‖u‖p+ (1.2)
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‖u‖ < 1 =⇒ ‖u‖p+ ≤ I(u) ≤ ‖u‖p− (1.3)

Nous rappelons quelques résultats concernant les injections de Lebesgue-

Sobolev avec exposant variable.

Proposition 1.16. [ [80] le théorème 1.1)] Si p(x) est Lipschitzienne conti-

nue et p+ < N , Alors pour toute fonction q(x) satisfaisant

p(x) ≤ q(x) <
Np(x)

N − p(x)
,

L’injection de W 1,p(x)(RN) ↪→ Lq(x)(RN) est continue.

Aussi, nous avons l’inégalité Sobolev suivante :

‖u‖Lq(x)(RN ) ≤ C‖u‖. ∀u ∈ E

avec une constante C > 0.

On note que cette injection n’est pas compacte en général, elle est compacte

que si Ω est un domaine borné.

1.1.5 Espaces de Sobolev : cas Limite

Le cas où la dimension N = p− = p+ <∞, on cite le théorème de Trudinger

ou l’inégalité Trudinger nommé d’après Neil Trudinger et Jürgen Moser ( par-

fois appelée l’inégalité Moser - Trudinger ) concernant le résultat d’injection

des espaces de Sobolev W 1.N(Ω). Ce théorème nous fournit une inégalité entre

la norme gradient d’ espace de Sobolev et la norme dans l’espace d’Orlicz.

Proposition 1.17. [38] L’espace de Sobolev W 1.N(Ω) menu de la norme gra-

dient ‖u‖ =
( ∫

Ω
|∇u|N dx

)1/N

s’injecte d’une manière continue dans l’espace

d’Orlicz généré par la fonction :

φ(t) = exp
(
t

N
N−1

)
− 1

i.e.

Lφ(Ω) =
{
u : Ω→ R, mesurable :

∫
Ω

|φ(u)| dx <∞
}
,

menu de la norme :

‖u‖φ = inf
{
λ > 0 :

∫
Ω

φ
(u(x)

λ

)
dx ≤ 1

}
.

De plus,

exp
(
δ|u|

N
N−1

)
∈ L1(Ω), ∀u ∈ W 1.N

0 (Ω), ∀δ > 0,

sup
‖u‖≤1

∫
Ω

exp
(
δ|u|

N
N−1

)
dx ≤ C if δ ≤ αN ,
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où αN = Nω1 avec ω1 est la surface du disque unité de dimension (N − 1)

dans RN .

Le cas p+ ≤ N .

Pour traiter ces cas limites nous introduisons l’espace de Orlicz–Musielak

suivants :

Définition 1.18. [47] Soit la fonction :

F ∗p (t) =

[ p
∗
N′ ]−1∑
j=1

1

j
|t|jN ′ + 1

[ p
∗

N ′
]!
|t|p∗ ,

l’espace Orlicz–Musielak L
p(.)
∗ (Ω) est l’espace d’Orlicz associé à la fonction

F ∗p (t), menu de la norme

‖u‖
L
p(.)
∗ (Ω)

où [ p
∗

N ′
] est la partie entière de

( Np(x)
N−p(x)
N ′

)
et N ′ = N−1

N
.

Proposition 1.19. [47] Si Ω un domaine borné de RN et p(x) ∈ P log(Ω)

avec :

P log(Ω) :=
{
p mesurable sur Ω telle que

1

p
est globalement log -Hölder continue

}
.

Alors :

W 1.p(x)(Ω) ↪→ Lp(.)∗ (Ω)

et

‖u‖
L
p(.)
∗ (Ω)

≤ C‖∇u‖p(.)

pour tout u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) et la constante C dépend uniquement de la dimen-

sion N et p(x) et le diamètre de Ω.

le cas N ≤ p− < p+ < ∞ Concernant le cas où N ≤ p− ≤ p+ < ∞, nous

citons le résultat de Harjulehto et Hästö dans lequel une simple condition est

suffisante pour que l’ injection W 1,p(.)(Ω) ↪→ L∞(Ω) tient où Ω un domaine

assez régulier [ [64], Théorème 4.6]. Nous citons un résultat dans le cas où Ω

est une boule.

Proposition 1.20. [ [47],théorème 8.6.1] Supposons que B est une boule. Si

p(.) est mesurable bornée de telle sorte que

p(x) ≤ n+ (n− 1 + ε)
log log( c

dist(x,∂B)
)

log( c
dist(x,∂B)

)

pour certain ε > 0 et une constante suffisamment grande c > 0 fixée, alors

W 1,p(.)(B) ↪→ L∞(B) .
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1.1.6 Espaces de Sobolev : cas anisotrope

Pour étudier le cas anisotrope, nous considérons ~p : Ω → RN une fonction

vectorielle

~p(x) = (p1(x), . . . , pN(x))

avec pi ∈ C+(Ω) pour tout i ∈ {1, . . . , N}
L’espace anisotrope avec exposant variable W

1,~p(·)
0 (Ω) est la complétude de

C∞0 (Ω) pour la norme :

‖u‖
W

1,~p(·)
0 (Ω)

=
N∑
i=1

‖∂xiu‖Lpi(·)(Ω) .

Dans le cas où pi(.) ∈ C+(Ω̄) sont des constantes fonctions pour chaque

i ∈ {1, ..., N} l’espace anisotrope noté W 1,~p
0 (Ω) dont la théorie a été développé

dans [ [30], [74], [33], [34], [57], [46]].

L’espace
(
W 1,~p(·)(Ω), ‖·‖W 1,~p(·)(Ω)

)
est un espace de Banach, réflexif (voir [52]).

Pour la manipulation de ces espaces on introduit les notations suivantes :

p+
i = sup

x∈Ω
pi(x), et p−i = inf

x∈Ω
pi(x)

et ~p+ ~p− tels que :

~p+ = (p+
1 , ...., p

+
N), ~p− = (p−1 , ...., p

−
N),

et p+
+ , p+

− , p
−
− ∈ RN tels que :

p+
+ = max

{
p+

1 , .., p
+
N

}
, p+
− = max

{
p−1 , .., p

−
N

}
, p−− = min

{
p−1 , .., p

−
N

}
On supposera que :

N∑
i=1

1

p−i
> 1

On défini aussi p∗− et p−,∞ par

p∗− =
N∑N

i=1
1
p−i
− 1

, , p−,∞ = max
{
p+

+, p
∗
−

}
Proposition 1.21. ( [52], théorème 1) Si Ω ⊂ RN , (3 ≤ N) est un domaine

borné avec ∂Ω assez régulière. L’espace
(
W 1,~p(·)(Ω), ‖·‖W 1,~p(·)(Ω)

)
est un espace

de Banach, réflexif. Pour chaque q(x) ∈ C(Ω̄) vérifiant

1 < q(x) < p−,∞ ,∀x ∈ Ω,

Alors l’injection

W
1,~p(·)
0 (Ω) ↪→ Lq(.)(Ω)

est compacte
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1.2 Les opérateurs monotones quasi-linéaires

Définition 1.22. [9] La classe WX est définie par la classe des fonctions :

Φ : X → R, admettant la propriété suivante : si {un} est une suite dans X

faiblement convergente vers u ∈ X et lim infn→∞Φ(un) ≤ Φ(u), alors {un}
possède une sous-suite qui converge fortement vers u.

Définition 1.23. [18] Une fonction f définie sur un espace normé X à valeurs

dans R̄ := R ∪ {−∞,+∞} est dite coércive sur une partie non bornée P de

X si

lim
‖x‖→+∞
x∈P

f(x) = +∞

Définition 1.24. [18] On dit que f est une fonction faiblement semi-continue

inférieurement au point x0 si pour toute suite (xn)n avec (xn)n tend faiblement

vers x0 et (f(xn))n tend vers l nous avons : l ≤ f(x0)

Définition 1.25. [18] Soit l’opérateur A : X −→ X∗ sur un espace réel de

Banach X.

• A est demi-continue si :

un → u⇒ A(un) ⇀ A(u)

• A est hemi-continue si la fonction réelle :

t→ 〈A(u+ tv), w〉,

est continue sur [0, 1] pour tout u, v, w ∈ X
• A est fortement continue si :

un ⇀ u⇒ A(un)→ A(u)

• A est un opérateur borné si A est borné sur tout borné.

• A est un opérateur monotone si :

〈A(u)− A(v), u− v〉 ≥ 0 ∀u, v ∈ X

• A est un opérateur strictement monotone si l’inégalité ci-dessus est stricte

lorsque u 6= v.

• A est un opérateur fortement monotone de module α > 0 si :

〈A(u)− A(v), u− v〉 > α‖u− v‖2, ∀u, v ∈ X

• A est uniformément monotone si :

〈A(u)− A(v), u− v〉 > α(‖u− v‖)‖u− v‖, ∀u, v ∈ X

avec la fonction α : R+ → R+ est continue monotone croissante, avec α(0) =

0 et α(t)→∞ quand t→∞.
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Proposition 1.26. [18](proposition 26.2). Soit A : X → Y un opérateur où

X et Y sont deux espaces réels réflexifs de Banach, nous avons :

(a) A est fortement continue implique que A est compact.

(b) A est linéaire et compact implique que A est fortement continue.

Théorème 1.27. [18](Minty-Browder (1963)). Soit A : X → X∗ un opérateur

monotone, coércive, et hemi-continue sur un espace réel séparable réflexif de

Banach X. Alors nous avons :

(a) Si A est strictement monotone, alors l’opérateur inverse A−1 : X∗ → X

existe et il est strictement monotone, demi-continue, et borné.

(b) Si A est uniformément monotone, alors A−1 est continue.

(c) Si A est fortement monotone, alors A−1 est Lipschitzienne continue.

1.3 Méthodes de résolution des E.D.P non

linéaires par la théorie des points critiques

En général, l’étude des E.D.P non linéaires se fait par méthodes variation-

nelles ou par méthodes topologiques. L’approche variationnelle des équations

aux dérivées partielles non linéaires est lié à la notion des solutions faibles

qui sont associées à chaque problème. Ces solutions sont en fait des points

critiques des fonctionnelles associées au problème. Historiquement, ceci com-

mence par le problème brachistochrone, exposé par J. Je. Bernoulli dans

”Acta Euditorum” en juin 1696 et résolu par G. Leibnitz, J. Bernoulli, G. de

L’Hôpital et I. Newton dans 1697. Le concept de trouver les points d’extre-

mum de fonctionnelles a été développé par L. Euler en 1744.

La théorie de point critique moderne a commencé avec les œuvres de M. Morse

et L. Ljusternik et L.Schnirelmann en 1934 (la technique de déformation),

on peut aussi citer La technique de Principe du Min-Max. Puis R. Palais

(1963) [67] et R. Palais et S. Smale (1964) [68] ont présenté la célèbre condi-

tion (Palais Smale ”PS”), une condition qui a était parmi les principales bases

pour le développement moderne de théorie de point critique. A. Ambrosetti

et P. H. Rabinowitz dans [1] ont formulé le célèbre théorème de col de mon-

tagne et l’ont appliqué à la solubilité de problèmes elliptiques non-linéaires.

Le concept a été intensivement développé par L. Nirenberg, H. Brezis, je.

Ekeland, J. Mawhin, M. Willem.

Récemment l’apparition du résultat abstrait prouvé par Ricceri dans [12] et sa

version revisitée établie dans [10] traitant des équations variationnelles avec

Dirichlet Neumann condition, a largement été appliqué dans l’étude de l’exis-
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tence de multiples solutions non triviales . Ces dernières années beaucoup de

papiers ont été apparus dans le cas scalaire et les cas systèmes d’équations

elliptiques. Nous pouvons citer, parmi d’autres, les articles [27, 28,70,71].

Une nouvelle méthode émerge, introduite par B.Ricceri Dans [9], en mon-

trant un général théorème de points critique, qui a été appliquée à une classe

d’opérateurs elliptiques avec des croissances non linéaires. Avant d’énoncer

le théorème générale de de ”Ricceri” connu sous le nom de Principe de Ric-

ceri, on va citer quelques résultats concernant les opérateurs monotones et

quelques théorèmes de minimisation.

Définition 1.28. [1] Une C1-fonction f : X → R satisfait la condition de

Palais-Smale (PS), si pour chaque suite (xj)j dans X tel que f(xj) est borné

et limj−→∞ ‖f ′(xj)‖X∗ = 0, (xj)j possède une sous-suite convergente.

Théorème 1.29. (Mountain Pass Theorem, Ambrosetti Rabinowitz, 1973

[1]). Soit X un réel Banach espace et f ∈ C1(X,R) : Supposons que f satis-

fait la condition (PS), f(0) = 0 et

(i) Il existe une constante ρ > 0 et α > 0 tel que f(x) ≥ α si ‖x‖ = ρ ;

(ii) Il existe une fonction e ∈ X, ‖e‖ > ρ, tel que f(e) ≤ 0 ;

Alors f possède une valeur critique c ≥ α caractérisée par l’existence de

x̄ ∈ X tel que f(x̄) = c et f ′(x̄) = 0.

Théorème 1.30. (Ricceri 2000 [10]) Soit X un espace de Banach séparable

et réflexif, I ⊂ R un intervalle, g : X × I −→ R une fonction continue

satisfaisant les conditions suivantes ;

(i) Pour chaque x ∈ X la fonction g(x, .) est concave ;

(ii) Pour chaque λ ∈ I, la fonction g(., λ) est faiblement semi continue

inférieurement, coércive, continûment Gâteaux différentiable satisfaisant

la condition (PS) ;

(iii) Il existe une fonction concave continue h : I −→ R telle que

sup
λ∈I

inf
x∈X

(
g(x, λ) + h(λ)

)
< inf

x∈X
sup
λ∈I

(
g(x, λ) + h(λ)

)
Alors, il existe un interval ouvert Λ ⊂ I et un nombre réel positif σ > 0 de

telle sorte que pour chaque λ ∈ Λ l’ équation g′x(x, λ) = 0 possède au moins

trois solutions dans X dont les normes sont inférieures à σ.

Nous introduisons le Principe de ”Ricceri” qui sera fondamental pour la

résolution de nos problèmes aux valeurs propres.

Théorème 1.31. [2009, [9]] soit X un espace réel de Banach séparable et

réflexif ; Φ : X → R, satisfait,

(Ric1) Φ est coércive.

(Ric2) Φ est faiblement semi-continue inférieurement
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(Ric3) Φ est C1 fonction, appartenant à WX , bornée sur tout borné de X.

(Ric4) Φ possède une dérivée possédant une fonction inverse continue sur

X∗ ;

(Ric5) J : X → R est une C1-fonction avec une dérivée compacte.

(Ric6) La fonction Φ possède un stricte minimum local x0 avec Φ(x0) =

J(x0) = 0.

(Ric7) Les inégalités suivantes sont satisfaites :

α = max
{

0, lim sup
‖x‖→+∞

J(x)

Φ(x)
, lim sup

x→x0

J(x)

Φ(x)

}
, β = sup

x∈Φ−1(]0,+∞[)

J(x)

Φ(x)
,

avec α < β.

Alors, pour chaque interval [a, b] ⊂]1/β, 1/α[ (avec les conventions 1/0 =

+∞, 1/∞ = 0) il existe une constante r > 0 avec la propriété suivante :

pour chaque λ ∈ [a, b], et tout C1-fonction Ψ : X → R vérifiant

(Ric8) Ψ : X → R possède une dérivée compacte.

Il existe une constante σ > 0 telle que pour chaque µ ∈ [0, σ], l’ équation

Φ′(x) = λJ ′(x) + µΨ′(x)

possède au moins trois solutions in X dont la norme inférieure à r.

Le principe de Ricceri (1.31), Le théorème A. Ambrosetti, P. Rabinowitz

de ”col de La montagne” (1.29) et beaucoup d’autres méthodes variation-

nelles de résolution des équations aux dérivées partielles, ont les mêmes

objectifs mais des finalités différentes. L’objectif principal est de montrer

qu’une fonctionnelle F possède des extremums qui ne sont que les solutions

faibles de problème aux dérivées partielles. Le cas le plus immédiat c’est

le cas où la fonctionnelle F est bornée inférieurement et lim‖u‖→∞ = ∞
dans ce cas l’extremum est global. Le cas où la fonctionnelle F n’est plus

bornée inférieurement ni supérieurement est moins évident, par suite F n’a

pas d’extremum global, et nous devons chercher un point critique qui a une

caractérisation variationnelle plus complexe. La méthode de col de La mon-

tagne a besoin de vérifier qu’il existe une constante ρ > 0 et α > 0 telles

que F (x) ≥ α si ‖x‖ = ρ ; et il existe une fonction e ∈ X, ‖e‖ > ρ, telle

que f(e) ≤ 0. Comme conséquence F possède une valeur critique c ≥ α ca-

ractérisée par l’existence de x̄ ∈ X tel que f(x̄) = c et f ′(x̄) = 0, à condition

que F satisfait la condition de Palais-Smale (PS), dans ce cas on dit que la

fonctionnelle F a une géométrie de col et La valeur c est appelée le niveau

du col.

Le défie commun le plus visible pour les deux méthodes de Ricceri et de Coll
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de La montagne, est la confrontation avec les résultats de compacités. Les

deux méthodes doivent montrer la compacité d’une ou deux fonctionnelles.

dans la méthode Coll de La montagne c’est la vérification de la condition

de palais small (PS) et dans le principe de Ricceri sont les conditions Ric5

et Ric8 de théorème de Ricceri. La condition Ric7 peut être comparer aux

conditions i) et ii) de théorème de coll de la montagne, la condition F (0) = 0

est commun aux deux méthodes. Certes les finalités sont différentes, Pour la

méthode de Ricceri c’est l’existence au moins de trois solutions faibles dont la

norme inférieure à une certaine constante r, alors que c’est l’existence d’une

solution faible. Certes aussi que pour le principe de Ricceri nous vérifions huit

conditions, alors que nous devons que trois conditions pour la méthode de

col de la montagne. Enfin les deux méthodes ont le même objectif, les mêmes

obstacles, des stratégies et finalités différentes.
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Chapitre 2

Étude d’un problème non

linéaire faisant intervenir

l’opérateur N-Laplacien

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l’étude des équations elliptiques faisant intervenir

un opérateur N -Laplacien du type :

− div(m(|∇u|N)|∇u|N−2∇u) = λf(x, u) + µg(x, u)

Où Ω est un domaine borné de RN dont la frontière ∂Ω est assez régulière,

les fonctions g, f :Ω ×R→ R appartiennent à la classe A de fonction h(x, t)

vérifiant les hypothèses suivantes :

(H1) ∀M > 0, sup
|t|≤M

|h(x, t)| ∈ L∞(Ω)

(H2) lim
|u|→∞

sup
x∈Ω

|h(x, u)|

eδ|u|
N
N−1

= 0, ∀δ > 0.

Le champ m : R+ → R vérifiant les hypothèses suivantes :

(M1) m : R+ → R est continue ;

(M2) Il existe une constante positive p ∈]1, N ], b1, b2, c1, c2 telle que :

c1 + b1u
N−p ≤ uN−pm(uN) ≤ c2 + b2u

N−p ∀u ∈ R+;

(M3) la fonction k : R → R, k(u) = m(|u|N)|u|N−2u est strictement crois-

sante et k(u)→ 0 quand u→ 0+.

Le but est de mener une investigation sur des cas limites pour un opérateur

avec poids tel que l’opérateur ci-dessus, en considérant des croissances expo-

nentielles non linéaires.
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Notre démarche consiste à prouver l’existence de multiples solutions non

triviales de nos problèmes au dessus, en utilisant le principe de B. Ric-

ceri [9]. Plus précisément, notre approche est de montrer que les fonction-

nelles ”énergies” φ, J et Ψ imposées par la nature de notre problème, ont

un sens dans Le cadre fonctionnel qu’est imposé aussi par la nature du

problème étudié. Et que ces fonctionnelles φ, J et Ψ obéissent aux conditions

de théorème de ”Ricceri” (1.31).

2.2 Étude d’une équation de Laplace avec

poids

Nous consacrons cette section à l’étude du problème elliptique de Dirichlet

suivant ;−div(m(|∇u|2)∇u) = λβ(x)(uqe
ηu2

ln(|u|+3) + γ|u|u) + µ|u|s−2u dans Ω

u = 0 sur ∂Ω,
(2.1)

où Ω est un domaine borné de R2 dont la frontière ∂Ω est assez régulière.

λ, µ sont des paramètres positifs et la fonction u ∈ W 1,2
0 (Ω). Les constantes

0 < γ ≤ η et q, s sont telles que q > 1, s > 1, la fonction β : Ω→ R est bornée

mesurable et le champ m : R+ → R est une fonction continue satisfaisant les

hypothèses (M1),(M2) et (M3) avec (N=2) i.e.

(M1) m : R+ → R est continue ;

(M2) Il existe des constantes positives p ∈]1, 2], b1, b2, c1, c2 telles que :

c1 + b1u
2−p ≤ u2−pm(u2) ≤ c2 + b2u

2−p ∀u ∈ R+;

(M3) la fonction k : R → R, k(u) = m(|u|2)u est strictement croissante et

k(u)→ 0 quand u→ 0+.

Remarque 2.1. (1) la fonction f(x, t) = tqe
ηt2

ln(|t|+3) + γ|t|t, avec

q > 1, 0 < γ ≤ η, et la fonction g(x, t) = |t|s−2t avec s > 1 appartiennent

à la classe A.

(2) l’opérateur considéré ici a était étudier par Hirano [58] avec des non-

linéarités ayant une croissance polynomiale.

(3) si m(u) = 1+u
p−2
2 , p ≤ 2, alors les hypothèses (M1,M2,M3) tiennent et

− div(m(|∇u|2)∇u) dans (2.1) devient −∆u−∆pu, où ∆p ≡ div(|∇u|p−2∇u)

est l’opérateur p-Laplacien .
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Le résultat principal de cette section est le suivant : l’existence des solutions

faibles dans l’espace de Sobolev W = W 1,2
0 (Ω) menu de la norme gradient

‖u‖ =
( ∫

Ω
|∇u|2

) 1
2
.

Théorème 2.2. Sous les hypothèses suivantes :

(1) le champs m(.) vérifie les hypothèses (M1),(M2) et (M3).

(2) Il existe une constante C ′ > 0 telle que
( ∫

Ω
eδu

2
dx
)1/2 ≤ C ′‖u‖ pour

tout u ∈ W et toute δ > 0.

(3) Il existe u0 ∈ W tel que∫
Ω

β(x)

∫ u0(x)

0

(ξqe
ηξ2

ln(|ξ|+3) + γ|ξ|ξ) dξ dx > 0.

Si on pose

ω =
1

2
inf
{ ∫

Ω
M(|∇u|2) dx∫

Ω
β(x)

∫ u
0

(ξqe
ηξ2

ln(|ξ|+3) + γ|ξ|ξ) dξ dx
,

u ∈ W,
∫

Ω

β(x)

∫ u

0

(ξqe
ηξ2

ln(|ξ|+3) + γ|ξ|ξ) dξ dx > 0
}
,

(2.2)

où M(ξ) =
∫ ξ

0
m(t) dt,

Alors pour chaque interval compact [a, b] ⊂]ω,+∞[, il existe r > 0 avec la

propriété suivante :

pour chaque λ ∈ [a, b], il existe σ > 0 telle que pour chaque µ ∈ [0, σ], le

problème (2.1) possède au moins trois solutions faibles dans W ayant des

normes inférieures à r.

La preuve de ce résultat sera une adoption de principe de Ricceri. Dans l’étape

suivant, nous présentons l’approche variationnel.

2.2.1 Approche variationnelle

L’approche variationnel nécessite la spécification d’un espace fonctionnel dans

lequel nous cherchons les solutions faibles de nos problèmes. L’approche va-

riationnel nécessite aussi la spécification des fonctionnelles ”énergies” Pour

lesquelles nos solutions seront des points critiques.

La nature du problème (2.1) nous oriente à considérer l’espace fonctionnel

W = W 1,2
0 (Ω) donné dans la proposition (1.17) du chapitre 1. W est un

espace limite de Sobolev défini par la complétude de C∞0 (Ω) pour la norme

‖u‖ =
(∫

Ω

|∇u|2 dx
)1/2
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i.e.

W = W 1,2
0 (Ω) = C∞0 (Ω)

‖.‖

Le théorème (proposition(1.17) chap 1) de ”Trudinger-Moser” [38] assure que

L’espace W est continûment injecté dans la classe d’espaces Orlicz :

Lφ(Ω) généré par la fonction φ(t) = exp
(
t2
)
− 1

i.e.

Lφ(Ω) =
{
u : Ω→ R, mesurable :

∫
Ω

|φ(u)| dx <∞
}
,

équipé de la norme

‖u‖φ = inf
{
λ > 0 :

∫
Ω

φ
(u(x)

λ

)
dx ≤ 1

}
.

De plus, l’inégalité de ”Trudinger-Moser” [38]

exp
(
δ|u|2

)
∈ L1(Ω), ∀u ∈ W, ∀δ > 0,

sup
‖u‖≤1

∫
Ω

exp
(
δ|u|2

)
dx ≤ C if δ ≤ α2,

où α2 = 2π.

La nature du problème (3.1) nous oriente aussi à considérer des fonctionnelles

φ, J et Ψ telles que l’équation

Φ′(u) = λJ ′(u) + µΨ′(u)

n’est que notre équation (2.1). Nous concéderons donc les fonctionnelles sui-

vantes : Φ : W → R :

Φ(u) =
1

2

∫
Ω

M(|∇u|2) dx, avec, M(u) =

∫ u

0

m(t)dt

et la fonctionnelle J : W → R :

J(u) =

∫
Ω

β(x)
(
uqe

ηu2

ln(|u|+3)u+ γ|u|u2
)
dx

et la fonctionnelle Ψ : W → R :

Ψ(u) =

∫
Ω

|u|s

Remarque 2.3. L’inégalité de Trudinger-Moser [38] implique

que exp(δ|u|2) ∈ L1(Ω) pour toute u ∈ W et toute δ > 0, aussi
( ∫

Ω
eδu

2
dx
)1/2 ≤

C ′‖u‖ a bien un sens parce que
∫

Ω
eδu

2
dx dépend de u.
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Définition 2.4. Nous définissons une solution faible du problème (2.1) toute

fonction u ∈ W satisfaisant :∫
Ω
m(|∇u|2)∇u∇v dx =

∫
Ω

(
λβ(x)(uqe

ηu2

ln(|u|+3) + γ|u|u) + µ|u|s−2u
)
v dx ∀v ∈W.

Remarque 2.5. .

(1) La croissance exponentielle (H1) va nous garantir que les intégrales

données à droite sont bien définis.

(2) La croissance exponentielle dans l’hypothèse (H1) recouvre une classe

plus générale des fonctions, en particulier les fonctions polynomiales.

2.2.2 Résultats de compacités.

Le lemme suivant va nous garantir les premières conditions de théorème de

Ricceri.

Lemme 2.6. Si une fonction h ∈ A, alors la fonctionnelle N : W →
R : N(u) =

∫
Ω
H(x, u(x)) dx, où H(x, ξ) =

∫ ξ
0
h(x, t) dt, est continûment

différentiable avec une dérivée compacte.

Démonstration. Dans un premier temps nous montrons que N(u) est bien

définie sur W , puis nous montrons La Gâteaux différentiabilité de N(u).

La fonction N(u) est bien définie sur W :

En effet, nous considérons une fonction h appartenant à A. Puisque h ∈ A,

alors pour δ > 0, il existe une constante positive C1 > 0 telle que :

|h(x, u)| ≤ C1e
δ|u|2 , ∀(x, u) ∈ Ω× R :

l’intégration par partie nous assure :

|H(x, u)| =
∫ u

0

h(x, t) dt

|H(x, u)| ≤
∫ u

0

C1 exp
(
δ|t|2

)
dt

|H(x, u)| ≤ C2

[
|t| exp

(
δ|t|2

)]u
0
−
∫ u

0

2t2 exp
(
δ|t|2

)
|H(x, u)| ≤ C2|u| exp

(
δ|u|2

)
∫

Ω

∣∣∣H(x, u)
∣∣∣ ≤ C2

∫
Ω

|u| exp
(
δ|u|2

)
∫

Ω

∣∣∣H(x, u)
∣∣∣ ≤ C2‖u‖L2(Ω)

(∫
Ω

(exp(δ|u|2))2 dt
) 1

2
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∫
Ω

∣∣∣H(x, u)
∣∣∣ ≤ C2‖u‖L2(Ω)‖

(
exp(δ|u|2)

)2

‖L2(Ω)∫
Ω

∣∣∣H(x, u)
∣∣∣ ≤ C2‖u‖L2(Ω)‖

(
exp(δ|u|2)

)
‖2
L1(Ω)

L’inégalité de Trudinger-Moser (proposition(1.17)) [38] nous assure que, exp(δ|u|2) ∈
L1(Ω). De plus du fait que W s’injecte dans L2(Ω) nous avons ‖u‖L2(Ω) ≤
C‖u‖. ∫

Ω

|H(x, u)| <∞

Par conséquence la fonction N(u) est bien définie sur W .

La fonction N(u) est Gâteaux différentiable.

en effet, pour montrer la Gâteaux différentiabilité de N(u), nous considérons :

N ′(u)v = lim
t→0+

N(u+ tv)−N(u)

t
=

∫
Ω

h(x, u(x))v(x) dx.

le Théorème de Lebesgue [45] va nous garantir queN(u) est Gâteaux différentiable

dont la dérivée est donnée par :

N ′(u)v =

∫
Ω

h(x, u)v dx

pour tout u, v ∈ W .

La fonction N ′ est continue de W vers son dual W ∗.

Pour montrer que N ′ est continue de W vers son dual W ∗, nous considérons

une suite {uk} qui converge vers u dans W et nous prouvons que N ′(uk)

converge vers N ′(u) dans W ∗. Ceci revient à prouver que

Hk =

∫
Ω

(
h(x, uk)− h(x, u)

)
v dx

converge vers 0 quand k →∞ pour toute v ∈ W
En effet, l’inégalité de Hölder, nous donne :

Hk =

∫
Ω

(
h(x, uk)−h(x, u)

)
v dx ≤

[ ∫
Ω
|h(x, uk)−h(x, u)|p1 dx

]1/p1[ ∫
Ω
|v|p′1 dx

]1/p′1
,

avec p′1 est le conjugué de p1 > 1.

Nous remarquons que si nous arrivons à montrer que :

(1) Le terme
∫

Ω
|v|p′1 dx est borné.

(2) Le terme
∫

Ω
|h(x, uk)− h(x, u)|p1 dx tend vers 0.
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le terme Hk va tendre vers 0 et par suite la preuve de la continuité de la

fonction N ′(u) sera achevée.

D’une part, le théorème de Rellich Kondrachov [23], qui nous assure :

(R.K)

{
W 1,N

0 (Ω) s’injecte d’une manière compacte dans Lp1(Ω) ,∀p1 > 1,

de plus on a l’inégalité ‖v‖p1 ≤ C‖v‖, ∀v ∈ W 1,N
0 (Ω)

Nous avons donc l’espace W s’injecte d’une manière compacte dans Lp1(Ω).

Nous avons, ∀v ∈ W, ‖v‖p1 ≤ C‖v‖ alors v ∈ Lp1(Ω) ceci nous assure (1).

D’autre part, d’après Le théorème de Rellich Kondrachov [23], nous avons,

l’existence d’une sous-suite, notée aussi {uk} telle que :

uk → u fortement dans Lp1(Ω),

quand k → ∞ pour tout p1 > 1, ceci nous donne uk → u presque par tout

dans Ω.

Pour montrer (2) i.e ∫
Ω

|h(x, uk)− h(x, u)|p1 dx→ 0.

Nous allons utiliser le théorème de Vitali [24], ceci veut dire que nous avons

besoin de montrer :

(V1) supk
∫

Ω
|h(x, uk)|p1 dx ≤ C.

(V2)
∫

Ω
|h(x, u)|p1 dx ≤ C.

(V3) |h(x, u)|p1 est uniformément intégrable.

En effet, nous avons∫
Ω

|h(x, uk)|p1 dx ≤ C3

∫
Ω

exp(p1δ|uk|2) dx

≤ C3

∫
Ω

exp
(
p1δ‖uk‖2

( |uk|
‖uk‖

)2)
dx,

pour une certaine constante C3 > 0.

Puisque {uk} est une suite bornée, nous pouvons choisir δ suffisamment petite

telle que p1δ‖uk‖2 < α2. D’après (proposition(1.17))de ”Trudinger-Moser”

[38], Nous avons :

sup
k

∫
Ω

|h(x, uk)|p1 dx ≤ C4,

pour une certaine constante C4 > 0.

D’une manière similaire il existe une certaine constante C5 > 0 telle que :∫
Ω

|h(x, u)|p1 dx ≤ C5.

47



Nous allons montrer que |h(x, u)|p1 est uniformément intégrable. En effet, soit

E un sous ensemble mesurable de Ω et soit ε > 0, nous avons :∫
E
|h(x, uk)− h(x, u)|p1 dx ≤

(
meas(E)

)1/ζ′( ∫
E
|h(x, uk)− h(x, u)|p1ζ dx

)1/ζ
≤ K

(
meas(E)

)1/ζ′
,

où K est une constante positive qui est indépendante de k et 1
ζ

+ 1
ζ′

= 1.

Alors, pour meas(E) < ε
K

suffisamment petite, on obtient :∫
E

|h(x, uk)− h(x, u)|p1 dx ≤ cε

Ceci nous donne que |h(x, uk)−h(x, u)|p1 est uniformément intégrable. Puisque

uk → u presque partout dans Ω, nous avons h(x, uk) → h(x, u) presque par

tout dans Ω. Alors le théorème de Vitali [24] nous donne :

h(x, uk)→ h(x, u) in Lp1(Ω).

Ceci nous montre (2) et par conséquence N ′ est continue.

D’une manière similaire, nous pouvons montrer que N ′ est compacte de W

vers son dual W ∗.

2.2.3 Preuve du théorème 3.2.

La preuve du théorème est une adoption de principe de Ricceri associée aux

fonctionnelles Φ, J et Ψ, en montrant qu’elles vérifient les conditions du

théorème de Ricceri.

Proposition 2.7. La fonctionnelle Φ : W → R donnée par :

Φ(u) =
1

2

∫
Ω

M(|∇u|2) dx

est bien définie, Φ ∈ WW , coércive, faiblement semi-continue inférieurement.

Gâteaux différentiable appartenant à C1(W,R). De plus Φ est bornée sur tout

borné de W , et la fonctionnelle Φ′ est continue possédant une fonctionnelle

inverse sur W ∗.

Démonstration. En intégrant l’inégalité (M2) nous avons pour tout u ∈ W ,

1

2
M(|u|2) ≥ b1

2
|u|2 +

c1

p
|u|p

1

2
M(|u|2) ≤ b2

2
|u|2 +

c2

p
|u|p,
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avec p > 1. De plus la fonction h(u) = M(|u|2) est strictement convexe. Par

conséquence, la fonctionnelle Φ : W → R :

Φ(u) =
1

2

∫
Ω

M(|∇u|2) dx

est bien définie, coércive, faiblement semi-continue inférieurement. Gâteaux

différentiable appartenant à C1(W,R). De plus Φ est bornée sur tout borné

de W .

Nous déduisons du théorème ([ (1.27) chap 1] [18]), que Φ′ est possède une

fonctionnelle inverse continue sur W ∗, puisque l’opérateur I : W → W ∗ défini

par :

I(u)v =

∫
Ω

m(|∇u|2)∇u∇v dx

est uniformément monotone.

Ceci nous affirme que Φ est bien définie, Φ ∈ WW (1.22), coércive, faiblement

semi-continue inférieurement, Gâteaux différentiable appartenant à C1(W,R).

De plus Φ est bornée sur tout borné de W , et la fonction Φ′ est continue

possédant une fonction inverse sur W ∗.

Proposition 2.8. Sous tous les hypothèses de théorème (2.2), nous avons :

lim sup
‖u‖→0

J(u)

Φ(u)
= 0.

Démonstration. Du fait que :

F (x, u) = β(x)

∫ u

0

(tqe
ηt2

ln(|t|+3) + γ|t|t) dt.

nous déduisons :

F (x, u) ≤ β(x)(|u|q+1e
ηu2

ln(|u|+3) + γ
|u|3

3
)

≤ β(x)(|u|q+1eηu
2

+ γ
|u|3

3
)

Pour tout (x, u) ∈ Ω×W . Alors puisque La fonctionnelle J est définie par :

J(u) =

∫
Ω

F (x, u) dx

nous avons, pour tout u ∈ W , il existe des constantes positives C6 et C7,

telles que :

J(u)

Φ(u)
≤ C6 sup

x∈Ω
β(x)

∫
Ω

(
|u|q+1eηu

2
+ γ |u|

3

3

)
dx

C7

∫
Ω |∇u|2 + |∇u|p dx

,

≤ C6 sup
x∈Ω

β(x)

( ∫
Ω e

z′‖u‖2η(
|u|
‖u‖ )2

)1/z′( ∫
Ω |u|

z(q+1) dx
)1/z

+
∫

Ω γ
|u|3

3 dx

C7

∫
Ω(|∇u|2 + |∇u|p) dx

,
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avec 1
z

+ 1
z′

= 1. Alors, l’inégalité de Trudinger-Moser et puisque W est

continûment injecté dans Lz(q+1)(Ω), il existe une constante C8 > 0 telle que

J(u)

Φ(u)
≤ C8 sup

x∈Ω
β(x)

‖u‖q+1 + ‖u‖3

‖u‖2
, (2.3)

pour ‖u‖ ≤ ε assez petite tel que z′‖u‖2η < 4π.

Puisque nous avons, q > 1, (2.3) implique que

lim sup
u→0

J(u)

Φ(u)
≤ ε ,∀ε. (2.4)

ce qui termine la preuve de la proposition (4.6).

Proposition 2.9. Sous tous les hypothèses de théorème (2.2), nous avons :

lim sup
‖u‖→∞

J(u)

Φ(u)
≤ 0.

Démonstration. D’une part, Puisque f ∈ A nous avons pour tout δ > 0,

lim sup
|t|→∞

supx∈Ω F (x, t)

eδt2
= 0,

et pour toute ε > 0, il existe une constante positive ρ telle que : pour tout

x ∈ Ω et |t| > ρ,

F (x, t) ≤ εeδt
2

.

d’autre part, puisque f ∈ A nous pouvons affirmer que pour chaque

M > 0, sup|t|≤M |f(x, t)| ∈ L∞(Ω). Alors, il existe une constante positive

C9 > 0 telle que, pour chaque x ∈ Ω,

sup
|t|≤ρ
|f(x, t)| ≤ C9.

alors, pour chaque x ∈ Ω et t ∈ R,

F (x, t) ≤ C9ρ+ εeδt
2

nous avons donc

J(u) ≤ C9ρmeas(Ω) + ε

∫
Ω

eδu
2

dx.

puisque
(∫

Ω
eδu

2
dx
) 1

2 ≤ C ′‖u‖ pour tout δ > 0 et tout u ∈ W, nous obte-

nons :
J(u)

Φ(u)
≤ 2

C9ρmeas(Ω)

‖u‖2
+ 2ε

C ′2‖u‖2

‖u‖2
.
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Et par conséquent,

lim sup
‖u‖→+∞

J(u)

Φ(u)
≤ 2εC ′

2
. (2.5)

Finalement, puisque ε est arbitraire la proposition(4.8) se découle.

Les deux propositions (4.7) et (4.8) nous affirment la proposition suivante :

Proposition 2.10. Sous tous les hypothèses de théorème (2.2), nous avons :

max
{

lim sup
‖x‖→+∞

J(x)

Φ(x)
, lim sup

x→0

J(x)

Φ(x)

}
≤ 0.

Proposition 2.11. Sous tous les hypothèses de théorème (2.2), la fonction

J(u) =
∫

Ω
F (x, u) dx est bien définie et continûment Gâteaux différentiable,

avec une dérivée compacte,

J ′(u)v =

∫
Ω

f(x, u)v dx

pour tout u, v ∈ W

Démonstration. Nous utilisons une autre fois le fait que :

F (x, u) ≤ β(x)(|u|q+1eηu
2

+ γ
u3

3
)

pour tout (x, u) ∈ Ω × W . Alors, nous appliquons encore l’inégalité de

Trudinger-Moser et par le même argument utilisé dans la preuve de lemme(2.6),

on déduit que :

J(u) =

∫
Ω

F (x, u) dx

est bien définie et continûment Gâteaux différentiable, avec une dérivée com-

pacte,

J ′(u)v =

∫
Ω

f(x, u)v dx

pour tout u, v ∈ W .

Nous notons que puisque f ∈ A, le lemme (2.6) nous assure la compacité de

J ′.

Proposition 2.12. Sous tous les hypothèses de théorème (2.2), la fonction-

nelle Ψ donnée par :

Ψ(u) =
1

s
‖u‖sLs(Ω)

est continûment Gâteaux différentiable sur W, avec une dérivée compacte.

Démonstration. Du fait que la fonction g(x, u) ∈ A la proposition est une

application de lemme (2.6).
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Pour finir la preuve de théorème (2.2), nous remarquons que les conditions

Ric1, Ric2, Ric3, et Ric4 sont assurées par la proposition (1.7). La condi-

tion Ric5 est assurée par la proposition(2.8), la condition Ric7 est assurée

par la proposition (2.10), la condition Ric8 est assurée par la proposition

(2.12). En fin la condition Ric6 est facile à vérifier que les fonctionnelles Φ

et J possèdent un minimum en 0 (avec Φ(0) = J(0) = 0). Ce qui complète la

preuve du théorème (2.2).

2.3 Étude d’un problème associé au N-Laplacien

avec poids

Dans cette section nous considérons le problème général suivant :{
− div(m(|∇u|N)|∇u|N−2∇u) = λf(x, u) + µg(x, u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω,
(2.6)

où Ω est un domaine borné de RN de frontière assez régulière. λ, µ sont des pa-

ramètres positifs et la fonction u ∈ W 1,N
0 (Ω), les fonctions f et g ∈ A, la classe A

est définie par l’ensemble de fonction h : Ω×R→ R ayant la croissance exponentielle

suivante sur Ω :

lim
|u|→∞

sup
x∈Ω

|h(x, u)|

eδ|u|
N
N−1

= 0. (2.7)

avec N ≥ 2 et :

∀K > 0, sup
|t|≤K

|h(x, t)| ∈ L∞(Ω)., (2.8)

La fonction m(.) est supposée satisfaire les conditions suivantes :

(M1) m : R+ → R est continue ;

(M2) Il existe des constantes positives p ∈]1, N ], b1, b2, c1, c2 telles que :

c1 + b1u
N−p ≤ uN−pm(uN) ≤ c2 + b2u

N−p ∀u ∈ R+;

(M3) la fonction k : R → R, k(u) = m(|u|N)|u|N−2u est strictement croissante et

k(u)→ 0 quand u→ 0+.

Notre approche dans cette partie de ce travail est :

1- de donner une généralisation du résultat de B. Ricceri dans [13] qui concerne que

la classe de fonctions f, g ayant une croissance polynomiale classique, sous la forme ;

|f(x, s)|, |g(x, s)| ≤ c(1 + |s|q), q > 0.
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Nous notons que nos croissances exponentielle vont englober ces croissances poly-

nomiales.

2- de étendre le résultat ci-dessus pour une classe d’opérateurs plus large i.e

− div(m(|∇u|2)∇u).

Pour illustrer cette extension vers une classe d’opérateurs plus large, nous citons à

titre d’exemple le type d’application m(u) satisfaisant (M1),(M2) et (M3) :

m(u) = 1 + u
p−N
N , p ≤ N

Alors l’opérateur − div(m(|∇u|N)∇u) deviendra :

−∆Nu−∆pu,

où ∆p ≡ div(|∇u|p−2∇u) est l’opérateur p-Laplacien. Évidement, le choix d’appli-

cation m(u) = 1 nous donne le cas limite standard [13].

Notre procédure pour prouver notre résultat est de définir un cadre fonctionnel (i :e

espace et fonctions) imposé par la nature de notre problème. Puis nous montrons

que les conditions principe de Ricceri ”théorème (1.31) chap 1” sont satisfaites. Nous

considérons l’espace fonctionnel W 1,N
0 (Ω). Avant de donner notre résultat principal

dans cette section est le suivant, nous mentionnons qu’une solution faible de notre

problème ci-dessus (2.6) est toute fonction u ∈ W qui vérifie :∫
Ω

m(|∇u|N)|∇u|N−2∇v dx =

∫
Ω

λf(x, u)vdx+

∫
Ω

µg(x, u)vdx

pour toute v ∈ W .

Théorème 2.13. Soient f, g ∈ A telles que :

max
{

lim sup
t→0

sup
x∈Ω

F (x, t)

|t|N
, lim sup

t→∞

sup
x∈Ω

F (x, t)

|t|N
}
≤ 0, (2.9)

et

sup
u∈W 1.N

0 (Ω)

∫
Ω

F (x, u(x))dx > 0, (2.10)

avec F (x, t) =
∫ t

0
f(x, s)ds. Si on pose

ω =
1

N
inf
{∫

ΩM(|∇u|N ) dx∫
Ω F (x, u(x)) dx

, u ∈W 1.N
0 (Ω),

∫
Ω
F (x, u(x)) dx > 0

}
, (2.11)

où M(t) =
∫ t

0
m(s)ds. Alors, pour chaque interval compact [a, b] ⊂]ω,+∞[, il existe

r > 0 avec la propriété suivante :

pour chaque λ ∈ [a, b], il existe σ > 0 telle que pour chaque µ ∈ [0, σ], le problème

(2.6) possède au moins trois solutions faibles dans W ayant des normes inférieures

à r.
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2.3.1 Approche variationnelle.

L’approche variationnelle nécessite la spécification d’un espace fonctionnel dans

lequel nous cherchons les solutions faibles de nos problèmes. Le cadre fonctionnel

associé au problème (2.6) est l’espace de Sobolev limite W = W 1,N
0 (Ω) menu de la

norme :

‖u‖ =
(∫

Ω

|∇u|Ndx
) 1
N

Le théorème de Rellich Kondrachov [23] nous affirme queW 1,N
0 (Ω) s’injecte continûment

dans Ls(Ω) pour tout s ≥ 1, ce qui nous donne l’existence d’une constante Cs telle

que :

‖u‖ ≥ Cs

(∫
Ω

|u|sdx
) 1
s

= Cs‖u‖s

De plus, l’espace W 1,N
0 (Ω) d’après la proposition ((1.17)) [59] s’injecte continûment

dans Lφ∗(Ω) l’espace d’Orlicz généré par la fonction φ(t) = exp(|t|
N
N−1 )− 1 de plus :

∀u ∈ W 1,N
0 (Ω);∀δ > 0

nous avons :

exp
(
δ|u(.)|

N
N−1

)
∈ L1(Ω) (2.12)

et il existe une constante C ′N qui dépend de N et de la mesure de Ω telle que, pour

chaque 0 < δ < αN Où αN = Nω
1

N−1

N−1 avec ωN−1 est la mesure de (N − 1)-sphère

unité de RN :

sup
‖u‖≤1

∫
Ω

exp
(
δ|u(.)|

N
N−1

)
dx ≤ C ′N (2.13)

L’approche variationnelle nécessite aussi la spécification des fonctionnelles ”énergies”

pour lesquelles nos solutions sont des points critiques de ces fonctionnelles. Nos fonc-

tionnelles ”énergies” seront imposées par la nature du problème (2.6) comme suite :

Φ(u) =
1

N

∫
Ω

M(|∇u|N) dx, M(t) =

∫ t

0

m(s)ds.

et

J(u) =

∫
Ω

F (x, u(x)) dx, , F (x, t) =

∫ t

0

f(x, s)ds.

et

Ψ(u) =

∫
Ω

G(x, u(x)) dx, G(x, t) =

∫ t

0

g(x, s)ds.

L’idée est de vérifier que sous les hypothèses du théorème (2.13), que ces fonction-

nelles Φ, J et Ψ obéissent au principe de Ricceri.
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2.3.2 Résultats de compacité

Dans cette section, nous énonçons un résultat, de compacité, vital pour la prouve

de notre théorème.

Lemme 2.14. Si une fonction h ∈ A, alors la fonctionnelle N : W 1,N
0 (Ω) → R

définie par : N(u) =
∫

Ω
H(x, u(x)) dx, òu H(x, ξ) =

∫ ξ
0
h(x, t) dt, est continûment

différentiable avec une dérivée compacte, et

N ′(u)v =

∫
Ω

h(x, u(x))v(x) dx.

Démonstration. Puisque h appartient à A, pour δ > 0, il existe C1 > 0 telle que :

|h(x, u)| ≤ C1e
δ|u|

N
N−1

, ∀(x, u) ∈ Ω× R.

alors, pour chaque u ∈ W 1,N
0 (Ω), et presque tout x ∈ Ω, en utilisant l’intégration

par partie nous avons :

|H(x, u(x))| ≤ C2|u(x)| exp(δ|u(x)|
N
N−1 ).

donc, l’inégalité de Trudinger-Moser ((1.17) chap 1) [38] et Hölder inégalité, en-

trainent que la fonction N(u) est bien définie sur W .

Pour montrer que la fonction N est Gâteaux dérivable dont la dérivée est donnée

par :

N ′(u)v =

∫
Ω

h(x, u)v dx

Le Théorème de Lebesgue ”convergence dominée ”, ceci nous assure que :

N ′(u)v = lim
t→0+

N(u+ tv)−N(u)

t
=

∫
Ω

h(x, u(x))v(x) dx.

pour tout u, v ∈ W 1,N
0 (Ω).

Pour montrer que N ′ est continue de W vers son dual W ∗, nous considérons une

suite {uk} qui converge vers u dans W et nous prouvons que N ′(uk) converge vers

N ′(u) dans W ∗. Ceci revient à prouver que∫
Ω

(
h(x, uk)− h(x, u)

)
v dx

converge vers 0 quand k →∞ pour toute v ∈ W
En effet, l’inégalité de Hölder, nous donne :∫

Ω

(
h(x, uk)− h(x, u)

)
v dx ≤

[ ∫
Ω
|h(x, uk)− h(x, u)|q dx

]1/q[ ∫
Ω
|v|q′ dx

]1/q′

,
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avec q′ est le conjugué de q > 1.

Nous remarquons que si nous arrivons à montrer que les conditions suivantes sont

satisfaites :

(1) Le terme
∫

Ω
|v|q′ dx est borné.

(2) Le terme
∫

Ω
|h(x, uk)− h(x, u)|q dx tend vers 0.

alors, la continuité de la fonction N ′(u) sera achevée.

La condition (1) se déduit du fait que W 1,N
0 (Ω) s’injecte d’une manière continue

dans Lq ′(Ω)

Pour montrer que la condition (2) est satisfaite, L’idée est d’appliquer le théorème

de Vitali [24].

Nous devons montrer que |h(x, uk)|q est uniformément intégrable de plus pour toute

{uk} suite bornée dans W 1,N
0 (Ω)

sup
k

∫
Ω

|h(x, uk)|q dx <∞, (2.14)

pour q > 0.

En effet, soit M > 0 tel que ‖uk‖ ≤M, ∀k ∈ N. Nous choisissons δ assez petite telle

que :

|h(x, uk)| ≤ Ceδ|uk|
N
N−1

,

et ∫
Ω

|h(x, uk)|q ≤ Cq

∫
Ω

eqδ|uk|
N
N−1

,

∫
Ω

|h(x, uk)|q ≤ Cq

∫
Ω

e
δqM

N
N−1 (

|uk|
‖uk‖

)
N
N−1

,∫
Ω

|h(x, uk)|q ≤ CqCN

pour une certaine 0 < δ ≤ N

qM
N
N−1

, ce qui montre (2.14).

D’autre part, nous montrons que |h(x, uk)|q est uniformément intégrable.

En effet puisque (uk) est bornée dans X, il existe u ∈ X telle que une sous suite

notée aussi (uk) qui converge vers u presque partout dans Ω.

Nous avons h(., uk(.)) → h(., u(.)) presque par tout dans Ω. De plus de (2.14)

nous déduisons que pour chaque p1 > 1 il existe une constante c1 telles que, pour

tout k ∈ N nous avons : ∫
Ω

|h(x, uk)|p1q dx ≤ c1 (2.15)
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Soit E un sous ensemble mesurable de Ω et soit ε > 0, nous avons :∫
E
|h(x, uk)|q dx ≤

(
meas(E)

)1/p′1( ∫
Ω
|h(x, uk)|p1q dx

) 1
p1

≤ c
1
p1
1

(
meas(E)

) 1
p′1 ,

où c1 est une constante positive qui est indépendante de k et 1
p1

+ 1
p′1

= 1. Donc,

pour meas(E) suffisamment petite, on obtient :∫
E

|h(x, uk)|q dx ≤ ε (2.16)

l’application de théorème de Vitali [24] nous assure que pour chaque q > 0 nous

avons :

h(., uk(.))→ h(x, u(.)) dans Lq(Ω) (2.17)

Nous remarquons que notre condition (2) est donnée par (2.17).

Maintenant nous pouvons montrer que N ′(u) est continue, compacte en prenant

q = N à titre d’exemple. En effet, soit uk une suite qui converge vers u dans X,

alors il existe une sous suite uk → u presque par tout dans Ω. Nous avons pour

chaque v ∈ W avec ‖v‖ ≤ 1,

∣∣∣(N ′(uk)−N ′(u)
)

(v)
∣∣∣ =

∫
Ω

(
h(x, uk)− h(x, u)

)
v dx

≤
[ ∫

Ω

∣∣∣h(x, uk)− h(x, u)
∣∣∣ N
N−1

dx
]N−1

N
[ ∫

Ω
|v|N dx

]1/N
,

≤ CN
([ ∫

Ω

∣∣∣h(x, uk)− h(x, u)
∣∣∣ N
N−1

dx
]N−1

N
)

nous avons utiliser le fait que W 1,N
0 s’injecte d’une manière continue dans LN(Ω).

De (2.17) nous pouvons affirmer que la partie droite tend vers 0 lorsque k →∞, il

s’ensuit

N ′(uk)→ N ′(u) dans W ∗.

D’une manière similaire, on montre que N ′ est compacte de W 1,N
0 vers son dual(

W 1,N
0

)∗
. Ceci termine la démonstration de lemme.

2.3.3 Preuve du résultat principal théorème 2.13

La preuve du théorème sera une application du principe de Ricceri associé aux

fonctionnelles suivantes :

Φ(u) =
1

N

∫
Ω

M(|∇u|N) dx
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et

J(u) =

∫
Ω

F (x, u(x)) dx

et

Ψ(u) =

∫
Ω

G(x, u(x)) dx

Proposition 2.15. Sous les hypothèses du théorème (2.13), La fonction Φ :W→ R :

Φ(u) =
1

N

∫
Ω

M(|∇u|N) dx

est bien définie, Φ ∈ WW , coércive, faiblement semi-continue inférieurement. Gâteaux

différentiable appartenant à C1(W,R). De plus Φ est bornée sur tout borné de W ,

et la fonction Φ′ :

Φ′(u)v =

∫
Ω

m(|∇u|N)|∇u|N−2∇v dx

possède une fonction inverse continue sur W ∗ .

Démonstration. De l’inégalité (M2) nous avons pour tout u ∈ R,

1

N
M(|u|N) ≥ b1

N
|u|N +

c1

p
|u|p

1

N
M(|u|N) ≤ b2

N
|u|N +

c2

p
|u|p,

avec p > 1. De plus la fonction h(u) = M(|u|N) est strictement convexe. Par

conséquence, la fonction Φ : W 1,N
0 → R donnée par :

Φ(u) =
1

N

∫
Ω

M(|∇u|N) dx

est bien définie, coércive, faiblement semi-continue inférieurement. Gâteaux différentiable

appartenant à C1(W,R). De plus Φ est bornée sur tout borné de W . On déduit du

théorème ([(1.27) chap 1] [18]), que Φ′ possède une fonction inverse continue sur

W ∗, puisque l’opérateur I : W → W ∗ défini par :

I(u)v =

∫
Ω

m(|∇u|N)|∇u|N−1∇vdx

est uniformément monotone.

Proposition 2.16. Sous les hypothèses du théorème (2.13). Les fonctionnelles :

J(u) =

∫
Ω

F (x, u) dx et Ψ(u) =

∫
Ω

G(x, u) dx
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sont bien définies et continûment Gâteaux différentiables, avec des dérivées com-

pactes,

J ′(u)v =

∫
Ω

f(x, u)v dx

et

Ψ′(u)v =

∫
Ω

g(x, u)v dx

pour tout u, v ∈ W .

Démonstration. De lemme (2.14) et le fait que f, g ∈ A, on peut affirmer que J,Ψ

sont bien définies continûment gâteaux différentielles avec des dérivées compactes

J ′ et Ψ′(u) définies par :

J ′(u)(v) =

∫
Ω

f(x, u(x))v(x) dx

Ψ′(u)(v) =

∫
Ω

g(x, u)v dx

pour tout u, v ∈ W

Proposition 2.17. Sous les hypothèses du théorème (2.13). Les fonctionneles Φ et

J vérifient la propriété suivante :

lim sup
‖u‖→0

J(u)

Φ(u)
= 0. (2.18)

Démonstration. De l’hypothèse (2.9) nous avons :

lim sup
t→0

supx∈Ω F (x, t)

|t|N
≤ 0

d’où pour chaque ε il existe une constante ρ telle que, pour tout x ∈ Ω et |t| < ρ

nous avons :

F (x, t) < ε|t|N

et comme f ∈ A, pour η > 0 et q > N il existe c > 0 telle que, pour chaque x ∈ Ω

et |t| ≥ ρ nous avons :

F (x, t) ≤ c|t|q exp
(
η|t|

N
N−1

)
d’où

F (x, t) < ε|t|N + c|t|q exp
(
η|t|

N
N−1

)
Nous choisissons p > 1, l’application de Hölder inégalité nous donne :
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∫
Ω

exp
(
η|u(x)|

N
N−1

)
|u(x)|q (2.19)

≤
[ ∫

Ω

exp
(
pη‖u(x)‖

N
N−1

( |u(x)|
‖u‖

) N
N−1
)
dx
] 1
p
[ ∫

Ω

|u|p′qdx
] 1
p′ (2.20)

le fait que W 1,N
0 s’injecte d’une manière continue dans Ls(Ω) pour s ≥ 1, pour

‖u‖ ≤ ( N
pη

)
N
N−1 nous aurons :

J(u) ≤ εC‖u‖N + C ′‖u‖q

donc
J(u)

Φ(u)
≤ CNε+ C ′N‖u‖q−N

du fait que p > N nous pouvons déduire la proposition.

Proposition 2.18. Sous les hypothèses du théorème (2.13). Les fonctionnelles Φ et

J vérifient la propriété suivante :

lim sup
‖u‖→∞

J(u)

Φ(u)
= 0. (2.21)

Démonstration. De l’hypothèse (2.9) nous avons :

lim sup
t→∞

supx∈Ω F (x, t)

|t|N
≤ 0

d’où pour chaque ε il existe une constante ρ telle que, pour tout x ∈ Ω et |t| > ρ

nous avons :

F (x, t) < ε|t|N

la condition (2.7) nous donne l’existence d’une constante c telle que, pour tout x ∈ Ω

F (x, t) ≤ cρ+ ε|u|N

ce qui nous donne

J(u) ≤ Cmeas(Ω) + ε

∫
Ω

|u(x)|Ndx

et comme W s’injecte d’une manière continue dans LN(Ω) alors :

J(u)

Φ(u)
≤ N

Cρ meas()Ω

‖u‖N
+ εNC ′N

le fait que le ε est arbitraire, termine la preuve de la proposition.

Les deux propositions ci-dessus nous donnent la proposition suivante.
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Proposition 2.19. (2.13)Sous les hypothèses du théorème. Les fonctionnelles Φ et

J vérifient la propriété suivante :

max
{

lim sup
‖x‖→+∞

J(x)

Φ(x)
, lim sup

x→0

J(x)

Φ(x)

}
≤ 0.

Pour achever la preuve du théorème, nous remarquons que les conditions : Ric1,

Ric2, Ric3, et Ric4 sont assurées par la proposition (2.15). La condition Ric5

et la condition Ric8 sont assurées par la proposition (2.16), la condition Ric7 est

assurée par la proposition (2.19). La condition Ric6 est facile à vérifier que Φ et J

possèdent un minimum en 0 (avec Φ(0) = J(0) = 0).

Ce qui complète la preuve du théorème.

2.3.4 Quelques exemples

Proposition 2.20. Pour tout p ∈]0, N [, il existe une constante positive ω telle que

pour tout interval compact [a, b] ⊂]ω,+∞[, il existe r > 0 avec la propriété suivante,

pour tout λ ∈ [a, b], et tout q ∈]0, N
N−1

[, il existe σ > 0 telle que pour tout µ ∈ [0, σ],

le problème (pλ,µ)

(pλ,µ)


−∆Nu−∆pu = λ

|u|p+N−2u
(
p|u|N + p+N

)
(

1 + |u|N
)2 + µ exp

(
|u|q
)

dans Ω

u = 0 sur ∂Ω,

(2.22)

possède au moins trois solutions faibles dans W 1,N
0 (Ω) dont les normes sont inférieures

à la constante r.

Démonstration. Pour prouver cette proposition, il suffit de remarquer que cette

proposition est une application du théorème (2.13), avec la fonction poids m(u) =

1 + u
p−N
N .

Dans un premier temps, nous vérifions que :

f(x, u) =
|u|p+N−2u(p|u|N + p+N)

(1 + |u|N)2

satisfait les hypothèses (H1) et (H2)

(H1) ∀M > 0, sup|t|≤M

∣∣∣ |t|p+N−2t(p|t|N+p+N)
(1+|t|N )2

∣∣∣ ∈ L∞(Ω)

(H2) lim|u|→∞ supx∈Ω

∣∣∣ |u|p+N−2u(p|u|N+p+N)

(1+|u|N )2

∣∣∣
eδ|u|N

= 0, ∀δ > 0.
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Du fait que les fonctions exponentielles dominent les fonctions polynomiales à l’in-

fini, ceci nous assure (H2), la condition (H1) est immédiate.

Le champ m(u) = 1 + u
p−N
N vérifiant les hypothèses suivantes :

(M1) m : R+ → R est continue ;

(M2) Il existe une constante positive p ∈]1, N ], b1, b2, c1, c2 telle que :

c1 + b1u
N−p ≤ uN−pm(uN) ≤ c2 + b2u

N−p ∀u ∈ R+;

(M3) la fonction k : R → R, k(u) = m(|u|N)|u|N−2u est strictement croissante et

k(u)→ 0 quand u→ 0+.

La vérification de (M1) et (M3) c’est immédiate. Pour vérifier (M2) il suffit de

remarquer :

m(u) = 1 + u
p−N
N

m(|u|N) = 1 + (|u|N)
p−N
N

m(|u|N) = 1 + |u|p−N

|u|N−pm(|u|N) = |u|N−p(1 + |u|p−N)

|u|N−pm(|u|N) = |u|N−p + |u|N−p|u|p−N = |u|N−p + 1

Ceci nous prouve que (M2) est satisfaite. Pour terminer la preuve de la proposition il

nous reste à montrer que notre fonction f, vérifie les conditions de (2.9) du théorème

(2.13) i.e

max
{

lim sup
t→0

supx∈Ω F (x, t)

|t|N
, lim sup

t→∞

supx∈Ω F (x, t)

|t|N
}
≤ 0

F (x, u) =
∫ u

0
f(x, s)ds. En effet, vérifiant dans un premier temps que :

lim sup
t→0

supx∈Ω F (x, t)

|t|N

Puisque nous somme au voisinage de 0, |u| ≤ 1, alors |u|p ≤ 1 :

f(x, u) =
|u|p+N−2u(p|u|N + p+N)

(1 + |u|N)2

f(x, u) = |u|p |u|
N−2u(p|u|N + p+N)

(1 + |u|N)2

f(x, u) ≤ |u|
N−2u(p|u|N + p+N)

(1 + |u|N)2
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le fait p < N donne p+N < 2N , cela va nous donner :

f(x, u) ≤ |u|
N−2u(N |u|N + 2N)

(1 + |u|N)2

ceci nous donne :

f(x, s) ≤ |s|
N−2s(N |s|N + 2N)

(1 + |s|N)2

f(x, s) ≤ N |s|2N−1 + 2N |s|N−1

(1 + |s|N)2

f(x, s) ≤ 2N |s|2N−1 + 2N |s|N−1

(1 + |s|N)2

Nous remarquons que le terme à droite n’est que :

2N |s|2N−1 + 2N |s|N−1

(1 + |s|N)2
= (ln((1 + |s|N)2)′

nous avons :

F (x, u) =

∫ u

0

f(x, s)ds

F (x, u) ≤
∫ u

0

(ln((1 + |s|N)2)′ds

ceci nous donne :

F (x, u) ≤ [ln((1 + |s|N)2)]u0

enfin ceci nous prouvera :

lim sup
t→0

supx∈Ω F (x, t)

|t|N
= 0

Pour l’autre inégalité (2.9) au voisinage de ∞, remarquons que pour s ≤ |u| nous

avons :

sp ≤ |u|p

f(x, s) = |s|p |s|
N−2s(p|s|N + p+N)

(1 + |s|N)2

f(x, s) ≤ |u|p |s|
N−2s(p|s|N + p+N)

(1 + |s|N)2

avec les mêmes arguments nous trouvons :

f(x, s) ≤ |u|p
(
ln((1 + |s|N)2

)′
ds

F (x, u) ≤ |u|p
[
ln((1 + |s|N)2)

]u
0

Ceci va nous donner la deuxième inégalité (2.9)
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lim sup
t→∞

supx∈Ω F (x, t)

|t|N

pour terminer la preuve de la proposition nous remarquons que la fonction g(x, s) =

exp(|u|q) est bien dans la classe A parce que q ∈]0, N
N−1

[. Ceci termine la preuve de

la proposition.

Proposition 2.21. Pour tout p ∈]0, N [, il existe une constante positive ω telle

que pour tout intervalle compact [a, b] ⊂]ω,+∞[, il existe r > 0 avec la propriété

suivante, pour tout λ ∈ [a, b], et tout q ∈]0, N
N−1

[, il existe σ > 0 telle que pour tout

µ ∈ [0, σ], le problème (pλ,µ)

(pλ,µ)

−∆Nu = λ
|u|p+N−2u(p|u|N + p+N)

(1 + |u|N)2
+ µ exp(|u|q) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω,

(2.23)

possède au moins trois solutions faibles dans W 1,N
0 (Ω) dont les normes sont inférieurs

à la constante r.

Démonstration. Il suffit de remarquer la proposition est un cas particulier lorsque

le poids m(u) = 1, l’opérateur est :

− div(m(|∇u|N)∇u) = − div((|∇u|N−2)∇u)
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Chapitre 3

Étude d’un système faisant

intervenir l’opérateur le

N-Laplacien.

3.1 Introduction

Dans cette section nous étudions le problème faisant intervenir deux équations

suivant : 
−div

(
a(|∇u|N )|∇u|N−2∇u

)
= λFu(x, u, v) + µGu(x, u, v) in Ω

−div
(
a(|∇v|N )|∇v|N−2∇v

)
= λFv(x, u, v) + µGv(x, u, v) in Ω

u = v = 0 on ∂Ω,

(3.1)

où Ω ⊂ Rn, avec n ≥ 2, un domaine borné avec ∂Ω assez régulière. Plus précisément

nous nous intéressons à l’ existence des solutions faibles du problème (4.1). Les

fonctions F : Ω× R× R → R sont supposées d’être mesurables dans Ω et C1 dans

R× R satisfaisant :

(H1) Pour tout M, sup|(t,s)|≤M(|Ft(x, t, s)|+ |Fs(x, t, s)|) ∈ L∞(Ω),

(H2) La croissance exponentielle sur Ω ; i.e., pour tout δ > 0

lim
|(t,s)|→∞

|Ft(x, t, s)|+ |Fs(x, t, s)|
eδ(|t|N+|s|N )1/(N−1)

= 0 Uniformément dans Ω,

avec F (., 0, 0) ∈ L1(Ω).

Concernant la fonction G(., t), doit être une fonction mesurable et G(., .) est C1-

fonction et satisfaisant :

(G1) pour tout k > 0 et certaine hk ∈ L1(Ω)

sup
|(t,s)|≤k

(|Gt(x, t, s)|+ |Gs(x, t, s)|) ≤ hk(x),
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avec G(., 0, 0) ∈ L1(Ω).

Finalement on suppose que la fonction a(.).

(A1) a : R+ → R est continue ;

(A2) il existe des constantes positivesp ∈]1, N ], b1, b2, c1, c2 telles que

c1 + b1u
N−p ≤ uN−pa(uN) ≤ c2 + b2u

N−p ∀u ∈ R+;

(A3) la fonction k : R → R, k(u) = a(|u|N)|u|N−2u est strictement croissante et

k(u)→ 0 quand u→ 0+.

le but est de montrer l’existence des solutions faibles de(3.1) dans l’espace produit

de Sobolev W = W 1,N
0 (Ω)×W 1,N

0 (Ω) qui est menu de la norme

‖U‖NW =

∫
Ω

|∇U |N dx =

∫
Ω

(|∇u|N + |∇v|N) dx

où U = (u, v) ∈ W . Motivé par le résultat de Trudinger-Moser (cf. [59]) dans le cas

n ≥ 2, on remarque que l’espace W est injecté d’une manière continue dans la classe

des espaces d’Orlicz

Lφ =
{
U : Ω→ R2, mesurable :

∫
Ω

φ(U) <∞
}
,

où φ(s, t) = exp
(
s

N
N−1 + t

N
N−1

)
. de plus, il existe une constante CN qui dépend de N

et de la mesure de Ω telle que

sup
‖(u,v)‖W≤1

∫
Ω

exp
(
δ(|u|

N
N−1 + |v|

N
N−1 )

)
dx ≤ CN pour tout 0 < δ ≤ αN ,

où αN = Nω
1

N−1

N−1, est la mesure de ωN−1 la surface de la sphère unité de dimension

(N − 1).

Remarque 3.1. (1) l’opérateur considéré ici a été étudier par Hirano [58] avec

des non linéarités ayant une croissance polynomiale.

(2) Soit λ1 la plus petite valeur propre [25] pour le problème

−∆Nu = λ|u|α−1u|v|β+1 dans Ω ⊂ RN

−∆Nv = λ|u|α+1|v|β−1v dansΩ ⊂ RN

u = v = 0 sur ∂Ω;

i.e.,

λ1 = inf
{α + 1

N

∫
Ω

|∇u|N dx+
β + 1

N

∫
Ω

|∇v|N dx :

(u, v) ∈ W,
∫

Ω

|u|α+1|v|β+1 dx = 1
}

où α + β = N − 2 et α, β > −1.
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Remarque 3.2. Puisque α + β = N − 2 implique α+1
N

+ β+1
N

= 1, nous avons pour

tout (u, v) ∈ W\{(0, 0)}

λ1 ≤
α + 1

N

∫
Ω

|∇u1|N dx+
β + 1

N

∫
Ω

|∇v1|N dx et

∫
Ω

|u1|α+1|v1|β+1 dx = 1

avec

u1 =
u

(
∫

Ω
|u|α+1|v|β+1 dx)1/N

, v1 =
v

(
∫

Ω
|u|α+1|v|β+1 dx)1/N

.

nous avons donc :

λ1

∫
Ω

|u|α+1|v|β+1 dx ≤ α + 1

N

∫
Ω

|∇u|N dx+
β + 1

N

∫
Ω

|∇v|N dx

pour (u, v) ∈ W\{(0, 0)}.

Définition 3.3. On dit que la paire (u, v) ∈ W est une solution faible de (3.1) si

pour tout (ϕ, ψ) ∈ W ,∫
Ω
a(|∇u|N )|∇u|N−2∇u∇ϕdx =

∫
Ω

(λFu(x, u, v) + µGu(x, u, v))ϕdx∫
Ω
a(|∇v|N )|∇v|N−2∇v∇ψ dx =

∫
Ω

(λFv(x, u, v) + µGv(x, u, v))ψ dx

(3.2)

Nous donnons notre principal résultat de ce chapitre où

F (x, U) = F (x, u, v) =

∫
Ω

(∫ u

0

Ft(x, t, v)dt +

∫ v

0

Fs(x, u, s)dt
)
dx

et

G(x, U) = G(x, u, v) =

∫
Ω

(∫ u

0

Gt(x, t, v)dt +

∫ v

0

Gs(x, u, s)dt
)
dx

Théorème 3.4. Nous supposons que Fu et Fv sont des fonctions continues qui vont

satisfaire les hypothèses (H1)-(H2) et que la fonction a(.) satisfait (A1)-(A3). De

plus, nous supposons que :

lim
|U |→0

sup
pF (x, U)

|u|α+1|v|β+1
< λ1, (3.3)

lim sup
|U |→∞

supx∈Ω F (x, U)

|U |N
≤ 0, (3.4)

uniformément sur x ∈ Ω, et

sup
U∈W

∫
Ω

F (x, U) dx > 0,

67



avec U = (u, v). Alors, si on suppose

θ =
1

N
inf
{∫

ΩA(|∇u|N ) +A(|∇v|N ) dx∫
Ω F (x, u(x), v(x)) dx

: (u, v) ∈W,
∫

Ω
F (x, u(x), v(x)) dx > 0

}
, (3.5)

avec A(t) =
∫ t

0
a(τ) dτ , pour chaque interval compact [a, b] ⊂]θ,+∞[, il existe

r > 0 avec la propriété suivante : pour chaque λ ∈ [a, b] et pour toute fonction G

satisfaisant (G1) il existe σ > 0 telle que pour chaque µ ∈ [0, σ], le problème (3.1)

possède au moins trois solutions faibles dans W dont les normes sont inférieures à

r.

Remarque 3.5. Si a(u) = 1 + u
p−N
N et les conditions (A2)–(A3) tiennent, alors le

problème (3.1) peut être reformuler comme suite :

−∆Nu−∆pu = λFu(x, u, v) + µGu(x, u, v)

−∆Nv −∆pv = λFv(x, u, v) + µGv(x, u, v),

avec ∆p ≡ div(|∇u|p−2∇u) est le p-Laplacien opérateur.

3.2 Approche variationnelle.

La nature de notre système (3.1) nous à imposer l’espace produit de Sobolev W .

Nous à imposer aussi les fonctionnelles ”énergies” Φ, J et Ψ données par :

Φ(u, v) =
1

N
(

∫
Ω

A(|∇u|N) + A(|∇v|N), dx)

J(U) = J(u, v) =

∫
Ω

F (x, u, v), dx

Ψ(U) = Ψ(u, v) =

∫
Ω

G(x, u, v); dx

La croissance maximale de Fu(x, u, v) et Fv(x, u, v) va nous aider à étudier (3.1)

dans l’espace produits W . Cette croissance exponentielle est motivée par l’inégalité

de Trudinger-Moser inégalité [38, 59].

Les suppositions sur la fonction a(.) nous donne que pour chaque t ∈ R,

1

N
A(|t|N) ≥ b1

N
|t|N +

c1

p
|t|p

1

N
A(|t|N) ≤ b2

N
|t|N +

c2

p
|t|p,
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où A(t) =
∫ t

0
a(τ) dτ . De plus, la fonction l(t) = A(|t|N) est strictement convexe.

par conséquence, la fonction Φ : W → R définie par

Φ(u, v) =
1

N

∫
Ω

A(|∇u|N) + A(|∇v|N) dx

est bien définie, faiblement semi continue inférieurement, frêchet différentiable et

appartenant C1(W,R).

Proposition 3.6. Sous les hypothèses de théorème (3.4). Nous avons l’opérateur

I : W → W ∗ définie par :

I(u, v)(ϕ, ψ) =

∫
Ω

a(|∇u|N)|∇u|N−2∇u∇ϕ+ a(|∇v|N)|∇v|N−2∇v∇ψ dx

pour tout (u, v), (ϕ, ψ) ∈ W possède une fonction inverse continue sur W ∗.

Démonstration. Nous nottons par 〈·, ·〉 le produit dans RN , pour κ ≥ 2 il existe une

constante positive cκ telle que l’inégalité suivante (voir [37])

〈|x|κ−2x− |y|κ−2y, x− y〉 ≥ cκ|x− y|κ

est vraie pour pour tout x, y ∈ RN . Nous combinons cette dernière inégalité avec

(A2), nous avons

〈I(u1, v1)− I(u2, v2), (u1 − u2, v1 − v2)〉 ≥ cn(‖u1 − u2‖N1 + ‖v1 − v2‖N2 ),

pour tout (u1, v1) et (u2, v2) appartement à W . Cela signifie que I est un opérateur

uniformément monotone dans W . De plus I est coércive, semi continue dans W . Par

conséquence, la proposition se déduit de [18, Théorème 2.28 chap 1].

De plus, Φ est coércive, faiblement semi continue inférieurement, bornée sur tout

borné de W et appartenant à WW .

3.3 Lemme de compacité

Lemme 3.7. Si F satisfait (H1)–(H2), alors la fonctionnelle J : W → R donnée

par :

J(u, v) =

∫
Ω

F (x, u, v) dx

est différentiable et sa dérivée est compacte.
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Démonstration. D’une part, les fonctions Fu et Fv sont continues ayant une crois-

sance exponentielle, et il existe une positive constante C10 tel que

|Fu(x, u, v)|+ |Fv(x, u, v)| ≤ C10 exp
(
δ(|u|

N
N−1 + |v|

N
N−1 )

)
, (3.6)

pour tout (x, u, v) ∈ Ω × R2. Par conséquence la fonctionnelle J : W → R définie

par

J(u, v) =

∫
Ω

F (x, u, v) dx

est bien définie.

Et d’autre part, comme dans le Lemme (3.2), nous concluions que J est continûment

Gâteau différentiable avec :

J ′(u, v)(ϕ, ψ) =

∫
Ω

Fu(x, u, v)ϕ+ Fv(x, u, v)ψ dx

pour tout (u, v), (ψ, ϕ) ∈ W .

Montrons que J ′ est continue de W vers son dual W ∗.

En effet, soit {(uk, vk)}) une suite convergente vers une limite {(u, v)} dans W .

Alors, il existe une sous suite, notée aussi {(uk, vk)} telle que :

uk → u in Lq1(Ω),

vk → v in Lq2(Ω),

quand k →∞ et pour tout q1, q2 > 1.

D’une part, nous avons :∫
Ω
|Fu(x, uk, vk)|q1 dx ≤ C11

∫
Ω

exp
(
q1δ(|uk|

N
N−1 + |vk|

N
N−1 )

)
dx

≤ C11

(∫
Ω

exp(ζq1δ|uk|
N
N−1 )

) 1
ζ
(∫

Ω
exp(ζ ′q1δ|vk|

N
N−1 )

) 1
ζ′

≤ C11

(∫
Ω

exp(ζq1δ‖uk‖
N
N−1

W 1,N
0 (Ω)

(
|uk|

‖uk‖W 1,N
0 (Ω)

)
N
N−1 )

)1/ζ

×
(∫

Ω
exp(ζ ′q1δ‖vk‖

N
N−1

W 1,N
0 (Ω)

(
|vk|

‖vk‖W 1,N
0 (Ω)

)
N
N−1 )

)1/ζ′

,

pour une certaine constante C11 et 1
ζ

+ 1
ζ′

= 1. puisque {(uk, vk)} est une suite

bornée, on peut choisir δ suffisamment petite telle que :

ζq1δ‖uk‖
N
N−1

W 1,N
0 (Ω)

< αN et ζ ′q1δ‖vk‖
N
N−1

W 1,N
0 (Ω)

< αN .

alors ∫
Ω

|Fu(x, uk, vk)|q1 dx ≤ C12
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pour k assez grand et une constante C12 > 0. avec le même argument, nous avons

aussi ∫
Ω

|Fv(x, uk, vk)|q2 dx ≤ C13

pour k assez grand et une constante C13 > 0. La preuve se complète de la même

manière comme dans le Lemme(2.14).

3.4 Preuve du théorème 4.4.

Nous rappelons que les fonctionnelles Φ et J sont définies sur W comme suite :

Φ(u, v) =
1

N

∫
Ω

A(|∇u|N) + A(|∇v|N) dx, et J(u, v) =

∫
Ω

F (x, u, v) dx,

pour tout (u, v) ∈ W .

Le but est d’appliquer le Théorème de Ricceri pour les fonctions Φ et J pour ob-

tenir l’existence de multiples solutions faibles de (3.1). Il est établi dans la sec-

tion précédente que Φ est coércive, faiblement semi-continue inférieurement, bornée

sur tout borné de W et appartenant à WW . De plus Φ est continûment Gâteaux

différentiable dans X une dérivée

Φ′(u, v)(ϕ,ψ) =

∫
Ω
a(|∇u|N )|∇u|N−2∇u∇ϕ+ a(|∇v|N )|∇v|N−2∇v∇ψ dx

pour tout (u, v), (ϕ, ψ) ∈ W . Aussi dans la section précédente nous avons établi que

Φ′ possède une fonction inverse continue sur W ∗ (voir [18, Théorème (1.27) chap 1]).

le Lemme (3.7) assure que, J est bien définie et continûment Gâteaux différentiable

avec dérivée compact J ′ donnée par

J ′(u, v)(ϕ, ψ) =

∫
Ω

Fu(x, u, v)ϕ+ Fv(x, u, v)ψ dx

pour tout (u, v), (ϕ, ψ) ∈ W.

Proposition 3.8. Sous les conditions du théorème (3.4), les fonctions Φ(u, v), J(u, v)

vérifient la condition suivante ;

lim sup
(u,v)→(0,0)

J(u, v)

Φ(u, v)
≤ 0. (3.7)

Démonstration. L’hypothèse (3.3),

lim sup
|(t,s)|→(0,0)

sup
x∈Ω

pF (x, t, s)

|t|α+1|s|β+1
≤ λ1,
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et pour tout ε > 0 il existe une constante positive ρ telle que, pour chaque x ∈ Ω et

|(u, v)| < ρ,

F (x, u, v) <
ε

p
λ1|u|α+1|v|β+1.

avec (H2), pour un δ > 0 et z > N il existe C14 > 0 telle que, pour chaque x ∈ Ω et

|(u, v)| ≥ ρ

F (x, u, v) ≤ C14

(
|u|z|v|zeδ(|u|

N
N−1 +|v|

N
N−1 )

)
.

Alors, pour chaque x ∈ Ω et (u, v) ∈ W , nous avons

F (x, u, v) ≤ ε

p
λ1|u|α+1|v|β+1 + C14

(
|u|z|v|zeδ(|u|

N
N−1 +|v|

N
N−1 )

)
.

soient θ1, θ2, θ3, θ4 > 1 avec
∑4

i=1
1
θi

= 1. Alors de la remarque (4.15) et l’ application

de l’inégalité de Hölder, nous obtenons :

J(u, v) ≤ C15ε‖(u, v)‖N + C14

[ ∫
Ω
e

(
θ1δ‖u‖

N
N−1 (

|u|
‖u‖ )

n
n−1
)
dx
]1/θ1(∫

Ω
|u|θ2z dx

)1/θ2

×
[ ∫

Ω
e

(
θ3δ‖v‖

n
n−1 (

|v|
‖v‖ )

N
N−1

)
dx
]1/θ3(∫

Ω
|v|θ4z dx

)1/θ4
,

pour une constante positive C15 > 0. Avec le choix d’une δ assez petite telle que :

θ1δ‖u‖
N
N−1

W 1,N
0 (Ω)

< αN et θ3δ‖v‖
N
N−1

W 1,N
0 (Ω)

< αN ,

Avec le fait queW 1,N
0 (Ω) est injectée d’une manière continue dans Lζ(Ω) pour chaque

ζ ≥ 1, nous avons

J(u, v) ≤ C16(ε‖(u, v)‖N + ‖(u, v)‖2z),

pour une certaine constante positive C16 > 0. Par conséquent, avec (A2), on obtient

J(u, v)

Φ(u, v)
≤ C16

ε‖(u, v)‖N + ‖(u, v)‖2z

‖(u, v‖N
.

puisque z > N , la proposition s’ensuit immédiatement.

Proposition 3.9. Sous les conditions du théorème (3.4), les fonctions Φ(u, v), J(u, v)

vérifient la condition suivante ;

lim sup
‖(u,v)‖→∞

J(u, v)

Φ(u, v)
≤ 0. (3.8)

Démonstration. L’inégalité (3.4) nous donne :

lim sup
|(t,s)|→∞

sup
x∈Ω

F (x, t, s)

|t|N + |s|N
≤ 0,
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pour tout ε > 0, il existe une constante positive ρ telle que, pour chaque x ∈ Ω et

|(t, s)| > ρ,

F (x, t, s) ≤ ε(|t|N + |s|N).

la condition (H1), nous affirme l’existence d’une certaine constanet C17 > 0 telle

que, pour chaque x ∈ Ω,

sup
|(t,s)|≤ρ

(|Fu(x, t, s)|, |Fv(x, t, s)|) ≤ C17.

alors, pour chaque x ∈ Ω et t, s ∈ R,

F (x, t, s) ≤ C17ρ+ ε(|t|N + |s|N)

ceci nous donne

J(u, v) ≤ C17ρmeas(Ω) + ε(

∫
Ω

|u|N + |v|N dx).

Du fait que W 1,N
0 (Ω) s’injecte d’une manière continue dans LN(Ω), on obtient :

J(u, v)

Φ(u, v)
≤ N

C17ρmeas(Ω)

‖u‖N
+ εNC18,

pour une constante positive C18 > 0. Du fait que ε est arbitraire l’inégalité (3.8) se

déduit.

Proposition 3.10. Sous les conditions du théorème (3.4), les fonctionnelles J et

Φ vérifient l’inégalité suivante :

max
{

lim sup
‖(u,v)‖→+∞

J(u, v)

Φ(u, v)
, lim sup

(u,v)→(0,0)

J(u, v)

Φ(u, v)

}
≤ 0.

Démonstration. La proposition se déduit de les inégalités (3.8) et (3.7).

Pour achever la démonstration du théorème (3.4) il faut s’assurer que toutes

les conditions du Théorème de Ricceri sont satisfaites avec α = 0 et β = 1
θ
, où

θ est définie dans (3.5) tel que [a, b] ⊆]θ,+∞[. Finalement, puisque la fonction

G : Ω×R×R→ R est une mesurable dans Ω et C1 dans R×R satisfaisant la condition

(G1), alors le Lemme (3.7) donne que la fonction Ψ(u, v) =
∫

Ω
G(x, u, v) dx est bien

définie et continue Gâteaux différentiable dans W , avec une dérivée compacte, nous

aurons donc,

Ψ′(u, v)(ϕ, ψ) =

∫
Ω

Gu(x, u, v)ϕ+Gv(x, u, v)ψ dx
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pour tout (u, v), (ϕ, ψ) ∈ W .

Par conséquence, le théorème de Ricceri va nous garantir l’existante d’une constante

positive r > 0 telle que pour tout λ ∈ [a, b], il existe une constante σ > 0 qui vérifie

la condition suivante : Pour chaque µ ∈ [0, σ], la fonction Φ− λJ − µΨ à au moins

trois points critiques, qui sont précisément les solutions faibles du problème (3.1)

dont les normes sont inférieures a r.

3.5 Exemples

Proposition 3.11. Pour toute constante λ ≤ λ1, le problème aux valeurs propres

suivant : 
−div

(
|∇u|N−2∇u

)
= λFu(x, u, v) + µGu(x, u, v) dans Ω

−div
(
|∇v|N−2∇v

)
= λFv(x, u, v) + µGv(x, u, v) dans Ω

u = v = 0 on ∂Ω,

(3.9)

Fu(x, u, v) =
d
(

1
p
|u|α+1|v|β+1 + (1− χ(u, v)) exp

(
(|u|N+|v|N )

1
N−1

Log(|u|+|v|+2)

))
du

et

Fv(x, u, v) =
d
(

1
p
|u|α+1|v|β+1 + (1− χ(u, v)) exp

(
(|u|N+|v|N )

1
N−1

Log(|u|+|v|+2)

))
dv

avec χ ∈ C1(R2, [0, 1]), χ ≡ 1 sur une boule B(0, r) ⊂ R2 avec r > 0, et χ ≡ 0 sur

R2\B(0, r + 1). De plus Gu(x, u, v) = |u|p et Gv(x, u, v) = |v|p.
Le problème (3.9) possède au moins trois solutions faibles non triviales.

Démonstration. Nous remarquons que :

F (x, u, v) =

∫ u

0

Fu(x, s, v)ds +

∫ v

0

Fv(x, u, t)dt

F (x, u, v) =
λ

p
|u|α+1|v|β+1 + (1− χ(u, v)) exp

( (|u|N + |v|N)
1

N−1

Log(|u|+ |v|+ 2)

)
Les hypothèses suivantes :

(H1) Pour tout M, sup|(t,s)|≤M(|Ft(x, t, s)|+ |Fs(x, t, s)|) ∈ L∞(Ω),

(A.) Le champs dans ce cas a(.) = 1 donc il satisfait les conditions (A1),..,(A4).

(H2) La croissance exponentielle sur Ω ; i.e., pour tout δ > 0

lim
|(t,s)|→∞

|Ft(x, t, s)|+ |Fs(x, t, s)|
eδ(|t|N+|s|N )1/(N−1)

= 0 Uniformément dans Ω,

avec F (., 0, 0) ∈ L1(Ω).
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nous assurent, que les hypothèses du théorème (3.4) (H1), (H2), (3.3), (3.4) sont

satisfaites pour λ ≤ λ1. Alors le problème (3.9) possède au moins trois solutions

faibles non triviales.

Proposition 3.12. Pour toute constante λ ≤ λ1, le problème aux valeurs propres

suivant :
−div

(
a(|∇u|N )|∇u|N−2∇u

)
= λFu(x, u, v) + µGu(x, u, v) dans Ω

−div
(
a(|∇v|N )|∇v|N−2∇v

)
= λFv(x, u, v) + µGv(x, u, v) dans Ω

u = v = 0 on ∂Ω,

(3.10)

Fu(x, u, v) =
d
(

1
p
|u|α+1|v|β+1 + (1− χ(u, v)) exp

(
(|u|n+|v|N )

1
N−1

Log(|u|+|v|+2)

))
du

avec χ ∈ C1(R2, [0, 1]), χ ≡ 1 sur une boule B(0, r) ⊂ R2 avec r > 0, et χ ≡ 0 sur

R2\B(0, r + 1).

avec le champ a(.) satisfait les conditions (A1)-(A4) et la fonction χ ∈ C1(R2, [0, 1]), χ ≡
1 sur une boule B(0, r) ⊂ R2 avec r > 0, et χ ≡ 0 sur R2\B(0, r + 1). De plus

Gu(x, u, v) = |u|p et Gv(x, u, v) = |v|p. Alors Le problème (3.10) possède au moins

trois solutions faibles non triviales.

Démonstration. La preuve du proposition est une application du théorème (3.4) en

remarquons que les hypothèses (H1),(H2), (A1),(A2)(A3) et (A4) sont satisfaites.

Alors le problème (3.10) possède au moins trois solutions faibles non triviales.

Proposition 3.13. Pour toute constante λ ≤ λ1, le problème aux valeurs propres

suivant 
−∆Nu−∆pu = λFu(x, u, v) + µGu(x, u, v) dans Ω

−∆Nv −∆pv = λFv(x, u, v) + µGv(x, u, v) dans Ω

u = v = 0 on ∂Ω,

(3.11)

Fu(x, u, v) =
d
(

1
p
|u|α+1|v|β+1 + (1− χ(u, v)) exp

(
(|u|n+|v|N )

1
N−1

Log(|u|+|v|+2)

))
du

et

Fv(x, u, v) =
d
(

1
p
|u|α+1|v|β+1 + (1− χ(u, v)) exp

(
(|u|N+|v|N )

1
N−1

Log(|u|+|v|+2)

))
dv

avec χ ∈ C1(R2, [0, 1]), χ ≡ 1 sur une boule B(0, r) ⊂ R2 avec r > 0, et χ ≡ 0 sur

R2\B(0, r + 1). De plus Gu(x, u, v) = |u|p et Gv(x, u, v) = |v|p.
Le problème (3.10) possède au moins trois solutions faibles non triviales.
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Démonstration. La preuve est une application du théorème (3.4), avec le champ

a(u) = 1 + u
p−N
N

ceci donnera le fait que l’opérateur

−∆Nu−∆pu

n’est que l’opérateur

− div
(
a(|∇u|N)|∇u|N−2∇u

)
.
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Chapitre 4

Étude d’un problème faisant

intervenir l’opérateur généralisé

de Laplace

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous somme intéressés à étudier l’existence de multiples solu-

tions faibles non triviales du problème elliptique non linéaire suivant :−div(a(x)|∇u|p(x)−2∇u) + b(x)|u|p(x)−2u = λ f(x, u) + µ g(x, u) in RN

lim
‖x‖→+∞

u(x) = 0
(4.1)

et nous généralisons ce résultat à un système d’équations suivant :
−div

(
a(x)∇u|p(x)−2∇u

)
+ b(x)|u|p(x)−2u = λfu(x, u, v) + µgu(x, u, v) in RN

−div
(
a′(x)|∇v|q(x)−2∇v

)
+ b′(x)|u|q(x)−2u = λfv(x, u, v) + µgv(x, u, v) in RN

lim
‖x‖→+∞

u(x) = 0, lim
‖x‖→+∞

v(x) = 0

(4.2)

Concernant le problème (4.1), nous supposons que La dimension N ≥ 3, la fonction

p : RN −→ R est une fonction Lipschitzienne continue avec :

2 ≤ p− ≤ p(x) ≤ p+ < N,

Les constantes λ et µ sont des paramètres positifs, et a(x) est une fonction mesurable

telle que a(x) ∈ L∞(RN) avec inf
x∈RN

a(x) > 0. Les deux fonctions f(x, t) et g(x, t)

vérifient certaines conditions de croissance pour la variable t, plus précisément, nous

supposons que f satisfait la condition suivante :

|f(x, t)| ≤ m(x)|t|γ ∀x ∈ RN et ∀t ∈ R, (4.3)
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Avec m(x) est une fonction positive telle que :

m ∈ L
p∗−
p∗−−1 (RN) ∩ L

ν
ν−1

(
p∗−

p∗−−(γ+1)
)
(RN),

où

p+ < γ + 1 < ν < p∗−,

où p∗− est le Sobolev exposant, i.e., p∗− =
Np−

N − p+
.

La fonction g = g(., t), doit d’être mesurable pour tout t in R, la fonction g = g(x, .),

doit être continue pour presque tout x in RN : telle que g(x, 0) = 0, et il existe une

fonction positive h(x) ∈ L∞(RN), satisfaisant

sup
(x,t)∈Rn×R∗

|g(x, t)|
h(x)|t|p∗−

< +∞ (4.4)

Concernant la fonction b(x) doit satisfaire la condition suivante :

b ∈ L∞loc(RN) et b(x) > b0 > 0 ∀x ∈ RN (4.5)

Pour notre problème, le cadre fonctionnel naturel est l’espace E donné comme la

complétude de C∞0 (RN) avec respect à la norme

‖u‖ = ‖u‖1,p(x),b(x) =
(∫

Rn
a(x)|∇u|p(x) +

∫
Rn
b(x)|u|p(x)dx

) 1
p(x)

D’après la proposition (1.13) du chapitre 2 , E est un espace de Banach, réflexif,

puisque 1 < p− < p+ <∞ et l’ensemble des fonctions continues C∞0 (RN) est dense

dans W 1,p(x),b(x)(RN).

La condition (4.5) sur la fonction b(x) affirme que E ⊂ W
1,p(x)
0 (RN).

4.2 Étude d’une équation faisant intervenir

l’opérateur généralisé de Laplace

Le cas où la fonction exposant est constante i.e. (2 ≤ p(x) = p < N) le problème

tel que (4.1) sans le terme b(x)|u|p(x)−2u, a été étudié par S. Manouni dans [70] 2011

en adoptant le principe de ”Ricceri”. Nous mentionnons que M.Boureanu Mar 2006

a étudié l’existence de solution faible d’un problème comme (4.1) Sous les hypothèses

|f(x, u)| ≤ c1|u|p
+

+ c2|u|s ∀u ∈ R, ∀x ∈ Rn avec s ∈ [p+ − 1, p−∗] en adoptant le

célèbre théorème” the mountain pass theorem (1.29) du chaitre 1 ( [1]) ”. Dans cette

section, nous montrons l’existence des solutions faibles du problème (4.1). Le plan

78



est le suivant : Nous énonçons notre principale résultat, puis nous spécifions le cadre

fonctionnel et la méthode variationnelle. Nous donnerons des lemmes de compacité

qui seront des lemmes clés dans la preuve de notre résultat qui est le suivant.

Théorème 4.1. Nous supposons (4.3) et qu’il existe une constante τ et une fonction

positive α(x) telle que :, 1 < τ < p− et α(x) ∈ L(
p∗−
τ

)′(Rn) satisfaisant :

lim sup
|u|→+∞

F (x, u)

α(x)|u|τ
≤M < +∞ uniformément x ∈ Rn (4.6)

et

sup
u∈E

{∫
RN
F (x, u)dx

}
> 0

où F (x, t) =
∫ t

0
f(x, s) ds

si on pose

ω =
1

p+
inf

{∫
RN a(x)|∇u|p(x) +

∫
RN b(x)|u|p(x)dx∫

Rn F (x, u) dx
: u ∈ E,

∫
Rn
F (x, u) dx > 0

}

Alors pour chaque interval [a, b] ⊂ ]ω,+∞[, il existe r1 > 0 avec la propreté suivante :

Pour chaque λ ∈ [a, b], et chaque fonction g : Rn × R → R mesurable sur Ω, continue

dans R satisfaisant (4.4), il existe δ > 0 telle que pour chaque µ ∈ [0, δ], le problème (4.1)

possède au moins trois solutions faibles dans E dont les normes sont inférieures à r.

4.3 Cadre variationnel

Définition 4.2. On définit une solution faible de problème (5.1) toute fonction

u ∈ E vérifiant :∫
Rn
a(x)|∇u|p(x)−2∇u∇v +

∫
Rn
b(x)|u|p(x)−2uv =

∫
Rn

(
λf(x, u) + µg(x, u)

)
v dx, ∀v ∈ E

Remarque 4.3. Pour montrer ce résultat nous avons besoin de définir les fonction-

nelles suivantes Φ, J,Ψ : E −→ R. Ces fonctionnelles sont choisies de telle façon que

leurs dérivées au sens faible vérifient Φ′(u) = λJ ′(u) + µΨ′(u). Puis nous montrons

que ces fonctions vont satisfaire les conditions de théorème de Ricceri (1.31).

Φ(u) =

∫
RN

1

p(x)

(
|∇u|p(x) + b(x)|u|p(x)

)
dx

et

J(u) =

∫
RN
F (x, u) dx

et

Ψ(u) =

∫
RN
G(x, u) dx
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avec

F (x, u) =

∫ u

0

f(x, t)dt, et G(x, u) =

∫ u

0

g(x, t)dt

Proposition 4.4. Sous les hypothèses du théorème (4.1), la fonction Φ(u) satisfait

les inégalités suivantes :

‖u‖p−

p+
≤ Φ(u) ≤ ‖u‖

p+

p−
pour ‖u‖ ≥ 1 (4.7)

‖u‖p+

p+
≤ Φ(u) ≤ ‖u‖

p−

p−
pour ‖u‖ ≤ 1 (4.8)

Démonstration. La preuve est une application de proposition (1.15)chap 1. En effet

soit ‖u‖ la norme de u dans E, nous remarquons que l’inégalité suivante :

‖u‖p(x)

p+
≤ Φ(u) ≤ ‖u‖

p(x)

p−
(4.9)

nous assure Les inégalités suivantes :

‖u‖p− ≤ ‖u‖p(x) ≤ ‖u‖p+ si ‖u‖ ≥ 1

‖u‖p+ ≤ ‖u‖p(x) ≤ ‖u‖p− si ‖u‖ ≤ 1

4.4 Compacité des fonctionnelles associées au

principe de Ricceri

Lemme 4.5. Sous les hypothèses du théorème (4.1), pour tout u, v ∈ E la fonction

Φ(u) ∈ WE est coércive, faiblement semi-continue inférieurement, bornée sur tout

borné de E, différentiable avec

Φ
′
(u)v =

∫
Rn
a(x)|∇u|p(x)−2∇u∇v +

∫
Rn
b(x)|u|p(x)−2uv dx

Démonstration. Pour que la fonction Φ(u) soit dans la classe WE il faut que :

Φ : X → R possède la propriété suivante : si {un} est une suite dans E qui converge

faiblement vers u ∈ E et lim infn→∞Φ(un) ≤ Φ(u), alors {un} possède une sous-

suite qui converge fortement vers u. Le fait que la fonction Φ(u) satisfait (4.7) et

(4.8) nous assure le fait que la fonction Φ(u) est bien dans la classe WE.

Grasse au convexité uniforme et l’inégalité algébrique de la fonction l(x) = |x|p(x), 2 ≤
p−, x ∈ Rn, nous déduisons que Φ est un opérateur uniformément monotone dans

E, de plus le résultat classique (Théorème 26. A(1.27) chap 1) [18] sur les opérateurs

uniformément convexes assure que Φ
′

possède une inverse continue sur (E)∗ .
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Lemme 4.6. Sous les hypothèses du théorème (4.1), la fonctionnelle J est bien

définie et continue Gâteaux différentiable avec

J
′
(u)v =

∫
Rn
f(x, u)v dx

et la fonctionnelle J ′(.) est compacte de E vers (E)∗.

Démonstration. Nous remarquons que grasse à l’inégalité (4.3) nous avons :

|F (x, u)| ≤ 1

γ + 1
m(x)|u|γ+1 (4.10)

de cette inégalité nous pouvons affirmer que pour tout (x, u) ∈ Rn × R, la fonction

F (x, u) est C1(Rn × R),.

Montrons que l’opérateur J ′(.) est compact :

Soit {uk} une suite dans E qui converge faiblement vers u, le but est de montrer

que J ′(uk) converge fortement dans (E)∗. Autrement dit nous devons montrer :

J ′(uk)v → J ′(u)v pourtout v ∈ E

D’une part, de l’ inégalité de Hölder et l’inégalité de Sobolev, nous obtenons pour

tout 0 ≤ R ≤ +∞,∫
|x|≥R

f(x, u)v dx ≤
(∫
|x|≥R

|m|p1 dx
) 1

p1

(C1‖u‖)γ‖v‖,

pour tout u, v ∈ E, et p1 =
p∗−

p∗−−(γ+1)
∈
[

p∗−
p∗−−1

, ν
ν−1

(
p∗−

p∗−−(γ+1)
)
]
.

du fait que la fonction m ∈ Lp1(Rn), nous avons lim
R→+∞

∫
|x|≥R

|m|p1 dx = 0.

Cela implique avec le fait que {uk} est une suite bornée, pour tout ε, il existe Rε > 0

telle que ∫
|x|≥Rε

f(x, uk)v dx ≤ ε et

∫
|x|≥Rε

f(x, u)v dx ≤ ε (4.11)

pour tout k.

D’autre part, l’application de l’inégalité de Young, et le fait que γ+1 < ν donnent :

f
ν
ν−1 (x, t) ≤ m(x)

ν
ν−1 t

γν
ν−1

≤
p∗− − (γ + 1)

p∗−
m(x)

ν
ν−1

(
p∗−

p∗−(γ+1)
)
+
γ + 1

p∗−
t
γν
ν−1

p∗−
γ+1 ,

pour tout t ∈ R et presque pour tout x ∈ Bε = {x ∈ Rn; |x| < Rε}.
nous remarquons que :

γν

ν − 1

p∗−
γ + 1

< p∗−,
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Puisque l’opérateur de NemytskiiN
f

ν
ν−1

associée à f
ν
ν−1 est continue de L

γν
ν−1

p∗−
γ+1 (Bε)

vers L1(Bε), nous concluions que :∫
|x|<Rε

f(x, uk)
ν
ν−1 dx→

∫
|x|<Rε

f(x, u)
ν
ν−1 dx,

ceci implique que f(x, uk) converge vers f(x, u) dans L
ν
ν−1 (Bε). Puisque Lp

∗
−(Bε) ⊂

Lν(Bε), nous avons f(x, uk)v converge vers f(x, u)v dans L1(Bε), i.e.∫
|x|<Rε

(
f(x, uk)− f(x, u)

)
v dx→ 0, (4.12)

Pour tout v ∈ Lν(Bε).

Finalement, les inégalités (4.11) et (4.12), nous donnent∫
Rn
f(x, uk)v dx→

∫
Rn
f(x, u)v dx.

ceci complète la preuve de Lemme et par conséquent J
′

est opérateur compact.

Lemme 4.7. Sous les hypothèses du théorème (4.1), la fonction Ψ(u) =
∫
Rn G(x, u) dx

est bien définie et Gâteaux différentiable sur E, avec une dérivée compacte.

Démonstration. La fonction G : Rn×R −→ R est mesurable dans Rn et C1 dans R
telle que g satisfait (4.4),

sup
(x,t)∈Rn×R∗

|g(x, t)|
h(x)|t|p∗−

< +∞

nous donne ;

|g(x, t)| ≤ h(x)|t|p∗−

nous intégrons ;

|G(x, u)| ≤ 1

p∗− + 1
h(x)|u|p∗−+1

donc du fait que g(x, t) satisfait l’hypothèse (4.4), nous pouvons affirmer que la

fonction,

Ψ
′
(u)v =

∫
Rn
g(x, u)v dx

est bien définie et Gâteaux différentiable sur W, avec une dérivée compacte.
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4.5 Preuve du théorème 4.1

Remarque 4.8. Pour pouvoir implémenter le principe de Ricceri, il nous reste à

prouver les propositions suivantes.

Proposition 4.9. Sous les hypothèses du théorème (4.1), pour tout u ∈ E telle que

‖u‖ ≤ ε pour tout ε ≥ 0 nous avons l’inégalité suivante :

J(u)

Φ(u)
≤ p+

γ + 1
C1

γ+1‖m‖Lp1ε. (4.13)

Démonstration. Avec l’aide de Hölder inégalité et inégalité de Sobolev, en utilisant

(4.10), nous avons∫
Rn
F (x, u) dx ≤ 1

γ + 1

(∫
Rn
|m|p1 dx

) 1
p1

(C1‖u‖)γ+1

J(u) =

∫
Rn
F (x, u) dx ≤ Cγ+1

1

γ + 1
‖m‖Lp1‖u‖γ+1

∀(x, u) ∈ Rn × E avec p1 =
p∗−

p∗−−(γ+1)
.

donc de (4.8) on obtient :
1

Φ(u)
≤ p+

‖u‖p+

ceci nous donne :

J(u)

Φ(u)
≤ p+

γ + 1
Cγ+1

1 ‖m‖Lp1
‖u‖γ+1

‖u‖p+
, ‖u‖ ≤ ε ≤ 1

pour tout u ∈ E. Puisque < p+ < γ + 1 nous aurons pour toute ε > 0 assez petite

lim sup
u→0

J(u)

Φ(u)
≤ p+

γ + 1
C1

γ+1‖m‖Lp1ε. (4.14)

Proposition 4.10. Sous les hypothèses du théorème (4.1), pour tout u ∈ E tel que

‖u‖ > A, A une constante assez grande, il existe ε telle que :

J(u)

Φ(u)
≤ p+Cτ

1

(
M‖α‖

L(
p∗−
τ )′

+
p+Aγ+1−τ

γ + 1
‖m‖

L

p∗−
p∗−−τ

)
ε (4.15)

Démonstration. En utilisant L’inégalité de Hölder et l’inégalité de Young et l’inégalité

de Sobolev, on obtient pour tout u ∈ E\{0} pour ‖u‖ > 1 :

J(u) =

∫
Rn
F (x, u) dx =

∫
Rn(|u|>A)

F (x, u) dx+

∫
Rn(|u|≤A)

F (x, u) dx
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de plus
1

Φ(u)
≤ p+

‖u‖p−
mbox, pourtour ‖u‖ ≥ A ≥ 1,

nous aurons donc avec l’hypothèse du théorème (4.1) et l’inégalité (4.7)

J(u)

Φ(u)
≤

p+
∫
Rn(|u|>A)

F (x, u) dx

‖u‖p−
+
p+
∫
Rn(|u|≤A)

F (x, u) dx

‖u‖p−

≤
p+M

∫
Rn(|u|>A)

α(x)|u|τ dx
‖u‖p−

+
p+

γ + 1

∫
Rn(|u|≤A)

m(x)|u|γ+1dx

‖u‖p−

≤
pMCτ

1 ‖α‖
L(

p∗−
τ )′
‖u‖τ

‖u‖p−
+
p+Aγ+1−τ

γ + 1

∫
Rn(|u|≤A)

m(x)|u|τdx
‖u‖p−

On utilise le fait que m ∈ L
p∗

p∗−−τ (Rn) puisque
p∗−

p∗−−τ
∈ [

p∗−
p∗−−1

,
p∗−

p∗−−(γ+1)
], on obtient

J(u)

Φ(u)
≤

p+MCτ
1 ‖α‖

L(
p∗−
τ )′

‖u‖p−−τ
+
p+Aγ+1−τCτ

1

γ + 1

‖m‖
L

p∗
p∗−−τ
‖u‖τ

‖u‖p−

≤
p+MCτ

1 ‖α‖
L(

p∗−
τ )′

‖u‖p−−τ
+
p+Aγ+1−τCτ

1

γ + 1

‖m‖
L

p∗−
p∗−−τ

‖u‖p−−τ

Finalement puisque τ < p− nous aurons 1

‖u‖p−−τ
≤ ε pour un A assez grande,

ceci va nous donner :

J(u)

Φ(u)
≤ p+Cτ

1

(
M‖α‖

L(
p∗−
τ )′

+
p+Aγ+1−τ

γ + 1
‖m‖

L

p∗−
p∗−−τ

)
ε (4.16)

pour ‖u‖ > A, alors on obtient :

lim sup
‖u‖→+∞

J(u)

Φ(u)
≤ p+Cτ

1

(
M‖α‖

L(
p∗−
τ )′

+
p+Aγ+1−τ

γ + 1
‖m‖

L

p∗−
p∗−−τ

)
ε (4.17)

Remarque 4.11. Finalement, pour arbitraire ε et l’inégalité (4.14) et (5.15), on

obtient

max

{
lim sup
‖u‖→+∞

J(u)

Φ(u)
, lim sup

u→0

J(u)

Φ(u)

}
≤ 0

Toutes les conditions de Théorème de ”Ricceri” sont satisfaites (avec x0 = 0).

En effet Les conditions (Ric1), (Ric2), (Ric3)et (Ric4) sont assurées par le lemme

(4.5). La condition (Ric5) est assurée par le lemme (4.6), la condition (Ric8) assurée

par le lemme (4.7). Les inégalités (Ric7) sont assurées par la remarque (4.11). La
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condition (Ric6) est facile à vérifier en effet : la fonctionnelle Φ(u) possède un stricte

minimum local u0 avec Φ(u0) = J(u0) = 0, u0 = 0.

nous pouvons maintenant affirmer que le problème (4.1) possède au moins trois

solutions faibles, ces solutions faibles qui ne sont que les points critiques de la fonc-

tion Φ− λJ − µΨ.

4.6 Exemple d’une équation généralisée

Nous allons considérer une constante τ telle que :

γ + 1

2
< τ < p−,

et ε assez petite

0 < ε < min(1, τ − γ + 1

2
)

et pour la fonction F (x, t) =
∫ u

0
f(x, t)dt, nous pouvons choisir

F (x, u) =
1

τ − ε
m(x)|u|τ−ε ln |u| si u 6= 0, F (x, 0) = 0

Proposition 4.12. Pour une fonction exposant p(x) qui Lipschitzienne et 2 ≤
p− ≤ p(x) ≤ p+ < N . Il existe une constante positive ω telle que pour tout intervalle

compact [a, b] ⊂]ω,+∞[, il existe r > 0 avec la propriété suivante, pour tout λ ∈
[a, b], il existe σ > 0 telle que pour tout µ ∈ [0, σ], le problème (Pλ,µ) :−div(a(x)|∇u|p(x)∇u) + b(x)|u|p(x)u = λ f(x, u) + µ g(x, u) in R5

u ∈W p(x)
0 (RN ),

(4.18)

possède au moins trois solutions faibles dans W
1,p(x)
0 (RN) dont les normes sont

inférieures à la constante r.

Démonstration. La condition (4.3) est satisfaite puisque ln |u| + 1
τ−ε < |u|

γ−τ+1+ε,

et ce n’est pas difficile de voir que toutes les hypothèses de Théorème (4.1) sont

satisfaites

Remarque 4.13. Nous pouvons considérer à titre d’exemple de fonction exposant

p(x) = cos(|x|) + 3, 001 avec la dimension N = 5 Noua aurons :

p(x) = 3.001 + cos(|x|); p− = 2, 001; p+ = 4, 001; p∗− > 10,
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la fonction p(x) satisfait les conditions de théorème 5.1 pour γ et ν telles que :

4, 001 < γ + 1 < ν < 10 < p∗−

et

m ∈ L
3,001
2,001 (R5) ∩ L

ν
ν−1

( 3,001
4,001−γ+1

)(R5).

4.7 Étude d’un système faisant intervenir

l’opérateur non linéaire généralisé de

p-Laplacien.

Dans cette section nous considérons le système à deux -équations non-linéaire

qui fait intervenir (p(x), q(x))-Laplacien suivant :


−div

(
a(x)∇u|p(x)−2∇u

)
+ b(x)|u|p(x)−2u = λfu(x, u, v) + µgu(x, u, v) dans RN

−div
(
a′(x)|∇v|q(x)−2∇v

)
+ b′(x)|u|q(x)−2u = λfv(x, u, v) + µgv(x, u, v) dans RN

u ∈W 1,p(x)
0 (RN ), v ∈W 1,q(x)

0 (RN ),

(4.19)

où

2 < p− < p(x) < p+ < N,

2 < q− < q(x) < q+ < N

et λ, µ > 0 sont des paramètres, f(x, t, t′) et g(x, t, t′) sont deux fonctions ayant une

critique croissance en t, t′. Les fonctions a(x), a′(x), b(x), b′(x) sont mesurables telles

que a, a′ ∈ L∞(RN) et b, b′ ∈ L∞loc(RN) avec

inf
x∈RN

a′(x), inf
x∈RN

a(x) > 0, inf
x∈RN

b′(x), inf
x∈RN

b(x) > b0 > 0. Plus précisément, nous

supposons que f satisfait les conditions suivantes :

|f(x, t, t′)| ≤ m(x)(|t|γ + |t′|γ) ∀x ∈ Rn et ∀t ∈ R, (4.20)

où m(x) est une fonction positive telle que

m ∈ L
s−
s−−1 (Rn) ∩ L

ν
ν−1

( s−
s−−(γ+1)

)
(Rn),

avec

s+ < γ + 1 < ν < s∗−

où

s+ = max(p+, q+), s− = min(p−, q−), s∗− = min(p∗−, q
∗
−)
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avec

p∗− =
np−

n− p+
, q∗− =

nq−

n− q+
.

sup
(x,t,t′)∈Rn×(R−{0})2

|g(x, , t, t′)|
h(x)(|t|p∗− + |t′|p∗−)

< +∞, (4.21)

pour une fonction h(x) telle que :

h ∈ L∞(Rn) et g(x, 0, 0) = 0.

Nous cherchons à montrer l’existence des solutions faibles de (4.2) dans l’espace

produit W
1,p(x)
0 (RN)×W 1,q(x)

0 (RN) menu de la norme Cartésien :

‖(u, v)‖ = ‖u‖
W

1,p(x)
0 (RN )

+ ‖v‖
W

1,q(x)
0 (RN )

Nous notons :

E = W
1,p(x)
0 (RN) E ′ = W

1,q(x)
0 (RN)

et pour U = (u, v) ∈ E × E :

f(x, U) = fu(x, u, v) + fv(x, u, v),

g(x, U) = gu(x, u, v) + gv(x, u, v),

et

F (x, u, v) = Fu(x, u, v) + Fv(x, u, v) =

∫ u

0

fu(x, s, v) ds+

∫ v

0

fv(x, u, s) ds

Notre résultat principal concernant le système de deux équations (5.2) est sui-

vant :

Théorème 4.14. Supposons (4.20) et que pour 1 < τ < s− et une fonction positive

α(x) ∈ L(
s∗−
τ

)′(Rn) telles que

lim sup
|U |→+∞

F (x, U)

α(x)|U |τ
≤M < +∞ uniformément x ∈ Rn, (4.22)

et

sup
U∈E×E′

{∫
RN
F (x, U)dx

}
> 0

Si on pose

ω =
1

s+
inf

{
Φ1(u) + Φ2(v)∫
Rn F (x, U)dx

: (u, v) ∈W
}

(4.23)

où

W =
{
U ∈ E × E ′,

∫
Rn
F (x, U) dx > 0

}
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Φ1(u) =

∫
Rn

(a(x)|∇u|p(x) + b(x)|u|p(x))dx

Φ2(v) =

∫
Rn

(a′(x)|∇v|q(x) + b′(x)|v|q(x))dx

Alors pour chaque interval compact [a, b] ⊂ ]ω,+∞[, il existe r1 > 0 avec la propreté :

Pour chaque λ ∈ [a, b], et chaque fonction g : Ω× R→ R qui est mesurable in Ω et

continue dans R satisfaisant (4.21), il existe δ > 0 telle que pour chaque µ ∈ [0, δ],

l’équation système (4.2) possède au moins trois solutions faibles, dont les normes

inférieures à r1

Définition 4.15. Nous définissons une solution faible de problème (5.2) tout couple

de fonctions (u, v) ∈ E × E ′ vérifiant :∫
Rn
a(x)|∇u|p(x)−2∇u∇w+

∫
Rn
b(x)|u|p(x)−2uw =

∫
Rn

(λfu(x, u, v)+µgu(x, u, v))v dx, ∀w ∈ E

∫
Rn
a′(x)|∇v|q(x)−2∇v∇z+

∫
Rn
b′(x)|v|q(x)−2vz =

∫
Rn

(λfv(x, u, v)+µgv(x, u, v))z dx, ∀z ∈ E′

Remarque 4.16. Pour prouver notre théorème nous avons besoin de définir les

fonctionnelles suivantes :

Φ, J,Ψ : E × E ′ −→ R

Φ(U) =

∫
Rn

( 1

p(x)
(|∇u|p(x) + b(x)|u|p(x)) +

1

q(x)
(|∇v|q(x) + b′(x)|v|q(x))

)
dx

et

J(U) =

∫
Rn
F (x, U) dx

et

Ψ(U) =

∫
Rn
G(x, U) dx

Lemme 4.17. Sous le hypothèses du théorème (4.14), pour tout U ∈ E×E ′ la fonc-

tionnelle Φ ∈ WE×E′ est coércive, faiblement semi-continue inférieurement, bornée

sur tout borné de E × E ′, différentiable avec

Φ
′
(U)(w, z) = Φ

′

1(u)(w) + Φ
′

2(v)(z), ∀(w, z) ∈ E × E ′,

avec

Φ
′

1(u)(w)

∫
Rn
a(x)|∇u|p(x)−2∇u∇w +

∫
Rn
b(x)|u|p(x)−2uw dx

et

Φ
′

2(v)(z)

∫
Rn
a′(x)|∇v|q(x)−2∇v∇z +

∫
Rn
b′(x)|u|q(x)−2vz dx
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Démonstration. Nous avons :

‖u‖s−E + ‖v‖s−E′ ≥ 2
(‖u‖E + ‖v‖E′

2

)s−
=
‖U‖s−

2s−−1

‖u‖p(x)
E + ‖v‖q(x)

E′ ≥ ‖u‖
s−

E + ‖v‖s−E′ − (u‖u‖s
+

E +v ‖u‖s
+

E )

avec t = 1si‖t‖ < 1

‖u‖p(x)
E + ‖v‖q(x)

E′ ≥
‖U‖s−

2s−−1
− 2 ∀U avec ‖U‖ > 1

cei nous donne ;

Φ(U) ≥ C
‖U‖s−

2s−−1
− 2, ∀U avec ‖U‖ > 1

ce nous donne la coercivité de Φ.

La fonctionnelle Φ est convexe, parce que la fonction h : [0,∞[→ R; h(t) = ts avec

s > 2 est convexe.

La proposition (1.12) du chapitre 1, nous affirme que Φ est bornée sur tous borné

de E ′. Le fait que :

〈Φ′(U), U = ‖u‖p(x)
E + ‖v‖q(x)

E′

〈Φ′(U), U〉 ≥ ‖U‖
s−

2s−−1
− 2 ∀ U avec ‖U‖ > 1

Ceci nous affirme que Φ
′

est coércive.

Montrons que Φ
′

est uniformément monotone. De L’inégalité algébrique

(|a|t−2a− |b|t−2b)(a− b) ≥ 2−t|a− b|t ∀a, b ∈ RN

qui est vraie ∀t ≥ 2. Nous déduisons Φ
′

est uniformément monotone. Enfin nous

déduisons de la proposition (1.27) du chapitre 1, que Φ
′

possède une fonction in-

verse continue dans X∗. Φ est faiblement semi continue inférieurement C1 fonction,

appartement à WE×E′ du fait que Φ(U) n’est que la somme de Φ1(u) + Φ2(v).

Lemme 4.18. Sous le hypothèses du théorème 5.14, la fonctionnele J est bien

définie et continue Gâteaux différentiable avec

J
′
(U)(w, z) =

∫
Rn
fu(x, u, v)w dx+

∫
Rn
fv(x, u, v)z dx

avec

J1(u) =

∫
Rn
Fu(x, u, v) dx et J2(u) =

∫
Rn
Fv(x, u, v) dx

De plus, la fonctionnelle J ′(.) est compacte de E × E ′ vers (E × E ′)∗.
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Démonstration. La fonctionnelle J(U) n’est que la somme de J1(u) + J2(v) donc J

va avoir les mêmes propriétés topologiques que J1 et J2 i.e J ′(.) est compacte de

E × E ′ vers (E × E ′)∗.

Lemme 4.19. Sous le hypothèses du théorème 4.14, la fonctionnelle Ψ(U) =
∫
Rn G(x, U) dx

avec G(x, U) =
∫ u

0
gu(x, t, v)dt+

∫ v
0
gv(x, u, s)ds est bien définie et Gâteaux différentiable

sur (E × E ′), avec une dérivée compacte.

Démonstration. La fonctionnelle Ψ n’est que la somme Ψ(U) = Ψ1(u) + Ψ2(v) avec

Ψ1(u) =
∫
Rn Gu(x, u, v) dx et Ψ2(u) =

∫
Rn Gv(x, u, v) dx. Alors Ψ(U) est bien définie

et Gâteaux différentiable sur E × E ′, avec une dérivée compacte.

Proposition 4.20. Sous le hypothèses du théorème 4.14, Les fonctions Φ(U) et

J(U) vérifient l’inégalité suivante ;

max

{
lim sup
‖U‖→+∞

J(U)

Φ(U)
, lim sup

U→0

J(U)

Φ(U)

}
≤ 0

Démonstration. Nous remarquons que Φ satisfait :

‖u‖p(x)
E

p+
+
‖v‖q(x)

E′

q+
≤ Φ(U) ≤ ‖u‖

p(x)
E

p−
+
‖v‖q(x)

E′

q−

alors pour ‖u‖E ≤ 1 et ‖v‖E′ ≤ 1 nous aurons :

‖u‖p
+

E + ‖v‖q
+

E′

s+
≤ Φ(U) ≤ ‖u‖

p−

E + ‖v‖q
−

E′

s−

donc pour des très petites valeurs de ‖u‖E, et, ‖v‖E′ nous aurons :

C1
(‖u‖E + ‖v‖E′)s

+

s+
≤ Φ(U) ≤ C2

(‖u‖E + ‖v‖E′)s
−

s−

C1
(‖U‖E×E′)s

+

s+
≤ Φ(U) ≤ C2

(‖U‖E×E′)s
−

s−
(4.24)

aussi pour des grandes valeurs ‖u‖E, et, ‖v‖E′ nous aurons à distinguer deux cas :

Le premier cas Si ‖u‖E ≥ 1, et, ‖v‖E′ ≥ 1.

(‖u‖E + ‖v‖E′)s
−

s+
≤ Φ(U) ≤ (‖u‖E + ‖v‖E′)s

+

s−

Ceci nous donne ;

C1
(‖U‖E×E′)s

−

s+
≤ Φ(U) ≤ C2

(‖U‖E×E′)s
+

s−
(4.25)
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Le deuxième cas Si ‖u‖E ≤ 1, ou, ‖v‖E′ ≥ 1;

C ′1 + C1
(‖U‖E×E′)s

−

s+
≤ Φ(U) ≤ C ′2 + C2

(‖U‖E×E′)s
+

s−

Ces inégalités (4.24), (4.25) vont jouer un rôle (similaire à celui (4.7) et (4.8) dans

section 2.) dans la preuve de proposition.

Toutes les conditions de Théorème de ”Ricceri” sont satisfaites (avec U0 = (0, 0)).

En effet Les conditions (Ric1), (Ric2), (Ric3) et (Ric4) sont assurées par le lemme

(4.17). La condition (Ric5) est assurée par le lemme (4.18), la condition (Ric8)

assurée par le lemme (4.19). Les inégalités (Ric7) sont assurées par la proposition

(4.20). La condition (Ric6) est facile à vérifier en effet : la fonctionnelle Φ(U) possède

un stricte minimum local U0 avec Φ(U0) = J(U0) = 0, U0 = (0, 0).

4.8 Exemples

Nous allons considérer une constante τ telle que :

γ + 1

2
< τ < s∗−,

et ε pour assez petite

0 < ε < min(1, τ − γ + 1

2
)

et pour la fonction F (x, t, s) =
∫ u

0
Fu(x, t, s)dt+

∫ v
0
F (x, t, s)ds, on peut choisir

F (x, u, v) =
1

τ − ε
m(x)|u|τ−ε ln |u|+ 1

τ − ε
m(x)|v|τ−ε ln |v|

avec F (x, 0, 0) = 0.

Proposition 4.21. Pour une fonction exposant p(x), q(x) qui Lipschitzienne et 2 ≤
p− ≤ p(x) ≤ p+ < N, 2 ≤ q− ≤ q(x) ≤ q+ < N . Il existe une constante positive

ω telle que pour tout intervalle compact [a, b] ⊂]ω,+∞[, il existe r > 0 avec la

propriété suivante, pour tout λ ∈ [a, b], il existe σ > 0 telle que pour tout µ ∈ [0, σ],

le problème système (pλ,µ)
−div

(
a(x)∇u|p(x)∇u

)
+ b(x)|u|p(x)u = λfu(x, u, v) + µgu(x, u, v)

−div
(
a′(x)|∇v|q(x)∇v

)
+ b′(x)|u|q(x)u = λfv(x, u, v) + µgv(x, u, v)

u ∈W 1,p(x)
0 (RN ), v ∈W 1,q(x)

0 (RN )

(4.26)

possède au moins trois solutions faibles dans W
1,p(x)
0 (RN) ×W 1,p(x)

0 (RN) dont les

normes sont inférieures à la constante r.
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Démonstration. La condition (4.3) est satisfaite puisque ln |u|+ 1
τ−ε < |u|

γ−τ+1+ε, et

ce n’est pas difficile de voir que tout les hypothèses de Théorème 4.1 sont satisfaites

Remarque 4.22. Nous pouvons considérer à titre d’exemple de fonction exposant

p(x) = cos(|x|) + 3, 001 avec la dimension N = 5 Noua aurons

p(x) = 3.001 + cos(|x|); p− = 2, 001; p+ = 4, 001; p∗− > 10,

q(x) = 3.001 + sin(|x|); q− = 2, 001; q+ = 4, 001; q∗− > 10,

les fonctions p(x), q(x) vérifient les conditions de théorème 5.2.

Pour γ et ν tel que

4, 001 < γ + 1 < ν < 10 < s∗−

et

m ∈ L
3,001
2,001 (R5) ∩ L

ν
ν−1

( 3,001
4,001−γ+1

)(R5)

.
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Chapitre 5

Étude d’un problème faisant

intervenir l’opérateur de Laplace

anisotropique

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier les problèmes non linéaires avec la condition

de Dirichlet au bord suivant :
−

N∑
i=1

∂xi

(
ai(x, ∂xiu)

)
= λf(x, u) + µg(x, u), pour x ∈ Ω

u(x) = 0 sur ∂Ω

(5.1)

et 

−
N∑
i=1

∂xi

(
ai(x, ∂xiu)

)
= λfu(x, u, v) + µgu(x, u, v), for x ∈ Ω

−
N∑
i=1

∂xi

(
bi(x, ∂xiu)

)
= λfv(x, u, v) + µgv(x, u, v), for x ∈ Ω

u(x) = 0, v(x) = 0 on ∂Ω,

(5.2)

où Ω ⊂ RN (N ≥ 3) est un domaine borné avec une frontière assez régulière, les

fonctions f, g ∈ C(Ω×R,R) sont deux fonctions données satisfaisant certaines pro-

priétés, les fonctions ai(x, s) sont continues vérifiant certaines conditions qui seront

spécifiées dans la Section 2.

Les fonctions pi(x) doivent satisfaire la condition 2 ≤ pi(x) < N pour tout x ∈ Ω et

chaque i ∈ {1, 2, ..., N}.
Les constantes λ, µ sont des paramètres positifs. Dans ce chapitre notre opérateur
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différentiel a pour cadre fonctionnel le sous espace noté W
1,~p(x)
0 (Ω) de l’espace ani-

sotrope de Sobolev.

5.2 Étude d’une équation Anisotropique de

Laplace

Le problème considéré dans cette section est une extension des problèmes ” dans

l’espace classique de Sobolev”de chapitre 5, cette extension sera vers des problèmes

anisotrope. L’intérêt de transposer l’étude vers les problèmes avec des exposants va-

riables est Liée à une grande partie aux applications faisant intervenir des matériaux

non-homogènes. Il a été établi que pour un traitement approprié de ces matériaux

non-homogènes, les espaces classiques de Sobolev sont plus valables, ceci va pous-

ser les chercheurs à permettre à l’exposant de varier selon chaque direction. Nous

pouvons citer les Fluides électro rhéologiques ou les fluides thermo-rhéologiques qui

jouent un rôle très important dans les embrayages hydrauliques, freins, amortisseurs,

Robotique, technologie spatiale, écrans tactiles, etc. (Voir par exemple [75], [82], [7]

et [65]).

Dernièrement, une nouvelle théorie a été développe en raison de la préoccupation

pour certaines matériaux non homogènes qui se comportent différemment sur plu-

sieurs directions d’espace, et comme conséquence, les espaces anisotropes à exposants

variables ont été introduits, voir [81], [30] et [48].

Il n’est pas étonnant que, lors du passage d’un exposant variable à un expo-

sant variable Anisotrope, de nouvelles difficultés surviennent. Pour surmonter ces

difficultés, nous combinons les techniques classiques avec Les techniques récentes

associées aux traitement des problèmes anisotropes avec des exposants variables.

Néanmoins, le problème traité ici est plus compliqué. C’est parce que, d’une part,

nous travaillons l’espace de Sobolev anisotrope avec exposant variable des fonctions

qui sont nulles Sur la frontière W
1,~p(x)
0 (Ω), au lieu de l’espace Sobolev non anisotrope

Avec un exposant variable des fonctions qui sont nulles sur la frontière W
1,p(x)
0 (Ω).

Et d’une autre part, Nous utilisons des opérateurs plus générales que l’opérateur

Laplacien anisotrope standard ∆~p(x)(u) = −
N∑
i=1

∂xi(|∂xiu|pi(x)∂xiu).
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Remarque 5.1. Nous mentionnons que les suppositions qui vont être imposer aux

fonctions ai nous permit de prendre

ai(x, s) = |s|pi(x)−2s pour touti ∈ {1, . . . , N},

en particulier notre opérateur
N∑
i=1

∂xiai (x, ∂xiu) devient le ~p(·)-Laplacien qui a été

étudié dans [49].

∆~p(x)(u) =
N∑
i=1

∂xi

(
|∂xiu|pi(x)−2∂xiu

)
.

Nous considérons le problème de Dirichlet suivant :
−

N∑
i=1

∂xi

(
ai(x, ∂xiu)

)
= λf(x, u) + µg(x, u), pour x ∈ Ω

u(x) = 0 sur ∂Ω

(5.3)

Où Ω est un domaine borné de RN avec une frontière assez régulière ∂Ω, concernant

la fonction vectorielle ~p(x) avec p+
i = sup

x∈Ω
pi(x) et p−i = inf

x∈Ω
pi(x), nous introduisons

les notations suivantes ~p+ ~p−,

~p+ = (p+
1 , ...., p

+
N), ~p− = (p−1 , ...., p

−
N),

et p+
+ , p+

− , p
−
− ∈ RN avec

p+
+ = max

{
p+

1 , .., p
+
N

}
, p+
− = max

{
p−1 , .., p

−
N

}
, p−− = min

{
p−1 , .., p

−
N

}
nous supposons que :

N∑
i=1

1

p−i
> 1

nous définissons les constantes suivantes p∗− et p−,∞ par :

p∗− =
N

N∑
i=1

1

p−i
− 1

, , p−,∞ = max
{
p+
−, p

∗
−

}

Concernant les fonctions ai(x, s), f(x, t), g(x, t), nous définissons ,

Ai(x, s) =

∫ s

0

ai(x, t) dt, F (x, s) =

∫ s

0

f(x, t) dt, G(x, s) =

∫ s

0

g(x, t) dt.

Ces fonctions doivent satisfaire les hypothèses suivantes pour tout i ∈
{

1, . . . , N
}

:
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(A1) Il existe une constante positive ci, c
′
i telle que la fonction ai hemi-continue

satisfait,

c′i|s|pi(x)−1 ≤ |ai(x, s)| ≤ ci
(
di(x) + |s|pi(x)−1

)
,

pour tout x ∈ Ω et tout s ∈ R, où di ∈ Lp
′(.)(Ω) avec 1

pi(x)
+ 1

p′i(x)
= 1.

(A3) La condition de monotonie :[
ai(x, s)− ai(x, t)

]
(s− t) ≥

[
spi(x)−2s− tpi(x)−2t

]
(s− t)

est vraie pour tout x ∈ Ω et tout s, t ∈ R avec s 6= t.

(A3) Ai(x, 0) = 0 pour tout x ∈ Ω, et Ai(x, .) est continue convexe.

(FG) les fonctions f, g ∈ C(Ω× R,R) telles que :

|f(x, t)|, |g(x, t)| ≤ C|t|ρ(x)−1∀(x, t) ∈ Ω× R

avec C est une constante positive, ρ : Ω → (1,∞) une fonction continue telle

que :

1 < ρ− ≤ ρ+ < p−∞

Définition 5.2. On définit la solution faible de problème (5.1) comme une fonction

u ∈ W 1,~p(x)
0 (Ω) qui satisfait :∫

Ω

N∑
i=1

ai(x, ∂xiu)∂xiv dx = λ

∫
Ω

f(x, u)v dx +

∫
Ω

µg(x, u)v dx,= 0,

pour tout v ∈ W 1,~p(x)
0 (Ω).

D’apres la proposition (1.21) du chapitre 1, l’espace
(
W 1,~p(·)(Ω), ‖ ·‖W 1,~p(·)(Ω)

)
est

un espace de Banach, réflexif. Nous définissons :

θ = inf
{∑N

i=1

∫
Ω
Ai(x, u)dx∫

Ω
F (x, t)dx

: u ∈ W 1, ~p(x)
0 (Ω),

∫
Ω

F (x, t)dx > 0
}

Notre résultat concernant l’équation anisotrope (5.1) est le suivant :

Théorème 5.3. Nous supposons que 2 < p−− ≤ p+
+ < N et (A1), (A2), (A3), (A4) et

(FG). De plus nous supposons que :

max
{

lim sup
t→0

supx∈Ω F (x, t)

|t|p
+
+

, lim sup
t→∞

supx∈Ω F (x, t)

|t|p
−
−

}
≤ 0 (5.4)

et

sup
u∈W 1, ~p(x)

0 (Ω)

∫
Ω

F (x, t)dx > 0.

Alors pour chaque interval compact [a, b] ⊂]θ,+∞[, il existe r > 0 avec la pro-

priété suivant : pour chaque λ ∈ [a, b] et pour toute fonction G satisfaisant (FG) il

existe σ > 0 telle que pour chaque µ ∈ [0, σ], le problème (5.1) possède au moins

trois solutions faibles dans W
1,~p(x)
0 (Ω) dont les normes sont inférieures à r.
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L’idée est d’appliquer le principe variationnel de ”Théorème de Ricceri” [9], en

prouvant que les fonctionnelles suivantes Φ, J,Ψ : E −→ R définies par :

Φ(u) =

∫
Ω

N∑
i=1

Ai(x, ∂xiu) dx

et

J(u) =

∫
Ω

F (x, u) dx

et

Ψ(u) =

∫
Ω

G(x, u) dx

vérifient les conditions Ric1, Ric2, Ric3, Ric4, Ric5, Ric6, Ric7 et Ric8 du

théorème de principe de Ricceri.

5.2.1 Lemme de compacité

Pour simplifier les notations nous notons : E = W
1,~p(x)
0 (Ω).

Lemme 5.4. Φ(u) une fonction est bien définie, coércive, bornée sur tout borné Ω

de E. Φ′(u) : E −→ E∗est bien définie, coércive, hemi-continue, monotone.

Démonstration. Dans un premier temps nous montrons que Φ est bien définie sur

E, bornée sur tout borné de E et Φ ∈ C1(E,R) avec la dérivée donnée par :

〈Φ′(u), u〉 =
N∑
i=1

∫
Ω

ai(x, ∂xiu)∂xiu dx

Remarque 5.5. L’une des complications qui émerge lorsque nous travaillons dans

les anisotropes, est que la norme ‖u‖E =
∑N

i=1 ‖∂xiu‖Lpi(x) peut tendre vers +∞
sans que toutes ‖∂xiu‖Lpi(x) tendent vers +∞. Autrement dit pour que ‖u‖E tend

vers +∞ il suffit qu’elle tend vers +∞ dans une direction (i.e) ‖∂xi0u‖Lpi0 (x) → +∞
pour un certain 1 ≤ i0 ≤ N .

Pour surmonter cette difficulté nous allons définir pour chaque u ∈ E tel que

‖u‖ ~p(x)
> 1, la notation suivante :

δi =

{
p+

+ si |∂xiu|pi(.) < 1

p−− si |∂xiu|pi(.) > 1

Remarque 5.6. L’inégalité suivante :

N∑
i=1

|∂xiu|
p−−
pi(.)
≥ N

(∑N
i=1 |∂xiu|pi(.)

N

)p−−
=
‖∂xiu‖

p−−
~p(.)

Np−−−1

tient pour tout u ∈ E.
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Remarque 5.7. Pour tout ‖u‖ ~p(.) > 1 nous avons :∑N
i=1

∫
Ω
|∂xiu|pi(x)dx ≥

∑N
i=1 |∂xiu|

δi
pi(.)

=
∑

i,δi=p
+
+
|∂xiu|

p++
pi(.)

+
∑

i,δi=p
−
−
|∂xiu|

p−−
pi(.)

≥
∑N

i=1 |∂xiu|
p−−
pi(.)
−
∑

i,δi=p
+
+
|∂xiu|

p++
pi(.)

la remarque(5.5) précédente nous affirme :

N∑
i=1

|∂xiu|
p−−
pi(.)
≥ N

(∑N
i=1 |∂xiu|pi(.)

N

)p−−
=
‖∂xiu‖

p−−
~p(.)

Np−−−1

de plus puisque |∂xiu|
p++
pi(.)
≥ 1 nous aurons

∑
i,δi=p

+
+
|∂xiu|

p++
pi(.)
≥ N , en combinant ces

deux faits nous avons :

(I1)
N∑
i=1

∫
Ω

|∂xiu|pi(x)dx ≥
‖u‖p

−
−
~p(.)

Np−−−1
−N

et

(I2)
N∑
i=1

∫
Ω

|∂xiu|pi(x)dx ≤ ‖u‖p
+
+

~p(.) +N

Montrons que Φ est bien définie, en effet de l’hypothèse (A1) nous avons ;

c′i|s|pi(x)−1 ≤ ai(x, s) ≤ ci
(
di(x) + |s|pi(x)−1

)
,

c′i

∫ u

0

|s|pi(x)−1ds ≤
∫ u

0

ai(x, s)ds ≤ ci

∫ u

0

(
di(x) + |s|pi(x)−1ds

)
,

c′i
1

pi(x)
|u|pi(x) ≤ Ai(x, s) ≤ ci

(
di(x)u+

1

pi(x)
|u|pi(x)

)
,

c′i

∫
Ω

1

pi(x)
|u|pi(x)dx ≤

∫
Ω

Ai(x, s)dx ≤ ci

∫
Ω

(
di(x)u+

1

pi(x)
|u|pi(x)

)
dx,

N∑
1

c′i

∫
Ω

1

pi(x)
|u|pi(x)dx ≤

N∑
1

∫
Ω

Ai(x, s)dx ≤
N∑
1

ci

∫
Ω

(
di(x)u+

1

pi(x)
|u|pi(x)

)
dx,

ceci nous donne :

N∑
1

c′i

∫
Ω

1

pi(x)
|∂xiu|pi(x)dx ≤

N∑
1

∫
Ω

Ai(x, ∂xiu)dx ≤
N∑
1

ci

∫
Ω

(
di(x)∂xiu+

1

pi(x)
|∂xiu|pi(x)

)
dx,

N∑
1

c′i

∫
Ω

1

pi(x)
|∂xiu|pi(x)dx ≤ Φ(u) ≤

N∑
1

ci

∫
Ω

di(x)∂xiu+
N∑
1

ci

∫
Ω

1

pi(x)
|∂xiu|pi(x)
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C ′
N∑
1

∫
Ω

1

pi(x)
|∂xiu|pi(x)dx ≤ Φ(u) ≤ C

( N∑
1

‖di(x)‖p′i(.)‖∂xiu‖pi(.)+
N∑
1

∫
Ω

1

pi(x)
|∂xiu|pi(x)

)
d’après les inégalités (I1) et(I2) et le fait E s’injecte dans Lpi(.) nous avons avec

l’inégalité de Hölder (1.8)

(I3) C ′
‖u‖p

−
−
~p(.)

Np−−−1
−N ≤ Φ(u) ≤ C

(
‖u‖p

+
+

~p(.) +N + ‖u‖~p(.)
)

(5.5)

Donc Φ est bien définie.

Dans un deuxième temps, nous montrons que la fonction Φ(u) est coércive i.e. Φ(u)

doit tendre vers +∞ lorsque ‖u‖ ~p(x)
tend vers ∞.

Pour montrer que Φ(u) est coércive, il suffit de la minorer avec une quantité qui va

tendre vers +∞.

En effet l’inégalité (I3) nous assure que Φ est coércive, puisque le terme à droite

tend → +∞ nous affirme que Φ→ +∞ (i.e) Φ est coércive.

La deuxième étape est de montrer que Φ′ est coércive.

En effet l’hypothèse (A1) nous donne :

〈Φ′(u), u〉 =
N∑
i=1

∫
Ω

|ai(x, ∂xiu)|∂xiudx ≥
N∑
i=1

∫
Ω

ci|∂xi(u)|pi(x) dx

Alors :

〈Φ′(u), u〉 ≥ C ′
‖u‖p

−
−
~p(.)

Np−−−1
− C

tient pour tout u ∈ E avec ‖u‖~p(.) > 1, alors Φ′ est coércive.

Dans un troisième temps, nous montrons que Φ′ uniformément monotone.

De l’hypothese (A2) nou avons :

[ai(x, s)− ai(x, t)](s− t) ≥ [spi(x)−2s− tpi(x)−2t](s− t)

[Φ′(x, u)− Φ′(x, v)](u− v) ≥
N∑
1

|∂xiu|pi(x)−2∂xiu− |∂xiv|pi(x)−2∂xiv](∂xiu− ∂xiv)

d’après l’inégalité

[sp−2s− tp−2t](s− t) ≥ 2−1|s− t|p
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qui tient pour tout p ≥ 2, nous avons ;

[Φ′(x, u)− Φ′(x, v)](u− v) ≥ 1

p+
+

N∑
1

∫
Ω

|∂xi(u− v)|pi(x)dx

nous posons la fonction α[0,∞[→ [0,∞[ ;

α(s) =
sp

+
+−1

2p
+
+

si s ≤ 1

α(s) =
sp
−
−−1

2p
+
+

si s ≥ 1

avec α(0) = 0 et lims→∞) =∞ et par conséquence :

[Φ′(x, u)− Φ′(x, v)](u− v) ≥ α(‖u− v‖~p(.))‖u− v‖~p(.)

enfin cela nous montre l’uniforme monotonie de Φ′(x, u)[ [18], Théorème 2.28 chap

1].

5.2.2 Preuve du résultat principal théorème 6.3.

De la proposition 6.1 nous déduisons que Φ est coércive, semi faiblement continue

inférieurement du fait Φ est convexe, une fonction appartiennent àWE et bornée sur

tout borné de E. Aussi de la proposition 6.1, le fait que Φ′ est coércive, hemi-continue

et uniformément monotone sur E, nous déduisons en utilisant [ [18], Théorème 2.27

chap 1] que la fonction inverse de Φ′ est continue.

Proposition 5.8. Si on suppose toutes les conditions de théorème 5.1, nous aurons :

max
{

lim sup
‖u‖~p(.)→0

J(u)

Φ(u)
, lim sup
‖u‖~p(.)→∞

J(u)

Φ(u)

}
≤ 0

Démonstration. Pour une ε > 0 arbitraire, de la condition ( 5.4 ) nous déduisons

qu’elles existent des constantes positivesr1, r2 avec 0 < r1 < 1 < r2 telles que :

F (x, t) ≤ ε|t|p
+
+ , ∀(x, t) ∈ Ω× [−r1, r1]

F (x, t) ≤ ε|t|p
−
− , ∀(x, t) ∈ Ω× (R− [−r2, r2]).

(5.6)

Ainsi, nous avons F (x, t) ≤ ε|t|p
+
+ pour tout (x, t) ∈ Ω× (R− ([−r2,−r1]∪ [r1, r2])).

Le fait que F est bornée sur tout borné de Ω×R, nous pouvons choisir une constante

Cε > 0 et s avec p+
+ < s < p−,∞, telles que :

F (x, t) ≤ ε|t|p
+
+ + Cε|t|s, ∀, (x, t) ∈ Ω× R. (5.7)

100



Dans une première étape nous montrons que

lim sup
‖u‖~p(.)→0

J(u)

Φ(u)
= 0

En effet nous avons pour tout u ∈ E dont la norme ‖u‖~p(.) < 1, on obtient d’une

part :

‖u‖
p++
~p(.)

N
p++−1

= N
( N∑
i=1

|∂xiu|pi(.)

N

)p++
≤

N∑
i=1

|∂xiu|
pi(.)

p++

≤
N∑
i=1

|∂xiu|
pi(.)

p+i
≤ KΦ(u)

N∑
i=1

|∂xiu|
pi(.)

p+i
≤

N∑
i=1

∫
Ω

|∂xiu|pi(x)

≤
N∑
i=1

pi(x)Ai(x, ∂xiu) = p+
+Φ(u)

nous aurons ;

Φ(u) ≥
‖u‖p

+
+

~pi(.)

K
, ∀u, ‖u‖~pi(.) < 1. (5.8)

De plus le théorème ((1.21) chap1) d’injection de l’espace E dans Lp
+
+(Ω) et dans

LS(Ω) avec la relation (5.7) nous assurent l’ existence de deux constantes C1, C2

telles que :

J(u) =
∫

Ω
F (x, u)dx ≤

∫
Ω

(
ε|u|p

+
+ + Cε|u|s

)
dx

≤ ε‖u‖p
+
+

p++
+ Cε‖u‖ss

≤ ε‖u‖p
+
+

E + Cε‖u‖sE
nous aurons donc

J(u) ≤ C1‖u‖
p++
E ε+ C2‖u‖sECε (5.9)

la relation (5.8) et le fait que p+
+ < s nous donnent :

lim sup
u→0

J(u)

Φ(u)
≤ K ′ε.

et comme ε est arbitraire nous avons :

lim sup
u→0

J(u)

Φ(u)
= 0 (5.10)
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Dans une deuxième étape nous montrons que :

lim sup
‖u‖~pi(.)→∞

J(u)

Φ(u)
= 0

Comme ‖u‖~pi(.) →∞ nous pouvons prendre ‖u‖~p(.) > N . les relations (5.6) et (5.5),

pour u ∈ E avec ‖u‖~p(.) > N nous avons :

J(u)

Φ(u)
≤ p+

+N
p−−−1

(∫
Ω∩{|u|≤r2} F (x, u)dx

‖u‖p
−
−
~pi(.)
−Np−−

+

∫
Ω∩{|u|>r2} F (x, u)dx

‖u‖p
−
−
~pi(.)
−Np−−

)
Alors le théorème d’injection de E dans l’espace de Lebesgue Lp

−
−(Ω) nous donne :

J(u)

Φ(u)
≤ C3p

+
+N

p−−−1ε.

avec C3 est une constante positive . Et comme ε est arbitraire on aura :

lim sup
‖u‖~p(.)→∞

J(u)

Φ(u)
= 0 (5.11)

notre proposition se déduit du relations (6.10) et ( 6.11 ) (i.e)

max
{

lim sup
‖u‖~p(.)→0

J(u)

Φ(u)
, lim sup
‖u‖~p(.)→∞

J(u)

Φ(u)

}
≤ 0

Donc α donnée dans le théorème de Riccei est nulle i.e. (α = 0). Pour terminer

la preuve de notre théorème ; il faut juste s’assurer que J ′ et ψ′ sont compactes.

La condition (FG) et le fait que E s’injecte d’une manière compacte dans Lρ(x)(Ω)

(D’apres la proposition (1.21) du chapitre 1) nous donnent que J ′ et ψ′ sont com-

pactes. Nous mentionnons que les fonctions Φ possèdent un minimum en u = 0 avec

Φ(0) = J(0) = 0.

5.3 Système anisotropique

Dans cette section on considère le problème à deux-équations non linéaire qui

intervient le (~p(x), ~q(x))-Laplacien :

−
N∑
i=1

∂xi

(
ai(x, ∂xiu)

)
= λ fu(x, u, v) + µ gu(x, u, v) in Ω

−
N∑
i=1

∂xi

(
bi(x, ∂xiu)

)
= λ fv(x, u, v) + µ gv(x, u, v) in Ω

u ∈ W 1, ~p(x)
0 , v ∈ W 1, ~q(x)

0

(5.12)
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Avec 2 < p− < p(x) < p+ < N, 2 < q− < q(x) < q+ < N . λ, µ > 0 sont

des paramètres positifs. Les fonctions ai(x, s), bi(x, s) vont satisfaire pour chaque

i ∈ {1, . . . , N}, les hypothèses suivantes :

(B1) Il existe une constante positive ci telle que la fonction bi satisfait,

c′i|s|qi(x)−1 ≤ |bi(x, s)| ≤ ci

(
di(x) + |s|qi(x)−1

)
,

pour tout x ∈ Ω et tout s ∈ R, où di ∈ Lq
′(.)(Ω) avec 1

qi(x)
+ 1

q′i(x)
= 1.

(B3) La condition de monotonie :[
bi(x, s)− bi(x, t)

](
s− t

)
≥
[
sqi(x)−2s− tqi(x)−2t

](
s− t

)
est vraie pour tout x ∈ Ω et tout s, t ∈ R avec s 6= t.

(B3) Bi(x, 0) = 0 pour tout x ∈ ∂Ω, et Bi(x, .) est continue convexe.

(FG) les fonctions f, g ∈ C(Ω× R× R,R) telles que :∣∣∣ft(x, t, t′) + ft′(x, t, t
′)| ≤ C(|t|+ |t′|)ρ(x)−1, ∀(x, t, t′) ∈ Ω× R× R (5.13)

|gt′(x, t, t′) + gt′(x, t, t
′)| ≤ C(|t|+ |t′|)ρ(x)−1, ∀(x, t, t′) ∈ Ω× R× R (5.14)

avec C est une constante positive, ρ : Ω→ (1,∞) est une fonction continue

et

1 < ρ− ≤ ρ+ < S−∞

avec

S−∞ = min(p−∞, Q
−
∞)

et

S−− = min(p−−, Q
−
−)

Nous notons par : E = W
1,~p(x)
0 (Ω), et E ′ = W

1,~q(x)
0 (Ω), U = (u, v),

Nous cherchons l’existence de solutions faibles de problème (5.12) dans l’espace

E × E ′ qui va être menu de la norme cartésien :

‖(u, v)‖ = ‖u‖E + ‖v‖E′

nous notons aussi :

f(x, U) = fu(x, u, v) + fv(x, u, v), g(x, U) = gu(x, u, v) + gv(x, u, v)

F (x, u, v) =

∫ u

0

fu(x, s, v) ds+

∫ v

0

fv(x, u, s) ds

et

Ci(x, U) = Ai(x, u) +Bi(x, v)

notre principal résultat dans cette section est le théorème suivant :
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Théorème 5.9. Supposons 2 < pi(x), qi(x) < N et

(A1), (A2), (A3), (B1), (B2), (B3), les fonctions f et g satisfaisant (5.13) et (5.14).

De plus on suppose que :

max
{

lim sup
|t|+|t′|→0

supx∈Ω F (x, t, t′)

(|t|+ |t′|)S
+
+

, lim sup
|U |→∞

supx∈Ω F (x, U)

(U)S
−
−

}
≤ 0 (5.15)

et

sup
U∈E×E′

(∫
RN
F (x, U)dx

)
> 0

si on pose :

ω = inf
{∑N

i=1

∫
Ω
Ci(x, U)dx∫

Ω
F (x, U)dx

: U ∈ E × E ′,
∫

Ω

F (x, U)dx > 0
}

Alors pour chaque interval compact [a, b] ⊂ ]ω,+∞[, il existe r1 > 0 avec la

propriété suivante : pour chaque λ ∈ [a, b], et chaque fonction g : Ω × R2 → R
satisfaisant (5.14), il existe δ > 0 telle que pour chaque µ ∈ [0, δ], le système à

deux-équations (5.12) possède au moins trois solutions faibles dans E dont les

normes sont inférieures à r.

Pour prouver ce théorème nous avons besoin de définir les fonctions suivantes :

Φ, J,Ψ : E × E ′ −→ R

Φ(U) = Φ(u) + Φ(v) =
N∑
i=1

∫
Ω

Ci(x, U)dx

et

J(U) = J(u) + J(v) =

∫
Rn
F (x, U) dx

et

Ψ(U) = Ψ(u) + Ψ(v) =

∫
Rn
G(x, U) dx

les fonctions Φ(U), J(U) ,Ψ(U) doivent satisfaire les conditions du théorème

de Ricceri, d’une part nous avons :

Φ(u) ≥ ‖u‖p
+
+

E

p+
+N

p++−1
, ∀, ‖u‖E < 1.

et

Φ(v) ≥ ‖v‖Q
+
+

E′

Q+
+N

Q+
+−1

, ∀, ‖v‖E′ < 1.

alors

Φ(U) = Φ(u) + Φ(v) ≥ ‖u‖p
+
+

E

p+
+N

p++−1
+
‖v‖Q

+
+

E′

Q+
+N

Q+
+−1
∀ ‖u‖E < 1 et ‖v‖E′ < 1.
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Φ(U) ≥ K
(
‖u‖S

+
+

E + ‖v‖S
+
+

E′

)
alors pour des petites valeurs de ‖u‖E, et, ‖v‖E′ nous avons :

Φ(U) ≥ K
(
‖u‖E + ‖v‖E′

)S+
+

Φ(U) ≥ K
(
‖U‖E×E′

)S+
+

(5.16)

et d’autre part pour des grandes valeurs de ‖u‖E, et, ‖v‖E′ nous avons :

Φ(u) =
N∑
i=1

∫
Ω

Ai(x, u)dx ≥ k+

p+
+

( ‖u‖p−−E
Np−−−1

−N
)

et

Φ(v) =
N∑
i=1

∫
Ω

Ai(x, v)dx ≥ k+

Q+
+

( ‖v‖Q−−E′
NQ−−−1

−N
)

Alors

Φ(U) = Φ(u) + Φ(v) ≥ k+

p+
+

( ‖u‖p−−E
Np−−−1

−N
)

+
k+

Q+
+

( ‖v‖Q−−E′
NQ−−−1

−N
)

alors

Φ(U) ≥ C
(
‖u‖p

−
−
E + ‖v‖Q

−
−

E′ − 2N
)

Φ(U) ≥ C
(

(‖u‖E + ‖v‖E′)S
−
− − 2N

)
Φ(U) ≥ C

(
‖U‖E×E′)S

−
− − 2N

)
(5.17)

La relation (6.17) va jouer le rôle des relations (6.5) dans le cas d’une équation,

et avec les mêmes techniques nous montrons les résultats suivantes :

max
{

lim sup
‖U‖→+∞

J(U)

Φ(U)
, lim sup
‖U‖→0

J(U)

Φ(U)

}
= 0, (5.18)

Les lemmes suivants vont assurer les conditions du théorème de Ricceri.

Lemme 5.10. Pour tout U ∈ E×E ′ la fonction Φ(U) ∈ WE×E′ est coércive, fai-

blement semi-continue inférieurement, bornée sur tout borné de E×E ′, différentiable

avec

Φ
′
(U)(w, z) = Φ

′

1(u)(w) + Φ
′

2(v)(z), ∀(w, z) ∈ E × E ′,

Démonstration. Du fait que Φ(U) n’est que la somme de Φ(u)+Φ(v) l’opérateur

Φ(U) va avoir les mêmes propriétés topologiques que Φ(u) i.e coércive, faiblement

semi continue inférieurement C1 fonction, appartement àWE×E′ , bornée sur tout

borné de E×E ′, et sa dérivée possède une fonction inverse continue dans X∗.
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Lemme 5.11. L’opérateur J(U) est bien définie et continue Gâteaux différentiable

avec

J
′
(U)(w, z) =

∫
Rn
fu(x, u, v)w dx+

∫
Rn
fv(x, u, v)z dx

avec

J1(u) =

∫
Rn
Fu(x, u, v) dx et J2(u) =

∫
Rn
Fv(x, u, v) dx

De plus, l’opérateur J ′(.) est compact de E × E ′ vers (E × E ′)∗.

Démonstration. Du fait que l’opérateur J(U) n’est que la somme de J1(u)+J2(v),

J(U) va avoir les mêmes propriétés topologiques que J(u) i.e J ′(.) est compact

de E × E ′ vers (E × E ′)∗.

Lemme 5.12. La fonction Ψ(U) =
∫
Rn G(x, U) dx avec G(x, U) =

∫ u
0
gu(x, t, v)dt+∫ v

0
gv(x, u, s)ds est bien définie et Gâteaux différentiable sur (E × E ′), avec une

dérivée compacte.

Démonstration. La fonction Ψ(U) n’est que la somme Ψ(U) = Ψ1(u) + Ψ2(v)

avec Ψ1(u) =
∫
Rn Gu(x, u, v) dx et Ψ2(u) =

∫
Rn Gv(x, u, v) dx. Alors Ψ(U) est

bien définie et Gâteaux différentiable sur E×E ′, avec une dérivée compacte.

Toutes les conditions de Théorème de ”Ricceri” sont satisfaites (avec U0 = (0, 0)).

En effet Les conditions (Ric1), (Ric2), (Ric3)et (Ric4) sont assurées par le

lemme (5.10). La condition (Ric5) est assurée par le lemme (5.10), la condition

(Ric8) assurée par le lemme (5.11). Les inégalités (Ric7) sont assurées par la

proposition (5.8). La condition (Ric6) est facile à vérifier en effet : la fonction

Φ(U) possède un stricte minimum local U0 avec Φ(U0) = J(U0) = 0, U0 = (0, 0).

5.4 Exemple d’une équation anisotropique

Soit Ω ⊂ RN un domaine borné avec une frontière assez régulière, pi(.) des

fonctions continues sur Ω et 2 ≤ pi(x) ≤ N ∀ x ∈ Ω et pour tout i ∈ {1, 2, ..., N},
λ, µ deux nombres réels, C1, C2 deux constantes positives, a, b, c, d, h : Ω → R
des fonctions continues telles que ;

a(x) > 0 pour tout x ∈ Ω, (5.19)

b(x) = p+
+ + ε

(
|cos(|x|)|+ 1

)
et d(x) = p−,∞ − ε

(
|cos(|x|)| − 1

)
(5.20)

et

c(x) = p+
+ + ε

(
|sin(|x|)|+ 1

)
et h(x) = p−,∞ − ε

(
|sin(|x|)| − 1

)
(5.21)

106



pour tout x ∈ Ω.

Nous définissons la fonction suivante ;

g(x, t) =


(|t|)

(
p+++ε(|sin(|x|)|+1)−2

)
t pour |t| ≤ 1

(|t|)

(
p−,∞−ε(|sin(|x|)|−1)−2

)
t pour |t| ≥ 1

(5.22)

Proposition 5.13. Soit

γ = inf
{ ∑N

1

∫
Ω
|∂iu|pi(x)
pi(x)

dx∫
Ω
a(x)(C1|u|

(p+++ε(|cos(|x|)|+1))

(p+++ε(|cos(|x|)|+1))
− C2|u|(p−,∞−ε(|cos(|x|)|−1))

(p−,∞−ε(|cos(|x|)|−1))
)dx

;u ∈ E
}

avec E = W
1,~p(.)
0 (Ω), alors, pour chaque interval [a, b] ⊂ [γ,∞[, il existe une

constante r > 0 avec la propriété suivante : pour tout λ ∈ [a, b] et chaque fonction

g : Ω× R× R→ R donnée par (5.19).

alors il existe δ strictement positive telle que pour tout µ ∈ [0, δ], le problème

suivant,


−

N∑
i=1

∂xi(|∂xi |u|pi(x)−2∂xiu) = λ a(x)(C1|u|(b(x)−2u− C2|u|d(x)−2u) + µ g(x, u)dans Ω

u ∈W 1, ~p(x)
0 (Ω)

(5.23)

possède ou moins trois solutions dont la norme est inférieure à r

Démonstration. Nous considérons la fonction f : Ω× R→ R

f(x, t) = a(x)
(
C1|t|(p

+
++ε(|cos(|x|)|+1))−2t−C2|t|(p−,∞−ε(|cos(|x|)|−1))−2t

)
∀(x, t) ∈ Ω×R

Il est clair que fetg vérifient la condition (FG) du théorème (5.3), en effet :

b+ = p+
+ + 2ε, b− = p+

+ + ε, d+ = p−,∞ − ε, d− = p−,∞ − 2ε

nous avons donc :

p+
+ < b− ≤ b+ ≤ d− ≤ d+ < p−,∞

d’où l’hypothèse (FG) du théorème (5.3)

Finalement nous allons montrer que fonction F vérifie les conditions (5.4)du

théorème (5.3).

La fonction F (x, t) =
∫ t

0
f(x, s)ds est

F (x, t) = a(x)
( C1|t|p

+
++ε(|cos(|x|)|+1)

p+
+ + ε(|cos(|x|)|+ 1)

− C2|t|p−,∞−ε(|cos(|x|)|−1)

p−,∞ − ε(|cos(|x|)| − 1)

)
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Pour chaque t > 0, il existe xt ∈ Ω qui dépends de t telle que :

sup
x∈Ω

F (x, t) = F (xt, t).

Nous aurons donc :

supx∈Ω F (x, t)

|t|p
+
+

=
F (xt, t)

|t|p
+
+

= a(xt)
(C1|t|b(xt)−p

+
+

b(xt)
− C2|t|d(xt)−p++

d(xt)

)
≤ a(xt)|t|b(xt)−p

+
+

(C1

b−
− |t|

d(xt)−b(xt)

d+

)
(5.24)

L’hypothèse (5.19) et (5.20) pour t assez petite nous donne :

lim sup
t→0

supx∈Ω F (x, t)

|t|p
+
+

= 0 (5.25)

nous aurons aussi,

supx∈Ω F (x, t)

|t|p
−
−

=
F (xt, t)

|t|p
−
−

= a(xt)
(C1|t|b(xt)−p

−
−

b(xt)
− C2|t|d(xt)−p−−

d(xt)

)
≤ a(xt)|t|b(xt)−p

−
−

(C1

b−
− |t|

d(xt)−b(xt)

d+

)
(5.26)

l’hypothèse (5.19) et (5.20) pour t assez grande nous donne :

a(xt)|t|b(xt)−p
−
−

(C1

b−
− |t|

d(xt)−b(xt)

d+

)
≤ 0

ce qui nous donne :

lim sup
t→∞

supx∈Ω F (x, t)

|t|p
−
−

≤ 0 (5.27)

les relations (5.25) et (5.27) assurent la condition (4.6) du théorème (5.3) ce qui

nous permet de prouver la proposition (5.13).
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Chapitre 6

Conclusion et Perspectives

6.1 Conclusion

Dans notre thèse, nous avons utilisé une méthode variationnelle pour montrer de

nombreux résultats concernant l’existence des solutions faibles des p(x)−Laplace
généralisée, N -Laplace limite et ~p(x) − Laplace. Aussi dans ces travaux, nous

avons essayé de répondre à des questions d’ existence de solutions pour des

problèmes de type elliptique faisant intervenir des opérateurs limites. Nous avons

généralisé des résultats d’existence d’une classe à exposant p fixe à une autre

classe plus large celle où l’exposent est une fonction p(x). Et comme suite lo-

gique nous avons élargit cette classe où l’exposant est une fonction réelle à la

classe des anisotropes où l’exposant est une fonction vectorielle. Comme cheval

de bataille ”méthode” nous avons adopté le récent principe de Ricceri, derrière

ce choix était la nature des problèmes considérés.

Dans ces résultats les difficultés principales consistent à vérifier les conditions

qui permettent d’ utiliser le principe de ”Ricceri”. Nous étions motivés par le

caractère critique de ces équations qui nous renvoie aux inclusions de Sobo-

lev, par perte de compacité et l’aspect hautement non-linéaire de l’opérateur

p(x)-Laplacien, l’aspect limite de N -Laplacien et l’aspect anisotrope de (x) −
Laplacien. Tout cela rend l’étude techniquement plus difficile que l’étude du cas

p-Laplacien usuel. Pour obtenir de tels résultats il fallait beaucoup investir dans

des techniques plus compliquées d’intégration, aussi il fallait avoir une bonne

mâıtrise d’outils d’analyse fonctionnelle.

Cependant nous sommes loin de résoudre tous le cas limites de l’opérateur p-

Laplace. Nous avons touché qu’un seul cas où l’exposant est égale à la dimen-

sion, le cas où l’exposant peut être variable dans [1.∞[ reste ouvert. En revanche

le cas où l’exposant atteint la dimension i.e p+ ≤ N nous avons pu enregistrer
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une injection des Sobolev dans les espaces de Orlicz–Musielak. Ces espaces ”Or-

licz–Musielak” seront sans doute le champs de bataille des cas où la fonction

exposant p(x) peut se permettre d’atteindre la dimension N .

6.2 Perspectives

6.2.1 Cas limite

Les résultats obtenus jusqu’à présent ont porté principalement avec le cas p+ <

N , et dans une certaine mesure avec p− > N . De toute évidence, il serait

intéressant d’avoir un résultat qui traite avec tous les cas, quelle que soit la

position de p par rapport à la dimension N . Dans cette section, nous considérons

les résultats qui sont un peu plus près de cas général, dans lesquels on permet à

la valeur (la dimension) critique N d’être atteinte par la fonction exposant p(x).

Dans le cas où N ≤ p− ≤ p+, Harjulehto et Hästö ont donné une simple, condi-

tion suffisante pour que W 1.p(x)(Ω) s’injecte dans L∞(Ω) [ [47], Théorème 4.6].

Proposition 6.1 ( [47],théorème 8.6.1). Supposons que B est une boule. Si

p ∈ P (B) est bornée de telle sorte que

p(x) ≤ n+ (n− 1 + ε)
log log( c

dist(x,∂B)
)

log( c
dist(x,∂B)

)

pour une certaine ε > 0 et une constante suffisamment grande c > 0 fixée, alors

W 1,p(.)(B) −→ L∞(B) .

Pour traiter les cas où 1 ≤ p− ≤ p+ ≤ N nous avons besoin de définir l’espace

de Orlicz–Musielak suivant.

Définition 6.2. [47] Soit la fonction F ∗p (t) =
∑[ p

∗
N′ ]−1

j=1
1
j
|t|jN ′+ 1

[ p
∗
N′ ]!
|t|p∗ on définit

l’espace Orlicz–Musielak L
p(.)
∗ (Ω) associé à la fonction F ∗p (t), menu de la norme

‖u‖
L
p(.)
∗ (Ω)

où [ p
∗

N ′
] est la partie entière de

( Np(x)
N−p(x)
N ′

)
et N ′ = N−1

N
.

Proposition 6.3. [47] Si Ω un domaine borné de RN et p(x) ∈ P log(Ω) avec

1 ≤ p− ≤ p+ ≤ N . Alors W 1.p(x)(Ω) ↪→ L
p(.)
∗ (Ω) et

‖u‖
L
p(.)
∗ (Ω)

≤ C‖∇u‖p(.)

pour tout u ∈ W 1.p(x)
0 (Ω) et la constante C dépend uniquement de la dimension

N et p(x) et le diamètre de (Ω).

110



6.2.2 Cas limite avec Ω non borné

Dans le problème généralisé noua avons travaillé avec Ω = RN mais pas dans

les cas limites et anisotropes où nous avons considéré Ω borné de frontière assez

régulière. Donc il serait intéressant de traiter les cas limites dans le cas où Ω =

RN , cela semble difficile dans l’absence d’un résultat d’injection, cependant cela

reste possible avec l’aide de l’inégalité suivante qui ressemble à l’inégalité de

Trudinger-Moser [59].

Proposition 6.4. [14] Si N ≥ 2, α > 0 et u ∈ W 1.N(RN) Alors∫
R
[exp(α|u|

N
N−1 )− SN−2(α, u)] <∞

De plus si ‖∇u‖NLN ≤ 1 et ‖u‖LN ≤M <∞ et α < αNNω
1

N−1

N−1

Alors il existe une constante C = C(N,M,α) telle que∫
R
[exp(α|u|

N
N−1 )− SN−2(α, u)] ≤ C(N,M,α)

avec

SN−2(α, u) =
N−2∑
k=0

αk

k!
|u|

N
N−1

k

Il est donc légitime avec l’aide de proposition 7.3, de considérer les problèmes :

−div(a(x)|∇u|p(x)−2∇u) + b(x)|u|p(x)−2u = λ f(x, u) + µ g(x, u) in RN

u ∈W 1,p(x)
0 (RN )

(6.1)

avec la fonction p(x) peut atteindre la dimension N, voir même la dépasser.

Il est aussi légitime avec l’aide de proposition 7.4, de considérer les problèmes :{
−div(m(|∇u|N )|∇|N−2∇u) = λf(x, u) + µg(x, u) dans RN

u ∈W 1,N
0 (RN ),

(6.2)

et d’essayer de les résoudre en se basant sur la proposition 7.4 et la proposition

7.3.
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[34] J.Rákosńık, Some remarks to anisotropic Sobolev spaces II, Beitrage Anal.,

15 (1981), 127-140.

[35] J. P.Garcia ; Azorero and Peral Alonso : Existence and nonuniquenness

for the p-laplaien : nonlinear eigenvalues. Comm. Partial Differential Equa-

tions ;(1987) ;1389-1430

[36] J. Musielak and W. Orlicz. On modular spaces. Studia Math , (1959) ;

18 :49–65.
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[52] M. Mihăilescu, P. Pucci and V. Rădulescu, Eigenvalue problems for aniso-

tropic quasilinear elliptic equations with variable exponent, J. Math. Anal.

Appl., 340 (2008), 687- 698.

[53] M. Otani, On certain second order ordinary differential equations associated
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