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Notations
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Abstract

The purpose in this work is to investigate problems involving three cases of
weighted differential operators. In the first part, we study the limit case of some
elliptic problems involving nonlinearities having the maximal growth with Dirichlet
boundary condition. We apply the new variationnel result by ”Ricceri ” to prove
the existence of multiple nontrivial solutions using Trudinger-Moser estimates. Pre-
cisely, we are interested in extending some results to a more general class of elliptic
equations and systems. The second part, we extend the result of the last section to
general elliptic systems of two second order nonlinear partial differential equations
governed essentially by the N-Laplacien operator using the same Ricceri’s principle
proving the multiplicity of solutions. The third part is devoted to the study of the
generalized elliptic both equation and systems governed by the p(z)-Laplacien ope-
rator. The non homogeneity, the non linearity and the loss of the compactness of
the embedding Sobolev in Lebesgue spaces where 0 = RY are the major obstacles
in our study. This result is then extended to more generalized systems of two equa-
tions. The last part is an application of Ricceri’s principle to solve elliptic problem
involving an anisotropic operator. When dealing with our problems, in both limi-
ting and generalized case the main difficulty is to prove the compactness of energy
functionals. Concerning the Anisotropic case difficulty is mainly due to the nature
of the involved norm.

2010 Mathematics Subject Classification. 35J35, 35J60, 35J66.
Key words and phrases. Limiting case ; maximal growth ; Trudinger-Moser’s in-

equality ; p(x)-laplacian ; Ricceri’s principle.



Résumé

L’objectif de ce travail est I’étude de divers problemes d’équations aux dérivées
partielles non linéaires du type elliptique faisant intervenir des opérateurs non linéaires
du type p-Laplacien avec poids. Nous montrons quelques résultats d’existence et de
multiplicité de solutions pour des équations aux dérivées partielles, en adoptant une
méthode Récente établie par Biagio Ricceri en 2009 Dans [|9]. Notre premier travail
consiste a montrer des résultats d’existence de multiples solutions d'un probleme aux
valeurs propres faisant intervenir I’opérateur limite N-Laplacien. Notre contribution
est la généralisation des résultats d’existence pour une large classe de problemes non
linéaires avec des croissances exponentielles qui va englober les cas ou les croissances
est polynomiales. Nous traitons dans la premiere partie un exemple d’une équation
de Laplace avec un poids (i.e N = 2), puis nous généralisons ces résultats pour le cas
général (N > 2). Notre deuxieme travail traite un systeme a deux équations limites
avec poids, nous donnons un résultat d’existence dans les cas ou les croissances sont
exponentielles. Notre troisieme résultat d’existence concerne un probleme faisant
intervenir I'opérateur généralisé p(z)-Laplacien, ot Q@ = R, avec des conditions
améliorées sur les croissances. Dans le dernier résultat, nous étudions I'existence de
multiples solutions pour un probléeme anisotrope elliptique non linéaire faisant inter-
venir des opérateurs non linéaires du type p(z)-Laplacien ou la fonction vectorielle
plz) = (p1(x),......,pn(z)) ou les fonctions p;(z) dépendent de la variable d’espace
xr € Q C RY, représente I'exposant anisotrope.

2010 Mathematics Subject Classification. 35J35, 35J60, 35J66.
Key words and phrases. Limiting case ; maximal growth ; Trudinger-Moser’s in-

equality ; p(x)-Iplacien ; Ricceri’s principle.



INTRODUCTION GENERALE

Les équations aux dérivées partielles nous donnent la possibilité d’aborder d’un
point de vue mathématique des phénomenes observés, par exemple elles nous per-
mettent de modéliser des phénomenes de la physique et de la chimie. Historique-
ment, ces problemes remontent a I’équation de Laplace, qui est une équation aux
dérivées partielles du second ordre, dont le nom est un hommage au physicien
mathématicien Pierre-Simon de Laplace. Les besoins de la mécanique newtonienne,
étaient derriere I'introduction de I’équation de Laplace, puis elle apparait dans de
nombreuses autres branches de la physique théorique, astronomie, électrostatique,
mécanique des fluides, propagation de la chaleur, diffusion, mouvement brownien et

mécanique quantique.

L’émergence de nouveaux phénomenes physiques et leur modélisation mathémati-
que, tels que les gaz parfaits, rendaient 1’équation ordinaire de Laplace incapable
de les modéliser. Ces phénomenes physiques qui sont généralement gouvernés par
des équations aux dérivées partielles non linéaires, vont orienter les recherches vers
des opérateurs tels que l'opérateur p-Laplace ou La variable p peut prendre plu-
sieurs valeurs. A leur tour ces opérateurs p-Laplace ne peuvent plus adopter d’autres
modeles tels que les modeles des liquides electrorheological introduits par Rajagopal
et Ruzicka [42], [43]. Pour décrire ces liquides (matériels intelligents) qui changent
leurs propriétés mécaniques radicalement quand un champ électrique externe est ap-
pliqué, le laplacien & exposant variable a été introduit [19], [20], [21]. D’autres formes
de liquides plus complexes peuvent étre décris par des équations faisant intervenir

—

le p(x)-Laplacien anisotropique.

Les travaux présentés dans notre these concernent l'existence de solutions (i.e le
triplet (u, \, ) € X x R? oit X un espace fonctionnel imposé par la nature de

chaque probleme) pour les équations aux dérivées partielles non-linéaires suivantes :

Le probléme limite :

(PL) : — div(m(|Vul™)|Vu["*Vu) = Af(z,u) + pg(z,u)  dans Q
. u=0 sur 01,

ot © un domaine borné de RY dont la frontiere est assez réguliere. Le champ
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m : Rt — R satisfait des croissance polynomiale. Les fonctions g et f :
2 x R — R sont non linéaires ayant une croissance exponentielle par rapport
a la variable wu.

Le probleme généralisé :

— div(a(x)|Vulf® 2 Vu) + b(x) [ulP® 2w = Af(z,u) + pg(z,u) dans RN

lim u(x) =0,
|z|—o00

(PG) :

ott la fonction p : RN — R est lipschitzienne telle que :
2<p <plx)<pt<N

les fonctions a € L®(RY) et b € L2 (RY). Les fonctions get f: QxR — R
sont non linéaires ayant une croissance polynomiale par rapport a la variable
u.

Le probleme anisotropique :

N
- aﬂ?z CLZ'(ZE, 8I1u> = )\f(l’, u) + ,ug(x, u) dans
pay: |t
u=0 sur 0,

ou les champs a;(x,.) vérifient des hypotheses de croissance de type poly-
nomiale. Les fonctions g et f : 2 x R — R sont non linéaires ayant une
croissance polynomiale par rapport a la variable .
Notre principale préoccupation est de donner a nos problemes ci-dessus un sens
dans des espaces fonctionnels appropriés afin de démontrer ’existence de solutions
(u, A, ) au sens faibles de nos problemes (PL),(PG) et (PA).

Avant d’illustrer les difficultés qui peuvent apparaitre lors de 1’étude de nos
équations, nous mentionnons que nos problemes font partie des problemes aux va-
leurs propres. Parmi ces problemes nous citons 1'équation dégénérée a une seule

valeur propre sous la forme :
Ap(u) = f(A u).

Nous trouvons de nombreux travaux dédiés a I’étude théorique de telles équations
et systemes d’équations a valeur propre, nous citons en 1980 M. Otani a étudié [53]
en une dimension puis par F. de Thelin [26] en dimension N en montrant l'existence
et l'unicité des solutions radiales dans RY pour des équations de type A,u = f(x,u)

ol la fonction f est controlée par des fonctions polynomiales par rapport a u. On

10



peut aussi citer certains travaux de ’analyse des problemes elliptiques aux valeurs

propres comme G. Barles [29] et A. Anane [3], qui ont étudié les équations du type :
—Ayu = MulP~?u,

dans un domaine borné. Plus tard en 1993, P. Lindqvist [61] a montré différents
résultats sur ce type d’équations qui font suite a 'article de A. Anane [2]. D’autres
résultats sur l'unicité qui ont été énoncés par J. I. Diaz et J. E. Saa [41] en 1987 pour
des équations de la forme A,u = f(z,u) sous la condition que la fonction r —» %
soit décroissante. La premiere valeur propre a été abordée par R. F. Manasevich et
M. A. Del Pino [66]. Plus tard, le cas d’'un domaine non borné de ces équations a
été abordée, on cite a titre d’exemple P. Drabek et J. Milota [62], P. Drabek et A.
Elkhalil 8], S. El Manouni et A.Touzani [63].

Généralement, pour montrer ces résultats on utilise les méthodes variationnelles,
en considérant le probleme équivalent a trouver les points critiques d’une fonction-
nelle associée au probleme aux valeurs propres original. Pour illustrer ces méthodes
et les difficultés principales auxquelles on est confronté lors d’'une procédure varia-
tionnelle, nous considérerons un simple exemple de probleme aux valeurs propres

suivant :

—Au = MuPlu x € Q
(£)
u=0zx€e

ot 2 C RV, N > 3 est un ouvert borné régulier et p > 0 un parametre donné. On
s'intéresse aux solutions faibles non triviales u € W = W,*(Q). i.e des fonctions u

telles que :

/\Vu|p1VuV'U = / |ulP"tuv Vo € W.
Q Q
Ici la fonctionnelle d’énergie naturellement associée au probleme (Py) est :

Ay e 1 1
F(w) = 5l = g,

ou || || pour ¢ € [1,00] désigne la norme usuelle sur I'espace de Lebesgue L9(€2).
Nous notons que pour étudier les problemes aux valeurs propres dégénérés (Py) (i.e
I’existence des solutions faibles) on peut adopter le théoreme de col de la montagne et
la condition de "PS ” ( [1] Ambrosetti et Rabinowitz, 1973 ). La fonctionnelle F est
bien définie et de classe C! sur W. De plus, tout point critique de F est une solution
faible de (Py). Un point critique est un élément u € W tel que (F'(u)v =0 Yo € W).
Comme le comportement de F' va étre controler par la valeur de p > 0, on distingue

deux cas de comportement :

11



(1) La fonctionnelle F' possede un minimum global, il correspond a une solution
non triviale de (Py). Ce qui pour notre exemple correspond au cas ou p €]0, 1],
c’est un cas ou l'existence de solution est évidente i.e.

(2) La fonctionnelle F' n’a pas d’extremum global, et nous devons chercher un

point critique qui a une caractérisation variationnelle plus complexe. Ce qui

2N
? N=-2

pour notre exemple correspond au cas ou p €1 ], c’est le cas on 'existence
de solution n’est pas évidente.
L’exemple ci-dessus illustre les trois principales difficultés rencontrées lors d’une
approche variationnelle. En premier lieu, la difficulté liée a la géométrie de la fonc-
tionnelle choisie, cette géométrie est controlée par I'exposant p dans notre exemple.
Notons que dans nos problemes (PL),(PG) et (PA) la fonctionnelle est controlée
par les croissance de fonctions f, g, m et a;. Notons aussi que dans beaucoup de cas
il est souhaitable de choisir une formulation variationnelle (i.e. la fonctionnelle F')
la plus pratique. En deuxieme lieu, la difficulté de prouver I'existence des suites de
"Palais-Smale” bornées pour la fonctionnelle a un niveau critique. Finalement, la
difficulté de prouver la convergence, dans un sens suffisamment fort de ces suites.
Nous notons que pour soulever ces difficultés on fait appel a la propriété d’injection

sulvante :

2N
| et compacte pour ¢ € [1; ——|.

Wol’Q(Q) — L) est continue pour ¢ € [1; N =2

N -2

La nature des problemes traités dans notre these, nous a imposé une méthode
variationnelle récemment introduite. Elle s’agit d’'une méthode abstraite prouvée par
B. Ricceri dans [12] en 2000 et sa version établie dans |9], [10] en 2009, qui traitent
des équations variationnelles de type ®(u) = AJ(u) + p¥(u) avec des conditions
Dirichlet Neumann. Cette méthode a été largement appliquée a I’'étude de I'existence
de multiples solutions non triviales. Le premier a 'utiliser n’était que B. Ricceri, il
a montré en 2009 dans [10] un théoreme général des points critiques, qui a été
appliqué pour une classe d’opérateurs elliptiques avec des croissances polynomiale
non linéaires. Ce principe qui va prendre le nom de ”Principe de Ricceri” va nous

spécifier les conditions sur les fonctions @, J; ¥ pour que I'équation
Q' (u) = NJ'(u) + p¥'(u),

possede au moins trois solutions faibles dont la norme est inférieure a une certaine
constante r. Le principe de Ricceri a été adopté par plusieurs auteurs nous citons,
parmi d’autres, les articles [27], [28], [71], [70]. Le principe de Ricceri concerne la
classe Wy de fonctions : ® : X — R, admettant la propriété suivante : si {u,} est

une suite dans X faiblement convergente vers u € X et liminf, o ®(u,) < ®(u),

12



alors {u,} posséde une sous-suite qui converge fortement vers w.

Le principe est le suivant :

Théoréme 0.1 (2009, [9]). soit X un espace réel de Banach séparable et réflexif
D JetV: X — R, vérifient,

1. ® est coércive,

2. ® est faiblement semi-continue inférieurement,
3. ® est C! fonction, appartenant a Wy, bornée sur tout borné de X,
4. ® posséde une dérivée possédant une fonction inverse continue sur X*,
5. J est une C'-fonction avec une dérivée compacte,
6. La fonction ® posséde un stricte minimum local xy avec ®(xy) = J(zo) = 0,
7. Les inégalités suivantes sont satisfaites :
Q= max {O, lim sup ﬂ, lim sup &}, g = sup J (@) ,
lel—too R(2) " 2oay P(2) 2ed-1(0,+oof) ()

avec o < 3.

Alors, pour chaque interval [a,b] C|]1/5,1/a[ (avec les conventions 1/0 = +oo,
1/00 = 0) il existe une constante r > 0 avec la propriété suivante :

pour chaque \ € [a,b], et tout C*-fonction VU possédant une dérivée compacte.

Il existe une constante o > 0 telle que pour chaque p € [0, 0], I’ équation
Q' (z) = N (z) + p¥'(z),
posséde au moins trois solutions faibles dans X dont la norme inférieure a r.

Naturellement nos équations limites (PL), généralisées (PG) et anisotropes (PA)
ne se prétent pas aussi simplement a I’étude variationnelle, mais cependant 1’ idée
est de trouver des solutions en construisant des valeurs critiques pour des opérateurs
®, J et U sur des espaces appropriés. Nous traitons systématiquement nos problemes
en appliquant le principe de Ricceri avec des opérateurs ®,J , ¥ et un espace X

spécifiques imposés par la nature de chaque probleme.

Nous mentionnons que les méthodes ”Ricceri”, ”le théoreme de Col de la mon-
tagne” et d’autres méthodes des points critiques se basent sur les injections des
espaces de Sobolev dans les espaces de Lebesgue. Ces injections sont essentielles
dans la démonstration d’existence de solutions faibles, elles sont en général conti-
nues et compactes si  est un domaine borné de RY. Elles sont continues mais non

compactes si 2 est un domaine non borné de R¥.

13



Parmi les motivations de traitement des cas limites (i.e N = p), nous mention-
nons 'aspect critique caractérisé par la perte des injections de espaces de Sobolev
dans I'espace Lebesgue L>°(Q2). Un autre aspect critique limite caractérisé par 'in-
jection des Sobolev dans les espace d’Orlicz. Pour le traitement des cas généralisés
nous somme motivés par la confrontation avec la perte de compacité des espaces de
Sobolev dans les espaces de Lebesgue dans le cas ot 2 = RY. Pour les cas aniso-
tropes la motivation est de surmonter les difficultés qui surviennent lors du passage

d’un exposant constant a un exposant variable anisotrope.

Notre these, qui est composée de sept chapitres, présente, des rappels préliminaires
dans le premier chapitre. Dans le deuxieme chapitre nous présentons des résultats
d’existence de solutions non triviales pour des probléemes limites, le troisieme cha-
pitre est consacré a I’étude d’un systeme limite, le cas des problemes généralisés est
sujet du quatrieme chapitre, des cas de problemes anisotropes sont étudiées dans le
cinquieme chapitre. En fin nous donnons une conclusion et quelques perspectives.

Nous allons présenter ici d’'une maniere détaillée le contenu de chacun d’eux.

Le Chapitre 1 est entierement consacré a 1’exposé des définitions et des résultats
nécessaires a la suite de ce travail. Nous rappelons tout d’abord quelques résultats de
base sur les cadres fonctionnels, qui vont nous spécifier les espaces topologiques dans
lesquels on va chercher les solutions faibles de nos problemes aux limites. Notam-
ment on rappelle quelques résultats de base sur la classe des espaces d’Orlicz, puis
les espaces de Lebesgue a exposant variable avec poids, puis les espaces de Sobolev
a exposant variable. Nous terminons par une présentation de la classe des espaces
anisotropes et ces propriétés topologiques. Nous spécifions aussi toutes les propriétés
essentielles telles que les injections continues et compactes, et toutes les inégalités
clés dans 1’étude des problemes aux valeurs propres. Aussi dans ce chapitre nous
spécifions la méthode adoptée pour la résolution de nos probléemes, notamment la

nouvelle méthode celle connue sous le principe de ”Ricceri”.

Le Chapitre 2 présente la premiere partie d'un travail publié [5]. Ce chapitre
est consacré a l’étude des équations elliptiques faisant intervenir 'opérateur N-

Laplacien :

(PL) : — div(m(|Vul")[Vu[Y?Vu) = Af(2,u) + pg(x,u)  dans Q
. u=0 sur 09,

ou g, f: QxR — R sont des fonctions appartenant a la classe A, une classe de
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fonction h(z,t) vérifiant les hypotheses suivantes :

(Hy) VM >0, sup |h(z,t)| € L=()
[tl<M
(Hy) lim sup M =0, Vo> 0.

lul=00 2€Q oju|N-T

Le champ m : R™ — R vérifiant les hypotheéses suivantes :
(M1) m : Rt — R est continue;
(M2) 1l existe des constantes positives p €]1, N, by, bs, c1, ¢o telles que :

e+ b P <N Pm(uN) < ey 4+ b TP Yu € RY;

(M3) la fonction & : R — R, k(u) = m(|u|™)|u|¥"2u est strictement croissante
et k(u) — 0 quand u — 07,

ol © est un domaine borné de R™ dont la frontiere 92 est assez réguliere.

La premieére partie du chapitre 2 sera consacrée a ’étude d’'une équation

de Laplace (i.e. N=2) de type suivant :

— div(m(|Vul))Vu) = A3(z) (ule™ 7 + y|ulu) + plul* 2w dans Q C R?
u=0 sur 0f,

(1)

ol les constantes 0 < v < 1 ¢, s sont telles que ¢ > 1,s > 1, la fonction §: Q - R
est bornée mesurable et m : RT — R vérifiant les hypotheses (M1),(M2) et (M3)
avec (N=2).

(M1) m: Rt — R est continue;
(M2) 1l existe des constantes positives p €]1,2], by, by, ¢1, ¢o telles que :

c1 + b P < uP Pm(u?) < e+ byu* P Vu € RT;

(M3) la fonction k& : R — R, k(u) = m(Jul*)u est strictement croissante et
k(u) — 0 quand u — 0.

Notre mission est de montrer 'existence de triplet (u, A, 1) qui satisfait I'équation (1)

au sens faible. Pour positionner notre travail chronologiquement nous mentionnons

que I’étude des problemes de type limite a été initiée dans ” conformal geometry” on

cite par exemple "N = 27 la ”Gaussian curvature equation ” est une équation sur

un variété M de dimension 2
—Au = k(z)e* + h(x)

avec —A est 'opérateur de ”Laplace-Beltrami”, k est une ” Gaussian curvature ” et

h est une fonction Holdérienne donnée.
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Les solutions des problemes non linéaires a valeur au bord, avec la présence des
croissances exponentielles ont été considérées par plusieurs auteurs avec le but la
généralisation des résultats classiques de la théorie de point fixe a une classe plus
large. Nous citons a titre d’exemple le résultat [15] de Figueiredo, Myiagaki et Ruf
qui ont obtenu une solution non triviale pour un probleme tel que le notre dans

N . t . t
un cas ot limy o L (ft’g) = 0Va > ap et limy_,o %
(5 [

= 400 Va < ap pour une
certaine oy > 0. Un autre résultat a été prouvé par Marcos Do dans [14] pour une
classe plus générale d’opérateurs non linéaire elliptiques en utilisant ’approche de
min-max. Dans ces résultats la difficulté principale consiste a vérifier les conditions
qui permettent d’utiliser la théorie de points critiques, telles que, ” la condition de
Palais Smale 7. Un résultat d’existence de solution radiale positive a été obtenue
aussi par Adimurthi dans |4] pour un probléme semi linéaire de Dirichlet avec une
croissance critique dans la boule unité de R%. En utilisant un argument topologique
et variationnel, dans [83], Calanchi, Ruf et Zhang, ont montré I'existence de deux
solutions (un négatif et ’autre qui change de signe) pour un probleme elliptique semi
linéaire dans des domaines bornés de R? avec une non-linéarité ayant une croissance
exponentielle a +00 et une croissance linéaire a —oo. Une conclusion plus précise
pour le méme probleme a été atteinte en [16] par Mugnai, qui a prouvé qu'un
probleme semi linéaire de Dirichlet en présence des non-linéarités exponentielles
critiques possede, pres de résonance, quatre solutions (une négative et trois autres
qui changent de signe).

B. Ricceri dans [13] a montré que le probleme & deux valeurs propres

—Au = \f(u) + pg(u) dans Q C RY
u=0 sur o,

sous les hypotheses suivantes :

p

max{]f(t)|, \g@)y} < a(l + |t|q) Vi € R
max ‘ dn) <1 + |t|5> Vi eR (3)
lim sup m < 00
\ 10 bl

Aveca>0; g < (N+2)/(N —2);,s<2 et y>2,:il existe une constante § > 0
telle que pour chaque pu € [—6,4] il existe A\g > 0 telle que le probleme possede
au moins trois solutions faibles dans W, *(€2).

Notre approche dans cette partie de notre travail est :

1- de généraliser le résultat ci-dessus pour une classe de fonctions f, g ayant une
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croissance exponentielle plus générale que la croissance polynomiale étudiée par B.
Ricceri dans [13].
2- de donner une extension du résultat ci-dessus pour une classe d’opérateurs plus

large i.e.

—div <m(|Vu\2)Vu>.
Un exemple type d’application m(u) satisfaisant (M1),(M2) et (M3) est :

m(u) =1+u's p<2
Alors 'opérateur — div(m(|Vul*) Vu) deviendra —Au—Ayu, ot A, = div(|Vu[P~2Vu)
est 'opérateur p-Laplacien. Evidement, le choix d’application m(u) = 1 nous donne

le cas limite standard [13].

Notre démarche, pour prouver 'existence de solutions faibles, est de considérer
le probleme équivalent :
() = M (u) + p¥' (u),

ou les fonctionnelles ®, J, ¥ : W — R sont définies par :

®(u) = % /Q ( /0 o m(t)) dz

J(U):/ﬂ(aﬁ)(uqem(ﬁﬁ-@u+7|u‘u2> dr
Q

W) = [ fufds,

puis appliquer le principe de Ricceri associé aux fonctionnelles W, J et ¥. Parmi
les obstacles majeurs pour obtenir des résultats d’existence des solutions faibles
du probleme limite, nous mentionnons l'incompatibilité des injections de notre es-
pace fonctionnel dans les espaces de Lebesgue i.e (W,2(Q) < L3(Q), s > 1) avec
nos croissances exponentielles. Ces injections sont suffisantes et nécessaires pour les
cas ol les croissances sont polynomiales, elles sont nécessaires mais pas suffisantes
dans les cas ou les croissances sont exponentielles. Motivé par I'injection de I'espace
fonctionnel I/VO1 2(Q) dans dl’espace d’Orlicz appropriés compatible avec nos crois-
sances exponentielles, nous surmontons les difficultés générées par la généralisation
des croissances polynomiales. D’autres obstacles générés par I’extension de résultats
concernant l'opérateur standard de Laplace a une classe d’opérateurs plus large.
Notre mission est de surmonter ces obstacles en prouvant que nos fonctionnelles

®, J, U obéissent aux conditions de principe de Ricceri.
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La deuxiéme partie du chapitre 2 est consacrée a 1’étude de probleme

général ou la dimension N > 2,

{— div(m(|Vu|™)|[Vu|N72Vu) = Af(z,u) + pg(z,u) dans Q n

u=0 sur 0f2,

ot © est un domaine borné de RY avec une frontiere assez réguliere, les fonctions
f, g et m sont supposées satisfaire les hypotheses (H1),(H2),(M1)(M2) et (M3).

Notons que les cas particuliers ou :
— div(m(|Vu|™")|Vu|V 2 Vu) = — div(|Vu|N 2 Vu) (5)

i.e. (m(u) = 1 le cas standard) ont été étudiés par Said El manouni et Francesca
Faraci dans [72]. Notre approche dans cette partie est de généraliser le résultat [72]
pour une plus large classe d’opérateurs en montrant I’existence de solutions faibles
du probleme ci-dessus. Notre démarché est d’associer a notre équation limite les

fonctionnelles suivantes :

O(u) = % /Q ( /O v m(t)dt) dz

() = /Q F(o,u)dz

U(u) = /Q gz, u)dz

Nous notons que résoudre notre probleme au valeurs propres (1.4) revient a résoudre
le probleme ®'(u) = A\J'(u) + p¥'(u).

Parmi les obstacles majeurs, nous mentionnons l'incompatibilité des injections
de notre espace Wy () dans les espaces de Lebesgue L*(€) avec les croissances sur
f, g (i.e croissances exponentielles). Ces injections sont suffisantes et nécessaires pour
les cas ol les croissances sont polynomiales, ne peuvent plus adopter les croissances
exponentielles. Pour combler la défiance des injections dans les espaces de Lebesgue,
nous étions motivés par I'injection de I’espace fonctionnel W, N(Q) dans des espace
d’Orlicz appropriés. D’autres obstacles générés par 'extension de résultats concer-
nant l'opérateur standard de Laplace a une classe d’opérateurs plus large. Nous
surmontons ces difficultés générées par la nature de notre probleme, en améliorant
certaines hypotheses sur nos croissances exponentielles et sur notre fonction poids
m(t) i.e. (les hypotheses (H1),(H2),(M1),(M2),(M3)).

Notre défie dans cette partie, est de prouver que nos fonctions @, J, ¥ obéissent aux
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conditions de principe de Ricceri.

Dans le méme axe et en utilisant le méme principe variationnel, un autre probleme
est étudié dans le Chapitre 3. Ce travail présente la deuxieme partie de [5], il s’agit
du systeme d’équations suivantes :

—div (a(|V u| ™M) | VuN 2Vu) = AFy(z,u,v) + pGy(z,u,v) in Q
(SL) { —div (a(|Vv|™) VoV 2Vv) = AF, (2, u,v) + pGy(z,u,v) in Q (6)
u=v=0 on 0,

avec la fonction F:  x R x R — R est assumée d’étre mesurable dans ) et C*
dans R x R satisfaisant :

(F1) Pour tout M,sup,; ¢ <n(|Fi(z,t,8)| + |Fo(w,, 5)]) € L=(Q),

(F2) La croissance exponentielle sur ; i.e., pour tout § > 0

|Fy(x,t,s)| + | Fs(z,t, s)|

lim
e ([tIN +[s|V)1/(N=1)

|(t,8)]—00

=0 Uniformément dans 2,

avec F'(.,0,0) € L'(Q).
Concernant la fonction G(., s,t), elle doit étre une fonction mesurable C'-fonction
et satisfaisant
(G) SuP|(t75)|§k(|Gt(xvt7 )| +1Gs(x,t, 8)]) < hi(x),
pour tout k£ > 0 et certaine hy, € L' () avec G(.,0,0) € L*(Q).
Finalement on suppose que la fonction a satisfait :
(al) a:RT — R est continue;

(a2) il existe des constantes positives p €]1, N, by, by, ¢, ¢o telles que
c1 + bl’U/Nip < uN*pa(uN) < Co + bQUNip Yu € R+;

(a3) la fonction k : R — R, k(u) = a(|u|™)|u|¥ ~2u est strictement croissante et
k(u) — 0siu— 0F.
Le but est de chercher des solutions faibles de (6]) dans I'espace W = I/VO1 N(Q) X

Wy () qui est menu de la norme :

WU = / YUY d = / (V™ + [Vo|) da

ou U = (u,v) € W. Motivée par le résultat de Trudinger et Moser (cf. [59]) dans le
cas N > 2, on remarque que l'espace W est injecté d'une maniere continue dans des

espaces d’Orlicz :

Ly = {U : Q — R? mesurable : /ng(U) < oo},
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ou ¢(s,t) = exp (s% + t%). De plus, il existe une constante C'y qui dépend de
N et de la mesure de 2 telle que

sup / exp (5(]u|% + |v|%) dx < Cy pour tout 0 < 0 < ay,
l[(u0) [l <1 J2

1
ou ay = Nwy_j, est la mesure de wy_ la surface de la sphére unité de RN,

Ces systemes présentent quelques nouveaux phénomenes intéressants. Nous rappe-
lons que I'opérateur considéré ici a été étudié par Hirano [58] avec des non-linéarités
ayant une croissance polynomiale. Nous rappelons aussi que F. de. Thelin a montré

que le probleme :

—Ayu = Mu|*"ulp/”" dans Q c R,
—Ayv = Au/*Tol" v dans Q c RY,
u=v=0 sur 0,

possede une plus petite valeur propre A; [25], et
1 1
M :inf{a+ /|Vu|Nd +BL/ VoV de :
N Ja

(o) € W, [ Jul* ol do =1},
Q

oua+p=N-—2eta,>—1. Nous rappelons aussi que El manouni et A.Touzani
[73] ont montré en utilisant la méthode de ”la condition de Palais -smale ” que le

probleme de type :
—div (a(|Vu|™)|[Vu|"*Vu) = AF,(z,u,v) dans Q,

—div (a(|Vo|™)|[Vu|Y2Vv) = AF,(z,u,v) dans €,
possede une solution faible si :

pF(z,U)

lim su
P oc-l—lvﬁ—i—l

Ul—0 U

< CN,p)\la

ou F(z,U) = F(z,u,v) = [ Fy(x,s,v)ds + [ Fy(x,u,s)ds Notre approche dans
ce chapitre est de généraliser le travail de S.Mamouni et A.Touzani 73] pour des
problemes a deux valeurs propres tout en utilisant la méthode de principe de Ricceri.
La nature de notre systéme (SL) nous a imposer l'espace produit de Sobolev W
comme cadre fonctionnel. Nous a imposer aussi les fonctionnelles ”énergies” @, J et
U données par :

B, v) = %(/QA(|Vu|N)+A(|Vv|N) dr)),
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OU) = J(u,v) = /QF(x,u,v)dx,

U(U) =¥(u,v) = / G(z,u,v)dx
avec A(s) = [ a(t)dt et F(x,u,v) = [ Fy(z,s,v)ds + [; Fy(x,u,s)ds

etGmuv = [ Gs(x,s,0)ds + [ Gs(x,u,s)ds.

Notre mission est d’appliquer le principe de Ricceri associée aux fonctionnelles

ci-dessus.

L’objet du Chapitre 4 est de présenter le travail [6]. 1l s’agit d'un résultat

d’existence de solutions pour un probleme faisant intervenir 'opérateur :
— div(a(z)| Vul!'™ 2 Vu),

Plus précisément nous nous intéressons a I’étude d’existence de multiples solutions
faibles non triviales du probleme elliptique non linéaire suivant :

—div(a(z)|VuP™ "2 Vu) + b(@) [ulP® 20 = X f(z,u) + pg(z,u) dans RY,
lim u(x) =0,

|z| =00

(PG)

(7)
ot la fonction p : RV — R est Lipschitzienne continue vérifiant la condition
2 < p < pr) <pt < N, la dimension N > 3. Les constantes A et u sont des
parametres positifs, et a(x) est une fonction mesurable telle que a(z) € L®(R"™)
avec inf a(z) > 0. Les deux fonctions f et g vérifient les conditions de croissance

. rER”
sulvantes :

(Hp) |f(z,t)] <m(@)|t) VzeRY et VieR,
ou m(z) est une fonction positive telle que :
m € LT RY) (1 L7 (RY)
ol

pr<y+l<v<pt,

No-
ou p* est 'exposant de Sobolev, i.e., p* = P
N —p*
(H,) 1l existe une fonction positive h(z) € L= (R"), satisfaisant
T,t
oot _

(@,)eRn xR ()
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la fonction b est telle que :
be LS (RY) et b(z) > by > 0,
Le cadre fonctionnel naturel pour nos équations généralisées est 1’espace :
B = W)

défini comme la complétude d’espace des fonctions C5°(RY) par rapport & la norme
lull1,p@)p) = |Ullp@)b@) + 1| VUl a@) pe) dans Pespace Wir@)(RN). L’étude de nos
problemes, en général est confrontée a la non-homogénéité et la non-linéarité des
opérateurs p(z)—Laplacien. Nous nous intéressons aux solutions non triviales de
Péquation (7)), c’est & dire au triplet (A, p,u) € R x R X E qui satisfont au sens
faible.

Dans le cas général, un domaine non borné rend les méthodes variationnelles difficiles
a implanter, certes 'une des principales difficultés est générée par le fait que notre
domaine est RY. Cela va entrainer la perte de la compacité de I'injection des espaces
de Sobolev W'P@) () dans LP"(Q) ol p* = ]\’;—ij est I'exposant critique de Sobolev.
On note que cette compacité, est parmi les piliers indispensables pour la résolution
variationnelle pour des équations tel que dans le cas ou le domaine €2 est borné.

Notre approche pour combler la perte de la compacité de 'injection des Sobolev
dans des Lebesgue, est d'imposer aux fonctions f, g les croissances (Hy); (H,) qui
vont controler les procédures des convergences.

Nombreux travaux ont été dédiés aux questions d’existence de solutions faibles
pour ce type de problemes a exposant variable, due en grande partie a la modélisation
des fluides ”electrorheological” [54] citons par exemple les travaux de L. Diening et
M. Ruzicka [44] sur les solutions fortes pour une généralisation des fluides non new-
toniens, et les travaux de P. Harjulehto et P. Hasto [64], 2004 sur les capacités dans
les espaces de Sobolev avec exposant variable et les travaux de M. Mihailescu et V.
Radulescu [51], 2006 concernant la multiplicité de solutions des problemes découlants
de la théorie des fluides électroréologiques et O. Kovacik and J.Rdakosnik [60],1991

sur les espaces LP@®) et TWhp(*),

Nous rappelons que le cas ou 'exposant est une constante, Said El manouni a

montré en 2011 que le probleme
—div(a(2)|Vul[" Vu) = A f(z,u) + p gz, u)

dans RY avec p < N posséde au moins trois solutions faibles en utilisant le principe

de Ricceri. Maria Boureanu Mar 2006 a étudié ’existence de solution faible d’un
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probleme comme (|7)) mais & une seule valeur propre, Sous les hypotheses | f(z, u)| <
alulP” 4 eolul® Yu € R, Vo € R" avec s € [pt — 1,p*] en adoptant le célebre
théoreme” le col de la montagne [1]”. On note que les défies majeurs sont les preuves
de certaines propretés de compacité de certaines fonctionnelles.

Notre approche dans ce chapitre est de généraliser le travail de S. El manouni
pour un exposant variable et d’élargir ce travail pour le cas d'un systeme a deux
équations

—div (a(a:)Vu|p(x)*2Vu) + b(2)[u|P® 20 = Afy(x, u,0) + pgu(z, u,v)  in RY,

~ div (o (@) [ Vol 2V0) + ¥(@)ul 20 = Afy(,w,0) + pgo(e,u,0) in RY,

Notre démarche pour montrer que le probleme (1.7) posseéde au moins trois
solutions non triviales, nous avons besoin de définir les fonctionnelles suivantes
® J, U : EF — R. Ces fonctionnelles sont choisies de telle fagon que leurs dérivées au
sens faible vérifient ®'(u) = A\J'(u) + p¥'(u). Puis nous montrons que ces fonctions
vont satisfaire les conditions de théoreme de Ricceri .

= [ L 1@ 1 b P d
D) = [ S 4 b))

et
J(u):/ F(x,u)dz,
RN
et
\Il(u):/ G(z,u)dx,
RN
avec

F(z,u) = /Ou f(x, t)dt, et G(z,u) = /Oug(x,t)dt,

Le dernier probleme, présenté au Chapitre 5, concerne les équations anisotropes
de type suivant :

N

(PA) - ; Oz, (ai(:r, axﬂ)) = Af(z,u) + pg(z,u), pourz € Q, )

u(z) =0 sur 09,

ot  C RY (N > 3) est un domaine borné avec une frontiere assez régulicre.

Ce genre de probleme prend comme cadre fonctionnel I’espace Sobolev anisotrope a
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exposant variable Wol’ﬁ(x)(Q), ou le fonction p(x) = (p1(z), ....,py(2)) avec :

2 <p; <pi(z) <p/ <N, oup; = ilelgf]pi(x) et pi = Slelgpz-(-r,)
T

Le cadre fonctionnel :
W =W, "),

défini comme la complétude d’espace des fonctions C§°(€2) par rapport a la norme

N
HuHWOl’ﬁ(')(Q) - Z HaﬂﬁiuHLm(-)(Q) .
=1

Pour ’étude de nos équations anisotropiques (PA), nous introduisons les notations

sulvantes :

7""apN)7 ﬁ— = (p1_77p]_\[>)
+ + - - - — mind -
p+_max{p17"7pN} ’p—_ma‘x{plw')p]\/’} )p—_mln{plu"7pj\]}7

On supposera que :

A
> ==L
i=1 Pi
On définit aussi p* et p_ o par :
pb_= ﬁ’ yP—j0 = max{p+,p_}

Zi:l p;

Les fonctions a,(x, s) vérifient les hypotheses suivantes :
(A1) Il existe une constante positive ¢; telle que la fonction a; satisfait,

PO < ay(, 8)] < ¢ (di(e) + [s|"O7)

dils

pour tout z € ) et tout s € R, ot d; € LP')(Q) avec m + ﬁ = 1.

(A3) La condition de monotonie :
[ai(z, 8) — as(, )](s — £) > [s@) 25 — @2 (5 _ )

est vraie pour tout x € ) et tout s,t € R avec s # .

(A3) Ai(x,0) = 0 pour tout x € Q, Aj(z,u) = [ a;i(z,s)ds et A;(x,.) est
continue convexe.

Les deux fonctions f,g € C'(2 xR, R) sont supposées satisfaire les hypotheses

suivantes :
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FG) les fonctions f,g € C'(2 x R, R) telles que :
( .9 : q
f(z,t)], |g(z,t)| < CPD 7 (x,t) € A x R

avec C' est une constante positive, p : 2 — (1,00) est une fonction conti-
nue telle que :
pl<p <p"<py
On mentionne que les suppositions qui vont étre imposées aux fonctions a;

nous permettent de prendre :

a;(x,s) =|s Pi)=25  pour touti € {1, ey N},
N

en particulier notre opérateur Z&Eiai (x,0;,u) devient 'opérateur p(-) -
i=1

Laplacien :

N
Al8) = 30, (0100,
=1

Pour positionner ces opérateurs dans 1’ordre chronologique, on peut citer les
opérateurs homogenes p-Laplacien et isotrope [55], [56]. Dans de nombreuses

applications il est naturel de considérer I'opérateur anisotrope suivant :

N
—> 0,,0u,u

i=1

pi*aniu’

et de travailler dans des espaces de Sobolev anisotrope voir [60], [55], avec
chaque dérivée partielle est faiblement intégrable avec un exposant

(p; > 1) propre a elle. Il existe beaucoup de travaux d’existence de solu-
tions faibles voir [79]. Ensuite ces opérateurs homogenes anisotropes vont

étre généralisés pour des opérateurs non-homogenes généralisés

N

. 2; o, (|a$iu|m<z)—2) By,

Pour définir 'opérateur non homogene anisotrope a exposant variable, Mihailescu
et al ont exploité dans [55] la notion des espaces de Lebesgue & exposant va-
riable LP(®)(Q) développée par O. Kovacik et J. Rakosnik dans [35] (voir aussi
[39], [55]), On note que ces opérateurs ont été utilisés pour la modélisation

de plusieurs phénomenes physiques tels que les fluides intelligents voir [55].
Nous rappelons qu'un probleme tel que le notre a une seule valeur propre, a

été étudié par M.Boureau en utilisant la condition de ” la condition de Palais
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smale”. Nous rappelons aussi qu’'un probleme tel que le notre a été étudié

par Denisa Stancu-Dumitru |17] pour I'opérateur anisotrope standard Ay.

Notre approche dans ce chapitre est de généraliser le travail de M. Boureanu
[50] en utilisant le principe de Ricceri et d’élargir le travail [17] pour une
classe d’opérateurs plus large.
Pour montrer que le probleme anisotropique I'idée est d’appliquer le
principe variationnel de ”Ricceri” [9], associé aux fonctionnelles suivantes
® J U :FE — R définies par :

N
—/ZAi(x,amiu) dx
=1

et

et

U(u) = /Q G(z,u) dz,

avec F(x,u) = [} f(x,s)ds, f(z,u) = [} g(z,s)ds et A;j(z,u) = [} ai(z, s)ds,

Cependant d’autre cas limites de 'opérateur p-Laplace sont encore ouverts
qui seront spécifiés dans le chapitre 6. Nous n’avons touché qu'un seul cas
ou 'exposant est égale a la dimension, le cas ou I’exposant peut étre variable
dans [1.00[ reste ouvert. En revanche le cas ou I'exposant peut atteindre la
dimension i.e pt < N nous avons pu enregistrer une injection des Sobolev
dans des espaces de Orlicz-Musielak. Ces espaces ” Orlicz—-Musielak” seront
sans doute le champs de bataille des cas ou la fonction exposant p(x) peut se

permettre d’atteindre la dimension N.
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Chapitre 1
Rappels et notations générales

L’objectif de ce chapitre est de rappeler I'essentiel des notions et résultats
utilisés tout au long de ce travail. Le chapitre est organisé comme suit : en
premier lieu, nous rappelons quelques définitions et résultats sur Les espaces
d’Orlicz et les espaces de Lebesgue-Sobolev généralisés. La Section 2 a pour
objet d’examiner et de présenter quelques résultats sur les opérateurs quasi
linéaires, qui jouent un role essentiel dans les démonstrations de nos résultats.
Dans la Section 3, nous donnons le théoreme de Minty-Browder. Enfin nous
présentons la théorie et les méthodes de résolution des équations aux dérivées

partielles notamment la méthode connue sous le nom de ” Principe de Ricceri”.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces d’Orlicz

Dans cette partie, nous présentons une généralisation des espaces de Lebesgue
classiques, notamment les espaces d’Orlicz qui sont caractérisés par des fonc-
tions dites ” N-fonction” ¢(t).

Définition 1.1. [69/

Soit ¢ : RT — R une fonction : ayant les propriétés suivantes :

i) 9(0) = 0,¢(t) > 0,lim; 1 @(t) = +00.

i) ¢(t) est une fonction croissante sur [0, +o0].

iii) ¢(t) est une fonction continue a droite sur [0, +o0].

Alors une telle fonction est dite N-fonction.

Définition 1.2. [69] Soit ¢ : Rt — R une N- fonction et Omega un

domaine de RN on définit, pour la mesure p, la classe des espaces d’Orlicz
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par :
Ko(Q,p) = {u : Q — R, mesurable et,/

Q

Définition 1.3. [69/ Soit ¢ : R — R une N- fonction, on définit l’espace

d’Orlicz généralisé par :

O (Ju() )y < +o0}

L*(Q.p) = {u : Q — R, mesurable

telle que il existe o > 0 ,/
Q

@(5]u(a:)\)du < +oo}

L’espace L?(£.11) est un espace de Banach menue de la norme appelée norme

de Luxembourg suivante :

|lulls = mf{l/ > 0,4@(@)(@ < 1}

1.1.2 Espaces de Lebesgue a exposant variable

On note que les espaces de Lebesgue classique LP(2) sont un cas d’espaces
d’Orlicz associés a la N-fonction ¢(t) = tP. Les espaces de Lebesgue généralisés

a exposant variable LP®)(Q) sont des espaces d’Orlizc associés & la N-fonction :
o(t) =t

Avant de définir les espaces de Lebesgue a exposant variable, on définit S(£2)

I'ensemble des fonctions mesurables sur (€2) a valeurs dans R.

Définition 1.4. [69] on définit 'ensemble C'(S2) par :
C(Q) = {h :h e C(Q),h(x) > 1 pour tout x € ﬁ}, avec,

h™ :=minh(z), h" :=maxh(zr) pour tout h € C,(Q).
Q Q

Définition 1.5. [69] On définit pour chaque fonction p(z) € C(Q) ’espace

de Lebesgue a exposant variable par :
LPO(Q) = {u € S(Q) : /Q lu(z) P do < 400 avec p € C+(§)},
menu de la norme dite "de Luzembourg” :
ulgsoiey = oy = inf {205 [ |1 poas <1},

Proposition 1.6. [60] Les espaces LP®)(Q) sont séparables, réflexifs et es-
paces de Banach si1 < p~ < pt < c0.
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Proposition 1.7 ( [60]). Soit p(u) = [, [u(z)|P® dz. Pour tout u € LP®((),
alors

(1) pour u # 0, |ulym) = A si et seulement si p(}) =1;

(2) lulpwy <1 (=1>1) & plu) <1 (=1>1);

(3) si|ulpa) > 1, alors |u|§(;) < p(u) < ’U|§(+x) ;

(4) si [uly) < 1, alors [uf?,) < p(u) < [ul’g, ;

(5) Ty [l = 0l o ) = 0

(6) limy_ o |Uk|p) = +00 & limy_, o p(ug) = +o0.

Proposition 1.8 ( [60]). L’espace conjugué de LP@(Q) est L1 (Q), avec
Lt L= 1 presque par tout dans Q. Pour tout u € LP®)(Q) etv € L1®)(Q),

q(z) " p(x)
nous avons l’inégalité de Holder

\/ d\<(1+1)|r o]
wvdr| < | — 4+ — | Ulp) Vo)
o - 0 p(x) Y ]q(x)

Remarque 1.9. Les fonctions continues sont denses dans LP@(Q) si la
condition pt < oo est satisfaite( [60] Théoréme 2.8).

1.1.3 Espaces de Lebesgue généralisés avec poids

Nous allons introduire, pour une fonction poids b : RV — R, les espaces de
Lebesgue généralisés avec poids suivants.

Définition 1.10.

L’g(x) (RY) = {u mesurable ,/

o b(2)u(z)P@dr < +oo}
RN

avec b(x) désigne le poids, ces espaces sont menus de la norme de Luxembourg
sutvante :

fulorsor = inf {v =0, [ o) " poas <1}

RN 174

Définition 1.11. [60/ Pour chaque fonction b(x) on définit p(x) la fonction
modular par :
Pp(z)b(z) LZ((;:))(Q) — R avec :

Doty o) (1) = / b(a) |l de

Proposition 1.12. [60] Les espaces Lg((f))(Q) sont séparables, réflexifs et es-

paces de Banach. Avec les inégalités suivantes :
(1) pour uw # 0, [u|p@)pa) = A si et seulement si p(b(z)y) =1;
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. - +
(3) i |ulp)p) > 1, alors |u\g($)’b( ) < p(u) < |u|z(x)7b($) ;

+ —
(4) sifulpay <1, alors [ul} ) ) < P(W) < [ulpy b
(5) hm Uk |p@) = 0 & hm plug) =0;
k—+o00
(6) hm (U |p(z) = +00 & lim p(uy) = +o0.
k—+o0

les 1negahte suivantes tiennent pour tout u € W1PE)W@) (RN
lulip@row > 1= Tl )00 < 2ot (@) < Nl )00

+ -
[ull1,p()b) < 1= H|U||I1),p(x),b(g;) < Ppa)(u) < HuH[f,p(x),b(z)

1.1.4 Espaces de Sobolev généralisés avec poids

Le choix de cadre fonctionnel est imposé par la nature de probleme a étudier
i.e. par 'opérateur en question. Notre opérateur intervient des dérives par-
tielles, va nous imposé les espaces de Sobolev Lebesgue a Exposant variables
définis par :

whrs®Y) = fu e L ®RY), |Vu| € L2 (RY) |

b(x) a(x)

équipés avec la norme :

w1 p() ) = lllp@) by + [1VUlla@).p)

Les espaces LP®) et W) font partie du cadre fonctionnel de nos équations
généralisées. Ces espaces sont apparues pour la premiere fois en 1931 dans
un article d’Orlicz [78]. Dans cet article, Orlicz a considéré les (p;) avec p; >
1 et (x;) telles que > a;p; est convergente. La question était quelles sont
les conditions nécessaires et suffisantes sur y; pour que > x;y; converge. Il
se trouvait que la réponse était que > (Ay;)P converge pour une certaine
A > 0 et pj = =P [36]. Les espaces Lebesgue a exposant variable sur R ont
été mdependamment développés par des chercheurs russes, notamment par
Tsenov a partir de 1961 [31]. Brievement abordé par Portnov [76]. La question
soulevée par Tsenov est résolued par Sharapudinov [32] était la minimisation

de la fonction :

/ () — v(a) [P,
[a,b]

ot u(z) est une fonction fixe et v(z) varie dans un sous-espace de dimension
finie de L@ ([a;b]). Dans [32] Sharapudinov a également introduit la norme
de ”Luxembourg” pour les espace de Lebesgue a exposant variable, il a aussi

montré aussi que ces espaces sont réflexifs si 'exposant satisfait 1 < p~ <
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pt < oco. L’étape suivante dans l'investigation d’ espaces a exposants variables
était le papier de Kovacik et Rékosnk dans les années 1990 [60]. Dans ce
papier un grand nombre de proprié¢tés de base des espaces de Lebesgue et
de Sobolev dans RY a été établi. Le nouveau millénaire a été le début d'une
période d’étude intense et systématique des espaces a exposants variables,
une connexion a été établie entre les espaces a exposants variables et les
méthodes variationnelles avec des conditions de croissance et de coercivité
(par exemple, [19], [77]).

Nombreux travaux ont été dédiés aux questions d’existence de solutions faibles
pour ce type de problemes a exposant variable, due en grande partie a la
modélisation des fluides ”electrorheological” [54] citons par exemple les tra-
vaux de L. Diening et M. Ruzicka [44] sur les solutions fortes pour une
généralisation des fluides non Newtoniens, les travaux de P. Harjulehto et
P. Hast [64], 2004 sur les capacités dans les espaces de Sobolev avec exposant
variable et les travaux de M. Mihailescu et V. Radulescu [51], 2006 concer-
nant la multiplicité de solutions des Problemes découlant de la théorie des
fluides électroréologiques et O. Kovacik and J. Rakosnik [60],1991 sur les es-
paces LP®) et W1p@),

Ces espaces de Sobolev Lebesgue a Exposant variables ressemblent aux es-
paces Sobolev Lebesgue classiques dans beaucoup de propriétés.
Proposition 1.13. [ [60] Théoréme 1.3] Les espaces de Sobolev Lebesgue
a exposant variables W1P@L@) (RN) sont des espaces de Banach, réflexifs si
seulement si1 < p~ < p™ < oo et 'ensemble des fonctions continues C§°(RN)
est dense dans WHP@P@) (RN s pt < oo,

On note E est I'espace défini comme la complétude de C5°(RY) avec respect
a la norme |[|ul1 p(z)p(z). M.Boureau a montré dans [49], que La condition
(b € LE(RN) et b(z) > by > 0) sur la fonction b(x) implique que E C
W,? @) (RY). Aussi dans [49] M.Boureau a montré que cette condition assure
que la norme ||u||1 ) p(z) €St équivalente a la norme

|u|| = inf {v >0, /n a(x)‘Vu(x)

14

p(

x)dx + b(x))M

14

(@)
! dm<1}. (1.1)

Définition 1.14. [60] Pour chaque fonction b(x) on définit I(u) la fonction

modular par :
I(u) = / a(z)|Vu(z) P de 4 b(x)|u(x) [P dx
Proposition 1.15. [60/ Pour tout u € E
lull > 1 = Jull”™ < I(u) < Jul”” (1.2)
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lul <1 = JlullP” < I(w) < [Jul”” (1.3)
Nous rappelons quelques résultats concernant les injections de Lebesgue-
Sobolev avec exposant variable.
Proposition 1.16. [ [80] le théoréme 1.1)] Si p(z) est Lipschitzienne conti-
nue et pt < N, Alors pour toute fonction q(x) satisfaisant

Np(z)

p(z) <q(z) < N pla)’

L’injection de W'P@)(RN) — La@)(RN) est continue.

Aussi, nous avons linégalité Sobolev suivante :
|u]l Lo mrvy < Cllull. Vu € E

avec une constante C' > 0.
On note que cette injection n’est pas compacte en général, elle est compacte

que si 2 est un domaine borné.

1.1.5 Espaces de Sobolev : cas Limite

Le cas ot la dimension N = p~ = pt < 0o, on cite le théoréme de Trudinger
ou 'inégalité Trudinger nommé d’apres Neil Trudinger et Jiirgen Moser ( par-
fois appelée I'inégalité Moser - Trudinger ) concernant le résultat d’injection
des espaces de Sobolev W1V (Q). Ce théoréme nous fournit une inégalité entre
la norme gradient d’ espace de Sobolev et la norme dans ’espace d’Orlicz.

Proposition 1.17. [38] L’espace de Sobolev W'N(Q) menu de la norme gra-
dient ||u|| = <fQ |Vul™ das) N s’injecte d’une maniere continue dans l’espace

d’Orlicz généré par la fonction :
o(t) = exp (t%) —1

1.€.
Ly(2) = {u : Q — R, mesurable :

S~

é(u)|d < oo},

Q
menu de la norme :

. u(z)
— : _— < .
Il u] s 1nf{)\>0 /gqu( ;) )daj_ 1}
De plus,
exp (6[u|¥7) € LX), VYu e WEN(Q), V6 > 0,

sup/exp(5|u|NN1)dx§C if 0 < ay,
)

[[ull<1

32



ot ay = Nwy avec wy est la surface du disque unité de dimension (N — 1)
dans RV,

Le cas pt < N.

Pour traiter ces cas limites nous introduisons l’espace de Orlicz-Musielak
suivants :

Définition 1.18. [/7] Soit la fonction :

bl 1 1
j=1 N

lespace Orlicz—Musielak Lz(')(Q) est l’espace d’Orlicz associé a la fonction

F;(t), menu de la norme

||U||L§<->(Q)
) Np(x)
ot [2-] est la partie entiére de (%”@ et N' = %
Proposition 1.19. [47] Si Q un domaine borné de RN et p(z) € P8(Q)
avec :

1
Plog(Q) = {p mesurable sur ) telle que — est globalement log -Holder continue }
p

Alors :
Wir@)(Q) — 12V(Q)

et
lull oy < ClIVully

pour tout u € Wol’p(w)(Q) et la constante C' dépend uniquement de la dimen-
sion N et p(x) et le diametre de Q.

le cas N < p~ < p" < oo Concernant le cas ou N < p~ < p™ < 0o, nous
citons le résultat de Harjulehto et Hasto dans lequel une simple condition est
suffisante pour que I’ injection WP (Q) < L*(Q) tient ot © un domaine
assez régulier | [64], Théoreme 4.6]. Nous citons un résultat dans le cas ou {2
est une boule.

Proposition 1.20. [ [47],théoréme 8.6.1] Supposons que B est une boule. Si

p(.) est mesurable bornée de telle sorte que

loglog( 7S a57)

log( Toi(2.05) )

p() <n+(n—1+¢)

pour certain € > 0 et une constante suffisamment grande ¢ > 0 fixée, alors
WLP(B) — L=(B) .
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1.1.6 Espaces de Sobolev : cas anisotrope

Pour étudier le cas anisotrope, nous considérons p :  — R une fonction

vectorielle
px) = (pr(x), ..., pn(x))
avec p; € C(Q) pour tout i € {1,..., N}
L’espace anisotrope avec exposant variable I/VO1 #0) (Q) est la complétude de

Ce(2) pour la norme :

N
||u||W01’ﬁ(')(Q) = Z ||a$iu||Lpi(-)(Q) :
i=1

Dans le cas ou p;(.) € C(Q) sont des constantes fonctions pour chaque
i € {1, ..., N} 'espace anisotrope noté W, 7 (2) dont la théorie a été développé
dans [ [30], [74], [33], [34], [57], [46]].

Lespace (W'P0(Q), || [ly1.50)(0) est un espace de Banach, réflexif (voir [52]).
Pour la manipulation de ces espaces on introduit les notations suivantes :
pi =suppi(z), et p; = inf p;(x)
z€Q €
et po. p_ tels que :
ﬁ+:(pi‘r7""7p?\}>7 ﬁ7:<p177""7pN)7
et p= ,pt ,p= € RN tels que :
Pl = maw{pi, -.,p}} pr = maw{pf, --,pfv} p- = min{pf, -.,p]‘v}

On supposera que :

1
> Lo
im1 Pi
On défini aussi p* et p_ o par
* N { —+ *}
P_==N 7 - 1P-co =MMAT\P,,P_
Zz‘]\il p% -1 "

Proposition 1.21. ( [59], théoréme 1) Si Q C RY, (3 < N) est un domaine

borné avec O assez régulicre. L'espace (WP (Q), ||-|ly10) (o) est un espace

de Banach, réflexif. Pour chaque q(z) € C(Q) vérifiant
1 <q(x) <p_o V2 €Q,

Alors 'injection
Wol,ﬁ(')(Q) N LQ(~)(Q>

est compacte
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1.2 Les opérateurs monotones quasi-linéaires

Définition 1.22. [9/ La classe Wx est définie par la classe des fonctions :
¢ : X — R, admettant la propriété suivante : si {u,} est une suite dans X
faiblement convergente vers u € X et liminf, ., ®(u,) < ®(u), alors {u,}
possede une sous-suite qui converge fortement vers u.

Définition 1.23. [18] Une fonction f définie sur un espace normé X a valeurs
dans R := RU {—o0, +oc} est dite coércive sur une partie non bornée P de
X si

lim f(z)=+o0
S

Définition 1.24. [18] On dit que f est une fonction faiblement semi-continue
inférieurement au point xq si pour toute suite (), avec (z,), tend faiblement
vers xg et (f(zn))n tend vers | nous avons : 1 < f(xg)

Définition 1.25. (18] Soit l'opérateur A : X — X* sur un espace réel de
Banach X.

o A est demi-continue si :
Up — u = Au,) = Au)
e A est hemi-continue si la fonction réelle :
t = (A(u+tv),w),

est continue sur [0, 1] pour tout u,v,w € X

o A est fortement continue si :
Up — u = Au,) = Au)

o A est un opérateur borné si A est borné sur tout borné.

o A est un opérateur monotone si :
(A(u) — A(v),u —v) >0 Yu,v e X

o A est un opérateur strictement monotone si l'inégalité ci-dessus est stricte
lorsque u # v.

e A est un opérateur fortement monotone de module o > 0 si :
(A(w) — A(v),u —v) = allu—v|]*, Yu,v€ X
e A est uniformément monotone si :
(A(u) = A(v),u —v) Z a(|lu —v[D[ju —ol], Vu,veX

avec la fonction a : RT — R* est continue monotone croissante, avec a(0) =
0 et a(t) = oo quand t — oo.
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Proposition 1.26. [18/(proposition 26.2). Soit A: X — Y un opérateur ou
X etY sont deux espaces réels réflexifs de Banach, nous avons :

(a) A est fortement continue implique que A est compact.

(b) A est linéaire et compact implique que A est fortement continue.
Théoreme 1.27. [18/(Minty-Browder (1963)). Soit A : X — X* un opérateur
monotone, coércive, et hemi-continue sur un espace réel séparable réflexif de
Banach X . Alors nous avons :

(a) Si A est strictement monotone, alors l'opérateur inverse A=t : X* — X
existe et il est strictement monotone, demi-continue, et borné.

(b) Si A est uniformément monotone, alors A~" est continue.

(c) Si A est fortement monotone, alors A™! est Lipschitzienne continue.

1.3 Méthodes de résolution des E.D.P non

linéaires par la théorie des points critiques

En général, I’étude des E.D.P non linéaires se fait par méthodes variation-
nelles ou par méthodes topologiques. L’approche variationnelle des équations
aux dérivées partielles non linéaires est lié a la notion des solutions faibles
qui sont associées a chaque probleme. Ces solutions sont en fait des points
critiques des fonctionnelles associées au probleme. Historiquement, ceci com-
mence par le probleme brachistochrone, exposé par J. Je. Bernoulli dans
7 Acta Euditorum” en juin 1696 et résolu par G. Leibnitz, J. Bernoulli, G. de
L’Hopital et I. Newton dans 1697. Le concept de trouver les points d’extre-
mum de fonctionnelles a été développé par L. Euler en 1744.

La théorie de point critique moderne a commencé avec les ceuvres de M. Morse
et L. Ljusternik et L.Schnirelmann en 1934 (la technique de déformation),
on peut aussi citer La technique de Principe du Min-Max. Puis R. Palais
(1963) [67] et R. Palais et S. Smale (1964) [68] ont présenté la célebre condi-
tion (Palais Smale ”"PS”), une condition qui a était parmi les principales bases
pour le développement moderne de théorie de point critique. A. Ambrosetti
et P. H. Rabinowitz dans [1] ont formulé le célebre théoreme de col de mon-
tagne et 'ont appliqué a la solubilité de problemes elliptiques non-linéaires.
Le concept a été intensivement développé par L. Nirenberg, H. Brezis, je.
Ekeland, J. Mawhin, M. Willem.

Récemment l'apparition du résultat abstrait prouvé par Ricceri dans [12] et sa
version revisitée établie dans [10] traitant des équations variationnelles avec

Dirichlet Neumann condition, a largement été appliqué dans I’étude de I'exis-
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tence de multiples solutions non triviales . Ces dernieres années beaucoup de
papiers ont été apparus dans le cas scalaire et les cas systemes d’équations
elliptiques. Nous pouvons citer, parmi d’autres, les articles [27],28,[70L|71].
Une nouvelle méthode émerge, introduite par B.Ricceri Dans [9], en mon-
trant un général théoreme de points critique, qui a été appliquée a une classe
d’opérateurs elliptiques avec des croissances non linéaires. Avant d’énoncer
le théoreme générale de de "Ricceri” connu sous le nom de Principe de Ric-
ceri, on va citer quelques résultats concernant les opérateurs monotones et
quelques théoremes de minimisation.

Définition 1.28. [1] Une C'-fonction f : X — R satisfait la condition de

Palais-Smale (PS), si pour chaque suite (x;); dans X tel que f(x;) est borné

et im;_,o || f'(z;)]|x- =0, (x;); posséde une sous-suite convergente.

Théoréme 1.29. (Mountain Pass Theorem, Ambrosetti Rabinowitz, 1973

(1]). Soit X un réel Banach espace et f € C*(X,R) : Supposons que f satis-

fait la condition (PS), f(0) =0 et

(i) Il existe une constante p >0 et a > 0 tel que f(z) > « si ||z|| = p;

(ii) Il existe une fonction e € X, |le|| > p, tel que f(e) <0;

Alors f possede une valeur critique ¢ > « caractérisée par l’existence de

z € X tel que f(z) =c et f'(z) = 0.

Théoréme 1.30. (Ricceri 2000 [10]) Soit X un espace de Banach séparable

et réflexif, I C R un wntervalle, g : X x I — R une fonction continue

satisfaisant les conditions suivantes ;

(i) Pour chaque x € X la fonction g(z,.) est concave;

(ii) Pour chaque N\ € I, la fonction g(.,\) est faiblement semi continue
inférieurement, coércive, continument Gateaux différentiable satisfaisant
la condition (PS);

(i1i) 1l existe une fonction concave continue h: I — R telle que

sup inf (g(:v, A) + h()\)) < inf sup (g(x, A) + h(A))

\el TEX zeX \et

Alors, il existe un interval ouvert A C I et un nombre réel positif o > 0 de
telle sorte que pour chaque A € A I’ équation g.(x,\) = 0 posséde au moins
trois solutions dans X dont les normes sont inférieures a o.

Nous introduisons le Principe de ”Ricceri” qui sera fondamental pour la
résolution de nos problemes aux valeurs propres.

Théoreme 1.31. /2009, [9]] soit X un espace réel de Banach séparable et
réflexif; @ : X — R, satisfait,

(Ricl) ® est coéreive.

(Ric2) @ est faiblement semi-continue inférieurement
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ic es onction, appartenant a Wy, bornée sur tout borné de X.
Ric3) ® est C! foncti t t a Wy, borné tout borné de X
(Ric4) ® posséde une dérivée possédant une fonction inverse continue sur
X*;

ic : X — R est une C'-fonction avec une dérivée compacte.
(Ric5) J: X — R est C*-foncti dérivé pact

(Ric6) La fonction ® possede un stricte minimum local xo avec ®(xy) =

(Ric7) Les inégalités suivantes sont satisfaites :
, J(z) .. J(z) J(x)
a:max{o, lim sup —,hmsup—},B: sup ,
lzl—s+o0 P(T) " 2oa0 P() red-1(0,+00)) P(7)

avec o < 3.

Alors, pour chaque interval [a,b] C]1/5,1/a[ (avec les conventions 1/0 =
+00, 1/00 = 0) il existe une constante r > 0 avec la propriété suivante :
pour chaque X\ € [a,b], et tout C'-fonction ¥ : X — R vérifiant

(Ric8) ¥ : X — R posséde une dérivée compacte.

Il existe une constante o > 0 telle que pour chaque p € [0, 0], I’ équation
P'(z) = N () + pn¥'(z)

possede au moins trois solutions in X dont la norme inférieure a r.

Le principe de Ricceri , Le théoreme A. Ambrosetti, P. Rabinowitz
de "col de La montagne” et beaucoup d’autres méthodes variation-
nelles de résolution des équations aux dérivées partielles, ont les mémes
objectifs mais des finalités différentes. L’objectif principal est de montrer
qu’une fonctionnelle F' possede des extremums qui ne sont que les solutions
faibles de probleme aux dérivées partielles. Le cas le plus immédiat c’est
le cas ou la fonctionnelle F' est bornée inférieurement et limj,—o = 00
dans ce cas 'extremum est global. Le cas ou la fonctionnelle F' n’est plus
bornée inférieurement ni supérieurement est moins évident, par suite F n’a
pas d’extremum global, et nous devons chercher un point critique qui a une
caractérisation variationnelle plus complexe. La méthode de col de La mon-
tagne a besoin de vérifier qu’il existe une constante p > 0 et o > 0 telles
que F(z) > a si ||z|| = p; et il existe une fonction e € X, |le]| > p, telle
que f(e) < 0. Comme conséquence F' possede une valeur critique ¢ > « ca-
ractérisée par l'existence de € X tel que f(z) = c et f/(Z) = 0, a condition
que F' satisfait la condition de Palais-Smale (PS), dans ce cas on dit que la
fonctionnelle F' a une géométrie de col et La valeur ¢ est appelée le niveau
du col.

Le défie commun le plus visible pour les deux méthodes de Ricceri et de Coll
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de La montagne, est la confrontation avec les résultats de compacités. Les
deux méthodes doivent montrer la compacité d’'une ou deux fonctionnelles.
dans la méthode Coll de La montagne c’est la vérification de la condition
de palais small (PS) et dans le principe de Ricceri sont les conditions Rich
et Ric8 de théoreme de Ricceri. La condition Ric7 peut étre comparer aux
conditions i) et ii) de théoreme de coll de la montagne, la condition F(0) =0
est commun aux deux méthodes. Certes les finalités sont différentes, Pour la
méthode de Ricceri c’est 'existence au moins de trois solutions faibles dont la
norme inférieure a une certaine constante r, alors que c’est I'existence d’une
solution faible. Certes aussi que pour le principe de Ricceri nous vérifions huit
conditions, alors que nous devons que trois conditions pour la méthode de
col de la montagne. Enfin les deux méthodes ont le méme objectif, les mémes

obstacles, des stratégies et finalités différentes.
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Chapitre 2

Etude d’un probléme non
linéaire faisant intervenir

I’opérateur N-Laplacien

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a ’étude des équations elliptiques faisant intervenir

un opérateur N-Laplacien du type :
= div(m(|Vul™)|[Vu| " V) = M (2, u) + pg(z,u)

Ou Q est un domaine borné de RY dont la frontiere 9 est assez réguliere,
les fonctions g, f :©Q2 xR — R appartiennent a la classe A de fonction h(x,t)
vérifiant les hypotheses suivantes :
(Hy) VM > 0, sup |h(x,t)] € L*=(Q)
[t|I<M
h(x,u

(Hy) lim sup‘ ( N)’ =0, Vé>0.

lul=00 Q) olu|N-T
Le champ m : Rt — R vérifiant les hypotheses suivantes :
(M1) m : Rt — R est continue;

(M2) Il existe une constante positive p €]1, N, by, by, 1, ¢2 telle que :

e + b P <N Pm(u) < e+ b P Vu € RY;

(M3) la fonction k : R — R, k(u) = m(|u|™)|u|N"?u est strictement crois-
sante et k(u) — 0 quand u — 0.

Le but est de mener une investigation sur des cas limites pour un opérateur

avec poids tel que I'opérateur ci-dessus, en considérant des croissances expo-

nentielles non linéaires.
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Notre démarche consiste a prouver l'existence de multiples solutions non
triviales de nos problemes au dessus, en utilisant le principe de B. Ric-
ceri [9]. Plus précisément, notre approche est de montrer que les fonction-
nelles ”énergies” ¢,.JJ et U imposées par la nature de notre probleme, ont
un sens dans Le cadre fonctionnel qu’est imposé aussi par la nature du

probleme étudié. Et que ces fonctionnelles ¢, J et ¥ obéissent aux conditions

de théoreme de ”Ricceri” (1.31]).

2.2 Etude d’une équation de Laplace avec
poids

Nous consacrons cette section a 1’étude du probleme elliptique de Dirichlet
suivant ;

1L2
— div(m(|Vu|?)Vu) = )\ﬁ(a:)(uqeln(?uH?’) + y|ulu) + plul* 2y dans Q
u=0 sur 0,

(2.1)

olt 2 est un domaine borné de R? dont la frontiere 9€) est assez réguliere.
A, it sont des parametres positifs et la fonction u € VVO1 2(Q) Les constantes
0 <~y <netgq,ssont telles que ¢ > 1,s > 1, la fonction 3 : 2 — R est bornée
mesurable et le champ m : RT — R est une fonction continue satisfaisant les
hypotheses (M1),(M2) et (M3) avec (N=2) i.e.

(M1) m: Rt — R est continue;

(M2) 1l existe des constantes positives p €]1,2], by, by, ¢1, ¢2 telles que :

e+ b P <P Pm(u?) < e+ bu’ P Yu € RT;

(M3) la fonction k : R — R, k(u) = m(|u|?)u est strictement croissante et

k(u) = 0 quand u — 0.
7] 2

Remarque 2.1. (1) la fonction f(x,t) = e v|tlt, avec
q>1,0<vy<mn, etla fonction g(x,t) = |[t|**t avec s > 1 appartiennent
a la classe A.

(2) lopérateur considéré ici a était étudier par Hirano [58] avec des non-
linéarités ayant une croissance polynomaiale.

(3) sim(u) = 14+u"2",p < 2, alors les hypothéses (M1,M2,M3) tiennent et
— div(m(|Vul*)Vu) dans [2.1)) devient —Au—Ayu, ou A, = div(|VulP~2Vu)

est l'opérateur p-Laplacien .
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Le résultat principal de cette section est le suivant : 'existence des solutions

faibles dans l’espalce de Sobolev W = W,?(Q) menu de la norme gradient

ful = (Jo IVl

Théoreme 2.2. Sous les hypothéses suivantes :

(1) le champs m(.) vérifie les hypothéses (M1),(M2) et (M3).

(2) 1l existe une constante C' > 0 telle que ( [ et d:c)l/2 < C'|ul|| pour
tout u € W et toute 6 > 0.

(3) Il existe ug € W tel que

uo(w) ne?
[ [ (@ento +ajgig deds >0
Q 0

St on pose
W= %inf{ fQM(LZUP) dx ’
Jo Ba) [y (€2e™IE 4 9¢e) d de (2.2)
ue W, 6(:@)/ (E1e7TET 4 Al€|6) de dx > o},
Q 0

ou M(€) = [y m(t)dt,

Alors pour chaque interval compact [a,b] Clw,+oo[, il existe r > 0 avec la
propriété suivante :

pour chaque A\ € [a,b], il existe o > 0 telle que pour chaque p € [0,0], le
probleme posséde au moins trois solutions faibles dans W ayant des
normes inférieures a r.

La preuve de ce résultat sera une adoption de principe de Ricceri. Dans I’étape

suivant, nous présentons I’approche variationnel.

2.2.1 Approche variationnelle

L’approche variationnel nécessite la spécification d’un espace fonctionnel dans
lequel nous cherchons les solutions faibles de nos problemes. L’approche va-
riationnel nécessite aussi la spécification des fonctionnelles ”énergies” Pour
lesquelles nos solutions seront des points critiques.

La nature du probleme nous oriente a considérer ’espace fonctionnel
W = Wy?(Q) donné dans la proposition du chapitre 1. W est un
espace limite de Sobolev défini par la complétude de C§°(€2) pour la norme

full = ( f 1Vt a)”
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1.e.
—=~1

W= WiHQ) = CR)
Le théoreme (proposition(|1.17])) chap 1) de " Trudinger-Moser” 38| assure que

L’espace W est continiiment injecté dans la classe d’espaces Orlicz :
Ls(2) généré par la fonction ¢(t) = exp (£*) — 1

i.e.

Ly(Q2) = {u : 2 = R, mesurable : /Q|<;5(u)| dr < oo},

équipé de la norme

ull = inf{)\ >0 /{;b(@)dx < 1}.

De plus, I'inégalité de ” Trudinger-Moser” [38]
exp ((ﬂu\z) c LY(Q), YueW,Vs>0,

sup / exp ((ﬂu\z) dr <C if§ < as,
Q

[Jull<1

ou (g = 2.
La nature du probleme (3.1) nous oriente aussi a considérer des fonctionnelles

¢, J et U telles que 'équation
Q' (u) = AJ'(u) + p¥' (u)

n’est que notre équation (2.1)). Nous concéderons donc les fonctionnelles sui-
vantes : ¢ : W — R :

O(u) = %/QMOVUP)OZ:U, avec, M(u) = /Ou m(t)dt
et la fonctionnelle J : W — R :
J(u) = /Qﬁ(:r;) <uqeln<wl2+3>u + fy\u]u2> dx
et la fonctionnelle ¥ : W — R :

¥(w) = [ o

Remarque 2.3. L’inégalité de Trudinger-Moser [38] implique
que exp(S|ul?) € LY(2) pour toutew € W et toute § > 0, aussi ( [, e® dx)1/2 <

C'|Jul| @ bien un sens parce que | 9 da dépend de u.
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Définition 2.4. Nous définissons une solution faible du probléme (2.1) toute
fonction uw € W satisfaisant :

w2
/ m(|Vul*) VuVo dr = / ()\B(az)(uqeln(n‘“’) + y|ulu) + u|u|3_2u>vdx YveW.
Q Q
Remarque 2.5.
(1) La croissance exponentielle (H1) va nous garantir que les intégrales
données a droite sont bien définis.

(2) La croissance exponentielle dans [’hypothése (H1) recouvre une classe

plus générale des fonctions, en particulier les fonctions polynomiales.

2.2.2 Résultats de compacités.

Le lemme suivant va nous garantir les premieres conditions de théoreme de
Ricceri.

Lemme 2.6. Si une fonction h € A, alors la fonctionnelle N : W —
R : N(u fQ ))dz, ou H(z,§) fo x,t)dt, est continiment

dzﬁerentmble avec une demvee compacte.

Démonstration. Dans un premier temps nous montrons que N (u) est bien
définie sur W, puis nous montrons La Gateaux différentiabilité de N (u).

La fonction N(u) est bien définie sur W :

En effet, nous considérons une fonction h appartenant a A. Puisque h € A,

alors pour § > 0, il existe une constante positive C; > 0 telle que :
|h(z,u)] < CLe®™, V(z,u) e QxR :

I'intégration par partie nous assure :
]H(x,u)|:/ W, 1) dt
0
\H(z, u) g/ Cresp (511 di
0
\H (2, u)| < 02[\tyexp (5|t\2)}”—/ 22 exp (my?)
0 0

|H(z,u)] < Cylu|exp ((5\u]2>
/Q‘H(x,u)‘ < Cg/gyu,exp ((Mz)
/Q‘H(x,u)‘ < 02||U||L2(Q)(/Q(exp(5|u|2))2 dt)é
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2
[ || < calluli | (expl@la) N

[ || < il (esp(@lu)) o

L’inégalité de Trudinger-Moser (proposition(1.17))) [38] nous assure que, exp(d|ul?) €
L'(Q). De plus du fait que W s’injecte dans L?(2) nous avons ||ul|;2q) <
Cllull

/ |H(z,u)| < oo
Q
Par conséquence la fonction N(u) est bien définie sur W.

La fonction N(u) est Gateaux différentiable.

en effet, pour montrer la Gateaux différentiabilité de N (u), nous considérons :

N'(u)v = lim N(u+tv) = Nw) = /Qh(x,u(x))v(x) dz.

t—0t+ t

le Théoreme de Lebesgue [45] va nous garantir que N (u) est Gateaux différentiable

dont la dérivée est donnée par :

N’(u)vz/ﬂh(:c,u)vdx

pour tout u,v € W.

La fonction N’ est continue de W vers son dual W*.
Pour montrer que N’ est continue de W vers son dual W*, nous considérons
une suite {ux} qui converge vers u dans W et nous prouvons que N’(uy)

converge vers N’(u) dans W*. Ceci revient a prouver que

Hy = /Q (h(x, uy) — h(x,u))vdx

converge vers 0 quand & — oo pour toute v € W
En effet, 'inégalité de Holder, nous donne :

Hy = /Q (h(x,uk)—h(l‘,u))vd:c < [/Q (e, wy)—h(z, u) P! dx] 1/p1 [/Q ‘U‘p/l dx} l/pﬁ’

avec pj est le conjugué de p; > 1.

Nous remarquons que si nous arrivons a montrer que :

(1) Le terme [, |v[""t da est borné.
(2) Le terme [, |h(x, ux) — h(z,u)”* dz tend vers 0.
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le terme Hj va tendre vers 0 et par suite la preuve de la continuité de la
fonction N'(u) sera achevée.

D’une part, le théoreme de Rellich Kondrachov 23], qui nous assure :
Wol’N(Q) s’injecte d’'une maniere compacte dans L' () Vp; > 1,
de plus on a linégalité |v||,, < C||v|, Yo € Wy (Q)

(R.K) {

Nous avons donc I'espace W s’injecte d’'une maniere compacte dans LP*(2).
Nous avons, Vv € W, ||v||,, < C||v|| alors v € LP*(Q) ceci nous assure (1).
D’autre part, d’apres Le théoréme de Rellich Kondrachov 23], nous avons,

'existence d’une sous-suite, notée aussi {uy} telle que :
up — u  fortement dans LP'(Q),

quand k£ — oo pour tout p; > 1, ceci nous donne u; — w presque par tout
dans 2.

Pour montrer (2) i.e

/ |h(z,u) — h(x,u)P* de — 0.
Q

Nous allons utiliser le théoreme de Vitali [24], ceci veut dire que nous avons
besoin de montrer :

(V1) supy, [ |h(z,up) P de < C.

(Va) o Ih(z,u)[Pr dx < C.

(V3) |h(z,w)|P* est uniformément intégrable.

En effet, nous avons

[ tewol o < 6 [ expldiu? o
o) Q

< [ e (ol (125))

pour une certaine constante C5 > 0.

Puisque {uy} est une suite bornée, nous pouvons choisir ¢ suffisamment petite
telle que p1d|luxl|> < az. D’aprés (proposition(1.17))de ” Trudinger-Moser”
[38], Nous avons :

sup/ |h(z, ug) [Pt do < Cy,
k JQ

pour une certaine constante Cy > 0.

D’une maniere similaire il existe une certaine constante C5 > 0 telle que :
/ |h(z, u)|"t de < Cs.
Q
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Nous allons montrer que |h(z, u)[P* est uniformément intégrable. En effet, soit
E un sous ensemble mesurable de €2 et soit € > 0, nous avons :

[ o) = b do < (meas(E)( [ heug) bl u)€ de)
E E
< K(meas(E))l/C/,
ou K est une constante positive qui est indépendante de k et % + % = 1.
Alors, pour meas(E) < & suffisamment petite, on obtient :

/ |h(z,u) — h(z,u)[P* do < ce
B

Ceci nous donne que |h(z, ug)—h(x, u)[P* est uniformément intégrable. Puisque
u — u presque partout dans €, nous avons h(z,u;) — h(x,u) presque par

tout dans 2. Alors le théoreme de Vitali [24] nous donne :
h(x,ux) — h(z,u) in LP*().

Ceci nous montre (2) et par conséquence N’ est continue.

D’une maniere similaire, nous pouvons montrer que N’ est compacte de W

vers son dual W*. O

2.2.3 Preuve du théoréme 3.2.

La preuve du théoreme est une adoption de principe de Ricceri associée aux
fonctionnelles ®, J et ¥, en montrant qu’elles vérifient les conditions du
théoreme de Ricceri.

Proposition 2.7. La fonctionnelle & : W — R donnée par :

B(u) = %/QM(WuF)dx

est bien définie, ® € Wy, coércive, faiblement semi-continue inférieurement.
Gateauz différentiable appartenant a C*(W,R). De plus ® est bornée sur tout
borné de W, et la fonctionnelle ® est continue possédant une fonctionnelle

inverse sur W*.

Démonstration. En intégrant I'inégalité (M2) nous avons pour tout u € W,

1 b
SMUuP) > Sl + P
1

b
SM(ul) < Sluf + ul
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avec p > 1. De plus la fonction h(u) = M(|u|?) est strictement convexe. Par

conséquence, la fonctionnelle @ : W — R :

1
:-/Aawm%m
2 Q

est bien définie, coércive, faiblement semi-continue inférieurement. Gateaux
différentiable appartenant & C*(W,R). De plus ® est bornée sur tout borné
de W.

Nous déduisons du théoreme (] chap 1] [18]), que P’ est possede une
fonctionnelle inverse continue sur W*, puisque 'opérateur I : W — W* défini

par :

u)vz/m(!VuF)Vqudx
Q

est uniformément monotone.

Ceci nous affirme que ® est bien définie, € WW, coércive, faiblement
semi-continue inférieurement, Gateaux différentiable appartenant a C' (W, R).
De plus @ est bornée sur tout borné de W, et la fonction ®’ est continue

possédant une fonction inverse sur W*. [

Proposition 2.8. Sous tous les hypothéses de théoréme (2.2)), nous avons :

J(u)
lim sup — = 0.
[|u||—0 (I)( )

Démonstration. Du fait que :

u 2
Plau) = 8(o) | (0059 4 5l d
0

nous déduisons :
3
F(,CL’,U,) S ﬁ(x)(|u|q+1eln(\u\+3) ‘I”}/’ |

3
+1_nu? ‘UP
< Ba)(uf+ e +414)
Pour tout (x,u) €  x W. Alors puisque La fonctionnelle J est définie par :

ﬂm:LF@mm

nous avons, pour tout u € W, il existe des constantes positives Cg et C7,

telles que :
g+1nu? WPy 4
Q 6SUPB( )f ("LL| € +"Y ) {1}’
(W) = zen Cr [ IVul? + |Vu\P dx
w 1/2' 1/z "
(f 6 2 ||ull? W(\\u”) ) (fQ |u|Z(Q+1) dl’) +fQ 7% dx

< () ,
< Cosup () Cr TV a2 + [VulP) de
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avec % + % = 1. Alors, 'inégalité de Trudinger-Moser et puisque W est

continiment injecté dans L*9t1(Q), il existe une constante Cg > 0 telle que

J(u) |+ fJulf®
< Cgsup fB(x) ; (2.3)
(u) 2€Q [Jul]?
pour |ju|| < e assez petite tel que 2/|ul|*n < 4.
Puisque nous avons, ¢ > 1, (2.3) implique que
, J(u)
limsup —~ < e ,Ve. 2.4
nsup gy < (2.4)
ce qui termine la preuve de la proposition (4.6). ]

Proposition 2.9. Sous tous les hypothéses de théoréme (2.2)), nous avons :

J(u)

limsup —= < 0.
lul—oo P(1)

Démonstration. D’une part, Puisque f € A nous avons pour tout d > 0,

su F(z,t
lim sup —per&Q (z, 1) =0,
[t] =00 €
et pour toute ¢ > 0, il existe une constante positive p telle que : pour tout
r € Qet|t] > p,

2

F(x,t) <ee®”.

d’autre part, puisque f € A nous pouvons affirmer que pour chaque
M > 0, supjy<p |f(z,1)] € L=(Q). Alors, il existe une constante positive
Co > 0 telle que, pour chaque x € (2,

sup | f(x,t)| < Cy.
lt|I<p

alors, pour chaque r € Q et t € R,
F(x,t) < Cop + e
nous avons donc

J(u) < Cypmeas(§2) + 8/ e da.
Q

=

puisque (fg e’ d:v) * < C'||ul| pour tout § > 0 et tout u € W, nous obte-
nons : -
C Q C’

pmens(Q) ) O%ul?

<2
[[ul[? [l [
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Et par conséquent,

lim sup J(u) < 20", (2.5)
lul—-+o0 P (1)

Finalement, puisque ¢ est arbitraire la proposition(4.8) se découle. O]

Les deux propositions (4.7) et (4.8) nous affirment la proposition suivante :
Proposition 2.10. Sous tous les hypothéses de théoréeme (2.2)), nous avons :

_ J(x) . J(x)
max 4 limsu Jimsup——= ¢ <0
{ ||xHﬁ+olz ®(z)" 20 P P(z) }

Proposition 2.11. Sous tous les hypothéses de théoréme (2.2)), la fonction
J(u) = [ F(x,u)dx est bien définie et continiment Gateaus différentiable,

avec une dérivée compacte,

J’(u)v:/ﬂf(x,u)vdx

pour tout u,v € W

Démonstration. Nous utilisons une autre fois le fait que :

3
u
Fa,u) < B()(jul" e +57)
pour tout (z,u) €  x W. Alors, nous appliquons encore l'inégalité de
Trudinger-Moser et par le méme argument utilisé dans la preuve de lemme([2.6)),

on déduit que :
J(u) = / F(z,u)dx
Q

est bien définie et continument Gateaux différentiable, avec une dérivée com-

pacte,
J’(u)v:/f(x,u)vdx
0

pour tout u,v € W.

Nous notons que puisque f € A, le lemme (2.6) nous assure la compacité de
J'. O
Proposition 2.12. Sous tous les hypothéses de théoréme (2.2)), la fonction-

nelle W donnée par :

1
V(u) = g||u| is(m
est continument Gateaux différentiable sur W, avec une dérivée compacte.

Démonstration. Du fait que la fonction g(z,u) € A la proposition est une
application de lemme ([2.6)). O
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Pour finir la preuve de théoreme , nous remarquons que les conditions
Ricl, Ric2, Ric3, et Ric4 sont assurées par la proposition . La condi-
tion Rich est assurée par la proposition, la condition Ric7 est assurée
par la proposition , la condition Ric8 est assurée par la proposition
([2.12). En fin la condition Ric6 est facile a vérifier que les fonctionnelles @
et J possedent un minimum en 0 (avec ¢(0) = J(0) = 0). Ce qui complete la
preuve du théoreme (2.2)).

2.3 Etude d’un probléme associé au N-Laplacien

avec poids

Dans cette section nous considérons le probleme général suivant :

{— div(m/(|Vu™)|Vu|N2Vu) = Af(z,u) + pg(x,u) dans Q (2:6)

u=0 sur 0f,

ol © est un domaine borné de RV de frontiere assez réguliere. ), u sont des pa-
rametres positifs et la fonction u € VVO1 ’N(Q), les fonctions f et g € A, la classe A
est définie par ’ensemble de fonction h : 2 xR — R ayant la croissance exponentielle

suivante sur € :

|, )|

lim sup ~ = 0. (2.7)
[ul—00 zeQ) ellu| V-1
avec N > 2 et :
VK >0, sup |h(x,t)| € L>(Q)., (2.8)

[t|I<K

La fonction m(.) est supposée satisfaire les conditions suivantes :
(M1) m : Rt — R est continue;
(M2) 1l existe des constantes positives p €]|1, N, by, bs, c1, ¢o telles que :

e + b <N Pm(uN) < e+ bouN TP Vu € RY;

(M3) la fonction k : R — R, k(u) = m(|Ju|™)|u|Y~2u est strictement croissante et
k(u) — 0 quand u — 0.

Notre approche dans cette partie de ce travail est :

1- de donner une généralisation du résultat de B. Ricceri dans [13] qui concerne que

la classe de fonctions f, g ayant une croissance polynomiale classique, sous la forme
|f(z,s)],g(z, s)] < (1 +s]?), ¢>0.
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Nous notons que nos croissances exponentielle vont englober ces croissances poly-
nomiales.

2- de étendre le résultat ci-dessus pour une classe d’opérateurs plus large i.e
— div(m(|Vul*) V).

Pour illustrer cette extension vers une classe d’opérateurs plus large, nous citons a
titre d’exemple le type d’application m(u) satisfaisant (M1),(M2) et (M3) :

p—N
m(u) =14+u 7~ ,p<N
Alors T'opérateur — div(m(|Vu|Y)Vu) deviendra :
—ANU — Apu,

ot A, = div(|Vu[P~2Vu) est Popérateur p-Laplacien. Evidement, le choix d’appli-
cation m(u) = 1 nous donne le cas limite standard [13].

Notre procédure pour prouver notre résultat est de définir un cadre fonctionnel (i :e
espace et fonctions) imposé par la nature de notre probleme. Puis nous montrons
que les conditions principe de Ricceri ”théoreme chap 17 sont satisfaites. Nous
considérons 'espace fonctionnel W, N (). Avant de donner notre résultat principal
dans cette section est le suivant, nous mentionnons qu’une solution faible de notre
probleme ci-dessus est toute fonction v € W qui vérifie :

/m(|Vu|N)|Vu|N_2Vvdx://\f(ac,u)vdx+/ug(x,u)vdx
Q Q Q

pour toute v € W.

Théoréme 2.13. Soient f,g € A telles que :

sup F(z,t) sup F'(z,t)
max { lim sup ~=2 lim sup 2= <0, 2.9
nSp T S T < (2.9)
et
sup / F(z,u(z))dz > 0, (2.10)
ueWa-N(Q)
avec F(x,t) fo x,8)ds. Si on pose
fﬂ \Vu|N dx N
“(Q F 2.11
w = {fQ s e @, [ Fea@)ar o)
ot M(t fo s)ds. Alors, pour chaque interval compact |a,b] Clw, +oo[, il existe

r >0 avec la pmpmete sutvante :
pour chaque A € [a,b], il existe o > 0 telle que pour chaque p € [0,0], le probléme
(2.6) posséde au moins trois solutions faibles dans W ayant des normes inférieures

ar.
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2.3.1 Approche variationnelle.

L’approche variationnelle nécessite la spécification d’un espace fonctionnel dans
lequel nous cherchons les solutions faibles de nos problemes. Le cadre fonctionnel
associé au probleme (2.6)) est espace de Sobolev limite W = W, (Q) menu de la

norme : L
u|| = VulNda) ™
full = ( | 1vu¥ie)

Le théoreme de Rellich Kondrachov [23] nous affirme que I/VO1 M (Q) s'injecte contintiment
dans L*(€2) pour tout s > 1, ce qui nous donne l'existence d'une constante Cj telle

que :
1
Jull = €.( [ ludz)” = Col.
Q

De plus, I'espace VVO1 N(Q) d’apres la proposition ((1.17))) [59] s’injecte continiiment
dans Ly~ (€2) 'espace d’Orlicz généré par la fonction ¢(t) = exp(|t|%) — 1 de plus :

Vu e Wy (Q); V5 > 0

nous avons :

exp<5h4Jy%%) e L1(Q) (2.12)

et il existe une constante C}, qui dépend de N et de la mesure de (2 telle que, pour
1

chaque 0 < § < ay Ol ay = Nwy_| avec wy_; est la mesure de (N — 1)-sphere
unité de RV :

sup /exp (5]u()|%>dx < CYy (2.13)
Q

[[ul|<1

L’approche variationnelle nécessite aussi la spécification des fonctionnelles ” énergies”
pour lesquelles nos solutions sont des points critiques de ces fonctionnelles. Nos fonc-

tionnelles ”énergies” seront imposées par la nature du probleme (2.6) comme suite :

mm:%LMmmww,M@:Am@@
et

ﬂ@:éﬂ%wm@”F@w:Af@g@
et

\P(u):/QG(a:,u(:c))dx, G(:c,t):/o g(x, s)ds.

L’idée est de vérifier que sous les hypotheses du théoreme ([2.13)), que ces fonction-

nelles @, J et U obéissent au principe de Ricceri.
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2.3.2 Reésultats de compacité

Dans cette section, nous énoncgons un résultat, de compacité, vital pour la prouve

de notre théoreme.

Lemme 2.14. Si une fonction h € A, alors la fonctionnelle N W) - R
définie par : fQ ))dx, ou H(x,§) = fo x,t)dt, est continiment

diﬁérentz’able avec une demvee compacte, et

N’(u)vz/ﬂh(x,u(x))v(x) dx.

Démonstration. Puisque h appartient a A, pour 6 > 0, il existe C; > 0 telle que :
N

\h(z,u)| < Cel™ " V(z,u) € QxR

alors, pour chaque u € W,V (Q), et presque tout z € €, en utilisant I'intégration

par partie nous avons :
|H (2, u(2))] < Calu(a)] exp(du(z)| 7).

donc, l'inégalité de Trudinger-Moser ((1.17) chap 1) [38] et Hélder inégalité, en-
trainent que la fonction N(u) est bien définie sur W.
Pour montrer que la fonction N est Gateaux dérivable dont la dérivée est donnée

par :
N'(u)v = / h(z,u)vdx
Q
Le Théoreme de Lebesgue ”convergence dominée ”, ceci nous assure que :

N'(u)v = lim N(u+tv) = N(uw) _ /Qh(x,u(m))v(x) da.

t—0t t

1,N
pour tout u,v € Wy (Q).

Pour montrer que N’ est continue de W vers son dual W*, nous considérons une
suite {ux} qui converge vers u dans W et nous prouvons que N'(uy) converge vers

N'(u) dans W*. Ceci revient a prouver que

/Q (h(x, uy) — h(z, u))v dx

converge vers 0 quand & — oo pour toute v € W
En effet, 'inégalité de Holder, nous donne :

/Q(h(x,uk) - h(x,u))vdx < [/Q\h(x,uk) — h(z,u)|? dac / v|? dx ,
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avec ¢ est le conjugué de ¢ > 1.
Nous remarquons que si nous arrivons a montrer que les conditions suivantes sont

satisfaites :

(1) Le terme [, |v|? da est borné.

(2) Le terme [, |h(x, ux) — h(z,u)|? dz tend vers 0.

alors, la continuité de la fonction N'(u) sera achevée.

La condition (1) se déduit du fait que Wy (Q) s’injecte d’une maniére continue
dans L7(2)

Pour montrer que la condition (2) est satisfaite, L’idée est d’appliquer le théoréeme
de Vitali [24].

Nous devons montrer que |h(z, ux)|? est uniformément intégrable de plus pour toute
{uy,} suite bornée dans W, (Q)

sup/ |h(x, ug)|* dz < oo, (2.14)
k JQ

pour g > 0.
En effet, soit M > 0 tel que |Jug|| < M,Vk € N. Nous choisissons d assez petite telle

que :

pour une certaine 0 < § < —Yx— ce qui montre ([2.14]).
qMﬁ

D’autre part, nous montrons que |h(x,uy)|? est uniformément intégrable.

En effet puisque (ug) est bornée dans X il existe u € X telle que une sous suite

notée aussi (ux) qui converge vers u presque partout dans €.

Nous avons A(.,ug(.)) = h(.,u(.)) presque par tout dans €2. De plus de ([2.14])
nous déduisons que pour chaque p; > 1 il existe une constante ¢; telles que, pour

tout £ € N nous avons :
/ |h(z, ug) [P de < ¢ (2.15)
Q
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Soit F un sous ensemble mesurable de €2 et soit € > 0, nous avons :

ou ¢y est une constante positive qui est indépendante de k et - + i, 1. Donc,

pour meas(F) suffisamment petite, on obtient :
/ |h(z, u)|!de < e (2.16)
E

I'application de théoreme de Vitali [24] nous assure que pour chaque ¢ > 0 nous
avons :

h(.,ux(.)) = h(z,u(.)) dans L(Q) (2.17)

Nous remarquons que notre condition (2) est donnée par (2.17)).

Maintenant nous pouvons montrer que N’(u) est continue, compacte en prenant
g = N a titre d’exemple. En effet, soit u; une suite qui converge vers u dans X,
alors il existe une sous suite u; — u presque par tout dans 2. Nous avons pour
chaque v € W avec |jv]| <1,

‘(N’(uk) — N’(u))(v)‘ :/ (h(x ug) — h(z, u))v dx

<[ [ [t - e as] /rv\Ndx ,

< CN([/Q‘h(x,uk)—h(:c u)‘NNd:):} )

nous avons utiliser le fait que W, s’injecte d’une maniere continue dans LN ().
De (12.17) nous pouvons affirmer que la partie droite tend vers 0 lorsque k — oo, il
s’ensuit

N'(ug) = N'(u) dans W*.

. g 1,N
D’une maniere similaire, on montre que N’ est compacte de W," vers son dual

(Wol ’N> . Ceci termine la démonstration de lemme. ]

2.3.3 Preuve du résultat principal théoréeme 2.13

La preuve du théoreme sera une application du principe de Ricceri associé aux

fonctionnelles suivantes :

O(u) = %/QM(|VU|N)dx
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lIf(u):/QG(:L’,u(yc))dal:

Proposition 2.15. Sous les hypothéses du théoréme (2.13)), La fonction ® : W— R :

ywz%Lmeﬁm

est bien définie, ® € Wy, coércive, faiblement semi-continue inférieurement. Gateaux
différentiable appartenant a C'(W,R). De plus ® est bornée sur tout borné de W,

et la fonction @' :

Q' (u)v = / m(|Vul™)|VuN 2V d
Q
posséde une fonction inverse continue sur W* .

Démonstration. De I'inégalité (M2) nous avons pour tout u € R,

1 b
M) > Gl + P
1

N
Ny _ bo
~M(Jul™) <

Co
< Zul + Zul?,
N N P

avec p > 1. De plus la fonction h(u) = M(|u|") est strictement convexe. Par

, . 1N ,
conséquence, la fonction ® : W™ — R donnée par :

O(u) = %/QM(|VU|N)dx

est bien définie, coércive, faiblement semi-continue inférieurement. Gateaux différentiable
appartenant & C''(WW,R). De plus ® est bornée sur tout borné de W. On déduit du
théoreme ([(L.27) chap 1] [18]), que @' posséde une fonction inverse continue sur
W*, puisque I'opérateur I : W — W* défini par :

I(u)U:/m(|Vu|N)|Vu\N_1Vvdx
Q

est uniformément monotone. O

Proposition 2.16. Sous les hypotheses du théoreme (2.13). Les fonctionnelles :

NM:LF@MMdW@:/Gmmm

Q
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sont bien définies et continument Gateauz différentiables, avec des dérivées com-

pactes,

J/(u)v—/gf(x,u)vdx

V' (u)v = / g(z,u)vdx
Q
pour tout u,v € W.

Démonstration. De lemme ([2.14)) et le fait que f,g € A, on peut affirmer que J, ¥
sont bien définies continument gateaux différentielles avec des dérivées compactes
J' et W'(u) définies par :

T (u)(v) = / f( u(@))olz) de

pour tout u,v € W
m

Proposition 2.17. Sous les hypothéses du théoréme (2.13)). Les fonctionneles ® et
J vérifient la propriété suivante :

im su M:
1||uH—>0p ) 0. (2.18)

Démonstration. De 'hypothese (2.9) nous avons :

F(x,t
lim sup SPeco F(@:1) _
t—0 |t|N

d’out pour chaque ¢ il existe une constante p telle que, pour tout = € Q et |t| < p
nous avons :
F(z,t) < e|t|Y

et comme f € A, pour n > 0 et ¢ > N il existe ¢ > 0 telle que, pour chaque x € 2
et |t| > p nous avons :
Fla.t) < cltf exp (nlf]¥7)
d’ou
F(z,t) < elt|™ + c|t]? exp (nm%)

Nous choisissons p > 1, 'application de Holder inégalité nous donne :
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/ exp (nluf)|75 ) fu() (2.19)
S e e G R L R R

le fait que I/VO1 N s’injecte d’'une maniere continue dans L*(2) pour s > 1, pour

Jull < (5 )NNl nous aurons :

J(u) < eCllull™ + C"lul?

donc J()
u
—~ < Cne + C} =N
(I)(U) = YN NHu”
du fait que p > N nous pouvons déduire la proposition. O

Proposition 2.18. Sous les hypothéses du théoréme (2.13)). Les fonctionnelles ® et

J vérifient la propriété suivante :

, J(u)
lim sup
Jull 00 P (1)

Démonstration. De 'hypothese (2.9) nous avons :

— 0. (2.21)

SUP,cq F(z,t) <0

lim sup Nk <

t—o00

d’ott pour chaque ¢ il existe une constante p telle que, pour tout x € Q et |t| > p
nous avons :
F(x,t) < eltY

la condition ([2.7]) nous donne l'existence d'une constante c telle que, pour tout z €
F(x,t) < cp+eluly

ce qui nous donne
J(u) < Cmeas(2) + 8/ lu(x)|Ndx
Q
et comme W s’injecte d’une maniere continue dans LY () alors :

J(u) Cp meas()$2
o) =

+eNCYy

le fait que le € est arbitraire, termine la preuve de la proposition. O

Les deux propositions ci-dessus nous donnent la proposition suivante.
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Proposition 2.19. (2.13))Sous les hypothéses du théoréme. Les fonctionnelles ® et

J vérifient la propriété suivante :

. J(z) . J(x)
max 4 limsu ,lim su <0
{ ||m\H+£ B(z) a0 q’(ﬂf)}

Pour achever la preuve du théoreme, nous remarquons que les conditions : Ricl,
Ric2, Ric3, et Ric4 sont assurées par la proposition . La condition Rich
et la condition Ric8 sont assurées par la proposition , la condition Ric7 est
assurée par la proposition . La condition Ric6 est facile a vérifier que ® et J
possedent un minimum en 0 (avec ¢(0) = J(0) = 0).

Ce qui complete la preuve du théoreme.

2.3.4 Quelques exemples

Proposition 2.20. Pour tout p €]0, N|, il existe une constante positive w telle que
pour tout interval compact [a, b] Clw, +ool, il existe r > 0 avec la propriété suivante,
pour tout X € [a,b], et tout q €]0, &

, vl il emiste 0 > 0 telle que pour tout pu € [0, 0],
le probleme (py,)

[uf? N 2u(plu™ + p+ N)
—ANU — APU = 5
(Pas) (1 + |uyN)

u=0 sur 0,

+ pexp (|u]q> dans Q

(2.22)
possede au moins trois solutions faibles dans WOI’N(Q) dont les normes sont inférieures

a la constante r.

Démonstration. Pour prouver cette proposition, il suffit de remarquer que cette
proposition est une application du théoreme (2.13)), avec la fonction poids m(u) =
p—N

14+u=w.

Dans un premier temps, nous vérifions que :

ul ™ 2u(plulY +p+ N)
(1+ |ulN)?

(2, u)

satisfait les hypotheses (H;) et (Hy)

+N—-2 N
(Hy) VM > 0, supy <y [F—r i | € 1(0)

luPTN=2u(p|u|N +p+N)
(1+]ulN)2

(H) limjy|o0 SUP,eq L =0, V6> 0.
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Du fait que les fonctions exponentielles dominent les fonctions polynomiales a I'in-

fini, ceci nous assure (Hy), la condition (H;) est immédiate.

Le champ m(u) =1+ u"¥" vérifiant les hypotheses suivantes :
(M1) m: Rt — R est continue;
(M2) 1l existe une constante positive p €]1, N, by, by, 1, ¢o telle que :

e+ b P < uNPm(u’) < e 4+ by P Vu € R

(M3) la fonction k : R — R, k(u) = m(|u|™)|u|Y~2u est strictement croissante et
k(u) — 0 quand u — 0.
La vérification de (M1) et (M3) c’est immédiate. Pour vérifier (M2) il suffit de

remarquer :

m(u) =1+ u'v
m(lul™) =1+ (Jul™)* %
m(lul™) =1+ |ufr~
[l M Prm((ul™) = [ul¥ (L uP)
D (T e A T L M e L

Ceci nous prouve que (M2) est satisfaite. Pour terminer la preuve de la proposition il

nous reste a montrer que notre fonction f, vérifie les conditions de ([2.9) du théoreme

ic

F(z,t F(x,t
max{ lim sup w’ lim sup w} <0
t—0 |t| t—o0 ’t|

F(z,u) = fou f(z,s)ds. En effet, vérifiant dans un premier temps que :

i SUp,cq F(z,t)
lim sup ————=
T

Puisque nous somme au voisinage de 0, |u] < 1, alors |ulP <1 :

_uPN2u(plulN + p+ N)

T = T
el PulplulY 4+ p+ N)
[w*Pu(plul™ +p + N)
f(l’,u) < (1 + |u’N)2
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le fait p < N donne p+ N < 2N, cela va nous donner :

|u|N2u(N|ulN + 2N)

T, u) <
Fau) (T a2
ceci nous donne : | ’N ) ] ‘N %
s|"T%s s+ 2
z,8) <
J ) < = sy
N\s|2N—1—|—2N|s]N_1
z,s) <
Jws) < =0 sy
2N|s*N1 4 2N |s|N 1
z,8) <
f@) (5 )2

Nous remarquons que le terme a droite n’est que :

2N|s|?N=1 4+ 2N|s|V 1

A+ ]5]M) = (In((1+[s7)%)’

nous avons : .
F(z,u) :/ f(z,8)ds
0

u

F(z,u) < (In((1 + |s|™)?)ds

S—

ceci nous donne :

F(z,u) < [In((1+]s[™)*)]
enfin ceci nous prouvera :

SUp,cq F(z,1)

=0
£~

lim sup
t—0

Pour l'autre inégalité (2.9) au voisinage de oo, remarquons que pour s < |u| nous

avons :
sP S |u|P
f(z,s) = |8|p|S|N728(p|S|N tpt 1)
’ (L+ [s|V)?
sV 2s(pls|¥ +p+ N)
x,8) < |ul?

avec les mémes arguments nous trouvons :
/
fa,s) < Jul? (in((1+ |s])?) ds

Fla,u) < lul[in((1+ |S|N>2)]:

Ceci va nous donner la deuxieme inégalité (12.9))
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Fx,t
lim sup SPre0 “ T, Y ~ (z,1)
t—o0 |t’

pour terminer la preuve de la proposition nous remarquons que la fonction g(z, s) =
N

N1

la proposition. O

exp(|u|?) est bien dans la classe A parce que ¢ €]0 [. Ceci termine la preuve de

Proposition 2.21. Pour tout p €|0, N[, il existe une constante positive w telle
que pour tout intervalle compact |a,b] Clw,+o0l, il existe r > 0 avec la propriété
suivante, pour tout \ € [a,b], et tout q €]0, %[, il existe o > 0 telle que pour tout
p € [0,0], le probleme (py,.)

p+N—-2 N N
—Anu = )\|u| u(plul N%;p ) + pexp(|ul?)  dans
(Pau) (1 + |ul™) (2.23)

u=0 surd,

\ N N N . 1 N . /.
posséde au moins trois solutions faibles dans Wy () dont les normes sont inférieurs
a la constante r.

Démonstration. 11 suffit de remarquer la proposition est un cas particulier lorsque

le poids m(u) = 1, 'opérateur est :

—div(m(|VulM)Vu) = — div((|Vu|N?)Vu)
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Chapitre 3

Etude d’un systeme faisant
intervenir 'opérateur le

N-Laplacien.

3.1 Introduction

Dans cette section nous étudions le probleme faisant intervenir deux équations
suivant :

—div (a(|Vu|™)|Vu[N "2Vu) = AF, (2, u,v) + pGy(z,u,v) in Q
—div (a(|VU|N VoV~ V) = Ay (z,u,v) + pGy(z,u,v) in Q (3.1)
u=v=0 on 0,

ou ) C R", avec n > 2, un domaine borné avec 052 assez réguliere. Plus précisément
nous nous intéressons a 1’ existence des solutions faibles du probleme (4.1). Les
fonctions F: Q x R x R — R sont supposées d’étre mesurables dans et C! dans
R x R satisfaisant :

(H1) Pour tout M,supy o< F: (7,1, 5)| + [Fs(z,t,5)|) € L=(Q),

(H2) La croissance exponentielle sur €2; i.e., pour tout § > 0

|Fy(x,t,8)| + | Fs(x,t, 9)|
eO([t|N +[s| V) 1/ (N=1)

lim

[(t,8)]—o0

=0 Uniformément dans €2,

avec F(.,0,0) € LY(Q).
Concernant la fonction G(.,t), doit étre une fonction mesurable et G(.,.) est Cl-
fonction et satisfaisant :
(G1) pour tout k > 0 et certaine hy € L'(Q)

sup (|Gi(z,t,8)| + |Gs(z,t,8)|) < hi(z),
I(t,8)|<k
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avec G(.,0,0) € L*(Q).
Finalement on suppose que la fonction af.).
(A1) a:RT — R est continue;
(A2) il existe des constantes positivesp €]1, N|, by, by, 1, ¢5 telles que

e 4+ b P <N Pa(uN) < o + bouN TP Yu € RT

(A3) la fonction k : R — R, k(u) = a(|u|N)|u|¥~2u est strictement croissante et
k(u) — 0 quand u — 0.

le but est de montrer I'existence des solutions faibles de dans 'espace produit

de Sobolev W = W™ (Q) x W, () qui est menu de la norme

o = / VU de = / (V™ + [Vo|Y) de

ou U = (u,v) € W. Motivé par le résultat de Trudinger-Moser (cf. [59]) dans le cas
n > 2, on remarque que l'espace W est injecté d'une maniere continue dans la classe

des espaces d’Orlicz

Ly = {U : Q — R?, mesurable : /Q¢(U) < oo},

ou ¢(s,t) = exp (s% + t%). de plus, il existe une constante C'y qui dépend de N

et de la mesure de €2 telle que

sup / exp ((5(\ul% + ]v]%)) dr < Cy pour tout 0 < 0 < ay,
0

[l (w,0)llyy, <1

1
ot ay = Nwy 1, est la mesure de wy_; la surface de la sphére unité de dimension

(N —1).

o .

Remarque 3.1. (1) lopérateur considéré ici a été étudier par Hirano [58] avec
des non linéarités ayant une croissance polynomiale.
(2) Soit N\ la plus petite valeur propre [25] pour le probléme
—Apnu = Nul*Mulo] dans @ c RY
—Ayv = Aol v  dans ¢ RY

u=v=0 surd;

1.e.,

1 1
A1 = inf {04]—1\} / |VulN dr + %/ (VoY da
0 0

(u,0) € W, / ul "+ o) dz = 1}
Q

oua+B=N-—-2eta,>—1.
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Remarque 3.2. Puisque a + = N — 2 implique O‘T“ + % =1, nous avons pour
tout (u,v) € W\{(0,0)}

1 1
s /ywq%w%/ Vor|Vde et /|u1|a+1|vlyﬁ+1dx:1
Q Q Q

avec
u (%

oy [l o P dar) N v = oy [l o P+ dar) N

Uy =

nous avons donc :

1 1
)\1/ Ju| TP do < ot / IVul™ dx + B;/ (VoY dx
Q N Jao N Jao

pour (u,v) € W\{(0,0)}.

Définition 3.3. On dit que la paire (u,v) € W est une solution faible de (3.1)) si
pour tout (p,) € W,

/ o(|Vul)| VN 2V uVp dr = / (AFu(, 4, 0) + pGu(, u, v))p da
“ @ (3.2)

/ a(|Vo| ™) Vo N 2VoVy dr = / (AFy (2, u,0) + uG(@, u, v))ib da
Q Q

Nous donnons notre principal résultat de ce chapitre ou

F(z,U) = F(x,u,v) :/ (/Ou Fy(x,t,v)dt + /Ov Fy(z,u, s)dt) dx

Q

G(z,U) = G(z,u,v) :/ </Ou Gi(z,t,v)dt + /OU Gs(x,u, s)dt) dx

Q

Théoreme 3.4. Nous supposons que I, et F, sont des fonctions continues qui vont
satisfaire les hypotheses (H1)-(H2) et que la fonction a(.) satisfait (A1)-(A3). De

plus, nous supposons que :

pF(z,U)
< 3.3
|U|=0 1P |u|0‘+1|v|ﬁJrl b (3:3)
. Sup,eq F(z,U)
lim sup <0, (3.4)
U] =00 U

uniformément sur x € €1, et

sup/F(x,U)d:v>0,
vew Jo
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avec U = (u,v). Alors, si on suppose

1 Jo A( ]VU\N —|—A(\V1}]N)dx
Q—Nl { T E( (@) da (u,v GW/ z,u(x ))dx>0} (3.5)
avec A(t fo 7)dT, pour chaque interval compact |a,b] C|O,+oo|, il eriste

r > 0 avec la propriété suivante : pour chaque \ € [a,b] et pour toute fonction G
satisfaisant (G1) il existe o > 0 telle que pour chaque p € [0, 0], le probléme (3.1)
posséde au moins trois solutions faibles dans W dont les normes sont inférieures a

r.

Remarque 3.5. Sia(u) = 14+u"% et les conditions (A2)-(A3) tiennent, alors le

probleme (3.1)) peut étre reformuler comme suite :

—Anu — Apu = AF,(z,u,v) + pGy(z, u,v)
—Anv — Apv = AF, (2, u,v) + puGy(x, u,v),

avec A, = div(|VulP~2Vu) est le p-Laplacien opérateur.

3.2 Approche variationnelle.

La nature de notre systeme (3.1]) nous a imposer 1’espace produit de Sobolev W.
Nous a imposer aussi les fonctionnelles ”énergies” ®,J et ¥ données par :

B, v) = %(/ﬂ A(Vul™) + A(Vo[Y), dz)

V(U) =¥(u,v) = /QG(.T,U,U); dx

La croissance maximale de F,(x,u,v) et F,(x,u,v) va nous aider a étudier (3.1))
dans l'espace produits W. Cette croissance exponentielle est motivée par I'inégalité
de Trudinger-Moser inégalité [38,59].

Les suppositions sur la fonction a(.) nous donne que pour chaque t € R,
1 by 1
— AN > =tV + =t
(1t17) = S +p\|

b2 Co
A(tN) < =tV + =,
(121™) N|| pll
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ou A(t) = fot a(7)dr. De plus, la fonction I(t) = A(|t|") est strictement convexe.

par conséquence, la fonction ® : W — R définie par
1
Bu,0) = 5 [ A(Tu) + A(T]Y) ds
Q

est bien définie, faiblement semi continue inférieurement, fréchet différentiable et
appartenant C' (W, R).

Proposition 3.6. Sous les hypotheses de théoréme (3.4). Nous avons l'opérateur
I:W — W* définie par :

I{u,v)(p, ¥) = / a([Vul")[Vul "2 VuVe + o[Vl Vo[ VeV de
Q

pour tout (u,v), (p, ) € W posséde une fonction inverse continue sur W*.

Démonstration. Nous nottons par (-, -) le produit dans R, pour x > 2 il existe une

constante positive ¢, telle que I'inégalité suivante (voir [37])
(o] 22 —yI* 2y, 2 —y) 2 colz —yI”

est vraie pour pour tout z,y € RY. Nous combinons cette derniere inégalité avec

(A2), nous avons
(I(ur,v1) — I(ug, va), (ur — uz,v1 — v2)) > cp([lur — wal|Y + |Jvr — v2]2),

pour tout (u1,vq) et (ug, ve) appartement a W. Cela signifie que I est un opérateur
uniformément monotone dans W. De plus [ est coércive, semi continue dans W. Par

conséquence, la proposition se déduit de |18, Théoreme 2.28 chap 1].

De plus, ® est coércive, faiblement semi continue inférieurement, bornée sur tout

borné de W et appartenant a Wy . [

3.3 Lemme de compacité

Lemme 3.7. Si F' satisfait (H1)-(H2), alors la fonctionnelle J : W — R donnée

par :
J(u,v) :/F(x,u,v)dx
0

est différentiable et sa dérivée est compacte.
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Démonstration. D’une part, les fonctions F,, et F, sont continues ayant une crois-

sance exponentielle, et il existe une positive constante C1qg tel que
N N
’FU(l'? u, U)‘ + ‘Fv<:€, u, 'U)’ < 010 eXp (5(|u‘m + ‘U‘m)): (3'6)

pour tout (z,u,v) € Q x R2. Par conséquence la fonctionnelle J : W — R définie

par
J(u,v):/F(x,u,v)dx
0

est bien définie.
Et d’autre part, comme dans le Lemme (3.2), nous concluions que J est continiment

Gateau différentiable avec :

T (u, 0)(i0, ) = /Q Fu(,u, v)p + Fy(a, u, o) da

pour tout (u,v), (¥, p) € W.
Montrons que J’ est continue de W vers son dual W*.
En effet, soit {(ux,vx)}) une suite convergente vers une limite {(u,v)} dans W.

Alors, il existe une sous suite, notée aussi {(ug, vy)} telle que :

up — u in L1(Q),

vy = v in LB(Q),

quand k£ — oo et pour tout g1, g > 1.
D’une part, nous avons :

/ | Fy(z, ug, v )| do < C’H/ exp <q15(|uk|N1\il + \vk\NJ\il)> dx
Q Q
1

< cn( [ expladud ¥0) ([ expCadul)?
|ug| N )1/4

N—-1

N
<C S| T (e
- 11</szeXp(Cq1 HukHW&’N@)(!IUkng’”(m

N ’
/ N ol A\ Ve
([ ep(Candlonl 3 g )#) "

”UkHWOl»N(Q)
pour une certaine constante Ch; et % + % = 1. puisque {(ug,vx)} est une suite
bornée, on peut choisir ¢ suffisamment petite telle que :

N

N
N—-1 / N-1
qu(s”uk”W&’N(Q <an et qu(s”/UkHWOLN(Q) < an.

)

alors
/ |Fu<x,Uk,/Uk)|Q1 dx S 012
Q
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pour k assez grand et une constante C5 > 0. avec le méme argument, nous avons

aussi

/ |Fy (2, ug, vg )| de < Ch3
Q

pour k assez grand et une constante C3 > 0. La preuve se complete de la méme

maniere comme dans le Lemme([2.14]). O

3.4 Preuve du théoreme 4.4.
Nous rappelons que les fonctionnelles ® et J sont définies sur W comme suite :
1
O (u,v) = N / A(Vul™) + A(Vo|Y) de, et J(u,v) = / F(z,u,v)dz,
Q Q

pour tout (u,v) € W.

Le but est d’appliquer le Théoreme de Ricceri pour les fonctions ® et J pour ob-
tenir 'existence de multiples solutions faibles de . Il est établi dans la sec-
tion précédente que ® est coércive, faiblement semi-continue inférieurement, bornée
sur tout borné de W et appartenant a Wy,. De plus ® est continiment Gateaux
différentiable dans X une dérivée

¥(u0)(p ) = [ allVu™)Val¥2VaTip + al|Vo) Vol V0T do
Q

pour tout (u,v), (¢,%) € W. Aussi dans la section précédente nous avons établi que
' possede une fonction inverse continue sur W* (voir [18, Théoreme chap 1]).
le Lemme assure que, J est bien définie et continument Gateaux différentiable
avec dérivée compact J' donnée par

T (u,0)(i0, ) = / Fu(,u, v)p + Fy(a, u, o) de

pour tout (u,v), (¢,v) € W.

Proposition 3.8. Sous les conditions du théoréme (3.4), les fonctions ®(u,v), J(u,v)
vérifient la condition suivante ;

i J(u,v)
im sup
(w0)—(0,0) P(u, V)

Démonstration. L’hypothese ({3.3)),

<0. (3.7)

sup pF'(z,t,s)

lim sup RS — < Ay,
I(t,5)—>(0,0) |t]T]s]PHL
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et pour tout € > 0 il existe une constante positive p telle que, pour chaque x € 2 et

) < 5
F(x,u,v) < =Ap|u|*™ Pt
p

avec (H2), pour un 6 > 0 et z > N il existe C4 > 0 telle que, pour chaque x € € et
|(u,0)| = p
ML | BT
F(x,u,v) < Cl4<|u|z|v|ze‘s(|“| ol )>.

Alors, pour chaque x € Q et (u,v) € W, nous avons
Mo |y N1
F(z,u,v) < /\ || |o]P T —|—Cl4<|u| |v|? el F =T+l = )>.
p

soient 01,65, 03,04 > 1 avec Zle 9%_ = 1. Alors de la remarque (4.15) et I’ application
de I'inégalité de Holder, nous obtenons :

N (Ll y
Iu,0) < Cusell ()| + Cua [ 00" Rl / s ar)’
Q

y {/ (65510l 71 (,‘—‘)Ni)dx /3 /|v|04zd$> "
Q

pour une constante positive Ci5 > 0. Avec le choix d’une § assez petite telle que :

N N
019]|u| IJ/‘V/_llN(Q) <ay et 030]v] va}lN(m < ay,

Avec le fait que Wy () est injectée d’une maniére continue dans L¢(€) pour chaque
¢ > 1, nous avons

J(u,v) < Crglel| (u, ) |¥ + || (u, 0) %),
pour une certaine constante positive Cjg > 0. Par conséquent, avec (A2), on obtient

Jww) el o)|¥ + [ v)]
o) =T ¥

puisque z > N, la proposition s’ensuit immédiatement.

Proposition 3.9. Sous les conditions du théoréme (3.4), les fonctions ®(u,v), J(u,v)

vérifient la condition suivante ;

lim sup <0. (3.8)
(w0) 00 P(, V)

Démonstration. L’inégalité (3.4) nous donne :

F(z,t,s) <0

lim sup sup m <

[(t,s)]—00 TEQ
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pour tout € > 0, il existe une constante positive p telle que, pour chaque = € € et

(t,8)| > p,
F(a,t,s) <e(t]™ +]s|Y).

la condition (H1), nous affirme lexistence d’une certaine constanet Cy; > 0 telle

que, pour chaque x € €,

sup (| Fu(z,t, )], [Fu(x,t, 8)]) < Chr.

[(t,s)|<p

alors, pour chaque = € QQ et t,s € R,
F(z,t,5) < Crgp+e([t]™ +[s|™)
ceci nous donne
J(u,v) < Cizpmeas(€?) —l—s(/ﬂ lu|Y + oY da).

Du fait que W, (Q) s’injecte d’une maniére continue dans LV (), on obtient :

J(u,v) < Ch7pmeas(2)
®(u,v) ~ [

+ 8]\/’61187

pour une constante positive Cig > 0. Du fait que ¢ est arbitraire 'inégalité (3.8)) se
déduit.

Proposition 3.10. Sous les conditions du théoréme (3.4), les fonctionnelles J et
® wvérifient l'inégalité suivante :

. J(u,v) . J(u,v)
max{ lim sup , lim sup —} < 0.
) | too P(Us V) (u0)—(0,0) P(u, v)

Démonstration. La proposition se déduit de les inégalités (3.8]) et ( . [

Pour achever la démonstration du théoreme il faut s’assurer que toutes
les conditions du Théoreme de Ricceri sont satisfaites avec @ = 0 et § = %, ou
6 est définie dans tel que [a,b] C]6,+4o00|. Finalement, puisque la fonction
G : OxRxR — R est une mesurable dans 2 et C! dans R xR satisfaisant la condition
(G1), alors le Lemme (3.7) donne que la fonction ¥(u,v) = [, G(x, u,v) dz est bien
définie et continue Gateaux différentiable dans W, avec une dérivée compacte, nous

aurons donc,

W (u, v) (0, ) = / G4, 0)p + G, 0 d

73



pour tout (u,v), (p,9) € W.

Par conséquence, le théoreme de Ricceri va nous garantir 1’existante d’une constante
positive r > 0 telle que pour tout A € [a, b], il existe une constante o > 0 qui vérifie
la condition suivante : Pour chaque p € [0, 0], la fonction ® — A\J — p¥ & au moins
trois points critiques, qui sont précisément les solutions faibles du probleme

dont les normes sont inférieures a 7. O

3.5 Exemples

Proposition 3.11. Pour toute constante X < A1, le probléeme aux valeurs propres

suivant :
—div (|VuN2Vu) = A, (2,u,v) + pGy(z,u,v)  dans Q
—div (|VU|N_2V1)) = \Fy(x,u,v) + pGy(z,u,v) dans (3.9)
u=v=0 on 09,
1
1, |o+1 1 (lu[N +[o] M) N—T
Fo () = d<1—7|u| ol + (1= x(u,v)) exp (W))
u 9 Y du
et )
1), |a+1],,|8+1 _ (lu[N +[o] M) N—T
P, u,0) — A3l ol + (1 xws o)) exp (R ))

dv

avec x € CY(R?,[0,1]),x = 1 sur une boule B(0,r) C R* avec r > 0, et x = 0 sur
R*\B(0,7 4+ 1). De plus Gy (z,u,v) = |ulP et G,(z,u,v) = |[v|P.

Le probleme (3.9) posséde au moins trois solutions faibles non triviales.

Démonstration. Nous remarquons que :

F(m,u,v):/ F.(z,s,v)ds +/ Fo(x,u,t)dt
0 0

r,u,v)= —|u v — X\U,v))exp
p Log(|ul + |v] +2)

Les hypotheses suivantes :
(H1) Pour tout M,supy; g <a(|F: (2, L, 8)| + |Fs(2,t,5)]) € L=(Q),
(A.) Le champs dans ce cas a(.) = 1 donc il satisfait les conditions (Al),..,(A4).

(H2) La croissance exponentielle sur €2; i.e., pour tout § > 0

lim |Fi(z,t, s)| + |Fy(z, T, )|
I(£,5)]—00 eS ([N +|s|V) L/ (N-1)

=0 Uniformément dans €2,

avec F'(.,0,0) € L*(Q).
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nous assurent, que les hypotheses du théoreme (3.4) (H1), (H2), (3.3)), (3.4) sont
satisfaites pour A < A;. Alors le probleme (3.9) posséde au moins trois solutions

faibles non triviales. O]

Proposition 3.12. Pour toute constante X\ < Ay, le probleme aux valeurs propres

suwvant :
—div (a(|Vu|V)|[Vu[N"2Vu) = AF, (2, u,v) + pGu(z,u,v)  dans Q
—div (a(]Vv[N)]Vv|N*2Vv) = \Fy(z,u,v) + pGy(z,u,v) dans (3.10)
u=v=0 on 0,
1y ot [ |61 (ful"+ o M) VT
d<5|u| [0+ (1 = x(u, v)) exp (W))
Fu(z,u,v) =

du

avec x € CY(R?,[0,1]),x = 1 sur une boule B(0,r) C R* avec r > 0, et x = 0 sur
RA\B(0,7 + 1).

avec le champ a(.) satisfait les conditions (A1)-(A4) et la fonction x € CH(R?[0,1]), x =
1 sur une boule B(0,r) C R? avec r > 0, et x = 0 sur R®\B(0,r + 1). De plus
Gu(z,u,v) = |ul’ et Gy(x,u,v) = |v|P. Alors Le probléme posséde au moins

trois solutions faibles non triviales.

Démonstration. La preuve du proposition est une application du théoréme (3.4) en
remarquons que les hypotheses (H1),(H2), (A1),(A2)(A3) et (A4) sont satisfaites.
Alors le probleme (3.10]) possede au moins trois solutions faibles non triviales.  [J

Proposition 3.13. Pour toute constante X < Ay, le probleme aux valeurs propres

sutvant
—Anu — Apu = AFy(z,u,v) + pGy(z,u,v) dans
—ANv — Apv = AFy (2, u,v) + pGy(z,u,v)  dans (3.11)
u=v=0 ond,
1
1), |a+1 1 (lul*+[o[ V) N-T
Foleu,v) = aA(plul ol + (= x( o)) exe (FEERT))
u Y ) du
et )
1y, ja+1],,[B+1 _ (V4o V) N-T
By u,0) — A3l ol 4+ (1 xw o)) exp (ETHHRTT))

dv

avec x € CH(R?,[0,1]),x = 1 sur une boule B(0,r) C R? avec r > 0, et x = 0 sur
R*\B(0,7 + 1). De plus Gy(z,u,v) = |ulP et G,(z,u,v) = |v|P.

Le probleme (3.10) posséde au moins trois solutions faibles non triviales.
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Démonstration. La preuve est une application du théoréme (3.4, avec le champ

a(u) =1+ W'
ceci donnera le fait que 'opérateur
—ANU — Apu

n’est que l'opérateur
—div (a(|Vu|™")|[Vu| N 2 Vu)
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Chapitre 4

Etude d’un probleme faisant
intervenir ’opérateur généralisé

de Laplace

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous somme intéressés a étudier l'existence de multiples solu-
tions faibles non triviales du probleme elliptique non linéaire suivant :

(4.1)

u(z) =0

{ div(a(z)|VuP@ =2 Vu) + b()|ufP™ 2w = X f(z,u) + pg(z,u) in RY

11m
Jall—+o0
et nous généralisons ce résultat a un systeme d’équations suivant :
—div (a(x)Vu|p(x)*2Vu) + b(a) |uP@) 20 = Ay (z,u,v) + pgy (@, u,v)  in RN
—div (a ()| V0| " 72V0) + 8 (2) [u|?® 2w = \fy (2, u,0) + pgy(z,u,v)  in RY (4.2)

lim w(zr)=0, lim wv(z)=0
lzl|—+o0 [|z||—+o0

Concernant le probleme (4.1)), nous supposons que La dimension N > 3, la fonction
p: RY — R est une fonction Lipschitzienne continue avec :

2<p” <plx) <p" <N,

Les constantes A et u sont des parametres positifs, et a(z) est une fonction mesurable

telle que a(z) € L=(RY) avec inf a(x) > 0. Les deux fonctions f(z,t) et g(z,t)
zeR

vérifient certaines conditions de croissance pour la variable ¢, plus précisément, nous

supposons que f satisfait la condition suivante :

\f(z, )| < m(2)|t] Vo eRY et VteR, (4.3)
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Avec m(z) est une fonction positive telle que :

* *
p_ p_

m e L7 (RY) n L7 7070 (RY),
ol
ph<~y+1<v<pt,
Np~

N —pt
La fonction g = ¢g(., ), doit d’étre mesurable pour tout ¢ in R, la fonction g = g(z, .),

ou p* est le Sobolev exposant, i.e., p* =

doit étre continue pour presque tout z in RY : telle que g(x,0) = 0, et il existe une

fonction positive h(z) € L>®(RY), satisfaisant

oz, )1

p*

sup

< 400 4.4
e (44)

Concernant la fonction b(x) doit satisfaire la condition suivante :
be L2 (RY) et b(x) > by >0 Vo € RY (4.5)

Pour notre probleme, le cadre fonctionnel naturel est I'espace £ donné comme la

complétude de C§°(RY) avec respect a la norme

1
ull = [|ullp) o) = ( /R a(z)|Vul™) + / b(x)|u|p<m>dx)”(”>

D’apres la proposition ([1.13)) du chapitre 2 , E est un espace de Banach, réflexif,
puisque 1 < p~ < p™ < 0o et 'ensemble des fonctions continues C5°(RY) est dense
dans Whp@):b@) (RN,

La condition (4.5) sur la fonction b(z) affirme que E C Wy™™ (RM).

4.2 Etude d’une équation faisant intervenir
I’opérateur généralisé de Laplace

Le cas ou la fonction exposant est constante i.e. (2 < p(z) = p < N) le probléeme
tel que sans le terme b(z)|u|P™®~2u, a été étudié par S. Manouni dans [70] 2011
en adoptant le principe de "Ricceri”. Nous mentionnons que M.Boureanu Mar 2006
a étudié l'existence de solution faible d’un probléeme comme (4.1) Sous les hypotheses
|f(z,u)| < er|ulP” + colul® Yu € R, Vo € R™ avec s € [p* — 1,p~*] en adoptant le
célebre théoréme” the mountain pass theorem du chaitre 1 ( [1]) 7. Dans cette

section, nous montrons l'existence des solutions faibles du probleme (4.1)). Le plan
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est le suivant : Nous énoncons notre principale résultat, puis nous spécifions le cadre
fonctionnel et la méthode variationnelle. Nous donnerons des lemmes de compacité

qui seront des lemmes clés dans la preuve de notre résultat qui est le suivant.

Théoréme 4.1. Nous supposons (4.3)) et qu’il existe une constante T et une fonction

positive o(x) telle que :; 1 <7 <p~ et a(z) € L(%)/(R") satisfaisant :

F
lim sup (a:—,u)T <M < 400 uniformément x € R" (4.6)
ful—++o0 (@) ]ul
et
sup {/ F(x,u)dm} >0
uel RN
ot F(a,t) = [ f(
si on pose

w =

)| VaulP@ p(z
+1f{fRNa )|Vl +IRN @)l x:uEE,/ F(x,u)dm>0}
P Jzn F(z,u) d n

Alors pour chaque interval [a,b] C |w,+oo, il existe r1 > 0 avec la propreté suivante :
Pour chaque A\ € [a,b], et chaque fonction g : R™ x R — R mesurable sur ), continue
dans R satisfaisant (4.4), il existe 6 > 0 telle que pour chaque p € [0,6], le probleme (4.1)

posséde au moins trois solutions faibles dans E dont les normes sont inférieures a r.

4.3 Cadre variationnel

Définition 4.2. On définit une solution faible de probléme (5.1) toute fonction
u € E vérifiant :

/ a(z)|VulP®) 2V vy —i—/ b(z)|ulP®) 2y :/ ()\f(x,u) —l—ug(x,u))v dx, Vve E

Remarque 4.3. Pour montrer ce résultat nous avons besoin de définir les fonction-
nelles suivantes ®, J, U : E — R. Ces fonctionnelles sont choisies de telle facon que
leurs dérivées au sens faible vérifient ®'(u) = N\J'(u) + pV'(u). Puis nous montrons
que ces fonctions vont satisfaire les conditions de théoreme de Ricceri .

() = /R ) ]%OVUV’@) ()| ®)

et

et



avec
F(x,u):/ flz, t)dt, et G(x,u):/ gz, t)dt
0 0

Proposition 4.4. Sous les hypothéses du théoréeme (4.1)), la fonction ®(u) satisfait

les inégalités suivantes :

P~ pt
Tl o gy < B0 g > 1 (4.7)
pt P
pt p~
" < ®(u) < Jl pour |ul| <1 (4.8)
pt P

Démonstration. La preuve est une application de proposition ((1.15)chap 1. En effet

soit ||u|| la norme de u dans F, nous remarquons que l'inégalité suivante :

p(z) p(x)
) g < 11 o)
p* P~
nous assure Les inégalités suivantes :
uallP= < Nl P < JlalP* si Jfull > 1
[l < JJul P < P~ si flul] < 1
O

4.4 Compacité des fonctionnelles associées au

principe de Ricceri

Lemme 4.5. Sous les hypothéses du théoréme (4.1)), pour tout u,v € E la fonction
O(u) € Wg est coéreive, faiblement semi-continue inférieurement, bornée sur tout

borné de E, différentiable avec

P (u)v = / a(z) | VuP™ 2 VuVo +/ b(z) [ulP® 2w da
n R7

Démonstration. Pour que la fonction ®(u) soit dans la classe Wg il faut que :
® : X — R possede la propriété suivante : si {u,} est une suite dans F qui converge
faiblement vers u € E et liminf,, . ®(u,) < ®(u), alors {u,} possede une sous-
suite qui converge fortement vers u. Le fait que la fonction ®(u) satisfait et
(4.8) nous assure le fait que la fonction ®(u) est bien dans la classe We.

Grasse au convexité uniforme et l'inégalité algébrique de la fonction [(z) = |z|P®),2 <
p~, v € R" nous déduisons que ® est un opérateur uniformément monotone dans
E, de plus le résultat classique (Théoréme 26. A(1.27) chap 1) [18] sur les opérateurs

. 7’ / \ . .
uniformément convexes assure que ¢ possede une inverse continue sur (£)*. O
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Lemme 4.6. Sous les hypothéses du théoréme (4.1)), la fonctionnelle J est bien

définie et continue Gateaur différentiable avec

J (u)v = f(z,u)vde

Rn

et la fonctionnelle J'(.) est compacte de E vers (E)*.

5 07, a 'inégalité (4. A :
Démonstration. Nous remarquons que grasse a ’inégalité (4.3)) nous avons

1
Fz,u)| < ——m(z)|u| 4.10
|F'( )|_7+1()|| (4.10)
de cette inégalité nous pouvons affirmer que pour tout (z,u) € R" x R, la fonction
F(x,u) est CY(R™ x R),.
Montrons que 'opérateur J'(.) est compact :
Soit {ux} une suite dans E qui converge faiblement vers u, le but est de montrer

que J'(uy) converge fortement dans (F)*. Autrement dit nous devons montrer :
J (u)v = J'(u)v pourtout v € E

D’une part, de I’ inégalité de Holder et I'inégalité de Sobolev, nous obtenons pour
tout 0 < R < +00,

[IRCRIE ( [ dx) LGl el
|z|>R |z|>R

_ pr p* v p*
pour tout u,v € £, et p; = 1D € |:p*_717 ﬁ(m)] .
du fait que la fonction m € LP*(R™), nous avons lim |m|P* dx = 0.

R—+o00 |MZR
Cela implique avec le fait que {uy} est une suite bornée, pour tout ¢, il existe R. > 0

telle que
/ flryug)vdr <e et / flz,u)vde <e (4.11)
|z|>Re |z|>Re

pour tout k.
D’autre part, 'application de I'inégalité de Young, et le fait que y+1 < v donnent :

v

fri(e,t) < om(z)vito
- p’i—(7+1)m<$)ﬁ<ﬁ>+v+1 w P

tuflw+1
*
p—

pr

Y

pour tout t € R et presque pour tout x € B. = {z € R"; |z| < R.}.
nous remarquons que :
ywooopt
v—1~v+1

<pl,
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v L,
Puisque l'opérateur de Nemytskii NV e associée a v est continue de LTait (B.)

vers L'(B.), nous concluions que :

/| f(x,uk)ﬁ dr — f(x,u)ﬁ dz,
z|<Re

|z|<Re

ceci implique que f(x,u) converge vers f(z,u) dans LTL(BE). Puisque LP~(B.) C

L¥(B.), nous avons f(x,u)v converge vers f(x,u)v dans L*(B.), i.e.

L<RE (f(x,uk) — f(:v,u))vdx — 0, (4.12)

Pour tout v € L”(B.).
Finalement, les inégalités (4.11]) et (4.12)), nous donnent

f(z,up)vde — f(z,u)vde.

Rn R™

ceci complete la preuve de Lemme et par conséquent J est opérateur compact. [

Lemme 4.7. Sous les hypothéses du théoréme (4.1)), la fonction ¥ (u) =[5, G(x,u) dx

est bien définie et Gateaux différentiable sur E, avec une dérivée compacte.

Démonstration. La fonction G : R” x R — R est mesurable dans R” et C! dans R
telle que g satisfait (4.4)),

l9(z. )1

sup S < 400

(@,)ern xr+ h(x)[t

nous donne;

p*

lg(z,t)] < h(z)[t

nous intégrons;

pr+1

1
G(z,u)| <
Gl € ——

h(x)|u

donc du fait que g(z,t) satisfait 'hypothese (4.4]), nous pouvons affirmer que la

fonction,
\I//(u)v:/ g(x,u)vdx

est bien définie et Gateaux différentiable sur W, avec une dérivée compacte.
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4.5 Preuve du théoreme 4.1

Remarque 4.8. Pour pouvoir implémenter le principe de Ricceri, il nous reste a

prouver les propositions suivantes.

Proposition 4.9. Sous les hypotheses du théoréme (4.1)), pour tout u € E telle que

llu|| < e pour tout e > 0 nous avons l'inégalité suivante :

J(u) pt
< 2 ott PE. 4.13
o) <5770 mllene (4.13)

Démonstration. Avec 'aide de Holder inégalité et inégalité de Sobolev, en utilisant

(4.10]), nous avons

donc de (4.8)) on obtient :

pt
®(u) = [JullP”
cecl nous donne :
Jw) _ p* 1 [Ju !
5 < 541 Il e <<

pour tout u € E. Puisque < p* < v+ 1 nous aurons pour toute € > 0 assez petite

: J(u) pt
lim < =P Y ml| e e. 4.14
WP By <5110 Imlme (4.14)

]

Proposition 4.10. Sous les hypothéses du théoréme (4.1), pour tout u € E tel que

llul| > A, A une constante assez grande, il existe € telle que :

J(u)
®(u)

L= v+1 S

P

+A’Y+177
<p'Cy (MHOéII v m] e >€ (4.15)

Démonstration. En utilisant L’inégalité de Holder et I'inégalité de Young et 'inégalité
de Sobolev, on obtient pour tout u € E\{0} pour [ju|| > 1 :

J(u) = /n F(z,u)dr = /Rn(|u|>A) F(z,u)dx +/ F(z,u)dx

R (Ju[<A)
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de plus
Jr
Lo P
(u) = flullp

nous aurons donc avec I’hypothese du théoreme (4.1)) et 'inégalité (4.7))

mbox, pourtour ||ul| > A > 1,

J<u> < p+ fR"(|u|>A) F(l‘7 u) dl‘ p+ fRn(|u|§A) F($, u) dl'

®(u) — [Jul|P~ [[uel|P~
PM Jon sy @@)ul"dz pr o oy ca m(@)|ul " dz
- [l [~ T+1 [l [~
pMCy HaHﬂiy [l pt AT fR"(|u|§A) m(z)|u|"dx
- [Jul [~ T+1 [l P~
On utilise le fait que m € L*~" (R™) puisque pf*; € [pf_)*:l, o féﬂ)], on obtient
J(u < p+M01THO‘”L<§), ptAITOT HmHLpf%r ]|
O(u) — [l |77 T+1 [l [P~
Ml e pernney ™
B [l [~ =7 v+1 T
Finalement puisque 7 < p~ nous aurons ”u”pl:T < € pour un A assez grande,
ceci va nous donner :
J(u) pr AT
—L<ptCT | M * —_— * 4.16
< ( ol o, + bl e e )
pour |ju|| > A, alors on obtient :
) J(u +A'Y+1—T
imsup 2 < prer (Mol o+ g Lo )e @)
Jull o0 ® (1) =+l L

Remarque 4.11. Finalement, pour arbitraire € et l'inégalité (4.14) et (5.15), on

obtient
max {Iim sup J () , lim sup M} <0

lul oo P(U) " s P(u)

Toutes les conditions de Théoreme de ”Ricceri” sont satisfaites (avec zo = 0).
En effet Les conditions (Ricl), (Ric2), (Ric3)et (Ric4) sont assurées par le lemme
([@.7). La condition (Ric5) est assurée par le lemme (4.6)), la condition (Ric8) assurée
par le lemme . Les inégalités (Ric7) sont assurées par la remarque . La
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condition (Ric6) est facile a vérifier en effet : la fonctionnelle ®(u) possede un stricte

minimum local uy avec ®(ug) = J(ug) =0, ug =0.

nous pouvons maintenant affirmer que le probleme (4.1]) possede au moins trois
solutions faibles, ces solutions faibles qui ne sont que les points critiques de la fonc-
tion & — A\J — pW.

4.6 Exemple d’une équation généralisée

Nous allons considérer une constante 7 telle que :

+1
—72 <7T<p,

et € assez petite

1
0 < & < min(l, T—%)

et pour la fonction F'(z,t) fo (x,t)dt, nous pouvons choisir

F(z,u) = m(z)|u]" " ln|u| st u#0, F(z,0)=0
T—¢

Proposition 4.12. Pour une fonction exposant p(x) qui Lipschitzienne et 2 <
p~ < p(x) < pt < N. Il existe une constante positive w telle que pour tout intervalle
compact [a,b] Clw,+oo], il existe r > 0 avec la propriété suivante, pour tout A €
la,b], il existe o > 0 telle que pour tout p € [0, 0], le probléme (Py,,) :

— div(a(z)|VuP® Vu) + b()|ufP@u = X f(z,u) + pglz,u) in R

(4.18)
ue W (RY),
posseéde au moins trois solutions faibles dans W (RN) dont les normes sont
inférieures a la constante r.
Démonstration. La condition (4.3) est satisfaite puisque In yoTHte

et ce n’est pas difficile de voir que toutes les hypotheses de Théoreme (4.1) sont

satisfaites O]

Remarque 4.13. Nous pouvons considérer a titre d’exemple de fonction exposant

p(x) = cos(|z|) + 3,001 avec la dimension N =5 Noua aurons :

p(z) = 3.001 + cos(|z]);p~ = 2,001;p™ = 4,001; p* > 10,
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la fonction p(x) satisfait les conditions de théoréme 5.1 pour vy et v telles que :

4,00l <~v+1<rv<10<pt

et
3,001 v 3,001
m € [ 2,001 (R5) N Lﬁ(4,00177+1)(R5>_

4.7 Etude d’un systeme faisant intervenir
I’opérateur non linéaire généralisé de
p-Laplacien.

Dans cette section nous considérons le systéme a deux -équations non-linéaire

qui fait intervenir (p(x), q(x))-Laplacien suivant :

—div (a(:c)Vu|p(x)*2Vu) + b(a) [uP@) 20 = Ay (z,u,v) + pgu (@, u,v)  dans RN
—div (a’(x)|Vv|q(m)72Vv) + 0 ()| u|1D 20 = My (@, u,0) + pgy(x,u,v)  dans RN (4.19)
ue Wy (RN), v e Wy ®RY),
o
2<p <px)<p" <N,
2<q <qlx)<qt <N
et A,y > 0 sont des paramétres, f(x,t,t') et g(x,t,t") sont deux fonctions ayant une

critique croissance ent,t'. Les fonctions a(x),d’(x),b(x),V (x) sont mesurables telles
que a,a’ € L=(RN) et b, b’ € L (RY) avec

loc
inf a'(x), inf a(x) >0, inf O'(z), inf b(x) > by > 0. Plus précisément, nous
eRN z€RN z€RN z€RN
supposons que [ satisfait les conditions suivantes :
|f(x, 6, )] <m(x)(|e] + |[¢']") Ve eR" et VieR, (4.20)

ot m(x) est une fonction positive telle que
m e L1 (R") N L7 1 —am) (RY),

avec
sT<y+l<v<st

ot

st =maz(p*,q¢*), sT=min(p~,q), & =min(p*,q*)
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avec B B
- n — p+7 - n — q+ ’

lg(z,, ¢, 1)]

pr + |t/

sup

< to0, 421
(ot R x (R—{0})2 h(z) (|t (4-21)

p*_)

pour une fonction h(x) telle que :
h € L*(R") et g(x,0,0) = 0.

Nous cherchons a montrer l'existence des solutions faibles de (4.2) dans l’espace

produit WyP(RY) x W™ (RN menu de la norme Cartésien :

1€, 0} = Nl vy + 0llygnae gy

Nous notons :

E=Wy"(RY) E' =W, (RY)
et pour U = (u,v) € EX E :
f(x7 U) = fu(x7 u? U) + fv(x7 u? U)?
9(x,U) = gu(,u,v) + gu(z, u,v),
et

F(:E,u,v):Fu(x,u,v)—i—Fv(x,u,v):/ fu(ZL‘,S,U)dS+/ fU(JZ,U,S)dS
0 0

Notre résultat principal concernant le systéme de deux équations (5.2) est sui-
vant :
Théoreme 4.14. Supposons (4.20) et que pour 1 < 7 < s~ et une fonction positive
ax) € L(ST_)/(R") telles que

F(z,U
lim sup Fz.U) <M < 400 uniformément x € R", (4.22)
U] —+00 ()| U7
et
sup {/ F(:U,U)da:} >0
UeExE' RN
St on pose
1 [ ®a(u) + Po(v)
W= inf { o F@U)ds (u,v) e W (4.23)
ot

W:{UGEXE’,/nF(x,U)dx>O}
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Bi(u) = [ ()| TuP) + b ul ) d

Dy (v) = /n(a’(x)]Vv]q(x) + 0/ () |o]1))dx

Alors pour chaque interval compact [a,b] C |w,400|, il existe r1 > 0 avec la propreté :
Pour chaque X € [a,b], et chaque fonction g : Q2 x R — R qui est mesurable in ) et
continue dans R satisfaisant , il existe § > 0 telle que pour chaque p € [0, 9],
[’équation systeme possede au moins trois solutions faibles, dont les normes

inférieures a rq

Définition 4.15. Nous définissons une solution faible de probléme (5.2) tout couple
de fonctions (u,v) € E x E' vérifiant :

/ a(a:)]Vu\p(m)2Vqu+/ b(z)|ulP® 2 uw :/ (Afu(z,u,v)+pgy(z, u,v))vde, Yw € E
n R"l

n

/ a'(x)\Vv[q(x)QVsz—i—/ Y (z)|v] 1@ 2pz :/ (Afo(z,u,v)+pgy(z,u,v))2dz, V2 € B
n Rn

n

Remarque 4.16. Pour prouver notre théoréeme nous avons besoin de définir les
fonctionnelles suivantes :
o, J V. ExFE —R

_ vl ® b @) 4 (19019 4y () 109 ) da
B(U) = [ (S (TuP b)) + (ol £ 1)l )a
et
J(U):/ F(z,U)dz
et

U(U) = /n G(z,U)dz

Lemme 4.17. Sous le hypothéses du théoréme (4.14), pour tout U € E x E' la fonc-
tionnelle ® € Wgy g est coércive, faiblement semi-continue inférieurement, bornée

sur tout borné de E x E', différentiable avec

/

O'(U)(w, 2) = @) (u)(w) + @4(v)(2), Y(w,z) € Ex E,

avec
(IDII(u)(w)/ a(a:)|Vu|p(m)_2Vqu+/ b(z) |u[P@ 2 uw da

n

et

n

@;(v)(z)/ a'(x)|Vv|q<$)_2Vsz+/ V() |u)"® 20z d
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Démonstration. Nous avons :

[l + HUHE'>S_ _ luip

lulliy + ol > 2(H25 o

- - + +
a5 4 |47 > Nl + ol = Gllelly +o lulls)

avec ; = 1si||t]| < 1

. o U
ul 57+ [Jo] &7 > T

Z oot T 2 VU avec |U]] > 1

cel nous donne ;

Ul

oU) > Cﬁ —2, VU avec ||U|| > 1

ce nous donne la coercivité de .

La fonctionnelle ® est convexe, parce que la fonction A : [0, co[— R; h(t) = t* avec
s > 2 est convexe.

La proposition du chapitre 1, nous affirme que ® est bornée sur tous borné
de E'. Le fait que :

/

(@ (V). U = [lullz” + o]
@ @).0) > 1 9w 1 avee U] > 1
’ — 9s7-1
Ceci nous affirme que @ est coéreive.

Montrons que ® est uniformément monotone. De L’inégalité algébrique

(la]'a —[b]"*b)(a = b) > 27"|a — b|' Ya,b € RY

qui est vraie V¢ > 2. Nous déduisons ®  est uniformément monotone. Enfin nous
déduisons de la proposition du chapitre 1, que ® possede une fonction in-
verse continue dans X*. ® est faiblement semi continue inférieurement C* fonction,
appartement a W, g du fait que ®(U) n’est que la somme de ®(u) + Po(v).

m

Lemme 4.18. Sous le hypothéses du théoreme 5.1/, la fonctionnele J est bien

définie et continue Gateauz différentiable avec

J(U)(w, z) = fulz, u,v)wdx + folz,u,v)zde
Rn Rn
avec

Ji(u) = /n Fu(z,u,v)dz et Jo(u) = /n Fy(z,u,v)dx

De plus, la fonctionnelle J'(.) est compacte de E x E' vers (E x E')*.
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Démonstration. La fonctionnelle J(U) n’est que la somme de J;(u) + Jo(v) donc J
va avoir les mémes propriétés topologiques que J; et Jy i.e J'(.) est compacte de
E x E' vers (E x E')*. m

Lemme 4.19. Sous le hypothéses du théoreme 4.14, la fonctionnelle U(U) = f]R" G(z,U)dx

avec G(z,U) = [ gu(x, t,0)dt+ [ go(x, u, s)ds est bien définie et Gateaux différentiable

sur (E x E'), avec une dérivée compacte.

Démonstmtz’on La fonctionnelle ¥ n’est que la somme VU(U) = Wy (u) + Vo(v) avec
= Jon Gulz,u,v) dx et Wy(u) = [, Gy(z,u,v) dx. Alors U(U) est bien définie

et Gateaux différentiable sur E X E’ , avec une dérivée compacte.

Proposition 4.20. Sous le hypothéses du théoréme 4.14, Les fonctions ®(U) et

J(U) vérifient l'inégalité suivante ;

. JWU) .. J(U)
max | limsu Jdimsup ——= » <0
B {U%g O(U) v’ 2(U)

Démonstration. Nous remarquons que ¢ satisfait :

”UH%@) HUHE/ ”u”%(m) HU”q(/w)
- <o)< +
p* q* ) p- q-

alors pour |lu|lg <1 et ||[v||pr <1 nous aurons :

pT q* p- q-
[|ulls ;HUH <o) < [Jull ;HUH /

donc pour des tres petites valeurs de ||u||g, et, ||v||z nous aurons :

)

< o) < ;e + el

st s~

Cl(

Ullgxe)® Ullpxe)®
o Wl _ g o (Ul @.24)
s s~
aussi pour des grandes valeurs ||ul|g, et, ||v||z nous aurons a distinguer deux cas :

Le premier cas Si ||u|lg > 1, et, |[v||zr > 1.

(lulle +ﬂv\|E')s < d(U) < (lulle + [[v]le)*
s s
Ceci nous donne;
ST st
o Wlexe)” _ g < ¢, Wlexe) (4.25)



Le deuxieme cas Si ||ul|p < 1, ou, ||v||g > 1;

Ullpxr)® Ullpxp)®
s s
Ces inégalités (4.24 - vont jouer un role (similaire & celui ) et . dans
section 2.) dans la preuve de proposition. O]

Toutes les conditions de Théoreme de ”Ricceri” sont satisfaites (avec Uy = (0, 0)).
En effet Les conditions (Ricl), (Ric2), (Ric3) et (Ric4) sont assurées par le lemme
([4.17). La condition (Ric5) est assurée par le lemme (4.18), la condition (Ric8)
assurée par le lemme . Les inégalités (Ric7) sont assurées par la proposition
(4.20). La condition (Ric6) est facile & vérifier en effet : la fonctionnelle ®(U) possede
un stricte minimum local Uy avec ®(Uy) = J(Up) =0, Uy = (0,0).

4.8 Exemples

Nous allons considérer une constante 7 telle que :

1
i <T <S8
2
et € pour assez petite
+1
0 < & < min(l, T—%)

et pour la fonction F(x,t,s) fo (x,t,s)dt + fo (x,t,s)ds, on peut choisir
1

T—€ 1 T—¢E
P(@,u,0) = ——m(z) ul = Infu] + ——m(z)|o]" o

avec F(x,0,0) = 0.

Proposition 4.21. Pour une fonction exposant p(x), q(x) qui Lipschitzienne et 2 <
p- < plx) <pt <N, 2<q <q(x) <q" < N. Il existe une constante positive
w telle que pour tout intervalle compact [a,b] Clw,+oo[, il existe r > 0 avec la
propriété suivante, pour tout \ € [a,b], il existe o > 0 telle que pour tout p € [0, 0],
le probleme systéme (py,.)

—div (a(ac)Vu\p(”C)Vu) + b(2)[ulP @y = Mz, u,0) + pg(z, u, v)
—div (a’(x)\VU\q(x)Vv) + 0 () |u] " @ = Afy (2, u,0) + pgo(z, u, v)(4.26)
ue Wy (RN), v e Wy (RY)

posséde au moins trois solutions faibles dans Wol’p(w) (RY) x Wol’p(z) (RY) dont les

normes sont inférieures a la constante r.
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Démonstration. La condition (4.3)) est satisfaite puisque In |u|+ i < JurmTrE et
ce n’est pas difficile de voir que tout les hypotheses de Théoreme 4.1 sont satisfaites
O

Remarque 4.22. Nous pouvons considérer a titre d’exemple de fonction exposant

p(x) = cos(|z|) + 3,001 avec la dimension N =5 Noua aurons

p(z) = 3.001 + cos(|z|);p~ = 2,001; pt = 4,001;p* > 10,
g(x) = 3.001 + sin(|z[); ¢~ = 2,001;¢" = 4,001; ¢~ > 10,

les fonctions p(x), q(x) vérifient les conditions de théoréme 5.2.

Pour v et v tel que

4,0l <y+1<v<10<s*

t
‘ 3,001 v 3,001
m € [,2.001 (]R5> N Lﬁ(4,0017«,+1)(R5)
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Chapitre 5

Etude d’un probleme faisant
intervenir ’opérateur de Laplace

anisotropique

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier les problemes non linéaires avec la condition

de Dirichlet au bord suivant :

N
- axl i 78961' :)\f( 5 )+ ( 3 )a €l
; (a (x u)> x,u) + pg(x,uw), pour x (5.1)

u(x) =0 sur 0N

et

M-

Or, (ai(x, &Elu)) = AMu(z,u,v) + pgy(z,u,v), forzeQ

1

(2

(5.2)

‘MZ

O, (bi(x, 8mzu)) = Mo(x,u,v) + pg,(x,u,v), for x €

7

=1

u(z) =0,v(z) =0 on 01,

{
ot 2 C RY (N > 3) est un domaine borné avec une frontiere assez réguliere, les
fonctions f, g € C'(22 x R, R) sont deux fonctions données satisfaisant certaines pro-
priétés, les fonctions a;(z, s) sont continues vérifiant certaines conditions qui seront
spécifiées dans la Section 2.

Les fonctions p;(x) doivent satisfaire la condition 2 < p;(x) < N pour tout z € 2 et
chaque i € {1,2,..., N}.

Les constantes A,  sont des parametres positifs. Dans ce chapitre notre opérateur
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différentiel a pour cadre fonctionnel le sous espace noté I/VO1 P (I)(Q) de l'espace ani-

sotrope de Sobolev.

5.2 Etude d’une équation Anisotropique de

Laplace

Le probleme considéré dans cette section est une extension des problemes ” dans
I’espace classique de Sobolev”de chapitre 5, cette extension sera vers des problemes
anisotrope. L’intérét de transposer ’étude vers les problemes avec des exposants va-
riables est Liée a une grande partie aux applications faisant intervenir des matériaux
non-homogenes. Il a été établi que pour un traitement approprié de ces matériaux
non-homogenes, les espaces classiques de Sobolev sont plus valables, ceci va pous-
ser les chercheurs a permettre a I’exposant de varier selon chaque direction. Nous
pouvons citer les Fluides électro rhéologiques ou les fluides thermo-rhéologiques qui
jouent un role tres important dans les embrayages hydrauliques, freins, amortisseurs,
Robotique, technologie spatiale, écrans tactiles, etc. (Voir par exemple [75], [82], [7]
et [65]).

Dernierement, une nouvelle théorie a été développe en raison de la préoccupation
pour certaines matériaux non homogenes qui se comportent différemment sur plu-
sieurs directions d’espace, et comme conséquence, les espaces anisotropes a exposants

variables ont été introduits, voir [81], [30] et [48].

Il n’est pas étonnant que, lors du passage d'un exposant variable a un expo-
sant variable Anisotrope, de nouvelles difficultés surviennent. Pour surmonter ces
difficultés, nous combinons les techniques classiques avec Les techniques récentes
associées aux traitement des problemes anisotropes avec des exposants variables.
Néanmoins, le probleme traité ici est plus compliqué. C’est parce que, d’une part,
nous travaillons ’espace de Sobolev anisotrope avec exposant variable des fonctions
qui sont nulles Sur la frontiere T/VO1 i (m)(Q), au lieu de I’espace Sobolev non anisotrope
Avec un exposant variable des fonctions qui sont nulles sur la frontiere VVO1 P (gc)(Q).

Et d'une autre part, Nous utilisons des opérateurs plus générales que 'opérateur

N
Laplacien anisotrope standard Ay (u) = — Z 8mi(|8xiu|p"($)8xiu).
i=1
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Remarque 5.1. Nous mentionnons que les suppositions qui vont étre imposer aux

fonctions a; nous permit de prendre

pi(z)=2¢4 pour touti € {1,..., N},

ai(x,s) - |S

N
en particulier notre opérateur Z@miai (x,0,,u) devient le p(-)-Laplacien qui a été
i=1

étudié dans [49].
N
ey () = 3 O, (102,

i=1

20, 0.

Nous considérons le probleme de Dirichlet suivant :

N
— Zaﬁfi (ai(x, @Eu)) = M\f(x,u) + pg(z,u), pour x € Q
i=1

(5.3)
u(x) =0 sur 09

O € est un domaine borné de RY avec une frontiere assez réguliere 92, concernant

la fonction vectorielle p(x) avec p; = sup p;(z) et p; = insf2 pi(z), nous introduisons
zeQ ze

les notations suivantes p, p_,
ﬁ+ = (pzrv ap]—"\_])a ﬁ, = (pl_a 7p]_v)a
et pi .pf .p” € RN avec

pi = maw{pi .-,pfv} pt = maw{pl‘, -.,p]‘v} p- = min{pf, .-,p&}

nous supposons que :

nous définissons les constantes suivantes p* et p_ o par :

N k
p_ = ﬁv 1 P—00 = ma${pf,p_}
>t

i—1 Pi

Concernant les fonctions a;(z, s), f(z,t), g(x,t), nous définissons ,
Ai(z,s) = / a;(xz,t)dt, F(z,s)= / flz,t)dt, G(z,s)= / g(x,t)dt.
0 0 0
Ces fonctions doivent satisfaire les hypotheses suivantes pour tout i € {1, .., N } :
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(A1) Il existe une constante positive ¢;, ¢, telle que la fonction a; hemi-continue
satisfait,

pil@)—-1 < la;(x, s)| < ¢ (di(gc) + s pi(w)—l)

dils

pour tout z € et tout s € R, ot d; € LP'O)(Q) avec — +

(A3) La condition de monotonie :
[ai(z, s) — ai(z, )] (s — t) > [spi(””)_% - tpi(r)_2t] (s —1)

est vraie pour tout x € ) et tout s,t € R avec s # t.
(A3) Ai(z,0) =0 pour tout x € €, et A;(z,.) est continue convexe.
(FG) les fonctions f,g € C(Q x R, R) telles que :

[f (@, ), g(z, 1) < Ot V(x,t) € A x R

avec C' est une constante positive, p : @ — (1,00) une fonction continue telle
que :
L<p™ <p*<pg

Définition 5.2. On définit la solution faible de probleme (5.1)) comme une fonction
u € Wol’ﬁ(x)(Q) qui satisfait :

N
/Zai(x,ﬁxiu)&%vdw:)\/f(x,u)vdx +/,ug(x,u)vdm,:0,
Qi1 Q Q

pour tout v € Wy ().
D’apres la proposition (L.21)) du chapitre 1, I'espace (W170(Q), || - s ()) est

un espace de Banach, réflexif. Nous définissons :

Z]'\il fQ A(z,u)dx 1,p(z)
= : : Q
fQ F(x,t)dz w € W (8), /Q

Notre résultat concernant I’équation anisotrope (5.1) est le suivant :

szf{ F(x,t)da:>0}

Théoréme 5.3. Nous supposons que 2 < p— < pl < N et (A1), (A2), (A3), (A4) et
(FG). De plus nous supposons que :
max { lim sup Mocn 5,7 P, ) li SPseq "1, Y Fa.?) }

50 It|P t—s00 It|P-

sup / F(x,t)dx > 0.
wew P@ (q) /2

Alors pour chaque interval compact [a,b] C|6,4o00|, il existe r > 0 avec la pro-
priété suivant : pour chaque \ € [a,b] et pour toute fonction G satisfaisant (FG) il
existe o > 0 telle que pour chaque p € [0,0], le probléme (5.1) posséde au moins

trois solutions faibles dans Wol’ﬁ(x)(Q) dont les normes sont inférieures a r.
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L’idée est d’appliquer le principe variationnel de " Théoreme de Ricceri” [9], en

prouvant que les fonctionnelles suivantes @, J, U : E' — R définies par :

O (u) :/QZAi(x,ﬁxiu) dx

J(u) = / F(x,u)dz

U(u) = g G(z,u) dx

vérifient les conditions Ricl, Ric2, Ric3, Ric4, Rich, Ric6, Ric7 et Ric8 du

théoreme de principe de Ricceri.

5.2.1 Lemme de compacité

Pour simplifier les notations nous notons : £ = WO1 i (x)(Q).

Lemme 5.4. ®(u) une fonction est bien définie, coércive, bornée sur tout borné €

de E. ®'(u) : E — E*est bien définie, coércive, hemi-continue, monotone.

Démonstration. Dans un premier temps nous montrons que ® est bien définie sur

E, bornée sur tout borné de E et ® € C'(E,R) avec la dérivée donnée par :

(D' (u),u) = Z/Qai(a:,axiu)amiu dx

Remarque 5.5. L’une des complications qui émerge lorsque nous travaillons dans

les anisotropes, est que la norme ||ul|lg = Zf\il |0, u

| pie) peut tendre vers +oo
sans que toutes ||y, ul| pi=) tendent vers +o00. Autrement dit pour que |ul|g tend
vers +o0o il suffit qu’elle tend vers +o00 dans une direction (i.e) |0,

u|| () —» +00

ig Il [Pio
pour un certain 1 < ig < N.
Pour surmonter cette difficulté nous allons définir pour chaque w € E tel que

> 1, la notation suivante :

5, = { pl st |Opu

Hu”p(})

pil) <1
pi() = 1

p_ si |Opu

Remarque 5.6. L inégalité suivante :

N N _ p_
Z |a upi > N(Zz‘l |8$iupi(~))p _ Haxiu”ﬁ()
— i Plpi(L) = N Np:fl

tient pour tout u € E.
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Remarque 5.7. Pour tout Hquo > 1 nous avons :

>in lfQ |Op ulP P dz > Zz 1 |aa:zupz()
= Zz,5i:p aﬁ?zu pj + Z’L 0i=p_

N
Z Zlil |6xlu|pz() - Z’L(S 7p+ |axzu|

p_
p()

la remarque(5.5)) précédente nous affirme :

fo\i1 |a$iu
N

p_
pi<.>>p_ _ 190, wll
Npi—l

p()>N<

N
2 10:
i=1

+ +
de plus puisque [0;,ul, y > 1 nous aurons }_; 5i=p |0z,ul,; ) = N, en combinant ces

deux faits nous avons :

p_
7

(I1) Z/ |01 v 2N

et N
)
(12) 3 / Ol @z < Jull%, + N
=1

Montrons que ® est bien définie, en effet de ’hypothese (A1) nous avons;

pi(x)fl) :

di | |s|P@tds < / a;(z,s)ds < cl-/ (di(z) + |s
0 0

il s < ai(w,s) < ¢ (di(w) + s

pi(x)’lds) ,
ulPi® < Ai(z,s) < ¢ <dl(ac)u + lu

1 m(w)) 7
N - pi(x)

1 1
¢ ulP@dr < / Ai(z,s)dx < ci/ <di r)u + upi(x)) dr,

N N N 1
/ wlPi® gy < /Al- x,8)dr < cz/ (di r)u + upl(m)> dx,

ceci nous donne :

> f 5t
;C;/szgf)

Zs




pi( ))

Pi@) gz < ®(u) < O ZHd

||aoczu

C/Z/ |8xzu Pi(- pi(. +Z/ |ax1u
d’apres les inégalités (I1) et(I2) et le fait E s’injecte dans LPi() nous avons avec
Iinégalité de Holder (T.8)

Ml : )
(13) "2 = N < @(w) < C(llullyy + N + ulla(.) (5.5)

Donc ® est bien définie.
Dans un deuxiéme temps, nous montrons que la fonction ®(u) est coércive i.e. ®(u)
doit tendre vers 4+oo lorsque ||u||p@ , tend vers oco.
Pour montrer que ®(u) est coéreive, il suffit de la minorer avec une quantité qui va
tendre vers +oo.
En effet I'inégalité (I3) nous assure que ® est coércive, puisque le terme a droite

tend — 400 nous affirme que ® — +o00 (i.e) ¢ est coéreive.

La deuxieme étape est de montrer que @ est coércive.
En effet ’hypothese (A1) nous donne :

N N
:Z/ la;(z, Oy, u) |0y, udz > Z/Ci|8xi(u)|pi(w) da
i=1 /9 — Jo

Alors :

tient pour tout v € E avec |Jul[z) > 1, alors &’ est coércive.
Dans un troisitme temps, nous montrons que ¢’ uniformément monotone.

De I’hypothese (A2) nou avons :

[a;(x, s) — a;(z,1)](s — t) > [sP@ 725 — i@ 2] (5 — 1)

N

(@ (z,u) — D' (z,v)](u — v) Z

1

ulP 720, 1 — |0y, 0[P D720, v](Dy,u — Dy v)

d’apres 'inégalité
P25 — P2 (s —t) > 27 s — t|P
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qui tient pour tout p > 2, nous avons;

N
1
(@ (2, u) — D' (z,v)](u —v) —+Z/ L (u— v) P @ dy
P+
nous posons la fonction «[0, co[— [0, 00| ;
sPi—1
a(s) = —— si s<1
2P+
-1
a(s) = —— si s>1
2P+

avec a(0) = 0 et lim,_, ) = 00 et par conséquence :
[, u) = (2, 0))(u —v) = alllu = vllz)llv— vl

enfin cela nous montre 'uniforme monotonie de ®'(z,w)[ [18], Théoreme 2.28 chap
1].

5.2.2 Preuve du résultat principal théoreme 6.3.

De la proposition 6.1 nous déduisons que ® est coércive, semi faiblement continue
inférieurement du fait ® est convexe, une fonction appartiennent a WWg et bornée sur
tout borné de E. Aussi de la proposition 6.1, le fait que ®’ est coércive, hemi-continue
et uniformément monotone sur £, nous déduisons en utilisant | [18], Théoreme 2.27
chap 1] que la fonction inverse de &’ est continue.

O

Proposition 5.8. Si on suppose toutes les conditions de théoréme 5.1, nous aurons :

J(u) J(u)
max{ limsup —=, limsup —= ¢ <0
{uuu»( 0 B(W) Jul)soc ‘I’(U)}

Démonstration. Pour une € > 0 arbitraire, de la condition ( 5.4 ) nous déduisons

qu’elles existent des constantes positivesry, ry avec 0 < r; < 1 < ry telles que :

F(z,t) <elt|rt, V(z,t) € Qx [—r,m]

F(z,t) <celt|-, V(z,t) € Qx (R —[—ry,19]). (5.6)

Ainsi, nous avons F(z,t) < e|t|P* pour tout (z,t) € Q x (R — ([—ra, —r1] U[r1, 72])).
Le fait que F' est bornée sur tout borné de €2 xR, nous pouvons choisir une constante

C. >0 et s avec pi < s < p_ o, telles que :
F(z,t) < eltPr + Co|t]°, ¥, (x,t) € QX R. (5.7)
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Dans une premiere étape nous montrons que

limsup —= J(u)

=0
Jull 5, —0 D ()

En effet nous avons pour tout u € E dont la norme ||uz.) < 1, on obtient d'une

part :
N
ot D 10ty
Hu”,{_) o N i=1 +
Np+71 - N
N
pi(.)
N
< 3 0nul ) < K®(u)
=1 ‘
N N
pi(.) pi(x)
U RTILED Sy AL
i=1 i=1
N

nous aurons,

Ulp () < 1. (5.8)

De plus le théoreme (([1.21) chapl) d’injection de I'espace E dans LP+ (Q) et dans
L%(Q) avec la relation (5.7) nous assurent 1 existence de deux constantes Cj, Cy

telles que :
= [, Flz,u)de < [ <5|u|pi +CE|u|s>d1’
+
< ellull’: + Cellull:
< ellullz + Cellully
nous aurons donc

+
J(u) < Cillull e + Callull3C: (5.9)

la relation (5.8)) et le fait que pf < s nous donnent :

J(u)

lim sup ——= < K'e.

et comme € est arbitraire nous avons :

lim sup J(u)

msup Fo =0 (5.10)
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Dans une deuxieme étape nous montrons que :

: J(u)
limsup ——=
gy 00 P (1)

Comme ||ul|z() — oo nous pouvons prendre ||ul|z.) > N. les relations (5.6) et (5.5)),

pour u € E avec ||u||z.) > N nous avons :

J(u) < NP (

(u)

=0

fﬂm{\u|§72} F(.I, u)dx + fQﬂ{|u\>r2} F(Iv U)dfﬁ)
lull ) — NP- lull’, — N*-

Alors le théoréme d’injection de E dans I'espace de Lebesgue LP-(€) nous donne :
J(u)

2 < Capt NP1,
o(u) =
avec ('3 est une constante positive . Et comme € est arbitraire on aura :
) J(u
lim sup J(w) =0 (5.11)
Jull o0 D ()

notre proposition se déduit du relations (6.10) et ( 6.11 ) (i.e)

max{ lim sup J(u)7 lim sup M} <0
il y—0 L)l 50y o0 P(W)

Donc « donnée dans le théoreme de Riccei est nulle i.e. (o« = 0). Pour terminer
la preuve de notre théoreme; il faut juste s’assurer que J’ et v’ sont compactes.
La condition (FG) et le fait que E s’injecte d’une manieére compacte dans L*® ()
(D’apres la proposition du chapitre 1) nous donnent que J' et ¢’ sont com-
pactes. Nous mentionnons que les fonctions ¢ possedent un minimum en u = 0 avec
®(0) = J(0) = 0.

O

5.3 Systeme anisotropique

Dans cette section on considere le probleme a deux-équations non linéaire qui
intervient le (p(x), ¢(x))-Laplacien :
(

N
=30 (@il 0e) ) = Al w,0) + pgul, w,v) in ©

i=1

N

_ Z@xi (bi(x, Q,;lu)) = A folz,u,v) + pg,(x,u,v) in Q

=1

(5.12)

uwe Wir® gy e wl
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Avec 2 < p~ < p(x) < p" < N,2 < ¢~ < q(z) < ¢t < N. A\, > 0 sont
des parametres positifs. Les fonctions a;(z, s), b;(z,s) vont satisfaire pour chaque
i€ {l,...,N}, les hypotheses suivantes :

(B1) Tl existe une constante positive ¢; telle que la fonction b; satisfait,

qz-<:c>—1>7

pour tout = € Q et tout s € R, ou d; € Lq/(')(Q) avec ﬁ + Wlx) =1.

W@ < \bi(z,8)| < e (dz(x) + s

dils

(B3) La condition de monotonie :

[bi(:c, s) — bi(x, t)] (s - t> > [sq"(x)’Qs — t‘”(”‘")’Qt} (3 - t)

est vraie pour tout x € €2 et tout s,t € R avec s # t.
(B3) B;(x,0) =0 pour tout = € 99, et B;(z,.) est continue convexe.
(FG) les fonctions f,g € C(2 x R x R, R) telles que :

‘ft(m,t,t’) VLol )] < Ot + [€)P@1, Yz t,t) e QxRX R (5.13)
g (2,6, ) 4 go (2, 6, 8)] < C(|t] + [£)P@ L, Yz, t,t') e AxRx R (5.14)

avec C' est une constante positive, p: Q — (1,00) est une fonction continue

et

1<p” <ph <S8,
avec

S =min(py,, Q)
et

SZ = min(p_, Q)
Nous notons par : E = WoP™(Q), et E' = Wy T(Q), U = (u,v),
Nous cherchons l'existence de solutions faibles de probleme ([5.12]) dans I'espace

E x E' qui va étre menu de la norme cartésien :

ICw, W) = Nlulle + ol

nous notons aussi :

f(l‘, U) = fu(xauvv) + fv(x’uvv)a 9(1‘7 U) = gu(xvua U) + gv(x,u,v)

F(x,u,v) = /u fulz,s,v)ds + /v folz,u,s)ds
0 0
et
Ci(z,U) = Aj(x,u) + B;i(z,v)

notre principal résultat dans cette section est le théoréeme suivant :
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Théoréme 5.9. Supposons 2 < p;(z), gi(z) < N et
(A1), (A2),(A3),(B1),(B2),(B3), les fonctions f et g satisfaisant (5.13|) et (5.14]).

De plus on suppose que :

F ! F
max{limsup SUPzeq (:z:,tf)) im sup PUPreq (x,U)} <0 (5.15)
=0 ([t + [E)SF T julseo (U)5-
et
sup (/ F(z, U)dx) >0
UeExXE' RN
St on pose :
(N [ G, U)de ,
_ i~ L UecExE, | Flz,U)d 0}
w mf{ [ F@.0)ds € Ex /Q (z,U)dx >

Alors pour chaque interval compact [a,b] C |w,+oo[, il existe r1 > 0 avec la
propriété swivante : pour chaque X\ € [a,b], et chaque fonction g : 2 x R? — R
satisfaisant , il existe 6 > 0 telle que pour chaque u € [0,0], le systéme a
deuz-€équations posséde au moins trois solutions faibles dans E dont les
normes sont inférieures a .

Pour prouver ce théoreme nous avons besoin de définir les fonctions suivantes :
O JV:ExE —R

B(U) = Bu) +B(0) = 3 /Q i, U)da

et
JU) = J(w) + J(v) = / Pla,U) da

n

et
W) = O(u) + (o) :/ Gz, U) dz

n

les fonctions ®(U), J(U) ,¥(U) doivent satisfaire les conditions du théoreme

de Ricceri, d'une part nous avons :

Julls
CI)(U) = —€7 v, HuHE <L
pENFET
et
ol
CI)(U) > —E+’ v, ”U“E’ <L
QN9
alors
i QT
w5 vl

B(U) = d(u) + D(v) >

Vilullg <1et||v]|g <1.
2 T T gryer Y e < Let bl

104



st st
o(U) = K (llully + llol3)
alors pour des petites valeurs de ||u||g, et, ||v||g nous avons :

+

S
o(U) = K (llulls + elle)

st
oU) > K(IUllpr) (5.16)
et d’autre part pour des grandes valeurs de ||u||g, et, ||v|| g nous avons :
Z/ (z,u)dr > — (HUHE —N)
NP1
et )
o]l -
> —
Z/ (z,v)dx Q+<NQ — N)
Alors
- Q-
K/ lull KT ol
O(U) = d(u) + d(v) > _1<Np—1 N) +Q_1<NQ21 —N)
alors
U) 2 C(Jlulli + loll —2N)
> C((lulls + vl z)* - 2N)
¢W)ZC@UM“ﬂ$—QN) (5.17)

La relation (6.17) va jouer le role des relations (6.5) dans le cas d'une équation,

et avec les mémes techniques nous montrons les résultats suivantes :

. J(U) J(U)
max 4 limsu lim sup ——=
{U-ﬁ+£(pa]) WW%§)®(U)}

Les lemmes suivants vont assurer les conditions du théoréme de Ricceri.
Lemme 5.10. Pour tout U € EX E’ la fonction ®(U) € Wgxpr est coéreive, fai-

blement semi-continue inférieurement, bornée sur tout borné de Ex E', différentiable

=0, (5.18)

avec
O (U)(w, 2) = @) (u)(w) + ®y(v)(2), V(w,2) € Ex E,
Démonstration. Du fait que ®(U) n’est que la somme de ®(u)+ P(v) Popérateur
®(U) va avoir les mémes propriétés topologiques que ®(u) i.e coéreive, faiblement
semi continue inférieurement C! fonction, appartement & Wgy g+, bornée sur tout

borné de E x E’, et sa dérivée possede une fonction inverse continue dans X*. [J
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Lemme 5.11. L'opérateur J(U) est bien définie et continue Gateaux différentiable

avec

J (U (w,z) = fulz,u,)wde + | fo(z,u,v)zdx
Rr Rr
avec

Ji(u) = / F.(x,u,v)dz et Jo(u) = / F,(z,u,v)dx
De plus, lopérateur J'(.) est compact de E x E" vers (E x E')*.

Démonstration. Du fait que I'opérateur J(U) n’est que la somme de J; (u)+Ja(v),
J(U) va avoir les mémes propriétés topologiques que J(u) i.e J'(.) est compact
de E' x E' vers (E x E')*. O

Lemme 5.12. La fonction O(U) = [, G(x,U) dz avec G(x,U) = [ gu(x,t,v)dt+
Iy 9o(@, u, s)ds est bien définie et Gateaur différentiable sur (E x E'), avec une

dérivée compacte.

Démonstmtian La fonction W(U) n’est que la somme U(U) = Uy(u) + Uy(v)
avec Uy(u) = [, Gul(z,u,v)dr et Uy(u) =[5, Gu(w,u,v)dz. Alors W(U) est

bien deﬁnle et Gateaux différentiable sur E x E', avec une dérivée compacte. []

Toutes les conditions de Théoreme de ”Ricceri” sont satisfaites (avec Uy = (0,0)).
En effet Les conditions (Ricl), (Ric2), (Ric3)et (Ric4) sont assurées par le
lemme ([5.10)). La condition (Ric5) est assurée par le lemme ([5.10]), la condition
(Ric8) assurée par le lemme (5.11]). Les inégalités (Ric7) sont assurées par la
proposition (5.8). La condition (Ric6) est facile & vérifier en effet : la fonction
®(U) possede un stricte minimum local Uy avec ®(Uy) = J(Uy) =0, Uy = (0,0).

5.4 Exemple d’une équation anisotropique

Soit © C RY un domaine borné avec une fronticre assez réguliere, p;(.) des
fonctions continues sur Q et 2 < p;(z) < NV x € Qet pour touti € {1,2,..., N},
A, p deux nombres réels, C, Cy deux constantes positives, a,b,c,d,h : 2 — R

des fonctions continues telles que;

a(xz) > 0 pour tout x € Q, (5.19)

b(z) =pl + 5(|cos(|x|)| + 1) et d(z) =p- o — 6(|cos(|x|)| - 1) (5.20)
et

o(z) = pt + g(\sm(|x|)\ + 1) et h(z) = p_oo — 8(!3@'71(\3:])] - 1) (5.21)
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pour tout x € €.
Nous définissons la fonction suivante ;

T e(|sin(|z 1 72)
(|t’)<p++ (Isin(lz])|+1) t pour |t| <1
glz,t) = (5.22)
— co—&(|sin(|x])|—1)—2
(|t|)<p oo —&(|sin(|z()|—1) >t pour |t > 1

Proposition 5.13. Soit

0; pz(z)
Zl fQ| p1j|(x

yzinf{ ;uEE}

+
Cllu‘(P++€(\COS(\ z|)|+1)) 02‘u‘(p77w76(|cos(|x|)\71))

Jo a(z)( 0T te(eos(ZDI 1) (—oo—c(cos(zD] 1))

)dx

avec B = Wol’ﬁ(’)(Q), alors, pour chaque interval |a,b] C [y,00[, il existe une
constante r > 0 avec la propriété suivante : pour tout X € [a, b] et chaque fonction
g: Q2 XRXxR =R donnée par (5.19).

alors il existe § strictement positive telle que pour tout u € [0,0], le probléme

sutvant,

N
- Z O, (102, |uP' @720, u) = Xa(x)(Cru|®® =2y — Colu)¥™ 20 + pg(x, u)dans Q
i=1

ue Wy ()
(5.23)
posséde ou moins trois solutions dont la norme est inférieure a r

Démonstration. Nous considérons la fonction f: 2 x R -+ R
f(x,t) = a(x) ((jl|t|(p1+6(|608(|:c|)\+1))—2t_02|t|(pf,oo—S(ICOS(I:cI)\—1))—2t> V(z,t) € QxR

Il est clair que fetg vérifient la condition (FG) du théoreme (5.3)), en effet :

br=pt+2, b-=pl+e, di=p_—c, d =p_—2
nous avons donc :
pr<b <b'<d <d"<p_
d’ou I'hypothese (FG) du théoreme ([5.3)

Finalement nous allons montrer que fonction F' vérifie les conditions (5.4))du

théoréme

La fonction F'(z,t) fo x,s)ds est

( )( C, |¢|piteieostlahl+1) Co|t|p~oo—=(lcos(lahl-1) )
€

D = SO eosall + D)~ b — 2lleos(ial] =)
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Pour chaque t > 0, il existe z; € Q qui dépends de t telle que :

sup F(x,t) = F(x4,1).

zeN
Nous aurons donc :

SUPgzeq F(.T,t) _ F(xtvt)

TR

07

Gyt

- “(“””t)< b(z)

C
< a7 (2 -

d(w)

’t‘d :Et b(zt)

d+

L’hypothese ((5.19) et (5.20) pour ¢ assez petite nous donne :

SUp,cq F(2,1)

limsup —————= =

+
t—0 |t]P+
nous aurons aussi,

SUPzeq F($7t) _ F(xtvt)

|t|p: ‘t’p:
Cl‘t’b(mt)_i’

Cg]t|d (x)—p_

)

= a(:m)( o)

< (el (2 -

( ‘)

’t‘d zt)—b(wt)

d+

I'hypothese ((5.19) et (5.20]) pour ¢ assez grande nous donne :

Cl |t|d(zt),

e O e

ce qui nous donne :

lim sup —
t—o00 ‘t’p—

SUp,cq F(z, 1) <0

)

)

)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

les relations ([5.25)) et (5.27]) assurent la condition - du théoreme ce qui

nous permet de prouver la proposition (|5.13)).
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Chapitre 6

Conclusion et Perspectives

6.1 Conclusion

Dans notre these, nous avons utilisé une méthode variationnelle pour montrer de
nombreux résultats concernant ’existence des solutions faibles des p(x)— Laplace
généralisée, N-Laplace limite et p(z) — Laplace. Aussi dans ces travaux, nous
avons essayé de répondre a des questions d’ existence de solutions pour des
problemes de type elliptique faisant intervenir des opérateurs limites. Nous avons
généralisé des résultats d’existence d'une classe a exposant p fixe a une autre
classe plus large celle ou l'exposent est une fonction p(z). Et comme suite lo-
gique nous avons élargit cette classe ou l'exposant est une fonction réelle a la
classe des anisotropes ou I'exposant est une fonction vectorielle. Comme cheval
de bataille "méthode” nous avons adopté le récent principe de Ricceri, derriere
ce choix était la nature des problemes considérés.

Dans ces résultats les difficultés principales consistent a vérifier les conditions
qui permettent d’ utiliser le principe de ”Ricceri”. Nous étions motivés par le
caractere critique de ces équations qui nous renvoie aux inclusions de Sobo-
lev, par perte de compacité et ’aspect hautement non-linéaire de l'opérateur
p(x)-Laplacien, l'aspect limite de N-Laplacien et l'aspect anisotrope de (z) —
Laplacien. Tout cela rend 1’étude techniquement plus difficile que I’étude du cas
p-Laplacien usuel. Pour obtenir de tels résultats il fallait beaucoup investir dans
des techniques plus compliquées d’intégration, aussi il fallait avoir une bonne
maitrise d’outils d’analyse fonctionnelle.

Cependant nous sommes loin de résoudre tous le cas limites de 'opérateur p-
Laplace. Nous avons touché qu'un seul cas ou l'exposant est égale a la dimen-
sion, le cas ou I'exposant peut étre variable dans [1.00[ reste ouvert. En revanche

le cas ou I'exposant atteint la dimension i.e p* < N nous avons pu enregistrer
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une injection des Sobolev dans les espaces de Orlicz—Musielak. Ces espaces ” Or-
licz—Musielak” seront sans doute le champs de bataille des cas ou la fonction

exposant p(x) peut se permettre d’atteindre la dimension N.

6.2 Perspectives

6.2.1 Cas limite

Les résultats obtenus jusqu’a présent ont porté principalement avec le cas p* <
N, et dans une certaine mesure avec p~ > N. De toute évidence, il serait
intéressant d’avoir un résultat qui traite avec tous les cas, quelle que soit la
position de p par rapport a la dimension N. Dans cette section, nous considérons
les résultats qui sont un peu plus pres de cas général, dans lesquels on permet a
la valeur (la dimension) critique N d’étre atteinte par la fonction exposant p(z).
Dans le cas ot N < p~ < p*, Harjulehto et Hastd ont donné une simple, condi-
tion suffisante pour que W7 (Q) s’injecte dans L=(€) [ [47], Théoreme 4.6].

Proposition 6.1 ( [47],théoreme 8.6.1). Supposons que B est une boule. Si
p € P(B) est bornée de telle sorte que
log log( Tl (2.05) )

log( dist(;aB) )

p(z) <n+(n—1+¢)

pour une certaine € > 0 et une constante suffisamment grande ¢ > 0 fizée, alors

WPl (B) — L®(B) .

Pour traiter les cas o 1 < p~ < p™ < N nous avons besoin de définir I'espace
de Orlicz—Musielak suivant.

«
(&)1
J=1

Définition 6.2. (47 Soit la fonction F;(t) = %|t|jN/+ L_|t|P" on définit

Uespace Orlicz—Musielak Lﬁf(')(Q) associé a la fonction F;(t), menu de la norme

[ull o) g
. Np(z)
ou [£7] est la partie entiére de (%”@) et N' = %

Proposition 6.3. (/7] Si Q un domaine borné de RY et p(x) € P5(Q) avec
1 <p~ <pt < N. Alors WHP@)(Q) — Lf(')(Q) et

lull 00y < ClI ¥l
pour tout u € Wol'p(z)(Q) et la constante C' dépend uniquement de la dimension
N et p(x) et le diamétre de ().
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6.2.2 Cas limite avec () non borné

Dans le probléme généralisé noua avons travaillé avec ) = R”Y mais pas dans
les cas limites et anisotropes oul nous avons considéré 2 borné de frontiere assez
réguliere. Donc il serait intéressant de traiter les cas limites dans le cas ou 2 =
R cela semble difficile dans I’absence d’un résultat d’injection, cependant cela
reste possible avec l'aide de l'inégalité suivante qui ressemble a l'inégalité de
Trudinger-Moser [59].

Proposition 6.4. [14] Si N > 2,a >0 et u € WHN(RY) Alors

/R exp(alul #T) — Sy_s(a, w)] < o0

1

N—-1

De plus si |Vul[¥y <1 et |Jullpy < M < oo et < ayNwy_;
Alors il eziste une constante C' = C(N, M, «) telle que

/R[exp(oz|u|NN—l) — Sy_sla, )] < C(N, M, a)

avec

=

-2
ol

Sn-2(a,u) =

il

0

Il est donc légitime avec ’aide de proposition 7.3, de considérer les problemes :

—div(a(z)|Vul[P™ "2 Vu) + b(z)[u[P® 2w = X f(z,u) + pg(z,u) in RY

(6.1)
ue Wy (RY)

avec la fonction p(x) peut atteindre la dimension N, voir méme la dépasser.
Il est aussi légitime avec ’aide de proposition 7.4, de considérer les problemes :

i N N-2 = U x, U ans N
{—dw(mﬂw )VIN2Vu) = Af(z,u) + pg(z,u) dans R 62)

ue Wy (RV),

et d’essayer de les résoudre en se basant sur la proposition 7.4 et la proposition
7.3.
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