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Résumé

Cette thése est divisée en deux parties. La premiére partie est consacrée au coté algorith-
mique des problémes d’équilibres dans un cadre général d’espace de Banach. Pour ce faire
un concept du principe auxiliaire a été utilisé. L’extension de ce concept au cadre des
problémes d’équilibre présente plusieurs intéréts d’ordre théoriques et numériques entre
autre. En effet, il permet de retrouver les principaux algorithmes d’optimisation dans un
cadre unifié ou I’étude de convergence a été effectuée une fois pour toute. Ainsi qu’il ré-
side dans le conditionnement numérique des problémes d’optimisation et des inéquations
variationnelles. La deuxiéme partie présente une étude d’existence des solutions pour un
probléme du point selle dans un espace vectoriel ordonné par un cone. On propose deux
méthodes pour cette étude. La premiére méthode consiste a introduire une condition de
type Brézis-Nirenberg-Stampacchia étendue au cadre vectoriel ainsi qu’une relaxation de
la notion de C-semicontinuité. Dans la seconde approche, nous établissons un résultat
d’existence pour le probléme de point selle vectoriel dans un espace paracompact en fai-

sant appel a la notion de la partition de I'unité.

Mots-clés : Analyse convexe, problémes d’équilibres, problémes d’équilibres mixte,

principe auxiliaire, monotonie, coercivité, point selle vectoriel, C-semicontinuité, C-

quasiconvexité, Lemme de KKM, espace paracompact.

Abstract

This thesis is divided into two parts. The first part is devoted to algorithmic problems
aside equilibria in a general Banach space. To do this a concept of auxiliary principle
was used. Extending this concept to the context of equilibrium problems has several
advantages theoretical and numerical order among others. Indeed, it can find the main
optimization algorithms in a unified framework where convergence study was carried out
once and for all. As is the conditioning numerical optimization problems and variational
inequalities. The second part presents a study of existence of solutions for a saddle point
problem in a vector space ordered by a cone. We propose two methods for this study.
The first method is to introduce a condition type Brézis-Nirenberg-Stampacchia vector
extended framework and a relaxation of the notion of C-semicontinuity. In the second
approach, we establish an existence result for the saddle point problem in a paracompact
space vector by using the notion of partition of unity.

Keywords : Convex analysis, equilibrium problem, mixed equilibrium problem, auxiliary

problem, monotonie, coercivity, vector saddle point, C-semicontinuity, C-quasiconvexity,

KKM-Lemma, paracompact space.
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Introduction générale

Etant donné K un sous-ensemble convexe, fermé et non vide d’un espace vectoriel to-
pologique et f: K x K — IR une bifonction d’équilibre, c-a-d f(x,x) = 0 pour tout z € K.
On entend par un probléme d’équilibre, en abrégé (PE), le probléme suivant :

(PE) Trouver T € K tel que f(Z,y) >0 VyeK.

Les solutions du probléme (PE) sont appelées points d’équilibres. Plusieurs problémes tels
que les inéquations variationnelles, I'optimisation (maximum, minimum), les points selles,
les points fixes, les problémes de complémentarité et autres peuvent étre traités sous cette
forme.

Il est a noter que 'appellation problémes d’équilibre n’a été adoptée qu’avec I'ap-
parition du papier de Blum-Oettli [15], on les auteurs ont précisé comment les problémes
d’équilibres sont relativement liés & d’autres problémes généraux d’analyse non linéaire,
problémes de points fixe, la théorie des jeux, des problémes du point selle, les inéquations
variationnelles, les problémes de complémentarité et les problémes d’optimisation.

Toutes ces raisons ont convaincu de nombreux mathématiciens d’aller loin dans le trai-
tement de la théorie de cette classe riche et importante de modéles mathématiques. Nous
tenons a souligner que les résultats d’existence d’un point d’équilibre proviennent du cé-
lebre théoréme de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz (1929) et sa généralisation au cadre
de dimension infinie par Ky Fan (1961,1972) ainsi que des arguments de la monotonie et
la convexité généralisée. La flexibilité des problémes d’équilibres permet d’avoir une gamme
compléte d’applications aux classes de problémes d’optimisations, problémes d’inéquations
variationnelles, problémes d’équilibres de Nash dans les jeux non coopératifs, problémes
de points fixes, problémes de complémentarités et les problémes d’optimisations vectorielle
non-linéaire. Dés lors, de nombreux travaux ont été présentés dans un cadre plus général
en introduisant des hypothéses plus faible que la convexité classique, la compacité et les
conditions de monotonie généralisée.

Aujourd’hui, cette théorie est appliquée a de nombreux problémes issus de 1’économie, de
'ingénierie... etc. Nous citons, par exemple, les travaux de Allen [2], Yen [95], Baiocchio [10],
Tuc-Tan [90], Liou-Yao [64], Ben-El-Mechaiekh-Deguire-Granas [11], Aubin [7], Schaible [46],
Bianchi-Schaible [14], Bianchi-Hadjisavvas-Schaible [12], Chadli-Chbani-Riahi [22, 20, 21],
Konnov-Schaible [62], Ding-Liou [38, 35| et autres.

Comme nous ’avons déja mentionné, de nombreux problémes mathématiques peuvent
étre modélisés par les problémes d’équilibres. Nous donnons, par la suite, quelques cas par-
ticuliers :



Probléme de minimisation convexe : Soit ¢ : K — IR une fonction convexe et semi-
continue inférieurement. Le probléme de minimisation convexe (PMC) consiste a

trouver z* € K tel que ¢(z*) < ¢(y) pour tout y € K.

Si on considére la bifonction d’équilibre f(z,y) = ¢(y) —p(z) pour tout x,y € K, alors
x* est une solution du probléme (PMC) si et seulement si z* est aussi une solution du
probléme (PE).

Probléme d’inéquation variationnelle : Soit 7" un opérateur de K a valeur dans X*.
On définit le probléme d’inéquation variationnelle IV(T,K), sous la forme

trouver T € K tel que

[V(T’K){ (Tz,y—7) >0, VyekK.

En considérant la bifonction d’équilibre f(z,y) = (T'z,y—z), alors les problémes (PE)
et IV(T,K) sont équivalents.

La théorie des inéquations variationnelles a débuté avec les problémes de minimisation
de fonctionnelles. L’étude systématique de cette théorie remonte aux travaux de G.
Fichera et son analyse du probléme de Signorini en 1964. Cette théorie a connu de nom-
breux développements, d’abord avec les travaux de G. Stampacchia et P. Hartmann en
1966 et ensuite avec la contribution en 1967 de G. Stampacchia et J.L. Lions. Un théo-
réeme d’existence et d’unicité de la solution du probléme d’inéquation variationnelle a
été donné par Stampacchia dans [84].

Probléme du point selle : Soit ¢ : K1 x Ky — IR. On dit que le couple (z1, x2) € KX K>
est un point selle de la fonction ¢ si et seulement si

(PS) gb(xhv) S ¢(U,CE’2) V(u,v) S Kl X KQ'
Posons K = K; X K5 et considérons la bifonction d’équilibre suivante :

(w1, 22), (y1,92)) = d(y1, T2) — d(1,92).

Alors, le probléme d’équilibre (PE) associé a f est équivalent au probléme de point
selle (PS).

Probléme du point fixe : Soient X = H un espace de Hilbert et K C H un ensemble
non vide. Soit T': K — K un opérateur. Un probléme du point fixe (PF) est présenté

sous la forme
trouver T € K tel que

e { Ly
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Prenons f(x,y) = (x — Tx,y — x). Alors T est un point fixe de I'application T si et
seulement si T est aussi une solution du probléme d’équilibre (PE) associé a f.

Probléme de complémentarité : Ce probléme est considéré comme un cas spécial du
probléme d’inéquation variationnelle, ou K est un cone convexe fermé non vide d’un
espace vectoriel topologique X. On note par K* = {z* € X* : (z*,y) >0,Yy € K},
le cone polaire associé & K et T un opérateur non borné de K a valeur dans X* ou
X* est le dual topologique de X. On définit le probléme de complémentarité par

trouver T € X, tel que
(PC) { TeK, Tze K* et (TZ,7)=0.

Le probléme (PC) est équivalent au probléme IV(T,K), donc équivalent au probléme
(PE). En effet, soit T une solution du probléme IV(T,K), si on prend d’une part
y = 2T et puis y = 0 dans la relation du probléme IV(T,K), on obtient donc que
T est aussi solution du probléme (PC). Réciproquement s’il existe Z € K solution
du probléme (PC) tel que T7 € K*, alors pour tout y € K on a (TZ,y) > 0, d’ou
(Tz,y)—(T7,Z) > 0. Ainsi, T est une solution du probléme d’inéquation variationnelle
IV(T,K). On a donc une équivalence entre le probléme (PC) et le probléme IV(T,K),
d’oll une équivalence entre les problémes (PC) et (PE).

Probléme de minimisation vectoriel : Soit C C IR™ un cone fermé convexe de cone
polaire C* d’intérieur non vide. On considére l'ordre partiel dans IR™ défini comme
suit

r=y & y—x e}

<y & y—x €int(C).

La fonction ® : K C R™ — IR™ est dite C'—convexe si ®(tx + (1 — t)y) < tP(x) +
(1 —t)®(y) pour tout x,y € K et t €]0,1].

On définit le probléme de minimisation vectoriel convexe par

trouver = € K tel que
PM
(PMV) { ®(7) X P(y) pour tout y € K.

avec K un convexe fermé de IR™ et ® : K — IR™ une fonction C'—convexe. Si on

prend f(x,y) = max|.|=1,.cc+ (2, P(y) — ®(x)), alors T est une solution du probléme
(PMV) si et seulement si T solution du probléme (PE).
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Organisation de la thése

Cette thése est divisée en deux parties : la premiére traite le coté algorithmique des pro-
blemes d’équilibres dans un cadre général d’espace de Banach en introduisant le concept du
principe auxiliaire, ceci permet de présenter des algorithmes définis pour des classes diffé-
rentes de problémes d’équilibre ainsi les problémes d’équilibres a deux niveaux. La seconde
partie sera consacrée a 1’étude de I'existence de la solution pour un probléme du point selle
dans un cadre vectoriel.

Ce travail est structuré en cinq chapitres, nous les décrivons briévement :

Le premier chapitre présente la plupart des notions de bases qui seront utilisées tout au long
de ce travail. Il sera divisé en deux parties principales. La premiére sera consacrée au rappel
de quelques notions et définitions ainsi qu'un rappel simplifié des résultats d’existence des
solutions pour un probléme d’équilibre et un probléme d’équilibre mixte. Nous terminerons
cette partie, par un paragraphe ot nous donnons des conditions suffisantes pour établir
I’hypothése de la coercivité pour un probléme d’équilibre mixte. La seconde partie sera dédiée
a une motivation d’un probléme d’optimisation vectorielle ainsi qu'une bréve présentation
de la fonction lagrangienne vectorielle. Le but est de donner une présentation vectorielle
d’un probléme du point selle afin de motiver I’étude faite au Chapitre 5.

Le deuxiéme chapitre étudie le principe auxiliaire pour un probléme d’équilibre. Cette
notion a été introduite par Guy Cohen [31, 32| pour les problémes d’optimisation puis gé-
néralisée par Glowinski [48] pour I’étude des problémes d’inéquations variationnelles. L'idée
de cette méthode est de remplacer le probléme (PE), par le probléme auxiliaire suivant

(AuzPE) { Pou_r xr € K trouver _Z G_K tel que

pfZ,2)+{(T(2) —T(Z),z—z) >0 Vz € K,
avec T' 1 X — X* un opérateur et p > 0, de telle sorte que chaque probléme particulier
auxiliaire peut étre résolu par I'un des algorithmes connus.

Dans le troisiéme chapitre, on étudie dans le cadre d’espace de Banach une classe de
probléme d’équilibre & deux niveaux. Notre approche se base sur le principe auxiliaire a fin
d’établir une nouvelle étude approximative aux problémes d’équilibres & deux niveaux via
un seul algorithme. Les résultats obtenus présentent plus de points avantageux que ceux
trouvés par Moudafi [74]. Celui-ci a proposé un algorithme proximal dans un cadre d’espace
de Hilbert ou la suite générée par I’algorithme converge faiblement vers une solution du
probléme en supposant la suite {z,} générée par I’algorithme vérifie une condition du type
|zn — Zngt1|| = 0(en). Cette condition est non réalisable car on ne peut pas & priori estimer
|zn, — xn11||- Notre approche est aussi plus intéressante que celle proposée par Ding [36] qui
consiste a utiliser le principe auxiliaire en fournissant deux algorithmes pour chaque niveau.
Plus précisément, Ding [36] présente une étude constituée de deux algorithmes séparés en
imposant des conditions de la forte monotonie sur les bifonctions du probléme. (Les résultats
de ce chapitre ont fait 'objet d’une publication, voir [26]).
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Dans le quatriéme chapitre, nous appliquons le principe auxiliaire de nouveau pour sug-
gérer un algorithme pour étudier un systéme des problémes d’équilibres généralisés. Cet al-
gorithme permet de construire une suite qui converge fortement sous des hypotheéses faibles
que celles dans [37]. Pour bien mener ce travail, nous nous sommes basés sur les travaux de
Kazmi et Khan [57], Ding et Wang [39], [16] et [75]. (Les résultats de ce chapitre ont fait
I'objet d'une publication, voir [67]).

Le cinquiéme chapitre est consacré a I’étude d’existence des solutions pour un probleme
du point selle dans un espace vectoriel ordonné par un céne. On propose deux méthodes
pour cette étude. La premiére méthode consiste a introduire une condition de type Brézis-
Nirenberg-Stampacchia [18] étendue au cadre vectoriel ainsi qu’une relaxation de la notion
de C-semicontinuité introduite par Tanaka [87|. Dans la seconde approche, nous établissons
un résultat d’existence pour le probléme de point selle vectoriel dans un espace paracompact
en faisant appel a la notion de la partition de 'unité. (Les résultats de ce chapitre ont fait
'objet d’une publication, voir [25]).
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CHAPITRE 1

Notions générales
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Ce chapitre est divisé en deux parties :

Dans la premiére partie, nous rappelons quelques définitions qui seront fréquemment
utilisées tout au long de ce travail. De plus, nous donnerons quelques résultats d’existence
des solutions pour un probléme d’équilibre ainsi celle d'un probléme équilibre mixte. Nous
présenterons des hypothéses faibles concernant la condition de la coercivité.

Dans la deuxiéme partie, nous rappelons quelques définitions et outils d’optimisation
vectorielle. Nous présenterons quelques notions sur un espace vectoriel ordonné par un cone
ainsi que sur la convexité et semi-continuité dans le cadre vectoriel. Les résultats ainsi donnés
seront appliqués ultérieurement a 1’étude d’un probléme du point selle vectoriel.



Partie I

On regroupe dans cette partie des notions préliminaires et résultats de base auxquels
on fait appel dans les chapitres suivants. On rappelle les principaux résultats concernant
I’existence des solutions pour les problémes d’équilibres ainsi que les problémes d’équilibres
mixtes.

1.1 Préliminaires

Dans la suite, soient X un espace vectoriel topologique de Hausdorff et K un sous-
ensemble convexe, fermé et non vide de X.

Définition 1.1.1. Une fonction F': K — IR est dite
(1) conveze si pout tout x,y € K et pour tout A € [0, 1]

FQu + (1 - A)g) < \F(@) + (1 - \EF(y),
(ii) quasi-convexe si pour tout z,y € K et pour tout A € [0, 1]

F(Ar + (1 = N)y) <max{F(z), F(y)};

(iii) semi-strictement quasi-convexe si pour tout x,y € K tel que F(x) # F(y) et pour tout
A€ (0,1), on a
FAz + (1= Ny) <max{F(z), F(y)};

(iv) hémi-continue supérieurement si pour tout z,y € K, on a

lim F(Az + (1 —\y) < F(y);
A—0t
(v) semi-continue inférieurement au point x € K si pour tout suite généralisée {x)}rer C K
convergente vers x, on a
limsup F(zy) > F(z);
Al
(vi ) semi-continue supérieurement au point x € K si pour tout suite généralisée {x)}rer C
K convergente vers x, on a

limsup F(z)) < F(x).
xel

De plus, F est dite semi-continue inférieurement (semi-continue supérieurement) sur K si
F' est semi-continue inférieurement (semi-continue supérieurement) en tout point x de K.

Remarque 1.1.2. Cette définition montre immédiatement que



(a) Si F est convexe, alors elle est aussi quasi-conveze ;

(b) Si F semi-continue inférieurement et semi-continue supérieurement, alors F' est conti-
nue;

(c) Si F est hémi-continue, alors F' est semi-continue supérieurement.
Définition 1.1.3. (/54/) Soit f : K x K — IR une bifonction. Alors f est dite
(i) monotone, si pour tout x,y € K
f(@y) + fly,z) <0;
(ii) strictement monotone, si pour tout x,y € K et x #y
flx,y) + fly,z) <0;
(iii) ~y-fortement monotone, s’il existe un nombre positif v tel que
fla,y) + fly, ) < —ylle —yl?, Vo,y € K;
(iv) pseudomonotone, si pour tout x,y € K
fle,y) 20 = fly,2) <0;
(v) strictement pseudomonotone, si pour tout x,y € K et x # vy

flz,y) >0 = f(y,z) <0O.

Il est facile de voir que si f est monotone, alors f est pseudomonotone et si f est stricte-
ment pseudomonotone, alors f est pseudomonotone. En plus, si f est fortement monotone,
alors f est monotone.

Définition 1.1.4. Une bifonction ¢ : K x K — IR est dite skew symétrique, si pour tout
r,y e K
(@, x) —¥(z,y) — (Y, 2) +¥(y,y) = 0.

Remarque 1.1.5. Les bifonctions skew-symétriques ont certaines propriétés qui peuvent
étre considérées comme analogues des conditions régissant la monotonie du gradient et la
positivité de la dérivé seconde d’une fonction convexe. Pour plus de détails sur cette notion
de skew-symétrie, nous renvoyons le lecteur a [3].

Nous définissons aussi la notion de la monotonie pour un opérateur 7' : X — X*.

Définition 1.1.6. (/98/, Définition 25.2) Un opérateur T : X — X* est dit

(a) monotone si et seulement si

(T'(x) =T(y),z—y) >0, Vr,yelX;



(b) a—fortement monotone, s’il existe un nombre positif v tel que
(T(x) = T(y),z —y) > alle —y|?, Va,y e X;
(c) L—Lipschitzien si et seulement s’il existe L > 0 tel que
IT(x) =TIl < Lz -yl Vr,yeX.
Définition 1.1.7. Un opérateur T : X — X* est dit 6— fortement positif, si pour tout x € K
(T(), ) = ol||.

Remarque 1.1.8. [l est facile de monter que pour tout opérateur linéaire et borné T : X —
X* est 0—fortement positif, §—fortement monotone et ||T||—Lipschitzien, avec ||T|| est la
norme de T'.

Définition 1.1.9. Soit K un sous-ensemble convexe, fermé et non vide d’un espace vectoriel
topologique de Hausdorff X. On dit que la bifonction f : K x K — IR vérifie la condition
de coercivité, s’il existe un sous-ensemble compact non vide L C X et yg € L N K tels que

flz,y0) <0,  pour tout x € K\L.

Remarque 1.1.10. Dans le cas particulier ou X est un espace de Banach réflexif muni de
la topologie faible, on peut introduire d’autres conditions suffisantes pour assurer la coercivité
définie ci-dessus.

1.2 Probléme d’équilibre

Soit K un sous-ensemble convexe, fermé non vide d’un espace vectoriel topologique de
Hausdorff X. Considérons une bifonction f : K x K — IR satisfaisant & la condition d’équi-
libre f(z,z) = 0, pour tout z € K. Nous présentons, dans ce paragraphe, les principaux
résultats d’existence de solutions d’un probléme d’équilibre donné par :

trouver T € K tel que
PE
(PE) { f@.y) >0 VyekK.

L’étude systématique de la théorie des problémes d’équilibre remonte aux travaux de
Blum-Oettli [15]. Cette théorie a connu de nombreux développements, d’abord avec les
travaux de Allen [2], Yen [95], Baiocchio [10], Tuc-Tan [90], Liou-Yao [64], Ben-El-Mechaiekh-
Deguire - Granas [11|, Aubin [7], Schaible [46], Bianchi-Schaible [14], Bianchi-Hadjisavvas-
Schaible [12], Chadli- Chbani-Riahi [22, 20, 21]...etc. Nous tenons a souligner que les résultats
d’existence d'un point d’équilibre proviennent du célébre théoréme Knaster-Kuratowski-
Mazurkiewicz (1929) et qui a été généralisé par Ky Fan [41] au cadre d’espace de dimension
infinie et leurs utilisations pour les inéquations de minimax de Ky Fan [42].
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Les domaines d’applications des problémes d’équilibre sont nombreux, citons des disci-
plines aussi différentes que la physique, la chimie, I’économie, la finance etc... . Il n’est pas
étonnant que cette théorie ait conduit a de nombreux développements depuis les années
soixante et les travaux pionniers que nous venons de citer.

1.2.1 Reésultats d’existence

Dans ce paragraphe et afin de commencer 1’étude de résultats d’existence du probléme
(PE), nous présentons par le lemme suivant une caractérisation de 1’ensemble des solutions
du probléme (PE).

Lemme 1.2.1. Soient X un espace de Banach et K un sous-ensemble convexe, fermé et
non vide de X. Soit f: K x K — IR une bifonction d’équilibre telle que

(1) f est monotone et hémi-continue supérieurement ;
(ii) Pour tout x de K, la fonction y — f(x,y) est conveze et semicontinue inférieurement.

Alors l’ensemble des solutions Sy du probléeme d’équilibre (PE) est conveze et fermé quand
1l n’est pas vide.

Démonstration. Supposons que Sy # (). Pour montrer la convexité de ’ensemble Sy,
considérons w,v € Sy, A € [0,1] et ) = AXu+ (1 — A\)v € K et montrons que z) € Sy. On a
u,v € S, donc

f(@y) >0 et f(v,y)>0 pourtoutyec K.

Comme f est monotone, on en déduit que
fly,u) <0 et f(y,7) <0 pour tout y € K.
Grace a la convexité de la bifonction f par rapport au second argument, on a
f(y,zx) <0 pour tout y € K. (1.1)

Notons, pour t €]0,1[ et y € K, z; = ty + (1 — t)z) € K. Puisque f est une bifonction
d’équilibre et que f est convexe par rapport au second argument, on obtient

OZf(xtyxt) Stf(xtay)_’_(l_t)f(xtvx)\) (12)
Prenons y = z; dans la relation (1.1) et utilisons la relation (1.2) pour obtenir

f(zy,y) >0 pour tout y € K.

Puisque f est hémi-continue supérieurement, il s’ensuit

f(xx,y) > limsup f(z,y) > 0.

t—0
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Par conséquent x) € S;. Ainsi Sy est convexe. Montrons maintenant que Sy est fermé. Soit
{x,} une suite d’éléments de Sy tel que z,, = Z. Montrons que 7 € Sy. On a f(z,,y) >0
pour tout y € K. Puisque f est monotone, il s’ensuit

f(y,z,) <0 pour tout y € K.

En utilisant la semicontinuité inférieurement de f par rapport au second argument, on
obtient

fly,@) < légligoff(y,xn) <0.

Par un raisonnement similaire que ci-dessus, on peut facilement montrer que f(Z,y) > 0
pour tout y € K. Donc T € Sf, ce qui termine la preuve. Il

L’étude concernant l'existence des solutions pour le probléme d’équilibre (PE) fait gé-
néralement appel au célébre théoréme de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz (1929) et sa
généralisation par Ky Fan [43, 42].

Définition 1.2.2. Soient U un sous ensemble non vide d’un espace vectoriel topologique X
et F: U — 2% une multi-application, ot 2% est la famille des sous ensembles de X. On dit
que F' est une multi-application de KKM (ou la famille {F(x)}.cu satisfait le principe de
KKM) si pour tout sous ensemble fini non vide A C U, on a

co(A) C U F(z).

z€A

Le théoréme suivant est un résultat fondamental qui nous sera utile par la suite.
Théoréme 1.2.3. [41, Fan-KKM Theorem/ Soient U un sous ensemble non vide d’un espace
vectoriel topologique X et F': U — 2% une multi-application de KKM telle que

(i) Pour tout x € X, F(z) est fermé dans X ;
(ii) 1 existe xo € U tel que F(xq) est un compact.
Alors Nyey F(x) est non vide.
Notons que la preuve de 'existence de solutions au probléme d’équilibre (PE) consiste a

montrer que NyexQ(y) # 0 ou Q(y) ={z € K, f(z,y) > 0} par application du Théoréme
1.2.3.

Théoréme 1.2.4. (43, Théoreme 1]) Soient X un espace vectoriel topologique de Hausdorff
et K un compact convexe de X. Soit f : K x K — IR une bifonction d’équilibre telle que
(i) Pour tout xz € K, la fonction f(x,-): K — IR est convezxe;

(ii) Pour touty € K, la fonction f(-,y) : K — IR est semicontinue supérieurement.

Alors NyeQ(y) # 0, i.e., le probléme (PE) admet une solution.
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Preuve. La démonstration est une conséquence directe du Théoréme 1.2.3. En effet,
considérons la famille des sous ensembles {Q(y)}yex ot Q(y) = {z € K, f(x,y) > 0}
et on montre que Nyexg@(y) # 0. L’hypothese (i) assure le fait que la famille {Q(y)} ex
est une multi-application et a partir de I'hypothése (i) assure les hypothéses (7) et (i7) du
Théoréme 1.2.3. U

Lorsque K n’est pas compact, le Théoréme 1.2.4 n’est plus applicable. Pour éviter cet in-
convénient on remplace la compacité de K par la coercivité de f dans le sens de la Définition
1.1.9, voir ([18],[10]).

Théoréme 1.2.5. ([18]) Soient X un espace vectoriel topologique de Hausdorff et K un
convexe fermé non vide de X. Soit f : K x K — IR une bifonction d’équilibre telle que

(1) f est coercive;
(ii) Pour tout x € K, la fonction f(x,-) : K — IR est convexe;
(iii) Pour tout y € K, la fonction f(-,y) : K — IR est semi-continue supérieurement.

Alors le probleme (PE) admet une solution.

Une autre approche, voir Bianchi-Pini [13], a été introduite pour étudier I'existence des
solutions du probléme d’équilibre (PE) en s’appuyant sur une formulation duale du probléme.
Le probléme d’équilibre dual (ou Probléme de Minty, voir [72] ), consiste a trouver un point
x* € K tel que

fly,z*) <0, pourtout ye K.

Ce probléme a été étudié par Konnov-Schaible [62] et Iusem-Sosa [51], en considérant la for-
mulation suivante : trouver z* € K tel que x* € Nyerx Ls(y) avec Li(y) ={x € K | f(y,z) <
0} pour tout y € K.

Notons par S et S? les ensembles des solutions de (PE) et (PED), respectivement. Il est
clair que cette stratégie pour résoudre (PE) en résolvant (PED) n’est intéressante que dans
le cas ou S C S.

Lemme 1.2.6. ([1/]) Soient X un espace vectoriel topologique de Hausdorff et K un compact
conveze de X. Soit f: K x K — IR une bifonction d’équilibre.

(i) Si f est pseudomonotone, alors S C S<.

(i) Si, pour tout x € K, la fonction f(x,-) est semi-strictement quasi-convexe et pour tout

y € K, la fonction f(-,y) est hemi-continue supérieurement, alors ST C S.

Grace a ce lemme, Bianchi- Schaibe [14], Konnov-Schaible [62|, Bianchi-Pini [13] ont
prouvé 'existence et I'unicité des solutions des problémes (PFE) et (PED).

Théoréme 1.2.7. Soit K un sous-ensemble convexe, fermé non vide d’un espace vectoriel
topologique de Hausdorff X et f : K x K — IR une bifonction réelle. Supposons que les
hypotheéses suivantes sont satisfaites :



(i) f(z,-) est conveze et semi-continue inférieurement pour tout v € K ;
(i) f(-,y) est hémi-continue supérieurement pour tout y € K ;

(iii) f est pseudomonotone.

(iv) Soit K est compact ou soit f est coercive sur K;

Alors, les ensembles des solutions des problémes (PE) et (PED) coincident et sont non
vides, convexes et compacts. En plus, si f est strictement pseudomonotone, alors les pro-
blemes (PE) et (PED) ont une solution unique.

Remarque 1.2.8. Sous ['une des conditions de la monotonie, ’ensemble des solutions de
(PE) est convexe. Si [ est fortement monotone, l’ensemble des solutions se réduit a un point
unique.

Avant de terminer ce paragraphe, nous donnons le lemme suivant qui sera utile par la
suite.

Lemme 1.2.9. ([22]) Soient X un espace vectoriel topologique de Hausdorff et K un conveze
fermé non vide de X. Soit f : K x K — IR une bifonction tel que f(x,z) = 0, pour tout
x € K. On suppose que

(1) Pour tout y € K, la fonction x € K — f(x,y) est semicontinue supérieurement ;

(ii) Pour tout sous ensemble fini A de K, on a

min  max f(z,y) > 0;
z€co(A) y€A f( y) -

(iii) (Condition de coercivité) Il existe un compact non vide B de K et un compact conveze
non vide C' de K tels que pour tout x € K \ B, il existe y € C tels que f(z,y) < 0.
Alors il existe T € K tel que f(T,y) > 0 pour tout y € K.

Remarque 1.2.10. Si la bifonction f est supposé convexe par rapport au second argument,
alors la condition (ii) du Lemme 1.2.9 est vérifiée.

Nous donnons aussi un autre résultat principal qui nous sera utile par la suite.

Lemme 1.2.11. (/22]) Soient X un espace vectoriel topologique de Hausdorff et K un sous
ensemble fermé non vide de X. Soient &,V : K X K — IR deux bifonctions telles que :

(1) Pour tout z,y € K, si V(x,y) <0 alors ®(x,y) <0;

(ii) Pour tout z € K, la fonction y — ®(x,y) est semicontinue inférieurement sur tout
compact de K ;

(iii) Pour tout sous ensemble fini A de K, on a

sup  min¥(z,y) < 0;
yEco(A) zeA



(iv) (Condition de coercivité) Il existe un compact convexe non vide C' de X et yp € CNK
tels que l'une des assertions suivante est vérifiée

(a) Pour tout ye K\ C, il existe x€C tel que ®(x,y)>0;
(b) Il existe x9€ C tel que Yye K\ C ¥(x,y) > 0.

Alors il eziste § € C tel que ®(x,7) < 0 pour tout x € K. En plus l’ensemble des solutions
est un compact.

Proposition 1.2.12. On suppose que
(i) ¥(z,z) <0 pour tout x € K ;
(ii) Pour touty € K, l'ensemble {x € K : V(x,y) > 0} est conveze.

Alors la condition (i1i) du Lemme 1.2.11 est vérifiée.

Preuve. Par ’absurde, supposons qu’il existe x1, ..., z, € K et Ay,..., A\, > 0avec ) - | \; =
1, tels que ¥(x;, Z?:l Ajxj) > 0. Prenons y = 2?21 Ajxj,d’aprés hypotheése (ii), on a

0< W(Z )\jl‘j, Zijj) = \Ij(y>y)
=1 =

Ce qui contredit '’hypothése (i). O

1.3 Probléme d’équilibre mixte

Le probleme d’équilibre qu’on va décrire par la suite est une approche particuliére trés in-
téressante ol la bifonction d’équilibre est une somme de deux bifonctions. Une telle approche
permet de séparer les hypothéses de base décrivant un probléme d’équilibre mixte.

Par un probléme d’équilibre mixte, on entend le probléme suivant

trouver T € K tel que

(PEM) { [@y) + 9@ y) 20, VyeK

ou f,g: K x K — IR sont deux bifonctions d’équilibres.

Définition 1.3.1. ([15]) Soient K et C' deuz ensembles convexes avec C C K. On note par
corex(C), le core de C' relativement a K, le sous ensemble défini par

a € coreg(C) < (aeC et CNla,y[# 0,Vy € K\C).
En particulier corex(K) = K.

Théoréme 1.3.2. [15] Soient X un espace vectoriel topologique de Hausdorff et K un sous
ensemble fermé non vide de X. Soient f,g: K x K — IR deux bifonctions d’équilibre telles
que :



(i) f est monotone et hémi-continue supérieurement ;
Pour tout x € K, la fonction y — f(x,y) est convexe et semicontinue inférieurement ;

(ii) Pour tout y € K, la fonction x — g(x,y) est semicontinue supérieurement ;
Pour tout z € K, la fonction y — g(x,y) est conveze;

(iii) (Condition de coercivité) Il existe un compact convere non vide C' de X et yy €
corex(C) tels que

fx,y0) +9(z,90) <0 pour tout x € C\coreg(C).

Alors il existe T € C'N K tel que
f(Z,y)+g9(@y) >0 pour touty € K. (1.3)

Par ailleurs, l'ensemble de solution Sy, du probléeme d’équilibre mizte (1.3), est un ensemble
compact et convexe.

La démonstration de ce théoréme se base sur les lemmes suivants.

Lemme 1.3.3. [15] 1l existe T € C tel que

fly,7) <g@,y) Vyel.

Démonstration. Pour y € C, considérons I’ensemble suivant

Sy) ={z € C/f(y,x) < g(z,y)}.

Montrons que Nyec{S(y)} # 0. Grace a la compacité de C, il suffit de montrer que la
famille {S(y)},ec vérifie la propriété de I'intersection finie. En effet, soit {y;,i € I} une
famille d’ éléments de C', avec I un sous ensemble fini non vide de IN. Soit ¢ un élément
dans 'enveloppe convexe co{y;,i € I}, alors £ = 3;cra,y; avec o; > 0 pour tout i € I et
Yiera; = 1. On suppose par I'absurde qu'il existe un élément ¢ dans conv{y;,i € I} tel que

f ¢ ﬂiel{s(yi)}. Alors
T &) > 9 v:), Viel.

Si on multiplie par «; et on fait la somme par rapport a ¢, on trouve I'inégalité suivante
Z%’f(yz';f) > Z%’g(fayi)- (1.4)
iel iel

Grace aux hypotheéses de la convexité et la monotonie de la bifonction f, on obtient

S oifwn&) =D aif (i > ) <Y ai Y aif (i, y;) (1.5)

el el i€l el jel

= 23 (s 1) + ) <0

i,5€1
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D’autre part, la convexité de la bifonction g donne I'inégalité suivante

0=9(&€) <> aiglé,v)- (1.6)

iel
D’apreés les relations (1.5) et (1.6), on a
Zoéif(yiaf) <0< Zaz‘g(fayz‘),
iel iel

ce qui contredit la relation (1.4). Alors f(y;, &) < g(&,y;) Vi € I. Par conséquent S(y;) # 0
pour tout i € I, donc & € conv{y;,i € [} C U;erS(y;) pour tout [ C N. Puisque les sous
ensembles S(y) sont fermés et compacts, alors d’aprés le Théoréme 1.2.3 on a NyecS(y) # 0.
Donc il existe T € C' tel que T € S(y) pour tout y € C, ainsi  f(y,7) < g(T,y) Vye C. O

Lemme 1.3.4. [15] Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i)zeC, fly7)<gTy) Vyel;
()T eC, [(Ty)+g@y) >0 Vel

Preuve. Supposons que I'assertion (ii) est vérifiée, alors
0<f(@,y)+9(Ty) VyeCl.
Grace a la monotonie de la bifonction f, on a

f@y)+ fly,7) <0 Vyedl,
donc
f@y) < —fly.z) Vel
9@ y) + f(@,y) < —fly,T) +9(T,y) Vyel,
d’aprés lassertion (ii), on a 0 < ¢(Z,y) + f(T,y) < g(7,y) — f(y,T) Vy € C. Alors
<

f(y, )

Réciproquement, supposons que l'assertion (i) est vérifiée. Soit y € C' arbitraire, considérons
pour tout ¢ €]0, 1], z; = (1 — t)T 4+ ty € C. Alors, en prenant y = z; dans 'assertion (i), on
obtient

9(T,y) Vyedl.

fz, @) < g(T, xp).

Comme f est convexe par rapport au second argument et en tenant compte de ’assertion
(i), on obtient

0= f(xhxt) < tf(ajta y) + (1 - t)f(xtaf)
0<tf(zey) + (1 —1)g(T, 2)
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0<tf(aey) + (1 -0ty y) + (1 —t)g(@,7)].

Puisque ¢(Z,Z) = 0 et en simplifiant par ¢, on obtient

0 < f(ze,y) + (1 =1)9(T,y).

Quand on fait tendre ¢ vers 0, z; tend vers x et comme la fonction f est hémi-continue
supérieurement en 0 (i.e. 1ir% sup f(z,y) < f(Z,y)) alors f(Z,y) + 9(T,y) >0 Vye C.
—

Ce qui termine la preuve. O

Lemme 1.3.5. [15] Soient ¢ : K — IR une fonction conveze et xy € corex(C) tel que
o(zg) <0 et (y) >0 pour tout y € C. Alors ¢(y) >0 Vy e K.

Preuve. Par 'absurde, supposons qu’il existe y € K\C tel que ¢(y) < 0. Comme z( €
corer (C), alors p(n) < 0 pour tout n €|xg, y[. Puisque CN]zg, y[# 0, alors il existe n € C
tel que ¢(n) < 0, ce qui est absurde par hypothése. d
Démonstration du Théoréme 1.3.2

D’apreés le Lemme 1.3.3, il existe 7 dans C' tel que

fly,7) <g(T,y) VyeK.
On en déduit, d’aprés le Lemme 1.3.4, que
0< f(@y) +9(T,y) Vyel.

Fixons T € K et considérons la fonction ¢ définie par ¢ (y) = f(Z,y) + g(T,y). Il est facile
de voir que ¥ (y) > 0 pour tout y € C. Si T € corex(C), alors, on peut considérer zo = T
dans le Lemme 1.3.5. Si T € C\corex(C), alors xy = yo (avec yo est donné par ’hypothése
(iii) du Théoréme 1.3.2).

Dans les deux cas, on peut appliquer le Lemme 1.3.5, pour obtenir ¢(y) > 0, Vy € C.
Alors f(Z,y) + g(Z,y) > 0, Vy € K. Ce qui termine la démonstration. O

Remarque 1.3.6. 1- Dans le cas ou K est un compact, on peut considérer C' := K, d’ou
C\ core(C) = 0. Alors la condition de coercivité du Théoréeme 1.3.2 n’est plus néces-
saire.

2- Nous remarquons aussi, dans le cas d’un espace de Banach, que la condition (iii) du
Théoréme 1.3.2 peut étre remplacée par la condition de coercivité suivante :

Il existe un compact conveze non vide B C K tel que pour tout x € K\B il eziste
a € B tel que

f(z,a) + g(z,a) <O0. (1.7)
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En effet, soit {y1,...,yn} une famille finie des éléments de K. Considérons l’ensemble
sutvant

C = co{ B,| J{mi}}.
i=1
C' est un compact convexe. Il résulte du Théoréeme 1.3.2 qu’il existe x € C' tel que
flz,y) +g(z,y) >0 Vy e C. (1.8)

Prenons y = a, alors d’apres la relation (1.7), on a bien x € B. Grice a la monotonie
de la bifonction f, on a

fly,x) < g(,y) vy € C,
en particulier
flys, x) < glx,y) Vi € {1,...,n}.
Par conséquent, la famille finie des sous ensembles fermés définie pour tout y € K par

Sy)={reB | fly,z) <g(z,y) }

posséde la propriété de 'intersection finie. Puisque B est compact, alors ﬂyeK S(y) #
(. Par conséquent, il existe T € B tel que

fly, ) < g(x,y) Vy € C.

On peut donc appliquer le Lemme 1.5.4 pour conclure que

f@,y)+g9(@y) >0 Vyel.

Voici maintenant un résultat principal, conséquence des développements précédents.

Lemme 1.3.7. Soient X un espace vectoriel topologique de Hausdorff et K un sous ensemble
fermé non vide de X. Sotent f,g: K x K — IR deux bifonctions telles que :

(i) f(xz,x) > 0 pour tout x € K

f est monotone et hémi-continue supérieurement ;
Pour tout x € K, la fonction y — f(x,y) est convexe et semicontinue inférieurement ;

(i) g(x,z) > 0 pour tout x € K;

Pour tout y € K, la fonction x — g(x,y) est semicontinue supérieurement ;
Pour tout z € K, la fonction y — g(x,y) est convexe semicontinue inférieurement ;

(iii) (Condition de coercivité) Il existe un compact convexe non vide C' de X et yp € CNK

tels que
flz,y0) +9(x,90) <0 pour tout x € K\C.
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Alors il existe T € C'N K tel que
f(@,y)+g(T,y) >0 pour tout y € K. (1.9)

Par ailleurs, l’ensemble de solution Sy 4, du probleme d’équilibre mixte (1.9), est un ensemble
compact et convexe.

Preuve. La démonstration de ce résultat est une application directe du Théoréme 1.2.11
en considérant pour tout z,y € K,

®(z,y) = f(2,y) —g(y,x) et V(z,y)=—g(y,z) - f(y,z).

g

Remarque 1.3.8. - La condition utilisée dans le Lemme 1.53.7 est une relaxation de la
condition d’équilibre utilisée par [15, Théoréem 1] et [22, Théoréme 4-5], ot l'on trouvera
flz,z) = g(z,z) = 0.

- La condition (i11i) du Lemme 1.2.11 est liée a la convexité de la bifonction U introduite
dans la proposition 1.2.12.

1.3.1 La condition de coercivité

Dans le cas d’un espace de Banach réflexif, on peut prouver des résultats d’existence, en
vertu des hypothéses faibles concernant la condition de la coercivité du Théoréme 1.3.2.

Soit X un espace de Banach réflexif muni de la topologie faible o (X, X*), alors la condi-
tion de coercivité (iii) du Théoréme 1.3.2 peut étre remplacée par l'une des conditions
suffisantes suivantes :

(1) 1l existe yo € K tel que
@) __ (1.10)
le—yoll—-+os [|2 — yol|

En effet, soit r; > 0 et considérons la boule B(yp,7m1) = {x € X : ||z — vl < r}.
Alors B(yo,r) est un convexe et compact pour la topologie faible o(X, X*) de X.
Comme l'espace X est un Banach réflexif, f(yo,-) est semicontinue inférieurement et
que B(yo,r) est faiblement compact, alors il existe ag € IR tel que f(yo,x) > ap pour
tout © € B(yo, 7). Soit z € K\B(yo,7), considérons 1'élément

(&1 r

y= e (-
= sl o= ol

Comme f(yo,+) est convexe, y € B(yo, 1) et f(yo,yo) = 0, on obtient

a
f(yo,x) > r—f”x — ol pour tout z € K\B(yo,71)- (1.11)
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Puisque f est monotone, il résulte de la relation (1.11) que pour tout x € K\ B(yo, 1)

Qg
g(x7y0) . .
Comme T2 = sl — —oo quand ||z — yo|| = +o0, alors il existe 75 > 0 tel que pour
L — Yo
tout € K avec ||z — yo|| > r2 on a

8]
g(z,yo) — T_f”I — ol <O0. (1.13)

On pose r = max{ry,rs}, considérons 'ensemble C' = {x € X : || — yo|| < r}. Gréace
aux relations (1.12) et (1.13) on déduit que pour tout x € K\C on a
f(z,90) + 9(x,90) < 0.
Par conséquent la condition (iii) du Théoréme 1.3.2 est vérifiée.
(2) Supposons qu'il existe a € K et R > 0 tels que :
g(x,a) < M||lz —al|| pour tout =z € K tel que |z —al >R

f(z,a)
[ — all

(1.14)

— —o0 quand ||z —a| = o0

Alors la condition (1.14) implique 'hypothése (iii) du Théoréme 1.3.2. En effet, on a
I'inégalité suivante
L glea) + f(r.a)
im
le—all=+oo |z —all

<M+ lim f(z,a)

|lz—al|—+o0 ||z — al|”

D’apreés la relation (1.14), on en déduit la limite suivante

by 9@a) + f(z,0) s
le—al =400 ||z — al

Donc g(z,a)+ f(z,a) < 0 pour tout ||z —al| > R ot R > 0. Ainsi ’hypotheése (iii) du
Théoréme 1.3.2 est vérifiée en considérant ’ensemble C' = B(0, R).

(3) Supposons qu'il existe a € K tel que :

g(x,a) < M||x —a|| pour tout =z € K tel que ||z —al| >R
f(@,a) + f(a, x)

[ = all

(1.15)

— —oo quand ||z —a|| = 400

D’aprés la condition (1.15), il existe une constante M < 0 telle que

f(z,a) + f(a,z)

[ = af

< M.

Grace a la monotonie de la bifonction f, on a
f(z,a) < =f(a,2) < =Mz — al|.
D’ou la condition (1.14), Ainsi ’hypothese (iii) de Théoréme 1.3.2 est satisfaite.
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Partie 11

1.4 Optimisation vectorielle

Dans cette section, nous donnons quelques définitions et théorémes relatifs a ’optimisa-
tion vectorielle. En particulier, nous introduirons les notions d’un céne, la C-semicontinuité
et C-convexité. Pour plus de détail, on peut se référer aux ouvrages de Chen [45], Luc [66]
et [52].

Définition 1.4.1. On appelle un espace vectoriel ordonné tout espace vectoriel X muni
d’une relation " <" vérifiant les conditions suivantes :

(i) Réflexive :Vrx € X, x 2 x;

(ii) Anti-symétrique :Ve,y € X, (x 2y) et (y z) = x=1y;

(iii) Transitive : Vx,y,z € X, (r Sy) et (y 2 2) =z = z.

Remarque 1.4.2. On appelle un préorde toute relation est réflexive et transitive.

Définition 1.4.3. ([45]) Soient X un espace vectoriel topologique et C' un sous-ensemble
non vide de X.

(i) C est dit un cone siz e C;, A>0 ona Xz € C,
(i) Le cone C est dit conveze si C+ C C C,

(iii) Un sous ensemble B d’un cone convexe C # {0x} est dit base de C' si pour tout
x € C\{Ox} il existe b€ B et A > 0 tel que x = \b;

(iv) Le cone C est dit saillant si C N (—=C)={0x}, ou —C ={qe X | —qeC}.
La notion d’ordre dans un espace vectoriel a un lien étroit avec la notion d’un céone. En

effet, soit X un espace vectoriel, un cone C' convexe permet d’introduire une relation de
préorde <¢ dans X d’une facon naturelle ;

On dit que y ¢z si v —yeC.

Lorsque le cone convexe C' est saillant, alors <o est un ordre.
Exemple. Soit n un entier naturel supérieur ou égale & 2. Considérons X = IR". Mu-
nissons X de la relation < suivante :

Ve = (x1,...,2,), y= (y1,..,yn) € R", =<y Sz <y, Vi=1,..,n

La réflexivité, la transitivité et I'antisymétrie de < résultent respectivement de la réflexi-
vité, de la transitivité et de 'antisymétrie de la relation d’ordre < appliquée aux compo-
santes des éléments z = (1, ...,x,) de X. On vérifie aisément que cette relation d’ordre est
convenable avec la structure de X. On a alors
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C={zxeR"|z;>0pourtout i€ {l,...,n}}=R"

est un cone convexe saillant, souvent appelé un céone de Pareto. En particulier sin =1, IR,
est un cone convexe saillant dans IR.

Définition 1.4.4. [45] Soit X un espace vectoriel topologique ordonné par un céme convexe
C tel que 0 € OC et intC # (). Soit A une partie non vide de X.

(1) Un point z* est dit minimum de A si
(A—27) N (=C\{0}) = 0;
(ii) Un point x* est dit minimum faible de A si
AN (z" —intC) = 0;
(iii) Un point x* est dit maximum de A si
(A—z") N (C\{0}) = 0;
(iv) Un point x* est dit mazimum faible de A si
AN (z* +intC) = (;

On note par Minc(A), Mazc(A), Ming,c(A) et Max.c(A) Uensemble des points mini-
mauzx, marimauzx, minimauz faibles et marimaux faibles de A respectivement.

Définition 1.4.5. [45] Soient X un espace vectoriel topologique, U un convexe non vide de
X et Z un espace vectoriel topologique ordonné par un céne convexe C. Considérons une
fonction vectorielle f définie sur U a valeurs dans Z.

(1) On dit qu’un point x* € U est un minimum de f sur U si
(f(U) = f@")) N (=C\{0}) = 0.
(ii) On dit qu’un point x* € U est un minimum faible de f sur U si
(f(U) = f(z") N (=intC) = 0.

On note par Minc(f,U) et Mingc(f,U) Uensemble des points minimauz et minimauz
faibles de f sur U respectivement.
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L’introduction des point minimaux et maximaux, nous conduit également & définir les
notions de la C'-continuité et la C-convexité et de présenter quelques unes de leurs propriétés
qui seront utiles par la suite.

Définition 1.4.6. (/87]) Soient X un espace vectoriel topologique et Z un espace vectoriel
topologique ordonné par un céne convexe C' d’intérieur non vide. Une fonction vectorielle
f: X — Z est dite C-semi-continue inférieurement (C-sci) si l'une des assertions suivantes
est vérifice :

(i) Pour tout x € X et d € int(C), il existe un voisinage ouvert U de x tel que
fu) € f(x) —d+int(C), Yuel.

(ii) Pour tout z € Z, f~'(z +int(C)) est un ouvert de X.

(iii) Pour tout xo € X et V woisinage ouvert de f(xo) , il existe un voisinage ouvert U de
xq tel que
flu) e V+C, Yuel.

Proposition 1.4.7. (/87]) Soit X un espace vectoriel topologique. Les assertions (i)-(iii)
de la Définition 1.4.6 sont équivalentes entre elles.

Preuve. Montrons que les assertions (i)-(ii) sont équivalentes. En effet, pour tout a € Z,
on suppose que f~!(a + intC') est un ouvert. Pour tout zo € X et d € intC, on considére
a = (f(zo)—d), douzg € fH(intC+(f(zo)—d)), alors il existe un voisinage ouvert U de x
tel que f(x) € f(zo) — d+ intC pour tout = € U. Réciproquement, soit zg € f~!(a + intC)
et d = f(xg) — a. Puisque d € intC, il existe un voisinage ouvert U de zy tel que f(z) €
f(zo) — d+intC pour tout x € U, alors f(z) € a+intC. Ce qui entraine que f~!(a+intC)
est un ouvert.

Montrons que les assertions (i)-(iii) sont équivalentes. En effet, soit g € X et d € intC.
Alors il existe un voisinage ouvert W de d tel que W C intC'. Ce qui entraine que f(zg) €
f(zo) —d+W C f(xo) — d+intC. Considérons par la suite 'ensemble V = f(xq) —d+ W,
alors V' est un voisinage ouvert de f(xg) et il existe un voisinage ouvert U de z( tel que
f(x) € V+C = (f(xo) — d+ intC) + C pour tout z € U. Puisque intC' + C = intC
(Voir Théoréme 2.2 dans [88]), alors on a f(z) € f(xg) —d + intC pour tout = € U.
Réciproquement, soient 2y € X et V' un voisinage ouvert de f(xg). Il existe d € intC' tel que
(f(zg) —d) € V. Alors il existe un voisinage ouvert U de zg tel que f(z) € f(xg) —d+ intC
pour tout z € U. Puisque V un ouvert et que V + intC =V + C' (Voir Théoréme 2.2 dans
[89]), on obtient finalement f(x) € V 4 C pour tout x € U. O

Remarque 1.4.8. 1- Si Z = R et C = IR", les différentes notions de la C-semi-continuité
coincident avec celles de la semi-continuité classique.

2- Dans la littérature, l'assertion (iii) de la Définition 1.4.6 est considérée comme une dé-
finition de la C-continuité, dont les propriétés sont étudiées dans le livre [66].
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3- Une fonction f est C-semi-continue supérieurement si et seulement si —f est C-semi-
continue inférieurement. Toute fonction C-continue, alors elle est C-semi-continue
inférieurement et C-semi-continue supérieurement. Réciproquement, si f C-semi-
continue inférieurement et C-semi-continue supérieurement, alors [ est C-continue
que si C est a base fermé convexe bornée. Pour plus de détails voir [66, Théoréme 5.3,

p.22].

La proposition suivante, présente une caractérisation de la C-semi-continuité par une
suite généralisée.

Proposition 1.4.9. (/27]) Soit X un espace vectoriel topologique de Hausdorff. Une fonction
vectorielle f : X — Z est C-semi-continue supérieurement sur X si et seulement si pour
tout x € X, v € intC' et toute suite généralisée {4 }acr dans X convergente vers x, il existe
g dans I tel que

{f(zg): B>a}C f(x)+v—intC. (1.16)

pour tout a > «y.

Preuve. Pour tout a € I, posons A, = {f(zg) : S > a}. Supposons que f est C-
semi-continue supérieurement en z € X, alors il existe un voisinage ouvert U de x tel que
f(y) € f(z) + v —int(C) pour tout y € U. D’ou, il existe un indexe ag € I tel que

a>ay = x,€Uet f(z,) € fz)+ %v —nt(C).

Ce qui implique que A, C f(z) + $v — int(C) et A, C f(z) + 2o — C pour tout a > ay.

Puisque v — C =v — v — C' C v — int(C), alors

1
A, C f(z)+ 5V~ int(C) pour tout o > ay.

Réciproquement, on suppose que f n’est pas C-semi-continue supérieurement. Alors il existe
20 € Z tel que f~1(zg —int(C)) n’est pas un ouvert de X. Soit zg € (29 — int(C)), alors
tout voisinage ouvert de xg n'est pas dans f~!(zg — int(C)). Posons f(zg) = 29 — vo pour
vo € int(C). Donc, pour une suite généralisée {z,}.c; convergente vers xo € X, on a
f(z,) n'appartient pas a zy — int(C) = f(xg) + vo — int(C). Puisque le complémentaire de
f(zo) + vg — int(C) est fermé, alors pour tout a € I on a

Zoz N (f(x(J) + Vo — /Lnt(C» = (Da
ce qui contredit la condition (1.16). O

Définition 1.4.10. (/86, 66]) Soient X un espace vectoriel topologique, K un convexe non
vide de X et Z un espace vectoriel topologique ordonné par un cone convexe C d’intérieur
non vide. Une fonction vectorielle f: K — Z est dite
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(i) C-convezxe si
tf(ur) + (1 —t)f(u2) C f(tug + (1 —t)ug) + C,

pour tout uy,us € K et t€0,1];
(ii) C-quasi-conveze si pour tout z € Z, le sous ensemble

Az)={z e X : f(z)ez—-C}

est conveze ;

(iii) Proprement C-quasi-convexe si

fltur + (1 = t)ug) € f(ur) = C
ou bien

fltur + (1 —t)ug) € f(ug) — C
pour tout uy,us € K et t € [0,1].

Remarque 1.4.11. Une fonction vectorielle f : X — Z est dite C-concave (proprement
C-quasi-concave) si (—f) est C-conveze (proprement C-quasi-conveze).

Proposition 1.4.12. (/66] Soient X un espace vectoriel topologique et Z un espace vectoriel
topologique ordonné par un cone convexe C d’intérieur non vide. Une fonction vectorielle
f X — Z est proprement C-quasi-conveze si et seulement si pour tout z € Z l’ensemble
sutvant

Alz)={ze X : f(x)¢z2+4+C}
est convezxe.

Une propriété importante de la définition précédente est donnée par le lemme suivant.

Lemme 1.4.13. (/23, Lemma 3.8]) Soient U et V' deux sous ensembles converes non vide
de deux espaces vectoriels topologiques X et Y respectivement. Soit f : U x V — Z une
fonction vectorielle proprement C-quasi-convexe par rapport au premier argument. Soient
y €V et E un sous ensemble fini dans U. Pour tout z € Z, s’il existe x € co(F) tel que

flz,y) — z € (—intC)", (1.17)

ot (—intC)¢ désigne le complémentaire de (—intC') dans Z. Alors il existe T € E tel que

f(@,y) — z € (—intC)".

Preuve. Soient z € Z et E = {z1, ..., z,} un sous ensemble fini de U. Considérons
n n
T = Z)\Z.I‘l, avec >\z Z 0 et Z)\z = 1.
i=1 i=1
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Sin = 2 et puisque la fonction f(-,y) est proprement C-quasi-convexe, alors pour tout y € V'

fazr + Xoxo,y) — 2z € f(o,y) —2—C

ou
fzy + Aawa,y) — 2 € f(r2,y) — 2 — C.

Si on suppose que f(z1,y) — 2z € —intC et f(xq,y) — 2z € —intC, alors

fAixy + Xowo, y) — 2z € {f(x1,y), f(z2,y)} — 2 — C C —intC.

Ce qui contredit la condition (1.17). Donc f(z1,y)—z € (—intC)¢ ou f(xq,y)—z € (—intC)°".
Procédons par récurrence sur n. Supposons que le résultat soit établi pour n et soit z € Z,

on a donc
n+1

f(z Nty y) — z € (—intC)°.
i=1

n )\Z

Soit A=>" Ni=1—-XApetae= Z 3o Puisque T = Az + A\, 112,41, alors f(x,y) —z €
i=1

(—intC)° ou f(xpy1,y) — 2z € (—intC)".

Si on considére le cas f(z,y)—z € (—intC)¢, on montre par récurrence sur n que f(z;,y)—z €

(—intC)c. Ce qui achéve la preuve. O

1.5 Probléme des points selles vectoriels

Soient X,Y et Z des espaces vectoriels topologiques de Hausdorff. Soit U un sous en-
semble non vide de X. On suppose que les espaces Z et Y sont ordonnés par deux cones
convexes saillants C' et K respectivement.

Considérons le probléme d’optimisation sous contrainte suivant

ming F(z)
(POV) { tel que T € X, G(z)N(=K) # 0.
avec F': X — Z et G: X — Y deux fonctions vectorielles.
Nous souhaitons classifier les points critiques du probléme d’optimisation vectorielle

(1.18). Soit L(Y, Z) l'ensemble des applications linéaires continues de Y dans Z. On dé-
finit un sous ensemble L de L(Y, Z) par

(1.18)

L={TeL(Y,Z): T(K)cC}.

Nous introduisons la fonction Lagrangienne associée au probléme vectoriel (1.18) définie
par
L(z,y) = F(z) +y(G(x),  (z,y) € X x L,
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et les applications de dualité D : L — Z et P : X — Z par
D(y) = Minc(L(X,y)), pour tout y € L;

P(z) = Maxc(L(z, L)), pour tout z € X.

Le probléme d’optimisation vectorielle (1.18) peut étre transféré au probléme dual suivant

max¢c D(y) : ming P(z)
{ tel que y € L ou bien { tel que € X (1.19)

On peut donc ramener le probléme d’optimisation vectoriel (1.18) a celui d’un probléme de
minimax pour les applications de dualité P et D. La plus ancienne des théories de dualité
est celle basée sur les théorémes de minimax de Ky-Fan [42] et Sion [83] qui donnent des
critéres d’existence de point selle (ou points de minimax) pour la fonction Lagrangienne £
dans le cas scalaire. Le lien entre les points selles et les points optimaux pour (POV) et
de fagon générale I’approche par des fonctions lagrangiennes se trouvent détaillés dans Luc
[65].

Définition 1.5.1. (i) On dit qu’un couple (xo,y0) € X X L est un point selle de la fonction
L si

L(xo,y0) N Mazc(L(wo, L)) N Ming(L(X,y0)) # 0. (1.20)

(ii) On dit qu’un couple (xg,yo) € X X L est un point selle faible de la fonction L si
L(xo,Y0) N Maxinic(L(xo, L)) N Mingo(L(X,yo)) # 0. (1.21)

Remarque 1.5.2. Dans le cas particulier de Y = Z = IR, soit le probléme d’optimisation
scalaire suivant
min f(z)
xX

(1.22)
tel que g(z) <0.

avec f,g: X — IR deux fonctions réelles. Définissons le lagrangien
L(z,y) = f(z) +yg(x).
L’optimum primal-dual (x0,y0) (yo > 0) est un point selle du Lagrangien L, ¢-a-d
L(xo,y) < L(xo,v0) < L(z,y0),V(z,y) € R x R,
Donc x — L(x,yo) atteint un minimum en xy et y — L(xo,y) atteint un mazimum en Y.

Plus généralement, 1'utilisation de la fonction Lagrangienne nous a également permis de
fournir une formulation plus générale du probléme de point selle permettant d’améliorer les
techniques de résolution de ce type des problémes.
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En effet, considérons deux sous ensembles non vides U et V' des deux espaces vectoriels
topologiques de Hausdorff X et Y respectivement et Z un espace vectoriel topologique
ordonné par un cone convexe C' d’intérieure non vide. Soit £ : U x V' — Z une fonction
vectorielle. Si (ug, vg) est un point selle de la fonction £, alors d’aprés la définition 1.5.1, on
a

L(ug,v9) N Mazc(L(ug, V) N Mina(L(U,vg)) # 0.

ce qui conduit a
L(ug,v9) € Mazc(L(ug, V) et L(ug,vo) € Minc(L(U,v));
D’aprés la définition 1.4.4, on déduit que le couple (ug, vg) satisfait

L(u,v9) — L(ug,vg) ¢ —C Vue U et
L(ug,v9) — L(ug,v) ¢ —C Yv eV,

De méme, on obtient aussi la reformulation du point selle faible suivante

L(u,v9) — L(ug,v9) ¢ —intC Vue U et
L(ug,vo) — L(ug,v) ¢ —intC YveV.

De nombreuses méthodes, pour prouver l'existence du point selle, font appel a la procédure
de la scalarisation, voir [44, 57, 58, 59]|. L’idée principale de ces méthodes est de remplacer
un probléme de point selle vectoriel par une famille de problémes de point selle scalaire.
Plus précisément, Kimura-Tanaka [59] ont utilisé une scalarisation au sens de Luc [66] et
une extension de convexité généralisée. Un autre résultat de Kimura-Tanaka [59], ou le
probléme du point selle vectoriel a été étudié par une approche basée sur un théoréme du
point maximal et en introduisant des notions de C-continuité au sens de Tanaka [86, 87].

1.6 Commentaires

Ce premier chapitre introductif a été constitué de deux parties. Dans un premier temps,
nous avons rappelé quelques outils importants de I’analyse convexe ainsi que des résultats
d’existence des solutions pour un probléme d’équilibre puis d’'un probléme d’équilibre mixte
en présentant des conditions suffisantes de la coercivité. La deuxiéme partie est consacrée a la
présentation des quelques résultats d’optimisation vectorielle ainsi qu’une bréve présentation
du probléme du point selle vectoriel. Le but est de faire le lien entre les différentes notions
d’un probléme d’optimisation vectorielle avec celles d’un probléme du point selle vectoriel,
qui sera étudié au chapitre 5.

Les résultats rappelés concernant 1’existence de solutions pour un probléme d’équilibre
seront appliqués pour générer des algorithmes d’approche de solution en se basant sur la
notion du principe auxiliaire qui sera détaillée dans la suite.
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CHAPITRE 2

Principe auxiliaire
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2.1 Introduction

Dans le but d’obtenir des solutions approximatives, nous allons & présent proposer une
méthode, appelée principe auxiliaire, permettant de construire un algorithme d’approche des
solutions pour un probléme d’équilibre. Le principe auxiliaire a été introduit par [30, 31] pour
étudier des problémes d’optimisations, il consiste a développer une famille d’algorithmes de
type décomposition-coordination pour 'approche de solution. Ce principe a été étendu par
[32] pour étudier des problémes d’inéquations variationnelles, voir aussi Glowinski [48].

Nous nous intéressons au probléme d’équilibre suivant

(PE) trouver z € K tel que f(Z,2) >0 VzeK, (2.1)

avec K un convexe fermé non vide d’un espace vectoriel topologique de Hausdorff X et
f+ K x K — IR une bifonction d’équilibre.

Afin d’obtenir des solutions approximatives du probléme (PE), nous introduisons le prin-
cipe auxiliaire suivant

Pour z € K trouver z € K tel que
pf(Z,2) + (T(2) = T(z),z—x) 20 Vz € K,

avec T : X — X™ un opérateur et p > 0.
Ce principe auxiliaire généralise et relie un grand nombre de méthodes variationnelles

(AuzPE) { (2.2)

permet entre autre de remplacer le probléme initial par une suite des problémes régulari-
sés, de telle sorte que chaque probléme particulier auxiliaire peut étre résolu par I'un des
algorithmes connus. Chaque probléme auxiliaire est fortement monotone et de ce fait on a



I'unicité des solutions des sous-problémes. En outre, la suite des solutions converge vers une
solution du probléme initial.

2.2 Existence et unicité

Dans ce paragraphe, on donne des résultats d’existence et d’unicité de solution pour le
probléme auxiliaire (2.2).

Théoréme 2.2.1. Soient X un espace de Banach et K un conveze fermé non vide de X.
Soient f : K x K — IR une bifonction, T : X — X* un opérateur linéaire borné et p > 0
tels que

(i) f(x,x) =0 pour tout x € K ;
f est monotone et hémi-continue supérieurement ;
Pour tout x € K fixé, la fonction y — f(x,y) est conveze et semicontinue inférieure-
ment ;

(ii) T est o-fortement positif ;

(iii) (Condition de coercivité) Pour tout x € X, il existe un compact conveze non vide C,
de X etyo e C,NK tels que

pf(z,y0) + (T (yo) —T(2),z —x) <0  pour tout z € K\C,.
Alors, pour tout x € X, il existe un unique z € C, N K tel que
pfZ,2)+(T(2) —T(z),z—z) >0 VzeK.

Preuve. La démonstration de ce résultat est une application directe du Théoréme 1.3.2 en
considérant pour tout u,v € K, F(u,v) = pf(u,v) et g(u,v) = (T(v) —T(u),u — x).
Nous avons besoin seulement de montrer 'unicité de la solution. En effet, supposons que le
probléme (AuxPE) admet deux solutions z; et zy, alors

pf(z1,2) +(T'(2) = T(z1),z1 —2) >0 Vze K (2.3)

pf(ze,2) + (I'(2) —T(29),22 — ) >0 VzeK. (2.4)

Prenons z = z5 dans la relation (2.3) et z = z; dans la relation (2.4), en faisant la somme,
on obtient

plf (21, 22) + f(22,21)] > (T'(22 — 21), 22 — 21).

Comme f est monotone et T est d-fortement positif, alors
0 Z <T(22 — 21),22 — Zl> Z (5”21 — 22”2.

Par conséquent z; = 29, ce qui termine la preuve. U
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Théoréme 2.2.2. Soient X un espace de Banach réflexif et K un convexe fermé non vide
de X. Sotent f : K x K — IR une bifonction a valeur réelle, T : X — X* un opérateur
linéaire borné et p > 0 tels que
(i) f(x,x) =0 pour tout x € K ;
f est monotone hémi-continue supérieurement ;
Pour tout x € K fixé, la fonction y — f(x,y) est conveze et semicontinue inférieure-
ment ;

(i) T est o-fortement positif.

Alors, pour tout x € X, il existe une solution unique z € K tel que
pfZ2)+(T(2) —T(Z),z—z) >0 VzeK.

Preuve. La démonstration de ce résultat est une application directe du Théoréme 1.3.2 en

considérant pour tout u,v € K, F(u,v) = pf(u,v) et G(u,v) = (T(v) —T(u),u —x).

Il est facile de montrer que les conditions (i)-(ii), du Théoréme 2.2.2 impliquent les conditions

(i)-(ii) du Théoréeme 1.3.2. 1l suffit donc de montrer que la condition de coercivité (iii) du

Thécgréme) 1.3.2 est satisfaite. En effet, nous devons montrer que pour un certain vy € K on
G(u, vy

ﬁ — —oo quand |jvg — u|| = +o0o. Soit vy € K tel que
Vo — U

G(u,vo) = (T(vo) — T(u),u— )
= (T'(vo — u),u —vo) + (T'(vo — u), vy — )
= —(T(vy — u),vo — uy + (T'(vy — u), vy — x)
< =0lvo = ul® + 1[0 — ullllvo — z]I-
d’ou o )
U, Vo
T < =0llvo — ul[ + [|T[[lvo — |- (2.5)
[[vo — ull
G
Par conséquent % — —oo quand ||vg — ul| = +oc. 0
Vo — U

2.3 Algorithme et convergence

Aprés avoir donné un résultat d’existence de solution du probléme (AuxP), ce paragraphe
sera consacré a l’étude de la convergence d'un algorithme d’approche pour la solution du
probléme d’équilibre a I’aide d’un probléme auxiliaire.

Soit le probléme d’équilibre suivant

trouver Z € K tel que f(z,2) >0 Vze K.
Pour tout p > 0 et © € K fixé, on considére le probléme auxiliaire suivant :

(AuxPE)  Trouver z € K tel que  pf(Z,2)+(I'(z) = T(2),z—z) >0 Vze€ K.
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avec T : X — X*.

Algorithme 1 :

Etape 0. Etant donné une suite {p, }nen CJ0, +00[ et 2y € X arbitraire.

Posons n := 0.

Etape 1. Etant donné z,, € X, on calcule z,., € X tel que

prir f(@nir,2) +(T(2) = T(@n41), Ty —20) 20 V2 € K. (2.6)

Reprendre n :=n + 1 et effectuer 'étape 1.

Théoréme 2.3.1. Soient X un espace de Banach et K un conveze fermé non vide de X.
Soient f 1 K x K — IR une bifonction d’équilibre et T : X — X* un opérateur linéaire. On
suppose que

(i)  f est o—fortement monotone et hémi-continue supérieurement ;
Pour tout x € K fixé, la fonction f(x,-) est semi-continue inférieurement et convexe ;

(i) La suite {p,}nev est croissante;
(iii) L’opérateur T est 6—fortement positif;

(iv) (Coercivité) Pour tout x € X, il existe un compact convexe non vide C, de X et
Yo € C, N K tel que

onf(z,90) + (T(yo) = T(2),z —x) <0 pour tout z € K\C,.

En plus, on suppose que la condition suivante est satisfaite :

prrr |||

C Jk €)0, 1],
( 1> ] [ Pn 5+0pn+1

< k;

Alors l'ensemble des solutions du probléme d’équilibre auxiliaire (AuzPE) n’est pas vide et
la suite itérative {T, }new générée par lalgorithme 1 converge fortement vers une solution
S Sf.

Preuve. Par la définition de I’Algorithme 1, on a respectivement
Pt [(@ny1,2) + (T(2) = T(2ps1) X1 — Tp) >0 VzEK (2.7)

et
pn f(xn,2) +(T(2) = T(x,), xp — xp_1) >0 Vz € K. (2.8)
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Prenons z = z,, dans la relation (2.7) et z = z,,41 dans la relation (2.8), et additionnons les
deux inéquations, on obtient

[f($n+1a xn) + f($n> xn-ﬁ-l)] - pn1+1 <T(xn+1 - xn)v Tpy1 — xn) (29)

+an<T(xn+1 - xn)7 Tp — l'n71> > 0

Puisque la suite {py, }nen est croissante et a termes positifs, alors la relation (2.9) devient

1
n )y N ny*+¥n - T n — n)y Ln — n
ot Ea) e s Bt )} =, ST s = ) Bt = 22 (2.10)

Pn

Puisque f est o-fortement monotone et l'opérateur T est supposé d-fortement positif et
| T||-Lispchitzien continue, on déduit de la relation (2.10) que

T
o tms = all? + ~2rmen — 2l < Ly — 2l — )
n+1 n
Par conséquent
Pn+1 HTH

— < — Tp_1||- 2.11
|41 — 2| < On TDmi1 + 5||xn Tn—1]| ( )

En tenant compte de la condition (C}), il s’ensuit que
[2ns1 = zall < Ellzn — znal). (2.12)

Alors la suite {z,,} est de Cauchy. Par conséquent, elle converge fortement vers un point de
T € K. D’autre part, nous montrons que Z est une solution du probléme d’équilibre (PE).

En effet, par la définition de I’Algorithme 1 et puisque f est monotone, on déduit, pour tout

n e IN,
1

Pn+1

(T(y) = T(@n+1)s Tpg1 — Tn) = f(Ys Tus1) Yy € K.
Grace a la linéarité de T', on obtient

1

1Ty = znsalllzny = 2all = F(y, 2011) Yy € K. (2.13)

n+1

Puisque la fonction f(y,-) semi-continue inférieurement et 7" est borné, alors en passant a
la limite inférieure dans la relation (2.13), on obtient

0> f(y,z) pour tout y € K.

Soit, pour t € [0,1] et y € K, un élément y; = ty + (1 — ¢)T. Puisque K est convexe, alors
y € K pour tout t € [0, 1]. Par conséquent
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Sy, ) < 0. (2.14)

D’autre part, puisque f(y,y;) = 0 et que la fonction f(y;,-) est convexe, on déduit que

0= f(yta yt) < tf(yt, ?J) + (1 - t)ﬂyt’f)'

Alors, grace a la relation (2.14), on obtient, pour tout ¢ €]0, 1],

f(ye,y) > 0.

Puisque f est hémi-continue supérieurement, alors par passage a la limite quand ¢t — 07
dans l'inégalité précédente, on obtient

f(@,y) >0 pour tout y € K.
Alors T € Sy. 0

Corollaire 2.3.2. Soient X un espace de Banach réflexif et K un convexe fermé non vide
de X. Soient f : K x K — IR une bifonction d’équilibre et T un opérateur linéaire de X a
valeur dans X* tels que

(i)  f est o—fortement monotone et hémi-continue supérieurement ;
Pour tout x € K fizé, la fonction f(x,-) est semi-continue inférieurement et convexe ;

(i) La suite {p,}nenv est croissante;
(iii) L’opérateur T est -fortement positif.
En plus, on suppose que la condition suivante est satisfaite :

T
(Cl) Jk 6]0,1[, Prn+1 H H

< k;
Pn 5 + O Pn+1

Alors l'ensemble des solutions du probléeme d’équilibre auxiliaire (AuxP) n’est pas vide et la

suite itérative générée par l'algorithme 1 converge fortement vers une solution z € Sy du
probleme d’équilibre (PE).

2.4 Exemples numériques.

Grace a des considérations faisant intervenir tout aussi bien ’aspect numérique, nous
avons pu appliquer notre algorithme pour des exemples satisfaisant aux résultats du para-
graphe précédent.

En effet, nous appelons la fonction de mérite (Gap function) et la méthode de la descente,
inspiré des travaux antérieurs de Chadli-Konnov-Yao [24] et Konnov [60], nous avons eu l'idée
d’implementer ’algorithme 1 & I'aide du logiciel Matlab 7.7.

Par la suite, on considére 7" = ( g g > et p, = (0.5)".
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Exemple.1 On considére d’une la bifonction f définie sur K := [0, 1] x [0, 1] & valeur réelle
telle que

f(z,y) =221 (y1 — 21) + 21(y2 — 72).

La bifonction f est 1-monotone et continue. Par conséquent le probléme d’équilibre :
Trouver ¥ € K tel que

f(Z,y) >0 pourtout y € K

admet une solution et I’ensemble des solution est Sy = {z € K : x; = x5 = 0}.
Exemple.2 Soit K := {x € [0,1] x [0,1] : 22 < z;}. On considére le probléme d’équilibre

associé a la bifonction g définie par

9(z,y) = (y1 — 1) (371 — 22) + 272(y2 — 72),

La bifonction g est 2-monotone et continue. Par conséquent le probléme d’équilibre :
Trouver 7 € K tel que

g(T,y) >0 pour tout y € K

admet une solution et I’ensemble des solution est S, = {x € K : 1z = zy = 0}.

Exemple.3 Soit K := [0,1] x [0,1]. On considére le probléme d’équilibre associé a la bi-
fonction h définie par

h(z,y) = e (y3 — x3).

La bifonction h est monotone et continue. Par conséquent le probléme d’équilibre :
Trouver ¥ € K tel que

h(Z,y) >0 pour tout y € K

admet une solution et 'ensemble des solution est S), = {r € K : =z = 0}.
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Probléme Point initial Solution Nombre d’itérations

Exemple 1 (0.644,0.379)  (4.189¢-04 , 3.631e-04) 10
(0.135,0.46) (9.181e-01 ,1.408e-06) 15
(0.431,0.91)  (6.640¢-01 , 3.075e-07) 17
(0.226,0.171)  (4.968¢-01 , 8.011e-08) 18
Exemple 2 (0.44,0.71)  (3.666e-04 , 4.769¢-01) 13
(0.13,0.246)  (4.405¢-04 , 5.818e-01) 15
(0.03,0.251) (5.188e-04 5.002e-01) 17
(0.643,0.061)  ( 3.653¢-04 , 3.211e-04) 20
Exemple 3 (0.43,0.61)  (9.953¢-01 , 7.683¢-08) 10
(0.13,0.246) (1.430e-02 , 1.279e-08) 12
(0.803,0.151)  ( 9.857¢-01 , 1.063¢-08) 16
(0.435,0.461) ( 9.715-01 , 3.787e-08 ) 13

TABLE 2.1 — Résultats numériques de I’Algorithme 1, testé sur les exemples 1-2-3

2.5 Commentaires

Le principe du probléme auxiliaire tel qu’il a été défini pour les problémes d’optimisa-
tions et les inéquations variationnelles [30, 32| et son extension dans ce travail au cadre
des problémes d’équilibre présente plusieurs intéréts d’ordre théoriques et numériques entre
autre.

Intérét théorique : Il permet de retrouver les principaux algorithmes d’optimisation dans
un cadre unifié o1 ’étude de convergence a été effectuée une fois pour toute.

En effet, par exemple lorsqu’on se restreint a I’étude d’un probléme d’optimisation dans un
cadre hilbertien et selon un choix approprié de 'opérateur 1" on peut retrouver comme cas
particuliers les algorithmes du gradient projeté ainsi que ’algorithme de Newton-Raphson.
Intérét numérique : 1l réside dans le conditionnement numérique des problémes d’opti-
misation et des inéquations variationnelles.

En effet, le principe du probléme auxiliaire permet de remplacer un probléme dont la réso-
lution s’avére numériquement difficile par une suite de problémes bien conditionnés de ce
point de vue. A titre d’exemple, lorsqu’on se restreint au probléme d’optimisation

min J(u)

et 'on suppose qu’il se préte & priori a une résolution par la méthode de Newton, & ceci pres
que le hessien V2J de J n’est pas défini positif & Poptimum u*. Alors, le conditionnement
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de la matrice hessienne V2J(u) se détériore au voisinage de u* et I'itération de I’algorithme
de Newton "explose" lorsque xj tend vers u*.

Choisissons un scalaire § > 0, on applique le principe du probléme auxiliaire avec 'opérateur
T est défini par :

(Tu,uy = g<u,u> + %(u, V2 (z1) — u).

Le probléme auxiliaire au point zj, est quadratique, sa matrice hessienne est égale a (51 +
V2J(z1)) et elle est partout définie positive dés que V2J(zy) est elle méme semi-définie
positive. Le probléme auxiliaire se résolu alors de maniére explicite et sa solution est :

T =y, — [01 + V2T (25)] 7.V I (uy,),

que 'on peut interpreter comme itération d’'une méthode de Newton "avec conditionne-
ment". On notera que le choix du coefficient § résulte d’'un compromis entre, d’une part
le respect des conditions de convergence de l'algorithme (Coércivité : ¢ doit étre "grand")
et d’autre part le ralentissement induit par le terme quadratique dans ’expression de T'
(freinage : 0 doit étre "petit").
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CHAPITRE 3

Probléme d’équilibre & deux niveaux
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Dans ce chapitre, nous étudions une nouvelle classe de problémes d’équilibre mixtes a
deux niveaux dans un espace de Banach. L’introduction de la technique du principe auxi-
liaire, permet de construire un algorithme d’approche pour un tel probléme.

3.1 Introduction

Soient X un espace vectoriel topologique, K un convexe fermé non vide de X. Soient
U . ®: K x K — IR deux bifonctions d’équilibre et une bifonction v : K x K — IR. On
entend par un probléme d’équilibre mixte & deux niveaux, en abrégé (PEMB), le probléme
suivant :
Trouver T € Sy, tel que O(Z,y) >0 Yy € Sy,

avec Sy, désigne I'ensemble des solutions du probleme d’équilibre mixte suivant :
Trouver z € K tel que ¥ (Z,2) +¢(z,2) —¢(Z,Z) >0 Vze K.

L’introduction de cette classe des problémes permet de fournir une étude pour un grand
nombre de problémes existants dans les différentes branches de l’analyse mathématique,
comme la programmation mathématique a deux niveaux, problémes d’inéquation variation-
nelle sous contraintes, la théorie du controle et la théorie des jeux. Le traitement de la
premiére étude a débuté avec les travaux de Chadli-Chbani-Riahi [22], en utilisant le prin-
cipe de selection de viscosité, qui a pour but de caractériser la solution selon un critére de
type norme minimale d’inéquation variationnelle ou autre. En introduisant des fonctions de
pénalité, nous étudions la position d'une solution choisie en s’appuyant sur le principe de
la selection de viscosité. Le but de cette méthode est de fournir une solution du probléme
primal en tant qu'un point limite de la suite des solutions des problémes approximatifs.
Nous la décrivons briévement :



Soit f : K x K — IR une bifonction d’équilibre, c-a-d f(z,z) = 0 pour tout z € K.
Considérons a nouveau le probléme d’équilibre suivant :

(PE) Trouver 7€ K tel que f(Z,y) >0 VyeK. (3.1)

On note par Sy 'ensemble des solutions du probléme (PE).

Nous présentons une solution du probléme d’équilibre, appelée solution de viscosité,
obtenue en tant que limite d’une suite des solutions des problémes approximatifs. Ce cadre
trés général a été étudié par Giusti [47] et par Attouch [5] pour I’étude des problémes de
minimisation.

Soit h : K x K — IR une bifonction telle que h(x,z) = 0, pour tout = € K. Considérons
maintenant le probléme d’équilibre mixte suivant :

(PE). Trouver 7.€ K tel que f(Z.,y)+ch(Z.,y) >0 Vye€ K. (3.2)

Remarque 3.1.1. Si l'ensemble de solutions Sy est réduit a un point, ce schéma de pertur-
bation peut étre considéré comme une méthode de pénalité pour les problémes d’optimisation
avec un parameétre € et la fonction de pénalité h.

Le résultat suivant assure ’existence de solution pour le probléme (PEMB) comme limite
de solutions des problémes (PE)..

Théoréme 3.1.2. (/22]) Soient X un espace vectoriel topologique, K un conveze fermé non
vide de X. Soient f,h : K x K — IR deux bifonctions réelles telles que f(x,x) = h(x,z) =0
pour tout x € K. Supposons que :

(1) f est monotone et hémi-continue supérieurement ;

(ii) Pour tout x € K, f(x,-) est convexe semi-continue inférieurement ;
(iii) Pour touty € K, h(-,y) semi-continue supérieurement ;

(iv) Le probleme perturbé (PE). admet une solution T. pour tout € > 0.

Si T est une valeur adhérence de la suite {T.}.~0, alors T est solution du probléme d’équilibre
(PE). En plus, on a
h(z,y) >0, YyeS;. (3.3)

Démonstration.

(i) Soit Z. une solution du probléme (PFE)., alors pour tout y € K, on a

f(@e,y) + (e, y) > 0.

Puisque f est monotone, on obtient

eh(Te,y) > f(y,7.)
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Soit T un point limite de la suite {Z. }.~o. Par la semi-continuité inférieure de la fonction
f(y,-) et la semi-continuité supérieure de h(-,y), on obtient

fly.7) <0, yeK.
Considérons, pour ¢t € (0,1], y € K, 2, =ty + (1 — ¢)T € K. Alors
0= flay,x) <tf(ze,y) + (1 —1t)f(ze,T).
Ce qui implique, f(z;,y) > 0. Puisque f est hémi-continue supérieurement, on a

f(T,y) >0, Vye K.

(ii) Soit z € S¢, et T. € K une solution de (PE).. Alors grace a la monotonie de f, on
obtient

eh(Te, z) > f(z,T:) > 0.
Par conséquent, h(Z.,z) > 0, par la semi-continuité supérieure de h, on déduit que
h(z,z) >0, pour tout z e Sy

Ce qui termine la preuve . O

Exemple : Soit X un espace vectoriel muni de la norme || - [|. On considére le probléme de
minimisation suivant

(Py) min{f(z): z¢€ X},

qui est supposé bien posé. Pour tout € > 0, on introduit le probléme approximatif suivant
(P).  minff(@) +efal?:  ze X},

Soit u. la solution unique du probléme (F;).. Si 'espace X est un Hilbert et que la fonc-
tionnelle f est une fonction propre semi-continue inférieurement et convexe, alors la carac-
téristique commune de cette approximation est que le résultat suivant :

u € argmin f,

a, tel
Ue U, TEL que { [a))? < o> Vv € argmin f;

La suite {u.}e>0, minimisante du probléme (P)., converge vers une solution @, de norme
minimale de la fonctionnelle f.
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3.2 Algorithme et convergence

Dans cette section, on utilise le principe auxiliaire pour le probléme d’équilibre mixte
a deux niveaux (PEMB), dans le but de générer un algorithme général pour approcher la
solution de (PEMB). Plus précisément, on obtient une suite de solutions approchées qui
converge fortement vers une solution du probléme d’équilibre de chaque niveau.

Considérons le probléme d’équilibre a deux niveaux suivant (PEMB) : Soient ¥, ® :
K x K — IR deux bifonctions d’équilibre et une bifonction ¢ : K x K — IR telles que

trouver T € Sy tel que @(T,y) >0 Vy € Syy,
avec la contrainte Sy est 'ensemble des solutions du probléme d’équilibre mixte suivant :
trouver z € K tel que V(z,2) +¢(2,2) —¢¥(2,Z2) >0 Vze K.

On considére un opérateur linéaire 7' : X — X* et une famille de bifonctions {©. }.~q définie
sur K X K comme suit

O (u,v) = [¥(u,v) + (v, u) — Y(u,u)] + [P (u,v)].

pour p. > 0 et x € K fixé, puis considérons le probléme auxiliaire suivant :

(AuxP).  trouver Z€ K tel que p. O.(Z,2) +(T(2) = T(2),z—z) >0 Vze€ K.
On commence par établir un résultat d’existence pour le probléme (AuxP)..

Lemme 3.2.1. Soient X un espace de Banach et K un fermé convexe de X. Soient U, P :
K x K — IR deux bifonctions d’équilibres, 1 : K x K — IR une fonction a valeur réelles et
T: X — X* un opérateur tels que

(i) U et ® sont monotones et hémi-continues supérieurement ;
pour tout x € K fixé, les fonctions V(x,-) et ®(x,-) sont convexes et semicontinues
inférieurement ;

(ii) o est skew symétrique et continue ;
Pour tout y € K fixé, la fonction ¥ (-,y) est convexe;

(iii) T est -fortement positif;

(iv) (Coercivité ) Pour tout v € X, il existe un compact convexe non vide C, de X et
Yo € C, N K tels que

p-O:(z,90) + (T'(yo) = T(2),z —x) <0  pour tout z € K\C,.

Alors, pour tout € > 0, p. > 0 et x € X, il existe Z. solution unique du probléme auxiliaire
(AuzP). avec Z. € C, N K.

36



Démonstration. La démonstration est similaire a celle du Théoréme 1.3.2, en considérant
les bifonctions suivantes f(u,v) = p.O.(u,v) et g(u,v) = (T'(v) — T'(u), u — x). O

Lemme 3.2.2. Soient X un espace de Banach réflexif et K un fermé convezre de X . Soient
V.o : K x K — IR deux bifonctions d’équilibres, ¢ : K X K — IR une fonction a valeur
réelle et T : X — X* un opérateur tels que

(i) U et ® sont monotones et hémi-continues supérieurement ;
Pour tout © € K fizé, les fonctions V(x,-) et ®(x,-) sont convexes et semicontinues
inférieurement ;

(ii) o est skew symétrique et continue;
Pour tout y € K fizé, la fonction (-, y) est convexe;

(iii) T est §-fortement positif.

Alors, pour tout ¢ > 0, p. > 0 et v € X, il emiste Z. € K solution unique du probléme
auziliaire (AP)..

On introduit ’algorithme suivant pour le probléme d’équilibre mixte & deux niveaux

(PEMB).

Algorithme 2 :

Etape 0. On suppose les données : {e, }nenw, {Pntnen CJ0, +00[.
Soit un élément xy € X arbitraire et n := 0.

Etape 1. Donner z,, € X et calculer z,,, € X tel que
Prt1 Oy (Tny1, 2) + (T(2) = T (Tng1), Tnpr — Tn) >0 V2 € K. (3.4)

Reprendre n :=n + 1 et effectuer 'étape 1.

Théoréme 3.2.3. Soit X un espace de Banach et K un convexe fermé non vide de X.
Soient ¥, ® : K x K — IR deux bifonctions d’équilibre, v : K x K — IR une fonction a
valeur réelle et T' un opérateur de X a valeur dans X* tels que

(1) U est monotone et hémicontinue supérieurement ;
® est o—fortement monotone et hémi-continue supérieurement ;
Pour tout x € K fizé, les fonctions V(z,-) et ®(x,-) sont converes et semi-continue
inférieurements ;
Il existe o € IRT tel que ®(z,y) > —allz — y||?, pour tout z,y € K ;

(ii) o est skew-symétrique et continue;
Pour tout y € K fixé, la fonction (-, y) est convezxe;
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(iii) La suite {ep}nen est décroissante vers 0 et {py,tnen est une suite croissante;
(iv) T un opérateur §-fortement positif;

(v) (Coercivité) Pour tout x € X, il existe un compact convexe non vide C, de X et
Yo € Cp N K tels que

PO (z,y0) + (T (vo) —T(2), 2 —x) <0  pour tout z € K\C,.
En plus, on suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :

< k;

Pt 17|
C Jk €]0, 1],
( 1) ] [ Pn o + pn+1(05n - a(gn - E':n—i—l))
(Cy)  La suite {ay, }définie par o, = ppe, est bornée.

Alors l'ensemble des solutions du probléeme d’équilibre mizte (PEMB) n’est pas vide et la
suite itérative donnée par l'algorithme 2 converge fortement vers une solution zZ € Sy .

Démonstration. Par définition de 'algorithme 2, on a
Prt1 Ocpir (Tny1, 2) + (T(2) = T(Tng1), Tngr —2n) >0 VzE K (3.5)
et pour l'itération n, on a
pn Oc, (T, 2) + (T(2) = T(xp), xp — Tp_1) >0 Vz e K. (3.6)

Prenons z = z,, dans la relation (3.5) et z = x,,; dans la relation (3.6), on additionne les
deux inéquations précédentes, on obtient

[@£n+1 (Tny1, Tn) + Oc, (T, Tny1)] — m<T(xn+1 — ), Tnp1 — Tn)

+an<T(x"+1 - In)a Tn — xn—l) > 0.

(3.7)

D’autre part, on a

Ocis (Tna1,Tn) + Oc, (T, Try1) = [Y(Tni1, Tn) + (T, Tpy)]
+[,‘7Z)(xn7 xn—l—l) + ¢(xn+17 In) - w(l‘n-l-l’ xn+1) - ¢($n7 l’n)] (38)
+[€n+1q)(xn+17 .an) + 5n(1)(xna xn+1>]-

Puisque @ est o-fortement monotone, ¥ est monotone et 1 est skew-symétrique, on déduit
de la relation (3.8) que

@€n+1(xn+17 Tn) 4+ Oc, (Tn, Tpg1) < —0ep||Tpr — an2 + (ens1 — €n) @(Tny1, Tn) (3.9)

Comme 7" est o-fortement positif et ||T'||-Lispchitzien, la relation (4.15) devient

T
st —2all? < gy — 2 llfen =2l
n+1 n

(5n_5n+l)q)(xn+17 $n)+05n|’xn+l _an2+
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En tenant compte de 'hypothése (i) sur la bifonction ®, on obtient

T
et = 2ol < P ey — wolln — 2nall
n+1 n

leno — alen — eng1) +

Par conséquent, pour ¢, suffisamment petit, on trouve la relation suivante :

1]

— afen = €nta)]

[Zns1 — 2all < T — Zn1]|- (3.10)

)

pnloen + p—

Alors, d’aprés 'hypothése (C), il existe k €]0, 1] tel que
|01 = 2|l < Kll2n — 2.

Par conséquent, la suite {z,} est de Cauchy, alors elle converge fortement vers une limite
TeK.

Maintenant, on montre que la limite T est une solution des problémes d’équilibre de deux
niveaux. En effet, puisque la bifonction ¥ est monotone, on déduit de la relation définie dans
I’algorithme 2, pour tout n € IV et tout y € K :

w(’y, anrl) - w(anrla anrl) + €7L+1(I)<xn+l7 y)
+ <T(y) - T(xn+1)7 Tp+1 — .an> Z \If(y, anrl)'

Prn+1

Grace a la monotonie de ® et la linéarité de 'application 7', on obtient aussi

T
(Y, Tpy1) — V(Tpi1, Tnar) ++ 7]
Pnt1

> U(y, Tns1) + en1®(y, 1pq1) Yy € K.

Hy_xn—i-l“Hxn—l-l —anH (3‘11)

En passant a la limite quand n — oo dans la relation précédente et en tenant compte du
fait que la fonction ®(y,-) est semi-continue inférieurement, que la fonction v est continue
et de la condition (Cy), on obtient :

U(y,T) — (T, 7T) > ¥Y(y,T) pour tout y € K.
Considérons, pour ¢t € [0,1] et y € K, yy =ty + (1 — t)T € K. On déduit que
V(Y T) — (T, T) 2 U(y, 7).
En tenant compte la convexité de la fonction (-, T), on obtient
Uy, ) < tle(y, @) — (7, 7). (3.12)

D’autre part, puisque ¥(y;, y;) = 0 et puisque la fonction WU(y,, ) est convexe, on en déduit
que
0=U(y,ye) < tW(yey) + (1 =)V (y, 7).
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Par conséquent, la relation (3.12) se traduit comme suit
Wy, y) + (1= 1) (d(y, T) — (7, 7))] 2 0.
On obtient, pour tout t €]0, 1], I'inégalité
Yy, y) + (1 = 1)[¢(y, 7) — (T, T)] = 0.
Puisque ¥ est hémi-continue supérieurement, on déduit par passage a la limite quand ¢t — 0,
U(Z,y) +Y(y,T) —(Z,T) >0 pour tout y € K.

Par suite T € Sy .
Montrons maintenant que ¥ satisfait 'inégalité

(T, y) + (4, T) = (T, 7) 20 Yy € Suy.
En effet, on considére la relation (3.4) en prenant y € Sy 4. Alors

pn+1py($n+lay)%_¢%y7$n+l)__d(xn+laxn+l)]+‘Pn+1€n+1¢%$n+1,y>
+<T(y) - T(anrl)a Tpy1 — xn> > 0.

Puisque ¥ est monotone et ¢ est skew-symétrique, on obtient 'inégalité

1
O(pi1,y) + m@(y — Tp41)s Tngl — Tp) (3.13)
[ (y, Tng1) + P(Tn1,y) — (s )]

— En+1

Comme y € Sy y, alors

V(y, Zni1) + ¢ (Ens1,9) — Py, y) 2 0.
On déduit alors de la relation (3.13) et de la monotonie de ®, I'inégalité
17|

1y = Zngallllznis = 2all = (y, Znta).
Pnt1En+1

Gréace a la condition (Cy) et puisque ®(y, .) est semi-continue supérieurement, on déduit en
passant a la limite de n — 0o, dans I'inégalité précédente, que

0> ®(y,T) pour tout y € Syy.
Puisque Sy est un fermé convexe et de facon similaire, on en déduit que
®(z,y) >0 pour tout y € Syy.

Ce qui termine la démonstration . Il

Dans le cadre d’espace de Banach réflexif, la condition de coercivité (v) dans le théoréme
précédent peut étre omise. On obtient alors le théoréme suivant :
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Théoréme 3.2.4. Soit X un espace de Banach réflexif et K un convexe fermé de X. Soient
V.o : K x K — IR deux bifonctions d’équilibre, v : K x K — IR une fonction a valeur
réelle et T un opérateur de X a valeur dans X* tels que

(i) U est monotone et hémi-continue supérieurement ;
® est o—fortement monotone et hémi-continue supérieurement ;
Pour tout x € K fizé, les fonctions V(z,-) et ®(x,-) sont converes et semi-continue
inférieurements ;
Il existe o« € R tel que ®(x,y) > —allx — y||?, pour tout z,y € K ;

(ii) o est skew-symétrique et continue ;
Pour tout y € K, la fonction (-, y) est conveze ;

(iii) La suite {e,}nen est décroissante vers O et la suite {p, tnev €st une suite croissante;
(iv) T un opérateur §-fortement positif;
En plus, on suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :
n T
(Cl) Ik 6]0,1[, Pn+1 || ||

Pn 0+ ppii(oe, + ale, — eni1))
(Cy)  La suite {optnen  définie par o, = ppey, est bornée.

< k;

Alors l’ensemble des solutions du probleme d’équilibre mixte (PEMB) n’est pas vide et la
suite itérative donnée par l'algorithme 2 converge fortement vers une solution zZ € Sy .

3.3 Exemples numériques
Dans tous les exemples présentés ci-dessous, on considére les parameétres suivants

n

pn=2" et g, =(0.5)".

et Popérateur linéaire T : IR* — IR? tel que T'(z) =z, Vx € IR?.
Exemple.1 Soit K := [0, 1] x [0, 1]. On considére les bifonctions ® et ¥ définies par
(z,y) = 1(y1 — 1) + 222(y2 — 72).

U(x,y) = (4 —=}) + (y3 — 23).

On considére le probléme d’équilibre a deux niveaux suivant : Trouver T € K tel que
®(z,y) >0 pour tout y € S,,.

avec Sy ={ze€ K : V(z,2) >0 pour tout z € K}.

L’ensemble des solution est Spy = {zr € K : x; =29 = 0}.
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Exemple.2 Soit K := [0, 1] x [0, 1]. On consideére le probléme d’équilibre mixte associé aux
bifonctions g et (o définies respectivement par

g(x,y) = (v1 + 22 — 1)(y1 — 1) + (21 + 22 — 1) (Y2 — 72),

o(r,y) = (11 — 22)(y1 — 71) + (22 — 21)(y2 — 72)

admet une solution et I’ensemble des solution est Sy, = {zr € K : z; =2, =1/2}.

Probléme Point initial Solution Nombre d’itérations

Exemple 1 (0.644,0.379) (4.189e-04 , 3.631e-04) 10
(0.135,0.46)  (9.181e-05 ,1.408e-06) 15
(0.431,0.91)  (6.640e-04 , 3.075e-07) 17
(0.226,0.171)  (4.968e-06 , 8.011e-08) 18

Exemple 2 (0.34,0.71)  (4.866e-04 , 4.169e-04) 13
(0.13,0.846)  (4.405e-01 , 5.818e-01) 15
(0.03,0.251)  (5.188e-04 5.002e-01) 17

3.4 Commentaires

Le résultat du Théoréme 3.2.3 permet d’établir une nouvelle étude approximative aux
problémes d’équilibre & deux niveaux via un seul algorithme. Moudafi [74| a proposé un
algorithme proximal, dans un cadre d’espace de Hilbert, ol la suite des solutions de 1’algo-
rithme converge faiblement vers une solution du probléme. Il suppose que la suite générée
par l'algorithme vérifie une condition de type ||z, — z,41]| = 0(e,). Cette condition est non
réalisable car & priori on ne peut pas estimer ||x,, — z,+1||. Une autre approche présentée par
Ding [36], consiste a utiliser le principe auxiliaire en fournissant deux algorithmes séparés
pour chaque niveau.

De plus, contrairement aux résultats dans [36, Théoréme 3.2|, les bifonctions ® et ¥ ne
sont pas nécessairement fortement monotones. En effet, il suffit de supposer que la bifonction
U est monotone pour que ’ensemble des solutions du probléme de la contrainte soit non
vide.

L’algorithme 2 ainsi que les développements exposés plus haut appellent certaines re-
marques. Notamment, le choix des paramétre «, o, des suites p, et &, et des exemples des
bifonctions d’applications. En effet

- La condition (C;) du Théoréme 3.2.3 est vérifiée, en prenant par exemple p, = 1/¢, ou
bien p, = 1/£2.
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- Il est & noter que le choix du paramétre o dépend évidemment du parameétre . D’une
part, si on combine les hypothéses de la bifonction ®, on constate dans un premier
lieu que 0 < 0 < 2a, et d’autre part, on remarque que la condition (C}) exige que la
quantité [oe, —a(e, —e,41)] soit positive, par conséquent, on peut choisir a < o < 2a.
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CHAPITRE 4

Systéme des problémes d’équilibres
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4.1 Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre a un systéme de problémes d’équilibre mixtes
généralisés dans un espace de Banach. Plus précisément, soit I = {1,2} et considérons pour
tout i € I, un espace de Banach X; d’espace dual X;. On note par || - ||; la norme de X; et
X/ et par (-,-); le crochet de dualité entre X et X;. Soit K; un convexe fermé non vide de
'espace vectoriel topologique X;. On note par CB(X) 'ensemble des sous-ensembles fermés
bornés et non vides de X;.

Pour tout ¢ € I, soient les applications R; : K1 = CB(X7), A; : Ky = CB(X3),
N;: X7 x X5 — XFetn : X; x X; = X, et solent deux bifonctions £}, : K; x K; = IR
et w; € X7,

On considére le systéme de problémes d’équilibres mixtes généralisés (SPEMG) impli-
quant les problémes d’inéquations variationnelles généralisées suivant :

Trouver (fl,fz) € K1 X KQ, (ﬂ1,51> € Rl(fl) X Al(EQ) et (ﬂg,ﬁg) € RQ(Tl) X AQ(TQ) tels
que

Fi(T1, p1) + (N1 (@, 1) — wi, i (yn, Za)) + 01 (T, 1) — i (@, 71) >0 Vyy € Ky

F5(T2,y2) + (Na(TUa, T2) — wa, 02(Ya, T2))2 + Va(Ta, Y2) — a(T2, T2) > 0 Vy, € K.
(4.1)

Quelques cas particuliers



1. Si, pour tout i € I = {1,2}, X; = X = H; est un espace de Hilbert, K; = H;, F; =0,
w; = 0 et pour tout (z,y) € Hy x Hy, R;i(z) = x et A;(y) = vy, alors le systéme (4.1),
se réduit au systéme suivant : Trouver (T1,73) € Hy X Hj tel que

(N1 (@1, 01), m(y1, T1))1 + 1(Tr, 1) — ¢(T1,71) 20 Yy € Hy;
(4.2)

(Na(Ua, V2), m2(y2, T2))2 + ¥2(T2, y2) — (T2, T2) > 0 Vyp € Ho.
Le probléme (4.2) a été introduit et étudié par Kazmi-Khan [57].

2. Si, pour tout i € I = {1,2}, X; est un espace de Banach réflexif, K; = X, et F; = 0,
alors le systéme (4.1), se réduit au systéme suivant : Trouver (ZT1,T2) € X; X Xo,
(ﬂl,ﬁl) c Rl(fl) X Al(fg) et (EQ,@Q) c Rg(fl) X Ag(fg) tels que

(N1 (11, 71) — wi,m(y1, T1))1 + 1(Tr, p0) — Ui (T, 77) 20 Yy € Ky
(4.3)
(Na(Ta, Ua) — wa, M2(Y2, T2))2 + V2(Ta, y2) — V2(T2,72) > 0 Vo € K.

Le systéme précédent a été considéré par Ding-Wang [39].

3. Dans le cas des espaces de dimensions infini, Mordokhovich-Panicucci [19] ont considéré
un systéme similaire au probléme (4.1), ou le systéme consiste a déterminer une solu-
tion commune entre un probléme d’inéquation variationnelle et un probléme d’équilibre
en se basant sur l'algorithme proximal.

Plusieurs algorithmes traitent ce type de systémes des problémes d’équilibre et les in-
équations variationnelles en utilisant des méthodes de la projection, I'algorithme proximal et
la méthode de la résolvant pour les opérateurs, voir [16, 33, 93, 50, 75, 79, 91|. Ces résultats
sont loin d’étre appliqués dans le cas des inéquations like-variationnelles mixtes généralisées.
A Taide du probléme auxiliaire, Kazmi et Khan [57] ont étudié un systéme de problémes
d’inéquations like-variationnelles généralisées dans un espace de Hilbert. Ainsi que Ding-
Wang [39] et Ding [37], ils ont introduit un nouveau algorithme pour résoudre une classe de
systéme des inéquations like-variationnelles mixtes généralisés et un systéme des problémes
d’équilibres mixtes. Il est a noter que la technique de projection ne peut pas étre utilisée
pour suggérer des algorithmes d’approche des solutions des inéquations like-variationnelles,
car il n’est pas possible de trouver la projection de la solution.

On définit la distance de Hausdorff H(-, ) dans CB(X™) par

H(A, D) = max{supd(a, D),supd(A,d)}, VA,D e CB(X")
deD

a€A

avec d(a, D) = infyep |la — d|| et d(A,d) = inf,eq ||a — d||.
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Définition 4.1.1. L’application N; : X; x Xy — X, est dite (B;,&;)—mixte Lipschitzienne
s’il existe B;,& > 0 telle que

[ Ni(z1,91) — Ni(zo, )| < Billwr — zalls + &illyr — vall2 V(21,01), (22, 92) € Xi X X,
Définition 4.1.2. L’application n: X x X — X* est dite
(1) affine par rapport au second arqgument si
n(y,te+ (1 —t)z) =tn(y,x) + (1 —t)n(y,z), Vtel0,1], =z,y,z € K,
(ii) 7-Lipschitz s’il existe une constante T > 0 telle que

In(z, )l < 7llz —yll, Ve,yeX.

Lemme 4.1.3. [76] Soient E un espace métrique complet et R : E — CB(E) une multi-
application. Alors, pour tout € > 0, z,y € E et u € R(x), il existe v € R(y) tel que

d(u,v) < (1+e)H(R(z), R(y)).

4.2 Approximation par le principe auxiliaire

Pour tout ¢ € I = 1,2, soient les applications R; : K1 = CB(XY), A; : Ko = CB(X3),
N;: X7 x X5 — XFetn : X; x X; = X, et solent deux bifonctions F},); : K; x K; = IR
et w; € X/. Considérons le probléme suivant : Trouver (T1,Ts) € K; X Ko, (u1,71) €
R1(71) X A1(T2), et (U, 2) € Ro(T1) X Az(T2) tels que

Fi(Z1,y1) + (N1(U1,01) — wi, (Y1, T1))r + 01 (@, 1h) — a (70, 77) >0 Vyy € K.

F5(T2, y2) + (No(TUa, T2) — wa, 02(Ya, T2))2 + Va(Ta, Y2) — 2(T2, T2) > 0 Vys € K.
(4.4)

On définit, pour tout ¢ € I, le probléme auxiliaire suivant :

Trouver (z1,29) € K7 X Ky tels que

(PA) pilFi(2i, yi) + (Ni(us, vi) — wi, mi(ys, 20))s + Yi(zi, i) — Yilzi, 23)] (4.5)
H(Ti(yi — zi), 2z —xi)i >0 Vy; € K,

ou T; : X; — X une application, p; > 0, (z1,22) € K1 X Ko, (ug,v1) € Ri(z1) X Ai(x9),
(UQ,UQ) < RQ(Q]l) X AQ(ZEQ).

Théoréme 4.2.1. Pour chaque i € I = {1,2}, soient X; un espace de Banach et K; un
conveze fermé non vide de X;. Sotent les bifonctions Fy,v; : K; x K; = IR |, T; : X; — X/
un opérateur borné, n; : X; X X; — X; une application univoque et p; > 0 tels que
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(i) Fi(xi,x;) >0 pour tout x; € K ;
F; est monotone et hémi-continue supérieurement ;
Pour z; € K; fizé, la fonction y; — F;(x;,y;) est convexe semi-continue inférieure-
ment ;

(ii) n; est affine par rapport au premier argument et continue par rapport au second argu-

ment telle que
ni(@i, vi) +n0i(yi, xi) =0, Vg, y; € Ki;

(iii)  4; est skew-symétrique et continue ;
Pour y € K; fizé, la fonction x +— ;(x,y) est conveze;

(iv) T; est un opérateur linéaire &;-fortement positif ;

(v) (Condition de Coercivité) Pour tout x; € K;, u; € X} et v; € X3, il existe un compact
convexe non vide C, . de X; ety € Ci . NK; tels que, pour tout z; € K;\C., . .
pilFi(zi,y7) + (Ni(uwi, vi) — wiymi(y7s z0))s + iz, 97) — iz, 20)] + Ty — 20), 2 — @) < 0.

Alors, le probleme auziliaire (4.5) admet une unique solution.

Démonstration. Pour 'existence il suffit d’appliquer le Lemme 1.3.7 en considérant, pour

tout ¢ € I, les bifonctions f;, g; : K; X K; — IR définies par

filzi, vi) = palFi(2i, vi) + (Ni(wi, vi) — wis mi(i, 20))i + Yi(zi, i) — Yilzi, 23)]
et gi(zi, i) = (Ti(yi) — Ti(2), 20 — Ti)s
avec (r1,x2) € K1 X Ko, (u1,v1) € Ri(x1) X Aj(x3) et (ug,v2) € Ra(x1) X Ay(x2). Montrons

que la solution est unique. Par l’absurde, supposons que le probléme (PA) admet deux
solutions 2! et 22. Alors

pilFi(z}, 2)+(Ni(ws, vi) —wi, mi(2, 2 ) )itbi (2, 2) =iz, 20| H(T(2) =Ti(2}), 2 —1): > 0 ¥z € K.
(4.6)

pilFi(2], 2) H{(Ni(wi, vi) —wi, mi(z, 27)) it (27, 2) =hil(2F, 20) H(Ti(2) = Ti(27), 2 —i)i 2 0 Vz € K.

(4.7)
Prenons z = z? dans la relation (4.6) et z = 2} dans la relation (4.7) et additionnons les
deux inéquations, on obtient

pilF (2}, 20) + F (27, 2}) + (Ni(ui, v;) — wi,miz, 27) + mi(z], 20))i

e, 27) + il ) — iz, ) — il 2] 2 (Tl — 7)), 2 = 21).
Puisque, pour tout ¢ € I, F; est monotone, 1; est skew-symétrique, T; est d;-fortement positif

et en tenant compte de la condition (iii), on constate
0> (Ti(2} — 2), 5 — )i 2 =0z — 27

(et}

Par conséquent 2z} = 22, ce qui termine la démonstration. U
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Théoréme 4.2.2. Pour tout i € I, soient X; un espace de Banach réflexif et K; un convexe
fermé non vide de X; et soient F;,1; : K; X K; = IR deuz bifonctions, T; : X; — X} un
opérateur linéaire borné, n; : X; x X; — X; une application univoque et p; > 0 tels que

(i) Fi(x;,x;) >0 pour tout x; € K ;
F; est monotone et hémi-continue supérieurement ;
Pour x; € K; fixé, la fonction y; — F;(x;,y;) est convere semi-continue inférieure-
ment ;

(ii) n; est affine par rapport au premier argument et continue par rapport au second arqu-
ment telle que

ni(wi, yi) + iy, xi) =0, Vg, y € K

(iii) ¢; est skew-symétrique et continue ;
Pour y € K; fizé, la fonction x — ;(x,y) est conveze;

(iv) T; est un opérateur linéaire &;-fortement positif ;

Alors, le probléeme auziliaire (4.5) admet une unique solution.

Démonstration. Pour tout i € I, (z1,29) € K; X Ky, (u,v1) € Ry(x1) X Aj(xs) et
(ug,v9) € Ro(w1) X Az(x3), on considére les bifonctions f;, g; 1 K; x K; — IR définies par

filzi, yi) = pil Fi(zi, vi) + (Ni(uis vi) — wi, 0i(yi, z3))i + iz, yi) — Yi(zi, 21)]

et gi(zi,vi) = (Ti(yi) — Ti(2), 20 — Ti)s-

Il suffit donc de montrer que la condition de coercivité (iii) du Théoréme 1.3.2 est satisfaite.
gi(”’i) U?)

0 — —o0 quand
[0f — wills

En effet, nous devons montrer que pour certain v? € K, on a

)

|09 — w;]|; — +o0. Soit v) € K;, alors

5 J—

Ti(07) — Ti(us), s — 24)s
Ti(U? - Uz‘): U; — U?>z‘ + <Tz‘(U? - Uz‘); U? - Iz>z

—(T;(v) — ), v) — wi); + (Ti(v) — ), v — )

K3 3 K3

< =0illv) = willf + [ Tillllvf — wallsllvf — il

gi(ui, o)) = (
{

d’ou
gi(ui, v})
—H;o _“uZ‘H‘ < =0|v] = wills + (1Tl [ o] — ). (4.8)
’L K]
P . gi(“hvzo) 0
ar conséquent m — —oo quand ||v; — w;||; = +oo. 0
i 112

D’aprés les résultats des théoréemes précédents, on présente un algorithme d’approche
pour le systéme d’équilibre (SPEMG).
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Algorithm 3 :
Pour (29,29) € K; x Ky, (u,0?) € Ry(29) x A1(29), et (u3,v3) € Ro(x?) x Ay(2l).
Grace au Théoréme 4.2.1, le systéme (4.5) admet une unique solution (z},z3) € K; x K,

tel que pour tout ¢ € I, on a

pi [ (), yi) + (Ni(u, vf) — wi, mi(yi, )i + il i) — i), 2))]
HTi(yi) — Ti(x}),x} — )i >0 Yy, € K;.

AR

(4.9)

Puisque, pour tout i € I, u) € R;(2?) € CB(X7}), et v) € A;(29) € CB(X3), d’apres le
Lemme 4.1.3, il existe u} € R;(z}) et v} € A;(z}) tels que

lug = upll < (1 4+ DH1(Ri(1), Ri(a?))
loj = vPll2 < (1+ 1) Ha(Ai(3), Ai(a3))

avec Hy et Hy sont des distances de Hausdorff dans CB(X7}) et CB(X5), respectivement.
Grace au Théoréme 4.2.1, le probléme auxiliaire (PA) admet une unique solution (z?%, x3) €
K x K tel que

HTy(y;) — Ti(x?), 22 —a}); >0 Vy; € K.

7

(4.10)

Par induction, on peut construire une suite d’itération d’algorithme pour calculer
la solution approximative du systéme (4.1) comme suit : Pour (29,2) € K x
Ky, (uf,v}) € Ry(29) x Ai(29) et (ud,v9) € Ra(zl) x Ay(zY), il existe des suites
{7}, {25}, {up}, {ub}, {v}}, et {v} telles que pour tout i € I,

(

Juptt —upfly < (1+ A5)Ha(Ri(2T™), Ri(a})),  ul € Ry(a),

o+t = oflle < (4 ) Ha(Ai(a3 ™), A(a5)),  of' € Ai(a3),

U (™ ) + (No(ul, o) — wiy iy, 23)),
A (@ i) — (Pt 2]

+(Ti(ys) — Ti(x} ), 2t — 2y > 0

7

Vy € K;, n=0,1,2,....
(4.11)

Dans la suite, on étudie la convergence de l'algorithme présenté ci-dessus.
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Théoréme 4.2.3. Supposons que les hypotheses du Théoreme 4.2.2 sont satisfaites. En plus
supposons que pour tout 1 € I,

(1) F; est o;-fortement monotone et hémi-continue supérieurement ;
N; est (B;, &)-mizte lipschitzienne ;
R; est k;-Hi-lipschitzienne continue, et A; est u;-Ha-lipschitzienne continue ;

(ii) m; est 7;-lipschitzienne continue ;
(iii) 7T; est un opérateur linéaire tel que T; est &;-fortement positif ;
(iv) La suite {p?} e de terme positif est croissante et que lim,,_, o pl' = 400, i € {1,2};

Supposons en plus que la condition swivante est satisfaite :

A =max{0; + 0,0, + I} <1, avec

(Ch) 6 = Dok g, — 2k (4.12)
9, = Téun 9, — T28202
1 o1 2 gs "

Alors, les suites {x7}, {8}, {ul}, {ub}, {o}}, {v}} convergent fortement wvers

Preuve. Par définition de 'algorithme 3, pour tout ¢ € I, on

PrF (@, i) 4+ (Na(uf ™ oY) — wi, mi(ys, af))s + a(a2!, i) — Y(al, )]

(4.13)
HTiyi) — Ti(af) ol —a771)i 20 Yy € Ky
et
PRE @ g) A+ (Na(up, o) = wi mi(ys, 2370)) s + a(ai ™ ys) — a2 )]
HTi(yi) = To(ai ™), af ™ —af)i 20 Vy; € Ky
(4.14)
Prenons y; = 2! dans la relation (4.13) et y; = 27 dans la relation (4.14). On additionne
les deux inégalités précédentes. En tenant compte du fait que n; (27, 27) = —n; (a7, ),
on obtient
E(m?—i_l? x?) + Fz($?> ‘T?—H) + <Ni(u?_l> U?_l) - Nl(u?> vzn)v ni(x?+la 33?)%
+wi<x?7 sz’LJrl) + wi<x?+17 ZC?) - wz<x?> SC?) o wi(xszrla xszrl)
1
+— (T2 = af) 2 — a7 (4.15)
Pi
1
— (T} — ™) 2 — 2t 2 0.

7
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Puisque F; est o;—monotone, 1); est skew-symétrique et T; est d;-fortement positif et ||T;||-
Lispchitzienne continue, il s’en suit que

_ _ T;
N, w1y = NG, o) ol 2+ L2 et — gy a — 21,
i (4.16)
1112
> fos e — a2
Z

Puisque Nj est (31, &) —mixte Lipschitzienne continue, Ry est ky —H;—Lipschitzienne conti-
nue, Ay est p; — Ho—Lipschitz-continue, a partir de 'algorithme 3, on obtient

[N (w0 ™) = Ni(ul, o) < Bafluf ™ — |l + & o™ — o)
<A1+ )Hl(Rl( ), Ru(2) + &(1+ )HQ(Al( 1), Ay (a3))

1 - n 1 n— n
< Biki(1+ E)H-’E? Peaf &1+ E)H% = (4.17)

Puisque 7; est 7 —Lipschitz-continue, alors de la relation (4.16) avec i = 1 et la relation
(4.17) on obtient

T L
[Mf”%”'xl‘”“1“”1—[ﬁﬁl’ﬁ<1+%>+—”pn”mx Pt mgn 1+ )l - g
1

(4.18)
Par conséquent,
ot =23 < Ouallef ™ = ailly + dunflas™ = a5l (4.19)
avec )
n n T
o _ PABRO ) + A
' [\ oy + 61
et

P& (1 +2)
i o+ 0]

De facon similaire, en utilisant les hypothéses sur Fy, Na, 19, Ro, A, 15, et la relation
(4.16) avec i = 2, on obtient

Igln =

|25 — 25 |a < Oop||a ™" — 2|y + Danllah ™" — 2f |2, (4.20)

ol
(o5 Baka (1 + 1))

Oy, =
’ (05 o2 + 0]
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et )
P8 Tl

'

s mabapa(1+ 1) + o
2n — n
05 oy + 0]

On additionne les deux relations (4.19) et (4.20), on obtient

572 < (B1n + Oon) |27 — 1 + (D10 + Do) |25~ — 232

|z} — $1+1||1 + ||z — o3

< An(llof ™ =2l + [l — 23 ),

(4.21)
avec A, = max{by, + 0o, V1, + V2, }.
On définit la norme suivante || - ||, sur X; x X, par
G, )l = Nzl + lyll, V(2 y) € Xo x Xo.
Alors (X7 x Xo, ]| - ||«) est un espace de Banach. Par conséquent, la relation (4.21) implique
(2}, 25) — (27, 25"l < Anll(@7 2377 = (27, 23) | (4.22)

En utilisant la notation donnée dans la relation (4.12), il est facile de voir que A, — A
quand n — oo, (puisque T; est un opérateur borné et le fait que p? — 400 quand n — 00).

A partir de la relation (Cy), on a 0 < A < 1. Alors, il existe Ag € (0,1) et ng > 0 tels
que A, < Ag < 1 pour tout n > ngy. Par conséquent, la relation (4.22) implique

(2}, 23) — (@1, 25"l < Aoll (@)™, 2571) — (a7, 23) |

Ce qui montre que la suite {(z7,2%)} est de Cauchy. Alors, il existe (T, T2) € K1 x Kj tel
que la suite (z7,x%) converge fortement vers (T, T2).
A partir de la relation (4.11) et la lipschitz continuité de Ry, Rs, A; et Ay, on obtient

Jur*? =y < (L+ )M (Ri(af ), Ri(a) < k(L + ) ot ™ = atl,
(4.23)

o = el < (1 + ) Ha(A(a3 ™), Aaf) <l + ) o™ = a3l

Par conséquent, pour tout ¢ € I, la suite {u]'} est de Cauchy dans X} et {v]'} est aussi
une suite de Cauchy dans X;. Alors, il existe (w;,7;) € X x X5 tel que (u?,v!") converge
fortement vers (w;,7;). Notons que u} € Ry(z!), par suite

d(uy, Ri(27)) < [y —uy |y + d(uf, Bi(27)) + Hi(Ra(27), Bi(71))

@y — ullls + ko||T1 — 2|1 = 0 quand n — oo

Alors, on a forcément uw; € Ry (7). De méme, on montre que uy € Ry(Ty), U1 € A1(T2) et
Uy € As(T2). On a d’aprés (4.23), pour tout i € 1,
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PP B ) (Vs o) = w7+ 0 ) — (el )

H{(Ti(y;) — Ti(z ), 2t —a) >0 Vy; € Ky, ¥n € IN.

] )

(4.24)
Puisque N; est (5;,&;)-mixte Lipschitz continue et 7; est continue par rapport au second
argument, on a, pour tout y; € K;

[(Ns(ugt, o) = wiy mi(yss 7)) s — (Ni(T@i, i) — wiy 13 (ys, T) )il
< [Ni(uft, o) = No@a, 03), mi(y, 27 ))l + (N (@, 02) — wi, mi(ys, 27) = mi(yi, 7))l
< INi(ut, vf) = No(@a, o)l (g, 27 )i+ 1N (@0, T2) — wi,mi(ye, 27) — ma(yi, 7))l
Alors,
(N3 (u, v) —wi, (i, 20 — (N (W, U5) — wg, 0i(yi, Ti) )il — 0 quand  n — co. (4.25)
Gréace a la monotonie de Fj et la linéarité de T}, on a

<N (uzvvz) wmnz(yza ?+1>>1 - <Nl(ﬂ2761) _wiani(yiafi» +¢2( n+1ayl) wl< n+17 szd)

n+1 —al [t — 2| > Fy(ys, 2l — (Ni(wi, v5) — wi, mi(yi, To) )i
Vyl EKZ',TL 0,1,2,‘...

(4.26)
En tenant compte de la relation (4.25) et du fait que pour tout i € I, F;(y, -) est semicontinue
inférieurement, 1; est continue et que la suite {z}'} converge fortement vers 7;, alors par
passage a la limite dans la relation (4.26), on obient

Vi(yi, Ti) — i@, Ti) > Fiys, Ti) — (Ni(Wi, 0i) — wi, mi(Yi, Ti) )i
Pour tout ¢ € I et pour t € (0,1] et y; € K;, considérons y;(t) = ty; + (1 — ¢)Z;. Puisque K;
est convexe, alors y;(t) € K; pour ¢ € (0, 1]. Ainsi,

(Ni(Ws, 0) — wi, ni(ya(t), @e) )i + Li(yi(t), Ts) — Vi@, T) > Fiys(t), 7).

En tenant compte de la convexité de la fonction (-, 7;) et que N; est affine par rapport au
premier argument et 7;(7;, T;) = 0, alors

Fi(yi(t), @) < t(i(ys, Ti) — (@i, Ti)) + (N (W5, T5) — wi, (i Ti) )i (4.27)

D’autre part, comme F;(z;, x;) = 0 pour tout x; € K; et que F;(y;,-) est convexe, alors
0 < Fi(yi(t), (1)) < tFi(yilt), yi) + (1 = ) F(yi(t), 7).
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Ainsi a partir de la relation (4.27), on obtient

0 < t[Fi(yi(t), yi) + (L= ) (i(yi, Ti) — ¥il@i, Ti) + (Ni@i, Vi) — wi, mi(i, Ti))a)]-

Par conséquent, pour tout ¢ €]0, 1] on a

0 < Fi(yi(t), ys) + (1 — )iy, T) — i(Ti, Ti) + (Ns(Wi, Us) — wi, 03 (Ys, Ti) i)

Puisque, pour tout y; € K;, x — Fj(z,y;) est hémi-continue supérieurement, alors par
passage a la limite quand ¢ — 0 dans I'inégalité précédente, on obtient

Fi(Ti, yi) + (Ni (i, 05) — wi, mi(yi, Ti) Yo + ©i(yi, Tn) — a(Ti, 7)) > 0 Vy; € K.

Ce qui termine la démonstration. U

4.3 Exemples

Dans cette partie, on présente un exemple de systéme pouvant étre résolu par la démarche
présentée au cours de ce chapitre.

Pour tout i € I = {1,2}, soient X; = X} = R?, K = K; = [0,1] x [0, 1], w; = 0 et pour
tout (z,y) € K x K, R;j(x) = x et A;(y) = y. Le systéme (4.1) se réduit donc au systéme
suivant : Trouver (71,72) € K x K tel que

Fi(@1, 1) + (N1 (w1, 01), m(ya, T1))1 + 01 (T, v1) — ¥1(T1,77) >0 Vy, € K;
Fy(Ta,y2) + (No (T2, 02), m2(y2, T2))2 + Vo (T2, y2) — Yo(T2,72) > 0 Yy € K.
avec F; : K x K — IR des bifonctions définie par
Fi(z,y) = 2x1(y1 — 21) + 3xa(ya — x2), Y,y € K.

Fy(z,y) = 3z1(y1 — 21) + 522(y2 — 72), Va,y € K.
et N;: IR? x IR? — IR? et n; : X; x X; — X; deux applications multivoques telles que

Ni(z,y) =z +y et n(z,y)=2—-y, Vr,yeck.

Les bifonctions Fj et Fy sont 2-fortement monotone et 3-fortement monotone respectivement,
lapplication N; est (1,1)-mixte lipschitz continue et 'application 7; est affine et 1-lipschitz
continue.
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4.4 Commentaires

En comparaison avec différentes résultats récents dans la littérature nous signalons que
Kazmi-Khan [57] ont traité un systéme de problémes d’inéquations like-variationnelles gé-
néralisées dans un cadre d’espace de Hilbert a I’aide du principe auxiliaire, Ding-Wang [39]
et Ding [37]| ont introduit de nouveaux algorithmes pour résoudre une classe de systéme
des problémes des inéquations like-variationnelles généralisées et un systéme des problémes
d’équilibres mixtes généralisés. En conclusion, ’approche utilisée dans ce chapitre permet
d’améliorer de nouveaux résultats dans la littérature liés aux problémes étudiés. Plus pré-
cisément, nous avons introduit la notion du principe auxiliaire dans le but de générer des
algorithmes d’approche pour un systéme de problémes d’équilibre mixte généralisé dans un
espace de Banach. Les résultats obtenus dans ce chapitre ont les points forts suivants :

1. Pour prouver l'existence des solutions pour le probléme auxiliaire et pour la conver-
gence de l'algorithme, on a pas besoin de supposer que F; est d;-lipschitzienne, ni
faiblement semi-continue supérieurement par rapport au premier argument. Cela per-
met d’améliorer considérablement 1’étude récente présentée par Ding [37].

2. On note aussi que Ding [37| a présenté ces résultats en imposant I’hypothése int{y; €
K;, ¥i(yi,y;) < oo} =int K; # (), ce qui n’est pas le cas dans le Théoréme 4.2.2.
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CHAPITRE 5

Probléme du point selle vectoriel
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Dans ce chapitre on étudie un probléme de point selle vectoriel. On démontre, sous
une condition du type Brézis-Nirenberg-Stampacchia étendue au cadre vectoriel, un résul-
tat d’existence pour un probléme de point selle vectoriel. On montre aussi ces résultats
d’existence dans un espace paracompact.

5.1 Introduction

Soient X et Y deux espaces vectoriels topologiques de Hausdorff et Z un espace vectoriel
ordonné par un cone convexe C' d’intérieur non vide tel que Z # int C. Soient U C X et
V C Y deux sous ensembles non vides et f : U xV — Z une fonction vectorielle topologique.

Nous nous intéressons au probléme de point selle vectoriel suivant :

Trouver (ug,v9) € U x V' tel que
(PSV) < flu,vg) — f(ug,vg) ¢ —intC Vue U et (5.1)
fug,vo) — f(ug,v) ¢ —intC Yo eV.

Ce type de probléme a été étudié par plusieurs chercheurs, nous citons entre autres Ki-
mura [58|, Kimura-Tanaka [59], Tanaka [87, 85]. Dans la littérature, on trouve plusieurs
formulations d’un probléme du point selle vectoriel ainsi que différentes approches pour son
étude. Dans [58], Kimura a donné des résultats d’existence en se basant sur le théoréme
de Fan-KKM et en utilisant une formulation d’inéquation variationnelle vectorielle. Tanaka
[87] a étudié ce probléme pour des fonctions vectorielles de type f(z,y) = u(z) + v(y) et
f(z,y) = u(z) + B(x)v(y). Un autre résultat a été établi dans [85] en utilisant une méthode
de scalarisation et un résultat de minimax de Sion [83].



5.2 Résultats d’existence du point selle vectoriel

L’objectif de cette section est de présenter quelques résultats d’existence de solution du
probléme (5.1). Notre étude dans une premiére approche, est basée sur le théoréme du KKM
[97], une condition de type Brézis-Nirenberg-Stampacchia [18]| étendue au cadre vectoriel,
une relaxation de la notion C-semicontinuité et un argument de convexité généralisée intro-
duite par Tanaka [87]. Dans la seconde approche, nous établissons un résultat d’existence
pour le probléme de point selle vectoriel dans un cadre d’espace paracompact en faisant
appel & la notion de la partition de I'unité.

5.2.1 Condition du type Brézis-Nirenberg-Stampacchia
On commence d’abord par établir le lemme suivant.

Lemme 5.2.1. Soient X et Y deux espaces vectoriels topologiques de Hausdorff. Soient
UcCX etV CY deux sous ensembles non vides et f : U XV — Z une fonction vectorielle.
On suppose que pour tout w € U et v € V, f(-,v) est C-semi-continue inférieurement
et f(u,-) est C-semi-continue supérieurement. Si pour tout (u,v) € U x V et toute suite
généralisée {(Un, Vo) tacr dans U X V' convergente vers (ug, vo) telle que

fltu+ (1 = t)ug,vo) — f(Ua,vo) € —intC' et
fuo, va) — fuo, tv+ (1 —t)vg) & —intC,
pour tout t € [0,1]

alors

f(u,v0) — f(ug,vo) € (—intC)® Yu e U et
f(ug,vo) — f(ug,v) € (—intC)e. Yv eV

Preuve. Soient (u,v) € U x V et une suite généralisée {(uq, Vo) taer dans U x V' convergente
vers (ug, vg) tels que

fu,v) — fug,v) € —intC et
fu,v,) — f(u,v) & —intC .

Soit —d = f(u,vg)— f(ug, vo). Raisonnons par ’absurde, on suppose que d € int(C'). Puisque,
—f(+,vp) est C-semi-continue supérieurement au point wug, alors il existe un voisinage ouvert
Uy, de ug tel que — f(w,vg) € —f(ug, vo) + d — intC pour tout w € U,,.

D’autre part, puisque la suite {u, }aer converge vers ug, alors il existe g dans I tel que

a>ay = u, €U, et — f(ua,v0) € —f(ug,vo) +d—intC.

Par conséquent, f(u,vg) — f(uq,v0) € —intC, Yo > ag et u, € U,,. Ce qui contredit

I'hypothése. De la méme fagon on montre que f(ug,vy) — f(uo,v) € (—intC)°, pour tout

velV O
On montre le théoréme suivant.
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Théoréme 5.2.2. Soient U et V' deux sous ensembles convexes non vides des espaces vec-
toriels topologiques de Hausdorff X et'Y respectivement. Soit f: U xV — Z une fonction
vectorielle telle que

(i) Pour tout v € V, la fonction u — f(u,v) est proprement C-quasi-conveze et C-semi-
continue inférieurement sur l’enveloppe conveze de toute partie finie de U.

(ii) Pour tout uw € U, la fonction v — f(u,v) est proprement C-quasi-concave et C-semi-
continues supérieurement sur [’enveloppe convexe de toute partie finie de V.

(iii) Pour tout (u,v) € UXV et toute suite généralisée { (tn, Vo) tacr dans UXV convergente
vers (ug, vg), Si

fltu+ (1 —t)ug, tv + (1 —t)vg) — f(ua, tv + (1 —t)vg) & —intC et
fltu+ (1 — t)ug, ve) — f(tu+ (1 — t)ug, tv + (1 — t)vg) & —intC
pour tout v € I et 0 <t <1,

alors

fu,vo) — fug,vo) & —intC et
f(ug,vo) — f(ug,v) & —intC'.

(iv) (Coercivité) 1l existe un compact non vide N x M C U x V' et un compact conveze non
vide N x M C U XV tels que, si (u,v) € (N X M)*N(UxV), alors f(u,v)— f(u,v) €
—intC et f(u,v) — f(u,v) € —intC pour (u,v) € N x M.

Alors, il eziste (u,v) € U x V tel que

f(u,v) — f(@,v) € (—intC)* VYuelU et
f(w,v) — f(u,v) € (—intC) VYwveV.

Remarque 5.2.3. La condition (iii) dans le Théoreme 5.2.2 représente en fait une exten-
sion au cadre vectorielle de la condition du type Brézis-Nirenberg-Stampacchia [18] définie
pour l’étude des inéquations variationnelles. Elle représente en fait une relaxation de la
pseudomonotonie au sens de Brézis et un affaiblissement de la semicontinuité inférieure et
supérieure (Lemme 5.2.1) (voir [53],[28]).

SIS

Pour la démonstration du Théoréme 5.2.2, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 5.2.4. Soient X etY deux espaces vectoriels topologiques de Hausdorff et U C X,
V C Y deux sous-ensembles convexes et non vides. Soit f : U x V — Z une fonction
vectorielle telle que

(i) Pour tout v € V, la fonction x — f(x,v) est proprement C-quasi-convex et C-semi-
continue inférieurement sur ’enveloppe convexe de toute partie finie de U.

(ii) Pour tout uw € U, la fonction y — f(u,y) est proprement C-quasi-concave et C-semi-
continue supérieurement sur ’enveloppe convexe de toute partie finie de V.
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Alors pour tout sous-ensemble fini E de U et tout sous-ensemble fini F' de V, il existe
xo € co(E) et yp € co(F) tels que

f(u,y0) — f(zo,%0) € (—intC)® YV u € co(E) et
f(zo,y0) — f(zo,v) € (—intC)®  Yv € co(F).

Preuve. Posons K := U x V. Considérons, pour tout (x,y) € K, les ensembles suivants

T(z,y) ={ueU: flz,y)— fluy) € (—intC)}
L([L’,y) :{UGV: f(JZ,U)—f<CC,y) S (—’L’I’LtC)C}
On remarque que = € T(z,y) et y € L(z,y) pour tout (z,y) € K, il s’en suit que 'en-

semble T'(z,y) X L(x,y) est non vide. Soient E et F' deux sous-ensembles finis de U et V'
respectivement. On considére pour tout (z,y) € co(E x F') 'ensemble suivant

W(z,y) ={(u,v) €Eco(Ex F): weT(x,y) et veL(x,y)}

On montre que la famille {W (2, y)}(2)cco(Exr) satisfait les conditions du Théoréme 1.2.3.
Pour cela, nous avons :

(a) W(z,y) est un fermé pour tout (x,y) € co(E x F'). En effet, soient {(ua,va)}acr
une suite de point de W(z,y), u une valeur d’adhérence de {uq}acs dans co(E) et T une
valeur d’adhérence de {v,}aer dans co(F'). Raisonnons par I’absurde, on suppose que (w,v)
n’appartient pas a W(z,y), c-a-d u & T(x,y) ouv ¢ L(z,y). Alors il existe d € intC tel que
f(z,y) — f(u,y) = —d. Puisque f(-,y) est C-semi-continue inférieurement pour tout y € V|
alors il existe un voisinage ouvert Uy de @ tel que pour tout d' € intC, il existe oy dans [
tel que

a>ap = u, €Uz et — flug,y) € —f(u,y)+d —intC.
Prenons d' = d, on a
f(z,y) — f(uq,y) € —intC.
Ce qui est contraire a '’hypothése u, € T'(x,y). Ainsi, u € T(z,y). De fagon similaire, on
montre que v € L(z,y).

(b) Puisque co(E) x co(F) est un compact et X xY un espace de Hausdorft, alors W (z, y)
est un fermé dans co(E) x co(F'), par conséquent c’est un compact dans X x Y.

(c) Montrons que si {z1,...,2,} C co(E) et {y1,...,ym} C co(F), alors

n,m

col{x1, ..., xn} X {y1, o', Ym}) C U W (xi,y;)-

i=1,j=1

Raisonnons par ’absurde, si 'inclusion était fausse, alors il existe un sous ensemble fini
{1, ..,xn} X {y1, ..., ym} C co(E x F) tel que

co{xy, ..., zn} X {y1, o', Ym}) € U W(x;,y;)-

i=1,j=1
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Alors il existe u = Y 7, \iwy € co({z1,...,xn}) et v = 3" Bjy; € co{y1, ..., ym}) avec
AiBj 2 0 Vi jet 00 N =1et 3570, B =1 tels que u & T'(zi,y;) ou v € L(z;,y;) pour
tout i =1,2,...net 7=1,2,...,m.

On considére le cas ot u ¢ T'(x;,y;) pour tout ¢ = 1,2,...,n et j = 1,2,...,m. Soit j €
{1,2,...,m} fixé, comme u € T'(u,y;), alors

fu,y;) — f(u,y;) & —intC.

Puisque f(-,y) est proprement C-quasi-convexe, alors d’aprés le Lemme 1.4.13, il existe
x; € {x1,..., 2} tel que f(z;,y;) — f(u,y;) € —intC, ce qui contredit v ¢ T'(x;,y;). Par
le méme raisonnement, on montre que v ¢ L(x;,y;) conduit a une contradiction pour tout
1=1,2,...,net j =1,2,...,m. D’ou, W est une application de KKM. Par application du
Théoréme 1.2.3, on déduire que

(| W(z.y) #0.

(z,y)EEXF
Soit (uo, vo) € (Nzy)enxr W (2, y), alors
uy € T'(z,y) et vy € L(z,y) pour tout (z,y) € E x F. (5.2)

Ce qui termine la preuve en prenant y = vy et x = ug dans la relation (5.2). O

Démonstration du Théoréme 5.2.2. Commencons par le cas ou U et V sont deux
compacts de X et Y respectivement. Posons K := U x V| K est un sous-ensemble compact
de X x Y. Notons par § la famille des sous-ensembles finis non vides de K. Pour tout
E x F € §, on considére I’ensemble suivant

Mpxr = {(u,v) €K, ueT(ey) et veLlzy), pourtout (z.y) € co(E) x co(F)}.

D’aprés le Lemme 5.2.4, Mgy est non vide pour tout £ x F' € §. Montrons que

(] j7E><F7'é:®-

EXFeF

Puisque K est compact, alors il suffit de monter que la famille 9t = {MEX F: ExXFeg}
posséde la propriété de I'intersection finie. En effet, soient £y} x F}, o X Fh € Fet Ex F =
(B, x F)U (Ey x Fy). D’aprés la définition de M gy, il est facile de voir que

Mpxr C Mg, xp, N\ Mpg,xr, et que 0 # Mpeyxr C Mg, xm, N Mp,xr,.

Ce qui montre que la famille 99T possede la propriété de I'intersection finie.

Soit (uo,v0) € Npypez Muxp. Pour tout (u,v) € K arbitraire, on considére Y =
{(uo, v0), (u,v)}. Puisque (ug,v9) € My, alors il existe une suite généralisée {(Ua, Vo) taer
dans My tel que u, — ug et v, — vg. D’apres la définition de My, on a
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U € T(tu+ (1 — t)ug, tv + (1 — t)vy) et
Vo € L(tu+ (1 — t)ug, tv + (1 — t)vy),
pour tout a« € I et 0 <t < 1.

Par conséquent, pour tout o € I, on a

fltu+ (1 = tug, tv + (1 —t)vg) — f(ug, tv + (1 —t)vg) & —intC et
fltu+ (1 —t)ug,ve) — ftu+ (1 — t)ug, tv + (1 — t)vg) & —intC
pour tout a« € I et 0 <t < 1.

On déduit de la condition (iii),

flu,vg) — flug,vo) & —intC et
f(uo,vo) — fug,v) & —intC.

Dans le cas ot1 U et V ne sont pas des compacts dans X et Y respectivement, on considére,
pour tout E x I’ € §, 'ensemble suivant

Mpyxr = {(u,v) € NxM, u € T(z,y) et v e L(z,y), pour tout (z,y) € co(EUN)xco(FUM)}.

Puisque co(E U N) et co(F UM ) sont des compacts, pour tout £ x F' € §, alors grice a la
premiére étape de la démonstration, il existe (%, 7) € co(E U N) x co(F U M) tel que

flu,v) — f(u,v) & —intC' pour tout u € co(E' U @et
f(u,v) — f(u,v) & —intC'" pour tout v € co(F' U M).

Puisque N x M C co(EUN) x co(F U M) et grace a la condition de coercivité (iv), on en
déduit que (u,v) € N x M. Ce qui montre que Mgy # () pour tout Ex F' € §. Un argument
similaire & ce qui précéde permet de montrer que la famille M = {Mpg.r : E x F € §}
posséde la propriété de I'intersection finie et grace a la compacité de N x M, on en déduit
ﬂExFeg Mpxp # 0.

Soit (uo,v0) € Npxpez MExr. Pour tout (u,v) € K, considérons Y = {(uo, o), (u,v)}.
Puisque (ug,v9) € My, il existe une suite généralisée {(ua,va)}acr dans My tel que
(Uas Vo) = (g, Vo). A partir de la définition de My, on a

Uo € T'(tu~+ (1 — t)ug, tv + (1 — t)vy)
Vo € L(tu+ (1 — t)up, tv + (1 — t)vp)
pourtout a € fet 0 <t <1.

Par conséquent, on a
fltu+ (1 —t)ug, tv + (1 — t)vg) — f(ua, tv + (1 — t)vy) & —intC

fltu+ (1 —t)ug,va) — f(tu+ (1 — t)ug, tv + (1 — t)vg) & —intC
pour tout a € I et 0 <t < 1.
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D’aprés la condition (iii), on déduit

f(u,vo) — fug,vo) & —intC' et
f(ug,vo) — f(ug,v) & —intC.

Ce qui termine la démonstration. O

Comme conséquence du théoréme précédent, nous obtenons le résultat d’existence suivant
dans le cas scalaire.

Corollaire 5.2.5. Soient U et V deux sous-ensembles convexes non vides des espaces vec-
toriels topologiques de Hausdorff X et'Y respectivement. Soit f : U x V — IR une fonction
a valeur réelle telle que

(1) Pour tout v € V, la fonction u— f(u,v) est quasi-conveze et semi-continue inférieure-
ment sur [’enveloppe convexe de tout sous ensemble fini de U.

(ii) Pour tout w € U, la fonction v — f(u,v) est quasi-concave et semi-continue supérieu-
rement sur [’enveloppe conveze de tout sous ensemble fini de V.

(iii) Pour tout (u,v) € UXV et toute suite généralisée {(uq, Vo) }acr dans U XV convergente
vers (ug,vg), Si

fug, tv+ (1 —t)vg) < f(tu+ (1 — t)ug, tv + (1 — t)vg) < f(tu+ (1 — t)ug, va)
pour tout a € I et 0 <t <1

alors
fug,v) < fuo, vo) < f(u,vo).

(iv) (Coercivité) 1l existe un compact N x M C U x V' et un compact conveze non vide
NxMCUXxV tels que si (u,v) € (N x M)*NU xV, alors f(u,v) — f(u,0) <0 et
f(u,v) — f(u,v) <0 pour (u,v) € N x M.

Alors il existe (uw,v) € U x V tel que

f@@,v) < f(w,v) < f(u,v) pour tout (u,v) € (U x V).

5.2.2 Reésultat d’existence dans un espace paracompact

On souhaite résoudre le probléme (5.1) dans un espace paracompact, nous obtenons un
résultat d’existence en utilisant la notion de la partition de 1'unité. Plus précisément, en
s’inspirant du travail de El Arni [4], on établi un résultat d’existence pour les problémes
du point selle vectorielle dans le cadre d’espace paracompact. On commence d’abord par
rappeler quelques définitions et propriétés relatives aux espaces paracompacts.

Définition 5.2.6. Soit X un espace topologique de Hausdorff.
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(i) Un recouvrement ouvert {U;};cr est dit localement fini si tout point de X admet un
voisinage qui ne rencontre qu’un nombre fini d’ouverts de U;.

(ii) Un recouvrement ouvert {V;};c; est dit plus fin que le recouvrement {U;}ier si pour tout

Jje€J, il existei €I tel que V; C U;.

Définition 5.2.7. Un espace topologique de Hausdorff X est dit paracompact si pour tout
recouvrement ouvert de X, il existe un recouvrement localement fini plus fin.

Remarque 5.2.8. (a) Tout compact est un paracompact et tout espace métrique est un
paracompact, voir [1, p.68/.

(b) Tout fermé d’un espace paracompact est un paracompact.

Définition 5.2.9. Soit 8 une fonction définie sur un espace topologique X a valeurs réelles.
On appelle support de 3 et on note supp(B) le plus petit ensemble S tel que f(z) =0, z &€ S.

Définition 5.2.10. Soit X un espace topologique de Hausdorff. Considérons un recouvre-
ment d’ouverts {V;}ier de X. On appelle partition continue de 'unité subordonnée associée
a ce recouvrement une famille {B;}icr de fonctions continues de X dans [0, 1] telle que

(1) Pour tout i € I, Supp(B;) C Vi;
(i) La famille {Supp(B;)}icr est localement finie ;
(iii) Pour tout x € X, Y ., fi(z) = 1.

Le théoréme suivant donne une caractérisation des espaces paracompacts (Voir [1, p.
68]).

Théoréme 5.2.11. [1] Un espace topologique de Hausdorff X est paracompact si et seule-
ment si tout recouvrement d’ouverts de X admet une partition continue de l'unité finie et
unique.

On montre le théoréme suivant.

Théoréme 5.2.12. Soient U et V' deuzr convexes non vides de deux espaces topologiques
vectoriels de Hausdorff respectivement tels que U x V' est paracompact dans X x Y. Soit
f:UxV — Z une fonction vectorielle telle que

(i) Pour toutv € V, f(-,v) est proprement C-quasi-convezxe et C-semi-continue inférieure-
ment ;

(ii) Pour tout u € U, f(u,-) est proprement C-quasi-concave et C-semi-continue supérieu-
rement ;

(iii) (Coercivité) Il existe un compact (N x M) C (U x V') et un compact conveze non vide
(N x M) C (UxV) tels que si (u,v) € (N x M)*N (U x V), alors f(u,v) — f(u,v) €
—intC et f(u,v) — f(u,v) € —intC pour (u,v) € N x M.

63



Alors, le probleme (5.1) admet une solution.

Démonstration. Posons K := U x V. Pour tout (z,y) € K, on considére les ensembles
T(r,y) ={ueU: flx,y)— flu,y) € (—intC)}

L(I,y) :{UGVI f(l',U)—f<I,’y) € (—th)C}
Il est facile de voir que = € T'(x,y) et y € L(x,y) pour tout (x,y) € K, alors I'ensemble
T(z,y) x L(x,y) n’est pas vide.
Soit, pour tout (x,y) € K, 'ensemble

Wi(z,y) ={(u,v) e NxM: weT(x,y) et veLlxy)}

Montrons que

[ Wiy #0.

(z,y)eK

Raisonnons par I’absurde. Supposons que l'intersection est vide. Alors pour tout (u,v) € K,
il existe (z,y) € K tel que (u,v) ¢ W(z,y). En utilisant le théoréme de séparation de
Hahn-Banach, il existe p € (X x Y)* tel que

(p, (@, v)) > sup (p,(w,1)).
(w,t)eW (z,y)

On en déduit
(W, v) € Vp, ={(w,v) € K:3 (z,y) € K/ (p, (u,v)) > (p, (w,1)), V(w,t) € W(z,y)}.

Il est facile de vérifier que V), est un ouvert. Par conséquent {V,, : p € (X x Y)*} est un
recouvrement d’ouverts de K. Puisque K = U x V est paracompact, il existe une partition
continue de 'unité subordonnée {ﬁp}pe( Xxy)+ associée a ce recouvrement.

Considérons, par la suite, une fonction réelle ¢ : K x K — R définie par

o (u,v), (w,t)) = Z Bp(u, v)(p, (w,t) — (u,v)).

peE(XXY)*

On note qu'une telle somme est finie car pour tout (ug,vg) € K il existe un voisinage
V(ug, vo) de (ug,vo) et p1,...,pn € (X X Y)* tels que pour tout (u,v) € V(uo, vo),

© (u,v), (w,t)) = Zﬁpi(u,vﬂpi, (w,t) — (u,v)) pour tout (w,t) € K.

La fonction ¢ est convexe par rapport au second argument, alors la condition (ii) du Lemme
1.2.9 est vérifice. En plus, pour tout (t,w) € K, la fonction (u,v) — ¢ ((u,v), (w,t)) est
continue, d’ou elle est C- semi-continue supérieurement sur K. Maintenant, considérons les

64



ensembles A= N x M et B= N x M. Alors A est un compact de K et B est un compact
convexe de K.

Soit (u,v) € A, grace a la condition de coercivité (iiz), il existe (xg,y0) € B tel que u ¢
T(x0,90) et v & L(xo,y0). Par conséquent (u,v) & W (xo,yo), par 'application du Théoréme
de séparation de Hahn-Banach, il existe ¢ € (X x Y)* tel que (q, (w,t) — (u,v)) < 0 pour
tout (w,t) € W(xg,yo). Soit la famille finie {q, p1,...,pn} C (X x Y)* telle que

2 ((uv ’U), (w’ t)) = Bq(u7 U)(Qv (w7 t) - (u7 U) + Z Bpi (u’ U)<pi, (w7 t) - (u7 U)>v

pour tout (w,t) € W(xo,yo). Puisque {B,}pexxy)- est une partition de l'unité, alors
Bq(u,v) > 0ou By, (u,v) > 0 pour un indexe ¢ € {1,...,n}. Par conséquent, p((u,v), (w,t)) <
0 pour tout (w,t) € W(zo,yo) si B4(u,v) > 0. D'une part , supposons pour un certain i que
By, (u,v) > 0. Alors d’apres la condition (iv) et la définition de V (p;), il existe (z,y) € K tel
que ¢((u,v), (w,t)) < 0 pour tout (w,t) € W(x,y). Donc, on déduit du Lemme 1.2.9, qu’il
existe (u,v) € K tel que

o((w,v), (w,t)) >0 pour tout (w,t) € K. (5.3)
Soit {r1,...,mm} C (X x Y)* tel que

gp((ﬂ, U)a (wat)) = Zﬁm(ﬂa U)<ri7 (w7t) - <ﬂ76)>a

pour tout (w,t) € K.

Si B,,(w,v) > 0 pour un certain 4, alors (w,v) € V(r;). Donc il existe (x,y) € K tel que
(ri, (w,t) — (w,v)) < 0 pour tout (w,t) € W(x,y) ce qui contredit la relation (5.3). Par
conséquent le probléme (5.1) admet au moins une solution. O

5.3 Exemples

Comme application des résultats précédents, on donne quelques exemples de fonctions
vectorielles admettant des points selles.

Exemple 1. Soient X = IRY et Y = IR. Considérons les deux sous ensembles U = [—1, 1]
et V= [—1,1] des espaces X et Y respectivement. Soit Z = [*°. Définissons un cone
C sur Z par

1
C .= {ZEZ Al Z —_’Zi‘, i:2,3,...},
2

avec z; est la iéme composante du vecteur z € Z. On considére une fonction vectorielle
f:UxV — Z définie par

f(l',y) = (y2|x1\,x2,x3, ooy Ty )
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Alors, U et V sont des ensembles convexes compacts de X et Y respectivement, C' est
un cone convexe saillant de Z.
(i) Pour tout y € V, la fonction = — f(x,y) est C-quasi-convexe et C-semi-continue

inférieurement sur U. En effet, soit z € Z et soient a et b deux éléments de
A(z)={r e X | f(z,y) € 2 — C} avec y € Y fixé. Alors on a

z— fla,y) € C et z— f(by) € C.
Pout tout a,, 3 > 0 tel que « + 5 =1, on a

z+af(a,y) + Bf(by) € C.

Comme 21 — y?|ai| > 3z — a;] et 21 — y?|b1| > 3|z — b| pour tout i = 2,3, ...,
alors

1
z1—y?aar+6by| > 21 —yPala|—y?Blbi| > ;(oz\zi—aiHﬁ\zi—bil) > —(|zi—aa;—Bby).

S|

Alors, aa + Bb € A(z), ce qui prouve d’aprés la Définition 1.4.10 que f(-,y) est
C-quasi convexe pour tout y € Y et grace a la linéarité des composantes de la
fonction f, on en déduit qu’elle est C-semi-continuité inférieurement sur U.
(ii) De méme on montre aussi que pour tout x € U, la fonction y — f(x,y) est
C-quasi-concave et C-semi-continue supérieurement sur V.
(iii) En plus, on a pour tout (u,v) € U x V et toute suite généralisée {(uq,va)}acr
dans U x V' convergente vers (ug, vp), si
fltu+ (1 —t)ug, tv + (1 — t)vg) — f(ua,tv+ (1 —t)vy) € —intC' et
fltu+ (1 —t)ug,va) — f(tu+ (1 — t)ug, tv + (1 — t)vg) & —intC
pour tout a € I et 0 <t <1,
alors
fu,v0) — f(ug,v0) € —intC' et
f(ug,vo0) — f(ug,v) & —intC';
Donc f satisfait les hypothéses du Théoréme 5.2.2; par conséquent f admet (6x,0)
comme point selle sur U x V.
Exemple 2 Soient X =Y = Ret U=V =[0,3]. Soit Z = IR?, définissons un cone C' sur
Z par
C:={(z1,22,23) €Z : 21 =29, 23>0}
On considére une bifonction vectorielle f : U x V' — Z définie par

(QJ o Sin(y),:c - Sin(y)a —I‘), sl z € [07 1]7
flz,y) = B—z+y,3—xz+y,—x) si zell,2]
(x+2,0+2,9% —4) sinon.

Alors, U et V sont des convexes compacts de X et Y respectivement, C' est un cone
convexe saillant de Z et la fonction f satisfait les hypotheses du Théoréme 5.2.2. Par
conséquent, f admet (2,2) comme point selle sur U x V.
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5.4 Commentaires

Dans ce chapitre, nous avons proposé deux méthodes pour I’étude d’'un probléme de
point selle vectorielle. Dans un premier temps, nous avons donné une bréve présentation
de la condition de type Brézis-Nirenberg-Stampacchia dans un cadre vectoriel. Le but est
de prouver des résultats d’existence d’un point selle vectoriel par une méthode directe sans
passer par la procédure de la scalarisation. Dans la deuxiéme partie, notre contribution
consiste a établir un résultat d’existence de point selle vectoriel dans un espace paracompact.
Pour bien mener ce travail, nous nous sommes appuyé sur les travaux suivants [17],[56], [6],
[34], [96], [28], [22].

Nous signalons qu'un traitement similaire peut étre adapté pour I’étude des problémes
de point-selle vectoriels suivants : (voir [59])

Trouver (ug,vg) € U x V' tel que
(PSV)1 ¢ flu,vg) — f(ug,vg) ¢ —intC Vue U et
f(ug,vo) — f(ug,v) € C Yo eV,

Trouver (ug,v9) € U x V' tel que
(PSV)q f(u,v9) — f(ug,vp) € C Vu e U et
f(ug,vo) — f(ug,v) ¢ —intC Yv eV,

Trouver (ug,vy) € U x V' tel que
(PSV)s ¢ flu,v9) — f(ug,v9) € C Vue U et
f(ug,vo) — f(ug,v) € C YveV.
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Conclusion et perspectives

Ce manuscrit résume les quatres années de thése que j’ai effectuées au sein du laboratoire
LAMA-Département de Mathématiques et Informatique de I'université IBN ZOHR, sous la
direction du professeur Ouayl CHADLI.

Cette these est divisée en deux parties : la premiére traite le coté algorithmique des
problémes d’équilibres dans un cadre général d’espace de Banach. Pour ce faire un concept du
principe auxiliaire a été utilisé. L’extension de ce concept au cadre des problémes d’équilibre
présente plusieurs intéréts d’ordre théoriques et numérique entre autre. En effet, il permet
de retrouver les principaux algorithmes d’optimisation dans un cadre unifié ou 'étude de
convergence a été effectuée une fois pour toute. Ainsi qu’il réside dans le conditionnement
numérique des problémes d’optimisation et des inéquations variationnelles. La seconde partie
sera consacrée a l’étude de l'existence de la solution pour un probléme du point selle dans
un cadre vectoriel.

Les chapitres 2 et 3 ont permis de vérifier I’applicabilité de cette méthode bien connue
pour les problémes d’optimisations et les inéquations variationnelles, a un probléme d’équi-
libre et un probléme d’équilibre a deux niveaux. Notre but est d’établir une nouvelle étude
approximative aux problémes d’équilibres & deux niveaux via un seul algorithme. Les ré-
sultats obtenus présentent plus de points avantageux que ceux trouvés par Moudafi [74].
Celui-ci a proposé un algorithme proximal dans un cadre d’espace de Hilbert ou la suite
générée par I’algorithme converge faiblement vers une solution du probléme en supposant la
suite {x, } générée par I'algorithme vérifie une condition du type ||z, — ;11| = 0(e,). Cette
condition est non réalisable car on ne peut pas a priori estimer ||x,, — z,11||. Notre approche
est aussi plus intéressante que celle proposée par Ding [36] qui consiste & utiliser le principe
auxiliaire en fournissant deux algorithmes pour chaque niveau. Plus précisément, Ding [36]
présente une étude constitue de deux algorithmes séparés en imposant des conditions de la
forte monotonie sur les bifonctions du probléme.

Dans le quatriéme chapitre, nous appliquons le principe auxiliaire de nouveau pour suggé-
rer un algorithme pour étudier un systéme des problémes d’équilibres généralisés. L’approche
utilisée dans ce chapitre permet d’améliorer de nouveaux résultats dans la littérature liés
aux problémes étudiés.

Enfin, le chapitre 5 présente une étude d’existence des solutions pour un probléme
du point selle dans un espace vectoriel ordonné par un céne. On propose deux méthodes
pour cette étude. La premiére méthode consiste a introduire une condition de type Brézis-
Nirenberg-Stampacchia [18] étendue au cadre vectoriel ainsi qu’une relaxation de la notion
de C-semicontinuité introduite par Tanaka [87|. Dans la seconde approche, nous établissons
un résultat d’existence pour le probléme de point selle vectoriel dans un espace paracompact
en faisant appel & la notion de la partition de 'unité. La seconde partie traite I’étude de
I’existence de la solution d’un probléme du point selle vectoriel. Ces résultats seront étudiés
a l'aide des résultats du théoréme de KKM [97] et une condition de type Brézis-Nirenberg-
Stampacchia [18| étendue au cadre vectoriel. Dans un deuxiéme temps, nous avons étudié
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ce résultat d’existence de solution dans un espace paracompact en utilisant la notion de la
partition de 'unité.

Les principales perspectives de recherche qui apparaissent a l'issue de cette theése
concernent la réutilisabilité de notre travail, a travers la théorie des jeux noncooperatifs
en faisant appel au théoréme de Berge dans un cadre vectoriel. On s’intéresse donc a traiter
les problémes d’équilibres de Nash et I'équilibre de Berge dans un cadre vectoriel.
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