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Résumeé

Cette these est consacrée a l'étude de l'aspect thermodynamique des trous noirs rotatifs.
Particulierement, nous nous intéressons aux trous noirs a quatre dimensions en présence
d’'un champ appelé quintessence considéré comme un candidat de I'énergie noire. Pour
comprendre son impact, nous examinons analytiquement le spectre de la radiation ainsi
que laspect thermique des solutions chargées et rotatives. En déterminant les quantités
thermodynamiques associées, nous montrons que cette contribution énergétique se
comporte comme un systeme de refroidissement. Cette étude est étendue en analysant le
comportement critique des trous noirs neutres et rotatifs dans un espace-temps Anti
de-Sitter. Concretement, nous explorons la transition de Hawking-Page de certains
modeles caractérisés par des valeurs spécifiques du parametre d'état décrivant I'énergie
noire. Nous terminons ce travail par une présentation des solutions des trous noirs rotatifs
s'inscrivant dans le cadre de la théorie des supercordes hétérotiques. Concretement, nous
examinons le comportement critique du trou noir de Kerr-Sen. En exploitant le schéma
d’Ehrenfest, nous montrons que cette solution subit une transition de phase du second
ordre. En proposant une nouvelle forme de la métrique de la géothermodynamique a
partir de l'énergie libre de Gibss, nous assurons la présence de telles transitions en
déterminant la courbure scalaire associée. Finalement, nous explorons les exposantes
critiques qui sont en accord avec la théorie des champs moyens.

Mots-clés : Trou noir rotatifs, quintessence, énergie noire, radiation de Hawking-Page,
espace-temps AdS, géothermodynamique, trou noir de Kerr-Sen, Ehrenfest.




Abstract

This thesis is devoted to the study of the thermodynamic aspect of rotating black holes. In
particular, we are interested in four-dimensional black holes in the presence of a field
called quintessence considered as a dark energy candidate. To understand its influence,
we examin analytically the radiation spectrum as well as the thermal aspect of charged
and rotating solutions. By determining the associated thermodynamics quantities, we
show that this energy contribution hebaves as a cooling system. This study is extended by
analyzing the critical behavior of neutral and rotating black holes in Anti de-Sitter
space-time. Concretely, we explore the Hawking-Page transition of certain models
characterized by specific values of the state parameter describing the dark energy. We end
this work by investigating the critical behaviors of the Kerr-Sen black holes in four
dimensional embeeded in heterotic superstring theories. By using the Ehrenfest scheme,
we show that this solution undergoes a second order phase transition. Proposing a new
form of the geothermodynamics metric derived from the Gibss free energy, the presence of
such transitions is confimed by computing the associated scalar curvature. Finnaly, we
explore the critical exponents matching perfectly with the mean field theory.

Keywords : Rotating black holes, quintessence, dark energy, radiation spectrum, Anti

de-Sitter space-time, Hawking-Page transition, Kerr-Sen black hole, Ehrenfest,
geothermodynamics.
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Introduction générale

Introduction générale

L’étude des propriétés physiques de notre univers donne lieu a des concepts étranges et
mystérieux, dont 1'un est le trou noir (TN) [1-8]. Ce dernier est considéré comme l'objet
le plus fascinant et également le plus séduisant de I'univers [9-14]. Les trous noirs ont été
prédits par la relativité générale et sont modélisés de fagon théorique comme des solutions des
équations d’Einstein [15-22]. Récemment, ils sont devenus des objets d’observation recevant
un intérét majeur. La premiere image du trou noir, qui a été capturé en 2019 grace a la
collaboration internationale Event Horizon Telescope (EHT) [23-28], pourrait étre considérée
comme une preuve visuelle directe qui confirme la relativité générale et qui enleve toute sorte
de doute de l'existence de ces derniers [29-32].

Afin de comprendre les différents comportements des trous noirs, des liens avec de nom-
breuses théories et plusieurs domaines de recherche ont été étudiés [33,34]. Particuliérement,
le théoreme de I'aire de Hawking stipulant que la surface de ’horizon du trou noir ne peut
jamais diminuer a permis d’ouvrir une nouvelle voie de recherche ou les trous noirs peuvent
étre compris d'un point de vue thermodynamique [35-37]. A cet égard, Paire de I'horizon a
été identifié a l'entropie, la gravité de surface a été interprétée comme une température et
I’analogie entre les quatre lois de la thermodynamiques et la mécanique des trous noirs a été
déterminée [38,39]. Cela permet a la fois de considérer I’aspect thermodynamique des trous
noirs ainsi que l'aspect quantique [40-43]. Dans I'approche quantique, il a été démontré par
Hawking que les trous noirs peuvent radiés [44-50]. Cette caractéristique a été étudiée en
élaborant plusieurs approches. Les plus intuitives entre elles sont 'effet tunnel et le méca-

nisme d’anomalie [51-55]. En utilisant la méthode de l'effet tunnel, la température a été
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déduite de deux manieres. L'une est basée sur la méthode des géodésiques nulles et I'autre
est basée sur la méthode d’Hamilton-Jacobie [56-59]. En outre, une autre approche inspirée
de la physique statistique a été élaborée récemment donnant des résultats similaires [60,61].

Récemment, la thermodynamique de nombreuses classes des trous noirs dans 'espace-
temps Anti de-Sitter (AdS) a également été étudiée [62-65]. Dans cet espace-temps, la
constante cosmologique négative a été traitée comme une variable thermodynamique et inter-
prété comme une pression dans I’équation d’état [66-69]. L’introduction de cette constante
cosmologique induit des phénomenes de transition de phase apparaissant de fagon natu-
relle dans la physique des trous noirs [70-77]. Particuliéerement, la transition de phase de
Hawking-Page a été définie comme une transition de phase de premier ordre entre les radia-
tions thermiques et les trous noirs larges [78-81]. Dans des espaces de dimension arbitraire,
une étude comparative entre le comportement des transitions de phase des trous noirs chargés
dans l'espace-temps AdS et le fluide de Van der Waals a été établie [82-84]. En particulier,
la transition de phase de deuxieme ordre des trous noirs Kerr-AdS a quatre dimensions a été
étudiée [85-87]. Les phénomenes critiques des trous noirs Kerr-AdS dans I'espace de phase
étendu ont également été abordés [88-91]. Plus précisément, certaines approches numériques
ont été développées afin de calculer les quantités thermodynamiques, y compris 1’énergie
libre de Gibbs [92-94]. Cette derniere a été considérée comme une quantité pertinente pour
discuter les transitions de phase correspondant au trou noir de Kerr-AdS [95]. En l'occur-
rence, il a été montré, en empruntant les idées d’Ehrenfest et Clausius-Clapeyron, que les
phases des trous noirs peuvent étre classées en deux catégories [96,97]. Les trous noirs, su-
bissant une transition de phase de premier ordre, ont une énergie libre de Gibss continue
mais les dérivées premieres associées sont discontinues [98-101]. Pour les transitions de phase
d’ordre supérieur, plus précisément de second ordre, 1’énergie libre de Gibbs et ses dérivées
premieres sont toutes continues, tandis que les dérivées secondes sont discontinues au point
critique [102,103].

La géothermodynamique des trous noirs est apparue comme une nouvelle branche d’étude
ou les variables thermodynamiques décrivant le systéeme définissent un espace métrique vir-
tuel. Par suite, la courbure thermodynamique est devenue une quantité importante qui peut
décrire les transitions de phase associées aux trous noirs [104,105]. Ce concept a été large-
ment étendu. Notamment, dans la théorie de supercordes type IIB associée a la physique
des D3-branes, la géothermodynamique des trous noirs AdS a cinq dimensions a été exa-

minée [106-112]. Une autre investigation concernant les trous noirs asymptotiques AdS, en
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théorie M a été établie [113-115]. Concretement, la métrique de Quevedo associée a des
géométries représentant les branes M2 et M5 a permis d’étudier la stabilité ainsi que les
transitions de phase du trou noir correspondant [116-118]. Ces transitions de phase ont été
abordées de différentes maniere afin de classifier et identifier les comportements physiques
associés [119-122].

Plus récemment, la matiere noire (MN) et I’énergie noire (EN) ont été mises en ceuvre
dans I'étude de la thermodynamique des trous noirs [123-126]. En particulier, il a été montré
que ces contributions modifient ’aspect thermodynamique de certains trous noirs. Concre-
tement, les quantités associées fournissent des propriétés différentes par rapport a celles des
trous noirs ordinaires [127-131]. Plusieurs modeles ont été proposés afin d’examiner de telles
modifications [132-135]. Les trous noirs rotatifs ont été traités en introduisant des théories
non triviales. Précisément, I’énergie noire a été largement abordée en traitant les propriétés
thermodynamiques et optiques des trous noirs a quatre dimensions [136-139]. Dans l'ap-
proche thermodynamique, il a été montré que ’énergie noire peut agir comme un systeme de
refroidissement entourant le trou noir. Ainsi, le trou noir est plus froid, radié plus lentement
et a un temps de vie plus lent. Cette étude a été menée en se basant sur des valeurs spécifiques
du parametre d’état de 1’énergie noire w = p/p, ou p indique la pression et p représente la
densité de I’énergie noire respectivement. Les modeles de quintessence peuvent étre expliqués
par des champs scalaires canoniques. Ils représentent une forme d’énergie avec une pression
négative variant avec ’espace-temps. Concretement, les modeles de quintessence (w > —1),
décrits par des champs scalaires dynamiques, ont été utilisés afin d’expliquer ’accélération
cosmique.

L’intérét majeur des contributions réalisées dans cette these est d’explorer les transitions
de phase des trous noirs rotatifs a quatre dimensions dans des cadres plus relevables avec la
présence d’une constante cosmologique et des champs de I’énergie noire de nature dynamique.
Certains modeles peuvent s’inscrire dans le cadre de la théorie des cordes hetérotiques en
s’appuyant sur les travaux de Sen [140-144]. En utilisant la méthode de typicalité canonique,
nous reconsidérons d’abord 1’étude de l'impact de 1’énergie noire sur la thermodynamique
des trous noirs a quatre dimensions. Concretement, nous étudions les influences associées
sur le spectre de radiation pour divers trous noirs, y compris les trous noirs chargés et
les rotatifs. Pour ces solutions de trous noirs, nous élaborons analytiquement le spectre de
rayonnement correspondant, la température de Hawking et I'information noire. Ensuite, nous

discutons et analysons les résultats correspondants. Ceci confirme que I’énergie noire peut
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étre considérée comme un systeme de refroidissement entourant les trous noirs, fournissant
une radiation plus froide et un processus de radiation de Hawking plus lent. Ensuite, nous
étudions les transitions de phase et les comportements critiques du trou noir de Kerr-Sen.
En calculant les quantités thermodynamiques relevantes, y compris la capacité thermique, et
en utilisant le schéma d’Ehrenfest, nous montrons qu’'un tel trou noir subit une transition de
phase du second ordre. En adoptant une nouvelle forme métrique de la géothermodynamique
dérivée de I'énergie libre de Gibss, nous calculons la courbure scalaire associée recouvrant
des transitions de phase similaires. Finalement, nous déterminons les lois d’échelle et les
exposants critiques, qui correspondent parfaitement a la théorie du champ moyen.

Quant a la transition de phase de Hawking-Page, nous examinons le trou noir de Kerr-
AdS. Concretement, en utilisant un espace de module controlé par le parametre d’état w,
de I’énergie noire et 'intensité du champ de quintessence, nous traitons trois modeles diffé-
rents. En élaborant des formules analytiques des quantités thermodynamiques pertinentes,
nous trouvons des similitudes et des distinctions significatives. Précisément, pour le mo-
dele (w, = —1/3), nous montrons que les contributions de ’énergie noire stabilisent de tels
trous noirs. Pour le modele (w, = —1), nous obtenons un effet inversé de 1'énergie noire.
Dans le modele (w, = —2/3), les trous noirs Kerr-AdS révelent une résistance aux effets de
I’énergie noire. En exploitant les formules explicites des quantités thermodynamiques, nous
fournissons certaines interprétations physiques des comportements thermiques. Malgré ces
distinctions pertinentes, nous montrons que ces modeles impliquent des rapports universels
similaires associés a certaines quantités thermodynamiques critiques.

Ce mémoire de these est présenté en deux parties. La premieére partie du manuscrit
contenant quatre chapitres est consacrée a l'initialisation des notions utilisées au cours de
la these. Le chapitre 1 est dédié a une révision des trous noirs tout particulierement leurs
aspects mathématiques et physiques. Dans un premier lieu, nous rappelons l'aspect ma-
thématique. Ensuite, nous présentons quelques définitions et exemples. Finalement, nous
fournissons une classification des modeles des trous noirs a quatre dimensions ainsi que des
exemples des trous noirs dans I’espace-temps AdS. Le chapitre 2 concerne 1’étude des proprié-
tés thermodynamiques des trous noirs. D’abord, nous élaborons ’analogie entre les lois de
la thermodynamique ordinaires et la mécanique des trous noirs. Afin de mieux comprendre
cette correspondance, nous examinons la thermodynamique de quelques trous noirs a quatre
dimensions. Ensuite, nous examinons la radiation de Hawking en se basant sur la typicalité

canonique ainsi que l'effet tunnel. Puis, nous dérivons la température de Hawking en uti-
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lisant I’approche Euclidienne. Le chapitre 3 est consacré a I’étude des transitions de phase
des trous noirs rotatifs. En expliquant les différentes méthodes utilisées dans ce cadre, nous
élaborant une nouvelle métrique afin d’étudier la géothermodynamique associée au trou noir
de Sen obtenu a partir de la théorie de supercordes hétérotiques. Particulierement, nous
déduisons les points critiques associées. Une comparaison est également établie en utilisant
le schéma d’Ehrenfest. Nous abordons dans le chapitre 4, de ce mémoire, les propriétés ther-
modynamiques des trous noirs en présence d'un champ dynamique nommé quintessence. En
premier lieu, nous expliquons la matiére noire et 1’énergie noire en s’inspirant des études
cosmologiques. En second lieu, nous abordons la géométrie des trous noirs en présence de
quintessence utilisé pour modéliser 1’énergie noire. En particulier, nous réalisons une étude
thermodynamique du trou noir de Kerr dans I’espace-temps AdS. En inspectant les différents
états associés a I'énergie noire, nous montrons son effet sur la transition de Hawking-Page.

Pour clore cette these, nous présentons une conclusion générale qui résumera nos résultats

réalisés et des questions ouvertes.




Premiere partie I

Aspects thermodynamiques des trous

noirs




Physique des trous noirs

CHAPITRE 1

Physique des trous noirs

En 1916, un an apres I'élaboration de la théorie de la relativité générale par Einstein,
Schwarzschild a publié une solution exacte pour I’équation fameuse d’Einstein. Cette solution
décrit le champ gravitationnel produit par un objet sphérique et symétrique, qui est aussi non
chargé et non rotatif [145,146]. D’ailleurs, afin de construire une étude profonde pour cette
solution, ainsi que pour d’autres qui ont été trouvées plus tard, nous avons nécessairement
besoin des principaux concepts majeurs introduit par la relativité générale tels que 1’espace
temps, la courbure, ainsi que d’autres concepts [147,148]. En effet, nous pouvons dire que
les trous noirs constituent un espace naturel pour comprendre la relativité générale. En
outre, les trous noirs sont sans doute étonnants au coté astrophysique. Ils sont ’explication
unique et la plus rationnelle pour le futur de certaines étoiles massives. Pour cette raison,
ils sont considérés fondamentaux pour comprendre 1’évolution des corps célestes de notre
univers [149-153]. La solution de Schwarzschild présente deux propriétés intrinseques du
trou noir qui sont nommées ’horizon et la singularité. Cette derniére est définie par une
région ou la densité de la matiere est infinie. De plus, elle présente un sens non physique.
Par conséquent, une fois qu’un objet franchit I'horizon du trou noir, il est immédiatement
empéché de s’échapper. Ainsi, il se termine a se trouver dans la singularité situé au centre.
Plus tard, deux solutions ont été élaborées, celle de Reissner-Nordstrom et une de Kerr,

décrivant respectivement un champ gravitationnel d’un objet chargé et un rotatif [154-156].
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1.1 Symétrie sphérique du champ gravitationnel

Nous commencons 'analyse des propriétés physiques des trous noirs avec le cas le plus
simple dans lequel le trou noir et son champ gravitationnel aient une symétrie sphérique [13,
16]. De surcroit, le champ gravitationnel des corps a symétrie sphérique est tres intéressant en
astrophysique. En effet, le champ gravitationnel d'un corps a symétrie sphérique ne dépend
que de la masse totale du corps et non du détail de sa structure [18,19]. Il est alors de la
méme forme pour un trou noir, une étoile..etc.

Dans le but de faire une étude profonde pour cette analyse, nous dérivons I'expression de la
métrique dans une région éloignée des champs gravitationnels forts dans laquelle les lois de
la relativité restreinte restent valables [21]. Un espace de métrique! ds* = g5 dx® da? est dit
stationnaire s’il existe un systéme de coordonnées? (z%) = (2° = ct, z!, 2%, 23), tels que les
composantes g,s du tenseur métrique par rapport a ces coordonnées soient indépendantes

de t. En effet, nous avons
agaﬁ _
ot

0. (1.1)

Le vecteur c%) de la base naturelle associée aux coordonnées (z) est du type temps. L’équa-
tion (1.1) montre que le vecteur 5% est un générateur de symétrie de la métrique ds?. En
d’autres termes, le tenseur métrique ne varie pas lorsqu’on suit les lignes de champs de
ce vecteur [151, 153, 154]. Pour cette raison, nous pouvons dire que 5 est un vecteur de
Killing. D’ailleurs, les vecteurs de Killing obéissent a une équation différentielle, nommée
par ’équation de Killing qui s’exprime a l'aide de la dérivée covariante. Pour t, apparte-
nant & R (¢ = ty), nous pouvons construire un ensemble de dimension trois constituant une
sous-variété de 'espace -temps de tenseur métrique ds?. Cet ensemble est nommé une hy-
persurface de l'espace-temps. Par conséquent, un espace-temps est considéré statique si le
vecteur de Killing 5? est orthogonal aux hypersurfaces [16, 155]. En outre, nous définissons
la symétrie sphérique d’un espace-temps quelconque par 'existence d’un systeme de coor-
données (z%) = (2° = t,7,0, ¢) de telle sorte que les surfaces {t = const, r = const} aient une

topologie sphérique. De ce fait, le tenseur métrique ds? associé prend la forme suivante

ds® = —A(r)dt* + B(r)dr® + C(r) (d92 + sin® @ d¢2) : (1.2)

1. Nous utilisons la convention de signature (-, 4+, +, +) pour la métrique d’espace-temps ds*> =
gap dz® dxz?. Les indices grecs o, 3 prennent les valeurs 0, 1,2, 3.

2. Dans ce qui suit, les unités de longueur et de masse sont redéfinies de telle sorte que la vitesse de la
lumieére dans le vide ¢ = 1 et la constante gravitationnelle de Newton G = 1.
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ou A, B et C' sont trois fonctions quelconques dépendants de r seulement en raison que
'espace-temps est considéré statique. Il est évident que les composantes g,s données par

(1.2) sont indépendantes de la coordonnée ¢. Autrement dit, nous avons

agaﬁ _
o[

0. (1.3)

%
Il est & noter que le vecteur d¢ de la base naturelle associée aux cordonnées (¢, 1,60, ¢) est un
vecteur de Killing, permettant l'invariance par rotation autour de I'axe des z (z = rcosf).
_>
En raison que la la dérivée ag% # 0, qui est diie au terme de sin? § dans (1.2), le vecteur 90

n’est pas considéré un vecteur de Killing.

1.2 Symétrie sphérique du champ gravitationnel dans

le vide

L’équation d’Einstein [153-155], ou I’équation du champ gravitationnel, décrit I'intime
liaison entre la masse-énergie et I'espace-temps. Dans le formalisme de la relativité générale,

Einstein possédait deux tenseurs
1
T, et R, — §Rg,w.

R, représente le tenseur de Ricci, qui est calculé a partir de la courbure de Reimann R, =
Rﬁ/\y. Tandis que T}, indique le tenseur énergie-impulsion qui doit agir comme une source
de champ gravitationnel. Or, g,, est le tenseur métrique, et il est considéré comme un
objet fondamental permettant de décrire le champ gravitationnel [151,152]. En analysant les
caractéristiques de I'univers, nous trouvons trois propriétés fondamentales, la gravité g, la
matiere 7, et la courbure R, . Etant donné que la courbure est issue de la déformation de

I’espace-temps, nous pouvons établir 1’égalité suivante

G |g,09,0%,...| =8z T, (1.4)
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ou nous avons D, G* = 0. Ceci correspond a l'identité de Bianchi ¢*” D, (Rm — %R gm>.

Partant de ce fait, I’équation d’Einstein s’écrit sous la forme suivante
v 4 1 v 4
RM — gt §R + g"" A = 8xTH, (1.5)

ou R est le scalaire de Ricci, défini par R = ¢g"” R, = 2K, tel que K est la courbure de
Gausse. Or, A représente la constante cosmologique [145]. La courbure de Reimann et le
symbole de Christoffel sont définis respectivement par
_ A A A A
Ry =0,1, =0, +1%, T, -7, T, (1.6)

1 g
qu - §gp (augvo + aug;w - aog;w) .

Le premier terme d’équation d’Einstein (1.5) décrit la déformation de 1’espace-temps en
fonction de la matiere. En revanche, le deuxieme terme informe comment la matiére peut
se déplacer en fonction de la déformation de I'espace-temps. A Daide de cette équation,
la définition traditionnelle de la gravitation selon Newton doit étre rompue. Au lieu de la
considérer comme une force exercée entre deux corps, elle doit plutot se manifester a travers

la courbure de I’espace-temps.

1.2.1 Solution de Schwarzschild

L’absence de la linéarité dans 1’équation d’Einstein provoque une difficulté dans la re-
cherche des solutions associées [71,150,151]. En effet, nous imposons les conditions de symé-
trie sur I’élément linéaire. De méme, nous considérons un tel cas correspondant au champ
gravitationnel créé par un astre immobile a symétrie sphérique et sans rotation par rapport
aux galaxies lointaines. De plus, nous cherchons des solutions avec un tenseur d’énergie-
impulsion T}, nul, et associ¢ a un fluide parfait dans une région limitée de l’espace. Pour
cette raison, la solution exacte correspondra a un trou noir de Schwarzschild [5,21].

L’hypothése d’une solution statique et sphérique signifie qu’il existe des coordonnées

{2° =t 2! = r 2? = 0, 2> = ¢}, impliquant une métrique de la forme suivante
ds® = —a(r) dt* + b(r) dr® + r* (d6” + sin® 0 dg?) , (1.7)

ou r est le rayon de la sphere associée a la symétrie sphérique. La partie angulaire de la

10
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métrique est la méme que la forme non gravitationnelle en raison de la symétrie sphérique.
Tandis que a(r) et b(r) représentent des fonctions qui ne dépendent que de r. C’est une
énorme simplification parce que nous avons uniquement quatre composantes diagonales de la
matrice g, qui sont non nulles. En effet, il n’y a essentiellement que deux fonctions inconnues
d’une méme variable. En raison de I'indépendance temporelle et de la symétrie sphérique, les
coefficients de la métrique sont indépendants a la fois de 2° = t et de 2 = ¢. Par conséquent,
nous attendons d’obtenir deux quantités conservées liées a I’énergie et au moment cinétique,
de maniéere similaire a la gravité Newtonniene a symétrie sphérique [39,148].

D’apres la forme sphérique de la matrice g,,, on peut calculer immédiatement les symboles
de Christoffel associés I'},, puis R,,. En effet, dans le cas ou le tenseur énergie-impulsion
est nul 7),, = 0 (vide) et A = 0 (absence de constante cosmologique), I’équation d’Einstein
prend la forme suivante

R, =0. (1.8)

Il est a noter que la solution de Schwarzschild est une métrique dont le tenseur de Ricci
est nul [22]. Alors, le tenseur de Riemann n’est pas nul, sauf dans le cas ou la solution est
présentée par la métrique de Minkowski. La résolution des fonctions inconnues a(r) et b(r)
conduit & une premiere solution, trouvée par K.Schwarzschild en 1916. Cette derniere est

donnée par
1 2M
ar) =5 = (1-=5) =1, (19)

ou M est la masse totale de la distribution de matiere déterminée par le potentiel Newtonien

M /r pour r tend vers zéro. La quantité r, est définie comme
ry =2M. (1.10)

(Pest le rayon de Schwarzschild du corps gravitant ayant la dimension de longueur. Ecrivons

a nouveau la solution dans sa forme traditionnelle compléte comme suit

oM oM
as? =~ (1= =5 )+ (1-27)
r T

Ceci est connu sous le nom de métrique de Schwarzschild [66, 74]. Nous avons un seul pa-

1
dr? + 1% (d6” + sin” 0 d¢? ) . (1.11)

rametre, la masse M, tandis que la charge électrique () et le moment angulaire J sont

nuls. Nous voyons que si r est grand, nous pouvons atteindre le développement suivant

11
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(1 — %)A ~ 1+ %, ce qui donne la métrique d'une étoile. De surcroit, pour r qui tend
vers l'infini et/ ou M qui tend vers zéro, nous retrouvons l'espace de Minkowski.

Nous calculons maintenant la courbure de cette géométrie. Dans cette métrique, nous avons
R,, = 0 = R. Autrement dit, cet espace est appelé Ricci-plat. Par conséquent, nous consi-
dérons un autre invariant de courbure correspond au scalaire de Kretschmann [151-153]. En

effet, nous obtenons

48 M?
Ryuwpo R*?7 = —— "= o0, (1.12)
r
A ce stade, nous observons qu’il y a une singularité spatio-temporelle & = 0. C’est une
singularité qui ne peut étre résolue par une transformation de coordonnées [66]. Ceci est
différent de la singularité de coordonnées a r = 2M, ou le scalaire de Kretschmann est fini.

En l'occurrence, cette transformation de coordonnées peut étre supprimée, en considérant

les coordonnées d’Eddington-Finkelstein, comme nous le verrons plus tard.

1.2.1.1 Horizon des événements

L’horizon des événements a la topologie de S5, et il est situé a r = 2M. Par suite, la

A

“wp Sont finies.

métrique devient divergente [156]. Cependant, toutes les composantes de R
Par conséquent, nous voyons (comme indiqué précédemment) qu’il ne s’agit pas d’une vraie
singularité (spatio-temporelle) mais simplement d’une singularité de coordonnées. De sur-
croit, nous manquons d’outils théoriques afin de répondre avec certitude aux questions liées
au singularité r = 0. En raison de la petite échelle combinée a une densité élevée, les effets
de gravité quantique devraient jouer un réle important a l'origine [1,33,107].

Pour r > 2M, nous avons la région I ou 'extérieur du trou noir, la métrique a une signature
(—,+,+,4).

Pour r < 2M, nous obtenons région I ou l'intérieur du trou noir, la métrique a une signa-
ture (+, —, +, +).

A r = 2M, nous trouvons 'horizon des événements, qui est une surface nulle puisqu’elle a
une signature (0,0, 4+, +).

Nous remarquons que ’horizon des événements est une zone ou x et t échangent leurs signa-
tures respectivement (positives et négatives). Dans la région I1, nous devons avancer dans
r jusqu'a r = 0, ce qui signifie que l'on atteint inévitablement la singularité. Cela rappelle

les particules qui avancent toujours dans le temps (apres avoir défini nos conventions de
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FIGURE 1.1 — Diagramme spatio-temporel de la région proche de lhorizon de la métrique de
Schwarzschild.

direction du temps) dans la région I.

Un observateur extérieur ne verra jamais un signal atteindre I’horizon des événements car les
signaux proches de I'horizon des événements sont décalés vers le rouge a 'infini. En d’autres
termes, les signaux ralentissent jusqu’a ce qu’ils deviennent stationnaires pres de 1’horizon
des événements. Un décalage vers le rouge infini signifie que la lumiere perd toute son éner-
gie. Autrement dit, elle devient completement noire. C’est pourquoi le trou noir est un nom
approprié pour cet objet. Nous pouvons le voir a partir du cone de lumiere qui se ferme
completement a 'approche de I’horizon. En effet, en r = 2M, le cone de lumiére bascule
puisque la signature métrique passe de (—,+,+,+) a (+, —, +, +).

Notamment, nous considérons une géodésique nulle radiale [157]. Autrement dit, nous avons

d52=0—>2:: (1—), (1.13)

ou dfl = d¢p = 0. Partant de cette derniere équation, nous constatons que méme si le cone
de lumiere se ferme, la lumiere et la matiere peuvent atteindre r = 2M en durée de vie finie.
Lorsque l'observateur atteint » = 2M, il n’éprouve rien d’étrange, sauf que son destin a été
scellé et la composante métrique g, explose a l'infini. Par ailleurs, I’horizon des événements
est considéré comme une zone sphérique qui délimite la région, d’out la lumiere et la matiére ne
peuvent s’échapper [66, 156]. En effet, nous pouvons prouver que I’horizon des événements
n’est qu’une singularité de coordonnées, en changeant le systeme de coordonnées en un
autre [147,148]. En premier lieu, nous introduisons les coordonnées de la tortue (tortoise

coordinates) résolvant I’équation différentielle du céne de lumiere (1.13). Pour r > 2M, nous

13
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avons
t i[ +2M1 (27" 1)] (1.14)
= r n({— — ) .
2M
Puis nous introduisons
r r—2M

* = 2M1 —1 > —00. 1.15
r r -+ n <2M ) 0 ( )

Dans ce nouveau type de coordonnées, la métrique prend la forme suivante
2M
ds* = (1 — R) (—dt2 + (dr*)2) + r2dw?. (1.16)

Dans ces coordonnées, le cone de lumiere ne se ferme pas. De plus, aucune composante mé-
trique ne tend vers l'infini lorsque r tend vers 2M. En outre, les rayons lumineux radiaux (les
courbes radiales nulles) entrants et sortants se déplacent le long des coordonnées constantes

d’Eddington-Finkelstein (v = cst et u = cst, respectivement). Ces derniéres, sont définies

v = t+7r",
u = t—r*

En termes de ces coordonnées, nous pouvons alors exprimer la métrique associée comme suit

par

2M
ds> = — (1 _ ) dv? + 2dr dv + r2du”. (1.17)
r
C’est la métrique d’Eddington-Finkelstein. Pour une courbe nulle, nous avons ds?> = 0. En
termes de ces coordonnées, la condition pour les courbes radiales nulles (d€2 = 0) s’exprime

comme suit

dv

o —— courbe nulle entrante,
v .
dr 2 (1 — %) — courbe nulle sortante.

(1.18)

A ce niveau, nous remarquons que dv /dr < 0 pour r < 2M. Alors, pour r < 2M, tous les
futurs chemins dirigés sont dans le sens de r décroissant. Cette propriété est illustrée dans
la figure 1.2. Cela signifie qu'un signal a r < 2M atteindra la singularité spatio-temporelle a
r=0.

Dans ce qui suit, nous présentons les coordonnées de Kruskal-Szekeres. Cela nous aide a

supprimer les singularités de coordonnées. Ce qui rend 'espace-temps associé géodésique-
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ri2m

FIGURE 1.2 — Espace-temps de Schwarzschild en coordonnées d’Eddington-Finkelstein.

ment complet. Cependant, nous obtenons également des régions supplémentaires 171 et IV

indiquant les copies de [ et I1.

1.2.1.2 Coordonnées de Kruskal-Szekeres et géodésiques du trou noir de Schwarz-

schild

La solution de Schwarzschild est caractérisée par une singularité spatio-temporelle de
courbure a r = 0, et une singularité de métrique a r = 2M [21,66,74]. Ainsi, 'espace-temps
possede une région extérieure (r > 2M) et une région intérieure (r < 2M) représentées
respectivement par les régions I et I1. Dans cette section, nous allons considérer un nouveau
systeme de coordonnées permettant de doubler 'espace-temps et de trouver des copies des

régions I et I1. Jusqu’a présent, nous avons introduit les systemes de coordonnées suivants
1. Coordonnées de Schwarzschild:(¢, 7,0, ¢).
2. Coordonnées de la tortue: (t,7*,0,¢) avec r* = r 4 2M In|55; — 1|.

3. Coordonnées d’Eddington-Finkelstein: (v, u, 0, ¢), ou v et u sont les coordonnées du

cone de lumiere données par v=t+7r*, u=1t —r*.
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De ce fait, les coordonnées de Kruskal-Szekeres sont définies a partir des coordonnées de

Schwarzschild comme suit

Région [ 27‘ 4 y
T =|——-1 e"/*M ginh ()
2M / ‘U\f (1.19)
R —‘1— d e/ AM smh(),
Région 1] . 4J‘7{
T = ‘1 ~ 57 e"*M cosh (4)
Dans ces coordonnées, la métrique prend la forme suivante
32M3
ds* = “—— "M (dR? — dT?) + 1* dQ?, (1.20)
r

oil nous avons implicitement défini 7 & partir de T? — R? = (1 — r/2M) e"/?M.

En termes de ces coordonnées, les courbes radiales nulles obéissent a T' = + R + cste. Cepen-
dant, nous notons que ’horizon des événements r = 2M est situé a T' = £ R. Ceci provient
de la condition ds?> < 0 pour les courbes du genre temps et du genre lumiére. Cette structure
causale est schématisée par la figure 1.3. La transformation de coordonnées (r,t) en (R, T)
ne décrit que les deux régions I et I1 de la figure 1.3. En principe, nous devrions admettre
toutes les valeurs de R et T qui n’atteignent pas la singularité a » = 0. Puisque la singu-
larité correspond a 72 = R? 4 1, nous devrions vraiment exiger l'intervalle 72 < R? + 1
et —oo < R < oo. Par conséquent, les coordonnées R et T couvrent également les régions
IIT et IV. C’est pourquoi que la géométrie de Schwarzschild en coordonnées de Kruskal-
Szekers affiche plus de régions de I'espace-temps que ceux représentées par les coordonnées
de Schwarzschild.

Dans 'espace-temps maximalement étendu, nous pouvons distinguer les quatre régions diffé-
rentes illustrées dans le diagramme de Kruskal-Szekeres. La région I (> 2M) correspond a
'espace-temps original. Tandis que la région I1 (r < 2M) est associée au trou noir puisqu’il
empéche toute forme dedans de s’en échapper. Ainsi, la région I1] représente un univers
parallele. Elle est causalement déconnectée de la région I. Puis, la région IV correspond
a un trou blanc. C’est une région de 'espace-temps dans laquelle les signaux peuvent at-
teindre tous les autres points de ’espace-temps, mais pas l'inverse. En outre, ce trou blanc

se comporte comme un trou noir a temps inversé. Conséquemment, nous pouvons dire que
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FIGURE 1.3 — Diagramme du trou noir de Schwarzschild en fonction des coordonnées de Kruskal-
Szekeres.

les deux régions I et I représentent I’espace-temps d’origine. Or, les régions I11 et IV, sont

considérées comme une copie de I'espace-temps original [5,157].

1.2.1.3 Géodésique et potentiel effectif du trou noir de Schwarzschild

Nous avons conclu que la singularité est le destin de toute forme de matiere ou de rayon-
nement [157]. En effet, ’horizon des événements implique le point de non retour. N’importe
quel chemin du genre temps pourrait accélérer en s’éloignant de ’horizon avant de I’atteindre.
En conséquence, 1’équation géodésique est définie comme

d?at dz? da?

r“, — —=0. 1.21
dr? 2 dr dr 0 ( )

Evidement, ceci conduit & quatre équations différentielles couplées, qui sont impossibles a
résoudre. Cependant, la symétrie de notre systéme réduit le probléeme pour une seule équation
différentielle avec un potentiel effectif [59]. En raison de la symétrie sphérique et statique de
la métrique, nous avons obtenu deux vecteurs de Killing, K}' = (1,0,0,0) et K, = (0,0,0,1).

Ces derniers, sont satisfaits par ’équation de Killing suivante

dxt
—— = constant.

dr
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3r ——
[ L=0
2r L=6
1L L=12
V() of
_1}
-2f
_37 I I L I
0 1 2 3 4 5

FIGURE 1.4 — Diagramme de potentiels effectifs du trou noir de Schwarzschild.

Cela implique que le moment cinétique L = 7"2% et I'énergie £ = (1 — %) % sont conservés

le long des géodésiques, correspondant respectivement a la symétrie sphérique et a l'inva-

riance temporelle [16]. L’équation géodésique est donnée par

1 (dr\’ 1 o

En prenant 6 = 7, le potentiel effectif V(1) est donné par

Vi) = - (e _ L2> <1 _ QM) , (1.23)

otl € = +1,—1,0 pour les géodésiques temporelles, spatiales et nulles, respectivement. A
partir de la figure 1.4, nous concluons qu'un observateur tombant librement d’une distance
finie du trou noir sans aucune vitesse spatiale (L = 0) traverse I’horizon des événements et
péris dans la singularité. En effet, la dérivée du potentiel effectif implique une équation de

second ordre qui s’exprime comme suit

av. M L* 3ML®

— = 0. 1.24
dr 67“2 73 + rd ( )

Les solutions trouvées sont associées a L > 12M?2. De plus, les orbites circulaires sont situées

€1

L2
re=oo (14 VI2=12M7). (1.25)
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Tandis que les géodésiques nulles ont une orbite stationnaire instable a r = 3M si L > 0.

1.2.1.4 Diagrammes de Penrose

Nous complétons cette section par I'introduction des diagrammes de Penrose. Ces der-
niers sont considérés comme une représentation de la structure entiere de 1’espace-temps sur
une partie compacte de l'espace a deux dimensions [6]. Cela conduit a la suppression de
quelques dimensions, de telle sorte que ds* = 0 implique que da = %db, ol a et b sont les
coordonnées de 'espace image. Cette derniere condition garantit que les géodésiques nulles
sont représentées par des lignes a £45°. Pour rendre cet espace-temps plus raisonnables, nous
effectuons des compactifications dites conformes (une carte). En effet nous avons

— Les frontieres infinies sont représentées par des lignes, des points ou des hypersurfaces

a des distances finies.
— La structure conforme est facilement visible. En particulier, nous exigeons que les
rayons lumineux se déplacent a 45 degrés. Cela peut étre exprimé par da = =+db, ou
a et b, indiquent les nouvelles coordonnées conformes.
Cela rend les diagrammes de Penrose particulierement adaptés pour montrer la structure

causale de I’espace-temps.

e L’espace de Minkowski tridimensionnel R!?

En considérant la métrique suivante
2 2 2 2 1092 v—u\? o,
ds? = —df? + dr® + r2d2 = —dudv + (4) 02,0 < 1 < oo, (1.26)

ouwv =t—+r, u=1t—r. Nous définissons maintenant V := arctanv et U := arctanU. La

marge des coordonnées est —5 < u < v < 3. Nous pouvons aussi définir T' := U 4+ V,

R:=V —U, ce qui donne |T'|+ R < 7, et 0 < R < 7. Par conséquent, T" et R couvrent un

triangle définissant un espace compact. De ce fait, nous obtenons

ds®> = 740082‘}(3052 5 (—4dUdVv + sin® (V —U) dQ3),

_ 1 ~2
T 4cos?Vecos2U ds ’

(1.27)

Ol ous avons
d§® = —dT? + dR* +sin® R dS2;.
—_———

métrique plate
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C’est la métrique de I'univers statique d’Einstein [5]. Sa topologie est donnée par I ® S3, ou
I indique un intervalle fini.

Cependant, nous avons

e " : I'infini futur du genre temps ¢t = oo.

e~ : I'infini passé du genre temps t = oco.

¢ ¥ : I'infini futur du genre espace r = co.

e Z" : 'infini futur du genre lumiere v = oo et u = fixée.

e 7 : l'infini passé du genre lumiere v = fixée et u = co.

Par ailleurs, nous constatons les remarques suivantes

Particule massive

FIGURE 1.5 — Diagramme conforme de l'espace de Minkowski avec des coordonnées infinies du
genre temps, spatiales et nulles.

— Les géodésiques nulles radiales, autrement dit, les cones lumineux sont inclinées a 45°.

— Tous les points du diagramme de Penrose représentent une sphére S? sauf ¥ et i*.

— i% et 4* sont des points.

— T% indiquent des hypersurfaces nulles.

— Toutes les géodésiques temporelles infiniment étendues commencent a i~ et se ter-
minent & i7",

— Toutes les géodésiques spatiales infiniment étendues commencent a 7°.
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— Toutes les géodésiques nulles infiniment étendues commencent a Z~.

eDiagramme de Penrose du trou noir de Schwarzschild
Maintenant, nous discutons le diagramme de Penrose de 'espace de Schwarzschild. Pour ce
faire, nous nous concentrons sur la région I [6]. C’est la premiere région externe du trou noir

correspondant a r > 2M. La transformation utilisée est donnée par
(r,t) — (w,v);u=t—r"v="t+r"
Notons que co <t < 0o et oo < r* < co. En effet, les frontieres s’expriment comme suit

It : w=finie, v — o0,

Z7: wv=finie, u— —o00.
De plus, les horizons sont donnés par

HY: w— o0, v =finie,

H : v— —o0, u = finie.

Nous définissons u := tan U et v := tan V, tels que |U| < 5 et V] < 5
A ce niveau, nous nous dirigeons vers les coordonnées de Kruskal (R,T) associées a la
métrique (1.20). Ensuite, nous les redéfinissons successivement comme: u := T —R := tan Uet
v:=T+ R :=tan 17, de sorte que, T=U+V et R=V —U. Cela conduit & la construction
du diagramme de Penrose. Ce dernier possede les régions suivantes

— Région I: l'extérieur du trou noir.

— Région II: I'intérieur du trou noir.

— Région II1: univers parallele.

— Région I'V: un trou blanc.

1.2.2 Solution de Reissner-Nordstrom

A ce stade, nous dérivons juste la solution correspondante a un trou noir avec une masse
seulement. Maintenant, nous implémentons une charge électrique constante. Cette solution
est connue sous le nom de la solution de Reissner-Nordstrom [38]. Elle est trouvée en choisis-

sant la méme forme de la métrique (1.7) en coordonnées de Schwarzschild, mais en prenant

21



1.2. Symétrie sphérique du champ gravitationnel dans le vide

+ . — it

%ﬂ+

i r= i
FIGURE 1.6 — Diagramme de Penrose du trou noir de Schwarzschild.

compte un champ électrique statique noté par 3. Cela conduit & la combinaison des équa-

tions de Maxwell avec la gravité.

1.2.2.1 Champ de Maxwell et gravité

Ce type de trou noir est la solution de la théorie d’Einstein-Maxwell couplée a la gravité

[109,111]. L’action associée a ce modele est donnée par

1
S = /d4x\/—g (R—A)— Zg“o‘ 9P F,Fap), (1.28)

action de la matiere

ou F},, indique le tenseur de l'intensité du champ électromagnétique (tenseur de Maxwell).
Similairement & la solution de Schwarzschild, nous cherchons une solution dans 1’espace-
temps asymptotique de Minkowski (A = 0). Les équations du champ électromagnétique sont

données par

dlaFs,] =0, (1.29)
0u (V=9 F"™) = /=g ", (1.30)

ou J” est le courant électromagnétique satisfaisant 9, (1/—g J”) = 0. Ainsi, la distribution

du tenseur énergie-impulsion provenant directement de la variation de l'action est donnée

3. Pour éviter toute confusion avec 1’énergie qui est désignée par E.
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par

0S
O

1
= T/“/ = —FMO(FVQ + <4FaﬂFa/B — Ja Aa) Juv- (131)

Pour une charge électrique ponctuelle, le tenseur d’intensité du champ est donné par Fj.; = %,
ou () est la charge électrique. La solution unique pour ’équation R, — %g,WR = 87T,
s’exprime comme suit
) 2M Q%) o 2M @\ e
ds"=—|1——+—F |d"+ |1 = —+ — dr® + r<dQ”. (1.32)
r r r r

Cette solution est connue sous le nom de la métrique de Reissner-Nordstrom, qui est carac-
térisée par les parametres (M, Q) [38]. Nous avons a nouveau une singularité de courbure a
r = 0 (caractérisée par un scalaire de Kretschmann divergeant). Cependant, nous obtenons

deux horizons situés a

VN Ty (133)

Les signatures de la métrique pour la solution de Reissner-Nordstrom sont données par
Lr>ry: (= +,+,4).
2. r_<r<ry: (+—,+4).
Jor<r_: (—,+,+,+).

A partir des signatures de la métrique, nous pouvons constater que les géodésiques tempo-
relles ne se terminent pas nécessairement a r = 0 puisqu’elles sont forcées de se déplacer
dans le sens de la diminution de r uniquement pour r_ < r < r,. La singularité a r = 0
forme une ligne du genre temps, qui peut étre évitée, par opposition aux trous noirs non
chargés (Schwarzschild) dont r = 0 est spatial. La métrique de Reissner-Nordstrom possede
deux limites intéressantes.

— @ — 0 : dans cette limite, nous récupérons le rayon de Schwarzschild, alors r, =

2M, et r_=0.
— Trou noir extrémal: Q? = M2, de sorte que r_ =r, = M.
Etant donné que le trou noir extrémal provoque r_ = ry, la signature de la métrique est

(—,+,+,+) partout dans I'espace-temps. Ainsi, nous remarquons que la métrique ne change

pas de signature a I'horizon r = M. Cependant, M? = ? représente un cas limite dans le
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sens oll nous avons besoin de M? > Q2. Or, pour M? < ?, nous obtenons une singularité

nue, violant la conjecture de censure cosmique [157].

1.2.2.2 Coordonnées de Kruskal-Szekers

En premier lieu, avant d’aborder la définition des coordonnées de Kruskal-Szekers, nous
avons besoin des coordonnées de la tortue [5]. Similairement au cas précédent, pour la mé-

trique de Reissner-Nordstrom, nous avons

1 r—r 1 r—r_
* = 1 * 1 1.34
rert 2k ©8 an * 2 BT | (1.34)
Ol ous avons
= '* 1.35
K+ 2T:2t ) ( )

définissant la surface de gravité du trou noir. Ensuite, nous définissons les coordonnées
d’Eddington-Finkelestein par v = ¢t + r* et u = t — r*. Par conséquent, les coordonnées de

Kruskal s’expriment comme

Ui — _efniu’

(1.36)
VE = fersv,

En termes de ces coordonnées, la métrique (1.32) prend la forme suivante

K4
TLer_ e2lrxlr r_r I+ P

ds® = —— — (== FLAUFVE 4+ r2dQ2. (1.37)

KX T e

Il est & noter que les combinaisons de coordonnées U™, V*+ et U™, V™~ correspondent & deux
régions distinctes. Dans la région positive, nous définissons u et v comme précédemment pour
remarquer que r > r_ dans ce que ’on appelle les coordonnées sortantes d’Eddington- Finkel-
stein. Dans la second région négative, nous utilisons les coordonnées d’Eddington-Finkelstein
entrantes, impliquant que u = v — 2r*. Par suite, nous obtenons la région contenant r < r,.

A partir de la figure 1.7, nous observons que la région IT est couplée aux régions I, I11
et IV dans le sens du temps passé. En utilisant le principe du retournement temporel, nous
attendons que la région 11’ (voir figure 1.8) soit couplée directement aux régions I, 11’ et
v’

En effet, ce couplage entre ces différentes régions est rationnel, puisqu’il rend la com-
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U, v,

Trou Noir

Trou Blanc

r<r<ry

FIGURE 1.7 — Diagramme de Kruskal a partir des coordonnées sortantes d’Eddington-Finkelstein.

Singularité r = 0
Singularité r = 0

Trou Blanc

r<r<r

FIGURE 1.8 — Diagramme de Kruskal a partir des coordonnées entrantes d’Eddington-Finkelstein.

munication entre le trou (noir et blanc) et l'univers impossible. Cela donnera le méme type

des régions comme dans le premier diagramme 1.7, qui ce couplera a nouveau au deuxieme

diagramme 1.8 et ainsi de suite [5].

1.2.2.3 Géodésique du trou noir de Reissner-Nordstréom

En utilisant la méme équation pour les géodésiques que celle donnée dans la section

1.2.1.3, nous obtenons quatre équations différentielles dont I'une est annulée [157]. Ensuite,
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en utilisant les vecteurs de Killing, ainsi que la symétrie sphérique et statique de la métrique
associée, nous trouvons les équations correspondant respectivement au moment cinétique et

a ’énergie. Ces derniers s’expriment comme suit

oM Q% (d
E= (1 -4 %) (;) (1.38)
_ 299
L=r. (1.39)

L’équation géodésique est donnée par

dr _@-Mr (dr)i i <d¢>2_ @ = Mr (dt) (1.40)

dr? r3 dr Grr 73 Gy dr

Prenant ¢ = 7, le potentiel effectif V(1) prend la forme suivante

V(r) = (i + e) (1 A Qz) : (1.41)

ol € = +1, —1,0 pour les géodésiques temporelles, spatiales et nulles, respectivement.

1.2.2.4 Diagrammes de Penrose du trou noir de Reissner-Nordstrom

Les diagrammes de Kruskal 1.8 et 1.7 peuvent étre assemblés afin de donner le diagramme
de Penrose associé pour le trou noir de Reissner-Nordstrom [71,157]. Il peut sembler étonnant
qu’il s’agit d’'un modele qui se répete a l'infini, a la fois vers le passé et vers le futur, comme

le montre la figure 1.9. Notons que la singularité apparaisse comme une ligne verticale.

1.3 Trous noirs rotatifs

Dans cette section, nous nous tournons vers les trous noirs rotatifs. Ils sont considérés

comme des solutions appropriées pour décrire les trous noirs observées dans l'univers [65,88].

1.3.1 Solution de Kerr

A cause de l'axe de rotation des objets rotatifs, la symétrie de rotation est brisée. Cela
rend la solution des trous noirs rotatifs considérablement plus compliquée que les solutions

sphériques discutées jusqu’a présent [8,95]. En utilisant les coordonnées de Boyer-Lindquist
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iﬁﬂﬁﬁy

Trou noir

FIGURE 1.9 — Diagramme de Penrose du trou noir de Reissner-Nordstrom.

(t,r,0, ), la métrique prend la forme suivante

A in?
ds? = —— (dt — asin® 9dgb)2 + s1n2 i KTQ + a2) dop — aalt}2 +
p p
) (1.42)
%er + p2db?,

ot A(r) et p*(r,0) sont donnés par
A=7r*—2Mr+ad® p*=r?+a’cos’. (1.43)

Cette solution est nommée par la solution de Kerr trouvée en 1963 [65]. 11 est également utile
d’avoir une expression pour la métrique a partir de laquelle nous pouvons immédiatement

lire les composantes métriques gy, gip €t gse. En effet, nous avons

2M 4M in% 6
dszz_(l_ ;)dtz_agsmdtdqs
P P
2 s 2
p° 5 sin“d
NG

(1.44)

[(7’2 + a2)2 — Aa?sin? 0| d¢* + p*db?.
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1.3. Trous noirs rotatifs

La solution de Kerr dépend de deux parametres, M et a. Une inspection rapide de la métrique
montre que le parametre de rotation a possede une dimension de longueur. Cependant,
lorsque a = 0, la solution de Kerr se réduit a la solution de Schwarzschild.

Par ailleurs, il existe deux isométries continues de la métrique de Kerr. Ces derniers sont

définis comme suit

K:g et L 4

Par conséquent, nous pouvons calculer les intégrales de Komar pour chacun d’entre eux,
donnant respectivement la masse M et le moment angulaire J = a M du trou noir. Il est a
noter que l'inversion de signe de a change la direction de rotation. Dans ce qui suit, nous
prenons a > 0. En outre, la solution de Schwarzschild était également invariante sous les
symétries t —» —t et ¢ — —¢. En revanche, la solution de Kerr est invariante uniquement
sous la combinaison (t,¢) — (—t, —¢). Cela est en accord avec les propriétés d'un tel objet
rotatif.

e Unicité du trou noir

Il existe un ensemble de théorémes, chacun avec des hypotheses légerement différentes, qui
peuvent étre résumés collectivement comme suit. Toute solution de trou noir, asymptotique-
ment plate, indépendante du temps, appartient a la famille de Kerr [7,88,95]. En d’autres
termes, les trous noirs sont caractérisés seulement par deux parametres, la masse M et le
moment angulaire J. Dans la théorie d'Einstein-Maxwell, ces théorémes sont étendues pour
tenir compte les charges électriques et magnétiques également.

Ces théoremes ne sont pas aussi forts que le théoreme de Birkhoff. Ici, nous n’avons eu
besoin que de supposer une symétrie sphérique pour obtenir la solution de Schwarzschild.
Cela garantit que la métrique de Schwarzschild décrit I'espace-temps a l'extérieur d’une
étoile, méme celle qui subit une effondrement sphérique.

En revanche, un ensemble plus large de théorémes utilise explicitement 1’horizon des
événements. Cela signifie que la solution de Kerr ne décrit pas nécessairement 1’espace-temps
a I'extérieur d’une étoile en rotation, bien qu’elle semble admissible qu’elle s’agit d’une bonne
approximation loin de la surface de I’étoile.

Néanmoins, ces théoremes informent que le point final de 'effondrement gravitationnel
est génériquement le trou noir de Kerr.

e Structure globale
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1.3. Trous noirs rotatifs

Lorsque A = 0, la composante métrique g, diverge. L’étude précédente des trous noirs de
Schwarzschild et de Reissner-Nordstrom suggere qu’il s’agit de singularité de coordonnées.

Les racines de A = 0 sont données par

A=(r—ry)(r—r_), (1.46)
oll nous avons

ry =M+ VM2 - a2 (1.47)

En particulier, si le trou noir tourne plus vite, alors, nous avons a > M. Par suite, la
solution de Kerr présente une singularité nue. Or, le cas critique, ou @ = M, correspond au
trou noir extrémal de Kerr [10]. Généralement, les valeurs de spin autorisés sont a/M < 1.
Afin de montrer que r = r4 sont les singularités de coordonnées, nous pouvons appliquer
une approche semblable a celle d’Eddington-Finkelstein. De ce fait, nous introduisons les

coordonnées de Kerr (v,r,0, x), avec v =t + r*, tels que r* et x sont définies par

r? 4+ a?

A

dr, W:m+%m (1.48)

dr* =

Cependant, il est désormais qu’il n’y a pas de géodésiques radiales. Elles sont tordues par la
rotation du trou noir [65,88,95]. En outre, nous remplagons les coordonnées ¢ et ¢ respecti-

vement par v et y dans (1.42) afin d’obtenir I’équation suivante

—A in2
ds® = ? [dv—a sinQHer + sin” 0

+ (dv — asin®6 dx) dr + p* db?>.

[adv — (a +7r )dx} (1.49)

Tout d’abord, nous notons que les géodésiques nulles sont définies par dv = dy = df, puisque
cela garantit que ds? = 0. Ensuite, comme pour les coordonnées d’Eddington-Finkelstein, il
n'y a plus de facteur A dans le dominateur de la métrique (1.49), permettant d’étendre la
coordonnée r jusqu'a r > 0 sans atteindre la singularité.

Afin de construire une structure causale complete du trou noir de Kerr, nous avons besoin
des coordonnées de Kruskal analogues aux coordonnées Uy et Vi (1.36), que nous avons in-
troduites pour le trou noir de Reissner-Nordstrom [5]. Il est & noter que la procédure reste la

méme. Les coordonnées U, et V, permettent d’étendre I'espace-temps au-dela de I’horizon
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1.3. Trous noirs rotatifs

extérieur a r,, jusqu’a ’horizon intérieur a r_. Puis, nous devons passer aux coordonnées
U_ et V_ afin d’obtenir la singularité [6]. En effet, cela se répete a I'infini comme le montre
le diagramme de Penrose dans la figure 1.10.

e Singularité du trou noir de Kerr

FIGURE 1.10 — Diagramme de Penrose du trou noir de Kerr.

La structure globale de la solution de Kerr differe de celle de Reissner-Nordstrom. La com-

posante métrique gy diverge lorsque
p=0—1r=0 et 0=m/2. (1.50)

Et comme précédemment pour les trous noirs de Schwarzschild et Reissner-Nordstrém, nous
pourrions nous attendre que la singularité p = 0 indique une singularité de courbure. Cela

est confirmé par une analyse du scalaire de Kretschmann [154, 155].
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1.3. Trous noirs rotatifs

Cependant, la singularité est apparue a » = 0. Ici, il n’était pas nécessaire de spécifier les
coordonnées angulaires sur S2, puisque cette derniére est dégénérée? & r = 0, tout comme a
'origine de 'espace plat. En revanche, la singularité de Kerr est associée avec § = 7/2. Pour
mieux comprendre cette situation, nous pouvons observer que, pour » = 0, ou ¢ constante,

la métrique (1.42) prend la forme suivante
ds® = a*sin® 0 d¢* + a® cos® 0 df>. (1.51)

Par conséquent, nous remarquons que la sphere S? n’est pas dégénérée a ce point (r = 0).
Ceci est prévu, en raison que la solution de Kerr n’avait pas de symétrie de rotation. La
restriction de §# = 7/2 correspond au plan équatorial. Il s’agit d’'un anneau de rayon a,
paramétré par ¢ € [0,2r]. De ce fait, nous remarquons que la singularité du trou noir de
Kerr a une structure d’un anneau [7,10]. Dans ce cas, la singularité est & nouveau temporelle
comme la montre le diagramme de Penrose 1.10.

En somme, nous concluons que la singularité de Kerr est particuliere. C’est une singu-
larité annulaire d’une part. D’ou sa topologie est celle d'un anneau. D’autre part, ¢’est une
singularité du genre temps.

e Courbes temporelles fermées

Dans le trou noir de Reissner-Nordstrom, I'espace-temps se termine a la singularité tempo-
relle [95,157]. Puisque la sphere S% n’est pas dégénérée pour Kerr, I'espace-temps continue
au-dela de la singularité comme la montre la figure 1.10.

Cette région est accessible aux observateurs en suivant une géodésique temporelle tra-
versant 7 = 0 en 6 # /2. Cela correspond a r < 0 dans les coordonnées d’origine (1.42).
Cependant, nous considérons une courbe qui se situe aux constantes ¢, r et § = 7/2. En
d’autres termes, la courbe est paramétrée par ¢. A partir de Péquation (1.42), la métrique

associée a cette courbe se réduit a

2 ,2)?2
ds® = (—“QZA + (ra) > d¢?,

r r2

= (7"2 +a® + Mf#) d¢?.

(1.52)

Le terme (7‘2 +a%+ Mfi) est négatif pour r < 0. Cela signifie que ¢ est une direction

4. En mathématique, la dégénérescence se traduit par I'apparition des valeurs nulles ou infinies dans les
représentations analytiques des objets. Un cercle est dégénéré lorsque son rayon est nul, se réduisant donc a
son centre.
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1.3. Trous noirs rotatifs

temporelle proche de la singularité. Mais ¢ est une coordonnée périodique vérifiant ¢ ~
¢ + 27. Cela indique que si nous nous déplacons le long de cette courbe, nous revenons au
méme moment que nous avons commencé. Par conséquent, il s’agit d’'une courbe temporelle
fermée.

e Ergosphere

Une des propriétés principales du trou noir de Kerr est I'ergosphere [8,83]. C’est une région
dont laquelle I'espace-temps n’est pas quasiment modifié. Afin d’étudier I’ergosphére du trou

noir de Kerr, nous examinons la norme de vecteur de Killing K. En effet, nous avons

G K'KY = (7"2 — 2Mr + a® cos? 9) : (1.53)

_F

On en déduit que I’équation (1.53) est négative, Par conséquent, K est un vecteur temporel

pour r grand. Cependant, les racines de I’équation (1.53) sont données par

r? —2Mr +a*cos®’ 0 = 0+ r = M £+ vV M? — a2 cos? 6. (1.54)

Autrement, nous devrions comparer ceci aux horizons se situant & r = M 4+ /M2 — a2. La
plus petite racine de I’équation (1.54) se trouve a l'intérieur de 'horizon. En revanche, la
plus grande racine est située a ’extérieur de I’horizon, sauf aux pdles § = 0, 7. En outre, le
vecteur de Killing K devient du genre espace dans une région en dehors de 1'horizon. Par

suite, nous avons

M+VM? —a?<r <M+ vVM?—a2cos? . (1.55)

C’est ce qu’on l'appelle I'ergorégion schématisée dans la figure 1.11. La limite de l'ergoré-
gion est nommée par l'ergosurface. l'ergorégion est une région comprise entre ’horizon et

I’ergosphere. Ainsi, le rayon équatorial de I’ergosphere est donné par
Tergo = M + vV M? — a? cos?. (1.56)

Il est a noter que, pour I'espace-temps de Schwarzschild, 1’ergosphére est confondue avec

I'horizon des événements re,q, = 1y = 2M.
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Singularité — — /

Region de I’ergosphére =~

FIGURE 1.11 — Diagramme de ’ergorégion a extérieur du trou noir de Kerr.

1.3.2 Théoréme de Calvitie

Les théoremes d’unicités nous informent que la métrique de Kerr est la solution du trou
noir la plus générale pour I’équation d’Einstein dans le vide [76,87]. Nous avons remarqué
que l'ajout d'un champ de Maxwell a l'action ouvre une possibilité d’existence d’autres
parametres. Nous avons obtenu une solution avec une charge électrique ou magnétique. En
effet, il existe une généralisation décrivant un trou noir a la fois rotatif et chargé [91]. Cet

amalgame des solutions de Reissner-Nordstrom et de Kerr a une métrique de la forme suivante

oMy 2 94 sin? 0
ds? — — (1 -y 62> a? — 27 (2Mr — e?) dt do
P p p
(1.57)
2
{(ﬂ +a?)’ = Ad? sin? 9] 6> + p2de?,

2 (2
p° . 5 sin“f
+ gdr + p2

ou A(r), p*(r,0) et e sont données par

A =72 —2Mr+a® + e,
p* =12+ a?cos?0, (1.58)

e =@+ Qe
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1.4. Espace-temps a courbure constante

Parallelement, le champ de jauge s’écrit comme

A= ;g;; (dt — a sin 9 do) —

Q. cosb

p?

(adt — (r* + a?) dg) . (1.59)

C’est la solution de Kerr-Newman, considérée comme la solution du trou noir la plus générale
d’équation d’Einstein-Maxwell. Dans ce cas, le trou noir est caractérisé par la masse M, le
moment angulaire J et les charges électrique et magnétique Q). et @Q,,, respectivement.

Il s’avere qu’un champ quelconque ne peut pas prendre d’autre profils indépendants du
temps en présence d’un trou noir [91]. Cela est connu sous le nom de théoreme de Calvitie,

encore nommé par ’absence de chevelure.

1.4 Espace-temps a courbure constante

1.4.1 Espace-temps de symétrie maximale a courbure constante

Considérons un espace de dimension d. L’équation d’Einstein, a constante cosmologique,
s’exprime comme suit

Gap + Agap =0, (1.60)

ou Gap est le tenseur d’Einstein, et les lettres latines majuscules désignent d indices di-
mensionnels de 'espace-temps [154, 155]. Les solutions les plus simples de I’équation (1.60)
que nous pouvons considérer sont les espaces-temps caractérisés localement par la condition

ou R est la courbure scalaire de Ricci. En utilisant ’équation (1.60), nous avons

d—2
GAB = —W RgAB = —AgAB. (162)

Ainsi, R = dQ—_d2A représentent les solutions a courbure constante des équations d’Einstein avec
une constante cosmologique. Ce sont des espaces-temps d’Einstein localement homogenes.
Le cas particulier de A = 0 correspond a un espace-temps plat de Minkowski [145]. En
outre, pour le cas A > 0 nous avons un espace-temps de de-Sitter et le cas A < 0 représente

'espace-temps Anti de-Sitter [12].
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1.4. Espace-temps a courbure constante

Les trois espace-temps ci-dessus sont maximalement symétriques [53,122]. I’espace-temps
plat par exemple est isométrique sous le groupe de transformation de Poincaré, autrement
dit, d transformations de coordonnées de Lorentz et d translations. Ceci est évident dans le
systeme de coordonnées inertielles de Minkowski. Par conséquent, nous avons d vecteurs de
Killing qui représentent les générateurs de symétries. Puisqu’il s’agit du nombre maximale
des vecteurs de Killing. Cet espace-temps est, par définition, maximalement symétrique.
L’espace-temps plat est défini comme étant le seul espace-temps dont la courbure de Riemann
est nulle (et de topologie trivial) [4].

Avant de considérer les modeles d’espace-temps a courbure constantes, il est utile de clas-
ser les espaces-temps maximalement symétriques discutés auparavant en des sections. Ces
sections sont considérées localement comme des sections euclidiennes (Minkowski), sphé-
riques (de-Sitter) et hyperboliques (Anti de-Sitter) [12]. L’élément de longueur de ces der-

nieres peut étre écrit de la maniére compacte suivante

dx2

dK? = X%
(1 =k)x?

+ x2dQ? X >0, (1.63)

n—1

pour la courbure normalisée k = 0,1, —1 respectivement. L’élément de longueur sphérique

dQ?_,, (n > 1) s’écrit comme

dQ2 = d2 + sin®(0,,)dQ

n—1»

(1.64)

on0<b# <2mret 0<6;, <m i=2,---n. En fixant y = sin¢ ou xy = sinh ¢ dans ’équation
(1.63) pour k = 1,—1 respectivement, nous obtenons I’élément de longueur usuel pour la

sphere unitaire et I’hyperboloide,

dQ? = d¢® + sin?(¢)d22_,, (1.65)
dH? = d¢? + sinh?(¢)dQ?

n—17

ol 0 < ¢ < 7 pour la sphere et 0 < ¢ < 400 pour 'hyperboloide.
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1.4.2 Espace-temps Anti de-Sitter

1.4.2.1 Définition, frontiere et isométrie

Des représentations utiles et élégantes pour les espaces-temps de-Sitter et Anti de-Sitter
sont obtenues en incorporant des hypersurfaces a d dimensions dans un espace-temps plat
a d + 1 dimensions [12,53]. Alors, l'espace-temps de-Sitter de rayon de courbure ¢ < 0 est
défini par 'hyperboloide

d
—X§+2Xi2 = (7 (1.67)

i=1
intégré dans l'espace-temps de Minkowski de dimension d + 1. L’espace-temps de-Sitter est
défini topologiquement par R x S¢~!. Sa région spatiale est compacte [122]. Pour I'espace-

temps Anti de-Sitter, qui est le but de cette section, la définition est donnée par
d—1
Xg+X;-> X2 =20, (1.68)
i=1

dont le rayon de courbure ¢ > 0 injecté dans ’espace-temps de dimension d + 1. En effet,

nous avons

d—1
ds? = — (dX3 +dX]) + > dX?. (1.69)

i=1
Notons que l'espace-temps Anti de-Sitter posseéde des courbes temporelles fermées comme
des boucles. Clairement, tout élément du groupe de Lorentz SO(2,d — 1) laisse les équations
(1.68) et (1.69) invariantes. Cependant, nous observons que l'invariance par translation est
brisée dans I’équation (1.68). Puisque, SO(2,d — 1) possede @ générateurs de Killing
tout comme 'espace-temps plat, qui est maximalement symétrique. Par suite, SO(2,d — 1)
est le groupe d’isométrie précis de I'espace-temps Anti de-Sitter [4,12].

Un deuxieme point important est que I'espace-temps AdS a une limite conforme a l'in-
fini de I'hyperboloide [145]. Pour démontrer cette limite, nous redimensionnons toutes les
coordonnées par X, — A X4 et prenons A — oo. Cette limite définie la frontiére comme

suit

d—1
Xg+X7-> X} =0, (1.70)
i=1

X4=AXa, (1.71)
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ou A appartient a R. Supposons d’abord que X, # 0, nous pouvons alors diviser par X, puis
redimensionner. Par conséquent, nous obtenons la limite suivante
d—1
—X7+Y XP=1. (1.72)
i=1
En effet, cette équation représente un hyperboloide de dimensions (d — 1). Selon ’équation
(1.67), ce dernier est un espace-temps de-Sitter de dimension d — 1. La topologie est celle de
R x S92 si X = 0. En revanche, a partir de (1.70), nous avons une sphére de dimensions d—2.
En ajoutant les deux espaces ensemble, la frontiere est un espace maximalement symétrique
de topologie S! x §9-2.
Puisque I'isométrie de AdS agit sur cet espace. La frontiere préserve la symétrie SO(1,d—
1). Cependant, il est & noter que, nous avons encore d transformations supplémentaires de
I'équation (1.71) pour la métrique & la frontiere dont une dilatation et d — 1 transforma-
tions spéciales conformes. Le groupe de symétrie est le groupe conforme que nous notons
C (1,d — 2) qui possede le groupe de Lorentz et les transformations préservant I'angle. En
raison de cette derniere propriété, la frontiere de I'espace-temps AdS admet autant de symé-
trie que l'espace-temps AdS global. En d’autres termes, le groupe de symétrie de la frontiere

C (1,d — 2) est isomorphe au groupe de symétrie de l'espace-temps AdS global SO(2,d —1).

1.4.2.2 Paramétrisations

Maintenant, nous construisons 1’élément de longueur des espaces temps AdS et dS a
quatre dimensions [4]. Nous commencons par intégrer les espaces-temps correspondants dans
I'espace de dimension supérieur R® avec la métrique de Minkowski. Pour dSy, ce plongement

est défini comme

4
—xp+ Y ai =17 (1.73)
i=1
Pour AdS,, nous trouvons
3
—xg 4+ ap — i =L (1.74)
i=1
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Pour dSy, la représentation explicite des coordonnées est donnée par

xg = V2 —r2sinh (t/0), (1.75)

x1 =1cosb, (1.76)

Ty = rsinfsin @, (1.77)

x3 = rsinf cos ¢, (1.78)

xy = V0?2 —1r2cosh (t/0). (1.79)
Pour AdSy, elle s’écrit comme

o = VL2 +1r2sin(t/0), (1.80)

x1 = rcosb, (1.81)

To = rsinfsin ¢, (1.82)

x3 = rsinf cos ¢, (1.83)

xy =V +1r2cos(t/0). (1.84)
Par conséquent, la métrique de Minkowski sur R® induit la métrique suivante

Ar? dr?
2 2 2 1092

Avant d’obtenir cette métrique, nous avons remplacé la valeur du rayon de courbure ¢ en
fonction de la constante cosmologique [145]. Cette constante cosmologique pour dSy est égale
a A = 3/¢% Alors que pour AdSy, elle est donnée par A = —3/¢2

1.5 Solution de Kerr-Newman AdS

1.5.1 Géométrie de Kerr-Newman AdS

Dans les coordonnées standard de Boyer-Lindquist (¢, 7, 6, ¢), 'espace-temps Kerr-Newman
Anti de-Sitter est complétement déterminé par les quatre parameétres [64,76]. Ce sont la

charge e, la masse M, le moment cinétique J = aM et la constante cosmologique A. La
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métrique correspondante est donnée par

. —=A, (dt  asin?20de\’  Agsin?6 (adt (1 +a?)do\’
I = \z7- 7z A= T
- - - 1.86
i dr? N a9 (1.86)
PA\A Tan, )
ou les fonctions p, A,, Ay et = sont définies respectivement par
P> =1r?+a*cos? 0,
A, =(1-22)(244 2Mr + €2,
(1=55) (2 ) - (157)

AG — (1+Aa ?()20529>’

Il est a noter que le champ électromagnétique associé est donné par le potentiel vectoriel

suivant

A, = (9}, — a sin*6067) . (1.88)

Notons que a est positif. Si e = 0, alors le tenseur du champ électromagnétique (1.88)
disparait. Par conséquent, la métrique (1.86) satisfait I’équation de champ d’Einstein dans
le vide [23]. Les composantes métriques contravariantes non nulles correspondantes g% sont

données par

gt EA [A a® sin? 6 — Ay (7“ +a )2 , (1.89)
g% =gt = A :A {AT — Ay (7"2 + a2>2} ; (1.90)
g — =2 Lm elAgp AC:;] ’ (1.91)
g p;) (1.92)
g j;? (1.93)

Il est bien noté que la constante A est identifiée comme la constante associée a I’échelle de
longueur caractéristique £, tels que A = —3/¢%. Nous pouvons trouver le rayon d’horizon en

trouvant les racines de I’équation A, = 0. Pour des raisons de simplification, nous prenons
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les racines r,, ry, r_ et r., tels que
A(r)y=(r—mr)(r—r_)(r—ry)(r—re, (1.94)

ou r_ et ;. sont respectivement les horizons intérieur et extérieur du trou noir [4,23]. Tandis
que 7. est I'horizon cosmologique des observateurs entre 7. et . Or, r,(< 0) est Pautre

horizon cosmologique a l'intérieur de la singularité » = 0 [158]. Ces racines sont données par

Ti:X_i_:té\/Y_, Tn:T::—X++i€\/Y+, (195)

Ol nous avons

X, = W \11+WCOSh(;
(e (1)) ] o
T (e )]
et
y, = M X5 14+a/C (1.97)

ToX, o~ 2

Pour A < 0, nous obtenons deux racines réelles lorsque Y_ > 0, qui sont physiquement
acceptables et les deux autres sont imaginaires [158]. Lorsque Y_ < 0, toutes les racines
sont imaginaires, ce qui n’est pas physiquement acceptables. Mais lorsque Y_ = 0, les deux
premieres racines coincident et les racines restantes sont imaginaires. Le graphique typique

montrant les positions des horizons pour A < 0 est présenté sur la figure 1.12.

1.5.2 Equations de mouvements de Kerr-Newman AdS

Nous soulignons les propriétés générales d’'une particule test dans la région du trou noir
de Kerr-Newaman AdS ou 0 < r < r_. Pour faire ceci, nous dérivons ’équation géodésique
du mouvement de la particule massive dans 'espace-temps Anti de-Sitter de Kerr-Newman

(23,59, 157]. L’hamiltonien associé au mouvement géodésique est donné par

. 1 ..
H [Pi, fj} = 59” (pi — €A;) (pj - EAJ') ) (1.98)
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A.(r)
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0

FIGURE 1.12 — Graphique montrant les positions des horizons des événements pour le cas A < 0.

ol p; est le moment conjugué des coordonnées généralisées ¢, et € est la charge du particule
test. Puisque H ne dépend pas explicitement du parametre affine A\, I’hamiltonien indique
une constante de mouvement. En utilisant la condition de normalisation, nous obtenons

H = _TmQ Si laction S = S (A, z'), ot A est le parametre affine associé [158]. Alors, le

oS
oxt”

moment conjugué est défini comme p;, = Par conséquent, I'équation de mouvement

correspondante est donnée par

m?  gY [0S 08

En substituant toutes les composantes métriques contravariantes dans ’équation (1.99), nous

trouvons

=2
=

(aEsin29—L)2 — 5—2 ((7’2+a2>E—aL—i— eer)z

Ay sin? 0 A, =2
A, (0S\° A, [0S\ (1.100)
-_r (= =0 7 2,2 2 2 29 _

+p2 (87‘) +p2 (69) +7r*m* + m“a“ cos” 0 = 0.

Ici, E' et L représentent respectivement 1’énergie et le moment angulaire de la particule [158].
En séparant les parties de 6 et r, et en les assimilant a une constante K avec un signe opposé,

nous pouvons établir les équations suivantes

95\?% =2 eer\?
e
r - =
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1.5. Solution de Kerr-Newman AdS

Alors, nous obtenons

& = -+ (1.102)

03 = (2 +a) B —aL+ %) — A (K +m2?) VR
== A2 A,

Ol nNOous avons

2
R(r) = =2 <(T2 - a2) E —aL + 6;;) - A, (K + m2r2> . (1.103)
De méme, nous trouvons
S\’ =2 .9 2 2 2 2
A@ % +m(aES1n 0—L> +m a~ COSs QZK, (1104)
ce qui donne
a8 . (K — m?a?cos?0) Ay —28559 (aEsin?6 — L) . V(9)7 (1.105)
00 A dAg
tandis que nous avons
2 2 2 =2 2 2
V(0) = (K — m~a* cos 6) Ay — ey (aEsm 0 — L) : (1.106)
La constante K est déterminée de telle sorte que V( = 7) = @, ou @ est la constante de

. —_ 2 . ;.
Carter. De ce fait, nous trouvons K = Q + Z? (aF — L)”. Par ailleurs, nous pouvons écrire

les solutions des équations ci-dessus comme

S, =+ [ V7 g,
Sy =+ VD gy

Ag

(1.107)

Dans cette approche, 'action peut étre exprimée comme

S:—;mQ)\—Et+L¢+/r Vifr)dw/e VZ;de. (1.108)
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1.5. Solution de Kerr-Newman AdS

Ensuite, nous obtenons les équations géodésiques suivantes

p2§: = V), (1.109)
p2§i =V (1.110)
pQg; =22 (r* + a?) ((r2 +a®) E —aL + E;T)Q - EAQZ (aBsin?0—L),  (L111)
p2gf = —Aji;@ (aEsin*0 — L) + 12“ (E (" +a®) —aL + eg) , (1.112)

ou E et L sont des constantes de mouvement. Or, \ est un parametre affine le long des
géodésiques nulles, et () représente la constante de Carter déterminant le comportement du
mouvement de la particule dans la direction . Les potentiels effectifs R(r) et V' (0) définissent
le mouvement de la particule test dans les directions r et 6. En effet, I’étude d’une particule
test dans le champ gravitationnel de I’espace-temps Anti de-Sitter de Kerr-Newman se réduit

a I’étude du mouvement de la particule [158].
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Thermodynamique des trous noirs

CHAPITRE 2

Thermodynamique des trous noirs

Au début des années soixante-dix du siecle dernier, Bekenstein et Hawking ont mis en
avant les concepts d’entropie de surface, de température gravitationnelle et de rayonnement
thermique d’un trou noir [1,96]. Ils ont ainsi établi une nouvelle branche de I’astrophysique
nommeée la thermodynamique du trou noir. En outre, Bekenstein et Hawking soutiennent que
la deuxieéme loi de la thermodynamique est valable partout [3]. L’absorption du rayonnement
thermique de I'espace cosmique par un trou noir réduit ’entropie de ’espace, entre-temps
la surface de I’horizon des événements du trou noir augmente [19,44]. Ils affirment que la
surface de I'horizon des événements est également une entropie, et que le changement global
de I’entropie dans I’ensemble du processus d’absorption augmente. Partant de ce fait, Stephen
Hawking appliqua la théorie quantique des champs a ’espace-temps courbé de la relativité
générale [52,55,62]. I1 a découvert que les trous noirs pouvaient se comporter comme des
objets thermodynamiques émettant un rayonnement proche du rayonnement thermique. Ce
dernier est nommeée par le rayonnement ou la radiation de Hawking. Ceci a été exploré dans la
compréhension de la thermodynamique des trous noirs sur des espaces non triviaux. Encore,
certaines propriétés thermodynamiques ont été étudiées pour de nombreux trous noirs.

En thermodynamique des trous noirs Anti de-Sitter (AdS), la constante cosmologique A
a été considérée comme une grandeur dynamique associée a une variable thermodynamique
[15]. D’apres [69], A a été interprétée comme une pression thermodynamique en utilisant le

fait que la variable thermodynamique conjuguée est proportionnelle & un volume.

44



2.1. Physique des trous noirs et thermodynamique

Hawking découvrit un mécanisme par lequel les trous noirs pouvaient effectivement
émettre un rayonnement. Ce mécanisme implique les processus de mécanique quantique
pres de 'horizon du trou noir [54,87]. Selon cette derniére, le vide n’est plus un état vide
comme en physique classique. C’est au contraire, ¢’est un endroit ou les particules virtuelles
sont constamment créées et détruites. La création d'un couple d’énergie de paire particule-
antiparticule est autorisée en mécanique quantique tant que leur durée de vie satisfait le
principe d’incertitude de Heisenberg [100, 113, 123]. Ces processus de la mécanique quan-
tique de création et d’annihilation de particules-antiparticules sont également connus sous

le nom des fluctuations du vide.

2.1 Physique des trous noirs et thermodynamique

Maintenant, nous allons comparer la mécanique des trous noirs avec la thermodynamique.
En d’autres termes, nous énoncons les lois de la mécanique des trous noirs et les lois corres-
pondantes de la thermodynamique ordinaire [11,15]. En particulier, nous verrons dans ce qui
suit que les trous noirs sont des objets a température finie qui perdent de 1’énergie lors du
rayonnement thermique (Hawking). D’ailleurs, le fait que les trous noirs émettent un rayon-
nement thermique est alors un phénomene intrinsequement de mécanique quantique. Il est

a noter que dans ce qui suit, nous utilisons des unités dans lesquelles c = G =h = K = 1.

2.1.1 Loi zéro

En premier lieu, nous rappelons les définitions des hypersurfaces nulles et les horizons de
Killing. Prenons un ensemble d’hypersurfaces {S}. Autrement dit, des sous variétés tridimen-
sionnelles dans un espace-temps & quatre dimensions [28,97]. Les familles d’hypersurfaces

peuvent étre définies en imposant une condition de la forme suivante
S(x) = const, (2.1)

ou S(x) est une fonction dépendante des coordonnées z*. Une hypersurface qui fait partie

d’une telle famille a un vecteur normal qui peut s’écrire comme suit

| = N(2)9"50, = N(2)g",59,,

(2.2)
I* = N(z)o"S = N(z)g" 0,9,
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2.1. Physique des trous noirs et thermodynamique

ot N(x) est une fonction arbitraire qui définit la normalisation de [. Tandis que 0, est un
vecteur de base pour ’espace vectoriel des dérivées directionnelles. Ici, nous avons également
utilisé le fait que 0,5 est normal a I'hypersurface.

Une hypersurface nulle ¥ est définie comme une hypersurface pour laquelle son vecteur

normal [ satisfait la condition suivante
Pl = 1" =0. (2.3)

En d’autres termes, le vecteur normal [ est orthogonal a lui-méme et alors [ est aussi un
vecteur tangent a 'hypersurface.

Un horizon de Killing est une hypersurface nulle ¥, pour laquelle il existe un vecteur
Killing £&* normal a . Puisque &£ est normal a X, a I'horizon Killing, il est clair que le

vecteur de Killing et le vecteur normal défini sur ¥ satisfont ’équation suivante

' = flx) " (x), (2.4)
pour une fonction f. Ainsi, nous remarquons que
Els = [P |s=0. (2.5)
De ce fait, nous pouvons montrer 1’équation suivante
§7 A & o= K &, (2.6)

ou k est la surface de gravité. Elle donne I’accélération d’un observateur statique a I’horizon
Killing dans un espace-temps asymptotiquement plat. Une autre formule utile de la surface

de gravité est élaborée par Robert M. Wald. Cette quantité est donnée par I’équation suivante

W= =3 (VE) - (Vati) b 2.7

Pour la métrique Schwarzschild, un calcul simple montre que £ = = = .
) 2rs 4M

Par ailleurs, nous prenons la solution de Schwarzschild dans un espace euclidien a I’aide

de la rotation de Wick t — i7. De ce fait, la métrique euclidienne associée a la signature
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2.1. Physique des trous noirs et thermodynamique

(+,+, +,+) prend la forme suivante

ds® (1 _ anw) i — (1 _ 2\4)_1 dr? + 12 do. (2.8)
Nous nous intéressons a la température du trou noir, alors nous déterminons le comporte-
ment pres de I'horizon des événements r = 2M . On compactifiés la coordonnée temporelle
imaginaire, tels que 7 ~ 7 4 3, ou [ est la température inverse. De plus, nous notons que le
trou noir est en équilibre thermique.

Nous définissons une nouvelle coordonnée x = r — 2M, de sorte que x tends vers zéro
a I’approche de 'horizon des événements depuis l'extérieur du trou noir. L’expansion des

composantes du tenseur métrique a ’ordre le plus bas en  donne

ds* = Zar® + Zdr® 4 r2d03,
" T (2.9)

a

2M

Q

2M
dr® + Td:ﬁ + (2M)%d<2;.

Nous définissons maintenant une nouvelle coordonnée p? = 8Mz, tel que p appartient a R,

nous obtenons

Pz

2 _
95" = 160

dr? + dp®. (2.10)

Nous avons ignoré la partie de Sy de la métrique. De ce fait, la métrique (2.10) décrit un
espace plat en coordonnées polaires. A partir de la métrique (2.10), Nous pouvons remarquer
que 7 a la périodicité suivante

T ~ T+ 8mM.
Mais nous avons déja compactifié la coordonnée temporelle imaginaire de telle sorte que
T ~ 7 + (3. Par conséquent, nous trouvons que

B =8rM. (2.11)

Par suite, nous concluons que

1 27
_ —— 2.12
8t M K ( )

C’est exactement le résultat que Hawking a trouvé en utilisant des méthodes plus différentes
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2.1. Physique des trous noirs et thermodynamique

qui seront expliquées plus tard.
En définitive, la loi zéro de la thermodynamique postule que la température 7" d’un corps

est la méme partout lors de 1’équilibre thermique
T, = cst. (2.13)

Partant de ce fait, dans la mécanique des trous noirs, la gravité de surface k est constante

sur toute la surface du trou noir.

2.1.2 Gravité de surface de la solution de Kerr

Maintenant, nous passons au calcul de la gravité de surface pour la solution de Kerr
satisfaisant M > a, car c’est le cas de plus d’intéréts physiques [1, 13]. Pour ce faire, nous
commencons par l'introduction des coordonnées de Kerr (v, 7,0, x). Ils sont formulées comme
suit

(r? + a?)

o, dy = do+ @ ar. (2.14)

dv = dt + A

En utilisant ces coordonnées, la métrique correspondante prend la forme suivante

(A —a%sin?0) 2asin?6 (r* +a* — A)
= dv® + 2dv dr — 7
{(7"2 +a2)” — Aa®sin? 9}
2

ds? = —

dv dy
(2.15)

— 2asin® O dy dr + sin® 0 dy? + p*db?,
ou nous rappelons que A = (r —ry) (r —r_).

Comme nous Iavons fait auparavant, nous considérerons les hypersurfaces de type S(z) =
r = Const. A partir de I'équation (2.2), nous pouvons écrire les vecteurs normaux comme

suit

= N(x)g" 9y = N(x)[g"0r + ¢ 0y + g*"0,],
2(r? +a?) A 2a (2.16)
= N@) a? + 2r? + a® cos(20) % + ?ar - a? + 2r? +a? cos(ZG)aX ‘
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2.1. Physique des trous noirs et thermodynamique

Nous voyons qu’a r = r, ’équation (2.16) se réduit a

2 2
Il = N() (2 +a*) ot "o (2.17)
r=r: r3 + a? cos?(0) a2 +r3 X

Maintenant, nous allons examiner les hypersurfaces nulles. La norme du vecteur normal est
donnée par

1? = N2(x) 9" 9" g = N2(x) g = NQ(x) (2.18)

A
p*
A partir de cec, il est clair que la norme (2 disparait lorsque A disparait. Alors, les hyper-
surfaces définies par r = r4 sont nulles.

Nous passons maintenant a la construction des vecteurs de Killing pour ces coordonnées.
Il est a noter que & = 0y + Qyd,. Afin de spécifier completement ce vecteur Killing, nous

calculons Qg en utilisant les coordonnées (¢, 7,0, ¢).

O - §2|r:ri = gugugﬂl’|r:ri ’

) (2.19)
= |9+ 2Quges + Uy 900ll,—,., -
En résolvant cette équation pour 2z, nous trouvons que
a
Qp=———. 2.20
=0 4 a2 (2.20)
En coordonnées (v, 7,0, x), le vecteur Killing devient
dv dx
= —0,+Qy—20, =0, + Qyo,. 2.21

A partir de I'équation de Qy et de résultat de l| nous remarquons que £ et [ sont bien

r=r4’
proportionnelles a I'horizon.

A ce stade, nous pouvons calculer la gravité de la surface. Pour faire ceci, nous partons
de I'équation suivante

§7V o€, = 7T, + 210, Qn + 7, (2.22)

En dernier lieu, nous obtenons ’expression de la surface de gravité correspondante donnée
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2.1. Physique des trous noirs et thermodynamique

par

= —T 2.23
e 2(r1 + a?) ( )

2.1.3 Premiere loi

La premiere loi de la mécanique des trous noirs est plus compliquée que celle de la
thermodynamique usuelle (dE = T'dS+dW équivalence entre chaleur et travail ). La premiére
loi de la mécanique des trous noirs postule comment la masse d’un trou noir change avec sa
surface A, sa charge @) et son moment cinétique J [11,72]. En effet, nous obtenons la formule

suivante
SM = 835,4 + Q8 + BQ, (2.24)
Y

ol les quantités @ et €2 s’identifient respectivement au potentiel électrique au voisinage de
la surface du trou noir, et a sa vitesse angulaire. Cette derniere est déduite du moment
cinétique J et de la masse M du trou noir.

On en déduit que le terme de la variation d’énergie dE s’identifie avec le terme d M d’apres
la formule célebre £ = mc?. En considérant un systéme ayant une charge électrique et un
moment cinétique, le travail fourni dW correspond a Qd0J + ® §(Q). De plus, afin d’avoir une
analogie physique entre le trou noir et la thermodynamique ordinaire, nous devons supposer
I'identification du terme éff, 0A au terme T'dS. Pour cette raison, nous identifions la surface

du trou noir a une entropie.

2.1.4 Premieére loi du trou noir de Kerr-Newman

Dans cette section, nous dériverons la premiere loi pour la solution de Kerr-Newman.
Nous commencerons par calculer ’aire de I’horizon des événements correspondant. Ce dernier
est associé a une surface bidimensionnelle créée par la fixation t =ty et r = rp = M +

\/M 2—Q?— J?/M?. Or, ty et r sont des constantes dans la métrique du trou noir de

Kerr-Newman [23,91]. La métrique induite h,,, sur cette surface bidimensionnelle est donnée

par

- (ge" ! ) : (2.25)

0 9es
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2.1. Physique des trous noirs et thermodynamique

ol ggg et gse sont les composantes métriques de Kerr-Newman. L’aire est alors donnée par

A= / Jdet(h) do do. (2.26)

En utilisant les expressions pour ggpg et ges qui sont exprimées dans le chapitre précédent.
Ainsi, les évaluer a I’horizon r = 7. Nous pouvons établir le déterminant de la métrique

induite [26]. Ce dernier est formulé comme suit
2 2\2 . 2
det(h) = <r+ +a ) sin“(0), (2.27)
oua= % Maintenant, nous pouvons calculer directement 1’aire comme suit
A T 2m 2 2 2 2
= d9/ do (ri +a”)sin(f) =4n (r7 +a”) . 2.28
o [ do (v + a?) sin(e) = 4 (12 + o) (2:28)
Cela peut étre exprimé en termes de M, J et (). En effet, nous avons

A=2r <2M2 — Q*+2M M2 — Q2 — a2) : (2.29)

A ce niveau, nous pouvons mettre en place dA = 8‘4 A AM + 5 o4 dQ + aAdJ en déterminant

simplement les dérivés suivantes

0A AMB3—2Q*M

ot —4W<4M+\/m>>

A —2QM?

o —Am <—2Q + m) ) (2.30)
0A —8nJ

aJ /M4_Q2M2_J2'

Puis nous réécrivons le différentiel dA. En conséquent, nous élaborons la formule du premiere

loi du trou noir de Kerr-Newman, qui est donnée par ’expressions suivante

Ly AT+ Qrs

dM =
167 12 + a? ++ r3 4 a?

dQ. (2.31)

En comparant les deux équations (2.31) et (2.24), nous pouvons remarquer que la surface de

gravité k pour le trou noir de Kerr-Newman est donnée par

T+ — T_
= — 2.32
& 2 + a? ( )
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2.1. Physique des trous noirs et thermodynamique

2.1.5 Deuxieme loi

Une question naturelle concernant les trous noirs est de savoir s’il existe des restrictions
sur les charges possibles, les surfaces, les moments cinétiques et les masses du trou noir pour
un ensemble donné de conditions aux limites [44, 46]. Cette question est pertinente pour la
matiere qui s’effondre dans un trou noir, ou généralement pour des probléemes dynamiques.
En effet, il existe des restrictions a savoir %4 > 0 (théoréme de la surface de Hawking) [28,97].
Les hypotheses fondamentales de ce théoreme désignent que notre espace-temps étudié est
asymptotiquement plat. Aussi, la condition d’énergie faible (7, v*v” > 0) et la conjecture
de censure cosmique (pas de singularité nue) sont satisfaites.

Par conséquent, la deuxieme loi de la mécanique des trous noirs peut étre formulée comme

suit
dA
— > 0. 2.33
o (2.33)
Par analogie, la deuxiéme loi de la thermodynamique ordinaire annonce que ’entropie d’un

systeme ne peut qu’augmenter lors de ¢a transformation. Autrement dit, nous avons
AS > 0. (2.34)

Or, la loi de Bekenstein-Hawking donne un lien entre I’entropie S et I'air du trou noir A .

Elle est formulée comme suit

§=17 (2.35)

Partant de ce fait, nous pouvons conclure que dans n’importe quel processus classique, I'air

du trou noir (ou son entropie) ne peut qu’augmenter.

2.1.6 Troisieme loi

Dans la thermodynamique ordinaire, il est impossible de réduire la température d'un
systéme au zéro absolu [3,23]. En outre, dans la mécanique du trou noir, nous avons un lien

entre la température T et la surface de gravité x,

=" (2.36)
2

Par conséquent, nous pouvons énoncer la troisieme loi de la mécanique des trous noirs. Cette

loi postule qu’il est impossible de former un trou noir dont la surface de gravité est égale a
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2.2. Formule de Smarr

zéro en une succession finie d’opérations.

2.2 Formule de Smarr

La formule de Smarr est une relation reliant la masse d’un trou noir a d’autres parametres
géométriques et dynamiques d’un trou noir, tels que le spin J, la charge @) et le potentiel
électromagnétique ®. Il est possible d’obtenir la formule de Smarr en utilisant I'intégrale de

Komar [73], qui donne

1
M= / 2(T) = TV K*dS, +2QuJ + o [ V€S, (2.37)
by

™ JOB

Ici, nous utilisons B pour référer I'intérieur d’un trou noir et ¥ pour désigner I'extérieur.
Nous supposons que 0B est un horizon de Kkilling, et Qg indique la vitesse angulaire d’un
trou noir en rotation. Or, dS,, correspond a I’élément de longueur de surface a I’horizon
de Killing 0B. Puis, dS, désigne I'élément de volume sur > qui est borné par I'horizon de
killing 0B a 'infini.

En utilisant £V ,£¥ = k£, nous pouvons réécrire le dernier terme de 1'équation (2.37)

pour trouver la loi de Smarr. Ce dernier est formulé comme suit
M = ®Q +294J + 4iA, (2.38)
T

ou P est le potentiel électromagnétique entre r = oo et r = 2M. La formule de Smarr

exprime le lien entre les variable extensives (M, J, Q) et intensives (7,2, ®).

2.3 Entropie des trous noirs

Jusqu’a présent, nous avons examiné les lois de la mécanique des trous noirs et brieve-
ment discuté de leur correspondance avec les lois de la thermodynamique. Nous souhaitons
maintenant de considérer les lois de la mécanique des trous noirs comme des énoncés thermo-
dynamiques [96, 105]. Ceci signifie que nous allons définir une température et une entropie
pour les trous noirs. En thermodynamique, nous pouvons considérer en 1’occurrence 1’en-
semble grand-canonique ou le systeme est caractérisé par les quantités pu, V et T. Or, u

correspond au potentiel chimique, V' est le volume et T la température. La premiere loi de
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2.4. Radiation de Hawking

la thermodynamique est donnée par

dE =TdS — PdV + pdN. (2.39)
Par ailleurs, la premiere loi de la mécanique des trous noirs est définie comme

dM = S%dA +QdJ + $dQ. (2.40)

En comparant les deux dernieres équations, nous remarquons que le terme —pdV + udN est
analogue au terme Qd.J 4 ®dQ. Ainsi, le terme $-dA s’identifie avec le terme d’entropie [28].
En outre, le théoréme d’aire de Hawking annonce que % > 0, ce qui renforce I'analogie entre
A et S. La relation précise impliquera h, ce qui signale I'importance des effets quantiques.

L’expression complete est la loi d’aire de Bekenstein-Hawking

A
Sth = Spn = Ve (2.41)

ou l'indice bh signifie le trou noir et I'indice BH indique Bekenstein-Hawking. En physique
statistique, 'entropie est interprétée comme une information [61,74,96]. En outre, '’entropie

de Von-Neumann est donnée par

S = _an 1ngna (242)

ol p, sont des probabilités satisfaisant >_, p, = 1. D’ailleurs, ’entropie est liée a I'information
(bits quantiques). On se demande naturellement quels sont les bits quantiques des trous noirs.
Autrement dit quels sont les porteurs d’informations sur les trous noirs. Puisque S o< A, les

gens ont supposé que les bits quantiques sont distribués a 1’horizon.

2.4 Radiation de Hawking

Le spectre de rayonnement du trou noir décrit la distribution statistique de I’énergie des
particules apres que les particules aient traversé I'horizon a travers le processus de Hawking.
Du point de vue microscopique, le processus Hawking se compose des deux étapes [87,89,
90]. La premiere se manifeste par la création et 'annihilation de paires de particules pres

de I'horizon a l'aide des fluctuations quantiques. Tandis que dans la deuxiéme étape nous
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2.4. Radiation de Hawking

trouvons que la particule d’énergie positive d'une paire créée virtuellement a l'extérieur
de I'horizon s’échappe de I'horizon. Par conséquent, le rayonnement Hawking se produit.
Ceci signifie que le processus de Hawking est un processus dynamique. Ainsi, il semble que
I’analyse dynamique des particules de radiation soit nécessaire pour dériver le spectre de
radiation de Hawking. Le spectre de radiation du trou noir a été obtenu pour la premiere
fois par Hawking. Il s’est avéré qu’il obéissait a la distribution thermique.

En effet, ce spectre thermique implique que 'entropie augmentera a travers le processus
de Hawking, ce qui conduit au paradoxe de 'information du trou noir. Afin de résoudre ce
paradoxe, différents scénarios ont été proposés [89,138], comme la modification du spectre
de radiation lui-méme.

Dans le cadre de la mécanique quantique, le vide est une entité trés complexe et fonda-

mentale [54]. Selon la relation suivante
dE.dt > h. (2.43)

Nous remarquons qu’un vide parfait n’existe pas puisque la variation de ’énergie peut étre
non nulle dans un temps tres bref de 'ordre de constante de Planck divisé par un intervalle

temporel.

“a

N

FIGURE 2.1 — Force attractive entre deux plaques paralléles conductrices et non chargées (I’effet
de Casimir ).

La théorie quantique des champs explique 'existence des fluctuations du vide. Les paires

particule-antiparticule sont en permanence générées par le vide causant en l'occurrence 'effet
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de Casimir illustré dans la figure 2.1.

A particule de Hawking\

t infini
/7

=
N

Y D - 4
Horizon _ -~ »X
\z -
N pair des particules virtuelle”

FIGURE 2.2 — Paires des particules autour du trou noir.

Dans la figure 2.2, nous observons qu’a I’horizon d’un trou noir, les forces de marée générées
par le champ gravitationnel du trou noir peuvent éloigner la particule de son antiparticule,
avant qu’elles ne s’annihilent, I'une est absorbée par le trou noir et ’autre s’en éloigne dans un
sens opposé. La particule qui s’éloigne du trou noir n’est autre que la radiation de Hawking.
En revanche, celle absorbée par le trou noir a une énergie négative, ce qui cause la diminution

de la masse de ce dernier.

2.4.1 Approche basée sur la typicalité canonique

Alternativement, une approche de mécanique statistique a également été découverte,
apportant les mémes résultats que la méthode d’effet tunnel basée sur la dynamique des
particules [60,89]. Pour un trou noir B de masse M, de charge ) et d’'un moment cinétique

J, la matrice de densité correspondante se lit comme suit

1
Pe :ZQB(M7Q7J)

i

|M7Q7‘]>z <M7Q7J| ) (244)

ou |M,Q,J) désigne le i éme état propre de B. Cependant, Qg (M,Q,J) est le nombre
de micro-états associé. Cette expression peut étre obtenue en supposant qu'un univers U
est composé de deux sous-ensembles B et O s’identifiant respectivement au trou noir et a

Ienvironnement. Ainsi que, ’évaporation du trou noir produit deux autres sous-systemes.
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2.4. Radiation de Hawking

Ces derniers sont le champ de radiation R et le trou noir restant B’ = B — R. De ce fait, la

matrice de densité se réduit a

1
= vy (r,V]. 24
=2 Y (2.45)

Notons que |r) et |b') sont les états propres de R et B’ d’énergies propres E,. et Ey, res-
pectivement. Ici, Qp(F) est le nombre de micro-états d’énergie £ = E, + Ey requis par le
principe de conservation d’énergie [61,74,105]. Le calcul associé a B’ montre que la matrice

de densité réduite de R prend la forme suivante

mizwny@Bw:E:QHéf&5ﬂ°w»vm (2.46)

T

ou Qp/(FE — E,) est le nombre de micro-états de B’ d’énergie £ — E,.. De plus, la distribution
micro-canonique permet d’exprimer les entropies comme Sg = InQg(F) et Spr = In Qp/(E—

E,). En utilisant ces expressions, la matrice de densité (2.46) peut étre réécrite comme

PR = Ze_ASBB/(EhE) |T> <T| - Z p (w7 qvja M7 Q7 J) |w7 Q7j> <L<.), Qajl ) (247)

w,q,J

ou p(w,q,7, M,Q,J) représente la probabilité de distribution de la radiation donnée par
p(w,q,5,M,Q,J) = e 5w (a0l MQT) (2.48)

Nous notons que |w, q, ) est I’état propre du rayonnement R, de masse w, de charge ¢ et
de moment cinétique j. Dans la physique des trous noirs, ASgp' (w,q, j, M, Q, J) désigne la

différence d’entropie entre B et B’. Elle prend la forme suivante

ASBB’ (EME) = ASBB’ <w7Q7j7 M?Qa J)a
:SB(M7QaJ)_SB’<M_waQ_QaJ_j)‘

(2.49)

En utilisant les équations (2.47) et (2.49), nous pouvons calculer le spectre de rayonnement
en termes de p(w,q,j, M,Q, J). Pour ce faire, il convient de noter que 'entropie peut étre

obtenue en utilisant la formule de Bekenstrein-Hawking suivante

M,Q,J)

Som (4,Q,0) = LT _ g (11.0,), (2.50
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oun Ay (M,Q,J) et Ry (M,Q,J) sont l'aire et le rayon du trou noir, respectivement. Par

conséquent, le spectre de rayonnement, donné en (2.48), peut étre réécrit comme
p(w,q, 4, M,Q, J) = e IFRMQI =Ry (M-wQ=a.J=)] (2.51)

En I'occurrence, nous appliquons (2.51) au trou noir de Schwarzschild avec un rayon d’horizon
Ry = 2M. Nous obtenons directement la probabilité de distribution pour une particule

d’énergie w comme
p(w, M) =exp [47r (M —w)* — 47TM2:| = exp {—87rw <M — ;)] : (2.52)

Ce spectre non thermique est exactement le méme que celui dérivé par effet tunnel [52]. A

I’aide de ce dernier, nous trouvons la formule suivante
[ = ¢ 8m(M-5) (2.53)

Evidemment, lorsque la masse d’un trou noir est grande. Autrement dit, si M tends vers

'infini, I’équation (2.52) peut étre approximée par
p(w, M) =~ exp (=8 Mw). (2.54)

Il s’agit du spectre de radiation thermique original obtenu par Hawking.

2.4.2 Approche basée sur l’effet tunnel

Dans la dérivation susmentionnée, nous n’utilisons que les propriétés statistiques du trou
noir. Cette méthode permet d’obtenir le spectre de radiation du trou noir sans se référer
a la dynamique de la particule et n’est donc que de la mécanique statistique. Une autre
approche permettant d’obtenir le spectre de radiation du trou noir est la méthode de tunnel
quantique [51,52]. Cette derniére a été introduite pour la premiere fois par Parikh et Wilczek
pour dériver le spectre de radiation non thermique du trou noir de Schwarzschild [31]. Cette
méthode a méme été utilisée pour différents types de trous noirs afin d’obtenir leurs spectres
de radiation avec succes [54,55,87]. Il a été prouvé que ces spectres répondent a I'exigence
de la conservation de l'information. Ils sont exactement cohérents avec notre résultat de

'équation (2.50) obtenue mécaniquement.
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2.4. Radiation de Hawking

Maintenant, nous allons brievement présenter cette approche. Puisqu’il existe un fort
potentiel gravitationnel pres de I’horizon, les particules s’échappant de 1’horizon par le pro-
cessus de Hawking peuvent étre considérées comme un processus d’effet tunnel. A Taide de
I’approximation semi-classique, la probabilité de tunnel pour la particule s’exprime comme

suit
I' = exp [—2 Im(])], (2.55)
Ol Nous avons

Tm(7) = / ™, dr, (2.56)

c’est la partie imaginaire de ’action I pour une particule d’énergie positive franchissant a
I'extérieur en traversant I’horizon. 7y, (7out) est le rayon de I'horizon avant (apres) la particule
s’échappant de I’horizon. Tandis que, p, est le moment radial de la particule. En utilisant

I’équation d’Hamilton suivante

dH
~dp’

; (2.57)
nous pouvons éliminer le moment radial dans I’action. De ce fait, ’équation (2.56) prend la

forme suivante
H Tout d
Im = Im/ f/ T aH. (2.58)
H; Jrin r

Ici, 7 indique la géodésique radiale nulle, et elle peut étre obtenue a partir de la métrique du
trou noir. Ainsi, H;(Hy) est 'énergie du trou noir avant (apres) la particule s’échappant de
I’horizon. De plus, I'approche de la mécanique statistique permet de calculer la probabilité de
distribution dans le processus de radiation sans analyser la dynamique de I'effet tunnel des
particules. Les résultats obtenus sont exactement les mémes que ceux donnés par 1’approche
d’effet tunnel. Cela indique que les propriétés mécaniques statistiques du spectre de radiation
peuvent avoir une relation intrinseque avec 'effet tunnel dynamique des particules a travers

le processus de Hawking.
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2.5 Propriétés thermodynamiques des trous noirs

Dans cette section, nous allons présenter certaines propriétés thermodynamiques des trous

noirs.

2.5.1 Température des trous noirs

Dans la théorie des champs quantiques, nous considérons le vide comme une mer de paires
virtuelles de particules [54,113]. Chaque paire est constituée d’une particule a énergie positive
E et d'une particule a énergie négative —FE. De surcroit, selon le principe d’incertitude, une
particule a énergie négative ne peut exister que pour un temps t ~ i/ | E | [7]. Pour le cas

des trous noirs de Schwarzschild la métrique est donnée par

ds* = (1 — %)dﬂ —(1- %)—w? — r2dQ?. (2.59)
r r

La coordonnée t est une coordonnée spatiale a I’extérieur, mais a 'intérieur elle devient une
coordonnée temporelle. Une particule ayant une énergie négative par rapport a un observa-
teur extérieur peut donc avoir une énergie positive par rapport a un observateur intérieur,
et si elle traverse ’horizon assez rapidement, cela permettra d’échapper au principe de I'in-
certitude.
Considérons une paire virtuelle de particules sans masse et au repos a une distance dr de

I’horizon du trou noir. La bonne distance dr pour que la particule d’énergie négative atteigne

I’horizon est donnée par le moment T,
T~ VGM or. (2.60)

Puisque 7 ~ h/ | E |, nous pouvons établir I’équation suivante

h
| B~ ——. (2.61)
GMor
Cette valeur représente 1’énergie positive de la particule qui s’échappe. C’est I'énergie a

2M + 6r. Par conséquent, I’énergie a l'infini sera décalée en rouge. En effet, nous avons

5 h \/1_ 2G M h
< VGMér 20GM +6r GM’

(2.62)
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2.5. Propriétés thermodynamiques des trous noirs

Ainsi, le trou noir rayonne avec une température caractéristique T kg ~ G?\/[ [143]. Cette

température notée Ty (température de Hawking) est proportionnelle a la gravité de surface
comme suit
1 hr K
Th=——=—. 2.63

S B 2mc 27 ( )
e Température du trou noir de Kerr
Dans ce qui suit, nous calculerons la température du trou noir de Kerr en utilisant I’approche
de gravité euclidienne [65,87]. Nous commengons par la métrique Kerr,

A —a?sin?6 .,  2asin?6(r? +a® — A)

2
2 P~ ;9
ds® = _—p2 dt® — 7 dodt + —dr

2.64
(r? + a2)2 — Ada®sin? 0 (2:64)

2

+ pd6? + <r2 +a®+ > sin? fd¢?,

ot a = J/M, p* =r*+a?cos’ 0 et A =1r? —2Mr + a®. 1l est & noter que la métrique de
Kerr n’est pas diagonale. Alors, si nous effectuons une rotation de Wick (i7 —— t), nous
remarquons que la composante non diagonale g;, devient imaginaire. Afin de résoudre ce

probleme, nous introduisons le moment cinétique complexe suivant
a = ia. (2.65)

Par conséquent, la métrique euclidienne prend la forme suivante

»  A4a?sin®0  ,2asin?*0(r* —ao® — A)

2
ds® = 5 dr? 5 dodt + P g
A
p p
(r* — a2)2 — Aa?sin? 0 (2.66)
+ p2do* + <r2 —a®+ 5 ) sin? §d¢?,
p
ol nous avons p? = 12 —a?cos?f et A =12 —2Mr — o?.
Ensuite, nous introduisons les formes différentielles suivantes
2 2
w == (dr — asin?0do),
7 ?) (2.67)

O =52 (dg + p2ndr).

02 r2—a?

La raison de I'introduction de ces formes différentielles est qu’elles sont précisément les formes

duales des vecteurs de killing orthogonaux pour la solution de Kerr. Ces derniers prennent
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la forme suivante

§ =0 =m0 (2.68)
& =asin?00, + 0.
Ainsi, nous pouvons réécrire la métrique de Kerr en utilisant les formes duals w et © comme

suit

A 2 2
ds® = i sw? + P ar? + P’ (d92 + sin® 9&)2) . (2.69)

- A
En exploitant la similarité mentionnée ci-dessus entre dt et w, ainsi que entre d¢ et @ nous
pourrions penser que nous avons diagonalisé la métrique de Kerr. En revanche, nous ne
I’avons pas fait. Contrairement a dt et do, les formes différentielles w et @ ne sont pas exactes.
Cela signifie que nous ne pouvons pas les écrire comme des différentiels d'une fonction de
coordonnées.

Il a été montré que le trou noir de Kerr a des horizons des événements a r =r. = M +
vV M? + o?. Nous introduisons maintenant la coordonnée £ = r —r, tel que £ — 0 si nous
rapprochons du trou noir de I'extérieur. Pour ces raisons, le tenseur métrique correspondant

en ¢ prend la forme suivante

0

d 2% (7’+—7A,)p
’ (ry —r2)¢€

2
—Ew? + de* + p? <d02 + sin? 9@2) , (2.70)

(2 = a?)

ol p, w et @ sont maintenant évaluées a I’horizon extérieur r, . Cependant, les deux derniers

termes de la métrique (2.70) ne sont qu’une sphere bidimensionnelle. Pour illustrer cela, nous

remarquons que @ est maintenant évaluée a r,. De ce fait, nous pouvons écrire @ = di, ou

1 est donnée par

r

2 9
b= +pgo‘ <¢+ rifof) . (2.71)

Il est & noter que le dernier terme de la métrique ci-dessus, qui se lit comme p? (d6? + sin? Ode)?),
est en effet une sphere bidimensionnelle.

. o . T‘2 70&2 7 . 7 o
En introduisant Y = 7—a sin? ¢, tel que w = ——5—d, nous pouvons réécrire la métrique
P
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(2.70) par la formule suivante

d2:(r+_r—)£d2 p2 d2
AR e

(2.72)
oll nous avons ignoré la partie S? de la métrique. Définissons maintenant la coordonnée ¢
2 7’ V4 . V4 .

par (%2 = fpi&. En termes de cette nouvelle coordonnée, la métrique est définie comme

+—T—

. 2
ds? = mdf +dc2. (2.73)

Cependant, notons que dans ce cas p dépend de 'angle . Par ailleurs, pour que la périodicité
requise du y soit valable pour tout §, nous devons exiger que les points (7, ¢) soient identifiés

471'(7“2 7(12)
: + _ Ara
avec les points (7’ R o) o) -

Evidemment, nous notons qu’avec cette identification 1 reste toujours une coordonnée
bien définie. Autrement, la température inverse est toujours égale a la périodicité de la
coordonnée 7. Par conséquent, la température de Hawking du trou noir Kerr-AdS est donnée

par

el 8 (2.74)

y AL e
4t (r2 —a?) 27

ou nous avons utilisé 'équation (2.23) pour la gravité de surface du trou noir de Kerr. En

termes de masse M et de moment cinétique J du trou noir, la température se réduit a

- VIT= 2
CArM (M2 /M= J2) '

(2.75)

2.5.2 Durée de vie du trou noir

Lorsque les particules s’échappent, le trou noir perd une petite quantité de son énergie et
donc une partie de sa masse (masse et énergie sont liées par 1’équation d’Einstein E = mc?).
Par conséquent, un trou noir qui s’évapore aura une durée de vie finie [99]. Il découle de la
Loi de Stefan-Boltzmann que la puissance de radiation du trou noir de température Ty est

donnée par

P=AgoT}, (2.76)

63



2.5. Propriétés thermodynamiques des trous noirs

ou Ay = 47 R%, est laire de I'horizon, et ¢ = 72/60 est la constante de Stefan. En utilisant
la loi de conservation de 1’énergie du trou noir et sa radiation, nous obtenons la formule

suivante

dM
—— +P=0. 2.77
T (2.77)

La résolution de la derniere expression donne la durée de vie d’un trou noir une fois qu’il
commence & s’évaporer. De ce fait, nous pouvons montrer que pour un trou noir de mass M

le temps qu’il prend pour se dissiper est donnée par
M 3
tey = 5120 M? =~ 2.1 x 10%7ans <M) . (2.78)

Un trou noir d’une masse solaire M, = 2 x 10%° met plus de 10°” ans & s’évaporer beaucoup
plus longtemps que 'dge actuel de I'univers a 14.10° ans. En revanche, pour un trou noir de

101K g, le temps d’évaporation est de 2.6.10° ans.

2.5.3 Capacité thermique

La capacité thermique d'un corps est une grandeur qui mesure 1’énergie qu’il faut trans-
férer a un corps pour augmenter sa température d’un kelvin. Lorsqu’un trou noir isolé
s’évapore, il émet de 1'énergie, sa masse diminue et sa température augmente en consé-

quence [62,72]. Ainsi, un trou noir a une capacité thermique C' négative

05 1
C=Tor=—cr. (2.79)

Pour un trou noir qui possede un spin, la situation est plus compliquée. La capacité thermique
a vitesse angulaire fixe est négative seulement si J est faible.

Il existe deux fagons standards (théoriques) pour stabiliser un trou noir. La premiere consiste
a le placer dans une cavité réfléchissante, ce qui lui permet d’atteindre 1’équilibre a l’aide
de la radiation de Hawking [3]. Pour une cavité sphérique de surface A = 47r%, la capacité

thermique d’un trou noir de Schwarzschild devient

Cy =87 M?*(1 — %)(% -1 (2.80)

rp B
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qui est positive pour une cavité assez petite, rp < 3M. La seconde est de considérer un
trou noir dans un espace asymptotiquement Anti de-Sitter, dans lequel la géométrie sert en
quelque sorte de "cavité". Pour une température donnée, nous trouvons deux configurations
de trous noirs Anti de-Sitter possibles, un "petit" trou noir a capacité thermique négative et

un "grand" trou noir a capacité thermique positive.

2.5.4 Volume thermodynamique

La premiere loi de la mécanique des trous noirs (équation (2.24)) ressemble beaucoup
a la forme standard de la premiere loi de la thermodynamique usuelle, mais il manque un
terme de pression —PdV . Par ailleurs, la constante cosmologique A a la bonne dimension, et
agit comme une pression dans les milieux cosmologiques, mais A n’est pas considéré comme
une fonction d’état [59]. C’est une constante de couplage qui est fixée par la théorie et non
par I'état du systeme thermodynamique [49, 63, 68]. Dans certains cas, il est logique de la
traiter comme une fonction d’état. Par conséquent, nous pouvons généraliser la premiere loi

comme suit

dM = 8idA + QdJ + PdQ + Vipermdp, (2.81)
T

ou nos avons P = —8%. Notons que la masse M doit étre interprétée comme l’enthalpie
(U + PdV, ou U est I'énergie interne). En outre, pour un trou noir de Schwarzschild, il est
facile de vérifier que

Viherm = ;lwri, (2.82)
ou 7y est I'horizon extérieur de Schwarzschild. Cette relation se généralise aux trous noirs
statiques de plus grande dimension, le volume thermodynamique est le volume d’une bille
ronde plate dont la surface est égale a la surface de I’horizon des événements. Mais la générali-
sation aux trous noirs rotatifs est compliquée, et le volume thermodynamique correspondant
n’a pas encore une interprétation physique simple [91, 101].
Ainsi, I'inclusion d’'un terme de volume dans la premiere loi enrichit la structure en phases
de la théorie, avec un certain nombre de conséquences intéressantes. Par exemple, I’équation
d’état d’un trou noir Anti de-Sitter chargé et rotatif devient trés proche de celle d'un gaz
Van Der Waals. Les trous noirs Anti de-Sitter rotatif dans plus de six dimensions présentent

des transitions de phases rentrantes, et les trous noirs Anti de-Sitter dans six dimensions a

spin multiples ont un point triple [78].
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2.5.5 Paradoxe de la perte d’information

Au fur et a mesure que le trou noir s’évapore et devient de plus en plus petit, I'effet non
thermique de son radiation augmente progressivement [99,138]. La radiation non thermique
s’est avérée étre a l'origine de la corrélation d’informations entre les émissions rayonnées

depuis I'horizon du trou noir.

- @
Horizon _ -7

Mesure par
coincidence

FIGURE 2.3 — Information noire de la radiation du trou noir.

Comme le montre la figure 2.3, cette corrélation d’informations ne peut pas étre observée
localement méme si la radiation de Hawking peut étre mesurée expérimentalement. En ce
sens, les informations stockées dans la corrélation sont nommeées par des informations noires.
Lorsque 'information noire est prise en compte, la somme des informations du champ de
radiation et du trou noir restant donne I'information totale du systéme de trou noir. Ainsi,
cette derniére est conservée dans le processus de radiation de Hawking [15,16,50]. Par consé-
quent, les informations noires causées par le comportement statistique non canonique de la
radiation de Hawking aboutiront a une solution possible au paradoxe de l'information du
trou noir. En outre, les informations noires de Hawking dépendent du spectre de radiation du
trou noir. Plus précisément, elles dépendent de la forme spécifique de la partie non thermique
du spectre de rayonnement.

Pour deux événements non indépendants a et b, ils sont corrélés entre eux. Autrement
dit, il existe une corrélation d’informations entre eux. Du point de vue de la théorie de I'in-
formation quantique, cette corrélation peut étre décrite quantitativement avec I'information

mutuelle [74,105]. Cette derniere est définie comme suit

I(a,b) = 3 pay In <p“”’> : (2.83)

ab PaDb
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ol p; est la probabilité de I'événement i (i = a,b), et p, est la probabilité conjointe de ces
deux événements. Evidemment, quand a et b sont indépendants P'un de ’autre, nous avons
Dap = DaDp- Par conséquent, l'information mutuelle disparait (I(a,b) = 0). Le spectre de
radiation original du trou noir découvert par Hawking étant parfaitement thermique, nous
pouvons facilement vérifier que la corrélation entre les radiations est nulle. Cela implique
qu’il n’y a pas d’informations noires dans la radiation thermique du trou noir. Pour trouver
la corrélation entre les radiations non thermiques du trou noir, nous choisissons les deux
événements comme processus de radiation des deux particules a, b avec 1’énergie w, et wy,

respectivement. Dans ce cas, nous avons p, , = p(w,+wp, M), tels que p; = p(w;, M) (i = a, b).
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CHAPITRE 3

Transitions de phase et géothermodynamique des trous noirs AdS

Il est bien connu que les trous noirs se comportent comme des systemes thermodyna-
miques. Les lois de la mécanique des trous noirs deviennent similaires aux lois habituelles de
la thermodynamique apres des identifications appropriées entre les parametres du trou noir
et les variables thermodynamiques [3,100,101]. Néanmoins, les trous noirs présentent cer-
tains comportements exotiques en tant que systéme thermodynamique. En effet, 'entropie
des trous noirs est proportionnelle & la surface et non au volume. Ainsi, leur température
diverge a l'infini lorsque la masse disparait en raison de I’évaporation de Hawking. En parti-
culier, ces comportements exotiques élargissent la portée des études alternatives sur les trous
noirs. Ces propriétés ont été approfondies au début des années quatre-vingt lorsque Hawking
et Page ont découvert une transition de phase entre I’AdS thermique et le trou noir AdS de
Schwarzschild [14, 74].

L’approche gibbsienne des transitions de phase est basée sur les équations de Clausius-
Clapeyron-Ehrenfest [29,47]. Ces équations permettent une classification des transitions de
phase en tant que transitions de premier ordre ou continues (d’ordre supérieur). Précisément,
les équations d’Ehrenfest ont été considérées comme un outil traditionnel pour inspecter la
transition de phase du second ordre a certains points critiques [68,75]. Au voisinage de tels
points, certaines grandeurs thermodynamiques, y compris la capacité thermique, présentent

des comportements singuliers.
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3.1. Transitions de phase des trous noirs AdS

3.1 Transitions de phase des trous noirs AdS

3.1.1 Transitions de phase liquide a vapeur

Le liquide et la vapeur ne sont que deux phases de la matiére d’un seul constituant. Lors-
qu’ils sont chauffés jusqu’au point d’ébullition, les liquides se vaporisent [100]. Au voisinage
de ce point, la pente de la courbe de coexistence (pression P en fonction de la température

T ) obéit a I’équation de Clausius Clapeyron, donnée par

dP  AS

diT —_— Tv, (3.1)

ou S et V correspondent respectivement a l’entropie et le volume. Nous notons que la déri-
vation de la relation (3.1) provient de la définition du potentiel de Gibbs. Cette derniere est

définie comme suit
G=U-TS+ PV, (3.2)

tel que U est I'énergie interne. Nous supposons que les dérivées du premier ordre de G par
rapport aux variables intrinseques (P et T') sont discontinues. De plus, il en ressort que les
valeurs spécifiques de P et T en deux phases donnent la pente de la courbe de coexistence
au point de transition de phase [30]. Il s’agit d’un exemple de transition de phase de premier
ordre qui differe clairement du cas que nous allons étudier ensuite.

En se concentrant sur la solution de Schwarzschild, nous pouvons représenter 1’énergie
libre de Gibbs associée en fonction de la température. Ce comportement est illustré dans
la figure 3.1. Partant de ce fait, nous observons une discontinuité a Txp. Cela indique une
transition de phase de premier ordre. C’est la transition de phase de Hawking-Page entre la
radiation thermique et le trou noir large [62,67].

Par ailleurs, dans l'interprétation du fluide dans un espace de phase étendu, la ligne de
coexistence des phases de radiation thermique/large trou noir est déterminée a partir de

I’équation G' = 0. En effet, nous avons

3
= T2, (3.3)

| coexistence ;)
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FIGURE 3.1 — Transition de phase de Hawking-Page

Diagramme de l’'énergie libre de Gibbs du trou noir de Schwarzschild-AdS en fonction de la tempé-
rature pour une pression fize (P = 1/96m).

En prenant S, =~ 0 et V,. &~ 0, "équation de Clausius Clapeyron (3.1) prend la forme suivante

Pl Su-S S
dt V=V Vi

coexistence

(3.4)

ol les indices (r) et (bh) sont associés respectivement & la radiation et au trou noir. A partir
de la figure 3.2, nous remarquons que le diagramme de phase (P —T') correspondant pour ce
type de trou noir n’a pas de point fini indiquant que cette transition de phase est présente
pour toutes ces pressions. Cela rappelle la transition de phase solide/liquide, tel que la phase

de radiation joue le role du solide [97].

3.1.2 Transitions de phase du trou noir de Reissner-Nordstrom
AdS

Dans cette analyse nous nous focalisons sur les trous noirs de Reissner-Nordstrom aux di-
mensions (n+ 1). Nous rappelons que les trous noirs de Reissner-Nordstrém sont caractérisés
par la masse M et la charge @ [79]. Cependant, la solution pour I’espace-temps RN-AdS de

dimension (n + 1) avec une constante cosmologique négative A = —n(n — 1)/2(? est définie
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FIGURE 3.2 — Diagramme de phase P—T représente la ligne de coexistence indiquant une longueur
infinie comme celle de la transition de phase solide/liquide.

a travers 1’élément de longueur suivant
ds* = —fdt* + f~'dr® +r2dQ2 . (3.5)

Selon [14], la fonction métrique s’exprime comme

2 2

fr)=1- 2 4 L " (3.6)

rn—2 r2n—4 {2
En fixant G = 1, nous notons que m est liée a la masse ADM (M) du trou noir par

(n — Dw,1 2/
M=-—F"—"— t Wpo1 = —— =, 3.7
160 T D(n)2) (3.7)
ol wy,_1 est le volume de la sphere de dimension (n — 1). Le parametre ¢ est 1ié a la charge

électrique () comme suit

Q=20 -1 -2) (). (3:8)

L’entropie associée est définie par la relation suivante

n—1

e (3.9)

71



3.1. Transitions de phase des trous noirs AdS

ou r; est le rayon extérieur de I’horizon des événements obtenu a partir de la condition

f(ry) =0 [84]. Or, le potentiel électrostatique entre 'horizon et 'infini est donné par

vn—1 ¢

o = . (3.10)
J2(n —2)ri
En utilisant (3.8) et (3.9), nous pouvons exprimer (3.10) par la formule suivante
4
o= mQ (3.11)

(n — 2)w;, ] (45) 71

A partir de la condition f(r,) = 0, ainsi, en utilisant (3.7), (3.8), (3.9) et (3.11), la masse

du trou noir peut s’écrire comme suit

(3.12)

n—1 Wn—1

on — 4 48 \ 7
14+ ®2+< S)

En appliquant la premiere loi de la mécanique des trous noirs dM = T'dS + ®dQ), la tempé-

rature de Hawking peut étre obtenue comme suit

oM
e (),
95 ),
n—=2 _1 n 1
4=t T (n — 2 on — 4 47T ST
_ wi1(n=2) [1 e @2} TR (3.13)
16w S»—1 n—1 167w, 1

A ce niveau, il est nécessaire de mentionner que les différents parametres du trou noir

M, @, J, S, T ont été interprétés comme gi‘{z, Zf{z, enélh T, respectivement [84,93].
En se basant sur cette nouvelle convention, le parametre ¢ n’apparait dans aucune des équa-
tions obtenues.

En utilisant la relation (3.13), nous représentons la variation de 'entropie (S) en fonc-
tion de la température (T') dans la figure 3.3. Afin d’obtenir une expression explicite de la
température minimale (7},,) correspondant au point de transition, nous définissons d’abord

(g%)q> = (0. A partir de cette condition, et en exploitant (3.13), nous trouvons

o —9 (n—1)/2 I — 4 (n—1)/2
Sinin = <w4 1) <nn > {1 N :— 1 CDQ] ' (3:14)
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FIGURE 3.3 — Diagramme de ’entropie (S) par rapport a la température (T) du trou noir RN-AdS,
o =02 etn=4.

De plus, nous concluons que

o*T B n(n — 2) 4n 1/(n—1)
KGSQ)J =g - 8r(n—1)3 <wn15’2n3> : (3.15)

min

92T
852

(3.13), nous trouvons que la température minimale correspondante pour l’espace-temps RN-

Par conséquent, nous pouvons obtenir ( )q) > 0 pour n > 2. En substituant (3.14) dans

AdS est donnée par

n(n — 2) [1 om — 4@2} 1/2 |

Tmin = I
2

(3.16)

n—1

Dans la limite ® = 0, nous obtenons la température minimale du trou noir de Schwarzschild

AdS de dimension (n + 1) [93]. Cette température est définie comme suit

T n(n —2) 3.17
min—T' ( . )

Pour n = 3, I’équation (3.17) se réduit a

Tonin = (3.18)

%

Notons que I’équation (3.18) a été obtenue plus tdt par Hawking et Page dans leur analyse
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3.1. Transitions de phase des trous noirs AdS

originale [165].

Maintenant, il est possible d’interpréter les deux branches de la courbe (S —T'), séparées
par le point (Suyin, Tmin). Ces deux branches sont associées a deux phases. Puisque I'entropie
est proportionnelle a la masse du trou noir, la phase (1) correspond alors & un trou noir
de masse faible. En revanche, la phase (2) associée a un trou noir de masse plus élevée. En
outre, nous remarquons que ces deux phases existent au-dessus de la température minimale
(T' = Thnin). Afin d’obtenir une expression de la masse (M) du trou noir séparant ses deux

phases, nous substituons (3.14) dans (3.12). En effet, nous obtenons

_ woi(n—2)7/2 2n — 4 _,1(2/2 5 5
Partant de ce fait, la phase 1 correspond a un trou noir de masse M < M,,;,. Tandis que la
phase 2 associée a un trou noir de masse M > M i,.

Dans la limite = 0, nous obtenons la masse critique correspondante du trou noir de

Schwarzschild AdS de dimension (n + 1), qui est donnée par

Wn_1(n —2)"=2/2(n — 1)?

Mmin =
8mrnn/?

(3.20)

Une observation plus approfondie de la courbe (S—T) révele que la pente de la courbe change
progressivement son signe autour de T' = T,,;,. Ainsi, ceci indique clairement la discontinuité
de la capacité thermique (Cp = T(0S/0T)¢). Cette derniere est associée a I'occurrence d’une
transition continue d’ordre supérieur a 7' = T,,;,. Nous notons que la capacité thermique a
potentiel constant (Cp) est I'analogue de la capacité thermique a pression constante (Cp)
dans les systémes conventionnels [84]. Par suite, la capacité thermique établie prend la forme

suivante

Co = T(3S/T),,

(n—1)8 [(n 2w I(1 — i) 4 n(45)n31}
- . . (3.21)
{n(4S)n21 (= 2w (1 — 2:_14@2)]

En fixant le dénominateur de (3.21) égal a zéro, nous pouvons trouver la température critique
a laquelle la capacité thermique (Cg) diverge. Cela donne exactement la valeur de 'entropie

(S) trouvée dans (3.14). En substituant cette valeur dans (3.13), il est trivial de montrer que
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3.1. Transitions de phase des trous noirs AdS

(3.16) correspond a la température critique a laquelle Cg diverge. De surcroit, la divergence
de Cp aT = T, peut étre observée a partir de la figure 3.4, ot nous avons illustré la capacité

thermique (Cg) en fonction de la température (7). A partir de la figure 3.4, nous remarquons

Co
60
i Phase 2
40
20+
L L L L | T
[ Thin 044 - 48
-20 * Phase 1
—40 _

FIGURE 3.4 — Diagramme de la capacité thermique (Cg) par rapport da la température (T') du trou
noir RN-AdS pour ® = 0.2 et n = 4.

que la capacité thermique Cg change de l'infini négatif a U'infini positif & T = Ty, [26]. En
outre, nous pouvons noter que le trou noir de masse faible (phase 1) est considéré instable
parce qu’il posséde une capacité thermique négative (Cep < 0). Alors que le trou noir de masse
élevée (phase2) est stable puisqu’il est associé a une capacité thermique positive (Cy > 0).
A ce stade, nous nous dirigeons vers la définition du grand potentiel canonique qui est
connu sous le nom de I’énergie libre de Gibbs [84,93]. Pour le trou noir RN-AdS, ceci est

défini comme
G=M-TS — oQ), (3.22)

ou le dernier terme est I’analogue du terme PV dans les systemes conventionnels. En utilisant
(3.11), (3.12), et (3.13), nous pouvons facilement exprimer G en fonction de (S, ®) par la

formule suivante

@2} — % (3.23)

(48) 5T wi ] [1 o — 4
167w, ~1

n—1

En effet, nous ne pouvons pas substituer directement I’entropie S dans I’équation (3.23) en

terme de la température 7. Pour cette raison, il est difficile d’obtenir la courbe (G — T).
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—-0.02 -

FIGURE 3.5 — Diagramme de [’énergie libre de Gibbs (G) par rapport da l'entropie (S) du trou noir
RN-AdS pour ® =0.2 et n = 4.

Pour déterminer cette derniére, nous utilisons d’abord ’équation (3.23) pour exprimer la
variation de I’énergie libre de Gibbs G en fonction de 'entropie S. Ensuite, a partir de la
figure 3.5, nous notons les valeurs de G pour différentes valeurs de S en obtenant les valeurs
correspondantes de 7" a partir de la figure 3.3. Finalement, nous rassemblons toutes ces
données afin d’obtenir la figure 3.6. Il est important de noter que, dans la figure 3.5, la phase
instable (phase 1) correspond aux valeurs faibles de 1’entropie S tandis que la phase stable

(phase 2) est associée aux grades valeurs de S.

008 Tin Phase 1

0.06 -

¥ Phase 2
004

THP

043 044 045

L L I I Il T
046 Q’\‘o.u 048

FIGURE 3.6 — Diagramme de l’énergie libre de Gibbs (G) par rapport a la température (T ) du
trou noir RN-AdS pour ® = 0.2 et n = 4.

A partir de la figure 3.6, nous observons que la valeur de G pour la phase 1 est supérieure
a celle de la phase 2 a température constante. En outre, la phase 1 correspond aux trous noirs
instables, tandis que la phase 2 est associée aux trous noirs stables. De plus, nous observons

que G est toujours positive pour l'intervalle Ty, < T < Txp. Il est a noter que la tempé-
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3.2. Transitions de phase du second ordre

rature Thp est nommée par la température de Hawking-Page [81,84]. A cette température,
nous pouvons remarquer une transition de phase du premier ordre entre I’espace-temps AdS
thermique et le trou noir stable. Afin de calculer Typ, nous fixons d’abord G' = 0 en (3.23).

Partant de ce fait, nous pouvons obtenir la formule suivante

(n—1)
o m—4 1%
Sip = (“"4 1) {1 _ : @2] . (3.24)

En substituant (3.24) dans (3.13), nous obtenons finalement l’expression ci-dessous

n—1 In—4_,°
THP:( 5 )[1— — @2] : (3.25)

A partir de (3.16) et (3.25), nous trouvons la formule suivante

n(n —2)
Tmin — ﬁTHP (326)
C’est, est une relation universelle en ce sens qu’elle ne dépend pas des parametres du trou

Nnoir.

3.2 Transitions de phase du second ordre

3.2.1 Equations d’Ehrenfest des trous noirs

La classification de la nature de la transition de phase a 'aide du schéma d’Ehrenfest
est une technique tres élégante en thermodynamique ordinaire. Notons que pour toute vraie
transition de phase du second ordre, les deux équations d’Ehrenfest doivent étre satisfaites
au point critique [45,49,63]. Dans ce qui suit, nous analyserons les transitions de phase pour
le trou noir RN AdS en exploitant le schéma d’Ehrenfest [29,47].

En effet, a l'aide de la figure 3.3, nous concluons que l’entropie (S) est une fonction
continue de la température (7). Par conséquent, la possibilité d'une transition de phase du
premier ordre est exclue. Cependant, la divergence infinie de la capacité thermique pres du
point critique Th;, (voir figure 3.4) indique fortement le début d’une transition de phase
d’ordre supérieur (continue). La nature de cette divergence est parfaitement clarifiée par la
figure 3.7.

7



3.2. Transitions de phase du second ordre

Co
100 ~
Phase 2

Smin

Phase 1

FIGURE 3.7 — Diagramme de la capacité thermique (Cg) par rapport a l'entropie (S) du trou noir
RN-AdS pour ® =0,2 et n = 4.

Maintenant, nous exploitons le schéma d’Ehrenfest afin de comprendre la nature de la
transition de phase. D’ailleurs, le schéma d’Ehrenfest consiste essentiellement en une paire
d’équations appelées équations d’Ehrenfest du premier et du second type [49,63]. Pour un

systeme thermodynamique ordinaire, ces équations peuvent s’écrire comme

oP Cp2 — Cpl AC’P
— = .2
<8T> ¢ TV(ep—ai) TVA« (3.27)
oPr 9 — O Ao
<3T> v kn, =k, Ak (3.28)

Pour une véritable transition de phase du second ordre, ces deux équations doivent étre
satisfaites simultanément. En considérant I’analogie entre les variables d’état thermodyna-
mique et les parametres du trou noir (V +— @, P «— —®), nous sommes désormais en
mesure d’écrire les équations d’Ehrenfest pour le trou noir RN-AdS [79,84]. Ces équations

sont exprimées comme suit

_ (“) _ Co,=Cay _ Aly (3.29)
a7 )y~ TQaz —a1) TQAa’ |
0o Qg — (X1 A«
=) = = 3.30
<0T>Q b, —br,  Akr .
ol o = é (g—g)q) est I'analogue du coefficient de dilatation volumique et kp = é (g%)T est
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3.2. Transitions de phase du second ordre

identifié avec la compressibilité isotherme. Leurs formes explicites sont données par

o = n—2 2 2 7 (331)
= [n(élS)"l —(n = 2w (1 - 25‘{*‘1)2>]

n—1

[n(4S)an (-2 (1 - <4"—6><“—2><1>2)]

I : L (3.32)
o {n(45)n—1 —(n—2)wi—1 (1 - 2”‘4@2)]

n—1

D’un autre coté, nous remarquons que les dénominateurs de Cg (3.21), a (3.31), et kr (3.32)
sont tous identiques [84]. Pour cette raison, « et kp divergent au point critique. Autrement,
en utilisant (3.13), le c6té gauche de la premiére équation d’Ehrenfest (3.29) au point critique
Smin peut étre trouvé comme

) Kgiu N S (ism )UM- (333

min

Afin de calculer le coté droit, nous notons d’abord que

Qa = (0Q/AT)s = (3Q/0S)s(Ca/T). (3.34)

Par conséquent, le coté droit de (3.29) devient
s~ (7). 639
TminQAa a@ ol 5=8in

En utilisant (3.11), nous calculons le coté droit de (3.29) de I’équation ci-dessus. En effet,

nous trouvons que

AC@ 7T(’I’L — ].) <4Smin> 1/(n=1)

TomQAa — ®(n — 2)? (3.36)

Wn—1
En somme, les équations (3.33) et (3.36) révelent clairement la validité de la premiere équa-
tion d’Ehrenfest. En effet, nous pouvons conclure que la divergence de C'y s’annule avec celle

de « dans la premiére équation.
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Afin d’évaluer le c6té gauche de (3.30), nous notons la relation suivante

(59, = (3s). ()~ (). 630

Etant donné que la capacité thermique Cg diverge au point critique (Smin)- 1l est évident

().

min

d’apres (3.21) de trouver

De surcroit, a partir de (3.11) nous trouvons que (%)Q a une valeur finie lorsqu’elle est

évaluée & S = Spin. Par conséquent, le premier terme du coté droit de (3.37) disparait. En

effet, dans ces circonstances, nous obtenons

3 I [ R 0

En exploitant I'identité thermodynamique suivant

@’g)T <§§>Q (g@@ . (3.40)

S:Smin

nous pouvons établir que

() (B, (Do o

®
Par conséquent, le coté droit de (3.30) peut s’écrire comme suit
<8®>
ar),,

En effet, cela montre la validité de la deuxiéme équation d’Ehrenfest. Ainsi, nous pouvons

A«

A= (3.42)

S=Smin

conclure que les divergences de « et kr s’annulent dans la deuxieme équation comme dans le

cas précédent. En outre, en utilisant (3.29), (3.39) et (3.42), le rapport de Prigogine-Defay
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(PD) peut s’exprime par la relation suivante

ACeAkp
N=—"-—"==1 3.43
TminQ<Aa)2 ( )
En définitive, la transition de phase qui se produit a 7' = T,,;, est une transition d’équilibre

du second ordre [48,56, 101]. Cela est vrai en raison que les courbes de transition de phase

sont étalées et divergentes preés du point critique.

3.2.2 Géothermodynamique des trous noirs

Récemment, ’analyse des transitions de phase des trous noirs du point de vue de la géo-
métrie de I'espace d’états thermodynamiques (la géométrie de Ruppeiner) a attiré 'attention.
Dans cette approche, la métrique de Ruppeiner est définie par le Hessien de ’entropie, ce
qui donne la fonction de corrélation de paires [159,160]. De plus, la longueur invariante sur
I’espace d’états thermodynamiques, définie par la métrique de Ruppeiner, donne la distribu-
tion de probabilité des fluctuations autour de 'état d’entropie maximale [161]. En utilisant
les outils de la géométrie riemannienne, nous pouvons définir le scalaire de courbure de
Ruppeiner (R). Ce dernier est interprété comme le volume de corrélation multiplié par une
certaine constante de proportionnalité [160]. Dans la géométrie de Ruppeiner, une grandeur
purement thermodynamique (R) est censée avoir le méme but que la longueur de corréla-
tion. Par ailleurs, cette interprétation s’est avérée assez réussie pour décrire de nombreuses
transitions de phase du second ordre ou ce scalaire de courbure diverge au point critique
[12,13].

A cet égard, la métrique de Ruppeiner est définie comme

ds? = gldX'dX’, (3.44)

J

ol gij = —gii(ggﬁj), et X'= X'(M,N?) [8]. Tandis que, N sont toutes les autres variables
extensives du systeme. Afin de trouver g;; pour un trou noir rotatif non chargé, il est préfé-
rable d’exprimer S en termes de M et J. Selon [38], la métrique de Weinhold est définie de

la maniére suivante
dSy, = gy dX'dX7, (3.45)

ou g} = %, et X' = XU(S,J). Il est bien connu que la métrique de Ruppeiner et
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3.3. Trou noir de Kerr-AdS

celle de Weinhold sont liées par un facteur conforme [39,40]. De ce fait, nous pouvons obtenir

I’expression suivante
2 1w
dSp = TdSW, (3.46)

ou T est la température du systeme.

3.3 Trou noir de Kerr-AdS

Le trou noir de Kerr-AdS est une solution de ’équation d’Einstein en dimensions (3 + 1)
avec une constante cosmologique négative A = —3/¢%. Tl est caractérisé par deux parametres,
a savoir la masse M et le moment cinétique J [81]. Cependant, la premiére loi de la thermo-

dynamique est donnée par
dM =TdS + QdJ, (3.47)

ou T est la température de Hawking, tandis que, €2 est la différence entre les vitesses angu-
laires a I’horizon des événements () et a I'infini () [10,81]. Comme précédemment, nous
écrivons ces équations avec une redéfinition appropriée, ou nous considérons T/, %, el% e%’
comme la température (77), la masse (M), le moment cinétique (J), l'entropie (S) et la
vitesse angulaire (€2). Cela assure I'absence de ¢ dans les quantités thermodynamiques. En

termes de ces nouvelles variables, nous trouvons

T = 87T1M (1 - 47;22']2 + 47;9 + 3:;) . (3.48)
Aussi, nous pouvons obtenir les relations suivantes
M2 5+W+J2+5<5+52>, (3.49)
A S 2r \m 272
Q0 - ]\% (1+ i) | (3.50)
-1
0o = A‘Q:T(Hi) | (3.52)

82



3.3. Trou noir de Kerr-AdS

Nous substituons J dans (3.49) et en utilisant (3.51), nous pouvons exprimer M? en termes

de S et Q. En effet, nous trouvons

M2:£1+¥(1+%>.

3.53)
075 (
dr 1- 7r(1+%)
De méme, en remplacant (3.53) dans (3.48), la température s’exprime comme suit
S(m+5)3 2 —27S(Q% —2) —35%(Q* - 1)
- 2 3 (3.54)
(m+ S —502) 42 S(m + S)?

A partir de cette équation, nous remarquons que la température T n’est pas réelle. La

condition de réalité est satisfaite par la contrainte suivante
T+ S-S50 > 0. (3.55)

Cela implique que 9% < 1+ Z, imposant une restriction & {2 pour une valeur fixe de 'entro-
S Y
pie. Pour examiner le comportement thermodynamique du trou noir associé, nous calculons

la capacité thermique semi-classique a vitesse angulaire constante. En effet, nous exploi-

aT

tons (3.54), ainsi que, la relation Cqg = T (85 )Q = (577:) . Par conséquent, nous trouvons
S/a

I’expression suivante

2S(r + S)(m + S — SQ?) (72 — 27S(Q2 — 2) — 352(Q2 — 1))
(7 + S)3(3S — 1) — 652(r + S)202 + S3(4x + 35)Q!

Cq = (3.56)
Afin d’examiner les transitions de phase correspondantes, nous illustrons (3.54) et (3.56) en
fonction de I'entropie pour une valeur fixe de (€2 = 0.3). Ces courbes sont représentées dans
la figure 3.8. A partir de la figure 3.8.a, nous remarquons que la température de Hawking (T)
est continue. La continuité de ’entropie (5), suggere que, pour (2 fixe, il n'y a pas de transition
de phase de premier ordre se produisant dans le trou noir de Kerr-AdS. Néanmoins, il existe
une température minimale en S = 1.09761. Ainsi, la figure 3.8.b montre une discontinuité
dans Cy, a cette valeur critique d’entropie (S = S. = 1.09761). Cependant, dans cette courbe,
la discontinuité de la capacité thermique est infinie, ce qui est compléetement différent des
systemes thermodynamiques ordinaires. En raison que ’entropie est proportionnelle au carré
de la masse du trou noir, le point critique S, sépare essentiellement deux branches de trou

noir de Kerr-AdS avec des masses des plus petites aux plus grandes [81].

83



3.3. Trou noir de Kerr-AdS
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FIGURE 3.8.a FIGURE 3.8.b

FIGURE 3.8 — Diagramme de la température de Hawking (T') et la capacité thermique (Cq) en
fonction de lentropie (S) du trou noir Kerr-AdS pour une valeur fize de 2 (2 = 0.3).

3.3.1 Schéma d’Ehrenfest du trou noir de Kerr-AdS

La méthode conventionnelle pour analyser les transitions de phase est basée sur l'ap-
proche d’Ehrenfest [29]. Notons que pour toute transition de phase du second ordre, les deux
équations d’Ehrenfest doivent étre satisfaites au point critique [68]. Pour le trou noir de

Kerr-AdS, les deux équations d’Ehrenfest correspondantes sont données par

00\ Co, - Cy,
B (W)S N TJ(O./Q — a1)7 (357)
o0 (CYQ — Oél)
=] =————. 3.58
<8T>J (szz - kT1> ( )
Ou nous avons 5
1 J
1 [/0J

Précédemment, nous avons noté qu’il existe une discontinuité dans C, comme le montre la
figure 1 (b). Néanmoins, la présence de discontinuité dans « et K est également nécessaire
pour montrer qu'une transition de phase est réalisée. En utilisant (3.51) et (3.53), nous

pouvons exprimer J en fonction de S et . Par conséquent, nous trouvons l’expression
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3.3. Trou noir de Kerr-AdS

suivante
SO S(m+S5)3
T+S—502
J(8,Q) = v T (3.61)
22 (m + .S)

En utilisant la définition de a (3.52), nous écrivons (3.59) comme

da oM

Afin de calculer le premier terme du c6té droit de I’équation (3.62), nous avons besoin d’une
relation entre Q, T et a. Pour ce faire, nous réécrivons Ientropie (3.51) du trou noir de

Kerr-AdS en termes de € et a comme suit

(3.63)

En remplagant (3.63) dans (3.54), nous pouvons exprimer la température en termes de a et

Q). En effet, nous obtenons

2a9?% + Qa? — 2a — O

T=T(Qa) = . (3.64)
4y Ja(a — Q)(a — 1)
A ce stade, nous pouvons simplement calculer (%)Q' Pour évaluer le deuxieme terme du
coté droit de I’équation (3.62), nous écrivons
(or ), = (35),a7)
orT ) o S ), \0T )
En utilisant (3.53) et (3.54), nous trouvons (%—%)Q. En exploitant ces résultats, nous incluons

a (3.63) et J (3.61) dans (3.62). Particulierement, nous obtenons ’analogue du coefficient de

dilatation volumique. Ce dernier est donné par

VAm3S(m + S) (7 + 8 — SQ)[6Q(r + S)? — 2502 (27 + 39)]
T (m+ 9)3(35 — ) — 652(m + S)202 + S3(4w + 39)0*

(3.65)
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3.3. Trou noir de Kerr-AdS

Afin de trouver une expression correspondante a l’analogue de la compressibilité kr =

% (%)T, nous établissons I'expression de J en termes de a et 2. En effet, nous avons

J

1 {a(Q—a) afl
=\ (1= a0 l(@ - @21 ' (366)

Puisque nous ne pouvons pas exprimer J en termes de 1" et €2, nous passons vers 1'utilisation

des regles de la dérivée partielle pour trouver kr a partir (3.64) et (3.66). En exploitant
_ (90J oJ ;.

dJ = ( )Q da + ( )a d€2, nous pouvons écrire

<ngZ>T - @) <3£2>T " (%) (3.67)

S or
A partir de la relation ((%)T = — (( 3;?; o 1’équation (3.67) prend la forme suivante
da )

<8J>T (&), ()~ (%), (5, (3.68)

o0

De plus, en utilisant (3.64) et (3.66) dans 1’équation ci-dessus, nous obtenons kr en termes

de a et Q. En exploitant (3.63) et (3.61), nous pouvons trouver la formule suivante

(35 — ) (1 + S)? + 2S(x + 8)2(4 + 35)Q2 — S?(27 + 35)2Q

br = (35 — m)Q(m + 5)° — 65%(x + §)2Q3 + S3(dr + 35)P

(3.69)

Dans la figure 3.9, nous illustrons (3.65) et (3.69) en fonction de ’entropie S en prenant

a kT

150
100 |

50

—50F

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Lo
-100f 0.5 \.0 1.5 2.0 2.5 3.0

-150

FIGURE 3.9 — Diagramme de « et ky en fonction de lentropie (S) pour @ = 0.3.

2 = 0.3. Au point critique S. = 1.09761, les deux courbes (kr,S) et («,S) montrent une
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3.3. Trou noir de Kerr-AdS

discontinuité. Par suite, il s’agit d’une véritable transition de phase du trou noir de Kerr-AdS.
A cet égard, nous effectuons une analyse numérique pour examiner Uordre de cette tran-
sition de phase. L’idée est consacrée a I’étude des deux équations d’Ehrenfest en vérifiant
leurs validités. Pour toute transition de phase du second ordre, les deux équations d’Ehrenfest
doivent étre satisfaites au point critique [31,81].
En considérant la premiere équation d’Ehrenfest (3.57), nous pouvons calculer le coté

gauche a partir de la relation (3.54). Par conséquent, nous trouvons

ooy Amires-sor e -
aT )~ SQ(S(r+ 8)(27 + 35)Q2 — 3(m + 5)F) '

Au point de transition de phase, nous obtenons S = S, = 1.09761 et Q2 = 0.3. En substituant

ces valeurs dans (3.70), nous trouvons

01}
— =] = 23.2085. 71
( 0T> ) 3.2085 (3.71)
En effet, nous établissons le c6té gauche de la premieére équation d’Ehrenfest (3.57). Afin de
calculer le cdté droit, nous rappelons les expressions de Coq et a & partir de (3.56) et (3.65).

Ces dernieres sont données par

f(5,9) h(S,€)
C = et o = y 372
t (89 9(5,9) 07
ou les dénominateurs sont identiques. De ce fait, le dominateur associé est donné par
g(S,Q) = (14 8)*(3S — 1) — 6520 (7 + 5)? + S*Q* (47 + 39). (3.73)

En fixant la vitesse angulaire a (2 = 0.3), Cq et a divergent lorsque g(S.) = 0. Puisqu’il
s’agit d’une équation polynomiale avec une puissance maximale de quatre, nous avons quatre
racines. Parmi ceux-ci, deux sont réelles et les deux autres sont imaginaires. Puisque I’entropie
est toujours positive, S, = 1.09761 est la seule racine physique. C’est le point de transition
de phase ou les deux relations d’Ehrenfest sont applicables.

Considérons maintenant deux points S; = S, + € et Sy = S. — € (¢ << 1), qui sont
infinitésimalement proches de S., et connectés respectivement a la phase 1 et a la phase

2 des courbes données dans les figures 3.8 et 3.9. Les valeurs de Cgq et €2, pour les phases
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3.3. Trou noir de Kerr-AdS

correspondantes, sont données respectivement par Cqlg, = Cq,, Cals, = Cq, et als, =
ap, als, = ag. Par conséquent, en utilisant les valeurs critiques de T'(S,) (3.54) et J(S.)

(3.61), le coté droit de la premiere relation d’Ehrenfest est donné par

Cq, — Cq,

—— = 23.2085. 3.74
TJ(O(Q - Ozl) ( )

Une comparaison entre I’équation ci-dessus et (3.71) montre que la premiere équation d’Eh-
renfest est satisfaite pour le trou noir de Kerr-AdS.

Examinons maintenant la validité de la deuxieme équation d’Ehrenfest (3.58). Pour cal-

culer (g—f})J, I’équation (3.64) s’écrit comme
oT or
dl'=|— | d — ] dQ. 3.75
(@), (). 673

A partir (3.66), et en fixant .J, nous obtenons

0. 0.
(aa>ﬂ da + (m) dQ=0. (3.76)

En éliminant les termes impliquant da dans les deux relations ci-dessus, nous établissons la

formule suivante

or\ (aJ ar\ (aJ
~ <0T> _(&)o (5), — (56, (&), (3.77)
. : :
K, (8%)9

En somme, en utilisant (3.64) et (3.66) et en substituant a en termes de 2 et S a partir de

I'équation (3.63), nous trouvons

(0% T+ S =502 47328 (m + 9)2Q((3(m + 9)% — S(27 + 35)Q?))
or), S(r+S5)3 [(m+95)3(35 —7m) +25(7m + 5)2(4m + 35)Q% — S2(2m 4 35)2Q4
(3.78)
Au point critique (S = 1.09761) et a Q2 = 0.3, nous obtenons

o0
[ Z£2) =232 .
( 3T>J 3.2083, (3.79)

produisant ainsi le c6té gauche de la deuxiéme équation d’Ehrenfest (3.58).
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3.3. Trou noir de Kerr-AdS

Pour calculer le c6té droit de I’équation (3.58), nous écrivons d’abord (3.69) de la maniere

suivante

_u(S,Q)
-~ 9(5,9)

kr

A ce niveau, nous répétons les étapes effectuées pour le coté droit de (3.57). En effet, nous
obtenons le c6té droit de la deuxiéme relation d’Ehrenfest (3.58), qui est donné par la relation

suivante

o — (1
— = 23.2083. 3.80
kTQ _ le ( )

En conséquence, la deuxieme équation d’Ehrenfest est satisfaite. En définitive, la validité
des équations d’Ehrenfest suggere clairement que cette transition de phase de trou noir de

Kerr-AdS est du second ordre.

3.3.2 Géothermodynamique du trou noir de Kerr-AdS

Pour étudier la géothermodynamique du trou noir de Kerr-AdS, nous exploitons les ré-
sultats obtenus dans la section 3.2.2. En utilisant (3.49), nous pouvons calculer dS%,.Par
suite, nous obtenons dS% & partir de (3.46) et (3.48). La forme explicite de dS% est donnée
par

dS% = gssdS® + 2gs;dSdJ + g;5dJ?, (3.81)

ou les composantes métriques sont données par

1( 3 1 S(2m + 39) 48(m* + 6mS + 65?)
gss = =5\ 7g ~ T 47273 4 G2 T 2.4 G2 , (3.82)
2\ S 748 4P+ S2(n+S) -4t + S%2(n+ S) (7w +35)
1 2m
= = —4Jr - .
gs1 = 915 = —4Jm < 4J27r3—|—52(7r+5)+4J27r4—52(7r—|—5)(7r+35')>’ (3:83)

4353 (m + 9)?
917 = T 23 1 03 4 G2 2.4 | G2 : (3.84)
(4?73 4+ 83 + S27)(—4J%7m* + S2 (7 + S) (7 + 39))

Par définition, la courbure de Ruppeiner est construite exactement comme la courbure rie-

mannienne [81,159]. En effet, la courbure scalaire est donnée par

_ L 10 ([ gss Ogss 1 994 +£ 2 0gsg 1 Jgss  gss Ogss
08 0J

V3 V99ss OJ /g 08 V9 0J g 0]  \/99ss aS(gl')
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3.3. Trou noir de Kerr-AdS

En exploitant les composantes métriques (3.82), (3.83) et (3.84), nous pouvons calculer la
courbure R en fonction de S et J. En utilisant la relation (3.61), nous établissons R en
fonction de S et €. Cependant, nous illustrons R en fonction de I'entropie S pour diftérentes

valeurs de €2, comme le montre la figure 3.10.

R R
ot
00 J'll
\ | /
— . . — . -
0.5 A 10 1;;"’ SO A (1)) -1l~ __f,-—-'
'm \\ III, 1 Ll Lol aaal IS
Vol 05 10 L5 T 25 a0
) | | /
| { -1 /
| f
-0 J -1 /
FIGURE 3.10.a Fi1GURE 3.10.b

FIGURE 3.10 — Diagramme de courbure scalaire thermodynamique R en fonction de l’entropie:
(2=0.3) dans 3.10.a et (2 = 1.5) dans 3.10.b.

Par ailleurs, la figure 3.10.a montre une divergence a S. = 1,0976. Cela est semblable du
cas ou Cg était discontinue. Puisque nous avons déja montré que la nature de cette transition
de phase est du second ordre, ceci confirme que la divergence de R signifie 'occurrence d’une
transition de phase du second ordre. En outre, dans la figure 3.10.b, nous remarquons que
R est également divergente a S = 1,4 pour €2 = 1,5. Notons que ce choix pour S et () est
compatible avec la contrainte (3.55). En revanche, nous ne trouvons aucune discontinuité
dans Cq a ce point, impliquant qu’il n’y a pas de transition de phase ici. Cela montre
clairement que dans ce cas, il est incorrect d’associer la divergence de R a une transition de
phase.

En remarquant que R est divergente dans les deux courbes de la figure 3.10. Ainsi, la nature
de ces divergences est completement différente. Dans la figure 3.10.a, le secteur divergent de
la courbe est symétrique par rapport au point singulier (S, = 1.0976). En revanche, dans la
figure 3.10.b il est antisymétrique au point singulier. En somme, a partir de cette analyse,
nous concluons que la divergence de R dans la figure 3.10.a signale une transition de phase

du second ordre dans le trou noir de Kerr- AdS [81].
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3.4. Transitions de phase du second ordre du trou noir de Kerr-Sen

3.4 Transitions de phase du second ordre du trou noir

de Kerr-Sen

Dans cette section, nous examinons la thermodynamique du trou noir de Kerr-Sen [32,
140]. Cette solution de trou noir a quatre dimensions a été obtenue a partir de la théorie des

supercordes hétérotiques vivant en dix dimensions [25]. L’action associée est donnée par

1 1
5= [dlay/=detge (R — 0,00, — JF, P — 12HWPH“VP> (3.86)
ou R est le scalaire de Ricci, g désigne le déterminant de la métrique et F),, indique le
tenseur électromagnétique abélien (F),, = d,A, —0,A,). Tandis que A, représente le champ
de Maxwell. Or, ® est un champ scalaire appelé dilaton. En effet, le champ tensoriel H,,,

est donné par
H,,, = 0,B,,+ 0,By,+ 0,8, — (A F,, + A F, + AFL) (3.87)

ou By, est un champ antisymétrique. Cette action a été considérée comme le point initial
pour élaborer le trou noir de Kerr-Sen (chargé et en rotation) a quatre dimensions. Afin
d’étudier le comportement thermodynamique correspondant, nous exploitons 1’élément de
longueur en utilisant les coordonnées standard de Boyer-Lindquist [141]. De ce fait, nous

pouvons établir la formule suivante

sin’0

f(r)

g

ds® = — (dt - asin29d¢>2 + (adt — (0 + a2sin29d¢)2 +o (dr + d02> .(3.88)

f(r)
Dans ce cas, la fonction métrique f(r) s’exprime comme suit

f(r)y=r*+2(b— M)r +a* (3.89)
Autrement, la quantité o prend la forme suivante

o =1+ 2br + acos®0. (3.90)
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3.4. Transitions de phase du second ordre du trou noir de Kerr-Sen

Ainsi que, le parametre de torsion b et le moment cinétique J sont donnés respectivement

par

QQ

b —
oM’

J =aM. (3.91)

Dans cette solution de trou noir de Kerr-Sen, M, @ et a représentent respectivement la
masse, la charge et le moment angulaire spécifique. L’horizon des événements r, d’un tel

trou noir peut étre obtenu en imposant la contrainte f(r) = 0. En effet, nous trouvons

ri:M—bj:\/(M—b)Z—aQ. (3.92)

En utilisant (3.91), 'entropie correspondante se réduit a

S = i =T (2M2 - Q*+ \/(2M2 —Q?)° - 4J2> : (3.93)

La température de Hawking, étant liée a la gravité de surface, prend la forme suivante

VoM - @y —ar
47 M (QM — Q2+ \/(QM —Q2)? - 4J2> '

T = (3.94)

Des calculs similaires produisent une formule généralisée pour le trou noir de Kerr-Sen. En

effet, nous avons

(3.95)

AT2J? + 27Q2%S + S?) 172

M($,Q,7) = < 47 S

Par ailleurs, a ’aide de la premiere loi de la mécanique des trous noirs, nous pouvons établir

les expressions explicites relatives aux () et ®. En effet, nous avons

8M_7TJ

oM Q
- 30 = b (3.97)
De méme, la température est donnée par
M -2 2
T(5,Q.7) = 2 (5 = 2mJ)(5 + 2nJ) (3.98)

S 485%2 [n(4n2J2S + 2n Q252 + 5°)
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Dans la figure 3.11, nous avons illustré la température (3.98) en fonction de l’entropie ()

pour différentes valeurs du moment cinétique (J) et de la charge (@). Un examen approfondi

— Q=0.05, J=0.1
— Q=0.2, J=0.2

002}

S

FIGURE 3.11 — Diagramme de la température (T') en fonction de ’entropie (S) du trou noir de
Kerr-Sen pour différentes valeurs de J et Q.

de la courbe (S — T') montre que la température 7" est une fonction continue de Ientropie.
Par conséquent, la possibilité d’une transition de phase du premier ordre est retirée. En
outre, nous pouvons remarquer a partir de la figure 3.11 que la température diminue lorsque
le moment cinétique et la charge diminuent. Cependant, nous constatons que la température
disparait a S = 27J, ce qui pourrait étre lié & une solution de trou noir extrémal. En outre,
la température présente un point maximum correspondant a la disparition de sa premiere

dérivée. Ce point maximum est situé a

Smax = 71'\/2\3/2]4@4 —8J6 +4J2 +
1/2
o2 i0r — 8J6] |

Nous notons que la transition de phase de seconde ordre se produit au point ou la capacité

2
47r2J2( — 4? = 2+2)

thermique présente une singularité. Pour mieux comprendre le comportement thermody-
namique du trou noir de Kerr-Sen, nous calculons la capacité thermique semi-classique en

utilisant la relation Cjo =T (g—;). Cela produit

28(—4J2m% + S?) (4?7 + S(21Q* + 9))
48 J4rt — S* + 827125 (4m(Q)? + 39)

Pour examiner le comportement thermodynamique associé, nous illustrons la capacité ther-

mique (3.100) en fonction de I’entropie dans la figure 3.12. Il s’ensuit que la capacité ther-
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J=0.1, Q=0.05

20 ————

Phase 1
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FIGURE 3.12 — Diagramme de la capacité thermique (C) par rapport a U'entropie (S) du trou noir
de Kerr-Sen pour J = 0.1 et @ = 0.05.

mique implique une discontinuité a une valeur critique de I’entropie donnée par S, = Spax =
1.60199. 11 est a noter que le point S. sépare deux branches associées a une transition de
petit et grand trou noir. De plus, a partir de la figure 3.12, nous observons que la capacité
thermique change d’une infinité positive a une infinité négative a T' = T, = 0.0874147. Ainsi,
nous remarquons qu’il existe une divergence infinie de la capacité thermique indiquant une
transition de phase d’ordre supérieur du trou noir de Kerr-Sen. Cette transition peut étre
traitée en utilisant deux approches différentes qui seront étudiées plus tard. La premiere
sera basée sur la méthode d’Ehrenfest [49]. Cependant, la seconde sera réalisée de maniere

géométrique en adoptant une nouvelle forme métrique de la géothermodynamique inspirée

de I'énergie libre de Gibbs [159, 160].

3.4.1 Schéma d’Ehrenfest du trou noir de Kerr-Sen

Dans ce qui suit, nous étudions la transition de phase apparaissant dans le trou noir de
Kerr-Sen en utilisant d’abord le schéma d’Ehrenfest [29,47]. En particulier, nous montrerons
que ce trou noir présente une transition de phase du second ordre en adoptant une technique
utilisée pour I’étude des systemes thermodynamiques.

Nous rappelons que le schéma d’Ehrenfest a été exploité pour comprendre la nature de
la transition de phase. Pour un tel trou noir, douze équations d’Ehrenfest sont impliquées.

Elles sont regroupées dans le Tableau.3.1.
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3.4. Transitions de phase du second ordre du trou noir de Kerr-Sen

S fixed Q fixed ¢ fixed
(i) _ _ (C1,0)2—(Cron (ﬂ) _ ae—ag (87‘]) — p(a’2—a’1)
aT)sq QT (ag—a) o). Ko—K1 o) 4.Q Qx2—x1)
(@> _otaern | (a0) " st | (aﬁ _ olany)
oQ Q(aa—a1) 0Q/)q,rT Q(k2—kK1) Q 6,1 Q(x2—x1)
(7Q> Qaz—a1) _ (@) _ Qre—m1) | _ (@) — Q0e-x1)
97 ) s~ #laa=an) ol )Jar  d(X2=x'1) oJ Jo1 — d(K'2—r"1)
_ (7@) _ (C19)2=(Cuoh (@) _ Q(az—a1) (@) _ aa—ay
T ¢T(a’'2—a'1) )y o(x2=X"1) )¢, K2k

TABLE 3.1 — Equations d’Ehrenfest du trou noir de Kerr-Sen.

Les coefficients thermodynamiques pertinents sont donnés par les formules suivantes

D T 2 3101
o/ _é(%h@’ X/:% 272 T,7’ K= é(%

Comme le montre la figure 3.12, la capacité thermique C;¢ est discontinue, ce qui est né-
cessaire pour révéler que le trous noir étudié subit une transition de phase de second ordre.
Cela peut étre confirmé en examinant les comportements discontinus de «, &, x, o/, k" et x'.
Pour ce faire, nous utilisons (3.96) et (3.97) afin d’exprimer 2 et ® en fonction de S, J et Q.

En effet, les calculs produisent

2J %2
Q(S8,Q,J) = NOTEIL f4 TG (3.102)
5(5,Q, J) = V5mQ (3.103)

VA2 42128 + 52

En utilisant (3.98), (3.102), et (3.103), les expressions de « et o’ peuvent étre écrites comme

suit

1 <8Q> (as) 4S(4.7%72 + S(4nQ* + 39))\/Sm(4.272 + S(27Q2 + 5))
o= 0 =

95 ) ,,\0T) 1, 48 JAmd — S4 + 872125 (47 Q? 4 35) ’
(3.104)
, 06 oS 48(—47%7% + 8)\/Sm(4.T272 + S(27Q2 + 5)) L 105
S (as) <8T>JQ B 48 J4mh — S4 + 872125 (47 Q2 + 39) ' (3.105)
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3.4. Transitions de phase du second ordre du trou noir de Kerr-Sen

A Taide des équations suivantes

(@) _ (%)SQ(%)J,Q_<%)J,Q(B%)SQ

e (5,0 7 (3.106)
(i) — (%)S,J(%)J,Q_(%L,Q(%)SJ '

oQ T,J %)Jy@ )

nous pouvons obtenir

2,2 2\2
K = 4T + 5°) , (3.107)
J(48 T4t — S 4 82725 (4w Q% 4 35))

, 484wt + 24772 5% — S4
K = : (3.108)
QU8Tit — 51 + 82725 (47Q + 39))

Pour trouver les expressions des deux quantités finales, nous avons besoin des formules

suivantes

(@) _ (%)S,Q(?)(Z?)(?)JQ((??)SQ
J T.Q Bl o )
’ 3.109
() s ()o()s, (3.109)
0Q/) 1,y (g—g)m
Par suite, nous élaborons les quantités suivantes
B —47QS(4J%*7% + S?) (3.110)
XN Rt — St 1 822 S (4r Q2 + 3S) '
_RJr2(AJ2r2 2
Y 8Jm*(4J°m* + S?) (3.111)

T A8JATh — 5% + 877128 (4nQ2 + 38)

Il est & noter que les coefficients «, y, ', k' et X’ partagent le méme dénominateur étant
exactement celui de C; (S, @, J). Par conséquent, ces quantités divergent a la méme valeur
critique de ’entropie. Ce comportement critique peut étre clairement vu a partir de la figure
3.13 en montrant la variation de telles quantités en fonction de ’entropie S. Précisément,
il a été observé que toutes les quantités calculées présentent une discontinuité a la valeur
critique S, = 1.60199 illustrée par la ligne le rouge pointillée. Les résultats obtenus montrent
une véritable transition de phase du second ordre pour le trou noir de Kerr-Sen.

A cet égard, nous pouvons inspecter les équations d’Ehrenfest organisées dans le tableau
3.1 en vérifiant leurs validités. Il est a noter que pour toute transition de phase du second
ordre, les équations d’Ehrenfest doivent étre satisfaites au point critique. En effet, nous consi-

dérons d’abord les équations d’Ehrenfest associées aux classes d’entropie fixe. En utilisant
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3.4. Transitions de phase du second ordre du trou noir de Kerr-Sen
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FIGURE 3.13 — Variation de «, k, x, &, k' par rapport a Uentropie (S) pour des valeurs fizes de
Q etdJ.

(3.98), le coté gauche de la premiere équation peut étre calculé. Cela conduit a

(3.112)

07 (2 (47 + S2r Q2 + 9))
B (8T> so I (A7 + S(4nQ? + 39))

Pour obtenir le coté droit, nous pouvons utiliser les expressions de C; g et o données dans
(3.100) et (3.104). D’un autre c6té, nous considérons deux points S; = S.+¢€ et Sy = S.—¢, tel

que (e < 1), associés respectivement a la phase 1 et la phase 2 apparaissant dans les figures
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3.4. Transitions de phase du second ordre du trou noir de Kerr-Sen

3.12 et 3.13. De plus, nous notons que Cjq |s,= Cu0),: Ciq 5= Cug). et a |s= o,
a |s,= ag. En prenant D(S, J, Q) = 48J 7t — St + 82725 (4w Q? + 39), le coté droit de la

premiere relation d’Ehrenfest pour des valeurs fixes de ’entropie s’exprime comme

(Crq)2— (Cug) _ 25(—4.J%72 + S2) (4272 + S(27Q? + S)) )
(a2 =) QTUS(AS7? + S(UnQ? + 35))y/Sr(4Lr? + S2r Q> + )]

(5 50)
Dy D/’

ou Dy et Dy désignent les dénominateurs associés respectivement aux phases 1 et 2. En

3.113)

utilisant les expressions de 1" et €2, le c6té droit de la premieére relation d’Ehrenfest pour une

valeur fixe de I'entropie est donné par

(Cug)2 — (Cogh _ (% (4177 + S(27Q* + S))3/2
OT(as —ay)  J (40272 + S(4rQ? + 3S))

(3.114)

Bien évidemment, cela montre la validité de la premiere équation d’Ehrenfest. En utilisant
des calculs similaires, nous pouvons examiner la deuxieme équation apparaissant dans le
tableau 3.1. De ce fait, le c¢6té gauche de la deuxieme équation d’Ehrenfest peut s’écrire

comme suit

_<5J> _ (%) (3.115)
Q) sx (%:5)5,@. |

A Taide des équations (3.98) et (3.115), nous obtenons

- (w) QS(S? — 4.%7%) (3.116)
ST

Q) ... 837 +2JrS(4nQ? + 38)

En exploitant la méme procédure utilisée dans la vérification du coté droit de la premiere

équation, nous pouvons établir que

daly —ay) P[4S(—4J%7? + 82)\/S7r(4J27r2 + S(27Q% + 9))]

Aoz —a1)  QS(4272 + S(AmQ? + 35)),/Sm (4272 + S(21Q* + 9)))] *

(3.117)
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3.4. Transitions de phase du second ordre du trou noir de Kerr-Sen

En utilisant (3.103) et (3.102), nous avons

p(a’y —ay) QS(S?% — 4J°7?)
Qlag —ay) 81373 +2J7S(47Q2 + 3S)

(3.118)

Cela révele clairement la validité de la deuxieme équation d’Ehrenfest. Pour la troisiéme

équation, le cdté gauche peut étre calculé en utilisant (3.98). Par conséquent, nous trouvons

que
BT
(9 2 _ A J272 :
9J ) ¢ (6Q> QS(S% —4J?72)
Des calculs similaires produisent la formule suivante
Qo — o) QASAT7? + S(4mQ? + 3S5)) /S (4272 + S(27Q? + 5))] y
¢(a’y — ') $[AS(—4T272 + S2)\/Sm(4]272 + S(27Q2 + S))] 3.120)

(25— m)
(&%)

D’apres les équations (3.103) et (3.102), nous pouvons remplacer ® et €2 par leur expressions.

U‘H B‘H
p\~ p\~

Partant de ce fait, nous avons

Q(O&g - Oél) . QS(SQ - 4J27TQ>
p(ody —/y)  8J3m3 +2J7S(4mQ? + 3S)

(3.121)

De surcroit, cela indique la validité de la troisieme équation d’Ehrenfest. Pour la derniere
équation donnée dans le tableau (3.1) correspondant a une entropie fixe, nous poursuivons

les mémes calculs en trouvant d’abord le c6té gauche. Concretement, nous concluons que

<8Q> 2(S (41272 + S(2rQ + 8))*? (3122)

aT J7QS (82 — 4.7%72))

Pour le c6té droit, nous pouvons montrer qu’il implique la méme expression que celle du coté

gauche. Par conséquent, nous trouvons

(Cr0)e — (Cro)i  2(S(AJ%7 + S(2rQ? + 8))*?
oT (/g — ay) VTQS (S? — 4.J%72))

(3.123)

De méme, les équations restantes données dans le tableau (3.1) peuvent étre examinées
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3.4. Transitions de phase du second ordre du trou noir de Kerr-Sen

en utilisant la méme méthode. Pou cette raison, pour un moment cinétique fixe, elles se

présentent comme suit

on—ay  AST(AE + S(ATQ? + 35)) /(4272 + S(27Q2 + S)) (] s 14
Ky — K1 (4272 4 S2)2 —\or Q,Q7 (3.124)

o(a—xX1) _ 4JmQS (9]

Qka — k1) 4272+ 8% (aeg)m’ (3.125)
Qry —w1) 4272+ 52 (0Q

o(x'y — X))  4J7QS <8J> (3.126)
=Tk e - (662) (3.127)
o2 =X)L E@rrr+ 82rQr+8)  \OT/q, :

Aussi, pour un potentiel électrique fixe, les équations d’Ehrenfest sont également vérifiées.

Par conséquent, nous obtenons les formules suivantes

olo's =) _ S@Sr? — §)\S(/2n2 + 5(2rQ* + 5)) (0] (3.128)
s — 1) 2Jm3/2 (4272 + 52) \oT ¢Q’ .
O(K'y — k) 48J'm' +240%7%8% - 81 (9] (3.129)
Wz —x1)  RPHQ+8IrQ2  \0Q), ., |
Qe —x1)  RS7'Q+8J7°QS* (0Q (3.130)
(Ko —111) C48J474 12427282 — G4 oJ |

oy — oy AQS(—472 + $%)\[Sr(4S7 + S(27Q* + 5)  (0Q (3.131)

Kl — KN 48 J4m4 + 24.J?72 52 — §4 - \or ¢,J |

En dernier lieu, puisque toutes les équations d’Ehrenfest présentées dans le Tableau (3.1)
sont vérifiées, nous pouvons confirmer 'existence d’une transition de phase du second ordre
pour le trou noir de Kerr-Sen.

Afin de renforcer ce résultat, nous exploitons par suite la géothermodynamique en pro-

posant une nouvelle forme métrique dérivée de 1’énergie libre de Gibbs.

3.4.2 Géothermodynamique du trou noir de Kerr-Sen

Maintenant nous nous dirigeons vers ’étude de la géothermodynamique du trou noir
de Kerr-Sen [140,161]. Pour ce faire, nous examinons les comportements singuliers de cer-
taines grandeurs thermodynamiques dont la capacité thermique. Cette derniére est consi-

dérée comme une quantité pertinente dans la détermination de la nature des transitions de
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3.4. Transitions de phase du second ordre du trou noir de Kerr-Sen

phase des trous noirs impliquant des propriétés thermodynamiques intéressantes [44]. En
effet, la géothermodynamique du trou noir de Kerr-Sen a été abordée en se concentrant sur
la courbure géométrique thermodynamique.

En s’inspirant de la matrice hessienne de plusieurs énergies libres générées par la trans-
formation de Legendre de M, nous adoptons une nouvelle forme de la métrique de la géother-

modynamique obtenue a partir de 1’énergie libre de Gibss [160]. En introduisant un facteur

1

7 motivé par 'absence des solutions extrémales. De plus, nous exploitons I'énergie

conforme

libre de Gibbs G. Alors, nous pouvons écrire ’expression suivante

dG = =SdT' + ¢dQ + Q2 dJ. (3.132)
En insérant le facteur conforme %, nous obtenons
1 1

Il s’ensuit que la métrique associée a 1’énergie libre de Gibbs peut étre écrite comme suit

dsgy, = — (—=dTdS + dpdQ + dQdJ) . (3.134)

Nl =

En outre, nous pouvons établir une nouvelle expression de la métrique. Cette derniere s’écrit

comme
dsg; = gss dS? + goq dQ* + 915 dJ* + 2go, dQ d.J. (3.135)

En utilisant cette nouvelle forme, nous vérifions le point de transition de phase du second

ordre. En effet, la courbure scalaire peut s’exprimer de la maniére suivante

Na
Re = — 3.136
G @Gv ( )
ou le dénominateur g est donné par
Do = S2Jr — S)(2J7 + S)(2nQ* + S)* (47 + S*)(4J°7? + 27Q*S + S?), (3137)

(48J47* — S* + 8J°w%S (47 Q? + 39))2.

Nous constatons que la métrique proposée fournit une forme assez simple de la courbure
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3.4. Transitions de phase du second ordre du trou noir de Kerr-Sen

scalaire. Par ailleurs, cette derniére possede le méme dénominateur que celui des quantités
(3.100) et (3.101). Cela montre que ce dénominateur peut également présenter une discon-
tinuité au point critique S. = 1.60199, confirmant I'existence d’une transition de phase du
second ordre. Pour visualiser ce comportement, nous illustrons la courbure scalaire dans la

figure 3.14 en fonction de ’entropie.

J=0.1, Q=0.05

40t

FIGURE 3.14 — Diagramme de la courbure scalaire R en fonction de l’entropie (S).

En définitive, a partir de la figure 3.14, on en déduit que le scalaire PR est discontinu en

Se (la ligne pointillée rouge) et en S = 27J (la ligne pointillée bleue).
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Effet de ’énergie noire sur les trous noirs rotatifs

CHAPITRE 4

Effet de I'énergie noire sur les trous noirs rotatifs

L’une des révélations les plus étonnantes du XXe siecle en terme de notre compréhension
de I'univers est que la matiére baryonique ordinaire, autrement dit, la matiére composée de
protons et de neutrons, n’est pas la forme dominante dans l'univers [19]. En revanche, une
nouvelle forme de matiére étrange, appelée matiére noire, remplit notre univers [134, 135].
Evidemment, cette derniére n'est pas encore détectée expérimentalement. Néanmoins, de
nombreuses preuves indiquent la nécessité de son existence. La rotation des galaxies! a
particulierement contribué a la découverte de la matiere noire. Sous certaines hypotheéses
simplifiées, il est désormais possible de déduire la distribution de masse des galaxies a partir
de leurs rotations.

D’autre part, les observations de supernovas distantes de type la et de la loi de Hubble
démontrent I'expansion accélérée de l'univers [109]. Par conséquent, une nouvelle substance,
I’énergie noire, a été introduite comme un terme commun pour décrire I’énergie du vide dont
la pression est négative [123,125,126].

Nous allons consacrer ce chapitre a l'effet de cette contribution énergétique sur la phy-
sique des trous noirs. Particulierement, nous examinons les propriétés thermodynamiques en

présence du champ de quintessence considéré comme un candidat de cette énergie.

1. La vitesse circulaire des étoiles et du gaz d’une galaxie, en fonction de leur distance au centre galactique
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4.1. Matiére noire

FIGURE 4.1 — Répartition de la densité d’énergie de l'univers apres l'exploitation des premiéres
données du satellite Planck.

4.1 Matiére noire

4.1.1 Aspect observationnel

La premiere spéculation sur l'existence de la matiere noire est généralement attribuée
a larticle original de Zwicky [135] publié il y a plus de quatre-vingts ans et dans lequel
il a étudié le Coma Cluster. I’amas se compose d’environ 1000 galaxies se déplagant le
long d’orbites compliquées, qui sont déterminées par la force gravitationnelle. Une analyse
attentive de ce mouvement a conduit a la conclusion qu’il devrait y avoir une grande quantité
de matiere non lumineuse contenue dans ’amas, appelée la matiere noire par Zwicky. En
outre, I'un des arguments les plus reconnus en faveur de I'existence de la matiére noire est
basé sur la rotation des galaxies [134]. En d’autres termes, la relation entre les vitesses
orbitales v des étoiles ou des gaz visibles et leur distance radiale r du centre de la galaxie a

été établie.

4.1.2 Preuve dynamique

L’existence de la matiere noire a été montrée par de nombreuses preuves d’observation.
Malgré cela, nous 'avons pas encore détectée. Une preuve relevante de la matiere noire
provient de la mesure des vitesses de rotation des galaxies. En effet, on peut calculer la masse

d’'une galaxie en mesurant les vitesses des étoiles lorsqu’elles orbitent autour du centre de
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4.1. Matiére noire

la galaxie. Si les galaxies étaient composées uniquement de la matiere visible, la majeure
partie de leur masse serait en leurs centres. Dans ce cas, les lois de Kepler et les lois de
Newton prédisent que les vitesses orbitales des étoiles devraient diminuer quand on se dirige
vers les bords extérieurs de la galaxie [134]. En d’autres termes, I’équilibre entre les forces
gravitationnelles et centrifuges est donné par

GmM  mv?

— 4.1
= (4.1)

ol v est la vitesse de rotation, G est la constante gravitationnelle et M est la masse de la
galaxie. Or, m représente la masse de ’objet en orbite autour du centre de la galaxie. Tandis

que r est la distance entre la galaxie et I’objet. Par conséquent, nous trouvons
VX —=. (4.2)

De ce fait, nous concluons que les étoiles lointaines de la galaxie ont une vitesse orbitale
inférieure a la vitesse de celles qui sont situées plus prés de son centre. Autrement, la courbe de
rotation, apres un maximum, se met a diminuer. Néanmoins, les astronomes ont observé que
les vitesses restaient pratiquement constantes au fur et a mesure que ’on s’éloignait du centre.
Par conséquent, la courbe de rotation des galaxies spirales était plate. D’ailleurs, ’astronome
américaines Vera Rubin confirma ce résultat en étudiant la rotation des galaxies spirales. Cela
, . . o . e
ne peut s’expliquer que s’il y a une masse invisible dans les galaxies. Particulierement, la

présence de matiere noire est I'une des explications possibles.

vitesse de rotation
(enkm/s)

vitesse mesurée

50000 100000

distance depuls le centre de la galaxie
(en années-lumiére)

FIGURE 4.2 — Diagramme représentant les courbes de rotation observées et celles qui ont été prévue
par les lois de Newton.
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4.2. Modélisation de I’énergie noire

4.2 Modélisation de I’énergie noire

4.2.1 Constante cosmologique

Einstein a initialement introduit une constante cosmologique, A, en construisant le pre-
mier modele cosmologique de sa théorie gravitationnelle [127]. L’expansion cosmique n’avait
pas encore été découverte. Le calcul d’Einstein indiqua qu’un univers contenant de la matiere
ne pouvait pas étre maintenu statique sans I'addition mathématique de A [15]. Cependant,
en 1929, Hubble découvrit que l'univers est en expansion durant ’observation des galaxies
lointaines. De ce fait, Hubble remarqua 'existence d’une loi linéaire entre le redshift spectral
(signe d’un mouvement de récession général des galaxies) et la distance d. De surcroit, cette

loi est donnée par
v=Hd, (4.3)

ou H représente la constante de Hubble. Les théoriciens ont réutilisé la constante cosmolo-
gique dans le but d’expliquer de nouveaux phénoménes astronomiques. A la fin des années
1960, les développements de la physique des particules ont suggéré que I'énergie du vide de
toutes les particules et tous les champs devrait générer un terme comme A.

En 1980, la théorie de I'inflation a été développée. Dans cette théorie, I'univers primitif est
soumis a une breve période d’expansion exponentielle accélérée. La pression négative en-
traine l’expansion provenant d’une nouvelle particule appelée inflaton, plutét que A. Ainsi,
Iinflaton se comporte de maniere similaire a une constante cosmologique. De ce fait, il est
a l'origine d'une phase d’expansion accélérée permettant a une petite région homogene de
I'univers de prendre des dimensions, considérablement plus grandes que 1'univers observable
aujourd’hui, tout en restant homogene. Apres cette breve période d’inflation, I'univers au-
rait continué a se dilater, mais au rythme modéré de la théorie du Big Bang, a partir des
conditions initiales adéquates pour que son contenu évolue vers les étoiles et les galaxies que
nous voyons aujourd’hui [163]. Néanmoins, le décalage vers le rouge cosmologique informe
comment un tel objet s’éloigne de nous rapidement en raison de l’expansion de l'univers.
Ces observations ont indiqué que notre univers est en expansion et en accélération. Par
conséquent, la densité d’énergie manquante devrait avoir une pression négative, comme la
constante cosmologique. Cette énergie manquante a l’origine de 'accélération est générale-

ment appelée énergie noire [131,133,138].
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4.2.2 Modeles de I’énergie noire

Le plus grand mystere de I'accélération cosmique suggere 'existence d’une substance qui
est gravitationnellement répulsive [139]. Afin d’étudier cette propriété étrange de 1’énergie

noire, il est utile d’introduire la relation suivante

w = p/p, (4.4)

ou p est la pression moyenne, et p est la densité de ’énergie noire dans I'univers. L’équation
(4.4) est considérée comme ’équation d’état pour un gaz. En relativité générale, le taux
de changement dans I’expansion cosmique est proportionnel & — (pior + 3Ptot), OU prog €st la
densité de toute la matiere et de 1’énergie dans I'univers, tandis que pyo est la pression cor-
respondante. Dans ce qui suit, nous allons expliciter les différentes formes décrivant I’énergie

noire.

e Constante cosmologique (w = —1)
Premiérement, la constante cosmologique a été introduite par Albert Einstein, puis Yakov
Zel'dovich, a suggéré que 1’énergie du vide quantique produit une densité d’énergie constante.
Cela est raisonnable parce que A est une propriété du vide [127]. La densité d’énergie associée
(pa) peut étre déduite d’observations indiquant que la densité d’énergie totale correspond a

la densité d’énergie critique. Autrement dit, 'univers est plat. Dans ce cas, nous avons

PA = —PA, (45)

ce qui conduit a la relation suivante

w=pp/ps = —1. (4.6)

¢ Quintessence (w > —1)

Les modeles de quintessence peuvent étre décrits par des champs scalaires canoniques. Ils
représentent une forme d’énergie avec une pression négative variant avec I’espace-temps. La
quintessence est dynamique, contrairement a la constante cosmologique, et sa densité d’éner-
gie moyenne ainsi que sa pression, décroissent lentement avec le temps [128,129]. Ainsi, ce

comportement pourrait étre exploité afin d’expliquer 'accélération cosmique. En d’autres
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termes, la quintessence s’inspire des modeles d’inflation les plus élémentaires, ou un champ

scalaire lent entraine l’expansion rapide et accélérée de I'univers primitif [132, 136].

e Autre énergie de vide (w < —1)
Dans ce modele, les effets quantiques d’un champ de type quintessence conduisent a des
modifications de la relativité générale. Alors que d’autres modeles suggerent que la densité
de I'énergie noire augmente avec le temps, ce qui peut amener I'univers a se terminer par
une grande déchirure catastrophique. Il existe d’autres modeles dont un champ exotique qui

provoque une accélération de type constante cosmologique mais varie dans I'espace [128].

Equation d’états (w)
Radiation 1/3
Matiere (poussiere) 0
Courbure -1/3
Constante cosmologique -1
Matiere (générale) 0<w<1/3
Quintessence -1 <w,<-1/3

TABLE 4.1 — Equation d’état décrivant la relation entre la pression et la densité selon w = p/p.

4.3 Champ de quintessence

4.3.1 Densité de quintessence

Dans le cas d’une symétrie sphérique et statique, nous considérons la métrique sous la

forme suivante

ds® = e’dt* — e dr® — r?(df* + sin*0dp?), (4.7)

ouv =v(r)et A= Ar) [5]. Prenant 47G = 1, les expressions du tenseur énergie-impulsion

se présentent sous les équations suivantes
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1N 1
2T} = —e M= — =)+ = 4.8
=)+ (4.9

. IS 74 1

1 V/Q =\ v\
2Tf = 2T = ——e (V' + — -~ 4.10
ou nous avons V' = d(v)/dr et N = d(\)/dr. L’expression générale du tenseur énergie-
impulsion de la quintessence est donnée par
T = Pq(T),

rord (4.11)

T = py(r)a |—(1+ 3B)

)

+ B6;7 |,
rpT™
de sorte que la partie spatiale soit proportionnelle a la composante temporelle [85]. La

moyenne isotrope résultante prend la forme suivante

(T7) = =pu(r) 50,7 = —py(r)37. (412)

ol nous avons (r;r?) = $6lr,r

" et a représente l'intensité de la quintessence. Pour ces

contributions quintessentielles, nous en déduisons 1’équation suivante
Wy = -ou. (4.13)
En effet, ’équation d’états est définie par
-1 <w, <0,
générant une contrainte sur o comme suit
-3 <a<0.
La relation d’additivité et de linéarité implique que

TH =TT, (4.14)
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4.3. Champ de quintessence

ce qui produit la relation suivante

A+v=0.

En fixant la constante (A+v = constante = 0), nous pouvons choisir A sous la forme suivante
A= —In(l+f). (4.15)
Par suite, nous obtenons les équations différentielles linéaires en f comme suit
T =7 = = (f+rf), (4.16)
" 2r2

T) =T = 2f +rf"). (4.17)

1
_Z(

r
La condition d’additivité et de la linéarité fixe le parametre libre B du tenseur énergie-

impulsion [164]. En effet, nous trouvons

— 1
po_—watl (4.18)
6w,
Par conséquent, nous établissons
T =T = p,, (4.19)
1
Tﬁ:if::—§%cm@+1y (4.20)

La combinaison des équations (4.16) et (4.17) avec les équations (4.19) et (4.20) implique
que
(Bwy + 1) f +3(1 +wy)rf +r2f" =0. (4.21)

En effet, nous obtenons les deux solutions suivantes

C
hz—ﬁgp (4.22)
T

ou c et ry sont les facteurs de normalisation. La fonction fpm représente la solution de

Schwarzschild, qui coincide avec le choix particulier de la matiere de poussiere associée a la
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4.3. Champ de quintessence

valeur numérique w, = 0. En définitive, la densité d’énergie s’exprime comme

c 3wy

4.3.2 Trou noir quintessenciel

Dans ce qui suit, nous examinons les équations d’Einstein décrivant un trou noir en-
touré par une quintessence sphérique symétrique statique. En effet, nous résolvons telles
équations en considérant un choix spécifique du parametre libre, caractérisant le tenseur
énergie-impulsion 7),, de la quintessence [85,164]. En utilisant la symétrie sphérique d’un
état statique, nous pouvons expliciter 'expression générale des composantes temporelles et

spatiales. En effet, nous avons

T} = A(r), T/ =0, T/ =—C(r)ri’ + B(r)d], (4.25)

ou la métrique correspondante est définie comme
ds* = gy (r)dt* — g (r)dr* — r*(d6* + sin® 0d¢?). (4.26)
Pour un état isotrope, nous pouvons obtenir
(T7) = D)8, D(r) = —C(r) 7 + B(). (4.27)
En présence du champ de quintessence, nous trouvons
D(r) = —w, A(r). (4.28)

En fixant le parametre d’état w,, nous pouvons établir I'expression explicite de la fonction
D(r) représentant la pression en terme de la densité A(r). La condition qui assure la présence

d’une quintessence libre est donnée par
C(r)=0. (4.29)

Dans la suite de ce chapitre, nous considérons que C(r) (non nulle) est proportionnelle

a B(r), de sorte que les solutions exactes des trous noirs soient possibles. Le coefficient

111



4.4. Thermodynamique des trous noirs entourés de quintessence

constant C'(r)/B(r) est fixé en imposant la condition d’additivité et de linéarité. En effet,

nous pouvons retrouver des cas particuliers associés aux valeurs connues.

4.4 Thermodynamique des trous noirs entourés de quin-

tessence

Dans cette section, nous exploitons la thermodynamique des trous noirs afin d’examiner
les trous noirs rotatifs en présence des champs de quintessence [128, 129, 132]. En effet,
les trous noirs entourés de ’énergie noire jouent un réle crucial dans la cosmologie. Il est
également intéressant de voir comment 1’énergie noire affecte les quantités thermodynamiques
des trous noirs.

Particulierement, nous étudions 'impacte de 1’énergie noire sur le spectre des trous noirs
rotatifs, y compris le trou noir de Kerr. Ainsi, nous élaborons analytiquement le spectre de
rayonnement correspondant, la température de Hawking et I'information noire [138]. Ensuite,
nous étudions le comportement critique du trou noir de Kerr-AdS a quatre dimensions a
partir des contributions de 1’énergie noire. En analysant l’espace de modules, décrit par
le parametre d’état w et l'intensité du champ de quintessence a, nous examinons certains

modeles en fixant les valeurs de w.

4.4.1 Effets de I’énergie noire sur la radiation de Hawking

4.4.1.1 Spectre de radiation

D’apres [164], la métrique du trou noir de Kerr, en présence de champ de quintessence,

est donnée par

oM 130, > oM 130,
ds? — — (1 _ M ECT ) At + Zdr” — 2asin® 6 ( r E” ) do dt + $d6?
(4.30)

2M 1—3wq
+sin29{r2+a2+a251n20< rter )}dgb27

)

oll nous avons X = r2 4 a?cos?f et a = ﬁ Tandis que J et M indiquent respectivement le
moment cinétique et la masse du trou noir. Nous rappellons que c est le parametre quintes-

senciel qui indique 'intensité de la contribution énergétique liée a la métrique du trou noir
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4.4. Thermodynamique des trous noirs entourés de quintessence

via la relation suivante

c=2 (16\) S (4.31)

Dans ce type de trou noir, nous avons
A =712 —2Mr +a* — ert=3ws, (4.32)

Pour obtenir I’horizon extérieur, nous devons résoudre ’équation A = 0. En absence de
I’énergie noire, nous avons R = M + /M2 — a2. En présence de telle énergie, la solution

de A = 0 peut étre modifiée comme suit
RE = R +6. (4.33)

En considérant la limite §/RY < 1, nous trouvons

(M + v —a)*" <A>€'

O = — 4.34
" M2 — a2 6 (4:34)
Par conséquent, le rayon d’horizon correspondant prend la forme suivante
(0 + VI )
RE =M+ VM2—a2+ s F. (4.35)
—a
Dans cette solution rotative, la fonction Fx s’exprime comme
A 13

en ne gardant que le premier ordre de F. En considérant la contrainte 0 <|a |< M, A =0
implique deux solutions représentant les horizons intérieur et extérieur.

En utilisant le rayon d’horizon modifié, nous pouvons obtenir la probabilité de distribution
d’une particule de masse w et de spin j [129]. En substituant le rayon de I’horizon (4.35)
dans le spectre de radiation (2.51), nous pouvons établir le spectre de radiation modifié
du trou noir de Kerr. Notons que le parametre de rotation a doit étre fixé pour garantir
la conservation du moment cinétique et de I’énergie. Lorsqu’une particule de spin j = w.a
s’échappe du trou noir, le moment cinétique devient J = (M — w) .a.

De surcroit, l'effet de ’énergie noire sur la radiation du trou noir peut étre discuté a
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4.4. Thermodynamique des trous noirs entourés de quintessence

I’aide de la méthode utilisée en mécanique statistique présentée dans le chapitre 2. Pour la
détermination du spectre de radiation, nous exploitons certaines simplifications et approxi-

mations [164]. En substituant (4.35) dans (2.51), nous trouvons

R}(M,J)—R}(M—M,J—j):(M+\/M2—a2)2—(M—w+J(M—w)2—a2>2

(M+\/M27—a2>2£+3 i (M—w+\/(M—w)2_a2)2§+3

+ 2F
" M? — a? \/(Z\/[—w)z—a2

)

(4.37)
En examinant cette équation, certaines difficultés apparaissant associées a la racine carrée
et aux dénominateurs figurant dans le deuxieme terme. Pour évincer ce probléme, nous
supposons que la masse est plus grande que le spin. Dans le régime de vitesse de rotation

lente, cette approximation est physique. En effet, nous obtenons

Ri{(M,J)—Ri(M—w,J—j):(M+¢ﬂ)2—(M—w+\/(M—w)2—a2)2

+4FK{(M+\/W)%+2— <M—w+\/(M—w)2—a2>

2642

(4.38)

En utilisant v/1 — 2 ~ 1 — 7, la probabilité de distribution finale se réduit comme suit

p(w,j, M,J) = exp [—7? {QM\/M2 = 2(M —w) /(M - w)? — a?

02 2641

+dw [ M +4(E+1) Fg <2M—2(M_w)> ] (4.39)
a? %

—2w? [148(6+1)(26+1) Fx <2M—2(M_w>> ”] ‘

ou nous avons conservé le second ordre de w, et les ordres supérieurs sont omis. Nous remar-
quons clairement la dépendance du spectre de radiation par rapport a & et A. Il est a noter

que nous pouvons obtenir le spectre de radiation de Schwarzschield en prenant a = 0.

4.4.1.2 Processus d’évaporation du trou noir de Kerr

Nous passons maintenant vers la discussion de la température de Hawking modifiée du
trou noir de Kerr en présence de I’énergie noire [132]. Pour le cas ordinaire du trou noir de

Kerr, nous avons explicité précédemment la température de Hawking associée. Cette derniere
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est donnée par

M2 _ CL2
Tho = .
Ar (M2 + MM? = a2>

Dans le cas d'un trou noir de grande masse (M >> 1), la partie non thermique du spectre

(4.40)

de radiation peut étre ignorée. Ainsi, la probabilité de distribution thermique approximative

prend la forme suivante

p(w,j, M, J) =exp [—W{QM\/Mz—CL2—2(M—W) \/(]\4—w)2—a2

o2 26+1 (4.41)
e ot

4
i 2(M —w

Nous remarquons que lorsque l'effet de 1'énergie noire disparait (Fy tends vers zéro), cette

distribution se réduit au spectre de rayonnement de Hawking suivant

P, M, J) = exp | —m {4Mw + 2MVIE =@ = 2(M - ) (M - )’ —a2}] . (442
En utilisant (4.42) et en se basant sur une approximation appropriée, nous obtenons

M? + M/M? = a?)

p(w,j, M, J)=exp (— §°w> = exp (—47r< w) : (4.43)

M2 — a2
ou 550 s’exprime comme
o (v MVIP = @)
By’ = 4m . (4.44)
M2 — o2
Cependant, en présence de DE, nous trouvons
» —4r (M? + MV/M? = @?)
p(w,j, M, J) =exp ——
a2 2€ a?
1+4 H)Fg(2M — ——— 1— .
talE+) K( 2(M—w)> ( 2M2> w
(4.45)
On en déduit que
A (M? + M~/M? — a? 2 2 2
By = ( ) 144+ D) Fylom——2 ) [1-2
M? — a? 2(M —w) 2M?
(4.46)
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Par conséquent, la température de Hawking associée s’exprime comme

M? — g2

a® % a®
Ty = i (A1 4 VAT =) (1—4(£+1)FK <2M—2(M_w)> <1— 2M2)) :
(4.47)

Pour vérifier et obtenir la forme explicite de la température, nous utilisons (4.40). En effet,

I'équation (4.47) peut étre réécrite comme suit

TK = 7 (1 —4(E+1) Fy <2M - Q(MGQ_W)V (1 - 2‘;\;)) . (4.48)

En introduisant le facteur de modification suivant

a2 2€ a2
A =4 1) Fg | 2M — ——— 1— 4.49
e=alernFe (- ) (1- ) (4.49)
la température de Hawking peut étre encore simplifiée comme
T = TH(1 — Ag). (4.50)

En somme, il convient de noter que (4.46) confirme que 1’énergie noire rend la radiation de

Hawking plus froide. Cela implique que le trou noir devient plus stable.

4.4.1.3 Information noire

Pour évaluer linformation associée a la radiation de Hawking [105], nous exploitons

I’entropie de Von-Neumann, qui s’exprime comme suit
Sr=-Tr(prlnpg). (4.51)
Dans ce cas, ’entropie conditionnelle de B’ est donnée par

S(B'|R) =Y e BB gp (B~ E,), (4.52)

montrant une corrélation entre R et B’. En considérant la limite d’énergie faible (E, << E),
B’ est approchée en gardant le premier ordre de F,. Notons que F (B'|R) ~ Sp/ (FEp/). Ici,
Ep = FE —FEget Er =Y exp(—ASpp (E,, E)) E,, représentent les énergies internes de B’
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et R, respectivement. En d’autres termes, la corrélation entre B et R pourrait étre ignorée
lorsque I’énergie de R est beaucoup plus petite que celle de B. Cela implique 'existence de
la radiation thermique de Hawking [3,52]. Il s’avere que le spectre thermique de la radiation
du trou noir est di a l'ignorance des informations de corrélation entre le trou noir et son
rayonnement. Concretement, cela montre la principale cause de la perte d’information du
trou noir [105, 164].

Nous rappelons que la radiation non thermique s’est avérée étre a 1’origine de la corrélation
d’information entre les émissions radiées depuis ’horizon du trou noir.

En effet, 'information mutuelle pour deux émissions w, et wy, peut s’écrire comme

Iab)=Y pa,b1n< Pab ) (4.53)

WaWp (pa pb)

Dans le cas du trou noir de Kerr, il résulte de I’équation (2.51) que les probabilités de

distribution pour deux particules s’expriment comme

Pa :p(waaM> = exXp (_ﬁj{l(wa + FKWE) )

(4.54)
pp = p (wp, M) = exp (—55 wp + FKW?) :
ou la quantité I'K est donnée par
a2 2¢

'k =21 [14+4(2 1 1) Fg | 2M — ——— . 4.55
o= 2m 1426 1) (€4 1) P (201 = 5 ) (4.55)

Ensuite, la probabilité conjointe prend la forme suivante
Pab =D (Wa, M) - p (wp, M') = exp (=B (wa +wp) + Ify (wa +w3)?) (4.56)

ou nous avons M’ = M — w. En utilisant (4.54) et (4.56), I'information noire prend la forme

suivante

1" (a,b) = 2" E, Ey, (4.57)

ou les énergies internes des particules a et b sont données par

wWa=M wp=M"
E, = Z p (Wm M) * Wq, E, = Z p (OJb, M/) - Wp- (4.58)
wq=0 wp=0
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Par conséquent, I'information noire du trou noir de Kerr prend la forme suivante

2¢
I (a,b) = 87 |1+ 426 +1) (£ + 1) Fx <2M - 2“2w)> E.Ey. (4.59)

Ce résultat correspond parfaitement avec le fait que les informations du trou noir ne sont pas

perdues, lorsque nous considérons les corrélations d’informations entre les particules radiées.

4.4.2 Transitions de phase du trou noir de Kerr-AdS a partir des

modélisations de quintessence

Dans cette section, nous étudions 'impact de I’énergie noire sur la physique du trou noir
de Kerr-AdS en quatre dimensions. Cette étude s’élabora en termes de nouveaux parametres
liés aux contributions de I'énergie noire [162]. En effet, une inspection minutieuse montre
que l'espace des parametres du trou noir M peut étre factorisé en deux secteurs. En effet,

nous écrivons
M = Mopg X Mqe. (4.60)
Le premier secteur est associé aux parametres des trous noirs ordinaires. Il est défini comme
Mopy ={J,M,Q}, (4.61)

ou @ est la charge. Pour un trou noir neutre (@ = 0), cela se réduit au trou noir de Kerr

paramétré uniquement par J et M. Ainsi, nous trouvons

Le deuxieme secteur concerne les contributions supplémentaires paramétrant le facteur M.,
associé aux contributions de ’horizon extérieur incluant 1’énergie noire, la matiere noire et
d’autres non triviaux.

Dans ce qui suit, nous considérons uniquement les contributions de ’énergie noire via un
champ scalaire de quintessence. De ce fait, le deuxiéme secteur M., est controlé par deux
parametres « et w correspondant respectivement a l'intensité de la quintessence et au para-

metre d’état de I'énergie noire.
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Cependant, nous examinons certains modeles (w) décrivant un trou noir de Kerr-AdS.

D’apres [162], I'expression de la métrique associée s’écrit sous la forme suivante

2 ¥? Agsin®0 , dt do A, dt _ do
d$2 = Ed?“2 + Ked92 + T(ag — (TQ —a )E)Q — §<§ — asm2 95)2 (463)
Dans ce cas, nous avons
2
A, =1r*—2Mr+a® + r—(r2 +a®) —ar'™. (4.64)

€2

Les grandeurs thermodynamiques correspondantes que nous obtiendrons comportent un in-

dice indiquant les valeurs de w. En effet, ces grandeurs, nous les référons comme suit
X@(S,Q,0), (4.65)

ou S est I'entropie du trous noir de Kerr-AdS & quatre dimensions.

4.4.3 Modele avec parametre d’état de I’énergie noire w = —%

Pour étudier le comportement du trou noir de Kerr-AdS a quatre dimensions en présence
de l'énergie noire pour la valeur w = —%, nous élaborons d’abord la formule de Smarr
associée. Pour le modele (—%), les calculs produisent

r (452 2 S as) 2
“U3(S T a) = (45{ 0 +4J2+[ 3 + ] }> , (4.66)

™

Ainsi, la température thermique du trou noir de Kerr-AdS, en présence de 1’énergie noire,

s’exprime comme

T 52 T T

LOM L (e deS_am 4S5 3s?
T 9S  8tM 2 )

En particulier, le carré de la masse est donné par

S S (S 8 a s
(M8, J,0)) —47T+7TS+J2+2< +27r2+O;_O‘<7TH>>‘ (4.68)
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En exploitant le moment cinétique, nous obtenons l'expression de ( —13)(8S, J, a)) en

termes de S et €2. En effet, nous trouvons

( 1/3(59&)) ZE(W—FS) ((Ck—l) +7(1+§—&))

in (r 15— 5) (4.69)

En considérant l'effet de I’énergie noire, nous dérivons la température T-1/3) et la capacité
thermique C’éz_l/  en termes de S . a et Q du trou noir de Kerr-AdS. A cet égard, nous

établissons la formule suivante

S(r+S—ma)?Q?
(7r2 +35% —4S7(a—1) — 2a— a?) 72 — 7+3) (7r+SfSS22)>

S (m+8) (m+S—ma)?
Ar3/2 \/ (T15—S02)

C13(8,Q,0) =

(4.70)

Il est a noter que nous pouvons retrouver les résultats ordinaires correspondants en évingant
les contributions de ’énergie noire. Cependant, afin d’examiner les comportements thermo-
dynamiques du trou noir associé, nous calculons la capacité thermique a vitesse angulaire

constante €). En présence de I’énergie noire, la capacité thermique prend la forme simplifiée

suivante
(5.0, ) = 25(m + S)(m + S — SO?) ((r + 9) (7% — 275(2% — 2) — 35%(Q% — 1)) — af)
(m+S) ((m 4+ 95)3(35 — ) — 65%(m + 5)2Q2 + S3(47 + 35)Q) + affy
(4.71)
ou les termes f; sont donnés par
B = (r° + 7S*(1 - Q%) — 27S(-1+ O?)) , (4.72)
fa = (7‘(‘5 +47'S — 6775 + (0° — 1)*(7S* + 4%253)) . (4.73)

En fixant o = 0, nous pouvons obtenir la capacité thermique ordinaire associée, comme
indiqué dans [165]. Nous illustrons maintenant la variation de la température 7-/3) et de
la capacité thermique (CS()_I/ 3)) en fonction de I'entropie (S) pour une valeur fixe de € (0.3).
Il est a noter que la dérivation de la température minimale Tr(mn/ ) est assez compliquée.
Cependant, afin d’obtenir une expression explicite pour une telle température minimale,
nous pouvons utiliser une méthode d’optimisation. En fixant (g%)mg = 0, nous trouvons
un polynéme d’un cinquieme ordre par rapport a S. Cette étape de calcul est considérée

comme une tache non triviale. Pour surmonter ce probleme, nous avons besoin de plusieurs
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FIGURE 4.3 — Diagramme de la température de Hawking ( T-1/3)) et la capacité thermique (
C’é{l/g)) du trou noir de Kerr-AdS en fonction de lentropie (S) pour Q = 0.3.

approximations et simplifications. En effet, la premiere approximation que nous devons ex-
ploiter est de supprimer le cinquieme ordre. De plus, lorsque I'effet de I’énergie noire s’annule,
nous obtenons un polyndéme identique a celui trouvé en I’absence de 1’énergie noire. Apres
la résolution du polynome en présence de 1’énergie noire, les solutions obtenues peuvent étre
représentées d'une maniere simplifiée [162]. Par ailleurs, puisque nous avons traité des ob-
jets ayant une faible valeur d’intensité «, les ordres supérieurs a deux seront omis. En effet,

I’entropie approchée correspondante a la température minimale s’exprime comme

- 6(2+a— Q% —a0?)
S, = T [V +
min ( Oé) \/6(3 + Oé) (_1 + QQ) Y2
4.74
L] 6V (2302 - 301 4205 + (9 — 602 — 901 + 60%)) (4.74)

ou les termes ~; sont donnés par

1= ((-1+ 9 (0" +a*(3 - 407 + Q') — a(—4 + 207 + Q')+
4.75)

1/3 (
VO + 2008 (—4 + 202 + Q1) — a2(—16 + 1602 + 100t — 1206 + 08) )) ,

N J 2002(—1+ Q2)2 + 371 (2 + 371 — 2092 + 20%) + 3a (97 + 411 Q2 (-1 + Q2) + 8(—1 + 22)?)
2 =

’71(—1 -+ Q2>2
(4.76)

—2002(1 4+ Q) 4+ 371(4 — 3y1 — 402 + 404 — 3a(7? — 8712 (—1 + Q?) +8(—1 + 0?)?)

A n(=1+Q%)?
(4.77)

121

)



4.4. Thermodynamique des trous noirs entourés de quintessence

En substituant (4.74) dans (4.70), nous trouvons la température minimale correspondante.

Cette derniere est donnée par

5/4 2 _9 [25(_ _ 2 5 (641656 a)202
3 (1+ 5 2\/;5( I+a)—2a+a +\/€(6+\/66)(76+\/66(71+Q2))

93/4 1 | _ 5(64+/66) (646 5—6 )2
(—6+v65 (-1+02))

TS V(Q,0) =

man

(4.78)
Ol nNous avons
1 2 — 0% —af?
5— V6(2+ a af?) o
3+« (—1+2)
: (4.79)
tlo 6v/6 (2 — 302 — 3Q% + 206 + (9 — 602 — 904 + 6Q6))
" (1 + 9

Nous notons que ce résultat correspond parfaitement a celui obtenu lorsque I’énergie noire
est absente [165]. A ce stade, il est possible de fournir une interprétation concernant les deux
branches représentées sur la figure 4.3. Dans la courbe (S — T'), nous remarquons que ces
deux phases existent au-dessus de la température minimale TT(,;QL/ 2 Alinsi, puisque I'entropie
est proportionnelle a la masse du trou noir, la premiere branche correspondant a une masse
inférieure est considérée thermodynamiquement instable. En revanche, la deuxieme associée a
une masse plus élevée est considérée thermodynamiquement stable. Ainsi, nous remarquons a
partir de la diminution de Sr(r:i,l/ 3), lorsque 'intensité o augmente, que la phase stable devient
pertinente.

En outre, la courbe (S — Cq), apparaissant dans la figure 4.3, montre deux phases séparées

par une entropie critique S{71/3) = S,(,;»}/ % En effet, la premicre phase, associée & un trou noir
de plus petite masse qui possede une capacité thermique négative (Cq < 0), est distinguée
instable. Tandis que la deuxieme phase, correspondant au trou noir de plus grande masse
impliquant une capacité thermique positive (Cq > 0), est considérée stable. De plus, 1'égalité
entre I'entropie critique S(~1/3) et 37(7;,11/ % donne directement la diminution de I’entropie

~1/3) lorsque l'intensité a augmente. Par conséquent, cela rend la phase stable

critique S¢
plus étendue.

En utilisant la formule G = M — T - S — J - Q [43], nous obtenons I'énergie libre de Gibbs
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qui s’exprime comme

VS (13 (1 —a) + 72 (S —2Sa) — S3(1— Q%) — 7 S?(1+a) (1 —Q?))
47T%(7T+S)3/2(7T+S_SQ2)1/2 :

GUY(8,Q,a) =

(4.80)

Maintenant, a 'aide de la figure 4.4, nous étudions 'effet de I’énergie noire sur les transitions

de phase du trou noir de Kerr-AdS en illustrant I’énergie libre de Gibbs en fonction de
I’entropie.

A partir de la figure 4.4, nous remarquons que ’énergie libre de Gibbs change de signe.

G
0.10

0.08- a=0.1
— a=0.2
— a=0

0.06 -

0.00

-0.02-

-0.04

FIGURE 4.4 — Diagramme de ’énergie libre de Gibbs (G\=1/3)) par rapport a Uentropie (S<=1/3) )du
trou noir de Kerr-AdS pour Q = 0.3, w = —1/3 et différentes valeurs de o.

Les valeurs positives de G(™1/3)(S, Q, a) correspondent aux trous noirs instables tandis que
les valeurs négatives sont associées aux trous noirs stables. En effet, nous pouvons constater
que I’énergie noire diminue la phase instable. Ainsi, I’énergie noire fournit un trou noir plus
stable. De plus, le point ou I’énergie libre de Gibbs change de signe correspond a la transition

de phase de Hawking-Page. A ce niveau, Pentropie est donnée par

(=1/3) _ ) =02 4 02 2 02 2
SYA (0, 0) = AT = ((4=502%+ Q' — A(1 - Q%) + A* — a(1 - Q) (4 +20° + A))) ,
(4.81)
ol la quantité A prend la forme suivante
A(Q, ) = (8 — 1502 + 6Q* + O + 3a(—4 + Q?)(—1 + Q?)?
(4.82)

—3V/3/Q2 (1 - Q2)3(Q2 +2a(4 — O?)) )% .
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Cette valeur de I’entropie correspond a la température suivante

1
47?2\/q(37r + mq — mqQ?) (7 + 51)3/2

_ 1
T, ) = x [37?3 (1—a)+ 376 (1- )

1
—|—§7r3q2 (7 —a — 50 + aQ?) +7r3q(5—292+2a(—1+92))} :
(4.83)

tandis que la quantité ¢ est donnée par

(4= A+ A2 - 502+ AQ? + Q' — a1 — Q)4+ A+ 202))

a2 a) = A1 - )

(4.84)

Dans la figure 4.5, nous illustrons 1’énergie libre de Gibbs en fonction de la température afin
de comparer les différentes phases pour plusieurs valeurs de 'intensité de 1’énergie noire «.

A partir de la figure 4.5, nous remarquons que la phase de radiation, qui est la phase ot le

G
010

0.08F Petit TN

Tmm

0.041-

0.021

0.00 ! ! I T
0.25 . 0.35 0.40
Radiation

Grand TN

-0.02-

-0.04-

FIGURE 4.5 — Diagramme de l’énergie libre de Gibbs (G3)) par rapport & la température
(T13)) du trou noir de Kerr-AdS pour Q = 0.3, w = —1/3 et différentes valeurs de a.

trou noir se désintegre dans un espace AdS thermique pur, et la phase, ou aucun trou noir
ne peut exister, diminue a mesure que le parametre a augmente. De plus, nous constatons
que ces données confirment 'idée que ’énergie noire stabilise le trou noir Kerr-AdS. Pour
confirmer de tels comportements, nous pouvons illustrer la capacité thermique C((Z_l/ % en

fonction de la température. Cela est réalisé dans la figure 4.6.
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Il découle de la figure 4.6 que la capacité thermique change de signe a la température

Ca
80
— a=0
60 - a=0.1

— a=0.2

I . T
0.30 0.35 0.40

FIGURE 4.6 — Diagramme de la capacité thermique C((2—1/3) par rapport & la température (T(*1/3))
du trou noir de Kerr-AdS pour Q = 0.3, w = —1/3 et différentes valeurs de c.

.. —1/3 / N . .
minimale 7'>/% Nous constatons également que la phase ou aucun trou noir ne peut exister

min
diminue lorsque l'intensité o augmente.

Dans le modele (—1), nous concluons que la diminution de SCL3) confirme que la phase

3 min
stable devient pertinente lorsque l'intensité o augmente, ce qui rend le trou noir plus stable.

En effet, cette analyse correspond parfaitement au mécanisme trivial de ’énergie noire.

Wb

4.4.4 Modele avec parametre d’état de 1’énergie noire w = —

Afin d’étudier profondément 'effet de I’énergie noire, nous discutons le comportement du
trou noir de Kerr-AdS en quatre dimensions pour la valeur w = —%. Pareillement au modele
précédent, nous donnons d’abord la formule de Smarr généralisée du trou noir associé. Cette

derniere est donnée par

1572 s* S SURE
M8, J o) = (4”5{ — +4J% + LT +——a (W) ] }) : (4.85)

Ainsi, la température thermique du trous noir de Kerr-AdS s’exprime comme

TC23(S, T, a) =

STM 52 T oz 3/2 wl/2 T

1 A2 ]2 4 2 3/2 1/2 202
<1_ wJ +£+3S a<5S 35 ) OéS>. (4.86)

De méme, la masse carrée est donnée par

o2 g 27 w2

2 2 2 1/2
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2
En substituant J dans (4.87), nous écrivons (M (=2/ 3)) en termes de S et {2 comme suit

1+ 28145 +2 o35 + 50
(M(_z/s)(S,Q,Oé))2—S(7‘(‘—|—S)( Tr( 27 2 ( / =1/ )))

An (r+5— Q28 (4.88)

En outre, afin d’examiner l'effet de 1'énergie noire, nous substituons (4.88) dans (4.86), ce
qui donne la température en termes de S et (). En effet, pour le modele (—%), les calculs

produisent

724352 +4ST — V5 Bri55)a +2Sa’T — S (ntS—/rVSa) Q2

T(_Z/g)(s, 97 Oé) _ m—1/2 (m4+S)(m+S—5Q2)

3 [ S(n+8)(n+S—v/7T VS a)?
4m> \/ (1+5—902)

(4.89)
En prenant a = 0, nous obtenons la température ordinaire [165]. En revanche, pour o # 0, le
comportement thermodynamique du trou noir correspondant peut étre examiné en exploitant

la capacité thermique. A vitesse angulaire constante, les calculs conduisent a

25(m + S)(m + S — S0 ((r+ 9) (72 — 275 (0% — 2) — 35%(Q* — 1)) — afs)

(—2/3) _
Co T8k 0) = e I - 5939 — m) — 652(r + 52 + 5 (dr + 35)2) + o,

(4.90)

tandis que les termes [3; sont donnés par
Bs = (27r5/2\/§ — S32732(—4 4+ 30%) — 2y/7S*2 (—1 + 92)) : (4.91)
By = (4n"2532Q2 — 727202 (—4 + 30%) ). (4.92)

En annulant les effets de I’énergie noire (a = 0), ce résultat se réduit a la capacité thermique
ordinaire apparaissant dans [165]. Pour spécifier l'effet de ’énergie noire (« # 0), nous ex-
mainons la température (4.89) et la capacité thermique (4.90) en terme de I'entropie S pour
une valeur fixe 2 = 0.3. Cela est illustré dans la figure 4.7.

Comme mentionné précédemment, l'expression de la température minimale est compliquée.
Cependant, les calculs correspondants peuvent nécessiter certaines approximations perti-
nentes. En effet, il existe de nombreuses facons afin d’atteindre les résultats souhaités. En
prenant (%)a,Q = 0, nous trouvons un polyndéme avec des ordres rationnels de S. Pour gérer
cet ordre rationnel, nous exploitons le développement limité suivant (1 — z") ~ 1 — nz pour
les petites valeurs de x. De plus, nous utilisons des techniques similaires explorées dans le

modele (—%) Apres les étapes de calculs, I'entropie approchée correspondant a ’entropie
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FIGURE 4.7 — Diagramme de la température de Hawking ( T=2/3)) et la capacité thermique (
Cs() )) du trou noir de Kerr-AdS en fonction de Uentropie (S) pour Q = 0.3 et w = —2/3.

minimale peut s’écrire sous la forme suivante

_ 1 2m(—2 + O?
S0 = L 2D

6 (—1+Q2?)
+3¢ <’Y7 +

ou les parametres 7; sont donnés par

(—1087 a Q2(—1 + Q2) + 450 Q2(4 — 702 + 304) — 873(2 — 302 — 304 + 206) )
276 (—1 + 02)3

(4.93)

)

Yy = (54 (=14 Q%)% + (55296 7o Q5(20 + 127 — 150%)% (2 — 3Q% + O1)?
1/3
1291601 (—1 + 2)° 'yg)l/z)

(4.94)
75 = (—647°Q +4327° 0?0 + T50° (4 - 30)% + 1927 a2 + Q) e
4.95

—3607 o Q*(—4 + 30%) — 807° (8 — 100* + 3Q"))

(274342 — 12 x 23 r aQ2(20 + 127 — 1502) (2 — 302 + Q4) + 4y, w2 (1 — Q2 + Q)
97, (—1 4 Q2)2

-

Y1 =

)

(4.96)

(—2-4/3 Y212 x 23 1 aQ?(20 + 127 — 1502) (2 — 3Q% + Q) + 8y, 72 (1 — Q2 + 94))
9’}/4 (—1 + 92)2

(4.97)
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En substituant (4.93) dans (4.89), nous établissons la température minimale correspondante

donnée par

3 5e 2£(6+6—V61/€0)2 02
\[5 <12 +8E+E - 2V6 B+ F)VEa +4€0” + G are o)
i \/ §<6+s)(6+£ V6 fEa)? 7

—6+E(—1+92)) : )
4.98

C2D(Q, ) =

mzn

Ol NOous avons

1 2m(—2 + Q?)
£(Q,a) = - [3%‘ - m

+3¢ <77 n (—1087m a Q2(—1 4 Q?) + 450 Q%(4 — 7Q? + 3Q*) — 873 (2 — 302 — 30 + 2Q)9) ))
276 (—1 + Q2)3

(4.99)
Maintenant, nous nous dirigeons vers I’étude des transitions de phase du trou noir de Kerr-
AdS.
A partir de la figure 4.7, nous remarquons que la courbe (S — T) possede deux branches
séparées par une température minimale (4.98). En effet, la premiére branche associée a une
petite masse de trou noir est thermodynamiquement instable. Cependant, la deuxieme, qui
est associée a une grande masse de trou noir, est distinguée stable.
En outre, la courbe (S —Cg) implique deux phases séparées par une entropie critique Sé_%) =
S,(n_zs) La premiere phase, correspondant a une petite masse de trou noir ayant une capacité
thermique négative (Cq < 0), est instable. En revanche, la deuxiéme, qui est associée a
une grande masse de trou noir possédant une capacité thermique positive (Cq > 0), est
considérée stable. Ainsi, nous remarquons que la capacité thermique n’est pas affectée par
les contributions de 1’énergie noire.

Ensuite, pour mieux visualiser le comportement non trivial pour ce modele, nous exploitons

I’énergie libre de Gibbs. Pour ce modele, cette derniere peut étre écrite comme

VS(m + 128 — 252002 + 152 (—1 4 Q2) + S3(—1 4 Q2))

(=2/3) _
“ (58 0) = Are (zm + S)2/m + S — SO2

(4.100)

Dans la figure 4.8, nous illustrons 1’énergie libre de Gibbs en fonction de I'entropie afin
d’obtenir plus d’informations sur 'effet de I’énergie noire sur les transitions de phase du trou
noir. A partir de cette figure, nous remarquons que 1’énergie libre de Gibbs change de signe.

Les valeurs positives de G(~%/ 3)(5, a, §2) correspondent aux trous noirs instables, tandis que
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FIGURE 4.8 — Diagramme de Uénergie libre de Gibbs G(=2/3) du trou noir de Kerr-AdS par rapport
a Uentropie S pour Q = 0.3, w = —2/3.

les valeurs négatives sont associées aux trous noirs stables. Nous constatons également que
pour le modele (—%), qu’il n’y a pas d’impact de l'intensité a sur I’énergie libre de Gibbs.
Cela pourrait étre compris du fait que le coefficient de multiplication « est tres petit par
rapport au cas ordinaire. Pour Q = 0.3, sa valeur numérique est d’environ 10~% qui pourrait
étre ignorée. De plus, la transition de Hawking-Page correspond au point ou I’énergie libre

de Gibbs change de signe. En effet, I'entropie associée s’exprime comme

V(2322 — r(1 - Q%)(22+ 9 x 25 a0?) + 2 x 287m(4 — Q?)(1 — Q?))

62(1 — Q2 ’
( ) (4.101)

Sip'? (Q0) =

Ol OuUS avons

(0, Q) = (27m(1+ 1) a Q3(1 — 202) + 473 (1 — Q2)%(8 + Q?)

=

(4.102)

3

—6\EQrt\/a(s — 3102 + 7(24 — 8702)) + 275 Q2(1 — 92)3>

Cette valeur d’entropie conduit a la température suivante

(~2/3) _ 1
THP (Q; a) - 4\/67r5/2\/d(d+6\/771'—d92)(d+6\/})3/2 X

(2167%/% = 72v/6d 74 o + 3 (1 — Q%) = 2v/6d72 7'/ (1 - 0?) (4.103)
+36d 7 (5 — 202) — 6V/6d*? 3/ a4 — 302) + 6d% /7 (T — 50%)) ,
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ou d est donné par

(21322 — (1 — 92)(22 + 9 x 222 0 Q?) + 2 x 2237(4 - O?)(1 - 0?))
2 (1—Q2) '

d(a, Q) =

(4.104)

Dans la figure 4.9, nous illustrons 1’énergie libre de Gibbs en fonction de la température, dans

le but de comparer les différentes phases pour plusieurs valeurs de l'intensité de ’énergie noire
a.

A partir de la figure 4.9, nous observons que la phase de radiation, qui est la phase ot le
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FIGURE 4.9 — Diagramme de l’énergie libre de Gibbs ( G=%/3)) par rapport a la température
(T2/3)) du trou noir de Kerr-AdS pour Q = 0.3, w = —2/3 et différentes valeurs de o

trou noir se désintegre dans un espace AdS thermique pur, et la phase ou aucun trou noir
ne peut exister diminuent quand le parametre a augmente. De plus, nous remarquons que
les phases stables et instables ne sont pas affectées par les contributions de 1’énergie noire.
Pour examiner les effets de 1'énergie noire sur la capacité thermique (4.90), nous illustrons
cette derniere en fonction de la température pour différentes valeurs de I'intensité de ’énergie
noire dans la figure 4.10.

Il découle de la figure 4.10 que la capacité thermique change de signe a la température

minimale 7, ,51_”21/ %)

. Nous constatons également que la phase ol aucun trou noir ne peut exister

diminue lorsque l'intensité o augmente.
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FIGURE 4.10 — Diagramme de la capacité thermique 05(2_2/3) par rapport d la température (T(=2/3))

du trou noir de Kerr-AdS pour Q = 0.3, w = —2/3 et différentes valeurs de c.

Pour le modele (—2), nous concluons que I'énergie noire n’a aucun effet sur les quantités
thermodynamiques pertinentes. Cependant, la phase ou aucun trou noir ne peut exister et

la phase de radiations deviennent petites.
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Deuxieme partie II

Résultats et contributions

scientifiques
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Dans cette partie, nous présentons nos travaux portant sur I’aspect thermodynamique des
trous noirs rotatifs a quatre dimensions. Il est a noter que la physique des trous noirs, aussi
bien par ces implications théoriques, phénoménologiques, et observationnelles a un impact
réel sur plusieurs branches a savoir

— L’astrophysique

— la cosmologie

— La physique des hautes énergies

— L’information quantique
Avant de lister les différentes contributions scientifiques, nous donnons les principales réali-
sations concernant les travaux de réches liés a la physique des trous noirs rotatifs.

— Etudier 'impact de 'énergie noire sur Paspect thermodynamique de certains trous

noirs chargés et rotatifs.

— FExaminer la transition de Hawking-Page du trou noir de Kerr-AdS, en présence et en

absence de ’énergie noire.

— Analyser le comportement critique d’un trou noir rotatif dans le cadre de la théorie

des supercordes hétérotiques.

L’étude de la thermodynamique du trou noir se fait a travers une analogie avec des systémes
thermodynamiques classiques. En remarquant qu’il existe beaucoup des travaux traitant les
trous noirs rotatifs en présence de 1’énergie noire, nous avons abordé la thermodynamique
des trous noirs en introduisant un parametre de modélisation. Motivé par 'existence des
modeles de supercordes, nous avons étudié les transitions de phase du trou noir de Kerr-Sen.
De méme, une étude a été fournie sur des trous noirs quitenssiels.

Nous allons présenter les contributions réalisées correspondant a deux approches de mo-

délisation analytiques et numériques.
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Article 1

Titre: Dark Energy Effects on Charged and Rotating Black Holes

Auteurs: A. Belhaj, A. El Balali, W. El Hadri, H. El Moumni, M. B.
Sedra

Journal:  Eur.Phys.J.Plus (9)134 (2019) 422.

Résumé:
En utilisant la méthode de la typicalité canonique, nous reconsidérons 1’étude des effets de
I’énergie noire sur les trous noirs a quatre dimensions. Concretement, nous étudions I'effet
associé sur le spectre des trous noirs chargés et rotatifs. En particulier, nous élaborons d’abord
analytiquement le spectre de radiation, la température de Hawking et l'information noire.
Ensuite, nous discutons et analysons les résultats correspondants. Ce travail, retrouvant les
résultats du trou noir de Schwarzschield, confirme que I’énergie noire peut étre considérée
comme un systeme de refroidissement fournissant une radiation plus froide et un processus

de radiation de Hawking plus lent.
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Abstract. Using the canonical typicality method, we reconsider the study of dark energy effects on four-
dimensional black holes. Concretely, we investigate the associated influences on the spectrum of various
black hole backgrounds including the charged and the rotating ones. For such black hole solutions, we
first elaborate analytically the corresponding radiation spectrum, the Hawking temperature and the dark
information. Then, we discuss and analyze the corresponding findings. This work, recovering the results of
the Schwarzschild black hole, confirms that dark energy can be considered as a cooling system surrounding
the black holes providing a colder radiation and a slower Hawking radiation process.

1 Introduction

From many years, black holes have been considered as important and fascinating objects, appearing in various theories
of gravity. Such objects can provide some insight with respect to the comprehension of certain aspects of quantum
gravity theory [1,2]. It has been suggested that black holes can behave as thermodynamic objects emitting radiation
from the event horizon by exploiting results of quantum field theory on curved space-time. This is known by Hawking
radiation, which has been explored in the understanding of black hole thermodynamics on non trivial spaces [3,4].
Certain thermodynamical properties have been investigated for many black holes [5]. In AdS black hole thermody-
namics, the cosmological constant A has been viewed as a dynamical quantity associated with a thermodynamical
variable. According to [6], A has been interpreted as a thermodynamical pressure by using the fact that the conjugate
thermodynamic variable is proportional to a volume. In this way, the corresponding phase transitions have been ex-
tensively studied in order to support the correspondence between the critical behaviors of the Van der Waals gas and
the charged black holes [7-17].

Recently, certain black holes have been investigated in the presence of Dark Energy (DE) considered as one of
the hardest puzzles in modern physics and astronomy due to its exact origin problem [18,19]. It is recalled that
the dark energy was related to the cosmological constant and vacuum energy long time ago the observation of the
acceleration of the recent universe. However, it is still motivated and supported by the recent experimental observa-
tions [20,21]. Compared to the fundamental energy density of gravity, the current DE, under this vision, is very small
ppE ~ (1073 GeV)* [22,23]. In this regard, any attempt associated with enlightening this tiny magnitude, however
dominant energy, is welcome. In particular, the black holes surrounded by DE have received considerable emphasis
and their thermodynamics have been intensively investigated [24,25]. More details on properties of the black holes in
quintessential fields can be found in [26-37].

More recently, it has been shown that DE affects the radiation spectrum of black holes. In the presence of such an
energy, the radiation spectrum of the Schwarzschild black hole has been obtained using either the statistical mechanical
approach or the tunneling approach [38-42].

The aim of this paper is to contribute to this rich area by investigating the effect of DE on other black hole
backgrounds including the charged and the rotating ones. More precisely, we first give the corrected radiation spectrum,
the Hawking temperature and the dark information of such black holes. Then, we discuss and analyze the corresponding

? e-mail: belhaj@unizar.es
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results. Among others, the Schwarzschild black hole results are recovered by sending the extra parameters to zero.
It has been argued that DE can be considered as a cooling system surrounding the black holes providing a colder
radiation and a slower Hawking radiation process. In the present paper, we will use dimensionless units in which one
hash=c=kg=G=1.

The outline of this paper is as follows. In sect. 2, we present a concise review on the canonical approach, which
has been developed, in order to derive the radiation spectrum of the Schwarzschild black hole. Section 3 deals with
the spectrum of the Reissner-Nordstrom (RN) black hole. Section 4 concerns results associated with rotating black
holes. In sect. 5, we discuss and analyze the corresponding results. The last section is devoted to conclusions and open
questions.

2 Black hole radiation spectrum

In this section, we give a review on the black hole spectrum physics [43]. In particular, we discuss the radiation
spectrum by recalling the explored computation method.

2.1 Radiation spectrum

It is shown that, inside the black holes, the quantum fluctuations create and annihilate a large number of particle pairs
near the horizon. In this way, the positive energy particles escape through tunneling from the black hole, inside region
where the Hawking radiation occurs. Once such particles cross the black hole horizon, the statistical energy distribution
can be described using the radiation spectrum. It has been remarked that the determination of the Hawking radiation
deserves deeper investigations. The radiation spectrum, found by Hawking, obeys the thermal distribution [44,45].
Alternatively, a statistical mechanical approach has been also discovered [42,46], bringing the same results as the
quantum tunneling method based on particle dynamics [47-53].

In what follows, we recall such an approach being based on canonical typicality [39-41], or the micro-canonical
hypothesis. It is recalled that a black hole B could involve a mass M, a charge @, and an angular momentum J. The
corresponding density matrix reads as

1
0= 2 aytingn M@ O

where |M,Q, J); denotes the ith eigenstate of B. However, 25(M,Q,J) is the associated microstate number. This
expression can be obtained by assuming that a universe U is composed by two subsets B and O being identified with
the black hole and the environment, respectively. The black hole evaporation provides two other subsystems which are
the radiation field R and the remaining black hole B’ = B — R. In this way, the density matrix reduces to

Z Q \r VY (r,b]. 2)

It is noted that |r) and [b') are the eigenstates of R and B’ with eigen-energies E,. and Ey, respectively. Here, 25(F) is
the number of the microstates with energy E = E, + Ej required by the energy conservation principal. The calculation
associated with B’ shows that the reduced density matrix of R takes the following form:

pr= Tro(ps) Z”B’ e, 3)

with 2p/(E — E,.) is the number of micro-states of B’ with energy E — E,.. Moreover, the micro-canonical distribution
allows one to express the entropies as Sp = In 25(E) and Sp' = In 25/ (E — E,). Using these expressions, the above
density matrix can be rewritten as

p=y e e E Byl = N pw,q,5,M,Q, J)|w, ¢, 1) (w, ¢, 1], 4)

w,q, J

where p(w,q,j, M, Q,J) represents the distribution probability of the radiation given by

P, 0,5, M, Q, J) = e~ Ao (2 MQT), (5)
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Tt is noted that |w, g, j) is the eigenstate of the radiation R, with mass w, charge ¢ and angular momentum j. In the
black hole physics, ASgp/(w,q,7, M,Q, J) denotes the entropy difference between B and B’ taking the following form:

ASpp(Ey, E) = ASpp/(w,q,§,M,Q,J) = Sp(M,Q,J) — Sp(M —w,Q — ¢, J — j). (6)

Using (4)—(6), we can compute the radiation spectrum in terms of p(w, g, j, M, @, J). To do so, it is worth noting that

the entropy can be obtained by using the Bekenstrein-Hawking formula

An(M,Q,J)
4

where Ay (M,Q,J) and Ry (M,Q,J) are the area and the radius of the black hole, respectively. In this way, the
radiation spectrum, given in (5), can be rewritten as

Spu(M,Q,J) = =R (M,Q,J), (7)

p(w7 q, j7 Alv Q7 J) = eiﬂ’[R%I(ALQYJ)iRiIUM?WYQ?%J?JV)]' (8)

2.2 Schwarzschild black hole spectrum

Here, we examine the Schwarzschild black hole which will be considered as a reference model, in order to check the
validity of the present computations.

2.2.1 Radiation spectrum

We start by deriving the radiation spectrum for the Schwarzschild black hole in the existence of the DE using a
statistical mechanical approach [42]. To do so, we first express the horizon radius in terms of the mass function using
the associated metric. The latter is given by

ds? = f(r)dif2 — f*1(7')d7'2 — 72 (d@2 + sin® 0d¢2) . 9)

The DE effect appears in such a metric via the f(r) function given by

2M _o <ro)3%+1

flry=1-== : (10)

r
where 7, is a scale factor depending on the cosmological constant A, and where w, indicates the state parameter
restricted to lie in —1 < w, < —1/3. It is noted that the f(r) function can be obtained by considering first the Einstein
equations for a physical contribution corresponding to a static spherically symmetric quintessence field surrounding a
black hole [26-28]. Then, one should solve such equations exactly for a specific choice of free parameters, associated
with energy-omentum tensor of the quintessence noted by 7},,. For a static state involving a spherical symmetry, it is
noted that one can write a general form of space-time components of such a tensor as follows:

T)=A(r), T/=0, T?=-C(r)rg?+B(r)dl. (11)

i

It is emphasized that, for an isotropic state, one can get
; ; 1
(T7) = D(r)é],  D(r) = =3C(r)r* + B(r). (12)
In the presence of the quintessence field, one has
D(r) = —wg A(r). (13)

Fixing the state parameter wy, one can obtain the explicit expression of the function D(r) representing the pressure in
terms of the density A(r). Then, it is possible to parameterize the space-time interval of spherically symmetric static
gravitational field as follows:

ds? = e”dt* — e"dr® — r? (d6* + sin® 6d¢?) , (14)
where one can use v = v(r) and 7 = 7(r). Normalizing the gravitational constant, we can determine the general
expression of the quintessence tensor 7),,. In this way, its spatial part is proportional to the time component with the
arbitrary parameter B depending on the internal structure of the quintessence. Up to calculations, one gets

=), T :pq(r)a(—(l—i-?:B)Z—:i—i-B(r) 5{). (15)
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Using (r;r?) = %rnr"(ﬁ, one can obtain

; a ;
(T7) = =pu(r) 5 81 = =py(r)2}. (16)
Thus, the pressure takes the following form:
@
Pg=WqPq W= g (17)

Using the metric components T, = T.", and the following equations,

(1 7! 1
2Ttt = —€ (7"72 - 7) -+ 7“72 5 (18)
- (1 vV 1
QTT = —€ (ﬁ+7) +T‘72’ (19)

we can define a principle of linearity and additivity given by v + 7 = 0, with v' = dv/dr. Taking 7 = —In(1 + f), one
gets a linear differential form of Einstein equations as follows:

T =T =~ (f s, (20)
1
T) =T =~ @F +rf"). (21)

Using the condition of additivity and linearity, we can fixe the free parameter of the energy momentum tensor B.
Indeed, one considers

B:73wq+17 (22)
6wq
leading to
T =T = p,, (23)
) =T = —%pq(&d +1). (24)
Using eqs. (20)—(21)—(23)-(24), we obtain
Bw+1)f +3w+r f +r2f =0. (25)
The solutions can be given as follows:
fq:—r(%%, fBH:—%7 (26)

with ¢ and ry = 2M are normalization factors. Since we deal in this paper with three types of black holes, it is useful
to generalize the metric form using a free parameter w,, being different from the quintessence state parameter w,. It
was shown that the form of the exact spherically symmetric solutions of Einstein equations can have the following
form:

q q 71
ds? = {1 - 2% - Xn: (T:)M"H] dt? — [1 - ¥ - Z (”:)M”H} dr? = (d62 4 sin® 0d6?), (27

where r,, are now dimensional normalization constants. Taking w, = 1/3 for instance, with the corresponding normal-
ization constant being equal to —Q?, one can get the Reissner-Nordstorm black hole function f(r) qgiven by

2M Q2
r)=1—- —+—=. 28
fr =122+ (28)
To obtain the de Sitter space, one can take w, = —1, where the normalization constant is ¢2. For a particular

contribution of quintessence, one can write

fry=1-=—+ -5

2M Q- <7’q>3wq+1 o oM Q? 5 (r0>3wq+1 (20)
r 7
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where r';j"”"“ = 2r3w"+1 = c. Taking @@ = 0, however, we obtain the Schwarzschild black hole with quintessence. In

this way, the metric function is given by (10).
Besides, it is known that the de-Sitter Schwarzschild black hole has a metric function given by

foy=1- 2 (30)

r 2’

which is nothing but the function f(r) of the Schwarzschild black hole surrounded by quintessence with w, = —1. The
associated function is written as

2M r?

It turns out that can relate the de-Sitter parameter ¢ to ro by % =(= \/; providing the expression rg = \/g .
To determine the horizon radius of the Schwarzschild black holes surrounded by the quintessence, we can exploit
the metric function given in (10), and then resolve the following equation:

3wg+1

2M 6 2
J(Rg)=1~- Ry 2 (@) =0. (32)

Assuming that the quintessence affects slightly the geometry of the black hole, we can resolve such an equation
perturbatively by taking Ry = RY + dsch, where dse;, represents the modification or perturbation generated by the
presence of quintessence. Indeed, the above equation takes the following form:

3wg+1
2M 6
1- -2 =0. 33
R())f{ + 5Sch (A(R(])q + 6Sch)2 ( )
A simple factorization gives
3wg+1
2M 6 :
1- 0 dsen) 2 0 9sch \)2 =0. (34)
Ry (L1 %) \ ARG (1+ %)
Using the fact that 6}‘33" < 1, one can write
H
M Ssen =5
2 Sch 6 2
1—— (1 -2 — . 35
201 ( T om ) (A(QM)2> (35)
Moreover, applying (1 + %)*1 =(1- 5§3h ), one gets
H H

Bwg+1

- 5) (k)™

Osch _o(__6 L 0 (37)
2M A(2M)? -

. 3 1 .
Taking £ = — w‘f , one obtains

leading to
ANE
Ssen = 2(2M)%H1 (g) . (38)

Note in passing that this method will be exploited, through this paper, to determine the horizon locus of black holes
treated in the present work. Roughly, the corresponding horizon radius reads as

Rifh = 2M + 4M*H gy, (39)

where £ = —(3w, + 1)/2 belonging to the interval [0, 1] and where Fs.y, is a function given by

3
Fsen = Fsen(§,A) = (%) . (40)
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Replacing (39) in (8), we obtain the corrected radiation spectrum in the presence of DE,
p(w, M) = exp {—87M [1+4({ + 1) M* Fsen] w + 4m [1+4(£ + 1) (26 + 1) M** Fsep) w?} . (41)
Turning off the effect of DE Fg., — 0 (A — 0), this probability reduces to
p(w, M) = exp [-8rnw(M — w/2)] (42)

which is the Parikh-Wilczek (P-W) spectrum reported in [54].

2.2.2 Temperature

Analyzing the Hawking radiation as tunneling, Parikh and Wilczek have noticed that the radiation spectrum can
not be strictly thermal [52]. However, they have given a correction of the probability of emission. In the absence of
quintessence, the above probability of emission is called the non thermal radiation. In fact, it is not easy to derive the
Hawking temperature from this radiation. However, one should deal with only the thermal part which is achieved by
considering large black holes (M > 1). Since w is the mass of the radiated particle, it is obviously much smaller than
M. In this way, the above relation reduces to

plw, M) = e(T8TMw) — =Bw (43)

where [ is the inverse of Hawking temperature. Thus, the temperature of Schwarzschild black hole is when DE is
absent 1

TEhe = — | 44
" 8TM (44)
To derive the temperature from the thermal radiation spectrum, similar analysis is needed in the rest of the paper.
For the radiation spectrum in the presence of DE, we discuss the evaporation process. as stated above for a black
hole with a large mass (M > 1), the non-thermal contribution of the radiation spectrum can be evinced. Then, the

approximated thermal distribution probability now becomes
p(w, M) = exp {87 M [1 +4({ + 1)M* Fsep| w} . (45)

In the presence of DE, further calculations associated with (45) gives [)’ffh leading to the following expression of the
Hawking temperature

Taeh = SﬂlM {1 — 46+ 1)M* (%)5 (46)
Introducing a modification factor
Asan = A(g + )M (%)5 7 (47)
this Hawking temperature takes the following form:
Ti" =T (1 — Asen), (48)

Having discussed a simple black hole, we are going to consider generic models by introducing other physical
parameters including charge and the spin. Concretely, we investigate the effect of DE on the corresponding black hole
solutions.

3 Spectrum of Reissner-Nordstrom black hole
3.1 Radiation spectrum

In this section, we would like to derive the radiation spectrum of the Reissner-Nordstrom (RN) black hole in the
existence of DE using the above discussed statistical mechanical approach. Like the previous discussions, we first
determine the horizon radius. Turning on the effect of the DE, the f(r) metric function, for the RN black hole, is
written as

; (49)
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where M is the mass of the black hole and @ is its charge [55]. In this way, the horizon radius can be obtained by

solving the constraint f(Rpg) = 0. Taking ro = \/g, the calculation gives

3wg+1
2

=0. (50)

The solution of (50) can be put as REN = RY + dpy. The first term RY = M + /M2 — Q2 is the horizon radius of
the RN black hole without DE. While, the second one carries information on the effect of DE. For such a black hole,
this term is given by

5o (M /AZ—QRPET2 (4 .
RN = \/m 5/ (51)
Thus, the associated horizon radius reads as
M+ /M2 — Q2 26+2

REN =M + /M2 — Q2+ ( T 52 ) Frn, (52)

where Fry is a function depending on £ and A. For such a black hole, it is given by

A §

Fry = Fpn(§,4) = (g) ) (53)

obtained by keeping only the first order of Fry. Taking @@ = 0, we recover the horizon radius of the Schwarzschild black
hole given in (39). It is noted that the modified RN black hole horizon radius is quite complicated. The corresponding
calculations need relevant approximations. It follows from (52) that DE increases the horizon radius. This can be
understood from the fact that DE produces the opposite effect being repulsion, contrary to the gravitation produces
an attraction force for regular objects. This could explain the expansion of the Universe. Obviously, the extension of
the black hole horizons should be considered as a consequence of the presence of DE. Indeed, the repulsion caused by
DE which appears naturally from (52) leads to a larger black hole.

The influences of DE on the black hole radiation can be discussed through the statistical mechanical method
introduced in the previous section. Toward the determination of the radiation spectrum, we use several simplifications
and approximations. Substituting (52) into (8), for instance, we find the term

2

REN*(M,Q) ~ REVA(M —w,Q —q) = (M + VAE—Q2)" — (M —w+ /O —0P — (@~ P)

{ (M + /M2 — Q2P+ (M —w+ /T —w)? —(Q — 9)?)** }
+ 2FRry -

= VOT—a7 —@ -7

up to the first order in Fry. An examination shows that the first term can be simplified. However, the second one
is stuck. The problem here is the square root functions and the denominators. As we are dealing with objects that
have big masses (many times the solar mass 1030)7 we can consider the case Q < M. The second term, which will be
denoted by appg, can be rewritten as

2642 (M —w+ /(M - w)? = (Q—q)?) }
2,/(M = w)” = (Q—q) '

Using the approximations M ~ /M2 — Q2 and M —w ~ /(M —w)2 — (Q — q)2, apg can be expressed as

apr ~ 4Fpy {(M + /M2 622)2£+2 ~(M-w+ V=W - (@ q)Q)W} . (56)

(54)

- (M—w-i— VO —0)2 - (Q - q)2) (55)

To handle these square root functions, we shall use the following limit /1 — 2 ~ 1—§. After calculations, the corrected
radiation spectrum of the RN black hole reads as

plw,q, M,Q) = exp{—n(arny + apr)}, (57)
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with

apn = 2My/M? — Q% +2w(2M — w) — ¢(2Q — q) — 2(M — w)/(M —w)? — (Q — q)?,

—(26+1) (2w+q%>2 (2M . Q(MQiiw))% }FRNv

where we have kept the second order of w and g. The higher orders are omitted. It is noted that the first term
exp{—marn} concerns the radiation spectrum without DE. However, the extra factor apg is associated with the DE
correction. This reveals that the radiation spectrum depends on ¢ and A. When the effect of DE vanishes, the above
probability would reduce to

p(w7q7 ]\/[, Q) _ efw[(M+\/1\,12,Qz>2,(1w—w+ (M—-w)2—(Q—q)?)?] — o TORN (58)

It is worth noting that we can check the validity of the main results by comparing them to the Schwarzschild black hole
case. Taking @ = 0 and ¢ = 0, we recover (41) which matches perfectly with the results given in [42]. It is noted that
the black hole radiation spectrum can be investigated using an alternative method based on the so-called quantum
tunneling, which will not be discussed here. For the absence of DE, we can use, however, the results obtained in [54,
56] to verify the validity of the present results concerning the absence of DE.

3.2 Evaporation process the RN black hole

Here, we reconsider the Hawking temperature of the RN black holes with the DE corrections. It is recalled that such

a temperature is
e NP
" 2m(M + /M2 — Q2)2

For a black hole with a large mass (M > 1), the non-thermal part of the radiation spectrum can be ignored. In this
way, the approximated thermal distribution probability reads as

(59)

p(w,q, M, Q) = exp <W{2M [\/M2 —Q*— /(M -w)?—(Q - q)2]

Q2 26+1
42w |2M + /(M —w)? — (Q — q)2 + 8(¢ + 1) Fry (QM - m) }
B 2641
+2q |-Q +8(6+ 1) Fan (%) <2M - 2(MQ7iw)> ] }) (60)

It is observed that, when the effect of the DE vanishes (Fry — 0), this distribution reduces to the ordinary Hawking
radiation spectrum

p(w, g, M, Q) = exp (—77 [QM\/M? — Q2+ AMw — 2Qq — 2(M — w) /(M — w)2 — (Q — q)2]) . (61)

In what follows, we discuss such a spectrum in terms of DE.

3.2.1 Without DE

Here, we deal with two cases. The first one concerns the neutral radiated particles (¢ = 0) while the second one is
associated with charged radiated particles (¢ # 0). In the first case, (61) becomes

pw,q, M, Q) = exp <77r [QM\/M? Q%+ 4Mw — 2(M — w)/(M —w)? — QQD . (62)
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Using appropriate approximations, we get

o pRNo N o (M4 /M2 —Q%)?
p("‘]?qv M7 Q) - exp( /BH UJ) = eXp ( 2T \/m Wl (63)
where /J’II}N ° being the inverse of the temperature in the absence of DE, reads as
M M2 — (?)?
fiNo C Q") (64)
VM2 —Q?
In the second case (¢ # 0), however, similar approximations give
p(w7 q, ]VL Q) = exp <_ﬂ§NO (UJ - "JO)) )
M+ /M2 — Q?)?
= exp 727r( i @) (w—wo) |, (65)
VM2 —Q?
where we have used wy = ¢ pYawY vemrzt It is noted that these results match perfectly with the quantum tunneling

method developed in [54,56].

3.2.2 With DE

In this part, we discuss generic situations associated with (60). Taking ¢ = 0 (wp = 0), we find

p(w,q, M, Q) = exp <— 71’{2]\/[ [\/M2 —Q?— /(M —w)®— Qz]

P
e M—w

0?2 2641
OIM + /(M = )2 — Q% +8(¢ + 1) Fry <2M - ﬁ) } }) (66)

Using the expression of ﬁgN ® and leaving the added term by DE unchanged, we obtain
RN @\
p(w,q, M, Q) =exp | B "°w — 167w (£ + 1) Fry (QM — m) . (67)

Factorizing by ﬁfIN Yw, this can be put as

— oxn [ RN L@ )25“ VM Q2
plw,q, M,Q) =e p< By w{1+8(§+1)FRN(2A[ 500 — ) eIk (68)

Considering the situation where the mass of the particle (w) is very small compared to the black hole for only one

power of (2M — 2(]\‘/’[27:”), we can find

(w,q, M, Q) ~exp [ —BENow {1+ 46+ 1)F, (zM— % )25 2VME - O (69)
plw,q, M, Q) > exp | =Py RN oM —-w)) (M+/M2—Q%) )

Taking Q < M, we can write M ~ y/M? — Q2. In this way, the probability distribution takes the following form

12 — 02)2 2 2¢
p(w, q, M, Q) = exp (_ 27r(M + A\/fi\i QZQ ) {1 +4(£+ 1)Fry (2M — %) }w) (70)

Using this equation, we get

20(M + /M2 — Q?)° Q2 \*
RN _ S {1 +A(E+ 1) Fry (zM - m) : (71)
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It is expected that these calculation steps and approximations can be exploited for other black hole solutions including
Kerr and Kerr-Newmann ones. The temperature of the RN black hole, in the presence of DE, reads as

M?—Q? Q* \*
TEN — 1—-4(&§+1)Fry | 2M — ———— . 72
07 9n(M + /M2 — Q2)2 €+ 1)Frn ( 2(M — w)) 72)
Using (59), the Hawking temperature, with the existence of DE, takes the following form:
RN RN Q* %
Tyt =Ty q1—4 1HF 2M — ————
€+ P (230 - 55— ) . (73)
where we only kept the first order of Fry. Introducing a modification factor
Q2 2¢
Arn =4 1)F 2M — ——— |, 4
N =4 +1) RN( 2(M—w)) ; (74)
the Hawking temperature can be further put as
THEN = TENo(1 — Agw). (75)
For ¢ # 0, we obtain, however,
M + /M2 — Q2)?
p(waqvkj’Q):eXp _27‘—( ha Q )
VM2 —Q?
Q2 2¢
{144 1HF 2M — ——— — 76
+4(§+ )RN( 2(Mfw)) ¢ (w—wo) |, (76)
where 7 is a function depending on the RN black hole parameters given by
1—-Qq/(2Mw) M

1-Qa/(w(M - 7)) 2M - % - &

Further calculations give

2
II}N /BRNU {1 + 4(§ -+ I)FRN (2]\/[ — Q(%iw)) E’17} . (78)
Then, the temperature is
THN = Tl {1 —4(§+1)Fry (QM - Qiz)% n} . (79)
2(M — w)

Tt is remarked from (73) and (79) that DE makes the Hawking radiation colder. Taking @ = 0 and ¢ = 0, we recover
the Schwarzschild black hole case given by

Bt = 8w M [1+4(¢ + 1)M** Fsep] . (80)

This produces the ordinary temperature appearing in (46).

3.3 Dark information added by DE

To investigate the information carried by the Hawking radiation, we should use the von Neumann entropy Sgp =
—Tr(prInpgr) of R which reads as
SR:SB—S(B/‘R). (81)
Here, S(B’|R) is given by
S(B'|R) = Ze*ﬂsm' (ErsB) Sp(E — E,), (82)
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which is the conditional entropy of B’. This shows that there is a correlation between R and B’. Taking low energy
limit, i.e., E, < E, B is approximated by keeping the first order of E,. It is noted that E(B'|R) ~ Sp/(Ep'). Here,
Ep = E — Er and Eg = ), exp(—ASpp/(E;, E)) E, are the internal energies of B’ and R, respectively. In other
words, the correlation between R and B could be ignored when the energy of R is much smaller than that the one of
B. This implies the existence of the thermal radiation discovered by Hawking [44,45]. It turns out that the thermal
spectrum of the black hole radiation is due to the ignorance of the correlation information between the black hole and
its radiation. Concretely, this is also the primary cause of the black hole information loss [46].

It is recalled that the non-thermal radiation has been shown to be the origin of the information correlation
between the emissions being radiated out from the horizon of the black hole. Consider the influence of DE on the dark
information of neutral particles (¢ = 0). Indeed, the mutual information for two emissions w, and wp can be written

) I(a.b) =Y pus m( Pasb ) (83)

Cawh (pa pb)

In the case of the RN black hole, it follows, from (57), that the distribution probabilities for two particles a and b read
as

Pa = p(wa, M) = exp (=B wa + TN w3)
Po = p(wp, M) = exp (—BE" wy + TN wyp) . (84)

It is noted that &Y is the inverse radiation temperature and I'FV given by

Q@ \*
IEN = 4n (1 +4(E+1)(26 +1)Fry (2M - m) ) : (85)

Then, the joint probability takes the following form:
Pab = P(wa, M) - plwy, M) = exp (—BFN (wa + wp) + THN (wa + ws)?) (86)
where M’ = M — w. Using (84) and (86), the dark information becomes
ItN(a,b) = 2I'ENE, By, (87)

where the internal energies of the particles a and b are given by

we=M wy=M'
E, = Z p(wa, M) - wa, E, = Z p(wp, M") - wp. (88)
we=0 wp=0

Thus, the dark information for the RN black hole can be expressed as

2¢
ITN(a,b) = 87 |14+ 4(26 + 1) (€ + 1) Fry (ZM - Qiz) E,FEy. (89)

2(M — w)

At this level, we wish to add some comments on this expression. The first comment concerns the fact that the
mutual information between the emissions is proportional to their internal energies. Taking into account information
correlation between the radiation particles, the present result can confirm that the RN black hole information is not
lost. The second comment is that one can recover the results of [42]. Indeed, taking Q = 0, we find

Isen(a.b) = 87 [1 4 4(€ + 1)(26 + DM Fs] EuB. (90)

4 DE effects on rotating black holes

In this section, we investigate DE influences on the rotating black hole solutions. Precisely, we establish the associated
spectrum.
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4.1 Kerr black hole

First, we consider the Kerr black hole which is an uncharged black hole which rotates about a central axis. However,
it has only mass and angular momentum considered as a possible generalization of the Schwarzschild black hole. This
black hole, having spinning structure, involves two surfaces: the horizon, region from which no signal can escape and
the Ergosphere which rotates so fast. Moreover, the relevant feature of such a black hole solution is that it describes
all black holes without electric charges. It has been proposed that the Kerr solution can be considered as a general
description of astrophysical balck holes [57].

4.1.1 Radiation spectrum

According to [58,59], the metric of the Kerr black hole, in the presence of quintessence field, is given by

M1 + erl =3 5 OM 1 + erl =3
ds? = — (1 - %) At + S dr® — 2asin’ 6 (”%) dédt + xd6?

2M 1 + crl =3
+sin29{r2 +a? + a?sin? 0 (%)}daﬁ (91)

where ¥ = r? + a?cos? 0 and a = % J and M are the spin and the mass of such a black hole, respectively. It is
recalled that ¢ is the quintessential parameter indicating the intensity of the quintessence energy contribution linked

to the black hole metric via the relation s i1
3wy

FQQ)Q. (92)

In this black hole solution, we have
A=7r%—2Mr+a* — crt 3%, (93)

To get the outer horizon, we should solve the equation A = 0. Without DE, we get R% =M + VM? —a?. In the
presence of DE, the solution of A = 0 can be perturbatively put like RE = R} + 4. Taking 6/RY < 1, we get

(M + VM? —a2)%+2 ( A\*
g = = (94)
M? — a2 6
Thus, the corresponding horizon radius takes the following form:
M2 — g2)26+2
RE = M4 VI —qp ¢ M VM )P (95)
M2 — g2
In this black hole solution, the function Fk is given by
ANE
P =Ficte. ) = (§) (96)

where we have only kept the first order of Fi. Taking 0 <| a |[< M, A = 0 involves two solutions representing the
inner and outer horizons.

Using the corrected horizon radius, we can write down the distribution probability of a particle with mass w and
spin j. Substituting the horizon radius (95) into (8), we can obtain the corrected radiation spectrum of the Kerr black
hole. Here, the rotation rate a must be fixed in order to guarantee the conservation of the angular momentum and the
energy. In this way, we should fix the total mass and the total angular momentum and allow the black hole mass and
the angular momentum to fluctuate [58]. When a particle of spin j = w - a escapes out of the black hole, the angular
momentum becomes J = (M — w) - a. Using similar technics exploited in the RN black hole and substituting (95)
in (8), we find

R2(M,J) — RA(M —w,J — j) = (M +V/M2 - a2>2 - (M —w+ /(M —w)?— a2)2
{ (M + VMZ = a2)%+3 (M —w+ /(M — w)? — a2)%+3 }
+2F o (O7)

M? — q? (M —w)? —a?
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up to the first order of F. An examination shows difficulties in dealing with such an expression due to the square
root and the difference in the denominators appearing in the second term. To evince this difficulty, we proceed in the
same way as we have done for the RN black hole. Concretely, we assume that the mass is bigger than the spin. In the
slow rotation rate regime, this is considered as a physical assumption. Roughly, we get

R%(M,J) — R2(M —w, ] — j) = (]V[+\/]V[2—a2) <M—w+\/m>2
+4Fk { (M +v/M2 - a2)2§ (M W+ m) HQ} (98)

Using v/1 — 2 ~ 1 — 3, the final distribution probability reads as

(ou]]WJ)expl:—7r{2]\/[\/]W2—a2 2(M — w)\/(M —w)? — a?

a2 2641
4w [ M +4(6+1)Fx <2M— m) ]
a2 %
—2w? |1+ 8(6+ 1)(26 + 1)Fg <2M — m) } H , (99)

where we have kept the second order of w, and the higher orders are omitted. It is observed clearly the dependence of
the radiation spectrum on & and A. It is noted that the Schwarzschild radiation spectrum can be recovered by sending
a to zero.

4.1.2 Evaporation process of Kerr black hole

We move now to discuss the modified Hawking temperature for the Kerr black hole in the presence of DE. For the
ordinary Kerr black hole, one has

X M2 — a2
0= . (100)
A (M2 + MV/M? — a?)

In the case of black hole with a large mass, i.e., M > 1, the non-thermal part of the radiation spectrum can be
ignored. Thus, the approximated thermal distribution probability takes the following form:

p(w, j, M, J) = exp {W{ZJW\/ 2(M — w)\/ (M — w)? — a?

9 26+1
+dw | M +4(¢ + 1) Fg (2M - “7)) : } H . (101)

2(M —w

It is remarked that when the effect of the DE vanishes, assured by Fx — 0, such a distribution reduces to the Hawking
radiation spectrum

p(w, 5, M,.J) = exp { {4]Ww + oM —a? = 2(M —w)\/(M —w)? — a2}] . (102)

Using (102) and an appropriate approximation, we obtain

M2+ MVM? = a2
p(w, j, M, J) = exp(—BE°w) = exp (471'( i o a4 )w> , (103)
where 65‘) reads as
2 2 2
g0 — 4 O+ MV =) (104)

M? — a2
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It is noted that this agrees with the result of [60] obtained using quantum tunneling approach. In the presence of DE,
however, we find

—4n(M? + M/M? = )
M2 — a2

x <1+4(£+1)FK (2M*2(+27w)>2£ (12?;2)>w} (105)

47 (M? + M/ M? — a2) a? * a?
e 1+ 4(6+1)Fg (2M - m) (1 - W) . (106)

Thus, the corresponding Hawking temperature reads as

X M2 — a2 a2 2 a2
TE = 1—4(E+1)Fx (2M — ————— ) (1-5) . 107
B 4 (M2 + MV — a?) €+ DFk ( 2(M — w)) ( 2M2> (107)

Using (100), the Hawking temperature can be rewritten as

p(w7j’]\/[7 ']) = exp{

This gives

5 =

a? 2¢ a?
Tg = TI{I{O (1 —4(E+1)Fk (2]\/[ — m) (1 - W)) . (108)

Introducing a modification factor

a2 2¢ a2
Ak =4+ 1)Fk (QM — m) (1 — m) R (109)

the Hawking temperature can be further simplified as
T = T4(1 - Ax). (110)

It is worth noting that (106) confirms the previous results proposing that DE makes the Hawking radiation colder.

4.1.3 Dark information added by DE

To extract dark information associated with the Kerr black hole, we can use the analysis adopted for the previous
black solutions. This is achieved naively by a direct calculation. Indeed, the corresponding dark information takes the
following form:

2

2¢
Tic(a,b) = 8 |1+ 4(2€ + 1)(€ + 1)Fx (QM _ a7)>

E.E,. 111
2(M —w b (111)

This finding matches perfectly with the fact that the black hole information is not lost, when we consider information
correlations between radiated particles.

4.2 Kerr Newmann black hole

In this subsection, we discuss the Kerr-Newmann black hole involving three hairs (M, @, J). In this way, one might
exploit the technical calculations used in the investigation of RN and Kerr black holes. In what follows, we give only
the main results.
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4.2.1 Radiation spectrum

According to [61,62], the line element, of such a black hole solution, can be written as

2Mr — Q? b)) 2Mr — Q?
ds® = — (1 - TTQ) d? + Sdr? — 2asin’ 6 (rTQ) dpdt + ¥dg?

2Mr — Q?
+ sin® 6 {7“2 + a® 4 a? sin? (TTQ)} d¢?. (112)

In the presence of quintessence field, this expression becomes

oMy — 2 1-3wq ¥ 2Mr — 2 1-3wq
d52:—(1— roQ dor )dt2+Zdr2—2asin20( roQ der )d¢>dt

X X
IMr — 2 e 1—3wy
+ Xd#? + sin® 6 {72—!—&2 + a?sin® ( " Q2+ el )} de?, (113)
where
Bwg+1
2
X =72+ a?cos® 0, A=7r2—2Mr+a®+Q* — 212 (% (114)
7.

As the previous cases, the horizon radius can be obtained from the above equation. Using the previous analysis and
taking the horizon radius of the ordinary Kerr-Newmann black hole

RENo — M4+ /M2 = Q2 — a2, (115)

we can obtain

I (M + /M2 = Q% —a?)®+2 [ A\* (116)
o VIE-Q -2 '

6

Then, the associated horizon radius is given by

M /M2 — Q2 — g2)26+2
REN = gl (M C T e

Here, the function Fxn reads as
A 3
Frgn = Frn(§,A4) = (g) ) (118)

where we have only kept the first order of Fx . This corrected horizon radius allows one to derive the distribution
probability of a particle with mass w, charge ¢ and a spin j. Using the statistical mechanical method and substituting
the horizon radius (117) into (8), we obtain then the corrected radiation spectrum of the Kerr Newmann black hole.
When the rotation rate a is fixed, the angular momentum and the energy are conserved. With the right approximations,
the distribution probability reads as

p(w,q,j, M,Q,J) = exp [—ﬂ{?]\l M? —Q?—a?—-2(M —w)\/(l\i—w)z —(Q—q)?—a?

+4Mw — 2w? — 2Qq + ¢°
2 2\ 26+1
-2
+8(¢+1)Frn (2]\{_@;(1)) (2w+q.u)

2(M —w 2(M —w)
24 42 2¢ -~ 2
=426+ 1)(E+ 1) Frn (QM— %) (2w+q~2(qTiQw)) H (119)

where we have kept the second order of w and ¢, and the higher orders are ignored. We can clearly observe that
the radiation spectrum depends on £ and A. Putting a = 0 and @ = 0, we can recover the Schwarzschild radiation
spectrum. RN and Kerr radiation spectrums are also obtained by taking a = 0 an @) = 0, respectively.
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4.2.2 Evaporation process of Kerr Newmann black hole

Here, we study the modified Hawking temperature for the Kerr Newmann black hole in the presence of DE. It is
recalled that the ordinary temperature is

KNo _ M? —a®> — Q?
" Ar (M2 4+ M\/M? — Q2 — a® — Q2/2)

(120)

For large mass, i.e., M > 1, the non-thermal part of the radiation spectrum can be ignored. In this way, the approx-
imated thermal distribution probability is

p(w,q,j, M,Q,J) = exp l:—ﬂ{QJVI M2 — Q% —a?2—-2(M —o.))\/(]V[—w)2 —(Q—q)?—a?

9 | o N 2641 _9
+4Mw —2Qq + 8(¢ + 1) Frn <2Mf %) (2w+q- ;Tfi)) H (121)

Considering the limit Fxn — 0, the above distribution reduces to the Hawking radiation spectrum

plw,q,j,M,Q,J) = exp [—7{'{2]&%/]&[2 —Q2—a2—2(M —w)/(M —w)?—(Q—q)? —a?+4Mw — QQqH. (122)

Using (122) and the right approximation, we get

(123)

—An(M? + M\/M?2— Q2 — a2 — %Q)W
/M2 — Q2 — 2 ’

This result matches perfectly with the work reported in [63,64] using quantum tunneling approach. When DE is
present and the radiated particle is uncharged, we obtain

p(wa qvj’ Mv Q’ J) = exp <_B§NOW> = exp (

—dx(M? + M\/M? = Q% —a® — <)

p(w, j, M, J) —eXp{

/M2 — Q2 — a2
2¢ 2
Q%+ a® a
1+4 1)F 2M — —— 11— —— . 124
X( HAEHD) KN( 2(M —w) oz ) )¢ (124)
In this way, ﬁgN takes the form
2
Ar(M2 + M/ M? = Q? —a? — %) Q> +a? \* a?
KN 2
= 1+4 1)F 2M — ——— l1——— . 12
" VM2 = Q% —a? TAEHD KN( 2(M*W)) ( 2MQ> (129)
Then, the Hawking temperature is
VM2 — Q% —a? Q*+a2 \* a?
THY = 1—4(€+1)Fgn (2M — -5 1———]. 12
a2 MM — Q2 — a2 - %) €+ DFn 2(M — w) 2M? (126)
Using (120), the Hawking temperature can be put as
2 2\ % 2
+a a
TN — 7N (1 - a(e 4 )Py (20— L5 ) (12 ). 12
H H (€4 D Fken 2(M — w) 202 (127)
Introducing a modification factor
3 2
Q*+a?\° a
A =4 1)F 2M — ———— 1———= 12
kn =4(E+1) KN( 2(M — w) 2M2? )’ (128)
the Hawking temperature can be further simplified as
TEN = TENo(1 - Agw). (129)

It follows from (125) that DE makes the Hawking radiation colder.
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Fig. 1. Schwarzschild temperature in the presence of DE (red dashed line) and without DE blue. Note that £ = %

4.2.3 Dark information added by DE

In the present black hole solution, the dark information can be computed using the same method. However, we give
just the obtained calculation. Indeed, we have

QZ + a2 2¢
si-7)

Ign(a,b) =8m |1+ 426 +1)(€ + 1) Frn (2M RETITE E,Ey. (130)

When the information correlation between the radiation particles is taken into account, this confirms the idea that
the black hole information is not lost.

5 Results and discussions

In this section, we present the result of our analysis. A close inspection shows that DE increases the black hole size.
This can be understood from the horizon radii of Schwarzschild (39), RN (52), Kerr (95) and Kerr Newmann (117)
being a consequence of the repulsion effect. Beside, the function Fg.p, appearing in (40), takes its maximum value
for the Schwarzschild black hole case which is (%)E However, this function becomes (%)5 for the RN black hole,
kerr black hole or Kerr-Newmann black hole. By comparing these functions, the influence of DE on the Schwarzschild
black hole is more relevant. It turns out that the enhancement in the size of the black hole corresponds to the loose of
temperature. This can be understood from the fact that the resulting surface gravity, which is inversely proportional
to the black hole horizon square, decreases. Thus, the temperature, being proportional to the surface gravity, decreases
as well. This result matches with the DE cooling mechanism (DECM) where DE decreases the Hawking temperature
in the space expansion context.

It is noted that the factor A\; where 7 = Sch, RN, K, KN is proportional to the mass. This means that the influence
of DE on the Hawking temperature increases with the black hole mass. Moreover, in the black-body radiation theory,
the lower temperature is associated with the smaller radiation power. Thus, the evaporation of such black holes will
be longer.

To understand such thermodynamical behaviors, we plot the black hole temperatures in terms of the mass in the
presence and the absence of DE.

In fig. 1, we illustrate the case of the Schwarzschild black hole temperature with DE (red) and without dark energy
(blue). It follows from this figure that the DE leads to less temperature. In this way, the black hole takes more time
to evaporate, keeping the behavior associated with the absence of DE.

In fig. 2, we plot the case of the RN black hole. It is observed the same behavior as the Schwarzschild case. To evince
the extremal case (Q = M), we should take only the values of M verifying @ < M. As expected, the temperature
decreases in the presence of DE providing a long time evaporation.

The case of the Kerr black hole is presented in fig. 3. With or without DE, it is noted similar behaviors as the
Schwarzschild case. Avoiding the extremal case and taking a < M, we find the same results as the previous ones.

In fig. 4, we plot the Kerr-Newman case. It is observed the same behavior as the Schwarzschild black hole when
DE is absent. It is recalled that the extremal case is constrained by a? + Q2 = M? representing a circle in the black
hole moduli space. Far from such a region, we recover the same results as the previous black holes.
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6 Conclusion and open questions

In this paper, we have investigated the effect of DE on charged and rotating black holes. Using a statistical method,
we have presented the associated radiation spectrum, the Hawking temperature and dark information of such black
holes. These results match perfectly with the ones corresponding to the Schwarzschild black hole. Sending the extra
black hole parameters to zero, we have obtained the spectrum expression of such a black hole. Then, we have analyzed
in some details the finding of the present work. Indeed, it has been confirmed that DE can behave as a cooling
system surrounding the black hole. This produces a colder radiation and a slower Hawking radiation process. A close

examination on these results reveals that Ty > Tk > Try > Tsen. Thus, this leads to Rgen, > Rry > Rx > Rgn-
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This work comes up with many open questions. For instance, we intend to discuss elsewhere the extension of this
explicit study to the other black holes. It would be of interest to study the effect of non trivial backgrounds on black
hole spectrums. Moreover, four and higher dimensional black holes have been extensively discussed in connection with
string theory and related topics including attractor mechanism associated with the Calabi-Yau compactifications [65,
66]. It will be then an interesting task to investigate such black solutions embedded in non trivial supergravity theories.
We believe that these complimentary methods deserve to be studied further.

Publisher’'s Note The EPJ Publishers remain neutral with regard to jurisdictional claims in published maps and institutional
affiliations.
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Résumé:
Nous étudions le comportement critique du trou noir de Kerr-AdS a quatre dimensions en
présence de ’énergie noire. En utilisant un espace de modules, controlé par le parametre
d’état de l'énergie noire w et l'intensité de champ de quintessence «, nous traitons trois
modeles (w). En calculant les quantités thermodynamiques pertinentes notées X ), nous
trouvons des similarités relevantes. Précisément, pour le modele (—%), nous montrons que les
contributions de 1’énergie noire stabilisent le trou noire associé. Cependant, pour le modele
(—1), nous obtenons un effet de I'énergie noire inversé. Tandis que dans le modele (—2),
le trou noir de Kerr-AdS révelent une résistance aux effets habituels de I’énergie noire. Une
analyse approfondie, montre que les modeles (w) fournissent des rapports universels similaires

associés a certaines quantités thermodynamiques critiques.
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We investigate the critical behaviors of four-dimensional Kerr-AdS black holes from
quintessential Dark Energy (DE) contributions. Using a moduli space, coordinated by
the DE state parameter w and the quintessence field intensity «, we deal with three
different (w)-models. By elaborating analytical formulas of relevant thermodynamical
quantities denoted by X (), we find significant similarities and distinctions. Precisely,
for the (—*) model, we show that DE contributions stabilize such black holes. For the
(—1)-model, however, we get a reversed DE effect. In the 3) model, Kerr-AdS black
holes reveal a resistance regarding the usual DE effects. Exploiting the explicit formulas
of such thermodynamical quantities, we give certain physical interpretations for thermal
behaviors. Although such relevant distinctions, we show that the (w)-models involve sim-
ilar universal ratios associated with certain critical thermodynamical quantities. Then,
we analyze the photon orbits in the presence of DE.

Keywords: Kerr-AdS black holes; thermodynamics; quintessential dark energy.

1. Introduction

Recently, black hole thermodynamic systems have been extensively investigated
using different approaches including analytic and numerical ones.!”” These efforts
have been supported by the fact that such systems have various similarities with
known thermodynamic models. Such similarities appear naturally in the study of
black holes in AdS geometries in different dimensions. The corresponding ther-
modynamical properties have been discussed first in Ref. 8. After, this has been
generalized to other solutions including charged and rotating AdS black holes. In
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particular, it has been revealed that the charged AdS black holes involve Van der
Waals-like phase transitions. Concretely, various investigations have been elabo-
rated by interpreting the cosmological constant as the pressure and its conjugate as
the volume.” 1! In this way, a nice relation has been obtained between the behavior
of the RN-AdS black hole systems and the Van der Waals fluids.'?> '* Precisely,
the associated P — V criticality can be linked to the liquid—gas statistical systems.
This type of criticality, depending on the AdS black hole space time dimension,
provides nontrivial behavioral results.!> 17 Furthermore, several phase transitions
of various black holes have been explored. Concretely, the second-order phase tran-
sition of four-dimensional Kerr-AdS black holes has been investigated in Refs.!®
and.!® Critical phenomena of extended Kerr-AdS black holes in the phase space
have been also studied in Ref. 20. Specifically, many numerical approaches have
been developed to compute the involved thermodynamical quantities including the
Gibbs free energy. The latter has been considered as a relevant quantity to discuss
the corresponding Kerr-AdS black hole phase transitions.

More recently, dark matter (DM) and dark energy (DE) have been implemented
in the study of black hole thermodynamics by extending the associated space pa-
rameter describing nontrivial contributions.?!"2% It is realized that DE, being still
an open subject question, has been approached using the ratio quantity w = ‘Z:ﬁ,
interpreted as the equation of state. Various DE contributions have been inves-
tigated in terms of such a ratio belonging to the range [—1,0]. Effectively, the
quintessence, with intensity «, corresponding to the range [—1, —%} , considered as
a scalar field having negative pressure has been introduced to investigate the DE
effects on the black hole physics.2672® Among others, it has been suggested that DE
can be considered as a cooling mechanism affecting the black hole thermodynamical
behaviors.29 30

The aim of this work is to contribute to these activities by studying critical
behaviors of the four-dimensional Kerr-AdS black holes from quintessential DE.
This study is made in terms of the DE moduli space parameterized by « and
w. These two parameters, together with the angular velocity €2, control the four-
dimensional Kerr-AdS black hole transition behaviors. More precisely, we investi-
gate three different models based on particular values of w by giving analytical for-
mulas of the corresponding thermodynamical quantities referred to as X “). Among
others, we obtain significant similarities and distinctions for such (w)-models. For
the (—%)—models7 DE contributions stabilize the four-dimensional Kerr-AdS black
hole. However, for both (f%) and (—1)-models, we observe significant distinctions.
For instance, the (—1)-model exhibits a reversed DE effect regarding the associ-
ated thermodynamical quantities. Dealing with the (—%)—model, we find that the
Kerr-AdS black holes resist the DE effects. Analyzing the (w)-model results, we
discuss the associated thermal behavior and certain universalities of critical phase
transition points. Moreover, we investigate the DE effect on the photon orbits for
the three (w)-models and make contacts with some known results. In this work, we
use dimensionless units i =c =G = kg = 1.
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The organization of the paper is as follows. In Sec. 2, we present a concise review
on the ordinary properties of four-dimensional Kerr-AdS black holes which will be
exploited to discuss the DE effect in Sec. 3. Some results and discussions on thermal
behaviors and certain phase transition points, in terms of universality ratios, are
given in Sec. 4. In Sec. 5, we inspect the DE effect on the photon orbits for the
three (w)-models and make contact with some known results. The last section is
devoted to conclusion and open questions.

2. Ordinary Kerr-AdS black hole phase transitions

Before studying the behavior of four-dimensional Kerr-AdS black holes in the
presence of quintessential DE, we first give a concise review on its ordinary ther-
modynamic phase structure properties. Following Refs. 31-33, the Kerr-AdS black
hole is considered as a rotating solution which can be derived from the Gibbons—
Hawking action. According to Ref. 34, the Kerr-AdS metric of the four-dimensional
rotating black hole reads as

2 2 -2 2 2
ds® = 2—cl7’2—|—2—6192—&-w (ag - (7"2 + az)d£> ﬁ (@ — asin® gd?¢> )

A, Ay ¥2 2 =) 2\E E
(2.1)
where one has the following form:
2 a2

A= 12 —2Mr+a®+—=(?+d?), Ap=1-—cos’é,

2 02 (2.2)

a® '

== 176—2, »? =% 4 a? cos? 6.

In thermodynamical activities, ¢ representing the AdS curvature can be related to
the pressure P given by

3 A
P=c—"p= (2.3)

5
The metric parameters m and a, appearing in the previous equations, are linked to
the black hole mass M and the angular momentum J, respectively, as

am

RE

The mass of the black hole M can be determined by imposing the constraint
A, (ry) = 0. Indeed, we find

(ri +a*)(r} + %)

M = 2.5
27’+£2 ( )
Following Ref. 35, the Bekenstein—-Hawking entropy reads as
2 2
Jr
s rta) - ), (2.6)
2050069-3
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Using A, (r4) = 0, (2.4) and (2.6), one can get an extended Smarr formula for
the Kerr-AdS black hole in four dimensions. Concretely, the calculation gives the
following result:

T (482, [8*  S1R\®
mes.a) = (g { B var [ 5542 ) 27
To get elegant relations, it is convenient to use a suitable scaling redefinition T4 —
T, % — M, Z% — J, z% — S, Q0 — Q. In this way, ¢ no longer appears in the
thermodynamical quantities.'® To study the Kerr-AdS black hole thermodynamical
properties, one should compute the associated quantities using known laws.33 It is
noted that the first law of thermodynamics of such a black hole is expressed as

dM = TdS + QdJ, (2.8)

where T is the Hawking temperature. Here, €2 denotes the difference between the
angular velocities at the event horizon (Qj) and at infinity (Q.).3¢ Following Ref.
18, the temperature, for instance, reads as
1 42 J? 48 357

1—- +—+—.
8mM 52 T w2
Using the above scale redefinitions, the other needed quantities can be computed.
According to Ref. 18, they are listed as follows:

T(S,J) =

(2.9)

S w2 S /S S?
M2 =2 2 (22 2.1
(5,7 47TJr S +J +27r<7r+27r2>’ (2.10)
wJ S
Q=—|(1+— 2.11
as (1+2), (2.11)
J MQ
== — 2.12
S w7+’ ( )
J 50 S\
T M ™ ( + 71') (2.13)
Substituting (2.12) in (2.10), one can write M? in terms of S and 2
S1+2(1+ )
M*(S,Q) = ———Zx - 21, 2.14
(5.9) = (214)
m(1+2)
Putting (2.14) in (2.9), one gets the semi-classical temperature
S(r+S9)3 2 —2mS(02 —2) — 352(Q% — 1
T(S,Q) = (m+5) _ {” mS5( ; ) ( ) (2.15)
(m+ 8 —502) 42 S(m+ 5)?
The reality condition of T being required by
T+S8—-50%>0 (2.16)

constraints Q2 < 1+ 5 - This yields a restriction on ) for the entropy fixed val-
ues. Other thermodynamical properties of the black hole can be approached by
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exploiting the semi-classical specific heat at constant angular velocity.'® Applying

the relation Cq =T (%)Q = (é) , one obtains
95 )q

28(m + S)(m + S — SQ?) (7% — 2w S(Q? — 2) — 35%(Q? — 1))
(m+9)3(3S — ) — 652(m + 5)202 + S3 (4w + 35)Q*

Cq(S,Q) = . (2.17)

To examine the phase transition phenomena, the above temperature expression
(2.15) and the specific heat capacity (2.17) will be used. The corresponding behav-
iors are illustrated in Fig. 1.

It follows from Fig. 1 that the semi-classical Hawking temperature 7" is continu-
ous as a function of the semi-classical entropy S. Moreover, it is observed that, for
a fixed Q) value, there is no first-order phase transition occurring in the Kerr-AdS
black hole physics. However, it involves a minimum at the point Sy = 1.09761
corresponding to the minimal temperature T,;, = 0.26933 under which no black
hole can survive. Furthermore, the discontinuity of the specific heat Cq appears at
the critical value of the entropy S. = Spin = 1.09761. At such a critical value, the
specific heat Cq changes from negative infinity to positive infinity. Since the entropy
is proportional to the square of the black hole mass, the critical point S. separates
two branches of the Kerr-AdS black holes. The first one associated with a small
black hole mass is considered thermodynamically as an unstable one possessing a
negative specific heat (Cq < 0). However, the second branch concerning the large
black hole mass is interpreted as a stable phase involving a positive specific heat
(OQ > 0).

Having discussed the case of the Kerr-AdS black holes in the absence of DE, we
investigate the effect of DE by considering different quintessential contributions.

Ca
a0r
0.34-
0.32- 20
0.30-
0 - s
10 15 2.0 2.5 3.0
0.28-
-20-
0.26- — a=0
0.24 S _gb

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Fig. 1. The semi-classical Hawking temperature (T') and the specific heat (Cgq) in terms of the
entropy (S) for Q = 0.3.
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3. Kerr-AdS black hole phase transitions from quintessence
contributions

In this section, we study DE effects on the previous four-dimensional Kerr-AdS
black hole physics. This study will be done in terms of new parameters related to
DE contributions. In particular, a close inspection shows that the parameter space
of the black hole M can be factorized in two sectors

M= MOBH X Mec- (31)
The first sector is associated with the parameters of the ordinary black holes (OBH)
MOBH = {J7 MvQ}v (32)

where @ is the charge. For the neutral black hole (Q = 0), this can be reduced to
the Kerr black hole parameterized only by J and M as

MOBH = {J,J\/[}7 (33)

that we are interested in. The second sector M. concerns extra contributions
associated with outside horizon contributions including DE, DM and other non-
trivial ones.

In this work, we consider only DE contributions via a quintessence scalar field.
In this way, the second sector M, is controlled by two parameters o and w cor-
responding to the quintessence intensity and the DE state parameter, respectively.
For generic values of «, the dealt with models should depend only on certain values
of w. Here, however, we pay attention to some particular cases. General values of
w, needing nontrivial reflections, could be considered as an investigation project.
We hope to come back to it in the future.

In the rest of this paper, we would like to examine three different (w)-models
of the Kerr-AdS black hole behaviors. To determine the corresponding metric, we
first consider the usual results associated with spherically symmetric Schwarzschild
black hole solutions in quintessential dark energy. Then, we use Newman-Janis
algorithm to get Kerr black hole metric surrounded by quintessential DE. For more
interpretations, the discussions of this method and its physical implications can
be found in Refs. 37-40. The Schwarzschild black hole can be described by the
following metric:

1

ds® = —f(r)dt® + dr® + r2dQ?, 3.4
() + 51 (3.4
where the metric function f(r) is given by
2M «
fr)=1- r p3wtl’ (3.5)

More details on such calculations can be found in Ref. 41. Roughly, the expression
of the Kerr-AdS metric is written as

»2 %2 Agsin20 [ dt do\? A, [dt do\ >
ds? = Edr2+A—6d02+9;722n (a: —(r*+ aQ)?d)) 32 (? — asin® 6%5) .
(3.6)

=
[l =
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In this case, one has

2
A, =1% —2Mr+a® + 2—2(7"2 +a%) —ar' T (3.7)

In what follows, the corresponding thermodynamical quantities that we will obtain
involve a subscript indicating the values of w. We refer to them as X (“’)(S, Q,a)
where « is a positive normalization factor associated with DE intensity.

3.1. Model with DE state parameter w = —%

To study the behavior of the four-dimensional Kerr-AdS black holes in the presence
of DE for the value w = — %, we should first elaborate the generalized Smarr formula
by using the expressions (2.4), (2.6) and the condition A, (r) = 0. For (—%)-model,
the computations give

2 1
_1/3 (™ [45)? 5 S? S aS 2
M /)(S’J,a)—( { 7 +4J° + ey R . (3.8)

45
Exploiting the previous scaling redefinitions, the thermal temperature of the Kerr-
AdS black holes, in the presence of DE, reads as
oM 1 408  4n?J? 4S5 352
_ — ((a —1)? @ T — ) .(3.9)

TS ) = F5 = g5 B
Y

T S2 T w2

Similarly, the other involved thermodynamics quantities can be computed. In par-
ticular, the mass square is given by

2 S J? S (S S 2 S
(M8 d,0)) =2+ T P 2 (24 5+ —a (241 ).
T T \m 272 2 T
(3.10)
Putting the angular momentum, given in (2.12), into (3.10), we can obtain the
expression of (M(=1/3)(S, J, oz))2 in terms of S and Q. Concretely, we find

o124 28 S
<M<—1/3>(S,Q,a>)2:%(“+s) s 1()7;;—(19252; )

(3.11)

Turning on the effect of DE, we derive the temperature T(=1/3) and the specific
heat C’é{l/ % in terms of S , a and € of the Kerr-AdS black holes. By replacing
(3.11) into (3.9), we get

S n(r+S—7 a)? Q2
<7T2+332 —4S7T(Oé— 1) — (2&-&2)7{'2 — m)

: S (n+S) (r4+S—ma)?
4m3/2 \/ (T+5-502)

TCYI(S,Q,0) =

(3.12)

It is worth noting that we can recover the ordinary results by turning off DE
contributions. Taking o = 0, we get (2.15) which matches perfectly with the results
reported in Ref. 18. However, to examine the thermodynamical behaviors of such
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Kerr-AdS black holes, we calculate the semi-classical specific heat at constant an-
gular velocity Q. In the presence of DE, the specific heat takes the simplified form

38,9, a)
~28(m 4+ S)(m 4+ S — 59%) (7 + 5) (7% — 275(Q? — 2) — 35%(Q* — 1)) — ap)
T @+ 8 (n+8)3(3S —m) — 652(w + 5)202 + S3(4r +39)0) + afy

(3.13)

where the (3; terms are given by
By = (r® + 7S (1 — Q%) —27%S(—-1+ Q?)), (3.14)
Bo = (n° +47*S — 6735 + (Q% — 1)*(nS* + 47%5%)) . (3.15)

For o = 0, this reproduces the ordinary specific heat given in (2.17), as reported in
Ref. 18. Using (3.12) and (3.13), we plot the variation of the entropy S in terms of
the temperature 7(~1/3) and the specific heat (C’é{l/s)) for a fixed value of Q (0.3)
in Fig. 2.

It has been realized that the minimal temperature is quite complicated.
However, in order to obtain an explicit expression for such a minimal temperature

Tn'”
one can use an optimization method. Setting (g%)a,ﬂ =0, we find a polynomial of
a fifth order with respect to S, being a nontrivial task. However, we need several
approximations and simplifications. The first approximation that one should take is
to remove the fifth order. Indeed, when the effect of DE vanishes, we get an identical
polynomial to the one found in the absence of DE. After solving the polynomial in
the presence of DE, an examination shows that the solutions could be simplified.
Since we are dealing with objects that have a small value of intensity «, the higher

T C

0.40 P

035 20 !

030 0 _ s

A 1.0 15 20 25 3.0

025 2 — a=0
a=0.1
a=0.2

0.20 S
0.0 05 1.0 15 20 25 3.0 -4

Fig. 2. The semi-classical Hawking temperature (T(=1/3)) and the Specific heat (CS(;I/B)) in
terms of the entropy (S) for fixed Q@ = 0.3 and w = —1/3.
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orders greater than two will be omitted. In this way, the approximated entropy
which corresponds to the minimal temperature reads as

VB(2 4+ a— Q2 — aN?)

(—=1/3) ™
S Q
(@,0) (=14 02)

min = \/6(3 +a)
n 66 (2 — 302 — 304 4 206 + (9 — 6022 — 904 + 6Q9))
”’3 T+ 2%

+72

} (3.16)

where the ; terms are given by

1= ((-1+072 (-0 +0(3 - 40° + Q') — a(—4+ 207 + OY)

1/3
/O 1 20084 1 207 + Q1) — a2(—16 + 1602 + 10027 — 1206 + 05) )) ,
(317)
_[2002(—1+92)2 + 371 (24 3v1 — 202 4 20%) + 3a (7 + 41192 (—1 + Q?) + 8(—1 4 Q2)?)
Y2 = 1092 .
(3.18)
(2002 (14 Q%) + 371 (4 — 371 — 492 4+ 49%) — 3a(y] — 811 Q% (-1 + Q2) +8(—1+ Q%)?))
b N(-1+92)? '
(3.19)
Substituting (3.16) into (3.12), we find the corresponding minimum temperature
5 52 5 (6+165—6)%0?
RV 35/4 <1+ 5 72@6(71%1) — 20+ a? + \/5(6+\/66)(76+\/€6(—1+92)))
. 7a = b
e 93/4 1 \/_5<6+¢65> (6+V65-60)2
(—64+V66 (—1+0Q2))
(3.20)
where we have
1 6(2 — Q2 —a0?
0= f( ta @ ) + 72
B3+ @) (—1+0?)
(3.21)

N ~6v6(2 - 302 - 301 4206 + (9 — 602 — 90! +60°))
” (—1+ 92

At this stage, it is possible to provide an interpretation concerning the two branches
shown in Fig. 2. In S —T plane, we observe from the curve that both of these phases
exist above the minimal temperature TIE;nl /3 Since the entropy is proportional to
the black hole mass, the first branch which corresponds to a lower mass is considered
a thermodynamically unstable. The second one which corresponds to a higher mass
is considered as a thermodynamically stable. We notice from the decrease of Sr(n_li /%
when the intensity « increases that the stable phase becomes relevant.

The curve in the S — Cq plane, appearing in Fig. 2, shows two phases separated
by a critical entropy SV = Sr(n_ii/B)
smaller mass black hole posses a negative heat capacity (Cq < 0). It is considered
as an unstable one. However, the second phase corresponding to the larger mass
black hole involving a positive heat capacity (Cq > 0) is considered as a stable
“13) and S yields

min

. Indeed, the first phase associated with a

one. Besides, the equality between the critical entropy Sé
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directly the decrease of the critical entropy Sgil/ % when the intensity « increases.
This makes the stable phase larger.

According to Ref. 42 and using the formula G = M — T - S — J - Q, we obtain
the Gibbs free energy which reads as

\/§(7T3(17a)+7r(5’725a) S3(1—-Q?) — w52(1+a)(17§22))

G13(8,Q,a) =
And (m + S)3/2(m + S — 5Q2)1/2

(3.22)
Now, we investigate the effects of DE on the Kerr-AdS black hole phase transitions
by plotting the Gibbs free energy as a function of the entropy in Fig. 3.

From Fig. 3, we note that the Gibbs free energy changes its sign. The positive
values of G(—1/ 3)(.5’, Q,«) correspond to unstable black holes while the negative
values are associated with stable black holes. In this way, one can remark that
DE decreases the unstable phase. Thus, DE provides a more stable black hole.
Moreover, the point where the Gibbs free energy changes its sign corresponds to
the Hawking—Page phase transition. At this point, the entropy is given by

4-50 4+ 0 - A1 -0+ A% —a(1-Q*)(4+202 + A
S (0, a) = T + (1-9%) +4% —a(l - Q)(4+20° + 4))

3A(1-0Q2) ’
(3.23)
where the quantity A takes the following form:
A(Q, @) = (8 =150 4+ 6Q* + Q° + 3a(—4+ Q%)(—1 + Q?)?

1
—3V3 /21— 2P(Q2 + 2a(4 — 02)) ) (3.24)

a=0.1

— a=0.2

— a=0

Fig. 3. The Gibbs free energy (G(~1/3)) plotted for Kerr-AdS black hole with respect to the
entropy (S(=1/3)) for fixed Q = 0.3, w = —1/3 and different values of c.
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This value of the entropy corresponds to the temperature

1
4m2\/q(3m 4+ mq — mqQ?) (m + 5L)3/2

1
+ §7r3q2(77a75f22+a92)+W3q(57292+2a(71+92))},

_ 1
Télpl/s)(ﬂ,a) = x 373 (1 —a) + §7r3q3 (1-93)

(3.25)
where the quantity ¢ is

(A—A+A2 -5+ A2+ Q' —a(1 - Q) (4 + A+20?))

q(Q2, ) = A0 - (3.26)

In Fig. 4, we plot the Gibbs free energy as a function of the temperature in order
to compare the different phases for several values of DE intensity «.

From Fig. 4, we note that the radiation phase, which is the phase where the
black hole can decay into a pure thermal AdS space, and the phase, where no black
hole can exist, decrease as the parameter « increases. Furthermore, we remark that
this figure data confirms the idea that DE stabilizes the Kerr-AdS black hole. To

1/3 .
/3) as a function

confirm such behaviors, one may think about the heat capacity C’g
of the temperature. This is illustrated in Fig. 5.

It follows from Fig. 5 that the heat capacity changes its sign at the minimal
temperature Tr(r;nl/ ¥ We also find that the phase where no black hole can exist
decreases when the intensity a increases.

In (—%)—model, we conclude that the decrease of Sﬁ;; /%) confirms that the stable
phase becomes relevant when the intensity « increases, which makes the black hole

more stable. This analysis matches perfectly with the trivial mechanism of DE.

0.08 Small BH

T
035 0.40
Radiation

Large BH

Fig. 4. the Gibbs free energy (G(~1/3)) plotted for Kerr-AdS black hole with respect to temper-
ature (T(=1/3)) for Q = 0.3, w = —1/3 and different values of c.
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— a=0

60 a=0.1

— a=0.2
» L
. . . )
- 0.30 035 0.40
-20

Fig. 5. The specific heat Céz_l/B) illustrated for Kerr-AdS black holes with respect to the tem-
perature (T(=1/3)) for Q = 0.3, w = —1/3 and different values of a.

3.2. Model with DE state parameter w = —%

To further investigate the DE effect, we investigate four-dimensional Kerr-AdS
behaviors for the value w = f%. As the previous model, we first give the gen-
eralized Smarr formula for such a (—%)—model by using the expressions (2.4) and
(2.6). Solving the condition A,(r;) = 0, we get

B © (4872 s2 9 S\E1P\?
ueisam = (G{ S vt a2 (5) ] }) - o

Taking into account the above scaling redefinitions, the thermal temperature of the
Kerr-AdS black holes become
1 (1 4m2.J? L 48 352 <5S3/2 351/2) 2a25>

73/2 T1/2

TS, ), 0) =

8T M 52 T 2 T
(3.28)
Similarly, the square mass is given by
2 S qJ? S (S S oS sz 8
M(=2/3) ):7 L+ B A (N I T s AN T
( (S J,0) 471'+ S +J Jr27T 212 1 2m Oé7r1/2(71'+ )
(3.29)

Using (2.12) and substituting J in (3.29), we write (M(*2/3))2 in terms of S and
Q as follows:

o2 1/2 —1/2
o 2 s (+ 20+ £+ 5 —alSs +57))
(M (s,sz,a)) = (@ +S) TS5 (3.30)

To examine the effect of DE, we put (3.30) into (3.28) which can give the semi-
2

classical temperature in terms of S and Q. For (—%)-model, the calculations produce

2 2 VS (37+58)a 2 S7(r+S—y7VSa)?Q?
™ + 35 +4S7‘I’*W+ZSO¢ T S (i8S 0T)

3 |S(n+8)(r+S—/7T VS a)?
dm2 \/ (r+5-502)

T(=2/3)(5,Q,a) =

(3.31)
Taking o = 0, we recover the ordinary temperature given in (2.15), as obtained
in Ref. 18. For a # 0, the thermodynamical behaviors of the corresponding black
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hole can be approached by exploiting the semi-classical specific heat. At constant
angular velocity, the computations lead to

5389, a)
~28(m 4+ S)(m+ S — S9%) (7 + 5) (7% — 275(0? — 2) — 35%(Q% — 1)) — afs)
T+ 8)((n+8)3(3S —m) — 652(m + 5)202 + S3(47 4 35)) + af

(3.32)

where the (3; terms are given by
By = (2775/2\/5 — 8%/273/2(_ 4 4 302) — 27852 (~1 + 92)) , (3.33)
By = (47r7/253/292 — /285202 (—4 + 392)) . (3.34)

Turning of the DE effects (aw = 0), this result reduces to the ordinary specific heat
appearing in Ref. 18. To specify the DE effect (a # 0), we discuss the temperature
(3.31) and the specific heat (3.32) with respect to the entropy S for a fixed value
of 2 = 0.3. This is illustrated in Fig. 6.

As mentioned before, the expression of the minimal temperature is com-
plicated. However, the corresponding computations may need certain relevant
approximations. In fact, there are many ways to reach the desired results. Set-
ting (g%)a,ﬂ = 0, we find a polynomial with rational orders in S. It is known that
this situation is not an easy task. To handle this rational order, we exploit the
following limit (1 — ™) ~ 1 —na for small values of x. Besides, we use similar tech-

T C
0.40 o .
0.35 20 !
030 0 L . . . . s
05 \ 1.0 15 20 25 3.0
0.25 2 \ — a=0
\ a=0.1
\ a=0.2
0.20 - s
0 1 2 3 4 -40

Fig. 6. The semi-classical Hawking temperature (T(=2/3)) and the specific heat (05(;2/3)) as
function of the entropy (S) for 2 = 0.3 and w = —2/3.
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1
3
entropy, which corresponds to the minimal entropy, can be written as

niques explored in the previous (—z)-model. After calculations, the approximated

2m(—2 4+ 0Q?)
(—1+02)
s < N (—108m e Q2(—1 + Q2) + 450 Q2(4 — 7Q2 + 3Q4) — 873(2 — 302 — 304 + 2Q) ))
R 276 (—1 + Q2)3 ’

529 .01 = L o

min

(3.35)
where the v; parameters are given by
Y4 = (54 (=14 Q)% 45 + (55296 ° o® Q0 (20 + 127 — 150%)3 (2 — 302 + Q)3
1/3
+2916Q4(71+Q2)4’Y§)1/2) ) (3.36)
75 = (—647° Q% + 43272 0% Q2 + 7502 Q% (4 — 302)% + 192 7% a(—2 + Q?)
— 3607 o Q%(—4 + 3Q?) — 8073 a(8 — 10022 + 3Q%)) , (3.37)

)

(27392 —12 x 23 maQ2(20 + 127 — 1502) (2 — 302 + Q%) + dyy 72 (1 — Q2 4 QY))
e 971 (—1 +Q2)2
(3.38)
(—27%/392 +12 x 213 10 Q2(20 + 127 — 1502) (2 — 302 + Q%) + 8y4 72 (1 — Q2 + Q%))

= 974 (—1 + Q2)2 '
(3.39)

Substituting (3.35) into (3.31), we find the corresponding minimum temperature
given by

3 5 2£(6+6—v6Ea)? Q2
\/; <12+8£+§2—2\/6(3+%)\/Ea+4502+m>

| (648 (Gre— VB /e ’
(—6+€(-149%))

19 (Q,0) =

min

(3.40)
where we have

27 (=2 + Q?)

1
£, a) = P |:3’YG BRESEyT)

s ( L (£108ma 03(—1+02) + 450 02(4 — 702 + 301) — §x3(2 — 302 — 304 +20°) ))
i 2776 (—1 + Q2)3 :
(3141)

Now, we are in position to discuss the corresponding Kerr-AdS black hole phase
transitions. From Fig. 6, we observe that the curve in the plane (S — 7)) involves
two branches separated by a minimal temperature (3.40). Indeed, the first branch
associated with a small black hole mass is thermodynamically unstable. However,
the second one corresponding to a large black hole mass is stable.

2050069-14

169



Kerr-AdS black hole behaviors from dark energy

In (S — Cq) curve, two phases separated by a critical entropy Sé_%) = Sr(n_f )
appear. Furthermore, the first phase corresponding to a small black hole mass
having a negative heat capacity (Co < 0) is unstable. The second one, which
corresponds to a large black hole mass possessing a positive heat capacity (Cq > 0),
is considered as a stable one. It is observed that the heat capacity is not affected
by DE contributions.

To understand more such nontrivial behaviors, one may introduce the Gibbs

free energy. For the present model, this energy can be written as

G950, a) = VS (3 + 728 —RW%S%Q? _wS2(1— 923 31— Q2)).
Ars(m + 8)% (m+ S — 502)!/?

(3.42)
In Fig. 7, we plot the Gibbs free energy as a function of the entropy in order to get
more information about the effect of DE on the black hole phase transitions. From
this figure, we remark that the Gibbs free energy changes its sign. The positive
values of G(~2/ 3)(S,a,§2) correspond to unstable black holes, while the negative
values are associated with stable black holes. We also realize that for the (—%)-
model, there is no impact of intensity o on the Gibbs free energy. This could be
understood from the fact that the o multiplication coefficient is very small with
respect to the ordinary case. For Q = 0.3, its numerical value is around 10~* which
could be ignored. Moreover, the Hawking-Page transition corresponds to the point

where the Gibbs free energy changes its sign. The associated entropy reads as

ﬁ(g%ZQ — VA1 = Q222+ 9 x 25 aQ2) +2 x 25 1(4 — Q2)(1 792))

S/, a) =

)

(3.43)

62(1 — Q2)

— a=0
a=0.1
— a=0.2

0.00

-0.02

-0.04

Fig. 7. The Gibbs free energy G(~2/3) plotted for Kerr-AdS black hole with respect to the
entropy S for Q = 0.3, w = —2/3.
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where we have

2(a, Q) = (277r(1 +1)aQ(1—20%) +4r8 (1 — Q2)2(8 + 0?)

1
3

—6V6 Qi \/a(8 — 3102 + 7(24 — 8702)) 4 273 Q2(1 — 92)3>
(3.44)

This entropy value leads to the following temperature
1
4/675/2\/d(d + 6+/7 — dQ2)(d + 6+/7)3/2
X (216%3/2 — 72v6d 7/t o + 3d° (1-0?%) - 26d>/ 27t/ (1-0%

852 (Q,0) =

+36d7 (5 — 20%) — 66 4%/ 7%/ a(4 — 302) + 6d% /(T — 592)) ,
(3.45)
where d is given by
(21322 — (1 — Q%)(22 4+ 9 x 2230 Q2) + 2 x 2237(4 — Q?)(1 - Q%))
2 (1 —0?) ’

d(a, ) =

(3.46)
To compare the different phases for several values of DE intensity a, we plot the
Gibbs free energy as a function of temperature in Fig. 8.

From Fig. 8, we observe that the radiation phase, which is the phase where the
black hole decay into a pure thermal AdS space, and the phase where no black hole
can exist decrease as the parameter « increases. Moreover, it is observed that the
stable and the unstable phase are not affected by the DE contributions.

Small BH

L L L T
0.25 0.30 0.35 0.40
Radiation

Large BH
-0.02f

—0.04- a=02 a=0

Fig. 8. The Gibbs free energy (G(~2/3)) plotted for Kerr-AdS black hole with respect to the
temperature (T(=2/3)) for Q = 0.3, w = —2/3 and different values of a.
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To examine DE effects on the heat capacity (3.32), we plot such a quantity as
a function of the temperature for different DE intensity values in Fig. 9.

It follows from Fig. 9 that the heat capacity changes its sign at the minimal
temperature Tr:f /3 We also find that the phase where no black hole can exist
decreases when the intensity o« increases. For the (—%)-model, we find that DE
does not have any affect on the relevant thermodynamical quantities. However, the

phase where no black hole can exist and the radiation phase become small.

3.3. Model with DE state parameter w = —1

Here, we study the (—1)-model, being the last one. A fast examination reveals that
this model can be associated with a possible cosmological scaling. Forgetting about
other terms, the metric relevant one is given by

A
AL = A, + AMS = 4t <§ + a) = —r*Aesr. (3.47)

Analyzing the sign of such a cosmological effective constant A.g, we expect a
reversed DE effect. We believe that the sign will be crucial in the forth coming
discussions even by absorbing the cosmological constant in the previous scaling
given in (2.8). To discuss the properties of this model, we should find the general-
ized Smarr formula for such a four-dimensional Kerr-AdS black hole model. Using
the expressions (2.4), (2.6) and solving the constraint A,(r1) = 0, we get

2 2 272 %
MED(S, J o) = (1{4&7 +4J2+[S +§—a5—] }) . (3.48)

45 | w2 w202 w2
In terms of DE intensity, the thermal temperature of the four-dimensional Kerr-AdS
black holes reads as

TCD(S, J0) = (3.49)

8w M S2 T 2 2 w2

Using the previous scaling redefinitions, the mass square takes the following form:

80
— a=0
60 a=0.1
— a=0.2
40
20
T
g 030 035 0.40
-20
-40
-60

Fig. 9. The specific heat 05(172/:” plotted for Kerr-AdS black hole with respect to the temperature
(T(=2/3)) for @ = 0.3, w = —2/3 and different values of a.

s

1 472J2 48 352 45 652 30252
1-— +—4+ = —al|—+ =)+ .
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2 S wJ? S S2 S o282 S /S
(=1 -2 7 2,2 (2 .2 _a2 (2
(M s, J,a)) 4 * S RN 2m (27r2 + T + 2 %% (71' + 1)) - (3:50)

Substituting (2.12) in (3.50), we can express (M(*l))2 in terms of S and Q. This
yields

-1 2_ 5 (1+¥(1+%+%S*0‘(§+1)))
M8, €, ) == S . (351
( ( @) 47r(7r+ ) T+ S —Q28 (3.51)
Similarly, the semi-classical temperature is given by
2 2 2 2 _ _ SaQ?(n+S—5Sa)?
TD(8,0, ) = 7w +35% + 457 + 35°a® — aS(4m 4+ 6S5) CanCoy cw vy (352)

3 [S(r+S)(n+S—S a)?
2 (r+S—502)

It is noted that, we recover the ordinary temperature obtained in (2.15) by sending

a to zero. To get further insight into the thermodynamical behavior of the black

hole, we can compute the semi-classical specific heat at constant angular velocity.

Concretely, we find

CS%_l)(S’,Q, o) = 28(m + S)2(r + S — SQ2) (= + 5) (n2 — 27 S(Q2 — 2) — 352(Q2 — 1)) + aSBks) ,

(m+ S)2((r 4+ S8)3(3S — ) — 652Q2(w + S)2 4+ S3Q4 (47w + 35)) + SaBs
(3.53)

where the ; parameters are
By = 7802 (2r — S(—2+ a))
T ( (m+5)
Bs = (—21° +385(—2 + a)(—1+ Q*)? — 4735%(—1 + Q*)(—9 + 302 + 20?)
+748(—14 + 3a + 1207%) + 27253 (—1 + Q) (22 — 10Q% + a(—9 + 40Q?))
+ 2154 (—=1 4+ Q) (13 — 992 + a(—6 + 40?))). (3.55)

To study the black hole phase transitions, we use the standard thermodynamical

+ (1 4+ 8 — SQ?)(—4m + 35(—2 + a))) , (3.54)

tools. Indeed, we numerically examine the previous thermodynamical quantities,
given in (3.52) and (3.53), with respect to the entropy S. These quantities can be
illustrated in Fig. 10.

To interpret this numerical result, we should compute the minimal temperature.
Indeed, we use the same steps exploited in the previous (w)-models. In this way,
the approximated entropy, which corresponds to the minimal temperature Té;nl ),

can be written as

_ 1 27 (=2 + 0?2 3(2-302 — 304 4206
S 1)(970)—[379—7T(H+3\/’710—87T( 5 AL )

min 6 (_1+Q2) 27’}/9 (—1 +Q2)3 ’
(3.56)
where the v; parameters are given by
8 = ((—1 +Q2)? (\/27 a3 (=1 +92)2 + (2 + 3 (1 — Q2 + Q1))?
(3.57)

— (@' 4301 - Q2+ QM)
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_ n n s
05 Q 15 20 25 3.0
— a=0
a=0.1
a=0.2

025 _100

0.20 . -4
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 200

Fig. 10. The semi-classical Hawking temperature (T(~1)) and the specific heat (Céz_n) in terms
of entropy (S) for 2 =0.3 and w = —1.

272 (392 —9a(—1+02)2+ 27 (1 — Q2+ QY))
- 3.58
/79 \/ 9")/8 (—1—'—92)2 ) ( )
272 (=372 4+9a(—-1+0%)2+4v (1 - Q2+ Q4
o = (=37 ( )" 4 ( ). (3.59)

99s (—1+ Q2)2

Putting (3.54) in (3.52), we obtain the expression of the minimal temperature

3 2 2,2 1 2x(=6+x(=1+a))?0?
V8 (1248x 0 24+ e+ o0 + EEBEHRGT )

_ X (64x) (=6+x(=1+a))?
4”\/ (—6rx(—1+07))

TUD(Q 0) =

min

, (3.60)

where we have

1 27 (=24 0?) 8m3(2 — 302 — 304 +200)

x(®ho) =2 {3”9 ERCET 3\/ T e (T

(3.61)

It is possible now to interpret the result given in Fig. 10. The curve of the (T — S)

plane reveals two branches separated by the minimal temperature given in (3.60).

The first branch associated with the small black hole mass is an unstable one. While,

the second phase which corresponds to the large black hole mass is considered as a

stable one. However, we remark that the entropy Sfr;i ) increases when the intensity

« increases. In this way, DE makes the unstable phase relevant.

From the curve of the Cn — S plane, the enhancement of the critical entropy

[ - S’I(I;i), when the intensity « increases makes the unstable phase larger.
Indeed, the stable phase with a positive specific heat is getting smaller.

To investigate the associated phase transitions, we can exploit the Gibbs free

energy in terms of the entropy. Concretely, the calculation provides
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— a=0
a=0.1

— a=0.2

010
0.05
0.00 L . . ) ' s

1 2 3 \ 4 \ 5
-0.05"

Fig. 11. The Gibbs free energy (G(_1>) plotted for Kerr-AdS black hole with respect to the
entropy (S) for © = 0.3, w = —1 and different values of a.

VS + 7281+ a) — 7S?(1 — 2a)(1 — Q2) — S3(1 — a)(1 — Q?))
Ard(n 4+ 8)3 (x4 S — 902)'/?

GV, Q,0) =

)

(3.62)
which is illustrated in Fig. 11 for certain values of a.

It follows from the Fig. 11 that the Gibbs free energy changes its sign. The
positive values of G(_l)(S, 2, a) correspond to unstable black holes while the neg-
ative ones are associated with stable phases. We observe that DE increases the
unstable phase. Moreover, the point where the Gibbs free energy changes its sign
corresponds to the Hawking—Page phase transition. At this point, the entropy takes
the form

S0 (22/3X2 — 27X (1 — 20)(1 — Q) — 2 x 21/372(1 — Q?)(—4 + 302 + Q% + 4a(1 — Q?)))

HP 6X (1—a)(1—Q2) '
(3.63)
where the quantity X is
X(Q,0) =7 (2(1 - Q)28+ Q2 — 6a (24 92)))/°. (3.64)
This entropy generates the following temperature
_ 1
T (@, ) = 3/2
4m3/2, 12V (27 + =on ) (Y +67(1 — a)(1 — Q2))
T ( T Y)) 4 (3.65)

x [Y3+ 72131 — a)?(1 — @)% + 12a7%(1 — a)(1 — Q)(5 — 3a — 2Q?)
+2a% 7 (7 — 507 — a(6 — 40?))],
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where the term Y is given by

(22/3X2 “2rX(1—2a)(1— Q%) —2x 2372 (1 - Q2)(—4 4+ 302 + Q2 — da (—1 + 92)))
Y (o, Q) = .

X (3.66)

To compare the different phases for several values of DE intensity «, we plot the
Gibbs free energy as a function of the temperature in Fig. 12.

It follows from Fig. 12 that the radiation phase, which is the phase where the

black hole decay into a pure thermal AdS space, and the phase where no black

hole can exist decrease as the parameter « increases. This can confirm that DE
destabilize the (—1)-model black hole.

In order to more understand the DE effect on the heat capacity CS({I), we
illustrate in Fig. 13 its temperature dependence. An examination shows that the
heat capacity changes its sign at the minimal temperature Tlfnjlll ). We also find that
the phase where no black hole can exist decreases when the intensity « increases.

For this last model ((-1)-model), the obtained result of Kerr-AdS black holes
seem to be nontrivial. As expected, the Gibbs free energy and the heat capacity
undergo a reversed DE behaviors, which could be associated with the sign of the DE
factor. This feature could be in fact due to the cosmological constant contribution.
This remark may deserve deeper thinking in future.

4. Results and discussions

In this section, we analyze and discuss the obtained results by giving certain proper
physical meanings.

Small BH

T
0.35 0.40

025
Radiation
Large BH
-0.02-

-0.04"

Fig. 12. The Gibbs free energy (G(~1)) plotted for Kerr-AdS black hole with respect to the
temperature (T(—1)) for Q = 0.3, w = —1 and different values of a.
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Co
80

60

— T
0.30 0.35 0.40

Fig. 13. The specific heat C’S(;l) plotted for Kerr-AdS black hole with respect to temperature
(T(1) for Q@ = 0.3, w = —1 and different values of a.

Fig. 14. The temperature T" plotted with respect to the entropy S for @ = 0 (straight line) and
Q = 0.3 (dashed line). (a): (T'—S) for w = —1. (b): (T = 8) forw = —2. (c): (T = S) forw = —1.
S(“’)

min”

The dots in the figure denotes the minimal entropy

4.1. Thermal behaviors

We first start by the temperature behaviors in the studied models. Indeed,
we plot the temperature as a function of the entropy for such three models
in Fig. 14.

From this figure, we observe that the angular velocity €2 decreases the temper-
ature and increases the unstable phase for all the cases (a« = 0, # 0). Besides, we
remark a special behavior regarding the minimal entropy. In Fig. 14(a), we note
that the minimal entropy Sril_ii/ % decreases as a function of DE intensity a. In Fig.
14(b), however, Sr(nﬁ/ % has the same values appearing in the absence of DE. Fur-
thermore, the Fig. 14(c) shows an opposite behavior to the one illustrated in Fig.
14(a). A close examination reveals that the Gibbs free energy G exhibits a similar
behavior, being presented in Fig. 15. For the (—%)-model illustrated in Fig. 15(a),
the Gibbs free energy G decreases when the DE intensity « increases. However, the
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0.10 2. — a=0
— a=0.2
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Fig. 15. The Gibbs free energy G plotted with respect to the entropy S for @ = 0 (straight line)
and Q = 0.3 (dashed line). (a): (G — S) for w = —%. (b): (G—=8) for w = —%. (c): (G = S) for

w = —1. The dots in the figure denotes the Hawking—Page entropy S}_}”},.
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(—1)-model of Fig. 15(c) involves an opposite behavior. Besides, we remark that

DE does not have any effect on the Gibbs free energy for (—2)-model shown in

Fig. 15(b). This matches perfectly with result associated with the Schwarzschild
AdS black hole (2 = 0), being characterized by the straight line in Fig. 15. This
can be supported by the expression of G. Indeed, we give the Gibbs free energy for

Schwarzschild AdS black hole
a |S

(=1/3) - _ =2
G (Sv Oé) GO 4 )

G23(S, @) = Go,

3/2
VS(r—9)
473/2
behavior of G and S[(;l‘;zl values can be understood from the fact that these physical
quantities are considered as extensive parameters. It is worth noted that the DE in-
tensity o decreases always the Hawking—Page temperature (Typ ), while w increases

where Gg = indicates the ordinary Gibbs free energy. Physically, this

Tap when —1 <w < —%. However, Typ is decreased when —% <w< —%.

4.2. Universality of certain critical quantities

Here, we discuss the obtained results for the three (w)-models showing relevant
similarities and distinctions. However, we focus on some critical thermodynamical
quantities of four-dimensional Kerr-AdS black holes by probing possible universal
relations. To show that, we list first the corresponding involved quantities for certain
values of DE parameters for a fixed value of Q i.e. 0.3. For simplicity reasons, we
vary a between 0.05 and 0.2 by assuming that other values bring similar behaviors.
For (—1)-model, we collect the associated numerical results in Table 1.
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Table 1. Critical values for the (—1)-model.

Smin Tmin SHP Tup

a=0.05 | 1.1556 | 0.2623 | 3.4656 | 0.3029
a=0.1 1.2200 | 0.2551 | 3.6587 | 0.2946
a=0.15 | 1.2919 | 0.2477 | 3.8273 | 0.2853
a=0.2 1.3726 | 0.2400 | 4.1142 | 0.2774

The relevant thermodynamical quantities of (—%)—model are listed in Table 2.

Table 2. Critical values for the (—%)—model.

Shmin Tnin Sup Tup

a = 0.05 1.0959 0.2615 3.2917 0.3032
a=0.1 1.0942 | 0.2537 | 3.2855 | 0.2954
a=0.15 1.0925 0.2459 3.2840 0.2877
a=0.2 1.0908 | 0.2381 | 3.2777 | 0.2798

The results of (—%)—model are given in Table 3.

Table 3. Critical values for the (—%)—model.

Smin Tmin Sup Tup

a = 0.05 1.0423 | 0.2627 | 3.1300 0.3033
a=0.1 0.9870 | 0.2559 | 2.9635 | 0.2953
a=0.15 0.9316 | 0.2488 2.7975 0.2872
a=0.2 0.8762 | 0.2416 | 2.6330 | 0.2788

In all three (w)-models, we first remark that there exist nice universal ratio
quantities for four-dimensional Kerr-AdS black holes regarding the entropy. In par-

(@)
ticular, we consider the ratio ”:“{‘;3‘. For the (—1)-model ((—%)—model), we observe
HP

that when « increases, the quantity S (@) and SI({O{)) increase (decreases). However,

min
for (—%)-model, the Sr(ﬁl and Sfﬁﬁ keep approximatively the same values which
are around 1.09 and 3.28, respectively. Even the relevant distinctions of these (w)-
()
models, the ratio z‘(",i‘; remains almost unchanged. Indeed, it is given by
HP

S(Of)
min ~ .33, (4.1)
Shp
()
Similarly for the temperature, we compute numerically the ratio T‘;‘;‘; for all the
T,

HP
studied (w)-models. Inspecting such calculations, we find the second universal
relation given by

(@)
i~ (.86. (4.2)
Ty
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It has been remarked that two critical ratios are independent of DE parameters.
These two different values could be explained by physical properties of the involved
thermodynamical quantities. We believe that this nice feature needs deeper inves-
tigations. This will be investigated in future works.

5. Behaviors of shadow Kerr—AdS black holes surrounded by a
quintessential field

In this section, we investigate the Kerr-AdS black hole shadow for the three (w)-
models. To start, we consider the Lagrangian given by

1
L= §guux.'ui‘y: (01)

where the over dot is the derivative with respect to the affine parameter I', while g,, .,
is the metric tensor.*® In this way, the canonical conjugated momentum for such
a Kerr-AdS black hole surrounded by quintessential dark energy can be computed
from the following relation:

oL .
Po = gia = Jand" (5.2)
Indeed, this equation generates
Pt = geit + g ¢¢'> =-F, (5.3)
Py = goit + 956 = L, (5.4)

where E and L represent the energy and the angular momentum, respectively. The
associated metric components are given by

a?Agsin? 0 — A,

git = 52 22 s (55)
asin?0 [A, — (a® +r?) A
9ot =Gt = [ = é}Q ) Aol , (5.6)
sin? 0 [(a2 + 1"2)2 Ay — a2 A, sin? 6’}
g¢¢ = EQ 22 . (5.7)

Multiplying (5.3) by (—ge¢e), (5.4) by (g:4) and grouping the two equations to-
gether, we obtain

E L
= ZHee T LG9 (5.8)
(9t9)” — 911996

Replacing each metric component by its expression, we get

w2 _ Ezﬂ _ =2F [Aa (7"2 + a2) (r2 +a®— aA) + al\, ()\ — asin? 9)]  59)
dr ANy
with A = L/E. However, the second components of the light rays velocity read as
; E L

b=— 9té + LGt (5.10)

s
(9t6)” — G119 ¢
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s2d¢ _ —op a(r’+a?) —a? N A — asin® 6
- A, sin? 0A

= = (5.11)

In order to get the remaining two components of the velocity light rays, one should
exploit the Hamilton—Jacobi equation governing the geodesic motion in spacetime.
This equation can be formulated as follows:

oS 1 as 08
Y = — gt . 5.12
ar 29 Dur 0av (5.12)
Concretely, the action is given by
1
S = §m%FfEt+L¢+ST(r)+Se(9), (5.13)
where my is the particle mass.** The contravariant metric tensor is
=2 [Ara2 sin? 97A9(a2+72)2] 22[alg(r’+a?)—aA,]
A, ANgs2 0 0 — A, Ag32
g = 0 L0 0 (5.14)
0 0 % 0
=2 [aAg (T2+a2)—aA7‘} 52[—a2A9 sin? 6+AT]
o ApAgS2 00 ArApg=Zsin? 6

The computation shows that the explicit form of the Hamilton-Jacobi equation
takes the following form:

s =2 s 9S87?
2 —9- 5 — 2 2\ & e 1
mo =255 = saa |4 a) G tagg (5.15)
=2 {8.2965+35r
————— |asin“ 0 — + —
Y2Agsin® 6 at = 0¢
_A(0S\E Ay (05
2 \ or ¥2\00) °
Using the notations %—f = —F, g—i = L and considering photon particles with
mg = 0, we obtain
asN® = ., ., s B2 2
0_{Ar<ar> —A—T[(r +a*) E—al] +A—9(L—aE) (5.16)
Ag (0S\® B2 0 o L7
(il = -E .
+{22(39> *Agcosa{ e
Factorizing these two equations, where the separating constant is C' = K —
2 (L — aE)?, we get

AV

R=22[(r* +a®) B - Lo — KA, = B2 {22 [(* + a®) — Aa]” kA, |,

o (L—aEsin%0 2 ./ A—asin’6 2
@ = ICAQ - :42 <T) = E2 {kAg — .:.2 (W) s

(5.17)
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where K is the carter constant and k = K/E?2. The equations of motion expression
for the photon around a rotating AdS black hole surrounded by DE can be obtained.
Precisely, they are expressed as follows:

g2 dt _ Z2E [Ag (r? + a?) (r? + a® — a)) + aA, (A — asin®6)]

I A, , (5.18)
d

Ede; = VR, (5.19)
d

EQdT =0, (5.20)
do a(r2+a2)fa)\ A —asin?0

2L = 22F 5.21
dr’ A, t o2 Y (5.21)

To analyze the photon orbits, we should introduce two dimensionless impact
parameters denoted as n = k and £ = A. In this way, the unstable circular or-
bit can determine the boundary of black hole geometric shape using the equation

given by
OR
R=0=—. 5.22
B (5.22)
After calculations, we find
252 (16a2A9AT ~16A2 + 8rA AL — 12 (A;)Q)
n= 5 , (5.23)
a?Ag (A7) r=ro
—4 Ar 2 2 A/
P (P a) A 7 (5.24)
a’Alr T=7Q

where ro is the circular orbit radius of the photon and A/ = %ATT. Linking the
characteristic length of the AdS space with the cosmological constant by the relation
A = —3/¢2, we can elaborate the shadow of the Kerr-AdS black hole. Taking the

limit A =¢=0,

g (4a2M —7ro(3M — 7“0)2)

n= o (ro M , (5.25)
g HEMn) ), (5.26)

we recover the results associated with Kerr black hole reported in Ref. 45. The
Schwarzschild black hole can be also obtained by taking the limit a = 0. For M =1,
the photon sphere can be described by the equation

n+ & =271 (5.27)

with ry = 3.46 In Fig. 16, the orbits are illustrated in terms of the associated
celestial coordinates (a, 8), reported in Ref.,*> for the three (w)-models.

It follows from this figure that the decrease of w implies the increase of the
shadow. However, the later increases with high values of the DE intensity c. Besides,
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Fig. 16. (Color online) The shadow of Kerr-AdS black hole for (w)-models in celestial coordinates
(e, B). The ordinary case without DE is plotted with the blue color.

we note that the D-shape of the shadow, which is a characteristic of the Kerr
black hole, becomes relevant for the (—1)-model and gets even more deformed for
high values of the DE intensity. The same behavior is observed for the spherical
shadow of Schwarzschild-AdS black hole.*6 Moreover, it has been remarked that
when the value of w decreases the size of the shadow gets bigger. We believe that
such nontrivial behaviors need deeper investigations. We hope to come back to these
behaviors in connection with other features in future works.

6. Conclusions and open questions

In this paper, we have studied the critical behaviors of four-dimensional Kerr-AdS
black holes from quintessential DE contributions. Exploiting a moduli space coordi-
nated by the DE state parameter w and the quintessence field intensity «, we have
investigated three (w)-models. In particular, we have computed relevant thermody-
namical quantities needed to approach the corresponding phase transitions. Among
others, we have shown that such models involve crucial similarities and distinctions
regarding such quantities. For instance, we have found, in the (—%) model, that

DE stabilize the Kerr-AdS black holes. However, the remaining two models have

shown surprising behaviors. Indeed, the (—%)-model has revealed a resistance to
DE effects while (—1)-model has brought reversed DE effects. Moreover, certain
thermal behaviors have been discussed. After an examination, we have remarked

that the parameter w can be put as
w=—-14+w, (6.1)

where w is a new parameter restricted by 0 < w < % This new parameter could
control such distinctions. Starting from an anti-DE effect associated with @ =0 ,
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the behaviors completely change by increasing the values of w. Even such visible
distinctions in the (w)-models, we have observed similarities associated with univer-
sal properties in terms of four-dimensional Kerr-AdS black hole critical quantities.
Besides, we have showed that the decrease (increase) of w («) enhances the size of
the black hole shadow.

This work comes up with many open questions. The natural one concerns the
understanding of the founded results, in terms of w. Besides, higher-dimensional
models could be considered as a future work by investigating the effect of space-
time dimensions on Kerr-AdS black hole behaviors in the presence of nontrivial
contributions including DE.
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Résumé:
Nous étudions les transitions de phase et les comportements critiques du trou noir de Kerr-
Sen en quatre dimensions, en calculant les quantités thermodynamiques associées. En exploi-
tant le schéma d’Ehrenfest, nous montrons que le trou noir de Kerr-Sen subit une transition
de phase du second ordre. En adoptant une nouvelle forme métrique de la géothermody-
namique dérivée de 1’énergie libre de Gibss, en introduisant un facteur conforme associé a
des solutions extrémes. La dérivation de la courbure scalaire associée confirme 1’existence
d’une transition de phase du seconde ordre. En dernier lieu, nous examinons les exposants

critiques, qui correspondent parfaitement a la théorie des champs moyens.
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1. Introduction

It has been shown that black holes can be considered as exotic objects predicted by
various gravity theories [1, 2]. The associated investigations have been supported
by low-energy limits of superstring models and M-theory [3-5]. In this context,
many solutions have been elaborated using either brane physics or the dimension
reduction mechanism on nontrivial geometries [6]. A particular emphasis has been
put on a solution obtained from the heterotic superstring theory [7]. According to
some stringy assumptions, the Kerr—Sen black hole has been found as an exact
solution having a finite amount of charge and angular momentum. This model has
been approached from many angles including the thermodynamical and the optical
aspects [8-11]. Recently, such behaviors have been considered as fascinating research
topics supported by the black hole imaging [12]. In particular, many studies have
been done dealing with thermodynamics of four-dimensional black holes [13-16].
Among others, it has been shown that certain models can undergo phase transitions
which have been extensively investigated in different situations and backgrounds
including dark sectors [17-19]. In this way, various thermodynamical relations have
been exploited to study the nature of such transitions. Precisely, the Ehrenfest
equations have been considered as an elegant tool to inspect the second-order phase
transition at certain critical points [20, 21]. At the vicinity of such points, certain
thermodynamic quantities, including the heat capacity, exhibit singular behaviors
relaying on divergencies.

The aim of this paper is to investigate phase transition behaviors of the Kerr—
Sen black hole in four dimensions by determining their nature using two differ-
ent approaches. Concretely, we compute the relevant thermodynamical quantities
including the specific heat involving nontrivial behaviors at the critical point. Using
the Ehrenfest scheme, we first reveal that such a black hole, being described by three
parameters (mass M, norm of angular momentum J and charge @), undergoes a
second-order phase transition. Adopting a new metric form relying on the Gibbs
free energy scaled by a conformal factor associated with extremal solutions, we elab-
orate the geothermodynamics recovering similar phase transition behaviors. Then,
we obtain scaling laws and critical exponents of such a black hole, which match
perfectly with mean field theory.

The organization of this work is as follows. In Sec. 2, we reconsider the study
of the phase transitions of the Kerr—Sen black hole by computing the relevant
thermodynamical quantities. In Sec. 3, we examine the Ehrenfest equations and
show that the Kerr—Sen black hole undergoes a second-order phase transition. In
Sec. 4, we compute thermodynamical curvature showing similar phase transition
behaviors. In Sec. 5, we discuss the scaling laws and the critical exponents by
computing the associated quantities. The last section is devoted to conclusions and
open questions.
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2. Kerr—Sen Black Hole Thermodynamics

In this section, we reconsider the study of the Kerr—Sen black hole thermodynamics.
This four-dimensional black hole solution has been obtained from the heterotic
superstring theory living in ten dimensions [7]. The associated action is given by

1 1
S = /d%\/— det ge=® (R = 9" 0u20,@ — SFu P — EHW,,H’“’”).
(2.1)

Here, R is the Ricci scalar curvature, g denotes the determinant of the metric, F,,
indicates the abelian electromagnetic tensor given by F,, = 0,4, — 0,4, with
the Maxwell field A,. ¢ is the Dilaton scalar field, while the tensor field H,,, is
given by

1
Hywp = 0uByp + 0y By + 0p By — E(AMFVP + AvFpu + ApFu), (2.2)

where B, represents the stringy antisymmetric B-field. This action has been con-
sidered as the starting point to elaborate the Kerr—Sen (charged rotating) black
hole in four dimensions.

In order to investigate the corresponding thermodynamical behaviors, however,
we exploit its line element metric using the standard Boyer—Lindquist coordinates.
In this way, it reads as

sin® 6

ds* = —m(dt — asin® 0do)? + (adt — (o + a®sin® Odp)?
o

+0 (;Z(L:) +d02). (2.3)
In this case, the metric function f(r) reads as
f(r)y=r%+2(b— M)r +a> (2.4)
The quantity o takes the following form:
o =1%42br + acos®f. (2.5)
The twist parameter b and the angular momentum .J are, respectively, given by

QQ

b=
2M’

J =aM. (2.6)

In this Kerr—Sen black hole solution, M, @ and a represent the mass, the charge
and the specific angular momentum, respectively. As usually, the event horizon 7y,
of such a black hole can be obtained by imposing the constraint f(rp) = 0. The
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associated solution is given by

riE =M —b+ /(M —b)? — a2 (2.7)
Using Eq. (2.6), the corresponding entropy reads as

S = ? =m(2M? — Q%+ \/(2M?2 — Q?)2 — 4J2). (2.8)

The Hawking temperature, being related to the surface gravity, takes the following
form:

T V@M —Q?)2 —4J?
CATM(2M — Q% + /(M — Q)2 —4.J?)

(2.9)

Similar calculations provide a generalized formula for the Kerr—Sen black hole

422 1 2702 2\ 1/2
m4J 4 27Q) S+S> ' (2.10)

M(S,Q,J) =

(5.Q.) = (L

It is recalled that the first law of the black hole thermodynamics can be written as
dM =TdS + ¢dQ + QgdJ, (2.11)

where T', ¢ and Qg are the temperature, the electrostatic potential and the angular
velocity, respectively. The explicit expressions of the involved parameters are listed

as follows:
_ %_Aj - % (2.12)
¢ = aa_zg = % (2.13)
The temperature being given by
T(S,Q,J) = oM (S —2nJ)(S +2nJ) (2.14)

T 0S 4832\ /r(4x2J2S + 27 Q257 + S9)

is illustrated in Fig. 1 as a function of the entropy for different values of the angular
momentum and the charge. This computation generates certain critical behaviors.

A close examination on the curve in the S —T plane shows that the temperature
T is indeed a continuous function of the entropy. Thus, the possibility of a first-
order phase transition is removed. Besides, one can notice from Fig. 1 that the
temperature decreases when the angular momentum and the charge does. However,
it has been shown that the temperature vanishes at S = 27J which could be linked
with an extremal black hole solution. Then, the temperature exhibits a maximum
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— Q=0.05, J=0.1
— Q=0.2, J=0.2

0.04

0.02 -

S

Fig. 1. The Temperature (") for Kerr—Sen black hole as a function of the entropy (S) for different
values of J and Q.

point corresponding to its vanishing first derivative located at

Smax = 71—\/2 5;/ 2J4Q4 —8J6 +4J2

2
+ | ar2 9 +2| —2m2{/277QT — 85,
\AY/2TQT 8T + 2

(2.15)

Then, it goes to zero when S goes to infinity. It is known that a second-order occurs

at the point where the heat capacity exhibits a singularity. To get further insight

into the thermodynamical behaviors of the Kerr—Sen black hole, we compute the

semi-classical specific heat by using the relation Cj o = T(g—;) This has been found

to be

25(—4J%7? 4+ S?)(4J%7? + S(2nQ* + 9))
48J474 — §4 + 82725 (4mQ? + 35)

Cr(5,Q,J) = (2.16)

To investigate the associated behaviors, we plot the heat capacity as a function of
the entropy in Fig. 2.

It follows that this function involves a discontinuity at a critical value of the
entropy given by S. = Spax = 1.60199. Such a point S. separates two branches
associated with a small and large black hole transition. It can be seen also from
Fig. 2 that the heat capacity changes from a positive infinity to a negative infinity
at T =T, = 0.0874147. An examination shows that there is an infinite divergence
of the heat capacity that indicates a higher-order phase transition of the Kerr—Sen
black hole. This critical transition can be treated using two different approaches
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J=0.1, Q=0.05
20 T
ol }
0 |
c |
-10f 3
0.0 075 170 175 : 270 275 3.0
s

Fig. 2. The heat capacity (C) of Kerr—Sen black hole with respect to the entropy (S) for fixed
J =0.1 and Q = 0.05.

which will be investigated in the next sections. The first one will be based on the
Ehrenfest method. However, the second one will be conducted using a geometric
way by adopting a new metric form inspired by the Gibbs free energy scaled by a
conformal factor associated with the existence of extremal solutions.

3. Second-Order Phase Transition of the Kerr—Sen Black Hole

In this section, we study a phase transition phenomena appearing in the Kerr—Sen
black hole by using first the Ehrenfest scheme [22-26]. In particular, we will show
that this black hole exhibits a second-order phase transition by adopting such a
nice technique used for studying thermodynamical systems.

3.1. Kerr—Sen black hole behaviors from the Ehrenfest scheme

It is noted that the Ehrenfest scheme has been exploited to understand the nature
of the phase transition, based on certain relations and equations. For such a black
hole, twelve Ehrenfest equations are involved. They are grouped in Table 1.

Table 1. Ehrenfest equations for the Kerr—Sen black hole.

S fixed Q fixed ¢ fixed
aJ _ (C1,)2—(Cyqon aJ _ as—a oJ _ #(a’9—a’y)
—(57)5.0 = " AT(az—ar) Fr)0.Q = oot (37)0.¢ = e
aJ _ #(a’s—a’y) aJ _ d(x'2—x"1) aJ _ $(k'a—rk"1)
—(59)5.7 = atas—ar) ~(5Qler ="awm-—n  ~(5)eT = ata—)
9Q — 2op—oq) 9Q — Q(sa—r1) 29 _ Q20e-x1)
~(57)s.1 = Grar=at) ~GPar =gy ~(Eer = G
2Q _ (C1,0)2—(Cy0)1 2Q _ Q(az—oa) 9Q _ alg—a!
—(5f)sy = a—ary  (57)97 = Gars—xt) (37)s.7 = 3=
2050169-6
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The relevant thermodynamical coefficients are given by the following formulae:

100 109 10
““Ta\or),, "Ta\or)., YT e\ar)

= 3i) ¢ h(ER), - al)
¢\ oT J,Q7 X Q\0Q T,J7 Q\0Q T,J.

As shown in Fig. 2, the heat capacity C ¢ is discontinuous which is needed to reveal
that the studied black hole system undergoes a second-order phase transition. This
can be confirmed by examining the discontinuous behaviors of «, k, x, o', ¥ and
X'. To do so, one should compute such quantities. Using (2.12) and (2.13), we can
express () and ¢ as a function of S, J and @. The calculations give

2J73/2
Q = .
(5,Q,J) \/271’52@2 T 42572 + §3’ (82)
0(5.Q,7) = Vot (3.3)

C VAPPT +27Q%S + 52

By using (2.14), (3.2) and (3.3), the expressions of o and o’ can be written as

oo L(22) (25
~a\as ), \or ),

_4S(4J%7% 4 S(4mQ? + 39))\/Sw (42w + S(27Q% + 5))
N 48.J4m4 — S4 1+ 872128 (47Q? + 3S5) ’

, 1 <a¢>) (85) _ 45(—4J%r? + §%)/Sm (4?72 + S(27Q? + S))
J,Q J,Q

(3.4)

PACE aT 48J4mt — S1 4+ 872128 (4nQ? + 35)
(3.5)
Using the following equations
o9 ol o9 ol
(@) _ (W)S,Q(%)J,Q B ﬁ),LQ(%)S,Q
97 ) r.q (58) 10 ’
9 9 9 9
(@) _ (%)S,J(%)J,Q_(%)J.,Q(%)S,J
0Q ) 1 ; (‘g—ig)JyQ ’
we obtain
2,2 22
o — (4J7= + 5%) (36)

J(A8J474 — §4 + 872725 (4m Q2 + 35))’

;L 484" 4 24272 5% — G4 (3.7)
" T QST — ST 82n2S(4rQ? + 38)) '
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To get the expressions of the two final quantities, we exploit the formulae

<8_¢) _ (%)SQ(g_T)J,Q - (g_g)J7Q(8_§)S,Q
07 ) rq (58) 10 ’
(8_9) _ (g_Q)S)J(g_T)J,Q—(g_ﬂ)‘]@(g_g)s)‘,

oQ)r, 55) 10 ’

which gives the following relations:

B —4rQS(4J°m% + S?)
X7 R TArd — 5% 1 822 S (4mQ2 + 35)

;o —8Jm2(4J%7% + S?)
X T Ut — 5% + 82125 (4n Q% + 38)

(3.9)

It is worth noting that «, x, o/, " and x’ share the same denominator being exactly
the one of Cj (S, Q,J). Thus, such quantities diverge at the same critical value
of the entropy. This critical behavior can be clearly seen from Fig. 3 showing the
variation of such quantities in terms of the entropy S.

Precisely, it has been observed that all the computed quantities exhibit a dis-
continuity at the critical value S, = 1.60199 illustrated by the red dashed line. The
obtained results show a genuine second-order phase transition for the Kerr—Sen
black hole.

3.2. Validity of the Ehrenfest equations

Now, we are in position to inspect the Ehrenfest equations organized in Table 1 by
checking their validity. It is noted that for any second-order phase transition, the
Ehrenfest equations should be satisfied at the critical point. Indeed, we consider
first the Ehrenfest equations associated with the fixed entropy classes. Using (2.14),
the left-hand side of the first equation can be computed. This has been found
to be

B (aj) N (2(4%7% + S(2mQ? + S))3/2. (3.10)
5,Q

aT J(4272 4+ S(4rQ? + 39))

To get the right-hand side, we can use the expressions of C'j ¢ and « given in (2.16)
and (3.4). Indeed, consider two points S; = S. 4+ € and So = S. —€ (e < 1)
associated with phase 1 and 2, respectively, of the curves given in Figs. 2 and 3
and the corresponding Cjqls, = C(1,q),, Ciqls, = Cuo), and als, = ai,
als, = ag, respectively. Putting D(S, J, Q) = 48J47* — §* 4 82725 (47Q? + 39),
the right-hand side of the first Ehrenfest relation for fixed values of the entropy
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Fig. 3. The variation of «, k, X, o, k' and x’ with respect to the entropy for fixed values of @
and J.

reads as

(C{LQ)Q — (CJ’Q)l o 25(74J27T2 + 52)(4J27T2 +S(27TQ2 + S))
OT(az— 1) QTAS@AJ?72 + S(47Q 1 35))\/S7 (A7 § S2r Q2 1 9))]

(3.11)
where Dy and D, denote the denominators associated with the phase 1 and 2,

respectively. Using the expressions of 7' and 2, the right-hand side of the first
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Ehrenfest relation for a fixed value of the entropy is found to be

(Cr@)s — (Cro)r _ (F(4J°7* + 5(21Q* + 5))*/° (3.12)

QT (o — 1) J(4J272 + S(4nQ2 + 35)) '
revealing that the first Ehrenfest equation is satisfied. Using similar calculations,
we examine the second equation appearing in Table 1. The left-hand side of the

second Ehrenfest equation can be written as

(35

5J) Q5,1
—| = = . (3.13)
<8Q S, T (2_5)57Q
Using Egs. (2.14) and (3.13), we get
(9] B QS(S? —4J%7?) (3.14)
0Q) g 8J3m +2J1S(4rQ? + 35)° '

Exploiting the same procedure used in the verification of the first equation right-
hand side, we obtain

play —a'y) P[AS(—4.J?7% + 5?)\/Sm (4272 + S(27Q2 + S))]

Qaz —ao1)  QAS(4J2m2 + S(47Q2 + 39))/ST(4T272 + S(27Q2 + S))]

(5; — 77)
X(L,L)' (3.15)
D: — Dy
Using (3.3) and (3.2), we arrive at
! 2 2.2
(]5(0(2 al) _ QS(S 4‘] ™ ) (316)

Qlaz —a1)  8J373 4+ 2J18(47Q? + 35)’

which reveals clearly the validity of the Ehrenfest second equation at the critical
point. For the third equation, the left-hand side can be calculated using (2.14)
and (3.17). Indeed, it is given by

()-8

Similar computations provide

Qaz —on)  QAS(4T%n? + S(4nQ? + 39))\/St(4.272 + S(2mQ2% + 9))]

MNE

- . (3.17)

)s.o  8J%m% + 2JmS(47Q? + 35)
s, QS(S? — 4%72)

Q

pla/s —a'y) PlAS(—4272 + §2)\/Sw(4]272 + S(21Q2% + S))]
1 1
x %; — ;; (3.18)

Using the expression of ¢ from (3.3) and Q from (3.2), we find

Q(Oég — al) - QS(S2 — 4J27T2)
dlaly —a'1)  8J373 4 2JmS(47Q% + 3S)°

(3.19)
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This indicates the validity of such an Ehrenfest equation. For the last equation
given in Table 1 for a fixed entropy, we follow the same calculations by finding first
the left-hand side. Concretely, it has been found to be

B <8Q) _ 2(S(4%n% 4 S(2mQ% + S))3/2' (3.20)
S,J

T VTQS(S? — 4.J%72))

For the right-hand side, the calculation shows that it involves the same expression
as the left-hand side. Thus, we have

(3.21)

(Crg)2 — (Cug)i _ 2AS(AI7 + S Q2+ 5)2 _ (@
¢T(a'y —a'y) VTQS(S? — 4J2%7?2)) B T ),

As expected, the remaining equations, given in Table 1, can be examined using
the same method. Instead of repeating the associated calculation, we give only the
obtained results. For a fixed angular momentum, they are presented as follows:

ag —ay  ASJ(4J%7? + S(4rQ? + 35))/Sw (41272 + S(2nQ? + 9))

Ko — K1 (4J2772 + 52)2
BJ)
=== , (3.22)
(57)..,
oy —xh) _ _4JmQS (0] (3.23)
Q(ky — K1) 4J272 4+ 52 oQ Q7T’ '
Q(,‘ig—lil) _4J27T2+Sz __(a_Q> (324)
(X2 — X'1) 4JmQS aJ Q,T’ .
Q(OZQ —O[l) Q(4J27T2 +S2) 8@
(x5 — X'1) = =\ar . (3.25)
Xom X)L [t 4 5(2nQ2 + 9) Q.7
For a fixed electric potential, the Ehrenfest equations are also verified:
pla/s —a'y)  S(4J?m? — §%)\/S(4J?72 + S(2mQ2 + S))
Q2 —x1) 2Jm32 (41272 + S2)
8J>
Y 7 (3.26)
(57)..,
o(k'2 — K1) __48J47T4+24J27T2S2—S4 o 6_J (3.27)
Qx2 —x1) 32J3714Q + 8J72QS% Q) 7 '
Qx2 —x1) B 321374Q + 8Jm2QS? _ (9Q (3.28)
Gk’ — K1) A8Jiwt 424022852 — 5t \aJ ), '
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oy — oy 4QS(—~4J%7% + §%)\/Sr(4T?7% + S(27Q% + S))
Ko — K1 48.J4m + 24?7252 — 54

- (g_?>¢,f (3.29)

It has been shown that Prigogine-Defay (PD) ratio II can be considered as a tool to
measure the deviation from the second Ehrenfest equation [27]. Performing numer-
ical calculations from Egs. (3.12) and (3.23), it has been found to be

ACJQAK/
H = % = 1 .
T.0.(Aa)? (330)

Since all the Ehrenfest equations presented in Table 1 are verified, we can now
confirm the existence of a second-order phase transition for the Kerr—Sen black
hole. Note that this matches perfectly with the second-order equilibrium transition
discussed in [26, 28, 29].

To consolidate this result, we shall explore the geothermodynamics by proposing
a new metric form derived from the Gibbs free energy scaled by a conformal factor
associated with the existence of extremal solutions.

4. Kerr—Sen Black Hole Geothermodynamics

In this section, we reconsider the investigation of the geothermodynamics, of such
a black hole, relying on singular behaviors of certain thermodynamical quantities
including the heat capacity. The latter is relevant in the determination of the nature
of the black hole phase transitions, since it involves various interesting thermody-
namical properties. To unveil such properties, the thermodynamical geometry of
the Kerr—Sen black hole has been approached by focusing on the thermodynamical
geometric curvature. Several metrics could be used to approach such a quantity.
However, here, we can explore an alternative road. Inspired by the Hessian matrix
of several free energies generated from the Legendre transformation of M, we adopt

a new metric form derived from the Gibss free energy [30]. Concretely, we intro-
1
T
approaches. Exploiting the Gibbs free energy G, we can write

duce a conformal factor = motivated by extremal solutions being absent in known

dG = =SdT + ¢dQ + QdJ. (4.1)
Implementing a conformal factor %, we obtain
1 1
TdG = T(—SdT + ¢dQ + QdJ). (4.2)
It follows that the conformal Gibbs free energy metric can be written as
1
ds? = T(—deS + dpdQ + dQd.J). (4.3)
2050169-12

198



Int. J. Geom. Methods Mod. Phys. 2020.17. Downloaded from www.worldscientific.com

by UNIVERSITY OF NEW ENGLAND on 10/16/20. Re-use and distribution is strictly not permitted, except for Open Access articles.

On phase transition behaviors of Kerr—Sen black hole

Within the natural variables T, @ and J, it is convenient to trade the temperature
by the entropy S. The resulting new representation of the metric takes the following
form:

dst, = gssdS? + goodQ* + g77dJ? + 290 dQdJ. (4.4)

With the use of this metric, we try to check the second-order phase transition point.
Thus, the scalar curvature can be expressed in the following way

_ Mo

= 4.
Ra D’ (4.5)

where the denominator is found to be
Dg = S(2J7 — 8)(2J7 + S)(27Q? + 8)* (4?7 + S?)(4J*7? + 27 Q%S + S?)
x (48J4 % — S* 4+ 82725 (47 Q? + 35))?, (4.6)

while the term Mg, having a complicated form, is omitted since it is not revelent
in the present discussion. It is worth noting that the proposed metric gives a rather
simple form of the scalar curvature. Besides, the resulting scalar curvature has the
same denominator as the quantities (2.16) and (3.1). This shows that the latter
may also exhibit a discontinuity at the critical point S. = 1.60199 confirming the
existence of a second-order phase transition. To visualize such a result, we illustrate
the scalar curvature in Fig. 4 as a function of the entropy.

It follows from this figure that the scalar is indeed discontinuous at S. (the
red dashed line) and at S = 27J (the blue dashed line). This not only supports
the result obtained in the previous section but also pushes one to investigate the
associated scalings laws and critical exponents.

J=0.1, Q=0.05
40t i i
ol /! !
Re | |
or | |
o
R 3 . 5 6
S

Fig. 4. Scalar curvature as a function of the entropy (S). The red dashed line represents the critical
point at which 2R goes to infinity. While, the blue one is associated with the extremal black hole
solution.
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5. Scaling Laws and Critical Exponents

In this section, we investigate the scaling laws and the critical exponents at the
obtained critical point for the Kerr—Sen black hole. In the elaboration of critical
phenomena, one can meet with three kinds of susceptibilities related to the heat
capacity C4, the moment of inertia (I5) and the electric capacitance (K. ) defined as

ca=#(a5), =0 (ogm), "= (o). O

Here, (3 is the inverse of the temperature and the set {A, B, C} denotes the fixed
quantities [31]. These quantities representing different exchange modes (i.e. ther-
mal, electrical and mechanical) show a behavioral divergence providing a phase
transition. It is noted that other propositions have been conducted for the phase
transitions at the extremal limit, being a point of a second-order transition, when
M = a + b based on the divergence of thermal fluctuations. Precisely, it has been
remarked that these fluctuations can be linked to the divergence of (5.1). Before
going ahead, it is convenient to re-write certain needed thermodynamical quantities.
In particular, they are listed as follows:

Ay

Se = 5F = nl2M? - Q* % /M7 — QPP — 477 (5.2)
T +/(2M? — Q)2 —4J? g1 (5.3)
£ M x Ai N ’ .

_dnJ _ A4AmQry
Qj: - MAi, + = Ai . (54)

It is noted that the entropy S(M, J, Q) is a generalized homogeneous function since
one has S(VAM, \J,VAQ) = AS(M, J, Q). The response coefficients are related to
the susceptibilities via the following relations:

0%S ) B2
X: = =— , 5.5
1 (8M2 70 CJQ ( )
%S I5)
Xo = | = = —— 5.6
X2 (6J2 > wo g (5:6)
028 I}
Ya=| = = - . 5.7
w=(50) % (5.7)

Near the critical points, these quantities obey certain power laws. To derive such
laws, we should define the following order parameters ny = Sy —f—, ns = (6Q)+ —
(BQ)- and ng = (B¢)+ — (B¢)—. It is worth noting that these quantities do not
go to zero at the critical point. However, they diverge since the inverse of the
black hole temperature does. In this regime, we also need to define the following
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terms M = Mx(1 +enm),J = Jx(1 —€7),Q = Qx(1 — €g), where My, Jx and
@ x represent the mass, the angular momentum, and the charge at the extremal
limit, respectively and e is associated with small parameter deviations.* Some of
the relevant scaling laws are given by

X1~ € (J=0or Q=0), (5.8)
X~ €y (Q@=0), (5.9)
ny~e, (Q=0), (5.10)
ny~ et (Q#0). (5.11)

Using the definition of ¥; in the extremal limit where M = \/J + Q%/2(1 + )
and taking @ = 0, we find

_ 47
X =~
NP (enr + 2%2(enens + 2) + 232

X (6?\/] + 2ep + Vemven + 2\ en(enr +2) + 2+ 3)

+2\/6M+2\/6]\4(6]L[+2)+2)}. (5.12)
3/

Thus, we obtain X; o €,;

(=2 + €3/ (enr + 2)((em +2)Vens

2, Using similar road calculations, we get

_ 2m(ep + 1)4
N — , 5.13
X2 T T AS, 1 66, + den ) (5.13)

/

which shows that X, o 617/13 2. For the third equation, we obtain

47
Ver, 463, + 662, T ey

(5.14)

ny =~ —

revealing that one has 7y « cj_wl/ % Identical computations are performed for the
last equation. The critical exponents for the Kerr—Sen black hole are therefore
summarized as follows:
3 3 1
== == =—=, 6=-2. 5.15

@ 2 ) ’7 2 ) ﬁ 2 ) ( )
From these critical exponents, we find the equalities related to the scaling laws of
the first kind

a+28+~y=2, BH—-1)=n. (5.16)

This matches perfectly with the result of [31] where the same relations have been
obtained for the Kerr-Newman black hole.

“In the extremal limit, we obtain Mx = /7 + Q2/2,Qx = /2(J + M?) and Jx = =2
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6. Conclusions

In this work, we have investigated the phase transitions of the Kerr—Sen black hole
engineered from the heterotic superstring theory. In particular, we have computed
the involved thermodynamical quantities. It has been shown that the phase tran-
sition is characterized by divergences in the specific heat and other quantities near
the critical points. Using the Ehrenfest scheme, we have inspected the nature of
the phase transitions. Concretely, we have analytically verified the validity of such
equations near the critical point. We have shown that the phase transition corre-
sponding to the divergence in the heat capacity at the critical point is in fact a
second-order equilibrium one. To support such a finding, we have approached the
Kerr—Sen black hole geothermodynamics by adopting a new metric form derived
from the Gibbs free energy scaled by a conformal factor inspired by the singularity
associated with extremal solutions. This geometric method recovers similar behav-
iors. At the end, we have obtained the involved scaling behaviors at the critical
point.

This work comes up with some open questions. It will be interesting to extend
this investigation by considering backgrounds with a nonzero cosmological constant
built recently in [32]. Motivated by the black hole observational aspect, the gravi-
tational waves and black hole image, a second investigation could concern optical
properties from different backgrounds, including dark sectors. We leave these ques-
tions for future works.
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Conclusions et perspectives

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a l'aspect thermodynamique des trous
noirs rotatifs a quatre dimensions qui a eu récemment beaucoup d’intérét. Nous nous sommes
particulierement intéressés aux certaines transitions de phase de telles solutions de I’équation
d’Einstein. Ce document est divisé en deux parties.

Dans la premiere partie, nous avons présenté les différentes notions gravitationnelles don-
nant naissance a la physique des trous noirs. Concretement, nous avons rappelé 1’équation
d’Einstein en dérivant les différents types des trous noirs. En introduisant la constante cos-
mologique dans cette équation, nous avons également étudié les trous noirs dans I'espace Anti
de-Sitter. Ensuite, nous avons élaboré une synthese des propriétés thermodynamiques ainsi
que les transitions de phase des trous noirs rotatifs. En ce qui concerne ’aspect thermodyna-
mique, nous avons abordé certains aspects physiques des solutions rotatives et non rotatives a
quatre dimensions. Concrétement, nous avons examiné la radiation de Hawking en se basant
sur la typicalité canonique ainsi que 'effet tunnel. Puis, nous avons dérivé la température de
Hawking en utilisant I’approche Euclidienne. En utilisant les principes de la mécanique quan-
tique et la théorie de I'information quantique, nous avons étudié I'information noire associée
en expliquant le paradoxe de perte d’information pour ces objets. L’analyse des transitions
de phase et de la stabilité a également été approché pour plusieurs trous noirs. Dans cette
analyse, nous avons obtenu certains comportements thermodynamiques dont les propriétés
montrent des liens avec le fluide de Van der Walls. La présence de la constante cosmologique
et des champs de I’énergie noire de nature dynamique ont aussi été introduits dans ce travail.

En utilisant la méthode de typicalité canonique, nous avons reconsidéré d’abord I’étude de
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Conclusions et perspectives

I'impact de ’énergie noire sur les trous noirs rotatifs a quatre dimensions. Concretement,
nous étudions les influences associées sur le spectre de divers trous noirs chargés et rotatifs.
Pour ces solutions, nous élaborons analytiquement le spectre de radiation correspondant, la
température de Hawking et I'information noire. En particulier, nous confirmons que I’énergie
noire peut étre considérée comme un systeme de refroidissement entourant les trous noirs et
agissant comme un systeme de stabilisation.

En abordant des modeles inscris dans le cadre de la théorie des supercordes hetérotiques,
proposés par Sen, nous avons étudié les transitions de phase et les comportements critiques
du trou noir rotatif et chargé correspondant nommé trou noir de Kerr-Sen. En utilisant le
schéma d’Ehrenfest, nous avons dérivé les quantités thermodynamiques relevantes, y com-
pris la capacité thermique. En particulier, nous avons montré qu’un tel trou noir subit une
transition de phase du second ordre. En adoptant une forme adéquate de la métrique de la
géothermodynamique, nous avons calculé la courbure scalaire associée recouvrant des transi-
tions de phase similaires. Quant a la transition de phase de Hawking-Page, nous considérions
le trou noir de Kerr-AdS. En utilisant un espace des modules controlé par le parametre d’état
w, de I'énergie noire et 'intensité du champ de quintessence «, nous avons traité quelques
modeles. En dérivant les formules analytiques des quantités thermodynamiques associées,
nous avons étudié le modele correspondant au parametre d’état w, = —2/3 pour lequel le
trou noir de Kerr-AdS révele une résistance aux effets de I’énergie noire. En exploitant les
formules explicites des quantités thermodynamiques, nous avons montré que ces modeles
possedent des constantes universelles. Quant a la deuxieme partie, nous avons présenté nos
contributions réalisées dans cette these traitant ’aspect thermodynamique des trous noirs
rotatifs.

Ce mémoire, présenté dans ce document, ouvre des perspectives de travail relativement
nombreuses. En effet, nous souhaitons approfondir d’avantage le développement du lien entre
la physique des trous noirs rotatifs AdS et la thermodynamique. Ceci permettrait d’examiner
des nouvelles solutions non-singulieres. Cela apporte également une ouverture sur plusieurs
pistes de recherche. Nous aimerons souligner qu’une possible connexion avec d’autres théories
peut étre élaborée. Nous espérons que les lecteurs intéressés par la gravitation trouveraient

d’autres pistes d’investigations.
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ANNEXE A

Aspect optique du trou noir de Schwarzschild

A.1 Equations de mouvement du trou noir de Schwarz-

schild

L’équation de mouvement d'une particule dans un référentiel arbitraire {a#} s’exprime

comme suit ) , )
d°zt d°x” d“x°
K =0 Al
dp + vo dp dp ’ ( )

ol p est le parametre affine décrivant la trajectoire et I'; ) est le symbole de Christoffel. Pour

x# = t, 'équation (A.1) se réduit a

et Ptdr | Prdit

— —_— — =0. A2

Ce qui donne

Pour z# = r, nous obtenons

T2+ Thet? + T7,0° + T = 0,
v .

. = o 792 o

T b

2 o3 8 -
- sin ¢2—|—%t2 = 0. (A4)
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A.1. Equations de mouvement du trou noir de Schwarzschild

De méme, Pour z# = 0 et x* = ¢ successivement, nos avons

é+2f9—q5251n60086 = 0, (A.5)
b2+ 22000 = o (A.6)

En effet, les équations (A.3), (A.4), (A.5) et (A.6) représentent les équations de mouvement.
Nous résolvons ce systeme des équations en identifiant des constantes de mouvement.
Puisque le champ est isotrope, nous considérons uniquement les trajectoires dans le plan

équatorial (0 = g) . Ce qui implique

t ir =0 AT
a0 (A7)
b a .
ot gt - —(;5 ol =0, (A-8)
9 .
b+ ;7@ =0. (A.9)
En divisant ’équation (A.7) par = £, et I'’équation (A.9) par d¢ = gb, nous établissons les
expressions suivantes
4 (In(f) + In(a)) =0, (A.10)
L (In(d) +In(r?)) =0, (A.11)

produisant deux constantes de mouvement
at = K2, r2¢ = h. (A.12)

Ainsi, I'équation (A.8) prend la forme suivante

5 o b/ h2
% K — =0. Al
7+ 5 c + 2bT =] 0 (A.13)

En effet, la dérivée de I’équation (1.7) par rapport au temps propre fournit

ds? : .
—dsz = —at® + b +1r?¢?
-
4K2 h2
= - + bi? +—. (A.14)
a
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A.1. Equations de mouvement du trou noir de Schwarzschild

De plus, la dérivée de I'équation (A.14) produit exactement l’équation (A.13) pour le cas
c

nulle (% = O) et non nulle (Z% =

non massives. Partant de ce fait, nous avons

. Ici, nous intéressons au mouvement des particules

— — K =0. (A.15)

2G M\ h?
¢2+(1—G) :
.,

rc2

Puisque les deux composantes pg et p3 du quadri-vecteur énergie impulsion sont données par

Po = goot = (1 — QC;M) = K, (A.16)
c2r
ps = gsp=—r’¢p=—h, (A.17)

la constante h joue le role d'un moment cinétique et la quantité £ = Kc? correspond a
I’énergie du systeme étudié.
Afin d’identifier la nature du mouvement a partir de I’équation (A.15), nous devons la réar-

ranger sous une forme plus significative. En utilisant la relation suivante

dr . dr h
= — = —— A.18
alors, nous obtenons
hdr\® n? 2GM
—— —(1- — K*¢* =0. A.19
<r2 d¢> + r2 ( re2 ) ¢ ( )
En prenant Y = %, nous établissons ’expression suivante
ay'\? 2G M K>
— Y? <1 - Y) = : A.20
( do ) * & 02 (4.20)
En dérivant I'expression ci-dessus par rapport a ¢, nous trouvons
A’y 3GM
—+Y = Y2 A21
o 2 (A.21)

D’ailleurs, I’équation (A.21) implique une solution particuliére associée au mouvement cir-
culaire conditionné par la formule suivante
d*Y 1 3GM

. (A.22)

Par conséquent, r,. est le seul rayon qui donne un mouvement circulaire.
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A.2 Potentiel effectif et stabilité du mouvement circu-

laire

Afin d’étudier la stabilité du mouvement, nous introduisons le potentiel effectif (A.15)

vérifiant 1’équation suivante

7;2

1
p T Verr = @ (A.23)
ou Vopp = L(1—-2401) et € = L. Les orbites circulaires sont obtenus & partir de la contrainte
suivante
av, 3GM
dr c?

La stabilité du mouvement circulaire est déterminée par le signe de la dérivée second de V¢

en r = r.. En effet, nous avons

re = —— < 0. (A.25)

De surcroit, le mouvement circulaire a r = r, est instable. Dans la figure (A.1), nous illustrons

le potentiel effectif en fonction de r.

0.04
0.02
0.00
veff

-0.02-

-0.04-

0 2 4 6 8 10

FIGURE A.1 — Potentiel effectif en fonction de r pour M = 1.

Evidement, nous observons que V,s; posséde un seul maximum a r = 7., ou l'orbite

1

W.En somme, nous concluons qu’il n’y

circulaire est instable et le potentiel prend la valeur
a pas d’orbite circulaire stable dans la géométrie de Schwarzschild.
Le caractere des orbites photoniques est déterminé par la valeur de la constante £&. Pour

élaborer une signification physique de &, nous exploitons ’équation géodésique, ainsi, que,
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A.3. Ombre du trou noir en coordonnées célestes

I’équation de I’énergie. En effet, nous avons

. 1
dp ¢ 1|1 1 ( 2#) 2
bk T S ([t ) A.26

dr 7 r? L? r? r ( )
En considérant ¢ tend vers zéro quand r tend vers I'infini, la solution de I’équation est donnée

par
§
sin ¢’

ce qui donne I’équation de deux droites avec un parametre d’impact £. Notons que la nature

r—==4

(A.27)

des orbites dépend de la valeur &.

1
272"

Par ailleurs, la lumiere venant de I'infini peut dévier en retournant a l'infini si g% <
1

Pour ﬁ% = 52 la lumiere se rapproche du trou noir en spiralant pour finir en décrivant un

cercle. Cette trajectoire est instable. Par suite, la spirale peut reprendre menant a I’englou-

1
2727

tissement. Pour g% > nous avons un engloutissement a la suite d'une spirale plus ou

mois enroulée sur elle méme.

A.3 Ombre du trou noir en coordonnées célestes

Si un trou noir est situé entre une source de lumiere et un observateur, la lumiere atteint
I’observateur apres avoir déviée par le champ gravitationnel du trou noir. Une partie des
photons émis par la source, ceux avec des petits parametres d’impact, finissent par tomber
dans le trou noir. La lumiere peut s’enrouler autour du trou noir avant de s’échapper pour
rejoindre 'observateur. Ce processus crée une structure annulaire (anneau de photons). La
région entourée par cet anneau de photon est sombre représentant ’'ombre du trou noir [166].

La forme apparente d’un trou noir est ainsi définie par la frontiere de 'ombre. nous
pouvons extraire plusieurs informations sur les propriétés du trou noir a partir de la dé-
termination de cette frontiere [157,167]. Pour décrire 'ombre, nous utilisons le systéme de

coordonnées célestes suivant

do

o . 2

a = 7“01~I>n+loo< 72 sin 6, d7‘>’ (A.28)
g = lim r2—d9, (A.29)

ou r, tend vers l'infini puisque nous considérons un observateur tres loin du trou noir.
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A.3. Ombre du trou noir en coordonnées célestes

Tandis que, 6, est la coordonnée angulaire de I'observateur. Il est a noter que la coordonnée
a est la distance perpendiculaire apparente de I'image vue depuis 'axe de symétrie. La
coordonnée f est la distance perpendiculaire apparente de I'image a partir de sa projection
sur le plan équatorial. Nous constatons % et % a partir de la métrique de Schwarzschild
plagant I'observateur dans le plan équatorial [35]. Les coordonnées célestes vérifient I’équation

algébrique suivante

o+ P =g, (A.30)
ou 5% = ﬁ Prenant G = ¢ = 1, nous obtenons
o? + B% = 2TM?, (A.31)

Afin d’étudier la déviation de la lumiére par un trou noir, nous devons déterminer comment
le rayon lumineux se déplace dans I'espace-temps. De ce fait, nous utilisons principalement

I’équation d’Euler-Lagrange suivante

d (0L oL
@(%J_ﬁw’ (A32)

ou s est le parametre affine de la trajectoire de la lumiere. Tandis que @* représente la
quadrivitesse du rayon lumineux et £ le Lagrangien du systeme. En substituant ’équation

A.32 dans métrique du trou noir de Schwarzschild, nous trouvons 1’équation suivante

L= lg;wi"ui'y = 1 (-f(?")t? +

7;2

f(r)

2 (02 1 win2p 42
5 5 +r (9 + sin 9¢)>, (A.33)

tel que f(r) =1— % De plus, nous appliquons les conditions initiales § = /2, et 6 =0,
autrement dit, les rayons lumineux se déplacent toujours dans le plan équatorial. De méme,
les coefficients métriques ne dépendent pas explicitement du temps ¢ et de 'angle azimutal
¢. Pour cette raison, nous obtenons deux quantités conservées de maniere correspondante.

En combinant les équations A.32 et A.33, les composantes temporelles, azimutale et radiale
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A.3. Ombre du trou noir en coordonnées célestes

de la vitesse quadruple satisfont les équations de mouvement suivantes

=, A.34
, 1

Y= +3 (A.35)
5 1 oM 1

T2+7~2<1_ - )wa (A.36)

oub = % est le parametre d’impact, dans lequel E et L sont les quantités conservées par
rapport au temps et a la direction azimutale. De plus, I’équation (A.36) peut étre réécrite

comme suit

1

Au niveau de la sphere du photon, les mouvements du rayon lumineux satisfont la condition

7+ Veff<7") (A.37)

7 =0, et # = 0. Par conséquent, nous obtenons

!

1
Vers(r) = 2R Vesp(r) =0, (A.38)

En se basant sur I’équation (A.3), nous pouvons obtenir le rayon et le parametre d’impact de
la sphere. De surcroit, le rayon et le parametre d’impact de la sphére des photons prennent

la forme suivante

Tph = 3M, <A39)
bon = 3v/3M. (A.40)

Par ailleurs, la trajectoire du rayon lumineux peut étre décrite a partir de 1’équation de

mouvement. En combinant les équations (A.35) et (A.36), nous trouvons

dr 1 1 2M
— =4 —<1—>. A.41
o~ NP r (.41
En fixant u = 1/r, '"équation (A.41) se réduit a
du 1
i \/192 —u? (—2Mu+1) = ®(u). (A.42)

A Paide de I’équation (A.42) | nous pouvons déterminer les trajectoires des rayons lumineux,
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A.3. Ombre du trou noir en coordonnées célestes

comme le montre la figure A.2. Cependant, tous les rayons lumineux s’approchent du trou
noir par le coté droit. Les lignes rouge, bleue et verte correspondent respectivement a b < by,

b = by, et b > by, Dans la figure (A.3), nous illustrons I’équation (A.31). La silhouette de

10 -

] S
5 A ///9' \\

. \
? ] \

//"/. »‘\‘

101

' ;16 "'—S'I 0 15' "'10"
y/ M

FIGURE A.2 — Trajectoire des rayons lumineur au voisinage du trou noir de Schwarzschild
pour différentes valeurs de b et pour une valeur fize de la masse M = 1 et E = 1. La
singularité du trou noir est représentée par un disque noir de rayon 2M . Les coordonnées x
et y sont les coordonnées cartésiennes calculées par x = rcos¢ et y = rsin ¢.

'ombre du trou noir peut étre visualisée & partir de la figure A.3.a. A partir de 'équation
de mouvement A.41, nous illustrons dans la figure A.3.b 'intersection des rayons lumineux
pour déférents directions afin de visualiser 'ombre du trou noir de Schwarzschild. Ainsi, la
géométrie de 'ombre est associée a un cercle parfait ou sa taille est contrallée par la masse
M.
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10 -
4+
5 ] /,,’ Z N \\\\ 2
E 0 " ,// \\\ \|
~ T T I
) 1 \\ /1 ) B 0
_5 < < - _2
-10 _al
-10 -5 0 5 10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-4 -2 0 2 4
y/ M
a
FIGURE A.3.a FIGURE A.3.b

FIGURE A.3 — Ombre et rayons lumineuz au voisinage du trou noir de Schwarzschild dans le
plan céleste pour M =1 et E = 1. La singularité du trou noir est représentée par un disque
noir de rayon 2M
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Résumé

Cette thése est consacrée a 1’étude de 'aspect thermodynamique des trous noirs rotatifs. Parti-
culiérement, nous nous intéressons aux trous noirs a quatre dimensions en présence d’un champ
appelé quintessence considéré comme un candidat de 1’énergie noire. Pour comprendre son im-
pact, nous examinons analytiquement le spectre de la radiation ainsi que ’aspect thermique
des solutions chargées et rotatives. En déterminant les quantités thermodynamiques associées,
nous montrons que cette contribution énergétique se comporte comme un systéme de refroidis-
sement. Cette étude est étendue en analysant le comportement critique des trous noirs neutres
et rotatifs dans un espace-temps Anti de-Sitter. Concrétement, nous explorons la transition de
Hawking-Page de certains modéles caractérisés par des valeurs spécifiques du parameétre d’état
décrivant I’énergie noire. Nous terminons ce travail par une présentation des solutions des trous
noirs rotatifs s’inscrivant dans le cadre de la théorie des supercordes hétérotiques. Concréte-
ment, nous examinons le comportement critique du trou noir de Kerr-Sen. En exploitant le
schéma d’Ehrenfest, nous montrons que cette solution subit une transition de phase du second
ordre. En proposant une nouvelle forme de la métrique de la géothermodynamique & partir de
I’énergie libre de Gibss, nous assurons la présence de telles transitions en déterminant la cour-
bure scalaire associée. Finalement, nous explorons les exposantes critiques qui sont en accord
avec la théorie des champs moyens.

Mots-clés : Trou noir rotatifs, quintessence, énergie noire, radiation de Hawking-Page,

espace-temps AdS, géothermodynamique, trou noir de Kerr-Sen, Ehrenfest.

Abstract

This thesis is devoted to the study of the thermodymnamic aspect of rotating black holes. In
particular, we are interested in four-dimensional black“holes in thespresence of a field called
quintessence considered as a dark energy candidate. To understand its influence, we examin
analytically the radiation spectrum as well as the thermal aspectiof charged and retating so-
lutions. By determining the associated thermodynamics quantities, we show that this energy
contribution hebaves as a cooling system. This study is extended by analyzing the critical beha-
vior of neutral and rotating black holes in Anti de-Sitter space=time. Coneretely, we explore the
Hawking-Page transition of certain models characterized By specific values of the state parame-
ter describing the dark energy. We end this work by investigating the critical behaviors of the
Kerr-Sen black holes in four dimensional embeeded in heterotic superstring theories: By using
the Ehrenfest scheme, we show that this solution undergoes‘a second order phase transition.
Proposing a new form of the geothermodynamics metrie derived from the Gibss'free energy, the
presence of such transitions is confimed by computing the asseciated scalar curvature. Finnaly,
we explore the critical exponents matching perfectly withsthe mean field theory.

Keywords : Rotating black holes, quintessence, dark energy, radiation spectrum, Anti
de-Sitter space-time, Hawking-Page transition, Kerr-Sen black hole, Ehrenfest, geothermody-
namics.
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