
UNIVERSITE SIDI MOHAMMED BEN ABDELLAH

FACULTE DES SCIENCES ET TECHNIQUES-FES

N0 d’ordre : 10/2016

THESE DE DOCTORAT

Présentée par

Mr : Rachid Bahloul

Discipline :
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Résumé de la thèse

Ce travail est motivé par l’étude des équations différentielles fonctionnelles à re-

tard et de type neutre. Elles sont apparues dans différentes disciplines scientifiques

(dynamique de population, trafic urbain, physique, biologie,..) et sont difficiles à

résoudre.

Le retard est défini comme étant la propriété d’un système physique pour lequel la

réponse à une action appliquée est retardée dans son effet. Les systèmes à retards

sont appelés aussi systèmes héréditaires.

Notre objectif dans ce travail est de chercher les solutions périodiques de telle

équations par des nouvelles méthodes, notamment en utilisant la théorie de R-

bornétude et en travaillant dans un espace de Banach de type UMD.

La première partie de la thése est consacré à des rappels sur la théorie des semi

groupes d’opérateurs linéaires et non linéaires, Analyse de Fourier, la théorie des

R-bornétude et quelques notion sur l’espace de Banach, ainsi que des propriété

géométriques d’espace de Banach de type UMD.

Dans la deuxième partie, nous montrons l’existence et l’unicité de solutions périodiques

d’équations différentielles à retard et de type neutre dans un espace de Banach de

type UMD.

Dans la troisiéme partie, on s’intéresse à résoudre le problème d’équations différentielles

dégénérées du second ordre dans un espace de Banach de type UMD.
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En fin, la quatrième partie est consacrée à montrer l’existence et l’unicité de la so-

lution d’une équation différentielle à retard non linéaire en appliquant le théorème

de Crandall-Liggett.

Mots clés : Solution périodique des équations différentielles à retard et de type

neutre, espace de Banach de type UMD, Transformée de Fourier, R-Bornétude, Lp-

multiplicateur.
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Articles dans les journaux :

XK. Ezzinbi, R.Bahloul et O.Sidki, Periodic Solutions in UMD spaces for some

neutral partial function differential equations, Advances in Pure Mathematics (ac-

cepter)

XM.Bahaj, R.Bahloul et O.Sidki, Periodic weak solutions of some degenerate

equations, Global Journal of Pure and Applied Mathematics (GJPAM), indexed in

Scopus, Mathematical Reviews, MathSciNet, and Zentralblatt databases. (accep-

ter)

XM.Bahaj, R.Bahloul et O.Sidki,Periodic solutions of degenerate equations

with finite delay in UMD space, journal of Advances in Dynamical Systems and

Applications. ISSN 0973-5321, Volume 10, Number 1, (2015) pp. 23-31

XR.Bahloul et O.Sidki ; Periodic Solutions of abstract neutral functional dif-

ferential equations, International Organization of Scientific Research Journals of

Mathematics (IOSR-JM), e-ISSN : 2278-5728, p-ISSN :2319-765X, Vol.10, Issue 2,

Mar-Apr 2014, 86-96. Doi :10.9790/5728-10228696.

XR.Bahloul et O.Sidki ; A Semigroup Approach to Semilinear Functional Diffe-

rential Equations in a Banach Space, International Journal of Scientific and Engi-

neering Research ( IJSER),ISSN 2229-5518, Volume 4, Issue 11, November-2013.

Communications orales :

v



XWorkshop Oujda 2012, Operator Theory and Applications, 14-19 December, 2012,

A Semigroup approach to semi-linear function differential equations in a Banach

space.
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3.1.1 Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

ix



3.1.2 Critère de solution périodique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

3.1.3 Existence de la solution forte . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
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Introduction générale

Les équations différentielles à retard sont des équations différentielles dans les-

quelles la dérivée à un moment t dépend de la fonction ( et de la dérivée dans le cas

des équations de type neutre) à des moments antérieurs t− ri, ri ∈ R+. Autrement

dit ces équations tiennent compte de l’effet du passé dans la prédiction du futur.

Les équations différentielles à retard occupent une place importante dans tous les

domaines de la science (physique, chimique, biologique, economique.....).

0.1 Présentation de la thèse

Le but de ce travail est l’étude d’équations différentielles à retard et de type

neutre. Notre principale contribution est de prouver l’existence et l’unicité de solu-

tion périodique avec une nouvelle méthode.

Les outils mathématiques qui sont à la base d’une telle étude ont été initiés par

Arendt et Bu [5] et ensuite formalisés par d’autres auteurs. Par exemple, Lizama

[42] qui montre l’existence et l’unicité de la solution périodique forte et faible de

l’équation suivante :
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d
dt
x(t) = Ax(t) + L(xt) + f(t)

Où A : D(A) ⊆ X → X un opérateur linéaire fermé et f : R→ X est une fonction

locallement p-intégrable et 2π-périodique pour 1 ≤ p < +∞, L ∈ B(Lp([−r, 0], X);X)

(l’espace des opérateurs linéaires bornés).

Bu a étudié dans [8] un problème d’équations différentielles dégénérées suivante :

d
dt

(Mx(t)) = Ax(t) + L(xt) + f(t)

Avec D(A) ⊂ D(M). Cette équation est une généralisation de l’équation dégénérée

de Lizama suivante :

d
dt

(Mx(t)) = Ax(t) + f(t)

Finalement, et à titre d’information, nous citons des travaux sur des problèmes

intégro-différentiels. Bu et Fang ([9], [10]), ont étudié l’existence et l’unicité d’équation

différentielle à retard et d’équation intégro-différentielle suivante :

u′(t) = Au(t) +
∫ t
−∞ a(t− s)Au(s)ds+ f(t)

Dans ce travail, nous avons étudié les hypothèses adéquates pour l’existence des

solutions fortes et faibles des équations différentielles à retard et de type neutre, des

équations différentielles dégénérées et des équations fonctionnelles à retard de type

neutre du second ordre. Cette thèse comporte 4 chapitres.

Le premier chapitre est consacré à des rappels sur la théorie des semi-groupes

d’opérateurs linéaires et non linéaires, l’analyse de Fourier et quelques notions sur
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l’espace de Banach, ainsi que des propriétés géomètriques des espace UMD.

Le deuxième chapitre s’intéresse à résoudre par la méthode de transformation de

Fourier l’équation différentielle de type neutre suivante :

d
dt

[x(t)−Bx(t− r)] = A[x(t)−Bx(t− r)] + L(xt) + f(t), t ∈ R

Où A : D(A) ⊆ X → X et B : D(B) ⊆ X → X sont deux opérateurs linéaires

fermés. La fonction xt est donnée par xt(θ) = x(t+ θ) pour θ ∈ [−r, 0].

L ∈ B(Lp([−r2π, 0], X);X) [ l’espace des opérateurs linéaires bornés ] avec r2π =

2πn0(n0 ∈ N − {0}) et f : R → X est une fonction locallement p-intégrable et 2π-

périodique pour 1 ≤ p < +∞. Plus généralement nous allons étendre nos résultats

d’existence à l’équation suivante :

d

dt
[x(t)− L(xt)] = A[x(t)− L(xt)] +G(xt) + f(t), t ∈ R (1)

Sous les conditions suivantes :

(1) : A : D(A) ⊆ X → X un opérateur linéaire fermé.

(2) : L,G ∈ B(Lp([−r2π, 0], X);X) l’espace des opérateurs linéaires bornés.

(3) : X un espace UMD.

Nous montrons l’existence et l’unicité d’une solution périodique de l’équation (1)

sous les hypothèses (1) , (2), (3) et des propriétés de R-bornétude suivantes :

σZ(∆) = ∅ et
{
ik∆−1k

}
k∈Z est R-borné, avec ∆k = (ik(I − Lk)− A(I − Lk)−Gk).

Le troisième chapitre, porte sur l’existence de solutions fortes de deux types d’équations
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différentielles du second ordre présentées sous la forme :

(Pour le première type)

d2

dt2
x(t) + d

dt
Bx(t) + Ax(t) = G(xt) + f(t)

Où A : D(A) ⊆ X → X et B : D(B) ⊆ X → X sont deux opérateurs linéaires

fermés tel que D(A) ⊂ D(B), et G ∈ B(Lp([−r2π, 0], X);X).

( Pour le deuxième type)

d2

dt2
(Mx(t)) + Ax(t) +G(xt) = f(t)

Où A : D(A) ⊆ X → X et M : D(M) ⊆ X → X sont deux opérateurs linéaires

fermés tel que D(A) ⊂ D(M) , M borné et G ∈ B(Lp([−r2π, 0], X);X).

Dans le quatrième chapitre, nous considérons les opérateurs à valeurs dans l’espace

des fonctions continues, définies sur [−r, 0] dans un espace de Banach X.

Notre démarche consiste à appliquer le théorème de Crandall-Liggett, pour établir

l’existence et l’unicité de l’équation suivante :


d
dt
x(t) = Ax(t) + F (xt), 0 ≤ t ≤ T.

x0 = ϕ ∈ C([−r, 0];X)
(2)

où X est un espace de Banach, muni d’une norme que l’on note par ‖.‖X , la

notation xt correspond à la fonction définie sur [−r, 0] à valeurs dans X, par :

xt(θ) = x(t+ θ);−r ≤ θ ≤ 0
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Pour ϕ ∈ C([−r, 0];X), on a : ‖ϕ‖ = supθ∈[−r,0] ‖ϕ(θ)‖X

Nous supposons les hypothèses suivantes :

1) Un opérateur linéaire A : D(A) ⊂ X → X (non borné) est générateur infi-

nitésimal d’un C0 semi-groupe de contractions T(t), t≥ 0.

2) F : C([−r, 0];X) → X est une application non linéaire supposée continue, lip-

schitzienne de constante de Lipschitz α, autrement dit : ‖F (ϕ1)− F (ϕ2)‖X≤α‖ϕ1 − ϕ2‖,

pour tout ϕ1, ϕ2 ∈ C.

La preuve de l’existence et de l’unicité de la solution consiste à transformer l’équation

(2) en l’équation d’évolution associée :
du
dt

= Ãu.

u0 = ϕ

Où Ã est un opérateur non linéaire défini par :
D(Ã) = {ϕ ∈ C1([−r, 0];X) : ϕ(0) ∈ D(A) et ϕ̇(0) = Aϕ(0) + F (ϕ)}

Ãϕ = ϕ̇ pour ϕ ∈ D(Ã)

(3)

On montre d’abord que Ã est α-dissipatif et tel que Im(I − λÃ) = C :=

C([−r, 0];X), pour λ > 0 assez petit. Donc d’après le théorème de Crandall-Liggett

(Théorème 1.2.12), limn→∞(I− t
n
Ã)−nϕ existe pour tout t ≥ 0 et tout ϕ ∈ C([−r, 0];X).

Si on pose T̃ (t)ϕ = limn→∞(I − t
n
Ã)−nϕ, alors T̃ (t) est un semi-groupe non linéaire

fortement continu de type α, et le générateur infinitésimal de T̃ (t) est l’opérateur

défini par (3). Donc la solution de (2) existe et elle est unique. Elle est donnée par :
x(t) = ϕ(t) si t ∈ [−r, 0]

x(t) = (T̃ (t)ϕ)(0) si t ∈ [0,+∞[.
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La thèse se termine par une conclusion générale et une bibliographie relative à l’en-

semble des travaux présentés ici.

0.2 Quelques modèles sur les équations à retard

et de type neutre

- Modèles de compétition de Lotka-Voltera Le premier modèle de compétition

d’interactions en dynamique des populations a été développé par Lotka [44] et Vol-

terra [66], qui est décrit par le système d’équations différentielles ordinaires suivant :

d
dt
P1(t) = aP1(t)− bP1(t)P2(t) pour t ≥ 0

d
dt
P2(t) = −cP2(t) + dP1(t)P2(t) pour t ≥ 0

P1(0) = P 0
1 et P2(0) = P 0

2 .

(4)

Où P1 et P2 désignent respectivement les populations de proies et de prédateurs, et

les paramétres :

a est le taux de croissance naturelle de la proie en absence de la prédation,

b est le taux de mortalité de la proie due à la prédation,

c est le taux de mortalité naturelle des prédateurs en absence de proies,

d est le taux de croissance des prédateurs en présence de proies.

Dernièrement, plusieurs auteurs ont observé qu’il est plus naturelle de supposer que

le taux de croissance dépend aussi du passé, qui peut résulter d’une variété de causes,

telles que la période d’éclosion, la lenteur du remplacement de la nourriture ou le

bénéfice du stock de nourriture, ce qui nous emmène à une équation différentielle
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fonctionelle à retard. Dans [66], le modèle (4) s’écrit sous la forme suivante :



d
dt
P1(t) = P1(t)(a− bP2(t)) pour t ≥ 0

d
dt
P2(t) = P2(t)(−c+ dP1(t) +

∫ 0

−r k(s)P1(t+ s)ds) pour t ≥ 0

P1(θ) = ϕ(θ) et P2(0) = P 0
2

(5)

où k est la fonction noyau.

- Modèle cellulaire Des modèles mathématiques pour une variété de la dyna-

mique biologique sont plus commodes sous la forme d’équations différentielles fonc-

tionnelles. Dans ce cas, le retard naturel est le cycle cellulaire. Dans [45], [46], [47],

[48], [49], [50] et [51], les auteurs ont étudié une série de modèles pour la réplication

des cellules et de maturation dans lesquelles la dynamique est décrite par la so-

lution d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre avec retard dans le

temps ainsi que la non localité de la variable de maturation. La figure ci-dessous se

compose d’une phase de prolifération cellulaire d’une population P (t) au temps t

et une phase de repos G0, avec une population de cellules N(t). La phase de pro-

lifération des cellules se compose de cellules dans la phase G1 du cycle cellulaire,

la synthèse de l’ADN appelée phase (S), G2, et des mitoses M. Dans cette phase

de prolifération, les cellules sont engagées à subir la division cellulaire en un temps

constant τ après leur entrées en G1. Le taux de mortalité de la phase de prolifération

est dû à l’apoptose. Au moment de la cytogenèse (division cellulaire), une cellule

se divise en deux cellules filles, qui sont censées entrer dans la phase de repos (N).
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Dans cette phase, les cellules ne peuvent pas se diviser mais elles ont trois destins

possibles : se différencier à un taux constant δ, entrer de nouveau dans la phase de

prolifération à un taux β ou rester dans G0.

La phase de prolifération des cellules (P ) comprend les cellules en G1, S (synthèse

de l’ADN), G2 et M (mitose), tandis que dans la phase de repos (N), les cellules

sont dans la phase G0, δ est le taux de différenciation dans toutes les populations
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découlant de cellules souches et représente la perte apoptotique de la phase de pro-

lifération des cellules. β est le taux de cellules entrées de nouveau dans G0 pendant

la phase de prolifération, le cycle cellulaire τ est la durée de la phase de prolifération.

Dans [48], Mackey, Pujo-Menjouet et Wu, ont présenté un modèle décrit par un cou-

plage non linéaire d’équations différentielles à retard, qui prend la forme suivante

d

dt
P (t) = −γP (t) + β(N(t))N(t)− e−γτβ(N(t− τ))N(t− τ), t ≥ 0 (6)

d

dt
N(t) = −[β(N(t))+δ]N(t)+β(N(t))N(t)+2e−γτβ(N(t−τ))N(t−τ), t ≥ 0 (7)

où dans le repos G0, β est donnée par

β(N) = β0δn

δn+Nn

Dans l’équation (7), le premier terme de droite représente la perte de la non pro-

lifération des cellules à la phase de prolifération et à la différentiation, le deuxième

terme représente la phase de production des cellules dans G0 à partir de la pro-

lifération des cellules souches. Le facteur 2 compte pour l’amplification des effets

de la division cellulaire tandis que e−γτ compte pour l’atténuation dans la phase de

prolifération en raison de l’apoptose.

- Dynamique des populations Pour décrire l’interaction de diffusion spatiale

et le retard dans une dynamique des populations, commençons par une simple espèce

de population distribuée uniformément dans un environnement isolé.

Soit u(t) le nombre d’indivudus au temps t. Alors le modèle de la croissance est

donné par

9



du(t)
dt

= ru(t)f(u(t))

où r est une constante positive appélée taux de croissance intrinsèque et uf(u) est

le taux de croissance effective.

Un choix possible de f qui saisit les caractéristiques essentielles d’un environnement

est f(u) = 1− u/K ce qui conduit à la célèbre équation logistique

du(t)

dt
= ru(t)(1− u(t)

K
) (8)

où chaque solution non triviale non négative converge vers l’équilibre stable u =

K,K est la capacité de transport de l’environnement déterminée entre autres par la

nourriture, l’espace, la prédation, etc. Dans l’équation (8), la densité dépend d’un

mécanisme régulateur, qui est répresenté par le facteur (1 − u/K) opére instan-

tanément. Cependant, dans la plupart des situations réelles, ces effets régulateurs

sont susceptibles de fonctionner avec certains retard. Une voie d’incorporer ce retard

est d’écrire l’équation (8) comme suit

du(t)

dt
= ru(t)(1− u(t− τ)

K
) (9)

où τ peut provenir d’une grande variété de causes telles que la période d’éclosion,

la durée des grossesses, la lenteur du remplacement du stock de nourriture. Cette

équation peut aussi se poser comme une approximation pour décrire entièrement

une seule population structuré en âge.

Les modifications et généralisations des équations (9) ont été largement étudiées, et
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de nombreux comportements complexes à long terme et des modes temporelles de

croissance démographique observée dans les expériences en laboratoire et dans la

réalité peuvent souvent être attribués au mécanisme de retard. Pour plus de détails,

on pourra se référer à McDonald [45], Hale [31] pour des résultats détaillés des

problémes des systémes dynamiques en présence d’effets héréditaires.

- Modèle de type neutrale Le modèle le plus simple et le plus largement

adopté est

ẋ(t) = rx(t)(1− x(t)/K)

où r est appelé le taux de croissance intrinsèque des espèces x,K est interprété

comme l’environnement capacité de x, et r(1 − x(t)/K) est le taux de croissance

par habitant de x à l’instant t. basé sur l’enquête sur les populations de laboratoire

de la daphnie. FE Smith [57] a fait valoir que le taux de croissance par habitant

devrait être remplacé par rx(t)(1− (x(t) + ρẋ(t))/K).

ẋ(t) = rx(t)[1− (x(t) + ρẋ(t))/K]

Nous pouvons penser à x comme une espèce de pêturage sur la végétation, ce qui

prend du temps τ pour récupérer. Dans ce cas, il sera encore plus réaliste d’intégrer

un seul retard discret τ , ce qui conduit à l’équation logistique à retard neutre

ẋ(t) = rx(t)[1− (x(1− τ) + ρẋ(t− τ))/K]

11



Cette équation a été présentée et étudiée par Gopalsamy et Zhang [30]. Par la suite,

elle a été étudiée par Freedman et Kuang [29].
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans cette partie, nous présentons quelques notions et résultats fondamentaux

sur la théorie des semi-groupes, Analyse Fonctionnelle, Analyse de Fourier et Analyse

multivoque.

1.1 Semi-groupes d’opérateurs linéaires

1.1.2 Rappels sur les opérateurs linéaires. On va effectuer quelques rappels

sur les opérateurs linéaires bornés et fermés afin que les notations utilisées au cours

de cette thèse soient claires. Les démonstrations ne sont pas données, on renvoie

par exemple à Dunford-Schwartz [20], Hille [34], [35], [36] ; Yosida [70], [71] ; Feller

[25],[26] et Phillips [55]. Dans tout ce paragraphe on désigne par X un espace de

Banach muni de la norme ‖.‖X et B(X) l’espace des applications linéaires continues

de X dans lui même ou encore l’espace des opérateurs bornés sur X muni de la norme

‖.‖X pour A ∈ B(X) on a ‖A‖B(X) = Sup‖x‖≤1 ‖Ax‖X (muni de cette norme, B(X)

est un espace de Banach). �
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Définition 1.1.1 : [14]

Un opérateur linéaire dans X est un couple (D(A), A) où D(A) est un sous espace

vectoriel de X (domaine de A) et A : D(A) → X est une application linéaire. On

dit que A est borné s’il existe une constante c ∈ R+ tel que : ‖Ax‖ ≤ c ‖x‖ pour

tout x ∈ D(A). Dans le cas contraire, A est dit non borné. �

Proposition 1.1.2 : ( Neuman Expansion) [39, Theorem1.1.7]

Soit A ∈ L(X). Si ‖A‖L(X) < 1, alors I − A est inversible dans L(X) et (I − A)−1

=
∑∞

n=0A
n. �

Définition 1.1.3 : [14]

1. On appelle noyau de A le sous-espace de X, noté Ker(A), défini par :

Ker(A) := {x ∈ D(A) : Ax = 0} .

2. On appelle graphe de A le sous espace de X ×X, noté G(A), défini par :

G(A) := {(x, y) ∈ X ×X : x ∈ D(A), y = Ax} .

3. Un opérateur A est dit fermé si son graphe G(A) est fermé autrement dit :

si xn ∈ D(A) tel que : xn → x et Axn → y quand n tend vers ∞ ; alors x ∈ D(A)

et y = Ax. �

Théorème 1.1.4 : [14] (théorème du graphe fermé)

Soit X un espace de Banach, A une application linéaire de X dans X. Alors G(A)

est fermé dans X ×X si et seulement si A est continue. �
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Lemme 1.1.5 : [53]

Soit X un espace de Banach et A,B : D(A) = D(B)→ X deux opérateurs linéaires

tel que A borné et B fermé alors ∀λ, µ ∈ K (K = R ou C) (λA+µB) est un opérateur

fermé. �

Théorème 1.1.6 : (théorème 1.4.6 ; [53])

Soit X un espace de Banach , si A : D(A) ⊂ X → X est fermé et A−1 existe alors

A−1 est fermé. �

Définition 1.1.7 : [53]

Soient A : D(A) ⊂ X → Y et B : D(B) ⊂ Y → Z deux opérateurs linéaires. On

peut définir l’opérateur BA :

D(BA) = {x ∈ D(A) : Ax ∈ D(B)} et (BA)x = B(Ax),∀x ∈ D(BA). �

Définition 1.1.8 : [53]

Soit A un opérateur linéaire sur X. L’ensemble résolvant ρ(A) de A est défini par :

ρ(A) := {λ ∈ C : (λI − A) est bijective de D(A) dans X et (λI − A)−1 ∈ L(X)}.

Si λ ∈ ρ(A) on définit la résolvante R(λ,A) de A au point λ par :

R(λ,A) := (λI − A)−1

Le spectre de A, noté σ(A), est défini par : σ(A) := C\ρ(A). �

On donne maintenant quelques propriétés importantes de l’ensemble résolvant ρ(A)

et de la résolvante R(λ, A).
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Lemme 1.1.9 : [53]

(1) Si ρ(A) 6= φ alors A est fermé.

(2) Si A est fermé alors ρ(A) = {λ ∈ C : (λI − A) : D(A)→ X est bijectif}.

C’est à dire que si A est fermé avec (λI−A) bijectif, alors on a (λI−A)−1 ∈ L(X)�

Définition 1.1.10 : [14]

Soit A : D(A) ⊂ X → Y un opérateur linéaire. On peut munir D(A) d’une norme

notée ‖.‖D(A) et appelée norme du graphe, elle est définie pour tout x ∈ D(A) par :

‖x‖D(A) := ‖x‖X + ‖Ax‖Y

Proposition 1.1.11 : [14]

Si A est un opérateur linéaire fermé, alors (D(A), ‖.‖D(A)) est un espace de Banach.�

1.1.3 Opérateurs dissipatifs

Définition 1.1.12 : [53]

Un opérateur (A,D(A)), linéaire non borné dans X, est dit dissipatif si

‖(λI − A)x‖X ≥ λ ‖x‖X , pour tout x ∈ D(A) et tout λ ≥ 0.�

Définition 1.1.13 : [53]

Un opérateur (A,D(A)), linéaire non borné dans X, est dit m-dissipatif si

1. A est dissipatif

2. ∀f ∈ X, ∀λ > 0,∃x ∈ D(A) tel que λx− Ax = f ; i.e Im(λI − A) = X.�
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Théorème 1.1.14 : [53]

Si A est m-dissipatif, alors pour tout λ > 0, l’opérateur (λI − A) admet un inverse

et (λI − A)−1f appartient à D(A) pour tout f ∈ X, et (λI − A)−1 est un opérateur

linéaire borné sur X vérifiant ‖(λI − A)−1‖ ≤ 1
λ

. �

Théorème 1.1.15 : [53] (théorème 4.5)

Soit (A,D(A)) un opérateur linéaire non borné dissipatif .

S’il existe λ0 > 0 tel que Im(λ0I − A) = X alors Im(λI − A) = X, pour tout

λ > 0.�

1.1.4 Semi-groupes

Dans ce paragraphe, on énonce les définitions d’un semi-groupe uniformément continu

et d’un générateur infinitésimal. On désigne (X, ‖.‖X) un espace de Banach.

Définition 1.1.16 : La famille (T (t))t≥0 de L(X) est appelée semi-groupe si on a :

1. T (0) = I,

2. T (s+ t) = T (s)T (t). ∀s, t ∈ R+. �

1.1.4.1 Semi-groupe uniformément continu

Définition 1.1.17 : [53]

Un semi-groupe (T (t))t≥0 est appelé semi-groupe uniformément continu

d’opérateurs linéaires bornés si,

limt→0+ ‖T (t)− I‖L(X) = 0. �
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Remarque 1.1.18 : Si (T (t))t≥0 est un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs

linéaires bornés alors :

limt→s ‖T (t)− T (s)‖L(X) = 0

1.1.4.2 Générateurs infinitésimaux

A chaque semi-groupe (T (t))t≥0, On fait correspondre une famille d’opérateurs Ah

définie par : Ahx = 1
h
(T (h)x − x), pour h > 0 et x ∈ X. En général Ahx n’admet

pas de limite pour tout x ∈ X quand h→ 0. En effet,

Exemple 1.1.19 : [62]

Soit X = l2 =
{
x = (xn)n∈N∗ :

∑+∞
n=1 |xn|

2 < +∞
}
, X est un espace de Hilbert pour

la norme : x → ‖x‖l2 = (
∑+∞

n=1 |xn|
2)1/2, associée au produit scalaire (x, y) =∑+∞

n=1 xnyn. On défini T (t)x =
{
e−n

2txn

}
n∈N∗

∈ l2.

On montre facilement que t→ T (t)x est un semi-groupe uniformément continu.

Ahx = T (h)x−x
h

=
{
e−n

2h−1
h

xn

}
n∈N∗

Pour tout n ∈ N∗, e−n
2h−1
h

xn = −n2xne
−θnn2h; 0 < θn < 1. Il en résulte que Ah a une

limite dans l2 si et seulement si la suite de terme général {−n2xn}n∈N∗ est dans l2.

Alors

limh→0Ahx = limh→0
T (h)x−x

h
= {−n2xn}n∈N∗.

On note Ax = limh→0Ahx, appelé le générateur infinitésimal de T (t) et on a
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D(A) = {x = (xn)n ∈ l2/(−n2xn)n∈N∗ ∈ l2} appelé le domaine de A, d’où la définition

suivante. �

Définition 1.1.20 : [53]

Le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (T (t))t≥0 est l’opérateur A défini

par :

D(A) :=
{
x ∈ X : limh→0+

T (h)x−x
h

existe dans X
}

et Ax := limh→0+
T (h)x−x

h
, x ∈ D(A)

D(A) est non vide (0 ∈ D(A)) et est bien un sous-espace vectoriel de X. A est

clairement linéaire de D(A) dans X. �

Théorème 1.1.21 : [39]

Un opérateur linéaire A est générateur infinitésimal d’un semi-groupe uni-

formément continu si et seulement si A est borné. �

Corollaire 1.1.22 : [53]

Soit (T (t))t≥0 un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires bornés.

Alors,

(1) Il existe une constante ω ≥ 0 tel que : ‖T (t)‖ ≤ eωt

(2) Il existe un unique opérateur linéaire borné A tel que : T (t) = etA

(3) t→ T (t) est différentiable et d
dt
T (t) = AT (t) = T (t)A. �
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1.1.4.3 Semi-groupe fortement continu (C0-Semi-groupe)

Définition 1.1.23 : [53]

Soit (T (t))t≥0 un semi-groupe d’opérateur linéaires bornés. On dit que T (t) est

un semi-groupe fortement continu ou C0- semi-groupe ou aussi semi-groupe de

classe C0, si pour tout x ∈ X, l’application R+ 3 t→ T (t)x est continue en 0, i.e

limt→0 ‖T (t)x− x‖ = 0. �

Cette propriété est appelée la forte continuité en zéro.

Remarque 1.1.24 Tout semi-groupe uniformément continu est fortement continu.

En effet, ‖T (t)x− x‖ ≤ ‖T (t)− I‖ ‖x‖.

Proposition 1.1.25 : [53] (Théorème 2.2)

Soit (T (t))t≥0 un C0- semi-groupe. Alors il existe deux constantes réelles

ω ∈ R et M ≥ 1, telles que ∀t ≥ 0, ‖T (t)‖L(X) ≤Meωt

Si ω = 0 et M = 1, (T (t))t≥0 est appelé C0- semi-groupe de contraction. �

Théorème 1.1.26 : [53] ( Théorème 2.1.5)

Soit (T (t))t≥0 un C0- semi-groupe, alors pour tout x ∈ X, t → T (t)x est continue

pour tout t ≥ 0. ie limt→t0 ‖T (t)x− T (t0)x‖ = 0,∀t ≥ 0. �

Lemme 1.1.27 ; [53]

Soit (T (t))t≥0 un C0- semi-groupe, alors limt→0
1
h

∫ t+h
t

T (s)xds = T (t)x,∀x ∈ X. �
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Proposition 1.1.28 : [53] (Théorème 2.1.5)

Soit A de domaine D(A), le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe (T (t))t≥0,

Alors on a les propriétés suivantes :

1. Pour tout x ∈ X,
∫ t
0
T (s)xds ∈ D(A) et A(

∫ t
0
T (s)xds) = T (t)x− x

2. Pour tout x ∈ D(A), T (t)x ∈ D(A) et t→ T (t)x est différentiable sur R+ avec

d
dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax.

3. Pour tout x ∈ D(A), T (t)x− T (s)x =
∫ t
s
AT (τ)xdτ =

∫ t
s
T (τ)Axdτ . �

Lemme 1.1.29 : [53]

Soit (T (t))t≥0 un C0-semi-groupe et A son générateur infinitésimal, alors

( x ∈ D(A) et Ax = y ) ⇔
∫ t
0
T (s)yds = T (t)x− x, ∀t ≥ 0. �

Corollaire 1.1.30 : [53]

Soit A, de domaine D(A), le générateur infinitésimal du C0-semi-groupe (T (t))t≥0.

Alors :

(1) D(A) = X

(2) A est un opérateur linéaire fermé. �

Proposition 1.1.31 : [53] (Théorème 2.6)

Soient (T (t))t≥0 et (S(t))t≥0 deux C0-semi-groupes de générateurs infinitésimaux

respectifs A et B. Si A = B alors T (t) = S(t)∀t ≥ 0. �
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1.1.4.4 Théorème de Hille-Yosida La plupart des phénomènes physiques se

modélisent grâce aux équations aux dérivées partielles. Le mathématicien s’intéresse

plus particulièrement à l’existence et à l’unicité de solutions de telles équations.

On va donner une condition nécéssaire et suffisante pour qu’un opérateur A soit le

générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contractions.

Théorème 1.1.32 : [53] (Théorème de Hille-Yosida)

Un opérateur linéaire A, de domaine D(A), est le générateur infinitésimal d’un C0-

semi-groupe de contractions (T (t))t≥0 sur X si et seulement si

1. A est fermé et D(A) = X;

2. R+ ⊂ ρ(A) et pour tout λ > 0, on a

‖R(λ;A)‖L(X) ≤
1
λ

. �

Lemme 1.1.33 : [53]

Soit A un opérateur linéaire satisfaisant :

1. A est fermé et D(A) = X;

2. R+ ⊂ ρ(A) et pour tout λ > 0, on a : ‖R(λ,A)‖L(X) ≤
1
λ

Alors : limλ→∞Aλx = Ax;∀x ∈ D(A), où Aλ = λAR(λ,A), appelé l’approximation

de Yosida de A. �

Remarque 1.1.34 : [53]

Aλ = λ2R(λ,A) − λI. Donc si R(λ,A) est borné pour tout λ ∈ ρ(A) alors Aλ est
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borné. �

Lemme 1.1.35 : [53]

Soit A un opérateur linéaire satisfaisant :

1. A est fermé et D(A) = X;

2. R+ ⊂ ρ(A) et pour tout λ > 0, on a : ‖R(λ,A)‖L(X) ≤
1
λ

Alors Aλ est un générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément continu (etAλ)t≥0.

Théorème 1.1.36 : [53] ( corollaire 3.5 )

Soit A un générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe (T (t))t≥0, alors :

T (t)x = limλ→∞ e
tAλx.

On peut aussi déterminer une relation entre le semi-groupe T (t) et l’opérateur

Ah = T (h)−I
h

, d’où,

Théorème 1.1.37 : [53]

Soit T (t) un C0-semi-groupe sur X, et soit Ahx = T (h)x−x
h

. Alors pour tout x ∈ X,

on a :

T (t)x = limh→0 e
tAhx

La limite est uniforme pour tout t ∈ [0, T ], où T > 0. �

On peut aussi relier un C0 semi-groupe et son générateur infinitésimal d’où,
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Théorème 1.1.38 :[53] (formule exponentielle)

Soit T (t) un C0-semi-groupe dans X et A son générateur infinitésimal, alors :

T (t)x = limn→∞(I − t
n
A)−nx = limn→∞[ t

n
R(n

t
, A)]nx, pour tout x ∈ X et t ≥ 0, et

la limite est uniforme en t sur tout intervalle borné. �

1.2 Semi-groupes d’opérateurs non linéaires

1.2.1 Introduction. Dans ce chapitre. nous rassemblons les résultats fonda-

mentaux de la théorie des opérateurs non linéaires dissipatifs et des semigroupes qui

leur sont associés. Les ouvrages de référence pour ces rappels sont les livres de Pavel

[56] et de Clement [18].

1.2.2 Définitions et propriétés des opérateurs non linéaires : Un opérateur

multivoque est une application A : D(A) ⊂ X → P(X) (ensemble des parties de

X), où son domaine est donné par :

D(A) = {x ∈ X : A(x) 6= ∅}

et son image est définie par :

Im(A) = {y ∈ X; ∃x ∈ X, y ∈ A(x)}.

Si pour tout x ∈ D(A);A(x) est réduit à un seul élément, on parle d’opérateur

univoque. Par convention, on identifie l’opérateur A avec son graphe dans X ×X,

défini par

24



G(A) = {(x; y) ∈ X ×X; y ∈ A(x)}

La notion d’opérateur dissipatif se généralise au cas non linéaire multivoque

Définition 1.2.1 : [56]

Soit A un opérateur non linéaire multivoque

1. Un opérateur A est dite ω-dissipatif si (A− ωI) est dissipatif.

2. A est accrétif dans X si et seulement si B = −A est dissipatif. �

Donnons maintenant quelques propriétés des opérateurs dissipatifs.

Proposition 1.2.2 : [56] (proposition 2.1, page 247)

Soit A un opérateur non linéaire multivoque sur X. Les deux propriétés suivantes

sont équivalentes

1. A est dissipatif.

2. ‖x1 − x2‖X ≤ ‖(I − λA)x1 − (I − λA)x2‖X , ∀λ > 0 et ∀ x1, x2 ∈ D(A). �

On donne un exemple d’un opérateur non dissipatif.

Exemple 1.2.3 :[62]

Soit F (ϕ) = 4ϕ3(1−r)(r ≥ 0) on prend λ = r
2
. Soit θ ∈ [−r, 0], on définit l’opératur

A par :

D(A) = {ϕ ∈ C1 : ϕ̇(0) = F (ϕ)}

Aϕ = ϕ̇
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Et soient :

ϕ1 = 1
2
θ + 1

2
r, donc ϕ̇1(θ) = 1

2
d’où ϕ̇1(0) = 1

2

ϕ2 = −1
2
θ − 1

2
r, donc ϕ̇2(θ) = −1

2
d’où ϕ̇2(0) = −1

2

F (ϕ1) = 4ϕ3
1(1− r) = 4(1

2
)3 = 1

2
, donc ϕ̇1(0) = F (ϕ1)⇒ ϕ1 ∈ D(A)

F (ϕ2) = 4ϕ3
2(1− r) = 4(−1

2
)3 = −1

2
, donc ϕ̇2(0) = F (ϕ2)⇒ ϕ2 ∈ D(A)

‖ϕ1 − ϕ2 − λ(Aϕ1 − Aϕ2)‖ = ‖ϕ1 − ϕ2 − λ(ϕ̇1 − ϕ̇2)‖= sup−r≤θ≤0|θ + r − λ|

= sup−r≤θ≤0
∣∣θ + r

2

∣∣ = r
2
.

|ϕ1 − ϕ2| = sup−r≤θ≤0|θ + r| = r. D’où, ‖ϕ1 − ϕ2 − λ(Aϕ1 − Aϕ2)‖ < |ϕ1 − ϕ2|,

alors A n’est pas dissipatif. �

Proposition 1.2.4 : [56] (proposition 2.2, page 247)

Soit A un opérateur non linéaire multivoque sur X. Les propriétés suivantes sont

équivalentes

1. A est ω-dissipatif (ω ∈ R).

2. (1−λω) ‖x1 − x2‖X ≤ ‖(I − λA)x1 − (I − λA)x2‖X = ‖x1 − x2 − λ(y1 − y2)‖X

pour λ > 0 et pour tout x1, x2 ∈ D(A). �

De la même façon que pour le cas linéaire, on définit la notion d’opérateur m-

dissipatif.

Définition 1.2.5 :[56]

(1) A est dite m-dissipatif si A est dissipatif et Im(I −λA) = X pour tout λ > 0.
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(2) A est dit m-accrétif si B = −A est m-dissipatif. �

Lemme 1.2.6 : [56]

Tout opérateur ω-Lipschitzienne est ω-dissipatif. �

En s’inspirant du cas linéaire, on définit l’opérateur résolvant et l’approxi-

mation de yosida d’un opérateur A comme suit :

Pour λ > 0, Jλ = (I − λA)−1 et Aλ = λ−1 ( Jλ − I). D’où la définition suivante qui

est utilisée par plusieurs auteurs :

Définition 1.2.7 : Un opérateur non linéaire multivoque A est dit dissipatif si et

selement si (I − λA)−1 est une fonction et

‖(I − λA)−1x− (I − λA)−1y‖X ≤ ‖x− y‖X

pour tout x, y ∈ D((I − λA)−1) et pour tout λ > 0. �

Donnons maintenant quelques propriétés fondamentales des opérateurs Aλ et Jλ

Théorème 1.2.8 : [62]

On suppose que A est un opérateur non linéaire dissipatif. Alors,

1. Jλ est une contraction.

2. Aλ est lipschitzienne de constante 2
λ

et D(Aλ) = D(Jλ) = Im(I − λA).

3. Pour tout x ∈ D(Jλ), on a : Aλx ∈ A(Jλx).

4. Aλ est dissipatif. �
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Proposition 1.2.9 : [56](proposition 2.5, page 252)

Soit A un opérateur non linéaire multivoque ω-dissipatif (ω ∈ R). Alors, pour λ > 0,

tel que λω < 1, on a

1. ‖Jλu− Jλv‖X ≤
1

1−λω ‖u− v‖X ;u, v ∈ Im(I − λA)

2. ‖Jλu− u‖X ≤
λ

1−λω ‖Au‖X ;u ∈ D(A) ∩ Im(I − λA)

3. ‖Jnλu− u‖X ≤
nλ

(1−λω)n−1 ‖Au‖X ;u ∈ D(A) ∩ Im(I − λA). �

1.2.3 Semi-groupes d’opérateurs non linéaires

Définition 1.2.10 : [18]

Soit K un sous ensemble fermé non vide de X et soit ω ∈ R. Une famille d’opérateurs

non linéaires sur K, (T (t))t≥0 est dite semi-groupe non linéaire de type ω sur K (

et on écrit T (t) ∈ Qω(K)) si et seulement si les trois propriétés suivantes sont sa-

tisfaites :

(1) T (s+ t) = T (s)T (t), pour tout t, s ≥ 0; T (0) = IK

(2) Pour tout x ∈ K, t→ T (t)x est continue sur [0,+∞).

(3) ‖T (t)x− T (t)y‖X ≤ eωt ‖x− y‖X , pour tout t ≥ 0 et tout x, y ∈ K.

Si ω = 0, on dit que T (t) est un semi-groupe de contractions et on écrit T (t) ∈

Q0(K). �

La définition du générateur infinitésimal est la même que dans le cas linéaire :

Ax = limt→0
T (t)x−x

t
et D(A) =

{
x ∈ K, limt→0

T (t)x−x
t

existe
}

.
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Remarque 1.2.11 : [18]

Si (T (t))t≥0 vérifie (1) et (3) et limt→0T (t)x = x, pour tout x ∈ K, alors t→ T (t)x

est continue sur [0,+∞). �

1.2.4 Théorème de Crandall-Liggett

Dans ce paragraphe, on donne quelques résultats liant un semi-groupe non linéaire de

contractions et un opérateur dissipatif, c’est à dire si A est un opérateur dissipatif

donné, sous quelles conditions supplémentaires sur A et sur l’espace X, peut-on

trouver un semi-groupe associé à A? Le principal résultat dans ce sens est le théorème

de Crandall-Liggett.

Théorème 1.2.12 : [17](théorème de Crandall-Liggett)

Soit A un opérateur ω-dissipatif (ω∈R) tel que Im(I − λA) ⊃ D(A), ( c’est le cas

si A est m-dissipatif), pour tout λ > 0 assez petit. Alors, limn→+∞(I − t
n
A)−nx

existe, pour tout x ∈ D(A) et t > 0. Si on note T (t)x cette limite, alors la famille

d’applications T (t) : D(A) → D(A), est un semi-groupe non linéaire de type ω sur

D(A). �

1.3 Analyse de Fourier et espaces UMD

1.3.1 Analyse de Fourier

1.3.1.1 Fonctions périodiques

Définition 1.3.1 : Une fonction f définie de R dans un espace de Banach X est dite

périodique s’il existe T > 0 (appelée période de f) tel que ∀x ∈ R; f(x+T ) = f(x).�
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Notation 1.3.2

On notera PerX(T ), ou Per(T ;X) ensemble des fonctions T -périodiques. Cet en-

semble constitue un K-e.v. �

Exemple 1.3.3 : Pour tout n ∈ Z, la fonction x→ einx est un élément de Per(2π,C).

Les fonctions x→ cos(nx) et x→ sin(nx) sont des éléments de Per(2π, R).

Remarque 1.3.4 Une fonction T -périodique est totalement déterminée par sa res-

triction à un intervalle de la forme [x0;x0 + T ). �

Définition 1.3.5 : Soit f : R→ X.

On appelle groupe des périodes de f l’ensemble Pf = {T ∈ R/∀x ∈ R; f(x+ T ) = f(x)}.�

Remarque 1.3.6 :

1) Si Pf ={0}, on dit que f n’est pas périodique.

2) Si Pf 6= {0}, on dit que f est périodique.

3) Si Pf = R, on dit que f est constante.

4) Pf est un sous-groupe de (R,+). �

1.3.1.2 Le groupe quotient T := R/TZ

On fixe dans toute cette partie un réel non nul T et X un espace de Banach.

On note T le groupe quotient R/TZ et pT le morphisme quotient (R,+) → (T,

+). Remarquons qu’à tout élément de XT ( i.e. à toute fonction f définie sur T à

valeurs dans X), on peut associer naturellement une fonction f̃ de R dans X : on
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pose f̃ = fopT . On remarque que f̃ est un élément de Per(T,X). En effet, pour

tout élément x de R, on a f̃(x + T ) = f [pT (x + T )] = f [pT (x)] = f̃(x) car T est

dans le noyau de pT .

Proposition 1.3.7 : L’application f → f̃ = fopT définit une bijection de XT sur

Per(T,X). �

Dans la suite de la thèse on se limitera aux cas des fonctions 2π-périodiques.

1.3.1.3 Espaces Lp(T, X)

Soit X un espace de Banach. Pour p ≥ 1 on note Lp(T, X) l’espace des (classes

de) fonctions de R dans X, 2π-périodiques et de puissance p-ième intégrable sur

[0; 2π], que l’on munit de la norme naturelle :

‖f‖p = (
∫ 2π

0
‖f(x)‖pX dx)1/p

Théorème 1.3.8 : Pour tout p ∈ [1,+∞), (Lp(T, X); ‖.‖p) est un espace de Ba-

nach. �

1.3.1.4 Transformation de Fourier

Introduction : Le nom de Fourier n’est-il pas depuis longtemps, l’un des plus

familiers au public scientifique ; Séries de Fourier, les transformations de Fourier sont

en mathématiques les sujets les plus classiques qui soient. L’équation de la chaleur

qui gouverne en général les phénomènes de diffusion est appelée par les physiciens
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équation de Fourier. L’analyse de Fourier est pour les ingénieurs inséparable de la

théorie du signal, de la transmission des sons et des images.

Définition 1.3.9 : [5]

Soit f ∈ Lp(T, X), pour tout 1 ≤ p <∞. On définit le k-ième coefficient de Fourier

de f par :

f̂(k) = 1
2π

∫ 2π

0
e−iktf(t)dt,∀k ∈ Z. �

Remarque 1.3.10 : La suite des coefficients de Fourier f̂(k), k ∈ Z est bornée :

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ ≤ ‖f‖L1(T,X) ,∀k ∈ Z. �

Exemple 1.3.11 : Soit f(x) = e(x−π) pour x ∈ [0, 2π], alors

f̂(k) = 1
2π

∫ 2π

0
f(x)e−ikxdx = 1

2π

∫ 2π

0
ex−πe−ikxdx

= e−π

2π

∫ 2π

0
e(1−ik)xdx = 1

π(1−ik)(
eπ−e−π

2
) = sinh(π)

π(1−ik) . �

Proposition 1.3.12 :

1. L’intégration étant une opération linéaire, la transformation de Fourier l’est

aussi, c’est-à-dire que, ∀ λ, µ ∈ R, ̂(λf + µg)(k) = λf̂(k) + µĝ(k)

2. Soit fτ(t) :=f(τ + t), τ ∈ R ; alors on a f̂τ(k) = eikτ f̂(k). �

Proposition 1.3.13 :
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1. Supposons que f intégrable, dérivable et à dérivée intégrable. Sa dérivée f
′

possède alors une transformation de Fourier, donnée par : f̂ ′(k) = ikf̂(k) pour

tout k ∈ Z

2. Soit f ∈ L1(T ; X). Si g(t) =
∫ t
0
f(s)ds et k ∈ Z, k 6= 0 alors,

ĝ(k)= i
k
f̂(0) - i

k
f̂(k). �

Preuve : 1) f̂(k) = 1
2π

∫ 2π

0
e−iktf(t)dt, par intégration par partie, on trouve après

calcul pour k 6= 0, f̂(k) = 1
2πik

∫ 2π

0
e−iktf

′
(t)dt = 1

ik
( 1
2π

∫ 2π

0
e−iktf

′
(t)dt) = 1

ik
f̂ ′(k),

d’où f̂ ′(k) = ikf̂(k) de plus f̂ ′(0) = 1
2π

∫ 2π

0
f ′(t)dt = 1

2π
(f(2π)− f(0)) = 1

2π
(f(0)−

f(0)) = 0 = i0f̂(0).

2) ĝ(k) = 1
2π

∫ 2π

0
e−iktg(t)dt = 1

2π

∫ 2π

0
e−ikt

∫ t
0
f(s)dsdt ; par intégration par partie on

a :

ĝ(k) = 1
−ik

1
2π

∫ 2π

0
f(s)ds+ 1

ik
1
2π

∫ 2π

0
e−iktf(t)dt = 1

−ik f̂(0) + 1
ik
f̂(k)

Donc ĝ(k) = i
k
f̂(0)− i

k
f̂(k), pour tout k ∈ Z \ {0}. �

Remarque 1.3.14 : [5, p 314]

1) Si f̂(k) = 0, pour tout k ∈ Z alors f(t) = 0

2) Si f̂(k) = 0, pour tout k ∈ Z∗ alors f(t) = f̂(0). �

Lemme 1.3.15 : [42]

Soit G ∈ B(Lp([−r2π, 0], X);X). Alors pour tout k ∈ Z et pour tout u ∈ Lp([−r2π, 0], X)
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tel que u est 2π-périodique, on a :

Ĝ(u.)(k) = G(ekû(k)) := Gkû(k). �

Preuve. Soit θ ∈ [−r2π, 0], on a :

(ekû(k))(θ) = eikθ 1
2π

∫ 2π

0
e−iksu(s)ds = 1

2π

∫ 2π

0
eik(θ−s)u(s)ds

= 1
2π

∫ 2π

0
e−ik(s−θ)u(s)ds

= 1
2π

∫ 2π−θ
−θ e−iks

′
u(s′ + θ)ds′, (s′ = s− θ)

= 1
2π

∫ 0

−θ e
−iks′u(s′ + θ)ds′ + 1

2π

∫ 2π

0
e−iks

′
u(s′ + θ)ds′ + 1

2π

∫ 2π−θ
2π

e−iks
′
u(s′ + θ)ds′

On a :

1
2π

∫ 2π−θ
2π

e−iks
′
u(s’+θ)ds’ = - 1

2π

∫ θ
0
e−ik(2π−t)u(2π - t +θ)dt, (t = 2π - s’)

= - 1
2π

∫ θ
0
eiktu(- t +θ)dt, ( u est 2π-periodique)

= 1
2π

∫ −θ
0
e−iksu(s +θ)ds, ( - t = s)

= - 1
2π

∫ 0

−θe
−iksu(s +θ)ds et donc

(ekû(k))(θ) = 1
2π

∫ 2π

0
e−iksus(θ)ds, donc ekû(k) = 1

2π

∫ 2π

0
e−iksusds

et par conséquent puisque G est linéaire on a

G(ekû(k))=G( 1
2π

∫ 2π

0
e−iksusds)= 1

2π

∫ 2π

0
e−iksGusds

et donc

Gkû(k) := G(ekû(k)) = Ĝ(u.)(k).�

1.3.1.5 Théorème de Fejer

Elles existent des fonctions continues 2π-périodiques qui ne sont pas somme de

leur série de Fourier. Pour remédier à cet inconvénient, Fejer a eu l’idée ingénieuse
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de considérer les moyennes des n premières sommes partielles de la série de Fourier

pour forcer la convergence vers f. Ce résultat a de nombreuses applications.

Soit f une fonction 2π-périodique et continue sur R.

Notation 1.3.16

Soit f ∈ L1(T;X). On note

SN(f)(θ) :=
∑N

k=−N ek(θ)f̂(k), où ek(θ) = eikθ

le terme d’ordre N de sa série de Fourier

puis

σn(f)(θ) := 1
n+1

∑n
N=0 SN(f)(θ). �

Théorème 1.3.17 : Soient X un espace de Banach et 1 ≤ p <∞.

Alors pour tout f ∈ Lp(T;X), σn(f) converge vers la fonction f au sens de la norme

‖.‖p, de plus on a ‖σn(f)‖p ≤ ‖f‖p. �

Lemme 1.3.18 :[[5], Lemma 2.1]

Soit 1 ≤ p <∞ et u, v ∈ Lp(T;X). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1)
∫ 2π

0
v(s)ds = 0 et ∃x ∈ X tel que u(t) = x+

∫ t
0
v(s)ds

(2) v̂(k) = ikû(k) (k ∈ Z)

Preuve. (1) ⇒ (2). Soit k ∈ Z, k 6= 0. Par intégration par parties,

û(k) = 1
2π

∫ 2π

0
e−ikt

∫ t
0
v(s)dsdt = 1

ik
v̂(k).
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Alors v̂(k) = ikû(k) (pour k 6= 0). Puisque v̂(0) = 1
π

∫ 2π

0
v(s)ds = 0, alors on a (2).

(2) ⇒ (1). Soit w(t) =
∫ t
0
v(s)ds.∫ 2π

0
v(s)ds = 2πv̂(0) = 0. Comme ci-dessus on a ŵ(k) = 1

ik
v̂(k) = û(k) pour k 6= 0.

ŵ(k) − û(k) = 0 pour tout k 6= 0, alors d’après la remarque 1.3.14 w(t) − u(t) =

ŵ(0) − û(0). Ainsi u − w est une fonction constante, u(t) − w(t) = x, alors u(t) =

x+
∫ t
0
v(s)ds

Notation 1.3.19

Notons : H1,p(T;X) = {u ∈ Lp(T, X) : ∃v ∈ Lp(T, X), v̂(k) = ikû(k)∀k ∈ Z}

D’après le lemme précédent on a :

(α) : u ∈ H1,p(T;X) ⇔ u ∈ Lp(T;X),∃v ∈ Lp(T;X) tel que
∫ 2π

0
v(s)ds = 0 et

∃x ∈ X tel que u(t) = x+
∫ t
0
v(s)ds. �

1.3.2 Espaces probabilisés

Expérience aléatoire : On appelle expérience aléatoire toute expérience dont

on connâıt parfaitement les conditions mais dont on ne peut pas prévoir l’issue.

Univers : On appelle univers d’une expérience aléatoire l’ensemble des issues pos-

sibles. Un univers est noté Ω.

Probabilité P : On appelle probabilité définie sur P(Ω), où P(Ω) est l’ensemble

des parties de Ω toute application P : P(Ω)→ R te que

P(A) ∈ [0, 1], P(Ω) = 1, A ∩B = ∅ ⇒ P(A ∪B) = P(A) + P(B) ∀A,B ∈ P(Ω)
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Espace probabilisé : Le triplet (Ω;P(Ω);P) est appelé espace probabilisé.

Variable aléatoire : une variable aléatoire est une application X : Ω→ R

On note X(Ω) = {X(ω);ω ∈ Ω} l’ensemble des valeurs de X. �

Définition 1.3.20 : Soit (Ω;P(Ω);P) un espace de probabilisé, on dit que les va-

riables aléatoires X1 ;.... ; Xn définies de Ω dans R sont indépendantes si :

P(X1 = x1,..., Xn = xn) = P(X1 = x1)...P(Xn = xn). �

Définition 1.3.21 : Soit (Ω;P(Ω);P) un espace de probabilisé, les fonctions de

Rademacher Xk, k ∈ Z+ sont des variables aléatoires indépendantes définies sur

Ω à valeurs dans {−1, 1},( i.e Xk : Ω → {−1, 1}) et vérifiant : P(Xk(ω) = −1) =

P(Xk(ω) = 1) = 1
2
. �

1.3.3 R-bornétude

Définition 1.3.22 : [42]

Une famille d’opérateurs T := (Tj)j≥1 ⊂ B(X;Y ), où X et Y sont deux espaces

normés est dite bornée aléatoirement (R-bornée) si pour un certain

p ∈ [1 ;+ ∞), ∃C ≥ 0,∀n > 0, ∀T1, ..., Tn ∈ T,∀x1, ..., xn ∈ X

∥∥∥∑n
j=1 Tjrjxj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

≤C
∥∥∥∑n

j=1 rjxj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

avec rj, j = 1...n sont des fonctions de Rademacher,

La plus petite constante C notée par Rp (T) est appelée la R-borne de T d’ordre p.
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Remarque 1.3.23 : [42]

Soient X et Y deux espaces normés, alors on a :

1. R-bornitude concerne une famille d’opérateurs linéaires bornés contrairement à

la notion de borné qui concerne un seul operateur.

2. Rp(T) dépend de p, c’est-à-dire, si T est non R-bornée pour un seul p ∈ [1 ;+∞),

alors elle est non R-bornée pour tous les p ∈ [1 ;+∞)

3. Soient T1,T2⊂ B(X ;Y) deux familles R-bornées, alors on a :

Rp(T1 + T2) ≤ Rp(T1) + Rp(T2)

et pour tout λ ∈ C,

Rp(λT) ≤ |λ| Rp(T).

4. La composition des familles R-bornées est une famille R-bornée, et pour T1⊂

B(Z ; Y) et T2⊂ B(X;Z) on a l’inégalité suivante :

Rp(T1T2) ≤ Rp(T1)Rp(T2)

où Z est un espace normé.

5. Chaque ensemble contenant un seul opérateur linéaire borné T ∈ B(X,Y) est

R-bornée et de plus on a

Rp({T}) = |T |B(X,Y )
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6. Chaque sous-famille d’une famille R-bornée est R-bornée.

7. Toute famille finie d’opérateurs linéaires bornés est R-bornée.

8. Si T est R-bornée, alors elle est uniformément bornée, avec

sup {|S| : S ∈ T} ≤ Rp(T)

Lemme 1.3.24 : [5] (Principe de contraction de Kahane )

Pour αj ∈ C, xj∈ X, rj des fonctions de Rademacher, j = 1,..., n,

on a :

‖
∑n

j=1 αjrjxj‖Lp(0,1;X) ≤ 2 maxj=1,...,n |αj|‖
∑n

j=1 rjxj‖Lp(0,1;X)

Lemme 1.3.25 : [42]

Soit X un espace de Banach. Alors pour tout L ∈ B(Lp([−r2π, 0], X);X), (Lk)k∈Z

est R-borné, avec

Rp((Lk)k∈Z) ≤ (2r2π)1/p ‖L‖.

où Lk(x) = L(ekx) pour tout x ∈ X et ek(t) := eikt. �

Preuve. Soit xj ∈ X on a :∥∥∥∑n
j=1 rjLjxj

∥∥∥p
Lp(0,1;X)

=
∫ 1

0

∥∥∥∑n
j=1 rj(t)L(ejxj)

∥∥∥p
X

dt=
∫ 1

0

∥∥∥L(
∑n

j=1 rj(t)ejxj)
∥∥∥p
X

dt

≤‖L‖p
∫ 1

0

∥∥∥∑n
j=1 rj(t)ejxj

∥∥∥p
Lp([−r2π ,0];X)

dt

≤‖L‖p
∫ 1

0

∫ 0

−r2π

∥∥∥∑n
j=1 rj(t)ej(s)xj

∥∥∥p
X

dsdt

≤‖L‖p
∫ 0

−r2π

∫ 1

0

∥∥∥∑n
j=1 rj(t)ej(s)xj

∥∥∥p
X

dtds
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≤‖L‖p
∫ 0

−r2π

∥∥∥∑n
j=1 rjej(s)xj

∥∥∥p
Lp(0,1;X)

ds.

D’après le lemme 1.3.24, on a∥∥∥∑n
j=1 rjLjxj

∥∥∥p
Lp(0,1;X)

≤ 2‖L‖p
∫ 0

−r2π

∥∥∥∑n
j=1 rjxj

∥∥∥p
Lp(0,1;X)

ds.

≤ 2r2π‖L‖p
∥∥∥∑n

j=1 rjxj

∥∥∥p
Lp(0,1;X)

ds.

Donc Rp((Lk)k∈Z) ≤ (2r2π)1/p ‖L‖ d’où (Lk)k∈Z est R-bornée. �

1.3.4 Espaces UMD

Les espaces de Banach fournissent un cadre de travail parfois insuffisant. Il faut

alors se placer dans un espace ayant des propriétés supplémentaires, il s’agit des

espaces UMD. Soit (X, ‖.‖X) un espace de Banach complexe.

Transformation de Hilbert

la transformée de Hilbert est l’une des transformations intégrales (comme Laplace

et Fourier), définie par David Hilbert, qui l’a introduit pour résoudre des équations

intégrales dans le domaine de la physique mathématique.

La transformée de Hilbert de la fonction f ∈ Lp(R, X) est définie par :

H[f(x)] = 1
π
limε→0

∫
ε≤|s|≤ 1

ε

f(t−s)
s

ds

Définition 1.3.26 : On dit que l’espace de Banach X admet la propriété des mar-

tingales différences inconditionnelles dans Lp(R, X) , ( 1 < p < ∞ ) ou bien X est

de type UMD, si l’inégalité

40



‖Hf‖p ≤ cp‖f‖p.

est satisfaite pour un certain Cp et pour chaque f dans Lp(R, X).

Et on dit que Lp(R, X) est un espace UMD pour 1 < p < ∞ si et seulement si X

est un espace de type UMD.

Exemples 1.3.27 : [12].[64]

Exemple 1.3.27.1

L1(0, 1;R) n’est pas un espace de type UMD. En effet :

Soit f(x) = χ[0,1](x) (fonction indicatrice), alors f ∈ L1(0, 1;R) avec H[f(x)] =

log| x
x+1
|, mais H(f) n’appartient pas à L1(0, 1;R).

Exemple 1.3.27.2

1. Tout espace de Hilbert est un espace UMD.

2. Lp(0, 1;X) sont des espaces UMD, pour tout 1 < p <∞,

3. Tout espace isomorphe à un espace UMD est un espace UMD. �

Exemple 1.3.27.3

Lp(0, 1;X) est un espace UMD pour p = 2k, (k ∈ N− {0}).

La preuve repose sur l’identité suivante : ([64], (8.1.1))

(Hf)2 = f 2 + 2H(fHf).

Pour k = 1, on a ‖Hf‖2 = ‖f‖2 (d’après la proposition 8.1.2 [64]). Par récurrence

on montre que H est bornée sur L2k(0, 1;X)(k ∈ N− {0}). En effet
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Supposons alors que pour p = 2k(k ∈ N− {0})

‖Hf‖p ≤ Cp‖f‖p.

On a :

‖Hf‖22p = ‖(Hf)2‖p ≤ ‖f 2‖p + 2‖H(fHf)‖p

≤ ‖f‖22p + 2Cp‖fHf‖p

≤ ‖f‖22p + 2Cp‖f‖2p‖Hf‖2p

Autrement dit,

(‖Hf‖2p‖f‖2p )2 ≤ 1 + 2Cp(
‖Hf‖2p
‖f‖2p )

⇔ (‖Hf‖2p‖f‖2p )2 − 2Cp(
‖Hf‖2p
‖f‖2p ) ≤ 1

⇔ (‖Hf‖2p‖f‖2p − Cp)
2 ≤ C2

p + 1

ce qui montre que

‖Hf‖2p ≤ (Cp +
√
C2
p + 1)‖f‖2p

On a donc H est borné sur L2p(0, 1;X) avec la borne

C2p ≤ Cp +
√
C2
p + 1

ce qui conclut la récurrence. Par exemple on a pour un espace de Banach X,

L4(0, 1;X) est un espace UMD avec C4 ≤ 1 +
√

2 et

L8(0, 1;X) est un espace UMD avec C8 ≤ 1 +
√

2 +
√

4 + 2
√

2. �
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1.3.5 Lp-multiplicateur

Définition 1.3.28 : [42]

Soient X et Y deux espaces de Banach, et 1 ≤ p < ∞ , on dit que {Mk}k∈Z dans

B(X, Y ) est un (Lp,Lp)-multiplicateur (ou bien Lp-multiplicateur) si pour chaque

f ∈ Lp(T, X), il existe u ∈ Lp(T, Y ) tel que û(k) = Mkf̂(k) ∀k ∈ Z. �

Une famille {Mk}k∈Z ⊂ B(X, Y ) est un Lp-multiplicateur si et seulement s’il existe

un opérateur borné M : Lp(T, X)→ Lp(T, Y ) tel que

(̂Mf)(k) = Mkf̂(k)

Pour tout k ∈ Z et tout f ∈ Lp(T, X).

Proposition 1.3.29 : [5]

Soit X un espace de Banach et 1 ≤ p < ∞. Si {Mk}k∈Z est un Lp-multiplicateur,

alors {Mk}k∈Z est R-bornée. �

Définition 1.3.30 Soit 1 ≤ p < ∞ , on dit que {Mk}k∈Z ⊂ B(X, Y ) est un

(Lp, H1,p)-multiplicateur si pour chaque f ∈ Lp(T, X), il existe g ∈ H1,p(T, Y ) tel

que ĝ(k) = Mkf̂(k) ∀k ∈ Z.

Théorème 1.3.31 : [5] (Marcinkiewicz operator-valud multiplier theorem)

Soient X et Y deux espaces UMD et {Mk}k∈Z ⊂B(X,Y). Si {Mk}k∈Z et {k(Mk+1 −Mk)}k∈Z

sont R-bornées, alors {Mk}k∈Z est un Lp-multiplicateur pour 1 < p <∞. �
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Définition 1.3.32 : Soit 1 ≤ p < ∞ , on dit que {Mk}k∈Z ⊂ B(X, Y ) est un

(Lp, H2,p)-multiplicateur si pour chaque f ∈ Lp(T, X), il existe g ∈ H2,p(T, Y ) tel

que ĝ(k) = Mkf̂(k), pour tout k ∈ Z. �

Lemme 1.3.33 :[42]

Soient 1 ≤ p <∞ et (Mk)k∈Z ⊂ B(X)(l’ensemble des opérateurs linéaires bornés de

X dans X), alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1)(Mk)k∈Z est un (Lp, H1,p)-multiplicateur.

(2)(ikMk)k∈Z est un (Lp, Lp)-multiplicateur. �

Preuve :

(1) ⇒ (2). Soit f ∈ Lp(T;X). Par hypothèse, il existe

g ∈ H1,p(T;X) tel que ĝ(k) = (Mk)f̂(k), donc il existe

h ∈ Lp(T;X) tel que ĥ(k) = ikĝ(k) = ik(Mk)f̂(k) et alors

(ikMk)k∈Z est un (Lp, Lp)-multiplicateur.

(2) ⇒ (1). Soit f ∈ Lp(T;X). Par hypothèse, il existe

v ∈ Lp(T;X) tel que v̂(k) = ik(Mk)f̂(k) pour tout k ∈ Z. en particulier

v̂(0) = 0, donc
∫ 2π

0
v(t)dt = 2πv̂(0) = 0.

Soit w(t) =
∫ t
0
v(s)ds. Alors d’après la proposition 1.3.13 (2), on a

ŵ(k) = i
k
v̂(0)− i

k
v̂(k) = 1

ik
v̂(k) = (Mk)f̂(k) pour k 6= 0.

Soit u = w +M0f̂(0)− ŵ(0). Alors u(t) = x+
∫ t
0
v(t)dt où x = u(0).

Ainsi d’après (α) dans la notation (1.3.19) : u ∈ H1,p(T;X) et û(k) = ŵ(k) + 0 =
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ŵ(k) = (Mk)f̂(k) pour k 6= 0,

et û(0) = M0f̂(0) :
{
û(0) = 1

2π

∫ 2π

0
u(t)dt = 1

2π

∫ 2π

0
w(t)dt+M0f̂(0)− ŵ(0) = M0f̂(0)

}
,

d’où ∃u ∈ H1,p tel que û(k) = Mkf̂(k),∀k ∈ Z c-à-d (Mk)k∈Z est un (Lp, H1,p)-

multiplicateur. �

1.3.6 M-bornétude et MR-bornétude.

Définition 1.3.34 : (M-bornétude)

Une famille d’opérateurs T⊂ B(X ; Y ), où X et Y sont deux espaces normés, est

dite M-bornée d’ordre n si

sup0≤l≤n supk∈Z ‖kl∆lMk‖ <∞

avec

∆0Mk = Mk et ∆1Mk = ∆Mk = Mk+1 −Mk

et pour n = 2,3,...

∆n = ∆(∆n−1Mk)

Remarques 1.3.35 : 1) (Mk)k∈Z ⊂ B(X, Y ) est M-borné d’ordre 1 si :

sup
k∈Z
‖Mk‖ <∞, sup

k∈Z
‖k(Mk+1 −Mk)‖ <∞, (1.1)

2) (Mk)k∈Z ⊂ B(X, Y ) est M-borné d’ordre 2 si on a (1.1) et

sup
k∈Z
‖k2(Mk+1 − 2Mk +Mk−1)‖ <∞. (1.2)
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3) (Mk)k∈Z ⊂ B(X, Y ) est M-borné d’ordre 3 si on a (1.1), (1.2) et

sup
k∈Z
‖k3(Mk+3 − 3Mk+2 + 3Mk+1 −Mk)‖ <∞. (1.3)

Définition 1.3.36 : (MR-bornétude)

Une famille d’opérateurs T⊂ B(X ; Y ) est dite MR-bornée d’ordre n si pour tout

l ∈ {0, 1, ...n}

{kl∆lMk : k ∈ Z}

est R-borné.

Remarques 1.3.37 : 1) (Mk)k∈Z ⊂ B(X, Y ) est MR-borné d’ordre 1 si :

{Mk : k ∈ Z} et {k(Mk+1 −Mk) : k ∈ Z} (1.4)

sont R-bornés

2) (Mk)k∈Z ⊂ B(X, Y ) est MR-borné d’ordre 2 si on a (1.4) et

{k2(Mk+1 − 2Mk +Mk−1) : k ∈ Z}. (1.5)

est R-borné.

3) (Mk)k∈Z ⊂ B(X, Y ) est MR-borné d’ordre 3 si on a (1.4), (1.5) et

k3(Mk+3 − 3Mk+2 + 3Mk+1 −Mk). (1.6)

est R-borné.

4) La composition des familles MR-bornées est une famille MR-bornée.

5) La somme de deux familles MR-bornées est MR-bornée.

46



Chapitre 2

Solutions périodiques pour une
classe d’équations différentielles de
type neutre

2.1 Solution forte d’équations différentielles fonc-

tionnelles à retard

2.1.1 Introduction

Dans cette partie nous étudions l’existence et l’unicité de solution 2π-périodique

forte de l’équation différentielle à retard suivante :

d

dt
x(t) = A[x(t)−Bx(t− r)] + L(xt) + f(t), t ∈ R (2.1)

où A : D(A) ⊆ X → X et B : D(B) ⊆ X → X sont deux opérateurs linéaires

fermés. La fonction xt est donnée par xt(θ) = x(t+ θ) pour θ ∈ [−r, 0].

L ∈ B(Lp([−r2π, 0], X);X) [ l’espace des opérateurs linéaires bornés ] avec r2π =

2πn0(n0 ∈ N − {0}) et f : R → X est une fonction locallement p-intégrable et

2π-périodique pour 1 ≤ p < +∞.

Durant les dernières années, beaucoup de travaux ont pu améliorer cet axe de re-
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cherche par des résultats intéressants, surtout dans le retard fini.[5, 32, 42]. En effet,

Dans [5], Arendt et S.Bu ont étudié l ’existence et l’unicité des solutions 2π-périodique

faibles et fortes de l’équation suivante :

d

dt
x(t) = Ax(t) + f(t) (2.2)

avec A : D(A) ⊆ X → X un opérateur linéaire fermé, f : R → X une fonction

locallement p-intégrable et 2π-périodique pour 1 ≤ p < +∞.

Dans [42], C.Lizama a étudié une nouvelle équation qui généralise l’équation (2.2) :

d

dt
x(t) = Ax(t) + L(xt) + f(t), t ∈ R (2.3)

avec A : D(A) ⊆ X → X un opérateur linéaire fermé, f : R→ X une fonction local-

lement p-intégrable et 2π-périodique pour 1 ≤ p < +∞ et L ∈ B(Lp([−r2π, 0], X);X).

Le système (2.1) considéré dans cette partie généralise celui étudié par Lizama [42].

Notre résultat principal dans cette section établit que :

Dans un espace X de type UMD, si Dk = (ikI − A(I − Bk)− Lk) pour tout k ∈ Z

est inversible et l’ensemble (ikD−1k )k∈Z est R-borné (voir définition 1.3.22 ),

alors pour chaque f ∈ Lp(T, X) il existe une solution unique 2π-périodique forte de

l’équation (2.1).

Ce travail a fait l’objet d’une publication dans le journal (International Organization

of Scientific Research Journals of Mathematics (IOSR-JM), Vol.10, Issue 2, Mar-Apr

2014, 86-96. Doi :10.9790/5728-10228696.).
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2.1.2 Critère de solution forte
Notation 2.1.1

Notons : Dk = ikI − A(I − Bk) − Lk ; Bk := e−ikrB;Lk(x) := L(ekx) , ek(t) :=

eikt, ∀k ∈ Z etH1,p(T;X) = {u ∈ Lp(T, X) : ∃v ∈ Lp(T, X), v̂(k) = ikû(k)∀k ∈ Z}.�

Hypothèses principales :

(H1) A et B sont deux opérateurs linéaires fermés.

(H2) L ∈ B(Lp(T, X);X) ( l’espace des opérateurs linéaires bornés).

(H3) {Sk = k(Lk+1 − Lk), k ∈ Z} et {Tk = kA(Bk+1 − Bk), k ∈ Z} sont R-bornées

avec x̂(k) ∈ D(B) et (I −Bk)x̂(k) ∈ D(A) pour tout k ∈ Z.

Et supposons que les hypothèses (H1) et (H2) soient satisfaites tout au long de cette

partie.

Définition 2.1.2 : Soit 1 ≤ p < ∞. Une fonction x(.) est dite 2π-périodique Lp-

solution forte de (2.1) si x ∈ H1,p(T, X) tel que x ∈ D(B) et (x(t) − Bx(t − r)) ∈

D(A) et (2.1) est vérifiée p.p t ∈ [0, 2π]. �

Si on suppose que l’équation (2.1) admet une solution 2π-périodique forte, alors on

a la proposition suivante :

Proposition 2.1.3 : Soient X un espace de Banach et p ∈ [1,+∞[. On suppose

que pour chaque f ∈ Lp(T, X), l’équation (2.1) admet une unique Lp-solution forte

2π-périodique. Alors Pour tout k ∈ Z, Dk est inversible et borné, et (ikD−1k )k∈Z est

R-bornée, où Dk = (ikI − A(I −Bk)− Lk). �

49



Avant de donner la preuve de ce théorème on montre le lemme suivant.

Lemme 2.1.4 : Soit X un espace de Banach. Supposons que (ikI − A(I − Bk) −

Lk)x = 0 pour tout k ∈ Z, alors, u(t) = eiktx est 2π-periodique Lp-solution forte de

l’équation (2.1) correspond à la fonction f = 0. �

Preuve :

On a (ikI − A(I −Bk)− Lk)x = 0 alors ikx = A(x−Bkx) + Lkx.

Or u(t) = eiktx donc on a

u
′
(t) = ikeiktx = eikt(ikx) = eikt[A(x−Bkx) + Lkx]

= A(eiktx−Bke
iktx) + Lke

iktx

= A(u(t)−Bke
iktx) + Lke

iktx

= A(u(t)−Be−ikreiktx) + L(eke
iktx)

= A(u(t)−Beik(t−r)x) + L(eik(t+.)x)

= A(u(t)−Bu(t− r)) + L(u(t+ .))

= A(u(t)−Bu(t− r)) + L(ut).�

Preuve de la proposition 2.1.3. Montrons que Dk = (ikI − A(I − Bk) − Lk)

est surjectif. En effet, soit y ∈ X, on pose f(t) = eikty, alors, l’équation (2.1)

admet une solution unique, c’est-à-dire il existe x ∈ H1,p(T, X) Lp-solution forte

de l’équation. (2.1). Appliquons la transformée de Fourier, L est linéaire et borné,

donc d’après le lemme 1.3.15 et la proposition 1.3.13 (1), on a pour tout k ∈ Z,

ikx̂(k) = A(I −Bk)x̂(k) + Lkx̂(k) + f̂(k), donc
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(ikI − A(I −Bk)− Lk)x̂(k) = f̂(k) = y, d’où (ikI − A(I −Bk)− Lk) est surjectif.

Maintenant montrons que Dk est injectif. En effet, soit x ∈ X tel que

(ikI − A(I − Bk) − Lk)x = 0 alors d’après le lemme 2.1.4, u(t) = eiktx est une

solution forte de problème (2.1) correspond à la fonction f = 0, or 0 est une autre

solution et d’après l’unicité de solution, on a u(t) = 0 et x = 0. Alors Dk est injectif.

Or L est borné, alors A(I−Bk)+Lk est fermé (lemme 1.1.5), donc d’après le lemme

1.1.9(2), on a Dk est inversible et borné.

Montrons que (ikD−1k )k∈Z est R-borné. En effet soit f ∈ Lp(T, X), par hypothèse, elle

existe une unique x ∈ H1,p(T, X) tel que l’équation (2.1) est verifiée. Par application

de la transformée de Fourier, on en déduit que (ikI − A(I − Bk) − Lk)x̂(k) =

f̂(k) ∀k ∈ Z.

Ainsi

ikx̂(k) = ik(ikI−A(I−Bk)−Lk)−1f̂(k) ∀k ∈ Z, d’autre part, étant donné que x ∈

H1,p(T, X), il existe v ∈ Lp(T, X) tel que v̂(k) = ikx̂(k). Donc v̂(k) = ikD−1k f̂(k)

ce qui implique que (ikD−1k )k∈Z est un Lp-multiplicateur donc R-borné d’après la

proposition 1.3.29. �

Remarquons que l’énoncé de la proposition 2.1.3 reste vrai pour tout espace de

Banach quelconque.

Réciproquement , on suppose l’hypothèse supplémentaire suivante :

X est un espace de Banach de type UMD.
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Proposition 2.1.5 : Soit X un espace de Banach de type UMD. On suppose que

les hypothèses (H1), (H2) et (H3) soient satisfaites et que l’opérateur (ikI −A(I −

Bk)− Lk) est inversible et borné, alors les assertions suivantes sont equivalentes.

1. ik(ikI − A(I −Bk)− Lk)−1 est un Lp-multiplicateur.

2. ik(ikI − A(I −Bk)− Lk)−1 est R-borné. �

Preuve. (1)⇒ (2). voir proposition 1.3.29

(2)⇒ (1) : Rappelons que dans un espace UMD, si {Mk}k∈Z et {k(Mk+1 −Mk)}k∈Z

sont R-bornées alors {Mk}k∈Z est un Lp-multiplicateur (voir Théorème 1.3.31).

Posons Mk := ik(ikI − A(I − Bk) − Lk)−1 = ikNk = ik(Ck − A(I − Bk))
−1, avec

Ck := ikI − Lk. Donc il suffit de montrer que l’ensemble {k(Mk+1 −Mk)}k∈Z est

R-bornée.

Notons les identités suivantes

k[Mk+1 −Mk] = k[i(k + 1)Nk+1 − ikNk]

=kNk+1[i(k + 1)(Ck − A(I −Bk))− ik(Ck+1 − A(I −Bk+1))]Nk

=kNk+1[ik(Ck − Ck+1) + i(Ck − A(I −Bk)) + ik(A(I −Bk+1)− A(I −Bk))]Nk

=kNk+1[ik(Ck − Ck+1)Nk + i+ ik(A(I −Bk+1)− A(I −Bk))Nk]

=kNk+1[(Ck − Ck+1)ikNk + i+ (A(I −Bk+1)− A(I −Bk))ikNk]

=Nk+1k(Ck − Ck+1)Mk + ikNk+1 + kNk+1(A(I −Bk+1)− A(I −Bk))Mk

=Nk+1k(Ck − Ck+1)Mk + ikNk+1 − kNk+1(A(Bk+1 −Bk))Mk

=Nk+1k(Ck − Ck+1)Mk + ikNk+1 −Nk+1(kA(Bk+1 −Bk))Mk
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=Nk+1k(Ck − Ck+1)Mk + k
k+1

Mk+1 − 1
i(k+1)

Mk+1(kA(Bk+1 −Bk))Mk

=Nk+1k(Ck − Ck+1)Mk + k
k+1

Mk+1 + i
k+1

Mk+1TkMk.

Nous avons

Ck − Ck+1 = ikI − Lk − i(k + 1)I + Lk+1 = Lk+1 − Lk − iI,

donc

Nk+1k(Ck − Ck+1)Mk = Nk+1k(Lk+1 − Lk − iI)Mk

=Nk+1(k(Lk+1 − Lk)Mk − ikNk+1Mk = 1
i(k+1)

Mk+1SkMk − k
k+1

Mk+1Mk,

d’où

k[Mk+1 −Mk] = 1
i(k+1)

Mk+1SkMk − k
k+1

Mk+1Mk + k
k+1

Mk+1 + i
k+1

Mk+1TkMk,

par conséquent on a :

‖
∑n

j=1 j(Mj+1−Mj)ξjxj‖p ≤ [R2
p(Mk)Rp(Sk)+R

2
p(Mk)+Rp(Mk)+R

2
p(Mk)Rp(Tk)]‖

∑n
j=1 ξjxj‖p

donc {k(Mk+1 −Mk)}k∈Z est R-bornée, la preuve est terminée. �

Le théorème principal peut maintenant être énoncé.

Théorème 2.1.6 : Soient X un espace de Banach de type UMD et 1 < p <∞. On

suppose que les hypothèses (H1), (H2) et (H3) soient satisfaites, alors les assertions

suivantes sont équivalentes

1. Pour chaque f ∈ Lp(T, X) il existe une unique Lp-solution forte et 2π-périodique

de l’équation (2.1).

2. (Dk)k∈Z est inversible et borné et l’ensemble (ikD−1k )k∈Z est R-bornée, où Dk =

(ikI − A(I −Bk)− Lk). �
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Dans la démonstration de ce théorème on utilise le lemme suivant.

Lemme 2.1.7 : [5] (Lemme 3.1)

Soit A un opérateur linéaire fermé, et Soient f, g ∈ Lp(T;X) pour 1 ≤ p < ∞.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1) f̂(k) ∈ D(A) et Af̂(k) = ĝ(k), pour tout k ∈ Z

2) f(t) ∈ D(A) et Af(t) = g(t). �

Remarque 2.1.8 : Soit f ∈ Lp(T, X). Alors d’après le théorème 1.3.17, on a

f = limn→∞σn(f) = limn→∞
1

n+1

∑n
m=0

∑m
k=−m ekf̂(k)

dans Lp(T, X) avec ek(t) := eikt. �

Preuve de théorème 2.1.6. 1⇒ 2. Voir proposition 2.1.3.

2⇒ 1. Existence, soit f ∈ Lp(T, X). Supposons que La famille
{
ikD−1k

}
k∈Z est R-

borné, alors d’après la Proposition 2.1.5,
{
ikD−1k

}
k∈Z est un Lp-multiplicateur, ce qui

équivaut à dire que la famille
{
D−1k

}
k∈Z est un Lp-multiplicateur de Lp(T, X) dans

H1,p(T, X) (Lemme 1.3.33) c’est à dire qu’ il existe x ∈ H1,p(T, X) (voir notation

2.1.1) tel que : x̂(k) = D−1k f̂(k) = (ikI − A(I −Bk)− Lk)−1f̂(k),

ce qui implique que (ikI − A(I −Bk)− Lk)x̂(k) = f̂(k), donc on a

ikx̂(k) = A(I −Bk)x̂(k) + Lkx̂(k) + f̂(k) (2.4)

on a, x ∈ Lp(T, X) et il existe v ∈ Lp(T, X) tel que :

x̂′(k) := v̂(k) = ikx̂(k) (2.5)
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Par le théorème de Fejer (Remarque 2.1.8) on a dans Lp([-r2π,0],X),

xt(θ) = x(t+ θ) = limn→+∞
1

n+1

∑n
m=0

∑m
k=−m e

ikteikθx̂(k).

Ainsi dans Lp(T, X) nous obtenons,

xt = limn→+∞
1

n+1

∑n
m=0

∑m
k=−me

iktekx̂(k).

Puisque L est linéaire et borné on a :

Lxt = limn→+∞
1

n+1

∑n
m=0

∑m
k=−me

iktL(ekx̂(k))=limn→+∞
1

n+1

∑n
m=0

∑m
k=−me

iktLkx̂(k).

D’après (2.4) et (2.5) on a

x̂′(k) = ikx̂(k) = A(I −Bk)x̂(k) + Lkx̂(k) + f̂(k), ∀k ∈ Z.

Ensuite, en utilisant A et B fermés et le lemme 2.1.7, nous concluons que

x(t) ∈ D(B), (x(t)−Bx(t−r)) ∈ D(A), et x′(t) = A(x(t)−Bx(t−r))+L(xt)+f(t).

Périodicité, montrons que x est 2π-périodique. En effet,

on a x ∈ H1,p(T, X), et d’après (α) dans la notation 1.3.19, on a : ∃v ∈ Lp(T, X) et

u ∈ X tel que
∫ 2π

0
v(s)ds = 0 et x(t) = u+

∫ t
0
v(s)ds,

donc x(0) = u = x(2π), et alors x est 2π-périodique.

Unicité, supposons que l’équation (2.1) admet deux solutions x1 et x2, alors x =

x1 − x2 est une solution forte de l’équation (2.1) correspond à la fonction f = 0,

appliquons la transformée de fourier, on obtient (ikI − A(I − Bk) − Lk)x̂(k) = 0,

alors x̂(k) = D−1k .0 = 0,∀k ∈ Z et d’après la remarque 1.3.14, x(t) = 0 ce qui

implique que x1 = x2.�
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2.2 Solutions périodiques d’équations différentielles

fonctionnelles de type neutre

2.2.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie l’équation différentielle de type neutre suivante :

d

dt
[x(t)−Bx(t− r)] = A[x(t)−Bx(t− r)] + L(xt) + f(t), t ∈ R (2.6)

où A : D(A) ⊆ X → X et B : D(B) ⊆ X → X sont deux opérateurs linéaires

fermés, L ∈ B(Lp([−r2π, 0], X);X) avec r2π = 2πn0(n0 ∈ N−{0}) et f : R→ X est

une fonction locallement p-intégrable et 2π-périodique pour 1 ≤ p < +∞.

Dans cette partie on utilise le résultat de la partie 2.1, pour montrer l’existence et

l’unicité de la solution forte de l’équation (2.6).

Théorème : On suppose que

1) X est un espace UMD

2) D−1k est borné et l’ensemble
{
ikD−1k

}
k∈Z est R-bornée

3) |k|‖Bk‖
∥∥D−1k ∥∥ < 1 et ‖B‖‖Γ‖ < 1 pour tout k ∈ Z et B ∈ B(X).

Alors pour tout f ∈ Lp(T, X), l’équation (2.6) a une unique Lp-solution forte, 2π-

périodique où Dk = (ikI−A(I−Bk)−Lk) et Γ : Lp(T, X)→ Lp(T, X) définie par :

Γ(g) = v
′

avec v(.) est une solution forte de l’équation (2.1), c’est-à-dire :

v
′
(t) = A(v(t)−Bv(t− r)) + L(vt) + g(t).�
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Dans le cas où A génére un C0-semi-groupe, on trouve le résultat suivant :

Théorème : Supposons que A génère un C0-semigroupe (T (t))t≥0 dans un espace

X de type UMD. si (ik(I −Bk)−A(I −Bk)−Lk)−1 est un Lp-multiplicateur alors

l’équation (2.6) admet un unique Lp-solution faible 2π-périodique. �

2.2.2 Critère de solution forte
Notation 2.2.1

Notons : ∆k = ikI − ikBk − A(I −Bk)− Lk , pour tout k ∈ Z.

Et Bk := e−ikrB;Lk(x) := L(ekx) et ek(t) := eikt ∀k ∈ Z

H1,p(T;X) = {u ∈ Lp(T, X) : ∃v ∈ Lp(T, X), v̂(k) = ikû(k),∀k ∈ Z}

Nous définissons : σZ(∆) = {k ∈ Z : ∆k n′a pas d′inverse}. �

Hypothèses principales :

(H1) : A et B deux opérateurs linéaires fermés.

(H2) : L ∈ B(Lp(T, X);X).

(H3) : {Sk = k(Lk+1 − Lk)}k∈Z et {Tk = kA(Bk+1 −Bk)}k∈Z sont R-bornées avec

x̂(k) ∈ D(B) et (I −Bk)x̂(k) ∈ D(A) pour tout k ∈ Z.

Et supposons tout au long de cette partie que (H1) et (H2) sont satisfaites.

Définition 2.2.2 : Soit X un espace de Banach. Une fonction x(.) est dite 2π-

périodique Lp-solution forte de (2.6) si x ∈ H1,p(T, X) tel que x ∈ D(B),

(x(t)−Bx(t− r)) ∈ D(A) et (2.6) est vérifiée pour tout t ∈ [0, 2π].�
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On suppose l’existence et l’unicité de la solution de l’équation (2.6), d’où on a la

proposition suivante :

Proposition 2.2.3 : Supposons que pour chaque f ∈ Lp(T, X) il existe un unique

2π-périodique Lp-solution forte de (2.6) et que la condition suivante soit satisfaite :

Dk = ikI − A(I − Bk) − Lk a un inverse borné et |k|‖Bk‖
∥∥D−1k ∥∥ < 1, pour tout

k ∈ Z et B ∈ B(X).

Alors

1. σZ(∆) = φ

2. L’ensemble {ik(ikI − ikBk − A(I −Bk)− Lk)−1}k∈Z est un Lp-multiplicateur.�

Preuve : 1) On reprend la même démonstration que la proposition 2.1.3. Soit

y ∈ X. On définit la fonction f(t) = eikty pour t ∈ R. Par hypothèse, elle existe une

Lp-solution forte x(.) de (2.6), Par transformation de Fourier sur les deux côtés de

l’équation (2.6), on obtient (ik(I −Bk)−A(I −Bk)−Lk)x̂(k) = y, ce qui implique

que ∆k = (ik(I −Bk)− A(I −Bk)− Lk) est surjectif.

D’autre part, si on suppose que x ∈ ker(∆k), on montre que la fonction u(t) = eiktx

est 2π-périodique Lp-solution forte de l’équation (2.6) correspondant à la fonction

f = 0 (même démonstration que le lemme 2.1.4), par conséquent, u(t) = 0 et x = 0,

et donc ∆k est injectif. ∆k surjectif et injectif, alors il est inversible.

On a |k|‖Bk‖
∥∥D−1k ∥∥ < 1, donc d’après la proposition 1.1.2, (I − ikBkD

−1
k ) est

inversible. Alors, nous pouvons écrire

58



∆−1k = (ikI − A(I −Bk)− Lk − ikBk)
−1 = [(I − ikBkD

−1
k )Dk]

−1

= D−1k (I − ikBkD
−1
k )−1, où D−1k = (ikI − A(I − Bk) − Lk)−1. Puisque BkD

−1
k est

un opérateur linéaire fermé, et d’après le lemme 1.1.9 (2), nous obtenons également

∆−1k est un opérateur linéaire borné. Par conséquent,

σZ(∆) = {k ∈ Z : ∆k n′a pas d′inverse} = ∅.

2) Soit f ∈ Lp(T, X), par hypothèse, nous pouvons affirmer qu’il existe un 2π-

périodique Lp-solution forte de l’équation (2.6) . En appliquant la transformation

de Fourier sur les deux côtés de cette équation, et d’apès le lemme 1.3.13 (1) et la

proposition 1.3.15, on obtient,

ikx̂(k) - ikBkx̂(k)=A(I-Bk)x̂(k)+Lkx̂+f̂(k).

(ikI − ikBk − A(I −Bk)− Lk)x̂(k) = f̂(k).

ikx̂(k) = ik(ikI − ikBk −A(I −Bk)− Lk)−1f̂(k). Puisque x ∈ H1,p(T, X), il existe

v ∈ Lp(T, X) tel que v̂(k)=ikx̂(k), donc v̂(k) = ik(ikI−ikBk−A(I−Bk)−Lk)−1f̂(k),

d’où d’après la définition 1.3.28, ik(ikI − ikBk − A(I − Bk) − Lk)
−1 est un Lp-

multiplicateur. �

2.2.3 Critère de solution faible

Définition 2.2.4 : Supposons que A génère un C0-semi-groupe (T (t))t≥0 sur X.

Une fonction x est dite 2π-périodique Lp-solution faible de problème (2.6) si,

x ∈ D(B), (x(t)−Bx(t− r)) ∈ D(A) et on a

x(t)−Bx(t− r) = T (t)(x(0)−Bx(−r)) +
∫ t
0
T (t− s)(Lxs + f(s))ds, 0 ≤ t ≤ 2π.�
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Proposition 2.2.5 : Supposons que A génère un C0-semi-groupe (T (t))t≥0 sur X,

si x(.) est l’unique solution faible et 2π-périodique du problème (2.6) tel que∫ t
0
[x(s)−Bx(s− r)]ds ∈ D(A) alors :

x(t)− Bx(t− r) = x(0)− Bx(−r) + A
∫ t
0
[x(s)− Bx(s− r)]ds +

∫ t
0
(Lxs + f(s))ds,

pour tout t ∈ [0, 2π]. �

La démonstration de cette proposition utilise la remarque suivante :

Remarque 2.2.6 ([42])

Supposons que A génère un C0-semi-groupe (T (t))t≥0, si g : [0, a] → X est une

fonction cotinue, alors
∫ t
0

∫ s
0
T (t− ξ)g(ξ)dξds ∈ D(A) et

A
∫ t
0

∫ s
0
T (t− ξ)g(ξ)dξds =

∫ t
0
(T (t− s)− I)g(s)ds

Preuve de la proposition 2.2.5 : Supposons que x(.) est l’unique solution faible

et 2π-périodique de l’équation (2.6), alors

x(t)−Bx(t− r) = T (t)(x(0)−Bx(−r)) +
∫ t
0
T (t− s)(L(xs) + f(s))ds

D’après la proposition 1.1.28 (1) et la remarque 2.2.6,
∫ t
0
T (t)(x(0)− Bx(−r))ds ∈

D(A) et
∫ t
0

∫ s
0
T (t− ξ)(L(xξ) + f(ξ))dξds ∈ D(A), d’où

A
∫ t
0
(x(s)−Bx(s− r))ds =

A
∫ t
0
T (s)(x(0)−Bx(−r))ds+ A

∫ t
0

∫ s
0
T (t− ξ)(L(xξ) + f(ξ))dξds =

T (t)((x(0)−Bx(−r))− (x(0)−Bx(−r)) +

∫ t

0

(T (t− s)− I)(L(xs) + f(s))ds,

donc
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A
∫ t
0
(x(s) − Bx(s − r))ds + x(0) − Bx(−r) +

∫ t
0
(L(xs) + f(s))ds = T (t)(x(0) −

Bx(−r)) +
∫ t
0
T (t− s)(L(xs) + f(s))ds.

Par hypothèse, nous avons :

x(t)−Bx(t− r) = T (t)(x(0)−Bx(−r)) +
∫ t
0
T (t− s)(L(xs) + f(s))ds,

donc

x(t)−Bx(t−r) = x(0)−Bx(−r)+A
∫ t
0
(x(s)−Bx(s−r))ds+

∫ t
0
(L(xs)+f(s))ds.�

Le théorème suivant peut alors être énoncé.

Théorème 2.2.7 : Supposons que A génère un C0-semi-groupe (T (t))t≥0 sur X,

Soit f ∈ Lp(T;X) et 1 ≤ p < ∞ ; si x(.) est l’unique Lp-solution faible et 2π-

périodique de l’équation (2.6) tel que
∫ t
0
(x(s)−Bx(s− r))ds ∈ D(A), alors

(ikI − ikBk − A(I −Bk)− Lk)x̂(k) = f̂(k), ∀k ∈ Z. �

Preuve. Soit x(.) une unique solution faible et 2π-périodique de l’équation (2.6),

alors d’après la proposition 2.2.5, on a

x(t)−Bx(t− r) = x(0)−Bx(−r) +A
∫ t
0
(x(s)−Bx(s− r))ds+

∫ t
0
(L(xs) + f(s))ds

Pour t = 2π, on a

x(2π)−Bx(2π−r) = x(0)−Bx(−r)+A
∫ 2π

0
(x(s)−Bx(s−r))ds+

∫ 2π

0
(Lxs+f(s))ds,

or x est 2π-périodique, donc x(2π) = x(0) et x(2π − r) = x(−r),

alors

A
∫ 2π

0
(x(s)−Bx(s− r))ds+

∫ 2π

0
(Lxs + f(s))ds = 0

1
2π
A
∫ 2π

0
(x(s)−Bx(s− r))ds+ 1

2π

∫ 2π

0
(L(xs) + f(s))ds = 0
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1
2π
A
∫ 2π

0
(x(s)−Bx(s− r))ds+ 1

2π

∫ 2π

0
e−i0sL(xs)ds+ 1

2π

∫ 2π

0
e−i0sf(s)ds = 0

1
2π
A
∫ 2π

0
e−i0s(x(s)−Bx(s− r))ds+ L(e0x̂(0)) + f̂(0) = 0

A(x̂(0)−B0x̂(0)) + L0x̂(0) + f̂(0) = 0

(A(I-B0)+ L0)x̂(0)+ f̂(0) = 0.

Pour k = 0, on a :

(0− A(I −B0)− L0)x̂(0) = f̂(0). (2.7)

Il reste à verifier pour k 6= 0. En effet, on définit v(t) =
∫ t
0
(x(s)−Bx(t− r))ds,

et g(t) = x(t) − Bx(t − r) − (x(0) − Bx(−r)) −
∫ t
0
(Lxs + f(s))ds, donc d’après

la proposition 2.2.5, on a g(t) = Av(t), et d’après la proposition 1.3.12 (1), la

proposition 1.3.13 (2) et le lemme 1.3.15, on trouve :

v̂(k) = i
k
(I−B0)x̂(0)− i

k
(I−Bk)x̂(k)⇒ Av̂(k) = i

k
A(I−B0)x̂(0)− i

k
A(I−Bk)x̂(k)

et,

ĝ(k) = (I −Bk)x̂(k)− [ i
k
L0x̂(0)− i

k
Lkx̂(k)]− [ i

k
f̂(0)− i

k
f̂(k)],

i.e,

ĝ(k)=(I-Bk)x̂(k)- i
k
L0x̂(0) + i

k
Lkx̂(k)- i

k
f̂(0)+ i

k
f̂(k)

ĝ(k) = i
k
A(I −B0)x̂(0)− i

k
A(I −Bk)x̂(k).

On multiplie par ik, on trouve

ik(I−Bk)x̂(k) +L0x̂(0)−Lkx̂(k) + f̂(0)− f̂(k) = −A(I−B0)x̂(0) +A(I−Bk)x̂(k),

donc

[ik(I−Bk)x̂(k)−A(I−Bk)x̂(k)−Lkx̂(k)−f̂(k)]−[−A(I−B0)x̂(0)−L0x̂(0)−f̂(0)] = 0
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⇔ ik(I −Bk)x̂(k)− A(I −Bk)x̂(k)− Lkx̂(k)− f̂(k) = 0 (d’après (2.7) ),

ce qui implique que

(ikI − ikBk − A(I −Bk)− Lk)x̂(k) = f̂(k),∀ ∈ Z− {0}. (2.8)

Donc d’après (2.7) et (2.8), (ikI − ikBk − A(I −Bk)− Lk)x̂(k) = f̂(k),∀ ∈ Z.�

Corollaire 2.2.8 : Supposons que A génère un C0-semi-groupe (T (t))t≥0 sur X et

que pour chaque f ∈ Lp(T;X) il existe une unique Lp-solution faible et 2π-périodique

de l’équation (2.6) tel que
∫ t
0
(x(s)−Bx(s− r))ds ∈ D(A), (ikI −A(I −Bk)− Lk)

est inversement borné et |k|‖Bk‖
∥∥D−1k ∥∥ < 1, pour tout k ∈ Z et B ∈ B(X). Alors

∆k est inversible et borné, de plus ∆−1k est un Lp-multipliplicateur où ∆k = (ikI −

ikBk − A(I −Bk)− Lk). �

Preuve. On reprend la même demonstration que la proposition 2.1.3, on montre

que ∆k est inversible et borné. En effet,

Montrons que ∆k est surjectif : Soit y ∈ X, donc pour f(t) = eikty, il existe une

solution unique de l’équation (2.6). Appliquons la transformation de Fourier et le

théorème 2.2.7, on trouve ∆kx̂(k) = y, d’où ∆k est surjectif.

∆k est injectif. En effet, soit x ∈ ker(∆k), donc on a ikx−ikBkx = A(I−Bk)x+Lkx,

alors u(t) = eiktx vérifie l’équation (2.6), avec f = 0 (même démonstration que le

lemme 2.1.4), c’est à dire,

d
dt

(u(t)−Bu(t− r)) = A(u(t)−Bu(t− r)) + L(ut).
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On pose g(s) = T (t− s)(u(s)−Bu(s− r)). D’après la proposition 1.1.28 (2), on a

d
dt
g(s) = −AT (t− s)(u(s)−Bu(s− r)) + T (t− s)(A(u(s)−Bu(s− r)) + L(us))

d
dt
g(s) = T (t− s)L(xs),

on intègre de 0 à t :

g(t) = g(0) +
∫ t
0
T (t− s)L(us)ds.

u(t)−Bu(t−r) = T (t)(u(0)−Bu(−r))+
∫ t
0
T (t−s)L(us)ds, or u(0) = x = ei2πkx =

u(2π), donc u est 2π-périodique Lp-solution faible de (2.6) correspond à f = 0, or 0

est une autre solution, et d’après l’unicité de la solution on a u(t) = 0, donc x = 0,

ce qui implique que ∆k est injectif, et par la proposition 2.2.3, ∆k est inversible et

borné. D’autre part par le théorème 2.2.7 nous avons :

x̂(k) = (ikDk − ADk − Gk)
−1f̂(k), ∀f ∈ Lp(T;X) c’est-à-dire, ∆k est un Lp-

multipliplicateur. �

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce paragraphe.

2.2.4 Résultat de solution 2π-périodique

Notre résultat principal dans cette partie est d’établir la réciproque de la propo-

sition 2.2.3 et du corollaire 2.2.8.

2.2.4.1 Résultat de solution forte

Rappelons le théorème 2.1.6 principal de partie 2.1,

Théorème 2.1.6 : Supposons que les hypothèses (H1), (H2) et (H3) soient sa-

tisfaites, 1 < p < +∞ et X un espace UMD. Alors les assertions suivantes sont
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équivalentes

1. Pour chaque f ∈ Lp(T, X), il existe une unique Lp-solution forte et 2π-

périodique de l’équation (2.1).

2. (Dk)k∈Z est inversement borné et l’ensemble (ikD−1k )k∈Z est R-bornée où Dk =

(ikI − A(I −Bk)− Lk).

Donc sous les hypothèses suivantes :

(H1) : X un espace UMD.

(H2) : {Sk = k(Lk+1 − Lk)}k∈Z et {Tk = kA(Bk+1 −Bk)}k∈Z sont R-bornées.

(H3) : (Dk)k∈Z est inversible et l’ensemble (ikD−1k )k∈Z est R-bornée avec x̂(k) ∈

D(B) et (I −Bk)x̂(k) ∈ D(A) pour tout k ∈ Z.

Pour chaque g ∈ Lp(T, X), il existe une unique 2π-périodique Lp-solution forte

v ∈ H1,p(T, X) de l’équation suivante :

v
′
(t) = A(v(t)−Bv(t− r)) + L(vt) + g(t) (2.9)

Par transformation de Fourier, nous obtenons

v̂(k) = D−1k ĝ(k) = (ikI − A(I −Bk)− Lk)−1ĝ(k), k ∈ Z, (2.10)

d’où

v̂′(k) = ikv̂(k) = ikD−1k ĝ(k)

Soit Γ : Lp(T, X)→ Lp(T, X) définie par : Γ(g) = v
′

Γ est un opérateur linéaire borné.
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Lemme 2.2.9 On suppose que les hypothèses (H1), (H2) et (H3) sont satisfaites et

que pour tout k ∈ Z, Dk est inversement borné,
{
ikD−1k

}
k∈Z est R-borné, B ∈ B(X),

|k|‖Bk‖
∥∥D−1k ∥∥ < 1 et ‖B‖‖Γ‖ < 1, alors (I − ikBkD

−1
k )−1 est inversement borné,

de plus on a (Sk)k∈Z =
{

(I − ikBkD
−1
k )−1

}
k∈Z est un Lp-multiplicateur. �

Preuve. On a, |k|‖Bk‖
∥∥D−1k ∥∥ < 1, donc d’après la proposition 1.1.2, il en résulte

que ((I − ikBkD
−1
k )−1)k∈Z ∈ B(X).

Maintenant montrons que (Sk)k∈Z est un Lp-multiplicateur. Soit f ∈ Lp(T, X), nous

définissons Λ : Lp(T, X) → Lp(T, X) par Λ(ϕ)(t) =BΓ(ϕ)(t− r) + f(t).

Il est clair que Λ est une contraction. En effet,

‖Λ(ϕ1)− Λ(ϕ2)‖ = ‖BΓ(ϕ1)−BΓ(ϕ2)‖ ≤ ‖B‖‖Γ‖‖ϕ1 − ϕ2‖ < ‖ϕ1 − ϕ2‖.

Par conséquent, il existe une unique g ∈ Lp(T, X) tel que Λ(g)(t) = g(t), alors

g(t) = BΓ(g)(t− r) + f(t), et donc

g(t) = Bv
′
(t− r) + f(t).

En utilisant (2.10), nous obtenons que

ĝ(k) = e−ikrikBv̂(k) + f̂(k) = ik(e−ikrB)D−1k ĝ(k) + f̂(k) = ikBkD
−1
k ĝ(k) + f̂(k),

ce qui implique que (I − ikBkD
−1
k )ĝ(k) = f̂(k). D’où ĝ(k) = (I − ikBkD

−1
k )−1f̂(k)

c’est à dire que ĝ(k) = Skf̂(k), ainsi (Sk)k∈Z est un Lp-multiplicateur. �

Le théorème principal peut maintenant être énoncé.

Théorème 2.2.10 :

On suppose que (H1), (H2) et (H3) soient satisfaites, Dk est inversement borné, l’en-
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semble
{
ikD−1k

}
k∈Z est R-bornée et B ∈ B(X). Si pour tout k ∈ Z |k|‖Bk‖

∥∥D−1k ∥∥ <
1 et ‖B‖‖Γ‖ < 1, alors, Pour tout f ∈ Lp(T, X) il existe un unique Lp-solution forte

et 2π-périodique de l’équation.(2.6). �

Preuve. Soit f ∈ Lp(T, X), il en résulte du lemme 2.2.9 que (Sk)k∈Z est un Lp-

multiplicateur. Par conséquent, il existe g ∈ Lp(T, X) tel que

ĝ(k) = Skf̂(k). (2.11)

D’autre part, en utilisant le théorème 2.1.6, nous pouvons dire qu’il existe une unique

x ∈ H1,p(T, X) tel que :

x
′
(t) = A(x(t)−Bx(t− r)) +L(xt) +g(t), par tronsformation de Fourier, on obtient

ikx̂(k) = A(I −Bk)x̂(k) + Lkx̂(k) + ĝ(k), d’où x̂(k) = D−1k ĝ(k), où

Dk = ikI − A(I − Bk) − Lk. Par (2.11), on a : x̂(k) = D−1k Skf̂(k). Or D−1k Sk =

D−1k (I − ikBkD
−1
k )−1 = ((I − ikBkD

−1
k )Dk)

−1 = (Dk − ikBk)
−1

=(ikI − A(I −Bk)− Lk − ikBk)
−1, donc

x̂(k) = (ikI − ikBk − A(I −Bk)− Lk)−1f̂(k).

Ainsi

ikx̂(k)− ikBkx̂(k) = A(x̂(k)−Bkx̂(k)) + Lkx̂(k) + f̂(k)

Enfin, en utilisant A et B fermés, le théorème de Fejer (théorème 1.3.17) et le lemme

2.1.7, nous concluons que x(t) ∈ D(B), (x(t)−Bx(t− r)) ∈ D(A) et
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x
′
(t) = A(x(t) − Bx(t − r)) + L(xt) + Bx

′
(t − r) + f(t). Par conséquent x(.) est

2π-périodique Lp-solution forte de l’équation. (2.6). �

2.2.4.2 Résultat de solution faible

Dans ce paragraphe on suppose que A génère un C0-semi-groupe (T (t))t≥0.

Théorème 2.2.11 : Supposons que A génère un C0-semigroup (T (t))t≥0 dans un

espace de Banach X de type UMD, et supposons que (ik(I −Bk)−A(I −Bk)−Lk)

est inversement borné et (ik(I −Bk)−A(I −Bk)−Lk)−1 est un Lp-multiplicateur,

alors il existe une unique 2π-périodique Lp- solution faible de l’équation.(2.6). �

Preuve. Soit f ∈ Lp(T;X), alors d’après le théorème 1.3.17, on a

f(t) =limn→+∞
1

n+1

∑n
m=0

∑m
k=−me

iktf̂(k).

L’opérateur (ik(I−Bk)−A(I−Bk)−Lk)−1 est un Lp-multiplicateur, donc il existe

x ∈ Lp(T;X) tel que x̂(k) = (ik(I −Bk)− A(I −Bk)− Lk)−1f̂(k),

d’où

ikx̂(k) = ikBkx̂(k) + A(I −Bk)x̂(k) + Lkx̂(k) + f̂(k).

Posons fn(t) = 1
n+1

∑n
m=0

∑m
k=−m e

iktf̂(k) et

xn(t) = 1
n+1

∑n
m=0

∑m
k=−me

ikt(ik(I −Bk)− A(I −Bk)− Lk)−1f̂(k), donc

xn(t) = 1
n+1

∑n
m=0

∑m
k=−m e

iktx̂(k) et par le théorème 1.3.17 (Théorème de Fejer) on

a xn(t) → x(t) et fn(t) → f(t) quand n→ +∞. Montrons qua la suite (xn) vérifie

l’équation (2.6). En effet,
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x′n(t) = 1
n+1

∑n
m=0

∑m
k=−m e

iktikx̂(k)

= 1
n+1

∑n
m=0

∑m
k=−m e

ikt[ikBkx̂(k) + A(I −Bk)x̂(k) + Lkx̂(k) + f̂(k)]

= Bx′n(t− r) + A(xn(t)−Bxn(t− r)) + L((xn)t) + fn(t),

d’où

x′n(t)−Bx′n(t− r) = A(xn(t)−Bxn(t− r)) + L((xn)t) + fn(t).

xn(0) = 1
n+1

∑n
m=0

∑m
k=−m e

0ikx̂(k) = 1
n+1

∑n
m=0

∑m
k=−m e

ik2πikx̂(k) = xn(2π), donc

(xn) est une solution périodique de l’équation (2.6) :

x′n(t)−Bx′n(t− r) = A(xn(t)−Bxn(t− r)) + L((xn)t) + fn(t).

Posons h(s) = T (t− s)[xn(s)−Bxn(s− r)].

D’après la proposition 1.1.28, on a :

d
ds
h(s) = −AT (t−s)[xn(s)−Bxn(s−r)]+T (t−s)[A(xn(s)−Bxn(s−r)+L((xn)s)+

fn(s)] = T (t− s)[L((xn)s) + fn(s)]. On intégre de 0 à t, on obtient,

h(t) = h(0) +
∫ t
0
T (t− s)(L((xn)s) + fn(s))ds, c’est à dire que

xn(t)-Bxn(t-r) =T(t)( xn(0) - Bxn(-r))+
∫ t
0
T(t-s)[L((xn)s) + fn(s)]ds.

On pose yn = xn(0) - Bxn(-r), donc

xn(t) -Bxn(t-r)= T(t)yn+
∫ t
0
T(t-s)[L((xn)s) + fn(s)]ds

pour t = 2π on a

xn(2π) - Bxn(2π-r) = T (2π)yn+
∫ 2π

0
T(2π-s)(L((xn)s + fn(s))ds, or xn(2π) = xn(0)

et xn(2π-r) = xn(-r), donc

yn = T (2π)yn +
∫ 2π

0
T (2π − s)(L(xn)s) + fn(s))ds.
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On passe à la limite quand n→ +∞, on obtient :

y = T (2π)y +

∫ 2π

0

T (2π − s)(L(xs) + f(s))ds. (2.12)

xn(t) - Bxn(t-r) = T(t)yn+
∫ t
0
T(t-s)(L((xn)s) + fn(s))ds (quand n→ +∞)

x(t)-Bx(t-r) = T(t)y+
∫ t
0
T(t-s)(L(xs) + f(s))ds := g(t), et d’après (2.12), on a

g(2π) = T (2π)y+
∫ 2π

0
T (2π− s)(L(xs) + f(s))ds = y et g(0) = y, d’où g(2π) = g(0)

et x(2π) = x(0). Nous concluons alors que x(.) es une solution faible et 2π-périodique

de l’équation(2.6). �

On términe ce chapitre par un travail plus général.

2.3 Solutions périodiques dans un espace UMD

pour certaines équations différentielles fonc-

tionnelles de type neutre

2.3.1 Introduction

Motivé par le fait que les équations différentielles fonctionnelles à retard sur-

viennent dans de nombreux domaines des mathématiques appliquées, ces types

d’équations ont reçu beaucoup d’attention ces dernières années. En particulier, le

problème de l’existence d’une solution périodique, a été traité par plusieurs au-

teurs. Nous renvoyons le lecteur aux articles [5], [32, [42] et les références qui y sont

énumérées pour obtenir des informations à ce sujet.

Dans ce chapitre, nous étudions l’existence d’une solution périodique pour une classe
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d’équations différentielles fonctionnelles décrites sous la forme :

d

dt
[x(t)− L(xt)] = A[x(t)− L(xt)] +G(xt) + f(t), t ∈ R (2.13)

où A : D(A) ⊂ X → X, est un opérateur linéaire fermé, et X est un espace de

Banach muni de la norme ‖.‖X , la fonction xt donnée par xt(θ) = x(t + θ) pour

θ ∈ [−r, 0], L et G sont dans B(Lp([-r2π ,0], X) ; X) l’espace des opérateurs linéaires

bornés, et f : R → X est une fonction 2π-périodique et locallement p-intégrable

pour 1 ≤ p < +∞.

Le cas où L = 0 a été traité dans [42] avec des résultats importants concernant

l’existence de solutions périodiques.

Notre contribution dans ce travail est une généralisation des résultats d’existence des

solutions périodiques [42] au cas d’équations fonctionnelles de type neutre (2.13).

Dans cette partie on montre l’existence et l’unicité de Lp-solution forte et 2π-

périodique de l’équation (2.13), pour 1 < p <∞ et sous les conditions suivantes :

- X est un espace UMD (voir définition 1.3.26).

- σZ(∆) = φ et
{
ik∆−1k

}
k∈Z est R-borné, où ∆k = (ikDk−ADk−Gk) et Dk = I−Lk.

- {Sk = k(Lk+1 − Lk), k ∈ Z}, {Tk = k(Gk+1 −Gk), k ∈ Z} et {Pk = kA(Lk+1 − Lk), k ∈ Z}

sont R-bornées.

Pour l’existence d’une solution faible de l’équation (2.13), on montre le résultat sui-

vant :

Théorème : Supposons que A génère un C0-semigroupe (T (t))t≥0 sur un espace de
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Banach X de type UMD et que (ikDk−ADk−Gk)
−1 est un Lp-multiplicateur, alors

il existe une solution unique faible et 2π-périodique de l’équation. (2.13).�

2.3.2 Critère de solutions périodiques

Hypothèses principales.

(1) A est un opérateur linéaire fermé.

(2) L,G ∈ B(Lp(T, X);X) l’espace des opérateurs linéaires bornés.

(3) {Sk, k ∈ Z}, {Tk, k ∈ Z} et {Pk, k ∈ Z} sont R-bornées avec Dkx̂(k) ∈ D(A)

pour tout k ∈ Z.

On suppose que les hypothèses (1) et (2) sont satisfaites tout au long du partie 2.3.

Notation 2.3.1

On note : Dxt = x(t) - L(xt), Dϕ = ϕ(0) - L(ϕ)

Alors l’équation (2.13) est équivalente

d

dt
Dxt = A[Dxt] +G(xt) + f(t). (2.14)

Notons Lk(x) := L(ekx) ; Gk(x) := G(ekx), ek(t) :=eikt , Dk = I - Lk et

∆k = (ikDk - ADk - Gk) pour tout k ∈ Z, on définit

H1,p(T;X) = {u ∈ Lp(T, X) : ∃v ∈ Lp(T, X), v̂(k) = ikû(k),∀k ∈ Z}

et σZ(∆) = {k ∈ Z : ∆k n
′est pas inversible}.�

2.3.2.1 Critère de solution forte

Nous commençons par établir notre concept de solution forte pour

l’équation (2.14) :
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Définition 2.3.2 : Soit f ∈ Lp(T;X). Une fonction x ∈ H1,p(T;X) est dite 2π-

périodique Lp-solution forte de (2.14) si Dxt ∈ D(A) et x vérifie l’équation (2.14)

pour tout t ∈ [0, 2π]. �

La proposition suivante montre l’équivalence entre Lp-multiplicateur et R-bornétude

de l’opérateur (ik∆−1k ).

Proposition 2.3.3 : Soit X un espace de Banach de type UMD. On suppose que

les hypothèses (1), (2) et (3) sont satisfaites et que σZ(∆) = ∅, alors les assertions

suivantes sont équivalentes.

(i) (ik(ikDk − ADk −Gk)
−1)k∈Z est un Lp-multiplicateur pour 1 < p <∞

(ii) (ik(ikDk − ADk −Gk)
−1)k∈Z est R-borné. �

Preuve :

(i) ⇒ (ii) : voir la proposition 1.3.29

(ii) ⇒ (i). Posons Mk = ik(ikDk − ADk − Gk)
−1, Nk = (Ck − ADk)

−1 et Ck :=

ikDk −Gk, alors on a Mk = ikNk = ik(Ck −ADk)
−1. On utilise le théorème 1.3.31

pour montrer que l’ensemble {k(Mk+1 −Mk)}k∈Z est R-bornée.

Nous notons les identités suivantes

k[Mk+1-Mk]= k[i(k+1)(ck+1 − ADk+1)
−1 -ik(Ck − ADk)

−1]

= k(ck+1 − ADk+1)
−1[i(k+1)(Ck-ADk) - ik(Ck+1-ADk+1)](Ck − ADk)

−1

= kNk+1[ik(Ck − Ck+1) + i(Ck − ADk) + ik(ADk+1 − ADk]Nk

=kNk+1[ik(Ck − Ck+1)Nk + i+ ik(ADk+1 − ADk)Nk]
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=kNk+1(Ck − Ck+1)ikNk + ikNk+1 + kNk+1(ADk+1 − ADk)ikNk, (Dk = I − Lk)

=kNk+1(Ck − Ck+1)Mk + k
k+1

Mk+1 −Nk+1(kA(Lk+1 − Lk))Mk

=Nk+1k(Ck − Ck+1)Mk + k
k+1

Mk+1 − 1
i(k+1)

Mk+1PkMk.

Nous avons

Ck-Ck+1=ikDk- i(k+1)Dk+1 + Gk+1 - Gk

= ik(Dk - Dk+1) - iDk+1 + (Gk+1-Gk)

=ik(Lk+1 - Lk) + (Gk+1 - Gk) + iLk+1 - iI, donc on a

Nk+1k(Ck − Ck+1)Mk = ikNk+1(k(Lk+1 − Lk))Mk +Nk+1(k(Gk+1 −Gk))Mk

+ ikNk+1Lk+1Mk − ikNk+1Mk

=ikNk+1SkMk +Nk+1TkMk + ikNk+1Lk+1Mk − ikNk+1Mk

= k
k+1

Mk+1SkMk + 1
i(k+1)

Mk+1TkMk + k
k+1

Mk+1Lk+1Mk − k
k+1

Mk+1Mk,

donc

k[Mk+1−Mk] = k
k+1

Mk+1SkMk+
1

i(k+1)
Mk+1TkMk+

k
k+1

Mk+1Lk+1Mk− k
k+1

Mk+1Mk+

k
k+1

Mk+1 − 1
i(k+1)

Mk+1PkMk.

Comme les produits et les sommes de R-borné est R-borné [42. Remarque 2.2] et les

hypothèses (1), (2) et (3), la preuve est terminée. �

Le lemme suivant montre l’unicité de la solution forte de l’équation (2.14) :

Lemme 2.3.4 : Soit 1 ≤ p < ∞. Supposons que σZ(∆) = ∅ et que pour chaque f

dans Lp(T;X), il existe une solution forte de l’équation.(2.14), alors cette solution

est unique. �
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Preuve. Supposons que x1 et x2 sont deux Lp-solutions fortes de l’équation (2.14),

alors x = x1 − x2 est un Lp-solution forte de l’équation (2.14) correspond à f = 0.

Appliquons la transformée de Fourier dans (2.14), on obtient ikDkx̂(k) = ADkx̂(k)

+ Gkx̂(k) pour tout k ∈ Z, donc (ikDk-ADk - Gk)x̂(k)=0. Il en résulte que x̂(k) = 0

pour tout k ∈ Z et donc d’après la remarque 1.3.14, x(t) = 0, i.e x1 = x2.�

Si on suppose que l’équation (2.14) admet une solution unique, alors on a le théorème

suivant :

Théorème 2.3.5 : Soit X un espace de Banach. Supposons que pour chaque f dans

Lp(T;X), il existe une unique Lp-solution forte et 2π-périodique de l’équation (2.14)

pour 1 ≤ p < +∞. Alors

1. Pour tout k ∈ Z, ∆k est inversible et borné

2.
{
ik∆−1k

}
k∈Z est R-borné, où ∆k = (ikDk − ADk −Gk). �

Avant de donner la preuve de ce théorème, on montre le lemme suivant :

Lemme 2.3.6 : Soit X un espace de Banach. Si (ikDk − ADk − Gk)(x) = 0 pour

tout k ∈ Z, alors ut = eiktekx est 2π-periodique Lp-solution forte de l’équation (2.14)

correspond à f = 0. �

Preuve : On a (ikDk−ADk−Gk)(x) = 0, cela implique que ikDkx = ADkx+Gkx

⇒ ikx = ikLkx + ADkx + Gkx.

Nous avons ut = eiktekx, donc
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u
′
t = ikeiktekx = eiktek(ikx) = eiktek[ikLkx + ADkx + Gkx]

= ikeiktekLkx + eiktekADkx + eiktekGkx

= ikL(eiktekx) + AD(eiktekx) + G(eiktekx)

= ikL(ut) + AD(ut) + G(ut)

= (Lut)
′

+ AD(ut) + G(ut),

donc

(ut − Lut)
′

= AD(ut) + G(ut),

par conséquent, on a : (Dut)
′

= AD(ut) + G(ut). �

Preuve de théorème 2.3.5 :

1) Montrons que ∆k est surjectif. En effet soit y ∈ X.

Pour f(t) = eikty,∃x ∈ H1,p(T;X) tel que : d
dt

Dxt = A(Dxt) + G(xt) + f(t)

Par application de la transformée de Fourier et puisque G et D sont linéaires et

bornés, on obtient

(̂Dx.)
′(k) = x̂′(k) - (̂Lx.)

′(k).

Par la proposition 1.3.12, la proposition 1.3.13 et le lemme 1.3.15, nous avons :

x̂′(k) - (̂Lx.)
′(k) = ik x̂(k) - ik Lkx̂(k)= ik(I -  Lk)x̂(k) = ikDkx̂(k). Par conséquent,

on a :

ikDkx̂(k) = ADk x̂(k) + Gkx̂(k) + f̂(k), c’est à dire

(ikDk-ADk- Gk)x̂(k)= f̂(k)= y ⇒ (ikDk-ADk- Gk) est surjectif.

Maintenant montrons que ∆k est injectif. Soit (ikDk-ADk- Gk)(u) = 0, alors d’apès
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le lemme 2.3.6, xt = eikteku est 2π-périodique Lp-solution forte du problème (2.14)

correspondant à la fonction f = 0, or 0 est une autre solution de cette équation, et

d’après le lemme 2.3.4, xt = 0 donc u = 0 alors (ikDk-ADk- Gk) est injectif. Ainsi

(ikDk-ADk- Gk) est bijectif. Or L et G sont bornés, donc d’après le lemme 1.1.9 (2),

on a ∆k = (ikDk − ADk −Gk) est inversement borné.

2) Soit f ∈ Lp(T ; X). Par hypothèse, il existe une unique x ∈ H1,p(T, X) telle que

l’équation (2.14) est vérifiée. D’après ce qui précède, on a :

x̂(k) = (ikDk − ADk −Gk)
−1 f̂(k) pour tout k ∈ Z, d’où

ikx̂(k)= ik (ikDk − ADk −Gk)
−1 f̂(k) pour tout k ∈ Z.

D’autre part, puisque x ∈ H1,p(T;X), il existe v ∈ Lp(T;X) tel que v̂(k)=ikx̂(k),

c’est-à-dire
{
ik∆−1k

}
k∈Z est un Lp-multiplicateur, donc

{
ik∆−1k

}
k∈Z est R-borné et

par la proposition 1.3.29, la preuve est terminée. �

2.3.2.2 Critère de solution faible

Dans de nombreuses applications, l’opérateur A est le générateur infinitésimal

d’un C0-semigroupe (T (t))t≥0 sur l’espace X.

Définition 2.3.7 : Supposons que A génère un C0-semigroupe (T (t))t≥0 sur X. Une

fonction x est dite Lp-solution faible et 2π-périodique de problème (2.14), si Dϕ ∈

D(A) et Dxt = T (t)Dϕ+
∫ t
0
T (t− s)(G(xs) + f(s))ds, 0 ≤ t ≤ 2π. �

Si on suppose que l’équation (2.14) admet une solution faible, alors on a le théorème

suivant :
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Théorème 2.3.8 : Supposons que A génère un C0-semigroupe (T (t))t≥0 sur X, et

soit f ∈ Lp(T;X) pour 1 ≤ p <∞ ; si x est une Lp-solution faible et 2π-périodique

de l’équation (2.14), alors (ikDk − ADk −Gk)x̂(k) = f̂(k) pour tout k ∈ Z. �

Avant de donner la preuve de ce théorème, on montre le lemme suivant :

Lemme 2.3.9 : Supposons que A génère un C0-semigroupe (T (t))t≥0 sur X et que

x est une Lp-solution faible et 2π-périodique d’équation. (2.14) tel que
∫ t
0
Dxsds ∈

D(A), alors Dxt = Dϕ+ A
∫ t
0
Dxsds+

∫ t
0
(Gxs + f(s))ds, 0 ≤ t ≤ 2π. �

Preuve. Supposons que x est une Lp-solution faible et 2π-périodique de l’équation.

(2.14), alors Dxt =T(t)Dϕ +
∫ t
0
T(t-s)(Gxs + f(s))ds.

Par intégration et par application de l’opérateur A, on a :

A
∫ t
0
Dxsds = A

∫ t
0
T(s)Dϕds + A

∫ t
0

∫ s
0

T(t-ξ)(G(xξ) + f(ξ))dξds. Par la proposition

1.1.28 (1) et la remarque 2.2.6 on obtient :

A
∫ t
0
Dxsds = - Dϕ+T(t)Dϕ+

∫ t
0
(T(t-s)-I)(G(xs)+f(s))ds, i.e,

T(t)Dϕ+
∫ t
0
T(t-s)(G(xs)+f(s))ds=A

∫ t
0
Dxsds+ Dϕ+

∫ t
0
(G(xs)+f(s))ds.

Par hypothèse, nous avons : Dxt =T(t)Dϕ+
∫ t
0
T(t-s)(Gxs+f(s))ds,

donc

Dxt = Dϕ+ A
∫ t
0
Dxsds+

∫ t
0
(Gxs + f(s))ds.�

Preuve de théorème 2.3.8. Soit x une Lp-solution faible et 2π-périodique de

l’équation (2.14), alors d’après le lemme 2.3.9, on a

Dxt = Dϕ + A
∫ t
0
Dxsds +

∫ t
0
(Gxs + f(s))ds
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Pour t = 2π, on a

Dx2π = Dϕ + A
∫ 2π

0
Dxsds +

∫ 2π

0
(Gxs + f(s))ds ;

Nous avons : Dx2π = Dϕ, donc

A
∫ 2π

0
Dxsds +

∫ 2π

0
(Gxs + f(s))ds=0

1
2π

A
∫ 2π

0
Dxsds + 1

2π

∫ 2π

0
(Gxs + f(s))ds = 0 (Dxs = xs − L(xs))

= 1
2π

A
∫ 2π

0
(x(s)- Lxs)ds + 1

2π

∫ 2π

0
e−i0sGxsds + 1

2π

∫ 2π

0
e−i0sf(s)ds=0

1
2π

A
∫ 2π

0
e−i0s(x(s)- Lxs)ds + G(e0x̂(0)) + f̂(0) = 0( lemme 1.3.15)

A(x̂(0) - L0x̂(0)) + G0x̂(0) + f̂(0) =0

AD0x̂(0) + G0x̂(0) + f̂(0) =0

(AD0+ G0)x̂(0)+ f̂(0) = 0.

Donc, pour k = 0, on a

(0− AD0 −G0)x̂(0) = f̂(0). (2.15)

Il reste à vérifier pour k ∈ Z− {0}. En effet, on définit v(t) =
∫ t
0
Dxsds

et g(t) = Dxt −Dϕ−
∫ t
0
(G(xs) + f(s))ds.

D’après la proposition 1.3.12, la proposition 1.3.13 (2) et le lemme 1.3.15, nous

avons :

v̂(k)= i
k
D0x̂(0) - i

k
Dkx̂(k) ⇒ Av̂(k)= i

k
AD0x̂(0) - i

k
ADkx̂(k)

ĝ(k)=Dkx̂(k)-[ i
k
G0x̂(0) - i

k
Gkx̂(k)]-[ i

k
f̂(0) - i

k
f̂(k)]

ĝ(k)=Dkx̂(k)- i
k
G0x̂(0) + i

k
Gkx̂(k)- i

k
f̂(0)+ i

k
f̂(k).

Alors
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ikDkx̂(k) + G0x̂(0) - Gkx̂(k)+f̂(0)- f̂(k)= -AD0x̂(0)+ADkx̂(k)

⇔ [ ikDkx̂(k) -ADkx̂(k)-Gkx̂(k)-f̂(k)]-[-AD0x̂(0)-G0x̂(0)-f̂(0)]=0

⇔ ikDkx̂(k) -ADkx̂(k)-Gkx̂(k)-f̂(k) = 0 (d’après 2.15).

Donc, pour tout k ∈ Z− {0}, on a

(ikDk − ADk −Gk)x̂(k) = f̂(k), (2.16)

et d’après (2.15) et (2.16), on a, (ikDk − ADk −Gk)x̂(k) = f̂(k), ∀k ∈ Z. �

Corollaire 2.3.10 : Supposons que A génère un C0-semigroupe (T (t))t≥0 sur X

et que x est une Lp-solution faible et 2π-périodique de l’équation (2.14) et ∆k est

inversement borné, alors ∆−1k est un Lp-multiplicateur, où ∆k = (ikDk−ADk−Gk).

�

Preuve. D’après le théorème 2.3.9, on a (ikDk − ADk − Gk)x̂(k) = f̂(k). D’où,

x̂(k) = (ikDk − ADk −Gk)
−1f̂(k), pour tout f ∈ Lp(T;X)�

2.3.3 Résultat de solution 2π-périodique

Notre résultat principal dans cette section est d’établir la réciproque du

théorème 2.3.5.

Théorème 2.3.11 : Soit X un espace de Banach de type UMD et soit 1 < p < +∞.

Supposons que les hypothèses (1), (2) et (3) sont satisfaites et que σZ(∆) = φ et{
ik∆−1k

}
k∈Z est R-borné, alors pour tout f ∈ Lp(T;X), il existe une unique Lp-

solution forte et 2π-périodique de l’équation (2.14). �
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Preuve.

Existence : Soit f ∈ Lp(T ; X). On a
{
ik∆−1k

}
k∈Z est R-borné, et d’après la pro-

position 2.3.3,
{
ik∆−1k

}
k∈Z est un Lp-multiplicateur, ce qui équivaut à dire que par

le lemme 1.3.33, la famille
{

∆−1k
}
k∈Z est un Lp-multiplicateur de Lp(T ;X) dans

H1,p(T ;X). Donc il existe x ∈ H1,p(T, X) tel que

x̂(k)=∆−1k f̂(k)= (ikDk − ADk −Gk)
−1f̂(k), donc (ikDk − ADk −Gk)x̂(k) = f̂(k).

D’où

ikDkx̂(k) = ADkx̂(k) +Gkx̂(k) + f̂(k). (2.17)

On a x ∈Lp(T ; X) et il existe v ∈ Lp(T;X) tel que v̂(k) = ik x̂(k), donc

(̂Dx.)′(k) := Dkv̂(k) = ikDkx̂(k). (2.18)

D’après le théorème de Fejer, on a dans Lp(T;X)

xt(θ) = x(t+ θ) = limn→+∞
1

n+1

∑n
m=0

∑m
k=−me

ikteikθx̂(k).

Par conséquent, dans Lp(T ; X) on obtient

xt = limn→+∞
1

n+1

∑n
m=0

∑m
k=−me

iktekx̂(k)

Puisque G est linéaire et bornée, on a

Gxt = limn→+∞
1

n+1

∑n
m=0

∑m
k=−me

iktG(ekx̂(k))

=limn→+∞
1

n+1

∑n
m=0

∑m
k=−me

iktGkx̂(k).

D’après (2.17) et (2.18) nous avons

(̂Dx.)′(k) = ikDkx̂(k) = ADkx̂(k) + Gkx̂(k) + f̂(k), pour tout k ∈ Z.

A est fermé, donc d’après le lemme 2.1.7, on a Dxt ∈ D(A) et
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d
dt

(Dxt) = ADxt +Gxt + f(t).

Périodicité : On a x ∈ H1,p(T, X). D’après (α) dans la notation 1.3.19, ils existent

v ∈ Lp(T, X) et u ∈ X tel ques
∫ 2π

0
v(s)ds = 0 et x(t) = u +

∫ t
0
v(s)ds, donc

x(0) = u = x(2π), d’où x est 2π-périodique.

Unicité : Supposons que l’équation (2.14) admet deux solutions x1 et x2, alors

x = x1−x2 est une solution forte de l’équation (2.14) corespond à la fonction f = 0,

appliquons la transformée de fourier, on trouve (ikDk − ADk − Gk)x̂(k) = 0, d’où

x̂(k) = ∆−1k .0 = 0,∀k ∈ Z et d’après la remarque 1.3.14, x(t) = 0 ce qui implique

que x1 = x2.�

Maintenant montrons le résultat principal dans le cas où A génère un C0-semi-

groupe.

Théorème 2.3.12 : Supposons que A génère un C0-semigroupe (T (t))t≥0 sur X. Si

(ikDk − ADk − Gk)
−1 est un Lp-multiplicateur, alors il existe une solution unique

faible et 2π-périodique de l’équation. (2.14). �

Preuve. Soit f ∈ Lp(T;X), alors d’après le théorème de Fejer ; on a

f(t) =limn→+∞
1

n+1

∑n
m=0

∑m
k=−me

iktf̂(k).

(ikDk − ADk −Gk)
−1 est un Lp-multiplicateur, donc il existe

x ∈ Lp(T;X) tel que x̂(k) = (ikDk − ADk −Gk)
−1f̂(k)

posons xt,n(.) = 1
n+1

∑n
m=0

∑m
k=−me

ik(t+.)(ikDk − ADk −Gk)
−1f̂(k)
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xt,n(.) = 1
n+1

∑n
m=0

∑m
k=−m e

iktekx̂(k),

alors d’après le Théorème de Fejer ( Théorème 1.3.17) on a xt,n → xt (n→∞), de

plus xt,n vérifie l’équation (2.14) (même démonstration que dans le théorème 2.2.11)

c’est à dire

d
dt

(Dxt,n) = A(Dxt,n) + L((xt,n)) + fn(t)

soit h(s) = T (t− s)Dxt,n,

donc, d’après la proposition 1.1.28 on a :

d
ds
h(s) = −AT (t− s)Dxs,n + T (t− s)[A(Dxs,n) +G(xs,n) + fn(t)]

= T (t− s)[G(xs,n) + fn(s)]. On intégre de 0 à t, on obtient,

h(t) = h(0) +
∫ t
0
T (t− s)(G(xs,n) + fn(s))ds, c’est à dire que

Dxt,n = T(t)Dϕn+
∫ t
0
T(t-s)(G(xs,n) + fn(s))ds,

soit yn = Dϕn = Dx0,n donc

Dxt,n = T(t)yn+
∫ t
0
T(t-s)(G(xs,n) + fn(s))ds.

Pour t = 2π on a

Dx2π,n = T(2π)yn+
∫ 2π

0
T(2π-s)(G((xs,n)) + fn(s))ds.

Or Dx2π,n = Dϕn, d’où

y = T (2π)y +

∫ 2π

0

T (2π − s)(G(xs) + f(s))ds (2.19)

Dxt,n = T(t)yn+
∫ t
0
T(t-s)(G(xs,n) + fn(s))ds ( quand n→∞)

Dxt = T(t)y+
∫ t
0
T(t-s)(G(xs) + f(s))ds := g(t)
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Dxt = g(t)

g(2π) = T (2π)y +
∫ 2π

0
T (2π − s)(G(xs) + f(s))ds = y d’après (2.19) et g(0) = y.

Alors Dx2π = Dϕ ⇒ x2π(.) = x0(.), d’où x est 2π- périodique solution faible

d’équation. (2.14). �

2.3.4 Exemples

Soit A un opérateur linéaire fermé et X un espace de Hilbert, tel que iZ ⊂ ρ(A)

et Rp(k(ikDk − ADk)
−1) =: M <∞. Supposons que ‖G‖ < 1

(2r2π)1/pM
par exemple

G(ϕ) =
∑n

k=0 akϕ(rk), rk ∈ [−r2π, 0] et ak ∈ B(X) tel que
∑n

k=0 |ak| <
1

(2r2π)1/pM
.

Alors d’après la remarque 2.2 (a) dans [42] nous obtenons

supk ‖k(ikDk − ADk −Gk)
−1‖ ≤ Rp(k(ikDk − ADk)

−1) = M . D’après l’identité

ikDk − ADk − Gk = (ikDk − ADk)(I − Gk(ikDk − ADk)
−1), il en resulte que

(ikDk − ADk −Gk) est inversible si ‖Gk(ikDk − ADk)
−1‖ < 1. [39, Theorem1.1.7].

‖Gk‖ ≤ (2r2π)1/p ‖G‖,

d’où ‖Gk(ikDk − ADk)
−1‖ = ‖Gk(ikDk − ADk)

−1‖ ≤ (2r2π)1/p ‖G‖M := α < 1.

Donc σZ(∆) = φ et d’après Théorème 1.1.7 dans [39] nous avons

(ikDk − ADk −Gk)
−1 = (ikDk − ADk)

−1(I −Gk(ikDk − ADk)
−1)−1

=(ikDk − ADk)
−1∑∞

n=0[Gk(ikDk − ADk)
−1]n

Rp(ik(ikDk − ADk)
−1[Gk(ikDk − ADk)

−1]n

≤ Rp(ik(ikDk − ADk)
−1[Rp(Gk(ikDk − ADk)

−1)]n

≤ Rp(ik(ikDk − ADk)
−1[Rp(Gk)]

n[Rp((ikDk − ADk)
−1)]n
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≤ Rp(ik(ikDk − ADk)
−1((2r2π)1/p ‖G‖)nMn

=Rp(ik(ikDk − ADk)
−1αn

Finalement Rp((ikDk − ADk −Gk)
−1 ≤ Rp(ik(ikDk − ADk)

−1) 1
1−α ≤

M+1
1−α ,

ce qui montre que {(ik(Dk − ADk −Gk)
−1, k ∈ Z} est R-borné, et d’après le théorème

2.3.11 il existe une unique Lp-solution forte et 2π-périodique de l’équation.(2.14).�
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Chapitre 3

Solutions périodiques pour une
classe d’équations différentielles
du second ordre

3.1 Solutions périodiques d’équations différentielles

du second ordre

Dans cette partie, nous étudions l’existence de solutions forte pour une classe

d’équations différentielles sous la forme :

d2

dt2
x(t) +

d

dt
Bx(t) + Ax(t) = G(xt) + f(t) (3.1)

Où A : D(A) ⊂ X → X et B : D(B) ⊂ X → X sont deux opérateurs linéaires

fermés tel que D(A) ⊂ D(B), et X est un espace de Banach muni de la norme ‖.‖ . La

fonction xt donnée par xt(θ) = x(t+ θ) pour θ ∈ [−r, 0]. G ∈ B(Lp([−r2π, 0], X);X)

l’espace des opérateurs linéaires bornés, et f : R→ X est une fonction 2π-periodic

et localement p-intégrable pour 1 ≤ p < +∞.

On suppose au cours de cette partie les hypothèses suivantes :
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(1) L’opérateur B est borné avec ‖B‖ = b.

(2) {k(Gk+1 −Gk), k ∈ Z} est R-borné avec Rp({k(Gk+1 −Gk), k ∈ Z}) = a.

Dans cette partie on montre le théorème suivant.

Théorème : Soient X un espace de Banach de type UMD et A : D(A) ⊂ X → X

un opérateur linéaire fermé. Alors pour 1 < p < +∞ les assertions suivantes sont

équivalentes.

1. ∀f ∈ Lp(T;X), il existe une unique Lp-solution forte et 2π-périodique de

l’équation (3.1)

2. (−k2I+ikB+A−Gk) inversement boré et {−k2(−k2I + ikB + A−Gk)
−1)k}k∈Z

est R-borné. �

3.1.1 Préliminaires
Notation 3.1.1

Notons : Gk(x) := G(ekx) et ek(t) := eikt ∀k ∈ Z

∆k = (−k2I + ikB + A−Gk) et σZ(∆) = {k ∈ Z : ∆k n′a pas d′inverse}.

H2,p(T;X) = {u ∈ H1,p(T;X) : u′ ∈ H1,p(T;X)}. �

u ∈ H2,p(T;X)⇔ u ∈ H1,p(T;X) et u′ ∈ H1,p(T;X)

⇔ u ∈ H1,p(T;X) et ∃v ∈ Lp(T;X) tel que v̂(k) = ikû′(k)

⇔ u ∈ H1,p(T;X) : ∃v ∈ Lp(T;X) tel que v̂(k) = −k2û(k)

Donc

H2,p(T;X) = {u ∈ H1,p(T;X) : ∃v ∈ Lp(T;X), v̂(k) = −k2û(k),∀k ∈ Z}.
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Définition 3.1.2 : Soit 1 ≤ p < ∞, on dit que (Mk)k∈Z ⊂ B(X, Y ) est un

(Lp, H2,p)-multiplicateur si pour chaque f ∈ Lp(T;X), il existe g ∈ H2,p(T;Y ) tel

que ĝ(k) = Mkf̂(k) pour tout k ∈ Z. �

3.1.2 Critère de solution périodique

Définition 3.1.3 : Soit f ∈ Lp(T;X). Une fonction x ∈ H2,p(T;X) est dite 2π-

périodique Lp-solution forte de (3.1) si x(t) ∈ D(A), x(0) = x(2π), x′(0) = x′(2π)

et x vérifie l’équation (3.1) p.p t ∈ [0; 2π]. �

Proposition 3.1.4 : Soient A un opérateur linéaire fermé et X un espace UMD.

Supposons que σZ(∆) = ∅. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (−k2(−k2I + ikB + A−Gk)
−1)k∈Z est un Lp-multiplicateur pour 1 < p <∞

(ii)(−k2(−k2I + ikB + A−Gk)
−1)k∈Z est R-borné.

Preuve. (i) ⇒ (ii) est une consésquence de la Proposition 1.3.29

(ii) ⇒ (i) Posons Rp{Mk, k ∈ Z} = d, et Mk = −k2Nk, avec

Nk = (Ck + A)−1 et Ck := −k2I + ikB − Gk. Donc d’après le théorème 1.3.31 il

suffit de montrer que {k(Mk+1 −Mk)}k∈Z est R-borné. En effet,

soit xj ∈ D(A), alors on a

∥∥∥∑n
j=1 rjj(Mj+1 −Mj)xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)
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=
∥∥∥∑n

j=1 rj(j[−(j + 1)2(Cj+1 + A)−1 + j2(Cj + A)−1])xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

=
∥∥∥∑n

j=1 rjjNj+1[−(j + 1)2(Cj + A) + j2(Cj+1 + A)]Njxj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

=
∥∥∥∑n

j=1 rjjNj+1[−j2(Cj − Cj+1)− (2j + 1)(Cj + A)]Njxj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

=
∥∥∥∑n

j=1 rj[jNj+1(Cj − Cj+1)(−j2Nj)− j(2j + 1)Nj+1]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

=
∥∥∥∑n

j=1 rj[
−j

(j+1)2
Mj+1(Cj − Cj+1)Mj + j(2j+1)

(j+1)2
Mj+1]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

≤
∥∥∥∑n

j=1 rj[
−j

(j+1)2
Mj+1(Cj − Cj+1)Mj]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

+
∥∥∥∑n

j=1 rj[
j(2j+1)
(j+1)2

Mj+1]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

≤
∥∥∥∑n

j=1 rj[
−j

(j+1)2
Mj+1(Cj − Cj+1)Mj]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

+ 2d
∥∥∥∑n

j=1 rjxj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

,

puisque

Cj − Cj+1 = −j2I + ijB −Gj + (j + 1)2I − i(j + 1)B +Gj+1,

= (2j + 1)I − iB + (Gj+1 −Gj), alors on a :∥∥∥∑n
j=1 rj[

−j
(j+1)2

Mj+1(Cj − Cj+1)Mj]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

≤
∥∥∥∑n

j=1 rjMj+1[
−j(2j+1)
(j+1)2

I + ij
(j+1)2

B − 1
(j+1)2

(j(Gj+1 −Gj))]Mjxj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

≤ d2(2 + b+ a)
∥∥∥∑n

j=1 rjxj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

.

Enfin, on a
∥∥∥∑n

j=1 rjj(Mj+1 −Mj)xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

≤ (d2(2+b+a)+2d)
∥∥∥∑n

j=1 rjxj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

,

d’où {k(Mk+1 −Mk)}k∈Z est R-borné avec

Rp({k(Mk+1 −Mk), k ∈ Z} ≤ d2(2 + b+ a) + 2d,

et la preuve est terminée.�

Théorème 3.1.5 : Soient A un opérateur linéaire fermé et X un espace de Ba-

nach. Supposons que σZ(∆) = ∅ et que pour chaque f ∈ Lp(T;X), il existe une

unique Lp-solution forte et 2π-périodique de l’équation (3.1) pour 1 ≤ p <∞, alors
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(−k2∆−1k )k∈Z est R-borné où ∆k = (−k2I + ikB + A−Gk).

Preuve. Soit f ∈ Lp(T, X). Par hypothèse il existe un unique x ∈ H2,p(T, X),

vérifiant (3.1). Par application de la transformée de Fourier, on en déduit que

−k2x̂(k)+ikBx̂(k)+Ax̂(k) = Gkx̂(k)+x̂(k), donc (−k2I+ikB+A−Gk)x̂(k) = f̂(k),

ce qui implique que x̂(k) = ∆−1k f̂(k) pour tout k ∈ Z. D’où −k2x̂(k) = −k2∆−1k f̂(k)

pour tout k ∈ Z. D’autre part, puisque x ∈ H2,p(T, X), il existe v ∈ Lp(T, X)

tel que v̂(k) = −k2x̂(k) = −k2∆−1k f̂(k), c’est-à-dire que (−k2∆−1k )k∈Z est un Lp-

multiplicateur, donc d’après la proposition 1.3.29 (−k2∆−1k )k∈Z est R-borné. �

3.1.3 Existence de la solution forte

Notre résultat principal dans cette section est d’établir la réciproque du

théorème 3.1.5.

Lemme 3.1.6 Soient 1 ≤ p <∞ et (Mk)k∈Z ⊂ B(X), alors les assertions suivantes

sont équivalentes :

(i) (Mk)k∈Z est un (Lp, H2,p)-multiplicateur.

(ii) (−k2Mk)k∈Z est un (Lp, Lp)-multiplicateur. �

Preuve : (i) ⇒ (ii). Soit f ∈ Lp(T;X), par hypothèse, il existe v ∈ H2,p(T;X)

tel que ĝ(k) = Mkf̂(k), donc il existe g ∈ Lp(T;X) tel que ĝ(k) = −k2v̂(k) =

(−k2Mk)f̂(k) et par suite (−k2Mk)k∈Z est un (Lp, Lp)-multiplicateur.

(ii) ⇒ (i). Soit f ∈ Lp(T;X), par hypothèse, il existe v ∈ Lp(T;X) tel que v̂(k) =
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−k2Mkf̂(k) = ik(ikMk)f̂(k), donc (ik(ikMk))k∈Z est un (Lp, Lp)-multiplicateur et

d’après le lemme 1.3.33, on a (ikMk)k∈Z est un (Lp, H1,p)-multiplicateur c’est à dire

qu’ il existe g ∈ H1,p(T;X) : ĝ(k) = ikMkf̂(k) pour tout k ∈ Z, en particulier

ĝ(0) = 0.

Soit w(t) =
∫ t
0
g(s)ds. Alors d’après la proposition 1.3.13 (2) :

ŵ(k) = i
k
ĝ(0)− i

k
ĝ(k) = 1

ik
ĝ(k) = Mkf̂(k) pour k 6= 0.

Soit h = w+M0f̂(0)− ŵ(0), alors h(t) = x+
∫ t
0
g(s)ds où x = h(0) et

∫ 2π

0
g(s)ds =

2πĝ(0) = 0. Ainsi d’après (α) dans la notation 1.3.19 : h ∈ H1,p(T;X) et h′ = g ∈ H1,p(T;X),

de plus on a ĥ(k) = ŵ(k)+0 = ŵ(k) = Mkf̂(k) pour k 6= 0 et ĥ(0) = M0f̂(0), en ef-

fet ĥ(0) = 1
2π

∫ 2π

0
h(t)dt = 1

2π

∫ 2π

0
w(t)dt+M0f̂(0)− ŵ(0) = ŵ(0)+M0f̂(0)− ŵ(0) =

M0f̂(0). Alors il existe h ∈ H2,p(T;X) tel que ĥ(k) = Mkf̂(k) pour tout k ∈ Z,

c’est-à-dire (Mk)k∈Z est un (Lp, H2,p)-multiplicateur. �

Théorème 3.1.7 : Soient X un espace de Banach de type UMD et A : D(A) ⊂

X → X un opérateur linéaire fermé et σZ(∆) = ∅ . Alors les assertions suivantes

sont équivalentes pour 1 < p <∞.

1. Pour chaque f ∈ Lp(T;X), il existe une unique Lp-solution forte et 2π-

périodique de l’équation (3.1)

2. {−k2(−k2I + ikB + A−Gk)
−1)}k∈Z est R-borné. �

Preuve : 1)⇒2) Voir théorème 3.1.5

1)⇐2) Existence : Soit f ∈ Lp(T ; X). On a
{
ik∆−1k

}
k∈Z est R-borné, donc d’après
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la proposition 3.1.4,
{
ik∆−1k

}
k∈Z est un Lp-multiplicateur, ce qui équivaut à dire que

la famille
{

∆−1k
}
k∈Z est un Lp-multiplicateur de Lp(T ;X) dans H2,p(T ;X), c’est-à-

dire, il existe x ∈ H2,p(T, X) tel que

x̂(k)=∆−1k f̂(k)= (−k2I + ikB+A−Gk)
−1f̂(k), donc (−k2I + ikB+A−Gk)x̂(k) =

f̂(k), d’où

−k2x̂(k) + ikBx̂(k) + Ax̂(k) = Gkx̂(k) + f̂(k) (3.2)

en particulier, x ∈Lp(T ; X) et il existe v ∈ Lp(T;X) tel que v̂(k) = −k2x̂(k), donc

selon le lemme 1.3.18, on a x̂′(k) := v̂(k) = ikx̂(k), d’où

x̂′′(k) = ikx̂′ = ikikx̂(k) = −k2x̂(k). (3.3)

D’après le théorème de Fejer (théorème 1.3.17), on a dans Lp(T;X)

xt(θ) = x(t+ θ) = limn→+∞
1

n+1

∑n
m=0

∑m
k=−me

ikteikθx̂(k)

Par conséquent, dans Lp(T ; X) on obtient

xt = limn→+∞
1

n+1

∑n
m=0

∑m
k=−me

iktekx̂(k)

Puisque G est linéaire et bornée, on a :

Gxt = limn→+∞
1

n+1

∑n
m=0

∑m
k=−me

iktG(ekx̂(k))

=limn→+∞
1

n+1

∑n
m=0

∑m
k=−me

iktGkx̂(k).

D’après (3.2) et (3.3) nous avons :

x̂′′(k) + ((̂Bx)′(k) + Ax̂(k) = Gkx̂(k) + f̂(k), pour tout k ∈ Z.

Alors, puisque A et B sont fermés et d’après le lemme 2.1.7, on a x(t) ∈ D(A) et

d2

dt2
x(t) + d

dt
Bx(t) + Ax(t) = G(xt) + f(t).
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Périodicité : On a, x ∈ H2,p(T, X), donc x ∈ H1,p(T, X) et x′ ∈ H1,p(T, X) et

d’après (α) dans la notation 1.3.19, x(0) = x(2π) et x′(0) = x′(2π).

Unicité : Supposons que l’équation (3.1) admet deux solutions x1 et x2, alors x =

x1 − x2 est une solution forte de l’équation (3.1) correspond à la fonction f = 0,

appliquons la transformée de fourier, on trouve (−k2I + ikB + A − Gk)x̂(k) = 0,

donc x̂(k) = (−k2I + ikB+A−Gk)
−1.0 = 0, ∀k ∈ Z et d’après la Remarque 1.3.14,

x(t) = 0 ce qui implique que x1 = x2.�

3.2 Equations différentielles dégénérées

3.2.1 Introduction

Dans cette partie, nous étudions l’existence de solutions forte pour une classe

d’équations différentielles dégénérées sous la forme :

d2

dt2
(M(x(t)) + Ax(t) +G(xt) = f(t) (3.4)

Où A : D(A) ⊆ X → X et M : D(M) ⊆ X → X deux opérateurs linéaires

fermés tel que D(A) ⊂ D(M). La fonction xt est donnée par xt(θ) = x(t + θ) pour

θ ∈ [−r, 0]. G ∈ B(Lp([−r2π, 0], X);X) avec r2π = 2πn0(n0 ∈ N) et f : R → X est

une fonction locallement p-intégrable et 2π-periodique pour 1 ≤ p < +∞.

Il nous parait intéressant de rappeler quelques résultats établis pour des problèmes

d’équations différentielles dégénérées.

C.Lizama a étudié l’existence et l’unicité des solutions 2π-périodiques fortes de
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l’équation différentielle dégénérée suivante :

d

dt
(Mx(t)) = Ax(t) + f(t) (3.5)

avec A : D(A) ⊆ X → X et M : D(M) ⊆ X → X sont deux opérateurs linéaires

fermés tel que D(A) ⊂ D(M) et f : R → X une fonction locallement p-intégrable

et 2π-périodique pour 1 ≤ p < +∞.

Dans [8], Bu a étudié une nouvelle équation différentielle dégénérée qui généralise

l’équation (3.5) :

d

dt
(Mx(t)) = Ax(t) + L(xt) + f(t), t ∈ R (3.6)

Où L ∈ B(Lp([−r2π, 0], X);X)

Remarquons que l’équation (3.5) a été étudié par Favini dans [23] comme suit :

d
dt

(Mx(t)) + Ax(t) = f(t),

avec la condition de periodicité suivante : Mx(0) = Mx(1).

Dans [7], Bu a pu montrer l’existence de solution d’équations dégénérées dans un

espace de Holder.

Dans [6], Bu s’est intéressé aux équations dégénérées de second ordre suivantes :

d2

dt2
(M(x(t)) = Ax(t) + f(t). (3.7)

Pour notre part, nous généralisons les résultats de [6] aux équations dégénérées de

second ordre (3.4). Nous utilisons le théorème 1.3.31, et on trouve le résultat suivant :

94



Théorème : Soient X est un espace UMD et σZ(∆) = ∅.

On suppose que {(−k2M + A+Gk)
−1}k∈Z et {−k2M(−k2M + A+Gk)

−1}k∈Z sont

R-bornés, alors l’équation (3.4) a une unique Lp-solution forte et 2π-périodique pour

tout f ∈ Lp(T;X) avec 1 < p <∞. �

3.2.2 Critère de solutions périodiques

Notation 3.2.1

Notons : Gk(x) := G(ekx) et ek(t) := eikt pour tout k ∈ Z

∆k = (−k2M + A+Gk) et σZ(∆) = {k ∈ Z : ∆k n
′est pas inversible}.

H1,p
M (T;X) = {u ∈ Lp(T;D(A)) : ∃v ∈ Lp(T;X) tel que v̂(k) = ikMû(k)}.

H2,p
M (T;X) = {u ∈ Lp(T;D(A)) : ∃v ∈ Lp(T;X) tel que v̂(k) = −k2Mû(k)}. �

Remarque 3.2.2 :

1) x ∈ H1,p
M (T;X) ⇐⇒ x ∈ Lp(T;D(A)),∃v ∈ Lp(T;X) : v̂(0) = 0 et ∃a ∈ X tel

que Mx(t) = a+
∫ t
0
v(s)ds.

2) Si x ∈ H1,p
M (T;X), alors Mx(0) = Mx(2π).

3)H2,p
M (T;X) =

{
u ∈ H1,p

M (T;X) : u′ ∈ H1,p
M (T;X)

}
. �

Nous imposons les conditions techniques suivantes :

(H1) : A : D(A) ⊆ X → X et M : D(M) ⊆ X → X sont deux opérateurs linéaires

fermés tel que D(A) ⊂ D(M) avec M borné.

(H2) : G ∈ B(Lp(T, X);X).

Définition 3.2.3 : Soient les hypothèses (H1) et (H2) satisfaites et f ∈ Lp(T;X).
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Une fonction x ∈ H2,p
M (T;X) est dite 2π-périodique Lp-solution forte de (3.4) si x(t)

vérifie l’équation (3.4) p.p t ∈ [0, 2π]. �

Théorème 3.2.4 : Soient les hypothèses (H1) et (H2) satisfaites et X un espace de

Banach. Supposons que σZ(∆) = ∅ et que pour chaque f dans Lp(T;X), il existe

un unique Lp-solution forte et 2π-périodique de l’équation (3.4) pour 1 ≤ p < +∞,

alors {(−k2M + A+Gk)
−1}k∈Z et {−k2M(−k2M + A+Gk)

−1}k∈Z sont R-bornés.

Preuve : En appliquant la transformée de Fourier sur les deux côtés de l’équation

(3.4), et par la proposition 1.3.13 et le lemme 1.3.15, on obtient

−k2Mx̂(k) + Ax̂(k) +Gkx̂(k) = f̂(k), ce qui implique que

x̂(k) = (−k2M + A + Gk)
−1f̂(k) ⇒ (−k2M + A + Gk)

−1 est un Lp-multiplicateur

et alors R-borné. D’autre part, puisque x ∈ H2,p
M (T;X), il existe v ∈ Lp(T;X) tel

que v̂(k) = −k2Mx̂(k), c’est-à-dire que {−k2M(−k2M + A+Gk)
−1}k∈Z est un Lp-

multiplicateur, donc d’après la proposition 1.3.29, {−k2M(−k2M + A+Gk)
−1}k∈Z

est R-borné. �

Maintenant montrons le résultat principal de cette partie, pour cela on suppose que

{k(Gk+1 −Gk)}k∈Z est R-borné, tel que : Rp({k(Gk+1 −Gk)}k∈Z) = b, et notons

Nk = (Ck + A)−1, Ck = −k2M +Gk, Sk = −k2MNk et Tk = GkNk.

Théorème 3.2.5 : Soit X un espace de Banach de type UMD. On suppose que

(H1) et (H2) sont satisfaites et que σZ(∆) = ∅, Nk = {(−k2M + A+Gk)
−1}k∈Z et

Sk = {−k2M(−k2M + A+Gk)
−1}k∈Z sont R-bornés avec x̂(k) ∈ D(A) pour tout
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k ∈ Z, alors l’équation (3.4) a une unique Lp-solution forte et 2π-périodique pour

tout f ∈ Lp(T;X) avec 1 < p <∞. �

Preuve. D’après les hypothèses du théorème et le lemme 1.3.25, on a {Nk}k∈Z,

{Sk}k∈Z et {Tk}k∈Z sont R-bornés, avec Rp({Nk}k∈Z) = a1, Rp({Sk}k∈Z) = a2 et

Rp({Tk}k∈Z) = a3.

Montrons que {Nk}k∈Z, {Sk}k∈Z et {Tk}k∈Z sont Lp-multiplicateur.

Soit xj ∈ D(A), on a :

∥∥∥∑n
j=1 rjj(Nj+1 −Nj)xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

=
∥∥∥∑n

j=1 rjj[(Cj+1 + A)−1 − (Cj + A)−1]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

=
∥∥∥∑n

j=1 rjjNj+1[Cj + A− Cj+1 − A]Njxj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

=
∥∥∥∑n

j=1 rjjNj+1[Cj − Cj+1]Njxj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

=
∥∥∥∑n

j=1 rjjNj+1[−j2M +Gj + (j + 1)2M −Gj+1]Njxj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

=
∥∥∥∑n

j=1 rjjNj+1[(2j + 1)M − (Gj+1 −Gj)]Njxj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

≤
∥∥∥∑n

j=1 rj[Nj+1j(2j + 1)MNj]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

+
∥∥∥∑n

j=1 rjNj+1[j(Gj+1 −Gj)]Njxj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

≤
∥∥∥∑n

j=1 rj[Nj+1j(2j + 1)MNj]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

+ a21b
∥∥∥∑n

j=1 rjxj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

≤
∥∥∥∑n

j=1 rj[
1

−(j+1)2
(−(j + 1)2Nj+1M)Njj(2j + 1)]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

+a21b
∥∥∥∑n

j=1 rjxj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

≤
∥∥∥∑n

j=1 rj[Sj+1Nj
j(2j+1)
(j+1)2

]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

+ a21b
∥∥∥∑n

j=1 rjxj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

≤ (2a1a2 + a21b)
∥∥∥∑n

j=1 rjxj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

. Donc d’après le théorème 1.3.31, {Nk}k∈Z est

un Lp-multiplicateur.
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De la même manière, on a :

∥∥∥∑n
j=1 rjj(Sj+1 − Sj)xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

=
∥∥∥∑n

j=1 rjj[−(j + 1)2M(Cj+1 + A)−1 + j2M(Cj + A)1]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

=
∥∥∥∑n

j=1 rjMjNj+1[−(j + 1)2(Cj + A) + j2(Cj+1 + A)]Njxj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

=
∥∥∥∑n

j=1 rjMjNj+1[−j2(Cj − Cj+1)− (2j + 1)(Cj + A)]Njxj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

=
∥∥∥∑n

j=1 rjMjNj+1[−j2(Cj − Cj+1)Nj − (2j + 1)I]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

=
∥∥∥∑n

j=1 rj[jNj+1(Cj − Cj+1)(−j2MNj)− j(2j + 1)MNj+1]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

=
∥∥∥∑n

j=1 rj[jNj+1(Cj − Cj+1)Sj − j(2j + 1)MNj+1]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

=
∥∥∥∑n

j=1 rj[jNj+1(Cj − Cj+1)Sj + j(2j+1)
(j+1)2

(−(j + 1)2MNj+1)]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

=
∥∥∥∑n

j=1 rj[jNj+1(−j2M +Gj + (j + 1)2M −Gj+1)Sj + j(2j+1)
(j+1)2

Sj+1]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

=
∥∥∥∑n

j=1 rj[jNj+1((2j + 1)M − (Gj+1 −Gj))Sj + j(2j+1)
(j+1)2

Sj+1]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

=
∥∥∥∑n

j=1 rj[−
j(2j+1)
(j+1)2

(−(j + 1)2MNj+1)−Nj+1j(Gj+1 −Gj)Sj + j(2j+1)
(j+1)2

Sj+1]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

=
∥∥∥∑n

j=1 rj[−
j(2j+1)
(j+1)2

Sj+1Sj −Nj+1(j(Gj+1 −Gj))Sj + j(2j+1)
(j+1)2

Sj+1]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

≤ (2a22 + a1ba2 + 2a2)
∥∥∥∑n

j=1 rjxj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

. Donc {Sk}k∈Z est un Lp-multiplicateur.

Montrons maintenant que {Tk}k∈Z est un Lp-multiplicateur. En effet, soit x ∈ D(A),

∥∥∥∑n
j=1 rjj(Tj+1 − Tj)xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

=
∥∥∥∑n

j=1 rjj[Gj+1Nj+1 −GjNj]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

=
∥∥∥∑n

j=1 rj[j(Gj+1 −Gj)Nj+1 +Gjj(Nj+1 −Nj)]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

≤
∥∥∥∑n

j=1 rj[j(Gj+1 −Gj)Nj+1]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

+
∥∥∥∑n

j=1 rj[Gjj(Nj+1 −Nj)]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)
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≤ a1b
∥∥∥∑n

j=1 rjxj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

+ ‖G‖(2r2π)1/p
∥∥∥∑n

j=1 rj(j(Nj+1 −Nj)]xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

.

Or∥∥∥∑n
j=1 rjj(Nj+1 −Nj)xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

≤ (2a1a2 + a21b)
∥∥∥∑n

j=1 rjxj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

, donc∥∥∥∑n
j=1 rjj(Tj+1 − Tj)xj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

≤ (a1b+‖G‖(2r2π)1/p(2a1a2+a
2
1b))

∥∥∥∑n
j=1 rjxj

∥∥∥
Lp(0,1;X)

.

D’où {Tk}k∈Z est un Lp-multiplicateur.

En conclusion : {Nk}k∈Z, {Sk}k∈Z et {Tk}k∈Z sont Lp-multiplicateurs.

Or MSk + ANk + Tk = I ( car (−k2M + A + Gk)Nk = I), donc ANk est aussi un

Lp-multiplicateur.

Soit f ∈ Lp(T;X), alors il existe u, v, w, q ∈ Lp(T;X) tel que :

û(k) = Nkf̂(k), v̂(k) = Skf̂(k), ŵ(k) = Tkf̂(k) et q̂(k) = ANkf̂(k).

D’une part on a û(k) ∈ D(A) et Aû(k) = q̂(k) ∀k ∈ Z, donc u(t) ∈ D(A) et

Au = q ∈ Lp(T;X), c’est à dire u ∈ Lp(T;D(A)), et d’autre part ∃v ∈ Lp(T;X) tel

que v̂(k) = Skf̂(k) = −k2MNkf̂(k) = −k2Mû(k), donc u ∈ H2,p
M (T;X).

Nous avons (̂Mu)′′(k) = −k2MNkû(k), Âu(k) = ANkû(k) et Ĝu.(k) = GkNkû(k)

pour tout k ∈ Z, et d’après l’identité−k2MNk+ANk+GkNk = I, on a−k2MNkf̂(k)+

ANkf̂(k) +GkNkf̂(k) = f̂(k), ainsi

(̂Mx)′′(k) + Ax̂(k) +Gkx̂(k) = f̂(k).

D’après le théorème de Fejer (théorème 1.3.17), on a dans Lp(T;X)

xt(θ) = x(t+ θ) = limn→+∞
1

n+1

∑n
m=0

∑m
k=−me

ikteikθx̂(k)

Par conséquent, dans Lp(T ; X) on obtient
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xt = limn→+∞
1

n+1

∑n
m=0

∑m
k=−me

iktekx̂(k)

Puisque G est linéaire et bornée, on a

Gxt = limn→+∞
1

n+1

∑n
m=0

∑m
k=−me

iktG(ekx̂(k)).

A est fermé, donc d’après le lemme 2.1.7, on a x(t) ∈ D(A) et

(Mu)′′(t) + Au(t) +G(ut) = f(t).

Pour l’unicité de la solution, nous supposons l’existence de deux solutions u1 et u2

et posons u = u1− u2 , alors u est une solution de l’équation (3.4) qui correspond à

f = 0, appliquons la transformée de fourier, on trouve (−k2M+A+Gk)û(k) = 0, ce

qui implique que û(k) = 0 pour tout k ∈ Z et d’après la Remarque 1.3.14, u(t) = 0,

d’où u1 = u2.

De plus, puisque u ∈ H2,p
M (T;X) et d’après la Remarque 3.2.2 on a Mx(0) = Mx(2π)

et (Mx)′(0) = (Mx)′(2π).

En conclusion, L’équation (3.4) admet une unique Lp-solution forte et 2π-périodique.�
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Chapitre 4

Approche du théorème de
Crandall-Liggett pour une
équation différentielle à retard

4.1 Introduction

Dans ce chapitre en étudie l’équation différentielle à retard non linéaire suivante :
dx(t)
dt

= Ax(t) + F (xt), 0 ≤ t ≤ T.

x0 = ϕ ∈ C([−r, 0];X)

(4.1)

où X est un espace de Banach, muni d’une norme que l’on note par ‖.‖X , r

une constante supposée strictement positive, la notation xt correspond à la fonction

définie sur [−r, 0] à valeurs dans X, par :

xt(θ) = x(t+ θ);−r ≤ θ ≤ 0

Pour ϕ ∈ C([−r, 0];X), on a : ‖ϕ‖ = supθ∈[−r,0] ‖ϕ(θ)‖X

On supposera tout au long de ce chapitre que :

1) Un opérateur linéaire A : D(A) ⊂ X → X (non borné) est générateur infi-

nitésimal d’un C0 semi-groupe de contractions T(t) pour tout t≥ 0.
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2) F : C([−r, 0];X) → X est une application non linéaire supposée continue, lip-

schitzienne de constante de Lipschitz α, autrement dit : ‖F (ϕ1)− F (ϕ2)‖X≤α‖ϕ1 − ϕ2‖,

pour tout ϕ1, ϕ2 ∈ C.

Dans ([65]), Travis et Webb, ont montré l’existence et l’unicité de la solution de

(4.1) par une méthode directe .

Notre travail dans ce chapitre suit une demarche différente. On montre l’existence

et l’unicité de la solution de (4.1) en considérant l’équation d’évolution associée :
du
dt

= Ãu.

u0 = ϕ

Où Ã est un opérateur non linéaire défini sur C1([−r, 0];X) à valeur dans

C([−r, 0];X) par :

Ãϕ = ϕ̇ et ϕ ∈ D(Ã) =
{
ϕ ∈ C1 : ϕ(0) ∈ D(A) et ϕ̇(0) = Aϕ(0) + F (ϕ)

}
. (4.2)

On montre que Ã est α-dissipatif et que Im(I − λÃ) = C := C([−r, 0];X), pour

λ > 0 assez petit. Donc d’après le théorème de Crandall-Liggett (Théorème 1.2.12),

limn→∞(I − t
n
Ã)−nϕ existe pour tout t ≥ 0 et tout ϕ ∈ C([−r, 0];X). Si on pose

T̃ (t)ϕ = limn→∞(I − t
n
Ã)−nϕ, alors T̃ (t) est un semi-groupe non linéaire fortement

continu de type α, et que le générateur infinitésimal de T̃ (t) est l’opérateur défini

par (4.2), donc la solution de (4.1) existe, et elle est unique. Elle est donnée par :

 x(t) = (T̃ (t)ϕ)(0) si t > 0.

x(t) = ϕ(t) si t ∈ [−r, 0]
(4.3)
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Ce travail a fait l’objet d’une publication dans le journal (International Journal of

Scientific and Engineering Research ( IJSER), Volume 4, Issue 11, November-2013).

4.2 Semi-groupe non linéaire et générateur infi-

nitésimal

Notons que d’après le théorème de Hille-Yosida, A verifie la condition (1) si et

seulement si A est fermé, D(A) = X et pour tout λ > 0, ||(I − λA)−1||B(X) ≤ 1.

On montre que Ã défini par (4.2) vérifie les hyphothèses du théorème de Crandall-

Liggett, c’est-à-dire que Ã est α-dissipatif et que Im(I − λÃ) = C([−r, 0];X), pour

tout λ > 0, assez petit. En effet,

Proposition 4.2.1 : On suppose que F est continue, lipschitzienne de constante

de lipschitz α et A un générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contraction

(T (t))t≥0. Alors, Pour tout λ ∈]0, 1
α

[, l’application (I − λÃ) : D(Ã)→ C([−r, 0];X)

est bijective, donc Im(I − λÃ) = C = D(Ã). �

Preuve : Soit ψ ∈ C. On cherche à résoudre l’équation (I −λÃ)ϕ = ψ . Si ϕ existe,

on aura : ϕ(θ)− λϕ̇(θ) = ψ(θ) et ϕ̇(0) = Aϕ(0) + F (ϕ), soit

d
dθ

(e−θ/λϕ(θ)) = − 1
λ
e−θ/λ[ϕ(θ)− λϕ̇(θ)] = − 1

λ
e−θ/λψ(θ).

On intègre de 0 à θ, et on obtient

ϕ(θ) = eθ/λϕ(0) +
eθ/λ

λ

∫ 0

θ

e−s/λψ(s)ds, (4.4)
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or, ϕ(0) = λϕ̇(0) + ψ(0) = λAϕ(0) + λF (ϕ) + ψ(0), donc ϕ(0) = Jλ(λF (ϕ) + ψ(0))

avec Jλ = (I−λA)−1. En substituant à ϕ son expression en fonction de ϕ(0) et ψ, on

obtient ϕ(0) = Jλ(λF (e./λϕ(0) + e./λ

λ

∫ 0

.
e−s/λψ(s)ds) + ψ(0)), qui est une équation

en ϕ(0).

Considèrons l’application

G : X dans X tel que G(x) = Jλ(λF (e./λx+ e./λ

λ

∫ 0

.
e−s/λψ(s)ds) + ψ(0)).

On vérifie que G est une contraction stricte. En effet,

‖G(x)−G(y)‖X ≤ λα‖e./λ(x−y)‖ = λα‖x− y‖X‖e./λ‖,

or |e./λ| = supθ∈[−r,0]|eθ/λ| = 1, car θ → eθ/λ est strictement croissante sur [−r, 0].

Donc, ‖G(x)−G(y)‖X ≤ λα‖x− y‖X , d’où le résultat pour λ ∈]0, 1/α[.

D’après le théorème de point fixe il existe un seul point fixe x0 pour G, d’où

ϕ = e./λx0 + e./λ

λ

∫ 0

.
e−s/λψ(s)ds est l’unique solution de ϕ − λϕ̇ = ψ, et ϕ̇(0) =

Aϕ(0) + F (ϕ). De plus on a F est continue et d’après ( proposition 3.2.3 [62]) on a

C = D(Ã).�

Montrons maintenant que Ã est α-dissipatif ( Ã− αI est dissipatif) :

Proposition 4.2.2 : On suppose que F est continue, lipschitzienne de constante

de lipschitz α et A un générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contraction

(T (t))t≥0, alors Ã est α-dissipative. �

Preuve. Soient ϕ1, ϕ2 ∈ D( [I − λ(Ã− αI)]−1) et λ > 0.

[I − λ(Ã− αI)]−1 = 1
1+λα

(I − λ
1+λα

Ã)−1.
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D’après la proposition (4.2.1), (I− λ
1+λα

Ã)−1 existe et a pour domaine C car λ
1+λα

< 1
α∥∥∥[I − λ(Ã− αI)]−1ϕ1 − [I − λ(Ã− αI)]−1ϕ2

∥∥∥= 1
1+λα

∥∥∥(I − λ
1+λα

Ã)−1ϕ1 − (I − λ
1+λα

Ã)−1ϕ2

∥∥∥
= 1

1+λα

∥∥∥J̃λϕ1 − J̃λϕ2

∥∥∥ ≤ 1
1−λα ‖ϕ1 − ϕ2‖

Or d’après la proposition 3.2.4 dans [62] on a :∥∥∥[I − λ(Ã− αI)]−1ϕ1 − [I − λ(Ã− αI)]−1ϕ2

∥∥∥ ≤ 1
1+λα

× 1
1− λα

1+λα

‖ϕ1 − ϕ2‖,

d’où Ã est α-dissipatif.

On a montré que Ã est α-dissipatif et Im(I − λÃ) = C = D(Ã), pour λ > 0 as-

sez petit ( 0 < λ < 1/α), donc d’après le théorème de Crandall-Liggett (théorème

1.2.12), énoncé au chapitre 1, limn→∞(I − t
n
Ã)−n existe. Si l’on pose,

T̃ (t)ϕ = limn→∞(I − t

n
Ã)−nϕ, pour t ≥ 0 et ϕ ∈ C, (4.5)

alors T̃ (t) est un semi-groupe, fortement continu de type α. .�

On pose Jλ=(I − λA)−1 et J̃λ=(I − λÃ)−1, Pour tout λ > 0

Lemme 4.2.3 : On suppose que F est continue, lipschitzienne de constante de

lipschitz α et A un générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contraction

(T (t))t≥0. Alors pour tout λ ∈ ]0, 1
α

[ et ϕ ∈ C, on a

(J̃λϕ)(0) = Jλ[λF (J̃λϕ) + ϕ(0)].� (4.6)

Preuve : D’après la proposition 4.2.1 , on a pour tout ψ ∈ C il existe ϕ ∈ D(Ã) tel

que (I − λÃ)ϕ = ψ et d’après (4.4) on a

ϕ(θ) = e
θ
λϕ(0) +

1

λ

∫ 0

θ

e
θ−s
λ ψ(s)ds, (4.7)
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et ϕ(0) = ψ(0) + λϕ̇(0) = ψ (0) + λ(Aϕ(0) + F(ϕ)),

d’où

ϕ(0) = (I − λA)−1[λF (e
.
λϕ(0) + 1

λ

∫ 0

.
e
.−s
λ ψ(s)ds) + ψ(0)],

donc

ϕ(0) = Jλ[λF (e
.
λϕ(0) +

1

λ

∫ 0

.

e
.−s
λ ψ(s)ds) + ψ(0)]. (4.8)

Pour tout λ assez petit ( λ ∈ ] 0, 1
α

[) et ϕ ∈ C, J̃λϕ existe et J̃λϕ ∈ D(Ã), donné

par

(J̃λϕ)(θ) = e
θ
λ (J̃λϕ)(0) +

1

λ

∫ 0

θ

e
θ−s
λ ϕ(s)ds, pour θ ∈ [−r, 0]. (4.9)

D’après (4.8) et (4.9), on a (J̃λϕ)(θ) = e
θ
λJλ[λ F(J̃ϕ)+ ϕ(0)] + 1

λ

∫ 0

θ
e
θ−s
λ ϕ(s)ds,

donc,

(J̃λϕ)(0) = Jλ[λF(J̃ϕ)+ ϕ(0)]. �

D’après [ théorème 1.2.9 (chapitre 1)], on a les résultats suivants :

Proposition 4.2.4 : On suppose que F est continue, lipschitzienne de constante

de lipschitz α et A un générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contraction

(T (t))t≥0, alors pour tout λ > 0, tel que λα < 1, on a

‖J̃nλϕ− ϕ‖ ≤
nλ

(1− λα)n−1
‖Ãϕ‖ (4.10)

‖J̃nλϕ1 − J̃nλϕ2‖ ≤
1

(1− λα)n
‖ϕ1 − ϕ2‖ (4.11)

Les semigroupes non linéaires au sens de Crandall-Liggett ne sont pas toujours

différentiables. Si l’on définit le générateur infinitésimal de T̃ (t) par
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Bϕ = limt→0
T̃ (t)ϕ−ϕ

t
si ϕ ∈ D(B) =

{
ϕ ∈ C : limt→0

T̃ (t)ϕ−ϕ
t

existe
}

,

alors on montre que Ã = B, pour cela nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.2.5 : On suppose que F est continue, lipschitzienne de constante de

lipschitz α et A un générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contraction

(T (t))t≥0, alors

(1) Pour tout ϕ ∈ C et pour tout n ≥1, on a

limt→0
1
n

∑n−1
i=0 J

(i+1)
t
n

[F(J̃n−it
n

ϕ) - F(ϕ)] = 0

(2) Pour tout ϕ ∈ C et n ≥ 1, on a limt→0
1
n

∑n−1
i=0 [J

(i+1)
t
n

- I] F(ϕ)] = 0.

(3) Pour tout ϕ ∈ C tel que ϕ(0) ∈ D(A), on a

limt→0 limn→+∞
1
t

[ [Jnt
n

- I - tA]ϕ(0) = 0. �

Preuve : (1) Soit ϕ ∈ C, d’après la proposition 4.2.1 il existe ϕk ∈ D(Ã), tel que

‖ϕk − ϕ‖ → 0 quand k → +∞ (4.12)

Pour tout i∈ {0, 1, ...n− 1}, nous avons

∣∣∣J (i+1)
t
n

∣∣∣
L(X)
≤1.

F est lipschitzienne, donc

‖ 1
n

∑n−1
i=0 J

(i+1)
t
n

[F (J̃n−it
n

ϕ)− F (ϕ)]‖ ≤α
n

∑n−1
i=0

∥∥∥J̃n−it
n

ϕ− ϕ
∥∥∥

≤α
n

∑n−1
i=0

∥∥∥J̃n−it
n

ϕ− J̃n−it
n

ϕk

∥∥∥ + α
n

∑n−1
i=0 [

∥∥∥J̃n−it
n

ϕk − ϕk
∥∥∥ + ‖ϕk − ϕ‖ ].

D’après (4.10) et (4.11),
∥∥∥J̃n−it

n

ϕ− J̃n−it
n

ϕk

∥∥∥ ≤ 1
(1− t

n
α)n−i
‖ϕk − ϕ‖ et∥∥∥J̃n−it

n

ϕk − ϕk
∥∥∥ ≤ (n−i) t

n

(1− t
n
α)n−i−1

∥∥∥Ãϕk∥∥∥, donc
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| 1
n

∑n−1
i=0 J

(i+1)
t
n

[F (J̃n−it
n

ϕ)−F (ϕ)]| ≤α
n

∑n−1
i=0 [ 1

(1− t
n
α)n−i
‖ϕk − ϕ‖ +

(n−i) t
n

(1− t
n
α)n−i−1

∥∥∥Ãϕk∥∥∥
+ ‖ϕk − ϕ‖]

≤α
n

∑n−1
i=0 [ ( 1

(1− t
n
α)n

+ 1)‖ϕk − ϕ‖ + t
(1− t

n
α)n

∥∥∥Ãϕk∥∥∥]

= α [ ( 1
(1− t

n
α)n

+ 1)‖ϕk − ϕ‖ + t
(1− t

n
α)n

∥∥∥Ãϕk∥∥∥].

D’où, quand t→0, on a

∥∥∥ 1
n

∑n−1
i=0 J

(i+1)
t
n

[F (J̃n−it
n

ϕ)− F (ϕ)]
∥∥∥ ≤ 2α‖ϕk − ϕ‖.

On passe à la limite quand k →∞, et on trouve le résultat.

(2) Pour tout i ∈ {0, 1, ...n− 1} et tout n ≥ 1, on a

limt→0J
(i+1)
t
n

F(ϕ) = F(ϕ),

ainsi,

limt→0
1
n

∑n−1
i=0 [J

(i+1)
t
n

- I ]F(ϕ) = 0.

(3) Pour tout ϕ ∈ C tel que ϕ(0) ∈ D(A) et t ≥ 0, on a

limn→∞[ Jnt
n

ϕ(0) - ϕ(0) - tAϕ(0)] = T(t)ϕ(0) - ϕ(0) - tAϕ(0),

d’où

limt→0limn→∞
1
t
[Jnt

n

ϕ(0) - ϕ(0) - tAϕ(0)] = limt→0
T (t)ϕ(0)−ϕ(0)

t
- Aϕ(0) = 0. �

D’après la proposition 4.2.1, D(Ã) est dense dans C, donc on a la proposition sui-

vante :

Proposition 4.2.6 : [62]

On suppose que F est continue, lipschitzienne de constante de lipschitz α et A un
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générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contraction (T (t))t≥0, alors (T̃ (t)ϕ)(θ) =

ϕ(t+ θ), pour tout ϕ ∈ C, pour tout t ∈ [0, r] et −r ≤ t+ θ < 0.�

Maintenant on montre que Ã défini par (4.2) est un générateur infinitésimal de

(T̃ (t))t≥0.

Proposition 4.2.7 : On suppose que F est continue, lipschitzienne de constante

de lipschitz α et A un générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contraction

(T (t))t≥0, alors Ã ⊆ B. �

Preuve : On doit montrer que si ϕ ∈ D(Ã), alors ϕ ∈ D(B) et Bϕ = Ãϕ. En effet,

Soit ϕ ∈ D(Ã) donc ϕ ∈ C1, ϕ(0)∈ D(A) et ϕ̇(0) = Aϕ(0) + F(ϕ).

D’après la proposition (4.2.6) et pour θ < 0, on a

lim
t→0

(T̃ (t)ϕ)(θ)− ϕ(θ)

t
= lim

t→0

ϕ(t+ θ)− ϕ(θ)

t
= ϕ̇(θ) (4.13)

Il reste à vérifier pour θ = 0. En effet,

d’après (4.5) on a T̃ (t)ϕ)(0)−ϕ(0)
t

=limn→∞
1
t
[ ( J̃nt

n

ϕ)(0) - ϕ(0)], et de (4.6) on obtient

(J̃nλϕ)(0) = J̃λ[ ( J̃n−1λ ϕ) (0)]

= λJλF (J̃nλϕ) + Jλ(J̃
n−1
λ ϕ)(0) = λ

∑n−1
i=0 [J i+1

λ F (J̃n−iλ ϕ)] + Jnλϕ(0),

d’où

(J̃nt
n

ϕ)(0)− ϕ(0)

t
− ϕ̇(0) =

(J̃nt
n

ϕ)(0)− ϕ(0)

t
− Aϕ(0)− F (ϕ). (4.14)
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= 1
n

∑n−1
i=0 J

(i+1)
t
n

[F(J̃n−it
n

ϕ) - F(ϕ)] + 1
n

∑n−1
i=0 [J

(i+1)
t
n

- I] F(ϕ)] + 1
t

[ [Jnt
n

- I - tA]ϕ(0),

donc d’après le lemme 4.2.5, on a

lim
t→0

(T̃ (t)ϕ)(0)− ϕ(0)

t
= lim

t→0
lim

n→+∞

1

t
[(J̃nt

n
ϕ)(0)− ϕ(0)] = Aϕ(0) + F (ϕ) = ϕ̇(0),

(4.15)

et d’après (4.13) et (4.14) on a ϕ ∈ D(B) etBϕ = Ãϕ = ϕ̇.�

Il reste à montrer que B ⊆ Ã, autrement dit que Ã = B.

Proposition 4.2.8 : On suppose que F est continue, lipschitzienne de constante

de lipschitz α et A un générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contraction

(T (t))t≥0, alors B ⊆ Ã. �

Preuve : On doit montrer que si ϕ ∈D(B) alors ϕ ∈D(Ã) et Ãϕ =Bϕ. En effet, soit

ϕ ∈D(B), alors Bϕ(θ)=limt→0
(T̃ (t)ϕ)−ϕ

t
(θ)=ϕ̇(θ) existe dans C([−r, 0];X),

donc ϕ ∈C1 et

ϕ̇(0) = lim
t→0

(T̃ (t)ϕ)(0)− ϕ(0)

t
= lim

t→0
lim

n→+∞

1

t
[(J̃nt

n
ϕ)(0)− φ(0)]. (4.16)

On doit montrer que ϕ̇(0) = Aϕ(0) + F(ϕ). D’après (4.14) et le lemme 4.2.5, on a

limt→0 limn→+∞
1
t
[ ( J̃nt

n

ϕ)(0) - ϕ(0)] = Aϕ(0) + F(ϕ).

Donc, d’après (4.16) on obtient ϕ̇(0) = Aϕ(0) + F(ϕ), d’où, ϕ ∈ D(Ã) et Ãϕ =

Bϕ = ϕ̇. Donc si F est continue, lipschitzienne de constante de lipschitz α et A

un générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contraction (T (t))t≥0. Alors le

générateur infinitésimal de T̃ (t), n’est autre que l’opérateur Ã.�

110



4.3 Résolution d’équation : d
dtx(t) = Ax(t) + F (xt)

par la formule de Crandall-Liggett

Théorème 4.3.1 : On suppose que F est continue, lipschitzienne de constante

de lipschitz α , A un générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contraction

(T (t))t≥0 et ϕ un élément de C([−r, 0];X), alors l’équation (4.1) a une solution

unique, continue sur [−r,+∞[ et donnée par
x(t) = ϕ(t) si t ∈ [−r, 0],

x(t) = (T̃ (t)ϕ)(0) si t ∈ [0,+∞[.
(4.17)

En outre, si pour tout t ∈ [0,+∞[, x(t) ∈ D(A) et t → Ax(t) est continue, alors la

solution x(t) est de classe C1 dans [−r,+∞[. �

Pour cela on montre les deux lemmes suivants :

Lemme 4.3.2 : On suppose que F est continue, lipschitzienne de constante de

lipschitz α et A un générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contraction

(T (t))t≥0, alors pour chaque ϕ ∈ C, t ≥ 0 et pour tout j ∈ {1, ...m} , k ∈ {0, ...p− 1},

on a

lim
p→+∞

limm→+∞J
m(p−k)−j+1
t
mp

[F (J̃mk+jt
mp

ϕ)− F (J̃mkt
mp
ϕ)] = 0. (4.18)

et pour tout p ∈ N, on a

lim
m→+∞

[J
m(p−k)−j+1
t
mp

− Jm(p−k)
t
mp

]F (J̃mkt
mp
ϕ) = 0.� (4.19)

Preuve. D’après la proposition (4.2.4) et D(Ã) = C [ ∀ϕ ∈ C ∃ϕn ∈ D(Ã) :

‖ϕn − ϕ‖ → 0 quand n→∞] on a,
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∣∣∣∣Jm(p−k)−j+1
t
mp

[F (J̃mk+jt
mp

ϕ)− F (J̃mkt
mp

ϕ)]

∣∣∣∣≤α ∥∥∥∥J̃mkt
mp

(J̃ jt
mp

ϕ)− J̃mkt
mp

ϕ

∥∥∥∥ ≤ α
(1− t

mp
α)mk

∥∥∥∥J̃ jt
mp

ϕ− ϕ
∥∥∥∥

≤ α
(1− t

mp
α)mk

[

∥∥∥∥J̃ jt
mp

ϕ− J̃ jt
mp

ϕn

∥∥∥∥+

∥∥∥∥J̃ jt
mp

ϕn − ϕn
∥∥∥∥+ ‖ϕn − ϕ‖]

≤ [
α

(1− t
mp
α)mk+j

+
α

(1− t
mp
α)mk

] ‖ϕn − ϕ‖+
α jt
mp

(1− t
mp
α)mk+j−1

‖Aϕn‖ . (4.20)

On a,

1
(1− t

mp
α)mk+j

≤ 1
(1− t

mp
α)(m+1)k→ e

tα
p quand m → ∞,

En passant à la limite dans l’inégalité dans ( 4.20 ) quand m→ ∞, on obtient∣∣∣∣Jm(p−k)−j+1
t
mp

[F (J̃mk+jt
mp

ϕ)− F (J̃mkt
mp

ϕ)]

∣∣∣∣ ≤ 2αe
tα
p ‖ϕn − ϕ‖+ tα

p
e
tα
p ‖Aϕn‖,

et quand p→ ∞, on obtient∣∣∣∣Jm(p−k)−j+1
t
mp

[F (J̃mk+jt
mp

ϕ)− F (J̃mkt
mp

ϕ)]

∣∣∣∣ ≤ 2α‖ϕn − ϕ‖, d’où le résultat (4.18) quand

n→ ∞.

Il reste à montrer (4.19), en effet,∣∣∣∣Jm(p−k)−j+1
t
mp

F (J̃mk+jt
mp

φ)− Jm(p−k)
t
mp

F (J̃mkt
mp

ϕ)]

∣∣∣∣=

∣∣∣∣J−(j−1)t
mp

J
m(p−k)
t
mp

F (J̃mk+jt
mp

ϕ)− Jm(p−k)
t
mp

F (J̃mkt
mp

ϕ)]

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(I − t
mp
A)j−1J

m(p−k)
t
mp

F (J̃mk+jt
mp

ϕ)− Jm(p−k)
t
mp

F (J̃mkt
mp

ϕ)]

∣∣∣∣.
Si m→ ∞ et d’après (4.5) on obtient

(I− t
mp
A)j−1 → I, J̃mkt

mp

→ T̃ (kt
p

) et J
m(p−k)
t
mp

= (I− t
mp
A)−mp+mk = (I− t

mp
A)−mp.(I−

−tk/p
−mk A)−(−mk) →T(t)T(-kt/p) = T( t - kt

p
).

Ainsi, le résultat (4.19) est démontré. �

Lemme 4.3.3 : On suppose que F est continue, lipschitzienne de constante de

lipschitz α et A un générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contraction
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(T (t))t≥0, alors pour tout ϕ ∈ C et pour tout t ≥ 0, on a

limp→+∞ limm→+∞[ t
mp

∑p−1
k=0

∑m
j=1J

m(p−k)−j+1
t
mp

F(J̃ j+mkt
mp

)- t
p

∑p−1
k=0J

m(p−k)
t
mp

F(J̃mkt
mp

)]=0.�

Preuve : Soit ϕ ∈ C et t ≥ 0, alors on a∣∣∣∣ t
mp

∑p−1
k=0

∑m
j=1 J

m(p−k)−j+1
t
mp

F (J̃ j+mkt
mp

ϕ)− t
p

∑p−1
k=0 J

m(p−k)
t
mp

F (J̃mkt
mp

ϕ)

∣∣∣∣
≤ t

mp

∑p−1
k=0

∑m
j=1

∣∣∣∣Jm(p−k)−j+1
t
mp

F (J̃ j+mkt
mp

ϕ)− Jm(p−k)
t
mp

F (J̃mkt
mp

ϕ)

∣∣∣∣
≤ t

mp

∑p−1
k=0

∑m
j=1

∣∣∣∣Jm(p−k)−j+1
t
mp

[F (J̃ j+mkt
mp

ϕ)− F (J̃mkt
mp

ϕ)]

∣∣∣∣ +

t
mp

∑p−1
k=0

∑m
j=1

∣∣∣∣[Jm(p−k)−j+1
t
mp

− Jm(p−k)
t
mp

]F (J̃mkt
mp

ϕ)

∣∣∣∣ ;
on passe à la limite quand m → ∞ et p → ∞ et par le lemme 4.3.2 on trouve le

résultat. �

Maintenant nous donnons une démonstration du théorème 4.3.1

Preuve de théorème 4.3.1 : On doit montrer que T̃ (t)ϕ vérifie l’équation (4.1).

x(t) = (T (t)ϕ)(0) +
∫ t
0
T (t− s)F (xs)ds,

et,

(T̃ (t)ϕ)(0) = T (t)ϕ(0) +
∫ t
0
T (t− s)F (T̃ (s)ϕ)ds.

Or (J̃nλϕ)(0) = J̃λ[ ( J̃n−1λ ϕ) (0)]=

λJλF (J̃nλφ) + Jλ(J̃
n−1
λ ϕ)(0) = λ

∑n−1
i=0 [J i+1

λ F (J̃n−iλ ϕ)] + Jnλϕ(0),

d’où

(J̃nt
n
ϕ)(0)− Jnt

n
ϕ(0) =

t

n

n−1∑
i=0

J i+1
t
n

F (J̃n−it
n

ϕ); (4.21)
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par le changement de variable n− i = j, on obtient

t
n

∑n−1
i=0 J

i+1
t
n

F ( J̃n−it
n

ϕ) = t
n

∑n
j=1J

n−j+1
t
n

F ( J̃ jt
n

ϕ),

et nous changeons n par mp, on obtient

t
mp

∑mp
j=1J

mp−j+1
t
mp

F ( J̃ jt
mp

ϕ) = t
mp

∑p−1
k=0

∑m
j=1J

m(p−k)−j+1
t
mp

F ( J̃mk+jt
mp

ϕ). En effet,∑p−1
k=0

∑m
j=1 J

m(p−k)−j+1
t
mp

F( J̃mk+jt
mp

ϕ

=
∑p−1

k=0

∑m
j=1 J

mp+1
t
mp

J−mkt
mp

J−jt
mp

F( J̃mkt
mp

J̃ jt
mp

ϕ)

= Jmp+1
t
mp

∑p−1
k=0

∑m
j=1 J

−mk
t
mp

J−jt
mp

F( J̃mkt
mp

J̃ jt
mp

ϕ)

= Jmp+1
t
mp

∑m(p−1)
i=0

∑m
j=1 J

−i
t
mp

J−jt
mp

F( J̃ i t
mp

J̃ jt
mp

ϕ) ( i = mk)

= Jmp+1
t
mp

∑mp
l=1 J

−l
t
mp

F( J̃ l t
mp

ϕ) =
∑mp

i=1 J
mp−i+1
t
mp

F( J̃ i t
mp

ϕ)

En autre, à partir de (4.5), on a

t

p

p−1∑
k=0

J
m(p−k)
t
mp

F (J̃mkt
mp
ϕ)→ t

p

p−1∑
k=0

T (t− k

p
t)F (T̃ (

tk

p
)ϕ), quand m→ +∞, (4.22)

(En effet : J̃mkt
mp

ϕ) = (I − t
mp
Ã)−mk = (I − tk/p

mk
Ã)−mk → T̃ (tk/p) quand m→ +∞

J
m(p−k)
t/mp = (I− t

mp
Ã)−m(p−k) = (I− t

mp
Ã)−mp(I− t(−k)/p

m(−k) Ã)−m(−k) → T (t)T (−kt/p) =

T (t− kt/p) quand m→ +∞).

et

t

p

p−1∑
k=0

T (t− k

p
t)F (T̃ (

tk

p
)ϕ),→

∫ t

0

T (t− s)F (T̃ (s)ϕ)ds, quand p→ +∞ (4.23)

Enfin, on a∥∥∥∥ t
mp

∑p−1
k=0

∑m
j=1 J

m(p−k)−j+1
t
mp

F (J̃mk+jt
mp

ϕ)−
∫ t
0
T (t− s)F (T̃ (s)ϕ)ds

∥∥∥∥
X

≤

∥∥∥∥∥ t

mp

p−1∑
k=0

m∑
j=1

J
m(p−k)−j+1
t
mp

F (J̃mk+jt
mp

ϕ)− t

p

p−1∑
k=0

J
m(p−k)
t
mp

F (J̃mkt
mp
ϕ)

∥∥∥∥∥
X

(4.24)
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+

∥∥∥∥ tp∑p−1
k=0 J

m(p−k)
t
mp

F (J̃mkt
mp

ϕ)− t
p

∑p−1
k=0 T (t− k

p
t)F (T̃ ( tk

p
)ϕ)

∥∥∥∥
X

+
∥∥∥ tp∑p−1

k=0 T (t− k
p
t)F (T̃ ( tk

p
)ϕ)−

∫ t
0
T (t− s)F (T̃ (s)ϕ)ds

∥∥∥
X

,

d’après le lemme 4.3.2, le lemme 4.3.3 , (4.22) et (4.23), le côté droit de (4.24) tend

vers 0 quand m, p → + ∞, d’où, on passe à la limite dans (4.21) quand n→ +∞,

et on obtient

( T̃ (t)ϕ)(0) = T (t)ϕ(0) +
∫ t
0
T (t− s)F (T̃ (s)ϕ)ds.

Ainsi,

x(t) = T (t)ϕ(0) +

∫ t

0

T (t− s)F (xs)ds, (4.25)

Maintenant, on doit montrer que x(t) est l’unique solution de (4.1). En effet, d’après

(4.25), on a

‖xt − yt‖ = sup−r≤θ≤0|x(t+ θ)− y(t+ θ)|

=sup−r≤θ≤0

∣∣∣∫ t+θ0
T (t+ θ − s)(F (xs)− F (ys))ds

∣∣∣
≤ α

∫ t
0
‖xs − ys‖ ds⇒ ‖xt − yt‖ ≤ eαt ‖x0 − y0‖ = 0, d’où xt = yt pour tout t ≥ 0.�

Théorème 4.3.4 : On suppose que F est continue, lipschitzienne de constante de

lipschitz α et A un générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contraction

(T (t))t≥0. Si on a (T̃ (t)ϕ)(0)∈ D(A) et t →A(T̃ (t)ϕ)(0) est continue sur [0,+∞[

alors T̃ (t)ϕ ∈ D(A), pour tout ϕ ∈ D(Ã). �

Preuve : (1) Pour tout θ ∈ [−r, 0], nous avons xt = T̃ (t)ϕ.i.e.

x(t+ θ) = (T̃ (t)ϕ)(θ) = (T̃ (t+ θ)ϕ)(0) si t+ θ ≥ 0.
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x(t+ θ) = (T̃ (t)ϕ)(θ) = ϕ(t+ θ) si (t+ θ) ∈ [−r, 0].

Donc, (T̃ (t)ϕ)(θ) = (T̃ (t+ θ)ϕ)(0) +
∫ t+θ
0

T (t+ θ − s)F (T̃ (s)ϕ)ds, si t+ θ ≥ 0,

(T̃ (t)ϕ)(θ) = ϕ(t+ θ) si (t+ θ) ∈ [−r, 0].

(4.26)

On montre que T̃ (t)ϕ ∈ D(Ã). En effet,

d
dθ

(T̃ (t)ϕ)(θ) = A(T̃ (t+ θ)ϕ)(0) + F (T̃ (t+ θ)ϕ) si t+ θ ≥ 0,

d’où

d

dθ
(T̃ (t)ϕ)(θ) =

d

dθ
ϕ(t+ θ) si (t+ θ) ∈ [−r, 0]. (4.27)

ϕ ∈ D(Ã), alors ϕ ∈ C1 et ϕ̇ = Aϕ(0) + F (ϕ). Ainsi θ → d
dθ

(T̃ (t)ϕ)(θ) est continue

sur [−r, 0] et d
dθ

(T̃ (t)ϕ)(0) = A(T̃ (t)ϕ(0)) + F (T̃ (t)ϕ). Par conséquent

T̃ (t)ϕ ∈ D(A). �
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

Conclusion Nous rappelons en quelques mots les points principaux de notre

travail et signalons quelques pistes pour des recherches futures.

Dans le chapitre 2, nous avons étudié les équations différentielles à retard linéaires

suivantes :

d
dt
x(t) = A(x(t)−Bx(t− r)) + L(xt) + f(t).

et les équations différentielles de type neutre suivantes :

d
dt

(x(t)−Bx(t− r)) = A(x(t)−Bx(t− r)) + L(xt) + f(t).

puis l’équation plus générale suivante,

d
dt

(x(t)− Lxt) = A(x(t)− Lxt) +G(xt) + f(t).

Nous avons montré l’existence et l’unicité par l’approximation de la théorie de R-

bornitude avec une condition supplémentaire sur l’espace.

Dans le chapitre 3, nous avons etudié les équations différentielles de second ordre

suivante :
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d2

dt2
x(t) + d

dt
Bx(t) + Ax(t) = G(xt) + f(t).

et une équation dégénérée de second ordre suivante :

d2

dt2
(Mx(t)) + Ax(t) +G(xt) = f(t).

Le chapitre 4 est consacré à une équation différentielle fonctionnelle à retard finie

non linéaire suivante :

d
dt
x(t) = Ax(t) + F (xt).

L’intérêt est de la traiter avec la condition que la fonction F soit lipschitzienne et A

génére un C0-semi-groupe, et en utilisant le théorème de Crandall-Liggett (théorème

1.2.12), on a montré, l’existence et l’unicité de la solution et établir l’équivalence du

théorème de Crandall-Liggett pour ce type d’équation.

Perspectives :

z Notre première perspective est l’étude de l’existence de solutions périodiques des

équations fractionnelles suivantes :

Dα[x(t)− Lxt] = A[x(t)− Lxt] +G(xt) + f(t), 1 < α < 2 (5.1)

z La deuxième perspective est l’étude d’existence périodique des équations différentielles

fonctionnelles avec retard infini :

d

dt
[x(t)− Lxt] = A[x(t)− Lxt] +G(xt) + f(t), (5.2)
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où A est un opérateur linéaire fermé, L et G deux opérateurs linéaires bornées.

xt : (−∞, 0]→ X donnée par xt(θ) = x(t+ θ) pour θ ≤ 0.
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