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Résumé de la these

Ce travail est motivé par ’étude des équations différentielles fonctionnelles a re-
tard et de type neutre. Elles sont apparues dans différentes disciplines scientifiques
(dynamique de population, trafic urbain, physique, biologie,..) et sont difficiles a
résoudre.

Le retard est défini comme étant la propriété d’'un systeme physique pour lequel la
réponse a une action appliquée est retardée dans son effet. Les systemes a retards
sont appelés aussi systemes héréditaires.

Notre objectif dans ce travail est de chercher les solutions périodiques de telle
équations par des nouvelles méthodes, notamment en utilisant la théorie de R-
bornétude et en travaillant dans un espace de Banach de type UMD.

La premiere partie de la thése est consacré a des rappels sur la théorie des semi
groupes d’opérateurs linéaires et non linéaires, Analyse de Fourier, la théorie des
R-bornétude et quelques notion sur l'espace de Banach, ainsi que des propriété
géométriques d’espace de Banach de type UMD.

Dans la deuxieme partie, nous montrons I’existence et I'unicité de solutions périodiques
d’équations différentielles a retard et de type neutre dans un espace de Banach de
type UMD.

Dans la troisiéme partie, on s’intéresse a résoudre le probleme d’équations différentielles

dégénérées du second ordre dans un espace de Banach de type UMD.
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En fin, la quatrieme partie est consacrée a montrer ’existence et I'unicité de la so-
lution d’une équation différentielle a retard non linéaire en appliquant le théoreme

de Crandall-Liggett.

Mots clés : Solution périodique des équations différentielles a retard et de type

neutre, espace de Banach de type UMD, Transformée de Fourier, R-Bornétude, L?-

multiplicateur.
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Introduction générale

Les équations différentielles a retard sont des équations différentielles dans les-
quelles la dérivée a un moment t dépend de la fonction ( et de la dérivée dans le cas
des équations de type neutre) a des moments antérieurs ¢t — r;, r; € RT. Autrement
dit ces équations tiennent compte de 'effet du passé dans la prédiction du futur.
Les équations différentielles a retard occupent une place importante dans tous les

domaines de la science (physique, chimique, biologique, economique.....).

0.1 Présentation de la these

Le but de ce travail est I’étude d’équations différentielles a retard et de type
neutre. Notre principale contribution est de prouver I'existence et 1'unicité de solu-
tion périodique avec une nouvelle méthode.

Les outils mathématiques qui sont a la base d’une telle étude ont été initiés par
Arendt et Bu [5] et ensuite formalisés par d’autres auteurs. Par exemple, Lizama
[42] qui montre l'existence et I'unicité de la solution périodique forte et faible de

I’équation suivante :



9o(t) = Ax(t) + L(ze) + f(t)

Ou A: D(A) C X — X un opérateur linéaire fermé et f : R — X est une fonction
locallement p-intégrable et 2m-périodique pour 1 < p < 400, L € B(LP([—r,0], X); X)
(I'espace des opérateurs linéaires bornés).

Bu a étudié dans [8] un probleme d’équations différentielles dégénérées suivante :
G (Ma(t)) = Ax(t) + L(ze) + f(2)

Avec D(A) C D(M). Cette équation est une généralisation de 1'équation dégénérée

de Lizama suivante :
L(Mx(t)) = Ax(t) + f(t)

Finalement, et a titre d’information, nous citons des travaux sur des problemes
intégro-différentiels. Bu et Fang ([9], [10]), ont étudié I’existence et 1'unicité d’équation

différentielle a retard et d’équation intégro-différentielle suivante :
W'(t) = Au(t) + [*_a(t — s)Au(s)ds + f(t)

Dans ce travail, nous avons étudié les hypotheses adéquates pour I'existence des
solutions fortes et faibles des équations différentielles a retard et de type neutre, des
équations différentielles dégénérées et des équations fonctionnelles a retard de type
neutre du second ordre. Cette these comporte 4 chapitres.

Le premier chapitre est consacré a des rappels sur la théorie des semi-groupes

d’opérateurs linéaires et non linéaires, I’analyse de Fourier et quelques notions sur



I’espace de Banach, ainsi que des propriétés géometriques des espace UMD.
Le deuxieme chapitre s’intéresse a résoudre par la méthode de transformation de

Fourier I'équation différentielle de type neutre suivante :

Llx(t) — Ba(t —r)] = Alz(t) — Bz(t — )] + L(z) + f(t),t € R

OuA: DA CX — Xet B: D(B) C X — X sont deux opérateurs linéaires
fermés. La fonction z; est donnée par x,(6) = z(t + ) pour 6 € [—r,0].

L € B(LP([—72x,0],X); X) [ I'espace des opérateurs linéaires bornés | avec ry, =
2mng(ng € N—{0}) et f: R — X est une fonction locallement p-intégrable et 27-
périodique pour 1 < p < +oo. Plus généralement nous allons étendre nos résultats

d’existence a 1’équation suivante :

4
dt

[2(t) = L(zy)] = Alz(t) — L(ze)] + G(z) + f(1), L € R (1)
Sous les conditions suivantes :

(1) : A: D(A) C X — X un opérateur linéaire fermé.

(2) : L,G € B(LP([~r2x, 0], X); X) Pespace des opérateurs linéaires bornés.

(3) : X un espace UMD.

Nous montrons 'existence et 'unicité d’une solution périodique de I'équation (1)
sous les hypotheses (1) , (2), (3) et des propriétés de R-bornétude suivantes :
oz7(A) = et {ikA,;l}kGZ est R-borné, avec Ay = (ik(I — L) — A(I — Li) — Gy).

Le troisieme chapitre, porte sur ’existence de solutions fortes de deux types d’équations



différentielles du second ordre présentées sous la forme :

(Pour le premiere type)
() + & Be(t) + Ax(t) = Gla) + f(1)

OuA: DA CX — XetB:D(B)CX — X sont deux opérateurs linéaires
fermés tel que D(A) C D(B), et G € B(LP([—r2x,0], X); X).

( Pour le deuxieme type)
i (Ma(t)) + Az(t) + G(z,) = f(1)

OuA:DA)CX — XetM:DM)C X — X sont deux opérateurs linéaires
fermés tel que D(A) C D(M) , M borné et G € B(LP([—ra,, 0], X); X).

Dans le quatrieme chapitre, nous considérons les opérateurs a valeurs dans 1’espace
des fonctions continues, définies sur [—r, 0] dans un espace de Banach X.

Notre démarche consiste a appliquer le théoreme de Crandall-Liggett, pour établir
I'existence et 'unicité de I’équation suivante :

%x(t) = Ax(t) + F(x2y),0 <t <T.

2)
20 = p € C([—r,0]; X)

ou X est un espace de Banach, muni d’une norme que 'on note par |||, la

notation x; correspond a la fonction définie sur [—r, 0] a valeurs dans X, par :

z(0) =2t +6);—r<60<0



Pour ¢ € C([-r,0); X), on a : [|¢|| = suppe—ro) 0(0) ] x

Nous supposons les hypotheses suivantes :

1) Un opérateur linéaire A : D(A) € X — X (non borné) est générateur infi-
nitésimal d’'un Cj semi-groupe de contractions T(t), t> 0.

2) F: C([-r,0]; X) = X est une application non linéaire supposée continue, lip-
schitzienne de constante de Lipschitz o, autrement dit : ||F(¢1) — F(p2)|| x<alle1 — 2|l
pour tout ¢y, s € C.

La preuve de 'existence et de I'unicité de la solution consiste a transformer I’équation

(2) en I’équation d’évolution associée :
i _ Jy,
Up = ¥
Ot A est un opérateur non linéaire défini par :

D(A) = {p € C'([~,0]; X) : p(0) € D(A) et $(0) = Ap(0) + F(yp)}

Ap = ¢ pour ¢ € D(A)

On montre d’abord que A est a-dissipatif et tel que Im(I — )\fl) = C =
C([=r,0]; X), pour A > 0 assez petit. Donc d’apres le théoreme de Crandall-Liggett

(Théoreme 1.2.12), limn, oo (I—+ A)~"p existe pour tout t > 0 et tout ¢ € C([—r, 0]; X).

t
n

Si on pose T'(t)¢ = limy, oo (I — L A) ", alors T(t) est un semi-groupe non linéaire

t
n
fortement continu de type «, et le générateur infinitésimal de T(t) est 'opérateur
défini par (3). Donc la solution de (2) existe et elle est unique. Elle est donnée par :

z(t) = (t) si te[-r0]

2(t) = (T()p)(0) si t € [0, +oo[.

5



La these se termine par une conclusion générale et une bibliographie relative a 1’en-

semble des travaux présentés ici.

0.2 Quelques modeles sur les équations a retard
et de type neutre

- Modeles de compétition de Lotka-Voltera Le premier modele de compétition
d’interactions en dynamique des populations a été développé par Lotka [44] et Vol-

terra [66], qui est décrit par le systeme d’équations différentielles ordinaires suivant :

%Pﬂt) =aPi(t) — bP(t)Py(t) pour t>0
%P2(t) = —cPy(t) + dPy(t)Pa(t) pour t >0 (4)

Ou P, et P, désignent respectivement les populations de proies et de prédateurs, et
les paramétres :

a est le taux de croissance naturelle de la proie en absence de la prédation,

b est le taux de mortalité de la proie due a la prédation,

¢ est le taux de mortalité naturelle des prédateurs en absence de proies,

d est le taux de croissance des prédateurs en présence de proies.

Dernierement, plusieurs auteurs ont observé qu’il est plus naturelle de supposer que
le taux de croissance dépend aussi du passé, qui peut résulter d’une variété de causes,
telles que la période d’éclosion, la lenteur du remplacement de la nourriture ou le

bénéfice du stock de nourriture, ce qui nous emmene a une équation différentielle



fonctionelle a retard. Dans [66], le modele (4) s’écrit sous la forme suivante :

4 P(t) = Pi(t)(a — bPy(t)) pour >0
4 Py(t) = Po(t)(—c + dPi(t) + [° k(s)Pi(t + s)ds) pour t >0 (5)
Pi(0) = () et P(0) = Py

ou k est la fonction noyau.

- Modeéele cellulaire Des modeles mathématiques pour une variété de la dyna-
mique biologique sont plus commodes sous la forme d’équations différentielles fonc-
tionnelles. Dans ce cas, le retard naturel est le cycle cellulaire. Dans [45], [46], [47],
48], [49], [50] et [51], les auteurs ont étudié une série de modeles pour la réplication
des cellules et de maturation dans lesquelles la dynamique est décrite par la so-
lution d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre avec retard dans le
temps ainsi que la non localité de la variable de maturation. La figure ci-dessous se
compose d’'une phase de prolifération cellulaire d’une population P(t) au temps ¢
et une phase de repos Gy, avec une population de cellules N(t). La phase de pro-
lifération des cellules se compose de cellules dans la phase G; du cycle cellulaire,
la synthese de ’ADN appelée phase (5), Ga, et des mitoses M. Dans cette phase
de prolifération, les cellules sont engagées a subir la division cellulaire en un temps
constant 7 apres leur entrées en GG1. Le taux de mortalité de la phase de prolifération
est dii a 'apoptose. Au moment de la cytogenese (division cellulaire), une cellule

se divise en deux cellules filles, qui sont censées entrer dans la phase de repos (N).



Dans cette phase, les cellules ne peuvent pas se diviser mais elles ont trois destins
possibles : se différencier & un taux constant §, entrer de nouveau dans la phase de

prolifération a un taux 3 ou rester dans Gy.

Taux de proffération p

Phase de
Repos GO
N

Durée v du cycle cellulain

Taux y d'apoptose

dfferentiation/taux de
Mortalite §

La phase de prolifération des cellules (P) comprend les cellules en Gy, S (synthese
de 'ADN), G2 et M (mitose), tandis que dans la phase de repos (IV), les cellules

sont dans la phase Gg, ¢ est le taux de différenciation dans toutes les populations



découlant de cellules souches et représente la perte apoptotique de la phase de pro-
lifération des cellules. 3 est le taux de cellules entrées de nouveau dans GGy pendant
la phase de prolifération, le cycle cellulaire 7 est la durée de la phase de prolifération.
Dans [48], Mackey, Pujo-Menjouet et Wu, ont présenté un modele décrit par un cou-

plage non linéaire d’équations différentielles a retard, qui prend la forme suivante

%P(t) = —P(t) + BN(@))N(t) —e "B(N({t —7))N(t —7),t =20 (6)

%N(t) = —[BIN(1)) +O]N(t) + B(N(@)N(t) +2e " B(N(t =7))N(t=7),t = 0 (7)

ou dans le repos Gy, 8 est donnée par

BN) = 555

T 6"4N7
Dans ’équation (7), le premier terme de droite représente la perte de la non pro-
lifération des cellules a la phase de prolifération et a la différentiation, le deuxieme
terme représente la phase de production des cellules dans G a partir de la pro-
lifération des cellules souches. Le facteur 2 compte pour 'amplification des effets
de la division cellulaire tandis que e™?" compte pour 'atténuation dans la phase de
prolifération en raison de I’apoptose.

- Dynamique des populations Pour décrire 'interaction de diffusion spatiale
et le retard dans une dynamique des populations, commengons par une simple espece
de population distribuée uniformément dans un environnement isolé.

Soit u(t) le nombre d’'indivudus au temps ¢. Alors le modele de la croissance est

donné par



dlfd_(tt) = ru(t) f(u(t))

ou r est une constante positive appélée taux de croissance intrinseque et wuf(u) est
le taux de croissance effective.

Un choix possible de f qui saisit les caractéristiques essentielles d’un environnement
est f(u) =1—u/K ce qui conduit a la célebre équation logistique

du(t
"0 _ i -2 )

~—

ou chaque solution non triviale non négative converge vers 1’équilibre stable u =
K, K est la capacité de transport de I’environnement déterminée entre autres par la
nourriture, I’espace, la prédation, etc. Dans 1’équation (8), la densité dépend d’un
mécanisme régulateur, qui est répresenté par le facteur (1 — u/K) opére instan-
tanément. Cependant, dans la plupart des situations réelles, ces effets régulateurs
sont susceptibles de fonctionner avec certains retard. Une voie d’incorporer ce retard

est d’écrire 1'équation (8) comme suit

du(t
dt

~—
I
=
g
—~
~
~—
—~
—_
|

ST )

ou 7 peut provenir d'une grande variété de causes telles que la période d’éclosion,
la durée des grossesses, la lenteur du remplacement du stock de nourriture. Cette
équation peut aussi se poser comme une approximation pour décrire entierement
une seule population structuré en age.
Les modifications et généralisations des équations (9) ont été largement étudiées, et

10



de nombreux comportements complexes a long terme et des modes temporelles de
croissance démographique observée dans les expériences en laboratoire et dans la
réalité peuvent souvent étre attribués au mécanisme de retard. Pour plus de détails,
on pourra se référer a McDonald [45], Hale [31] pour des résultats détaillés des
problémes des systémes dynamiques en présence d’effets héréditaires.

- Modele de type neutrale Le modele le plus simple et le plus largement

adopté est

(t) =rz(t)(1 — z(t)/K)

ou r est appelé le taux de croissance intrinseque des especes x, K est interprété
comme l'environnement capacité de z, et r(1 — z(t)/K) est le taux de croissance
par habitant de x a 'instant ¢. basé sur I’enquéte sur les populations de laboratoire
de la daphnie. FE Smith [57] a fait valoir que le taux de croissance par habitant

devrait étre remplacé par rz(t)(1 — (x(t) + pz(t))/ K).

2(t) = ra(t)[1 — (x(t) + pi(t))/ K]

Nous pouvons penser a x comme une espece de péturage sur la végétation, ce qui
prend du temps 7 pour récupérer. Dans ce cas, il sera encore plus réaliste d’intégrer

un seul retard discret 7, ce qui conduit a ’équation logistique a retard neutre

z(t) =rzt)[1 — (x(1 —7) 4+ pi(t — 7))/ K]

11



Cette équation a été présentée et étudiée par Gopalsamy et Zhang [30]. Par la suite,

elle a été étudiée par Freedman et Kuang [29].
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans cette partie, nous présentons quelques notions et résultats fondamentaux
sur la théorie des semi-groupes, Analyse Fonctionnelle, Analyse de Fourier et Analyse

multivoque.

1.1 Semi-groupes d’opérateurs linéaires

1.1.2 Rappels sur les opérateurs linéaires. On va effectuer quelques rappels
sur les opérateurs linéaires bornés et fermés afin que les notations utilisées au cours
de cette these soient claires. Les démonstrations ne sont pas données, on renvoie
par exemple a Dunford-Schwartz [20], Hille [34], [35], [36]; Yosida [70], [71]; Feller
[25],]26] et Phillips [55]. Dans tout ce paragraphe on désigne par X un espace de
Banach muni de la norme |||, et B(X) I'espace des applications linéaires continues
de X dans lui méme ou encore ’espace des opérateurs bornés sur X muni de la norme
[l pour A € B(X) on a [[Allpx) = Supjzy<i [|Az|[x (muni de cette norme, B(X)

est un espace de Banach).

13



Définition 1.1.1 : [14]

Un opérateur linéaire dans X est un couple (D(A), A) ou D(A) est un sous espace
vectoriel de X (domaine de A) et A: D(A) — X est une application linéaire. On
dit que A est borné s’il existe une constante ¢ € Rt tel que : ||Az|| < ¢||z| pour

tout x € D(A). Dans le cas contraire, A est dit non borné. B

Proposition 1.1.2 : ( Neuman Ezpansion) [39, Theorem1.1.7]
Soit A € L(X). Si ||All,x) <1, alors I — A est inversible dans L(X) et (I — A)1

=Y A m

Définition 1.1.3 : [14]

1. On appelle noyau de A le sous-espace de X, noté Ker(A), défini par :
Ker(A):={z € D(A): Ax =0} .

2. On appelle graphe de A le sous espace de X x X, noté G(A), défini par :

G(A) ={(r,y) e X x X :x € D(A),y = Az} .

3. Un opérateur A est dit fermé si son graphe G(A) est fermé autrement dit :

si v, € D(A) tel que : x, — = et Ax,, — y quand n tend vers oo ; alors x € D(A)

ety=Ax. R

Théoreme 1.1.4 : [14] (théoréme du graphe fermé)
Soit X un espace de Banach, A une application linéaire de X dans X. Alors G(A)

est fermé dans X x X si et seulement si A est continue. B
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Lemme 1.1.5 : [53]
Soit X un espace de Banach et A, B : D(A) = D(B) — X deux opérateurs linéaires
tel que A borné et B fermé alors VA, u € K (K =R ouC) (AM+uB) est un opérateur

fermé. B

Théoréme 1.1.6 : (théoréme 1.4.6; [53])
Soit X un espace de Banach , si A: D(A) C X — X est fermé et A~ existe alors

A7t est fermé. B

Définition 1.1.7 : [53]
Soient A: D(A) C X - Y et B: D(B) CY — Z deux opérateurs linéaires. On

peut définir l'opérateur BA :

D(BA) = {z € D(A): Az € D(B)} et (BA)z = B(Az),Ya € D(BA). B

Définition 1.1.8 : [53]
Soit A un opérateur linéaire sur X. L’ensemble résolvant p(A) de A est défini par :
p(A):={\ e C: (N — A) est bijective de D(A) dans X et (\[ —A)~! € L(X)}.

Si A € p(A) on définit la résolvante R(\, A) de A au point A\ par :
RO A) = (AT — A)~!
Le spectre de A, noté o(A), est défini par : o(A) :=C\p(A). B

On donne maintenant quelques propriétés importantes de 1’ensemble résolvant p(A)
et de la résolvante R(\, A).
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Lemme 1.1.9 : [53]
(1) Si p(A) # ¢ alors A est fermé.
(2) Si A est fermé alors p(A) = {Ae€C: (AN —A): D(A) - X est bijectif}.

C’est a dire que si A est fermé avec (A — A) bijectif, alors on a (A\[—A)™! € L(X)M

Définition 1.1.10 : [14]
Soit A : D(A) C X — Y un opérateur linéaire. On peut munir D(A) d’une norme

notée ||.||D(A) et appelée norme du graphe, elle est définie pour tout x € D(A) par :

2]l pay == llzllx + [[Az]ly

Proposition 1.1.11 : [14]

Si A est un opérateur linéaire fermé, alors (D(A), [|.||p(4)) est un espace de Banach.B

1.1.3 Opérateurs dissipatifs

Définition 1.1.12 : [53]
Un opérateur (A, D(A)), linéaire non borné dans X, est dit dissipatif si

|(A = A)z|| > M|z|l, pour tout x € D(A) et tout X > 0.1

Définition 1.1.13 : [53]
Un opérateur (A, D(A)), linéaire non borné dans X, est dit m-dissipatif si
1. A est dissipatif

2.Vf e X,VA> 0,3z € D(A) tel que \v — Az = f; i.e Im(A — A) = X .1
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Théoréme 1.1.14 : [53]
Si A est m-dissipatif, alors pour tout A > 0, Uopérateur (A\I — A) admet un inverse
et (Al — A)~'f appartient a D(A) pour tout f € X, et (\[ — A)~' est un opérateur

linéaire borné sur X vérifiant (A —A)7H < 1. W

Théoréme 1.1.15 : [53] (théoréme 4.5)
Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné dissipatif .
Sl existe \g > 0 tel que Im(Aol — A) = X alors Im(A — A) = X, pour tout

A> 0.1

1.1.4 Semi-groupes
Dans ce paragraphe, on énonce les définitions d’un semi-groupe uniformément continu

et d'un générateur infinitésimal. On désigne (X, ||.||y) un espace de Banach.

Définition 1.1.16 : La famille (T(t)):>0 de L(X) est appelée semi-groupe si on a :
1.7T(0)=1,

2.T(s+1t)=T(s)T(t). Vs,t cR*.
1.1.4.1 Semi-groupe uniformément continu

Définition 1.1.17 : [53]
Un semi-groupe (T'(t))i>o est appelé semi-groupe uniformément continu

d’opérateurs lin€aires bornés si,
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Remarque 1.1.18 : Si(T'(t))i>0 est un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs

linéaires bornés alors :
limyss | T(t) — T(S)HL(X) =0

1.1.4.2 Générateurs infinitésimaux
A chaque semi-groupe (7'(t));>0, On fait correspondre une famille d’opérateurs Ay,

définie par : Apx = +(T'(h)x — z), pour h > 0 et x € X. En général A,z n’admet

=

pas de limite pour tout x € X quand h — 0. En effet,

Exemple 1.1.19 : [62]
Soit X =1y, = {x = (Tp)nen+ : Zz |a:n|2 < +oo} , X est un espace de Hilbert pour
la norme : x — |[zf,, = ( T e P)'2, associée au produit scalaire (z,y) =
S 2,7y, On défini T(t)z = {6_”2'53:”} € ly.

neN*

On montre facilement que t — T(t)z est un semi-groupe uniformément continu.

a2
Apx = T(hzlzfm = {e h_lxn}

—n2h 4
Pour tout n € N*, e—h_lxn = —n2z,e ’h 0 < 0, < 1. Il en résulte que Ay a une

limite dans ly si et seulement si la suite de terme général {_ann}neN* est dans ly.

Alors

. g T(h)z—z 2
limp_oApz = limpo—"5— = {—1"Tn} e -

On note Ax = limy,_0Apz, appelé le générateur infinitésimal de T(t) et on a
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D(A) ={z = (zn)n € la/(—1*T})nen € la} appelé le domaine de A, d ot la définition

suivante.

Définition 1.1.20 : [53]
Le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (T'(t))i>o0 est Uopérateur A défini

par :

D(A) := {x € X :limy_so+ T(h?% eviste dans X}

et Ax:= limh_>0+%,:c € D(A)

D(A) est non vide (0 € D(A)) et est bien un sous-espace vectoriel de X. A est

clairement linéaire de D(A) dans X. B

Théoréme 1.1.21 : [39]
Un opérateur linéaire A est générateur infinitésimal d’un semi-groupe uni-

formément continu si et seulement si A est borné. B

Corollaire 1.1.22 : [53]

Soit (T'(t))e>0 un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires bornés.
Alors,

(1) 1l existe une constante w > 0 tel que : ||T(t)|| < e+

tA

(2) Il existe un unique opérateur linéaire borné A tel que : T(t) = e

(3) t — T(t) est différentiable et LT(t) = AT(t) =T(t)A. A
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1.1.4.3 Semi-groupe fortement continu (Cy-Semi-groupe)

Définition 1.1.23 : [53]
Soit (T'(t))i>0 un semi-groupe d’opérateur linéaires bornés. On dit que T(t) est
un semi-groupe fortement continu ou Cy- semi-groupe ou aussi semi-groupe de

classe Cy, si pour tout x € X, Uapplication RT 3t — T(t)x est continue en 0, i.e
limio [|T(t)xr —z]|=0. A
Cette propriété est appelée la forte continuité en zéro.

Remarque 1.1.24 Tout semi-groupe uniformément continu est fortement continu.
En effet, || T'(t)x — x| < ||T(t) — Il [l

Proposition 1.1.25 : [53] (Théoréme 2.2)
Soit (T'(t))i>0 un Cy- semi-groupe. Alors il existe deuz constantes réelles
weR et M >1, telles que ¥t > 0, | T(t)[| () < Me**

Siw=0 et M =1,(T(t))>0 est appelé Cy- semi-groupe de contraction. B

Théoréme 1.1.26 : [53] ( Théoréme 2.1.5)
Soit (T(t))e>0 un Cy- semi-groupe, alors pour tout x € X,t — T(t)x est continue

pour tout t > 0. e limy_y, [|T(t)x — T(to)z|| = 0,v¢t > 0. A

Lemme 1.1.27 ; [53]
Soit (T'(t))i>0 un Cy- semi-groupe, alors lim;_, % ftt+h T(s)xds =T(t)z,Vr e X. R
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Proposition 1.1.28 : [53] (Théoréme 2.1.5)
Soit A de domaine D(A), le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (T'(t))i>0,
Alors on a les propriétés suivantes :
1. Pour tout x € X, fot T(s)xds € D(A) et A(fot T(s)xds) =T(t)x — x
2. Pour tout z € D(A),T(t)x € D(A) ett — T(t)x est différentiable sur R* avec
LT (t)x = AT (t)x = T(t)Ax.

3. Pour tout x € D(A), T(t)x — T(s)x = fst AT (7)zdr = fStT(T)AIdT. |

Lemme 1.1.29 : [53]

Soit (T(t))e>0 un Co-semi-groupe et A son générateur infinitésimal, alors
(z€D(A) et Av=y )& [y T(s)yds =T (t)r — 2,7t >0. W

Corollaire 1.1.30 : [53]
Soit A, de domaine D(A), le générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe (T'(t))i>0-
Alors :

(1) D(A) = X

(2) A est un opérateur linéaire fermé. B

Proposition 1.1.31 : [53] (Théoréme 2.6)
Soient (T'(t))i>0 et (S(t))i>0 deux Cy-semi-groupes de générateurs infinitésimaux

respectifs A et B. Si A= B alors T'(t) = S(t)vt > 0. &

21



1.1.4.4 Théoreme de Hille-Yosida La plupart des phénomenes physiques se
modélisent grace aux équations aux dérivées partielles. Le mathématicien s’intéresse
plus particulierement a 'existence et a 'unicité de solutions de telles équations.

On va donner une condition nécéssaire et suffisante pour qu’un opérateur A soit le

générateur infinitésimal d'un Cy-semi-groupe de contractions.

Théoréme 1.1.32 : [53] (Théoréme de Hille-Yosida)
Un opérateur linéaire A, de domaine D(A), est le générateur infinitésimal d’un Cjy-

semi-groupe de contractions (T(t))i>o sur X si et seulement si
1. A est fermé et D(A) = X;
2. Rt C p(A) et pour tout A >0, on a

IR Allpxy < 5- W

Lemme 1.1.33 : [53]

Soit A un opérateur linéaire satisfaisant :

1. A est fermé et D(A) = X;;
2. RY C p(A) et pour tout A >0, on a : [|R(A, A)|[1x) < 3
Alors : limy_,o Ayx = Az;Vr € D(A), ou Ay = MAR(\, A), appelé l'approzimation

de Yosida de A. R

Remarque 1.1.34 : [53]
Ay = N?R(\, A) — M. Donc si R(\, A) est borné pour tout X € p(A) alors Ay est
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borné. A

Lemme 1.1.35 : [53]

Soit A un opérateur linéaire satisfaisant :

1. A est fermé et D(A) = X
2. RY C p(A) et pour tout A >0, on a : [|R(A, A)|[1x) < 3

Alors Ay est un générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément continu (e ).

Théoréme 1.1.36 : [53] ( corollaire 3.5 )

Soit A un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (T'(t))i>0, alors :
T(t)z = limy_,o e 2.

On peut aussi déterminer une relation entre le semi-groupe 7'(t) et 'opérateur

Ah = —T(h}z_f, d’Oil,

Théoréme 1.1.37 : [53]

T(h

Soit T(t) un Cy-semi-groupe sur X, et soit Apx = % Alors pour tout x € X,

on a:
T(t)z = limy_,q era
La limite est uniforme pour tout t € [0,T], oo T > 0. B

On peut aussi relier un Cy semi-groupe et son générateur infinitésimal d’ou,
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Théoréme 1.1.38 :[53] (formule exponentielle)
Soit T'(t) un Cy-semi-groupe dans X et A son générateur infinitésimal, alors :
T(t)x = lim,oo(I — LA) "z = lim, o0 [ER(%, A)]"x, pour tout x € X et t >0, et

la limite est uniforme en t sur tout intervalle borné. M

1.2 Semi-groupes d’opérateurs non linéaires

1.2.1 Introduction. Dans ce chapitre. nous rassemblons les résultats fonda-
mentaux de la théorie des opérateurs non linéaires dissipatifs et des semigroupes qui
leur sont associés. Les ouvrages de référence pour ces rappels sont les livres de Pavel
[56] et de Clement [18].

1.2.2 Définitions et propriétés des opérateurs non linéaires : Un opérateur
multivoque est une application A : D(A) C X — P(X) (ensemble des parties de

X), ou son domaine est donné par :
D(A)={zx e X : A(x) # 0}
et son image est définie par :
Im(A)={ye X;3r € X,y € A(x)}.

Si pour tout z € D(A); A(x) est réduit a un seul élément, on parle d’opérateur
univoque. Par convention, on identifie 'opérateur A avec son graphe dans X x X,

défini par
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G(A) ={(zy) € X x X5y € A(x)}
La notion d’opérateur dissipatif se généralise au cas non linéaire multivoque

Définition 1.2.1 : [56]

Soit A un opérateur non linéaire multivoque
1. Un opérateur A est dite w-dissipatif si (A — wl) est dissipatif.

2. A est accrétif dans X si et seulement si B = —A est dissipatif. B

Donnons maintenant quelques propriétés des opérateurs dissipatifs.

Proposition 1.2.2 : [56] (proposition 2.1, page 247)
Soit A un opérateur non linéaire multivoque sur X. Les deux propriétés suivantes

sont équivalentes
1. A est dissipatif.

2. |ler — ol <L = AA)xy — (I — ANA)zs||, VA>0 etV 21, 20 € D(A). R
On donne un exemple d’un opérateur non dissipatif.
Exemple 1.2.3 :[62]

Soit F(¢) = 4p*(1—r)(r > 0) on prend X = 5. Soit 0 € [—r,0], on définit lopératur

A par :



FEt soient :

@1 = 50 + 51, donc p1(0) = 5 d’otl 1 (0) = 3

P9 = —%9 — %r, donc po(0) = —% d’ot p2(0) = —%

F(p1) = 4¢i(1 — 1) = 4(3)* = 3, donc ¢:1(0) = F(p1) = ¢1 € D(A)

F(p2) = 4p3(1 — 1) = 4(=3)* = —3, donc $2(0) = F(p2) = @2 € D(A)

lo1 — 02 = A(Ap1 — Apa) || = [lor — 2 — AMb1 — G2)||= sup—r<o<old +1 — Al
= sup_r§9§0|9 + g‘ = 3.

o1 — 02| = sup_r<g<ol@ + 1| = 1. D'ot, ||p1 — 2 — AN Ap1 — Apo)|| < |1 — 2,

alors A n’est pas dissipatif. B

Proposition 1.2.4 : [56] (proposition 2.2, page 247)
Soit A un opérateur non linéaire multivoque sur X. Les propriétés suivantes sont

équivalentes
1. A est w-dissipatif (w € R).
2. (1=dw) [loy — @a x < (I = Ad)zy — (I = AA)zal[x = llzr — 22 — Ay — 1)l x

pour A > 0 et pour tout x1,x9 € D(A). B

De la méme fagon que pour le cas linéaire, on définit la notion d’opérateur m-

dissipatif.

Définition 1.2.5 :[56]

(1) A est dite m-dissipatif si A est dissipatif et Im(I — A) = X pour tout A > 0.
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(2) A est dit m-accrétif si B = —A est m-dissipatif. B

Lemme 1.2.6 : [56]

Tout opérateur w-Lipschitzienne est w-dissipatif. B

En s’inspirant du cas linéaire, on définit I’opérateur résolvant et ’approxi-
mation de yosida d’un opérateur A comme suit :
Pour A > 0,Jy = (I = XA)" et Ay = X7' ( Jy —1). Dot la définition suivante qui

est utilisée par plusieurs auteurs :

Définition 1.2.7 : Un opérateur non linéaire multivoque A est dit dissipatif si et

selement si (I — NA)™! est une fonction et
11 = AA) "z = (I = AA) Tyl < [z —yllx
pour tout x,y € D((I — NA)™1) et pour tout X > 0. B

Donnons maintenant quelques propriétés fondamentales des opérateurs A, et Jy

Théoréme 1.2.8 : [62]

On suppose que A est un opérateur non linéaire dissipatif. Alors,
1. Jy est une contraction.
2. Ay est lipschitzienne de constante 3 et D(Ay) = D(J\) = Im(I — MA).
3. Pour tout x € D(J)), on a : Ayx € A(Jyx).

4. Ay est dissipatif. B
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Proposition 1.2.9 : [56](proposition 2.5, page 252)
Soit A un opérateur non linéaire multivoque w-dissipatif (w € R). Alors, pour A > 0,

tel que A\w < 1, on a
1| — Jwl x < 2z lu— vl su,v € Im(I — AA)

2. [ hu —ully < |Au|| s u € D(A) N Im(I — AA)

A
1-dw

3 5w —ullx < g [Aully su € D(A) N Im(I —AA). B

P 74 S—
1-dw)n—1

1.2.3 Semi-groupes d’opérateurs non linéaires

Définition 1.2.10 : [18]

Soit K un sous ensemble fermé non vide de X et soitw € R. Une famille d’opérateurs
non linéaires sur K, (T(t))i>o est dite semi-groupe non linéaire de type w sur K (
et on écrit T(t) € Qu(K)) si et seulement si les trois propriétés suivantes sont sa-
tisfaites :

(1) T(s+t) =T(s)T(t), pour tout t,s > 0; T(0)= Ik

(2) Pour tout x € K,t — T(t)x est continue sur [0, +00).

(3) |Tt)x — T )yl < e |lx—ylly, pour tout t > 0 et tout z,y € K.

Siw = 0, on dit que T(t) est un semi-groupe de contractions et on écrit T(t) €

Qo(K). W

La définition du générateur infinitésimal est la méme que dans le cas linéaire :

Ax = limtﬁow et D(A) = {x e K, lz’mHoT(t)tx_xexiste}.
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Remarque 1.2.11 : [18]
Si (T'(t))e0 vérifie (1) et (3) et lim—oT(t)x = x, pour tout x € K, alorst — T'(t)x

est continue sur [0, +00). A

1.2.4 Théoreme de Crandall-Liggett

Dans ce paragraphe, on donne quelques résultats liant un semi-groupe non linéaire de
contractions et un opérateur dissipatif, c’est a dire si A est un opérateur dissipatif
donné, sous quelles conditions supplémentaires sur A et sur 'espace X, peut-on
trouver un semi-groupe associé a A? Le principal résultat dans ce sens est le théoreme

de Crandall-Liggett.

Théoréme 1.2.12 : [17](théoréme de Crandall-Liggett)

Soit A un opérateur w-dissipatif (WeR) tel que Im(I — XNA) D D(A), ( c’est le cas

si A est m-dissipatif), pour tout X\ > 0 assez petit. Alors, limu , o0(I — - A) ™"z

existe, pour tout x € D(A) et t > 0. Si on note T(t)x cette limite, alors la famille

d’applications T(t) : D(A) — D(A), est un semi-groupe non linéaire de type w sur

D(A). m

1.3 Analyse de Fourier et espaces UMD

1.3.1 Analyse de Fourier

1.3.1.1 Fonctions périodiques

Définition 1.3.1 : Une fonction f définie de R dans un espace de Banach X est dite
périodique s’il existe T > 0 (appelée période de ) tel queVr € R; f(z+T) = f(z).M
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Notation 1.3.2
On notera Perx(T), ou Per(T; X) ensemble des fonctions T-périodiques. Cet en-

semble constitue un K-e.v. i

Exemple 1.3.3 : Pour toutn € Z, la fonction x — €™ est un élément de Per(2w,C).

Les fonctions x — cos(nx) et x — sin(nz) sont des éléments de Per(2r, R).

Remarque 1.3.4 Une fonction T-périodique est totalement déterminée par sa res-

triction a un intervalle de la forme [xo;zo+T). B

Définition 1.3.5 : Soit f: R — X.

On appelle groupe des périodes de f Uensemble Py ={T € R/Vx € R; f(x +T) = f(x)}.1

Remarque 1.3.6 :

1) Si Py ={0}, on dit que f n’est pas périodique.
2) Si Py # {0}, on dit que f est périodique.

3) Si Py =R, on dit que f est constante.

4) Py est un sous-groupe de (R,+). W

1.3.1.2 Le groupe quotient T :=R/T7Z

On fixe dans toute cette partie un réel non nul 7" et X un espace de Banach.
On note T le groupe quotient R/T7Z et pr le morphisme quotient (R,+) — (T,
+). Remarquons qu’a tout élément de X ( i.e. & toute fonction f définie sur T a

valeurs dans X), on peut associer naturellement une fonction f de R dans X : on
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pose f = fopr. On remarque que f est un élément de Per(T, X). En effet, pour
tout élément z de R, on a f(z +T) = flpr(z 4+ T)] = flpr(z)] = f(z) car T est

dans le noyau de pr.

Proposition 1.3.7 : L’application f — f = fopr définit une bijection de X sur

Per(T,X). B

Dans la suite de la these on se limitera aux cas des fonctions 2w-périodiques.

1.3.1.3 Espaces L*(T, X)

Soit X un espace de Banach. Pour p > 1 on note LP(T, X) I'espace des (classes
de) fonctions de R dans X, 2m-périodiques et de puissance p-ieme intégrable sur

[0; 27], que I'on munit de la norme naturelle :

11, = (o I1f (@) da)V/P

Théoréme 1.3.8 : Pour tout p € [1,400), (LP(T, X); |.[|,) est un espace de Ba-

nach. W

1.3.1.4 Transformation de Fourier

Introduction : Le nom de Fourier n’est-il pas depuis longtemps, I'un des plus
familiers au public scientifique ; Séries de Fourier, les transformations de Fourier sont
en mathématiques les sujets les plus classiques qui soient. L’équation de la chaleur

qui gouverne en général les phénomenes de diffusion est appelée par les physiciens
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équation de Fourier. L’analyse de Fourier est pour les ingénieurs inséparable de la

théorie du signal, de la transmission des sons et des images.

Définition 1.3.9 : [5]
Soit f € LP(T, X), pour tout 1 < p < oo. On définit le k-iéme coefficient de Fourier

de [ par:
flk)y = L [ =ikt f(t)dt, Vk € Z. W
Remarque 1.3.10 : La suite des coefficients de Fourier f(k), k € Z est bornée :
F0)| < 1l W € Z W

Exemple 1.3.11 : Soit f(x) = @™ pour x € [0,27], alors

Fk) =& [77 f(x)eodp = L [P7 ermemibegy

27 Jo 27 Jo
_ e 27 (1—ik)x _ 1 e"—e="\ __ sinh(m)
= 27 Jo € dr = w(lfik)( 5 —) = T(1—ik) " u

Proposition 1.3.12 :

1. L’intégration étant une opération linéaire, la transformation de Fourier [’est
aussi, ¢’est-a-dire que, ¥V X, p € R, (Nf + pug) (k) = Mf (k) + pg (k)

2. Soit f(t) :=f(r +t), T € R; alors on a f,(k) = ¢* f(k). A

Proposition 1.3.13 :
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1. Supposons que f intégrable, dérivable et & dérivée intégrable. Sa dérivée f'
posséde alors une transformation de Fourier, donnée par : f' (k) = ikf (k) pour

tout k € Z
2. Soit fe LY(T; X). Si g(t) = fotf(s)ds etk eZ, k#0 alors,

g(k)=;1(0) - £ (k). ™

El B8
\>

Preuve : 1) f(k) = % fo% e~ f(t)dt, par intégration par partie, on trouve apres

caleul pour k # 0, f(k) = gt [FTe ® f (H)dt = L(L [FTe i f ()dt) = L (k),
dou f'(k) = ikf(k) de plus f/(0) = & [27 f'(t)dt = - (f(2r) — f(0)) = £ (F(0) —
£(0)) =0 =i0f(0).

2) g(k) = 5= 0% “iktg(t)dt = fO% —ikt fo s)dsdt ; par intégration par partie on
G(k) = 253 o7 Flo)ds + L o7 e f(t)dt = L F(0) + % f (k)

Donc §(k) = £ f(0) — £ f(k), pour tout k € Z\ {0}. W

Remarque 1.3.14 : [5,p 314]
1) Si f(k) =0, pour tout k € Z alors f(t) =

2) Si f(k) =0, pour tout k € Z* alors f(t) = f(0). W

Lemme 1.3.15 : [42]

Soit G € B(LP(|—raxr, 0], X); X). Alors pour tout k € Z et pour tout u € LP([—ra., 0], X)
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tel que u est 2m-périodique, on a :

Preuve. Soit 0 € [—ra,, 0], on a :

(ek,&(k))(e) — eik@i 27 e—iksu<s)d8 21 27 zk(@ s) (S)dS

27 JO

:% 0% e =0y (s)ds

=== 32_9 ek u(s' +0)ds', (s = s — )
=+ fi)e e~ u(s' +0)ds' + &= f e~k u(s' + 0)ds' + &= f% Y etk y(s' + 0)ds’
On a :
= ;:r_ee’iks/u(s’%—e)ds’ = —%foee’ik(%’t)u(Qﬂ -t +0)dt, (t =27 - 87)
fo eftu(- t +0)dt, (u est 2w-periodique)
fo “iksu(s +0)ds, (-t =s)
- %ff(;e—iksu(s +6)ds et donc
(extt(k))(0) = o= [FTe Hsu (0)ds, donc epi(k) = & [27 e *suyds
et par conséquent puisque G est linéaire on a
Glepu(k))=G(% 2”e_iksusds):%fo%e_iks(}usds

0

et done

1.3.1.5 Théoréeme de Fejer

Elles existent des fonctions continues 2m-périodiques qui ne sont pas somme de
leur série de Fourier. Pour remédier a cet inconvénient, Fejer a eu I'idée ingénieuse
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de considérer les moyennes des n premieres sommes partielles de la série de Fourier
pour forcer la convergence vers f. Ce résultat a de nombreuses applications.

Soit f une fonction 27-périodique et continue sur R.

Notation 1.3.16

Soit f € L'(T; X). On note

Sn(f)(0) =0y er(0)f(K), ot er(0) = ¢+

le terme d’ordre N de sa série de Fourier

puis
oa(£)(0) = 135 XNeo Sn(f)(0). W

Théoreme 1.3.17 : Soient X un espace de Banach et 1 < p < 0.
Alors pour tout f € LP(T; X), 0,(f) converge vers la fonction f au sens de la norme

||‘||p7 de plus on a ”O-n(f)Hp S ||f||p .

Lemme 1.3.18 [[5], Lemma 2.1]
Soit 1 <p < oo etu,ve LP(T; X). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) fo%v(s)ds =0 et Jxr € X tel que u(t) =z + fotv(s)ds

(2) o(k) = ika(k) (keZ)
Preuve. (1) = (2). Soit k € Z, k # 0. Par intégration par parties,

(k) = L [T ek [Yo(s)dsdt = Li(k).
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Alors v(k) = iku(k) (pour k # 0). Puisque 0(0) = %foﬁv(s)ds =0, alors on a (2).

(2) = (1). Soit w(t) = [, v(s)ds.

0

fo%v(s)ds = 279(0) = 0. Comme ci-dessus on a (k) = -0(k) = a(k) pour k # 0.
w(k) — u(k) = 0 pour tout k # 0, alors d’apres la remarque 1.3.14 w(t) — u(t) =

w(0) — u(0). Ainsi u — w est une fonction constante, u(t) — w(t) = z, alors u(t) =

x+ fg v(s)ds

Notation 1.3.19

Notons : H"P(T; X) = {u € LP(T, X) : Jv € LP(T, X), o(k) = iku(k)Vk € Z}

D’apres le lemme précédent on a :
(@) :u € HY?(T; X) & u € LP(T; X),3v € LP(T; X) tel que fo%v(s)ds =0et

dr € X tel que u(t) =z + f(f v(s)ds. &
1.3.2 Espaces probabilisés

Expérience aléatoire : On appelle expérience aléatoire toute expérience dont

on connait parfaitement les conditions mais dont on ne peut pas prévoir l'issue.
Univers : On appelle univers d’une expérience aléatoire I’ensemble des issues pos-
sibles. Un univers est noté (2.

Probabilité P : On appelle probabilité définie sur P(2), ou P({2) est 'ensemble

des parties de ) toute application P : P(2) — R te que

P(A) €01, P(Q) =1, ANB=0=PAUB)=PA) +P(B) YA, B e P(Q)
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Espace probabilisé : Le triplet (2; P(£2);P) est appelé espace probabilisé.

Variable aléatoire : une variable aléatoire est une application X : Q — R

On note X (2) = {X(w);w € Q} I'ensemble des valeurs de X. B

Définition 1.3.20 : Soit (Q2;P(Q2);P) un espace de probabilisé, on dit que les va-

riables aléatoires X ;....; X, définies de ) dans R sont indépendantes si :
P(Xl = T1,..., Xn = ZEn) = ]P)(Xl = Ilj]P)(Xn = ZL‘n). |

Définition 1.3.21 : Soit (Q;P(Q2);P) un espace de probabilisé, les fonctions de
Rademacher X, k € Z sont des variables aléatoires indépendantes définies sur
Q a valeurs dans {—1,1},(i.e Xi : Q@ — {—1,1}) et vérifiant : P(Xp(w) = —1) =
P(Xy(w)=1) =11

1.3.3 R-bornétude

Définition 1.3.22 : [42]
Une famille d’opérateurs T := (T);>1 C B(X;Y), ot X et Y sont deuz espaces
normés est dite bornée aléatoirement (R-bornée) si pour un certain

p € [l;+00), 3C>0,VYn>0,V1T1,...,.T, € T\Vay,...,2, € X

n n
HZ]‘:l Tirjx, <C HZ]‘:I T

Lr(0,1;X) LP(0,1;X)

avec 1;, j = 1...n sont des fonctions de Rademacher,

La plus petite constante C notée par R, (T) est appelée la R-borne de T d’ordre p.
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Remarque 1.3.23 : [42]

Soient X et Y deux espaces normés, alors on a :

1. R-bornitude concerne une famille d’opérateurs linéaires bornés contrairement a
la notion de borné qui concerne un seul operateur.

2. R,(T) dépend de p, c’est-a-dire, si T est non R-bornée pour un seul p € [1;400),
alors elle est non R-bornée pour tous les p € [1;400)

3. Soient T\, T5,C B(X;Y) deux familles R-bornées, alors on a :
R,(Ty +T3) < R,(T1) + R,(13)
et pour tout A € C,
Ry(AT) < Al By(T).

4. La composition des familles R-bornées est une famille R-bornée, et pour 77C

B(Z;Y) et T,C B(X; Z) on a l'inégalité suivante :
RP(TITQ) < Rp(Tl)Rp(TQ)

ou Z est un espace normeé.
5. Chaque ensemble contenant un seul opérateur linéaire borné T € B(X,Y) est

R-bornée et de plus on a

B,({T}) = T p(xv)
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6. Chaque sous-famille d’une famille R-bornée est R-bornée.
7. Toute famille finie d’opérateurs linéaires bornés est R-bornée.

8. Si T est R-bornée, alors elle est uniformément bornée, avec
sup {|S]|: S €T} < R,(T)

Lemme 1.3.24 : [5] (Principe de contraction de Kahane )
Pour a; € C, z;€ X, rj des fonctions de Rademacher, j = 1,..., n,

on a :

Lemme 1.3.25 : [}2]
Soit X un espace de Banach. Alors pour tout L € B(LP([—rar, 0], X); X), (Li)rez

est R-borné, avec
Ry((Li)kez) < (2ra2) /P [|L]].
ot Ly(x) = L(egpx) pour tout x € X et e(t) := e*t. W
Preuve. Soit z; € X on a :
) - fol
> ri(t)ejx; (s 01X)

1,0 n p
<|IL|” fo f—r% Zj:l ri(t)e;(s)z; Xdet

<Nl f°,, Jo S i)z,

p

> i1 Ti(t) Liejzy)

dt

L3 ri(t)eja;)

HZ;L riLjz;

1
<|IZII” f,

p 1 p
dt= ’ dt
X fo X

Lr(0,1;X

P
dtds
X
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p

0 n
SHLHp ffrzﬂ ijl TJeJ(S)IJ LP(O,l;X)dS'
D’apres le lemme 1.3.24, on a
szzl (TR PR AL o, |25 Lo
p n b
< Zraw | LI || 2= i LP(0,1;X) o

Done R,((Li)kez) < (2r2:)YP||L|| d’ott (Ly)rez est R-bornée. B

1.3.4 Espaces UMD

Les espaces de Banach fournissent un cadre de travail parfois insuffisant. Il faut
alors se placer dans un espace ayant des propriétés supplémentaires, il s’agit des
espaces UMD. Soit (X, ||.||yx) un espace de Banach complexe.

Transformation de Hilbert

la transformée de Hilbert est I'une des transformations intégrales (comme Laplace
et Fourier), définie par David Hilbert, qui ’a introduit pour résoudre des équations
intégrales dans le domaine de la physique mathématique.

La transformée de Hilbert de la fonction f € LP(R, X) est définie par :

H[f ()] = Zlimeso [0 =) gs

S

Définition 1.3.26 : On dit que [’espace de Banach X admet la propriété des mar-
tingales différences inconditionnelles dans LP(R, X) , (1 <p < oo ) ou bien X est

de type UMD, si l'inégalité
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IHfIl, < cpll fI],-
est satisfaite pour un certain C, et pour chaque f dans LP(R, X).

Et on dit que LP(R, X) est un espace UMD pour 1 < p < oo si et seulement si X

est un espace de type UMD.

Exemples 1.3.27 : [12].[64]
Exemple 1.3.27.1
LY(0,1;R) n’est pas un espace de type UMD. En effet :
Soit f(xz) = Xjoq(x) (fonction indicatrice), alors f € L'(0,1;R) avec H[f(z)] =
log| 25|, mais H(f) n’appartient pas a L'(0, 1;R).
Exemple 1.3.27.2
1. Tout espace de Hilbert est un espace UMD.
2. LP(0,1; X) sont des espaces UMD, pour tout 1 < p < oo,

3. Tout espace isomorphe a un espace UMD est un espace UMD. R

Exemple 1.3.27.3
Lr(0,1; X) est un espace UMD pour p = 2% (k € N —{0}).

La preuve repose sur lidentité suivante : ([64], (8.1.1))

(Hf)? = f*+2H(fH).

Pour k=1, ona ||[Hf||2=|fll2 (d’apres la proposition 8.1.2 [64]). Par récurrence
on montre que H est bornée sur L**(0,1; X)(k € N — {0}). En effet
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Supposons alors que pour p = 28(k € N — {0})

1H fllp < Coll llp-

On a:

HH A115, = NH L) lp < 11+ 211H (FH )
< |IF13, + 2G I FH Sl

< IF135 + 2G| fllop |1 H f |2

Autrement dit,
Hf Hf
(lle”!ip)2 <1 20 (|| ”217)

o (a2 _oc (1Sl <

I f1l2p

1Hfl2p v — o
S (T, —G)" =G +1

ce qui montre que
1 fllzp < (Cp + /CF + D[ fll2p
On a donc H est borné sur L**(0,1; X) avec la borne

Cop < Cp+ /C3+1

ce qui conclut la récurrence. Par exemple on a pour un espace de Banach X,
L*0,1; X) est un espace UMD avec Cy <1+ /2 et

L8(0,1; X) est un espace UMD avec Cg < 1+ V2444422 1
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1.3.5 [LP-multiplicateur

Définition 1.3.28 : [42]
Soient X et Y deux espaces de Banach, et 1 < p < oo , on dit que { My}, ., dans
B(X,Y) est un (L?,L?)-multiplicateur (ou bien LP-multiplicateur) si pour chaque

f e LP(T,X), il existe u € LP(T,Y) tel que (k) = Mpf(k) Vk € Z. W

Une famille { My}, C B(X,Y) est un LP-multiplicateur si et seulement s’il existe

un opérateur borné M : LP(T, X) — LP(T,Y’) tel que

Pour tout k € Z et tout f € LP(T, X).

Proposition 1.3.29 : [5]
Soit X un espace de Banach et 1 < p < o0o. Si { My}, , est un LP-multiplicateur,

alors { My} o, est R-bornée. B

Définition 1.3.30 Soit 1 < p < oo , on dit que {My},., C B(X,Y) est un
(L?, H'? )-multiplicateur si pour chaque f € LP(T,X), il exviste g € H'P(T,Y) tel

que (k) = My f(k) Vk € Z.

Théoréme 1.3.31 : [5] (Marcinkiewicz operator-valud multiplier theorem)
Soient X et Y deux espaces UMD et {My}, ., CB(X,Y). Si{ My}, ., et {k(Mys1 — M)} icn

sont R-bornées, alors { My}, ., est un LP-multiplicateur pour 1 < p < oco. B
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Définition 1.3.32 : Soit 1 < p < oo, on dit que {My},., C B(X,Y) est un
(LP, H*P )-multiplicateur si pour chaque f € LP(T,X), il existe g € H*P(T,Y) tel

~

que §(k) = My.f(k), pour tout k € Z. B

Lemme 1.3.33 :[42]

Soient 1 < p < oo et (My)rez C B(X)(’ensemble des opérateurs linéaires bornés de
X dans X), alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1)(My)rez est un (LP, H? )-multiplicateur.

(2)(ikMy)kez est un (LP, LP )-multiplicateur. B

Preuve :

(1) = (2). Soit f € LP(T; X). Par hypothese, il existe

g € H'Y(T; X) tel que §(k) = (M) f(k), donc il existe

h e LP(T; X) tel que h(k) = ikg(k) = ik(My)f(k) et alors
(tkMjy)kez est un (LP, LP)-multiplicateur.

(2) = (1). Soit f € LP(T; X). Par hypothese, il existe

v e LP(T; X) tel que o(k) = ik(M,,) f(k) pour tout k € Z. en particulier
(0) = 0, donc [7"v(t)dt = 279 (0) = 0.

Soit w(t) = fotv(s)ds. Alors d’apres la proposition 1.3.13 (2), on a
i(k) = 50(k) = (M) f(k) pour k # 0.

Soit u = w + Myf(0) — w(0). Alors u(t) =z + [; v(t)dt ol x = u(0).

Ainsi d’apreés () dans la notation (1.3.19) : uw € HYP(T; X) et a(k) = w(k) +0 =
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w(k) = (M) f(k) pour k # 0,
et a(0) = Mo f(0) : {a(O) = L 2T ut)dt = - [2Tw(t)dt + Mo f(0) —@(0) = M f(o>},
d’ott Ju € H'™ tel que a(k) = My f(k),Vk € Z c-a-d (M)pez est un (LP, HP)-

multiplicateur. l

1.3.6 M-bornétude et MR-bornétude.

Définition 1.3.34 : (M-bornétude)
Une famille d’opérateurs TC B(X; Y ), ou X et Y sont deux espaces normés, est

dite M-bornée d’ordre n si
SUPg<i<pn SUPgez [K A M| < oo

avec

AOM, = My et A'My = AMy, = My, — M,
et pour n = 2,3,...

A" = A(A™1 M)

Remarques 1.3.35 : 1) (Mj)rez C B(X,Y) est M-borné d’ordre 1 si :

sup [ Myl| < o0, - sup [k(Mier = M| < oo, (1.1)
2) (My)kez C B(X,Y) est M-borné d’ordre 2 si on a (1.1) et

sup ||k* (M1 — 2My, + My,_1)|| < . (1.2)
keZ

45



3) (My)kez C B(X,Y) est M-borné d’ordre 3 si on a (1.1), (1.2) et
sup ||k*(Myy3 — 3Mpyyo + 3Myy1 — My)|| < . (1.3)

k€EZ

Définition 1.3.36 : (MR-bornétude)
Une famille d’opérateurs TC B(X; Y ) est dite MR-bornée d’ordre n si pour tout

1 €{0,1,..n}
{K'AMy - k € 7}
est R-borné.
Remarques 1.3.37 : 1) (My)rez C B(X,Y) est MR-borné d’ordre 1 si :
{My :keZ} et {k(Myy, — M) :keZ} (1.4)

sont R-bornés

2) (My)rez C B(X,Y) est MR-borné d’ordre 2 si on a (1.4) et
{k*(Myy1 — 2My, + My_) : k € Z}. (1.5)

est R-borné.

3) (My)kez C B(X,Y) est MR-borné d’ordre 3 si on a (1.4), (1.5) et
k(M5 — 3Myyo + 3My 1 — My). (1.6)

est R-borné.
4) La composition des familles MR-bornées est une famille MR-bornée.

5) La somme de deux familles MR-bornées est MR-bornée.
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Chapitre 2

Solutions périodiques pour une
classe d’équations différentielles de
type neutre

2.1 Solution forte d’équations différentielles fonc-
tionnelles a retard

2.1.1 Introduction

Dans cette partie nous étudions 'existence et I'unicité de solution 27-périodique

forte de ’équation différentielle a retard suivante :

%x(t) = Alz(t) — Bx(t — )] + L(z¢) + f(t),t € R (2.1)
on A: DA CX — Xet B:DB)CX — X sont deux opérateurs linéaires
fermés. La fonction x; est donnée par x,() = x(t + ) pour 6 € [—r,0].

L € B(LP([—72x,0],X); X) [ I'espace des opérateurs linéaires bornés | avec o, =
2mno(ng € N — {0}) et f : R — X est une fonction locallement p-intégrable et
2m-périodique pour 1 < p < +00.

Durant les dernieres années, beaucoup de travaux ont pu améliorer cet axe de re-
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cherche par des résultats intéressants, surtout dans le retard fini.[5, 32, 42]. En effet,
Dans [5], Arendt et S.Bu ont étudié 1 "existence et I'unicité des solutions 27-périodique

faibles et fortes de I’équation suivante :

d
%x(t) = Ax(t) + f(t) (2.2)
avec A : D(A) C X — X un opérateur linéaire fermé, f : R — X une fonction

locallement p-intégrable et 27m-périodique pour 1 < p < 400.

Dans [42], C.Lizama a étudié une nouvelle équation qui généralise I’équation (2.2) :

<y
dt

(t) = Ax(t) + L(xy) + f(t),t € R (2.3)

avec A : D(A) C X — X un opérateur linéaire fermé, f : R — X une fonction local-

lement p-intégrable et 27-périodique pour 1 < p < +oo et L € B(LP([—r2x, 0], X); X).
Le systeme (2.1) considéré dans cette partie généralise celui étudié par Lizama [42].

Notre résultat principal dans cette section établit que :

Dans un espace X de type UMD, si Dy = (ikl — A(I — By) — Ly) pour tout k € Z

est inversible et ensemble (ikD; ')z est R-borné (voir définition 1.3.22 ),

alors pour chaque f € LP(T, X) il existe une solution unique 27-périodique forte de

I'équation (2.1).

Ce travail a fait 'objet d’une publication dans le journal (International Organization

of Scientific Research Journals of Mathematics (IOSR-JM), Vol.10, Issue 2, Mar-Apr

2014, 86-96. Doi :10.9790/5728-10228696. ).
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2.1.2 Critere de solution forte
Notation 2.1.1

Notons : Dy = ikl — A(I — By) — Ly ; By = e %" B; Li(z) := L(exx) , ex(t) :=

e*t Wk € Z et H'(T: X) = {u € LP(T, X) : 3v € LP(T, X), d(k) = ika(k)vk € Z}. 1

Hypotheses principales :

(Hy) A et B sont deux opérateurs linéaires fermés.

(Hy) L € B(LP(T, X); X) ( 'espace des opérateurs linéaires bornés).

(H3) {Sk = k(Lx+1 — Li), k € Z} et {T, = kA(Byy1 — By),k € Z} sont R-bornées
avec (k) € D(B) et (I — By)z(k) € D(A) pour tout k € Z.

Et supposons que les hypotheses (H;) et (Hs) soient satisfaites tout au long de cette

partie.

Définition 2.1.2 : Soit 1 < p < oo. Une fonction x(.) est dite 2m-périodique LP-
solution forte de (2.1) si v € H"P(T, X) tel que x € D(B) et (z(t) — Bx(t — 1)) €

D(A) et (2.1) est vérifiée p.p t € [0,27]. B

Si on suppose que 'équation (2.1) admet une solution 27-périodique forte, alors on

a la proposition suivante :

Proposition 2.1.3 : Soient X un espace de Banach et p € [1,+00[. On suppose
que pour chaque f € LP(T, X), I'équation (2.1) admet une unique LP-solution forte
2r-périodique. Alors Pour tout k € Z, Dy est inversible et borné, et (z’k‘D,;l)kez est
R-bornée, ou Dy, = (ikl — A(I — Bg) — L). B
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Avant de donner la preuve de ce théoreme on montre le lemme suivant.

Lemme 2.1.4 : Soit X un espace de Banach. Supposons que (ikI — A(I — By) —
Ly)x = 0 pour tout k € Z, alors, u(t) = e*'x est 2r-periodique LP-solution forte de

Iéquation (2.1) correspond a la fonction f=0. R

Preuve :

On a (tkI — A(I — By) — Li)z = 0 alors ikx = A(x — Byx) + Lyx.

Or u(t) = e**z donc on a

u'(t) = ikex = e*(ika) = e [A(x — Byr) + Lypx]

= A(e?™x — Bre'ttz) + Lpettx

= A(u(t) — Bre*'z) + Liyet*'x

= A(u(t) — Be *reikty) + L(ege™ )

= A(u(t) — Be*t=)g) + L(e*t+) )

= A(u(t) — Bu(t —r)) + L(u(t + .))

= A(u(t) — Bu(t — 7)) + L(u;). 1

Preuve de la proposition 2.1.3. Montrons que Dy = (ikI — A(I — By) — Ly)
est surjectif. En effet, soit y € X, on pose f(t) = ey, alors, 'équation (2.1)
admet une solution unique, c’est-a-dire il existe z € H'P(T,X) LP-solution forte
de 'équation. (2.1). Appliquons la transformée de Fourier, L est linéaire et borné,
donc d’apres le lemme 1.3.15 et la proposition 1.3.13 (1), on a pour tout k € Z,

~

ikz(k) = A(I — By)z(k) + Lyz(k) + f(k), donc

50



(ikI — A(I — By) — L) (k) = f(k) =y, Aot (ikI — A(I — By,) — Ly) est surjectif.
Maintenant montrons que Dy est injectif. En effet, soit x € X tel que

(ikl — A(I — By) — L)z = 0 alors d’apres le lemme 2.1.4, u(t) = e**z est une
solution forte de probléeme (2.1) correspond a la fonction f = 0, or 0 est une autre
solution et d’apres I'unicité de solution, on a u(t) = 0 et x = 0. Alors Dy, est injectif.
Or L est borné, alors A(I — By) + Ly est fermé (lemme 1.1.5), donc d’apres le lemme
1.1.9(2), on a Dy, est inversible et borné.

Montrons que (ikD; ' )rez est R-borné. En effet soit f € LP(T, X), par hypothese, elle
existe une unique x € H'?(T, X) tel que I’équation (2.1) est verifiée. Par application
de la transformée de Fourier, on en déduit que (ikI — A(I — By) — Ly)z(k) =
f(k) Vk e Z.

Ainsi

ikz(k) = ik(ikI — A(I — By,) —Lk)_lf(k) Vk € Z, d’autre part, étant donné que x €
H'(T, X), il existe v € LP(T, X) tel que d(k) = ikz(k). Donc o(k) = ikD; ' f(k)
ce qui implique que (ikD;l)kGZ est un LP-multiplicateur donc R-borné d’apres la
proposition 1.3.29. B

Remarquons que 1’énoncé de la proposition 2.1.3 reste vrai pour tout espace de
Banach quelconque.

Réciproquement , on suppose 'hypothese supplémentaire suivante :

X est un espace de Banach de type UMD.
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Proposition 2.1.5 : Soit X un espace de Banach de type UMD. On suppose que
les hypotheses (Hy), (Hy) et (Hs) soient satisfaites et que opérateur (ikI — A(I —
By) — Ly,) est inversible et borné, alors les assertions suivantes sont equivalentes.
1. dk(ikI — A(I — By) — L)™' est un LP-multiplicateur.

2. ik(ikI — A(I — By,) — Ly,)™* est R-borné. R

Preuve. (1) = (2). voir proposition 1.3.29

(2) = (1) : Rappelons que dans un espace UMD, si {M}}, o, et {k(Mi11 — Mi)},es
sont R-bornées alors {M}}, ., est un LP-multiplicateur (voir Théoreme 1.3.31).
Posons My, := ik(ikI — A(I — By) — Li)™! = ikNy, = ik(Cy — A(I — By))™?, avec
Cy := 1kl — Lj. Donc il suffit de montrer que 'ensemble {k(Mj11 — My)}, o, est
R-bornée.

Notons les identités suivantes

k[Mys1 — My] = kli(k + 1) Npp1 — ik Ny

=kNji1[i(k +1)(Cy, — A(I — By)) — ik(Cry1 — A(I — Biy1))] N

=kNy11[ik(Cy — Cri1) + 1(Cx, — A(I — By)) + ik(A(I — Bgy1) — A(I — By))| Ny
=kNj41[ik(Cy — Crs1)Ni + i + tk(A(I — Bg1) — A(L — By,)) Ny

—kNp1[(Ch — Chd)ikNy, + i + (A(I — Byar) — A(I — By))ik Ny

= Nprk(Ch — Chd) My + ik Nis1 + kNp1 (A(I — Byyr) — A(I — By)) My

= Npork(Ch — Chd) My + ik Nysy — kNjy1 (A(Byoy — By)) M,

=Nj11k(Cy — Cry1) My, + ik N1 — N1 (EA(Byy1 — By)) M,
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=Nj11k(Cy — Crg1) My + 7= My — M1 (EA(Bys1 — Bi)) M,

k+1 (k+1)

=N 1k(Cy, — Cr1) My + 2= My gy + == My 1 Ty M.

k+1 k+1

Nous avons

Cyp — Cpp1 =ikl — Ly —i(k+ 1) + Ly = L1 — Ly, — 11,
donc

Nii1k(Cy — Cry1) My = Ngi1k(Lgyy — Ly, — iI) My,

=Npr1(k(Liyr — L) My — ik Nyt My, = 5 M1 Se M — s My 1 M,

(k+1
d’ou

k[Myyr — My = My 1 SeMi — 755 Myyy My + 75 Mycyy + 75 My T M,

z(k+1

par conséquent on a :

1751 G (M —M;)E ]l < [RE(My) Ry(Sk)+ Ry (M) Ry ( My )+ Ry (My) Ry (Ti) | 37— &5l
donc {k(Mpyy1 — My)},cq est R-bornée, la preuve est terminée. W

Le théoreme principal peut maintenant étre énoncé.

Théoreme 2.1.6 : Soient X un espace de Banach de type UMD et 1 < p < oco. On
suppose que les hypothéses (Hy), (Ha) et (Hs) soient satisfaites, alors les assertions

suivantes sont équivalentes

1. Pour chaque f € LP(T, X) il existe une unique LP-solution forte et 2r-périodique

de léquation (2.1).

2. (Dy)kez est inversible et borné et l’ensemble (ikD,;l)kGZ est R-bornée, ou Dy, =

(ikI — A(I — By) — Ly,). ®
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Dans la démonstration de ce théoréme on utilise le lemme suivant.

Lemme 2.1.7 : [5] (Lemme 3.1)

Soit A un opérateur linéaire fermé, et Soient f,g € LP(T; X) pour 1 < p < co.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1) f(k) € D(A) et Af(k) = §(k), pour tout k € Z

2) f(t) € D(A) et Af(t) = g(t).
Remarque 2.1.8 : Soit f € LP(T, X). Alors d’apres le théoréme 1.3.17, on a

f = llmn%ooo'n(f) = an%oo%_;'_l Z:Ln:() Zz;fm ekf(k>

dans LP(T, X) avec ei(t) := . W

Preuve de théoreme 2.1.6. 1 = 2. Voir proposition 2.1.3.
2 = 1. Existence, soit f € LP(T, X). Supposons que La famille {ikD,;l}kEZ est R-
borné, alors d’apres la Proposition 2.1.5, {ik’D,;l }keZ est un LP-multiplicateur, ce qui
équivaut a dire que la famille {D;l}kez est un LP-multiplicateur de LP(T, X') dans
HY(T, X) (Lemme 1.3.33) c’est & dire qu’ il existe z € HYP(T, X) (voir notation
2.1.1) tel que : #(k) = D' f(k) = (ikI — A(I — By,) — L)~ f(k),
ce qui implique que (ikI — A(I — By,) — Li,)&(k) = f(k), donc on a

iki(k) = A(I — By)a(k) + Ly (k) + f(k) (2.4)

ona, z € LP(T, X) et il existe v € LP(T, X) tel que :

2(k) = (k) = ika(k) (2.5)



Par le théoreme de Fejer (Remarque 2.1.8) on a dans LP([-rq,,0],X),
z(0) = x(t+60) = lim, %H S oD, eI (k).

Ainsi dans LP(T, X) nous obtenons,

. 1 n m vkt A
T = iyt oo7g Dm0 2ope—m€ ekl (K).
Puisque L est linéaire et borné on a :

Ly = limy, oo 272 o> ne €M (e (k) )=limp oo g > om0 i€ Ly (k).

D’apres (2.4) et (2.5) on a
2/ (k) = iki(k) = A(I — Bp)#(k) + Liz(k) + f(k),Vk € Z.

Ensuite, en utilisant A et B fermés et le lemme 2.1.7, nous concluons que

x(t) € D(B), (z(t)—Bx(t—r)) € D(A), et 2'(t) = A(x(t)— Bx(t—r))+ L(x)+ f(¢).
Périodicité, montrons que z est 2m-périodique. En effet,

onaxre HY"(T,X), et d’aprés («) dans la notation 1.3.19, on a : Jv € LP(T, X) et
u € X tel que fo% v(s)ds =0et z(t) =u+ fotv(s)ds,

donc z(0) = u = z(27), et alors = est 2m-périodique.

Unicité, supposons que 'équation (2.1) admet deux solutions z; et xs, alors x =
x1 — o est une solution forte de I’équation (2.1) correspond a la fonction f = 0,
appliquons la transformée de fourier, on obtient (ikI — A(I — By) — Ly)z(k) = 0,
alors #(k) = D;'.0 = 0,Vk € Z et d’aprés la remarque 1.3.14, z(t) = 0 ce qui
implique que x; = x,.1
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2.2 Solutions périodiques d’équations différentielles
fonctionnelles de type neutre

2.2.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie I’équation différentielle de type neutre suivante :

4
dt

[z(t) — Bx(t —r)] = Alz(t) — Bx(t — r)] + L(xzy) + f(t),t € R (2.6)
ot A: DA) C X — XetB:DB)CX — X sont deux opérateurs linéaires
fermés, L € B(LP(|—rax, 0], X); X) avec ror = 27no(ng € N—{0}) et f: R — X est
une fonction locallement p-intégrable et 2m-périodique pour 1 < p < +o0.

Dans cette partie on utilise le résultat de la partie 2.1, pour montrer I'existence et
I'unicité de la solution forte de 1'équation (2.6).

Théoreme : On suppose que

1) X est un espace UMD

2) D, ! est borné et I'ensemble {ikD,;l}kEZ est R-bornée

3) |k||Bell[| Dy ]| < 1 et [|B]|IT]| < 1 pour tout k € Z et B € B(X).

Alors pour tout f € LP(T, X), I'équation (2.6) a une unique LP-solution forte, 27-
périodique ou Dy = (ikI — A(I — By) — Ly) et I : LP(T, X)) — LP(T, X) définie par :
[(g) =v

avec v(.) est une solution forte de I’équation (2.1), c¢’est-a-dire :

v'(t) = A(v(t) — Bo(t — 7)) + L(v,) + g(t).1
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Dans le cas ou A génére un Cy-semi-groupe, on trouve le résultat suivant :
Théoréme : Supposons que A géneére un Cyp-semigroupe (7'(t)):>o dans un espace
X de type UMD. si (ik(I — By) — A(I — Bg) — Lg) ™! est un LP-multiplicateur alors

I'équation (2.6) admet un unique LP-solution faible 27-périodique. B

2.2.2 Critere de solution forte
Notation 2.2.1

Notons : Ay =ikl —ikB — A(I — By) — Ly, , pour tout k € Z.
Et By, := e * B; L(z) := L(exx) et ex(t) == e* Vk € Z
HY(T; X) ={u e LP(T,X) : Jv e LP(T, X),d(k) = iku(k),Vk € Z}

Nous définissons : oz(A) ={k € Z : Ay, n'a pas d'inverse}. R

Hypotheses principales :

(Hy) : A et B deux opérateurs linéaires fermés.

(Hy) : L € B(LP(T, X); X).

(Hs) : {Sk = k(Lkt1 — Li) }yey et {Th = KA(Byg1 — Bi) }yey, sOnt R-bornées avec
(k) € D(B) et (I — Bg)z(k) € D(A) pour tout k € Z.

Et supposons tout au long de cette partie que (H;) et (Hs) sont satisfaites.

Définition 2.2.2 : Soit X un espace de Banach. Une fonction x(.) est dite 2m-
périodique LP-solution forte de (2.6) si x € H"P(T, X) tel que v € D(B),

(x(t) — Bx(t — 1)) € D(A) et (2.6) est vérifiée pour tout t € [0,2r].1
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On suppose 'existence et l'unicité de la solution de ’équation (2.6), d’ou on a la

proposition suivante :

Proposition 2.2.3 : Supposons que pour chaque f € LP(T, X) il existe un unique
2r-périodique LP-solution forte de (2.6) et que la condition suivante soit satisfaite :
Dy, = ikI — A(I — By) — Ly a un inverse borné et |k||| By|l|| Dy || < 1, pour tout
keZetBeB(X).

Alors
1. Uz(A) = gb

2. L’ensemble {ik(ikI — ikBy, — A(I — By) — L) '},.cp est un LP-multiplicateur.R

Preuve : 1) On reprend la méme démonstration que la proposition 2.1.3. Soit
y € X. On définit la fonction f(t) = ety pour ¢t € R. Par hypothese, elle existe une
LP-solution forte z(.) de (2.6), Par transformation de Fourier sur les deux cotés de
I'équation (2.6), on obtient (ik(I — By) — A(I — By) — Ly)Z(k) = y, ce qui implique
que Ay = (ik(I — By) — A(I — By) — Ly,) est surjectif.

D’autre part, si on suppose que x € ker(A}), on montre que la fonction u(t) = e'x
est 2m-périodique LP-solution forte de ’équation (2.6) correspondant a la fonction
f =0 (méme démonstration que le lemme 2.1.4), par conséquent, u(t) =0 et z = 0,
et donc Ay, est injectif. Ay surjectif et injectif, alors il est inversible.

On a |k|||Bill||D;"|| < 1, donc d’apres la proposition 1.1.2, (I — ikByD;") est
inversible. Alors, nous pouvons écrire
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Ayt = (ikI — A(I — By,) — Ly, — ikBy,) ™t = [(I — ik B,D;, ') Dy] ™

= D;'(I —ikByD")™Y, ot D' = (ikl — A(I — Bg) — Li)~'. Puisque By D; " est
un opérateur linéaire fermé, et d’apres le lemme 1.1.9 (2), nous obtenons également
A,;l est un opérateur linéaire borné. Par conséquent,

oz(A)={k€Z: Ay na pas dinverse} = .

2) Soit f € LP(T,X), par hypothese, nous pouvons affirmer qu’il existe un 27-
périodique LP-solution forte de 'équation (2.6) . En appliquant la transformation
de Fourier sur les deux cotés de cette équation, et d’apes le lemme 1.3.13 (1) et la
proposition 1.3.15, on obtient,

ik (k) - ikBy2(k)=A(I-By)2 (k) +Lyi+ f (k).

(ikI — ikBy — A(I — By) — Ly)i(k) = f(k).

ik (k) = ik(ikI — ikBy — A(I — By,) — L)~ f (k). Puisque z € H“(T, X), il existe
v e LP(T, X) tel que 6(k)=iki(k), donc d(k) = ik(ikI—ikBy—A(I—By,)—L;,) " f(k),
d’ott d’apres la définition 1.3.28, ik(ikl — ikBy — A(I — By) — Li,)™! est un LP-

multiplicateur. H

2.2.3 Critere de solution faible

Définition 2.2.4 : Supposons que A génére un Cy-semi-groupe (T'(t))i>o sur X.
Une fonction x est dite 2r-périodique LP-solution faible de probléme (2.6) si,

x € D(B), (z(t) — Bx(t —r)) € D(A) et on a

x(t) — Bx(t —r) =T(t)(x(0) — Bz(—r)) + fg T(t—s)(Lxs+ f(s))ds, 0 <t <27.H
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Proposition 2.2.5 : Supposons que A génére un Cy-semi-groupe (T'(t))i>o sur X,
si z(.) est l'unique solution faible et 2r-périodique du probléme (2.6) tel que

fo — Bx(s —r)]ds € D(A) alors :

2(t) — Ba(t —r) = 2(0) — Ba(—r) + A [J[v(s) — Ba(s — r)]ds + [3(Lzs + f(s))ds

pour tout t € [0,27]. W

La démonstration de cette proposition utilise la remarque suivante :

Remarque 2.2.6 ([42])
Supposons que A génére un Cy-semi-groupe (T'(t))i>o0, st g : [0,a] — X est une
fonction cotinue, alors [} [ T(t — €)g(€)déds € D(A) et

Afo T £)déds = fo (t—s)—Ig(s)ds

Preuve de la proposition 2.2.5 : Supposons que z(.) est 'unique solution faible

et 2m-périodique de 1'équation (2.6), alors

x(t) — Bx(t —r) = T(t)(x(0) — )+ fo (t —s)(L(xs) + f(s))ds

D’apres la proposition 1.1.28 (1) et la remarque 2.2.6, fot T(t)(x(0) — Bx(—r))ds €

A)et [7 [ZT(t — &)(L(xe) + f(£))dEds € D(A), d'on

Afo — Bx(s—r))ds =
A [ T(5)((0)  Ba(—r))ds + A 2 [3 T(t  €)(La) + £(6)deds =

T()((2(0) = Bx(=r)) = (x(0) — Bx(=r)) + /O (T(t = s) = I)(L(xs) + f(s))ds

donc
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A [{(x(s) — Ba(s — r))ds + 2(0) — Ba(—r) + [y (L(z,) + f(s))ds = T(t)(x(0) —

)+ [T T(t — s)(L(xs) + f(s))ds

Par hypothese, nous avons :

x(t) — Bx(t —r) =T(t)(x(0) — )+ fo (t —s)(L(zs) + f(s))ds
donc
z(t)— Bx(t—r) = 2(0) — Bx(—r —i—AfO — Bx(s—r) ds—i—fo (zs)+ f(s))ds.

Le théoreme suivant peut alors étre énoncé.

Théoréme 2.2.7 : Supposons que A génére un Cy-semi-groupe (T(t))i>o sur X,
Soit f € LP(T;X) et 1 < p < oo; si x(.) est l'unique LP-solution faible et 2rm-
périodique de ’équation (2.6) tel que fo — Bx(s —r))ds € D(A), alors

(ikI —ikBy — A(I — By) — Lp)#(k) = f(k), VkeZ. R

Preuve. Soit x(.) une unique solution faible et 2m-périodique de ’équation (2.6),
alors d’apres la proposition 2.2.5, on a

x(t) — Bx(t —r) = 2(0) — Bx(—r +Af0 — Bx(s—r) ds—i—fo (xs)+ f(s))ds
Pour t =27, on a

x(2m)—Bx(2r—r) = x(0) — Bz (— +Af —Bx(s—r ds+f0 (Lxs+f(s))ds
or x est 2m-périodique, donc z(27) = z(0) et (27 — r) = z(—r),

alors

Af — Bx(s—) ds+f (Lzs+ f(s))ds =0

f — Bx(s —r))ds + 5= 1 fo (xs) + f(s))ds =0
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LA [P (2(s) — Ba(s —r))ds + &= [7Te 0 L(x,)ds + 5= [T e f(s)ds =
oA Jo T e (x(s) = Ba(s —r))ds + Lleot(0)) + f(0) =
A(2(0) — By#(0)) + Lo#(0) + £(0) =
(A(-Bo)+ Lo)#(0)+ f(0) =
Pour k = 0, on a :

(0 — A(I — By) — Lo)2(0) = f(0). (2.7)

Il reste a verifier pour k # 0. En effet, on définit v(¢ fo — Bx(t —1))ds,

et g(t) = x(t) — Bx(t —r) — (z(0) — Bx(—r)) — jb(lzrs-+-f(s))ds,(ionc d’apres
la proposition 2.2.5, on a g(t) = Av(t), et d’apreés la proposition 1.3.12 (1), la
proposition 1.3.13 (2) et le lemme 1.3.15, on trouve :

8(k) = £(1 - B)(0) — £(1 - B)ie(k) = Ad(k) = £ A(I - Bo)(0) — LA(I - By (k)

K "
et,

g(k) = (I = B)a(k) — [ Lo#(0) — $Lid (k)] = [1/(0) — 1 f(K)],
9(0)=(1-By)#(k)-} Lo (0) + { Ly (k)1 f(0)+ 1/ (k)

§(k) = LA(I — By)&(0) — LA(I — By)a(k).

On multiplie par ik, on trouve

ik(I — Bp)@(k) + Lo#(0) — Lpd (k) + f(0) — f(k) = —A(I — By)2(0) + A(I — By)i(k),

donc

[ik(1=By) (k)= A(I = By)i (k) = L& (k) = f (k)] = [~ A= Bo)#(0)— Lo(0)— f(0)] = 0
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& k(I — Bp)a(k) — A(I — By)a(k) — Lyi(k) — f(k) = 0 (dapres (2.7) ),

ce qui implique que
(ikI — ikBy, — A(I — By,) — Lp)2(k) = f(k),V € Z — {0}. (2.8)
Donc d’aprés (2.7) et (2.8), (ikI — ikBj, — A(I — By,) — Ly)a(k) = f(k),V € Z.®

Corollaire 2.2.8 : Supposons que A génére un Cy-semi-groupe (T(t))i>o sur X et
que pour chaque f € LP(T; X) il existe une unique LP-solution faible et 2m-périodique
de léquation (2.6) tel que fot(x(s) — Bx(s—r))ds € D(A), (ikl — A(I — By) — L)
est inversement borné et |k|||Bi|||| Dy t|| < 1, pour tout k € Z et B € B(X). Alors
Ay est inversible et borné, de plus A,;l est un LP-multipliplicateur ot Ay = (ikl —

ikBy — A(I — By) — Ly). ®

Preuve. On reprend la méme demonstration que la proposition 2.1.3, on montre
que A, est inversible et borné. En effet,

Montrons que Ay est surjectif : Soit y € X, donc pour f(t) = e*y, il existe une
solution unique de I’équation (2.6). Appliquons la transformation de Fourier et le
théoreme 2.2.7, on trouve A,z (k) =y, d’ou Ay est surjectif.

Ay est injectif. En effet, soit = € ker(Ay), donc on a ikx—ikByx = A(I— By)z+ Lz,

k

alors u(t) = ez vérifie 'équation (2.6), avec f = 0 (méme démonstration que le

lemme 2.1.4), c’est a dire,

4 (u(t) — Bu(t —r)) = A(u(t) — Bu(t —r)) + L(u,).

dt
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On pose g(s) = T(t — s)(u(s) — Bu(s — r)). D’aprés la proposition 1.1.28 (2), on a
#9(s) = —AT(t = s)(u(s) — Bu(s — 1)) + T(t = s)(A(u(s) — Bu(s — 1)) + L(us))
#9(s) = T(t — s)L(x),

on intégre de 0 A # :

9(t) = 9(0) + J3 Tt — 5)L(u,)ds.

u(27), donc u est 2w-périodique LP-solution faible de (2.6) correspond a f =0, or 0
est une autre solution, et d’apres 1'unicité de la solution on a u(t) = 0, donc x = 0,
ce qui implique que A, est injectif, et par la proposition 2.2.3, A est inversible et
borné. D’autre part par le théoreme 2.2.7 nous avons :

i(k) = (ikDy — AD, — G) ' f(k), Vf € LP(T;X) clest-a-dire, Ay est un LP-
multipliplicateur. Il

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce paragraphe.

2.2.4 Résultat de solution 27-périodique

Notre résultat principal dans cette partie est d’établir la réciproque de la propo-
sition 2.2.3 et du corollaire 2.2.8.

2.2.4.1 Résultat de solution forte

Rappelons le théoreme 2.1.6 principal de partie 2.1,
Théoréme 2.1.6 : Supposons que les hypotheses (Hy), (Hz) et (Hs) soient sa-

tisfaites, 1 < p < 400 et X un espace UMD. Alors les assertions suivantes sont
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équivalentes

1. Pour chaque f € LP(T,X), il existe une unique LP-solution forte et 27-

périodique de I'équation (2.1).

2. (Dyg)gez est inversement borné et 1’ensemble (ikD,;l)kez est R-bornée ou D), =

(tkl — A(I — Bg) — Ly).
Donc sous les hypotheses suivantes :

(Hy) : X un espace UMD.

(Ha) : {Sk = k(Lgt1 — L) brep €6 {Tk = EA(Bgy1 — By) }eq sOnt R-bornées.

3) k)kez €st inversible et ’ensemble (tkD; " )iez est R-bornée avec & €
H D i ibl I’ bl kD, ! R-b $ t(k

D(B) et (I — Bg)z(k) € D(A) pour tout k € Z.

Pour chaque g € LP(T,X), il existe une unique 2m-périodique LP-solution forte

v € HYP(T, X) de I'équation suivante :
v (t) = A(v(t) — Bu(t — 1)) + L(v) + g(¢)
Par transformation de Fourier, nous obtenons
(k) = Dy 'g(k) = (ikI — A(I — By) — L)~ 'g(k). k € Z,
d’olt
v'(k) = iko(k) = ikD; ' g(k)

/

Soit I' : LP(T, X)) — LP(T, X') définie par : I'(g) = v
I' est un opérateur linéaire borné.
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Lemme 2.2.9 On suppose que les hypothéses (Hy), (Hs) et (Hs) sont satisfaites et
que pour tout k € Z, Dy, est inversement borné, {ikD,;l}kEZ est R-borné, B € B(X),
k|| Bell|| D] < 1 et |BI|T|| < 1, alors (I —ikByD;")™" est inversement borné,

de plus on a (Sk)rez = {(I — ikBkDgl)_l}kGZ est un LP-multiplicateur. B

Preuve. On a, |k||Bi||||D;"|| < 1, donc d’apres la proposition 1.1.2, il en résulte
que ((I —ikByD; ") rez € B(X).

Maintenant montrons que (Sk)gez est un LP-multiplicateur. Soit f € LP(T, X), nous
définissons A : LP(T, X) — LP(T, X) par A(p)(t) =BT (p)(t —7) + f(1).

Il est clair que A est une contraction. En effet,

[A(p1) = Alp2)|l = BT (p1) = BL(2)ll < [ BIIITflll01 = 2ll < [lo1 = @2ll-

Par conséquent, il existe une unique g € LP(T, X) tel que A(g)(t) = g(t), alors

g(t) = BI'(g)(t —r) + f(t), et donc
g(t) = BV'(t =) + f(t).

En utilisant (2.10), nous obtenons que

A

g(k) = e ikBo(k) + f(k) = ik(e"* B)D; ‘g(k) + f(k) = ikB.D; §(k) + f(k),
ce qui implique que (I — ikByD;H)g(k) = f(k). Dot (k) = (I — ikB, D)~ f(k)
Cest & dire que §(k) = Spf(k), ainsi (S )rez est un LP-multiplicateur. M

Le théoreme principal peut maintenant étre énoncé.

Théoreme 2.2.10 :
On suppose que (Hy), (Hz) et (Hs) soient satisfaites, Dy, est inversement borné, l’en-
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semble {ik:Dk_l}keZ est R-bornée et B € B(X). Si pour tout k € Z |k|||Bi ||| Dy "|| <
1 et ||B||||IT|| < 1, alors, Pour tout f € LP(T, X) il existe un unique LP-solution forte

et 2r-périodique de I'équation.(2.6). A

Preuve. Soit f € L?(T, X), il en résulte du lemme 2.2.9 que (Sk)rez est un LP-

multiplicateur. Par conséquent, il existe g € LP(T, X) tel que

~

9(k) = Spf(k). (2.11)

D’autre part, en utilisant le théoreme 2.1.6, nous pouvons dire qu’il existe une unique
r € HYP(T, X) tel que :
z'(t) = A(z(t) — Bx(t —r)) + L(x;) + g(t), par tronsformation de Fourier, on obtient
iki(k) = A(I — By)2(k) + Ly (k) + g(k), dou 2(k) = D, 'g(k), ot
Dy, = ikl — A(I — By) — L. Par (2.11), on a : @(k) = D;'S,f(k). Or D'S, =
D' —ikBy DY)t = ((I — ikByD;")Dy) ™' = (Dy — ik By) ™!
=(ikl — A(I — By,) — Ly — ikBy)™', donc

@(k) = (ikI —ikBy — A(I — By) — L) f (k).
Ainsi

ika(k) — ikBri(k) = A(@(k) — Bii(k)) + Led(k) + f(k)

Enfin, en utilisant A et B fermés, le théoreme de Fejer (théoreme 1.3.17) et le lemme

2.1.7, nous concluons que z(t) € D(B), (z(t) — Bx(t — 1)) € D(A) et

67



z'(t) = A(x(t) — Ba(t — 7)) + L(x;) + B2'(t — r) + f(t). Par conséquent z(.) est
2m-périodique LP-solution forte de I'équation. (2.6). W

2.2.4.2 Résultat de solution faible

Dans ce paragraphe on suppose que A génere un Cy-semi-groupe (7'(t))¢>o.

Théoréme 2.2.11 : Supposons que A génére un Cy-semigroup (T'(t))i>o dans un
espace de Banach X de type UMD, et supposons que (ik(I — Bg) — A(I — Bg) — Ly)
est inversement borné et (ik(I — By) — A(I — By) — Li)™" est un LP-multiplicateur,

alors il existe une unique 2m-périodique LP- solution faible de l’équation.(2.6). B

Preuve. Soit f € LP(T; X), alors d’apres le théoreme 1.3.17, on a

f<t> :limn—H-oo%HZ;:OZ;::—meiktf(k)'

L’opérateur (ik(I — By,) — A(I — By) — L) ™! est un LP-multiplicateur, donc il existe
z € LP(T; X) tel que #(k) = (ik(I — By) — A(I — By) — L)L f(k),

d’ou

iki(k) = ik By (k) + A(I — By)d(k) + Lii(k) + f(k).

Posons fult) = +b S0y 7, € f(k) et

tat) = 23 S MR — B) — AL - By) — L)~ f(K), done

Tn(t) = =55 o>, €*i(K) et par le théoreme 1.3.17 (Théoréme de Fejer) on

a x,(t) = z(t) et f,(t) — f(t) quand n — +oo. Montrons qua la suite (z,,) vérifie

I'équation (2.6). En effet,
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(1) = 5 Dm0 2o € ik 2 (K)

= S S €M ikBia(k) + A(I — By)a(k) + Lea(k) + f (k)]

= B, (t —r) + A(xn(t) — Ban(t — 7)) + L((zn):) + fu(t),

d’ou

2, (t) = By (t = 1) = A(2a(t) — Baa(t — 7)) + L((2n)e) + fu(t)-

2a(0) = o S S Oiki(k) = 2 S S @R2Tiki (k) = aa(2r), done

(xy,) est une solution périodique de I’équation (2.6) :
T (t) = By, (t = 7) = A(wn(t) = Bra(t = 7)) + L((xn)e) + folt)-

Posons h(s) = T(t — 5)[xn(s) — Baa(s —r)].
D’aprés la proposition 1.1.28, on a :

Lp(s) = —AT(t—5)[2n(5) = Ban(s —1)] +T(t —8)[A(wn(s) = Bay(s—1) + L((x,)s) +
fa(8)] = T(t = 5)[L((xn)s) + fu(s)]. On intégre de 0 & t, on obtient,

h(t) = h(0) + [y T(t — $)(L((x4)s) + fu(s))ds, cest a dire que

23 (6)-Ba (t-1) =T(t)( 2(0) - B (-0))+ [oT(6-8)[L((2)s) + fuls)]ds.

On pose Yy = 2,(0) - Ba,(-r), donc

2a(t) -Baa(t1)= T()yut JyT(t-5)[L((2n)s) + fuls)]ds

pour t = 27 on a

20 (27) - B, (211) = T2yt [2TT(27-8)(L((20)s + fu(s))ds, or z,(21) = 2,,(0)

et x,(2m-r) = z,(-r), donc

Yo = T(2m)yn + [T 27 — 8)(L(,)) + fuls))ds.
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On passe a la limite quand n — +o00, on obtient :
27
y="T02m)y + / T(2m — s)(L(xs) + f(s))ds. (2.12)
0

Za(t) - Bra(t-1) = T(O)ynt JoT(t8)(L((@n)s) + fu(s))ds (quand n — +00)
x(t)-Bx(t-r) = T(t)y+ [oT(t-5)(L(x,) + £(s))ds := g(t), et d’apres (2.12), on a
g(2m) = T2m)y+ [;" T(27 — s)(L(x,) + f(5))ds = y et g(0) = y, d'ot g(27) = g(0)
et 2(21) = x(0). Nous concluons alors que z(.) es une solution faible et 27-périodique
de I'équation(2.6). W

On términe ce chapitre par un travail plus général.

2.3 Solutions périodiques dans un espace UMD
pour certaines équations différentielles fonc-
tionnelles de type neutre

2.3.1 Introduction

Motivé par le fait que les équations différentielles fonctionnelles a retard sur-
viennent dans de nombreux domaines des mathématiques appliquées, ces types
d’équations ont recu beaucoup d’attention ces dernieres années. En particulier, le
probleme de l'existence d’une solution périodique, a été traité par plusieurs au-
teurs. Nous renvoyons le lecteur aux articles [5], [32, [42] et les références qui y sont
énumérées pour obtenir des informations a ce sujet.

Dans ce chapitre, nous étudions I’existence d’une solution périodique pour une classe
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d’équations différentielles fonctionnelles décrites sous la forme :

4
dt

[z(t) = L(w)] = Ala(t) — L(zi)] + G(ze) + f(1), t €R (2.13)
ou A: D(A) C X — X, est un opérateur linéaire fermé, et X est un espace de
Banach muni de la norme ||.||, la fonction z; donnée par x,(6) = x(t + ) pour
0 € [-r,0], L et G sont dans B(LP([-ra, ,0], X); X) l'espace des opérateurs linéaires
bornés, et f : R — X est une fonction 2m-périodique et locallement p-intégrable
pour 1 < p < 400.

Le cas ou L = 0 a été traité dans [42] avec des résultats importants concernant
I’existence de solutions périodiques.

Notre contribution dans ce travail est une généralisation des résultats d’existence des
solutions périodiques [42] au cas d’équations fonctionnelles de type neutre (2.13).
Dans cette partie on montre l'existence et 1'unicité de LP-solution forte et 2m-
périodique de ’équation (2.13), pour 1 < p < oo et sous les conditions suivantes :

- X est un espace UMD (voir définition 1.3.26).

-0z(A) =¢et {ik:A,;l}keZ est R-borné, ou Ay = (ikDy— ADy—Gy) et Dy, = I — L.
-{Sk = k(Lys1 — Ly), k € Z}, {Ty = k(Gry1 — Gi), k € Z} et { P, = kA(Lg1 — Li), k € Z}
sont R-bornées.

Pour I'existence d’une solution faible de I’équation (2.13), on montre le résultat sui-
vant :

Théoréme : Supposons que A génere un Cy-semigroupe (7T'(t));>¢ sur un espace de
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Banach X de type UMD et que (ikDy — ADj, — Gj) ™! est un LP-multiplicateur, alors

il existe une solution unique faible et 2r-périodique de I’équation. (2.13).H

2.3.2 Critere de solutions périodiques

Hypotheses principales.
(1) A est un opérateur linéaire fermé.
(2) L,G € B(L?(T, X); X) I'espace des opérateurs linéaires bornés.
(3) {Sk,k € Z}, {Ty,k € Z} et {Py,k € Z} sont R-bornées avec Dyz(k) € D(A)
pour tout k € Z.

On suppose que les hypotheses (1) et (2) sont satisfaites tout au long du partie 2.3.
Notation 2.3.1

On note : Dx; = x(t) - L(x;), Dy = ¢(0) - L(p)

Alors I'équation (2.13) est équivalente

%Dmt = A[Dz;] + G(x) + f(t). (2.14)

Notons Ly, (x) := Lexx) ; Gr(x) := G(epx), e (t) :=e™™ , Dy =1 - Ly et
Ay = (ikDy, - ADy, - Gy,) pour tout k € Z, on définit

H'"(T; X) = {u € L/(T, X) : Jv € L/(T, X), o(k) = ika(k),Vk € Z}

et oz(A) ={k € Z : Ay n'est pas inversible}.M

2.3.2.1 Critere de solution forte
Nous commencons par établir notre concept de solution forte pour
I'équation (2.14) :
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Définition 2.3.2 : Soit f € LP(T; X). Une fonction x € H"P(T; X) est dite 2r-
périodique LP-solution forte de (2.14) si Dz, € D(A) et x vérifie l’équation (2.14)

pour tout t € [0,27]. A

La proposition suivante montre I’'équivalence entre LP-multiplicateur et R-bornétude

de l'opérateur (ikA;").

Proposition 2.3.3 : Soit X un espace de Banach de type UMD. On suppose que
les hypothéses (1), (2) et (3) sont satisfaites et que o7(A) = &, alors les assertions
suivantes sont équivalentes.

(1) (ik(ikDy, — ADy — Gi) ez est un LP-multiplicateur pour 1 < p < oo

(ZZ) (Z/{Z(lk?Dk — AD,, — Gk)_l)kez est R-borné. B

Preuve :

(i) = (ii) : voir la proposition 1.3.29

(i) = (i). Posons M, = ik(ikDy — ADy — G1)™Y, Ny = (Cr, — ADy) ™' et Cy :=
ikDy — Gy, alors on a My, = ikN, = ik(Cy, — ADy)~!. On utilise le théoréme 1.3.31
pour montrer que 'ensemble {k(Mj1 — My)},o, est R-bornée.

Nous notons les identités suivantes

K[ My y1-My]= K[i(k+1)(cpy1 — ADyiq) "t -ik(Cy — ADy,) ™!

= k(cgy1 — ADgi1) Hi(k+1)(Cy-ADy,) - ik(Cha1-ADyy1)](Cr — ADy) ™!

= kNji1[ik(Cy — Cyq1) + i(Cx, — ADy) + tk(ADy1 — ADg]Ni

=kNpy1[ik(Cy — Cry1)Ni, + 1 + ik(ADjpy1 — ADy) Ny
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:ka+1(Ck — Ck+1)2k3Nk + ika+1 + ka:-i—l (ADk—H — ADk)Z/{?Nk, (Dk =1 - Lk)
=kNi41(Crx — Crop1) My, + 2 Myp1 — Ny (KA(Liy1 — L)) M

k+1
=Nj41k(C — Clogr) My, + k_f_le—i-l — kaz—i—lPIﬁMk-
Nous avons
Cy-Chosr=ik Dy i(k+-1) Dyt + Grosr - G
— ik(Dy - Dsr) - iDps1 + (Groir-Gi)
=ik(Lgt1 - Lg) + (Gry1 - Gi) + iLgsq - il, donc on a
Nit1k(Cy — Cr1) My, = ik Nip1(k(Lgs1 — Li)) My, + Nip1 (E(Grg1 — Gi)) My,
+ 1k N1 L1 My, — 1k Ny M,
=1k N 11Sp My, + Nppa T My, + ik Ny 1 L1 My — ik Ny M,
= wr My SiMy + sy M Ty, + g5 My Lien My — 355 Mya My,
donc
k[Mio1—My] = 555 Myr Myt 555 My TiMy+ 155 Mica L My — 15 Mg My +

e My — oy Mi1 P M.
Comme les produits et les sommes de R-borné est R-borné [42. Remarque 2.2] et les

hypotheses (1), (2) et (3), la preuve est terminée. Bl

Le lemme suivant montre 'unicité de la solution forte de 1'équation (2.14) :

Lemme 2.3.4 : Soit 1 < p < oo. Supposons que oz(A) = & et que pour chaque f
dans LP(T; X), il existe une solution forte de l’équation.(2.14), alors cette solution

est unique. M
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Preuve. Supposons que x; et xs sont deux LP-solutions fortes de ’équation (2.14),
alors x = x; — x9 est un LP-solution forte de I’équation (2.14) correspond a f = 0.
Appliquons la transformée de Fourier dans (2.14), on obtient ikDyz(k) = ADz(k)
+ Gz (k) pour tout k € Z, donc (ikDg-A Dy, - Gi)z(k)=0. Il en résulte que z(k) =0
pour tout k € Z et donc d’apres la remarque 1.3.14, z(t) = 0, i.e x; = zo.1

Si on suppose que I’équation (2.14) admet une solution unique, alors on a le théoreme

suivant :

Théoreme 2.3.5 : Soit X un espace de Banach. Supposons que pour chaque f dans
LP(T; X), il existe une unique LP-solution forte et 2m-périodique de l’équation (2.14)

pour 1 < p < 4o00. Alors
1. Pour tout k € 7, Ay, est inversible et borné

2. {ikA;l}kez est R-borné, ot Ay = (ikDy — ADy — Gy). 1

Avant de donner la preuve de ce théoreme, on montre le lemme suivant :

Lemme 2.3.6 : Soit X un espace de Banach. Si (ikDy — ADy — Gi)(x) = 0 pour

k

tout k € Z, alors uy = e*tejx est 2n-periodique LP-solution forte de 'équation (2.14)

correspond a f=0. R

Preuve : On a (ikDy — ADy, — G}.)(x) = 0, cela implique que ikDyr = ADypx + Grx
= ikx = ikL;x + ADpx + Gix.

k

Nous avons u; = e**te,z, donc
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u, = ikeFlepx = e*ley(ikx) = eley[ikLpx + ADix + Gix]

= ike™e, Lpx + e*fte, ADpx + e*te, Grx

= ikL(e™*epx) + AD(e*epx) + G(e*leyx)

= ikL(u;) + AD(uy) + G(uy)

= (Lu;)" 4+ AD(uy) + G(u),

donc

(uy — Luy) = AD(uy) + G(uy),

par conséquent, on a : (Du) = AD(u;) + G(u,). B

Preuve de théoréme 2.3.5 :

1) Montrons que Ay est surjectif. En effet soit y € X.

Pour f(t) = e*'y, 3z € H"P(T; X) tel que : LDz, = A(Dzy) + G(z) + f(t)
Par application de la transformée de Fourier et puisque G et D sont linéaires et

bornés, on obtient

Par la proposition 1.3.12, la proposition 1.3.13 et le lemme 1.3.15, nous avons :

~ —

' (k) - (Lz.) (k) = ik (k) - ik Lpz(k)= ik(I - Ly)2(k) = ikDy2(k). Par conséquent,

on a :

~

ikDyz(k) = ADy (k) + Gra(k) + f(k), c’est a dire
(ikDp-ADy- Gp)i(k)= f(k)=y = (ikDy-ADy- Gy) est surjectif.

Maintenant montrons que Ay est injectif. Soit (ikDy-A Dy~ Gy)(u) = 0, alors d’apes
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le lemme 2.3.6, z; =

teju est 2m-périodique LP-solution forte du probleme (2.14)
correspondant a la fonction f = 0, or 0 est une autre solution de cette équation, et
d’apres le lemme 2.3.4, x; = 0 donc u = 0 alors (ikDp-ADy- Gy) est injectif. Ainsi
(ikDg-A Dy~ Gy) est bijectif. Or L et G sont bornés, donc d’apres le lemme 1.1.9 (2),
on a Ay = (ikDy — ADy — G},) est inversement borné.

2) Soit f € LP(T; X). Par hypothese, il existe une unique z € HP(T, X) telle que
I'équation (2.14) est vérifiée. D’apres ce qui précede, on a :

#(k) = (ikDy, — ADy, — Gi)™ f(k) pour tout k € Z, d’oi

ikz (k)= ik (ikDy — ADy — Gy,)~' f(k) pour tout k € Z.

D’autre part, puisque z € HVP(T; X), il existe v € LP(T; X) tel que 9(k)=ikz(k),
c’est-a-dire {ikA,;l}kGZ est un LP-multiplicateur, donc {ikA,;l}kEZ est R-borné et
par la proposition 1.3.29, la preuve est terminée. ll

2.3.2.2 Critére de solution faible

Dans de nombreuses applications, 'opérateur A est le générateur infinitésimal

d'un Cy-semigroupe (7T'(t)):>o sur l'espace X.

Définition 2.3.7 : Supposons que A génére un Cy-semigroupe (T'(t))i>0 sur X. Une
fonction x est dite LP-solution faible et 2m-périodique de probleme (2.14), si Dy €

D(A) et Dy = T(t)Dp + [ T(t — 5)(G(xs) + f(s5))ds, 0 <t < 27. W

Si on suppose que 'équation (2.14) admet une solution faible, alors on a le théoreme
suivant :
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Théoreme 2.3.8 : Supposons que A génére un Cy-semigroupe (T'(t))i>o sur X, et
soit f € LP(T; X) pour 1 < p < oo; si x est une LP-solution faible et 2m-périodique

de Uéquation (2.14), alors (ikDy — ADy — Gy)i(k) = f(k) pour tout k € Z. R

Avant de donner la preuve de ce théoreme, on montre le lemme suivant :

Lemme 2.3.9 : Supposons que A génere un Cy-semigroupe (T'(t))i>0 sur X et que
x est une LP-solution faible et 2m-périodique d’équation. (2.14) tel que fg Dzyds €

D(A), alors Dxy = Dy + Afot Dx.ds + fOt(st + f(s))ds,0 <t <27x. &

Preuve. Supposons que x est une LP-solution faible et 27-périodique de I’équation.
(2.14), alors Dz, =T(t)Dy + fo (t-5)(Gxs + f(s))ds.

Par intégration et par application de 'opérateur A, on a :

AfDayds = Af;T(s)Deds + A[f) [*T(t-€)(G(ze) + £(€))déds. Par la proposition
1.1.28 (1) et la remarque 2.2.6 on obtient :

A[/Dads = - Dp+T(t)Dp+ [ (T(t-5)-1)(G(w,) +(s))ds, i.e,

T(t)Dp+ [, T(t-5) (G (x,)+(s))ds=A [, Dwyds+ D+ [ (G (a,)+(s))ds.

Par hypothese, nous avons : Dz, =T(t Dgp—i—fo (t-8)(Gas+1(s))ds,

donc

Da, = Do+ A [} Dayds + [)(Gzy + f(s))ds. B

Preuve de théoréme 2.3.8. Soit x une LP-solution faible et 2m-périodique de
I'équation (2.14), alors d’apres le lemme 2.3.9, on a

Dy = Dy + A [Dxyds + [ (G, + £(s))ds
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Pour t = 2, on a

Ditor = Dy + A [Z"Dayds + [ (G + f(s))ds;

Nous avons : Dzy, = Dy, donc

AP Dayds + [ (G + f(s))ds=0

LA f(f”stds ok [5Gy + f(s))ds =0 (Day =z, — L(zy))

LA [P (x(s)- Larg)ds 4ok [7Te 0 CGayds + o [T 0%f(5)ds=0

f ~i03(x(s)- La,)ds + G(eo2(0)) + £(0) = 0( lemme 1.3.15)

A(2(0) - Lo(0)) + Goa(0) + £(0) =0

ADyi(0) + Goz(0) + f(0) =0

(ADo+ Go)2(0)+ f(0) = 0.

Donc, pour £ =0, on a
(0 — ADy — Go)2(0) = £(0). (2.15)

Il reste a vérifier pour k € Z — {0}. En effet, on définit v(t) = fot Dz ds

et g(t) = Dz, — Dy — [ (G(xs) + f(s))ds
D’apres la proposition 1.3.12, la proposition 1.3.13 (2) et le lemme 1.3.15, nous

avons :



A

ik Dy (k) + Goz(0) - G (k)+£(0)- f(k)= -ADyz(0)+A Dy (k)
& [ ikDyi(k) -ADyid (k)-Gid (k)- £ (K))-[-A Dy (0)-Go(0)- £ (0)]=0
& ikDyi(k) -ADy#(k)-Gra(k)-f(k) = 0 (d’apres 2.15).

Donc, pour tout k € Z — {0}, on a
(ikDy, — ADy, — Gp)i(k) = f(k), (2.16)
et d’aprés (2.15) et (2.16), on a, (ikDy — ADy — Gp)i(k) = f(k), Vk € Z. B

Corollaire 2.3.10 : Supposons que A génére un Cy-semigroupe (T'(t))i>o sur X
et que x est une LP-solution faible et 2m-périodique de l’équation (2.14) et Ay est
tmversement borné, alors A,;l est un LP-multiplicateur, ot Ay = (ikDy— ADy —GYy,).

Preuve. D’aprés le théortme 2.3.9, on a (ikDy — AD,, — Gy)i(k) = f(k). Doi,
i(k) = (ikDy — ADy, — Gy,) "' f(k), pour tout f € LP(T; X).

2.3.3 Reésultat de solution 27-périodique

Notre résultat principal dans cette section est d’établir la réciproque du

théoréme 2.3.5.

Théoreme 2.3.11 : Soit X un espace de Banach de type UMD et soit 1 < p < +00.
Supposons que les hypothéses (1), (2) et (3) sont satisfaites et que oz(A) = ¢ et
{ikA,;l}kez est R-borné, alors pour tout f € LP(T;X), il existe une unique LP-
solution forte et 2m-périodique de ’équation (2.14). A
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Preuve.

Existence : Soit f € LP(T; X). On a {z’kA,;l}kEZ est R-borné, et d’apres la pro-

position 2.3.3, {il{:A,;l}kGZ est un LP-multiplicateur, ce qui équivaut a dire que par

le lemme 1.3.33, la famille {A,;l} rez €St un LP-multiplicateur de LP(T;X) dans

H'?(T;X). Donc il existe z € H'?(T, X) tel que

(K)=A ' f(k)= (ikDy — ADy — G) ' f(k), donc (ikDy — ADjy, — Gy)i(k) = f(k).

D’ou

A~

ikDyz(k) = ADz(k) + Gz (k) + f(k).

On a z €LP(T; X) et il existe v € LP(T; X) tel que v(k) = ik z(k), donc

—

(Dz.)(k) := Dyi(k) = ikDyi(k).

D’apres le théoreme de Fejer, on a dans LP(T; X)

2(0) = w(t 4+ 0) = limy s ooz 0 o> e, €M e (k).

Par conséquent, dans LP(T; X) on obtient

Ty = limn_>+oo%szzozznz_meiktekit(k)

Puisque G est linéaire et bornée, on a

Gy = 1My yoo g 2o pe—m @ Gert (k)
:limTHJroo%Hznmzozzn:_meiktGk:%(k).

D’apres (2.17) et (2.18) nous avons

(Dz.)/(k) = ikDyi(k) = ADyi(k) + Gya(k) + f(k), pour tout k € Z.
A est fermé, donc d’apres le lemme 2.1.7, on a Dz, € D(A) et
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%(Dxt) = ADx; + Gz, + f(t).

Périodicité : On a z € H"P(T, X). D’apres («) dans la notation 1.3.19, ils existent
v € LP(T, X) et u € X tel ques fo%v(s)ds =0etz(t) = u+ fotv(s)ds, donc
z(0) = u = x(27), d'on x est 2m-périodique.

Unicité : Supposons que I'équation (2.14) admet deux solutions z; et x5, alors
x = x1 — x5 est une solution forte de ’équation (2.14) corespond a la fonction f = 0,
appliquons la transformée de fourier, on trouve (ikDy — AD;, — Gy)z(k) = 0, d’ou
#(k) = A;1.0 = 0,Vk € Z et d’apres la remarque 1.3.14, z(t) = 0 ce qui implique
que x1 = 2.1

Maintenant montrons le résultat principal dans le cas ou A génere un Cy-semi-

groupe.

Théoréme 2.3.12 : Supposons que A génere un Cy-semigroupe (T'(t))i>o sur X. Si
(ikDy, — ADy, — G1,)7! est un LP-multiplicateur, alors il existe une solution unique

faible et 2r-périodique de ’équation. (2.14). A
Preuve. Soit f € LP(T; X), alors d’apres le théoreme de Fejer; on a
F(O) =l oo omeo e €™ ().

(ikDy, — ADy, — G},)~! est un LP-multiplicateur, donc il existe
z € LP(T; X) tel que #(k) = (ikDy — ADy, — G) 1 f (k)

posons g, () = A5 (ST et ik Dy — ADy — Gi) 7 f ()
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Ten() = 751 Lmmo 2k € ek (R),
alors d’apres le Théoreme de Fejer ( Théoreme 1.3.17) on a x;,, — z; (n—00), de
plus z, vérifie 'équation (2.14) (méme démonstration que dans le théoreme 2.2.11)

c’est a dire
L (Dxyy) = A(Dyp) + L((200)) + fult)

soit h(s) = T(t — s)Dxy,,

donc, d’apres la proposition 1.1.28 on a :

Lh(s) = —AT(t — ) D,y + T(t — 5)[A(Dxs,) + G(2s0) + fo(t)]
=T(t — s)[G(xs,) + fu(s)]. On intégre de 0 a t, on obtient,

h(t) = h(0) + f(f T(t — s)(G(xsn) + fu(s))ds, c’est & dire que
Dy, = T(6)Dpnt [ T(6-5)(G(0) + fu(8))ds,

soit y, = Dy, = Dx, donc

Dy = T(t)ynt [T(t-8)(G(2sn) + fuls))ds.

Pour t =27 on a

Dgryn = Tyt [2TT(2m-5)(G((250)) + fuls))ds.

Or Dzgy,, = Dy, d’ou
21
y = T(2r)y + / T2 — $)(Glas) + f(s))ds (2.19)
0

Dy, = T(t)yn+ ng(t—s)(G(xsﬁn) + fu(s))ds ( quand n—o0)

Dy = T(t)y+ [y T(t-5)(G(x,) + f(5))ds := g(t)
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Dz, = g(t)
g(2m) =T (2m)y + fozw T2 — s)(G(xs) + f(s))ds =y d’apres (2.19) et g(0) = y.
Alors Dzo, = Dy = xor(.) = xo(.), don = est 27- périodique solution faible

d’équation. (2.14). B
2.3.4 Exemples

Soit A un opérateur linéaire fermé et X un espace de Hilbert, tel que iZ C p(A)
et R,(k(ikDy — ADy)™') =: M < co. Supposons que ||G]| < m par exemple
G(o) = > _oanp(rr), T € [—rax, 0] et ap € B(X) tel que Y p_ |ax] < m :
Alors d’apres la remarque 2.2 (a) dans [42] nous obtenons
supy ||k(ikDy — ADy, — Gy) || < R,(k(ikDy, — ADy)™') = M. D’apres 'identité
ikDy, — ADy — Gy, = (ikDy, — ADy)(I — Gi(ikDy, — ADy)™'), il en resulte que
(ikDy, — ADy, — G},) est inversible si |Gy (ikDy, — ADy) || < 1. [39, Theorem1.1.7].
IGE] < (2ran) 7 [IGI,
d'ott ||Gy(ikDy — ADy)7Y| = ||Gr(ikDy — AD) Y| < (2ron) VP |G| M = a < 1.
Donc 07(A) = ¢ et d’aprés Théoreme 1.1.7 dans [39] nous avons
(ikDy, — ADy, — Gy,)™' = (ikDy — ADy) ' (I — Gy(ikDy, — ADy,)~ 1)1
=(ikDy — ADy) "' >°0° | [Gi(ik Dy, — ADy,) )"

R, (ik(ik Dy, — AD}) " V[Gy(ikDy — ADy)]"
< Ry (ik(ikDy — ADy,)"Y[R,(Gy(ik D), — ADy)~ )"

< Ry(ik(ikDy, — ADy,) ' [R,(Gr)]"[R,((ikDy, — ADy)™ 1))
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< Ry (ik(ikDy — ADy) " ((2r)/7 ||G|)" M™

:Rp (’lk(Zka — ADk)_lOén

Finalement R,((ikDy — ADy — Gy,)™' < R,(ik(ikDy — ADy) )= < 3L

ce qui montre que {(ik(Dy, — ADy — G1.)™', k € Z} est R-borné, et d’apres le théoreme

2.3.11 il existe une unique LP-solution forte et 27-périodique de I’équation.(2.14).1
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Chapitre 3

Solutions périodiques pour une
classe d’équations différentielles
du second ordre

3.1 Solutions périodiques d’équations différentielles
du second ordre

Dans cette partie, nous étudions 'existence de solutions forte pour une classe

d’équations différentielles sous la forme :

d? d
T () + = Ba(t) + Ax(t) = Glan) + [(1) (3.1)

OuA:DA) C X - XetB:D(B)CX — X sont deux opérateurs linéaires
fermés tel que D(A) C D(B), et X est un espace de Banach muni de la norme ||.|| . La
fonction z; donnée par z4(0) = z(t +6) pour 6 € [—r,0]. G € B(LP([—7rax, 0], X); X)
I’espace des opérateurs linéaires bornés, et f : R — X est une fonction 27-periodic
et localement p-intégrable pour 1 < p < +o0.

On suppose au cours de cette partie les hypotheses suivantes :

86



(1) L’opérateur B est borné avec ||B|| = b.

(2) {k(Gry1 — G), k € Z} est R-borné avec R,({k(Grr1 — G), k € Z}) = a.

Dans cette partie on montre le théoreme suivant.

Théoréme : Soient X un espace de Banach de type UMD et A: D(A) C X — X
un opérateur linéaire fermé. Alors pour 1 < p < +oo les assertions suivantes sont

équivalentes.
1. Vf € LP(T; X), il existe une unique LP-solution forte et 2m-périodique de
I'équation (3.1)
2. (—k*I+ikB+A—Gy) inversement boré et { —k*(—k*I + ikB + A — Gi) i}ties

est R-borné. A

3.1.1 Préliminaires
Notation 3.1.1

Notons : Gi(x) := G(epx) et e(t) :== e Vk € Z

A= (=k’IT+1kB+ A —Gy) et oz(A) ={k €Z: A n'a pas dinverse}.
H>»(T; X) = {u € H?(T; X) : o/ € H(T; X)}. W

ue H**(T; X) & ue H"(T; X) et o € H"P(T; X)

e ue HYP(T; X) et v € LP(T; X) tel que 6(k) = iku/(k)

S ue HYP(T; X) : Jv e LP(T; X) tel que o(k) = —k*a(k)

Donc

H?*?(T; X) ={u € H"(T; X) : Jv € L!(T; X), 0(k) = —k*u(k),Vk € Z}.
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Définition 3.1.2 : Soit 1 < p < oo, on dit que (Mp)rez C B(X,Y) est un
(LP, H*P )-multiplicateur si pour chaque f € LP(T;X), il existe g € H*P(T;Y) tel

~

que §(k) = My f(k) pour tout k € Z. B

3.1.2 Critere de solution périodique

Définition 3.1.3 : Soit f € LP(T; X). Une fonction x € H*?(T; X) est dite 2r-
périodique LP-solution forte de (3.1) si x(t) € D(A), x(0) = z(2m),2'(0) = 2'(27)

et x vérifie l'équation (3.1) p.p t € [0;27]. W

Proposition 3.1.4 : Soient A un opérateur linéaire fermé et X un espace UMD.
Supposons que oz(A) = (0. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) (=k*(=Kk*I +ikB + A — G) Ypez est un LP-multiplicateur pour 1 < p < oo

(1i)(—k*(—k*I + ikB + A — Gi) " iez est R-borné.

Preuve. (i) = (ii) est une consésquence de la Proposition 1.3.29

(ii) = (i) Posons R,{ My, k € Z} = d, et My, = —k*Nj, avec

N, = (Cy + A)7 et Cy := —k*I + ikB — Gj. Donc d’apres le théoreme 1.3.31 il
suffit de montrer que {k(Myy1 — My)},cp est R-borné. En effet,

soit z; € D(A), alors on a

szzl rij(Mjy1 — Mj)x;

LP(0,1;X)
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=225 U=+ D*(Cn + A) 71+ 52(C5 + A) )y

=225, 7 N[ (G + D*(Cy + A) + 5%(Cja + A)|Nja;

Lr(0,1;X)

L?(0,1;X)

=125 i N [=52(C) = Cja) = (25 + 1)(Cj + AN

LP(0,1;X)
=1 2271 i Nj1(Cy = Ci)(—=52N;) — §(27 + 1) Njnz; Lr(0,1;X)
B n . j(2541)
=225 il g M+ (C) — Ci) My + 57 My, LP(0,1:X)

J(25+1)
+HZ] l (+1)2 T Myl

< HZ?:1 rilgee Mi (G5 — Cia) Myl N 2013
+ 2d HZ?:I T’j(L’j

< HZ}; rilgryr M (Cy — Cjaa) Mjla,

LP(0,1;X)

Lr(0,1;X) L7(0,1;X)
puisque
C;—Cip1=—3*T1+ijB—G;+ (j+1)*I —i(j + 1)B + Gj1,
= (2j+ 1) —iB+ (Gj+1 — Gj), alors on a :
HZ}; rilgry Mir1(Cj — Ci) Mjla; .
< szzl rijH[_(jj(ijﬁLl)[ +3G +1)QB — ﬁ(j(GjH — Gj))|Mjx; Lp(0,1:X)

<d*(2+b+a) HZL riT;

LP(0,1;X)

Enfin, on a szzl 753 (Mjy1 — Mj)x;

< (d*(2+b+a)+2d) HZ LTiT

LP(0,1;X) Lr(0,1;X)

d’ott {k(Mj41 — My)},eq est R-borné avec
R,({k(Myy1 — My),k € Z} < d*(2+ b+ a) + 2d,

et la preuve est terminée.ll

Théoréme 3.1.5 : Soient A un opérateur linéaire fermé et X un espace de Ba-
nach. Supposons que oz(A) = 0 et que pour chaque f € LP(T; X), il existe une
unique LP-solution forte et 2r-périodique de l’équation (3.1) pour 1 < p < oo, alors

89



(—k2A; ez est R-borné ot Ay = (=K% +ikB + A — Gy).

Preuve. Soit f € LP(T, X). Par hypothese il existe un unique z € H*P(T, X),
vérifiant (3.1). Par application de la transformée de Fourier, on en déduit que

K23 (k)+ikBa(k)+Az(k) = Gyi(k)+2(k), done (—k*T+ikB+A—Gy)a(k) = f(k),
ce qui implique que #(k) = A7 f(k) pour tout k € Z. Dot —k%2(k) = —k2A; (k)
pour tout k& € Z. D’autre part, puisque x € H*P(T,X), il existe v € LP(T, X)
tel que d(k) = —k*2(k) = —K2A;Lf(k), Cest-a-dire que (—k>A;)kez est un LP-

multiplicateur, donc d’apres la proposition 1.3.29 (—kQA,;l)keZ est R-borné.

3.1.3 Existence de la solution forte

Notre résultat principal dans cette section est d’établir la réciproque du

théoréme 3.1.5.

Lemme 3.1.6 Soient 1 < p < 0o et (My)rez C B(X), alors les assertions suivantes
sont équivalentes :
(1) (My)rez est un (LP, H*P? )-multiplicateur.

(ii) (—=k>My)rez est un (LP, LP )-multiplicateur. B

Preuve : (i) = (ii). Soit f € LP(T; X), par hypothese, il existe v € H*?(T; X)
tel que §(k) = M f(k), donc il existe ¢ € LP(T;X) tel que g(k) = —k20(k) =
(—k2My) f(K) et par suite (—k®My)pez est un (LP, LP)-multiplicateur.

(17) = (i). Soit f € LP(T; X), par hypothese, il existe v € LP(T; X) tel que v(k) =
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— kM, f (k) = ik(ikMy) f(k), donc (ik(ikMy))rez est un (LP, LP)-multiplicateur et

d’apres le lemme 1.3.33, on a (ikMy)rez est un (LP, HYP)-multiplicateur c’est & dire

A

qu’ il existe g € H"P(T; X) : g(k) = ikMyf(k) pour tout k € Z, en particulier

4(0) = 0.

Soit w(t) = fotg(s)ds. Alors d’apres la proposition 1.3.13 (2) :

w(k) = £3(0) — £3(k) = %g(k) = My f (k) pour k # 0.

Soit h = w + My f(0) —w(0), alors h(t) = z + fotg(s)ds ou z = h(0) et OQWg(s)ds =

27G(0) = 0. Ainsi d’apres (o) dans la notation 1.3.19: h € H'?(T; X) et i’ = g € H"(T; X),

de plus on a h(k) = @ (k) +0 = (k) = M, f(k) pour k # 0 et h(0) = Myf(0), en ef-
fet h(0) = 2= [2" h(t)dt = 5= [T w(t)dt+ My f(0) —w(0) = w(0) + Mo f(0) —w(0) =

My f(0). Alors il existe h € H2P(T; X) tel que h(k) = M,f(k) pour tout k € Z,

c’est-a-dire (Mpy)rez est un (LP, H*P)-multiplicateur. B

Théoréme 3.1.7 : Soient X un espace de Banach de type UMD et A : D(A) C
X — X un opérateur linéaire fermé et oz(A) = () . Alors les assertions suivantes

sont équivalentes pour 1 < p < 0.
1. Pour chaque f € LP(T;X), il existe une unique LP-solution forte et 27-
périodique de ’équation (3.1)
2. {—k*(—k*I +ikB+ A — Gy) ")}y est R-borné. B
Preuve : 1)=-2) Voir théoreme 3.1.5

1)«<=2) Existence : Soit f € LP(T; X). On a {z’kA,;l}kEZ est R-borné, donc d’apres
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la proposition 3.1.4, {ik:A,;l}kez est un LP-multiplicateur, ce qui équivaut a dire que
la famille {A;'} vy st un LP-multiplicateur de LP(T;X) dans H*P(T;X), c’est-a-
dire, il existe x € H*P(T, X) tel que

2(K)=Af (k)= (k2T +ikB+ A—G}) "' f(k), donc (—k*I +ikB + A — Gy)i(k) =
f(k), don

~

—k2#(k) + ikBi(k) + Ad(k) = Gpi(k) + f(k) (3.2)

en particulier, x €LP(T; X) et il existe v € LP(T; X) tel que 6(k) = —k?2(k), donc

selon le lemme 1.3.18, on a 2/ (k) := d(k) = iki#(k), d’olt
a"(k) = ika! = ikiki(k) = —k*2(k). (3.3)

D’apres le théoreme de Fejer (théoreme 1.3.17), on a dans LP(T; X)
2(0) = x(t 4+ 0) = limy s oo g Dm0 P pe @ e (k)

Par conséquent, dans LP(T; X) on obtient

P limTHJroo%szzozzl:fmeiktek:%(k)

Puisque G est linéaire et bornée, on a :

Gy = 1y oo g 2omeo e —m€ G(ert (k)

=My oo 77 Dm0 2o b€ G (k).

D’apres (3.2) et (3.3) nous avons :

2" (k) + ((/B:L"\)’(k) + Ai(k) = Gyi(k) + f(k), pour tout k € Z.
Alors, puisque A et B sont fermés et d’apres le lemme 2.1.7, on a x(t) € D(A) et
L ao(t) + LBa(t) + Ax(t) = G(xy) + f(1).
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Périodicité : On a, v € H*?(T, X), donc x € H'(T,X) et 2’ € H'(T,X) et
d’aprés («) dans la notation 1.3.19, 2(0) = z(27) et 2/(0) = a'(2m).

Unicité : Supposons que 'équation (3.1) admet deux solutions x; et x5, alors = =
x1 — T2 est une solution forte de I’équation (3.1) correspond a la fonction f = 0,
appliquons la transformée de fourier, on trouve (—k*I + ikB + A — Gy,)2(k) = 0,
donc #(k) = (—k*I +ikB+ A—Gy)™'.0 = 0,Vk € Z et d’apres la Remarque 1.3.14,

x(t) = 0 ce qui implique que z; = x2.1

3.2 Equations différentielles dégénérées

3.2.1 Introduction

Dans cette partie, nous étudions 'existence de solutions forte pour une classe

d’équations différentielles dégénérées sous la forme :

d2
dt?

(M(x(t)) + Ax(t) + G(z¢) = f(¢) (3.4)
OuA: DA C X - XetM:DM)C X — X deux opérateurs linéaires
fermés tel que D(A) C D(M). La fonction z; est donnée par z,(6) = x(t + 0) pour
0 € [-r,0]. G € B(LP([—r2xr, 0], X); X) avec 1o, = 2mng(ng € N) et f: R — X est
une fonction locallement p-intégrable et 2m-periodique pour 1 < p < +o0.

Il nous parait intéressant de rappeler quelques résultats établis pour des problemes

d’équations différentielles dégénérées.

C.Lizama a étudié l'existence et l'unicité des solutions 2m-périodiques fortes de
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I’équation différentielle dégénérée suivante :

d
7 (Ma(t) = Ax(t) + (1) (35)

avec A: D(A) C X - X et M : D(M) C X — X sont deux opérateurs linéaires
fermés tel que D(A) C D(M) et f: R — X une fonction locallement p-intégrable
et 2m-périodique pour 1 < p < 400.

Dans [8], Bu a étudié une nouvelle équation différentielle dégénérée qui généralise
I'équation (3.5) :

%mm@»:Aﬂw+L@0+ﬂUJGR (3.6)

Ol L € B(LP([—7ay, 0], X); X)

Remarquons que 'équation (3.5) a été étudié par Favini dans [23] comme suit :
F(Max(t) + Ax(t) = f(t),

avec la condition de periodicité suivante : Mx(0) = Mx(1).
Dans [7], Bu a pu montrer l'existence de solution d’équations dégénérées dans un
espace de Holder.

Dans [6], Bu s’est intéressé aux équations dégénérées de second ordre suivantes :

M ((t)) = A(t) + (). (3.7)

Pour notre part, nous généralisons les résultats de [6] aux équations dégénérées de

second ordre (3.4). Nous utilisons le théoreme 1.3.31, et on trouve le résultat suivant :
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Théoréme : Soient X est un espace UMD et o7(A) = 0.
On suppose que {(—k*M + A + Gi) '}, g et {=k*M(—=k*M + A+ Gy) ™'}, sont
R-bornés, alors 1’équation (3.4) a une unique LP-solution forte et 2m-périodique pour

tout f € LP(T; X ) avec 1 <p < co. B

3.2.2 Critere de solutions périodiques
Notation 3.2.1

Notons : Gi(x) := G(epx) et e(t) := e pour tout k € Z
Ay = (—k*M+ A+ Gy) et oz(A) ={k € Z: A, n'est pas inversible}.
HyP(T; X) = {u € LP(T; D(A)) : Jv € LP(T; X) tel que o(k) = ikMa(k)}.

H2P(T; X) = {u € LP(T; D(A)) : Jv € LP(T; X) tel que 0(k) = —k*Mu(k)}. B

Remarque 3.2.2 :

1)z € HP(T; X) <= z € LP(T; D(A)),Jv € LP(T; X) : 0(0) = 0 et Ja € X tel
que Mx(t) =a+ fotv(s)ds.

2) Six € HyP(T; X), alors Mxz(0) = Mxz(27).

IH(T; X) ={ue H)P(T;X):v' € HP(T; X)}. W

Nous imposons les conditions techniques suivantes :
(H):A:DA)C X - Xet M:D(M)C X — X sont deux opérateurs linéaires
fermés tel que D(A) C D(M) avec M borné.

(H) : G € B(LP(T, X); X).

Définition 3.2.3 : Soient les hypothéses (Hy) et (Hs) satisfaites et f € LP(T; X).
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Une fonction z € HoP(T; X) est dite 2r-périodique LP-solution forte de (3.4) si x(t)

vérifie l'équation (3.4) p.p t € [0,27]. B

Théoréme 3.2.4 : Soient les hypothéses (Hy) et (Ha) satisfaites et X un espace de
Banach. Supposons que oz (A) = 0 et que pour chaque [ dans LP(T; X), il existe
un unique LP-solution forte et 2m-périodique de l’équation (3.4) pour 1 < p < 400,

alors {(=k*M + A+ Gy) '}yop et {=K*M(—k*M + A+ Gi,) "'}y sont R-bornés.

Preuve : En appliquant la transformée de Fourier sur les deux cotés de I'équation
(3.4), et par la proposition 1.3.13 et le lemme 1.3.15, on obtient

—k2M (k) + Ai(k) + Gri(k) = f(k), ce qui implique que

B(k) = (kM + A+ Gp) ' f(k) = (—k*M + A+ Gy)~! est un LP-multiplicateur
et alors R-borné. D’autre part, puisque z € H3P(T; X), il existe v € LP(T; X) tel
que (k) = —k*Mz(k), c’est-a-dire que {—k*M (—k*M + A+ Gj) '}, est un LP-
multiplicateur, donc d’apres la proposition 1.3.29, {—k*M (—k*M + A+ Gr) '}y
est R-borné.

Maintenant montrons le résultat principal de cette partie, pour cela on suppose que
{k(Gr+1 — Gi) }kez est R-borné, tel que : R,({k(Gr+1 — Gk)}kez) = b, et notons

N = (Ck + A>_1,Ck = —k>M + Gk, Sy = —k2MNk et T, = Gy Ng.

Théoreme 3.2.5 : Soit X un espace de Banach de type UMD. On suppose que
(Hi) et (H,) sont satisfaites et que oz(A) =0, Ny = {(=k*M + A+ Gi) " '},q et
Sk = {—k*M(=k>M + A+ Gi)"'},.cp sont R-bornés avec &(k) € D(A) pour tout
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k € Z, alors l’équation (3.4) a une unique LP-solution forte et 2mw-périodique pour

tout f € LP(T; X) avec 1 <p < oco. B

Preuve. D’apres les hypotheses du théoreme et le lemme 1.3.25, on a {Ni}rez,
{Sk}rez et {Tx}rez sont R-bornés, avec R,({Ni}trez) = a1, Ry({Sk}rez) = a2 et
Ry({Tk }rez) = as.

Montrons que {Ng}rez, {Sk}rez €t {Tk }rez sont LP-multiplicateur.

Soit z; € D(A), on a :

szﬂ rjj(Njr1 — Nj); 01)

=125 ridl(Cipn + A7 = (C 4+ A) My

LP(0,1;X)

=221 133 Nj+1[C + A = Cir — AlNja;

Lr(0,1;X)

=|[>_7=1 i Nj+1[C) — Cja] Ny

L7(0,1;X)

= 251 i N [=5°M + G + ( + 1) M = G N

Lr(0,1;X)

=127 i N [(25 + DM — (Gj1 — G)|Njz;

L?(0,1;X)

IN

2?21 7j[Nj417 (25 + 1) M Nz,

SN G = Gl

L2(0,1;X) LP(0,1;:X)

IN

> iy TIN5 (25 + 1) M Nyl

2 n
+ ajb HZ]‘:1 T

LP(0,1;X) LP(0,1;X)

‘ D i TiT

IA

+a2b
Lr(0,1;X)

2 n
+ afb HZj:l Ti%;

. Donc d’apres le théoreme 1.3.31, { Ny }rez est
LP(0,1;X)

> i il =gy (= + 12Nt M)N; 5 (25 + 1))

LP(0,1;X)

IN

n +
> i1 T3S+ J((Jil) )]‘T

LP(0,1;X) LP(0,1;X)

< (2a1az + a3d) szzl i
un LP-multiplicateur.
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De la méme maniere, on a :

25
2=t
25—
2=t
2

7‘1 =17 [jNJ-‘rl(C CJ-H)S

7=+ 1)2PM(Cir + A7

L\ TiMGNj o [—
7iMjNj[—

17yl

_, 7iliN.

J(25+1)
L 75

(2a3 + a1bay + 2as) szzl i

;M jNjp1[— (5 +
JAHC5 = Cja) —
73(Cy = Cj4a)

N (Cj —

i11(C5 —

a(=PM+ G+ (J+1)*°M —Gj11)S; +

2 (_(j + 1)2MNj+1) -

1155 —

HZ?:l riJ(Sj+1 — Sj)x;

LP(0,1;X)

+ ]2M(CJ + A)I]I’J

Lr(0,1;X)

1)%(C; + A) + j2(Cjt1 + A)|Njz;

LP(0,1;X)

(27 + 1)(Cj + A)|N;z;

LP(0,1;X)

N; — (2§ + 1)1z,

LP(0,1;X)

Cj+1)(_j2MNj) —7(2j + 1)MNJ'+1]37J'

LP(0,1;X)

— j(2j + 1)MNj 1]z,

LP(0,1;X)
L) (—(j + 1)2M Ny,

(5+1)?
J 2J+1)S,

3 0j+1|Lj
(j+1)2 ~J ] J LP(0,1:X)

Ci1)S; +

Lr(0,1;X)

— (G — G;))S; + J( gﬁr)l)sjﬂ]xj

LP(0,1;X)

Nit1j(Gjpa — G5)S; + ]ﬁ;rl)s +1)T;

LP(0,1;X)

+12 2y+1)5j+1]%

Ni1(§(Gjrr — G;)) S + Ty

Lr(0,1;X)

. Donc {Sk}rez est un LP-multiplicateur.
LP(0,1;X)

Montrons maintenant que {7} }rez est un LP-multiplicateur. En effet, soit x € D(A),

:szzl rjjlGj+1Njr1 — GjNj]z;
ZHZ?:1 7ili(Gjp1 — Gj)Njp1 + Gj(Njyr — Nyl

< | (G = G Nl

|5 i (T = T

Lr(0,1;X)

Lr(0,1;X)

LP(0,1;X)

[ G (N = Nl

L2(0,1;X) L?(0,1;X)
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S alb

’Z;-ll TiT;

> i1 T (G (Njer = Nyl

+ |G (2rom) P .
) LP(0,1;X)

Lr(0,1;X

Or

donc

< (2a1a5 + ab) szzl it

HZ;& rij(Njs1 — Nj)z;

LP(0,1;X) L7(0,1;X)’

L?(0,1;X)

< (arb+||G||(2r2x) P (2a1a9+a3b)) HZ}; ri%;

| i@ =T
D’ott {7} }rez est un LP-multiplicateur.

En conclusion : {Ni }rez, {Sk}rez €t {1k }rez sont LP-multiplicateurs.

Or MSy, + AN, + Ty, = I ( car (=k®*M + A+ G)N,, = I), donc AN}, est aussi un
LP-multiplicateur.

Soit f € LP(T; X), alors il existe u, v, w,q € LP(T; X) tel que :

(k) = Nef(k), (k) = Sk f(k), b(k) = T f(K) et G(k) = AN, f (k).

D’une part on a u(k) € D(A) et Au(k) = G(k) Yk € Z, donc u(t) € D(A) et

Au=q € LP(T; X), c’est a dire u € LP(T; D(A)), et d’autre part v € LP(T; X) tel
que (k) = Spf(k) = —k2M N, f (k) = —k*Ma(k), donc u € H3P(T; X).

Nous avons (]\/4u\)”(k) = —k2MNya(k), Au(k) = AN (k) et @(k) = G Nyu(k)
pour tout k € Z, et d’apres l'identité —k2M N+ AN, +G Ny, = I, on a —k:ZMNkf(k:)—i—
AN, f (k) + GipNp f(k) = f(k), ainsi

—

(Mz)"(k) + Az (k) + Gpa(k) = f(k).

D’apres le théoreme de Fejer (théoreme 1.3.17), on a dans LP(T; X)
2e(0) = 2(t +0) = Lty sy Y (1
Par conséquent, dans LP(T; X) on obtient
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T = Moo 737 Dm0 k€ EnE(K)
Puisque G est linéaire et bornée, on a
Gry = limn_,+oo%szlzozkm:_meiktG(eki(k)).

A est fermé, donc d’apres le lemme 2.1.7, on a z(t) € D(A) et
(Mu)"(t) + Au(t) + G(u) = f(t).

Pour T'unicité de la solution, nous supposons l'existence de deux solutions u; et us
et posons u = u; — usy , alors u est une solution de I’équation (3.4) qui correspond a
f = 0, appliquons la transformée de fourier, on trouve (—k*M + A+Gy)a(k) = 0, ce
qui implique que @ (k) = 0 pour tout k € Z et d’apres la Remarque 1.3.14, u(t) = 0,
d’oil ©u; = us.

De plus, puisque u € HJQ\f(']T; X) et d’apres la Remarque 3.2.2 on a Mx(0) = Mx(27)
et (M) (0) = (Mz)'(2).

En conclusion, L’équation (3.4) admet une unique LP-solution forte et 2m-périodique.l
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Chapitre 4

Approche du théoréeme de
Crandall-Liggett pour une
équation différentielle a retard

4.1 Introduction

Dans ce chapitre en étudie I’équation différentielle a retard non linéaire suivante :

2O — Ap(t) + F(a,),0 <t <T.
(4.1)
zo = ¢ € C([-r,0]; X)

ou X est un espace de Banach, muni d’une norme que l'on note par ||.||y, r
une constante supposée strictement positive, la notation z; correspond a la fonction

définie sur [—r, 0] a valeurs dans X, par :
() =z(t+0);—r <0<0

Pour ¢ € C([—7,0]; X), on a : [|p]| = supse—r0 [|¢(0)]| x

On supposera tout au long de ce chapitre que :

1) Un opérateur linéaire A : D(A) C X — X (non borné) est générateur infi-
nitésimal d'un Cy semi-groupe de contractions T(t) pour tout t> 0.
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2) F: C([-r,0]; X) — X est une application non linéaire supposée continue, lip-
schitzienne de constante de Lipschitz o, autrement dit : ||F(¢1) — F(p2) ||y <alle1 — 2|l
pour tout 1, s € C.
Dans ([65]), Travis et Webb, ont montré l'existence et I'unicité de la solution de
(4.1) par une méthode directe .
Notre travail dans ce chapitre suit une demarche différente. On montre I’existence
et I'unicité de la solution de (4.1) en considérant 1’équation d’évolution associée :

i

Uy = @

Ou A est un opérateur non linéaire défini sur C'([—r,0]; X) & valeur dans

C([-r,0]; X) par :
Ap=¢ et o€ D(A) = {o e C:p(0) € D(A) et $(0) = Ap(0) + F(p)}. (4.2)

On montre que A est a-dissipatif et que Im(I — AMA) = C := C([-r,0]; X), pour
A > 0 assez petit. Donc d’apres le théoreme de Crandall-Liggett (Théoréme 1.2.12),

limy—oo(I — £ A)™ ¢ existe pour tout t > 0 et tout ¢ € C([—r,0]; X). Si on pose

T(t)p = limp_oo (I — LA)™¢, alors T(t) est un semi-groupe non linéaire fortement

t
n
continu de type «, et que le générateur infinitésimal de T(t) est 'opérateur défini

par (4.2), donc la solution de (4.1) existe, et elle est unique. Elle est donnée par :

z(t) = (T(t)p)(0) st t>0.
(4.3)
x(t) = p(t) si te[-r0]
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Ce travail a fait I'objet d’une publication dans le journal (International Journal of

Scientific and Engineering Research ( IJSER), Volume 4, Issue 11, November-2013).

4.2 Semi-groupe non linéaire et générateur infi-
nitésimal

Notons que d’apres le théoreme de Hille-Yosida, A verifie la condition (1) si et
seulement si A est fermé, D(A) = X et pour tout A > 0,[|(1 — AA) " |zx) < L.
On montre que A défini par (4.2) vérifie les hyphotheses du théoréeme de Crandall-
Liggett, c’est-a-dire que A est a-dissipatif et que Im(I — X\A) = C([—r,0]; X), pour

tout A\ > 0, assez petit. En effet,

Proposition 4.2.1 : On suppose que F est continue, lipschitzienne de constante

de lipschitz o et A un générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe de contraction
(T(t))e0- Alors, Pour tout A €]0, %[, application (I — M) : D(A) = C([-r,0]; X)

est bijective, donc Im(I — \A) =C = D(A). B

Preuve : Soit ¢ € C. On cherche & résoudre Péquation (I —AA)p = 1) . Si ¢ existe,
on aura : () — Ap(0) = (0) et ¢(0) = Ap(0) + F(p), soit

a5 (€70(0)) = =3 A[p(0) = Ap(0)] = =3 (0).

On integre de 0 a 6, et on obtient

o0/

() = eg/’\tp(O) + T/e e‘”%b(s)ds, (4.4)
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or, 9(0) = Ap(0) +9(0) = AAp(0) + AF() + ¢(0), done (0) = Jy(AF(¢) +1(0))
avec Jy = (I —AA)~!. En substituant & ¢ son expression en fonction de ¢(0) et 1, on
obtient ©(0) = Jy\(AF(e/*¢p(0) + * f_o e~ Mp(s)ds) + 1(0)), qui est une équation
en ¢(0).

Considerons 'application

G : X dans X tel que G(z) = Jy(A\F(e/*z + % fo e~*M)(s)ds) + 1(0)).

On vérifie que G est une contraction stricte. En effet,

IG(z) = Gy)llx < AalleX] = Aallz — yllx]le/],

or |e/*| = suppei_ro|e??| = 1, car § — %> est strictement croissante sur [—r,0].
Donc, |G(z) — G(y)|lx < Aallxz — y||x, d’ou le résultat pour A €]0,1/al.

D’apres le théoreme de point fixe il existe un seul point fixe zy pour G, d’ou

o = ePxy + #[0 e~*/M)(s)ds est 'unique solution de ¢ — A\p = 1, et H(0) =
Ap(0) + F(p). De plus on a F est continue et d’aprés ( proposition 3.2.3 [62]) on a
C=D(A)m

Montrons maintenant que A est a-dissipatif ( A — ol est dissipatif) :

Proposition 4.2.2 : On suppose que F est continue, lipschitzienne de constante
de lipschitz o et A un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction

(T(t))e=0, alors A est a-dissipative. B

Preuve. Soient o1, 93 € D( [/ — AM(A —al)]™!) et A > 0.

- MA—oal)]' = (- AaA) "
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A

D’apres la proposition (4.2.1), (I——2—~A)~! existe et a pour domaine C car Oa

1+ o

<1
«

_ 1

H[[ —MA=al) gy — [T = MA = aD)] " s||= 2 || (T = 2o A) o1 — (T — 2o A) g,

1+ 1+

_1
DY

Jnpr — jASOQH < =5zl — |

Or d’apres la proposition 3.2.4 dans [62] on a :

|l = AA= Do = 11 = XA = aD) ]| < 5 % =5 llen = all

d’otl A est a-dissipatif.
On a montré que A est a-dissipatif et Im(I — M) = C = D(fl), pour A > 0 as-
sez petit ( 0 < A < 1/a), donc d’apres le théoreme de Crandall-Liggett (théoréme

1.2.12), énoncé au chapitre 1, lim, ,oo(I — %fl)_” existe. Si l'on pose,

T(t)p = limp oo (I — —A) ™, pour t >0 et ¢ €C, (4.5)

t
n
alors T'(t) est un semi-groupe, fortement continu de type . .1

On pose Jy=(I — AA)~" et Jy=(I — AA)~", Pour tout A > 0

Lemme 4.2.3 : On suppose que F est continue, lipschitzienne de constante de
lipschitz o et A un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction

(T(t))e0- Alors pour tout X € J0, L[ et ¢ €C, on a
(130)(0) = LAF(Dp) + (0)]- 1 (4.6)

Preuve : D’apres la proposition 4.2.1 , on a pour tout ¢ € C il existe p € D([l) tel

que (I — AA)p = 1) et d’apres (4.4) on a

0(0) = 6%90(0) + l/e eggsw(s)ds, (4.7)




0(0) = (I = ANA)HAF(exp(0) + + feA@D )ds) + 1(0)],

donc
. 1[0
p(0) = A[AF(exp(0) + X/ ex Y(s)ds) + 1(0)]. (4.8)
Pour tout A assez petit ( A € ] 0, 2[) et ¢ € C, Jyp existe et Jyp € D(A), donné

par

0
/ eexscp(s)ds, pour 6 € [—r,0]. (4.9)
0

Daprés (4.8) et (4.9), on a (Jyp)(0) = e LA F(Jp)+ o(0)] + L) e p(s)ds,

donc,

(1xp)(0) = LAAF(Jip)+ (0)]. W

D’apres [ théoreme 1.2.9 (chapitre 1)], on a les résultats suivants :

Proposition 4.2.4 : On suppose que F est continue, lipschitzienne de constante
de lipschitz o et A un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction

(T'(t))i>0, alors pour tout X > 0, tel que A\ < 1, on a

Nn n\ N
[TXe — ¢ < WHASOH (4.10)

Tn n 1
|1 — il < mlm — o (4.11)

Les semigroupes non linéaires au sens de Crandall-Liggett ne sont pas toujours
différentiables. Si I'on définit le générateur infinitésimal de T(t) par
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By = lim;_,q I ) sip€ D(B) = {go e O : limy_y T ) e:czste}

alors on montre que A = B, pour cela nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.2.5 : On suppose que F est continue, lipschitzienne de constante de
lipschitz o et A un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction
(T'(t))i>0, alors

(1) Pour tout ¢ € C et pour tout n >1, on a

limy o 5150 TV R ) - Flp)] = 0

(2) Pour tout ¢ € C et n > 1, on alimy_ o=y " /J W) 1 Flp)] = 0.

(3) Pour tout ¢ € C tel que p(0) € D(A), on a

limy_, llmn_)+oo /[J" I-tAlp(0) =0. 1
Preuve : (1) Soit ¢ € C, d’aprés la proposition 4.2.1 il existe ¢, € D(A), tel que
ok — @l = 0 quand k — +oo (4.12)

Pour tout i€ {0, 1,...n — 1}, nous avons

‘J("“) <1.
o)~

F est lipschitzienne, donc

I3 50 IR ) = Rl <2557 e — ¢

D’apres (4.10) et (4.11),

|7

i o — SOkH < (1,(2;%

[

Ty, — SOkH + |lox — ll -

or — || et

T — T

1
S G Zap

‘AgpkH, donc
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H

LS TR )~ Pl <250 aerims e — ol + i ||4

+ ek — @ll]

o

[e% n—1
Sﬁzz':o[ ((1+ﬁa)n + Dllox — ¢ + (1 t

= o [ (gorgr + Dller — ol + goio

Hl

D’ou, quand ¢t —0, on a

Ly JEVR( ) - Fle)]| < 20l = ol

n

On passe a la limite quand £ — oo, et on trouve le résultat.

(2) Pour tout i € {0,1,..n— 1} et tout n > 1, on a

limy 0V VF(p) = F(p),

ainsi,
limy o2 577 I[J““ 1]F(p) = 0.

(3) Pour tout ¢ € C tel que ¢(0) € D(A) et t > 0, on a

im0 J1(0) - 9(0) - tAR(0)] = T(t)p(0) - ¢(0) - tAR(0),

d’o

limysolimy o0 1 [TE0(0) - 9(0) - tAp(0)] = lim, o 7220~ _Ap(0) = 0. W

D’apres la proposition 4.2.1, D(fl) est dense dans C, donc on a la proposition sui-

vante :

Proposition 4.2.6 : [62]
On suppose que F est continue, lipschitzienne de constante de lipschitz o et A un
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générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction (T(t))i>o, alors (T'(t)p)(0) =

o(t+0), pour tout ¢ € C, pour tout t € [0,r] et —r <t+6 < 0.1

Maintenant on montre que A défini par (4.2) est un générateur infinitésimal de

(T'(t))s=o0-

Proposition 4.2.7 : On suppose que F est continue, lipschitzienne de constante
de lipschitz o et A un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction

(T(t))e=0, alors AC B. R

Preuve : On doit montrer que si ¢ € D(A), alors ¢ € D(B) et By = Ayp. En effet,

Soit ¢ € D(A) donc ¢ € C, p(0)e D(A) et $(0) = Ap(0) + F(p).

D’apres la proposition (4.2.6) et pour § < 0, on a

i LODO) —0(0) o0 =) 1

t—0 t t—0 t

Il reste a vérifier pour € = 0. En effet,

d’apres (4.5) on a w:limn%wl[ ( jggo)(O) - ¢(0)], et de (4.6) on obtient

t

(J2)(0) = L[ (T3 ) (0)]
= ALE(J2) + (T3 0)(0) = AT I F (I )] + J3e(0),

d’ou
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= I IR ) - o)) + i 5 ST F(@)] + § (12 1- tAlp(0),

donc d’apres le lemme 4.2.5, on a
tim LODO =00 _ o i L1(720)(0) = 0(0)] = Ap(0) + F() = 9(0).

t—0 t t—=0n—+oo t n

(4.15)
et d’aprés (4.13) et (4.14) on a p € D(B) etBp = Ap = ¢l

Il reste & montrer que B C A, autrement dit que A = B.

Proposition 4.2.8 : On suppose que F est continue, lipschitzienne de constante
de lipschitz o et A un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction

(T(t))e=0, alors BC A. R

Preuve : On doit montrer que si ¢ €D(B) alors ¢ €D(A) et Ap =By. En effet, soit

¢ €D(B), alors Bp(0)=lim,_,o LU= (9)=(0) existe dans C([—r,0]; X),

donc ¢ €C! et

o(0) = i TODO Oy oy gy - o). (410

On doit montrer que ¢(0) = Ap(0) + F(¢). D’apres (4.14) et le lemme 4.2.5, on a

limgsg Lo ] ( TE2)(0) - 9(0)] = A(0) + F(g).

Donc, d’apres (4.16) on obtient ¢(0) = Ap(0) + F(y), d’ott, ¢ € D(A) et Ap =
By = ¢. Donc si F est continue, lipschitzienne de constante de lipschitz o et A
un générateur infinitésimal d'un Cy-semi-groupe de contraction (7(¢))¢>o. Alors le
générateur infinitésimal de T(t), n’est autre que Popérateur A.H
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4.3 Résolution d’équation : Lx(t) = Ax(t) + F(x)

par la formule de Crandall-Liggett
Théoreme 4.3.1 : On suppose que F est continue, lipschitzienne de constante
de lipschitz o , A un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction
(T'(t))i>0 et ¢ un élément de C([—r,0]; X), alors l’équation (4.1) a une solution

unique, continue sur [—r,+oo[ et donnée par

xz(t) = o(t) si te[-r0],
) (4.17)
x(t) = (T(t)e)(0) si te€[0,4o0[.

En outre, si pour tout t € [0,4o00[,z(t) € D(A) et t — Ax(t) est continue, alors la

solution x(t) est de classe C* dans [—r, +oo[. B

Pour cela on montre les deux lemmes suivants :

Lemme 4.3.2 : On suppose que F est continue, lipschitzienne de constante de
lipschitz o et A un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction
(T'(t))e>0, alors pour chaque ¢ € C,t > 0 et pour tout j € {1,..m} , k € {0,..p — 1},
on a

B Lim oo TP IR ) — F(J7)] = 0. (4.18)

p——+00 mp mp mp

et pour tout p € N, on a

lim [J3P R ek p gk o) = 0. (4.19)

m—+o0  mp mp

Preuve. D’aprés la proposition (4.2.4) et D(A) = C [V € C g, € D(A) :
len —@ll = 0 quand n — ool on a,
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JRHERTIH R o) — F(J5)]| <o || J5H(F, @) — Tl < ot ||
mp mp mp mp mp mp ( mpa) mp
< et P = T on| 4 P = | + low =l
it
«Q «Q Oéé—p
- n — - Ap,ll . 4.20
= [(1 — Toymhti (1 — La)mk] len =l + (1 — Lo)mkti-1 [Agnl . (4.20)
mp mp

1 < 1
(1= o)™ = (1= La)0n i D

- er quand m — oo,
En passant a la limite dans l'inégalité dans ( 4.20 ) quand m — oo, on obtient

J'rrtz(p—k)—j-‘rl [F(jzlﬂ+]@) _ F(jrrthSO)

mp mp mp

< 2aer ||, — ||+ %67”149071”’

—

et quand p — oo, on obtient

J PRSI R (T o) — F(TR)

mp mp mp

—

< 2all¢n — ||, d'ou le résultat (4.18) quand
n— o0o.

Il reste a montrer (4.19), en effet,

Jz(p—k)—j+lF( ~”Zk+j¢) _ J"f(p_k)F(j”}kgo)]’ _

mp P mp mp mp mp mp mp
= (= Ay P R - P P
mp mp mp mp

Si m — oo et d’apres (4.5) on obtient
ot ji—1 Tmk 7kt m(p—k) __ _t A\—mp+mk _ __t A\-m _
([ =75 A =1, Jm%, — T(%) et Jm%, = ([ = A7t = (I A" (1

=thlp g)=(=mk) T ()T (-kt/p) = T(t - &),

—mk P

Ainsi, le résultat (4.19) est démontré. B

Lemme 4.3.3 : On suppose que F est continue, lipschitzienne de constante de

lipschitz a et A un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction

112

Jij—l)Jz(P—k)F( ~zf€+j¢) _ J”:(P—k)F T

Po-d



(T'(t))+>0, alors pour tout ¢ € C et pour toutt >0, on a
1m0 limm%+oo/mLpzz;é ZTZIJ:%EP%)*HIF(j%mk) Z m(p k) F(Jmk)/ o.m

Preuve : Soit ¢ € C et t > 0, alors on a

ST TIPS T VR

mp mp
< SRS R - 1O
mp mp mp mp
-1 m(p—k)—j+1 Tj+mk Y.
< ST R - P +
—1 m(p—k)—j+1 m(p—k Tm i
SIS -

on passe a la limite quand m — oo et p — oo et par le lemme 4.3.2 on trouve le
résultat. B
Maintenant nous donnons une démonstration du théoreme 4.3.1

Preuve de théoréme 4.3.1 : On doit montrer que T'(t)y vérifie I'équation (4.1).

z(t) = )+ fo (t — s)F(z4)ds,

ALF(J2¢) + In(J30)(0) = A0 [T F (T 0)] + J3e(0),

d’ou
" n—1 ~
(JE@)(0) = JEp(0) = — > T F(Jip); (4.21)
=0
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par le changement de variable n — i = j, on obtient

LSRR (Ji) = £ YR (),

n

et nous changeons n par mp, on obtient

— D Dyt Jmp LR (J, ) = mLp Sl Z;.n:ljz(p_k)_jﬂ F ( J""). En effet,

mp mp mp

p—1 m Jrrtb(p—k)—jHF( jwtzk—I—j

k=0 2j=1 ¥

mp mp

=>"r ;’; TR IR TR, )

= JPSr J—ka—JF( J:fﬂt ®)
- J%’HZ 5 X ST IR T ) (i = mk)

= JUPHISTE (T ) = S0 TR Jt ©)

‘mp

En autre, a partir de (4.5), on a

t XA i) T ko th
— Z J F(Jmk ) — — ZT(t — —t)F(T(—)p), quand m — +oo, (4.22)
P p = p p

(En effet : J7*p) = (I — mlpfl)*mk =(I— %’fl)*mk — T(tk/p) quand m — 400
m(p—Fk A\—m(p— A\—m - A\—m(—
Timy = (1= A0 = (1= 5 Ay (1= R A) 7R — T()T (=t /p) =

T(t — kt/p) quand m — +00).

et

— ZT(t - gt)F(TN(%)@), — /Ot T(t — s)F(T(s))ds, quand p — +oo  (4.23)

i Soho Xy IR (T ) = 1Tt~ ) F(T(s)p)ds

mp

X
" -1 m ‘ tp—l
—ZZ eI R ) — SN PR () (4.24)
MP =0 G= " Pi= ™ "ol
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EIr) - ST - t)F(T(%)go)X

LY T —§t>F<T<%>so>—fJT<t—s>F<T<s>so>dsHX

_|_

d’apres le lemme 4.3.2, le lemme 4.3.3 , (4.22) et (4.23), le coté droit de (4.24) tend
vers 0 quand m, p — + oo, d’ou, on passe a la limite dans (4.21) quand n — +o0,

et on obtient

(T(t)p)(0) = )+ Jo T(t = 5)F(T(s))ds.
Ainsi,
x(t) = T(t)p(0) + /Ot T(t — s)F(xs)ds, (4.25)
Maintenant, on doit montrer que x(t) est I'unique solution de (4.1). En effet, d’apres
(4.25), on a

|ze — ye|| = sup_r<o<ola(t +0) — y(t +0)|

Tt 40— s)(F(x,) — F(ys))ds

=SUP—r<6<0

<a fot||:vs —ysllds = ||z — yel| < € ||xog — ol = 0, d’ont 2y = g, pour tout ¢ > 0.1

Théoreme 4.3.4 : On suppose que F' est continue, lipschitzienne de constante de
lipschitz o et A un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction
(T(t))e0- Si on a (T(t)p)(0)e D(A) et t —A(T(t)p)(0) est continue sur [0, +o0]

alors T (t)p € D(A), pour tout p € D(A). B

Preuve : (1) Pour tout 6 € [—r,0], nous avons z; = T'(t)p.i.c.

2(t+0) = (T(1))(0) = (T(t +0))(0) sit+0>0.
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z(t+6)=(T(t)p)(0) =pt+0)si(t+06)e][—r0.

Donc,

{ (T(t)p)(8) = (T(t +8))(0) + [ T(t +6 — s)F(T(s)p)ds, si t+6> oi4 ”

(T(t)p)(0) = p(t+0) si (t+0) € [—r,0].

On montre que T(t)p € D(A). En effet,

B (L)) (0) = A(T(t + 0)p)(0) + F(T(t +0)p) si t +6 >0,
d’ou
d - d .
@(T(t)go)(ﬁ) = @go(t +0) si(t+6) e [—r0] (4.27)

¢ € D(A), alors p € C' et ¢ = Ap(0) + F(p). Ainsi 6 — %(T(t)gp)(@) est continue

sur [—7,0] et L (T(t)p)(0) = A(T(t)p(0)) + F(T(t)g). Par conséquent

T(t)p € D(A). B
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

Conclusion Nous rappelons en quelques mots les points principaux de notre
travail et signalons quelques pistes pour des recherches futures.
Dans le chapitre 2, nous avons étudié les équations différentielles a retard linéaires

suivantes :

da(t) = A(x(t) — Ba(t — 7)) + L(z) + f(t).

dt

et les équations différentielles de type neutre suivantes :

4(z(t) — Ba(t —r)) = A(x(t) — Bx(t — 1)) + L(z:) + f(2).

puis I’équation plus générale suivante,
%(m(t) — L) = A(z(t) — Lay) + G(x) + f(1).

Nous avons montré l'existence et 1'unicité par ’approximation de la théorie de R-
bornitude avec une condition supplémentaire sur I’espace.
Dans le chapitre 3, nous avons etudié les équations différentielles de second ordre

suivante :
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dr(t) + g Ba() + Ax(t) = Gla) + f(2).
et une équation dégénérée de second ordre suivante :
L (Ma(t) + Ax(t) + Gla,) = f(1).

Le chapitre 4 est consacré a une équation différentielle fonctionnelle a retard finie

non linéaire suivante :

Do) = Ax(t) + F(x,).

dt

L’intérét est de la traiter avec la condition que la fonction F soit lipschitzienne et A
génére un Cy-semi-groupe, et en utilisant le théoreme de Crandall-Liggett (théoréme
1.2.12), on a montré, 'existence et 1'unicité de la solution et établir I’équivalence du
théoreme de Crandall-Liggett pour ce type d’équation.

Perspectives :

"I Notre premiere perspective est I’étude de 'existence de solutions périodiques des

équations fractionnelles suivantes :

D°la(t) — Lay) = Alx(t) — Lag + Glaw) + f(£),1 < a < 2 (5.1)

"4 La deuxieme perspective est I’étude d’existence périodique des équations différentielles

fonctionnelles avec retard infini :

%[x(t) — Lay] = Alz(t) — L] + G(z) + f(1), (5.2)
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ou A est un opérateur linéaire fermé, L et G deux opérateurs linéaires bornées.

xy : (—00,0] = X donnée par z,(0) = x(t + 0) pour 6§ < 0.
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