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RESUME

Dans ce travail, nous étendons certains résultats de la théorie des familles cosinus a
des classes d’espaces localement convexes.

Nous introduisons la notion de famille cosinus fortement continue dans les espaces loca-
lement convexes séparés et séquentiellemt complets et nous étudions de telles familles sous
la condition de I’équicontinuité locale, nous établissons une généralisation du théoreme de
I'unicité de I'engendrement et nous donnons une classe d’espaces localement convexes sur
laquelle I’équicontinuité locale est vérifiée pour toute famille cosinus fortement continue.
Ainsi, nous introduisons la notion de famille Cy-cosinus dans les espaces localement
convexes séparés et nous montrons que toute famille Cy-cosinus localement équicontinue
est fortement continue.

Nous étendons ensuite un théoreme de M. Sova [45] a la classe d’espaces de Fréchet-
Quojection, ou il s’agit de montrer que le générateur infinitésimal A de toute famille
cosinus uniformément continue {C(t)}:>0 est défini sur I'espace tout entier, et que cette

derniére s’écrit sous la forme : C'(t) = > 1o, (tiAk , t > 0. Ceci nous permet de donner

2k)!
la réponse de la question de J. A. Conejero [14] dans le cas des familles cosinus.
Nous présentons une condition nécessaire et suffisante pour qu'un opérateur linéaire
continu soit le générateur infinitésimal d'une famille cosinus fortement continue sur un
espace Fréchet-Quojection.

Enfin, nous prouvons que sur la classe GDP-Quojection d’espaces de Fréchet, toute

famille Cy-cosinus exponentiellement équicontinue est uniformément continue.

Mots et phrases clés : Familles cosinus, équicontinuité local, équicontinuité exponen-

tielle, espace localement convexe tonnelé, espace de Fréchet, espace quojection et préquojection,

espace de Grothendieck, propriété Dunford-Pettis.



ABSTRACT

In this work, we extend some results of the theory of cosine families to classes of locally
convex spaces.

We introduce the notion of strongly continuous cosine family on sequentially complete
locally convex Hausdorff spaces and we study such families under the condition of local
equicontinuity, we establish a generalization of the theorem of uniqueness of generation
and we give a class of locally convex spaces on which the local equicontinuity is verified
for every strongly continuous cosine family.

Also, we introduce the notion of Cy-cosine family on locally convex Hausdorff spaces and
we show that every locally equicontinuous Cy-cosine family is strongly continuous.

We extend a theorem of M. Sova [45] to the class of Quojection-Fréchet spaces, where
it is shown that the infinitesimal generator A of all uniformly continuous cosine family
{C(t)}+>0 is everywhere defined, and that the family is written in the form : C(t) =

t2k

Yoo mAk, t > 0. This allows us to give the answer to the question of J. A. Conejero
[14] in the case of cosine families.

We present a necessary and sufficient condition for a continuous linear operator to be
the infinitesimal generator of a strongly continuous cosine family in a Fréchet-Quojection
space.

Finally, we prove that in the class of GDP-Quojection Fréchet spaces, every exponen-

tially equicontinuous Cy-cosine family is uniformly continuous.

Key Words and phrases : Cosine Families, local equicontinuity, exponential equicon-

tinuity, barrelled locally convex space, Fréchet space, quojection and préquojection space,

Grothendieck space, property of Dunford-Pettis.
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INTRODUCTION

La théorie des équations différentielles est une branche importante des mathématiques;
elle trouve des applications dans plusieurs domaines scientifiques; ces équations inter-
viennent, par exemple, dans la modélisation d'un tres grand nombre de problemes en
physique.

La notion de familles cosinus est étroitement liée a cette théorie ; historiquement parlant,
elle remonte a 'année 1966 avec le mathématicien M. Sova [45].
Une famille {C(%) }+>0, d’opérateurs linéaires bornés sur un espace de Banach (E, |.||), est
appelée famille cosinus si elle vérifie :
(i) C(0) = I et Pour tous 0 < s < ¢, 2C(t)C(s) = C(t + s) + C(t — s) (Equation
fonctionelle de d’Alembert).

Une famille cosinus {C(t)}:>0 est dite :
(ii) Famille Cy-cosinus sur F si, pour tout = € F, lim+ C(t)r = x.
t—0
(iii) Famille cosinus uniformément continue sur E si, lim+ |C(t) — I]| = 0.
t—0

Le générateur infinitésimal A d’une famille Cy-cosinus {C(t) };>¢ sur E est défini sur :

D(A):={z € E: lim —(C(t)r—z) existe dans E}

t—0+ 12

par

Az = lim 2(C(H)z — 2).

t—s0+ 2
La notion de familles cosinus est intimement liée au probleme suivant :
Soient B : D(B) C E — E un opérateur fermé et z,y € F, le probleme de Cauchy de
deuxieme ordre associé a B est donné par :
u”"(t) = Bu(t), t>0,
P*(z,y) : ¢ u(0) =,
u'(0) =y.

7



On dit que P?(x,y) est bien posé si D(B) est dense dans E, s’il existe une solution unique
u(.,z) de P?(x,y) pour chaque x € D(B) et y = 0 et 'opérateur u(t,.) est continu sur F
pour tout ¢ > 0.
Inspiré par les résultats de M. Sova [45], H. O. Fattorini [21, 22] a caractérisé les problemes
de Cauchy de deuxiéme ordre bien posés par I'équivalence suivante : P%(z,y) est bien posé
si, et seulement si, B est le générateur infinitésimal d'une famille Cy-cosinus {C(t) }1>o.
Dans le cas classique (espaces de Banach), la théorie des familles cosinus a des analogies
paralleles avec la théorie des semi-groupes [8, 20, 23, 25, 35, 45] ; les démonstrations dans
le premier cas sont plus difficiles, en raison de la structure compliquée de l’équation
fonctionnelle de d’Alembert.
Dans un cadre plus général, celui des espaces localement convexes, tonnelés ou de Fréchet,
et suite aux travaux remarquables de E. Hille et R. S. Phillips [26] et K. Yosida [46], les
résultats de la théorie des semi-groupes ont été généralisés par de nombreux auteurs au
cours des soixante dernieres années (voir par exemple [4, 5, 30, 33, 34]).
Soit {C(t)}i>o une famille d’opérateurs linéaires continus sur un espace localement

convexe X. On dit que {C(t)}+>0 est :
— Fortement continue si application C(.)z : RT — X est continue pour tout = € X.
— Uniformément continue si application C(.) : Rt — £(X) est continue.

— Exponentiellement équicontinue s’il existe w > 0 tel que la famille d’opérateurs

{e™“*C(t) }+>0 soit équicontinue.

Dans le cas classique, la majorité des résultats de la théorie des familles cosinus pro-
viennent du fait que les familles Cj-cosinus sont exponentiellement bornées et fortement
continues (voir par exemple [25, 35, 45]).

L’objectif de cette these est d’étendre la théorie des familles cosinus a des classes
d’espaces localement convexes.
En s’inspirant des travaux de K. Yosida [46] et T. Komura [30], nous étendons la notion
de famille cosinus fortement continue aux espaces localement convexes; nous montrons
que ces familles ne vérifient pas, en général, la propriété de 1’équicontinuité exponentielle
(voir Exemple 2.1.13), et que moyennant cette propriété, plusieurs résultats de la théorie
des familles cosinus trouvent leurs généralisations. Le premier but, atteint dans ce travail,

est de trouver une propriété, plus faible que I’équicontinuité exponentielle, et assure la



généralisation des résultats de la théorie des familles cosinus fortement continues. Nous
donnons, en suite, une classe d’espaces localement convexes sur laquelle la propriété en
question est vérifiée pour toute famille cosinus fortement continue.

On rappelle qu'une famille {C(t) };>0, d’opérateurs linéaires continus sur X, est loca-
lement équicontinue si, pour chaque s > 0, la famille {C'(¢), 0 <t < s} est équicontinue.
Nous remarquons que ’équicontinuité exponentielle implique 1’équicontinuité locale, mais
la réciproque n’est pas vraie en général (Exemple 2.1.13) ; nous montrons que par 1’équicont-
inuité locale (seulement), certains résultats de la théorie des familles cosinus fortement
continues se généralisent et nous prouvons que sur la classe d’espaces localement convexes
tonnelés, toute famille cosinus fortement est localement équicontinue.

En suite, nous introduisons la notion de familles Cy-cosinus dans les espaces localement
convexes. On se pose, d’'une maniere naturelle, la question suivante : est-ce-que, comme
dans le cas classique, toute famille Cy-cosinus est fortement continue ?

Nous montrons que si une famille Cy-cosinus {C(t)}+>o est localement équicontinue, alors
elle est fortement continue [7, Proposition 2.3], ce qui donne une réponse partielle a la
derniere question.

Récemment, M. Kunze [33] a donné une réponse négative pour cette question dans le
cas des semi-groupes; il a montré, a 1'aide d’un exemple intéressant [33, Exemple 5.2,
quun Cy-semi-groupe sur un espace localement convexe n’est pas nécessairement for-
tement continu. Par ailleurs, dans le cas des familles cosinus cette question est encore
ouverte.

Apres avoir généralisé les outils nécessaires, on attaque 1'objectif principal de ce travail
qui consiste a étudier les familles cosinus uniformément continues dans les espaces de

Fréchet. Ou nous donnons une généralisation du théoreme suivant sur une classe d’espaces

de Fréchet.

Théoréme 0.0.1. /45, Théoreme 3.4] Le générateur infinitésimal A, de toute famille
cosinus uniformément continue {C(t)}t>0 sur un espace de Banach E, est un opérateur

borné. De plus, la famille {C(t)}1>o s’écrit sous la forme :

t?k
C(t)r = Z (2k)!Aka:, pour tout x € E et tout t > 0.
k=0

Dans cette these nous proposons la généralisation suivante :
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Théoréme 0.0.2. [6, Théoréme 1] Soit X un espace de Fréchet-quojection.
Toute famille cosinus {C(t)}i>o uniformément continue sur X admet un générateur infi-
nitésimal A continu sur X (A € L(X)). De plus, la famille cosinus {C(t)}i>0 $’écrit sous
la forme :
2k
C(t)r = ; (2k)!A x, pour tout x € X et toutt > 0.

Cette généralisation est motivée par le contre exemple [6, Exemple 1 | qui montre que,
dans les espaces de Fréchet, le Théoreme 0.0.1 ci-dessus n’est pas vrai.

Dans [14], J. A. Conejero a posé la question de savoir si tout semi-groupe fortement continu
{T(t) }s+>0, sur 'espace de suites complexes w = CN, s’écrit sous la forme Yo %Ak, pour
certains opérateurs linéaires continus A sur w. Récemment, L Frerick, E. Jorda, T. Kalmes
et J. Wengenroth [24] ont donné une réponse positive a cette question, suite au travail
remarquable [4] de A.A. Albanese, J. Bonet et W.J. Ricker.

Comme application du Théoreme 0.0.2, nous donnons une réponse positive pour la ques-

tion de Conejero dans le cas des familles cosinus.

Le contenu de cette these sera présenté comme suit :

Le premier chapitre se compose de trois sections. On commence (premiére section)
par un préliminaire sur les espaces localement convexes, les espaces tonnelés et certains
résultats fondamentaux. En suite, nous rappelons, dans la deuxieme section, le calcul
différentiel et intégral des fonctions de la variable réelle et a valeurs dans un espace
localement convexe. On finit ce chapitre par un exposé assez détaillé sur la notion de
familles Cy-cosinus dans le cas des espaces de Banach (cas classique).

Dans le deuxieme chapitre, nous montrons que le générateur infinitésimal A d’une
famille cosinus fortement continue et localement équicontinue {C'(¢)}+>0, sur un espace lo-
calement convexe séparé et séquentiellement complet X, est un opérateur fermé, et pour
tout € D(A), lapplication C(.)z : Rt — X est deux fois différentiable. Ainsi, nous
établissons I'analogue du théoreme de 1'unicité de I'engendrement pour cette classe de
familles cosinus dans les espaces localement convexes séparés et séquentiellement com-
plets. Si de plus X est tonnelé, I’équicontinuité locale est vérifiée pour les familles cosinus
fortement continues.

En suite, On étudie la résolvante du générateur infinitésimal dans le cas des familles Cjy-
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cosinus qui sont exponentiellement équicontinues. On finit ce chapitre par une étude, dans
les espaces localement convexes, des familles cosinus qui s’écrivent sous forme d’une série.
Le troisieme chapitre est divisé en trois sections, dans la premiere nous exposons un
exemple qui montre que le Théoreme 0.0.1 ne reste plus vrai dans les espaces de Fréchet,
et nous donnons une classe d’espaces de Fréchet sur laquelle on peut trouver une famille
cosinus uniformément continue admettant un générateur infinitésimal qui n’est pas défini
sur ’espace tout entier.
Dans la deuxieme section, nous généralisons le Théoreme 0.0.1 a la classe quojection
d’espaces de Fréchet. Comme application, on montre que toute famille cosinus fortement

continue {C(t) };>0, sur I'espace des suites w, s’écrit sous la forme : C'(t)z = oo, Ny

(2k)!
avec A est le générateur infinitésimal de {C(t) }+>0; ce qui donne la réponse a la question
de Conejero. Ainsi, sur cette classe d’espaces, nous donnons une condition nécessaire
et suffisante pour qu'un opérateur linéaire continu soit le générateur infinitésimal d’une
famille cosinus fortement continue.

Enfin, a l'aide des résultats obtenus dans le deuxieme chapitre, nous montrons, dans
la derniere section, que toute famille Cy-cosinus exponentiellement équicontinue sur un

espace quojection de Grothendieck admet la propriété de Dunford-Pettis est uniformément

continue.



NOTATIONS

Sauf indication contraire, on adoptera les notations suivantes :

= A~

RS
.

Wgz)mzn

/-\_\4
Tiast
S 3

1S X

'n(Xna 7721)

I’ensemble des nombres réels R ou complexes C

la partie entier d’'un nombre réel ¢

intervalle de R ouvert ou fermé

espaces de Banach

I’algebre de Banach des opérateurs linéaires bornés sur £

application linéaire continue de X,, dans X,

systeme projectif d’espaces de Banach (X,,), par rapport aux (77 )m>n
la limite projective du systeme (X, 7% )m>n

ny m
espace localement convexe
semi-norme continue sur X
un systeme fondamental de semi-normes engendrant la topologie de X
le dual topologique de I'espace X
la n-iéme projection de P(r_ojn(Xn, 7 ) dans X,
I’espace vectoriel des fonctions continues de J dans X
I’espace vectoriel des fonctions de J dans X de classe C"
I'opérateur identité
I’ensemble des parties bornées de X
I’espace vectoriel des opérateurs linéaires continus sur X
la topologie de la convergence forte
la topologie de la convergence uniforme sur les parties bornées de X
L’espace £(X) muni de la topologie 75
L’espace £(X) muni de la topologie 7,
'espace des suites complexes CN

12



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

1.1 Généralités

Dans toute cette section, K désigne I'un des corps R ou C.

1.1.1 Espaces localement convexes et espaces tonnelés

Définition 1.1.1. Soient A et B deux parties non vides d’un K-espace vectoriel X .

1.

2.

A est dite équilibrée si pour tout A € K avec |A| <1 on a : NA C A.

A est dite convexe si pour tout (z,y) € A? et tout (\, 1) € RY?, avec A+ pu =1,
ona:dx+uy €A

A est dite disquée ( disque ou absolument convexe) si A est a la fois conveze

et équilibrée.

On dit que A absorbe B s’il existe a > 0 tel que pour tout \ € K avec |A\| > « on
a: B CM\A.

On dit que A est absorbante si elle absorbe toute partie réduite a un point.

On appelle enveloppe convexe (resp. équilibrée, resp. disquée) de A la plus petite

partie convexe (resp. équilibrée, resp. disquée) qui contient A.

Proposition 1.1.2. Soient X un K-espace vectoriel et A et B deux parties de X. Les

propriétés suivantes sont vérifiées :

1.

Si A est équilibrée, alors

13
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(a) Pour tout A € K on a : NA = |\|A.
(b) Pour tout (A, u) € K? on a : |\ < |p| implique que NA C pA.

2. Si A est équilibrée, alors A absorbe B si, et seulement si, il existe o > 0 tel que

B C aA.

3. L’intersection de parties convexes (resp. équilibrées, resp. disquées) est convexe

(resp. équilibrée, resp. disquée).

4. A est disquée si, et seulement si, pour tout (\, ) € K2, avec |\ + |pu| <1, on a :
A+ pA C A

5. Si A est disquée, alors a A+ BA = (a+ B)A pour tous a, 5 > 0.

Un espace vectoriel topologique X est un K-espace vectoriel muni d’une topologie I’

pour laquelle les applications suivantes sont continues.

XxX—X, KxX-—X

(x,y) — x + v, (A, x) — Az
Dans ce cas, I" est dite topologie d’espace vectoriel (ou topologie vectorielle).

Remarque 1.1.3. Soit X un espace vectoriel topologique, alors les propriétés suivantes

sont vérifides :.

a. Pour tout z € X et tout A € K*, les applications suivantes sont des homéomorphismes.

X — X, X —X

yr—x+y, Yy \y

b. Une base de voisinages d'un point z € X est donnée par V(z) = {z+V/V € V(0)},
avec V(0) une base de voisinages de 0 dans X. Autrement dit, la topologie d’'un
espace vectoriel topologique est entierement déterminée par la donnée d’une base

de voisinages de 0.

c. Pour tout a € K* et tout voisinage V' de 0 dans X, aV est un voisinage de 0 dans

X.
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Proposition 1.1.4. [13, Proposition 1 et 14] Dans un espace vectoriel topologique, l’adhérence
d’une partie convexe (resp. équilibrée, resp. disquée) est convexe (resp. équilibrée, resp.
disquée).

Proposition 1.1.5. [44, Corollaire 3.1] Tout espace vectoriel topologique X posséde une

base de voisinages de 0 constituée de parties équilibrées et fermées.

Définition 1.1.6. [/4] Un espace vectoriel topologique X est dit séparé (ou de Haus-
dorff) si pour tous z,y € X, avec x # vy, il existe deuzr voisinages U et V de 0 tels
que :

(z+U)N(y+V)=0.

Définition 1.1.7. [44] Soit X un espace vectoriel topologique. Une suite (x,)nen dans
X est dite de Cauchy si pour tout voisinage U de 0 dans X, il existe N € N tel que
Tn — Tm € U, pour tous n,m > N.

On dit que l’espace X est séquentiellement complet si toute suite de Cauchy dans X

est convergente dans X.

Définition 1.1.8. [13] Soit X un K-espace vectoriel. Une semi-norme p sur X est une

application p : X — Rt wérifiant les propriétés suivantes :

1. Pour tout x € X et tout A € K :
p(Ax) = [A|p(z).

2. Pour tous x,y € X :
p(z +y) < plz) +py).

p est dite une norme si de plus : x € X, p(r) =0 — x =0.

Pour toute semi-norme p sur I'espace X, on définit les ensembles suivants :

Proposition 1.1.9. [13, Proposition 1, I1.2] Soient X un espace vectoriel topologique et
p une semi-norme sur X . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. (ojp est un ouvert dans X.

2. p est continue en 0.
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3. p est continue sur X.

4. (O]p est un voisinage de 0 dans X.

Définition 1.1.10. Soit A une partie absorbante d’un K-espace vectoriel X, on appelle

jauge de A, Uapplication py définie par :

pa X — RT

r — pa(z) =inf{a > 0/z € aA}.

Proposition 1.1.11. Soit A une partie disquée et absorbante d’un espace vectoriel topo-

logique X . Les propriétés suivantes sont vérifiées :
1. La jauge py de A est une semi-norme sur X.

2. pa est continue si, et seulement si, A est un voisinage de 0.

Définition 1.1.12. [/4] On dit qu’une partie A de X est un tonneauw si elle est disquée,

absorbante et fermée.

Proposition 1.1.13. [/4, Proposition 7.5] Soient X un espace vectoriel topologique et A

un tonneau de X. Il existe une seule semi-norme p sur X telle que :

A=U,.
La semi-norme p est continue si, et seulement si, A est un voisinage de 0.

Définition 1.1.14. [13, 44] On appelle espace localement convexe tout espace vec-

toriel topologique qui posseéde une base de voisinages de 0 constituée de parties convexes.

Proposition 1.1.15. [44, Proposition 7.2] Tout espace localement convere X posséde

une base de voisinages de 0 constituée de tonneaux.

Théoréme 1.1.16. [13/ Etant donnée une famille I'x de semi-normes sur un K-espace
vectoriel X.

La topologie vectorielle la moins fine sur X, qui rend continue toutes les semi-normes de
I'x, est une topologie d’espace localement convexe dont une base de voisinages de O est
donnée par les intersections finies des r(ofp, our € R" etpeIy.

Cette topologie est dite définie ou engendrée par la famille de semi-normes I'x.
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Théoréme 1.1.17. [13] Toute topologie d’espace localement convezxe est définie par une

famille de semi-normes.

Proposition 1.1.18. Soit X un espace localement convexe dont la topologie est définie
par une famille de semi-normes I'x.

X est séparé (ou de Hausdor(f) si, et seulement si, pour tout x € X \ {0}, il existep € I'x
telle que p(x) > 0.

Définition 1.1.19. [44, Définition 35.1] Un espace vectoriel topologique X est dit ton-

nelé si tout tonneau de X est un voisinage de 0.

Notons qu’un espace tonnelé n’est pas nécessairement localement convexe. La proposi-

tion suivante donne une caractérisation d’espaces tonnelés qui sont localement convexes.

Proposition 1.1.20. [/4] Un espace tonnelé X est localement convexe si, et seulement

si, X possede une base de voisinages de 0 constituée de tonneauz.

Proposition 1.1.21. [/4, Proposition 33.1] Soient X un espace tonnelé et M un sous-

espace vectoriel de X . L’espace quotient X /M est tonnelé.

Proposition 1.1.22. [//, Proposition 33.2] Tout espace vectoriel topologique qu’est de

Baire est tonnelé.

Corollaire 1.1.23. [}4, Corollaire 1-2] Les espaces de Fréchet (en particulier de Banach)

sont des espaces tonnelés.

Définition 1.1.24. [}/, Définition 34.2] On appelle espace de Montel un espace vecto-

riel topologique localement convexe séparé, tonnelé et dont tout fermé borné est compact.

1.1.2 Ensembles équicontinus d’opérateurs linéaires

Dans la suite, on désigne par X, Y deux espaces vectoriels topologiques et par L(X,Y)
I’espace vectoriel des opérateurs linéaires continus de X dans Y.
On rappelle qu’une partie A de X est dite bornée si elle est absorbée par tout voisinage

de 0.

Considérons une famille G de parties bornées de X vérifiant les propriétés suivantes :

1. Pour tous A, B € G, il existe C' € G tel que AU B C C.
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2. Pour tout A € C et tout A € G, il existe B € G tel que N\A C B.

Pour toute partie bornée B de X et tout voisinage V' de 0 dans Y, on définit le sous-

ensemble U(B,V) C L(X,Y) par :
UB,V)={T e L(X,Y), T(B) CV}.

Proposition 1.1.25. [/, Proposition 32.1] Le sous-ensemble U(B,V) de L(X,Y) est

absorbant ; de plus, il est convexe (resp équilibré) si V' est convexe (resp équilibré).

Définition 1.1.26. [/4, Définition 33.2] Soient G une famille de parties bornées de X
satisfaisant les deux propriétés précédentes, et V(0) une base de voisinages de 0 dans Y .
On appele G-topologie sur L(X,Y) la topologie ayant pour base de voisinages de 0 les
sous-ensembles U(B,V'), avec B € G et V € V(0).

L(X,Y) muni de la G-topologie sera noté par Lg(X,Y).

Exemple 1.1.27. 1. Si G est la famille de toutes les parties finies de X ; la G-topologie
correspondante est appelée la topologie de la convergence forte (ou la convergence
simple).

L(X,Y) muni de cette topologie sera noté par L(X,Y).

2. Si G est la famille de toutes les parties bornées de X ; la G-topologie correspondante
est appelée la topologie de la convergence uniforme sur les parties bornées de X (ou
la convergence bornée).

L(X,Y) muni de cette topologie sera noté par £,(X,Y).

3. SiY =K, l'espace L(X,K) noté par X’ est le dual topologique de X. Dans ce cas,
X! (resp Xj}) est le dual faible (resp forte) de X.

Proposition 1.1.28. [//, Proposition 32.2] Si'Y est un espace localement convezxe, alors
Lg(X,Y) est aussi localement conveze. Si'Y est séparé et la réunion de toutes les parties

appartenant a G est dense dans X, alors Lg(X,Y) est séparé.

Proposition 1.1.29. [13, II1.1}] Soient p une semi-norme continue sur Y et B une
partie bornée de X. On définit l'application pg de L(X,Y") dans R* par :
ps(T) =supp(Tz), T eL(X,Y).
zeB

L’application pg est une semi-norme sur L(X,Y).
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Proposition 1.1.30. [13, II1.14] Si Y est un espace localement convexe et I'y un systéme

fondamental de semi-normes sur'Y . La famille de semi-normes

Iroxyy=1ps, pe€ly et Be G}
est un systéme fondamental de semi-normes sur Lg(X,Y).
Définition 1.1.31. [44, Définition 32.2] Soient X,Y deux espaces vectoriels topologiques.
Une partie H, d’opérateurs linéaires continus de X dans Y (H C L(X,Y)), est dite

équicontinue si pour tout voisinage V de 0 dans Y, il existe un voisinage U de 0 dans

X tel que :

Jrwcv

TeH
Proposition 1.1.32. [44, Proposition 32.6] Toute partie équicontinue de L(X,Y) est

bornée pour la topologie de la convergence uniforme sur les parties bornées de X .

Proposition 1.1.33. [13, Propostion 5, I1.7] Soient X, Y deuz espaces localement convezes,
et I'y (resp. I'y ) un systéme fondamental de semi-normes engendrant la topologie de X

(resp. Y ). Pour toute partie H C L(X,Y), les conditions suivantes sont équivalentes :
1. H est équicontinue.

2. Pour tout p € Iy, il existe g € I'x et M > 0 tels que :
p(T(x)) < Mq(z), pour tout T € H et tout v € X.

3. Pour toute semi-norme p € I'y, suppey(poT) est une semi-norme continue sur X.
Théoréeme 1.1.34. [}4, Théoréme 33.1] Soient X un espace tonnelé et Y un espace loca-
lement convexe. Pour toute partie H de L(X,Y), les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. H est bornée pour la topologie forte.

2. H est bornée pour la topologie de la convergence uniforme sur les parties bornées de

X.
3. H est équicontinue.
Théoreme 1.1.35. [44, Théoréme 33.2] Soit X un espace tonnelé, avec X' son dual
topologique. Pour toute partie H de X', les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. H est faiblement bornée.
2. H est fortement bornée.

3. H est équicontinue.
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1.2 Calcul différentiel et intégral dans les espaces lo-
calement convexes

Dans cette section, on désigne par X un espace localement convexe séparé et séquentiellement
complet, I'y un systeme fondamental de semi-normes sur X, a,b € R avec a < b et
J =la,b| ou [a,b].

Les résultats de cette section sont inclus dans les références [2, 12].

1.2.1 Dérivation

Soient f :J — X une fonction et ¢t € J, on dit que :

i) f est différentiable a droite en ¢ s’il existe L € X tel que :
o S = f()

= L.
h—s0, h>0 h

L’élément L est appelé la dérivée de f a droite en t, et on le note par f/(t).

ii) f est différentiable & gauche en t §'il existe [ € X tel que :

e fEEh) = )

h—0, h<0 h

=1.

L’élément [ est appelé la dérivée de f a gauche en ¢, et on le note par f;(t).

iii) f est différentiable en ¢ si elle est différentiable a droite et a gauche en t et f/(t) =

f4(t). Dans ce cas, la dérivée de f en ¢ sera notée par f'(t).

Définition 1.2.1. Soit f : J — X une fonction.

1. Si J =la,b], on dit que [ est différentiable sur J si f est différentiable en tout
pointt € J.
2. SiJ =[a,b], on dit que f est différentiable sur J si f est différentiable sur ]a,b],

a droite en a et a gauche en b.

Remarque 1.2.2. Si f: J — X et g : J — X sont deux fonctions différentiables sur
J, alors (f + g) et Af (A € C) sont différentiables sur J et

(f+9) =f+4g et ) =Af.

Définition 1.2.3. Une fonction f : J — X est dite de classe C! si elle est différentiable
sur J et f': J — X est continue.

Dans ce cas, [’ est appelée la dérivée de [ sur J.
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Définition 1.2.4. Soit f : J — X une fonction. On définit, par récurrence, f comme

étant de classe C", pour un certain r € N, comme suit :
1. f est de classe C° si elle est continue sur J.

2. Pourr > 1, f est de classe C" si f est de classe C' et f' est de classe C™71.

Si f est de classe C", pour un certain r € N, alors sa r-ieme dérivée f() : J — X est

définie par :
1O = f.
2 Sir>1, f0) = (fO-Dy.

Si pour tout r € N, la fonction f est de classe C'", alors on dit que f est de classe C'*°.

Proposition 1.2.5. Soient f: J — X wune fonction et r,k € N.

1. Si f est de classe C" et k <, alors f est de classe C*, f¥) est de classe C"7* et
(f(k’))(r—k) = {0,
2. Si f est de classe C" et f\) est de classe CF, alors f est de classe C™* et
FUHR) = (O,
Proposition 1.2.6. Pour chaque r € N, l’ensemble C"(J, X) forme un K-espace vectoriel.
De plus, si k € N avec k < r, Uapplication C™(J, X) — C"*(J, X), f — f®) est linéaire.

Proposition 1.2.7. Soient f : J — X une fonction, T : X — Y un opérateur linéaire
continu, avec'Y un espace localement convexe séparé et séquentiellement complet et r € N.

St f est de classe C", alors T o f : J — Y est de classe C" et

(Tof)(r) — Tof(”),

1.2.2 Intégration de Riemann
On appelle subdivision de [a, b] tout sous-ensemble fini S = {t;}}_, de [a,b] tel que :
a=ty<t;<..<t,=b.

On note par S([a, b]) 'ensemble de toutes les subdivisions de [a, b], et pour chaque subdi-

vision S € S([a, b]) on définit :

S| = max [ty — tea|,  [S] = [Jlte-r, ts] C R

1<k<n
k=1
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Définition 1.2.8. On dit qu’une fonction f : J — X est bornée si f(J) est une partie
bornée de X.

Définition 1.2.9. Soient f : [a,b] — X une fonction bornée, S = {t;}}_, € S([a, b)) et
& =1(&,%,....&,) € [S]. On appelle somme de Riemann de la fonction f relative a S

et &, et on la note par R(f,S,§), l'élément :

R(f,S,€) = fok te — te_1) € X.
On définit I'ensemble D comme suit :
D= |J {(5¢; ¢els)}
SeS([ab])

Soient S, Q € S([a, b)), £ € [S] et n € [Q], on définit la relation > sur D par :

(5,6) = (Q,n) si [S] < [Q].

Par suite, (D, >) est un ensemble ordonné filtrant a droite.

Donc, {R(f,S,€); (S,€) € D} est une suite généralisée dans X.

Définition 1.2.10. Soit f : [a,b] — X une fonction bornée. On dit que f est Riemann-
intégrable si la suite généralisée {R(f,S,€); (S,€) € D} converge vers un élément de
X.

Ce dernier élément est appelé lintégrale de Riemann de f, et il sera noté par fab f(t)dt

En d’autre terme, pour tout € > 0 et tout p € I'x, il existe (5, &) € D tel que :

b
p(R(f,S,€) —/ f(t)ds) < e, pour tout (S,&) € D avec (S,€) > (S, €).
De maniere équivalente, pour tout € > 0 et tout p € I'y, il existe § > 0 (§ = |S|) tel que :
b
p(R(f,S,€) —/ f(t)ds) < e, pour tout S € S([a,b]) avec |S| < 6.

Théoréme 1.2.11. Soit f : [a,b] — X une fonction continue.

Alors la suite généralisée {R(f,S,€); (S,&) € D} est de Cauchy.

Preuve. On peut se ramener a [a, b] = [0, 1].

Soient p € I'x et € > 0 fixés. D’abord I'espace X muni de la pseudo-métrique (z,y) —
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p(z — y) est un espace uniforme.
Comme [0, 1] est un espace uniforme compact, d’apres [29, Théoreme 31] la fonction f
est uniformément continue, c’est a dire, il existe § > 0 tel que pour tous s,t € [0, 1], avec
|s —t| <d,ona:

p(f(s) = f(1)) <e.
D’une part, on fixe S € S([0, 1]), avec |S| < 6, et £ € [S].
Soient (S,¢),(Q,n) € D tels que (S,&) > (5,€) et (Q,n) > (S,€), et on considere la
subdivision SUQ et & € [SUQ].
D’autre part, soient [u, v] un sous-intervalle de [0, 1], déterminé par deux points adjacents
u, v de la subdivision S, et r la coordonnée de £ dans [u, v] (r € [u,v]), donc |[v—u| < § et
|r —ti| < d pour tout k = 0,1,...,n, pour un certain n € N, avec {t;}}_, sont les points

de S'UQ appartenant a [u,v], par suite {tx}}_, forme une subdivision de [u, v]. Alors

n

F) o =) =3 FE) = tima) = D _(f(r) = FEDte = ti)-

k=1
Par conséquent

n n

pUf(r)(w—=7) = f(E)(th — the1)) <& Y (tk — tho1) = (v — w).

k=1 k=1
D’ot, pour tout £ € [S] et tout £ € [SUQ],

p(R(f,S,6) — R(f,SUQ,¢&)) < e.

Par la méme procédure, pour tout n € [@Q] et tout & € [S U Q], on obtient

p(R(f.Q.,n) — R(f,.SUQ,{)) <e.

Alors, pour tous (S,¢),(Q,n) € D, avec (S,€) > (5,€) et (Q,n) > (S,€), on a :

p(R(f7 S: 5) - R(fa Qa 77)) < 2e.
Dou {R(f,S,€); (S,&) € D} est une suite généralisée de Cauchy dans X. O
Corollaire 1.2.12. Toute fonction f : [a,b] — X continue est Riemann-intégrable.

Preuve. On se ramene a [a,b] = [0, 1].
Pour chaque n € N*, on considere la subdivision .5, et I'élément £}, € [S,)] qui sont définis

par :
k
Sn = {ga k= Oa ]-7 "'7”}7 g[n] = (07 PRRES] ]-)

?

S|
S
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L’ensemble {(Sy,¢m)); n € N*} est cofinal dénombrable dans D.
Comme pour tous n,m € N*, avec n < m, on a (Sn,&m) < (Sm, &), les sommes de

Riemann
n

SRS
3|

k=1

), n €N

forment une suite de Cauchy qui converge vers un élément x dans X, puisque X est
séquentiellement complet.

D’une part, on fixe ¢ > 0 et p € I'y, d’apres le théoreme précédent il existe (S,€) € D
telle que pour tous (S, €),(Q,n) € D, avec (S,€) > (S,€) et (Q,n) > (S,€), on a:

p(R(f> 57 5) - R(fa@an)) <ée

D’autre part, soit N € N* tel que pour tout n > N, (Sy, &) > (S,€). Donc, pour tout

(S,€) € D, avec (S,&) > (S,€), et tout n > N on a :

p(R(fa Sa 5) - R(f: Smf[n})) <€

Par suite, quand n — oo on obtient :

pour tout (S,€) € D, avee (S,€) > (5,€), ona: p(R(f,5,6) —a) <

D’ou la suite généralisée {R(f,5,€); (S,&) € D} est convergente, ce qui implique que

la fonction f est Riemann-intégrable. m

Proposition 1.2.13. Soient f € C%([a,b], X) et ¢ €]a,b[. Alors

/f o= [ s dt+/f

Preuve. Comme f € C%[a,b], X), f € C%[a,c], X) N C%c,b], X).
D’une part, soient S = {tx}}_, € S([a,b]), avec ¢ € {tx}}_,, et £ € [S], et soit R(f, S, &)

la somme de Riemann de f relative a S et & :
R(f,5,¢) = fon (th — ti-1).

D’autre part, puisque ¢ € {tx}}_,, il existe m € N, avec 0 < m < n, tel que ¢, = ¢, i.e.

{te} 1y C [a,c] et {tx}}_,, C [, b].

Par suite, S1 = {to, t1, ..., tm—1,tm} (resp. So = {tm, tm+1, ..., tn}) forme une subdivision de
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[CL, C] (l"eSp. [Cv b]) De phlS, 5[1] - {517527 -'-7§m—17§m} S [Sl] et 5[2] = {§m+17€m+17 7571} €

[Sa].
Alors,

R(f,5,6) =Y &)tk — tin)

1

>
Il

FE) e —tia) + D (&) (B — th)

1 k=m+1

= R(f,51,6") + R(f, Sa, )

[
NE

>
Il

D’apres le Corollaire 1.2.12, par passage a la limite on obtient

/abf(t)dt - /acf(t)dt + /cbf(t)dt.

Proposition 1.2.14. Pour tout ¢ € C°([a,b],R) et tout € X on a :

/a b¢(t)xdt = ( / bgb(t)dt)m.

Pour la démonstration de cette proposition il suffit de considérer f(t) = ¢(t)x (i.e.

f € C%a,b], X)).

Proposition 1.2.15. Soient f € C°([a,b], X). Les assertions suivantes sont vérifiées.

1. Pour tout ¥’ € X’ on a

b b
</ f(t)dt, >—/ < f(t), 2" > dt.

2. PourtoutT € L(X,Y), avecY est un espace localement convexe séparé et séquentiellement

complet, on a

/abT o ()t = T(/abf(t)dt).

Preuve. 1. Pour chaque 2’ € X', on considere la fonction g(t) =< f(t), 2’ >€ C°([a, ], R).

En suite, il suffit d'utiliser la linéarité et la continuité de <, >, et I'intégration de

Riemann des fonctions réelles.

2. Comme T € L(X,Y), la fonction h définie par h(t) = T o f(t) est continue de [a, D]
dans Y (i.e. h € C%[a,b],Y)). Pour obtenir le résultat, il suffit d’utiliser les sommes

de Riemann de h et le fait que T € L(X,Y).
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Théoréme 1.2.16. Soient f € C°([a,b],X) et M une partie convexe dans X telle que
f([a,b]) € M. Alors

b
/ ft)dt € (b—a)M.
En d’autre termes f; f(t)dt est un élément de l'enveloppe convexe fermée de (b —
a)f(la, b]).
Remarque 1.2.17. 1. Pour chaque p € ['x, on définit la semi-norme p sur l'espace

vectoriel C%([a,b], X) par

p(f) =supp(f(t), f € C%(a,0], X).

[a,b]
La famille de semi-normes {p; p € 'y} définie une topologie localement convexe sur
C%[a,b], X), cette topologie est appelée la topologie de la convergence uniforme.
De plus, puisque X est séparé et séquentiellement complet, 'espace C°([a,b], X)

muni de la derniére topologie est aussi séparé et séquentiellement complet.

2. Si f € C%a,b], X), alors pour tout p € I'y on a :

p(/ f(t)dt)S/ p(f(t))dt.

3. D’apres 2, pour tout f € C%([a,b], X) et tout p € I'x, on a:

o / F()dt) < (b— a)supp(f(1)) = (b— a)p(f).

[a,]
Alors I'application linéaire suivante
C%a,b], X) — X
[ o
avec C°([a,b], X) muni de la topologie de la convergence uniforme, est continue.

Théoréme 1.2.18. Soit f € C%(Ja,b[, X). Pour tout c €]a,b| la fonction définie par :
)
/ f(s)ds :Ja, b — X

0 t
fs ([ F(s)ds)(t) = / F(s)ds

c

est de classe C'. De plus, pour tout t €]a,b|, on a :

()
( / F(s)ds) (1) = £(1).
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Preuve. Soient p € I'x, t €la, bl et h > 0 avec t + h et t — h €]a,b[, on a :

Hh oo sV ds t+h

ptle LI IO i)y ) [ 566) ~ 101 < s pl5) — 10
t [t,t+h]

pt e LML IO iy L [ 5~ s00a) < swp pis1s) — 1)
t [t—h,t]

Comme f € C°(Ja,b[, X),

lim = sup p(f(s) — f(t)) = lim sup p(f(s) - f(t)) =0

h—0% [t t+h] h—0% [ —h,t]

Alors la fonction [ f ) £(s)ds est de classe C', et pour tout ¢ €]a, b[ on a :

</f@uw:fm

Lemme 1.2.19. Soit f € C%a,b], X). Les propriétés suivantes sont vérifiées :
BRT 1 rcth o
1. Pour tout ¢ €]a,b[ on a : hlinoﬁ [ f(s)ds = f(c).

2. lim %fﬁhf (s)ds = f(a).

Preuve. Soient p € I'x, ¢ €]a,b[ et h > 0, avec ¢ + h,c — h €]a,b[, on a :

cth cth
oG [ f@@—ﬂms%/‘pU@—ﬂmws suppl(f(5) ~ f(c))

s€[e,c+h]
o [ s - s <

Comme f € C%[a,b], X),

= =

| pls) = flends < swp plr(s) - 1)

s€lc—h,c]

lim  sup p(f(s) = f(c)) = lm  sup p(f(s)— f(c)) = 0.

h—0+ s€[c,c+h] h—0+ s€lc—h,(]
Alors
hlglo h / /s Je).

D’ou le résultat.

Pour 2. et 3., on utilise le méme raisonnement. O
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Corollaire 1.2.20. Si f € C°([a,b], X), alors, pour tout c € [a,b], la fonction fc(') f(s)ds

est de classe C' sur [a,b]. De plus, pour tout t € [a,b], on a :

)
([ reasyie) = ro)

Preuve. Comme f € C%Ja,b], X), f € C%(Ja,b[, X).
D’une part, si ¢ €]a, b[, d’aprés le théoréeme précédent, on a :
) t
/ f(s)ds € C*(Ja,b[, X), et pour tout t €]a,b[ on a (/ f(s)ds) = f(t).

Pour ¢ = a ou b, on prend £ > 0 tel que a + &,b — ¢ €la, b], pour tout ¢ €]a,b[, on a :

/a " H(s)ds / " Ho)ds + : F(s)ds

/tf(s)ds: bsf(s)der " H(s)ds

b—e

Comme fa‘HE f(s)ds et f s)ds ne depend pas de t, d’apres le théoréme précédent on

( / F(s)ds) = £(t) et ( / f(s)ds) = f(1).

Alors, pour tout ¢ € [a, b], fc(') f(s)ds € C(]a,b], X), et pour tout ¢ €la,b[, on a :

( / f(s)ds) = f(1).

D’autre part, soient ¢ € [a,b] et h > 0 avec a + h,b—h € [a,b], on a :

/fds—/fds /f

1 1
L[ s [ a0 " (s)s

D’apres le lemme précédent, on obtient :

obtient :

Q) a+h a
(f f(s)dS)&(a)Zhg%+%(/ f(syds — [ F()ds) = f(a),

b—h b
([ sy = i L[ goas— [ g0 = 10),

D’ot, pour tout ¢ € [a, b], f f(s)ds € C'([a,b], X), et pour tout t € [a,b], on a :

/fds /fds F(b).
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Corollaire 1.2.21. Si f € C"(J, X), pour un certain r € N, alors, pour tout ¢ € J, la
fonction f( s)ds est de classe C™, et pour tout 0 < k <r+1, on a

/f Jds)®) = f0.

Théoréme 1.2.22. Soit f € C*(Ja,b[, X). Pour tout ¢,d €]a,b|, on a :

| rvde= s~ o)

Preuve. Soient ¢, d €]a, b[, avec ¢ < d. Pour tout ¢ €]c,d[, on a :

lim f(t+h2L — f(t) _ f/(t).

h—0

Par conséquent

/ f’(t)dt—/ hlinof(t+h}1_f<t)dt— lim% (F(t+ h) — F(1))dt.

h—0 c

D’autre part, soient ¢ €]c,d[ et h # 0, avec ¢+ h,d + h €la, b, on a :

[t - st = 3 [ s nae- [ oa
1 d+h
:Efo@ﬁ—waw

:%C+f@ﬁ—lf®ﬁ—lﬁf®m

S pwd = [ pwde [ @
h h

Du Théoreme 1.2.18 on obtient

/ Py = Jim [ (7 +0) — f(0)dt = £(d) ~ (o)

[

Corollaire 1.2.23. Si f € C'([a,b], X), alors pour tout c,d € [a,b] on a :

/ (6t = £(d) — f(e).

Preuve. Pour ¢,d €]a,b], c’est le cas du théoreme précédent, alors il suffit de montrer

b
/ Ftdt = £ — la).

que :
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Comme f € C'([a,b],X), f et f' € C°Ja,b], X), par suite f’ est Riemann-intégrable et

-t
/ pie=tim [T = lm (50 )= flat )= F0) - fla)

D’ou le résultat. O

Corollaire 1.2.24. Si f € C'(J, X) telle que pour tout t € J on a f'(t) = 0, alors il
existe vg € X tel que f(t) = xo pour tout t € J.

1.3 Familles (j,-Cosinus sur les espaces de Banach

Dans cette section, on désigne par (E, ||.||) un espace de Banach et B(E) I'algebre des
opérateurs linéaires bornés sur F. tous les résultats de cette section a été montré par M.

Sova dans [45].

Définition 1.3.1. Soit {C(t)}i>0 € B(E) une famille d’opérateurs linéaires bornés sur

X. On dit que {C(t)}+>0 est une famille cosinus si :
1. C(0) =
2. 2C(t)C(s) =C(t+s)+ C(t — s) pour tous s,t € RT avec s < t.

Exemple 1.3.2. 1. soient £ = C et a € C, pour tout ¢ > 0, on définit 'opérateur
C(t) sur E par :

e t2n
C(t)x = cosh(v/at)x Z )|a”x, pour tout z € C.
n=0

{C(t) }+>0 est une famille cosinus sur C.

2. Soit E=Cy(R) ={f:R— C; f bornée et continue} avec ||f|| = sup,er(f(2)),

et on définit la famille {C'(t) };>o d’opérateurs linéaires continus sur C,(R) par :
(Ct)f)(s) = %(f(s +1t)+ f(s—1)), pour tout t > 0, f € Cp(R) et tout s € R.
{C(t)}i>0 est une famille cosinus sur C,(R).
Remarque 1.3.3. Soit {C(t)};>¢ une famille cosinus sur E, pour tout ¢ > 0, on a :

C(2t) =2C(t)* — I et C(%t)2 = %(C(t) —1I).
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Lemme 1.3.4. Soit {C(t) }+>0 une famille cosinus sur E. Alors, pour tout n € N, il existe

n + 1 constantes ag, aq, ..., a, € Z telles que :
C(nt) = aogl + a1C(t) + aC(t)* + ... + a,C(t)", pour tout t > 0.

Preuve. On va utiliser le raisonnement par récurrence. Pour n = 0 il est évident.

Soit n € N*, supposons que pour chaque m < n, il existe ag, a1, ..., a,, € Z tels que :
C(mt) = apl + a1C(t) + axC(t)* + ... + a,,C(t)™, pour tout ¢ > 0.
D’apres 2. de la définition précédente on a :
C((n+1)t) =2C(t)C(nt) — C((n — 1)t), pour tout t > 0.
Et par hypothese, il existe by, by, ..., b,_1 € Z tels que :
C((n —1)t) = bol +b,C(t) + ... + by C(1)" .
Par conséquent

C((n + 1)) = 20(#)(aol + a1C(t) + asC(t)? + ... + anC(#)") — C((n — 1)t)
= 2@00(75) + 2@10(t>2 + ...+ 2CLnC(t)n+1 - b(][ — b10<t) — ... bn,lC(t)"fl

=col +c1C(t) + cOt)* + ... + cp1 C ()",

avec
Cm = 2Qm_1 — by, pour tout 1 <m <n —1,
co = —bo,
Cp = 2Qy_1,
Cni1 = 20y,.
D’ou le résultat. O

Définition 1.3.5. Soit {C(t)}1>0 une famille cosinus sur E. On dit que :

1. {C(t)}i>0 est une famille Cy-cosinus sur E si :

lim C(t)x =z, pour tout x € E.

t—0F

2. {C(t) }i>0 est une famille cosinus uniformément continue sur E si :

[|C(t) = I|| — 0, quandt — O*.
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Théoréme 1.3.6. Toute famille Cy-cosinus {C(t) }1>¢ sur E est exponentiellement bornée,

c’est a dire, il existe deur constantes M > 1 et w > 0 telles que :
|C(#)]| < Me**, pour tout t > 0.

Dans ce cas, on dit que {C(t)}i>0 est d’ordre w.

Preuve. D’apres le théoreme de Banach Steinhaus, il existe K > 0 tel que :
[|C(t)|| < K pour tout t € [0, 1].

Comme C(0) =1, K > 1.
D’une part, pour tout n € Net ¢t € [0,1], on a : ||C(nt)|| < (3K)". En effet, on utilise le
raisonnement par récurrence, pour n = 0 c’est évident.
Soit n € N, supposons que pour tout m < n on a : ||C(mt)|| < (3K)™.
D’apres la définition de famille cosinus, on a : C'((n + 1)t) = 2C(nt)C(t) — C((n — 1)t).
Par conséquent

1C((n+ DB)l| = 112C(nt)C () — C(n — V)| < 2BK)"K + (3K)"" < (3K)""
D’ou, pour tout n € N et tout ¢ € [0,1], on a :

IC(nt)|| < (3K)™.

D’autre part, soit s > 0 fixé, il existe un unique n € N tel que n — 1 < s < n.

Posons t = 2, comme 3k > 1 et n —s > 1,
IC)[ = IC(nt)]| < BK)" = (B3K)*(3K)"™* < (3K)*(3K).
On pose M = 3K et w = In(3K), alors ||C(s)|| < Me“*. O

Corollaire 1.3.7. Soit {C(t) }+>0 une famille Cy-cosinus sur E. Alors il existe M > 1 el
w > 0 tels que :
[|C(t)|| < M cosh(wt), pour toutt > 0.

Preuve. D’apres le théoreme précédent, il existe My > 1 et w > 0 tels que :
[|C()]| < Mye**, pour tout ¢ > 0.
Par suite,

wt —wt
C@®)| < 2M0(%) < M cosh(wt), pour tout t > 0 avec M = 2M,.



33

Théoréme 1.3.8. Toute famille Cy-cosinus {C(t) }+>o sur E est fortement continue. C’est

a dire, pour tour x € E lapplication C(.)x : RT — E est continue.

Preuve. Supposons qu'il existe xy € F et ty > 0 tels que l'application C(.)xy n’est pas
continue en tg.
On considere la suite (K,),en+, de nombres réels positifs, définie par :
K,, = sup{||C(t)xo — C(s)zo|| : |t —to] < t—o, |s — to] < t—o} pour tout n € N*.
5,t>0 8n &n
1. Il existe K > 0 tel que pour tout n € N* on a K,, > K, en effet :
Comme (K, ) en+ est une suite décroissante de nombres positifs, il existe K > 0 tel
que : K,, — K, par suite K > 0, puisque C(.)z n’est pas continue en t.

D’ou le résultat.

2. De la définition de la suite (K,), € N*, on déduit qu’il existe deux suites (7, )nen
et (o, )nen+ telles que pour tout n € N* on a :
Tn < Opy |Tn — to| < &, o — to| < £ et

8n’?
1
||O(Tn)x0 - C<0-n)x(]|| Z Kn - E
3. Pour tout n € N* on a : 27,, — 0, > 0, en effet :
D’apres 2, pour chaque n € N*ona: o, — 7, < i—% et 7, >ty — é—o.
Par suite, 7, > é_% > i—%, donc 27,, — 0, > 0 pour tout n € N*.
4. Pour tout n € N* on a : ||C(Tun)xo — C (274 — 04n) 0| < K.
Il suffit de remarquer que |74, — to| < ;—% et |27y, — 0un — to] < ;—%.
5. lim K, =0, en effet :
n—m:o0
D’abord, d’apres la définition de famille cosinus, pour tous s,t € R, avec 0 < s < t,
on a :

Ot —s) — C(t+5) + 2(C(t + 5) — C(t)) = 2C(£)(C(s) — I).

Par conséquent, pour tout x € E, on a :
1
1C(t + s)z = C@)zll < |ICWOILC(s)z — all + SO = s)z — Ot + 5)z]].
En particulier, pour t = 74,, S = 04, — Tan €t £ = 2y on obtient :

1
[|C(04n)20—C (Tan) 0| < ||C(T4n)||-||C(U4n—74n)1’0—ﬂ70||+§||C(U4n)$o—c(274n—04n)$o||-
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D’apres 2. et 4. on obtient :

1 1
Kyp — n <N|C(7an) | /|C (04 = Tan)T0 — Tol| + §K4n-

C’est a dire,

1
Ky, < o + 2||C (740 ||| C (4 — Tan) o — x|

Comme ||C(745)|| est borné et ||C(04n — Tun)To — xo|| —> 0, quand n — oo ( car
On—To <8 K, — 0.

Finalement, on a une contradiction entre 1. et 5., d’ot le résultat. O

Lemme 1.3.9. Les opérateurs d’une famille Cy-cosinus {C(t) }4>0 sur un espace de Ba-

nach E commutent. C’est a dire,
C(t)C(s) = C(s)C(t), pour tous s,t > 0.

Preuve. Soit t > 0, d’apres la Remarque 1.3.3 on a C(t) = 2C(£)* — I.
Donc, C(t) est un polynéme de C(%), et par suite C(t) est un polynéme de C(55) pour
tout n € N*. Alors, pour tout n € N*, C(t) commute avec C(55).

En suite, soient n, k € N*, supposons que C(t) commute avec C(ZL) pour tout r < k € N*.

Comme - . )
+ 1)t t t n—1)t

oD _aotyely - oM,
lopérateur C'(t) commute avec C(%) Alors, pour tout n,r € N*, C($+) commute avec
C(t).
D’autre part, soit s > 0, on prend r = [%] (la partie entiere), d’apres ce qui précede,
C(t) commute avec C/([2]L).
Comme h_r)n [$2]L = s et la famille {C(t)}i>0 est fortement continue, C(¢) commute
avec C’(STS. N O

Lemme 1.3.10. Soit {C(t)}i>0 une famille Cy-cosinus sur E. Alors pour tout t > 0 et
tout x € £/ on a :

lim — / T b= $)C(s)ads = Clt)e.

h—s0+ h2

Preuve. Soient x € E, h > 0 et t > 0, comme % tt+h(t +h—s)ds =1,

t+h t+h
i | ¢+ h=9)0G)ads = Call =I5 [+ h=8)(Cs)e = Cleyois]
< s [|C(s) — C(0al]

t<s<t+h
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D’apres le Théoreme 1.3.8 la famille {C(t)}+>0 est fortement continue, donc

sup ||C(s)x — C(t)z|] — 0, quand h — 0*.
t<s<t+h

D’ou le résultat. O

Remarque 1.3.11. 1. Sit > 0, alors pour tout x € Ef on a :

t—h

(t —h—s)C(s)xds = C(t)x.

2. Si {C(t)}+>0 est une famille cosinus uniformément continue sur E, alors, pour tout
t>0,
9 t+h
hEr(l)'*'”ﬁ/t (t+h—s)C(s)ds — C(t)|| = 0.

De plus, si t > 0, alors
2 t—h
lim ||—/ (t—h— $)C(s)ds — C(t)|| = 0.
t

Définition 1.3.12. Soit {C(t)}i>0 une famille Cy-cosinus sur E. On appelle générateur
infinitésimal, de la famille Cy-cosinus {C(t) }1>o, Uopérateur (A, D(A)) défini par :
2
Az = lim —(C(h)x —x), pour tout x € D(A),

h—s0+ h?

avec

DA)={zeE: lim —(C(h)x —x) existe dans E}
Remarque 1.3.13. Pour tout ¢ > 0 on a: C(t)D(A) C D(A) et
AC(t)x = C(t)Ax, pour tout z € D(A).

Proposition 1.3.14. Soit {C(t)}i>0 une famille Cy-cosinus sur E avec A son générateur

infinitésimal. Alors, pour toutt > 0 et tout v € E/, on a :
t t
/ (t —s)C(s)xds € D(A) et A/ (t —s)C(s)xds = C(t)x — .
0 0

Preuve. Soit x € E, pour t = 0 c’est évident car 0 € D(A).
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Soit t > 0, et on prend h € R tel que 0 < h < ¢, alors

%(C“l) -1 /0 (t = 5)C(s)wds =% (1= s20C(s)ads - h3 1= 90 ()ads
— % h(t — 5)2C(h)C(s)xds + % t(t — 8)2C(h)C(s)zds — % t(t — 8)C(s)ads
0 h 0

= /0 (t = $)(Clh+ 8)z + C(h — s)z)ds + /h (t — 5)20(h)C(s)xds — 2 /0 (t — $)C(s)xds]

- %[/Ot(t —5)C'(h + s)xds + /Oh(t —5)C'(h — s)xds + /ht(t —5)C(s — h)zds

) / (t — $)C(s)zds]
1 " t+h h t—h
= ﬁ[/h (t+h—s)0(s)xds+/o (t—h+s)0(s)xds+/0 (t —h—s)C(s)zds
—9 / (t — $)C(s)zds]
1 " t+h h h
= ﬁ[/o (t+h—s)C(s)xds — /0 (t+h—s)C(s)xds + /0 (t —h+s)C(s)xds
t—h ¢
+ /0 (t—h—s)C(s)xds — 2/0 (t — s)C(s)xds]
= %[/tt+h(t +h —s)C(s)xds + /tth(t —h—3)C(s)xds — /Oh(t +h—s)C(s)xds

h
+ / (t —h+s)C(s)xds]
’ t+h 1 t—h 2 h
= — —_ _— —_ —_ _—— h —_
=N (t+h—s)C(s)xds + 0 ), (t —h—s)C(s)xds 0, (h — s)C(s)xds

Donc, d’apres le Lemme 1.3.10 et la Remarque 1.3.11, quand h — 0% on obtient :
t t
/ (t —s)C(s)xds € D(A) et A/ (t—s5)C(s)xds = C(t)r — x.
0 0
m

Proposition 1.3.15. Soit {C(t)}i>0 une famille Cy-cosinus sur E avec A son générateur

infinitésimal. Soient x,y € E, alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. x € D(A) et Ax = y.
2. fot(t —5)C(s)yds = C(t)x — .

Preuve. 1 = 2) Solent z,y € E tels que z € D(A) et Az =y.

D’apres la Proposition 1.3.14 on a :

2

E(C(h) —1I) /Ot(t —8)C(s)xds — C(t)x — x, quand h — 0T,
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Par suite, comme les opérateurs d'une famille Cp-cosinus commutent,

2
h2

/0 (= 90 Z(C()x — ))ds — Ct)r — x, quand h— 0",

Alors
t
/ (t —s)C(s)yds = C(t)x — .
0
2 = 1) Soient z,y € F tels que pour tout ¢ > 0 on a : fg(t —5)C(s)yds = C(t)x — .
En particulier, pour ¢ > 0 on a :

2(C(tyr— )= = / (t — $)C(s)yds.

2 2/,

D’apres le Lemme 1.3.10, z € D(A) et Az =y. O

Proposition 1.3.16. Soit {C(t)};>0 une famille Cy-cosinus sur E avec A son générateur

infinitésimal. Les propriétés suivantes sont vérifiées :
1. D(A) dense dans E.
2. Le générateur infinitésimal A est un opérateur fermé.

3. Pour tout x € D(A), Uapplication C(.)x : Rt — X est deux fois différentiable. De
plus, pour tout x € D(A) et tout t >0, on a :

d t
d2
—dt2C(t)z = AC(t)x = C(t)Ax.

Preuve. 1. Soient z € E et (t,)nen une suite de nombres strictement positifs, avec ¢,, — 0.
Pour tout n € N on pose @, = % ["(t, — s)C(s)xzds, d’apres la Proposition 1.3.15 et le
Lemme 1.3.10, on a (2,)neny € D(A) et

2

Tp = —
2
t'fl

/O "t — $)C(s)ads —s .

Alors D(A) est dense dans E.
2. Soit (2,)nen € D(A) telle que : z, — = et Az, —> y. Soit t > 0 fixé, donc pour tout
neNona: C(t)r, —z, = fot(t —5)C(8)xpds.

Comme C(t) est un opérateur borné, C(t)z, — x, — C(t)x — .



38

D’autre part, d’apres le Théoreme 1.3.6, la famille {C(¢) };1>¢ est exponentiellement bornée,

alors :
t t
/ (t —s)C(s)Ax, — / (t —s)C(s)y.
0 0
Donc, d’apres la Proposition 1.3.16, on a : © € D(A) et Az = y, et par suite A est un
opérateur fermé.
3. Soient x € D(A) et t > 0, comme AC(t)x = C(t)Ax, d’apres la Proposition 1.3.15,
pour tout ¢ > 0, on a :
t t
Clt)yxr=a— t/ C(s)Axds + / sC(s)Axds.
0 0
Alors 4C(t)z = fot C(s)Ax, et par suite :
d2
@C’(t)x = AC(t)x = C(t)Ax.
[

Lemme 1.3.17. Soit {C(t)}t>0 une famille Cy-cosinus sur E avec A son générateur
infinitésimal. Pour tout x € D(A) et toutt >0 on a :
t2
1C(#8)z — ]| < 5 |Az]] sup [|C(s)]].
0<s<t
Preuve. Soient x € D(A) et t > 0, d’apres la Proposition 1.3.15 on a :

Ctta —all < | [ (¢ = )C()Ards]
< [ =it
s/0<t—s>||0<s>||.\|Ax\|ds

t2
< 5 llAzl} sup ||C(s)]]
0<s<t
L]

Lemme 1.3.18. Soit {C(t)}+>0 une famille Cy-cosinus sur E avec A son générateur

infinitésimal. Alors D(A?) est dense dans E.

Preuve. 11 suffit de monter que D(A?) est dense dans D(A).
Soit x € D(A), d’apres la Proposition 1.3.14, pour tout ¢ > 0, on a :

/0 (t —s)C(s)xzds € D(A) et A/O (t—s)C(s)xds = C(t)r — x.
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Comme C(t)x —x € D(A) pour tout ¢ > 0, Afot(t — 5)C(s)xds € D(A) pour tout ¢t > 0.
Par conséquent, pour tout ¢ > 0 on a : fot(t —5)C(s)xds € D(A?).

Comme 3 fot(t—s)C'(s)xds — x, quand t — 01, on peut construire une suite (z,)neny C
D(A?) telle que x,, — x (voir la preuve de la Proposition 1.3.16), donc D(A?) est dense
dans D(A). O

Lemme 1.3.19. Soit {C(t)}i>0 une famille Cy-cosinus sur E avec A son générateur
infinitésimal. Pour tout x € D(A?) et tout t >0 on a :

t2 t4
IC(t)x —x — - Az|| < —||A%]] sup [|C(s)]].
2 24 0<s<t

Preuve. Soient x € D(A?) et t > 0, d’apres la Proposition 1.3.15 on a :
t2 t t2
|C(t)x — oz — EA:CH < / (t —s)C(s)Axds — 5Ax||
0
t
<|| [ (t—9)(C(s)Ax — Ax)ds]||
0
t
< / (t —9)||C(s)Ax — Axl||ds
0
t s
< / (t — s)||/ (s —1)C(r)A%zdr||ds
0 0
t s
< [ (s~ ndndsi 2] sup [IC6)]
0 0 0<s<t
th
< —|lA
< gall4%]] sup 1€
D’ou le résultat. O

Lemme 1.3.20. Soit {C(t) }+>0 une famille Cy-cosinus sur E d’ordre w > 0. On définit

Uapplication |||.||| sur E par :

I : B — RT

v — |[[a||| = sup e™"|C(#)x]].
t>0

Alors les propriétés suivantes sont vérifiées :
1. L’application |||.||| est une norme sur E qui est équivalente a la norme ||.||.

2. Pour chaque s > 0 on a :

HC )] < 2e*.
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Preuve. 1. D’une part, il existe M > 1 tel que pour tout x € E on a :
]| = Stgge_“tllc(t)ﬂfll < Mjz|| < oo.

Alors |]|.]|| est bien définie, par suite |||.||| est une norme sur E.

D’autre part, comme C(0) = I, pour tout x € F, on a :
]| < [|]|| < M]|z]].

Donc les normes |||.||| et ||.|| sont équivalentes sur E.

2. Soient s> 0etz e X ona:
lIC(s)alll = supe | [C()C(s)e]

1
< 5 (supe[20(6)C(s)z | + sup e |C(H)C(s)xll)

t<s
1
< —(supe “Y|C(t + s)z|| + sup e “"||2C(s — t)z|
2 t<s t<s
+supe™||C(t + s)z|| + supe™||C(t — s)z])
t>s

t>s

1
< =(2supe“!||C(t + s)z|| + sup e ¥||C(s — t)z|| + sup e | |C(t — s)z]|)
2" >0 t<s t>s

1
< —(2e*sup e | |O(t + s)z|| + e sup e Y ||C(s — t) x|
2 £>0 t<s

+e ¥ sup e “U9)||C(t — s)x||)

t>s

< 5 @e|[[zl[]) = 2¢°[|[]].

N | =

D’ou le résultat.

]

Théoréme 1.3.21 (Théoreme de 'unicité de I'engendrement). Soient {C1(t) }i>o et {Ca(t) }+>0
deuz familles Cy-cosinus sur E, avec Ay et Ay (resp.) leurs générateurs infinitésimauz.

St D(A1) € D(Ay) et As|pa,) = Ax, alors C1(t) = Ca(t) pour tout t > 0.

Preuve. D’apres le Théoreme 1.3.6, il existe M > 1 et w > 0 tels que :
ICL()I] < Me*" et [|Ca(t)]] < Me™.

Par suite, d’apres le Lemme 1.3.20 il existe une norme |[||.||| sur £ telle que :

[lz[| < {ll=[ll < MJz],



HICL@I] < 26" et [[|Ca(B)]]] < 2¢.

D’autre part, On va montrer que pour chaque x € D(A?),t>0et k=0,1,2,... on

4174

t*M o
ICv () — Calt)z] < ——e"[| Azl
D’apres le Lemme 1.3.20, il suffit de montrer que
Ve

lCu(e)e — Catt)al] < Copell A2l )

En effet, soit z € D(A?) fixé, on utilisons le raisonnement par récurrence.

Pour k£ =0, d’apres les Lemme 1.2.19 et 1.2.20, pour tout £ > 0, on a :

lIC1()x = Cs(t)zl]] < M||Ci(H)x — Cy(t)x]]

1 1
< M||Cy(t)x —x — §t2A1x|| + M||Csy(t)x — x — §t2A2x||

t4
< M ||Af||Me!
12

< M| AT < P e ]| Al
Donc (x) est vraie pour k = 0.

Soit n € N, supposons que (x) est vraie pour tout 0 < k < n et tout t > 0.

D’apres la Remarque 1.3.3, pour tout ¢ > 0, on a :

Cr(1) = Golt) = 2(Cil5) — Co(5))Ca(5) +202(5)(Ca(5) — Ca(5).

D’apres la Remarque 1.3.13 et les Lemme 1.3.18 et 1.2.19 on obtient :

Gy (B = Catyelll < 2AI(C5) = Col)ICulG)alll + 2o ()~ Cal))l

(t 4 3

<2 @M etz Lyl -+ st 1Cr (o — CaLall
(LM, C(LYME

<4222 o eYze 2|||A2JJ|||—|—46 22n e 2|||A%ZEH|
(LY HA3

= 8D gz = I o

Dong, (x) est vraie pour k = n + 1, d’ou le résultat.

Alors, pour tout t > 0 et tout # € D(A?), on a : Cy(t)x = Cy(t).

Comme C(t), Ca(t) € B(E) pour tout t > 0 et D(A?) est dense dans E, Cy(t)x = Cy(t)x

pour tout ¢t > 0 et tout z € F.

a
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Proposition 1.3.22. Soit A un opérateur linéaire borné sur E, pour chaque t > 0 on
définit Uopérateur cosh(tv/A) sur E par :

oo
t2k

cosh t\/_ Z
k:O

A*z. pour tout x € E.
La famille {cosh(tv/A)}iso est une famille cosinus uniformément continue sur E admet
A comme générateur infinitésimal.

Preuve. D'une part, il est facile de vérifier que {cosh(tv/A) };>0 est une famille cosinus sur

E. De plus, pour tout ¢t > 0, on a :

e t2k
| cosh(tV'A) — [H—HZ(—AI“ H—HZ
tQk .
<> Al = coshiey/TAT) -
k=1 ’

Comme lim cosh(t+/||A]]) —1 = 0, la famille {cosh(tv A) }+>¢ est uniformément continue
t—0 -
sur b.

D’autre part, soit t > 0 on a :

0 0 2k
| (cosh(t/A) — 1) — Al = | Z Al =113
Iy % (cosh(ty/TAT) — 1) — [|A]|.

Alors A est le générateur infinitésimal de la famille {cosh(tv/A)}1>0, puisque

.2
lim t—z(cosh(t I|A]]) — 1) — ||A]|| = 0.

t—0+

]

Corollaire 1.3.23. Si A € B(E), alors {cosh(tv/A)}i>o est la seule famille cosinus uni-

formément continue sur E ayant pour générateur infinitésimal [’opérateur A.

Théoréme 1.3.24. Une famille cosinus {C(t)}i>0 est uniformément continue sur E si,
et seulement si, son générateur infinitésimal A est un opérateur linéaire borné sur F.
C’est a dire, toute famille cosinus uniformément continue {C(t) }4>0 s’écrit sous la forme
12k

2k)'Ak, pour tout t > 0.

C'(t) = cosh(tV/A) = i
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Preuve. Soit {C(t)}+>o une famille cosinus uniformément continue sur E avec A son
générateur infinitésimal.

D’une part, d’apres la Remarque 1.3.11, on a :

lim |z/0(t—s)0(s)ds—l||:0.

Alors, il existe 7 > 0 tel que

||3/0T(T—S)C’(s)ds —I|| < 1.

2
Donc % [ (1 — s)C(s)ds est inversible dans B(X), et par suite [j (7 — s)C(s)ds est
inversible.

D’autre part, soit 0 < h < 7, on a:

9 T 1 T+h T—h h

2 (Cw-n / (r—5)C(s)ds = / (r4+h—s)C(s)ds+ / (7—h—8)C/(s)ds—2 / (h—s)C/(s)ds).
0 T T 0

(voir la démonstration de la Proposition 1.3.14).

Alors, d’apres la Remarque 1.3.11, on a :

Donc A = (C(r) — I)(f; (T — s)C(s)ds)™" € B(X), par suite, d’apres le Corollaire

précédent,
0 t?k

C(t) = cosh(tV/A) ZZ

, pour tout ¢t > 0.

La réciproque est le Corollaire 1.3.23. O



CHAPITRE 2

FAMILLES COSINUS SUR LES ESPACES
LOCALEMENT CONVEXES

Dans le cadre de la généralisation de la notion ”famille cosinus d’opérateurs linéaires
continus” aux espaces plus généraux que les espaces de Banach, nous nous intéressons
dans ce chapitre a ’étude des familles cosinus d’opérateurs linéaires continus dans les
espaces localement convexes séparés et séquentiellement complets, plus précisément les
familles cosinus fortement continues et les familles Cy-cosinus.

Ce chapitre est divisé en trois sections, la premiere est consacrée a 1’étude des familles
cosinus sur les espaces localement convexes séparés et séquentiellement complets. Nous
montrons que par I’équicontinuité locale on a I’équivalence entre la continuité forte en 0 et
celle sur R tout entier, autrement dit, toute famille Cy-cosinus localement équicontinue
est fortement continue, et nous généralisons le théoreme de 1'unicité de I’engendrement
pour les famille Cy-cosinus localement équicontinue. De plus, nous établissons que sur la
classe d’espaces localement convexes tonnelés, toute famille cosinus fortement continue
est localement équicontinue.

Nous étudions, dans la deuxieme section, la résolvante du générateur infinitésimal d’une
famille Cy-cosinus exponentiellement équicontinue.

Dans la derniere section, nous faisons une étude sur les familles cosinus, sur un espace

t2k

localement convexe, qui sont écrites sous la forme >, mAk, pour un certain A € L£(X).

44
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2.1 Familles Cosinus fortement continues et familles
Cy-Cosinus

Dans tout ce qui suit, on désigne par X un espace localement convexe séparé et
séquentiellement complet, I’y un systeme fondamental de semi-normes engendrant la to-
pologie de X, B(X) l'ensemble de toutes les parties bornées de X et L£(X) I'espace des
opérateurs linéaires continus sur X.

La topologie forte 74 sur £(X) est définie par la famille de semi-normes :
pa(S) = p(Sz), S € L(X),

pour tout x € X et tout p € I'x.
L(X) muni de la topologie forte 7, est noté par L£4(X).
La topologie 7, de la convergence uniforme sur les parties bornées de X sur L£(X) est

définie par la famille de semi-normes :

pp(S) =supp(Sz), S € L(X),

zeB

pour tout B € B(X) et tout p € I'x.

L(X) muni de la topologie 7, est noté par L£,(X).

Définition 2.1.1. Soit {C(t)}i>0 C L(X) une famille d’opérateurs linéaires continus sur

X. On dit que {C(t)}i>oest une famille cosinus si :
1. C(0)=1.
2. 20(t)C(s) = C(t + s) + C(t — s), pour tous s,t € R* avec s < t. (Equation
fonctionnelle de D’Alembert)
Définition 2.1.2. Soit {C(t)}i>0 une famille cosinus sur X.

1. {C(t)}i>0 est appelée famille cosinus fortement continue sur X si :

lim C(t) = C(to) dans L(X), pour tout tg > 0 (avec t — 0T si ty = 0).

t—to

2. {C(t) }i>0 est appelée famille cosinus uniformément continue sur X si :

lim C(t) = C(to) dans Ly(X), pour tout ty > 0 (avec t — 0 si tg = 0).

t—to
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Proposition 2.1.3. Les opérateurs de toute famille cosinus {C(t)}+>o fortement continue

sur X commutent.

Preuve. On fixe t > 0, d’apres 2. de la Définition 2.1.1. on a

Ce qui implique que C'(t) est un polynome de C(%). Par suite, pour tout n > 0, on a C(t)
est un polynéme de C(5), donc C(t) et C(3r) commutent.

rt

Supposons que pour un certain k > 1, C(t) commute avec C(g;) pour r = 1,2,..., k.

Comme,

(k+1)t, kt t (k—1)t
0 —aohes

(k4 1)t

C(t) commute avec C(=5+).

O

Alors, pour tous entiers ,n > 1, C(t) commute avec C(%5).

D’autre part, soit s > 0 et on prend r = [2-] (la partie enti¢re), donc C(t) commute avec

C(214)

t 12

Comme [22-]L — s quand n — oo et {C/(t) }4>0 est fortement continue, C(¢) commute

avec C'(s), d’ou la proposition. ]

Proposition 2.1.4. Soit {C(t)}i>0 une famille cosinus fortement continue sur X. Alors,

pour tout x € X et toutt >0, on a :

lim 2 /Hh(t +h—s5)C(s)xds = C(t)x.

h—0+ h?

C’est a dire, pour toutt >0, on a :

t+h
7 (t+h—s)C(s)ds — C(t) quand h — 07 dans L(X).
t

Preuve. Soient x € X et t > 0, on prend h > 0 d’abord on a :

2 t+h
2 ), (t+h—s)ds=1.
D’autre part, soit p € I'x on a :
9 t+h 2 t+h
p(rs / (t+h=s)C(s)zds — C()z) = p(15 / (t+h — s)(C(s)z — C(t)x)ds)
t t

< swp p(Cls)a — C(t)a)

sE[t,t+h]
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Par la continuité forte da la famille {C'(t)}:>¢ on obtient :
sup p(C(s)r — C(t)x) — 0 quand h — 0*.
SE[t,t+h]

D’ou le résultat. [

Remarque 2.1.5.
(a) Sit>0ona:

2 t—h
3 (t —h —5)C(s)ds — C(t) quand h — 0" dans L, (X).
t
(b) Si {C(t)}+>0 est une famille cosinus uniformément continue sur X, pour tout ¢ > 0,
on a :

2 t+h

5 (t+h —s)C(s)ds — C(t) quand h — 0 dans L,(X).
t

De plus, sit >0 on a:
2 t—h

7 (t —h—s)C(s)ds — C(t) quand h — 0% dans £,(X).
¢

Définition 2.1.6. Soit {C(t)}+>o une famille cosinus fortement continue sur X. On ap-

pelle générateur infinitésimal de {C(t)}1>¢ Uopérateur A défini sur

D(A)={zre X : lim %(C’(t)x — ) existe dans X},

t—0+ ¢

par

Az = Tim 2(C(H)z — ).

t—0+ t2
Proposition 2.1.7. Soit {C(t)}+>0 une famille cosinus fortement continue sur X avec A

son générateur infinitésimal. Si x € D(A), pour tout t > 0, on a :
C(t)x € D(A) et AC(t)x = C(t)Ax.

Preuve. Soient x € D(A),t>0et h>0,0na:
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Comme z € D(A) et C(t) € L(X), C(t)x € D(A) et on a :

]

Proposition 2.1.8. Soit {C(t)}+>0 une famille cosinus fortement continue sur X avec A
son générateur infinitésimal.

Pour tout © € X et toutt >0 on a : f;(t —5)C(s)xds € D(A) et
¢
A/ (t —s)C(s)xds = C(t)x — .
0

Preuve. Soient t > 0 et x € X, et on prend h > 0, avec h < t, donc on a :

2w -1 [¢=sctwis= 2 [ 1= 0mCmds - 5 [ - s)Cmds
_ % Oh(t—s)c(h>c<s)xds+% ht(t—s)O(h)C(s)xds_% Ot(t_s)(;(s)m
= % Oh(t —s)C(h+ s)xds + % 0h<t —5)C(h — s)xds + % ht(t — 5)C(s + h)ads
+ % ht(t — $)C(s — h)ads — % Ut@ _ $)C(s)ads
= % Ot<t —5)C(s + h)ads + % Oh(t — 5)C(h — s)xds + % ht@ — 8)C(s — h)ads
-2 Ot(t—s)(](s)xds
_ % tt_h(t —h— §)C(s)ads + % /t”h(t +h—$)C(s)ads — % /0 "4 b 8)O(s)uds
+ % Ohu b4 8)C(s)ads
_ % /t b ) O(s)eds + % /t”h(t +h— $)C(s)xds — % /0 "(h— ) C(s)ads

D’apres la Proposition 2.1.4 et 1. de la Remarque 2.1.5, quand A — 0 on obtient :
t t
/ (t—s)C(s)xds € D(A) et A/ (t —s)C(s)xds = C(t)x — .
0 0
O

Corollaire 2.1.9. Soit {C(t)}1>0 une famille cosinus fortement continue sur X avec A

son générateur infinitésimal. Alors D(A) est dense dans X.
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Preuve. Soient x € X et (t,)nen une suite de nombres réels strictement positifs telle que

lim ¢, = 0. Pour chaque n € N on pose :
n—oo

2 [in

12
tn 0

(tn, — s)C(s)zds.

T

D’apres la proposition précédente et la Proposition 2.1.4, pour tout n € N, on a :

2 [
Ty = —/ (tn, —s)C(s)xzds € D(A) et lim x, = .
t% 0 n—00
Donc D(A) est dense dans X. O

On rappelle qu'une famille {T'(t)};>0 € L£(X), est équicontinue sur X si pour tout
p € 'y, il existe g € 'y et M > 0 tels que :

p(T(t)x) < Mq(x), pour tout z € X et tout ¢ > 0.

D’une maniere équivalente, Pour tout voisinage U de 0 dans X, il existe un voisinage V

de 0 dans X, tel que T'(t)(V) C U pour tout ¢t > 0.

Définition 2.1.10. Soit {T'(t)}i>0 une famille d’opérateurs linéaires continus sur X .

(a) On dit que {T(t)}+>0 est exponentiellement équicontinue sur X, s’il existe
w > 0 tel que la famille {e “'T(t) }1>0 est équicontinue sur X .

C’est a dire, pour tout p € I'x, il existe g € I'x et M > 0 tels que :

p(T(t)x) < Me“'q(z), pour tout x € X et tout t > 0.

Dans ce cas, {T'(t) }1>0 sera dite exponentiellement équicontinue d’ordre w.

(b) On dit que {T'(t)}+>0 est localement équicontinue sur X, si pour chaque to > 0
la famille {T'(t),0 <t <t} est équicontinue sur X.

C’est a dire, pour tout p € I'x, il existe ¢ € I'x et M > 0 tels que :

p(T(t)x) < Mq(z), pour tout x € X et tout t € [0, to].

Remarque 2.1.11. Toute famille exponentiellement équicontinue, sur un espace locale-

ment convexe X, est localement équicontinue sur X.
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Soit {C'(t) }+>0 une famille cosinus fortement continue et exponentiellement équicontinue
d’ordre w > 0 sur X. Pour chaque semi-norme p € Iy, on définit p sur X par :
p(x) = sup p(e “*C(t)x), pour tout = € X.
>0
D’apres I’équicontinuité exponentielle de la famille {C(t) }1>0, chaque p est bien définie,
et par suite p est une semi-norme sur X, puisque p € ['y.

On note par [y = {p, p € I'x} 'ensemble de toutes les semi-normes p.

Proposition 2.1.12. La famille de semi-normes Iy = {p, p € I'x} satisfait les pro-

priétés suivantes :

1. Ty est un systéme fondamental de semi-normes qui engendre la topologie localement

convexe de X.

2. Pour tout p € fx, on a :
p(C(t)x) < 2e“'p(x), pour tout v € X et tout t > 0.

Preuve. 1. D’une part, de la définition de la famille de semi-normes Iy, pour toute
semi-norme p € I'x on a : p(z) < p(x), pour tout x € X.
D’autre part, comme la famille {C(t) }+>0 est exponentiellement équicontinue d’ordre
w sur X, il existe ¢ € I'y et M > 0 tels que : p(z) < Mqg(zx), pour tout x € X.
On en déduit que :

p(x) < plx) < Mq(z) < M¢(x), pour tout = € X.

Ce qui implique que la famille I'y est aussi un systéme de semi-normes qui engendre

la topologie localement convexe de X.

2. Soient t > 0 et € X, pour chaque semi-norme p € fx, on a :

2p(C(t)x) = 2supp(e”*C(s)C(t)x)

s>0

< 2supp(e*C(s)C(t)x) + 2supp(e **C(s)C(t)x)

s<t s>t

< sup p(e ™ (C(t + 5)a + C(t — s)7)) + sup ple™*(C(s + )z + C(s — t)a)

s<t s>t

<supp(e “*C(t+ s)x) +supp(e “*C(t — s)x) +supp(e “*C(s + t)x)

s<t s<t s>t

+ sup p(e”**C(s — t)x)

s>t
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< e supp(e IO (t + s)z) + et sup e 25 p(e Ot — 5)x)

s<t s<t

+ et sup p(e “CHICO(s + t)x) + e sup ple I C(s — t))

s>t s>t

< e sup p(e “*C(k)x) + e“ sup p(e “*C(k)x) + ' sup p(e “*C (k)x)
k<2t k<t k>2t

+ e “ sup p(e “FC(k)x)
k>0

< 4e* sup ple “FC(k)x) = 4e'p(x).
k>0

Alors, pour tout p € Iy, p(C(t)z) < 2e“'p(z) pour tout = € X et tout t > 0.
[l

On sait que toute famille cosinus fortement continue sur un espace de Banach est
nécessairement exponentiellement équicontinue [35, 45]. Comme nous le verrons dans
I’exemple suivant ce dernier résultat ne reste plus vrai sur les espaces localement convexes,

en particulier sur les espaces de Fréchet.

Exemple 2.1.13. On considere I'espace vectoriel de toutes les suites complexes w = CV,
sur lequel on définit la famille des semi-normes continues {p, },en suivantes : pour chaque
n €N,

pn(T) = |25, pour tout z = (z,)nen € w.

L’espace w = CN muni de la topologie engendrée par la famille des semi-normes {p, }nen
est un espace de Fréchet.
Pour chaque ¢ > 0, on définit 'opérateur C(t) sur w par :

ent ‘I‘ efnt

Ct)r = ( 5

Tn)nen, pour tout x = (x,)pen € w.

D’une part, soient 0 < s < ¢, pour tout x = (2, )pen € w, On a :

ens_{_efns ent_‘_efnt 6ns_{_efns

20(t)C(s)x = QC(t)(TIn)neN =2( SR

- ((ent + efnt>(ens + efns)
B 2
en(t—i—s) + en(t—s) 4 e—n(t—s) 4 e—n(t-i—s)

= ( 9 $n)n€N
en(tJrs) + efn(t+s) en(tfs) + efn(tfs)
- ( 9 xn)nEN + ( 9 xn)nEN

=C(t+s)z+C(t—s)z.

mn)nEN

xn)nEN
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Donc {C(t) }+>0 est une famille cosinus sur w, puisque C(0) = I.

D’autre part, soient = (2, )neny € w, t > 0 et h > 0, pour chaque n € N on a :

n(t+h) —n(t+h) nt —nt
e +e e +e
p(C(t+ h)x — C(t)z) = | 5 Tn— T

< (cosh(t + h) — cosh(t))|zn]

Comme lim (cosh(¢ + h) — cosh(t)) =0,

h—0t

C(t+ h)r — C(t)z quand h — 0" dans L£(X).

Alors {C(t)}+>0 est une famille cosinus fortement continue sur w.
e La famille {C(t)}>0 est localement équicontinue sur w. En effet :
On fixe tg > 0 et soit n € N, on a :

ent + e—nt

pul(Clt)) = |

Tn| = cosh(nt)|x,| < cosh(nty)|z,|, pour tout t € [0, ).

On prend M,, = cosh(nty), on obtient p,(C(t)z) < M,p,(x) pour tout t € [0, %], d’ou le

résultat.
e La famille {C(t)}+>¢ n’est pas exponentiellement équicontinue sur w. En effet :

Supposons que la famille {C(#)}+>0 est exponentiellement équicontinue d’ordre w > 0.
D’une part, de la Proposition 2.1.12, on peut définir un autre systeme fondamental de

semi-normes {p, }nen, engendrant la topologie de w, par :

~ —ws —ws ens + e_ns
() = sup e *p, (C(s)z) = supe (-

)|n|, pour tout x € w.
5>0 >0 2

De plus, pour tout n € N, on a :
Pn(C(t)z) < 2e“'p, (), pour tout x € w et tout ¢ > 0.

D’autre part, soient ¢t > 0et n € Non a :

Pn(C(t)x) = supe “p,(C(s)C(t)x) = sup e “¥( 5 )( 5 )|z

s>0 s>0
ent + e—nt ens + e—ns
§2
6nt + e—nt
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Alors, pour tout n € N, on a :

em& + e—nt
(T)ﬁn(x) < 2e“'p, (), pour tout x € w et tout ¢ > 0.
En particulier, pour 2 = (1)neny € w et t = 1, on obtient :
(%) < 2¢*, pour tout n € N.

e+e ™
2

Absurde, car la suite ( Jnen N'est pas bornée.
D’ou la famille cosinus fortement continue {C'(t) }+>¢ n’est pas exponentiellement équicontinue

sur w.

D’apres 'exemple précédent, on remarque que ’équicontinuité locale n’implique pas
I’équicontinue exponentielle, ce qui signifie que la réciproque de la Remarque 2.1.11 n’est

pas vraie.

Proposition 2.1.14. Si X est un espace tonnelé, alors toute famille cosinus fortement

continue sur X est localement équicontinue.

Preuve. Soient s > 0 fixé et U un voisinage fermé, convexe et équilibré de 0 dans X. On

considere 'ensemble :

V= o).

0<t<s

D’une part, V est un ensemble fermé, convexe et équilibré de X, et pour tout t € [0, s],
C(t)(V) CU.

D’autre part, soit € X, l'ensemble {C'(t)x, 0 < ¢t < s} est borné dans X, puisque la
famille {C(t)}+>o est fortement continue sur X.

Comme U est un voisinage de 0, il existe A > 0 tel que :
{Ct)z, 0 <t <s} C .

Ce qui implique que x € AV, c’est a dire, I'ensemble V est absorbant. Comme X est
tonnelé, V est un voisinage de 0.

Alors la famille {C(t),0 < t < s} est équicontinue, d’ou la proposition. O

Théoréme 2.1.15. Soit {C(t) }+>0 une famille cosinus fortement continue et localement
équicontinue sur X avec A son générateur infinitésimal. Soient x,y € X, alors :

x € D(A) et Ax =y si, et seulement si, pour tout t >0, on a :

Clt)xr —z = /0 (t — s)C(s)yds.
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Preuve. Soient z,y € X, tels que Az =y (c-a-d z € D(A)).
D’apres la Proposition 2.1.8, pour tout ¢ > 0, on a : fg(t —5)C(s)xds € D(A) et

t t 2
Clt)r —x = A/ (t—s)C(s)xds = lim (t —s)C(s)=(C(h)x — z)ds.
0

h—0+ 0 h2

Soit ¢t > 0 fixé, pour tout p € I'x et tout h € R*, avec |h| <t, on a :

([ (0= 900) 5 (Che = )

1 t—h 1 t+h 2 h
= p(ﬁ /t (t—h—s)C(s)xds + 7 /. (t+h—s)C(s)xds — n (h — s)C(s)xds)
< 3sup p(C(s)z)
[0,2¢]

Comme {C(t)}+>0 est localement équicontinue sur X, il existe ¢ € I'y et M > 0 tels que :
p(C(s)x) < Mq(z), pour tout s € [0, 2¢].

Par suite, pour tout p € Iy, il existe ¢ € I'x et M > 0 tels que :

2

o[ (=05 (C - 2)ds) < 3M (o)

Par conséquent

t

im [ (t— s)C(s)%(C(h):c—x)ds _ /O (t— $)C(s) Tim = (C(R)z — z)ds

h—0+ Jg h—s0 h?2
= /t(t — 5)C(s)yds.
0
Alors, pour tout ¢ > 0, .
Ct)r —x = / (t —s)C(s)yds
0
Réciproquement, soient x,y € X tels que pour tout ¢t > 0 on a :

Clt)r —z = /0 (t —s)C(s)yds.

En particulier, pour tout ¢ > 0, on a :

9 t
t—Q(C(t)x —z) = t_2/0 (t —s)C(s)yds.
D’apres la Proposition 2.1.4, on a :

2 (C(t)yr —x) =vy.

t—0+ 12

Alors x € D(A) et Ax = y. O
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Corollaire 2.1.16. Le générateur infinitésimal d’une famille cosinus fortement continue

et localement équicontinue sur X est un opérateur fermé.
Preuve. Soient ¢t > 0 fixé et (z,,)neny € D(A) telle que :

lim z, =xzet lim Az, =y.
n—-aoo n—-aoo

D’apres la proposition précédente, pour tout n € N, on a :
t
C(t)x, —x, = / (t —s)C(s)Ax,ds.
0

Comme C(t) € L(X), nhinw(C(t)xn —x,) =C(t)r — .

D’autre part, d’apres I’équicontinuité locale de {C(¢)}1>0, on a :
t

lim (t — s)C(s)Ax,ds = /Ot(t — 5)C(s)yds.

n——oo 0

En effet, Soit p € I'x, pour tout n € N, on a :

p(/o (t —s)C(s)Ax,ds — /o (t —s)C(s)yds) = p(/0 (t — s)C(s)(Ax, — y)ds)
< gosigtp(c (s)(Azy — ).

Comme la famille {C(¢) }+>0 est localement équicontinue sur X, il existe ¢ € I'x et M > 0

tels que :
2

p(/o (t —s)C(s)Ax,ds — /0 (t —s)C(s)yds) < %Mq(A:z:n —1).

Alors lim fot(t —8)C(s)Ax,ds = fot(t — 8)C(s)yds, puisque lim Az, = .

n—-:oo

Par conséquent
t
Ct)r —x = / (t —s)C(s)yds.
0
Alors x € D(A) et Ax =y (d’apres le Théoreme 2.1.15), d’ou A est un opérateur fermé.
[

Proposition 2.1.17. Soit {C(t)}+>o une famille cosinus fortement continue et localement
équicontinue sur X avec A son générateur infinitésimal.

Alors, pour tout x € D(A), la fonction : [0,00) = X, t — C(t)z est de classe C?, et pour
tout © € D(A) et toutt >0, on a :

dccg)x _ /OtC(S)Ade = A/OtC'(s)de,

d*C(t)x
dt?

= AC(t)xr = C(t)Ax.
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Preuve. Soient x € D(A) et t > 0, d’apres la le Théoreme 2.1.15, on a :
t t
Clt)yxr=a+ t/ C(s)Axds — / sC(s)Axds.
0 0

Donc, d’apres le Corollaire 1.2.20,

t t
d(’}?x - / O(s)Awds + tC(t) Az — tC(t) Az = / CO(s) Awds.
0 0
Par suite
d*C(t)z
— = Ar=A .
T C(t)Ax C(t)x
D’ou la proposition. O]

Définition 2.1.18. Soit {C(t) }1>0 une famille cosinus sur X .

1. La famille {C(t)}i>o est appelée famille Cy-cosinus sur X si :
C(t) — I quand t — 0" dans L (X).

2. On dit que {C(t)}i>0 est une famille cosinus uniformément continue en 0
sur X si:

C(t) — I quand t — 0" dans Ly(X).

D’apres la Définition 2.1.2, toute famille cosinus fortement continue (resp. uniformément
continue) est une famille Cy-cosinus (resp. uniformément continue en 0).
Dans le cas classique d’espaces de Banach, ’équicontinuité exponentielle, des familles Cy-
cosinus, nous donne la continuité forte. Par ailleurs, dans les espace localement convexes,
les familles Cp-cosinus ne sont pas nécessairement exponentiellement équicontinues (voir
I'exemple 2.1.13).
Nous montrons, dans le théoreme suivant, que si une famille Cy-cosinus sur X est locale-

ment équicontinue, alors elle est fortement continue.

Théoreme 2.1.19. Soit {C(t)}i>0 une famille Cy-cosinus localement équicontinue sur

X. Pour tout x € X et tout tg >0, on a :

lim C(t)x = C(to)z.

t—to

C’est a dire, la famille {C(t)}+>o est fortement continue sur X.
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Preuve. Supposons qu’il existe xy € X et ty > 0 tels que C(t)xy n’est pas continue en t,

c’est a dire,

de >0, dg € I'x, Vn >0, 3t >0 tels que |t — to] < net qg(C(t)xg — C(to)zo) > €.

On considere la suite (K,)nen+, de nombres réels positifs, définie par :

t t
K, = sup{q(C(t)zo — C(s)x0), |t—t0]§8—0, |s—t0|§8—0, s#t>0}, neN".
n n

1.

Il existe K > 0 tel que K,, > K pour tout n € N*. En effet :
D’abord on voit que (K,)52; est une suite décroissante de nombres positifs, donc il
existe K € RT tel que K,, — K. Comme C(.)xo non continue en ty, K > 0, d’oi

le résultat.

. De la définition de (K,),, € N*, on déduit qu’il existe deux suites (7, )nen+ €t (0n)nen-

telles que, pour tout n € N*, on a: 7, < 0, |7, — to| < 2 a2y lom —to| < é—% et
1
q(C(1n)xo — Clon)xg) > K, — e
. Pour tout n € N*, on a 27,, — g,, > 0. En effet :
Pour chaque n € N*, on a :
< to ¢ > ¢ to - to
o — et T, - > —
" An "= 8 T Ans
Ce qui implique 27,, — g, > 0 pour tout n € N*.
Pour tout n € N*, ¢(C(04n)x0 — C(274n, — 04n)x0) < K,,. En effet :
Comme |04, — to| < 3t— < t—%, il suffit de montrer que, pour tout n € N*, a

|274n, — O4n — to| < & Soit n € N* on a:

to o _ to

127an = 04 = tol < |oun = Tan| + |7an = tol < e+ 550 < o

D’ou le résultat.

. Finalement, lim K, = 0. En effet :

n—-ao0
Soit 5, € RT avec s <t, on a :

20)(C(s) —1)=C(t—s)—C(t+s)+2(C(t+s) — C(1)).
D’autre part, soient p € I'y et z € X on a :

2p(C(t+ s)x — C(t)x) < 2p(C()(C(s) — D) + p(C(t + s)x — C(t — s)x).
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On prend t = Ty, S = 04 — Tun, T = To €t p = ¢, on obtient :
2q(C(04n)20—C(T40)x0) < 2q(C(740)(C (040 —Tan)—1)x0)+q(C(04n)x0—C (2T40— 041 ) T0)-

D’apres 2. et 4. on a :

1
2(Kyn — R) < 2¢(C(T40)(C(Oan — Tan) — I)wo) + K, pour tout n € N*.

Par conséquent

1
Kin < 2q(C(740)(C0an — Tan) — o) + o + (K, — Ky,), pour tout n € N*.

Comme {C(t) }+>0 est localement équicontinue sur X, il existe ¢* € I'x et M > 0
tels que :

1
Ky <2Mq* ((C(oan — Tan) — I)xo) + 5 + (K, — K4,), pour tout n € N*.
n

Comme lim (04, —74,) = 0 et C(t) — I dans L4(X) quand t — 0%, lim K, = 0.
n——o0

n—ao0
Ce qui est en contradiction avec 1.

Alors la famille {C(t) }+>0 est fortement continue sur X. O

Lemme 2.1.20. Soient {C(t)}+>0 une famille Cy-cosinus localement équicontinue sur X
et f € CHRT,X). Les propriétés suivantes sont vérifiées :

Pour chaque t > 0, on a :
. f(h)—f(0) _ /
1. hE}I(l)+ C(t+h)== = C(t) f4(0).
2. Pour tout s > 0, on a :
f(s+h) = f(s) f(s+h)— f(s)

hlirfé*' C(t+h) . = hg%_ C(t—h) . =Ct)f'(s).

De plus, sit >0 on a :
: _ ) f()=f0) /
3. hErgﬁ C(t—h)== = C(t)f5(0).
4. Pour tout s >0, on a :
f(s+h) = f(s)

lim C(t+h) - = C(t)f'(s).
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Preuve. Soient pe 'y, t>0et h >0, 0on a:

s+ IO o o) = piew + m PO o) v - cwn o)

f(h) = f(0)

< p[C(t + h)( h

— Ja(O)] +p[(C(t + h) = C(£) £30)].

D’apres 1'équicontinuité locale, la famille {C(t)}i>0 est fortement continue, et il existe

q € I'x et M > 0 tels que :

st IO o o)) < ag IO oy i m -cop s

Comme lim 0=/ f7(0) et lim C(t+ h) = C(t) dans L4(X),
h—0F

h—ot N

f(h) = f(0)

p(C(t+ h) -

— C(t)f4(0)) — 0 quand h — 0.

D’ou le résultat.

La démonstration des autres propriétés se fait par la méme procédure. O

Théoréme 2.1.21. Soient {C1(t) }i>o et {Ca(t) }io deuz familles Cy-cosinus localement
équicontinues sur X.
Si {C1(t) }>0 et {Ca(t) }i>0 ayant le méme générateur infinitésimal A, alors Cy(t) = Co(t)

pour tout t > 0.

Preuve. Soient x € X et t > 0. On considere la fonction f définie par :

f:[0,t] — X,
s — f(s) =Cy(t — 3)/0 (s — r)Co(r)xdr.

D’apres le Corollaire 1.2.20, la fonction ¢ : [0,t] — X, s +— g(s) = fos(s — r)Co(r)zdr
est de classe C1, puisque Cy(.)z € C°(RT, X) (d’apres le Théoréme 2.1.19), de plus, pour
tout s € [0,¢], on a :

g'(s) = /S Co(r)zdr.

0

D’apres la Proposition 2.1.8, pour tout s € [0,t], on a g(s) € D(A), ce qui implique, par
la Proposition 2.1.17, que f est de classe C*.
Pour calculer la dérivée de f, il faut calculer f;(0), f(t) et f'(s) pour tout s €]0, .
D’une part, soit 0 < h <t on a:

f(h) = f(0)
h

g(h) —9(0)

= it = EE L.
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D’apres 2. du Lemme 2.1.20, la fonction f est dérivable a droite en 0 et f}(0) = 0.

D’autre part, soit h < 0, avect+h >0, on a :

ft+h) - f()

1
h " h
= [Ch () /0 (t+ h = r)C(r)adr — C4(0) /0 (t = r)Co(r)adr

t+h ¢
[C1(—h) /0 (t+ h —r)Cs(r)zdr — C1(0) /0 (t — r)Co(r)xdr]

+ Ci(—h) /t+h(t + h —1r)Cq(r)xdr]

1

= 1(Cu(~h) — C4(0)) /0 (t = r)Co(r)udr + Cy(—h) /O RCy(r)adr

+Cy(—h) /t+h(t +h = P)Co(r)adr]

_ GO [ year

t+h)—g(t)

Comme fg(t —1r)Cy(r)zdr € D(A), d’apres la Proposition 2.1.17, on a :
—h) —
lim Gi(=h) - G

h—30 h

(©) /0 (t —r)Cy(r)xdr = 0.

Par suite, d’apres 2. du Lemme 2.1.20, on obtient que f est dérivable a gauche en t et

t
fi0) =10 = [ Calryadr
0
Finalement, soient s €]0,¢[ et h € R* tels que 0 < s+ h < t, on a :

f(s+h)
h

— f(s) _ %[Cl(t —s—h) /0 (s +h—=r)Co(r)wdr — Ci(t — s) /OS<S — 1)Cy(r)zdr]

_Gilt—s— h}i —Gilt =) /Os(s —1)Cs(r)zdr + Ci(t — s — h)<g(

Comme [;(s — r)Cs(r)zdr € D(A), d’apres la Proposition 2.1.17, on obtient :

lim Cl(t — S — h) — Cl(t — 8)
h—0 h

s—i—h)—g(s))
, .

/OS(S —1)Cy(r)xdr = — /Ot_s C’l(k:)A/Os(s — 1)Cy(r)xdrdk
—— [ el — i

D’apres 4. du Lemme 2.1.20, f est différentiable sur |0, ¢[, et pour tout s €]0,t[, on a :

Fs) = — /O () Culs)adr + /0 i ryedr 1 Oyt — ) /0 Oy

Par suite, f € C'([0,1], X), et pour tout s € [0,¢], on a :

S

Fs)= [ Cilt — $)Colr)zdr — /0 ) Cos)dr + /0 )

0
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En intégrant la dérivée de f sur U'intervalle [0, ¢], on obtient :

/f ds—//C’lt—s VO (r xdrds—// C1(r)Cy(s :Edrds—l—// Cy(r)xdrds.

D’apres le Théoreme 1.2.17, on a :

| 1ds =50 = 10) = [ (¢~ rCutrysar
0 0
D’autre part, comme

{(s,7) €R* 0<r<set0<s<t}={(s,r)eR} r<s<tet0<r<t}

//C’lt—sC'2 xdrds-//Clt—sC’g r)xdsdr
0

/ C’l r)zdsdr
0 o

:/0 i C’l('r)CQ(s)a:drds.

/0 ' f(s)ds = /O (= 1) Ca(r)udr — /O t /0 " Curyedrds.

{(s5,7)€R?* 0<r<t—set0<s<t}={(s,r)eR} 0<s<t—ret0<r<t}

Donc

Puisque

on obtient :

/Ot /Ot—s Cy(r)zdrds = /Ot /Ot_’“ Ci(r)xdsdr = /Ot(t — r)Cy(r)adr.

/0 (= 1) Co(r)dr — /0 't — Iy (r)dr

Comme les familles cosinus {Ci(t)}>0 et {Ca(t) }i>0 admettent 'opérateur A comme

Alors

générateur infinitésimal,

t t
A/ (t —r)Co(r)xdr = A/ (t —r)Cy(r)xdr.
0 0
Alors, d’apres la Proposition 2.1.8, on a :

D’otu le théoreme. O
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2.2 La résolvante du générateur infinitésimal

On va étudier, dans cette section, 'existence du résolvant du générateur infinitésimal
; famill . f . C . 1l Lo .
d’une famille cosinus fortement continue (Cy-cosinus) exponentiellement équicontinue sur

X.

Lemme 2.2.1. Soit {C(t)}+>0 une famille Cy-cosinus sur X. Alors, pour tout A > 0 et

toutx € X, on a :
1 [k
lim —/ (e A=) _ e MM Ot adt = — .
0

Preuve. Soit A > 0, pour tout 0 < h < 1, on pose :

L o _9 Ay oAb -
Bh:ﬁ/o(e Alh=t) _ o=l h))dt:)\hQ( 5 —1) = -

D’autre part, soient p € I'y et x € X, on a :
1 [h
P / (200 =MW ()t + Aer)
0

1

= p(ﬁ /Oh(e_k(h_t) — e MY (O () — z)dt + Bra + Ax)
1 [t
< ﬁ/o ‘e—)\(h—t) _ 6—A(t—h)|dt ?3£p(c(t)$ — 2) + p(Brz + Az)
< —By ?ygp(C’(t)x — ) + p(Brx + Az).
Comme tl_i)ng+ C(t)xr =z et hﬁl{lﬁ By = —\, pour tout € X, on a :
lim 1 /h(e_’\(h_t) — e MO (D) adt = =
h—0t h? [y '

]

Théoréme 2.2.2. Soit {C(t)}i>0 une famille Cy-cosinus exponentiellement équicontinue,
d’ordre w > 0, sur X.

Pour chaque A > w, on définit l'opérateur linéaire C sur X par :
[e.9]
Chr = / e MC(t)xdt, pour tout z € X.
0

Alors les assertions suivantes sont vérifiées :

1. Cy est un opérateur linéaire continu sur X.
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2. Im(Cy) C D(A), et pour tout x € X, on a : AC\xw = N>Chx — \x.

3. Pour tout x € X, on a : lim AChx = .

A—00

Preuve. 1. Solent pe 'y, x € X et A >w,on a:

p(Chx) = p(/ooo e MO(t)zdt) < /000 e Mp(C(t)z)dt.

Comme {C(t)}+>0 est exponentiellement équicontinue d’ordre w, il existe ¢ € I'x et

M > 0 tels que :

p(Chx) S/ e_)‘tMe“’tq(x)dt < 3 q(z).
0 - w

Alors C)y € L(X).

2. Soient z € X et h > 0, on a :

o0 [e.9]

) o 2 [ 2 [
2w -1 / NOWwdt = 5 [ e NOmCrdt— 2 [ e O
0 0 0

2 h
=/

1 h
=/
L1

n? J,

[e.e] 2 [ee]
e MO (h)C(t)xdt + % e MO (h)C(t)wdt — 3 e MO(t)zdt
h 0

I 1 (>
e MC(h + t)xdt + ﬁ/ e MC(h — t)adt + ﬁ/ e MO(t + h)dt
0 h

oo 2 oo
e MO(t — h)xdt — e e MO(t)zdt
0

1 00 h

- - —X
= i e MO (t + h)zdt + zh) e MC(h — t)xdt + EiA e MCO(t — h)zdt
2

- e MO (t)xdt
h* Jo

1 00 h 1 00
= / e MNCadt + — | e MO () adt + 5 / e AN O () xdt
h 0

2
h? Jo

A oo o~ rh oM oo
/ e MO(t)zdt + / MO (H)xdt + —— / e MO(t)wdt
h 0 0

e MO (t)adt

l
2

— 0
M 4 oA _

2 [ 1 ("
= 3 /0 e’”C(t)xdt—i—ﬁ i (e AR=D _ o= M= CO (1) 2edlt.

e MO (t)xdt

D’apres le Lemme 2.2.1., quand h — 01, on obtient :

Im(Cy) C D(A) et ACyx = \*Cyhz — Az
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3. Soit A > w, comme [ Ae Mdt =1, \Cha —x = [[7 Ae M(C(t)x — x)dt.

Alors, pour tout p € I'x, on a :
p(ANChx — ) = / Ae Mp(C(t)r — x)dt = I, + I
0

avec

5
I = / e Mp(C(t)r — x)dt,
0

I, = / e Mp(C(t)r — x)dt,
5

pour un certain § > 0.

D’une part, pour tout 6 > 0 fixé, on a :
LA [ e p(Cta) + pla)at
5

< )\/ e_)‘tp(C(t)x)dt—i-/\/ e Mp(z)dt
5 5

Comme la famille {C(t) };>¢ est exponentiellement équicontinue d’ordre w, il existe

q € I'x et M >0 tels que :
I, < )\/ e MMe“tq(z)dt + )\/ e Mp(x)dt
5 5

S)\Mq(as)/ e(”_’\)tdt+>\p(:x)/ e~ Mdt
5 5

A

<
T A—w

@ MM g(z) + e Mp(x) — 0 quand X — oo.

D’autre part, par la continuité de C(.)z en ¢ = 0, pour tout € > 0, il existe n > 0
tel que : p(C(t)xr — x) < e pour tout 0 <t <.

En particulier pour § = 7, on obtient :
n [e's]
L <eX / e Mdt < eX / e Mdt = e.
0 0

D’ou le résultat.

O

Théoréme 2.2.3. Soit {C(t)}i>0 une famille Cy-cosinus exponentiellement équicontinue,
d’ordre w > 0, sur X. Alors, pour tout A > w, (\2I — A)™! existe dans L(X).
De plus, pour tout x € X et tout A > w,

1

RO\, Az = (N — A)'a = X/ e MO(t)zdt.
0
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Preuve. Soit A > w. D’une part, supposons qu’il existe xo € D(A), avec xq # 0, tel que
()\21 - A).Z‘O =0.

D’apres la Proposition 2.1.17, pour tout ¢ > 0, on a :

d ¢ d?
%C(t)%:/o C(s)Azyds, e

Comme zq # 0, il existe f € X’ tel que f(z9) = 1, et on définit Uapplication g sur R*
par :

9(t) = F(C(t)xo).

Comme C'(.)xo est continue sur R™ (d’apres le Théoreme 2.1.18), g est continue sur R.

De plus, on a :

d> d? d? ,
0 30(1) = 3 1(C)0) = F(S0)m) = F(C(DA) = Ng(t), 9(0) = 1 et g(0) =0,
Donc, pour tout ¢t € RT, on a :
PUNISY
o) = 0

Comme {C(t) }+>0 est exponentiellement équicontinue d’ordre w, il existe My > 0 tel que :
g(t) < Mye*"*, pour tout t > 0.

Ce qui est absurde car A > w. Donc (A?] — A) : D(A) — X est injective.
D’autre part, d’apres le Théoreme 2.2.2, on a I'm(C)) C D(A), et pour tout = € X,

(NI — A)Cyx = A

Ce qui implique que (A*I — A) est surjective et (2] — A)~! = £C).

Alors, d’apres 1. du Théoreme 2.2.2, (A2 — A)~! € £(X). D’ot le théoreme. O

Proposition 2.2.4. Soient {C(t)}+>0 une famille Cy-cosinus exponentiellement équicontinue,

d’ordre w > 0, sur X et I'x le systéme de semi-normes continue sur X qui est défini par
{C(t)}i>0 (voir la Proposition 2.1.12).

Pour chaque semi-norme p € I'x, les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Pourtoutzx € X et A\ >w, on a:

FOCROE, A)r) < ().
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2. 1l existe M > 0 tel que :
PNR(N?, A)z) < Mp(w), pour tout z € X et tout A > w + 1.

Preuve. 1. Soient x € X et A > w, d’apres le Théoreme 2.1.3, on a :
MR Az = NN — A) e = )\/ e~ MC(t)xdt, pour tout x € X.
0

Alors, d’aprés 2. de la Proposition 3.1.19, pour toute semi-norme p € Iy, on obtient :

2\
PNER(N, A)x) < A—ﬁ(w), pour tout =z € X.
—w
2. Soit x € X, si A > w+ 1 il est facile de voir que % <2(1 4+ w).

On prend M = 2(1 + w), alors, pour toute semi-norme p € I'y,ona:
PNVPR(N?, A)z) < Mp(x), pour tout x € X et tout A > w + 1.

O
2.3 Famille cosinus de la forme {3 ", (%!Ak}tzo pour
un certain A € L(X)

Dans toute cette section, A désigne un opérateur linéaire continu sur X vérifiant la
propriété suivante :

Pour tout p € I'x, il existe ¢ € I'y et M > 0 tels que :
p(A"z) < M"q(x), pour tout z € X et tout n € N. (2.3.1)

Les opérateurs a puissances bornées sont des exemples de tel opérateur, i.e. A est a

puissance bornée si la famille {A"}2° , est équicontinue.

Proposition 2.3.1. Pour chaque © € X, les séries sutvantes sont absolument conver-

gentes.
e t2k

k >
Z (Qk)!A x, t>0.

k=0

Preuve. Soient x € X et p € I'y. D’apres (2.3.1), il existe ¢ € I'y et M > 0 tels que :

p(A*z) < M*q(x), pour tout k € N.
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Par suite, pour tout ¢ > 0, on obtient que :

it t% e t2k
p(kXZ% i) < Z idA')
< (3 M)

k=0

< cosh(tvV'M)q(z).

t2k

Alors, pour tout ¢ > 0, la série .7, mAkx est absolument convergente. n

12k

Corollaire 2.3.2. Pour chaque t > 0, la série Y .-, mAk forme un opérateur linéaire

continu sur X, et sera notée par cosh(tv/A),
o ok

t
cosh(tv/A)z = Z wAkx, pour tout x € X.
k=0 '

Proposition 2.3.3. La famille d’opérateur {cosh(tv/A)}i=o forme une famille cosinus

sur X.

Preuve. Soit x € X, comme la série Y ;- %Akx est absolument convergente pour tout

t>0,

o0 t X ) n t2k X
k=0 k=0
D’une part, pour chaque n € N, on pose :
n t2k’ . t2 2n
A, (t) = Afr = —A Az,
(t) kz;(%)! x a:+2 T + +(2n)! x

Donc, pour tout n € N, A,,(0) = z, et par suite cosh(0)x = lim A,(0) = z.
n—-aoo
Comme x est arbitraire, cosh(0v/A) = cosh(0) = I.
D’autre part, soient z € X et s,t > 0, avec s < t, comme les séries > ;- (%)!Akx et
Yoo (%!Akx sont absolument convergentes, leur produit (produit de cauchy de séries)

est absolument convergente, et de plus :

o t2k . .

k=0 k=0
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avec
k
tzn 2(k:7n)
Ak g

= 2 !

k 2k o2k

th 2(k—n) 3 1 1 g2k—n tn(—8)2k_n i

; )'>)A x_é(z nl(2k —n)! +Zn!(2k’—n)!)A v

2k

1 2k n 2 n 2k—n
_2(2k)!(zn'(§k> (1% +Zn‘2k—n (" (=s)™ ) At

L (t+s)* (t—s)%
=5 am) Al (2k)! Alz).

Par suite, on obtient :

& t2k > 2k

23" A (Y Ak = i DT gy i =% gy,
“— (2k)! “— (2k)! (2k)! £ (2k)!
Donc, pour tout z € X et tous s,t > 0, avec s < ¢, on a :
2 cosh(tvV/A) cosh(svV/A)z = cosh((t + s)VA)z + cosh((t — s)VA)z.
Alors {cosh(tv/A)},>¢ est une famille cosinus sur X. O

Proposition 2.3.4. La famille cosinus {cosh(tv/A)};so est localement équicontinue sur

X.

Preuve. D’apres ce qui précede (voir la preuve de la Proposition 2.3.1), pour tout p € I'x,

il existe ¢ € I'x et M > 0 tels que :

o0

2%
p(cosh(tV/A)) = p(z (;T)Ak ) < cosh(tv/M)q(xz), pour tout z € X et tout ¢ > 0.
k=0

Soit s > 0 fixé, comme cosh(tv/M) < cosh(sv/A) pour tout t € [0, s], pour tout p € Iy,
il existe ¢ € I'y et M, > 0 (M, = cosh(sv/A)) tels que :

p(cosh(tV/A) < Myq(z), pour tout 2 € X et tout ¢ € [0, s].
Alors la famille cosinus {cosh(tv/A)},>¢ est localement équicontinue sur X. O

Remarque 2.3.5. Si A est un opérateur a puissance bornée. Alors la famille {cosh(tv/A) }is0
est exponentiellement équicontinue d’ordre w = 1. C’est a dire, pour tout p € Iy, il existe

q € I'x et M >0 tels que :

p(cosh(tv/A)z) < Me'q(x), pour tout z € X et tout ¢ > 0.
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Proposition 2.3.6. La famille cosinus {cosh(tv/A)}Yq est uniformément continue sur

X.

Preuve. Comme la famille cosinus {cosh(tv/A)};>o est localement équicontinue sur X,

d’aprés le Théoreme 2.1.19, il suffit de montrer que lim cosh(tv/A) = I dans L,(X).

t—0t
Soient r € X, t>0etpe l'x,ona:
\/_ e t2k N 0 t2k . 0 t?k L
p(cosh(tVA)x — z) :p(z (2k)!A r—1) = p(z (Qk)!A z) < Z (2k)!p(A x).
k=0 k=1 k=1

D’apres l'inégalité (2.3.1), il existe ¢ € I'x et M > 0 tels que :

e t2k f
plcosh(tVA)x — z) < Z (Zk)!p(A x)

k=1

0 tQk . e t2k L

<3 M) = (O M = Da(w) = (cosh(tv/AT) — D).
k=1 ’ k=0 )

D’autre part, soit B un partie bornée de X, on a :

pi(cosh(tvV/A) — I) < (cosh(tv/M) — 1) sup ¢(x).

zeB

Comme lim+(cosh(t\/ M) —1) =0, pp(cosh(tvVA) —I) — 0 quand t — 0.
t—0
Alors lim cosh(tv A) = I dans £,(X), d’ou la proposition. O
t—0

Proposition 2.3.7. La famille cosinus {cosh(tv/A)}i=o admet lopérateur A comme générateur

infinitésimal, ¢’est a dire,

2
lim —(cosh(tvVA)x —x) = Az, pour tout z € X.

t—0+ 12

Preuve. Soient v € X, t >0etpe l'x,ona:

p(t%(cosh(t\/Z)x —1z)— Azx) = p(t%<kz:0 (2k>!Akx —x) — Ax)
2 0 t2k . +2
_ t_2p<; (Zk)‘A x— §A:E)
9 2. 42k
= ar) (2k)!Akx)
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D’apres (2.3.1), il existe g € I'x et M > 0 tels que :

( (Cosh(t\/_)x—x t% ;k)'Mk
oo t2k
(55 ( 2 1) = M)q(z)
(%(cosh(t\/_)—l) M)q(z).
Comme tl_i}xr()1+(%(cosh(t\/_) —1) = M) = 0, p(%(cosh(tVVA)z — z) — Az) — 0 quand
t— 0%,

Alors Az = lim % (cosh(tv/A)z — z) pour tout = € X. O

t—0t



CHAPITRE 3

FAMILLES COSINUS SUR UNE CLASSE
D'ESPACES DE FRECHET

Dans ce chapitre nous donnons un exemple d’espace de Fréchet sur lequel on peut
toujours définir une famille cosinus uniformément continue admettant un générateur infi-
nitésimal qui n’est pas défini sur ’espace tout entier.

En suite, nous généralisons le Théoreme 0.0.1 a la classe quojection d’espaces de Fréchet.
Cette généralisation nous a permis de donner une réponse positive a la question de Cone-
jero dans le cas des familles cosinus. Ainsi, sur cette classe d’espaces, nous donnons une
condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur linéaire continu soit le générateur
infinitésimal d’une famille cosinus fortement continue.

Enfin, nous montrons que toute famille Cy-cosinus exponentiellement équicontinue, sur
un espace quojection, de Grothendieck qui admet la propriété de Dunford-Pettis, est uni-

formément continue.

3.1 Introduction du probleme

Nous commencons tout d’abord par un rappel sur les espaces de suites de Kothe et
quelques propriétés que nous aurons besoins dans notre exemple. Pour les démonstrations

des propriétés suivantes voir [36, Chapitre 27].

Définition 3.1.1. Une matrice K = (an(i))inen de nombres positifs est appelée matrice

de Kothe si celle vérifie les propriétés suivantes :

71
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1. Pour chaque i € N, il existe n € N tel que a,(i) > 0.
2. pour tous i,n € N, on a : a,(1) < ap41(7).

Définition 3.1.2. Soit K = (a,(%))inen une matrice de Kéthe. Pour tout 1 < p < oo, on
définit ’espace :

N(K)={2 = (2;)ien € CY : pu(z) = (Z |xian(i)|p)% < oo pour tout n € N},
i=0

et pour p=o00 et p=20 :

A°(K) = {2 = (2:)ien € CV 1 gu(2) = sup |zi|an(i) < oo pour tout n € N},
ieN
co(K) ={z = (x;)ieny € X*°(K) :  lim z;a,(i) = 0 pour tout n € N},

71— 00

Les espaces NP(K), 1 < p < 00, et co(K) sont appelés espaces de suites de Kothe.

Lemme 3.1.3. Pour toute matrice de Kithe K = (an(i))inen, les espace NP(K), 1 <
p > 00 (resp. A°(K) et co(K)), muni de la topologie définie par la famille de semi-norme

canonique {pptnen (resp. {qntnen), sont des espaces de Fréchet.
Théoréme 3.1.4 (Dieudonné-Gomes Theorem). Pour toute matrice de Kdthe K =
(1,(7))inen, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. 1l eziste p € [1,00] tel que NP(K) est un espace de Montel.

2. Pour chaque p € [1,00], l'espace NP(K) est de Montel.

3. AN°(K) = co(K).

4. NY(K) est un espace réflexif.

5. Pour chaque p € [1, 00|, tout sous-espace normé de \P(K) est de dimension finie.

6. Pour chaque sous-ensemble infini I de N et chaque n € N, il existe m € N tel que :

inf a,(i)a, (i) = 0.

iel m

Proposition 3.1.5. Pour toute matrice de Kithe K = (an(?))inen, les assertions sui-

vantes et les assertions du théoréeme précédent sont équivalentes :
1. X*(K) = co(K).

2. ¢o(K) est un espace de Fréchet-Montel.
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3. ¢o(K) est un espace réflecif.

4. A®(K) est un espace réflexif.
Proposition 3.1.6. Pour toute matrice de Kithe K = (an(1))inen, les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. N’(K) est un espace nucléaire pour un certain 1 < p < co.

2. NP(K) est un espace nucléaire pour tout 1 < p < oo.

3. co(K) est un espace nucléaire.
4. NP(K) = M(K) pour certains 1 < p < q < 0.
5. N(K) = )\(K) = co(K) pour tous 1 < p,q < oo.

6. Pour chaque n € N, il existe m € N, avec m > n, tel que
> " an(i)ay, (i) < oo.
i=0

Exemple 3.1.7. Soit K = (a,(%));ney une matrice de Kothe vérifiant les propriétés

suivantes :

1. Pour tous i,n € N, on a : a,(i) > 1.

2. Pour tout n € N,ona: ) a“i(lz()) < 0.

On considere l'espace de suites de Kothe A'(K') défini par :

MEK)={zecC": p Zan )|z;]) < co pour tout n € N}.

=0
D’aprés ce qui précede Pespace A'(K) est nucléaire. De plus, pour tout 1 < p < oo,
M(K) =M (K) = co(K).
Soit (14;)ien une suite de nombres strictement positifs telle que lim p; = oo, on définit la

—
famille cosinus {C(t)}¢>0 sur A\}(K) par :

C(t)r = (cos(y/pit)zi)ien, pour tout x = (z;)ieny € N(K) et tout ¢ > 0.

Soient © = (z;);en € M(K), n € N et € > 0. D'une part, comme Y, a,(4)|z;] < oo, il

existe 179 € N tel que :

Z an(i)|x;] < Z

>0
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D’autre part, il existe n > 0 tel que, pour tout 0 < h <7, on a :
3 [ cos(y/Aa(t + h)) — cos(/Eat)|an(i)|z;| < %
1<ig
Donc, pour tout 0 < h < n, on a:
Pu(C(t + h)a — C(t)a) = 3 [cos(y/Rr(t + h)) — cos(y/it)an (i) ]

ieN
< g +23 ani)z] <.

1>10
Alors {C(t)}>0 est une famille cosinus fortement continue sur A'(K).
Comme \'(K) est un espace nucléaire, A'(K) est de Montel, et par conséquent {C'(¢) }1>0
est une famille cosinus uniformément continue sur \'(K).
D’autre part, le générateur infinitésimal (A, D(A)), de la famille cosinus {C(t)}:>0, est
défini sur :
D(A) ={z e N'(K):  (pw:)ien € N (K)},
par
Az = (—p;)ien:
En effet, soit © = (z;);en € D(A), d’apres la définition de générateur infintésimal, il

existe y = (y;)ien € A'(B) tel que :

Az = lim 2(C(t)—2) =y,

t—0+ t2

Donc, pour tout n € N, on a :

2
lim pn((t—z(cos(\/Et) — Da; — ¥i)ien) = hm Zan (cos(y/pit) — )y — y;| = 0.

t—0F N
K3

Par suite, pour chaque i,n € N, on a :

lim a,(i )\ (cos(\//Tlt) — 1)z; —yi| = 0.

t—0t

Ce qui implique que y; = —pu;x; pour tout ¢ € N.
Alors D(A) C {x = (z;)ieny € \(K) : (pii)ien € N(K)}, et pour tout x € D(A),

Ar = (_Miﬂcz‘)z‘eN-
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Réciproquement, soient n € N et z = (2;);en € MN(K) tel que (p;x;)ien € AN(K), pour
tout ¢t > 0, on a:
2 N 2
Pn((t—z(COS(\/Et)xi — Zi))ien + (—HiTi)ien) = Z an(l)|t—2(008(\/mt) — 1) + pis]
ieN

= 3 ) (s {eos(it) = 1) + )

€N

Comme, pour tout ¢ >0, 1 — % < cos(t) < 1, pour tout i € N et tout ¢ >0, on a :

2
(
Hit

5(cos(y/pit) = 1) +1) < 1.

Donc, pour tout ¢t > 0,

Zan — (cos(y/pit) — 1) + Dpizi| < Zan ) pixi| < oo.

ieN pit ieN

Alors

Jim, > an(i)|iil. I( 5 (cos(Vit) — DD =) anli pizi] lim !( 3 (cos(Vuit) =1)+1)] = 0.

ieN ieN
D’ou
{2 = (z:)ien € N(K) : (iwi)ien € N'(K)} C D(A),
Ax = (—piT;)ien-
Finalement, en particulier pour la suite (p;)ien = (Z;ZO an())ien-

(l%)ieN € M (K), en effet, soit m € N :

pm((lul)ieN) = Zam(i)i = Zam(@)l + i@m&

‘ €N i i<m Hi i>m+1 Zn:(] aTI(Z)
<Y ani i Y
i<m Hi i>m+1 Am+1 (Z)

Mais (—pis)ien = (—1)ien & A'(K), donc la suite (-)ien ¢ D(A).

Alors le générateur infinitésimal A, de la famille cosinus uniformément continue {C'(t) }+>o,

n’est pas défini sur Uespace A\'(K) tout entier (D(A) # A(K)).

Comme indiqué dans le premier chapitre, le générateur infinitésimal de toute famille
cosinus uniformément continue, sur un espace de Banach, est défini sur l'espace tout

entier. Par ailleur, d’apres ’exemple précédent, on a montré que sur certains espaces de
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suites de Kothe ce dernier résultat ne reste plus vrai.

On va finir cette section par une caractérisation des espaces de Fréchet sur lesquels on peut
définir une famille cosinus uniformément continue admettant un générateur infinitésimal
qui n’est pas défini sur I’espace tout entier.

On rappelle qu'un espace de Fréchet X est dit contient une copie supplémentaire d'un
certain espace Y, s’il existe un sous-espace Z de X tel que les espaces Y et Z sont

supplémentaires dans X.

Proposition 3.1.8. Soit X un espace de Fréchet qui contient une copie supplémentaire
d’un certain espace de suites de Kiothe \'(K) qui est nucléaire.
Alors, il existe une famille cosinus {C(t) }+>0 uniformément continue sur X, telle que son

générateur infinitésimal n’est pas défini sur X tout entier.

Preuve. Soit P : X — X une projection satisfait Im(P) = M (K), et on définit
Y = Ker(P).

D’une part, d’apres 'exemple précédent, la famille {C(2) }+>0, d’opérateurs linéaires conti-
nus sur A\!'(K), qui est définie par :

Cy(t)x = (cos(y/pit)Ti)ien, pour tout t > 0 et tout x € \'(K),

est une famille cosinus uniformément continue et équicontinue sur A\'(K).
De plus, son générateur infinitésimal A; n’est pas défini sur A\'(K) tout entier.
D’autre part, Soit As un opérateur linéaire continu sur Y qui est a puissance bornée, c¢’est

a dire, pour tout p € Iy, il existe ¢ € I'y et M > 0 tels que :
p(Ajx) < Mg(x), pour tout n € N et tout x € Y.
On définit la famille {Cy(t) }+>0, d’opérateurs linéaires continus sur Y, par :
Cy(t)x = cosh(t/As)z, pour tout ¢ > 0 et tout z € Y.

D’apres la troisieme section du deuxieme chapitre, {Cy(t)};>o est une famille cosinus
uniformément continue sur Y, admet Ay € L£(Y) comme générateur infinitésimal.

Finalement, on définit la famille cosinus {C(t)};>o sur X par :
C(t)x = Cy(t)Px + Cy(t)(I — P)z, pour tout t > 0 et tout z € X.

D’apres ce qui précédent, {C(t)}>¢ est uniformément continue sur X, mais son générateur

infinitésimal A n’est pas défini sur X tout entier (car D(A;) # A(K)). O
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3.2 Familles cosinus sur la classe Quojection d’es-
paces de Fréchet

Soient (X, ||.||n)nen une suite d’espaces de Banach, et pour tous m > n, 7 : X,,, —
X,, une application linéaire continue vérifiant 7" o 7" = 7% pour tous n < m < k, avec
mr = Ix,.

La paire ((X,)nen, (70 )m>n) est appelée systeme projectif d’espaces de Banach (X, )nen
par rapport aux applications linéaires (77,);,>n, et I'espace X définit par :

P = {(zp)nen € H X, my () = x, pour tout m > n},
neN

muni de la topologie induite par la topologie produit de [], .y X, est appelé limite pro-

jective du systeme projectif ((X,)nen, (77 )m>n), €t on le note par :
P = Proj,(X,) = Proj,(X,, ).

Pour tout n € N, on note par " : Proj,(X,) — X,, (Zn)nen — 2, la n-iéme projec-
tion canonique.
Tout espace de Fréchet X a une telle représentation, c’est a dire, on peut trouver un
systeme projectif d’espace de Banach ((X,)nen, (70)m>n) tel que X est isomorphe a
Proj,(X,) (X =~ Proj,(X,)).

Jn(Xn) ( Jn(Xn))
Définition 3.2.1. Un espace de Fréchet X est appelé quojection s’il est isomorphe a la

limite projective d’un systéme projectif ((Xn)nen, (T2 )m>n) d’espaces de Banach avec les

applications (7)) m>n sont surjectives.

Exemple 3.2.2. 1. Tout produit fini ou dénombrable d’espaces de Banach est un
espace quojection. En particulier, I'espace des suites complexes w = CN est un
espace quojection.

2. L’espace de fonctions localement intégrables L7 (€), avec 1 < p < oo et § est un
ouvert de RN (N € N*), est une quojection.

Dans la proposition suivante, S. Bellenot et E. Dubinsky [9] ont donné une caractérisation

d’espaces quojections par leurs quotients.

Proposition 3.2.3. [9, Proposition 3] Soit X un espace de Fréchet.
X est un espace quojection si, et seulement si, tout quotient de X (par un sous-espace

fermé de X ) admettant une norme continue est un espace de Banach.
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ny *m

Proposition 3.2.4. [16, Proposition 1] Soit X un espace quojection (X ~ Proj,(X,,m)).
Alors, pour tout n € N et toute partie bornée B,, de X,, il existe une partie bornée B de

X telle que B, C 7"(B).

Théoréme 3.2.5. Soit X un espace quojection (X ~ P(r_ojn(Xn,an)).
Toute famille cosinus {C(t) }1>0 uniformément continue sur X admet un générateur in-
finitésimal A défini sur l'espace X tout entier (A € L(X)). De plus, la famille cosinus
{C(t)}i>0 s’écrit sous la forme :
<2k
C(t)r = kz:% (Zk)!A x, pour tout x € X et tout t > 0.

Preuve. D’apres le Corollaire 1.1.23, X est un espace tonnelé. Puisque la famille {C(¢) };>¢
est uniformément continue sur X, on déduit, d’apres la Proposition 2.1.14, que {C'(¢) }+>0
est localement équicontinue.

C’est a dire, pour tout ¢y > 0 et tout n € N, il existe m € N (m > n) et M > 0 tels que :
|7 (C(t)x)|], < M||7™(2)||m, pour tout x € X et tout ¢ € [0, to]. (3.2.1)

D’une part, pour chaque 0 < t < tg, on définit 'opérateur o, sur X par :

2

t
oi(y) = t_2/ (t — s)C(s)yds, pour tout y € X.
0

D’apres la Proposition 2.1.8, pour tout y € X, on a :

wi(y) € D(A) et Api(y) = %(C(t)y —).

Comme la famille cosinus {C(t)};>0 est uniformément continue sur X, d’apres (b) de la
Remarque 2.1.5 on a: lim ¢, = I dans L£,(X).

t—0t
D’autre part, pour chaque 0 < ¢ < ¢y, on définit 'opérateur @, de X, dans X,, (m > n)

par :

@t:Xm—)Xn

" () — 7" (p1(7))

Chaque opérateur ¢, est bien défini et linéaire, de plus :
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— Pour chaque 0 < t < tg, I'opérateur ¢, est continu sur X,,, en effet :

Soient 0 <t <tjpetz € X, on a:
2 t
(7™ (@)]ln = [I7" (e (@))]n = t—2||/ (t = s)m"(C(s)z)ds][n-
0
D’apres l'inégalité (3.2.1), il existe M > 0 tel que :
@e(7™ (@))[[n < M|[7™ ()] |m-

Alors 'opérateur ¢, est continu sur X,,.

— lim ¢ =77 dans Ly(X,,, X,), en effet :
t—0t
Soit B,, la boule unité de X,,, d’apres la Proposition 3.2.4, il existe une partie

bornée B C B(X) telle que B,,, C #™(B), donc on a :

sup ||@i(zm) = m(@m)lln < sup [Py (@m) = 7 (@) |

TmE€Bm szﬂm(B)
< sup @e(7™ () — 7 (7" (2)) |
< sup || (¢e(2) — z)|[n
zeB

Comme lim ¢; = I dans L£4(X), lim ¢ =7, dans Ly( X, Xp).
t—0t

t—0+
Alors, il existe t; > 0 (suffisamment petit) tel que I'opétareur ¢, est surjectif, car 1’en-
semble des opérateurs surjectifs est ouvert dans Ly(X,,, X,,) [43, Théoreme 3.4, XV].
D’autre part, Soient m,n € N, avec m > n, tels que I'inégalité (3.2.1) est vérifiée, en
suite, on prend aussi my > m tel que U'inégalité (3.2.1) est vérifiée.

Soit x € X, donc il existe y € X tel que :

(@) = ¢n (1™ (y)) = (P (y)-

Ce qui implique que, pour tout 0 < h < ty, on a :

En particulier, pour h = 0, on obtient :

m(x) = 7" (1 (¥))-

Alors, pour tout 0 < h < ty, on a :

7 (5(Ch)z = ) = 7 (5 (Chpu ) — o0 (1)
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Comme Agy, (y) = %(C(t1)y — y), on obtient, quand h — 0F,

n(Az) = w”(%w(tl)y —y).

Puisque n est arbitraire, A est défini sur X tout entier. De plus, d’apres le Corollaire
2.1.16, A est fermé, puisque {C(¢)}:>0 est localement équicontinue.

Alors, d’apres le Théoreme du graphe fermé, le générateur infinitésimal A de la famille
cosinus {C(t)}+>0 est un opérateur linéaire continu sur X (A € L£(X)).

Pour chaque n € N, on définit la famille d’opérateurs {C,,(t) }+>o sur X,, par :
Cn(t)m"(x) = " C(t)z, pour tout x € X et tout t > 0.

— Chaque famille {C,,(¢) }+>0 forme une famille cosinus sur X,,, en effet :
Pour tout x € X, on a C,(0)n"(z) = n"C(0)x = 7" (z), donc C,(0) = Ix,,.
Soient = € X et s,t € RT avec 0 < s < t, comme {C(t)};>0 est une famille cosinus

sur X et d’apres la linéarité de 7", on obtient :

2C,(1)Cr(s)m"(x) = 2C, ()7 (C(s)x) = 7" (2C, () Cr(s)x)
=1"(C(t+ s)z+ C(t — s)x)

= Cp(t + s)m"(x) + C,(t — s)7" ().

Alors {C,,(t) }+>0 est une famille cosinus sur X,.

— Chaque famille {C),(t) }+>0 est uniformément continue sur X, en effet :
Soit B, la boule unité de X,,, d’apres la Proposition 3.2.4, il existe une partie bornée

B € B(X) telle que B,, C 7"(B), donc on a :

sup |[Cr(t)zn, — 2plln < sup  |[Cr(t)zn — 2alln
Tn€Bp, Tn€T™(B)

< sup||Co ()" () = 7" ()

< ilelg |7 (C(t)x) — 7" (z)]|n

< sup || (C(t)z — 2)|[n
zeB

Comme la famille {C'(t) }+>¢ est uniformement continue sur X (X ~ Proj,(X,, 7)),
la famille {C,,(t) };+>0 est uniformément continue sur X,,.

Alors, pour chaque n € N, {C,,(t) }+>0 est une famille cosinus uniformément continue sur

I’espace de Banach X,,.
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Pour chaque n € N, le générateur infinitésimal de la famille {C),(¢) };>¢ sera noté par A,.
Soit n € N fixé, d’apres le Théoreme 1.3.24, le générateur infinitésimal A,,, de {C,,(t)}+>o0,
est un opérateur linéaire borné sur X,,.

Par suite, pour tout z € X, on a : A,7"(x) = 7" (Ax), en effet :

Soient z € X et t >0, on a :

2 2 2
2 (Ca(t)r"(2) = "(2)) = 5 (T (C(t)2) — "(2)) = 7"(5(C(t)z — z))

Comme lin&+ 2(C(t)x — x) = Az et 7" est un opérateur linéaire continu sur X, on
t—s

obtient :
A,m"(z) = 7" (Ax), pour tout z € X.

De plus, d’apres le Théoreme 1.3.24, la famille cosinus {C,,(t) }+>0 s’écrit sous la forme :

= Z t Ak "(z), pour tout x € X et tout t > 0.
it
Par conséquent, on a :
n n - tzk k
T (Ct)x) = (kz (2k)!A x), pour tout x € X et tout t > 0.

Puisque, n est arbitraire et X ~ Proj,(X,,n/), on obtient :

t2k

- Z (2k lAk

k=0

x, pour tout z € X.

Théoreme 3.2.6. Soit X un espace quojection.
Un opérateur linéaire continu A € L(X) est le générateur infinitésimal d’une famille
cosinus {C(t) }y>0 fortement continue sur X si, et seulement si, pour tout n € N, il existe

m € N tel que, pour tout k € N*, on a
™ (z) =0 = 7"(A"(x)) =0.
La famille cosinus {C(t)}1>o est alors uniformément continue sur X.

Preuve. Soit {C(t)}+>0 une famille cosinus fortement continue telle que son générateur

infinitésimal A est défini sur X tout entier (A € £(X)).
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Soient n € Net ty > 0, Comme X est un espace tonnelé, la famille {C(t) };>¢ est localement

équicontinue, c’est a dire, il existe m € N, avec m > n, et M > 0 tels que :
|7 (C(t)x)|], < M||7™(2)||m, pour tout x € X et tout ¢t € [0, to].

Soit x € X tel que 7™ (x) = 0. D’apres I'inégalité précédente, pour tout ¢t € [0,tg], on a :
7 (C(t)z) = 0. Comme D(A) = X, d’apres la Proposition 2.1.17, pour chaque k£ € N*,
on a A*zr est la 2k-ieme dérivée de lapplication t — C(t)x en point t = 0.
Par conséquent, 7™(z) = 0 = 7" (C(t)x) =0 = 7"(A*z) = 0.
Réciproquement, Soit A € L(X), supposons que pour tout n € N, il existe m € N, tel que
pour tout k € N* on a :

™ (r) =0 = 7"(A*(z)) =0.
On va montrer que, pour chaque t > 0 et chaque z € X, la série suivante est absolument
convergente.

o t2k:

cosh t\/_ Z )

Pour cela, on définit les applications linéaires suivantes : Ao = m,, et pour tout k£ € N,

Ak X, — X,
7" (x) — 7"(AF).
D’apres 'hypothese, chaque application Zk est bien définie. De plus, ﬁk o™ =" o AF
et Avk+1O7Tm:Aka7TmOA.
D’apres la Proposition 3.2.4, il existe une partie bornée B de X telle que B,, C 7" (B)
(B, la boule unité de X,,,). Comme A est un opérateur continu sur X, la partie 7o A(B)

est bornée dans X,,, donc il existe A > 0 tel que 7™ o A(B) C AB,,.

Par conséquent, on obtient :
||gk’|£(Xm,Xn) < A*, pour tout k € N.
En effet, on utilisons le raisonnement par récurrence, pour k = 0, comme m > n, on a :
[[Ao(x™ @)l = |l (7™ (@) n = |I7" (@)]}n < |7 ()|, pour tout x € X.
Ce qui implique que,

|Aollzcxmx) = sup ||m(zm)]] < sup |7 (7™ (2))]] < 1.
el [ () [ =1
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Supposons que l'inégalité est vraie pour un certain k € N. Pour y,, € B,,, on prend x € B

tel que 7™ (x) = y,,, donc on obtient :

[ Aks1 @)l = [|Aksa (7™ (@)l = || Ax(7™ (Az))]|
< N¥lx"™ (Az)]|m

S )\k-‘rl‘
Finalement, on a :
7" (AF2) | = [[AR(T™ (@) < N7 ()] -

Par conséquent
o0

I7(3 3 ! A < cosh (V|7 (0) o

kO

Ce qui implique que la série cosh(t\/Z) (x) est absolument convergente.
Donc, {cosh(tv/A)},5¢ forme une famille cosinus uniformément continue sur X admet A
comme générateur infinitésimal (voir la derniére section du chapitre précédent).

De plus, d’apres le Théoreme 2.1.21, on obtient :

t2k:

:Z(% 'A’“

k=0

x, pour tout x € X et tout t > 0.

Alors la famille {C(t) }+>0 est uniformément continue. O

On rappelle que, sur un espace de Montel, la topologie forte et la topologie uniforme
coincident sur les parties bornées. Un exemple connu de tels espaces c’est 'espace des
suites w = CN.

D’apres le Théoreme 3.2.5 et puisque I'espace w = CY est une quojection, nous donnons
dans la proposition suivante une généralisation de la réponse de la question de Conejero

[14] pour les familles cosinus.

Proposition 3.2.7. Soit {C(t) };>0 une famille cosinus fortement continue sur w avec A
son générateur infinitésimal.
Alors la famille {C(t)}1>o est uniformément continue sur w et A € L(w). De plus,

= A", pour tout t > 0.
| ! -
p (2k)!
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Définition 3.2.8. On dit qu’un espace de Fréchet X est une préquojection si son bidual

fort Xg est une quojection

Un espace préquojection X est dit non-trivial s’il n’est pas lui-méme une quojection.
Dans [9], le probleme de l'existence des préquojections non-triviales se pose d’une fagon
naturelle, il a été résolu dans le sens positif dans divers papiers (voir par exemple [9, 15]).
Pour un exemple concret d’espace préquojection non-triviale voir [1].

L’importance de tels espaces pour ce document est I’extension suivante de Théoreme 3.2.5.

Proposition 3.2.9. Le générateur infinitésimal A, d’une famille cosinus {C(t) }1>0 uni-

formément continue sur une préquojection X, est un opérateur linéaire continu sur X .
Pour montrer la proposition on va utiliser le lemme suivant.

Lemme 3.2.10. /3, Lemme 2.1] Soient X etY deux espaces localement convezxes séparés,

avec Y est quasi-tonnelé. Alors Uapplication linéaire suivante est continue.

P £b<X7 Y) — £b<Yé,Xé)
O(T) — T,

En particulier, si X est quasi-tonnelé et {T,,}nen C L(X) une suite d’opérateurs vérifiant

7 — lim T, =T dans Ly(X), alors on a : 7, — lim T =T" dans Ly(X}).

n—ao0 n—ao0

Preuve. Soit {C(t)}>0 une famille cosinus uniformément continue sur X avec A son
générateur infinitésimal.
On considere la famille d’opérateurs transposés {C/(t)" };> sur Xj. C'est a dire, pour tout

t>0,ona:

Ct)' X — Xj

¥ — C(t),

avec pour tout 2’ € Xj et z € X, on a:

Par suite, {C(t)'}1>o forme une famille cosinus sur Xj. De plus, comme X est tonnelé,

{C(t)'} =0 est uniformément continue sur Xp.
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Par la méme procédure on obtient que la famille {C(¢)"};>o est une famille cosinus uni-
formément continue sur Xj.

Comme X g est une quojection, d’apres le Théoreéme 3.2.5, le générateur infinitésimal A%
(le bitransposé de A) est défini sur 'espace X5 tout entier (A" € L(Xf)).

Puisque A”/pay = A et D(A) dense dans X, donc A est défini sur 'espace X tout entier
(D(A) = X),dou A € L(X). O

3.3 Familles cosinus sur la classe GDP-Quojection
d’espaces de Fréchet

Soit X un espace quojection qui est de Montel. Une conséquence naturelle du Théoreme
3.2.5 est que toute famille cosinus {C(t)};>o fortement continue sur X est uniformément
continue, de plus

<2k
C(t)r = ; (Qk)!A x, pour tout x € X et tout ¢ > 0.

Avec, A est le générateur infinitésimal de la famille {C(¢) }1>0 (A € L(X)).
Nous nous intéressons dans cette section a généraliser ce dernier résultat dans la classe

GDP-Quojection.

Définition 3.3.1. Un espace localement convezxe séparé X est dit de Grothendieck si

toute suite dans X', qui converge pour (X', X), est aussi converge pour (X', X").
Il est clair que les espaces réflexifs sont de Grothendieck.

Définition 3.3.2. Un espace localement conveze séparé X est dit admet la propriété de
Dunford-Pettis si pour tout T € L(X,Y), avec Y un espace localement convezre séparé
quasi-complet, qui transforme les éléments de B(X) en ensembles o(Y,Y")-compacts de
Y, est aussi transforme les ensembles o(X, X')-compacts de X en ensembles relativement

compacts de Y.

On appelle GDP espace tout espace de Grothendieck admettant la propriété de Dunford-
Pettis.

Exemple 3.3.3. 1. Tout espace de Fréchet-Montel est un espace GDP [11, Remarque
2.2].
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2. L’espace de suite A*°(B) (voir définition 3.1.2) est un espaces GDP [11, Proposition
3.1].

Nous préférons de rappeler le lemme suivant qui joue un role important pour le résultat
principal de cette section, ce lemme a été montré par A.A. Albanese, J. Bonet et W. Ricker

dans [4].

Lemme 3.3.4. [}, Lemme 2.4] Soient X est un espace GDP-tonnelé et {S, }nen une suite

d’opérateurs vérifiant les propriétés suivantes :
1. Pour tous n,m € N, on a S,S,, = S»Sn.

2. Pour chaque m € N, on a lim (S, —I)S,, =0 dans L,(X).

n—aoo

3. lim S, =1 dans L4(X).

n—~oo
Alors lim (S, — I)*> =0 dans Ly(X).
n—oo
De plus, si X est une quojection et s’il existe un systeme fondamental de semi-normes

{p;}jen engendrant la topologie localement conveze de X tel que :

4. Pour chaque j € N, il existe ¢; > 0 tel que :

p;(Snz) < ¢;pj(x), pour tout x € X et tout n € N.

Alors lim S, = I dans Ly(X).

n—ao0

Théoreme 3.3.5. 5@ X est un espace GDP-Quojection, alors toute famille Cy-Cosinus
{C(t)}i>0 exponentiellement équicontinue, d’ordre w > 0, sur X est uniformément conti-
nue. De plus, son générateur infinitésimal A est un opérateur linéaire continu sur X
et
2k
C(t)x = g (2k:)!A x, pour tout x € X ett > 0.

Preuve. D’apres la Proposition 2.1.12 il existe une famille de semi-normes croissante
{p;}jen engendrant la topologie localement convexe de X telle que pour tout j € N,
on a :

p;(C(t)x) < 2e“'p;(z), pour tout z € X et tout t > 0. ()

Pour chaque j € N fixé, on pose X; = X/p;'({0}) muni de la topologie quotient, et on

note par Q; : X — Xj la surjection canonique, donc ker Q; = p; ' ({0}).
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Alors X est un espace de Fréchet et sa topologie est donnée par la famille de semi-normes

{(Pj)k }ren qui est définie par :

(pj)e(Q;z) = inf{px(y), avec Q;x = Q;y}, pour tout x € X et tout k € N.

Remarquons que, pour tout x € X et tout k € N, on a :

(25)e(Qjz) < pr(z).

De plus, pour tout z € X, on a :

(91);(Qjr) = pj(z).

Comme ker Q; = p; '({0}), (§;); est une norme sur Xj, et par suite, (j;); est une norme
sur X; pour tout k > j.

Puisque X est une quojection et X, admet une norme continue, d’apres la Proposition
3.2.3, Xj est un espace de Banach.

La famille de normes {(p;)x }x>; sur X; est croissante, donc les normes (p;); , k > 7, sont
comparables, par conséquent ils sont équivalentes.

Alors, pour chaque j € N, on pose k(j) > j tel que (X, (D;)r(;)) est un espace de Banach.
Comme ker ()41 C ker Q; et les applications ), j € N, sont surjectives, pour tout j € N,

I’application suivante est bien définie, linéaire, continue et surjective.

Qjjr1 Xjr1 — X

Qj+1$ — le'.

De plus, 'espace X est isomorphe a la limite projective du systeme projectif d’espaces de
Banach (X}, (p;)k(j))jen par rapport aux applications (Q;j+1)jen, c'est a dire
jeEN
X ={(zj)jen € [ [ Xsi  Qjjsr(wj41) = 25, j € N}
D’autre part, soit (\,)nen une suite de nombres strictement positifs telle que, pour tout
neN, A\, >w+1et lim A\, =o0.

n——~oo

On définit la suite {S, },en, d’opérateurs linéaires continus sur X, par :

S, = M2R()\2, A), pour tout n € N,
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Voir la deuxieme section du chapitre 2.
D’une part, on vérifie que la suite {5, },en satisfait les quatre conditions du Lemme 3.3.4.

Comme les opérateurs, d’une famille cosinus fortement continue, commutent, pour tous
n,m €N, 5,5, = 5,5.
D’apres le Théoreme 2.2.2 on a: lim S, = [ dans L4(X), et d’apres la Proposition 2.2.4

n—-oo

pour tout j € Non a:
p;(Spz) < 2(w+ 1)pj(x), pour tout x € X et tout n € N.

Dong, il reste a vérifier la condition 2 du Lemme 3.3.4, soient n,m € N tels que \, # A,

d’apres les relations de la résolvante on obtient :
(Sn = D)Sm = (\LR(AL, A) = DALR(AL, A)
= NAL R AR, A) = AL R, A)
= A (AR AJR(AL, A) — R(AL, A))

= A (ARG, AR, A) + (A, = MR AR, A) = R(A, A))
A
A
)\72?1 2 2 2 2
A

Soient B une partie bornée de X et j € N, on a :

)\2
ilelgp]((sn )Smz) < itelgp]( Ty (Spz — Spu))
2

< —" —suppi(S,x — Spx
4N (w+1)
< " Zsuppi(x).
< |)\% — /\%n xegp]( )
407, (wt1)
A2 —AZ,

Soit m € N fixé, comme — 0 quand n — oo, lim (S, —1)S,, = 0 dans L,(X).

n——ao0

D’ou, d’apres le Lemme 3.3.4, lim S, = I dans L£,(X).
n—:aoo
D’autre part, soit j € N, on définit la famille {C;(t)};>0, d’opérateurs sur X;, par :

C;(t)Qjx = Q,;C(t)x, pour tout z € X et tout t > 0.
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Pour chaque t > 0, I'opérateur C;(t) est bien défini, linéaire et continu sur X, en effet :
soit x € X tel que Q;z = 0, donc z € ker ()}, ce qui implique que p;(z) = 0, alors, d’apres
I'inégalité (%), on a p;(C(t)x) = 0, c’est a dire Cj(t)z € ker @);, par suite C;(t)Q;z =
Q,;C(t)xr = 0.

Soient z € X et t > 0, d’apres (%), on a :

(0)k() (C5()Q52) = (Bj)r(j) (Q;C (1)) < pisy (C(1)z)

< Qewtpk(j)(x).

On prend l'infimum par rapport a y tel que Q;y = Q;x, on obtient :

Pk (C3(0)Q;x) < 2 (D)) (Qjx).  (x%)

Ce qui implique que C}(t) € L(X}), et par suite {C;(t) }+>0 est une famille Cy-cosinus sur
X;.
De plus, d’apres (xx), la famille Cy-cosinus {C;(t) };>0 est exponentiellement équicontinue
d’ordre w, et son générateur infinitésimal sera noté A; .

Pour tout A > w, on a:
R\ A;)Q,r = Q;R(\*, A)x, pour tout x € X.
En effet, pour tout z € X, on a :

e MC(H)Qjr = e MQ;C(t)xr = Qe MC(t)x.
/ h e MC;(H)Qjrdt = / h Qe MO(H)zdt = Q; / h e MO(t)xdt
0 0 0
R(>\27 Aj)Qj.T = QjR()\z, A)I‘

De plus, on a Q;(D(A)) C D(A;), en effet, soient x € D(A) et h >0 on a:

2

2
ﬁ(Cj(t)ij —Qjr) = Qjﬁ(c(t)l’ — )

Donc, quand h — 0", on obtient A;Q;z = Q;Ax.
Pour chaque n € N, on pose la suite Sq(lj ) = A2 R(A\2, A;), d’opérateurs linéaires bornés sur
X;.

Comme S,, — I dans £,(X) quand n — oo, SY) 5 I dans Ly(X;) quand n — 0.
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En effet, soit B; la boule unité de X;, comme X est une quojection, d’apres la Proposition
3.2.4, il existe B € B(X) tel que B; C Q;(B), donc :
sup (G)k() (SYVw; — ;) < sup (G)rey (SY) s — )
z;E€B; z;€Q;(B)
< Sug(qj)k(j)(sff)%x — Q;)
S
< Slelg((fj)k(j)(Qj(Snx — 1))

< sup(Gr(j)(Snr — x)).
r€eEB

D’ou le résultat.

Par conséquent, il existe n; > 0 tel que :
(G)() (S x; — 25) < 1, pour tout n > ;.

Alors, pour chaque j € N, il existe n(j) € N avec n(j) > n;, tel que Sflj&) est inversible
dans £(X;). Donc, Im(S(j). ) = X; = D(4;), de plus

n(4)

Aj = Mgy (T = (S,

n(j

)Y € LX),

Ce qui implique, d’apres le Théoreme 1.3.24, que {C}(t)}+>0 est une famille cosinus uni-
formément continue sur X;.

Finalement, soient j € N et B € B(X), alors :

sup ¢;(C(t)x — x) = sup(q;);(Q;C(t)r — Q;x)

x€B rEB
< Sgg(gj>k;(j)(cj (t)Qjr — Qjz)
< sup (G (Cj(t)zj — x5).
z;€Q;(B)

Comme {C}(t)}i>0 est uniformément continue et Q);(B) est un ensemble borné de Xj,
{C(t)}+>0 est uniformément continue sur X.
Alors, d’apres le Théoreme 3.2.5, le générateur infinitésimal A de la famille {C'(¢)};>o est

défini sur X tout entier (A € L(X)) et

> t2k
C(t)r = Z (2k)!Akx, pour tout € X et tout ¢t > 0.
k=0

O

Corollaire 3.3.6. 5@ X est un espace GDP-Banach, alors toute famille Cy-cosinus sur

X est uniformément continue.



BIBLIOGRAPHIE

[1] A.A. Albanese, A Fréchet space of continuous functions which is prequojection, Bull.

Soc. Sci. Liege 60 (1991), 409-417.

[2] A.A. Albanese, J. Bonet, w.j. Ricker, Mean ergodic semigroups of operators. RACSAM
106 (2012), 299-319.

[3] A.A. Albanese, J. Bonet, W.J. Ricker, Grothendieck spaces with the Dunford-Pettis
property, Positivity 14 (2010), 145-164.

[4] A.A. Albanese, J. Bonet, W.J. Ricker, Cy-semigroups and mean ergodic operators in
a class of Fréchet spaces, J. Math. Anal. Appl. 365 (2010), 142-157.

[5] A.A. Albanese, J. Bonet, W.J. Ricker, Montel resolvents and uniformly mean ergodic
semigroups of linear operators, Quaestiones Mathematicae 36 :2 (2013), 253-290.

[6] R. Ameziane Hassani, A. Blali, A. Elamrani, K. Moussaouja, Cosine families of ope-

rators in a class of Fréchet spaces, Proy. J. Math. 37 (2018), 103-118.

[7] R. Ameziane Hassani, A. Blali, A. Elamrani, K. Moussaouja, Cosine families in GDP

Quojection-Fréchet Spaces, Bol. Soc. Paran. Mat. doi :10.5269/bspm.48149, In Press.

[8] W. Arendt, C.J.K. Batty,M. Hieber, F. Neubrander, Vector-Valued Laplace Trans-
forms and Cauchy Problems, Birkhauser, Basel (2001).

[9] S.F. Bellenot, E. Dudinsky, Fréchet spaces with nuclear Kéthe quotient, Trans. Amer.
Math. Soc. 273 (1982), 579-594.

[10] J. Bonet, M. Maestre, G. Metafune, V.B. Moscatelli, D. Vogt, Every quojection is

the quotient of a countable product of Banach spaces. In : “Advances in the Theory of

91



92

Fréchet spaces”, T. Terzioglu (Ed.), NATO ASI Series 287, Kluwer Academic Publi-
shers, Dordrecht (1989), 355-356.

[11] J. Bonet, W.J. Ricker, Schauder decompositions and the Grotheindieck and Dunford-
Pettis properties in Kothe echelon spaces of infinite order, Positivity 11 (2007), 77-93.

[12] N. Bourbaki, Functions of a real variable, Translated from the 1976 French original
by Philip Spain, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg (2004).

[13] N. Bourbaki, Espaces vectoriels topologiques, Chapitre 1 a 5, Springer-Verlag, Berlin
Heidelberg (2007).

[14] J.A. Conejero, On the existence of transitive and topologically mixing semigroups,

Bull. Bely. Math. Soc. Simon Stevin 14 (2007), 463-471.

[15] S. Dierolf, V.B. Moscatelli, A note on quojections, Funct. Approx. Comment. Math.
17 (1987), 131-138.

[16] S. Dierolf, D.N. Zarnadze, A note on strictly regular Fréchet spaces, Arch. Math. 42
(1984), 549-556.

[17] J. Dieudonné, Foundations of Modern Analysis, Academic Press, New-York (1960).

[18] N. Dunford, J.T. Schwartz, Linear Operators I : General Theory (2nd printing),
Wiley-Interscience, New York (1964).

[19] R.E. Edwards, Functional Analysis, Reinhart and winston, New-York (1965).

[20] K.J. Engel, R. Nagel, One-Parameter Semigroups for Linear Evolution Equations,
Springer-Verlag (2000).

[21] H.O. Fattorini, Ordinary differential equations in linear topological spaces I, J. Diff.

Equ. 5 (1968), 72-105.

[22] H.O. Fattorini, Ordinary differential equations in linear topological spaces II, J. Diff.
Equ. 6 (1968), 50-70.
[23] H.O. Fattorini, Second Order Linear Differential Equations in Banach spaces, Elsevier

Science Publishers B. V., Amsterdam (1985).

[24] L. Frerick, E. Jorda, T. Kalmes, J. Wengenroth, Strongly continuous semigroups on
some Fréchet spaces, J. Math. Anal. Appl. 412 (2014), 121-124.

[25] J. A. Goldstein, Semigroups of Linear Operators and Application, Oxford U. Press,
New York and Oxford (1985).



93

[26] E. Hille, R. S. Phillips, Functional Analysis and Semi-Groups, Amer. Math. Soc.,
Providence (1957).

[27] H. Jarchow, Locally Convex Spaces, B.G. Teubner, Stuttgart (1981).

[28] H.H. Keller, Differential Calculus in Locally Convex Spaces, Lecture Notes in Math.
417, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New-York (1974).

[29] J. L. Kelley, General Topology, Springer-Verlag, New York (1955).

[30] T. Komura, Semigroups of operators in locally convex spaces, J. Funct. Anal. 2

(1968), 258-296.

[31] G. Kéthe, Topological Vector Spaces I, 2nd Rev. Ed., Springer Verlag, Berlin-
Heidelberg-New York (1983).

[32] G. Kéthe, Topological Vector Spaces 11, Springer Verlag, Berlin-Heidelberg-New York
(1979).
[33] M. Kunze, Continuity and equicontinuity of semigroups on norming dual pairs, Se-

migroup Forum 79 (3) (2009), 540-560.

[34] R. Kraaij, Strongly continuous and locally equi-continuous semigroups on locally

convex spaces, Semigroup Forum 92 (2016), 158-185.

[35] D. Lutz, Strongly continuous operator cosine functions. Functional analysis, Lecture

Notes in Math. 948 (1982), Springer, Berlin-New York, 73-97.

[36] R. Meise, D. Vogt, Introduction to Functional Analysis, Clarendon Press, Oxford
(1997).
[37] G. Metafune, V.B. Moscatelli, Quojections and Prequojections, In “Advances in the

Theory of Fréchet spaces”, T. Terzioglu (Ed.), NATO ASI Series 287, Kluwer Academic
Publishers, Dordrecht (1989), 235-254.

[38] G. Metafune, V.B. Moscatelli, Prequojections and their duals. In : “Progress in Func-
tional Analysis”, K.D. Bierstedt, J. Bonet, J. Horvath and M. Maestre (Eds.), North
Holland, Amsterdam (1992), 215-232.

[39] V.B. Moscatelli, Strongly non—norming subspaces and prequojections, Studia Math.
95 (1990), 249-254.

[40] P. Pérez Carreras, J. Bonet, Barrelled Locally Convex Spaces, North-Holland Math.
Stud. 131, North-Holland, Amesterdam (1987).



94

[41] A. Pietsch, Nuclear Locally Convex Spaces, Springer, New-York (1972).

[42] H.H. Schaefer, Topological Vector Spaces, Graduate texts in Mathematics, springer-
verlag, Berlin Heidelberg New York (1971).

[43] L. Serge, Real and Functional Analysis, third ed., Graduate Texts in Mathematics
142, Springer-Verlag, NewYork (1993).

[44] F. Treves, Topological Vector Spaces, Distributions and Kernels. Academic Press,

New York (1967).
[45] M. Sova, Cosine operator functions, Rozprawy Mat. 49 (1966), 1-47.

[46] K. Yosida, Functional Analysis, Springer—Verlag, Berlin (1980).



	Préliminaires
	Généralités
	Espaces localement convexes et espaces tonnelés
	Ensembles équicontinus d'opérateurs linéaires

	Calcul différentiel et intégral dans les espaces localement convexes
	Dérivation
	Intégration de Riemann

	Familles C0-Cosinus sur les espaces de Banach

	Familles Cosinus sur les espaces localement convexes
	Familles Cosinus fortement continues et familles C0-Cosinus
	La résolvante du générateur infinitésimal
	Famille cosinus de la forme {k=0t2k(2k)!Ak}t0 pour un certain AL(X)

	Familles Cosinus sur une classe d'espaces de Fréchet
	Introduction du problème
	Familles cosinus sur la classe Quojection d'espaces de Fréchet
	Familles cosinus sur la classe GDP-Quojection d'espaces de Fréchet

	Bibliographie

