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Résumé

Cette thèse porte sur l'étude théorique de l'e�et du champ cristallin aléatoire sur les transitions de phase des sys-

tèmes d'Ising de spins mixtes. Nous envisageons les cas statique et dynamique en présence d'un champ magnétique

extérieur oscillant.

En utilisant l'approximation du champ moyen basée sur l'inégalité de Bogoliubov nous avons montré que le

système d'Ising de spins mixte étudié présente une variété des lignes de transitions de premier et de second ordre

avec l'apparition des points multicritiques. A très basse température, le système exhibe des lignes de transition

de premier ordre qui se terminent par des points critiques isolés, mais elles disparaissent avec l'augmentation de

la température. L'exploration du système a révélé l'existence des phénomènes de réentrance et de compensation.

En combinant la théorie du champ moyen et la dynamique stochastique de Glauber en présence d'un champ

magnétique externe dépendant du temps, nous avons examiné l'e�et du champ cristallin sur le système

ferrimagnétique sur un réseau 2d et sur les systèmes semi-in�nis. Nous avons obtenu une variété des diagrammes

de phase statiques et dynamiques représentés dans l'espace des phases respectivement par des points �xes et des

cycles limites.

Mots clés : Systèmes Mixtes ; Système Semi-In�ni ; Réentrance ; Points de Compensation ; Champ Cristallin ;

Dynamique de Glauber.



Abstract

The aim of this dissertation is to pinpoint the e�ect of the random crystal �eld on the phase transitions of the

mixed spin Ising systems with considering the static and the dynamic cases.

Dealing with the mean �eld approximation based on Bogoliubov inequality we have shown that the mixed spin

Ising system (Sa = 1, Sb = 3/2) presents a variety of phase transition lines with �rst and second order phase lines

transitions. The system presents tricritical and triple points. It is also has been found the emphasis of the one

and double compensation points for selected values of crystal �eld. We also observed that the system exhibits

reentant phenomenon.

Secondly, we addressed the e�ect of random crystal �eld on the stationary states of the mixed spin-1 and spin-3/2

Blume-Capel model within the framework of the mean �eld approach. The Glauber-type stochastic dynamics is

used to describe the time evolution of the system which is subjected to a time-dependent oscillating external

magnetic �eld. The model exhibits �rst and second order transitions as well as dynamical tricritical, triple and

an isolated critical end points. We found that the system displays reentrant phenomenon for both α = 0 and

α > 0. Moreover, the system exhibits in the phase space a �xed points and limit cycles with circle, elliptic and

parallelogram shapes.

Using the same frame work, we investigated the kinetic of the semi-in�nite cubic ferromagnet with spin-1 at the

bulk and spin-1/2 at the surface. We have found that the system reveals a riche variety of topology of phase

diagrams including ordinary and extraordinary phase dynamical transitions. Furthermore, the model exhibits

dynamical tricritical phenomenon dynamical �rst and second order phase transition.

Index Terms : Phase Transition ; Critical Behavior ; Mean Field Theory ; Compensation Temperature ; Ree-

trance ; Kinetic Mixed Spin System ; Semi-In�nite System.
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Introduction 1

Introduction Générale

Depuis sa découverte, le magnétisme n'a pas cessé de jouer un rôle crucial dans

le développement des divers disciplines de la science, du macro au micro le magné-

tisme est omniprésent dans plusieurs domaines : L'industrie, l'énergie, la technologie

de l'information, la médecine. Les progrès technologiques et techniques réalisés dans

l'exploration de la matière à l'échelle microscopique ont permis d'observer des objets à

l'échelle nanométrique qu'on appelle nanoparticules dont les dimensions sont comprises

entre 1 et 100 nm et constituées généralement de quelques centaines à quelques milliers

d'atomes . En plus de leur intérêt fondamental, ces nouveaux objets font à l'heure

actuelle l'objet de nombreuses applications intéressantes.

On peut citer par exemple le stockage réversible de l'information de très haute

densité en exploitant la bi-stabilité des nanoparticules entre deux états électroniques

haut spin et bas spin. On mentionne ici le prix Nobel octroyé à Alber Fert [1] et Peter

Grünberg [2] pour leurs travaux sur la magnétorésistance géante GMR(Geant Magneto

Resistance). Un autre phénomène a été découvert en 1995, la magnétorésistance tunnel

TMR (Tunneling Magneto Resistance) à température ambiante, [3] il se manifeste

dans des matériaux composés de deux couches magnétiques séparés par une couche

mince isolante. Ces résultats ont été utilisés pour développer l'électronique de spin et

par la suite pour améliorer la capacité de stockage de l'information sur des supports

magnétiques modernes et réduire le temps d'accès aux données [4].

Au niveau biomédicale, dans le traitement du cancer on peut utiliser une ap-
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proche appelée hypertermie magnétique (MFH) (Magntic �uid hyperthermia ), cette

technique consiste à injecter des nanoparticules magnétiques à l'intérieur de la tumeur,

ensuite on fait exposer le patient à un champ magnétique oscillant pour élever la tem-

pérature des cellules cancéreuses jusqu'à 43°-45°. Les cellules tumorales, très sensibles

aux échau�ements, sont soit détruites, soit sensibilisées davantage à la chimiothérapie

ou la radio-thérapie[5]. Cette technique est testée cliniquement sur plusieurs patients

pour traiter les tumeurs cérébrales dans des hôpitaux de l'UE (Union Européenne),

notamment en Allemagne [6].

Le phénomène d'élévation de la température dans le deuxième exemple peut être

expliqué théoriquement par un mécanisme dominant qui consiste en la production de

la chaleur par le renversement de l'aimantation dans les particules magnétiques en

appliquant un champ magnétique oscillant. La chaleur libérée par nanoparticule est

assez faible sauf si on augmente leurs nombres. Plusieurs alternatives peuvent être

adoptées pour élever la température d'échau�ement des nanoparticules, par exemple

en considérant une structure en double couche avec deux matériaux di�érents ou en

fabriquant des nanoparticules bimétalliques (nano-alliages).

En général, les alliages binaires présentent des propriétés physiques et chimiques

diversi�ées et riches par rapport aux systèmes purs. Ces systèmes mixtes sont constitués

par deux sous réseaux chacun est occupé par deux atomes di�érents A et B. Si la

température est assez élevée, les sites du réseau cristallin peuvent être occupés de

manière aléatoire par les deux atomes (phase désordonnée). A basse température, on

se retrouve avec une phase ordonnée et un paramètre d'ordre bien dé�ni.

Les systèmes binaires ferrimagnétiques sont des matériaux intéressants pour ana-

lyser les mécanismes de transfert de spin, vis à vis de leur dynamique d'aimantation

originale, ils sont largement utilisés dans les dispositifs de stockage de l'information tels

que les disques durs, les CD ROM. . . Les aimantations des deux sous-réseaux se com-

pensent avant la température critique et l'aimantation résultante peut s'annuler à une
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température dite de compensation [7; 8]. L'existence d'un tel point permet d'expliquer

sa coercitivité et sa �uctuation thermique [9] . Le champ coercitif diverge au point de

compensation et s'annule à la température de Curie, il est responsable de la stabilité

des domaines magnétiques enregistrés et joue un rôle primordiale dans l'écriture, la

lecture et l'écrasement des données sur les supports magnétiques [10].

Plusieurs études ont été menées pour bien comprendre les comportements ther-

modynamiques et magnétiques en équilibre de ces matériaux, Les systèmes d'Ising

de spins mixtes fournissent un modèle simpli�é pour prévoir les points de compen-

sation et les di�érentes transitions de phase à basse et à haute température, on cite

à titre d'exemples , la théorie du champ e�ectif [11�16], l'approximation du champ

moyen (MFA) basée sur l'inégalité de Gibbs-Bogoliubov pour l'énergie libre [17; 18],

la méthode du variation du cluster [19] et Les simulations Monte-Carlo [20�22]. La

formulation exacte des spins mixtes spin-1 et spin-3/2 des systèmes férrimagnétiques

dans le réseau de Bethe utilisant les équations de récursion exacte [23; 24], la méthode

de groupe de renormalisation Migdal Kadano� [25; 26] et la fonction Green [27].

Malgré les progrès accomplis, au cours de ces vingts dernières années, pour déve-

lopper le formalisme de la physique statistique hors équilibre, la description des proprié-

tés dynamiques, en présence d'un champ magnétique oscillant des systèmes d'Ising de

spin mixtes n'est pas encore élaboré de manière complète. Peu de travaux ont été réali-

sés dans cette direction on cite par exemple l'étude de l'aspect dynamique des modèles

ferromagnétique des spins mixtes spin-1 et spin-3/2 réalisée par Keskin et all [28; 29].

Le modèle a été utilisé par E. Vatansever et al.[30] pour étudier les nanoparticules

en utilisant les simulations (MC), Shi et al. [31] ont examiné la réponse dynamique

sur le systèmes Ising mixtes spin-1 et spin-3/2 avec la structure Fe4N en présence

d'un champ magnétique oscillant en utilisant la théorie du champ moyen dynamique.

Bayaram et al. [32] ont analysé l'e�et d'un champ cristallin d'interaction core-shell.

Récemment, Ertas et Keskin [33] ont exploré les comportements hystérisis dynamiques
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en deux dimensions du système spin-1 et spin-3/2 dans le cadre de la théorie du champ

e�ectif dynamique.

D'où l'intérêt de ce travail qui consiste à contribuer à ces sujets en proposant une

étude théorique statique et dynamique des systèmes d'Ising de spins mixtes en présence

d'un champ cristallin aléatoire.

Le manuscrit est organisé selon quatre chapitres :

Le premier chapitre introduit brièvement les propriétés magnétiques des maté-

riaux et leurs classi�cation, il présente également certains modèles pour décrire et

modéliser les interactions locales dans les systèmes complexes. Ensuite, nous exposons

les méthodes d'approximations et numériques pour étudier les transitions de phase.

Le second chapitre aborde en détail l'étude statique des transitions de phases pour les

systèmes magnétiques du spins mixtes en présence d'anisotropie. Nous nous intéressons

plus particulièrement aux systèmes d'Ising de spins mixtes (1, 3/2) en présence d'un

champ cristallin aléatoire.

Le troisième chapitre, examine l'e�et du champ cristallin aléatoire sur le système d'Ising

Spin-1 et Spin-3/2 en présence d'un champ magnétique oscillant.

Le dernier chapitre concerne l'étude de l'e�et d'un champ cristallin sur la dynamique

du système d'Ising semi-in�ni soumis à l'action d'un champ magnétique variable dans

le temps.
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Chapitre 1

Généralités : Systèmes magnétiques,

transitions de phase, modèles et

méthodes

Dans ce chapitre nous abordons les notions essentielles qui sont utili-

sées dans ce manuscrit à savoir l'origine du magnétisme, les interactions

d'échange, l'anisotropie et les phénomènes critiques. Nous présentons éga-

lement, certains modèles de spin qui sont utilisés souvent pour étudier

les systèmes de spin. En suite, nous rappelons brièvement quelques mé-

thodes d'approximations et numériques pour étudier les transitions de phases.
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1.1 Interaction d'échange

1.1.1 Origine du magnétisme

Lors d'une application d'un champ magnétique extérieur, le mouvement des

charges électriques, par exemple le mouvement orbital des spins des électrons, engendre

un moment magnétique. Pour un atome, le moment résultant est nul lorsque tous les

électrons sont appariés. Dans le cas d'existence d'électrons qui ne sont pas appariés

(dipôle magnétique) ou plus précisément le spin associé à un électron non apparié le

moment résultant n'est pas nulle. C'est le cas par exemple des orbitales atomiques,"d",

des métaux et "p" et "s" [34] pour les composés organiques et "f" [35] pour les terres

rares.

L'aimantation de l'atome provient en général de 3 sources :

� Le moment magnétique orbital dû au mouvement des électrons autour du noyau.

� Le moment magnétique de spin associé au mouvements intrinsèques des électrons

dont la projection suivant la direction du champ magnétique extérieur.

� le moment magnétique nucléaire qui est négligeable devant les moments magné-

tiques de spin ou d'orbite.

Figure 1.1 � Moment magnétique élémentaire

Dans les matériaux, les moments magnétiques sont formés essentiellement à partir des

couches atomiques incomplètes d ou f. Pour les isolants, les électrons des couches ex-
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ternes participent aux liaisons atomiques alors qu'ils sont délocalisés dans une bande

d'énergie pour les métaux.

Les électrons occupent des orbitales atomique ou moléculaire en obéissant à la règle

d'exclusion de Pauli. Ceci permet au matériau d'acquérir selon la con�guration appré-

hendée des états magnétiques précis [36�38] :

� Le diamagnétisme (Fig.1.2a) : Tous les électrons sont appariés et le moment

magnétique total est nul. L'application d'un champ magnétique extérieur déforme

les orbitales et le mouvement des électrons génère une aimantation faible qui

s'oppose au champ extérieur. Les matériaux diamagnétiques les plus connus sont

le cuivre, l'argent, l'or et les molécules organiques.

� Le paramagnétisme (Fig.1.2b) : Les électrons occupant les orbitales atomiques

ne sont pas appariés, un état désordonné des moments magnétiques atomiques

apparait sous l'e�et de l'agitation thermique. Les moments se compensent mu-

tuellement de telle façon que l'aimantation globale s'annule. Si on applique un

champ magnétique extérieur les moments magnétiques de spin tendent à s'aligner

avec le champ extérieur qui induit une augmentation de l'intensité du champ à

l'intérieur du matériau.

� Le ferromagnétisme (Fig.1.3a) : Les électrons occupent les sous couches d et

les moments magnétiques des spins adjacents sont orientés parallèlement par une

interaction mutuelle coopérative. Les matériaux ferromagnétiques possèdent une

polarisation spontanée qui se manifeste par l'apparition des domaines magnétiques

appelés "domaines de Weiss". En l'absence d'un champ magnétique extérieur l'élé-

vation de la température produit un désordre thermique et le moment magnétique

total est nul et le matériau devient paramagnétique à partir d'une température

dite de Currie ou température critique Tc. Parmi les matériaux ferromagnétiques

qui existent, on cite : le Fer Fe, Cobalt Co, Nickel Ni, MnBi, MnAs. . . .

� L'antiferromagnétisme (Fig.1.3b) : Dans les matériaux, les moments magnétiques

des spins des électrons adjacents sont antiparallèles. En absence d'un champ ma-
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gnétique externe, le moment magnétique résultant à l'échelle macroscopique est

nul. Lorsque la température augmente le couplage antiferromagnétique disparait

à partir d'une température bien déterminée appelée température de Néel TN . Les

composés antiferromagnétiques sont souvent formés par deux sous réseaux inter-

pénetrants comme Mns, CrSb, MnF2 et les oxydes MnO, FeO, NiO.

� Le ferrimagnétisme (Fig.1.3c) : Dans ce type de matériaux qui appartiennent à

une classe d'oxyde appelés ferrites, les moments magnétiques de spin adjacents

sont antiparallèles et possèdent des intensités di�érentes. Le couplage antiferro-

magnétique qui existe entre les spins provoque une polarisation spontanée. Les

ferrimagnétiques sont constitués de plusieurs sous-réseaux avec des moments in-

équivalents. Dans certaines cas les aimantations du sous-réseau se compensent,

puis l'aimantation résultante s'annule à une température de compensation Tcomp

inférieure à la température critique Tc. L'apparition d'un tel point revêt une grande

importance technologique. En général un matériau ferrimagnétique est un oxyde

de formule chimique AOB2O3 où A et B2 sont respectivement des cations bivalents

et trivalents, par exemple : Fe3O4, CoFe2O4, NiFe2O4, et CuFe2O4.

(a) (b)

Figure 1.2 � Matériau diamagnétique (a) et paramagnétique (b) en absence et en présence d'un champ magnétique
extérieur
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(a) (b) (c)

Figure 1.3 � (a) Matériau ferromagnétique en absence et en présence d'un champ magnétique extérieur (b) composé
antiferromagnétique (c) composé ferrimagnétique

1.1.2 Interactions d'échange

Le matériau ferromagnétique présente une polarisation magnétique spontanée des

moments magnétiques, même en absence du champ extérieur. Cette polarisation est

due à leurs interactions mutuelles, un ordre magnétique est alors imposé au niveau

microscopique qui se manifeste par une aimantation nette non nulle à l'échelle ma-

croscopique. Une augmentation de l'agitation thermique provoque une destruction de

l'ordre magnétique et l'aimantation globale devient nulle.

Considérons deux électrons en interaction caractérisés respectivement par les spins

S1 = 1/2 et S2 = 1/2. L'interaction est décrite par un hamiltonien H. Le couplage

entre les moments magnétiques de spin ne provient pas d'une interaction dipôle-dipôle

directe (moments magnétiques portés par les atomes ions) ou les électrons (interaction

spin-orbite ) qui est trop faible mais résulte d'une interaction d'échange de forte inten-

sité qui est due à l'interaction électrostatique, c'est une conséquence du principe d'ex-

clusion de Pauli qui impose que la fonction d'onde soit complètement antisymétrique

en inter changeant deux particules fermioniques. Selon que les spins sont parallèles ou

anti-parallèle, les quatre états de spins obtenus déterminent un état, |ψas >, singulet

antisymétrique et un état triplet, |ψs >, symétrique de façon à véri�er les équations
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aux valeurs propres :

H|ψAS > = EAS|ψAS > (1.1)

H|ψS > = ES|ψS > (1.2)

les valeurs ES et EAS sont di�érentes, et l'état fondamental sera de spin (S = 0).

L'écart ∆E = ES−EAS est le facteur responsable de l'interaction magnétique entre les

spins, il détermine l'ordre parallèle ou antiparallèle des spins. ∆E est appelé énergie

d'échange qu'on note souvent par J .

L'interaction d'échange est une énergie électrostatique, d'origine quantique, qui dépend

de la valeur du spin, par contre le hamiltonien H, qui décrit l'interaction du système,

ne dépend pas explicitement des spins. Il est commode de construire un hamiltonien

qui fait apparaitre le couplage des deux spins :

Hs = −J ~S1
~S2 (1.3)

H est appelé hamiltonien de spin introduit par Heisenberg [39]. Lorsque l'état

singulet est le plus stable en énergie J < 0, on favorise l'interaction antiferromagné-

tique et lorsque c'est le cas inverse J > 0, l'interaction ferromagnétique sera favorisée.

La relation (1.3) peut se généraliser à un système de N spins en écrivant :

HHZ = −J
∑
<ij>

~Si~Sj − h
∑
i

Siz (1.4)

le deuxième terme de l'équation droite exprime l'énergie Zeeman résultant de l'inter-

action entre un champ magnétique extérieur h et les moments magnétiques des spins

du système.
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1.1.3 Anisotropie magnéto-cristalline et champ cristallin

l'interaction d'échange qui favorise l'alignement des pairs de spins voisins dans

un matériau ferromagnétique n'est pas su�sante pour déterminer l'orientation ma-

croscopique de l'aimantation. Cette dernière est altérée par d'autres termes d'énergie

qui oriente l'aimantation spontanée le long de certains axes cristallographiques privi-

légiés. La dite énergie est appelée énergie de l'anisotropie qui provient de deux types

d'interactions : Le couplage spin-orbite et le champ cristallin d'une part, qui couple l

'aimantation au réseau cristallin, et l'interaction dipolaire entre moments magnétiques

d'autre part. Parmi les di�érentes formes d'anisotropie qui existent, on cite :

� L'anisotropie de forme : Elle est due aux e�ets magnétostatiques et résulte de

la discontinuité de l'aimantation à la surface de la particule qui crée un champ

démagnétisant qui se pose à l'aimantation ; c'est une conséquence de l'interaction

dipolaire qui tend à orienter l'aimantation selon la plus grande dimension du

système, elle dépend de la forme géométrique de l'échantillon[40].

� L'anisotropie magnétocristalline résulte du couplage spin-orbite entre les spins et

le réseau cristallin du matériau. Pour minimiser l'énergie libre du système, l'ai-

mantation a tendance à s'orienter suivant certains axes du réseau cristallin dites

axes d'aimantation facile. Ceci nous conduit à l'introduction du champ cristallin

qui consiste à remplacer l'environnement des ions du réseau cristallin par un po-

tentiel électrostatique. Le champ cristallin est une conséquence de la perturbation

des ions par leur environnement cristallin, il a été introduit en 1930 pour expliquer

les propriétés magnétiques du groupe de Fer[41]

� L'anisotropie magnéto-élastique : Elle résulte d'une déformation de la structure

cristalline d'un matériau. La déformation, provoquée par un opérateur extérieur

induit des modi�cations des propriétés magnétiques du matériau. Dans le cas

des couches minces la déformation peut exister même en absence de contraintes

extérieures qui sont liées aux refroidissement ou réchau�ement de la surface.
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1.1.4 Notion de champ cristallin

Le champ cristallin est un champ électrostatique qui provient principalement de

la répulsion des électrons chargés négativement dans les orbitales atomiques. l'e�et

d'un champ cristallin dépend essentiellement de la symétrie de l'environnement.

Dans les terres rares, les couches "f" sont très concentrées autour des noyaux ato-

miques : L'e�et du champ cristallin est négligeable et peut être considéré comme une

perturbation faible. Pour les ions de transition dans les isolants, les orbitales "3d"

s'étendent plus loin du noyau : L'e�et du champ cristallin est important et il faut en

tenir compte.

1.2 Modèles de spins

L'étude d'un phénomène de transition de phase, nécessite la donnée d'un modèle

qui représente de manière simple la réalité physique et permet de décrire le compor-

tement d'un système complexe en interaction en fonction des variables d'état utiles.

La résolution exacte de la fonction de partition devient une tache di�cile et ne peut

se faire que dans certains cas par exemple pour les systèmes d'Ising à d = 2. Nous

introduisons dans cette section les modèles de spin qui décrivent les interactions des

spins répartis dans un système régulier, à savoir les modèles d'Ising, Hiesenberg, XY,

Potts et Blume-Capel.

1.2.1 Modèle d'Ising

Le modèle d'Ising est utilisé pour modéliser le système des spins lors d'une tran-

sition de phase magnétique, il a été proposé par W. Lenz [42] et E. Ising [43]. Dans ce

modèle l'opérateur spin ~Si est remplacé par un nombre qui représente la composante

de spin suivant l'axe −→oz notée souvent par ±1 (up ou down). Le modèle d'Ising est

dé�ni sur un réseau à d dimension occupé par N spins. Ce modèle est adéquat pour

les systèmes de spins où l'énergie est invariante par le groupe des ré�exions Z2.
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Le Hamiltonien du modèle d'Ising est donné par :

HIZ = −1

2

∑
ij

JijSiSj − h
∑
i

Si (1.5)

Où Jij est le terme d'interaction entre les spins Si et Sj, h est le champ magnétique

extérieur dirigé vers l'axe facile. Si on suppose que l'interaction est limitée aux premiers

voisins (NN), on peut écrire Jij = J et l'équation (1.5) devient :

HIZ = −1

2

∑
<ij>

JSiSj − h
∑
i

Si (1.6)

< ij > indique que la somme s'e�ectue sur tous les premiers paires de spins proches

voisins.

Si J > 0, l'interaction entre les spins Si et Sj est ferromagnétique et si J < 0 l'interac-

tion est antiferromagnétique.

Il est à noter que le modèle d'Ising [43] ne présente pas de transitions de phase à une

seule dimension d = 1, ce résultat a été généralisé par conjoncture aux dimensions

supérieures. Toutefois, R. Peierls a énoncé dans l'introduction de son article [44] l'exis-

tence d'une transition de phase à d ≥ 2, réfutant ainsi la conjoncture de E. Ising. Huit

ans après, Onsager [45] a donné la solution exacte du modèle d'Ising pour d = 2 (les

spins s'ordonnent seulement à T = 0). Pour d = 2, Pieirls a montré que le modèle

d'Ising présente une brisure spontanée de symétrie et par conséquent une aimantation

spontanée apparait à une température critique TC 6= 0.

1.2.2 Modèle de Heisenberg

Le modèle de Heisenberg a été introduit en 1928 comme modèle de ferroma-

gnétisme [39], il fournit une explication satisfaisante des propriétés des isolants ma-

gnétiques et permet de construire le hamiltonien décrivant les interactions d'échange

microscopiques, de manière plus générale et en présence d'un champ magnétique ex-

térieur supposé dirigé vers la direction de l'axe −→oz le hamiltonien de Heisenberg est
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donné par

HHZ = −JZ
∑
<ij>

SizSjz − Jxy
∑
<ij>

(SixSjx + SiySjy)− h
∑
i

Siz (1.7)

Si Jxy = 0, on retrouve le hamiltonien d'Ising.

Si Jxy = JZ = J le hamiltonien (1.7) peut s'écrire sous la forme suivante :

HHZ = −J
∑
<ij>

~Si~Sj − h
∑
i

Siz (1.8)

Le modèle de Heisenberg est plus général que celui d'Ising du fait que dans le cas

quantique les opérateurs Spin ne commutent pas et il tient compte des interactions

compliquées.

Ce modèle possède une symétrie de rotation O(n = 3), il s'agit d'une symétrie interne

continue qui agit sur l'espace des vecteurs spins, si n = 1, le modèle de Heisenberg se

réduit au modèle d'Ising qui possède une symétrie discrète Z2. Le modèle de Heisenberg

possède une symétrie continue pour n ≥ 2 mais ne présente de transition de phase qu'à

partir de d ≥ 3, donc apparition d'une brisure spontanée de symétrie et d'un paramètre

d'ordre, l'aimantation, dans la phase à basse température.

1.2.3 Modèle XY

Si on prend JZ = 0 dans l'équation (1.7) et si on applique un champ magnétique

parallèle à −→ox, l'hamiltonien prend la forme suivante :

HXY = −Jxy
∑
<ij>

(SixSjx + SiySjy)− h
∑
i

Six (1.9)

HHZ = −J
∑
<ij>

~Si~Sj − h
∑
i

Six (1.10)

Il dé�nit le modèle qui décrit un système de spin à deux composantes supposées nor-

malisées à l'unité, ~Si = (cos θi, sin θi) où θi est un paramètre continu qui détermine

l'orientation des spins, dans l'espace des spins, ainsi le hamiltonien (1.10) se réécrit
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comme suit :

HHZ = −J
∑
<ij>

cos(θi − θj)− h
∑
i

cos θi (1.11)

Comme le modèle de Heisenberg, le modèle XY présente une transition de phase pour

d > 2. En outre, à d = 2 le modèle présente une transition de phase à grande distance

à des températures �nies[46; 47]

.

1.2.4 Modèle de Potts

Une large classe de systèmes physiques classiques ne peuvent pas être décrits par

le modèle d'Ising, on cite comme exemple le Krypton sur le graphite [48], l'adsorption

des gaz rares sur les surfaces [49]. D'où la nécessité d'utiliser un autre modèle plus

général appelé modèle de Potts introduit en 1952 [50] (ou modèle de Potts à q-états).

Sur chaque site du réseau on place une variable σi = 0, 1, . . . , q− 1. L'interaction entre

les spins est décrite par le hamiltonien suivant :

Hpotts = −J
∑
<ij>

δσiσj (1.12)

où δ est le symbole de Kronecker, l'énergie d'une paire de deux spins proches

voisins est égale à −J s'ils ont le même état et zero autrement. A T = 0, on peut

choisir q états fondamentaux dont les sites du réseau sont occupés par les mêmes

valeurs de σi.

A d = 2, lorsqu'on augmente la température, le système se désordonne et présente une

transition de phase de second ordre à q ≤ 4. Quand q devient supérieure à 4, on obtient

une transition de phase de premier ordre.

A d = 3, la transition vers la phase paramagnétique est du premier ordre pour q > 2.

1.2.5 Modéle de Blume-Capel

Il s'agit d'un modèle introduit en 1966 par Blume [51] pour modéliser la transi-

tion de 3He − 4He et indépendamment par Capel [52] pour expliquer la présence des
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transitions de phase magnétique du premier ordre dans les systèmes de spin d'Ising.

Le modèle de Blume-Capel est une représentation simple des interactions des spins

sur un réseau en présence de désordre, il peut décrire la phénoménologie de plusieurs

systèmes physiques[53; 54]

Le hamiltonien du modèle de Blume-Cappel en présence d'un champ magnétique ex-

térieur est donné par :

HBC = −J
∑
<ij>

SiSj + ∆
∑
i

S2
i − h

∑
i

Si (1.13)

où Si est la variable de spin au site i du réseau cristallin dont les valeurs sont données

par Si = {−S,−S + 1, . . . , S − 1, S}. J est le facteur de couplage supposé positif, ∆ est

le facteur d'anisotropie, qui peut être exprimé dans certains cas en terme d'un champ

cristallin[55] et h est un champ magnétique extérieur supposé uniforme.

En absence du champ magnétique extérieur et quand ∆ = 0, le modèle de BC est

réduit au modèle d'Ising qui explique bien la transition de la phase désordonnée, à

haute température, à la phase ordonnée à basse température.

Quand ∆ prend des valeurs positives su�samment faibles, l'énergie de spin Si augmente

légèrement et devient supérieure à celle du spin S. Le champ cristallin ∆ ne brise pas

la symétrie de la phase désordonnée et on continue à observer, à basse température,

une ligne de transition de second ordre et le facteur d'échange J domine sur ∆. Pour

les valeurs assez élevées du champ cristallin, la situation observée change radicalement,

une ligne de transition de premier ordre se manifeste à basse température.

Il est à noter qu'il existe plusieurs extensions de ce modèle, par exemple, le modèle de

Blume-Emery-Gri�ths (BEG) qui a été introduit pour étudier la séparation de phase

et la super�uidité dans les mélanges 3He-4He [56].

Le hamiltonien de BEG contient, en plus des termes de l'hamiltonien de BC, un terme

quadratique(facteur d'échange bilinéaire K), il est donné par :

HBEG = −J
∑
<ij>

SiSj −K
∑
<ij>

S2
i S

2
j + ∆

∑
i

S2
i −H

∑
i

Si (1.14)
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1.3 Eléments sur les transitions de Phase et les phénomènes

critiques

1.3.1 Phase et diagramme de phase

Une phase est un état de la matière dont les propriétés physiques macroscopiques

de la substance sont uniformes sur une longueur d'échelle macroscopique(1mm par

exp.). On site comme exemple de la vie quotidienne : l'eau et ses diverses phases :

solide (glace), liquide, gaz (vapeur). Le rôle de la physique statistique est d'étudier les

phénomènes physiques macroscopiques en exploitant les interactions qui existent entre

les particules au niveau microscopique.[57]

Une phase se caractérise par une fonction thermodynamique qui est l'énergie

libre, elle dépend d'un certain nombre de paramètres thermodynamiques comme la

température, la pression, le champ extérieur . . ..

F = U − TS (1.15)

où U et S sont respectivement l'énergie et l'entropie du système. C'est une fonction

thermodynamique continue déterminée à partir de la fonction de partition :

Z = exp

(
−F
kβT

)
= Tr

(
exp

(
−H
kβT

))
(1.16)

on obtient donc :

F = −kβT ln(Z) (1.17)

où kβ est la constante de Boltzman et Tr(.), représente la somme sur tous les

degrés de liberté du système statistique qui est décrit par le hamiltonien H.

Le premier terme du membre droit de l'équation (1.15) tend à être minimal pour

favoriser l'ordre tandis que le deuxième tend à être maximal pour privilégier le désordre.

La dominance de l'un ou de l'autre dépend essentiellement de la température.
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(a) (b)

Figure 1.4 � (a) Diagramme de phase (T, p) ; montre l'existence de trois phase (solide, liquide, gaz). Il présente deux
points particuliers : point critique(cercle plein bleu) qui marque la �n d'une transition de premier ordre entre les phase
liquide et gaz ; le point triple qui montre l'existence de trois phases. (b)Diagramme de phase du ferromagnétisme
(T, h) ; le point (TC , hC) est un point critique qui marque la �n d'une transition de la phase ferromagnétique à la
phase paramagnétique T < TC , hC = 0.

La variation d'un paramètre en fonction de l'autre permet d'obtenir un dia-

gramme de phase qui mis en évidence les phases possibles d'un système.

A T = 0, le diagramme détermine l'état fondamental du système. Pour illustrer

ces notions on peut citer deux types de diagrammes de phases :

� Diagramme liquide gaz (p, v, T )

� Diagramme (H,M, T )

Le diagramme de phase visualise les régions et les domaines qui représentent les

phases du système, elles sont séparées par des lignes de transition de premier ordre si le

passage d'une phase à une autre s'accompagne d'une discontinuité du paramètre d'ordre

et elle est de second ordre dans le cas échéant. le point tricritique est l'intersection d'une

ligne de premier ordre et une autre de second ordre. Le point triple est la jonction de

trois lignes de transition de premier ordre.

Il est à noter qu'il existe une analogie entre la transition liquide-gaz dans le dia-

gramme (T, p) et la transition ordre-désordre dans le diagramme (T, h).

La phase est caractérisée par un paramètre d'ordre qui est une grandeur physique

extensive qui permet de distinguer l'ordre et le désordre microscopique, il est nul dans
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la phase la plus symétrique (phase désordonnée) et non nul dans la phase moins symé-

trique (ordonnée). Le paramètre d'ordre mesure le degré d'asymétrie, il caractérise la

brisure de symétrie. Qualitativement quand on refroidit un matériau ferromagnétique

au dessous de sa température critique TC l'ordre magnétique augmente et se manifeste

par l'apparition d'une aimantation macroscopique.

1.3.2 Transition de phases

Une transition de phase est une transformation d'un état de la matière provoquée

par la variation d'un paramètre intensif (Température, champ magnétique,. . . ). Lors de

la transition les variables thermodynamiques décrivant l'état du système, telles que la

chaleur spéci�que Cp et la susceptibilité ξ, subissent un changement abrupt et singulier.

Une transition de phase résulte de la compétition entre l'énergie interne U et

l'entropie S du système qui déterminent l'énergie libre. Par convention on peut classer

les transitions de phase selon le degré de singularité dans les grandeurs physiques. Il

est commode d'appeler le type de la transition selon son degré de discontinuité ou de

divergence. Par ex. la transition est de deuxième ordre si la dérivée seconde de l'énergie

libre est discontinue ou diverge.

Dans la plus part des transitions du second ordre, la chaleur spéci�que diverge

au point critique, c'est le cas par exemple de la transition du super�uide de 4He liquide

[56] et la transition ferromagnétique-paramagnétique.

1.3.3 Phénomène critique

Un phénomène critique est une transition de phase continue et plus précisément,

une transition du second ordre. C'est un phénomène qui apparait autour du point

critique où la distinction entre les phases devient di�cile. Pour comprendre ce qui se

cache sous le terme de transition critique, des études expérimentales et théoriques ont

été entreprises dans di�érentes directions.
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Expérimentalement on a constaté que les variables thermodynamiques au voisi-

nage du point critique possèdent un comportement en loi de puissance de |TC − T |. Le

degré de singularité ou de divergence au voisinage de la transition critique est donné par

les exposants critiques α, α′, β, γ, γ′, ν, ν ′, δ, η, . . . : si on pose t = (T−TC)
TC

, les exposants

critiques pour une transition ferromagnétique sont données par [57] :

� L'aimantation :

m ∝

 |t|β, (T < TC)

|h| 1δ , (T = TC)

� La susceptibilité :

χ ∝

 |t|−γ, (T > TC)

|h|−γ′ , (T < TC)

� La chaleur spéci�que :

C ∝

 |t|−α, (T > TC)

|t|−α′ , (T < TC)

� La longueur de corrélation :

ξ ∝

 |t|−ν , (T > TC)

|t|−ν′ , (T < TC)

� La corrélation :

G(r) ∝

 r−τe
−r
ξ , (T 6= TC)

r−d+2−η, (T = TC)

Où G(r) est la fonction corrélation à deux points entre deux spins Si et Sj séparés

par une distance r, G(r) =< SiSj > − < Si >< Sj >, d est la dimension du système

et h est un champ magnétique extérieur.

Les exposants critiques jouent un rôle crucial dans l'étude des phénomènes critiques,

pour estimer ces valeurs on fait appel à des méthodes de calcul numériques. Ces quan-

tités ne sont pas tous indépendantes, elles sont reliées par relations dites lois d'échelle
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qui sont données par :

α + 2β + γ = 2 (Rushbrooke ) (1.18)

β + γ = βδ (Windom ) (1.19)

2− α = dν (Josefson ) (1.20)

(2− η)ν = γ (Fischer ) (1.21)

Ainsi, un point critique est donné par six exposants critiques qui sont gouvernés par

quatre lois d'échelle. La donnée de deux exposants critiques détermine tous les autres

exposants.

1.4 Méthodes approximatives et numérique

1.4.1 Approximation du champ moyen

L'origine de la théorie des champs moyens remonte aux travaux de P.Weiss en

1900 [58], c'est un cas particulier d'approximation basée sur une méthode variationnelle

qui permet de simpli�er la résolution des problèmes à N corps en réduisant l'étude à

un problème d'un seul corps dont l'e�et de tous les autres est approché par un seul e�et

moyen. En particulier, dans le modèle d'Ising, cette méthode consiste à découpler tous

les spins et de négliger ainsi toutes les �uctuations, le champ local vu par chaque spin

i est la somme des valeurs moyennes des autres spins. Ainsi, les termes de couplage de

la forme SiSj seront remplacés par Si < Sj >. De plus, on suppose que la moyenne

des spins < Sj > est uniforme. Dans l'approximation du champ moyen, l'énergie du

sytsème est remplacée par des énergies des particules identiques, elle traduit l'interac-

tion de chaque particule avec un champ moyen e�ectif. Depuis 1907 l'approximation

champ moléculaire de Weiss s'est généralisé au phénomène critique [59]. En revanche,

les résultats obtenus par cette méthode ne dépendent pas de la dimension d du système

mais dépendent seulement du nombre z de paires les plus proches voisins.



Chapitre 1 22

1.4.1.1 Inégalité de Gibbs-Bogoliubov

L'idée principale consiste à remplacer l'Hamiltonien exact H par un autre hamil-

tonien approché (ou d'essai) He appelé aussi hamiltonien de référence.

Si le système est en équilibre thermodynamique avec un thermostat T , la valeur

moyenne approchée d'un opérateur A associé à une grandeur physique A :

〈A〉e = Tr(ρeA) (1.22)

où ρe = Z−1
e e−βHe est l'opérateur densité associé à He et Ze est la fonction de partition

canonique du système de référence.

En général, il devient di�cile de calculer la fonction de partition Z canonique du

système d'origine de manière exacte, pour cela on se propose de chercher une expression

approchée Ze telle que :
Z

Ze
=
〈
e−β(H−He)

〉
e

(1.23)

La fonction exponentielle est convexe :

〈
eX
〉
e
≥ e〈X〉e (1.24)

Où X est un opérateur hermétique. Si on suppose que [He, H] = 0, l'équa-

tion (1.23) s'écrit : 〈
e−β(H−He)

〉
e
≥ e〈−β(H−He)〉e (1.25)

Ou de façon équivalente :
Z

Ze
≥ e〈−β(H−He)〉e (1.26)

En prenant le logarithme on obtient une bonne approximation de l'énergie libre exacte

F = −β−1 ln(Z) en fonction de l'énergie libre approchée Fe = −β−1 ln(Ze)

F ≤ Fe + β 〈H −He〉e (1.27)
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C'est l'inégalité de Gibbs-Bogoliubov[60�63], elle est à la base de la méthode varia-

tionnelle qui permet de déterminer l'énergie libre d'un système. Cette inégalité a été

utilisée par Peierls [64] pour le calcul approximatif de la fonction de partition de la

�uctuation des spins. Une démonstration formelle de cette relation a été proposée par

Feynman [65].

1.4.1.2 Estimation variationnelle pour l'énergie libre

Pour approcher les propriétés de l'hamiltonien exacteH on cherche les paramètres

variationnels qui minimisent le membre droit de l'inégalité (1.27). La méthode varia-

tionnelle consiste à choisir un système de référence régi par un ensemble d'hamiltoniens

d'essai He(ε1, . . . , εp) dépendant d'un certains nombres de paramètres {εi, i = 1, . . . , p}.

Une meilleur approximation qui minimise l'énergie libre est donnée par l'énergie varia-

tionnelle suivante :

Fv = min{εk,k=1,...,p}
{
Fe + β 〈H −He(ε1, . . . , εp)〉e

}
(1.28)

1.4.1.3 Champ moyen : approche de Weiss

Considérons un système de spins en interaction décrit par l'hamiltonien d'Ising

et soumis au champ magnétique longitudinal h :

H = −J
∑
<ij>

SiSj − h
∑
i

Si (1.29)

Où les Si sont des variables de spins prenant les deux valeurs +1 (up) et -1 (down).

Les spins sont en interaction dans un réseau de Bravais[66] (c'est un réseau qui est

invariant par translation des sites de spin, par exemple : Réseau carré, triangulaire,

cubique simple ou à face centré, . . .).

Le processus de Weiss suppose que chaque spin est soumis à un champ moyen e�ectif

crée par les autres spins du réseau. Ceci revient à remplacer m =< Si > par son
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aimantation locale et sa �uctuation δSi = Si −m :

SiSj = (m+ δSi)(m+ δSj)

= m2 +m(δSi + δSj) + δSiδSj

= −m2 +m(Si + Sj) + δSiδSj (1.30)

L'approche de Weiss consiste à ignorer les �uctuations entre les spins (c'est à dire

négliger l'écart entre la valeur du spin et sa moyenne), ce qui revient à négliger le dernier

terme de l'équation (1.30) . L'approximation est d'autant meilleure si le nombre de

proche voisin est grand. L'hamiltonien s'écrit donc :

H =
JNzm2

2
− (h+ Jzm)

∑
i

Si (1.31)

Où N est le nombre de sites du réseau, z est le nombre de spins proches voisins,

l'hamiltonien peut se réécrire :

H = H0 +Hm

∑
i

Si (1.32)

avec Hm = −(h+Jzm) est un facteur qui exprime la perturbation du système et décrit

les interactions entre spins d'une part et du champ magnétique avec les spins d'autre

part. Tout se passe comme si le spin i était soumis à un champ moyen local Hm, appelé

champ moyen de Weiss ou champ moléculaire, se rajoutant au champ extérieur h.

H0 est un terme constant, qui représente la partie non perturbée du système.

L'aimantation par spin est indépendante de l'indice du réseau 〈Si〉 = m, ∀i = 1, . . . N ,

elle est exprimée par

m = 〈Sj〉 =
TrSje−βHm

∑
i Si

Tre−βHm
∑
i Si

(1.33)

= tanh(βJzm+ h) (1.34)
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1.4.1.4 Champ moyen : inégalité de Bogoliubov

Pour déterminer les fonctions thermodynamiques de base, on se propose d'éla-

borer la théorie du champ moyen en se basant sur l'inégalité de Bogoliubov-Gibbs

formulée par l'expression (1.24) .

Nous reprenons l'exemple d'un système d'Ising décrit par le hamiltonien (1.29) . On

considère un hamiltonien approché He = λ
∑

i Si avec λ un paramètre qu'on déter-

minera par la suite. La fonction de partition du système correspondant est donnée

par.

Ze = Tr(e−βHe) = (e−βλ + eβλ)N = [2 cosh(βλ)]N

L'énergie libre d'essai Fe = −kβT ln(Ze) = −Nkβln(2 cosh(βλ))

Une meilleure approximation de l'énergie libre exacte F en fonction de l'énergie libre

approchée Fe est donnée par l'inégalité de Gibbs-Bogoliubov :

F ≤ F (λ) = Fe + β 〈H −He〉e (1.35)

F ≤ F (λ) = Fe −
zJNm2

2
+ (λ− h)Nm (1.36)

ce qui revient à minimiser F (λ) par rapport au paramètre λ :

∂F (λ)

∂λ
= 0 (1.37)

puisque
∂Fe
∂λ

= −Nm, on a λmin = Jzm + h. Par conséquent l'aimantation par spin

est donnée par

m = − 1

N

∂Fe
∂He

(1.38)

=
λmin − h

J
= tanh(βJzm+ h). (1.39)

cette relation est identique à celle retrouvée par l'approche de Weiss



Chapitre 1 26

1.4.2 Méthode du champ e�ectif

Nous introduisons cette méthode en traitant un exemple d'un système d'Ising de

spin-1/2. Considérons un système de N spins, S = ±1
2
, placés sur un réseau cristallin

soumis à un champ magnétique extérieur h. Le système est décrit par le hamiltonien

suivant :

H = −
∑
<ij>

JijSiSj − h
∑
i

Si (1.40)

Jij est facteur d'échange entre les spins proches voisins le hamiltonien peut être scindé

en deux parties :

H = Hi +H′ (1.41)

où Hi est un hamiltonien qui décrit toutes les interactions du spin centrale Si avec ses

proches voisins et avec le champ magnétique extérieur, H′ contient toutes les autres

interactions possibles.

Hi = −si

(
z∑
j=1

JijSj + h

)
(1.42)

l'aimantation par spin est donnée par l'identité de Callen [67]

〈Si〉 =

〈
Tri(Si) exp (−βHi)

Tri exp (−βHi)

〉
(1.43)

où Tri est la trace sur toutes les valeurs de spin du site centrale Si = ±1
2
et 〈 〉 est la

moyenne standard sur l'ensemble canonique. En performant le calcul sur tous les états

possibles du spin on trouve :

m = 〈Si〉 =

〈
1

2
tanh

(
β

2

z∑
j=1

(JijSj + h)

)〉
(1.44)

Pour mettre en ÷uvre la méthode du champ e�ectif on peut utiliser la technique de

l'opérateur di�érentiel proposé par Honmura et Keneyoshi en 1979 [68]. Pour ce faire,

considérons un opérateur di�érentiel linéaire Dx =
∂

∂x
qui agit sur une fonction ϕ(x)

comme suit :

eaDxϕ(x) = ϕ(x+ a) (1.45)
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a est un paramètre arbitraire.

En utilisant cette relation (1.45) pour réécrire l'équation (1.44) sous la forme

suivante :

m = 〈Si〉 =
〈
e
β
2
J
∑z
j=1 SjDx

〉
tanh (x+ h′) |x=0 (1.46)

avec h′ =
βh

2
de manière équivalente on montre qu'on a

m = 〈Si〉 =

〈
z∏
j=1

e
β
2
JSjDx

〉
tanh (x+ h′)|x=0 (1.47)

Pour achever les calculs, on utilise l'identité exacte de Van Der Waerden( Réf : [69])

eαSi = cosh a+ Si sinh b (1.48)

pour le spin Si = ±1
2
, cosh a = cosh(α

2
) et sinh b = 2 sinh(α

2
)

En insérant ces résultats dans (1.47) , on trouve que l'interaction moyenne est donnée

par :

m = 〈Si〉 =

〈
z∏
j=1

(
cosh(

βJDx
2

) + 2Si sinh(
βJDx

2
)

)〉
tanh (x+ h′)|x=0 (1.49)

=

〈[
cosh(

βJDx
2

) + 2Si sinh(
βJDx

2
)

]z〉
tanh (x+ h′)|x=0 (1.50)

Dans le but de développer cette expression , on utilise l'approximation de Zernike [70]

qui permet de découpler la corrélation entre le spin central Si est ses proches voisins

Si1 , Si2 , . . . , Sik et on écrit :

〈Si1Si2 . . . Sik〉 ≈ 〈Si1〉 〈Si2〉 . . . 〈Sik〉 (1.51)

d'autre part l'invariance par translation permet de prendre la même aimantation pour

tous les spins Sik

m = 〈Si1〉 = 〈Si2〉 = . . . = 〈Sik〉 (1.52)
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En utilisant l'analyse combinatoire, l'aimantation moyenne peut s'exprimer comme une

somme de puissance en m, on obtient donc une équation d'état :

m =
z∑
i=1

 z

k

Akm
k (1.53)

les coe�cients Ak dépendent de la température et du champ magnétique extérieur et

ils sont exprimés par :

Ak = Ak(t, h̃) = 2k−z−1

z−k∑
i=0

k∑
j=0

 z − k

i

 k

j

 tanh

[
t

4
(z − 2(i+ j) + 2h̃))

]
(1.54)

t = βJ et h̃ = h/J sont respectivement la température réduite et le champ magnétique

réduit.

Il est à noter que Boccara et Benyoussef [71; 72] ont dévelopé une méthode portant

le nom de l'amas �ni, basée sur l'idée du champ e�ectif, c'est une technique qui a

la simplicité de la méthode du champ moyen mais qui donne de meilleurs résultats

qualitatifs et quantitatifs. Elle s'applique aux systèmes dans lesquels le désordre est

décrit par des variables aléatoires discrètes [73].

1.4.3 Métodes numériques : Technique Monte Carlo

La technique de simulation Monte Carlo est l'une des méthodes numériques les

plus utilisées pour modéliser les systèmes complexes en vue de comprendre leurs com-

portement vis à vis des paramètres et des variables aléatoires qui caractérisent ces

systèmes. La simulation MC est basée sur la résolution numérique des systèmes en

observant leur évolution dans le temps jusqu'à ce que l'équilibre soit atteint. Dans le

domaine de la physique statistique, la simulation MC est souvent basée sur un algo-

rithme d'échantillonnage de type Metropolis pour générer une chaine de Markov. Cette

approche consiste à procéder en deux étapes pour passer d'un état de la chaîne au sui-

vant : une première étape de sélection d'un nouvel état, suivie d'une deuxième étape
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d'acceptation (ou de refus).

L'algorithme de Metropolis peut être résumé dans le contexte de la simulation

d'un système de spins d'Ising comme suit :

1. choisir une con�guration initiale {S}i = (S1, . . . Sk, . . . SN) avec une probabilité

p{S}i

2. choisir de manière aléatoire un spin Sk selon une distribution uniforme en en-

visageant un changement d'état de ce spin (par exemple retournement). On se

retrouve, donc, avec une nouvelle con�guration {S}f = (S1, . . . Sk′ , . . . SN) avec

une probabilté de transition ω({S}i → {S}f )

3. Calculer la variation d'énergie entre les deux con�gurations ∆E = (E{S}f −E{S}i)

4. Si ∆E ≤ 0, on accepte la nouvelle état

5. Si ∆E > 0, on génère un nombre aléatoire η selon une loi de distribution uniforme

dans l'intervalle [0, 1] :

� si η < ω({S}i → {S}f ) la nouvelle con�guration est acceptée

� si η > ω({S}i → {S}f ) la nouvelle con�guration est rejeté et on reprend à

partir de l'étape (2)

6. déterminer les valeurs numériques des grandeurs physiques, par exemple l'aiman-

tation moyenne M , l'énergie E, la suscéptibilté χ,...

La chaîne de Markov doit véri�er deux propriétés importantes.

� l'ergodicité : a�n de s'assurer que la chaîne parcours l'ensemble de tous les états

possibles pour que la valeur moyenne d'une grandeur physique soit calculée sur

un très grand nombre de mesures et pendant un temps su�samment long.

� le principe de l'équilibre détaillé [74]

p{S}iw{S}j = p{S}jw{S}i (1.55)
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Ceci signi�e que le nombre de transition de l'état i vers l'état j est en moyenne

égal aux nombres de transitions de l'état j vers l'état i

.

Dans le cas de la distribution de Boltzman cette condition s'écrit :

p{S}i
p{S}j

= e
−β(E{S}j−E{S}i ) (1.56)

Dans le cas d'un système de N spins d'Ising, les quantités physiques qu'on propose de

calculer généralement sont :

� l'aimantation :

M =

∑N
i=1 Si
N

(1.57)

� la susceptibilité magnétique :

χ = βN
(〈
M2
〉
− 〈M〉2

)
(1.58)

la chaleur spéci�que :
β2
(
〈E2〉 − 〈E〉2

)
N

(1.59)
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Chapitre 2

Etude statique des transitions de

phases des systèmes magnétiques

mixtes en présence d'un champ

cristallin aléatoire

Dans ce chapitre, on se propose d'étudier les comportements thermique et magnétique

d'un système d'Ising mixte de spin (1, 3/2) en présence d'un champ cristallin aléatoire

en utilisant la méthode de champ moyen basé sur le principe de Gibbs-Bogoliubov

pour l'énergie libre [60�63]. Nous allons examiner les diagrammes de phases,

les points critiques, les points de compensations et le phénomène de réentrance.
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2.1 Introduction

Plusieurs e�orts ont été déployés au cours de ces dernières décennies pour étu-

dier les matériaux magnétiques moléculaires [75�77]. Ils sont constitués par plusieurs

sous réseaux dont les cites sont occupés par des atomes non identiques. Ces matériaux,

sont caractérisés par un ordre magnétique qui joue un rôle fondamental dans la syn-

thèse et l'analyse du comportement thermodynamique et magnétique. En particulier,

les moments d'un composé ferrimagnétique, substance quali�ée antiferromagnétique

avec les moments magnétiques de spins opposés n'ont pas la même norme, peuvent

se compenser pour donner un moment résultant nul à une température inférieure à la

température critique. De tel point est appelé point de compensation (ou température

de compensation) [7].

Théoriquement, les propriétés physiques des systèmes mixtes ont été étudiées en

utilisant plusieurs méthodes et techniques à savoir, méthode du champ e�ectif [11�16],

approximation du champ moyen (MFA) [18; 78], la méthode du variation du cluster

[19] et Les simulations Monte-Carlo [20�22]. La formulation exacte des spins mixtes

spin-1 et spin-3/2 des systèmes ferrimagnétiques dans le réseau de Bethe utilisant les

équations de récursion exacte [23; 24], la méthode de groupe de renormalisation Migdal

Kadanol [25; 26] et la fonction Green [27].

2.2 Modèle et théorie

Le système étudié est constitué par deux sous réseaux interpénétrant LA et LB

occupés successivement par les spins Sa = 0,±1 et Sb = ±1,±3/2. On suppose que les

interactions d'échange se font entre les paires les plus proche voisins.

l'interaction entre les spins est régi par l'Hamiltonien suivant :

H = J
∑
<i,j>

Sai S
b
j +

N∑
i=1

∆i((S
a
i )2 + (Sbi )

2) (2.1)
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< i, j > indique que la somme s'e�ectue sur tous les premiers paires de spins proches

voisins. J est le facteur qui représente l'interaction d'échange entre les spins des sous

réseaux LA et LB. Pour favoriser l'interaction antiferromagnétique on suppose que

J > 0. ∆i est un champ cristallin aléatoire au site i, distribué selon la loi de probabilité

[79�82]

P(∆i) = 1/2 [δ(∆i −∆(1 + α)) + δ(∆i −∆(1− α))] (2.2)

avec ∆ est une constante réelle et α est un paramètre positif sans dimension qui mesure

l'e�et de la �uctuation du champ cristallin.

pour résoudre l'équation (2.1) on utilise le principe variationnel basé sur l'inégalité

de Bogoliubov-Gibbs [60�63], l'énergie libre par site est déterminée comme suit :

F ≤ φ = F0 + 〈H −H0〉0 (2.3)

où F et F0 sont respectivement les énergies libres associées aux Hamiltoniens H et H0,

avecH0 est l'Hamiltonien du système de référence et 〈...〉 désigne la moyenne thermique

calculée sur l'ensemble dé�ni par H0

le hamiltonien de référence (ou e�ectif) est donné par :

H0 = ha

N∑
1

Sai + hb

N∑
1

Sbi +
∑
i

∆i

[
(Sai )2 + (Sbj )

2
]

(2.4)

avec ha et hb sont les champs moléculaires associés aux paramètres d'ordre ma et mb,

il vient

ha = J
z∑
j=1

〈
Sbj
〉

= J zmb (2.5)

hb = J
z∑
j=1

〈
Saj
〉

= J zma (2.6)
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où z est le nombre des paires voisins les plus proches.

La fonction de partition associée à l'hamiltonien H0 est donnée comme par :

Z0 = Tr(e(−βH0) (2.7)

=
[
1 + 2eβ∆i cosh(βha)

]N
×

[
2e−

9
4
β∆i cosh(

3

2
βhb) + 2e−

1
4
β∆i cosh(

1

2
βhb)

]N
(2.8)

En précisant que ; β =
1

kβT
où T est la température absolue et kβ est la constante de

Boltzman �xée à l'unité.

L'énergie libre F du système, moyennée sur le désordre est dé�nie par :

φ̄ =

∫
φP(∆i)d∆i (2.9)

Après intégration, l'énergie libre par spin s'écrit comme suit :

φ̄

N
= − 1

β

[
ln
(

1 + 2e−
d(1+α)

t cosh
zmb

t

)
+ ln

(
1 + 2e−

d(1−α)
t cosh

zmb

t

)
+ ln

(
2e−

9d(1+α)
4t cosh

3zma

t
+ 2e−

d
4t cosh

zma

t

)
+ ln

(
2e−

9d(1−α)
4t cosh

3zma

t
+ 2e−

d
4t cosh

zma

t

)]
+ zJmamb (2.10)

où d =
∆

J
et t =

T

J
indiquent respectivement les expressions réduites du champ

cristallin et de la température.

A�n d'étudier l'aimantation du système, les paramètres d'ordres ma et mb sont dé�nis

en minimisant l'énergie libre (2.10) par rapport aux champs moléculaires ha et hb il

vient :

∂φ̄

∂ha
= 0 (2.11)

∂φ̄

∂hb
= 0 (2.12)
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ma = −1

2


2 sinh(

zmb

t
)

2 cosh(
zmb

t
) + exp

d(1 + α)

t

+
2 sinh(

zmb

t
)

2 cosh(
zmb

t
) + exp

d(1− α)

t

 (2.13)

mb = −1

2


3

2
sinh(

3zma

2t
) +

1

2
exp

2d(1 + α)

t
sinh(

zma

2t
)

cosh(
3zma

2t
) + exp

2d(1 + α)

t
cosh(

zma

2t
)

 (2.14)

−1

2


3

2
sinh(

3zma

2t
) +

1

2
exp

2d(1− α)

t
sinh(

zma

2t
)

cosh(
3zma

2t
) + exp

2d(1− α)

t
cosh(

zma

2t
)


Avant de se lancer dans l'analyse des comportements thermique et magnétique du

système on détermine le diagramme de phase de l'état fondamental du système, pour

ce faire on cherche les solutions stables à basse température des équations (2.13) et

(2.14) en fonctions du paramètre α. On distingue cinq solutions stables : (ma,mb) =

{(0, 0), (
1

2
,−1), (

1

2
,−1

2
), (1,−3

2
), (1,−1)}.

En comparant les énergies de toutes les con�gurations, nous avons établi le diagramme

de phase à l'état fondamental dans le plan (d, α) comme le montre la Fig. (2.1) :

Figure 2.1 � Diagramme de phases de l'état fondamental établi à T = 0 dans le plan (d, α).
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on distingue cinq cas :

� α = 0, une transition de premier ordre apparait entre les phases(1,−3
2
) et (0, 0) au

point d = +2,

� 0 < α < 0.6, trois lignes de transitions de premier ordre d'équations d =
2

1 + α
,

d =
2

3− α
et d =

2

1− α
séparant respectivement les phases (1,−3

2
) et(1,−1) ,

(1,−1) et (1
2
,−1

2
) et (1

2
,−1

2
) avec la phase paramagnétique (0, 0) .

� 0.6 < α < 1, En plus des phases citée ci-dessus, il y a apparition de la phase

(1
2
,−1) séparant les phases (1,−1) et (1

2
,−1

2
) respectivement par les lignes de

transitions de premier ordre d'équations d =
4

1 + α
, d =

1

1− α
.

� α = 1, les phases paramagnétique et ferrimagnétique (1
2
,−1

2
) disparaissent.

� α > 1, les phases (1,−3
2
) , (1,−1) et (1

2
,−1) , qui existent déjà pour les valeurs po-

sitives du champ cristallin, apparaissent aussi pour les valeurs négatives. Elles sont

séparées respectivement par les lignes de transitions de premier ordre d'équations

d =
2

1− α
et d =

4

1− α
.

2.3 Diagrammes de Phases et discussions

Dans ce paragraphe, on se propose d'étudier les diagrammes de phase dans le

plan (tc, d) à température �nie en utilisant la méthode du champs moyen. Pour ce

faire, on résout numériquement les équations (2.13) et (2.14) tout en considérant

les solutions qui minimisent l'énergie libre (2.10). Les diagrammes de phase trouvés

sont classés selon la présence ou l'absence de la phase paramagnétique à très basse

température et aussi par l'existence ou non des points tricritiques. Ainsi, on distingue

deux familles (ou topologies) de diagrammes de phases à savoir α < 1 ou α ≥ 1.

1. pour α < 1, la phase paramagnétique apparait à basse température. Les dia-

grammes de phases sont présentés dans la (Fig.2.2) pour di�érentes valeurs

du paramètre α, les lignes continues séparent deux phases di�érentes où le para-

mètre d'ordre varie de façon continue, alors que les lignes discontinues représentent
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les transitions du premiers ordre qui s'accompagnent d'une discontinuité du pa-

ramètre d'ordre. La Fig. (2.2-a) donne le modèle de Blume-Capel dans lequel

les lignes de transitions de premier et second ordres sont reliées par un point tri-

critique de coordonnées (t = 1.20, d = 1.97). Un zoom sur ce point Fig. (2.2-d)

montre qu'une ligne de transition de premier ordre survient pour séparer deux

phases antiferromagnétiques (1,−1) et (1
2
,−1

2
) . Cette transitions apparait entre

d = 1.974 et d = 1.995 et donne lieu à un point triple et un point isolé de coor-

données respectives (t = 0.43, d = 1.995) et (t = 0.78, d = 1.974). Ceci est due à

l'excitation thermique.

En augmentant la valeur du paramètre α. Les Figs. (2.2b-e) montrent que

le point triple disparait alors qu'il y a apparition de deux lignes de transi-

tions de premier ordre qui se terminent respectivement par deux points isolés

(t = 0.02, d = 1.428) et (t = 0.55, d = 2.29). Elles séparent la phase (1,−1) et

les deux autres (1,−3
2
) et (1

2
,−1

2
) . Cette topologie est observée dans l'intervalle

0 < α < 0.6.

Pour 0.6 < α < 1, on constate à très basse température, l'apparition d'une phase

ferrimagnétique (1
2
,−1) et des lignes de transitions de premier ordre. Dans la (Fig.

2.2(c,f)), on observe l'existence de trois lignes de transitions du premier ordre

qui se terminent par des points critiques isolés de coordonnées (t = 0.06, d = 1.2)

(t = 0.027, d = 2.45) et (t = 0.027, d = 2.8).
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Figure 2.2 � la première topologie des diagrammes de phases, tracés dans le plan (d = ∆/J, t = T/J), pour α = 0, 0.4
et α = 0, 65La température critique réduite tracée en fonction du champ cristallin réduit d pour les valeurs de
α = 0(a), 0.4(b), 0.65(c). Les points tricritiques et isolés sont représentés successivement par des grands et petits carrés.
Les points triples sont indiqués par des cercles pleins.

2. α ≥ 1, les diagrammes de phases sont obtenus dans la Fig. 2.3. Pour α = 1 et à

basse température la phase paramagnétique disparait et deux lignes de transitions

du premier ordre apparaissent. Ces lignes sont terminées par des points critiques

isolés de coordonnées (t = 0.021, d = 1) (t = 0.014, d = 2) séparant respective-
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ment les phases (1,−3
2
) ,(1,−1) et (1

2
,−1) , Fig. 2.3(a,d)

concernant le cas α > 1, les phases (1,−1) et (1
2
,−1) apparaissent à basse tem-

pérature aussi bien pour les valeurs négatives que positives du champs cristallin

comme le montre les �gures Fig. 2.3(b,e) pour α = 1.5. Par ailleurs, le système

présente, à très basse température, quatre lignes de transitions de premier ordre

terminées par quatre points isolés. Les phases (1,−3
2
) et (1

2
,−1) sont séparées à

gauche et à droite de la phase (1,−1) , respectivement, par des lignes de transi-

tions de premier ordre terminées en (t = 0.021, d = −4) et (t = 0.014, d = 1.6).

En augmentant la température, le passage devient continu. Il est important de

noter que le phénomène de réentrance se manifeste, à haute température, pour les

valeurs positives et négatives du champ cristallin (Fig.2.3)b .
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Figure 2.3 � la deuxième topologie des diagrammes de phases, tracés dans le plan (d = ∆/J, t = T/J), pour α = 1 et
α = 1, 5

2.4 Les propriétés magnétiques

Dans cette section on s'intéresse à l'étude de l'in�uence de la température et du

champ cristallin sur le comportement magnétique du système, pour cela on visualise

les aimantations partielles ma, mb et totale M pour deux valeurs α = 0.65 α = 1.5

Les courbes de la Fig.(2.4)a montrent qu'à très basse température, le système est

en parfaite harmonie avec l'état fondamental (Fig.2.1) et les diagrammes de phase



Chapitre 2 41

(Fig.2.2)c-f. En augmentant la température, les aimantations partielles ma, mb di-

minuent et s'annulent à des températures critiques. Les valeurs de ces températures

diminuent quand la valeur du champ cristallin réduit d augmente. D'autre part, pour

véri�er les diagrammes de phases ( Fig.2.2)f au voisinage des points critiques isolés,

on examine la variation des aimantations ma et mb en fonction du champ cristallin

réduit à deux températures t = 0, 017 et t = 0.063 pour α = 0.65,Fig.(2.4(b,c)).

On remarque ainsi que le passage d'une phase à une autre, à très basse température

(t = 0, 017), est discontinu, au fur et à mesure quand on augmente la température

(t > 0.063) le passage entre les phases devient continu( Fig.2.4c).
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Figure 2.4 � (a) Les aimantations partielles ma et mb en fonction de la température pour α = 0.65 et pour une série
de valeurs du champ cristallin. (b),(c) Les aimantations partielles ma et mb en fonction du champ cristallin tracées
pour α = 0.65 et pour deux valeurs de températures t = 0, 017 et t = 0.063

D'autre part, les Fig. (2.5b) et Fig. (2.5c), tracées pour α = 1.5, montrent que

les aimantations ma et mb varient respectivement de manière discontinue si on se place

au dessous de la température du point critique isolé (t = 0.017) ou continue, si on se

place au dessus de la température du point critique isolé (t = 0.1).

A�n d'apporter plus de clarté à propos du phénomène de réentrance observé dans la

Fig. (2.3b), on propose de faire une exploration des aimantations partielles et totale

en fonction du champ cristallin à des températures élevées t = 3 Fig. (2.6b), cette
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�gure montre qu'il ya deux phases ordonnées séparées par une phase désordonnée

(paramagnétique). Si on augmente d'avantage la température, t = 4, on obtient un

comportement de réentrance opposé, c'est à dire, deux phases paramagnétiques séparées

par une phase ordonnée Fig. (2.6a). Il est important d'ajouter que le phénomène de

réentrance dépend fortement du paramètre α et apparait seulement dans l'intervalle

1 < α ≤ 2.35.

Figure 2.5 � (a) Variation des aimantations partielles ma et mb en fonction de la température pour des valeurs de
champ cristallin d = 2.5, 1, 0,−10,−5, (b) (c) Les aimantations partielles ma et mb en fonction du champ cristallin
tracées pour α = 1.5 et pour deux valeurs de températures t = 0, 017 et t = 0.1

Dans le but de compléter notre étude, nous avons également mis en évidence
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l'existence des températures de compensation, au dessous de la température critique

Tc, pour lesquelles l'aimantation totale M = (ma + mb)/2 est égale à zéro. A cette

température, les moments magnétiques des sous réseaux se compensent complètement.

Dans notre cas, le phénomène de compensation apparait dans l'intervalle 0 ≤ α ≤ 0.3.

a b

Figure 2.6 � Les aimantations ma, mb en fonction du champ cristallin réduit pour α = 1.5 et t = 3. (a)
comportement opposé de réentrance,(b) comportement normale de rééntrance

Dans la Fig. (2.7), on trace la température de compensation réduite tcomp =

Tcom/J en fonction du champ cristallin réduit d pour une série de valeurs du paramètre

α = 0, 0.1, 0.2 et 0.3. On remarque que chaque courbe a un maximum qui augmente

avec les faibles valeurs de α. Ces points sont donnés par les couples (tcomp = 1.017, d =

1.95),(tcomp = 0.984, d = 1.962), (tcomp = 0.878, d = 2.011) et (tcomp = 0.637, d = 2.13),

pour α = 0, 0.1, 0.2 0.3, respectivement.

Par ailleurs, le nombre de points de compensation présenté par le modèle dépend

essentiellement des valeurs du paramètre α et du champ cristallin d, en e�et pour

α = 0.1 et d = 1.965, le système possède deux points de compensations données

respectivement par leurs température tcomp1 = 0.62 et tcomp2 = 0.86 Fig. (2.8b). On

peut obtenir un seul point de compensation α = 0.3 et d = 2.1 Fig.(2.8a). Il est

important de noter que le système peut présenter trois points de compensations mais

on a omis ce résultat car les amplitudes des aimantations partielles en ce point sont
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très faibles.

Figure 2.7 � Température de compensation réduite en fonction du champ cristallin réduit selon une série de valeurs
de paramètre α = 0, 0.1, 0.2, 0.3,
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a b

c d

Figure 2.8 � (a),(c) Variation des aimantations partielles ma, mb et (ma +mb)/2et totale en fonction de la
température (b)M = 0 deux points de compensation,(d) M = 0, un seul point de compensation

Par ailleurs, puisque l'interaction d'échange J entre les deux sous réseaux est

positive et ce, pour favoriser l'interaction antiferomagnétique, il est intéressant de don-

ner une classi�cation de Néel [7; 83�85] qui consiste à visualiser le comportement de

l'aimantation totale en fonction de la température pour des valeurs �xes du paramètre

α et une série de valeurs du champ cristallin réduit Fig. 2.10. Cette représentation

permet de prédire l'existence des points de compensation.

Les courbes de Néel de type Q et R sont observées pour α ≥ 0 Fig. (2.9a,e). les courbes

de type L se manifestent pour α > 0, Fig. (2.9b). Le type S apparait pour des valeurs
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négative du champ cristallin comme il est représenté par la Fig. (2.9e) pour α = 1.5

et d = −3.5. Les courbes de type W Fig. (2.9a) permettent de prédire l'existence de

deux points de compensation, ils apparaissent dans l'intervalle 0 ≤ al ≤ 0.2 pour des

valeurs précises du champ cristallin.
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a b

c d

e

Figure 2.9 � Classi�cation de Néel du système d'Ising de spins mixtes spin-1 et spin-3 /2.
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Figure 2.10 � Classi�cation de Néll, représentation générale

2.5 Conclusion

En résumé nous avons étudié les comportements magnétique et thermique du

système d'Ising de spins mixtes en présence d'un champ cristallin aléatoire spin-1 et

spin-3/2. Les résultats obtenus montrent que le système présente une variété des lignes

de transition de premier et de second ordre avec l'apparition des point triples, tri-



Chapitre 2 50

critiques. A très basse température, le système exhibe des lignes de transitions de

premier ordre qui se terminent par des point critiques isolés, mais elles disparaissent

avec l'augmentation de la température. Nous avons trouvé une nouvelle phase férrima-

gnétique (1/2,−1/2) qui résulte de l'agitation thermique du système. Aussi, nous avons

observé que le phénomène de compensation existe seulement dans l'intervalle valeurs

0 ≤ α ≤ 0.31 et pour une série choisie du champ cristallin réduit 1.931 ≤ d ≤ 2.222.

Notre modèle montre que le système peut avoir un ou deux points de compensations.

D'autre part nous avons constaté que le phénomène de réentrance ne ne peut avoir lieu

qu'a haute température et pourα > 1. Nous avons également donner une classi�cation

de Néel de l'aimantation totale.
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Chapitre 3

E�et du champ cristallin aléatoire sur

la dynamique du système d'Ising de

spins mixtes Spin-1 et Spin-3/2 soumis

à un champ magnétique oscillant

Dans ce chapitre on introduit dans un premier lieu le formalisme nécessaire pour

étudier les transitions de phases dynamique, ensuite on propose d'examiner l'e�et

d'un champ cristallin aléatoire sur les systèmes d'Ising de spins mixtes, spin−1 et

spin−3/2, soumis à un champ magnétique extérieur oscillant. l'évolution tempo-

relle du système est décrite par la dynamique stochastique de Glauber [86]. Les

équations du mouvement sont obtenues en utilisant la méthode du champ moyen.

3.1 Introduction

L'étude du comportement des systèmes ferromagnétiques en équilibre permet

de bien comprendre les transitions de phases ferro-antiferro et le passage de l'ordre

au désordre. Cependant, le comportement de tels systèmes en présence d'un champ

magnétique extérieur oscillant est loin d'être expliqué dans le cadre de la physique sta-
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tistique en équilibre. En particulier, l'application d'un champ magnétique extérieur, qui

dépend du temps et uniforme dans l'espace, peut faire apparaitre des transitions dyna-

miques qui sont considérées comme un exemple de transitions de phases hors équilibre.

Malgré les progrès accomplis, au cours de ces vingts dernières années, pour développer

le formalisme décrivant ces phénomènes dynamiques, des e�orts doivent être déployés

davantage pour bien explorer ce type de transitions dynamiques et déterminer les dia-

grammes de phases associés.

3.2 Dynamique du modèle d'Ising

Le modèle d'Ising en équilibre a fait l'objet d'une multitude d'études théoriques,

numériques et expérimentales. La dynamique du spin joue un rôle crucial dans la com-

préhension de la physique statistique hors équilibre, elle a fait l'objet d'une multitudes

de recherches intenses depuis de nombreuses années. La dynamique du modèle d'Ising

consiste à étudier le comportement thermodynamique d'un système de N spins selon

un processus de chaines stochastiques. Les variables de spin ne possèdent pas une dyna-

mique intrinsèque, par contre si le système est en contact avec un réservoir thermique

de température T , on peut générer un processus stochastique de type Markovien en

basculant ou en permutant le spin Si vers Sj. Si on passe d'une con�guration {Si} vers

une autre {S ′i} en faisant basculer le spin Si vers −Si, on parle de la dynamique de

renversement ou de Glauber [86]. Si le passage de Si vers Sj se fait par permutation, il

s'agit d'une dynamique d'échange ou de Kawasaki [87].

3.2.1 Le modèle de Glauber

Considérons un système d'Ising de N spin-1 avec {Si} = (S1, . . . , Si, . . . , SN) une

con�guration donnée et régi par le hamiltonien suivant :

H = −J
∑
<ij>

SiSj − h
∑
i

Si (3.1)
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le passage d'une con�guration à une autre se fait en basculant le spin d'un seul site en

passant de Si vers S ′i avec une probabilité de transition ω {Si} → {S ′i}. Si on note par

p({Si} , t) la probabilité de trouver le système dans la con�guration {Si} à l'instant t,

l'évolution de p({Si} , t) au cours du temps est régie par l'équation maitresse suivante :

∂P ({Si} , t)
∂t

= −
∑

j

∑
S′i 6=Si

(ω ({Si} → {S ′i}))P ({Si} , t) (3.2)

+
∑

i

∑
S′i 6=Si

ω ({S ′i} → {Si})P ({S ′i} , t)

le premier terme du membre droit de l'équation (3.2) exprime une perte de proba-

bilité pour la con�guration {Si} lorsque le spin Si est basculé vers S ′i, tandis que le

second terme représente un gain de probabilité pour la con�guration {S ′i} lorsque le

spin S ′i passe à Si.

La probabilité de transition ω ({Si} → {S ′i}) dépend du modèle microscopique consi-

déré, elle doit être choisie de telle façon que l'ensemble s'approche de la distribution

à l'équilibre Peq (Si) quand t → ∞. De plus, Elle doit satisfaire la condition du bilan

détaillé microscopique :
ω {Si} → {S ′i}
ω {S ′i} → {Si}

=
Peq (S ′i)

Peq (Si)
(3.3)

En général il existe plusieurs façons de choisir la probabilité de transition qui doit

satisfaire l'équation (3.3) , mais puisque le système d'Ising considéré est en contact

avec un réservoir thermique de température T , on peut montrer :

ω ({Si} → {S ′i}) =
1

τ

e−β∆E({Si}→{S′i})∑
S′i
e−β∆E({Si}→{S′i})

(3.4)

la sommation
∑

S′i
est calculée sur toutes les valeurs possibles de spin −Si = −S,−S+

1, . . . , S − 1, S

β =
1

kβT
et τ est le temps de relaxation du spin vers l'état d'équilibre avec

1

τ
est le

nombre de changement du spin par unité du temps. ∆E ({Si} → {S ′i}) est la variation
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de l'énergie lors du basculement du spin Si, elle est donnée par :

∆E ({Si} → {S ′i}) = (S ′i − Si)

(
J

S2

z∑
δ=1

Sδ+i +
h

S

)
(3.5)

On remarque que la probabilité de transition dépend seulement de S ′i et on notera

ω ({Si} → {S ′i}) = ω ({S ′i})

Par exemple, dans le cas du spin S = 1, Si = −1, 0, 1, les probabilités de transitions

possibles sont exprimées comme suit :

ω ({S1} → {S ′0}) = ω ({S−1} → {S ′0}) =
1

2τ

1

cosh βx

ω
(
{S1} →

{
S ′−1

})
= ω

(
{S0} →

{
S ′−1

})
=

1

2τ

e−βx

cosh βx

ω ({S0} → {S ′1}) = ω ({S−1} → {S ′1}) =
1

2τ

eβx

cosh βx

avec x = J
∑z

δ=1 Si+δ + h, la valeur moyenne de l'aimantation, il est donnée par :

m(t) = 〈Sk〉 =
∑
Si

SkP (Si, t) (3.6)

En utilisant la relation (3.2) , on peut déterminer l'évolution 〈Sk〉 au cours du temps

et on a :
dm(t)

dt
= τ−1 (−m(t) + 〈tanh(βx)〉) (3.7)

En utilisant l'approximation du champ moyen pour écrire :〈
tanh(βJ

z∑
δ=1

Si+δ)

〉
= tanh(βzJm(t) + h) (3.8)

donc on se retrouve avec une équation di�érentielle qui décrit la dynamique du système

d'Ising du spin S = 1 :

τ
dm(t)

dt
= F (m, t) = −m(t) + tanh(βzJm(t) + h) (3.9)
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si
d

dt
→ 0 on retrouve l'expression de l'aimantation dans le cas statique en présence

d'un champ magnétique extérieur.

On peut dé�nir le paramètre d'ordre dynamique comme étant une moyenne temporelle

sur un intervalle ∆t, su�samment long, par :

M(T, h) = lim
∆t→∞

1

∆t

∫ ∆t

0

m(t)dt (3.10)

L'équation du mouvement (3.9) est résolue numériquement en utilisant la méthode

d'Adams Moulton predictor corrector [88], ceci permet d'analyser l'évolution de m en

fonction de t. Pour étudier le comportement du paramètre d'ordre M(T, h) en fonction

des paramètres de contrôles T et h, on fait appel à la méthode d'intégration de Simpson

[89].

En général les systèmes dynamiques sont sensibles aux conditions initiales, ainsi les

états stables sont in�uencés par des petites variations de l'aimantation m(0). le degré

de sensibilité est mesuré par l'exposant de Lyapunov [90] :

λ = lim
∆t→∞

1

∆t

∫ ∆t

0

∂F (m, t)

∂m
dt (3.11)

si λ < 0 la solution est stable.

3.3 Dynamique du système d'Ising : Spins mixtes (1, 3/2)

3.3.1 Modèle du système et méthode DMFA

Le modèle en question est composé de deux sous réseaux A et B dont les sites

sont occupés respectivement par les spins SA = 0,±1 et SB = ±1
2
,±3

2

Le système est soumis à un champ magnétique externe dépendant du temps dont le

hamiltonien s'écrit sous la forme suivante :

H = J
∑
<i,j>

SAi S
B
j +

N∑
i=1

Di

[(
SAi
)2

+
(
SBi
)2
]
−H(t)

N∑
i=1

(
SAi + SBi

)
(3.12)

où :
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� Le paramètre de couplage J est supposé positif pour favoriser l'interaction

d'échange antiférromagnétique entre les paires de spins plus proches voisins des

deux sous réseaux.

� Di est un champ cristallin aléatoire au site i, distribué selon la loi de probabilité

[79�82] :

P (Di) = 1/2 [δ(Di −D(1 + α)) + δ(Di −D(1− α))] (3.13)

D est une constante réelle et α est un paramètre positif sans dimension qui mesure

l'e�et de la �uctuation du champ cristallin.

� La première sommation dans (3.12) porte seulement sur les pairs de spin les

plus proches voisins, le second terme décrit l'e�et du champ cristallin D, alors

que le dernier terme représente l'interaction des spins avec le champ magnétique

oscillant H(t) = h0cos(ωt), h0 et ω = 2πν sont respectivement l'amplitude et la

fréquence angulaire du champ oscillant.

on note par Par {SXk } = (SX1 , . . . , S
X
k , . . . , S

X
N ) la con�guration des spins du sous

réseau X, (X = A ou B). Soit P({SXk }, t) la probabilité pour que le système soit dans

une con�guration {SXk }, à l'instant t, en �xant tous les spins de l'autre sous réseau.

Selon le formalisme de la référence (Réf.[29]) , la dynamique du système est régie par

l'équation maitresse suivante : :

d

dt
P({SXj }; t) = −

∑
j

∑
SXj 6=SXj′

wXj (SXj → SX
j′

)P(SXj ; t) (3.14)

+
∑
j

∑
SXj 6=SXj′

wXj (SX
j′
→ SXj )P(SX

j′
; t)

où la con�guration SX
j′
di�ère de SXj par le basculement de jème spin SXj du sous réseau

X, et wXj (SXj → SX
j′

) est la probabilité de transition du jème spin de la valeur SXj à

SX
j′
, il doit être déterminé de telle façon que l'ensemble s'approche de la distribution à

l'équilibre Pe(SXj )) quand t tend vers l'in�ni.
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Les taux de transitions doivent satisfaire la condition de la balance détaillée

wXj (SXj → SXj′ )Pe(SXj ) = wXj (SXj′ → SXj )Pe(SXj′ ) (3.15)

Puisque le système est en contact avec le réservoir thermique de température T , la

probabilité de transition peut être choisie selon la distribution de Boltzman : [91�93]

wXj (SXj → SX
j′

) =
1

τ

exp(−β∆E(SXj → SX
j
′ ))∑

SX
j
′
exp(−β∆E(SXj → SX

j′
))

(3.16)

où β = 1
kβT

la constante de Boltzman, kβ, est �xée à l'unité, T est la température

absolue,
1

τ
est le nombre de changement de spins par unité de temps et ∆E(SXj → SX

j′
))

représente la variation de l'énergie lors du basculement du spin SXj → SX
j′
.

En multipliant les deux membres de l'Eq. (3.16) par SX
j′

puis on calcul la moyenne

sur toutes les con�gurations possibles en tenant compte du désordre, exprimé par l'eq.

(3.13) , on obtient les équations suivantes :

Ω
d

dξ
MA = −MA − 1/2

{
2A

2B + eq
+

2A

2B + eq̃

}
(3.17)

Ω
d

dξ
MB = −MB − 1/4

{
3C + Ee2q

F +Ge2q
+

3C + Ee2q̃

F +Ge2q̃

}
(3.18)

où nous avons utilisé les notations suivantes :

- A = sinh(x), B = cosh(x),

- C = sinh(3y
2

), E = sinh(y
2
)

- F = cosh(3y
2

), G = cosh(y
2
)

- q = d(1+α)
T

, q̃ = d(1−α)
T

- x = zT−1(MB + h cos(ξ)), y = zT−1(MA + h cos(ξ))

- MX =< SX > est l'aimantation moyenne

ξ = ωt, T = 1/βJ , d = D/J , h = h0/zJ et Ω = τω = 2π. Le nombre de paires proches

voisins z est �xé à 4 .

En absence du champ magnétique extérieur et quand on fait tendre (ξ →∞) dans les
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équations (3.17) et (3.18), on retrouve les expressions des aimantations déjà établies

dans le cas d'étude du système en équilibre [18] .

Le point de départ de notre étude consiste à déterminer l'état fondamental du système.

Le résultat a été établi dans le chapitre( 2) qu'on récapitule dans le tableau suivant :

Paramètre α Phases Ligne de séparation

0 (1,− 3
2 ) , (0, 0) d = 2

0 < α < 0.6 (1,− 3
2 ) , (1,−1) d = 2

1+α

(1,−1) , ( 12 ,−
1
2 ) d = 6

3−α

( 12 ,−
1
2 ) , (0, 0) d = 2

1−α

0.6 < α < 1 (1,− 3
2 ) , (1,−1) d = 2

1+α

(1,−1) , ( 12 ,−
1
2 ) d = 6

3−α

( 12 ,−
1
2 ) , (0, 0) d = 2

1−α

(1,−1) , ( 12 ,−1) d = 4
1+α

α = 1 (1,−1) , ( 12 ,−
1
2 ) d = 1

1−α

(1,− 3
2 ) , (1,−1) d = 2

1+α

(1,−1) , ( 12 ,−1) d = 4
1+α

α > 1 (1,−1) , ( 12 ,−
1
2 ) d = 1

1−α

(1,− 3
2 ) , (1,−1) d = 2

1−α

(1,−1) , ( 12 ,−1) d = 4
1−α

Table 3.1 � les phases statiques de l'état fondamentale T = 0 du système d'Ising de spins mixtes (1, 3/2) [18]

3.3.2 Diagrammes de phases dynamiques

Les équations de mouvement (3.17) et (3.18) obtenues à partir de l'équation

maîtresse ont été résolues en utilisant l'approximation du champ moyen. De ce fait,

les états d'équilibre du système peuvent être examinés en fonction de la température

réduite T = 1/βJ et des champs réduits d = D/J et h = h0/zJ . Les équations sont

résolues numériquement par la méthode predictor-corrector de Adams Moulton [88]

avec l'intégration de Simpson [89]. En général, les solutions des systèmes dépendent des

conditions initiales des aimantations MA(ξ) et MB(ξ). Le choix pertinent de certains

paramètres permet au système de passer d'un régime transitoire à un régime permanent

où les solutions des eqs. (3.17) et (3.18) deviennent stationnaires. Le paramètre d'ordre
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dynamique opté est l'aimantation moyenne pour les deux sous réseaux :

ma =
1

2π

∫ 2π

0

MA(ξ)dξ, mb =
1

2π

∫ 2π

0

MB(ξ)dξ (3.19)

Un balayage de toutes les solutions possibles montre que le système présente toutes les

phases mixtes observées dans le cas statique [18] à savoir : P = (0, 0), F1 = (1,−3/2)

,F2 = (1,−1), F3 = (1/2,−1/2) et F4 = (1/2,−1). Les autres solutions sont à l'origine

dynamique, on en trouve sept qui sont données par les phases de coexistence (ou phases

dynamiques) : F1 + P, F2 + P, F3 + P, F4 + P, F1 + F2, F1 + F3 et F2 + F3.

Dans le but d'analyser le comportement des transitions de phases dynamiques du

système, on examine l'impact du champ cristallin sur la température critique réduite

en prenant une variété de valeurs du paramètre α. On distingue les cas de champs

magnétiques faibles et forts.

D'après la �gure (Fig. 3.1), on constate que les phases de coexistence apparaissent

pour les valeurs faibles et fortes du champ magnétique extérieure h. L'aire des régions

de coexistence augmente avec l'intensité de h. En e�et, pour α = 0, et h = 0, 02

(Fig.3.1a), le système exhibe une phase paramagnétique P , une phase mixte F1 et

quatre régions de coexistences (F1 + F3), (F2 + F3), (F2 + P ) et (F3 + P ). Le passage

entre ces phases est discontinu jusqu'à une température réduite T = 0.76. Au de là de

cette température, une seule transition de second ordre apparait et sépare les phases

P et F1. Cette situation est marquée par l'existence d'un point tricritique et deux

points triples. En augmentant l'intensité du champ magnétique, h = 1, (Fig.3.1b), les

diagrammes de phases subissent une modi�cation considérable, on distingue ainsi cinq

phases : F3, (F1+P ), (F2+P ), (F3+P ) et une phase paramagnétique P. La phase mixte

F3 est séparée de la phase paramagnétique P par une ligne de transition de second ordre

et la phase de coexistence (F3 + P ) est séparée de la phase paramagnétique par des

lignes de transitions de premier et second ordre. Dans les autres cas, les transitions sont

du premier ordre. Le système présente également un point tricritique et deux points

critiques isolés. Lorsqu' on se place à des températures élevées, le modèle manifeste un
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comportement de réentrance qui fait passer le système de la phase (F1 + P ) à l'état

désordonnée P puis à la phase (F3 + P ) et de la phase (F3 + P ) à la phase F3 puis à

la phase P .
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(a) (b)

)

(c) (d)

(e) (f)

(g)

Figure 3.1 � diagramme de phases dynamiques du système d'Ising de spins mixtes spin-1 spin-3/2 dans le plan (d, T )
pour di�érentes valeurs du paramètre α. on distingue le cas d'application d'un champ oscillant faible et fort. Les

points tricritiques et isolés sont représentés successivement par des grands et petits carrés. Les points triples sont

indiqués par des cercles pleins.
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Pour 0 < α ≤ 1, les transitions entre la phase ferrimagnétique F1 et la phase

paramagnétique P sont continues (Fig. (3.1)-c-d-e-f). Toutefois, à basse température

et pour des valeurs faibles du champ magnétique, le système exhibe dans (Fig. (3.1)c)

cinq phases : F1, F2, (F2 + F3), F3, et P , dans ce cas les phases F1 et F2 sont séparées

par une ligne de transition du premier ordre qui se termine par un point critique isolé

(d = 1.4, T = 0.04). Si on augmente l'intensité du champ magnétique, on remarque

que la phase paramagnétique apparait à basse température et coexiste avec une phase

mixte comme illustré dans les �gures (Fig. (3.1)-d-e-f).

Pour les grandes valeurs du paramètre α > 1, on se retrouve avec une autre topologie

de diagrammes de phases.

Les régions de coexistence surgissent seulement pour des champs magnétiques

h ≥ 0.51, les phases de coexistence, (F2 + P ), (F4 + P ) apparaissent à la fois dans les

deux régions de valeurs positives et négatives du champ cristallin d, comme montré dans

(Fig. 3.1g) pour α = 1.5 et h = 0.6. Une fois la température augmente, les phases de

coexistence disparaissent et donnent lieu à une phase mixte dominante F1. Elle sépare

deux phases désordonnées par une ligne de transition de second ordre se terminant par

deux points tricritiques de coordonnées (d = −9.3, T = 1.34) et (d = 1.62, T = 1.31).

On note que toutes les phases de coexistence sont séparées par des lignes de transition

du premier ordre avec l'apparition de deux points triples et un point critique isolé.

Il est important d'ajouter dans le cas où α > 1, le système devient très sensible aux

modi�cations de l'intensité du champ magnétique réduit et il devient très perturbé

pour h > 0.9.

3.3.3 Comportement thermique de l'aimantation

Dans cette section on se propose d'étudier l'in�uence de la température et

du champ cristallin sur le comportement des aimantations partielles en présence d'un

champ magnétique extérieur oscillant. Pour ce faire, on représente sur la (Fig. 3.2) ,

les aimantations partielles ma et mb en fonction de la température pour une valeur �xe
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du paramètre α = 0 et pour une série de valeurs du champ cristallin. Dans le cas où le

système est exposé à un champ magnétique d'intensité faible h = 0.02, on observe des

transitions de second ordre avec l'existence d'une seule phase ordonnée pour d < 1.87,

comme il est montré dans (Fig. 3.2a) pour α = 0 et d = 1.8. Au dessus de cette valeur,

les transitions du premier ordre commencent à apparaitre et le système démarre avec

des phases de coexistence (F1 + F3) (Fig. 3.2b) et (F2 + F3) (Fig. 3.2c). La phase

paramagnétique se manifeste pour la première fois à partir de d = 2 et coexiste avec

la phase F3, au delà de cette valeur, la phase paramagnétique coexiste avec d'autres

phases à partir de T = 0. Par exemple, comme l'on remarque sur la �gure (Fig. 3.2d),

la phase P coexiste avec la phase F2 et la phase F3 respectivement dans les intervalles

T ≤ 0.59 et T > 0.59.

Si on augmente l'intensité du champ magnétique h (Fig.3.2), la phase paramagnétique

coexiste avec d'autres phases et disparait à partir de d = 1.19. Comme on l'observe

sur les (Figs. 3.3.c-d), le système exhibe pour T > 0.31 une phase paramagnétique

séparant les phases de coexistence. En outre, le passage de la phase paramagnétique à la

phase de coexistence (F3 + P ) peut être continu (Fig. 3.3c) ou discontinu (Fig.3.d)

et le système se désordonne complètement à partir d'une valeur critique du champ

cristallin d = 2.03.
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Figure 3.2 � Comportement des aimantations partielles ma et mb en fonction de la température réduite T pour

α = 0 et h = 0.02.

Figure 3.3 � Comportement des aimantations partielles ma et mb en fonction du champ cristallin réduit d pour

α = 0 st h = 1.
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Par ailleurs, pour la valeur, α > 1, le système exhibe respectivement un com-

portement réentrant opposé pour le premier et second ordre, en e�et, la (Fig. 3.4a),

tracée pour α = 1.5 et h = 0.6, a�che deux points critiques consécutifs du premier

ordre donnés par les coordonnées (d1 = −11, T1 = 0.5), et (d1 = 2.1, T1 = 0.5). Alors

que (Fig. 3.4.b), montre deux points critiques consécutifs du second ordre donnés par

les coordonnées (d1 = −8.8, T1 = 2), et (d2 = 2.4, T2 = 2).

Figure 3.4 � Variation des aimantations partielles ma et mb en fonction du champ cristallin réduit d pour α = 1.5 et

h = 0.6 pour des valeurs choisies de la température réduite T = 0.5 et 2, les �gures (a) et (b) exhibent le phénomène

réentrant opposé.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié, en utilisant MFA, l'e�et du champ cristallin

aléatoire sur les états stationnaires du système mixte ferrimagnétique spin-1 et spin-

3/2, sous l'in�uence d'un champ magnétique externe oscillant et dépendant du temps

par la dynamique stochastique de Glauber. Pour résoudre les équations du champ

moyen dynamiques obtenues à partir de l'équation maîtresse, nous avons utilisé la

méthode d'Adams Moulton predictor-corrector. En outre, l'aimantation moyenne, qui

est le paramètre dynamique, est calculée par l'intégrale de Simpson. L'e�et du champ

cristallin aléatoire sur l'aimantation et les diagrammes de phase sont explorés en détail.

Suivant les valeurs du champ magnétique h et les paramètres α, T et d, le système

présente des transitions de phases dynamiques du premier et deuxième ordre et une
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panoplie de phases de coexistence apparaissent avec l'existence des points tricrtiques

dynamiques, points critiques isolés, les points triples dynamiques. Le système exhibe

aussi le phénomène de réentrances pour α = 0 et α > 1. Nous avons constaté aussi,

que le système et très sensible aux modi�cations de l'intensité du champ magnétique

réduit, il devient très perturbé si h > 0.6.
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Chapitre 4

Transition de phase dynamique pour

le modèle d'Ising semi-in�ni avec un

volume S = 1 et une surface libre σ = 1
2

sous un champ magnétique oscillant

Dans ce chapitre on propose d'étudier la dynamique du modèle d'Ising semi-in�ni en

présence d'un champ magnétique oscillant en se basant sur l'approximation du champ

moyen et en utilisant la méthode de Glauber de type stochastique. La surface et le

volume du système seront occupés respectivement par les spins σ = 1/2 et S = 1.



Chapitre 4 68

Introduction

Expérimentalement un système physique réel est limité dans l'espace par des sur-

faces libres dont les propriétés physiques sont di�érentes de celles du volume. De point

de vue transition de phase, le volume peut induire des transitions de phases sur la sur-

face mais le contraire ne peut se produire car le nombre d'atomes du volume est plus

important que celui de la surface. De tels systèmes sont appelés : systèmes semi in�ni.

D'autre part, plusieurs matériaux présentent des transitions de phase du premier ordre

dans le volume, ce comportement physique n'a pas suscité l'intérêt des théoriciens ou

des expérimentateurs du fait de l'absence des exposants critiques. Toutefois cette situa-

tion peut être inversée dans le cas de la surface, où les transitions de phase deviennent

continues et les exposants critiques divergent, dans certains cas la surface transite avant

le volume du fait de renforcement des interactions entre les atomes de la surface. Par

exemple, on a observé expérimentalement que la surface des éléments Cr, Co, Ni, Tb et

Gd est ordonnée à une température critique supérieure à celle du volume [94�96]. En

e�et, dans ces systèmes on trouve deux interactions d'échange, à savoir les paramètres

de couplage de surface Js et de volume Jb. A l'équilibre et lorsque
Js
Jb

est inférieur à

une valeur critique, la surface et le volume s'ordonnent à la même température, il s'agit

d'une transition ordinaire. Si
Js
Jb

est supérieur à cette valeur critique, deux types de

transitions de phase apparaissent, la surface s'ordonne à une température plus élevée

que le volume appelée transition de surface suivie d'une transition de volume qu'on ap-

pelle transition extraordinaire [94; 97; 98]. Depuis, plusieurs auteurs se sont intéressés

à l'exploration des systèmes en utilisant plusieurs approches telles que l'approximation

du champs moyen [99�101] la théorie du champs e�ectif [102] la méthode du groupe de

renormalisation [103; 104] et la simulation de Monte Carlo [105�107].

Dans le cas des systèmes hors équilibre la surface peut être ordonnée même si le vo-

lume se trouve dans une phase désordonnée, en plus, la perturbation du système par

un champ magnétique oscillant extérieur permet d'obtenir de nouvelles phases dyna-
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miques avec la manifestation des points multicritiques. Ces résultats ont été explorés

en détail dans le cas des systèmes semi-in�nis constitués de spin S = 1/2 en présence

d'un champs magnétique oscillant [108].

Dans le même contexte, P.Riego [109] a montré que les caractéristiques des transitions

de phase dynamiques sont qualitativement di�érentes de celles des transitions de phases

thermodynamiques. En e�et les �uctuations metamagnétiques et la taille des exposants

critiques dépendent fortement de l'amplitude du champs magnétique oscillant

4.1 Formulation du modèle

Le modèle d'Ising semi-in�ni considéré et dé�ni sur un réseau cubique dont la

surface est occupée par le spin σ = 1/2 et le volume par S = 1. le hamiltonien s'écrit :

H = −js
∑
<ij>

σiσj − jb
∑
<ik>

σiSk − jb
∑
<kl>

SkSl −∆b

∑
i

S2
i +H(t)

(∑
i

σi +
∑
k

Sk

)
(4.1)

Les trois premières sommations portent sur toutes les paires de spins les plus proches

voisins. js et jb sont respectivement les constantes de couplage entre les spins de la

surface et ceux du volume supposées positives, on posera par la suite r =
js
jb
, h =

H0

jb

et d =
∆b

jb
. Les spins du volume sont en interaction avec leurs environnement cristallin,

cette interaction est exprimée par le champ cristallin ∆b. H(t) représente le champ

magnétique oscillant donné par :

H(t) = H0 cos(ωt) (4.2)

H0 et ω = 2πr sont respectivement l'amplitude et la fréquence angulaire du champ

oscillant. Le système est toujours maintenu en contact avec un réservoir thermique de

température TA et évolue selon la dynamique de Glauber de type stochastique. Soient

PS(σ1, σ2, . . . ; t) et PB(S1, S2, . . . ; t) les probabilités que la surface S et le volume B

soient respectivement dans les con�gurations (σ1, σ2, . . .) et (S1, S2, . . .) à l'instant t.
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La dynamique du système est régie selon l'équation maîtresse suivante :

d

dt
Pα(q1, q2, . . . ; t) = −

∑
jWα(qj → q′j)Pα(q1, q2, . . . , qj, . . . ; t)

+
∑

jWα(q′j → qj)Pα(q1, q2, . . . , q
′
j, . . . ; t),

(4.3)

où α = S, B et qj = σj, Sj et Wα(q′j → qj) est la probabilité de transition par unité

du temps entre deux con�gurations lors du retournement du spin qj → −qj [91; 92].

Le premier terme du membre droit de l'équation (4.3) exprime une perte de probabilité

lorsque le spin qj est basculé vers q′j, tandis que le second terme représente un gain de

probabilité pour la con�guration lorsque le spin q′j passe à qj.

Étant donnée que le système est en contact avec un réservoir thermique, la probabilité

de transition doit être exprimée en fonction du poids de Boltzman de telle façon que

l'ensemble s'approche de la distribution à l'équilibre P e
α (q1, q2, . . . , qj, . . . ). Elle doit

satisfaire la condition du bilan détaillé microscopique :

Wα(q′j → qj)

Wα(qj → q′j)
=
P e
α(q1, q2, . . . , qj, . . . )

P e
α(q1, q2, . . . , q′j, . . . )

(4.4)

En utilisant les équations (4.3) et (4.4) , on peut montrer que les aimantations

moyennes véri�ent les équations suivantes [110].

τ
d

dt
〈σi(t)〉 = −〈σi〉+

〈
1

2
tanh

β

2

[
js

4∑
j=1

σj + jbS +H0 cos(ωt)

]
t

〉
(4.5)

τ
d

dt
〈Si(t)〉 = −〈Si〉+

〈
2 sinh β

[
jb
∑6

j=1 Sj +H0 cos(ωt)
]

2 cosh β
[
jb
∑6

j=1 Sj +H0 cos(ωt)
]

+ e
−β∆b
T

〉
(4.6)

où β = 1
kβTA

et kβ est la constante de Boltzmann. τ est le temps de relaxation du spin

vers son état d'équilibre.

L'approximation du champ moyen permet de développer les expressions 4.5 et 4.6 pour

obtenir :

Ω
dms

dξ
= −ms +

1

2
tanh

[
1

2T
(4rms +mb + h cos ξ)

]
. (4.7)
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Ω
dmb

dξ
= −mb +

2 sinh
[

1
T

(6mb + h cos ξ)
]

2 cosh
[

1
T

(6mb + h cos ξ)
]

+ e
−d
T

(4.8)

où ms = 〈σs〉, mb = 〈σb〉, Ω = τω = 2π, ξ = ωt, T =
1

β
, h =

H0

Jb
, d =

∆b

Jb
et r =

JS
Jb

.

Les équations (4.7) et (4.8) ne sont pas linéaires et ne sont résolubles qu'avec

des méthodes numériques. Souvent, ces équations font références dans la littérature

[111�115] aux systèmes dynamiques, selon l'approche du champ moyen, on les appelles

équation du mouvement dynamiques.

De ce fait, les états d'équilibre du système peuvent être trouvés en fonction de T , r

et h. La résolution numérique des équations du mouvement fait appel à la méthode

d'Adams Moulton predictor corrector [88] avec l'intégrale de Simpson [89]. En général,

les solutions dynamiques sont sensibles aux conditions initiales des aimantations. Ainsi,

le système passe par un régime transitoire avant d'atteindre un état stationnaire. Le

paramètre dynamique opté dans notre cas est l'aimantation moyenne sur une période,

il est donné par :

M =
1

2π

∫ 2π

0

m(ξ)dξ (4.9)

4.2 Diagrammes de phases dynamiques

Dans un premier temps on présente les diagrammes de phases dans le plan (T, h)

pour des valeurs choisies de d et r. Dans les Figs. 4.1 et 4.2, les lignes continues et

discontinues représentent respectivement les transitions de second et premier ordre. Les

points tricritiques dynamiques sont dénotés par des cercles ouverts.
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(a) (b)

Figure 4.1 � Diagrammes de phases dynamiques du système semi-in�ni dans le plan (T, h). (a) d = −3.7, r = 1, et (b)
d = −2, r = 1 Les lignes solides et pointillées sont respectivement les lignes de transitions du second et du premier
ordre. Les points tricritiques dynamiques sont indiqués par des cercles ouverts. Les symboles SP , BP , SF et BF
désignent respectivement, la surface paramagnétique, le volume paramagnétique, la surface ferromagnétique et le
volume ferromagnétique.

(a) (b)

Figure 4.2 � Diagrammes de phases dynamiques du système semi-in�ni dans le plan (T, h).(a) d = −3.5, r = 4, et (b)
d = −3.5, r = 6. Les lignes pointillées et solides sont respectivement les lignes de transitions du second et du premier
ordre. Les points tricritiques dynamiques sont indiqués par des cercles ouverts. Les symboles SP , BP , SF et BF
désignent respectivement, la surface paramagnétique, le volume paramagnétique, la surface ferromagnétique et le
volume ferromagnétique.

Dans le cas où les constantes de couplage de volume et de surface r = 1, on constate

que pour des valeurs négatives du champ cristallin et à basse température le système

est complètement ordonné. La (Fig. 4.1-a) tracée pour d = −3.7 et r = 1 montre

que la phase (BP, SF ) sépare les phases (BF, SF ) et (BP, SP ) respectivement par
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des lignes de transition du premier et de second ordre. Cette situation est marquée par

l'existence d'un point tricritique dynamique qui apparait à h = 1.72. Par ailleurs, l'aug-

mentation du champ cristallin d (Fig. 4.1.b) fait disparaitre la transition dynamique

extraordinaire et la phase (BF, SF ) devient dominante et sépare la phase (BP, SP )

par une ligne de transition de second ordre qui se termine par un point tricritique.

D'autre part, si les interactions de la surface sont plus grandes que celles du volume

r > 1 (Fig. 4.2-a), on observe que la phase complètement ordonnée (BF, SF ) ap-

parait, pour des valeurs négatives du champ cristallin, dans deux régions séparées et

transitent vers la phase (BP, SF ) de manière discontinue d'une part et continue d'autre

part (Fig. 4.2-a). Ces transitions sont quali�ées extraordinaires. En augmentant ces

interactions (Fig. 4.2-b), on observe la même topologie avec un rétrécissement de la

phase (BF, SF ).

Lorsque le champ cristallin devient important (Fig. 4.3), on remarque que la

phase complètement ordonnée gagne de l'espace au détriment de la phase (BP, SF ).

Les transitions extraordinaires peuvent être du premier ou de second ordre avec ou

sans apparition d'un point tricritique, comme montré respectivement dans les (Figs.

4.3-a-b). Finalement, d'après la (Fig. 4.4) le système présente une transition de phase

dynamique ordinaire pour h < 4.51, alors que, lorsque h > 4, 51, le système présente

successivement une transition dynamique extraordinaire de second ordre terminée par

un point tricritique (ttc = 2, 79, htc = 4, 62) et une transition de surface qui se termine

par un point tricritique (ttc = 1, 78, htc = 6, 35).
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(a) (b)

Figure 4.3 � Diagrammes de phases dynamiques du système semi-in�ni dans le plan (T, h). Les lignes pointillées et
solides sont respectivement les lignes de transitions de phases de premier et second-ordres. Les points tricritiques
dynamiques sont indiqués par des cercles ouverts, (a) d = −2, r = 4 , et (b) d = 2, r = 6.

Figure 4.4 � Diagrammes de phases dynamiques du système semi-in�ni dans le plan (T, h). Les lignes pointillées et
solides sont respectivement les lignes de transitions de phases de premier et second-ordres. Les points tricritiques
dynamiques sont indiqués par des cercles ouverts, pour d = 2, r = 4.

Pour bien comprendre l'e�et des interactions du volume et de la surface sur le comporte-

ment dynamique du système, on propose de visualiser sur la (Fig. 4.5) la température

critique réduite en fonction du champ cristallin réduit en présence d'un champ magné-

tique faible h = 0.05 et pour une série de valeurs de r = 0.3, 1, 3 et 6. on peut distinguer

trois types de diagrammes de phases. Dans le premier type (Fig. 4.5a,b), le système

présente des transitions de phases ordinaires où le volume et la surface s'ordonnent

à la même température. Les transitions sont données par une ligne de transition de
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second ordre et une ligne de transition du premier ordre qui sont reliées par un point

tricritique. En baissant la température, le volume est désordonné mais la surface reste

ordonnée, la ligne de transition extraordinaire correspondante est du premier ordre,

Cette situation est observé pour r ≤ 1 avec l'apparition de deux points tricritiques.

Dans le cas où les interactions de la surface deviennent importantes par rapport à celles

du volume r > 1, on constate que la phase (BP, SF ) devient large et la transition ex-

traordinaire est marquée par une ligne de transitions de second ordre se terminant avec

un point tricritique dynamique. Dans tous les cas, on remarque que le système subit

une transition de surface de second ordre en passant de la phase (BP, SF ) à la phase

(BP, SP ).

(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.5 � Diagrammes de phases dynamiques du système semi-in�ni dans le plan (Tc, d) pour h = 0.05, (a)
r = 0.3, (b) r = 1, (c) r = 3 , et (d) r = 6. Les lignes pointillées et solides sont respectivement les lignes de transitions
de phases de premier et second-ordres. Les points tricritiques dynamiques sont indiqués par des cercles ouverts.
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4.3 Paramètre d'ordre dynamique et trajectoires dans l'espace

des phases

On soumis le système à un champ magnétique faible et on visualise sur la (Fig.

4.6) les aimantations partielles MS et MB en fonction de la température pour un

couplage r = 1. On constate queMS présente une transition de phase de premier ordre

dans l'intervalle −3.3 ≤ d ≤ −3 et de second ordre ailleurs (Fig.4.6a). Dans le cas du

volume, les transitions de phase sont de premier ordre pour d ≤ −3 (Fig.4.6b). Ceci

est en conforme avec les résultats de la �gure (Fig.4.5-b).

En augmentant l'intensité du champ magnétique, le volume passe à une phase

désordonnée Mb = 0, alors que la surface est maintenue dans un état ferromagnétique

avant qu'elle passe dans un état désordonnée à haute température (Fig. 4.6c).

Dans le cas où le couplage de la surface est supérieur à celui du volume (Fig.

4.6d) et en présence d'un champ magnétique moyen h = 0.5, le volume passe à la phase

paramagnétique avant la surface, la transition du premier est marquée par un point

tricritique, tandis que la transition de la surface se fait de manière continue. Lorsque le

système est exposé à un champ fort, h = 7, comme montré dans la �gure (Fig. 4.6e),

la surface se désordonne de façon discontinue alors que le volume est complètement

désordonné.
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figure 4.6 � Les aimantations de la surface (a) et du volume (b) en fonction de la température pour r = 1 et h = 0.05
et pour une série de valeurs du champ cristallin.Une transition discontinue de la surface est observée en (c) pour
d = −3.7, r = 1 et h = 1.5 et devient continue pour des valeurs élevées de h et r (e). Une transition extraordinaire est
représentée sur (d) pour d = −3.5, r = 4 et h = 0.5.
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d'autre part et dans le but de distinguer les phases dynamiques de celles statiques on

se propose d'exploiter les solutions du système dans l'espace des phases (ṁ = dm
dt
,m).

On peut identi�er deux types de solutions : le premier type est représenté dans le

diagramme de phase par des points �xes obtenus à basse température et pour des

valeurs faibles du champ magnétique. Les solutions du second type sont représentées

par des cycles limites dont la largeur augmente avec la température et les valeurs du

champ magnétique et cristallin. Sur la (Fig. 4.7) on visualise le comportement de

ṁ(t) en fonction de m(t) lorsque le système est soumis à un champ magnétique faible

h = 0.05 et élevé h = 3..

Les (Figs. 4.7a-b) tracées pour h = 0.05, r = 1 et d = 2 à basse et haute températures

(T = 0.02 et T = 2.5) montre que les phases ferromagnétiques MS = 1,MB = 1/2 sont

représentées par des points �xes, l'augmentation du champ h = 3 (Fig. 4.7c), montre

que les phases ordonnées de la surface et du volume sont représentées respectivement

par un cycle limite et un point �xe, ce résultat est en accord avec la (Fig. 4.1b). Si

on augmente d'avantage l'intensité du champ magnétique, comme indiqué par la (Fig.

4.8) pour h = 11, r = 6 et T = 6, on obtient un cycle limite large centré autour du

point zéro, il représente la phase paramagnétique du volume.
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(a)

(b)

(c)

Figure 4.7 � Solutions pour di�érentes conditions initiales avec r = 1 et d = −2 Figures (a) et (b) sont respectivement
tracées pour h = 0.05 et les valeurs choisies de T = 0.02 et T = 2.5. Figure (c) est tracée pour h = 3 et T = 0.05. Les
points �xes correspondants et les cycles limites sont représentés sur l'espace des phases.
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Figure 4.8 � Solutions du système dans l'espace des phases en présence d'un champ magnétique fort pour r = 6,
d = −3.5 et T = 6. le système est très perturbé une phase paramagnétique représentée par une ellipse centrée autour
du point zéro.

4.4 Conclusion

En utilisant la méthode MFA, nous avons étudié les propriétés magnétiques du

modèle d'Ising semi-in�ni dont la surface et le volume sont occupés respectivement

par les spins σ = 1/2 et S = 1. Plus précisément nous nous somme intéressé à exami-

ner l'e�et du champ cristallin sur les états stationnaires du système en présence d'un

champ externe oscillant par la dynamique de Glauber-type stochastique. Nous avons

montré que le système exhibe une variété riche de topologie des diagrammes de phase

incluant des phases (BP, SF ), (BF, SF ) et (BP, SP ) et des transitions de phases dyna-

miques ordinaires et extraordinaires. Par ailleurs, les diagrammes de phases dépendent

essentiellement de la compétition entre des paramètres de contrôle du système à savoir

le champ cristallin, le champ magnétique et les constantes de couplage, en e�et nous

avons constaté que le système peut exhiber une transition extraordinaire pour des va-

leurs bien choisie de paramètres ci-dessus. Par exemple dans le cas où l'intensité du
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champ magnétique réduit est faible et si les constantes du couplage de la surface sont

inférieures à celles du volume r ≤ 1, le système présente une transition extraordinaire

du premier ordre. Si les interactions de la surface deviennent importantes r > 1, la

transition extraordinaire est de second ordre et se termine avec un point tricritique dy-

namique. Dans le cas où le système est soumis à un champ magnétique fort, la présence

de la phase extraordinaire dépend de la compétition entre le champ cristallin réduit

et le facteur r =
Js
Jb
. La phase extraordinaire disparait complètement si le système est

soumis à un champ magnétique très fort.

D'autre part, l'investigation des trajectoires dans le diagramme des phases a révélé

l'existence des phases statiques et dynamiques qui sont représentées successivement

par des points �xes et des cycles limites. Ces trajectoires dépendent de la valeurs des

champs magnétique et cristallin et de la température.
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Conclusion générale

Dans cette thèse nous avons mené une étude théorique sur le comportement

magnétique et thermique des systèmes d'Ising de spins mixtes. Dans un premier temps,

nous avons introduit des généralités sur les transitions de phase des systèmes magné-

tiques, les modèles de spin et les méthodes utilisées. Ensuite, nous avons déterminé

l'in�uence du champ cristallin aléatoire sur les propriétés thermique et magnétique et

sur les transitions de phases d'un système d'Ising de spins mixtes (1, 3/2). En troisième

lieu nous avons étudié l'impact d'un champ cristallin aléatoire sur le système d'Ising de

spins mixtes (spin-1 et spin-3/2) en présence d'un champ magnétique extérieur dépen-

dant du temps, dans ce cas nous avons utilisé la dynamique stochastique de Glauber

et l'approximation du champ moyen. Après, nous avons utilisé la même dynamique et

la même méthode pour traiter l'e�et du champ cristallin, l'e�et du champ oscillant et

l'impact des constantes de couplage sur un système semi in�ni dont la surface et le

volume sont occupés respectivement par les spins σ = 1/2 et S = 1.

Ce travail de thèse a fait objet de trois contributions scienti�ques :

Dans la première contribution, nous avons déterminé les diagrammes de phase

dans le plan(tc, d) pour observer l'in�uence du champ cristallin sur les transitions pour

des valeurs précises du paramètre α. Les résultats obtenus montrent que le système pré-

sente une variété des lignes de transition de premier et de second ordre avec l'apparition

des point triples, tricritiques. A très basse température , le système exhibe des lignes

de transition de premier ordre qui se terminent par des points critiques isolés, mais
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elles disparaissent avec l'augmentation de la température. Nous avons observé aussi,

que le phénomène important de compensation dépend fortement du champ cristallin d

et de son caractère aléatoire exprimé par le paramètre α. Les points de compensation

apparaissent seulement dans les intervalles 0 ≤ α ≤ 0.31 et 1.931 ≤ d ≤ 2.222, le sys-

tème peut faire apparaitre un, deux ou trois points de compensation, mais nous avons

omis le dernier résultat en raison de la très faible valeur des aimantations partielles.

Nous avons donné également la classi�cation de Néel pour véri�er l'existence ou non

du phénomène de compensation.

Dans la deuxième contribution, nous avons examiné, en utilisant l'approximation

du champ moyen, l'e�et du champ cristallin aléatoire sur les états stationnaires du sys-

tème mixte ferrimagnétique spin-1 et spin-3/2, sous l'in�uence d'un champ magnétique

externe oscillant en faisant appel à la dynamique stochastique de Glauber. Pour ré-

soudre les équations du champ moyen dynamiques obtenues à partir de l'équation maî-

tresse, nous nous sommes servis de la méthode d'Adams Moulton predictor-corrector.

L'aimantation moyenne, qui est le paramètre dynamique, est calculée par l'intégrale

de Simpson. L'e�et du champ cristallin aléatoire sur l'aimantation et les diagrammes

de phases a été exploré en détail, suivant les valeurs du champ magnétique h et les

paramètres α, T et d, le système présente des transitions de phases dynamiques du

premier et deuxième ordre et une panoplie de phases de coexistence apparaissent avec

l'existence des points tricritiques dynamiques, points critiques isolés les points triples

dynamiques. Le système exhibe aussi le phénomène de réentrance normale et opposé en

absence et en présence du caractère aléatoire du champ cristallin. Nous avons constaté

que le système et très sensible aux modi�cations de l'intensité du champ magnétique

réduit, il devient très perturbé pour des champ oscillant forts.

Le dernier travail a été dédié à l'étude des transitions de phase dynamique

du modèle d'Ising semi-in�ni avec un volume de spin S = 1 et et une surface de

spin σ = 1/2. Le système exhibe une variété de topologies de diagrammes de phase
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(BP, SF ), (BF, SF ) et (BP, SP ). De plus, Nous avons montré que le système manifeste

une transition extraordinaire de second ordre, qui se termine par un point tricritique,

pour r =
JS
JB
≥ 1 et de premier ordre pour r < 1. D'autre part, la représentation des

trajectoires dans l'espace des phases a permis de distinguer entre les phases dynamiques

et statiques représentées respectivement par des cycles limites et des points �xes.

Toutefois, le travail réalisé n'est qu'un début d'autres avenues de recherche, il serait

intéressant d'entreprendre ces études en utilisant d'autres techniques et d'autres mé-

thodes (champ e�ectif, simulation Monte-Carlo...). Nous projetons aussi d'utiliser ces

modèles théoriques pour comprendre le comportement magnétique et thermique des

nano-particules et des composés magnétiques.
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