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Résumé

Ce travail porte sur la caractérisation des différents types d’algebres par
les fonctions qui operent sur elles.

La premiere partie trouve son origine dans les travaux de A. El Kinani qui
prolongent, au cas des algebres de Banach complexes unitaires, les résultats
de Y. Katznelson obtenus dans le cas des algebres de Banach complexes uni-
taires semi-simples et commutatives. Ainsi, nous examinons d’abord, 'opé-
ration spectrale, dans les algebres complexes unitaires, non nécessairement
topologiques. Nous abordons ensuite le cas des algebres topologiques. En op-
tant pour une démarche similaire a celle de I'opération spectrale, nous four-
nissons une étude de l'opération faible tout en comparant certains résultats
obtenus. Nous avons examiné également l'opération au sens de Katznelson
dans les algebres localement convexes, et fourni un théoreme de structure
des algebres m-convexes unitaires commutatives semi-simples completes de
dimension dénombrable.

La deuxieme partie est consacrée a ’étude de la question suivante : Existe-
t-il des classes d’algebres ou le résultat de I. Kaplansky suivant reste valide 7
”Si A est une algebre de Banach complexe dont le spectre de chaque élément
est fini, alors A est de dimension finie modulo son radical de Jacobson ”.
Nous fournissons un exemple d’une Q-algebre m-convexe unitaire commu-
tative complete semi-simple spectralement finie dont le radical de Jacobson
n’est pas de codimension finie. Ensuite, nous montrons que pour la classe
des algebres de Fréchet, la réponse a la question posée est positive. Puis,
nous montrons que si A est une Q-algebre de Fréchet unitaire spectralement
finie sans éléments quasi-nilpotents non nuls, alors A est isomorphe a C™ ou
n € N*. On établit, également que toute algebre complexe unitaire algébrique
sans éléments nilpotents non nuls est commutative et semi-simple. Nous don-
nons a la fin, sous forme d’annexe, un résultat donnant la structure d’une

Q-algebre de Fréchet unitaire A vérifiant : Az? = Ax, pour tout x dans A.

Mots-clefs (5) : Algebres de Banach, Algebres localement convexes, Q-algebres,
Algebres de Fréchet, Algebres spectralement finies.
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Abstract

This work focuses on characterizing the different types of algebras through
the functions that operate on them.

The first part is based on the work of A. El Kinani, which extends the
results of Y. Katznelson to the case of complex unital Banach algebras. We
examine the spectral operation first in complex unital algebras, which may
not necessarily be topological. Then we move on the case of topological al-
gebras. Following a similar approach to the spectral operation, we provide
a study of the weak operation while comparing certain results obtained. We
also examine the operation in the sense of Katznelson in locally convex al-
gebras and a structure result concerning semi-simple commutative complete
m-convex unital algebras of countable dimension is also given.

The second part is dedicated to studying the following question : Are
there classes of algebras where I. Kaplansky’s result, stating that ”"If A is a
complex Banach algebra whose spectrum of each element is finite, then A is
of finite dimension modulo its Jacobson radical” remains valid 7 We provide
an example of a complete spectrally finite commutative unital m-convex Q-
algebra, whose Jacobson radical is not of finite codimension. Then, we showed
for the Fréchet algebra class, the answer to the question posed is positive.
Next, we show that if A is a unital Q-Fréchet algebra which is spectrally
finite and without nonzero quasi-nilpotent elements, then A is isomorphic to
C", n € N*. Then, we establish that any unital algebraic complex algebra
without nonzero nilpotent elements is commutative and semi-simple. Finally,
we add as an appendix, the structure of unital Q-Fréchet algebra A satisfying :

Ax? = Ax, for every x in A.

Keywords (5) : Banach algebras, Locally convex algebras, Q-algebras, Fréchet
algebras, Spectral finite algebras.
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Introduction générale.

Dans ([23]), Y. Katznelson, en considérant une algebre de Banach com-
plexe unitaire commutative et semi-simple A, a défini la notion des fonctions
qui opérent sur A comme suit : soit D une partie de C. On dit qu’une fonction
f D — C opere, au sens de Katznelson sur A, si pour tout x € A, tel que
Spa(z) C D, il existe un élément dans A, noté f(x), tel que fox = ﬂ;), ol
T désigne la transformée de Fourier-Gelfand de x. Il a montré deux résultats.
Le premier ([23], Théoreme 1, p. 903) [], donne la caractérisation suivante : si
A est une algebre de Banach complexe unitaire commutative et semi-simple,
une condition nécessaire et suffisante pour que toute fonction opere au sens
de Katznelson sur A, est que A soit de dimension finie. Il a également établi
dans le deuxieme ([23], Théoreme 2, p. 903), que si A est une algebre de Ba-
nach complexe unitaire commutative et semi-simple, une condition nécessaire
et suffisante pour que toute fonction continue opeére au sens de Katznelson
sur A, est que A soit I’algebre de toutes les fonctions continues sur son espace

des caracteres non nuls.

Dans le but d’étendre les deux résultats de Katznelson aux algebres de
Banach complexes unitaires qui ne sont pas nécessairement commutatives et
semi-simples, A. El Kinani a introduit, dans ([16]), deux notions de fonctions

qui operent. La premiere est la notion de fonction qui opere spectralement

1. Pour les références de cette these, le premier indique la référence, le deuxieme indique
le numéro du théoréme ou proposition..., quand au troisieme, il indique le numéro de la

page.



définie comme suit : soit D une partie de C. On dit qu'une fonction f :
D — C opere spectralement sur une algebre de Banach complexe unitaire
A, si pour tout z € A dont le spectre est contenu dans D, il existe un élément
dans A, noté f(z) tel que :

Spa(f(x)) = f(Spa(z)).

Il a obtenu dans ce cadre le résultat suivant ([16], Théoreme II.1, p. 58) : si A
est une algebre de Banach complexe unitaire, une condition nécessaire et suf-
fisante pour que toute fonction opere spectralement sur A, est que A/Rad(A)
soit, de dimension finie. Comme conséquence de ce résultat, il a obtenu deux
corollaires. Le premier ([16], Corollaire I1.2, p. 59), traite du cas commutatif.
Ainsi, si A est une algebre de Banach complexe unitaire et commutative, une
condition nécessaire et suffisante pour que toute fonction opere spectralement
sur A est que A/Rad(A) ~ C", n € N*. Dans le deuxiéme corollaire ([16],

Corollaire I1.3, p. 59), il a retrouvé le premier résultat de Katznelson.

Afin d’étendre le deuxieme résultat de Katznelson aux algebres de Ba-
nach complexes unitaires qui ne sont pas nécessairement commutatives et
semi-simples, A. El Kinani a défini la notion de fonctions qui operent faible-
ment, définie comme suit : soit D une partie de C. On dit qu'une fonction
f : D — C opere faiblement sur une algebre de Banach complexe unitaire
A, si pour tout x € A dont le spectre est contenu dans D, il existe un élément

unique dans A, noté f(z), contenu dans la bicommutante, notée I'(I'(x)), de

—_

{z}, dans A, tel que f(z) = f oz sur M(I'(I'(z))), ou M(I'(I'(z))) est l'en-
semble des caracteres non nuls de I'(I'(x)). II a obtenu la caractérisation des
algebres de Banach unitaires sur lesquelles toute fonction opere faiblement.
Ainsi, il a montré ([16], Théoreme I1.4, p. 59), que si A est une algebre de Ba-
nach unitaire, une condition nécessaire et suffisante pour que toute fonction
opere faiblement sur A, est que A soit isomorphe (algébriquement et topolo-
giquement) a C", n € N*. En fait, il a obtenu ([16], Remarque IL5, p. 60),
que les trois opérations sont équivalentes sur une algebre de Banach complexe

unitaire commutative et semi-simple. Ainsi, si A est une algebre de Banach



complexe unitaire commutative et semi-simple, les assertions suivantes sont

équivalentes :
1. A est isomorphe a C", n € N*.
2. Toute fonction opere au sens de Katznelson sur A.
3. Toute fonction opére spectralement sur A.

4. Toute fonction opere faiblement sur A.

En se basant sur le fait que les fonctions continues operent faiblement
sur les C* algebres unitaires et commutatives, A. El Kinani ([16]) a cherché
a caractériser les algebres de Banach unitaires sur lesquelles toute fonction
continue opere. Il a montré le résultat suivant ([16], Théoreme I1.6, p. 60) : si
A est une algebre de Banach unitaire, une condition nécessaire et suffisante
pour que toute fonction continue opere faiblement sur A, est que A soit une
C* algebre commutative. Comme conséquence, il a retrouvé ([16], Corollaire

IL.7, p. 62), le deuxieme résultat de Katznelson.

Les résultats de ([16]) et ([23]) cités ci-dessus sont & l'origine de notre tra-
vail qui fait 'objet de cette these. Nous avons examiné 'opération spectrale
(Chapitre 2) et 'opération faible (Chapitre 3) dans les algebres localement
convexes. Dans les deux chapitres, nous avons commencé par traiter le cas
des algebres non nécessairement topologiques, puis le cas des algebres topo-
logiques. Dans le chapitre 2, nous avons également examiné 1'opération au
sens de Katznelson dans les algebres localement convexes. Enfin nous avons
donné la structure des algebres m-convexes complétes unitaires commuta-

tives semi-simples de dimension dénombrable.

Un résultat important qui nous a été d’une grande utilité est da a Ka-
plansky ([22], Lemma 7, p. 376) : si A est une algebre de Banach complexe
dont le spectre de chaque élément est fini, alors A est de dimension finie mo-
dulo son radical de Jacobson. Dans le but d’étendre ce résultat, nous nous
sommes posé la question suivante : Existe-t-il des classes d’algebres ou ce

résultat reste valide? On a montré dans le chapitre 4 (Théoreme 2.1), que



c’est vrai pour la classe des algebres de Fréchet.

Enfin, pour terminer ce travail, nous donnons un théoreme de structure
d’une Q-algeébre de Fréchet unitaire B vérifiant la condition : Bx? = Bux,

pour tout x € B. En fait, on montre que B est isomorphe a C", n € N*.

Le plan de notre travail est le suivant :

Le chapitre 1 est considéré comme préalable aux autres chapitres. Il
contient des définitions et des rappels algébriques et topologiques, utiles a la
lecture de cette these. Nous présentons aussi la caractérisation des algebres
de Banach unitaires par les fonctions qui operent sur elles. En premier lieu,
on présente les deux théoremes de Y. Katznelson ([23]), qui caractérisent les
algebres de Banach unitaires semi-simples et commutatives par les fonctions
qui operent sur elles. Puis, les résultats de A. El Kinani ([16]), qui caracté-
risent les algebres de Banach unitaires non nécessairement semi-simples et
commutatives par les fonctions qui operent sur elles, en introduisant deux
types d’opération, 'opération spectrale et I'opération faible. Les résultats
obtenus par A. El Kinani ([16]) sont des prolongements des deux théoremes
de Y. Katznelson ([23]) aux algebres de Banach unitaires non nécessairement
semi-simples et commutatives. Nous terminons ce chapitre en présentant deux
résultats. Le premier concerne la caractérisation des algebres de Banach com-
plexes spectralement finies avec la preuve fournie dans ([20]) par Hirschfeld,
R. A et Johnson, B. E. Le deuxieme est un résultat de J. Duncan et A. W.
Tullo dans ([12]) donnant la structure d’une algebre de Banach complexe

unitaire A vérifiant : Ax? = Az, pour tout x € A.

Dans le chapitre 2, nous considérons 1’'opération spectrale dans un cadre
plus général. Nous nous intéressons d’abord a ’opération spectrale dans toute
algebre complexe unitaire non nécessairement topologique. Ainsi, nous mon-
trons (Proposition 1.1), que si A est une algebre complexe unitaire, alors
toute fonction opere spectralement sur A si, et seulement si, toute fonction
opere spectralement sur A/Rad(A). Nous caractérisons ensuite, en terme de

spectre, 'opération spectrale. Nous montrons (Proposition 1.2), que si A est



une algebre spectralement bornée, alors toute fonction opere spectralement
sur A si, et seulement si, Spa(z) est fini, pour tout = € A. Egalement, nous
montrons (Proposition 1.3), que contrairement au cas classique (I’opération
au sens de Kaznelson), 'opération spectrale ne provient pas nécessairement
d’un morphisme d’algebre.

Dans la suite, nous examinons la notion d’opération spectrale dans les
algebres topologiques. Comme toute (Q-algebre est spectralement bornée, on
obtient comme conséquence (Proposition 2.1), que si A est une @Q-algebre
alors, toute fonction opere spectralement sur A si, et seulement si, Spa(z)
est fini, pour tout z € A. En suite, on montre (Proposition 2.5), que si A
est une -algebre m-convexe unitaire et commutative, alors toute fonction
opere spectralement sur A si, et seulement si, A/RadA est algébrique. Si de
plus (Théoreme 2.8), A est une @Q-algebre m-convexe unitaire semi-simple
commutative, qui est un espace de Baire, alors toute fonction opeére spectra-
lement sur A si, et seulement si, elle est isomorphe a C", n € N*. Puis, nous
considérons l'opération au sens de Katznelson ([23]) dans les algebres locale-
ment convexes. Nous montrons (Proposition 3.1), que si A est une Q-algebre
m-~convexe unitaire sur laquelle toute fonction opere au sens de Katznelson,
alors A est algébrique semi-simple et commutative. Si de plus, A est est un
espace de Baire, alors A est de dimension finie. Comme conséquence de la
proposition 3.1, nous obtenons (Corollaire 3.2), que si A est une Q-algebre de
Fréchet, toute fonction opere dans A au sens de Katznelson si, et seulement

si, A est une algebre semi-simple commutative de dimension finie.

On désigne par E(C) = {f : C — C : f entiere }. Munie de la famille

des semi-normes (pg)r>1 ou pr(f) = sup |f(2)|, lalgebre E(C) devient une
|z|<k

algebre de Fréchet. Cette topologie estiégalement définie par la famille des

semi-normes (gj)r donnée par :

r ZanZ”> = sup (Z |an2”|> :
<n>0 l21<k \ >0

Soit (A, ) une algebre localement convexe unitaire. On dit qu’une fonction



entiere f = Zanzn € E(C) opere dans (A, ), si pour tout z € A, la
n>0
série Zanx” converge dans (A, 7). On montre en particulier (Théoreme
n>0
4.3), que si (A, 7) est une algebre localement convexe unitaire semi-simple

commutative de dimension dénombrable, telle que E(C) opere sur (A, 1),
qu'il existe une topologie m-convexe complete 7/ sur A, plus fine que 7, telle
que les algebres (A,7') et (S5, 7s) sont isomorphes, ou (S, 7;) est 'algebre
des suites complexes stationnaires et 7, est la topologie localement convexe

définie par le systeme inductif (Sg)x>1 avec :
Sk ={(xn)n € S : x,, = 2, pour tout n > k}.

Comme conséquence, nous obtenons la structure d’une algebre m-convexe

complete unitaire commutative semi-simple de dimension dénombrable.

Dans le chapitre 3, nous considérons I'opération faible dans un cadre plus
général. Nous nous intéressons d’abord a une algebre complexe unitaire A qui
n’est pas nécessairement topologique et nous procédons a une comparaison
avec les résultats obtenus dans le cas de 'opération spectrale. Nous montrons
que, contrairement a l'opération spectrale (chapitre 2), on peut définir un
morphisme d’algebre entre F(C) et A sans aucune condition supplémentaire,
ou F(C) est I'algebre des fonctions complexes définies sur C. Puis, nous
montrons (Proposition 1.1), que si toute fonction opere faiblement sur une
algebre complexe unitaire A, alors elle est sans éléments quasi-nilpotents non
nuls. Ceci permet de montrer qu’il existe une algebre de dimension finie sur
laquelle, 'assertion : ” toute fonction opere faiblement” n’est plus valide.
Par ailleurs, on sait (Chapitre 1, Proposition 1.1) que : toute fonction opere
spectralement dans une algebre complexe unitaire A si, et seulement si, toute
fonction opere spectralement sur A/Rad(A). Ce résultat n’est plus vrai dans
le cas de l'opération faible (Proposition 1.3).

En se plagant dans le cas des algebres topologiques, nous montrons (Pro-
position 2.1), que si A est une Q-algebre m-convexe unitaire, toute fonction

qui opere faiblement, opére spectralement. Puis on déduit (Corollaire 2.2),



que si A est une ()-algebre m-convexe unitaire, ou toute fonction opere fai-
blement, alors A est algébrique semi-simple et commutative. Nous obtenons
aussi (Proposition 2.3), que si A est une Q-algebre m-convexe unitaire, qui
est un espace de Baire ou toute fonction opere faiblement, alors elle est iso-
morphe & C", n € N*. On établit également (Théoreme 2.6), que si A est
une (Q-algebre m-convexe unitaire sur laquelle toute fonction continue opere
faiblement, alors A est une algebre hermitienne commutative semi-simple a

involution continue.

Le chapitre 4 est consacré a 1’étude de la question suivante : Existe-t-il
des classes d’algebres ou le résultat de Kaplansky ([22], Lemma 7, p. 376)
reste valide 7. Nous commencons par traiter le cas commutatif. Nous donnons
un exemple (Exemple 1.1), qui montre que dans le cas d'une @Q-algebre m-
convexe unitaire commutative complete semi-simple et spectralement finie, le
radical de Jacobson n’est pas nécessairement de codimension finie. Ensuite,
nous montrons (Proposition 1.2), que si A est une @Q-algebre m-convexe uni-
taire commutative, alors 'algebre A est spectralement finie si, et seulement
si, A/Rad(A) est algébrique. Nous terminons ’étude du cas commutatif par
le théoreme 1.4 : si A est une @-algebre m-convexe unitaire commutative
semi-simple et qui est un espace de Baire alors, A est spectralement finie si,
et seulement si, A ~ C", n € N*.

Dans le cas général non nécessairement commutatif, on montre (Théoreme
2.1), que si A est une algebre de Fréchet spectralement finie, alors elle est de
dimension finie modulo son radical de Jacobson. Pour la preuve de ce dernier
résultat, nous avons suivi la démarche de la preuve donnée par R.A. Hirsch-
feld et B.E. Johnson ([20]). Nous avons gardé les résultats algébriques utilisés
dans la preuve et adapté, sous forme de lemmes, des résultats topologiques
au cas d'une algebre de Fréchet. Ensuite, nous montrons (Proposition 2.7),
que si A est une Q-algebre de Fréchet unitaire spectralement finie sans élé-
ments quasi-nilpotents non nuls, alors A est isomorphe a C", n € N*. Enfin,
on établit (Proposition 2.8), que toute algebre complexe unitaire algébrique

sans éléments nilpotents non nuls est commutative et semi-simple.



Le chapitre 5 traite de la structure d’'une @-algebre de Fréchet unitaire
B vérifiant la condition Bx? = Bz, pour tout # € B. On montre qu’'une telle
algebre (Théoréme 1.2) est semi-simple commutative de dimension finie et
par suite, elle est isomorphe a C", n € N*. La preuve de ce résultat suit la
méme démarche que celle donnée par J. Duncan et A. W. Tullo dans le cas

des algebres de Banach unitaires ([12], Theorem 1, p. 45).



Chapitre

Préliminaires.

Ce chapitre est considéré comme préalable aux autres chapitres. Il contient
des définitions et des rappels utiles a la lecture de cette these. Elle précise
en outre les notations. Nous présentons aussi les deux théoremes de Y. Katz-
nelson ([23]), qui caractérisent les algebres de Banach unitaires semi-simples
commutatives par les fonctions qui operent sur elles. Puis, les résultats de
A. El Kinani ([16]), qui caractérisent les algebres de Banach unitaires qui ne
sont pas nécessairement commutatives et semi-simples par les fonctions qui
operent sur elles, en introduisant deux types d’opération : 'opération spec-
trale et l'opération faible. Nous terminons ce chapitre en présentant deux
résultats. Le premier concerne la caractérisation des algebres de Banach com-
plexes spectralement finies avec la preuve fournie dans ([20]) par Hirschfeld,
R. A et Johnson, B. E. Le deuxieme est un résultat de J. Duncan et A. W.
Tullo dans ([12]) donnant la structure d’une algebre de Banach complexe

unitaire A vérifiant : Ax? = Az, pour tout x € A.

Pour les notions abordées dans ce chapitre concernant les notions algé-
briques, les algebres de Banach, les algebres m-convexes et les Q-algebres, le
lecteur est invité a consulter les références suivantes : [2], [5], [19], [27], [28],
[31].

Dans toute la suite, les algebres considérées seront associatives et com-

plexes.



1 Notions algébriques.

Le commutant d’une partie d’une algebre.

Définition 1.1. Soient A une algebre et X wune partie non vide de A. On

appelle commutant de X dans A, noté I'(X), U'ensemble défini par :
I'(X)={a€A:azx =za, pour tout v € X}.

L’ensemble T'(I'(X)) est dit bicommutant de X dans A.

Soient A une algebre et X une partie non vide de A. Le commutant de
X dans A vérifie les propriétés suivantes.

1. T'(X) est une sous algebre de A.

2. X CcI'(I'(X)).

3. X est une partie commutative de A si, et seulement si, X C I'(X) si,

et seulement si, I'(I'(X)) est commutative.

Sous algebre pleine d’une algebre unitaire.

Définition 1.2. Soit A une algebre unitaire. On appelle sous algébre pleine
de A une sous algébre B de A telle que tout élément de B qui est inversible

dans A est inversible dans B.

Si A est une algebre unitaire on a :

1. Le commutant d’une partie de A dans A est une sous algebre pleine de
A.

2. Une sous algebre commutative maximale de A est une sous algebre

pleine de A.

Spectre d’un élément.

Définition 1.3. Soient A une algebre unitaire d’unité e et v € A. On appelle

spectre de x dans A, qu’on note Spa(x), U'ensemble défini par :

Spa(x) ={X € C: 2z — Xe est non inversible dans A}.
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Le spectre d’'un élément d’une algebre unitaire vérifie en particulier les

propriétés suivantes.
1. Soient A une algeébre unitaire et x € A tel que Spa(z) # 0.
(a) Si z est inversible, Spa(z~!) = {\"1: X € Spa(x)}.
(b) Pour tout polynéme P € C[X]|, P(Spa(x)) = Spa(P(z)).

2. Soient A une algebre unitaire et z, y € A. Alors on a :

Spa(ey) \ {0} = Spa(yx) \ {0}.

Autrement dit, pour tout A € C*, on a : A € Spa(xy) & X € Spa(yx).

3. Soient A, B deux algebres unitaires et ¢ un morphisme d’algebre uni-
taire de A dans B, alors Spgp(¢(x)) C Spa(z), pour tout x € A. En
particulier, si B est une sous algebre de A, alors Spa(x) C Spp(x),
pour tout x € B.

4. Soient A une algebre unitaire et B une sous algebre pleine de A. Alors

on a: Spa(x) = Spp(x), pour tout z € B.

Définition 1.4. On dit qu’une algebre A est spectralement bornée si le spectre

de chaque élément de A est borné.

Il existe d’autres formulations équivalentes du concept spectralement

borné données par le théoreme suivant.

Théoréme 1.5. (/19], Proposition 4.4, p. 45).
Soit A une algébre unitaire d’unité e. Les propositions suivantes sont équi-

valentes.
1. Spa(x) est borné, pour tout v € A.

2. Spa(x) est fermé, pour tout v € A et Spa(x) G C.

3. Spa(x) est compact, pour tout x € A.

Preuve. 11 suffit de montrer que (1) <= (2).
1) = 2) Supposons qu’il existe un élément = € A tel que Spa(z) est non

fermé. Il existe alors un complexe A € Spa(z) \ Spa(x). Soit (), une suite

11



d’éléments de Spa(z), telle que lim A\, = A. Comme x — Xe est inversible,

alors :

Spalla =20 ) = {1 e Spalo)}.

1
Ona/\n_)\

alors Spa((x — Ae)™!) est non borné, ce qui contredit (1).

€ Spa((z — Xe)™h), pour tout n € N. Comme lim

2) = 1) Supposons qu’il existe un élément = € A, tel que Spa(x) est non
borné. Il existe alors une suite (\,), dans Spa(x), telle que A, — oco. Soit
A € C\ Spa(z). L'élément x — Xe est inversible dans A, donc 0 € Spa(z— Ae).

On a pour tout n € N, ) € Spa((z — Xe)™t) et lim S 0. Donc
0 € Spa((z —Xe)~ 1\ Spa((z—Ae)™t. D’out Spa((x — Xe)~! est non fermé, ce
qui contredit (2). [

Définition 1.6. Une algebre unitaire A est dite spectralement finie si le spectre

de chaque élément est fini.

Il est & remarquer que les algebres unitaires de dimension finie sont des

algebres spectralement finies. Comme le montre la proposition suivante.

Proposition 1.7. Si A une algébre unitaire de dimension finie, alors pour tout
r €A, Spa(x) est fini.

Preuve. Soit A une algebre unitaire d’unité e de dimension finie. Posons
dimA = n. Soit  un élément de A. La famille (e, x, 22, ..., ™) est liée. Donc

il existe (Ao, A1, ..., \p) € C*"T1\ {(0,0,...,0)}, tel que ZAixi = 0. Il existe

=0
alors un polynome P = Z)\iXi € C[X]\ {0}, tel que P(z) = 0. On a :

i=0
P(Spa(x)) = Spa(P(x)) = {0}. Donc Spa(zx) est inclus dans ’ensemble des
racines de P qui est fini. D’ott Spy(z) est fini. |
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Rayon spectral d’un élément.

Définition 1.8. Soient A une algébre unitaire et x € A. On appelle rayon

spectral de x dans A, noté pa(x), le réel défini par :

pa(x) = sup{|A[ : A € Spa(x)}.

Par convention, dans le cas ot Spa(x) =0, pa(x) = —oco. Et si Spa(z) est

non borné, pa(x) = +00.

Rappelons quelques propriétés du rayon spectral d'un élément d’une al-
gebre unitaire A.

1. pa(Az) = |A|pa(z), pour tout z € A et A € C.

2. pa(a™) = (pa(x))™, pour tout x € A et n € N.

3. pa(zy) = pa(yz), pour tout x,y € A.

Radical de Jacobson d’une algebre unitaire.

Définition 1.9. On appelle radical de Jacobson d’une algebre unitaire A, qu’on
note Rad(A), Uintersection des idéaur mazimaux & gauche (ou lintersection

des idéaur mazimaux a droite) de A. L’algébre A est dite semi-simple si
Rad(A) = {0}.

Le radical de Jacobson d’une algebre unitaire A d’unité e vérifie, entre
autres, ce qui suit :

1. Rad(A) ={x € A: e+ yx est inversible dans A, pour tout y € A}.
Rad(
Rad(
A/Rad(A) est semi-simple.

Rad(A) C {x € A: pa(x) =0}.
Rad(A) ={x € A: pa(zy) =0, pour tout y € A}.

A) ={z € A: e+ xy est inversible dans A, pour tout y € A}.
A) est un idéal de A.

S A
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Caracteres d’une algebre.

Définition 1.10. Un caractére ¢ d’une algébre A, est une forme linéaire sur

A, non identiquement nulle, vérifiant :

p(ry) = o(@)e(y),

pour tous v € A ety € A.

L’ensemble des caracteres d'une algebre peut étre vide. Il suffit de consi-
dérer I'algebre des matrices carrées d’ordre n > 2 a coefficients dans C.

Si ¢ est un caractere d'une algebre A, alors le noyau de ¢ est un idéal
maximal de A. Et si de plus A est une algebre unitaire d’unité e, alors p(e) =
1.

Notons par M*(A) I’ensemble des caracteres de A et par M(A) 'ensemble
des caracteres continus de A.

Soit A une algebre et soit x € A. L’application définie de M*(A) dans C,
notée T donnée pour tout ¢ € M*(A) par :

est dite transformée de Fourier-Gelfand de .

L’application G de A dans F(M*(A),C) I'ensemble des applications de
M*(A) dans C définie par G(z) = Z qui est un morphisme d’algebres est dite
transformation de Gelfand. Son image est une sous algebre de F(M*(A),C)
que ’on note A.

Soient A est une algebre unitaire et x € A. On a :

Im(x) C Spa(x).

2 Algebres de Banach.

Soit A une algebre de Banach unitaire d'unité e. Rappelons les résultats

suivants :

1. Pour tout a € A, Spa(a) est un compact non vide de C.
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4.

. Théoreme de Gelfand-Mazur : Si A est un corps, alors A est isométri-

quement isomorphe a C.

. Tout caractere x de A est continu. De plus ||x|| = x(e) = 1 et x(x) # 0,

pour tout x inversible dans A.

Pour tout a € A, pa(a) = lifﬁ V/|lam|| = inf HGHH%'
n—-—+0oo n

Pour une algebre de Banach commutative et unitaire A d’'unité e, on a ce qui

suit :
1.
2.
3.

Tout idéal maximal de A est fermé.
Tout idéal maximal de A est le noyau d’un caractere de A.

Le spectre de tout élément a € A s’exprime en fonction des caracteres

comme suit :

Spala) = {x(a) : x € M(A)}

Le spectre de A, M(A) est non vide.

. Il y a bijection entre M(A) et 'ensemble des idéaux maximaux de A.

. Tout élément = € A est inversible si, et seulement si, y(z) # 0, pour

tout x € M(A).

Pour tout x € A, on a : |x(z)| < pa(z) < ||z||, pour tout x € M(A).
Le spectre de A, M(A) est o(A’, A)-compact.

La transformation de Gelfand G : * —— ¥ est un morphisme d’al-
gebres unitaires de A dans C(M(A)) vérifiant, pour tout x € A, ||Z|| =
pa(z) < ||z||. Ce qui assure la continuité de la transformation de Gel-
fand. De plus, pour tout =z € A, Spa(x) = T(M(A)) = {x(z) : x €
M(A)}. Le noyau de la transformation de Gelfand est l'intersection
des idéaux maximaux de A, c’est donc le radical de Jacobson de A.
Ainsi, la transformation de Gelfand est injective si, et seulement si, A

est semi-simple.

3 Algebres m-convexes et ()-algebres.

Définition 3.1. Soit A une algébre. On appelle semi-norme sur A, toute ap-

plication p : A — R vérifiant :

15



1. p(x) >0, pour tout z € A.
2. p(Ax) = |A|p(x), pour tout x € A et pour tout A € C.
3. px +vy) < p(z) + ply), pour tous z,y € A.
Si de plus, on a : p(zy) < p(x)p(y), pour tous x,y € A, alors p est dite une

m-semi-norme sur A. Dans ce cas, A est appelée une algebre m-semi-normée.

Définition 3.2. Une algéebre topologique A est une algebre munie d’une topo-
logie compatible avec sa structure d’espace vectoriel et pour laquelle la multi-

plication est séparément continue.

Si 7 est la topologie de 'espace vectoriel topologique sous-jacent de A,
on notera l’algebre topologique A par (A, 7). Une algebre topologique (A, 7)
est dite localement convexe, si 7 peut étre définie par une famille de semi-
normes (py)aea- Sila famille (py)aea est sous-multiplicatives, alors A est dite
une algebre m-convexe. Si de plus, A est métrisable et complete, elle est dite
algebre de Fréchet.

Une algebre topologique unitaire est dite une ()-algebre si I’ensemble des

éléments inversibles est ouvert.

Remarque 3.3. Si (A, 1) est une algébre de Fréchet, alors il existe une suite

croissante de m-semi-normes définissant la topologie T.

Précisons a présent, dans le cas des algebres m-convexes et dans le cas des
Q-algebres, quelques propriétés relatives au spectre d’un élément, au rayon

spectral d'un élément, au radical de Jacobson et aux caracteres.

1. Soit A une algebre m-convexe dont la topologie est définie par la famille

des m-semi-normes (py)rea. On a alors les résultats suivants :
e Spa(x) est non vide, pour tout = € A.

e Théoréme de Gelfand-Mazur : Si A est une algebre de division,

alors A est isomorphe a C.
Si de plus, 'algebre A est complete, on a :

1/n

e pa(x) =suplim(py(z™))", pour tout x € A.
by n

o pa(x+y) < palx)+ paly), pour tous x,y € A, tels que zy = yz.
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e pa(ry) < pa(w)pa(y), pour tous x,y € A, tels que zy = ya.
2. Si A est une algeébre m-convexe unitaire commutative, alors M(A) est

non vide.

3. Si A est une algebre m-convexe unitaire commutative complete, alors

on a :
o Spa(x) =T(M(A)), pour tout = € A.
o pa(x) = sup{|x(x)| : x € M(A)}, pour tout z € A.

4. Si A est une algebre m-convexe commutative complete, on a :
Rad(A) ={x € A: pa(z) =0}.

5. Dans le cas d’une @Q-algebre A, les propriétés suivantes sont vérifiées.
e Spa(x) (qui peut étre vide) est un compact de C, pour tout = € A.
e pa(z) est fini, pour tout = € A.
Si de plus, M(A) est non vide, alors on a :
e Chaque idéal maximal a gauche de A est fermé.
e Chaque caractere de A est continu.
e Si A est unitaire, alors M(A) est o(A’, A) compact.
6. Dans le cas d'une (Q-algebre m-convexe commutative unitaire A, on a :
o Rad(A) ={x € A:ps(x) =0} =ker(x): x € M(A)}.
e Spa(z) =T(M(A)), pour tout x € A.
o pa(z) = sup{|x(z)| : x € M(A)}, pour tout = € A.

4 Caractérisations des algebres de Banach unitaires

par les fonctions qui operent sur elles.

4.1 Cas des algebres de Banach unitaires semi-simples et com-

mutatives.

Dans le but de caractériser les algebres de Banach unitaires semi-simples

commutatives par les fonctions qui operent sur elles, Y. Katznelson a défini
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la notion des fonctions qui operent comme suit : soit D une partie de C. On
dit qu’une fonction f : D — C opere au sens de Katznelson ([23]) sur une
algebre de Banach complexe unitaire commutative semi-simple A, si pour
tout x € A, tel que Spa(z) C D, il existe un élément dans A, noté f(z), tel
que foX = f/(;), ou 7 désigne la transformée de Fourier-Gelfand de x. Ainsi,

dans ([23]), il a montré les deux théoremes suivants.

Théoréme 4.1. (Premier théoreme ([23], Théoréme 1, p. 903)).
Soit A une algébre de Banach unitaire semi-simple commutative. Les asser-

tions suivantes sont équivalentes.
1. Toute fonction opeére au sens de Katznelson sur A.

2. A est de dimension finie.

Théoréme 4.2. (Deuzieme théoréme ([23], Théoréme 2, p. 903)).
Soit A une algebre de Banach unitaire semi-simple et commutative. Les as-

sertions suivantes sont équivalentes.
1. Toute fonction continue opere au sens de Katznelson sur A.

2. A est l'algébre de toutes les fonctions continues sur son espace des

caracteres.

Remarque 4.3. La preuve du premier théoreme de Y. Katznelson, telle qu’elle
a été donnée dans ([23]), est la suivante : L’espace M des idéaux maxi-

maux doit étre compact et discret.
Nous allons proposer une preuve détaillée de ce théoreme.

Preuve. 1)=2) Supposons que toute fonction opére au sens de Katznelson
sur A. On montre d’abord que Spa(z) est fini, pour tout = € A. Supposons
qu’il existe = € A tel que Spa(x) est infini. Soit (A,), une suite d’éléments

deux & deux distincts de Spa(x). Considérons l'application f : C — C

f(z):{n st z= M\,

0 sinon.

définie par :
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Comme f opere au sens de Katznelson ([23]) sur A, il existe alors un élément
f(z) dans A tel que foZ = f(z). On a Spa(z) = {x(x) : x € M(A)}, ou
M(A) est 'ensemble des caracteres de A. Donc

f(Spa(z)) = {f(x(z)): x € M(A)}
= {x(f(x)) : x € M(A)}
= Spa(f(z))

Comme n = f(\,) € f(Spa(z)) = Spa(f(x)), alors n € Spa(f(z)). Ceci
étant vrai pour tout n € N, on obtient ainsi N C Spa(f(x)). Ce qui contre-
dit le fait que Spa(f(z)) est borné. Donc Spa(z) est fini, pour tout = € A.
D’apres le résultat de Kaplansky ([22], Lemma 7, p. 376), A est de dimension

finie.

2)=-1) Supposons que A est de dimension finie. L’algebre A étant unitaire
commutative et semi-simple, elle est donc isomorphe a C", ou n = dim A.
Désignons par (eq, es, ..., ;) la base canonique de C™. Les caracteéres de C"
sont exactement X1, X2, ..., Xn tels que x;(e;) = d;;. Soient maintenant a € C"
et f une fonction définie sur une partle D de C tel que Spcn( ) C D. Soient
A1, Ag,y .ony Ay, dans C tels quea—Z)\eZ On pose f(a Zf xi(a))e; qui

i=1
est un élément de C". Soit j € [1,n],

—_—

fla)(x;) = x;(f(a))

n

= Xj(z f(xi(a))e:)

= f(xi(a))dy;

— Fly(a)
= foa(xy).

Donc @ = foua. Ainsi f opere au sens de Katznelson sur C™.

Montrons maintenant que f opere au sens de Katznelson sur A. Soit ¢ un
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isomorphisme d’algebre de A dans C". Soit = € A tel que Spa(x) C D. On
pose a = p(z) € C". On a d’abord Spcn(a) = Spen(p(x)) C Spa(x) C D.
Soit y un caractére non nul de A. Remarquons d’abord que x o =1 est un

caractere non nul de C". On a :

fo(x) = flx(x))
(x(¢™(a)))
= foa(xoyp™)
= fla)(xoy™)
= x(f(@))

= f(@)(0),

f
f

—

avec f(z) = ¢ ' (f(a)) € A. Donc foZ = f(x). Ainsi, f opere au sens de

Katznelson sur A. [ ]

4.2 Cas des algebres de Banach unitaires non nécessairement

commutatives et semi-simples.

Dans le but d’étendre les deux résultats de Katznelson aux algebres de Ba-
nach unitaires qui ne sont pas nécessairement commutatives et semi-simples,
A. El Kinani a introduit dans ([16]), deux types d’opérations : 'opération
spectrale et I'opération faible.

L’opération spectrale.

Soit D une partie de C. On dit qu’une fonction f : D — C opere
spectralement sur une algebre de Banach unitaire A, si pour tout z € A tel

que Spa(z) C D, il existe un élément dans A, noté f(z) tel que :

Spa(f(z)) = f(Spa(z)).
Il est a remarquer que 1’'on a le résultat suivant.

Lemme 4.4. Soit A une algébre de Banach unitaire. Les propositions sui-
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vantes sont équivalentes.
1. Toute fonction opere spectralement sur A.

2. Toute fonction opere spectralement sur A/RadA.

Preuve. Pour tout x € A, on a d’abord,

Spa(x) = SpPa/Radca)(5(2)),

ous: A— A/Rad(A) est la surjection canonique.

1) = 2) : Soient f : D C C — C une application et a € A/Rad(A) tel
que Spa/raday(a) C D. 1l existe x € A tel que a = s(x), donc Spa(zr) =
SPa/Rad(ay(a) C D. Comme f opere spectralement sur A, il existe f(z) € A
tel que £(Spa(®) = Spalf(z)). Dot [(Spasmaiiar(a) = Spalf(@)) =
SPa/rad(4)(s(f(2))). Ainsi, il existe f(a) = s(f(x)) € A/Rad(A) tel que
J(SPa/Rad(4)(@)) = SPa/Radca)(f(a)).

2) = 1) : Soient f : D C C — C une application et x € A tel que Spa(z) C
D. On a Spajrada)(s(x)) = Spa(z) C D. Comme f opere spectralement
sur A/Rad(A), il existe f(s(z)) € A/Rad(A) tel que f(Spasrada)(s(x))) =
SPa/rad(4)(f(s(2))). En prenant f(x) € A tel que f(s(x)) = s(f(x)), on a
F(Spa(z)) = Spasrada)(f(s())) = Spa(f(x)). Ainsi, il existe f(z) € A tel
que f(Spa(z)) = Spa(f(x)). u
Théoréme 4.5. ([16], Théoréme I1.1, p. 58)

Soit A une algébre de Banach unitaire. Les assertions suivantes sont équiva-

lentes.
1. Toute fonction opeére spectralement sur A.
2. A/RadA est de dimension finie.
Preuve. 1)=2) On va montrer que Spa(x) est fini, pour tout x € A. Sup-

posons qu'il existe = € A tel que Spa(z) est infini. Soit (\,), une suite d’élé-
ments deux a deux distincts de Sp4 (). Considérons I'application f : C — C

f(z):{ n st .z:)\n

0 sinon.

définie par :
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Comme f opere spectralement sur A, il existe f(x) € A tel que :

f(Spa(x)) = Spa(f(x)).

Onan= f(\) € f(Spa(x)) = Spa(f(z)), alors n € Spa(f(x)). Ceci étant
vrai pour tout n € N, on obtient ainsi N C Spa(f(z)). Ce qui contredit le
fait que Spa(f(z)) est borné. Donc Spa(z) est fini, pour tout = € A. D’apres
le résultat de Kaplansky ([22], Lemma 7, p. 376), A est de dimension finie.
2)=1) Soient f: D — Cet a € A tel que Spa(a) C D. On a A/RadA
est de dimension finie, donc Spa/raqa(s(a)) est fini ot s : A — A/RadA
est la surjection canonique. Comme Spa(a) = Spa/raaa(s(a)), il existe alors
A1y Ay € C tels que Spa(a) = {1, ..., \n}. D’apres le théoréeme d’interpo-
lation de Lagrange, il existe un polynoéme P € C[X] tel que P(\;) = f(\;),

pour tout i € [1,n]. Comme

F(Spa@) = {f0):1<i<n}

on prend alors f(z) = P(z) € A. Ainsi, il existe f(z) € A tel que :

f(Spa(z)) = Spa(f(z)).

Et donc f opere spectralement sur A. |
Comme conséquence, nous avons les deux corollaires suivants.

Corollaire 4.6. (/16]/, Corollaire 1.2, p. 59)
Soit A une algebre de Banach commutative et unitaire. Une condition néces-

saire et suffisante pour que toute fonction opeére spectralement sur A est que

A/RadA ~ C", oun € N*.

Preuve. On a A/RadA est une algebre de Banach unitaire commutative et

semi-simple. D’apres le lemme 4.4, toute fonction opere spectralement sur
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A si, et seulement si, toute fonction opére spectralement sur A/RadA si, et
seulement si, A/RadA est de dimension finie (théoreme 4.5) si, et seulement
si, A/RadA ~ C", ou n € N*, |

Dans le résultat qui suit, on retrouve le premier théoreme de Y. Katznel-

SO1.

Corollaire 4.7. ([16], Corollaire I1.3, p. 59)
Soit A une algebre de Banach commutative unitaire et semi-simple. Les pro-

positions sutvantes sont équivalentes.
1. Toute fonction opére au sens de Katznelson ([23]) sur A.

2. L’algebre A est de dimension finie.

Preuve. 1) = 2) : Nous allons montrer d’abord que toute fonction qui
opere, au sens de Katznelson ([23]) sur A, opére spectralement sur A. En
effet : Soient f : D C C — C et x € A tel que Spa(x) C D. Si f opere
au sens de Katznelson ([23]) sur A, il existe un élément f(x) dans A tel que
for = f/(;) Ona Spa(z) = {x(z): x € M(A)}, ot M(A) est I'ensemble des
caractéres de A. Donc f(Spa(z)) = {f(x(z)) : x € M(A)} = {x(f(z));x €
M(A)} = Spa(f(x)), et par suite f opere spectralement sur A. Donc si toute
fonction opere au sens de Katznelson ([23]) sur A, elle opére spectralement
sur A, et par suite A/ RadA est de dimension finie. Comme A est semi-simple,
A est de dimension finie.

2) = 1) : C’est la méme preuve que celle donnée dans le théoréme 4.1 pour
I'implication 2)=-1). |

L’opération faible.

Soit D une partie de C. On dit qu'une fonction f : D — C opere
faiblement sur une algebre de Banach unitaire A, si pour tout x € A dont
le spectre est contenu dans D, il existe un élément unique dans A, noté
f(x), contenu dans la bicommutante, notée I'(I'(x)), de {z}, dans A, tel que
f/(;) = foZ sur M(I'(I'(z))), ot M(I'(I'(x))) est 'ensemble des caracteres
non nuls de I'(TI'(x)).
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Il est & remarquer d’abord que, toute fonction qui opere faiblement sur
une algebre de Banach unitaire A, opere spectralement sur A. En effet : Soit
f D — C une fonction qui opere faiblement sur A et soit x € A. Il existe
un unique élément f(z) € I'(I'(x)), tel que f/(;) = fox sur M(I'(I'(x))). L'al-
gebre I'(I'(x)) est une sous algebre pleine de A, donc Spa(z) = Sprr() ().

On a:

f(Spa(x)) = f(Sprw(T))
= f({Z(x) : x € M(I'(I'(2)))})
= {foZ(x):x € M(I(I'(z)))}
= {f(@)(0) : x € M(T(T(2)))}
= Spr(r(m)(f(if))

= Spa(f(z)).
Donc f opere spectralement sur A.

Lemme 4.8. Soit A une algebre. Si la fonction identité de C, Idc, opere
faiblement sur A, alors A est sans éléments quasi-nilpotents non nuls, et par

suite, elle est semi-simple.

Preuve. Soient A une algebre dans laquelle la fonction Id¢ opere faiblement
et x € A tel que pa(z) = 0. Il existe alors un unique élément Idc(x) dans
['(T'(x)), la bicommutante de {x} dans A, tel que Idc o7 = IEC(\x) dans
M(T(I(x))). Comme pa(z) = 0, alors Spa(z) = {0}. La sous algebre I'(I'(z))
de A étant pleine, donc Spa(x) = Sprr)(x). Ainsi, Sprer@)(z) = {0}
Comme pour tout x € M(I'(I'(x))), x(z) € Sprr@)(x) = {0}, on obtient,
7 =0, et par suite Idc o 7 = 0 dans M(I'(D(z))). On a aussi Idc o T = Z
dans M(I'(I'(z))). D’apres 'unicité de 1’élément Idc(z) dans I'(T'(z)), on a
x = Idc(x) = 0. |

Le théoréme suivant prouvé par A.El.Kinani donne la caractérisation des

algebres de Banach unitaires sur lesquelles toute fonction opere faiblement.

Théoréme 4.9. ([16]/, Théoréme 1.4, p. 59)
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Soit A une algebre de Banach unitaire. Les assertions suivantes sont équiva-

lentes.
1. Toute fonction opere faiblement sur A.

2. A est isomorphe (algébriquement et topologiquement) a C", oun € N*.

Preuve. 1) = 2). On suppose que toute fonction opere faiblement sur
A. Donc toute fonction opere spectralement sur A. D’apres le théoreme 4.5,
A/Rad(A) est de dimension finie. Donc A est de dimension finie, vu que A
est semi-simple d’apres le lemme 4.8. Ainsi la boule unité de A est compacte.
On a Plapplication x — ||z2|| est continue sur A. Donc il existe k > 0 tel

que mf HJIZH = —. On a pour tout x € A, x # 0, — € S(0,1) la sphere

|| || || > —. Ce qui donne, ||z]|*> < k||2?|| pour tout

x € A, x # 0. Cette inégalité est vérifié pour = 0. Donc il existe £k > 0

unité de A, donc ||

tel que, pour tout z € A, ||z||* < k||z?|. Soit x € A. Pour tout n € N*
considérons la proposition suivante : ||z||*" < k2" 71||2%"||. Cette proposition
est vérifiée pour n = 1. Soit n € N*| supposons la proposition vraie a l'ordre

n et montrons la a 'ordre n 4+ 1. On a :

I = (||=]*)”
(122"

k2"+172|’x2””2

IA

IA

e

IA

B 2.

IN

Donc pour tout n € N*, pour tout z € A, [|z[|*" < k*"7||z¥"|. D’ou pour
tout n € N*, pour tout z € A, ||z| < kk~Y/2"||2¥"||"/?". En passant a la
limite quand n tend vers +o00, on obtient ||z|| < kpa(x). D’apres ([26]), A est
commutative. Donc A est une algebre de Banach unitaire semi-simple com-
mutative de dimension finie. Ainsi A est isomorphe a C", ou n = dim(A).
Comme C" ne possede qu'une seule topologie d’algebre de Banach, A ~ C"

(algébriquement et topologiquement).
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2) = 1). Soient f une fonction définie dans une partie D de Cet a € A
tel que Spa(a) C D. Le raisonnement du théoreme 4.1 pour montrer 2)
implique 1) dans 'algebre I'(I'(a)), montre qu’il existe un élément f(a) dans
['(T'(a)) tel que f/(;) = foasur M(I'(I'(a))). L'unicité de f(a) découle du
fait que l'algebre I'(I'(a)) est semi-simple vu que A est sans éléments quasi-

nilpotents. ]

Remarque 4.10. Dans une algebre de Banach unitaire commutative et semi-
simple, les trois modes d’opérations sont équivalents comme le montre ce qui

suit.

Proposition 4.11. Soit A une algebre de Banach unitaire commutative et

semi-simple. les assertions suivantes sont équivalentes.
1. A est isomorphe a C", ou n € N*
2. Toute fonction opére au sens de Katznelson sur A.
3. Toute fonction opére spectralement sur A.
4

. Toute fonction opére faiblement sur A.

Preuve. On a (1) <= (2), d’apres le théoreme 4.1.

On a (1) < (3), d’apres le corollaire 4.6, vu que A est semi-simple.
On a (1) <= (4), d’apres le théoreme 4.9. |

On sait d’apres ([10], 1.5, p. 10) que les fonctions continues operent fai-
blement sur les C*-algebres unitaires commutatives. Ces dernieres sont exac-
tement les algebres de Banach unitaires sur lesquelles toute fonction opere

faiblement comme le montre le théoreme suivant.

Théoréme 4.12. ([16], Théoréme I11.6, p. 60)

Soit A une algébre de Banach. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. Toute fonction continue opere faiblement sur A.
2. (A, p) est une C*-algébre commutative.

Preuve. 1l reste a montrer 1)== 2). Montrons tout d’abord que A est her-

mitienne. En effet soit @ € A. Comme la fonction Z : A — \ opere faiblement

sur A, il existe alors un élément unique z(a), contenu dans I'(I'(a)), tel que
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Z(a) = Zoa sur M(I'(I'(a))). On a donc une application * de A dans A définie
par a — a* = Z(a). L’application x est une involution sur A. De plus, pour
tout x € M(I'(I'(a))), on a x(z*) = Z(x)(x) = x(x). Si maintenant h est un

élément hermitien de A, alors :

Spa(h) = Spramy(h) C R.

Ainsi A est hermitienne.

Montrons que A est commutative. On a par définition de z*, 2* € I'(I'(x)),
pour tout x € A. Ainsi tous les éléments de A sont normaux. Soient a, b deux
éléments hermitiens de A. On a (a + ib)*(a + ib) = (a + ib)(a + ib)*, ce qui
nous donne ab = ba. Soient x,y € A tels que x = a +ib et y = ¢+ id
avec a, b, c,d sont des éléments hermitiens. Comme les éléments hermitiens
commutent, on obtient que xy = yx. Ainsi A est commutative. L’application
Idc : z — z est continue, donc opere faiblement sur A. D’apres le lemme 4.8,
A est semi-simple. Par conséquent, A est une algebre de Banach hermitienne,
commutative et semi-simple.

Soit a € A, et soit h € C(Spa(a)), ou C(Spa(a)) est 'ensemble des
fonctions continues sur Spa(a). h opére faiblement sur A, donc il existe un
unique h(a) € A, tel que hoa = h/(g). Ainsi on définie une application ®, de
C(Spa(a)) dans A par ®,(h) = h(a). Ainsi m = hoa. La linéarité de la
transformation de Gelfand et le fait que A est semi-simple, nous donne que
®, est un morphisme d’algebres.

Montrons que ®, est continu. Pour cela, montrons que son graphe est

fermé. Soit (g, ), une suite d’éléments de C(Spa(a)) telle que g, — g unifor-

mément dans C(Spa(a)) et g,(a) — y. On pose h, = g, —g. On a ||k, || —
Oet [[hnll = sup [hn(2)] = sup [hu(2)| = sup [(hno@)(x)| = [lhnoal],
z€Spa(a) z€Im(a) XEM(A)

— —

donc hp,oa — 0. Or h,oa = m. Donc hy(a) — 0, d’ou g,(a) — g(a).
Comme g,(a) — y et la transformation de Gelfand est continue, on obtient

que gn(a) — Y. Ainsi y = g(a). Puisque A est semi-simple, alors y = g(a).

a: M(PL(a,a*)) — Spal(a)
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définit, par transposition, un x-morphisme d’algebres unitaires, isométrique
et surjectif

¥ C(Spa(a)) = C(M(PL(a,a")))

donné par ¢(f) = f o a. Par ailleurs la transformation de Gelfand
Jo: PL(a,a”) — C(M(PL(a,a")))

est x-morphisme d’algebres. Elle est injective du fait que PL(a,a*) est semi-
simple. Montrons qu’elle est surjective. Pour g € C(M(PL(a,a*))), il existe
une suite de polynémes (p,(z,%)), telle que f = limp, uniformément sur
Spa(a). D'ou, d’apres ce qui précede, lim p,(a,a”) :nf(a). Par ailleurs
(pnla,a*)), C PL(a,a*) car PL(a,a*)nest fermé. De plus, pour tout x €
M(PL(a,a*)),onag(x) = x(f(a)). D’oug = J,(f(a)), et par suite PL(a,a*)=
C(M(PL(a,a*))). Ainsi (PL(a,a*),p) est une C*-algebre. Il s’ensuit que,
pour tout élément hermitien h de A, il existe une constante M, > 0 telle
que ||k|| < Mpp(h), pour tout k élément hermitien de PL(h). D’ou pour tout

t € R et pour tout k hermitien de PL(h), on a

e < Mup(e™) = My,
Pour n € N*, posons
H, = {h € Sym(A) : |[e™| <n, pour tout ¢t € R},

ou Sym(A) désigne 'ensemble des éléments hermitiens de A. Alors (H,,),, est
une suite de fermés de Sym(A). D’ott, d’apres le théoreme de Baire, il existe
no tel que l'intérieur de H,,, est non vide, et par conséquent contient une
boule de centre hg et de rayon r. Soit maintenant h un élément hermitien de

A. Alors, pour tout t € R, on a

e TR || < [| TR ||l emitho ||| < p2;

28



donc en particulier
|| < n?2; pour tout h € Sym(A).

D’ou, d’apres ([30]), la norme ||.|| est équivalente, sur A, & une norme de C*-

algebre. Cette derniere norme est exactement p puisque A est commutative.
[

Comme conséquence, nous avons le résultat suivant.

Corollaire 4.13. (/16], Corollaire I1.7, p. 62)

Soit (A, |.]]) une algébre de Banach commutative et semi-simple. Une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que toute fonction continue opére au sens de
Katznelson, sur A, est que A soit l'algebre de toutes les fonctions continues

sur son espace des caractéres(non nuls).

5 Caractérisation des algebres de Banach spectra-

lement finies.

[. Kaplansky dans ([22]), R.A. Hirschfeld et B.E. Johnson dans ([20]), ont

montré séparément le théoreme suivant.

Théoréme 5.1. ([22], Lemma 7, p. 376)
St A est une algebre de Banach dont le spectre de tout élément est fini, alors

A est de dimension finie modulo son radical de Jacobson.

Preuve. ( donnée par R.A. Hirschfeld et B.E. Johnson dans [20]).

Sans perdre de généralité, on peut supposer que A est semi-simple et unitaire
d’élément unité e.

Soit & C A un ensemble maximal d’idempotents non nuls qui commutent
entre eux. L’existence de E est garantie par le Lemme de Zorn, et onae € FE.
Nous allons montrer que E est fini. Soit (f,,), une suite infinie d’éléments de

FE. Posons :

a=f 5 g=sup(fi,fo)=f+fo—fife 7 Gny1 = sup(gn, fat1)-
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Chaque g, est un élément idempotent et commute avec tous les éléments
de E, et par conséquent, il appartient a F. Il en va de méme pour leurs

différences :

hn = 9n+1 — Gn,

pour laquelle, on a la relation d’orthogonalité suivante :
hohm =0 n#m,

de plus h,, # 0, pour tout n € N*.
Que l'on a supl|h,|| < co ou non, on peut toujours prendre une suite (\,),

de nombres complexes non nuls tels que Z |Au| |7l < oo. Par conséquent :

a = i b,
n=1

appartient a A. Puisque ah,, = A\, hy, il vient que h,,, € Spa(a) et par suite
Spa(a) est infinie, ce qui contredit le fait que A est spectralement finie. Donc
E est fini.

On considere, sur F, I'ordre partiel suivant :

g fg=9f=T

Comme FE est fini, notons alors par ey, ..., e, les éléments de £ minimaux par
rapport a cet ordre. En utilisant le fait que e;e; < e; et e;e; < e; et par la
propriété de minimalité qui précede, on a e;e; = 0 si ¢ # j. De plus, chaque

idempotent x de F est somme d’éléments minimaux. En particulier,
€1+ ...+e, =e€.
En effet, soient e;,, ..., €;, les éléments minimaux qui sont inférieurs ou égaux

ax. Onpose ¢ = x—(e;, +...+e¢;,) . Cet élément vérifie la propriété e;e’ = 0

pour tout ¢ =1, ...,n. Ce qui donne ¢’ = 0.
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La décomposition de I'identité conduit a :
A= Ae; + ...+ Ae,,

mais Ae; n’étant pas facilement manipulable, nous continuons alors a décom-

poser :

n
A=(e1+...+ey)Aer + ...+ (e1+ ... + e,)Ae, = Z e;Ae;.
ij=1
Le reste de la preuve consiste & montrer que les facteurs e;Ae; sont de di-
mensions finies, pour 7,5 = 1,...,n.
L’algebre e;Ae; est de Banach avec e; comme unité et chaque élément a €

e;Ae; possede un spectre fini du fait de 'égalité bien connue ([31], p. 35,
Theorem. (1.6.15)).

SpeiAei(a) U {0} = SpA(a)-

De plus, chaque élément a dans e;Ae; est de spectre réduit a un singleton.
En effet, si Spe,4e,(a) contient deux points A et pu, en intégrant le long d'un

petit cercle autour de A, avec p a l'extérieur, on obtient un idempotent

1

_ _ —1
P=—g (a—E&e)d¢

dans e; Ae; différent de 0 et de e;, ce qui contredit la minimalité de e;.
Par conséquent, chaque élément a € e;Ae; est de la forme :

a= \e;+q,

ou A est le seul élément du Spe, 4, (a) et ¢ est un élément quasi-nilpotent

dans e; Ae;.

Nous allons montrer a présent que e; Ae; ne possede pas d’éléments quasi-
nilpotents non nuls, donc e;Ae; = Ce; et par suite dim(e;Ae;) = 1. Nous
faisons cela en prouvant que tout élément quasi-nilpotent ¢ dans e; Ae; doit

appartenir au Rad(A). Ce dernier étant nul par semi-simplicité, ce qui im-

31



plique que ¢ = 0. Il faut donc vérifier I’égalité
lim |[(ga)"||"" =0, Vac€ A.
n—o0o

En utilisant que ¢ = e;q = qe; = e;qe;, nous peut écrire :

qesa)(eiqeia)(ege;a)...(eiqea)(eqa)
eiqe;a)(e;qea)...(e;qe;a)(qa)
qesae;)""(qa)

qb)""(qa).

(ga)" = (qge
(
= (ge
(

L’élément b = e;ae; appartient a e;Ae;, donc le probleme est réduit de A a

e;Ae;. Donc, il suffit de montrer que :
hm [(gb)™[|Y™ =0, Vb€ e;Ae;.

Autrement dit, il reste a prouver que tout élément quasi-nilpotent g € e; Ae;
appartient au radical de Jacobson de e;Ae;. Remarquons d’abord que tout
élément singulier de e; Ae; de spectre égal a {0} est quasi-nilpotent. En par-
tant d’un élément régulier b € e; Ae;, on voit que bq, est produit d’un élément
régulier et d'un élément singulier, donc singulier, et par conséquent quasi-
nilpotent. Ensuite, si b est singulier ou quasi-nilpotent dans e; Ae;, nous obte-
nons un élément régulier by = Ae;+b, VA # 0, pour lequel ¢b,, est singulier par
I’argument précédent. L’ensemble de tous les éléments singuliers étant fermé
dans une algebre de Banach, on en déduit que ¢gb = /l\l_)I% qby est singulier ou

quasi-nilpotent. Ce qui montre finalement que dim(e;Ae;) = 1.

Considérons maintenant l’espace de Banach e;Ae;, i # j. Si e;Ae; = {0},
dim(e;Ae;) = 0. Si e;Ae; # {0}, on montre qu’il existe un isomorphisme
linéaire R} de e;Ae; dans e;Ae;, et d’apres ce qui précede dim(e;Ae;) = 1.
Soit u # 0 un élément de e; A. Montrons que uA = e;A. D’une part, on
peut écrire u = e;v, donc uA = e;vA C e;A. D’autre part, on montre que

e;A C uA de la maniere suivante. On suppose que ute; = 0 pour tout ¢t € A.
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Donc, (ut)? = utut = (ute;)vt = 0, par suite ut est nilpotent pour tout
t € A, dou u € Rad(A) = {0}. Contradiction avec le fait que u # 0. Par
conséquent, il existe w € A tel que uwe; # 0. Cet élément uwe; = e;pwe;
appartient a e; Ae; = Ce;, et par suite, il s’écrit sous la forme uwe; = Ae;, avec
A € C, A\ # 0. Donc ¢; = u(A 1 we;) et par suite e;A = u(Atwe;)A C uA.
Ainsi uA = ¢; A.

Supposons que e;Ae; contient un élément non nul a, donc a est un élément
non nul de e; A, d’out ¢;A = aA d’apres ce qui précede. Donc e; € aA. 1l existe
alors ag € A tel que e; = aap. Nous pouvons écrire a = e;te;, t € A, ce qui
donne e; = (e;tej)(ejape;) = ad’, ou @’ = ejape; est un élément non nul de
e;Ae;. On répete cet argument avec a’ a la place de q, il existe donc b € e; Ae;

tel que a’b = e;. Nous avons :
a=ae; =aa’b=eb=0.

Ce qui nous donne que :

€ = ae;.

Considérons I’application R; sur e;Ae; définie par R;(x) = za. Comme
Ri(x) = Ri(ze;) = xe;a = zae; = e;raey, Vapplication R prend alors ses
valeurs dans e;Ae;, de plus elle est linéaire. De la méme facon on définit
Papplication linéaire Rf de e;Ae; dans e;Ae; par Rf (x) = xd'. Les deux ap-
plications linéaires vérifient : R}Rf = Idc, 4c, et R! R = Id,, e,, ce qui montre
que R; est un isomorphisme. Donc dim(e;Ae;) = 1. Comme A = Z e;Aej,

1,J
il vient que dim(A) < n?. |

6 Structure d’une algebre de Banach unitaire A

vérifiant : Az> = Az, pour tout = € A.

J. Duncan et A. W. Tullo ont montré dans ([12]) le théoreme suivant.

Théoréme 6.1. ([12], Theorem 1, p. 45)

Soit A une algébre de Banach unitaire d’unité e vérifiant : Ax* = Az, pour
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tout x € A. Alors A est semi-simple, commutative et de dimension finie.

Preuve. (donnée par J. Duncan et A. W. Tullo dans ([12]))

L’algebre A est semi-simple et commutative d’apres ([22]). Supposons que A
n’a pas d’idempotents propres. Soit x € A, x # 0, il existe alors y € A, tel
que yx? = x. Donc yx est un élément idempotent. D’olt yz = e. Par suite A
est une algebre de division. Ainsi, A = Ce.

L’algebre A ne peut avoir une suite infinie d’idempotents deux a deux ortho-

gonaux. En effet, soit (e,) une telle suite. Choisissons A, > 0 tel que :

o0
T = Z An€n € A,
n=1

et soit y € A tel que yz? = x. Alors

Y i )\ien = i An€n.
n=1 n=1

Par suite, pour chaque n, \,ye, = e,,

1= pa(en) = Anpa(yen) < Mnpa(y)palen) = Aupa(y),

ce qui est impossible.

Soit {ey, ..., e, } une famille d’idempotents non nuls deux a deux orthogo-
naux. Pour chaque j € {1,...,m}, soit Ae; n’a pas idempotent propre soit il
existe des idempotents non nuls p;,q; € Aej tels que e; = p; + ¢;,pjq; = 0.
Puisque A n’admet pas de suite infinie d’'idempotents deux a deux orthogo-
naux, on peut supposer que {e, ..., &, } est choisi de tel sorte que Ae; n’a pas
d’idempotents propres pour chaque j et que e = e; + ... + e,,. Pour chaque
J, Aej = Ce;. Donc A est de dimension m.
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Chapitre

Opération spectrale dans les algebres

localement convexes.

Introduction.

Dans ce chapitre, nous étudions I'opération spectrale dans les algebres lo-
calement convexes. Nous examinons d’abord le cas des algebres unitaires non
nécessairement topologiques. Ainsi, nous montrons (Proposition 1.1), que si
A est une algebre unitaire, toute fonction opere spectralement sur A si, et
seulement si, toute fonction opere spectralement sur A/Rad(A). Nous carac-
térisons ensuite, en terme de spectre, I'opération spectrale. Nous montrons
(Proposition 1.2), que si A est une algebre spectralement bornée, alors toute
fonction opere spectralement sur A si, et seulement si, Spa(x) est fini, pour
tout x € A. Egalement, nous montrons (Proposition 1.3), que contrairement
au cas classique (I'opération au sens de Kaznelson), 'opération spectrale ne
provient pas nécessairement d’un morphisme d’algebre.

Nous examinons ensuite, la notion d’opération spectrale dans les algebres
localement convexes. Comme toute Q-algebre est spectralement bornée, on
obtient comme conséquence (Proposition 2.1), que si A est une @Q-algebre
alors, toute fonction opére spectralement sur A si, et seulement si, Spa(x)
est fini, pour tout = € A. Nous montrons (Proposition 2.5), que si A est

une (Q-algebre m-convexe unitaire et commutative, alors toute fonction opere
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spectralement sur A si, et seulement si, A/RadA est algébrique. Si de plus
(Théoreme 2.8), A est une (-algebre m-convexe unitaire semi-simple com-
mutative, qui est de Baire, alors toute fonction opere spectralement sur A si,
et seulement si, A ~ C", n € N*. Puis, nous considérons 'opération au sens
de Katznelson ([23]) dans les algebres localement convexes. Nous montrons
(Proposition 3.1), que si A est une Q-algebre m-convexe unitaire sur laquelle
toute fonction opere, alors A est algébrique semi-simple et commutative. Si
de plus, A est de Baire, alors A est de dimension finie. Comme conséquence
de la proposition 3.1, nous obtenons (Corollaire 3.2), que si A est une -
algebre de Fréchet, toute fonction opere dans A si, et seulement si, A est une
algebre semi-simple commutative de dimension finie.

On désigne par E(C) = {f : C — C : f entiere }. Munie de la famille

des semi-normes (pg)r>1 ou pr(f) = sup |f(z)[, I'algebre E(C) devient une
|2|<k
algebre de Fréchet. Cette topologie est également définie par la famille des

semi-normes (g ), donnée par :

ar Zanzn> = sup <Z |an2”|> :
<n>0 l21<k \ >0

Soit (A, T) une algebre localement convexe unitaire. On dit qu'une fonction

entiere f = Zanz" € E(C) opere dans (A, 7), si pour tout z € A, la
n>0
série Zanx" converge dans (A, 7). On montre en particulier (Théoreme
n>0
4.3), que si (A, 7) est une algebre localement convexe unitaire semi-simple

commutative de dimension dénombrable, telle que E(C) opere sur (A,7),
qu’il existe une topologie m-convexe compléte 7/ sur A, plus fine que 7, telle
que les algebres (A,7') et (S5, 7s) sont isomorphes, ou (S, 75) est 'algebre
des suites complexes stationnaires et 7, est la topologie localement convexe

définie par le systeme inductif (Sk)x>1 avec :
Sy ={(zn)n € S: xy = x5, Vn > k}.

Comme conséquence, nous obtenons la structure d’une algebre m-convexe
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complete unitaire commutative semi-simple de dimension dénombrable.

1 Opération spectrale dans les algebres non néces-

sairement topologiques.

Nous nous intéressons, dans cette partie, a I'opération spectrale dans une
algebre qui n’est pas forcément topologique. Le résultat suivant permet de

considérer le cas semi-simple.
Proposition 1.1. Soit A une algébre. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes.

1. Toute fonction opeére spectralement sur A.

2. Toute fonction opére spectralement sur A/Rad(A).

Preuve. C’est la méme preuve que celle donnée dans le chapitre 1 (Lemme
4.4). |

Nous caractérisons dans la proposition suivante, en terme de spectre,

I'opération spectrale.

Proposition 1.2. Soit A une algebre spectralement bornée. Les assertions sui-

vantes sont équivalentes.
1. Toute fonction opere spectralement sur A.

2. Spa(a) est fini, pour tout a € A.

Preuve. 1) = 2) : Supposons qu'il existe a € A tel que Spa(a) est infini.
Soit (av,), une suite d’éléments de Sp4(a), deux a deux distincts.

Considérons 'application g : C — C définie par :

g(z):{n st 2=

0 sinon
Comme g opere spectralement sur A, alors il existe g(a) € A tel que :

9(Spa(a)) = Spa(g(a)).
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Ona:n=g(a,) € g(Spa(a)) = Spa(g(a)), donc n € Spa(g(a)). Ceci étant
vrai pour tout n € N, on obtient ainsi N C Spa(g(a)), ce qui contredit le fait
que Spa(g(a)) est borné.

2) = 1) : Supposons que Spa(a) est fini pour tout a € A. Soient g :
D C C — C une application et a € A tel que : Spa(a) C D.

e Si Spa(a) =0, on prend g(a) = a.

e Si Spa(a) = {aq,....,a, }. D’apres le théoreme d’interpolation de Lagrange :
il existe un polynome @ € C[X] tel que : Q(;) = g(«;), pour tout i € [1,n].

Comme

9(Spa(a)) = {g(e):1<i<n}
= {Qw):1<i<n}
= Q(Spa(a))
= Spa(Q(a)),

on prend alors, g(a) = Q(a) € A. Ainsi, il existe g(a) € A tel que :

9(Spala)) = Spa(g(a)).

D’ou g opere spectralement sur A. |

Considérons 'opération au sens de Katznelson. Soient A une algebre de
Banach unitaire semi-simple commutative et F(C) 'algebre de toutes les
fonctions complexes définies sur C. On dit que F(C) opere au sens de Katz-

nelson sur A en un point x € A si :

—_

Vie F(C) , df(x)e A telque fox= f(x).

Soit x € A. L’application ¢, de F(C) dans A définie par : ¢, (f) = f(x) est
un morphisme d’algebre unitaire. En effet, ’application ¢, est bien définie.

Soient f,g € F(C) et o € C.
palof +9) = (af +9) 0T = apa(f) + ¥a(9) = avalf) + ¢u(9)-

— ——

©0e(f9) = (f9) 0T = @ (f)pe(9) = 0a(f)@a(9)-
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L’algebre A est semi simple, donc ¢, (af +¢g) = ap.(f) + v(g) et v.(fg) =
e (F)pa(9)-
De plus ¢,(1) = e, ou 1 est I'unité de F(C) et e est I'unité de A. Donc ¢,

est un morphisme d’algebre unitaire.

Considérons maintenant l'opération spectrale. On dit que F(C) opere

spectralement sur A en un point z € A si :

VfeF(C) , 3f(x)eA telque f(Spa(z)) = Spalf(z)).

Si F(C) opere spectralement sur A en un point x € A, alors il n’existe
pas forcément de morphisme d’algebre unitaire ¢, de F(C) dans A tel que
w:(f) = f(z). La proposition suivante fournit quelques éléments de réponse

a ce fait.

Proposition 1.3. Soit A une algebre commutative unitaire d’unité e et sans
diviseur de zéro. Soit x un élément de A tel que F(C) opére spectralement
dans A au point x. S’il existe un morphisme d’algébre unitaire ¢, de F(C)

dans A tel que :

pa(f) = f(x), VfeF(C),
alors Spa(x) est un singleton {\}. De plus o (f) = f(N)e, Vf € F(C).
Preuve. On a ¢, est un morphisme d’algebre unitaire de F(C) dans A, alors
l'algebre F(C)/Ker(p,) est isomorphe a la sous algebre I'mep, de A. Donc
F(C)/Ker(yp,) est une algebre commutative sans diviseur de zéro. Par suite,
Ker(y,) est un idéal premier.

Montrons que Ker(p,) est un idéal maximal. Soit f € F(C) et f &
Ker(p,). Montrons que :

Ker(p,) + F(C)f = F(O).
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Considérons I'application g € F(C) définie par :

0 si f(z)=
9(2) = ! sinon
f(2)

On a (1 —gf)f = 0 ou 1 est application constante égale a 1 définie de
C dans C. Donc (1 — gf)f € Kerg, qui est un idéal premier. Comme f &
Kery,, alors (1 — gf) € Kerp,. Par conséquent 1 € Kery, + F(C)f. Donc
Ker(o,)+ F(C)f = F(C). Ainsi Kerg, est un idéal maximal de F(C).

Montrons que Spa(z) est non vide. On a ¢, est un morphisme d’algebre
unitaire, donc ¢,(1) = e ou 1 est l'application constante égale a 1. Donc
1(Spa(z)) = Spa(e) = {1}, ainsi Spa(z) est non vide.

Soit A € Spa(x). Considérons I'application ¢ de F(C) dans C définie par
W(f) = f(A). On a 9 est un morphisme d’algebre. Soit f € Ker(p,). On
a f(A) € f(Spa(x)) = Spa(f(x)) = {0}, donc f(A) = 0. Ainsi Kery, C
Ker(y) & F(C). Comme Kery, est un idéal maximal, alors Kery, =
Ker(vy). L’application ¢ est une forme linéaire non nulle, donc Kerp, =
Ker(¢) est un hyperplan de F(C) et par suite de codimension 1. Ainsi
Imy, = Vect(p,(1)) = Vect(e). Donc pour tout f € F(C), il existe a(f) € C
tel que, f(z) = ¢.(f) = a(f)e. On a f(A) € f(Spa(x)) = Spa(f(z)) =
Spa(a(f)e) = {a(f)}, donc F(N) = a(f), ainsi pour tout f € F(C), p.(f) =
f(N)e. Soit v € Spa(z). De la méme fagon, on montre que pour tout f €
F(C), ¢.(f) = f(7)e, donc pour tout f € F(C), f(v) = f(N). En particulier
pour f = Idc, on obtient A = 7. Donc Spa(z) est un singleton. En posant
Spa(x) = {A}, on obtient pour tout f € F(C), v.(f) = f(N)e. |

Remarque 1.4. Le résultat de la proposition précédente n’est plus valide dans

le cas ou U'hypothese ” ’algebre A est sans diviseur de zéro” n’est pas vérifiée.

En effet : Considérons I’algebre F(C) et un élément x € F(C) pour lequel
le spectre est égal a C. ( Cet élément existe bien , il suffit de prendre un
élément x € F(C) surjectif ). Soit f € F(C). Ona Sprc)(f) = f(C). D’autre
part Sprcy(z) = C, donc f(Sprc)(z)) = f(C). En prenant f(x) = f, on
obtient que f(Sprc)(x)) = Spr)(f(x)), par suite F(C) opere sur lui-méme
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au point x et on voit que ni le spectre de x n’est réduit a un seul point, ni
le morphisme associé a cette opération qui est égal a I'identité, n’est de la

forme donnée par la proposition 1.3.

2 Opération spectrale dans les algebres topologiques.

Dans ce qui suit, nous examinons la notion d’opération spectrale dans les
algebres topologiques.
Comme toute (Q-algebre est spectralement bornée, on obtient le résultat

suivant qui est conséquence de la proposition 1.2.

Proposition 2.1. Soit A une Q-algebre. Les assertions suivantes sont équiva-

lentes.
1. Toute fonction opere spectralement sur A.

2. Spa(x) est fini, pour tout x € A.

En conséquence, on retrouve le résultat de A. El kinani ([16], Théoreme
I1.1, p. 58) qui caractérise les algebres de Banach unitaires par les fonctions
qui operent spectralement sur elles. Ce qui montre que, l'opération spectrale

considérée dans les algebres de Banach est une notion forte.

Corollaire 2.2. Soit A une algébre de Banach unitaire. Les assertions sui-

vantes sont équivalentes.

1. Toute fonction opeére spectralement sur A.

2. dim(A/Rad(A)) est finie.

Preuve. 1) = 2) : On suppose que toute fonction opere spectralement
sur A. Comme toute algebre de Banach est une Q-algebre, alors d’apres
la proposition précédente Spa(x) est fini, pour tout x € A. D’apres (]22],
Lemma 7, p. 376), on obtient que dim(A/Rad(A)) est finie.

2) = 1) : On suppose que dim(A/Rad(A)) est finie. Donc Spa/reaa(x)
est fini, pour tout élément x de A/RadA. Comme A/Rad(A) est une Q-
algebre, alors toute fonction opere spectralement sur A/Rad(A). D’apres la

proposition 1.1, toute fonction opere spectralement sur A. |
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Enfin, on retrouve le résultat de Y. Katznelson (23], Théoreme 1, p. 903)
qui caractérise les algebres de Banach unitaires semi-simples commutatives
par les fonctions qui operent sur elles.

Une Q-algebre m-convexe complete commutative unitaire semi-simple
dans laquelle toute fonction opere spectralement n’est pas nécessairement de
dimension finie modulo son radical de Jacobson, comme le montre 1’exemple

suivant.

Exemple 2.3. Soit S l'algebre des suites complezes stationnaires.
Pour tout k > 1, on définit Sy, par :

Sp ={(zn)n € S:xy = x5, Vn > k}.

(Sk)r est une suite croissante de sous algébre de dimension finie de S et on
a:
S = Sk

On munit S de la topologie localement convexe Ts définie par le systéme in-
ductif (Sy)x. La topologie Tg est la topologie la plus fine qui rend continues les
injections iy : Sy — S. Chaque Sy est compléte et d’apreés ([24], Proposition
9, p. II. 835 ), S est compléte. Chaque Sy est tonnelée et par suite S est ton-
nelée. L’algebre S est une algébre commutative qui est limite inductive d’une
famille dénombrable d’algébres localement convexes, d’aprés ([1], Proposition
12, p. 349), S est alors une algébre m-convexe. Pour tout x € S, il existe k >
1 tel que x € Sy. Comme Spg(x) C Spg, (x) et lalgébre Sy, est de dimension
finie, alors Spg(x) est borné. Lalgebre S est unitaire commutative m-convexe
qui est tonnelée et vérifiant pour tout x € S, Spg(z) est borné, et d’apres
([34], Corollary 3, p. 296), S est une Q-algébre. Si x = (x,), € Rad(S),
alors ps(x) = 0. Comme (x,,), est stationnaire et Sps(x) = {x, : n € N};
il s’ensuit que v = 0. Donc S est semi-simple. L’algeébre S est une QQ-algebre
vérifiant : pour tout x € S, Spg(x) est fini, donc toute fonction opére spec-
tralement sur S. Soit x = (x,), € S, il existe alors N € N tel que : x, = zn

pour tout n > N. Posons e = (1,1,1,...... ) Uunité de S. Considérons le po-
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N N
lynome P(X) = H(X — ). On a P(x = (x,)n) = H(x — xp.e) = 0. Donc
k=1 k=1
S est algébrique.
L’algebre de 'exemple 2.4 est une QQ-algebre m-convexe complete commu-
tative unitaire semi-simple sur laquelle toute fonction opere spectralement et
qui n’est pas de dimension finie modulo son radical de Jacobson, mais elle

est algébrique. Ainsi nous avons le résultat suivant.

Proposition 2.4. Soit A une Q-algebre m-convere commutative et unitaire.

Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. Toute fonction opere spectralement sur A.

2. L’algébre A/ Rad(A) est algébrique.

Preuve. 1) = 2) Sans perte de généralité, on peut supposer que A est semi-

simple quitte a remplacer A par A/RadA si nécessaire, ce qui ne change pas

le spectre ([5], 8), p. 3). Soit a € A, on a Spa(a) # @. Comme A est une

Q-algebre et que toute fonction opere spectralement sur A, alors Sp4(a) est
n

fini. Soit ay, ..., ay, les valeurs spectrales de a. Posons b = H(a — qye), ou e
i=1

est I'unité de A. Considérons le polynome @) = H(X — ;). On a Spa(b) =

5pA(Q(@)) = Q(Spa(a)) = {Q(oy) : 1 < i < n}) = {0}. Donc ps(b) = 0.
Comme A est une @Q-algebre m-convexe commutative, alors b € Rad(A) =
{0} puisque A est semi-simple. D’ott Q(a) = 0. Ainsi A est algébrique.
2)=1) Soit a € A. Il existe un polynoéme non nul @) € C[X] tel que
Q(a) = 0. Comme @ (Spa(a)) = Spa(Q(a)) = {0}, alors Spa(a) est fini vu
quun polynoéme complexe non nul admet un nombre fini de racines. Donc

d’apres la proposition 2.1 toute fonction opere spectralement sur A. |

Remarque 2.5. Dans la proposition précédente, la () propriété ne peut pas

étre supprimée de [’hypothese, comme le montre [’exemple suivant.

Soit A 'algebre des suites complexes CN munie de la topologie produit.
C’est une algebre de Fréchet commutative semi-simple unitaire, dans laquelle

toute fonction opere spectralement, mais elle n’est pas algébrique. En effet :
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Soient x = (x,), € Aet f: D C C — C une application telle que
Spa(z) € D. On a Spa(z) = {z, : n € N} et f(Spa(x)) = {f(xz,) : n €
N} = Spa((f(zn)n)), ainsi f opere spectralement sur A.

Supposons que A est algébrique. Soit x = (x,), € A tel que : x,, # x,,
N

si n # m. Il existe un polynéome non nul P = Zaka € C[X] tel que
k=0

P(z) =0.0Ona P(z) =0 < (Zakxﬁ)n = 0. Donc pour tout n € N |

N
k=0

N
Zakxﬁ = 0. D’out P(z,,) = 0 pour tout n € N. Ainsi P admet une infinité

k=0
de racines et par suite P = 0, ce qui contredit le fait que P est non nul. Donc

A n’est pas algébrique.

Remarque 2.6. Dans la proposition 2.5, la m-convezité n’est pas une hypo-
thése superflue, comme le montre l'algébre des fractions rationnelles C(X).
Munie de la topologie de Willamson ([33], 3., p. 731), c’est une Q algébre
localement convexe métrisable a un produit continu, mais elle n’est pas m-

conveze. Elle vérifie l'assertion 1 mais pas ['assertion 2 de la proposition
2.5.

En effet : Montrons que toute fonction opere spectralement sur C(X).
Soit f: D C C — C et soit R € C(X) tel que Spc(x)(R) C D.

Si R € C(X)\C, alors Spe(x)(R) = 0. En prenant f(R) = R, on aura
f(Spex)(R) =0 = Speix) (f(R)).

Si R € C, alors Spc(x)(R) = {R}. Comme f(R) € C, alors f(Spcix)(R)) =
{f(R}) = Spcix)(f(R)). Donc toute fonction opere spectralement sur C(X).

Montrons que C(X)/Rad(C(X)) n’est pas algébrique. Soit x € C(X)\ C.
On a d’abord Spc(x)(z) = 0. Notons par s la surjection canonique de C(X)
dans C(X)/Rad(C(X)), qui est un morphisme d’algebre surjectif. Suppo-
sons que C(X)/Rad(C(X)) est algébrique, il existe un polynéme non nul
P e C[X] tel que P(s(z)) = 0. Or P(s(x)) = s(P(z)), donc P(z) €
Rad(C(X)), d’out Spe(x)(P(z)) = {0}, ce qui est absurde car Spe(x)(x) = 0.
Ainsi C(X)/Rad(C(X)) n’est pas algébrique.
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Une @Q-algebre m-convexe commutative unitaire semi-simple sur laquelle toute
fonction opere spectralement, n’est pas nécessairement de dimension finie.

Mais si de plus, 'algebre est un espace de Baire, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.7. Soit A une Q-algébre m-convexe commutative unitaire semi-

simple de Baire. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. Toute fonction opeére spectralement sur A.

2. A~C" n e N*.

Preuve. 1) = 2) : Supposons que toute fonction opeére spectralement sur
A. Comme A est une @Q-algebre, Spa(a) est fini, pour tout a € A. Montrons
que A admet un nombre fini de caracteres. Supposons qu’il existe une suite

(¢n)n de caractéres non nuls deux a deux distincts de A. Pour n # m, posons :

Bym = {r € A:pn(r) = om(z)} = Ker(on — om)-

L’ensemble B,, ,, est un sous espace vectoriel de A. Comme ¢, et ¢, sont
continus, alors B,, ,,, est fermé. Ainsi B,, ,, est un sous espace vectoriel fermé
de A.

Montrons que U By = A.Soit x € A. On a Spa(z) = Z(M(A)) = {x() :

n#m
X € M(A)}, ou M(A) est le spectre global de A. Comme Spa(z) est fini, il
existe n # m, tel que ¢, (z) = ¢ (z), donc z € B, ,,. D’'ott A = U By
n#m
On a A = U B, et B, est un sous espace vectoriel fermé de A.

n#m
Comme A est de Baire, il existe n,m tels que int(B,,,,) # 0. Comme B, ,

est un sous espace vectoriel de A, alors A = B, ,,,. Donc, pour tout z € A,
on(x) = @m(z), dott ¢, = ¢,. Contradiction avec le fait que les ¢, sont
deux a deux distincts. Ainsi A admet un nombre fini de caractéres non nuls.
Soient 1, ..., ¢, les caracteres non nuls de A. On a pour tout ¢, € [1,n],
i # J, ker(pi) et ker(p;) sont étrangers (A = ker(y;) + ker(yp;)). D’apres
([4], Proposition 5, p. 72), on obtient :

Al () Eer(e:) ~ H A/Ker(y;).

i=1
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Or A/Ker(yp;) ~ Im(y;) = C. Donc,

A/ ﬂ Ker(yp;) ~ C".

i=1

L’algebre A une @Q-algebre m-convexe commutative unitaire semi-simple,

donc,

{0} = Rad(A) = ﬂ Ker ().

Finalement :

A~C"

2) — 1) Si A ~ C", alors A est de dimension finie. Donc, pour tout
x € A, Spa(z) est fini. Comme A est une (-algebre, toute fonction opere

spectralement sur A. |

Remarque 2.8. Le résultat du théoreme précédent n’est pas vrai sans I’hypo-
these de "Baire”. En effet, l'algébre considérée dans [’exemple 2.4 est une
Q-algebre m-convere commutative unitaire semi simple sur laquelle toute

fonction opere spectralement et qui est de dimension infinie.

3 Opération au sens de Katznelson dans les al-

gebres localement convexes.

Nous nous intéressons dans cette partie a 1’étude de 1'opération au sens

de Katznelson ([23]), dans les algebres localement convexes.

Proposition 3.1. Soit A une Q-algébre m-convexe unitaire dans laquelle toute

fonction opére. Alors, on a :
1. A est algébrique, semi-simple et commutative.

2. Si de plus A est un espace de Baire, alors A est de dimension finie.
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Preuve. 1) Montrons que A est semi-simple. L’algebre A est sans élément
quasi-nilpotent non nul. En effet, soit x € A tel que pa(x) = 0. La fonction
Z : X — X opere sur A, il existe alors un élément unique Z(x) € A tel que
ZoZT = Z/(;) On a pa(z) = 0, donc Spa(z) = {0} et par suite Im(z) = {0}.
D'olt ZoZ = 0. D’autre part ZoZ = 7. D’aprés Iunicité de I'élément Z(x) de
Ayona:0=Z(x) =z, donc x = 0. Ainsi, A est sans élément quasi-nilpotent
non nul et par suite A est semi-simple.

Montrons que A est algébrique. Commengons par montrer que pour tout
x € A, Spa(z) est fini. Soit x € A tel que Spa(x) est infini. Comme Im(z) U
{0} = Spa(xz) U {0}, on a 'ensemble I'm(Z) est infini. Soit (\,), une suite
d’éléments deux a deux distincts de I'm(Z). Considérons l'application f :
C — C définie par :

0 stnon

f(z):{n st z= M\,

L’application f opére sur A, alors il existe un unique élément f(x) € A tel que
foz = f/(;) On a pour tout n € N, n = f(\,) € f(Im(Z)) = Im(ﬂ;)) C
Spa(f(z)). Donc N C Spa(f(x)). Ce qui contredit le fait que I'algebre A est
spectralement bornée, vu qu’elle est une (Q-algebre. Ainsi, pour tout x € A,
Spa(z) est fini.

Soit x € A. Posons Spa(x) = {\1,...,\,}. Considérons le polynome

n

P(X) = H(X_)‘i)' On a Spa(P(z)) = P(Spa(x)) = {0}, donc ps(P(z)) =
i=1
0. Comme A est sans élément quasi-nilpotent non nul, alors P(x) = 0. Ainsi,

A est algébrique.

Montrons que A est commutative. Soit x € A, x # 0. Comme A est
algébrique, il existe un polynome non nul @ € C[X] tel que Q(x) = 0. Si
le terme constant du polynome () est non nul, tout entier n > 1 vérifie
2"Q(z) = 0. Si le terme constant du polynome @ est nul, dans ce cas, en
posant @ = a;, X™ + ... + a, X" = X"P(X), on obtient " P(z) = 0 avec le
terme constant de P non nul. Donc Il existe un entier n > 1 et un polynome

P € C[X] a élément constant non nul tel que z"P(z) = 0. Considérons le
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plus petit entier naturel n vérifiant 1’égalité :
2" P(z) =0.

Montrons que n = 1. Supposons n > 2. On a (" 'P(x))* = 2" 2P(z)z"P(z) =
0, donc 2" ' P(x) est un élément nilpotent de A et par conséquent c’est un
élément quasi-nilpotent de A. Comme A est sans élément quasi-nilpotent
non nul, alors 2" 'P(z) = 0. Ceci constitue une contradiction avec le fait
que n est le plus petit entier naturel satisfaisant ’égalité, " P(z) = 0. Donc
xP(z) = 0. Posons P(z) = a;,a™ + ... + a1 + ape avec ag # 0. On a :

tP(z) =0z =— ((an/ao)z™ " + ... + (a1 /ao)e) 2°.

Donc

x=ax® avec a € A.

Montrons que A C Az, pour tout x € A. Soit y € A. En utilisant 1’égalité :
yx = yax?, on obtient : (zy — xyax)® = 0. Donc xy = xyax € Az, pour tout
y € A. Ainsi xA C Ax. Soit M un idéal maximal a gauche de A. Comme
A C Az, pour tout x € A, alors MA C AM C M. Donc M est un idéal
maximal a droite de A et par suite c’est un idéal maximal de A. Donc A/M
est un corps. Mais A/M est algébrique et C est un corps algébriquement
clos, alors A/M ~ C et par suite A/Rad(A) est commutative. Comme A est

semi-simple, il vient que A est commutative.

2) L’algebre A est une @Q-algebre m-convexe sur laquelle toute fonction
opere. D’apres 1), l'algebre A est commutative et semi-simple. Montrons que
toute fonction opere spectralement sur A. Soient f: D CC — Cetz € A
tel que Spa(x) C D. L’application f opere sur A, alors il existe un unique
élément f(x) dans A tel que fox = f/(;) Ona Spa(z) = {x(x) : x € M(A)},
ot M(A) est 'ensemble des caracteres de A. Donc f(Spa(x)) = {f(x(z)) :
x € MA)} = {x(f(z)) : x € M(A)} = Spa(f(z)). Par suite f opere
spectralement sur A. Si de plus A est un espace de Baire, d’apres le Théoreme
2.8, A~ C" n € N*. Ainsi, A est de dimension finie. |
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Comme conséquence de la proposition 3.1, nous obtenons dans le cas

d’une algebre de Fréchet, le résultat suivant.

Corollaire 3.2. Soit A une Q-algebre de Fréchet. Les assertions suivantes

sont équivalentes.
1. Toute fonction opeére dans A.

2. A est une algébre semi-simple commutative de dimension finie.

Preuve. 1)—> 2) Si A est une @Q-algebre de Fréchet, alors A est une Q-
algebre m-convexe qui est aussi un espace de Baire. Donc si toute fonction
opere sur A, d’apres la proposition précédente, ’algebre A est semi-simple

commutative de dimension finie.

2)=> 1) L’algebre A étant de dimension finie, donc pour tout x € A, Spa(x)
est fini. Comme A est une Q-algebre, d’apres la proposition 2.1, toute fonction
opere spectralement sur A. On a : A est une Q-algebre m-convexe commuta-
tive semi-simple qui est un espace de Baire sur laquelle, toute fonction opere
spectralement. D’apres le théoreme 2.8, A ~ C", n € N*. Désignons par
(€1, €3, ..., €,) la base canonique de C". Les caracteéres de C" sont exactement
X1, X2 -+, Xn tels que x;(e;) = 0;;. Soient maintenant a € C" et f une fonc-
tion définie sur une partie D de C telle que Spcr(a) C D. Soit i, Ag, ..., A\,
n n
dans C tels que a = Z Aie;. On pose f(a) = Z f(xi(a))e; qui un élément
i=1

=1

de C™. Soit j € [1,n],

—_—

fla)(x;) = x;(f(a))

n

= ;O fxila)e)

= Z f(xi(a))di

= fx;(a)
= foa(xy).

—

Donc f(a) = f oa. Ainsi, f opere sur C".
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Montrons maintenant que f opere sur A. Soit ¢ un isomorphisme d’algebres
de A dans C". Soit = € A tel que Spa(z) C D. On pose a = p(z) € C". On a
d’abord Spcn(a) = Spen(p(x)) C Spa(xz) C D. Soit x un caractere non nul

1

de A. En remarquant d’abord que x o ¢~ est un caractere non nul de C",

on a :

fox(x) = flx(z))
(

avec f(z) = ¢ 1(f(a)) € A. Donc foZ = f(z). Ainsi, f opere sur A. [

4 Structure de certaines algebres de dimension dé-

nombrable.

On désigne par E(C) = {f : C — C : f entiere }. Munie de la famille

des semi-normes (pg)r>1 ou pr(f) = sup |f(2)|, lalgebre E(C) devient une
z|<k

algebre de Fréchet. Cette topologie est_également définie par la famille des

semi-normes (g )r donnée par :

qr Zanz” = sup Z |anz"|> )
(nzo ) |2|<k (TLZO

Soit (A, 7) une algebre localement convexe unitaire. On dit qu'une fonction

enticre [ = Zanz” € E(C) opere dans (A, 1), si pour tout x € A, la série
n>0

Z a,x" converge dans (A, 7).

n>0

Remarque 4.1. Soit (A, T) une algébre localement conveze unitaire. Si E(C)

opere au point x € A, c’est-a-dire, pour toute fonction f = Z a,z" € E(C),
n>0
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la série Z a,x" converge dans (A, 1), alors Uapplication 1, définie de E(C)
n>0

dans A par :
+oo
o (f =Y e") = 1) = Y ans”
n=0
est un morphisme d’algebre unitaire.

L’algebre des suites complexes stationnaires S donnée par 'exemple 2.4,
est une Q-algebre m-convexe complete unitaire semi-simple et de dimension
dénombrable. Elle n’est pas de dimension finie modulo son radical de Jacob-
son et dans laquelle toute fonction opere spectralement.

On serait tenté de chercher d’autres exemples. En fait, I'algebre S, a un
isomorphisme prés, est la seule algebre semi-simple unitaire complete com-
mutative m-convexe de dimension dénombrable.

Le résultat suivant nous donne une propriété algébrique fondamentale
d’algebre localement convexe de dimension dénombrable, sur laquelle les sé-

ries entieres operent.

Proposition 4.2. Soit (A, 7) une algébre localement convexe unitaire non
nécessairement commutative de dimension dénombrable. Les assertions swi-

vantes sont équivalentes.
1. Toute série entiere opere sur A.

2. A est algébrique.

Preuve. 1) = 2) On suppose que toute série entiere opere sur A. Soit
x € A. Considérons I'application v, de E(C) dans A définie par :

L’application 1, est un morphisme d’algebre. Donc E(C)/Ker(¢,) ~ Ima,.
Montrons maintenant que 1, est continu. Soit (py)rea la famille des semi-
normes définissant la topologie 7. D’apres ([18], Lemma, p. 686), on a pour
tout = € A,

M, (z) = sup [pA(x”)}% < +00,VA € A.
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+oo
Soient A € A et f(z) = Zanz” € E(C).On a:
n=0

400 +oo
pa(f (@) <Y palana®) <)ol My < 4 (f),
k=0 k=0

our € Ntel que r > M,. D’ou la continuité de 1), et par suite Ker(1),) est un
idéal fermé de E(C). Munie de la topologie quotient, I’algebre E(C)/Ker(1,,)
est une algebre m-convexe métrisable complete, donc nécessairement de di-
mension finie, puisque A est de dimension dénombrable. Par conséquent

Im(t),) qui contient Clz] est de dimension finie. D’ou A est algébrique.

2) — 1) Supposons A algébrique. Alors C[z]| est de dimension finie,
pour tout x € A. On sait que les fonctions entieres operent dans les algebres

de Banach, par conséquent, elles operent au point x dans C[z] et par suite
dans A. |

Théoréme 4.3. Soit (A, T) une algébre commutative unitaire semi-simple loca-
lement convexe de dimension dénombrable. On suppose que A a une topologie

tel que E(C) opére sur A. Alors on a :
1. Il existe un isomorphisme continu entre (S,7s) et (A, T).

2. Il existe une topologie T compléte m-convexe sur A plus fine que T telle

que les deuz topologies (A, 7') et (S,7g) soient isomorphes.

Preuve. 1) D’apres la proposition précédente, A est algébrique. Considérons
une base de Hamel, (e,,),>1 de A. Pour tout n > 1, posons : A,, = Cley, ..., €],
la sous algebre de A engendrée par la famille {ey,...,e,}. Comme A est al-
gébrique et commutative, la sous algebre A, est de dimension finie et on a

de plus A = U A,. L’algebre A,, est commutative semi-simple de dimension
n>1
finie, donc il existe k, € N*, tel que A, ~ Ck». Soit ¢,, un isomorphisme de

A, dans C*. Comme CF» = Clu,] ott u, = (1,2,...,k,), alors A, = C[uv,]
ot v, = ¢, (u,). Considérons linjection i, de C*» dans S définie par :
in(21, .y Tg,) = (21, ..., Thy, Thy s -0 ). POSONS Py, = iy © . application 1,

est un morphisme d’algebre de A,, dans S. De plus, la restriction de 9,11
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a A, est 1,. D’ou l'existence d’un morphisme d’algebre ¢ de (A, 7) dans
(S, 7s) qui est bijective. Comme Tg est la topologie la plus fine des topologies
localements convexes sur S, I'isomorphisme 1, est continu.

2) Notons par 7/, la topologie limite inductive localement convexe sur A,
définie par le systeme inductif (A,,),>1. L’algebre A est une algebre commuta-
tive qui est limite inductive d’une famille dénombrable d’algebres localement
convexes, d’apres ([1], Proposition 12, p. 349), I'algebre A est une algebre
m-~convexe. De plus, elle est complete, d’apres ([24], Proposition 9, p. I1. 35),
puisque les algebres A,, sont de dimension finie. Donc v est un isomorphisme

(algébrique et topologique) entre (A, 7') et (S, Tg). |
Comme conséquence, nous avons le résultat suivant.

Corollaire 4.4. Soit (A, T) une algébre m-convexe compléte commutative uni-
taire semi-simple de dimension dénombrable, alors il existe une topologie m-
convexe compléte ' plus fine que T, tel que les deux algébres topologiques

(A, 7") et (S,7s) soient isomorphes.
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Chapitre

Opération faible dans les algebres

localement convexes.

Introduction.

Dans ([23]), Y. Katznelson a montré le résultat suivant : Soit A est une
algebre de Banach unitaire commutative et semi-simple. Une condition né-
cessaire et suffisante pour que toute fonction continue opere au sens de Katz-
nelson ([23]), sur A, est que A soit 'algebre de toutes les fonctions continues
sur son espace des caracteres (non nuls). Dans ([16]), A. El Kinani a prolongé
le résultat précédent a une algebre de Banach unitaire non nécessairement
commutative et semi-simple. Pour cela, il a introduit la notion d’opération
faible suivante : Soit D une partie de C. On dit qu’une fonction f: D — C
opere faiblement sur une algebre de Banach unitaire A, si pour tout x € A
dont le spectre est contenu dans D, il existe un élément unique dans A, noté
f(z), contenu dans la bicommutante, notée I'(I'(x)), de {x}, dans A, tel que
Ha?) = fox sur M(I'(I'(z))), ou M(I'(I'(z))) est 'ensemble des caracteres
non nuls de ['(I'(x)). Il a obtenu la caractérisation des algebres de Banach
unitaires sur lesquelles toute fonction opere faiblement. Ainsi, il a montré
le résultat suivant : Si A est une algebre de Banach unitaire, une condition
nécessaire et suffisante pour que toute fonction opere faiblement sur A, est

que A soit isomorphe (algébriquement et topologiquement) a C", on n € N*.
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En se basant sur le fait que les fonctions continues operent faiblement sur les
C* algebres unitaires et commutatives, A. El Kinani ([16]) a cherché a carac-
tériser les algebres de Banach unitaires sur lesquelles toute fonction continue
opere. Il a montré le résultat suivant : Si A est une algebre de Banach uni-
taire, une condition nécessaire et suffisante pour que toute fonction continue
opere faiblement sur A, est que A soit une C* algebre commutative. Comme
conséquence, il a retrouvé le résultat de Katznelson.

Dans ce chapitre, nous considérons 'opération faible dans un cadre plus
général. Nous nous intéressons d’abord a une algebre unitaire A qui n’est
pas nécessairement topologique et nous procédons a une comparaison avec
les résultats obtenus dans le cas de l'opération spectrale. Nous montrons,
contrairement a l'opération spectrale (chapitre 2), que I'on peut définir un
morphisme d’algebre entre F(C) et A sans aucune condition supplémentaire.
Puis, on montre que si toute fonction opere faiblement sur une algebre uni-
taire A, alors elle est sans élément quasi-nilpotent non nul. Ceci permet de
montrer qu’il existe une algebre de dimension finie sur laquelle on n’a pas
toute fonction opere faiblement. Par ailleurs, on sait que : Toute fonction
opere spectralement dans une algebre unitaire A si, et seulement si, toute
fonction opere spectralement sur A/Rad(A). Ce résultat n’est plus vrai dans
le cas de 'opération faible.

En se plagant dans le cas des algebres topologiques, nous montrons que si
A est une Q-algebre m-convexe unitaire, toute fonction qui opere faiblement,
opere spectralement. Puis on en déduit que si A est une (Q-algebre m-convexe
unitaire ou toute fonction opere faiblement, alors A est algébrique semi-simple
et commutative. On obtient aussi que si A est une ()-algebre m-convexe
unitaire qui est un espace de Baire ol toute fonction opere faiblement, alors
elle est isomorphe a C", avec n € N*. On établit également que si A est
une Q-algebre m-convexe unitaire sur laquelle toute fonction continue opere
faiblement, alors A est une algebre hermitienne commutative semi-simple a

involution continue.
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1 Opération faible dans les algebres unitaires non

nécessairement topologiques.

Soient A une algebre unitaire et D une partie de C. On dit qu'une fonction
f : D — C opere faiblement sur A, si pour tout x € A dont le spectre est
contenu dans D, il existe un élément unique dans A, noté f(x), contenu dans
la bicommutante, notée T'(I'(x)), de {z}, dans A, tel que f/(;) = foZ sur
MA(I(I(x))), ou M*(I'(I'(x))) est 'ensemble des caracteres de I'(I'(z)).

On note par F(C), l'algebre des fonctions complexes définies sur C. Soient
A une algebre unitaire d’'unité e et z un élément de A. On dit que F(C)

operent faiblement au point z, si pour tout f € F(C), il existe un unique

—_

élément f(z) dans I'(I'(x)), tel que foZ = f(z) sur M*(I'(I'(x))). On a ainsi,
un morphisme d’algebre unitaire ¢, de F(C) a valeurs dans A, f — ¢,.(f) =
f(z). En effet, pour tous f,g € F(C) et « € C, on a :

a(f+9) = (f+9)0F = foi+g0F = 2u(f) +ul9) = walf) +0ul9).
D’apres l'unicité, on a ¢, (f + g) = ¢=(f) + ©2(g). De méme on a ¢, (af) =
apa(f), 22(£9) = 2e(F)ee(9) et pu(lrc)) = e. Donc g, est un morphisme
d’algebre unitaire.

On a obtenu ainsi un morphisme d’algebre unitaire de F(C) dans A sans
conditions supplémentaires sur A, contrairement au cas de 'opération spec-
trale ([13], Proposition 3.4, p. 687 ).

D’apres ([13], Proposition 3.2, p. 686), si A est une algebre de dimension
finie (donc spectralement bornée), toute fonction opeére spectralement dans
A, car pour tout x € A, Spa(x) est fini. Ce n’est pas le cas pour I'opération

faible, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 1.1. Soit A une algebre unitaire dans laquelle la fonction identité

de C, Idc, opére faiblement, alors A est sans élément quasi-nilpotent non nul.

Preuve. Soient A une algebre unitaire dans laquelle la fonction Idc opere
faiblement et x € A tel que pa(x) = 0. L’application Idc opére faiblement
dans A, donc il existe un unique élément /dc(z) dans I'(I'(x)), la bicommu-
tante de {x}, dans A, tel que Idc o™ = Id/c(\x) dans M*(I'(I'(z))). D’autre
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part pa(z) = 0 implique Spa(x) = {0}. Comme I'(I'(z)) est une sous algebre
pleine de A, on a Spa(x) = Sprr))(z). D’ott Sprra))(x) = {0}. Puisque
pour tout x € M*(I'(I'(x))), x(x) € Sprr()(x), on obtient que x(z) = 0
pour tout x € M*(I'(I'(z)). Et par suite Idc o T =0 dans M*([(I'(z))). Or
Idc or = 7 dans M*(I'(I'(x))), et d’apres I'unicité de I’élément Idc(z) dans
['(['(x)), on ax = Idc(x) =0 [

L’exemple suivant met en évidence une algebre de dimension finie dans

laquelle 'assertion toute fonction opeéere faiblement n’est plus valide.

Exemple 1.2. L’algebre des matrices carrées d’ordre 2 est une algébre de di-
mension finie admettant des éléments quasi-nilpotents non nuls (elle contient
des éléments nilpotents non nuls donc quasi-nilpotents non nuls), et par suite

la fonction Idc n'opeére pas faiblement sur cette algebre.

Nous savons ([13], Proposition 3.1, p. 686) que si A est une algebre, alors
toute fonction opere spectralement sur A si, et seulement si, elle opere spec-
tralement sur A/Rad(A).

Pour 'opération faible, nous donnons, dans le cas commutatif, le résultat

suivant.

Proposition 1.3. Soit A une algebre commutative et unitaire. Les assertions

sutvantes sont équivalentes.

1. Pour tout x € A et pour tout f € F(C), il existe f(x) € A, tel que
X(f(x)) = f(x(x)), pour tout x € M*(A).
2. F(C) opére faiblement dans l'algébre A/ Rad(A).

Preuve. Rappelons que dans le cas commutatif, Rad(A) est I'intersection
des noyaux des caracteres non nuls de A.

1) = 2) : Notons s : A — A/Rad(A) la surjection canonique. Soit
f € F(C). Montrons que f opere faiblement sur A/Rad(A). Soit z € A.
D’apres 1), il existe f(z) € A, tel que x(f(z)) = f(x(x)), pour tout x €
M*(A). Posons f(s(x)) = s(f(x)). L’élément f(s(z)) ne dépend pas du re-
présentant de la classe s(z) de x. En effet : Soit y € A, tel que s(z) = s(y).
On a x —y € Rad(A) et par suite, pour tout x € M*(A), x(z) = x(v).
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Donc pour tout x € M*(A), f(x(z)) = f(x(y)), ce qui est équivalent a
x(f(x)) = x(f(y)) pour tout x € M*(A). Donc f(x) — f(y) € Rad(A), ce
qui donne s(f(z)) = s(f(y)). Soit x un caractere non nul de A/Rad(A).
L’application x o s est un caractere non nul de A. Donc (x o s)(f(x)) =
f((x o s)(x)) et par suite x(s(f(x))) = f(x(s(z))). Finalement, il existe un
élément s(f(z)) € A/Rad(A) = I'(I'(s(x))), tel que f o s/(\x) = sm) sur
M*(A/Rad(A)). L'unicité est immédiate vu que A/Rad(A) est semi-simple.

2) = 1) : Soient x € A et f € F(C). L’application f opere faiblement
sur A/Rad(A), il existe alors y € A tel que f(x(s(z))) = x(s(y)) pour tout
X € M*(A/Rad(A)). Posons f(z) =y et soit x € M*(A). Pour tout = € A4,
posons X'(s(z)) = x(z). Si s(x) = s(2’), alors v — 2’ € Rad(A) et donc
x(z) = x(2'). Par suite x’ définit bien une application qui est de plus un
caractéere non nul de A/Rad(A). Finalement, on a : f(x(x)) = f(X'(s(z))) =
X'(s(y)) = x(y) = x(f(x)). Donc f opere faiblement sur A. |

2 Opération faible dans les ()-algebres m-convexes

unitaires.

On sait que dans une algebre de Banach unitaire A, si une fonction opere
faiblement, elle opere spectralement ([16], Remarque 1.4, p. 2)). Nous allons

établir un résultat analogue dans le cas des (Q-algebres m-convexes unitaires.

Proposition 2.1. Dans une Q-algebre m-convezxe unitaire, toute fonction qui

opere faiblement, opére spectralement.

Preuve. Soient A une @-algebre m-convexe unitaire et f une fonction qui
opere faiblement dans A. Soit x € A. Il existe un unique élément f(z) €
['(T(x)), tel que x(f(z)) = f(x(x)), pour tout y € M(I'(TI'(x))). L’algebre
I'(I'(z)) est une sous algebre commutative pleine de A qui est une Q-algebre

m-convexe unitaire. Donc I'(I'(z)) est une Q-algebre m-convexe unitaire com-
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mutative. Par suite,

Spa(f(z)) = Spre)(f(2))
= {x(f(2)) : x € M(T(TI'(x)))}
= {f(x(x)) : x € M(T(T(x)))}
= f(Sprew) (@)
= f(Spa(z)).

Donc f opere spectralement dans A. |

Comme conséquence de la proposition précédente, nous obtenons le ré-

sultat suivant.

Corollaire 2.2. Si A est une Q-algebre m-convexe unitaire dans laquelle toute

fonction opere faiblement, alors A est algébrique commutative et semi-simple.

Preuve. Soit A une Q-algebre m-convexe unitaire dans laquelle toute fonc-
tion opere faiblement. D’apres la proposition précédente, toute fonction opere
spectralement dans A. De plus, d’apres ([13], Proposition 3.7, p. 688), le
spectre de tout élément est fini. Soit x € A. Posons : Spa(z) = {1, ..., A\n}

Considérons le polynome P = H(X — Xg). On a P(Spa(z)) = {0}, donc

Spa(P(z)) = P(Spa(z)) = {Ok}_let par suite P(z) est un élément quasi-
nilpotent de A. Comme toute fonction opere faiblement dans A, d’apres la
Proposition 1.1, A est sans élément quasi-nilpotent non nul, donc P(x) = 0.
Ainsi, A est algébrique. D’apres la Proposition 1.1, A est sans éléments nil-
potent non nuls (un élément nilpotent est quasi-nilpotent) et comme elle
est algébrique, d’apres ([14], Proposition 13, p. 354), A est commutative et

semi-simple. |

Proposition 2.3. Soit A une Q-algébre m-convexe unitaire qui est un espace
de Baire. Si toute fonction opére faiblement dans A, alors A est isomorphe
aC", neN*.

Preuve. D’apres le Corollaire 2.2, A est commutative et semi-simple. D’apres
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la Proposition 2.1, toute fonction opére spectralement dans A et d’apres ([13],
Théoreme 3.14, p. 690), A est isomorphe a C". |

Remarque 2.4. La proposition 2.3 n’est plus vraie sans [’hypothése "Q-algébre”.
En effet : lalgébre CN des suites complexes muni de la topologie produit ([19],
exemple 6, p. 26) est une algébre de Fréchet m-convexe commutative semi-
simple de dimension infinie, sur laquelle toute fonction opére faiblement. Par

conséquent, on en déduit que l’algébre de Fréchet CN n’est pas une Q-algébre.

Remarque 2.5. La proposition 2.3 n’est plus vraie sans [’hypothese “espace
de Baire”. En effet : L’algébre S des suites complexes stationnaires (exemple
2.4, chapitre 2, p. 43) est une Q-algébre m-convexe compléte semi-simple
unitaire commutative sur laquelle toute fonction opére faiblement et qui est

de dimension infinie.

Théoréme 2.6. Soit A une Q-algebre m-conveze et unitaire. Si toute fonc-
tion continue opere faiblement sur A, alors A est une algébre hermitienne

commutative semi-simple a involution continue.

Preuve. Supposons que toute fonction continue opere faiblement sur A.
L’application Idc est continue. Elle opere donc faiblement sur A. D’apres la
Proposition 1.1, 'algebre A est sans éléments quasi-nilpotent, elle est alors
semi simple. Montrons que A est hermitienne. Soit a € A. On a I'application
Z définie de C dans C, A — Z(\) = X est continue et par suite, elle opere
faiblement sur A. Il existe alors un unique élément zZ(a) € I'(I'(a)), tel que
pour tout x € I'(I'(a)),

Considérons maintenant ’application I définie de A dans A et donnée pour
tout a € A par :
I(a) = a" =Z(a).

L’application I est une involution sur A. De plus, pour tout y € I'(I'(a)),

x(a) = x(a*). Si maintenant h est un élément hermitien de A, alors :
Spa(h) = Sprey(h) CR.
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Ainsi A est hermitienne. Montrons que A est commutative. On a par défini-
tion de z*, 2* € I'(I'(z)), pour tout € A. Ainsi tous les éléments de A sont
normaux. Soient a, b deux éléments hermitiens de A. On a (a+ib)*(a +ib) =
(a + ib)(a + ib)*, ce qui donne apres calcul ab = ba. Soit x,y € A tels que,
xr = a+ibet y = c+id avec a, b, ¢, d sont des éléments hermitiens. Comme les
éléments hermitiens commutent, on obtient que zy = yx, et par conséquent
A est commutative. On a donc A une algebre hermitienne commutative et
semi-simple. Montrons maintenant que 'involution I est continue. Pour cela,
montrons que son graphe est fermé. Soient a € A et (a,) une suite d’élé-
ments de A, tels que a,, — a et I(a,) —> b, Montrons que b = a*. Soit x

un caractere de A. Comme x est continu, alors x(a,) — x(a). L’application

7 : XA+ X est continue, d’ot1 x(a,) — x(a), ou encore x(a*) — x(a*). Par
ailleurs, a — b, donc x(a’) — x(b). Il en résulte que x(a*) = x(b). Ceci
est vraie pour tout xy € M(A). Donc

a*—be () Ker(x)=Rad(A) = {0},
XEM(A)

et par suite a* = b, d’on la continuité de I'involution. D’apres ([6], Theorem
3.2, p. 7), la topologie de A peut étre définie par une famille de *-semi-normes.
Ainsi, A est une Q-algebre m*-convexe unitaire hermitienne commutative et

semi-simple. |
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Chapitre

Caractérisation des algebres

topologiques spectralement finies.

Introduction.

Le résultat suivant, du a Kaplansky ([22], Lemma 7, p. 376), nous a
été d’une grande utilité : Si B est une algebre de Banach dont le spectre
de chaque élément est fini, alors dim(B/Rad(B)) < +00. Nous nous sommes
alors posés la question suivante : Existe-t-il, des classes d’algebres ou le lemme
([22], Lemma 7, p. 376) reste valide. Nous commengons par traiter le cas
commutatif. Nous donnons un exemple qui montre que dans le cas d’une -
algebre m-convexe commutative compléete unitaire semi-simple spectralement
finie, le radical de Jacobson n’est pas nécessairement de codimension finie. On
montre ensuite que si B est une (-algebre m-convexe unitaire commutative
semi-simple et qui est de Baire alors, B est spectralement finie si, et seulement
si, B~ C", n € N*.

Dans le cas général non nécessairement commutatif, on montre que si A
est une algebre de Fréchet spectralement finie, alors dim(A/Rad(A)) < +oc.
Pour la preuve, on a suivi la méme démarche de la preuve donnée dans ([20]),
en adaptant, en particulier, des résultats topologiques donnés sous formes
de lemmes au cas d'une algebre de Fréchet. Ensuite, nous montrons que si

B est une Q-algebre de Fréchet unitaire spectralement finie sans éléments
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quasi-nilpotents non nuls, alors B ~ C", n € N*. Enfin, on établit, que toute
algebre unitaire algébrique sans éléments nilpotents non nuls est commutative

et semi-simple.

1 Cas commutatif.

Nous commengons par donner un exemple d'une @Q-algebre m-convexe
complete commutative unitaire semi-simple spectralement finie, dans laquelle

le radical de Jacobson n’est pas nécessairement de codimension finie.

Exemple 1.1. L’algebre S des suites complexes stationnaires (exemple 2.4,
chapitre 2, p. 43) est une Q-algébre m-conveze compléte semi-simple unitaire

commutative spectralement finie et qui est de dimension infinie.

Nous avons montré (Proposition 2.1, chapitre 2, p. 43), que si B est une
@-algebre alors, toute fonction opere spectralement sur B si, et seulement
si, B est spectralement finie. Donc d’apres la proposition 2.5 chapitre 2 , on

obtient la proposition suivante.

Proposition 1.2. Soit B une Q-algebre m-convexe commutative et unitaire.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. B est spectralement finie.

2. B/Rad(B) est algébrique.

Remarque 1.3. Dans la Proposition 1.2, I’hypothése de m-convexité est né-
cessaire pour obtenir I’équivalence entre l’assertion 1) et l’assertion 2), comme
le montre ’algébre des fractions rationnelles C (X) munie de la topologie de
Williamson ([33], 3. p. 731). C’est une Q-algébre qui n’est pas m-conveze.
Cette algébre satisfait l’assertion 1) de la proposition 1.2, mais pas l'asser-
tion 2).

Egalement, on obtient d’apres le théoreme 2.8 chapitre 2, le théoreme

suivant.

Théoreme 1.4. Soit B une QQ-algébre m-convexe unitaire commutative semi-

simple et qui est de Baire. Les assertions suivantes sont équivalentes.
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1. B est spectralement finie.

2. B~C", oun € N*,

Remarque 1.5. Le résultat du théoreme précédent n’est pas vrai sans I’hypo-
these de "Baire” . En effet, l'algebre considérée dans [’exemple 1.1 est une
Q-algeébre m-convexe unitaire spectralement finie semi-simple commutative

compléte et qui est de dimension infinie.

2 Cas des algebres de Fréchet.

Voici maintenant le résultat principal de ce chapitre.

Théoréeme 2.1. Si A est une algébre de Fréchet spectralement finie alors,
dim(A/Rad(A)) < +00.

Pour la preuve de ce théoreme, nous aurons besoin de plusieurs résultats
intermédiaires que nous présentons sous formes de lemmes. Le premier est la
version du Lemme 2.3.8. p. 58 de [31] dans le cas d’'une algebre de Fréchet

unitaire.

Lemme 2.2. Soient (A, (px),) une algébre de Fréchet unitaire d’unité e et
qo € Rad(A). Alors 'équation x* —x + qo = 0 admet une solution q; dans A.

De plus, pour tout x € A, on a limplication :
(2go = qox) = (zq1 = 1) -

On rappelle que pour une algebre m-convexe, le rayon de régularité [(x)

d’'un élément = € A est défini par :
B (x) = inf {7’ >0: (r_lx)n, n € N*, est bornée} ,

avec inf @ = +o0.

Preuve. 1l est a remarquer d’abord que, pour tout x € A, on a pa(z) = ()
([17], Proposition 2.1, p. 286) et que toute série absolument convergente est
convergente. Soit B = {P(q0)(Q(q))~ ", P,Q € C[X],Q(qo) inversible dans A}
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la sous algebre pleine fermée engendrée par qo. Alors B est une algebre de
Fréchet commutative. On a ¢y € Rad(A) et comme Rad(A) est un idéal
de A, alors gox € Rad(A), pour tout x € A. D’ou pa(goxr) = 0, pour tout
x € A. Le fait que la sous algebre B engendrée par qq soit pleine entraine que

pB(qx) = pa(qor) = 0, pour tout = € B. Do gy € Rad(B). Considérons la

11X /1
3 (;) (—4qo0)",

n=1

série infinie :

ou les coefficients sont des coefficients binomiaux généralisés. Puisque ¢y €
Rad(B), pp(—4qo) = 0. Donc (—4q) = 0. Or ici :

B(z) = sup {limsup Vpk(zn) t k € N} ,

et donc la série converge absolument vers un élément ¢; € A. Puisque Rad(B)
est fermé, alors ¢; € Rad(B). Comme dans le cas des séries numériques, on
obtient la relation formelle e—+/e — 4qq = 2¢; qui donne I’égalité ¢? —q; +qo =
0. Enfin, par la définition de ¢;, on en déduit que ¢; commute avec tout

élément de A qui commute avec qp. |

Théoréeme 2.3. Soient B une algébre de Fréchet unitaire d’unité e et u un
élément de B qui est idempotent modulo Rad(B). Il existe alors, dans B un

idempotent v qui est égal a uw modulo Rad(B).

Preuve. Puisque u est idempotent modulo Rad(B), il existe ¢ € Rad(B)

tel que, u? = u — q. Chercher v dans B, vérifiant v = u modulo Rad(B) et

v? = v, revient & trouver une solution z dans Rad(B) de I"équation :

(u+2)?=u+z
En partant d’une solution z qui commute avec u, cette équation se réduit a
22+ (2u—e)z—q=0.

On pose z = —(2u—e)z. En remplagant z par sa valeur, on obtient I’équation
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en x, suivante :
(2u —e)*(2* —2) —q=0.

On a (2u—e)? = e — 4q. Comme q € Rad(B), alors e — 4q est inversible dans

B. Par suite la derniere équation en x devient :
2? —x —qle—4q)"t =0.

On a Rad(B) est un idéal de B et comme ¢ € Rad(B), alors g(e — 4q)~! €
Rad(B). D’apres le lemme 2.2, il existe ¢; dans B solution de I’équation
22 — 12 —qle — 4¢)™' = 0. On a u commute avec ¢, donc commute avec
q(e —4q)~! et par suite u commute avec ¢;. Finalement z = —(2u — €)q; est
solution de I’équation (u + z)? = u + 2. Donc 1'élément idempotent cherché

est v =u— (2u — e)q. |

Lemme 2.4. Soit B une algebre unitaire d’unité e. St Spp(b) est un singleton,
pour tout b € B alors, B/Rad (B) ~ C.

Preuve. On a B admet un seul idéal maximal a gauche. En effet : Soient I
et I’ deux idéaux maximaux a gauche de B, I # I'. Alors I + I’ est un idéal
a gauche de B vérifiant, [ +1' # T et I C [ +1' C B. Donc I +I' = B.
Considérons a € [ et @' € I' tel que a+ad =e. On a a’ = e — a est non
inversible, donc 1 € Spg(a). Mais a est non inversible donc 0 € Spg(a). 11
s’ensuit que Spp(a) contient au moins deux éléments, ce qui est impossible.
Soit maintenant I 'unique idéal maximal a gauche de B. De la méme facon,
on montre que B admet un unique idéal maximal & droite I'. Si I # I,
alors il existe a € I, a ¢ I'. Ona I' S I' + (a) € B, donc B = I' 4 (a).
D’ou, il existe b € B, a' € I' tels que e — a’ = ba qui est non inversible ,
donc 1 € Spp(a’). 'élément o’ est non inversible, ainsi 0 € Spg(a’), donc le
spectre de a’ contient deux éléments, ce qui est impossible. Donc B admet
un unique idéal maximal I. Soit b € B, posons Spg(b) = {a}. On a b — ae
est non inversible, donc b — ae € I, d'ou b € I + Ce. Ainsi B = I & Ce, et

donc [ est de codimension 1. Ceci acheve la preuve. ]

Lemme 2.5. Soit A une algébre de Fréchet unitaire d’unité e, semi-simple

dans laquelle le spectre de tout élément est fini. Si A est de dimension > 2,
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peut-étre infinie, alors A admet un idempotent autre que 0 et e.

Preuve. D’apres le Lemme 2.4, il existe © € A dont le spectre contient
au moins deux éléments. Notons par B la sous algebre commutative maxi-
mal de A contenant z. Donc B est une sous algebre pleine de A. Par suite,
pour tout élément b dans B, Spa(b) = Spp(b) = Sps/reas)(s(b)), out s :
B — B/Rad(B), la surjection canonique. Alors le spectre de tout élément

de C = B/Rad(B) est fini. Donc C' admet un nombre fini de caracteres non

nuls continus ¢,...,,. De plus () ker ¢; = {0}, puisque C' est semi-simple.
i=1

n
Considérons maintenant ’application ¢ : C' — H C'/ ker ; définie par :
i=1

() = (s1(2), s 50 (),

ou s; est 'homomorphisme naturel de C' dans C'/ ker gpi. Il est clair que ¥
est un homomorphisme d’algebre et que ker(y) = ﬂ kery; . On a kery;
+ker ¢; = C, pour tout i # j. D’apres ([4], Prop081t10n 5, p.72)on a:

C/ﬁkergpi o~ ﬁC/kergpi.
i=1 i=1

D’ou C ~ I_IC’/kercpZ De plus, pour chaque i = 1,....n, C/kerp; est

une algebre de division de Fréchet. Il s’ensuit, d’apres ([28], Proposition 2.9.
b), p. 13), que C/kery;, ~ C. D'ou B/Rad(B) est isomorphe a C", avec
n > 2, puisque card(Spa(z) > 2) et Spa(z) = {@i(x);i = 1,...,n}. Soit
v € B/Rad(B) un idempotent non trivial. D’apres le Théoreme 2.3, il existe
dans B un idempotent non trivial u tel que v = s(u), ou s est la surjection
canonique de B dans B/Rad(B). D’ou le résultat. |

Lemme 2.6. Soit (B, (qx),) une algébre de Fréchet unitaire et semi-simple. Si
B admet une suite infinie didempotents non nuls mutuellement orthogonauz,

alors B contient un élément de spectre infini.

Preuve. Soit (ey), une suite infinie d’idempotents non nuls mutuellement

71



orthogonaux de B. Nous allons construire un élément b de B de spectre infini.

S

dkq (61)‘

Pour n = 2, il existe ky > ki tel que gx,(e2) # 0 et il existe mg > 1 tel que
1 . . , .

T g (ea) T g (ea)” Ainsi, par récurrence, on obtient

deux suites strictement croissantes (k,),>1 et (my,)n>1 telles que :

(i) g, (en) # 0, pour tout n,
(ii) la suite (ay,)n, OU :

Pour n = 1, il existe k; tel que g, (e1) # 0. Posons a; =

< a1. On pose ay =

1

oy = ——F——
Ty, (en)

, pour tout n > 1,

est strictement décroissante.

Montrons maintenant que la série ) aye, est absolument convergente dans

B. Soit N > 1. Alors : "

Sanlones) = 3 loulan(en) + Y lanlan(en).

n>1 1<n<N-1 n>N

Comme la suite (g,), est croissante, on a :

D lanlan(en) <D lan] gau(en).

n>N n>N

La suite (gy,), étant croissante et k, > n, on obtient :

Z |atn| gn(€n) < Z || gr,, (€n)-

n>N n>N

En utilisant (ii), on a :

Z |an| an(en) S Z nin < 0OQ.

n>N n>N

Il en résulte que la série ) a,e, est convergente dans (B, (¢x),). Par consé-
n

+o0

quent, b = > aye, € B. Puisque be,, = ae, alors,a,, € Spg(b). Donc
n=0

Spp(b) est infini. [

72



Notons que pour la construction de I’élément a a spectre infini, les auteurs
de ([20], Theorem, p. 19) n’ont pas justifié que la suite construite (), ), dans

Spa(a), est infinie, afin de prouver que le spectre de a est infini.

Présentons maintenant la preuve du théoreme principal : Théoreme 2.1.

Preuve. Sans perte de généralité, on peut supposer que l'algebre A est uni-
taire. En effet : Soit A! 'unitisée de A. Alors, d’apres([29], Corollary 1.3.54,
p. 93), Rad(A) = Rad(A") et donc A/Rad(A) C A'/Rad(A"). Considérons
donc que l'algebre A est unitaire d’unité e. Dans ce cas, la preuve est menée
dans le méme esprit suivi dans ([20], Theorem, p. 19), en utilisant les ré-
sultats préparatoires précédents. Sans perte de généralité, on peut supposer
aussi que A est semi-simple. Soit £ C A un ensemble maximal d’idempo-
tents non nuls qui commutent entre eux. L’existence de E est garantie par
le Lemme de Zorn et on a e € E. Il résulte, du Lemme 2.6, que F est un
ensemble fini. En effet : Si F contient une suite infinie d’éléments d’idempo-
tents non nuls qui commutent, alors on peut construire comme dans ([20]),
une suite infinie d’éléments idempotents non nuls mutuellement orthogonaux
et d’apres le lemme 2.6, il existe un élément de spectre infini, ce qui contredit
la fait que (A, (px),) est une algebre de Fréchet spectralement finie.

On considere, sur E, 'ordre partiel donné par :
a < bsiab=ba=a.

Soient ey, ..., e, les éléments de E minimaux par rapport a cet ordre. En
utilisant le fait que e;e; < e; et e;e; < e; et par la propriété de minimalité

qui précede, on a e;e; = 0 si @ # j. Posons
d=e—(e;+e+..+e,).

On a e;¢/ = 0, pour tout i« = 1,...,n. ¢ est un élément idempotent qui
commute avec tous les éléments de F, de plus €' # ¢;, pour tout ¢ = 1, ..., n.
Si e # 0, alors € € E, et par suite il existe i € {1,...,n} tel que ¢; < €’ et

donc 0 = ¢;¢ = €’'e; = ¢;, contradiction avec le fait que e; est non nul. Donc
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e/ = 0 et par suite,
é1+e+..+e,=¢€

De plus, chaque élément x de E est somme d’éléments minimaux. En effet,
soient e;,, ..., €;, les éléments minimaux qui sont inférieurs ou égaux a x. On
pose ¢ = x — (e;, + ... + ¢;,) . Cet élément vérifie la propriété e;e’ = 0 pour
tout i = 1,...,n. Ce qui donne ¢ = 0.
La décomposition de e conduit a
n
A =¢eAe= Z 61‘A€j.

1,j=1

Le reste de la preuve consiste & montrer que les facteurs e;Ae; sont de di-
mensions finies.

Pour 7,5 = 1,...,n, posons :
Aij = 61'146]'.

Traitons d’abord le cas ou ¢ = j. Dans ce cas, A;; est une algebre m-convexe
de Fréchet avec e; comme unité. Chaque a € A;; a un spectre fini du fait de
I'égalité connue ([31], Théoreme 1.6.15, p. 35),

Spa; (@) U{0} = Spa(a).

Montrons que A;; est semi-simple. Soit ¢ € Rad(A;) et a € A. En utilisant

le fait que ¢ = e;c = ce; = e;ce;, nous pouvons écrire :

(ca)” =

(ce;a)(esceza)(ece;a)...(e;ce;a)(e;ca)
= (e;cea)(eice;a)...(ece;a)(ca)
(ce
(

cesae;)"(ca)

cb)" " (ca).

L’élément b = e;ae; appartient a e;Ae;. Comme cb € Rad(Ay), (cb)"™1 — 0
alors (ca)™ — 0. Ceci étant pour tout a € A, il résulte que ¢ € Rad(A) =
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{0}. L’algebre de Fréchet A; n’admet pas d’idempotents autres que 0 et e;.
En effet : Soit u € e;Ae; un idempotent non nul. Remarquons que ue; = e;u
et ue; = e;u = 0, pour chaque j # ¢. Ainsi v commute avec tout e;, par
suite commute avec toute somme de e; et donc commute avec tout élément
de F, puisque chaque élément de E est somme d’éléments minimaux. Donc
u € F, étant donné le caractere maximum de ce dernier. Par ailleur, u < e;.
Et comme e; est minimal dans E, on obtient u = e;. Il résulte du Lemme 2.5

appliqué a I'algebre de Fréchet A;;, que dim A; = 1.

Considérons maintenant l'espace e;Ae;, i # j. Sie;Ae; = {0}, dim(e;Aej) =
0. Si e;Ae; # {0}, on montre comme dans la preuve donnée aux pages
32 et 33, qu’il existe un isomorphisme linéaire R; de e;Ae; dans e;Ae;, et
d’apres ce qui précede dim(e;Ae;) = 1. Comme A = ZeiAej, il vient que

2

dim(A) < n?. |

Soit A une algebre topologique vérifiant les hypotheses du théoreme 2.1.
Si de plus, c¢’est une Q-algebre sans éléments quasi-nilpotents non nuls, alors
elle est semi-simple, commutative et donc isomorphe a C", n € N*, comme

le montre le résultat suivant :

Proposition 2.7. Soit A une QQ-algébre de Fréchet unitaire spectralement finie.

Si A est sans éléments quasi-nilpotents non nuls, alors A ~ C", n € N*.

Preuve. Montrons que A est algébrique. Par hypothese, on a Spa(a) # @

pour tout a € A. Soient ay, ..., a, les valeurs spectrales de a. Posons b = Q(a),
n

ot Q(X) = E(X — o). Alors Spa(b) = Spa(Q(a)) = Q (Spala)) = {0}
D’ott p4(b) = 0. Puisque A est sans éléments quasi-nilpotents non nuls, alors

b = 0. Et par suite Q(a) = 0. Ceci qui montre que A est algébrique.

On a A est sans éléments quasi-nilpotents non nuls, donc A est semi-
simple.

Montrons que A est commutative. Soit x € A, z # 0. Comme A est
algébrique, il existe un polynéme non nul @ € C[X] tel que Q(x) = 0. Si
le terme constant du polynome () est non nul, tout entier n > 1 vérifie

2"Q(z) = 0. Si le terme constant du polynome @ est nul, dans ce cas, en
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posant @ = a,, X™ + ... + a, X" = X"P(X), on obtient " P(z) = 0 avec le
terme constant de P non nul. Donc Il existe un entier n > 1 et un polynome
P € C[X] a élément constant non nul tel que z"P(z) = 0. Considérons le

plus petit entier naturel n vérifiant 1’égalité :
2"P(x) =0.

Montrons que n = 1. Supposons n > 2. On a (" 'P(x))* = 2" 2P(z)z"P(z) =
0, donc 2"~ 'P(x) est un élément nilpotent de A et par conséquent c’est un
élément quasi-nilpotent de A. Comme A est sans élément quasi-nilpotent
non nul, alors 2" 'P(x) = 0. Ceci constitue une contradiction avec le fait
que n est le plus petit entier naturel satisfaisant ’égalité, " P(z) = 0. Donc
xP(x) = 0. Posons P(x) = a,,x™ + ... + a1 + age avec a9 # 0. On a :

tP(z) =0 <=z = — ((an/ao)z™ " + ... + (a1 /ao)e) 2°.

Donc

x=ax® avec a € A.

Montrons que A C Az, pour tout x € A. Soit y € A. En utilisant 1’égalité :
yr = yaz?, on obtient : (xy — xyax)z = 0. Donc zy = zyazxr € Az, pour tout
y € A. Ainsi A C Ax. Soit M un idéal maximal a gauche de A. Comme
A C Az, pour tout x € A, alors MA C AM C M. Donc M est un idéal
maximal a droite de A et par suite c’est un idéal maximal de A. Donc A/M
est un corps. Mais A/M est algébrique et C est un corps algébriquement
clos, alors A/M ~ C et par suite A/Rad(A) est commutative. Comme A est
semi-simple, il vient que A est commutative.

L’algebre A est une Q-algebre de Fréchet semi-simple commutative uni-

taire spectralement finie. Donc d’apres le théoreme 1.4, A~C", ne N* N

La preuve de la proposition 2.7, montre que la semi-simplicité et la com-
mutativité proviennent seulement du fait que ’algebre est algébrique et sans

éléments nilpotents non nuls. Ainsi, on a le résultat suivant :

Proposition 2.8. Toute algebre algébrique complexe unitaire sans éléments
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nilpotents non nuls est commutative et semi-simple.

Preuve. Montrons que A est semi-simple. Soit x € Rad(A). Comme A est
algébrique, il existe @ € C[X], @ # 0 tel que Q(x) = 0. Si le terme constant
de @ est non nul, tout entier n > 1 vérifie 2"Q(z) = 0, car Q(z) = 0. Si le
terme constant de @ est nul, posons @ = @, X™ + .... + a, X" = X"P(X),
donc z"P(x) = 0 et le terme constant de P est non nul. Donc Il existe n > 1
et P € C[X] avec coefficient constant non nul, tel que 2" P(z) = 0. Si P € C*
alors P(x) = ape est inversible ot e est I'unité de A. Si deg(P) > 1, posons
P = ap, X™+...4a1 X +ag avec ag # 0. Donc P = ag(b,, X" +...4+b; X +1) avec
b; = a;/ag. Ainsi P(z) = ag(e + yz) avec y = b,z™ ' + ... + bie € A. Comme
x € Rad(A), alors e + yx est inversible et par suite P(x) est inversible. Dans
les deux cas P(z) est inversible et par suite 2 = 0. Donc z est nilpotent.
Comme A est sans éléments nilpotents non nuls, alors x = 0. Ainsi A est
semi-simple.

Montrons que A est commutative. Considérons le plus petit entier naturel n
vérifiant ’égalité :

2" P(z) =0.

Montrons que n = 1. Supposons n > 2. On a (z" L P(z))? = 2" 2P(z)a"P(z) =
0, donc 2" 'P(x) est un élément nilpotent de A. Comme A est sans élé-
ments nilpotents non nuls, alors z" ' P(x) = 0. Ceci constitue une contradic-
tion avec le fait que n est le plus petit entier naturel satisfaisant I’égalité :
2" P(z) = 0. Donc zP(xz) = 0. Posons P(z) = a,z™ + ... + a1z + ape avec
ag # 0.

1P(z) =0 <= 1= — ((an/ag)x™* + ... + (a1 /ap)e) x* donc,

x = ax® avec a € A.

Montrons que A C Az, pour tout x € A. Soit y € A. En utilisant 1'égalité :
yr = yaz?, on obtient : (xy — zyax)® = 0. Donc zy = xyax € Az, pour tout
y € A. Ainsi xA C Axz. Soit M un idéal a gauche maximal de A. En utilisant
le fait que xA C Az, pour tout x € A, on obtient que MA C AM C A.

Donc M est idéal maximal a droite de A et par suite ¢’est un idéal maximal
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de A. Donc A/M est un corps. Mais A/M est algébrique et C est un corps
algébriquement clos, d’oi A/M ~ C. Par suite, A/Rad(A) est commutative.

Comme A est semi-simple, alors A est commutative. ]

Remarque 2.9. Remarquons que, d’aprés ([21], Theorem 9, p. 702), toute
algebre algébrique sans éléments nilpotents non nuls, sur un corps fini, est
commutative. Ici, dans la proposition 2.8, [’algébre est sur le corps des com-

plexes C. Notre approche montre que [’algébre est aussi semi-simple.
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Chapitre

Annexe : Structure d'une (Q-algebre de
Fréchet unitaire B vérifiant

Ba? = Bx, pour tout x € B.

Introduction.

Soit B une algebre vérifiant la condition :
Bz? = Bz, pour tout z € B (@Q1)

Dans ([12],Theorem 1, p. 45), les auteurs ont montré que si B est une algebre
de Banach unitaire vérifiant la condition (), alors elle est semi-simple com-
mutative et de dimension finie. Ce type d’algebres a été étudié plus tard dans
[7], ou les auteurs ont montré que si B est une algebre vérifiant la condition
()1 alors, elle est semi-simple ([7], Proposition 3.1, ii), p. 386). Si de plus B
est une algebre m-convexe a unité approchée a gauche (ou a droite) vérifiant
la condition @), alors, B est commutative ([7], Proposition 3.6, 2), p. 388).

Dans [9], les auteurs ont considéré les algebres vérifiant :

xBx = Bz, pour tout x € B (Q2)
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Si I'algebre B est commutative, les deux conditions ()1 et (s sont équiva-
lentes. Si B est une ()-algebre de Fréchet unitaire vérifiant la condition Q)s,
alors elle est algébriquement et topologiquement isomorphe a un produit fini
de F-algebres qui sont des corps (][9], Théoreme 2.1, p. 58). Dans cette an-
nexe, le but est de prouver avec une approche différente de celle donnée dans
[9] que : si B est une Q-algebre de Fréchet unitaire vérifiant Bx? = Bx pour
tout x € B, alors elle est semi-simple commutative de dimension finie et
donc isomorphe a C", n € N*. Il convient de souligner que notre preuve est
similaire dans son esprit a celle donnée dans ([12],Theorem 1, p. 45) pour le

cas des algebres de Banach unitaires.

1 Structure d’une ()-algebre de Fréchet unitaire B

vérifiant : Bz?> = Bz, pour tout x € B.

Lemme 1.1. Soit (B, (qx),) une algébre de Fréchet unitaire. Si B admet une
suite infinie (ey,), d’idempotents non nuls mutuellement orthogonauz, il existe
alors, une suite infinie de nombres complexes (a,), oy, > 0, telle que la série

> apey converge dans (B, (qx),,)-

n>1

Preuve. Soit (ey), une suite infinie d’idempotents non nuls mutuellement
orthogonaux de B. Nous allons construire une suite infinie de nombres com-

plexes (), telle que la série ) a,e,, converge dans (B, (qx),)-

Pour n = 1, il existe k; tel que gx,(e;) # 0. Posons o = —1

qr (e1)

Pour n = 2, il existe ky > k; tel que gx,(e2) # 0 et il existe my > 1 tel que
l l . . s’ .

m W. AIHSI, par recurrence, on obtient

deux suites strictement croissantes (k,),>1 €t (my,)n>1 telles que :

(i) gr, (e) # 0, pour tout n,
(ii) la suite (ay)p, OU :

< a1. On pose ap =

1

———— pour tout n > 1,
n" gy, (€n)

Ay =

est strictement décroissante.
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Montrons maintenant que la série ) aye, est absolument convergente dans

B. Soit N > 1. Alors : "

Z qn(anen) = Z o] g (en) + Z || gn (en).

n>1 1<n<N-1 n>N

Comme la suite (g,), est croissante, on a :

D lanlan(en) <D lanl ga(en).

n>N n>N

La suite (g,), étant croissante et k, > n, on obtient :

Z |atn| gn(€n) < Z || gk, (€n)-

n>N n>N

En utilisant (ii), on a :

Z |an| an(en) S Z nin < 0OQ.

n>N n>N

Il en résulte que la série ) a,e, est convergente dans (B, (¢x),). Par consé-
+o0 "

quent, b= > aye, est un élément de B. [ |
n=0

Théoreme 1.2. Si B est une Q-algébre de Fréchet unitaire d’unité e vérifiant :
Bz* = Bz, pour tout x € B,

elle est alors, semi-simple commutative de dimension finie et donc isomorphe
aC", neN*.

Preuve. Notons d’abord que d’apres ([7], Proposition 3.1, ii), p. 386), B est
semi-simple. Puis d’apres ([7], Proposition 3.6, 2), p. 388), B est commuta-
tive. Nous allons maintenant montrer que B est de dimension finie. Supposons
que B n’admet pas d’idempotents propres. Soit x € B, x # 0, il existe alors
y € B, tel que : y2? = . On a (yx)? = yya? = yx, donc yx est un élément

idempotent de B. Comme yx # 0, alors yz = e. Ainsi x est inversible dans
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B et par suite, B est une algebre de division. D’apres ([28], Proposition 2.9,
b), p. 13), B est isomorphe a C. L’algebre B ne peut avoir une suite infi-
nie d’idempotents deux a deux orthogonaux. En effet, soit (e,), une telle

suite. D’apres le lemme 1.1, il existe une suite de nombres complexes (o, )y,
+o00o

a, > 0 telle que, la série E ane, converge dans B. Posons z = E €,
n>1 n=1

x € B. L’algebre B est une @-algebre, alors d’apres ([19], Theorem 6.18, p.
85), pour tout n € N*, 0 < «,, < appplen) < angn(en), N € N*. Donc la

suite () tend vers 0. Soit y € B tel que yz? = z. Soit n € N*, on a ze, =
“+00

( E Qper)en = Qpén, ce qui donne ay,e, = re, = yr’e, = a’ye,. Or a, # 0,

k=1
donc e, = auye,. L’algebre B est une algebre m-convexe complete com-

mutative, donc d’apres ([28], Corollary 5.7, p. 23), pgp(ye,) < ps(y)pr(en).
Ce qui nous donne, 1 = pg(e,) = anpp(yen) < anpp(y)psen) < anpp(y).
Finalement, on obtient que pour tout n € N* 1 < «,pgp(y), ce qui im-
possible. Soit {ey, ..., e, } une famille d’idempotents non nuls deux a deux
orthogonaux. Pour chaque j € {1,...,m}, soit Be; n’a pas d’éléments idem-
potents propres, soit il existe p; un élément idempotent non nul de Be;.
Posons ¢; = e; — p;. On a p;q; = pj(e; — pj) = p; —p; = 0. De plus
¢; = (e; —p;)? = € —p; — p; + P} = € — p; = ¢;. Donc p; et g; sont deux
¢léments idempotents non nuls dans Be;, vérifiant e; = p; + ¢; et pjq; = 0.
Puisque B n’admet pas de suite infinie d’éléments idempotents deux a deux
orthogonaux, on peut supposer que {ey, ..., €, } est choisie de sorte que pour
chaque 7 € {1,...,m}, Be; n'admet pas d’éléments idempotents propres et
que e = e;+...4+¢ep,. Ainsi B = Bey+...+ Be,,. On a pour tout j € {1,...,m},
pour tout x € Be;, Be;jz* = Bx?e; = Bre; = Be;x, donc lalgebre Be; véri-
fie la condition );. D’apres ce qui précede Be; est isomorphe a C. Ainsi B
est de dimension inférieure ou égale a m. L’algebre B est de dimension finie,
alors B admet un nombre fini de caracteres non nuls. Soient ¢y, ..., ¢, les
caracteres non nuls de B. On a pour tous i # j € [1,n], ker(y;) et ker(y;)
sont étrangers (B = ker(y;) + ker(p;)). D’apres ([4], Proposition 5, p. 72),
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on obtient :

B/ Ker(p;) ~ H B/Ker(p:).

i=1

Or B/Ker(p;) ~ Im(g;) = C. Donc :
B/ ﬁ Ker(p;) ~ C".
i=1
B étant une )-algebre de Fréchet commutative semi-simple unitaire, donc :
{0} = Rad(B) = ﬁ Ker(y;).
i=1
Finalement :
B ~C".

Remarque 1.3. Le résultat du Théoreme 1.2 précédent n’est pas vrai si l’al-
gebre B ne vérifie pas la Q-propriété. En effet lalgébre CN des suites com-
plezes munie de la famille des semi-normes (¢n)n 0t ¢n((ag)r) = |anl|, est
une algebre de Fréchet unitaire commutative vérifiant la condition ), mais

elle n’est pas de dimension finie.
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Résume

Ce travail porte sur la caractérisation des différents types d’algebres par les fonctions qui operent sur elles.

La premiere partie trouve son origine dans les travaux de A. El Kinani qui prolongent, au cas des algébres de
Banach complexes unitaires, les résultats de Y. Katznelson obtenus dans le cas des algebres de Banach complexes
unitaires semi-simples et commutatives. Ainsi, nous examinons d’abord, [’opération spectrale, dans les algébres
complexes unitaires, non nécessairement topologiques. Nous abordons ensuite le cas des algébres topologiques.
En optant pour une démarche similaire a celle de I’opération spectrale, nous fournissons une étude de [’opération
faible tout en comparant certains résultats obtenus. Nous avons examiné également [’opération au sens de
Katznelson dans les algébres localement convexes, et fourni un théoréeme de structure des algébres m-convexes
unitaires commutatives semi-simples complétes de dimension dénombrable.

La deuxieme partie est consacrée a l’étude de la question suivante : Existe-t-il des classes d’algébres o le
résultat de I. Kaplansky suivant reste valide ? « Si A est une algebre de Banach complexe dont le spectre de chaque
élément est fini, alors A est de dimension finie modulo son radical de Jacobson ».

Nous fournissons un exemple d’une (Q-algebre m-convexe unitaire commutative compléte semi-simple
spectralement finie dont le radical de Jacobson n’est pas de codimension finie. Ensuite, nous montrons que pour
la classe des algebres de Fréchet, la réponse a la question posée est positive. Puis, nous montrons que si A est une
Q-algébre de Fréchet unitaire spectralement finie sans éléments quasi-nilpotents non nuls, alors A est isomorphe
a C" ou n est un entier naturel non nul. On établit, également que toute algébre complexe unitaire algébrique sans
élements nilpotents non nuls est commutative et semi-simple. Nous donnons a la fin, sous forme d’annexe, un
résultat donnant la structure d'une Q-algébre de Fréchet unitaire A vérifiant : Ax*=Ax, pour tout x dans A.

Mots-clefs (5) : Algebres de Banach, Algébres localement convexes, Q-algébres, Algébres de Fréchet, Algébres
spectralement finies.

Abstract

This work focuses on characterizing the different types of algebras through the functions that operate on them.
The first part is based on the work of A. El Kinani, which extends the results of Y. Katznelson to the case of complex
unital Banach algebras. We examine the spectral operation first in complex unital algebras, which may not
necessarily be topological. Then we move on the case of topological algebras. Following a similar approach to
the spectral operation, we provide a study of the weak operation while comparing certain results obtained. We
also examine the operation in the sense of Katznelson in locally convex algebras and a structure result concerning
semi-simple commutative complete m-convex unital algebras of countable dimension is also given.

The second part is dedicated to studying the following question: Are there classes of algebras where I. Kaplansky’s
result, stating that “If A is a complex Banach algebra whose spectrum of each element is finite, then A is of finite
dimension modulo its Jacobson radical” remains valid? We provide an example of a complete spectrally finite
commutative unital m-convex Q-algebra, whose Jacobson radical is not of finite codimension. Then, we showed
for the Fréchet algebra class, the answer to the question posed is positive. Next, we show that if A is a unital Q-
Fréchet algebra which is spectrally finite and without nonzero quasi-nilpotent elements, then A is isomorphic to
C" where n is a nonzero natural integer. Then, we establish that any unital algebraic complex algebra without
nonzero nilpotent elements is commutative and semi-simple. Finally, we add as an appendix, the structure of unital
O-Fréchet algebra A satisfying: Ax’=Ax, for every x in A.

Keywords (5) : Banach algebras, Locally convex algebras, Q-algebras, Fréchet algebras, Spectral finite
algebras.
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