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RÉSUMÉ

Dans ce travail nous étudions les espaces séquentiels et les topologies séquentielles.
Nous donnons quelques résultats des limites inductives topologiques séquentielles d’une
famille pEα, τ sα, AαqαPI où pour tout α P I, τ sα est la topologie séquentielle localement
convexe associée à la topologie τα.

Puis, nous introduisons la notion de I-convergence des suites, dans un groupe topolo-
gique et dans un espace topologique, où I est un idéal de l’ensemble N des entiers naturels.
De plus, nous comparons la topologie usuellle τ avec la topologie I-séquentielle associée, et
nous prouvons quelques propriétés de base de la notion de I-convergence des suites. Nous
donnons également une étude approfondie des groupes séquentiellement I-topologiques à
l’aide de la I-continuité séquentielle de l’application multiplication par un scalaire et de
l’application inverse. Notamment, nous présentons des résultats intéressants relatifs aux
sous-ensembles I-ouverts et I-fermés d’un groupe séquentiellement I-topologique, ainsi
que certains résultats sur les applications séquentiellement I-continues. Nous étudions
également la relation entre la I-séparation et l’unicité des I-limites des suites, de sorte
que nous donnons une caractérisation de l’unicité des I-limites des suites par la fermeture
des sous-ensembles séquentiellement I-compacts.

Ensuite, nous établissons la stabilité de la topologie K-vectorielle séquentielle associée
à la topologie usuelle, où K est un corps valué non-archimédien, par l’intermédiaire de
la continuité des applications addition et multiplication par un scalaire pour la topologie
séquentielle. Aussi, nous présentons la stabilité de la K-convexité pour cette topologie sé-
quentielle. Par ailleurs, nous caractérisons la fermeture séquentielle du noyau d’une forme
linéaire et nous prouvons le théorème de Hahn-Banach géométrique dans une topologie
K-vectorielle séquentielle.

Après, nous caractérisons les espaces séquentiels bornologiques et la limite inductive
des espaces séquentiels. En outre, nous étudions l’équicontinuité et la dualité dans ces
espaces séquentiels.

Enfin, Nous définissons la fermeture floue séquentielle et l’intérieur flou séquentiel
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des sous-ensembles flous de r0, 1sX , où X est un ensemble non vide quelconque, par la
convergence des suites des points flous. Nous caractérisons également la topologie floue
séquentielle par l’intermédiaire de la fermeture floue séquentielle. De plus, nous comparons
cette topologie avec la topologie usuelle, et nous prouvons certaines propriétés de base de
ces concepts.

Mots et phrases clés : Enveloppe localement convexe, topologie séquentielle de l’en-
veloppe, corps valué non-archimédien, sphériquement complet, codimension, hyperplan,
limite inductive, limite inductive topologique séquentielle, limite inductive stricte sé-
quentielle, topologie du quotient séquentiel, pLF sq-espaces, convergence statistique, den-
sité asymptotique, I-convergence, I-fermeture, I-continuité, I-topologie séquentielle, I-
séparation, I-limite, I-compacité, I-compacité séquentielle, I-homéomorphisme, sous-
groupe normal, I-homogénéité séquentielle, espaces bornologiques, K-convexe, équiconti-
nuité, dualité, ensembles flous, points flous, voisinages flous, fermeture séquentielle floue,
intérieur séquentiel flou, frontière séquentielle floue.



ABSTRACT

In this work we study sequential spaces and sequential topologies. We give some re-
sults on the sequential topological inductive limits of a family pEα, τ sα, AαqαPI , where τ

s
α

is the locally convex sequential topology associated to the topology τα, for any α P I.

After, we introduce the notion of I-convergence of sequences, in a topological group
and in a topological space, where I is an ideal of the set N of positive integers. Moreover,
we compare this usual topology with the associated I-sequential topology, and we prove
some basic properties of the notion of I-convergence of sequences. We also give a further
investigation of sequentially I-topological groups with the aid of sequentially I-continuity
of multiplication mapping and inverse mapping. In particular, we present some interes-
ting results related to I-open and I-closed subsets of a sequentially I-topological group,
as well as some results on sequentially I-continuous mappings. We also study the rela-
tion between I-separation and the uniqueness of I-limits of sequences, so that we give a
characterization of the uniqueness of I-limits of sequences by the closure of sequentially
I-compact subsets.

On the other hand, we establish the stability of the sequential K-vector topology as-
sociated to the usual topology, where K is a non-archimedean valued field, through the
continuity of the addition and scalar multiplication mappings for the sequential topology.
Also, we present the stability of K-convexity for this sequential topology. Furthermore,
we characterize the sequential closure of a kernel of a linear form and prove the geometric
Hahn-Banach theorem in a sequential K-vector topology.

Next, we characterize the bornological sequential spaces and the inductive limit of
sequential spaces. Furthermore, we study equicontinuity and duality in these sequential
spaces.

Finally, we define the sequential fuzzy closure and sequential fuzzy interior of fuzzy
subsets of r0, 1sX , where X is a non empty set, by convergence of sequences of fuzzy
points. We characterize the sequential fuzzy topology with the sequential fuzzy closure.
Furthermore, we compare this topology with the usual topology, and prove some basic
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properties of these concepts.

Key Words and phrases : Locally convex hull, sequential hull topology, non-Archimedean
valued field, spherically complete, codimension, hyperplane, inductive limit, sequential
topological inductive limit, sequential strict inductive limit, sequential quotient topo-
logy, pLF sq-spaces, statistical convergence, asymptotic density, I-convergence, I-closed,
I-continuity, I-sequential topology, I-separated, I-bounded, I-compactness, sequentially
I-compact, I-homeomorphism, normal subgroup, sequentially I-homogenous, bornologi-
cal spaces,K-convex, equicontinuity, duality, fuzzy sets, fuzzy points, fuzzy neighborhoods,
fuzzy sequential closure, fuzzy sequential interior, fuzzy sequential boundary.
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Le développement de la topologie a été dès le début lié à la recherche d’une bonne no-
tion de convergence. Traditionnellement, la convergence signifie la convergence séquentielle
(converegence des suites). On rappelle ici que la fermeture séquentielle d’un sous-ensemble
A d’un espace topologique X est l’ensemble formé des limites des suites convergentes dans
A. L’ensemble A est dit séquentiellement fermé si A coïncide avec sa fermeture séquen-
tielle. Un espace topologique X est appelé un espace de Fréchet-Urysohn si la fermeture de
tout sous-ensemble de X coïncide avec sa fermeture séquentielle. Un espace topologique
X est dit séquentiel si tout sous-ensemble séquentiellement fermé A Ă X est fermé. Bien
entendu, tout espace de Fréchet-Urysohn est séquentiel. L’affirmation inverse est fausse
(voir l’exemple 1.1.26). Dans [63], Franklin a donné une caractérisation de la classe des
espaces topologiques qui peuvent être spécifiés complètement par la connaissance de leurs
suites convergentes. Il a montré qu’il s’agissait de la classe des espaces séquentiels et a
prouvé qu’un espace est séquentiel si et seulement si c’est le quotient par un espace mé-
trique. Dans ces espaces séquentiels, la continuité coïncide avec la continuité séquentielle
et la fermeture coïncide avec la fermeture séquentielle. Les espaces métrisable, les espaces
à base dénombrable de voisinages et les espaces de Fréchet-Urysohn sont des espaces sé-
quentiels comme le montre le diagramme suivant :

Espace métrique

Espace à base dénombrable de vois.

Espace de Fréchet-Uryshon

Espace séquentiel
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Dans les espaces topologiques séquentiels, on peut se limiter aux suites pour étudier
la convergence et la continuité, ces espaces sont tous un quotient par un espace mé-
trique. Cependant, en général, les suites ne sont pas suffisantes pour décrire la topologie,
et la convergence des suites ne donne pas une information complète sur une topologie
quelconque. En particulier, les suites sont inadéquates pour décrire certaines propriétés
topologiques telles que la fermeture et la compacité. Par exemple, la topologie discrète et
la topologie co-dénombrable sur un ensemble non dénombrable X ont les mêmes suites
convergentes, à savoir les suites éventuellement constantes, mais la topologie discrète est
strictement plus fine que la topologie co-dénombrable. La topologie discrète est séquen-
tielle, mais la topologie co-dénombrable contient des ensembles séquentiellement ouverts
qui ne sont pas ouverts. Ainsi, la théorie abstraite de la convergence séquentielle introduite
par Maurice Fréchet [65] a été plus ou moins négligée, parce qu’elle semblait utile dans les
espaces métriques et insuffisante ailleurs. Il est cependant facile de prouver que pour les
espaces vectoriels localement convexes "bornologiques", un ensemble convexe "séquentiel-
lement ouvert" est ouvert, de sorte qu’une application linéaire séquentiellement continue
est continue [53, Théorème 6.1 et Théorème 6.3 ]. On sait que ce n’est pas vrai pour les ap-
plications bilinéaires (voir [85]) et comme Grothendieck l’a fait remarquer pour les duaux
de certains F -espaces [79, p. 101], la fermeture d’un ensemble n’est pas nécessairement
obtenue en prenant toutes les limites des suites convergentes des éléments de l’ensemble.
Pourtant, le langage séquentiel est utile comme alternative dans les espaces métriques,
par example la suite convergente et sa limite forment un ensemble compact, alors que ce
n’est pas vrai pour les suites généralisées. Il semble donc y avoir de nombreuses raisons
pour étudier directement la convergence séquentielle.

Malgré que les suites ne donnent pas, en général, une caractérisation de la topologie,
la fermeture séquentielle relative à une topologie τ donnée, fournit une méthode pour
construire une nouvelle topologie τ s, associée de manière naturelle à la topologie τ. Cette
topologie, que nous appelons topologie séquentielle associée, est formée par les complé-
mentaires des ensembles qui sont séquentiellement fermés relativement à la topologie de
départ et est la plus fine des topologies ayant les mêmes suites convergentes que τ. Il
est à noter que chaque fois que τ est à base dénombrable de voisinages, τ et τ s sont
équivalentes. Lorsque la famille des topologies sur l’ensemble X est considérée comme un
treillis complet ordonné par l’ inclusion, l’intervalle d’ordre [τ ; τ s] est constitué de la sous-
famille des topologies pour lesquelles toute suite convergente pour une de ces topologies
est convergente pour les autres [17, Proposition 3.2].

Par le même procédé de construction de la topologie séquentielle τ s, nous allons
construire la topologie I-séquentielle associée à τ par le biais de la I-convergence, qui
est plus générale que la convergence statistique et la convergence séquentielle usuelle.
Ceci va nous conduire à une étude plus vaste des groupes I-topologiques et séquentielle-
ment I-topologiques et la caractérisation de l’unicité des I-limites des suites.

Dans un autre contexte épistémologique nous constatons que le concept d’incertitude
est parmi les divers changements paradigmatiques intervenant dans les sciences et les
mathématiques durant ces deux derniers siècles. Ce changement s’est manifesté par une
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transition progressive du point de vue traditionnel, qui insiste sur le fait que l’incertitude
est indésirable en science et doit être évitée par tous les moyens possibles, à un point
de vue alternatif, qui tolère l’incertitude, considérée comme essentielle à la science. Za-
deh [177], en 1965, a introduit l’idée fondamentale des ensembles flous en les définissant
en termes d’applications d’un ensemble quelconque dans l’intervalle r0, 1s de R. Les en-
sembles flous ont été introduits pour fournir des moyens de décrire des familles d’objets
pour lesquelles il n’existe pas de critères d’appartenance précis. Les familles de ce type
ont des limites vagues ou "floues". La théorie du flou est fréquemment confondue avec
la théorie des probabilités, mais la particularité des ensembles flous est de donner l’idée
d’appartenance partielle ; ils peuvent donc être considérés comme une généralisation des
ensembles classiques.

Ce sont les trois sujets cités précédemment que nous allons étudier dans cette thèse.
Elle est donc divisée en trois parties. Dans la première partie, on présentera une étude de la
topologie séquentielle et I-séquentielle, les espaces séquentiels et I-séquentiels dans le cas
archimédien. Cependant, dans la deuxième partie on s’intéresse à la topologieK-vectorielle
séquentielle, et aussi à la bornologie et la dualité par rapport à cette topologieK-vectorielle
séquentielle dans le cas non-archimédien. Dans la dernière partie on donnera une étude
des ensembles flous et la topologie floue, nous allons définir la fermeture séquentielle floue
et la convergence des suites des points flous dans un espace topologique flou. Nous allons
construire ainsi une nouvelle topologie floue appelée topologie séquentielle floue qui est
plus fine que la topologie floue. En outre, nous allons prouver certaines propriétés de base
de ces concepts.



NOTATIONS

I idéal de N.
I, J , ∆ ensembles des indices.
IX ensemble des parties floues de X.
τ topologie.
τ topologie floue.
K corps valué non-archimédien.

pX, τq espace topologique.
pX, τq espace topologique flou (e.t.f).
pE,ďq un ensemble ordonné.
pG, ˝, τq groupe topologique.
τ s topologie séquentielle associée à τ .
τs topologie séquentielle floue.

rτ, τ ss intervalle d’ordre de τ à τ s.
τ ind topologie finale ou inductive.
pτ indqs topologie séquentielle associée à τ ind.
τq topologie quotient.
τ ps topologie polaire séquentielle associée à τ .

τb pE
s, Eq topologie forte sur Es pour la dualité séparante

xEs, Ey.
τI topologie I-séquentielle associée à τ ou topologie de

I-convergence.
T s topologie K-convexe sur E définie par Ps.
Es espace de toutes les formes linéaires séquentiellement

τ -continues sur E.
F -espace espace localement convexe métrisable complet.
B-espace espace de Banach.
LB-espace limite inductive topologique d’une suite strictement

croissante de B-espaces.
LF -espace limite inductive topologique d’une suite strictement

croissante de F -espaces.
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LF s limite inductive topologique séquentielle d’une suite
strictement croissante de F -espaces.

p‘
α
Fαq{H quotient de la somme directe des sous-espaces locale-

ment convexes Fα par un sous-espace fermé H.
H0 engendrement linéaire dans ‘

α
Fα des éléments xα ´

Aβαxα.
lim
ÝÑ
αPI

AβαpFαq limite inductive topologique séquentielle des espaces
Fα par rapport aux applications Aβα.

K homomorphisme canonique de ‘
α
Fα sur p‘

α
Fαq{H.

Kα restriction de K à Fα.
Kp0q l’homomorphisme canonique de ‘

α
Fα sur p‘

α
Fαq{H0.

K
p0q
α restriction de Kp0q à Fα.

ω1,Ω le premier ordinal non dénombrable.
βX compactifié de Stone-Čech de X.
βN compactifié de Stone-Čech de N.
pxnqn suite d’éléments d’un espace topologique.
ppx, tq point flou ou singleton flou.

ppnpxn, tnqq suite des points flous.
A partie d’un ensemble, ou application linéaire.
A fermeture de A.

XzA soustraction des ensembles.
A
s fermeture séquentielle de A.

Ås ouverture séquentielle de A.
A

I I-fermeture de A.
˝I
A I-intérieur de A.

µ, η, ν sous-ensembles flous de X.
1´ µ complémentaire flou de µ noté aussi par µc.
µp application d’appartenance.
µ fermeture floue de µ.
˝
µ intérieur (ouverture) flou de µ.
µs fermeture séquentielle floue de µ.
Bspµq frontière séquentielle floue de µ.
‘ somme directe.
∆ diagonale d’un ensemble.

PpXq ensemble des parties de X.
δpAq densité asymptotique de A.
FI filtre dual de I.

pEαqαPI , pFαqαPI familles des espaces localement convexes.
pAαqαPI famille d’applications linéaires.

ˆ

ř

α

AαpFαq, pτ
indqs

˙

espace d’enveloppe séquentiel localement convexe de
pEα, τ

s
α, AαqαPI .

pxnkqk,pxφpnqqn sous-suites de pxnqn.
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U ensemble des voisinages séquentiels K-convexes de
zéro.

V ensemble des sous-ensembles K-convexes A de E qui
sont des voisinages de zéro dans pE, τq polaires et sé-
quentiels.

PpXq ensemble de points flous de X.
N τ
p ensemble des voisinages flous d’un point flou p dans

un e.t.f pX, τq.
Ps l’ensemble des semi-normes n.a séquentiellement τ -

continues.
Bp p0, εq boule de centre 0 et de rayon ε.



Première partie

Topologies séquentielles et
I-séquentielles
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INTRODUCTION

Dans les articles [63] et [64] Franklin a donné quelques propriétés des espaces séquen-
tiels, des exemples, et une relation avec les espaces de Fréchet-Urysohn. Ensuite Snipes,
dans [153], a élaboré une nouvelle classe d’espaces appelée classe d’espaces T -séquentiels
et sa relation avec les espaces séquentiels. Dans le même contexte, Webb [171] a introduit
en 1968 la topologie de Hausdorff localement convexe τ` la plus fine définie sur un espace
localement convexe donné pE, τq telle qu’elle admet les mêmes suites convergentes que
τ. En 1995, Katsaras [94], a utilisé la notion de chaîne introduite dans [1], il a construit
la topologie vectorielle la plus fine qui a les mêmes suites convergentes que la topologie
vectorielle d’origine et la topologie vectorielle la plus fine ayant les mêmes ensembles pré-
compacts. En 2000, Ferrer [60] a étudié la convergence séquentielle sans conditions de
convexité locale. Puis, en 2004, Goreham [77] a mené une étude sur la séquentialité et les
sous-ensembles dénombrables dans un espace topologique.

En 2017, Babahmed [17] a donné les propriétés élémentaires de la topologie séquen-
tielle associée en relation avec de nombreux concepts topologiques tels que la convergence,
la continuité, la compacité et la densité. L’année suivante, El Amrani [56] a étudié, dans
le cas non-archimédien, la topologie localement K-convexe séquentielle la plus fine sur E
ayant les mêmes suites convergentes que la topologie d’origine.

La classe des pLF q-espaces strictes a été intensivement étudiée dans l’article classique
de Dieudonné et Schwartz [52]. Les propriétés séquentielles des pLF q-espaces ont été exa-
minées par Dudley dans [53], Webb dans [171] et aussi Kąkol et Saxon dans [92] ont
caractérisé ces types d’espaces. Nous rappelons également que dans [76] Gómez et Kučera
ont prouvé que si la limite inductive est séquentiellement complète et tous les sous-espaces
En, n P N du système inductif sont fermés, alors la limite inductive est α-régulière (c’est-
à-dire, tout ensemble borné de la limite inductive est contenu dans un sous-espace borné
En, du système inductive et y est borné).

Köthe [101] dans le chapitre 19 de son livre "Topological Vector Spaces I" a donné
quelques résultats sur les topologies limites inductives, notamment : l’enveloppe locale-
ment convexe

ř

α

AαpFαq est topologiquement isomorphe au quotient p‘
α
Fαq{H de la somme
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localement convexe et la construction des enveloppes localement convexes est transitive.
Il a donné aussi une condition nécessaire et suffisante pour qu’un sous-ensemble d’une
limite inductive stricte soit borné et une condition nécessaire et suffisante pour qu’une
limite inductive topologique soit complète.

Dans un autre contexte, le concept de convergence statistique a été introduit par Fast
[59] et Schoenberg [152], et il a été développé dans [59, 141, 142, 37, 38, 68, 40, 33, 75].
En 2000, P. Kostyrko et T. Šalát [100], ont donné une généralisation de la convergence
statistique en utilisant la notion d’idéaux de sous-ensembles d’entiers positifs, appelée la
I-convergence, et ils ont étudié certaines de ses propriétés fondamentales. Plusieurs ré-
sultats et propriétés [143, 144, 99, 61, 127, 43, 163, 42, 126, 44, 81, 136, 73, 137, 74] liés
à la I-convergence ont été donnés dans différents espaces, comme l’espace des nombres
réels, l’espace des matrices, les espaces n-normés, les espaces métriques, les espaces loca-
lement convexes, les espaces de Fréchet-Uryshon, les espaces normés probabilistes et les
espaces des suites. Récemment, de 2005 à 2020, les auteurs de [108, 42, 131, 20, 178], ont
étendu l’idée de I-convergence des suites à tout espace topologique et ont établi plusieurs
propriétés de base. Il est bien connu que toute application continue est séquentiellement
continue, c’est-à-dire que la continuité séquentielle est plus faible que la continuité. Mais,
à l’inverse, dans le Théorème 4.0.3 une application séquentiellement I-continue peut être
I-continue.

La propriété suivante est dite I-Fréchet-Urysohn ; soit A Ă X et x P X. x P AI si et
seulement si, il existe une suite pxnqn de A qui est I-convergente vers x dans X, où AI

est la I-fermeture de A. Un espace X est dit un espace de I-Fréchet-Urysohn s’il vérifie
la propriété ci-dessus. Tout espace topologique pX, τq muni de la I-topologie séquentielle
vérifie la propriété de I-Fréchet-Urysohn. Nous rappelons qu’un espace X est un espace
séquentiel si chaque sous-ensemble séquentiellement ouvert de X est ouvert. X est dit
espace I-séquentiel si chaque sous-ensemble I-ouvert de X est ouvert. Dans le cas où I
est un idéal admissible, nous avons le diagramme suivant [136] :

Espace de Fréchet-Urysohn Espace de I-Fréchet-Urysohn

Espace séquentiel Espace I-séquentiel
Suivant la proposition 1.1.16, si X est un espace à base dénombrable de voisinages,

X est séparé (de Hausdorff) si et seulement si il a la propriété de l’unicité des limites des
suites (si une suite admet une limite, elle est unique). En général, un espace topologique
séparé X a la propriété de l’unicité des limites des suites, mais la réciproque n’est pas
vraie. Dans [64], Franklin a présenté un exemple d’un espace de Fréchet qui n’est pas à base
dénombrable ayant la propriété de l’unicité des limites des suites mais qui n’est pas séparé.

Nous allons rappeler, dans le deuxième chapitre, des préliminaires comportant des dé-
finitions et résultats fondamentaux pour les autres chapitres. Dans le chapitre trois, nous
présentons une étude de la topologie séquentielle avec quelques exemples de raffinement
strict entre une topologie quelconque et sa topologie séquentielle associée. Nous donnons
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une caractérisation des enveloppes topologiques séquentielles localement convexes d’es-
paces localement convexes quotientés par une somme directe localement convexe d’espaces
localement convexes, et plusieurs propriétés de la limite inductive topologique séquentielle
des espaces localement convexes.

Dans le chapitre quatre, nous introduisons et étudions la topologie I-séquentielle.
Dans un premier temps, nous rappelons la notion de convergence statistique et de I-
convergence dans un espace topologique quelconque. Nous caractérisons après, la topolo-
gie I-séquentielle et nous la comparons à la topologie séquentielle. Ainsi, nous établissons
quelques propriétés importantes liées à : point I-limite, I-continuité, séquentiellement
I-continuité, espace I-compact et espace séquentiellement I-compact...etc

L’objectif du cinquième chapitre est d’approfondir l’étude des groupes séquentielle-
ment I-topologiques. Nous définissons ce type de groupes et établissons quelques pro-
priétés importantes liées à la notion de sous-ensembles I-ouverts et I-fermés. Également,
nous présentons quelques résultats sur les applications séquentiellement I-continues.

Dans le dernier chapitre de cette partie, nous étudions la relation entre la I-séparabilité
et la propriété de l’unicité des I-limites des suites, nous prouvons également qu’un espace
I-topologique X admet des uniques I-limites des suites si et seulement si chaque sous-
ensemble séquentiellement I-compact de X est I-fermé.



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

1.1 Convergence séquentielle dans un espace topolo-
gique

Définition 1.1.1. Soit X un espace topologique :
a) X est à base dénombrable de voisinages si tout point x de X possède une base de

voisinages dénombrable.
b) X est à base dénombrable si sa topologie admet une base dénombrable.
c) X est séquentiellement compact si toute suite dans cet espace possède au moins une

sous-suite convergente.
d) X est dénombrablement compact si tout recouvrement de E par une famille dénom-

brable d’ouverts possède un sous-recouvrement fini.

Il est bien connu que, dans les espaces métriques, les notions de fermeture, de compacité
et de continuité peuvent être caractérisées en termes de convergence des suites. On rappelle
ici des résultats vrais dans le cas des espaces métriques :
(1) La fermeture d’un ensemble est constitué par les limites de toutes les suites conver-

gentes de cet ensemble ;
(2) L’espace est compact si et seulement si, il est séquentiellement compact ;
(3) Une application d’un espace métrique dans un espace topologique est continue si,

et seulement si, elle préserve les limites des suites convergentes.
Dans les espaces topologiques généraux, ces résultats ne sont plus vrai, comme le

montre l’exemple 1.1.3.

On définit Le compactifié de Stone-Čech βX, d’un espace topologique X par le plus
petit compact "engendré" par X. Plus rigoureusement.

Définition 1.1.2. Soit X un espace topologique. Le compactifié de Stone-Čech de X,
noté βX, est un espace compact Y , avec une application i de X vers Y , tel que pour tout
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espace compact Z et toute application continue f de X vers Z, il existe une application
continue unique g de Y vers Z telle que f “ g ˝ i.

Exemple 1.1.3. [77] Soit βN le compactifié de Stone-Čech des nombres entiers naturels.
Les seules suites convergentes de βN sont les constantes à partir d’un certain rang. On voit
immédiatement que βN est un espace compact qui n’est pas séquentiellement compact,
ce qui est un contre-exemple de la propriété (2) ci-dessus. Maintenant, soit x un point
quelconque de βNzN. Comme N est dense dans βN, on voit que x appartient à N, la
fermeture de N. Toutefois, aucune suite de N ne converge vers x. Cela montre que la
propriété (1) n’est pas vrai dans βN. Enfin, soit Y l’ensemble des points de βN muni de
la topologie discrète. Ensuite, la topologie de Y est strictement plus fine que celle de βN,
de sorte que l’application identité ι : βNÑ Y n’est pas continue. Cependant, étant donné
que les seules suites convergentes dans βN sont les constantes à partir d’un certain rang,
on voit que ι préserve les limites des suites. Ceci montre que la propriété (3) n’est pas
vraie en générale.

Dans les espaces métriques nous pouvons caractériser une parties ouverte et une partie
fermée en termes des suites par les deux propriétées suivantes :
(4) Un sous-ensemble A de X est ouvert si et seulement si chaque fois que pxnqn est

une suite qui converge vers un point de A alors les éléments xn sont éventuellement
dans A.

(5) Un sous-ensemble A de X est fermé si et seulement si, chaque fois que pxnqn est une
suite de A qui converge vers un point x P X, alors x appartient à A.

On verra que les propriétés (4) et (5) sont équivalentes par passage au complémentaire.
Il est surprenant, par conséquent qu’ils ne sont pas équivalentes à la propriété (1), dans
laquelle les suites sont liées à la fermeture d’un opérateur. On constate (voir exemple
1.1.26) que la propriété (1) est strictement plus forte que les propriétés (4) et (5). Les
espaces qui satisfont (1) sont les espaces de Fréchet-Urysohn.
À ce stade, on va définir chacune des principales classes d’espaces qui seront pris en
considération dans les chapitres suivants.

Définition 1.1.4. Soit X un espace topologique. On dit que X est un espace à base
dénombrable de voisinages, ou que X satisfait le premier axiome de dénombrabilité, si
pour chaque point x de X, le système des voisinages de x admet une base dénombrable.

Il est clair que tout espace métriqueX est un espace à base dénombrable de voisinages :
une base de voisinages dénombrable d’un point x de X est l’ensemble tBpx, 1{nq | n P N˚u
de boules ouvertes de centre x et de rayon 1{n .

Définition 1.1.5. Soit X un espace topologique. On dit que X est un espace de Fréchet-
Urysohn, ou qu’il admet la propriété de Fréchet-Urysohn, si pour chaque sous-ensemble
A de X, un point x P X appartient à A si et seulement si il existe une suite de A qui
converge vers x.

Lemme 1.1.6. [77] Soit X un espace à base dénombrable de voisinages. Alors X est un
espace de Fréchet-Urysohn.
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Définition 1.1.7. Soit X un espace topologique, et soit A un sous-ensemble de X. On
dit que A est séquentiellement ouvert si et seulement si, pour toute suite pxnqn de X
qui converge vers un point de A, il existe un entier naturel n0 tel que xn appartient à
A dès que n ą n0. (on dit souvent que A contient presque tous les xn, ou que pxnqn est
éventuellement dans A). De même, on dit que A est séquentiellement fermé si et seulement
si, il contient les limites de toutes les suites d’éléments de A, c-à-d s’il existe une suite
de A qui converge vers un point x P X, alors x appartient à A.

De la définition de la convergence séquentielle dans un espace topologique, chaque
ensemble ouvert est séquentiellement ouvert. De même tout ensemble fermé est séquen-
tiellement fermé. Mais l’inverse de chacune de ces implications n’est pas vraie dans des
espaces topologiques généraux. On note qu’une partie A deX est séquentiellement ouverte
si et seulement si, XzA est séquentielle fermée.

Lemme 1.1.8. [77] Soit X un espace topologique. Alors, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. Tout sous-ensemble séquentiellement ouvert de X est ouvert.
2. Tout sous-ensemble séquentiellement fermé de X est fermé.

Définition 1.1.9. Soit X un espace topologique. On dit que X est un espace séquentiel
si chaque sous-ensemble séquentiellement ouvert de X est ouvert. Par le lemme précédent
c’est la même chose de dire que chaque sous-ensemble séquentiellement fermé est fermé.

Remarque 1.1.10. On peut définir l’espace séquentiel et l’espace de Fréchet-Urysohn
d’une autre manière : un espace X est séquentiel si pour chaque sous-ensemble non fermé
A de X, il existe une suite de A convergente vers un point x dans AzA ; un espace X est
de Fréchet-Urysohn si pour chaque sous-ensemble A non fermé et chaque point x dans
AzA, il existe une suite de A convergeante vers x. Pour un espace de Fréchet-Urysohn,
on peut choisir le point x à l’avance, alors que pour un espace séquentiel on ne peut pas.
Ainsi, chaque espace de Fréchet-Urysohn est séquentiel, mais la réciproque n’est pas vrai
(voir exemple 1.1.26).

On a défini certaines classes d’espaces dans lesquels leurs topologies (en particulier,
les ensembles fermés) peuvent être caractérisées par des suites. On considère maintenant
des espaces dans lesquels les fermés peuvent être définis par des ensemble dénombrables.

Définition 1.1.11. Soit X un espace topologique. On dit que X admet une fermeture
dénombrable, si à chaque fois qu’il existe une partie A de X qui contient la fermeture des
sous-ensembles dénombrables, alors A est fermée.

Si on remplace "sous-ensembles dénombrables" par "suites" et "fermeture" par "li-
mites" dans la définition ci-dessus, on obtient la définition de l’espace séquentiel. Par
conséquent, chaque espace séquentiel et chaque espace à base dénombrable de voisinages
ont la propriété de la fermeture dénombrable.

Lemme 1.1.12. [77] Soit X un espace topologique. Alors, X admet une fermeture dé-
nombrable si et seulement si, pour tout point x P X appartenant à la fermeture de certain
A Ď X, il existe un sous-ensemble dénombrable C de A tel que x appartient à C.
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Lemme 1.1.13. [77] Chaque sous-espace d’un espace à base dénombrable de voisinages
est aussi un espace à base dénombrable de voisinages.

On va maintenant donner un exemple pour montrer que le produit d’espaces à base
dénombrable de voisinages n’est pas nécessairement un espace à base dénombrable de
voisinages.

Exemple 1.1.14. [77] On Considère l’espace RR, c-à-d le produit de copies de la droite
réelle muni de la topologie produit. Puisque R est un espace métrique, il est donc un
espace à base dénombrable de voisinages ; on va montrer que RR n’est pas un espace à
base dénombrable de voisinages. Supposons par l’absurde qu’il existe B “ tU pnq | n P Nu
une base dénombrable de voisinages ouverts de 0 de RR. Comme pour tout n P N, U pnq est
ouvert, alors il existe une base d’ensembles ouverts

ś

rPRW
pnq
r tel que 0 P

ś

rPRW
pnq
r Ď

U pnq. Puisque
ś

rPRW
pnq
r est une base d’ensembles ouverts, il existe un sous-ensemble fini

Rpnq de R tel que W pnq
r “ R pour tout r P RzRpnq. Maintenant, R :“ YtRpnq | n P Nu est

un sous-ensemble propre dénombrable de R; par conséquent, il existe r P R avec r R R
tel que W pnq

r “ R pour tout n P N. En particulier W pnq
r Ę r´1, 1s pour chaque n P N. Par

conséquent :
p1q

ź

sPR

W pnq
s Ę r´1, 1s ˆ

ź

s‰r

R “ π´1
r r´1, 1s,

il en résulte que U pnq Ę π´1
r r´1, 1s pour chaque U pnq P B. Mais π´1

r r´1, 1s est un voisinage
ouvert de 0 de RR, ce qui contredit le fait que B est une base de voisinages de 0. Cela
montre que RR n’est pas un espace à base dénombrable de voisinages.

Cependant, le produit dénombrable d’espaces à base dénombrable de voisinages est
un espace à base dénombrable de voisinages, comme le montre la proposition suivante :

Proposition 1.1.15. [77] Supposons que pour chaque n de Z, Xn est un espace à base
dénombrable de voisinages , et Soit X le produit

ś

nPZXn muni de la topologie produit.
Alors X est un espace à base dénombrable de voisinages.

Proposition 1.1.16. [77] Soit X un espace à base dénombrable de voisinages. Alors X
est un espace de Hausdorff si et seulement si, les limites séquentielles dans X sont uniques,
c-à-d chaque fois que pxnqn converge vers x et y, alors x “ y.

Remarque 1.1.17. [77] Ce résultat ne peut pas être généralisé aux espaces de Fréchet-
Urysohn (voir l’exemple 1.1.32)

On peut voir que la topologie des espaces à base dénombrable de voisinages est très
largement déterminée par leurs suites convergentes. D’après le lemme 1.1.6 l’opération
de fermeture peut être déterminée par les suites et chaque espace à base dénombrable
de voisinages est séquentiel de sorte que les ensembles ouverts sont déterminés aussi par
des suites convergentes. Dans le lemme 1.1.21, on verra que la continuité peut être carac-
térisée par des suites et la proposition précédente vient justement de prouver que cette
caractérisation est vraie pour la propriété de Hausdorff. Ainsi, la plupart des propriétés
des espaces à base dénombrable de voisinages sont déterminées par la connaissance de
leurs suites convergentes.
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Pour les espaces séquentiels de Hausdorff, la compacité séquentielle est équivalente à la
compacité dénombrable (voir la proposition 1.1.23. En particulier, un espace de Hausdorff
compact à base dénombrable de voisinages est séquentiellement compact. Cependant la
réciproque de ce résultat n’est pas toujours vraie : un espace de Hausdorff séquentiellement
compact à base dénombrable de voisinages n’est pas nécessairement compact. Comme le
montre l’exemple suivant [125].

Définition 1.1.18. Soit pE,ďq un ensemble ordonné. On appelle intervalle ouvert (au
sens de l’ordre) de E un intervalle de la forme sx, yr pour deux éléments quelconques x et
y de E tel que x ă y, ou de la forme sx,`8r ou s ´ 8, xr pour un élément quelconque x
de E, ou encore s ´ 8,`8r, où ces quatre notations désignent, par définition :
sx, yr“ tt P E | x ă t ă yu, sx,`8r“ tt P E | x ă tu,
s ´ 8, xr“ tt P E | t ă xu, s ´ 8,`8r“ E,
(`8 et ´8 font donc partie des notations, et ne désignent aucun élément de E).
On appelle alors topologie de l’ordre sur E, la topologie engendrée par les intervalles ou-
verts, c’est-à-dire la topologie la moins fine sur E pour laquelle les intervalles sont ouverts.
Elle admet comme pré-base (une pré-base A d’une topologie T sur un ensemble X est un
ensemble de parties de X qui engendre T , c’est-à-dire tel que T soit la plus petite topologie
sur X pour laquelle les éléments de A sont des ouverts)les intervalles ouverts.
Lorsque pE,ďq est totalement ordonné, l’intersection de deux intervalles ouverts est tou-
jours un intervalle ouvert. Par conséquent, les intervalles ouverts forment une base de
la topologie, ainsi une partie de E est ouverte si et seulement si, elle est une réunion
d’intervalles ouverts. Cette topologie est alors séparée.

Exemple 1.1.19. [77]
Soit ω1 le plus petit nombre ordinal non dénombrable, et soit

W0 :“ tx | x est un ordinal et x ă ω1u

Alors W0 est un ensemble bien ordonné définissant l’ordinal ω1 ; la topologie sur W0 est la
topologie de l’ordre. On va montrer que W0 est un espace de Hausdorff séquentiellement
compact à base dénombrable de voisinages qui n’est pas compact. Pour cela, on montre
qu’il est un sous-espace propre dense d’un espace compact de Hausdorff :
Soit W :“ W0 Y tω1u muni de la topologie de l’ordre. D’abord on va considérer certaines
notations. On note ´8 :“ minW , et pour x P W on écrit r´8, xr, sx, ω1s pour les en-
sembles ty P W | y ă xu, ty P| y ą xu respectivement.

Par définition ces ensembles forment une prébase (ensemble de parties de W qui en-
gendre la topologie de l’ordre) pour la topologie de l’ordre surW. Lorsque x ă y on définit
sx, yr, rx, yr, sx, ys et rx, ys de manière évidente. Notons que chaque fois que x ă y on
a sx, ys “ r´8, y ` 1rXsx, ω1s, de telle sorte que sx, ys est ouvert. Maintenant, chaque
voisinage N de ω1 contient un ensemble de la forme sx, ω1s pour certains x P W0, donc
N rencontre W0. Par conséquent ω1 P W0, de sorte que W0 est dense dans W .Pour mon-
trer que W est quasi-compact, soit E un recouvrement d’ouverts de W et considérons
l’ensemble

S :“ tx P W | r´8, xs admet un sous-recouvrement fini dans Eu.
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Supposons, par l’absurde que S ‰ W. Donc W zS est non vide, alors il existe au moins un
élément x P W zS. Comme E est un recouvrement deW, il existe U0 de E avec x P U0. Clai-
rement ´8 P S, alors x ‰ ´8. Puisque U0 est un ouvert, on a x P r´8, yrXsz, ω1s Ď U0

pour certains y, z P W , d’où sz, xs Ď U0. Comme z ă x on a z P S, alors r´8, zs peut être
recouvert par une sous-famille finie tU1, U2, ..., Unu de E . Mais maintenant tU1, U2, ..., Unu
est une sous-famille finie de E qui recouvre r´8, xs, ce qui contredit le fait que x R S. Par
conséquent S “ W , c-à-d W admet un sous-recouvrement fini dans E . Ceci montre que
W est quasi-compact.

Montrons que W est de Hausdorff : si x, y sont des points distincts de W , on peut
supposer sans perdre de généralité que x ă y. Ensuite, U :“ r´8, x ` 1r et V :“sx, ω1s

sont des ensembles ouverts disjoints avec x P U et y P V , d’où W est un espace de Haus-
dorff. Ainsi W0 est un sous-espace non fermé de l’espace compact W , donc W0 n’est pas
compact. En tant que sous-espace de W , W0 est aussi un espace de Hausdorff.

Ensuite, on peut montrer que W0 est un espace à base dénombrable de voisinages.
Choisissons x P W0, Si x “ ´8 alors txu est une base de voisinages dénombrable. Dans
le cas contraire, la famille B :“ tsy, xs | y ă xu est dénombrable parce que B est bien
ordonné par l’inclusion, elle définit l’ordinal x tel que x ă ω1. Comme B est une base de
voisinages de x, cela montre que W0 est un espace à base dénombrable de voisinages.

On veut montrer que W0 est séquentiellement compact. Premièrement, on note dans
ce qui suit que : Si C est un sous-ensemble dénombrable de W0, C admet un majorant
dans W0 ; car, si x est un élément de C tel que x ă ω1, alors r´8, xs est dénombrable.
Donc l’ensemble B :“

Ť

xPCr´8, xs est une réunion dénombrable d’ensembles dénom-
brables, donc dénombrable. Il en résulte que B ‰ W0, car W0 n’est pas dénombrable. Par
conséquent, il existe un certain y P W0zB. Comme y R B on doit avoir y ą x pour tout
x P C, donc y est un majorant de C.

Pour montrer que W0 est séquentiellement compact, soit pxnqn une suite de W0. On
considère l’ensemble

F :“ txn | xn ě xj chaque fois que j ě nu.

Si F “ H, on prend I :“ t1u. Sinon, on prend x :“ minF et I :“ tn P N | xn “ xu. Dans
le cas où I est infini, on peut organiser I en une suite croissante pnprq | r P Nq, et ensuite
on voit que pxnprqq est constante, et donc une sous-suite convergente de pxnqn.

Il ne reste plus qu’à considérer le cas où I est fini. Ensuite, soit np1q :“ max I ` 1, et
on considère xnp1q. Alors xnp1q R F , donc il existe un certain entier naturel np2q ą np1q
avec xnp2q ą xnp1q. En continuant de cette façon, on peut choisir une sous-suite stricte-
ment croissante pxnprqq de pxnqn. L’ensemble C “ txnprq | r P Nu est dénombrable, donc
il est majoré dans W0. Ainsi, l’ensemble des majorants de C est non vide, soit y son
plus petit élément et soit N un voisinage de y ; donc N contient sz, ys pour un certain
z P W0. Alors z ă y, donc z n’est pas un majorant de C, Par conséquent z ă xnpsq ď y
pour certains nombres naturels s. Comme la suite pxnprqq est croissante, il en résulte que
z ă xnprq ď y, d’où xnprq P N, chaque fois que r ą s. Cela montre que xnprq Ñ y, donc
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pxnqn admet une sous-suite convergente. Par conséquentW0 est séquentiellement compact.

Rappelons qu’une application continue f : X Ñ Y est dite ouverte si l’image par
f de tout ouvert de X est un ouvert de Y. Nous pouvons caractériser un espace à base
dénombrable de voisinages par ce suit :

Théorème 1.1.20. [132] Si f est une application ouverte d’un espace métrique X dans
un espace topologique Y , alors Y est un espace à base dénombrable de voisinages. Inverse-
ment, si Y est un espace à base dénombrable de voisinages alors pour tout espace métrique
X, il existe une application ouverte f de X sur Y.

Notre objectif dans ce chapitre est le théorème 1.1.31, qui affirme que tout espace
séquentiel peut être caractérisé par l’image d’un espace métrique par une application
quotient. Ce théorème est tout à fait remarquable. Tout d’abord, les images des espaces
métriques sont faciles à former. En second lieu, le théorème donne une caractérisation de
la catégorie d’espaces séquentiels sans utilisation de la convergence séquentielle.

Lemme 1.1.21. [77] Soient X un espace séquentiel, Y un espace topologique arbitraire
et f : X Ñ Y une application. Alors f est continue si et seulement si elle préserve les
limites des suites, c-à-d, si pxnqn est une suite convergente dans X vers x, alors pfpxnqqn
converge dans Y vers fpxq.

Définition 1.1.22. Soit X un espace topologique (non supposé séparé). X est dit dénom-
brablement compact si tout recouvrement dénombrable de X par des ouverts possède un
sous-recouvrement fini.

En général, il n’y a aucune relation d’implication entre la compacité et la compacité
séquentielle. On a donné un exemple (exemple 1.1.19) qui montre que, même pour les es-
paces de Hausdorff à base dénombrable de voisinages, la compacité séquentielle n’implique
pas la compacité. L’espace βN est un exemple d’un espace de Hausdorff compact qui n’est
pas séquentiellement compact. Cependant, un espace compact séquentiel est séquentielle-
ment compact. Afin de prouver ceci on va montrer que, dans des espaces séquentiels, la
compacité séquentielle est équivalente à la compacité dénombrable.

Proposition 1.1.23. [77] Soit X un espace séquentiel. Alors X est séquentiellement
compact si, et seulement si il est dénombrablement compact.

Rappelons qu’une application continue surjective f : X Ñ Y est appelée une applica-
tion quotient si à chaque fois que f´1pV q est ouvert dans X (V un sous-ensemble de Y )
alors V est ouvert dans Y . Par exemple l’application projection d’un espace produit sur
l’un de ses espaces coordonnés est une application quotient. Cette définition sera utilisée
dans l’exemple 1.1.26.

Lemme 1.1.24. [63, Prop. 1.2] Soit X un espace séquentiel, et soit f une application
quotient de X sur un espace topologique Y. Alors Y est un espace séquentiel.

La preuve de cette proposition se fait en montrant que si U est séquentiellement ouvert
dans Y , alors f´1pUq est séquentiellement ouvert dans X.
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Définition 1.1.25. Une application continue d’un espace séparé dans un espace locale-
ment compact est dite propre si l’image réciproque de toute partie compacte de l’espace
d’arrivée est compacte, ce qui est équivalent de dire que l’application est fermée et l’image
réciproque par cette application de tout singleton est compacte.

A l’aide du lemme précédent, on peut donner un exemple d’un espace séquentiel qui
n’est pas de Fréchet-Urysohn. Cela montre que, dans des espaces séquentiels, les suites ne
caractérisent pas en général la fermeture d’un opérateur.

Exemple 1.1.26. [63] Soient L :“ Rzt0u l’ensemble des nombres réels privé de 0,
M :“ t0u Y t1{n | n P N˚u et Y :“ pL ˆ t0uq Y pM ˆ t1uq un sous-espace de R2

muni de la topologie usuelle. En particulier, Y est un espace séquentiel.
Maintenant, soit f : Y Ñ X la projection de Y sur la première coordonnée, c’est l’en-
semble X :“ t0u Y L. Remarquons que X est l’ensemble des nombres réels. La topologie
sur X est la topologie usuelle ainsi que tous les ensembles de la forme t0u Y U où U est
un ouvert de R et il contient t1{n | n P N˚u. Comme X est l’image de Y par l’application
quotient alors il est séquentiel par le lemme précédent.
Maintenant, on va montrer que X n’est pas un espace de Fréchet-Urysohn. Soit A :“
XzM . On montre que 0 P A mais aucune suite de A ne converge vers 0. Soit N un voisi-
nage de 0. Ensuite, N contient un point 1{n pour un certain n P N˚, il existe un δ ą 0 tel
que s1{n´δ, 1{n`δrĎ N . Maintenant, il existe quelques x irrationnels avec |1{n´x| ă δ.
Alors x P N et, x étant irrationnel, x P A. Par conséquent A XN ‰ H. Comme cela est
vrai pour tout voisinage de 0, cela montre que 0 P A. Supposons maintenant que pxnqn
est une suite de A. Pour chaque n P N , on a xn ‰ 0, et donc infjPN˚ |xn ´ 1{j| ą 0.
Considérons la suite pδnq, où δn :“ infjPN˚ |xn ´ 1{j|, et soit

N :“ t0u
ď

nPN˚
s1{n´ δn, 1{n` δnr.

Alors N est un voisinage de 0 qui ne contient aucun des éléments de la suite pxnqn. Par
suite pxnqn ne peut éventuellement converger vers 0. Ceci montre qu’aucune suite de A
ne converge vers 0, alors X n’est pas un espace de Fréchet-Urysohn.

Dans l’exemple 1.1.30 on va montrer que le produit de deux espaces séquentiels n’est
pas nécessairement séquentiel. Maintenant, on donne un exemple d’un sous-espace non-
séquentiel d’un espace séquentiel.

Exemple 1.1.27. [63] Soit X l’espace dans l’exemple 1.1.26, et soit A comme ci-dessus.
Soit Z :“ A Y t0u. On montre que Z est un sous-espace de X qui n’est pas séquentiel.
Rappelons qu’aucune suite de A ne converge vers 0. Par conséquent les seules suites de Z
qui convergent vers 0 sont les constantes. Donc l’ensemble t0u est séquentiellement ouvert
dans Z. Cependant, t0u n’est pas ouvert dans Z, car f´1t0u “ t0u ˆ t1u n’est pas ouvert
dans Y (tout voisinage de t0u ˆ t1u ne contient aucun point p1{n, 1q). Ainsi, Z n’est pas
un espace séquentiel.

Néanmoins, on a le résultat suivant :

Lemme 1.1.28. [63, Prop. 1.9] Un sous-espace fermé d’un espace séquentiel est un espace
séquentiel.
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Notons que dans l’exemple 1.1.27, l’espace X est un espace séquentiel qui n’est pas
de Fréchet-Urysohn. Ce n’est pas une coïncidence ; en fait, tout espace qui n’est pas
héréditairement séquentiel n’est pas un espace de Fréchet-Urysohn.

Lemme 1.1.29. [63, Prop. 7.2] Soit X un espace séquentiel. Si chaque sous-espace de X
est séquentiel, alors X est de Fréchet-Urysohn.

Exemple 1.1.30. [77] Soit X un espace de Fréchet-Urysohn qui n’est pas de Hausdorff
avec des limites séquentiels uniques (Par l’exemple 1.1.32 ci-dessous, cet espace X existe).
On montre que l’espace X ˆ X n’est pas séquentiel. Comme X n’est pas de Hausdorff,
la diagonale ∆ “ tpx, xq | x P Xu n’est pas fermé dans X ˆ X. D’autre part, ∆ est
séquentiellement fermé, car les limites séquentielles sont uniques. Donc X ˆX n’est pas
un espace séquentiel.

On va maintenant caractériser un espace séquentiel par l’image d’un espace métrique
par une application quotient.

Théorème 1.1.31. [63] Si f est une application quotient d’un espace métrique X sur un
espace topologique Y , alors Y est séquentiel. Inversement, si Y est un espace séquentiel,
ils existe un espace métrique X et une application quotient f de X dans Y.

Nous avons vu dans le lemme 1.1.6 que chaque espace à base dénombrable de voi-
sinages est un espace de Fréchet-Urysohn. Un exemple d’un espace de Fréchet-Urysohn
qui n’est pas à base dénombrable de voisinages est l’ensemble R muni de la topologie
tRzF | F Ď R, F est finiu. On veut définir un espace de Fréchet-Urysohn qui n’est pas
de Hausdorff avec des limites séquentielles uniques. Cela montrera que le résultat de la
proposition 1.1.16 ne se généralise pas aux espaces de Fréchet-Urysohn. Plus tard (Théo-
rème 1.1.37) on donnera une caractérisation pour la classe des espaces de Fréchet-Urysohn
de Hausdorff : Les espaces de Fréchet-Urysohn de Hausdorff sont précisément les images
des espaces métriques par des pseudo-applications ouvertes. En particulier, l’image d’un
espace métrique par une application fermée est un espace de Fréchet-Urysohn.

Exemple 1.1.32. [64] Soit X le produit N ˆ N muni de la topologie usuelle (discrète),
soient p, q R X avec p ‰ q. Soit Y :“ X Y tp, qu, on définit une topologie sur Y , qui sera
la plus fine, par une base construite de la topologie sur X et :
(1) les ensembles tpu Y ppNzF q ˆ Nq, où F est un sous-ensemble infini de N ;
(2) les ensembles tqu Y

Ť

nPN ptnu ˆ pNzFnqq, où pFnq est une suite de sous-ensembles
finis de N.

Soient U , V des voisinages de p et q respectivement. Donc U contient toutes les par-
ties non finies tnu ˆ N, on peut choisir un nombre naturel n tel que tnu ˆ N Ď U. V
contient pn, jq pour un nombre infini des j P N, on peut donc choisir j P N de telle
sorte que pn, jq est dans V . Alors pn, jq est dans U aussi, donc U X V ‰ H. Cela montre
que chaque voisinage de p rencontre chaque voisinages de q, alors Y n’est pas de Hausdorff.

Ensuite, on montre qu’aucune suite de Y ne peut converger vers plus d’un point.
Comme X est discret les seules suites convergentes vers des points de X sont les suites
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éventuellement constantes. Ainsi on a seulement besoin étudier la possibilité qu’il pourrait
exister une suite de Y convergeant à la fois vers p et q. En outre, il existe des voisinages
de p qui ne contiennent pas q, et vice versa, donc il suffit de considérer le cas d’une
suite ppnr, jrq | r P Nq de X. Comme ppnr, jrqq converge vers p, chaque voisinage de p
contient un nombre infini des points pnr, jrq. Pour chaque n P N, l’ensemble Y zptnu ˆNq
est un voisinage de p, donc il existe seulement un nombres fini des r tel que nr “ n. Soit
Fn :“ tjr | nr “ nu. Comme pFnq est une suite de sous-ensembles finis de N, l’ensemble

N :“ tqu Y
ď

nPN

ptnu ˆ pNzFnqq

est un voisinage de q. Ceci est une contradiction, parce que N ne contient aucuns des
points de la suite ppnr, jrq | r P Nq qui converge vers à q. Donc il n’existe pas une telle
suite. Ceci montre que les limites séquentielles de Y sont uniques.
Enfin, on va montrer que Y est un espace de Fréchet-Urysohn. Puisque X est discret, il est
certainement de Fréchet-Urysohn. Il reste à prouver que, chaque fois que l’un des p, q se
situe dans la fermeture d’un ensemble, alors il est la limite d’une suite dans cet ensemble.
Considérons d’abord le point p. Supposons que A est un sous-ensemble de Y tel que p P A.
Pour chaque entier naturel r, le complémentaire de l’ensemble tn P N | n ă ru ˆN est un
voisinage de p. Il en résulte que pour chaque r P N il existe un pir, jrq de A avec nr ě r.
Puis nr Ñ 8 si r Ñ 8. Comme tout voisinage de p contient tnu ˆ N, il doit contenir les
points pnr, jrq. Ainsi ppnr, jrq | r P Nq est une suite de A qui converge vers p.
Considérons maintenant q. Soit B un sous-ensemble de Y avec q P B. Si q P B, alors il
n’y a rien à prouver. Supposons que q R B. Donc, pour chaque n P N, soit Fn :“ tj P N |
pn, jq P Bu, et considérons la suite pFiq des sous-ensembles de N. Si chaque Fn est fini,
alors l’ensemble

tqu Y pXzBq “ tqu Y
ď

nPN

ptnu ˆ pNzFnqq

est de la forme donnée en (2) ci-dessus, il est donc un voisinage de q qui ne rencontre
pas B, ce qui contredit le fait q P B. Par conséquent, il existe un entier naturel n tel que
Fn est infini. On classe les éléments de Fn dans une suite infinie pjr | r P Nq. Maintenant
tout voisinage de q contient tous les points de la partie tnu ˆN, en particulier il contient
tous les points pn, jrq. Ainsi ppn, jrq | r P Nq est une suite de B qui converge vers q. Ceci
montre que Y est un espace de Fréchet-Urysohn.

Lemme 1.1.33. [77] Tout sous-espace d’un espace de Fréchet-Urysohn est lui-même un
espace de Fréchet-Urysohn.

Ce résultat fournit une réciproque du lemme 1.1.29 ; de sorte qu’on peut en déduire
que les espaces de Fréchet-Urysohn sont les espaces héréditairement séquentiels.

Définition 1.1.34. Soient X, Y des espaces de Hausdorff et f : X Ñ Y une application
continue surjective. On dit que f est pseudo-ouverte si chaque fois que U est un ensemble
ouvert dans X contenant un certain f´1tyu où y P Y , alors fpUq est un voisinage de y
dans Y .

Il est clair que toute application ouverte surjective est pseudo-ouverte. Ainsi chaque
application fermée surjective est pseudo-ouverte : car si f : X Ñ Y est fermé, soit y P Y .
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On suppose que U est ouvert dans X avec f´1tyu Ď U . Alors XzU est fermé dans X,
donc fpXzUq est fermé dans Y . Comme f´1tyu est contenu dans U , il en résulte que y
n’est pas un élément de fpXzUq. Ainsi y appartient à l’ensemble ouvert Y zfpXzUq, qui
est un sous-ensemble de fpUq (parce que f est surjective). Ainsi fpUq est un voisinage de
y et f est pseudo-ouverte.

Proposition 1.1.35. [77] Soient X, Y des espaces de Hausdorff et f : X Ñ Y pseudo-
ouverte. Alors f est une application quotient.

Proposition 1.1.36. [12, Théorème.4] Soient X un espace de Hausdorff de Fréchet-
Urysohn, Y un espace de Hausdorff et f : X Ñ Y une application quotient. Alors,
Y est un espace de Fréchet-Urysohn si et seulement si, f est pseudo-ouverte.

Théorème 1.1.37. [12] Si f est une application pseudo-ouverte d’un espace métrique X
sur un espace de Hausdorff Y, alors Y est de Fréchet-Urysohn. Inversement, si Y est un
espace de Hausdorff de Fréchet-Urysohn, alors pour un espace métrique X, il existe une
application f pseudo-ouverte de X sur Y.

Un espace de fermeture dénombrable n’est pas toujours séquentiel comme le montre
l’exemple suivant :

Exemple 1.1.38. [64]
Soit βN le compactifié de Stone-Čech de l’ensemble des nombres entiers naturels.

Soit X :“ βN et considérons la topologie sur X construite par la topologie sur βN et les
ensembles txuYN pour tout x dans XzN. On a déjà noté que les seules suites convergentes
dans βN sont les constantes (Exemple 1.1.3). Il est clair que, dans une topologie plus fine
le nombre des suites convergentes ne peut pas augmenter, de sorte que les seules suites
convergentes de X sont celles qui sont constantes. Par conséquent, chaque sous-ensemble
de X est séquentiellement ouvert, mais XzN n’est pas ouvert, alors X n’est pas un espace
séquentiel. Cependant, X est de fermeture dénombrable. Pour voir cela, soit A un sous-
ensemble de X. On note que tout sous-ensemble de X contenant N est ouvert, donc un
sous-ensemble qui est disjoint de N est fermé. Donc :

p3q A “ pAzNq Y pAX Nq “ pAzNq Y pAX Nq Ď AY pAX Nq.

Maintenant, si A contient la fermeture de tous ses sous-ensembles dénombrables alors en
particulier il contient la fermeture de A X N. Donc (3) montre que A “ A, c-à-d, A est
fermé. Cela montre que X est de fermeture dénombrable.

En utilisant le dernier exemple, on peut montrer qu’il n’y a pas de généralisation du
lemme 1.1.21 aux espaces de fermeture dénombrable.

Exemple 1.1.39. [77] Soit X l’espace de l’exemple précédent, et soit Y le même ensemble
pβNq muni de la topologie discrète. Alors, la topologie de Y est strictement plus fine que
la topologie sur X, de sorte que l’application identité ι : X Ñ Y n’est pas continue.
Cependant, les seules suites convergentes de X sont les constantes, par conséquent ι
conserve les limites des suites.

Lemme 1.1.40. [77] Soit X un espace topologique de fermeture dénombrable, et soit Y
un sous-espace de X. Alors Y admet la fermeture dénombrable.



32

Lemme 1.1.41. [13, Prop. 3] Soit X un espace topologique de fermeture dénombrable,
et supposons que f : X Ñ Y est une application quotient alors Y admet la fermeture
dénombrable.

Théorème 1.1.42. [117, Theorem. 4] Soient X, Y des espaces de Hausdorff de fer-
meture dénombrable, et supposons que Y est compact. Alors X ˆ Y admet la fermeture
dénombrable.

1.2 Topologique séquentielle
Soit pX, τq un espace topologique. Nous rappelons ici qu’un sous-ensemble F Ă X est

dit séquentiellement fermé si F est fermé par rapport à la convergence des suites de F ,
c’est-à-dire que pour chaque suite pxnqn de F convergente vers x, x P F . Un sous-ensemble
U Ă X est dit séquentiellement ouvert si XzU est séquentiellement fermé. Il est évident
qu’un sous-ensemble U Ă X est séquentiellement ouvert si et seulement si, pour toute
suite pxnqn convergente vers un point x P U, pxnqn est éventuellement dans U (c’est-à-dire
qu’il existe un certain N P N tel que pour tout n ě N , xn P U). Soit τ s le sous-ensemble
de PpXq définie par :

τ s “ tU P PpXq{@pxnqn Ă U c : xn Ñ xñ x P U c
u

c’est-à-dire l’ensemble des ensembles séquentiellement ouverts dans X. τ s est dite la topo-
logie séquentielle associée à τ ou tout simplement la topologie séquentielle s’il n’y a pas
de confusion (ce qui est différent de la notion d’espace séquentiel). Il est évident que tout
sous-ensemble ouvert est séquentiellement ouvert (c’est-à-dire τ s-ouvert). Un espace X
est un espace séquentiel si et seulement si, chaque sous-ensemble séquentiellement ouvert
de X est ouvert (τ s “ τ). Tout espace à base dénombrable de voisinages est un espace sé-
quentiel [129, Théorème 10.2.17]. La topologie séquentielle τ s est plus fine que la topologie
τ , mais ce raffinement peut être strict comme le montre les exemples suivants.

Exemple 1.2.1. Soit X ‰ H un ensemble non dénombrable et τ la topologie co-
dénombrable sur X.
On montre que toutes les suites convergentes de X sont constantes : On suppose qu’il
existe une suite pxnqn convergente vers un élément x P X, mais non constante, on pose
N “ txn, n P Nuztxu qui est dénombrable, alors XzN est un sous-ensemble ouvert de X
contenant x. Par conséquent, XzN est τ s-ouvert contenant x, donc pxnqn est évidemment
dans XzN , ce qui est absurde, donc pxnqn est constante.
On en déduit que tous les sous-ensembles de X sont τ s-ouverts, mais le singleton txu,
x P X, n’est pas ouvert, c’est-à-dire τ ă τ s (raffinement strict).

Exemple 1.2.2. Rappelons que Ω désigne le premier ordinal non dénombrable avec
l’ordre usuel τ

Ω
. Soit r0,Ωs l’espace topologique tel que ses sous-ensembles ouverts sont

r0, λr“ tα{α ă λu. Toute suite d’ordinaux dénombrables a une limite dénombrable
ω (premier ordinal infini). Mais il n’existe pas de suite d’ordinaux dénombrables qui
converge vers Ω (la seule suite qui converge vers Ω est Ω elle-même). On considère la suite
pxnqn Ă r0,Ωs telle que pour tout n P N, xn “ Ω P tΩu, donc tΩu est τ s

Ω
-ouvert, mais

tΩu n’est pas τ
Ω
-ouvert car son complémentaire dans r0,Ωs est un sous-ensemble ouvert,

c’est-à-dire tΩuc “ r0,Ωr, d’où τ
Ω

ă τ s
Ω
.
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Nous avons l’équivalence suivante entre la convergence et la convergence séquentielle.

Théorème 1.2.3. [17] Soient pX, τ
X
q un espace topologique, pxnqn une suite de X et

x P X. Alors, pxnqn est τ
X
´convergente vers x si et seulement si, elle est τ s

X
´convergente

vers x.

Nous avons également l’équivalence entre la continuité et la continuité séquentielle par
le théorème suivant.

Théorème 1.2.4. [17] Soient pX, τ
X
q, pY, τ

Y
q deux espaces topologiques et f : X Ñ Y

une application. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est pτ

X
, τ

Y
q séquentiellement continue ;

(ii) f est pτ s
X
, τ s

Y
q-continue.

Étant donné un ensemble X et une famille pXi, τiqiPI d’espaces topologiques avec des
applications fi : Xi Ñ X pour tout i P I. La topologie limite inductive (ou finale ou in-
ductive) τ ind, est la topologie la plus fine sur X telle que chaque application fi : pXi, τiq Ñ
pX, τ indq est continue. Explicitement, τ ind “ tU Ă X{ p@i P Iq f´1

i pUq P τiu.

Comme exemples de topologies inductives, nous rappelons la topologie quotient, la
topologie de somme directe et la topologie de la limite inductive directe. Nous considé-
rons sur X la topologie séquentielle associée pτ indqs. D’autre part, pour tout i P I, nous
considérons la topologie séquentielle associée pτiqs sur Xi, et la topologie limite induc-
tive pτ sqind par rapport à la famille pXi, τ

s
i qiPI d’espaces topologiques avec les fonctions

fi : Xi Ñ X pour tout i P I.
La topologie séquentielle est dite stable sous la transformation topologique inductive

si pτ indqs “ pτ sqind : Malheureusement, ce n’est pas le cas en général. Mais on a le résultat
suivant :

Théorème 1.2.5. [17] pτ indqs ď pτ sqind :

Remarque 1.2.6. Comme la topologie quotient est une topologie inductive, nous avons
aussi pτ indq qs ď pτ sqindq .

Le raffinement du théorème précédent peut être strict comme le montre les exemples
suivants.

Exemple 1.2.7. SoitX “ Rr0,1s muni de la topologie produit τω de la topologie usuelle sur
R et Y le sous-espace de X de toutes les fonctions f telles que Supppfq est dénombrable.
Soit ψ P X tel que Supppψq est non dénombrable, et considérons Z “ Y ` R.ψ, le
sous-espace de X engendré par Y et ψ. Y est clairement dense dans Z. Par conséquent
la topologie quotient τq par rapport à l’application canonique du quotient π : pZ, τωq Ñ
pZ{Y, τqq est grossière. La topologie séquentielle pτqqs est aussi grossière puisqu’aucun sous-
ensemble propre du quotient ne peut être séquentiellement fermé, du fait que toute suite
convergente de Z{Y converge vers tout point de Z{Y. D’autre part, soit pτ sqq la topologie
du quotient par rapport à l’application quotient canonique π : pZ, pτω

{Zq
sq Ñ pZ{Y, pτ sqqq,

donc la topologie pτ sqq sur l’espace Z{Y n’est pas grossière.
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1.3 I-convergence
Rappelons ici la notion de convergence statistique dans un espace topologique X (Voir

[27, 28, 66]). Pour chaque sous-ensemble A de N, si la suite 1
n
cardtk P A : k ď nu est

convergente, sa limite dans r0, 1s est dite la densité asymptotique de A, notée δpAq. On
rappelle également que δpNzAq “ 1´ δpAq pour chaque A Ă N.

Une suite pxnqn de X converge statistiquement vers un point x P X si pour chaque
voisinage U de x de X, δptn P N : xn R Uuq “ 0 [48] c’est-à-dire δptn P N : xn P Uuq “ 1,
qui est noté par s´ lim

nÑ8
xn “ x ou xn

s
Ñ x.

Pour une suite pxnqn et un sous-ensemble U de X, soit AUpxnq “ tn P N : xn R Uu,
que l’on note AU s’il n’y a pas confusion. Il est facile de voir qu’une suite pxnqn dans un
espace topologique X converge statistiquement vers un point x P X si et seulement si,
pour tout voisinage U de x de X, on a δpAUq “ 0 [178].

Soit PpNq l’ensemble des sous-ensembles de N. Un idéal I de N est un ensemble
de sous-ensembles de N qui est héréditaire par inclusion (Pour tout A Ă N et B P I,
A Ď B ñ A P I) et stable par réunion finie (Pour tout pA,Bq P I2, AYB P I) [100]. Un
idéal I est dit non trivial, si I ‰ H et N R I. Un idéal non trivial I est dit admissible si
I contient tout sous-ensemble fini de N (ttnu : n P Nu Ď I). Clairement, tout idéal non
trivial I définit un filtre dual FI “ tA Ď N : NzA P Iu sur N [178].

Soit If l’ensemble des sous-ensembles finis de N. Alors If est un idéal admissible de
N. Soit Iδ l’ensemble des sous-ensembles A Ď N avec δpAq “ 0 c’est-à-dire Iδ “ tA Ď N :
δpAq “ 0u. Alors Iδ est un idéal admissible, et son filtre dual est FIδ “ tA Ď N : δpAq “ 1u
[143].

Tout au long de cette partie, I est un idéal non trivial admissible de N.

Définition 1.3.1. [178, Définition 2.1] Une suite pxnqn dans un espace topologique X est
dite I-convergente vers un point x P X si pour tout voisinage U de x on a AU P I, qui
est noté par I- lim

nÑ8
xn “ x ou xn

I
Ñ x; le point x est dit la I-limite de la suite pxnqn.

Remarque 1.3.2. (i) I “ H si et seulement si, chaque suite constante x, x, ..., x, ... de
X n’est pas I-convergente vers le point x P X [178].

(ii) Si N P I alors I “ PpNq, et chaque suite de X est I-convergente vers tout point de
X [178].

(iii) Si I “ tHu, alors toute suite I-convergente pxnqn est constante.

Lemme 1.3.3. [178, Lemma 2.5] Soient I Ď J deux idéaux de N. Si pxnqn est une suite
dans un espace topologique X telle que xn

I
Ñ x, alors xn

J
Ñ x.

Proposition 1.3.4. Soit pxnqn une suite dans un espace topologique X. Si pxnq est conver-
gente vers x dans X, alors elle est aussi I-convergente vers x.

Démonstration. Puisque I est admissible, alors If Ă I et par le Lemme 1.3.3 le résultat
est vrai.
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La réciproque de la proposition précédente est fausse comme le montre l’exemple
suivant.

Exemple 1.3.5. Soit X un espace topologique de Hausdorff contenant au moins deux
points distincts x et y. Soit pxnqn la suite de X définie par

xn “

#

x, si n est un carré
y sinon.

Par définition 1.3.1 pxnqn est Iδ-convergente vers y ; en effet, pour tous les voisinages
U de y, on a AU Ă A, où A “ tn P N : n est un carréu, et A P Iδ (car δpAq “ 0). Mais
pxnqn ne converge pas vers y.



CHAPITRE 2

LIMITE INDUCTIVE TOPOLOGIQUE
SÉQUENTIELLE

Dans ce chapitre nous allons prendre en considération dans les resultats que les sous-
ensembles ouverts, fermés et bornés sont ouverts, fermés et bornés par rapport à la to-
pologie séquentielle. Aussi, les applications continues, ouvertes et fermées sont continues,
ouvertes et fermées par rapport aux deux topologies séquentielles correspondantes.

2.1 Enveloppe localement convexe d’espaces localement
convexes muni d’une topologie séquentielle

Les sommes directes et les produits topologiques localement convexes d’espaces loca-
lement convexes sont des cas particuliers d’idées plus générales que nous considérons ici.

Soient I un ensemble d’indices préordonné filtrant à droite et F un espace vectoriel.
Si un espace vectoriel E est l’engendrement linéaire de certains sous-espaces vectoriels
pEαqαPI de F, on écrit E “

ř

α

Eα. On s’intéresse, particulièrement, au cas où chaque Eα

est donné comme l’image linéaire AαpFαq d’un espace vectoriel Fα de F [101]. Un cas
particulier de cet engendrement linéaire est la somme directe E “ ‘

α
Eα.

Soit pFα, ταqαPI une famille d’espaces localement convexes. La topologie la plus fine sur

E “
ř

α

AαpEαq qui rend les applications Aα : pFα, ταq Ñ

ˆ

ř

α

AαpFαq, τ
ind

˙

continues, est

une topologie localement convexe qu’on note τ ind (topologie finale). Notons τ sα la topologie
séquentielle associée à τα et pτ indqs la topologie séquentielle associée à τ ind. Suivant [56,
Proposition 3, p.7 ] pτ indqs est la moins fine topologie de toutes les topologies localement
convexes séquentielles sur E plus fine que τ ind. Dans un autre sens, pτ sqind est la topologie

la plus fine sur
ř

α

AαpFαq qui rend les applications Aα : pFα, τ
s
αq Ñ

ˆ

ř

α

AαpFαq, pτsq
ind

˙

-

36
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continue. Selon le théorème 1.2.5, pour tout α P I, les applications

Aα : pFα, τ
s
αq Ñ

˜

ÿ

α

AαpFαq, pτ
ind
q
s

¸

sont également continues. Un sous-ensemble absolument convexe U de
ř

α

AαpFαq est alors

un pτ indqs-voisinage de zéro si A´1
α pUq “ Uα est un τ sα-voisinage de zéro dans Fα, pour

chaque α P I. Les enveloppes absolument convexes Γ pAαpUαqq de AαpUαq tels que chaque
Uα est un τ sα-voisinage de zéro dans Fα, forment une base de voisinages absolument
convexes de zéro de

`

E, pτ indqs
˘

. En effet, soit U un
`

τ ind
˘s-voisinage de zéro absolu-

ment convexe. Comme A´1
α pUq “ Uα, alors U contient l’ensemble AαpUαq, pour tout α,

ce qui implique que Γ pAαpFαqq Ă U.

La topologie τ ind n’est pas toujours séparée, la même chose pour la topologie pτ indqs.
Mais si pτ indqs est séparée, elle s’appelle la topologie de l’enveloppe séquentielle sur E

et
ˆ

ř

α

AαpFαq, pτ
indqs

˙

est dit un espace d’enveloppe séquentiel localement convexe de

pEα, τ
s
α, Aαqα .

Lemme 2.1.1. Soient pX, τXq et pY, τY q deux espaces localement convexes, toute appli-
cation linéaire continue ψ : pX, τ sXq Ñ pY, τ sY q s’écrit sous la forme :

pX, τ sXq
K
ÝÑ pX{Kerψ, pτ indq q

s
q

ψ̂
ÝÑ pψpXq, τ sY q

J
ÝÑ pY, τ sY q

loooooooooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooooooooon

ψ “ J ˝ ψ̂ ˝K

où pX, τ sXq et pY, τ sY q sont des espaces localement convexes munis de la topologie sé-
quentielle, K est l’homomorphisme canonique, ψ̂ est une application linéaire continue
ouverte bijective et J est une application linéaire injective continue ouverte.

Démonstration. Désignons par pτ sqindq la topologie quotient sur X{Kerψ qui rend K

continue et par
`

τ indq

˘s la topologie de l’enveloppe séquentielle sur X{Kerψ. Comme
pτ indq qs ď pτ sqindq , alors K est continue et ouverte. ψ̂ est évidemment injective et surjec-
tive. Puisque ψ est continue, alors ψ̂ est aussi continue.

Soit Û P pτ indq qs, alors ψ̂pÛq “ ψpK´1pÛqq “ ψpUq. Comme ψ est ouvert, alors ψ̂ est
aussi ouvert. J est évidemment une application linéaire injective continue ouverte.

Proposition 2.1.2. L’espace
ˆ

ř

α

AαpFαq, pτ
indqs

˙

est topologiquement isomorphe à un

espace
ˆ

p‘
α
Fαq{H, pτ

ind
q qs

˙

où H est un sous-espace fermé de ‘
α
Fα convenablement choisi.

ř

α

AαpFαq est dit l’enveloppe séquentielle localement convexe de pEα, τ sα, Aαqα et pτ indqs est

dite sa topologie de l’enveloppe séquentielle.
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Démonstration. Pour toutes les α P I, les Aα sont continues, alors l’application

A : ‘
α
Fα Ñ

ÿ

α

Aα pFαq

ÿ

α

xα Ñ A

˜

ÿ

α

xα

¸

“
ÿ

α

Aα pxαq

est continue. Comme les Aα sont surjective, alors elles sont ouvertes. Par conséquent A
est ouverte car A

´

Γ
α
pUαq

¯

“ Γ
α
pAα pUαqq . Ainsi, A est une application linéaire continue

ouverte. Selon le lemme précédent ψ̂ est un isomorphisme topologique de p‘
α
Fαq{H sur

E “
ř

α

Aα pFαq “ A

ˆ

ř

α

Fα

˙

, où A “ ψ et H est le noyau fermé de A.

Proposition 2.1.3. Tout espace
ˆ

p‘
α
Fαq{H, pτ

ind
q qs

˙

où H est un sous-espace fermé de

‘
α
Fα, est topologiquement isomorphe à un espace

ˆ

ř

α

KαpFαq, pτ
indqs

˙

, avec Kα est la

restriction à Fα de la surjection canonique K de ‘
α
Fα sur p‘

α
Fαq{H.

Démonstration. Conformément à [101, proposition (2), p.215] et la définition de K nous
avons p‘

α
Fαq{H “

ř

α

KαpFαq “ Kp‘
α
Fαq. Considérons l’application identité suivante i :

ˆ

p‘
α
Fαq{H, pτ

ind
q qs

˙

Ñ

ˆ

ř

α

KαpFαq, pτ
indqs

˙

. Soit U un sous-ensemble de
ř

α

KαpFαq tel

que U P pτ indqs. Alors, U “ Γ
α
pKαpUαqq “ K

´

Γ
α
pUαq

¯

, donc K
´

Γ
α
pUαq

¯

P
`

τ indq

˘s

c’est-à-dire i´1pUq P pτ indq qs. Par conséquent, i est continue. Soit Uq un sous-ensemble de

p‘
α
Fαq{H tel que Uq P

`

τ indq

˘s
. Alors, Uq “ K

´

Γ
α
pUαq

¯

P pτ indqs, donc i pUqq P
`

τ ind
˘s
.

D’où, i est ouverte.

Remarque 2.1.4. Par la proposition précédente, un espace quotient
`

E{H, pτ indq qs
˘

peut
être considéré comme un espace d’enveloppe séquentiel localement convexe E{H “ KpEq
tel que K est l’homomorphisme canonique de E sur E{H, et H est un sous-espace fermé.

Proposition 2.1.5. Soient E “
ř

α

AαpFαq “
ř

β

BβpGβq, pτ indF qs la topologie d’enveloppe

séquentielle correspondante à
ř

α

AαpFαq et pτ indG qs la topologie d’enveloppe séquentielle

correspondante à
ř

β

BβpGβq. Si pour tout α P I il existe un certain β P I tel que AαpFαq Ă

BβpGβq et la topologie définie sur BβpGβq par Bβ induit une topologie moins fine, sur
AαpFαq, que la topologie définie sur AαpFαq par Aα, alors pτ indG qs est moins fine que pτ indF qs

sur E.

Démonstration. Soit τ sα la topologie séquentielle sur Fα, τ sβ la topologie séquentielle sur Gβ

et V un pτ indG qs-voisinage absolument convexe de zéro. Alors, il existe un τ sβ-voisinage Uβ
de zéro tel que V XBβpGβq “ BβpUβq. Par hypothèse, il existe un τ sα-voisinage Uα de zéro
tel que AαpUαq Ă BβpUβq “ V XBβpGβq. Par conséquent, V est aussi un pτ indF qs-voisinage
de zéro, c’est-à-dire que pτ indG qs Ă pτ indF qs.
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Proposition 2.1.6. Une application linéaire B d’un espace d’enveloppe séquentiel loca-

lement convexe
ˆ

E “
ř

α

Aα pEαq ,
`

τ ind
˘s

˙

vers un espace localement convexe pF, τ sq est

continue si et seulement si toutes les applications BAα sont continues de Eα vers F .

Démonstration. Considérons la composition suivante :

pEα, τ
s
αq

Aα
ÝÑ

˜

E “
ÿ

α

AαpEαq, pτ
ind
q
s

¸

B
ÝÑ pF, τ sq

looooooooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooooooon

BAα .

Comme Aα et B sont continues, alors BAα est aussi continue. Inversement, supposons que
BAα est continue. Soit V un voisinage absolument convexe de zéro de F et α P I, alors il
existe un τ sα-voisinage de zéro avec BAαpUαq Ă V . Par conséquent, B

´

Γ
α
pAα pUαqq

¯

Ă V ,
donc B est continue.

2.2 Limite inductive topologique séquentielle
Soient pFα, ταqαPI une famille d’espaces localement convexes, I est un ensemble d’in-

dices pré-ordonné filtrant à droite. Pour tout couple pα, βq d’indices de I tels que α ă β,
soit Aβα une application linéaires de Fα vers Fβ. On suppose que les Aβα vérifient les
conditions suivantes :

‚ Les relations α ă β ă γ entraînent Aγα “ AγβAβα.
‚ Pour tout α de I, Aαα est l’application identique de Fα.

On désigne par H0 l’engendrement linéaire dans ‘
α
Fα des éléments xα ´ Aβαxα, tels

que xα P Fα et α ă β. Si H est un sous-espace vectoriel de ‘
α
Fα tel que H0 Ă H et si K

est l’homomorphisme canonique de ‘
α
Fα sur p‘

α
Fαq{H, alors ‘

α
Fα “

ř

α

KαpFαq, tel que

Kα est la restriction de K à Fα [101, p.218]. Si H “ H0, l’espace p‘
α
Fαq{H0 “

ř

α

K
p0q
α pFαq,

uniquement déterminé à isomorphisme près, est dit la limite inductive des espaces Fα par
rapport aux applications Aβα noté par lim

ÝÑ
αPI

AβαpFαq, Kp0q est l’homomorphisme canonique

de ‘
α
Fα sur p‘

α
Fαq{H0 [101, p.219].

Munissons Fα de la topologie séquentielle τ sα associée à τα. Si H0 est fermé dans
‘
α
Fα, alors la topologie de l’enveloppe séquentielle (respectivement la topologie quotient

séquentielle) sur lim
ÝÑ
αPI

AβαpFαq “
ř

α

K
p0q
α pFαq (respectivement sur p‘

α
Fαq{H) est séparée,

puisqu’elles sont isomorphes.
L’espace lim

ÝÑ
αPI

AβαpFαq “
ř

α

K
p0q
α pFαq muni de la topologie pτ indqs est dit la limite induc-

tive topologique séquentielle des espaces Fα par rapport aux applications Aβα. Une enve-
loppe localement convexe

ř

α

Eα, telle que Eα Ă Eβ pour α ď β, est une limite inductive
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topologique séquentielle notée lim
ÝÑ

IβαpEαq si, et seulement si, τ sβ induit une topologie plus
faible que τ sα sur Eα pour α ď β (en raison de la continuité de Iβα : pEα, τ

s
αq Ñ pEβ, τ

s
βq).

En particulier, l’enveloppe localement convexe
8
ř

i“1

En d’une suite croissante E1 Ă E2 Ă ...,

est la limite inductive topologique séquentielle des espaces En si et seulement si, pour
chaque n la topologie τ sn`1 induit une topologie plus faible que celle de τ sn sur En. Nous
rappelons aussi qu’un sous-ensemble ∆, d’un ensemble d’indices I filtrante à droite, est
co-final si pour tout α P I, il existe δ P ∆ tel que δ ě α.

Proposition 2.2.1. Soit E “ lim
ÝÑ
αPI

AβαpFαq une limite inductive topologique séquentielle

d’espaces localement convexes Fα et Λ un sous-ensemble co-final de I. Alors, la limite
inductive topologique séquentielle E1 “ lim

ÝÑ
γPΛ

AδγpFγq est topologiquement isomorphe à E.

Démonstration. Comme E est une limite inductive topologique séquentielle des espaces
localement convexes Fα alors E “

ř

αinI
K
p0q
α pFαq. Vu que ∆ est un sous-ensemble pré-

ordonné filtrant à droite, alors par la même construction de E on peut écrire E1 “
ř

γP∆

K
1p0q
γ pFγq. Comme ∆ est co-final, donc pour chaque α P I il existe un γ ě α tel que

E “
ř

αPI

K
p0q
α pFαq Ă

ř

γP∆

K
p0q
γ pFγq. Par conséquent, E “

ř

γP∆

K
p0q
γ pFγq. Ainsi, on correspond

chaque élément
n
ř

i“1

K
p0q
γi xγi P E à l’élément

n
ř

i“1

K
1p0q
γi xγi P E1 (c’est-à-dire que l’applica-

tion identité i : E1 Ñ E est surjective). Selon la [101, proposition (8),p.219], l’élément
n
ř

i“1

K
p0q
γi xγi est égale à 0 si, et seulement si, il existe un β ě γi, pour tout i P J1, nK tel que

n
ř

i“1

A
p0q
βγi
xγi “ 0 dans ‘

α
Fα. Soit δ un élément de ∆ tel que δ ě β, alors δ ě γi pour tout i P

J1, nK avec
n
ř

i“1

A
p0q
δγi
xγi “ 0. En conséquence, selon la [101, proposition (8),p.219] une fois de

plus,
n
ř

i“1

K
p0q
γi xγi P E est égale à 0 si et seulement si, l’élément correspondant

n
ř

i“1

K
1p0q
γi xγi

s’annule. Pour cette raison, l’application de E sur E1 est un isomorphisme algébrique.
Pour prouver que cet isomorphisme est topologique, il suffit de démontrer que pour tout
α P I, Kp0q

α est continue si et seulement si, pour tout γ P ∆, Kp0q
γ est continue. Supposons

que pour tout α P I, Kp0q
α est continue, alors pour tout γ P ∆, Kp0q

γ est continue (car ∆ est
un sous-ensemble de I). Inversement, supposons que pour tout γ P ∆, Kp0q

γ est continue.
Selon la [101, proposition (5),p.218], pour tout α de I tel que α ă γ, Kp0q

α “ K
p0q
γ Aγα.

Comme les applications Aγα sont continues, alors Kp0q
α est continue. D’où, E et E1 sont

topologiquement isomorphes.

Une limite inductive topologique séquentielle E “
ř

α

Eα est dite stricte si Eα Ă Eβ

pour α ă β et si la topologie induite par τ sβ sur le sous-espace Eα de Eβ est égale à
τ sα. En particulier, toute somme directe séquentielle localement convexe E “ ‘

α
Eα est la

limite inductive séquentielle stricte de ses sommes partielles finies. Kōmura [98] a donné
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un exemple qui montre que la topologie τ sα n’est jamais induite par pτ indqs dans le cas non
dénombrable. Cependant, dans le cas dénombrable, on a :

Proposition 2.2.2. Soit E la réunion d’une suite strictement croissante E1 Ă E2 Ă ...
d’espaces localement convexes En séparé, et supposons que pour tout n ě 1, τ sn`1 induit la
topologie τ sn sur En. Si E est la limite inductive séquentielle stricte des espaces En alors,
la topologie pτ indqs est séparée. En outre, pτ indqs induit la topologie τ sn sur chaque En.

Démonstration. Soient k P N˚ et Vk un voisinage absolument convexe de zéro de Ek. Par
le [101, lemme (2),p.222], il existe une suite de voisinages absolument convexes de zéro
telle que Vk`1 Ă Vk`2 Ă ..., où Vk`m est un τ sk`m-voisinage de zéro de Ek`m, tel que

Vk`m XEk “ Vk. Soit U un pτ indqs-voisinage de 0, alors U “
8

Γ
m“1

pVk`mq “
8
Y
m“1

Vk`m, on a

alors U X Ek “ Vk (‹). Ceci montre que pτ indqs induit la topologie τ sk sur Ek. Chaque x
non nul de E se trouve dans un certain Ek, et donc il existe Vk un voisinage absolument
convexe de zéro tel que x R Vk. Selon (‹), x R U pour un voisinage U de zéro construit de
cette manière, et donc la topologie de l’enveloppe séquentielle est séparée.

Proposition 2.2.3. Soit E “
8
ř

k“1

Ek une limite inductive séquentielle stricte telle que

pour chaque entier naturel k, Ek est un sous-espace fermé propre de Ek`1. Un sous-
ensemble B de E est pτ indqs-borné si et seulement si il se trouve dans un certain Ek et y
est τ sk -borné.

Démonstration. Soit B un sous-ensemble borné de Ek. Par la proposition précédente, B
est également borné dans E.
Réciproquement, supposons qu’il existe un ensemble borné B dans E qui n’est contenu
dans aucun En. Alors il existe une suite pxiq Ă B et une suite pniq avec xi P EnizEni´1

.
Puisque Eni´1

est fermé dans En, alors il existe par le [101, lemme (3),p.222] une suite
de voisinages absolument convexes Vni de zéro de Eni telle que Vni X Eni´1

“ Vni´1
et

1
i
xi R Vni . Par conséquent, U “

8
Y
i“1
Vni est un pτ indqs-voisinage absolument convexe de zéro

de E qui ne contient pas de 1
i
xi, ce qui est une contradiction avec la bornitude de la suite

pxiq.

Un espace localement convexe E est dit un pLF sq-espace pstrictq s’il peut être repré-
senté par une limite inductive topologique séquentielle pstrictq d’une suite strictement
croissante E1 Ă E2 Ă ... Ă En... de F -espaces. Nous rappelons aussi qu’un filtre F est
dit de cauchy si pour tout voisinage U , F contient un ensemble F petit d’ordre U c’est à
dire pour tous x, y P F nous avons x´ y P U [138].

Proposition 2.2.4. Soit
`

E, pτ indqs
˘

la limite inductive topologique séquentielle d’une
suite strictement croissante E1 Ă E2 Ă ... d’espaces localement convexes. Alors, pour
chaque pτ indqs-filtre de Cauchy F , il existe un pτ indqs-filtre de Cauchy F 1 moins fin que
F et un entier naturel k pour lequel F 1 X Ek est un pτ indqs-filtre de Cauchy sur Ek.

Démonstration. Cette preuve est une simple adaptation de la preuve donnée par Köthe
dans [101, p.224] avec quelques modifications :
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Soient F un élément d’une base de filtre de F et W un voisinage de zéro absolument
convexe de E, alors les ensembles F `W forment une base d’un filtre de Cauchy F 1 sur
E, qui est moins fine que F . Si F est petit d’ordre W donc F ` W est petit d’ordre
2W , de sorte que la famille des ensembles F `W contient des ensembles arbitrairement
petits. En outre, l’ensemble pF1 `W1q X pF2 `W2q contient l’ensemble F3 ` pW1 XW2q

si F3 Ă F1 X F2.
S’il existe un certain k pour lequel tous les ensembles pF `W q X Ek sont non vides,

alors la proposition est établie. On suppose que ce n’est pas le cas, alors il existe une suite
W1 Ą W2... de pτ indqs-voisinages de zéro absolument convexes. Soit Fk un élément petit
d’ordre Wk, de sorte que les ensembles pFk `Wkq X Ek sont vides, pour k “ 1, 2, ....

On pose W pnq
k “ Wk X En qui est un τ sn-voisinage absolument convexe de zéro. Par

conséquent, les sous-ensembles Vk “ Γ
´

1
2
W
p1q
1 Y 1

2
W
p2q
2 Y ...Y 1

2
W
pk´1q
k´1 Y 1

2
Wk

¯

sont des
pτ indqs-voisinages de zéro, pour k “ 1, 2, ....

Soit Fk 1 P F un élément petit d’ordre Vk. Montrons que pFk 1 ` Vkq X Ek est aussi
vide. Comme Fk 1 X Fk n’est pas vide, alors il existe x0 P Fk X Fk

1. Par conséquent, les

éléments y de Fk 1 et les éléments z de Fk 1 ` Fk prennent la forme y “ x0 `
k
ř

i“1

αixi,

z “ x0 `
k
ř

i“1

αixi `
k
ř

i“1

α1ix
1
i (car F `W forment une base du filtre de Cauchy Fk 1 sur E )

tels que xi, x1i P
1
2
W
piq
i pour i ă k ; xk, x

1
k P

1
2
Wk ;

ř

|αi| ď 1,
ř

|α1i| ď 1. Maintenant
on a αkxk`α1kx1k P

1
2
Wk`

1
2
Wk “ Wk. Comme x0 P Fk et que pFk`WkqXEk est vide, alors

l’élément x0`αkxk`α
1
kx
1
k P Fk`Wk n’appartient pas à Ek. D’autre part,

k
ř

i“1

αixi`
k
ř

i“1

α1ix
1
i

est dans Ek´1, donc z n’est pas dans Ek, car sinon, on a z “ x0`αkxk`α
1
kx
1
k`

k
ř

i“1

αixi`

k
ř

i“1

α1ix
1
i. Alors, z P Ek et

k
ř

i“1

αixi `
k
ř

i“1

α1ix
1
i P Ek´1 Ă Ek donc x0 ` αkxk ` α1kx

1
k P Ek ce

qui est une contradiction. Donc pF 1k ` Vkq X Ek est vide.

Nous construisons maintenant le voisinage de zéro
8

Γ
i“1

´

1
2
W
pkq
k q

¯

. Vu que W pk1q
k1 Ă Wk

pour chaque k1 ě k, alors U Ă Vk pour chaque k, on peut trouver un sous-ensemble F0 P F
qui est petit d’ordre U . Soit y0 un élément de F0, alors y0 est dans un certain Ek (car F
est un pτ indqs-filtre de Cauchy).

Soit y P F 1k, y ` Vk ne contient aucun élément de Ek (parce que pF 1k ` Vkq X Ek est
vide) ; alors y ´ y0 n’appartient pas à Vk Ą U (sinon y0 P y ` Vk), cela signifie que y
n’est pas dans y0 ` U , ainsi y n’appartient pas à F0 (car F0 est petit d’ordre U . Ainsi
F 1k XF0 “ H, ce qui contredit les propriétés du filtre (F0, F

1
k P F implique F0 XF

1
k ‰ H).

Donc il existe un certain k pour lequel pF `W q X Ek ‰ H.

Le critère de complétude suivant est une conséquence simple de la proposition précé-
dente.

Proposition 2.2.5. Soit E la limite inductive topologique séquentielle d’une suite stric-
tement croissante E1 Ă E2 Ă ... d’espaces localement convexes. Alors
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E est complet si et seulement si, pour tout n, chaque pτ indqs-filtre de Cauchy sur En admet
une limite dans E et cette limite est dans un certain En`k.

Dans un cas particulier, on a

Proposition 2.2.6. Soit E la limite inductive topologique séquentielle stricte de la suite
strictement croissante E1 Ă E2 Ă .... Si chaque Ek est complet, alors E est complète.

En particulier, tout pLF sq-espace strict est complet.

Suivant le théorème de Baire nous rappelons qu’un espace métrisable n’est pas la
réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide.

Proposition 2.2.7. Soit A une application linéaire continue d’un pF q-espace F sur
pLF sq-espace E “

8
Y
k“1

Ek. Il existe un k tel que ApF q Ă Ek et A est une application
continue de F sur Ek.

Démonstration. Soit Hn l’ensemble de toutes les paires py, Ayq P F ˆ En, avec Ay P En.
Hn est un sous-espace fermé de F ˆEn (par la continuité de A), il est donc un pF q-espace
(produit de deux F -espaces). Soit Pn l’application continue telle que Pnpy, Ayq “ y de
Hn vers F, PnpHnq est l’ensemble des y avec Ay P En. Selon le théorème de Baire, il
résulte de F “ 8

Y
i“1
PnpHnq qu’un certain PkpHkq est d’intérieur non vide dans F. Il découle

du théorème de l’application ouverte (Banach-Schauder) que F “ PkpHkq, de sorte que
ApF q Ă Ek. Le graphe Hk de l’application A de F vers Ek est fermé (car Hk est un
sous-espace dans F ˆ En, par la continuité de A : F Ñ E). Ainsi, par le théorème du
graphe fermé, A est continue de F vers pEk, τ skq.

Proposition 2.2.8. Tout sous-ensemble M complet, borné et absolument convexe d’un
pLF sq-espace E “ 8

Y
i“1
En est un sous-ensemble borné d’un certain Ek.

Démonstration. Le sous-espace vectoriel EM de E engendré par M est un pBq-espace
avec une boule unitaire M . Si l’on applique la proposition 2.2.7 avec F “ EM et A égal
à l’application injective continue de EM dans E, on obtient le résultat.



CHAPITRE 3

TOPOLOGIE I-SÉQUENTIELLE

Définition 3.0.1. Soient I un idéal de N et X un espace topologique.

(i) Pour chaque sous-ensemble A de X, on défini AI, la I-fermeture de A par :

A
I
“ tx P X{Dpxnqn Ă A : xn

I
Ñ xu,

il est clair que HI
“ H et A Ă A

I pour tout A Ă X.

(ii) Un sous-ensemble F Ď X est dit I-fermé si F I
“ F.

(iii) Un sous-ensemble U Ď X est dit I-ouvert si XzU est I-fermé.

Proposition 3.0.2. Soit U un sous-ensemble d’un espace topologique X. Si U est un
sous-ensemble ouvert alors il est aussi un I-ouvert.
Démonstration. Soit U un sous-ensemble ouvert de X. Supposons, par l’absurde que U
n’est pas I-ouvert c’est-à-dire que U c n’est pas I-fermé. Soit pxnqn une suite de U c telle
que xn

I
Ñ x et x P U . Alors pour tout voisinage V de x, tn P N : xn R V u P I (Définition

1.3.1). Pour V “ U , tn P N : xn R Uu “ N P I. Ce qui est une contradiction, car I n’est
pas trivial. D’où U est I-ouvert.
Définition 3.0.3. Soit A un sous-ensemble de X. Le I-intérieur de A est l’ensemble
˝I
A “ AzpXzAq

I
.

Proposition 3.0.4. Soit A un sous-ensemble de X. Alors

A est I-ouvert si et seulement si,
˝I
A “ A.

Démonstration. Si A est I-ouvert, alors XzA est I-fermé. Par conséquent
˝I
A “ AzpXzAq.

Ainsi
˝I
A “ A. Inversement, si A “

˝I
A, alors A “ AzpXzAq

I
. Donc A X pXzAq

I
“ H en

conséquence XzA
I
Ă XzA. Ainsi XzA

I
“ XzA c’est-à-dire que XzA est I-fermé. D’où

A est I-ouvert.
Théorème 3.0.5. Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique X. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

44
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(i) A est I-fermé ;
(ii) A “ XtF {F est I-fermé et A Ă F u.

Démonstration. piq ñ piiq C’est évident.
piiq ñ piq Supposons que A “ XtF {F est I-fermée et A Ă F u. Montrons que AI

Ă A.
Soit x0 R A, alors il existe un sous-ensemble I-fermé F contenant A tel que x0 R F .
Supposons, par l’absurde que x0 P A

I
, alors il existe pxnqn de A tel que xn

I
Ñ x0. Puisque

A Ă F , alors pxnqn est dans F ; donc x0 P F
I
“ F , ce qui est une contradiction. Donc

x0 R A
I
.

Théorème 3.0.6. Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique X. Les assertions
suivantes sont équivalentes :
(i) A est I-ouvert ;
(ii) A “ YtU{U est I -ouvert et U Ă Au.

Démonstration. piq ñ piiq C’est évident.
piiq ñ piq Supposons que A “ YtU{U est I-ouvert et U Ă Au et montrons que A est

I-ouvert. Il suffit de prouver que A Ă
˝I
A. Soit x0 R

˝I
A, supposons, par l’absurde, que

x0 P A, alors il existe un sous-ensemble I-ouvert U de A tel que x0 P U. Comme U Ă A,

alors x0 P
˝I
A ; ce qui est une contradiction. Ainsi, A Ă

˝I
A c’est-à-dire A est I-ouvert.

Remarque 3.0.7. On peut aussi prouver la Proposition ci-dessus par passage au com-
plémentaire dans la Proposition 3.0.5.

En utilisant le lemme de Zorn, on peut montrer que dans l’ensemble des idéaux ad-
missibles I de N, il existe un idéal maximal (par rapport à l’inclusion). Si I est un idéal
maximal de N, alors pour chaque A Ă N on a ou bien A P I, ou bien A P NzI [100].

Définition 3.0.8. [178, Définition 3.15] Soient I un idéal de N, et U un sous-ensemble
de X. Une suite pxnqn de X est I-éventuellement dans U , s’il existe E P I tel que pour
tout n P NzE, xn P U.

Proposition 3.0.9. [178, Proposition 3.16] Soient I un idéal maximal de N et X un
espace topologique. Alors, U Ď X est I-ouvert si et seulement si, toute suite I-convergente
dans X, vers un point de U , est I-éventuellement dans U.

Théorème 3.0.10. [178, Théorème 3.17] Soient I un idéal maximal de N et X un espace
topologique. Si U et V sont deux sous-ensembles I-ouverts de X , alors UXV est I-ouvert.

Nous disposons de la caractérisation suivante de I-convergence d’une suite.

Théorème 3.0.11. Soient I un idéal maximal de N et X un espace topologique. Une
suite pxnqn de X est I-convergente vers un élément x P X si et seulement si, pour tout
sous-ensemble I-ouvert U de X avec x P U, il existe E P I tel que pour tout n P NzE,
xn P U.
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Démonstration. La nécessité découle de la Proposition 3.0.9.
Inversement, soit U un sous-ensemble ouvert de X avec x P U . Par la Proposition 3.0.2,
U est I-ouvert ; par conséquent et selon les hypothèses, il existe E P I avec pour tout
n P NzE, xn P U, alors NzE Ă tn P N : xn P Uu, d’où tn P N : xn R Uu Ă E et E P I.
Donc xn

I
Ñ x.

Théorème 3.0.12. Soient I un idéal maximal de N et X un espace topologique. La famille
τI “ tU P PpXq{U est I-ouvertu est une topologie sur X. Nous l’appelons la topologie
I-séquentielle ou la topologie de I-convergence.

Démonstration. Il est évident que H P τI . X P τI car H est un sous-ensemble fermé de X
et son complémentaire est X qui est I-ouvert. Soient U et V P τI , par le théorème 3.0.10,
U XV P τI . Soit pUαqαP∆ une famille d’éléments de τI . Puisque p

Ť

αP∆

Uαq
c “

Ş

αP∆

U c
α, il suffit

de prouver que
Ş

αP∆

U c
α est I-fermé, c’est-à-dire que

Ş

αP∆

U c
α

I
“

Ş

αP∆

U c
α. Il est évident que

Ş

αP∆

U c
α

I
Ą

Ş

αP∆

U c
α. Inversement, supposons que x P

Ş

αP∆

U c
α

I
. Alors il existe une suite pxnqn

dans
Ş

αP∆

U c
α avec xn

I
Ñ x. Par conséquent, pour tout α P ∆, pxnq est dans U c

α avec xn
I
Ñ x.

Comme U c
α est I-fermé, alors pour tout α P ∆, x P U c

α; par conséquent x P
Ş

αP∆

U c
α. Ainsi

Ş

αP∆

U c
α est I-fermé

Dans ce qui suit, nous distinguons la topologie séquentielle de la topologie I-séquentielle
sur un espace topologique X.

Remarque 3.0.13. (i) Définissons la topologie séquentielle comme l’ensemble des sous-
ensembles séquentiellement ouverts de X. Désignons la par

τ s “ tU P PpXq{p@pxnqn Ă U c
q xn Ñ xñ x P U c

u.

De la même manière, on peut définir la topologie τI par

τI “ tU P PpXq{p@pxnqn Ă U c
q xn

I
Ñ xñ x P U c

u,

ce qui est équivalent à la notation du théorème 3.0.12.
(ii) Une suite pxnqn de X est convergente vers un élément x si, et seulement si, elle est

τ s-convergente vers x (Voir Théorème 1.2.3). Cependant, cette propriété n’est pas
vraie pour la topologie τI par l’exemple 1.3.5.

Les exemples suivants montrent qu’un sous-ensemble I-ouvert peut ne pas être ouvert.

Exemple 3.0.14. Soient X ‰ H un ensemble non dénombrable, τ la topologie co-
dénombrable sur X et I un idéal de N. Toutes les suites convergentes de I dans X
sont constantes.
Supposons, au contraire, qu’il existe une suite non constante pxnqn de X qui est I-
convergente vers un élément x P X. On pose N “ txn, n P Nuztxu qui est dénombrable ;
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alors XzN est un sous-ensemble ouvert de X qui contient x. Par la définition 1.3.1 de
I-convergence, tn P N : xn R XzNu “ N, mais N R I (non trivial), ce qui n’est pas le cas.
Donc pxnqn est constante.
Tous les sous-ensembles de X sont I-ouverts ; en effet, soient A un sous-ensemble de X
et pxnqn une suite de A qui est I-convergente vers un élément x P X, alors pxnqn est
constante, donc x est dans A. Ainsi, par la définition 3.0.1 A est I-fermé. Donc A est
aussi I-ouvert. Nous en déduisons que tous les sous-ensembles de X sont à la fois I-fermés
et I-ouverts. Mais le singleton txu n’est pas ouvert.

Exemple 3.0.15. Rappelons que Ω désigne le premier ordinal non dénombrable avec
l’ordre usuel. Soit r0,Ωs l’espace topologique tel que ses sous-ensembles ouverts sont
r0, λr“ tα{α ă λu où λ ď Ω (la topologie de l’ordre). Toutes les suites d’ordinaux dé-
nombrables ont une limite dénombrable ω (premier ordinal infini). Mais, il n’existe pas de
suite d’ordinaux dénombrables qui converge vers Ω. Soit I un idéal de N et Soit pxnqn une
suite de r0,Ωr qui est I-convergente vers x, alors x P r0,Ωr car Ω est le premier ordinal
non dénombrable. Ainsi, r0,Ωr est I-fermé, mais r0,Ωr n’est pas un sous-ensemble fermé
de r0,Ωs,.i.e., tΩu est un sous-ensemble I-ouvert qui n’est pas ouvert.

Théorème 3.0.16. Soient I un idéal maximal de N et X un espace topologique. Alors
τ ď τI ď τ s.

Démonstration. D’après la proposition 3.0.2, un sous-ensemble ouvert de X est I-ouvert.
Soit maintenant U un sous-ensemble I-ouvert de X. Montrons que U est un τ s-ouvert.
Supposons, par l’absurde que U n’est pas un τ s-ouvert, alors XzU n’est pas τ s-fermé ; il
existe donc une suite pxnqn de XzU avec xn

τs
Ñ x P U . Par la remarque précédente, on

a xn
τ
Ñ x; puisque I est admissible, alors xn

I
Ñ x et x P U (Proposition 1.3.4). Ainsi

XzU n’est pas I-fermé c’est-à-dire U n’est pas I-ouvert, ce qui est absurde. Donc U est
τ s-ouvert.

Le raffinement τ ď τI est strict par l’exemple 3.0.14 et l’exemple 3.0.15. Le raffinement
τI ď τ s est également strict par l’exemple suivant.

Exemple 3.0.17. Soient I un idéal maximal de N et r0, 1s l’intervalle unitaire de R avec
la topologie suivante

τ “ tU Ă r0, 1s : 0 R U ou cardpr0, 1szUq est dénombrableu.

s0, 1s est τ s-fermé car il n’y a pas de suite de s0, 1s convergeante vers 0. Supposons, par
l’absurde qu’il existe une suite pxnqn de s0, 1s convergeante vers 0, alors pour tout voisi-
nage U de zéro, il existe un certain N P N tel que pour tout n ą N , xn P U. Considérons
U “ r0, 1sztxn : n P Nu qui appartient à τ car card

`

r0, 1szpr0, 1sztxn : n P Nuq
˘

est
dénombrable. Mais, par construction de U , pour tout n P N, xn R U , ce qui n’est pas le
cas. Ainsi s0, 1s est τ s-fermé, c’est-à-dire que s0, 1s

s
“s0, 1s.

Supposons, par l’absurde que τI “ τ s, c’est-à-dire que pour tout sous-ensemble A de
r0, 1s, AI

“ A
s
. Choisissons A “s0, 1s qui est τ s-fermé par ce qui précède. Puisque τI ď τ s,
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alors s0, 1s est aussi I-fermé. Considérons la suite

xn “

#

1
2
, si n est un carré

0, sinon

avec xn
Iδ
Ñ 0 (voir exemple 1.3.5). Alors s0, 1s

I
“ r0, 1s, par conséquent s0, 1s

I
‰ s0, 1s

s
.

Donc τ s ą τI .

Théorème 3.0.18. Soient I un idéal maximal de N et X un espace topologique à base
dénombrable de voisinages. Alors τI “ τ.

Démonstration. Un sous-ensemble ouvert est toujours I-ouvert par la Proposition 3.0.2.
Soit U un sous-ensemble I-ouvert de X, c’est-à-dire que U c est un sous-ensemble I-fermé
de X. Montrons maintenant que U c est fermé. Supposons, au contraire, que U c n’est pas
fermé, c’est-à-dire qu’il existe x P U czU c. Soit pVnq une suite décroissante de base de
voisinages de x. Pour tout n P N, U cXpVnztxuq ‰ H (car x R U c). Soit pxnqn une suite de
U cX Vn avec xn ‰ x. Soit W un voisinage de x, alors il existe n0 P N avec Vn0 Ă W ; ainsi
pour n ě n0, Vn Ă W . Donc, pour tout n ě n0, xn P W. Ainsi, xn Ñ x in X. Suivant la
proposition 1.3.4, xn

I
Ñ x; par conséquent x P U c car U c est I-fermé, ce qui n’est pas le

cas. Donc U c est fermé.

Définition 3.0.19. Soient I un idéal de N, pX, τq et pY, ρq deux espaces topologiques et
f : X Ñ Y un application :

(i) f est dite I-continue si pour tout I-ouvert U dans Y , f´1pUq est un I-ouvert de
X.

(ii) f est dite séquentiellement I-continue si pour toute suite pxnqn de X telle que xn
I
Ñ

x, la suite fpxnq
I
Ñ fpxq.

Rappelons ici qu’un point x P X est dit un point I-limite de A Ă X si et seulement
si, il existe une suite pxnqn de Aztxu, telle que I ´ limxn “ x [23].

On va prouver, d’une autre manière, le théorème 2 [108] en utilisant la maximalité de
I.

Théorème 3.0.20. Soient I un idéal maximal, A un sous-ensemble d’un espace topo-
logique X et pxnqn une suite d’éléments distincts de A, qui est I-convergente vers x où
x R A, alors x est un point I-limite de A.

Démonstration. Soit U un sous-ensemble ouvert de X qui contient x; comme I´ limxn “
x, alors il existe E P I tel que pour tout n P NzE, xn P U. Choisissons n0 P NzE avec
xn0 ‰ x, alors xn0 P U X pAztxuq. Ce qui prouve le résultat.



CHAPITRE 4

GROUPE SÉQUENTIELLEMENT
I-TOPOLOGIQUE

Définition 4.0.1. Soient pG, τq, pG1, ρq deux groupes topologiques, I un idéal de N et
f : GÑ G1 une application .
(i) f : G Ñ G1 est dite I-ouverte (respectivement I-fermée) si l’image de tout sous-

ensemble I-ouvert (respectivement I-fermé) de G, est I-ouvert (respectivement I-
fermé) de G1.

(ii) f est dite I-continue si pour tout I-ouvert U de G1, f´1pUq est I-ouvert dans G.
(iii) f : GÑ G1 est séquentiellement I-continue en un point x si pour toute suite pxnqn

de G qui est I-convergente vers x, fpxnq est I-convergente vers fpxq.

(iv) f est dite séquentiellement I-continue si pour toute suite pxnqn de G telle que xn
I
Ñ

x, fpxnq
I
Ñ fpxq.

Définition 4.0.2. Soit pG, ˝, τq un groupe topologique. On dit que G est un groupe sé-
quentiellement I-topologique (respectivement groupe I-topologique ) si l’application mul-
tiplication m : G ˆ G Ñ G, px, yq Ñ x ˝ y et l’application inverse i : G Ñ G, x Ñ x´1

sont séquentiellement I-continues (respectivement I-continues). Ce qui est équivalent au
fait que l’application G ˆ G Ñ G, px, yq Ñ x ˝ y´1 est séquentiellement I-continue (res-
pectivement I-continue).

Théorème 4.0.3. Soient pG, τq, pG1, ρq deux groupes topologiques et f : G Ñ G1 une
application. Si f est séquentiellement I-continue, alors f est I-continue.

Démonstration. Soit V P ρI ; supposons par l’absurde que f´1pV q R τI ; alors, il existe
une suite pxnqn de rf´1pV qsc telle que xn

I
Ñ x dans G et x P f´1pV q. Comme f est

sequentiellement I-continue, fpxnq I
Ñ fpxq dans G1; par conséquent pfpxnqqn est dans

V c. Donc fpxq P V c, ce qui n’est pas le cas. D’où f´1pV q P τI , c’est-à-dire que f est
I-continue.
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Remarque 4.0.4. Comme pour toute application séquentiellement I-continue est I-
continue, par le théorème précédent, alors un groupe séquentiellement I-topologique est
un groupe I-topologique.

Dans ce qui suit, un espace muni d’une topologie I-séquentielle n’est pas toujours un
groupe séquentiellement I-topologique.

Exemple 4.0.5. Nous rappelons que la droite de Sorgenfrey est la droite réelle, et que
sa base d’ensembles ouverts est l’ensemble formé des intervalles ouverts à droite, fermés
à gauche : ensembles de la forme ra, br où a P R, b P R tels que a ă b. Comme R est
un espace topologique à base dénombrable, alors la topologie sur R et sa topologie I-
séquentielle coïncident. Mais R n’est pas un groupe séquentiellement I-topologique car
l’opération inverse i n’est pas séquentiellement I-continue. En effet, considérons la suite
définie par

un “

#

1{n, si n ‰ 0

1, si n “ 0
.

Si on suppose que l’application inverse est séquentiellement I-continue, alors p´unqn est
I-convergente vers 0, c’est-à-dire, pour tout voisinage U de zéro, tn P N : ´un R Uu P I.
Mais, si U “ r0, 1r, alors tn P N : ´un R r0, 1ru “ N P I, ce qui est une contradiction,
puisque I n’est pas trivial.

Proposition 4.0.6. Un sous-groupe d’un groupe séquentiellement I-topologique est aussi
un groupe séquentiellement I-topologique.

Démonstration. Soient G un groupe séquentiellement I-topologique et H un sous-groupe
de G. Comme l’application multiplication et l’application inverse sont séquentiellement I-
continues, alors les restrictions de ces applications à H sont séquentiellement I-continues.
Ainsi H est un sous-groupe séquentiellement I-topologique de G.

Théorème 4.0.7. Soient G un groupe séquentiellement I-topologique et A un sous-
ensemble de G. Alors A´1

I
“ pA

I
q´1.

Démonstration. Soit a P A´1
I
, alors il existe une suite pxnqn de A´1 telle que xn

I
Ñ a,

d’où pipxnqq est dans ipA´1q et ipxnq
I
Ñ ipaq, car l’application i est séquentiellement I-

continue ; par conséquent pxn´1q est dans A et xn´1 I
Ñ a´1. Ainsi a´1 P A

I
, c’est-à-dire,

a P pA
I
q´1. Donc A´1

I
Ă pA

I
q´1.

Inversement, soit a P pAI
q´1, alors a´1 P A

I
; par conséquent il existe une suite pxnqn de A

telle que xn
I
Ñ a´1, alors pipxnqq est dans ipAq et ipxnq

I
Ñ ipa´1q parce que l’application i

est sequentiellement I-continue, c’est-à-dire que pxn´1q est dans A´1 et xn´1 I
Ñ a. Ainsi

a P pA
I
q´1. Donc pAI

q´1 Ă A´1
I
.

Théorème 4.0.8. Soient G un groupe séquentiellement I-topologique et A un sous-
ensemble de G. Alors, A est I-ouvert si et seulement si, A´1 est I-ouvert.



51

Démonstration. Soit A un sous-ensemble I-ouvert de G, alors GzA est I-fermé. Soit
pxnqn une suite de GzA´1 telle que xn

I
Ñ x, alors pxnqn n’est pas dans A´1, c’est-à-

dire que pipxnqq n’est pas dans ipA´1q; donc pipxnqq n’est pas dans A, c’est-à-dire que
pipxnqq est dans GzA. Puisque i est séquentiellement I-continue et GzA est I-fermé, alors
ipxnqn

I
Ñ ipxq et ipxq P GzA. Supposons par l’absurde que x P A´1, alors ipxq P ipA´1q,

c’est-à-dire ipxq P A, ce qui n’est pas le cas. Donc A´1 est I-ouvert.
L’implication inverse se fait de la même manière.

Proposition 4.0.9. Soit G un groupe séquentiellement I-topologique.
Un sous-ensemble U de G est un voisinage I-ouvert d’un élément x de G si , et seulement
si, U´1 est un voisinage I-ouvert de x´1.

Démonstration. Soit U un voisinage I-ouvert d’un élément x deG.Montrer queGzU´1
I
“

GzU´1 et x´1 R GzU´1
I
.

Par le théorème précédent, U´1 est un sous-ensemble I-ouvert de G, alors GzU´1
I
“

GzU´1. Supposons, par l’absurde que x´1 P GzU´1
I
, alors x´1 P GzU´1 c’est-à-dire que

x P GzU , ce qui n’est pas le cas. Donc x´1 R GzU´1
I
.

L’implication inverse se fait de la même manière.

Théorème 4.0.10. Soient G un groupe séquentiellement I-topologique et A un sous-

ensemble de G. Alors
˝I
A´1 “ p

˝I
Aq´1.

Démonstration. Soit x P
˝I
A´1, par le théorème 3.0.6, il existe un voisinage I-ouvert de x

tel que x P U Ă A´1; selon la proposition précédente U´1 est un voisinage U I-ouvert
de x´1 et U´1 Ă A. Et d’après le théorème 3.0.6, encore une fois, x´1 P

˝I
A, c’est-à-dire,

x P p
˝I
Aq´1. D’où

˝I
A´1 Ă p

˝I
Aq´1.

L’implication inverse se fait de la même manière.

Théorème 4.0.11. Soient G un groupe séquentiellement I-topologique, A un sous-ensemble
I-ouvert de G et g un élément de G. Alors A ˝ g est I-ouvert.

Démonstration. Soit pynq une suite de GzA ˝ g telle que yn
I
Ñ y. Supposons par l’absurde

que y P A ˝ g, alors pynq n’est pas dans A ˝ g, c’est-à-dire que pyn ˝ g´1q n’est pas dans A;

d’où pyn ˝ g´1q est dans GzA. Puisque y P A ˝ g et yn
I
Ñ y, alors yn ˝ g´1 I

Ñ y ˝ g´1 et
y ˝ g´1 P A, ce qui contredit le fait que y ˝ g´1 P GzA car GzA est I-fermé.

Corollaire 4.0.12. Soient G un groupe séquentiellement I-topologique et A et B deux
sous-ensembles de G. Alors
Si A et B sont I-ouverts, A ˝B est I-ouvert.
Définition 4.0.13. Soit G un groupe séquentiellement I-topologique. On dit qu’un sous-
ensemble F Ă G est séquentiellement I-compact si toute suite pxnqn de F admet une
sous-suite I-convergente pxnkqk avec I ´ limxnk P F.

Théorème 4.0.14. Soient G un groupe séquentiellement I-topologique et A et B deux
sous-ensembles de G. Alors
Si A et B sont séquentiellement I-compacts, A ˝B est séquentiellement I-compact.
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Démonstration. Soient A et B deux sous-ensembles séquentiellement I-compacte, pxn˝ynq
une suite de A ˝B. Comme A et B sont séquentiellement I-compacts, alors il existe une
sous-suite pxnkq de pxnqn qui est I-convergente vers x dans A. La suite pynkq admet aussi
une sous-suite pynjq qui est I-convergente vers y dans B. Puisque pxnjq est une sous-suite
de pxnkq, elle est aussi I-convergente vers x. Ainsi, xnj ˝ ynj

I
Ñ x ˝ y. Donc x ˝ y P A ˝B.

D’où A ˝B est séquentiellement I-compact.

Par l’exemple suivant, si A et B sont fermés dans un groupe topologique alors A ˝ B
n’est pas nécessairement fermé. Cependant, le théorème suivant prouve que AI

˝ B
I est

un sous-ensemble de A ˝BI
.

Exemple 4.0.15. Comme pR2,`q est un groupe topologique à base dénombrable, alors
chaque sous-ensemble I-fermé de R2 est fermé. Soient A l’axe des y et B l’ensemble
tpx, yq P R2 : xy “ 1u. A et B sont tous les deux des sous-ensembles fermés de pR2,`q.
Mais, A`B n’est pas fermé car pour tout voisinage U du point p0, 0q, U XpA`Bq ‰ H,
c’est-à-dire, p0, 0q P A`B, mais p0, 0q R A`B.

Théorème 4.0.16. Soit G un groupe séquentiellement I-topologique. Alors, pour tous
sous-ensembles A et B de G, AI

˝B
I
Ă A ˝B

I
.

Démonstration. Soit x P AI
˝ B

I
, alors, il existe a et b de AI et BI respectivement tels

que x “ a ˝ b; il existe donc des suites panq P A et pbnq P B qui sont I convergentes vers
a et b respectivement. Puisque m : G ˆ G

I
Ñ G est séquentiellement I-continue, alors

mpan, bnq “ an ˝ bn et an ˝ bn
I
Ñ a ˝ b. Ainsi pan ˝ bnq est une suite de A ˝ B qui est

I-convergente vers x, c’est-à-dire que x P A ˝BI
.

Proposition 4.0.17. Soient G et G1 deux groupes séquentiellement I-topologiques. Si une
application f : G Ñ G1 est séquentiellement I-continue. Alors, pour tout sous-ensemble
A de G, fpAI

q Ă fpAq
I
.

Démonstration. Soient f : G Ñ G1 une application, A Ă G et x P AI . Alors, il existe
une suite pxnqn de points de A telle que I- lim

nÑ8
xn “ x; puisque f est séquentiellement

I-continue en x, alors I- lim
nÑ8

fpxnq “ fpxq; d’où fpxq P fpAq
I
.

Définition 4.0.18. Soient G et G1 deux groupes séquentiellement I-topologiques. Une
application f : G Ñ G1 est dite séquentiellement I-homéomorphisme si f est bijective et
f et f´1 sont séquentiellement I-continues.

Définition 4.0.19. Un groupe séquentiellement I-topologique G est dit séquentiellement
I-homogène si pour tous px, yq P G2, il existe une application f séquentiellement I-
homéomorphisme sur G telle que fpxq “ y.

Proposition 4.0.20. Tout groupe séquentiellement I-topologique est séquentiellement I-
homogène.
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Démonstration. Soient x et y deux éléments d’un un groupe séquentiellement I-topologique
G. Pour deux éléments quelconques a et b de G, l’application f : z Ñ a´1˝b˝z est bijective
et séquentiellement I-continue (par définition du groupe séquentiellement I-topologique).
Si on choisit b “ a˝y ˝x´1, alors fpxq “ y. Donc G est séquentiellement I-homogène.

Proposition 4.0.21. Soient G et G1 deux groupes séquentiellement I-topologiques. Une
application f : GÑ G1 est I-fermée si et seulement si, pour tout sous-ensemble A de G,
fpAq

I
Ă fpA

I
q.

Démonstration. Soit A Ă G, alors fpAq Ă fpA
I
q implique fpAq

I
Ă fpA

I
q
I
. Comme f

est I-fermé, on déduit que fpAq
I
Ă fpA

I
q.

Réciproquement, supposons que fpAq
I
Ă fpA

I
q pour tout sous-ensemble A de G. Soit

F un sous-ensemble fermé de G, alors fpF I
q “ fpF q, d’où fpF q

I
Ă fpF q. Donc f est

I-fermé.

Proposition 4.0.22. Soient G et G1 deux groupes séquentiellement I-topologiques. Si une
application f : G Ñ G1 est un homomorphisme. Alors f est séquentiellement I-continue
à l’origine si et seulement si f est séquentiellement I-continue en tout point x P G.

Démonstration. Soit f : GÑ G1 un homomorphisme qui est séquentiellement I-continue
à l’origine e. Soient x P G et pxnqn une suite de G avec I- lim

nÑ8
xn “ x, alors la suite pxn ˝

x´1q est I-convergente vers l’origine e; d’où par hypothèse pfpxn ˝x´1qq est I convergente
et I- lim

nÑ8
fpxn ˝ x

´1q “ fpeq. Puisque f est un homomorphisme, alors I- lim
nÑ8

fpxnq ˝

fpx´1q “ fpeq, donc I- lim
nÑ8

fpxnq “ fpxq.

L’implication inverse est évidente.

Corollaire 4.0.23. Soient G et G1 deux groupes séquentiellement I-topologiques. Alors
pour tout a P G, l’application fa : G Ñ G1, x Ñ a ˝ x est séquentiellement I-continue,
I-fermée et I-ouverte.
Démonstration. Soient x un élément de G et pxnqn une suite de G tels que I- lim

nÑ8
xn “ x,

alors la suite pa ˝ xnq est I-convergente vers a ˝ x; par conséquent I- lim
nÑ8

fpxnq “ fapxq.

Ainsi fa est séquentiellement I-continue. Suivant le théorème 4.0.11 fa est I-fermée et
I-ouverte.
Corollaire 4.0.24. Soient G un groupe séquentiellement I-topologique et A et B deux
sous-ensembles de G. Alors
Si l’un des ensembles A et B est I-ouvert, A ˝B l’est aussi.

Démonstration. Supposons que B soit un sous-ensemble I-ouvert et que A soit un sous-
ensemble quelconque de G, par le corollaire précédent a ˝B est I-ouvert pour tout a P A.
Comme A ˝B “ Y

aPA
pa ˝Bq et selon le théorème 3.0.12, donc A ˝B est I-ouvert.

Conformément au théorème 4.0.3, toute application séquentiellement I-continue f :
G Ñ G1 est I-continue, c’est-à-dire que l’image réciproque par f de tout sous-ensemble
I-fermé de G1 est un sous-ensemble I-fermé de G. Cependant, la réciproque est fausse,
comme le montre l’exemple suivant.
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Exemple 4.0.25. Soient id : pR,`, τuq Ñ pR,`, τdq l’application d’identité tel que τu
est la topologie usuelle et τd est la topologie discrète. Le sous-ensemble F “ t 1

n
: n P

N˚u Y t0u est I-fermé par rapport aux deux topologies (les sous-ensembles fermés et I-
fermé coïncident puisque R est un groupe topologique à base dénombrable de voisinages).
Mais id n’est pas séquentiellement I-continue, car la suite p 1

n
qně1 n’est pas constante dans

pR,`, τdq.

Proposition 4.0.26. Soient G un groupe séquentiellement I-topologique et f : G Ñ G
une application séquentiellement I-continue. Alors H “ tx P G{fpxq “ eu, le noyau de
f , est un sous-ensemble I-fermé de G.

Démonstration. Soient G un groupe séquentiellement I-topologique et f : G Ñ G une
application séquentiellement I-continue. Soit pxnqn une suite de H, telle que xn

I
Ñ x. Par

hypothèse, fpxnq
I
Ñ fpxq. Comme pour tout n P N, fpxnq “ e, alors fpxq “ e, c’est-à-dire

x P H.

Corollaire 4.0.27. Soient G un groupe séquentiellement I-topologique, f, g : G Ñ G
des applications séquentiellement I-continues. Alors H “ tx P G{fpxq “ gpxqu est un
sous-ensemble I-fermé de G.

Les sous-groupes normaux sont utiles pour construire des groupes quotients.

Définition 4.0.28. Un sous-groupe H d’un groupe G est dit normal si pour tout g P G,
g ˝H ˝ g´1 “ H, c’est-à-dire g ˝H “ H ˝ g.

Théorème 4.0.29. Soient G un groupe séquentiellement I-topologique et H un sous-
groupe normal de G. Alors G{H est un groupe séquentiellement I-topologique.

Démonstration. On doit montrer que ψ1 : G{H ˆ G{H Ñ G{H, px1, y1q Ñ x1 ˝ y1
´1 est

séquentiellement I-continue. Considérons le diagramme suivant

GˆG

ψ

��

πˆπ // G{H ˆG{H

ψ1

��
G

π // G{H

On a πψ “ ψ1pπˆπq; la surjection canonique π est continue, elle est aussi séquentielle-
ment I-continue par [108, théorème 3] ; Comme π et ψ sont séquentiellement I-continues,
alors πψ est séquentiellement I-continue, donc ψ1pπˆπq est séquentiellement I-continue.
Puisque π ˆ π est continue, il est séquentiellement I-continue suivant [108, théorème 3]
encore une fois. Donc ψ1 est séquentiellement I-continue.



CHAPITRE 5

SUR L’UNICITÉ DES I-LIMITES DES
SUITES

5.1 Sous-ensembles séquentiellement I-compacts
Définition 5.1.1. Soient I un idéal de N et pX, τq un espace topologique :
(i) X est dit I-séparé si pour tous deux points distincts x, y P X il existe deux sous-

ensembles I-ouverts U et V contenant respectivement x et y tels que U X V “ H.
(ii) Un sous-ensemble F de X est dit I-compact si pour tout recouvrement de F par des

I-ouverts il existe un sous-recouvrement fini de F .
(iii) Un sous-ensemble F Ă X est dit séquentiellement compact (respectivement, sé-

quentiellement I-compact) si toute suite de F admet une sous-suite convergente
(respectivement, I-convergente) vers un point dans F.

(iv) On dit que X est dénombrablement I-compact si tout recouvrement dénombrable de
X par des I-ouverts admet une sous-recouvrement fini.

Théorème 5.1.2. Tout sous-ensemble séquentiellement compact d’un espace topologique
est séquentiellement I-compact.

Démonstration. C’est évident par la Proposition 1.3.4.

Un espace topologique séquentiellement I-compact n’est pas toujours I-compact comme
le montre l’exemple suivant.

Exemple 5.1.3. On prend la même hypothèse que dans l’exemple 3.0.15. Soit E “

tr0, αr{α ă Ωu le recouvrement ouvert de Ω. Toute union finie F de sous-ensembles de E
est un ordinal dénombrable qui a un successeur dans r0, αr. Par conséquent, E n’est pas
recouvert par F , c’est-à-dire que Ω n’est pas I-compact. D’autre part, toutes les suites
d’ordinaux dénombrables ont une limite dénombrable ω (premier ordinal infini). Ainsi Ω
est séquentiellement I-compact mais n’est pas I-compact.
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Théorème 5.1.4. Soit Y un sous-espace d’un espace topologique X. Si Y est I-compact
(resp. dénombrablement I-compact), alors Y est compact (resp. dénombrablement com-
pact).

Démonstration. Tout recouvrement (resp. recouvrement dénombrable) de Y par des en-
sembles ouverts est aussi un recouvrement (resp. recouvrement dénombrable) de Y par
des ensembles I-ouverts suivant la Proposition 3.0.2. Le sous-recouvrement fini donnée
par la I-compacité est alors un sous-recouvrement finie d’ensembles ouverts.

Définition 5.1.5. [144, Définition 4.1]. Soit X un espace normé. Une suite pxnqn de X
est I-bornée s’il existe un nombre réel M ą 0 tel que tn P N : }xn} ąMu P I.

Théorème 5.1.6. Toute suite bornée dans un espace normé est I-bornée.

Démonstration. Soit pxnqn une suite bornée dans un espace normé X. Alors, il existe un
nombre réel M ą 0, tel que pour tout n P N, }xn} ăM . Donc tn P N : }xn} ąM}u “ H,
par conséquent tn P N : }xn} ąMu P I. Ainsi, pxnqn est I-borné.

Théorème 5.1.7. Soient pX, τq un espace topologique, R la droite réelle sous sa topologie
usuelle et f : X Ñ R une application séquentiellement I-continue. Si A est un sous-
ensemble séquentiellement I-compact de X, alors fpAq est I-bornée.

Démonstration. Supposons, par l’absurde que fpAq n’est pas I-bornée. Alors il existe une
suite pynq de fpAq telle que pour tout nombre réel M ą 0, tn P N : |yn| ą Mu R I. Par
conséquent, il existe une suite pxnqn de A telle que pour tout n P N, fpxnq “ yn. Comme
A est séquentiellement I-compact, alors la suite pxnqn admet une sous-suite pxnkqk I-
convergente vers un élément x0 de A. Ainsi, fpxnkq

I
Ñ fpx0q; alors pour tout voisinage U

de fpx0q, tn P N : fpxnq R Uu P I, c’est-à-dire qu’il existe un nombre réel M ą 0 tel que
tn P N : |fpxnq| ąMu P I, ce qui n’est pas le cas. Donc fpAq est I-bornée.

Théorème 5.1.8. Soit X un espace topologique. Si X est séquentiellement I-compact et
Y est un sous-ensemble I-fermé de X, alors Y est séquentiellement I-compact.

Démonstration. Soit pynq une suite de Y . Par la I-compacité séquentielle deX, pynq admet
une sous-suite qui est I-convergente vers un certain y dans X. Puisque Y est I-fermé,
alors y P Y.

Théorème 5.1.9. Soient X et Y deux espaces topologiques. Si X est séquentiellement
I-compact et f : X Ñ Y est une application séquentiellement I-continue, alors fpXq est
séquentiellement I-compacte.

Démonstration. Soit pynq une suite quelconque de fpXq, alors il existe une suite pxnqn de
X telle que yn “ fpxnq; par la compacité I-séquentielle de X, il existe une sous-suite I-
convergeante pxnkq vers x, alors pfpxnkqq est une sous-suite de pynq qui est I-convergente
vers fpxq.
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5.2 Espaces I-séparés et unicité des I-limites des suites
Proposition 5.2.1. Soit pX, τq un espace topologique séparé. Alors X est I-séparé.
Démonstration. C’est évident par la Proposition 3.0.2.

Théorème 5.2.2. Soit pX, τq un espace séquentiel. Si I-est maximal, alors X est I-séparé
si et seulement si, X est séparé.

Démonstration. Comme pX, τq est séquentiel, alors τ “ τ s, alors par le théorème 3.0.18,
τI “ τ. Ainsi X est I-séparé si et seulement si, X est séparé.

Grâce à l’exemple suivant, il existe un espace topologique X qui est I-séparé mais non
séparé.

Exemple 5.2.3. Prenons la même hypothèse que dans l’exemple 3.0.14. X est τ
I
séparé

mais non séparé. En effet, soient x, y P X, avec x ‰ y et soient U et V deux voisinages
ouverts de x et y respectivement. Alors U “ XzU 1 et V “ XzV 1 avec U 1 et V 1 sont
des sous-ensembles dénombrables de X; par conséquent U X V “ pXzU 1q X pXzV 1q “
Xz pU 1 Y V 1q . Puisque X est non dénombrable et que U 1 Y V 1 est dénombrable, alors
Xz pU 1 Y V 1q ‰ H. Ainsi X n’est pas séparé. D’autre part, G “ txu et Gc sont des sous-
ensembles ouverts de X tels que x P G et y P Gc. Puisque G X Gc “ H, alors X est
I-séparé.

Théorème 5.2.4. Soit pX, τq un espace topologique I-séparé. Si I est maximal, alors
toute suite I-convergente dans X admet une I-limite unique.

Démonstration. Supposons, par l’absurde, que pxnqn est une suite de X, I-convergente
vers x et y telle que x ‰ y. Selon le théorème 3.0.11, pour tout sous-ensemble I-ouvert
U de X avec x P U , il existe E1 P I tel que pour tout n P NzE1, xn P U . De même, pour
tout sous-ensemble I-ouvert V de X tel que y P V , il existe E2 P I tel que pour tout
n P NzE2, xn P V . Alors, tn P N : xn R Uu Ă E1 et tn P N : xn R V u Ă E2. Puisque
tn P N : xn R Uu “ tn P N : xn P U

cu et tn P N : xn R V u “ tn P N : xn P V
cu, alors

tn P N : xn P U
cuYtn P N : xn P V

cu Ă E1YE2.On peut choisir U et V tels que UXV “ H
(X est I-séparé). Donc U c Y V c “ X, alors tn P N : xn P U

cu Y tn P N : xn P V
cu “ N.

Par conséquent N Ă E1 Y E2. Comme E1 P I et E2 P I alors E1 Y E2 P I. Donc N P I,
ce qui est une contradiction car I n’est pas trivial. Donc x “ y.

Théorème 5.2.5. Soient I un idéal maximal et pX, τq un espace topologique I-séparé.
Si A est un sous-ensemble séquentiellement I-compact de X, alors A est I-fermé.

Démonstration. Soit pxnqn une suite de A telle que xn
I
Ñ x. A étant séquentiellement

I-compact, il existe pxnkqk une sous-suite de pxnqn telle que xnk
I
Ñ y avec y P A. Confor-

mément au théorème précédent, on a y “ x, donc x P A. Ainsi A est I-fermé.

Théorème 5.2.6. Soit pX, τq un espace topologique à base dénombrable de voisinages et
I un idéal maximal. Si chaque suite I-convergente dans X admet une I-limite unique,
alors X est séparé.
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Démonstration. Soient x et y deux points distincts d’un espace topologique à base dé-
nombrable de voisinages pX, τq. Soient pUiqiPN et pVjqjPN deux bases de voisinages de x
et y respectivement (τI “ τ , puisque X est à base dénombrable de voisinages, Théorème
3.0.18). Supposons, par l’absurde, que X n’est pas séparé. Alors l’intersection de tout
voisinage de x et de tout voisinage de y est non vide. Posons W1 “ U1, W2 “ U1 X V1,
W3 “ U1XV1XU2, . . . , W2n “ U1XV1XVnXUn, W2n`1 “ U1XV1XVnXUnXUn`1 pour
chaque n de N; par conséquent, W1 Ą W2 Ą . . .Wn Ą . . . . Considérons la suite pxnqně1

telle que xn est dans Wn, pour tout n P N‹. Soient G1 un ensemble ouvert contenant x,
et G2 un ensemble ouvert contenant y; il existe un entier naturel N , tel que pour tout
n ą N , Wn Ă G1 et Wn Ă G2, alors tn P N : xn R G1u et tn P N : xn R G2u sont finis.
Puisque I est admissible et par la Proposition 3.0.2, xn

I
Ñ x et xn

I
Ñ y, ce qui n’est pas

le cas. Ainsi X est séparé.

Lemme 5.2.7. Soit I un idéal de N. Toute sous-suite d’une suite I-convergente dans un
espace topologique est également I-convergente.
Démonstration. Soit pxnqn une suite I-convergeante vers x, dans un espace topologique
X. Alors, pour tout voisinage U de x, tn P N : xn R Uu P I. Soit pxϕpnqq une sous-suite de
pxnqn; comme tϕpnq P N : xϕpnq R Uu Ă tn P N : xn R Uu, alors tϕpnq P N : xϕpnq R Uu P I.
Ainsi xϕpnq

I
Ñ x.

Théorème 5.2.8. Soient I un idéal de N, X un espace topologique et pxnqn une suite de X
avec xn

I
Ñ x dans X. Alors A “ txn : n P NuYtxu est un sous-ensemble séquentiellement

I-compact de X.

Démonstration. Soit pynq une suite de A. Si tyn : n P Nu est fini, alors il existe un élément
yn0 de tyn : n P Nu tel que tn P N : yn “ yn0u est infini. Alors pynq a une sous-suite
convergente, qui est I-convergente par la Proposition 1.3.4.

Si tyn : n P Nu est infini, on peut construire une sous-suite pyβnq de pynq comme suit :
Pour tout p P N‹,

α1 “ mintn P N : xn P tyn : n P Nuu et β1 “ maxtn P N : xα1 “ ynu

α2 “ mintn P N : xn P tyn : n ą β1uu et β2 “ maxtn P N : xα2 “ yn, n ą β1u

...
αp “ mintn P N : xn P tyn : n ą βp´1uu et βp “ maxtn P N : xαp “ yn, n ą βp´1u

Tous les sous-ensembles tn P N : xn P tyn : n ą βp´1uu ne sont pas vides, car tyn : n P Nu
n’est pas fini. Alors, clairement, cette suite pyβnq est une sous-suite de pynq et aussi une
sous-suite de pxnqn. Par le lemme 5.2.7 , yβn

I
Ñ x car xn

I
Ñ x. Ainsi, A est un sous-ensemble

séquentiellement I-compact de X.

Dans [90], A. J. Insel a montré qu’un espace à base dénombrable de voisinages X est
séparé si et seulement si, chaque sous-ensemble compact de X est fermé. Cette équivalence
n’est pas valable pour les espaces non dénombrables comme le montre l’exemple suivant.
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Exemple 5.2.9. Prenons la même hypothèse que dans l’exemple 5.2.3. On a vu que X
n’est pas séparé. Observons ensuite que les seuls sous-ensembles compacts de X sont les
sous-ensembles finis. Pour cela, soit K un sous-ensemble infini quelconque de X, alors, il
existe une suite pxnqn d’éléments distincts de K. Pour chaque entier positif n, on définit
Un “ Xztxj : j ą nu; alors la famille tUn : n P Nu est un recouvrement d’ouverts de
K qui n’admet pas de sous-recouvrement fini. Comme tout sous-ensemble fini de X est
dénombrable et donc fermé. Ainsi, tout sous-ensemble compact de X est fermé.

Théorème 5.2.10. Soit pX, τq un espace topologique. Alors, X admet des I-limites
uniques des suites si et seulement si, tout sous-ensemble séquentiellement I-compact de
X est I-fermé.

Démonstration. Supposons que tout sous-ensemble séquentiellement I-compact de X est
I-fermé. Supposons, par l’absurde, qu’il existe une suite pxnqn de X telle que xn

I
Ñ x

et xn
I
Ñ y avec x ‰ y. Si tn P N : xn “ xu ou tn P N : xn “ yu sont infinis. Alors,

la sous-suite constante pxq est une sous-suite de pxnqn qui converge vers x et y. Suivant
la Proposition 1.3.4, pxq est I-convergente vers x et y. Comme txu est séquentiellement
I-compact, alors txu est I-fermé. Donc txu “ txu

I
, ce qui contredit le fait que x ‰ y.

Si tn P N : xn “ xu et tn P N : xn “ yu sont finis. Alors, il existe une sous-suite pxϕpnqq
de pxnqn telle que xϕpnq ‰ x et xϕpnq ‰ y pour tout n P N. Comme pxnqn converge vers
x et y, alors pxϕpnqq est convergente vers x et y , alors elle est I-convergente vers x et y
selon la Proposition 1.3.4. Soit A “ txϕpnq : n P Nu; conformément au lemme précédent,
AY txu est séquentiellement I-compact. Par hypothèse, AY txu est I-fermé, c’est-à-dire
que A Y txu “ AY txu

I
; il s’ensuit que y R AY txu

I
et donc il n’existe pas de suite

pynq dans A Y txu telle que yn
I
Ñ y, ce qui contredit le fait que la suite pxϕpnqq de A est

I-convergente vers x et y avec x ‰ y. Ainsi, X admet des I-limites uniques des suites.

Inversement, supposons que X admet des I-limites des suites uniques et soit A un
sous-ensemble séquentiellement I-compact de X. Il suffit de montrer que AI

Ă A. Soit
x P A

I
; conformément à la propriété I-Fréchet-Urysohn, il existe une suite pxnqn de A

telle que xn
I
Ñ x. Puisque A est séquentiellement I-compact, alors toute suite de A admet

une sous-suite I-convergente qui est convergente vers un point dans A. Par unicité de la
I-limite, on a x P A. Donc A est I-fermé.

Corollaire 5.2.11. Soient I un idéal maximal et X un espace à base dénombrable de voi-
sinages. Alors X est I-séparé, si et seulement si, chaque sous-ensemble séquentiellement
I-compact de X est I-fermé.

Démonstration. SoitX un espace à base dénombrable de voisinages. Comme I est un idéal
maximal admissible, alors selon le théorème 5.2.4, le théorème 5.2.6 et la proposition
5.2.1, X est I-séparé si et seulement si, X admet des points I-limites uniques. Donc,
suivant le théorème précédent, X est I-séparé si et seulement si, chaque sous-ensemble
séquentiellement I-compact de X est I-fermé.
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Lemme 5.2.12. Soient X et Y deux espaces topologiques. Alors
X et Y sont séquentiellement I-compacts si et seulement si, X ˆ Y l’est.

Démonstration. Supposons que X et Y soient séquentiellement I-compacts. Si pxn, ynq
est une suite de X ˆ Y, alors il existe une sous-suite pxnkq de pxnqn qui est I-convergente
vers x dans X. Pour la suite pynkq, il existe également une sous-suite pynjq qui est I-
convergente vers y dans Y . Puisque pxnjq est une sous-suite de pxnkq, elle est également
I-convergente vers x. Ainsi, pxnj , ynjq

I
Ñ px, yq.

Inversement, Soient pX : X ˆ Y Ñ X et pY : X ˆ Y Ñ Y les deux projections sur X ˆ Y.
Par le théorème 5.1.9 , pXpX ˆY q et pY pX ˆY q sont séquentiellement I-compacts, c’est-
à-dire, X et Y sont séquentiellement I-compacts.

Théorème 5.2.13. Soient pX, τq un espace topologique et I un idéal maximal. Si X est
I-séparé, alors l’ensemble diagonal de X ˆX est I-fermé.

Démonstration. Soient pX, τq un espace topologique I-séparé, I un idéal maximal et ∆
l’ensemble diagonal de XˆX. Par le théorème 5.2.4, X a des I-limites uniques des suites.
Supposons, par l’absurde, que ∆ n’est pas I-fermé. Alors il existe une suite pxn, xnq de ∆

qui est I-convergente vers px, yq avec px, yq R ∆, c’est-à-dire xn
I
Ñ x et xn

I
Ñ y tels que

x ‰ y, ce qui contredit le fait que X possède des I-limites uniques des suites. Ainsi, ∆
est I-fermé.

Théorème 5.2.14. Soit pX, τq un espace topologique. Si l’ensemble diagonal de X ˆX
est I-fermé, alors X possède des I-limites uniques des suites.

Démonstration. Soit ∆ l’ensemble diagonal de X ˆ X. Supposons, par l’absurde, qu’il
existe une suite pxnqn de X telle que xn

I
Ñ x et xn

I
Ñ y avec x ‰ y. Alors pxn, xnq

I-converge vers px, yq avec px, yq R ∆, ce qui contredit le fait que ∆ est I-fermé. Ainsi, X
possède des I-limites uniques des suites.

Théorème 5.2.15. Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X Ñ Y et g : X Ñ Y
deux applications séquentiellement I-continues. Si Y est I-séparé, alors A “ tx P X :
fpxq “ gpxqu est I-fermé.

Démonstration. Supposons, par l’absurde, que A n’est pas I-fermé. Alors conformément
à la propriété I-Fréchet-Urysohn, il existe une suite pxnqn de A qui est I-convergente vers
x avec x R A. Comme f : X Ñ Y et g : X Ñ Y sont séquentiellement I-continues, alors
fpxnq Ñ fpxq et gpxnq Ñ gpxq. Selon le théorème 5.2.4, X admet des I-limites uniques
des suites, par conséquent fpxq “ gpxq et x P A, ce qui n’est pas le cas. Ainsi A est
I-fermé.

Lemme 5.2.16. [178, Théorème 4.2] Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X Ñ Y
une application. Si f est continue, alors f est séquentiellement I-continue.

Théorème 5.2.17. Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X Ñ Y et g : X Ñ Y
deux applications séquentiellement I-continues. Si A “ tx P X : fpxq “ gpxqu est I-
fermé, alors Y admet des I-limites uniques des suites.
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Démonstration. Nous remplaçons X par Y ˆ Y , et nous remplaçons f et g par les deux
projections continues sur Y ˆ Y , qu’elles sont aussi séquentiellement I-continues suivant
le lemme précédent. Alors, tpx, yq P Y ˆ Y : fpxq “ gpxqu est le sous-ensemble diagonal
de Y ˆ Y, qui est I-fermé par hypothèse. Par conséquent Y admet des I-limites uniques
des suites, par le théorème 5.2.14.



Deuxième partie

Bornologie et dualité dans une
topologie K-vectorielle séquentielle
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INTRODUCTION

Dans [166], Venkataramen a posé le problème de la caractérisation de « la classe des
espaces topologiques qui peuvent être déterminés complètement par la connaissance de
leurs suites convergentes ». Plusieurs auteurs ont mis en évidence une solution basée sur
le concept d’espaces séquentiels. Dans [63] et [64] Franklin a révélé quelques propriétés
des espaces séquentiels et des espaces de Fréchet-Urysohn et des exemples intéressants.
Ensuite, Snipes dans [154], a étudié une nouvelle classe d’espaces appelée espaces T -
séquentiels et leurs relations avec les espaces séquentiels. Dans [24], Boone et Siwiec ont
donné une caractérisation des espaces séquentiels par des applications quotients séquen-
tiels. Dans [31], Cueva et Vinagre ont étudié les espacesK ´c-séquentiels et les espacesK-
s-bornologiques et ont adapté les résultats établis par Snipes en utilisant des applications
linéaires. Puis, Katsaras et Benekas, dans [94], partant d’un espace vectoriel topologique
pt.v.s.q pE, τq, ont construit, la plus fine des topologies sur E ayant les mêmes suites
convergentes que τ , et la plus fine des topologies sur E ayant les mêmes précompacts que
τ , en utilisant le concept des chaines (cette étude est une généralisation de l’étude menée
par Weeb [171] dans le cas des espaces localement convexes). Dans [60], Ferrer, Morales
et Ruiz, ont reproduit les travaux précédents en introduisant le concept de la topologie
séquentielle maximale. Goreham, dans [77], a mené une étude liant la séquentialité avec
les sous-ensembles dénombrables dans un espace topologique.

Dans leurs travaux, R.M. Dudley [53], J. H. Webb [171] et A. El. Amrani [56] ont
prouvé la stabilité pτ ˆ τqs “ τ sˆ τ s pour une topologie localement convexe sur un corps
valué K (archimédien ou non-archimédien) qui nous ont permis d’avoir la pτ s ˆ τ sq ´ τ s-
continuité de l’application addition A : EˆE Ñ E, et aussi la pτ sKˆτ sq´τ s-continuité de
l’application multiplication par scalaire M : K ˆ E Ñ E, où τ sK “ τK est la topologie du
corps des scalaires K (pK, |.|q est un espace vectoriel topologique métrisable, il est donc
séquentiel). Mais Dans le cas d’une topologie quelconque, M.Babahmed [17] a prouvé que
τ s ˆ τ s ď pτ ˆ τqs.

De plus, R. F. Snipes [157] a donné une version séquentielle du théorème de Hahn-
Banach pour un espace vectoriel topologique S-localement convexe sur le corps des réel
ou des complexes en utilisant des notions simples de convergence séquentielle. Il a obtenu
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une forme géométrique de ce théorème au moyen des ensembles convexes séquentiellement
ouverts et des hyperplans affines séquentiellement fermés. Comme les espaces vectoriels
topologiques localement convexes qui ont la propriété : tout voisinage ouvert de zéro
contient un voisinage ouvert convexe de zéro, sont les espaces vectoriels topologiques les
plus utiles et les plus importants. Snipes a défini la notion d’espace vectoriel topologique
localement convexe séquentiel (S-Local Convex Topological Vector Space) comme espace
vérifiant la propriété : tout voisinage de zéro séquentiellement ouvert contient un voisinage
de zéro convexe séquentiellement ouvert.

Nous allons rappeler, dans le huitième chapitre, des préliminaires comportant des dé-
finitions et résultats fondamentaux pour les autres chapitres. Dans le neuvième chapitre
nous étudions la stabilité de la topologie séquentielle en passant à la topologieK-vectorielle
séquentielle et aussi la stabilité de la K-convexité locale. Pour cela, nous démontrons l’in-
égalité τ s ˆ τ s ě pτ ˆ τqs. En utilisant les propriétés de cette topologie séquentielle nous
prouvons quelques résultats, notamment la caractérisation de la fermeture séquentielle du
noyau d’une forme linéaire, la séquentialité de la somme d’un sous-espace séquentiel fermé
et d’un sous-espace de dimension finie. Également nous établissons la version géométrique
du théorème de Hahn-Banach pour une topologie K-vectorielle non-archimédienne séquen-
tielle en utilisant les résultats de W. H. Schikhof [151].

Dans [56] A. El amrani a examiné, pour un espace localement K-convexe E dans le
cas non-archimédien, la topologie séquentielle localement K-convexe la plus fine sur E
ayant les mêmes suites convergentes que la topologie d’origine. Dans le chapitre dix, nous
poursuivons cette étude en caractérisant les espaces séquentiels bornologiques et la limite
inductive des espaces séquentiels. De plus, nous étudions l’équicontinuité et la dualité
dans les espaces séquentiels. Nous tenons à préciser qu’il y a une grande différence entre
un espace séquentiel et un espace des suites. Ces espaces ont été étudiés dans [25] et [78]
dans le cas classique ou dans [45],[3] et [4] dans le cas non-archimédien.



CHAPITRE 6

PRÉLIMINAIRES

Dans toute cette partie, pK, |.|q est un corps valué non-archimédien (n.a) à valeur ab-
solue non triviale, et son anneau de valuation Bp0, 1q “ tλ P K : |λ| ď 1u. On sait qu’il
existe % P R avec % ą 1 tel que pour tout n P Z il existe λn P K vérifiant | λn |“ %n,
voir r165, p.251s. Le corps K est dit sphériquement complet si toute suite décroissante de
boules fermées de K admet une intersection non vide. Pour les notions et propriétés de
bases concernant les K-espaces vectoriels topologiques, nous renvoyons le lecteur à [150]
et [168] et celles concernant les espaces localement K-convexes, nous renvoyons le lecteur
à [121] ou [165] si K est sphériquement complet et à [150] si K n’est pas sphériquement
complèt. Cependant, nous rappelons ce qui suit :

Soient E un K-espace vectoriel et A un sous-ensemble non vide de E.
A est dit K-convexe si et seulement si, pour tout px, y, zq P A3 et tout pλ, µ, γq P K3 tels
que |λ| ď 1, |µ| ď 1, |γ| ď 1 et λ` µ` γ “ 1, on a λx` µy ` γz P A.
A est dit absolument K-convexe si et seulement si, pour tout px, yq P A2 et tout pλ, µq P K2

tels que |λ| ď 1, |µ| ď 1, on a λx ` µy P A. L’enveloppe absolument K-convexe Γ pAq de
A est le plus petit ensemble absolument K-convexe qui contient A. Si A est un ensemble
fini, A “ tx1, ..., xnu , on écrit parfois Γ px1, ..., xnq au lieu de Γ pAq. Une topologie sur un
espace K-vectoriel E est dite localement K-convexe plKcsq s’il existe dans E un système
fondamental de voisinages de zéro constitué de sous-ensembles absolument K-convexes de
E.

Soit E un espace localement K-convexe muni d’une topologie τ . Nous désignons par
E
1 , E˚, σpE,E 1

q et σpE 1

, Eq le dual topologique, le dual algébrique, la topologie faible
sur E et la topologie faible sur E 1 respectivement. Nous désignons également par PE (ou
par P s’il n’y pas de confusion) un ensemble de semi-normes déterminant la topologie τ
de E. Nous supposons toujours que pE, τq est un espace de Hausdorff. Si A est un sous-
ensemble de E, nous désignons par rAs le sous-espace vectoriel de E engendré par A. Nous
remarquons ici que si A est absolument K-convexe, alors rAs “ KA. On désigne par pA
la fonction de Minkowski sur rAs pour A un sous-ensemble de E absolument K-convexe,
c’est-à-dire si x P rAs, pApxq “ inf t| λ |: x P λAu . Si A est borné, alors pA est une norme
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sur rAs. On note alors par EA l’espace rAs muni de la norme pA. Un sous-ensemble A
d’un espace localement K-convexe E est dit totalement C-borné si et seulement si, pour
chaque voisinage U de 0 il existe x1, x2, ...., xn de E tels que A Ă U ` Γ px1, x2, ..., xnq .

Soit x, y une dualité entre E et F où E et F sont deux espaces K-vectoriels (voir [2]
pour plus de détails), si A est un sous-ensemble de E, le polaire de A est le sous-ensemble
de F défini par A˝ “ ty dans F { p pour tout x dans Aq |xx, yy| ď 1u . Nous définissons
également le polaire d’un sous-ensemble B de F de la même manière. Un sous-ensemble
A de E est dit polaire si A˝˝ “ A (A˝˝ est la bipolaire de A). Une semi-norme continue p
sur E est dite une semi-norme polaire si et seulement si, le voisinage de zéro correspondant
Bp p0, 1q “ tx P E : ppxq ď 1u est un ensemble polaire. L’espace E est dit polaire s’il existe
PE tel que pour tout p P PE, p est polaire. Si E est un espace polaire, alors la topologie
faible σpE,E 1q est de Hausdorff [150, Proposition 5.6]. Dans ce cas, nous avons un couple
dual pE,E 1q. La valeur de la forme bilinéaire sur EˆE 1 (et de même sur E 1ˆE) est notée
par xx, ay, x P E, a P E 1. Pour plus d’informations sur les polaires et les espaces polaires
voir r150s. Si E est un espace polaire et p est une semi-norme continue sur E,on note par
Ep l’espace vectoriel E{Kerppq et par πp la surjection canonique πp : E ÝÑ Ep. L’espace
Ep est un espace normé dont la norme est définie par p@x P Eq ‖ πp pxq ‖p“ ppxq. Sa
boule unité est πp pUq, où U “ tx P E : p pxq ď 1u. Son complété est noté par xEp.

Definitions 6.0.1. [56]
1. Soient E un espace localement K-convexe et V un sous-ensemble de E.

V est dit voisinage séquentiel pS ´ voisinageq de 0 si chaque suite nulle de E se
trouve éventuellement dans V, c’est-à-dire : p@ pxnqn P C0q pDN0 P Nq : p@n ě N0q , xn P
V.

2. Un espace localement K-convexe E est dit espace séquentiel si tout voisinage K-
convexe séquentiel de 0 est un voisinage de 0.

Remarque 6.0.2. [56] Tout voisinage séquentiel de 0 est absorbant et contient 0.

On note par U l’ensemble des voisinages séquentiels K-convexes de zéro dans pE, τq et
par V l’ensemble des voisinages de zéro K-convexes dans pE, τq, polaires et séquentiels. Par
conséquent U est une base de voisinages de zéro pour une topologie localement K-convexe
sur E notée τ s et V est une base de voisinages de zéro pour une topologie localement
K-convexe sur E notée τ ps. On rappellera que τ s est toujours plus fine que τ (τ ď τ s),
puisque tout voisinage de zéro est un voisinage séquentiel de zéro [56].

Proposition 6.0.3. [56] Si V est un sous-ensemble absolument K´ convexe et absorbant
d’un espace E localement K´convexe, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) V est un S-voisinage de 0 ;
(ii) pV est séquentiellement continue, où pV est la fonctionnelle de Minkowski associée

à V.

Proposition 6.0.4. [56] Pour un espace localement K-convexe E, les propriétés suivantes
sont équivalentes :
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piq E est un espace séquentiel ;
piiq Toute semi-norme séquentiellement continue sur E est continue ;
piiiq Pour tout espace F localement K-convexe, toute application linéaire séquentiellement

continue de E dans F est continue ;
pivq Pour tout espace F de Banach, toute application linéaire séquentiellement continue

de E dans F est continue.

Soient pE, τq un espace localement K-convexe et Ps la famille des semi-normes n.a
séquentiellement τ -continues sur E. Ps définit une topologie K-convexe sur E notée T s.
Une base de voisinages de 0 pour T s est constituée par les boules Bp p0, εq où ε ą 0 et p
est une semi-norme n.a séquentiellement τ -continue. L’ensemble Bp p0, εq est un voisinage
séquentiel de 0, car pour toute suite pxnqn convergente vers zéro dans pE, τq , il existe
n0 P N tel que pour tout pn ě n0q , p pxnq ă ε

´

p pxnq
nÑ`8
ÝÑ 0

¯

.

Remarque 6.0.5. [56] La topologie T s est séquentielle.

Proposition 6.0.6. [56] La topologie τ s est la moins fine de toutes les topologies séquen-
tielles localement K-convexes sur E plus fines que τ.

Proposition 6.0.7. [56] τ est séquentielle si et seulement si, τ “ τ s.

Lemme 6.0.8. [56] Pour toute suite pxnqn de pE, τq, xn
nÑ`8
Ñ 0 pour τ ô xn

nÑ`8
Ñ 0

pour τ s.

Lemme 6.0.9. [56] Supposons que % est une topologie localement K-convexe sur E telle
que pour toute suite nulle pour τ est une suite nulle pour %, alors τ s ě %.

Proposition 6.0.10. [56] τ s est la topologie localement K-convexe la plus fine sur E
ayant les mêmes suites convergentes que τ .

Remarque 6.0.11. [56] τ s est aussi la topologie la plus fine sur E ayant les mêmes suites
nulles que τ.

Lemme 6.0.12. [56] Soient pE, τq un espace localement K-convexe et A un sous-ensemble
de E alors, A est τ -borné si et seulement si, pour toute suite nulle pλnqn de K et toute
suite pxnqn de A; la suite pλnxnqn converge vers zéro dans pE, τq c’est-à-dire que pλnxnqn
est une suite nulle de pE, τq .

Proposition 6.0.13. [56] Soit pE, τq un espace localement K-convexe, alors τ et τ s ont
les mêmes sous-ensembles bornés.

Proposition 6.0.14. [56] Soit
`

F, τ
1
˘

un espace localement K- convexe et f : E Ñ F une
application linéaire, alors : f est τ s- continue si et seulement si, f est séquentiellement
τ -continue.

Lemme 6.0.15. [56] Pour tout U de U , pU est une semi-norme n.a séquentiellement
τ -continue.

Proposition 6.0.16. [56] τ s “ T s.
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Lemme 6.0.17. [56] Supposons que K soit sphériquement complet et A soit un sous-
ensemble de E absolument K-convexe et τ -fermé, alors :

1. Si K est discret, alors A˝˝ “ A.

2. Si K est dense, alors p@α P Kq , | α |ą 1, A˝˝ Ă αA, où A˝˝ est le bipolaire de A par
rapport à la dualité

@

E,E
1
D

.

Lemme 6.0.18. [56] Si K est sphériquement complet, alors τ ps est une topologie séquen-
tielle.

Proposition 6.0.19. [56] Si K est sphériquement complet, alors τ ps ě τ.

Remarque 6.0.20. [56] Si K est sphériquement complet, alors τ ps ě τ ; mais τ s est la
moins fine de toutes les topologies séquentielles localement K-convexes plus fines que τ et
puisque τ ps est séquentiel, alors τ ps ě τ s, et donc τ ps “ τ s.

Proposition 6.0.21. [56] Soit pE, τq un espace localement K-convexe. Alors τ ps est la
plus fine de toutes les topologies polaires localement K-convexes δ sur E telles que toute
suite sur E qui est τ -convergente est δ-convergente.

Corollaire 6.0.22. [56] Si τ est polaire, alors τ ps ě τ , τ ps et τ ont les mêmes suites
convergentes.

Lemme 6.0.23. [56] Soient p une semi-norme n.a sur E, A “ tx P E : p pxq ă 1u et
B “ tx P E : p pxq ď 1u . Alors A˝ “ B˝.

Proposition 6.0.24. [56] τ ps coïncide avec la topologie localement K-convexe engendrée
par toutes les semi-normes n.a séquentiellement τ -continues et polaires.

Proposition 6.0.25. [56] τ ps est la plus fine de toutes les topologies polaires localement
K-convexes qui sont moins fines que τ s.

Lemme 6.0.26. [56] Soient E et F deux espaces localement K-convexes et f : E ÝÑ F
une application linéaire continue, alors pour tout sous-ensemble V de F , si V est polaire
dans F , f´1 pV q est polaire dans E.

Proposition 6.0.27. [56] Soit pE, τq et pF, τ1q deux espaces localement K-convexes. Si
f : pE, τq ÝÑ pF, τ1q est une application linéaire continue, alors f est pτ s, τ s1 q-continue et
pτ ps, τ ps1 q-continue.

Proposition 6.0.28. [56] Soit pE, τq “
n
ź

k“1

pEk, τkq , alors :

piq τ s “
n
ź

k“1

τ sk ;

piiq τ ps “
n
ź

k“1

τ psk .



CHAPITRE 7

SUR LA TOPOLOGIE K-VECTORIELLE
SÉQUENTIELLE

La topologie produit est une topologie projective par rapport à l’ensemble des appli-
cations projections, on a le raffinement suivant :

Théorème 7.0.1 (Théorème 4.2 [17]). Soit Z un espace produit d’un espace topologique
pX, τq. Alors τ s ˆ τ s ˆ ...ˆ τ s ď pτ ˆ τ ˆ ...τqs.

Le raffinement du théorème précédent peut être strict, comme le montre les deux
exemples suivants.

Exemple 7.0.2. Soient ω le premier ordinal infini et Ω le premier ordinal non dénom-
brable. Considérons l’espace ordinal X “ r0, ωs ˆ r0,Ωs muni de la topologie d’ordre
produit τω ˆ τ

Ω
. D’une part la suite pn,Ωqn est convergente vers pω,Ωq, donc le point

pω,Ωq R pτω ˆ τΩ
qs parce que pω,Ωqc n’est pas pτω ˆ τΩ

qs-fermé, puisque pn,Ωqn Ă pω,Ωqc
et pn,Ωqn Ñ pω,Ωq R pω,Ωqc. Donc pour X 1 “ Xztpn,Ωq : n ă ωu, pω,Ωq R pτω ˆ τ

Ω
qs
{X 1 .

D’autre part, dans le sous-espace X 1, le point pω,Ωq P pτ s
ω
ˆ τ s

Ω
q{X 1 puisque aucune suite

de X 1 ne peut converger vers pω,Ωq, donc

pτ s
ω
ˆ τ s

Ω
q{X 1 ă pτω ˆ τΩ

q
s
{X 1 .

Exemple 7.0.3. Soit X “ Rr0,1s muni de la topologie produit, que nous notons tout
simplement ici τ. Soit B0 “ Cpr0; 1sq le sous-espace de Rr0;1s de toutes les applications
continues f : r0; 1s Ñ R et B1 le sous-espace de Rr0;1s de toutes les applications f :
r0; 1s Ñ R avec un nombre au plus dénombrable de points de discontinuité. La fonction
φ “ 1r0;1sXQ admet un nombre non dénombrable de points de discontinuité, donc φ R B1.
Pour tout sous-ensemble fini A dans r0; 1s, 1A P B1. Soient priqiPI l’ensemble des rationnels
dans r0; 1s, An “ tri : 1 ď i ď nu pour tout n ą 1 et φn “ 1An Ă B1, alors φ “ lim

nÑ`8
φn.

Soit Y “ B0 Y φ un sous-ensemble de X. Puisque B0 est pτ{Y q
s-fermé dans Y , donc φ

est pτ{Y q
s-ouvert. Mais φ n’est pas τ s

{Y
-ouvert, car ce n’est pas une restriction d’un τ s-

ouvert dans X, puisque le complément dans X du singleton tφu n’est pas τ s-fermé. D’où
pτ{Y q

s ă τ s
{Y
.
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Pour un K-espace vectoriel topologique, on a le théorème de stabilité suivant.

Théorème 7.0.4. Soit pE, τq un K-espace vectoriel topologique, alors τ sˆ τ s “ pτ ˆ τqs.

Démonstration. Par le théorème précédent, τ s ˆ τ s ď pτ ˆ τqs est toujours vérifiée.
Inversement, soit jk : pE, τq Ñ pE ˆ E, τ ˆ τq (k “ 1, 2) l’injection canonique continue,
donc jk est séquentiellement continue. Suivant le théorème 1.2.4 jk est τ s ´ pτ ˆ τqs-
continue. Soit V un pτ ˆ τqs-voisinage de zéro, ainsi l’existence de Vk “ j´1

k pV q P τ
s.

Montrons que V1 ˆ V2 Ă V ; Sinon, il existe px1, x2q P V1 ˆ V2 et px1, x2q R V . Alors
px1, x2q P V

C , ensuite xk P j´1
k pV

Cq “ pj´1
k pV qq

C “ pVkq
C , ce qui contredit le fait xk P Vk.

D’où la stabilité τ s ˆ τ s “ pτ ˆ τqs.

En utilisant le théorème de stabilité précédent, on obtient le résultat suivant.

Théorème 7.0.5. Soit pE, τq un K-espace vectoriel topologique alors pE, τ sq est aussi un
K-espace vectoriel topologique.

Démonstration. Selon la stabilité précédente, on a également τ sK ˆ τ s “ pτK ˆ τqs.
Puisque pE, τq est un K-espace vectoriel topologique, alors l’application d’addition A :

EˆE Ñ E est pτ ˆ τq´ τ -continue, et l’application de multiplication par un scalaire M :
KˆE Ñ E est aussi pτKˆ τq´ τ -continue, donc A et M sont séquentiellement continues.
Ainsi, suivant le théorème 1.2.4 A est pτˆτqs´τ s-continue etM est pτKˆτqs´τ s-continue.
Par conséquent, par le théorème de stabilité précédent, A est pτ sˆ τ sq´ τ s-continue et M
est pτ sKˆ τ sq´ τ s-continue. D’où, pE, τ sq est un K-espace vectoriel topologique qui admet
un système fondamental de voisinage de zéro selon [148, théorème 1.2].

Remarque 7.0.6. Soit W un τ s-voisinage de zéro de E, par l’application M de démons-
tration précédente, il existe U un τ s-voisinage de zéro et un ε ą 0 tels que λU Ă W , pour
tout λ P K, et |λ| ď ε. Posons V “ Y

λPK,|λ|ďε
tλUu ; c’est un τ s-voisinage de zéro contenu

dans W qui est équilibré. Donc, l’ensemble des τ s-voisinages de zéro équilibrés constitue
une base de τ s-voisinages de zéro.

Définition 7.0.7. Soit A un sous-ensemble de E, on considère les notations suivantes :

A “ tx P E{ pour tout V P vpxq, V X A ‰ Hu

A
s
“ tx P E{ il existe pxnqn Ă A, xn Ñ xu

Å “ tx P E{ il existe V P vpxq, V Ă Au

Ås “ tx P E{ppour tout pxnqn Ă E avec xn Ñ xq, p il existe N P Nq, ppour tout n ą N, xn P Aqu

A
s s’appelle la fermeture séquentielle de A et Ås l’ouverture séquentielle de A.

Proposition 7.0.8. Soit pE, τq un K-espace vectoriel topologique, A un sous-ensemble
de E et τ s la topologie séquentielle associée à τ. Alors :

Å Ă Ås Ă A
s
Ă A.
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Démonstration. Soit x P Å, alors il existe V P Vpxq tel que V Ă A. Soit pxnqn Ă E avec
xn Ñ x, donc @U P Vpxq, DN P N : @n ą N, xn P U . Ensuite, pour U “ V , pxnqn est
éventuellement contenue dans V pĂ Aq ce qui confirme que x P Ås.
Il est évident que Ås Ă A

s
. Maintenant, soit x P As puis Dpxnqn Ă A avec xn Ñ x. D’où

(@V P Vpxq), (DN P Nq : p@n ą N, xn P V ). Ainsi, AX V ‰ H c’est-à-dire x P A.

Notons que si A est τ -fermé alors A est τ s-fermé (parce que τ ď τ s) alors As “ A “

A “ pAq
s
(la fermeture séquentielle de la fermeture de A).

Proposition 7.0.9. Soient pE, τq un K-espace vectoriel topologique, τ s sa topologie sé-
quentielle. Soit A un sous-ensemble non vide de E, si A est K-convexe contenant zéro et
Ås ‰ H, alors Ås est aussi K-convexe.

Démonstration. Soient x P Ås et U P vsp0q (τ s-voisinages de zéro) tels que x ` U Ă A.
Soit y P A, comme y ´ x P A (par la K-convexité de A) et x ` U Ă A, alors y ` U “

y ´ x` x` U Ă A` y ´ x. Par la K-convexité de A, encore une fois, A` y ´ x Ă A, en
conséquence y ` U Ă A. Comme y ` U est τ s-ouvert voisinage de y, donc y ` U Ă Ås,
c’est-à-dire y P Ås d’où A “ Ås.

Théorème 7.0.10. Soit pE, τq un K-espace vectoriel topologique localement K-convexe.
Alors pE, τ sq est aussi un K-espace vectoriel topologique localement K-convexe.

Démonstration. On a déjà vu que pE, τ sq est un K-espace vectoriel topologique. Montrer
que pE, τ sq admet un système fondamental de voisinages K-convexe de zéro. Soit tVαuαPI
un système fondamental de voisinages K-convexe de zéro de pE, τq. SoitW un τ s-voisinage
zéro de E, alors, selon la proposition 10.0.12, W̊ Ă W̊ s Ă W. Comme tVαuαPI est un
système fondamental K-convexe de voisinages de zéro de pE, τq, alors Dα P I avec Vα Ă
W̊ Ă W̊ s Ă W , donc V̊α

s
Ă W̊ s Ă W . Puisque V̊ s est K-convexe par la proposition de

précédent, donc tV̊α
s
uαPI est un système fondamental de voisinages K-convexe de zéro de

pE, τ sq.

Proposition 7.0.11. Soit pE, τq un K-espace vectoriel topologique. Soit B “ tVαuαPI un
système fondamental de voisinages de zéro de τ . Alors pE, τq est séquentiel si, et seulement
si pour tous les α P I, V̊α

s
“ Vα.

Démonstration. c’est évident.

Lemme 7.0.12. Soient pE, τq un espace vectoriel topologique sur un corps valué complet
K et M un sous-espace séquentiellement fermé. Pour e P EzM , soit M 1 “M ‘Ke. Alors
on a les deux propriétés suivantes :

(i) Soit pznq une suite de M 1 convergente de E telle que pour tout n P N, zn “ xn ` rne
(avec xn P M et rn P K). Alors, pxnqn est convergente dans M et prneq est convergente
dans Ke.
(ii) M 1 est séquentiellement fermé.

Démonstration. (i) Il suffit d’établir que la suite prnq est convergente.
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˛ Si pznq converge vers 0. Alors pour tout V P Vp0q, il existe N P N tel que p@n ą Nq
xn ` rne P V . Supposons que prnq n’est pas convergente vers zéro, il existe donc
ε ą 0 et une sous-suite prnkq de prnq telle que pour tout k ě 1, |rnk | ě ε. Alors, pour
tout k ě 1 et pour tout V P Vp0q, rnkpr´1

nk
xnk ` eq P V c’est-à-dire pour tout k ě 1

et pour tout V P Vp0q, pr´1
nk
xnk ` eq P r´1

nk
V ; selon le théorème 7.0.5 l’application

E Ñ E, xÑ r´1
nk
x est un pτ s ´τ sq-homéomorphisme, donc r´1

nk
V sont des voisinages

de zéro. Donc pr´1
nk
xnk ` eq converge vers zéro c’est-à-dire

r´1
nk
xnk Ñ

kÑ8
´e

ce qui contredit l’hypothèse e P EzM et M est séquentiellement fermé. Ainsi, prnq
converge vers zéro.

˛ pznq converge vers z ‰ 0. Alors, pzn`1 ´ znq converge vers 0. Selon le premier cas
prn`1 ´ rnq converge vers 0. Comme K est complet, donc prnq est convergente.

(ii) Il découle de (i) puisque lim
nÑ`8

zn “ x` re PM 1.

Corollaire 7.0.13. Soit pE, τq un K-espace vectoriel topologique sur un corps valué com-
plet K. Si M est un sous-espace τ s-fermé de E et N est un sous-espace de dimension
finie, alors M `N est τ s-fermé.

Démonstration. On peut supposer que M X N “ t0u (parce que si M X N “ N 1p‰ t0uq
nous considérons l’intersection M X pNzN 1q “ t0u, alors nous ajoutons le sous-espace
fini N 1 à la fin). On écrit M ‘ N “ M ‘ vectte1, e2, ..., edimNu, le cas dim pNq “ 1 est
vérifié selon le lemme précédent. Si le résultat est supposé vrai pour M ‘ N “ M ‘

vectte1, e2, ..., edimpNq´1u, alors par le lemme précédent il est vrai pour M ‘ N “ M ‘

vectte1, e2, edimpNqu, donc M `N est τ s-fermé par récurrence.

Corollaire 7.0.14. Soient pE, τq un espace vectoriel topologique sur un corps valué com-
plet K et M un sous-espace séquentiellement fermé. Pour e P EzM , Soit M 1 “ M ‘Ke.
Alors, les projections PM : M 1 ÑM et Pe : M 1 Ñ Ke sont τ s-continues.

Démonstration. Soit pznq une suite de M 1 convergeante vers z P E telle que pour tout
n P N, zn “ xn`rne (avec xn PM et rn P K), donc par le lemme précédent z “ x`re. Par
conséquent, la suite PMpznq “ pxnq converge vers PMpzq “ x, et Pepznq “ prneq converge
vers Pepzq “ re.

Théorème 7.0.15. Soient pE, τq un espace vectoriel topologique sur un corps valué com-
plet K et f P E˚. Alors kerpfq est τ s-fermé si et seulement si, f est τ s-continue.

Démonstration. Considérons l’hyperplan (homogène) H “ tz P E; fpzq “ 0u “ kerpfq.
Supposons que H est τ s-fermé et soit pznq une suite de E convergeante vers z. Choisissons
e P EzH de sorte que f P E˚ et fpeq “ 1. Le terme général de la suite pznq s’écrit d’une
manière unique sous la forme xn ` rne, tels que pour tout n P N, xn P H et rn P K.
Alors, pour tout n P N , fpznq “ fpxn ` rneq “ 0 ` rnfpeq “ rn ce qui montre que
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f “ ψ ˝Pe, où ψ;KeÑ K est un isomorphisme topologique selon le théorème 3.1 [148], Pe
est la projection du corollaire 7.0.14. Par conséquent ψ et Pe sont τ s-continues ; ainsi que f .

Inversement, supposons que f soit τ s-continue. Si pxnqn est une suite de H qui est
τ -convergente vers x. Montrons que x P H. La suite pfpxnqq converge vers fpxq par
hypothèse. Mais, pfpxnqq est la suite nulle, donc fpxq “ 0, par conséquent x P kerpfq “ H.
D’où kerpfq est τ s-fermé.

Corollaire 7.0.16. Soient pE, τq un espace vectoriel topologique sur un corps valué com-
plet K , f P E˚ et H “ tz P E : fpzq “ αu tels que α ‰ 0. Alors l’hyperplan non homogène
H est τ s-fermé si et seulement si, f est τ s-continue.

Démonstration. Considérons l’hyperplan homogène H0 “ tz P E : fpzq “ 0u. Par le
théorème 7.0.15, H0 est τ s-fermé si et seulement si, f est τ s-continue. Par la continuité
séquentielle de l’application addition dans la preuve du théorème 7.0.5, H0 est τ s-fermé
si et seulement si, H est τ s-fermé.

Corollaire 7.0.17. Soient pE, τq un espace vectoriel topologique sur un corps valué com-
plet K etM un sous-espace τ s-fermé de codimension finie dans E. Alors, chaque projection
P : E ÑM est τ s-continue.

Démonstration. SiM a la codimension n dans E, où n P N˚, il existe une base pejq1ďjďn de
cardinal n qui engendre un espace complémentaire àM , soit N “ vectte1, e2, ..., enu un tel
espace. Alors E “M ‘N “ pM ‘vectte2, e3, ..., enuq‘vectte1u. Selon le corollaire 7.0.13,
l’espace M ‘ vectte2, e3, ..., enu est τ s-fermé, d’où par le corollaire 7.0.14 la projection
P1 : E ÑM‘vectte2, e3, ..., enu est τ s-continue. Définissons la projection Pi par induction

Pi : pM ‘ vecttei`1, ei`2, ..., enuq ‘ vectteiu ÑM ‘ vecttei`1, ei`2, ..., enu

Puisque la sommeM‘vecttei`1, ei`2, ..., enu est toujours τ s-fermé donc Pi est τ s-continue
Pour tout1 ď i ď n. P “ Pn ˝Pn´1 ˝ ...˝P1 est une composition d’applications τ s-continue
qui est également τ s-continue, ce qui établit le résultat.

Lemme 7.0.18. Soient pE, τq un espace localement K-convexe sur un corps valué sphé-
riquement complet K , M un sous-espace affine de E et A un sous-ensemble ouvert non
vide K-convexe de E qui ne rencontre pas M . Il existe alors un hyperplan fermé de E,
contenant M et ne rencontrant pas A.

Démonstration. Par hypothèse AXM “ H, il existe alors x P A et x RM . Par le théorème
4.1. 8 [151] il existe f P E 1 tel que fpxq R fpMq. Posons fpxq “ λ, alors f´1ptλuqXM “ H,
d’où l’existence d’un hyperplan fermé de E (par continuité de f) H “ f´1ptλuq, et par
maximalité de H, M Ă H et H X A “ H.

Théorème 7.0.19 (Théorème géométrique de Hahn-Banach). Soit pE, τq un espace vec-
toriel topologique sur un corps valué sphériquement complet K et M un sous-espace affine
de E. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) M est contenu dans un hyperplan séquentiellement fermé ;

(ii) Il existe un sous-ensemble non vide τ s-ouvert et K-convexe qui ne rencontre pas M.



74

Démonstration. piq ñ piiq
Supposons que M Ă H où H “ tx P E : fpxq “ αu avec f P E˚, α P K et H est τ s-fermé.

BKp0, |α|q est τ sK-ouvert, parce que τK “ τ sK. Selon le corollaire 7.0.16, le sous-ensemble
f´1pBKp0, |α|qq est une boule τ s-ouverte. f´1pBKp0, |α|qq est donc un sous-ensemble K-
convexe par l’image inverse d’une application linéaire. On a donc f´1pBKp0, |α|qq XH “

H, sinon f´1pBKp0, |α|qq X f´1ptαuq ‰ H puis f´1 pBKp0, |α|q X ttαuq ‰ H c’est-à-dire
BKp0, |α|q X tαu ‰ H, ce qui donne |α| ă |α| ce qui est une contradiction.
piiq ñ piq

Soit U un sous-ensemble non vide τ s-ouvert K-convexe qui ne rencontre pasM . Sans perte
de généralité, supposons 0 P U (Si 0 R U , @y P U , 0 P pU ´ yq et pU ´ yq X pM ´ yq “ H),
alors U est absolument K-convexe, absorbant et équilibré.
Soit N “ tλU{λ P BKp0, 1qu un ensemble de sous-ensembles τ s-ouverts, absolument K-
convexes, absorbants et équilibrés.

Montrons que l’ensemble N satisfait les hypothèses du théorème 1.2 [148] de la carac-
térisation de l’espace K-vectoriel topologique :

(a) les sous-ensembles de N sont absolument K-convexes alors U ` U Ă U, donc λU `
λU Ă λU.

(b) Tous les éléments de N sont τ s-ouverts, équilibrés et absorbants.
(c) Fixons λ0 P K tel que 0 ă |λ0| ă 1. Soit λU P N , Comme λU est équilibré, alors

λ0λU P N .

En outre, N est une base de voisinages de zéro, car si U1, U2 P N , on a U3 P N avec
U3 Ă U1 X U2.

En fin de compte, l’ensemble N est un système fondamental de voisinages de zéro
d’une topologie localement K-convexe notée T. Selon le lemme précédent, il existe un
hyperplan T-fermé de E contenant le sous-espace affineM . Comme U P τ s,N Ă τ s. Alors
τ s est plus fine que T et l’hyperplan T-fermé est τ s-fermé, ce qui prouve le résultat.

Corollaire 7.0.20. Soit pE, τq un espace vectoriel topologique sur un corps valué sphéri-
quement complet K. Alors, il existe une forme linéaire non nulle séquentiellement continue
sur E si et seulement si, il existe un sous-ensemble non vide τ s-ouvert propre K-convexe
de E.

Démonstration. Supposons que fp‰ 0q est une forme linéaire τ s-continue sur E. L’en-
semble B “ tx P E : |fpxq| ă 1u est clairement un sous-ensemble non vide τ s-ouvert
propre K-convexe sur E.

Inversement, soit U un sous-ensemble non vide propre τ s-ouvert et K-convexe de E.
Soit T la topologie localement K-convexe construite à partir de U comme dans la preuve
précédente du théorème 7.0.19.

Soit y P UC . Selon le lemme précédent, il existe un T-hyperplan fermé H, qui contient
y et ne rencontre pas U . Nous pouvons écrire H sous la forme H “ tx P E; fpxq “ αu,
où f P E˚ et f ‰ 0. Comme H est T-fermé, il est τ s-fermé, et par conséquent f est
séquentiellement continue par le théorème 7.0.15.
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Corollaire 7.0.21. Soient pE, τq un espace vectoriel topologique sur un corps valué sphé-
riquement complet K , F un sous-espace de E et f : F Ñ K une forme linéaire τ s-
continue. Alors, il existe une extension linéaire τ s-continue g : E Ñ K de f si et seule-
ment si, il existe α P K et un sous-ensemble U non vide τ s-ouvert et K-convexe, tel que
U X f´1ptαuq “ H.

Démonstration. Supposons qu’il existe une extension linéaire τ s-continue g de f . Choi-
sissons α P K, suivant la τ s-continuité de g, g´1ptauq est un hyperplan τ s-fermé. Selon le
théorème 7.0.19, il existe U un sous-ensemble, non vide, τ s-ouvert et K-convexe qui ne
rencontre pas g´1ptαuq. Mais, f´1ptαuq Ă g´1ptαuq, donc U X f´1ptαuq “ H.

Inversement, supposons que U est un sous-ensemble non vide τ s-ouvert et K-convexe,
de sorte que U X f´1pαq “ H pour un α P K.

Si α “ 0, f´1pt0uq est un sous-espace de E et par le théorème 7.0.19 encore une fois,
f´1pt0uq est contenu dans un hyperplan séquentiellement fermé H, qui ne rencontre pas
U . Soit H “ tx P E : gpxq “ βu. Selon le corollaire 7.0.16, g est τ s-continue. l’application
g induit l’hyperplan g´1

{F ptβuq de F . Montrons que β “ 0. Certainement, g´1
{F ptβuq est un

hyperplan de F qui contient l’hyperplan f´1pt0uq. Alors, g´1
{F ptβuq “ f´1pt0uq. Suivant la

linéarité de g on a 0 P g´1
{F ptβuq, ce qui implique que gp0q “ 0, donc β “ 0 et f est une

restriction linéaire de g à F.

Si α ‰ 0, de la même manière qu’auparavant on a g´1
{F ptβuq “ f´1ptαuq et on sait

que f´1ptαuq “ f´1pt0uq ` xα, tel que fpxαq “ α et g´1
{F ptβuq “ g´1

{F pt0uq ` xβ, avec
g{F pxβq “ β. Comme g´1

{F pt0uq “ f´1pt0uq, alors xα´xβ P f´1pt0uq et xβ´xα P g´1
{F pt0uq,

par conséquent fpxαq “ g{F pxβq c’est-à-dire α “ β. D’où f est une restriction linéaire de
g à F .



CHAPITRE 8

BORNOLOGIE ET DUALITÉ DANS LES
ESPACES SÉQUENTIELS LOCALEMENT

K-CONVEXES

8.1 Espaces polairement bornologiques et topologies in-
ductives séquentielles

On dit que pE, τq est bornologique si tout ensemble absolument K-convexe U , qui
absorbe tous les ensembles bornés de E, est voisinage de zéro. Dans ce qui suit, nous
définissons l’espace polairement bornologique.

Définition 8.1.1. Soit E un espace localement K´convexe. On dit que E est polairement
bornologique (ou simplement P -bornologique) si tout ensemble polaire qui absorbe tout
ensemble borné est un voisinage de 0.

Proposition 8.1.2. E est P -bornologique si et seulement si, toute semi-norme n.a polaire
qui est bornée sur chaque ensemble borné de E est continue.

Démonstration. Supposons que E est P -bornologique. Soit p une semi-norme n.a polaire
qui est bornée sur tout sous-ensemble borné de E. Montrons que p : E Ñ R` est continue.
Il suffit de montrer que A “ Bp p0, 1q est un voisinage de zéro de E. Puisque p est polaire,
alors A est polaire [150, Proposition 3.4]. Soit B un sous-ensemble borné de E, alors il
existe λ P K˚ tel que sup

xPB
p pxq ď| λ | ou sup

xP 1
λ
B

p pxq ď 1, d’où 1
λ
B Ă A ou B Ă λA. Donc

A absorbe B et donc c’est un voisinage de zéro.

Inversement, supposons que toute semi-norme n.a, polaire qui est bornée sur les en-
sembles bornés de E est continue. Soit B un sous-ensemble polaire de E qui absorbe tous
les ensembles bornés de E, alors pB est une semi-norme polaire n.a sur E. Soit D un
sous-ensemble borné de E, donc il existe λ P K tel que D Ă λB. Alors, sup

xPD
pB pxq ď| λ |

76
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ou pB est borné sur D. Par conséquent, pB est borné sur tout ensemble borné de E. Donc
pB est continue de sorte que B est un voisinage de zéro. D’où E est P -bornologique.

Proposition 8.1.3. Si pE, τq est bornologique, alors τ “ τ s.

Démonstration. L’inégalité τ ď τ s est toujours vraie. Soit U un ensemble séquentiel
absolument K-convexe, qui absorbe tous les ensembles τ s bornés de E. Par la proposition
6.0.13 tout ensemble B, τ s´borné de pE, τq est τ -borné. Comme E est bornologique, U
est un voisinage de zéro de pE, τq. Ainsi τ ě τ s.

Proposition 8.1.4. Si pE, τq est P -bornologique, alors τ ps ď τ.

Démonstration. Supposons que pE, τq est P -bornologique. Soit U un voisinage K-convexe,
séquentiel et polaire de zéro et soit B un sous-ensemble τ -borné de E. Supposons que B
n’est pas absorbé par U . Soit pλnqn une suite de K telle que lim

nÑ`8
| λn |“ `8, alors pour

tout n P N, B{Ă λnU d’où il existe une suite pxnqn de B telle que xn R λnU . Puisque
p 1
λn
qn converge vers 0 et pxnqn est borné, alors p 1

λn
xnqn converge vers zéro dans pE, τq et

pour tout n P N, 1
λn
xn R U ce qui n’est pas le cas car U est un voisinage séquentiel de

zéro. Alors B est absorbé par U qui est donc un voisinage de zéro. Ainsi, τ ps ď τ .

Soient E, pEαqαPI des K-espaces vectoriels, fα : Eα ÝÑ E (α P I) des applications
linéaires et τα est la topologie localement K-convexe sur Eα. La topologie inductive sur
E relative à la famille pEα, τα, fαqαPI est la topologie localement K-convexe la plus fine
rendant fα continue pour tout α P I. Notons cette topologie par τ ind. Une base de voisinage
de zéro pour τ ind est donnée par les sous-ensembles absorbants, absolument K-convexes
U sur E tels que pour tout α P I, f´1

α pUq est un voisinage de zéro de pEα, ταq.

Théorème 8.1.5. Soit pEα, ταqαPI une famille d’espaces localement K-convexes, E un
K-espace vectoriel et pfαqαPI une famille d’applications linéaires. Si pour chaque α P I,
Eα est séquentiel, alors E muni de la topologie inductive τ ind est séquentiel.

Démonstration. Soit V un voisinage K-convexe et séquentiel de zéro dans
`

E, τ ind
˘

, alors
pour tout α P I, f´1

α pV q est K-convexe. Soit pxnqn une suite qui converge vers zéro
dans pEα, ταq où α P I. Alors, la continuité de fα : pEα, ταq Ñ

`

E, τ ind
˘

implique que
la suite pfα pxnqqn converge vers zéro dans

`

E, τ ind
˘

c’est-à-dire qu’il existe n0 P N tel
que pour tout n ě n0, fα pxnq P V , ou encore pour tout n ě n0, xn P f´1

α pV q. C’est
pourquoi, f´1

α pV q est un voisinage séquentiel de zéro de pEα, ταq de sorte que f´1
α pV q

est un voisinage de zéro de pEα, ταq. Alors V est un voisinage de zéro de
`

E, τ ind
˘

. D’où,
`

E, τ ind
˘

est séquentiel.

Corollaire 8.1.6. L’espace quotient et les espaces somme directe des espaces séquentiels
localement K-convexes sont séquentiels.

Démonstration. La topologie quotient et la topologie somme directe sont des topologies
inductives.
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8.2 Equicontinuité et dualité dans les espaces séquen-
tiels

8.2.1 Equicontinuité et dualité

Définition 8.2.1. Soit pE, τq un espace localement K-convexe.
(i) Soit B un sous-ensemble de E˚, B est dit séquentiellement τ -équicontinu si et seule-

ment si, pour toute suite pxnqn convergente vers zéro dans pE, τq et pour tout f de
B, la suite pf pxnqqn converge uniformément vers zéro sur B; c’est-à-dire que la
suite sup

fPB
p| f pxnq |qn converge vers zéro.

(ii) Es est l’espace de toutes les formes linéaires séquentiellement τ -continues sur E.
(iii) τb pEs, Eq est la topologie forte sur Es pour la dualité séparante xEs, Ey .

Remarque 8.2.2. 1. Si B est séquentiellement τ -équicontinu, alors B Ă Es :
f P B ñ f est séquentiellement τ -continue ñ f P Es.

2. Es “ pE, τ sq
1

(Proposition 6.0.14).
3. τb pEs, Eq admet comme base des voisinages de zéro les ensembles A˝ où A est un

sous-ensemble de E qui est σ
`

E,E
1
˘

-borné.

Lemme 8.2.3. Soit B un sous-ensemble de E˚. Si B est séquentiellement τ -équicontinu,
alors B˝˝ est séquentiellement τ -équicontinu.

Démonstration. Nous pouvons supposer que K est dense. Montrons que pour tous les
a P E

sup
fPB˝˝

| f paq |“ sup
fPB

| f paq |

Soit a un élément de E, alors sup
fPB˝˝

| f paq |ě sup
fPB

| f paq | . Supposons que sup
fPB˝˝

|

pf paq |ą sup
fPB

| f paq | . Donc, il existe λ P K tel que sup
fPB˝˝

| f paq |ą| λ |ą sup
fPB

| f paq |

pK est dense q . Soit g un élément de B˝˝, alors @f P B | f
`

a
λ

˘

|“
|fpaq|
|λ|

pour cette raison
| f

`

a
λ

˘

|ă 1 et par conséquent a
λ
P B˝ tel que | g

`

a
λ

˘

|ď 1 ou encore | g paq |ď| λ |, donc
sup
fPB˝˝

| f paq |ď| λ | ce qui n’est pas le cas. D’où, sup
fPB˝˝

| f paq |“ sup
fPB

| f paq | .

Proposition 8.2.4. Si τ est polaire, alors tout sous-ensemble H de Es séquentiellement
τ -équicontinu est τb pEs, Eq-borné.

Démonstration. SoitH un sous-ensemble séquentiellement τ -équicontinu de Es.Montrons
que H est absorbé par n’importe quel voisinage de zéro de pEs, τb pE

s, Eqq.
Soit A un σ pE,Esq-borné de E. Puisque E 1

Ă Es alors A est σ
`

E,E
1
˘

-borné, donc A est
τ -borné car τ est polaire [150, Corollaire 7.7].

Supposons que H n’est pas absorbé par A˝. Alors, pour tout λ P K, H{Ă λA˝. Soit
pλnqn Ă K tel que lim

nÑ`8
| λn |“ `8. Pour tout n P N, H{Ă λnA

˝, donc pour tout
n P N, il existe fn P H tel que fn R λnA

˝, par conséquent il existe xn P A tel que
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| fn

´

xn
λn

¯

|ą 1. Comme A est τ -borné et que la suite
´

1
λn

¯

n
converge vers zéro, alors la

suite
´

xn
λn

¯

n
converge vers zéro dans pE, τq , ainsi la suite

ˆ

sup
fPH

| f

ˆ

xn
λn

˙

|

˙

n

converge

vers zéro, ce qui n’est pas le cas parce que sup
fPH

| f

ˆ

xn
λn

˙

|ě sup
mPN

| fm

ˆ

xn
λn

˙

|ě 1. D’où H

est τb pEs, Eq-borné.

Proposition 8.2.5. Es “ pE, τ psq
1

.

Démonstration. On sait que Es “ pE,Esq
1

et τ ps ď τ s d’où pE, τ psq
1

Ă Es. Soit f P Es,
alors f : pE, τ sq ÝÑ K est continue. Soit U P U tel que | f pUq |ď 1, on pose V “ U˝˝,
alors V est un voisinage de zéro qui est K-convexe , séquentiel et polaire, ainsi V P V .
Supposons qu’il existe y P V tel que | f pyq |ą 1; soit λ P K tel que 1 ď| λ |ă| f pyq |,
donc pour tout x P U on a :

|

ˆ

1

λ
f

˙

pxq | “
1

| λ |
| f pxq |

ď
1

| λ |

ď 1,

ainsi 1
λ
f P U˝. Mais y P V et V “ U˝˝ par conséquent |

`

1
λ
f
˘

pyq |ď 1 ou encore
| f pyq |ď| λ | ce qui n’est pas le cas. Donc | f pV q |ď 1. Pour cette raison, f P pE, τ psq

1

puisque V est un voisinage de zéro pour τ ps. D’où, pE, τ psq
1

“ Es.

Proposition 8.2.6. τ ps coïncide avec la topologie de convergence uniforme sur les sous-
ensembles séquentiellement τ -équicontinus de Es.

Démonstration. Soit % la topologie de convergence uniforme sur les sous-ensembles séquen-
tiellement τ -équicontinus dans Es. Un système fondamental de voisinages de zéro pour %
est constitué des ensembles A˝ où A est séquentiellement τ -équicontinu dans Es. Si A est
un ensemble séquentiellement τ -équicontinu dans Es, alors A˝ est K-convexe et polaire.
Si pxnqn est une suite qui converge vers zéro dans pE, τq, alors la suite sup

fPA
p| f pxnq |qn

converge vers zéro, donc il existe n0 P N tel que :

p@n ě n0q sup
fPA

| f pxnq |ď 1 ñ p@f P Aq p@n ě n0q | f pxnq |ď 1

ñ p@n ě n0qxn P A
˝.

Ensuite A˝ est un voisinage séquentiel de zéro. Donc A˝ est un voisinage de zéro pour τ ps.
Ainsi τ ps ě %.

Soit V un voisinage de zéro de pE, τq, qui est K-convexe, polaire et séquentiel. On pose
A “ V ˝, c’est-à-dire A˝ “ V . Montrons que A est séquentiellement τ -équicontinu. Soit
pxnqn une suite qui converge vers zéro dans pE, τq, alors pour tout ε ą 0, il existe λ P K
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tel que 0 ă| λ |ď ε et la suite
`

1
λ
xn
˘

n
converge vers zéro dans pE, τq. Par conséquent, il

existe n0 P N tel que

p@n ě n0q
1

λ
xn P V ñ p@f P Aq p@n ě n0q | f

ˆ

1

λ
xn

˙

|ď 1

ñ p@n ě n0q sup
fPA

| f pxnq |ď| λ |ď ε.

Pour cette raison, sup
fPA

p| f pxnq |qn converge vers zéro, de sorte que A est séquentiellement

τ -équicontinu. Alors V “ A˝ est un voisinage de zéro de E pour la topologie %. Ainsi
% ě τ ps. Donc % “ τ ps.

8.2.2 Caractérisation de la topologie nulle séquentielle

Soit pE, τq un espace localement K-convexe. Désignons par Eb l’espace des formes
linéaires bornées sur les ensembles τ -bornés de E. La topologie τ 0 sur Eb est la topologie de
la convergence uniforme sur les suites τ -nulles de E ; elle admet comme base de voisinages
de zéro les polaires des suites τ -nulles.

Lemme 8.2.7. Soit H un sous-ensemble K-convexe de Es. Alors :

p@x P Eq pH˝ pxq “ sup
fPH

| f pxq | .

Démonstration. On sait que pour tout x P E, pH˝ pxq “ inf t| λ |: x P λH˝u et

tx P E : pH˝ pxq ă 1u Ă H˝
Ă tx P E : pH˝ pxq ď 1u .

Le résultat est trivialement vérifié si x “ 0. Soit x P Ez t0u, alors pour tout f P H et tout
λ P K tel que x P λH˝ on a :

1

λ
x P H˝

ñ| f

ˆ

1

λ
x

˙

|ď 1 pλ P Kzt0uq

ñ| f pxq |ď| λ | .

Par conséquent
sup
fPH

| f pxq |ď inf t| λ |: x P λH˝
u .

Supposons que sup
fPH

| f pxq |ă pH˝ pxq . Alors il existe µ P K tel que :

sup
fPH

| f pxq |ď| µ |ă pH˝ pxq .

Par conséquent

p@f P Hq | f pxq |ď| µ | ñ| f

ˆ

1

µ
x

˙

|ď 1

ñ
1

µ
x P H˝

ñ x P µH˝

ñ pH˝ pxq ď| µ |,

ce qui n’est pas le cas. Donc, pH˝ pxq “ sup
fPH

| f pxq | .
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Lemme 8.2.8. Si H est séquentiellement τ -équicontinu dans Es, alors H˝ est un voisi-
nage de zéro séquentiel et pH˝ est séquentiellement τ -équicontinu.

Démonstration. Soit pxnqn une suite qui converge vers zéro dans pE, τq , alors la suite
ˆ

sup
fPH

| f pxnq |

˙

n

converge vers zéro dans R`, d’où il existe n0 P N tel que pour tout

n ě n0, sup
fPH

| f pxnq |ď 1. Donc pour tout n ě n0, xn P H
˝.

De plus, pour tout ε ą 0, il existe λ P K tel que 0 ă| λ |ď ε. La suite
`

1
λ
xn
˘

n
converge

vers zéro dans pE, τq , d’où il existe n0 P N tel que pour tout n ě n0,
1
λ
xn P H

˝. Par
conséquent, @n ě n0, pH˝

`

1
λ
xn
˘

ď 1 ou encore @n ě n0, pH˝ pxnq ď| λ |ď ε. Ainsi, la suite
ppH˝ pxnqqn converge vers zéro.

Rappelons qu’une suite tx1, x2, . . . , xku dans un espace localement K-convexe E est
t-orthogonale par rapport à la semi-norme p, où t Ps0, 1s, si pour chaque k P N et
λ1, λ2, . . . , λk P K on a

p

˜

k
ÿ

i“1

λixi

¸

ě t max
1ďiďk

pp pλixiqq .

Théorème 8.2.9. Soit H un sous-ensemble absolument K-convexe de Es, alors les as-
sertions suivantes sont équivalentes :
(i) H est séquentiellement τ -équicontinu ;
(ii) H est τ 0-totalement C-borné.

Démonstration. piq ñ piiq Supposons que H est séquentiellement τ -équicontinu.
Soit A “ tpxnq dans E : lim

nÑ`8
xn “ 0 dans pE, τqu. Alors, la suite ppH˝ pxnqqn converge

vers zéro. Si on pose p “ pH˝ , alors p est une semi-norme n.a polaire (Lemme 8.2.7)
qui est séquentiellement τ -continue (Lemme 8.2.8). Par conséquent, pour tout x P E,
p pxq “ sup

fPH
| f pxq | (Lemme 8.2.7). Soit µ P K tel que 0 ă| µ |ă 1, alors il existe N P N

tel que pour tout n ą N , p pxnq ď| µ |2. Soit F “ rx0, x1, ..., xN s. Soit B “ tz1, z2, ...., zku
une | µ |-base orthogonale de pF, pq. Supposons que | µ |ď p pzkq ď p pzk´1q ď ... ď
p pz1q ď 1. Soit B1

“ tg1, g2, ...., gku la base duale de B, c’est-à-dire que pour tous les
pi, jq P pt1, 2, ..., kuq2, gi P F

1 et gi pzjq “ δij.

Soit x “
k
ÿ

i“1

λizi un élément de F tel que pλiq1ďiďk Ă K. Alors

p pxq ě| µ | max
1ďiďk

p| λi | p pziqq ě max
1ďiďk

`

| λiµ
2
|
˘

.

Ensuite, pour tous les i P t1, 2, ..., ku, | gi pxq |“| λi |, d’où | gi pxq |ď 1
|µ2|
p pxq. Comme p

est polaire, alors il existe fi P E
1 tel que fi|F “ gi et pour tout | fi pxq |ď 1

|µ2|
p pxq [150,

Proposition 5. 6], et puisque p est séquentiellement τ´continue et polaire, alors pour tout
i P t1, 2, ..., ku, fi P Eps Ă Es [150].
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Soit f P H, on pose h “
k
ÿ

i“1

f pziq fi et g “ f ´ h. Alors, pour tout x P F on a :

h pxq “
k
ÿ

i“1

f pziq fi pxq

“

k
ÿ

i“1

f pziqλi

“ f

˜

k
ÿ

i“1

λizi

¸

“ f pxq .

Il s’ensuit que h “ f sur F et | f |ď p car f P H. Donc, pour tout i P t1, 2, ..., ku,
| f pziq |ď p pziq ď 1. Ainsi, h P Γ pf1, f2, ..., fkq. En outre, pour tout n ą N , on a
| f pxnq |ď p pxnq ď 1, et pour tout i P t1, 2, ..., ku, | fi pxnq |ď 1

|µ2|
p pxnq ď 1, ce qui

implique que,

pour tout n ą N, | h pxnq | “|
k
ÿ

i“1

f pziq fi pxnq |

ď max
1ďiďk

p| f pziq || fi pxq |q

ď 1.

Alors

pour tout n ą N, | g pxnq | “| f pxnq ´ h pxnq |

ď max p| f pxnq |, | h pxnq |q

ď 1.

Par conséquent, pour tout n P N, | g pxnq |ď 1 ce qui implique que g P A˝. Donc
f P Γ pf1, f2, ..., fkq ` µA˝ pf “ g ` hq. Donc H Ă Γ pf1, f2, ..., fkq ` µA˝. Ce qui montre
que H est τ 0-totalement C-borné.

piiq ñ piq Soit pxnqn une suite convergente vers zéro de pE, τq et soitA “ tpxnq dans E :
lim

nÑ`8
xn “ 0 dans pE, τqu. Si ε ą 0 et µ P K tels que 0 ă| µ |ď ε, A˝ est un voisinage de

zéro de pE, τ ˝q . Soit pfiq1ďiďk Ă Es tel que

H Ă Γ pf1, f2, ..., fkq ` µA
˝.

On a pour les i P t1, 2, ..., ku la suite pfi pxnqqn converge vers zéro. Pour cette raison, il
existe N P N tel que pour tout n ą N, et tout i P t1, 2, ..., ku | fi pxnq |ď| µ |. Soit f P H,
alors il existe pλiq1ďiďk Ă K tel que pour tout i P t1, 2, ..., ku, | λi |ď 1 et il existe g P A˝
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tel que f “
k
ÿ

i“1

λifi ` µg. Donc

pour tout n ą N, | f pxnq | ď max

"

max
1ďiďk

p| λi || fi pxnq |, | µg pxnq |q

*

ď| µ | .

Ainsi, pour tout n ą N, sup
fPH

| f pxnq |ď| µ |ď ε.

Par conséquent, la suite
ˆ

sup
fPH
q | f pxnq |

˙

n

converge vers zéro de sorte que H est séquen-

tiellement τ -équicontinu.



Troisième partie

Topologie séquentielle floue
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INTRODUCTION

Le concept de topologie floue a été défini pour la première fois par Chang [35], puis
redéfini de manière un peu différente par Lowen [110], Hutton et Reilly [89] et d’autres.
Plusieurs auteurs ont développé largement la théorie des ensembles flous et ses appli-
cations et de nombreuses structures abstraites ont été généralisées à l’aide d’ensembles
flous. Les espaces topologiques flous, les espaces uniformes flous, les espaces de proximité
flous, les groupes flous, les groupes topologiques flous et les espaces vectoriels topologiques
flous ont été présentés respectivement dans [35], [109], [93], [139], [62], [95]. Ces structures
ont été étudiées plus en détail par Azad [15, 16], Hutton [87, 88], Lowen [111], Warren
[169, 170], Weiss [172] et Wong [175].

La topologie floue et la continuité floue ont été étudiées pour la première fois dans
[35]. Depuis, de nombreuses recherches ont été menées dans ce domaine, comme dans
[103, 135]. Différents types de continuité floue ont été définis par de nombreux auteurs
adoptant différentes approches, dont certaines peuvent être trouvées dans [16, 35, 57, 102,
110, 140, 146, 169, 177]. La fermeture et l’intérieur sont des approches alternatives aux
ensembles fermés et ouverts en topologie. Ainsi, de nombreux chercheurs ont étudié ces
notions. Les notions de δ-fermeture floue et de θ-fermeture floue d’un ensemble flou dans
un espace topologique flou ont été introduites par Ganguly et Saha [72], et Mukherjee et
Sinha [124], respectivement. De plus, la notion de δ-continuité forte a été étudiée dans
[54] et le concept de δ-continuité sur les espaces des fonctions dans [71].

La notion de convergence est l’une des notions de base en analyse. M.A. De Prada Vi-
cente [47] a introduit la convergence des filtres flous dans un espace topologique flou. Elle
et M. Macho Stadler [159] ont défini la N -convergence des réseaux flous et ont étudié la
relation entre ces deux types de convergence. La Q-convergence [133], a été définie comme
une convergence des suites généralisées flous par rapport aux Q-voisinages au lieu des
voisinages. Comme on le voit dans [159], la N -convergence et la Q-convergence peuvent
caractériser la topologie floue de la même manière que les suites généralisées et les filtres
caractérisent la topologie classique. La théorie des suites de nombres flous a été introduite
pour la première fois par Matloka [119] qui a étudié certaines de leurs propriétés et a
montré que toute suite convergente de nombres flous est bornée. Dés lors, l’étude des
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suites de nombres flous a suscité un intérêt croissant (voir [18, 14, 29, 49, 58, 80, 106, 107,
119, 19, 128, 161, 162]).

Dans le cadre des espaces topologiques généraux, les suites ne sont pas suffisantes pour
décrire la topologie et la convergence des suites ne donne pas une information complète
sur la topologie. C’est pourquoi les mathématiciens ont fait recours aux suites généra-
lisées et aux filtres. La fermeture séquentielle relative à une topologie donnée τ fournit
une méthode pour construire une nouvelle topologie τ s associée de manière naturelle à la
topologie usuelle. Cette topologie, qu’on appelle topologie séquentielle, est formée par des
sous-ensembles ouverts dont leurs complémentaires sont séquentiellement fermés [5].

Dans cette partie, nous définissons la fermeture séquentielle floue et nous étudions ses
propriétés en utilisant la convergence des suites des points flous dans un espace topologique
flou. Nous construisons une nouvelle topologie floue appelée topologie séquentielle floue
qui est plus fine que la topologie floue. En outre, nous prouvons certaines propriétés de
base de ces concepts.



CHAPITRE 9

PRÉLIMINAIRES

Tout au long de cette partie I est l’intervalle r0, 1s de R et X est un ensemble quel-
conque.

Définition 9.0.1. [159, Definition 1.1] Un ensemble flou de X est une application de X
dans I, c’est-à-dire un élément de IX .

Définition 9.0.2. [159, Definition 1.3] Soit µ, ν P IX . On dit que ν est inclus dans µ
(on écrit ν Ă µ) si ν ď µ (c’est-à-dire que p@x P Xq , νpxq ď µpxq).

Définition 9.0.3. [146, 158]
Un point flou ppx0, tq (brièvement p) de X, où x0 P X et t Ps0, 1r, est une application

µp : X Ñ r0, 1s définie par :

µppxq “

#

t, pour x “ x0,

0, sinon.

t est dite la valeur de p et x0 son support. On note par Pf pXq l’ensemble des points flous
de X. On dit que p appartient à µ (p P µ) si µppxq ă µpxq, @x P X.

Définition 9.0.4. [159, Definition 1.4] Soit µ, ν P IX . On définit :
(i) µ^ ν P IX , par pµ^ νqpxq “ mintµpxq, νpxqu pour tout x de X.
(ii) µ_ ν P IX , par pµ_ νqpxq “ maxtµpxq, νpxqu pour tout x de X.
(iii) µc P IX , par µcpxq “ 1´ µpxq pour tout x de X.
(iv) p1 P PpXq, par p1px, t1q “ ppx, 1´ tq.
(v) ct P IX , par ctpxq “ t pour tout x P X et t P I .

Proposition 9.0.5. [114] Soient µ et η des sous-ensembles flous de X et pµiqiPJ une
famille de sous-ensembles flous de X. Alors :

(i) cc0 “ c1 et cc1 “ c0.
(ii) pµcqc “ µ.
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(iii) µ ď η ùñ ηc ď µc.
(iv) p_

iPJ
µiq

c “ ^
iPJ
µci .

(v) p^
iPJ
µiq

c “ _
iPJ
µci .

(vi) µpxq _ µcpxq ě 1
2
, pour tout x P X.

(vii) µpxq ^ µcpxq ď 1
2
, pour tout x P X.

Remarque 9.0.6. Le complémentaire flou µc d’un ensemble flou µ est le complémentaire
de Zadeh [177] et ce n’est pas un complémentaire au sens usuel. Car µ _ p1 ´ µq ‰ c1 et
µ^ p1´ µq ‰ c0. Pour cela, nous pouvons considérer l’ensemble flou constant

µ : X Ñ I : xÑ
1

2

alors µc “ µ, µ_p1´µq ‰ c1 et µ^p1´µq ‰ c0, ce qui est bien sûr une situation inhabituelle
du point de vue de la théorie classique des ensembles. Il faut donc être prudent quant à
l’interprétation de ce pseudo-complémentaire [114].

Définition 9.0.7. [159, Definition 1.5] Soit τ Ă IX le sous-ensemble satisfaisant les
conditions suivantes :
(i) c0, c1 P τ.
(ii) Si µ1, µ2 P τ, alors µ1 ^ µ2 P τ.
(iii) Si tµj : j P Ju Ă τ, alors

Ž

jPJtµju P τ.

τ est dite une topologie floue sur X et pX, τq est dit un espace topologique flou (ou e.t.f,
en abréviation). Les éléments de τ sont appelés ensembles flous-ouverts de X.

Définition 9.0.8. [159, Definition 1.6] Soient p P PpXq et pX, τq un e.t.f. ν P IX est dit
un voisinage flou de p, s’il existe µ P τ tel que p P µ et µ Ă ν. l’ensemble des voisinages
flous d’un point flou p dans un e.t.f. pX, τq est notée par N τ

p . Un ensemble Bτ
p de sous-

ensembles de N τ
p est dite une base locale de p si pour tout ν P N τ

p , il existe µ P Bτ
p tel que

µ Ă ν.

Théorème 9.0.9. [158, Theorem 2.4] Un ensemble flou de pX, τq est ouvert si c’est un
voisinage flou de chacun de ses points flous.

Définition 9.0.10. [159, Definition 1.7] Soient pX, τq et pY, γq deux e.t.f. et f une appli-
cation de X dans Y . On dit que f est une application floue-continue si pour tout p P PpXq
et tout ν P N γ

fppq, il existe µ P N τ
p tel que fpµq Ă ν.

Théorème 9.0.11. [159, Theorem 1.1 (5)] Soient pX, τq et pY,γq deux e.t.f et f une
application de X dans Y . Alors f est une application floue-continue si pour chaque ν P γ,
on a f´1pνq P τ.

Définition 9.0.12. [159, Definition 1.8] Soient pX, τq un e.t.f, ppx, tq P PpXq et µ P IX .
On dit que p est une valeur d’adhérence de µ si pour tout ν P N τ

p1, alors ν{Ă µc.

Proposition 9.0.13. [145, Proposition 1.2] µ “
Ž

tp : p est un point d’adhérence de µu.
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Définition 9.0.14. [105, Definition 3.1] Un espace topologique flou pX, τq est dit séparé
(ou T2) si et seulement si pour tous p1px1, λ1q, p2px2, λ2q deux points flous de X, avec
x1 ‰ x2, il existe deux ouverts flou µ et η de X tels que p1 P µ, p2 P η et pµ ^ ηqpzq “ 0
pour tout z P X.

Définition 9.0.15. [41] Soient X et Y deux ensembles non-vides quelconques, f : X Ñ Y
une application et µ un sous-ensemble flou de X. Alors fpµq est un sous-ensemble flou
de Y défini par

fpµqpyq “

#

supxPf´1pyq µpxq si f´1pyq ‰ 0,

0 sinon.

Si η est un sous-ensemble flou de Y , alors le sous-ensemble flou f´1pηq de X est défini
par f´1pηqpxq “ ηpfpxqq pour tout x P X.



CHAPITRE 10

TOPOLOGIE SÉQUENTIELLE FLOUE

Définition 10.0.1. Soit ppnpxn, tnqq (brièvement, ppnq) une suite de points flous dans un
e.t.f. pX, τq avec des supports pxnq et des valeurs ptnq. Soit ppx, tq (brièvement, p) un point
flou de support x et de valeur t. Alors pn est dite convergente vers p, noté pn ÝÑ

nÑ`8
p, si

pour tout µ de τ avec p P µ, il existe m P N, tel que pour tout n ą m, pn P µ . Dans ce
cas ppx, tq est noté limppnq.

Remarque 10.0.2. [174, page (321)]

(i) En général, pn ÝÑ
nÑ`8

p n’implique pas tn ÝÑ
nÑ`8

t. En fait, si pn ÝÑ
nÑ`8

p, alors
pn ÝÑ

nÑ`8
q pour tous les points flous q de support x et de valeur s ě t.

(ii) p est un point limite unique flou de ppnq, si t “ infts P I : pn ÝÑ
nÑ`8

ppx, squ.

Les propriétés suivantes sont les propriétés de convergence les plus utilisés (voir [120]) :
(a) Toute suite constante ppnq (i.e. p@n P Nq pn “ p,) converge vers p.
(b) Si une suite ppnqn admet la limite p, alors chacune de ses sous-suites admet la même

limite.
(c) Si toute sous-suite de la suite ppnq admet une sous-suite qui converge vers p, alors

ppnq converge vers p.
(d) Toute suite est non convergente vers deux points flous avec deux supports différents.

Proposition 10.0.3. La convergence des suites dans un espace topologique flou pX, τq
satisfait paq, pbq et pcq. De plus, il satisfait d si X est séparé.

Démonstration. La preuve de paq et pbq est simple.
(c) Supposons, par l’absurde que ppnq n’est pas convergente vers p. Alors, il existe µ P τ,

tel que p P µ et pour tout n P N, il existe m P N tel que m ą n et pm R µ. L’ensemble
M “ tm P N : pm R µu est infini. Soit M “ tm1 ă m2 ă ... ă mk ă ...u. La suite
ppmkq est une sous-suite de ppnq qui n’admet pas une sous-suite convergente vers p,
ce qui n’est pas le cas.

90



91

(d) Supposons, par l’absurde qu’une suite ppnq de points flous converge vers deux points
flous différents p1px1, t1q et p2px2, t2q (x1 ‰ x2). Comme pn ÝÑ

nÑ`8
p1 et pn ÝÑ

nÑ`8
p2,

alors
@µ P τ with p1 P µ, DN1 P N such that, pn P µ, @n ą N1.

@η P τ with p2 P η, DN2 P N such that, pn P η, @n ą N2.

Par conséquent µ^ η ‰ c0, ce qui est absurde puisque X est un espace séparé flou.

Définition 10.0.4. Soit X un espace topologique flou.
(i) Pour tout sous-ensemble flou µ de X, on définit la fermeture floue séquentielle de µ

par :
µs “ tp P X : Dppnq Ă µ et p1n ÝÑ

nÑ`8
p1u.

On note µs “ ηs où η “ µ pour tout µ de X. On définit l’opérateur de fermeture
floue séquentielle comme suit : ´s : IX Ñ IX , µÑ µs.

(ii) Un sous-ensemble µ P IX est dit séquentiellement flou-fermé (s-flou-fermé) si µs “
µ.

(iii) Un sous-ensemble ν P IX est dit séquentiellement flou-ouvert (s-flou-ouvert) si 1´ν
est séquentiellement flou-fermé.

Proposition 10.0.5. Soit µ un sous-ensemble flou de X alors,

(i) µ ď µs ď µ.
(ii) cs0 “ c0 et cs1 “ c1.

Démonstration. (i) Soient ppx, tq P µ et pnpxn, tnq “ ppx, tq, @n P N. Il est évident que
p1npxn, 1´ tnq “ p1px, 1´ tq. Puisque p1n ÝÑ

nÑ`8
p1, alors p P µs. Maintenant, si p P µs,

alors il existe une suite ppnqn de µ telle que p1n ÝÑ
nÑ`8

p1 c’est-à-dire que pour tout

ν P N τ
p1 , il existe N P N tel que p1n P ν,@n ą N. Donc, pour tout n ą N , tn ă µpxnq

et 1´ tn ă νpxnq. Par conséquent, νpxnq ą 1´ µpxnq (ν{Ă µc). Donc, par Définition
9.0.12 on a p P µ.

(ii) C’est simple.

On a également les propriétés suivantes :

Proposition 10.0.6. Soient µ et η des sous-ensembles flous de X et pµiqiPJ un
ensemble de sous-ensembles flous de X. On a les relations suivantes :

(i) µ ď η ñ µs ď ηs.
(ii) ^

ßPJ
µi
s ď ^

iPJ
µi
s.

(iii) _
iPJ
µi
s ď _

iPJ
µi
s.

(iv) µs _ ηs “ µ_ ηs.
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Démonstration. (i) Soit p un point flou de µs, alors il existe une suite ppnq de µ avec
p1n ÝÑ

nÑ`8
p1, c’est-à-dire que pour tout élément ζ de τ avec p1 P ζ, il existe un nombre

m, tel que pour tout n ą m, p1n est dans ζ. Comme µ ď η alors pour tout n P N, pn
est dans η. Alors p est dans ηs.

(ii) C’est simple d’après piq.
(iii) C’est simple d’après piq.
(iv) Par piiq, µs _ ηs ď µ_ ηs. Inversement, soit p un point flou de µ_ ηs, alors il

existe une suite ppnq de µ _ η telle que p1n ÝÑ
nÑ`8

p1. Supposons, par l’absurde que

tn P N : pn P ηu et tn P N : pn P µu sont finis. Alors, il existe N P N tel que pour tout
n ą N, pn R µ_ η ce qui n’est pas le cas. Supposons que M “ tn P N : pn P µu soit
infini et que M 1 “ tn1 ă n2 ă ... ă nk ă ... tel que nk P Mu, par conséquent pnk
est une sous-suite de pnk ; par la proposition 10.0.3 p1nk ÝÑ

nÑ`8
p1 c’est-à-dire p P µs.

Donc p P µs _ ηs.

Définition 10.0.7. Soit µ un sous-ensemble flou de X. L’intérieur flou séquentiel de µ
est l’ensemble

˝s
µ “ µ^ p1´ 1´ µ

s
q.

Proposition 10.0.8. Soient µ et η des sous-ensembles flous de X et pµiqiPJ un ensemble
de sous-ensembles flous de X. On a les relations suivantes :

(i) µ ď η ñ
˝s
µ ď

˝s
η .

(ii)
˝s
µ _

˝s
η ď

˝s
µ_ η.

(iii)
˝s
µ ^

˝s
η “ µ

˝s
^ η.

Démonstration. (i) Comme µ ď η, alors 1´ η
s
ď 1´ µ

s, c’est-à-dire 1 ´ 1´ µ
s
ď

1 ´ 1´ η
s
; donc minpµpxq, 1 ´ 1´ µ

s
pxqq ď minpηpxq, 1 ´ 1´ η

s
pxqq pour tout

x P X, c’est-à-dire µ´ 1´ µ
s
ď η ´ 1´ η

s
. Ainsi ˝sµ ď ˝s

η .

(ii) On a ˝s
µ ď

˝s
µ_ η et ˝sη ď ˝s

µ_ η. Par conséquent ˝sµ _ ˝s
η ď

˝s
µ_ η.

(iii) Puisque 1´ µ^ η “ p1´ µq _ p1´ ηq, alors 1´ µ^ η
s
“ p1´ µq _ p1´ ηq

s
; par la

proposition 10.0.6 1´ µ^ η
s
“ 1´ µ

s
_ 1´ η

s
, par conséquent 1 ´ p1´ µ^ η

s
q “

1´p1´ µ
s
_ 1´ η

s
q c’est-à-dire 1´p1´ µ^ η

s
q “ p1´ 1´ µ

s
q^ p1´ 1´ η

s
q, d’où

pµ^ηq^r1´p1´ µ^ η
s
qs “ pµ^ηq^rp1´1´ µ

s
q^p1´1´ η

s
qs “ rµ^p1´1´ µ

s
qs^rη^p1´1´ η

s
qs.

Donc ˝sµ ^ ˝s
η “ µ

˝s
^ η.

Définition 10.0.9. Soit ν un sous-ensemble de X.
On dit que ν est un s-voisinage flou de ppx, tq, s’il existe un sous-ensemble s-flou-ouvert
µ tel que p P µ et µ ď ν.

Proposition 10.0.10. (i) Chaque ensemble flou-fermé (resp. flou-ouvert) est s-flou-
fermé (resp. s-flou-ouvert). La réciproque n’est pas vraie en général.
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(ii) µ est s-flou-ouvert si et seulement si,
˝s
µ “ µ.

Démonstration. piq Soit µ un sous-ensemble flou-fermé de X, par la proposition 10.0.5
µ ď µs ď µ. Comme µ “ µ, alors µs “ µ, c’est-à-dire que µ est s-fermé. Si µ est un
sous-ensemble flou-ouvert de IX , alors 1´µ est flou-fermé, c’est-à-dire s-flou-fermé. Donc
µ est s-ouvert.

piiq µ est s-flou-ouvert est équivalent à 1 ´ µ est s-flou-fermé, c’est-à-dire que ˝s
µ “

µ^ p1´ 1´ µ
s
q implique que ˝sµ “ µ^ p1´ p1´ µqq; par la proposition 9.0.5 (ii), ˝sµ “ µ.

Inversement, ˝sµ “ µ “ µ^ p1´ 1´ µ
s
q, alors

1´ µ “ 1´ rµ^ p1´ 1´ µ
s
qs

“ p1´ µq _ r1´ p1´ 1´ µ
s
qs

“ p1´ µq _ 1´ µ
s
.

Par conséquent 1´ µ
s
ď 1´µ.Donc 1´ µ

s
“ 1´µ, c’est-à-dire que µ est s-flou-ouvert.

Remarque 10.0.11. Un sous-ensemble flou ν de X est s-flou-ouvert si et seulement si,
ν est un s-voisinage flou de chacun de ses points.

Proposition 10.0.12. Soit µ un sous-ensemble flou de X. Alors on a les inclusions
suivantes :

˝
µ ď

˝s
µ ď µ ď µs ď µ.

Démonstration. Pour µ ď µs ď µ voir Proposition 10.0.5. On a
˝
µ ď µ ùñ 1´ µ ď 1´

˝
µ

ùñ 1´ µ
s
ď 1´

˝
µ
s

ùñ 1´ 1´
˝
µ
s

ď 1´ 1´ µ
s

ùñ
˝
µ^ p1´ 1´

˝
µ
s

q ď µ^ p1´ 1´ µ
s
q

ùñ
˝
µ ď

˝s
µ,

de plus, par définition de ˝sµ, ˝sµ ď µ. Donc ˝
µ ď

˝s
µ ď µ ď µs ď µ.

Proposition 10.0.13. Soit µ un sous-ensemble flou de X. Alors,
˝s
µ “

 

ppx, tq P IX{p P µ et il n’existe aucune suite dans 1´ µ convergente vers p1
(

.

Démonstration. L’équivalence suivante prouve le résultat.

p P µ^ p1´ 1´ µ
s
q ðñ t ă µpxq et t ă 1´ 1´ µ

s

ðñ t ă µpxq et 1´ µ
s
ă 1´ t

ðñ t ă µpxq et pour toute suite ppnqn in 1´ µ,

ppnqn n’est pas convergente vers p1
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Proposition 10.0.14. Soit µ un sous-ensemble flou de IX . Les assertions suivantes sont
équivalentes :
(i) µ est s-flou-fermé .
(ii) µ “ ^tκ{κ est s-flou-fermé et µ ď κu.

Démonstration. piq ñ piiq C’est évident.
piiq ñ piq Supposons que µ “ ^tκ{κ est s-flou-fermé et µ ď κu. Montrons que µs ď µ.
Soit ppx, tq un point flou qui n’est pas dans µ, alors il existe un sous-ensemble s-flou-fermé
κ tel que µ ď κ et p R κ. Si p P µs, il existe une suite ppnqn de µ tel que p1n ÝÑ

nÑ`8
p1.

Comme µ ď κ, alors ppnqn est dans κ. Ainsi p P κs “ κ, ce qui est une contradiction.
Donc p P µs.

Proposition 10.0.15. Soit µ un sous-ensemble flou de X. Les assertions suivantes sont
équivalentes :
(i) µ est s-flou-ouvert ;
(ii) µ “ _tζ{ζ est s-flou-ouvert et ζ ď µu.

Démonstration. piq ñ piiq C’est évident.
piiq ñ piq Supposons que µ “ _tζ{ζ est s-flou-ouvert et ζ ď µu et montrons que µ est
s-flou-ouvert. Il suffit de prouver que µ ď ˝s

µ. Soit ppx, tq un point flou qui n’est pas dans
˝s
µ et supposons que p P µ. Alors il existe un sous-ensemble s-flou-ouvert ζ tel que p P ζ.
Comme ζ ď µ, alors p P ˝sµ, ce qui est absurde. Donc µ ď ˝s

µ. Ainsi µ est s-flou-ouvert.

Remarque 10.0.16. On peut également prouver la Proposition 10.0.15 par passage au
complémentaire flou dans la Proposition 10.0.14.

Définition 10.0.17. Soit µ un sous-ensemble flou de X. La frontière floue séquentielle
de µ est l’ensemble Bspµq “ µs ^ p1´ 1´ µ

s
q.

La proposition suivante est facile à vérifier.

Proposition 10.0.18. Soient µ et η deux sous-ensembles flous de X. On a les deux
relations suivantes :
(i) Bspµq “ Bsp1´ µq.
(ii) Bspµ_ ηq ď Bsµ_ Bsη.

Proposition 10.0.19. Soit τs le sous-ensemble de IX définie par

τs “ tµ P IX{ pour toute suite ppnqn in 1´µ telle que p1n ÝÑ
nÑ`8

p1 alors p est dans 1´µu,

c’est-à-dire que τs est l’ensemble des ensembles s-flous-ouverts de X, c’est une topologie
floue sur X avec τs ě τ. On l’appelons la topologie séquentielle floue.

Démonstration. Soient µ, η P τs et pµiqiPI une famille dans τs. Il est évident que c0, c1 P τ
s.

Comme pµ_ηqc “ µc_ηc, alors par la Proposition 10.0.6 et la Proposition 10.0.14 µc_ηc
est s-flou-fermé, donc µ^η P τs. D’autre part p_

iPI
µiq

c “ ^
iPI
µci . Par les mêmes propositions,

encore une fois, ^
iPI
µci est s-floue-fermé, donc _

iPI
µi P τ

s. Par conséquent τs est une topologie
floue sur X.
Maintenant, si µ P τ, µc est un flou-fermé de X. Par la Proposition 10.0.10, µc est aussi
s-flou-fermé, c’est-à-dire µ P τs. Alors τs ě τ.
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Proposition 10.0.20. Soient ppnq une suite de points flous de X et p un point flou de
X. Si la suite ppnq est τs-convergente vers p, alors elle est aussi τ-convergente vers p.

Démonstration. Comme τs ě τ, le résultat en découle alors.

Théorème 10.0.21. Soient pX, τq, pY, ρq deux espaces topologiques flous et f : X Ñ Y
une fonction. Si f est floue-continue, alors f est séquentiellement floue-continue.

Démonstration. Supposons que f est floue-continue. Soit ppnq une suite de points flous de
X telle que pn ÝÑ

nÑ`8
p dans pX, τq. Montrons que fppnq ÝÑ

nÑ`8
fppq dans pX, ρq. Soit µ P ρ

tel que fppq P µ, alors f´1pµq “ η P τ et p P f´1pµq “ η (sinon t ą f´1pµqpxq “ µpfpxqq
ce qui implique que fppq R µ). D’autre part, pour tous les y P Y

fpηqpyq “ sup
xPf´1pyq

ηpxq

“ sup
xPf´1pyq

f´1
pµqpxq

“ sup
xPf´1pyq

µpfpxqq

“

#

µpyq, si y “ fpxq

0, sinon.

Alors fpηqpyq ď µpyq, pour tout y P Y . Donc fpηq ď µ. Par hypothèse pn ÝÑ
nÑ`8

p,

c’est-à-dire il existe N P N tel que pour tout n ą N , pn P η. De plus, on a fpηqpyq “
sup

xPf´1pyq

ηpxq, alors, pour tout n ą N , fpηqpfpxnqq “ sup
zPf´1˝fpxnq

ηpzq, d’où pour tout n ą N ,

fpηqpfpxnqq ą 0, et par suite pour tout n ą N , fppnq P fpηq ď µ, c’est-à-dire fppnq P µ,
pour tout n ą N. Ainsi fppnq ÝÑ

nÑ`8
fppq dans pX, τq.
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