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RESUME

Dans ce travail nous étudions les espaces séquentiels et les topologies séquentielles.
Nous donnons quelques résultats des limites inductives topologiques séquentielles d'une
famille (E,, 75, Aa),e; O pour tout a € I, 75 est la topologie séquentielle localement
convexe associée a la topologie 7,.

Puis, nous introduisons la notion de Z-convergence des suites, dans un groupe topolo-
gique et dans un espace topologique, o1 Z est un idéal de I’ensemble N des entiers naturels.
De plus, nous comparons la topologie usuellle 7 avec la topologie Z-séquentielle associée, et
nous prouvons quelques propriétés de base de la notion de Z-convergence des suites. Nous
donnons également une étude approfondie des groupes séquentiellement Z-topologiques a
I’aide de la Z-continuité séquentielle de I'application multiplication par un scalaire et de
I’application inverse. Notamment, nous présentons des résultats intéressants relatifs aux
sous-ensembles Z-ouverts et Z-fermés d’'un groupe séquentiellement Z-topologique, ainsi
que certains résultats sur les applications séquentiellement Z-continues. Nous étudions
également la relation entre la Z-séparation et 'unicité des Z-limites des suites, de sorte
que nous donnons une caractérisation de 'unicité des Z-limites des suites par la fermeture
des sous-ensembles séquentiellement Z-compacts.

Ensuite, nous établissons la stabilité de la topologie K-vectorielle séquentielle associée
a la topologie usuelle, ot K est un corps valué non-archimédien, par l'intermédiaire de
la continuité des applications addition et multiplication par un scalaire pour la topologie
séquentielle. Aussi, nous présentons la stabilité de la K-convexité pour cette topologie sé-
quentielle. Par ailleurs, nous caractérisons la fermeture séquentielle du noyau d’une forme
linéaire et nous prouvons le théoréme de Hahn-Banach géométrique dans une topologie
K-vectorielle séquentielle.

Aprés, nous caractérisons les espaces séquentiels bornologiques et la limite inductive
des espaces séquentiels. En outre, nous étudions 1’équicontinuité et la dualité dans ces

espaces séquentiels.

Enfin, Nous définissons la fermeture floue séquentielle et l'intérieur flou séquentiel



des sous-ensembles flous de [0, 1]X, ou X est un ensemble non vide quelconque, par la
convergence des suites des points flous. Nous caractérisons également la topologie floue
séquentielle par I'intermédiaire de la fermeture floue séquentielle. De plus, nous comparons
cette topologie avec la topologie usuelle, et nous prouvons certaines propriétés de base de
ces concepts.

Mots et phrases clés : Enveloppe localement convexe, topologie séquentielle de I'en-
veloppe, corps valué non-archimédien, sphériquement complet, codimension, hyperplan,
limite inductive, limite inductive topologique séquentielle, limite inductive stricte sé-
quentielle, topologie du quotient séquentiel, (LF'*)-espaces, convergence statistique, den-
sité asymptotique, Z-convergence, Z-fermeture, Z-continuité, Z-topologie séquentielle, Z-
séparation, Z-limite, Z-compacité, Z-compacité séquentielle, Z-homéomorphisme, sous-
groupe normal, Z-homogénéité séquentielle, espaces bornologiques, K-convexe, équiconti-
nuité, dualité, ensembles flous, points flous, voisinages flous, fermeture séquentielle floue,
intérieur séquentiel flou, frontiére séquentielle floue.




ABSTRACT

In this work we study sequential spaces and sequential topologies. We give some re-
sults on the sequential topological inductive limits of a family (E,, 73, Ay),o;, Where 7}
is the locally convex sequential topology associated to the topology 7, for any « € I.

After, we introduce the notion of Z-convergence of sequences, in a topological group
and in a topological space, where 7 is an ideal of the set N of positive integers. Moreover,
we compare this usual topology with the associated Z-sequential topology, and we prove
some basic properties of the notion of Z-convergence of sequences. We also give a further
investigation of sequentially Z-topological groups with the aid of sequentially Z-continuity
of multiplication mapping and inverse mapping. In particular, we present some interes-
ting results related to Z-open and Z-closed subsets of a sequentially Z-topological group,
as well as some results on sequentially Z-continuous mappings. We also study the rela-
tion between Z-separation and the uniqueness of Z-limits of sequences, so that we give a
characterization of the uniqueness of Z-limits of sequences by the closure of sequentially
Z-compact subsets.

On the other hand, we establish the stability of the sequential K-vector topology as-
sociated to the usual topology, where K is a non-archimedean valued field, through the
continuity of the addition and scalar multiplication mappings for the sequential topology.
Also, we present the stability of K-convexity for this sequential topology. Furthermore,
we characterize the sequential closure of a kernel of a linear form and prove the geometric
Hahn-Banach theorem in a sequential K-vector topology.

Next, we characterize the bornological sequential spaces and the inductive limit of
sequential spaces. Furthermore, we study equicontinuity and duality in these sequential
spaces.

Finally, we define the sequential fuzzy closure and sequential fuzzy interior of fuzzy
subsets of [0, 1]X, where X is a non empty set, by convergence of sequences of fuzzy
points. We characterize the sequential fuzzy topology with the sequential fuzzy closure.
Furthermore, we compare this topology with the usual topology, and prove some basic



properties of these concepts.

Key Words and phrases : Locally convex hull, sequential hull topology, non-Archimedean
valued field, spherically complete, codimension, hyperplane, inductive limit, sequential
topological inductive limit, sequential strict inductive limit, sequential quotient topo-
logy, (LF*)-spaces, statistical convergence, asymptotic density, Z-convergence, Z-closed,
Z-continuity, Z-sequential topology, Z-separated, Z-bounded, Z-compactness, sequentially
Z-compact, Z-homeomorphism, normal subgroup, sequentially Z-homogenous, bornologi-
cal spaces, K-convex, equicontinuity, duality, fuzzy sets, fuzzy points, fuzzy neighborhoods,
fuzzy sequential closure, fuzzy sequential interior, fuzzy sequential boundary.
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INTRODUCTION GENERALE

Le développement de la topologie a été dés le début lié a la recherche d’'une bonne no-
tion de convergence. Traditionnellement, la convergence signifie la convergence séquentielle
(converegence des suites). On rappelle ici que la fermeture séquentielle d’un sous-ensemble
A d’un espace topologique X est ’ensemble formé des limites des suites convergentes dans
A. L’ensemble A est dit séquentiellement fermé si A coincide avec sa fermeture séquen-
tielle. Un espace topologique X est appelé un espace de Fréchet-Urysohn si la fermeture de
tout sous-ensemble de X coincide avec sa fermeture séquentielle. Un espace topologique
X est dit séquentiel si tout sous-ensemble séquentiellement fermé A c X est fermé. Bien
entendu, tout espace de Fréchet-Urysohn est séquentiel. L’affirmation inverse est fausse
(voir I'exemple 1.1.26). Dans [63], Franklin a donné une caractérisation de la classe des
espaces topologiques qui peuvent étre spécifiés complétement par la connaissance de leurs
suites convergentes. Il a montré qu’il s’agissait de la classe des espaces séquentiels et a
prouvé qu’'un espace est séquentiel si et seulement si c’est le quotient par un espace mé-
trique. Dans ces espaces séquentiels, la continuité coincide avec la continuité séquentielle
et la fermeture coincide avec la fermeture séquentielle. Les espaces métrisable, les espaces
a base dénombrable de voisinages et les espaces de Fréchet-Urysohn sont des espaces sé-
quentiels comme le montre le diagramme suivant :

Espace métrique

A

v

Espace a base dénombrable de vois.

A

~

Espace de Fréchet-Uryshon

~

Espace séquentiel

11



12

Dans les espaces topologiques séquentiels, on peut se limiter aux suites pour étudier
la convergence et la continuité, ces espaces sont tous un quotient par un espace mé-
trique. Cependant, en général, les suites ne sont pas suffisantes pour décrire la topologie,
et la convergence des suites ne donne pas une information compléte sur une topologie
quelconque. En particulier, les suites sont inadéquates pour décrire certaines propriétés
topologiques telles que la fermeture et la compacité. Par exemple, la topologie discréte et
la topologie co-dénombrable sur un ensemble non dénombrable X ont les mémes suites
convergentes, a savoir les suites éventuellement constantes, mais la topologie discréte est
strictement plus fine que la topologie co-dénombrable. La topologie discréte est séquen-
tielle, mais la topologie co-dénombrable contient des ensembles séquentiellement ouverts
qui ne sont pas ouverts. Ainsi, la théorie abstraite de la convergence séquentielle introduite
par Maurice Fréchet [65] a été plus ou moins négligée, parce qu’elle semblait utile dans les
espaces métriques et insuffisante ailleurs. Il est cependant facile de prouver que pour les
espaces vectoriels localement convexes "bornologiques", un ensemble convexe "séquentiel-
lement ouvert" est ouvert, de sorte qu’une application linéaire séquentiellement continue
est continue [53, Théoréme 6.1 et Théoréme 6.3 |. On sait que ce n’est pas vrai pour les ap-
plications bilinéaires (voir [85]) et comme Grothendieck I'a fait remarquer pour les duaux
de certains F-espaces |79, p. 101], la fermeture d’un ensemble n’est pas nécessairement
obtenue en prenant toutes les limites des suites convergentes des éléments de I’ensemble.
Pourtant, le langage séquentiel est utile comme alternative dans les espaces métriques,
par example la suite convergente et sa limite forment un ensemble compact, alors que ce
n’est pas vrai pour les suites généralisées. Il semble donc y avoir de nombreuses raisons
pour étudier directement la convergence séquentielle.

Malgré que les suites ne donnent pas, en général, une caractérisation de la topologie,
la fermeture séquentielle relative & une topologie 7 donnée, fournit une méthode pour
construire une nouvelle topologie 7%, associée de maniére naturelle & la topologie 7. Cette
topologie, que nous appelons topologie séquentielle associée, est formée par les complé-
mentaires des ensembles qui sont séquentiellement fermés relativement a la topologie de
départ et est la plus fine des topologies ayant les mémes suites convergentes que 7. Il
est a noter que chaque fois que 7 est a base dénombrable de voisinages, 7 et 7° sont
équivalentes. Lorsque la famille des topologies sur ’ensemble X est considérée comme un
treillis complet ordonné par 1 inclusion, I'intervalle d’ordre |7; 7°] est constitué de la sous-
famille des topologies pour lesquelles toute suite convergente pour une de ces topologies
est convergente pour les autres [17, Proposition 3.2].

Par le méme procédé de construction de la topologie séquentielle 7%, nous allons
construire la topologie Z-séquentielle associée & 7 par le biais de la Z-convergence, qui
est plus générale que la convergence statistique et la convergence séquentielle usuelle.
Ceci va nous conduire a une étude plus vaste des groupes Z-topologiques et séquentielle-
ment Z-topologiques et la caractérisation de I'unicité des Z-limites des suites.

Dans un autre contexte épistémologique nous constatons que le concept d’incertitude
est parmi les divers changements paradigmatiques intervenant dans les sciences et les
mathématiques durant ces deux derniers siécles. Ce changement s’est manifesté par une
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transition progressive du point de vue traditionnel, qui insiste sur le fait que 'incertitude
est indésirable en science et doit étre évitée par tous les moyens possibles, & un point
de vue alternatif, qui tolére 'incertitude, considérée comme essentielle a la science. Za-
deh [177], en 1965, a introduit 'idée fondamentale des ensembles flous en les définissant
en termes d’applications d’un ensemble quelconque dans I'intervalle [0, 1] de R. Les en-
sembles flous ont été introduits pour fournir des moyens de décrire des familles d’objets
pour lesquelles il n’existe pas de critéres d’appartenance précis. Les familles de ce type
ont des limites vagues ou "floues". La théorie du flou est fréquemment confondue avec
la théorie des probabilités, mais la particularité des ensembles flous est de donner I'idée
d’appartenance partielle; ils peuvent donc étre considérés comme une généralisation des
ensembles classiques.

Ce sont les trois sujets cités précédemment que nous allons étudier dans cette these.
Elle est donc divisée en trois parties. Dans la premiére partie, on présentera une étude de la
topologie séquentielle et Z-séquentielle, les espaces séquentiels et Z-séquentiels dans le cas
archimédien. Cependant, dans la deuxiéme partie on s’intéresse a la topologie K-vectorielle
séquentielle, et aussi a la bornologie et la dualité par rapport a cette topologie K-vectorielle
séquentielle dans le cas non-archimédien. Dans la derniére partie on donnera une étude
des ensembles flous et la topologie floue, nous allons définir la fermeture séquentielle floue
et la convergence des suites des points flous dans un espace topologique flou. Nous allons
construire ainsi une nouvelle topologie floue appelée topologie séquentielle floue qui est
plus fine que la topologie floue. En outre, nous allons prouver certaines propriétés de base
de ces concepts.
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ES
F-espace
B-espace

L B-espace

L F-espace

NOTATIONS

idéal de N.

ensembles des indices.

ensemble des parties floues de X.
topologie.

topologie floue.

corps valué non-archimédien.

espace topologique.

espace topologique flou (e.t.f).

un ensemble ordonné.

groupe topologique.

topologie séquentielle associée & 7.
topologie séquentielle floue.
intervalle d’ordre de 7 & 7°.
topologie finale ou inductive.
topologie séquentielle associée & 779,
topologie quotient.

topologie polaire séquentielle associée a 7.

topologie forte sur E° pour la dualité séparante
(E* E).

topologie Z-séquentielle associée a 7 ou topologie de
Z-convergence.

topologie K-convexe sur FE définie par P;.

espace de toutes les formes linéaires séquentiellement
T-continues sur F.

espace localement convexe métrisable complet.
espace de Banach.

limite inductive topologique d’une suite strictement
croissante de B-espaces.

limite inductive topologique d’une suite strictement
croissante de [F-espaces.
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limite inductive topologique séquentielle d'une suite

strictement croissante de F-espaces.

quotient de la somme directe des sous-espaces locale-

ment convexes F,, par un sous-espace fermé H.

engendrement linéaire dans @F,, des éléments x, —
(0%

Aﬁal'a-
limite inductive topologique séquentielle des espaces
F,, par rapport aux applications Ag,.
homomorphisme canonique de ®F,, sur (BF,)/H.

(0% (0%

restriction de K a F,.
’homomorphisme canonique de @F,, sur (®F,)/Hp.

restriction de K© a F,.

le premier ordinal non dénombrable.
compactifié de Stone-Clech de X.
compactifié de Stone-Cech de N.

suite d’éléments d’'un espace topologique.
point flou ou singleton flou.

suite des points flous.

partie d’un ensemble, ou application linéaire.
fermeture de A.

soustraction des ensembles.

fermeture séquentielle de A.

ouverture séquentielle de A.

Z-fermeture de A.

Z-intérieur de A.

sous-ensembles flous de X.

complémentaire flou de p noté aussi par p°.
application d’appartenance.

fermeture floue de pu.

intérieur (ouverture) flou de p.
fermeture séquentielle floue de p.
frontiére séquentielle floue de pu.

somme directe.

diagonale d’un ensemble.

ensemble des parties de X.

densité asymptotique de A.

filtre dual de 7.

familles des espaces localement convexes.
famille d’applications linéaires.

espace d’enveloppe séquentiel localement convexe de
(EOU T;? AO&)aeI‘
sous-suites de ().
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ensemble des voisinages séquentiels K-convexes de
Z€r10.

ensemble des sous-ensembles K-convexes A de E qui
sont des voisinages de zéro dans (F,7) polaires et sé-
quentiels.

ensemble de points flous de X.

ensemble des voisinages flous d’un point flou p dans
un e.t.f (X, 7).

I’ensemble des semi-normes n.a séquentiellement 7-
continues.

boule de centre 0 et de rayon ¢.
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Premiére partie

Topologies séquentielles et
T-séquentielles
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INTRODUCTION

Dans les articles [63] et [64] Franklin a donné quelques propriétés des espaces séquen-
tiels, des exemples, et une relation avec les espaces de Fréchet-Urysohn. Ensuite Snipes,
dans [153], a élaboré une nouvelle classe d’espaces appelée classe d’espaces T-séquentiels
et sa relation avec les espaces séquentiels. Dans le méme contexte, Webb [171] a introduit
en 1968 la topologie de Hausdorff localement convexe 77 la plus fine définie sur un espace
localement convexe donné (E,7) telle qu’elle admet les mémes suites convergentes que
7. En 1995, Katsaras [94], a utilisé la notion de chaine introduite dans [1], il a construit
la topologie vectorielle la plus fine qui a les mémes suites convergentes que la topologie
vectorielle d’origine et la topologie vectorielle la plus fine ayant les mémes ensembles pré-
compacts. En 2000, Ferrer [60] a étudié la convergence séquentielle sans conditions de
convexité locale. Puis, en 2004, Goreham [77] a mené une étude sur la séquentialité et les
sous-ensembles dénombrables dans un espace topologique.

En 2017, Babahmed [17] a donné les propriétés élémentaires de la topologie séquen-
tielle associée en relation avec de nombreux concepts topologiques tels que la convergence,
la continuité, la compacité et la densité. L’année suivante, E1 Amrani [56] a étudié, dans
le cas non-archimédien, la topologie localement K-convexe séquentielle la plus fine sur £
ayant les mémes suites convergentes que la topologie d’origine.

La classe des (LF')-espaces strictes a été intensivement étudiée dans I'article classique
de Dieudonné et Schwartz [52|. Les propriétés séquentielles des (LF')-espaces ont été exa-
minées par Dudley dans [53], Webb dans [171] et aussi Kakol et Saxon dans [92]| ont
caractérisé ces types d’espaces. Nous rappelons également que dans [76] Gomez et Kucera
ont prouvé que si la limite inductive est séquentiellement compléte et tous les sous-espaces
E,,n € N du systéme inductif sont fermés, alors la limite inductive est a-réguliére (c’est-
a-dire, tout ensemble borné de la limite inductive est contenu dans un sous-espace borné
E,, du systéme inductive et y est borné).

Kothe [101] dans le chapitre 19 de son livre "Topological Vector Spaces I" a donné
quelques résultats sur les topologies limites inductives, notamment : ’enveloppe locale-

ment convexe Y. A, (Fy) est topologiquement isomorphe au quotient (BF,)/H de la somme
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localement convexe et la construction des enveloppes localement convexes est transitive.
Il a donné aussi une condition nécessaire et suffisante pour qu’un sous-ensemble d’une
limite inductive stricte soit borné et une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
limite inductive topologique soit compléte.

Dans un autre contexte, le concept de convergence statistique a été introduit par Fast
[59] et Schoenberg [152], et il a été développé dans [59, 141, 142, 37, 38, 68, 40, 33, 75].
En 2000, P. Kostyrko et T. Salat [100], ont donné une généralisation de la convergence
statistique en utilisant la notion d’idéaux de sous-ensembles d’entiers positifs, appelée la
T-convergence, et ils ont étudié certaines de ses propriétés fondamentales. Plusieurs ré-
sultats et propriétés [143, 144, 99, 61, 127, 43, 163, 42, 126, 44, 81, 136, 73, 137, 74] liés
a la Z-convergence ont été donnés dans différents espaces, comme 'espace des nombres
réels, I'espace des matrices, les espaces n-normés, les espaces métriques, les espaces loca-
lement convexes, les espaces de Fréchet-Uryshon, les espaces normés probabilistes et les
espaces des suites. Récemment, de 2005 a 2020, les auteurs de [108, 42, 131, 20, 178|, ont
étendu l'idée de Z-convergence des suites a tout espace topologique et ont établi plusieurs
propriétés de base. Il est bien connu que toute application continue est séquentiellement
continue, c¢’est-a-dire que la continuité séquentielle est plus faible que la continuité. Mais,
a 'inverse, dans le Théoréme 4.0.3 une application séquentiellement Z-continue peut étre
Z-continue.

La propriété suivante est dite Z-Fréchet-Urysohn ; soit Ac X et v € X. x € A" siet
seulement si, il existe une suite (x,), de A qui est Z-convergente vers = dans X, ou ar
est la Z-fermeture de A. Un espace X est dit un espace de Z-Fréchet-Urysohn s’il vérifie
la propriété ci-dessus. Tout espace topologique (X, 7) muni de la Z-topologie séquentielle
vérifie la propriété de Z-Fréchet-Urysohn. Nous rappelons qu’un espace X est un espace
séquentiel si chaque sous-ensemble séquentiellement ouvert de X est ouvert. X est dit
espace Z-séquentiel si chaque sous-ensemble Z-ouvert de X est ouvert. Dans le cas ou Z
est un idéal admissible, nous avons le diagramme suivant [136] :

Espace de Fréchet-Urysohn == Espace de Z-Fréchet-Urysohn

! !

Espace séquentiel Espace Z-séquentiel

Suivant la proposition 1.1.16, si X est un espace a base dénombrable de voisinages,
X est séparé (de Hausdorff) si et seulement si il a la propriété de 'unicité des limites des
suites (si une suite admet une limite, elle est unique). En général, un espace topologique
séparé X a la propriété de l'unicité des limites des suites, mais la réciproque n’est pas
vraie. Dans [64], Franklin a présenté un exemple d'un espace de Fréchet qui n’est pas a base
dénombrable ayant la propriété de I'unicité des limites des suites mais qui n’est pas séparé.

Nous allons rappeler, dans le deuxiéme chapitre, des préliminaires comportant des dé-
finitions et résultats fondamentaux pour les autres chapitres. Dans le chapitre trois, nous
présentons une étude de la topologie séquentielle avec quelques exemples de raffinement
strict entre une topologie quelconque et sa topologie séquentielle associée. Nous donnons
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une caractérisation des enveloppes topologiques séquentielles localement convexes d’es-
paces localement convexes quotientés par une somme directe localement convexe d’espaces
localement convexes, et plusieurs propriétés de la limite inductive topologique séquentielle
des espaces localement convexes.

Dans le chapitre quatre, nous introduisons et étudions la topologie Z-séquentielle.
Dans un premier temps, nous rappelons la notion de convergence statistique et de Z-
convergence dans un espace topologique quelconque. Nous caractérisons aprés, la topolo-
gie Z-séquentielle et nous la comparons a la topologie séquentielle. Ainsi, nous établissons
quelques propriétés importantes liées a : point Z-limite, Z-continuité, séquentiellement
Z-continuité, espace Z-compact et espace séquentiellement Z-compact...etc

L’objectif du cinquiéme chapitre est d’approfondir 'étude des groupes séquentielle-
ment Z-topologiques. Nous définissons ce type de groupes et établissons quelques pro-
priétés importantes liées a la notion de sous-ensembles Z-ouverts et Z-fermés. Egalement,
nous présentons quelques résultats sur les applications séquentiellement Z-continues.

Dans le dernier chapitre de cette partie, nous étudions la relation entre la Z-séparabilité
et la propriété de 'unicité des Z-limites des suites, nous prouvons également qu’un espace
Z-topologique X admet des uniques Z-limites des suites si et seulement si chaque sous-
ensemble séquentiellement Z-compact de X est Z-fermé.



CHAPITRE 1
PRELIMINAIRES

1.1 Convergence séquentielle dans un espace topolo-
gique

Définition 1.1.1. Soit X un espace topologique :

a) X est a base dénombrable de voisinages si tout point x de X posséde une base de
voisinages dénombrable.

b) X est a base dénombrable si sa topologie admet une base dénombrable.

c) X est séquentiellement compact si toute suite dans cet espace posséde au moins une
sous-suite convergente.

d) X est dénombrablement compact si tout recouvrement de E par une famille dénom-
brable d’ouverts posséde un sous-recouvrement fini.

Il est bien connu que, dans les espaces métriques, les notions de fermeture, de compacité
et de continuité peuvent étre caractérisées en termes de convergence des suites. On rappelle
ici des résultats vrais dans le cas des espaces métriques :

(1) La fermeture d'un ensemble est constitué par les limites de toutes les suites conver-
gentes de cet ensemble ;

(2) L’espace est compact si et seulement si, il est séquentiellement compact ;

(3) Une application d'un espace métrique dans un espace topologique est continue si,
et seulement si, elle préserve les limites des suites convergentes.

Dans les espaces topologiques généraux, ces résultats ne sont plus vrai, comme le
montre 'exemple 1.1.3.

On définit Le compactifié de Stone-Clech SX, d’un espace topologique X par le plus
petit compact "engendré" par X. Plus rigoureusement.

Définition 1.1.2. Soit X un espace topologique. Le compactifié de Stone-Cech de X,
noté X, est un espace compact'Y , avec une application i de X vers Y, tel que pour tout
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espace compact Z et toute application continue f de X wvers Z, il existe une application
continue unique g de 'Y wvers Z telle que f = goi.

Exemple 1.1.3. [77] Soit SN le compactifié de Stone-Clech des nombres entiers naturels.
Les seules suites convergentes de SN sont les constantes a partir d’un certain rang. On voit
immeédiatement que SN est un espace compact qui n’est pas séquentiellement compact,
ce qui est un contre-exemple de la propriété (2) ci-dessus. Maintenant, soit = un point
quelconque de SN\N. Comme N est dense dans SN, on voit que z appartient a N, la
fermeture de N. Toutefois, aucune suite de N ne converge vers x. Cela montre que la
propriété (1) n’est pas vrai dans SN. Enfin, soit Y I'ensemble des points de SN muni de
la topologie discrete. Ensuite, la topologie de Y est strictement plus fine que celle de SN,
de sorte que 'application identité ¢ : SN — Y n’est pas continue. Cependant, étant donné
que les seules suites convergentes dans SN sont les constantes & partir d’un certain rang,
on voit que ¢ préserve les limites des suites. Ceci montre que la propriété (3) n’est pas
vraie en générale.

Dans les espaces métriques nous pouvons caractériser une parties ouverte et une partie
fermée en termes des suites par les deux propriétées suivantes :

(4) Un sous-ensemble A de X est ouvert si et seulement si chaque fois que (x,), est
une suite qui converge vers un point de A alors les éléments x,, sont éventuellement

dans A.

(5) Un sous-ensemble A de X est fermé si et seulement si, chaque fois que (z,), est une
suite de A qui converge vers un point x € X, alors x appartient a A.

On verra que les propriétés (4) et (5) sont équivalentes par passage au complémentaire.
Il est surprenant, par conséquent qu’ils ne sont pas équivalentes a la propriété (1), dans
laquelle les suites sont liées a la fermeture d’un opérateur. On constate (voir exemple
1.1.26) que la propriété (1) est strictement plus forte que les propriétés (4) et (5). Les
espaces qui satisfont (1) sont les espaces de Fréchet-Urysohn.
A ce stade, on va définir chacune des principales classes d’espaces qui seront pris en
considération dans les chapitres suivants.

Définition 1.1.4. Soit X un espace topologique. On dit que X est un espace a base
dénombrable de voisinages, ou que X satisfait le premier axiome de dénombrabilité, si
pour chaque point x de X, le systéme des voisinages de x admet une base dénombrable.

Il est clair que tout espace métrique X est un espace a base dénombrable de voisinages :
une base de voisinages dénombrable d'un point z de X est I’ensemble {B(z,1/n) | n € N*}
de boules ouvertes de centre = et de rayon 1/n .

Définition 1.1.5. Soit X un espace topologique. On dit que X est un espace de Fréchet-
Urysohn, ou qu’il admet la propriété de Fréchet-Urysohn, st pour chaque sous-ensemble
A de X, un point x € X appartient & A si et seulement si il existe une suite de A qui
converge vers .

Lemme 1.1.6. [77] Soit X un espace a base dénombrable de voisinages. Alors X est un
espace de Fréchet-Urysohn.
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Définition 1.1.7. Soit X un espace topologique, et soit A un sous-ensemble de X. On
dit que A est séquentiellement ouvert si et seulement si, pour toute suite (x,), de X
qui converge vers un point de A, il existe un entier naturel ng tel que x, appartient a
A deés que n > ng. (on dit souvent que A contient presque tous les z,, ou que (x,), est
éventuellement dans A). De méme, on dit que A est séquentiellement fermé si et seulement
si, il contient les limites de toutes les suites d’éléments de A, c-a-d s’il existe une suite
de A qui converge vers un point x € X, alors x appartient a A.

De la définition de la convergence séquentielle dans un espace topologique, chaque
ensemble ouvert est séquentiellement ouvert. De méme tout ensemble fermé est séquen-
tiellement fermé. Mais I'inverse de chacune de ces implications n’est pas vraie dans des
espaces topologiques généraux. On note qu'une partie A de X est séquentiellement ouverte
si et seulement si, X\ A est séquentielle fermée.

Lemme 1.1.8. [77] Soit X un espace topologique. Alors, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. Tout sous-ensemble séquentiellement ouvert de X est ouvert.

2. Tout sous-ensemble séquentiellement fermé de X est fermé.

Définition 1.1.9. Soit X un espace topologique. On dit que X est un espace séquentiel
st chaque sous-ensemble séquentiellement ouvert de X est ouvert. Par le lemme précédent
c’est la méme chose de dire que chaque sous-ensemble séquentiellement fermé est fermé.

Remarque 1.1.10. On peut définir 'espace séquentiel et 'espace de Fréchet-Urysohn
d’une autre maniére : un espace X est séquentiel si pour chaque sous-ensemble non fermé
A de X, il existe une suite de A convergente vers un point z dans A\A; un espace X est
de Fréchet-Urysohn si pour chaque sous-ensemble A non fermé et chaque point x dans
A\A, il existe une suite de A convergeante vers z. Pour un espace de Fréchet-Urysohn,
on peut choisir le point x a ’avance, alors que pour un espace séquentiel on ne peut pas.
Ainsi, chaque espace de Fréchet-Urysohn est séquentiel, mais la réciproque n’est pas vrai
(voir exemple 1.1.26).

On a défini certaines classes d’espaces dans lesquels leurs topologies (en particulier,
les ensembles fermés) peuvent étre caractérisées par des suites. On considére maintenant
des espaces dans lesquels les fermés peuvent étre définis par des ensemble dénombrables.

Définition 1.1.11. Soit X un espace topologique. On dit que X admet une fermeture
dénombrable, si a chaque fois qu’il existe une partie A de X qui contient la fermeture des
sous-ensembles dénombrables, alors A est fermée.

Si on remplace "sous-ensembles dénombrables" par "suites" et "fermeture" par "li-
mites" dans la définition ci-dessus, on obtient la définition de l'espace séquentiel. Par
conséquent, chaque espace séquentiel et chaque espace a base dénombrable de voisinages
ont la propriété de la fermeture dénombrable.

Lemme 1.1.12. [77] Soit X un espace topologique. Alors, X admet une fermeture dé-
nombrable si et seulement si, pour tout point x € X appartenant a la fermeture de certain
A < X, il existe un sous-ensemble dénombrable C' de A tel que x appartient a C'.
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Lemme 1.1.13. [/77] Chaque sous-espace d’un espace & base dénombrable de voisinages
est aussi un espace a base dénombrable de voisinages.

On va maintenant donner un exemple pour montrer que le produit d’espaces a base
dénombrable de voisinages n’est pas nécessairement un espace a base dénombrable de
voisinages.

Exemple 1.1.14. [77] On Considére I'espace R®, c-a-d le produit de copies de la droite
réelle muni de la topologie produit. Puisque R est un espace métrique, il est donc un
espace & base dénombrable de voisinages; on va montrer que R¥ n’est pas un espace a
base dénombrable de voisinages. Supposons par 'absurde qu’il existe B = {U (") | n e N}
une base dénombrable de voisinages ouverts de 0 de R®. Comme pour tout n € N, U™ est
ouvert, alors il existe une base d’ensembles ouverts | [, W™ tel que 0 € [ [, W <

U™ . Puisque [er W™ est une base d’ensembles ouverts, il existe un sous-ensemble fini
R™ de R tel que W™ = R pour tout r € R\R™. Maintenant, R := U{R™ | n € N} est
un sous-ensemble propre dénombrable de R; par conséquent, il existe r € R avec r ¢ R
tel que W, = R pour tout n € N. En particulier W™ & [—1,1] pour chaque n € N. Par

conséquent :
L JIwm =11 <[ [R=nm"[-11],

seR S#T

il en résulte que U™ & 77'[—1,1] pour chaque U™ e B. Mais 7"![—1, 1] est un voisinage
ouvert de 0 de R¥, ce qui contredit le fait que B est une base de voisinages de 0. Cela
montre que R¥ n’est pas un espace a base dénombrable de voisinages. O

Cependant, le produit dénombrable d’espaces & base dénombrable de voisinages est
un espace a base dénombrable de voisinages, comme le montre la proposition suivante :

Proposition 1.1.15. [77] Supposons que pour chaque n de Z, X,, est un espace a base
dénombrable de voisinages , et Soit X le produit ||, ., X, muni de la topologie produit.
Alors X est un espace a base dénombrable de voisinages.

Proposition 1.1.16. [77] Soit X un espace a base dénombrable de voisinages. Alors X
est un espace de Hausdorff si et seulement si, les limites séquentielles dans X sont uniques,
c-a-d chaque fois que (x,), converge vers x et y, alors x = y.

Remarque 1.1.17. [77] Ce résultat ne peut pas étre généralisé aux espaces de Fréchet-
Urysohn (voir exemple 1.1.32)

On peut voir que la topologie des espaces a base dénombrable de voisinages est trés
largement déterminée par leurs suites convergentes. D’aprés le lemme 1.1.6 'opération
de fermeture peut étre déterminée par les suites et chaque espace a base dénombrable
de voisinages est séquentiel de sorte que les ensembles ouverts sont déterminés aussi par
des suites convergentes. Dans le lemme 1.1.21, on verra que la continuité peut étre carac-
térisée par des suites et la proposition précédente vient justement de prouver que cette
caractérisation est vraie pour la propriété de Hausdorff. Ainsi, la plupart des propriétés
des espaces a base dénombrable de voisinages sont déterminées par la connaissance de
leurs suites convergentes.
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Pour les espaces séquentiels de Hausdorff, la compacité séquentielle est équivalente & la
compacité dénombrable (voir la proposition 1.1.23. En particulier, un espace de Hausdorff
compact a base dénombrable de voisinages est séquentiellement compact. Cependant la
réciproque de ce résultat n’est pas toujours vraie : un espace de Hausdorff séquentiellement
compact a base dénombrable de voisinages n’est pas nécessairement compact. Comme le
montre l'exemple suivant [125].

Définition 1.1.18. Soit (F,<) un ensemble ordonné. On appelle intervalle ouvert (au
sens de l’ordre) de E un intervalle de la forme |z, y| pour deux éléments quelconques x et
y de E tel que x <y, ou de la forme |x,+o0[ ou | — w0, z[ pour un élément quelconque x
de E, ou encore | — 00, +0[, ot ces quatre notations désignent, par définition :

le,y[={te F|lx<t<y}, Jo,+wo[={teFE|z<t},

|—w,z[={te E|t<uz}, |—o0,+w[=FE,

(+o0 et —oo font donc partie des notations, et ne désignent aucun élément de E ).

On appelle alors topologie de 'ordre sur E, la topologie engendrée par les intervalles ou-
verts, c¢’est-a-dire la topologie la moins fine sur E pour laquelle les intervalles sont ouverts.
FElle admet comme pré-base (une pré-base A d’une topologie T' sur un ensemble X est un
ensemble de parties de X qui engendre T', c’est-a-dire tel que T soit la plus petite topologie
sur X pour laquelle les éléments de A sont des ouverts)les intervalles ouverts.

Lorsque (E, <) est totalement ordonné, l'intersection de deux intervalles ouverts est tou-
jJours un intervalle ouvert. Par conséquent, les intervalles ouverts forment une base de
la topologie, ainsi une partie de E est ouverte si et seulement si, elle est une réunion
d’intervalles ouverts. Cette topologie est alors séparée.

Exemple 1.1.19. [77]
Soit w; le plus petit nombre ordinal non dénombrable, et soit

Wy := {x | x est un ordinal et x < w;}

Alors Wy est un ensemble bien ordonné définissant I'ordinal wy ; la topologie sur W est la
topologie de I'ordre. On va montrer que Wy est un espace de Hausdorff séquentiellement
compact a base dénombrable de voisinages qui n’est pas compact. Pour cela, on montre
qu’il est un sous-espace propre dense d’'un espace compact de Hausdorff :

Soit W := Wj U {w;} muni de la topologie de I'ordre. D’abord on va considérer certaines
notations. On note —oo := min W, et pour x € W on écrit [—o0, z[, |x,w;]| pour les en-
sembles {y e W |y < x}, {y €| y > x} respectivement.

Par définition ces ensembles forment une prébase (ensemble de parties de W qui en-
gendre la topologie de 'ordre) pour la topologie de I'ordre sur W. Lorsque x < y on définit
|z, y[, [x,y[, ]z,y] et [z,y] de maniére évidente. Notons que chaque fois que x < y on
a lz,y] = [-0,y + 1[n]z,w:], de telle sorte que |x,y| est ouvert. Maintenant, chaque
voisinage N de w; contient un ensemble de la forme |x,w;| pour certains z € Wy, donc
N rencontre Wy. Par conséquent w;, € Wy, de sorte que W, est dense dans W.Pour mon-
trer que W est quasi-compact, soit £ un recouvrement d’ouverts de W et considérons
I’ensemble

S :={x e W | [~o0,x] admet un sous-recouvrement fini dans E}.
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Supposons, par 'absurde que S # W. Donc W\S est non vide, alors il existe au moins un
élément x € W\S. Comme & est un recouvrement de W, il existe Uy de £ avec z € Uy. Clai-
rement —oo € S, alors & # —oo. Puisque Uj est un ouvert, on a x € [—0, y[n]z,w1] € Uy
pour certains y, z € W, d'ou |z, 2] € Uy. Comme z < z on a z € S, alors [—0, z] peut étre
recouvert par une sous-famille finie {U, Us, ..., U,} de £. Mais maintenant {Uy, U, ..., U, }
est une sous-famille finie de £ qui recouvre [—o0, z], ce qui contredit le fait que = ¢ S. Par
conséquent S = W, c-a-d W admet un sous-recouvrement fini dans £. Ceci montre que
W est quasi-compact.

Montrons que W est de Hausdorff : si x,y sont des points distincts de W, on peut
supposer sans perdre de généralité que = < y. Ensuite, U := [—o0,x + 1] et V =]z, w]
sont des ensembles ouverts disjoints avec x € U et y € V', d’ou W est un espace de Haus-
dorff. Ainsi Wy est un sous-espace non fermé de I'espace compact W, donc Wy n’est pas
compact. En tant que sous-espace de W, W, est aussi un espace de Hausdorff.

Ensuite, on peut montrer que Wy est un espace a base dénombrable de voisinages.
Choisissons = € Wy, Si x = —o0 alors {z} est une base de voisinages dénombrable. Dans
le cas contraire, la famille B := {]y,z] | y < z} est dénombrable parce que B est bien
ordonné par l'inclusion, elle définit 'ordinal x tel que x < w;. Comme B est une base de
voisinages de x, cela montre que W, est un espace a base dénombrable de voisinages.

On veut montrer que W, est séquentiellement compact. Premiérement, on note dans
ce qui suit que : Si C' est un sous-ensemble dénombrable de Wy, C' admet un majorant
dans Wy ; car, si x est un élément de C' tel que x < wy, alors [—0, x| est dénombrable.
Donc 'ensemble B := | J,.o[—%,z] est une réunion dénombrable d’ensembles dénom-
brables, donc dénombrable. Il en résulte que B # Wy, car W, n’est pas dénombrable. Par
conséquent, il existe un certain y € Wy\B. Comme y ¢ B on doit avoir y > x pour tout
x € C, donc y est un majorant de C'.

Pour montrer que Wy est séquentiellement compact, soit (x,), une suite de Wy. On
considére 1’ensemble

F :={z, | x, = z; chaque fois que j > n}.

Si F'= ¢, on prend I := {1}. Sinon, on prend z :=min F et [ := {n e N |z, = x}. Dans
le cas ou [ est infini, on peut organiser / en une suite croissante (n(r) | r € N), et ensuite
on voit que (z,(,) est constante, et donc une sous-suite convergente de (zy,)s.

I1 ne reste plus qu’a considérer le cas ou [ est fini. Ensuite, soit n(1) := max I + 1, et
on considére (). Alors x,) ¢ F', donc il existe un certain entier naturel n(2) > n(1)
avec Tpn(2) > Tp(1). En continuant de cette fagon, on peut choisir une sous-suite stricte-
ment croissante () de (2,)n. L'ensemble C' = {x, | € N} est dénombrable, donc
il est majoré dans Wj. Ainsi, 'ensemble des majorants de C' est non vide, soit y son
plus petit élément et soit N un voisinage de y; donc N contient |z,y] pour un certain
z € Wy. Alors z < y, donc z n'est pas un majorant de C', Par conséquent 2z < z,) < ¥y
pour certains nombres naturels s. Comme la suite (z,() est croissante, il en résulte que
z < Tppy < Yy, dolt 2,y € N, chaque fois que r > s. Cela montre que x,,) — y, donc
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(2,)n admet une sous-suite convergente. Par conséquent W, est séquentiellement compact.

Rappelons qu’une application continue f : X — Y est dite ouverte si 'image par
f de tout ouvert de X est un ouvert de Y. Nous pouvons caractériser un espace a base
dénombrable de voisinages par ce suit :

Théoréme 1.1.20. [132] Si f est une application ouverte d’un espace métrique X dans
un espace topologique Y , alors Y est un espace a base dénombrable de voisinages. Inverse-
ment, st Y est un espace a base dénombrable de voisinages alors pour tout espace métrique
X, il existe une application ouverte f de X sur'Y.

Notre objectif dans ce chapitre est le théoréeme 1.1.31, qui affirme que tout espace
séquentiel peut étre caractérisé par l'image d’'un espace métrique par une application
quotient. Ce théoréme est tout a fait remarquable. Tout d’abord, les images des espaces
métriques sont faciles a former. En second lieu, le théoréme donne une caractérisation de
la catégorie d’espaces séquentiels sans utilisation de la convergence séquentielle.

Lemme 1.1.21. [77] Soient X un espace séquentiel, Y un espace topologique arbitraire
et f: X — Y une application. Alors [ est continue si et seulement si elle préserve les
limites des suites, c-a-d, si (z,), est une suite convergente dans X wvers x, alors (f(zn))n
converge dans Y wvers f(x).

Définition 1.1.22. Soit X un espace topologique (non supposé séparé). X est dit dénom-
brablement compact si tout recouvrement dénombrable de X par des ouverts posséde un
sous-recouvrement fini.

En général, il n’y a aucune relation d’implication entre la compacité et la compacité
séquentielle. On a donné un exemple (exemple 1.1.19) qui montre que, méme pour les es-
paces de Hausdorff & base dénombrable de voisinages, la compacité séquentielle n’implique
pas la compacité. L’espace SN est un exemple d’un espace de Hausdorff compact qui n’est
pas séquentiellement compact. Cependant, un espace compact séquentiel est séquentielle-
ment compact. Afin de prouver ceci on va montrer que, dans des espaces séquentiels, la
compacité séquentielle est équivalente & la compacité dénombrable.

Proposition 1.1.23. [77] Soit X wun espace séquentiel. Alors X est séquentiellement
compact si, et seulement si il est dénombrablement compact.

Rappelons qu’'une application continue surjective f : X — Y est appelée une applica-
tion quotient si & chaque fois que f~!(V') est ouvert dans X (V un sous-ensemble de Y))
alors V' est ouvert dans Y. Par exemple I'application projection d’un espace produit sur
I'un de ses espaces coordonnés est une application quotient. Cette définition sera utilisée
dans 'exemple 1.1.26.

Lemme 1.1.24. [63, Prop. 1.2/ Soit X un espace séquentiel, et soit f une application
quotient de X sur un espace topologique Y. Alors Y est un espace séquentiel. [

La preuve de cette proposition se fait en montrant que si U est séquentiellement ouvert
dans Y, alors f~1(U) est séquentiellement ouvert dans X.
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Définition 1.1.25. Une application continue d’un espace séparé dans un espace locale-
ment compact est dite propre si ['tmage réciproque de toute partie compacte de [’espace
d’arrivée est compacte, ce qui est équivalent de dire que ’application est fermée et ['image
réciproque par cette application de tout singleton est compacte.

A T'aide du lemme précédent, on peut donner un exemple d’un espace séquentiel qui
n’est pas de Fréchet-Urysohn. Cela montre que, dans des espaces séquentiels, les suites ne
caractérisent pas en général la fermeture d’'un opérateur.

Exemple 1.1.26. [63] Soient L := R\{0} l'ensemble des nombres réels privé de 0,
M = {0} u{l/n | ne N}etY := (L x{0}) u(Mx {l}) un sous-espace de R?
muni de la topologie usuelle. En particulier, Y est un espace séquentiel.

Maintenant, soit f : ¥ — X la projection de Y sur la premiére coordonnée, c’est I'en-
semble X := {0} u L. Remarquons que X est I’ensemble des nombres réels. La topologie
sur X est la topologie usuelle ainsi que tous les ensembles de la forme {0} U U ou U est
un ouvert de R et il contient {1/n | n € N*}. Comme X est I'image de Y par I'application
quotient alors il est séquentiel par le lemme précédent.

Maintenant, on va montrer que X n’est pas un espace de Fréchet-Urysohn. Soit A :=
X\M. On montre que 0 € A mais aucune suite de A ne converge vers 0. Soit N un voisi-
nage de 0. Ensuite, N contient un point 1/n pour un certain n € N*| il existe un 6 > 0 tel
que |1/n—4,1/n+d[< N. Maintenant, il existe quelques x irrationnels avec |1/n —z| < 6.
Alors x € N et, x étant irrationnel, x € A. Par conséquent A n N # . Comme cela est
vrai pour tout voisinage de 0, cela montre que 0 € A. Supposons maintenant que (Tn)n
est une suite de A. Pour chaque n € N, on a x, # 0, et donc infjens |2, — 1/5] > 0.
Considérons la suite (6,,), ot d,, := infjens |z, — 1/7], et soit

N = {0} | 11/n =60, 1/n + 6,

neN*

Alors N est un voisinage de 0 qui ne contient aucun des éléments de la suite (z,),. Par
suite (z,), ne peut éventuellement converger vers 0. Ceci montre qu’aucune suite de A
ne converge vers 0, alors X n’est pas un espace de Fréchet-Urysohn. O

Dans I'exemple 1.1.30 on va montrer que le produit de deux espaces séquentiels n’est
pas nécessairement séquentiel. Maintenant, on donne un exemple d’un sous-espace non-
séquentiel d'un espace séquentiel.

Exemple 1.1.27. [63| Soit X l'espace dans I'exemple 1.1.26, et soit A comme ci-dessus.
Soit Z := A U {0}. On montre que Z est un sous-espace de X qui n’est pas séquentiel.
Rappelons qu’aucune suite de A ne converge vers 0. Par conséquent les seules suites de Z
qui convergent vers 0 sont les constantes. Donc I'ensemble {0} est séquentiellement ouvert
dans Z. Cependant, {0} n’est pas ouvert dans Z, car f~1{0} = {0} x {1} n’est pas ouvert
dans Y (tout voisinage de {0} x {1} ne contient aucun point (1/n,1)). Ainsi, Z n’est pas
un espace séquentiel. 0

Néanmoins, on a le résultat suivant :

Lemme 1.1.28. /63, Prop. 1.9] Un sous-espace fermé d’un espace séquentiel est un espace
séquentiel. O
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Notons que dans 'exemple 1.1.27, 'espace X est un espace séquentiel qui n’est pas
de Fréchet-Urysohn. Ce n’est pas une coincidence; en fait, tout espace qui n’est pas
héréditairement séquentiel n’est pas un espace de Fréchet-Urysohn.

Lemme 1.1.29. [63, Prop. 7.2] Soit X un espace séquentiel. Si chaque sous-espace de X
est séquentiel, alors X est de Fréchet-Urysohn. [

Exemple 1.1.30. [77] Soit X un espace de Fréchet-Urysohn qui n’est pas de Hausdorff
avec des limites séquentiels uniques (Par 'exemple 1.1.32 ci-dessous, cet espace X existe).
On montre que 'espace X x X n’est pas séquentiel. Comme X n’est pas de Hausdorff,
la diagonale A = {(z,z) | * € X} n’est pas fermé dans X x X. D’autre part, A est
séquentiellement fermé, car les limites séquentielles sont uniques. Donc X x X n’est pas
un espace séquentiel. 0

On va maintenant caractériser un espace séquentiel par I'image d’un espace métrique
par une application quotient.

Théoréme 1.1.31. [65/ Si [ est une application quotient d’un espace métrique X sur un
espace topologique Y, alors Y est séquentiel. Inversement, st Y est un espace séquentiel,
ils existe un espace métrique X et une application quotient f de X dans Y.

Nous avons vu dans le lemme 1.1.6 que chaque espace a base dénombrable de voi-
sinages est un espace de Fréchet-Urysohn. Un exemple d'un espace de Fréchet-Urysohn
qui n’est pas a base dénombrable de voisinages est I’ensemble R muni de la topologie
{R\F | F <R, F estfini}. On veut définir un espace de Fréchet-Urysohn qui n’est pas
de Hausdorff avec des limites séquentielles uniques. Cela montrera que le résultat de la
proposition 1.1.16 ne se généralise pas aux espaces de Fréchet-Urysohn. Plus tard (Théo-
réme 1.1.37) on donnera une caractérisation pour la classe des espaces de Fréchet-Urysohn
de Hausdorff : Les espaces de Fréchet-Urysohn de Hausdorff sont précisément les images
des espaces métriques par des pseudo-applications ouvertes. En particulier, I'image d'un
espace métrique par une application fermée est un espace de Fréchet-Urysohn.

Exemple 1.1.32. [64] Soit X le produit N x N muni de la topologie usuelle (discréte),
solent p,q ¢ X avec p # ¢. Soit Y := X U {p, ¢}, on définit une topologie sur Y, qui sera
la plus fine, par une base construite de la topologie sur X et :

(1) les ensembles {p} U ((N\F') x N), ou F' est un sous-ensemble infini de N;

(2) les ensembles {q¢} U |, ({n} x (N\F,)), ou (F,,) est une suite de sous-ensembles
finis de N.

Soient U, V des voisinages de p et ¢ respectivement. Donc U contient toutes les par-
ties non finies {n} x N, on peut choisir un nombre naturel n tel que {n} x N c U. V
contient (n,j) pour un nombre infini des j € N, on peut donc choisir j € N de telle
sorte que (n,j) est dans V. Alors (n, j) est dans U aussi, donc U NV # ¢J. Cela montre
que chaque voisinage de p rencontre chaque voisinages de ¢, alors Y n’est pas de Hausdorff.

Ensuite, on montre qu’aucune suite de Y ne peut converger vers plus d'un point.
Comme X est discret les seules suites convergentes vers des points de X sont les suites
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éventuellement constantes. Ainsi on a seulement besoin étudier la possibilité qu’il pourrait
exister une suite de Y convergeant a la fois vers p et ¢. En outre, il existe des voisinages
de p qui ne contiennent pas ¢, et vice versa, donc il suffit de considérer le cas d'une
suite ((n,,jr) | 7 € N) de X. Comme ((n,,j,)) converge vers p, chaque voisinage de p
contient un nombre infini des points (n,, j.). Pour chaque n € N, 'ensemble Y\ ({n} x N)
est un voisinage de p, donc il existe seulement un nombres fini des r tel que n, = n. Soit
F, :={jr | n, = n}. Comme (F),) est une suite de sous-ensembles finis de N, I’ensemble

N =g} v | Jldn} x (NME)

neN

est un voisinage de ¢. Ceci est une contradiction, parce que N ne contient aucuns des
points de la suite ((n,,j.) | r € N) qui converge vers a ¢. Donc il n’existe pas une telle
suite. Ceci montre que les limites séquentielles de Y sont uniques.

Enfin, on va montrer que Y est un espace de Fréchet-Urysohn. Puisque X est discret, il est
certainement de Fréchet-Urysohn. Il reste a prouver que, chaque fois que 'un des p, ¢ se
situe dans la fermeture d’un ensemble, alors il est la limite d’une suite dans cet ensemble.
Considérons d’abord le point p. Supposons que A est un sous-ensemble de Y tel que p € A.
Pour chaque entier naturel r, le complémentaire de I’ensemble {n € N | n < r} x N est un
voisinage de p. Il en résulte que pour chaque r € N il existe un (i,, j.) de A avec n, > r.
Puis n, — o si 7 — oo. Comme tout voisinage de p contient {n} x N, il doit contenir les
points (n,, j.). Ainsi ((n,,j,) | 7 € N) est une suite de A qui converge vers p.
Considérons maintenant ¢. Soit B un sous-ensemble de Y avec ¢ € B. Si g € B, alors il
n'y a rien a prouver. Supposons que ¢ ¢ B. Donc, pour chaque n € N, soit F,, := {j € N |
(n,j) € B}, et considérons la suite (F;) des sous-ensembles de N. Si chaque F), est fini,

alors I'ensemble
{g} v (X\B) = {a} v [ ({n} x N\F,))
neN

est de la forme donnée en (2) ci-dessus, il est donc un voisinage de ¢ qui ne rencontre
pas B, ce qui contredit le fait ¢ € B. Par conséquent, il existe un entier naturel n tel que
F,, est infini. On classe les éléments de F), dans une suite infinie (j, | 7 € N). Maintenant
tout voisinage de ¢ contient tous les points de la partie {n} x N, en particulier il contient
tous les points (n, j.). Ainsi ((n, j.) | 7 € N) est une suite de B qui converge vers ¢. Ceci
montre que Y est un espace de Fréchet-Urysohn. O

Lemme 1.1.33. [77] Tout sous-espace d’un espace de Fréchet-Urysohn est lui-méme un
espace de Fréchet-Urysohn. O

Ce résultat fournit une réciproque du lemme 1.1.29; de sorte qu’on peut en déduire
que les espaces de Fréchet-Urysohn sont les espaces héréditairement séquentiels.

Définition 1.1.34. Soient X, Y des espaces de Hausdorff et f: X — Y une application
continue surjective. On dit que f est pseudo-ouverte si chaque fois que U est un ensemble

ouvert dans X contenant un certain f~'{y} ovy €Y, alors f(U) est un voisinage de y
dans Y .

Il est clair que toute application ouverte surjective est pseudo-ouverte. Ainsi chaque
application fermée surjective est pseudo-ouverte : car si f : X — Y est fermé, soit y e Y.
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On suppose que U est ouvert dans X avec f~'{y} < U. Alors X\U est fermé dans X,
donc f(X\U) est fermé dans Y. Comme f~'{y} est contenu dans U, il en résulte que y
n’est pas un élément de f(X\U). Ainsi y appartient a ’ensemble ouvert Y\ f(X\U), qui
est un sous-ensemble de f(U) (parce que f est surjective). Ainsi f(U) est un voisinage de
y et f est pseudo-ouverte.

Proposition 1.1.35. [77] Soient X, Y des espaces de Hausdorff et f : X — Y pseudo-
ouverte. Alors f est une application quotient.

Proposition 1.1.36. [12, Théoréme.4] Soient X un espace de Hausdorff de Fréchet-
Urysohn, Y un espace de Hausdorff et f: X — Y wune application quotient. Alors,
Y est un espace de Fréchet-Urysohn si et seulement si, [ est pseudo-ouverte.

Théoréme 1.1.37. [12] Si f est une application pseudo-ouverte d’un espace métrique X
sur un espace de HausdorffY, alors Y est de Fréchet-Urysohn. Inversement, si'Y est un
espace de Hausdorff de Fréchet-Urysohn, alors pour un espace métrique X, il existe une
application f pseudo-ouverte de X sur'Y.

Un espace de fermeture dénombrable n’est pas toujours séquentiel comme le montre
I’exemple suivant :

Exemple 1.1.38. [64]

Soit AN le compactific de Stone-Cech de I’ensemble des nombres entiers naturels.
Soit X := PN et considérons la topologie sur X construite par la topologie sur SN et les
ensembles {2} UN pour tout  dans X\N. On a déja noté que les seules suites convergentes
dans SN sont les constantes (Exemple 1.1.3). Il est clair que, dans une topologie plus fine
le nombre des suites convergentes ne peut pas augmenter, de sorte que les seules suites
convergentes de X sont celles qui sont constantes. Par conséquent, chaque sous-ensemble
de X est séquentiellement ouvert, mais X' \N n’est pas ouvert, alors X n’est pas un espace
séquentiel. Cependant, X est de fermeture dénombrable. Pour voir cela, soit A un sous-
ensemble de X. On note que tout sous-ensemble de X contenant N est ouvert, donc un
sous-ensemble qui est disjoint de N est fermé. Donc :

3 A=ANUVANN) = AN VAN cAuAnN).

Maintenant, si A contient la fermeture de tous ses sous-ensembles dénombrables alors en
particulier il contient la fermeture de A n N. Donc (3) montre que A = A, c-a-d, A est
fermé. Cela montre que X est de fermeture dénombrable. O

En utilisant le dernier exemple, on peut montrer qu’il n’y a pas de généralisation du
lemme 1.1.21 aux espaces de fermeture dénombrable.

Exemple 1.1.39. [77] Soit X l'espace de I’exemple précédent, et soit Y le méme ensemble
(BN) muni de la topologie discréte. Alors, la topologie de Y est strictement plus fine que
la topologie sur X, de sorte que l'application identité + : X — Y n’est pas continue.
Cependant, les seules suites convergentes de X sont les constantes, par conséquent ¢
conserve les limites des suites. O

Lemme 1.1.40. [77] Soit X un espace topologique de fermeture dénombrable, et soit Y
un sous-espace de X. Alors Y admet la fermeture dénombrable. O
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Lemme 1.1.41. [13, Prop. 3] Soit X un espace topologique de fermeture dénombrable,
et supposons que f : X — Y est une application quotient alors Y admet la fermeture
dénombrable.

Théoréme 1.1.42. [117, Theorem. 4] Soient X, Y des espaces de Hausdorff de fer-
meture dénombrable, et supposons que Y est compact. Alors X x 'Y admet la fermeture
dénombrable.

1.2 Topologique séquentielle

Soit (X, 7) un espace topologique. Nous rappelons ici qu'un sous-ensemble F' < X est
dit séquentiellement fermé si F' est fermé par rapport a la convergence des suites de F,
c’est-a-dire que pour chaque suite (x,,),, de F' convergente vers x, x € F. Un sous-ensemble
U < X est dit séquentiellement ouvert si X\U est séquentiellement fermé. Il est évident
qu’un sous-ensemble U < X est séquentiellement ouvert si et seulement si, pour toute
suite (z,), convergente vers un point x € U, (x,), est éventuellement dans U (c’est-a-dire
qu’il existe un certain N € N tel que pour tout n = N, x,, € U). Soit 7° le sous-ensemble
de P(X) définie par :

" ={UeP(X)VN(xy),<cU’: 2, >x=1xelU}

c’est-a-dire I’ensemble des ensembles séquentiellement ouverts dans X. 7° est dite la topo-
logie séquentielle associée a 7 ou tout simplement la topologie séquentielle s’il n’y a pas
de confusion (ce qui est différent de la notion d’espace séquentiel). Il est évident que tout
sous-ensemble ouvert est séquentiellement ouvert (c’est-a-dire 7°-ouvert). Un espace X
est un espace séquentiel si et seulement si, chaque sous-ensemble séquentiellement ouvert
de X est ouvert (7° = 7). Tout espace a base dénombrable de voisinages est un espace sé-
quentiel [129, Théoréme 10.2.17]. La topologie séquentielle 7° est plus fine que la topologie
7, mais ce raffinement peut étre strict comme le montre les exemples suivants.

Exemple 1.2.1. Soit X # J un ensemble non dénombrable et 7 la topologie co-
dénombrable sur X.

On montre que toutes les suites convergentes de X sont constantes : On suppose qu’il
existe une suite (x,), convergente vers un élément x € X, mais non constante, on pose
N = {z,,n € N}\{z} qui est dénombrable, alors X\ N est un sous-ensemble ouvert de X
contenant x. Par conséquent, X\ N est 7°-ouvert contenant z, donc (z,,), est évidemment
dans X\ N, ce qui est absurde, donc (x,), est constante.

On en déduit que tous les sous-ensembles de X sont 7°-ouverts, mais le singleton {z},
x € X, n’est pas ouvert, c’est-a-dire 7 < 7° (raffinement strict).

Exemple 1.2.2. Rappelons que €2 désigne le premier ordinal non dénombrable avec
I'ordre usuel 7,,. Soit [0, 2] l'espace topologique tel que ses sous-ensembles ouverts sont
[0, \[= {a/a < A}. Toute suite d’ordinaux dénombrables a une limite dénombrable
w (premier ordinal infini). Mais il n’existe pas de suite d’ordinaux dénombrables qui
converge vers ) (la seule suite qui converge vers € est € elle-méme). On considére la suite
(zn)n = [0,9] telle que pour tout n € N, z, = Q € {Q}, donc {Q} est 7°-ouvert, mais
{Q} n’est pas 7,-ouvert car son complémentaire dans [0, 2] est un sous-ensemble ouvert,
c’est-a-dire {Q2}¢ = [0,Q[, d'ou 7, < 7.
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Nous avons 'équivalence suivante entre la convergence et la convergence séquentielle.

Théoréme 1.2.3. [17] Soient (X, T,) un espace topologique, (x,), une suite de X et
v e X. Alors, (zn)n est T, —convergente vers x si et seulement si, elle est 7] —convergente
vers T.

Nous avons également I'équivalence entre la continuité et la continuité séquentielle par
le théoréme suivant.

Théoréme 1.2.4. [17] Soient (X, 71,), (Y,7,) deuzx espaces topologiques et f : X — Y
une application. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est (7y,T,) séquentiellement continue ;

(ii) f est (13,7])-continue.

Etant donné un ensemble X et une famille (X, T;)ier d’espaces topologiques avec des
applications f; : X; — X pour tout i € I. La topologie limite inductive (ou finale ou in-
ductive) 7", est la topologie la plus fine sur X telle que chaque application f; : (X;, 7;) —
(X, 74) est continue. Explicitement, 7" = {U < X/ (Yie I) f,7 ' (U) € 7}

Comme exemples de topologies inductives, nous rappelons la topologie quotient, la
topologie de somme directe et la topologie de la limite inductive directe. Nous considé-
rons sur X la topologie séquentielle associée (77"4)*. D’autre part, pour tout i € I, nous
considérons la topologie séquentielle associée (7;)® sur X;, et la topologie limite induc-
tive (7°)™4 par rapport a la famille (X;, 77);c; d’espaces topologiques avec les fonctions
fi+ X; — X pour tout ¢ € I.

La topologie séquentielle est dite stable sous la transformation topologique inductive
si (7ind)s = (7%)d : Malheureusement, ce n’est pas le cas en général. Mais on a le résultat
suivant :

Théoréme 1.2.5. [17] (7i"?)* < (75)™nd :

s

Remarque 1.2.6. Comme la topologie quotient est une topologie inductive, nous avons

aussi (Té”d)s < (Ts)flnd.

Le raffinement du théoréme précédent peut étre strict comme le montre les exemples
suivants.

Exemple 1.2.7. Soit X = R muni de la topologie produit 7¢ de la topologie usuelle sur
R et Y le sous-espace de X de toutes les fonctions f telles que Supp(f) est dénombrable.
Soit ¥ € X tel que Supp(v) est non dénombrable, et considérons Z = Y + R, le
sous-espace de X engendré par Y et 1. Y est clairement dense dans Z. Par conséquent
la topologie quotient 7, par rapport a l'application canonique du quotient 7 : (Z,7%) —
(Z/Y,T,) est grossiére. La topologie séquentielle (7,)* est aussi grossiére puisqu’aucun sous-
ensemble propre du quotient ne peut étre séquentiellement fermé, du fait que toute suite
convergente de Z /Y converge vers tout point de Z/Y. D’autre part, soit (7°), la topologie
du quotient par rapport a l'application quotient canonique 7 : (Z, (T/‘"Z)S) — (Z)Y,(T%),),
donc la topologie (7°), sur 'espace Z/Y n’est pas grossiére.



34

1.3 Z-convergence

Rappelons ici la notion de convergence statistique dans un espace topologique X (Voir
[27, 28, 66]). Pour chaque sous-ensemble A de N, si la suite fcard{k € A : k < n} est
convergente, sa limite dans [0, 1] est dite la densité asymptotique de A, notée §(A). On
rappelle également que §(N\A) = 1 — §(A) pour chaque A < N.

Une suite (x,), de X converge statistiquement vers un point x € X si pour chaque
voisinage U de x de X, §({ne N:z, ¢ U}) = 0 [48] c’est-a-dire 6({n e N: x, € U}) = 1,

qui est noté par s — lim x,, = x ou z,, — x.
n—o0

Pour une suite (z,,), et un sous-ensemble U de X, soit Ay(z,) = {ne N: z, ¢ U},
que 'on note Ay s’il n’y a pas confusion. Il est facile de voir qu’une suite (z,), dans un
espace topologique X converge statistiquement vers un point z € X si et seulement si,
pour tout voisinage U de = de X, on a §(Ay) = 0 [178|.

Soit P(N) l'ensemble des sous-ensembles de N. Un idéal Z de N est un ensemble
de sous-ensembles de N qui est héréditaire par inclusion (Pour tout A < N et B € Z,
A< B = AeTI) et stable par réunion finie (Pour tout (A, B) € Z*, Au B € Z) [100]. Un
idéal Z est dit non trivial, si Z # ¢J et N ¢ Z. Un idéal non trivial Z est dit admissible si
7 contient tout sous-ensemble fini de N ({{n} : n € N} < 7). Clairement, tout idéal non
trivial Z définit un filtre dual F7z = {A < N:N\A e Z} sur N [178].

Soit Zy I'ensemble des sous-ensembles finis de N. Alors Zy est un idéal admissible de
N. Soit Zs ’ensemble des sous-ensembles A € N avec 6(A) = 0 c’est-a-dire Z; = {A = N :
d(A) = 0}. Alors Z; est un idéal admissible, et son filtre dual est Fz;, = {A < N :(A) = 1}
[143].

Tout au long de cette partie, Z est un idéal non trivial admissible de N.

Définition 1.3.1. [178, Définition 2.1] Une suite (x,), dans un espace topologique X est
dite Z-convergente vers un point x € X si pour tout voisinage U de x on a Ay € I, qui

est noté par Z- lim x,, = x ou x, =X x; le point x est dit la T-limite de la suite (xy,).,.
n—ao0

Remarque 1.3.2. (i) Z = J si et seulement si, chaque suite constante z, x, ..., x, ... de
X n’est pas Z-convergente vers le point x € X [178].

(ii) Si N e Z alors Z = P(N), et chaque suite de X est Z-convergente vers tout point de
X [178)].
(iii) Si Z = {}, alors toute suite Z-convergente (z,,), est constante.
Lemme 1.3.3. [178, Lemma 2.5] Soient T < J deux idéaux de N. Si (x,,), est une suite

dans un espace topologique X telle que x,, EX x, alors x, 2z

Proposition 1.3.4. Soit (x,,), une suite dans un espace topologique X. Si (z,,) est conver-
gente vers x dans X, alors elle est aussi -convergente vers x.

Démonstration. Puisque Z est admissible, alors 7y < 7 et par le Lemme 1.3.3 le résultat
est vral. n
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La réciproque de la proposition précédente est fausse comme le montre I'exemple
suivant.

Exemple 1.3.5. Soit X un espace topologique de Hausdorff contenant au moins deux
points distincts z et y. Soit (z,,), la suite de X définie par

T, sin est un carré
Ty =

y sinon.

Par définition 1.3.1 (z,,), est Zs-convergente vers y; en effet, pour tous les voisinages
Udey,ona Ay < A, ou A = {n e N:nestun carré}, et A€ Zs (car §(A) = 0). Mais
(,)n ne converge pas vers y.



CHAPITRE 2

LIMITE INDUCTIVE TOPOLOGIQUE
SEQUENTIELLE

Dans ce chapitre nous allons prendre en considération dans les resultats que les sous-
ensembles ouverts, fermés et bornés sont ouverts, fermés et bornés par rapport a la to-
pologie séquentielle. Aussi, les applications continues, ouvertes et fermées sont continues,
ouvertes et fermées par rapport aux deux topologies séquentielles correspondantes.

2.1 Enveloppe localement convexe d’espaces localement
convexes muni d’une topologie séquentielle

Les sommes directes et les produits topologiques localement convexes d’espaces loca-
lement convexes sont des cas particuliers d’idées plus générales que nous considérons ici.

Soient I un ensemble d’indices préordonné filtrant a droite et F un espace vectoriel.
Si un espace vectoriel E est I'engendrement linéaire de certains sous-espaces vectoriels
(Ea)acr de F, on écrit E = Y| E,. On s’intéresse, particuliérement, au cas ou chaque F,

«
est donné comme l'image linéaire A, (F,) d'un espace vectoriel F,, de F [101]. Un cas
particulier de cet engendrement linéaire est la somme directe £ = QF,.
(6%

Soit (F,, Ta)aer une famille d’espaces localement convexes. La topologie la plus fine sur

E =Y A.(E,) qui rend les applications A, : (Fy, 7) — <Z AL(Fy), Ti"d> continues, est
« (6%

une topologie localement convexe qu’on note 7"¢ (topologie finale). Notons 72 la topologie

séquentielle associée a 7, et (77"4)% la topologie séquentielle associée a 7"¢. Suivant |56,

Proposition 3, p.7 | (77"%)* est la moins fine topologie de toutes les topologies localement

convexes séquentielles sur F plus fine que 7"¢. Dans un autre sens, (7°)™? est la topologie

la plus fine sur > A,(F,) qui rend les applications A, : (F,,75) — (Z Au(FL), (Ts)md)—

36
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continue. Selon le théoréeme 1.2.5, pour tout « € I, les applications

Ay (Fyy78) — (Z}4 me>

sont également continues. Un sous-ensemble absolument convexe U de >} A, (F,) est alors

un (7i4)s-voisinage de zéro si ALY (U) = U, est un 7i-voisinage de zéro dans F,, pour
chaque « € I. Les enveloppes absolument convexes I' (A,(U,)) de A,(U,) tels que chaque
U, est un 7j-voisinage de zéro dans Fi,, forment une base de voisinages absolument
convexes de zéro de (E, (de)s). En effet, soit U un (de)s—voisinage de zéro absolu-
ment convexe. Comme A (U) = U,, alors U contient I'ensemble A,(U,), pour tout «,
ce qui implique que T" (A, (F,)) < U.

La topologie 7" n’est pas toujours séparée, la méme chose pour la topologie (779)%.
Mais si (779)* est séparée, elle s’appelle la topologie de I'enveloppe séquentielle sur E
ZA (FL,), (Ti”d)s) est dit un espace d’enveloppe séquentiel localement convexe de

(EOH Ta? A )

Lemme 2.1.1. Soient (X, 7x) et (Y, 7y) deuz espaces localement convezes, toute appli-
cation linéaire continue 1 : (X, 75%) — (Y, 75) s’écrit sous la forme :

(X,7%) 25 (X/Kery, (7)) 2 (0(X), 75) L (v, 75)

-

Y=JohoK
ou (X,75) et (Y,75) sont des espaces localement convexes munis de la topologie sé-

quentielle, K est I’homomorphisme canonique, 1 est une application linéaire continue
ouverte bijective et J est une application linéaire injective continue ouverte.

Démonstration. Désignons par (Ts)flnd la topologie quotient sur X/Kery qui rend K

continue et par (Té"d)s la topologie de l'enveloppe séquentielle sur X /Kerty. Comme

(rinh)* < (7%)ir?, alors K est continue et ouverte. 1) est évidemment injective et surjec-

tive. Puisque 1 est continue, alors ¢ est aussi continue.

Soit U € (ri")*, alors O(U) = (K~YU)) = ¢(U). Comme 1) est ouvert, alors 1) est

aussi ouvert. J est évidemment une application linéaire injective continue ouverte. O
Proposition 2.1.2. L’espace (Z AL(F,), (de)s) est topologiquement isomorphe d un
o

espace ((@F )/H, (ri"4)* ) ot H est un sous-espace fermé de ®F,, convenablement choisi.

> An(F,) est dit Uenveloppe séquentielle localement conveze de (E., 75, Aa),, €t (T4)% est

dite sa topologie de l’enveloppe séquentielle.
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Démonstration. Pour toutes les a € I, les A, sont continues, alors I'application

A:@F, — Y Aq (F)

Zza — A <Zxa) = ZAa (o)
(03 (63 (03
est continue. Comme les A, sont surjective, alors elles sont ouvertes. Par conséquent A
est ouverte car A (F (Ua)> =T"(A, (Uy,)) . Ainsi, A est une application linéaire continue
(e (e

ouverte. Selon le lemme précédent ¢ est un isomorphisme topologique de (®F,)/H sur

E=>A,(F,)=A4A (Z Fa) ,ou A =1 et H est le noyau fermé de A.
[0 (e D

Proposition 2.1.3. Tout espace ((@Fa)/H, (T;”d)s) ou H est un sous-espace fermé de

@F,, est topologiquement isomorphe a un espace <Z K,(F,), (de)s) , avec K, est la
restriction a F, de la surjection canonique K de ®F,, sur (BF,)/H.

Démonstration. Conformément a [101, proposition (2), p.215| et la définition de K nous
avons (®F,)/H = Y, K,(F,) = K(®F,). Considérons 'application identité suivante i :

((ea}Fa)/H, (Tqi”d)s) — (Z K. (F,), (de)s) . Soit U un sous-ensemble de Y K, (F,) tel

que U € (r™d)s. Alors, U = I'(K,(U,)) = K(F(Ua)>’ done K(F (Ua)> c (de)s

« « « q

c’est-a-dire i 7' (U) € (72"")*. Par conséquent, i est continue. Soit U, un sous-ensemble de

(®F,)/H tel que U, € (rin®). Alors, U, = K (F (Ua)) e (rmd)s, donc i (U,) e (rnd)*.

q
D’ou, 7 est ouverte. []

Remarque 2.1.4. Par la proposition précédente, un espace quotient (E /H, (Té”d)s) peut
étre considéré comme un espace d’enveloppe séquentiel localement convexe E/H = K(F)

tel que K est 'homomorphisme canonique de E sur E/H, et H est un sous-espace fermé.

Proposition 2.1.5. Soient E = >, A,(F,) = Y, Bs(Gp), (124)% la topologie d’enveloppe
o B

ind)s g topologie d’enveloppe séquentielle

séquentielle correspondante o Y, Ao(F,) et (18

correspondante & Y Bg(Gg). Si pour tout o € I il existe un certain 5 € I tel que Ao (Fy) <
B

Bs(Gp) et la topologie définie sur Bz(Gg) par Bg induit une topologie moins fine, sur
ind ind

An(FL), que la topologie définie sur Ao (Fy) par Ay, alors (T2)% est moins fine que (Tj%)*
sur E.

Démonstration. Soit 7 la topologie séquentielle sur Fy,, 75 la topologie séquentielle sur G
et V un (12'?)*-voisinage absolument convexe de zéro. Alors, il existe un T5-voisinage Up
de zéro tel que V n Bz(Gg) = Bg(Up). Par hypothése, il existe un 7-voisinage U, de zéro
tel que A, (U,) © Bg(Us) = V n Bs(Gp). Par conséquent, V est aussi un (7'?)-voisinage
de zéro, c’est-a-dire que (739)* < (Tind)s. O
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Proposition 2.1.6. Une application linéaire B d’un espace d’enveloppe séquentiel loca-
lement convexe (E => A, (Ey), (de)S) vers un espace localement conveze (F,T%) est

continue si et seulement si toutes les applications BA, sont continues de E, vers F.

Démonstration. Considérons la composition suivante :

(Bay75) 2 (E = Au(Ea), <T""d>s) s (P, 1)

(. J/

BA,,

Comme A, et B sont continues, alors BA, est aussi continue. Inversement, supposons que
BA, est continue. Soit V un voisinage absolument convexe de zéro de F et a € I, alors il

existe un 72-voisinage de zéro avec BA,(U,) < V. Par conséquent, B (F (A (Ua))> cV,

donc B est continue. OJ

2.2 Limite inductive topologique séquentielle

Soient (Fy,Ty),; une famille d’espaces localement convexes, I est un ensemble d’in-
dices pré-ordonné filtrant a droite. Pour tout couple (¢, ) d’indices de I tels que a < 3,
soit Ag, une application linéaires de F,, vers Fj. On suppose que les Ag, vérifient les
conditions suivantes :

e Les relations a < § < v entrainent A,, = A,3A34.

e Pour tout o de I, A, est 'application identique de F,.

On désigne par Hj I'engendrement linéaire dans @F,, des éléments x, — AgyTq, tels
que z, € F, et a < . Si H est un sous-espace vectoriel de @F,, tel que Hy < H et si K
est ’homomorphisme canonique de @Fa sur (@Fa) /H, alors @F ZK (F,), tel que

K, est la restriction de K a F,, [101, p.218|. Si H = H,, 'espace (@F )/HO ZK(O)( F,),

uniquement déterminé & isomorphisme prés, est dit la limite 1nduct1ve des espaces F,, par

rapport aux applications Ag, noté par limAg, (Fy), K () est 'homomorphisme canonique
ael

de @F, sur (®F,)/H, [101, p.219].

Munissons F,, de la topologie séquentielle 77 associée & 7,. Si Hy est fermé dans
@F,, alors la topologie de I'enveloppe séquentielle (respectivement la topologie quotient

séquentielle) sur limAg,(F,) = ZK&O)(FQ) (respectivement sur (BF,)/H) est séparée,
acl « @
puisqu’elles sont isomorphes.
L’espace limAg, (F,) = Z K. (0)( F,)) muni de la topologie (7"9)* est dit la limite induc-
acl
tive topologique séquentlelle des espaces Fi, par rapport aux applications Ag,. Une enve-

loppe localement convexe ) E,, telle que E, < Eg pour a < /3, est une limite inductive
«
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topologique séquentielle notée lim /5, (Eq) si, et seulement si, 75 induit une topologie plus
faible que 7; sur E, pour a < 3 (en raison de la continuité de Is, : (Fa, 75) — (E3,75)).

0

En particulier, 'enveloppe localement convexe > E,, d'une suite croissante £y < Fy < ...,
i=1
est la limite inductive topologique séquentielle des espaces FE, si et seulement si, pour

chaque n la topologie 7, induit une topologie plus faible que celle de 7;; sur E,,. Nous
rappelons aussi qu'un sous-ensemble A, d’un ensemble d’indices [ filtrante & droite, est
co-final si pour tout a € I, il existe d € A tel que § = «

Proposition 2.2.1. Soit £ = h_r)nAga(Fa) une limite inductive topologique séquentielle
ael
d’espaces localement convexes F, et A un sous-ensemble co-final de I. Alors, la limite

mductive topologique séquentielle Fy = li_r)nAM(Fv) est topologiquement isomorphe a E.
yeA

Démonstration. Comme E est une limite mductlve topologique séquentielle des espaces

localement convexes F, alors F = >’ K ( w). Vu que A est un sous-ensemble pré-
ainZ
ordonné filtrant & droite, alors par la méme construction de E on peut écrire F; =

> K;(O)(Fy). Comme A est co-final, donc pour chaque « € I il existe un v > « tel que
YEA

E=> KO(F (Fy) = 3 K\Y(F F.). Par conséquent, E' = . K ( F.,). Ainsi, on correspond

ael yeA YEA

chaque élément Z Kg?)x7 € E a I'élément Z [(7(20)337 € F; (c’est-a-dire que I'applica-

tion identité i E1 — FE est surjective). Selon la [101, proposition (8),p.219], 'élément
n
> Kf(y?)x%. est égale a 0 si, et seulement si, il existe un 8 = +;, pour tout i € [1,n] tel que
i=1

>, Ag)v)i:v% = 0 dans @F,. Soit § un élément de A tel que § = 3, alors 6 = ~; pour tout i €

i=1 a

[1,n] avec )] Agg)ix% = 0. En conséquence, selon la [101, proposition (8),p.219] une fois de
i=1

n n ,
plus, >, K«(Y?)a:% € F est égale a 0 si et seulement si, 1’élément correspondant Ky(io)x%
i=1 =1
s’annule. Pour cette raison, ’application de E sur E; est un isomorphisme algébrique.
Pour prouver que cet isomorphisme est topologique, il suffit de demontrer que pour tout
a€el, K est continue si et seulement si, pour tout v € A, KV est continue. Supposons

que pour tout a € I, Kc(y )

est continue, alors pour tout v € A, K§ est continue (car A est
un sous-ensemble de I). Inversement, supposons que pour tout 7 € A, K (0) est continue.
Selon la [101, proposition (5),p.218], pour tout « de I tel que a < 7, K( K(O)A

Comme les applications A, sont continues, alors K est continue. D’ ou, K et E sont
topologiquement isomorphes. O

Une limite inductive topologique séquentielle E = >} E,, est dite stricte si E, < Ej

[e%
pour a < [ et si la topologie induite par 75 sur le sous-espace E, de Ejp est égale a
7. En particulier, toute somme directe séquentielle localement convexe £ = ®F, est la

e}
limite inductive séquentielle stricte de ses sommes partielles finies. Komura [98] a donné
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un exemple qui montre que la topologie 72 n’est jamais induite par (77")* dans le cas non
dénombrable. Cependant, dans le cas dénombrable, on a :

Proposition 2.2.2. Soit E la réunion d’une suite strictement croissante Fy < Ey ...
d’espaces localement convezes E,, séparé, et supposons que pour tout n = 1, 7,7, induit la
topologie 1, sur E,. Si E est la limite inductive séquentielle stricte des espaces E,, alors,
la topologie (T™%)* est séparée. En outre, (1"?)* induit la topologie 75 sur chaque E,,.

Démonstration. Soient k € N* et V}, un voisinage absolument convexe de zéro de FEj. Par
le [101, lemme (2),p.222], il existe une suite de voisinages absolument convexes de zéro

telle que Vip1 © Vigo < ..., oit Vi, est un 75, -voisinage de zéro de Ej,,, tel que
. 0
Vietm 0 By, = Vi Soit U un (7"?)-voisinage de 0, alors U = P1 (Virm) = SlVHm, on a
m= m=

alors U n By = Vj, (x). Ceci montre que (7"4)* induit la topologie 77 sur Ej. Chaque x
non nul de F se trouve dans un certain Fj, et donc il existe V}, un voisinage absolument
convexe de zéro tel que = ¢ Vj. Selon (), x ¢ U pour un voisinage U de zéro construit de

cette maniére, et donc la topologie de I’enveloppe séquentielle est séparée. O

o0

Proposition 2.2.3. Soit E = > E;, une limite inductive séquentielle stricte telle que
k=1

pour chaque entier naturel k, E, est un sous-espace fermé propre de Ey.1. Un sous-

ensemble B de E est (1"?)5-borné si et seulement si il se trouve dans un certain Ej, et y
est T;;-borné.

Démonstration. Soit B un sous-ensemble borné de Ej. Par la proposition précédente, B
est également borné dans FE.

Réciproquement, supposons qu’il existe un ensemble borné B dans F qui n’est contenu
dans aucun E,,. Alors il existe une suite (z;) < B et une suite (n;) avec z; € E, \E,,_,.
Puisque F,, , est fermé dans F,,, alors il existe par le [101, lemme (3),p.222] une suite
de voisinages absolument convexes V,,. de zéro de E,,, telle que V,,, n E,, , = V,, | et

. 0 . .. h
1z; ¢ V,,. Par conséquent, U = OV, est un (7""%)*-voisinage absolument convexe de zéro
i=1

de E qui ne contient pas de %xi, ce qui est une contradiction avec la bornitude de la suite

(i) [l

Un espace localement convexe E est dit un (LF®)-espace (strict) s’il peut étre repré-
senté par une limite inductive topologique séquentielle (strict) d’'une suite strictement
croissante By ¢ Fy — ... ¢ FE,... de F-espaces. Nous rappelons aussi qu’un filtre F est
dit de cauchy si pour tout voisinage U, F contient un ensemble F' petit d’ordre U c’est a
dire pour tous z,y € F nous avons x — y € U[138].

Proposition 2.2.4. Soit (E, (de)s) la limite inductive topologique séquentielle d’une
suite strictement croissante By < Ey < ... d’espaces localement convexes. Alors, pour
chaque (7")*-filtre de Cauchy F, il existe un (7"4)*-filtre de Cauchy F' moins fin que
F et un entier naturel k pour lequel F' n Ej, est un (7"%)*-filtre de Cauchy sur Ej.

Démonstration. Cette preuve est une simple adaptation de la preuve donnée par Kéthe
dans [101, p.224| avec quelques modifications :
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Soient F' un élément d’une base de filtre de F et W un voisinage de zéro absolument
convexe de E, alors les ensembles F' + W forment une base d’un filtre de Cauchy F’ sur
E, qui est moins fine que F. Si F' est petit d’ordre W donc F' + W est petit d’ordre
2W, de sorte que la famille des ensembles F' + W contient des ensembles arbitrairement
petits. En outre, 'ensemble (F; + W7) n (Fy + W3) contient 'ensemble F3 + (W n Wy)
si Fy < F1 n Fy.

S’il existe un certain k pour lequel tous les ensembles (F + W) n Ej, sont non vides,
alors la proposition est établie. On suppose que ce n’est pas le cas, alors il existe une suite
Wy, o Ws... de (de)s—voisinages de zéro absolument convexes. Soit F}, un élément petit
d’ordre Wy, de sorte que les ensembles (F), + Wy) n Ej, sont vides, pour k = 1,2, ....

On pose W,E") = Wi n £, qui est un 7;-voisinage absolument convexe de zéro. Par
conséquent, les sous-ensembles Vj, = I’ (%Wl(l) U %WQ(Q) U...U %W,ﬁﬁ;l) U %Wk> sont des

(ri"d)svoisinages de zéro, pour k = 1,2, ....
Soit Fy' € F un élément petit d’ordre V. Montrons que (Fy' + Vi) n Ej, est aussi
vide. Comme F},’ n F}, n’est pas vide, alors il existe zg € F, n F}’. Par conséquent, les

k
éléments y de F,' et les éléments z de Fy' + Fy prennent la forme y = zo + Y. oy,
=1
k k '

z=ux9+ Y, oz + > alal (car F + W forment une base du filtre de Cauchy F},’ sur E )
=1 i=1

tels que x;, 2} € %W’i(l) pour i < k; ) € sWis Yoyl < 1,3 |of < 1. Maintenant
on a aTy +ox) € %Wk—i—%Wk = Wp.. Comme xq € F}, et que (Fj,+Wj) N Ej, est vide, alors

1=

k k
I'élément xo+ agry + a2}, € Fi,+ W), n’appartient pas a Ey. D’autre part, Y, ouz;+ Y, ol
i=1 i=1
k
est dans Fj_q, donc z n’est pas dans Ej, car sinon, on a z = xg + agTy, + Q)25 + >, o4 x; +
i=1

k k k

> akal. Alors, z € By et >, aux; + ) abal € By < E) donc xg + agay, + ofx) € Ej, ce
i=1 i=1 i=1

qui est une contradiction. Donc (F} + Vi) n Ej est vide.

0 /
Nous construisons maintenant le voisinage de zéro .[‘1 <%Wk(k))) . Vu que W) < Wi

pour chaque k' > k, alors U < V}, pour chaque k, on peut trouver un sous-ensemble Fy € F
qui est petit d’ordre U. Soit yo un élément de Fj, alors y, est dans un certain Ej (car F
est un (7™4)*filtre de Cauchy).

Soit y € F{, y + V ne contient aucun élément de Ej (parce que (F} + Vi) N Ej est
vide) ; alors y — yo n’appartient pas a Vi, o U (sinon yy € y + Vi), cela signifie que y
n’est pas dans yo + U, ainsi y n’appartient pas a Fy (car Fy est petit d’ordre U. Ainsi
F, n Fy = &, ce qui contredit les propriétés du filtre (Fo, Fy, € F implique Fy n F}, # ).
Donc il existe un certain k pour lequel (F + W) n Ey, # . O

Le critére de complétude suivant est une conséquence simple de la proposition précé-
dente.

Proposition 2.2.5. Soit E la limite inductive topologique séquentielle d’une suite stric-
tement croissante 1 < Ey < ... d’espaces localement convexes. Alors
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E est complet si et seulement si, pour tout n, chaque (77"%)*-filtre de Cauchy sur E,, admet
une limite dans E et cette limite est dans un certain E, .

Dans un cas particulier, on a

Proposition 2.2.6. Soit E la limite inductive topologique séquentielle stricte de la suite
strictement croissante By < Fy < ... Si chaque Ej est complet, alors E est compléte.
En particulier, tout (LF*)-espace strict est complet.

Suivant le théoréme de Baire nous rappelons qu’un espace métrisable n’est pas la
réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide.

Proposition 2.2.7. Soit A une application linéaire continue d’un (F)-espace F sur
(LF*®)-espace E = k?lek.. Il existe un k tel que A(F) < Ej et A est une application

continue de F sur E.

Démonstration. Soit H,, I'ensemble de toutes les paires (y, Ay) € F' x E,,, avec Ay € E,,.
H,, est un sous-espace fermé de F' x E,, (par la continuité de A), il est donc un (F')-espace
(produit de deux F-espaces). Soit P, l'application continue telle que P, (y, Ay) = y de
H, vers F, P,(H,) est 'ensemble des y avec Ay € E,. Selon le théoréme de Baire, il

résulte de F' = 'ngan(Hn) qu'un certain Py (Hy) est d’intérieur non vide dans F. Il découle
du théoréeme de 'application ouverte (Banach-Schauder) que F' = Py (Hy), de sorte que
A(F) < Ej. Le graphe Hy de lapplication A de F' vers Ej est fermé (car Hy est un

sous-espace dans F' x E,, par la continuité de A : F' — F). Ainsi, par le théoréme du
graphe fermé, A est continue de F' vers (Ej, 7;). ]

Proposition 2.2.8. Tout sous-ensemble M complet, borné et absolument convexe d’un
(LF*)-espace E = @1&1 est un sous-ensemble borné d’un certain Ej.

Démonstration. Le sous-espace vectoriel E)y; de E engendré par M est un (B)-espace
avec une boule unitaire M. Si 'on applique la proposition 2.2.7 avec F' = Ej; et A égal
a I'application injective continue de F); dans E, on obtient le résultat. O



CHAPITRE 3
TOPOLOGIE Z-SEQUENTIELLE

Définition 3.0.1. Soient Z un idéal de N et X un espace topologique.
(i) Pour chaque sous-ensemble A de X, on défini ﬁz, la Z-fermeture de A par :

A = (xe X/Hap)n c A2y > 2,

1l est clair que 51 = etAc At pour tout A < X.
(i) Un sous-ensemble F' < X est dit Z-fermé si F =F
(111) Un sous-ensemble U < X est dit Z-ouvert si X\U est Z-fermé.

Proposition 3.0.2. Soit U un sous-ensemble d’un espace topologique X. Si U est un
sous-ensemble ouvert alors il est ausst un I-ouvert.

Démonstration. Soit U un sous-ensemble ouvert de X. Supposons, par I’absurde que U
n’est pas Z-ouvert c’est-a-dire que U¢ n’est pas Z-fermé. Soit (x,,), une suite de U® telle
que ., L retzel. Alors pour tout voisinage V de x, {n € N: x, ¢ V} € Z (Définition
1.31). Powr V=U,{neN:x,¢ U} =NeZ Ce qui est une contradiction, car Z n’est
pas trivial. D’ou U est Z-ouvert. O]

Définition 3.0.3. Soit A un sous-ensemble de X. Le T-intérieur de A est l'ensemble

A= AA)

Proposition 3.0.4. Soit A un sous-ensemble de X. Alors
oL
A est T-ouvert si et seulement si, A = A.

ol
Démonstration. Si A est Z-ouvert, alors X\ A est Z-fermé. Par conséquent A = A\(X\A).
oL oL - [
Ainsi A = A. Inversement, si A = A, alors A = A\(X\A)I. Donc A n (X\A)I = Jen
conséquence X \AI c X\A. Ainsi X \AI = X\A cest-a-dire que X\ A est Z-fermé. D’ou

A est Z-ouvert. O]

Théoréme 3.0.5. Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique X . Les assertions
suivantes sont équivalentes :

44
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(i) A est I-fermé;
(ii) A= n{F/F est I-fermé et A c F}.

Démonstration. (i) = (ii) C’est évident.

(1) = (i) Supposons que A = N{F/F est Z-fermée et A — F'}. Montrons que At c A
Soit xg ¢ A, alors il existe un sous-ensemble Z-fermé F' contenant A tel que zo ¢ F.
Supposons, par I'absurde que xg € ZI, alors il existe (x,), de A tel que z,, L 2. Puisque
A c F, alors (z,), est dans F; donc xy € o= F. ce qui est une contradiction. Donc
Zo ¢ ZI. O
Théoréme 3.0.6. Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique X. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) A est T-ouvert;
(ii)) A= o{U/U est T -ouvert et U < A}.

Démonstration. (i) = (ii) C’est évident.
(1) = (i) Supposons que A = U{U/U est Z-ouvert et U — A} et montrons que A est

oL oZ
Z-ouvert. Il suffit de prouver que A < A. Soit xq ¢ A, supposons, par I'absurde, que

xg € A, alors il existe un sous-ensemble Z-ouvert U de A tel que z¢g € U. Comme U c A,
ol oL
alors xg € A; ce qui est une contradiction. Ainsi, A ¢ A c’est-a-dire A est Z-ouvert. [

Remarque 3.0.7. On peut aussi prouver la Proposition ci-dessus par passage au com-
plémentaire dans la Proposition 3.0.5.

En utilisant le lemme de Zorn, on peut montrer que dans I’ensemble des idéaux ad-
missibles Z de N; il existe un idéal maximal (par rapport a I'inclusion). Si Z est un idéal
maximal de N, alors pour chaque A c N on a ou bien A € Z, ou bien A € N\Z [100].

Définition 3.0.8. [178, Définition 3.15] Soient T un idéal de N, et U un sous-ensemble
de X. Une suite (x,), de X est Z-éventuellement dans U, s’il existe E € T tel que pour
tout n e N\E, z, € U.

Proposition 3.0.9. [178, Proposition 3.16] Soient Z un idéal maximal de N et X un
espace topologique. Alors, U < X est L-ouvert si et seulement si, toute suite L-convergente
dans X, vers un point de U, est I-éventuellement dans U.

Théoréme 3.0.10. [178, Théoreme 3.17] Soient I un idéal mazimal de N et X un espace
topologique. St U etV sont deux sous-ensembles L-ouverts de X , alors UV est Z-ouvert.

Nous disposons de la caractérisation suivante de Z-convergence d’une suite.

Théoréme 3.0.11. Soient Z un idéal maximal de N et X un espace topologique. Une
suite (z,,), de X est T-convergente vers un élément x € X si et seulement si, pour tout
sous-ensemble T-ouvert U de X avec x € U, il existe E € T tel que pour tout n € N\FE,
x, € U.
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Démonstration. La nécessité découle de la Proposition 3.0.9.

Inversement, soit U un sous-ensemble ouvert de X avec x € U. Par la Proposition 3.0.2,
U est Z-ouvert ; par conséquent et selon les hypothéses, il existe £ € Z avec pour tout
neN\E, x, e U, alors N\\F c {neN:x,eU},dou{neN:z,¢U}c Eet FeT.

I
Donc z,, = z. O

Théoréme 3.0.12. Soient T un idéal maximal de N et X un espace topologique. La famille
= {U € P(X)/U est Z-ouvert} est une topologie sur X. Nous ’appelons la topologie
I-séquentielle ou la topologie de I-convergence.

Démonstration. 1l est évident que J € 7,. X € 7, car J est un sous-ensemble fermé de X
et son complémentaire est X qui est Z-ouvert. Soient U et V € 7, par le théoréme 3.0.10,

UnV er,. Soit (Uy),en une famille d’éléments de 7,. Puisque ( U Uy = (N UE, il suffit
aeA aeA

de prouver que (| U¢ est Z-fermé, c’est-a-dire que () Ug = (UE. 1l est évident que

ael aeA aeA
7L 7L . . .
(Us o () US. Inversement, supposons que x € (| US . Alors il existe une suite (x,),
ae aeA aeA
I ) I
dans (| US avec z,, = x. Par conséquent, pour tout o € A, (x,,) est dans US avec x,, = .
ael
Comme U¢ est Z-fermé, alors pour tout a € A, x € US; par conséquent x € () US. Ainsi
aeA
( US est Z-fermé O
aeA

Dans ce qui suit, nous distinguons la topologie séquentielle de la topologie Z-séquentielle
sur un espace topologique X.

Remarque 3.0.13. (i) Définissons la topologie séquentielle comme I’ensemble des sous-
ensembles séquentiellement ouverts de X. Désignons la par

7 ={UeP(X)/(¥(xn), < U®) &, > x =12 U}
De la méme manieére, on peut définir la topologie 7, par
7, = {U e P(X)/(V(2n)n < US) 3, 5> 2 = x € U},

ce qui est équivalent a la notation du théoreme 3.0.12.

(ii) Une suite (z,,), de X est convergente vers un élément z si, et seulement si, elle est
r5-convergente vers x (Voir Théoréme 1.2.3). Cependant, cette propriété n’est pas
vraie pour la topologie 7, par 'exemple 1.3.5.

Les exemples suivants montrent qu’un sous-ensemble Z-ouvert peut ne pas étre ouvert.

Exemple 3.0.14. Soient X # (J un ensemble non dénombrable, 7 la topologie co-
dénombrable sur X et Z un idéal de N. Toutes les suites convergentes de Z dans X
sont constantes.

Supposons, au contraire, qu’il existe une suite non constante (z,), de X qui est Z-
convergente vers un élément x € X. On pose N = {z,,n € N}\{z} qui est dénombrable;
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alors X\ est un sous-ensemble ouvert de X qui contient x. Par la définition 1.3.1 de
Z-convergence, {n € N: z, ¢ X\N} =N, mais N ¢ Z (non trivial), ce qui n’est pas le cas.
Donc (x,,), est constante.

Tous les sous-ensembles de X sont Z-ouverts; en effet, soient A un sous-ensemble de X
et (z,), une suite de A qui est Z-convergente vers un élément x € X, alors (z,), est
constante, donc x est dans A. Ainsi, par la définition 3.0.1 A est Z-fermé. Donc A est
aussi Z-ouvert. Nous en déduisons que tous les sous-ensembles de X sont a la fois Z-fermés
et Z-ouverts. Mais le singleton {z} n’est pas ouvert.

Exemple 3.0.15. Rappelons que {2 désigne le premier ordinal non dénombrable avec
lordre usuel. Soit [0,2] Iespace topologique tel que ses sous-ensembles ouverts sont
[0, A\[= {a/a < A} ou A < Q (la topologie de 'ordre). Toutes les suites d’ordinaux dé-
nombrables ont une limite dénombrable w (premier ordinal infini). Mais, il n’existe pas de
suite d’ordinaux dénombrables qui converge vers 2. Soit Z un idéal de N et Soit (zy,),, une
suite de [0, Q[ qui est Z-convergente vers x, alors x € [0, Q[ car € est le premier ordinal
non dénombrable. Ainsi, [0, Q[ est Z-fermé, mais [0, [ n’est pas un sous-ensemble fermé
de [0,9],.i.e., {2} est un sous-ensemble Z-ouvert qui n’est pas ouvert.

Théoréme 3.0.16. Soient Z un idéal mazimal de N et X un espace topologique. Alors

TT, T

Démonstration. D’aprés la proposition 3.0.2, un sous-ensemble ouvert de X est Z-ouvert.
Soit maintenant U un sous-ensemble Z-ouvert de X. Montrons que U est un 7°-ouvert.
Supposons, par 'absurde que U n’est pas un 7°-ouvert, alors X\U n’est pas 7°-fermé; il

. . 5 P
existe donc une suite (z,), de X\U avec x,, — x € U. Par la remarque précédente, on

a x, — x; puisque Z est admissible, alors z,, Lretzel (Proposition 1.3.4). Ainsi
X\U n’est pas Z-fermé c’est-a-dire U n’est pas Z-ouvert, ce qui est absurde. Donc U est
T%-ouvert. ]

Le raffinement 7 < 7, est strict par I'exemple 3.0.14 et I’exemple 3.0.15. Le raffinement

7. < 7% est également strict par ’exemple suivant.

z

Exemple 3.0.17. Soient Z un idéal maximal de N et [0, 1] I'intervalle unitaire de R avec
la topologie suivante

T7={U c [0,1]: 0¢ U ou card([0,1]\U) est dénombrable}.

10, 1] est 7°-fermé car il n’y a pas de suite de ]0, 1] convergeante vers 0. Supposons, par
I'absurde qu’il existe une suite (x,,), de ]0,1] convergeante vers 0, alors pour tout voisi-
nage U de zéro, il existe un certain N € N tel que pour tout n > N, z,, € U. Considérons
U = [0,1]\{z, : n € N} qui appartient a 7 car card([0, 1]\([0, 1]\{z,, : n € N})) est
dénombrable. Mais, par construction de U, pour tout n € N, z,, ¢ U, ce qui n’est pas le
cas. Ainsi 0, 1] est 75-fermé, c’est-a-dire que ]0,1]" =0, 1].

Supposons, par 'absurde que 7, = 7, c’est-a-dire que pour tout sous-ensemble A de

[0,1], A" = 4. Choisissons A =10, 1] qui est 7°-fermé par ce qui précéde. Puisque 7, < 7°,
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alors 0, 1] est aussi Z-fermé. Considérons la suite

29

L gi m est un carré
Ty = .
0, sinon

avec 7, 23 0 (voir exemple 1.3.5). Alors 0, 1]Z = [0, 1], par conséquent |0, 1]I #10,1] .

Donc 7% > 7.

Théoréme 3.0.18. Soient Z un idéal maximal de N et X un espace topologique a base
dénombrable de voisinages. Alors T, = T.

Démonstration. Un sous-ensemble ouvert est toujours Z-ouvert par la Proposition 3.0.2.
Soit U un sous-ensemble Z-ouvert de X, c’est-a-dire que U€ est un sous-ensemble Z-fermé
de X. Montrons maintenant que U€ est fermé. Supposons, au contraire, que U° n’est pas
fermé, c’est-a-dire qu'il existe x € U°\U°. Soit (V,,) une suite décroissante de base de
voisinages de x. Pour tout n € N, U¢n (V,,\{z}) # & (car x ¢ U). Soit (z,,),, une suite de
U¢nV, avec z,, # z. Soit W un voisinage de z, alors il existe ny € N avec V,,, = W ainsi
pour n = ng, V,, € W. Donc, pour tout n > ng, =, € W. Ainsi, x,, — x in X. Suivant la
proposition 1.3.4, x, =X x; par conséquent x € U car U¢ est Z-fermé, ce qui n’est pas le
cas. Donc U€ est fermé. ]

Définition 3.0.19. Soient Z un idéal de N, (X, 7) et (Y, p) deuzx espaces topologiques et
f: X =Y un application :

(1) [ est dite Z-continue si pour tout Z-ouvert U dans Y, f~Y(U) est un Z-ouvert de
X.

(ii) f est dite séquenticllement T-continue si pour toute suite (), de X telle que , >
x, la suite f(z,) > f(z).

Rappelons ici qu’un point x € X est dit un point Z-limite de A < X si et seulement
si, il existe une suite (z,,), de A\{z}, telle que Z —limz,, = = [23].
On va prouver, d'une autre maniére, le théoréme 2 [108| en utilisant la maximalité de

7.

Théoréme 3.0.20. Soient T un idéal maximal, A un sous-ensemble d’un espace topo-
logique X et (x,), une suite d’éléments distincts de A, qui est I-convergente vers x ot
x & A, alors x est un point Z-limite de A.

Démonstration. Soit U un sous-ensemble ouvert de X qui contient x; comme Z —lim x,, =
x, alors il existe E € Z tel que pour tout n € N\E, x,, € U. Choisissons ng € N\FE avec

T, # @, alors x,, € U n (A\{z}). Ce qui prouve le résultat.
[



CHAPITRE 4

GROUPE SEQUENTIELLEMENT
Z-TOPOLOGIQUE

Définition 4.0.1. Soient (G, 1), (G',p) deux groupes topologiques, T un idéal de N et
f: G — G une application .

(i) f: G — G est dite T-ouverte (respectivement Z-fermée) si l'image de tout sous-
ensemble T-ouvert (respectivement Z-fermé) de G, est Z-ouvert (respectivement I-
fermé) de G'.

(11) f est dite Z-continue si pour tout Z-ouvert U de G', f~Y(U) est Z-ouvert dans G.

(1)) f: G — G’ est séquentiellement Z-continue en un point x si pour toute suite (),
de G qui est Z-convergente vers x, f(x,) est Z-convergente vers f(x).

(iv) f est dite séquentiellement I-continue si pour toute suite (z,), de G telle que x,, EA
z
x, f(zn) = f(2).

Définition 4.0.2. Soit (G,0,7) un groupe topologique. On dit que G est un groupe Sé-
quentiellement Z-topologique (respectivement groupe I-topologique ) si l'application mul-
tiplication m : G x G — G, (z,y) — w oy et Uapplication inverse i : G — G, v — x*
sont séquentiellement T-continues (respectivement Z-continues). Ce qui est équivalent au
fait que Uapplication G x G — G, (x,y) — x oy~ est séquentiellement L-continue (res-
pectivement I-continue).

Théoréme 4.0.3. Soient (G,7), (G',p) deuz groupes topologiques et f : G — G' une
application. Si [ est séquentiellement L-continue, alors f est I-continue.

Démonstration. Soit V € p,; supposons par absurde que f~1(V) ¢ 7,; alors, il existe
une suite (z,), de [f~1(V)]¢ telle que 2, = z dans G et z € f~*(V). Comme [ est

sequentiellement Z-continue, f(z,) Lf (x) dans G’; par conséquent (f(z,)), est dans
Ve, Donc f(x) € V¢ ce qui n'est pas le cas. D’'ou f~1(V) € 7,, c’est-a-dire que f est
Z-continue. [
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Remarque 4.0.4. Comme pour toute application séquentiellement Z-continue est Z-
continue, par le théoréme précédent, alors un groupe séquentiellement Z-topologique est
un groupe Z-topologique.

Dans ce qui suit, un espace muni d’une topologie Z-séquentielle n’est pas toujours un
groupe séquentiellement Z-topologique.

Exemple 4.0.5. Nous rappelons que la droite de Sorgenfrey est la droite réelle, et que
sa base d’ensembles ouverts est I’ensemble formé des intervalles ouverts a droite, fermés
a gauche : ensembles de la forme [a,b] ot a € R,b € R tels que a < b. Comme R est
un espace topologique a base dénombrable, alors la topologie sur R et sa topologie Z-
séquentielle coincident. Mais R n’est pas un groupe séquentiellement Z-topologique car
I'opération inverse ¢ n’est pas séquentiellement Z-continue. En effet, considérons la suite
définie par

1/n, sin#0
Up = .
1, sin=20

Si on suppose que I'application inverse est séquentiellement Z-continue, alors (—u,), est
Z-convergente vers 0, c’est-a-dire, pour tout voisinage U de zéro, {n e N: —u,, ¢ U} € T.
Mais, si U = [0, 1], alors {n € N : —u, ¢ [0,1[} = N € Z, ce qui est une contradiction,
puisque Z n’est pas trivial.

Proposition 4.0.6. Un sous-groupe d’un groupe séquentiellement Z-topologique est aussi
un groupe séquentiellement Z-topologique.

Démonstration. Soient GG un groupe séquentiellement Z-topologique et H un sous-groupe
de GG. Comme 'application multiplication et I'application inverse sont séquentiellement Z-
continues, alors les restrictions de ces applications & H sont séquentiellement Z-continues.
Ainsi H est un sous-groupe séquentiellement Z-topologique de G. O

Théoréme 4.0.7. Soient G un groupe séquentiellement Z-topologique et A un sous-
ensemble de G. Alors A1 = (ZI)_l.

Démonstration. Soit a € FI, alors il existe une suite (z,), de A™! telle que z, EX a,
d’ou (i(z,)) est dans (A7) et i(x,) EA i(a), car I'application i est séquentiellement Z-
continue ; par conséquent (z, ') est dans A et 2, ! 5 a~!. Ainsi a~!' € XI, c’est-a-dire,
ae(A°)"'. Donc A-1 = (A7),

Inversement, soit a € (ZZ)_l, alorsa! e ZI; par conséquent il existe une suite (), de A
telle que x, = a~, alors (i(xy,)) est dans i(A) et i(x,) R i(a~!) parce que lapplication i

est sequentiellement Z-continue, c’est-a-dire que (z,,71) est dans A~! et z,, ! L a. Ainsi

ace (ZI)_l. Donc (EI)—l c AT, O

Théoréme 4.0.8. Soient G un groupe séquentiellement L-topologique et A un sous-
ensemble de G. Alors, A est T-ouvert si et seulement si, A~' est Z-ouvert.
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Démonstration. Soit A un sous-ensemble Z-ouvert de G, alors G\A est Z-fermé. Soit
(), une suite de G\A™! telle que =, Lz, alors (), n'est pas dans A™!) c'est-a-
dire que (i(z,)) n’est pas dans i(A™'); donc (i(z,)) n'est pas dans A, c’est-a-dire que
(i(z,)) est dans G\ A. Puisque i est séquentiellement Z-continue et G\ A est Z-fermé, alors
i(2)n = i(z) et i(z) € G\A. Supposons par absurde que z € A=Y, alors i(x) € i(A™),
c’est-a-dire i(x) € A, ce qui n’est pas le cas. Donc A™! est Z-ouvert.

L’implication inverse se fait de la méme maniére. m

Proposition 4.0.9. Soit G un groupe séquentiellement Z-topologique.
Un sous-ensemble U de G est un voisinage Z-ouvert d’un élément x de G si , et seulement
si, U™ est un voisinage T-ouvert de v~ 1.

Démonstration. Soit U un voisinage Z-ouvert d'un élément x de GG. Montrer que WZ =
G\U™! et 27! ¢mz.

Par le théoréme précédent, U~! est un sous-ensemble Z-ouvert de G, alors mz =
G\U™!. Supposons, par I'absurde que x7! € mx) alors 7! € G\U™! c’est-a-dire que

—T
r € G\U, ce qui n'est pas le cas. Donc z~! ¢ G\U-1".
L’implication inverse se fait de la méme maniére. O

Théoréme 4.0.10. Soient G un groupe séquentiellement Z-topologique et A un sous-

oL

oZ
ensemble de G. Alors A~' = (A)~L.
oZ
Démonstration. Soit x € A~!, par le théoréme 3.0.6, il existe un voisinage Z-ouvert de x

tel que x € U < A™!; selon la proposition précédente U~! est un voisinage U Z-ouvert
oZ

e A, c’est-a-dire,

de 271 et U7 < A. Et d’aprés le théoréme 3.0.6, encore une fois, 2~
oZ oZ

oZ
re(A). Dou At (AL

L’implication inverse se fait de la méme maniére. O]

Théoréme 4.0.11. Soient G un groupe séquentiellement Z-topologique, A un sous-ensemble
Z-ouvert de G et g un élément de G. Alors Ao g est T-ouvert.

Démonstration. Soit (y,) une suite de G\A o g telle que y, =X y. Supposons par l'absurde
que y € Ao g, alors (y,) n’est pas dans Ao g, c’est-a-dire que (y, o g~!) n’est pas dans A;
d’ott (y, 0 g~1) est dans G\A. Puisque y € Ao g et y, > y, alors y, 0 gL 5> yo gt et
yogle A, cequicontredit le fait que yo g~' € G\A car G\A est Z-fermé. O

Corollaire 4.0.12. Soient G un groupe séquentiellement Z-topologique et A et B deux
sous-ensembles de G. Alors
Si A et B sont T-ouverts, Ao B est L-ouvert.

Définition 4.0.13. Soit G un groupe séquentiellement Z-topologique. On dit qu’un sous-
ensemble F' < G est séquentiellement Z-compact si toute suite (x,), de F admet une

sous-suite T-convergente (z,, ), avec T —limx,, € F.

Théoréme 4.0.14. Soient G un groupe séquentiellement L-topologique et A et B deux
sous-ensembles de G. Alors
Si A et B sont séquentiellement I-compacts, Ao B est séquentiellement Z-compact.
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Démonstration. Soient A et B deux sous-ensembles séquentiellement Z-compacte, (x,,0yy)
une suite de A o B. Comme A et B sont séquentiellement Z-compacts, alors il existe une
sous-suite (z,,) de (x,), qui est Z-convergente vers x dans A. La suite (y,, ) admet aussi
une sous-suite (y,,) qui est Z-convergente vers y dans B. Puisque (z,,;) est une sous-suite
de (zn,), elle est aussi Z-convergente vers x. Ainsi, 2, © Yy, Lzo y. Donc zxoye Ao B.
D’out A o B est séquentiellement Z-compact. O

Par I'exemple suivant, si A et B sont fermés dans un groupe topologique alors A o B
. ) . . -7 =T
n’est pas nécessairement fermé. Cependant, le théoréme suivant prouve que A~ o B™ est
—T
un sous-ensemble de Ao B™.

Exemple 4.0.15. Comme (R?, +) est un groupe topologique a base dénombrable, alors
chaque sous-ensemble Z-fermé de R? est fermé. Soient A laxe des y et B 'ensemble
{(z,y) e R? : 1y = 1}. A et B sont tous les deux des sous-ensembles fermés de (R? +).
Mais, A+ B n’est pas fermé car pour tout voisinage U du point (0,0), U n (A+ B) # &,
c’est-a-dire, (0,0) € A + B, mais (0,0) ¢ A+ B.

Théoréme 4.0.16. Soit G un groupe séquentiellement Z-topologique. Alors, pour tous
sous-ensembles A et B de G, A B cA-B.

Démonstration. Soit z € A~ o EI, alors, il existe a et b de A et B respectivement tels
que x = a o b; il existe donc des suites (a,) € A et (b,) € B qui sont Z convergentes vers

a et b respectivement. Puisque m : G x G L G est séquentiellement Z-continue, alors

m(an,b,) = a, o b, et a, o b, L aob. Ainsi (ay, © b,) est une suite de A o B qui est
. -7

Z-convergente vers x, c’est-a-dire que r € Ao B, O

Proposition 4.0.17. Soient G et G’ deux groupes séquentiellement Z-topologiques. Si une
application f : G — G’ est séquentiellement T-continue. Alors, pour tout sous-ensemble

A de G, f(A") < F(A).

Démonstration. Soient f : G — G’ une application, A < G et x € A Alors, il existe
une suite (x,), de points de A telle que Z- lim z,, = x; puisque f est séquentiellement
n—0o0

Z-continue en x, alors Z- lim f(z,) = f(z); d’ou f(z) € f(A)I. O
n—00

Définition 4.0.18. Soient G et G' deux groupes séquentiellement T-topologiques. Une
application f : G — G’ est dite séquentiellement Z-homéomorphisme si f est bijective et
f et f=1 sont séquentiellement I-continues.

Définition 4.0.19. Un groupe séquentiellement Z-topologique G est dit séquentiellement
Z-homogéne si pour tous (x,y) € G?, il existe une application [ séquenticllement -
homéomorphisme sur G telle que f(x) =y.

Proposition 4.0.20. Tout groupe séquentiellement Z-topologique est séquentiellement Z-
homogene.
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Démonstration. Soient x et y deux éléments d’un un groupe séquentiellement Z-topologique
G. Pour deux éléments quelconques a et b de G, application f : 2 — a~'toboz est bijective
et séquentiellement Z-continue (par définition du groupe séquentiellement Z-topologique).
Si on choisit b = aoyox~!, alors f(x) = y. Donc G est séquentiellement Z-homogéne. [

Proposition 4.0.21. Soient G et G' deux groupes séquentiellement Z-topologiques. Une
application f : G — G est T-fermée si et seulement si, pour tout sous-ensemble A de G,

A < 1@,

Démonstration. Soit A < G, alors f(A) < f(XI) implique f(A)Z c f(A") . Comme f
est Z-fermé, on déduit que f (A)I cf (ZZ).
Réciproquement, supposons que f (A)Z c f (ZZ) pour tout sous-ensemble A de G. Soit

F un sous-ensemble fermé de G, alors f(FI) = f(F), d’ou f(F)I c f(F). Donc f est
Z-fermé. O

Proposition 4.0.22. Soient G et G’ deux groupes séquentiellement Z-topologiques. Si une
application f : G — G’ est un homomorphisme. Alors [ est séquentiellement I-continue
a l'origine si et seulement si f est séquentiellement Z-continue en tout point x € G.

Démonstration. Soit f : G — G’ un homomorphisme qui est séquentiellement Z-continue

a lorigine e. Soient = € G et (x,), une suite de G avec Z- lim z,, = z, alors la suite (z,, o
n—0o0

27 !) est Z-convergente vers l'origine e; d’ott par hypothése (f(x,oxz™1)) est Z convergente
et Z- lim f(z, ox™!) = f(e). Puisque f est un homomorphisme, alors Z- lim f(z,) o
n—a0 n—oo

f(xil) = f(6)7 donc Z- lim f(xn) = f(l‘)
n—0oo
L’implication inverse est évidente. [

Corollaire 4.0.23. Soient G et G’ deux groupes séquentiellement Z-topologiques. Alors
pour tout a € G, Uapplication f, : G —> G', v — a o x est séquentiellement I-continue,
I-fermée et I-ouverte.

Démonstration. Soient z un élément de G et (x,,), une suite de G tels que Z- lim z,, = z,
n—00

alors la suite (a o x,) est Z-convergente vers a o z; par conséquent Z- lim f(z,) = f.(x).
n—ao0

Ainsi f, est séquentiellement Z-continue. Suivant le théoréme 4.0.11 f, est Z-fermée et

Z-ouverte. O

Corollaire 4.0.24. Soient G un groupe séquentiellement Z-topologique et A et B deux
sous-ensembles de G. Alors
Si l'un des ensembles A et B est T-ouvert, Ao B l’est aussi.

Démonstration. Supposons que B soit un sous-ensemble Z-ouvert et que A soit un sous-
ensemble quelconque de G, par le corollaire précédent a o B est Z-ouvert pour tout a € A.
Comme Ao B = U (ao B) et selon le théoréme 3.0.12, donc A o B est Z-ouvert. O

agA

Conformément au théoréme 4.0.3, toute application séquentiellement Z-continue f :
G — @ est Z-continue, c’est-a-dire que 'image réciproque par f de tout sous-ensemble
Z-fermé de G’ est un sous-ensemble Z-fermé de G. Cependant, la réciproque est fausse,
comme le montre ’exemple suivant.
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Exemple 4.0.25. Soient id : (R,+,7,) — (R, +,74) Papplication d’identité tel que 7,
est la topologie usuelle et 7,5 est la topologie discréte. Le sous-ensemble F' = {% 'n €
N*} U {0} est Z-fermé par rapport aux deux topologies (les sous-ensembles fermés et Z-
fermé coincident puisque R est un groupe topologique & base dénombrable de voisinages).
Mais ¢d n’est pas séquentiellement Z-continue, car la suite (%)@1 n’est pas constante dans
(R, +, T d)-

Proposition 4.0.26. Soient G un groupe séquentiellement L-topologique et f : G — G
une application séquentiellement T-continue. Alors H = {x € G/f(x) = e}, le noyau de
f, est un sous-ensemble Z-fermé de G.

Démonstration. Soient G un groupe séquentiellement Z-topologique et f : G — G une
application séquentiellement Z-continue. Soit (z,,), une suite de H, telle que z,, L 2. Par

hypotheése, f(z,) EX f(z). Comme pour tout n € N, f(z,) = e, alors f(z) = e, c’est-a-dire
re H. O

Corollaire 4.0.27. Soient G un groupe séquentiellement Z-topologique, f,qg : G — G
des applications séquentiellement T-continues. Alors H = {x € G/f(z) = g(x)} est un
sous-ensemble Z-fermé de G.

Les sous-groupes normaux sont utiles pour construire des groupes quotients.

Définition 4.0.28. Un sous-groupe H d’un groupe G est dit normal si pour tout g € G,
goHog ' =H, cest-a-dire go H=Hog.

Théoréme 4.0.29. Soient G un groupe séquentiellement L-topologique et H un sous-
groupe normal de G. Alors G/H est un groupe séquentiellement Z-topologique.

Démonstration. On doit montrer que ¢ : G/H x G/H — G/H, (x1,y1) — x1 0y " est
séquentiellement Z-continue. Considérons le diagramme suivant

GxG%G/H xG/H

T

G T . G/H

On a w1 = ¢ (7 x 7); la surjection canonique 7 est continue, elle est aussi séquentielle-
ment Z-continue par [108, théoréme 3] ; Comme 7 et ) sont séquentiellement Z-continues,
alors T est séquentiellement Z-continue, donc 1y (7 x ) est séquentiellement Z-continue.
Puisque 7 x 7 est continue, il est séquentiellement Z-continue suivant [108, théoréme 3|
encore une fois. Donc 1, est séquentiellement Z-continue. O]



CHAPITRE 5

SUR L’UNICITE DES Z-LIMITES DES
SUITES

5.1 Sous-ensembles séquentiellement Z-compacts

Définition 5.1.1. Soient Z un idéal de N et (X, 7) un espace topologique :

(i) X est dit Z-séparé si pour tous deux points distincts x,y € X il existe deuzx sous-
ensembles Z-ouverts U et V' contenant respectivement x et y tels que U n'V = .

(ii) Un sous-ensemble F' de X est dit Z-compact si pour tout recouvrement de F par des
T-ouverts il existe un sous-recouvrement fini de F.

(11i) Un sous-ensemble F < X est dit séquentiellement compact (respectivement, sé-
quentiellement Z-compact) si toute suite de F admet une sous-suite convergente
(respectivement, I-convergente) vers un point dans F.

(iv) On dit que X est dénombrablement Z-compact si tout recouvrement dénombrable de
X par des T-ouverts admet une sous-recouvvrement fini.

Théoréme 5.1.2. Tout sous-ensemble séquentiellement compact d’un espace topologique
est séquentiellement I-compact.

Démonstration. C’est évident par la Proposition 1.3.4. O]

Un espace topologique séquentiellement Z-compact n’est pas toujours Z-compact comme
le montre I'exemple suivant.

Exemple 5.1.3. On prend la méme hypothése que dans l'exemple 3.0.15. Soit £ =
{[0,a]/a < Q} le recouvrement ouvert de €. Toute union finie F de sous-ensembles de €
est un ordinal dénombrable qui a un successeur dans [0, . Par conséquent, £ n’est pas
recouvert par F, c’est-a-dire que €2 n’est pas Z-compact. D’autre part, toutes les suites
d’ordinaux dénombrables ont une limite dénombrable w (premier ordinal infini). Ainsi {2
est séquentiellement Z-compact mais n’est pas Z-compact.

95
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Théoréme 5.1.4. Soit Y un sous-espace d’un espace topologique X. Si'Y est Z-compact
(resp. dénombrablement Z-compact), alors Y est compact (resp. dénombrablement com-

pact).

Démonstration. Tout recouvrement (resp. recouvrement dénombrable) de Y par des en-
sembles ouverts est aussi un recouvrement (resp. recouvrement dénombrable) de Y par
des ensembles Z-ouverts suivant la Proposition 3.0.2. Le sous-recouvrement fini donnée
par la Z-compacité est alors un sous-recouvrement finie d’ensembles ouverts. O]

Définition 5.1.5. [144, Définition 4.1]. Soit X un espace normé. Une suite (x,), de X
est Z-bornée s’il existe un nombre réel M > 0 tel que {n e N : |z,| > M} e T.

Théoréme 5.1.6. Toute suite bornée dans un espace normé est L-bornée.

Démonstration. Soit (z,), une suite bornée dans un espace normé X. Alors, il existe un
nombre réel M > 0, tel que pour tout n € N, |z,| < M. Donc {ne N : |z,| > M|} = &,
par conséquent {n € N : ||z,| > M} € Z. Ainsi, (x,), est Z-borné. O

Théoréme 5.1.7. Soient (X, 1) un espace topologique, R la droite réelle sous sa topologie
usuelle et f : X — R une application séquentiellement Z-continue. Si A est un sous-
ensemble séquentiellement Z-compact de X, alors f(A) est Z-bornée.

Démonstration. Supposons, par 'absurde que f(A) n’est pas Z-bornée. Alors il existe une
suite (y,) de f(A) telle que pour tout nombre réel M > 0, {n € N: |y,| > M} ¢ Z. Par
conséquent, il existe une suite (x,), de A telle que pour tout n € N, f(z,) = y,. Comme
A est séquentiellement Z-compact, alors la suite (), admet une sous-suite (z,, )r Z-

convergente vers un élément xy de A. Ainsi, f(z,, ) 2 f(w); alors pour tout voisinage U
de f(zo), {n e N: f(x,) ¢ U} € Z, c’est-a-dire qu’il existe un nombre réel M > 0 tel que
{neN:|f(x,)| > M} eI, ce qui n'est pas le cas. Donc f(A) est Z-bornée. O

Théoréme 5.1.8. Soit X un espace topologique. Si X est séquentiellement Z-compact et
Y est un sous-ensemble Z-fermé de X, alors 'Y est séquentiellement Z-compact.

Démonstration. Soit (y,) une suite de Y. Par la Z-compacité séquentielle de X, (y,,) admet
une sous-suite qui est Z-convergente vers un certain y dans X. Puisque Y est Z-fermé,
alors y € Y. O

Théoréme 5.1.9. Soient X et Y deux espaces topologiques. Si X est séquentiellement
Z-compact et f: X — Y est une application séquentiellement Z-continue, alors f(X) est
séquentiellement Z-compacte.

Démonstration. Soit (y,) une suite quelconque de f(X), alors il existe une suite (z,),, de
X telle que y, = f(x,); par la compacité Z-séquentielle de X il existe une sous-suite Z-
convergeante (z,,) vers z, alors (f(x,,)) est une sous-suite de (y,,) qui est Z-convergente
vers f(x). O
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5.2 Espaces Z-séparés et unicité des Z-limites des suites

Proposition 5.2.1. Soit (X, 7) un espace topologique séparé. Alors X est T-séparé.
Démonstration. C’est évident par la Proposition 3.0.2. O

Théoréme 5.2.2. Soit (X, T) un espace séquentiel. Si T-est maximal, alors X est T-séparé
st et seulement si, X est séparé.

Démonstration. Comme (X, 7) est séquentiel, alors 7 = 7°, alors par le théoréme 3.0.18,
7, = 7. Ainsi X est Z-séparé si et seulement si, X est séparé. O

Grace a I’exemple suivant, il existe un espace topologique X qui est Z-séparé mais non
séparé.

Exemple 5.2.3. Prenons la méme hypothése que dans 'exemple 3.0.14. X est 7_ séparé
mais non séparé. En effet, soient x,y € X, avec © # y et soient U et V deux voisinages
ouverts de x et y respectivement. Alors U = X\U’' et V = X\V’ avec U’ et V' sont
des sous-ensembles dénombrables de X; par conséquent U n'V = (X\U') n (X\V') =
X\ (U v V'). Puisque X est non dénombrable et que U u V' est dénombrable, alors
X\ (U v V') # . Ainsi X n’est pas séparé. D’autre part, G = {x} et G° sont des sous-
ensembles ouverts de X tels que z € G et y € G°. Puisque G n G¢ = ¢, alors X est
T-séparé.

Théoréme 5.2.4. Soit (X, 7) un espace topologique L-séparé. Si T est maximal, alors
toute suite L-convergente dans X admet une Z-limite unique.

Démonstration. Supposons, par 'absurde, que (z,), est une suite de X, Z-convergente
vers = et y telle que = # y. Selon le théoréeme 3.0.11, pour tout sous-ensemble Z-ouvert
U de X avec x € U, il existe Fy € Z tel que pour tout n € N\Fy, z,, € U. De méme, pour
tout sous-ensemble Z-ouvert V de X tel que y € V, il existe Es € Z tel que pour tout
neN\FEy, z, € V. Alors, {ne N:xz, ¢ U} € Ey et {ne N:x, ¢ V} c E,. Puisque
meN:z,¢U}={neN:z,eU}tet{neN:z,¢V}={neN:uax, eV} alors
{neN:z,eUtu{neN:x, eV} c FiuFE,. Onpeut choisir U et V tels que UnV = &
(X est Z-séparé). Donc U U V¢ = X alors {neN:z,e Ut u{neN:z, eV} =N
Par conséquent N ¢ E; U E,. Comme E; € Z et Fy € T alors E1 U Fy € Z. Donc N € 7,
ce qui est une contradiction car Z n’est pas trivial. Donc x = y. O

Théoréme 5.2.5. Soient Z un idéal mazimal et (X, T) un espace topologique L-séparé.
Si A est un sous-ensemble séquentiellement T-compact de X, alors A est Z-fermé.

Démonstration. Soit (x,), une suite de A telle que x, L 2. A étant séquentiellement

Z-compact, il existe (x,, ), une sous-suite de (z,), telle que x,, 2L y avec y € A. Confor-
mément au théoréme précédent, on a y = x, donc x € A. Ainsi A est Z-fermé. O

Théoréme 5.2.6. Soit (X, 1) un espace topologique & base dénombrable de voisinages et
T un idéal maximal. Si chaque suite Z-convergente dans X admet une Z-limite unique,
alors X est séparé.
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Démonstration. Soient x et y deux points distincts d’un espace topologique & base dé-
nombrable de voisinages (X, 7). Soient (U;)ien et (V})jen deux bases de voisinages de x
et y respectivement (7, = 7, puisque X est a base dénombrable de voisinages, Théoréme
3.0.18). Supposons, par l'absurde, que X n’est pas séparé. Alors l'intersection de tout
voisinage de z et de tout voisinage de y est non vide. Posons Wy = Uy, Wy = Uy n V7,
Ws=UnVinUsy, ..., Wo, =UinVinV,nU,, Wo,i1 =UnV1nV,nU, nU,1 pour
chaque n de N; par conséquent, W; > Wy o ... W,, o .... Considérons la suite (z,),>1
telle que z,, est dans W,,, pour tout n € N*. Soient (G; un ensemble ouvert contenant x,
et GG, un ensemble ouvert contenant y; il existe un entier naturel N, tel que pour tout
n>N,W,cGyetW,c Gy alors {neN:x,¢G}et{neN:ux,¢ G} sont finis.
Puisque Z est admissible et par la Proposition 3.0.2, x, Lz et Tn EX Y, ce qui n’est pas
le cas. Ainsi X est séparé. O

Lemme 5.2.7. Soit T un idéal de N. Toute sous-suite d’une suite Z-convergente dans un
espace topologique est également I-convergente.

Démonstration. Soit (z,), une suite Z-convergeante vers x, dans un espace topologique
X. Alors, pour tout voisinage U de z, {n € N : x, ¢ U} € Z. Soit (x,(n)) une sous-suite de
(25 )n; comme {p(n) e N:zyq) ¢ U} < {neN:x, ¢ U}, alors {¢p(n) e N: ) ¢ U} € T.

Ainsi 2 L O]

Théoréme 5.2.8. Soient Z un idéal de N, X un espace topologique et (), une suite de X

avec T, > x dans X. Alors A = {x, :n e N}u{x} est un sous-ensemble séquentiellement
Z-compact de X.

Démonstration. Soit (y,) une suite de A. Si {y,, : n € N} est fini, alors il existe un élément
Yno de {y, : n € N} tel que {n € N : y, = y,,} est infini. Alors (y,) a une sous-suite
convergente, qui est Z-convergente par la Proposition 1.3.4.

Si {y, : n € N} est infini, on peut construire une sous-suite (yz,) de (y,) comme suit :
Pour tout p € N*,

a; =min{ne N:xz, €{y, :neN}} et f; =max{neN:z, =y,}

ay =min{n e N:xz, €{y, :n>p1}} et fo =max{n e N:z,, =y,,n> [}

ap =min{n e N:x, € {y, :n> f,_1}} et B, = max{ne N:xz,, = yn,n > Bp_1}

Tous les sous-ensembles {n € N: z,, € {y,, : n > [,_1}} ne sont pas vides, car {y, : n € N}
n’est pas fini. Alors, clairement, cette suite (yg,) est une sous-suite de (y,) et aussi une

sous-suite de (z,,),. Par le lemme 5.2.7 | y3, L rcara, > . Ainsi, A est un sous-ensemble
séquentiellement Z-compact de X.
O

Dans [90], A. J. Insel a montré qu’'un espace a base dénombrable de voisinages X est
séparé si et seulement si, chaque sous-ensemble compact de X est fermé. Cette équivalence
n’est pas valable pour les espaces non dénombrables comme le montre I’exemple suivant.
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Exemple 5.2.9. Prenons la méme hypothése que dans 'exemple 5.2.3. On a vu que X
n’est pas séparé. Observons ensuite que les seuls sous-ensembles compacts de X sont les
sous-ensembles finis. Pour cela, soit K un sous-ensemble infini quelconque de X, alors, il
existe une suite (x,), d’éléments distincts de K. Pour chaque entier positif n, on définit
U, = X\{z; : j > n}; alors la famille {U,, : n € N} est un recouvrement d’ouverts de
K qui n’admet pas de sous-recouvrement fini. Comme tout sous-ensemble fini de X est
dénombrable et donc fermé. Ainsi, tout sous-ensemble compact de X est fermé.

Théoréme 5.2.10. Soit (X, 7) un espace topologique. Alors, X admet des Z-limites

uniques des suites si et seulement si, tout sous-ensemble séquentiellement I-compact de
X est I-fermé.

Démonstration. Supposons que tout sous-ensemble séquentiellement Z-compact de X est
Z-fermé. Supposons, par 'absurde, qu’il existe une suite (z,), de X telle que z, .
et 2, > yavecz #y. Si{neN:z, =a}ou{neN:az, =y} sont infinis. Alors,
la sous-suite constante (z) est une sous-suite de (z,), qui converge vers x et y. Suivant
la Proposition 1.3.4, (x) est Z-convergente vers x et y. Comme {x} est séquentiellement

T-compact, alors {z} est Z-fermé. Donc {z} = {z} , ce qui contredit le fait que = # ¥.

Si{neN:x, =x}et {neN:ux, =y} sont finis. Alors, il existe une sous-suite (z,))
de (z,)n telle que T, # 2 et xym) # y pour tout n € N. Comme (x,), converge vers
x et y, alors (2,(,)) est convergente vers x et y , alors elle est Z-convergente vers x et y
selon la Proposition 1.3.4. Soit A = {z,,) : n € N}; conformément au lemme précédent,
A U {z} est séquentiellement Z-compact. Par hypothése, A U {z} est Z-fermé, c’est-a-dire

—I .
que Au {z} = Au{z}; il s’ensuit que y ¢ AU {z} et donc il n’existe pas de suite
(yn) dans A U {z} telle que y, = y, ce qui contredit le fait que la suite (T y(ny) de A est
Z-convergente vers z et y avec x # y. Ainsi, X admet des Z-limites uniques des suites.

Inversement, supposons que X admet des Z-limites des suites uniques et soit A un
sous-ensemble séquentiellement Z-compact de X. Il suffit de montrer que A" < A. Soit
x € Xz; conformément & la propriété Z-Fréchet-Urysohn, il existe une suite (z,), de A

telle que x,, L Puisque A est séquentiellement Z-compact, alors toute suite de A admet
une sous-suite Z-convergente qui est convergente vers un point dans A. Par unicité de la
Z-limite, on a x € A. Donc A est Z-fermé. O]

Corollaire 5.2.11. Soient Z un idéal mazimal et X un espace a base dénombrable de voi-
sinages. Alors X est T-séparé, si et seulement si, chaque sous-ensemble séquentiellement
Z-compact de X est Z-fermé.

Démonstration. Soit X un espace a base dénombrable de voisinages. Comme 7 est un idéal
maximal admissible, alors selon le théoréme 5.2.4, le théoréme 5.2.6 et la proposition
5.2.1, X est Z-séparé si et seulement si, X admet des points Z-limites uniques. Donc,
suivant le théoréme précédent, X est Z-séparé si et seulement si, chaque sous-ensemble
séquentiellement Z-compact de X est Z-fermé. O



60

Lemme 5.2.12. Soient X etY deux espaces topologiques. Alors
X etY sont séquentiellement T-compacts si et seulement si, X x Y [’est.

Démonstration. Supposons que X et Y soient séquentiellement Z-compacts. Si (2, yn)
est une suite de X x Y, alors il existe une sous-suite (x,, ) de (z,), qui est Z-convergente
vers ¥ dans X. Pour la suite (yy,,), il existe également une sous-suite (y,,;) qui est Z-
convergente vers y dans Y. Puisque (z,,) est une sous-suite de (z,, ), elle est également

T-convergente vers x. Ainsi, (2, Yn,) EA (x,y).

Inversement, Soient px : X xY — X et py : X xY — Y les deux projections sur X x Y.
Par le théoréme 5.1.9 | px (X x Y) et py (X x Y') sont séquentiellement Z-compacts, c’est-
a-dire, X et Y sont séquentiellement Z-compacts. O

Théoréme 5.2.13. Soient (X, 7) un espace topologique et T un idéal maximal. Si X est
I-séparé, alors l’ensemble diagonal de X x X est Z-fermé.

Démonstration. Soient (X, 7) un espace topologique Z-séparé, Z un idéal maximal et A
I’ensemble diagonal de X x X. Par le théoréme 5.2.4, X a des Z-limites uniques des suites.
Supposons, par 'absurde, que A n’est pas Z-fermé. Alors il existe une suite (z,, z,) de A
qui est Z-convergente vers (z,y) avec (z,y) ¢ A, c’est-a-dire x,, Loretws, > y tels que
x # y, ce qui contredit le fait que X posséde des Z-limites uniques des suites. Ainsi, A
est Z-fermé. O]

Théoréme 5.2.14. Soit (X, T) un espace topologique. Si l’ensemble diagonal de X x X
est Z-fermé, alors X possede des I-limites uniques des suites.

Démonstration. Soit A I'ensemble diagonal de X x X. Supposons, par I'absurde, qu’il

existe une suite (z,), de X telle que z, Loz et T =N y avec x # y. Alors (x,,z,)
Z-converge vers (x,y) avec (x,y) ¢ A, ce qui contredit le fait que A est Z-fermé. Ainsi, X
posséde des Z-limites uniques des suites. O

Théoréme 5.2.15. Sotent X, Y deux espaces topologiques et f : X - Y etg: X - Y
deuz applications séquentiellement I-continues. Si 'Y est L-séparé, alors A = {r € X :

f(z) = g(x)} est Z-fermé.

Démonstration. Supposons, par I'absurde, que A n’est pas Z-fermé. Alors conformément
a la propriété Z-Fréchet-Urysohn, il existe une suite (z,,), de A qui est Z-convergente vers
xavecx ¢ A. Comme f: X — Y et g: X — Y sont séquentiellement Z-continues, alors
f(zn) — f(z) et g(z,) — g(z). Selon le théoréme 5.2.4, X admet des Z-limites uniques
des suites, par conséquent f(x) = g(x) et x € A, ce qui n’est pas le cas. Ainsi A est
Z-fermé. O

Lemme 5.2.16. [178, Théoreme 4.2] Soient X, Y deuz espaces topologiques et f : X —'Y
une application. Si f est continue, alors f est séquentiellement Z-continue.

Théoréme 5.2.17. Soient X, Y deux espaces topologiques et f: X - Y etg: X - Y
deux applications séquentiellement Z-continues. Si A = {x € X : f(z) = g(x)} est Z-
fermé, alors Y admet des Z-limites uniques des suites.
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Démonstration. Nous remplacons X par Y x Y, et nous remplagons f et g par les deux
projections continues sur Y x Y, qu’elles sont aussi séquentiellement Z-continues suivant
le lemme précédent. Alors, {(xz,y) € Y x Y : f(x) = g(x)} est le sous-ensemble diagonal
de Y x Y, qui est Z-fermé par hypothése. Par conséquent Y admet des Z-limites uniques
des suites, par le théoréeme 5.2.14. O



Deuxiéme partie

Bornologie et dualité dans une
topologie K-vectorielle séquentielle
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INTRODUCTION

Dans [166], Venkataramen a posé le probleme de la caractérisation de « la classe des
espaces topologiques qui peuvent étre déterminés complétement par la connaissance de
leurs suites convergentes ». Plusieurs auteurs ont mis en évidence une solution basée sur
le concept d’espaces séquentiels. Dans [63] et [64] Franklin a révélé quelques propriétés
des espaces séquentiels et des espaces de Fréchet-Urysohn et des exemples intéressants.
Ensuite, Snipes dans [154], a étudi¢ une nouvelle classe d’espaces appelée espaces T-
séquentiels et leurs relations avec les espaces séquentiels. Dans [24], Boone et Siwiec ont
donné une caractérisation des espaces séquentiels par des applications quotients séquen-
tiels. Dans [31], Cueva et Vinagre ont étudié les espaces K —c-séquentiels et les espaces K-
s-bornologiques et ont adapté les résultats établis par Snipes en utilisant des applications
linéaires. Puis, Katsaras et Benekas, dans [94], partant d’un espace vectoriel topologique
(t.v.s.) (E,7), ont construit, la plus fine des topologies sur E ayant les mémes suites
convergentes que 7, et la plus fine des topologies sur E ayant les mémes précompacts que
7, en utilisant le concept des chaines (cette étude est une généralisation de I’étude menée
par Weeb [171] dans le cas des espaces localement convexes). Dans [60], Ferrer, Morales
et Ruiz, ont reproduit les travaux précédents en introduisant le concept de la topologie
séquentielle maximale. Goreham, dans [77], a mené une étude liant la séquentialité avec
les sous-ensembles dénombrables dans un espace topologique.

Dans leurs travaux, R.M. Dudley [53], J. H. Webb [171] et A. El. Amrani [56] ont
prouvé la stabilité (7 x 7)°* = 7% x 7° pour une topologie localement convexe sur un corps
valué K (archimédien ou non-archimédien) qui nous ont permis d’avoir la (7% x 7°) — 7°-
continuité de I'application addition A : £ x £ — E| et aussi la (7§ x 7°) — 7%-continuité de
I’application multiplication par scalaire M : K x E — E, ou 7z = 7 est la topologie du
corps des scalaires K ((KK, |.|) est un espace vectoriel topologique métrisable, il est donc
séquentiel). Mais Dans le cas d’une topologie quelconque, M.Babahmed [17] a prouvé que
T8 x T8 < (T % 7).

De plus, R. F. Snipes [157] a donné une version séquentielle du théoréme de Hahn-

Banach pour un espace vectoriel topologique S-localement convexe sur le corps des réel
ou des complexes en utilisant des notions simples de convergence séquentielle. Il a obtenu
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une forme géométrique de ce théoréme au moyen des ensembles convexes séquentiellement
ouverts et des hyperplans affines séquentiellement fermés. Comme les espaces vectoriels
topologiques localement convexes qui ont la propriété : tout voisinage ouvert de zéro
contient un voisinage ouvert convexe de zéro, sont les espaces vectoriels topologiques les
plus utiles et les plus importants. Snipes a défini la notion d’espace vectoriel topologique
localement convexe séquentiel (S-Local Convex Topological Vector Space) comme espace
vérifiant la propriété : tout voisinage de zéro séquentiellement ouvert contient un voisinage
de zéro convexe séquentiellement ouvert.

Nous allons rappeler, dans le huitiéeme chapitre, des préliminaires comportant des dé-
finitions et résultats fondamentaux pour les autres chapitres. Dans le neuviéme chapitre
nous étudions la stabilité de la topologie séquentielle en passant a la topologie K-vectorielle
séquentielle et aussi la stabilité de la K-convexité locale. Pour cela, nous démontrons I'in-
égalité 7° x 7% > (7 x 7)%. En utilisant les propriétés de cette topologie séquentielle nous
prouvons quelques résultats, notamment la caractérisation de la fermeture séquentielle du
noyau d’une forme linéaire, la séquentialité de la somme d’un sous-espace séquentiel fermé
et d’un sous-espace de dimension finie. Egalement nous établissons la version géométrique
du théoréme de Hahn-Banach pour une topologie K-vectorielle non-archimédienne séquen-
tielle en utilisant les résultats de W. H. Schikhof [151].

Dans [56] A. El amrani a examiné, pour un espace localement K-convexe E dans le
cas non-archimédien, la topologie séquentielle localement K-convexe la plus fine sur F
ayant les mémes suites convergentes que la topologie d’origine. Dans le chapitre dix, nous
poursuivons cette étude en caractérisant les espaces séquentiels bornologiques et la limite
inductive des espaces séquentiels. De plus, nous étudions 1’équicontinuité et la dualité
dans les espaces séquentiels. Nous tenons a préciser qu’il y a une grande différence entre
un espace séquentiel et un espace des suites. Ces espaces ont été étudiés dans [25] et 78]
dans le cas classique ou dans [45],[3] et [4] dans le cas non-archimeédien.



CHAPITRE 6
PRELIMINAIRES

Dans toute cette partie, (K, |.|) est un corps valué non-archimédien (n.a) a valeur ab-
solue non triviale, et son anneau de valuation B(0,1) = {\ € K : |A| < 1}. On sait qu’il
existe p € R avec o > 1 tel que pour tout n € Z il existe A\, € K vérifiant | A, |= o",
voir [165, p.251]. Le corps K est dit sphériquement complet si toute suite décroissante de
boules fermées de K admet une intersection non vide. Pour les notions et propriétés de
bases concernant les K-espaces vectoriels topologiques, nous renvoyons le lecteur a [150]
et [168] et celles concernant les espaces localement K-convexes, nous renvoyons le lecteur
a [121] ou [165] si K est sphériquement complet et & [150] si K n’est pas sphériquement
compleét. Cependant, nous rappelons ce qui suit :

Soient £ un K-espace vectoriel et A un sous-ensemble non vide de E.

A est dit K-convexe si et seulement si, pour tout (z,y,2) € A% et tout (\, u,7) € K3 tels
que (A <1, |p| <L |y <letA+pu+y=1onalr+puy+yze A

A est dit absolument K-convexe si et seulement si, pour tout (z,y) € A% et tout (\, u) € K2
tels que |A| <1, |u| <1, on a Az + py € A. L’enveloppe absolument K-convexe I' (4) de
A est le plus petit ensemble absolument K-convexe qui contient A. Si A est un ensemble
fini, A = {z1,...,x,}, on écrit parfois I" (z1,...,2,) au lieu de I" (A). Une topologie sur un
espace K-vectoriel E est dite localement K-convexe (IKc¢s) s'il existe dans £ un systéme

fondamental de voisinages de zéro constitué de sous-ensembles absolument K-convexes de
E.

Soit E un espace localement K-convexe muni d’une topologie 7. Nous désignons par
E', E* o(E,E') et o(E,E) le dual topologique, le dual algébrique, la topologie faible
sur E et la topologie faible sur E respectivement. Nous désignons également par Pz (ou
par P §'il n’y pas de confusion) un ensemble de semi-normes déterminant la topologie 7
de E. Nous supposons toujours que (F,7) est un espace de Hausdorff. Si A est un sous-
ensemble de F, nous désignons par [A] le sous-espace vectoriel de E engendré par A. Nous
remarquons ici que si A est absolument K-convexe, alors [A] = KA. On désigne par py
la fonction de Minkowski sur [A] pour A un sous-ensemble de E absolument K-convexe,
c’est-a~dire si z € [A], pa(z) = inf {| A |: x € AA}. Si A est borné, alors p4 est une norme
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sur [A]. On note alors par F4 l'espace [A] muni de la norme ps. Un sous-ensemble A
d’un espace localement K-convexe E est dit totalement C-borné si et seulement si, pour
chaque voisinage U de 0 il existe x1, 3, ....,x, de E tels que A c U + I' (z1, 22, ..., x,) .

Soit ¢, ) une dualité entre E et ' ot E et I sont deux espaces K-vectoriels (voir [2]
pour plus de détails), si A est un sous-ensemble de E, le polaire de A est le sous-ensemble
de F défini par A° = {y dans F/( pour tout x dans A) |{x,y)| < 1}. Nous définissons
également le polaire d’'un sous-ensemble B de F' de la méme maniére. Un sous-ensemble
A de E est dit polaire si A°° = A (A°° est la bipolaire de A). Une semi-norme continue p
sur E est dite une semi-norme polaire si et seulement si, le voisinage de zéro correspondant
B, (0,1) = {z € £ : p(z) < 1} est un ensemble polaire. L’espace E est dit polaire s'il existe
Pr tel que pour tout p € Pg, p est polaire. Si E est un espace polaire, alors la topologie
faible o(E, E') est de Hausdorff [150, Proposition 5.6]. Dans ce cas, nous avons un couple
dual (F, E'). La valeur de la forme bilinéaire sur E x E’ (et de méme sur E’ x E) est notée
par (x,a), x € E, a € E'. Pour plus d’informations sur les polaires et les espaces polaires
voir [150]. Si E est un espace polaire et p est une semi-norme continue sur F,on note par
E, l'espace vectoriel E/Ker(p) et par m, la surjection canonique 7, : £ — E,,. L'espace
E, est un espace normé dont la norme est définie par (Ve e E) || m, (Z) ||,= p(x). Sa

boule unité est m, (U), ot U = {z € £ : p(x) < 1}. Son complété est noté par E,,.

Definitions 6.0.1. /[56/

1. Soient E un espace localement K-convexe et V un sous-ensemble de E.
V' est dit voisinage séquentiel (S — voisinage) de 0 si chaque suite nulle de E se
trouve éventuellement dans V, c’est-a-dire : (¥ (x,,), € Cp) (INy € N) : (Vn = Ny) ,x,, €
V.

2. Un espace localement K-convexe E est dit espace séquentiel si tout voisinage K-
convexe séquentiel de 0 est un voisinage de 0.

Remarque 6.0.2. [56] Tout voisinage séquentiel de 0 est absorbant et contient 0.

On note par U I'ensemble des voisinages séquentiels K-convexes de zéro dans (E, T) et
par V 'ensemble des voisinages de zéro K-convexes dans (F, 7), polaires et séquentiels. Par
conséquent U est une base de voisinages de zéro pour une topologie localement K-convexe
sur F notée 7° et V est une base de voisinages de zéro pour une topologie localement
K-convexe sur F notée 7P%. On rappellera que 7° est toujours plus fine que 7 (7 < 7%),
puisque tout voisinage de zéro est un voisinage séquentiel de zéro [56].

Proposition 6.0.3. [56] Si V est un sous-ensemble absolument K— convexe et absorbant
d’un espace E localement K—convexe, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) V est un S-voisinage de 0 ;
(ii) py est séquentiellement continue, ou py est la fonctionnelle de Minkowski associée
aV.

Proposition 6.0.4. [56/ Pour un espace localement K-convexe E, les propriétés suivantes
sont équivalentes :
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(1) E est un espace séquentiel ;
(i7) Toute semi-norme séquentiellement continue sur E est continue ;

(131) Pour tout espace F' localement K-convexe, toute application linéaire séquentiellement
continue de E dans F' est continue ;

(iv) Pour tout espace F de Banach, toute application linéaire séquentiellement continue
de E dans F est continue.

Soient (F,7) un espace localement K-convexe et Ps la famille des semi-normes n.a
séquentiellement 7-continues sur E. P, définit une topologie K-convexe sur £ notée T°.
Une base de voisinages de 0 pour T est constituée par les boules B, (0,£) ot e > 0 et p
est une semi-norme n.a séquentiellement 7-continue. L’ensemble B, (0, €) est un voisinage
séquentiel de 0, car pour toute suite (x,), convergente vers zéro dans (E,7), il existe

no € N tel que pour tout (n = ng), p(x,) <e¢ <p (2,,) "5 0) :

Remarque 6.0.5. [56] La topologie T* est séquentielle.

Proposition 6.0.6. [56/ La topologie T° est la moins fine de toutes les topologies séquen-
tielles localement K-convezres sur E plus fines que T.

Proposition 6.0.7. [56] T est séquentielle si et seulement si, T = T°.

Lemme 6.0.8. [56] Pour toute suite (x,), de (E,7), 2, "3% 0 pour 7 < z, "3% 0
pour T°.

Lemme 6.0.9. [56] Supposons que o est une topologie localement K-conveze sur E telle
que pour toute suite nulle pour T est une suite nulle pour o, alors ° = p.

Proposition 6.0.10. [56/ 7° est la topologie localement K-conveze la plus fine sur E
ayant les mémes suites convergentes que T.

Remarque 6.0.11. |56] 7° est aussi la topologie la plus fine sur F ayant les mémes suites
nulles que 7.

Lemme 6.0.12. [56] Soient (E, T) un espace localement K-conveze et A un sous-ensemble
de E alors, A est T-borné si et seulement si, pour toute suite nulle (\,), de K et toute
suite (z,,), de A; la suite (A\,x,), converge vers zéro dans (E,T) c’est-a-dire que (A\,x,,),,

est une suite nulle de (E,T).

Proposition 6.0.13. [56/ Soit (E,T) un espace localement K-conveze, alors T et ° ont
les mémes sous-ensembles bornés.

Proposition 6.0.14. [56] Soit (F, ’7'/> un espace localement K- convexe et f : E — F une
application linéaire, alors : f est T°- continue si et seulement si, f est séquentiellement
T-continue.

Lemme 6.0.15. [56] Pour tout U de U, py est une semi-norme n.a séquentiellement
T-continue.

Proposition 6.0.16. [56] 7° = T*.
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Lemme 6.0.17. [56] Supposons que K soit sphériquement complet et A soit un sous-
ensemble de E absolument K-convexe et T-fermé, alors :

1. Si K est discret, alors A°° = A.

2. SiK est dense, alors (Va e K),|a |> 1, A < aA, ou A est le bipolaire de A par
rapport a la dualité <E, E,>.

Lemme 6.0.18. [56] Si K est sphériquement complet, alors TP° est une topologie séquen-
tielle.

Proposition 6.0.19. [56/ Si K est sphériquement complet, alors 79 > 7.

Remarque 6.0.20. [56] Si K est sphériquement complet, alors 77° > 7; mais 7° est la
moins fine de toutes les topologies séquentielles localement K-convexes plus fines que 7 et
puisque 7P° est séquentiel, alors 7P° > 7°, et donc 7P = 7°.

Proposition 6.0.21. [56/ Soit (E,T) un espace localement K-convexe. Alors mP° est la
plus fine de toutes les topologies polaires localement K-convexes 6 sur E telles que toute
suite sur E qui est T-convergente est d-convergente.

Corollaire 6.0.22. [56] Si 7 est polaire, alors TP* = 7, TP° et T ont les mémes suites
convergentes.

Lemme 6.0.23. [56] Soient p une semi-norme n.a sur E, A = {vre E:p(z) <1} et
B={rxeE:p(x)<1}. Alors A° = B°.

Proposition 6.0.24. [56] "¢ coincide avec la topologie localement K-convexe engendrée
par toutes les semi-normes n.a séquentiellement T-continues et polaires.

Proposition 6.0.25. [56] 7% est la plus fine de toutes les topologies polaires localement
K-convezes qui sont moins fines que 7°.

Lemme 6.0.26. [56] Soient E et F' deux espaces localement K-convezes et f : E —> F
une application linéaire continue, alors pour tout sous-ensemble V' de F, si V est polaire
dans F, f~1 (V) est polaire dans E.

Proposition 6.0.27. [56] Soit (E,7) et (F,71) deuz espaces localement K-convezes. Si
f:(E,7) — (F, ) est une application linéaire continue, alors f est (7°,77)-continue et
(775, %) -continue.

Proposition 6.0.28. [56/ Soit (E,T) = H Ex, k), alors :
k=1

S

(i) 7= T s

1=

b
.

(i1) TP = HT,fs.

k=1



CHAPITRE 7

SUR LA TOPOLOGIE K-VECTORIELLE
SEQUENTIELLE

La topologie produit est une topologie projective par rapport a I’ensemble des appli-
cations projections, on a le raffinement suivant :

Théoréme 7.0.1 (Théoréme 4.2 [17]). Soit Z un espace produit d’un espace topologique
(X, 7). Alors 75 X 75 x .. X T8 < (T X T X ..T)".

Le raffinement du théoréme précédent peut étre strict, comme le montre les deux
exemples suivants.

Exemple 7.0.2. Soient w le premier ordinal infini et €2 le premier ordinal non dénom-
brable. Considérons 'espace ordinal X = [0,w] x [0,€] muni de la topologie d’ordre
produit 7, x 7,. D’une part la suite (n,€), est convergente vers (w,€2), donc le point
(w,Q) ¢ (1, x 7,)° parce que (w, ) n’est pas (7, x 7,)°-fermé, puisque (n,2), < (w, Q)¢
et (n, 2)n — (w, Q) ¢ (v, Q). Donc pour X’ = X\{(n,€2) : n < w}, (w,2) & (7, x 7,)7x
D’autre part, dans le sous-espace X', le point (w,2) € (7° x Té) /x puisque aucune suite
de X’ ne peut converger vers (w, (2), donc

(72 X 7)< (7, % 7o) ixre

Exemple 7.0.3. Soit X = RI%U muni de la topologie produit, que nous notons tout
simplement ici 7. Soit By = C([0;1]) le sous-espace de RI%! de toutes les applications
continues f : [0;1] — R et B; le sous-espace de RI%! de toutes les applications f :
[0; 1] — R avec un nombre au plus dénombrable de points de discontinuité. La fonction
¢ = 1jp,1]~@ admet un nombre non dénombrable de points de discontinuité, donc ¢ ¢ B;.
Pour tout sous-ensemble fini A dans [0;1], 14 € By. Soient (7;);r 'ensemble des rationnels

dans [0;1], A, = {r; : 1 <i < n} pour tout n > 1 et ¢, = 14, < By, alors ¢ = lirf On-
n—+0o

Soit Y = By U ¢ un sous-ensemble de X. Puisque By est (7, )°-fermé dans Y, donc ¢
est (7, )°-ouvert. Mais ¢ n’est pas T/Sy—ouvert, car ce n’est pas une restriction d'un 7°-
ouvert dans X, puisque le complément dans X du singleton {¢} n’est pas 7°-fermé. D’ou

(T/Y)S < T/sy.

69
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Pour un K-espace vectoriel topologique, on a le théoréme de stabilité suivant.
Théoréme 7.0.4. Soit (E, 1) un K-espace vectoriel topologique, alors T° x 7° = (T x 7)*.

Démonstration. Par le théoréme précédent, 7° x 7° < (7 x 7)° est toujours vérifiée.

Inversement, soit ji : (E,7) — (E x E,7 x 7) (k = 1,2) 'injection canonique continue,
donc jj, est séquentiellement continue. Suivant le théoréme 1.2.4 ji est 7° — (7 x 7)°-
continue. Soit V un (7 x 7)*-voisinage de zéro, ainsi l'existence de V;, = j (V) € 7°.
Montrons que Vi x Vo < V; Sinon, il existe (z1,x2) € Vi x V5 et (x1,29) ¢ V. Alors
(z1,22) € VC, ensuite x1, € j, '(VE) = (., ' (V))C = (Vi)Y, ce qui contredit le fait z;, € V.
D’ou la stabilité 7% x 7° = (7 x 7)*. O

En utilisant le théoréeme de stabilité précédent, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 7.0.5. Soit (E, ) un K-espace vectoriel topologique alors (E, %) est aussi un
K-espace vectoriel topologique.

Démonstration. Selon la stabilité précédente, on a également 7§ x 7° = (1 X 7)°.
Puisque (£, 7) est un K-espace vectoriel topologique, alors I'application d’addition A :
E x E — FE est (T x 7) — T-continue, et application de multiplication par un scalaire M :
K x E — E est aussi (7g x 7) — 7-continue, donc A et M sont séquentiellement continues.
Ainsi, suivant le théoréme 1.2.4 A est (7 x 7)*—7%-continue et M est (g x 7)* —7°-continue.
Par conséquent, par le théoréme de stabilité précédent, A est (7% x 7%) — 7°-continue et M
est (7 x %) — 75-continue. D’ou, (F, 7°) est un K-espace vectoriel topologique qui admet
un systéme fondamental de voisinage de zéro selon [148, théoréme 1.2].
O

Remarque 7.0.6. Soit W un 7°-voisinage de zéro de E, par '’application M de démons-
tration précédente, il existe U un 7°-voisinage de zéro et un € > 0 tels que AU < W, pour

tout A € K, et |[A\| < e. Posons V= U {AU}; c’est un 7°-voisinage de zéro contenu
AeK |\ <e

dans W qui est équilibré. Donc, I’ensemble des 7°-voisinages de zéro équilibrés constitue
une base de 7°-voisinages de zéro.

Définition 7.0.7. Soit A un sous-ensemble de E, on considére les notations suivantes :
A= {xe E/ pourtout Vev(z),VnA=# g}
A = {x e E/ il existe (x,)n A, x, — =}
A={zeE/ il existe V € v(z),V c A}
A* = {x € E/(pour tout (z,), < E avec z,, — z),( il eziste N € N), (pour tout n > N, z, € A)}
A° s’appelle la fermeture séquentielle de A et A* Dowverture séquentielle de A.

Proposition 7.0.8. Soit (E,7) un K-espace vectoriel topologique, A un sous-ensemble
de E et 7° la topologie séquentielle associée a 1. Alors :

Ac A5 A° A
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Démonstration. Soit x € A, alors il existe V € V(z) tel que V < A. Soit (z,), < E avec
z, — x, donc YU € V(z),3N € N : Vn > N,z, € U. Ensuite, pour U =V, (), est
éventuellement contenue dans V' (< A) ce qui confirme que z € As.

Il est évident que As = A°. Maintenant, soit z € A puis I(zp)n < A avec x, — x. D’ou
(YW eV(x)), AN eN): (V¥n> N,x, € V). Ainsi, ANV # & clest-a-dire x € A. O

Notons que si A est 7-fermé alors A est 75-fermé (parce que 7 < 7°) alors A= A=

A= (ﬁ) (la fermeture séquentielle de la fermeture de A).

Proposition 7.0.9. Soient (E,7) un K-espace vectoriel topologique, T° sa topologie sé-
quentielle. Soit A un sous-ensemble non vide de E, si A est K-convexe contenant zéro et
# &, alors A® est aussi K-convexe.

Démonstration. Soient z € A* et U € v*(0) (75-voisinages de zéro) tels que z + U < A.
Soit y € A, comme y — x € A (par la K-convexité de A) et z + U < A, alors y + U =
y—xr+x+Uc A+ y—z. Par la K-convexité de A, encore une fois, A+y —x < A, en
conséquence y + U < A. Comme y + U est 7°-ouvert voisinage de y, donc y + U < fis,
c’est-a-dire y € A¥ dont A = As. O

Théoréme 7.0.10. Soit (E,T) un K-espace vectoriel topologique localement K-conveze.
Alors (E,71°) est aussi un K-espace vectoriel topologique localement K-conveze.

Démonstration. On a déja vu que (F,7°) est un K-espace vectoriel topologique. Montrer
que (E,7°) admet un systéme fondamental de voisinages K-convexe de zéro. Soit {V,,}aer
un systéme fondamental de voisinages K-convexe de zéro de (F, 7). Soit W un 7%-voisinage
zéro de E, alors, selon la proposition 10.0.12, W < W* < W. Comme {Vi}aer est un
systéme fondamental K-convexe de voisinages de zéro de (E,7), alors Ja € I avec V,, <
W e Ws e W, donc 17&8 W< W. Puisque V¢ est K-convexe par la proposition de
précédent, donc {‘}as}ae 7 est un systéme fondamental de voisinages K-convexe de zéro de
(E,79). O

Proposition 7.0.11. Soit (E,7) un K-espace vectoriel topologique. Soit B = {Vy}aer un
systeme fondamental de voisinages de zéro de T. Alors (E, T) est séquentiel si, et seulement
st pour tous les v € I, Vas =1V,.

Démonstration. c’est évident. O

Lemme 7.0.12. Soient (E,T) un espace vectoriel topologique sur un corps valué complet
K et M un sous-espace séquentiellement fermé. Pour e € E\M, soit M' = M ®Ke. Alors
on a les deux propriétés suivantes :

(i) Soit (z,) une suite de M' convergente de E telle que pour tout n € N, z, = x, + re
(avec x,, € M et r, € K). Alors, (x,), est convergente dans M et (r,e) est convergente
dans Ke.

(11) M' est séquentiellement fermé.

Démonstration. (i) Il suffit d’établir que la suite (r,,) est convergente.
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o Si (z,) converge vers 0. Alors pour tout V' € V(0), il existe N € N tel que (VYn > N)
x, + rpe € V. Supposons que (r,) n’est pas convergente vers zéro, il existe donc
€ > 0 et une sous-suite (r,,) de (r,) telle que pour tout k > 1, |r,, | = €. Alors, pour
tout k > 1 et pour tout Ve V(0), ry, (1, 2n, +¢€) € V cest-a-dire pour tout k > 1
et pour tout V' € V(0), (1}, 'z, + €) € 7,1V selon le théoréme 7.0.5 Papplication
E — E,x — r;'z est un (7° —7%)-homéomorphisme, donc r;,'V sont des voisinages
de zéro. Donc (1, 'z, + e) converge vers zéro c’est-a-dire

—1
r, X — —€
ng Tk k—o0

ce qui contredit I'hypothése e € E\M et M est séquentiellement fermé. Ainsi, (r,)
converge vers z€ro.

o (z,) converge vers z # 0. Alors, (2,41 — 2,,) converge vers 0. Selon le premier cas
(rps1 — rn) converge vers 0. Comme K est complet, donc (r,,) est convergente.

(ii) I1 découle de (i) puisque hI}_l 2y, =x +ree M.
n——+0ao0
[

Corollaire 7.0.13. Soit (E, ) un K-espace vectoriel topologique sur un corps valué com-
plet K. St M est un sous-espace 7°-fermé de E et N est un sous-espace de dimension
finte, alors M + N est T7°-fermé.

Démonstration. On peut supposer que M n N = {0} (parce que si M n N = N'(# {0})
nous considérons l'intersection M n (N\N’) = {0}, alors nous ajoutons le sous-espace
fini N" & la fin). On écrit M @ N = M @ vect{ey, e, ..., €aimn }, le cas dim (N) = 1 est
vérifié selon le lemme précédent. Si le résultat est supposé vrai pour M @ N = M &P
vect{ey, e, ..., €qim(n)—1}, alors par le lemme précédent il est vrai pour M @ N = M @
vect{ey, €2, €gim(n)}, donc M + N est 7°-fermé par récurrence.

O

Corollaire 7.0.14. Soient (E,T) un espace vectoriel topologique sur un corps valué com-
plet K et M un sous-espace séquentiellement fermé. Pour e € E\M, Soit M' = M @ Ke.
Alors, les projections Py : M — M et P, : M’ — Ke sont 7°-continues.

Démonstration. Soit (z,) une suite de M’ convergeante vers z € E telle que pour tout
neN,z, =x,+r,e (avec z, € M et r, € K), donc par le lemme précédent z = z+re. Par
conséquent, la suite Py(z,) = (x,) converge vers Py(z) = x, et P.(z,) = (r,e) converge
vers P,(z) = re.

O

Théoréme 7.0.15. Soient (E,T) un espace vectoriel topologique sur un corps valué com-
plet K et f e E*. Alors ker(f) est 7°-fermé si et seulement si, f est T°-continue.

Démonstration. Considérons I’hyperplan (homogéne) H = {z € E; f(z) = 0} = ker(f).
Supposons que H est 7°-fermé et soit (z,) une suite de F convergeante vers z. Choisissons
e € E\H de sorte que f € E* et f(e) = 1. Le terme général de la suite (z,) s’écrit d’une
maniére unique sous la forme z, + r,e, tels que pour tout n € N, z, € H et r, € K.
Alors, pour tout n € N | f(z,) = f(z, + mpe) = 0+ r,f(e) = r, ce qui montre que
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f=1oP,, ouy;Ke — K est un isomorphisme topologique selon le théoréme 3.1 [148], P,
est la projection du corollaire 7.0.14. Par conséquent 1 et P, sont 7°-continues ; ainsi que f.

Inversement, supposons que f soit 7°-continue. Si (z,), est une suite de H qui est
T-convergente vers x. Montrons que z € H. La suite (f(z,)) converge vers f(z) par
hypothése. Mais, (f(z,)) est la suite nulle, donc f(z) = 0, par conséquent x € ker(f) = H.
D’ou ker(f) est T°-fermé. O

Corollaire 7.0.16. Soient (E,T) un espace vectoriel topologique sur un corps valué com-
plet K, fe E* et H={z€ E: f(z) = a} tels que a # 0. Alors Uhyperplan non homogéne
H est 7°-fermé si et seulement si, f est 7°-continue.

Démonstration. Considérons I’hyperplan homogéne Hy = {z € E : f(z) = 0}. Par le
théoréme 7.0.15, Hy est 7°-fermé si et seulement si, f est 7°-continue. Par la continuité
séquentielle de 'application addition dans la preuve du théoréme 7.0.5, Hy est 7°-fermé
si et seulement si, H est 7°-fermé. O

Corollaire 7.0.17. Soient (E,T) un espace vectoriel topologique sur un corps valué com-
plet K et M un sous-espace 7°-fermé de codimension finie dans E. Alors, chaque projection
P . E — M est 7°-continue.

Démonstration. Si M ala codimension n dans E, ot n € N*, il existe une base (e;)1<j<n de
cardinal n qui engendre un espace complémentaire a M, soit N = vect{ey, ey, ..., €,} un tel
espace. Alors E = M@ N = (M @uvect{es, e, ..., e,}) Dvect{e; }. Selon le corollaire 7.0.13,
I'espace M @ vect{es, es, ...,e,} est T°-fermé, d’ou par le corollaire 7.0.14 la projection
P, : E — M@vect{ey, es, ..., e, } est T°-continue. Définissons la projection P; par induction

P, . (M @ vect{eiy1,€iya,...,en}) @vect{e;} — M @vect{e;i1,€ira,...,en}

Puisque la somme M @vect{e; 1, €12, ..., €, } est toujours T°-fermé donc P; est 7°-continue
Pour toutl <i<n. P= P,oP,_10...0P; est une composition d’applications 7°-continue
qui est également 7°-continue, ce qui établit le résultat. O

Lemme 7.0.18. Soient (E,T) un espace localement K-convexe sur un corps valué sphé-
riquement complet K , M un sous-espace affine de E et A un sous-ensemble ouvert non
vide K-convere de E qui ne rencontre pas M. Il existe alors un hyperplan fermé de E,
contenant M et ne rencontrant pas A.

Démonstration. Par hypothése AnM = (7, il existe alors x € A et x ¢ M. Par le théoréme
4.1. 8 [151] il existe f € E’ tel que f(z) ¢ f(M). Posons f(x) = A, alors f~*({\})nM = &,
d’ott I'existence d’un hyperplan fermé de E (par continuité de f) H = f~1({\}), et par
maximalité de H, M c Het Hn A= (. O]

Théoréme 7.0.19 (Théoréme géométrique de Hahn-Banach). Soit (E,7) un espace vec-
toriel topologique sur un corps valué sphériquement complet K et M un sous-espace affine
de E. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) M est contenu dans un hyperplan séquentiellement fermé ;

(i1) Il existe un sous-ensemble non vide T°-ouvert et K-convexe qui ne rencontre pas M.
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Démonstration. (i) = (ii)
Supposons que M < Hou H ={x e E: f(z) = a} avec f € E*, a € K et H est 75-fermé.

Bk (0, |a]) est mg-ouvert, parce que g = 7. Selon le corollaire 7.0.16, le sous-ensemble
f~YBxk(0,|a])) est une boule T5-ouverte. f~'(Bg(0,|al)) est donc un sous-ensemble K-
convexe par 'image inverse d’une application linéaire. On a donc f~!(Bg(0, |a|)) n H =
&, sinon f~1(Bg(0,]a])) n f71({a}) # & puis fH(Bg(0, |a]) n {{a}) # & c’est-a-dire
Bk(0, |a]) n{a} # &, ce qui donne |a| < |a| ce qui est une contradiction.

(i1) = (i)
Soit U un sous-ensemble non vide 7°-ouvert K-convexe qui ne rencontre pas M. Sans perte
de généralité, supposons 0 € U (Si0¢ U, Vye U, 0e (U—vy) et (U—y)n (M —y) = &),
alors U est absolument K-convexe, absorbant et équilibré.
Soit N' = {\U/X € Bk(0,1)} un ensemble de sous-ensembles 75-ouverts, absolument K-
convexes, absorbants et équilibrés.

Montrons que I'ensemble N satisfait les hypotheéses du théoréeme 1.2 [148] de la carac-
térisation de 'espace K-vectoriel topologique :

(a) les sous-ensembles de N sont absolument K-convexes alors U + U < U, donc AU +
AU < \U.

(b) Tous les éléments de N sont 7°-ouverts, équilibrés et absorbants.

(c) Fixons Ag € K tel que 0 < |[A\g| < 1. Soit AU € N, Comme AU est équilibré, alors
MU € N.

En outre, N est une base de voisinages de zéro, car si U;,U; € N, on a U3 € N avec
U3 c U1 M UQ.

En fin de compte, ensemble N est un systéme fondamental de voisinages de zéro
d’une topologie localement K-convexe notée ¥. Selon le lemme précédent, il existe un
hyperplan T-fermé de E contenant le sous-espace affine M. Comme U € 75, N < 75. Alors
7% est plus fine que ¥ et ’hyperplan T-fermé est 7°-fermé, ce qui prouve le résultat. [

Corollaire 7.0.20. Soit (E,T) un espace vectoriel topologique sur un corps valué sphéri-
quement complet K. Alors, il existe une forme linéaire non nulle séquentiellement continue
sur B si et seulement si, il existe un sous-ensemble non vide 7°-ouvert propre K-conveze
de E.

Démonstration. Supposons que f(# 0) est une forme linéaire 7°-continue sur E. L’en-
semble B = {x € E : |f(x)] < 1} est clairement un sous-ensemble non vide 7°-ouvert
propre K-convexe sur E.

Inversement, soit U un sous-ensemble non vide propre 7°-ouvert et K-convexe de E.
Soit ¥ la topologie localement K-convexe construite a partir de U comme dans la preuve
précédente du théoréme 7.0.19.

Soit y € U®. Selon le lemme précédent, il existe un T-hyperplan fermé H, qui contient
y et ne rencontre pas U. Nous pouvons écrire H sous la forme H = {x € F; f(z) = a},
ou f e E*et f # 0. Comme H est T-fermé, il est 7°-fermé, et par conséquent f est
séquentiellement continue par le théoréme 7.0.15. O
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Corollaire 7.0.21. Soient (E,T) un espace vectoriel topologique sur un corps valué sphé-
riquement complet K , F' un sous-espace de E et f : FF — K une forme linéaire 7°-
continue. Alors, il existe une extension linéaire 7°-continue g : E — K de f si et seule-
ment si, il existe o € K et un sous-ensemble U non vide 1°-ouvert et K-conveze, tel que

Un f~({a}) = &.

Démonstration. Supposons qu’il existe une extension linéaire 7°-continue g de f. Choi-
sissons a € K, suivant la 7%-continuité de g, g~ '({a}) est un hyperplan 75-fermé. Selon le
théoréme 7.0.19, il existe U un sous-ensemble, non vide, 7°-ouvert et K-convexe qui ne
rencontre pas g~ ({a}). Mais, f~1({a}) = g *({a}), donc U n f~1({a}) = &.

Inversement, supposons que U est un sous-ensemble non vide 7°-ouvert et K-convexe,
de sorte que U n f~(a) = & pour un a € K.

Sia =0, f71({0}) est un sous-espace de E et par le théoréme 7.0.19 encore une fois,
f71({0}) est contenu dans un hyperplan séquentiellement fermé H, qui ne rencontre pas
U. Soit H = {x € FE : g(xr) = 8}. Selon le corollaire 7.0.16, g est 7°-continue. I"application
¢ induit 'hyperplan g/’Fl({ﬂ}) de F. Montrons que § = 0. Certainement, g/’;({ﬁ}) est un
hyperplan de F' qui contient I'hyperplan f~'({0}). Alors, g/}l({ﬁ}) = f71({0}). Suivant la
linéarité de g on a 0 € g/’Fl({B}), ce qui implique que g(0) = 0, donc § = 0 et f est une
restriction linéaire de g a F.

Sia # 0, de la méme maniére qu’auparavant on a g/_Fl({ﬁ}) = f~'({a}) et on sait
que f7'({a}) = f7H{0}) + zq, tel que f(za) = a et gp({B}) = g,z ({0}) + s, avec
9/p(5) = 5. Comme g A ({0}) = £ ({0}), alors a5 € -1 ({0}) et 5 — 7 € g7 ({0),
par conséquent f(z,) = g/r(rg) c’est-a-dire « = 5. D’ot1 f est une restriction linéaire de
galkF. 0



CHAPITRE 8

BORNOLOGIE ET DUALITE DANS LES
ESPACES SEQUENTIELS LOCALEMENT
K-CONVEXES

8.1 Espaces polairement bornologiques et topologies in-
ductives séquentielles

On dit que (F,T) est bornologique si tout ensemble absolument K-convexe U, qui
absorbe tous les ensembles bornés de F, est voisinage de zéro. Dans ce qui suit, nous
définissons l'espace polairement bornologique.

Définition 8.1.1. Soit E un espace localement K—convexe. On dit que E est polairement
bornologique (ou simplement P-bornologique) si tout ensemble polaire qui absorbe tout
ensemble borné est un voisinage de 0.

Proposition 8.1.2. E est P-bornologique si et seulement si, toute semi-norme n.a polaire
qui est bornée sur chaque ensemble borné de E est continue.

Démonstration. Supposons que F est P-bornologique. Soit p une semi-norme n.a polaire

qui est bornée sur tout sous-ensemble borné de E. Montrons que p : E — R™ est continue.

I1 suffit de montrer que A = B, (0,1) est un voisinage de zéro de E. Puisque p est polaire,

alors A est polaire [150, Proposition 3.4]. Soit B un sous-ensemble borné de F, alors il

existe A € K* tel que supp (z) <| A | ou sup p(z) <1, don 1B < A ou B < AA. Donc
xeB zelB

A absorbe B et donc c¢’est un voisinage de ;éro.

Inversement, supposons que toute semi-norme n.a, polaire qui est bornée sur les en-
sembles bornés de E est continue. Soit B un sous-ensemble polaire de E qui absorbe tous
les ensembles bornés de E, alors pp est une semi-norme polaire n.a sur E. Soit D un
sous-ensemble borné de E, donc il existe A € K tel que D < AB. Alors, suppg (z) <| A |

zeD
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ou pp est borné sur D. Par conséquent, pg est borné sur tout ensemble borné de E. Donc
pp est continue de sorte que B est un voisinage de zéro. D’ou E est P-bornologique. [

Proposition 8.1.3. Si (E,T) est bornologique, alors T = T°.

Démonstration. L’inégalité 7 < 7° est toujours vraie. Soit U un ensemble séquentiel
absolument K-convexe, qui absorbe tous les ensembles 7° bornés de F. Par la proposition
6.0.13 tout ensemble B, 7*—borné de (E,T) est 7-borné. Comme E est bornologique, U
est un voisinage de zéro de (F, 7). Ainsi 7 > 7°. O

Proposition 8.1.4. Si (E,T) est P-bornologique, alors P° < T.

Démonstration. Supposons que (E, 7) est P-bornologique. Soit U un voisinage K-convexe,

séquentiel et polaire de zéro et soit B un sous-ensemble 7-borné de E. Supposons que B

n’est pas absorbé par U. Soit (),), une suite de K telle que lim | A, |= +o0, alors pour
+a0

n—

tout n € N, BE A\, U d’ou il existe une suite (z,), de B telle que z, ¢ \,U. Puisque
(Ln)n converge vers 0 et (z,), est borné, alors (), converge vers zéro dans (E,T) et

A An
pour tout n € N, %xn ¢ U ce qui n'est pas le cas car U est un voisinage séquentiel de
n
zéro. Alors B est absorbé par U qui est donc un voisinage de zéro. Ainsi, 77¢ < 7. O

Soient E, (E,),.; des K-espaces vectoriels, f, : E, — E (a € I) des applications
linéaires et 7, est la topologie localement K-convexe sur F,. La topologie inductive sur
E relative a la famille (Eq, 7o, fa),c; €st la topologie localement K-convexe la plus fine
rendant f,, continue pour tout a € I. Notons cette topologie par 7. Une base de voisinage
de zéro pour 7"? est donnée par les sous-ensembles absorbants, absolument K-convexes
U sur E tels que pour tout a € I, f;1 (U) est un voisinage de zéro de (Eq, 7,)-

Théoréme 8.1.5. Soit (E,,To),.; une famille d’espaces localement K-convezes, E un
K-espace vectoriel et (fy),o; une famille d’applications linéaires. Si pour chaque o € I,
E, est séquentiel, alors E muni de la topologie inductive 7" est séquentiel.

Démonstration. Soit V' un voisinage K-convexe et séquentiel de zéro dans (E , de), alors
pour tout o € I, f;1 (V) est K-convexe. Soit (z,), une suite qui converge vers zéro
dans (E,,7,) o a € I. Alors, la continuité de f, : (Ey, 7o) — (E,de) implique que
la suite (fa (2,)), converge vers zéro dans (E,7™"?) c’est-a-dire qu’il existe ng € N tel
que pour tout n = ng, fo(x,) € V, ou encore pour tout n = ng, z, € ;1 (V). Clest
pourquoi, f. (V) est un voisinage séquentiel de zéro de (F,,7,) de sorte que f; ! (V)

est un voisinage de zéro de (FE,, 7). Alors V est un voisinage de zéro de (E , de). Do,
(B, 7 est séquentiel. O

Corollaire 8.1.6. L’espace quotient et les espaces somme directe des espaces séquentiels
localement K-convezes sont séquentiels.

Démonstration. La topologie quotient et la topologie somme directe sont des topologies
inductives. O
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8.2 Equicontinuité et dualité dans les espaces séquen-
tiels

8.2.1 Equicontinuité et dualité

Définition 8.2.1. Soit (E,T) un espace localement K-conveze.

(i) Soit B un sous-ensemble de E*, B est dit séquentiellement T-équicontinu si et seule-
ment si, pour toute suite (xy), convergente vers zéro dans (E,T) et pour tout f de
B, la suite (f (x,)), converge uniformément vers zéro sur B; c’est-a-dire que la

suite sup (| f (z,) |),, converge vers zéro.
feB

(ii) E? est lespace de toutes les formes linéaires séquentiellement T-continues sur E.

(111) 7, (E*, E) est la topologie forte sur E* pour la dualité séparante (E*, E).

Remarque 8.2.2. 1. Si B est séquentiellement 7-équicontinu, alors B < E* :
f € B= f est séquentiellement 7-continue = f € F*.

2. E* = (E,TS)/ (Proposition 6.0.14).

3. 7 (E*, E) admet comme base des voisinages de zéro les ensembles A° ot A est un
sous-ensemble de E qui est o (E, El)—borné.

Lemme 8.2.3. Soit B un sous-ensemble de E*. Si B est séquentiellement T-équicontinu,
alors B°° est séquentiellement T-équicontinu.

Démonstration. Nous pouvons supposer que K est dense. Montrons que pour tous les
ae kb
sup | f(a) [=sup | f(a) |

feB

feBe°

Soit a un élément de E, alors sup | f(a) |= sup | f(a) | . Supposons que sup |
feBe° feB feBo°

(f(a) |> sup | f(a) | . Donc, il existe A € K tel que sup | f(a) |>| A |> sup | f(a) |
fEB fEBOO

(K est dense ). Soit g un élément de B, alors Vf e B | f (9) |= |f‘/\“|)| pour cette raison

| (%) |< 1 et par conséquent ¢ € B° tel que | g (£) |< 1 ou encore | g (a) |<| A |, donc
sup|f()K])\\cequin’estpaslecas D’ou, sup | f(a) |=sup| f(a)]. O
feBe° feBe° feB

Proposition 8.2.4. Si 7 est polaire, alors tout sous-ensemble H de E° séquentiellement
T-équicontinu est 7, (E*, E)-borné.

Démonstration. Soit H un sous-ensemble séquentiellement 7-équicontinu de E*. Montrons
que H est absorbé par n’importe quel voisinage de zéro de (E®, 7, (E*, E)).

Soit A un ¢ (E, E*)-borné de E. Puisque E' = E* alors A est o (E, El)-borné, donc A est
7-borné car 7 est polaire [150, Corollaire 7.7].

Supposons que H n’est pas absorbé par A°. Alors, pour tout A € K, HE AA°. Soit
(An),, < K tel que hm | An |= +00. Pour tout n € N, HE A, A°, donc pour tout

n € N, il existe f, e H tel que f, ¢ A\, A°, par conséquent il existe z, € A tel que
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| fn (—i”) |> 1. Comme A est 7-borné et que la suite (—/\1 ) converge vers zéro, alors la
n n
n

suite <x—"> converge vers zéro dans (E,7), ainsi la suite (sup | f (—n> |> converge
n
n

An feH An
Tn Tn N
vers zéro, ce qui n’est pas le cas parce que sup | f (—) |= sup | fin <—) |> 1. D'ou H
feH >\n meN >\n
est 7, (E*, E)-borné. O

Proposition 8.2.5. E* = (B, 7%%) .

Démonstration. On sait que E* = (E, ES), et 7™ < 7% d’on (E,Tps)/ < E°. Soit f € B,
alors f : (E,7%) — K est continue. Soit U € U tel que | f(U) |< 1, on pose V = U*°,
alors V' est un voisinage de zéro qui est K-convexe , séquentiel et polaire, ainsi V e V.
Supposons qu’il existe y € V' tel que | f(y) |> 1; soit A € K tel que 1 <| X |<| f(y) |,
donc pour tout x € U on a :

ainsi %f € U°. Mais y € V et V = U par conséquent | (%f) (y) |< 1 ou encore
| f(y) |<| A | ce qui n’est pas le cas. Donc | f (V) |< 1. Pour cette raison, f € (E,1P%)
puisque V' est un voisinage de zéro pour 77°. D’ou, (E,7P%) = E”. O

Proposition 8.2.6. 77° coincide avec la topologie de convergence uniforme sur les sous-
ensembles séquentiellement T-équicontinus de E°.

Démonstration. Soit g la topologie de convergence uniforme sur les sous-ensembles séquen-
tiellement T-équicontinus dans E*®. Un systéme fondamental de voisinages de zéro pour o
est constitué des ensembles A° ou A est séquentiellement T-équicontinu dans E*°. Si A est
un ensemble séquentiellement 7-équicontinu dans E?, alors A° est K-convexe et polaire.

Si (z,,), est une suite qui converge vers zéro dans (E,7), alors la suite sup (| f (z,) |),,
feA

converge vers zéro, donc il existe ng € N tel que :

(Vn = ng) ?EJE | f(xn) <K 1= (VfeA)(Yn=ng) | f(zn)|<1

= (Vn = ng) z, € A°.

Ensuite A° est un voisinage séquentiel de zéro. Donc A° est un voisinage de zéro pour 77°.
Ainsi 7% = p.

Soit V' un voisinage de zéro de (E, 7), qui est K-convexe, polaire et séquentiel. On pose
A = V°, cest-a-dire A° = V. Montrons que A est séquentiellement 7-équicontinu. Soit
(x,,),, une suite qui converge vers zéro dans (E,7), alors pour tout ¢ > 0, il existe A € K
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tel que 0 <| A |< ¢ et la suite ($2,) converge vers zéro dans (E,T). Par conséquent, il

)
existe ng € N tel que

(¥n > no) %xn eV = (Vfed)(¥n=n) | f Gxn) <1

= (Vn =ng)sup | f(x,) |<| N |< €.
feA

Pour cette raison, sup (| f (z,) |),, converge vers zéro, de sorte que A est séquentiellement

feA
T-équicontinu. Alors V = A° est un voisinage de zéro de E pour la topologie o. Ainsi
o= 7P°. Donc g = 7P%. O

8.2.2 Caractérisation de la topologie nulle séquentielle

Soit (E,7) un espace localement K-convexe. Désignons par E° l'espace des formes
linéaires bornées sur les ensembles 7-bornés de E. La topologie 7° sur E? est la topologie de
la convergence uniforme sur les suites 7-nulles de E'; elle admet comme base de voisinages
de zéro les polaires des suites 7-nulles.

Lemme 8.2.7. Soit H un sous-ensemble K-convezxe de E*. Alors :
(Vz € E)py= (v) =sup | f(z) | .
feH

Démonstration. On sait que pour tout x € E,pyo () =1inf {| A |: x € AH°} et
{reFE:py(v)<l}c H c{xeFE : pp (z)<1}.

Le résultat est trivialement vérifié si x = 0. Soit x € F\ {0}, alors pour tout f € H et tout
Ae K tel que x € AH° on a :

%w eH =|f Gx) <1 (AeK\{0})
=[ f(z) <[ A].
Par conséquent
sup | f(z) |<inf{| X\ |: x € NAH"}.
feH
Supposons que sup | f (z) |< pge (z). Alors il existe p € K tel que :

feH

sup | f (z) [<| o |< pue (2) -
feH

Par conséquent
1
f e m) 7 (@) <l ul =1 £ (o) <1

1
= —reH’
i
= e uH’
= pae (z) <[ p ],

ce qui n’est pas le cas. Donc, pgo () =sup | f (z) | . O
feH
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Lemme 8.2.8. Si H est séquentiellement T-équicontinu dans E*, alors H® est un voisi-
nage de zéro séquentiel et pyo est séquentiellement T-équicontinu.

Démonstration. Soit (x,), une suite qui converge vers zéro dans (E,7), alors la suite
(sup | f(zn) |> converge vers zéro dans RT, d’ou il existe ng € N tel que pour tout
feH n
n = ng, sup | f (z,) |< 1. Donc pour tout n = ng, z,, € H°.
feH

De plus, pour tout € > 0, il existe A € K tel que 0 <| A |< e. La suite (%xn)n converge
vers zéro dans (E,7), d’ou il existe ng € N tel que pour tout n > ny, %a:n e H°. Par
conséquent, ¥n = ng, pye (32,) < 1 ou encore Vn = ng, pge (z,) <| A |< e. Ainsi, la suite
(pre (z5,)),, converge vers zéro. O

Rappelons qu’une suite {xq,xs,..., 2} dans un espace localement K-convexe E est
t-orthogonale par rapport a la semi-norme p, ou t €]0,1], si pour chaque k € N et
A, Ao, ..., A,€eKona

k

Théoréme 8.2.9. Soit H un sous-ensemble absolument K-convexe de E?, alors les as-
sertions sutvantes sont équivalentes :

(i) H est séquentiellement T-équicontinu ;

(ii) H est 0-totalement C-borné.

Démonstration. (i) = (ii) Supposons que H est séquentiellement 7-équicontinu.

Soit A = {(x,) dans E : lirf z, = 0 dans (F,7)}. Alors, la suite (pye (x,)), converge
n—+0oo

n

vers zéro. Si on pose p = ppye, alors p est une semi-norme n.a polaire (Lemme 8.2.7)

qui est séquentiellement 7-continue (Lemme 8.2.8). Par conséquent, pour tout = € E,

p(x) =sup | f(x) | (Lemme 8.2.7). Soit pu € K tel que 0 <| pu |< 1, alors il existe N € N
feH

tel que pour tout n > N, p(x,) <| p |2 Soit F = [zg, 71, ...,xn]. Soit B = {21, 29, ..., 21}
une | u |-base orthogonale de (F,p). Supposons que | pu |< p(2) < p(zp-1) < ... <
p(z1) < 1. Soit B = {g1, 92, ..., gk} la base duale de B, c’est-a-dire que pour tous les
(i,7) € ({1,2,....k})*, gie F' et g; (2) = 0ij.

k
Soit z = 2 Aiz; un élément de F' tel que (A;), ., < K. Alors
i=1

> : V) >
p(@) 2| | max (| A; | p(z)) > max

(| it |) )

Ensuite, pour tous les i € {1,2, ...k}, | g: () |=| Ai |, dou | g; (x) |< ﬁp (x). Comme p
est polaire, alors il existe f; € E tel que fyr = g; et pour tout | f; (z) |< ﬁp (x) [150,

Proposition 5. 6], et puisque p est séquentiellement 7—continue et polaire, alors pour tout
ie{l,2,...k}, f; € EP* < E® [150].
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k

Soit f € H, on pose h = Zf(zi)fi et g = f — h. Alors, pour tout x € F on a :
i=1

h(x)zz Zz fz

I
Mw n
~

—~

N

SN—

>

Il s’ensuit que h =
| f(z0) < p(z) <
| f(2a) < p(2n) <

implique que,

Ainsi, h € T'(f1, fo, ..., fx). En outre, pour tout n > N, on a

fsur Fret| f|<pecar f e H. Donc, pour tout i € {1,2,...,k},
1.
1, et pour tout i € {1,2,..,k}, | fi(zn) |< m—lglp(asn) < 1, ce qui

k
pour tout n > N, | h(z,) | =] Zf(zz)fz () |

< s (1) | 1) )
< 1
Alors
pour tout n > N, | g (z,) | =| f(zn) — h(z,) |
<maz (| f(zn) [, ] h(zn) )
< 1.
Par conséquent, pour tout n € N, | ( n) |< 1 ce qui implique que g € A°. Donc

fel(fi, fay s fx) + HA° (f =g+ h). Donc H < T (f1, fa2, ..., fx) + pA°. Ce qui montre
que H est 70-totalement C-borné.

(¢1) = (i) Soit (z,), une suite convergente vers zéro de (E, 7) et soit A = {(x,,) dans E :

hT x, =0dans (E,7)}. Sie>0et ueKtels que 0 <| u |[< e, A° est un voisinage de
n—+00

zéro de (E,7°). Soit (fi);<;<, © E° tel que

H < T (f1, for s fr) + A"

On a pour les i € {1,2,..., k} la suite (f; (x,)), converge vers zéro. Pour cette raison, il
existe N € N tel que pour tout n > N, et tout i € {1,2, ...k} | fi (z,) |<| p|. Soit f € H,
alors il existe (\i),.,<;, © K tel que pour tout i € {1,2,....k}, [ A [< 1 et il existe g € A°



k
tel que f = Z Aifi + pg. Donc

i=1

83

pour tout 1 > V.| f (o) | < max { s (1 11 ) g () )}

<|pl.

Ainsi, pour tout n > N,sup | f (z,) |<| p|< e

feH

Par conséquent, la suite <sup) | f(x,)
feH
tiellement 7-équicontinu.

) converge vers zéro de sorte que H est séquen-
n

O



Troisiéme partie

Topologie séquentielle floue
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INTRODUCTION

Le concept de topologie floue a été défini pour la premiére fois par Chang [35], puis
redéfini de maniére un peu différente par Lowen [110]|, Hutton et Reilly [89] et d’autres.
Plusieurs auteurs ont développé largement la théorie des ensembles flous et ses appli-
cations et de nombreuses structures abstraites ont été généralisées a 1’aide d’ensembles
flous. Les espaces topologiques flous, les espaces uniformes flous, les espaces de proximité
flous, les groupes flous, les groupes topologiques flous et les espaces vectoriels topologiques
flous ont été présentés respectivement dans [35], [109], [93], [139], [62], [95]. Ces structures
ont été étudiées plus en détail par Azad [15, 16], Hutton [87, 88|, Lowen [111], Warren
[169, 170], Weiss [172] et Wong [175].

La topologie floue et la continuité floue ont été étudiées pour la premiére fois dans
[35]. Depuis, de nombreuses recherches ont été menées dans ce domaine, comme dans
[103, 135|. Différents types de continuité floue ont été définis par de nombreux auteurs
adoptant différentes approches, dont certaines peuvent étre trouvées dans [16, 35, 57, 102,
110, 140, 146, 169, 177]. La fermeture et l'intérieur sont des approches alternatives aux
ensembles fermés et ouverts en topologie. Ainsi, de nombreux chercheurs ont étudié ces
notions. Les notions de d-fermeture floue et de f-fermeture floue d’'un ensemble flou dans
un espace topologique flou ont été introduites par Ganguly et Saha [72], et Mukherjee et
Sinha [124], respectivement. De plus, la notion de d-continuité forte a été étudiée dans
[54] et le concept de d-continuité sur les espaces des fonctions dans [71].

La notion de convergence est I'une des notions de base en analyse. M.A. De Prada Vi-
cente [47] a introduit la convergence des filtres flous dans un espace topologique flou. Elle
et M. Macho Stadler [159] ont défini la N-convergence des réseaux flous et ont étudié la
relation entre ces deux types de convergence. La QQ-convergence [133], a été définie comme
une convergence des suites généralisées flous par rapport aux ()-voisinages au lieu des
voisinages. Comme on le voit dans [159], la N-convergence et la ()-convergence peuvent
caractériser la topologie floue de la méme maniére que les suites généralisées et les filtres
caractérisent la topologie classique. La théorie des suites de nombres flous a été introduite
pour la premiére fois par Matloka [119] qui a étudié certaines de leurs propriétés et a
montré que toute suite convergente de nombres flous est bornée. Dés lors, ’étude des
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suites de nombres flous a suscité un intérét croissant (voir [18, 14, 29, 49, 58, 80, 106, 107,
119, 19, 128, 161, 162]).

Dans le cadre des espaces topologiques généraux, les suites ne sont pas suffisantes pour
décrire la topologie et la convergence des suites ne donne pas une information compléte
sur la topologie. C’est pourquoi les mathématiciens ont fait recours aux suites généra-
lisées et aux filtres. La fermeture séquentielle relative a une topologie donnée 7 fournit
une méthode pour construire une nouvelle topologie 7° associée de maniére naturelle a la
topologie usuelle. Cette topologie, qu’on appelle topologie séquentielle, est formée par des
sous-ensembles ouverts dont leurs complémentaires sont séquentiellement fermés [5].

Dans cette partie, nous définissons la fermeture séquentielle floue et nous étudions ses
propriétés en utilisant la convergence des suites des points flous dans un espace topologique
flou. Nous construisons une nouvelle topologie floue appelée topologie séquentielle floue
qui est plus fine que la topologie floue. En outre, nous prouvons certaines propriétés de
base de ces concepts.



CHAPITRE 9
PRELIMINAIRES

Tout au long de cette partie I est l'intervalle [0,1] de R et X est un ensemble quel-
conque.

Définition 9.0.1. /159, Definition 1.1] Un ensemble flou de X est une application de X
dans I, c’est-a-dire un élément de I,

Définition 9.0.2. [159, Definition 1.3] Soit p,v € IX. On dit que v est inclus dans p
(on écrit v < ) siv < p (c’est-a-dire que (Vr € X),v(x) < u(x)).

Définition 9.0.3. [1/6, 158]
Un point flou p(xo,t) (bricvement p) de X, ot xg € X et t €]0,1[, est une application
pp X — [0, 1] définie par :

t, pour x = xg,
fp() = .
0, swnon.

t est dite la valeur de p et xo son support. On note par Pr(X) Uensemble des points flous
de X. On dit que p appartient a p (p € p) si pp(x) < p(x), Vo e X.

Définition 9.0.4. [159, Definition 1.4/ Soit p,v € I*X. On définit :
(i) uAnvelIX par (uAv)(z) =min{u(z),v(x)} pour tout z de X.
(ii) v velX, par (uv v)(z) =max{u(z),v(z)} pour tout v de X.

(iii) u¢e I, par p(x) = 1 — u(z) pour tout x de X.
(iv) p' € P(X), par p/(x,t') = p(x,1 —1t).
(v) ¢ € I, par c;(x) =t pour tout e X ettel .

Proposition 9.0.5. [11/] Soient u et n des sous-ensembles flous de X et (1;)ics une
famille de sous-ensembles flous de X. Alors :

(i) c§ = cy et c§ = co.
(it) (u°)° = p.
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[

(111) w<n = n° < p.
() (v pa)* = A i

K1

(v) (A )= v psi.

(vi) p(x) v pé(z) = 5, pour tout x € X.
(vii) p(z) A p(z) < 5, pour tout z € X.

Remarque 9.0.6. Le complémentaire flou ;¢ d’un ensemble flou p est le complémentaire
de Zadeh [177] et ce n’est pas un complémentaire au sens usuel. Car p v (1 — p) # ¢; et
p A (1 —p) # co. Pour cela, nous pouvons considérer I'ensemble flou constant

1
X —>T:2— -
1 T

alors p® = p, pv (1—p) # ¢y et ua(l—p) # co, ce qui est bien siir une situation inhabituelle
du point de vue de la théorie classique des ensembles. Il faut donc étre prudent quant a
I'interprétation de ce pseudo-complémentaire [114].

Définition 9.0.7. [159, Definition 1.5] Soit T < IX le sous-ensemble satisfaisant les
conditions suivantes :

(Z) Cp,C1 € T.

(ii) Si p1, pio € T, alors py A pig € T.
(iti) Si{p;:jeJt <, alors \/;c {p;} e
T est dite une topologie floue sur X et (X,T) est dit un espace topologique flou (ou e.t.f,
en abréviation). Les éléments de T sont appelés ensembles flous-ouverts de X.

Définition 9.0.8. [159, Definition 1.6] Soient p € P(X) et (X, 1) un e.t.f. ve I* est dit
un voisinage flou de p, sl existe € T tel que p e p et p < v. l'ensemble des voisinages
flous d’un point flou p dans un e.t.f. (X,T) est notée par /\/pT. Un ensemble B, de sous-
ensembles de ./\fpT est dite une base locale de p si pour tout v € /\/pT, il existe ju € By tel que
we .

Théoréme 9.0.9. [158, Theorem 2.4] Un ensemble flou de (X, T) est ouvert si c¢’est un
voisinage flou de chacun de ses points flous.

Définition 9.0.10. [159, Definition 1.7] Soient (X, T) et (Y,7) deuz e.t.f. et f une appli-
cation de X dans Y. On dit que f est une application floue-continue si pour tout p € P(X)
et tout v € ./\/?(p), il existe p € N tel que f(u) < v.

Théoréme 9.0.11. /159, Theorem 1.1 (5)] Soient (X, 1) et (Y,y) deux e.t.f et f une

application de X dansY . Alors f est une application floue-continue si pour chaque v €y,
ona f~Hv)erT.

Définition 9.0.12. [159, Definition 1.8] Soient (X, T) un e.t.f, p(x,t) € P(X) et pe I*.
On dit que p est une valeur d’adhérence de p si pour tout v € /\/:DT,, alors & uc.

Proposition 9.0.13. /145, Proposition 1.2] @ = \/{p : p est un point d’adhérence de p}.
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Définition 9.0.14. [105, Definition 3.1] Un espace topologique flou (X, T) est dit séparé
(ou Ty) si et seulement si pour tous pi(x1,\1), p2(xe, A2) deux points flous de X, avec
Ty # X, il existe deux ouverts flou p et n de X tels que p1 € u, pp €n et (uAn)(z) =0
pour tout z € X.

Définition 9.0.15. [/1] Soient X etY deux ensembles non-vides quelconques, f : X — Y

une application et p un sous-ensemble flou de X. Alors f(u) est un sous-ensemble flou
de Y défini par

0 sSinon.

F)(w) = {Sup“”y’ ulx) sif~(y) # 0.

Si n est un sous-ensemble flou de Y, alors le sous-ensemble flou f~(n) de X est défini
par f1(n)(x) = n(f(x)) pour tout v € X.



CHAPITRE 10
TOPOLOGIE SEQUENTIELLE FLOUE

Définition 10.0.1. Soit (p,(x,,t,)) (bricvement, (p,)) une suite de points flous dans un

e.t.f. (X, T) avec des supports (x,,) et des valeurs (t,). Soit p(x,t) (bricvement, p) un point

flou de support x et de valeur t. Alors p, est dite convergente vers p, noté p, . P st
n—+0o

pour tout p de T avec p € p, il existe m € N, tel que pour tout n > m, p, € p . Dans ce
cas p(x,t) est noté lim(py,).

Remarque 10.0.2. [174, page (321)]

(i) En général, p, — p n’implique pas t, — t¢. En fait, si p, — p, alors
n—+0o0 n—+0o0 n—+0o0

pn —> ¢ pour tous les points flous ¢ de support = et de valeur s > t.
n—+0o0

(ii) p est un point limite unique flou de (p,), sit =inf{se I : p, = p(z,s)}.
n—+0o

Les propriétés suivantes sont les propriétés de convergence les plus utilisés (voir [120]) :
(a) Toute suite constante (p,) (i.e. (Vn € N) p, = p,) converge vers p.
(b) Si une suite (p,), admet la limite p, alors chacune de ses sous-suites admet la méme
limite.
(c) Si toute sous-suite de la suite (p,) admet une sous-suite qui converge vers p, alors
(pn) converge vers p.

(d) Toute suite est non convergente vers deux points flous avec deux supports différents.

Proposition 10.0.3. La convergence des suites dans un espace topologique flou (X, T)
satisfait (a), (b) et (¢). De plus, il satisfait d si X est séparé.

Démonstration. La preuve de (a) et (b) est simple.

(c) Supposons, par 'absurde que (p,,) n’est pas convergente vers p. Alors, il existe u € T,
tel que p € p et pour tout n € N, il existe m € N tel que m > n et p,, ¢ pu. L’ensemble
M = {m e N: p, ¢ p} est infini. Soit M = {m; < mg < ... < my < ...}. La suite
(Pm, ) est une sous-suite de (p,) qui n’admet pas une sous-suite convergente vers p,
ce qui n’est pas le cas.

90
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(d) Supposons, par I'absurde qu’une suite (p,,) de points flous converge vers deux points

flous différents py(z1,t1) et pa(xa,ts) (1 # x2). Comme p, —> p; et p, —> po,
n—+00 n—s+00

alors
VY € T with py € u, 3N, € N such that, p, € u, ¥n > Ny.

Vn e T with py € n, 3N, € N such that, p, € n,Vn > Ns.

Par conséquent p A 1 # cp, ce qui est absurde puisque X est un espace séparé flou.
[

Définition 10.0.4. Soit X un espace topologique flou.

(i) Pour tout sous-ensemble flou pn de X, on définit la fermeture floue séquentielle de p

par :
p={pe X :3(p.) cpetp, — p}

n——+aoo

On note i° = n° ot n = p pour tout p de X. On définit l'opérateur de fermeture
floue séquentielle comme suit : —s : IX — IX, u — 7.

(ii) Un sous-ensemble p € I est dit séquentiellement flou-fermé (s-flou-fermé) si i* =
L.

(iii) Un sous-ensemble v € I est dit séquentiellement flou-ouvert (s-flou-ouvert) si 1 —v

est séquentiellement flou-fermé.

Proposition 10.0.5. Soit p un sous-ensemble flou de X alors,
(i) p<p’ <.
(ii) T =co et ¢ = cy.
Démonstration. (1) Soient p(z,t) € u et p,(zn,t,) = p(x,t),Vn € N. 1l est évident que
P (xn, 1 —1t,) =p'(z,1—1t). Puisque p!, - P/, alors p € i°. Maintenant, si p € 1i°,
n—-+0a0
alors il existe une suite (p,), de u telle que p/, — p’ c’est-a-dire que pour tout
n——+0o0

veNj, il existe N € N tel que p;, € v,¥n > N. Donc, pour tout n > N, t,, < ju(w,)
et 1 —t, < v(x,). Par conséquent, v(z,) > 1 — u(z,) (it 1. Donc, par Définition
9.0.12on apepu.

(ii) C’est simple.

On a également les propriétés suivantes :

Proposition 10.0.6. Soient p et n des sous-ensembles flous de X et (p;)ics un
ensemble de sous-ensembles flous de X. On a les relations suivantes :

(i) p<n=7p <7

i) A < 1.5,

(i) AU A

(111) v ;° < Vo,
ieJ €]
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Démonstration. (i) Soit p un point flou de &*, alors il existe une suite (p,) de p avec

p,, — 7, c’est-a-dire que pour tout élément ¢ de T avec p’ € (, il existe un nombre
n—+00

m, tel que pour tout n > m, p/, est dans (. Comme p < 7 alors pour tout n € N, p,
est dans 7. Alors p est dans 7°.

(ii) C’est simple d’apres (7).
(iii) C’est simple d’aprés (7).
(iv) Par (i), @° v 7° < v 7°. Inversement, soit p un point flou de v 7°, alors il
existe une suite (p,) de p v 7 telle que p!, — p’. Supposons, par I’absurde que
n—+00
{neN:p,en}et{neN:p,e pu}sontfinis. Alors, il existe N € N tel que pour tout
n >N, p, ¢ v n ce qui n'est pas le cas. Supposons que M = {n € N : p, € u} soit
infini et que M' = {n; < ny < ... < ng < ... tel que ny € M}, par conséquent p,,
est une sous-suite de p,,; par la proposition 10.0.3 pj, — p’ c’est-a-dire p € fi°.
n—+00
Donc p e i° v 1°.
]

Définition 10.0.7. Soit p un sous-ensemble flou de X. Lintérieur flou séquentiel de p
est l’ensemble
p=pnl—=1=p).

Proposition 10.0.8. Soient p et n des sous-ensembles flous de X et (u;)ics un ensemble
de sous-ensembles flous de X. On a les relations suivantes :

(i) p<n= <.

(i) 1t~ 1 <pv.
(iii) jo AT = AT,

Démonstration. (1) Comme pu < 0, alors T—1n" < 1T — g, cest-d-dire 1 — 1T —p° <
1 —1—7"; donc min(u(z),1 — T — g°(z)) < min(n(z),1 — T —n’(x)) pour tout

re X, Cest-a-dire u—1T—p° <n—1—n". Ainsi fi < 7).

(i) Ona i <p Vet n <pvn Par conséquent fiv 1 < p v 1.

(iii) Puisque 1 —pAan=(1—p)v (1 —n),alossT—pAn =1 —p) v (1—n); pe;rla
proposition 10.0.6 1 —puan =1—pu v 1—n, par conséquent 1 — (1 —pAn) =
1-T=p vI=n)cestadirel —(T—prn)=1-T-)A(1-T=7"), dou

(A Al=T=p An)] = (e A[A-T=p)AQA=T=7")] = [ua(1-T= )] AIpA(1=T=7")].

Doncif/\cﬁz,uifn.
]
Définition 10.0.9. Soit v un sous-ensemble de X.

On dit que v est un s-voisinage flou de p(x,t), s’il existe un sous-ensemble s-flou-ouvert
W tel que pe p et yu < v.

Proposition 10.0.10. (i) Chaque ensemble flou-fermé (resp. flou-ouvert) est s-flou-
fermé (resp. s-flou-ouvert). La réciproque n’est pas vraie en général.
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(ii) 1 est s-flou-ouvert si et seulement si, ji = .

Démonstration. (i) Soit p un sous-ensemble flou-fermé de X, par la proposition 10.0.5
pw < @® < m. Comme i = p, alors i° = pu, c’est-a-dire que p est s-fermé. Si p est un
sous-ensemble flou-ouvert de X, alors 1 — u est flou-fermé, c’est-a-dire s-flou-fermé. Donc
W est s-ouvert.

(17) p est s-flou-ouvert est équivalent & 1 — u est s-flou-fermé, c’est-a-dire que 0=
pA (1 —T—7") implique que i = A (1 — (1 — p)); par la proposition 9.0.5 (i), 1 = p.

Inversement, zi = p = p A (1 =1 — ), alors

l—p=1—[pn(l-T—p"]
=(1-pv[1-01-T-p)]

- E—]

(1—p)v1i—pu.

Par conséquent T — pi° < 1—p. Donc T — pi° = 1—p, ¢’est-a-dire que p est s-flou-ouvert. [

Remarque 10.0.11. Un sous-ensemble flou v de X est s-flou-ouvert si et seulement si,
v est un s-voisinage flou de chacun de ses points.

Proposition 10.0.12. Soit p un sous-ensemble flou de X. Alors on a les inclusions
suivantes :

o os

p<p<p<p’ <.

S

Démonstration. Pour p < 7i° < i voir Proposition 10.0.5. On a

o

p<p = 1-p<l—p

== 1—pu <1—/OL
1

— 1-1-p4 <

— pA(l=1—p)<pr(1-T=p)
— p< i

os

de plus, par définition de fz, ;i < p. Done < ji < p < i° < . m
Proposition 10.0.13. Soit u un sous-ensemble flou de X. Alors,
Cﬁ = {p(x, t) e IX/p € i et il n'existe aucune suite dans 1 — . convergente vers p'} .
Démonstration. L’équivalence suivante prouve le résultat.
pepn(l—-T—p") = t<p)ett<1—-T1T—p
— t<p@)etT—p <1—t

<= t < p(x) et pour toute suite (p,), in 1 — p,

(pn)n M'est pas convergente vers p’
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Proposition 10.0.14. Soit yu un sous-ensemble flou de IX. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) u est s-flou-fermé .

(ii) 1= n{k/k est s-flou-fermé et u < k}.
Démonstration. (i) = (ii) C’est évident.
(17) = (i) Supposons que pu = A{k/k est s-flou-fermé et ;1 < k}. Montrons que @° < p.
Soit p(z,t) un point flou qui n’est pas dans p, alors il existe un sous-ensemble s-flou-fermé
K tel que p < Kk et p ¢ k. Sipe @’ il existe une suite (p,), de u tel que p/, T p.
Comme p < K, alors (pp), est dans . Ainsi p € kK°* = K, ce qui est une contradiction.
Donc p € 1°. O
Proposition 10.0.15. Soit ;1 un sous-ensemble flou de X. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) w est s-flou-ouvert ;

(i1) p = v{C/C est s-flou-ouvert et { < u}.
Démonstration. (i) = (ii) C’est évident.
(17) = (i) Supposons que p = v{(/C est s-flou-ouvert et ¢ < pu} et montrons que p est
s-flou-ouvert. Il suffit de prouver que p < ji. Soit p(x,t) un point flou qui n’est pas dans
(Zf et supposons que p € p. Alors il existe un sous-ensemble s-flou-ouvert ¢ tel que p € (.
Comme ¢ < p, alors p € (ﬁ, ce qui est absurde. Donc u < C/)f Ainsi p est s-flou-ouvert. [

Remarque 10.0.16. On peut également prouver la Proposition 10.0.15 par passage au
complémentaire flou dans la Proposition 10.0.14.

Définition 10.0.17. Soit p un sous-ensemble flou de X. La frontiére floue séquentielle
de p est Uensemble 0s(p) = 1° A (1 —1T—10°).
La proposition suivante est facile & vérifier.

Proposition 10.0.18. Soient u et n deux sous-ensembles flous de X. On a les deux
relations suivantes :

(Z) 9s(M) = 05(1 - ,LL)
(ii) Os(p v n) < Ospi v Os.
Proposition 10.0.19. Soit T le sous-ensemble de I définie par

v = {p e I/ pour toute suite (py), in 1—u telle que p, - p' alors p est dans 1—p},
n—+ao0

c’est-a-dire que T° est ’ensemble des ensembles s-flous-ouverts de X, c’est une topologie
floue sur X avec T = 1. On lappelons la topologie séquentielle floue.

Démonstration. Soient p,n € T° et (1;);e; une famille dans t°. Il est évident que ¢, ¢; € T°.
Comme (p v n)¢ = ucvn°, alors par la Proposition 10.0.6 et la Proposition 10.0.14 p¢ v n°
est s-flou-fermé, donc p An € T°. D’autre part (VI,MZ‘)C = ‘AIME' Par les mémes propositions,
€ €
encore une fois, ./\I,uf est s-floue-fermé, donc V Hi € T°. Par conséquent T° est une topologie
1€ €

floue sur X.

Maintenant, si pu € T, pu¢ est un flou-fermé de X. Par la Proposition 10.0.10, u¢ est aussi
s-flou-fermé, c’est-a-dire p € t°. Alors t° > 7. O
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Proposition 10.0.20. Soient (p,) une suite de points flous de X et p un point flou de
X. Sila suite (p,) est T°-convergente vers p, alors elle est aussi T-convergente vers p.

Démonstration. Comme T° > T, le résultat en découle alors. O
)

Théoréme 10.0.21. Soient (X, 1), (Y, p) deuz espaces topologiques flous et f : X — Y
une fonction. Si [ est floue-continue, alors f est séquentiellement floue-continue.

Démonstration. Supposons que f est floue-continue. Soit (p,) une suite de points flous de
X telle que p, =, P dans (X, T). Montrons que f(p,) = f(p) dans (X, p). Soit € p
n——+0o0 n—+0o0

tel que f(p) € p, alors f~' () =netet pe f~'(n) =7 (sinon ¢ > f~H(p)(x) = p(f(z))
ce qui implique que f(p) ¢ u). D’autre part, pour tous les y € Y

fm)(y) = sup n(z)
zef~1(y)

= sup [ (u)()

zef~1(y)

= sup p(f(2))
zef~1(y)
_ {u(y), siy = f(x)

0, sinon.

Alors f(n)(y) < wp(y), pour tout y € Y. Donc f(n) < u. Par hypothése p, — p,

n—-+ao0

c’est-a-dire il existe N € N tel que pour tout n > N, p, € n. De plus, on a f(n)(y) =

sup 7(z), alors, pour tout n > N, f(n)(f(z,)) = sup n(z), d’ot pour tout n > N,
zef~1(y) zef~tof(zn)
f(m)(f(x,)) > 0, et par suite pour tout n > N, f(p,) € f(n) < u, c’est-a-dire f(p,) € p,
pour tout n > N. Ainsi f(p,) — f(p) dans (X, 1).
n—-+00

]
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