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Figure 1 – Maxima annuels du niveau de la mer au Port Pirie, Australie du

Sud,(Coles 2001, [23]).
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Figure 2 – Histogramme de résistance à la rupture de quelques fibres de

verre,(Coles 2001, [23]).
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Figure 3 – Températures minimales journalières (Ohio), (Coles 2001, [23]).
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Figure 4 – Dépendance apparente de l’indice d’oscillation australe (un indi-

cateur d’El Nino),(Coles 2001, [23]).
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Figure 5 – Cumul des précipitations journalières (Sud-ouest de l’Angleterre),

(Coles 2001, [23]).
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1. VALEURS EXTRÊMES ET LOIS α-STABLES 21

α

α

(E)

(D)

(C)

(B)

(A) α− α < 2

Figure 1.1 – Classification des lois selon les queues, (El Adlouni et

al.(2007,[41]))

(E) E[eX ] =∞
F = Pr(X ≥ x) = 1 − F (x)
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2 Théorème fondamental des valeurs extrêmes
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Figure 1.2 – Méthode des maxima (minima) par bloc.
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Figure 1.3 – Lois des valeurs extrêmes.

min(Xi) = −max(−Xi) ∀x ∈ R ∀1 ≤ i ≤ n

P [min(Xi) > x] = P [max(−Xi) ≤ −x]⇒ 1− FW (x) = FM(−x)

an > 0 bn ∈ R

G∗

lim
n→∞

P [
Mn − bn
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≤ x] = G∗(x); ∀x ∈ R (2.11)

G∗

Gμ,σ,ξ(x) = exp{−[1 + ξ(
x− μ

σ
)]−

1
ξ } (2.12)

x 1+ξ (x−μ)
σ

> 0 −∞ < μ < +∞ σ > 0 −∞ < ξ < +∞
μ σ ξ

ξ

ξ
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�� ��� �� ξ = 0 �

�� ��� 	
��
��
 ���� �� ��
�
 ��
 ���
�������
 �
 ��	
 
�	��
���
�� �
 ���

	

�
� �
 ��
����
��

 ���� �
 ���� �
 ������
 �����
������ �
 ����
�

D(Λ)� �
 �

��

 
�� �������
�
�� �
������
� ��
 �� ��� � 	�� �
 ��
� ��

��


��

 �� ��
�
 �
 �� ��� 
� �
� ��������� � ��
������� �
��
� �����
� 	�


 !
���� 
� "��
����  #$$%� &'�()) �

���	
�
�	 �
� ��� �������� L �	� 
��� � �
��
���� ����� 	� L(t) > 0

���� t 
		�� ��
�
 �� 	� ���� ���� x > 0� �� 
 �

lim
t→∞

L(tx)

L(t)
= 1 (2.13)

*�� +��
�  �,'%� &�-.() � ����� ��
 ��
����
������� ���	�
 	��
 �
 ��/

����
 �����
������ �
 ����
�� ��
����
 	�
 �
 ����� �� �0��
1�
 ������� �

�������� �
� ������� ���� ���	�� ��� ��������  �	��
!�� R� 
����"�

�������� 
������
��� ��� #�� �

lim
x→ω(F )

1− F (t+ xR(t))

1− F (t)
= exp(−x) (2.14)


��� ω(F ) = sup{x ∈ R : F (x) < 1} �	� �� ����� ��� ��
� 
� F � 
���	

F ∈ D(Λ)$
�
 ����
�� ������� ���
��� ��
���
� 
�
�	�
� �
 ���� ��� �		�
��
��
��

�� ������
 �����
������ �
 ����
��

���
 �
� � ��
� �� ����
	� ���������
�	 �� ������

��� 1− F (x)

2
�3����

 II�α�β > 0 x−(1−β) exp(−α
β
xβ)

��4����� 1
1+exp(x)

#� ��� �� ξ < 0 �

�
 ������
 �����
������ ���� �
 ��� 
�� �
��� �
 5
����� D(Ψξ)� �
�

���� �
 �
 ������
 ���� ��
��
� � �
���
� 
� 	�
 �������
��� �
 	����

�

����� ω(F ) 
�� ���� 6�
 ��
����
������� ���		�
�
����
 � �
 ������


�����
������ 
�� �����
 	�
 �
 �0��
1�
 �������  	��
 �� �������
������

���
 ��
�
�3�  �,-'� &.-()) �

�������� �
 ������ ��� �������� 
� �"�
������� F 
��
������ 
� D(Ψξ)

	� �� 	���� ��� 	� ω(F ) < +∞ ��

F (ω(F )− 1

x
) = x−

1
ξ l(x) (2.15)


��� � F �	� �
 �������� 
� 	����� 
���"� �
� F (x) = 1−F (x)� l �	� ���

�������� � �
��
���� �����$



26 Chap. I. Approche des maxima par blocs : lois GEV

�� ������� �	
����
�� �������� �������� �
	� ��	 ������	������ �� �



��	�� ���������	
� �� ��	�����

���� ��� � ��	
 �� ��
�	�� ���������	�� �� ��	����

�
	 1− F (ω(F )− 1
x
) ξ l(x)

��	�
��� 1
x
�x > 1 −1 �

��	���� 1− exp(−x−α) − 1
α

1− x−α

2
+ o(x−α)

������� ���� (λ, β, τ) ( β
β+xτ )

λ ���� x > 0 − 1
λτ βλ(1− λβx−τ + o(x−τ )

�� ��
 �� ξ > 0 �

 � ��� �
�����
�� �� �
��	�� ���������	
� �� !���"��� ��� �
	� �������


���� # �� �
��	�� ���������	
� �
�� ��������	���� ��� ��� ����� # ����
	�


����� ����� $�
�%�
�	���& # ��	�'�	 � �� �� �
	�� ����	��� ω(F ) = +∞�
(���� �
�� �	��� ����	 �
	� # ������ �
������ ��� ��������	���	
� �� �� �



��	�� ���������	
� �
�� D(Φξ) ��� �
���� ��� �� �"�
�)�� ��	���� $�
��

�� ���
������	
�� �
	� *�����+
 $�,-�� ./-0&& �

������
� ��� ������ ��	 
���
��� �	 �����
�
��� F �����
�	�
 �� D(Φξ)

�� 	
 �	��	�	�
 �� �� 
���
��� �	 �����	 	�
 �����	 ��� �

F (x) = x−
1
ξ l(x) (2.16)

�� l 	�
 ��	 
���
��� � �����
��� �	�
	�

�� ������� �	
����
�� �������� �������� �
	� ��	 ������	������ �� �



��	�� ���������	
� �� !���"���

���� ��� � ��	
 �� ��
�	�� ���������	�� �� �������

�
	 1− F (x) ξ l(x)

1����
 (α) ���� α > 0 x−α 1
α

�

����(η, τ, λ) ���� η, τ, λ > 0 ( η
η+xτ )

λ�x > 0 1
λτ

( η
1+ η

xτ
)λ

1����
 *������	��(σ, ξ) ���� σ, ξ > 0 (1 + ξx
σ
)−

1
ξ �x > 0 ξ (σ

ξ
)
1
ξ (1 + σ

ξx
)−

1
ξ

��
�����
 �

�� ��� �
���	
� �� ������	�	
� F ���� ��������	� # ���2 �
��	��� ����


�����	
� �	3������ D1 �� D2 $�
�� ���� �� ����	��� �
	� ����	�+ $�,45�

.��50&&�

6� ��� ���	����� �����
	��� ���� ��� ��
	� �
��	��� ���������	
� �� *������

�� !���"�� �� �� ��	���� �
�� �	��� ��� �� �����	
� ��	����� $�
	� (�����"�

�� ��� $�,,5� .--0&& �

X ∈ D(Φα)⇔ log(X
1
ξ ) ∈ D(Λ)⇔ −X−1 ∈ D(Ψξ) (2.17)



3. ESTIMATION DES MODÈLES GEV 27

Figure 1.4 – Lois du domaine d’attraction D(Λ), D(Φξ) ou D(Ψξ).

D(Λ) D(Φξ) D(Ψξ)

F (x) = 1− 1

log(x)
, x ≥ e. (2.18)

3 Estimation des modèles GEV

ξ

ξ = 0 ξ �= 0
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 �� ������� ��
!������� �� 
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=��� �� �
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��� ��
�����

3.1 Estimation pour la loi de Gumbel

>��� ����� ����
�� ���� ������ 
� 
�
 �� �����
 ��� G0(μ0, σ0)� �? μ0 �� σ0

���
-���� �������
������� 
�� ���������� �� ���
�
�� �� ������

� "ξ = 0 ����


� ��� �� 
� 
�
 �� �����
�� �� @����
�� �� ����
�� �� �����
 ��� ����� g0�

4.1.1 Méthode de la régression linéaire :

1�
��� Y1, . . . , Ym 
�� �� 
�� ��� �
�� 
���� ����� 
�
 �� �����
 �� ��
���

Y1,m ≤ . . . ≤ Ym,m 
�� ����
��
!��� ������� �����
��� � Y1, . . . , Ym �

�� ������� �����
���
�� ��� ��-����
�� 

���
�� ����
��� � �A����� 
� ���-� ��

��
��� B

(− log(− log(G0(Yi,m)));Yi,m) (3.19)

� ��� ���
�� ���!���
�� Yi,m = aX + b� ���� X = − log(− log(G0(Yi,m)))� ��

��
��
��� 
�� ���C�
���� a �� b ��� 
� ������� ��� ��
����� �������

�� ���C�
��� �
������� (a) �� 
��������� � 
���
-
�� (b) �� 
� ���
�� �A������
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���������� �� �	
��
�� 
�� ���
�	����� μ̂reg
0 �� σ̂reg

0 �{
μ̂reg
0 = b

σ̂reg
0 = a

(3.20)

�����
�	�
�� ��� ��	��

�� �������� ���	���� 	��� ��� �	
�
� ����	�


�� p�

���� 
	 
�
 �� �����
 G0 �� ���� ��� ���
��� �� ������ T = 1
p
= 1

1−G0(y)
� ���

������� �� ����
	�	�� μ �� σ �	� 
���� ���
�	�
��� �	�� 
	 �����
� ��
�	��� �

q0 = μ0 + σ0(− log(− log(1− 1

T
))) (3.21)

�
��
� 
����
�	���� �� ��	��

� ������� q̂reg0 ��� �

q̂reg0 = μ̂reg
0 + σ̂reg

0 (− log(− log(1− 1

T
))) (3.22)

4.1.2 Méthode du maximum de vraisemblance :

����� ������� ����
��� � �������� 
�� �	�	� ���� Θ0 = (μ0, σ0) ��
 �	�
!

�
���� 
	 �����
�� �� ��	
����
	��� l(μ0, σ0) = Πm
i=1g0(yi, μ0, σ0) �� 
�"��	
!

����
	��� L(μ0, σ0) = log l(μ0, σ0)� �� ����
�	�� 
� �#�� �� ��
�	�� �{
∂ logL(Θ0)

∂μ0
= 0

∂ logL(Θ0)
∂σ0

= 0
(3.23)

������	��� 
	 ��
��
�� ����� �	� ���

�
�� �� 

 �	�� �	���� �	� ��� ����
��
��

�����
��� �� ��


�	�� �	� �����
�� 
	 ������� �� Newton−Raphson$

4.1.3 Méthode des moments :

�	 ������� ����
��� � �"	

��� �������
������� 
�� ���� ����
��� �������

�����
���� m1 �� m2 	�� ���� ����
��� ������� �������� � ��#���� %ym& ��

�	�
	��� S2
Y ���
�
���� $

'	�� 
� �	� ����� �	�
	�
� 	
�	��
�� 
���� ����� 
�
 �� �����
� 
	 �������

�� �	�
��� �� ��	
����
	��� 	����
 	� �#�� �� ��
�	�� �{
E[Y ] = μ0 + γ∗σ0 = ym
V[Y ] = 1

6
π2σ2

0 = S2
Y

(3.24)

�( γ∗ ≈ 0, 57721 ���������� 
	 �����	��� ��Euler$ �	 ����
��
�� �� �� �#�� ��

�����	�
�� �����
� 
�� �	
���� ��� ���
�	����� μ̂mom
0 �� σ̂mom

0 �{
σ̂mom
0 =

√
6SY

π

μ̂mom
0 = ym − γ∗σ̂mom

0

(3.25)
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3.2 Estimation pour les lois de Fréchet et de Weibull

���� ξ �= 0� ��� 	�
��
�� 	����������
 ��
� ���� 	� ������� �� 	� ��������

��� ���� ����
� 
����� Gξ(μ, σ, ξ) �ξ > 0 ���� �
� ��� 	� ������� �� ξ < 0 ����

�
� ��� 	� ��������� �� ��
����
 	� 	�
���� ���� 
���� gξ�

���� �����
��
� ���� ��� 	��� ���� 	� ������� �� 	� �������� ��� 
����	��

	�����
����
 	� 
���
�
 	� ������
���
�� �� 	�� 
�
�
�� 	� �����������

��
	�����

4.2.1 Méthode du maximum de vraisemblance :

�� 
����	� ��
�����  �������� ��� ����
!���� Θ = (μ, σ, ξ) "�� 
���#


���
� �� ��
����
 	� ��$#������
���
��� ���� ������
���
 	� μ̂mv� σ̂mv �� ξ̂mv�

�� 
���
������
 ��
	���  �����	�� �� �%��!
� �����
� &⎧⎪⎨⎪⎩
∂ logL(Θ)

∂σ
= 0

∂ logL(Θ)
∂ξ

= 0
∂ logL(Θ)

∂μ
= 0

(3.26)

'
��� �()*+� ,(-./� � ���	�� �� �����!
� 	� ������
����
 ��� �� 
����	� 	�


���
�
 	� ������
���
��� 0� � ����
� ��� ��������� �����
�� &

1 '� ξ > −0.5� ��� ����
������ 	� 
���
�
 	� ������
���
�� ����!	�
�

	�� ���������� ��%
�����"��� ����� "�� �� ��
���$�
�� ���� �� ����� ������

	� ����
!��� �
��

�� ���
�����
�� ��� �������  �
� ���
����
����


����
����"�� �� ���2������ ��%
�����"���

1 '� −1 < ξ < −0.5� ��� ����
������ 	� 
���
�
 	� ������
���
�� 
�

����!	�
� ��� ��� ���������� ��%
�����"��� ���
	��	��

1 '� ξ < −1� ������
���
 	�� ����
������ 	� 
���
�
 	� ������
���
��


���� ��� $���
����

4.2.2 Méthode des moments de probabilité pondérés PWM :

����� 
����	� � ��� �
���	���� ��� 3���
4��	 �� ��� �()5)� ,+(/� 	�
� �� ���

	� ���
�
��� ��� �����!
�� 	� ��
���$�
��� ������� ���� ��� ������ ����
�����
�

(n < 25) ������ �� ��� �())(� ,)6/���

��� 
�
�
�� 	� ����������� ��
	���� ��
� 	�7
�� ��� &

Mp,r,s = E[Y p(F (Y ))r(1− F (Y ))s] (3.27)
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�� � p�r�s ���� �	� 
�	�� 	� Y 	�� 
�	 ��
����	 �������
	 ���
	 �	 �� ��� F �

���� �	 ��� �� ξ �= 0� 
� ����� �������	 ��

 ����
�	
 �	� ���	��� Mp,r,s 	��

�	 �
	��
	 p = 1� s = 0 	� r = 0� 1�2 ��	�
���� 	� ��� ������ ���  � !���� �

M1,r,0 =
1

r + 1
{μ− σ

ξ
[1− (r + 1)ξΓ(1− ξ)]}, ξ < 1 (3.28)

"	� 	������	

� PWM ���
��� �	 �� ������	 �	� ���	��� �	 �
���������

�����
�� ���� ����� μ̂pwm� σ̂pwm 	� ξ̂pwm� #�� ���� ���	�
� �
��	 $ �� 
����
����

�%
� �&��'�	 �%�(
������� ��

 r = 0�1�2 �⎧⎪⎨⎪⎩
M1,0,0 = μ− σ

ξ
(1− Γ(1− ξ))

2M1,1,0 −M1,0,0 =
σ
ξ
Γ(1− ξ)(2ξ − 1)

3M1,2,0−M1,0,0

2M1,1,0−M1,0,0
= 3ξ−1

2ξ−1

(3.29)

���� �� �
���(
	� )��*��+ 	� ����,-./� �01� �
������	�� �%
���������� �%
� 	���2

���	

 ��&������(
	�	�� ����������� ����� ��
 �

M̂1,r,0 =
1

m

m∑
i=1

(F̂ (Yi,m))
rYj,m (3.30)

!�	� �

F̂ (yi,m) =
i− a

m
, 0 < a < 1 (3.31)

F̂ (yi,m) =
i− a

m+ 1− 2a
, −1

2
< a <

1

2
(3.32)

4 Non stationnarité et dépendance
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����� ���� �	��
��� �� 
���� �� ������� ���
������ �������� �� ������� ����� � ���

����
�� ������ ��� ������ ��	����	 ����� ������� �� ���������� ���������

���� �������� � 
���� ���������� ���� ������� ������� ���� ��� �������� ������

�� 
�� ��� ������������ ������������� ����������� ���� ������������ �������

��� 
��������� �� ���
����� ������������ ����������� �� !"� #�$%&' �� (���)

������� (���*��� �� ����+�� �� ,-� #,-&''� .����� ����� ��� ��������� ������

���������� �� *������������� �� �� ������� �������������� ��� ������� �	��
����


������� � �������� �� 
���� ���/������� �� ��������
� ��� ��������� ����������

��������� (�� ������	 �������	 ���� 
� ������� ���� 
��	 �� 0����� �� !%�

#�%1&'� (�/��� �� "!� # -&' �� 0���
� �� 1�� #�%,&'� 2�� ������	 ���������������

� ������/�� ��� ������ �� ���
����� ��������� �����������

(������ ��� ������ �� ���
����� *�������� ���� �������� ��� ������
����� �������

��� ��� �������� ��	 ����
����������� ���������
� ��� �	�����'� 3*�������

���� ��� ��
���
��� �� 4����� �� 1�� #"&'� 5� ��� 
6�� �� ���� ��� �/��)

������ ��������� ��	 ����
������������ 4����� �� "%� #1&' � ������ ��� �� ���

��� ��	��� ����� ����� ������������ (Xn) ��������3� � ��� ��� 789 
��������

��� �
�� �/�� �� ��� ��� 
���� ��� ��	��� ����� ����� �� �������� �����'� ���

��������� �� 
�� ��� ��������� ���������� m−����������� � ��� ������ ��� (�� ��

������� �� 1"� #,�&'� ������� �� 1�� #�:"&'� ;���<���� �� (����= �� 1�� #" &'�

(�� ��������� �� ��������
� ��� ��� ����� ������� ���� �� 
�� ��� ���
�����

�������� ���
=���� �� ,�� #�:,&'� 5�������� �� ,%� #-"&'� >�?� �� ,,� #�-%&'' ��

���� *����������� ���� �� 
���� ���������� ������
= �� ,1� #��,&' �� @A����

��  %� #"1&''�

5��� ��� 
���*���� � ����� ���� ������� ��*������ ��� ������	 ���� ��� 
��	

�������� ��� @A���� �� ,!� #",&'� 2�� ��
���
��� ��������� �� 
���� � �� ����

���/������� �� ������������� �� 
���� ������������
� ���� ������/�� ��� �������

�	��
���� 2��������� 
���� �������� 
���*���� ������� ������� ��� �������)

����

4.1 Les extrêmes dans le cas des suites d’observations

dépendantes et stationnaires :

(� ������� ��� �	��
��� ���� �� 
�� �������������� ������������ 
������� �

�������� ��� �������� ����������� ��	 �
��� ��������� ��� ���� �� 
�� 
���)

������ ���� ���� ��� ��������� �� ��������
� ��� ������ � �� ������� �� ��

������� ��� ������ ��������� ���� �� �	�*���� ���/������� �� �� �������������� (�

������������� 
���
������ �� ���
����� ���� ������ ��� ���������� ���
���������

���� ����*���� � ������� �� ����� ����� ���
����� ��� ��� ��������� ����������
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�
�
��		���
� ����� ���
 �

��������� �	
 �����������	��
 ��	��
� ���� (Xn)n∈N ��� ����� �� ��	������

��
����	��� �� ��� ��� (Xn)n∈N ��� ����������	� �� ���	 ���� t ∈ N� �� ���	

���� k ∈ N� �� ��� ��������� �� (X1, . . . , Xt) ��� 
���� � �� ��� ��������� ��

(X1+k, . . . , Xt+k)�

�� 
������� ��� ��	���
��� 
� ��� �
������� �� 
� � � ��! ��������� �
�
��	�

	������ 	������
� 
� ��
���
��	 �"�	� ��	��
��	 �"���
���
��	 	�
�� D(un) #�����

$�

��� ��	����	 �
 %��
&�	 #'()*� +)*,�� �

��������� D(un) #+)*,� � �
�	
 ��		� �	� ���
� �� ���
� (un) �
 �	� ���
�

�"�	
���� 	�
���
� i1 < i2 < . . . < ip < j1 < j2 < . . . < jq ≤ n� 
�
 ���

j1 − ip ≥ 
� 
� ��	��
��	 D(un) ��
 ������� �� �	 � �

|Fi1,...,ip,j1,...,jq(un)− Fi1,...,ip(un)Fj1,...,jq(un)| ≤ αn,�n

-. αn,�n 	� ���/
 ��� ���� 
n� limn→∞ αn,�n = 0 �
 �n
n
→ 0�

0�
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��	 
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������� �	� �����������
���� 
� ������ X1, . . . , Xn ��� ����� ����������	�

�� ���! ������ 	
����� (cn) ���� R
+∗ �� (dn) ���� R ��� ��� �

P (c−1n (Mn − dn) ≤ x)→ Gξ(x) (4.33)

�� �� ��������� D(un) ��� �
	�"
� ���	 un = xcn + dn� ���	� �� ��� Gξ(x) ��� ��

#$#� �%�� ��� �&��� ��� �	��� ��� ��������� �

��	 �� 
����
 �ξ = 0
 �

Λμ,σ(x) = exp(− exp−x− μ

σ
), x ∈ R (4.34)

��	 �� ������� ξ > 0

Φμ,σ,ξ(x) =

{
exp−(x−μ

σ
)−

1
ξ x > μ

0 x ≤ μ
(4.35)
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��� �� �����		 �ξ < 0� �

Ψμ,σ,ξ(x) =

{
exp−(−x−μ

σ
)
1
ξ �� x < μ

1 �� x ≥ μ
(4.36)

�� ������	� 
����	���� �� �
������ ��	������ �� �	 ��� �	�� �� ���� �� ��

�������� ��� ��� �	���	 ����� ����� ����� ��	�����	��� � ������	����� ������

�	����� ������� ��� ���  ��! "����� �� ��� ������� ��	����� ���� ��	�����	���� ��

�� �	 ������	���� ����� ��� ������	����� ������ �����#��� 	��� �� ���	�	
� ����

����� ��� ��� ���	��� 	����� �	� �� ��	�� �� �
������ $!%� �	 ��� GEV ����� ���

	�������	���� �	�	��� ���� 	&����� ��� ������� ���������!

4.2 GEV non stationnaires :

'	�� �� �	� ��� ��������� ��� ��	�����	����� ��� �	�	������ �� ���� �	�

�����	���� �	�� ��� ��������� �� ����� �� ��	����� ���	��	���� ����� (	)��

����	��� �� ���� (���� (������������ ���� 
����	��!

*��� ���������� �	�� �� ��� ���� �� �	� �� ������	��� ����	��� �	� �	����� 	�

������ �� ��� ��� 	����� (����� �� ������	��� ������� +��� �	������ 	� �	�

����	���! ,�� ���	��	����� 	����� ��� �� ������ �� ��	����� �� �	 �+�� (	)��!

-��� U = (U1, U2, . . . , Unμ)
′ �� ������� �� nμ ���	��	���� �� �	�	����� ��

�������� μ�

μt = U ′(t)β =

nμ∑
i=1

βiUi(t) (4.37)

�� (β1, β2, . . . , βnμ)
′ ��� �� ������� ��� �	�	������ �	�	������	�� �	 ������	���

�� μt 	��� �� ������� ��� ���	��	���� U !

-��� V = (V1, V2, . . . , Vnσ)
′ �� ������� ��� ���	��	���� 	�������� � σt� �� 	 .

φt = log(σt) = V ′.δ =
nσ∑
i=1

δiVi(t) (4.38)

'� �	 �+�� (	)��� �� �	�	����� �� (���� ���� �������� �� (������� ���� �������

�� ���	��	���� W = (W1,W2, . . . ,Wnξ
)′ �� �� ������� ��� �	�	������ γ =

(γ1, γ2, . . . , γnξ
)′ .

ξt = W ′(t).γ =

nξ∑
i=1

γiWi(t) (4.39)

'	�� �	 ��	������ ��� ������� ��� ��	�����	���� GEV (μt, σt, ξt) ��� ����

�������� ���� ���� ��� ��	����� /�� "������ �� 	�!� 0$%12 .
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�	� �"������� #�
� ��
���� �
��� � �
��� � �"�����$ ��� ������� %&' ���

��	�
���	
��� �

�	��� (

�� GEV0(μ, σ, ξ) ( )�� ������� ���� ��� �	�	������ ���� �����	���� μt = μ$

σt = σ �� ξt = ξ� *	�� �� �	� nμ = nσ = nξ = 1 �� U1 = V1 = W1 = 1�

+� ������ ���������� ��
� �
�������� 	
 GEV ��	�
���	
���

�� GEV1(μt = β1+β2Yt, σ, ξ) ( )�� ������� �	�	����
��� �	� � �"
������ � 
��

����	��� �� � 
�� ��������	��
�
��� nμ = 2, U(t) = (U1(t) = 1, U2(t) =

Yt)$ nσ = nξ = 1 �� V1 = W1 = 1�

,� GEV2(μt = β1 + β2Yt + β3Y
2
t , σ, ξ) ( )�� ������� �- �� �	�	����� ��

���
�
�� ��� 
�� �����
�� �
	��	�
�
� � 
�� ���	�
	��� ���������� Yt�

)�� ��
" 	
���� �	�	������ ���� �����	���� *	�� �� �	�$ nμ = 3, U(t) =

(U1(t), U2(t) = Yt, U3(t) = Y 2
t )$ nσ = nξ = 1 �� V1 = W1 = 1�

.�	�� � 	/
���� 
� ������ %&' ��� ��	�
���	
��$ 
� �	
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Chapitre 2

Approche des dépassements de

seuil : loi GPD

1 Modélisation des excès
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Yj X1, . . . , Xn

{
Nu = card{i : i = 1, . . . , n/Xi > u}
Yj = Xi − u > 0, pour 1 ≤ j ≤ Nu

(1.1)

X1, . . . , Xn v.a Nu

u Y1, . . . , YNu

Figure 2.1 – Représentation des excès Y issus des dépassements X au-delà

d’un seuil u.,(Raggad, 2009 [114])

u

τ P (τ)

{Xi > un}
un I{Xi>un}

I{Xi>un} =

{
1, Xi > un

0,
(1.2)

un Nun =
∑n

i=1 I{Xi>un}
Bin(n, 1−F (un))

n→ +∞ 1− F (un)→ 0 n(1− F (un))→ τ

F

X Fu Y

u

Fu
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Fu(y) = P(X − u ≤ y|X > u) =

{
F (u+y)−F (u)

1−F (u)
, �� y ≥ 0 �

0, �� y < 0�
(1.3)

�� ��� ��	
�����
�� �������� � Fu(y) ��� ������ ��� �� ������
� ������� �

�������� 	
	 ���������	 
����
� �� �� ����� �������� 	
 F ��� �

 ��

X� ������
��� � ���� ��� ��

� �
��
��� ���������

� � D���������� D���� ���


� D�!�
 ����� ��
�� 
� �"
��� ��� #
���

� σ(u) �
�
�
$�� ��� %�� �

limu→ω(F )sup0<y<ω(F )−u|Fu(y)−Hξ,σ(u)(y)| = 0 (1.4)


& ω(F ) = sup{x ∈ R : F (x) < 1} ��� �� �

�� ����
��� �� F �� Hξ,σ(u)(y) ���

�� #
���

� �� ������
�

� �� �� �

 �� '����
 �������
��� ��'(� �������
)��

'����
 (
���
 ��

��� ��*�
� ��� �

Hξ,σ(u)(y) =

{
1− (1 + ξy

σ(u)
)−

1
ξ , �
 ξ �= 0 +

1− exp(− y
σ(u)

), ξ = 0�
(1.5)

���� �� ��
���������� �� �� ������
�� ���� �������� ��� !� "�# $%�

&��� ������� ����
�� �� ������� �� ������ ��� �� �������� �������� �'��()

*��+ ���, � "�-.$%% �

Tu =
1

τp
=

1

τ(1−Hξ,σ(u)(y))
(1.6)

/����� �� �� �0��������� ������������
��� � �� ������ �� �������
���� ���

1��� ���
�� N ������� ���� ������� �������� �0�
������ ���2% ���� ������� 
��

�� ������ �� �������
��� ��� ����� ��� �

ZN =

{
μ+ σ

ξ
[(Nnyζμ)

ξ − 1], �� ξ �= 0 �

μ+ σ log(Nnyζu), ξ = 0�
(1.7)

�3 ζu = P{X > u} �� ny ��� �� ��
(�� ��� �������
�����

4� 1��� (��� ��+����� 
�� ��� ���5 ��������� � (���� ��� 
�5�
� �� �����)

��
���� �0�� ������ ���� �
����������� /����� ���� �� ����� ���
���� �� ��� ���

�5��� ���� 6��� ��������� ��� ��� ��� 7�8 �0������ �5��6
� ξ� ������
�� �

����� �� �� ��� 79:� 9� �;�� �

P{X > x|X > u} = [1 + ξ(
x− μ

σ
)]−

1
ξP{X > x} = ζu[1 + ξ(

x− μ

σ
)]−

1
ξ (1.8)
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2 Méthodes pour la détection du seuil

2.1 Méthodes graphiques

2.1.1 Mean Residual Life Plot

�� ���
��
 	
� 
���� 

�� ���
 �������
 
��� ���	
� �
 ����� 	� �
��� �	�(

���� ��
������ u∗� #� ����� �� �� 	
���� 	%�� �
��� u∗� ��  )- 
�� ��
 !���


�

���������� 	
 �� ��� 	
� 
���� �Y = X − u∗� ��
� ξ < 1� ����� �

E[X − u∗|X > u∗] ≈ σu∗

1− ξ
(2.9)

�%�������� �1�2� 	�'��� �� �������� ���
��
 	
� 
���� ����
 e(u∗)�

#���� 	���� ��
 �%�

���������� 
�� ��
  )- �
��
 ����!�
 
��� 	
� �
����

u > u∗� ����� �

E[X − u|X > u] ≈ σu

1− ξ
(2.10)
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���� σu = σu∗ + ξ(u− u∗)� ���	�
 ��
� ��
� u > u∗ �

E[X − u|X > u] ≈ σu∗ + ξ(u− u∗)
1− σ

(2.11)

�� �������� e(.) �	� 
�� �������� �������� �� u� ��� ���	��
���
 ���������������

�
 	�
�� u∗ ���	�	�� � �� ��������� �� �� ��������� 	
� �� ������ ����� ��� (u, e(u))

�� ������ � ����� ��	��
�� ���� ������

 � ������
�
 �� �������� e(.) �	� ��������� 	
� �� !�	� �� �������"�������

�������
� ên(.) �

ên(u) =

∑n
i=1(Xi − u)∑n
i=1(IXi>u)

(2.12)

xu = 1
nu

∑
xi(IXi>u)

(u, xu − u)

D
D

D

2.1.2 Dispersion Index Plot

u

V ar[X] = E[X] (2.13)

{(u, ŝ2u
λ̂u
) : u ≤ xmax}

ŝ2u λ̂u V ar[X] E[X]

u∗

2.2 Méthodes numériques
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�������� 	�
�
���� ��	
 �� ���
� �	 ��	
� ���
���� �� ���� �	
 �� �
�
�
���
��

�� �� ��

���� �� �	 �
�
�� �
�� �	� ���
����	
� 	�
�
���� ��	� ������ ����
�
��


�	���	�� 	��� ���� �� ��
�
� �
��
�	� �� �� �
������ ������

3 Estimation du modèle GPD

3.1 Méthode des moments

�� ������� ����
��� � ����
��
 ��� ������� ����

�	�� �� ��� ������� ���

�


�	�� �� ����� � �����

 �{
E(Y ) = σu

1−ξ = Y

V(Y ) = σ2
u

(1−ξ)2(1−2ξ) = S∗
2

Y

(3.14)

 ! Y �� S∗
2

Y 
��
�������� 
������
������� �� ��"���� �� �� ��

���� ���


�	�

��� ������

3.2 Méthode du maximum de vraisemblance

#� �����
�� �����
�
��������� ��� ������ ��
 �{
log(σu, ξ) = −k log(σu)− (1

ξ
+ 1)

∑k
i=1 log(1 +

ξYi

σu
), ξ �= 0 $

log(σu, 0) = −k log(σu)− 1
σu

∑k
i=1 Yi, ξ = 0�

(3.15)

#� 
����	�
�� �	��

�	� �	 �"����� %&�'() ����	
� �	� ���
����	
� σ̂mv
u ��

ξ̂mv
u �

3.3 Méthode des moments de probabilité pondérés

#� ��*�
�
�� ��� ������� �� �
����
�
�� �����
�� ��	
 	�� +,-� ���� ��

��� p = 1� r = 0� s = 0 �	 s = 1� ��� ������ ��
 �

M1,0,s =
σu

(s+ 1)(s+ 1− ξ)
, ξ < 1 (3.16)

.��� �

M̂1,0,s =
1

k

k∑
i=1

(1− i

k + 1
)Yi,k (3.17)

#� 
����	�
�� �� �/��	��
�� ��*�
����� M1,0,s �� �����
�� �� σu �� ξ� ����	
�

��	
 s = 0 �� s = 1 �	� ���
����	
� PWM �	
����� �

ξ̂pwm
u = 2− M̂1,0,0

M̂1,0,0 − 2M̂1,0,1

(3.18)
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σ̂pwm
u = 2

M̂1,0,0M̂1,0,1

M̂1,0,0 − 2M̂1,0,1

(3.19)

4 Méthodes non paramétriques pour l’estima-

tion de ξ

��� ����� ��	
����� 
���	���	���� � 
	
 
�����
� ��
���������	 ���� ��

������	�� ξ� ��� ��	���	���� ��� ���	 ���	�� 
� ��		� ��	
������ 	�� ��� �����

	���	��� 
� ������
� �� !"� #�$!%&� '��� �� !"� #($%& �	 )�������*����+��)�

'��� �� , � #-,%&� ���	 ������
� 
���	���	���� ��� �����
	������� ��� �����

��	���	��� 
� ξ ���	 .	�� ��	���� �� �
��	����	 ��� /��� 
� �	�����	
 ��� �� ����

�+���� ��� ����
���	� 
�0
���	�� 1������ 
�� ��	���	���� ��� �����
	������� ��

����	��� 
� ���� k ���������
��	 2 ��� �	�	��	���� 
���
�� X(k) �1��� ��������


�� ��	���	����&�

4.1 L’estimateur de Pickands

����	���	��� 
� ������
� �� !"� #�$!%& ������� 4 �	�	��	����� 
���
��� 3�

��	 ������
 ���� �� �������� 
� ���� k� 4� ������� ��	 
���
� ��� 5

ξ̂Pk,n =
1

ln 2
ln(

X(n−k+1,n) −X(n−2k+1,n)

X(n−2k+1,n) −X(n−4k+1,n)

) (4.20)

67 X1, . . . , Xn �� 
�+��	����� 
� v.a �����
& �	 n ��	 �� 	����� 
� ��
�+��	�����

�����1
� ����	���	��� 
� ������
� ��	 �� ��	���	��� ���1�����	� ���� ��
���
�

���	 5 √
k(ξ̂Pk,n − ξ)→ N (0, σ2(ξ)) (4.21)

67 5

σ2(ξ) =
ξ2(22ξ+1 + 1)

(2(2ξ − 1) ln 2)2
(4.22)

4.2 L’estimateur de Hill

����	���	��� 
� '��� �� !"� #($%& ��	 ���� 
�� ��	���	���� ��� ���� �
���
��


��� ��� �������	���� 
� �� 89*� 3�	��
��	 ��� '���� �� ��	 

��� 
� �� ��:��

���1��	� ����� 	��	 ξ > 0& 5

ξ̂Hk,n =
1

k

n∑
i=n−k+1

lnX(i,n) − lnX(n−k+1,n) (4.23)

�� 	+
����� ���1��	 ��
���	� ��� ������
	
� 
� ����	���	��� 
� '��� 5
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�������� 	
� ������ ��	
 X1, . . . , Xn �� 
����
	���� �� ��	 F 
�� ��� F (x) =

x−1/ξL(x)� x > 0 �
 L ��� ����
	�� � ���	�
	��� �
���	���� ��	��	�� 0� ����� �

� �	 X1, . . . , Xn �� 
����
	���� ��� �����
	��� i.i.d� k → ∞ �
 k/n → 0

!��� n → ∞� ����� ����
	"�
��� �� #	�� ξ̂H �������� �� !�� � 	�	

 ����

ξ$

� �	 k/n → 0� k/ ln(ln(n)) → ∞ �
 ��� X1, . . . , Xn ���
 i.i.d� ����� ����
	%

"�
��� �� #	�� �������� !������ �&��"��
 ���� ξ$

� �	 ��� X1, . . . , Xn ���
 i.i.d �
 �	 F � ��� ���	�
	��� �
���	����� ����� �

√
k(ξ̂Hk,n − ξ)→ N (0, ξ2) (4.24)

���� �� ����	� 
� �� �
������� 	��� ���� ������ ������

4.3 L’estimateur des moments de Dekkers −Einmahl −
De Haan

� �!�������� 
� "�##��!$%�&��
�$"� ���& ���!�&�� �&� �'��&!��& 
� � �!$

�������� 
� ���� ���� ξ ∈ R� (� �!� 
�)&� ����� !��� *

ξ̂Dk,n = 1 +H(1)
n +

1

2
(
(H(1))2

H
(2)
n

− 1)−1 (4.25)

+, *

H(1)
n =

1

k

n∑
i=n−k+1

lnX(i,n) − lnX(n−k,n) (4.26)

�� *

H(2)
n =

1

k

n∑
i=n−k+1

(lnX(i,n) − lnX(n−k,n))2 (4.27)

-��! ������&�! ��&
����&! !�� k� � �!�������� 
� "�##��!$%�&��
�$"� ���&

��&	��.� �!/������0����&� 	��! �� ��� &�������

5 GPD dans le cas des séries non stationnaires

�� ��1����� 
�! �
��&�0��! !�&� ���0���! ��� �� ���!�&�� 
 �& �2�� !��$

!�&&��� �� 
 �&� ����������& ����������� ���� �� �/�� 
� !����!� � �����!����&


 �&� 3�" ���!!�0�� & �!� ��! 	���4��� 	� 0�� ��! 
/���
�!�! 
 �&
���&
�&��

�� 
 
���.�&���� &� !�&� ��! ��!������!�

"��' ������
�! !�&� 5��0�����&� �����!��! ���� ���&
�� �& ������ �� &�&

!�����&&����� �� �� !��!�&&����� 
�&! �&� 3�" �6��&��
$7��
�� �� ��� �8��9�

�9���� �� �������� ��&!�!�� : �'������ ��! ���������! 
� 5���� �� 
 ��
����
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����� ��� 	
�	 �
�
� ����� �
����
� �� ��
�	 ��������� 
� �
���

���� �
��

�����
�� ��� ��������� �� 	���	
����� �
�� ����	���� �� ������� �� ������
�

����
��� �����  ����� �
�	�	��  ���
���� �� ����
�� ��
!	��"���
� �� 	
�	

����
��	 �


#���	 �� �$�	��� ��� �� 	���� 	�� ������� ������� ��� ��� ����
%

������

5.1 GPD non stationnaire : paramétrisation de la non

stationnarité

�� ����
����	���
� �� �� �
� 	���
������� 	�#��&� ��� ��	 ����	 Yt �		�	

����� 	���� Xt� 	��"��� ��� GPD(σ(t), ξ(t)) �
�� �� ����
���� ��������� σ ��

�� �
�
� ξ ��������� �� ��
�	� ���	 �� ��	� u �	� �
�� u(t) �
�� ��	�#��� ��

	����  ����	���� t�

�� ���������� ��'����� �� ����� ����
��� �	� ���� �� ��
�� ��	 �
����
�	 σ(t)

�� ξ(t)� �� �
�
� �������� ��	�� �� ���	 	�
���  �����	�� ({
σ(t) = exp(α0 + α1t)

ξ(t) = β0 + β1t
(5.28)

��� �������	� �� ���	���� ���� ����� �
���	�
�����  ��� ����
�� T � ���� )���

���	� �� �
�	�������
� �� �$�	���� ��	 �
����
�	 �� ���� ({
σ(t) = exp(α0 + α1t+ α2(1− cos(2πt

T
)))

ξ(t) = β0 + β1t+ β2(1− cos(2πt
T
))

(5.29)

*�� �
�	 σ(t) �� ξ(t) 	
�� ������&��	� ��	 ����
����	 �� �
�
� �� ��������� �����

��� �
� 	����
������ 	
�� �	��
�	� +��������� �� �

!�� �� ����
����	  

�	��
�� ��
,� �"�� �� �

������� ��	 �
����
�	 ��
�	��	� -� 
����� �� ��#
������

�� �

!�� �� ����
����	  �	��
��� �
�	 ��	��
�	 ����#
����� �
���
��� ��	

�����������	� .��	�� �� ��
�� ��	 �
�
�	 �� ���������� �� ���� 	���� �� �
����
�

�� ��
�	 ���	� ��	 ��� �/��� ��	�� �+
��	� �0112� 3045�� 6����� �� ��� �0117�

3885�� ����	� �� ��� �0111� 32195���

5.2 GPD non stationnaire : définition d’un modèle de

mélange

*�� ������
� ����
��� �
�� ������� ��	 	����	 �
� 	����
������	� �
�	�	��

 ���
���� �� 	���� �� !�
�	 	�� ��	����	 �����
���	� �� 	����
������� �	� ��%

�����!�� �:
���� �2;<;� 32415�� =
��
� �� ��� �2;;8� 32115��� ���	 �
������%


���� ������ �
�	�	��  ���
���� ������� �� S 	��	
�	 $�#��	 �


#���	� �
��
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������ ����	
 Si ∈ S� 
	�� �
�
���	
� �
 ����� uSi
�� ������ ������� ��� �����

Yj = (Xj − uSi
)1Xj∈Si,Xj>uSi

GPD(σuSi
, ξuSi

)

h(x) =

Si=SS∑
Si=S1

P(X = x|Si)× P(X ∈ Si) (5.30)

p(X = x|Si) X

Si

x

P(X > x) =

Si=SS∑
Si=S1

P(X > x|X ∈ Si)× P(X ∈ Si) (5.31)

P(X > x) =

Si=SS∑
Si=S1

P(X > x|X > ui, Xi ∈ Si)×P(X > ui|X ∈ Si)×P(X ∈ Si)

(5.32)

P̂(X > x) =

Si=SS∑
Si=S1

(1 + ξi
x− ui

σi

)
−1
σi × ni

Ni

× Ni

n
(5.33)

P̂(X > x) =

Si=SS∑
Si=S1

(1 + ξi
x− ui

σi

)
−1
σi × ni

n
(5.34)

ni Ni

Si n N

S

K = (N − 1)

∑S
i=1 Ni(ri − r)2∑S

i=1

∑Ni

j=1(rij − r)
(5.35)

K = (N − 1)
12

N(N + 1)

S∑
i=1

Ni(ri − r)2 (5.36)
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�� � ⎧⎨⎩ ri =
∑Nj

j=1 rij

Ni

r = n+1
2

(5.37)

�� �

Ni ���	
�� �� �
���� ��
�������	
�� �� �� ��	�
� Si� n ���������� �� �
����

�
��� ��
�������	
� ��� ������� �� rij ���	
�� �� ���
 �� ��
�������	
� j �� ��

��	�
� i�

�� ����	��	��� �� ������������	� �
����� �� ���
 �
��� ��� 
�������	
�� ��

� ���� ��	�
� �� ���
 �
��� ��� ���������� �� �� ���	
�� ����	�� !"�������

#	� �� �� ��� !$%%&� '&())� �� ������ �� �� ����	��	��� ��� ���� 
����� �
�����

��� ��	�
�� �
�� �	�� ����������� *��� �� ��� �
����	��� ������+��	�� ����� ���

��	�
�� �� ������������ �� ������ ���� ,�	���� ��	��� ��� �
�� �� ��-	�	��� ��

����	��	��� �� �������������	� �.� �� �����	� �� ���
���
� ��	 ������ �� �	��-

��� ��	�
���

/��0� ��
	� ���
��� ������� �� S ��	�
��� �� ���� �� ������������	� ��� �1�����

�
�� ������	��� �	 ��� 
�������	
�� ����� �2�� ��	�
� �
�� i.i.d� 3	 �� ����

��� ��� ��	�
� Si �
���	� + ��� p−����� ,�	���� �
�� �
��
�� �
�.���� ���

��� 
�������	
�� �� �� ��	�
� Si �� �
�� ���  
�

0��� �� ��� �
��������� ��

���
���
� �1����� ��� + ��4�����
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Chapitre 3

Adéquation des modèles des

valeurs extrêmes

1 Introduction

������� ���	 �
���
���� ����	�� ���
 �� ��������	��� ��� �����
� ��	
�����

�
������� �� �� ������	� �� ������ 
�	��� ��	 ���� ��������
�� �� �
���	 �� �
����
�


��� ��� ������� �����	������ ���
����	 ���� ��� ������� 	
��	��� �	 �
�������	

��� ������ ��	���	����� ��� �� ��� �������
 ��
 �� ���	� ���� �� �
������� ��

��������� ��	�����	 ���
 �
����
� ��� �
�������� �	 �������
 ��� ��
����� �	 ���

������� �� 
�	��
�  ����� ��� ��	��� �� �������	�� �	 ��� 	��	� ������ ������	

�	
� �	������ ���
 ����
 �� ��
	������ ��� �������� !�
	���� ��	��� ���	 ����

���������� ��� ������� ��� �����
� ��	
����� �
��	
�� ���	 ������� ���
 ��

����	��� ���� ����
�� �� ��������

2 Probabilité et Quantile Plot

"�� �
�������� #
�������	�$#
�������	� %#$# ���	& �� ����	���$����	��� %�$

� ���	&� ������	 �	
� �	������ ���
 	��	�
 �
������	��� ��� ������� ��� �����
�

��	
����� !�� ��	��� �
�������� ������� ��
��		��	 �� �����
�
 �� '���	��� ��


���
	�	��� ����
���� %���
 �� #$# ���	& �� ��� ����	��� %���
 �� �$� ���	&

�
�� �����	����� �� ������� ( ���� �
�� �����	����� ���� �
��� ��� 	���
����

%)#* �� )+, ��
 �������&� -� �� ��� ����
��� ��	 �� ���� ��� �� ��� 	���
�����

��� ����	� ��
 ��� �
�������� ������	 �	
� ���'����� ���� �� �
����
� ������	
���

�� �����

49



50 Chap. III. Adéquation des modèles des valeurs extrêmes

3 Tests usuels d’adéquation
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Figure 3.1 – Quelques tests d’adéquation.

4 Test de rapport de vraisemblance
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5 Exponential Tail “ET” test
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Chapitre 4

Copules extrêmes
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1 Présentation mathématique des copules

1.1 Théorème de Sklar et propriétés des copules
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� �	
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���� �1, . . . ,�n� �� ��
��� �
�

�	���� � ��� ��� �	�� �	�� x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n

�(x1, . . . , xn) = �(�1(x1), . . . ,�n(xn)) (1.1)
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 ��� �1, . . . ,�n �	
� �	���� �	
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�� �#������ ��		� ���� %
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� ������� �	
� �����1, . . . ,�n ���  	
��
	
� ��!

�� ��
� �� �"�	#

�$�� �������
� �� �	
�
� �
(−1)
1 , . . . , F

(−1)
n ��� 

������ ��
����
���� �� �1, . . . ,�n

�������
����
�� %�	�� �	�� �	�� � ∈ �n �

�������� �� R
n�

�(u1, . . . , un) = �(�
(−1)
1 (u1), . . . ,�

(−1)
n (un)) (1.2)

�� 
�����)�
��� 
�� ����
�� ��� "����*�� ��� 
� ������	� ������� %

�������� 	
� ������� �	
� C �
� �	����� &	�� v ∈ �� �� ���
��� ����
���� ∂�
∂u

��
��� �	�� ������� �	�� u� �� ���
� ����� ���
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���� 	
 �

0 ≤ ∂�

∂u
(u, v) ≤ 1 (1.3)

'� �(��� �	�� �	�� u ∈ �� �� ���
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���� ∂�
∂u

��
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0 ≤ ∂�

∂v
(u, v) ≤ 1 (1.4)
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1.2 Exemples de copules

1.2.1 La loi bivariée de Gumbel

���� �θ

�θ(x, y) =

{
1− e(−x) − e(−y) + e−(x+y+θxy), x ≥ 0, y ≥ 0

0, sinon
(1.5)

θ [0, 1]

�
(−1)(u) = − ln(1− u),�(−1)(v) = − ln(1− v) (1.6)

u v ∈ �

�θ(u, v) = u+ v − 1 + (1− u)(1− v)e−θ ln(1−u) ln(1−v) (1.7)

1.2.2 La loi bivariée gaussienne

ρ

�ρ(u, v) = Nρ(Φ
−1(u),Φ−1(v)) (1.8)

�ρ(u, v) =

∫ φ−1(u)

−∞

∫ φ−1(v)

−∞

1

2π(1− ρ2)1/2
exp(− 1

2(1− ρ2)
(s2 − 2ρst+ t2))dsdt

(1.9)

�ρ

1.2.3 La famille de Gumbel

Φ(z) = exp[−z1/m] (1.10)

Φ−1(z) = (− ln z)m (1.11)

[− ln�(x1, x2)]
m = [− ln�1(x1)]

m + [− ln�2(x2)]
m (1.12)
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(x1, x2)] = exp{−([− ln 1(x1)]
m + [− ln 2(x2)]

m)1/m} (1.13)

C(u, v) = exp{−[(− ln u)m + (− ln v)m]1/m} (1.14)

Figure 4.1 – Densité de la copule de Gumbel θ = 1.5

1.2.4 La famille de Clayton, Cook et Johnson. G

Φα(z) = (1 + z)−α ∀ α > 0 (1.15)

Φ−1α (z) = z−1/α − 1 (1.16)

(α)
(x1, x2) = { −1/α

1 (x1) +
−1/α
2 (x2)− 1}−α (1.17)

(α)
(x1, x2) =

1(x1) 2(x2)

{1− [1− 1/α

1 (x1)][1− 1/α

2 (x2)]}α
(1.18)

(u, v) =
uv

[1− (1− u1/α)(1− v1/α)]α
(1.19)
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Figure 4.2 – Densité de la copule de Clayton θ = 2.582

1.2.5 La famille de Frank

Φ(z) =
ln(1− αe−z)

lnα
, 0 < α < 1, α = 1− α (1.20)

Φ−1(z) = − ln(1− αz)

α
(1.21)

(x1, x2) =
ln[1 + (α 1(x1)−1)(α 2(x2)−1)]

lnα
, 0 < α < 1 (1.22)

C(u, v) =
ln[1 + (αu − 1)(αv − 1)]

lnα
(1.23)

1.2.6 Les copules archimédiennes

Φ

[0, 1] [0,∞] Φ(1) = 0 Φ[−1] Φ

: [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1]

C(u, v) = Φ[−1](Φ(u) + Φ(v)) (1.24)
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Figure 4.3 – Densité de la copule de Frank θ = 7.901

Φ Φ

Φ(t) = (− ln t)θ θ ≥ 1

Cθ(u, v) = Φ[−1](φ(u) + φ(v)) = exp{−[(− ln u)θ + (− ln v)θ]1/θ} (1.25)

1.3 Formes de dépendance

1.3.1 La dépendance positive (PQD)

(X1, X2) 1 2

Pr(X1 ≤ a1, X2 ≤ a2) ≥ Pr(X1 ≤ a1)Pr(X2 ≤ a2) ∀a1, a2 ∈ R (1.26)

( 1(a1), 2(a2)) ≥ 1(a1) 2(a2) ∀a1, a2 ∈ R (1.27)
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1.3.2 La dépendance positive stochastique croissante (DPSC)

���� (X1, X2) �� ��	���
 ��
����
� �� ��� � �� �� ��
������� �1 �� �2� ��

��� ��� X2 ��� ���	������������ 	
�������� �� X1 �� �

Pr(X2 > x2|X1 = x1) = 1− �2|1(x2|x1) (1.28)

��� 	
�������� �� x1 ���
 ���� x2� �� ����� �� ����
���� �� 
��� ��� ��
������ ��

���� �
���
 �� 	
������	� ���	�������� �� X1 �� X2� �� 	
������	� ���	��������

������� ��� �� �����
 �� ����� ��� ��
������ � ���� �� 	���	� �� 	
� �
� ��
����

�����
� 	
� ��

1.3.3 La dépendance de queue

�� 	��	��� �� �
������	� �� ����� 
�������� ��
 !����������
" �� �
���#

���	� �� ������ ��� ������ �� �� ��� 
����
�� $���� �� ����� �
%� ��
������ ���


��
���� �� �� �
������	� ��� �����
� �&�
�����

������ X �� Y ���& ��
������ ��
����
�� 	�������� �� ���� �1 �� �2 
����	����#

�����

�� 	��'	���� �� �
������	� �� ����� ���

���
� �� X �� Y ��� �
��� ��


(���
�� ��� �� ������ λU ∈ [0, 1] �&����) �

λU = lim
u→1−

Pr[Y > F−12 (u)|X > F−11 (u)] (1.29)

�� λU ∈ (0, 1]� X �� Y ���� ����� ��*������������� �
��������� �� ������ ��

�� ����� ���

���
� �� �� ��� 
����
�� �� λU = 0� X �� Y ���� ����� ��*������#

������� ���
��������� �� ������ �� �� ����� ���

���
� �� �� ��� 
����
��

������	� �� ����� ��+

���
� ��� �
��� ��
 �

λL = lim
u→0+

�(u, u)

u
(1.30)

�� λL > 0� 	��� ������� ����� * � ��� �
��������
 ��� ����� ��� ����� ���

��
������ �
����� u ��	���� ��� �����
� ��� �
,- ���

���
� - u�

.
�

�������� ���� ������������ ��� ��
�	������ 	���� +�
���� �� ������

/��� ��������� �� +��� ��� ���
 ��� ���
� �� ��
������ ��
����
�� (U, V ) ����

	����� 	��������� ���� ��� ��� ���+�
�� [0, 1]� �� � �{
Pr[V ≤ v|U = u] = ∂

∂u
�(u, v)

Pr[V > v|U = u] = 1− ∂
∂u
�(u, v)

(1.31)
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λU = lim
u→1−1

(Pr[V > u|U = u] + Pr[U > u|V = u]) (1.32)

(u, v) = (v, u)

λU = 2 lim
u→1−

Pr[V > u|U = u] (1.33)

lim
u→1−

Pr[V > u|U = u] = lim
x→∞

Pr[Φ−1(V ) > x|φ−1(U) = x] = Pr[X > x|Y = x]

(1.34)

Y |X = x N(ρx, 1− ρ2)

λU = 2 lim
x→∞

Φ((x− ρx)
√
1− ρ2) = 2 lim

x→∞
Φ(x

√
1− ρ/

√
1 + ρ) (1.35)

ρ < 1

λU = 0

Figure 4.4 – Densité de la copule gaussienne avec ρ = 0, 5.

λU = 2tν+1(
√
ν + 11− ρ/

√
1 + ρ) (1.36)

λU ρ = −1
ν ρ < 1
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Figure 4.5 – Densité de la copule de Student avec ρ = 0.5 et ν = 1.

2 Les copules extrêmes

(X, Y ) H

H1 H2

H(x, y) = C(H1(x), H2(y)) (2.37)

(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)

H(x, y)

(X∗
n, Y

∗
n ) = (max(X1, . . . , Xn),max(Y1, . . . , Yn)) (2.38)

H

H∗

a1n > 0 a2n > 0 b1n b2n

lim
n→∞

Pr[
X∗

n − b1n
a1n

≤ x,
Y ∗n − b2n

a2n
≤ y] = lim

n→∞
Hn(a1nx+b1n, a2ny+b2n) = H∗(x, y)

(2.39)
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���� C∗ �� ���	�
 ����
���
��
�
 � H∗ 
� ���

� H∗
1 
� H∗

2 �
� �����
��
�

�
 H∗� H �������

� �	 �����

 �����������
 �
 H∗ �� 
� �
	�
�

� �� H1 
�

H2 �������

� �	� �����

� �����������
 �
 H∗
1 
� H∗

2 �
��
����
�

� 
� �� C

��������� �

C∗(x, y) = lim
n→∞

C(x1/n, y1/n)n, ∀0 ≤ x, y ≤ 1 (2.40)

3 Les copules archimax
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�
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��
 
�� �
 �� ����
 �

CΦ,A(x, y) = Φ−1[(Φ(x) + Φ(y))A(
Φ(x)

Φ(x) + Φ(y)
)] (3.41)

��	� ��	� 0 ≤ x, y ≤ 1� ��
� �

"� A : [0, 1]→ [1/2, 1] �
� -	
 max(t, 1− t) ≤ A(t) ≤ 1 ��	� ��	� 0 ≤ t ≤ 1 .

�� Φ : (0, 1] → [0,∞)� 
�� 	

 ��
����
 ��
�
�
� ���������
�
 -	� ����/


φ(1) = 0� 0
 �����
�� �� ��
�

���
 φ(0) = limt→0+(t) 
� φ−1(s) = 0

��	� s ≥ φ(0)�

1�
��� �� �
 �
�����
 x 
� y ��� �
� ���� 	
������
� F 
� G� �
 �'��

� 	
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�(�������
� Φ(t) = ln(1/t)� �
 �'��

� �

Cφ,A(x, y) = CA(x, y) = exp[ln(xy)A(
ln(y)

ln(xy)
)] (3.42)

��	� ��	� 0 ≤ x, y ≤ 1�

2�	� ������	����
�

�� �� A(t) ≡ 1� �
 �
���	�
 �� ����
 ��
����
 �
� ���	�
�

���(�����



� �

Cφ,A(x, y) = Cφ(x, y) = φ−1(φ(x) + φ(y)) (3.43)
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4 Méthodes d’estimation

4.1 Les copules empiriques

��� ������� �	�
�
���� �
� ��� 

�����
��� ��� ��������� ������������

��
� χ = (xt
1, . . . , x

t
N)

T
t=1 �
 ����
�
���
� �� ������ �	�
�
��� ��� ��

�� ���  

Ĉ(
t1
T
, . . . ,

tN
T
) =

1

T

T∑
t=1

�
[xt

1≤x
(t1)
1 ,...,xt

N≤x
(tN )

N ]
(4.44)

!" x
(t)
n �������
�� �� ����
��
��� �#����� �� 1 ≤ t1, . . . , tN ≤ T � �� $�����
�� ��

�� ������ �	�
�
��� ���  

ĉ(
t1
T
, . . . ,

tN
T
) =

1

T
(4.45)

�
 (x
(t1)
1 , . . . , x

(tN )
N ) ∈ χ�

�� �����
�
 �
��� �� ������ �	�
�
��� �� �� $�����
�� ��� ��

�� ���  

Ĉ(
t1
T
, . . . ,

tN
T
) =

t1∑
i1=1

. . .

tN∑
iN=1

ĉ(
t1
T
, . . . ,

tN
T
) (4.46)

��� ������� �	�
�
���� �����
� %��� ��
�
���� ���� ���
	�� ��� 	������ �� ��&

��
��
��� '�� �(�	���� �
� ���
	��
�
 �� ��� �� �����	�
 ��
� �� ��� )
���
�

��� ��

�� ���  

�̂S =
12

T 2 − 1

T∑
t1=1

T∑
t2=1

(Ĉ(
t1
T
,
t2
T
)− t1t2

T 2
) (4.47)

4.2 Estimation par la méthode du maximum de vrai-

semblance

��
� θ �
 ������� �� ����	*����� �� �
	�
�
�
 K × 1 �� Θ �#������ ��
�

������ θ ���
� ��� �������� �� ���
��	)��
�� ���� �#�)������
�
 t ��� 
����

Lt(θ)� ���
+
�
� ��� lt(θ) �� ��+&���
��	)��
��� '��� T �)������
�
�� θ̂ML ���

�#���
	����� �� 	�(
	�	 �� ���
��	)��
�� �
  

l(θ̂ML) ≥ l(θ) ∀θ ∈ Θ (4.48)

,��� l(θ) =
∑T

t=1 lt(θ) ��� �� ��+&���
��	)��
�� ��������
��
�� - T �)�����&

�
�
��

θ̂ML ��� ��.	����
���	�
� 
��	�� �� �
 �  

√
T (θ̂ML − θ0)→ N(0, I−1(θ0)) (4.49)
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���� I−1(θ0) �� ����	�� 
�	�
�����	�� 
� �	������

��	���� �� 
���	�� 
� �(x1, . . . , xN) = C(F1(x1), . . . , FN(xN)) ���

f(x1, . . . , xN) = c(�1(x1), . . . ,�N(xN))
N∏

n=1

fn(xn) (4.50)

�� fn �� c(u1, . . . , un) =
∂C

∂u1,...,∂un
���� ��� 
���	��� �������	��� 
� �n �� 
� ��

������� ����� �� � �

l(θ) =
T∑
t=1

ln c(�1(x
t
1), . . . ,�N(x

t
N)) +

T∑
t=1

N∑
n=1

ln fn(x
t
n) (4.51)
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la gestion des risques

hydro-météorologiques
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��� �� ���� 	
����	� �
� ���	�
�� ������� 
�� �
������ ��� �
���� �����	��

��� �� 
������ �������� ��� ���	����

 ���� 
� ��	��������	��� ��� ����
���

�����
����� �
�� 
� �
� �� 

 ������������ ���� �
��
�� �������
�������� ���

���
������ ��� ��
�� ���
��������� 

 ����� �� ��������
���� �� ����
� 	
��	



��� ���
 ����
�
�	��� 
������� ��� �����	�	��� �	����
���� �

� ���	�� �����

�
�� ������	���� 
�� �� �� �� ������������� �� ��
���� �
�� �� ���	���� 
�� ���

��

����� ��������
���� ������ 
�� ��		
��� �� 
�� �������� �� ������ 
� �

��


��� ����� �����	�� ��� ������
��� ���� 

 ���������� ��� !���� ���������

��� 
��

����

����� �� 
���� �
���
������ "
 ���	�� 

 ��#������ �� 
�����

� �����������

��� �����	���� �����	��� 

 �������� ��� ����
��� ����
�
����� �� 

 �

�����

��� �

�� �� ���������� ��� ��������

�� �
��� 

 ���������� ��� ����
��� ����
�
����� �� 

 ������� ��� ���������� ���

������� ��� ��������

�	��� ������������ �
� 
�����	
���� ��� ������ ��� ������

$����� 
������
���� ��� ���%���� 
	��� & 	���
���� 
� ��������� �� ����� ����

��	'�� ��	�
��� �� �
��
�
� �
�� 
� ��	�� �� �
�� 
����
��� (��� �� �
����


�� �����
����� ���� 
���
 & ��� 	��'
�� ��� ������������ �
�� 
� �
��� ��


�
�

��� ����������

�� "
 ��
��� �� �
������� 
�������� ��
��������� �� ���������

��� ���������� & ������� 
�� �����	���� �
���� 
#� ���� ��#��� 
�� ����
��
��

��� ��
��
������ ������� )��� ������� ����� & ����� �����	�
�� 
� 	��'
� ��

���
���	��� 
���
� 	��'
� ��� ������ ������
������� �� ������ �
����

��� *�

������� 	��'
� ��	����� ��������� ��� ��+��
�� 	
%���� 
��� �� ��� 
��
��
�

���� , �
 ��
��� �� �����	���� ���


�
�	��� 
� ����
 �� �����
����� ��#�� ��		�


� ����� 	���	

 ��� ������

�
�� 
� 	�	� ��������� ���� ���������� �
�� 

 �����'	� �
���� �� �� ��
�����

�� ��
�
�
 ��� 
 ��� ��

��� �� ���
�� �
�� -����

 �� .����
���� �����������

/0
�
���� �����
����

 ���1� 2��� �����	� 	���
��� 3 
��
��
���� �� ��
1�

���� �������
� 	���
 �� ��� 
��11�� �
��� 2
�������� 45678�

9������ ��
	��� 
�� ����
� ��%������ ���	���
�� 
�������#�
���� �� ����
 �� �
�

����������� 

 �����	��
���� �� 

 	��

���� 
�� ��� 
%���� 
�� �����	�� ���

������ �����
��������



2. APPLICATION DU POT AUX DONNÉES HYDROLOGIQUES 71

2 Application du POT aux données hydrolo-

giques

2.1 Introduction
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Figure 5.1 – Présentation du bassin du Loukkos
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Figure 5.2 – Evolution des débits trimestriels du Loukkos pendant la période

allant du deuxième trimestre 1969 au premier trimestre 1998

�� ����� �����

�
 ��� �� � ������ 	� ������  �	���	� ��
 ������
 
�����

	������
 �������
� )�
������ ���
� 	������(� ��������� �� ��� 	� 
���� �� ��� ���

	���������� �� 	���
  �	���
 �"��(��
! ��� ��		���
� 	�
�
�������� �� 	� 
����

������ ��� 	� 	�� ��
 ������
 �
� ���	��  ��
 	� ������! *� ������ 	� ���+�

����� ���
������� �
� �� 	������ �� , �� 	�  �	��� �� ���+����� ����	���

�����

������� �	��������� ��� 	�
 ������
 
�� ��� ��� 	�� 	������������!

Figure 5.3 – Histogramme des débits trimestriels du Loukkos
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2.3 Méthodologies

���� Z1, . . . , Zn ��� ����� 	
�����
������ ����	� ����� 	
��� ��� 	� �����������

�������� F � �� ��� 	�� ����� Xi = Zi−u ���	����� 	� ����� u ��� 	����� ��� �

Fu(x) = P{Z − u ≤ x | Z > u} = P{X ≤ x | Z > u} = F (x+ u)− F (u)

1− u
(2.1)

�� ��� 	�� ����� ���� ���� ���������� ��� ��� GPD(u, σu, ξ)� �� u ��� ��

������ ξ ��� �� ��������� 	� ����� �� σu �� ��������� 	
�������� u ��� �����	���

����� �� ����� �������	�� �� ��  !" �#���� ���� Fu� $� ����� �	�������� u

��� 	�� 
������� �� u ��� �� ���� ����� ����� �	�������� %�� �������� �� ��
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MRL plot et test de rapport de vraisemblance pour ξ
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{(u, en(u)), Zn:n < u < Z1:n} (2.2)

�� � Z1:n = inf{Zi}� Zn:n = sup{Zi} �� en(u) ��� 	�&�� ��� �

en(u) =

∑n
i=1(Zi − u)+∑n
i=1 1{Zi>u} =

1

Nu

n∑
i=1

(Zi − u)+ (2.3)

�� (Zi − u)+ = sup(Zi − u, 0) �� en(u) 	���'�� �
���������� ������%�� 	�
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�� ������� ��	 �
��	 ��
�� e(u) ���� �

e(u) = E[Z − u|Z > u] (2.4)
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σu + ξu

1− ξ
(2.5)
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σu2 = σu1 − ξ(u2 − u1) (2.6)
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(2.7)
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Fu(x) = Fu(x, σu, ξ) =

{
1− (1 + ξx)−1/ξ, 	� ξ �= 0 .

1− exp(−x), 	� ξ = 0�
(2.8)
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Square Error Method (SEM)
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Multiple Threshold Method (MTM)
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Figure 5.4 – Illustration des différentes relations utilisées pour la mise en

application de MTM

Etape 1 (L’estimateur ξM ) : n u1 < u2 <

. . . < un ξM ξuj

uj

Etape 2 (L’estimateur σM
0 ) :

σ ξ
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Etape 3 (L’estimateur ζM0 ) : ζ

ξ = ξM σ = σM
0
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La méthode basée sur LRT pour le choix du seuil optimal
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2.4 Résultats

K

[17, 40]

Figure 5.5 – Présentation du MRL plot et de l’estimateur de Dekkers en

fonction de plusieurs valeurs de K, pour les débits trimestriels du Loukkos

H0 : ξ = 0

LR = 5, 31 > 3, 84

Figure 5.6 – Les p-values du test d’Anderson Darling, correspondantes aux

différents seuils admissibles
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Table 5.1 – Les lois résultantes des différentes méthodes MTM, SEM et LRT

Méthode Seuil optimal Loi ajustée test AD2up

LRT 21 F21(x, 31.25, 0.65) = 1− (1 + 0.65x−21
31.25 )

− 1
0.65 0.15

MTM 24 F24(x, 27.17, 0.75) = 1− (1 + 0.75x−24
27.17 )

− 1
0.75 0.12

SEM 23 F23(x, 26.38, 0.75) = 1− (1 + 0.75x−23
26.38 )

− 1
0.75 0.05

Figure 5.7 – Le QQ-plot correspondant aux différentes lois ajustées

F21(x, 31.25, 0.65) = 1− (1 + 0.65
x− 21

31.25
)−

1
0.65 (2.17)
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Figure 5.8 – Evolution des débits du Loukkos pour la période allant du

2emetrim1969 au 4emetrim2006
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Table 5.2 – Ré-estimation pour la période initialement retenue

Paramètres 2emetrim1969 au 1ertrim1998 2emetrim1969 au 4emetrim2006

Seuil 21 23

Paramètre d’échelle 31.25 45.97

Paramètre de forme 0.65 0.63
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Chapitre 6

Gestion des mouvements

extrêmes : Crises financières,

crashs boursiers et chocs

pétroliers

1 Mouvements extrêmes liés aux marchés bour-
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4 Application of POT approach to CAC40 re-

turn index
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Figure 6.1 – Evolution du CAC40 durant la période allant du 3 Mars 1990

au 20 Décembre 2010
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Figure 6.2 – MRL Plot de l’inverse du rendement de CAC40

Table 6.1 – Lois ajustées selon les méthodes retenues et leurs p-values

d’AD2up

Approche Méthode d’estimation Seuil optimal p-value

MTM Moment 1000 0.14

MTM Maximum de vraisemblance 1156 0.06

SEM Moment 713 < 2.210−6

�� ���� �� ����� 	


�� 
��� ������������ ������������ �
 � 	


� �� �����������

{u0 = 0, u1 = Δ, u2 = 2Δ, u3 = 3Δ, . . . , un = nΔ = 3000} Δ = 0.1, 0.01

0.001
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Figure 6.3 – QQ plot des différentes lois ajustées
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