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Résumé

Le risque est un phénoméne inhérent & plusieurs domaines qui relévent de la vie
des décideurs et des investisseurs. A ce titre, les chercheurs portent un intérét
trés particulier a I'évaluation, la gestion et a la prévision des différents types
de risques, pouvant entraver le bon déroulement d’une activité ou menacer un
projet ou une infrastructure. C’est dans ce contexte que la présente thése s’ins-
crit. Nous appliquons les techniques de la théorie des valeurs extrémes (TVE)
a la gestion des risques hydrologiques et boursiers.

Sur le plan organisationnel, la thése se décompose en deux grandes parties dis-
tinctes. Dans un premier temps, nous nous intéressons aux fondements de la
théorie des valeurs extrémes, en mettant ’accent sur I'approche "Peaks Over
Threshold (POT)". Nous nous focalisons sur I’étape cruciale de cette approche
qui réside dans le choix d’un seuil optimal. Nous proposons la comparaison de
plusieurs approches objectives basées sur des méthodes statistiques dévelop-
pées. Ce premier bloc qui constitue la partie théorique de notre thése, présente
également différentes extensions de la théorie classique, a savoir les copules
extrémes, les GEV non-stationnaires et le traitement des extrémes dans le
cas d’observations dépendantes. La deuxiéme partie, a vocation pratique, est
consacrée aux applications et au traitement des données réelles. Ces applica-
tions illustrent I'utilité de la TVE pour une meilleure modélisation et gestion
des risques. Enfin, nous avons proposé en conclusion, des perspectives et des
pistes de recherche dont les fruits sont encore en cours d’exploration et d’aché-

vement.

Mots Clés : Automated Threshold Selection Method, Generalized Ex-
treme Value Distributions, Generalized Pareto Distribution, Likelihood Ratio
Test, Mean Square Error Method, Multiple Threshold Method, Peaks Over

Threshold, Tests d’ajustement, Risques, Théorie des Valeurs Extrémes.
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Abstract

The present thesis is placed in the context of financial and hydrological risk
management. In general, risks are described as inherent phenomena of current
life of decision makers and investors. Because of this reason, risks bear a very
special interest of researchers.

According the organizational level, the thesis is divided into two parts. Firstly,
we are interested in foundations of extreme values theory (EVT) and especially,
"Peaks Over Threshold (POT)" approach. The critical step of POT lies on the
choice of an optimal threshold. So, we propose in this thesis a comparison of
several approaches based on objective measures and statistical methods. This
first block constitutes the theoretical part of the thesis. Additionally, theoreti-
cal part contains different extensions of classical EV'T, namely extreme copulas,
non stationary GEV and the treatment of extremes in the case of dependent
observations.

In a second step, another party is devoted to applications and processing of
real data.

Finally, in conclusion, we proposed perspectives and tracks of research whose

fruits are still under exploration and completion.

Keywords : Adjustment tests, Automated Threshold Selection Method,
Extreme Value Theory, Generalized Extreme Value Distributions, Generali-
zed Pareto Distribution, Likelihood Ratio Test, Mean Square Error Method,
Multiple Threshold Method, Peaks Over Threshold, Risk.
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Introduction Générale

La multiplication et les impacts socio-économiques importants des événements
extrémes (sécheresses intenses, pluies diluviennes, ouragans, tremblements de
terre, inondations, crises financiéres, crashs boursiers, chocs pétroliers, etc.),
justifient I'intérét particulier qui s’est développé ces derniéres années aupreés
des chercheurs et décideurs, afin de comprendre le comportement des risques
extrémes.

Les événements extrémes sont généralement des événements rares, dont la pro-
babilité d’apparition est trés faible, mais dont les impacts sont considérables
et les valeurs enregistrées sont beaucoup plus fortes ou plus faibles que celles
observées habituellement. D’un point de vue statistique, I’étude des valeurs
extrémes se raméne a l'analyse des queues des lois de probabilité, en cher-
chant a estimer les quantiles extrémes dépassés avec une probabilité trés faible.
L’apparition d’un événement extréme peut correspondre a un simple manque
de chance (probabilité faible de se produire) comme elle peut correspondre
a un changement de régime (changement structurel), et donc a 'émergence
d’un nouveau phénoméne qui va durer dans le temps. Ainsi, il est nécessaire
de pouvoir bien discerner les deux types pour déceler le comportement des
événements extrémes isolés, et qui sont dus au pur hasard, afin d’étudier en
particulier leur loi de probabilité et renseigner sur leur récurrence.

La protection d’'un systéme (économique, financier, industriel, biodiversiteé,
etc.) vis-a-vis de ces événements qui peuvent correspondre a des violations,
revét un intérét particulier, car la prévention des risques conséquents peut ef-
ficacement contribuer & éviter plusieurs catastrophes.

Cependant, la compréhension des événements extrémes est souvent confron-
tée & un probléme de manque d’information, notamment lors d’une analyse
statistique. Pire encore, les informations concernant les événements les plus
fréquents occultent souvent celles des événements extrémes, constituant ainsi
des parasites qui les font noyer dans la masse des incidents habituels.

Par ailleurs, les méthodes statistiques classiques utilisent toutes les données
observées sans discerner celles qui se rapportent aux événements extrémes,
fournissant ainsi des modéles appropriés pour décrire le comportement cen-

tral, et n’apportant guére d’informations spécifiques aux valeurs extrémes. Les
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outils probabilistes traditionnels développés dans un cadre gaussien sont in-
adaptés a l'appréhension d’un univers, o les valeurs ne sont pas du méme
ordre de grandeur et sont loin d’étre concentrées autour de leur moyenne, avec
des variations de faible amplitude (Raggad (2009), [114]).

L’approche traditionnelle basée sur ’homme moyen de Quételet, n’est méme
pas capable de décrire dans une économie donnée, la loi de probabilité des
revenus pour lesquels Pareto (fin 19°"¢ siécle) a pu constater qu'ils se répar-
tissent selon une loi décroissante d’allure, entre une petite minorité de riches,
une classe moyenne minoritaire, et une large majorité de pauvres.

Face a ces difficultés d’ordre conceptuel, les théoriciens se sont intéressés au
comportement asymptotique de la loi du maximum. Cet intérét se révéle in-
dispensable, car il permet une analyse plus compléte des lois de probabilité.
[’analyse concerne en particulier, le comportement des valeurs extrémes, si-
tuées en queues des lois.

Cette idée était a la base de toute une branche de la statistique qui est apparue
entre 1920 et 1940, grace a Fréchet, Fisher et Tippett, Gumbel et Gnedenko.
Cette branche s’est bien développée & partir des années 50, méme si le théo-
réme principal a été énoncé par Fisher et Tippett dés 1928. Ladite branche
s’appelle la Théorie des Valeurs Extrémes (TVE). Grace a son cadre mathé-
matique rigoureux et capable de réaliser des extrapolations se rapportant au
comportement stochastique des extrémes, la TVE permet d’évaluer les événe-
ments rares et les pertes associées a leur apparition, en cherchant a ajuster
un modéle approprié aux observations extrémes. Ainsi, sous certaines condi-
tions de régularité, la TVE énonce que la loi du maximum d’un ensemble de
variables aléatoires, ne peut appartenir qu’a une seule famille de lois : Weibull
(a support borné), Gumbel et Fréchet (a4 support non borné).

Sur le plan théorique, la TVE contient deux volets. Le premier concerne les lois
des valeurs extrémes (GEV : Generalized Extreme Values) et qui s’intéresse
a la loi du maximum. Cette premiére approche est basée sur le théoréme de
Fisher et Tippett. Le second volet concerne les lois des excés (POT : Peaks
Over threshold). Il consiste & utiliser les observations qui dépassent un certain
seuil déterministe. Les différences entre ces observations et le seuil sont appe-
lées excés. Cette deuxieme approche est fondée sur la convergence vers une loi
de Pareto Généralisée (GPD) assurée par le théoréme de Pickands-Balkema-de
Haan.

La premiére approche (blocs des maxima) a été trés souvent critiquée parce

qu’elle utilise un minimum d’information qui se rapporte a la valeur maximale
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de chaque période d’observations (année, semestre ou trimestre par exemple).
Cette maniére de faire, pose des problémes d’estimation surtout pour des séries
courtes. Pour cette raison, la seconde approche (la méthode des excés) a été
souvent préconisée, malgré le fait qu’en pratique, le choix du seuil constitue
une vraie difficulté. En fait, le seuil doit étre assez grand pour que 'approxima-
tion par une loi GPD soit valide, mais pas trop élevé pour garder un nombre
suffisant de dépassements pour une meilleure estimation.

Par ailleurs, la littérature concernant les valeurs extrémes est trés riche. Nous
pouvons citer par exemple les ouvrages de Leabetter et al. (1983, [83]) et de
Resnick (1987, [117]) qui fournissent un traitement mathématique approfondi,
le livre de Gumbel (1958, [58]) qui constitue une référence classique, 'ouvrage
de Galambos (1985, [49]) qui propose un historique des principaux résultats,
le livre de Coles (2001, |23]) et 'ouvrage de Reiss et Thomas (2001, [115]) qui
combinent applications et théorie en proposant un certain nombre d’exemples
pratiques.

D’un point de vue pragmatique, la TVE a contribué a la compréhension de
plusieurs phénomeénes. En démographie par exemple, tout un débat a été initié
par Gumbel et auquel Fréchet a pris une part active, sur la notion de durée
extréme de la vie humaine et sur sa mesure (Thatcher (1999, [136]), Horiu-
chi et Wilmoth (1998, [62])). Ceci a conduit les démographes a rechercher des
modéles compatibles avec la réalité, et a répondre a la question soulevée sur
I'existence d'un age limite de longévité de I'étre humain. Une telle étude est
souvent utile pour les organismes de sécurité sociale afin de déterminer les
coiits de traitement ou les dépenses destinées aux personnes agées (Raggad
(2009), [114]).

En hydrologie, domaine dans lequel la prévision est particuliérement impor-
tante, la TVE (El Adlouni et al. (2010, [40]), Garavaglia (2011, [52]), Guillou
et al. (2006, |56])) permet de proposer un outil de description et de prédiction,
dégagé des hypothéses trop arbitraires. L’efficacité de la TVE en gestion des
risques hydrologiques s’est clairement confirmée, surtout avec I'intensification
des retombées des changements climatiques.

En finance, ou les booms et les crashs sont les phénoménes extrémes les plus
spectaculaires, la TVE a constitué une innovation par rapport aux modéles
classiques (Longin (1998 et 2000 [90], [88]), Bei Xu (2008, [152])). La nécessité
de se doter d’une telle théorie en finance a été reconnue depuis plusieurs années.
En 1995, lors d’une conférence conjointe des chercheurs des banques centrales,

le président de la Réserve Fédérale Américaine, déclarait : " L’existence d’un
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préteur de dernier recours, a pour conséquence naturelle que la charge du risque
se voit d’une certaine facon, répartie lorsque survient un événement extréme.
Ainsi, les banques centrales sont amenées & jouer un role qui correspond es-
sentiellement a celui d’assurer une couverture contre les sinistres. (...). Selon
les gestionnaires des risques, une utilisation abusive de la loi normale peut en-
trainer une sous-estimation des risques qui doit en contrepartie permettre une
simplification significative. Selon les banques centrales, les conséquences sont
encore plus importantes, car c’est souvent la queue gauche de la loi ajustée, que
nous devons considérer lorsque nous définissons la position & adopter en tant
que préteur de dernier recours. Il est donc crucial d’améliorer la description de
la loi des valeurs extrémes." Dans 'hebdomadaire américain, Business Week
(septembre 1998), il a été bien noté que : " Les hausses et les baisses extrémes
et synchronisées des marchés financiers sont rares, mais elles existent. Elles
échappent aux modéles parce qu’ils ne prennent pas suffisamment en compte
la probabilité d’un enchainement de catastrophes ". Ainsi, les applications de
la TVE en finance ont été développées récemment, afin que les modéles habi-
tuellement utilisés puissent mieux étre configurés, pour intégrer les évolutions
extrémes.

Les champs d’application de la TVE se sont bien élargis, car son introduction
est devenue une exigence dans de nombreux domaines : climatologie (Chris-
tidis et al. (2011, |21]), Zwiers et al. (2011, [154])), océanographie et écologie
(Raillard (2011, [113]), Prevosto (2003, [112]), Thompson et al. (2001, [137])),
environnement (Atyeo et al.(2011,[1])), sport (Einmahl et al.(2011, [43])), ma-
nagement (Dahan et Mendelson (2001,[27])), agro-alimentaire (Kawas et Mo-
reira (2001,[75])), industrie (Klajnmic (2003,[79]), Tryon et Cruse (2000, [144]))
et médecine (Roberts (2000, [121])).

Quel que soit le domaine d’application, les usagers de la TVE passent toujours
par une phase préliminaire. Elle consiste a vérifier les hypothéses de base liées a
I’approche utilisée. En fait, tous les modeles statistiques sont intimement liés a
leurs hypothéses d’applicabilité, et souvent, certains modéles sont sélectionnés
sur la base de la simplicité vis-a-vis de leur mise en application. D’autres, sont
rejetés sous prétexte de complexité. En particulier, les praticiens de la TVE
sont confrontés aux hypothéses d’indépendance, de stationnarité et d’homo-
généité. Ces hypothéses sont dans la pratique difficiles a vérifier. D'une part,
cette difficulté incite les théoriciens a étendre les résultats classiques de la TVE
aux cas de non-stationnarité ou de saisonnalité. D’autre part, la non validité

des hypothéses obligent les praticiens de la TVE, a procéder a quelques trans-
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formations (par exemple, transformer les prix financiers en rendements).

Cela dit, les champs de recherche dans la TVE sont prometteurs. Certains
champs sont encore en développement, alors que d’autres ne sont pas en-
core exploités. La présente thése a été congue, afin de contribuer a résoudre
quelques problémes en hydrologie et en finance, en adaptant les résultats de
la théorie des valeurs extrémes, notamment 'approche des exces (POT), a
quelques cas pratiques. Toute la difficulté de cette approche réside dans le
choix d’un meilleur seuil assurant la convergence vers une loi GPD. De ce fait,
plusieurs méthodes ont été proposées dans les ouvrages et les articles traitant la
TVE. Les méthodes évoquées peuvent étre regroupées en deux classes. La pre-
miére est constituée des méthodes graphiques. Ces méthodes simples a mettre
en ceuvre, souffrent malheureusement d’un probléme de subjectivité. Dans le
meilleur des cas, elles peuvent étre utilisées pour identifier un intervalle de
seuils candidats. La deuxiéme classe quant a elle, concerne les méthodes ana-
lytiques qui se basent sur des procédures objectives.

Le traitement des données analysées dans la présente thése, a mis en exergue
la non validité des hypothéses requises pour I'application de la TVE. Ainsi, il
a été d’une grande utilité de procéder & quelques transformations des données
de base afin d’appliquer les résultats théoriques.

LLa partie empirique de cette thése, consiste a vérifier si le modéle proposé par
I’approche POT peut décrire les séries étudiées. Nous avons pu identifier des
modéles pouvant servir d’aide a la décision en finance et en hydrologie. Pour
atteindre cet objectif, nous avons analysé un recueil de méthodes, dont certains
aspects ont été améliorés, en intégrant des tests statistiques dans I'étape de la
sélection des seuils candidats, et en jugeant les performances de chaque mé-
thode sur la base de plusieurs outils de diagnostic et d’adéquation. Nous allons
par ailleurs, évoquer des questions concernant les considérations théoriques et
pratiques qui justifient le choix des séries hydrologiques et financiéres, leurs
particularités et caractéristiques, ainsi que les modéles habituellement utilisés
pour leur gestion.

Dans sa globalité, le présent travail est destiné a mettre en application la mé-
thode POT et a évaluer ses performances. Par conséquent, le premier objectif
assigné a la présente étude est d’analyser les différentes techniques de la sé-
lection du seuil optimal et puis, d’identifier les modéles qui s’ajustent mieux
aux données utilisées. Le deuxiéme objectif est de caractériser les lois des don-
nées hydrologiques et financiéres pour des considérations de gestion et de prise

de décision. Ainsi, notre thése sera structurée en deux grandes parties qui re-
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groupent six chapitres.

Une premiére partie constituée des quatre premiers chapitres, a été dédiée a
la présentation de la théorie des valeurs extrémes et aux portées et résultats
généraux des copules extrémes. Nous fournissons un exposé de synthése sur
ce sujet, en y présentant des définitions et des propriétés fondamentales. Une
attention particuliére est accordée a I'approche POT. Nous évoquons aussi
quelques prolongements et extensions de la TVE, a savoir, les extrémes des
suites de variables aléatoires dépendantes et la GEV mnon-stationnaire. Les
quatre premiers chapitres constituent donc, la partie théorique qui sert a in-
troduire divers concepts nécessaires pour mettre en contexte les questions de
la présente thése.

Les chapitres 5 et 6 ont fait 'objet de deux publications dans le Journal of
Hydrologic Engineering, 2014 (Managing hydrological risks with extreme mo-
deling : application of peaks over threshold model to the loukkos watershed) et
I'International Journal of Statistics and Economics, 2012 (Statistical methods
to expect extreme values : Application of POT, approach to CAC40 return in-
dex). Les principaux résultats des deux articles ont été disséminés, aprés leur
parution dans les deux journaux mentionnés, a l'occasion de deux congrés :
Second Workshop on the Application of Stochastic Models in Finance and in
Risks Management (Rabat, 2012) et 5th International Perspective on Water
Resources and the Environment Conference (Marrakech, 2012). Les deux cha-
pitres 5 et 6 constituent la partie empirique de la thése. Nous avons réalisé les
deux chapitres de cette partie, en deux étapes. Il s’agit dans un premier temps
de présenter les pratiques habituellement utilisées pour le traitement des don-
nées financiéres ou hydrologiques. Ceci nous a permis de décrire le contexte
général et le volet pratique de cette thése. Dans un deuxiéme temps, nous pro-
cédons a la mise en application des méthodes choisies et a I'interprétation des
résultats. Une étape préliminaire de notre application consiste a analyser les
caractéristiques des données et a les confronter aux conditions de validité des
modeles. Ensuite, dans une seconde partie, il s’agit de présenter les méthodes
retenues pour la sélection du seuil optimal, notamment celles qui peuvent étre
appliquées dans un cadre de non homogénéité (le cas des séries régionales).
Deux études de cas seront mises en ceuvre, et ce pour différentes méthodes de
sélection et d’estimation.

Pour finir, nous résumons les principales conclusions de I'étude effectuée, nous
replagons la contribution de ce travail dans son contexte global de la gestion

des risques, et nous proposons quelques perspectives futures.
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Avant d’entamer le premier chapitre de notre thése, nous avons jugés néces-
saire, dans cette introduction générale, d’illustrer 1'utilisation de la TVE par
un recueil d’exemples d’application, tiré du livre de Coles (2001, [23]). Ces
exemples, accompagnés par des questions qui sont habituellement soulevées

par les praticiens, se référent a plusieurs domaines d’application.

Exemple 1 :

La figure ci-dessous présente les maxima annuels du niveau de la mer au Port
Pirie au nord d’Adélaide, en Australie du Sud au cours de la période 1923-
1987.

A partir de ces données, nous pouvons estimer le niveau maximal susceptible
de se reproduire dans la région étudiée au cours des 100 ou 1000 ans a venir.
Cependant, comment pouvons nous estimer les niveaux qui peuvent se repro-
duire dans les 1000 prochaines années sans vérifier la validité de la stabilité
des changements climatiques durant 1000 ans?

Certes, les données présentées ne donnent aucun signe sur une non-stationnarité
au cours de la période observée, mais cette stabilité peut ne pas persister dans

I'avenir, surtout lorsqu’il s’agit d’une période trés longue (1000 ans).

Sealevel (metres)
.
.

T T T T T T
1030 1240 1050 1080 1870 1080

Year

FIGURE 1 — Maxima annuels du niveau de la mer au Port Pirie, Australie du
Sud,(Coles 2001, [23]).

Exemple 2 :

Les arguments utilisés pour la modélisation des événements extrémes fonc-
tionnent aussi bien pour des événements extrémement petits que pour des
événements extrémement grands. Ceci conduit & un domaine d’application qui
concerne la fiabilité.

Conceptuellement, il est souvent raisonnable d’appréhender un grand systéme
comme une composition de nombreuses petites piéces, de telle sorte que ’en-
semble du systéme tombe en panne si I'une des composantes individuelles est

en panne.
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L’utilisation de la théorie des valeurs extrémes peut donc contribuer, a détecter
le maillon le plus faible, sachant que la fiabilité de I’ensemble du systéme est
égale a celle de la composante la plus faible.

Pour illustrer ce cas, les données ci-dessous présentent la résistance a la rup-
ture de 63 fibres de verre d’une longueur de 1,5 c¢m, enregistrées dans des
conditions expérimentales. Dans ce cas, nous pouvons appréhender une fibre
de verre comme un paquet de nombreuses fibres plus fines, de telle sorte que

si I'une des petites fibres se casse (les fibres fines), le paquet entier se brise.

! ! | :
0s 10 15 20 2

Breaking Strength

1
5

FIGURE 2 — Histogramme de résistance a la rupture de quelques fibres de
verre,(Coles 2001, [23]).

Exemple 3 :
L’exemple présent concerne les températures minimales quotidiennes enregis-
trées en Ohio. La série met en exergue trés clairement, un cycle annuel. De ce
fait, il ne sera plus raisonnable d’utiliser les modeéles des valeurs extrémes, qui

traitent les processus a variation constante au cours du temps.
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FIGURE 3 — Températures minimales journalieres (Ohio), (Coles 2001, [23]).

Exemple 4 :
L’intensité des valeurs extrémes peut étre expliquée par d’autres phénoménes
exogeénes. A titre d’exemple, les niveaux de pollution sont susceptibles d’étre
moins extrémes pendant les périodes de vents violents, ce qui permet de dé-

gager un effet dispersif. Dans les mers australes, ces niveaux peuvent étre
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exceptionnellement extrémes pendant les périodes ou l'effet El Nino est actif.
La figure ci-dessous permet de présenter les maxima annuels des niveaux de
la mer dans la région Fremantle, en correspondance avec la valeur annuelle
moyenne de I'indice d’oscillation australe (SOI), qui est un proxy pour la vola-
tilité due a des effets météorologiques tel que El Nino. Dans ce cas de figure, les
informations supplémentaires par rapport aux maxima annuels peuvent étre
utilisées pour améliorer I'estimation de la variation des niveaux de la mer au

sein de chaque année, ainsi que la variation apparente a travers le temps.
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FIGURE 4 — Dépendance apparente de I'indice d’oscillation australe (un indi-
cateur d’El Nino),(Coles 2001, [23]).

Exemple 5 :
La figure ci-dessous présente une série des précipitations journaliéres cumulées
qui correspondent au sud ouest de I’Angleterre, enregistrées au cours de la
période allant de 1914 & 1962. Si le modéle statistique approprié pour une telle
série était connu, les données présentées peuvent étre utilisées pour estimer
les paramétres nécessaires. Cependant, en ’absence de cette connaissance, un
modéle asymptotique sera préconisé. Pour ce cas, au lieu d’utiliser les blocks
des maxima, il est plus judicieux de considérer un événement comme extréme
si le niveau des précipitations est au dessus d’un certain seuil (30 mm par

exemple).
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FIGURE 5 — Cumul des précipitations journalieres (Sud-ouest de I’Angleterre),
(Coles 2001, [23]).

Modélisation des Valeurs Extrémes




Chapitre 1

Approche des maxima par
blocs : lois GEV

1 Valeurs extrémes et lois a-stables

La loi normale représente I'une des lois de probabilité les plus utilisées
pour l'ajustement de trés nombreuses variables. Nous pouvons citer a titre
d’exemple les rendements agricoles, qui ont constitué la premiére motivation
historique justifiant 1'utilisation de la loi normale, les tailles, les poids, les nu-
mérations sanguines ou les dosages hormonaux. La loi normale a été introduite
par Abraham de Moivre en 1733, comme une loi limite d’une loi binomiale.
Elle a été integrée par la suite, dans les calculs de Gauss en ce qui concerne le
mouvement des corps célestes.

[’ample utilisation de la loi normale tient d’une grande part a sa simplicité et
d’autre part au théoréme central limite (TCL). Ce théoréme assure la conver-
gence vers la loi normale, quelle que soit les lois individuelles des échantillons
utilisées. Le TCL admet des généralisations qui garantissent la convergence de
sommes de variables aléatoires sous des hypothéses faibles.

Malgré sa grande utilité, la loi normale échoue & décrire I'évidence empirique
de plusieurs domaines, qui sont caractérisés beaucoup plus par I'existence des
extrémes, telles que les séries financiéres, hydrologiques ou météorologiques.
En finance par exemple, 'hypothése de normalité des variations des prix est
mise a mal par certains mouvements extrémes des marchés. La loi de probabi-
lité n’est pas exactement normale mais plus large sur les bords et plus cintrée.
Pire encore, les prix des obligations sont compliqués pour étre modélisés par
une loi normale, car ils dépendent des différents taux d’intérét, eux-mémes

trés liés entre eux par une courbe des taux aux déformations limitées (Mélou,

19
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(2008,[99])). Par ailleurs, les lois de probabilité en hydrologie fréquentielle ne
sont pas symétriques, ce qui constitue un obstacle a I'utilisation de la loi nor-
male.

Pour pallier ces problémes et mieux approcher les extrémes, les statisticiens
ont eu tendance a utiliser les lois stables (Lévy (1924,[85]), Fama (1965,[47]),
Mandelbrot(1963,/97])). Ces lois plus flexibles que la loi normale, présentent
plusieurs propriétés attractives pour les praticiens. Elles permettent de rendre
compte des queues lourdes et du comportement asymétrique.

Les définitions suivantes ont été proposées pour caractériser les lois stables :

Définition 1.1 On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi stable si pour

tout n > 2, il existe un réel strictement positif C,, et un réel D,, tel que :
X1+ Xo+ ...+ X, ="C,X + D, (1.1)

Ou X1,Xo,..., X, sont n copies indépendantes de X .
Le réel strictement positif C, est nécessairement de la forme n'®, pour un
certain a €]0,2], d’ou Uappellation loi a-stable (Nikias et Shao(1995,[102])).

Définition 1.2 On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi a-stable si et

seulement si sa fonction caractéristique est de la forme :

8(t) = expliat — 1[t|°[1 + iBsign(t)u(t, )]} (1.2)
Avec :
—tan®t si a#1
w(t,a){ %log|§| sio a=1 (1.3)

Ou a €]0,2], €] —1,1[, v > 0 et a € R. Les paramétres «, a, v et [3 repré-
sentent respectivement l’exposant caractéristique de la loi stable, le paramétre

de position, le paramétre d’échelle et le paramétre d’asymétrie.

Le théoréme suivant montre que les lois stables peuvent étre utilisées par-

ticuliérement, pour approximer la loi d’'une somme de variables aléatoire i.i.d.

Théoréme 1.3 (/103]) Soit X1, Xy, ... des variables aléatoires indépendantes,

de méme loi. Une variable aléatoire X est limate en loi de la suite

Xit.. .+ X,

Qn

bn

pour une suite de réels strictement positifs (a,) et une suite de réels (by,), si et

seulement si, X suit une loi stable.
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(Pour la démonstration de ce théoréme, voir (Nolan(1996,[103]))).

Les lois a-stables présentent un grand intérét dans la modélisation de nom-
breux problémes physiques. La caractéristique de ces lois est leur index de sta-
bilité o qui indique la vitesse de décroissance des queues. Ainsi, les lois peuvent
étre regroupées selon le comportement de leurs queues. La classification sui-
vante a été proposée recemment par El Adlouni et al.(2007,[41]) :

—

) : Les lois exponentielles dont les moments n’existent pas.

— (D) : Les lois subexponentielles.
—

(

(

: Les lois a variations réguliéres.

E
D
)
B) : Les lois avec un comportement de Pareto.
A)

: Les lois a—stables avec a < 2.

FIGURE 1.1 — Classification des lois selon les queues, (El Adlouni et
al.(2007,[41]))

La classe (E) contient toutes les lois tel que E[eX] = co. La probabilité au
dépassement, F = Pr(X > x) = 1 — F(z), pour les extrémes de cette classe,
décroit moins rapidement que celle de la loi normale. La classe (E) est donc
celle des lois ayant une queue plus lourde que la loi normale.

La classe (D) quant a elle, contient les lois tel que F décroit plus lentement
que n’importe quelle loi exponentielle.

Pour la classe (C) dite classe des lois a variations réguliéres, la probabilité
au dépassement des extrémes décroit suivant une fonction puissance (appelée
aussi décroissance géométrique).

La classe (B) est celle des lois de Pareto. Enfin, la classe (A) est celle qui
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regroupe des lois a différentes asymétries, avec des queues trés lourdes.

2 Théoreme fondamental des valeurs extrémes

Le résultat de base de la TVE consiste a décrire la loi asymptotique du
maximum de n variables indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d).
La forme de cette loi (notée GEV) dépend d’un seul paramétre qui permet de
spécifier le comportement, de la queue de la loi considérée. Ce paramétre est
I'indice des valeurs extrémes (noté £). En d’autres termes, le résultat de base
de la TVE assure que la loi du maximum de n variables (i.i.d) est toujours

dans le domaine d’attraction d'une loi GEVE.

Définition 2.1 Soit G une fonction de répartition définie sur R. Une fonction
de répartition F sera dite appartenir au domaine d’attraction D(G) de G s’il
eriste deuz suites (a,) (a, > 0) et (b,) tel que :

lim F"(a,z +b,) = G(z) (2.4)

n—o0

pour tout point de continuité x, de G.

Dans le cas ot F' est connue, G peut étre identifiée a partir de la loi des
statistiques d’ordre. En effet, si nous supposons que les données observées sont
des réalisations d’une suite de variables aléatoires X, Xo, ..., X, (i.i.d) de loi

F', alors la fonction de répartition de la statistique d’ordre X.,, est donnée par :

Fip(2) = P(Xip <) =Y CH[F(2)]*[1 = F(x)]"* (2.5)
k=1
En conséquence, les lois de M, = X, , = max(Xy, Xo,...,X,,) et de W,, =
X1, = min(Xy, Xo, ..., X,), notées respectivement Fj; et Fy, sont données
par :
Ve e R: Fy(x) = [F(z)]"; Fw(x) =1—[1 — F(z)]" (2.6)

Dans la plupart des cas F' n’est pas connue et parfois, I'utilisation de la loi des
statistiques d’ordre aboutissent a des calculs compliqués. D’ou I'utilité d’établir
un résultat asymptotique (résultat de base de la TVE), connu sous le nom du
théoréme de Fisher-Tippett (1928).

Par analogie avec le théoréme central limite (TCL), le théoréme de Fisher-
Tippett établit la convergence en loi de M,, (le théoréme est aussi applicable
aw,):
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bloc bioc2 blocd blocn

Tempa

FIGURE 1.2 — Méthode des maxima (minima) par bloc.

Théoréme 2.2 (Fisher-Tippett) ([44]). Soient X;,..., X, ..., X, n variables
aléatoires indépendantes et de méme loi de probabilité F. S7il existe des constantes
a, et b, et une loi G non dégénérée (c’est a dire différente d’une masse de Di-

rac) tel que :

lim,, o Pr(Mo=bs < z) = G(z), Vo € R

Alors G appartient a l’'un des trois types de loi :
Loi de Gumbel (£ =0) :

Ao () = exp(— exp —— M),x eR (2.7)
Loi de Fréchet (£ >0) :
exp — (£ “ Stx > [
Bynels) = { e 28)
st < W

Loi de Weibull (£ <0) :

o) = {

Les trois lois de probabilité ci-dessus sont appelées lois des valeurs extrémes.

RIS B
exp—(—==H)"¢ siz<p (2.9)
1 ST T >

Pour la preuve, nous renvoyons a Embrechts et al. (1997,[44]), chapitre 3, p.
122. 11 faut bien signaler que chacune des trois lois des valeurs extrémes peut
s’obtenir par une transformation fonctionnelle de I’autre. D’une facon similaire,

on définit les lois des valeurs extrémes associées au minimum.

([44]) S’il existe des suites de normalisation a, > 0 et b, € R
et une loi non dégénérée H* tel que :
. Wn - bn . *
lim P[—— <z] = lim (1 — F(a,z +b,))" = H*(2) (2.10)
n—o0 Ay, n—o00

alors H* est une loi des valeurs extrémes associée au minimum.
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Gumbel £=0 3

0.5

exponential tail

0.4

Fréchet £=1/a>0

0.3

s called fat tail*
o
=]

Weibul E=-1/a<0 3

Frechet

S—

upper finite endpoint 3

FIGURE 1.3 — Lois des valeurs extrémes.

En effet : min(X;) = — max(—X;). Ainsi, Ve € R, V1 <i < n:
Pmin(X;) > z] = Pmax(—X;) < —z] = 1 — Fy(x) = Fy(—2)
Von Mises (1954, [146]) et Jenkinson (1955, [71]) ont établi un résultat
théorique qui permet d’identifier une famille de lois GEV, qui regroupe les

trois types de lois associés aux valeurs extrémes. Le résultat théorique est

formulé par le biais du théoréme suivant :

Théoréme 2.4 ([117]) S’il existe des suites de normalisation a,, > 0 et b, € R

et une loi G* tel que :

Mn - bn
lim P[— <z]=G*(z);Vz € R (2.11)
n—oo an,
alors G* est donnée par :
T — b1
Gruog(w) = exp{—[1+&(—)] "¢} (2.12)

Ou x esttelquel—l—g@ >0, —oo < pu<+00,0 >0 et —00 <& < 400. Les
parametres p, o et & sont respectivement, les parameétres de position, d’échelle

et de forme.

Une démonstration détaillée de ce théoréme est donnée dans l'ouvrage de Re-
snick (1987, [117]), avec des développements dans le livre d’Embrechts et al.
(1997, p. 152, |44]) et des illustrations dans le livre de Galambos (1987, pp.53-
54, 149]).

Il faut bien noter que le paramétre £ conditionne le type de la loi des valeurs
extrémes. Nous présentons dans ce qui suit, les domaines d’attraction dans les

trois cas correspondant au paramétre &.
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1. Casou £ =0:
La loi présente dans la queue une décroissance de type exponentiel, ce qui
permet de caractériser dans ce cas, le domaine d’attraction de Gumbel
D(A). Ce dernier est délicatement traitable, car il n’y a pas de lien direct
entre la queue de la loi et les fonctions a variations lentes définies par
(Delmas et Jourdain (2006, [31])) :

Définition 2.5 Une fonction L est dite a variation lente si L(t) > 0
pour t assez grand et si pour tout x >0, on a :
L(t
oy L)

=1 (2.13)

Von Mises (1936, [145]) a donné une caractérisation simple pour le do-

maine d’attraction de Gumbel, formulée par le biais du théoréme suivant :

Théoréme 2.6 ([1/5]) S’il existe une fonction mesurable R, appelée
fonction auxilliaire tel que :
lim 1—F(t+zR(t))
z—w(F) 1—F(t)
avec w(F) = sup{x € R : F(x) < 1} est le point terminal de F, alors
F e D(A).

= exp(—x) (2.14)

Le tableau suivant fournit quelques exemples de lois qui appartiennent

au domaine d’attraction de Gumbel.

Tab. 2.1 : Lois du domaine d’attraction de Gumbel
Loi 1— F(x)
Benktander I7,0,8 >0 | 2= (1% exp(—%xﬁ)
. 1
Logistic Tron@

2. Casou £<0:
Le domaine d’attraction dans ce cas est celui de Weibull D(W¢). Les
lois de ce domaine sont bornées a droite, et par conséquent, le point
terminal w(F) est fini. Une caractérisation d’appartenance a ce domaine

d’attraction est donnée par le théoréme suivant (pour la démonstration,
voir Gnedenko (1943, [54])) :

Théoréme 2.7 ([54]) Une fonction de répartition F' appartient au D(Vy)
si et seulement si w(F) < 400 et
— 1
Flw(F)—-) =2 ¢l(z) (2.15)
x
avec : F est la fonction de survie donnée par F(z) =1— F(x), | est une

fonction a variation lente.



26

Chap. I. Approche des maxima par blocs : lois GEV

Le tableau ci-dessous présente quelques lois qui appartiennent au do-

maine d’attraction de Weibull.

Tab. 2.2 : Lois du domaine d’attraction de Weibull
Loi 1—F(w(F)—-1) 13 ()
Uniforme Tao>1 -1 1
Weibull 1 —exp(—z7%) -1 1— 224 o(z™)
Reverse Burr (), 3, 7) (BfIT)A avec £ >0 | =& | BM1 = ABa™ " +o(z™")

3. Casou ¢ >0:

Ce cas correspond au domaine d’attraction de Fréchet. Les lois apparte-

nant a ce domaine d’attraction sont caractérisées par une queue a décrois-

sance lente (polynomiale) a l'infini , et un point terminal w(F) = +oo.

Elles sont dites aussi lois a queues lourdes. Une caractérisation de ce do-

maine d’attraction noté D(®¢) est donnée par le théoréme suivant (pour
la démonstration, voir Gnedenko (1943, [54])) :

Théoréme 2.8 (/54]) Une fonction de répartition F appartient au D(P¢)

si et seulement si sa fonction de survie est donnée par :

F(z) =2 ¢l(x)

ou | est une fonction a variation lente.

(2.16)

Le tableau ci-dessous présente quelques lois qui appartiennent au do-

maine d’attraction de Fréchet.

Tab. 2.3 : Lois du domaine d’attraction de Fréchet
Loi 1— F(x) 1 I(x)
Pareto (a) avec a > 0 r® 1 1
Burr(n, 7, \) avec n,7,A >0 (nﬁﬂ)/\’w >0 | &= (H"%))‘
Pareto Généralisé(o, ) avec 0, >0 | (14 %x)_%,x >0 ¢ (%)%(1 + gix)_%

Remarques :

1. Une fonction de répartition F' peut appartenir & deux domaines d’at-

traction différents D; et Dy (pour plus de détails, voir Resnick (1987,

[117])).

2. Les variables aléatoires dans les trois domaines d’attraction de Gumbel,

de Fréchet et de Weibull sont liées par la relation suivante (voir Embrecht
et al. (1997, [44])) :

X € D(®,) < log(X%) € D(A) & —X ! € D(T)

(2.17)
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FIGURE 1.4 — Lois du domaine d’attraction D(A), D(P¢) ou D(We).

3. Les trois domaines d’attraction D(A), D(®¢) et D(V¢) ne sont pas res-
trictifs. Il se peut qu’une loi n’appartienne a aucun de ces trois domaines

d’attraction ; c’est le cas de la loi définie par :

1
— >
log(x) " = °

F(z)=1 (2.18)
Outre les domaines d’attraction qui caractérisent chacune des lois GEV,
les champs d’application conditionnent leurs choix. En effet, la loi de Gumbel
par exemple, sert de référence car elle permet de mesurer 'écart entre les lois
empiriques et la loi normale. Elle est généralement utilisée pour prévoir le ni-
veau des crues d’un fleuve. Elle peut aussi servir a prédire la probabilité d'un
événement critique comme un tremblement de terre.
En ce qui concerne la loi de Fréchet, elle est couramment évoquée en finance
et en macroéconomie, ou les variations sont géneralement non bornées. Par
ailleurs, cette loi s’applique en hydrologie pour modéliser des événements ex-
trémes tels que les débits maximaux des riviéres.
La loi de Weibull quant a elle, est largement utilisée grace a sa grande flexi-
bilité. Elle est préconisée en particulier, dans les analyses de durée de vie ou

pour I'estimation des potentiels éoliens.

3 Estimation des modeles GEV

Les lois GEV se distinguent essentiellement selon le parameétre £. Ainsi,

I'estimation sera établie selon deux cas : £ = 0 (loi de Gumbel) et £ # 0 (lois
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de Fréchet et de Weibull).

La littérature propose une multitude de méthodes, consacrées principalement
a l'estimation des paramétres des lois GEV. Nous pouvons citer par exemple,
les méthodes d’estimation empirique (Gumbel et Mustafi (1967, [59]) ou Tiago
de Oliveira (1975, [138])), la méthode du maximum de vraisemblance (Smith
(1987, [131] et 1985, [132]), Prescott et Walden (1980, [111] et 1983, [110]),
Tiago de Oliveira (1982, [139]), Hougaard (1986, [64])), la méthode des mo-
ments (Christopeit, (1994, [22|)), la méthode des moments de probabilité pon-
dérés (Greenwood et al., (1979, [51])) ou encore, les méthodes bayésiennes (Lye
et al., (1993, [95])).

LLa comparaison de ces méthodes d’estimation s’effectue dans la plupart du
temps dans un cadre empirique (voir Benkhaled (2007,]5]) et Lang et al. (2012,
820)).

Par ailleurs, d’autres approches principalement non paramétriques, ont été dé-
diées a I'estimation de I'indice de queue. Nous pouvons citer a titre d’exemple
I'estimateur de Pickands (1975, [107]), Pestimateur de Hill (1975, [60]) (pour la
loi de Fréchet uniquement) et I'estimateur de Dekkers-Einmahl-de Hann (Dek-
kers et al. (1989, [38])). Ces approches non paramétriques seront détaillées au

chapitre suivant.

3.1 Estimation pour la loi de Gumbel

Dans cette partie, nous notons la loi de Gumbel par Gy (o, 09), ou 1o et og
désignent respectivement, les paramétres de position et d’échelle (¢ = 0 dans

le cas de la loi de Gumbel). La fonction de densité de Gumbel est notée gq.

4.1.1 Méthode de la régression linéaire :

Soient Y7i,...,Y,, les maxima par bloc issus d'une loi de Gumbel et soient
Yim < ... <Y, les statistiques d’ordre associées a Yi,...,Y,, .
La méthode d’estimation par régression linéaire consiste a ajuster le nuage de

points :

(—log(—log(Go(Yim))); Yim) (3.19)

a une droite d’équation Y;,, = aX + b, avec X = —log(—log(Go(Yim))), en

calculant les coefficients a et b par la méthode des moindres carrés.

Le coefficient directeur (a) et 'ordonnée a lorigine (b) de la droite ajustée,
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permettent de calculer les estimateurs fi,™ et 5, :

~reg b
{ o (3.20)

L’estimation des quantiles extrémes dépassés avec une faible probabilité p,

pour la loi de Gumbel G et pour une période de retour 7' = % = est

1
1-Go(y)’
obtenue en remplagant p et o par leurs estimations dans la formule suivante :

1
qo = fto + 0o(—log(—log(1 — f))) (3.21)
Ainsi, 'estimateur du quantile extréme g;™ est :
~re ~re. ~re. 1
G0’ = o™ + 7" (—log(—log(1 — 7)) (3.22)

4.1.2 Méthode du maximum de vraisemblance :

Cette méthode consiste a chercher les paramétres Oy = (1, 0¢) qui maxi-
misent la fonction de vraisemblance (o, 00) = I, 90(ys, o, 00) ou logvrai-

semblance L(jg,0¢) = log (19, 00), en résolvant le systéme suivant :
0log L(©0) __ 0
Dlog L00) _ (3.23)
dog =0

Cependant, la solution n’est pas explicite et il faut passer par une résolution

numérique en utilisant par exemple, la méthode de Newton — Raphson.

4.1.3 Méthode des moments :

La méthode consiste a égaliser respectivement, les deux premiers moments
théoriques m; et my aux deux premiers moments observés : moyenne (7,,) et

variance Sy empiriques .

Dans le cas d’une variable aléatoire issue d’une loi de Gumbel, la méthode
du maximum de vraisemblance abouti au systéme suivant :
{ E[Y] = ftg + 700 = T

(3.24)

VY] = ;n%0f = S3

ol v, ~ 0,57721 représente la constante d’ Euler. La résolution de ce systéme

Smom -~mom .
et :

d’équation fournit les valeurs des estimateurs i of

Gmom _ V6Sy
0 ™

- R (3.25)
//I(r)nom — ym _ ,y*o.(r]nom
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3.2 Estimation pour les lois de Fréchet et de Weibull

Pour ¢ # 0, les domaines d’attraction sont ceux de Fréchet et de Weibull.
Ces lois seront notées Ge(pu, 0,€) (€ > 0 pour une loi de Fréchet et £ < 0 pour
une loi de Weibull). La fonction de densité sera notée ge.

Nous présentons pour les deux lois de Fréchet et de Weibull, les méthodes
d’estimation du maximum de vraisemblance et des moments de probabilité

pondérés.

4.2.1 Méthode du maximum de vraisemblance :

La méthode consiste a chercher les parameétres © = (p,0,&) qui maxi-

misent la fonction de log-vraisemblance. Pour obtention de p™v, ™" et £,

la maximisation conduit a résoudre le systéme suivant :

dlog L(©) __ 0
oo -
Olog L(©
2ee O — 0 (3.26)
dlog L(©) 0
o o

Smith (1985, [132]) a étudié le probléme de I’estimation par la méthode du

maximum de vraisemblance. Il a obtenu les résultats suivants :

Si & > —0.5, les estimateurs du maximum de vraisemblance possédent
des propriétés asymptotiques telle que la convergence vers la vraie valeur
du paramétre inconnu, 'invariance par rapport & une transformation
paramétrique et Iefficacité asymptotique.
Si—1 < & < —0.5, les estimateurs du maximum de vraisemblance ne
possédent pas les propriétés asymptotiques standards.

— Si & < —1, 'obtention des estimateurs du maximum de vraisemblance

n’est pas garantie.

4.2.2 Méthode des moments de probabilité pondérés PWM :

Cette méthode a été introduite par Greenwood et al. (1979, [51]) dans le but
de surmonter les problémes de convergence, surtout pour les petits échantillons
(n < 25) (Lubes et al. (1991, [94])).

Les moments de probabilité pondérés sont définis par :

Mp,r,s - E[YP(F(Y))T(I - F<Y)>S] (327>
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ou : p,r,s sont des réels et Y est une variable aléatoire issue de la loi F.
Dans le cas o  # 0, un choix possible pour calculer les moments M, ; est
de prendre p =1, s =0 et r =0, 1,2 (Beirlant et al. (2004, |2])). Ainsi :

1 o
r+1 U z

Les estimateurs PW M déduits de la méthode des moments de probabilité

Mo = [1—(r+1DTA-9]}, ¢<1 (3.28)

pondérés sont notés pP*™, gP¥™ et P, 1ls sont obtenus suite a la résolution

d’un systéme d’équations, pour r = 0,1,2 :

Ml,O,O Sl %(1 — F(]_

g
2M17170 — Ml,O,O = ZF(l
3Mi20—Mio0 _ 36—1

2M1,1,0—M1,0,0 286—1

£))
£)(2¢-1) (3.29)

Dans la pratique, Hosking et al.(1985, |63]) préconisent l'utilisation d’'un esti-

mateur asymptotiquement consistant, donné par :

m

_ 1 ~
My = — Z(F(Yim))rij (3.30)
=1
Avec :

Flyim) = - ;1“, O<a<l (3.31)

~ 1 —a 1 1
Flypm) = ————— = - 3.32
Wim) = T 20 T3 %<3 (3.32)

4 Non stationnarité et dépendance

La loi des extrémes pour une suite de variables aléatoires i.i.d a été élaborée
a partir d’une normalisation. Cette approche permet de se retrouver dans le
contexte de I'application du théoréme central limite. Cependant, des extensions
de la théorie classique ont rapidement vu le jour, suite a la prise de conscience
concernant les limites de "approche traditionnelle. Ces limites sont liées aux
hypothéses assez lourdes d’indépendance et de stationnarité. Ces hypothéses
s'imposent comme exigence souvent mise en défaut, notamment en finance ou
en hydrologie.
La dépendance temporelle marque plusieurs événements extrémes qui affichent
généralement, une dépendance intrinséque en raison de leurs autocorrélations
ou de 'effet des variables exogénes. En plus, les conditions extrémes persistent
souvent pour certaines observations consécutives. A titre d’exemple, nous pou-

vons intuitivement penser qu’il est plus probable que la pluie a une certaine
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heure soit extréme, si celle de 'heure précédente I'était, et souvent suite a une
tempéte forte, les débits maximaux d’une riviére se produisent ensemble.
Pour remédier a cette situation, nous pouvons traiter dans une premiére étape,
le cas des observations identiquement distribuées mais dépendantes, formant
par conséquent un processus stationnaire (Rosenblatt (1956, [124]) ou Lead-
better, Lindgren et Rootzén (1983, [83])). Ainsi, 'une des premiéres pistes
naturelles de généralisation de la théorie traditionnelle des valeurs extrémes,
consiste a remettre en cause I’hypothése de dépendance des variables aléatoires
traitées. Les travaux initiaux dans ce domaine sont ceux de Watson (1954,
[147]), Loynes (1965, [93]) et Welsch (1971, [148]). Ces travaux s’intéressaient
a l'analyse des suites de processus fortement dépendants.

L’étude des suites de processus gaussiens pour lesquels des restrictions simples
ont été imposées aux autocorrélations (dépendance par exemple), figuraient
dans les recherches de Berman (1971, [6]). De son coté et sous des hypo-
théses relatives aux autocorrélations, Berman (1964, [7]) a montré que la loi
des maxima d’une suite stationnaire (X,,) s’identifie & une loi GEV classique
(le méme type de loi que celui des maxima d’une suite de variable i.i.d). Par
ailleurs, le cas des variables aléatoires m—dépendantes a été traité par Lai et
Robbins (1976, [81]), Philipp (1971, [106]), Ibrajimov et Linnik (1971, [69]).
Les problémes de dépendance ont été aussi abordés dans le cas des processus
bivariés (Pickands (1981, [108|), Deheuvels (1984, |36]), Tawn (1988, [134])) ou
plus généralement dans un cadre multivarié (Resnick (1987, [118]) ou Hiisler
(1994, 167])).

Dans une catégorie a part, nous pouvons regrouper les travaux tels que ceux
proposés par Hiisler (1985, [68]). Ces recherches remettent en cause a la fois
I’hypothése de stationnarité et celle d’'indépendance dans ’analyse des valeurs
extrémes. Cependant, cette derniére catégorie d’étude demeure peu dévelop-

pée.

4.1 Les extrémes dans le cas des suites d’observations

dépendantes et stationnaires :

La théorie des extrémes dans le cas d’observations dépendantes, consiste a
proposer des réponses appropriées aux mémes questions que dans le cas clas-
sique, mais dans une situation de dépendance qui répond a la réalité de la
plupart des séries traitées, tout en exigeant I'hypothése de la stationnarité. La
stationnarité caractérise un processus pour lequel les propriétés stochastiques

sont homogénes a travers le temps (sans forcément que les variables aléatoires
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sous-jacentes soient mutuellement indépendantes). Dorénavant, nous ne trai-
tons que les processus stationnaires. En termes précis, nous pouvons définir la

stationnarité comme suit :

Définition 4.1 :(Stationnarité forte). Soit (X, )nen une suite de variables
aléatoires. On dit que (X,)nen est stationnaire si pour tout t € N, et pour

tout k € N, la loi conjointe de (Xi,...,X;) est égale a la loi conjointe de
(Xl-i-ku R Xt-i—k)‘

Le théoreme qui généralise le cas classique de la TVE aux processus station-
naires, nécessite la validation d’une condition d’application notée D(u,,) (Lead-
better, Lindgren et Rootzén (1983, [83])) :

Condition D(u,) (|83]) : Etant donné une suite de réels (u,) et une suite
d’entiers naturels o, < 1o < ... < i) < J1 < Jo < ... < Jg < n, tel que

J1 —ip > £, la condition D(u,,) est vérifiée si on a :

|Fi1,..‘,ip,j1,‘..,jq (Un) - E17-~-7ip (un)F}lw-yjq (un)| S Oé”fn

Ot ay, 4, ne croit pas avec £, lim,_,o o, 4, = 0 et % — 0.

Cette condition traduit le fait qu’en général, la corrélation temporelle des
observations décroit, si la période qui les sépare augmente. Dans la pratique,
Cette condition permet de ne considérer que les processus stationnaires dont
la dépendance entre observations extrémes ne se manifeste qu’a court terme.
Quant a la dépendance a long terme, elle peut étre négligée. Le théoréme

classique de la TVE peut étre généralisé comme suit :

Théoréme 4.2 (Leadbetter)([83]). Soient X1, ..., X,, une suite stationnaire

et deuzx suites réelles (c,) dans R et (d,) dans R tel que :

P(c; (M, — dy) < 7) — Ge() (4.33)

n

Si la condition D(u,,) est vérifice pour u, = xc, + d,, alors la loi G¢(x) est de
méme type que l'une des trois loi suivantes :

Loi de Gumbel (£ =0) :

Ao (x) = exp(—exp - M), z€R (4.34)

Lot de Fréchet & >0

1
Yl T
B, e(z) = { P T2H (4.35)
Hs0,8 0 r<p
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Loi de Weibull (£ <0) :

1
exp—(==F)¢ six<p
Vo) = { ( ) (4.36)

1 ST >N

Ce résultat généralise le théoréme classique de la TVE dans le sens ou il
implique que les maxima issus d’une série stationnaire a observations dépen-
dantes, suivent une loi GEV. Ainsi, si les données traitées sont stationnaires et
si la corrélation entre les observations semble décroitre avec le décalage tem-
porel qui les sépare, alors, par le biais du théoréme 4.2, la loi GEV reste une

approximation valable pour ajuster les données observées.

4.2 GEV non stationnaires :

Dans le cas des processus non stationnaires, les paramétres ne sont pas
constants, mais ils dépendent du temps ou d’autres covariables d’'une facon
linéaire ou sous forme fonctionnelle plus génerale.

Nous présentons dans ce qui suit le cas de dépendance linéaire par rapport au
temps, vu que les autres formes de dépendance peuvent étre ramenées au cas

linéaire. Les covariables, autres que le temps, se traitent de la méme fagon.

Soit U = (Uy,Us,...,U,,)" le vecteur de n, covariables du paramétre de
position p,
Np
p=U' = BUt) (4.37)
i=1
ot (B1,B2,...,Bn,) est le vecteur des paramétres caractérisant la dépendance

de p; avec le vecteur des covariables U.

Soit V' = (V1, Vs, ..., V,.) le vecteur des covariables associées a oy, on a :
¢ =log(oy) = V'.6 =) " 6Vi(t) (4.38)
i=1

De la méme fagon, le parameétre de forme peut s’écrire en fonction d’un vecteur

de covariables W' = (W, Ws,... ,W,)" et un vecteur des paramétres v =

<71a72a s 77715)/ :
ne
G=W(t)y=>_ %Wt (4.39)
=1

Dans la pratique, les modéles non stationnaires GEV (uy, 0y, &) les plus

utilisés sont ceux qui traitent (El Adlouni et al., [42]) :
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1. Une non stationnarité au niveau de la moyenne avec une variance constante

(modéle homoscédastique).

2. Une non stationnarité au niveau de la moyenne et de la variance (modéle

hétéroscedastique).

Il faut bien noter que la non stationnarité au niveau de la variance peut étre
¢liminée a I'aide d’une simple transformation (transformation en logarithme
par exemple). Nous pouvons citer a titre d’exemple, les modéles GEV non

stationnaires suivants :

1. GEVy(p,0,€) : Les modéles dont les paramétres sont constants. p; = p,
op=cet & =E¢ Danscecasn, =n, =ng =let Uy =V, =W; = L.

Ce modéle correspond tout simplement au GEV stationnaire.

2. GEVi(uy = P1+P2Y:, 0,€) : Les modéles caractérisés par I'existence d'une
tendance et d’une homoscédasticité. n, = 2,U(t) = (U1(t) = 1,Us(t) =
Vi), no=ng=1let Vy =W; =1.

3. GEVy(uy = Bi + B2Y: + B3Y,2,0,€) : Les modeles ou le paramétre de
position est une fonction quadratique d’une covariable temporelle Y.
Les deux autres paramétres sont constants. Dans ce cas, n, = 3,U(t) =
(U1(t),Ux(t) = Yy, Us(t) = Y), ng =meg = let Vi =W, = 1.

Avant d’ajuster un modéle GEV non stationnaire, il faut tout d’abord ver-
fier la non stationnarité. Nous notons que la structure temporelle (Brunet-
Moret (1979, [15])), peut étre dégagée par le biais de plusieurs techniques,
notamment celles qui se basent sur I’analyse des corrélogrammes des données

traitées.
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Chapitre 2

Approche des dépassements de
seuil : loi GPD

1 Modélisation des exces

Alternativement & 'approche des maxima par bloc, le modéle de renouvel-
lement pour des v.a (i.i.d), a donné naissance a un autre volet de la théorie
des valeurs extrémes, illustré formellement par I’approche des dépassements de
seuil (Peaks Over Threshold (POT)). Contrairement a I'approche des maxima
par bloc, la méthode POT consiste & utiliser toutes les observations, appelées
excés, qui dépassent un certain seuil suffisamment élevé. [’objectif est d’ana-
lyser leur comportement asymptotique.

L’approche POT a été introduite pour remédier aux défauts de 'approche clas-
sique de la TVE. Les critiques sont essentiellement dues au fait que la méthode
d’estimation de la loi GEV se base sur les “ Block component-wise ”, ce qui
implique systématiquement une perte d’information. En plus, certains blocs
peuvent contenir plusieurs valeurs extrémes issues de la loi initiale, alors que
d’autres peuvent ne pas en contenir (Mc Neil et Frey (2002, [98]), Katz (2002,
[76])).

Historiquement, la méthode POT introduite par Pickands (1975, [107]) et re-
prise par de Haan et Rootzen (1993, [35]), a été initialement appliquée pour
le traitement des données hydrologiques, notamment le volume et la durée
des déficits en eau. Quant aux volets théoriques de la méthode, ils ont été
abondamment développés par divers auteurs tels que Todorovic et Zelenhasic
(1970, [142]), Todorovic et Rousselle (1971, [141]), Smith (1987, [131]), Davi-
son et Smith (1990, |33]), Reiss et Thomas (2001, [115]).

Le point de départ de I'approche POT consiste & choisir un seuil u € R et de

37
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considérer les variables Y; définies, & partir des variables initiales X;,..., X,

par :

(1.1)

N,=card{i:i=1,...,n/X; > u}
Yi=X;,—u>0, pour 1<j<N,

Ou : Xi,..., X, un échantillon de v.a (i.i.d), N, est le nombre des dépas-

sements du seuil u et Y3, ..., Yy, les excés correspondants.

' -
Dépassement XI\

X
. Excés
Yy B | Yi Yy Yn
Y2
u. .4 —-— e — — e — e[ — =

Xy

‘ H i —
P

FIGURE 2.1 — Représentation des exces Y issus des dépassements X au-dela
d’un seuil u.,(Raggad, 2009 [114])

Le nombre de dépassements d’un seuil u suit une loi de Poisson de para-
métre 7, notée P(7). Ce résultat est justifié sur la base de 'approximation de
la loi binomiale par la loi de Poisson. En effet, si on désigne par {X; > u,}

7

I'événement “ Dépassement d’un seuil u, ” et sa fonction indicatrice I{x,~qy,}

définie par :

1, si X;>u
Lixsyy= ’ ‘ " 1.2
Ki>un} { 0, sinon. (1.2)

alors le nombre de dépassements de w,, égal & Ny, = > """ | I{x,>u,}, Suit une
loi binomiale Bin(n, 1 — F(u,)) qui peut étre approchée par une loi de Poisson
lorsque n — +o00, 1 — F(u,) — 0 et n(l — F(u,)) — 7.

Une fois les exceés identifiés, 'approche POT consiste, en partant de la loi F
de X, & déterminer une loi conditionnelle F;,, pour les variables aléatoires Y
qui dépassent le seuil w.

La loi conditionnelle F), est définie par :
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F(uty)—F(u) siv>0:
Fu(y) =P(X —u < y[X >u) = { ey MY

1.3
0, siy < 0. (1.3)

La loi asymptotique associée a F,(y) est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 1.1 (Pickands, Balkema et De Haan) ([107]). Si F (la loi de
X ) appartient a l'un des trois domaines d’attraction : D (Fréchet), D(Gumbel)

ou D (Weibull), alors il existe une fonction o(u) positive, tel que :

limu%w(F)Sup0<y<w(F)7u|Fu(y) - H&,U(u)(y)| =0 (14)

ot w(F) =sup{z € R: F(x) < 1} est le point terminal de F' et He 5(u) ) est
la fonction de répartition de la loi de Pareto Généralisée (GPD, Generalized

Pareto Distribution), définie par :

1_(1—’_%)7%7 825#07

1.5
|- eap(—ty), E=0. )

Hé,a(u) (y) = {
Pour la démonstration de ce théoréme, voir Pickands (1975, [107]).

Nous pouvons estimer la période de retour par la relation suivante (Rosb-

jerg (1987, [123])) :
1

P B T(l - H&,U(u)(y))

Ainsi, si on s’intéresse particuliérement & un niveau de dépassement, une

T, =

(1.6)

fois chaque N années, nous pouvons utiliser I’équation (1.6) pour déduire que

ce niveau de dépassement est donné par :

bt olog(NnG).  £=0 a7

ot ¢, = P{X > u} et n, est le nombre des dépassements.

Zy = { ot El(NnyGu)® = 1], si & #0;

Il faut bien signaler que les deux approches; blocs des maxima et dépas-
sements d’'un seuil, sont équivalentes. Ainsi, pour un seuil adéquat, la loi des
exceés peut étre approchée par une loi GPD d’indice extréme &, identique a
celui de la loi GEV. En effet :

P{X >alX > u} = L+ (D) PN > 2} = QL +E(—H)N ¢ (1)
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La fonction de répartition (H¢ ,(,)) met en exergue trois parameétres : u, o
et £. Le paramétre &, appelé indice des valeurs extrémes ou indice de queue,
renseigne sur le type de la loi asymptotique (Fréchet pour £ > 0, Gumbel pour
¢ = 0 et Weibull pour £ < 0). En outre, plus & est élevé en valeur absolue,
plus le poids des extrémes est important. Nous parlons dans ce cas d’une loi a
queue épaisse.

L’dentification du seuil est la phase la plus déterminante dans 'implémenta-
tion de I'approche POT, vu que la qualité du modéle en dépend. C’est & partir
de la définition d’un bon seuil u que nous pouvons garantir la convergence
des excés vers une GPD, estimer les autres paramétres et évaluer le temps de
retour.

D’une maniére similaire & la détermination des blocs dans la premiére approche
de la TVE, le choix du seuil doit établir un compromis entre biais et variance.
Concrétement, le seuil doit étre suffisamment grand pour pouvoir utiliser les
résultats asymptotiques, mais pas trop élevé afin d’obtenir des estimations pré-
cises. Par contre, le choix d'un seuil faible risque de déclarer abusivement des
observations extrémes, introduire un biais dans I’estimation et par conséquent,
mal approximer la loi asymptotique. Dans ce sens, plusieurs méthodes de dé-
tection du seuil ont été proposées. Certaines ont le défaut d’étre subjectives,
et donc elles ne doivent étre utilisées que pour proposer un intervalle de seuils

candidats. D’autres par contre, ont ’avantage d’étre objectives.

2 Méthodes pour la détection du seuil

2.1 Méthodes graphiques
2.1.1 Mean Residual Life Plot

La moyenne des excées peut étre utilisée pour guider le choix du seuil adé-
quat (optimal) u*. En fait, si au dessus d’un seuil u*, la GPD est une bonne

approximation de la loi des excés (Y = X — u*) avec £ < 1, alors :

Oy*

1=¢

E[X —u'|X > u'] = (2.9)
L’équation (2.9) définit la fonction moyenne des excés notée e(u*).
Etant donné que I'approximation par une GPD reste valable pour des seuils

u > u*, alors :
Uu

E[X—u|X>u]%1_£

(2.10)
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avec 0, = 0y + &(u — u*). Ainsi, pour tout u > u* :

ouw + &E(u— u*)
l1—-0o

EX —ulX >u]l = (2.11)

La fonction e(.) est une fonction linéaire de u. Par conséquent, I'identification
du seuil u* consiste a la recherche de la linéarité sur le graphe défini par (u, e(u))
et appelé : “mean residual life plot”.

En pratique, la fonction e(.) est approchée sur la base de I'approximation

empirique €,(.) : s (x \
en(u) = —2?21(]Xi>u> (2.12)

(u, Ty — u)

2.1.2 Dispersion Index Plot

Var[X] = E[X] (2.13)

2\ Var[X] E[X]
u*

2.2 Méthodes numériques
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méthodes utilisées pour le choix du seuil optimal, se base sur la minimisation
de la variance et du biais, liés aux estimateurs utilisés. Nous allons expliciter

quelques unes dans la partie pratique de la présente theése.

3 Estimation du modele GPD

3.1 Méthode des moments

la Méthode consiste a égaliser les moments théoriques et les moments em-

piriques de facon a obtenir :

{ E(Y) = £ =V (3.14)

V(Y) =5y

= 1—9r(1-%)

v 2 , . . ..
Ou Y et Sy représentent respectivement, la moyenne et la variance empirique

des excés.

3.2 Méthode du maximum de vraisemblance

La fonction log-vraisemblance est donnée par :
log(o, &) = —klog(ow) — (}+1) X, log(1 + £2), € #0;
log(,,0) = —klog(e) — 2 Y0, Vs, £=0.

La résolution numérique du systéme (3.15) conduit aux estimateurs o'’ et

~
é'm”l)
w

(3.15)

3.3 Meéthode des moments de probabilité pondérés

La définition des moments de probabilité pondérés pour une GPD, dans le
casp=1,r=0,s=0o0us =1, est donnée par :

Oy

Mo, = . f<1 3.16
MO T s+ ) (s + 1 =€) ¢ (3.16)
Avec :
- 1< i
Mg, = — 1— —)Y, 1
1,0,s kl_zl( k‘—i—l) i,k (3 7)

La résolution de I'équation définissant M, (s en fonction de o, et £, conduit

pour s = 0 et s = 1 aux estimateurs PW M suivants :

Mi o0
Moo —2Mipa

ggzmeZ_

(3.18)
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o o Mioo0Mioa
o, = 2= =
Moo —2Mip,

(3.19)

4 Méthodes non paramétriques pour ’estima-
tion de &

Une large catégorie d’estimateurs a été élaborée spécifiquement pour le
parameétre £. Les estimateurs qui font partie de cette catégorie, tel que 'es-
timateur de Pickands (1975, [107]), Hill (1975, [60]) et Dekkers-Einmahl-De
Haan (1989, |38]), sont qualifiés d’estimateurs non paramétriques. Une bonne
estimation de & peut étre obtenue en identifiant une zone de stabilité sur le gra-
phique qui représente différentes valeurs des estimateurs non paramétriques, en
fonction du rang k correspondant & une statistique d’ordre X (voir formules

des estimateurs).

4.1 L’estimateur de Pickands

L’estimateur de Pickands (1975, [107]) combine 4 statistiques d’ordre. Il

est calculé pour un ensemble de rang k. Sa formule est donnée par :

o 1 In Xn—kr1n) — X(n—2k+1n)
T2 Xpookyin) — Xn—aki1n)

(4.20)

On Xi,..., X, un échantillon de v.a (i.i.d) et n est la taille de I'échantillon
observé. L’estimateur de Pickands est un estimateur convergent. Plus précisé-

ment :
VEE, — €) = N(0,0%(€)) (4.21)
Ou :
gErt+
(2(26¢ —1)In2)2

(&) = (4.22)

4.2 L’estimateur de Hill

L’estimateur de Hill (1975, [60]) est I'un des estimateurs les plus répandus
dans les applications de la TVE. Introduit par Hill, il est défini de la facon
suivante (pour tout £ > 0) :

n

Z In X(i,n) —1In X(n7k+1,n) (423)
i=n—k+1

ar 1
gkj,nik

Le théoréme suivant présente les propriétés de I'estimateur de Hill :
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Théoréme 4.1 ([60]) Soit X1,..., X, un échantillon de loi F tel que F(z) =

x_l/gL(x), x >0 et L une fonction a variations régulieres d’indice 0, alors :
- Si Xy,..., X, un échantillon d’observations i.i.d, k — oo et k/n — 0

&

pour n. — 00, alors estimateur de Hill converge en probabilité vers

€.
- Sik/n— 0, k/In(In(n)) — oo et les Xy,..., X, sont i.i.d, alors lesti-
mateur de Hill converge presque sirement vers &.

~ Siles X1,...,X, sontii.d et si F a des variations régulieres, alors :
VEE, — ) = N(0,€%) (4.24)

Pour la preuve de ce théoréme, voir Hill (1975, [60]).

4.3 L’estimateur des moments de Dekkers —Einmahl —
De Haan

L’estimateur de Dekkers-Einmahl-De Haan présente une extension de I'es-

timateur de Hill pour £ € R. Il est défini comme suit :

- b L HORE
&, =1+HY + 5 ronie 1) (4.25)
Ou
1 n
HWY = % Z In X n) —In X g (4.26)
i=n—k+1
et :
1 n
Hf) =7 Z (In X5 — In X(rHrc,n))2 (4.27)
i=n—k+1

Sous certaines conditions sur k, I'estimateur de Dekkers-Einmahl-De Haan

converge asymptotiquement vers la loi normale.

5 GPD dans le cas des séries non stationnaires

La majorité des chroniques sont marquées par la présence d’un effet sai-
sonnier ou d’une corrélation temporelle. Pour ce type de séries, I'utilisation
d’une GPD classique n’est pas valable, vu que les hypothéses d’indépendance
et d’homogénéité ne sont pas respectées.

Deux approches sont fréquemment utilisées pour prendre en compte la non
stationnarité ou la saisonnalité dans une GPD (Bernard-Michel et al. (2008,

[8])). La premiére consiste a exprimer les paramétres de forme et d’échelle
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d’une GPD sous forme d’une fonction de temps (linéaire ou polynomiale pour
exprimer une tendance, et sinusoidale pour illustrer un cycle). La deuxiéme
approche quant a elle, consiste a découper la période d’observation en sous
périodes homogénes et ajuster par la suite sur chacune d’elle, une GPD appro-

priée.

5.1 GPD non stationnaire : paramétrisation de la non

stationnarité

La paramétrisation de la non staionnarité signifie que les excés Y; issus
d’une série X, suivent une GPD(o(t),£(t)) dont le paramétre d’échelle o et
de forme & dépendent du temps. Dans ce cas, u est noté u(t) pour désigner le
seuil a 'instant ¢.

La principale difficulté de cette approche est liée au choix des fonctions o ()

et £(t). La forme linéaire reste la plus simple a utiliser :

{ o(t) = exp(ag + ait) (5.28)

£(t) = Bo + bit

Par ailleurs, la présence d'un cycle correspondant a une période T, peut étre

prise en considération en ajustant des fonctions de type :

{ a(t) = exp(ao + it + as(1 — COS(%))) (5_29)

&(t) = Po+ Prt + B2(1 — COS(%))

Une fois o(t) et £(t) sont identifiées, les paramétres de forme et d’échelle d’une
GPD non stationnaire sont estimés. Cependant, le nombre de paramétres a
estimer croit avec la complexité des fonctions choisies. En outre, en augmentant
le nombre de paramétres a estimer, nous risquons d’augmenter fortement les
incertitudes. Ainsi, le choix des formes de dépendance et d’un seuil en fonction
du temps n’est pas une tache aisée (Coles, (2001, [23|), Khaliq et al. (2006,
[77]), Parisi et al. (2000, [104])).

5.2 GPD non stationnaire : définition d’un modele de
mélange

Une deuxiéme approche pour traiter les séries non stationnaires, consiste

a découper la série en blocs sur lesquels 'hypothése de stationnarité est ac-

ceptable (Smith, (1989, [130]), Morton et al. (1997, [100])). Plus concréte-

ment, I'idée consiste a découper 'année en S saisons jugées homogénes. Pour
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chaque saison S; € §, nous définissons un seuil ug, au dessus duquel, les excés

Yj = (XJ - usi)]'XjEShXj>USi GPD(OUSﬂgUSi)
S;=Sg
h(z)= > P(X =2|S) xP(X € ) (5.30)
Si=51
p(X = z|S;) X
Si
X
S;=Sg
P(X>z)= ) P(X>z[X€eS8)xPXeS) (5.31)
Si=S51
Si=Ss
P(X >z)= Y PX>z[X >u,X; € 8) xP(X >ulX € 5)xP(X €8))
S;=S1
(5.32)
o~ S’L:SS xT — U; =1 n; N
IP’(X>$):SZS(1+§¢ > )Oixﬁix? (5.33)
=01
~ 5i=8s €r— U; =1L n;
P = oo x — .
(X>x)= ) 1+ l )7 X (5.34)
S;=S1
n; N;
S
S = )2
— Ni(Ti —
K=(N-1) ZS’:l N.(T T)_ (5.35)
>t Zj:ﬁ(%‘ )
12 <
K=(N-1)—"—=> N —7) (5.36)
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Ou :

"= TN (5.37)
et :

N; désigne le nombre d’observations de la saison S;, n représente le nombre
total d’observation sur I'année et r;; désigne le rang de I'observation j de la
saison 1.

La statistique de Kruskal-Wallis compare le rang moyen des observations de
chaque saison au rang moyen sur l’ensemble de la période étudiée (Bernard-
Michel et al. (2008, [8])). La valeur de la statistique est plus grande lorsque
les saisons sont bien démarquées. Dans le cas contraire, c’est-a-dire quand les
saisons se ressemblent, la valeur sera faible. L’idée est donc de maximiser la
statistique de Kruskall-Wallis afin de retenir le découpage qui sépare au mieux
les saisons.

Aprés avoir découpé 'année en S saisons, le test de Kruskal-Wallis est effectué
pour déterminer si les observations d’une méme saison sont i.7.d. Si le test
sur une saison S; conduit a une p—value faible, nous pouvons confirmer que
les observations de la saison S; ne sont pas homogénes et par conséquent, le

découpage effectué est a rejeter.
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Chapitre 3

Adéquation des modeles des

valeurs extrémes

1 Introduction

Quelque soit I'approche adoptée pour la modélisation des valeurs extrémes,
I’analyse de la validité du modéle retenu est jugé nécessaire. 11 s’agit de s’assurer
que les modeéles sélectionnés décrivent bien les données traitées et produisent
des bonnes estimations, afin de les employer par la suite dans un processus de
décision, notamment pour produire des prévisions et calculer les périodes et les
niveaux de retour. Ainsi, des outils de diagnostic et des tests usuels peuvent
étre utilisés pour juger la pertinence des modéles. Certains outils sont plus
spécifiques aux modeéles des valeurs extrémes, d’autres sont communs pour un

éventail plus général de modéles.

2 Probabilité et Quantile Plot

Les graphiques Probabilité-Probabilité (P-P plot) ou Quantile-Quantile (Q-
Q plot), peuvent étre utilisés pour tester 'adéquation des modéles des valeurs
extrémes. Ces outils graphiques simples permettent de comparer la fonction de
répartition empirique (pour un P-P plot) ou les quantils (pour un Q-Q plot)
d’un échantillon de données a ceux d’un échantillon issu d’une loi théorique
(GPD ou GEV par exemple). Si la loi observée est la méme que la loi théorique,
les points sur ces graphiques doivent étre confondus avec la premiére bissectrice

du plan.

49



50 Chap. III. Adéquation des modeéles des valeurs extrémes

3 Tests usuels d’adéquation

Les tests d’adéquation consistent a évaluer les deux hypothéses suivantes :
“Hy: F= Fy’ Versus “Hy : F # Fy’

On F est la fonction de répartition de I’échantillon (inconnue), et Fj est une
fonction de répartition quelconque (de référence). Il s’agit par la suite, d’iden-
tifier une statistique qui soit une mesure raisonnable de I'écart entre F' et
Fo, puis de calculer sa loi sous Hy. e tableau suivant présente quelques tests

d’adéquation, leurs statistiques et formules de calcul.

= Bagh =12 n

KS KS = Jusup|F,(z) - F(z)|

KS§= /imax {:‘1}}1{& - :J}. :-'1Jl|) {:J - %}}

v V= /n(sup {F,(z) - F(z)} +sup {F(z) - F,(z}}
V=yn|supid—zi+supiz -'Tl
el )
AD AD:= [ala)oEl)
b "“:p VR (1-F(2)
1 3 J_|
AD = \/nmax { sup = sup
{, {\ 5(! =}} ; {\ 5{! J}}
AD,, ‘»UJ,,J, = -.n]a LE'-'L-M,
i f=1
U)u,._‘n|1m'({~.1|]1{-r—:} ‘.up{—[—f}]
4 {." (£}-F(z) } ¥
AL " f., Flei{1-F(2) aF(z)
AD? = u+,‘S}' 1 (1-2j)log2; - £ 27y (14 2(n - j)) log(1 - 35)
W Wei=pn i “uiJ‘] “J’]] rl'.‘ (x)

Wi=g+1 Z;.-.l {1-2)2 + Ty 3

A Dﬁ;. .-UJE,, =n [ (F(e) -FI:_J] dF(z)

x 1 .r-'|:|}

AD';‘,= (14 2(n - ;}——‘E y log(1 -

FIGURE 3.1 — Quelques tests d’adéquation.

4 Test de rapport de vraisemblance

La vraisemblance (notée dans ce qui suit par £) est fréquemment utilisée

dans le but de quantifier ’adéquation d’une loi de probabilité & un échantillon :
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plus grande est la vraisemblance, meilleure est 'adéquation. La particularité
des tests de rapport de vraisemblance réside dans le fait que les lois testées
doivent appartenir & la méme famille. Elles ne différent que par la valeur d’'un
parameétre 0 (vectoriel ou scalaire). H, désigne 'ensemble des lois défini par
les valeurs du paramétre 6, jugées adéquates a I’échantillon étudié.

Dans le cas ou Hj est vraie, le rapport :
A=max L(x;0)/ max L(x;0 4.1
Ho (@ )/HO H), (w:6) (4.1)

est proche de 1, ot maxp, L(x;0) et maxy,|u, L(r;0) désignent les plus
grandes valeurs de la vraisemblance donnée par Hy et Hy| | H; respective-
ment. Dans le cas o Hy n’est pas vraie, le rapport A a une valeur proche de
0.

Le test de rapport de vraisemblance est un test statistique utilisé pour compa-
rer la qualité d’ajustement de deux modéles concurrents, dont I'un est un cas
particulier de I'autre. Ce test est basé sur un ratio de probabilité utilisé pour
calculer une valeur p, afin de pouvoir la comparer avec une valeur critique et
décider de rejeter ou non, le modéle sous ’hypothése nulle en faveur du modéle
alternatif. La loi de la statistique du test sous I’hypothése nulle, peut étre ap-
prochée en utilisant le théoréme de Wilks (Wilks S.S. (1938, [150]) et Chernoff
(1954, [20])).

Théoréme 4.1 Si Oy € O, dim© =k et dim©y =1, et

L(0
LRy = M (4.2)
suPgee L£(0)
alors, sous Hy : “0 € ©y”, quand n — oo :
—2log LRy —* x*(k — 1) (4.3)
La région critique du niveau asymptotique o est donnée par :
{—2log LRy > r} (4.4)

OuPpk—I)>r=a

En d’autres termes, le théoréme affirme que la statistique du test de rapport
de vraisemblance suit une loi de chi carré, avec degré de liberté égal au nombre

de paramétres supplémentaires dans le modéle.
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5 Exponential Tail “ET” test

Les tests d’adéquation classiques sont influencés par les valeurs les plus
probables de la variable traitée. Ils sont con¢us pour mesurer 'adéquation aux
donneés de la partie centrale d’une loi, par conséquent, ils ont le défaut de ne
pas permettre de juger la qualité de I'extrapolation en queue de la loi étudiée
(Garrido, (2002, [53])). Or, cet aspect est le plus important dans le traitement
des événements extrémes. Pour cette raison, de nouveaux tests ont été intro-
duits. Ils sont basés sur la minimisation de ’erreur d’estimation des quantiles
extrémes. L'un de ces tests est ""Exponential Tail" test, noté “ET” (Garrido,
(2002, 53])). Ce test se limite malheureusement aux lois du domaine d’attrac-
tion de Gumbel. Pour un quantile extréme fixé d’avance, le “ET” test compare
I’estimation donnée par un modéle paramétrique classique et celle induite par
I’approche POT. 1l faut bien signaler que ce test juge la pertinence du modéle,
exclusivement en queue de loi. Dans le cas ou le modéle recherché doit s’adap-

ter & 'ensemble des quantiles, un test classique peut suffire.

Soit (Xi,...,X,) un échantillon de taille n, issu de variables aléatoires
(i.1.d) de fonction de répartition F' inconnue.
Soit p, un nombre positif inférieur & 1/n. Les quantiles d’ordre 1 — p,, issus
de F' peuvent étre estimés d’une facon paramétrique, en utilisant le modéle a

tester. Ainsi :
(/]\pm“am,n = Fé\_nl(l - pn) (55)

Ou (9\” est un estimateur des parameétres relatifs a la fonction de répartition Fjy
du modele a tester.

D’une autre maniére, les quantiles d’ordre 1 — p,, peuvent étre estimés d’une
fagon non paramétrique, en utilisant I'estimateur “ET” (Breiman et al. (1979,
[14])), défini par :

My,
4dETn = Un + U(“n) ln(@) (56)

Ou o(u,) est une fonction positive et m,, est le nombre d’excés définis
au-dessus du seuil u,. L'idée du “ET” test est de construire un intervalle de
confiance basé sur ggr,,. puis de vérifier si Gporam,n appartient a Iintervalle
construit.

Pour un niveau de signification «, l'intervalle théorique asymptotique pour

qEr.n se définit par :

In(m, /npn)

i Z1—a)2) (5.7)

[ET,n = [(/]\ET,n + On
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L’intervalle de confiance pour le quantile ¢;_,, s’écrit :

In(m,,/np,)

N

Ot z1_q /2 est le quantile d’ordre 1 — a/2 de la loi normale centrée et réduite.

]Cre,n = [Z]\ET,n + dn + a—\n Zl—a/2] (58)
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Chapitre 4
Copules extrémes

Les relations de dépendance jouent un roéle trés important dans de nom-
breux domaines des mathématiques. Elles constituent I'un des sujets largement
étudiés en probabilité et en statistique.

Par ailleurs, pour mesurer la dépendance on a souvent tendance a utiliser le
coefficient de corrélation linéaire de Pearson, valable lorsque la relation de
dépendance est linéaire et si 'univers considéré est gaussien. De part cette res-
triction, d’autres limites se posent quant & l'utilisation du coefficient linéaire
de Pearson. Nous notons particuliérement qu’il n’est pas approprié pour les
lois a queues lourdes, ou les variances peuvent étre infinies. En plus, il n’est
pas invariant par transformation strictement croissante; la corrélation entre
X et Y n’est pas la méme par exemple entre log(X) et log(Y'). Par ailleurs,
le concept méme de la corrélation ne traduit tout simplement qu’une mesure
scalaire de la dépendance. Par conséquent, le coefficient ne peut pas renseigner
sur la structure de cette dépendance.

En finance comme dans plusieurs domaines, le cas gaussien est rarement véri-
fié. Pour y remédier, les utilisateurs ont souvent recours a d’autres indicateurs
de dépendance, qui se basent sur les discordances et les concordances obser-
vées sur un échantillon donné. Nous notons a titre d’exemple, les coefficients
de corrélation non linéaires et non paramétriques, comme le tau de Kendall ou
le tho de Spearman. Ce sont des bons indicateurs globaux de la dépendance
entre variables aléatoires. En outre, ils sont compris entre —1 et +1 comme le
coefficient de corrélation linéaire, dont la valeur de +1 par exemple, traduit
une concordance parfaite entre les variables étudiées.

Cependant, mesurer la dépendance a ’aide de quelques indicateurs statistiques
est une chose, la modéliser par une fonction de dépendance est une autre.

Spécifiquement, dans le contexte des valeurs extrémes, la modélisation de la

95



56 Chap. IV. Copules extrémes

structure de dépendance est préconisée, nous ne pouvons pas nous en passer,
par exemple pour traiter le cas multivarié, souvent plus délicat.

C’est ainsi qu'une nouvelle théorie a été introduite. Cette théorie appelée théo-
rie des copules, se présente comme un outil innovant et essentiel & I’appréhen-
sion de nombreux domaines d’application, surtout en finance quantitative, telle
que la mesure du risque multiple de crédit, I’évaluation des produits de crédits
structurés, la réplication de la performance des hedge funds (fonds de couver-
ture), la mesure du risque multiple de marché et la gestion des portefeuilles a
I’aide des simulations Monte Carlo.

La majorité des propriétés basiques des copules peut étre attribuée aux travaux
d’Hoeffding (1940-1941) qui étudia dans le temps les propriétés d’invariance des
mesures de dépendance. D’autres propriétés ont été redécouvertes plus tard,
plus précisemment vers le milieu des années (1970) par Kimeldorf-Sampson
(1975), Galambos (1978) et Deheuvels (1978) qui donnérent aux copules le
nom de fonction de dépendance.

Dans la pratique, les champs d’utilisation des copules peuvent étre regroupés
en deux grandes parties. Tout d’abord, Sklar et Schweizer (1959) se sont inté-
ressé a la théorie probabiliste des espaces métriques. D’ailleurs de 1958 a 1976,
la plupart des résultats fondamentaux sur les copules ont été obtenus dans
le cadre de 1’étude des espaces métriques. Un deuxiéme champ d’utilisation
pourrait porter le nom de mesure de dépendance. Dans ce contexte, Schweizer
et Wolf (1981) ont pour la premiére fois présenté les correspondances entre
copule et mesure de dépendance.

Dans la littérature, plusieurs familles de copules ont été proposées, notamment
les copules extrémes qui feront I'objet de ce chapitre. L’intérét pour ce type
particulier de copules se justifie par leur liaison étroite avec la théorie des va-
leurs extrémes.

Quant aux applications des copules, nous notons une diversification particu-
liére en finance. Cependant, la théorie qui a été introduite en 1959, n’a pas été
appliquée en finance que depuis 1999. Son introduction peut étre attribuée a
Embrecht, McNeil et Strauman dont les travaux clarifient les concepts essen-
tiels de corrélations au sens large et au sens strict. L’utilisation des copules
en finance est préconisée soit pour mesurer la dépendance entre les actifs, soit
comme outil de simulations pour évaluer les prix de montages financiers, et
dont les valeurs intrinséques reposent sur les comportements conjoints de plu-
sieurs actifs. Les copules sont utilisées aussi pour comprendre les relations entre

les lois conjointes des actifs qui composent un portefeuille ou une politique de
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placement.

Les applications en finance peuvent étre regroupées en quatre catégories : la
gestion des risques (Value-at-risque, risque de défaut, risque de crédit et risque
opérationnel), I’évaluation des options, la gestion des portefeuilles et I’étude
de I’évolution des co-mouvements des marchés. Nous notons a titre d’exemple
les travaux de Cherbuni et Luciano (2000,[19]) qui appliquaient les copules
archimédiennes, dans le but d’évaluer les queues de probabilités et la VaR, les
recherches de Rosemberg et Schuermann (2006, [125]) qui utilisaient la mo-
délisation par copule pour la prise en compte simultanée des trois types de
risques définis par Bale 11, a savoir les risques de marché, de crédit et le risque
opérationnel, et enfin, I'article de Li (2000,[86]) qui a étudié le probléme de la
corrélation du défaut, ou il a introduit une variable aléatoire appelée temps
avant défaut pour noter le temps de survie de chaque instrument financier.

Il faut bien signaler que I'utilisation des copules n’est pas restrictive a la fi-
nance. En science de gestion, la premiére discipline & avoir adopté les copules
était la théorie de I'assurance. L'étude de Tibiletti (2006, [140]) évoque 'utili-
sation des copules pour modéliser la variation de la demande d’assurance. Yi
et Bier (1998, [151]) appliquaient les copules dans le cadre de I'analyse des pré-
cureseurs d’accidents. Ils exploraient I'utilisation des copules pour construire
les lois de probabilité de faillite sous différents régimes.

En océano-météorologie, I'occurence simultanée des événements extrémes peut

raison, il est important de disposer des outils pour construire des modéles
qui prennent en compte cette dépendance extréme. Dans ce sens, les copules
peuvent bien contribuer & modéliser la dépendance entre les différents para-
métres utilisés (hauteur significative et période, houle, vitesse moyenne du vent,
etc.). Les copules, dans ce contexte particulier, ont avantage de produire une
dépendance asymétrique et éventuellement extréme (Marshall et Olkin (1988,
[96]), Tawn (1988,1990,[134] et [135]), Joe (1997,[73]), Khoudraji (1998,[78])).
Plus récemment, des chercheurs (Pereira et al. (2012,]105])) ont étudié 'apport
des copules pour la navigation GPS en présence de multitrajets et en prenant

en compte les dépendances spatiales.
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1 Présentation mathématique des copules

1.1 Théoreme de Sklar et propriétés des copules

Le théoreme de Sklar (voir preuve dans Sklar (1959, [129])) est le théoréme
fondamental dans la théorie des copules. Il permet la liaison entre la densité

jointe d’un vecteur aléatoire et ses densités marginales :

Théoréme 1.1 (Théoréme de Sklar) ([129])
Soit H une loi de probabilité avec des marginales Fy, ..., F,. Il existe une

copule C tel que pour tout x = (x1,...,x,) € R"
H(xy,...,z,) = C(Fi(z1),..., F,(z,)) (1.1)
Siles Fy, ..., F, sont toutes continues, alors C' est unique.

Par le théoréme de Sklar, nous pouvons séparer, pour des lois continues, la
structure de dépendance de la densité jointe et des densités marginales. Cette
structure de dépendance est représentée par la copule.

Un corollaire directe du théoréme de Sklar s’énonce comme suit :

Théoréme 1.2 ([129]) Soit H,C,F,, ..., F, les fonctions définies dans le théo-
réeme précédent et soient Ffl), . ,Fy(fl) les inverses généralisées de Fy, ..., F,

respectivement. Alors pour tout u € I (intervalle de R™)

Cluy, ..., up) = HF ™ (u),..., Fs-Y(u,)) (1.2)

n

La dérivabilité des copules est justifiée par le théoréme suivant :

Théoréme 1.3 ([129]) Soit C' une copule. Pour v € I, la dérivée partielle 2€

existe pour presque tout u, et quand cette dérivée existe, on a

oc
< — < .
O_au(u,v)_l (1.3)

De méme, pour tout u € I, la dérivée partielle %—5 existe pour presque tout v,

et quand cette dérivée existe, on a

0 C(u, v) <1 (1.4)

S -
v
De plus, les fonctions u — %—f(u, v) et v %—S(u, v) sont définies et croissantes

presque partout sur I.

Pour la démonstration des théorémes et du corollaire, voir Sklar (1959,
[129]).
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1.2 Exemples de copules

1.2.1 La loi bivariée de Gumbel

Soit H@
1—el®) —elv) 4 e=(atytboy) >0 4y >0
Hy(z,y) = { = (L5)
0, sinon
0 0, 1]
FY(u) = —In(1 — u), GEV () = —In(1 —v) (1.6)
uvel
Co(u,v) =u+v—1+ (1 —u)(l —v)e ?M-whl=v) (1.7)
1.2.2 La loi bivariée gaussienne
P
Cylu,0) = Ny(@ (1), &7 (1) (1.8)
o) pot(v) 1 1 ) )
Cp(u, ’U) = /OO /OO Wexp(—m(s — 2p8t —|—t ))det
(1.9)
C,
1.2.3 La famille de Gumbel
®(z) = exp[—2"™ (1.10)
P (2) = (=In2)" (1.11)

[—InH(zy, 25)]™ = [~ InH;(21)]™ + [~ InHy(22)]™ (1.12)
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Soit encore :
H(zy,20)] = exp{—([— InH;(x,)]™ + [ In Hy(z5)]™)"/™} (1.13)
Ou H est la fonction de survie. Ainsi, la copule associée a cette loi est :

C(u,v) = exp{—[(—Inu)™ 4 (= Inv)™]/™} (1.14)

25 -

FIGURE 4.1 — Densité de la copule de Gumbel 6§ = 1.5

1.2.4 La famille de Clayton, Cook et Johnson. G

Cette famille a pour marginales les lois Gamma dont la transformée de

Laplace est donnée par :

P.(2) =142 V a>0 (1.15)
D’ou :
O (2) =2V 1 (1.16)
Alinsi :
(@) _ e /e —a
H " (z1,20) ={H, " (1) +H, " (25) — 1} (1.17)
—(a H,(z)H
H (21,22) = _1}£$1) 2(1:2)_1/& (1.18)
{1 -1 —H, (z1)][1 = Hy (o)}
La copule qui correspond & cette loi est donnée par :
C(u,v) = e (1.19)

1= (1= /)=o)
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40

FIGURE 4.2 — Densité de la copule de Clayton 6 = 2.582

1.2.5 La famille de Frank

Si on choisit :

~ In(1 —@e™)

O(z) = o O<a<la=1-a (1.20)
On a alors : In(1 ;
p-1(z) = =) (1.21)
a
Dans ce cas :
1 1 Hl(:tl)fl H2($2)71
H(21,20) — BLE(@ (o Jocac<t (1.22)

In o

On en déduit la copule de Frank :

C(u,v) = il + (" ~ {a” = 1)

(1.23)

Inao

1.2.6 Les copules archimédiennes
Le théoréme suivant permet de définir les copules archimédiennes :

Théoréme 1.4 ([45]). Soit ® une fonction continue, strictement décroissante
de [0,1] dans [0,00] et tel que ®(1) = 0 et soit ®7Y le pseudo-inverse de ®.
La fonction C:[0,1] x [0,1] — [0, 1] définie par :

C(u,v) = (D (u) + d(v)) (1.24)
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FIGURE 4.3 — Densité de la copule de Frank 6 = 7.901

est une copule si et seulement si ® est convexe. La fonction ® est le générateur

de la copule.

Pour la démonstration, voir Embrechts et al. (1999, [45]).

Si on prend par exemple ®(t) = (—1Int)? avec § > 1, on obtient la famille
de Gumbel :

Colu,v) = (6 (u) + 6(v)) = exp{~[(~Inw)’ + (~no)’]/}  (1.25)

1.3 Formes de dépendance

Les copules ont ’avantage de décrire plusieurs formes de dépendance. Nous

définissons dans ce qui suit quelques unes :

1.3.1 La dépendance positive (PQD)

Soit (X1, X3) un vecteur aléatoire de loi F et de marginales F; et Fy. On
dit que F est PQD si :

PT‘(Xl S al,Xg S CLQ) Z PT(Xl S al)Pr(Xg S CLQ) Val,ag < R (126)
Ou encore :

C(F.(a1), Faas)) > Fi(a1)Falas) Vai,as € R (1.27)



1. PRESENTATION MATHEMATIQUE DES COPULES 63

1.3.2 La dépendance positive stochastique croissante (DPSC)

Soit (X1, X3) un vecteur aléatoire de loi F et de marginales F; et Fy. On

dit que X5 est stochastiquement croissante en X si :
PT’(XQ > IQ’Xl = ZL’l) =1- F2|1(LE2|I1> (128)

est croissante en x1 pour tout x5. De méme, en inversant le role des variables on
peut définir la croissance stochastique de X; en X,. La croissance stochastique
signifie que la valeur de I'une des variables a plus de chance de croitre lorsque

l'autre croit.

1.3.3 La dépendance de queue

Le concept de dépendance de queue renseigne sur “I'intensité” de dépen-
dance au niveau des queues de la loi étudiée. C’est un outil trés pertinent pour
I’étude de la dépendance des valeurs extrémes.

Soient X et Y deux variables aléatoires continues de lois F; et Fy respective-
ment.
Le coefficient de dépendence de queue supérieure de X et Y est défini par
(pourvu que la limite Ay € [0, 1] existe) :

Av = lim Pr[Y > Fy ' (w)| X > Fy ' (u)] (1.29)

1

Si Ay € (0,1], X et Y sont dites asymptotiquement dépendantes au niveau de
la queue supérieure de la loi étudiée. Si Ay = 0, X et Y sont dites asymptoti-
quement indépendantes au niveau de la queue supérieure de la loi étudiée.

[’indice de queue inférieure est défini par :

A\ = lim St

u—0t u

(1.30)

Si Ay > 0, cela signifie qu’il y a une probabilité non nulle que 1'une des

variables dépasse u sachant que 'autre est déja supérieure a wu.

Généralement, nous n’appliquons pas directement cette formule de queue.
Nous utilisons le fait que pour une paire de variables aléatoires (U, V') dont

chaque composante suit une loi uniforme [0, 1], on a :

{ PriV < o|U = u] = 2C(u,v) (1.31)

PrlV >olU =u]=1-£ZC(u,v)
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Ainsi :

Av = lm (Pr[V >u|lU = u]l+ PriU > u|V = u) (1.32)

u—1-1

De plus, si la copule est symétrique, c¢’est a dire si C(u,v) = C(v,u), on
obtient :
Av =2 lim Pr[V > ulU = u (1.33)

u—1-

Pour le cas gaussien par exemple, on a :

lim Pr[V > u|U = u] = lim Pr[®@ Y(V) > z|¢p " (U) = z] = Pr[X > 2|V = 7]
u—1- T—00

(1.34)
Or la loi de Y|X = z est une normale N(pz,1 — p?). On en déduit que :

Ay =2 lim ®((z — px)y/1 —p?) = 21,11_1)206(%/1 —p/\/1+p) (1.35)

T—500

Donc pour p < 1, la copule gaussienne n’indique pas qu’il y a une dé-
pendance au niveau de la queue supérieure puisque Ay = 0. On obtient un
résultat analogue dans le cas d’une copule de Student (Embrechts, McNeil et
Straumann (1999,[45]) :

FI1GURE 4.4 — Densité de la copule gaussienne avec p = 0, 5.

)\U:2ﬂ,+1(\/u+11—p/\/1+,0) (136)

Dans ce cas, Ay est égal a 0 uniquement si p = —1. On remarque aussi que

cette dépendance décroit avec le degré de liberté v de la copule. Pour p < 1, on
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FIGURE 4.5 — Densité de la copule de Student avec p = 0.5 et v = 1.

remarque que les extrémes ne sont pas corrélés lorsque la structure de dépen-
dance est gaussienne, alors qu’ils le sont lorsque la dépendance est une copule
de Student. Ce résultat est trés important pour la modélisation financiére, il
met en exergue le fait que si la normalité est considérée comme une hypothése

valable, un probléme se pose donc lors de I'agrégation des mesures de risques.

2 Les copules extrémes

Considérons un vecteur aléatoire (X,Y") de loi H et de marginales continues

H, et Hy. D’apres le théoréme de Sklar, il existe une unique fonction copule
tel que :

H(z,y) = C(Hi(x), Ha(y)) (2.37)

Considérons une suite de vecteurs aléatoires (Xy,Y7),...,(X,,Y,) indépen-
dants et de lois H(z,y). Soit

(X2, V") = (max(Xy,..., X,),max(Y1,...,Y,)) (2.38)

On dit que H appartient au domaine d’attraction d’une loi des valeurs
extrémes H* avec des lois marginales non dégénérées, s’il existe des suites
a1, > 0, ag, > 0, by, et by, tel que :

X5 — b, Y — bap

lim Pr[—" <z, <yl = lim H"(a1,x+b1p, a2,y+boy,) = H*(x,y)
n—oo aln CLQn n—oo
(2.39)
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Soit C* la copule correspondante & H* et soient H; et Hj les marginales
de H*. H appartient au domaine d’attraction de H™* si et seulement si H; et
H, appartient aux domaines d’attraction de H; et HJ respectivement et si C'

satisfait :

C*(z,y) = lim C(z"™ y"/™)" V0 <2,y <1 (2.40)

n—oo

3 Les copules archimax

Cette nouvelle famille de copules a été introduite par Capéraa, Fougéres
et Genest (2000,[17]). Elle englobe la plupart des familles de copules connues,
notamment les copules archimédiennes et les copules extrémes. Cette nouvelle
famille offre plus de flexibilité pour la modélisation.

Nous signalons qu’une fonction bivariée est une copule archimax si et seulement
si elle est de la forme :

Coa(z,y) = 27[(D(x) + 2(y))A( )] (3.41)

pour tout 0 < x,y <1, avec :

1. A:[0,1] — [1/2,1] tel que max(t,1—1t) < A(t) <1 pour tout 0 < ¢ <1;

2. & : (0,1] — [0,00), est une fonction convexe, décroissante qui vérifie
#(1) = 0. On adoptera la convention ¢(0) = lim,_o+(t) et ¢~ (s) = 0
pour s > ¢(0).

Ainsi, si on remplace x et y par des lois univariées F' et (G, on obtient une
loi bivariée de marginales F' et G. Cette nouvelle famille de copules contient
toutes les copules archimédiennes et toutes les copules extrémes. En effet, en
choisissant ®(t) = In(1/t), on obtient :

Cyal,y) = Cala,y) = explin(ey) A(—l)] (3.42)

pour tout 0 < x,y < 1.
Plus particuliérement, si A(t) = 1, on retrouve la forme générale des copules

archimédiennes :

Coa(z,y) = Co(z,y) = ¢~ (6(2) + 6(y)) (3.43)
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4 Méthodes d’estimation

4.1 Les copules empiriques

Les copules empiriques ont été introduites par Deheuvels (1979,[37|).

Soit x = (2%,... ,x’j\,); un échantillon. La copule empirique est donnée par :
T
~ 11 tn 1
Ol A i 00
Ou ng) représente la statistique d’ordre et 1 < ty,...,ty < T. La fréquence de

la copule empirique est :

1 tn 1
— ) = = 4.4

si (24, 21y e x.

La relation entre la copule empirique et sa fréquence est donnée par :

6(751 Z Z (4.46)

i1=1 in=1

Les copules empiriques peuvent étre utilisées pour estimer les mesures de dé-
pendance. Par exemple, une estimation du rho de Speraman dans le cas bivarié

est donnée par :

G t1 tg tito
— Z Z )= ) (4.47)

t1=1ta=1

4.2 Estimation par la méthode du maximum de vrai-
semblance

Soit € un vecteur de paramétres, de dimension K x 1 et © I'espace dans

lequel 6 prend ses valeurs. La vraisemblance pour l'observation ¢ est notée

L.(6). Désignons par [;(#) la log-vraisemblance. Pour 7" observations, Oy, est

l'estimateur du maximum de vraisemblance si :
[(0y) > 1(0) VOe€O (4.48)

Avec 1(0) = Y27 1,(8) est la log-vraisemblance correspondante a T observa-
tions.

Oy, est asymptotiquement normal et on a :

VT (Onr1, — 00) — N(0,37(6y)) (4.49)
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avec J71(0p) la matrice d’information de Fischer.

Puisque la densité de F(z1,...,2x) = C(Fi(z1),..., Fn(xy)) est

N
flay,. . an) = c(Fi(ar), ..., Fy(an) [] folen) (4.50)
n=1
ou fn et c(uy,...,u,) = 8u1??8% sont les densités respectives de F,, et de la

copule, alors on a :

10) = Ine(Fy(ah),...,Fy(zh) + > > Infulal) (4.51)

t=1 n=1



Chapitre 5

Modélisation des extrémes pour
la gestion des risques

hydro-météorologiques

1 Gestion des risques hydro-météorologiques

Le changement climatique est la principale menace environnementale ac-
tuelle. Si la température du globe continu a croitre, les événements exception-
nels telles que les inondations, les tempétes, les vagues de chaleur, les coulées
de boue ou les sécheresses, vont nécessairement se multiplier. Par conséquent,
les phénoménes extrémes de nature dévastateurs, auront un impact négatif
sur plusieurs domaines. L’augmentation de la température provoquera une
plus grande évaporation qui va faire augmenter la quantité des précipitations.
[’approvisionnement alimentaire sera perturbé et donc, de vastes régions vont
devenir inaptes a produire la nourriture. I.’eau constituera un bien rare qui va
générer des conflits et ces faits ne seront pas sans conséquences sur la stabilité
des systémes politiques des régions.

Pour suivre ces évolutions, les cercles académiques s’intéressent a concocter
des modeles capables de prévoir de la maniére la plus fiable, les potentielles
occurrences des événements extrémes dans les années a venir. A partir des
données disponibles, ces modéles offrent la possibilité de décrire et d’effectuer
une analyse des phénoménes inhabituels. I’analyse de ces phénoménes permet
de déterminer la probabilité des événements plus extrémes que ceux d’ores et
déja observés, et d’estimer leurs niveaux qui seraient susceptibles d’étre at-
teints dans une période 5, 10, ou méme 100 fois plus grande que la période

d’observation. Les résultats de cette analyse conditionnent la prise de décision.

69



70 Chap. V. Modélisation des mouvements extrémes

Sur un site maritime par exemple, prévoir les hauteurs des vagues extrémes
sur de longues périodes est primordial pour le dimensionnement des ouvrages
portuaires. Dans le cas de la construction d’un barrage hydro-électrique qui
occasionne des frais gigantesques, la prise en considération du niveau maximal
qui sera probablement atteint, est extrémement importante. Elle permet d’une
part d’optimiser les cotits de construction, et d’autre part de prémunir les po-
pulations environnantes contre les dommages et les risques. En outre, le calcul
des crues extrémes est nécessaire pour la protection des zones industrielles, les
populations et leurs habitations. Il permet la définition de I’échelle d’intensité
des événements extrémes, la sécurité des ouvrages hydrauliques et la validité
des plans de prévention des risques.

En fait, la conception des ouvrages hydrauliques et la gestion des ressources hy-
driques est essentiellement conditionnée par I'estimation des débits des crues.
Ainsi, 'hydrologue est toujours amené & modéliser le processus de crue, phé-
noméne complexe et variable dans le temps et dans l'espace. Pour ce faire,
les hydrologues font appel a des modéles qui s’inscrivent dans le cadre de
I’analyse fréquentielle. Il s’agit de plusieurs approches statistiques de prévision
qui consistent & étudier les événements passés afin d’en définir les probabili-
tés d’apparition future. Nous pouvons citer a titre d’exemple, le modéle de
dépassement appelé modeéle des séries chronologiques de durées partielles. Ce
dernier modéle comporte toutefois une difficulté majeure lors de son applica-
tion ; il s’agit de déterminer préalablement le seuil de troncature, défini comme
le débit minimal des crues.

Dans le méme contexte, nous présentons dans la deuxiéme partie de ce chapitre
un travail qui a été réalisé et publié dans Journal of Hydrologic Engineering
(Managing hydrological risks with extreme modeling : application of peaks
over threshold model to the loukkos basin watershed, 2014).

[’étude examine les outils objectifs permettant I'identification du seuil et par
conséquent, la détermination de la meilleure loi qui ajuste les extrémes des

débits hydrologiques.
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2 Application du POT aux données hydrolo-

giques

2.1 Introduction

L’application de 'approche POT & un échantillon des excés conduit a 'ajus-
tement d’'une GPD. Récemment, plusieurs approches ont été développées pour
estimer les paramétres qui en résultent, notamment le paramétre du seuil p et
de forme &. Nous suggérons dans cette partie une mise en ceuvre des approches
qualifiées de méthodes numériques, et utilisées pour la détection du seuil p
de la GPD. Dans la premiére étape, nous introduisons l'utilisation du test du
rapport de vraisemblance (LRT) pour ajuster la forme de la loi : (£ = 0) ou
(£ #0). Dans la deuxiéme étape, nous comparons trois méthodes de détection
du seuil. Il s’agit du test du rapport de vraisemblance (LRT), la méthode ba-
sée sur la minimisation de 'erreur quadratique (SEM) et la méthode du seuil
multiple (MTM). Les lois qui en résultent seront appliquées pour la gestion
des risques hydrologiques. Le cas traité se rapporte aux débits d’une ressource
hydrique d'une grande importance au Maroc. Il s’agit du bassin du Loukkos

situé dans la région du Nord.

2.2 Données

Le Loukkos constitue un maillon essentiel du Nord-Ouest marocain et de
son développement. C’est une région qui dispose de plusieurs atouts considé-
rables, dues essentiellement a sa position stratégique qui 'entoure de grands
centres de consommation et la place prés de I’Europe, avec 2 ports importants
a Laarache et & Tanger. En outre, le milieu physique de la région présente
un avantage majeur avec des reliefs diversifiés, des précipitations importantes
ainsi qu’une main d’ceuvre jeune et abondante.

La zone du Loukkos se divise en deux bassins; le Loukkos et le Dradére-
Soueire. Le premier

recouvre les bassins hydrologiques qui prennent naissance dans la chaine
rifaine : oueds Loukkos, Ouarour et oued Makhazine. Par ailleurs, la région du
Loukkos bénéficie d’un climat méditerranéen caractérisé par 'alternance de
deux saisons. L’une est humide et fraiche et 'autre, séche et chaude. En outre,
la pluviométrie moyenne annuelle qui s’éléve a 700 mm, est plus concentrée
pour sa quasi-totalité sur la période allant d’octobre & avril. Ces particularités

ont permis un développement du secteur agricole dans la région qui s’est bien
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Rif occidental

Rif central

Fi1GURE 5.1 — Présentation du bassin du Loukkos

accéléré ces derniéres années, notamment avec des productions végétale et ani-
male particuliérement élevées, ainsi que de nombreux investissements directs
étrangers.

Cependant, les valeurs moyennes ne reflétent en rien le caractére aléatoire et
contrasté du climat de la région. Le régime des précipitations se caractérise
par des contrastes & la fois saisonniers et annuels, ce qui conduit & un ré-
gime hydrologique marqué par la violence et la rapidité des averses, les fortes
pentes et 'imperméabilité des terrains ainsi que des inondations de type crues
brutales. Les variations climatiques contribuent pour une grande part a ces ca-
tastrophes, qui pourront étre la conséquence de deux principales composantes.
D’une part, I'implantation de toutes sortes de constructions, d’équipements et
d’activités dans l'espace alluvial, progressivement faconné par le cours d’eau,
aggrave le risque de vulnérabilité et par conséquent, d’inondation. D’autre
part, la présence occasionnelle de I'eau dans ce qu’on appelle en hydrologie,
par opposition au lit mineur ; le lit majeur, modifie les conditions d’écoulement
de I'eau et conduit a de graves catastrophes.

Pour se prémunir contre ces risques, une politique de gestion a été mise en
place. Elle consiste a préparer des plans opérationnels qui s’articulent au tour
de la prévention et 'aménagement. La prévention débute par la compréhen-
sion de I’aléa, son étude et son suivi a 'aide d’un systéme d’information fiable.
Pour ce faire, il est primordial donc de collecter les statistiques nécessaires a
I’appréhension de tels phénoménes extrémes.

Dans le méme ordre d’idées, nous proposons dans cette partie d’étudier les
débits mensuels du Loukkos fournis par la Direction Régionale de 'Hydrologie
et enregistrés, a la station Medouar pendant la période allant de 1969 a 1998.
Des données supplémentaires (de 1999 a 2006) vont étre utilisées pour la cali-

bration du modéle élaboré.
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Afin d’utiliser le théoréme de Balkema-de Haan-Pickands, pour modéliser la
queue de la loi des données hydrologiques, issues du bassin du Loukkos, nous
devrons tester la validité des hypothéses d’application, notamment que les ob-
servations sont i.i.d. Puisque la loi est inconnue, les tests non paramétriques
d’homogénéité et d'indépendance ont été utilisés. Leur application ne confirme
pas la validité de la condition i.i.d. Afin de répondre aux exigences théoriques,
nous considérons la série des maximas trimestriels (116 observations) qui sa-

tisfont bien, selon les mémes tests, ’homogénéité et I'indépendance.
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FIGURE 5.2 — Evolution des débits trimestriels du Loukkos pendant la période

allant du deuxieéme trimestre 1969 au premier trimestre 1998

La figure ci-dessus met en évidence la nature volatile des données hydro-
logiques traitées, justifiant ainsi l'intérét d’étudier et par la suite de prévoir
I'occurence de leurs valeurs extrémes. Par ailleurs, I’histogramme de la série
montre que la loi des données est étalée vers la droite. En outre, le coeffi-
cient d’asymeétrie est de Pordre de 5 et la valeur du coefficient d’aplatissement

indique clairement, que les données suivent une loi leptokurtique.

FI1GURE 5.3 — Histogramme des débits trimestriels du Loukkos
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2.3 Méthodologies

Soit Z1, ..., Z, une suite d’observations i.i.d, issue d’une loi de probabilité

inconnue F. La loi des excés X; = Z; — u au-dessus du seuil u est donnée par :

F(z +u) — F(u)

Fuo)=P{Z —u<z|Z>u}=P{X <z|Z>u}=

(2.1)
La loi des excés peut étre approximée par une GPD(u,0,,£). Ot u est le
seuil, £ est le paramétre de forme et o, le paramétre d’échelle. u est considéré
comme un seuil admissible si la GPD ajuste bien F},. Un seuil admissible «
est dit optimal, si u est le plus petit seuil admissible qui maximise la p-value
d’'un test d’adéquation.
Par ailleurs, les approches qui ont été développées pour identifier le seuil op-
timal, peuvent étre regroupées en deux catégories : la premiére se base sur
des considérations graphiques et présente par conséquent, une grande part de
subjectivité. La seconde quant a elle, utilise des outils analytiques. Nous pré-
sentons dans ce qui suit les principales méthodes que nous avons adoptées pour

traiter les données hydrologiques du Loukkos.

MRL plot et test de rapport de vraisemblance pour &

Afin de pouvoir estimer les paramétres de la GPD, il faut s’assurer de
I’adéquation de cette loi pour ajuster la loi d'un échantillon donné. Ainsi, il
faut d’une part, sélectionner un seuil u au dessus duquel un nombre de données
soit conservé pour produire des estimations précises et d’autre part, il faut
choisir un seuil suffisamment élevé pour que I'approximation par la GPD soit
applicable. Il faut bien rappeler, que si nous choisissons un seuil trop bas, les
estimations seront biaisées, par contre, si le seuil est trop élevé, les estimations
seront imprécises, puisque leurs écarts types seront trés grands.

Pour un choix judicieux du seuil, nous adoptons dans une premiére étape,
une méthode graphique basée sur le "MRL" plot. Ce graphique représente les

points suivants :

{(u, en(u)); Znm <u < Zyn} (2.2)
Ou: Zy., = inf{Z;}, Z,., = sup{Z;} et e,(u) est défini par :

_Z?:1(Zi_u)+_in )t
@l =S Ty N, & 23)

7

Ou (Z; — u)t = sup(Z; — u,0) et e,(u) désigne l'estimateur empirique de
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la moyenne des excés notée e(u) avec :
e(u) =E[Z —ulZ > u] (2.4)

Le "MRL" plot des données issues d’'une GPD, posséde un comportement
linéaire au-dessus d’une certaine valeur de u. Cette constatation est justifiée
par le fait que la moyenne des excés pour une GPD est donnée par :

e(u) = Out8u
1-¢

Rappelons que si la loi des excés au-dessus d'un seuil u; est une GPD(uy, 0y, §),

(2.5)

alors pour tout seuil uy > uq, la GPD reste valable, avec le méme paramétre

de forme £ et un paramétre d’échelle o,, donné par :

Ouy = Oyy — 5(”2 - Ul) (26)

Ainsi, cette relation est vérifiée pour tous les seuils admissibles. Pour un

seuil optimal u* et pour tout u > u* nous avons :

oy Oy —§(u—u¥)
1+¢& 1+¢
Pour une meilleure exploration du "MRL" plot, nous aurons besoin d’esti-

E(X —ulX >u) = (2.7)

mer &. Puisque la loi n’est pas connue d’avance, il s’avére nécessaire d’utiliser
des estimateurs non paramétriques tel que l'estimateur des moments ou de
Hill.

L’estimateur des moments et le "MRL" plot, permettent donc d’avoir une idée
sur la queue de la loi et le signe de £. Ils permettent en plus, la détermina-
tion d’un intervalle de seuils candidats. Ainsi, pour choisir le seuil optimal,
nous aurons besoin d’utiliser, dans une deuxiéme étape, des méthodes analy-
tiques. Nous utilisons, en particulier, un test de rapport de vraisemblance pour

déterminer laquelle des deux hypothéses est juste :
HoZSZOOUHllf%O

Ce qui permettra par la suite d’identifier la loi de probabilité & tester :
1= (1+ €)Y, si € £0;

1 —exp(—x), si € =0.

Une fois la forme de la loi qui ajuste au mieux les données est determi-

Fu(z) = Fu(w,04,§) = { (2.8)

née, nous pouvons passer a l'étape suivante qui consiste a identifier le seuil
optimal u*. Pour ce faire, nous proposons l'utilisation et la comparaison de
plusieurs métodes analytiques, a savoir la méthode SEM, la méthode MTM et
la méthode basée sur LRT.
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Square Error Method (SEM)

Le choix du seuil pourra étre effectué, comme proposé par Beirlant et al.
(1996, |4]), sur la base de la minimisation de I'erreur quadratique moyenne
(EQM), d’un estimateur de I'indice de queue, notamment 'estimateur de Hill.
[erreur quadratique moyenne est utile dans le sens qu’elle permet de comparer
plusieurs estimateurs, en particulier lorsque 'un d’eux est biaisé. Il est donc
tout a fait évident que le seuil optimal a retenir, est celui qui minimise 'EQM
d'un estimateur basé sur les dépassements (Guillou et Willems (2006, [56])).
Quant a l'estimation de 'EQM, Beirlant et al. (1999, [3]) la calculent en uti-
lisant une approximation de la fonction de répartition asymptotique de & ,,.
Danielsson et al. (2001, [28]), Draisma et al. (1999, [32]), Gomes et Oliveira
(2001, |55]) suggérent d’utiliser des méthodes de bootstrap.

Pour le choix du seuil correspondant a nos données, nous adaptons le travail de
Beirlant en estimant d’une facon empirique, 'EQM. Le seuil optimal a retenir
est en fin de compte celui qui minimise 'EQM selon les étapes décrites par

I’algorithme suivant :

Soient uq,...,u, les n seuils équidistants obtenus selon une approche gra-
phique tel que MRL plot. Pour j = 1,...,n, nous notons o,, et §,; les estima-
teurs des parametres d’échelle o, et de forme &, ;, basés sur I’échantillon des

exces au dela du seuil u; :

Etape 1 Déterminer Ueffectif NV, des exceés au dela du seuil u;.

Etape 2 Simuler v échantillons indépendants de taille N,,, issus d'une loi
GPD(Uj,(/)'\uj,guj).

Etape 3 Pour chaque a € A = {0.05,0.1,0.15,...,0.95} et pour chaque i =
1,..., v, calculer les quantiles qéamj) du ¢™° échantillon simulé. Calculer
: sim  __ 1 v )
ensuite q(a,uj) v Zi:l q(a,Uj)‘
Etape 4 Pour chaque j = 1,...,n, calculer 'erreur quadratique moyenne
défini par :
SE,; = Z(qg;%j)/qagfuj))z (2.9)

acA

Ou ¢ | est le quantile observé, analogue au quantile basé sur les échan-
(ovyuy)

tillons simulés ; ¢5™

(avuj) ’

Le seuil optimal u* retenu sur la base de 'application de 'algorithme SEM

est en fin de compte, celui qui correspond a : SE,» = min; SE,,.
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Multiple Threshold Method (MTM)

La MTM a été développée par Deidda (2010, |30]) pour déduire les pa-
rameétres de la GPD, ajustée aux dépassements des relevés pluviométriques
quotidiens dans diverses régions, et qui correspondent par conséquent a diffé-
rents seuils. Le choix de cette méthode est justifié par ses performances lorsqu’il
s’agit de traiter des données sujettes a différentes sources de perturbation, des
relevées irréguliéres ou dont les caractéristiques changent d'un site a 'autre.
Ainsi, la MTM basée sur le concept des paramétres invariants, est beaucoup
plus appropriée aux comparaisons et analyses des extrémes régionaux, ou les
seuils optimaux dépendent fortement des sites observés. Ce concept de seuil
invariant, est obtenu sur la base des équations suivantes :

Supposons que la loi des excés au dela d’un seuil u > 0 est donnée par :

1—(1 —1/6 g 0:
Fulz) = Fu(w,on,€) = | 1~ UL TE0)T0R siEF0; (2.10)
1 — exp(—z), si&=0.
En utilisant I’équation :
Oy = Ouy — E(Uz — uy) (2.11)

reliant les paramétres d’échelle o, et 0,,, correspondant aux seuils admissibles

uy et ug avec ug > uq, nous obtenons :

o9 =0, —Eu (2.12)
et par conséquent :
et :
Yu >0, (= (o[l — Fo(u)] (2.14)
Ainsi :
VUZO,COZ Cu(1+€uo._0)€ :<u<]-_€ua) 5) Sl gu#o, (215)
Cuexp o& = Guexp -, si &, = 0.

Avec (o = P{X > 0|X > 0} et ¢, = P{X > u|X > 0}.

La derniére équation met en exergue la reparamétrisation (g, qui illustre le
concept de seuil invariant (Deidda (2010, [30])).

Les étapes d’application de la MTM sont synthétisées par le biais de 1'al-

gorithme suivant :
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FIGURE 5.4 — Illustration des différentes relations utilisées pour la mise en
application de MTM

Etape 1 (L’estimateur ¢ ) : Identifier n seuils candidats : u; < uy <
... < Up. Lestimateur ¢V correspond a la médiane des estimateurs Eu;

basés sur les échantillons des dépassements au-dela de ;.

Etape 2 (L’estimateur o}’ ) : Afin de neutraliser la variabilité de I'estima-
teur de o due aux fluctuations induites par la variabilité des £ , nous es-
timons dans I'étape 2, le paramétre d’échelle sous condition que & = &M,
Pour chaque échantillon, on le note aﬁj. L’estimateur final du paramétre
d’échelle est obtenu, d’une fagon semblable a celle de I’étape 1, comme la
médiane des estimateurs oy basés sur les échantillons des dépassements

au-dela de u;.

Etape 3 (L’estimateur (') : Identiquement aux étapes 1 et 2, ¢ est estimé
sous conditions que £ = &M et ¢ = o). Pour chaque échantillon, on note
Pestimateur de ¢ par ¢ . L’estimateur est obtenu comme la médiane des
estimateurs (7 basés sur les échantillons des dépassements au-dela de

Uj.

L’estimation finale de ( permet d’identifer le nombre adéquat de dépassements

et par conséquent, le seuil optimal.
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La méthode basée sur LRT pour le choix du seuil optimal

Le test de rapport de vraisemblance peut étre utilisé pour identifier le
seuil optimal. Soient deux seuils admissibles wu; et u; avec u; < uy. Soient X,
(respectivement X, ) le vecteur des dépassements au dela du seuil u; (respec-
tivement uy). Soient Zul et 7,, (respectivement g% et 7,,) les estimateurs de
maximum de vraisemblance des paramétres de forme et d’échelle, basés sur
Xy, (respectivement X, ).

La recherche du seuil optimal consiste a parcourir I'intervalle des seuils admis-

sibles en testant :
(Hp : u; est le seuil optimal) vs (H; : u; n’est pas le seuil optimal)

La statistique du test correspondante est donnée par :

Eo G X
LR(us; us) = —2log L 8w Ouir ) (2.16)

f(guk ’ /0-\Uk ? XUk)

Avec : f est la fonction de vraisemblance.

Le comportement asymptotique de la statistique LR est décrit par Wilks (1938,
[150]) et Chernoff (1954,[20]), qui montrent que sous Hy, LR suit asymptoti-
quement une loi y%.

La mise en ceuvre de la méthode basée sur LRT est effectuée selon 1’algorithme

suivant, :

Etape 1 : Choisir un seuil u; "suffisamment élevé" tel que u,_; soit un seuil
admissible et le nombre des excés soit supérieur & 30. Cette derniére

condition assure les caractéristiques asymptotiques du LRT.

Etape 2 : Calculer la p— value de la statistique LR (uy_1, uy) pour tester (H :
LR(ug_1,uy) suit une x?)

Etape 3 : Si 'hypothése Hj est rejetée avec un risque « fixé d’avance, sub-

stituer k£ par k — 1 et répéter 'étape 2.

Le seuil optimal est en fin de compte, celui qui correspond a la p—value
la plus grande, calculée au niveau de I'étape 2 de I’algorithme ci-dessus. Par
ailleurs, nous pouvons initiliser 'algorithme par un seuil u; qui correspond a la
médiane des seuils admissibles sélectionnés sur la base du MRL plot. En outre,
I'adéquation de la loi x? pourra étre effectué par le bias d’un test d’ajustement

tel que le test d’Anderson-Darling.
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2.4 Résultats

En se basant sur le MRL plot et la représentation de l’estimateur non
paramétrique de Dekkers, en fonction de plusieurs valeurs de K, nous pouvons
constater une stabilité des estimateurs pour I'intervalle [17,40]. Cet intervalle
constitue donc I'ensemble des seuils candidats pour les données du bassin du
Loukkos. En outre, la pente positive du "MRL" plot permet de préjuger que

la loi de Férchet pourra ajuster au mieux les excés des données du Loukkos.
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FIGURE 5.5 — Présentation du MRL plot et de 'estimateur de Dekkers en

fonction de plusieurs valeurs de K, pour les débits trimestriels du Loukkos

La détermination de la forme de la loi est basée sur le LRT. Ce test appliqué
a plusieurs échantillons de taille variant entre 31 et 56 et identifiés selon les
seuils candidats, confirme le rejet de 'hypothése nulle (Hy : £ = 0). En effet,
LR =15,31 > 3,84.
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FIGURE 5.6 — Les p-values du test d’Anderson Darling, correspondantes aux

différents seuils admissibles

En outre, I'application du LRT pour la détection du seuil, conduit a I'identi-

fication de plusieurs seuils admissibles. Cependant, le test d’Anderson Darling,
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TABLE 5.1 — Les lois résultantes des différentes méthodes MTM, SEM et LRT

Méthode | Seuil optimal Loi ajustée test AD2up
LRT 21 Fyi(2,31.25,0.65) = 1 — (1+0.65421) 565 0.15
MTM 24 Fou(2,27.17,0.75) = 1 — (1 + 0.75424) o7 0.12
SEM 23 Fos(w,26.38,0.75) = 1 — (1 4 0.75%=23) 075 0.05

conduit a confirmer que la valeur 21 posséde la plus grande p-value parmi tous
les seuils admissibles du LRT. Ainsi, selon LRT et le test d’Anderson Darling,
nous pouvons conclure que le seuil optimal correspondant a la série des débits
trimestriels du Loukkos est le débit de 21 mm.

Les autres méthodes; MTM et SEM, permettent d’ajuster des lois de Fréchet,
mais qui différent en terme des paramétres estimés.

[’adéquation de ces lois selon les tests d’ajustement AD2up et le QQ plot,

montre que la méthode LRT fournit le meilleur ajustement.
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FIGURE 5.7 — Le QQ-plot correspondant aux différentes lois ajustées

En se basant sur ces résultats graphiques et analytiques, nous pouvons

ajuster aux exceés des débits du Loukkos, la loi de Fréchet suivante :

r— 21 1
Fou(,31.25,0.65) = 1 — (14 0.65 )% (2.17)

Nous pouvons caractériser donc la loi des débits du Loukkos par sa queue
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lourde, ce qui signifie en pratique pour ce versant bassin , la fréquence d’at-
teindre avec forte chance des seuils élevés. Cette fréquence de dépassement jus-
tifie en grande partie, la multiplication des plans d’aménagement de la région
du Loukkos qui visent entre autres, la régularisation des eaux pour l'irrigation,
la contribution a la protection de la plaine de Loukkos et la ville de Ksar El
Kébir contre les inondations, ainsi que la production de I'énergie électrique.
En outre, 'agence des bassins hydrauliques du Loukkos a inventorié les sites
a risque dans sa zone d’action (plus de 80 sites sont considérés comme des
sites a risque). Ces sites ont fait ’objet de classement selon le degré de gravité
des inondations qu’ils subissent, ainsi que le degré d’urgence de I'intervention

prévue, déterminé a la base de 'ampleur des dégats constatés ou potentiels.

Pour tester la performance du modéle ajusté, nous allons vérifier dans un
premier temps sa stabilité. Dans un deuxiéme temps, le modéle sera utilisé pour
effectuer des prévisions en se basant sur la notion du temps de retour. L’étude
de stabilité de notre modéle s’est portée sur les débits maximums trimestriels
du bassin du loukkos, observés sur la période allant de 2°*¢ trimestre 1969 au
4m¢ trimestre 2006. Une premiére partie, en particulier la période allant du
2¢m¢ trimestre 1969 au 1¢ trimestre 1998, a été utilisée pour I'ajustement de
la loi Fy(x,31.25,0.65). La deuxiéme période qui s’étale sur le 2°¢ trimestre
1998 au 4°™° trimestre 2006 sera consacrée pour calibrer le modéle. Dans le
cas ou la stabilité est vérifiée, le modéle sera utilisé pour faire des prévisions.
La figure ci-dessous révéle des niveaux élevés des débits pendant la seconde
période retenue. Ceci est dii en grande partie au fait que, au cours des années
2000, la région du Loukkos a connu plusieurs inondations, notamment en 2000

et 2002. Par ailleurs, en appliquant le modéle précédent sur toute la période

Mad\haa
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FIGURE 5.8 — Evolution des débits du Loukkos pour la période allant du
2¢metrim1969 au 4°"¢trim2006
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TABLE 5.2 — Ré-estimation pour la période initialement retenue

Parametres 2¢mrim 1969 au 1¢7trim1998 | 2¢*¢trim1969 au 4°"*“trim2006
Seuil 21 23
Parametre d’échelle 31.25 45.97
Parametre de forme 0.65 0.63

d’étude, nous avons obtenu une p-value du test AD2up de I'ordre de 12%. En
outre, la méthode LRT, appliquée a nouveau a toute la période d’étude, four-
nit des estimations trés proches de celles de la période initialement retenue.

Ces résultats prouvent que le modéle reste valable pour les huit années qui
suivent la période d’élaboration du modeéle (2°¢ trimestre 1969 au 1¢" tri-
mestre 1998). Par conséquent, nous pouvons utiliser ce modéle pour calculer
le temps de retour d’une valeur extréme. En se basant sur ’analyse des don-
nées hydrologiques, nous avons constaté que la région du Loukkos a connu une
fréquence croissante des inondations depuis 1996, notamment celles de 2000 et
2002, ou les débits maximaux trimestriels ont atteint respectivement 342 mm
et 542 mm. Pour ces deux événements, le modéle GPD estime un temps de
retour de 'ordre de 23 trimestres et 44 trimestres respectivement. Ces valeurs
estimées sont trés proches des valeurs 21.42 et 50 trimestres, calculées sur la
base des durées marquées par les débits réellement observés. Nous pouvons
conclure donc, que la performance de notre modéle retenu est clairement mise
en évidence. Ainsi, ce modéle peut servir d’'une grande part, a gérer les risques

hydrologiques au niveau de la région du Loukkos.
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Chapitre 6

Gestion des mouvements
extrémes : Crises financieres,
crashs boursiers et chocs

pétroliers

1 Mouvements extrémes liés aux marchés bour-

siers

La bourse joue un role primordial dans I’économie contemporaine. Elle se
présente comme une composante du marché des capitaux, qui permet la valori-
sation des actifs financiers qui y sont cotés et par conséquent, le financement de
I’économie. Chaque actif financier a un prix qui dépend des anticipations des
investissements sur les revenus futurs qu’il peut rapporter. Grace au marché
boursier, les entreprises peuvent trouver une partie des capitaux nécessaires
a leur expansion, I’'Etat peut financer le déficit de ses comptes et les investis-
seurs peuvent faire fructifier leur épargne, en devenant associés d’entreprises
ou créanciers des collectivités publiques.

Ainsi, le marché boursier est scindé en deux sous marchés qui sont respective-
ment : le marché primaire et le marché secondaire. Le premier marché concourt
a la mutation des structures de production des entreprises, permettant ainsi
a celles désireuses de trouver des financements, de rencontrer des détenteurs
de capitaux. Tandis qu’au deuxiéme marché ; le marché secondaire, il offre aux
détenteurs des produits financiers la possibilité de s’échanger les titres en fonc-

tion de leur stratégie d’investissement. En tant que marché primaire, la bourse
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permet de transformer 1'épargne des ménages en ressources longues pour le
compte des collectivités publiques et privés. En tant que marché secondaire,
le marché financier assure la liquidité et la mobilité de I'épargne. Le marché
secondaire, ou les produits financiers répondent a la loi de l'offre et de la de-
mande, est de loin le plus actif des deux marchés.

Le marché boursier est caractérisé par des fortes fluctuations. Ces mouvements
spectaculaires qui exposent tout intervenant a un risque de perte, ont ravivé
chez les autorités de régulation et de controle, les praticiens et les cercles aca-
démiques, U'intérét a la question de la volatilité des marchés financiers. La
multiplication des chocs exceptionnels tels que la crise asiatique en 1997, la
crise russe et son impact sur les pays émergents en 1998, la crise du fonds
spéculatif LTCM la méme année, les événements du 11 septembre 2001 et la
crise argentine en 2001, a profondément modifié la perception du risque des
investisseurs et les perspectives de croissance. Actuellement, nous traversons
une crise financiére bouleversante, caractérisée par des hausses et des baisses
déconcertantes qui se répercutent sur I’ensemble des marchés financiers.

Une telle situation a suscité l'intérét de plusieurs académiciens et théoriciens
qui tentent d’explorer Defficience de la théorie des valeurs extrémes a décrire
et a prévoir ’évolution des marchés financiers. Nous pouvons citer, a titre
d’exemple, I'article de Longin F. (|87]) intitulé "The Choice of the Distribu-
tion for Asset Retuns : Extreme Values Can Help?", ou l'auteur utilise les
résultats concernant la loi des extrémes pour discriminer entre différentes lois
statistiques pour des rentabilités journaliéres. La théorie des valeurs extrémes
a été utilisée aussi en finance, pour I'étude des séries des taux de change (Holes
et de Vries (1991, [61]), Jansen et de Vries (1991, [70])) et pour celles des ren-
dements sur les marchés des actions (Loretan et Philipps (1994, [92]), Longin
(1996, [89]), Jondeau et Rockinger (1999, [74])). Une synthése des résultats
théoriques et des aspects économétriques peut étre trouvée dans Embrechts,
Kluppelberg et Mikosch (1997, [44]).

Dans la méme optique, nous présentons un article que nous avons publié dans
International Journal of Statistics and Economics (Statistical methods to ex-
pect extreme values : Application of POT, approach to CAC40 return index,
2012). L’article illustre application de la théorie des valeurs extrémes pour
modéliser les rendements de 'indice CAC40 afin de mieux gérer les cours ex-
trémes. L’analyse des rentabilités semble étre devenue un préambule incon-
tournable a toute décision d’investissement. Cette analyse apparait d’autant

plus justifiée que les investisseurs et les managers du risque deviennent parti-
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culierement sensibles aux événements se réalisant sous des conditions extrémes
(Scott et Horvath (1980, [128]), Pratt et Zeckhauser (1987, [109])).

L’intérét des études dans ce domaine, est de sensibiliser les investisseurs au
risque potentiel de leur placement financier. IIs pourront ainsi, en fonction de
leurs contraintes et leur aversion au risque, se couvrir ou se prémunir contre

une probable réalisation des événements extrémes.

2 Chocs pétroliers et impacts économiques

Le pétrole est 'un des moteurs fondamentaux de la croissance économique
mondiale. Il est utilisé directement ou indirectement dans un grand nombre
de processus de transport et de la production industrielle. Par conséquent, les
variations de son prix ont un impact marqué sur la conjoncture économique.
Plus encore, les retombées s’avérent d’autant plus importantes car il n’existe
pas de bien de substitution a court terme au pétrole, et qui peut répondre
rapidement aux mémes besoins a un prix plus faible.

Un choc pétrolier se définit comme un phénoméne de hausse brutale du prix
du pétrole, tout en affectant profondément les économies & I'échelle mondiale.
Selon les économistes, deux chocs pétroliers ont marqué I'histoire du X X¢
siécle : le premier en 1973, le second en 1979. Par extension, certains spécia-
listes, journalistes et hommes politiques, considérent I'augmentation des prix
du pétrole a partir de la seconde moitié des années 2000 et son paroxysme en
2008, comme un troisiéme choc pétrolier.

Plusieurs facteurs peuvent étre évoqués pour expliquer un choc pétrolier. Ce-
pendant, ces facteurs qui varient d’une crise a autre peuvent étre illustrés,
dans la majorité des cas, par le déséquilibre entre I'offre et la demande ainsi
que par les tensions géopolitiques. Nous pouvons parler ainsi, d'un choc d’offre,
qui lui méme peut étre di & une crise politique ou un conflit armé dans un
pays ou un ensemble de pays producteurs ou de transit, telle que la crise de
1973.

Nous pouvons citer aussi, les baisses volontaires de 1'offre des pays producteurs
et 'augmentation non anticipée de la demande des pays consommateurs illus-
trant ce que 'on appelle un choc de demande.

Un choc pétrolier engendre d’abord une phase de ralentissement de la crois-
sance, durant laquelle les ménages consomment moins, ce qui entraine une di-
minution de la production des entreprises. Ce ralentissement est source d’une

augmentation du chomage et donc par effet de chaine, d’une baisse encore ac-
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crue du pouvoir d’achat. Les périodes de crise pétroliére peuvent engendrer
des périodes de récession durant lesquelles le Produit Intérieur Brut (PIB)
d’un pays ralentit sa croissance ou méme diminue. La diminution de activité
engendre une déstabilisation économique, liée essentiellement aux transferts
monétaires massifs des pays importateurs de pétrole vers les pays exporta-
teurs.

Dans un contexte affecté par les chocs pétroliers et un marché fondamenta-
lement volatile, il est primordial de disposer des outils permettant de mieux
quantifier les risques liés aux fluctuations des prix du pétrole brut, et qui sont
en réalité difficiles a prévoir, puisqu’ils dépendent des facteurs géopolitiques,
des aléas climatiques, des perspectives économiques et de 'évolution des ca-
pacités de production. Dans ce sens, la théorie des valeurs extrémes peut ap-
porter un éclairage pour aider les investisseurs et les gestionnaires des risques,
qui sont particuliérement sensibles a 'occurrence des pertes substantielles. En
plus, sachant l'interdépendance entre chocs pétroliers et plusieurs variables
macroéconomiques, une variété de travaux a été développée pour capter la
structure de dépendance en se basant sur la théorie multivariée des valeurs

extrémes.

3 Gestion des mouvements extrémes

L’économie mondiale connait de plus en plus divers changement et muta-
tions. Ainsi, nous assistons & une extréme libéralisation des économies émer-
gentes et & une variété de fusions et de regroupements au niveau des écono-
mies industrialisées. 11 va sans dire qu'un tel processus de libéralisation, dans
le contexte d’une mondialisation intensifiée, risque de bouleverser I’économie
mondiale et par conséquent, il est plus que jamais dans 'intérét des gestion-
naires des portefeuilles et des investisseurs en général, de gérer convenablement
les risques extrémes.

Le risque est inhérent a la plupart des activités humaines, surtout lorsqu’il
s’agit du secteur bancaire. Cependant, jusqu’a la fin des années 80, le risque
bancaire prenait essentiellement deux formes : le risque de crédit (ou de contre-
partie) qui correspond aux risques encourus par I’établissement financier et qui
sont liés, a la défaillance d’une contrepartie ou/et a la dégradation de la qualité
du crédit, et le risque de liquidité qui illustre la difficulté potentielle de réali-
ser rapidement une transaction. Par ailleurs, la libéralisation des mouvements

internationaux des capitaux et le développement croissant, des instruments
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dérivés sur les marchés financiers durant les années 90, ont été accompagnés
par une augmentation considérable de I'activité de trading dans les banques.
Ainsi, d’autres formes de risques ont été envisagées. Nous pouvons évoquer a
cet, égard, le risque de marché et le risque opérationnel. Le premier désigne le
risque des pertes sur les positions du bilan et du hors bilan suite aux variations
des prix de marché tels que les taux d’intérét, les prix des actions, les cours
de change et les cours de matiéres premiéres. Tandis que le deuxiéme ; risque
opérationnel, il se définit comme le risque des pertes di & une inadéquation ou
a une défaillance des procédures, du personnel, des systémes internes ou a des
événements extérieurs.

Dans la pratique, la diversification des risques pose un probléme méthodo-
logique important qui se rapporte & la recherche d'une mesure objective et
pertinente du risque. Cette tache semble de moins en moins aisée, surtout
pour des domaines ou la qualification du risque est plus floue et ol les données
sont moins nombreuses.

En particulier pour le domaine financier, le risque est traditionnellement asso-
cié a l'incertitude, basée sur la variation des prix des actifs et mesurée par la
volatilité. Cette mesure est couramment utilisée dans la théorie du portefeuille
de Markowitz. Cependant, la mesure du risque financier par la volatilité est ba-
sée sur la convergence en loi normale, qui n’est pas valable pour les queues des
lois, ou se situent les risques les plus importants. D’ailleurs, dans le calcul de
la variance, les valeurs extrémes sont souvent considérées comme aberrantes
et par conséquent, elles sont exclues. Pour ladite raison, la réglementation
bancaire s’attache & d’autres mesures, plus aptes a controler les événements
extrémes qui font peser un réel danger sur les établissements financiers.
Quelle que soit la mesure de risque adoptée, les praticiens constatent que, pour
les marchés bancaires et financiers, les niveaux de couverture sont particuliére-
ment élevés et par conséquent, les événements qui correspondent & ces niveaux
ont une faible probabilité d’occurence. Pour cette raison, les mesures de risque
sont généralement complétées dans la pratique par des programmes de scéna-
rios de crise (stress testing), qui permettent de déterminer le montant de perte
auquel la banque doit faire face lors d’une prochaine crise, si le portefeuille de
négociation reste inchangé.

Les autorités réglementaires, les établissements financiers doivent effectuer ré-
gulierement des simulations de crise afin de connaitre le montant des pertes
potentielles en cas des fluctuations dangereuses et importantes du marché. Il

faut préciser que malgré le caractére obligatoire, ces simulations de crise ne
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sont en aucun cas utilisés pour calculer I'exigence en fonds propres. Cepen-
dant, le but de ces simulations est de compléter le dispositif de mesure des
risques.

Par ailleurs, en réponse a l'évolution remarquable et au développement no-
table des activités bancaires, les autorités réglementaires ont décidé d’imposer
un certain nombre de normes, en matiére de controle des risques bancaires
et en particulier du risque de marché. Ces réglements sont inspirés des re-
commandations du Comité de Bale, groupe de travail institué en 1975 par les
gouverneurs des banques centrales, qui tente d’établir des normes minimales
de controle bancaire, communes a tous les pays.

Les réglementations prudentielles imposant aux banques la détention de ca-
pitaux propres minimaux reposent sur l'ideé, que la banque est en situation
de faillite si elle n’est définitivement plus en mesure de faire face & ses en-
gagements, notamment parce qu’elle préfére exercer sa clause de responsabi-
lité limitée, les actionnaires refusent de lui apporter les fonds nécessaires a la
poursuite de ces activités. Les actionnaires estiment alors que la totalité des
encaissements que les actifs sont susceptibles de produire ne permet pas de
couvrir la totalité des décaissements associés aux passifs.

Il faut bien signaler que les normes de controle ne visent pas, en fin de compte,
a faire disparaitre les risques, mais a les mesurer afin de les maitriser et a
couvrir, ceux jugés les plus importants. En pratique, ces normes s’expriment
essentiellement comme une exigence pour la banque d’un montant minimal de
fonds propres réglementaires, destinés a la couverture des risques de marché.

Quant a I'évaluation, le comité de Bale, dans le cadre de la réglementation
prudentielle, laisse la liberté aux institutions de choisir leur modéle de ges-
tion interne. Il serait donc intéressant de voir comment modéliser et prévoir le
risque par la meilleur méthode. En revanche, les institutions doivent respecter
un certain nombre de régles de gestion, tel que le calcul quotidien de la perte
potentielle maximale P(t) appelée aussi Value at Risk (VaR), et ce pour une
période de détention de dix jours (I’horizon T) et pour un niveau de confiance
de 99%. Dans ce sens, nombreuses méthodes ont été développées et consacrées
au calcul et a 'estimation de la VaR.

Parmi les approches les plus utilisées, nous pouvons mentionner la VaR his-
torique qui consiste a obtenir sur la base d’un historique des variations des
facteurs de risque, une loi de probabilité relative aux variations des valeurs du
portefeuille. De cette loi, on peut extraire un quantile qui permet d’identifier la

VaR pour un seuil de confiance donné. La VaR Monte Carlo, quant a elle, est
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basée sur la variation de la VaR historique dans le cas ot, seule la matrice de
variance-covariance est disponible. Ainsi, cette méthode consiste a générer par
une simulation de Monte Carlo, des scénarios compatibles avec cette matrice.
La VaR paramétrique (ou analytique) est une troisiéme méthode qui consiste
a représenter le gain d’un portefeuille comme combinaison linéaire des facteurs
gaussiens.

Vu qu’elle se place explicitement ou implicitement dans le cadre de ’approxi-
mation par la loi normale, la VaR apparait inadaptée a la prise en compte
des événements extrémes, et qui sont justement ceux qui font peser les risques
les plus grands dans le monde des affaires et des banques. En plus, dans un
contexte de gestion des risques, la loi gaussienne peut conduire & une sous
évaluation importante. D’ailleurs, depuis 1'étude de Mandelbrot (1963) sur les
prix du coton, la présence des "queues épaisses" dans les lois des séries finan-
ciéres est un fait empirique trés connu.

C’est dans ce cadre, que la théorie des valeurs extrémes développée depuis
1928 par Fisher et Tippet, a récemment trouvé sa place dans le domaine de la
finance et des banques afin d’étudier les fluctuations des cours extrémes. Ainsi,
divers travaux ont été menés, notamment ceux de Miiler et al. (1998, [101]),
et Danielsson et De Vries (1997, [29]).

4 Application of POT approach to CAC40 re-

turn index

4.1 Introduction

Le rendement représente la variable la plus communément étudiée en fi-
nance. Cependant, dans la quasi totalité des cas traités, les rendements sont
supposés normaux et ils sont traités en logarithme pour éliminer les problémes
de non stationnarité, souvent présents dans les données financiéres.

Méme si I’hypothése forte, de normalité ou lognormalité des rendements, continu
A étre présente dans la plupart des travaux actuels en finance, Mandelbrot a
montré depuis 1963 que les lois de certains actifs sur des périodes bien définies,
ne s’identifient pas a des lois gaussiennes. En outre, les lois correspondantes
ont un comportement asymptotique plus lent que celui de la loi normale. A
I’évidence, méme la volatilité affectant les marchés financiers, varie au cours

du temps d’une facon asymeétrique, ol en général, les baisses et les hausses
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sont fréquemment suivies des variations de méme sens (Engle (1982, [46]),
Bollerslev et al. , (1992, [10])). Ainsi, il est tout a fait légitime de se demander
comment prendre en compte les queues des lois plus épaisses que celles d'une
gaussienne et dont les variations, sont fondamentalement liées a I'existence des
événements rares ou extrémes.

Dans le méme ordre d’idées, nous étudions dans cette partie, les modéles des va-
leurs extrémes qui permettent de mieux caractériser les rendements de CAC40.
Cet indice présente une grande importance dans le monde de la finance, et par-
ticuliérement dans la bourse de Paris.

Les modéles des valeurs extrémes qui vont étre appliqués sont basés sur I'ap-
proche POT. La difficulté de cette approche, comme il a été bien signalé pour
les données hydrologiques, réside dans I'identification d’un seuil optimal. Ainsi,
nous présentons en premier point, le traitement de la série CAC40 pour adap-
ter les données aux conditions d’application de 'approche POT. En deuxiéme
point, nous comparons les performances de certaines approches de détection
du seuil optimal, notamment ’approche ATSM, MTM et MSE.

4.2 Données

Le CACA40 est né officiellement le 15 Juin 1988, juste aprés le crash de 1987.
C’est un indice qui désigne une référence du marché boursier francais, vu qu’il
représente une mesure pondérée de la capitalisation des 40 plus importantes
valeurs, parmi les 100 valeurs les plus élevées dans la Bourse de Paris (Euronext
Paris) et par conséquent, il permet de donner une idée sur la tendance globale
du marché.

L’histoire du CAC40 permet de constater qu’il a connu plusieurs changements
depuis sa création. Nous pouvons évoquer a titre d’exemple que l'indice a
atteint les 6944.77; son point culminant, le 4 Septembre 2000 pour rechuter
suite au crash boursier de 2008 et perdre plus de 43.5 % de sa valeur.

L’analyse des 5222 valeurs mensuelles du CAC40 de la période allant du 3 Mars
1990 au 20 Décembre 2010, permet de mettre en exergue la forte volatilité de

I'indice.
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FIGURE 6.1 — Evolution du CAC40 durant la période allant du 3 Mars 1990
au 20 Décembre 2010

En effet, cette période a été spécialement caractérisée par un certain nombre
d’événements qui ont marqué I’histoire du CAC40. Nous pouvons citer la crise
énergétique d’aotit 1990, la crise russe en septembre 1998, la bulle d’internet
en fin 1999/2000, les attentats du 11 septembre 2001 et le début de la guerre
d’Trak en mars 2003.

Sur le plan pratique, la forte volatilité du CAC40 expose les investisseurs a
plusieurs risques. En plus, en ce qui concerne I'aspect de la modélisation, elle
met en doute '’hypothése de la stationnarité et de la normalité. Ces faits en-
semble, justifient bien I'intérét porté a la modélisation des lois de probabilité
relative au CAC40. Nous suggérons une approche de modélisation basée sur
POT. Pour ce faire, nous devrons vérifier d’abord les hypothéses d’application,
notamment celle qui assume que les observations traitées sont i.i.d. Vu que la
loi est inconnue, nous proposons d’utiliser les tests non paramétriques d’indé-
pendance et d’homogénéité.

L’application du test de Mann-Whitney montre que les données d’origine (les
cours d’indice CAC40) ne vérifient pas la condition d’indépendance et d’homo-
généité. Afin de répondre aux exigences théoriques, nous considérons l'inverse
du rendement du CAC40, qui vérifie bien, selon les mémes critéres, la condition
iid.

Par ailleurs, le calcul des coefficients d’asymétrie et du kurtosis montrent que
la loi des données transformées; I'inverse du rendement du CAC40, est étalée
vers la droite. En effet, le coefficient d’asymétrie est égal a 24.42 et le coef-
ficient du kurtosis est supérieur a 3. Ces constatations confirment que la loi
des données transformées est positivement asymétrique. Nous pouvons conjec-
turer deés lors, que la loi des excés correspondant & l'inverse du rendement du

CAC40, peut étre bien ajustée a une loi de Fréchet.
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4.3 Meéthodologies

Le choix du seuil constitue une étape cruciale dans ’approche POT. Comme
il a été signalé auparavant, plusieurs approches ont été développées pour iden-
tifier le "bon" seuil. Nous proposons dans cette partie la comparaison des
approches SEM et MTM précédemment présentées, avec une troisiéme mé-
thode appelée Automated Threshold Selection Method (ATSM) et développée
par Thompson et al. (2009, |[143]). Le fondement théorique d’ATSM est bien
détaillé dans le méme article de Thompson et al. Nous nous contentons dans ce
qui suit de mettre en exergue l'algorithme récapitulant les étapes d’application
de 'approche ATSM :

Etape 1 : Identifier un intervalle de seuils candidats : u; < us < ... < Uy,.
Pour minimiser le temps de calcul, les valeurs médiane et le 0.98 quantile
pourront étre affectées & u; et u, respectivement. A signaler que le seuil
uy doit étre suffisamment grand pour assurer une estimation fiable.

Une fois 'intervalle des seuils candidats est identifi¢, calculer pour j =
1,...,n les estimateurs du paramétre d’échelle 7, et de forme é\uj, ob-

tenus a partir des dépassements au dela du seuil wu;.

Etape 2 Si u est le seuil optimal, alors selon Thompson et al. (2009, [143]),
pour tout 7, = Eu]. — Eu].uj, u, et u,_; avec u, > u,_1, la différence
T(u,) = T(un_p) SUIt asymptotiquement une loi normale de moyenne 0.
Considérer alors j = 2 et tester I'hypothése Hy : "(T(w,) — T(u,_1))j<v<n
est distribuée selon une loi normale de moyenne 0". Si H, est acceptée,
alors wj_j—; est le seuil optimal. Sinon, considérer ;7 = 3 au lieu de
J = 2 et retester Hy. Réitérer cette procédure avec les seuils candidats
de l'intervalle considéré au départ, jusqu’a 'obtention du seuil optimal

ou j = n.

Selon Thompson et al. (2009, |143]), I'algorithme mentionné ci-dessus peut ne

pas converger. Cependant, ce cas se produit trés rarement.

4.4 Résultats

Nous utilisons MRL plot pour identifier 'intervalle des seuils candidats,
que nous devons utiliser pour initialiser les étapes d’application des méthodes
MTM, SEM et ATSM. Ce graphique est approximativement linéaire sur I'inter-
valle des seuils [0 ; 3000]. Pour les seuils supérieurs a 3000, le graphique montre
beaucoup d’instabilité. Cela est di a la petite taille de 1’échantillon consi-

déré (de 5222 observations initiales, seulement 64 observations qui subsistent
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FIGURE 6.2 — MRL Plot de I'inverse du rendement de CAC40

TABLE 6.1 — Lois ajustées selon les méthodes retenues et leurs p-values

d’AD2up
Approche Méthode d’estimation Seuil optimal | p-value
MTM Moment 1000 0.14
MTM Maximum de vraisemblance 1156 0.06
SEM Moment 713 < 2.21076

au dela du seuil 3000). Nous discrétisons 'intervalle [0; 3000] en considérant
{ug = 0,u17 = Ajug = 2A,u3 = 3A, ..., u, = nA = 3000} A = 0.1,0.01
0.001
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FIGURE 6.3 — QQ plot des différentes lois ajustées

que les excés de 'inverse du rendement du CAC40 s’ajuste & une loi a queue
lourde.

Ainsi, la loi la plus appropriée aux excés de 'inverse du rendement du CAC40
est donnée par :

x — 1000, _

Floo()(.l') = F1000<.I', 244319, 045> =1- (]. + 045m) 0.45 (41)

Il s’agit d’une loi de Fréchet, permettant de caractériser la forte volatilité
de Vindice considéré et le risque des pertes, et par conséquent, d’éclairer les

décisions qui portent sur des investissements liés a I'indice CACA40.
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La complexité des marchés boursiers et les caractéristiques stochastiques des
données hydrologiques, ont conduit les chercheurs a s’intéresser a I'é¢tude des
extrémes qui relévent du domaine de la bourse ou de I'hydrologie. L'un des as-
pects importants lors de ’étude de ce type de données, réside dans la recherche
du rendement maximal d’une action ou le niveau maximal de la crue. En effet,
leur estimation est trés importante pour prévoir les niveaux et les périodes
de retour, et par conséquent pour prendre les bonnes décisions de gestion et
d’investissement, ou d’orienter des plans d’actions et d’aménagement.

Dans ce travail de recherche, nous nous sommes intéressés aux méthodes sta-
tistiques utilisées pour la réalisation de cet objectif. La théorie des valeurs
extrémes est manifestement 'approche la plus utilisée. Cependant, les résul-
tats théoriques de cette approche sont souvent confrontés dans la pratique a
I'invalidité des conditions d’application. Ce travail avait donc pour objectif de
mettre en application la théorie des valeurs extrémes, pour le traitement des
données qui relévent des domaines de la bourse et de I’hydrologie, en utili-
sant 'approche POT qui constitue une alternative a I'approche GEV, car en
terme de biais et de variance, elle conduit a des meilleurs résultats. Cependant,
la difficulté de cette méthode réside dans le choix du seuil. De ce fait, nous
nous sommes focalisés beaucoup plus dans ce travail, sur la comparaison des
méthodes de détection du seuil optimal ; étape cruciale pour un bon ajuste-
ment de la loi GPD, ainsi que sur I'adaptation de la théorie aux données qui
présentent généralement des caractéres de dépendance, de non stationnarité
ou d’hétérogénéité. Selon nos applications mises en ceuvre dans cette thése,
nous pouvons privilégier le choix de la méthode LRT et MTM par rapport aux
autres méthodes.

A signaler que méme si les simulations permettent de répondre & un certain
nombre de questions qui portent sur le choix des tailles des échantillons, des
lois empiriques et des méthodes d’estimation, nous avons préféré lors du pré-
sent travail de recherche, de traiter des données réelles au lieu des données
simulées, qui ne reflétent jamais et d'une facon intime la complexité des obser-
vations concrétes. Pour ce faire, un recueil bibliographique était indispensable

avant d’entamer le développement théorique nécessaire a la mise en ceuvre des
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méthodes choisies. Nous avons évoqué donc les intéréts des décideurs et des
investisseurs quant a la gestion des risques hydrologiques et boursiers et nous
avons enchainé ensuite, par la présentation des effets et des impacts des phé-
nomeénes extrémes illustrés par des crises, des crashs ou des inondations. En
outre, nous avons fait référence a un recueil de pratiques généralement utili-
sées pour la modélisation des risques et nous avons montré, la suprématie des
approches qui relévent de la théorie des valeurs extrémes.

Pour les données hydrologiques ou les données boursiéres, les résultats de notre
thése confirment que la meilleure loi qui peut ajuster les excés utilisés dans
cette thése, est celle de Fréchet. Cette loi a queue lourde permet de caractériser
les données par une forte chance d’atteindre des niveaux élevés. Ce fait permet
de mettre I'accent sur la nécessité d’une prise d’attention du coté des décideurs
ou d’investisseurs, quant a la fréquence des événements extrémes qui peuvent
causer des dommages et des dégats matériels et humains.

De part 'exploration des méthodes subjectives destinées a la détection du seuil
optimal, la comparaison de leurs résultats disséminés a 'occasion du Second
Workshop on the Application of Stochastic Models in Finance and in Risks Ma-
nagement (Rabat, 2012) et 5th International Perspective on Water Resources
and the Environment Conference (Marrakech, 2012) ainsi que la publication
des deux articles dans Journal of Hydrologic Engineering, 2014 (Managing hy-
drological risks with extreme modeling : application of peaks over threshold
model to the Loukkos watershed) et International Journal of Statistics and
Economics, 2012 (Statistical methods to expect extreme values : Application
of POT, approach to CAC40 return index), la présente thése a permis en plus,
d’explorer des pistes de recherches, dont une part de résultats est inachevée
et par conséquent, elle ne figure pas dans le présent manuscrit, et dont 'autre
part est encore a tester et a valider.

Pour conclure, nous signalons que notre thése n’est qu'un point de départ
pour mieux connaitre ce monde immense des valeurs extrémes. Nous projetant
dans l'avenir d’explorer d’autres pistes de recherche. Sur le plan théorique,
nous envisageons d’une part, de comparer les résultats des modéles GEV non
stationnaires avec la technique des copules conditionnelles et la régression de
quantiles, et de combiner d’autre part, les copules avec 'approche POT.

Sur le plan purement expérimental, nous souhaitons confronter nos méthodes
avec plusieurs approches spécifiques telles que les méthodes intégrées dans les
logiciels spécialisés, et connus dans le domaine de la bourse ou de I'hydro-

logie. Nous souhaitons élargir nos applications et s’intéresser aux risques qui
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touchent d’autres domaines, tels que les risques relevant de 'actuariat, de la
démographie ou de I’économie. Nous sommes actuellement en train d’explorer
’efficience de la TVE dans le domaine bancaire, notamment en ce qui concerne
le calcul de la VaR et la détermination des fonds propres exigés pour se prému-
nir contre les crises. Paralléelement a ce travail, une autre étude est encore en
cours d’achévement. Elle porte sur la contribution des copules pour la gestion

des risques en exploitant la relation entre inflation et taux de change.
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