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Résumeé

Dans ce travail, nous avons mis en ceuvre de nouvelles approches de
I’optimisation de la réassurance basées sur les modeles actuariels en convention avec
les outils statistiques et les algorithmes génétiques pour maximiser le profit d’une
compagnie d’assurance. En effet, nous avons proposé des ameéliorations de résultats
obtenus dans la littérature a I’égard des criteres que se fixaient les assureurs telles
gue la maximisation de I’espérance de bénéfice technique sous contrainte de variance
(moyenne-variance), la minimisation de probabilité de ruine et la minimisation des
mesures de risque.

Pour le critere de la minimisation de la probabilité de ruine, nous avons proposé
une approche permettant d’optimiser la réassurance par une stratégie fondée sur la
maximisation du bénéfice technique de la cédante et sur la minimisation de la
probabilit¢ de la ruine a partir de I'approximation de Gramer-Lundberg, en
cherchant a la fois les parameétres de traités de réassurance et le coefficient
d’ajustement de Lundberg optimaux qui permettent de maximiser le bénéfice

technique et minimiser le risque d’une compagnie d’assurance.

Concernant le critere de la minimisation de mesure de risque, nous avons
proposé un nouveau modele d'optimisation de la réassurance qui agit tant sur la
Conditional Tail Expectation (CTE) que sur le bénéfice technique. Dans ce modele,
nous avons déterminé les parametres de traités de la réassurance optimale qui
minimisent la (CTE) sous contrainte du bénéfice technique qui doit étre aussi
maximal. Ainsi, nous avons proposé un autre modele d’optimisation de la
réassurance en utilisant une nouvelle mesure de risque cohérente inspirée du
principe de la valeur espérée et de la Conditional Tail Variance (CTV). De plus, nous
avons développé une procédure d’optimisation basée sur le Lagrangien augmenté et
les algorithmes génétiques, afin de résoudre le programme d’optimisation de ce
modeéle.

Au niveau de l'optimisation dynamique de la réassurance en temps continu,
nous avons proposé une application de contr6le optimal stochastique dans un
environnement (moyenne-variance) en utilisant une approche de résolution basée
sur la programmation dynamique stochastique a travers la résolution d'une équation
aux dérivées partielles appelée équation d'Hamilton Jacobi Bellman (HJB).

Mots clés: Algorithmes génétiques ; Bénéfice technique; Conditional Tail Expectation;
Conditional Tail Variance; Contrdle optimal; Lagrangien augmenté; Optimisation;
Probabilité de ruine; Programmation dynamique; Réassurance.



Abstract

In this work we have implemented new approaches to reinsurance optimization,
based on actuarial models in agreement with statistical tools and genetic algorithms
to maximize the profit of an insurance company. We proposed improvements in the
results obtained in the literature with regard to the criteria set by insurers, such as
maximizing the expected technical benefit under variance constraint (mean-
variance), minimizing the probability of ruin and minimizing the risk measures.

For the criterion of minimization of the probability of ruin, we proposed an
approach to optimize reinsurance by a strategy based on the maximization of the
technical benefit of the cedant and on the minimization of the probability of ruin
from the Gramer-Lundberg approximation, by looking at both the reinsurance treaty
parameters and the optimal Lundberg adjustment coefficient that maximize the
technical benefit and minimize the risk of an insurance company.

Concerning the risk minimization criterion, we proposed a new optimization
model for reinsurance, which acts on both the Conditional Tail Expectation (CTE)
and the technical benefit. In this model, we have determined optimal reinsurance
treaty parameters that minimize (CTE) under the constraint of technical benefit
which must also be maximal. Thus, we proposed a different reinsurance
optimization model using a new coherent risk measure based on the principle of
expected value and Conditional Tail Variance (CTV). In addition, we have developed
an optimization procedure based on the augmented Lagrangian and the genetic
algorithms, in order to solve the optimization program of this model.

At the level of the dynamic optimization of reinsurance in continuous time when
the technical benefit of the cedant is described using a stochastic diffusion, we
proposed an optimal stochastic control application in an environment (mean-
variance) using a resolution approach based on stochastic dynamic programming
that determines the optimal risk management policy over a given period of time
through the resolution of a partial differential equation called the Hamilton equation
Jacobi Bellman (HJB).

Keywords: Conditional Tail Expectation; Conditional Tail Variance; Dynamic
programming; Genetic algorithms; Increased Lagrangian; Optimization; Optimum
control; Probability of ruin; Reinsurance; Technical benefit.
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Notations et sigles

Notations

B

u

XA

Jo,
CTE,(X)

CTV,(X)

CVaR,(X)

Signification

: Bénéfice technique de la cédante, variable aléatoire ;
. Capital initial de la compagnie d’assurance ;

: Charge de sinistre totale pour la cédante apreés la réassurance, variable

aléatoire ;

: Charge de sinistre totale, variable aléatoire ;

: Charge d’i-eme sinistre pour la cédante apreés la réassurance, variable

aléatoire ;

: Charge d’i-eme sinistre pour le réassureur, variable aléatoire ;
: Charge d’i-eme sinistre, variable aléatoire ;

: Chargement de sécurité de I’'assurance, donné ;

: Chargement de sécurité de la réassurance, donné ;

. Coefficient d’ajustement de Lundberg ;

: Conditional Tail Expectation correspond au risque X avec un niveau

de probabilité 0;

: Conditional Tail Variance correspond au risque X avec un niveau de

probabilité 9;

: Conditional Value at Risk correspond au risque X avec un niveau de

probabilité 9;

: Controle réalisable ;

: Covariance de X

: Eespace mesurable ;

: Ensemble des variables aléatoires F,-mesurables a valeurs dans R ,

définie sur (Q,F(F),_,.P)

: Espace de probabilité filtré ;
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A[0,T]
A
E(X)

(Ftel)

ex

>

O O > =

=

: Espace des contr6les réalisables ;

: Espace des controles admissibles ;

: Espérance mathématique de X ;

: Filtration ;

: Fonction d’excés moyen ;

: Fonction de densité de X

: Fonction de répartition de X :

: Fonction de répartition réciproque de X
: Fonction de survie réciproque de X :

: La fonction Lagrangienne ;
: Limite de rétention pour la réassurance de type non proportionnelle ;

: Maximumde 0 et X —L, max(0,X -L) ;

: Montants maximaux de réclamation que la cédante souhaite assumer

pour couvrir le risque ;

: Mouvement brownien ;

: Niveau de probabilité ;

: Nombre des sinistres ;

: Paramétres de traité de la réassurance ;

: Taux de cotisation des primes chargées de I'assureur ;
: Taux de cotisation des primes chargées du réassureur ;
: Prime totale collectée ;

: Principe de prime, mode de tarification ;

: Probabilité de ruine, cas dynamique ;
: Probabilité de survie (non-ruine) ;
: Processus de comptage des sinistres, cas dynamique ;

: Processus de surplus statique ;

: Taux cotisation de rentrée des primes ;
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ae]0,1]

(8>0)_

VaR, (X)
X AL

Var(X)

Sigles
AG
CS
EDS
EDSR
HJB
ii.d

LA

: Taux d’arrét ;

: Taux de cession pour la réassurance de type proportionnelle ;

: Valeurs fixes du plein de rétention que la cédante conserve a sa charge
pour chaque risque ;

: Value at Risk correspond au risque X avec un niveau de probabilité 0;
: Minimum de X et L, min(X,L) ;

: Variance de X ;

Signification

: Algorithme génétique ;

: Coefficient de sécurité ;

: Equation différentielle stochastique ;

: Equations différentielle stochastique rétrograde
: Hamilton-Jacobi-Bellman ;

: Indépendantes et identiquement distribuées ;

: Lagrangien augmenté.
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Introduction genérale

Contexte du travail

Les activités d’assurance reposent sur la théorie de gestion de risques permettant
d’identifier et d’évaluer les sources de risques dans le but de minimiser ceux-ci ou
s’en protéger. Ces activités sont développées par les approches actuarielles afin de
présenter les méthodes de calcul des primes, les charges des sinistres, et la solvabilité
des compagnies d’assurance. Cette derniere consiste a déterminer le moment du
défaut (ruine), le niveau des réserves et des fonds propres dont doit disposer
I’assureur pour étre solvable.

En outre, I'assureur doit protéger sa compagnie contre le risque de perte, en
transférant une partie du risque a une deuxiéme compagnie d'assurance (réassureur).
A son tour, le réassureur doit fournir une protection contre les grosses
réclamations et réaliser un équilibre financier pour la compagnie d’assurance.

Le bon fonctionnement de I'activité de réassurance est donc crucial pour le
secteur de I'assurance et constitue un facteur de stabilité. Toutefois, une question
s'impose: quelle est la meilleure forme de la réassurance pour leur compagnie ? Il
s’agit bel et bien d’une question récurrente dans I’assurance. En tentant d’y répondre,
une autre question se substituant de la premiére s’impose aussi: pour un principe de
prime donné, quelle est la forme de réassurance optimale que doit choisir la
compagnie d’assurance pour maximiser son bénéfice technique et minimiser le
risque ? Ce probleme dépend évidemment de la stratégie adoptée par la compagnie
d’assurance, laquelle differe d’un assureur a un autre et dépend de plusieurs critéres:
le comportement des assurés, la distribution des montants des sinistres, la nature du
portefeuille (type de I'assurance, forme de réassurance, ...etc.). On peut également
tenir compte de I’expérience de I'assureur et des statistiques observées.

BN

Dans ce contexte, nous sommes face a un probléme d'optimisation de la
réassurance qui suscite un intérét particulier dans la recherche en mathématiques
actuarielles. Le but principal est de trouver la structure optimale da la réassurance
qui permet de maximiser le bénéfice technique espéré et de minimiser le risque sous
certaines contraintes.



Introduction générale

La littérature existante sur le choix de la structure optimale da la réassurance
peut étre sectionnée en deux groupes, en termes d’outils de résolution via un modele
statique ou dynamique. Le premier volet de la littérature qui utilise les approches
statiques est initié par De Finetti [32] et développé ensuite par plusieurs auteurs
comme Borch [17], Arrow [6], Smith [111], Ohlin [94], Raviv [100], Moffet [90],
Blazenko [16], Hess [59], Aase [1], Deelstra & Plantin [33], Krvavych [75], Walhin &
Lampaert [120], Schmidli [108], Cai & Tan [21] et Tan & Chi [117]. Alors que ce
groupe parait utiliser un modéle statique commun, les outils auxquels ils font appel
sont variés. Par exemple, ils utilisent des formes de traitées différentes (De Finetti a
étudié la forme de réassurance proportionnelle de type «quote part» alors que Borch
[17], Ohlin [94] et Schmidli [108] utilisent la forme de réassurance non
proportionnelle de type «excédent de perte annuelle»). En outre, ils utilisent des
mesures de risques différentes ainsi que des critéres de choix variés telles que la
maximisation de I'espérance de bénéfice technique sous contrainte de la variance
(moyenne-variance), la minimisation de probabilité de ruine et la minimisation des
mesures de risque.

Le deuxieme volet de la littérature remet en cause I’aspect statique de la stratégie
de réassurance et propose une vision plutdét dynamique. Les approches développées
dans ce contexte prennent en considération la dimension temporelle et les contrats
annuels peuvent étre révisés d’une maniére périodique en fonction des flux des
sinistres dans le temps. La littérature dans ce domaine s’est inspirée du travail de
Merton [86] qui a introduit la théorie du contr6le stochastique pour résoudre des
problémes de consommation et d'investissement en temps continu. Plusieurs autres
travaux ont ultérieurement généralisé le modéle dynamique de Merton [86] pour des
applications diverses. Karatzas & al [77], Hipp & Taksar [73], Zhou & Lim [131],
Zhou & Yin [132] et d’autres auteurs I'ont amélioré en proposant des solutions pour
les problémes de consommation et d'investissement basés sur le critere de
maximisation de la fonction de I'utilite.

Il en va de méme pour le probléeme dynamique de stratégie d'investissement
optimale et d'assurance, Schmidli [108], Moore & Young [91], Dickson & Waters [38],
Taksar & Loft [114] et Wang & Zhang [121] ont étudié le probleme de contrdle
optimal en adoptant le critére de la minimisation de la probabilité de ruine pour
trouver la politique optimale de réassurance et d'investissement. Ces derniéres
aideraient a maximiser la richesse terminale qui représente la valeur de liquidation
de la société au moment de la faillite.
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La génération récente comme Zhuo & Wu [133] a développé un modeéle de jeu
différentiel stochastique entre la compagnie d'assurance et le réassureur. Ces auteurs
adoptent les stratégies de réassurance optimales pour réduire le risque en utilisant la
programmation dynamique. Egalement, Guan & Liang [55], Huiming & Yingchun
[65], entre autres, ont étudié le probléme de réassurance optimale et d'investissement
pour un assureur. lls ont pris en compte le risque de taux d'intérét et le risque
d’inflation en employant la programmation dynamique stochastique pour trouver les
stratégies de réassurance et d'investissement optimales sous le critéere de la
maximisation de la fonction d'utilité.

Motivation et contribution

Les différentes approches précédentes qui ont entamé la littérature du probléme
d’optimisation de la réassurance agissent soit sur le bénéfice technique (en le
maximisant pour un risque donné), soit sur le risque (en le minimisant pour un
bénéfice technique donné), mais elles n’agissent pas sur les deux en méme temps
d’une maniére dynamique. En effet, I'utilisation des criteres d’optimisation
précédents (minimisation de risque ou bien maximisation du bénéfice) seuls ne
permet pas d’aboutir en général a une décision rationnelle pour le choix de la
réassurance optimale. C'est-a-dire la minimisation de risque n’implique pas toujours
un bénéfice technique maximal, et inversement. Alors I’assureur ne doit pas choisir le
traité de la réassurance optimale si celui-ci n’est pas bénéfique.

En outre, toutes les approches proposées dans les modéles précédents ne
prennent pas en compte I'intérét de liquidité des traités de la réassurance. C’est a dire
I’'assureur ne doit pas choisir le traité de la réassurance optimale si celui-ci n’est pas
disponible sur le marcheé de la réassurance.

Donc il nous a paru primordial de réaliser des approches efficaces qui agissent a
la fois sur le bénéfice technique et sur le risque et prendre en considération la
liquidité des traités de la réassurance optimale. Ces approches présentent les
mécanismes des algorithmes génétiques en décrivant les nouvelles possibilités
offertes par ces derniers dans le domaine I'optimisation de la réassurance. En effet,
les algorithmes génétiques n’utilisent que la valeur de la fonction étudiée, pas sa
dérivée ni une autre connaissance auxiliaire, ce qui permet de faciliter leur mise en
application et leur efficacité méme pour des problemes d’optimisation complexes.

C’est ainsi que nous avons développé un algorithme dynamique basé sur le
Lagrangien augmenté et les algorithmes génétiques afin de I'appliquer en convention
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avec les différents approches mathématiques et outils statistiques pour résoudre le
probléme d’optimisation de la réassurance avec contraintes. Il s’agit d’un algorithme
d'optimisation performant capable a la fois de maximiser le bénéfice technique et de
minimiser le risque d’une compagnie d’assurance sous certaines contraintes. Ceci a
permis de résoudre facilement dans des temps trés courts, des problemes
d’optimisation de plus en plus complexes avec plusieurs contraintes d’égalité et/ou
d’inégalité, grace notamment aux ordinateurs.

Il en va de méme, pour le probléme dynamique de la réassurance optimale, I'idée
commune des travaux qui ont entamé la littérature montre que la stratégie utilisée
pour déterminer un choix optimal de la réassurance repose aussi bien sur le modele
classique de Cramer-Lundberg (lorsque le surplus de la cédante est décrit a I'aide
d’une diffusion stochastique) que sur I'approximation de la probabilité de ruine a
partir de ce modéle. Cependant, cette approximation n’est toujours pas possible, en
I’occurrence dans le cas des distributions a queues épaisses ou la fonction génératrice
des moments est indéterminée, et I'approximation du type Cramer-Lundberg
n’existe pas pour la probabilité de ruine méme dans le cas de réassurance
(Alex Bellos [3]).

Par ailleurs, les approches dynamiques précédentes agissent seulement sur la
probabilité de la ruine (en la minimisant) ou bien sur la maximisation de la fonction
d’utilité, mais la compagnie d’assurance cherche toujours a maximiser son bénéfice
technique. Dans ce cadre, Ben Dbabis [13] et plusieurs autres chercheurs ont vérifié
gue le critére de la minimisation de la probabilité de ruine seul ne permettait pas
d’aboutir en général au bon bénéfice technique. Pour cette raison nous avons proposé
un modele d’optimisation dynamique qui agit aussi bien sur le bénéfice technique
gue sur le risque. Nous avons démontré également que notre méthode dynamique
présente des solutions pratiques permettant de tirer les meilleurs résultats et
d’aboutir a un meilleur choix des traités de la réassurance disponibles.

Organisation du travail

Ce mémoire s’articule autour de cing chapitres, il est organisé comme suit :

Le premier chapitre est un état de I'art des méthodes adoptées dans le cadre de
I'optimisation de la réassurance. Dans ce chapitre nous exposons les différentes
formes de la réassurance en expliquant leurs formulations mathématiques, ainsi les
différents principes de prime utilisés et leurs propriétés, puis nous allons relever les
approches d’optimisation de la réassurance les plus importantes dans la littérature
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actuarielle, en expliquant les diverses critiques adressées a chacune de ces approches
ainsi que les avantages et les inconvénients de certaines d’entre elles.

Dans le deuxiéme chapitre, nous mettons en ceuvre des applications de méthode
d’algorithmes génétiques sur I'optimisation de la réassurance tout en développant
notre contribution a I'’égard du critere d’optimisation moyenne-variance en
démontrant I’efficacité de nos modeéles.

Au niveau du troisieme chapitre, nous proposons une approche permettant
d’optimiser la réassurance par une stratégie fondée sur la maximisation de bénéfice
technique de la cédante sous le critére de la probabilité de ruine en utilisant les
algorithmes génétiques en améliorant les résultats trouvés dans la littérature.

Concernant le quatrieme chapitre, il se focalise sur un nouveau modéle
d'optimisation sous contrainte pour un choix d’une forme de réassurance optimale
en utilisant le critere de la minimisation de mesure de risque et en se basant sur les
nouvelles mesures de risques a savoir, la Conditional Tail Expectation (CTE) et la
Conditional Tail Variance (CTV). Dans ce chapitre, nous développons un nouvel
algorithme d’optimisation de la réassurance basé sur les algorithmes génétiques et la
Lagrangienne augmentée en convention avec les méthodes statistiques et les modeles
actuariels.

Le chapitre cing concerne l'optimisation stochastique en temps continu et son
application en optimisation de la réassurance. Il est orchestré comme suit :

Nous donnons d'abord une formulation mathématique du probléme de contrdle
optimal stochastique dans un environnement (moyenne-variance). Ensuite, nous
présentons une approche de résolution basée sur la programmation dynamique
stochastique qui permettra la détermination de la stratégie de réassurance optimale
sur une période donnée. Leur proposition implique la résolution de I'équation aux
dérivées partielles d'Hamilton Jacobi Bellman (HJB).



Chapitre 1. Etat de I’art d’optimisation de la
réassurance

1.1. Introduction

L’optimisation de la réassurance est un sujet important et innovant dans la
recherche en mathématiques actuarielles. Le but principal d’un assureur est sans
doute la maximisation du bénéfice technique espéré et la minimisation des risques.

A cet égard, plusieurs modeéles ont été proposés pour déterminer un choix
optimal de la réassurance dont le plus populaire est celui élaboré dans le cadre de
I'approche moyenne-variance traitée pour la premiére fois dans les travaux de De
Finetti [32]. Cette approche repose sur le critére de la minimisation de la variance du
bénéfice technique en gardant I'espérance mathématique du bénéfice technique
maximal.

De Finetti a étudié le probleme d’optimisation moyenne-variance dans le cas
d’une forme de réassurance de type «quote part». Borch [17], de son coté, a
développé la méme stratégie de De Finetti sur la charge totale des sinistres de la
cédante en utilisant la forme de réassurance non proportionnelle de type «excédent
de perte annuelle». Kann [72] a traité le probleme de Borch de maniére différente en
appliquant plusieurs types de transformations plus généralisés que ceux utilisés par
Borch [17].

Dans ce cadre, on dispose d’un ensemble de papiers s’intéressant a I'approche
Moyenne-variance et enrichissant la littérature actuarielle comme, Arrow [6], Mossin
[92], Smith [111], Ohlin [94], Raviv [104], Moffet [100], Blazenko [16] et Hess
[59]...etc.

Dans les approches précédentes, les auteurs ont appliqué un principe de prime
(mode de tarification) basé sur I’espérance mathématique. Gajesk & Zagrodny [45] et
Kaluszka [71] ont étudié la méme approche en utilisant le principe de I'écart type,
cette étude aboutit a un traité de la réassurance optimal qui mélange la «quote part»
et le «excédent de sinistre» qui s’appelle «change-loss reinsurance». Kaas & al [68]
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ont utilisé d’autres principes de prime basés sur la variance. Par conséquent, ils ont
trouvé que la forme de réassurance optimale est la «quote part». Krvavych [75] et
Walhin & Lampaert [120] ont appliqué I’'approche moyenne-variance sur la forme de
la réassurance proportionnelle de type «excédent de plein» appelé aussi «surplus».

Cependant, plusieurs critiques ont été adressées a ces modéles comme le choix
de la variance en tant que mesure de risque et la charge du calcul (complexité des
expressions algébriques)...etc. En effet, la variance de la distribution de bénéfice
technique de la cédante décrit la dispersion mais ne mesure pas précisément la
sevérité des valeurs extrémes de la distribution du bénéfice.

L’approche moyenne-variance reste peu employée dans la pratique a cause de
plusieurs limites a savoir, le caractére quadratique de la fonction objectif et la charge
de calcul de la matrice de variance-covariance, la perception du risque n’est pas
symétrique par rapport a la moyenne, alors que la variance prend en compte de la
méme maniére les variations au dessous et en dessus du bénéfice espéré.

De plus, la mesure de risque introduite dans les modeles précédents n’est pas
une mesure de risque cohérente c'est-a-dire elle ne satisfait pas les propriétés
importantes d’Azertner [8] comme I’homogeéneité et I'invariance par translation.

Ces critiques donnent lieu a une multitude de tentatives d’amélioration de ces
modeéles ou bien de développement de nouveaux modeéles. Dans cette optique, bon
nombre de chercheurs ont proposé de nouveaux critéres de choix optimal de la
réassurance. On en trouve, entre autres, Dickson & Waters [38], Aase [1], Krvavych
[75], Schmidli [108] et Deelstra & Plantin [33] qui ont choisi d'aller chercher
I’optimalité par le critére de la minimisation de la probabilité de ruine.

Cependant, plusieurs auteurs ont signalé que le critére de la minimisation de la
probabilité de ruine seul ne permet pas d’aboutir a une décision rationnelle pour un
choix optimal de la réassurance, car ce critere agit seulement sur le risque (en
minimisant la probabilité de ruine), mais n’agit pas sur le bénéfice technique, c’est a
dire I'assureur ne doit pas choisir le traité de la réassurance optimal si celui-ci n’est
pas rentable.

Pour cette raison, plusieurs chercheurs ont introduit un nouveau critere du choix
de la réassurance optimale basé sur la minimisation des mesures de risque, telles que
la Value-at-Risk (VaR) et la Conditional Tail Expectation (CTE).

Cependant, les études récentes ont montré que la VaR manifeste plusieurs
inconveénients, le plus marquant étant la non prise en compte du montant des pertes
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excédant la VaR et la sous additivité, ce qui signifie qu'avec cette mesure, toute
diversification n'implique pas un risque réduit. Pour corriger les faiblesses de la VaR,
une nouvelle mesure de risque est adoptée. Elle est appelée la Conditional Tail
Expectation (CTE) et définie comme étant la perte moyenne étant donnée que la perte
est plus grande que la VaR.

Dans ce cadre Cai & Tan [21] ont proposé un critére basé sur la minimisation des
mesures de risques telles que, la Value-at-Risk (VaR) et la Conditional Tail
Expectation (CTE) en démontrant I’existence de rétention optimale explicite dans le
cas des traités «excédent de perte annuelle». Cette approche a été généralisée ensuite
par Tan & al [116] qui ont utilisé un modéle auxiliaire pour résoudre le probléme de
traité de la réassurance optimale grace au modéle «CTE-minimisation». Ce modele
est exprimé par la richesse initiale de I'assureur et la richesse finale.

Ce premier chapitre est un état de I'art des méthodes adoptées dans le cadre de
I'optimisation de la réassurance. Nous exposons les différentes formes de la
réassurance, ainsi que les différents principes de prime utilisés et leurs propriétés.
Puis nous allons relever les approches d’optimisation de la réassurance les plus
importantes dans la littérature actuarielle, en expliquant les diverses critiques
adressées a chacune de ces approches ainsi que les avantages et les inconvénients de
certaines d’entre elles.

1.2. Préliminaire
1.2.1. Formes de réassurance

Soit un portefeuille composé de N variables aléatoires positives représentant les
charges des sinistres (risques) X,,...,X, correspondent aux primes respectives

N
P.,..., Py (les primes nettes collectées), ot P =>" P, est la prime totale nette collectée.
i=1

La réassurance est un outil par lequel la compagnie d’assurance direct de se
décharger de tout ou partie de ses risques qu’il a souscrit auprés d’une autre
compagnie appelée réassureur moyennant une tarification appelée prime de
réassurance.

Pour un contrat de réassurance, les charges des sinistres (Xi)i L] sont partagées de

la maniére suivante :
X; =X+ X}, Vie[l.,N] (1.1)
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ou, les portions (X retenues par la cédante et la portion (XF sont
P i i

i=[1,.,N] i=[1,.,N]
transférées au réassureur.

La charge du réassureur ne doit en aucun cas dépasser la charge des sinistres comme
elle ne doit pas étre négative, i.e. 0< X <X;, Vie[L.,N].

En général, il existe deux formes de réassurance: la réassurance proportionnelle et la

réassurance non proportionnelle.
a. Réassurance proportionnelle

La forme de réassurance proportionnelle limite la responsabilité de la cédante a une
proportion o du risque X;, a<]0,1], appelée le facteur de proportionnalité (taux

R=aX, et la portion

de cession). Dans ce cas, le réassureur assume le risque X
X =(1-a) X; retenue par la cédante. Vie[l., N].

Dans le cas de la réassurance proportionnelle, on peut distinguer :

- Réassurance en quote-part «quota share»: c’est un contrat de réassurance
proportionnel ou le facteur de proportionnalité « €]0,1] est constant pour tous les

risques réassuré, tel que :

XF=aX;, et Xl=(1-a)X;, Vie[l.,N] (1.2)
- Réassurance en excédent de plein «surplus»: a I'inverse des traités «quote-part», les
«surplus» ont un taux de cession varie selon le montant maximal de réclamation et le
plein de rétention qui correspond a un montant fixe que la cédante conserve a sa
charge pour chaque risque.

XiAzmin(Xi,ai)+%max(0,Xi—ai), Vie[l.,N] (1.3)

et

X[ =(1—%jmax(o,xi— a), Vie[l.,N] (1.4)

sont les valeurs fixes du plein de rétention que la cédante conserve a sa charge pour
chaque risque; ou m; >a, ,Vie[l,...,N].

Dans ce cas, les taux de cession (g;)., | sont donneés par la formule suivante :

m, —a, :
a; = — a;€]0,1], Vvie[l..,N] (1.5)

(Voir Malinge 2013 [82]).
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b. Réassurance non proportionnelle

Le contrat de la réassurance non proportionnelle limite la responsabilité de la
cédante a un montant L >0 appelée limite de rétention, tel que :

L’ assureur assume le risque X*=min(X;,L) et la portion X7 =max(0,X,-L) transférées au
réassureur ; Vie[l,.,N].

En pratique, la limite de rétention associée a ces traités est exprimée sous la forme
d’un montant fixe ou d’un pourcentage des primes, tel que L=p*P, ou P est la

recette des primes collectée et S € ]0,1] est la proportion.

Dans le cas de la réassurance non proportionnelle, on peut distinguer :

- Réassurance en excédent de sinistre «excess of loss»:
C’est un contrat de réassurance non proportionnel ou la limite de rétention L >0 est
applicable a chaque réclamation individuelle.

N N

X®=>"max(0,X;-L) et X*=>min(XL) (1.6)

i=1 i=1
ou, X* est la charge de sinistre totale pour la cédante et X* est la charge de sinistre
totale pour le réassureur.

- Réassurance en excédent de perte annuelle «stop loss»:
C’est un contrat de réassurance non proportionnel ou la limite de rétention L >0 est
applicable au total des réclamations, tel que :

XRzmax(O,iXi—L] et XA:min(ZN:Xi,Lj 1.7

i=1 i=1
1.2.2. Principes de primes

L’activité d’assurance repose sur le concept de transfert de risque moyennant
une prime. Mesurer le risque assurantiel s’avere inévitable puisque cette information
est nécessaire pour la tarification (principe de prime).

Soit V un ensemble non vide des variables aléatoires mesurables a valeurs réelles
positives, et X est un élément de V représente la charge des sinistres.

La mesure de risque X est définie par une fonction 11 présentée comme suit :
I:V ->R"
(1.8)
X >TI(X)

IT est appelée aussi un principe de prime.
Les propriétés principales d’un principe de prime sont :
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e Marge de sécurité positive : IT(X )>E(X ), tel que E(X)est I'espérance
mathématique de X ;
o Additivité: TI(X +Y)=TII(X)+TII(Y), telsque X etY sont deux risques

indépendants ;
e Proportionnalité : TT(aX )=all(X ), Va=0 ;
e Invariance par translation: IT(X +a)=I1(X )+a , Va>0 ;

e Plafonnement :IT(X )< X la prime ne dépasse pas un montant maximal X . .

max !
En général, il n'existe pas un principe de prime qui satisfait toutes les propriétés,
plusieurs tentatives ont été faites pour créer un principe de prime qui satisfait au
plus grand nombre de propriétés dont les plus importants :

+ Le principe de I’espérance mathématique
Ce principe est basé sur le montant espéré des réclamations :
I(X)=(1+n)E(X) (1.9)
ou n >0 est un nombre réel strictement positif.
« Le principe de la variance
Ce principe mélange I’espérance mathématique et la variance :
II(X)=E(X)+nVar(X) (1.10)
ou n >0 est un nombre réel positif.
% Le principe de I'écart-type

Ce principe mélange I’espérance mathématique et I'écart-type :

I(X)=E (X )+nVar(X) (1.11)

ou n >0 est un nombre réel positif.
« Le principe exponentiel

Ce principe est présenté par :
(X) BN E(exp(-nX)) (1.12)
n

ou n >0 est un nombre réel strictement positif.

Remarque: le parametre 1 >0 est significativement interprété comme le chargement

de sécurité.
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1.2.3. Chargement de sécurité

La notion de chargement de sécurité est étroitement liée a celle de tarification: un
principe de prime contient un chargement de sécurité s’il conduit a exiger une prime
supérieure a celle qui est exigée si la mutualisation des risques est parfaite.

Le chargement de sécurité permet a l'assureur de pouvoir résister a la volatilité
naturelle des sinistres. (Besson & Partrat [14]).

Un mode de tarification IT contient un chargement de sécurité si pour tout risque X ,
onall(X)>E(X),tel que E(X)est I'espérance mathématique de X .

Dans la suite on note par >0 et n" >0 respectivement, les chargements de sécurité

de I’assureur et du réassureur.
1.2.4. Bénéfice technique

Le bénéfice technique (ou résultat technique) est obtenu en soustrayant aux
primes nettes collectées pendant une période donnée, les primes chargées de la
réassurance et les charges de I'assureur.

Supposons que la compagnie d’assurance applique un principe de prime IT pour

couvrir les charges de la réassurance avec les chargements de sécurité(nir ) ] >0.
i=[1,..,

Le bénéfice technique de la cédante est une variable aléatoire définie par :

B:i[e—n(xf)—xﬁ‘] (1.13)

i=1

Les portions (X/) et (X[)  sont liées aux traités de la réassurance choisies

i=[1,..,N] i=[1,..,N]
par la compagnie d’assurance.
B dépend de la distribution des charges des sinistres et des parameétres de traités de
réassurance suivants :

e Le facteur de proportionnalité dans le cas de la réassurance proportionnelle ;

e La limite de rétention dans le cas de la réassurance non proportionnelle ;

Noter /1=(ﬂi,.-.,/1N) le vecteur des parameétres des traités de réassurance et

X=(X,,..,Xy) le vecteur des charges des sinistres.

Telque X/ =f(X;,4) et X*=g(X;,4),vie[L..,N],ou f et § sont deux fonctions

définies sur un ensemble non vide des variables aléatoires mesurables a valeurs
réelles positives.
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La fonction g doit vérifier 0<g(X;, 4 )< X;, pour tout A >O’ Vie[l.., N],carles

charges du réassureur doivent inferieures a les charges des sinistres comme elles ne
doivent pas étres négatives. i.e. 0< X <X,.

Le bénéfice technique est exprimé comme suit :

B(X,l)=i[ﬁ—ﬂ(g(xi,%))— f (Xi’ﬂ’l)]

i=1
Alors I'espérance mathématique de B(X,1) est donnée par :

N

E(B(X,4))=X[R-TI(g(X;.4))-E(f (X, 4))] (1.14)

i=1

ou R,...,P, les primes nettes collectées.

1.3. Critere de moyenne-variance

Le probléme d’optimisation moyenne-variance consiste a déterminer le vecteur
des paramétres des traités de réassurance optimal A~ qui permet de minimiser la
variance du bénéfice technique de la compagnie d’assurance, tout en gardant un
bénéfice technique espéré dans un niveau donné.

Le programme d’optimisation moyenne-variance est exprimé comme suit :

min, <Var(B(X,ﬂ,))>

(1.15)
sc E(B(X,2))=k

ou k représente le bénéfice fixé par la compagnie d’assurance.

Le modéle moyenne-variance pour la détermination d’un choix optimal de la
réassurance a été traité pour la premiere fois dans les travaux de De Finetti [32], il
suppose que les risques sont indépendants et que chaque risque peut étre protégé
par une réassurance proportionnelle de type «quote part», tel que I'assureur
supporte le risque X/=(1-a)X; et la portion X =aX; est transférée au réassureur,

Vie[l,..,N], le facteur de proportionnalité « e ]0,1] est constant.

Dans ce cas, le paramétre des traités de la réassurance est représenté par le facteur de
proportionnalité « .

De Finetti [32] a utilisé un mode de tarification [] basé sur le principe de I'espérance
mathématique pour couvrir la charge de la réassurance, i.e.

[T(XF) = (L1+n] JE(X[), Vie[l,..,N] (1.16)
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Soit f et § deux fonctions aléatoires mesurables a valeurs dans R" représentent la

forme de réassurance choisie par la compagnie d’assurance. Tel que :
g(X,,a)=X =aX, et f(X,,a)=X"=(1-a)X,, Vie[l,..,N]
Le bénéfice technique de la cédante est donné par :
N N
B(X,a)= Y[ R-TI(X[)=X, =2 [R-T1(g (X))~ f (X0
i=1 i=1
Alors

B(X,a)zi[F’. ~(L+n/)aE(X,)-(1-a)X, |

i=1

(
E(B(X,a))= E(i[a —(1+nir)aE(Xi)—(l—a)XiD
R

La variance du B(X,4) est donnée par :
Var(B(X,a)):Var(i[P, (1+17)aE(X,)- (1—a)Xi]j

i=1

Alors

Var(B(X,a))= ZN: ) Var(X;)

i=1

Donc le programme d’optimisation de De Finetti est réécrit comme suit :

min,, <ZN:(1—a)2Var(Xi)>

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

Ce programme d’optimisation consiste a déterminer le parametre de traités de la

réassurance (taux de cession) o optimal qui permet de minimiser la variance du
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bénéfice technique sous contrainte de I'espérance mathématique du bénéfice
technique qui doit étre aussi égal a une espérance du gain minimale fixée par la
compagnie d’assurance.

Pour résoudre le programme d’optimisation (1.22) et trouver les conditions
nécessaires et suffisantes d’optimisation, De Finetti a utilisé la méthode de
lagrangienne et le théoreme de Kuhn-Tucker.

La fonction lagrangienne est définie par :

G (ar,m) :ZN:(l—a)ZVar(Xi)—m[ZN:[P. —(l+ni'a)E(Xi)]—kj (1.23)

i=1 i=1

Avec m le multiplicateur de Lagrange de la contrainte d’égalité.
D’apreés le théoreme Kuhn-Tucker, on obtient le programme d’optimisation suivant :

Trouver o tel que: aﬁG(a,m)=0, sous les conditions suivantes:
(04

ae ]0,1]

N

;[R ~(1+nia)E(X;)]-k=0

Alors

iG(a,m)=O<:>Zi(l—a)Var(Xi)+%“mni“E(Xi)=O

& 2(1-a)Var(X,)-mpE(X,)=0, Vie[l...N]

mnirE(Xi)

:1——,
- Var (X;)

Yi e[l,...,N]

Puisque « €]0,1], on obtient une valeur optimale suivante pour le taux de cession

(facteur de proportionnalité) :

. "E(X, _
a =max[0,1—n;\7ar—((xi))], Vie[l,...,N] (1.24)

1.3.1. Approche de Walhin & Lampaert (2005)

Walhin & Lampaert [120] ont généralisé le modele d’optimisation de moyenne-
variance de De Finitti [32] pour un autre type de forme de réassurance
proportionnelle en considérant le cas des traités en «excedent de sinistre» sous les
mémes conditions de I'indépendance des risques.
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Dans ce cas, les parametres de traités de la réassurance (taux de cession) («;)

i=1,...,N
sont variés selon le montant maximal de réclamation que la cédante souhaite
assumer et le plein de rétention correspond a un montant fixe que la cédante
conserve a sa charge pour chaque risque.

Walhin & Lampaert [120] ont redémontré le méme résultat sous certaines conditions.
Ils ont déterminé les taux de cession optimaux par la formule suivante :

afzmax[o,l—%((;‘))} Vie[l,...,N] (1.25)

ou m est le multiplicateur de Lagrange de la contrainte sur le bénéfice technique, et

1.3.2. Approche de Hess (2000)

Hess [59] a supposé dans son approche que la compagnie d’assurance applique
un principe de prime basé sur I'espérance mathématique en considérant une forme
de réassurance proportionnelle de type «excedent de sinistre».

Il détermine le vecteur a=(a,..., o, )des paramétres des traités de la réassurance qui

permet de maximiser le bénéfice espéré sous la contrainte suivante :

Le coefficient de sécurité doit étre supérieur a une valeur fixée par la compagnie
d’assurance.

Considérons un portefeuille composé de N risques (charges des sinistres)
représentés par des variables (X,,...,X,) aléatoires positives, indépendants et

identiguement distribués (i.i.d) et indépendants de N .

N
Soit S = Z X. la charge totale des sinistres.

i=1

L’espérance et la variance de S sont données respectivement par :

E(S):ZN:E(Xi) et var(S):izNzl:var(Xi)

i=1

Notons R >0 le montant des réserves affectées aux risques tel que
RZ—(n—nr)E(S) (1.26)

ou n'et n sont respectivement les chargements de sécurité du réassureur et de
I’assureur.
Les charges de prime retenues par I’assureur sont données par :
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P3(X;)=(1+n)E(X,),Vie[l..,N]

N N
P*(S)=>_P*(X;)=(1+n)D> E(X,)=(1+n)E(S) est le total des primes retenues par

i=1
I’assureur.
Le coefficient de sécurité CSqui doit étre supérieur a une valeur ¢ souhaitée par
I’assureur est défini par :
R+77E(S)
var(S)

CS = (1.27)

Considérons le cas des traités de réassurance proportionnelle de type «excedent de
sinistre», le bénéfice technique est donné par :

B(X,a)= Pa(S)—i[(Hn')aiE(Xi)—(1—ai)XiJ (1.28)

ol a=(a,...,ay) est le vecteur des parameétres des traités de la réassurance (les taux

de cession).
L’espérance et la variance du bénéfice technique sont données respectivement par :

N

E(B(X.@))=P* (8) X[ (1m )€ (%) ~(1-) E(X,)]

1+77 ZE i(l-ﬁ-?]a) )

i=1 i=1

E(B(X,a)):i(n—ain')E(Xi) (1.29)

i=1

et

Var(B(X,a))= i ) Var(X,) (1.30)

i=1

Le probléme d’optimisation consiste a déterminer le vecteur de paramétres de traités

de la réassurance optimaux a =(j,...ay) qui permet de maximiser le bénéfice
technique espéré E(B(X,a)) sous la contraintes du coefficient de sécurité CS qui

doit étre supérieur a une valeur ¢ souhaitée par I'assureur, tel que:

R +77E( )
Jvar S) (1.31)

o =(ay,...oy) € ]01]
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Le programme d’optimisation est reformulé comme suit:

(1.32)

a=(a,...ay)e ]0,1]N ;

ou c une valeur fixée par la compagnie d’assurance.
Dans son modeéle, Hess a démontré I'existence d’une solution optimale liée a la
probabilité de ruine. En effet,

P

ruine

=P(R<S-P*(S))

R+7E(S) _ S—Pa(S)+nE(S)J
Jvar(s) Jvar(s)
R+7E(S) _ S—(1+n)E(S)+nE(S)J

Jvar(s) Jvar(S)

ZP(R+77E(S)< S—E(S)J
\/var(S) - \/var(S)

_1p| SZE() s (1.33)
var(S)
: : . : s S—E(S)
Soit F, la fonction de répartition de la variable aléatoire y =———=
var(S)
Alors
Prine =1 F5 (5 (CS) (1.34)

var(S)

La probabilité de ruine est liée au coefficient de sécurité CS qui pourrait faire
intervenir la probabilité de ruine comme un critere du choix d’une réassurance
optimale.
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1.4. Critere de la minimisation de la probabilité de ruine

La minimisation de probabilité de ruine est un critére crucial pour déterminer
I’effet de la forme de la réassurance sur la richesse de la cédante et constitue un
facteur tres important du choix de la réassurance optimale (Kaluszka & Okolewski
[70], Luoa & al [80]). Ce critere a été élaboré dans les travaux de Dickson & Waters
[38], Aase [1], Deelstra Plantin [33] et Schmidli [109].

1.4.1. Probabilité de ruine

La probabilité de ruine est la probabilité que la charge totale des sinistres excede
I’encaissement correspondant sur une période donnée. La ruine survient lorsque les
réserves descendent sous 0.

La réserve de la compagnie d'assurance a l'instant t est donnée par le processus
aléatoire suivant :

N(t)
R(ut)=u+Ct-> X; (1.35)

i=1

e u est le capital initial ;
e C estle taux de rentrée des primes (la recette de prime collectée a I'instant t) ;
. (Xi)ie sont des variables aléatoires indépendantes identiquement

distribuées positives, de moyenne u et indépendantes de (N (t))

>0

N(t)
e (N(t))_, est un processus de comptage des sinistres, (3, X; =0 si N (t)=0).

i=1

Le processus S (u,t)=u—R(u,t) est appelé processus d’excedent de sinistres.

Le processus de comptage (N (t))t>o est un processus stochastique a valeurs dans N

(I'espace des entiers naturels). Il a pour vocation a modéliser un nombre entier
aléatoire évoluant dans le temps. Le processus de comptage le plus classique est le
processus de Poisson.

On peut écrire la probabilité de ruine ¢ (u,t) de la fagon suivante :
N(Y)
o(u,t)= P(EIt>O,R(u,t)=u+Ct—ZXi <O] (1.36)
i=1

On dit que la compagnie est ruinée a un instant t.
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La probabilité de non-ruine (ou de survie) est donnée par :

w(ut)=1-p(ut)= P(Vt >0,R(u,t) =u+Ct—NZ(t‘ixi zoJ (1.37)

- R(t}
S(t)

Figure 1: Trajectoire du surplus et d'excédent de sinistres au cours du temps

Remarque : Le processus de surplus peut étre naturellement en temps continu, et
peut aussi étre consideré en temps discret.

1.4.2. Approche de Schmidli (2004)

Soit un portefeuille composé de N variables aléatoires X,,..., X, continues,

positives, indépendantes et identiquement distribuées, représentent les charges des
sinistres.

Supposons aussi que les variables aléatoires (X, ) y] Sont indépendantes de N, de

i=[L...

fonction de répartition F,, de survie Sx et de densitéf, , avec E(X;)=u.

Vi e[fL..., N].

Considérons le modele de risque de Cramer-Lundberg (dans le cas statique) suivant :
Ry (u,4)=u+NC(1)-Sy (1.38)

Ry (u,ﬂ,) est la réserve de la compagnie d’assurance pour la période N .

Avec

N
e S0 => X/ estlasomme des charges des sinistres de I'assureur ;

i=1
e A=(A,...4y) estle vecteur des paramétres de traité de réassurance ;
. C(/l) est la recette de prime chargée de I'assureur apres la réassurance pour

une période.
Donc la probabilité de ruine notée par ¢ (u, 1) est définie par :
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o(u,2)=P(Ry (u,1)<0) (1.39)

Schmidli [109] a démontré que la probabilité de ruine peut étre majorée par une
borne supérieure dite borne de Lundberg, tel que :

p(ur)<e™ (1.40)

ou u est le capital initial.
Le paramétre p est appelé le coefficient d’ajustement de Lundberg est c’est I'unique

racine pour I’équation suivante :
eE|e™ |=1, vie[l..,N] (1.41)

(Voir Schmidli [109] et Willmot & Lin [125]).
Il est important de signaler que plus le coefficient d’ajustement est élevé, plus la
probabilité de ruine est petite. En effet, la maximisation de p implique la
minimisation de la probabilité de ruine go(u,ﬂ,) . Donc, il est possible de baser le choix
de la réassurance optimale sur le critere de la maximisation du coefficient
d’ajustement de Lundberg.

— Cas du traité de réassurance en «quote-part»

Dans le cas de la forme de réassurance proportionnelle de type «quote part» avec un
facteur de proportionnalité (taux de cession) a e]0,1] constant, les charges de

sinistres de I’assureur et du réassureur sont données respectivement par :
XM=(1-a) X, et X*=aX,; ,Vie[l..,N].

Soit n et n' respectivement les chargements de sécurité de I'assureur et du
réassureur.

Supposons que le réassureur utilise un principe de prime basé sur I'espérance
mathématique pour couvrir la part de la réassurance.

Alors la prime chargée du réassureur pour une période ie[1,..,N] est donnée par :

Cr(a)=(1+nr)aE(Xi)=(1+nr)a,u (1.42)

La recette de prime chargée de I'assureur apres la réassurance pour une période
ie[1..,N] est donnée par :

C(a)=(1+n)E(X,)-C, (a)=(1+n)u—a(l+n ) u
=N C((x)z,u((lﬂy)—a(lﬂ]')) (1.43)
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D’ou le processus de surplus est présenté par la formule suivante :

Ry (u,a)=u+NC(a)-Sy
= Ry () =0 Na((1en) (i )) -3¢

Ry (u,oz)=u+N,u((1+77)—oc(1+77'))—(1—05)21Xi (1.44)

i=1

Schmidli [109] a démontré qu’il existe un paramétre p >0 (coefficient d’ajustement)

tel que la probabilité de ruine ¢(u,1) Vérifie I'inégalité suivante:
p(u,A)<e™
avec p est I’'unique solution positive de I’équation suivant :
E(e”")e =1, Vie[t,..N] (1.45)
L’équation (1.45) est équivalente de :

E (7)o e =15 (M (p)-1)-u((Lrn)-a(Len' )20 Vie[L N]  (146)

l-«o
ou M, (p), est la fonction génératrice des moments de la variable aléatoire X;

évaluée a p . (Voir Hald & Schmidli [56]).

Pour les raisons de sécurité, la réserve espérée de la compagnie d’assurance doit étre
supérieure au capital initial, i.e :
N

E(RN (u,a)—u) >0 N,u((1+77)—a(1+77')) >Z:XiA

i=1

Avec
N

> X =Zi“(1—a) X;=(1=a)Nu>0

i=1 i

Donc

N,u((1+17)—a(1+17r))

1
(I-a)Npu g

E(Ry (ua)-u)>0<
(1.47)
n

®a<—r
n

Le programme d’optimisation est reformulé de la maniére suivante :
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max,, <p(a)>
(M, (p)=1)=so((a+m)-ar (147 )) L= =0 (1.48)
SC ae}()l{ , Vie[l ..... N]
e
p>0

Ce programme d’optimisation consiste a déterminer le facteur de proportionnalité
(taux de cession) optimal o et le réglage maximal du coefficient d’ajustement
p(a”) qui satisfait I'équation (1.46) et la condition de sécurité (1.47).

— Cas du traité de réassurance en «excedent de sinistre»

Le contrat de traités en «excédent de sinistre» est un contrat de réassurance non
proportionnelle ou la limite de rétention L >0 est applicable & chaque réclamation
individuelle.

Dans ce cas, les charges des sinistres de I'assureur et du réassureur sont données
respectivement par :

XA=3 XA =3 min(X, L) et X*=YXF=3((X-L)) (1.49)

i=1 i=1 i=1 i=1

avec

S=ixi=x’*+xR

i=1

La prime chargée du réassureur pour une période ie(1,..,N] est donnée par :
C(L)=(1+n")E(X])=(1+n")E((X;-L),) (1.50)

Donc la recette de prime chargée de I’assureur apres la réassurance pour une période
ie[l..,N] estdonnee par:
C(L):(1+n)E(Xi)—Cr(L):(1+n)y—(1+n’)E((Xi -1),) (1.51)
La réserve de la compagnie d’assurance est donné par :
Ry (u,L)=u+NC(L)-X"
N N
= R, (u,L)=u+Z((1+n),u—(1+n')E((Xi - L)J)—Zmin(xi, L) (1.52)
i=1 i=1

D’autre part, on sait que
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X—L

l_'—.g

dx=E(X;)~L = [((x= L) fx, (x))ax

En appliquant I'intégration par parties, on obtient alors :

E((Xi— L), )= EOG)-L=[(x= L)Fx, (9] = ((x= L) P, (x) o

—E(Xi)-L+LFy, (0)+ [ Fy, (x)ox
0
On a aussi

Fx (0)=P(Xj<0)=0

Donc

E(XF)=E((xi - L),)=E(Xi)-L+[F

L L (1.53)
= E(X;)~ [ (1P, (x))dx = = [ 5x, (x)dx
0 0
Et puisque X; =X*+X{, Vie[L,..,N] alors
E(xiA)=E[min(xi,L)]=E(Xi)—E(XiR)=J|:SXi(X)dx , Vie[l..,N] (1.54)

Finalement la recette de prime chargée de I’assureur apres la réassurance pour une
périodeie[1,..,N] estdonnée par :

C(L)zN(1+17),u—N(1+77r)E((Xi—L)):(1+17 1+77 [ js J (1.55)

De plus, le coefficient d’ajustement de Lundberg p est toujours I'unique solution

positive de I’équation suivant :

L

E(eriA )e—C(L)p leE (eriA)e{(Hn) (2n )[ﬂ lSX'(X)dXHp 1 vie [1,“.’ N] (1.56)

Alors le programme d’optimisation est reformulé de la maniére suivante :
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max,_(p (L))

o B )e{(“””“(“”r)[“‘lsx'“*’*ﬂp 1 Vie[L..N] (L57)
L>0
p>0

Le probléme (1.57) consiste a déterminer la limite de rétention optimale L et le
réglage maximal du coefficient d’ajustement p(L*) sous certaines contraintes.

Schmidli [109] a vérifie que la meilleure solution pour le coefficient d’ajustement
existe dans le cas du traité de réassurance en «quote part», ce qui implique que la
probabilité de ruine est inférieure pour le traité en «quote part» a celle du traité en
«excédent de sinistre». Cependant, Ben Dbabis [13] et plusieurs d’autres auteurs ont
signalé que le critére de maximisation du coefficient d’ajustement de Lundberg seul
ne permet pas d’aboutir au un bénéfice technique maximal, car ce critére agit
seulement sur le risque (en minimisation la probabilité de la ruine). Pour cette raison,
la génération récente des chercheurs ont introduit un nouveau critere du choix de la
de la réassurance optimale basé sur la minimisation des mesures de risque, telles que
la Value at Risk (VaR) et la Conditional Tail Expectation (CTE).

1.5. Critere de la minimisation des mesures de risques

Cai & Tan [19] ont proposé deux modeles d’optimisation de la réassurance en
développant un nouveau critere basé sur la minimisation des mesures de risque tels
que la Value at Risk (VaR) et la Conditional Tail Expectation (CTE). lls ont déterminé
deux solutions explicites pour la rétention optimale pour la forme de réassurance de
type «excédent de perte» en utilisant un principe de prime basé sur I’espérance
mathématique, avec un chargement de sécurité donnée.

Cai & Tan [21] ont déterminé les conditions nécessaires et suffisantes pour
I'existence des rétentions optimales. lls ont démontré que sous ces conditions
d’optimalité, les solutions optimales de leurs modéles «VaR-optimisation» et «CTE-
optimisation» donnent la méme rétention optimale qui est dépend uniquement de la
répartition des montants des sinistres et du chargement de sécurité du réassureur.

L’approche de Cai & Tan [21] a été généralisée ensuite par Tan & Chi [117]. Ces
derniers ont proposé un modeéle auxiliaire pour résoudre le probleme de rétention
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optimale grace au modele «CTE-optimisation». Ils ont montré que le traité en
«excedent de perte» est toujours I'une des solutions optimales.

1.5.1. Mesures de risque assurantiel

Une mesure de risque est une fonction p associant a un risque X , un réel positif
p(X) , tel que:
p:V-oR
X —p(X)
ou V est un ensemble non vide de variables aléatoires mesurables a valeurs réelles.
p(X) permet de quantifie le montant que la compagnie d’assurance doit disposer

pour faire face a une perte financiére de montant X .
1.5.2. Cohérence de mesure de risque

Une mesure de risque est dite cohérente au sens d’Artzner [8] si elle vérifie les
propriétés suivantes :
P1. Invariance par translation
Cette propriété montre que pour tout risque X et pour toute constante ¢, ona:
p(X+c)=p(X)+c
C'est-a-dire que si on ajoute une quantité ¢ a un portefeuille assurantiel, le risque
du portefeuille se réduit par c .

P2. Sous-additivité
Cette propriété montre que pour tous les risques X etY,ona:
p(X +Y)Sp(X)+p(Y)
C’est a dire que, si on a deux portefeuilles assurantiels séparés, le risque agrégé du

portefeuille combiné est inférieur a la somme du risque individuel composant ce
portefeuille.

P3. Homogénéité positive

Cette propriété signifie que pour tout risque X et pour tout constant ¢ ana:
p(cX)=cp(X)

La multiplication de chaque risque par un facteur positif augmente la mesure de

risque par le méme facteur.

P4. Monotonicité

Cette propriété indique que pour tous lesrisques X etY ona:
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p(X<Y)=1=p(X)<p(Y)

Elle exprime que si un risque est supérieur a un autre, la mesure de risque pour le
premier est supérieure a celle pour le deuxieme.

1.5.3. Value at Risk (VaR) et Conditional Value at Risk (CVaR)

La Value at Risk (VaR) est une mesure de risque proposée pour la premiére fois
par la Banque américaine JP-Morgan en 1994, elle est introduite comme une mesure
de risque du marché.

La VaR au niveau 0 est la valeur de x telle que la probabilité que X soit inférieure
ouégale a x est 6 .
Il s’agit de la fonction quantile de la variable aléatoire X , i.e.

VaR,[X]=F,"(0) (1.58)
ol F,(6) est la fonction de répartition correspond & la variable aléatoire X au

niveau 6 et F,'(6) est safonction réciproque.

Supposons que la variable aléatoire X est continue sur tout son domaine alors
F '(0) ={xeR:F,(x)=0}

Par conséquent,
F, (VaR,[X]) =6 (1.59)
Soit F, (x) la fonction d’excés moyen tel que,
F ()= E[X =x|X 2 X] (1.60)

La Conditional Value-at-Risk (CVaR) correspond au risque X avec un niveau de

probabilité 6 < ]0,1] est donnée par:
CVaR, (X) =F,,(VaR,(X)) = E[ X —VaR,(X)|X >VaR,(X)] (1.61)

Remarque. La VaR n’est pas une mesure de risque cohérente au sens d’Artzner [8]
car elle ne satisfaite pas la propriété de sous-additivité. C’est a dire, qu’il peut exister
des risques tels que p(X +Y)< p(X)+p(Y) (Voir Denuit [35]).
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1.5.4. Conditional Tail Expectation (CTE)

La Conditional Tail Expectation (CTE, ) est une mesure de risque corresponde a
la variable aléatoire X au niveau de probabilité 0 ]0,1[, il s’agit de perte moyenne

étant donnée que la perte est plus grande que la VaR.
La CTE,(X) est definie par :

CTE,(X)=E[X|X =VaR,(X)] (1.62)

La CTEG(X) considere la queue de la distribution & droite de la VaR, ( X ) qui permet

de corriger la principale faiblesse de la Value at Risk.

Proposition. 1.1. Lorsque X est continue alors on a I’expression équivalente

suivante :
1
CTEH(X)zﬁJVaRK(x)dK ol k €]0,1] (1.63)
VYo
1 1
o VaR, (X )dx signifie la moyenne arithmétique des VaR,(X)au-dessus de ¢
Ve

notée TVaR,(X).

Proposition.1.2. En général, la Conditional Tail Expectation (CTE) n’est pas une
mesure cohérente. Mais elle est cohérente lorsque les risques sont continus ou (la
TVaR et la CTE coincident). i.e :

Si X est continue sur tout son domaine alors :

CTE, (X)=TVaR, (X )=~ [ xf, (x)ix (1.64)

avec f, estlafonction densité de la variable aléatoire X .

Preuve :
Il suffit de noter que si la fonction de réparation de X est continue alors :

F, (VaRr, (X))=0 et F,(VaR,(X))=1-6
Dans ce cas, la CTE et la TVaR coincident : CTE,(X)=TVaR, (X )

Tel que

TVaRg(x)=$jSVaRK(x)dK
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(Voir le document de référence: Mesures de risque, Charpentier [27]).

e Invariante par translation :

De plus, la TVaR est invariante par translation et homogéne. En effet, comme la VaR
est invariante par translation, on a:

TVaR, (X +a) :ﬁijaRK (X +a)dx

1 1
S J(Var, (X)+a)dx
- 1VaRK(X)dK+LradK
1-6 7 1-97

=TVaR,(X)+a

, Va>0

e Homogéne positive :

De la méme maniere, I’homogénéité de la VaR garantit I’homogénéité de la TVaR.
e Sous-additivité :

Soit X et Y deux risques

TVaR, (X +Y)=E(X|X +Y >VaR, (X +Y))
+E(Y[X+Y >VaRr, (X +Y))
>E(X|X+Y >VaR, (X))
+E(Y[X +Y > VaRr, (Y))
=TVaR, (X)+TVaR,(Y)

e Monotone :

La TVaR est monotone, puisque lorsque P[X <Y ]=1,0na:

TVaR, (Y)=E(Y[Y > VaR,(Y))
>E(Y|X >VaR, (X))
>E(X|X >VaR, (X))
=TVaR,(X)
Par conséquent, CTE,(X)=TVaR,(X) une mesure de risque cohérente, car elle

satisfasse les propriétés de cohérence d’Artzner [8].
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1.5.5. Approche de Cai & Tan (2007)

Soit X une variable aléatoire qui désigne la charge totale des sinistres, de
fonction de répartition F, (x), de survie S, (x) et d’espérance E(X )= >0.

Pour un contrat de réassurance, le risque X est partagé de la maniére suivante :
X = X"+ xR
tel que X* est la charge des sinistres de I'assureur et la portion X® transférée au
réassureur.
Dans le cas de la réassurance non proportionnelle de type «excedent de perte» de

limite de rétention L, les charges des sinistres de I'assureur et du réassureur sont
données respectivement par :

X*=1f(X,L)=min(X,L) et X®=g(X,L)=max(0,X -L)=(X-L),
ou f et g sont deux fonctions aléatoires mesurables a valeurs dans R".

Supposons que la compagnie d’assurance utilise un mode de tarification [] basé sur
le principe de I'espérance mathématique pour couvrir le risque de perte, tel que :

(X")=(1+n")E(X7)

ou n" est le chargement de sécurité de la réassurance.

Cai & Tan [21] ont cherché a choisir la rétention optimale L™ qui minimise de fagon
optimale le risque du co(t total du cédant. Ils ont défini le coGt total T dans le cas
d’une forme de réassurance de type «excédent de perte» comme la somme de deux
composantes: la charge de I'assureur et la prime de réassurance, i.e :

T(X,L)=X*+I1(X")=f(X,L)+I1(g(X,L)) (1.65)

Pour obtenir la limite de rétention optimale de la réassurance de type «excedent de
perte», Cai & Tan [21] ont défini deux programmes d’optimisation basés sur les
mesures de risque (VaR) et (CTE) :

VaR-optimisation :
min,_o (VaR, (T (X,L))=VaR, (X*+T1(X*))=VaR, ( (X,L)+I1(g(X L))}  (166)
CTE-optimisation :

minL>0<CTE(, (T(X,L))=CTE, (X" +I1(X*"))=CTE, (f (X,L)+H(g(X,L)))> (1.67)
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La détermination de la rétention optimale L:
VaR-optimisation :
Nous présentons tout d’abord la formule de VaR, (T (X, L)) :

On sait que la mesure de risque VaR, Vérifie la propriété d’invariance par translation.

Alors d’aprés cette propriété on a:
VaR, (T (X,L))=VaR, (X*)+I1(X")=VaR, (f (X,L))+I1(g(X,L)) (1.68)
D’autre part, ona:
E(x*)- f(x,l_)=E[min(x,|_)]=JL'sX (x)dx
et
E(X®)=E(g(X,L))=E(X)~E(X") =~ 8x (x)ix (1.69)
Alors

H(XR)=(1+n')E(XR)=(1+nf)E(9(X,L))=(1+nf)[u—st(x)de (1.70)

La fonction de survie de la part de I’assureur est donnée par :

Sy (x), 0<x<L
0, x>L

SXA(X)=P(XA=min(X,L)>x)={ (1.71)

On a aussi
VaR, (X*)=VaR, (f(X,L))=S4(6)=S ()
Noter que

0<6<8S, (L)=5,1(0)>S; (S (L))>0 estéquivalenta 0< L <s.'(9)
Dans ce cas on a
VaR, (X*)=VaR,(f(X,L))=L
Si 0>S, (L) ou de la maniere équivalente L > S,*(0), alors
VaR, (X*)=VaR, (f(X,L))=5.(6).
Donc la vaR, (X A) =VaR, (f (X,L)) est présentée par la formule suivante :

L, 0<L<S;'(9)

(1.72)
S;1(6), L>S(0)

VaRg(XA)=VaR9(f(X,L))={
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Ainsi
L+TT(g(X,L)), 0<L<S}(0)
= = 1.73
VaR, (T(X,L))=VaR, (f(X,L))+I1(g(X,L)) {SX1(9)+H(9(X’L)), L>52(6) (1.73)
En remplacant (1.70) dans (1.73), on obtient alors :
+(1+7" [ js x], 0<L<S:(6)
VaR, (T(X,L))= (1.74)

L
S2(0)+ 1+n [u jsx x], L>S:(0)
0

Nous donnons maintenant le résultat du programme d'optimisation de Cai & Tan

[21] présenté dans (1.66) pour rechercher le niveau optimal de la rétention L.
Le théoréme suivant indique les conditions nécessaires et suffisantes pour I'existence
d'une rétention optimale de l'optimisation de la réassurance basée sur la VaR.

Théoréme 1.1. (Cai & Tan [21])

La rétention optimale L existe pour le programme «VaR-optimisation» si et seulement

Si:
0<n <S,(0) et s;l(e)zs;l(n{)+n(s;l(n{)) (1.75)
avec
L1
= (1.76)

De plus, lorsque la rétention optimale L existe, alors L est déterminée par:
L =S¢ () (1.77)
CTE-optimisation :

Nous considérons maintenant le programme «CTE-optimisation» pour un choix
optimal de la limite de rétention.
Cai & Tan [21] ont déterminé une expression pour la CTE, (T (X, L)).

L’expression de CTE, (T (X, L)) est donné par la proposition suivante:

Proposition.1.3. Pour L>0 et 0<@<S,(0). La CTE,(T(X,L)) est formulée de la

manieére suivante :
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(14" [ﬂ st x)de 0<L<S:(0)

CTE, (T(X,L))= } (1.78)
1+n [,Ll ISX x)de+ 0:( ))Sx(x)dx, L>S,'(0)
Démonstration :
Ona
CTE, (T (X,L))=CTE, (X*)+I1(X")=CTE, (f (X,L))+(1+n")E((X -L),)
Calculons la CTE, ( f (X,L)):
CTE, (X*)=E[ X*|X* >VaR, (X*)]
CTE,(X*)=CTE,(f(X,L)) (1.79)
=E[VaR, (f(X,L))+f(X,L)-VaR,(f(X,L))|f (X,L)=VaR,(f(X,L))]
Alors
) d
CTE, (X*)=CTE, (f(X,L))=VaR,(f (X, L))+ IVE’R““(X”)S“X'L)(X) ’ (1.80)

Pr(f(X,L)2VaR,(f(X,L))])
On a aussi
Pr(f (X, L)=VaR, (f(X,L))])=Pr(f(X,L)=VaR,(f(X,L))])+Sx (VaR, (f(X,L)))

Si L>S,'(0) alorsona:

Pr(f(X,L)2VaR, (f(X,L))])=Pr(f(X,L)=5,(0))+Sx (Sx'(0) =S, (5£'(0)) =0
Danscecasona:
IVO:Re(f(x,L))Sf(xv'-)(x)dx
Pr(f(X,L)=VaR,(f(X,L))]) (181)

CTE, (X*)=CTE, (f (X,L))=VaR,(f(X,L))+

_ 1=
=le(9)+—J.S;1(8)Sf(X'L)(x)dx
Si 0<L<S;'(0)ona:

0 L
.[VaRg(f(X,L))] Sf(X'L)(X)dX - J.VaRg(f(X,L))] Sx (x)ax=0

Alors
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J.VOZRg(f(X'L)) Sf(x,L)(X)dX
Pr(f(X,L)=VaR,(f(X,L))]) (1.82)

=VaR, (f (X,L))=L

CTE, (X*)=CTE, (f(X,L))=VaR,(f(X,L))+

Ona
CTE, (T(X,L))=CTE, (X *)+IT(X")=CTE,(f(X,L))+IT(g(X,L))

Finalement, on combine (1.67), (1.70), (1.81) et (1.82), on obtient alors :

L+(1+17')[,u—i$x (x)de, 0<L<S(0)

CTE, (T(X,L))= (1.83)

1

S;l (9)4‘5]‘;(9))5)( (X)dX+(1+77r)[lu —!SX (X)dx} L> S)—(l(e)

De maniere similaire, Cai & Tan [21] ont démonté les conditions nécessaires et
suffisantes pour I'existence d'une rétention optimale pour le programme «CTE-
optimisation».

Le théoréme suivant énonce les conditions nécessaires et suffisantes pour que la
rétention optimale puisse exister :

Théoréme 1.2. La rétention optimale L existe pour le programme «CTE-optimisation»
si et seulement si :

r N r 1
0<n’ <S,(0) ou 7 T (1.84)

De plus, lorsque la rétention optimale L existe, alors L est déterminée par :
U =S (n) (1.85)

Remarquons que la condition d'optimalité pour le modéle «CTE-optimisation» est
moins restrictive comparé au modele «VaR-optimisation». Cependant, les deux criteres
d'optimisation donnent le méme résultat. Cela offre un avantage supplémentaire en
adoptant le critéere CTE par rapport a la VaR (Cai & Tan [21]).

1.5.6. Approche de K.S Tan et al (2011)

Pour le probleme de choix de la réassurance optimale, Tan & Chi [117] ont
généralisé le modele de Cai & Tan [21] en formulant un modéle d'optimisation sous
contrainte dans le cadre du critére de minimisation de mesure du risque basé sur
I'espérance conditionnelle (CTE). Ills ont montré que le traité de la réassurance en
«excedent de perte» est toujours I'une des solutions optimales.
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Soit X est une variable aléatoire non négative représente la charge totale des
sinistres, tel que :

X =X"+XR
Sachant que X* et X® sont respectivement, les charges des sinistres de I’assureur et
du réassureur.
Tan & Chi [117] ont utilisé un modéle auxiliaire pour résoudre le probleme de traité
de la réassurance optimale grace au modele «CTE-optimisation». Ce modele est
exprimé par la richesse initiale de I'assureur W, et la richesse finale w . lls ont

considéré un principe de prime basé sur I’'espérance mathématique H(x R), avec n'

le chargement de sécurité du réassureur, tel que:
M(X7)=(2+n")E(X")
La richesse finale W du réassureur est donnée par :
W =W, +(1+n")E(X")-X* (1.86)

La portion X® est exprimée par une fonction g définie sur un ensemble non vide de
variables aléatoires mesurable a valeurs réelle positives.

g représente la forme de la réassurance choisie par la compagnie d’assurance. Tel
que X" =g(X).

La fonction g doit vérifier 0<g(X)< X, pour tout X >0 car la charge du réassureur
ne doit en aucun cas dépasser la charge totale des sinistres comme elle ne doit pas

étre négative. i.e. 0<X"<X.

Posons
T, =(W-W,)=(1+n")E(X")-X*

=(+n")E(9 (X))~ (X -g(x))

T, estinterprété comme le résultat de la compagnie d’assurance.

g:

(1.87)

Le modele «CTE-optimisation» de Tan & Chi [117] consiste a minimiser la mesure de

risque : Conditional Tail Expectation CTE,(T,) correspond au risque T, avec un
niveau de probabilité 60,1 .

Le programme d’optimisation est formulé de la maniére suivante:
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min, (CTE, (T, ) =CTE, ((L+n")E(9(X))-(X - 9(X))))
0<g(X)

<X
> E(g(X))e{O, z }

1+n"

(1.88)

ol 7 est une constante non liée & 6 satisfait :(1+n")E(g(X))<7.

{0, 1 z - } est interpreté comme I'intervalle de la liquidite des traités de réassurance.
+n

Il s’agit d’'un modeéle d’optimisation plus général qui implique la recherche d'une
fonction optimale au lieu des valeurs optimales d'un nombre fini de paramétres.
Reconnaissant que la résolution du programme d’optimisation (1.88) directement
peut étre tres difficile. Pour cette raison Tan & Chi [117] ont résolu ce programme par
intermédiaire d’un modeéle auxiliaire beaucoup plus traitable que le modeéle de
réassurance d'origine.

Ils ont considéré les deux cas suivants :

T
1+17r'

Cas de déliaison ol E(g(X))e {OlL{ et cas avec liaison ou E(g (X))
+n

Modeéle auxiliaire dans le cas de déliaison :

Pour décrire ses modeéles auxiliaires, Tan & Chi [117] ont introduit la fonction
suivante :
G,(&,9):RxI'> R tel que:

Gg(é,g):§+%E[((l+n’)E(g(X))+ X —g(x)_(gu (1.89)

ou I' est un ensemble non vide des fonctions g , et o est la méme constante associée
a la mesure de risque CTE dans le modele d’origine.
La signification de I'introduction de G,(&,g) est déduite du Lemme 1.1 suivant :

Lemme 1.1. (Tan & Chi [117]). La minimisation de CTE, (Tg)par rapporta g eI est
équivalente a la minimisation de G,(&,g)sur tout (£,9)eRxT, i.e:

Le modeéle suivant :

min,_, {CTEG (T, )}

sc<E(g(X))e{0, z {

(1.90)

1+n

est équivalent du modeéle auxiliaire suivant :
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min(g,g)eer {69(51 9)}

sc<E(g(X))e{O

{ (1.92)

'1+)7r

De plus, si (5*, g*)eer est une solution de probléme de (1.91), alors g~ est une

solution de probléme (1.88).

Pour résoudre son probléme auxiliaire, Tan & Chi [117] ont utilisé une stratégie basée
sur la méthode lagrangienne et sur les dérivées directionnelles car le théoreme de
Kuhn-Tucker largement utilisé n'est pas utile pour résoudre ce probléeme puisque le
probléme a de dimension infinie.

Tan & Chi [117] ont considéré un contrat de la réassurance de type «excedent de
perte», tel que la prime chargée du réassureur est donnée par :

7, =(1+n")E(g(X)) (1.92)
ou 71" est le chargement de sécurité de la réassurance.

Avec

R _ _ _ s .
X"=g(X)=(X-d,] et dn,_mf{d.Pr(X ~d)<

} (1.93)

Dans la suite, les notations =, et d, sont définies de fagon analogue comme (1.92) et
(1.93).

Tan & Chi [117] ont réparti la solution de leurs modeéle en trois cas, selon le niveau
de la prime de réassurance r , il ont démontré une résolution du modele (1.88) pour

les différents cas suivants : 7 e [O, ﬂq] Te [nq,nn,] et 7 e [nn, ,oo[ .

La résolution du programme d’optimisation est déterminée comme suit :

— Dans le casou = e[o, ﬂq] , Si qsl ! alors toutes les fonctions de perte cédées
+

r 1

g~ de la forme suivante sont des solutions optimales du modeéle (1.88):

0" (X)= 0, si X-<d ) (1.99)
I(X), si X=xd
o la rétention d est déterminée par la formule suivante :
* 7T

E X)) =E((I(X)).L_ )= 1.95

(900 =E((10)) L) =17 (1.95)
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et la fonction 1( X ) satisfait la condition suivante : 0<1(X)< X —d_, pour X >d, .
— Dans le cas ou ﬂe[ﬂq,ﬂn,], pour un risque aléatoire X , si elle existe une

constante positive d” tel que,

7 =(1+n")E((x-d") )

et

Pr(X 2d*)£ et Pr(X zd*)>q (1.96)

1+n'
Alors g*(x)z((x —d*)+) est une fonction optimale de perte cédée au modeéle de

réassurance (1.88).

— Danslecas oll 7 e [ﬂn,,oo[,

Si g<

r

n alors g*(x)z((x =l ) est une fonction optimale de perte cédée au
+n +

modéle de réassurance (1.88).
Modéle auxiliaire dans le cas de liaison :
Dans ce cas, le modele de la réassurance de Tan & Chi [117] est reformulé comme
suit:
ming€r<CTE6 (T,)=CTE, ((L+n")E(a (X))~ (X —g(x)))>
0<g(X)< X (1.97)

\E(0(x)= 17

ol 7 est une constante non liée a @ satisfait : n=(1+n“)g*(x)=(1+n“)E((x ~d’) )
De maniére similaire, ils ont proposé la reformulation auxiliaire suivante :

min . o crar {Gy (¢, 9)}

s E(9(X)) -1

:1+nr

(1.98)

avec G,(&,0):RxI'> R,
Gg(é.g)=§+%E[((1+n')E(g(x))+ X-g(x)-£) | (1.99)

ou I' est un ensemble non vide des fonctions g, et 6 est la méme constante associée

a la mesure de risque CTE dans le modéle d’origine.
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Pour résoudre le probleme (1.98), Tan & Chi [117] ont utilisé la méme technique
mathématique utilisée dans le cas de déliaison, ils ont démontré le lemme suivant :

Lemme 1.2. Si (£7,9") est la solution du modeéle (1.99), alors g~ est la solution du
modeéle (1.98).

Tan & Chi [117] ont s’intéressé a résoudre le probleme d’optimisation dans le cas ou
70,7 ], avec z, =(1+n")E(X).

Le programme d’optimisation est résolu comme suit :

En supposant qui elle existe une constante d” telle que :

m= (e )E((x-d7),)

1 ! —, alors le traité de reassurance de type «excédent de perte» est une
+n

Si 6<

solution optimale du modele (1.98), tel que

g (X)=((x-d")) (1.100)

1.6. Conclusion

Dans cet état de l'art, nous avons préesenté les différents critéeres d’optimisation
de la réassurance existants dans la littérature actuarielle, en exposant les approches
d’optimisation de la réassurance les plus importantes.

Sur la base de cet état de I’art, nous avons signalé que I'idée commune de ces
approches réside dans le fait que la stratégie utilisée agit soit sur le bénéfice
technique (en le maximisant pour un risque donnég), soit sur le risque (en le
minimisant pour un bénéfice technique donné), mais elle n’agit pas sur les deux en
méme temps d’une maniére dynamique.

En effet, I'utilisation des critéres d’optimisation précédents (minimisation de
risque ou bien maximisation du bénéfice) seuls ne permet pas d’aboutir a une
décision rationnelle pour un choix optimal de la réassurance. En outre, tous les
modeles proposés dans les approches précédentes ne prennent pas en compte
I'intérét de liquidité des traités de la réassurance. C’est a dire I’assureur ne doit pas
choisir le traité de la réassurance optimal si celui-ci n’est pas bénéfique et disponible
sur le marché de la réassurance.
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Donc il nous a paru utile de réaliser des approches qui agissent a la fois sur le
bénéfice technique et sur le risque, en développant des améliorations de chaque
critere d’optimisation de la réassurance. L’objectif est sans doute d’optimiser avec
I’efficacité et la facilité de calcul en utilisant les algorithmes génétiques. Ces derniers
contrairement aux méthodes déterministes (Lagrangien classique et théoréme de
Kuhn-Tucker) n’utilisent que la valeur de la fonction étudiée, pas sa dérivée ni une
autre connaissance auxiliaire, ce qui permet de faciliter leur mise en application et
leur efficacité méme pour des problémes complexes.

C’est ainsi que nous avons développé un algorithme itératif basé sur le
Lagrangien augmenté et les algorithmes génétiques, afin de [I'appliquer en
convention avec les différentes approches mathématiques et les outils statistiques,
pour résoudre le probleme d’optimisation de la réassurance de plus en plus
complexes avec plusieurs contraintes d’égalité et/ou d’inégalité, grace notamment
aux ordinateurs.

Le chapitre suivant présente une amélioration de critere d’optimisation de type
moyenne-variance, en utilisant de nouvelle stratégie d’optimisation de la réassurance
basée sur les algorithmes génétiques. Cette stratégie conduit a un profit de gain plus
élevé et un risque plus bas par rapport a celui du portefeuille de base (non amélioré),
et permet a la réduction des charges de calcul avec performance.
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algorithmes génétiques

2.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons de nouvelles stratégies d’optimisation de la
réassurance en utilisant les algorithmes génétiques. Ces stratégies consistent a
réaliser un choix optimal des paramétres de traités de réassurance qui permettent de
déterminer une allocation optimale d’un contrat de réassurance.

Nous nous fixons un double objectif : le premier consiste a trouver les modeles
de la réassurance optimale qui agissent a la fois sur le bénéfice technique (en le
maximisant) et sur le risque (en le minimisant). Ces modeles se basent sur les formes
de réassurance et les principes de prime, et en tenant compte également de I'intérét
de liquidité des traités de la réassurance (c’est-a-dire ces traités optimaux doit étre
disponibles sur le marché de la réassurance).

Le deuxiéme objectif est d’optimiser avec la facilité du calcul en utilisant les
algorithmes génétiques que nous avons choisies pour leurs simplicités et leurs
mécanismes qui ne s’appuient que sur la fonction (objectif) étudiée, pas sa dérivée,
Ou une autre connaissance auxiliaire, ce qui facilitera leur mise en application et leur
efficacitt méme face aux problémes d’optimisation les plus complexes
algébriquement.

2.2. Algorithmes génétiques (AGSs)

Les algorithmes génétiques (AGs) sont des méthodes d'optimisation introduites
initialement de maniéere formelle par John Holland en 1975, puis développées par
Goldberg [52]. Ce sont des algorithmes d’optimisation fondés sur les mécanismes de
la sélection naturelle et de la génétique.

Les algorithmes génétiques fonctionnement de la maniére suivante :
On commence par une population de solutions potentielles (chromosomes) initiales
arbitrairement choisies. Chaque chromosome est constitué d'un ensemble d'éléments
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appelés genes. Ce chromosome représente le codage d'une solution potentielle au
probléme a résoudre. On évalue leur fitness relative en calculant la force de chaque
chromosome ce qui permet de retenir les individus les plus forts lors de la sélection.
Sur la base de ces fitness, on crée une nouvelle population de solutions potentielles
en utilisant des opérateurs évolutionnaires simples: la sélection, le croisement et la
mutation. On recommence ce cycle jusqu’a ce que l'on trouve une solution
satisfaisante.

Les différentes opérations qui interviennent dans un algorithme génétique de base
sont :

Population de Base

“ Evaluation

Sélection
Non

Q‘liné?/ Croisement et Mutation

Oui => Résultat atteint

Figure 2: Organigramme d'un algorithme génétique
2.2.1. Codage de donneées et geneération de la population initiale

Le codage des données est une opération qui consiste a associer a chaque
individu de l'espace de points une structure de données sous forme des chaines de
bits contenant toutes les informations nécessaires pour la description de ce point.

Il existe trois principaux types de codage: binaire, gray et réel. Nous pouvons
facilement passer d’un codage a I'autre. (Voir Michalewicz [87] et Goldberg [52]).

Les niveaux d'organisation d'un algorithme génétique sont représentés dans la figure
suivante :
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Population

Individus

Chromosomes

f z
| ~3
/ Geénes

\Rita)/ /.

Figure 3: Les cing niveaux d'organisation d'un algorithme génétique

La transformation la plus simple (fonction de décodage d) d’une chaine binaire
A={a,..,a,} en nombre entier x est désormais largement utilisée : elle s’opére par

la régle suivante :
d(A)= éaizi‘1
(La taille du chromosome n dépendant de la précision voulue).
2.2.2. Evaluation des individus

Au niveau de cette étape, on évalue la force de chaque chromosome pou retenir
les individus les plus forts lors de la sélection.
Soit C(x) la valeur du critére a optimiser pour I'individu x. La fonction force F(x)

de I'individu x proposée par Goldberg [52] est donnée par :

Crax —C(X), si C(x)20
F(X)z{o, si C(x)<0 (2.1)

Coax désigne la plus grande valeur observée de C(x).

2.2.3. Principes de sélection

L’objectif de la sélection est d’identifier les meilleurs individus d’une population
et d’éliminer les mauvais. Dans la littérature, il existe un nombre important de
méthodes de sélection plus ou moins adaptées aux problémes qu’elles traitent, dont
la plus populaire est la méthode de sélection par la roulette. (Voir Davis [30]).

Cette méthode consiste a affecter a chaque individu X, une force relative appelée

probabilité d’apparition donnée par :
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p(x) =) 2.2)
F (%)

k=1

ou n étant le nombre d’individu dans la population.
La sélection d’un individu se déroule comme suit :

Soient q, =ZI: p(x,) la probabilit¢ d’apparition cumulée d’un individu x et r le
k=1

nombre aléatoire compris entre 0 et 1.
L’individu retenuest X si g, <r et X si 0., <r <q,. Ce processus est répété n fois.

2.2.4. Opérateur de Croisement

Le croisement est une opération qui permet de combiner deux individus
guelcongues dits (parents) pour en ressortir deux autres individus dits "enfants".
Le croisement est effectué en tirant aléatoirement une position appelée "site de
croisement” dans chacun des parents, puis on échange les deux sous-chaines
terminales de chacun des deux chromosomes, ce qui donne lieu a deux enfants.
Le croisement peut étre en un point, en deux points ou en plusieurs points:
Pour le croisement en un point, on choisit au hasard un point de croisement, pour
chague couple (le croissement s’effectue au niveau binaire). (Voir Amédée & Francois
[4]).

2 parents 2 enfants

'
110010011101001 | (1001100101101 ||
T —

\ 0111o§1001o1101} [01130011101001 ||
1

Figure 4: Croissement avec un point

Le croisement en deux points : on choisit au hasard deux points de croisement.

2 parents 2 enfants
S
110010011101001 | 10010[100101001
N
01110100101101] 01119011101101
| e

Figure 5: Croissement avec 2 points
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En effet, plus le nombre de points de croisements est grand (c'est-a-dire la probabilité
de croisement est élevée) plus il y aura d'échange de paramétres et d'informations, et
inversement.

2.2.5. Opérateur de mutation

L’opérateur de mutation est un opérateur qui permet a un algorithme génétique

d'atteindre tous les points de I'espace d'état sans les parcourir tous dans le processus
de résolution.
L’algorithme génétique est terminé par un critere d’arrét défini comme le nombre
maximum d’itérations (ou le nombre de générations détectant les optimums locaux).
Ce qui permet ensuite la convergence des algorithmes génétiques vers I'optimum
global. (Voir Lutton [81]).

2.3. Procédure d’optimisation

Soit un portefeuille des charges des sinistres composé de N variables aléatoires
indépendantes et identiqguement distribuées (i.i.d) X,,...,X, de fonction de

répartition F, , du survie Sy et de fonction densité f, , correspondent aux primes
respectives P,,..., P, . Posons E(Xj)=u et var(X;)=0” . Vie[l..,N].

Supposons que chaque risque X, peut étre protégé par la réassurance, tel que :
X, =X +X%, Vie[l..,N]

avec la portion X*=f(X; ) retenue par la cédante et la portion X®=g(X;4)
transférée au réassureur, ou f et g sont deux fonctions positives définies sur un
ensemble non vide de variables aléatoires mesurables a valeurs réelles positives et

représentent la forme de la réassurance choisie par la compagnie d’assurance, et
(Al,...,/lN) est le vecteur des parameétres des traités de la réassurance.

La fonction g doit vérifier 0<g(X;,4)<X; pour tout 4 >0, vie[1,..,N], c'est-a-dire
la charge du réassureur ne doit en aucun cas dépasser la charge totale des sinistres
comme elle ne doit pas étre négative: 0< X <X, Vie [1...N].

Posons A=(A,... Ay) et X =(X,..... X, )-

Le bénéfice technique de la cédante est défini par :

B(X,ﬂ,):ZN:[Pi —H(x,R)—x,A]zzN:[e —I(g (X4 )= f (X0 4) ] (2.3)

i=1 i=1
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avec I1 est le principe de prime choisi par la compagnie d’assurance pour couvrir les
traités de la réassurance.
L’espérance mathématique du bénéfice technique est donnée par :

N

E(B(X.A)=>[R-T1(g(X,.4))-E(f (X, 4))] (2.4)

=
Soit Z (X, ) une fonction définie par :

Z(X,A)=E[B(X,1)]-7(B(X,1)) (2.5)
ou z une mesure de risque.
La maximisation de la fonction Z(X,1) permet de maximiser le bénéfice technique
espéré et de minimiser le risque sous certaines contraintes.

On considére le programme d’optimisation suivant :

max, (Z(X,4)=E[B(X,2)]-7(B(X,4))) (2.6)
s re[a 2]

ou les valeurs 2~ €10,1] et 2" €]0,1] sont respectivement la borne inférieure et la
borne supérieure des paramétres des traités de la réassurance.
Pour résoudre le programme d’optimisation (2.6) nous avons utilisé les algorithmes

génétiques en nous basant sur le "GASolver" sous MATLAB. On procédera de la
maniere suivante :

o Déterminer la distribution empirique de (Xi)iE[L_”N] ;

e Evaluer la fonction objectif Z ;

e Appliquer le programme de résolution proposée par "GASolver";

e Déterminer les valeurs optimales des traités de réassurance qui maximisent la
fonction Z.

2.4. Moyenne-variance sous le principe d’espérance mathématique
2.4.1. Cas des traités en «quote part»

Dans le cas de la réassurance proportionnelle de type «quote part» avec un
facteur de proportionnalité constant « e]0,1], I'assureur supporte la charge

X =(1-a)X; etla portion X[ =aX; transférée au réassureur, Vie[1,..,N].

On définit une fonction Z (X, ) comme suit :
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Z(X,a)=E[B(X,a)]-Var[B(X,a)] (2.7)

ol E[B(X,a)] et Var[B(X,a)]sont respectivement le bénéfice technique espéré et

la variance du bénéfice technique.
L’objectif est de réaliser un choix optimal du paramétre des traités a qui maximise la
fonction Z (X, ) permettant de maximiser a la fois le bénéfice technique espéré et

de minimiser le risque.
On a alors le programme d’optimisation suivant :

max, (Z(X,a) =E[ B(X,a)]-Var[B(X,a)]) 8
sC « e[a",oﬁ]

ol a €]0,1] et a” ]0,1]sont respectivement la borne inférieure et la borne

supérieure de facteur de proportionnalité « .

Supposons que la prime de réassurance est déterminée selon le principe de

I'espérance mathématique, i.e. IT(X )= (1+n")E(X[),Vie[L..,N].

Le paramétre n" > 0 est la charge de sécurité du réassureur.

L’espérance mathématique du bénéfice technique est donnée par :

E(B(X,a))= E[ZN:[F} ~TI(g (X)) f (Xi,a)ﬂ

i=1
Les fonctions f(X,a)=X=(1-a)X; et g(X;,a)=X=aX; sont respectivement les

charges de I'assureur et du réassureur. Vie[1,...,N].

Alors

E(B(x,a))zi[e (1+n72)E(X;)|=P-Nu(l+an") (2.9)

i=1

N
P =) P, estlaprime totale collectée.
i=1

La variance du bénéfice technique est donnée par :
N

Var(B(x,a))=Var[Z[F’i ~M(g(Xpa))-f (Xw“)ﬂ

i=1

:Var[i[ﬂ —(1+’7r)“E(Xi)_(1_a)Xi]j

i=1
Alors

Var(B(X,a))= i )'var(X,)=N(1-a)’ o* (2.10)

i=1
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Par suite, le programme d’optimisation (2.9) est réécrit comme suit :

max, (Z(a)=P-Npu(L+an')-N(1-a) o) 1)
sC « e[a’,a*]

2.4.2. Cas des traités en «surplus»

Dans cette section, nous proposons une approche qui permet de déterminer une
allocation optimale de la réassurance proportionnelle de type «surplus».
Les facteurs de proportionnalité (taux de cession) sont multiples et variés, ils
dépendent des montants de réclamation maximaux que I'assureur souhaite assumer
et les valeurs maximales des rétentions que la cédante conserve a sa charge pour
chaque période.
Pour la forme de réassurance proportionnelle de type «surplus», les charges de
I’assureur et du réassureur sont données respectivement par :

XiAzmin(Xi,ai)Jr%max(O,Xi— a) et XiRz[l—%Jmax(O,Xi— a) vie[l..,N] (2.12)

ou (m, >0) sont les montants maximaux de réclamation que la cédante souhaite

i=1..,N

assumer et (a >0) sont les valeurs fixes du plein de rétention que la cédante

i=1,..,N

conserve a sa charge pour chaque période; ou m; >a, vie[l,...,N].

Les facteurs de proportionnalité () sont donnés par la formule suivante :

i=1,..,N

a =22 vie[l,..,N] (2.13)

Posons a=(ay,.... ).

On définit la fonction Z (X, ) comme suit :

Z(X,a)=E(B(X,a))-Var[B(X,a)] (2.14)

~

ou
E(B(x ,a)) et Var[B(X,a)] sont respectivement le bénéfice technique espéré et la

variance du bénéfice technique.

Le but principal est de réaliser un choix optimal des paramétres des traités(q; )i:[l... N

qui maximisent la fonction Z(X,a), et celui-ci est réalisé par la détermination des

parametres (m;) = et(a)_ . apartirde laformule suivante :
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Soit le programme d’optimisation suivant :

m a)= a))-Var a L‘Joz.:M (=]
ax[(aﬂ).w("\).w}<z(x' )=E(B(X,a))-Var[B(X,a)], ol g - , Vie[l,..,N > .15
sc <:i2 Vie[l...N]

Ce programme d’optimisation consiste a déterminer les couples [(@) L ( ) J
i=l..., i=1,..,N

optimaux qui maximisent la fonction Z(X,a), ce qui conduit ensuite de déterminer

les facteurs de proportionnalité (taux de cession) optimaux permettant de maximiser
a la fois le bénéfice technique espéré et de minimiser le risque.

Le bénéfice technique est donné par:

B(x,a)zzN:[R -I1(X[)- X}

i=1

N
zz—l:[P' _H(Q(Xi,ai))_ f (Xi'ai):l
Le bénifice technique espéré est donné par :

N

E(B(X.a))= Y| A-T1(XF)-E(x{)]

i=1
Calcul de I’espérance et la variance du bénéfice technique :

Ona

E(X})= E{min(xi,ai)Jr—imaX(o'Xi - ai)} , Vie[l..,N]

= E(min(xi,ai))+%E(max(0, X, — ai))

La prime chargée par le réassureur pour la période i est donnée par :
H(Xf):(1+77;)E(xf)=(1+77{)[1—ﬂJE[max(o,xi ~a)], Vie[l.,N]

m.

ou (n{ ) 0 N]sont les chargements de sécurité de la réassurance.
i€(l,...,

Le bénifice technique espéré est obtenu alors par :

E(B(X,a))= i{e —(1+nir)E(1—%Jmax(0,Xi 3 )J—E[min(xi,ai)+%max(o,xi _a )H (2.16)

i=1 i i
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Et puisque

Xi = XiA+XiR Zmin(xi,ai)+%maX(0,Xi — aﬂ-l—[l—%}maX(o,xi — a.i)
i i

= min(X;,a)=X;-max(0,X; - &), Vie[l..N]

Alors
E(B(X,a))= i{a —E(X;)-n [1—%}E(max(0, Xi - a ))} (2.17)

R m; —aq;
ou ¢aj=——m,
i

D’autre part, on sait que

E(max(0, X; - ai))z]?(x— ai)fxi(x)dx:E(Xi)—_fSXi (x)dx, Vie[l..,N]

Alors le bénéfice technique espéré est donné par:

N

E(B(X,a))=Z{Pi —E(X)-nf [1—%j'5(max(0'xi B ai))}

[HE(Xi)Uir [1%j[E(xi)}sx(x)dxﬂ (2.18)

m; —a;

ou aj = , VIE[].,,N]

i
Calculons maintenant la variance :

Var(B(X,a))=Var[i{Pl —(1+nir)E[[l—%jmax(O,Xi S )J—[min(xi,ai)+%max(07xi - aa)m .19

i=1 i i

:Var[i{min(xi,ai )+%max(0,xi S )D

i=1 !
Et puisque
max (0, Xj — g )= X; —min(X;,&), Vie[l..,N] (2.20)

Alors en remplacant (2.20) dans (2.19), on obtient :
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i=1 ! i

Var(B(X,a)):Var{iﬁl—%Jmin(Xi,ai)+%XiD (2.21)

m; —

ou ¢ = , VIE[l,,N]

D’ou
Var(B(X’a)):il{l—%fwr(min(xi,ai)){%jvar(xi)+2(%I1—%JCov(xi,min(xi,ai))} (2.22)

En remplagant, on obtient :

Var (B(X,a)) = iﬁl—(a—‘f]wr(min(xi,ai ))+[%J2Var(xi)} (2.23)

i=1 m; !

m; —

avec aj = , Vie[l..,N].

Calculons maintenant Var (min(X;,a;)):

Ona
g g
E[min(xi,a,-)]—E(xi)—{E(xi)—jsx(x)de—jsx(x)dx, vie[l..,N]
et
E[(min(xi,ai))z}:szdei (x)+&°Sx (x), Vie[L...N]

En utilisant I'intégration par parties, on obtient :

On a alors

& g 2
Var[min(Xi,ai)]_JZXSXI(x)dx{jsxl(x)dx} , Vie[L..,N] (2.24)

En remplagant (2.24) dans (2.23), on obtient la variance par la formule suivante :
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i=1 i

Var(B(X,a)):i [1_[:1_ﬂ 12x8x(x)dx[18x(x)dx}2 +(%J262 (2.25)

Finalement le programme d’optimisation est formulé comme suit:

}<Z(X,a): E(B(X.,a))-Var[B(X,a)], o = min:ai Viell.. N]>

(2.26)

2.4.3. Cas des traités en «excédent de sinistre»

Pour une forme de réassurance non proportionnelle de type «excédent de
sinistre» avec une limite de rétention L applicable a chaque réclamation
individuelle, les charges de I'assureur et du réassureur sont données respectivement
par:

N N N N
XA=Y XA=>"min(X; L) et X*=> X*=>max(0,X-L)
i=1 i=1 i=1 i=1
avec X, =X+X%, Vie[l..,N].
On construit le programme d’optimisation suivant :

max, (Z(X,L)=E[B(X,L)]-Var[B(X,L)])
) (2.27)

Le[L,L"]

ou L >0 et L' >0 sont deux paramétres qui représentent respectivement les bornes
inférieure et supérieure de la limite de rétention L selon le marché la réassurance.

Ce programme d’optimisation consiste a trouver le paramétre de traité de
réassurance (limite de rétention L) qui permet a la fois de maximiser le bénéfice
technique et de minimiser le risque, et donner ensuite une allocation optimale de la
réassurance de type «excédent de sinistres».
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La prime de réassurance est déterminée toujours sous le principe de I’espérance
mathématique. i.e. TT(X [ )= (1+n/ )E(X{),Vie[L..,N].

Calcul du bénéfice technique espéré :

Le bénéfice technique espéré est donné par :

N N

E(B(X,L>)=§[P.—n(xR)-E(xA)}g[P.—(1+nr)E<max<o,xi—L))—E(min(Xi,L»} (228)
Ona
E(XiA)=E[min(Xi,L)]=ISXi(x)dx, Vie[L..,N] (2.29)
et
(X )= £(%,)-E(XA)= - [5x, (), vi<[t...N] (230
0
D’ou

E(B(&L))—P—i{(nnf){ﬂ- I sx<x>dxj+ J SX(X)dX} @31

0
AY N - 7 Ve -
ou P= z P est la prime totale collectée pendant la période N .
i=1
Calculons la variance :
Ona

L

E((xiA)zj - E[(min(xi,L))z} = [XdRy, (x) L7, (L)=[2xSx, (x)dx, vie[L..N]  (232)

Alors | 0
var (X" Z_ZZXSXi (X)dX[ISx (x)dx}z, Vie[L..N] (2.33)
D’ou
Var(B(X,L))= %var( xt*) il szsxi (X)dx[_zsx (x)dx}z (2.34)
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Finalement, le programme d’optimisation est reformulé comme suit :

Z(X,L)=P—N[1+n( js dx}—jsx x)de
_N(jzxs dx—(js (x)de (2%

o

max,

0

sc Le|L,L ]
2.4.4. Exemples et applications numériques

Notre approche se base sur la distribution des charges des sinistres et sur les
algorithmes génétiques.
Rappelons que les lois les plus courantes utilisées pour modéliser la charge d’un
sinistre sont : la loi Uniforme, la normale & la loi log-normale, la loi exponentielle &
les lois gamma et la loi de Pareto (Besson & Partrat (2004) [14], Denuit & Charpentier
(2004) [35]).

— Cas des traités en «quote part»

Supposons que les montants des sinistres( X, )._ ] suivent une distribution

.....

normale, avec E(X;)=398 et Var(X;)=15%, al'horizon de 9 ans (N =9).

La recette des primes collectées est égale P =6089,4 ;

Le chargement de sécurité de la réassurance est égale n' =0,7 ;

L’intervalle de liquidité des parametres de traités de la réassurance est :
1
71 Tl= _11 '
[aa] [5 }

Alors dans ce cas on a le programme d’optimisation (de maximisation) suivant :

max, <z (or) =6089,4—3582(1+0, 7a) —2025(1—05)2>

sC o eF,l}
5

Nous avons utilisé le solveur des algorithmes génétiques "GASolver" développé par

(2.36)

le logiciel "Matlab" récent.
Apreés I’exécution du programme d’optimisation, on obtient le résultat suivant:
La valeur optimale pour les taux de cession (facteur de proportionnalité) est égale :

a =0,381,
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D’autre part, la résolution du probléme d’optimisation moyenne-variance par
I'approche de Walhin & Lampaert [120] a fourni les valeurs optimales suivantes :

a = min(L, max(0, #)

_n"E(X)

¢_2Var(xi)

On a alors le taux de cession optimal suivant: o =0,619.

Nous résumons le résultat dans le tableau suivant :

Walhin & Lampaert | Algorithmes génétiques
a* 0,619 0,381
Z(a") 661,368375 776,179575
Var(B(a)) 293,951025 775,901025
E(B(a™)) 955,3194 1552,0806

Tableau 1: Tableau relatif aux espérances et variances optimales

D’apreés le tableau 1, nous constatons que le bénéfice technique espéré obtenu par
I'approche des algorithmes génétiques est plus élevé que celui obtenu par I'approche
de Walhin & Lampaert [120]. Nous remarquons dans cet exemple que notre
technique a donné des résultats améliorés, y compris la facilité des charges de calcul
a I’égard des objectifs que se fixaient les assureurs telles que la maximisation de son
bénéfice technique et la minimisation du risque.

— Cas des traités en «surplus»
Supposons que les montants des sinistres (X,). suivent une loi Uniforme
U [0,2] ; de fonction de survie s, . E(X;)=1et Var(xi):%.Vi e[L...N].
Soit un horizon de 9 ans (N =9).

N
La somme des primes collectés est égale P=> P, =25,71.

i=1

Les chargements de sécurité de la réassurance sont donnés dans le tableau suivant:

ni | 0,80 | 088 |1,02]|1,20|0,89|0,20 1,37 | 0,28 | 3,07

Tableau 2: Chargements de sécurité de chaque risque
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On cherche a résoudre le programme d’optimisation (2.26).
Ona

2

s, (X)le:T(l—gjolx:ai _§

0

(SR

3

]
J.ZXSX (X)dx =2x—x* =2/ —%
0

En remplacant, on obtient le probleme d’optimisation suivant:

wom-la-afi- e )
Tl N (e _al i 2.37
(IR ) [[1_[%j M%-%D%&” (2:37)

m. >0 -
sc <ai'2 m. Vie(l...,9)

Apreés I’exécution du programme d’optimisation, on obtient le résultat suivant :

., m-a
a* m, * a = m* !
0,005 0,8771 0,9943
0,931 1,3168 0,293
0,602 1,6584 0,637
0,211 0,3688 0,428
0,891 1,4727 0,395
0,309 1,36725 0,774
0,602 13,6818 0,956
0,919 2,6637 0,655
0,852 0,9659 0,118

Tableau 3: Les taux de cession optimaux par les algorithmes génétiques

D’autre part, les valeurs optimales des taux de cession (facteurs de proportionnalité)
trouvées par I'approche de Walhin & Lampaert [120] sont données dans le tableau
suivant :

a* [1]1]21)21|1 (03 |1/042 |1

Tableau 4: Les taux de cession optimaux par la méthode de Walhin & Lampaert

Nous résumons la comparaison dans le tableau suivant:
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Walhin & Lampaert | Algorithmes génétiques
Var(B(a*)) 0,2754 0,2527
E(B(a™) 6,302 11,045

Tableau 5: Tableau de comparaison entre Walhin & Lampaert et notre approche

D’aprés le tableau 5 qui donne les résultats relatifs a I'espérance et a la variance
optimales du bénéfice technique, nous constatons que la variance obtenue par
I'approche des algorithmes génétiques est inférieure avec un bénéfice technique
espéré plus élevé par rapport a celle obtenue par I'approche de Walhin & Lampaert
[120]. Alors I'amélioration pour le probléme moyenne-variance existe et devient
claire dans cet exemple.
— Cas des traites en «excedent de sinistre»
Supposons que (X;) , ~ suivent la loi exponentielle de parametre 1, X; ~ Bxp(1), de

.....

fonction de survie s, .Vie[l,..,N]J.
N
Posons 1" =1,2 et P=)"P, =66,8.
i=1
Dans ce cas nous avons le programme d’optimisation (2.35):
Ona:

° 118)

(
ISX =‘(|;exdx——

szsx (x)dx = Jer_de —2(1-L)et -2

En remplacant, on obtient le probleme d’optimisation suivant :

{maxZ <z (X,L)=10,8-9%(2,2¢ " ~1)-9*(2(1-L)e™* —2)—(1—6’L)2> (2.38)
sc (L>0

De méme, en utilisant le "GASolver", on trouve le résultat suivant:

e Lafonction objectif optimale, Z(L')=37,348;
e La limite de rétention optimale, L' =3,492;

e Le bénéfice technique espéré optimal, E(B(L*)) =18,92.
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2.5. Moyenne-variance sous le principe de prime de risque ajusté

Dans le cadre d’amélioration du modele moyenne-variance, nous présentons
dans cette section une approche permettant de maximiser le bénéfice technique d’une
compagnie d’assurance et de minimiser le risque en se basant sur le principe de
risque ajusté défini a partir des lois probabilistes. Cette approche consiste a réaliser
un choix optimal du couple (chargement de sécurité et paramétre de traités de
réassurance) qui permet de maximiser a la fois I’espérance mathématique du bénéfice
technique et de minimiser la variance en méme temps et d’une maniere dynamique
en utilisant une méthode d’optimisation basé sur les algorithmes génétiques.

2.5.1. Principe du risque ajusté

Soit S, la fonction de survie du risque X .
On considere une fonction p, (X ) présentée par :

py VR

X = p, (X)= [ 8(5, (1))t (2.39)

0

avec V est un ensemble non vide de variables aléatoires mesurables a valeurs réelles,
et $[01] —[01] une fonction croissante et concave telle que $(0)=0 et 9(1)=1.
La fonction 9 est appelée I'opérateur de distorsion et la fonction p,(X) est définie

comme une mesure du risque X fondée sur I'opérateur de distorsion 9.
Cette mesure de risque respecte les propriétés de cohérence d’Artzner [8], donc p,

est une mesure de risque cohérente.
Ainsi Wang [122] a défini un principe de prime basé sur la mesure de I'opérateur de
distorsion, tel que 9(x)=x', r€]0,1]. Ce principe s’écrit alors sous la forme suivante:

M(X)=[ Sy (t) dt,0<r<1 (2.40)
Il est appelé principe du risque ajusté.
2.5.2. Formulation du probleme d’optimisation

Supposons que la compagnie d’assurance choisit a appliquer un mode de
tarification basé sur le principe de risque ajusté tel que :

H(Xf):J':sxR(t)' dt, avec re]0,1] et S , désigne la fonction de survie de X;.
Vie[l,...,N].
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Le paramétre r est interprété comme le chargement de sécurité de la réassurance.
Notre probleme d’optimisation consiste a trouver les valeurs optimales du couple (le
chargement de sécurité r et le paramétre des traités de réassurance A°) qui
permettent de maximiser a la fois le bénéfice technique espéré et de minimiser le
risque.

Le probléme d’optimisation est reformulé comme suit:

maxw)<Z(X,A,r)= E(B(X,/l,r))—Var(B(X,/l,r))>

s </1e[/1,/1+]

(2.41)

re ]0,1]
ou A e ]0,1] et 1" e ]0,1] sont respectivement la borne inférieure et la borne
supérieure des parametres des traités de la réassurance.
E(B(x A, r)) et Var[B(X,/l, r)] sont respectivement le bénéfice technique espéré et

la variance du bénéfice technique.

Dans la section suivante, nous allons traiter notre probleme d’optimisation dans les
deux cas suivants: cas des traités en «quote part» et cas des traités en «excédent de
sinistres» afin de choisir la meilleure forme de la réassurance adoptée.

2.5.3. Cas des traités en «quote part»

Dans le cas de la réassurance proportionnelle de type «quote part» avec un
facteur de proportionnalité (taux de cession) « €]0,1] constant, I'assureur supporte la

charge X =(1-a)X, etlaportion X =aX, transférée au réassureur. Vie([l,..,N].

Le bénéfice technique est donné par :
N

B(X.ar)= 3| A-TI(X[)-x] (2.42)
i1
i r
ou H(XiR) = _[ (SocXi (X)) dX est la prime chargée par le réassureur pour la période i.
0

alors le bénéfice technique espéré est donné par :
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N

(B ur)) = D] R-TIXR)-E(x")

i=1

Y (2.43)

=2 R- J (Sax, (X))r oX—(1-a) E(X; )]
i=1 0
La variance du bénéfice technique est donnée par :

Var(B(X,a))Var{Z[P, - j (Sax, (x))r dx(la)XiDZ(la)ZVar(Xi)

i=1 0 i=1

Alors la fonction objectif a optimiser est donnée par :

()= 8= (5o () o)) [ Ba-avarix) @

i=1 0

Ona

=P[X>ij=sx [1) , Vie[l,..,N] (2.45)

On aura donc

(X,a,r) i[ (X, )—(1—a)ZVar(xi)]—ZN:ﬁ(sxi (in dx} (2.46)

i=1 i=1| o a
Finalement, le programme d’optimisation est reformulé comme suit:

max(a'r)<Z(X,a,r):i[R (1~ a)E(xi)—(l—a)ZVar(xi)]_iﬁ(sxi (l)j dx]>

i=1 i=1| o (04

(2.47)

. <ae[a,aq

re]O,l]

2.5.4. Cas des traites en «excedent de sinistre»
Dans le cas de la réassurance non proportionnelle de type «excedent de sinistre»
de limite de rétention L >0, I’assureur supporte la charge:
N N
XA=>X*=>"min(X;,L) et la portion X*= ZXR Zmax (0,X;—L) transférée au

i=1

réassureur.
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Le bénéfice technique espéré est donné par:

E(B(Mr))%{a—H(xiR)—E(xiA)] (248)

i=1
La prime chargée par le réassureur pour la période i est donnée par :

+00 +00

H(XiR)= J.(Sxf* (X))r dx = I (Smax(O,Xi—L)(X))r dx (2.49)
0 0
Ona
L
E(X) = E(min(x;, 1)) = ['sx, (x)dx (2.50)
0
On a aussi
SxiR (X)= Smax(O,Xi—L) (X):l— P(max(O, Xi — L)S X)
SXiR(x):l—P(Xi£x+L):SXi(x+L) (2.51)
Alors
m(xf)- f(SXiR(x))r dx = f(Sxi(x+L))r dx (2.52)
0 0

En remplacant (2.50) et (2.52) dans (2.48), on obtient alors I’espérance mathématique
du bénéfice technique :

E(B(X,L,r))—Z[P, - I (sxi (x+ L))r dX—JSxi (x)dx} (2.53)

i=1 0

D’autre part, la variance du bénéfice technique est donnée par :

N

var(B(X,L)) :Var[Z[pl -M(xF)- XiAH _ g:Var(xiA)

i=1

Ona
L L
E(X{) =[5, (¥ et E{(Xﬁ)z}: E[(min(xi,L))z}:jzxsxi (x)ix (2.54)
0 0
Alors
L L 2
Var(XiA) =J.2xSxi (x)dx[J.le (X)dx} (2.55)
0 0
Donc
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2
Var(B(X,L,r)) ZVar( ) 3 IZXSX dx[ISX ] (2.56)

i=1 0
Finalement, nous concluons a travers de (2.53) et (2.56) la fonction objectif suivante :
N +o0 ; L 2
Z(X,L,r)—Z[P,I(SX (x+1)) =[x, ( dx} J’zxsx x)dx[jsx J (2.57)
i=1 L 0 i=1l 0

Le programme d’optimisation est réécrit alors sous la forme suivante :

< (X,L,r)=P- ZN:D?( (x+L) dx+IS x)dx}— {IZXSXI(x)dx—(ISXI(x)dxj }>
T ’ ’ (2.58)
sc Le[L’,U]
re]O,l]
N
=Y P, estla prime totale collectée pendant la période N .
i=1
2.5.5. Exemple et application numeérique
Supposons que les charges de sinistres (X ) _ o suivent la loi exponentielle de

parameétre 1, X; ~Exp(1).vie[t,..,N].

Soit Sy (x)=e et fy (x)=e" respectivement la fonction de survie et la fonction
de densité de X; , Vie[l..,N].

On considére une période de 9 ans (N =9).

N
Supposons que la recette totale des primes collectées est égale P=> P =57.

i=1
— Cas des traités en «quote part»
Dans ce cas on a le programme d’optimisation suivant :

) O‘EEJ} r (2.59)

€ ]O,l]

max, <Z (1) :57_9*((1_a)+(1_a)2 +Zj>

Apreés I’exécution du programme des algorithmes génétiques, on obtient le résultat
suivant:
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e La fonction objectif optimale, Z(a*, r*) =47,999;
e Le taux de cession optimal, a " =1

e Le chargement de sécurité optimal, r=1

— Cas des traités en «excédent de sinistre»
Dans ce cas on a le programme d’optimisation suivant:

—2rL

e
max, <Z (Lr)= 57—9*[ ;
L>0
*\relog]

De facon similaire, apres I’exécution du solveur des algorithmes génétiques, on

ey

obtient le résultat suivant:
e Lafonction objectif optimale, Z (L, r*)z 40,477 ;

e La limite de rétention optimale , L =2,499;

e Le chargement de sécurité optimal, r" =1.

2.6. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une amélioration pour le probleme
moyenne-variance en proposant deux approches d’optimisation de la réassurance.
Dans la premiére, nous avons déterminé un choix optimal de parameétres de traités
de la réassurance qui maximisent le bénéfice technique espéré et minimisent la
variance du bénéfice technique simultanément, en utilisant un mode de tarification
basé sur I'espérance mathématique. Dans la deuxieme approche, nous avons opté
pour une nouvelle stratégie de I'optimisation de la réassurance, qui consiste a
déterminer un choix optimal du couple (parametre de traités de la réassurance,
chargement de sécurité) qui permet de maximiser a la fois le bénéfice technique
espéré et de minimiser le risque, en se basant sur le principe de prime de risque
ajusté défini a partir des lois probabilistes. Nous avons utilisé également une
procédure d’optimisation basée sur les algorithmes génétiques qui permettent
d’obtenir une meilleure solution pour le probleme d’optimisation de la réassurance.
Nous avons comparé nos résultats avec ceux obtenus par I'approche de Walhin &
Lampaert [120]. Notre technique a montré son efficacité, soit au niveau des résultats
obtenus (optimisation améliorée) soit en termes de sa simplicité (utilisation des
mécanismes de I'algorithme génétique qui sont faciles a exécuter).
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Cependant, et malgré toutes ces améliorations, le modéle moyenne-variance reste
pratiquement limité et cela revient a plusieurs considérations déja mentionnées dans
le premier chapitre.

Par la suite, notre amélioration va s’orienter vers le critére de la minimisation de
la probabilité de ruine qui constitue un facteur tres important du choix de la
réassurance optimale, et qui est considéré comme un outil crucial pour déterminer
I’effet de la réassurance sur I’évolution de la richesse d’une compagnie d’assurance.
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3.1. Introduction

L’objectif de la réassurance differe d’un assureur a un autre dans la mesure ou un
assureur peut choisir la réassurance pour minimiser la variance de son bénéfice
technique (De Finetti [32]), ou minimiser les mesures de risques comme la Value-at-
Risk (VaR) et la Conditional Tail Expectation (CTE) (Cai & Tan [21]), alors qu’un
autre assureur choisit la réassurance qui lui permet de minimiser sa probabilité de
ruine (Schmidli [108]). En effet, le critére de la minimisation de la probabilité de ruine
constitue un facteur tres important du choix de la réassurance optimale, elle a un
impact significatif sur la stabilisation et la richesse terminale de la compagnie
d’assurance.

Dans ce cadre, plusieurs études ont été élaborées pour étudier I'effet de la
probabilité de ruine sur le choix optimal de la réassurance. Centeno [24] a utilisé
I'algorithme de Panjer pour calculer la probabilité de ruine afin d’optimiser la
réassurance. Dickson & Waters [38], Aase [1], Krvavych [75], Schmidli [108], Deelstra
& Plantin [33] ont choisi d'aller chercher I'optimalité par le critere de la minimisation
de la probabilité de ruine en utilisant une stratégie basée sur le modéle classique de
Cramer-Lundberg que sur I'approximation de la probabilité de ruine a partir de ce
modele.

En outre, Schmidli [108] et plusieurs autres auteurs ont considéré les traités de la
réassurance comme optimaux si et seulement s’ils permettent de maximiser le
coefficient d’ajustement de Lundberg a partir de I'approximation de type Cramer-
Lundberg.

Dans ces approches, les auteurs agissent seulement sur la minimisation de la
probabilité de la ruine via la maximisation du coefficient d’ajustement de Lundberg
pour déterminer les parametres de traités de la réassurance optimale. Cependant,
plusieurs auteurs, exemple Ben Dbabis [13], ont signalé que la maximisation du
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coefficient d’ajustement seule ne permet pas d’aboutir en général a une décision
rationnelle pour un choix optimal de la réassurance, car ce critére agit seulement sur
le risque, mais pas sur le bénéfice technique, c’est a dire I’assureur ne doit pas choisir
le traité de la réassurance optimal si celui-ci n’est pas rentable.

Donc il doit également faire référence a une nouvelle méthode qui agit sur la
minimisation de la probabilité de la ruine (en maximisant le coefficient d’ajustement)
et sur la maximisation du bénéfice technique, les deux en méme temps, en cherchant
a la fois les parameétres de traités de réassurance et le coefficient d’ajustement de
Lundberg optimaux qui permettent de maximiser le bénéfice technique et de
minimiser le risque d’une compagnie d’assurance.

Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle stratégie d’optimisation de la
réassurance qui permet de maximiser le bénéfice technique d’une compagnie
d’assurance tout en maintenant un niveau minimal pour la probabilité de ruine en
utilisant les algorithmes génétiques.

L’organisation de ce chapitre est comme suit :

Dans la premiére section, nous formulons le probleme d’optimisation pour les
différents cas de traités de la réassurance. Puis dans la deuxiéme section, nous
présentons la procédure de résolution en utilisant les algorithmes génétiques. Enfin,
dans la derniére section nous illustrons notre méthode par un exemple
d’application.

3.2. Formulation du probleme d’optimisation

On considére un portefeuille des charges des sinistres représenté par N
variables aléatoires X,,..., X (i.i.d), correspondent aux primes respectives P,,..., P, ,

N
P=)P.

i=1
La réserve de la compagnie d’assurance dans le cas statique est définie par :

RN(u,l)=u+C(ﬂ,)N—iX.’* (3.1)

i
i=1

e X/ estlacharge d’i-eme sinistre pour la cédante aprés la réassurance ;

e ] estle parametre de traités de la réassurance ;
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e u estle capital initial ;
e C(4) est la recette de prime chargée de I'assureur apres la réassurance pour

une période i, Vie[l..,N].

La probabilité de ruine notée par y (u, 1) est définie par :

w(u,2)=P(Ry(u,1)<0)

Comme nous avons signalé dans le chapitre 1, Schmidli [108] a démontré que la
probabilité de ruine w(u,4) peut étre majorée par une borne supérieure dite borne

de Lundberg, tel que :
w(u,A)=P(Ry(u,1)<0)<e™ (3.2)

avec p >0 est le coefficient d’ajustement de Lundberg et c’est I’'unique racine pour

I’équation suivante :
oS [eriAj| _ e Cop w(p)=1, Vie [4,...N] (3.3)

ou M, ., est lafonction génératrice des moments de la variable aléatoire X /.

Selon l'inégalité de Lundberg, la probabilité de ruine est minimale si le coefficient
d’ajustement est maximal.

Schmidli [108] a déterminé un choix optimal de la réassurance en se basant sur le
critere de la maximisation du coefficient d’ajustement de Lundberg. Cependant, la
compagnie d’assurance cherche toujours a réaliser des bénéfices plus élevés. Donc
pour prendre une bonne décision, on doit la fondre sur le critere de la rentabilité (en
maximisant le bénéfice technique espéré) tout en gardant la condition du coefficient
d’ajustement qui doit étre aussi maximal.

On construit alors le programme d’optimisation suivant qui permet de maximiser a
la fois le bénéfice technique espéré de la cédante et de minimiser sa probabilité de
ruine (via le réglage maximal du coefficient d’ajustement):

maxu’p)<Z(X,/l)= E(B(X,;L))>

e Ve[ ]=1 . Vie[L..N] (3.4)
X (ae[aa]
p>0
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ol E(B(X,2)) est le bénéfice technique espéré; X =(X,,...,X) est le vecteur des

charges des sinistres; 1~ et A" sont respectivement la borne inferieure et la borne
supérieure de paramétre des traités de la réassurance.

Soient 1" >0 et >0 respectivement la charge de sécurité du réassureur et la charge
de sécurité de I'assureur, tel que 1" >7.

Dans la suite de ce chapitre, nous supposons que la compagnie d’assurance choisit
un mode de tarification basé sur le principe de I’espérance mathématique pour
couvrir les charges de la réassurance, i.e.

(Xf)=(1+n")E(X]), Vi=[L..N]

Nous allons traiter le probleme d’optimisation (3.4) dans des différents cas de formes
de la réassurance.

3.2.1. Cas des traités en «quote part»

Dans le cas d’une forme de réassurance proportionnelle de type «quote part»
avec un facteur de proportionnalité (taux de cession) « €]0,1] constant, les charges de

I’assureur et du réassureur respectivement sont partagés de la maniére suivante :
Xt=(1-a)X, et X =aX,

telque X, =X +X[, vie[l..,N].
Posons E(X;)=u.Vie[l,..,N].
La prime chargée du réassureur pour une période i est donnée par :
C (a)=TI(X[)=(1+n")aE(X,)=(1+n")au, Vie[l..N] (3.5)

Alors la recette de prime chargée de I'assureur apres la réassurance pour une période
est donnée par :

C(a)=(1+n)E(X,)~C, () = u((1+n) - (1+n")), Vie[L...N] (3.6)

La réserve de la compagnie d’assurance est donnée par :

N

Ry (u,a)=u+C(a)N —ZX.A

i1 (3.7)

=u+uN ((1+n)—a(1+nr))_ixiA

i=1

Donc la réserve espérée est donnée par :
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ot i)
=u+uN((1+n)-a(1+7"))-N(1-a)u (3.8)
=u+ uN (n—omr)

Le facteur de proportionnalité « doit vérifier la condition de sécurité suivante :

E(RN(u,oz)—u)>0c>oz<ir (3.9)

n
Le coefficient d’ajustement p de Lundberg est toujours la solution positive de
I’équation suivante :

e M (p)=1 & (M, (p)-1)-u((+n)-a(ten))L-=0, Vie[l.N]  (3.10)

l-«a
ou M, <o estlafonction génératrice des moments correspond a la variable

aléatoire X,.(Hald & Schmidli [56]).

Calculons maintenant I’espérance mathématique du bénéfice technique :
Le bénéfice technique est donné par :

N
B(X,a)=>[ R-TI(XF)-X?]
i=1
Alors I’espérance mathématique du bénéfice technique est donnée par:

N

E(B(X,a))=Y[R-TI(XF)-E(X})]

i=1

S[R- (L )aE(x,)-@-a)E(X,)] @11)

i=1

=P-N(l+n'a)u

Finalement, le programme d’optimisation (3.4) est reformulé dans ce cas comme
suit ;

max,, , (E(B(X,a))=P-N(1+n"a)u)

('\"xj(/?){l)#((1“7)“(1*#))&01 Vie[LN] (3.12)
s ae 0,1r
n

p>0
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3.2.2. Cas des traités en «excédent de sinistre»

Dans le cas d’une forme de réassurance non proportionnelle de type «excédent
de sinistre», I'assureur couvre chaque réclamation individuelle jusqu'a un certain
niveau de rétention L>0. Dans ce cas la charge totale de I'assureur et la charge totale
du réassureur sont données par :

:ZN:XA Zmln(X,,L) et XF = ZXR Z(X—LL)

i=1

N
tel que S=> X, =X"+X*.

i=1
La prime chargée de la réassurance pour une période i, est donnée par :
C, (L)=T1(X{)=(1+n")E((X;-L),), Vie[L..,N] (3.13)

Alors la recette de prime chargée de I'assureur apres la réassurance pour une période
est donnée par :

C(L)=(1+m)E(X,)=C, (L) = (Lm) (140" )E((X; ~L),), Vie[L...N] (3.14)
On sait que :
E(xi’*)=E[min(Xi,L)]{xdei(x)+Lsxi <ﬂ>=isxi<x>dx, viell..N]  (3.15)
et
E(XiR)=E((Xi—L)+)=E(Xi)—E(XiA)=u—JL‘SXi(x)dx, Viel[l..N] (3.16)

Alors la recette de prime pour chaque période est donnée par :
C(L)=(1+n)u—(1+n")E((X;-L),)
— (L) (17 [# jsx J  Vie[L..N] (3.17)
0

L
=(n-n")u+(1+n")[ Sy, (x)
0

La réserve de la compagnie d’assurance est donnée par la formule suivante:

Ry (u,L)=u+C(L)N-X" (3.18)

L N

=u+N (77—nr),u+(1+17r)“‘SXi (x)dx —ZXiA

0 i=1
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Donc la réserve espérée est donnée par :

E(Ry(u,L))=u+N (17—17 )ﬂ+(1+77 )

Sy (x)dx —ZXiA

=u+N (17—17 )y+(1+77 )

Sy (X)dx |- NS, (x)dx (3.19)

Ot~ Oy

=u+N _(n—nr),u+77rIJ:SX| (x)dx}

Calculons maintenant I’espérance mathématique du bénéfice technique :

Le bénéfice technique espéré est donné par :
N

E(B(XaL))=E[Z[F’.—H(xﬁ)_xﬁﬂ

i=1

-3 A-{uea" (04 -1, )-£(xP)]

:p_i{(mr)[u-}sxi(x)dx}fsxi (x)dx]

i=1 0 0

D’ou le bénéfice technique espéré est donné par :
N L
= PZ|:(1+77r )‘u—r]rJ.SXi (X)dX] (320)
i=1 0

D’autre part, le coefficient d’ajustement de Lundberg p est toujours I'unique racine

pour I’équation suivant :
e—C(L)PE|:eriAj| =1, ViE[l,...,N] (321)

Alors le programme d’optimisation (3.4) est reformulé dans ce cas comme suit :

nm&Lm<E(B(XJJ):P—}ZB1+ﬁ)u_njgx(xﬁ%b
Lt (p)-1

Le[tgu]
p>0

. Vie[l..N] (3.22)

SC

ou L >0 et L' >0 sont deux parameétres représentent respectivement la borne
inférieure et la borne supérieure de la limite de rétention L selon le marché de la
réassurance.
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3.2.3. Cas des traites en «excédent de perte»

La réassurance non proportionnelle de type «excédent de perte annuelle»
fonctionne de facon similaire a la réassurance «excédent de sinistre». Dans ce cas la
limite de rétention L est applicable au total des réclamations.

N
L’assureur supporte le risque xA:min[ixi,Lj et la portion XR:(ZXi_Lj
=) X

i=1

N
transférée au réassureur, tel que S=>" X, = X"+ XF~.

i=1

La prime chargé du réassureur pour la période N est donnée par :

C (L)=11(x")= (140" )E((s-1),) (3:23)
On sait que
¢ (XA)= E[min(s.L)]= [ 55 (xp
) ;
E(X")=E((S-L),)=E(S)-E(X*)=E(S)- [\ S (x)ix
Alors

C.(L)= (1) | E(8)-['S: (x)o] (3.24)

Ainsi, la recette de prime chargée de I'assureur apres la réassurance pour une
période est donnée par :

C(L)=(L+n)E(S)-C, (L)= (t+m)E(S)- (1+n") E(S)-[;'S: (x|

L

C(L)=(n—n")E(S)+(2+1)[; S (x)dx (3.25)
Le processus de surplus dans ce cas est donné par :
Ry(uL)=u+C(L)-X*" (3.26)

Donc la réserve espérée est donnée par :
E(Ry (u,L))=u+C(L)-E(X*) 327
) :
=u +(n—nr)E(S)+an0 S (x)dx

Calculons maintenant le bénéfice technique espéré :
Ona
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E(B(s,L))=P-I1(x?)-E(x")

= P—(1+nr){E(S)—IOLSS (x)dxj—jss (x)dx

0
En simplifiant, en trouve alors :

E(B(S,L))—P—{(lmf)E(s)—nfjss(x)dx} (3.28)

Le coefficient d’ajustement p est I’'unique racine pour I’équation suivant:

_((n_qr)E(S)+(1+nr)IOLSS(X)dXJp

e—C(L)PE[epr}Ee—C(L)PMXA(p):]_ = e MXA('D):]' (329)

Alors le programme d’optimisation (3.4) est reformulé dans ce cas comme suit :

max(L‘p)<E(B(S, L))= P—[(lﬂy')E(S)—n'ESS (x)dxj>

L 3.30)
—((n—n')E(S)Jr(lﬂf)jo SS(X)deP (
M., =1
« /° « (P)
Le[L,L]
p>0

3.3. Procédure d’optimisation par les algorithmes genétiques

La procédure d’optimisation consiste & maximiser le bénéfice technique espéré et
a minimiser la probabilité de ruine (en maximisant le coefficient d’ajustement de
Lundberg) sous certaines contraintes.

On se base sur les algorithmes génétiques pour résoudre notre probléme
d’optimisation. Néanmoins, ['utilisation de ces derniérs est conditionnée par
certaines caractéristiques par exemple: les instructions du programme d’optimisation
doivent étres réalisables!.

Pour rende notre programme réalisable, nous avons transformé le probleme
d’optimisation avec contrainte en un probléme d’optimisation sans contrainte en
utilisant le multiplicateur de Lagrange.

En effet, notre programme d’optimisation est sous la forme générale suivante :

! https://fr.wikipedia.org/wiki/algorithmes_génétiques.
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La

ou
Le

Min, ,Z (1)

AP

K(%p)=0 (3.31)
/»Lmin < /»Lg/lmax

p>0

Z(2) est la fonction objectif ;

K(4,p) est la fonction de la contrainte d'égalité ;

Ae [A”““,Am“] et p >0 sont les contraintes de domaine qui bornent les

variations des inconnues iet p .

fonction Lagrangienne G (4, p,m)est définie comme suit:
G(A,pm)=Z(A2)-mK(4,p) (3.32)

m est le multiplicateur de Lagrange.

principe de la méthode consiste a résoudre de facon itérative, le probleme sous

contraintes de domaine qui minimise la fonction Lagrangienne G (4, p,m).

G(4, p,m)doit étre minimisée par rapporta A et a p .

Nous avons développée une procédure itérative qui combine le multiplicateur de

Lagrange et les algorithmes génétiques pour résoudre notre probléme d'optimisation.

Algorithme 3.1. L’algorithme de résolution

1
2
3.
4
5

. Créer la fonction Lagrangienne G (4, p,m) ;
. Initialiser le multiplicateur de Lagrange m=m,;

Initialiser le couple (4, p)= (4, p,);

. 1=0;
. Tant que le critere d'arrét n'est pas Vérifié, i.e.VG, (4, p,,m;)> &, avec >0 ;

a. 1«i+1;
b. Créer la fonction objectif G, (4, p,,m;);
Exécuter GA classique qui minimise la fonction G, (4, p,,m,);
Mettre a jour le triple( 4", p",m") qui minimise la fonction G, (4, p,,m;);

Retourner le résultat (1", p").
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3.4. Exemple et applications numérique

Supposons que les charges individuelles des sinistres (X;)._, . suivent la loi

......

Uniforme U [0,1].

Avec E(X;)=05, m, (p)= E(epx.)zjepx.dh% et Sx (X)=1-x,vie[L..,N].
0
Soit les données suivantes:
v" N=9 (un horizonde 9 ans) ;
v’ 1" =2 et n=1 sont respectivement le chargement de sécurité du réassureur et
le chargement de sécurité de I’assureur ;
v Le capital initial est égala u=786 ;

N
v’ La prime totale collectée est égale P=> P =20.

i=1
— Cas des traités en «quote part»

Dans le cas d’un traité de réassurance de type «quote part» avec un facteur de
proportionnalité a . On a le programme d’optimisation suivant :

max,,  (E(B(X,a))=155-9)

P 2

o

p>0

Nous avons appliqué notre algorithme de résolution en utilisant le solveur des
algorithmes génétiques (AGs) développé par le logiciel MATLAB récent. Le résultat
obtenu est le suivant :

e La fonction objectif optimale, E(B(X,a*)) =15,5;

e Le taux de cession optimal , o*=2,354.10"®:

e La meilleure solution pour le coefficient d’ajustement , p* =23319.

— Cas des traités en «excédent de sinistre»

Dans le cas d’une forme de la réassurance de type «excédent de sinistre» de limite de
rétention L, on a:
. L 1 pL
M, (p)= E(epXi ): jepxidx+IePde _E L e (1-L)
0 L P
Alors le coefficient d’ajustement est la solution positive de I’équation suivante :
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_[(n_r]r)y+(1+qr )JEin (X)dX]p
e 0 M.,

Le bénéfice technique est donné par :

(p)=1©[

et —

Jo,

e (1- L)Je [ ?

L 1M]
=1

E(B(X,L))=P-N {(“nr){u—ISxi (X)dX}ISxi (X)dX}ZG'SHS(L_L?ZJ

On a alors le programme d’optimisation suivant :

L>0
p>0

L_ —p[l—
[uwﬂ (1- L)je
SC ol

max(L‘p)<E(B(X L)) :6,5+18[

)

3(L-1)° ]

2

=1

Le résultat obtenu par I’algorithme de résolution est le suivant:

e La fonction objectif optimale, E(B(X , L)) =15,499;

e La limite de rétention optimale, L =1;
e La meilleure solution pour le coefficient d’ajustement , o =0,000L1.

Nous résumons les résultats relatifs au bénéfice technique et coefficient d’ajustement
pour les deux formes de réassurance dans le tableau suivant:

Quote part Excédent de sinistre
Bénéfice t_echnlque 15,5 15.499
maximal
Parametr raité
a,a etre des t a_ltes de 0 *=2.354.10° 1
réassurance optimale
Coefﬂment_d ajus:[ement 23,319 0,0001
maximal p

Tableau 6: Résultats relatifs au bénéfice technique et coefficient d'ajustement

D’apreés le tableau 6, on remarque que le coefficient d’ajustement de Lundberg est
plus élevé dans le cas de la réassurance proportionnelle de type «quote part» par
rapport au cas de la réassurance non proportionnelle de type «excédent de sinistre»
avec un bénéfice technique espéré relativement supérieur.

Or, la compagnie d’assurance doit choisir la forme de réassurance qui lui permet de
minimiser sa probabilité de ruine et de maximiser le bénéfice technique. Cependant,
plus le coefficient d'ajustement est élevé, plus la possibilité de ruine est faible.
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Alors on peut conclure, d’aprés cet exemple, que la forme de réassurance optimale
adoptée est le traité proportionnel de type «quote part».

3.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une nouvelle stratégie du choix de la
réassurance optimale sous le critere de la minimisation de la probabilité de ruine en
utilisant les algorithmes génétiques. Cette approche permet a la fois de maximiser le
bénéfice technique et de minimiser la probabilité de ruine (en maximisant le
coefficient d’ajustement de Lundberg).

Cette stratégie est efficace car elle agit sur le bénéfice technique et sur le risque en
méme temps, y compris la facilité des charges de calcul et I'exécution plus accélérée.

Cependant, cette approche et comme toutes les autres approches ayant entamé la
littérature traitant le probléme d’optimalité de la réassurance via le critere de la
minimisation de la probabilit¢ de ruine, arencontré pratiquement quelgques
difficultés, car elle repose sur I'approximation de type Cramer-Lundberg. En outre,
cette approximation n’est pas toujours possible pour la probabilité de ruine méme
dans le cas de réassurance, et plus précisément dans le cas des distributions a queues
épaisses ou la fonction génératrice des moments est indéterminée (Alex Bellos [3]).
Donc une telle approche est quelquefois relativement difficile & mettre en ceuvre
dans la pratique.
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Chapitre 4. Réassurance optimale et la minimisation
des mesures de risque

4.1. Introduction

La génération récente de la recherche en optimisation de la réassurance repose
sur le critere de la minimisation de risque assurantiel. Ce critére a été introduit pour
la premiére fois dans les travaux de Cai & Tan [21] qui ont proposé deux modeles
d’optimisation de la réassurance basés sur la minimisation des mesures de risque
telles que la Value-at-Risk (VaR) et la Conditional Tail Expectation (CTE). Dans leurs
modeles, Cai & Tan [21] ont démontré I’existence de rétention optimale dans le cas
de la forme de la réassurance de type «excédent de perte». Ce résultat a été amélioré
ensuite par Balbas & al [12], Tan & al [116].

Cependant, le critere de la minimisation des mesures de risques s’intéresse
seulement au risque et ne prend pas en considération la rentabilité de la cédante.
Ledit critére est primordial dans le choix de réassurance car un assureur n’est motivé
par I'achat de réassurance que s’il espére avoir une espérance de gain positive apres
le recours a la réassurance. C’est a dire I’'assureur ne doit pas choisir le traité de la
réassurance optimal si celui-ci n’est pas rentable.

Dans ce cadre, nous avons proposé de nouvelles stratégies de choix optimal de la
réassurance qui agissent a la fois sur le risque (en le minimisant a partir d’une
nouvelle mesure de risque cohérente qui mélange I'espérance mathématique et la
Conditional Tail Variance (CTV)) et sur le bénéfice technique (en le maximisant). De
plus, nous avons développé un programme d’optimisation basé sur le Lagrangien
augmenté et les algorithmes génétiques afin de résoudre le probléme d’optimisation
de la réassurance de notre modeéle.

4.2. Présentation d’'une mesure de risque cohérente

Définition 4.1. La Conditional Tail Variance correspond au risque X avec un niveau
de probabilité 6  ]0,1] notée CTV, (X ) est définie par :
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CTV,(X) =Var[ X |X 2VaR,(X)] (4.1)

Il est clair que la CTV ne satisfaite pas la propriété de I’homogénéité, car la variance
n’est pas homogene. Alors CTV n’est pas une mesure de risque cohérente.

Proposition 4.1. Soit la mesure de risque suivante :

7y (X )= py +94/CTV, (X),q>0 4.2)

ou u, estl’espérance mathématique de X .
7, est une mesure de risque cohérente, i.e. elle satisfait les propriétés de cohérences

d’Artzner [8].

Propriétés de cohérence de 7,:

P1: non négativité :

Car CTV,(X)=Var[ X |X =VaR,(X)]|>0

P2 : homogéne positive :

On considére une variable aléatoire Y = X , pour tout S réel positif.
Posons x, =VaR,(X) et y, =VaR,(Y) .

Alors y, =VaR, (Y)=VaR, (BX )= pVaR, (X )= Bx, (homogénéité de la VaR).

Soit u, I’espérance mathématique de Y .
Onaaussi p, = pu, (homogénéité de I’espérance mathématique).

La Conditional Tail Variance de Y correspond au risque X avec un niveau de
probabilité @ est égale :

CTV,(Y)=Var[Y —u, |Y > y,]
=Var[ B(X —uy )|X > x,]

zﬁ.ﬁ:ﬂz(x_”x )" e (x)dx
:/;ﬂﬁ (Xt (00K
=ﬂ2CTV9(X)

Alors

7o (V) = ity +03JCTV, (V) = Buy +ayfBZCTV, (X) (4.3)

=ﬂ(ux +q CTVo(X))=5”o(X)
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P3 : invariante par translation :
On consideére la variable aléatoire Y = X + 3 , pour tout g réel positif.
Alors y, =VaR,(Y)=VaR,(X + B)=VaR,(X)+B=x,+ 8. (invariante par translation de la
VaR).
Onaaussi u, = u, +p (invariante par translation de I’espérance mathématique).
La Conditional Tail Variance de Y corresponde au niveau de probabilité 8 est égale :
CTV,(Y)=Var[Y - [Y > y,]
=Var[(X + 8-y = B)|X + B> X%, + B]
=CTV, (X)

Alors

7, (Y) =y +0,JCTV, (Y)

= piy + B+04/CTV, (X) (4.4)

=p+n, (X )
P4 : sous-additivité
Soit X etY deux risques, on a alors:
o (X +Y )<y (X)+7,(Y) (4.5)
En effet,
Soit S=X+Y

La moyenne de S est ug = uy + 4,
On note s, la quantile de S tel que s, =VaR, (S)=VaR, (X +Y)
Ona
CTV,(S)=Var[S - ug|S>s,]
=var[ X +Y —uy —u, [S>s,]
=Var[(X —uy )+ (Y —py )[S>s,]
=Var[(X —uy )|S>s,]+Var[ (Y —u,)[S>s,]
+2Cov[ (Y =1, )[S>5,,[ (Y =12, )[S >, |
<Var[(X =, )|S>s,]+Var[ (Y —u)[S>s,]
+2var[ (Y -, )|S>s,Jvar[ (Y —u,)[S >sg]

= (Var [(X — Uy )|S >s,|+Var [(Y —Hy )|S > 59])2
D’ou
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CTV, (S)=(CTV, (X)+CTV, (Y)) (4.6)

La sous-additivité de CTV,(S) a garanti la sous-additivité de 7, .

4.3. Formulation du probleme d’optimisation

Soit un portefeuille des charges des sinistres représentées par N variables
aléatoires X,..., Xy, non nulles (i.i.d) et indépendants de N correspondent aux

N
primes respectives R,..., P, avec P=>"P,.
i=1

N
Soit X = z X, une variable aléatoire qui désigne la charge totale des sinistres, de

i=1
fonction de répartition F, et de survie S, .
La charge globale des sinistres est partagée comme suit :
X = X"+ X"

avec
N N R
XA=Y XM, XF=> X[ et 0<X" <X
i=1 i=1

ol X* est la charge totale de I'assureur et X® la charge totale transférée au
réassureur.
Supposons que la compagnie utilise un principe de prime de réassurance basé sur
I'espérance mathématique, avec une charge de sécurité 7", i.e. [1(X)=(1+7)E(X").
Soient f et g deux fonctions aléatoires mesurables a valeurs réelles positives R". Tel
que:

X*=f(X,4) et X*=g(X,1)
ou A est le parametre de traités de la réassurance qui représente le «taux de cession»
dans le cas de la réassurance proportionnelle, et la «limite de rétention» dans le cas

de la réassurance non proportionnelle.
Le bénéfice technique de la cédante est défini par :

B(X,4)=P-TII(X")-X*=P-TI(g(X,2))- f(X,2) (4.7)

L’espérance mathématique du bénéfice technique est donnée par :

E(B(X,4))=P—(1+n")E(g(X,2))-E(f(X,2)) (4.8)
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Nous supposons que l'assureur cherche a obtenir une forme de réassurance optimale
qui minimise le risque en gardant I’espérance mathématique du bénéfice technique
dans un niveau maximal.

Soit la mesure de risque suivante :

nH(X)z E(X)+,/CTV9(X)

ol E(X) est I'espérance mathématique de X .

D’apres les propriétés de la cohérence (I'invariante par translation et ’homogéne
positive), la Conditional Tail Expectation (CTE) et la z,-mesure de B(X,1) sont

présentées respectivement par :

CTE, (B(X,4))=CTE, (P-T1(g(X,4))- f (X, 1))

=P-TI(g(X,4))-CTE,(f(X,2)) 9
et
7,(B(X,A4)) =7, (P-TI(g(X,2))-f(X,1
- ))=P(H(g(£(g,fl))+7)z)9(f((X,/)l))) 10
Alors
min, {CTE, (B(X,4))} =-min, {CTE, (f (X.1))+I1(g(X,2))} (4.11)
et
min, {7,(B(X,4))} =min, {r, (=f (X, 2))-T1(g(X,4))} (4.12)
On construit alors les deux programmes d’optimisation suivants :
(CTE)-optimisation:
(4.13)

{minA {z(2)=~(CTE, (f(X.2)+T1(a (X))}

sc(P-TI(g(X,4))-E(f(X,2))=k
(CTV)-optimisation:

minA{Z(l):ﬂg(—f (X, 4))-T1(g (X, 4)) ==E (f (X, 2))+,/CTV, (T (X,l))—H(g(X,}t))} (4.1
sc(P-T1(g(X,2))-E(f(X,2))2k

tel que k est I’espérance de gain minimale, qu’elle a fixée par la compagnie
d’assurance pour d’étre protégée contre la faillite.
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Les problémes (4.13) et (4.14) consistent & déterminer les paramétres de traités de
réassurance optimaux qui minimisent le risque en maintenant [I’espérance
mathématique du bénéfice technique a un niveau éleve.

Nous allons traiter les deux problémes d’optimisation (4.13) et (4.14) dans des deux
cas différents. Dans le premier cas, nous allons traiter le (CTV)-optimisation pour une
forme de la réassurance proportionnelle de type «quote part» en utilisant la loi
probabiliste de Pareto pour la distribution des charges de sinistres. Et dans le
deuxieme cas, nous allons traiter le (CTE)-optimisation pour une forme de la
réassurance non proportionnelle de type «excedent de perte» en utilisant la loi
probabiliste d’Exponentielle.

4.3.1. Cas des traités en «quote-part»

— (CTV)-optimisation
Dans le cas de la réassurance proportionnelle de type «quote part» avec un
facteur de proportionnalité (taux de cession) « €10,1], la charge totale de I'assureur et

la charge totale du réassureur sont données respectivement par:
XA=f(X,a)=(1-a)X et X*=g(X,a)=aX

ou f et g sont deux fonctions aléatoires mesurables a valeurs dans R".

Tel que :
X =X"+ X", xAzzN:xiA et X* =ZN:xiR
= =
D’apreés la propriété de I'invariance par translation de 7, nous avons :
7y (X) =7, (XA)+TI(X ") =7, (f (X,@))+T1(g (X, a)) (4.15)
On aussi d’apreés la propriété de I’lhomogénéité de =, :

ﬂe(XA)Zﬂg(f (X,O!))Zﬂ'e ((1—a)X):(1—a)7z9(X)

(4.16)
= (1-a)(E(X)+CTV, (X))
et
M(X®)=T1(g(X.a))=(1+1")E(g(X.)) 4.17)
= (L7 )E(aX)=a(L+77)E(X)

La fonction objectif a optimiser est représentée comme suit :
Z(X,a)=m,(-X")-TI(X*)=m, (- F (X,a))-TI(g (X, )
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D’apres (4.16) et (4.17), on obtient I’expression de la fonction objectif:
Z(X,a)=(1-a)(~E(X)+,[CTV, (X)) -a(1+n ) E(X) (4.18)
D’apreés (4.8), I’espérance mathématique du bénéfice technique est donnée par :
E(B(X,a))=P-TI(g(X,a))-E(f(X,a))
=P-a(l+n")E(X)-(1-a)E(X) (4.18)
=P-(1+n'a)E(X)
En remplagant (4.18) et (4.19) dans (4.14), on obtient alors le programme
d’optimisation suivant :
(CTV)-optimisation
min, {Z (X, ) = (1-a)(~E (X ) +CTV, (X)) -a (L+n")E ()]

P—(1+n'a)E(X) =k
aeloq

(4.20)

tel que k est I’espérance de gain minimale, qu’elle a fixée par la compagnie
d’assurance pour d’étre protégée contre la faillite.
Nous calculons maintenant CTV, (X ):

Le calcul de la CTV, (X) est donne par le theéoreme suivant :

Théoreme 4.1. Soit X une variable aléatoire désigne un risque assuranciel
d’espérance mathématique E(X ) et de fonction de survie Sy .

Alors
CTV, (X) =(VaR, (X)~E(X)) +2E[ X ~VaR, (X )|X >VaR, (X)](E(X)-E(X)] (4.20)

avec X~ est une nouvelle variable aléatoire admet la fonction de densité suivante :

_ Sx (¥) «>Va _
fx*(x)_E((X—VaRg(x))J’ VaR, (X) (4.22)

(La démonstration de ce théoréeme est détaillée dans Emiliano & Valdez [42]).
Nous avons

VaR, (X)=S5,"(1-0) (4.23)

On a aussi
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E[ X —VaRy (X)|X =VaRy (X)]= E[X ~S(1-6)|x > 3;(1(1—9)}

(4.24)
=$E[(X —s;(l(l—e)u
Alors
CTV, (X)=(S;*(1-6)~E(X)) +£E[(X - $3(1-0)) J(E(x")-E(X)) (4.25)
En remplacgant (4.25) dans (4.20), on obtient le programme d’optimisation suivant:
i z(x,a)=(1—a){—E(x)+\/(s;1(1—9)—E(x))2+$E[(X— 8;1(1—9))+].(E(X*)—E(X))J
(4.26)

—a(1+n")E(X)

SC<P—(1+n*a)E(x)zk

ae)0]]

4.3.2. Cas des traités en «excedent de perte»

— (CTE)-optimisation

Nous considérons le cas d’une forme de réassurance non proportionnelle de type
«excédent de perte». Dans ce cas, la limite de rétention L est applicable au total des
réclamations, tel que, l'assureur supporte la charge x*=f(x,L)=min(X,L) €t la
proportion x*=g(X,L)=max(0,X —L) transférée au reéassureur.

ou f et g sont deux fonctions aléatoires mesurables a valeurs dans R".

Tel que :
X=X =X"+XF=> X"+ XF
Ona ) c
£(*)~E( (X, L)) =min(x. L)~ E() (") =, ()
et

E(X®)=E(g(X,L))=E(max(0,X - L)) = E(X)~ [ S (x)dx
0

L’espérance mathématique du bénifice technique est donnée par :

B(X, L) =P—T1(X®)-E(X*]=P-T1(g(X,L))-E(f (X,L))
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tel que 1 est le principe de prime appliqué pour couvrir la charge de la réassurance,
avec :

H(XR):(1+n')E(XR):(1+n“)E(g(X,L)):(1+n')(E(X)—

O

S, (x) dx] (4.27)

Alors le bénifice technique espéré est donné par:

E(B(X,L))= P—(1+nr)[E(x)—J'sx (x)dx]—jsx (x)dx

0

) (4.28)
= P—(1+nr)E(X)+nr[J.SX (x)dx

0

Calculons maintenant CTE, (X *):
CTE, (X*)=CTE, (f(X,L))=E[f(X,L)|f (X,L)=VaR,(f(X,L))]

CTEG(XA)=E[VaR9(f(X,L))+f(X,L)—VaRg(f(X,L))‘f(X,L)zVaRg(f(X,L))J (4.29)

Alors
CTE, (X*)=CTE, (f(X,L))=VaR, (f(X,L jV:RH“(X'”)Sf(X'L)(X)dX (4.30)
a( )_ 0( ( ' ))_ ae( ( ' ))+Pr(f(X,L)2VaR0(f(X,L))]) '
On a aussi
VaR, (f(X,L))=VaR,(min(X,L))=S;'(1-6) (4.31)
et
0 L L
IVaRg(f(x,L))] Sf(X’L)(X)dX - IVaRH(f(x,L))] Sx (X)dx = IS;l(l—G) Sx (x)ax (4.32)
De plus, ona
Pr(f(X,L)zVaRg(f(X,L)))=Pr(f(X,L)=VaR0(f(X,L))])+Sf(X’L)(VaR0(f(X,L))) (4.33)
=Pr(f(X,L)=5,(-0))+S, ., (Sx'1-0)) =S, (S,1-6))=1-0
On obtient alors
1 L
CTE,(X*)=CTE,(f(X,L))=VaRr,(f(X,L))+——] . S,(x)d
( ) ( ( )) ( ( ))+1_9J.sx(170) (X) X (4.34)

_gt 1o
=S, (1-6) +mjs;lw) S, (x)dx
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Finalement, en remplacant les formules de (4.31), (4.32), (4.33) et (4.34) dans (4.13),
on obtient le programme d’optimisation suivant :

min, {Z (X,L)= —[le(l—e) +$ S;(H) Sy ()dx+(1+7" )[E(X )—ISX (x)dxn}

P—(L+n")E(X)+n' [st (x)dx]zk

L>S(1-6)

SC

4.4. Procédure d’optimisation par le lagrangien augmenté et les
algorithmes géenétiques

Pour résoudre les deux problemes d’optimisation précédemment reformulés
dans (4.26) et (4.35), nous allons utiliser une méthode de résolution basée sur le
Lagrangien augmenté et les algorithmes génétiques. Il s’agit d’une procédure simple
qui permet de transformer un probléme d’optimisation avec contrainte en un
probléme ou en une suite de sous problemes d’optimisation sans contrainte.

Dans le Lagrangien augmenté, si le programme est soumis a des contraintes
d’inégalité, il suffit d’introduire une variable d’écart pour transformer ces contraintes
en contraintes d’égalité.

Remarque: Dans le cas des problémes comportant uniquement des contraintes
d’égalité, on retrouve bien une pénalisation du Lagrangien classique.
Alors le programme d’optimisation est réécrit sous la forme équivalente suivante :

£>0 (4.36)

{mini {Z(2)} min, {Z (1)}

sc(E(B(2)2k 7 Jsc(E(B(4))-k-£=0

La fonction de Lagrangienne augmentée G(4,m,r) est définie comme suit :

2

G(amre)=Z(A)-m(h(1)-¢)-r(h(2)-¢) (4.37)
avec
e Z(2) :fonction objectif a optimiser ;

e A estle parametre de traités de la réassurance ;
e h(1)=E(B(4))-k :contrainte d’inégalité ;

e mest le multiplicateur de Lagrange et r >0 est le parameétre de pénalité.
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Le principe de la méthode consiste a résoudre de facon itérative, le probleme sans

contraintes qui minimise la fonction Lagrangienne augmentée G(4,m,r,¢).
G(A,m,r, &) doit étre minimisée par rapporta A eta ¢, ol £>0 est la variable d'écart.

La minimisation par rapport a ¢, pour A fixé, peut étre effectuée analytiquement
pour ¢ . En effet,ona

Z—G=m+2r(h(l)—s)=0 avec r>0. (4.38)
&
Ainsi, le minimum est atteint pour ¢" = h(1)+zﬂ, g >0.

r

On se ramene donc a un probléme ne dépendant que de variables (1,m,r) :

2

G(/l,m,r)=z(/1)—% avec r>0 et 1>0. (4.39)

En outre, nous avons développée une procédure de résolution itérative qui combine
le Lagrangien augmenté et les algorithmes génétiques pour résoudre les problemes
d'optimisation de notre modele.

Algorithme 4.1. L’algorithme de résolution

. Créer la fonction Lagrangienne augmentée G(/l,m,r) ;
. Initialiser le multiplicateur et le facteur de pénalisation(m,r)=(m,r,);

1
2
3. Initialiser A = 4, ;
4. i=0;
5. Tant que le critere d'arrét n'est pas vérifi¢, i.e.vG(A,m,r)>¢’, avec &' >0 ;
a. 1<«i+1;
b. Créer la fonction objectif G, (4, m;,r,) ;

6. Exécuter GA classique qui minimise la fonction G, (4, m;,r,);

7. Mettre a jour le triple (A*,m*,r*) qui minimise la fonction G, (4,m;,r,) ;

8. Retourner le résultat : 1”.

4.5. Exemple et application numérique

— (CTE)-optimisation
Supposons que la charge totale des sinistres X suit la loi exponentielle de parametre
5, ie.:X ~Exp(5), tel que la fonction de répartition, de survie et de densité sont

respectivement données par:
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Fe(X)=1-e, s, (x)=e" et f,(x)=5e" .

Nous avons
o Var(X)=— et E(X)=5, 6>0
. VaRG[X]zS;l(l—e)z—ln(lé_g);

[ ]
O e ™

Sy (x)dx = Ie“*xdx = —%(e“SL -1) ;
0

L L 1,
. .[s;l(l_a)sx (x)dx=j_.n(z_9) Sy (x)dx=—g(e t-(1-9)).

Dans le cas d’une forme de réassurance non proportionnelle de type «excédent de
perte», la fonction objectif est donnée par :

Z(L)z In(1—9)+ (e‘5L—(1—9))_(1+nr)(£+£(e-5|_ _1))

s 5(1-0)

et la fonction contrainte est donnée par :

h(L)=P—(1+n")E(X)+n' @sx (x)de: P—(Hf:r)—%r(efSL -1)

D’ou on obtient un programme ne dépond que de L, tel que les parameétres 6, ', &
et P sont données.

CTE -optimisation:

5(1-0) 55
N (4.40)
F>—(l+n)—’7—(e-fsL 1)>k
o s 5
I_>_In(1—6’)
B

Remarque. Cai & Tan [21] ont déterminé une solution optimale pour le probléme
d'optimisation (4.35) en minimisant la Conditional Tail Expectation, mais sans la
contrainte du bénéfice technique. Ills ont démontré que dans le cas d’une forme de
réassurance non proportionnelle de type «excedent de perte» la rétention optimale

existe si et seulement si: L'=S:(n/), nf :% sous les conditions d’optimalité
+n

suivantes: 0 <7y <S, (0) et S(6)> Sil(n{)+ﬂ(5§1(77f))-
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Application numérigue

Prenons les données suivantes :
0=0,05n"=2,6=1, P =57 et k=55,2.

Apres I'exécution du programme d’optimisation, on obtient le résultat suivant :

Notre Approche Approche de Cai & Tan
L 0,9162 0,693
CTE, 0 (L) 55,169 54,974
E(B(L)) 55,208 55
E(B(L))-CTE, (L) 0,039 0,026

Tableau 7: Tableau de comparaison entre notre approche et I'approche de Cai & Tan

D’apreés le tableau 7, on constate que le bénéfice technique espéré est supérieur, pour
notre approche, a celui obtenu par I’'approche de Cai & Tan [21]. Par conséquent, on
peut conclure que notre approche a un avantage clair en termes de réalisation des
objectifs de la compagnie d’assurance, a savoir la maximisation de son bénéfice
technique.

(CTV)-optimisation
Supposons que la charge totale des sinistres X suit une loi de Pareto X ~Pareto(a, x,)
de paramétres a,x, e K .

axg

fy (X,8,%)) =13
0 si X, <X

Si X=X,

La fonction de répartition et la fonction de survie sont données respectivement par :

Fx(x,xo,a)zl—(ﬁ) et Sx(x,xo,a)z(x—;) avec X>x, >0
X

L’espérance et la variance de X sont données respectivement par :

x’a
0

(a-2)(a-1

E[X]= xo_a

S a>letg? = i
11 i > o’[X] sia>2

Nous avons d’apreés le théoréme 4.1:
2 .
CTVQ(X):(XQ—E(X))2+EE((X—x9)+).(E(X )-E(X))

avec X~ est une nouvelle variable aléatoire admet la fonction de densité suivante :
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_ S(x)
f. (X)_—E((X —x9)+)

Soit le 0-th quantile tel que x, =VaR, (X)

;o X> X,

Sy (%) =Sx (VaRr, (X))=5y (Sx'(1-0))=1-6

Ce qui implique que

Xl Z1-9
X9

Alors

a —-a a
LE((X_X ) )zgix_a Yo | Lol X ] X [X] _ 2%
1-q ) T1-60 a-1l x, x, ) a-1{x, a-1

Nous calculons maintenant la fonction de densité de la nouvelle variable aléatoire

_1 a-1
(a-1)x*x,"" = L a_)l))i?

X> X,

x!

C’est la densité de loi de Pareto X" ~Pareto(a—1,%,) de paramétres(a—1,x,)e R, xR’

, tel que,

E[X*]:%;l), si a>?2

Il résulte que

CTVQ(X):(XQ— Xoa )2_'_ 2%, [xg(a—l)_ )(Oa]

a-1) a-1| a-2 a-1

Alors le programme « CTV -optimisation» est donné par la reformulation suivante :
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mina{zw)—( —a){—j&ﬂ(xe—ax"_""ljz+jfi-[xfi;”—ax"_""JJ—(unf)aaxial

} (4.41)

Application numérigue

Prenons les données suivantes :
0=0,051n"=2,a=3, x,=1, P=57et k =53.
On a

Alors
1

(%)°=095 = x,=(0,95)3

En remplacant les données dans (4.41) et en exécutant de programme
d’optimisation, on obtient le résultat suivant :

e le taux de session optimal , o =0,667;
e La fonction objectif optimale , Z (a")=-0,146;
e La m,-mesure minimale du bénéfice technique, z, (B(a*)) =P+Z(a")=56,853;

o Le bénéfice technique espéré, r, (B(a*)) =53,499.

4.6. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé deux modeles d’optimisation de
réassurance basés sur la Conditional Tail Expectation (CTE) et la Conditional Tail
Variance (CTV) permettant a la fois de maximiser le bénéfice technique et de
minimiser le risque d’une compagnie d’assurance. Ces modeéles dépendent de la
distribution des charges de sinistres, du seuil de probabilité et du coefficient de
chargement de la sécurité.

Nous avons développé ainsi un algorithme de résolution basé sur la méthode de
Lagrangien augmenté et les algorithmes génétiques pour résoudre les programmes
d’optimisation de nos modeles. Ces derniers ont montré leur efficacité (car ils
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agissent a la fois sur le risque et sur le bénéfice technique), et particulierement pour
les problemes d’optimisation trés difficiles a résoudre algébriquement.

Le chapitre suivant concerne l'optimisation stochastique en temps continu et son
application en réassurance. On s’intéresse ici a un probléme d’optimisation de la
réassurance qui permet de déterminer la stratégie de réassurance optimale lorsque le
bénéfice technique de la cédante est décrit a I'aide d’une diffusion stochastique, en
utilisant la théorie du contréle optimal stochastique.
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dynamique de la réassurance

5.1. Introduction

Toutes les approches précédemment entamées reposent sur la stratégie de
réassurance statique qui ne prend pas en compte la dimension temporelle et omettent
de ce fait le flux des sinistres dans le temps. Cependant, on sait que les traités de
réassurance sont des contrats annuels qui peuvent étre révisés de maniére périodique
en fonction du temps. Donc I'idée de déterminer une approche dynamique parait
logique, le but est de déterminer la politique de gestion de risque optimale qui
permet de prévoir I'allocation optimale de la réassurance ou I’assureur peut réajuster
sa réassurance d’une maniére dynamique.

Dans ce cadre, de nombreux chercheurs ont proposé des modeles dynamiques
pour résoudre les problémes d’optimisation en temps continu dans le monde de
I’assurance, l'intérét est souvent porté sur la théorie du contréle stochastique.

Merton [86] a été le premier qui a appliqué cette théorie dans le domaine de
I'assurance pour résoudre les problémes d’optimisation de la réassurance et
d'investissement en temps continu. Le modeéle de Merton [86] a été généralisé plus
tard par Karatzas & al [73], ensuite, par Zhou & Lim [131] et Zhou & Yin [132], qui
I’ont amélioré en se basant sur le critere de maximisation de I’ utilité.

Il en va de méme pour le probléeme dynamique de stratégie d'investissement
optimale et de réassurance. Schmidli [108] a étudié le modele de diffusion pour le
processus de surplus en se basant sur le modéle de Cramer-Lundberg qui permet
d’aboutir a une approximation de la probabilité de ruine Willmot & Lin [125].
L’optimisation de cette approximation va lui permettre de retrouver la stratégie
optimale de la réassurance et d'investissement a partir de I’équation de Hamilton-
Jacobi-Bellman.

Dans le méme sens, les générations récentes en modélisation du probleme de la
réassurance sont proposées dans les travaux de Chikodza & Esunge [28] et d’autres
plusieurs auteurs comme Huiming & Yingchun [65]. Ces chercheurs ont étudié le
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probléme de contrdle optimal pour une compagnie d'assurance en adoptant le critére
de minimisation de la probabilité de ruine pour trouver la politique optimale de
réassurance et d'investissement. Ces dernieres aideraient a maximiser la richesse
terminale qui représente la valeur de liquidation de la société au moment de la
faillite.

Cependant, ces approches agissent seulement sur la probabilité de la ruine (en la
minimisant), mais la compagnie d’assurance cherche aussi a maximiser son bénéfice
technique. Ben Dbabis [13] ont vérifié que le critere de la minimisation de la
probabilité de ruine seul ne permettait pas d’aboutir en général a un bénéfice
technique maximal.

Pour toutes les considérations mentionnées ci-dessus nous avons proposé un
modele d’optimisation qui agit a la fois sur le bénéfice technique et sur le risque
d’une maniére dynamique. Notre modele d'optimisation différe de ceux considérés
dans la littérature. En effet, pour prendre une bonne décision pour le probleme
d’optimisation de la réassurance, on doit la fondre sur le critére de la rentabilité (en
maximisant le bénéfice technique espéré) tout en gardant la condition de risque qui
doit étre aussi minimale.

Y

Notre modéle répond a la question suivante: quelle est la trajectoire du
parametre des traités de la réassurance optimale a adopter dans une
compagnie d’assurance qui lui permettra de maximiser le bénéfice technique espéré
et de minimiser le risque sur une période donnée? Un tel probléme est lié au contrdle
optimal stochastique qui contrdle le risque par I'achat de réassurance.

Dans notre modele, nous proposons une solution explicite et pratique au
probléme du contrdle optimal pour un choix optimal de la réassurance en
déterminant la politique de gestion de risque adéquate qui permet de minimiser le
risque et de maximiser I'espérance mathématique du bénéfice technique de la
cedante.

Pour résoudre le probléme général du contrdle stochastique, il existe deux
principaux outils de résolution, le premier est la programmation dynamique qui se
résume a la résolution de I'équation d'Hamilton Jacobi Bellman (HJB) et le deuxieme
est le principe du maximum stochastique qui recourt a la notion d'équations
différentielles stochastiques rétrogrades (EDSRs). La complexité survient lorsque
cette derniére n'admet pas de solutions (Wilson [127]). Dans ce cas la manipulation
est impossible.
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5.2. Rappel sur la théorie du contrdle stochastique dynamique
5.2.1. Contrdle optimal

Définition 5.1. Systeme controlé
Soit un espace de probabilité filtré (Q,F,F,P)sur lequel est défini un mouvement

IR ]

brownien standard W (t) _, et T >0 un temps terminal fixe tel que t [0, T].

Soit a(t) un parametre appartenant a un ensemble de fonctions localement
intégrables définies sur [0,T] a valeurs dans un ensemble Ac R" tel que :
a: [0,T]—A
t—a(t)
Considérons I'équation différentielle stochastique suivante :

{dx (t)= (X (t),a(t),t)dt+o (X (t),a(t),t)dw (t)

X(0)- X, , te[0,T] (5.2

ol u:R"xAx[0,T]>R" et o:R"xAx[0,T]>R" sont deux fonctions continues.
L’équation différentielle (5.1) est appelé un systéme contrdlé (ou commandé).

Tout élément a(t)de A[0,T]={a:[0,T]xQ — Ala(.)est{F,} -adapté| est appelé controle
réalisable, et représente la décision prise par le contréleur.

Définition 5.2. Controle optimal

Le probléeme de contréle optimal permet de déterminer le contr6le d’un systéme qui
minimise (ou maximise) un critere de performance (le critere a optimiser),
éventuellement sous certaines contraintes. Il se décompose en deux parties : il faut
d’abord savoir ce contréle est accessible. C’est le probleme de contrélabilité. Ensuite,
une fois ce probléme résolu, il faut chercher parmi tous les contréles possibles ceux
qui le font en la fonctionnelle de coGt optimale.

On rappelle que L{ désigne I'ensemble des variables aléatoires F -mesurables a

valeurs dans R telle que E(|X|p <00). L est définie sur I'espace de probabilité filtré

(Q,F,(Ft oo ,P) .

La fonctionnelle de coQt (le critére & optimiser) est definit par:

(X (©),a(0)=E([] (1 (x (t)a(t).t)e)) (5.2)
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telle que f est une fonction localement intégrable sur [0,T] et mesurable a valeurs
dans R ,ie: f:R"xAx[0,T]>R, fe LE .

Soit a(t) e A[0,T] un contréle réalisable.

Le couple (X (t),a(t)) est dit une paire admissible si :

a(t)e A[0T], et X (t) est 'unique solution de I'équation (5.1).

Dans la suite, on note par A, I'ensemble de tous les contréles admissibles.

Le probléme du contréle optimal consiste & minimiser la fonctionnelle J (X (t),a(t))

sur tous les contrdles admissiblesA,, c'est-a-dire, chercher le contrdle optimal.

a(t)e A, tel que:

J(X(t),a(t))=Opt ., {I(X(t).a(t))} (5.3)

avec X (t) est I'unique solution de I'équation (5.1).

5.2.2. Programmation dynamique

La programmation dynamique est une technique mathématique développée par
Richard Bellman [102] pour résoudre des probléemes d'optimisation, c’est a dire des
problémes ou I’'on doit prendre les meilleures décisions possibles a chaque date pour
un critere de performance donné.

La programmation dynamique repose sur une technique que Bellman appela
«principe d’optimalité». Ce principe général stipule que la solution d’un probléme
global peut étre obtenue en décomposant le probléme en sous-problémes plus
simples a résoudre. Ces derniers se résument a la résolution de I'équation aux
dérivées partielles du second ordre (I'équation d'Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)).

Bellman a travaillé sur la théorie du contrdle optimal pour traiter le principe
d’optimalité de la programmation dynamique permettant de trouver une stratégie de
contrdle pour un systéme donné de maniére a satisfaire un critére d’optimalité
faisant appel a une fonctionnelle de cout dépendant de variables d’état et de contréle.
Les étapes de la méthode de programmation dynamigue pour déterminer le contréle
optimal sont :

Etape 1: Vérifier I’existence du controle optimal
La procédure de la programmation dynamique commence par I’étape d’existence du
contréle optimal.
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Le probleme du contrdle optimal consiste a chercher a(t) e A, tel que

3(X(t),a(t)) =min,,., {J (X(0).a() =E( [} £(x (t),a(t),t)dt))} (5.4)

sous la dynamique suivante :
{dx (t)=p(X (t),a(t),t)dt+o (X (t),a(t),t)dw (t) (5.5)

X (0)= X,

~

ou

p:R"<Ax[0,T]>R" et o:R"xAx[0,T]>R" sont deux fonctions continues,
avec X (t) est I'unique solution de I'équation (5.5).

Nous allons maintenant énoncer le théoréme d'existence du contréle optimal.

Théoréme 5.1. Existence du contrdle optimal
On consideére les conditions suivantes:

S1: (A,d)est un espace polonais (espace métrique complet séparable) ;

S2: Les fonctions 1 R"x Ax[0,T]>R" et o:R"xAx[0,T]>R" sont uniformément

continues en XxeR" et mesurables;
S3: Il existe L >0 et une fonction M :[0,:0]— [0,] tel que pour @ =pu et o :

{|w(x,a,t)—w(mt)ls =%+ M (d(a.2)) (5.6)

@ (0,at)<L
V(X,a,t)eR” xAx[O,T], ()?,é,t)e R" x Ax[O,T].

Si les conditions S1, S2 et S3 sont satisfaites alors le probleme (5.4) admet un contréle
optimal. (Voir Wilson [127]).

Etape 2 : Résoudre I'équation de Hamilton-Jacobi-Bellman et calculer ainsi la
fonction de valeur.

On s’intéresse ici au probléme de minimisation, et on procédera de la maniére
suivante :

% On définit la fonction valeur

Définition 5.3. La fonction valeur est définie comme suit :
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v(t,x):mina(t)%{J(x(t),a(t)):E(ﬂ(f(x(t),a(t),t)dt))}, v (t,x) [0, T]xR" 5.)
V(T.x(T))=h(x(T))
ou les fonctions f:R"xAx[0,T]>R, h:R'—>R sont uniformément continues en

XxeR".
La fonction valeur doit étre bien définie, c'est-a-dire: il faudrait que les fonctions
f,u,o et h satisfassent la condition (S3)' suivante :

Il existe L >0 tel que pour @w =f,u,c et h :

(5.8)

V(X,a,t) eR"x Ax[O,T], ()?, é,t) eR" x Ax[O,T] .
+ On applique le principe d'optimalité de Bellman pour évaluer la fonction valeur.
Le principe de Bellman est présenté par le théoreme suivant :

Théoréme 5.2. Principe de Bellman
Si les conditions (S2) et (S3)' sont Vvérifiées, alors la fonction valeur satisfait I’équation
suivant :

V (tx) =min, {e( ;3 (x(t).a(0))) +v (T,x(T))}, (5.9)

V(x(t),a(t))eR"xA.
(Pour la démonstration de ce théoréme, voir Yong & Zhou [128]).

% On détermine la dérivation formelle de I’équation de Hamilton-Jacobi Bellman,
puis on évalue la fonction valeur en résolvant I'’équation d’HJB aux dérivées
partielles de second ordre en se basant sur le théoreme suivant :

Théoreme 5.3. Supposons que toutes les conditions pour que I'équation ait une
solution unique sont satisfaites :
SiV (t, x(t)) est deux fois continuellement différentiable sur [0, T |xR" alors V (t, x(t))

vérifie le Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB), suivant :

mina(t)eA[—%az(t.X(t)va(t))V”(t'X(t))_ﬂ(t'X(t)'a(t))vl(t'x(t))*'WJ=O (5.10)
V(TX(T)) =h(x(T))

(Pour la démonstration, voir Wilson [127]).
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Etape 3 : Déterminer le contrdle optimal en fonction de dérivées partielles de la
fonction valeur

Cette étape présente les solutions de [I'équation integro-différentielle
(Lakshmikantham & Rao [76]) sous les différentes hypothéses pour déterminer le
contrdle optimal &(t) en fonction de dérivées partielles de la fonction valeur, i.e.

a(t)=g(V'(tx(1).V"(tx(1))) (5.11)
ol g:[0,T]xR" — A est une fonction continue.

Tout d'abord, I'équation integro-différentielle est transformée en une forme plus
facilement résoluble. Puis nous déterminons la fonction valeurv(t,x(t)) et leurs

dérivées partielles. En remplacant les expressions de V'(t,x(t)) et V”(t,x(t)) dans
(5.11), on trouve le contrdle optimal.

Etape 4 : Vérification

Dans cette derniére étape nous allons énoncer le théoréme de vérification qui permet
de tester qu'une paire admissible(X(t),4(t)) e R"x A,, est optimale.

Théoreme 5.4.

Soit V (t,x(t)) est deux fois continuellement différentiable sur [0,T [xR". Tel que,

V (t,%(t)) une solution de I'équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) (5.11).

Onaalors:
V(t,%(t))< I (x(t),a(t)),v(t,x,a(t)) [0, T|xR"x A (5.12)

De plus, une paire admissible (X(t),é(t))eR”and est optimale pour le probléme

(5.10) si et seulement si :

dt

Min, ).a, (—%az(t,x(t),a(t))V”(t,x(t))—y(t,x(t),a(t))V'(t,x(t))+w] (5.13)

(Pour la démonstration, voir Wilson [127]).
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5.3. Contrdle optimal stochastique pour un choix optimal de
réassurance

5.3.1. Cadre du travail

Considérons un probléme d’optimisation dynamique de la réassurance dont le
but de la cédante est de trouver I'allocation optimale de la réassurance et la stratégie
qui lui permettront de minimiser le risque et de maximiser son bénéfice technique
sur une période donnée, et pour un principe de prime déterminé a I’avance.

Pour modéliser un tel probléme, nous considérons une suite de variables aléatoires

(Yi)ie{m(t)], positives indépendantes et identiquement distribuées, représentant les
charges des sinistres, avec une fonction de distribution F,, d’espérance E(Y,)=m>0
et de volatilité E(Y,)" =0 .

(N (t))tZo est un processus de comptage des sinistres suit le modele de Poisson de

paramétre x (que I'on suppose égal a 1), et indépendant de (Y,),Vie[1,..,N(t)], tel

N(t)

que E(N(t))=t ; Tel que lasomme Y, estnullesi N (t)=0;
i=l

Pour un contrat de réassurance, les charges des sinistres (Y,) ] sont partagées de

ig1.N(1)
la maniére suivante: Y, =Y*+Y", Vi e[],.., N(t)], ol la portion Y,* retenue par la
cédante et la portion Y.* est transférée au réassureur .

Soit P(t)=ut la prime totale collectée a I'instant t, ou x est un parametre positif.

Le bénéfice technique de la compagnie d’assurance est donné par la fonction
aléatoire dynamique suivante:

X (t)=P(t)- 2 (TI(¥*)+Y*) (5.14)

ot IT(Y;" ) est la prime chargée du réassureur pour le i- éme sinistre.
Soit un espace de probabilité complet (Q; Fi(F, )tzO;P) muni de la filtration (F)_, .

Considérons que la compagnie utilise un contrat de réassurance proportionnelle de
type «quote-part» de taux de cession espéré « (t) < ]0,1].

ou a:[0,T]—]0,1] est un processus (F),_,-adapté.
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Dans ce cas, le contrat de réassurance permet a la compagnie d’assurance de
conserver juste une proportion (1—a(t))% du montant des primes, donc de reverser

a(t)% au réassureur tel que, I'assureur supporte le risque Y,A(t)=(1—a(t))Yi et la
portion Y® (t) =a(t)Y, transférée au réassureur, Vi e[l,..., N (t)]

Supposons que la compagnie utilise un principe de prime IT basé sur I’espérance
mathématique pour couvrir la part de la réassurance tel que:

(YR ) =(1+7) E(Y®) = (1+n)a(t) E(Y,) =(1+n)a(t)m, Vie[Ll..N(t)]  (5.15)
ou n > 0 est le chargement de sécurité de la réassurance qui est donné par: n = %— :

Le bénéfice technique de la compagnie d’assurance est donné par:

x(t)=P(t)—H(_ YiR]—ZYiA (5.16)
Ona

H(N(t)YiR] = n[a(t)N_(t)YiJ =(1+n)a(t)E(N_(t)YiJ= (1+7n)a(t)mt

i=1

E(va _ E[Ni:)(l_a(t))viJ ~(1-a(t)) E(va ~(1-a(t))mt

Alors le processus du bénéfice technique espéré a l'instant t est donné par :

et

E(X(t)):P(t)—E{ [ZY ]+ZY }
=(1+77)mt—(1+77)a(t)mt—(1—a(t))mt
=(1-a(t))nmt (5.17)

La variance du bénéfice technique a I'instant t est donnée par :

Var (X (t)) =Var(?§i‘jYiA] =Var[NZ(t:)(1—a (t))YiJ

i=1

=(1—a(t))2Var(N(t)Yi]

i=1

~(1-a ())2( < (t))Var( >+Var<N<t>>-<E<vi>>2)

—t(1- a(t))z(E(Y, )2)=(1 alt ))2 ot (5.18)



Chapitre 5. Contréle stochastique pour I'optimisation dynamique de la réassurance

5.3.2. Formulation du probléme de contrdole optimal stochastique

Le probleme d’optimisation consiste a déterminer la stratégie de la réassurace
optimale qui permet de minimiser le risque et de maximiser le bénéfice technique
espéré sous le critere moyenne-variance dans un environnement dynamique.

Soit {W,,t >0} un mouvement brownien standard.
Ona:
E (X (1) =(1-a(t))m:

et

var (X (1)) =(1-a(t)) ot
Alors le bénéfice technique X (t) peut étre approximé par un mouvement brownien
(W, ),., de dérivé de diffusion (1-a(t))nm, et de coefficient de diffusion (1-a(t))o (il
traduit la volatilité du processus). (Voir Grandell [54], p. 16)).
Grandell [54] a démontré qu’une telle approximation ne peut étre appliquée que
dans le cas de larges portefeuilles d’assurance dans la mesure ou un sinistre est
largement inférieur au montant de bénéfice technique.

Alors la dynamique de X (t)est donnée par:

{dX (t) = (1-e(t)rpmelt+ (1 (1) )odW (¢) (5.19)

X(0)=%
Le probleme d’optimisation consiste a déterminer la stratégie de la réassurace
optimale qui permet de minimiser le risque d’une compagnie d’assurance telle que la

valeur espérée de son bénéfice technique est égale une valeur donné. i.e :
On cherche a minimiser Var(X (T)) sous contrainte de E(X (T))=d, >0.

On se place a I'instant t en considérant le probleme suivant :

g]:ina(t)e[o,l] <Var ( X (t))>
E(x(0) -0

Ona

2

Var (X (1)) = E(X (1)')-E(X (1))
=E(X(1)°)-d? (5.20)

Alors, minimiser Var(X (t)) devient & minimiser E(X (t)z).
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Notre probléme se raméne donc a minimiser E(X (t)z) sous la contrainte : E(X(t))=d,.

Nous utilisons la méthode du multiplicateur de Lagrange.
En introduisant le multiplicateur 4, (dépond du temps t).

Alors notre probléme se raméne donc a minimiser:
E(X(t)2)+A(E(X(t))—dt):E((X(t)+%} J—(%j —%dt (5.21)

Le probleme (5.21) est équivalent au probléme de minimisation suivant :

mina(t)e[ovll{E[(X (t)+%) ]} (5.22)

Le probleme (5.22) est lié au contrbéle optimal stochastique qui contrdle lI'achat de
réassurance, il consiste a trouver le contrdle optimal o' (t) appartenant a I'espace des

controles admissibles A,;, qui minimise la fonctionnelle J sur tous les controles

admissibles, tels que:
/,]1 2
Min, e, (X (1), (t)) =min ., E((X (t)+5] ] (5.23)

sous I'équation d'état associée suivante :

{dx (t) = (1-e(t))pmdt + (1- (1) odW (t) (5.24)

X(0)=x,
5.4. Résolution par la programmation dynamique
5.4.1. Equation d’Hamilton Jacobi

La fonction valeur du probléme est donnée par :
. : A\
V(£ X (1)) =min, ., I(X(t),e(t))=min, ., E((X (t,a(t))+?] (5.25)

D’aprés le théoreme 5.3, V (t, X (t)) vérifie le Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) suivant :

m‘”a<r>e{%(<l—a<t)fGZ)V”@X<t))+(<1—a<t>)nm)V'<t,x<t>)——"v Lx (t))]=o
(5.26)

V(T X(T)) =(X(T)+%T
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5.4.2. Résolution de I’équation d’HJB

Nous allons déterminer une solution de (5.26) de la forme suivante :

V(LX(t)= (f (t)X (t)+ g(t)%]z (5.27)

Les fonctions f et g sont deux fois continuellement différentiables telles que :
f(T)=1et g(T)=1.

Les dérivées partielles de V (t, X (t)) donnent les égalités suivantes :

W _ 2( fr(t) X (t)+ g’(t)%)(f ()X (t)+g (t)%) (5.28)

VI(t X (1)) = 2f (t)(f ()X ()+g (t)%j (5.29)
V(L X (t))=2f (1)’ (5.30)

La quantité en accolades du probléme (5.26) est minimisée en o (t) par :

e MV (t X (1)) i MV (X (1))
e (t)__UZV”(t,X(t)) = o (t)=1+ oV (t, X (1))

En remplacant I'expression de « (t) dans (5.26), on obtient I’équation suivante:

_ 1 (am)* V(L X (1))’ mV’(t, X (t)) , dv (t, X (t))
m'“améA[E[ . V(L X (1)) J_[ZZV"(t,X(t))Jan (X O+ — JZO (5.32)

(5.31)

V(T x(T)) =(x(T)+%
avec
V(6 X (1) Y
V,,(t x(t)) 2(f(t)X(t)+g(t)7j (5.33)
En simplifiant I'expression (5.32), on aboutit a I’équation suivante :
(zf'(t)_(n;)z f(t)]x(t)+2(g'(t)%—(nal2)29(t)%]=0 (5.34)

Nous pouvons alors choisir f(t) et g(t) de maniére a satisfaire les deux équations

différentielles ordinaires (EDOSs) suivantes:
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(1)~ 1 (1) =0 5.35)
£(T)=1

et
()~ g (1) 0 5.36)
g(T)=1

On trouve facilement les solutions de (5.35) et (5.36) suivantes :

(m)* (T-1)

f(t)=g(t)=e 2 (5.37)

En remplagant dans (5.27), on obtient alors I'expression de V (t, X (t)) :

2
m)* m)*
v(t,x(t))£e et x (t)+ 2 e "J (5.38)

5.4.3. Détermination de la stratégie de réassurance optimale

En remplagant les dérivées partielles de V (t, X (t)) dans I'égalité (5.31), on obtient

alors I'expression de " (t) :

(nm)? ()’
IR SI(T-)
nm(e 208 X (t)+j;e 20 }
o (t)=1+ 2 LI (5.39)
(nm) 2 2
VUL, )
Gze 252

C’est la stratégie efficiente par I’'application du théoreme 5.4 (de vérification) tel que
(X*(t),a’(t)) est la paire optimale.

Mais le multiplicateur de Lagrange A, est inconnu, nous allons donc le déterminer :

On se place dans la stratégie optimale et nous écrivons de nouveau l'équation qui
modélise le bénéfice technique espéré. Dans ce cason a:

dE(X (t)) = (l—a* (t)) nmdt + E ((l—a* (t))GdW (t)) (5.40)

En remplagant o (t) par son expression, on trouve alors :
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dE(X (t)) =(—@ E(X (t))—%nm] dt+ E((—@ X (t)—%jadW(t)] (5.41)

O O

Sachant que W (t),_, est un mouvement brownien standard. i.e. E(W(t))=0.

On arrive alors a I’equation suivante:

2
O

dE (X (t)):(—mE(X (t))—%nm]dt (5.42)

Il s’agit d’une équation différentielle du premier ordre avec second membre de la
forme suivante:

y'+ay=b (5.43)
Elle est résolue comme suite :
y(£) = y(0)e*™ 0+ ['p(s )" ds (5.44)
Avec A(t) est une primitive de a
Ona:
2
a=(’7"l) et b=—2Tnm (5.45)
o} 2

PR U Y ()
E(X (1)) =E(X(0))e < t+%C’—e - t{e - t—1} (5.47)

N

E(X(0))=%,.

Nous avons besoin que de A, on se place alors dans t=T.

Sachant que E(X(T))=d;, on aalors I'équation suivante :

(am)° - 2 (' ( @m)’,
d, =x.e IO [e -1
2 nm

On déduit finalement I’expression de 4 :
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(am)*
2nm| d; —x,e

A = . (5.48)
_m)

T

o?ll-e °

Ainsi, en remplacant A; dans (5.39), on obtient alors la stratégie de la réassurance

optimale suivante :

(m)”
d; —x.e
o ()=1+10) x*(t)+ 12— 2|, (5.49)

Cette stratégie (trajectoire optimale) dépend des informations disponibles a la
compagnie d’assurance a tout instant, a savoir: le bénéfice technique initial x;, le

chargement de sécurité n, la distribution de la charge des sinistres et la période de

I'exercice T

5.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une approche visant I'optimisation
dynamique de la réassurance pour trouver une allocation optimale de réassurance
qui devrait étre choisie par la compagnie d’assurance et la stratégie qui lui permet de
minimiser le risque et de maximiser le bénéfice technique dans une période donnée.

Notre méthodologie fait référence a la théorie du contrdle optimal. En effet, nous
avons utilisé la programmation dynamique qui se base sur les équations
différentielles partielles (équations de Hamilton-Jacobi-Bellman) pour résoudre le
probléme du contrdle optimal de notre modeéle qui contréle le risque par l'achat de
réassurance.
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Dans ce projet de thése, nous nous sommes intéressés a la maximisation du profit
d’une compagnie d’assurance en utilisant la réassurance comme outil de richesse.
L’objectif de ce travail était de mettre en évidence le bon fonctionnement de la
détermination des traités de la réassurance optimale. Celui-la répond aux critéres que
se fixaient les assureurs telles que la maximisation de I’espérance de bénéfice
technique sous contrainte de variance, la minimisation de probabilité de ruine et la
minimisation des mesures de risque. A cet égard, notre étude se présente comme une
amélioration desdits critéres (statiques ou dynamiques).

Pour les modeles statiques, nous les avons ameéliorés par le biais de stratégies qui
agissent aussi bien sur le risque que sur le bénéfice technique, en utilisant les outils
statistiques et les modéles actuariels en convention avec les algorithmes génétiques
qui peuvent résoudre le programme d'optimisation de la réassurance efficacement,
rapidement et avec preécision.

Concernant le critere moyenne-variance, nous avons présenté notre contribution
en proposant deux approches d’optimisation de la réassurance. Au niveau de la
premiére, nous avons déterminé un choix optimal de parameétres de traités de la
réassurance en rapport avec deux objectifs : maximiser le bénéfice technique espéré
et minimiser la variance du bénéfice technique en utilisant un mode de tarification
basé sur I’espérance mathématique. Dans la deuxieme approche, nous avons proposé
une nouvelle stratégie de I'optimisation de la réassurance, laguelle consiste a
déterminer un choix optimal du couple (parametre de traités de la réassurance,
chargement de sécurité) qui permet de maximiser le bénéfice technique espéré et de
minimiser le risque en méme temps, en nous basant sur le principe de prime de
risque ajusté défini a partir des lois probabilistes.

En ce qui se rapporte au critére de la minimisation de la probabilité de ruine,
nous avons présenté une nouvelle stratégie du choix de la réassurance optimale qui
permet, simultanément, de maximiser le bénéfice technique et de minimiser la
probabilité de ruine (en maximisant le coefficient d’ajustement de Lundberg).

Ainsi, dans le cadre d’amélioration de nouveau critéere de la minimisation des
mesures de risque, nous avons développé deux modeéles d’optimisation de
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réassurance basés sur la Conditional Tail Expectation (CTE) et la Conditional Tail
Variance (CTV) permettant a la fois de maximiser le bénéfice technique et de
minimiser le risque d’une compagnie d’assurance. Dans ces modéles, nous avons pu
déterminer les parametres de traités de la réassurance optimale qui minimisent
respectivement la (CTE) et la (CTV) sous contrainte du bénéfice technique qui doit
étre aussi maximal. De plus, nous avons combiné les algorithmes génétiques avec le
Lagrangien augmenté pour développer un nouvel algorithme itératif visant a
résoudre les programmes d’optimisation avec contraintes d’égalité et/ou d’inégalité.
Nous avons pu résoudre a partir de cet algorithme le probléme de nos modéles.

Pour les modeles dynamiques, nous avons proposé une approche permettant de
trouver une allocation optimale de la réassurance et la stratégie qui lui permet de
minimiser le risque et de maximiser le profit d’une compagnie d’assurance sur une
période donnée (ou la cédante a ajusté sa stratégie de réassurance d’une maniére
dynamique) en utilisant le contréle stochastique. Nous avons utilise la
programmation dynamique comme outil de résolution qui se base sur les équations
aux dérivées partielles (équations d’Hamilton-Jacobi-Bellman).

Le résultat obtenu par nos modéles a montré son efficacité par rapport a ceux
dans la littérature, a I’égard des objectifs que se fixaient les assureurs (car ils agissent
a la fois sur le risque et sur la rentabilité) et en termes de simplicité (efficiente pour
les problémes d'optimisation qui sont difficiles a résoudre algébriquement).

Dans tous les exemples que nous avons abordés précédemment, nous avons
remarqué que notre résultat donne lieu en général a une valeur de bénéfice technique
supérieure a celle obtenue dans les approches précédentes et a un risque inférieur a
celui obtenu précédemment.

Néanmoins, il faudra signaler qu’il n’existe pas une recette idéale pour tous les
problémes d’optimisation de la réassurance. En effet, chaque probléme illustre ses
propres caractéristiques. Le choix d’une méthode d’optimisation efficace dépend
évidemment de la stratégie adoptée par la compagnie d’assurance (type de
I’'assurance, forme de réassurance, ...etc.), laquelle différe d’un assureur a un autre et
répond a plusieurs facteurs : la nature du portefeuille (la distribution des montants
des sinistres, I'indépendance d’occurrence des sinistres, ... etc.). On peut également
tenir compte des hypotheses initiales et des statistiques observées par la compagnie
d’assurance.
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Conclusion générale

Il parait enfin que notre probleme est convenablement abordable et est
étroitement lié aux hypothéses mentionnées au début de ce travail. Notons que ces
études ne sont valables que dans les hypotheses qui sont vérifiées. Si I'une de ces
hypothéses est non réalisable, alors notre méthodologie sera inutile.

Notre étude laisse cependant ouvertes diverses questions qui feront I’objet de
recherches futures. Par exemple, il serait intéressant, dans le cadre d’une premiére
extension possible, d’étudier le probléme de I’'optimisation de la réassurance dans le
cas ou la distribution des charges des sinistres est inconnue. Il est également possible
d’étudier I'impact de la dépendance d’occurrence des sinistres sur le profit de la
compagnie d’assurance. D’ou le caractere ouvert de la présente recherche.
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