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Introduction générale

Plusieurs phénomeénes biologiques et physiques sont modélisés par des équations aux
dérivées partielles avec des conditions aux limites. L'étude de ces équations forme I'un
des sujets importants de la recherche scientifique actuelle. Les équations de transport sont

des modeles mathématiques pour décrire, entre autre,

e La dynamique de particules en interaction avec la matiére (neutrons dans un ma-
tériau fissile, photons dans une atmospheére ou stellaire, électrons et trous dans un semi-

conducteur...)

e L'évolution de certaines populations d’organismes vivants (dynamique de popula-

tions structurées...)

Nous nous intéressons a 1’étude de deux équations de transport intervenant, respective-
ment, en biologie cellulaire et en neutronique. Le travail présenté ici se compose de trois
chapitres, le premier chapitre est un chapitre de préliminaires. Le deuxieme chapitre traite
des résultats d’existence, dans les espaces L; des fonctions sommables, pour une classe
d’équations non-linéaires intervenant en dynamique de populations cellulaires avec des
vitesses de maturation non bornées. Quant au troisieme chapitre, il est consacré aux ré-
sultats d’existence pour une équation non-linéaire du transport neutronique en géométrie

non bornée.
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Apres cette introduction sommaire, nous présentons une description plus détaillée des
différents chapitres. Enfin nous signalons que chaque chapitre de cette these, utilise ces

propres notations.

Chapitre 2

Dans ce chapitre, nous présentons des résultats d’existence pour une classe d’équations
non-linéaires intervenant en dynamique de populations cellulaires généralisant un mo-

dele linéaire di a Rotenberg [50] :

aw oo / / !
V5 1,0) + MG, 0) + 0 0,0(00) = / Cs o) (s 0, (o)) def, (0.0.1)

ou p € [0,1] et v, v € [0, +00).

Cette équation modélise I'évolution d"une population cellulaire ot la fonction (1, v) re-
présente la densité de population cellulaire. Chaque cellule de cette population est dis-
tinguée par son degré de maturité ;. et sa vitesse de maturation v > 0. La positivité des

vitesses de maturation est dtie au fait qu'une cellule ne peut ce rajeunir.

La division d"une cellule mére donne naissance a des cellules filles. Le degré de maturité
 est défini tel que 1 = 0 a la naissance (cellules filles) et i = 1 a la mitose (cellules méres).

Les fonctions o (p, v, (u,v)) et f(u, v, ¥(p, v')) sont non-linéaires.

Le modéle linéaire correspondant a I'équation a été étudié dans plusieurs articles
(voir par exemple, M. Rotenberg [50], C. Van der Mee et Zweifel [52], M. Boulanouar [10],
[11] et [12], A. Dehici, A. Jeribi et K. Latrach [21], A. Jeribi K. Latrach et H. Megdiche [31]],
...). Lapproche de Rotenberg utilise essentiellement I’approximation de Fokker-Planck de
I’équation pour laquelle il a obtenu des solutions numériques. Mais, dans son introduc-
tion, il a souligné que la formulation non-linéaire semble étre la plus adéquate pour son

modele.

Nous supposons que la loi de reproduction biologique de transition est modélisée par les
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conditions aux limites non-linéaires suivantes :

w\Fo = K(¢|F1)7 (002)

ou I’y = {0} x [0, 4+00), 'y = {1} x [0, 4+00), ¥jr, et ¢r, sont les traces de v sur des espaces
convenables et K est un opérateur frontiére non-linéaire. Notons que K généralise, en
particulier, les différentes lois de reproduction (linéaires) considérées dans M. Boulanouar
[10]-[12], W. Greenberg et al [30], ].L. Lebowitz et S.I. Robinow [44], Rotenberg [50] et C.
Van der Mee et P. Zweifel [52].

En effet, dans [50] Rotenberg a supposé qu’il y a une corrélation entre la vitesse de ma-
turation des cellules méres v’ et celles des cellules filles v. Cette corrélation est gouvernée
par une loi de reproduction biologique, décrite mathématiquement par les conditions aux

limites de type Lebowitz-Rubinow [44]

vh(0,v) = p/0+°0 k(v,v")(1,0")0'dv’, (0.0.3)

ol p est le nombre moyen de cellules filles issues de la division d'une cellule mere. II est
aussi possible (voir Rotenberg [50]) qu'une cellule fille hérite intégralement de la vitesse

de maturation de sa mere, ce qui donne la loi de reproduction a mémoire parfaite

»(0,v) = py(1,v). (0.0.4)

On peut aussi trouver dans la littérature une combinaison des conditions aux limites

(0.0.3) et (0.0.4) (voir par exemple, Greenberg et al [30]).

600 =) + 2 [ ke ar 0.05)
v Jo

Le probleme non-linéaire (0.0.1)-(0.0.2) a été étudié par K. Latrach et A. Zeghal [42] dans
le cas ou les vitesses de maturation sont finies. Plusieurs théoremes d’existence ont été
obtenus par ces auteurs dans l'espace L'([0,1] x [0, c]; dudv). Leur démarche consiste a

transformer le probleme en une équation de point fixe faisant intervenir un opérateur
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faiblement compact. La preuve utilise essentiellement la caractérisation des ensembles

faiblement compacts dans les espaces L.

Le cas non-linéaire out des vitesses de maturation des cellules peuvent étre infinies n’a pas été
traité. Cette hypothese introduit des difficultés mathématiques, et la démarche de [42]
n’est plus applicable. Nos résultats d’existence sont obtenus via I'introduction d"une me-
sure de non faible compacité et l'utilisation d’un théoreme récent de point fixe [39]. Ces

résultats généralisent ceux de K. Latrach et A. Zeghal [42].

Notons que notre analyse permet aussi d’étendre les résultats d’existence obtenus dans
K. Latrach, M.A. Taoudi et A. Zeghal [41], pour un modele de prolifération cellulaire

structuré en age et en longueur de cycle infini.
Chapitre 3

Ce chapitre est consacré a I’étude du probleme aux limites suivant :

v.Vath(z,v) + o(z,v, ¢ (x, ) + M(z,0) = / k(z, v,0') f (2,0 (2, 0"))du(v’),  (0.0.6)

1%

ot (z,v) € D x V. Dans tout ce chapitre, D est un sous-ensemble ouvert borné de R assez
régulier et ;1 est une mesure de Radon positive sur RY telle que x({0}) = 0. Nous notons
par V le support de p, V' étant 1’'espace des vitesses admissibles. Cette équation décrit
le transport des particules (neutrons, photons, les molécules de gaz, ...) dans le domaine
D. La fonction v (x, v) représente la densité du nombre (ot de probabilité) des particules
situées au point = et animées de la vitesse v. Quant aux fonctions o (., .,.) et (., ., .), elles

désignent, respectivement, la fréquence de collision et le noyau de diffusion.

Les conditions aux limites sont modélisées par

Yiro = H@r,), (0.0.7)

ou ¢r_ (resp. ¥ir, ) est la restriction de ¢ sur I'_ (resp. I';). Le sous-ensemble I'_ (resp.

') est la partie rentrante (resp. sortante) du bord de 1’espace de phases D x V, i.e.
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'y ={(z,v) € 9D x V etv.n(z) > 0},
' ={(z,v) € 9D x V etv.n(z) < 0}.

Quant a H, il désigne un opérateur linéaire borné abstrait d'un espace de fonctions défi-

nies sur I' ;. vers un autre espace de fonctions définies sur I'_.

L'équation est une généralisation d’une majorité de conditions aux limites clas-
siques connues dans la littérature.
Conditions aux limites absorbantes

Le flux entrant de neutrons est égal a zéro, i.e. aucun neutron ne rentre dans D, soit
Yr_ =0, pour (z,v) € I'_. (0.0.8)
Conditions aux limites de réflexions spéculaires
P(z,v) =P(z,v — 2(n(x).v)n(x)), pour (z,v) € I'_. (0.0.9)

Conditions aux limites de réflexions diffuses

On impose la condition suivante sur le flux entrant

(z,v) = L// ( )>01/)(x,v')du(v/), pour (z,v) € I'_. (0.0.10)

La quantité ¢ est un albédo qui mesure le degré de réflexion de sorte que 0 < ¢ < 1. Pour
d’autres types de conditions aux limites, (voir G. Bell, S. Glasstone [9]], C. Cercignani [15],

J.J. Duderstadt et W. R. Martin [25] ).

L'objectif de ce chapitre est de compléter 1’analyse effectuée dans les travaux K. Latrach
[35],137], K. Latrach, M. A. Taoudi et A. Zeghal [40] et K. Latrach et A. Zeghal [43], ou plu-

sieurs résultats d’existence pour les problemes aux limites (0.0.6) et (0.0.7) ont été obtenus

dans les espaces L' avec V borné, qui est une hypothese fondamentale dans ces articles.
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Plus précisément, nous nous placons dans le cas ot " I'espace des vitesses est non-borné
", ce qui constitue visiblement une nouveauté. Cette situation introduit des difficultés
mathématiques supplémentaires.

En effet, notre probleme (0.0.6) et (0.0.7) sera transformé en une équation de point fixe

AV + By = 1,
ou A et B sont des opérateurs non-linéaires.

Dans le travail K. Latrach et A. Zeghal [43], l'application B est une contraction, mais
I'opérateur A n’est ni compact ni faiblement compact et donc I'approche utilisée dans K.
Latrach, M.A. Taoudi et A. Zeghal [40] ne s’applique pas. Cependant, une étude de 1'opé-
rateur A montre qu’il peut s’écrire sous forme d’une composition de deux opérateurs :
le premier est un opérateur non-linéaire continu qui envoie les ensembles relativement
taiblement compacts dans les ensembles relativement faiblement compacts, tandis que
le second est un opérateur linéaire continu de Dunford-Pettis. Cette observation avec les

théoremes et 1.2.3 permettent de résoudre le probleme (0.0.6)-(0.0.7). Cette étude

utilise un résultat dt a Mokhtar-Kharroubi [47], qui se base sur le fait que V est borné.

Pour surmonter cette difficulté dans notre cas out V' n'est pas borné, en décomposant ’es-
pace L' et en approchant I'opérateur A par des opérateurs de Dunford-Pettis, qui est une
classe fermée, nous montrons que ce dernier est un opérateur de Dunford-Pettis. Nous
achevons notre étude par l'introduction d"une mesure de non-faible compacité adaptée a
notre probleme, et 1'utilisation d'un théoréme du point fixe récent intervenant des opéra-

teurs faiblement compacts dans des espaces de Banach non-réflexifs.



Chapitre

Préliminaires

Le but de ce chapitre est de présenter des résultats, connus dans la littérature, que nous
utiliserons a travers cette these. Afin de tenir ce chapitre dans une taille raisonnable,
nous n’avons présenté que les énoncés. Des références, avec parfois des commentaires,

sont précisées a la fin de chaque résultat.
1.1 La faible compacité

Nous noterons par €2 le sous-ensemble mesurable non nécessairement borné de R (N >
1). Nous commencons par la caractérisation de Dunford et Pettis des ensembles
faiblement compacts dans L;(£2, dv) que nous utiliserons, a plusieurs reprises, par la

suite.

Théoréme 1.1.1. (Théoréme de Dunford et Pettis). Soit O une partie non vide de L'(Q), dv).
Alors O est faiblement compacte si, et seulement si, elle est bornée et, pour toute suite

décroissante de parties mesurables (E,),, de () telles que ﬂ E, = 0, nous avons
n>0

lim f(z)dv(z) = 0, uniformément pour tout f € O.
En

n—-+o0o

Pour une démonstration de ce théoréme voir, par exemple, N. Dunford et ].T.Schwarz

[26, Théoréme 9, p. 292].

11
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Le Théoreme suivant a été montré par J. Dieudonné [24].

Théoréme 1.1.2. Une partie non vide et bornée O de L' (); dv) est relativement faiblement

compacte si, et seulement si,

(a) pour tout ¢ > 0, il existe § > 0 tel que v(A) <6 implique/ |fldv < e, pour tout f € O,
A

(b) pour tout € > 0, il existe un sous-ensemble compact C' C (2 tel que / |fldv < €, pour
a\C
tout f € O.

Dans le cas ot {2 est borné, I’assertion (b) n’est plus nécessaire. Ce résultat est dtt a N.
Dunford et B.J. Pettis (voir N. Dunford et ].T. Schwarz [26, p. 294], B. Beauzamy [8, p.
162]).

Soit M un sous-ensemble non vide d"un espace de Banach X. L'enveloppe convexe de
M, que nous notons co(M), est 'ensemble de toutes les combinaisons ), a;z;
d’éléments z; € M de sorte que 0 < a; < let> .  a; = 1. Autrement dit, co(M) est le
plus petit sous-ensemble convexe contenant M. L'enveloppe convexe fermé de M, co(M),

désigne la fermeture de co(M).

Les résultats suivants sont nécessaires pour la preuve des théoremes d’existence dans les

chapitres 2 et 3.

Théoreme 1.1.3. (Théoreme de Krein et Smulian). L'enveloppe convexe fermé d'un

sous-ensemble faiblement compact d’un espace de Banach est lui méme faiblement compact.

Pour la preuve, voir N. Dunford et ].T. Schwartz [26] p. 434]. ([l

Le reste de cette section est consacrée a la propriété de Dunford-Pettis. Commengons

d’abord par les définitions suivantes.

Définition 1.1.1. Soient X et Y deux espaces de Banach, et A : X — Y un opérateur (non
nécessairement linéaire). Nous disons que A est faiblement compact s'il envoie les ensembles

bornés de X dans des ensembles relativement faiblement compacts de Y.
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Définition 1.1.2. Soit X un espace de Banach. On dit que X possede la propriété de
Dunford-Pettis si, pour toute suite (x,,), dans X qui converge faiblement vers 0 et toute suite
(x})n, dans X* (I'espace dual de X) qui converge faiblement vers 0, la suite (x}(z,,)),, converge

vers 0.

La proposition suivante est une caractérisation des espaces de Banach possédant

la propriété de Dunford-Pettis (voir, par exemple, Fabian et al [27, p. 596]).

Proposition 1.1.1. Soit X un espace de Banach. Alors les assertions suivantes sont

équivalantes :
1. X ala propriété de Dunford-Pettis,

2. Tout opérateur linéaire et faiblement compact de X dans un espace de Banach quelconque

Y envoie les ensembles faiblement compacts de X dans les ensembles compacts de Y.

Le résultat suivant joue un rdle important dans les résultats d’existence (voir chapitres 2

et 3).

Théoreme 1.1.4. (Théoréme de Dunford et Pettis). Tout espace L, posseéde la propriété de
Dunford-Pettis.

Pour la preuve de ce théoreme, voir le livre de N. Dunford et ].T. Schwarz [26, Théoréme
12, p. 508]. Le terme ” Propriété de Dunford-Pettis” a été introduite pour la premiére fois
par A. Grothendieck (voir J. Diestel et ].J. Uhl [23] p. 177]). Nous signalons que cette
propriété est importante, seulement, dans des espaces de Banach non réflexifs. Plusieurs
caractérisations des espaces de Banach possédant la propriété de Dunford-Pettis sont
dtes a Grothendieck. Il a établit que C(f2) possede la propriété de Dunford-Pettis pour
tout compact 2 (voir, par exemple, N. Dunford et ].T. Schwartz [26, p. 494]). Pour un
plus de détails (voir par exemple Diestel [22], D. Alipantis et O. Burkinshaw [1]]). Nous

finissons cette section par
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Théoreme 1.1.5. (Théoreme de Eberlein-Smulian ). Soit M une partie non-vide d'un espace
de Banach X. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) M est faiblement sequentiellement compact, i.e. toute suite de M admet une sous-suite qui
converge faiblement dans X.

(ii) La fermeture faible de M est faiblement compacte.

Pour la preuve voir Dunford et Schwartz [26, p. 430].

1.2 Théoremes de points fixes

La théorie des points fixes concerne la recherche et I’étude des conditions, qui
permettent ’existence d’un, ou de plusieurs points fixes pour 'application A : X — X,
i.e. les points = de X pour lesquels, A(z) = x. Des problemes d’existence pour ce type

d’équations interviennent fréquemment en analyse non-linéaire.

Nous commengcons d’abord par énoncer le principe de I'application contractante de

Banach et de Picard :

Théoréeme 1.2.1. (Principe de 1’application contractante de Banach).

Soient (X, d) un espace métrique complet, et A : X — X une contraction, i.e. une application
qui a la propriété suivante : il existe une constante y € [0, 1) telle que d(A(x), A(y)) < ~d(x,y)

pour tout z, y € X.

Alors A admet un point fixe unique x., et la suite x,, = A"(x) converge vers x., pour tout x € X.

Pour la preuve, voir A. Zeidler [55, pp. 17-18].

Un autre résultat principal de la théorie des points fixes, est le théoreme de point fixe de
Schauder. Afin de présenter ce théoreme, nous commencons d’abord par définir les

applications compactes.
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Définition 1.2.1. Soient M un sous-ensemble non vide d'un espace de Banach X, et
A : M — X une application. Nous dirons que A est compacte si A envoie les sous-ensembles

bornés de M dans les ensembles relativement compacts de X.

Théoréeme 1.2.2. (Théoréme de point fixe de Schauder).
Soient M un sous-ensemble non vide fermé, borné et convexe d’un espace de Banach X, et

A+ M — M une application continue et compacte. Alors A admet au moins un point fixe.

Pour la preuve de ce théoreme, voir A. Zeidler [55, pp. 57-58]. Notons que,
contrairement au Théoreme 1.2.1, le présent théoréme n’affirme pas 1'unicité. Dans le cas
ol X est un espace de Banach de dimension finie, le Théoreme 1.2.2 est connu sous le

nom du Théoréme de point fixe de Brouwer.

Le théoreme suivant, di a Krasnosel’skii, peut étre considéré comme une combinaison
du théoréme de point fixe de Schauder et celui de Banach. Krasnosel’skii a été motivé
par l'observation que la solution d’une équation différentielle perturbée peut s’écrire
sous la forme d'une somme de deux termes émanant d"un opérateur compact et d"une

contraction.

Théoreme 1.2.3. (Théoréeme de point fixe de Krasnosel’skii).

Soient M un sous-ensemble non vide fermé, borné et convexe d’un espace de Banach X, et A et

B deux applications de M dans X vérifiant les propriétés suivantes :

(ii) A est une application continue et compacte.
(ii) B est une contraction.

(iii) AM + BM C M, i.e. Ax + By € M pour tout x, y € M.

Alors A + B admet au moins un point fixe dans M

Pour la preuve de ce théoreme, voir A. Zeidler [55, p. 501] ou D.R. Smart [51].
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1.3 Opérateurs de Nemytskii ou de Superposition

Dans ce qui suit, nous allons présenter certaines propriétés d'une classe importante
d’opérateurs intervenant en analyse non-linéaire. Il s’agit des opérateurs de Nemytskii

ou de superposition dans les espaces L!(2) avec Q2 un sous-ensemble de R”.

Nous commengons par deux définitions.

Définition 1.3.1. Soit Q un sous-ensemble quelcongue de RY. ON dit que la fonction
[:QxC>3(t,u) = f(t,u) € Cest une fonction de Carathéodory si les conditions suivantes

sont vérifiées :

(i) U'application t — f(t,u) est mesurable sur Q2 pour tout v € C,

(ii) 'application v — f(t,u) est continue sur C pour presque tout t € €.

Définition 1.3.2. Soit f une fonction de Carathéodory définie sur Q2 x C. On définit I'opérateur

N, sur l'ensemble des fonctions ) mesurables sur 2, par :
(Np)(t) = f(t,4(t)) pour presque tout t € .

L'opérateur composition N est appelé opérateur de Nemytskii (ou de superposition)
engendré par f. Dans les espaces L,, I'opérateur de Nemytskii a été largement étudié
(voir par exemple J. Appell [3], ]. Appell et PP. Zabreiko [5], S.N. Chow et J.K. Hale [18],
M.A. Krasnosel’skii [33] et M.A. Krasnosel’skii et al [34] pour plus de détails).
Cependant, nous rappelons le résultat suivant dt a M. A. Krasnosel’skii, qui joue un role
fondamental dans la théorie de ces opérateurs dans les espaces L, et dans nos résultats

d’existence.

Théoréeme 1.3.1. Soit Ny : L1(2) — L1(2). Alors N est continu et envoie les ensembles

bornés dans les ensembles bornés. De plus, il existe une constante n > 0 et une fonction positive
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h € Ly(Q2) qui vérifient la condition suivante
|f(t,u)| < h(t) + n|u| pour presque tout t € Q et tout u € C. (1.3.1)

La preuve de ce théoreme est disponible dans Krasnosel’skii [33) pp. 20-32] (voir aussi
O. Kavian [32, p. 61] pour le cas o1 f(t,u) = f(u)). Bien entendu, la condition (1.3.1) est
suffisante pour que 1'opérateur de Nemytskii soit borné (dans les ensembles bornés) et

continu de L;(2) dans L (Q2) (voir, O. Kavian [32, Lemme 16.1, p. 60]).

Remarque 1.3.1. Une autre propriété importante, qui est la faible continuité de
'opérateur de Nemytskii Ny engendré par f :i.e. 'image d’une suite faiblement
convergente par N; est une suite faiblement convergente. " Il est surprenant de voir que
seulement les fonctions linéaires engendrent les opérateurs de Nemytskii faiblement continus. "
Plus précisément, ’opérateur N, est faiblement continu si, et seulement si,

f(t,u) = a(t) + b(t)u, avec a € L1(Q) et b € Lo (Q2) (voir, par exemple, J. Appell [3]
Théoreme 2.6]).

Dans le but de travailler dans une large classe d’opérateurs de Nemytskii, nous
montrons que N; envoie les suites faiblement convergentes de L; dans les ensembles
taiblement compacts de L, ce qui servira a la preuve de nos résultats d’existence des

chapitres 2 et 3. O



Chapitre 2

Résultats d’existence pour une version

non-linéaire du modele de Rotenberg

Dans ce chapitre, nous présentons des résultats d’existence dans les espaces L; des f
onctions intégrables pour une classe d’équations non-linéaires intervenant en
dynamique de populations cellulaires généralisant un modele linéaire de M. Rotenberg

[50].

Ce modeéle décrit I’évolution d"une population cellulaire. Chaque cellule de cette
population est distinguée par son degré de maturité ;. € [0, 1] et sa vitesse de maturation
v. La division d’une cellule mére donne naissance a des cellules filles. Le degré de
maturité est défini tel que ;1 = 0 a la naissance (cellules filles) et 1 = 1 & la mitose

(cellules meres).

Dans ce chapitre, la vitesse de maturité peut étre infinie, i.e. v € [0, +00). Cette hypothese
introduit des difficultés mathématiques, qui seront surmontées par l'introduction d'une
mesure de non-faible compacité adaptée au probleme, et 1'utilisation d’un théoréme
récent de point fixe (Théoréme intervenant des opérateurs faiblement compacts

sur des espaces de Banach non réflexifs .

18
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2.1 Introduction

Dans [50], M. Rotenberg a introduit I’équation intégro-différentielle suivante, décrivant

I"évolution d"une population cellulaire :

0 0 ¢
a—f(t,u,w=—v%<w,v>—a(u,vw,u,m / k(v VOt ) . (211)

Chaque cellule de cette population est distinguée par son degré de maturité p € [0, 1], et
sa vitesse de maturation v € [0, ¢], avec ¢ > 0. Le degré de maturité est défini tel que

1 = 0 a la naissance (cellules filles) et ¢ = 1 a la mitose (cellules meres). Dans ce modele,
Y(t, p, v) est la densité de population cellulaire ayant 4 comme degré de maturité et v
comme vitesse de maturation au temps ¢.

Le noyau x(u,v,v") est le taux de transition qui spécifie le passage des cellules de la
vitesse de maturation v’ a la vitesse v, tandis que o (u, v) représente la section efficace
totale de transition.

Dans l'introduction de son papier, Rotenberg a souligné que la formulation non-linéaire
semble étre la plus adéquate pour son modele. En fait, les cellules considérées par
I’étude sont en contact avec un milieu nutritif qui ne fait pas partie de la formulation

mathématique du probléme.

Les fluctuations de la concentration des nutriments et d’autres effets dépendant de la
densité, tel que le contact d’inhibition de croissance, rendent la section efficace o et le
taux de transition x dépendant de la densité de population, créant ainsi un probléme

non-linéaire.

D’autre part, les bornes biologiques a ;1 = 0 et ;© = 1 sont fixées et couplées tout au long
de la mitose. Ici les phénoménes aux bords (la division cellulaire) se produisent a
I'intérieur du systéme considéré. Ce phénomeéne suggere que lors de la mitose, les

cellules filles et les cellules méres sont liées par une loi de reproduction biologique
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non-linéaire.

En raison du fait qu’une cellule ne peut se rajeunir, la vitesse de maturation ne peut étre
que positive.

Dans K. Latrach et A. Zeghal [42], une version stationnaire non-linéaire modifiée du
modele de M. Rotenberg a été établie. Le taux de transition et la section efficace totale
ont été supposés dépendre de la densité de la population. Plus précisément, les auteurs

ont étudié le probléme non-linéaire suivant :

a C
va—w(uvv) + A (p,v) 4 o (p, v, ¥ (p, v)) =/ R, v, v, Y (p,v') dv (2.1.2)
H 0

ouo(.,.,.)etx(.,.,.,.) sontdes fonctions non-linéaires de ) et A est un nombre complexe.

Dans K. Latrach et A. Zeghal [42], plusieurs théoremes d’existence pour I'équation
(2.1.2) ont été obtenus dans 'espace L*([0,1] x [0, ¢, dp dv) (qui est la formulation

adéquate du probléme).

En fait, le probleme (2.1.2)) est transformé en une équation de point fixe intervenant un
opérateur non-linéaire faiblement compact. La preuve utilise essentiellement la

caractérisation des ensembles faiblement compacts dans les espaces L'.

En ce qui concerne les travaux précédents dans cette direction, nous rappelons que K.
Latrach [36], a présenté des résultats d’existence établis pour des équations stationnaires
de transport neutronique découlant de la théorie cinétique des gaz, qui décrivent
l'interaction des molécules de gaz avec des parois pleines délimitant la région ot le gaz
s’écoule. L'analyse a été effectuée dans le contexte des espaces L?, 1 < p < co. Les
conditions aux limites ont été supposées linéaires, car, contrairement aux modeles
biologiques, dans la dynamique des gaz raréfiés, le contexte non-linéaire pour les
conditions aux limites n’a pas de signification physique (voir par exemple C. Cercignani,

[15] ou K. Latrach [35])).

Récemment, M. Boulanouar [11]] et [12] a étudie le modele linéaire (2.1.1) avec des
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vitesses de maturation infinies. Il a montré que cette équation est gouvernée par un
semi-groupe fortement continu.

Malgré ces travaux, nous remarquons que le cas non-linéaire ot les vitesses de maturation des
cellules peuvent étre infinies (c = oo), n’a pas été traité. L' objectif principal ici est de combler
cette lacune. En effet, nous nous intéressons aux résultats d’existence pour le probleme

aux limites suivant

81/} ee / !/
V50 0) + N1 0) + 00, 0) = [ Gl ) v, ) do
H 0 (2.1.3)
Ui, = K(yr,))

dans l'espace L'([0, 1] x [0, +00); dudv) o1 Ty = {0} x [0, +-00) et T'y = {1} x [0, +-00), ¢,
(resp. ¢, ) désigne la restriction de ¢ sur I'g (resp. sur I') et K est un opérateur
non-linéaire d"un espace de fonctions appropriées sur I'y vers un autre espace similaire
sur I';, couvrant en particulier les différentes lois de reproduction considérées dans M.
Boulanouar [10], [11], [12], W. Greenberg et al [30], J.L. Lebwitz et S.I. Robinow [44], M.
Rotenberg [50], C. Van der Mee et P. Zweifel [52].

Notre analyse sera effectuée en supposant que la fonction x(., ., ., .) est de la forme

E(p,0,0") f (0" b, "),

o f(.,.,.) est une fonction mesurable sur [0, 1] x [0, +00) x C qui définit un opérateur de
superposition borné (ou de Nemytskii), tandis que la fonction ((., ., .) est définie sur

[0,1] x [0, 4+00) X [0,400) et satisfait les conditions de la Définition 2.2.1.

Nous organisons ce chapitre comme suit :

Dans la section 2.2, nous introduisons le cadre fonctionnel du probleme et nous
établissons des résultats préliminaires utiles pour notre étude. Dans la Section 2.3, nous
introduisons une mesure de non-faible compacité et nous faisons appel a un théoreme
de point fixe de type Krasnoselskii établi dans K. Latrach et M.A. Taoudi [39] et qui joue

un role crucial dans la démonstration du Théoréme
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Dans la section 2.4, nous présentons nos résultats d’existence : théoremes etR.4.2
Notre premier résultat est établi dans le cas ott o (1, v, ¢(p1,v)) = o(p, v)(p, v) est un
opérateur de multiplication. Le probléme aux limites général (.e.0(.,.,.) estune
fonction non-linéaire de 1)) sera discuté dans le théoreme La preuve du théoreme
est technique. Elle nécessite la linéarité (ou simplement 1’additivité) de 1’opérateur
de transition K. Nous transformons d’abord le probleme en un probleme de point

tixe intervenant deux opérateurs non-linéaires dépendant du parametre ), c’est a dire,

Y= A1 (N (W) + A2(N)(¥),

et nous montrons que A;(\) et A3(\) satisfont les hypotheses du théoreme

Des résultats d’existence des solutions positives sont présentés dans la section 2.5. Nos
résultats obtenus s’étendent & un modele de prolifération cellulaire structuré en age et
longueur de cycle infini (voir section 2.6).

Notons que le probleme de Cauchy régi par 1'équation linéaire (2.1.T), avec différentes
conditions aux limites linéaires et une donnée initiale a été largement étudié au cours
des dernieres décennies. Nous nous référons, par exemple, aux travaux

[10, 11} 112,121,130, 31, 38,50, 52] avec leurs références.

De plus, récemment, ’équation (2.1.1) avec différentes conditions aux limites
non-linéaires, ot le taux de transition et la section efficace totale ont été supposés

dépendre de la densité, a été étudiée dans J. Garcia-Falset, K. Latrach et A. Zeghal [28].

2.2 Notations et résultats préliminaires

2.2.1 Cadre fonctionnel du probleme et formulation abstraite de la

résolvante

Dans cette section, nous fixons quelques notations et nous introduisons le cadre

fonctionnel de notre probleme.
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Soit

X = LQ; dudv),
ou 2 = [0, 1] x [0, +00). Nous notons par ) et Z les espaces suivants
Y =L'({0} x [0, +00);vdv) et Z=L*({1} x [0, +00);vdv).
L’espace de Sobolev partiel W((2) est défini par
9P
W(Q) =<y € Xtelqueva— ceXetvpe X;.
"

Nous savons (voir, R. Dautray et J.L. Lions [19] et W. Greenberg et al [30]) que toute
fonction ¢ € W(Q) a des traces sur les bornes {0} et {1} appartenant, respectivement,
aux espaces ) et Z. En outre, 'application trace vy, : ¢ — (0, .) (respectivement,

7 ¥ — ¥(1,.)) est une application linéaire continue de W({2) a valeurs dans )

(respectivement dans Z).

Tout au long de ce chapitre, nous noterons ¢°(v) = ¥(0,v) € Vet ! (v) = (1,v) € Z, et

nous identifions ) et Z a I'espace
Y = L'(]0, +00); vdv).

Soit K I'opérateur suivant

K:Y—Y

Nous supposons que K est Lipschitzien, i.e.
(A1) II existe une constante a € (0, 1) telle que

IK(f1) —K(fo)lly < allfi = folly pour tout f1, fo €Y.

Nous définissons 'opérateur Sk en incluant les conditions aux limites dans son domaine
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D(Sk)

(

! B Sielw)n0) = —05 (1.0) = ol )l 0)

\D(SK) = {¢ e W(Q) telle que ¥° = K(¢')},
ot a(.,.) € Lu(Q).

Nous considérons 1'équation résolvante pour Sk

()\ - SK)W) =¥,

ol  est une fonction donnée de X, A € C et I'inconnu ¢ doit étre cherché dans D(Sk).

Soit ¢ le réel défini par

o = ess-inf{o(p,v), (u,v) € Q}.

Pour Re()\) > —g, la solution est formellement donnée par

L ru L [" 1t do(sw))ds
(11, 0) = (0, v)e s I Oreleads 4 o / e O o )y (2.2.1)
0

Par conséquence, pour i = 1, nous obtenons

1 Y s
D(1,0) = (0, v)e s 4 2 / e RO 1 )y (222)
0

Pour obtenir une formulation abstraite des équations (2.2.1) et (2.2.2), nous définissons

les opérateurs suivants qui dépendent du parametre A\ :
P,:Y—>Y
w—s (Pyu)(v) := u(v)es Jo Aralse)ds,

Q)\IY—)X

u > (Qau)(p,v) = u(v)e_%fo“(A‘FU(va))ds;
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Mm:X—Y
1 ! -1 o(s,v))ds
— (L) (v) = 5/ R (TR T
0
et
GRS
—_ 1 a ()\Jro'(sv))ds / /

g— (Erg)(pv) = | e g(p',v)du’ .

0

Soit A € C tel que Re(\) > —¢g. Pour u € Y, nous avons
+0oo
[ Prully :/ ‘u(v)e 3 Jo Oto(sw))ds| a0,
0
+o00
< / |u(v)|vdv
0
= [lully -

Ce qui montre que

1Pl gy < 1

De méme, pour v € Y, nous avons

—+o00
||Q>\u||)( / / ’ (A +a(sw))ds d,udv
+o0
/ / _ u(ReQte >]u( Vdpdo

e(N)+o

:/O v f)“)|u<>|dv

Par conséquence

1
<
1@l 20y 2 < Re(\) + ¢
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Maintenant, soit g € X. Nous avons

—+00 1
gy = / 1

1
/ e~ JwOa(soDds gt 4y ud
o UlJo
oo 1
< / (i, v)\dp'dv
0 0

= llgllx-
D’ou
HUAHc@qu <1

De méme, pour g € X, nous avons grace au Théoreme de Fubini

oo pl
12x]lx = /0+ /0 %/0“ 67% ;’;(A+a(s,v))dsg(u,,U)du,
+o0 1 1 1 ) /
S/o /0 (;/0 eU(MN)(Re()\)+0)‘g(ulvv)|dﬂ/> dpdy
_ +oo  pl 1 1 ~L(u—p)(Re(N)+o) , ,
_/0 /0 5(/u,e ’ fg(uav)\d/A)dudv

1 “+o00 1 P . .
iz, [, (o) b o

dpdv

et par suite
[ENAE—.
ML) = Re(A) + o

Maintenant, puisque v doit satisfaire les conditions aux limites, alors I’équation (2.2.2)

s’écrit sous la forme :

Yt =0, (vh) + Ha(p), (2.2.3)

ou l'opérateur ©, = P\K est défini de Y dans lui méme.

Soient uy, us € Y. Puisque || P;[|;y) < 1, en utilisant (A1), nous obtenons

[©x(u1) — Ox(u2)lly < aflur — usly -
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Soit f € Y. Considérons 1’équation suivante
u=0,(u) + f, (2.2.4)

ou u est la fonction inconnue. Donc, nous pouvons définir I'opérateur A, ;) de Y dans
lui méme par
A (u) = ©y(u) + f pour toutu € Y.

Il est clair que

A5 (01) = Apup (02)|ly < aller — @olly -
Ainsi, pour tout A € C tel que Re(\) > —g, I'opérateur A, ;) est une contraction sur Y et
par conséquence, le probleme (2.2.4) admet une solution unique u = u(A, f). D’autre

part, soit J 'opérateur défini par :

J)\i Y —Y

ol u est la solution unique de (2.2.4).

Lemme 2.2.1. Supposons que la condition (A1) est vérifiée. Alors, pour tout A € C tel que
Re(\) > —a, l'opérateur J est continu sur Y et envoie les ensembles bornés dans les ensembles

bornés.

Preuve. Par définition de J,, 'équation (2.2.4) s’écrit sous la forme

IA(f) =O,d\(f) + f-
Donc, pour fi, f» € Y, nous avons
1I5(f1) = In(f)lly < (1 —=a)7 Y fi = folly. (2.2.5)
De plus, en choisissant f; = f et f, = 0 dans (2.2.5), nous obtenons
ITA(Ally < @ =) [ flly + [1T20)]y- (2.2.6)

Ce qui acheve la preuve. O
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Lemme 2.2.2. Soit A\ € C. Nous supposons que la condition (Al) est vérifiée. Alors, si

Re(\) > —g, l'opérateur (\ — Sk) est inversible et

(A = Sk)™" = QuKI,II, + =y, (2.2.7)

De plus (X — Sk )" est continu et envoie les ensembles bornés dans les ensembles bornés.

Preuve. Puisque Re(\) > —g, la solution du probléeme (2.2.3) est donnée par
P! = J,\II,(p). D’autre part, I'équation (2.2.1) s’écrit sous la forme 1) = Q\Ku' 4+ Ey.
En substituant ¢! dans l'expression de 1, nous obtenons ¢ = Q\KJ,\II,(¢) + Ex(p). Ce

qui montre que (A — Sk) est inversible et
(A — Sk) ™t = QA\KJ\II, + E,.

Le deuxieme point du Lemme est une conséquence immédiate du Lemme 2.2.1. O

2.2.2 Un résultat de faible compacité

Pour suivre notre analyse , nous avons besoin de '’hypothese suivante :

(A2) k(e v, 0 P, v")) = Gy v, V') f (s 0", 0 (p,0')),

ou f est une fonction mesurable définie par

f:OxC—-C
(t,u) = f(t,u).

La fonction (., ., .) est mesurable de €2 x [0, +00) dans R. Elle définit I'opérateur de

collision linéaire B

B: X=X

+o00
b - /0 oty 0,0y, ')
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Nous observons que 1'opérateur B n’agit que sur la vitesse v'. Par ailleurs, u peut étre
considéré comme un parametre défini sur [0, 1]. Ainsi, nous pouvons considérer B

comme un opérateur défini sur L'([0, +00); dv) et qui dépend du parametre x € [0, 1].

Définition 2.2.1. Nous disons que B est un opérateur de collision régqulier sur X si, pour

presque tout yi € [0, 1], 'opérateur
+00
p € L1([0, +00); dv) — / ¢, v,0)p(v)dv" € LY([0, +00); dv)
0

est faiblement compact sur L'([0, +00); dv) et la famille de ces opérateurs sur L'([0, +00); dv)

indexée par pu € [0, 1] est collectivement faiblement compacte.

Nous rappelons maintenant une caractérisation utile d’opérateurs de collision réguliers

et positifs.
Lemme 2.2.3. [45 B. Lods] Soit B € L(X) un opérateur de collision positif et régulier. Alors, il
existe une suite (B,,), de L(X) telle que

1. 0 < B, < B pour toutn € N;

2. pour tout n € N, B,, est dominé par un opérateur de rang un dans L(L*([0, +00); dv));

n—oo

Remarque 2.2.1. i) Le deuxiéme point du Lemme précédent indique que chaque

opérateur 5, est dominé par un opérateur défini sur X et qui agit comme suit

+o00
peX — fn(v)/o o(p, v")dv', (2.2.8)

oul f, est une fonction positive, bornée sur [0, +00) et a support compact.

ii) Evidemment, le théoréme 1.1.1 ou 1.1.2 montre que si B est un opérateur de collision

régulier , alors | B| l'est aussi, ou
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¢ = (lBlcﬂ)(u,v)Z/VIC(M7U,U')|w(u7v')dv’-

U
Maintenant, nous pouvons montrer le résultat suivant, qui jouera un role crucial dans la

preuve des résultats principaux de ce chapitre.

Proposition 2.2.1. Soient B un opérateur de collision régulier et A € C. Si la condition (A1) est

vérifiée et Re(\) > —a, alors l'opérateur (\ — Sk )~ ' B est faiblement compact sur X.

Preuve. Soit A € C tel que Re(\) > —g. Selon le Lemme il suffit de montrer la
faible compacité des opérateurs (), KJ,II, B et =, B. Dans une premiere étape, nous
montrons la faible compacité des opérateurs I1, B et =, B sur X.

En effet, d’apres le Lemme et , il suffit d’établir la faible compacité de =, B et

de II, B dans le cas ol B est I'opérateur défini sur X’ par

B() (1, v) = / " 0(0) ()

avec 0 est une fonction positive bornée sur [0, +00) et a support compact (donc
6 € Ly([0, +00); dv)). Nous remarquons que II, B s’écrit sous la forme A R ot R et A,

sont donnés par

Ay LM([0,1];dp) — Y,
1

1 1
0

et

R:X — L'([0,1];dp),

“+oo

¢ — R(p)(n) = / p(p, v)dv.
0
Nous affirmons que A est faiblement compact. Pour cela, il suffit de montrer que, pour

tout sous-ensemble borné £ de L'([0, 1];du), O := A,(€) est faiblement compact dans Y.
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En effet, soient £ une partie bornée de L'([0, 1];du) et ¢ € £. Un simple calcul montre
que

/ |A)\ |’UdU < ||(p||L1 ([0,1];dp) / IH |d'U

pour toute partie mesurable A de [0, +00). Par conséquence,
/ |[Ax(p)(v)|vdv — 0 quand |A| — 0, pour tout ¢ € £,

ot1 |A| est la mesure de Lebesgue de A. D’autre part, pour 7' > 0, nous posons C' = [0, 7.
Nous avons

—+o00 “+00
/ IAs() (0) [odv = / A () (0)vdo < 1101l o / 16(v)dv.
RH\C T

T
Puisque 6 est une fonction bornée sur [0, +-00) et a support compact, nous déduisons via
le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue que Tgrfoo /T |6(v)|dv = 0.
Autrement dit,

+o0o

Tlirfw ; |Ax(p)(v)|vdv = 0, pout tout p € £.

En utilisant le théoreme 1.1.2, nous concluons que O est faiblement compact. Ce qui

assure notre affirmation.

Les mémes arguments précédents entrainent la faible compacité de =, B.

Puisque @), est un opérateur linéaire borné, nous avons a montrer la faible compacité de
I'opérateur KJ,II, B. En effet, soit Z une partie bornée de X'. En utilisant (A1) et (2.2.6),

nous remarquons que

/\KJA \vdv</A<\K(O)(v)]+oz|JA(O)(v)\)vdv—|—a(1—a>_1/A]f(v)\vdv,

pour toute partie mesurable A de R et f € (I, B)(Z).
D’autre part,
+00

/+OO|KJA(f)(v)|vdv§/+OO<|K(O)(U)|+a|J,\(0)(v)|)vdv+a<1—a>1/ £ (o) |dv,

T T T
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pour tout réel T > O et f € (II,B)(Z).
En appliquant de nouveau le théoreme 1.1.2 et le fait que (II,B)(Z) est faiblement

compact, nous obtenons la faible compacité de KJ,II, 5. Ce qui achéve la preuve. O

2.3 Une mesure de non-faible compacité sur X

Soient B(X') 'ensemble non vide des parties bornées de X' et W(X') la partie de B(X)

composée de tous les sous-ensembles faiblement compacts de X'

Inspiré des travaux de J. Banas et Z. Knap [6], nous définissons la fonction

w : B(X) — R par

W(M) = w1 (M) +wa(M), VM e B(X), 2.3.1)
ou
wi (M) = limsup {sup (/ [ (p,v)|dpdv = |D| < 6) } , (2.3.2)
e=0  lvem \Jp
et
1 4o
wp(M) = lim sup / / | (p, v)|dpdv | o, (2.3.3)

0T
ol |D| est la mesure de Lebesgue de D.

La fonction w satisfait les conditions suivantes

Lemme 2.3.1. Soient M, M, et M, trois éléments de B(X'). Alors les propriétés suivantes sont

vérifiées :
(1) si My C My, alors w(M;) < w(M,);
(2) w(M; U Ms) = max{w(M;),w(Ms)};

(B) w(AM) = |Mw(M) pour tout A € R;
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(4) w(My + M) < w(My) +w(My);

(5) w(M) = 0 si, et seulement si, M € W(X), 0it M € W(X) est la fermeture faible de M ;
(6) w(co(M)) = w(M);

(7) w(M") = w(M),

Preuve. Les assertions (1), (2), (3) et (4) sont immédiates.

(5) Le faite que w(M) = 0 implique M~ € W(X) est une conséquence du théoréme 1.1.2.

Supposons que M € W(X). Il résulte du théoreme 1.1.2 (a) que w; (M) = 0. Montrons

que wy (M) = 0.

Soit E,, = [0,1] x [T},, +00) avec (1},), est une suite croissante telle que lirjrn T, = +oo. 11
n——+0oo

est claire que (E,),, est une suite décroissante et ﬂ E,, = (.1l résulte du théoréme 1.1.1

n>0
que

1 “+o00
im sup [ [ (o) ldude =0,
0 n

n—-+oo weM

et par conséquent, wy (M) = 0.

(6) Puisque M C co(M), en utilisant 1) nous obtenons w(M) < w(co(M)). Pour prouver
l'inégalité inverse, soit D une partie mesurable quelconque de €2 telle que |D| < ¢.

Pour ¢ € co(M), il existe (a;)1<i<n avec a; > 0 et (¢;)1<i<n, avec ; € M tels que

n

ZCLZ‘ = 1et1/) = zn:CLZQOZ
i=1

i=1
Nous avons

[ 1wt oldudo <3 as [ feioludo < Yoa sup [ ot o)l due
i=1 D i=1 D

1<i<n

= sup / i (s v)|dpdo < Sup/ (e, v)|dpdo.
D D

1<i<n pEM
Donc

sup /W(u,v)\dudvésup/ |o(p, v)|dpdo.
D D

Ppeco(M) peM
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Ce qui montre que w;(co(M)) < w;y(M).
Nous notons également que, pour tout 7' > 0, et en utilisant des calculs similaires, nous

montrons que

1 +o0 1 400
swp [ [ o ldude < sup [ ot o) dps
Yeco(M)Jo JT peM Jo JT

Par passage a la limite quand 7" tend vers +o00, nous obtenons ws(co(M)) < wa(M).
Alors,
w(co(M)) < w(M).

(7) Nous observons d’abord que I'inclusion M C M" et (1) entrainent que

w(M) < w(M").

Inversement, en utilisant (1), 'inclusion M ¢ M~ C co(M) entraine que
w(M") < w(@(M)).

Dong, il reste 8 montrer que w(M) = w(M) (la fermeture forte).

De (1) nous avons déja 'inégalité w(M) < w(M). En suite, pour ¢ € M, il existe une suite

(tn)n telle que lirf ¥, = 1. Alors

[ 1wtldude < [ fotn0) — vl oldudo-+ [ v o)lduds
D D D
< 9 = Glle + wn (M),

Puisque, pour n assez grand, || — || x est assez petit, nous concluons que

wl(M) S wl(M).

De la méme fagon, nous montrons que wo(M) < wy(M) et donc w(M) = w(M). D’autre
part, l'utilisation de (6) montre que w(co(M)) = w(co(M)) = w(M) et par conséquent

7w

w(M) < (M) < w(M).
Nous avons ainsi terminé la preuve. L]

Lemme 2.3.2. Soit (M,,),>1 une suite décroissante de parties non vides et faiblement fermées de

B(X) telle que lirjrn w(M,) = 0. Alors, l'intersection ﬂ M,, est non vide et elle est
n—-+0oo
n>1
relativement faiblement compacte.
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Preuve. Soit (M,),>1 une suite décroissante de parties non vides et faiblement fermées
de B(X) telle que nl_lgloo w(M,) = 0. Nous choisissons une suite (¢,,),, telle que, pour tout
n € N, ¢, € M, et nous posons Mn = {¢x : k > n}. Il estclair que (Mn)n est une suite
décroissante de parties non vides. Puisque, pour tout n € N, M, C M, et M 1\]\7; est un
ensemble fini, nous avons

w(M;) = w(M,) < w(M,).

D’ou, w(ﬂl) < lir+n w(M,,) = 0 et donc Ml est relativement faiblement compact. Donc,
n—-+00

(¢n)n converge faiblement vers une fonction .

Puisque, pour chaque n € N, M,, est faiblement fermé, alors ¢ € ﬂ M,,. Ceci termine la

n>0
preuve. U

Soit J un opérateur non-linéaire de X dans lui méme. Dans ce qui suit, nous allons

utiliser la condition suivante :

(43) Si (z,)nen est une suite faiblement convergente dans X', alors
A3

(Jx,,)nen est une suite fortement convergente dans X'

Pour plus d’informations sur (A3) nous nous référons au chapitre 3, paragraphe 3.2.4.

Nous rappelons maintenant le résultat suivant requis dans la suite.
Théoreme 2.3.1. [39] Soit M une partie non vide bornée fermée et convexe d'un espace de
Banach X. Supposons que A : M — X et B : X — X sont des opérateurs tels que

1. A est continu et satisfait (A3),

2. il existe n € [0,1) tel que w(AS + BS) < nw(S) pour tout S C M,

3. B est une contraction stricte,

4 AM+BM C M.

Alors, il existe v € M tel que Az + Bz = x.
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Remarque 2.3.1. 1) Ce théoreme est une généralisation du Théoreme 2.3 [40, p. 261].
Il faut noter que dans ce théoreme w est la mesure de faible non-compacité de E.S. De

Blasi [20]. Elle est définie par :

w(M) = inf{r > 0: il existe un ensemble N € W(X) tel que M C N + B,},

ou B, est la boule de centre 0 et de rayon r > 0.

La mesure de non-faible compacité de De Blasi vérifie les propriétés des Lemmes 2.3.1 et
2.3.2. Une lecture attentive des démonstrations du Théoreme 2.3 [40] et du Théoreme
2.3.1, montre que ces derniers restent valables pour toute mesure de non-faible

compacité qui vérifie les propriétés des Lemmes 2.3.1 et 2.3.2.

2) Dans le cas ot X = L!(Q2), avec Q C R? de mesure finie, J. Appell et E. De Pascale [4]

ont montré que la mesure de De Blasi est donnée par
w(M) = wi(M),

ol wy (M) est la mesure donnée par (2.3.2).

Question ouverte : Trouver le lien entre la mesure de De Blasi et la mesure donnée par (2.3.1).
U

Remarque 2.3.2. Soient X un espace de Banach et w une mesure de non-faible compacité
sur X, i.e. une application w : B(X) — R™ qui vérifie les propriétés des Lemmes 2.3.1 et
2.3.2.

Pour tout opérateur linéaire borné U dans X et, pour tout M € B(X), nous avons
w(U(M)) < [|U]lew(DM),

ou ||U|| désigne la norme de U. O
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2.4 Les résultats principaux

Nous considérons d’abord le cas ot o (p, v, (1, v)) est un opérateur de multiplication,
c’est a dire
(i, v, 9 (1, 0)) = o, v) P, v),

oto(--) € L®(Q;dudv).

En outre, nous supposons que

(A [ satisfait les conditions de Carathéorodory et
4

'opérateur de Nemytskii Ny envoie X' dans lui méme.

Lemme 2.4.1. Si la condition (A4) est satisfaite, alors Ny envoie les ensembles relativement

faiblement compacts de X dans les ensembles relativement faiblement compacts de X .

Preuve. Soit (¢,),en une suite faiblement convergente dans X'. Alors Z := {¢,,, n € N}
est un ensemble relativement faiblement compact de X'. D’apres le Théoreme 1.3.1, il

existe une constante b > 0 et une fonction 0 < af(.,.) € X telles que

(@, & n(@, )| < ala, &) + blva(z, £)].
Donc, pour toute partie mesurable A de (2, nous avons

/|wa(u,v)|dudv§/|a(,u,v)\dudv+b/|1/J(u,v)|dudv pour tout ¢ € Z.
A A A

Par ailleurs

Aimo/ \Nph(p,v)|dpdv — 0 quand |A] — 0 pour tout ¢ € Z,
—UJA

ot | A| désigne la mesure de Lebesgue de A.
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Ensuite, soient (7},,),,, une suite de nombres réels telle que lim 7, = +oo0 et A une

m—r—+00

partie compacte de [0, 1]. Pour tout ¢y € Z nous avons

+oo +o0o +00
| [ wistolauo < [ [ Jatuoldpao b [ [ otuolaude
m A m A T A
400 1 +o0 1
<[ [ tatwodidudo b [ [ ot iduae
m 0 T 0
+o00

+oo
< / (-, )l 2 oo + b / 16 0) ]| o o

m

Ainsi, pour tout ¢ € Z, nous déduisons que

+o0o
lim / IN# (e, v)|dudo = 0.
T, Ja

n—>-+o0o

En appliquant le Théoréme 1.1.2, nous concluons que Ny(Z) est relativement faiblement

compact. Ce qui acheve la démonstration. O

Maintenant, nous sommes en mesure de prouver le Lemme suivant.

Lemme 2.4.2. Soient B un opérateur de collision réqulier et \ € C un nombre complexe tel que
Re()\) > —g. On suppose que la condition (A1) est vérifiée. Alors I'opérateur (A — Sk) ' B

envoie les ensembles faiblement compacts de X dans les ensembles compacts de X.

Preuve. Soit W un ensemble faiblement compact de X'. Puisque X possede la propriété
de Dunford-Pettis (Théoreme 1.1.4) et les opérateurs linéaires =, B et I, B sont
faiblement compacts, nous concluons via la proposition que les ensembles =, B(W)
et IT\ B(WW) sont compacts. Par conséquence, grace a la continuité des opérateurs ), K et

Jy, (A — Sk) ' B(WW) est un ensemble compact de X O
Soit r > 0. Nous notons par B, 1'ensemble

By ={¢eX: [[¢flx <r}.

Théoreme 2.4.1. Supposons que les hypothéses (A1), (A2) et (A4) sont satisfaites et que B est

un opérateur de collision régulier. Alors, pour tout r > 0, il existe un réel Ao > 0 tel que pour
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tout A € C avec Re(\) > A, le probleme aux limites

(o I , : Ny
vajmw+(A+UWW»va%—A Uiy, ) F (o (0, ') )

(2.4.1)

00 =K@

admet au moins une solution dans B;.

Preuve. Soit A un nombre complexe tel que Re(\) > —g. Alors d’apres le Lemme 2.2.2,

(A — Sk) est inversible et donc le probleme (2.4.1) s’écrit sous la forme

oit P(\) = (A — Sk) ' BN}

Soit r > 0. Nous montrons d’abord que, pour A bien choisi, l'opérateur P(\) est continu
et laisse invariant B,.
Il est clair que P(\) est continu. D’autre part, puisque f satisfait (A4), alors, d’apres le

Théoreme 1.3.1, il existe une constante b > 0 et une fonction 0 < a(-,-) € X telles que

(10,01, 0)| < alp,v) + (e, v)| pour pp. (1,v), pour tout € X, (24.2)

Soit ¢ € B,. Il résulte de (A1), (2.2.6) et (2.2.7) que

P (@)l < QAKININBN ) ()| + [[(ExBNF) ()]l

KOy + @ 320y [Blleq (lale +br)(1+a(l —a)™)
- Re(N) +a Re(\) + ¢

= O(Re(})),

_ KOy +allmO)lly | [1Bllew(lallx +0r)(1 +al — o))

G(t): t+o t+o
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Il est clair que, O(-) est une fonction continue strictement décroissante pour ¢ > 0 et
satisfaittlier O(t) = 0. Alors, il existe Ay > 0 tel que O()\g) < r, etdonc ||P(\)(¢)||x <,
—+00

pour tout A tel que Re(A) > ). Cela montre que P(\) laisse invariante la boule B,.

Soit A tel que Re(\) > A\g. On note C), := co(P(N)(B;)), l'enveloppe convexe fermé de
P(N)(By). Puisque B, est une partie fermée convexe de X’ et P(\)(B,) C B, nous avons
C\ C By et par suite P(A)(Cy) C P(N)(By) C co(P(M\)(B;)) = Cx. D’ot1 P()) envoie C, dans
lui méme.

En outre, sachant que N;(B;) est une partie bornée de X, il résulte de la proposition2.2.1]
que P(\)(B,) = [(A — Sk) ' B](N}(B,)) est faiblement compact. En appliquant

le Théoreme de Krein-Smulian (théoréme 1.1.3), nous concluons que C, est faiblement
compact.

D’autre part, d’apres les lemmes 2.4.1 et 2.4.2, P()\)(C,) est une partie compacte de X'.

Dongc, le résultat découle du Théoréme du point fixe de Schauder (Théoreme 1.2.2). O

Maintenant, notre but est de montrer un résultat d’existence pour le probléme aux
limites non-linéaire général (2.1.3).
Quand nous traitons ce probléme, des difficultés techniques interviennent, et pour les

surmonter, nous introduisons I’hypothese suivante

(A5) Kest un opérateur linéaire borné défini de Y dans lui mémeet, pourr > 0,
o (s v 91 (11, 0)) = o (0,02 (1, 0))| < |pp, )| {1 (1 0) = o, 0)| - (W1, 92 € By)
ol p € Loo(2; dudv) et N_, envoie X dans X.

Nous notons que, d"apres le théoreme 1.3.1, il existe une fonction 0 < a(-,-) € X et une

constante b > 0 telles que, pour tout (u,v) € [0,1] x [0, +00), nous avons

o (e, v, ¥ (1, 0))| < @y v) + Bl (1, 0). (2.4.3)
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Nous définissons l'opérateur Sk de D(Sk) C X dans X par

D(Sk) = {¥ € W(Q); ¢° = K(v")},

D(Sk) 3 1 — Sk (¥)(x,v) := —Ug—f(x,v).

Puisque K est linéaire, §K est un opérateur linéaire, fermé et 8 domaine dense dans X'
De plus, des calculs simples montrent que 1’ensemble résolvant p(Sk) de Sk contient le

demi-plan {\ € C; Re(\) > 0}, et pour tout A appartenant a ce demi-plan nous avons

oo
(= 8i) 7 = 3 QRK(PEK)T + =3,

n=1
ou P, QY, I1{ et = sont des opérateurs linéaires bornés provenant de Py, Q,, [T, et =, en
considérant o(.,.) = 0 (la fonction nulle de X).

1
Leurs normes sont, respectivement, majorées, par 1, ———, 1 et ——.
P ) PAL Re(V)” ™ & Re(N)

Soit A € C tel que Re(\) > 0. Les observations ci-dessus conduisent a I’estimation

1
< .
cx) — Re(A)(1 — [IK|[zyy)

Remarque 2.4.1. Il convient de noter que les mémes arguments que dans les preuves de

(2.4.4)

o -5

la Proposition et le Lemme montrent que sil’opérateur B est régulier, alors
I'opérateur linéaire borné (A — Sk)~!B envoie les ensembles faiblement compacts de X

dans les ensembles compacts de X. O
Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoréme suivant :

Théoreme 2.4.2. Soit K un opérateur linéaire borné vérifiant [ K|| ;) < 1. Supposons que les
conditions (A2), (A4) et (Ab) sont satisfaites et que I'opérateur de collision B est régulier.
Alors pour tout r > 0, il existe \g > 0 tel que, pour tout A € C tel que Re(\) > ), le probléeme

aux limites

o e , :
v, U v) + AP, v) + o, v, 9, v) = / s 0, 0) f (0,90 (1, 0)) dv
H 0

U0 =K()

(2.4.5)
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admet au moins une solution dans B;.

Preuve. Soit A un nombre complexe tel que Re()) > 0. Il est clair que A € p(Sk), et donc

le probléme (2 sécrit sous la forme
b =POE) +HWN ), ¥ =K@,
ott P(A) = (A — Sk)'BNj et H(\) = (A — Sx)"'BN_,
Affirmation : I existe 1) € [0,1) tel que w(P(N\)(M) + H(A)(M)) < nw(M) pour tout
ensemble M € B(X).
Pour voir ceci, soient M € B(X) et A une partie mesurable de {2 de mesure finie. En

utilisant la remarque 2.3.2 et les estimations (2.4.2) et (2.4.4), nous obtenons pour tout

veM

/ PO . 0)| dpdv = / [ Sk) 7 BN (6) (1, 0)| dado
1B o0
< R [Kloy) G

1B o
Re(M\)(1 — ||KHL(Y))</Aa(’u’v)d’udv+b/AW(Navﬂdudl)).

Ce qui mene, en utilisant (a) du théoreme 1.1.2, a

(PO £ e 10
~ Re(MN)(1 - HKH£(Y))

D’autre part, en utilisant (2.4.3) et (2.4.4) et en raisonnant comme précédemment, nous

wy (M).

obtenons pour tout ¢y € M

/ HON) ()] dpdo = / )(A—S’K)*N_gwu,v) dydv

< N_, )|dud
= ()1—IKH[; /' v)ldpudv

Re(A ><1—||Ky\£(y)>( /A a(p, v)dudv +b / 9, ) dpdo )

et par suite grace au théoréme 1.1.2

b
Re(A)(1 — ”KHL(Y))

wi(HA)(M)) < w1 (M)
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Maintenant, soient ¢» € M et T > 0. Un simple calcul mene a
1 SIS 1 —+o00 .
[ [ POy dudo= [ [ 0= S BN 000
o Jr o Jr

”B”[;(X) L oo 1 ptoo
SRe()\)(l—||K||£(Y))</O/T |a<“v“>’dﬂdv+b/0/T (0, 0)ldpdv)

et par suite grace au théoréme 1.1.2 (b)

dpdv

B < - 1 Plan D
~ Re(M)(1 = [[K][ yy)

OJQ(M).

Un calcul similaire pour ¢» € M etT' > 0 montre que

//m ) (s v \dudv—//+oo A—Sk)~ /\Lo(w)(u,v)‘dudv
SRe( )(1—!KH£ //*“’ alp,v ‘d“d““/ /+OO Ulp, v \dudv)

et par conséquence (voir Théoreme 1.1.2 (b))

b
w2 (HRNM) < gonya = K| y))

Donc, pour toute partie bornée M de X, nous avons

wo(M).

W(PA) (M) +HN) (M) = wi (PO (M) + HA)(M)) + w2 (PO (M) + H(A\)(M))
< Wi (POA)M)) + wa (P(A)(M)) + wi (HA) (M) + wa(H(N)(M))
1Bl 2z b+

< w(M).
Re(MN)(1 — K|l zv))
1Bl z(a) b+ 0
En prenant par exemple, \; := 2 T K| , nous concluons que pour tout A € C tel
- L(Y)

que Re(\) > )\

WPA(M) +H(A)(M)) <
ce qui montre notre affirmation.

Ensuite, en utilisant la remarque et en résonnant comme dans la derniere partie de

la démonstration du théoreme nous montrons que, pour tout A € C tel que
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Re()\) > 0, I'opérateur P()\) envoie les ensembles faiblement compacts de X' dans les
ensembles compacts de X. Par conséquence, P(N) satisfait la condition (A3).

Maintenant, nous allons montrer que, pour des nombres complexes appropriés A\, H ()
est une contraction stricte sur X. En effet, soient ¢, € X et A un nombre complexe tel

que Re(A) > 0. En utilisant (A5) et I'estimation (2.4.4) nous obtenons

1
7'//)\%0—7'[)\?? < N—O’¢ _N—O',l?b
Il
< iy Y1 —Palx -
ReV(1 — Kl |2
2
Soit Ay := % D’apres 'estimation précédente, il est claire que, pour tout A € C
- L(Y)

tel que Re(\) > o, l'opérateur H(\) est une contraction stricte sur X.

Soit r > 0. Notre objectif maintenant est de montrer que, pour des nombres complexes appropriés
A, nous avons P(A)(B:) + H(A)(B;) C B,.
En effet, pour tout ¢, ¢ dans B,, nous obtenons

| Bl o) M(x) + M'(x)
x = Re(N)(1 —[[Kll )

[PV + 1@

ot M(r) (resp. M'(r)) désigne la borne supérieure de N; dans B, (resp. de N_,).
1B g M) + M'(x)

Soit )\3 =
r(l- ||K||L(Y))

. Il est clair que, pour tout complexe A, tel que
Re()\) 2 )\3,
[PV + 1O @)||, <

X

Ce qui montre que, pour Re(\) > A3, P(A\)(B;) + H(N)(By) C By.

Ensuite, soit A\ = max(A, A2, A3). Il est clair que, pour tout A tel que Re(\) > X, les
opérateurs P(\) et H(\) vérifient les hypotheses du théoreme Par conséquence, le
probléme aux limites (2.4.5) admet au moins une solution ¢ dans B,, pour tout nombre

complexe )\ tel que Re(\) > ). Ceci acheve la preuve. O
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Corollaire 2.4.1. Les résultats du théoréeme 2.4.2 restent vrais si nous remplacons I"hypothése K

est linéaire par K est additif, i.e.
K(fi+ f2) = K(f1) + K(fa) pour tout f1, f» €Y. (2.4.6)

Preuve. Nous commengons par montrer que (A — Sk) ™' est un opérateur additif. Pour
cela, montrons que J) est additif. En effet, soient f; et f>» € Y. Nous posons u; = J(f1)
et us = Jy(f2). Alors

u = Oy (u1) + f1etus = Oy(uz) + fo.

Puisque P, est linéaire et K est un opérateur additif, alors ®, = P,K est additif.

Donc uy + us = Oy (uy + u2) + f1 + fo. Ce qui donne

IN(fi + fo) = ur +ug = JN(f1) + In(f2),

et puisque les opérateurs ), I1, et =) sont linéaires et K et J, sont additifs, alors d’apres
'équation (2.2.7), (A — Sk) ' est aussi additif.

Maintenant, le probleme (2.4.5) s’écrit sous la forme

v =PaW) +HN (W), " =K@,

oit Py = (A — Sg)"LBN; et H(A) = (A — Sk) "' BN .

Le reste de la preuve est similaire a celui du théoréme 2.4.2. 0

2.5 Existence des solutions positives

Dans ce qui suit, nous nous intéressons a 1’existence des solutions positives du probleme
aux limites (2.4.1)).

Soient X; et X, deux espaces de Banach réticulés munis, respectivement, des cones
positifs X;" et X7, et T : X; — X, un opérateur. Nous disons que 'opérateur T est

positif, si T'(X;") € X (voir D. Aliprantis et O. Burkinshaw [2]).
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Notons que les espaces fonctionnels X’ et Y sont des espaces de Banach réticulés. Leurs
cOnes positifs sont, respectivement, X" et Y*. Sir > 0, I'ensemble B, désigne

B,NXT={Y € B, telquey >0p.p. }

Proposition 2.5.1. Supposons que les hypotheses (A1), (A2) et (A4) sont satisfaites et B un
opérateur de collision régulier. Si les opérateurs K, B et Ny sont positifs, alors pour tout r > 0, il
existe \g > 0 tel que, pour tout complexe X avec Re(\) > X, le probleme aux limites (2.4.1)

admet au moins une solution dans B} .

Preuve. Soit A\ un réel positif tel que A > —¢

Affirmation : (\ — Sk) ™' B laisse invariant X,

En effet, pour tout A > 0, les opérateurs P, (), II, et =), sont positifs. D’apres , il
suffit d’établir que J, est positif, i.e. J5(Y 1) C YT. Pour cela, soit f € Y, et considérons

la suite définie sur Y par

Ug = 0, Un+1 = A()“f)(un) = P,\Kun + f

Puisque f € Y, en utilisant la positivité de P\K, nous observons par récurrence que
u, € Y. De plus, puisque I'opérateur A, s est une contraction, il découle du théoreme
1.2.1 que la suite (u,), converge vers J,(f), le point fixe de A(, . Donc J5(f) € Y*. Ce

qui achéve notre affirmation.

Le reste de la preuve est similaire a celui du théoreme Il suffit de prendre A € R et
de remplacer ’ensemble C), := co(P,(B,)) par Cy :=Cy\ N By O

Proposition 2.5.2. Supposons que les hypotheses (A1), (A2) et (A4) sont vérifiées. En plus des
hypotheses de la Proposition 2.5.1, supposons qu'il existe T > 0 et 0 # 1)y € By tels que

(i) Yo ¢ ker(B), oit ker(B) est le noyau de B,
(ii) Nyab > Tabo pour tout o) € B}
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Alors, il existe o > 0 tel que pour tout X > X : il existe n > 0 tel que le probleme aux limites

( az/} oo !/ / !/ /
V5 00) + O ol o)) = [ o) )
H 0

U =K@,

\

admet au moins une solution ¢* € B, qui vérifie ||)*|| = r.

Preuve. Raisonnons comme dans la démonstration du théoreme etdela
proposition[2.5.1] Alors, il existe une constante A, > 0 telle que pour tout A > X,
'opérateur P () laisse invariant I’ensemble B;.
Notons d’abord que

inf{|[P(\)¢Il, ¢ € B} > 0.

En effet, puisque N vérifie (i), il résulte de (2.2.7) et de la positivité de Q,\KJ,II,, que

P(N)(¢) > 7(ExBty) pour tout v € B .

En utilisant I'hypotheése (i), nous obtenons B, > 0 et By # 0.

Puisque A € R, il résulte de la positivité de =, et du fait que =, = (A — Sp) ! que
P(A) (%) = 7(ExBibo) > 0 et Z2xBy)g # 0.
Alors
PN ()|l = 7 |ExBol|| > 0 pour tout ¢ € B

Par conséquence, pour tout A > )y, nous définissons 'opérateur G(\) sur B, par

L POW®)
PO

Soit C) := co(G(N)(By)). Puisque B, est un sous-ensemble fermé et convexe de X",

G(N)(¥) pour tout ¢ € By .

alors C C B;. Ce qui implique que G, laisse invariant Ch.
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De plus, en utilisant les mémes arguments du théoréme nous montrons que

G(\)(C)) est compact. Nous concluons grace au Théoreme 1.2.2 que G(\) admet au

moins un point fixe ¢)* dans C et qui vérifie ||¢)*|| = r. Si nous posons 1 = TP () hous
obtenons
(A= Sk) T BN (U7) =~ 'y
Dong, ¢* € D(Sk) N B, (puisque GA C Bf), et
o . Y e , Ll g
U (1, 0) + A+ o (p, 0)Y (1, v) =1 s v, 0) f (v 40" (1, 0) )’
0

Ce qui achéve la preuve de la proposition. O

2.6 Extension des résultats d’existence a un modele de
prolifération cellulaire structuré en age et longueur de
cycle

Nous pouvons étendre les résultats de ce chapitre pour une autre classe d’équations
non-linéaires intervenant en dynamique de populations modélisant 1’évolution d"une
population cellulaire structurée en age et longueur de cycle

Y

l2
%(a, )+ M(a,l) + o(a,l,¢¥(a,l)) = /l k(a, 1) fa, ', 4(a,1"))xala, Ddl,

ol xa est la fonction caractéristique de 1’ensemble
A:={(a,l)/0<a<letl << +oo},

avec 0 < l; < o0.
Cette équation provient d'un modele de prolifération linéaire, structuré en age avec des

propriétés héréditaires, proposé a l'origine par J.L. Lebowitz et S.I. Rubinow [44]. Les
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cellules meres et les cellules filles sont reliées par une loi de reproduction modélisée par

les conditions aux limites
¥(0,1) = (Kv)(1,1),

ou K est un opérateur non-linéaire modélisant la transition des cellules meres de
longueur de cycle [ aux cellules filles de longueur de cycle /, couvrant les différentes lois
de reproduction considérées dans la littérature. Des résultats d’existence ont été obtenus
dans le cas ott A est borné (voir K. Latrach, M.A. Taoudi et A. Zeghal [41]]). Nous
pouvons étendre ces résultats avec les mémes techniques développées dans ce chapitre

au cas ou la longueur du cycle devient infinie.



Chapitre 3

Résultats d’existence pour une équation

non-linéaire intervenant en transport

neutronique

Ce chapitre est consacré a I’étude d"un probléeme non-linéaire aux limites intervenant en
transport neutronique. Nous discutons des résultats d’existence dans les espaces L' dans
le cas o1 "espace des vitesses admissibles est non-borné, ce qui constitue visiblement une
nouveauté. Nos résultats obtenus sont une généralisation des travaux [36], [37] , [40] et
[43]. Notre analyse utilise le concept des opérateurs de Dunford-Pettis, l'introduction
d’une mesure de non-faible compacité adaptée au probleme et un théoreme récent du

point fixe de type Darbo.

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons discuter des résultats d’existence pour le probleme aux
limites suivant
v Vap(x,0) + o (2, 0,9 (2, 0)) + A (2, v) = / kw0, 0) f (w0 (o)) dp(v),  (3.11)
14

50
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ol (z,v) € D x V. Dans tout ce chapitre, D est un sous-ensemble ouvert borné de R
assez régulier et 1 une mesure de Radon positive sur R” telle que n({0}) = 0. Nous
notons par V' le support de 1, V' étant 1'espace des vitesses admissibles. Cette équation
décrit le transport des particules (neutrons, photons, les molécules de gaz, ...) dans le
domaine D. La fonction ¢(x, v) représente la densité du nombre (ot de probabilité) des
particules situées au point x et animées de la vitesse v. Quant aux fonctions o(., ., .) et
k(.,.,.), elles désignent, respectivement, la fréquence de collision et le noyau de

diffusion.

Les conditions aux limites sont modélisées par :

Yr. = H(pr,), (3.1.2)

ou ¢Yyr_ (resp. ¢Yyr, ) est la restriction de ) sur I'_ (resp. I'; ) avec I'_ (resp. I',) est la partie
rentrante (resp. sortante) du bord de 'espace de phase D x RY et H est un opérateur
linéaire borné, d"un éspace adéquat de fonctions définies sur I'; dans un autre espace de

fonctions définies sur I"_.

Les conditions aux limites classiques connues (conditions aux limites absorbantes, de
réflexions spéculaires, de réflexions diffuses, conditions aux limites mixtes ou

périodiques) sont des exemples particuliers de notre étude.

L’équation de transport a été considérée dans différentes disciplines de la physique
mathématique pour décrire le processus de transport des particules. Ainsi, dans la
théorie cinétique des gaz, oit on doit décrire les interactions des molécules du gaz avec
les parois solides, qui délimitent la région ou1 le gaz s’écoule, le probleme théorique est
de relier la fonction de distribution de molécules laissant une surface solide a la
distribution des molécules qui arrivent a la méme surface. Cependant, les conditions aux
limites qui décrivent cette interaction sont trés complexes, car la réaction des molécules

du gaz avec les parois solides est compliquée. Cela est dii, principalement, au manque
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de connaissance de la structure des couches de la surface des parois solides, et par
conséquence, de 'interaction effective des molécules du gaz avec les parois (voir, par

exemple, C. Cerciguani [15]).

D’un point de vu mathématique, l'interaction gaz/surface détermine les conditions aux
limites (3.1.2) qui completent I’équation (3.1.1). Ces conditions aux limites prennent la

forme d"un opérateur frontiere reliant les flux rentrant et sortant.

L'objectif de ce chapitre est de compléter 1’analyse effectuée dans les travaux K. Latrach
[35],137], K. Latrach, M.A. Taoudi et A. Zeghal [40] et K. Latrach et A. Zeghal [43], ot
plusieurs résultats d’existence pour les problemes aux limites (3.1.1) et (3.1.2) ont été
obtenus dans les espaces L' avec V borné, qui est une hypotheése fondamentale dans ces

articles.

Plus précisément, nous nous plagons dans le cas ot I'espace des vitesses est non-borné, ce

qui constitue visiblement une nouveauté. Cette situation introduit des difficultés

mathématiques supplémentaires.

En effet, notre probleme (3.1.1)) et (3.1.2) sera transformé au probleme de point fixe

suivant

AY+ By =1
ou A et B sont des opérateurs non-linéaires.

Notons que dans le cas mono-dimensionnelle et V' est bornée, |'opérateur A n’est pas
compact, mais, il est seulement faiblement compact. Alors I'approche basée sur le
Théoreme du point fixe de Krasnoselskii ne s’applique pas. Précisons qu’avant la
publication du papier K. Latrach, M. A. Taoudi et A. Zeghal [40] plusieurs auteurs C.S.
Barroso [7] et D. O’Regan [48,/49], qui s’intéressent aux équations intervenant en
physique mathématique et dans la bio-mathématique établissent des théoremes de
points fixes de type Krasnoselskii pour la topologie faible, ot1 'opérateur A est supposé

faiblement continu (o1 séquentiellement faiblement continu) et faiblement compact. Ces
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résultats ne peuvent pas étre appliqués a la résolution du probléme puisque A n’est pas
faiblement continu. Pour cela, les auteurs Latrach, Taoudi et Zeghal [40] ont établis une
nouvelle version du Théoreme de point fixe de Krasnoselskii impliquant la somme d’un

opérateur continu, faiblement compact et une contraction.

Dans le travail K. Latrach et A. Zeghal [43], le probléme est considéré dans 'espace L*
avec V' est un borné de RY. Malheureusement, ’application B est une contraction, mais A
n’est ni compact ni faiblement compact et donc I’approche utilisée dans K. Latrach, M. A.
Taoudi et A. Zeghal [40] ne s’applique pas. Cependant, une étude de I'opérateur A
montre qu’il peut s’écrire sous forme d’une composition de deux opérateurs, le premier
est un opérateur non-linéaire continu qui envoie les ensembles relativement faiblement
compacts dans les ensembles relativement faiblement compacts, tandis que le second est
un opérateur linéaire continu de Dunford-Pettis. Cette observation avec les Théoremes
et 1.2.3 permettent de résoudre le probleme (3.1.5)-(3.1.2). Cette étude utilise un

résultat d a M. Mokhtar-Kharroubi [47], qui se base sur le fait que V est borné.

Pour surmonter cette difficulté dans notre cas ou V' n’est pas borné, en décomposant

'espace L' et en approchant 'opérateur A par des opérateurs de Dunford-Pettis, qui est
une classe fermée, nous montrons que ce dernier est un opérateur de Dunford-Pettis.
Nous achevons notre étude par 'introduction d"une mesure de non-faible compacité
adaptée a notre probleme, et 1"utilisation d"un Théoreme du point fixe récent intervenant

des opérateurs faiblement compacts dans des espaces de Banach non-réflexifs.

Pour concliire cette introduction, nous nous donnons briévement le contenu de ce
chapitre. Nous commengons avec une partie préliminaire (Section 2) o1 nous fixons les
différentes notations et nous introduisons les espaces fonctionnels. Ainsi, nous
définissons 1'opérateur d’advection et nous présentons quelques résultats préliminaires
requis dans la suite. Les résultats d’existence du probleme (3.1.1)-(3.1.2) est le sujet de la

section 3. Nous considérons d’abord le cas ot o(z, v, ¢ (z,v)) est un opérateur de
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multiplication, c’est-a-dire, o(z,v,¥(x,v)) = o(x,v) ¢ (z,v). Dans ces conditions, nous
établissons 1’existence des solutions du probleme (3.1.1)-(3.1.2), pour une large classe de
fonctions f(.,.,.) et de noyaux de diffusion «(., ., .) (théoreme . La preuve repose
sur le lemme et le théoréme (une nouvelle version du théoréme de Darbo pour

la mesure de non-faible compacité).

Nous notons aussi, sous des conditions suffisantes, I’existence des solutions positives
non triviales (corollaire3.3.2). Le probleme aux limites général (1.1)-(1.2) (i.e. o(.,.,.) est

une fonction non-linéaire de ¢(., .)) est discuté dans le théoreme

Nous transformons d’abord notre probléme en une équation de point fixe intervenant

deux opérateurs qui dépendent du parametre ), i.e., ) = A(\)¢ + B(A\)y.

La preuve du théoreme consiste a montrer que les opérateurs A (\) et B(\) vérifient

les conditions du théoréme 1.2.3.

3.2 Notations et résultats Préliminaires

Le but de cette section est de présenter les différentes notations et certains résultats

préliminaires dont nous avons besoin par la suite.

3.2.1 Cadre fonctionnel du probleme et formulation abstraite de la

résolvante

Soient D un sous-ensemble ouvert, borné et assez régulier de R" et ;1 une mesure de
Radon positive sur R” telle que 1({0}) = 0. Nous notons par V le support de p, V étant
'espace des vitesses.

Pour (z,v) € D x V, on pose

t£(z,v) =sup{t >0, z+sv €D, 0 <s <t}
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Nous désignons par :
'y ={(x,v) € 9D x V, tv.n(z) > 0}

ol n(x) est la normale sortante unitaire en = € 0D.

Alors, pour (x,v) € I'y, nous avons t£(z,v) = 0, tF(z,v) > 0, etz F tF(x,v)v € T'¢.

Comme indiqué dans I'introduction, tout au long de ce chapitre, on suppose que R™ est le

support de la mesure i, i.e. V =R".

Nous introduisons les espaces fonctionnels suivants

W = {v € X tel que v.V,0 € X}

X:=LY(D x RY; dodu(v)).

L’espace L, approprié pour les traces est défini comme suit
LY = LNTy; Jv.n(z)|dy.du(v)),
dy, étant la mesure de Lebesgue sur 0D.

Nous pouvons définir les traces -, sur I'y. pour ¢» € W. En général, ces traces

: N 1 PP
n’appartiennent pas a L'*. Les traces sont seulement dans Ll , ou plus précisément

==
OoC

dans un espace L' avec poids (voir M. Cessenat [16,17], R. Dautray et ].J. Lions [19] et W.

Greenberg et al [30])
Ly(ly) =L (Fi;?(x,v)|v.n(x)|d%du(v)) :

ou

=)

(x,v) = min(¢t~ (z,v),1).
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De plus, il existe une constante C' > 0 telle que

/F (o 0)] [f, o) o) |dadp(v) + / 1) o) () (0
of

Tox

<C <||f||L1(D><RN) + ) Vfew.

L1(DxRN)
Nous définissons
W={vew v e fcw
Nous avons l'identité suivante

W={¢peW, g €L} ={peW, ¢y € L'}
Soit H I'opérateur aux limites borné suivant :

H . L' =LY HeL@L " L").

L’opérateur d’advection T est défini par

Ty (z,v) = —v.Vyp(z,v) — oz, 0)Y (2, v)
D(Ty) = {1 € W tel que vy = H(vir.) }.
ou la fréquence de collision est une fonction a valeur dans R
o(.,.) € L(D x RM).

Pour A € C, nous considérons le probleme aux limites suivant (Formulation abstraite de

la résolvante)

M (z,v) + 0.V h(z,v) + o(z,v)Y(x,v) = ¢(x,v)

Yir_ = H(Yr,)

(3.2.1)

ol ¢ est une fonction dans X, et la fonction inconnue ¢’ doit étre cherchée dans D(T}).
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Soit A* le réel défini par

1 t
A= lim inf —/ o(x — sv,v)ds.
t—o0 {(z,w)EDXV; t<7(x,0)} t 0
Il est & noter, d’apres J. Voigt [53, Théoreme 1.1] (voir aussi [54]), que le réel \* est la
borne spectrale de I'opérateur 7. Ainsi, pour Re(\) > —\*, la solution de 1’'équation
(3.2.1) est donnée formellement par

t™ (z,v)

W) = o=t (z,v)v,v)e
t~ (z,v) s
+ / e~ JoOrelemrvaldr gy — sy, v)ds.
0

(Aro(z—sv,0))ds (3.2.2)

De plus, pour (z,v) € I';, 'équation (3.2.2) devient

vH(x,v) = zp_(x,v)e_foT(I"'U)(H"(‘”_s”’”))dS (3.2.3)
7(x,v) s
+ / e~ I ()\Jra(xfTv,v))dT(b(x — sv, U)dS,
0
ou7(x,v) =t (z,v) +t (z,v), vt =Yy et ™ =Yr_.

Pour donner la formulation abstraite de (3.2.2), nous définissons les opérateurs suivants

qui dépendent du parametre A

7(x,v)
- / A+ o(x — sv,v))ds
My: Ly — L7, u— Myu:=ue Jo :

t~ (z,v)
/ A+ o(x — sv,v))ds
By:L] — X, u— Byu:=wue J0 :

Gy : X — Lf—,
7(z,v) .
O — Grp = / e~ Jo Wole=rv.o)dr g0 — sp, v)ds;
0

et
CA:X—>X,

t~ (z,v) .
¢ — Chp = / e Jo OFola=rv)dr gy _ g v)ds.
0
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Des calculs simples montrent que ces opérateurs sont bornés sur leurs espaces respectifs.

En effet, nous montrons que les normes de B, et C sont majorées par (Re(\) + A\*) 1.

De plus, les normes des opérateurs Myu = [Byu|ir, et Gr¢ = [Cr¢];r, sont majorées par

1.

Remarque 3.2.1. Pour A > —\*, les opérateurs bornés M), B,, G et C sont positifs

(dans le sens des espaces de Banach réticulés). O

En utilisant ces opérateurs, et le fait que v doit satisfaire les conditions aux limites,

I'équation. (3.2.3) devient
Yt = MyHYY + Gho.

La solution de cette équation se réduit a inverser Py := I — M, H. Donc, si {P,} ' existe

(en particulier si || M\H|| < 1), alors

vt ={P\} G (3.2.4)
D’autre part, I'équation (3.2.2) s’écrit sous la forme

Y = B\HY™ + Cy¢.
Substituons dans I'équation précédente nous obtenons

b = ByH{P\} ' Grd + Cro.

Ainsi

(A= Tw) "' = B\H{P,} "Gy + C. (3.2.5)

Lemme 3.2.1. Soit | H|| < 1. Alors pour tout \ tel que Re(\) > —\*, nous avons

=Ty <
IO = Ti) 7l < =

m. (3.2.6)
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Preuve. Selon le Lemme 2.2 et la remarque 2.2 dans K. Latrach [37], si || H]|| < 1, alors

pour tout A qui satisfait Re(\) > —\*, on obtient le résultat désiré. O

3.2.2 Opérateurs de collision réguliers

Définition 3.2.1. Nous disons que K est un opérateur de collision réqulier sur X si, pour

presque tout x € D, 'opérateur

¢ € L'RY;du(v)) = [ w(z,0,0)o(v)dp(v') € LHRY; dp(v))

RN
est faiblement compact sur L*(RY; du(v)) et la famille de ces opérateurs sur L*(RY; du(v))

indexée par x € D, est collectivement faiblement compacte.

Remarque 3.2.2. Evidemment, le Théoréme 1.1.1 ou 1.1.2 montre que si K est un

opérateur de collision régulier, alors | K| I'est aussi o1 | K| est défini sur X par

6= (K1), 0) = [ In(o ) fole)dn(w)

Nous rappelons ici la caractérisation suivante concernant les opérateurs de collision

réguliers et positifs.
Lemme 3.2.2. (B. Lods [45]) Soit K € L(X) un opérateur de collision régulier et positif. Alors,
il existe une suite (K,,),, de L(X) telle que
1. 0 < K, < K pour tout n € N;
2. pour tout n € N, K, est dominé par un opérateur de rang un sur L(L*(RY; du(v)));
3. lim, o || — K| = 0.
L’item (2) du Lemme signifie que chaque opérateur K, est dominé par un opérateur sur

X qui agit comme suit

6E€X = fulo) / (e (o) (3.27)
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ou f, est une fonction positive bornée sur V' et a support compact.

3.2.3 Une mesure de non-faible compacité

D’une fagon analogue au chapitre 2, nous définissons la fonction v : B(X) — [0, c0) par

V(M) =71 (M) + 72 (M)

34(M) = lim sup{sup [ [ [ 1wt oldsduto), 121 < } } (328)

e—0 peM

72(M) = lm {MM U Apm z,v)|dzdp(v )H (3.2.9)

ol |E| est la mesure de E et B(X) est 'ensemble non vide de parties bornées de X.

Nous montrons, maintenant, que 7(.) est une mesure de non-faible compacité sur X.

Lemme 3.2.3. Soient M, M, et M, trois éléments de B(X). Alors les propriétés suivantes sont
vérifiées

(1) Si My C My, alors (M) < ~(Ms);

(2) v(My U My) = max{y(M),7(M2)};

(3) Y(AM) = |Mw(M) pour tout A € R;

(4) y(My + M) < (M) +~(Ms);

(5) Y(M) = 0 si, et seulement si, M € W(X), oit M € W(X) est la fermeture faible de M ;
(6) v(co(M)) = ~(M);

(7)Y (M) =~(M);

(8) Si (M,,)n>1 est une suite décroissante de parties non-vides et faiblement fermées de B(X) telle

que liril Yn(M,,) = 0, alors ﬂ M, est non-vide et elle est relativement faiblement compacte.
n—-+0oo
n>1
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Preuve. Les assertions (1), (2), (3) et (4) sont immédiates.

5) Le faite que v(M) = 0 implique M~ € W est une conséquence du Théoreme 1.1.2.

Supposons que M € W. Tl résulte du Théoréme 1.1.2 (1) que 7, (M) = 0. Montrons que

72(M) = 0.

Soit E,, = D x {|v| > T,,} ou (7},),, est une suite croissante telle que 11r+n T, = +o0o. Il est
n—

clair que (E,), est une suite décroissante et ﬂ E,, = (.l résulte du Théoreme 1.1.1 que

n>0

fim sup [ [l )ldudo =
n=+0yeM Jp J{|>T,}

et par conséquence v, (M) = 0.

6) Puisque M C co(M), en utilisant 1) nous obtenons (M) < v(co(M)). Pour prouver
l'inégalité inverse, soit A une partie mesurable quelconque de D x R” telle que u(A) < .
Pour ¢ € co(M), il existe une famille de réels (a;)1<;<, avec a; > 0 et une famille de
fonctions (¢;)1<i<n avec ¢; € M tellesque Y " a;, =letyp =>"  a;¢;.

Nous avons

ot st < 3 e [ o vldrac)
< Zaz sup [ o)l daduo)

1<i<n

= sup /\@ z,v)|dzdp(v) < sup/ |p(z, v)|dedp(v).

1<i<n peM

Donc

sup /|w x,v)|drdu(v) < sup/ |p(z, v)|dxdu(v).

peco(M peM

Ce qui montre que v, (co(M)) < v (M).

Notons que, pour tout 7' > 0, des calculs similaires montrent que

sup / / (x,v)|dzdu(v) < sup/ / o(z,v)|dxdu(v).
Yeco(M) [v|>T peM [v|>T

Par passage a la limite quand 7" tend vers +o00, nous obtenons v, (co(M)) < 2 (M).
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Alors,
Y(co(M)) < ~v(M).

7) Nous observons d’abord que l'inclusion M C M et (1) entrainent que

y(M) <y (M").

Inversement, en utilisant (1), 'inclusion M C M~ C co(M) entraine que

y(M") < y(eo(M)). Dong, il reste a montrer que (M) = (M) (M est la fermeture forte
de M). De (1) nous avons déja I'inégalité (M) < v(M). En suite, pour ¢ € M, il existe
une suite (¢, ),eny dans M telle que nl_lgloo Y, = 1. Alors, pour tout € > 0 et tout

sous-ensemble A de D x R” tel que u(A) < &, nous avons

[ 1ot 0ldzduto) < [ fotw,0) = bl o)ldadio) + [ oo 0)ldrdute

< ¥ = dallx +m(M).

Puisque, pour n assez grand, ||¢) — 1, ||x est assez petit, nous concluons que
Nn(M) <y(M).

De la méme fagon, nous montrons que Yo (M) < v,(M) et donc (M) = v(M).
D’autre part, 1'utilisation de (6) montre que y(co(M)) = vy(co(M)) = v(M), et par

conséquence

Nous avons ainsi montré (7).

(8) Soit (M,,),>1 une suite décroissante de sous-ensembles non-vides et faiblement
fermés de B(X) telle que ngrfoo w(M,) = 0. Soit (1,,),, une suite telle que, pour tout n € N,
¢n € M,,. On pose M,, := {¢, : k > n}. Il est clair que ( »)n €st une suite décroissante
d’ensembles non-vides. Puisque, pour tout n € N, Mn C M, et M 1\Mn est un ensemble

fini, nous avons

Y(My) = y(M,) < y(M,).
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Alors y(ﬂl) < lim ~(M,) =0, et donc Ml est relativement faiblement compact. Par

n——+0o0
conséquence, (¢,,), converge faiblement vers la fonction v, et ¢ € ﬂ M, puisque, pour
n>0
tout n € N, M, est faiblement fermé. Ce qui acheve la preuve. O

3.24 Un théoreme de point fixe de type Darbo

On commence ce paragraphe par définir une y-contraction, o1 y est une mesure de

non-faible compacité.

Définition 3.2.2. Soit X un espace de Banach. Nous disons que I'application f : M C X — X
est une ~y-contraction si elle laisse invariant B(M) I'ensemble des parties bornées de M, et il

existe une constante 3 € [0, 1) telle que ~v(f(V')) < py(V') pour tout ensemble borné V- C M.

Soit J un opérateur non-linéaire qui agit de X dans lui méme. Dans ce qui suit, nous

allons utiliser les deux conditions suivantes :

(

(A1) Si (2,,)nen est une suite faiblement convergente dans X, alors
(Jz,)nen @ une sous-suite qui converge fortement dans X.
(
2
(42) Si (2,,)nen est une suite faiblement convergente dans X, alors
(Jx,)nen @ une sous-suite qui converge faiblement dans X.

\

Remarque 3.2.3. 1) Notons d’abord que I'hypothese (A1) n’assure pas la compacité de .J
méme s’il est linéaire. Nous savons qu’une application linéaire compacte d'un espace de
Banach X dans un espace de Banach Y envoie les suites faiblement convergentes dans
des suites convergentes en norme. La réciproque est vraie si X est réflexif. Si X n’est pas
réflexif, cette réciproque n’est pas vraie méme si Y est réflexif. En effet, soit J 'injection

de /4 dans /5. Il est clair que J n’est pas compacte. Cependant, si (z,,),en est une suite de
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l; qui converge faiblement vers z, alors d’apres N. Dunford et J.T. Schwartz [26)
Corollaire 14, p. 296], (x,,)nen converge vers = en norme dans /;. En utilisant la continuité

de J, nous remarquons que (J(x,)),en converge fortement vers Jx dans [s.

2) La condition (A1) est vraie pour la classe des opérateurs linéaires faiblement
compacts agissant sur des espaces de Banach possédant la propriété Dunford-Pettis (voir
Chapitre 1). En effet, si X est un espace de Banach qui a la propriété de Dunford-Pettis,
alors tout opérateur faiblement compact d’un espace de Banach X dans un espace de
Banach Y envoie les suites faiblement convergentes de X dans des suites convergentes en

norme dans Y.

3) On rappelle aussi (voir chapitre 1) que les opérateurs de Nemytskii ne sont pas, en
général, faiblement continus. Ainsi, les opérateurs qui vérifient (A1) ou (.A2) ne sont pas

nécessairement faiblement continus.
4) Tout application y-contraction vérifie (A2).

5) La condition (.A2) est vraie pour tout opérateur linéaire borné L et, pour tout

M e B(X), nous avons

Y(L(M)) < ||L][rv(M).
O

Nous terminons ce paragraphe en rappelant une nouvelle version du Théoreme de point

fixe de Darbo pour une mesure de non-faible compacité.

Théoréme 3.2.1. [40, K. Latrach, M.A. Taoudi et A. Zeghal] Soit M un sous-ensemble
non-vide, fermé, borné, et convexe d'un espace de Banach X. Supposons que A : M — M est

une application continue qui vérifie (A1).

Si A est une y-contraction, alors il existe x € M tel que Ax = x.
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3.3 Les résultats d’existence

Le but de cette section est d’appliquer les théorémes et 1.2.3 pour discuter les
résultats d’existence pour les problemes aux limites (3.1.1) — (3.1.2) dans les espaces L

avec V non-borné.

3.3.1 Lecasouo(.,.)estun opérateur de multiplication

Nous considérons d’abord le cas ot o (z, v, (x, v)) est un opérateur de multiplication, i.e.
o, 0,0z, v)) = o (w,v) v¥(x, v)
ouo(--) € L®(D x RY;dzdu(v)). En outre, nous supposons que

(A3)  f(:,-,-) est une fonction de Carathéodory et N} agit de X dans lui méme.

Lemme 3.3.1. Supposons que I'hypothése (A3) est vérifiée, alors Ny satisfait (A2).

Preuve. Soient M € B(X) et f une fonction qui vérifie (A3), alors d’apres le théoreme
1.3.1, il existe une constante 1 > 0 et une fonction A(.) € X* (le cone positif de X) telles

que
|f(z,0,9)] < h(z,v) +nlY],
pour tout ¢ € M. Par conséquence,

/E |V 79) (2, v) dedu(v) < [E Wz, v)dedu(v) + 1 [E (e, v)|dedpv),

pour tout sous-ensemble mesurable £ de D x RY.

D’apres (3.2.8), nous obtenons grace au théoréme 1.1.2

NN (M)) < nyn(M). (3.3.1)
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Soit m un réel positif. Pour tout ¢ € M, nous avons

// |(N7Y) (2, v)|dedp(v) // h(z,v)dzdu(v +77// U(z,v)|dedu(v).
[v|=>m [v|>m [v|>m

Ce qui entraine, d’apres (3.2.9) et le théoreme 1.1.2, que

V2N (M)) < nya(M). (3.3.2)
D’apres (3.3.1) et (3.3.2), nous avons

YN (M) < ny(M). (3:3.3)

Maintenant, selon l'item (5) du lemme et le théoreme 1.1.5, nous concluons que N,

satisfait (A2). 0

Remarque 3.3.1. Soit A un nombre complexe tel que Re(\) > —\*. Nous remarquons que
I'opérateur C'\ n’est rien d’autre que la résolvante de I'opérateur Tj (I’opérateur
d’advection avec les conditions aux limites rentrantes nulles) que nous noterons par 7.
Alors Cy = (A —=T)"". Doncsi H # 0 et |H|| < 1, il résulte de que la résolvante de

Ty est une perturbation de (A — T') 7%, i.e.

AN=Ty) ' =B H{P\} 'GCh+(A=T)""

Dans la suite, nous aurons besoin des hypotheses suivantes

(A4)  pourtoute € SNV, u{v eERN v-e= O} =0, ou SV~! est la sphere unité de RY.

Cette hypothese signifie que les hyperplans de R (& travers 1’origine) sont de mesure

p-nulle.

(A5)  H est faiblement compact et satisfait || H|| < 1.
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Remarque 3.3.2. 1) L’hypothese ||H|| < 1 dans (.A5) est utilisée pour assurer
I'existence de I'inverse de P\ = I — M, H. Mais, comme il est indiqué dans Latrach et
Zeghal [43, Remark 2.2], cette hypothese n’est pas nécessaire, et elle peut étre remplacée
par une puissance de My H est compacte.

2) Notons que l'opérateur K (A — T')~! n’est pas faiblement compact sur X méme pour un
opérateur de collision régulier et ' est borné (voir Golse et al [29, p. 123]). La faible
compacité de (A — T') "' K sur X est un probléme ouvert (voir M. Mokhtar-Kharroubi [46)]
Chapitre 4]), donc I'approche utilisée dans K. Latrach, M.A. Taoudi et A. Zeghal [40] ne
permet pas de résoudre le probleme (3.1.1) — (3.1.2).

Cependant, par I'adaptation de la preuve de F. Glose et al [29] Proposition 3] (voir aussi
M. Mokhtar Kharroubi [47, Proposition 1]) nous montrons le résultat suivant qui jouera

un rdle majeur dans la démonstration des résultats principaux de ce chapitre.

Lemme 3.3.2. Soit K un opérateur de collision régulier dans X ayant un noyau positif. Si
I'hypothése (A4) est vérifiée, alors pour tout X € C tel que Re(\) > —\*, l'image d’un faiblement
compact de X par (A — T) 'K est un compact de X (i.e. (\ — T) 'K est un opérateur de
Dunford-Pettis).

Si de plus, la condition (A5) est vérifiée, alors I'image d'un faiblement compact de X par

(A= Ty) 'K est un compact de X (i.e. (\ — Ty) ' K est un opérateur de Dunford-Pettis).

Preuve. Montrons que (A — T) "' K est un opérateur de Dunford-Pettis.

Soit O une partie faiblement compacte de X.
Pour m > 0 ety € O, on pose

U = OX(icm) €t U = UX(uizm)-
Clairement, nous avons

lim [J(A=T)""K¢ = A =T)" Ky [l = lim (A =T)7 Ky ||

m—-+00
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Puisque

A= T) K2 < (A —T) K| / dr [ )y,
D

[v'|2m

nous obtenons grace au théoréme 1.1.2 que

lim [|(A=T)"'K¢ = (A= T)' KEu[| =0,

m—-+00

uniformément pour tout ¢ € O, ot

B w €EXr— wX{UERN tel que |v|<m}-

Sachant que la classe des opérateurs faiblement compacts est fermée, il suffit de montrer

que (A — T') 'K E,, est un opérateur de Dunford-Pettit sur X.

Maintenant, puisque £,, envoie continiment X dans Lt (D x V), ol

Vi = {v € RY, |v| < m}, il suffit de montrer que (A — T') "' K est un opérateur de
Dunford-Pettis sur L'(D x V'), ot V est un sous-espace de RY avec u(V) < +oo. Ceci est
montré dans K. Latrach et A. Zeghal [43, Lemme 2.3]. Ainsi, nous avons montré que

(A = T)~'K est un opérateur de Dunford-Pettis.

Supposons maintenant que (.A5) est vérifiée. Puisque
(A =Ty) 'K = ByH{P\} 'GL K + (A = T)7'K,

il suffit de montrer que B\H {PA}_1 G K est un opérateur de Dunford-Pettis. Ceci est
une conséquence de la Proposition 1.1.1, puisque H est faiblement compact, les
opérateurs B, {PA}fl, G et K sont linéaires et X possede la propriété de Dunford-Pettis
(voir théoreme 1.1.4). O

Pour r > 0, nous notons par B, 'ensemble

By :={¢peX: ¢ <r}.

Maintenant, nous pouvons montrer notre premier résultat d’existence.
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Théoréme 3.3.1. Soit K un opérateur de collision régulier sur X ayant un noyau positif.
Supposons que les hypotheses (A3), (A4) et (A5) sont vérifiées. Alors, pour tout r > 0, il existe

A, tel que, pour tout X\ complexe qui vérifie Re(\) > A, le probleme aux limites

AY(x,v) +0.Vh(x,v) + o(z,v)(x,v) = /]RN k(x,v,0") f(x, v (x,0"))d, 634)

T = H(YT)

admet au moins une solution dans B,..

Preuve. Soient A € C tel que Re(\) > —\*etr > 0.1l est clair que A € p(Ty) ('ensemble

résolvante de 7) et le probleme (3.3.4) s’écrit sous la forme :
=AY, v =HEY")

ot A(\) = (A —Ty) KN

Il résulte des hypotheses précédentes que A(\) est continu. Puisque que N laisse
invariant les ensembles bornés, nous notons par M, la borne supérieure de Ny dans B, .
Soit ¢ € B,. En utilisant I'estimation (3.2.6) et le fait que K est un opérateur linéaire

borné, nous obtenons

| K[| M.
A\ < -0
IACII < ey 5
Soit
)\1 - ||K||M7” _ )\*
r

Il est évident que le demi-plan {A € C : Re(\) > A;} est contenu dans I"ensemble
résolvant de T et, pour tout A appartenant a ce demi-plan, A(\) envoie B, dans

lui-méme.

L'opérateur A(\) est une y-contraction.
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En effet, en utilisant ’équation (3.3.3), (Item 5) de la remarque et I'estimation (3.2.6)

nous obtenons, pour tout M C B,,

o1 7 et la constante qui figure dans le Théoreme 1.3.1.

KN

Soit Ay un réel tel que o := Y

< 1. Alors, pour tout A complexe tel que Re(\) > Ao

oKl
<
Re(\) + A =

Posons A\, = max(\, \2). Il est clair que, pour tout A complexe tel que Re(\) > A, A())

nous avons ————

est une y-contraction.

L'opérateur A(\) satisfait la condition (Al).

En effet, soit (¢,,), une suite faiblement convergente dans X. Puisque N} satisfait (A2)
(Lemme 3.3.1)), alors (N;¢,),, admet une sous-suite faiblement convergente qu’on note
(N7 ¢n, )k Soit ® sa limite faible. Puisque 1’ensemble Lg := {(/\/ fOn), k€ N} U {®} est
faiblement compact et K est régulier, il résulte du Lemme 3.3.2|que (A — Ty) ' K Lg est
une partie compacte de X et par suite (A ())¢,, ) admet une sous-suite fortement
convergente dans X. Ce qui montre que, pour tout complexe A tel que Re(\) > A, A())

vérifie la condition (A1).

Maintenant le Théoreme acheve la démonstration. O

Notons que X est un espace de Banach réticulé, son cone positif sera noté par X*.

Soit r > 0. Nous définissons I'ensemble B;" par :
Bf := B, NX*.
Nous nous intéressons a l'existence des solutions positives pour le probleme aux limites

(3.3.4). Il est clair que (voir remarque3.2.1), si A > —\* et H est positif (au sens réticulé),
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alors (A — Ty) ! est un opérateur positif sur X.

Sous les hypotheses du théoreme 3.3.1} et si Ny (X+) C X* et K est positif, alors

(A — Ty) ' KN laisse le cone positif X* invariant.

Raisonnons comme dans la preuve du Théoreme et remplagons B, par B;" nous

obtenons le résultat suivant :

Corollaire 3.3.1. Supposons que les hypotheses du Théoréme sont satisfaites.
Si Ny(XT) C X*, et K et H sont positifs, alors, pour tout r > 0, il existe A, > 0 tel que pour

tout X > \,, le probleme (3.3.4) admet au moins une solution dans B;'.

Le résultat suivant assure 1'existence des solutions positives non triviales.

Corollaire 3.3.2. Soit r > 0 et supposons que les hypotheses du corollaire sont satisfaites.

De plus, on suppose qu’il existe une constante ¥ > 0 et une fonction 0 # 1, € B;' telles que
(i) Yo ¢ ker(K) oit ker(K') désigne le noyau de K,
(ii) Ny > 1)y pour tout 1 € B;F.

Alors il existe A\, > 0 tel que, pour tout X > \,, il existe T > 0 tel que le probleme

Ap(z,v) +0.Voh(z,0) + o(z,0)¢ (2, v) = 7\ / Kz, v, o) f(z, 0, (2, 0"))dv,
RN
v =H")

admet au moins une solution 1* € B} qui vérifie |¢*| = r.
r 4

La démonstration est similaire a celle de la proposition 2.5.2 0
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3.3.2 Le cas général : Probleme aux limites (3.1.1)-(3.1.2)

Ce paragraphe est consacré a l’existence des solutions pour le probleme aux limites

général (3.1.1)-(3.1.2). Nous avons besoin de I’hypotheése suivante :

Pour tout r > 0, la fonction o(., ., .) vérifie

<A6> |U($,U,¢1($,U)> - ‘7(1’;%%(%”)” < |,0<ZE,U)| |¢1 - ¢2’ V%; w2 € Bru
o(+,-,-) estune fonction de Carathéodory et N_, envoie X dans lui méme,

ot p(.,.) € L®(D x RY; dx du(v)).

Nous définissons 1’opérateur d’advection T par

.

) — wa(x, v) = —0v.Vh(z,v)

| D(T) = {¢ € Wtel que ¢~ = H(¥*)}.

Observons que Ty s’obtient a partir de Tj; en prenant o(.,.) = 0. Il est claire que
{A € C : Re(\) > 0} C p(Ty) ('ensemble résolvante de Ty) et, pour tout A\ complexe, tel

que Re(\) > 0, nous avons
1

Re(\)

D’autre part, un raisonnement similaire a la preuve du lemme meéne au

(A= Tw) 7| < (3.3.5)

Lemme 3.3.3. Soit K un opérateur de collision régulier dans X ayant un noyau positif.
Supposons que (A4) et (A5) sont vérifiées. Alors, pour tout A € C tel que Re(\) > 0,

(A — Ty) LK envoie les ensembles faiblement compacts de X dans les ensembles compacts de X.

Il est évident que, pour tout A appartenant au demi-plan {A € C : Re(\) > 0}, le

probleme (3.1.1)-(3.1.2)) s’écrit sous la forme
v =AW +BNY, v =HEY),
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ot A\) = (A —Ty) 'KNj et B(A) = (A — Ty) 'N_,. Il est clair que les opérateurs A (\)

et ]§()\) sont continus.

Théoreme 3.3.2. Supposons que les hypotheses (A3), (A4), (A5) et (A6) sont vérifiées. De plus
nous supposons que K est un opérateur de collision réqulier X ayant un noyau positif. Alors,

pour tout v > 0, il existe un réel A\, > 0 tel que, pour tout A € C vérifiant Re(\) > A, le

probleme aux limites - admet au moins une solution dans B,.

Preuve. Soit > 0 et choisissons v, ¢ dans B,. Pour A € C tel que Re(\) > 0, des calculs

simples utilisant les hypotheses (.A3)-(.A6) et I'estimation (3.3.5) donnent

|KIM, + N,
Re()) ’

IA(V)¢ + By <
o M, (resp. N,) désigne la borne supérieure de N} (resp. N_,) sur B,.

Soit \; le réel défini par

KM, + N,

r

)\1:

Il est clair que, pour tout A tel que Re(\) > )\, nous avons AN)B, +B(\)B, C B,.

Nous pouvons alors définir ()M,,),cny la suite de parties non-vides fermées bornées et

convexes de X par

Mo =B, et My =2o(AN)(M,) + B\ (M,)).

Evidemment, (M,,)nen est une suite décroissante de B(X). D’autre part, selon le

Théoreme 1.3.1, il existe une fonction 0 < g € X" et une constante ¢ > 0 telle que

lo(z,v,¥(x,v))| < g(x,v) + (|Y(x,v)|, pour p.p. (z,v), pour tout ¢ € X.
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En utilisant les mémes arguments que dans le lemme les propriétés de (-) et I'item
5) de la Remarque nous obtenons

Y(Mps1) = (AN (M,) + BA) (M)

< (AN (M) +(BA) (M)

L IE] + O ().

= Re(V)

Soit A2 un réel non nul tel que

§i= (Kl +¢) < 1.
2

Il résulte de la derniere estimation que, pour tout A complexe tel que Re(\) > A,

Y(Myt1) < By(M,). Ce qui implique que, pour tout n € N, y(M,,) < "vy(M,) et par suite

lim v(M,) = 0. Grace a l'item 8) du Lemme 3.2.3} nous concluons que M = ﬂ M,, est
n—00

n=1

un sous-ensemble non vide convexe et faiblement compact de X.

Il est évident que A (M) + B(M) C M.

Affirmation : L'opérateur AN satisfait la condition (A1).

En effet, la preuve est analogue a celle de I'opérateur A (\) dans la démonstration du

théoreme il suffit de remplacer le lemme par le lemme

Affirmation : L'ensemble A(\)(M) est compact.

En effet, soit (u,)nen une suite de M. Puisque M est faiblement compact, alors (uy,),en @
une sous-suite faiblement convergente, notée (u,, )ren. Du fait que A()\) satisfait (A1),

nous concluons que (A (M) (uy, ))ren @ une sous-suite fortement convergente. Ce qui

montre la compacité de A())(M).

Maintenant, notre objectif est de montrer que ]§()\) est une contraction.

En effet, soient ¢y, 1) € X et A tels que Re(\) > 0. En utilisant (A6) et I’estimation (3.3.5)
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nous obtenons

IBO) (1) = BO) ()| = [I(A = Ter) "N o (801) = (A = Tir) "N o (49)]

1
< Re(V) [N (11) = N (12|
[1£]loo
< Re(\) |11 — e

Soit A3 un réel non nul tel que % < 1. Alors, l'opérateur B est une contraction, pour

tout nombre complexe ) tel que Re(\) > A;.

Posons maintenant A\, = max (A1, A2, A3). Les étapes ci-dessus montrent que, pour tout
A € C tel que Re(X) > A, les conditions du théoreme 1.2.3 sont satisfaites et par
conséquent le probleme aux limites (3.1.1)-(3.1.2) admet au moins une solution dans B,..

O
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Résumé

L'objectif de cette these est 1’étude de quelques équations aux dérivées partielles
non-linéaires intervenant dans la modélisation de certains phénomeénes biologiques et

du transport neutronique. Elle est composée de deux parties.

La premiére partie traite des résultats d’existence dans les espaces L, des fonctions
sommables pour une classe d’équations non-linéaires intervenant en dynamique de
populations cellulaires généralisant un modele linéaire de Rotenberg. Ce modele décrit
’évolution d"une population cellulaire structurée en degré de maturité p € [0,1] et
vitesse de maturité v > 0. La division d’une cellule mére donne naissance a des cellules
tilles. Lors de la mitose, les cellules filles et les cellules meres sont liées par une loi de
reproduction non-linéaire, couvrant en particulier les différentes lois considérées dans la

littérature.

Dans cette partie, la vitesse de maturité est supposée infinie, i.e. v € [0,400). Cette
hypothese introduit certaines difficultés mathématiques, qui seront surmontées
essentiellement, par l'introduction d"une mesure de non-faible compacité adaptée au
probleme, et I'utilisation d"un théoreme récent du point fixe intervenant des opérateurs

taiblement compacts sur des espaces de Banach non réflexifs.

Quant a la deuxieme partie, elle est consacrée a I’étude d'un probleme aux limites
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intervenant en transport neutronique. Nous discutons des résultats d’existence dans les
espaces L', ou l'espace des vitesses admissibles V est non borné. Nos résultats obtenus sont
des généralisations des travaux Latrach [36], [37], Latrach, Taoudi et Zeghal [40] et
Latrach et Zeghal [42].



Abstract

The aim of this thesis is the study of some nonlinear partial differential equations arising
in some biological phenomena and neutron transport theory. It is composed of two parts.
The first part deals with existence results in the L, spaces of integrable functions for a
class of nonlinear equations arising in growing cell populations derived from a linear
model introduced by Rotenberg. This model describes the evolution of a cell population
structured by the degree of maturity i € [0, 1] and the maturation velocity v > 0. The
division of a mother cell gives rise to daughter cells. During mitosis, dauther cells and
mother cells are related by a nonlinear reproduction law, covering in particular the
different laws considered in the literature.

In this part, the maturation velocity is allowed to be infinite, i.e. v € [0, 400). This hypothesis
introduced some mathematical difficulties, which are overcomed essentially by the
introduction of a measure of noncompacteness adapted to the problem, and the use of a
recent fixed point theorem involving weakly compact operators on non reflective Banach
spaces.

The second part is devoted to the study of a nonlinear boundary value problem arising
in neutron transport theory. We discuss existence results in the L, spaces, where the space
of admissible velocity V is unbounded. Our results are generalizations of Latrach [34], [35]

Latrach, Taoudi and Zeghal [38] and Latrach and Zeghal [40] works.
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