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La séparation aveugle de sources consiste a estimer des signaux inconnus a partir
d’un mélange observé de ces signaux, sans information sur ces signaux et/ou le mélange.
Les premiers travaux sur la séparation aveugle de sources ont été initiés par C.Jutten et
J.Hérault dans le cas d'un mélange instantané. Plus récemment, 1'utilisation de méthodes
d’algebre multilinéaire a attiré ’attention dans plusieurs domaines tels que le data-mining,
le traitement du signal et en particulier dans les systémes de communication sans fil. En
effet, dans plusieurs applications de traitement du signal pour les systemes de communi-
cation sans fil, le signal recu est de nature multidimensionnelle et possede une structure
algébrique multilinéaire. Résoudre le probleme de la séparation de sources revient alors a
trouver une décomposition du tenseur des observations et de déterminer ses parametres.
Une des décompositions les plus populaires de tenseur est la décomposition canonique
polyadique (CP). Cette décomposition est connue généralement sous différentes termino-
logies : “Canonique Polyadique” (CP en anglais), “CandDecomp”, ou encore “PARAFAC”.
Elle peut étre vu comme un analogue de la décomposition des matrices en valeurs singu-
lieres (SVD), car elle décompose le tenseur en une somme minimale de tenseurs de rang un.
L’intérét de cette décomposition réside dans son unicité sous certaines conditions. Dans la
littérature, plusieurs algorithmes typiques de calcul des composantes de la décomposition
CP ont été congus, parmi lesquels on trouve ’algorithme des moindres carrés alternés et
les algorithmes de descentes. Cependant, ces algorithmes ne traitent pas la matrice de
facteur d’échelle.

Cette these traite les problemes de modélisation des systémes multi-utilisateurs, de
séparation et d’estimation de signaux de différents systemes a 1’aide d’approches tenso-
rielles. Dans un premier temps, une décomposition tensorielle basée sur la décomposition
CP a été proposée et étudiée, et qui résout le probleme de l'indétermination d’échelle.
De plus, il est bien connu que les matrices facteurs sont identifiées a une indétermination
d’échelle pres. Cette indétermination est compliquée a prendre en compte, étant donné
que le produit de tous les facteurs d’échelle doit étre égal a la matrice identité. Pour cette
raison, seuls les indices de performances approximatifs ont été utilisés jusqu’a présent, en
ignorant la derniere contrainte. Par ailleurs, il s’est avéré alors intéressant de trouver un
nouveau critere de performance qui peut étre calculé d’une maniere exacte et qui prend
en considération la contrainte d’indétermination d’échelle et de permutaion inhérente au
probleme de séparation de sources.

Dans un deuxieme temps, divers algorithmes d’optimisation ont été étudiés et deux
versions de l'algorithme de gradient ont été proposées afin de pouvoir prendre en compte
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la contrainte d’égalité et la matrice de facteur d’échelle. A des fins d’évaluation, les dif-
férentes solutions proposées ont ensuite été testées sur des mélanges de trois systemes de
communication radio mobile. Nous avons montré que le modele analytique des signaux
CDMA, IDMA et la technique proposée OWDM-IDMA peut s’écrire sous forme d’un
tenseur des observations dont les signaux peuvent étre estimé d’une maniere aveugle en
s’appuyant sur les algorithmes d’optimisations proposés.

Mots clés : Modélisation tensorielle, systémes de communication sans fil, séparation

aveugle, systeme multi-utilisateurs, décomposition CP, critere de performance, CDMA,
IDMA, OWDM-IDMA.



ABSTRACT

Blind source separation consists in estimating unknown observed signals from their
mixture without any prior information about them, except some properties such as their
independence. Early work on blind source separation was initiated by C.Jutten and
J.Hérault in the case of an instantaneous mixture. More recently, the use of multi-linear
algebra methods has attracted attention in several areas such as data mining, signal pro-
cessing and particularly in wireless communication systems, among others. Indeed, in
many applications of signal processing for wireless communication systems, the received
signal is multidimensional in nature and has a multilinear algebraic structure. Solving the
problem of source separation means to find a decomposition of the observations tensor and
determin its parameters. One of the most popular tensor decompositions is the Canonical
Polyadic decomposition (CP), also known as Parallel Factor Analysis (PARAFAC), which
can be seen as an analogue of the matrix Singular Value Decomposition (SVD), since it
decomposes the tensor into a sum of rank-one components. The interest of the CP decom-
position lies in its uniqueness under certain conditions. Typical algorithms for finding the
CP components include alternating least squares (ALS) and descent algorithms, which do
not isolate the scaling factor matrix.

This thesis handles the problems of multi-users systems modeling as well as the sepa-
ration and the estimation of signals from different systems, using the tensor approaches.
First of all, a tensor decomposition based on the CP decomposition has been proposed
and studied, which solves the problem of scale indeterminacy. Moreover, it is well known
that factor matrices are identified up to column scaling. This indeterminacy is complica-
ted to take into account, given that the product of all scaling matrices must be equal to
the identity one. For this reason, only approximate performance indices have been used
so far by ignoring the last constraint. So, it proved interesting to find a new performance
criterion which can be calculated in an accurate and which can takes into account the
constraint of scale and permutation indeterminacies.

Secondly, various optimization algorithms have been studied and two versions of the
gradient algorithm have been proposed in order to take into account the constraint equa-
lity and the scaling factor matrix. For evaluation purposes, different proposed solutions
were tested on mixtures of three mobile radio communication systems. We showed that the
analytical model of CDMA, IDMA and proposed IDMA-OWDM techniques, can be writ-
ten as an observations tensor whose signals can be blindly estimated using the proposed
optimizations algorithms.
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Keywords : Tensor modeling, wireless communication systems, blind separation, multi-
users system, CP decomposition, performance criterion, CDMA, IDMA, OWDM-IDMA.
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CHAPITRE

1

INTRODUCTION

le secteur des communications a distance, plus connu sous le terme de télécommuni-
cation, connait une croissance fulgurante grace aux progres technologiques réalisés dans
plusieurs domaines scientifiques. Cette évolution est particulierement frappante pour les
communications radio-mobiles avec ’apparition des différentes générations de téléphonie
mobile. Parallelement, les applications pouvant bénéficier de cette évolution technologique
n’ont cessé de se diversifier.

Ainsi, nous assistons actuellement a I’avenement de la visiophonie et du visionnage
de signaux audiovisuels sur des appareils de téléphonie mobile. En traitement du signal
pour les télécommunications sans fil, ces nouvelles fonctionnalités nécessitent des trans-
missions de plus en plus rapides; garantissant a la fois une nécessaire flexibilité et une
impérieuse efficacité au niveau de la qualité de service. Pour ce faire, les nouveaux ré-
seaux de télécommunications doivent permettre ’acces simultané, d’utilisateurs toujours
plus nombreux, aux multiples services proposés par les différents opérateurs de téléphonie
mobile. Les bandes de fréquences de transmission étant limitées, I'efficacité de I'utilisation
des ressources de transmission s’avere primordiale.

Plusieurs techniques de multiplexage ont été proposées pour une utilisation a bon es-
cient de la bande de fréquence disponible. La technique d’acces multiple a répartition en
fréquence, ou plus communément FDMA (Frequency Division Multiple Access) est la mé-
thode de partage de ressource spectrale la plus ancienne. Elle consiste a allouer a chaque
utilisateur une bande de fréquence différente pour permettre des transmissions simulta-
nées. Une autre technique permet a tous les utilisateurs d’émettre sur I’ensemble de la
bande de fréquence mais successivement dans le temps. Il s’agit de la technique d’acces
multiple & répartition en temps, appelée TDMA (Time Division Multiple Access). Géné-
ralement, les techniques FDMA et TDMA sont combinées pour une meilleure exploitation
de la bande de fréquence. En effet, I'inconvénient majeur de ces deux techniques est la dif-
ficulté de gérer ’ensemble de la bande de fréquence le plus optimale possible. D’une part,
avec la technique FDMA, si au cours du temps un utilisateur n’émet pas de signal, alors
la bande de fréquence qui est allouée n’est pas utilisée. D’autre part, avec la technique
TDMA, si un utilisateur n’émet pas durant l'instant qui lui attribué, alors l'intervalle
de temps qui lui correspond n’est pas utilisé. C’est pourquoi, une autre technique a fait
son apparition. Il s’agit de la technique d’acces multiple a répartition en code, appelée
CDMA (Code Division Multiple Access). Cette technique permet a tous les utilisateurs de
transmettre simultanément dans une méme bande de fréquence et en méme temps. Ainsi,
toutes les ressources disponibles sont exploitées de maniere optimale. Par contre, la diffi-
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culté réside dans la séparation des signaux de chaque utilisateur. Pour ce faire, et dans les
systemes dits coopératifs, un code d’étalement spécifique est alloué a chaque utilisateur.
Lors de la réception, ces codes servent a distinguer les signaux émis par les différents uti-
lisateurs. Cette technique de multiplexage est désormais privilégiée par les standards de
téléphonie mobile. Ainsi, des normes radio-mobiles telles que la norme américaine CDMA
2000 et la norme européenne UMTS (Universal Mobile Telecommunications System) 1'ont
retenu comme technique d’acces. Au niveau technologique, les performances optimales
d’un systeme mono-utilisateur sont atteintes par des systemes multi-utilisateurs de type
CDMA en assignant aux différents utilisateurs des codes orthogonaux entre eux. Les codes
de Hadamard qui ont cette propriété d’orthogonalité sont généralement utilisés pour des
transmissions synchrones. Ce type de transmission est représentatif d’une communication
sur la voie descendante d'un réseau de télécommunication mobile ou la station de base
émet vers les différents terminaux mobiles. A I'inverse, lors d’une transmission sur la voie
montante, pour laquelle les différents terminaux mobiles émettent indépendamment vers
la méme station de base, la transmission est dite asynchrone. Dans ce second cas, des
codes non orthogonaux ayant des inter-corrélations tres faibles, comme les codes de Gold,
peuvent éetre utilisés. Néanmoins, cette propriété d’orthogonalité nécessaire a la sépara-
tion des signaux dans les systemes CDMA constitue I'une des contraintes majeures de la
technique CDMA.

En 2002, I’équipe de Li Ping a proposé une nouvelle technique d’acces multiple bapti-
sée IDMA (Interleave Division Multiple Acces) (Ping et al., 2007, [2002)). Cette technique
s’avere etre un cas particulier de la technique CDMA. En effet, les utilisateurs sont dis-
tingués a l’aide d’entrelaceurs et non plus de codes orthogonaux comme ce qui est le cas
de la technique CDMA. La technique IDMA bénéficie alors de plusieurs avantages de la
technique CDMA, notamment, des qualités de I’étalement de spectre. En effet, I'un des
avantages de la technique d’étalement de spectre est le fait qu’elle soit robuste face aux dif-
férents types de brouillage. De plus, ses propriétés d’auto-corrélation permettent de tirer
partie au mieux de la diversité des canaux multi-trajets a évanouissements. La principale
caractéristique de la technique IDMA est la possibilité d’utiliser pour tous les utilisateurs
un méme code d’étalement. La distinction des signaux des différents utilisateurs se fait
alors par des entrelaceurs spécifiques. Les performances de ce systeéme, constitué d’entrela-
ceurs générés de facon aléatoire présente, sont proches de la limite théorique d’un systeme
multi-utilisateurs (Ping et al., 2006). C’est la raison pour laquelle la technique IDMA a
tout de suite attiré I'attention de la communauté scientifique. Les derniers travaux pu-
bliés sur le sujet laissent a penser qu’il s’agit d'une technique d’acces prometteuse pour
les futurs systemes de télécommunication.

Ala réception, la séparation et ’égalisation se fait en utilisant les codes d’étalement
et les séquences d’apprentissage dans le cas d'un systeme CDMA, ou des entrelaceurs
et le code d’étalement dans le cas d'un systeme IDMA. De ce fait, 25% du débit total
disponible est consacré a I'apprentissage en GSM et jusqu’'a 50% en UMTS. Dans ce
contexte, les méthodes de séparation aveugle suscitent un vif intérét en traitement de
signal. Elle consiste a estimer des signaux inconnus a partir d'un mélange de ces signaux,
sans informations ni sur les signaux ni sur le mélange, c-a-d sans utiliser la connaissance
a priori des codes d’étalement ni celle des séquences d’apprentissage a la réception.



Il existe différentes méthodes pour retrouver les sources a partir du mélange. Ces mé-
thodes sont classifiées en deux approches : 'approche purement statistique et 'approche
purement déterministe. On peut par exemple s’appuyer sur I’hypothese que les sources ap-
partiennent a un alphabet fini (Godard, |1980; der Veen et Paulraj, 1996)). Il est également
possible de s’appuyer sur I’hypothese que les sources sont mutuellement indépendantes, on
parle dans ce cas d’analyse en composantes indépendantes (ACI) (Belouchrani et al., |1997;
Comonl, 1994), qui représente le concept fondamental de I'approche statistique. En ce qui
concerne l'approche déterministe, elle repose quant a elle sur la structure algébrique des si-
gnaux eux-memes et non pas la structure algébrique de leurs statistiques. Plus récemment,
les méthodes d’algebre multilinéaire ont retenu une attention particuliere (De Lathauwer,
2006; Sidiropoulos et Brol 2000; Comonl, 2000). Les données du probleme, appelées aussi
les observations, peuvent en effet dans certains cas étre regardées comme les éléments d'un
tenseur d’ordre supérieur a trois. Il existe une décomposition des tenseurs qui propose de
décomposer un tenseur sous la forme d’une somme minimale de tenseurs de rang un. Cette
décomposition a été introduite de maniere indépendante sous le nom de CANDECOMP
(Canonical Decomposition) en psychométrie (Carroll et Chang), |1970) et de PARAFAC
(Parallel Factor Analysis) en phonétique (R.Harshmanl 1970), mais la términologie la
plus répandue est le CP (Canonical Polyadic Decomposition) (Comon et al., 2009)). Elle
a ensuite été utilisée dans des domaines variés, comme la chimiométrie (BRO) [1997)), ou
les télécommunications (Sidiropoulos et al., 2000bja). Résoudre le probleme de séparation
de sources revient alors a déterminer les parametres de la décomposition. La caracteris-
tique la plus intéressante de la décomposition CP est son originalité intrinseque. Car, et
contrairement a la décomposition matricielle, ou le probleme de liberté de rotation se ma-
nifeste, la décomposition CP des tenseurs est essentiellement unique, a 1'indétermination
de I’échelle et de permutation (KRUSKAL;|1977; |Stegeman et Sidiropoulos|, 2007)). La pre-
miere preuve d’unicité a été fournie par Kruskal dans (KRUSKAL, [1977). Cette preuve
a été reformulée en utilisant I’algebre linéaire de base (Stegeman et Sidiropoulos| 2007)).
Une preuve concise valable pour les tenseurs complexes a été donnée dans (Sidiropoulos
et al. [2000b)). L’algorithme traditionellement utilisé pour déterminer les parametres de la
décomposition est un algorithme des moindres carrés alternés. On peut se demander alors,
s’il n’existe pas d’autres techniques, plus fiables ou plus rapides pour identifier les para-
metres de la décomposition. D’autre part, Il est bien connu que les matrices facteurs sont
identifiées a une indétermination d’échelle pres. Cette indétermination est compliquée a
prendre en compte, étant donné que le produit de tous les facteurs d’échelle doit étre égal
a la matrice identité. Pour cette raison, seuls les indices de performance approximatifs
ont été utilisés jusqu’a présent en ignorant la derniére contrainte. Cependant, on peut se
demander s’il est possible de calculer I'indice de performance exacte ?

Objectifs

Le premier objectif de notre étude est de se familiariser avec les différentes notions
nécessaires a la compréhension des aspects théoriques autour des techniques d’acces mul-
tiples CDMA et IDMA. Pour ce faire, une étude bibliographique sur la technique IDMA
et plus globalement un état de l'art sur la technique d’acces multiples CDMA ont été
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effectués. Une étude de la technique IDMA dans le contexte d’un canal mono-trajet théo-
rique a été effectuée pour la compréhension du fonctionnement du systeme. Une analyse
de la capacité du récepteur a traiter a la fois les interférences d’acces multiples et le bruit
de transmission a alors été réalisée.

Récemment, il a été montré que la technique hybride OFDM-IDMA (Mahafeno et al.,
2006; [Zhou et al., 2005)) est une approche prometteuse pour résoudre les deux majeurs
obstacles a la communication sans fil, a savoir, I'interférence inter-symboles ISI et I'inter-
férence d’acces multiple MAI. Cette technique peut atténuer I’ISI en utilisant la technique
OFDM et supprimer la MAI par la détection multi-utilisateurs (MUD) de la technique
IDMA (Wang et all 2006; Ping et al., |2006). Cette technique utilise la forme d’onde rec-
tangulaire comme une mise en forme de filtre. Ce choix a l'avantage de permettre une
implémentation efficace de la modulation et de la démodulation en utilisant la DFT (Dis-
crete Fourier Transform algorithms). Cependant, la forme d’onde rectangulaire n’est pas
optimale dans une transmission radio-électrique. En effet, cette fonction est mal localisée
en fréquence et sensible a la dispersion temporelle du canal de propagation. Récemment,
I'utilisation du préfixe cyclique a été proposée comme solution de ce probleme, mais il peut
entrainer une perte d’efficacité spectrale. L’autre inconvénient majeur du signal OFDM est
sa grande fluctuation d’enveloppe, ce qui peut dégrader le rendement des amplificateurs
de puissance des émetteurs en les obligeant a fonctionner a une faible puissance moyenne
(Armstrong, 2002)). Ce phénomene se quantifie par le facteur de créte, couramment appelé
PAPR (Peak To Average Power Ratio), qui représente le rapport entre 'amplitude du pic
du signal et sa valeur efficace. La consommation de puissance de I’amplificateur dépend en
grande partie de la puissance de créte. En effet, 'amplificateur devra étre dimensionné par
rapport au pic du signal. Cependant, la valeur efficace du signal est la valeur "utile”, celle
qui va vraiment caractériser la puissance transmise, et donc la valeur & maximiser. Donc, le
PAPR va étre le gain perdu entre la puissance maximale de 'amplificateur et la puissance
réellement transmise. Pour cette raison, il est important de minimiser le PAPR, ce qui
permet d’avoir des amplificateurs dimensionnés au plus juste par rapport a la puissance
a transmettre. Notre deuxieme objectif a été alors de proposer une nouvelle technique
d’acces multiple, que nous avons baptis¢ OWDM-IDMA comme une combinaison de la
techniques OWDM et IDMA. Cette technique est suggérée pour résoudre le probleme de
la forme d’onde rectangulaire dans la modulation OFDM (Rouijel et al., 2011a; |2012)). En
effet, par le formalisme des ondelettes et de leur application aux paquets d’ondelettes et
bancs de filtres, il est possible de construire une base orthogonale en temps et en fréquence
dont les propriétés peut développer un systeme de communication multiporteuse en utili-
sant avec plus de précision le spectre radio-électrique. De plus, I'utilisation de la technique
IDMA peut rendre le systeme plus robuste contre les interférences MAI, et conduire a une
amélioration significative des performances.

Dans un deuxieme temps, au vu de la perte de débit causée par 'utilisation des
séquences d’apprentissage et les codes d’étalement, et ces derniers et les entrelaceurs dans
le cas des systemes CDMA et IDMA respectivement, il s’est avéré intéressant de se placer
dans un contexte de séparation aveugle des signaux de chacune de ces deux systemes.
pour ce faire, une étude d’une approche purement déterministe, qui est la décomposition
tensorielle, a été faite. La séparation et 1’égalisation des signaux recus en utilisant la
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décomposition tensorielle CP nous a amené a nous intéresser d'une part aux algorithmes
utilisés pour effectuer cette décomposition et a proposer de nouveaux algorithmes de la
décomposition tensorielle, et d’autre part au calcul d'un critere de performance exacte qui
prend en compte la contrainte d’indétermination d’échelle et de permutation.

Organisation du document

Les études et contributions que nous avons effectué durant les années de these sont
présentées dans ce manuscrit en quatres chapitres. Dans ce qui suit, nous décrivons brie-
vement le contenu de chaque chapitre.

Dans le chapitre 2, nous introduisons les notations et les définitions d’algebre multi-
linéaire qui seront utilisées dans ce document. La définition mathématique d’un tenseur
d’ordre supérieur, les propriétés propres a leur utilisation ainsi que les opérateurs tensoriels
manipulés dans ce manuscrit, sont alors exposés.

Dans le chapitre 3, nous présenterons certaines méthodes de décomposition tensorielle.
Une plus grande attention sera accordée aux décompositions d'un tenseur de troisieme
ordre, puisque c¢a sera le cas dans la plupart des applications étudiées dans cette these.
Puis, nous introduirons notre premiere contribution, dans laquelle nous proposerons une
décomposition tensorielle basée sur la décomposition CP, et qui résout le probleme de I'in-
détermination de ’échelle. Une étude de I'existence et de 'unicité de cette décomposition
sera alors effectuée. Ensuite, nous proposerons un nouveau critére de performance qui est
calculé d’une maniere exacte et qui prend en considération la contrainte d’indétermination
d’échelle et de permutation. C’est ce qui représentera notre deuxieme contribution.

Dans le chapitre 4, nous proposerons plusieurs algorithmes itératifs pour le calcul
des décompositions tensorielles. Tout d’abord, nous détaillerons les algorithmes généra-
lement employés pour déterminer les parametres de la décomposition. L’algorithme ALS
standard, fréquemment utilisé dans la littérature, sera d’abord développé, puis l'insertion
d’une recherche linéaire dans cet algorithme sera montrée. Ensuite, nous proposerons deux
algorithmes itératifs basés sur la descente de gradient et qui prennent en considération
la contrainte d’égalité présentée au chapitre précedent. Le probleme du choix du pas de
recherche sera également traité.

Le chapitre 5 sera consacré a la séparation et a l'égalisation des signaux CDMA,
IDMA et OWDM-IDMA. Tout d’abord, une chaine de transmission numérique de base
sera décrite et les différents modeles de canaux, choisis pour cette étude, seront définis.
Puis, nous donnerons un bref rappel des techniques d’acces multiple, et nous rappelerons
le modele de transmission des signaux CDMA dans le cas coopératif. Ensuite, nous mon-
trerons que le modele analytique de ces signaux peut s’écrire sous forme d’un tenseur
des observations et nous estimerons les signaux de maniere aveugle en s’appuyant sur les
algorithmes d’optimisation proposés dans le chapitre précédent.

Dans un second temps, nous présenterons la technique IDMA qui est un cas parti-
culier de la technique CDMA, et nous étudierons son fonctionnement. Dans cette étude,
des canaux mono-trajets théoriques seront alors considérés. En premier lieu, le principe
de I'émetteur et celui du récepteur IDMA seront successivement décrits. L’algorithme de
détection multi-utilisateurs ainsi que le processus itératif a la réception seront alors dé-
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taillés. Puis, nous proposerons une séparation aveugle des signaux IDMA. Nous verrons
que la structure particuliere de ces signaux, obtenue grace a ’étalement de spectre et de la
nouvelle forme des matrices d’entrelacement que nous proposerons dans ce chapitre, nous
permet d’utiliser la technique développée au chapitre précédent. En effet, la repésentation
tensorielle des signaux IDMA, que nous proposerons dans ce chapitre, nous permettera
d’estimer les signaux recus en décomposant le tenseur des observations. Pour ce faire, les
algorithmes de décomposition proposés et présentés auparavant, et qui joueront ici le role
d’un récepteur aveugle, seront alors utilisés.

La derniere partie de ce chapitre sera dédiée au systeme proposé, combinant la tech-
nique multi-porteuses OWDM avec la technique IDMA, que nous baptiserons OWDM-
IDMA. Les principes de I'émetteur et du récepteur du systeme OWDM-IDMA seront
tout d’abord décrits et I’étude des performances sera effectuée. Ensuite, une modélisation
analytique et tensorielle des signaux OWDM-IDMA sera alors présentée.

Enfin, nous terminerons ce mémoire par une conclusion générale synthétisant les ap-
ports méthodologiques et applicatifs, et nous proposerons quelques perspectives pour la
poursuite de ce travail.

Ce manuscrit est complété par des annexes ou le lecteur pourra trouver des informa-
tions complémentaires.

Contributions

Les contributions de cette these porteront sur les trois principaux axes de recherche

suivants :

e Dans I'axe mathématique, deux contributions originales ont été proposées dans ce
document :

— Une nouvelle décomposition tensorielle basée sur la décomposition CP, que nous
avons baptisé “la décomposition CP avec isolement du facteur d’échelle”. Le prin-
cipe de cette nouvelle décomposition est de calculer la valeur optimale du facteur
d’échelle que nous avons isolé et mis en dehors des matrices facteur dans la décom-
position CP. L’isolement de la matrice de facteur d’échelle permet de réduire les
indéterminations d’échelle en module unitaire et non pas les fixer completement,
d’otu la difficulté d’estimer 'erreur d’identiffication des matrices facteurs.

— Le calcul d’un indice de performance exacte plus réaliste. Vu que l'indétermi-
nation a été caractérisée dans la décomposition CP par 3R nombres complexes
de module unitaire, notre travail consistait alors a trouver la distance minimale
exacte sous une contrainte angulaire, en calculant les 3R phases optimales.

e Dans I'axe algorithmique, deux nouveaux algorithmes d’optimisation plus perfor-
mants ont été développés : “Algorithme 1”7 et “Algorithme 2”. Ces deux algorithmes
sont basés sur la méthode du gradient projeté et prennent en compte l'isolement
du facteur d’échelle.

e Dans 'axe applicatif, nous avons proposé une nouvelle technique d’acces multiple
OWDM-IDMA qui combat conjointement les interférences ISI et MAI. Ensuite, une
modélisation des données regues sous forme d’un tenseur d’ordre trois a été établie
dans le cas des trois systemes suivants : CDMA, IDMA et OWDM-IDMA.
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CHAPITRE

2

GENERALITES SUR L’ALGEBRE TENSORIELLE

2.1 Introduction

Dans un nombre croissant d’applications, on est obligé de manipuler des quantités a
plusieurs indices. Ces quantités sont appelées tenseurs. La définition du terme tenseur dé-
pendra généralement du domaine scientifique dans lequel il est utilisé. Dans le cas général,
un tenseur est traité comme une entité mathématique qui jouit de la propriété de multi-
linéarité apres changement du systeme de coordonées (Comon, 2000). Nous considérons
qu’un tenseur d’ordre N représente un tableau multidimensionnel dont chaque élément est
accessible via N indices. Un tenseur d’ordre un est un vecteur, un tenseur d’ordre deux
est une matrice alors qu'un tenseur d’ordre zéro est un scalaire. L’analyse des tenseurs
d’ordre supérieur a trois est dite algebre multilinéaire. Nous s’intéressons aux tenseurs
d’ordre supérieur ou égal a trois car ils possedent des propriétés qui ne sont pas valables
pour les matrices ou les vecteurs.

Dans ce chapitre, nous introduirons les notions et les notations des outils d’algebre
multilinéaire. Plusieurs définitions générales ainsi que des présentations détaillées des mé-
thodes d’algebres multilinéaires sont données dans les références bibliographiques sui-
vantes : (Kroonenberg, |1983a; |de Silva et Lim| 2008; Bader et Kolda, 2006). La suite de
ce chapitre est organisée de la maniere suivante : Dans la section nous donnerons les
notations qui seront adoptées dans ce manuscrit. Apres avoir définit mathématiquement
la notion d’un tenseur, une énumeration des différents outils tensoriels ainsi que leurs
propriétés exploitées par la suite sera faite dans la section [2.3

2.2 Notations

Commencons d’abord par l'introduction des notations essentielles qui seront utilisées
dans ce document. R désigne I’ensemble des nombres réels, alors que C est I’ensemble
des nombres complexes. Les tenseurs seront notés par des lettres calligraphiques T, les
matrices par des lettres majuscules grasses A, les vecteurs par des miniscules grasses a et
les scalaires par des miniscules en italiques a. De plus, la p®¢ colonne de la matrice A est
notée a, et le pme élément d’un vecteur a est a,. L’élément d’indice {i,j} de la matrice
A sera noté a;;, alors que I'élément {i, j, k} d’un tenseur d’ordre trois 7 se notera ¢; 5. 1
représentera un vecteur contenant des uns, et I la matrice identité.

Le conjugé d’un élément a sera noté a*, alors que son module sera |a|. Le conjugé
de la matrice A sera notée A*, sa transposée AT, sa transposée hermitienne A et son
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pseudo inverse AT.
Dans ce document, nous utiliserons aussi les deux opérateurs diag et vec. Le premier
opérateur range les éléments d’un vecteur sur la diagonale d’une matrice :

aq 0
az
diag{a} = _ : (2.1)

0 ar

alors que 'opérateur vec permet d’écrire une matrice sous forme de vecteur par concaté-
nation de toutes ses colonnes. Si on dispose d'une matrice A de taille I x J, les éléments
du vecteur vec(A) sont ainsi définis par (vec(A))irj—1)1 = ;-

a1

ar1
a12

vec(A) = E : (2.2)

aro

ayg

arg

L’opérateur inverse de vec sera noté unvec.

2.3 Définitions et propriétés mathématiques

2.3.1 Définition d’un tenseur

La définition d'un tenseur est donnée en détails par DE SILVA et al (de Silva et
Liml|, [2008), qui rappelle que ce dernier ne doit pas étre confondu avec le tenseur utilisé
en physique et en ingénierie. Ces derniers sont souvent désignés par le tenseur champ
(field tensor) en mathématique. Nous considérons qu'un tenseur d’ordre N représente un
tableau multidimensionnel dont chaque élément est accessible via N indices {Iy, ..., Ix}.
Ce tenseur est noté par :

T € ¢lhoxin, (2.3)

et ses éléments sont notés ¢y, .. ;. Chaque dimension du tenseur est appelée «n-mode»
en référence au n® indice du tenseur (Smilde et al., [2004; Lathauwer et al., 2000; Kroo-
nenberg, [1983a). Un tenseur d’ordre zéro est un scalaire, un tenseur d’ordre un est un
vecteur, alors qu’'un tenseur d’ordre deux est une matrice. Un tenseur d’ordre trois peut
étre resprésenté par une somme de produits tensoriels entre trois vecteurs, donc il peut
étre généré au moyen de trois vecteurs et représenté par un tableau a trois dimensions.
L’ordre d’un tenseur désigne alors le nombre de ces dimensions. La Figure illustre un
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i=1,..

FI1GURE 2.1 — Exemple d’un tenseur d’ordre 3.

tenseur d’ordre 3 dont les dimensions successives sont I, J et K.

Considérons un tenseur 7 d’ordre 3. En spécifiant un indice, on obtient une tranche
(une matrice) dans une orientation donnée et, en spécifiant deux indices, on obtient une
fibre (un vecteur). La Figureillustre les tranches horizontales 77 . ., les tranches latérales
7. et les tranches frontales 7., k. De la méme facon, la fibre d’un tenseur est similaire a
une tranche mais en fixant ’ensemble des indices sauf un seul. La Figure [2.3| présente les
fibres en colonnes 7. ; , les fibres en lignes 7;. x et en tubes 77 ;., tel que la ponctuation
(:) représente le “full rang” d’un indice donné.

N

ININININININ]

ididi g 4l 4 40 3

FIGURE 2.2 — Les tranches pour un tenseur d’ordre 3. De gauche a droite, 7;.., 7. . et
T,:,K'

Un tenseur peut étre symétrique, antisymétrique ou ni I'un ni 'autre. On dira alors
qu’'un tenseur 7 d’ordre N est symétrique s’il est inchangé par permutations des indices
(Comon et al.l 2008; |Comon, 2006). Cela veut dire que les éléments de ce tenseur vé-
rifient t7,1,..1y = t(n--1y) Pour toute permutation II des indices. Un tenseur est dit
antisymétrique si, par une permutation quelconque des indices, il subit un changement de
signe qui n’est d’autre que celui de la permutation. Pour un tenseur antisymétrique, les
composantes dans lesquelles un indice se répete au moins deux fois sont toutes nulles. Par
exemple, les k composantes t;;, du tenseur 7 sont nulles.
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A
E\E\E
\til.

B\ R\

anal
e

A\
l‘\

H\
M\

\

FIGURE 2.3 — Les fibres pour un tenseur d’ordre 3. De gauche a droite, 7. ;x , 7.k et
7;,],:-

2.3.2 Dépliement d’un tenseur

Afin d’étudier les propriétés des données multidimensionnelles dans une direction n-
modale particuliere, définissons la matrice dépliante (Bader et Kolda, [2006; [Kiers|, 2000])
dans le n-mode du tenseur 7, notée T,,. Typiquement, le dépliement selon le n-mode d’un
tenseur revient a juxtaposer toutes les tranches associées a ce mode de fagon a obtenir
une matrice. Il existe trois facons de déplier un tenseur en matrice selon trois modes. Pour
mieux comprendre, considérons un tenseur 7 de taille I x J x K. Le dépliement de ce
tenseur dans le premier mode «l-mode» nous donne une matrice T}'*7. De méme, les
dépliements du tenseur dans le deuxieme et le troisieme mode menent respectivement au
matrices Tg’KI et T? 1 Les tranches d’une dépliante peuvent étre rangées dans n’importe
quel ordre. Les matrices résultantes ont la méme taille que celles présentées avant, sauf que
I'ordre dans lequel apparaissent les valeurs est différent. La Figure illustre 'opération
de dépliement d’'un tenseur dans les trois mode.

Dans les sections suivantes, nous présenterons les principaux opérateurs tensoriels que
nous sommes amenés a utiliser tout le long de ce manuscrit.

2.3.3 Produit de Kronecker

Le produit de Kronecker, noté ®, de deux matrices A et B, dont les dimensions sont
respectivement I X K et J x L, est une matrice de taille I.J x KL définie comme suit :

CLHB (IIKB
A®B= o : : (2.4)

CLHB CL[KB
Propriétés

Considérons les quatres matrices A, B, C et D. Le produit de Kronecker vérifie les
propriétés suivantes sous réserve de compatibilité des tailles pour les quatres matrices :

- Associativité : A (B C)=(A®B)®C

- Distrubitivité par rapport a 'addition des matrices :
~-AR0=0=0® A
~-A®B+C)=A®B+A®C
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FI1GURE 2.4 — Exemple de dépliement d'un tenseur d’ordre 3.

- (A+B)eC=A®C+B®C
Le transposé : (A @ B)T = (AT @ BT)
Si A et B sont inversibles, A ® B I'est aussi : (A®@B)™!' = (A"'@B™1)
Soit « et § deux scalaires :
- a(A®B)=(cA)®B = A ® (aB)
- (2A) ® (fB) = aff(A @ B)
La propriété suivante mélange les aspects liés au produit matriciel usuel et au produit
de Kronecker : (A ® B)(C® D) = (AC) ® (BD).

Le produit de Kronecker n’est pas commutatif; cependant pour toutes A et B, il
existe deux matrices de permutation P et Q telles que A®@ B =P(B® A)Q.

2.3.4 Produit de Khatri Rao

Le produit de Khatri-Rao (Rao et Mitra, 1972)), noté ®, entre deux matrices A et B
ayant le méme nombre de colonnes J est défini comme étant le produit de Kronecker selon
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les colonnes. Il s’exprime par :
A@B:[a1®b1,---,aj®bj]. (25)

Propriétés

Le produit de Khatri Rao présente les propriétés suivantes. Si ’on considere trois
matrices A, B et C, dont les deux premieres possédent le méme nombre de colonnes alors
que la troisieme possede la méme taille que B

Associativité : A® (BOC)=(A®B)oC

Distrubitivité par rapport a I'addition des matrices : A®(B+C) = (A®B)+(A®C)
Soit o un scalaire : (A ©®B) = (0A) ©B = A © (aB)

Non-commutativité : A©OB #B©® A

2.3.5 Produit de Hadamard

Le produit de Hadamard, noté [, entre deux matrices A et B de méme taille I x J
est une matrice de méme dimension que les opérandes. Ce produit n’est rien d’autre que
le produit terme a terme entre chaque élément des matrices, et qui s’exprime comme suit :

Propriétés

Considerons trois matrices A, B et C de méme taille et un scalaire «. Le produit de
Hadamard vérifie les propriétés suivantes :

Associativité : AL (BEHC)=(AEB)&C

Distrubitivité par rapport a ’addition des matrices : AL (B+C) = (AEDB)+ (AC)
Soit v un scalaire : (AL B) = («A)EB = A (aB)

Commutativité : ALIB =B A

Le transposé : (AL B)T = AT BT

(AEB)"(ALB) = ATAC BB

2.3.6 Latrace d’une matrice

Considérons une matrice carrée A de dimension N x N. La trace de la matrice A est
la somme de ses éléments diagonaux donnée par :

trace{A} = Z - (2.7)
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2.4 Opérateurs tensoriels

2.4.1 Le produit n-modal

Le produit n-mode, noté x,,, généralise le produit matriciel au produit entre un tenseur
et les vecteurs n-modaux dans un n-mode particulier (Lathauwer et al.,|2000)). Considerons
un tenseur d’ordre trois 7 € C*/*K et une matrice A € C**!. Le produit en 1-mode
entre le tenseur 7 et la matrice A est un tenseur de taille L x J x K dont les éléments
selon le premier mode sont définis par :

I
(T x1 Ak = Z Lij Q- (2.8)
=1

CLXJ

De méme, le produit en 2-mode de T par une matrice B € est un tenseur de taille

I x L x K tel que ses éléments sont définis par :

J
(T x1 A = Ztijkblj- (2.9)
=1

CLXK

Ainsi que le produit en 3-mode de 7 par une matrice C € est un tenseur de taille

I xLx K :

K
(T x1A)iji = Ztijkclk- (2.10)
k=1

Nous pouvons généraliser I’écriture de ces trois dernieres équations aux produits n-modaux
entre le tenseur A € C1**I¥ et les matrices X™ € C/»*In avecn = 1,--- , N. Le résultat
de ce produit est un tenseur 7 € C/1 X xIn .

T=Ax; X® %y xy XN, (2.11)

Propriétés
Quel que soit le tenseur A € CI**I~¥ e produit n-mode vérifie les propriétés sui-
vantes (De Lathauwer et al., [2000) :
— Quelles que solent les matrices c naTe € nadn
Quell ient 1 trices U € C/n*In ot V € CEnx/
(Ax,U)x,V=Ax, (U)V). (2.12)
— Quelles que soient les matrices U € C/»*In ot V € C/m*Im .

(Ax,U) %, V=(Ax,U)x,V). (2.13)

— Si les matrices U™ € C»*fn sont orthogonales ¥n = 1, - -+, N alors (De Lathauwer
et al., [2000; Kroonenberg), (1983b; Kroonenberg et Leeuw, |1980) :

T=Ax; UD x5 o xy UM = T UD %y o xy UM = A (2.14)
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2.4.2 Le produit extérieur

Le produit extérieur entre deux vecteurs a et b définit classiquement une matrice A
€ CI*%2 de rang 1 :
A=aob=ab’. (2.15)

ol I; est la dimension du vecteur a et I, est la dimension du vecteur b. En général, le pro-
duit extérieur de plusieurs vecteurs al), - -, a™ de dimension respectivement I, - - - , I,
définit le tenseur 7 € C**Iv de rang 1 :

T:a(l)oa(Z)o...oa(N)' (216)
dont les éléments sont définis par le produit :

t =aMa? .. ™), (2.17)

ilv---:iN 71 12 IN

()

Le produit extérieur entre les trois vecteurs a, b, ¢ engendre un tenseur 7 €
d’ordre 3 et de rang 1 :

dans lequel a;" est la i,°™° composante du vecteur a(™.

CIXJXK

T =aoboc, (2.18)

La Figure [2.5] schématise le produit extérieur de trois vecteurs a, b, ¢ de dimension
respectivement I, J, K. Le produit extérieur de deux tenseurs se fait en multipliant leurs

T a

FIGURE 2.5 — Représentation d'un tenseur de rang 1 généré a partir de produits tensoriels
entre trois vecteurs.

composantes. Par contre, le tenseur obtenu dans ce cas possede un ordre égal a la somme
des ordres des tenseurs multipliés. Pour mieux comprendre, soit X € Cl1>*xIr et Y €
C/*Ja deux tenseurs d’ordre P et @ respectivement. Le produit extérieur (X o)) est
un tenseur d’ordre P + () dont chaque élément est défini par :

(2.19)

(X © y)i1i2---ipj1j2---jcg = Livig.ip Yjija..jig -
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2.4.3 Produit scalaire

Le produit scalaire tensoriel, noté (,), est défini de la fagon suivante. Considérons
deux tenseurs X et ) € C**I¥ de méme ordre N. Le produit scalaire entre ces deux
tenseurs est donné par :

I Iz In

<X; y> - Z Z e Z Tiy ig,..., iNyh,iQ,...,iN' (22())

i1=112=1 in=1

Une propriété intéressante du produit scalaire tensoriel est qu’il peut s’écrire en fonction
de la trace :
(X,Y) =trace{X, Y}, ¥n=1,--- N. (2.21)

tel que X, et Yf sont les matrices dépliantes de X et ) selon le n-mode.

2.4.4 Norme Frobenius

La norme Frobenius ||.||r d’un tenseur 7 € CH*2*IN héritée du produit scalaire
tensoriel défini précédemment, est définie comme suit :

1Tl = /T, 7)) = \/<' 3 i) (2.22)

La distance quadratique entre les tenseurs X et ) € Cl*2XXIN peyt étre définie par la
quantité [|X — Y||%.

2.4.5 Rang d’un tenseur

Le rang d’un tenseur d’ordre supérieur a 2 n’est pas trivial a définir (Broj [1998;
De Lathauwer et al., 2000; Lathauwer et al., 2000; de Silva et Lim| 2008). Il n’est pas
évident de généraliser la définition du rang d’une matrice pour un tenseur d’ordre N
(avec N > 2). En effet, le rang d’une matrice quelconque A vérifie deux définitions :

Définition 1 : Le rang de la matrice correspond a la dimension du sous-espace vectoriel
engendrée par les vecteurs (lignes et colonnes) de A,

Définition 2 : Le rang de A est lié au produit extérieur, étant le nombre minimum de
matrices de rang 1 qui générent la matrice A.

Pour un tenseur d’ordre N (avec N > 2), I'égalité entre ces deux définitions n’est plus
vérifiée (de Silva et Lim) |2008)), et conduit a deux définitions de rang distinctes : Un rang
multilinéaire et un rang tensoriel. Au début du 19°™¢ siecle, Hitchcock a présenté pour
la premiere fois le concept d'un rang multiple (HITCHCOCK] 1927ab), qui généralise
directement le rang des vecteurs colonnes et des vecteurs lignes d’une matrice pour un
tenseur d’ordre supérieur. Plus tard, Kruskal introduit I'idée du rang n-modal (Kruskal,
1989), popularisé par De Lathauwer (De Lathauwer et al), 2000). La différence entre le
rang n-modal et le rang multiple est que le premier se restreint aux matrices dépliantes
du tenseur 7, alors que le deuxieéme est défini pour un déploiement arbitraire.

Dans les années 70, le concept de rang a été indépendamment proposé dans des
applications par Carroll et Chang (Carroll et Chang, 1970), Harshman (R.Harshman)
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1970) et Kruskal (KRUSKAL] [1977; |[Kruskal, [1989). Le nouveau concept de rang lié au
produit extérieur est connu sous le nom de rang tensoriel.

2.4.5.1 Tenseurderang 1

Un tenseur 7 € Cl1*2XIN ost de rang 1 s’il peut s’écrire comme le produit extérieur
de N vecteurs : T = a;oayo0---oay. Ainsi, un tenseur d’ordre trois 7 € C/*7*K est de
rang 1 si ses ¢éléments peuvent s’écrire comme : ¢, = a;0;c.

Comme cas particulier, une matrice C € C™*7 est de rang 1 si C = ab”.

2.4,.5.2 Rang d’un tenseur

Le rang d’un tenseur arbitraire 7, noté R = rank(T), est défini comme le nombre
minimum des tenseurs de rang 1 qui générent 7 par combinaison linéaire.

Le rang d’une matrice C € C'*7 est toujours inférieur ou égal & min (I,.J). Cette
propriété n’est plus vérifiée dans le cas tensoriel (Koldaj, 2001; De Lathauwer et al.,2000).
En effet, le rang d'un tenseur 7 € C>*2XIN peut étre :

R > min (I,...,Iy). (2.23)

Le rang d’un tenseur peut étre typique ou générique. Une propriété est dite typique si
elle est vrai sur un ensemble de volumes non nulle, alors qu’elle est dite générique si elle
est vrai presque partout. En d’autres termes, une propriété générique est typique, mais
I'inverse n’est pas vrai (Comon et Berge, 2008). De ce fait, on peut dire qu'un rang est
typique si sa probabilité est non nulle. Le rang générique d’un tenseur est celui obtenu en
choisissant ses éléments aléatoirement selon une loi continue. S’il y a un seul rang typique,
il peut étre appelé le rang générique.

2.5 conclusion

Ce chapitre fournit les éléments fondamentaux de l'algebre multilinéaire qui seront
utilités par la suite. Dans un premier temps, nous avons introduit les notations qui seront
utilisées tout au long de ce manuscrit. Ensuite, nous avons donné la définition d’'un tenseur,
ainsi que quelques proprietés mathématiques. Dans une deuxieme partie, nous avons défini
les représentations et les opérations les plus importantes concernant les tenseurs, ainsi que
leurs proprietés.

Nous avons mis en évidence le fait que la généralisation des outils bilinéaires aux
outils multilinéaires n’est pas triviale. La majorité des opérations entre les matrices se
généralisent facilement pour les tenseurs. C’est le cas par exemple de la somme et de la
multiplication d’un tenseur avec un réel. Pour le produit scalaire et la norme, la définition
s’étend aussi naturellement. Cependant, il en existe d’autres ou les matrices et les ten-
seurs se distinguent. L'une des principales distinctions est la non-extension du théoreme
d’ECKART-YOUNG (Eckart et Young, 1936 au cas tensoriel (tenseur d’ordre > 2). Il
en résulte deux définitions de rangs distincts pour un tenseur : Le rang multilinéaire (n-
modal), donné par Hitchcock, qui généralise le rang des vecteurs colonnes et des vecteurs
lignes d’une matrice pour un tenseur d’ordre supérieur (HITCHCOCK] 1927alb), et le
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rang tensoriel R qui généralise le rang associé au produit extérieur d'une matrice(Carroll
et Chang, [1970; |R.Harshman|, 1970; [KRUSKAL;, [1977; [Kruskal, 1989).

Le rang n-modal R, et le rang du tenseur R meénent donc a deux définitions des dé-
compositions tensorielles, toutes les deux issues de la généralisation de la décomposition
en valeurs singulieres d’une matrice, notée SVD (Singular Values Decomposition). Ainsi,
le rang multilinéaire est 1ié a la décomposition tensorielle qui généralise la modélisation
matricielle de la SVD, appelée la décomposition de TUCKERS, alors que le rang tenso-
riel R, associé a la décomposition tensorielle, généralise la modélisation canonique de la
SVD, appelée la décomposition de PARAFAC/CANDECOMP. Nous présenterons dans
le chapitre suivant ces deux décompositions tensorielles ainsi que d’autres.






CHAPITRE

3

DECOMPOSITION TENSORIELLE

3.1 Introduction

Dans un nombre croissant de domaines; tel que le traitement du signal, I’analyse
multivariée ou la programmation scientifique, il est nécessaire de manipuler des quantités
a plusieurs indices (Chevalier et al.,|2005; Sidiropoulos et al.,[2000b; [Moreau et de C. Luigi,
. Ces quantités sont appelées des tenseurs. L’analyse des tenseurs d’ordre supérieur
a trois est dite algebre multilinéaire. On s’intéresse aux tenseurs d’ordre supérieur a trois,

car ils possedent des propriétés qui ne sont pas valables pour les matrices ou les vecteurs.
De méme qu’'une matrice qui peut étre décomposée de plusieurs fagons (SVD, EVD,

QR, etc) (Golub et Loan, [1996), un tenseur peut se décomposer de différentes manieres.

La décomposition tensorielle est un domaine de I'algebre multilinéaire qui caractérise un
tenseur comme une combinaison linéaire de produits extérieurs des vecteurs. Parmi les
différentes décompositions tensorielles, deux types qui ont été largement étudiés dans la
littérature, tout en faisant I'objectif de nombreuses applications dans des domaines diffé-
rents. Ces différentes décompositions sont la décomposition PARAFAC (Parallel Factor
Analysis) (R.Harshman| 1970; Harshman, |1972)), la décomposition de TUCKERS, qui peut
étre interprétée comme une généralisation de ’analyse en composantes principales (ACP)
& des ordres supérieurs (Tucker] [19664). Cette décomposition est connue aussi sous le nom
de la décomposition en valeurs singulieres d’ordre supérieur (HOSVD) (Koldal, [2001)), qui
est une généralisation de la SVD matricielle. La décomposition Tucker-3 a été appliquée
avec succes dans différents domaines tels que la chromatographie (Bro, et 'analyse
de la perception des personnes (Kroonenberg), 1983b)).

Nous nous intéressons ici a la décomposition PARAFAC des tenseurs. Cette décom-
position a été introduite de maniere indépendante sous le nom de CANDECOMP (Cano-
nical Decomposition) en psychométrie (Carroll et Chang,|1970)) et de PARAFAC (Parallel
Factor Analysis) en phonétique (R.Harshman, [1970), mais la términologie la plus répan-
due est CP (Canonical Polyadic Decomposition) (Comon et all 2009). Elle a ensuite été
utilisée dans des domaines variés, comme la chimiométrie 1997)), ou les télécom-

munications (Sidiropoulos et al) [2000bla)). La caractéristique la plus intéressante de la

décomposition CP est son originalité intrinseque. Car, et contrairement a la décompo-
sition matricielle, ot le probleme de liberté de rotation se manifeste, la décomposition
PARARAC des tenseurs est essentiellement unique, a l'indétermination de 1’échelle et
de permutation (KRUSKAL |1977; Stegeman et Sidiropoulos, 2007)). La premiere preuve
d’unicité a été fournie par Kruskal dans (KRUSKAL| 1977). Récemment, cette preuve a
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été reformulée en utilisant 1’algebre linéaire de base (Stegeman et Sidiropoulos, 2007)). Une
preuve concise valable pour les tenseurs complexes a été donnée dans (Sidiropoulos et al.,
2000b)). Contrairement a la décomposition CP, la décomposition de Tucker-3 ne possede
pas une unicité intrinseque et n’est pas intéressante d'un point de vue d’estimation des
parametres. Cependant, on peut parfois résoudre ce probleme en utilisant des versions
limitées du modele de Tucker.

Dans ce chapitre, nous présenterons une nouvelle technique de la décomposition ten-
sorielle d’un tenseur d’ordre 3, basée sur la décomposition CP. Les applications de cette
décomposition seront abordées dans le chapitre 4.

Le reste de ce chapitre est organisé de la manieére suivante : dans la section [3.2], quelques
décompositions tensorielles seront présentées. Une plus grande attention sera accordée aux
décompositions d'un tenseur de troisieme ordre, puisque ¢a sera le cas dans la plupart des
applications rencontrées dans cette thése. Dans certains cas, la généralisation au N®™e
ordre sera également donnée. La section sera dédiée a notre premiere contribution,
dans laquelle nous proposerons une décomposition tensorielle basée sur la décomposition
CP, et qui résout le probleme de I'indétermination de I’échelle. Nous prouverons ’existence
de cette décomposition et nous étudierons son unicité. Il est bien connu que les matrices
facteurs sont identifiées a une indétermination d’échelle pres. Cette indétermination est
compliquée a prendre en compte, étant donné que le produit de tous les facteurs d’échelle
doit etre égal a la matrice identité. Pour cette raison, seuls les indices de performance ap-
proximatifs ont été utilisés jusqu’a présent en ignorant la derniere contrainte. Cependant,
on peut se demander s’il est possible de calculer I'indice de performance exact? C’est ce
qui représentera notre deuxieme contribution. Enfin, nous finirons ce chapitre par une
conclusion donnée dans la section [3.4l

3.2 Les différentes techniques de la décomposition tensorielle

La présente section est dediée a la décomposition des tenseurs d’ordre supérieur. La
décomposition tensorielle, aussi appelée analyse factorielle a voies multiples (Multi-way
factor analysis), est un domaine d’algebre multilinéaire, qui caractérise un tenseur comme
une combinaison linéaire de produits extérieurs des vecteurs. Selon ’approche considérée,
les décompositions de tenseurs peuvent étre considérées comme des généralisations de
'analyse en composantes principales (ACP) ou de la décomposition en valeurs singulieres
(SVD) pour les ordres supérieures a deux. L’analyse d’un tenseur en terme de ses facteurs
décomposés est utile dans les problemes ou différents facteurs d’'un mélange multilinéaire
doivent étre identifiés a partir des données mesurées. Dans le contexte de cette these,
le calcul d’une décomposition tensorielle d'un tenseur de données observées permet de
séparer les signaux émis par les différentes sources.

Dans ce qui suit, quelques décompositions tensorielles seront présentées. Nous détaille-
rons la décomposition de Tucker-3 qui généralise ’analyse en composantes principales. Par
la suite, nous présenterons la décomposition tensorielle de PARAFAC/CANDECOMP,
dont l'acronyme utilisé dans ce manuscrit sera la décomposition CP. Une plus grande
attention sera accordée aux décompositions tensorielles de troisieme ordre, puisque c¢a
concernera la plupart des applications rencontrées dans cette these.
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3.2.1 La décomposition Tucker-3

La décomposition de Tucker-3 a été introduite pour la premiere fois par Tucker en
1963 (Tucker, 1963). Un affinement est apporté dans (Tucker, 1964, [1966b). Plusieurs
noms ont été attribués dans la littérature pour désigner cette décomposition, les plus
connus sont :

(i) Three-mode factor analysis (3MFA/TUCKERS3) (Tucker, [1966b)

(ii) Three-mode principal components analysis (3MPCA) (Kroonenberg et Leeuw)

1980)

(iii) N-mode principal components analysis (A. Kapteyn et Wansbeek, [1986)

(iv) Higher-order SVD (HOSVD) (De Lathauwer et al., [2000)

La décomposition Tucker-3 est générale, dans le sens ot elle incorpore la plupart des autres
décompositions tensorielles de troisieme ordre comme des cas particuliers. Le modele de
Tucker-3 a été initialement élaboré pour effectuer une décomposition en valeurs singulieres
sur tous les modes du tenseur, indépendamment les uns des autres.

3.2.1.1 Le modéle de Tucker-3

La décomposition de Tucker-3 est une forme d’analyse en composantes principales.
Elle factorise un tenseur 7 d’ordre N en un tenseur noyau (core tensor), multiplié par
une matrice sur chacun de ses N modes. Pour un tenseur 7 € C™*/*K q’ordre 3, la
décomposition de Tucker-3 en forme scalaire peut étre exprimée comme suit :

F M N
- Z Z Z azf mckngfmn (31)

f=1m=1n=1

Ol aif, bjm €t ¢k sont les éléments des trois matrices A € CP*F B € C/*M et C € CF*V
respectivement, et gg,,,, est 'élément du tenseur noyau G € CF>*M*N dont chaque indice
indique le niveau d’intéraction entre les différents composants.

A partir de I'equation 1) nous pouvons dire que la décomposition du tenseur selon
Tucker-3 est une combinaison linéaire des produits extérieurs, ou le coefficient de chaque
terme du produit extérieur représente 1’élément scalaire correspondant du tenseur noyau.
Une illustration de la décomposition Tucker-3 est donnée dans la Figure (3.1)).

La décomposition de Tucker-3 peut étre aussi exprimée par recours a la notation du
produit n-modal, définie dans (3.2)) :

ngxlAXQBx;;C (32)

La décomposition Tucker-3 d’ordre N

La généralisation de la décomposition de Tucker-3 au ni*™¢ ordre est directe.
Prenons un tenseur 7 € C*/2x*In q’ordre N. La décomposition Tucker-3 du tenseur
T peut étre exprimée comme :

J1 Jo

(2) (N)
biy..in ZZ Z Z1]1 Lisja " Linjin Gjrgo-in (3‘3>

Jj1=1j2=1 Jn=1
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N

™ =
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J

FIGURE 3.1 — Schéma de la décomposition de Tucker3 pour un tenseur d’ordre 3

ou xfzgl sont les composants scalaires des matrices X™ Vn = 1,--- , N, appelées aussi

les matrices facteurs, et g; ;, ;. est le composant scalaire du tenseur noyau G d’ordre N.
Autrement écrit, en utilisant le produit n-modal, le modele (3.3]) s’exprime par :

T =G x; X 5, X@ ooy XV, (3.4)

Revenons au cas du troisieme ordre. La décomposition de Tucker-3 n’est pas unique,
a cause de l'infinité des solutions trouvées pour les matrices facteurs et le tenseur noyau
menant au méme tenseur 7. En d’autres termes, la décomposition de Tucker-3 permet
d’avoir plusieurs transformations linéaires arbitraires sur les trois matrices facteurs (a
condition que I'inverse de ces transformations soit appliqué au tenseur noyau) sans affecter
le tenseur reconstruit 7. L’unicité complete des matrices facteurs et du tenseur noyau de
la décomposition Tucker-3 n’est possible que dans certains cas spéciaux, ou au moins
deux matrices facteurs ont une structure spéciale qui permet une détermination unique
des matrices de transformation. De plus, il a été montré que I'unicité partielle peut exister
dans les cas ou le tenseur noyau de la décomposition Tucker-3 est sous la contrainte d’avoir
plusieurs éléments égaux a zéro (ten Berge et Smilde, [2002).

Comme évoqué préalablement, la décomposition de Tucker-3 est connue sous différents
noms comme Higher-order SVD (HOSVD) que nous entamerons dans la sous section
suivante.

32.1.2 HOSVD

La HOSVD permet de déterminer les matrices orthogonales X en effectuant la
décomposition matricielle SVD sur chaque mode du tenseur indépendamment les uns des
autres. Les matrices X sont donc les vecteurs propres de la matrice de covariance de
la dépliante dans le n-mode de 7. Les deux étapes nécessaires a la détermination de la
décomposition de Tucker-3 sont donc :

l.Vn=1,---,N,
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(a) Déploiement de 7 — T,
(b) Calcul de la SVD de T,, = X®xvV® — X0
2. Calcul du tenseur noyau — G =T X, X X1 XN XMW"

La troncature de la HOSVD revient a ne conserver que les J, premiers vecteurs
propres, associés aux .J, valeurs propres de la matrice de covariance n-modale (les J,
premieres colonnes de la matrice X (™).

Dans le cas d'une matrice A € C'*7| les vecteurs singuliers gauches et droites sont
assimilés aux vecteurs singuliers 1 et 2-modaux respectivement. Par conséquent, la SVD
d’une matrice A peut s’écrire en écriture tensorielle comme :

A=USV =2 x;Ux,V (3.5)

ou % est la matrice diagonale, nommée matrice noyau, contenant les valeurs singulieres,
U € C™1 et V € €7/ sont les matrices unitaires contenant les vecteurs singuliers gauches
et droits de la matrice A.

Meéme si la HOSVD semble tres similaire a la SVD, il existe des distinctions entre
les deux. Ces différences concernent essentiellement la matrice noyau Y impliquée dans la
SVD, et aussi le tenseur noyau G impliqué dans la HOSVD (De Lathauwer et al., 2000).

3.2.1.3 Applications de la décomposition Tucker-3

La décomposition de Tucker-3 est utilisée dans des domaines tres variés (Kolda et
Bader| 2009)). Historiquement, cette décomposition trouve sa premiere utilité en analyse
chimique, initiée par Herion (Henrion|, 1994)). De nombreux exemples d’applications en
psychométrie ont été réalisés par Kiers et Van Mechelen (Kiers et Mechelen, 2001). En-
suite, De Lathauwer et al. ont utilisé la décomposition de Tucker-3 en traitement du signal.
Muti et Bourennane (Muti, 2004) 1'ont appliqué pour étendre le filtre de Wiener pour le
débruitage d’images couleurs et des signaux sismiques. Cette technique est utilisée pour
modéliser les expressions du visages et la compression d’images (Wang et Ahujal [2003)).
Finalement, la décomposition de Tucker-3 trouve un intéret dans I’extraction des connais-
sances, ou Savas et Eldén (Savas, 2003 I'exploitent pour la reconnaissance de 1’écriture
manuscrite.

3.2.2 La décomposition CP
3.2.2.1 Généralités

Comme pour le modele de Tucker-3, la décomposition CP est connue sous plusieurs
noms dans la littérature. On la retrouve en 1927 sous le nom de Polyadic Form of a Tensor,
instaurée par Hitchcock (HITCHCOCK] |1927a). Puis c’est en 1944 que Cattell (Cattell,
1944) a décrit le principe du Parrallel proportional analysis et le concept d’axes multiples
pour I'analyse, autrement dit PARAFAC qui est ’abréviation de Parallel Factor Analysis.
Cette idée est devenue populaire en 1970, en psychométrie grace a Harshman (R.Harshman),
1970). Elle a été ensuite reprise indépendamment par Carroll et Chang sous la termino-
logie Canonical Decomposition (CanDecomp) (Carroll et Chang, 1970)). Cette décomposi-
tion est alors répandue sous le nom de Canonical Polyadic Decomposition (CP) (Comon
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et al., 2009). Alors que le modele de Tucker-3 généralise la décomposition matricielle de
la SVD, la décomposition CP généralise cette représentation sous sa forme canonique.

Récemment, cette décomposition a trouvé plusieurs applications dans des domaines
aussi variés que la psychométrie (Carroll et Chang, [1970) et la phonétique (R.Harshman,
1970). Elle connait également un grand intérét dans la séparation de sources, l'identi-
fication aveugle et dans 'analyse en composantes indépendantes (ACI) (Comon 1994;
Lathauwer et al., [1995; Comon et Jutten, 2010) ainsi qu’en télécommunications pour les
signaux CDMA (Code Division Multiple Access) et les technologies MIMO (Multi-Input
Multi-Output) (M. Castella et Pesquet,, 2007} [Dimitri, | 2007 |Sidiropoulos et al., [2000a,b;
Almeida et all 2007)). La décomposition CP décrit également la structure de base des
cumulants d’ordre supérieur des données multivariées, sur laquelle toutes les méthodes al-
gébriques pour l'analyse en composantes indépendantes sont fondées (Zarzoso et Comon,
2006; Henrion, |1994).

3.2.2.2 Le modéle de la décomposition CP

Considerons un tenseur d’ordre trois, admettant une décomposition sous forme d’une
somme de tenseurs de rang 1. Ainsi, pour un tenseur 7 € C™*/*X on a :

R
T:Zarobrocr, (3.6)

r=1
olt les 3 matrices A = [aj,ay, -+ ,ag] € C'*% B = [by,by, - ,bg] € C/*F et C =
[c1,Co, -+ ,cp] € CE*E sont les matrices de facteurs dont les colonnes sont appelées les

facteurs. Lorsque le nombre entier R est minimal, qui est le nombre de tenseurs de rang
1 nécessaires au maintien de I'égalité (3.6]), on parle alors de la décomposition canonique
polyadique (CP), ou R représente le rang du tenseur 7. La Figure illustre la décom-
position CP pour un tenseur d’ordre 3.

T

1
+
f

FIGURE 3.2 — Schéma de la décomposition CP d’un tenseur d’ordre 3

En faisant intervenir les composantes des matrices facteurs, la réecriture de 1’égalité

(3.6) est comme suit :

R
tijk = Z ir bjy Chor (3.7)

r=1
Une écriture matricielle, couramment utilisée, considere les tranches du tenseur repré-
sentées dans la Figure (2.2). Notamment, la décomposition CP pour un tenseur 7~ d’ordre
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3 selon les tranches frontales est donnée par :

7;,:,: BD@(A)CTa
T.;. = CD;(B)AT,

ot D;(A) est la matrice diagonale de la i*™® ligne de la matrice A € C*£,
En terme de représentations matricielles du tenseur 7, la décomposition CP peut
s’écrire comme :
LKJ _ T
T(1) = (Co®B)A",
JKI T
T(2) = (CoOAB,

Ty = (BoA)CT, (3.9)

En pratique, on préfere souvent s’adapter a un modele multi-linéaire de rang inférieur,
R < rang{T}, fixé a l'avance, afin de faire face a un probleme d’approximation. Plus
précisément, il vise a minimiser une fonction objectif de la forme :

R
Y(A,B,C)=|T =) aob,oc} (3.10)

r=1

Malheureusement, le probleme de I'approximation n’est pas toujours bien posé. En fait,
comme I’a souligné Harshman (Kruskal et al., [1989; Bro| 2004), la borne inférieure ne peut
jamais étre atteinte, car cette approximation peut étre de rang plus élevé que R. Selon
la classification proposée par Richard Harshman (Comon et al., [2009), ce phénomene est
appelé CP-degeneracies. Il peut se produire lorsqu’on tente d’approximer un tenseur par
un autre de rang inférieur. Plusieurs exemples qui expliquent ce phénomene sont donnés
dans (Comon et al., 2008; |de Silva et Lim, [2008), en particulier le cas d’une séquence de
tenseur de rang 2 convergeant vers un tenseur de rang 4. Ici, nous donnons un exemple
un peu plus compliqué proposé par Comon dans (Comon et al., |2009).

Soit X, y et z trois vecteurs indépendants dans R3. Alors, la séquence du tenseur
symétrique de rang 3 suivant :

1 1 1 1
T (n) =n*(x+ Y+ ﬁz)03 +n*(x + Y - EZ)OS — 2n?x®® (3.11)

converge vers le tenseur ci-dessous, qui est de rang 6 quand n tend vers l'infini :
T(00) =X0X0y+XO0yOoX+yOXOX+XO0ZOZ+ZOX0Z+Z0ZOX (3.12)

Pour conclure, un tenseur 7 (0co) peut étre approché arbitrairement par des tenseurs 7 (n)
de rang 3, mais la limite n’est jamais atteinte, car il est de rang 5. Afin de garantir
I’existence d'un minimum, le sous-ensemble des tenseurs de rang R doit étre fermé, ce qui
n’est pas le cas des tenseurs avec des entrées libres, sauf si R < 1 (Comon et al., 2008). Si
ce n'est pas le cas, on peut effectuer la minimisation soit sur un sous-ensemble fermé (par
exemple, le cone de tenseurs avec des entrées positives (Lim et Comonl 2009)), ou sur un
sur-ensemble fermé.
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3.2.2.3 Unicité de la décomposition CP

Une des propriétés intéressantes propres aux tenseurs d’ordre supérieur a deux, est
que leur décomposition tensorielle CP est souvent unique, ce qui n’est pas le cas des
décompositions matricielles (R.Harshman) 1970; |[Kolda et Bader], 2009; |Sidiropoulos et
Brol, 2000). La décomposition d’une matrice en une somme de matrices de rang un existe
elle aussi, mais elle n’est pas unique, sauf si 'on impose certaines contraintes fortes sur
les matrices de la décomposition, par exemple une condition d’orthogonalité.

L’unicité signifie qu’il n’y a qu'une seule combinaison de tenseurs de rang un qui
par sommation génerent le tenseur 7, a I'exception de I'indétermination d’échelle et de
permutation. Lorsque la décomposition est unique a ces deux indéterminations pres, on
dit qu’elle est essentiellement unique.

Le résultat le plus reconnu d’unicité est présenté par Kruskal (KRUSKAL, (1977}
Kruskal, [1989). L’étude de la condition d’unicité de la décomposition CP est basée sur un
concept fondamental, qui est le concept de k-rang (Kruskal-rank), plus restreinte que la
notion usuelle du rang matriciel. Le concept k-rang a été proposé par Kruskal dans son
article fondateur (KRUSKAL] [1977), bien que le terme Kruskal-rank a été d’abord utilisé
par Harshman et Lundy (R.Harshman| |1970)). Le concept k-rang a été largement utilisé
comme un concept clé indiquant 'unicité de CP.

Rang de Kruskal

Le rang d’une matrice A € C™*7, noté ra, est égal a r si et seulement si A contient au
moins un ensemble de r colonnes linéairement indépendantes. Le rang de Kruskal de A
(ou le k-rang de A), noté ka, est le nombre maximum £ de colonnes de A, tel que toute
sous-matrice de A de k colonnes soit de rang plein. Notez que le k-rang d’une matrice est
toujours inférieur ou égal a son rang, et nous avons :

ka <ra <min(/,J), (3.13)

Exemple 1 : Soit la matrice A de taille 3 x 3 définie par :

1 4 2
A= 4 2 8 (3.14)
3 76
Le rang matriciel de A est rao = 2, puisque les vecteurs associés & la 1°'¢ et a la 3%me
colonne sont colinéaires. Le rang de Kruskal de la matrice A est ko = 1, vu qu’il n’y a
que les ensembles d’une colonne qui sont tous linéairement indépendants.

Ezxemple 2 :

(3.15)

Le rang matriciel de A est 2, puisque la 2°™¢ colonne est la somme de la 1°¢ et la 3%
colonne. Donc le rang de la matrice elle méme n’est pas plein. Par contre, tous les ensembles
de 2 colonnes sont linéairement indépendants. Ainsi, le rang de Kruskal de A est 2.

Le résultat présenté par Kruskal (KRUSKALL [1977; |Kruskal, [1989)), est fortement lié
au concept du rang tensoriel. Il a imposé une condition suffisante qui implique 'unicité
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de la décomposition CP pour un tenseur d’ordre 3. Cette condition est donnée par le
théoreme :

Théoreme 1. Soit un tenseur d’ordre 3 et de rang R, qui se décompose sous la forme

[70). si

2R+ 2 < ka + kp + kc (3.16)

alors cette décomposition est essentiellement unique. ka, kg et kc représentent le rang
de Kruskal des trois matrices A, B et C respectivement.

Nous ferons référence a la partie droite de I'inéquation sous le nom de borne de Kruskal.
La preuve de ce théoreme a d’abord été donnée a 'ordre 3 pour des tenseurs réels (KRUS-
KAL;, [1977), puis plus tard a l'ordre 3 pour des tenseurs complexes (Sidiropoulos et al.,
2000b), et a tout ordre pour des tenseurs complexes (Sidiropoulos et Bro, [2000).
La décomposition CP d'un tenseur 7 € C'IN peut s’exprimer ainsi :

11,127 HiIN Z zlr 5227)‘ o er ZH znr7 (317>

r=1 n=1

tel que u'™

i » sont les éléments des matrices u®™, i, =1,...,1,, n = 1,...,N. Dans

(Sidiropoulos et Bro, 2000), Sidiropoulos et Bro ont imposé une condition suffisante qui
implique 'unicité de la décomposition CP pour un tenseur d’ordre N :

N
2R+ (N —1) <) katy (3.18)

On remarque bien que pour le N®™¢ ordre, les conditions nécessaires découlent directement
de celles du troisieme ordre données dans ’équation (|3.16)).

3.3 La décomposition CP et les indéterminations d’échelle et de permutation

De nombreuses décompositions tensorielles sont présentes dans la littérature. Elles
divergent en fonction des données pour lesquelles elles sont prédestinées. Dans notre cas, la
décomposition tensorielle qui nous interessera est la CP. Comme présentée dans la section
[3.2] I'unicité de la décomposition CP peut étre prouvée, mais qu’a deux indéterminations
pres.

Dans cette section, nous présenterons les deux indéterminations de la décomposition
tensorielle CP, ainsi que les solutions existantes dans la littérature jusqu’a nos jours. En-
suite, nous introduirons la décomposition tensorielle CP avec isolation du facteur d’échelle.
Ce facteur sera calculé de deux manieres différentes : Dans un premier temps, nous cal-
culerons le facteur d’échelle comme étant le produit des normes des matrices facteurs. La
deuxieme solution que nous proposerons consiste a trouver le facteur d’échelle optimal
qui minimise la fonction objectif (3.10)). Apres le nouveau conditionnement du probleme,
nous prouverons l’existance et 'unicité de la décomposition CP avec le facteur d’échelle
optimal.
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3.3.1 Indéterminations d’échelle et de permutation

La décomposition CP ({3.6) n’est unique qu’a deux indéterminations pres : l'indéter-
mination d’échelle et I'indétermination de permutaion. En effet, la décomposition ([3.6))
peut aussi s’écrire :

T:

r

; )\T(A>a7' o )\T(B)br © )\T(C)Cr) (319>

e )
AN BN (O)
ou A, est le facteur d’échelle. Si A\.(A)N\.(B)A.(C) = 1, les vecteurs A.(A)a,, A\.(B)b,
et \.(C)c,) sont donc des solutions au méme titre que les vecteurs a,, b, et c,. Il s’agit
de I'ambiguité d’échelle. De plus, l'ordre des termes a,, b, et c, est arbitraire. Rien ne
garantit que cet ordre sera respecté pendant la reconstruction de celles-ci. Il s’agit de
I’ambiguité de permutation.

En d’autres termes, les matrices A, B et C sont uniques a une permutation pres, de
méme qu’a un facteur d’échelle pres des colonnes des matrices (Sidiropoulos et al.,|2000b)).
Cela signifie que toutes matrices A, B et C satisfaisant 1’équation sont liées a A, B
et C par :

A = ATIA;,, B=BIIA,, C = CIIA; (3.20)

ou IT est la matrice des permutation et A1, Ay et Az sont les matrices d’échelle diagonales,
tel que A = Diag{\1,..., A\r} satisfaisant la condition :

avec I la matrice d’identité de taille R x R. Dans la littérature des tenseurs, 1'optimi-
sation de la décomposition CP est effectuée sans isoler le facteur d’échelle A, qui
est généralement compris dans 1'une des matrices facteur, de telle sorte a avoir A = L.
Notre premiere proposition est de mettre les facteurs A, a l'extérieur du produit. Cela
nous permet de controler le conditionnement du probleme. Les indéterminations d’échelle
sont alors nettement réduites au norme unité, mais ne sont pas completement fixées, d’otl
la difficulté d’estimer l'erreur d’identification des matrices facteurs A, B et C. Notre
deuxiéme proposition est de calculer les 3R phases complexes (réduit au signes dans le
cas réel).

3.3.2 Existence et unicité de la décomposition CP en isolant le facteur d’échelle

L’objectif est d’identifier tous les parametres du coté droit de 1'équation ([3.8)), étant
donné le tenseur 7. Selon les résultats existants (Sidiropoulos et al.l [2000a; Berge et
Sidiropoulos|, [2002; KRUSKAL, [1977)), un tenseur du troisieme ordre et de rang R peut
étre représenté de facon unique comme somme de R tenseurs de rang 1 sous certaines
conditions. Comme mentionné dans la section [3.2.2.3] Kruskal a démontré que la condition
ka + kB + kc > 2R + 2 est suffisante pour garantir 1'unicité de la décomposition CP
(KRUSKAL; |1977)). Cela signifie que sous la condition de Kruskal, les matrices A, B et
C sont uniques a une permutation pres et a un facteur d’échelle de ses colonnes.

Pour I'unicité, Harshman a montré qu’il est suffisant d’avoir A et B de rang plein, et
C de k-rang > 2 (R.Harshman| |1970). Lorsque 1 < R < 2, les conditions de Kruskal et de
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Harshman sont équivalentes. Si R > 2, la condition de Kruskal peut étre satisfaite méme
si celle de Harshman ne l'est pas, et cette condition est prétendue étre juste suffisante
pour R > 3 (Berge et Sidiropoulos, 2002). Cependant, les observations sont effectivement
corrompues par le bruit, de sorte que I’équation (3.6)) ne tient pas exactement.

3.3.2.1 Approximation de rang inférieur

Calculer la décomposition CP de 7T consiste a estimer les matrices A,B et C, ce qui
peut étre fait par la minimisation de la fonction de cout suivante :

T(A,B,C;A) =T — (A, B,C).Alj (3.22)

tel que A denote un tenseur diagonal de taille R X R X R, dont les éléments diagonaux
sont A, et {(A, B, C).A} est un ersatz d’'un tenseur de trois dimensions de coordonnées :
> Artinbjp ey Jusqu'a maintenant, le choix de la norme n’a pas été spécifié, mais nous
allons utiliser par la suite la norme de Frobenius pour les matrices ou les tenseurs :
IT11% = > ik | Tijil?, et 1a norme £2 pour les vecteurs.

Minimiser I’erreur quadratique revient a trouver le meilleur rang R approximatif
de T et sa décomposition CP (Comon et Lim, 2011)). La fonction de cout peut aussi
s’écrire sous trois formes compactes équivalentes relativement aux trois matrices facteurs :

YT(A,B,C;A) = T — AA(CoB)|Z,
ITy"" —BA(C® A)T|%,
= |ITET — CAB e A)T|. (3.23)

3.3.2.2 Conditionnement du probleme

Dans (Kolda et Bader, 2009), Kolda et al ont proposé de réduire les indéterminations
en normalisant les vecteurs et stocker les normes en A. Notre premiere proposition est
de tirer les facteurs A\r a 'extérieur du produit, et calculer la valeur optimale du facteur
d’échelle, ce qui permet de controler le conditionnement du probleme.

Supposant que les matrices A, B et C sont données, nous allons calculer la valeur
optimale du facteur d’échelle A. Cela peut étre fait en développant la norme de Frobenius
dans I’équation (3.22)), qui est une forme quadratique des entrées A, :

T(AB.CA) = ITI° = D Nfy = DNy + D AAigh
p q Pq
et en annulant le gradient par rapport a A, (voir détails dans I’Annexe [A.1). Ensuite, le
systeme linéaire suivant est obtenu :
G\=T1, (3.24)

ou f est un vecteur de dimension 1 x R défini par la contraction : f. = Zijk tijk Qir Ujr Chor
et G représente la matrice de Gram de dimension R x R définie par :

9py = (3, @b, ® cp)H(aq ® b, ®c,) (3.25)

Rappelons la définition d’une matrice de Gram.
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Matrice de Gram Soit E un espace vectoriel euclidien et u = (uy,...,u,) une famille
de n vecteurs, la matrice de Gram de cette famille est la matrice formée par tous les
produits scalaires (u;, u;). Son déterminant noté Gram(u) est appelé le déterminant
de Gram de u.

Introduisons aussi le concept de coherence que nous utiliserons dans la suite de condition-
nement de probleme. La notion de cohérence a recu différents noms dans la littérature :
I'incohérence mutuelle de deux dictionnaires (Donoho et Elad, 2003), la cohérence mu-
tuelle de deux dictionnaires (Candes et Romberg, 2007)), la cohérence d’une projection
de sous-espace (Candes et Terence, 2010)), etc. La version ici suit celle de (Gribonval et
Nielsen, [2003)).

Cohérence la cohérence d’un ensemble de vecteurs de normes unitaires est définie comme
la valeur maximale du module de produits scalaires croisées :

fA = Sup |afaq| (3.26)
p#q

Nous définissons de cette facon les cohérences a, B et e associées aux matrices
A, B et C, respectivement, avec a,., b, et ¢, leurs colonnes.

Au vue de la matrice G, nous pouvons voir que les cohérences jouent un role dans le condi-
tionnement du probleme. A partir des équations et , et puisque les entrées
diagonales de G sont égales a 1, il est clair que le fait d’imposer aux produits scalaires
croisés af a, d’avoir un module strictement inférieur a 1, conduira a un conditionnement
acceptable (Comon et al., 2013} |Lim et Comon, 2010)). Il est a noter également que les pro-
duits scalaires n’apparaissent pas individuellement , mais a travers leurs produits,
puisque les entrées de G peuvent également étre écrites comme : g, = af aqbf chf Ccq-
Cela a des implications tres importantes, en particulier dans I'existence et 'unicité de la
solution du probleme , que nous élaborerons par la suite.

3.3.2.3 Existence

La fonction objectif n’est pas coercive, ce qui explique pourquoi le minimum
ne peut pas exister. En effet, ce phénomene ol un tenseur ne parvient pas a avoir une
meilleure approximation de rang r est beaucoup plus répandu qu’on ne l'imagine. Il se
produit sur un large éventail de dimensions, des ordres et des rangs, et indépendamment
du choix de la norme utilisée. L’exemple suivant représente mieux ce phénomene dans le
cas d'un tenseur de rang 3.

Exemple 3.3.1. Soit a;,, b, € C7,i=1,2,3, 7T =a;oasobs+a;obyoas+b;oayoas,
alors Vn € IN :

1 1 1
7; = n(a1 + ﬁbl) e} (a2 + ﬁbQ) e} (a3 + ﬁb?)) —na; ©ag ©ag

On peut montrer que le rang de 7 est égal a 3 si a; et b; sont linéairement indépendants.
Comme il est clair que le rang de 7, est inférieur a 2 par construction, et lim,, .o 7, = T .
Le tenseur T de rang 3 n’a pas de meilleur approximation de rang 2 (Lim et Comon,
2010). Un tel tenseur est dit de rang dans la frontiere 2 (border rank 2).
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Notre but est d’empécher le phénomene observé dans I'exemple de se produire, et
cela, en imposant des faibles contraintes sans réduire la recherche a un ensemble compact.
Rappelons qu'une fonction réelle f avec un domaine non borné dom(f) et dont la limite
imy cdom(f),|z]—+00 = +00 est appelée coercive (ou 0 coercive). Un avantage principal de
ces fonctions est que I'existence d’'un minimum global est garantie.

Il est clair que la fonction objectif n’est pas coercive, ce qui explique pourquoi
le minimum ne peut pas exister. Mais avec une condition supplémentaire sur la cohérence,
nous serons en mesure de prouver l'existence grace a la coercivité. Le théoreme suivant
montre que la solution au probleme existe toujours en ajoutant la condition sur la
cohérence.

Théoreme 2. Définissons trois cohérences ua, u et pc associées aux matrices A, B et
C.
Si : 1
< — 3.27
HAUBHC = R_1 ( )

alors, la borne inférieure de l’équation est atteinte.

Avec cette condition, I'existence d’une meilleure approximation de rang inférieur est
prouvée (voir la démonstaration dans I’annexe . On peut constater que cette condition
donne déja une limite quantitative pour le conditionnement de 'équation (3.24)), en raison
des cohérences qui limitent les entrées extra diagonales de la matrice G, possedant des 1
sur sa diagonale (Comon et al., 2013).

3.3.2.4 Unicité

Afin de relier 'unicité et la minimalité des décompositions multilinéaires a la co-
hérence, nous avons besoin d'une simple observation sur la notion de rang de Kruskal
introduite dans la section [3.2.2.3
Selon le Lemme proposé dans (Lim et Comon, 2010; (Gribonval et Nielsen, 2003), on peut
observer que ka > ;%A’ aussi longtemps que kp est strictement inférieur au rang des co-
lonnes de A. Inclure cette inégalité dans 1’équation , conduit a la condition unique
et suffisante suivante pour un tenseur d’ordre 3 :

pal +pg' +ug > 2(R+1), (3.28)

Une généralisation de cette condition pour des tenseurs d’ordre d sera comme suit :

d
d ' =2R+d-1 (3.29)

k=1

3.3.3 Critére de performance proposé

La décomposition tensorielle CP en isolant la matrice des facteurs d’échelles A a deux
conséquences majeures :
(1) Le probleme de conditionnement se présente explicitepment, et pourrait étre
controlé par une contrainte sur les soi-disant cohérences,
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(2) Un critere de performance concernant les matrices facteurs peut étre exactement
calculé, et est plus réaliste que celui utilisé dans la littérature.

Comme montré dans la section précédente, l'isolation de la matrice des facteurs d’échelle
dans la décomposition CP a des conséquences profondes sur le conditionnement du pro-
bleme dans lequel la cohérence joue un role majeur, spécialement sur I'existence et 'unicité
de la solution du probleme (|3.22]).
Deuxiemement, une mesure de performance qui ne concerne que les matrices facteurs peut
étre exactement calculée, et ne présente pas un biais optimiste de ’erreur minimale géné-
ralement utilisée dans la littérature.
En effet, il est bien connu que les matrices facteur sont identifiées a un facteur d’échelle
pres. Cette indétermination est compliquée a prendre en compte en raison de la contrainte
suivante :

Le produit de toutes les matrices d’échelle doit étre égal a ['identité.

Pour cette raison, seuls les indices de performance approximatifs ont été utilisés jusqu’a
présent, en ignorant tout simplement la derniere contrainte (Kolda et Bader, 2009; Comon
et al., 2009).

Notre premiere proposition était de calculer la valeur optimale du facteur d’échelle, ce
qui permet de controler le conditionnement du probleme. Les indéterminations d’échelle
sont alors nettement réduites au module unitaire, mais ne sont pas completement fixées.
Il y a toujours une indétermination dans la représentation des tenseurs décomposables,
caractérisée dans la décomposition CP par 3R nombres complexes de module unité. D’ou
la difficulté d’estimer 'erreur d’identification des matrices A, B et C. Notre deuxieme
proposition est de calculer les 3R phases complexes.

Afin de mieux comprendre ce probléme, soit a, b et ¢ les r*™¢ colonnes des matrices
A, B et C respectivement, avec 1 < r < R. De plus, &, b et & désignent les colonnes
des matrices d’entrées estimées de la décomposition CP. Nous cherchons a minimiser la
distance :

6(x;%) = min{|la — 4> + [[b — e”b||* + [lc — e™¢[[*}, (3.30)

IR ]

Dans la littérature, seul le critere de performance approximatif a été utilisé jusqu’a présent
en négligeant la relation entre les angles ¢, ¥ et x, donnée par :

exp(y(p+¢ +x)) =1,

Notre contribution consiste ici a trouver la distance minimale exacte sous cette
contrainte angulaire, en calculant les 3R phases optimales affectant les colonnes des ma-
trices facteur estimées. Pour plus de commodité, x désigne le vecteur [aT;b”;c]7. T
s’avere que cette distance peut étre exactement calculée. En fait, en raison de la contrainte,
la fonction comporte deux angles ¢ et 1, puisque a partir de la contrainte angulaire
on a:

Y = —p — [27] (3.31)
donc, I'équation peut étre réécrite comme :

o = |lal* +lall* + [[bl[* +[[b|* + lc||* + [le]|”
—2pa cos(p — ) — 2pp cos(y) — 3)
—2pc cos(p + ¥ + ), (3.32)
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N ~ def " def ~ def
ou af’a = p, e, bb = pye’® et cfle = pg el
La dérivée de I'équation (3.32)) par rapport a ¢ et ¢ donne un systeme de deux
équations. Trouver les 3R phases revient a résoudre le systeme de deux équations suivant :

{pa sinz + pesin(p +¢ +79) =0, (3.33)

posiny + pesin(p + 9 +v) =0.

telquex =9 —aety=1v —p.
La premiere simplification est obtenue en notant que :

. pa .
siny = —sinz,
Po

Maintenant, et en utilisant des identités trigonométriques, on peut réécrire la premiere
équation du systeme (3.33)) comme :

pesin(p + 1 +7) = pesin(z +y+ a+ f+7) = —pasinz,

rés quelques manipulations trigonométriques décrites a l'annexe |A. es solutions
A | lat t t décrit I A3 1 lut
peuvent étre obtenues en résolvant un polynome de degré 6 en une seule variable ¢ qui a
la forme suivante :

co + ¢1 cos(2x) + ¢ cos?(2x) + c3 cos®(2x) (3.34)
+cy4 cos*(21) + ¢5 cos” (2x) + ¢ cos®(2z) = 0,

avec ¢y, 1, Ca, C3, C4, Cs, Cg, les sept coefficients du polynome dont leurs valeurs sont données
en détail dans I'annexe La résolution de 1’équation de degré six nous donnera
x, et donc la premiere variable ¢. En remplacant les valeurs admissibles de ¢ dans le
systeme , nous obtenons les valeurs correspondantes de 1. Le calcul de la distance
minimale est fait pour toutes les permutations possibles. Finalement, nous nous
retrouvons avec le critere de performance suivant :

R
E(T;A,B,C,A) = miﬁl 8(%p; X (r)), (3.35)
TE
r=1
ou 7 est 'ensemble des permutations de {1,2,..., R}. Lorsque la permutation agit en

tres grande dimension, 'utilisation de I'algorithme de Glouton, que nous rappelons son
principe par la suite, est possible pour limiter la recherche exhaustive dans I’ensemble des
permutations.

Algorithme de Glouton Pour un probleme d’optimisation, un algorithme Glouton est

un algorithme qui cherche a construire une solution optimale pas a pas, sans jamais
revenir sur ses décisions, en prenant a chaque étape la solution qui semble la meilleure
localement.
Lorsqu’un probleme peut se résoudre a l'aide d’un algorithme Glouton, la solution
rendue par 'algorithme n’est pas forcément optimale. Pour assurer que I'algorithme
Glouton donne une solution optimale pour un probleme, il faut montrer que ce
probleme a les propriétés suivantes :
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1. Propriété du choiz glouton : Il existe toujours une solution optimale commen-
cant par un choix glouton, c¢’est-a-dire qu'un choix optimal local peut mener a
une solution optimale globale.

2. Propriété de sous-structure optimale : Trouver une solution optimale contenant
le premier choix glouton se réduit a trouver une solution optimale pour un sous-
probeme de méme nature.

Dans les cas des tenseurs d’ordre N, il suffit de résoudre un systeme de polynome de degré
2 de N variables.
Notons 7(7) les permutations de II, avec 1 < ¢ < R!. L’algorithme de calul de nouveau
critere de performance se résume comme suit :
1. Pour 1 <i < R!, faire :
2. Calculer 3R phases optimales affectant les colonnes des matrices de facteur estimées :
(a) Permuter les colonnes des trois matrices estimées selon la permutation 7 (%) :
Axiy, Bay, et Cogy:
(b) Pour chaque rth colonnes de matrices de facteur et matrices estimées, faire :
— Mettre x = ¢ — a et y = v — 3 et résoudre le polynome de degré 6 en une seule
variable ¢ :

co + c¢1c08(2x) + ¢y cos®(2x) + c3 cos®(21)

+ cyco8t(22) 4 ¢5 cos®(2x) + cg cos®(2z) = 0.

Remplacer x dans siny = Z—z sin z, obtenir y et par conséquent v ;
Calculer x dans : exp(3(¢ + ¢ + x)) = 1;
— Calculer la distance minimale 9§ :

§(x;%) = min{||a — e*?a[|* + [|b — e/*b||* + ||c — e’¥¢[|*}.
— Sauvegarder les résultats : distance(i) = d, phase,(i) = ¢, phase,(i) = ¥ et
phase, (i) = x;
3. fin pour.

4. Choisir les 3R angles qui retournent la plus petite distance §.

3.4 conclusion

Dans ce chapitre, nous avons fourni quelques éléments fondamentaux de 1’algebre
multilinéaires et des décompositions tensorielles. Ces outils mathématiques offrent une
meilleure capacité de modélisation pour des données tridimensionnelles.

Dans la premiere partie de ce chapitre, nous avons présenté plusieurs décompositions
tensorielles qui sont importantes dans le contexte de cette these. Ces décompositions ont
été formulées a la fois en scalaire (multi-indexé) et en tenseur (produit exterieur ou un
produit mode-n) formes. La propriété d’unicité de ces décompositions a été discutée, et
ses conditions ont été présentées pour les différentes décompositions.

Le chapitre contient des contributions originales qui sont le développement d’une nou-
velle décomposition tensorielle basée sur la décomposition CP, nommée la décomposition
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CP avec isolement du facteur d’échelle. Le principe de cette décomposition, comme dé-
crit dans ce chapitre, consiste a calculer la valeur optimale du facteur d’échelle que nous
isolons, et qui est mis en dehors des matrices facteurs dans la décomposition CP. Nous
avons montré que dans la décomposition tensorielle CP, le conditionnement du calcul de la
matrice de facteur d’échelle optimale A dépend de la cohérence via une matrice de Gram.
Cela a des implications tres importantes sur I'existance et 'unicité d’une décomposition
CP approximative du tenseur 7. En effet, en introduisant une condition sur la cohérence,
nous garantissons 'existence d’une décomposition approximative de rang inférieur. De
plus, nous avons donné une condition suffisante qui prouve 1'unicité de la décomposition
tensorielle.

L’isolement de la matrice de facteur d’échelle permet de réduire les indéterminations
d’échelle au module unitaire et non pas les fixer completement, d’ou la difficulté d’esti-
mer l'erreur d’identification des matrices facteurs. Notre deuxieme contribution dans ce
chapitre était de calculer I'indice de performance exacte plus réaliste que les criteres de
performance utilisées dans la littérature qui sont optimistes par construction. Comme sou-
ligné dans le chapitre, 'indétermination est caractérisée dans la décomposition CP par 3R
nombres complexes de module unitaire. Notre contribution consistait a trouver la distance
minimale exacte sous une contrainte angulaire, en calculant les 3R phases optimales.






CHAPITRE

4

LES ALGORITHMES D’OPTIMISATION DE LA DECOMPOSITION CP

4.1 Introduction

En pratique, et comme présenté dans le chapitre précédent, on préfere souvent s’adap-
ter a un modele multi-linéaire de rang inférieur, R < rangT, fixé a 'avance, afin de
faire face a un probleme d’approximation . Il est utile de trouver des algorithmes
d’optimisation qui minimisent le probleme , tout en prenant en compte le facteur
d’échelle optimal A. En effet, comme présenté dans (Comon et al., 2013; Rouijel et al.
2014alb)), I'isolement du facteur d’échelle dans la décomposition CP a plusieurs impli-
cations, spécialement sur l'existence et 'unicité de la solution de . Donc, il faut
trouver des algorithmes d’optimisation qui prennent en compte deux contraintes : une

contrainte d’égalité sur les colonnes des matrices de facteurs, et une autre d’inégalité sur
les cohérences. Dans ce chapitre, nous proposerons plusieurs algorithmes de calcul des
décompositions tensorielles.

Dans la section 4.2, une étude bibliographique sur les problemes d’optimisation sera
faite, ainsi que les différents types des méthodes d’optimisation seront étudiés. Ensuite,
nous étudierons l'algorithme des moindres carrés alternés ALS (Alternating Least Squares),
fréquement utilisé dans la littérature pour optimiser la décomposition tensorielle CP
(BRO, (1997} |Sidiropoulos et al., 2000a; |Comon et al., [2009).

Atravers le présent chapitre, on s’attachera a une description plus spécifique des algo-

rithmes itératifs (ou méthodes itératives) qui ont été implémentés et qui permettent la
résolution des problemes d’optimisation. Il convient de souligner que la plupart des al-
gorithmes d’optimisation, avec contrainte ou non, fonctionnent selon un schéma géné-
ral consistant, a chaque itération, a se rapprocher du minimum par la résolution d'un
sous-probleme de minimisation. Dans la section [4.4] nous considérerons les méthodes per-
mettant de résoudre un probleme d’optimisation sans contraintes (appelées aussi parfois
méthodes d’optimisation directes), que nous décriverons. Parmi lesquelles :

1. Les méthodes basées sur le gradient

2. Les méthodes de Newton

3. Les méthodes utilisant des directions conjuguées
Ces méthodes utilisent des dérivées, a I'exception des méthodes de directions conjuguées
(sauf dans le cas particulier de la méthode du gradient conjugué).
La section [£.7] est dédiée aux algorithmes que nous proposerons pour minimiser la fonction

(3.22). Dans un premier temps, nous proposerons des algorithmes basés sur la descente
du gradient pour minimiser la fonction du cotit sous une contrainte d’égalité. Par la suite,
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nous introduirons un algorithme d’optimisation qui minimisera cette fois-ci notre fonction
de cout sous deux contraintres, d’égalité et d’inégalité.

4.2 Etude bibliographique

Un probleme d’optimisation est usuellement formulé comme un probleme de minimi-
sation, et écrit sous la forme :

(

min, f(z),

tel que,

gi(x) <0, 1=1,...,m, (4.1)
h;(z) =0, j=1...,p,

(€S CR",

ou f est la fonction (scalaire) a minimiser, appelée fonction cott ou fonction objectif,
représente le vecteur des variables d’optimisation, g; sont les contraintes d’inégalité et h;
les contraintes d’égalité, et S est 1'espace des variables (appelé aussi espace de recherche).
S indique le type de variables considérées : réelles, entieres, mixtes (réelles et entieres dans
un méme probleme), discrétes, continues, bornées, etc.

Un point x4 est appelé un point admissible si x4 € S et si les contraintes d’optimi-
sation sont satisfaites : g;(z4) < 0,i=1,...,met hj(zra) =0,5 =1,...,p. La solution
de est ’ensemble des optima {z*}. Dans ce mémoire, on s’intéressera plutot aux
problemes d’optimisation en variables réelles et complexes, avec des contraintes d’égalité
et d’inégalité.

x* est un minimum global de f si et seulement si f(z*) < f(z) Vo € S, et 2* est un
minimum local de f si et seulement si f(z*) < f(z) Ve € S / ||x —2*|| < ¢ ¢ > 0. La
Figure présente un exemple d’une fonction a une variable, avec des minima locaux
et un minimum global. Parmi les minima locaux, celui qui possede la plus petite valeur
de f est le minimum global.

Une fonction multimodale présente plusieurs minima (locaux et globaux), alors qu'une
fonction unimodale n’a qu’un minimum, le minimum global. La Figure (4.2)) illustre une
fonction multimodale a deux variables.

On appelle méthode (ou algorithme ou recherche) locale celle qui converge vers un
minimum local. Les recherches locales partent usuellement d’un point initial zy avec un pas
initial py. Ces parametres vont conditionner la descente d’une des vallées de la fonction.

La méthode d’optimisation est conditionnée par des parametres de controle et des
conditions initiales (valeurs initiales des variables de conception et des parametres de
controle). Elle peut étre caractérisée selon le modele illustré en Figure ([£.3).

L’efficacité d’une méthode d’optimisation est liée a la sensibilité et a la robustesse
par rapport aux parametres de controle et aux conditions initiales. Lorsque les variables
de conception doivent prendre une valeur bien précise pour que la méthode de résolution
converge vers I'optimum d’une fonction donnée, la méthode est dite sensible aux conditions
initiales. Une méthode d’optimisation est robuste si pour une méme valeur des parametres
de controle et des conditions initiales, elle est capable de trouver I'optimum de différentes
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f(x)

/ recherche locale

" minimum
' global
minimum * minimum X
local S local

T GG AT
TR S
S S
W S S 2

FI1GURE 4.2 — Exemple de fonction multimodale a deux variables.

fonctions. Une méthode parfaite devrait étre totalement insensible aux conditions initiales
et aux variables de conception, et converger vers 'optimum quelles que soient la fonction
objectif et les contraintes.

4.2.1 Opérateurs de recherche fondamentaux

En général, la recherche de l'optimum d’une fonction est réalisée a 1’aide de deux
opérateurs fondamentaux : I'exploration et I'exploitation. Le premier opérateur, qui est
I’exploration, permet une localisation imprécise de I'optimum global, alors que le deuxieme
opérateur, 'exploitation, affine cette solution en augmentant la précision de 'optimum.

Le succes et 'efficacité d’une technique de résolution dépendent la plupart du temps
d’un compromis entre I'exploration et ’exploitation. Certaines méthodes toutefois n’'uti-
lisent qu’un seul de ces opérateurs pour parvenir a ’optimum. Ainsi, les méthodes déter-
ministes, exploitant les dérivées de la fonction objectif et des contraintes pour atteindre
rapidement et précisément le minimum local le plus proche du point de départ, privilégient
I’exploitation au détriment de ’exploration.
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Conditions initiales

v

\ 4

Méthode d’optimisation Optimum

Parameétres contrdles

FI1GURE 4.3 — Modele des méthodes d’optimisation.

Tout algorithme d’optimisation doit utiliser ces deux stratégies pour trouver 1’opti-
mum global : I'exploration pour la recherche de régions inexplorées de 1’espace de re-
cherche, et 'exploitation pour exploiter la connaissance acquise aux points déja visités et
ainsi trouver des points meilleurs. Ces deux exigences peuvent paraitre contradictoires,
mais un bon algorithme de recherche doit trouver le bon compromis entre les deux. Une
recherche purement aléatoire est bonne pour l'exploration, mais pas pour l’exploitation,
alors que la recherche dans le voisinage est une bonne méthode d’exploitation mais pas
d’exploration.

4.2.2 Ordre d’une méthode d’optimisation

Les méthodes d’optimisation peuvent étre classées a partir de leur ordre selon leurs
nécessitées ou non du calcul des dérivées de la fonction objectif et des contraintes par
rapport aux parametres.

Une méthode est dite d’ordre zéro si elle utilise uniquement la connaissance de la
fonction elle-méme. Elle est d’ordre un si elle requiert le calcul des dérivées premieres et
d’ordre deux s’il lui faut aussi accéder aux dérivées secondes. Les méthodes d’ordre zéro
sont en général peu précises et convergent plus lentement vers 'optimum. En revanche,
elles offrent I’avantage d’éviter le calcul du gradient, ce qui est intéressant lorsque la fonc-
tion n’est pas différentiable, ou si le calcul de son gradient représente un cott important.
C’est notamment le cas des modeles a éléments finis.

Les méthodes d’ordre un permettent d’accélérer la localisation de I'optimum, puisque
le gradient donne l'information sur la direction de I'amélioration (direction de recherche).
Par contre, elles sont applicables seulement aux problemes ot les fonctions objectifs et les
contraintes sont différentiables.

4.2.3 Classification des méthodes d’optimisation

Les méthodes d’optimisations sont classées, selon le mode de recherche de 'optimum,
en deux grands groupes : les méthodes déterministes et les méthodes non déterministes.

4.2.3.1 Les méthodes déterministes

Les méthodes déterministes sont généralement efficaces quand 1’évaluation de la fonc-
tion est tres rapide, ou quand la forme de la fonction est connue a priori. Les cas les plus
complexes (temps de calcul important, nombreux optima locaux, fonctions non-dérivables,
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fonctions fractales, fonctions bruitées) seront souvent traités plus efficacement par des mé-
thodes non-déterministes.

Ces méthodes peuvent étre subdivisées en plusieurs sous classes : les méthodes heu-
ristiques, les méthodes statistiques, les méthodes Branch et Bound, les méthodes mathé-
matiques, et les méthodes d’apprentissage automatique. Cette classification est illustrée
en table (4.1). La classe qui nous intéresse dans ce manuscrit est celle des méthodes
mathématiques.

Classe Algorithme Ordre | Glocal \ Local
Méthodes heuristiques Simplex 0 Local
Plans d’expériences 0 Global
Méthode Branch et Bound 0 Global
Méthodes mathématiques Direction conjuguée 0 Local
- Plus grande pente >1 Local
- Gradient conjugué >1 Local
- Quasi Newton >1 Local
Méthodes d’apprentissage automatique | Réseaux de neurones 0 Local
TABLE 4.1 — Méthodes d’optimisation déterministes
La recherche des extrema d’une fonction f a n variables (xy,zs,...,z,) revient a
résoudre un systeme de n équations a n inconnus, linéaires ou non linéaires :
of
L1y, Ty) =0 4.2
(o) (12)

tel quei=1,...,n.

En général, les techniques classiques de résolution sont des méthodes simples a com-
prendre et faciles a mettre en ceuvre, mais leur utilisation nécessite comme étape prélimi-
naire la localisation des extremas. La fonction objectif dans ce cas doit étre continue et
dérivable.

Cette exigence n’est pas toujours vérifiée dans le cas de problemes réels. La nature
dynamique et discontinue des problemes rend 'utilisation des méthodes classiques limitée.
Parmi les méthodes classiques, on peut citer la méthode du gradient, les méthodes Quasi-
Newton, la méthode du gradient conjugué...etc, que nous détaillerons dans la suite de ce
chapitre.

4.2.3.2 Les méthodes non déterministes

Les méthodes d’optimisation non déterministes, appelées aussi méthodes stochas-
tiques, s’appuient sur des mécanismes de transition probabilistes et aléatoires. Cette carac-
téristique indique que plusieurs exécutions successives de ces méthodes peuvent conduire
a des résultats différents, pour une méme configuration initiale d’un probleme d’optimi-
sation.

Ces méthodes ont une grande capacité a trouver 'optimum global du probleme.
Contrairement a la plupart des méthodes déterministes, elles ne nécessitent ni point de
départ, ni la connaissance du gradient de la fonction objectif pour atteindre la solution
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optimale. Elles sont d’ordre zéro. Cependant, elles demandent un nombre important d’éva-
luations de la fonction objectif. La Figure (4.4]) présente les méthodes stochastiques les
plus utilisées.

Me¢éthodes stochastiques

\4 \ 4 A4 l

Monte-Carlo Recuit Simulé Recherche Méthodes
Taboue Evolutionnistes
\ 4 A 4 A4
Stratégies Programmation Evolution Algorithmes
d’Evolution Evolutionniste Différentielle Génétiques

FIGURE 4.4 — Les méthodes d’optimisation non-déterministes.

Dans les problemes d’optimisation, on cherche a minimiser une fonction qui peut étre
complexe, coliteuse a estimer, et dont les dérivées ne sont pas toujours disponibles. A ces
difficultés s’ajoutent la prise en compte des contraintes non linéaires, et parfois I'aspect
multi-objectifs, d’ou I'existence de deux types de méthode ou algorithme d’optimisation :

— Algorithmes d’optimisation sans contraintes

— Algorithmes d’optimisation avec contraintes

Dans ce manuscrit, nous nous intéresserons aux deux types d’algorithmes pour opti-
miser le calcul de la décomposition tensorielle CP.

4.3 Algorithmes des moindres carrés altérnés ALS

L’évaluation des trois matrices de la décomposition CP est généralement effectuée en
minimisant la fonction de cout quadratique suivante :

R
Y(A,B,C)=|T =) a,ob,oc} (4.3)

r=1
Il existe plusieurs algorithmes d’optimisation qui ont été utilisés pour optimiser la dé-
composition tensorielle sans contrainte. Dans cette section, nous discuterons les
différentes méthodes ou algorithmes pour résoudre le probleme de l'optimisation sans

contrainte (4.3)).

4.3.1 Algorithme ALS et la décomposition CP

Le principe général de cet algorithme est assez simple. Soit 7 un tenseur d’ordre
N suivant une décomposition donnée, dont les N matrices de facteurs inconnues sont
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AW AW Notons T, n=1,...,N, les représentations matricielles du tenseur 7.
Pour chaque T, il existe une matrice Z™, construite & partir de n — 1 matrices de
lensemble S = {AM ... AN — LAMY qui vérifie :

T — 7 A0 (4.4)

Etant donné que seul le tenseur T est connu, I'algorithme ALS consiste a exploiter les N
équations du type (4.5)) pour estimer les matrices A™ d’une maniere alternée. Ainsi, une
fois I'estimation de toutes les matrices de ensemble S faite, I'estimation de A™ au sens
des moindres carrés est obtenue par :

~

A — (Z(n))TT(n) (4.5)

Dans le cas d’un tenseur d’ordre 3, I'algorithme ALS est la solution classique pour
minimiser cette fonction de cout (BRO, 11997} [Sidiropoulos et al., [2000b; [Smilde
et al., 2004). 11 s’agit d’un algorithme itératif qui alterne entre I'estimation de A, B et
C. Le principe de I'algorithme ALS est de mettre a jour de maniere alternée chacune des
matrices en gardant les deux autres fixées. Si deux matrices parmi les trois sont fixées, le
systeme a résoudre devient alors un probléme simple des moindres carrés (LS).

Chaque itération de l'algorithme ALS se compose de trois étapes d’estimation LS.
A chaque étape, une matrice de facteurs, par exemple, A est mise a jour tandis que les
deux autres (B et C) sont fixées a leurs valeurs obtenues dans les étapes d’estimation
précédentes. L’algorithme ALS utilise les factorisations Khatri-Rao des matrices dépliées
T{’K‘], Tg’KI et T?"H données dans 1’équation , et représentées dans la Figure .
Chaque représentation permet d’estimer l'une des trois matrices au sens des moindres
carrées. Ainsi, chaque mise a jour des matrices est obtenue par une simple inversion
matricielle. Un synopsis de I'algorithme ALS est donné dans la table

Algorithme ALS

1. Mettre k = 0, Initialiser (A®, B© CO),

2. Pour k > 1 et jusqu’a vérification du critere d’arré, faire :
~ Estimer A® : A = THE7(CR-D @ BE-D)HT

— Mettre & jour A®) = A

— Estimer B® : B = T/XI((Ck-1 o AR)HT

— Mettre & jour B®) = B

— Estimer C® : C = TE/((B® @ AW)HT

Mettre & jour C*) = C

TABLE 4.2 — Les étapes de l'algorithme ALS

La convergence a l'itération k est déclarée lorsque l'erreur entre le vrai tenseur et sa
version reconstruite, a partir des matrices de facteurs estimées, ne change pas de maniere
significative entre les itérations k et k + 1. L’erreur de reconstruction & la k®™ itération
peut étre calculée a partir de la formule suivante :

Y(k) = IT( — (G 0 BO)AW)T) - (4.6
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On peut dire que l'algorithme converge a l'itération k lorsque ||[Y(k + 1) — T(k)|| < e,
tel que € et un seuil dont sa valeur est fixée d’avance. La mise a jour conditionnelle
d’une matrice donnée peut étre soit améliorée ou maintenue, mais ne peut pas aggraver la
forme actuelle. L’algorithme converge toujours de maniere monotone, au moins, vers un
minimum local. Cependant, ’algorithme ALS est fortement dépendant de I'initialisation,
et sa convergence vers le minimum global peut parfois étre lente. De plus, la convergence
de 'algorithme peut, dans certains cas, tomber dans les régions de marais (swamps), au
cours desquelles la vitesse de convergence est tres faible et erreur entre deux itérations
consécutives ne diminue pas. Dans ce cas, pour éviter un arrét anticipé de 1’algorithme,
une pratique courante est d’imposer une valeur minimale acceptable de 'erreur Y(k),
au-dessus de laquelle la convergence globale n’est pas supposée encore atteinte.

Plusieurs variantes de l'algorithme ALS ont été proposées dans la littérature. Afin
d’atténuer les problemes de convergence lente causés par une initialisation aléatoire de
'algorithme, une solution d’analyse propre peut étre utilisée (Sanchez et Kowalski, (1990
Sidiropoulos et al., 2000b; Leurgans et all 1993). Cette solution est également connue
comme la décomposition trilinéaire directe (Sanchez et Kowalski, [1990). Elle consiste a
obtenir une premiere estimation des matrices de facteurs de la décomposition, par la
construction d’un probléme de valeurs propres généralisées (ou un probleme de diagonali-
sation conjointe) a partir de deux tranches de tenseur. L'initialisation a base de I’analyse
propre, en plus de se limiter a des tenseurs avec seulement deux tranches dans 'un des
modes, exige que les deux matrices de facteurs sont de rang colonne plein, et que la troi-
sieme ne contient pas des éléments zéro. Dans (De Lathauwer, |2006]), une généralisation
de la solution d’analyse propre pour des tenseurs avec plus de deux tranches a été propo-
sée, en liant 'estimation des matrices de facteurs de la décomposition CP au probleme de
diagonalisation matricielle simultanée.

Un autre moyen d’améliorer la vitesse de I'algorithme ALS est basé sur la méthode de
compression Tucker-3 (Andersson et Bro, |1998; |Bro et Andersson, [1998). Cette méthode
est utile lorsque les dimensions du tenseur sont grandes. Dans (Sidiropoulos et al., 2000b),
un algorithme qui accélére la convergence de ALS est proposée. Cet algorithme applique
la méthode de compression Tucker-3 suivie d'une initialisation basée sur 1’analyse propre.

4.3.2 Ajout de recherche linéaire optimisée ELS a I'algorithme ALS

La convergence de l'algorithme ALS peut également étre améliorée par le biais de
ce qu’on appele la méthode de la ligne de recherche améliorée (ELS) (Rajih et Comon,
2005b). Cette méthode a montré son utilité lorsque la décomposition du tenseur est affectée
par des facteurs dégénérescences (Factor degeneracies). La méthode ELS a également été
utilisée pour estimer les facteurs des décompositions tensorielles en blocs (Rajih et al.,
2008; Rajih et Comon), 2005al).

L’idée de la méthode ELS consiste a rechercher le facteur de relaxation optimal R g,
qui conduit a la solution finale d'un cycle donné en une seule étape. Par I'itération (k), on
définit LY = A¢-D — A®=2) comme étant la direction d’estimation de la matrice A. De
meme, nous définissons les deux directions Lg ) et L(le ). Au lieu de fixer une seule valeur de
Rps pour les trois modes comme utilisé dans la méthode LS (Line search), nous pouvons
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chercher le triplet optimal (Ra, Rg, Rc) qui minimise :

Ters = TG — (A + RALY)(C* + RoLg’) © (B*™ + ReLy)))" |7 (4.7)

. Tnitialiser les valeurs :

étape 1 k-2 K k-2 k k2) 1 (k
| Al )’ LA( ) B¢ )’ LB< ) ¢ )’ L/ )

. 5 | 8 o T ] 3 1 1

1=
e
w

W
Trouver (R, ,R,, R, ) optimales qui minimisent :

- ( - (k- -2 T2
Y= | T ( AkD LR L 9 (C®D, R L. %) o®B* ", R L) I

Calculer AW Binew) gt €inew)
newy = A KD &)
Al = A + R \ L .

étape 2 :
p Bewr = B(k'2)+ RB LB(k)
coew) = kD, RC Lc(k)
Estimer A®, B¥ ¢t C*' en utilisant I’expression {(4.5) et AT, BUew gt Cinew
A® = TO (Z) aves Z, = € 0B
B® = TTKD (Z};)T avec ZB — Al Q Clrew
étape 3 Ch = ) (ZL)T avec ZC —  Baw O AW
Mettre a jour  A%D = Alew
B-D = Birew
CD = Cloew)
| J
. I ) T
étape 4 Caleuler la nouvelle erreur Y = || T - AY (¢ B(k)) Hé

o Si |Y® - YtkD)| > g | reveniral’étapel avec: k « k+I
{ ® Si |Y(k) - Y(k-1)| < g ,Stop

FIGURE 4.5 — Les étapes de I'algorithme ALS avec ELS.

La méthode ELS est exécutée au début de I'algorithme ALS comme representée dans
la Figure ou I’étape 1 correspond a la partie ELS. Les facteurs de relaxation appliqués
aux matrices de facteurs sont calculés a I'étape 1 de la Figure [4.5) en tant que valeurs
optimales qui fournissent la plus petite erreur Y grg. A I’étape 3, et apres estimation des
matrices de facteurs de l'itération (k), nous mettons a jour celles de l'itération (k — 1)
pour avoir les nouvelles matrices A™ew) B®ew) ot Cew) Tes matrices de facteurs des
deux itérations (k— 1) et (k) sont ensuite utilisées dans l'itération suivante si I'algorithme
n’atteint pas encore la convergence.
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4.3.3 Simulations

Dans cette section, nous évaluerons les performances de ’algorithme ALS sous dif-
férents scénarios. On notera par ALS+ELS D'algorithme ALS avec recherche de ligne
améliorée décrit dans la section et représenté dans la Figure Chaque résultat
obtenu est une moyenne de 100 réalisations indépendantes de Monte-Carlo. La tolérance
est fixée & 4.9 = 10710, Les éléments des matrices de facteurs A, B et C suivent une loi
gaussienne de moyenne nulle et de variance un.

Dans le premier scénario, nous considérons un tenseur d’ordre 3 et de taille I = 6,

J =5, K =4 et de rang R = 5. Nous évaluons I'erreur de la reconstruction du tenseur 7°
IT=T1%
N ITI%

T est le tenseur original et 7 est le tenseur reconstruit a partir des matrices de facteurs

par rapport au nombre d’itérations demandés en utilisant la formule suivante :

estimées. La Figure [4.6| représente la convergence de 1’erreur de reconstruction du tenseur
par rapport au nombre d’itérations pour l'algorithme ALS avec/sans la méthode ELS.
Nous remarquons sur la Figure que la méthode ELS réduit le nombre d’itérations
nécessaires pour atteindre le critere de convergence. Ainsi, le nombre d’itérations diminue
de 1000 itérations a environ 150. De plus, méme si le ALS atteint une valeur d’erreur de
1071, cela nécessite plus d’itérations et donc plus de temps. En revanche, le ALS + ELS
converge vers des valeurs d’erreur inférieures & 1073° pour 500 itérations.

10 T T
— = ALS+ELS
ALS
10° |-
-10 \

10 B
g L
|
B
§ 15| \ i
@ 10
: N
5 |
]

107 | ]

107 \ g

AN
~ ~
— — — — — — — —
10-30 I I 1 I I I | 1 |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Nombre d'itération

FIGURE 4.6 — Performance de l'algorithme ALS et ALS+ELS en fonction du nombre
d’itérations, pour un tenseur de rang 5 et de dimensions 6 X 5 X 4.

Dans la Figure [4.7] nous avons tracé 'erreur d’estimation d’une matrice de facteurs
(EEM), telle que lerreur estimée est égale au nombre d’éléments de A — A différents
de 0, divisé par le nombre total des éléments de A (c’est-a-dire I x R), ou A désigne
I’estimée de la matrice A apres décision. La Figure montre que 'ELS est tres utile
pour réduire le nombre d’itérations nécessaires afin d’estimer la matrice de facteurs A. En
utilisant ’'ELS, le nombre d’itérations diminue de 1000 a 500 pour atteindre une erreur
d’estimation de 107!°. Pour le deuxiéme scénario, nous considérons un tenseur d’ordre
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—8— ALS+ELS
——ALS

107 I I 1 I I I I 1 I
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FIGURE 4.7 — Erreur d’estimation de la matrice de facteurs en utilisant les algorithmes
ALS et ALS+ELS.
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FIGURE 4.8 — Performance de ’algorithme ALS et ALS+ELS en fonction de SNR.

3, de taille I = J = K = 10 et de rang R = 4. Dans ce scénario, nous comparons la
convergence de I'algorithme ALS avec/sans ELS par rapport a la valeur du rapport signal
sur bruit SNR(Signal Noise Ratio). Sur la Figure , nous avons tracé la convergence
de l'erreur de reconstruction du tenseur 7 par rapport au SNR. A partir de cette figure,
nous remarquons bien que l'allure des deux courbes est presque similaire surtout pour des
faibles valeurs de SNR. Une petite différence entre les deux courbes (ALS, ALS+ELS),
est observée lorsque les valeurs de SNR deviennent de plus en plus grandes.
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4.4 Algorithmes de descente

Partant d’un point z(© arbitrairement choisi, un algorithme de descente cherche &
générer une suite d’itérés (z7)en telle que :

Ve eIN, fO0+D < gk, (4.8)
Dans le cas de notre fonction objectif (4.3), 'équation (4.9) deviendra comme suit :
VEeN, TA®D BED ¢l <r(A® BH ch), (4.9)

Commencons par définir plus précisément la notion de descente. Le gradient joue un role
essentiel en optimisation. Dans le cadre des méthodes d’optimisation, il sera également
important d’analyser le comportement de la fonction objectif dans certaines directions.

Définition 3. Soient f € R — R et x € R". Le vecteur d € R™ est une direction de
descente pour f & partir du point x si t — f(x® + pd®) est décroissante en p = 0,
c’est-a-dire s’il existe n > 0 tel que :

Vp €lo,n],  fa® + pdW) < fa®) (4.10)
Proposition 4. Soient f : R — R différentiable et ) € R" tel que : Vf(x®)) # 0.

Le vecteur d® € R™ est une direction de descente pour f a partir du point x® si et
seulement si la dérivée directionnelle de f en x®) dans la direction d vérifie :

df (2®;d®) = v f(2*)Ta® < 0. (4.11)
De plus pour tout 5 < 1, il existe n > 0 tel que :
Vp €lo,q],  f(a® + pd®) < f(z®) + ppV f () Ta®), (4.12)

Autrement dit, la relation (4.12)) affirme que la décroissance de la fonction objectif f
en faisant un pas de taille p dans la direction d*®), est égale au moins au pas multiplié par
une fraction 8 de la pente.

f(x)

FIGURE 4.9 — Représentation de 'angle §%*) formé par d*) et —V f(2*))

Parmi toutes les directions de descente existantes en un point z*) donné, une des
plus remarquables est celle ou la pente est la plus forte, c’est-a-dire que d®) fait avec
~Vf(z™) un angle 8*) strictement plus petit que 90 degrés, comme l'illustre la Figure
[4.9] Pour le démontrer, il suffit de comparer les dérivées directionnelles :
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Théoréme 5 (Direction de plus forte descente). Soit f : R™ — R wune fonction dif-
férentiable. Soit x® € R™. Alors pour toute direction d¥) de norme constante égale &

[P = [V f(zM)]], on a :
(V)Y f(z®) < (@dP)V f (). (4.13)
La direction (d*)®) = V f(2®) est appelée direction de plus forte descente.

L’algorithme de descente utilise cette propriété pour minimiser la fonction f. La suite
{2} >0 est construite par la récurrence :

g* D = (k) 4 p0) (k) (4.14)
oit p*) > 0 est le pas et d® est une direction de descente (Figure . Une telle mé-
thode consiste & alterner la construction de d® et la détermination de p*). L’arrét de la
récurrence est controlé par un test portant généralement sur les faibles valeurs du gradient
Vf(z®). Cest en effet ce que suggere la condition d’optimalité V f(z*) = 0. Bien que
I’annulation du gradient puisse intervenir en un maximum ou en un point selle de f, le
choix de (p®), d®)) va empécher 'algorithme de converger vers un tel point.

FIGURE 4.10 — La méthode de descente itérative et la minimisation approchée de f le
long de la direction d® par une stratégie de recherche linéaire.

Revenons a notre fonction objectif sous sa forme matricielle (équation . Pour
pouvoir utiliser d’autres types d’algorithmes d’optimisation que le ALS, la différentielle
dY de la fonction T doit étre calculée. De cette fagon, les matrices VoY, VBT et VT
de taille I x R,J x R et K X R respectivement, peuvent étre évaluées. Dans les calculs
suivants, nous considérons le cas ot A = I est une matrice identité de taille R x R, comme
été abondamment traité dans la littérature (Royer et al., 2010), et A € R/ B € R/*E
et C € REXE On a:

VAT = (T ACEB))
= 2[-T/™ + A(C®B)"(C®B)
= 2(-T}"*/(Co®B) + A(CTC)T (B"B)), (4.15)
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5,
VY = a—B(IlT‘z”“—B(CGA)TH%)
= 2T 1 B(CoA)T)(CoA)

= 2(-Ty"(CoA) +B(C'C)T (ATA)), (4.16)

8
Vel = %(IIT?‘”—C(B®A)TII%)
= 2T +CcBoA)T(BoA)

= 2(-Ty""(Bo®A)+ C(BB) I (ATA)), (4.17)

Dans l'optique d’estimer les trois matrices de facteurs A, B et C, nous suggérons d’op-
timiser les fonctions de cotit considérées simultanément vis a vis les trois matrices
de facteurs et non pas de fagon alternée, comme dans ’ALS. Nous allons donc rappeler le
principe des différents algorithmes d’optimisation a base de descente du gradient.

Dans la suite de ce chapitre, et pour avoir une simple écriture des équations, nous
metterons les différentes matrices de facteurs dans une seule matrice X, et les différents

gradients partiels de T dans une matrice G comme montré dans les équations (4.18))(4.19) :

A k)
xX® — | B® (4.18)
C k)

VAT(A® B® CHk)
Gk — VeYT(A® B® C®) (4.19)
VeT(A® BR, CH)

ou encore dans des vecteur x et g de taille (1 +J + K)R x 1 :

vec{ A}
x®) = | vec{B®™} (4.20)
vec{C®)1

vec{VAT(A(k), B, C(’“))}
g® = [ vec{VpT(A®W B® Cc®W) (4.21)
vec{VcT(A® B® CHk)L

Dans I'approche classique du gradient, la variable X est mise a jour a chaque itération
suivant la regle d’adaptation suivante :

XD = X _ p Gk (4.22)
On peut également utiliser cette regle sous la forme vectorielle suivante :

XD — 5 (]) _ () (k) (4.23)
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4.4.1 Algorithme du gradient

La méthode du gradient fait partie des classes de méthodes dites de descente. Consi-
dérons un point de départ x(9, et cherchons & minimiser la fonction de coit Y. Puisqu’on
veut atteindre x*, nous cherchons & avoir : T(x") < T(x(?)). Une forme particulierement

) $oit colinéaire & une direction

simple est de chercher x™") tel que le vecteur x1) — x!
de descente d®© # 0. Nous le noterons : x(V —x© = p@gM on p© est le pas de des-
cente de la méthode et d(© est la direction de descente. La direction et le pas de descente
peuvent étre fixes ou changer a chaque itération. On retrouve alors la regle d’adaptation

du gradient simple, a savoir, pour le cas matriciel :

X (k1) — x (k) _ p(k)D(k) (4‘24>
ou encore pour le cas vectoriel :

xFHD) = x®) _ () gq®) (4.25)

donnée en (4.23)), avec d¥) = —g¥) et D) = —G*),
Lorsque l'on travaille sur une résolution numérique d’un probleme, on se donne en
général un critere d’arrét de la forme :

IT D) =T < e (4.26)

De plus, puisque la convergence n’est pas toujours assurée, une regle de base est de fixer
un nombre maximum d’itérations k... On obtient alors l'algorithme présenté dans la

table [4.3] et dit du gradient.

Algorithme de Gradient
1. Mettre k = 0, Initialiser (A, B(® C©),
2. Faire :

Calculer la direction de descente comme gradient par rapport a X :
D® = Gk = VT (X®)
Calculer le pas p®
Mettre & jour X*) = X*=1 4 k) DF)
Mettre a jour k : k =k + 1
3. Tant que k > 1 et jusqu’a vérification du critere d’arrét : [|T(x*)) — T(x*D)|| < ¢

TABLE 4.3 — Les étapes de 'algorithme du Gradient

Meéme si ces méthodes sont conceptuellement tres simples et qu’elles peuvent étre
programmeées directement, elles sont souvent lentes dans la pratique. Elles convergent
mais sous des conditions de convergence souvent complexes. Par conséquent, on utilise
plutot la direction de gradient conjugué (CG).

4.4.2 Algorithme du Gradient Conjugué (CG)

A I’origine, ’algorithme du CG était congu pour résoudre 1’équation linéaire Ax =y,
ol la matrice A est symétrique et définie positive. L’extension de l'algorithme au cas
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non-linéaire (NLCG) a été proposée par Fletcher et Reeves (Fletcher et Reeves, [1964)) qui
définissent :

—g k=0,
(k) — g st :
T { —g® + p0MdED 5 k> 1. (4.27)

avec le coefficient de conjugaison :

(BFR)(k) _ (gT)(k)g(k)
(g7)-Dgh-1)"

(4.28)

Lorsque la fonction & minimiser est quadratique, le coefficient 5*) assure la conjugai-
son entre d® et d*~1, et la méthode doit converger en au plus n itérations, ot n est la
dimension du vecteur d’inconnus. Dans le cas non-quadratique, il existe de nombreuses
variantes de la méthode de Fletcher et Reeves, qui différent par le choix du parametre
B*) (Hager et Zhang, 2006). De plus, lorsque 3% n’assure pas que d*) soit une direction
de descente, cette derniere est remplacée par son opposé —d*). Pour un probléme non-
linéaire quelconque, il est conseillé dans (Nocedal et Wright|, [1999) de choisir la formule
de (Gilbert et Nocedal, |1992) :

(BT = max{ (8", 0}. (4.29)

ot (BPEP)(F) est le coefficient de Polak-Ribiere (Polak, 1997) :

(g (gT) ) (gh) — gl—D)
g

En pratique, la direction du gradient conjugué non-linéaire est souvent bien plus efficace

(4.30)

que la direction de plus grande pente, en terme de vitesse de convergence et en simplicité
de calcul (Nocedal et Wright), [1999).

4.4.3 Algorithme Quasi Newton

Les méthodes Quasi-Newton consistent a imiter la méthode de Newton, ou 'optimi-
sation d’une fonction est obtenue a partir des minimisations successives de son approxi-
mation au second ordre. En effet, I'inconvénient de la direction de Newton est qu’elle
nécessite la connaissance du Hessien de la fonction objectif. Le calcul de cette matrice
peut étre compliqué et cotiteux. De plus, pour certains problemes, le critere n’est pas
deux fois différentiable. Ceci a motivé I'apparition des méthodes de Quasi-Newton qui
définissent la direction par :

d® = (B HWg® (4.31)

ot B®) est une approximation du Hessien générée itérativement par une formule de mise
a jour (Dennis et Moré, [1977)).

La premiere méthode de quasi-Newton a été suggérée par Davidon (Davidon|, [1991)) en
1959, puis améliorée par Fletcher et Powell (Fletcher et Powell, 1963) en 1963, connue sous
la dénomination de formule DFP. La formule de quasi-Newton la plus robuste est celle de
BFGS, indépendamment suggérée par Broyden (BROYDEN| 1970), Fletcher (Fletcher,
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1970)), Goldfarb (Goldfarb|, [1970)) et Shanno (Shanno| [1970) en 1970. La formule de mise

a jour s’écrit comme suit :

B(k)z(k)(ZT)(k)B(k) 5(k)(5T)(k)

(k+1) _ gk) _
B =B (ZT)(k:)B(k)Z(k) (5T)(k)z(k) '

(4.32)

avec :

28 — (b)) _ () 50 = gkt _ k),

Y

La direction de Quasi-Newton nécessite de calculer la matrice M®*) = (B(-1D)®)_ Cette
matrice s’obtient simplement par récurrence :

M — M® 1 o[1 + o(67)HMPEEZ0 (Z7)8 _ g7 (5TYEME — M) 58 (7))
(4.33)
La regle d’adaptation de I'algorithme BFGS sera alors :

x kD) — 5 ®) _ R NfR) g k) (4.34)

4.4.4 Algorithme de Levenberg-Marquardt

Cette méthode est connue depuis déja de nombreuses années, proposée pour la pre-
miere fois par Levenberg en 1944 (Levenberg), |1944). 1l a fallu ensuite attendre 20 ans pour
voir 'amélioration de Marquardt (Marquardt, 1963)). Comme pour la méthode de Gauss-
Newton (voir la sous-section précédente), la méthode de Levenberg-Marquardt est une
méthode itérative fondée sur un schéma newtonien qui prend en compte I'approximation
du hessien.

Dans certaines applications, par exemple lorsque 'approximation du Hessien n’est
pas définie positivement, la direction d®) trouvée par I'algorithme de Gauss-Newton ne
produit pas une réduction suffisante de la fonction objectif. Dans ce cas, la méthode
de Levenberg-Marquardt permet de forcer la convergence en rapprochant la direction de
descente d® de la direction —g®. Cette méthode consiste a approcher le Hessien de la

fonction objectif en ajoutant un multiple de la matrice identité a la matrice B avant son
inversion. L’équation (4.34) deviendra alors :

k1) (k) p(k’)(B(k) + aI)_lg(k) (4.35)

avec « est le coeflicient de relaxation et I la matrice identité de taille ( 4+ J + K)R. Si on
pose a = 0 dans I'équation ([4.35), on retombe sur 'algorithme BFGS (4.34)). De méme,
en posant M = I ou encore, en considérant « suffisamment grand par rapport aux valeurs
de M, l'algorithme du Gradient est retrouvé (équation .

4.5 Méthodes de choix de pas de recherche

Dans les algorithmes de descente itératifs, le schéma d’optimisation se formule comme
la détermination, a chaque itération, d’un pas minimisant le critere dans un sous-espace
généré par une ou plusieurs directions de recherche. Dans cette section, nous étudierons
les techniques employées pour déterminer le pas, appelée recherche ou stratégie de pas.
Avoir une bonne stratégie de pas est fondamental car cela influe de fagon importante sur
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les propriétés de convergence de l'algorithme. Il est bien sir possible d’utiliser un pas
fixe tout au long des itérations, mais ce choix risque d’étre synonyme d’une faible vitesse
de convergence si le pas est choisi trop petit. De plus, si on choisit un pas trop grand,
I’algorithme d’optimisation risque de diverger et on se trouve dans l'incapacité d’estimer
d’une maniere correcte les matrices de facteurs. Lorsque le sous-espace se limite a une
unique direction, la recherche du pas consiste en la minimisation approchée dune fonction
scalaire. Nous présentons dans cette section, les stratégies usuelles pour le calcul du pas
scalaire, également appelées stratégies de recherche linéaire, en se basant principalement
sur (Bertsekas, 1999; [Boyd et Vandenberghe, |2004).

4.5.1 Pas exactes

La détermination du pas exact d’une fonction f correspond a la regle de Cauchy.
Il permet, comme son nom l'indique, de déterminer le pas de recherche qui minimse au
maximum la fonction f a I’étape k, en fonction de la direction de descente calculée.
Lorsque la fonction f est multimodale, il peut étre plus simple de rechercher le minimum
dans un intervalle restreint (régle de Cauchy limitée) ou bien de déterminer le plus petit
point stationnaire de f (regle de Curry) (Bertsekas, [1999)). Ces regles, qualifiées d’exactes,
ne sont utilisées que lorsque le minimum s’exprime de fagon analytique.

1 Regle de Cauchy :

P = argmineg+ { f(x*) + pd*))} (4.36)
2 Regle de Cauchy limitée :
p® = argmineio. g {f (x* + pd®)} (4.37)
3 Regle de Curry :
p® = min{p > 0|V f(x® + pd®)Ta® = 0} (4.38)

Cependant, la résolution exacte peut demander un temps de calcul trop grand, et
ne peut de toute fagon pas étre faite avec une précision infinie. De plus, 'efficacité sup-
plémentaire, éventuellement apportée a l'algorithme par un pas exact permet rarement
de compenser le temps consacré a déterminer un tel pas. Par conséquent, les stratégies
usuelles pour le calcul du pas sont basées sur la vérification de conditions moins restric-
tives, qui permettent toutefois de garantir la convergence des algorithmes.

4.5.2 Pas approchés

Le calcul du pas exacte n’implique pas forcément des performances optimales de
I’algorithme. De plus, elle n’est pas nécessaire pour assurer la convergence, des lors que
des conditions sont assurées par le pas utilisé. De plus, le calcul du pas exacte (ou pas
optimal) est une solution cotteuse en terme du temps de calcul, qui consiste a calculer
les racines d’un polynome de degré élevé dans le cas de notre fonction objectif (4.3).
Dans des probléemes de grandes dimensions (des matrices de facteurs de grandes tailles), a
chaque itération, le calcul du pas exact représente la plus grande partie de la complexité
algorithmique totale. Une condition naturelle est de demander au pas d’entrainer une
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décroissance suffisante de la fonction f. Cela se traduit le plus souvent par une inégalité
de la forme :
Fx® 4+ p®d®y < f(x®) 4-¢ (4.39)

avec C un terme inférieur strictement a zero. Cette forme est appelée condition de descente
suffisante. Parmi les différentes méthodes de recherche du pas inexacte ou approché, on
retrouve une qui est tres simple et tres efficace, appelée recherche du pas par marche arriere
(Backtracking). Cette méthode permet & moindre cout d’obtenir une bonne approximation
du pas p®. Elle dépend de deux constantes av et 3, avec 0 < o < 0,5 et 0 < 3 < 1.

Cette recherche de pas est appelée marche arriere, car il commence avec un pas p
suffisamment grand au début, par exemple un pas unité, puis cette valeur est réduite par
le facteur 3 tel que p = pf, jusqu’a ce que la condition suivante sera verifiée :

flx+pd) < f(z) + apVf(x)d, (4.40)

Cette condition est appelée la condition d’Armijo (Boyd et Vandenberghe, [2004; |Luen-
berger et Ye, 2008]). La variable d est la direction de descente et V f(z) est le gradient vu
dans les sections précédentes. Dans le cas de ’algorithme du gradient d = —g , alors que
d = —Mg pour les algorithmes newtoniens (BFGS par exemple). La constante a peut
étre interprétée comme la fraction de la diminution de la fonction f prédite par extrapo-
lation linéaire acceptée. Le parametre « est typiquement choisi entre 0,01 et 0,3, ce qui
signifie que 1'on accepte une diminution de f comprise entre 1% et 30% de la prédiction
par extrapolation linéaire. Le parametre [ est souvent choisi entre 0,1 et 0,8 (Boyd et
Vandenberghe, 2004)).

fx + pd)

) +BVN)Td W+ apviKd

p=0 Mo
FIGURE 4.11 — Le principe de la méthode Backtracking (Boyd et Vandenberghe, 2004)

La Figure illustre le principe de la méthode marche arriere (Backtracking). La
courbe en pointillée inférieure représente 'extrapolation linéaire de f, et la courbe en
pointillée supérieure correspond a la droite de pente « plus faible. On remarque bien que
la condition d’Armijo est verifiée pour des valeurs de § comprises entre 0 et pg, ou la
fonction f est en dessous de la droite pointillée supérieure.
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En reprenant nos notations, et en considérant notre fonction de cout Y(.) (4.3), la
condition d’Armijo s’écrit :

T(x+ pd) < T(x) + apg’d (4.41)

Un résumé de l'algorithme marche arriere est donné dans la table [£.4]

Algorithme de marche arriere

1. Etant donné une direction de descente d pour T, o € [0,0.5], 8 € [0, 1].
2. Initialiser : p = 1.

3. Faire :

p = Bp.
Tant que : T(x + pd) < T(x) + apg’d.

TABLE 4.4 — Résumé de 'algorithme backtracking

4.6 Comparaison des différents algorithmes

Dans cette section, nous allons présenter plusieurs simulations pour les différents al-
gorithmes d’optimisation de la décomposition CP d’un tenseur d’ordre 3. Nous allons
illustrer le comportement des différents algorithmes présentés auparavant, afin de mettre
en évidence I'impact de plusieurs facteurs sur leurs performances.

Pour la premiere simulation, nous considérons un tenseur 7; non bruité d’ordre 3, de
taille 15 x 14 x 16 et de rang 5. Donc, nous somme menés a estimer (14 + 15+ 16) x 5
variables. Le tenseur estimé sera noté 7'1, avec T Z 14,0 b ocC, et a,, b et ¢, les
estimés de la r®™¢ colonne des différentes matrices de facteurs pour r = 1,..., R.

Pour avoir la possibilité de comparer entre les différents algorithmes, nous avons besoin
d’un indice de performance. Pour ce premier scénario, nous choisissons d’utiliser un indice
d’erreur, défini comme :

E=|Ti = Till% (4.42)

Lorsque I'indice de performance E est proche de 0, les résultats obtenus sont dites meilleurs.
Donc nous devons donner un seuil a partir duquel on considére que le minimum global
de notre fonction est atteint, par exemple € = 1071°. De ce fait, le critere d’arrét pour les
algorithmes itératifs sera £ < e. Dans le cas des données non bruitées et si la décompo-
sition est unique, la norme des résidus est nulle lorsque le minimum global est atteint, ce
qui interprete bien le critere . Toutefois, lorsqu'un palier est rencontré, 'indice de
performance F stagne de telle sorte a ce que le critere ne peut pas étre satisfait
dans un délai de temps. Pour cette raison, le critere sera couplé a un autre critere
qui permet d’éviter les cas extrémes, qui est un nombre d’itérations maximum fixe.

Dans le cas des données bruitées, la norme des résidus est non nulle lorsque le minimum
global de notre fonction est atteint. De ce fait, le critere (4.42]) ne peut pas étre utilisé,
mais nous utiliserons plutot le critere suivant :

|E®) — EE-D| < ¢ (4.43)
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T T
Levenberg Marquardt
Gradient Conjugué
= Gradient

Erreur de reconstruction E

I I I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Nombre d'itérations

FIGURE 4.12 — Erreur de reconstruction par rapport au nombre d’itération demandé pour
le tenseur 7; d’ordre 3 et de taille I =15, J =14 et K =16

Ce critere sera utilisé en plus des deux autres mentionnés précédemment (Le nombre
d’itérations maximum et le critere (4.42))).

Apres avoir générer les trois matrices de facteurs A, B et C a partir des distribu-
tions gaussiennes, nous avons testé chaque algorithme d’optimisation étudié dans les sec-
tions précédentes. La Figure illustre une comparaison entre les différents algorithmes
d’optimisation (Gradient, Gradient Conjugé et Levenberg-Marquardt). A partir des résul-
tats obtenus dans cette figure, on remarque bien que l'algorithme Levenberg-Marquardt
converge vers la valeur de 107!° pour un nombre d’itérations petit, 15 itérations, alors
que c’est 'algorithme du Gradient qui demande plus d’itérations pour converger. Toute-
fois, cela n’est pas suffisant pour conclure que l'algorithme Levenberg-Marquardt est le
meilleur.

Pour faire une bonne comparaison entre les algorithmes d’optimisation étudiés, nous
avons évalué la complexité algorithmique de ces derniers, ainsi que le temps de calcul.
Le tableau représente le temps pris par chaque algorithme pour converger vers le
minimum de la fonction de cott . D’apres le tableau , on constate que 'algorithme
de Gradient nécessite moins de temps pour converger vers le minimum en le comparant
avec les deux autres algorithmes. Par contre, I'algorithme de Levenberg-Marquardt, qui
demande un nombre petit d’itérations , prend plus de temps pour converger vers le

minimum.
Algorithme Temps de Calcul (s)
Gradient 40.62
Gradient Conjugué (CQG) 48.95
Levemberg Marquardt (LM) 80.61

TABLE 4.5 — Le temps d’exécution pour les trois algorithmes : Gradient, Gradient Conju-
gué, Levemberg Marquardt

Le troisieme indice de performance évalué dans cette section est la complexité algo-
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rithmique, qui représente un bon moyen de comparaison du temps de calcul des différents
algorithmes indépendamment, du processeur de calcul utilisé.

Commengant d’abord par 'algorithme ALS. Pour une seule itération, et pour estimer la
matrice de facteurs A, on a un produit de Khatri Rao de complexité O(JKR), le calcul
du pseudo inverse de complexité O(7JK R? + 1—31R3), ainsi que l'expression de l'estimation
de la matrice A de complexité O(IJK R+ IR*+IR). Donc, la complexité de 1’algorithme
ALS pour une seule itération est de : O(3IJKR+ 11R* + (R+ R*)(I +J+ K) + (R +
TR?)(IJ+IK + JK)). Concernant I’algorithme Gradient, il y a trois composantes de gra-
dient a calculer. Dans chaque composante, on a un produit de Khatri Rao, et 4 produits
matriciels. Pour la premiere composante , la complexité du produit de Khatri Rao
est O(JKR) et celle des 4 produits matriciels (Le produit entre le produit de Khatri Rao
et la matrice dépliante du tenseur, le produit entre CT et C, le produit entre B et B et le
produit entre la matrice A et le produit de Hadamard) est O(IJK R+ I R?>+ JR* + K R?).
De méme pour les deux autres composantes du gradient en respectant les matrices de
facteurs. La complexité algorithmique du Gradient, pour une seule itération, est de :
OBIJKR+3R*(I+J+ K)+ R(IJ+IK + JK)). Pour I'algorithme du Gradient Conju-
gué GC, on trouve le calcul des composantes de Gradient ainsi que le coefficient [
pour trouver la direction de descente. La complexité de cet algorithme sera alors la somme
des complexités de I'algorithme Gradient et celle du calcul du coefficient 3. Dans le calcul
de ce dernier, on a deux produits matriciels entre les matrices G, de taille (I + J + K)R,
qui contiennent les composantes du gradient. Par conséquence, la complexité de 'algo-
rithme Gradient Conjugué CG est de : O(3IJKR+5R*(I+J+ K)+ R(IJ+ 1K+ JK)).
En ce qui concerne l'algorithme Quasi Newton BFGS (4.34), en plus du calcul des com-
posantes du gradient, nous aurons besoin de calculer 'approximé de la matrice Hessienne.
Cette derniere demande 5 produits matriciels et une inversion matricielle. De ce fait, la
complexité algorithmique par itération est de Pordre de : O((I + J + K)3R® + 4(I + J +
K)Y?R?*+3IJKR+3R*(I+J+ K)+ R(IJ+IK + JK)). Pour 'algorithme de Levenberg
Marquardt, il a la méme complexité algorithmique que BFGS, vu que la seule différence
de calcul est I'ajout d’un multiple de la matrice identité a la matrice B avant son in-
version. Le tableau représente un résumé de complexité algorithmique des différents
algorithmes étudiés dans cette section. A partir de ensemble des résultats résumés dans
le tableau [4.6] on peut bien constaté que les algorithmes Gradient et Gradient Conjugé
ont une faible complexité algorithmique, alors que les algorithmes Levenberg-Marquardt
et BFGS ont des complexités plus grande que les deux premiers.

Algorithme Complexité par itération
ALS 3IJKR+11R*+ (R+ R*)(I+J+ K)+ (R+ TR*)(IJ + IK + JK)
Gradient 3IJKR+3R*(I+J+K)+ R(IJ+IK + JK)
CG 3IJKR+5R*(I+J+ K)+ R(IJ+ IK + JK)
BFGS I+J+ KPR +4(I+J+K)*R*+3IJKR+3R*(I + J + K)
+R(IJ+ 1K+ JK)
LM I+J+KPR+4(I+J+K)*R*+3IJKR+3R*(I + J + K)
+R(IJ + IK + JK)

TABLE 4.6 — La complexité algorithmique des différentes méthodes



4.7. ALGORITHMES PROPOSES 61

4.7 Algorithmes proposés

Notre probleme d’optimisation consiste a minimiser ’erreur quadratique (3.22]) sous
une contrainte d’égalité. C’est une contrainte qui est toujours active dans le probleme
d’optimisation. Elle se définie comme un ensemble de vecteur unitaire qui appartient a un
espace de Hilbert H.

Le probleme d’optimisation que nous allons traité est le suivant :

R

min |7 =) \a, ob, o, (4.44)
r=1

S.C ]| = [[by[| = [le,[| = 1

La difficulté qui se pose dans cette optimisation est de savoir comment se déplacer dans
I’ensemble des contraintes. Donc, les algorithmes d’optimisation vus aux sections 4.3|et
ne sont plus valables pour le probleme . Une élaboration des méthodes d’optimisation
permettant la prise en compte des contraintes sera faite dans cette section.

4.7.1 Algorithmes avec contrainte d’égalité

Généralement, un probleme d’optimisation avec contrainte d’égalité est de cette forme :

{minx f(z),

S.C h(z) =0 (4.45)

La premiere question est celle de 'existence du minimum global de la fonction f sur
C. 1l existe principalement deux théoremes qui permettent de répondre a cette question.
Le premier affirme 'existence d’un point de minimum lorsque I’ensemble des contraintes
est fermé borné. Le second est son équivalent pour les ensembles de contraintes fermés
mais non bornés. Etant donnée une direction de recherche, comment garantir que 'on
reste dans ’ensemble des contraintes C. Pour cela, on introduit la notion de direction
admissible.

Définition 6 (Direction admissible). Soit © € R™ un point admissible du probléme
. Une direction d € R" sera dite admissible en x s’il existe n > 0 tel que x + pd soit
admissible quel que soit p € 10;7).

Rappelons que, dans le cas sans contrainte, les algorithmes de descente s’écrivent sous
la forme générique :

z@donné,
(4.46)

24D — () 4 o0 g(h)

ot p*) et d®) sont choisis de telle sorte que f(x®**V) < f(2®)). Lorsqu’on minimise sous
un ensemble de contraintes C, il n’est pas sir que z®*) reste sur C. Il est donc nécessaire
de se ramener sur C. On réalise cette derniere opération grace a une projection sur C. Ceci
donne lieu alors naturellement aux algorithmes de descente projetés, parmi lesquels nous
citons :



62 CHAPITRE 4. LES ALGORITHMES D’OPTIMISATION DE LA DECOMPOSITION CP

— Gradient projeté

— Gradient Conjugué projeté
Construisons maintenant un algorithme de descente projeté qui résout le probleme (4.44)).
Cet algorithme doit trouver trois matrices A, B et C de colonnes de norme 1 qui mini-
misent la fonction . En d’autre terme, trouver les trois matrices A, B et C sur une
sphere de rayon 1.

La méthode du gradient projeté s’inspire des méthodes de gradient décrites dans la
section [£.4] L’idée de base consiste a suivre la direction de plus profonde descente, comme
dans le cas sans contrainte :

AFHD - — AR _ Ry,
— BW® _ p(k)VTB

ct = ¢ — )My

B(k-l—l)

oi1 p¥) > 0 est choisi de sorte que : T(AF+D  AG*+D) B+ CE+)y < T (2B AR BE) CHK),
Toutefois, si (A\®), A®) B® C®) ¢ C, rien ne garantit que (A1), A+ B+ k1)
appartienne également a C. Deés que ’on obtient un point non admissible, on projette celui-

ci sur I'ensemble de contrainte C. Le principe de I’algorithme est le suivant : Soit x*) I'itéré
courant. On génere a 'itération suivante le point admissible :

y®) = po(x® — pE gk)) (4.47)

olt pe désigne l'opérateur de projection sur I'ensemble C, x*) est le vecteur qui contient
les éléments des matrices facteurs et g*) est le vecteur qui contient les composantes du
nouveau gradient calculées par la suite (4.48]).

dY(A, A, B,C) "

Oaug = 2 Z(Tijk: - Z Ar@irbjrCir) AgbjgCrs (4.48)
o ijk r=1
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La forme matricielle des composantes du gradient VAT, VBT et VT de taille I x R,
J X R et K X R respectivement sont :

0

VAT = a—A(HT{’KJ —~AACOB)|7)
= 2[-TM L AA(C O B)T|(C®B)A
= 2(-T}*/(COB)A + AA(CTC) I (BTB)A), (4.49)
0
VeY = a—B(HTi’“ ~BA(COA)|})

= 2[-Ty" + BA(Co A)T)(C o A)A
= 2(=T7™(C®A)A+BA(CTC) D (ATA)A), (4.50)
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B
Vet = a—C<HTf’H —~CAB O A)})
= 2[-TET + CABOA)T(BOA)A

= 2(-T5""(Bo A)A + CAB'B) O (ATA)A), (4.51)

Si la direction d®) = y®) —x(*) est non nulle, alors ¢’est une direction de descente de
T en x*). La direction d®) possede les propriétés suivantes :

1. Si d® = 0, alors : pe(x®) — pRgk)) = x(*) Cela signifie que la direction choisie
par 'algorithme de gradient est orthogonale & I’ensemble des contraintes C en x*).

2. Supposons d®) #£ 0. Alors x*) et pe(x* — p*g¥)) sont des points admissibles du
probleme ([4.44]).

Dans les sous sections suivantes, nous allons proposer deux versions de 1’algorithme
d’optimisation Gradient projeté de la fonction 4.44] avec deux fagons de calcul du facteur
d’échelle A.

4.7.1.1 Algorithmel

Dans les derniers travaux sur la décomposition tensorielle CP, 'optimisation de la
fonction objectif était faite sans prendre en considération le facteur A. Alors qu’on
trouve que le facteur d’échelle A est une matrice d’identité dans les travaux (Comon et al.,
2009; Rajih et al.,2008), il est mis dans I'une des trois matrices dans (Royer et al. [2010)),
ce qui rend ces dernieres non-libres. La premiere solution proposée consiste a appliquer
I'algorithme de Gradient projeté tout en calculant le A comme produit des normes des
colonnes des trois matrices A, B et C apres leurs normalisations (Rouijel et al.l
2014a; Comon et al., 2013)).

AFHD = ABA L ABAC (4.52)

avec Ap = diag{[||a1]|,--- ,||ar]|]"}. De méme pour Ag et Ac. Cette approche que nous
nommerons "Algorithmel” a le schéma présenté dans la table [£.7]

4.7.1.2 Algorithme 2

Dans notre deuxieme solution, nous avons appliqué 1’algorithme du gradient projeté
sur le probleme (|4.44)), mais cette fois en calculant le A contracté ou encore le A optimal.

Comme présenté dans la section du chapitre précédent, le fait d’isoler le facteur
d’échelle et de calculer sa valeur optimale, permet de réduire les indéterminations d’échelle
a des colonnes de norme unitaire. Trouver la valeur optimale de A revient a résoudre le
systeme des équations , de tel sorte a avoir :

A=G'f (4.53)

Le principe de notre deuxieme algorithme, que nous nommerons Algorithme 2, consiste
a trouver a chaque itération un point admissible que nous projeterons apres sur I’ensemble
des contraintes. En d’autre termes, a chaque itération, et apres avoir trouvé les trois
matrices facteurs A, B et C qui minimisent la fonction de cout , nous calculons la
valeur optimale du facteur d’échelle A, puis nous normalisons les trois matrices de facteurs
(Rouijel et al., 2014a; |Comon et all 2013)).
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Algorithme 1

1. Initialisation :
(A(O),B(O),C(O) point initial arbitrairement choisi, £ > 0 précision demandée, A(®) =1.
2.k:=1
3. Normaliser les colonnes des matrices A(k —1), B(k —1) et C(k —1)
4. Tant que critere d’arrét non satisfait,
- Direction de descente : d*) = —VT(A*-D BE-1 Cch-D Ak —1))
- Recherche d’un pas p(k) tel que :
T(AFD 4 p® ) BED 4 p®al) ct= 4 p®ald) Atk — 1)) < T(AFD,BED CE-D Ak - 1)).
- Mise a jour :
CAKR) = A1) 4 p(k)dgjf)?
_B® = BGk-1) 4 p(’“)dg),
ek = ck-1) 4 p(k)d(ck),
-k=k+1;
- Normaliser les nouveaux A*) B*) ¢t C¥)
- mettre & jour le A :A®) = AG—DA, AgAc.
5. Retourner A®*), B*) ot (),

TABLE 4.7 — Résumé de l'algorithme 1 basé sur le gradient projeté

Le schéma de notre algorithme d’optimisation "Algorithme2” est donné dans la table

48

Algorithme 2

1. Initialisation :
A BO) O point initial arbitrairement choisi, € > 0 précision demandée.
2. k:=1
3. Normaliser les colonnes des matrices A(k — 1), B(k —1) et C(k —1)
4. Calculer le A©) : A0 = (G(©))~1£(0),
5. Tant que critere d’arrét non satisfait,
- Direction de descente : d*) = —VT(A*-D BE-1 Cch-D Ak —1))
- Recherche d’un pas p*) tel que :
T(AED 4 p®d) BED 4 Mgl € — 10 4 pMdE) Ak — 1)) < T(ARD BED - Ak - 1)).
- Mise a jour :
CAR) = A1) p("f)dff),
_B® = BGk-1) 4 p(k)dg),
_ ) = k1) 4 p(k)d(c’f),
-k=k+1;
- Normaliser les nouveaux matrices A®%), B%) ¢t C(*)
- mettre & jour le A : AR = (G#)—1f(k),
5. Retourner A®*%) B et C5),

TABLE 4.8 — Résumé de 'algorithme 2 basé sur le gradient projeté
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4.7.1.3 Simulations

Dans cette section, nous allons présenter les simulations réalisées, pour illustrer le

comportement et le fonctionnement des trois algorithmes présentés antérieurement :

indice d’erreur. Nous avons choisi de tracer l'erreur quadratique absolue E =

— Algorithme de Gradient Projeté avec A = I, que nous ’appelons dans ce manuscrit

Algorithme 0,

— Algorithme 1 avec A pris comme produit des normes des trois matrices de facteurs,

— Algorithme 2 avec A optimal.

Deux tenseurs différents sont considerés, 7; et T5. Le premier tenseur est de rang
R = 2 et de taille 2 x 3 x 4, alors que le deuxieme est de rang R = 4 et taille 3 x 3 x 7.
Pour établir une comparaison entre les différents algorithmes, nous avons besoin d’un

pour illustrer les performances des trois Algorithmes.

Erreur de reconstruction E

Max pour le tenseur T1

Median pour le tenseur T1

""" Algorithme0
= Algorithme1
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FIGURE 4.13 — Erreur de reconstruction du tenseur 7; de taille 2 x 3 x 4 et de rang 2 en
fonction du nombre d’itérations

Dans la premiere simulation, nous considérons le tenseur 77. La recherche du pas est

faite par la méthode "Backtracking” et lerreur a atteindre est de 107!°. L’initialisation
des trois matrices a estimer A, B et C est faite 21 fois. La Figure [£.13] présente la
convergence des trois algorithmes par rapport au nombre d’itérations. Cela est fait pour la

plus mauvaise, la moyenne et la meilleure initialisation, représentées par "Max”, "Median”

et "Min” respectivement. A partir de la Figure , on remarque bien que quelque soient
les valeurs initiales des trois matrices, I’algorithme 2 reste toujours le premier qui converge

avec un nombre d’itérations minimal.

Dans notre deuxieme simulation, nous considérons le tenseur 75 et nous comparons la

convergence des trois algorithmes par rapport a un seuil d’itérations précis. La Figure
présente la convergence de ces algorithmes par rapport au seuil qui est Seuilp,, = 200

itérations. En comparant les trois courbes obtenues dans cette figure, on remarque bien

que pour 200 itérations, 'algorithme 0 tend vers une erreur de reconstruction d'un peu

pres 1074, lalgorithme 1 tend vers 107°, alors que notre deuxieme proposition, qui est

'algorithme 2 atteint une erreur de 107 Tous ces résultats nous laisse conclure que

I’algorithme 2 avec le A optimal (4.8)) est plus performant que les deux autres.

Les simulations faites jusqu’a maintenant étaient sur des données non bruitées. Consi-

dérons maintenant un tenseur 73 de dimensions I =4, J =7 et K = 10. Les matrices de
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FIGURE 4.14 — Erreur de la reconstruction du tenseur 75 en fonction du nombre d’itéra-

tions.
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FIGURE 4.15 — Erreur d’estimation de la matrice, pour un tenseur de 4 x 7 x 10 et de

rang 4 en fonction du SNR

facteurs sont initialisées aléatoirement avec 4 colonnes. Les résultats sont obtenus apres
100 itérations de Monte Carlo. A chaque itération, et pour chaque valeur du SNR, un
nouveau bruit est ajouté a notre tenseur 7s.

Dans les Figures et [£.16] une comparaison entre les 3 algorithmes en terme de
I’erreur d’estimation des trois matrices A, B et C est faite, ainsi qu’en terme de critere de

performance présenté dans le chapitre précédent. Nous avons tracé l'erreur d’estimation
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8(x, X)

—8— Algorithme 0, iteration=600
Algorithme 2, iteration=600
—&— Aigorithme 1, iteration=600

10°E  ~~EF - Algorithme 0 avec e nouveau critére de performance, iteration=600

Algorithme 2 avec le nouveau critére de performance, iteration=600
- =~ - Algorithme 1 avec le nouveau critére de performance, iteration=600
; —H8 — Algorithme 0 avec le nouveau critére de performance, iteration=100
10 ¢ Algorithme 2 avec le nouveau critére de performance, iteration=100

—& — Algorithme 1avec le nouveau critére de performance, iteration=100
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FIGURE 4.16 — La somme des erreurs d’estimation des matrices de facteurs (3.30)) en fonc-
tion de SNR. Notez que 'asymptote dépend de nombre maximum d’itérations exécutés.

des matrices de facteurs en fonction de la valeur du SNR.

Premiérement, et a partir de la Figure [4.15] il est bien clair que la performance de
'algorithme 0 est treés faible en comparaison avec I'algorithme 1 et 2 (courbes avec étoiles
et ceux avec cercles). Cela confirme 'idée que nos algorithmes d’isolement de la matrice
d’échelle sont attractifs. De plus, si on analyse le comportement des algorithmes selon le
critere de performance utilisé (Figure , on remarque bien que lorsqu’on ne considere
pas les contraintes de phase lors du calcul de performance, les résultats sont nettement
plus optimistes que ceux avec les contraintes sur les phases, en particulier pour les grandes
valeurs du SNR (voir les courbes de la méme couleur et symbole). Cela consolide I'intérét
d’utiliser notre indice de performance défini dans I'équation ([3.30)).

4.7.2 Proposition d’un algorithme avec contrainte d’inégalité

L’isolation de la matrice d’échelle A dans la décomposition CP a plusieurs implications,
parmi lesquelles I'existance et 'unicité de la décomposition CP. Comme présenté dans le
chapitre précédent, on a bien montré que le fait d’imposer la contrainte , permet de
garantir 'unicité de la décomposition CP.

pa +pg' +ugt 2 2(R+1), (4.54)

Malgré 'utilisation de cette contrainte, la minimisation de la fonction souleve
d’autres problemes, comme Pabsence de la différentiabilité de (4.54). C’est pourquoi plu-
sieurs simplifications sont appliquées sur la contrainte (voir 'annexe B.1]) pour avoir
la formule suivante :

2
def T 12 Ty 2 T 3
Ca —§|ajak| +§|bebm| +§1|Cncq| —3(m) <0 (4.55)

Notre objectif sera alors d’optimiser la décomposition tensorielle CP sous deux contraintes,
une d’égalité et une autre d’inégalité. Ce qui veut dire, résoudre le probleme d’optimisation
suivant :
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R
min T(A,A,B,C) =T - ) Mab,c,)|} (4.56)
r=1
SC lla ]l = o]l = lle,]] =1

3 2
Z i <3 &
2= 2 \3Rr+2

Les algorithmes qu’on a proposé jusqu’a maintenant traitent I’optimisation d'une dé-
composition tensorielle sous une contrainte d’égalité, donc ils ne peuvent pas étre appliqués

au le probleme (4.56]).

4.7.2.1 Algorithme de Barriere

Nous allons maintenant décrire les méthodes de pénalité qui permettent de résoudre le
probleme d’optimisation (4.56). Cette section traite des méthodes de pénalité intérieure,
aussi appelées méthodes de barriere ou méthode de point intérieur. Le principe de ces
méthodes réside dans la transformation d’un probleme avec contrainte en une séquence
de problemes sans contraintes, en ajoutant au cout une pénalité en cas de violation de
celles-ci. La solution d’un tel sous-probleme est trouvée a chaque itération en utilisant une
méthode de pénalité. L’appellation "pénalité intérieure” ou point intérieur est employée car
le minimum est approché depuis l'intérieur de C. Les méthodes de barriere s’appliquent
aux problemes dont ’ensemble admissible C est défini uniquement par une collection
d’inégalités :

min  f(z) (4.57)
SC gi(x) <0, i=1,...,n

En effet, ces méthodes utilisent des fonctions dites de barriere, définies uniquement a
lintérieur de C. Si des contraintes sous forme d’égalités étaient introduites, l'intérieur
de cet ensemble, c’est-a-dire son sous-ensemble tel qu’en chacun de ses points aucune
contrainte n’est active, serait clairement vide (Boyd et Vandenberghe| 2004)). C’est donc
le domaine de définition de la fonction de barriere qui serait vide, rendant 1'utilisation de
la méthode impossible. L’intérieur de I’ensemble C défini par les g; est le suivant :

Cr=A{z]g(x)<0,Vie{l,...,n}}. (4.58)

La fonction de barriere, notée B(x), est ajoutée au cout f(x) (Nesterov et Nemirovsky,
1994; Roos et al., [1997) ; elle est continue sur C; et sa valeur tend vers l'infini lorsque la
frontiere de C est approchée par l'intérieur, c’est-a-dire lorsque 1'un des g;(z) approche
zéro par les valeurs négatives. Une itération de la méthode consiste ensuite a minimiser la
fonction f(z)+nB(x) (ou n est un parametre réel strictement positif) a ’aide d’algorithmes
de minimisation directe, comme par exemple ceux décrits au section 4.4l Une fonction B(z)
et un 7 convenablement choisis assurent que cette minimisation ne puisse nous mener a
des points situés hors de C;. La suite du processus consiste a réduire progressivement 7
afin de diminuer la pénalité et d’autoriser les algorithmes de minimisation directe a se
rapprocher peu a peu de la frontiere de C.
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Le tableau et la Figure présentent quelques exemples de fonctions B(x)
qui sont des barrieres associées au domaine Dp = [0,400]. Les barrieres logarithmique
(Fiacco et McCormick], |1968)) et inverse sont des barrieres strictes. En effet, elles tendent
vers l'infini en z = 0. A I'inverse, les barrieres entropique et hyperbolique sont définies
en 0 et valent 0. Il est important de noter que, si tous les g; sont convexes, ces deux

Nom Barriere B(x)
Barriere logarithmique —log(x)
Barriere inverse %
Barriere entropique zlog(x)
Barriere hyperbolique —Vzx

TABLE 4.9 — Exemples des fonctions barrieres

5 1 .
' .
a- i —logarithme o ,
‘»! - - -entropie o
\ ——hyperbole Rl
3 PO IEICY inverse . ]
2,
1,
0,
_1,
1

FIGURE 4.17 — Exemples de fonctions barrieres.

fonctions de barriere (barriéres entropique et hyperbolique) le sont également (Boyd et
Vandenberghe, [2004)).

Remarquons qu'une nécessité, pour pouvoir appliquer une telle méthode, est de dis-
poser d’'un point initial situé a l'intérieur de C. La méthode de barriere est définie en
introduisant la séquence de parametres n*; k = 0,1,... avec 0 < n** < np¥ et n¥ — 0
lorsque k — oc.

Le fait que B(x) ne soit défini que dans I'intérieur C; et tende vers U'infini au fur et
a mesure que ’on se rapproche des bords de C assure que, méme avec un algorithme de
minimisation directe, le point obtenu a chaque itération appartient lui aussi a C; . Le fait
que 1* tend vers zéro implique que le terme f(x) +n*B(z) tend vers f(z) lorsque k tend
vers l'infini (Boyd et Vandenberghe, [2004)).

Le comportement de la méthode dépend fortement du choix du parametre initial n° et
du facteur, disons ¢, satisfaisant 0 < ¢ < 2, utilisé pour faire décroitre n* & chaque itération
par la formule n*+! = tn¥. Il n’existe pas de régle universelle permettant d’obtenir un bon
choix de n° et t. Cela dépend fortement du probléme a résoudre, ainsi que du point initial
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20, L’utilisateur d’'une méthode de barriere sera souvent condamné a exécuter la méthode
plusieurs fois avec différentes valeurs de ces parametres jusqu’a obtenir une convergence
satisfaisante.

Les faits suivants peuvent néanmoins étre relevés : si n* est trop petit, et a plus forte
raison si z¥ est proche des bords du domaine, le terme de barriere peut se révéler trop
faible, ne parvenant pas a empécher une sortie de C (il faut donc prendre garde, durant
Iexécution, et vérifier qu’on ne sort pas de cet ensemble, et, si cela est tout de méme le
cas, recommencer avec un 7° ou un ¢ plus grand). Dans le cas contraire, si 7* est trop
grand, 'algorithme de minimisation directe ne pourra s’approcher suffisamment des bords
du domaine, conduisant a une convergence globale lente. Ces parametres doivent donc étre
soigneusement choisis selon le probleme et le point initial. Revenons maintenant a notre
probleme d’optimisation (£.56)). L'idée est de modifier la fonction objectif T de
a l'intérieur de 'ensemble des contraintes en ajoutant la fonction : log(Cs), tel que Co
représente la contrainte sur la cohérence, qui a la forme suivante :

3 ? H H H
Co=3 (2R+ 2> - Zk lal’a,[> = > " |bfb,[> = [clc,[* >0 (4.59)

j <m n<q

La fonction du cotit du probleme (4.56) prendra alors la forme :
Ty(A,B,C,A) = T — 1 log(C) (4.60)

et donc, nous devons résoudre notre nouveau probleme d’optimisation qui a la forme
suivante :

min Y,(A,B,C,A) =7 — 1 log(Cs) (4.61)
S.C lar] = [Ioefl = flerf =1

Dans la littérature, les problemes d’optimisation avec des contraintes d’inégalité sont
résolus en utilisant la méthode barriere avec I'algorithme de Newton pour la recherche
du point optimal de chaque itération. Dans cette partie, nous proposons comme solution
au probleme la méthode Barriere avec 1'algorithme du Gradient Projeté au lieu de
I’algorithme Newton, dans I'objectif de diminuer la complexité du calcul.

4.7.2.2 Algorithme proposé Barriere-GP

En vue de la fonction de cotut de notre nouveau probleme d’optimisation, il est néces-
saire de calculer le gradient de la nouvelle fonction avec Barriere.

Casréel :
On veut calculer le gradient de la fonction de cout (4.61)) dans le cas réel, c’est a dire,
dans le cas ot les trois matrices de facteurs A, B et C appartiennent & R™*®, R/*® et

RE*% respectivement. Calculons le gradient de T, par rapport aux éléments aqg, bas et
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cop de A, B et C respectivement. On a :

GTb oY 8log(Cg)

= — 4.62
8%[3 8%5 g 6%5 ( 0 )
oY, oY 0log(Cs)

= - 4,
Obas  Obas | Obag (4.63)
oY, oY  9log(Cy)

= — 4.64
8Ca5 (‘9%5 " 8caﬂ ( 0 )

avec Cy la contrainte d’inégalité définie par 1’équation . Calculons d’abord les com-
posantes du gradient de Y, ensuite ceux du gradient de log(Cs). Dans la section m,
nous avons calculé les composantes du gradient de T par rapport aux éléments a,g, bag €t
cap ([A4]), ainsi que par rapport aux matrices A, B et C (4.49) (4.50) (4.51). Ce qui nous
reste a calculer dans cette section sont les composantes du gradient de log(Cs).

Dlog(Cs) _ 235.,(8,27)as (4.65)
8a5 C2
9 b, b7 )b
Olog(Ca) 2_pm (PP )bs (4.66)
Obg Ca
Olog(Ca) _ 23> pzs(cscs)es (4.67)
an CZ

Cas complexe :

Dans le cas complexe, le calcul des composantes du gradient de T, se fait par rapport a
une matrice complexe A. Cela nous pousse a réécrire les deux parties de la fonction (4.60)
sous l'une des formes présentées dans (Comon, [1986)) (A.Hjorungnes et D.Gesbert, 2007)).
Commencons d’abord par la premiere partie, qui est T. On a :

R R
T(A,B,C,A) = (Tijk — > A inbjecre) (T — > Mo ai,biciy) (4.68)
ijk r=1 q=1
R R
T(AB,CA) = [Tl + DD Y NN aia, b, crech,
igk r=1 g=1
R
- 2 Z %{ﬂ?k Z >\r airbjrckr}
ijk r=1

Posons maintenant M, = >3 A7 bjb7 crrcyy et Nip = 35 Tiji Ay bj,cp,. La nouvelle

expression de T sera :

R R R R
T(AB,C.A) = [Tl + 3D Y awMgal, = Y (3 Nualy + Y airly)
q=1 r=1

i r=1 g=1 %
Le gradient de T par rapport a A sera :

oY
Sx = 2AM —N (4.69)
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De méme, nous allons réecrire la deuxieme partie de I’équation (4.60)), log(Cs), pour
pouvoir calculer son gradient par rapport a A.

Co = 32R+2 Za aa a—Zbebe —Zc cc (4.70)

r<q r<q r<q

D’ou le gradient par rapport a chaque colonne a, de A :

——=-2) (aal)a, = -2(AA" —||a/|’T) a,

et celui de log(Cy) par rapport a la matrice A, si ses colonnes sont de norme unité :

dlog(Cy) 2 H
A "G (AAT-T)A (4.71)

Le gradient de la fonction (4.60) par rapport a A est finalement :

Ty, 21 H
A _QAM—QN—C2 (AA"-T)A (4.72)
Le calcul du gradient de Y}, par rapport a B et C est similaire, en tenant compte du
fait que les matrices M et N sont différentes.
Le principe de notre algorithme d’optimisation du probléme est donné dans la
table .10} Cet algorithme est basé sur I’algorithme de point intérieur et Gradient projeté,
et nous le nommerons ”"Algorithme Barriere-GP”.

4.7.2.3 Simulations

Dans cette section, nous allons présenter les simulations réalisées pour illustrer le
comportement de I'algorithme Barriere présenté antérieurement. Deux tenseurs différents
sont simulés, 77 et 75. Le premier tenseur est de rang R = 2 et de taille 3 x 5 x 5, alors
que le deuxieme et de rang R = 3 et de taille 13 x 13 x 13. Le choix de la dimension du
tenseur dépend de son rang et de la contrainte C,.

Pour illustrer la performance de notre algorithme, nous avons choisi de tracer I'erreur
IT-T1%

quadratique absolue £ = 3
IT11%

appelée "Erreur sans barriere”, ainsi qu’'une deuxieme

I T=T1I3—nlog(Ca)
T 2

o . I71% :

Barriere”. Tracer ces deux erreurs quadratiques nous permettra de savoir quand est ce que

erreur quadratique qui depend de la barriere £’ = appelée "Erreur avec
la contrainte de cohérence est active.

La Figure |4.18 représente la convergence de 1’algorithme Barriere-GP par rapport au
nombre d’itérations. Dans cette simulation, le tenseur utilisé est 77, tout en ajoutant une
perturbation aux trois matrices A, B et C (SNR = 0db). La recherche du pas est faite
par la méthode "Backtracking” et I’erreur & atteindre est de 107%. L’initialisation des trois
matrices a estimer A, B et C est faite arbitrairement.

La Figure [4.18 montre que, grace a la contrainte Cs, les solutions trouvées a chaque
itération (A®), B®) et C*¥)) sont incitées a rester dans la région faisable, ot 'existence
est garantie. De plus, 'algorithme d’optimisation converge rapidement, tel que pour un
nombre d’itération qui ne dépasse pas les 60, 'algorithme peut atteindre une erreur de
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Algorithme Barriere-GP

1. Initialisation :
(Ap,Bg,Cyp) point initial choisi arbitrairement, £ > 0 précision demandée,
n® > 0 et t = 1.5 parametres de la barriere,
2. k:=1
3. Normaliser les colonnes des matrices A(k — 1), B(k —1) et C(k —1)
4. Calculer le A©) = (G©)~1£(©)
5. Test sur la contrainte Cs :
- Si C < 0, retourner a l'initialisation
- Sinon : Tant que critere d’arrét non satisfait,faire :
- Direction de descente : d¥) = —VY,(AF-D BE-1 Ck-D A(k—1))
- Recherche d’un pas p* tel que :
To(ARD 4 o0 g Bl-1 4 p®)g®) k=) 4 ;R gk Ak —1)) < T,(AE-D BE-D Ch-1 Ak —1)).
- Mise a jour :
AR — A1) p(k)dgf),

-Bk) =Bk-1) ¢ p(k)dg),
- C®) = clk=1) 4y g,

-k=k+1,;
- Normaliser les nouveaux A% B®*) ot C*)
- mettre & jour le AR = (G#)=1f(k),
- Mettre & jour le n*) : n¥) = =1 /¢
6. Retourner A*%), B() ¢t C(*).

TABLE 4.10 — Résumé de l'algorithme barriere utilisant le gradient projeté

reconstruction de 10~7. De plus, nous remarquons bien que la contrainte est trés active
dans les premiere itérations, ce qui pousse 'algorithme a décroitre la valeur du parametre
1 pour ramener le probleme a 'intérieur de la contrainte Cs.

Pour illustrer le comportement de I'algorithme Barriere-GP, nous considérons cette
fois-ci le tenseur 75. A chaque valeur de SNR, un bruit blanc additif gaussien est ajouté au
tenseur. La Figure représente la convergence de ’algorithme Barriere-GP en fonction
des valeurs du SNR.

4.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les différents algorithmes d’optimisation qui
minimisent la décomposition approximative du tenseur 7.

En premier lieu, un état de I'art des méthodes d’optimisation mathématiques a été
dressé. Ces méthodes peuvent étre réunies en deux différents groupes : les méthodes dé-
terministes et les méthodes stochastiques. Les méthodes déterministes peuvent trouver
le minimum global de la fonction sous certaines hypotheses, comme la convexité et la
différentiabilité. En d’autres termes, si la fonction objectif remplit ces hypotheses dans
une région locale contenant le minimum désiré, et si la configuration initiale est quelque
part a l'intérieur de cette région, les méthodes déterministes convergent tres rapidement
vers ce minimum.
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T T
—+— Erreur Sans Barriére ||
—#— Erreur Avec Barriére

Contrainte Actif

Erreur de reconstruction du tenseur

0 10 20 30 40 50 60
Itérations

FIGURE 4.18 — Erreur de reconstruction du tenseur 7; en fonction de nombre d’itérations
avec et sans l'utilisation de la fonction barriere.

Une étude a porté sur les aspects fondamentaux des algorithmes déterministes stan-
dard. Plus précisemment, les méthodes mathematiques (Gradient, Gradient conjugué,
Levenberg Marquardt, Quasi Newton, BFGS ...), et des améliorations ont été proposées
pour les rendre plus performants. L’étude de ces algorithmes mathématiques nous a mon-
tré leurs non-fonctionnement sur des problemes d’optimisation sans contraintes.

En vu de notre probleme d’optimisation qui est sous deux contraintes : une contrainte
d’égalité imposée sur les colonnes des matrices de facteurs, et une contrainte d’inégalité
sur les cohérences pour garantir ’existence et 'unicité de la solution ; il s’est avéré impor-
tant de trouver des nouveaux algorithmes d’optimisation permettant de minimiser notre
nouvelle fonction de cott. Trois nouvelles méthodes d’optimisation plus performantes ont
été développées : "Algorithme 17, ”Algorithme 2”7 et ”Algorithme Barriere-GP”. les deux
premiers algorithmes ("Algorithme 17 et ”Algorithme 2”) sont des algorithmes d’optimisa-
tion dédiés a la minimisation des probleme avec contrainte d’égalité. Ils sont basés sur la
méthode de gradient projeté tout en prenant en compte l'isolement du facteur d’échelle.
Le troisieme algorithme proposé, qui est ’algorithme Barriere-GP, est congu pour la réso-
lution de notre fonction de cotit sous les contraintes d’inégalité. Cet algorithme permet la
transformation d’un probleme d’optimisation avec contrainte d’inégalité en un probleme
sans contrainte, ce qui facilite la recherche de la solution.

Dans le chapitre suivant, nous allons présenter une méthode de séparation aveugle
des signaux des systemes radio mobiles, tout en utilisant les algorithmes présentés dans
ce chapitre.
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FIGURE 4.19 — Erreur de reconstruction du tenseur 75 en fonction de valeur de SNR en
utilisant I'algorithme de Barriere GP.






CHAPITRE

5)

APPLICATION AUX SYSTEMES RADIO MOBILES

5.1 Introduction

Actuellement, nous assistons a 'avenement de la visiophonie et du visionnage de si-
gnaux audiovisuels sur des appareils de téléphonie mobile. Ces nouvelles fonctionnalités
nécessitent des transmissions de plus en plus rapides, garantissant a la fois une flexibilité
et une impérieuse efficacité au niveau de la qualité de service. Pour ce faire, les nouveaux
réseaux de télécommunications doivent garantir un acces simultané des utilisateurs, de
plus en plus nombreux, aux multiples services proposés par les différents opérateurs de
téléphonie mobile. Plusieurs techniques de multiplexage ont successivement été proposées
dans le but d’utiliser a bon escient la bande de fréquence disponible. La technique d’acces
multiple a répartition en fréquence, communément connue sous le nom de FDMA (Fre-
quency Division Multiple Access) est la méthode de partage de ressource spectrale la plus
ancienne. Elle consiste a allouer a chaque utilisateur une bande de fréquence différente
pour permettre des transmissions simultanées. Un autre procédé permet a tous les utili-
sateurs d’émettre sur I’ensemble de la bande de fréquence successivement dans le temps.
Il s’agit de la technique d’acces multiple a répartition en temps, appelée plus communé-
ment TDMA (Time Division Multiple Access). Généralement, les techniques FDMA et
TDMA sont combinées pour une meilleure exploitation de la bande de fréquence. En effet,
le principal inconvénient de ces deux techniques est qu’il est difficile de gérer I’ensemble
de la bande de fréquence de fagon optimale. D’une part, avec la technique FDMA, si au
cours du temps un utilisateur n’émet pas de signal, alors la bande de fréquence qui lui
est allouée n’est pas utilisée. La combinaison des deux techniques rend 1’allocation de
ressources plus flexible. Cependant, ces deux techniques conservent une certaine rigidité
qui nuit a l'utilisation optimale des ressources de transmission.

C’est pourquoi, une autre technique a fait son apparition dans les standards de télé-
communication. Il s’agit de la technique d’acces multiple a répartition en code, appelée
plus communément CDMA (Code Division Multiple Access). Cette technique permet a
tous les utilisateurs de transmettre simultanément dans une méme bande de fréquence
au cours du temps. Ainsi, toutes les ressources disponibles sont exploitées de maniere
optimale. Par contre, la difficulté réside dans la séparation des signaux des différents uti-
lisateurs. Pour ce faire, un code d’étalement spécifique est alloué a chaque utilisateur.
Lors de la réception, ces codes servent a la distinction des signaux émis par les différents
utilisateurs. Cette technique de multiplexage est désormais privilégiée par les nouveaux
standards de téléphonie mobile. Ainsi, des normes radio-mobiles récentes telles que la
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norme américaine CDMA 2000 et la norme européenne UMTS (Universal Mobile Tele-
communications System) 'ont retenu comme technique d’acces. Au niveau technologique,
les performances optimales d’un systeme mono-utilisateur sont atteintes par des systemes
multi-utilisateurs de type CDMA, en assignant aux différents utilisateurs des codes or-
thogonaux entre eux.

En 2002, I’équipe de Li Ping a proposé une nouvelle technique d’acces multiple bapti-
sée IDMA (Interleave Division Multiple Acces) (Ping et al.,2002). Cette technique s’avere
étre en fait un cas particulier de la technique CDMA. En effet, les utilisateurs sont distin-
gués a I'aide d’entrelaceurs et non plus de codes orthogonaux. La technique IDMA béné-
ficie alors de plusieurs des avantages de la technique CDMA, notamment, des qualités de
I’étalement de spectre. En effet, I'un des avantages de la technique d’étalement de spectre
est sa robustesse face aux différents types de brouillage. De plus, ses propriétés d’auto-
corrélation permettent de tirer parti au mieux de la diversité des canaux multi-trajets
a évanouissements. La principale caractéristique de la technique IDMA est la possibilité
d’utiliser un méme code d’étalement pour tous les utilisateurs. La distinction des signaux
des différents utilisateurs est donc assurée par des entrelaceurs spécifiques. A la différence
des codes pour la technique CDMA, la définition des différents entrelaceurs n’est pas fon-
damentalement un probleme. Ainsi, un systeme IDMA constitué d’entrelaceurs générés
de fagon aléatoire présente des performances proches de la limite théorique d’un systeme
multi-utilisateurs (Ping et al., 2002). C’est la raison pour laquelle la technique IDMA a
aussitot attiré 'attention de la communauté scientifique. Les derniers travaux publiés sur
le sujet laissent a penser qu’il s’agit d’une technique d’acceés prometteuse pour les futurs
systemes de télécommunication.

Dans ce chapitre, nous proposerons d’appliquer les différents algorithmes de décompo-
sition tensorielle présentés dans le chapitre précédent. Nous considérerons des scénarios de
propagation et nous montrerons que les expressions analytiques des signaux regus peuvent
s’exprimer algébriquement a 1’aide des formes de décompositions tensorielles des chapitres
3 et 4. Les approches que nous utiliserons dans ce chapitre pour détecter et séparer les
signaux envoyés par les utilisateurs sont purement déterministes, et se basent sur l'ex-
ploitation de la structure algébrique des signaux recus. Notre technique de détection et
de séparation des signaux ne nécessite pas des longues trames d’observationn contraire-
ment aux techniques statistiques, ce qui atténuera la stationnarité du canal. De plus, la
contrainte d’orthogonalité des codes d’étalement n’est plus posée dans le cas de séparation
aveugle par les méthodes tensorielles.

Dans les sections et[5.3] nous donnerons respectivement un bref rappel de la chaine
de communication et de ses composantes, ainsi que les différentes techniques d’acces mul-
tiple. Dans la section [5.4] nous rappellerons le modele de transmission des signaux CDMA
dans le cas coopératif. Ensuite, nous montrerons que le modele analytique de ces signaux
peut s’écrire sous la forme d’un tenseur des observations dont sa décomposition est propo-
sée dans le chapitre précédent. Puis, nous estimerons ces signaux d’une maniere aveugle
en s’appuyant sur les algorithmes d’optimisations proposés. La section sera consacrée
a une étude bibliographique sur la technique multi-utilisateurs IDMA. Dans cette section,
nous donnerons la structure de I’émetteur ainsi que celle du récepteur dans le cas coopé-
ratif. Dans la section [5.7, nous proposerons une nouvelle technique d’acces multiple que
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nous baptiserons OWDM-IDMA. Cette technique sera une combinaison de la technique
IDMA et celle de multiplexage OWDM. Ensuite, nous donnerons une représentation al-
gébrique des signaux IDMA dans la section [5.6] En effet, la repésentation tensorielle des
signaux IDMA, proposée dans cette section, nous permettera d’estimer les signaux recus
sans avoir aucune informations sur ces derniers. La solution peut étre obtenue alors par
décomposition du tenseur des observations en utilisant les algorithmes proposé et présenté
auparavant, et qui joueront ici le role du récepteur aveugle.

5.2 Chaine de communication numérique

Les systemes de transmission numérique véhiculent de I'information d’une source a un
destinataire en utilisant un support physique (cable, fibre optique,...), ou encore la propa-
gation sur un canal radioélectrique. Les signaux transportés peuvent étre soit directement
d’origine numérique, comme dans les réseaux de données, soit d’origine analogique (parole,
image, etc.) mais convertis sous une forme numérique. Le propos de notre étude n’étant
pas la numérisation de la source, le message délivré par cette derniere sera considéré d’ori-
gine numérique. La tache du systeme de transmission est d’acheminer I'information de la
source vers le destinataire avec la plus grande fiabilité possible.

Emetteur | Canal de transmission

Y

Récepteur

FIGURE 5.1 — Modele de la chaine de transmission numérique

Le schéma de principe d’une chaine de transmission numérique est représenté sur la
Figure 5.1} Elle peut se décomposer en trois blocs :

— I’émetteur,

— le milieu de transmission,

— le récepteur.

Dans un systeme de communication numérique, 'information a émettre est une sé-
quence binaire. Dans le cas idéal, cette séquence doit étre la plus courte possible. A
I’émission, le codage de source est alors effectué dans le but de réduire le volume des
données a transmettre. Celui-ci consiste a compresser les données tout en conservant 1’in-
formation utile, permettant ainsi d’augmenter 'efficacité de la transmission et d’optimiser
I'utilisation des ressources du systeme. Afin de transmettre le message numérique, I’émet-
teur doit associer au message une représentation physique sous la forme d’un signal qui
s’adapte au canal de transmission. Le récepteur réalise 'opération inverse en reconstituant
le message émis a partir du signal recu. Ces deux opérations sont appelées respectivement
modulation a I’émission et démodulation a la réception.

Le canal de transmission est un lien physique entre I’émetteur et le récepteur; il differe
selon le type d’applications envisagées. Dans une étude algorithmique en communication
numérique, il inclut généralement le milieu de transmission (fibre optique, espace libre,
cable bifilaire, cable coaxial,. .. ), le bruit (interne et externe) et éventuellement, les filtres
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d’émission /réception, ou encore les antennes d’émission et réception. Dans le cadre de
cette these, nous nous placons dans un contexte de communications sans fil. Quel que
soit le milieu de transmission, le canal introduit des perturbations affectant le signal émis.
C’est pourquoi, le signal recu est altéré par du bruit et des distorsions qui peuvent induire
le récepteur en erreur.

Sachant que le signal émis a subi des perturbations lors de sa propagation a travers
le canal de transmission, l'objectif est de récupérer I'information transmise avec le moins
d’erreurs possibles. Pour cela, le récepteur doit traiter le signal regu en fonction des per-
turbations subies. Il est alors nécessaire de connaitre le type du canal de transmission.
En pratique, il faudra disposer d’'un modele de canal qui permet de définir au mieux
I’environnement réel.

5.2.1 Canal de transmission

Dans ce chapitre, un canal & bruit blanc additif gaussien (AWGN) sera considéré lors
des études théoriques et de la faisabilité d’un systeme. Etant considéré le contexte des
communications sans fil, le modele du canal multi-trajets sera également traité. Dans cette
étude, nous représenterons la chaine de transmission numérique par un modele a temps
discret, pour lequel les données que ¢a soient émises ou regues s’écrivent sous forme d’une
suite d’échantillons indexés par le temps.

Le canal AWGN est le modele du canal le plus fréquemment utilisé pour la simulation
de transmission numérique. Il représente le signal recu comme étant la somme du signal
émis et d’un bruit blanc additif gaussien. Par ailleurs, en plus de l'influence du bruit
blanc additif, la puissance du signal émis peut étre affectée par une atténuation, appelée
aussi évanouissement, dont I’amplitude peut varier lentement ou rapidement dans le temps
selon le contexte de transmission. C’est le cas d’une transmission a travers un canal de
Rayleigh blanc. L’atténuation du signal est principalement due a un environnement de
propagation riche en échos et donc caractérisé par des trajets multiples. Elle peut étre
également provoquée par le mouvement relatif de I’émetteur et du récepteur, entrainant
des variations temporelles du canal. Ces phénomenes sont courants dans I’environnement
radio-mobile.

5.2.1.1 Canal multfi trajets

Les trajets multiples sont engendrés par les phénomenes physiques comme la réflexion
et la diffraction, causées par le milieu de propagation (immeubles, collines, voitures, murs,
... ), comme présenté dans le scénario sur la Figure Dans le processus de modélisation
du canal, seuls les trajets significatifs sont pris en compte, méme si le nombre des trajets
empruntés par un signal peut étre important. Ainsi, pour un canal comportant L trajets
significatifs, le récepteur recoit L répliques du signal émis provenant de diverses directions,
avec différents retards et atténuations. Les retards sont calculés par rapport au premier
trajet détecté par le récepteur. Les échantillons du signal recu y; peuvent alors s’écrire
comme la somme des échantillons du méme signal émis, retardé et atténué, suivant L
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trajets différents, avec des échantillons de bruit blanc additif gaussien :

yi(t) = hyux;(t = m) +ny(t). (5.1)

avec, X; les échantillons du signal émis pour un bloc d’information de taille J, h;; les coef-
ficients d’atténuation et n; désignent les échantillons du bruit blanc gaussien, de moyenne
nulle et de variance o2 = Nj.

Antenne
Tx

s(t)

N

’

Diffusion

B ———

........................

FIGURE 5.2 — Une transmission radio-mobile a travers un canal a trajets multiples

Par rapport au canal a trajet unique, le canal multi-trajets engendre le phénomene
de variations du canal, caractérisées par : ’étalement temporel et 1'effet Doppler. L’étale-
ment temporel est le délai maximal des retards des trajets, noté 7,,.,. Il est défini par la
différence entre le plus long et le plus court retard. Pour quantifier I’étalement temporel
du canal, il est souvent préferable d’utiliser I’étalement moyen au sens des moindres carrés
(Root Mean Square, RMS). Sa valeur est donnée par la relation (Deneire|, 2003) :

L-1 9
N Ql _
TRMS — —Zl_l?_ll — T2. (52)
ZZ:O Q
ol : ; désigne la puissance du [®™ trajet, défini par € = |h;|* et T représente le délai
’ . L= ZLL:_()I TlQl
moyen défini par : 7 = >ITo,

L’effet Doppler est un phénomene causé par le déplacement de I’émetteur/récepteur,
ou encore par le déplacement des obstacles entre ’émetteur et le récepteur. Il est géné-
ralement modélisé par un décalage constant en fréquence, proportionnel a la fréquence
porteuse et a la vitesse de déplacement. La fréquence Doppler peut étre exprimée par la
relation suivante :

vfe cos(a). (5.3)

fDoppler - c

ou v est la vitesse du déplacement du terminal, ¢ est la célérité (la vitesse de la lumiere),
fe est la fréquence porteuse et o désigne I'angle d’arrivée du signal.

La capacité du canal désigne la quantité d’information pouvant étre transmise sans
erreur sur le canal. En présence d’un bruit blanc additif gaussien et pour une entrée de
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type gaussien, la capacité C' du canal est défini par la relation suivante (Shannon) |1948) :

C = Blog(1+ &) (5.4)
Py

ou B la bande occupée par le signal émis en Hertz (Hz), Ps et P, désignent respective-
ment la puissance du signal émis et du bruit en Watt (W). On constate bien qu’a partir de
I’équation , deux approches permettant d’augmenter la capacité peuvent étre énon-
cées. La premiere consiste a utiliser une bande étroite avec un rapport % important, alors
que la seconde permet d’exploiter une bande large avec un faible rapport %i. La technique
d’étalement de spectre que nous allons aborder dans la section suivante est basée sur la
seconde approche.

5.3 L'acces multiple

Afin d’obtenir une utilisation efficace des ressources disponibles, les utilisateurs des
systemes de communication, de plus en plus nombreux, sont amenés a cohabiter. Le pro-
bleme posé par cette cohabitation, encore appelée acces multiple, consiste alors a examiner
comment organiser ’acces d’'un nombre important d’usagers a une ressource commune.
Selon les ressources disponibles, il existe trois méthodes classiques permettant de gérer
'acces multiple : la technique TDMA, la technique FDMA et la technique CDMA (Figure
53).

La technique FDMA est la technique de partage de ressources spectrales la plus an-
cienne. En FDMA, la répartition est faite en découpant le spectre en canaux de largeur
suffisante, en attribuant 'un de ces canaux a chaque utilisateur qui désire établir une
communication. Cette technique d’acces multiple présente 'avantage d’étre facilement
implémentée puisqu’en réception, la dissociation des utilisateurs se fait par des opérations
de filtrage. En revanche, I'inconvénient majeur de cette technique est le nombre maximal
d’utilisateurs devront partager la bande totale. En effet, la largeur de la bande allouée a
chaque utilisateur, diminuant avec 1’accroissement du nombre des utilisateurs, ne doit pas
étre trop réduite afin d’éviter qu’a un instant donné, toutes les composantes spectrales
d’un signal ne soient fortement atténuées.

La technique TDMA est une technique d’acces multiple basée sur la répartition des
ressources dans le temps. En TDMA, on attribue aux utilisateurs des courts intervalles
de temps, appelés fenétres temporelles, pendant lesquels ils peuvent communiquer sur le
canal. Un utilisateur se voit affecter une ou plusieurs fenétres temporelles pour la durée
de la communication. Généralement cette technique est plus difficile a implémenter que
la FDMA puisqu’elle nécessite une synchronisation parfaite entre tous les émetteurs et les
récepteurs.

Parfois, les techniques FDMA et TDMA sont combinées pour exploiter au mieux
la ressource disponible. En effet, le principal inconvénient pour ces deux techniques est
qu’il est difficile de gérer les ressources de facon optimale. Dune part, avec la technique
FDMA, si a un certain moment un utilisateur n’émet pas de signal, alors la bande de
fréquence qui lui est allouée n’est pas utilisée. D’autre part, avec la technique TDMA, si
un utilisateur n’émet pas durant l'instant qui lui est réservé, alors l'intervalle de temps
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qui lui est accordé n’est pas utilisé. Bien qu’il existe différentes méthodes d’allocation
de ressources, ces deux techniques conservent une certaine rigidité, qui peut nuire a la
capacité en nombre d’utilisateurs du systeme.

FDMA TDMA

Densité

Densité
spectrale

spectrale

fréquence

(b)

Utilisateur 1
CDMA

El Utilisateur 2 temps

P23 Utilisateur 3

[T Utilisateur 4 Densité
spectrale

FIGURE 5.3 — Les trois principales techniques d’acces multiple : (a) FDMA, (b) TDMA,
(c) CDMA

L’étalement de spectre exploité par la technique d’acces multiple a répartition en
code CDMA permet de résoudre ce probleme. En CDMA | un usager émet en permanence
sur toute la bande en utilisant une technique d’étalement de spectre. Pour que cela soit
possible, il faut que les signaux émis par les différents utilisateurs possedent certaines pro-
priétés permettant de les dissocier. Chaque utilisateur se voit donc affecter, pour la durée
de la communication, un code spécifique appelé aussi signature. De plus, les codes de tous
les utilisateurs doivent étre orthogonaux ou du moins faiblement corrélés entre eux. Ala
réception, ces codes permettront de séparer les signaux émis par les différents utilisateurs.
Cette technique est privilégiée par les nouveaux réseaux de la 3G. En effet, des normes
radio-mobiles récentes telles que la norme américaine CDMA 2000 et la norme européenne
UMTS l'ont choisi comme technique d’acces. Les systemes basés sur la technique CDMA
ont été considérés comme des candidats potentiels pour 'interface air de la 4G.

5.4 Latechnique CDMA : cas coopératif vs. cas aveugle

La technique CDMA utilise le bon comportement des signaux a étalement de spectre
en présence d’autres signaux de meéme type. Une diversité des méthodes existent pour
réaliser I’étalement de spectre, mais dans cette étude, nous allons nous intéresser seulement
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a I’étalement de spectre par séquence directe, ce qui est connu sous le nom de la technique
CDMA.

L’étalement de spectre par séquence directe consiste a multiplier chaque symbole a
transmettre par un code ou une séquence a un débit nettement supérieur a celui du
signal d’origine. Afin de rendre le signal étalé aléatoire, le code d’étalement ¢ = {¢;;i =
0,...,1 — 1} composé de I chips est généralement une séquence pseudo-aléatoire notée
PN pour Pseudo-Noise. Il possede les propriétés suivantes :

— une moyenne approximativement nulle

~

-1

¢ ~0 (5.5)

Il
=)

7

— une propriété d’auto-corrélation donnée par

p(t) = Z CiCipt R

=0

— {1, sit=0

0, sinon

avecc; =0sie>1—1
Si T, correspond a la durée d'un chip et T; a celle de la séquence d’étalement, le gain
d’étalement est défini par :

I=2t=2 5.6
=B (5.6)

ou B = % est la largeur de bande du signal non étalé et B" = Tic est celle du signal étalé.
Le parametre [ est également appelé facteur d’étalement.

5.4.1 Emetteur CDMA

Soit s(r) I'information provenant de I'utilisateur r. Cette information est modulée en
une séquence de chips x(™ par un code pseudo-aléatoire c(). Etant normalisé, le code ¢
correspondant a un utilisateur r prend sa valeur dans la base B; = {%, \_/—}} Les codes
doivent étre différents pour chaque utilisateur et orthogonaux entre eux. Ainsi, chaque
utilisateur possede un code notée ¢ (¢) de durée T;. Le signal recu pour les R utilisateurs
apres échantillonage s’écrira comme suit :

yilt) =) Xip + Wi (5.7)

tel que x;, désigne le i*™¢ chip transmis par le r®™ utilisateur, w; représentent les échan-
tillons du bruit blanc additif gaussien de moyenne nulle et de variance o? = % La
Figure représente la structure de I’émetteur CDMA conventionnel pour R utilisateurs,

émettant de maniere parfaitement synchrone leurs messages.

5.4.2 Récepteur CDMA

A la réception, pour récupérer les messages envoyés par 'utilisateur m, m =1,..., R,
le récepteur effectue un produit scalaire entre le signal recu y et le code d’étalement
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FIGURE 5.4 — Structure de I’émetteur CDMA
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Le récepteur retrouve donc le symbole s;,, en utilisant la propriété d’orthogonalité des
séquences d’étalement c,.

Les familles de codes d’étalement les plus couramment utilisées dans les systemes
CDMA sont (Mahafenol 2007) :

— les codes de Gold qui sont bien adaptés aux systemes synchrones ; ceux de longueur
218 — 1 et 24 — 1 ont d’ailleurs été retenus pour 'UMTS,

— les codes de Kasami, qui ont été choisis comme codes de scrambling pour la liai-
son montante de certains standards du systeme 3G (CDMA 2000, UTRA (UMTS
Terrestrial Radio Access)),

— les codes de Walsh Hadamard utilisés dans les systemes CDMA synchrones, en
particulier dans les liaisons descendantes des communications radio-mobiles.

5.4.3 les codes d’étalement

Dans les systemes CDMA, afin de restituer correctement les informations numériques
relatives a chaque utilisateur, il est important que les signaux des différents usagers soient
les plus décorrélés possible les uns aux autres. Pour cela, on a plus de libérté dans le
choix judicieux des codes d’étalement, qui seront attribués par la suite aux différents
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utilisateurs en fonction des caractéristiques de communication. Ainsi, en présence d’une
communication synchrone sur un canal AWGN non sélectif, les performances optimales
peuvent étre obtenues par I'utilisation de codes orthogonaux, tels que les codes de Walsh-
Hadamard ou encore les codes de type OVSF (Orthogonal Variable Spreading Factor)
(Dell’Amico et al., [2002)). En revanche, en présence d’'un canal sélectif en fréquence ou en
temps, 'utilisation d’autres familles de codes permet de se rapprocher des performances
optimales. Parmi ces familles de codes, on peut notamment citepr les codes de Gold, les
codes de Kasami, les codes de Zadoff-Chu, etc (Faqihi, 2009).

54.3.1 Les codes de Walsh-Hadamard

Les codes de Walsh-Hadamard sont générés a partir de la matrice de transformation
de Sylvester-Hadamard. Plus exactement, ils correspondent aux lignes ou aux colonnes
orthogonales de cette matrice composée de (+,—)1. La matrice de transformation de
Sylvester-Hadamard de taille 2" x 2™ satisfait la condition suivante :

H,H! =ml, (5.9)

olt HT est la matrice transposée de la matrice de Sylvester-Hadamard de taille m x m et
I,,, est la matrice identité de taille m x m. Ainsi, d’apres cette définition, les lignes ou les
colonnes sont mutuellement orthogonales. Le fait d’interchanger les lignes ou les colonnes
n’affecte en rien les propriétés d’une telle matrice.

La matrice de transformation de Sylvester-Hadamard de taille L x L peut étre construite
récursivement de la maniere suivante :

Hy =+1

oo ( Hp,  Hpp )
;=
Hp;, —Hpp

5.4.3.2 Les codes de Golay

Tout comme les codes de Walsh-Hadamard, les codes de Golay sont obtenus a partir
d’une matrice construite récursivement. En effet, les codes de Golay correspondent aux
lignes de la matrice CGp, de taille L x L (avec L = 2" et n # 0) définie par :

CGy = ( . ) — [4,B,]

1 _
CGp = [ALBy]
avec :
A, = ( Ars Brp )
Arjs Brjs
A —Br)s )
B =
k ( —Ar;ps  Brp

ou les matrices Ay et By sont de tailles L x L/2. Par exemple, en posant L = 4, on

obtient :
+1 +1 +1 -1

+1 -1 +1 +1
+1 +1 -1 +1
+1 -1 -1 -1

CGy =
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Les codes de Golay, étant orthogonaux comme les codes de Walsh-Hadamard, sont bien
adaptés aux systemes de transmission synchrones. Ils ont également la particularité d’étre
complémentaires deux a deux. Deux codes SC; et SC; sont dits complémentaires si et
seulement si :

Tse, (k) + Tse, (k) = 2L5(k) (5.10)

5.4.4 Simulations dans le cas coopératif

Dans le but de vérifier la faisabilité du systeme CDMA, un canal AWGN et une
conversion bit/symbole BPSK (Binary Phase Shift Keying) sont considérés, ainsi, les
codes de Walsh Hadamard seront utilisés dans un premier temps.

Nous considérons R = 16 utilisateurs qui transmettent simultanément leurs messages
de taille J = 100, ces derniers seront étalés en utilisant des codes de Walsh Hadamard
de taille I = 6. La Figure [5.5] présente les performances du systeme CDMA sur un canal
AWGN. Sur cette figure, nous avons tracé le BER (Bit Error Rate) en fonction du rapport
signal a bruit SNR tout en prenant la courbe du BER théorique (en bleu) comme référence.
Sur la Figure |5.5] on remarque bien que la courbe des performances du systeme CDMA
converge vers celle théorique, ce qui nous laisse dire que le systeme CDMA atteint les
limites théoriques.

=—8— Théorique
—6— CDMA-BPSK

Bit Error Rate : BER

FIGURE 5.5 — Performances du systeme CDMA sans codage sur canal AWGN pour 16
utilisateurs et une conversion bit/symbole BPSK

Dans la deuxiéme simulation, nous considérons la conversion bit/symbole QPSK
(Quadrature Phase Shift Keying), et nous reprenons les mémes conditions de la premiere
simulation.

A partir des résultats présentés sur la figure , on peut dire que le systeme CDMA avec
une modulation QPSK converge aussi bien que le systeme CDMA avec une modulation
BPSK, sauf que pour cette nouvelle simulation, les performances de ce systeme s’éloignent
un peut de la limite théorique pour des valeurs de SNR supérieures a 6db.
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FIGURE 5.6 — Performances du systeme CDMA sans codage sur canal AWGN pour un
nombre d’utilisateurs = 16 et une conversion bit/symbole QPSK

Dans le cas coopératif, ou I’émetteur coopére avec le récepteur en lui envoyant des
informations, les hypotheses choisies sont tres fortes : le récepteur doit connaitre les sé-
quences d’apprentissage, qui doivent étre orthogonales (ou pseudo-orthogonales). Dans le
cas aveugle que nous allons aborder maintenant, on suppose évidemment inconnues les
séquences d’étalement, mais nous allons aussi supposer qu’elles ne sont pas nécessairement
orthogonales.

5.4.5 Le systeme CDMA dans le cas aveugle (Rouijel ef al.,[2014q)

Dans les systemes de coopération civil actuels, la connaissance du code d’étalement est
exploitée a la réception afin d’extraire le signal d’un utilisateur particulier, notamment par
I’annulation des interférences des autres utilisateurs. Toutefois, dans le cas d’une écoute
discrete, le signal intercepté résulte d’'une somme de tous les signaux transmis simultané-
ment dans la méme bande de base, sans connaissance des codes d’étalement CDMA ni des
séquences d’apprentissage (Nion, 2007). Dans cette section, nous nous plagons dans un
contexte aveugle. On suppose que le récepteur n’a aucune information sur les codes d’éta-
lement, ni sur les signaux émis par les différents utilisateurs. Classiquement, les techniques
aveugles en télécommunications sont basées sur des propriétés connues a priori, telles les
propriétés temporelles des signaux transmis ainsi que les propriétés spatiales du récep-
teur (Moulines et al., [1995; |Godard, [1980; der Veen et Paulrajj (1996)). Indépendamment
des propriétés utilisées, les problemes aveugles sont classiquement formulés en termes du
calcul matriciel, et impliquent la résolution d’un probleme de décomposition de matrice
de la forme : Y = H.S, lorsque H caractérise par exemple le canal de propagation et S
contient les symboles numériques transmis (Nion, |2007)).

Plus récemment, les méthodes d’algebre multilinéaire ont retenu une attention par-
ticuliere dans le domaine de traitement du signal (Comon et Jutten, 2010). II s’avere
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également que les outils d’algebre multilinéaire sont souvent plus puissants que leurs équi-
valents matriciels. Sidiropoulos et al. sont les premiers a adopter le tenseur dans le secteur
des télécommunications (Sidiropoulos et al., 2000a). Ils ont observé que les échantillons
d’'un signal CDMA recu par un réseau d’antennes peuvent étre stockés dans un cube,
chaque dimension correspondant & une diversité (diversité de codage, temporelle et spa-
tiale). Ainsi, ils ont montré que le probleme de la séparation aveugle des signaux CDMA
déterministe peut étre résolu par la décomposition PARAFAC (de Almeida et al., [2007).
Résoudre le probleme de séparation de sources revient alors a déterminer les parametres
de la décomposition.

Dans cette section, nous proposerons d’appliquer les algorithmes d’optimisation de
la décomposition CP comme décrites dans le chapitre précédent, en adoptant le nouveau
critere de performance pour la technique CDMA. Une comparaison avec 'algorithme
d’ALS est ensuite effectuée.

5.4.5.1 Modélisation tensorielle

Nous considérons R utilisateurs avec une antenne d’émission. Ces utilisateurs trans-
mettent simultanément leurs signaux a un ensemble de K antennes réceptrices. En d’autres
termes, nous considérons un systeme de communication de type "CDMA-SIMO” (Rouijel
et al., 2014a).

Par exemple, supposons que 1'utilisateur r transmet les symboles s, de taille J. Ces
symboles sont étalés par un code d’étalement c, de longueur I, alloué uniquement a
I'utilisateur r. Apres ’étalement, la séquence est transmise sur un canal sans mémoire, et
regu par le réseau des antennes sous ’angle d’arrivée 6,.. Chacune des K antennes recoit
alors un signal y(t) de longueur J x I. Notre approche pour la détection et la séparation
des signaux recus est d’exploiter la structure algébrique multilinéaire de ces signaux en
utilisant notre nouveau critere de performance. Durant un laps de temps de durée J. T,
nous observons les signaux y(t), ou Ty est la période d'un symbole. Ces signaux sont
échantillonés a la période de chip T, = T,/I, ou I désigne le facteur d’étalement. Donc,
chaque antenne fournit une matrice contenant I x J échantillons, et la concaténation de ces
K matrices selon la troisieme dimension permet de construire un tenseur des observations
d’ordre 3 et de dimension I x J x K.

Reprenons le modele présenté en , mais cette fois en considérant les K antennes :

R
Vigk = Y _ Gresircir 1€ [LI] jE[LJ] k€L K] (5.11)

r=1

L’¢élément y;j), correspond a 'échantillon du signal global recu par la k*™¢ antenne au ®™°
instant d’échantillonnage de la 7°™¢ période symbole. Il peut étre vu comme 1’élément
d’indice 17k d’'un tenseur ) de taille I x J x K :

R
Yy=> a.osoc (5.12)
r=1

ou le scalaire a,. = ai(f,) est la réponse de antenne k selon 'angle d’incidence 6, du
trajet provenant de l'utilisateur r. a,, s,, c, représentent respectivement le vecteur des
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coefficients d’antenne, le vecteur d’information de 'utilisateur r et la séquence d’étalement
allouée a l'utilisateur r.

L’équation est une décomposition CP du tenseur ). La structure CP des don-
nées CDMA a été relevée pour la premiere fois dans (Sidiropoulos et al., 2000b). En effet,
Sidiropoulos et al ont montré que pour un canal de propagation sans mémoire, le mo-
dele algébrique vu dans 1’équation correspond a la décomposition CP du tenseur
Y € CI*7*K  Chaque dimension du tenseur ) correspond & une diversité a la réception.
En effet, la premiere dimension correspond a la divesité de codage I, la deuxieme dimen-
sion représente la diversité temporelle J et la troisieme a la diversité spatiale K. Ainsi,
la séparation des signaux recus est alors équivalente a la décomposition du tenseur ) en
une somme de R contributions, ou R représente le nombre d’utilisateurs actifs dans le
systeme.

Pour calculer la décomposition CP de ), nous proposons 1’Algorithme 2 présenté
dans la section en prenant en compte le nouveau critere de performance (3.30). La
détection et la séparation de la matrice des symboles transmis S seront faites, en utilisant
la fonction de cout suivante :

R
T(A,C,S,A) =Y =) Ma,oc, o8- (5.13)

r=1

L’équation nous permettra d’éliminer 'ambiguité d’échelle, et cela en normali-
sant les trois matrices A, C et S, et en calculant la valeur exacte du facteur d’échelle A.
Pour corriger les phases des trois matrices estimées ainsi que les ambiguitées de permu-
tation, nous allons utiliser 1'indice de performance exacte proposé dans la section
3.3.3 (Rouijel et all, 20144)) :

R
EV;A,C.S,A) =min y (min{lla, — e®an|* + [le; — e enp|* + [Isr — €8x [[*})-
mell £

(5.14)

Supposons maintenant que les signaux apres étalement se propagent selon plusieurs
trajets avant d’atteindre le récepteur. Pour ne pas faire la distinction entre les angles d’ar-
rivée des trajets issus d’'un méme utilisateur, nous supposons que les réflecteurs sont situés
seulement dans ’environnement proche des utilisateurs. Cela signifie que 1'étalement des
angles d’arrivée est négligeable car les antennes ne visualisent qu’un seul trajet provenant
de chaque utilisateur. Le modele (5.12)) reste valable dans le cas ou il y a de l'interférence
entre chips (ICI) mais pas d’interférence entre symboles (ISI) (Sidiropoulos et al.,[2000b).
I1 suffit alors de remplacer dans ¢, par h,, ou h, correspond au produit de convo-
lution entre la séquence d’étalement du r®™¢ utilisateur et la réponse impulsionnelle du

canal correspondant. Le modele s’écrit maintenant :

R
y:ZaTosrohr (5.15)
r=1

Dongc, en présence des interférences ISI, détecter et séparer les signaux des différents
utilisateurs revient a estimer les trois matrices A, S et H, en minimisant en premier
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temps la fonction de cout suivante :

R
T(A,C,S,A) =Y =) Ma,oh,os,]}. (5.16)

r=1

ensuite nous corrigeons les phases des trois matrices estimées par le critere de performance
pProposé.

5.4.5.2 Simulations dans le cas aveugle

Afin d’illustrer le comportement et les performances de notre récepteur aveugle pro-
posé (Algorithme 2), nous présentons dans cette section deux simulations différentes. Dans
la premiere simulation, nous nous plagons dans le cas d'un canal sans mémoire. Nous consi-
dérons K = 4 antennes réceptrices, R = 4 utilisateurs, chacun de ces derniers possede
un code d’étalement de taille I = 10 et émet un message de J = 20. Les symboles de
la matrices S sont modulés suivant une constellation QPSK, et les angles d’arrivée des
utilisateurs pris dans cette simulation sont présentés dans la table [5.1]

angles d’arrivée
(01792703704) (_60, —30,0, 20)

TABLE 5.1 — Angles d’arrivée pour 4 utilisateurs

La Figure illustre les performances de notre récepteur aveugle “Algorithme 27,
utilisant le nouveau critere de performance, et ceux du récepteur ALS. Ces résultats
indiquent que la performance du récepteur proposé “Algorithm?2” est meilleure que celle
d’ALS. De plus, nous pouvons voir que le BER de I’Algorithme 2 sans 1'utilisation de
notre critere de performance est tres optimiste. Cela est du a la négligence de contrainte
sur les angles dans le critere de performance classique utilisé dans la littérature, ce qui
prouve l'intérét de notre étude.

Reprenons la méme simulation, mais cette fois pour 6 utilisateurs, avec les nouvelles
valeurs des angles d’arrivées décrites sur la table [5.2] La Figure illustre 1’estimation
des angles d’arrivées en fonction du SNR. A partir de cette figure, nous pouvons voir que
I’algorithme 2 permet une estimation exacte des angles d’arrivée pour des valeurs du SNR
supérieures a zéro.

angles d’arrivée
(01,605,05,04,05,05) (—90,—60, —30,0,30,60)

TABLE 5.2 — Angles d’arrivée pour les 6 utilisateurs.

L’impact du facteur %, ou K représente le nombre des antennes réceptrices, et R le
nombre des utilisateurs, est illustré sur la Figure [5.9] Sur cette figure, la premiere courbe
(avec des losanges) représente le cas ou le nombre des antennes est plus grand que le
nombre des utilisateurs, K =4 et R = 2. Pour la deuxieme courbe (avec des cercles), on
a K =4 et R =4, alors que pour la troisitme courbe (avec des carrés), K =2 et R = 5.
les valeurs des angles d’arrivées sont données dans la table [5.3]
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T T T T T
—— Algorithme 2 avec le nouveau critére de performance
ALS avec le nouveau critére de performance
d Algorithme 2
—6—ALS
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SNR

F1GURE 5.7 — BER en fonction du SNR pour le scénario : R =4, K=4,1=10,J = 20
et constellation= QPSK

angles of arrival
Curve 1 ( -10, 20)
Curve 2 (-60, -40, 0, 20)
Curve 3 (-60,-50, 10, 40, 80)

TABLE 5.3 — Les angles d’arrivées pour les 3 scénarios

A partir de cette figure, on voit bien que la performance globale du systeme est
améliorée lors de 'augmentation de ce facteur, ce qui indique I'importance de la diversité
spatiale.

Dans la littérature, différentes méthodes de détection multi-utilisateurs ont été pro-
posées (Patel et Holtzman, (1994, Madhow et Honig, [1994; Lupas et Verdul |1989) pour
le cas coopératif. Ces détecteurs donnent de bonnes performances pour une complexité
raisonnable quand le taux de charge n’est pas élevé (en général 7. < 100%). Rappelons
que 7. définit le rapport entre le nombre d’utilisateurs et le facteur d’étalement :

Te =

R
T (5.17)
Par contre, lorsque les interférences MAI augmentent de facon significative, ou lorsque
les interférences ISI s’ajoutent a celles-ci, les performances de ces détecteurs se dégradent
rapidement. Une technique itérative qui permet de prendre en compte les interférences
MALI, en associant a la détection un codage de canal et un entrelacement, est alors intro-
duite par Li ping et son équipe (Ping et all 2002, 2006). De plus, cette technique permet
d’atteindre un taux de charge qui dépassera les 100%, comme nous allons présenter dans
la section suivante.



5.5. LA TECHNIQUE MULTI UTILISATEURS IDMA 93

Angles of arrival (degree)

-10 0 10 20 30 40 50 60
SNR

FIGURE 5.8 — Estimation des angles d’arrivées pour le scénario : R =6, K=6,1 =10, J
=20

5.5 Latechnique multi utilisateurs IDMA

Le systeme CDMA & entrelacement des chips cI CDMA (chip Interleaved Code Divi-
sion Multiple Access), proposé en 2002 par R. H. Mahadevappa et J. G. Proakis (Maha-
devappa et Proakis, 2002)), permet d’éliminer conjointement les interférences MAI et les
interférences ISI, en présence d'un canal multi-trajets.

Pour ce faire, un traitement itératif est utilisé a la réception. La détection multi-
utilisateurs correspondante repose a la fois sur une technique d’annulation des interfé-
rences, et sur une technique de combinaison MRC (Mazimum Ratio Combining). Les
performances de ce systeme, sans codage de canal, s’approchent des performances mono-
utilisateur sans interférences ISI méme quand le nombre des utilisateurs R est égal au
facteur d’étalement I, ce qui correspond a un taux de charge de 100% (Mahadevappa et
Proakis|, 2002).

Parallelement, Li Ping et. al. ont proposé une nouvelle technique d’acces multiple
qu’ils ont baptisé IDMA. Cette technique s’avere étre un cas particulier du ¢cI CDMA,
pour lequel les utilisateurs sont distingués a ’aide de différents entrelaceurs. La technique
IDMA bénéficie de différents avantages de la technique CDMA, notamment, des bonnes
propriétés d’étalement du spectre évoquées dans les sections précédentes de ce chapitre.
Mais contrairement au systeme CDMA, tous les utilisateurs peuvent avoir le méme code
d’étalement. En effet, les entrelaceurs sont le seul moyen de distinguer entre les différents
utilisateurs. Par ailleurs, dans les études initialement publiées (Ping et al., |2002))(Ping
et all |2006), les performances du systeme IDMA sont proches de la limite théorique d'un
systeme multi-utilisateurs, bien qu’aucune optimisation ne soit effectuée lors de la concep-
tion des entrelaceurs. Ces derniers sont en effet générés de facon aléatoire. C’est pourquoi,
la technique IDMA a attiré 'attention de la communauté scientifique, tout d’abord par
I'innovation qu’elle apporte, mais également parce que les premieres publications sur cette
technique montrent qu’elle semble prometteuse pour l'interface air de la 4°™¢ génération
de communications mobiles.
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FIGURE 5.9 — Performance du récepteur en fonction du SNR pour : {2 utilisateurs, 4
antennes}, {4 utilisateurs, 4 antennes}, {5 utilisateurs, 2 antennes}

Au cours de ces dernieres années, d’autres équipes de recherche ont commencé a
s’intéresser a la technique IDMA. La plupart des investigations se sont focalisées sur I’étude
des performances du systeme IDMA dans le contexte des réseaux de communications
actuels et futurs. Ainsi, des 2004, un systeme a base de la technique IDMA, pouvant
répondre aux futurs besoins des systemes de la 4G sur la voie montante a été proposé par
une équipe de recherche de I'université de Kiel (Schoeneich et Hoeher| [2006)). En 2005,
Zhou et. al. ont quant a eux proposé le systeme IDMA comme une technique pouvant
améliorer la capacité d’acces multiple d'une communication sur la voie descendante au
dela de la 3G (Zhou et al., 2005). En 2006, une étude d'un systeme IDMA dans le cadre
de réseau Ad Hoc a été publiée par une équipe de DoCoMo Eurolabs (Kusume et Bauch,
20006)).

5.5.1 Emetteur IDMA

La technique d’acces multiple IDMA permet d’allouer une méme bande de fréquences
a plusieurs utilisateurs, tout en leur permettant d’émettre simultanément. Cette méthode
d’acces est alors semblable a celle du systeme CDMA. La différence entre les deux tech-
niques réside dans la maniere de distinguer les différents utilisateurs et de séparer leurs
signaux. Pour un systeme IDMA, la signature d’un utilisateur est caractérisée par un en-
trelaceur spécifique et non par un code d’étalement particulier comme pour la technique
CDMA.

La Figure [5.10] représente la structure de 1’émetteur IDMA pour un utilisateur r
quelconque, our = 1,..., R et R est le nombre maximal des utilisateurs considérés. Cette
structure est similaire a celle du systeme cI CDMA pour R utilisateurs.

Soit s, = {s,(j);j = 1,...,J} 'information provenant de 'utilisateur r. J représente
la taille de chaque bloc d’information. Celle-ci est codée en une séquence d, = {d,.(j);j =
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FI1GURE 5.10 — Structure de I’émetteur IDMA pour un utilisateur 7.

1,...,J} en utilisant un code a faible rendement, noté C. Ce code peut étre identique
ou différent pour chaque utilisateur, ce qui différencie le systeme IDMA du systeme cl
CDMA. En effet, ce dernier utilise un code d’étalement spécifique a chaque utilisateur.
Dans le cas présent, le code C peut étre, soit un code correcteur d’erreurs ou FEC (Forward
Error Correction), un code d’étalement, ou une combinaison des deux. Son principe sera
décrit en détail dans la sous-section .5.1.1)

Le codeur est suivi d’un entrelaceur, noté Z, pour un utilisateur r quelconque. Celui-ci
transforme la séquence d’information étalée d, en sa version entrelacée x, = {z,(j)}. En
respectant la convention pour un systeme CDMA, nous appelons chips les données étalées
ou codées {d,}, en sortie du code a faible rendement C. L’entrelacement est appliqué
au niveau chips comme pour le systeme cI CDMA. Les entrelaceurs {Z,;r = 1,..., R}
sont donc des entrelaceurs chips qui doivent étre spécifiques a chaque utilisateur. Ces
entrelaceurs sont en effet le seul moyen de distinguer entre les différents utilisateurs. Les
entrelaceurs Z, sont générés indépendamment et sont fixés durant toute la transmission.
Dans notre étude, nous considérons des entrelaceurs générés de fagon aléatoire.

Le signal recu correspondant a R utilisateurs peut s’écrire sous la forme suivante :

y(G) =Y b () +nG)  G=1,20,] (5.18)

r=1

ou h, est le coefficient du canal pour l'utilisateur r et n(j) sont des échantillons du bruit
AWGN, de moyenne nulle et de variance 0o = Ny/2. Nous supposons que les coefficients
h, du canal sont connus a priori.

5.5.1.1 Principe de codage

Sur la Figure [5.10] le code C est constitué d’une concaténation série d'un code correc-
teur d’erreurs et d’un code d’étalement. Toutefois, il peut également n’étre constitué que
de 'un ou de l'autre. Le systeme est dit non-codé si le code C est constitué uniquement
d'un code d’étalement, tandis qu'un systeme codé utilisera toujours la combinaison d’un
code correcteur d’erreurs et d'un code d’étalement. Par ailleurs, nous avons étudié les per-
formances du systeme IDMA sans utilisation d’un code correcteur d’erreur. Cette étude
sera abordée dans la section [5.5.5] Dans ce systeme, I’étalement est une forme particuliere
de codage. Il consiste a multiplier la séquence d’information par un code d’étalement. A
la différence d’un systeme CDMA, I'utilisation des codes orthogonaux n’est pas a priori
nécessaire, puisque pour un systeme IDMA | les utilisateurs sont distingués a ’aide des
différents entrelaceurs.
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Considérons un étalement binaire, chaque donnée d’information s,.(j) a émettre est
étalée dans le temps a 'aide d'un code a répétition, ¢, = {¢,(i);4 = 1,...,1} de taille I.
I étant le facteur d’étalement défini dans les sections précédentes. Un chip correspondant
a la donnée d’information émise par le r®™¢ utilisateur peut alors s’écrire comme suit :

X, =S, X C, (5.19)

Une conversion bit/symbole BPSK étant considérée, le chip émis z,(j) prend alors sa
valeur dans la base B = {41, —1}. Dans cette étude, chaque utilisateur utilise le méme
code d’étalement, construit a partir d’'une séquence de +1 et de —1 uniformément répartie

(Liu et al. 2003)(Ping et al., [2002)(Ping et all 2006).

5.5.2 Récepteur IDMA

Afin de récupérer les données d’information émises par chacun des utilisateurs, le
systeme fait appel a un récepteur itératif de type turbo. Celui-ci utilise une technique de
détection et de décodage conjoints. Le récepteur proposé dans (Ping et al., 2002) utilise
une stratégie de détection chip par chip. Pour un utilisateur considéré, celle-ci consiste a
créer une estimation séparée des interférences engendrées par les autres utilisateurs, afin
de les soustraire au signal recu. La Figure représente la structure du récepteur IDMA
proposé dans (Ping et al., 2002).

Canal de transmission Récepteur

| X ell) |

I 0 ESE -1 |

| I — | z® — g
3 ¥ e(D) DEC 7:—>
| A() AWGN || S O |
X0 i i v o |
O O L I T
! / T \ X eR) | 1

‘ . d ¥ ESE 1 ‘

\ signaux des § —= 2R ' (R)
! autres utilisateurs ¥ 'S

| X G DECH—=
| ¥ DEC S (R |

FIGURE 5.11 — Structure du récepteur IDMA pour R utilisateurs

Le récepteur est constitué d’un détecteur de chip gaussien que nous appellerons ESE
(Elementary Signal Estimator), et de décodeurs DEC APP (A Posteriori Probability).
Dans le processus itératif de récupération des données d’information, le détecteur ESE et
les décodeurs DEC s’échangent une information sur les bits émis de maniere turbo. Apres
un nombre suffisant d’itérations, les décodeurs DEC prennent des décisions strictes sur
les bits d’information émis. Celles-ci sont notées S, pour un utilisateur r considéré.
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Le récepteur permet d’estimer les bits a partir du signal requ Y = {y,} et des co-
efficients du canal {h,}. Le récepteur optimal qui traite conjointement le code C et les
entrelaceurs pour un canal a acces multiple, a une complexité calculatoire qui augmente
exponentiellement avec les parametres, rendant sa réalisation difficile. Considérer une
approche sous-optimale permet de réduire la complexité. Elle consiste a effectuer des trai-
tements séparés du canal a acces multiple et du code C, en se basant sur une ou plusieurs
conditions, puis a combiner par la suite les résultats en utilisant un processus itératif.

La sortie du détecteur ESE, egpsp(z,) = {epsr(z,(j))}, est définie par le logarithme du
rapport de vraisemblance extrinseque, noté LLRExt (LLR : Logarithm Likelihood Ratio).
Or, d’apres le critere MAP (Maximum A Posteriori), et en utilisant la loi de Bayes, la
probabilité a posteriori peut étre exprimée comme suit (Proakis, [1995) :

_ P(Y]z:(5)) x P(2,(j))

P(z.(j)) = P(Y) (5.20)

ou P(x,(j)) est la probabilité a priori. Sachant que le dénominateur de 1'équation [5.20]
est indépendant du signal émis, cette équation peut se simplifier comme suit (Ping et al.,
2002) :

P(x,(5)) = P(Y]z:(j)) x P(2:(j)) (5.21)
D’ou
LLRapp = LLRpy + LLRp (5.22)
Ainsi :
eESE(xr<j)) == LLRAPP - LLRAP (523)

P(ler(j) - +1>h)
P(Y|z,(j) = —1,h)

log VT, ]

Dans le cas d’un canal mono-trajet sans mémoire, 1’équation [5.23] peut étre réécrite

P(y(j)lz(j) = +1,h)
P(y(j)lz:(7) = —1,h)

Passant au décodeur, il est constitué de R décodeurs APP locaux. Le r®™¢ décodeur

comme suit :

erpsp(z,:(j)) = log vr, g (5.24)

effectue un décodage APP du code pour 'utilisateur r, en utilisant la version désentrelacée
de egsp(z,). Sa sortie est définie par le LLR extrinseque suivant :

P(z.(j) = +1legse(z,),C)
P(JIT<]) = _1|6ESE<xr)7 C))

eppc(w; (7)) = log( ) —epsp(x(j) Y (5.25)

Le LLR eppc(z,) = eppc(z,:(7)) est Uinformation de retour ou feedback pour le reme
utilisateur. Il sera utilisé lors de la prochaine itération par le détecteur ESE comme le
montre la Figure [5.11]

5.5.3 Détecteur multi-utilisateurs ESE

Le détecteur multi-utilisateurs ESE permet de générer des estimations pour les z,.(j).
La contrainte C du code étant ignorée (Ping et al., [2002), le j*™¢ chip du r®™¢ utilisateur
x,(j) est considéré comme une variable aléatoire. Le LLR extrinseque epgc(z,(7)) fourni
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par le ™ décodeur APP est utilisé comme LLR a priori au niveau du détecteur ESE. 11

s’écrit alors : .
P(x1(j) = +1)

P(j) = —1)

Ala premiere itération, aucun LLR extrinseque n’est disponible, le LLR a priori est

epc(zr(f)) = log( ) (5.26)

alors initialisé a zéro pour le premier calcul du détecteur ESE. A partir de ’équation 5.26]
le chip z,(j) est estimé en calculant sa moyenne p,(j) et sa variance ,.(j) , données par
les équations suivantes :

() = E(z,(j)) ~ Zﬁgiﬁiigg;;; - 1 _ tanh 2202 (1) (5.27)
Un(5) = Var(a:(5)) = 1 = (7)) (5.28)
Le j®m¢ chip du signal recu peut s’écrire sous la forme :
y(j) = by, (j) + &(5) (5.29)
Et cela en considérant 1’équation [5.18| et en notant :
&(7) = y(i) — hpe(j) (5.30)

ou &,(j) correspond au terme d’interférence plus bruit. Il peut étre approché par une
variable aléatoire gaussienne dont la moyenne et la variance s’expriment comme suit :

E(&(7) = E(y(j)) — hype () (5.31)

Var(&:(5)) = Var(y(j)) — (he)*0x(j) (5.32)

En tenant compte de I'équation [5.18] le LLR dans 1’équation [5.24] peut se réécrire sous la

y(J) = E&())
Var(&(5))
Bien qu’issue d'un calcul de LLR donné par la relation [5.23] I'équation [5.33] met en
évidence une annulation des interférences MAI. Le résumé de 'algorithme de détection

chip est donné dans I'annexe [C]

forme :

€ESE<£L'T(j)) = 2hr X (533)

Apres cette derniére opération, la donnée d’information epsp(xi(j)) nécessaire au
décodage est obtenue. Le décodeur calcule alors le LLR extrinseque eppe(xk(7)). Une fois
le décodage terminé, les calculs de 1’équation a 1’équation sont réitérés.

5.5.4 Décodeur a probabilité a posteriori du systéme IDMA

Le codeur peut utiliser soit un code correcteur d’erreurs, un code a répétition, ou une
combinaison des deux. Selon le type de codage, le décodage peut étre un désétalement
plus un décodage du canal, ou I'un des deux. Dans notre étude nous nous intéressons
seulement au désétalement.
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5.5.4.1 Décodage avec simple désétalement

Dans le cas ou le codeur correspond a un simple code a répétition, le processus de dé-
codage consiste en un désétalement, c’est-a-dire une simple somme donnée par I’équation
, ou ¢, (i) représente 1'élément du code a répétition correspondant & la donnée d’infor-
mation émise. Le schéma bloc du récepteur correspondant a un utilisateur r» quelconque
est représenté par la Figure [5.13]

T
L

L= eliensp(an () (5.34)

7

Il
=)

Les {L,} ainsi obtenus sont donc les LLR a posteriori du décodeur. Ils sont ensuite réétalés
pour pouvoir calculer les informations extrinseques {eprc(x,-(j))}. Ces dernieres sont alors
données par :

~

eprc(r:(j)) = ( 3 e ()epsp(x,(5)))e(i) — epsp(a,(5)) Vj (5.35)

i'=0

Elles sont ensuite entrelacées avant d’étre traitées par le détecteur ESE.

L’estimation des interférences s’affine au fur et a mesure des itérations. Pour ce faire,
deux procédés de traitement de I'information peuvent étre effectués : le traitement parallele
ou le traitement série.

En ce qui concerne le premier traitement, I’estimation et la suppression des interfé-
rences s’effectuent de facon parallele, ce qui veut dire que lors de chaque itération, les
opérations données par les équations a (Voir Annexe sont effectuées simul-
tanément pour tous les utilisateurs. Tous les {egsp(z,(7))} de chaque utilisateur r sont
alors obtenus en méme temps. Les correspondants sont alors mis a jour simultanement
pour l'itération suivante. La Figure [5.12| représente La structure du récepteur IDMA avec
un traitement parallele (Mahafeno, [2007)).

Pour le traitement en série, 'estimation et la suppression des interférences sont réali-
sées successivement pour chaque utilisateur (Mahafeno, [2007). Pour ce faire, le processus
peut commencer par 1'utilisateur le plus puissant pour que les performances du systeme
convergent rapidement au fur et a mesure des itérations. Dans notre étude, tous les uti-
lisateurs ont la méme puissance. C’est pourquoi, nous avons choisi de commencer arbi-
trairement le traitement par le premier utilisateur. Dans ce cas, a chaque itération, les
opérations sur (ESE, DEC1) correspondant au 1°" utilisateur sont tout d’abord effectuées,
puis celles sur (ESE, DEC2) correspondant au 2°™¢, ainsi de suite jusqu’au R®™¢ utili-
sateur. Cela signifie que lors de chaque itération, egsp(z1(j)) est obtenu en premier, en
effectuant les calculs donnés par les équations [C.2] & [C.8 Celui-ci va étre utilisé pour la
mise a jour de eppco(z1()). Ensuite, epgp(xa(j)) est calculé avec la nouvelle valeur de
epec(x1(7)). Il est par la suite utilisé pour la mise a jour de eppc(x2(j)), et ainsi de suite
jusqu’a 'obtention de egpsp(zr(j)). A Titération suivante, ce procédé est réitéré jusqu’a
la derniere itération. Le processus itératif correspondant a ce traitement est donné dans
I’Annexe[C] La Figure [5.13|représente la structure du récepteur IDMA avec un traitement
série. Lors du traitement série, le systeme doit a priori présenter une meilleure conver-
gence que lors d'un traitement parallele. En effet, au cours de l'itération courante, chaque
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FIGURE 5.12 — Structure du récepteur IDMA utilisant un traitement parallele

utilisateur bénéficie des informations des utilisateurs traités préalablement, ce qui n’est
pas le cas lors du traitement parallele. Par contre, le traitement parallele possede moins
de latence que le traitement série, du fait que les utilisateurs sont traités simultanément.

5.5.5 Performances du systéme IDMA dans le cas d’un canal mono-trajet

Les résultats de simulation présentés dans cette section ont pour objectif de valider
la technique IDMA proposée dans (Ping et al., [2002). Ils mettent en évidence I'intérét du
systeme IDMA en terme des performances. Pour ce faire, des canaux mono-trajets sont
considérés. Par la suite, des performances montrant l'intérét du code a répétition sont
présentées.

Tout d’abord, quelques précisions sont nécessaires a la compréhension des résultats
et des courbes de performances obtenues :

— La qualité de transmission est une des performances du systeme IDMA, elle est
évaluée en terme du taux d’erreur binaire BER. Ce dernier est mesuré en utilisant
le parametre Ej,/Ny pour un utilisateur.

— Pour un systeme IDMA sans codage du canal, le rendement global est Rg = 1/,
le taux de charge a pour expression :

Te =7

Dans le but de vérifier la faisabilité du systeme IDMA, un canal AWGN et une conver-
sion bit/symbole BPSK sont considérés dans un premier temps. Les résultats de simulation
sont obtenus en faisant varier différents parametres : le nombre d’utilisateurs R, la taille
du bloc d’information J, la taille du code a répétition I. le codage utilisé ici consiste sim-
plement en une multiplication par la séquence [+1; —1;4+1; —1;...;4+1; —1] de taille I. Les
simulations ont été effectuées en utilisant les parametres suivants pour chaque utilisateur :
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FIGURE 5.13 — Structure du récepteur IDMA utilisant un traitement série

— J = 256 bits, taille de I'information.

— [ = 64 chips, correspondant a rendement global de Rg = 1/64;

— K = 16384 est le nombre de chips par bloc d’information, c’est aussi la taille de
chaque entrelaceur ;

it = {5, 10,20, 30,40, 50} itérations.

La Figure donne les performances du systeme IDMA en fonction du nombre d’utili-
sateurs R = {1,16,32,64,100}, et en adoptant & la réception un traitement série pour la

récupération des données d’information émises.

Sur cette figure, la courbe du BER d’un systeme mono-utilisateur sur un canal AWGN,
utilisant une conversion bit/symbole BPSK, est prise comme référence. Les courbes de
performances du systeme IDMA convergent vers celles des performances mono-utilisateur
pour R = {8,16,32,64,100}. Pour 64 utilisateurs (soit R = I), correspondant & un taux
de charge 7. = 100%, ces performances sont atteintes & partir d’'un rapport signal & bruit
SNR de 7dB. Pour obtenir ces performances, cinq itérations sont nécessaires pour que
les courbes de performances du systeme convergent vers celles des performances génie
lorsque R < I. Au fur et a mesure que le nombre d’utilisateurs augmente, le probleme des
interférences MAI devient crucial. Plus d’itérations sont alors nécessaires afin de récupérer
les données d’information émises. Dix itérations sont en effet considérées lorsque le systeme
possede 100 utilisateurs, alors que cinq itérations suffisent quand R = 64.

La Figure donne les performances du systeme IDMA en fonction du rendement
du codeur qui est constitué juste d'un code d’étalement, I = {8, 16,24, 32,64}, pour un
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FIGURE 5.14 — Performances du systeme IDMA sans codage sur canal AWGN pour S =
64 et une conversion bit/symbole de type BPSK

nombre d’utilisateur qui est égal a 16 et une taille de 'information égale a 512 bits. Le
résultat obtenu devient de plus en plus important lorsque la valeur du rendement 1/1, est
plus petite.

En effectuant un traitement parallele pour la récupération des données d’information,
les performances tracées sur la Figure [5.15| sont obtenues avec un nombre d’itérations
significativement plus grand.

En utilisant un traitement série, la convergence est plus rapide quand R > I. Par
contre, le traitement parallele a moins de latence car les utilisateurs sont traités simulta-
nément.

Pour conclure cette étude, il est a noter qu’avec un simple code a répétition, les
performances du systeme IDMA s’approchent de la limite théorique du systéeme multi-
utilisateurs. Plusieurs itérations sont nécessaires quand le nombre d’utilisateurs augmente.
Le nombre d’itérations varie selon le type du traitement (série ou parallele) utilisé par le
systeme pour la récupération des données d’information a la réception. En effet, celui-ci
converge beaucoup plus vite quand un traitement série est considéré.

5.6 Le systeme IDMA avec récepteur aveugle

Comme présenté auparavant, le systeme IDMA est un cas particulier de CDMA. En
effet, les utilisateurs sont distingués a 'aide d’entrelaceurs et non plus de codes ortho-
gonaux. La technique IDMA bénéficie alors de plusieurs des avantages de la technique
CDMA, notamment, des avantages de ’étalement de spectre. En effet, 'un des avantages
de la technique d’étalement de spectre est le fait qu’elle soit robuste face aux différents
types de brouillage. De plus, ses propriétés d’auto-corrélation permettent de tirer partie
au mieux de la diversité des canaux multi-trajets a évanouissements. La principale ca-
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FIGURE 5.15 — Performances du systeme IDMA sans codage sur canal AWGN, pour K=16
et une conversion bit/symbole de type BPSK.

ractéristique de la technique IDMA est la possibilité d’utiliser pour tous les utilisateurs
un méme code d’étalement. Un systeme IDMA, constitué d’entrelaceurs générés de fagon
aléatoire, présente des performances proches de la limite théorique d’un systéeme multi-
utilisateurs (Ping et al., [2002). C’est la raison pour laquelle la technique IDMA a tout de
suite attiré 'attention de la communauté scientifique.

Dans le cas coopératif, la connaissance des entrelaceurs a la réception est prémordiale
pour détecter et séparer les signaux des différents utilisateurs. Si on se place maintenant
dans un cas aveugle, la détection et la séparation des signaux des différents utilisateurs
doivent se faire d’'une maniere aveugle. C’est a dire, il faut trouver les s, a partir des
observations recues Y, sans connaissance des entrelaceurs ni de la séquence d’étalement.

Pour résoudre le probleme de la détection et la sépartion aveugles des signaux IDMA
regus, nous proposons une approche algébrique multilinéaire qui permet d’effectuer ces
deux opérations conjointement.

5.6.1 Modélisation tensorielle du systéme IDMA

Pour effectuer la séparation et 1’égalisation aveugles conjointes des signaux regus par
un récepteur IDMA, nous exploiterons la structure algébrique multilinéaire de ces signaux.
La Figure [5.16| synthétise le concept global de notre approche.

Dans les travaux publiés sur la technique IDMA, les entrelaceurs Z, sont généralement
générés aléatoirement (Ping et al., 2007, |2002). Or, la question qui se pose est comment
implémenter ces entrelaceurs aléatoires 7 Dans la littérature, les entrelaceurs sont générés
a partir d’une fonction qui génere des nombres aléatoires (Ping et al., 2006)). L’équation
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FIGURE 5.16 — Modele de transmission en bande de base des signaux IDMA.

(5.36)) donne un exemple d’entrelaceur aléatoire utilisé dans le cas coopératif.

(5.36)

N =W
B W = N
N e W
W = N =

Dans cette étude, nous proposons d’appliquer au systeme IDMA des entrelaceurs
sous forme de matrice de permutation. L’écriture des entrelaceurs sous cette forme nous
permettra d’établir une modélisation tensorielle du systeme IDMA. En effet, 'utilisation
des entrelaceurs aléatroires générés par une fonction, qui retourne un ensemble de nombres
aléatoires comme présenté dans 'exemple dans le systeme IDMA, ne permet pas
d’écrire I’équation du signal transmis sous une forme tensorielle.

Notre proposition consistera alors, a utiliser des matrices de permutation, ce qui nous
permettra de modéliser le signal IDMA y(¢) sous forme d’un produit tensoriel entre les
symboles envoyés par 1'utilisateur r, le code d’étalement et l'entrelaceur attribué a cet
utilisateur. Les entrelaceurs que nous proposons ici sont des matrices carrées de taille
K x K, dont la dimension K dépendra de la taille des symboles des utilisateurs ainsi
que celle du code d’étalement, de tel sorte a avoir : K = I x J. Chaque ligne de cette
matrice contiendra un seul 1 et K — 1 coefficients égals a 0, et la position du 1 dans la
ligne dépendra de la permutation choisie. Un exemple d’entrelaceur proposé est donné
dans l'équation , ou d = [dy,dy,...,ds] représente une séquence de chips apres



5.6. LE SYSTEME IDMA AVEC RECEPTEUR AVEUGLE 105

étalement.
4N /000010
dy 000001
ds 100000
d’'z = 5.37
d, 001000 (5.37)
ds 010000
de 000100
ds \ "
ds
=y
dy
dy

L’utilisation de ces entrelaceurs permet donc de construire le tenseur des observations
d’ordre 3, noté Y € C*/*KExK Chaque dimension du tenseur des observations correspend
a une diversité disponible a la réception : la premiere dimension correspond a la diversité
de codage, la deuxieme a la diversité temporelle alors que la troisieme correspond a la
diversité d’entrelacement. La solution que nous proposons pour résoudre le probleme de
séparation et d’égalisation aveugles consiste a décomposer le tenseur des observations Y
en une somme de R contributions, ou R représente ici le nombre d’utilisateurs actifs dans
le systeme IDMA.

Considérons un systeme IDMA, ou R utilisateurs émettent simultanément des sé-
quences d’information de longueur .JJ dans la méme bande passante. Ces séquences sont
ensuite étalées a 'aide d'un code d’étalement de longueur /. Chaque utilisateur se voit
attribué de maniere unique un entrelaceur de taille K x K. A rappeler que dans un sys-
teme IDMA, les codes d’étalement ne sont pas nécessairement orthogonaux, puisque les
utilisateurs sont distingués a l'aide de différents entrelaceurs. On notera Sj,. le j°m¢ sym-
bole d’information & transmettre par le r™¢ utilisateur, Cj, le :*™° symbole de sa séquence
d’étalement et Z, est entrelaceur qui correspond au r®™¢ utilisateur. Supposons que les
signaux envoyés par les R utilisateurs se propagent selon un trajet unique avant d’at-
teindre le récepteur. Le canal est dans ce cas sans mémoire, et le mélange produit par ce
dernier est linéaire et instantané. Le modele analytique du signal en bande de base y(t)
recu par le récepteur s’écrit :

R
y(t) =>_s,¢,Z,, (5.38)
r=1
L’échantillon Y, du signal y(t) requ a 'instant d’échantillonnage (j1+1)T, s’écrit comme
suit :
R
yijkl = ZsjrCiT'Zl:l i S [17[]7 .] € [17 J]? k € [LK]’ l S [LK]’ (539>
r=1

Le modele analytique n’est valable que dans le cas ou il y a de l'interférence
entre chips. Dans le cas d’interférence entre symboles (IES), il suffit de remplacer ¢;, par
le produit de convolution entre la séquence d’étalement du r®™¢ utilisateur et la réponse
impulsionnelle du canal correspondant, notée h;,..
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Le modele tensoriel équivalent a correspond a la décomposition CP du tenseur
des observations ) € C/*7*5*K dans lequel les échantillons y;;; sont stockés. De ce fait,
et dans le cas d’un canal linéaire instantané, la contribution de chaque utilisateur peut étre
modélisée par un tenseur de rang 1. La décomposition CP du tenseur ) consiste a estimer
les matrices S € C/*%, C € C'*E et le tenseur Z € CKXEXE . contenant respectivement
les symboles d’information, le code d’étalement et les matrices d’entrelacement. Le modele
tensoriel équivalent a s’écrira alors comme suit :

R
Y= Z S, o0c¢, 07, (5.40)
r=1

Afin de simplifier la décomposition du tenseur des observations ), nous effectuerons une
transformation du tenseur des entrelaceurs Z en une matrice Z de taille (K?) x R. De ce
fait, le tenseur Y € CI*/*KxK Pordre 4, deviendra un tenseur ) € CI*7/*(E*) q’ordre 3.
L’équation deviendra alors :

R
Vigk = Y _ SjrCinzie i € [LT], j€[1,J], k€[l K, (5.41)

r=1
Dans la pratique, la décomposition CP d’un tenseur peut exister mais avec un rang
tres grand. Dong, il est préférable de s’adapter a un modele multi-linéaire de rang inférieur
fixé a avance, c’est a dire R < rang()), afin que nous ayons a faire face a un probleme
d’approximation. Pour estimer les parametres de la décomposition, et plus précisement

les symboles d’information S, nous devons minimiser la fonction de cott suivante :

R
Y(S,C.Z,A)=||¥y =) As,oc, 0z} (5.42)
r=1
ou s,, ¢, et z, sont des vecteurs normalisés. L’ambiguité d’échelle présente dans les sym-
boles estimés s, est éliminée en normalisant chaque séquence de symbole par la norme de
ce dernier, et en calculant le facteur d’échelle exacte A.
Pour corriger les phases des trois matrices estimées, nous allons utiliser I'indice de
performance exacte que nous avons détaillé dans la section :

R

£(¥:8,C,Z,A) = min ) (min{]|s, — 82| + ller — e e |* + |12 — ™ 2x() |I7}).
71—6 (p7 ’X
r=1

(5.43)
Supposons maintenant que le signal transmis par chaque utilisateur est soumis a une
propagation a trajets multiples, et arrive au récepteur via L trajets. Dans ce modele, nous
supposons que tous les utilisateurs ont le méme nombre de trajets afin de simplifier la
notation mathématique et la présentation du modele. Pour I'utilisateur r, nous notons A,
la réponse impulsionnelle du canal global équivalent, résultant d’un produit de convolu-
tion entre la réponse impulsionnelle du canal effectif et la séquence d’étalement du r™e
utilisateur. Le modele tensoriel équivalent s’écrira comme suit :

R
T(S.H,Z,A) =Y =) As,oh, oz} (5.44)

r=1
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5.6.2 Simulations et performances des récepteurs aveugles proposés

Considérons dans cette section un tenseur des observations ). Dans un premier temps,
nous allons illustrer le comportement des différents algorithmes proposés, afin de mettre en
évidence I'impact de plusieurs facteurs sur leurs performances. Dans toutes les simulations,
les résultats sont obtenus a partir de 100 itérations Monte Carlo. A chaque itération et
pour chaque valeur du SNR, une nouvelle réalisation du bruit est établie. On peut définir
plusieurs criteres d’arrét pour les algorithmes itératifs proposés selon le cas étudié. Si
le tenseur des observations ) est non bruité, alors le critere d’arrét sera comme suit :
T < e. Dans le cas d’'un tenseur ) bruité, le critere d’arrét sera alors : [T — T < ¢,
Le critere d’arrét que nous utiliserons dans nos simulations sera une combinaison du
deuxieme critere et d’un autre qui permet d’éviter les cas extrémes, comme pour un
nombre d’itérations maximal. Dans les simulations qui suivent, nous prenons : € = 1076,

Dans ces simulations, nous présenterons les performances des algorithmes de réception
(“Algorithme 1”7 et “Algorithme 2” avec le nouveau critére de performance) qui estiment
aveuglement les symbole S. Nous considérons R = 4 utilisateurs qui communiquent si-
multanément sur la méme bande passante. Chaque utilisateur transmet une séquence de
J = 10 symboles consécutifs et se voit attribuer une séquence d’étalement de longueur
I = 6. Dans ce systeme, les codes d’étalement peuvent étre similaires puisque seuls les
entrelaceurs distinguent entre les utilisateurs. Les symboles envoyés par les utilisateurs
sont générés d’une maniere indépendante et identiquement distribués (iid) et modulés en
utilisant une modulation QPSK (Pseudo Random Quaternary Phase Shift Keying). Apres
étalement des symboles des différents utilisateurs, les entrelaceurs sont utilisés pour désor-
donner les symboles. Les entrelaceurs utilisés dans cette simulation sont des matrices de
permutation carrées de taille K x K, avec K = I x .J, et donc la taille de chaque matrice
de permutation pour chaque utilisateur est de 60 x 60. Le signal de tous les utilisateurs
est ensuite envoyé via un canal sans mémoire.

Dans la premiere simulation, nous allons montrer I'impact de l'initialisation des al-
gorithmes proposés sur leur vitesse de convergence. Pour cela, nous avons généré des
matrices aléatoires S, C et Z qui contiennent respectivement les symboles a envoyer, les
codes d’étalement et les entrelaceurs, et un tenseur ) bruité.

La Figure présente les courbes de convergence des deux algorithmes proposés
pour le scénario présenté auparavant. L’erreur de reconstruction du tenseur ) est tracée
en fonction du nombre d’itérations pour diffétentes valeurs du SNR. On remarque bien
que la convergence des deux algorithmes devient de plus en plus significative lorsque les
valeurs du SNR augmentent.

La Figure illustre la convergence des algorithmes “Algorithme 1”7 et “Algorithme
2” en fonction du nombre d’itérations. Dans cette simulation, nous avons adopté le méme
scénario de la premiere simulation, sauf le tenseur ) qui est non bruité. A partir de cette
figure, il est bien claire que I'“Algorithme 2” converge plus rapidement que I’*Algorithme
17. En effet, 'algorithme 2 n’a besoin que de 8 itérations pour atteindre une erreur de
reconstruction du tenseur des observation ) de 1075, alors que 1'algorithme 1 atteint la
méme erreur pour 14 itérations.

La Figure (b) représente les résultats obtenus pour la moins bonne initialisation.
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FIGURE 5.17 — Convergence des deux récepteurs aveugles proposés (“Algorithme 27 et
“Algorithme 17) en fonction du nombre d’itérations pour différentes valeurs du SNR.

Comparativement & la Figure [.19(b), la meilleure initialisation des algorithmes sur la
Figure m(a) nous a permit d’obtenir une bonne estimation de la matrice des symboles
en fonction du rapport signal & bruit. En effet, sur la Figure [.19(b) la mauvaise initiali-
sation des algorithmes “Algorithme 1”7 et “Algorithme 2” a mené a des matrices estimées
mal conditionnées, ce qui explique la mauvaise convergence. L’impact de la mauvaise
initialisation est plus remarquable sur I'“Algorithme 1”.

La figure illustre 1’évolution du BER global, moyenné sur tous les utilisateurs,
en fonction du SNR pour les algorithmes aveugles “Algorithme 17, “Algorithme 2” dans le
cas d'un canal multi-trajets. Les résultats sont obtenus pour un nombre moyen d’initiali-
sations réussies sur 15 essayes aléatoires et différentes. En effet, pour chaque itération de
Monte-Carlo, la sélection de la meilleure initialisation permet d’éviter des minima locaux
dans le calcul du BER. A chaque itération, les réponses du canal effectif sont générées
aléatroirement et convoluées au séquences d’étalement.

A partir de la figure on peut noter que la valeur de BER est améliorée lorsque
le nombre de trajets L s’augmente de 3 a 4, ce qui indique la bonne exploitation de
la diversité multi-trajets. Dans le cas coopératif, les détecteurs multi-utilisateurs itéra-
tive Turbo (Turbotype iterative Multi-User Detection MUD) ont été largement étudiés
afin de contourner les MAI et ISI, ce qui a donné lieu a des progres significatifs dans ce
sens. Plus récemment, 'OFDM (Orthogonal Frequency Division Multiple) et 'TDMA (Liu
et al., |2006; Ping et al., [2006) peuvent étre combinés, donnant lieu au schéma OFDM-
IDMA, ce qui permet d’éliminer les ISI a travers 'OFDM, et de supprimer les interférences
MATI par l'utilisation de la technique IDMA (Ping et all [2007)). Cette technique utilise
une forme d’onde rectangulaire comme filtre de mise en forme. Cette configuration pré-
sente I’avantage d’une implémentation efficace de la modulation/démodulation a travers
la transformée de Fourier discrete DET (discrete Fourier transform algorithms). Cepen-
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FIGURE 5.18 — Comparaison de la convergence des deux récepteurs, Algorithme 2 et
Algorithmel pour un tenseur d’observation ) non bruité.

dant, cette forme d’onde est non-optimale pour la transmission radioélectrique. Ceci est
principalement du a sa faible localisation fréquentielle, ainsi que sa sensibilité a la dis-
persion temporelle du canal de propagation. L’utilisation du préfixe cyclique permet de
contourner ce probleme, mais cette solution n’est pas gratuite vu qu’elle cause une perte
au niveau de l'efficacité spectrale.

Parmi les autres limites de ’OFDM est la large fluctuation de I’enveloppe du signal,
qui peut dégrader I'efficacité des amplificateurs de puissance des émetteurs, surtout lors-
qu’ils opérent sur des puissances moyennes assez faibles (Armstrong), 2002)). Ce phénomene
peut étre quantifié a travers la valeur du PAPR (Peak to Average Power Ratio), qui ré-
sulte de la superposition d'un large nombre de composantes indépendantes, qui peuvent
générer des combinaisons constructives, entrainant des pics assez élevés. La consommation
d’énergie de 'amplificateur dépend principalement de la puissance de créte plus que celle
moyenne. Ainsi, des pics importants provoquent une faible efficacité de puissance.

Dans la suite de ce chapitre, nous proposerons un systeme combinant la technique de
multiplexage OWDM (Orthogonal Wavelength-Division Multiplexing) avec la technique
IDMA, que nous avons baptis¢ OWDM-IDMA. Cette technique est proposée afin de faire
face au probleme de la forme d’onde de la modulation OFDM. En effet, a partir de la
définition des ondelettes et de leurs applications dans les paquets d’ondelettes et les bancs
de filtre, il est possible de construire une base orthogonale en temps/fréquence, dont
les propriétés peuvent servir dans le développement d'un systeme de communication a
porteuses multiples, utilisant le spectre disponible d’une maniere plus optimale. En plus,
I'utilisation de la technique IDMA peut donner au systeme plus de robustesse vis a vis les
MALI, ce qui permet d’améliorer le rendement d’une maniere significative.

Les principes de I’émetteur et du récepteur du systeme OWDM-IDMA seront tout
d’abord décrits. Ensuite, I’étude des performances du systeme dans un contexte de com-
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FIGURE 5.19 — L’impact de I'initialisation sur la convergence des récepteurs : (a) Meilleure
initialisation (b) Mauvaise initialisation

munication sans fil seront présentées.

5.7 Le systeme OWDM-IDMA

Depuis les années 80, le secteur des télécommunications a connu une forte croissance
grace aux progres technologiques réalisés dans plusieurs domaines scientifiques. Ce progres
se manifeste clairement dans le domaine des communications radio mobiles, avec I’émer-
gence des différentes générations de la téléphonie mobile. Ainsi, d’autres applications qui
peuvent bénéficier de cette technologie ont continué de se diversifier. L’OFDM est considé-
rée comme une technique prometteuse pour les standards de communication sans fil, grace
a sa résistance envers les évanouissements causés par la propagation en trajets multiples.
Ainsi, 'OFDM a été adoptée dans plusieurs standard comme le WIFT (802.11), WIMAX
(802.16), ADSL, et plein d’autres.

Afin de faire face aux nouvelles exigences multimédia, transmission des vidéos haute
qualité, et d’autres applications gourmandes en bande passante, la tendance est d’aug-
menter les débits de transmission pour répondre a ces besoins. Toutefois, la disponibilité
du spectre limitée ainsi que les contraintes sur les puissances d’émission donnent lieu a un
besoin en nouvelles approches de signalisation. Comme prémentionné, nous proposons une
nouvelle technique hybride que nous baptisons OWDM-IDMA. Elle se présente comme
une technique permettant de satisfaire les exigences présentées auparavant.

La nouvelle technique OWDM-IDMA consiste a combiner la technique de multiplexage
OWDM et celle d’acces multiple IDMA. L’introduction de ’TOWDM dans ce schéma offre
de meilleures propriétés. La premiere idée d’utilisation de la transformée en ondelettes
dans le secteur des communications était introduite dans les techniques des signaux mul-
tidimensionnels (Jain et Myers, |2003)). La forme d’onde des paquets d’ondelettes possede
de bonnes propriétés de localisation temps/fréquence(Jain et Myers, 2003). En utilisant
les propriétés de localisation temporelle de ces formes d’ondes, une modulation a por-
teuses multiples IDMA basée sur 'utilisation des paquets d’ondelettes peut étre congue
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afin d’offrir plus de diversité fréquentielle et temporelle. De plus, TOWDM-IDMA peut
limiter les ISI a travers la technique OWDM, et atténuer les interférences d’acces mul-
tiple grace a 'IDMA (Rouijel et al.; 2010), qui utilise une technique de détection MUD
itérative a faible complexité. Cette technique s’applique aussi pour les systemes disposant
d’un grand nombre d’utilisateurs.

5.7.1 Latransformée en ondelettes discrete DWT

La transformée de Fourier continue est un des outils de traitement du signal les plus
utilisés. Elle possede cependant certaines limites qui concernent I’analyse des signaux non-
stationnaires. Le probleme majeur de cette transformation est la non prise en compte de
I'information véhiculée par la structure temporelle du signal, d’ou la difficulté de détermi-
ner, et plus encore de localiser les discontinuités du signal. A cause de ces limitations, de
nouvelles méthodes d’analyse des signaux ont vu le jour, comme la transformée de Fou-
rier fenétrée ou la transformée en ondelette continue. Mais la solution réalisant le meilleur
compromis possible entre la résolution temporelle et fréquentielle de I’analyse du signal,
est la transformée en ondelette continue.

5.7.1.1 Des ondelettes continues aux ondelettes discretes

A. La transformée en ondelettes continues CWT
La transformée en ondelettes continue réalise une projection sur un ensemble de fonc-
tions appelées classiquement ondelettes. Partant d’une fonction ¥ de L?*(R) de moyenne
nulle appelée ondelette mere, la famille des fonctions analysantes 1,5 est obtenue par
action conjointe des opérateurs de dilation en échelle et de translation en temps :
1 t—0>

Yiap)(t) = %‘I’( -

Dans cette expression, a est le facteur d’échelle et b le parametre de translation. La variable

) (5.45)

a joue le role de l'inverse de la fréquence : plus a est petite, moins l'ondelette créée est
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étendue temporellement. Le facteur multiplicatif \/La permet de conserver 1’énergie lors du
changement d’échelle.

L’ondelette doit étre une fonction de moyenne nulle; en d’autres termes, W doit étre
une onde, Ce qui s’écrit mathématiquement :

/+Oo U(t)dt =0 (5.46)

oo

Le choix de l'ondelette est donc en principe tres ouvert, il faut cependant noter que
la robustesse et la vitesse de convergence de l'algorithme de reconstruction sont tres
dépendantes du choix de 'ondelette.

La transformation donnée par la transformée continue est redondante, donc un échan-
tillonnage de la transformée continue permet d’obtenir une transformation non-redondante.

B. La transformée en ondelettes continues DWT

La transformée en ondelettes discrete DWT (Discrete Wavelet Transform) est donc
obtenue par échantillonnage des coefficients d’échelle et de temps. Pour la transformée
dyadique a I’échelle 2!, on obtient les coefficients DWTyx(l, p) donnés par :

—+00

DWTya(l,p) = 2-4 / 227 — p)dt (5.47)

—00
La transformé en ondelettes discrete DWT (Discrete Wavelet Transform), basée sur le
codage par sous-bandes permet de minimiser le temps de calcul de la transformée en
ondelettes. Elle est plus facile a implémenter, et dispose d'un temps de calcul et de res-
sources requises plus réduites. Dans le cas de la DW'T, une représentation sur I’échelle du
temps du signal numérique est obtenue en utilisant des techniques de filtrage numérique.
La DWT est calculée par des filtrages successifs passe-bas/passe-haut du signal temporel
discret comme sur la Figure 5.21

Le signal est dénoté par x[j], ou j est un nombre entier. Le filtrage passe-bas est noté
par G, alors que le filtrage passe-haut est Hy. L’opérateur | 2 est la fonction de sous-
échantillonnage, qui consiste a éliminer des échantillons du signal (Gopinath et Burrus,
1991)). Le nombre maximal des niveaux de filtrage dépend de la taille du signal.

La Figure montre le processus de reconstruction du signal original a partir des
coefficients d’ondelettes. D’une maniere basique, la reconstruction est le processus inverse
de la décomposition. Gy et Hy seront remplacés par les filtre de synthese Gy et Hy, alors que
l'opérateur 1 2 est le processus d’insertion des zéros dans le signal (sur-échantillonnage)
(Lindsey, (1997)).

Apres étude de la théorie des ondelettes, il est possible de définir les fonctions d’on-
delettes pour une modulation a porteuses multiples. On peut alors définir le principe de
la modulation multiporteuses utilisant les paquets d’ondelettes.

Les principes de base de la modulation multiporteuses utilisant les paquets d’onde-
lettes sont illustrés sur la Figure[5.22] Du coté de 'émetteur, les symboles sont transformés
du domaine des ondelettes vers le domaine temporel par le biais de la IDWPT (Inverse
Discrete Wavelet Packet Transform); a la réception, le signal regu est transformé du
domaine temporel & celui des ondelettes par une DWPT (Discrete Wavelet Packet Trans-
form)(Gautier et Lienard, |2007; |Chan, [1994)).
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FIGURE 5.21 - la (a) décomposition et (b) reconstruction par ondelettes a 3 niveaux.

Dans la Figure [5.22] les blocs S et A représentent les blocs de décomposition et de
reconstruction respectivement, et sont appelés le schéma d’Analyse/synthese.
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FIGURE 5.22 — Principe de la (a) modulation (IDWPT) et la (b) démodulation (DWPT)
multiporteuses utilisant les ondelettes.

C. Les familles d’ondelettes

Il existe un certain nombre de fonctions de base qui peuvent étre utilisées en tant
qu’ondelette mere pour la transformation par ondelettes. Etant donné que I'ondelette mere
produit toutes les fonctions d’ondelettes utilisés dans la transformation par translation et
mise a I’échelle, elle détermine les caractéristiques de la transformée en ondelettes obtenue.
Par conséquent, les détails de I'application particuliere doivent étre prises en compte et
I’ondelette mere appropriée doit étre choisie de facon a utiliser la transformée en ondelettes
efficacement.

La Figure [5.23] illustre certaines fonctions des ondelettes couramment utilisées. L’on-
delette de Haar est 'une des plus ancienne et la plus simple d’ondelettes. Par conséquent,
toute discussion des ondelettes commence avec 'ondelette de Haar. les ondelettes de Dau-
bechies sont les plus populaires. Elles représentent les bases du traitement du signal en
ondelettes et sont utilisées dans de nombreuses applications. Elles sont également appelées
ondelettes de Maxflat puisque leurs réponses en fréquence ont une planitude maximale a
des fréquences 0 et 7w, une propriété tres souhaitable dans certaines applications.

Les ondelettes de Haar, Daubechies, Symlets et Coiflets construisent des ondelettes
orthogonales de support compact. Ces ondelettes avec celles de Meyer sont capables de
faire une reconstruction parfaite. Les ondelettes de Meyer, Morlet et ceux de Chapeau
Mexican sont symétriques en forme. Les ondelettes sont choisies en fonction de leurs
formes et de leurs capacités a analyser le signal dans une application particuliere.

X{[i]
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FIGURE 5.23 — Les familles d’ondelettes : (a) Haar (b) Daubechies4 (c¢) Coifletl (d) Sym-
let2 (e) Meyer (f) Morlet (g) Chapeau Mexican.

5.7.2 Principe de I'’émetteur/récepteur du systéeme OWDM-IDMA

La Figure m présente la structure de 1’émetteur/récepteur du systeme OWDM-
IDMA proposé pour R utilisateurs.

La structure de ’émetteur du systeme OWDM-IDMA ressemble a celle du systeme
OFDM-IDMA. La différence réside dans I’application de la modulation OWDM aux sym-
boles complexes QPSK.

Pour I’émetteur du ré™e utilisateur, I'information est codée en une séquence d,. La
séquence étalée d, sera ensuite entrelacée par un entrelaceur Z, spécifique a l'utilisateur
r. Ainsi, le signal résultant, exprimé par x,., est modulé en utilisant 'TDWPT afin d’avoir
le signal Y,. Le signal regu est égal a la somme des signaux regus a partir des différents
utilisateurs (Rouijel et al. 2010, |2011b|, 2012} 2011a)). Le signal multi-utilisateurs regu
peut étre écrit sous la forme :

Y ()= _h(j)y.(j) +n(j) (5.48)
AUED S DO (5.49

ou h, sont les coefficients du canal pour le rém¢ utilisateur, n(j) sont les échantillons du
bruit AWGN avec une variance 02 = Ny/2, y; (7) la séquence des chips du r®™e utilisateur
aprés modulation OWDM, M le nombre des sous-canaux associés a la transmission, et j
représente le temps de transmission.

Comme sur la Figure [5.24] la structure du récepteur OWDM-IDMA est constituée
d’'un DWPT pour la démodulation OWDM, un estimateur élémentaire du signal ESE
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FIGURE 5.24 — Structure de l'émetteur/récepteur du systeme OWDM-IDMA pour R
utilisateurs.

(Elementary Signal Estimator) et R décodeurs de probabilité a posteriori (APP-DEC).
Apres une démodulation OWDM par la DWPT, le processus itératif du récepteur IDMA
peut étre appliqué pour le signal requ, afin d’extraire les informations relatives a chaque

utilisateur :
R

y(i) =Y H ()% (j) +n(j) (5.50)
r=1

ou H,(j) fait référence au gain du canal du j*®¢ chip du r*™¢ utilisateur. L’opération
d’estimation a travers 'ESE peut s’effectuer chip-by-chip (Ping et al. 2002). Donc, le
processus itératif n’inclut pas l'opération de démodulation OWDM. Si le nombre des
trajets L est tres grand, cette structure permet de réduire d’une maniere significative la
complexité de calcul du récepteur. L’information fournie au détecteur ESE est de méme
nature que le systeme multi-utilisateurs IDMA a travers un trajet unique. Ainsi, afin de
retrouver la forme d’information de chaque utilisateur, le détecteur ESE tient compte
juste des interférences MAI.

5.7.3 Performances du systéme OWDM-IDMA sur différents types de canaux

Pour vérifier les performances du systeme multi-utilisateur OWDM-IDMA | nous avons
simulé sa chaine de transmission dans le scénario d’une liaison ascendante (uplink). Le
nombre des ondelettes de Haar est égal a 64, et R représente le nombre des utilisateurs.
Par souci de simplicité, nous considérons un systeme OWDM-IDMA sans codage de canal.

La Figure [5.25 montre le taux d’erreur binaire BER du systeme OWDM-IDMA, avec
des entrelaceurs générés aléatoirement et une séquence d’étalement de longueur 16 pour
tous les utilisateurs, a travers un canal AWGN, et en utilisant une modulation BPSK. Le
nombre maximal des itérations est de 10, le message est d'une longueur J = 3072 bits
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pour chaque utilisateur. On considere que les coefficients du canal sont toutes égales a
h, = 1, alors que le nombre des utilisateurs R varie entre 1,4, 8,16 et 20. La contrainte
unique qui s’impose dans la sélection de la séquence d’étalement du systeme OWDM-
IDMA est quelle doit contenir un mélange équilibré des valeurs +1 et —1, afin d’assurer
un caractere aléatoire des données. D’une maniere simple on utilise +1, —1, 41, —1 pour
tous les utilisateurs.

10° F T T T T T

—©— OWDM-IDMAR=4 | ]
—&— OWDM-IDMA R=16| |
—&{— OWDM-IDMA R=20 |
—&— OWDM-IDMA R=1
OWDM-IDMA R=8

<
>

10%E

BER

10°F

10'5 | | | | L L L | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

SNR

FIGURE 5.25 — Les courbes des performances simulées pour le systeme OWDM-IDMA.

On peut remarquer d’apres les résultats de la Figure que pour un grand nombre
d’utilisateurs, on s’approche toujours des performances du systeme mono-utilisateur. Tou-
tefois, les performances du systeme OWDM-IDMA commencent a se dégrader légerement
lorsque R > 20. Cette dégradation est causée par les MAI qui deviennent plus critique
lorsque le nombre des utilisateurs augmente. D’un autre point de vue, 'TOWDM-IDMA
supporte plus d’utilisateurs que le facteur d’étalement (R > I), avec un taux de charge
qui peut atteindre 125% pour R = 20 utilisateurs. Le seuil de convergence du systeme,
avec un nombre d’utilisateurs presque deux fois plus grand que le code d’étalement, est
situé a 6 dB.

La Figure illustre la propriété de convergence du systeme OWDM-IDMA ci-
dessus sur un canal AWGN, avec R = 20 et I = 16. Cette simulation est réalisée pour
différents nombres d’itération et en fonction des valeurs du SNR. D’apres les résultats de
la Figure [5.20, on constate que la convergence est généralement atteinte a partir de 14
itérations (& noter que le seuil de convergence ici est fixé & une valeur de 1073).

Dans la deuxieme expérimentation, nous avons étudié les performances du systeme
OWDM-IDMA dans le cas d’un canal & trajets multiples. La Figure [5.27] montre les
performances du systeme présenté ci-haut, en utilisant les ondelettes de Haar, un nombre
d’utilisateurs R = 4 et des coefficients de canal h = [0.407,0.815,0.407] (Stiber, 2001]).
L’égaliseur du canal utilisé ici est un Zero-Forcing, qui consiste a appliquer I'inverse de la
réponse du canal au signal recu, afin d’établir le signal d’origine (Stiiber}, 2001)). On peut
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FIGURE 5.26 — Propriétés de convergence du systeme OWDM-IDMA dans un canal
AWGN pour R =20, I =16, et J = 3072.

remarquer que les performances du systeme s’améliorent lorsqu’on augmente le nombre
des coefficients de ’égaliseur et donc, on augmente par la méme occasion la diversité du
systeme.

Dans la troisieme expérimentation, nous allons utiliser la distribution cumulative com-
plémentaire (CCDF) de la valeur du PAPR afin d’évaluer le systeme proposé. Rappelons
tout d’abord le principe du facteur de créte, couramment appelé PAPR. Le facteur de
créte est un parametre défini comme le rapport entre la puissance instantanée et moyenne
d’un signal donné, et permettant de dimensionner ce dernier vis a vis de 'amplificateur de
puissance (et vice versa). Ce parametre apparait dans la littérature sous plusieurs acro-
nymes : PAPR, PMEPR (Peak to Mean Enveloppe Power Ratio) ou encore CF (Crest
Factor). Devant cette multiplicité, il nous a paru nécessaire de synthétiser la notion de
facteur de créte en introduisant celle du PAPR.

Un inconvénient majeur de la modulation a porteuses multiples repose sur la grande
fluctuation d’enveloppe de leur signaux. La raison de ce phénomene est simple : étant
donné qu’un signal a porteuses multiples est constitué d’un certain nombre de sous-
porteuses modulées indépendamment, lorsque les sous-symboles pour chaque sous-porteuse
sont additionnés de maniere cohérente, la puissance instantanée maximale du signal de
porteuses multiples pourrait étre beaucoup plus grande que sa puissance moyenne (Mer-
chan et al.,|1998). Typiquement, le PAPR est utilisé pour quantifier les excursions d’enve-
loppe des signaux multi-porteuses. Le PAPR de tout signal continu y(¢) est défini comme
le rapport entre la puissance maximale et la puissance moyenne d’un signal (Tellado,
2000)), c’est a dire :
max [y,

PAPR(y) = (5.51)

mean|y,|?

ou ¥, est le symbole multi-porteuses discret. Un PAPR élevé se traduit directement par
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FIGURE 5.27 — Les performances du systeme OWDM-IDMA sur un canal AWGN a trajets
multiples.

une puissance de créte élevée, qui peut dépasser 'intervalle dynamique linéaire de I'am-
plificateur de puissance. La distorsion non-linéaire affecte la qualité du signal. Ainsi, le
récepteur peut avoir des difficultés a récupérer les données transmises. Pour contourner
ce probleme, un certain nombre de méthodes différentes ont été utilisées pour réduire les
effets de distorsion non-linéaire par 'amplificateur. Pour que le signal ne subisse aucune
distorsion par 'amplificateur, il est nécessaire que celui-ci reste dans la zone de fonctionne-
ment linéaire, et que sa puissance maximale soit inférieure a celle correspondant au point
de compression. Si le facteur de créte PAPR est élevé, il sera nécessaire de surdimension-
ner 'amplificateur, c’est a dire le choisir de telle sorte que la puissance de compression
soit largement supérieure a la puissance moyenne du signal, le rapport entre les deux puis-
sances étant égal au PAPR. Donc pour deux signaux de puissance moyenne égale, celui
qui a le PAPR le plus élevé demandera un amplificateur avec une plus grande puissance
de saturation. Mais plus on augmente la puissance de saturation de 'amplificateur, plus
on augmente son colt et sa consommation énergétique. Ainsi, lorsque le signal transmis
possede un facteur de créte élevé, il est souvent nécessaire de trouver un compromis entre
puissance et distorsion de 'amplificateur .

La distribution cumulative complémentaire (CCDF) de la valeur du PAPR est expri-
mée par :

CCDF(PAPR,) = Prob[PAPR > PAPRy) (5.52)

ou PAPR, est le seuil choisi.

Dans la troisieme expérimentation, les performances du systeme proposé sont compa-
rés a un systeme OFDM-IDMA pour des symboles modulés en utilisant la constellation
4-QAM sur M = 128 sous-porteuses, comme indiqué sur la Figure [5.28] qui représente
le CCDF de la technique proposée pour les ondelettes de Haar, Coifelet, Daubechies et
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Symlet. Il est évident que le signal OFDM-IDMA possede des valeurs du PAPR qui ex-
cédent 12.4dB avec une probabilité de 0.4, contre 10 dB pour la technique proposée en
utilisant I'ondelette de Haar avec la méme probabilité. De méme, cette valeur est égale a
9.8dB pour 'ondelette de Coiflet d’ordre 3, 11.3dB pour I'ondelette de Symlet a I'ordre 4
et 7.5dB pour l'ondelette Daubechies d’ordre 8 (Rouijel et al., 2011b|, 2012).
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FIGURE 5.28 — Comparaison des valeurs du PAPR pour OFDM-IDMA Vs. OWDM-
IDMA.

Une réduction de 4.9dB est atteinte lors de 'utilisation de I'ondelette de Daubechies
d’ordre 8. Ce résultat est tres intéressant en terme de réduction du PAPR. Toutefois,
la complexité de cette technique est supérieure a celle de la modulation OFDM-IDMA.
Cette réduction du PAPR est principalement due a la nature du signal OFDM-IDMA. Ce
dernier peut étre représenté sous forme d’une somme d’ondes modulées par des porteuses
différentes, ce qui provoque des valeurs élevées du PAPR. Ainsi, ce signal devient plus
sensible aux non-linéarités des amplificateurs a haute puissance, requises pour étaler le
signal a travers le canal. En plus, les performances en terme de réduction de la valeur
du PAPR sont de plus en plus meilleures lorsque l'ordre de 'ondelette augmente. Ceci
vient du fait que lorsqu’on augmente 'ordre de 'ondelette, elle devient de plus en plus
dispersée et présente plus de fluctuation sur I'axe des temps. On peut conclure que les
performances du systeme OWDM-IDMA en terme de réduction du PAPR dépendent du
choix de l'ondelette.

La Figure illustre les performances en terme du BER du systeme OWDM-IDMA
pour différentes ondelettes. Ces résultats montrent que le BER de 'ondelette de Haar est
nettement meilleur que celui des autres ondelettes utilisées, et qui décroit en augmentant la
valeur du SNR. Pour les trois autres ondelettes, Daubechies et Symlet d’ordre 4 possedent
la méme longueur du support, qui est plus courte que celle de 'ondelette Coiflet d’ordre 4,
mais leurs performances sont meilleures que ceux de Coiflet. Les propriétés de symétrie de
I'ondelette de Symlet lui permettent d’avoir des performances meilleures que I'ondelette
de Daubechies.
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FIGURE 5.29 — Les performances en terme de BER du systeme OWDM-IDMA pour
différentes ondelettes, sur un canal AWGN et pour R=4.

5.7.4 Modélisation tensorielle du signal OWDM-IDMA

Dans cette section, nous exploiterons la structure algébrique multilinéaire des signaux
regus par le récepteur OWDM-IDMA. Reprenons le modele présenté en ([5.48)

R
ik = Y i ir (5.53)
r=1

R
- Zsjrcirzkrhir(bir
r=1
Ecrivons cette équation sous forme tensorielle. L’élément y;;, peut étre vu comme
I'élément d’indice ijk d'un tenseur ) de taille I x J x K, et si on prend s;, = sj,
Qir = CirGirhir €t 2 = 23, 'équation deviendra :

R
Y= Z S, 0a, 0z, (5.54)
r=1

ou a,, z,, s, représentent respectivement le vecteur de séquence d’étalement convolué au
canal et a I'ondelette, la séquence d’étalement d’entrelacement et le vecteur d’information
de l'utilisateur r. Cette équation est une décomposition CP du tenseur ). Ce modele
algébrique que nous proposons pour le systeme OWDM-IDMA, permettra de résoudre le
probleme d’estimation aveugle des informations envoyées par les R utilisateurs.

En présence de bruit, on cherche souvent un modele tensoriel approximé. Par exemple,
Ierreur quadratique dans le cas d’un bruit blanc additif gaussien. Notre modele sera alors
comme suit :

R
T(A,S,Z,AN) =Y — Z A\.S, 0 a, 0 Z,||% (5.55)

r=1
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ou s,, a, et z, sont des vecteurs normalisés. Les ambiguités de mise en échelle des sym-
boles estimés sont éliminées en normalisant chaque séquence de symboles par sa norme,
et en calculant le facteur d’échelle exacte. Pour corriger les phases des trois matrices es-
timées, nous allons utilisé le critere de performance exacte vu dans le chapitre précédent.
L’équation deviendra alors :

R
EV;A,S,Z,A) =min Y (min{|[s, — €8:n||* + ||ar — eV ar||* + |2, — X%n(|*})-

mell v, ,x
r=1

(5.56)

5.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des méthodes de séparation de chacun des
signaux CDMA, IDMA et OWDM-IDMA en utilisant les algorithmes proposés au cha-
pitre précédent. Ces algorithmes permettent de réaliser conjointement la séparation et
I’égalisation aveugles des signaux de chacune des trois applications.

Dans un premier temps, nous avons étudié le systeme CDMA dans le cas coopératif.
Les principes de 1’émetteur et le récepteur de ce systeme ont été détaillés et des simula-
tions dans le cas coopératif ont été effectuées. Ensuite, Nous avons fait une étude sur la
technique d’acces multiple IDMA dans le cas coopératif. Aprés une description détaillée
du principe de I'émetteur IDMA, ainsi que celui du récepteur itératif correspondant, les
performances du systeme IDMA ont été présentées. Ces performances obtenues par si-
mulations pour un systeme multi-utilisateurs IDMA sur un canal AWGN sont proches
des limites théoriques d’un systeme multi-utilisateurs. Cette étude a permis d’analyser la
technique IDMA et les performances initialement publiées dans (Ping et al., 2007). Pour
combattre les interférence ISI dans le cas d’un canal multi-trajets, nous avons proposé
une nouvelle technique hybride basée sur la technique IDMA, et consiste a combiner la
technique IDMA avec la technique OWDM. Les principes de I’émetteur et du récepteur du
systeme OWDM-IDMA résultant sont alors décrits, puis, les performances de ce systeme
sont étudiées. Nous avons comparé la technique proposée a ’'OFDM-IDMA et nous avons
montré qu’elle permet d’obtenir une réduction significative de la valeur du PAPR pour
un faible nombre de canaux. De plus, nous avons montré qu’il y a un compromis entre la
complexité et la reduction du PAPR en utilisant les différentes familles d’ondelettes.

Dans un deuxieme temps, nous avons proposé des récepteurs algébriques multilinéaires
pour les trois systemes CDMA, IDMA et OWDM-IDMA. Une modélisation tensorielle
pour le signal recu dans le cas de chaque systeme de communication sans fil a été proposée,
a savoir, le systeme CDMA, IDMA et OWDM-IDMA. Les algorithmes pour le calcul
des décompositions tensorielles proposés au chapitre précedent sont alors appliqués pour
réaliser la séparation et I'égalisation des signaux du systeme CDMA et IDMA.

De maniere général et a partir des performances obtenues, pour les deux systemes
CDMA et IDMA, par les différentes simulations, nous avons remarqué que l'algorithme 1
est plus sensible a I'initialisation que ’algorithme 2. Afin d’éviter les minima locaux vers
lesquels les algorithmes proposés risquent de converger, on peut utiliser plusieurs initiali-
sations aléatoires. C’est une solution qui permet un gain de performance considérable, au
prix d'un cotit calculatoire plus élevé.






CHAPITRE

CONCLUSION GENERALE

Contributions

Une communication multi-utilisateurs est une transmission de données provenant de
plusieurs utilisateurs sur un meéme canal de transmission. Les divers utilisateurs doivent
alors se partager le canal de transmission. Des lors, l'efficacité de 'occupation du canal de
transmission par les différents utilisateurs s’avere primordiale. Plusieurs criteres discrimi-
nants existent pour séparer les signaux provenant des différents utilisateurs. Parmi eux, la
technique CDMA qui distingue entre les utilisateurs a 1’aide des codes d’étalement, ainsi
que la technique 'IDMA, proposée par 1'équipe de Li Ping, qui discrimine les utilisateurs
a 'aide des entrelaceurs.

Les travaux présentés dans ce document s’inscrivent dans le cadre des méthodes al-
gébriques déterministes pour la séparation aveugle des signaux CDMA et IDMA recus,
dans un contexte multi-utilisateurs. Ces méthodes s’appuient sur la structure des données,
qui peuvent s’écrire sous forme de tenseurs possédant une forme algébrique particuliere.
En effet, les problemes de séparation de souces aveuglement sont classiquement formulés
en termes d’algebre matricielle. L’originalité de notre travail réside dans la modélisation
tensorielle que nous avons proposé pour les signaux recus du systeme CDMA, IDMA et
la nouvelle technique proposée OWDM-IDMA. Nous nous sommes intéressé en particulier
a une décomposition des tenseurs connue sous le nom de la décomposition CP. Cette dé-
composition propose de décomposer un tenseur de rang R en une somme de R tenseurs de
rang un. D’ot, la séparation des signaux consiste alors a décomposer ce tenseur d’observa-
tion en utilisant des outils d’algebre multilinéaire, afin d’estimer la contribution de chaque
utilisateur. Dans ce contexte, 'objectif de cette these a été de développer des méthodes
qui séparent la contribution de chaque utilisateur sans que le récepteur ait des informa-
tions a priori. En effet, I’état de I’art des méthodes répondant a ces problématiques dans
le cas coopératif, a montré I'existence d’une dichotomie entre le débit et les informations
envoyées au récepteur pour la séparation et 1'égalisations des signaux recus. Dans ce but,
nous avons proposé de considérer les données dans leur ensemble en les représentant par
un tenseur d’ordre 3. Les traitements proposés sont alors basés sur l'algebre multilinéaire
et notamment sur des décompositions tensorielles.

Dans un premier temps, nous avons fourni quelques éléments fondamentaux de 1’al-
gebre multilinéaires et des décompositions tensorielles. Ces outils mathématiques offrent
une meilleure capacité de modélisation pour des données tridimensionnelles. Puis, nous
avons présenté plusieurs décompositions tensorielles qui sont importantes dans le contexte
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de cette these. Les propriété d'unicité et d’existence de ces décompositions ont été discu-
tée.

D’un point de vu mathématique, deux contributions originales ont été proposées dans
ce document :

— Une nouvelle décomposition tensorielle basée sur la décomposition CP, que nous

avons baptisé “la décomposition CP avec isolement du facteur d’échelle”.

— Le calcul d’'un indice de performance exacte plus réaliste.

Pour la premiere contribution, le principe de cette nouvelle décomposition est de calculer
la valeur optimale de facteur d’échelle que nous avons isolé et mis en dehors des matrices
facteur dans la décomposition CP. Nous avons montré que dans la décomposition ten-
sorielle CP, le conditionnement du calcul de la matrice de facteur d’échelle optimale A
dépend de la cohérence via une matrice de Gram. Cela a des implications tres importantes
sur l'existence et I'unicité d’une décomposition CP approximative du tenseur 7. De plus,
nous avons donné une condition suffisante qui prouve I'unicité de la décomposition tenso-
rielle. L’isolement de la matrice de facteur d’échelle permet de réduire les indéterminations
d’échelle en module unitaire et non pas les fixer completement, d’otu la difficulté d’estimer
Ierreur d’identiffication des matrices facteur. Notre deuxieme contribution consistait alors
a calculer 'indice de performance exacte plus réaliste que les criteres de performance uti-
lisés dans la littérature qui sont optimistes par construction. Vu que l'indétermination a
été caractérisée dans la décomposition CP par 3R nombres complexes de module unitaire,
notre travail consistait alors a trouver la distance minimale exacte sous une contrainte
angulaire, en calculant les 3R phases optimales.

D’un point de vu algorithmique, nous avons développé plusieurs techniques de calcul
de la nouvelle décomposition. Une étude détaillée a été portée sur les aspects fondamen-
taux des algorithmes déterministes standard. Plus précisemment, les méthodes mathéma-
tiques (Gradient, Gradient conjugué, Levenberg Marquardt, Quasi Newton, BFGS ...),
et des améliorations ont été proposées pour les rendre plus performants. L’étude de ces
algorithmes mathématiques nous a montré leurs non-fonctionnement sur des problemes
d’optimisation avec contrainte et la sensibilité de quelques un au conditionnement et a
I'initialisation. En vu de notre probleme d’optimisation qui est sous une contrainte d’éga-
lité imposée sur les colonnes des matrices de facteurs, il s’est avéré important de trouver
des nouveaux algorithmes d’optimisation permettant de minimiser notre nouvelle fonction
de cout. Deux nouvelles méthodes d’optimisation plus performantes ont été développées :
“Algorithme 1”7 et “Algorithme 2”. De plus, lorsque nous avons consideré aussi la contrainte
d’inégalité sur les cohérences pour garantir I'existence et I'unicité de la nouvelle solution,
nous avons développé un nouveau algorithme qui traite le probleme d’optimisation avec
contrainte d’inégalité, baptisé “Algorithme Barriere-GP”. les deux premiers algorithmes
a savoir “Algorithme 17 et “Algorithme 2” sont des algorithmes d’optimisation dédiés a
la minimisation des probleme avec contrainte d’égalité. Ils sont basés sur la méthode de
gradient projeté tout en prenant en compte 'isolement du facteur d’échelle. Ces deux al-
gorithmes de type Descente de gradient sont beaucoup moins sensible a I'initialisation que
le ALS et offrent de meilleurs propriétés de convergence. Le troisieme algorithme proposé,
qui est I'algorithme Barriere-GP, a été congu pour la résolution de notre fonction de cott
sous la contrainte d’inégalité. Cet algorithme permet la transformation d’'un probleme



d’optimisation avec contrainte d’inégalité en un probleme sans contrainte, ce qui facilite
la recherche de la solution.

D’un point de vu applicatif, apres avoir étudier les techniques d’acces multiple IDMA
et CDMA dans un contexte coopératif, nous avons proposé une nouvelle technique d’ac-
ces multiple OWDM-IDMA qui combatte conjointement les interférences ISI et MAI. A
la réception, 'extraction des contributions de chaque utilisateur a partir des signaux ou
mélange recus n’est possible que si le récepteur possede déja des informations envoyées
par ’émetteur lui permettant d’estimer le canal et de retrouver le message qui lui est
destiné, ce qui engendre une perte au niveau du débit. Il s’est avéré alors intéressant
d’étre capable de retrouver les signaux émis sans connaissance a priori. Nous avons établi
que la décomposition CP étudiée auparavant, permet de réaliser la séparation aveugle
des signaux présents dans un mélange convolutif. Nous avons proposé différentes appli-
cations de cette technique en séparation de sources. La premiere application proposée
concerne la séparation aveugle de signaux CDMA. En effet, les données regues a chaque
instant peuvent étre vues comme des éléments d'un tenseur d’ordre trois. Ce tenseur
s’écrit comme la somme de tenseurs de rang un, correspondant chacun a la contribution
d’un seul utilisateur, et pouvant s’écrire comme le produit extérieur de trois vecteurs, le
premier contenant les symboles d’information de cet utilisateur, le second contenant son
code d’étalement, et le troisieme contenant les coefficients du canal entre cet utilisateur
et les antennes de réception.

La deuxieme application proposée vise la séparation aveugle des signaux IDMA. Nous
avons proposé un récepteur algébrique multilinéaire qui permet la séparation des signaux
IDMA. De méme que la premiere application, nous avons établi une modélisation des
données regues sous forme d’un tenseur d’ordre trois et qui s’écrit comme une somme
de produit extérieur de trois vecteurs. Le premier vecteur contenant les symboles d’in-
formation de I'utilisateur, le deuxieme contenant le produit de convolution entre le code
d’étalement, qui est le méme pour tous les utilisateurs, et la réponse impulsionnelle du
canal correspondant, alors que le troisieme contenant son entrelaceur. Enfin, la troisieme
application proposée était la séparation aveugle des signaux OWDM-IDMA, dont une
modélisation tensorielle pour ces signaux a été congu.

Perspectives

Dans I'immeédiat, pour compléter ’étude menée dans ce manuscrit, il serait intéressant
de continuer le travail commencé sur la séparation aveugles des signaux OWDM-IDMA et
d’étudier ses performances dans différentes conditions. En effet, dans notre étude on s’est
arreté a la modélisation tensorielle des signaux OWDM-IDMA recus. Actuellement, nous
continuons ce travail, en étudiant les performances de ce systeme pour différents types de
canal.

De plus, nous avons considéré dans notre étude la liaison montante d’un systeme SIMO
multi-utilisateurs, ou chaque utilisateur ne dispose que d’une seule antenne émettrice.
Une perspective envisageable serait alors de généraliser les modélisations proposées pour
résoudre le probleme de séparation aveugle dans un systeme MIMO multi-utilisateurs.

Finalement, méme si les outils d’algebre multilinéaire proposés trouvent des applica-
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tions directes en traitement du signal pour les télécommunication, on trouve qu’ils se sont
considérablement élargis depuis 1970 dans plusieurs d’autres applications. Des lors, une
perspective majeure sur le long terme serait d’appliquer les décompositions CP au systeme
radar, dont on trouve plusieurs contraintes posées et différents problemes a résoudre.
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ANNEXE A

A.1 Détail de calcul de A optimale

Notre but est de calculer la valeur optimale de A qui minimise 1’expression suivante :
T(A,B.C,A) =T - (A,B,C).Al}. (A1)

En développant cette équation, elle conduit a :

T(A,B,C,A) = |T|*- Z Z £k Ap@ipbipCrp — Z Z tijkAGighiqCras

ijk p ijk g
+ Z Z ApQipbjipCrp Ay @iy Cras
pq ik
= HTH2 - Z )‘pf; - ZAqu + Z )‘p)‘Zqu- (A.2)
P q Pq

tel que G, = Zijk AipbipCrpai,bi cr, and fi = Zijk tije @, b% g
Maintenant, et en annulant la dérivée de T par rapport a A, nous pouvons trouver le
systeme linéaire suivant :

G\ =T1. (A.3)
D’ou :
A= G f. (A.4)

A.2 Preuve du théoréme[2

Soit T € C*/*EK A ={A € CF | u(A)<pa}l, B={B € C/* | uB)<
usl, €={C € CE*B | u(C) < puc} et considérons la fonction du cofit suivante :

R
T(A,B,C,A) =T =) Ma,ob,oc}. (A.5)

r=1

Considérons aussi 8 = C# x A x B x € un sous ensemble non compact de CRIH+/+K)
et soit la borne inférieure en question : n :=inf{T(A,B,C,A) | (A,B,C,A) € R}
Nous allons montrer que le sous-niveau de ’ensemble T restreint a N,, définie comme
N, = {(A,B,C,A) € X|T(A,B,C,A) < «a}, est compact pour tout a > 7 et donc
la borne inférieure de T sur N est atteint. L’ensemble R, = RN T (—o00,a] est fermé

9

puisque W est fermé et T est continue (Par la continuité de la norme). Il reste a montrer
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que N, est borné.

Supposons le contraire, alors ils existe une séquence ((A, B, C,A);)s2, C Navec [[(A, B, C, A)glls = o0
mais T(A,B,C,A); < a pour tout k. Il est claire que ||(A,B,C,A)|l2 — oo implique

que ||A)k)|]2 = oo. Noter que :

R
T(A.B,C.A) > [|T]lr =) Aa,ob,oc,|#]* (A.6)

r=1

Nous avons :

R R
| Z Aa,obyoc | = Z Mg (@, a) (by, by) (€, €g)
r=1 =

pg=1
R —
2 Z N2 a3 1Dy I3l epll — Z [ApAg(@p, ag) (by, by)(cy, )l
p=1 p#q
R —
> > N = pansrc (Y AA)
p=1 p#q

> |INI3 = papspcl M} > (1 — Ruapspc) M3

La dernitre inégalité resulte du fait que |[A; < VRA|» pour tout A € CE. A partir de
I'hypotese 1 — Ruapuspc > 0 et [[AF|y — oo, T((A,B,C,A);) — oo, ce qui contredit
I'hypothese T((A, B, C,A)x) < a pour tout k.

A.3 Le calcul du nouveau critére de performance

Dans cette annexe, nous expliquons de fagon plus détaillée comment obtenir 'indice
de performance 4, et en particulier la fagon dont les phases (¢, 1, x) sont calculées.
Définissant x = —p — ¢ [27], "équation ([3.30)) peut étre reécrire comme suit :

0 = llall*+[la][* + [[bl[* +[[bl[* + lle|* + [e]*
—2pacos(p — a) — 2py cos(v — f3)
—2pc cos(p + U + 7).

N ~ def " def ~ def . . . ,
ou af’a = p, e, bb = py e’ and cfe¢ = p. e, Les points stationaires sont donnés en

résolvant le systeme trigonométrique dont les variables sont, par exemple, x = ¢ — a and
y =1 — [ inconnus :

pasinz + pesin(p +¢ +7v) = 0,
PbSInY + pesin(p +¢ +7) =
La premiere simplification est obtenue en notant que
Pesin(p + 1+ ) = —pasinz = —pp siny.

ce qui implique siny — Pa I

Po
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Maintenant, en utilisant des identités trigonométriques, on peut réécrire la premiere équa-
tion du systeme trigonométrique

pesin(p + 1 +7) = pesin(z +y+ a+ +7) = —pasinz.

comme suit :
pasinz = —pc|sinzcosycos(a+ B+ 7)
+ siny cos x cos(a + 3+ 7)
+cosz cosysin(a + S + )
—sinz sinysin(a + 8 +7)].

En utilisant cosy = /1 — sin?y et siny = 5—: sin z, nous obtenons

pasine = Lol sinz cos x cos(a + 4+ 7)

Po
PcPa

Po
+[pesinzsin(a + B + )

+ sin? zsin(a + 3 4 7)

—pecoszsin(a+ B +7)], /1 — P2 sin? .

Po

L’objectif de la prochaine étape consiste a éliminer la racine carrée et de réécrire I’équation
en termes de variables sinx or cosx. Alors, nous allons élever au carré les deux cotés de
cette équation et nous allons utilisé des identités trigonométriques telles que cos?z =
Lheos22) | gin? g = 1) ) ot cos?(2x) + sin?(2z) = 1. Ainsi, aprés

simplification nous obtenons :

, cosxsine =

Po l(pcpa)z _Pe [p% N l(pcpa)2

2 2 Pb 2 2 2 Pb

2 2
—i—% cos’(a+ B +17) — % sin(a + B + 7)} cos?(2x)

+ [Qpc cos(a + B+ v)sin(a+ B+ ’y)] 1 — cos?(2x)

+ [2(pcp‘2’) cos(a + f +7)v/1 — cos?(2x)
Pb

_<Pcpa) sin(a + 8+ 7) (1 — COS(Q:E))}
Pb
=0.

1 — cos(2x)
2

De la méme maniere que ci-dessus, nous avons élévé au carré les deux cotés de 1’équation
résultante deux fois pour éliminer les racines carrés. Enfin, nous obtenons une équation

de degré six de la forme :

co + ¢1 cos(2x) + ¢y cos*(2x) + c3 cos®(27)

+c4 cos*(21) + ¢5 cos” (2x) + ¢ cos®(2z) = 0.
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avec
(¢ =3¢
g =2d1dy — 205,
Co = 2C,10/3 + Cli — 20/56/6 — Clg + Clg,
Cc3 = 20/16/2 + 20’30’4 — 20/60I7 + 26’56/7,
ey =C5+2050, — i+ 2d5¢ 6+ ¢
Cy, = 20/20/3 + 2CIGCI7,
\C6 = Cl% + Clz
and
(¢ =+ — i — L,
C/2 _ //2 4 C//2
0/3 //2 //2 . c//2 %C//E’
Cl4 — 20”10 o+ C//2 + 4C”§,
0/5 = —20//16”3 + d 4C 5,
de = C”4C”5,
\0/7 _ —20"26”3 _ 26”46”5.
and
( 2
o= hiri(se) -k
2
¢y =30 (”Zﬁa) +pecos®(a+ B +7) =3
"y = —2picos(a+ B+ 7)sin(a + B +7),
Ay = —2’2—’;3 cos(a+ S +7),
d's = p;—ig sin(a + 8 + 7).

En résolvant 'équation de degré six, nous trouverons la variable x. En remplacant x

dans siny = ’J*‘ sin z permet de trouver y.



ANNEXE

ANNEXE B

B.1 Développement de la contrainte d’inégalité

La minimisation de la fonction objectif (4.3) sous la contrainte (4.54) souleve plu-
sieurs problemes, dont entre autres ’absence de différentiabilité de (4.54]). C’est pourquoi
plusieurs simplifications sont proposées. Au premier temps, mettant p; = pa, po = up et

w3 = pc

Premiere approximation
La contrainte (4.54) fait apparaitre la moyenne harmonique entre les p;, et peut se

1 1) L3
Harm(u) o (— Z —) > (B.1)
3 1 %71 2R+ 2

réécrire :

Définissons les moyennes géométrique et quadratique :

3 1/3
Geom() = (H ui> et Quad() =
=1

Alors nous savons que :

Zi M

Min(p) < Harm(p) < Geom(p) < 3

< Quad(p) < Max ()

Donc, la condition (B.1)) sera vérifiée si I'une des conditions suffisantes suivantes est véri-
fiée :

3 3
1:[‘” = <2R+2) (B.2)
I s (B.3)
2 3 ’
zi:“i = 3(2R+2) (B-4)

La contrainte (B.2)) est plus proche de (B.1]), mais (B.3)) et (B.4]) sont plus faciles a dériver.
La contrainte (B.2)) a été choisie dans (Lim et Comon, [2010; Comon et Lim| 2011), mais

il est possible que nous nous orientions vers (B.4)) pour simplifier les calculs.
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Deuxiéme approximation

La cohérence définie en doit vérifier une des contraintes de majoration définies
dans la section [B.I] Donc si un majorant de la cohérence la vérifie, ce sera une condition
suffisante.

Pour cela, nous remarquons que nous avons toujours les inégalités suivantes entre les

mac o] < 3 Juf2 <3 ol (5.5)

La norme L? étant la plus facile & dériver, nous proposons le majorant suivant pour la

normes LP :

cohérence :

“an (B.6)

2 def T, |2 T, |2
Hy = max|apaQ| S Z |apaQ|
pF#q
p<q
On définit de maniere similaire les majorants M, et M3z pour u2 et p3. La contrainte
pratique s’obtient en remplacant p; par v/ M; dans les expressions de la section . La

contrainte (B.4]) s’écrit donc :

3 3 2
M. <3
R .

soit par conséquent la contrainte suivante, suffisante en pratique pour assurer (4.54)) :

2
def T, |2 T 2 T . |2 3
G=) lalap> + > byl + > lche,| _3<2R+2) <0 (B.7)

i<k <m n<q
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Algorithme de détection chip

L’algorithme de détection chip by chip peut étre résumé comme suit :

Initialisation :
eppc(zr(j)) =0 vr, g

Processus itératif :

1 (j) = tanheDEngr(j» v, j

'197‘(]) =1= (/’LT(j>)2 vruj

R
E(y(7)) =) b (3) Vj
R
Var(y(j)) = o + > _(0.)*9,(j) vj
E(& () = E(y(5)) — hep(5) v, j

(C.5)

(C.6)

(C.7)

(C.8)
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Algorithme de detection de chip dans un traitement série

Le processus itératif correspondant a un traitement série est résumé comme suit :

Initialisation :

Mettre
- vr,j () = (2:(3)) =0,  9.(j) = Var(z,.(j)) =1
- Vi

- Itération =1, r=1
Processus itératif :

Var(gr(])) - (hr)Qﬁr(j)

Désentrelacement des LLR avant désétalement et/ou décodage.

epse(@,(j)) = 2h, x Vj (C.9)

Mise a jour de l'information extrinseque : I'information désétalée et/ou décodée a laquelle
I'information a priori a été enlevée, est réentrelacée pour former 'information extrinseque

epec(x1(7))-

1.(j) = tanh eDEc(er(j)) vj (C.10)
0n(7) =1 = (i (5))* Vj (C.11)
Dpir(§) = pir(9)lite—courante = f1r-(5) lite—precedante  Vj (C.12)
E(y(5)) = E(y(5)) + by A (5) Vj (C.13)
D) = 0r(5)lite—courante — O (9)lite—precedante ¥ (C.14)
Var(y(j)) = Var(y(y)) + (h,)*A0,(j) Vj (C.15)

Test du critere d’arrét : r =r + 1
Sir = R, alors remettre r = 1.
Sinon, réitérer I'ensemble des calculs de I’équation a I'équation [C.15]
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