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Résumé

Résumé

Dans cette thése, nous nous concentrons sur diverses notions liées a la dualité dans
des espaces de suites sommables a valeurs vectorielles, avec des poids dans le a-dual d'un
espace de suites scalaire normal A. Nous explorons des concepts tels que la réflexivité, le
tonnelage et la distinguité. Une nouvelle notion de distinguité est introduite et caractérisée
dans certains des espaces de suites considérés, avec un exemple illustratif distinguant cette
notion de celle classique. Nous examinons également les suites faiblement K&the-Orlicz
sommables dans un espace localement convexe séparé, avec une fonction d’Orlicz ¢ et
un espace de suite normal A. Nous déterminons le dual topologique de l'espace A, [E]
muni d’une topologie localement convexe séparé, en termes de suites fortement Kothe-
Orlicz sommables & valeurs dans le dual topologique E' de E'; ce qui nous a permis
de donner des conditions nécessaires et suffisantes pour que A,[E] soit tonnelé ou quasi-
tonnelé, nous contribuons ainsi a la compréhension des différents espaces de suites & valeurs
vectorielles et de leurs propriétés topologiques. De plus, dans cette thése, nous traitons
deux notions de duales d’espace de suites de Kéthe-Orlicz sommables & valeurs dans un
espace localement convexe, définie par une fonction d’Orlicz ¢ et un espace de suites
parfait A. Nous explorons les propriétés de l'espace vectoriel de toutes ces suites muni
d’'une topologie localement convexe séparée. Sous certaines conditions, nous décrivons
les formes linéaires continues sur A, {E}, déterminant ainsi son dual topologique. Les
résultats obtenus améliorent certains travaux antérieurs et sont soutenus par des exemples

tout au long de cette these.

Mots-clés : Espace de suites, sommablilité, propriété AK, dualité, réflexivité, espace

tonnelé, espace distingué.
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Abstract

Abstract

In this thesis, we focus on various notions related to duality in vector-valued summable
sequence spaces, with weights in the a-dual of a normal scalar sequence space A. We ex-
plore concepts such as reflexivity, barrelledness, and distinguishedness. A new notion of
distinguishedness is introduced and characterized in some of the sequence spaces conside-
red, with an illustrative example distinguishing this notion from the classical one. We also
examine weakly Kothe-Orlicz summable sequences in a separated locally convex space,
with an Orlicz function ¢ and a normal sequence space A. We determine the topologi-
cal dual of the space A,[E] endowed with a separated locally convex topology, in terms
of strongly Kothe-Orlicz summable sequences valued in the topological dual E' of E;
this allowed us to provide necessary and sufficient conditions for A, [E] to be barrelled or
quasi-barrelled, thus contributing to the understanding of different vector-valued sequence
spaces and their topological properties. Moreover, in this thesis, we address two notions of
duals of Kéthe-Orlicz summable sequence spaces valued in a locally convex space, defined
by an Orlicz function ¢ and a perfect sequence space A. We explore the properties of
the vector space of all such sequences endowed with a separated locally convex topology.
Under certain conditions, we describe the continuous linear forms on A, {E}, thereby de-
termining its topological dual. The results obtained improve upon some previous works

and are supported by examples throughout this thesis.

Keywords : Sequence space, summability, AK property, duality, reflexivity, barrelled

space, distinguished space.
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Introduction

[’étude des suites et des transformations linéaires associées, ou sommabilité, a connu
une évolution importante depuis la fin du XIXe siécle. Ce domaine a commencé a se
développer en 1890 avec les travaux de Cesaro, qui s’intéressait a la multiplication des
séries. Depuis lors, I’étude des espaces de suites s’est étendue & de nombreuses disciplines
de 'analyse fonctionnelle.

Au début du XXe siécle, Hilbert a établi les propriétés principales de I'espace /o, tandis
que Fréchet a introduit dans sa thése des concepts topologiques clés liés aux suites. Les
contributions de Fischer, Schmidt, Riesz et Helly ont approfondi la compréhension des
espaces {, et L,. Les travaux de Banach, Kéthe et Toeplitz ont enrichi la théorie avec
des exemples et des contre-exemples importants. Ils ont aussi étudié la dualité (a-dualité)
entre les espaces de suites scalaires.

L’intérét pour les espaces de suites a été ravivé par des travaux et des résultats théo-
riques tout au long du XXe siécle. En particulier, le théoréme de Shur sur la convergence
dans l'espace ¢; a permis a Kothe et Toeplitz de démontrer que les faiblement bornés et
fortement bornés sont les mémes pour le a-dual (un espace de suites parfait). Ces tra-
vaux ont influencé Mackey & introduire des concepts de dualité et des topologies polaires
associées et von Neumann a définir des espaces localement convexes. Les espaces éche-
lonnés introduits par Koéthe et les résultats sur les espaces de suites normés comme c¢q et
¢, (1 < p < 400) ont montré I'importance des espaces de suites scalaires dans diverses
branches de I'analyse fonctionnelle.

Les progrés dans I'étude des espaces de suites a valeurs vectorielles ont ouvert de nou-
velles perspectives passionnantes en mathématiques. Des chercheurs comme Dvorestzky,
Rogers, Grothendieck et Pietsch ont jeté les bases de ces développements en explorant des
concepts tels que la nucléarité et les topologies tensorielles. Le travail de Waelbroeck sur les
espaces bornologiques convexes complets, également connus sous le nom de "b-espaces",
a travers des espaces de familles sommables appropriées, a élargi notre compréhension de
cette théorie.

L’étude de I'espace A{E'} des suites absolument A-sommables & valeurs dans un espace
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localement convexe séparé F vise a généraliser la théorie de Kothe pour les espaces de
suites scalaires et & explorer les propriétés héritées des espaces de départ A et E. Des
travaux dans ces directions ont été menés par D. A. Gregory (1969), N. De Grande-De
Kimpe (1971), Ronald C. Rosier (1973) et d’autres, mettant en lumiére des propriétés
importantes comme la a-dualité, les parties bornées, relativement compactes et équicon-
tinues et la caractérisation de la nucléarité.

En relation avec la nucléarité d’un espace localement convexe séparé E, A. Pietsch a
introduit les espaces (1[E], (1(E), (1{E} et ¢, (E), respectivement des suites faiblement
{1-sommables, /;-sommables, absolument /;-sommables et fortement ¢;-sommables dans
E. 1l a également introduit et étudié l'espace A(F) des suites A-sommables dans F, A
étant un espace de suites parfait au sens de Kothe, muni de sa topologie normale. La thése
de Pedro J. Paul (1985) ainsi que ses recherches en collaboration avec M. Floréncio sur
les diverses notions de tonnelage, les conditions qu’ils ont établies pour que ces espaces
soient bornologiques ou (DF), ainsi que les applications de leurs résultats sur plusieurs
types d’espaces de fonctions, illustrent I'importance attribuée a 'espace A(E) des suites
A-sommables.

Plus tard, dans le cas ot A est équipé d’une topologie polaire générale, M. Florencio
et P. J. Paul ont étudié A(E) et ont obtenu des résultats intéressants, tels que la caracté-
risation de la propriété AK et la relation avec la complétion du produit tensoriel injectif
A®. E. Les mémes auteurs ont décrit dans [13] et [14] des conditions assurant le tonnelage
de A{E} ou qui en font un espace distingué.

Dans [25], L. Oubbi et M. A. Ould Sidaty ont donné une définition de 'espace A(E) des
suites fortement A-sommables. Dans le cas on A(F) est un AK-espace, ils ont obtenu une
caractérisation du dual topologique de A(E) en termes de suites fortement A*-sommables
dans E’, A* étant le a-dual de A et E’ le dual topologique de E. Cela leur a permis de
caractériser dans [26] la réflexivité de l'espace localement convexe A(E). Des résultats et
propriétés supplémentaires sur A(E) ont été obtenus dans [26] 27, 37]. Récemment, Ould
Sidaty a étudié dans [38] la nucléarité, en tant qu’espace bornologique convexe, de Ay(E),
I'espace de toutes les suites totalement A-sommables, dans le cadre défini par [13], ou E
représente un espace bornologique convexe.

Ghosh et Srivastava ont examiné dans [19] la notion d’espace de suites absolument
A-sommables en utilisant une fonction d’Orlicz . Ils ont introduit et étudié¢ 'espace

F(E, ), constitué de suites (x,), dans un espace de Banach E qui satisfont la condition

(w(M» € F pour certains p > 0, ou F représente un espace de suites normal.

Il convientn de noter que plusieurs types d’espaces de suites ont été étudiés dans la
littérature. Certains reposent sur des matrices de Kéthe infinies (a;;); jen, d’autres sur
des opérateurs de Cesaro et d’autres sur différents types de convergence ou de sommabilité
(voir [1I, B, 14}, [, 12 13), [14], 17, 19, 211, 25 26], 27, 291 B0, 31l B82] 37, 38, 39]). Bien sur,
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les fonctions d’Orlicz donnent naturellement des espaces de suites dans le cas scalaire.
Elles sont également utilisées pour construire des espaces de suites a valeurs vectorielles
(voir par exemple [I7, 19, B3] et les références qui y sont mentionnées). La caractérisation
du dual topologique ou du dual de Kothe-Toeplitz est 'un des principaux problémes qui
intéressent les auteurs (voir par exemple [§]). Mais avant cela, une topologie doit étre
définie sur l'espace de suites considéré. Notre travail est une contribution & I’étude de
divers espaces de suites pondérément sommables dans un espace localement convexe F,
avec des poids dans une espace parfait de suites scalaire, munis de topologies appropriées.
Nous nous intéressons en particulier a la détermination des duals topologiques de ces
espaces et a4 en caractériser ceux qui sont (quasi-) tonnelés, (semi-) réflexifs ou (quasi-
) distingués. Notons que la notion de quasi-distingué telle qu’elle est définie ici a été
introduite par nous-mémes. Un joli exemple est présenté pour la distinguer des notions
déja existantes.

Cette thése est constituée de quatre chapitres.

Nous posons dans le premier chapitre, "Préliminaires", les fondations théoriques né-
cessaires pour aborder les sujets développés dans les chapitres suivants. Nous commencons
par préciser la terminologie et les notations utilisées tout au long de la thése, couvrant des
concepts clés de la théorie des espaces vectoriels topologiques localement convexes, ainsi
que des espaces de suites. En particulier, nous explorons des notions telles que les espaces
bornologiques, tonnelés, réflexifs et distingués. Dans ce chapitre, nous nous appuyons sur
des ouvrages de référence en analyse fonctionnelle, notamment ceux de Kothe, Robertson
et Robertson, Pietsch, et Jarchow. Les théorémes fondamentaux et les définitions sont
présentés pour établir une base solide pour les discussions ultérieures sur les espaces de
suites et leurs propriétés.

Dans le deuxiéme chapitre, nous proposons un aspect assez différent de 1’étude des
espaces de suites, dans Uesprit de [13, 25], 26, 27, 37, B32]. Nous explorons différentes no-
tions liées a la dualité, telles que la réflexivité, le tonnelage et distinguité dans les espaces
de suites sommables & valeurs vectorielles en général. Les espaces réflexifs se distinguent
par leur géométrie intéressante et les espaces tonnelés partagent certaines propriétés im-
portantes avec les espaces de Banach telles que le théoréme de Banach-Steinhaus et ses
conséquences. De plus, la réflexivité est liée a la fois au tonnelage et a la distinguité.
Dans cette thése, nous étudions ces notions dans différents espaces de suites sommables
a valeurs vectorielles. Plus précisément, nous nous intéressons aux propriétés de (quasi-)
tonnelage, de (semi-) réflexivité et la distinguité dans les espaces A(E), A[E], A{E} et
A(E) des suites A-sommables, faiblement A-sommables, absolument A-sommables et for-
tement A-sommables dans F, respectivement. Nous améliorons et /ou étendons plusieurs
résultats connus. Nous obtenons également de nouveaux résultats en lien avec la borni-

tude, les duals topologiques et les ensembles équicontinus dans le dual de ces espaces. Plus
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précisément, nous donnons les conditions nécessaires et suffisantes pour que ces espaces
solent (quasi-) tonnelés, (semi-) réflexifs ou distingués. Enfin, nous introduisons une nou-
velle notion d’espace distingué, plus faible que la notion classique. Nous justifions cette
introduction par un exemple permettant de distinguer cette notion des notions existantes
et nous étudions cette notion dans les espaces A(E), et A{E},.

Pour une fonction d’Orlicz ¢ et un espace localement convexe E, nous introduisons
dans le troisiéme chapitre la notion de suite faiblement (¢, A)-sommable (x,,), dans E et
nous examinons certaines propriétés de l'espace vectoriel A, [E], constitué de toutes de
telles suites (voir [2]). Nous équipons d’abord A, [E] d'une topologie localement convexe
séparée, puis nous étudions la complétude et la continuité des projections de ’espace loca-
lement convexe ainsi obtenu. Nous établissons ainsi que E est un sous-espace complémenté
de A [E]. Pour étudier le dual topologique de A [E], nous sommes amenés & introduire
I'espace A, (E) de suites fortement (¢, A)-sommables. En fait, nous prouvons que, chaque
fois que A,[E] est AK, son dual topologique est donné en termes de suites fortement
(¢*, A")-sommables dans E’. Ensuite, nous caractérisons le tonnelage dans A,[E]. Pour
ce faire, nous étudions des ensembles équicontinus du dual topologique de A [E].

Dans le dernier chapitre nous nous concentrons sur les formes linéaires continues dé-
finies sur les espaces de suites absolument Kéthe-Orlicz sommables, notés A, {E}. Nous
commencons par une définition formelle de ces espaces, nous les munissons d’'une topologie
localement convexe séparée et nous donnons certaines de leurs propriétés en relation avec
les mémes propriétés dans E. Ensuite, nous examinons certaines propriétés de A, {E}
et A,{E},, le sous-ensemble de A, {E} constitué des suites qui sont limite de leurs sec-
tions finies. Nous montrons par exemple que les projections (z,), — x,, n € N, sont
continues, que E est un sous-espace complémenté dans A {E} et dans A {E}, et que
A {E} est complet si et seulement si £ est complet. Ensuite, nous nous concentrons sur
la description du dual topologique de A,{E},, ce qui nous améne & introduire ’espace
A,|E| de suites fortement absolument K6the-Orlicz sommables. A la fin du chapitre nous
présentons diverses propriétés de A, {E}, fournissant des théorémes et des propositions
qui enrichissent la compréhension de ces espaces.

Dans cette introduction, nous avons tenté de brosser un tableau d’ensemble de 1’évo-
lution de I'étude des espaces de suites et de leurs transformations linéaires, en soulignant
les contributions clés et les développements théoriques qui ont faconné ce domaine de re-
cherche. Les chapitres suivants détailleront plus précisément les résultats de notre étude,
en apportant de nouvelles perspectives et en approfondissant la compréhension des pro-

priétés dans certains espaces de suites vectorielles.
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Chapitre

Préliminaires

Ce chapitre vise a préciser la terminologie et les diverses notations utilisées dans cette
these, qui sont liées a la théorie générale des espaces localement convexes, aux espaces de
suites scalaires et vectorielles, ainsi qu’aux espaces d’Orlicz. Nous allons utiliser ces nota-
tions et théorémes généraux d’Ananlse Fonctionnelle comme outils de démonstration. Ces
extraits proviennent principalement des ouvrages de Kothe [23], Robertson et Robertson
[33], E. Pietsch [30] et de celui de Hans Jarchow [20]. Tout au long de ce travail, les espaces
vectoriels considérés sont définis sur le corps K, ou K représente le corps des réels R ou

des complexes C.

1.1 Espace vectoriel topologique localement convexe

1.1.1 Généralités

Dans toute la suite £ désigne un espace vectoriel sur K.

Définition 1.1.1. Soit A une partie de E. On dit que :

- A est dite équilibrée si pour tout v € A et tout |\ <1, on a Az € A,

- A est absolument convexe (ou disquée ou encore un disque), si A est a la fois équilibrée
et convexe.

- A absorbante, si pour tout x € E, il existe A > 0, tel que px € A pour chaque |u| < A.

Définition 1.1.2. On dit que E est un espace vectoriel topologique (e.v.t), si E est muni

d’une topologie T rendant continues les applications suivantes :

ExE—EFE et KxE—F
(T,y) — x+y (A, x) — Az

Remarque 1.1.3. 1. Grice a la continuité des applications ci-dessus, dans un espace
vectoriel topologique, les voisinages d’un point x € E sont exactement les translations des

voisinages de zéro. Ils sont de la forme x +V, ou V' est un voisinage de 0.
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2. Un espace vectoriel topologique admet toujours un systeme fondamental de voisinages
de 0 formé d’équilibrés. Ainsi tout voisinage de zéro U, il existe un voisinage de zéro
équilibré V' tel que V C U.

3. Pour tout voisinage de zéro U, il existe un voisinage de zéro équilibré V' tel que V+V C

U.

Dans toute la suite lorsque (F,7) est un e.v.t., on notera par VOE un systéme fonda-

mental quelconque de 0. Lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion, on écrira Vy au lieu

de V¥

Proposition 1.1.4. (c¢f. 1.3 de [33]) Soient (E,T) un espace vectoriel topologique et A
une partie de E. La fermeture de A est A = N{A+V, V € U}, U étant un systeme

fondamental de voisinages de 0.

Dans la suite, nous nous concentrerons sur une catégorie importante et spécifique

d’espaces vectoriels topologiques, a savoir les espaces localement convexes.

Définition 1.1.5. Un espace vectoriel topologique (E,T), T étant la topologie sur F,
est un espace localement convexe (e.l.c.), si lorigine admet un systéme fondamental de

VOISINAJES CONVETES.

Proposition 1.1.6. Dans tout espace localement convexe (E,T) zéro admet un systéme
fondamental de voisinages U formés de disques tels que :
1. Pour tous U,V € U, il existe W € U, tel que W CUNV.
2. Pour tout U € U et tout a # 0, on a aU € U.

Réciproquement, si U est une famille de disques absorbants vérifiant 1 et 2, alors
il existe une topologie localement convexe sur E, qui est la moins fine des topologies

localement convexes sur E rendant les éléments de U des voisinages de 0. On la note 1.

Proposition 1.1.7. (¢f. 1.3 de [33]) Dans un espace localement conveze, l’adhérence

d’une partie équilibrée (conveze, disquée) est du méme type.

Proposition 1.1.8. (¢f. 1.} de [35])

Soit P une semi-norme sur E. La boule ouverte Bp(0,7) := {x € E : P(x) < r} et la
boule fermée Bp(0,7) := {x € E: P(z) <1} sont des disques absorbants.
Réciproquement, si A est un disque absorbant, alors la jauge J4 : x — inf{a > 0: x € aA}

est une semi-norme sur E.

Remarque 1.1.9. .
1. Soit U un disque absorbant et P = Jy sa jauge. Alors :

Bp(0,1) c U C Bp(0,1).
2. Si A est un disque (non nécessairement absorbant), alors J, est une semi-norme sur

I’espace vectoriel E4 engendré par A, a savoir F4 = U AA.
A>0
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Proposition 1.1.10. (¢f. 1.4 de [33])
Soit U un disque absorbant dans E. Alors Jy est continue si et seulement si U est un

voisinage de (.

Définition 1.1.11. Soit P une famille de semi-normes sur E. Alors il existe une topologie
localement convexe Tp sur E qui est la moins fine de toutes les topologies localement
convezes qui rendent continues les éléments de P, elle est dite topologie associée a P, ou
définie par P.

Un systeme fondamental de voisinages de 0 pour Tp est donné par [’ensemble de toutes

les intersections finies du type :
n

ﬂ BPi((]’ 52')7

i=1

oun €N, P,ePete; >0.

Remarque 1.1.12. La topologie 7p est séparée si et seulement si pour tout z € E, x # 0,
il existe P € P tel que P(z) # 0.

Définition 1.1.13. On dit qu’un espace vectoriel topologique (E,T) est métrisable (resp.
normable) s’il est séparé et s’il existe une distance d (resp. une norme ||.||) telle que la
topologie T4 = T (resp. T = T).

On dit que (E,T) est un espace de Fréchet si (E,T) un espace localement convexe métri-

sable complet.

Proposition 1.1.14. (¢f. 1./ de [33])
Un espace vectoriel topologique est métrisable si et seulement s’il admet un systéme fon-

damental dénombrable de voisinages de 0.

1.1.2 Dualité et topologies polaires

Une paire duale est la donnée de deux espaces vectoriels E et F' sur K et d’'une forme
bilinéaire B : £ X FF — K tels que :
Bi:[(VfeF):Bx,f)=0] <=z =0.
By:[Vx € E): Bz, f) =0] < f=0.
Si (E, F') est une paire duale dont la dualité est relative a la forme bilinéaire B, alors les

applications :

B,: F —K ot B;: E—K
fr—f(2) z— f(z)

sont des formes linéaires et :

0. F — F* et v:F— B

x— B, fr— By
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sont des injections, de sorte que E (resp, F') peut-étre considéré comme sous-espace vec-
toriel du dual algébrique F* de F' (resp, E* de E).
Notation : On note simplement < x, f > ou f(z) au lieu de B(z, f).

Définition 1.1.15. Soit (E, F) une paire duale. La topologie faible, notée o(E, F), définie
sur B par F' est la topologie localement convexe la moins fine sur E rendant continues les
Bf, feF.

La topologie faible o(E, F') est définie par les semi-normes :
Py(z) :=sup{|f(z)|, f € A, A C F fini}.

Un systéme fondamental de voisinages de 0 pour o(E, F') est donc donné par les ensembles

de la forme :

Vae = ﬂgpf(o’e) ={zeE:|f(x)|<e feA}, >0, ACF fini
fEA

Définition 1.1.16. Une topologie T localement convexe séparée sur un espace vectoriel K
est dite compatible avec la dualité (E, F') si (E, F') est une paire duale et le dual topologique
(E,7) de (E,T) égale F.

Définition 1.1.17. Soit (E, F) une paire duale, A une partie de E et B une partie de F.
1. Le polaire de A dans F' est l’ensemble

A :={feF: |f(x)| <1, Vz e A}
2. L’polaire de B dans E est l’ensemble
B*:={zxeE: |f(x)| <1, Vf e B}

Des fois on l'appelle ’antipolaire de B surtout dans le cas d’une paire duale formé d’un

el.c. I et de son dual continu.

Proposition 1.1.18. (c¢f. 1.4 de [33])

Soit (E, F') une paire duale, A et C des parties de E et B et D des parties de F. Alors :
1. A® est un disque o(F, E)-fermé et B® est un disque o(E, F')-fermé.

2. Pour tout A\ € K*, (AA)° = |%|A° = %AO et  (AB)* = |%|B' = %B'.

3. 81 ACC, alors C° C A° et si B C D, alors D* C B°®.

4. Si (A;); est une famille quelconque de parties de E, alors (U A)° = mAO.

5. Si (A;)i est une famille de disques o(F, E)-fermés, alors (ﬂ A)° = F(U A?), ou T'(A)

désigne 'enveloppe disquée de la partie A (le plus petit disque contenant A).
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Théoréme 1.1.19. (c¢f. 8.2.2 de [20])

Soit (E,T) un espace localement conveze séparé et A une partie de E. Alors A°*° =T'(A).

En particulier, si A est un disque fermé de E, alors A°° = A.

Définition 1.1.20. Soient A et B deuz parties de E. On dit que A absorbe B s’il existe
A > 0 tel que pour tout |u| > X, on a B C pA.

Remarquons que si A est équilibré, alors A absorbe B s’il existe A # 0 tel que B C AA.

Définition 1.1.21. Soient (E,T) un espace vectoriel topologique et A une partie de E.

On dit que A est bornée si A est absorbée par tout voisinage de 0. C’est a dire :
YV eV, 3A>0:Vu e K, (Ju > \) = (A C uV).

Un disque B de E est dit bornivore s’il absorbe toute partie bornée de E.

Remarque 1.1.22. 1. Si V est équilibré, il suffit qu’il existe A > 0 tel que A C A\V.
2. Si P est une famille de semi-normes, alors A est borné si et seulement si pour tout
P € P, P(A) est un borné de RT, i.e. sup{P(z); z € A} < +o0.

Proposition 1.1.23. Soient E et F' deux espaces vectoriels topologiques et f : E — F
une application linéaire continue. Si A est une partie bornée de E, alors f(A) est bornée
dans F.

Lemme 1.1.24. Soient (E, F') une paire duale et A une partie de E. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. A est o(E, F)-bornée.

2. L’application f — Pa(f) :=sup{|f(z)|: = € A} est une semi-norme sur F.

3. A° est absorbant dans F'.

Remarque 1.1.25. Un disque B est o(F, E)-bornée si et seulement si B® est absorbant
dans E.

Ainsi, si A est une famille de parties faiblement bornées, les (Pa)acq définissent une

topologie sur F'.

Définition 1.1.26. Soit (E, F') une paire duale. On dit qu’une famille A C P(E) formée
de parties o(E, F')-bornées est topologisante si elle vérifie les propriétés suivantes :

Bi. Si A B € A, il existe D € A tel que AUB C D.

By. SiAe A et AeK, alors NA € A.

B;. | JA=E.

AeA
On appelle topologie polaire associée a A ou topologie de la A-convergence ou de la conver-

gence uniforme sur les éléments de A, la topologie définie sur F' par les semi-normes Py,

ou A décrit A. On la note par 4.
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Un systéme fondamental de voisinages de 0 pour 74 est donné par les polaires des
éléments de A. Comme le polaire d’un ensemble A est le méme que celui de son enveloppe
disquée fermée, on peut toujours supposer qu'une famille topologisante est formée de

disques faiblement bornés et faiblement fermés.

Exemple 1.1.27. 1. S5i A = F, l’ensemble de toutes les parties finies de E, alors 74 =
o(F,E).

2. Si A = B, l'ensemble de tous les disques o(F, F')-bornées fermés de E, la topologie
75 est la plus fine de toutes topologies polaires. Elle est notée 5(F, E) et dite la topologie
forte sur F' associée a la dualité (E, F).

Dans le cas ot (E,T) est un e.l.c. séparé et E' son dual topologique, par le théoréeme de
Hahn-Banach, (E, E') est une paire duale. Dans ce cas, l'espace E', B(E', E)) s’appelle le
dual fort de E et est, par fois, noté Elﬁ

3. Soit (E, F) une paire duale. On appelle topologie de Mackey sur E, notée u(E, F), la
topologie de la convergence uniforme sur tous les disques o(F, E)-compacts de F. C’est la

topologie localement convexe séparée la plus fine sur E compatible avec la dualité (E, F).

1.1.3 Espace réflexif

Ce paragraphe a pour but d’introduire les notions importantes d’espaces tonnelés,
d’espaces bornologiques, d’espaces distingués ou d’espaces réflexifs. Nous en ferons usage
dans la suite.

Ici (E,7) désigne un espace localement convexe séparé et E' son dual topologique.
On notera par E* le dual bornologique de E, c¢’est a dire I'ensemble des formes linéaires
bornées de E. On a donc ' C E* C E*.

Définition 1.1.28. Soient E et F' deux espaces localement convexes et M une partie de
(E, F), l’espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans F. On dit que M

est équicontinue sur E si
YV eV, AU e vy f(U) CV, f e M.

Il en résulte qu'une partie M de E’ est équicontinue si et seulement si son antipolaire

est un voisinage de 0 dans F. Ainsi on a :

Proposition 1.1.29. (c¢f. 111.5.5 de [6])

Soit M une partie de E'. Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. M est équicontinue.

2. M est contenue dans le polaire d’un voisinage de O dans E.

3. Uantipolaire M*® de M est un voisinage de 0 dans E.

Proposition 1.1.30. (cf. 111.53.5 de [6])
Soient (E,T) un espace localement convexe séparé et M la famille de toutes les parties

disquées, o(E', E)-fermées et équicontinues de E'. Alors T = 7.
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Théoréme 1.1.31. (Banach-Alaoglu)
Soit (E,T) un espace localement conveze séparé et E' son dual topologique. Si U est un

voisinage de zéro, alors U° est o(E', E)-compact dans E'.

Corollaire 1.1.32. Soit (E,T) un espace localement conveze séparé et A une partie de

E'. Si A est équicontinue, alors A est relativement o(E', E)-compact.

Définition 1.1.33. Dans un e.l.c. (E, 1),

1. on appelle Tonneau toute partie T de E convexe, équilibrée, fermée et absorbante.
L’espace E est dit tonnelé (resp. bornologique) si tout tonneau (resp. tout disque bornivore)
de E est un voisinage de 0.

2. On dit qu’un disque borné B C E est complétant, si [’espace Eg = U AB, muni de la

A>0
jauge de B, est un espace de Banach. On dit aussi que B est un disque de Banach.

3. Un espace localement convexe séparé est dit localement complet, si tout disque fermé
borné est complétant.

4. L’espace (E,T) est dit quasi-tonnelé si tout tonneau bornivore de E est un voisinage
de 0.

5. On dit que (E,T) est quasi-complet si tout fermé borné est complet.

Proposition 1.1.34. (c¢f. 111.4.1 de [6])

Soient (E,T) un espace localement convexe séparé et E' son dual topologique.

1. (E, 1) est tonnelé si et seulement si toute partie o(E', E)-bornée de E' est équicontinue.
2. St (E,T) est tonnelé, alors il est quasi-tonnelé.

3. Si (E,T) est quasi-tonnelé complet, alors il est tonnelé.

4. Tout disque compact est complétant.

5. SiT est un tonneau de E et B est un disque borné complétant, alors'T" absorbe par B.

Maintenant, nous donnons une caractérisation des espaces bornologiques a l'aide de

la continuité des applications linéaires bornées et des semi-normes bornées.

Proposition 1.1.35. Soit (E,7) un espace localement convexe séparé. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :

1. E est bornologique.

2. Toute semi-norme bornée sur les bornés est continue.

3. Toute forme linéaire bornée sur les bornés est continue et (E,7) = (E, u(E, E')).

4. Pour tout espace localement conveze F' et toute application linéaire bornée f : E — F,

f est continue.

Remarque 1.1.36. Tout espace bornologique est quasi-tonnelé et tout espace localement

convexre métrisable est bornologique.

Proposition 1.1.37. Soit (E, ) un espace localement convexe séparé bornologique. Alors
le dual fort (E', 3(E', E)) := Ej de E est complet.
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La topologie S(E’, E) n’est pas en général compatible avec la dualité (E', ), autre-

ment dit, la topologie forte S(E’, E) est plus fine que la topologie de Mackey u(E', E) et
en général ne coincide pas avec celle-ci.
Le bidual de E, noté E” est le dual topologique de I'espace localement convexe E'B =
(E',B(E',E)). L’espace (E, ) s’injecte isomorphiquement dans E” lorsque ce dernier est
muni de la topologie polaire 7. L’injection dite canonique est donnée par 'application
Jg : ¥ — T, ou pour tout f € E', Z(f) := f(x). L’application jg est aussi un isomor-
phisme (sur son image) lorsque E et E” sont les deux munis respectivement des topologies
o(E,E") et o(E" E") oude B(E,E") et S(E", E').

Puisque tout ensemble équicontinu de E’ est fortement borné, la M-topologie est moins
fine que la topologie induite sur E par 3(E”, E'). Ces deux topologies coincident si E est
bornologique ou tonnelé, puisque dans ce cas les parties équicontinues de E’ coincident
avec les parties fortement bornées.

En particulier, si F/ est un espace localement convexe métrisable, il est bornologique,
donc son bidual fort Eg est un espace de Fréchet. De plus, E est un sous-espace vectoriel

topologique de Ej fermé dans I si I est lui-méme un espace de Fréchet.

Définition 1.1.38. Un espace localement convexe séparé E est dit semi-réflexif si ['in-
jection canonique jg est bijective, autrement dit si, en tant qu’espaces vectoriels, E et E"
coincident.

L’espace E est semi-réflexif si, et seulement si la topologie B(E', E) est compatible avec
la dualité (E', F), c’est-a-dire si B(E',E) = u(E', E).

On dit que E est réflexif si Uapplication canonique jg : E — (Eg)/'g est un isomorphisme,
ie., (E,7)=(E",B(E",E")), Iégalité étant algébrique et topologique.

Notons que si E est semi-réflexif, les deux topologies faibles o(E', F) et o(E', E")

coincident.

Proposition 1.1.39 (cf. IV.3.3 de [6]). Soit (E,T) un e.l.c. séparé.
1. Si (E, 1) est métrisable, alors (E",B(E", E")) est un espace de Fréchet.
2. Siv E est réflexif, alors Elﬁ est réflexif.

3. Un sous-espace fermé d’un espace semi-réflexif est semi-réflexif.

La proposition suivante donne une caractérisation des espaces localement convexes

semi-réflexifs.

Proposition 1.1.40. Soit E un espace localement convexe séparé. Alors les assertions
sutvantes sont équivalentes :

1. E est semi-réflexif.

2. Ej est tonnelé et B(E',E) = u(E', E).

3. toute partie bornée de E est relativement o(E, E')-compacte.

4. (E,0(E,E)) est quasi-complet.

La proposition suivante donne une caractérisation des espaces localement convexes

réflexifs.
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Proposition 1.1.41. Soit (E,7) un espace localement convexre séparé. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. E est réflexif.

2. E est semi-réflexif et tonnelé.

3. E est semi-réflexif et quasi-tonnelé.

4. E est quasi-tonnelé et toute partie bornée de E est relativement o(FE, E')-compacte.

5. E est quasi-tonnelé et (E,o(E, E")) est quasi-complet.

6. 7=u(E,E") et (E,7) et (E',u(E', E)) sont tonnelés.

Définition 1.1.42. Soit E un espace localement convexe séparé. On dit que E est dis-

tingué si pour toute partie o(E", E')-bornée B de E”, il existe une partie bornée A de E
—o(E",E")

telle que B C A )

En d’autres termes, E est distingué si pour toute partie o(E", E')-bornée B de E", il

existe une partie A bornée de E telle que B C A°°, le bipolaire étant pris dans E".

Lorsque tout borné d’un espace vectoriel topologique E est contenu dans I'adhérence
d’un borné d’un sous-espace vectoriel topologique GG de E, on dit que G est large dans F.
Ainsi (E, 1) est distingué si (E,0(E, E')) est large dans (E”,o(E", E")).

Remarque 1.1.43. (cf. 32.7.(1) de [23])

Tout espace localement convexe semi-réflexif est distingué.

La proposition suivante donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’un espace

localement convexe soit distingué.

Proposition 1.1.44. Soit E un espace localement convexe séparé. Alors E est distingué
st et seulement si E'ﬁ est tonnelé.

1.1.4 Quelques théorémes généraux

Ici nous rappelons quelques théorémes fondamentaux de ’analyse fonctionnelle.

Proposition 1.1.45. Soient (X, ||.||) un espace normé et F' un sous-espace vectoriel fermé
de X. Alors le dual (X/F)" de Uespace normé quotient X/F est isométriquement iso-
morphe & F*, ou F* == {f€ F: f(x)=0, Yo € F}; ce dernier étant muni de la

topologie induite par la norme duale de X'.

Proposition 1.1.46. Soit M € M. L’espace de Banach (E'y, || ||a) est isométrique-
ment isomorphe au dual topologique (E/M™*) de E/M*, ot E/M* est muni de la norme
quotient Pyy - x + M* +— Py(x) et (E/M™*) de la norme duale correspondante.

Rappelons maintenant le théoréme suivant dont nous auront besoin dans la suite.

Théoréme 1.1.47 (Principe de la réflexivité locale, [10]). Soient X un espace de

Banach, A et B deux sous-espaces vectoriels de dimensions finies respectivement de X"
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et X'. Pour tout € > 0, il existe un morphisme injective T : A — X tel que :
LT <14eet|T7 <1+e.

2.2/ (Tx") =a"(a), Va' € B, V2" € A.

3. T2 =", Va2’ €e An X.

Théoréme 1.1.48 (Graphe fermé, [23]). Soient X et Y deux espaces de Fréchet et f
une application linéaire de X dansY . Sile graphe de f, défini commel'y = {(z, f(z)),z €
X} est fermé dans le produit topologique X XY, alors f est continue. En d’autres termes,
f est continue, dés que pour toute suite (x,), convergeant vers 0 dans X, la condition

(f(xp))n converge vers y € Y implique y = 0.

Théoréme 1.1.49 (Banach-Steinhaus, [23]). Soient X un espace de Fréchet et Y un
espace localement convexe séparé. Alors toute suite d’applications linéaires de X dans Y

qui est simplement bornée est équicontinue.

En fait ce résultat est vrai lorsque X est seulement tonnelé.

1.2 Espaces de suites

1.2.1 Espaces de suites scalaires

Nous désignerons par KN I’espace de toutes les suites réelles ou complexes et par KMN)
son sous-espace vectoriel des suites (z,,), dont les termes sont tous nulles sauf un nombre
fini. Ce sont les suites & support fini.

On note e, := (0,0,..., 1,0,...), et pour tout = = (x,),, € KV, la k™ section de =
nTne

k
est %) = (1,22, .oy 2k, 0,0, ...) = inei.
i=1

Un espace de suites scalaires (ou simplement un espace de suites) est un sous-espace
vectoriel de KN contenant KN et muni d’une topologie localement convexe séparée.

On appelle a-dual (ou dual de Kothe) d’un espace de suites A I'espace :

+o00

A= {l’ = (xn)n € KN : Z |xnyn| <+00, Y= (yn)n = A}

n=1

On dit que A est un espace parfait lorsque A = A™ := (A*)".
Une partie A de KN est dite normale (ou solide) si pour tout z € A et tout y € KV, la
condition |y,| < |x,|, pour tout n € N, implique que y appartient a A.

L’enveloppe normale d’une partie A de A est I'ensemble :

N(A) = | J{a = (an)n € At |an| < |Ba| :m € N},
BeEA

C’est le plus petit ensemble normal qui contient A.
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Les espaces A et A* sont en dualité par la forme bilinéaire canonique (.,.) : AXA* — K
+oo

Y (.T, y) ’—> anyn-

n=1

Proposition 1.2.1. Soient A et I" deux espaces de suites.
1. Si A CT, alors '™ C A™.
2. Le a-dual A* de A est parfait. En fait A™ est le plus petit espace parfait contenant A.

3. Si A est parfait, alors A est normal et contient .

Proposition 1.2.2. 1. (KN)* = K(N), et (K(N))* = KN,

2. (1) = (" et (01 = (.
1 1

3. (P)" =107, pour tousp > 1 et ¢ > 1 tels que — + — = 1.
P 4q

4. 0% et (P, pour p > 1, sont parfaits, donc normaux.

Soient A un espace normal de suites et A* son a-dual. Alors (A, A*) est une paire duale

par la forme bilinéaire canonique :
(L) AXxA—K

+oo
(@, 8) — > b
n=1

Ainsi, la topologie faible o(A, A*) est définie par les semi-normes :
+00
> anfa
n=1

Une topologie localement convexe & sur un espace normal de suites A est dite normale si

(o, B)| = ,  BeA

elle admet un systéme fondamental de voisinages normaux de 0.
Un espace normal de suites A admet une topologie normale canonique dite de Kothe et

notée Sk ou 7y (). Elle est définie par les semi-normes :

+o0
P,(z) = (z,a), = Z lapz,|, €A, aeA”
n=1
Soit 8§ une famille topologisante formée de disques o(A*, A)-fermées normaux et o(A*, A)-
bornés de A*. La 7s-topologie est une topologie normale sur A. Elle est définie par les

semi-normes :

“+o0o
Ps(z) = sup{z lapz,| a€S}, zelA SeS8
n=1

et parfois notée .
Remarquer que si N est la famille de toutes les enveloppes normales N(«) des éléments

* _
a € N*, alors 7y = Sk
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Proposition 1.2.3. 1. Si S est une partie normale o(A*, A)-bornée de A*, alors S° coin-
+00

cide avec 'ensemble {a €A, Z lanBn| <1, B€S;.

n=1

2. Pour tout k € N, la projection m, : A — K, m((an)n) = au. est continue.
3. Si A est parfait, alors il est complet pour toute les topologie normales Ts. En particulier,
il est complet pour la topologie de Kithe Sk ou la topologie forte 5(A, A*).

4. Si A est parfait, alors toutes les topologies du type Ts ont les mémes bornés.

Lemme 1.2.4. 1. Soient S € 8, A§ ’espace vectoriel engendré par S et o € (Ag)*. Alors :

—+00

Ps(a) := sup {Z | Bl = (Bn)n € S} < +o00.

n=1

Donc Ps définit une semi-norme sur (Ag)*.
2. L'espace Mg == {a € (AY)" 1, =0, VneN:e, & AG} est un espace normal de
suites et (\g, Ps) est un espace de Banach.

1.2.2 Espaces de suites vectorielles

Ce paragraphe présente les principaux résultats des divers espaces de suites sommables
d’un espace localement convexe E définis par un espace de suites scalaires A. Dans ce qui
suit on désigne par E un espace localement convexe séparé et par M la famille de toutes les
parties disquées, o(E’, F)-fermées et équicontinues de E'. La topologie polaire Ty associée
a M est définie par la famille des semi-normes (Pys)en, ou Py est la jauge du polaire
de M dans F. i.e.,

Py (z) = sup{|f ()|, fe M}, zeFE.

On désigne par A un espace normal de suites scalaires, par A* son a-dual et par 8§ une
famille de disques o(A*, A)-fermés normaux et o(A*, A)-bornés de A* vérifiant les condi-
tions By, By et Bs de définition [1.1.26] On considére la topologie polaire S (75-topologie)

sur A. Celle-ci est définie, comme on a vu, par les semi-normes :
+oo
Ps(z) = Sup{z lapx,| a€S}, xzeA et SeS.
n=1

Remarquons que le dual algébrique de (A, 7g) n’est pas nécessairement A*, il peut le
contenir strictement.

1. On dit qu'une suite = (z,), est faiblement A-sommable, si, pour tout f € F’
+oo
Z | f(z,)| < 400, pour tout € A*. L’ensemble des suites faiblement A-sommables

n=1
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est noté par A[E]. i.e.,

+o00
A[E] = {x = (xp)n C E: Z|anf(xn)| < +00,Vf € E'\Va € A*}.

n=1

={z=(Tn)n CE:(f(x,)), € N*Vf e FE}.

2. On dit qu'une suite z = (z,), C F est A-sommable si la série Z T, converge dans

E pour tout o € A*. On note par A(E) I'ensemble de telles suites. On a donc :
A(E) = {x = (zp)n € BN : Zanmn converge Va € A*} :

3. On dit qu’une suite x = (z,,), C F est absolument A-sommable, si la série Z X, est
absolument convergente dans E, pour tout a = (), € A*. On note par A{E} 'ensemble

de telles suites. On a donc :
A{E} = {x = (xn)n CE: (PM<xn))n e N, VM € M}

4. On dit qu'une suite z = (x,), est fortement A-sommable si pour tout M € M et pour
tout (fn)n € A*[E}], la série Z fn(z,) est absolument convergente. On note :

A(E) = ﬂ {(xp)n CE: an(q:n) converge absolument, V(f,), € A*[E},]}.

= () {@)a CE: (falzn))n € €, Y(fa)n € N [Ey ]}

Ces quatre espaces sont tous des espaces vectoriels par rapport aux opérations usuelles.
De plus, les inclusions A(E) C A{E} et A(E) C A[E] sont toujours vérifiées. Si de plus
E est séquentiellement complet, on a également A{E} C A(F) (voir [27]).

Pour tout S € 8 et M € M, définissons, comme dans [25], une semi-norme g, sur
A[E] par

85,]\/[((.77”)”) ‘= sup {Z |anf(xn)‘7 (S Sa f € M} .
n=1
Dans la suite de cette thése, les espaces A(E) et A[E] seront équipés de la e-topologie

esm, ol S parcourt 8 et M parcourt M. Avec cette topologie, A(E) est un sous-ensemble
fermé de A[E] (voir [16] et [25] pour plus de détails).

Remarquer que, si B est un disque borné dans E et R est un disque borné normal
dans A, on peut définir la semi-norme ego go sur Ag[Ep] C A[E] comme pour S et M

ci-dessus. Ici, le polaire de R est dans A* et celui de B dans l'espace de Banach (Ep)’.

L’espace A{E'} sera équipé de ce qu’on appelle la m-topologie 7s 5, définie par la famille
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(ms.a1)ses,men de semi-normes (voir [32]), ot

n=1

Tt ((Zn)n) := sup {Z | Py (), @ € s} . (2n)n € AE}.

L’espace A(E) sera équipé de la o-topologie osy engendrée par la famille (o5 ar)ses men

de semi-normes, ot pour chaque (z,), € A(E),

osm((Tn)n) == SUP{Z |an ()|, @ = (an)n € A§[Ey], 50000 (a) < 1}

Nous désignerons par A(E), (resp. A[E],, A{E},, A(E),) le sous-espace de A(E) (resp.
A[E], A{E}, A(E)) composé¢ de ces suites x = (z,,), qui sont limites, dans (A(E), esn)
(resp. (A[E],esp), (ME}, msn), (A(E), osm)) de leurs sections finies

k)

") = (z1, 29, ..., 25,0,...).

Maintenant, pour chaque t € E, nous définissons te, := (0,0, ... ,0,...), alors

k
Qf(k) = E Tpn.
n=1

En général, un espace de suites, muni d’une topologie linéaire, est dit un AK-espace,

’ s
ne€ position

ou vérifier la propriété AK, si chacun de ses éléments est limite de ses sections finies.
Noter que si E et (A, 7g) sont métrisables, alors A[E] est métrisable. De plus, si E et

(A, 75) sont des espaces de Fréchet, alors A[E], A(E) et leurs sous-espaces fermés corres-

pondants A(E), et A[E], le sont également. Il se trouve que 'égalité A(E), = A[E], est

toujours vérifiée.

Proposition 1.2.5. Soit A un espace de suites parfait. Alors

Démonstration. Puisque A(E), C A(E) C A[E], Il est clair que (A[E])" C (A(F))" C
(A(E),)*. Inversement, si (a,), € (A(F),)", la série Z an(x,) converge absolument pour
chaque (z,), € A(FE),. Par le lemme 1 de [26], pour tout v = (y,). € ¢o arbitraire
et (zn)n € A[E], (nxn)n appartient a A(E),. Par conséquent, la série Zan(%xn) =
Z%an(xn) converge absolument. Puisque v est arbitraire dans cg, la série Zan(xn)
converge absolument. Ainsi, (a,), € (A[E])". O

Le théoréme suivant résume certaines propriétés du duals topologiques de A(E), et
A(E),.

Théoréme 1.2.6 (|25] and [26]). Soit F' une forme linéaire continue sur A(E) (ou sur
A(E),) et pour chaque n € N et t € E, a,(t) := F(te,). Alors,
1. Pour chaque n € N, a, € F'.
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2. Pour chaque x € A(E),, F(x) = Z an ().

3. La suite (a,), € (A(E))".
4. Les égalités

AE)L) = (J As(EW)

Ses,MeM
et
MEN) = | As[EL

Ses,MeM
ont lieu algébriquement.
Maintenant, si B’ est I’ensemble de tous les disques fermés et faiblement bornés dans

E’ et R’ est 'ensemble de tous les disques fermés, o(A*, A)-bornés et normaux dans A*,

nous définissons, pour chaque B’ € B’ et R' € R'.

Krop :={(fu)n € AN(Ep)]:Va € B, (fu(a)), € R°}

= {(fn)n € A|[(ER)] :Va € B ,Va € R, Z | fr(a)| < 1} .

n=1

R (B') = {(an)n € (ME)) = ) Ifalan)l € LY(fu)n € KR/,B’} :

n=1
Nous avons alors le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.7 (|25]). Les ensembles S(M) forment un systeme fondamental de parties
équicontinues de (A(E),)', S parcourant 8 et M parcourant M.

Si B désigne I'ensemble de tous les disques fermés et bornés de F, et R I’ensemble de

tous les disques fermés, bornés et normaux de A, alors les ensembles

R[B] :={(x,) € A[E] : (2'(x,)), € R,V2' € B°}
={(z,) € AlE]: Zana:n € B,Ya € R°},
R{B} :={(z,) € M{E} : (z,), C Ep and (Ppo(z,)), € R},
= {(zs) € MEg}: ([[znl5)n € R},
et R(B) := R[B]NA(FE)

sont des sous-ensembles fermés bornés de A[E], A{E} et A(F), respectivement, B par-
courant B et R parcourant R. Il convient de souligner que R[B] (resp. R(B)) n’est rien
d’autre que la boule unité de la semi-norme €ego o dans Ag[Ep] C A[E] (resp. dans
Ar(Ep) C A(E)) lorsque B est un disque borné dans E et R est un disque borné normal
dans A.
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1.2.3 Espaces de suites d’Orlicz

Une fonction d’Orlicz ¢ est une fonction ¢ : [0, +00) — [0, +00] qui est convexe, nulle
en 0 et non constante (voir [17]). Si ¢ est une fonction d’Orlicz, sa fonction complémentaire
ou fonction conjuguée est la fonction définie par ¢* : x — sup{zy — v(y),y € [0,+00)}.
Donc nous avons l'inégalité de Young :

ry <plz)+¢"(y), 2,y =0
La classe de suites d’Orlicz associée a ¢ est définie comme suit :

+oo

Lo = o= (o0 € K 5,02 1= Y lfaal) < +oo}
n=1

et l'espace de suites d’Orlicz associé a ¢ est défini comme suit :

by ={z = (2,)n € KN: anyn converge pour tout y € Zs@*}'

n>1

Dans ce cas, pour toute suite (x,), € {,, on pose
|zl = sup { > yn

n>1
= sup {Z |xnyn| : 550*(3/) < 1} .

n>1

:5<p*(y) < 1}

Ainsi ¢, muni de cette norme, est un espace de Banach (voir [21]).

Voici quelques exemples de fonctions d’Orlicz et les espaces correspondants £,

Exemple 1.2.8. (/21])

P
1. Pour tout p > 1, soit @, la fonction x — —. Alors 'espace {,, n'est rien d’autre
que l’espace €, des suites p-sommables.

1 1
Sip>1etq>1tels que —+ — =1, alors g, = pg.
p q

2. Soit v la fonction d’Orlicz définie par poo(x) := 400 si x > 1 et poo(x) = 0 si
0<a<1. Alorsl, =l et @i = ¢1.

Drapres [21], si @ € £, et [|zf[, < 1, alors x € ZO et dp(z) < [zl
Il se trouve que l'espace d’Orlicz peut étre défini aussi comme suit (voir [21]) :

||

+oo
by ={z:=(2,)n €KN:3p > 0,2@(7) < +oo}

n=1
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La norme (dite de Luxemburg) définie par :

+00
. |0
|zl = inf {p >0: Zg@(—n) <1
n=1 P
fait aussi de £, un espace de Banach et les deux normes sont équivalentes et vérifient :

12lle) < llzlle < 2[zll), € Ly
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Chapitre

Quelques propriétés dans certains

espaces de suites vectorielles

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a quelques propriétés topologiques dans A(FE)
et A(E). Nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes pour que A(E), (resp.
A(E),), le sous-espace de A(E) (resp. de A(E),) des suites qui sont limites de leurs
sections finies dans A(FE) (resp. dans A(F),), soit tonnelé ou quasi-tonnelé. Nous utili-
sons nos résultats pour caractériser les espaces distingués A(E), (resp. A(F),) puis nous
introduisons et caractérisons une nouvelle classe d’espaces localement convexes dits quasi-
distingués. Nous fournissons ensuite un exemple permettant de distinguer cette notion de
la notion classique d’espace distingué. Nous donnons en outre des conditions nécessaires

et suffisantes pour que A(FE), (resp. A(E),) satisfasse une telle propriété.

2.1 Espaces tonnelés de suites vectorielles

Dans cette section, nous nous intéressons aux conditions sous lesquelles I'un des es-
paces de suites introduits ici est tonnelé (resp. quasi-tonnelé). Nous commengons avec la
proposition suivante concernant les parties bornées dans A(E) et dans A[E] a l'instar d'un
résultat de [[32] 3. (4)] donné dans 'espace A{E}.

Proposition 2.1.1. Soit B une partie de A[E]. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. B est borné dans (A[E], expn)-

2. L’enveloppe normale N(B) de B est bornée dans (A[E], exa)-

3. B est borné dans (A[E], esnm)-

4. N(B) est bornée dans (A[E],esm)-

5. Pour chaque M € M, Ay :={(f(xn))n :x € B, f € M} est borné dans (A, ).

6. Pour chaque M € M, Ay est borné dans (A, 7).

Démonstration. 1l est facile de voir que 1 <= 2 et 3 <= 4. De plus, d’apres [30], Satz

1.4] ou [32, 3 (5)], une partie A de A est Tg-bornée si et seulement si elle est my-bornée. Il
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en résulte que 5 et 6 sont équivalentes.

1 < 5 : Comme B est my-borné dans A[E], pour chaque M € M et a € A*, il existe une
“+o0o

constante ¢ > 0 telle que €4 ((1)n) = sup{z la f(x,)|} < ¢pour tout z = (z,), € B.
fem T
Par conséquent,

—+00

sup Z lan f(xn)| = sup{ Pa(f(xn)), f € M,z = (2,), € B} <c.

feM n=1

Ce qui donne que A est borné dans (A, 73).

De maniére similaire, nous obtenons 3 < 6. O

La propriété (B) de Pietsch [30] peut étre naturellement étendue aux espaces A(E) et
A[E] comme suit (voir la thése d’Ould Sidaty et [26]) :

Définition 2.1.2. Un espace localement conveze E est dit fondamentalement (resp. faible-
ment fondamentalement, absolument fondamentalement) A-borné, si pour chaque disque
borné B de A(E) (resp. A[E], A{E}), il existe B € B et R € R tels que B C R(B) (resp.
B C R[B|, B C R{B}).

Nous dirons que E a (ou satisfait) la propriété (FA) (resp. (WFA), (AFA)), s’il est
fondamentalement (resp. faiblement fondamentalement, absolument fondamentalement)

A-borné.

Remarquer que si E vérifie (WFA), alors il vérifie aussi (F'A). De plus, si E est
séquentiellement complet et satisfait (F'A), alors il satisfait aussi (AF'A).

La proposition suivante donne une définition alternative des semi-normes og ;.

Proposition 2.1.3. Soit S € 8§ et M € M. Alors pour tout x = (z,,), € A(E), on a

osa (@) == sup{ Y _|fulan)l, [ = (fu)n € S[M]}.

Démonstration. Fixons S € 8, M € M et f = (fu)n C E'. Alors :
f=u)n € S[M] <= Vte M° (fu(t)n €S
+oo
< Vte M°, sup Z|anfn(t)| <1
(an)n€S® o
<~ 55°,M°(f) S 1.

Par Proposition 1 de [26], nous avons S [M] C A% [E},]. Donc

(fu)n € S[M] <= (fu)n € AL[EY] et esone(f) < 1.
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Ainsi, pour tout x = (z,), € A(E), nous avons :

US,M((%I)H) = SUP{Z |fn(xn)|> = (fn)n € S[M}},

ce qu’il fallait démontrer n

Dans [32], Rosier a obtenu la description du dual topologique de 'espace A{E},.
Avant de rappeler son résultat, rappelons qu'un espace localement convexe FE est dit o-
quasi-tonnelé ou o-infratonnelé si toute partie dénombrable fortement bornée de E’ est

équicontinue.

Théoréme 2.1.4 ([32] 5.(4)). Supposons que E soit o-quasi-tonnelé.

1. Si E' est absolument fondamentalement A*-borné (c’est-a-dire que E' a (AFA*) ), alors
(MB},) = A*{B'}.

2. De plus, si E satisfait (AFA), alors le dual fort de A{E}, est (N{E'}, mxs).

La proposition suivante fournit analogue du Théoréme pour (A{E},)".

Proposition 2.1.5. Lorsque S parcourt 8 et M parcourt M, les ensembles S{M } forment

un systeme fondamental de parties msyi-équicontinues de (A{E},.)".
Démonstration. Nous commencgons par prouver 1’égalité :
S{M} = {(anan)n : (an)n €S, (an)n C M}.
Soit (fn)n = (nan)n avec (ay), € S et (a,), C M. Alors clairement (f,), C E}, et
Page(fn) = lom| Pae(an) < o]

Puisque (a,,) € S, par la normalité de S, (Ppo(fy))n € S. Donc (f,), € S{M}.
Inversement, soit (f,,), € S{M?}. Alors pour tout n € N, f,, € E'y; et (Pao(fn))n € S.

Alinsi, pour tout n € N, il existe a,, € K et a,, € M tels que f, = a,a,.

+o0
Puisque (Pre(fn))n € S, pour tout (8,), € S, Z]ﬁn]PMo(fn) < 1, de sorte que
o n=1
Z || Pare(Brayn) < 1. Par la normalité de S et le fait que (8,)n € S, (Payo(Bnan))n € S.
n=1

Par conséquent (o), € S et donc S{M} = {(nan)n : (an)n € S, (ay), C M}. En uti-
lisant le point 4. (6) dans [32], il s’ensuit que S{M} fournit un systéme fondamental de
parties ms y-équicontinues de (A{E},)". O

Proposition 2.1.6 (|25, 26]). Si E satisfait (FA), alors la topologie forte sur (A(E),)
est plus fine que celle induite par A*(Ej). De plus, A*(Ej5) C (A(E))". Si de plus E est

semi-réflexif, alors les deux topologies coincident sur (A(E),)'.
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Dans [I§], Fourie a introduit la propriété (AB) en lien avec 'espace A{E}. La Pro-
position motive Iintroduction d’une propriété similaire en lien avec A(E). Nous
adopterons la notation (AB) pour notre nouvelle propriété et désignerons celle de Fourie
par (AAB).

Définition 2.1.7. Un espace localement convexe E est dit satisfaire la propriété (AB) si

la topologie forte de (A(E),)" coincide avec la topologie induite par oxp de A*(Ej).
Le résultat suivant établit une relation entre les propriétés (FA) et (AB).

Proposition 2.1.8. Si A(E) est un espace AK et si E satisfait la propriété (AB), alors
E satisfait aussi la propriété (FA).

Démonstration. Soit B un disque borné dans A(E) = A(E),. Alors le polaire B® de B est
un voisinage de 0 dans A(E)j = (A(E),)s. Puisque E satisfait la propriété (AB), il existe
R e R et B € B tels que

VR,B = {CL < (A(E)T)/ . O'Rjg(a) S 1} C B°.
Soit a = (an), € (R(B))°, alors
[((@n)n, (Tn)n)| < 1, (Vo € R(B)).

En d’autres termes, pour tout = (z,), € A(E) tel que ego po(z) < 1, nous avons
‘Z an(xn)‘ < 1. Ainsi, a € Vg p et donc (R(B))° C B°. Par conséquent B C R(B), donc
E satisfait la propriété (FA). O

Remarque 2.1.9. Avec la méme démonstration, on obtient que si E satisfait la propriété
(AB), alors il admet aussi (F'A,), c’est-a-dire que toute disque borné B de A(FE), est
contenu dans R(B), := R(B) N A(FE), pour certains B € B et R € R.

On peut se demander quelle est la relation entre le dual topologique A’ de (A, 7s) et
son dual de Kothe A*. Dans [22], T. Komura et Y. Komura ont considéré la fermeture
A? de KN dans A par rapport a la topologie forte S(A,A*) et ont montré (Théoréme
1.1.) que si A est parfait, alors (A?) = (A?)* = A*. Par conséquent, A? est tonnelé
pour B((A?), (A?)*). Le lemme suivant montre que 1'égalité reste valable pour A,, la 7s-

fermeture de KM,
Lemme 2.1.10. Le dual topologique A.. de A, coincide avec son dual de Kdthe A (= A¥).
En particulier, si (A, 1s) est un espace AK, alors A = A*.

Démonstration. 11 est clair que pour tout a € A*, application linéaire ¢, définie de A
+o0o

dans K par ¢, ((8n)n) = Z a3, est continue. Par conséquent, A* C A'.
n=1

Réciproquement, si a € (A, 75)’, alors pour tout S € A,., nous avons :

+o00 +o0
(I(B) =a (Z ﬂnen) = Z BnCL(en) = P(alen))n (ﬁ)
n=1 n=1
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+oo

Puisque Z |Bralen)] < +oo, la suite (a(ey,)), est dans A*, ce qui implique A" = A*. O
n=1

Il est démontré dans [25] que E et A sont des sous-espaces fermés de A(E). Le lemme

suivant améliore ce résultat.

Lemme 2.1.11. L’espace E est complémenté dans chacun des espaces A[E], A(E), A{E},
AE), A[E),, ME),, ME}, et A(E),.
De plus, A est complémenté dans A[E], A(E), A{E} et A(E).

Si, en plus, (A, 7s) est un espace AK, alors A est également complémenté dans A[E],,
A(E),, A{E}, et A(E),.

Démonstration. Nous donnons la preuve pour A(FE), les autres cas, similaires, seront omis.
Définissons A(E)' := {te; : t € E} et considérons I'application p : A(E) — A(E)"' définie
pour tout (z,), € A(E) par p((z,),) = z1e1. Pour tout (z,), € A(E), nous avons

pz(@n)n) = p(x1€1) = z161 = p((Tp)n).
Comme

V(zn)n € AE), V(S,M) €8x M, esm(P((zn)n)) < esnr((2n)n),

L est complé-

I'application p est une projection linéaire continue. Par conséquent, A(F)
menté dans A(E). Maintenant, définissons une application linéaire ¢ de E dans A(E)*
par ¢(t) = te;. Alors ¢ est un isomorphisme linéaire bicontinu, car pour tout ¢t € E et

tout (S, M) € 8§ x M,
Pg(el)PM<t) = 857]\/[(1561).

Par conséquent, les espaces A(E)' et E sont topologiquement isomorphes. Par suite £ est
complémenté dans A(E).

La méme preuve montre que F est complémenté dans A(E),.

Maintenant, considérons f € E' et My € M, tels que f € My et f(t) = 1 pour certains
t € E. Posons At := {(ayt), : (ay,), € A} et définissons 'application ¢y de A(E) dans At
par qf((zn)n) = (f(z,)t),. Puisque (a,t), € A(E) pour tout (o), € A, g5 est surjective.
De plus, il est clair que, pour tout (z,), € A(F), on a

Q?((xn)n) = qr((f(xn)t)n) = (f(@n)t)n = ¢ ((Tn)n)-
De plus, pour chaque S € § et M € M,
s ((f(@n)t)n) = Par(t)Ps((f(wn))n) < Prr(t)esat(zn)n)-

Alors 'application ¢y est une projection linéaire continue. Par conséquent, At est com-

plémenté dans A(E). Maintenant, définissons un isomorphisme linéaire h de A sur At par
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h((cn)n) = (ant),. Pour tout av € A et tout (S, M) € 8 x M, nous avons

Ps((an)n) =

€S,M ant n):
Fesar((ant))
Donc, h est un isomorphisme linéaire bicontinu, et A est complémenté dans A(FE).

Si (A, 7g) est un espace AK, la restriction de l'application ¢ a A(E), est toujours
surjective. Donc At est complémenté dans A(E),, par suite A est complémenté dans A(E),.
]

Nous obtenons une caractérisation des propriétés de tonnelage et de quasi-tonnelage

dans A(E),.

Proposition 2.1.12. L’espace A(E), est tonnelé (resp. quasi-tonnelé) si

1. E et A sont tonnelés (resp. quasi-tonnelés), et

2. pour chaque disque faiblement borné (resp. fortement borné) B de (A(E),), il existe
B' € B et R' € R’ tels que B C R' (B').

La réciproque est vraie lorsque (A, 7s) est AK.

Démonstration. Soit T un tonneau (resp. un tonneau bornivore) dans A(E),. Alors T°
est faiblement borné (resp. fortement borné¢) dans (A(E),)". Par i), il existe R € X’
et B' € B’ tels que T° C R'(B'). Puisque E est tonnelé (resp. quasi-tonnelé), B’ est
équicontinu, donc contenu dans un certain M € M. De méme, puisque A est tonnelé (resp.
quasi-tonnelé), il existe S € 8 tel que R' C S. Par conséquent, T° C R'(B') C S(M).
D’ot, T est équicontinu, puis 7" est un voisinage de 0 dans A(F),.

Maintenant, supposons que A(E), est tonnelé. Par Lemme [2.1.11] les espaces A et
E sont complémentés dans A(FE),. Par conséquent, £ et A sont tonnelés (resp. quasi-
tonnelés), donc 1. est satisfait. De plus, soit B disque faiblement borné (resp. fortement
borné) de (A(E),)". Alors B est un disque équicontinu de (A(E),)". Par Théoréme [1.2.7],
il existe S € 8 et M € M tels que B C S (M). Ainsi, 2. est également satisfait. O

Remarque 2.1.13. La condition "(A,75) est un espace AK" dans la Proposition
n’intervient pas dans la conclusion 2. Elle est utilisée uniquement pour conclure que A est

tonnelé.
Avec des preuves similaires, nous obtenons les propositions suivantes :

Proposition 2.1.14. L’espace A(E), est tonnelé (resp. quasi-tonnelé) si

1. E et A sont tonnelés (resp. quasi-tonnelés), et

2. pour tout disque faiblement borneé (resp. fortement borneé) B de (A(FE),), il existe
B' € B et R' € R tels que B C R'[B’].

La réciproque est vraie si (A, 75) est un espace AK.

Démonstration. Soit T un tonneau (resp. tonneau bornivore) de A(E),. Alors T° est un

disque faiblement borné (resp. fortement borné) de (A(E),)’, par (ii) il existe R’ € R’
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et B € B’ tels que T° C R'[B']. Puisque E est tonnelé (resp. quasi-tonnelé), B’ est
équicontinu donc il existe M € M tel que M = B’. Puisque A est tonnelé (resp. quasi-
tonnelé), R° est un voisinage de 0 dans A, donc il existe S € 8§ tel que R C S. Par

conséquent :

T° C R'|B'] C S[M]

Par conséquent 7" est un voisinage de 0 dans A(E), et donc A(E), est tonnelé (resp.
quasi-tonnelé).
Réciproquement, supposons que (A, 7s) est un espace AK et que A(E), est tonnelé (resp.
quasi-tonnelé). Nous allons d’abord montrer que E et A sont tonnelés. D’aprés le Lemme
[2.1.11] les deux espaces A et E sont complémentés dans A(E), donc E et A sont tonnelés
(resp. quasi-tonnelés).

Soit B un disque faiblement borné (resp. fortement borné¢) de (A(E),)". Alors B est
un disque équicontinu de (A(FE),)’, il existe donc S € § et M € M tels que B C S[M].

[

Proposition 2.1.15. L’espace A{E}, est tonnelé (resp. quasi-tonnelé) si

1. E et A sont tonnelés (resp. quasi-tonnelés), et

2. pour chaque disque faiblement borneé (resp. fortement borneé) B de (A E},.)', il existe
B' € B' et R' € R tels que B C R'{B'}.

La reéciproque est vraie chaque fois que (A, Ts) est un espace AK.

Démonstration. 1. Supposons que A{E}, est tonnelé. D’aprés Lemme [2.1.11] les espaces
A et E sont complémentés dans A{FE},. Par conséquent, F et A sont tonnelés (resp.
quasi-tonnelés).

2. Soit B une partie disquée faiblement bornée (resp. fortement bornée) de (A{E},)".
Alors B est équicontinue de (A{E},)". Par la Proposition [£.2.12] il existe S € S et M € M
tels que B C S{M}.

Réciproquement, soit 7' un tonneau (resp. tonneau bornivore) dans A{E},. Alors T°
est un faiblement borné (resp. fortement borné) de (A{E},)’, par (ii) il existe R € R’ et
B’ € B’ tels que

T° C R{B'}.

Puisque E est tonnelé (resp. quasi-tonnelé), B’ est équicontinu, donc contenu dans un
certain M € M. De méme, puisque A est tonnelé (resp. quasi-tonnelé), il existe S € 8 tel
que R' C S Par conséquent,

T° C R{B'} c S{M}.
Par suite 7" est un voisinage de 0 dans A{E}, et donc A{E}, est tonnelé (resp. quasi-

tonnelé). O

Dans [13], M. Florencio et Pedro J. Paul ont donné des conditions nécessaires et suf-

fisantes pour que A?{E} soit tonnelé (resp. quasi-tonnelé¢), A? désignant & nouveau la

Issam Aboutaib 28



Quelques propriétés dans certains espaces de suites vectorielles

B(A,

_ A*
B(A, A*)-fermeture KIN) " de K™ dans A. Le corollaire suivant donne une caractéri-

sation de la propriété quasi-tonnelé dans A{FE}, en termes de la méme propriété dans A
et E.

Corollaire 2.1.16. Si (A, 75) est un espace AK, E satisfait (AFA), et Ej satisfait

(AFA"), alors A{E}, est quasi-tonnelé si et seulement si E et A sont quasi-tonnelé.

Démonstration. Si A{E}, est quasi-tonnelé, alors par Lemme , E et A sont quasi-
tonnelés.

Inversement, puisque E et Ej satisfont respectivement (AFA) et (AFA*), et puisque E
est quasi-tonnelé, U'égalite (A{E},); = (A"{Es}, mx3) est vérifiée par i7) du Théoréme
2.1.4 Donc, pour chaque disquee fortement borné B de (A{E},)’, il existe B’ € B’ et
R' € R tels que B C R'{B'}. Par conséquent, A{E}, est quasi-tonnelé. O

2.2 Reéflexifs dans les espaces de suites vectorielles

Dans [32], Rosier donne des conditions suffisantes pour que les égalités (A{E})" =
A{E'} et (ME},) = A*{E'} solent vérifiées algébriquement. La proposition suivante
¢tablit une relation entre le dual topologique et le dual de Kéthe de A(E),.

Rappelons qu'un espace localement convexe est dit C-tonnelé si chaque suite faible*
de Cauchy dans son dual topologique est équicontinue (voir [42]). Nous obtenons alors le

résultat suivant.

/

Proposition 2.2.1. 1. L’espace A(E) est un AK-espace si et seulement si (A(E))
(A(E))".
2. Si A(E), est C-tonnelé, alors l'égalité (A(E),) = (A(FE))* est vraie algébriqguement.

C

Démonstration. 1. Nécessité : Soit F' € (A(E)) et a := (an), la suite donnée par
la deuxiéme partie de la preuve de Théoréeme [4.2.8. Alors (a,), € (A(E))" d’apres

le méme théoréme. Comme A(F) est un AK-espace, pour tout x € A(E) = A(E),,
+oo

F(z) = Zan(:vn). Par conséquent (A(E)) C (A(E))*.

Suffisance : Supposons qu’il existe une suite (z,), € A(F) qui n’appartient pas a A(E),.
Alors, par le théoréme de Hahn-Banach, nous pouvons trouver un F € (A(E))" tel que
F((zn)n) = 1 et F s’annule identiquement sur A(E),. Comme (A(E)) C (A(E))*, F
appartient a (A(F))*. Par conséquent, il existe une suite (b,), C E’ telle que F(y) =

+o0 400
an(yn) pour tout y := (yn)n € A(F). En particulier F'((z,),) = an(xn) = 1. Mais
n=1 n=1

1= an(xn) = plggoF((xn)ng)) = 0, pour (z,)? = (21,...,2,,0,...) € A(E),. Cette
n=1

contradiction montre que (z,), € A(F), et donc que A(E) = A(E),.
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2. D’aprés Théoréme [4.2.8) nous avons (A(E),)" € (A(FE))*. Montrons que (A(E))* C

(A(F),). Choisissons un (a,), arbitraire dans (A(E))*. Alors pour tout (x,), € A(E),,
“+oo

la série Z a,(x,) converge. Ensuite, considérons sur (A(FE),) les formes linéaires F, et

n=1
F, ,, définies par

+0oo n
Fa : (xk)k — Zak(xk) et Fa,n : (xk)k — Zak(xk), n € N.
k=1 k=1

Il est clair que, pour chaque n € N, F, ,, est une forme linéaire continue sur (A(E),) et que
pour tout x := (xx)r € A(E),, (Fun(x)), converge vers F,(x). Ainsi, la suite (F, ), est
faible* de Cauchy dans (A(E),)". Comme A(E), est C-tonnelé, (F,,), est équicontinue.
Par conséquent, F, est continue, car F,(z) = lim F, ,(x) pour tout x € A(E),. Ainsi
(A(E))" = (M(E))". O

Lemme 2.2.2. Si A(E), est C-tonnelé et si E satisfait (FA), alors l’égalité (A(E)r)" =
AN (E}) est vraie algébriquement. De plus, si E posséde également la propriété (AB), alors

I’égalité est aussi topologique, lorsque N* est muni de la topologie forte B(A*, A).

Démonstration. Supposons que A(FE), soit C-tonnelé et que E soit fondamentalement
borné par A. Alors, par la Proposition i), égalite (A(FE),) = A(F)* est vraie
algébriquement et par la Proposition , on a A*(E’5> C A(E)*. Par conséquent,
(A(E),) Cc A*(Ep) € A(E)" = (A(E),)", ce qui implique (A(E),)" = A*(E}). De nouveau,
par la Proposition , la topologie forte sur (A(F),)" est plus fine que celle de A* <Eg>

Maintenant, si £ posséde la propriété (AB), alors les deux topologies coincident. n

Le résultat suivant caractérise la semi-réflexivité de A(FE) dans le cas ou A(FE) est

C-tonnelé.

Théoréme 2.2.3. Si A(E) est C-tonnelé et si E satisfait (FA), alors A(E) est semi-
réflexif si et seulement si :

1. E et A sont semi-réflexifs.

2. AN(E) et A*(E}) sont tous deux des espaces AK.

Démonstration. Nécessité : Supposons que A(F) soit semi-réflexif. Puisque E, A et A(E),
sont des sous-espaces fermés de A(E), ils sont tous semi-réflexifs. En particulier, A(E),
est faiblement quasi-complet [20], puis également faiblement séquentiellement complet.
Maintenant, pour tout = (2,), € A(E), la suite (2®), est faiblement de Cauchy dans
A(E),. En effet, si F' € (A(E),), alors il existe une suite (a,), dans E’ comme dans

la preuve de la Proposition [2.2.1], telle que la série Z a,(x,) converge. Par conséquent,

P
(F (x(p))) = (Z an(xn)> est une suite de Cauchy. Ainsi, (z")), converge faiblement
P k=1 P
vers une limite y = (yn)n € A(E),, qui n’est autre que (z,),. Par conséquent, A(E) est

un espace AK. Comme A(FE) = A(E), est C-tonnelé et que E satisfait (FA), (A(E),) =

Issam Aboutaib 30



Quelques propriétés dans certains espaces de suites vectorielles

A*(Ej}) est séquentiellement complet pour la topologie o (A*(E}), A(E),). Soit a = (an), €
A*(Ef). Alors (a®™);, € A*(E}), et elle est o(A*(E}), A(E),)-Cauchy. En effet, considérons
+oo

r = (2n)n € AE),. Alors ((an)n, (Tn)n) = Y _ an(,).

n=1

k
Par conséquent, (Z an(xn)> est une suite de Cauchy, donc (a®),, converge vers b =
n=1 k

(bn)n dans (A*(Ep) ,o(A*(Ej) ,A(E),)). Fixons n € N et t € E. En appliquant la
forme linéaire [, ; définie sur A* <E/ﬁ>’r‘ par I, +((a;);) = a,(t), nous obtenons (a,)n = (bn)n-
Ainsi, A* <E£3> est un espace AK.

Réciproquement, supposons que ) et i) soient satisfaits. Alors :

par 2 AE)" = (A(E))"
= (A" (Ep))
par 2 = (A (Ej) )
par [20] = [J Arl(EH)'5e0]
R,B
par 1 = U Ar[EB]
C A[E].

Montrons que A[E] = A(FE). Soit o = (ay,), € A", (R,B) € Rx B, 8 = (Bn)n € R et
x € B. Pour tout n € N, posons f,, = B,x, alors f = (f.)n € AR [(E’ﬁ)gg] = Ag[Ep] et
ere po(f) < 1. Ainsi pour tout a € F',

Y lanbua(@)| =) anfal@)] < orp((ana)n).

Alors
Pr((an)n)la(z)| < orp((ana)n).

Puisque (A" (Ej}),0xs) est un espace AK, (A", 73) = (A", B(A*, A)) est un espace AK.
Par conséquent, d’aprés ([23], 30. 7. (4)), (A, 7) est semi-réflexif. En raison du Corollaire
1.4 de [16], nous avons A[E] = A(E), donc A(E) est semi-réflexif. O

Le résultat principal de [26] affirme que si E et A sont des espaces de Fréchet, alors
A(E) est réflexif si, et seulement si, E et A sont réflexifs, et les deux espaces A(E) et
A*(E}) sont tous AK. Comme corollaire direct du Théoréme [2.2.3, nous obtenons une
amélioration de ce résultat.

Théoréme 2.2.4. Si A(E) est tonnelé et E est fondamentalement A-borné, alors A(E)
est réflexif si et seulement si :

1. E et A sont réflexifs.

2. AN(E) et A"(E}) sont tous deux des espaces AK.
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Une autre généralisation du méme résultat est la suivante :

Théoréme 2.2.5. Si E est fondamentalement A-borné, alors A(F) est réflexif si et seule-
ment st :

1. E et A sont réflexifs.

2. N(E) et N*(E}) sont tous deuz des espaces AK.

8. Pour tout disque borné B de A*(E}), il eviste B' € B', R € R’ tels que B C R'(B’).

Démonstration. Si A(E) est réflexif, alors il est semi-réflexif et tonnelé, donc il est semi-
réflexif et C-tonnelé. Par Théoréeme 1., E et A sont semi-réflexifs, puis réflexifs car
E et A sont tonnelés, en tant que sous-espaces complémentés de A(FE). Maintenant, par
2. du méme théoréme, A(E) et A*(Ep) sont des espaces AK. Puisque A(E), = A(E) est
tonnelé, par Théoréme 2. et Remarque [2.1.13] pour chaque ensemble faiblement
borné (resp. fortement borné) B de (A(E),) = A*(E}), il existe B’ € B’ et R’ € R’ tels
que B C R'(B').

Réciproquement, par i) et 7i7), U'espace A(F), est tonnelé (resp. quasi-tonnelé) et par )
et ii), A(F) est semi-réflexif. Alors A(FE) est réflexif. O

2.3 Espaces distingués de suites vectorielles

Un espace localement convexe F est dit distingué si son dual fort (E', 3(E', E)) est
tonnelé. Comme le dual fort d’un espace localement convexe bornologique (et donc aussi
d’un espace métrisable) est complet, il est tonnelé si et seulement s’il est quasi-tonnelé.
Il est alors naturel de se demander si le dual fort d’'un espace localement convexe est
toujours tonnelé dés qu’il est quasi-tonnelé. Comme nous le verrons plus tard, ce n’est

pas le cas. Nous introduisons donc la définition suivante.

Définition 2.3.1. Un espace localement convexe séparé E est dit quasi-distingué si son
dual fort (E',B(E', E)) est quasi-tonnelé.

En fait, 'appellation "quasi-distingué" a déja été utilisée dans la littérature, mais avec
un sens différent [41].

Chaque espace distingué est bien stir quasi-distingué. En particulier, tous les espaces
semi-réflexifs et tous les espaces normés sont quasi-distingués.

Le résultat suivant donne une caractérisation des espaces quasi-distingués.

Proposition 2.3.2. Un espace localement convexe E est quasi-distingué si et seulement
si, pour chaque disque borné B de (E",B(E",E')), il existe un disque borné A de E tel

que B soit contenu dans la o(E", E')-fermeture de A dans E".

Démonstration. Supposons que E soit quasi-distingué, alors (E', 3(E', E)) est quasi-tonnelé.
Soit B un disque borné de (E”, B(E", E")). Alors le polaire B° de B dans E’ est un tonneau

bornivore. Comme Ej; est quasi-tonnelé, B° est un voisinage de 0 dans (E', 3(E', E)). Par
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conséquent, il existe un disque borné A dans F, dont le polaire A° dans E’ est contenu
dans B°. En prenant les polaires dans E”, nous obtenons B C A = ZU(EU’E/).
Réciproquement, soit 7' un tonneau bornivore dans (E', 3(E’, E)). Alors T° est absorbé
par B° pour chaque disque borné de (E', B(E', E)), les polaires étant prises dans E”.
Cela signifie que T° est borné dans (E”, 3(E", E')). Par hypotheése, il existe un ensemble
borné A de E tel que T° C A7)
E’, nous obtenons A° = (A°°)° C T, ce qui signifie que T est un voisinage de 0 dans

(£, B(E", E)). O

= A°°. En prenant a nouveau les polaires dans

Rappelons qu'un espace de Fréchet n’est pas nécessairement quasi-distingué.

Exemple 2.3.3. Dans [[0], Taskinen montre que l’espace de Fréchet E = C'(R) N Ly(R)

avec la topologie générée par les semi-normes

Hfl!n—maX(/_ s, sup{|f<t>\,|t\sn}>, nen,

o
n’est pas distingué. Comme il est métrisable, E n’est pas quasi-distingué.

Maintenant, nous fournissons un exemple d’un espace quasi-distingué qui n’est pas

distingué.

Exemple 2.3.4. Soit P 'ensemble de tous les nombres premiers (positifs) et pour chaque
pe P, A, ={p" : n € N}. Définissons pour chaque p € P la suite (z,,), € {* par z,, =1
sin € A, et x,, =0 sinon. Soit G le sous-espace vectoriel engendré par {(zp,), : p € P}
et D := G®cy. Alors, par un résultat de [35], (D, || ||oo) est un sous-espace non tonnelé de
(0°°, ]| llso)- Maintenant, considérons I’espace localement convexe E = (¢', o(¢', D)). Alors
E' = D. De plus, ¢cg C D C ¢*. Alors, par le théoréme de Banach-Steinhaus, un disque
A C E est o({*, D)-borné si et seulement si A est || ||;-borné dans ¢'. Par conséquent,
la topologie forte 5(D, (') coincide avec celle de la norme induite par || ||o de £>°. Ainsi,
(E',B(E',E)) étant égal a (D, (D, (")) est un espace non-tonnelé quasi-tonnelé. Par

conséquent, F est un espace quasi-distingué mais non distingué.

La classe des espaces quasi-distingués et celle des espaces distingués sont donc tres
proches 'une de 'autre. En fait, si E’ﬁ est fast-tonnelé et que E est quasi-distingué, alors
E est distingué. En effet, par la proposition 7 de [24], chaque tonneau T dans Eg est
bornivore. Alors T est un voisinage de 0. En particulier, si E est un espace bornologique
complet, alors E est quasi-distingué si et seulement si, il est distingué.

Le résultat suivant caractérise les espaces A(E), distingués.

Théoréme 2.3.5. Supposons que A(E), est C-tonnelé et que E satisfait les propriétés
(FA) et (AB). Alors A(E), est distingué si et seulement si :

1. E et A sont distingués.

2. N*(E}) est un espace AK.

3. pour chaque disque o(A*(E3), A*(Ejy))—borné B de (A*(E})), il existe B € B et
R € R, tels que B C R[B*|.
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Démonstration. Supposons que A(E), est distingué. Alors (A(E),)} est tonnelé. Comme
A(E), est C-tonnelé, par le lemme [2.2.2) I'égalitée (A(E),); = (A™(Ej),0n) est vraie
algébriquement et topologiquement. Par conséquent (A* <EIB> ,ops) est tonnelé. Par la
Proposition 2.1.14{ 1., les deux espaces Ej et (A", 7¢) = Aj sont tonnelés. Ainsi £ et A
sont distingués. Comme A(E), est C-tonnelé, (A(E),)" = A*(E}) est faiblement séquen-
tiellement complet et donc les arguments de la preuve du Théoréme [2.2.3] fonctionnent
toujours pour prouver que ’espace A*(E'B) est un espace AK. Par conséquent, par la Pro-
position [2.1.14] 2., pour chaque disque faiblement borné B de (A*(Ej),)’, il existe B € B
et R € R tels que B C R[B*].

Réciproquement, supposons que 1., 2. et 3. sont satisfaits. Alors, une application de la
Proposition [2.1.14 donne que (A*(E}), oq.5) est tonnelé, donc (A(E),); est tonnelé. Par
conséquent, A(E), est distingué. O

Avec une preuve similaire, nous obtenons le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.6. Supposons que A(E), est C-tonnelé et que E satisfait les propriétés
(FA) et (AB). Alors A(E), est quasi-distingué si et seulement si :

1. E et A sont quasi-distingués,

2. N <E'ﬁ> est un espace AK, et

3. pour chaque disque fortement borné B de (A* <E;3>)', il existe B € B et R € R, tels que
B C R[B*).

Maintenant, nous étendons au cas général des espaces localement convexes absolument
fondamentalement A-bornés Théoréme 3.22 de [13] donné dans le cas ou E et A sont des

espaces de Fréchet.

Théoréme 2.3.7. Supposons que E est o-quasi-tonnelé, (N*, 13) est un espace AK, E" :=
(E3)}5 a la propriété (AFA) et Ej a la propriété (AFA”). Alors A{E}, est quasi-distingué

si et seulement si E est quasi-distingué, et A*{EZ;} est un espace AK.

Démonstration. Supposons que A{E}, est quasi-distingué. Alors (A{E},)}; est quasi-
tonnelé. Comme E” est absolument fondamentalement A-borné, E est absolument fon-
damentalement A-borné. Alors, par 5.(4).(b) de [32], (A{E},)5 = (A"{E}},mx3), donc
(A*{E}}, mx 3) est quasi-tonnelé. Par le Corollaire , les deux espaces Ej et (A", 73) =
AIB sont quasi-tonnelés, donc E et A sont quasi-distingués. Puisque (A", 73) est un espace
AK et par 3. (7). (b) de [32], I'espace A"{E}} est également AK.

Réciproquement, supposons que F est quasi-distingué. Alors E;3 est quasi-tonnelé. Puisque
(A*, 7x) est AK, I'espace A* est quasi-tonnelé. Par le Corollaire (A{E}},, ma,3) est
quasi-tonnelé. Par conséquent, (A{E},); = (A"{E}}, 7 3) est quasi-tonnelé, donc A{E},

est quasi-distingué. O

Issam Aboutaib 34



Chapitre

Espaces tonnelés de suites faiblement

Kothe-Orlicz sommables

Dans ce chapitre, pour une fonction d’Orlicz ¢ et un espace localement convexe F,
nous introduisons la notion de suite faiblement (¢, A)-sommable (z,), dans E et exami-
nons certaines propriétés de l'espace vectoriel A,[E] constitué de toutes ces suites. En
fait, les suites faiblement (¢, A)-sommables et les espaces de suites correspondants ont
été étudiés dans [37] pour un espace de Banach E. Dans ce qui suit, on donne des condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que A, [E] soit réflexif. La situation dans un espace
localement convexe est assez compliquée, car la topologie n’est plus donnée par une seule
norme mais par une famille de semi-normes. En fait il se peut qu’aucun voisinage borné
de 0 n’existe.

Les résultats de ce chapitre étendent et améliorent certains résultats dans la littéra-
ture, notamment ceux de [37]. Nous équipons d’abord A,[E] d'une topologie localement
convexe séparé, puis nous étudions la complétude et la continuité des projections de I'es-
pace localement convexe ainsi obtenu. Nous plongeons E dans A,[E] en tant qu’espace
complémenté. Pour étudier le dual topologique de A,[E], nous définissons la notion de
suites fortement (¢, A)-sommables et 'espace A,(E) de toutes ces suites. En fait, nous
prouvons que chaque fois que A,[E] est AK, son dual topologique peut étre donné en
termes de suites fortement sommables. Ensuite, nous caractérisons la propriété de tonne-
lage dans A, [E]. Pour aborder cette question, nous examinons des ensembles équicontinus
de l'espace dual de A,[E].

3.1 Espaces de suites faiblement Kothe-Orlicz Sommables

Dans cette section, nous introduisons la notion de suites faiblement Kothe-Orlicz som-
mables dans un espace localement convexe E et examinons quelques propriétés de I'espace

vectoriel de toutes ces suites.
Définition 3.1.1. Une suite x = (x,), C E est dite faiblement Kdthe-Orlicz sommable
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par rapport a ¢ et A (abrégé en faiblement (p, A)-sommable) si (c, f(xn))n € Ly, pour
chaque f € E' et chaque a € A*. L’ensemble de toutes ces suites est noté A, [E].

Puisque A* = (A™)", nous supposons sans perte de généralité que A est parfait, c’est-
a-dire A = A*".

Voici quelques exemples de fonctions d’Orlicz et des espaces A, [E] correspondants.

Exemple 3.1.2. 1. Soit ¢ la fonction identité x — x. Alors Ay[E] coincide avec ['es-
pace N[E] des suites faiblement sommables dans E (voir, par exemple, [25]).

2. Supposons que A = (' et E = K. Alors AL[E] n'est autre que Uespace classique des

suites Orlicz {y,.

3. Soit ¢ la fonction d’Orlicz définie par p(z) == +o0 siz > 1 et p(z) =050 <z <
1, A = ¢y, Uespace des suites scalaires nulles a linfini, et E un espace localement
conveze. Nous affirmons que (co),[E] = c(E) est Uensemble de toutes les suites
bornées dans E. En effet, puisque (co)™ = €7, (co),[E] = (*°[E]. Soit v € ([E].
Alors, pour chaque f € E' et a € £' := ({*°)*, nous avons (a,f(x,))n € L, = .
Puisque o est arbitraire dans (*, la suite (f(z,))n appartient a €. Cela signifie
que la suite (x,), est faiblement bornée dans E, car f est arbitraire dans E'. Par

conséquent, (), appartient a cy(E). L’inclusion inverse cy(E) C €3'[E] est triviale.

Remarquez que si pour chaque o € A" et f € E', ¢, s est 'endomorphisme de EN
défini par ¥, r((2,)n) = (anf(2,))n, alors

AE] = (Wa (L), a € A*, fe E'Y.
Cela montre que A,[E] est un espace vectoriel.

Lemme 3.1.3. Pour chaque x = (z,), € Ay[E] et S € 8, l'ensemble A% ci-dessous est

borné dans E.

p
AL = {Zanynmn:aes, Y € By~, pEN}.

n=1

Ainsi, pour chaque S € 8 et M € M, une semi-norme €% ,, est définie sur A,[E], o

s () = sup (anf(@n)nlles 7= (zn)n € Ay[E].
a€eS, feM

Démonstration. Soit x = (z,), € Ay[E], v € S,y € EP*, peNet feE. Alors

(e

Nous définissons une application linéaire gy : Ag — £, par g;(f) = (Bnf(xy)). Puisque

Z Oénynf(xn)

n=1

< [l f (2n))nlle-

A% est un espace de Banach ([25], Lemme 3), g; est continue par le théoréme du graphe
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fermé. Par conséquent, elle est bornée sur S par la norme ||gy|| de g;. C’est-a-dire

‘f (Z oznynxn>
n=1

Puisque f était arbitraire dans E', Af est faiblement borné. Il est donc également borné

< [l f (@n))nlle < llgrll-

dans E. Le reste est trivial. O

Nous notons par €f ,; la topologie localement convexe définie sur A,[E] par la famille
(8.4r) ses, de semi-normes.

MeM
La topologie €f, est séparé. De plus :

1. Pour chaque n € N, la projection J,, : z := (zy), — x, est une application continue
de A,[E] dans E.

2. A,[E], est un sous-espace fermé de A,[E].

Démonstration. 11 est facile de voir que €f . est de Hausdorff. Pour le montrer :

1. Fixons n € N, M € M et choisissons S € 8 tel que e, € S. Pour tout x = (z,,),, €
A,[E], nous avons
1

||PM(xn)€n||<p S ||€nH§D€<§’M(x).

Pay(In(x)) = Par(n) =

1
lenll,,

Alors J,, est continue.

2. Soit x € A [E],. Alors pour tout € > 0, M € M et S € 8, il existe y € A,[E], tel
que €5, (z —y) < % Comme y € A,[E],, il existe ng € N tel que pour tout ¢ > ny,

; £
EE,M(y(l) —y) < 3 Donc pour tout ¢ > ng :

Alors A, [E], est fermé.
U

Remarque 3.1.4. Selon la preuve ci-dessus, pour chaque S € 8, l'ensemble {I,,e, € S}

est méme équicontinu. En particulier, si A est un espace normé tel que ||e,|

A < 1 pour
chaque n, alors {I,,n € N} est équicontinu et est alors également équiborné. Un exemple

ot cela se produit est lorsque A = (7.

Le lemme suivant montre que non seulement £ est un sous-espace de A [E], mais il y

est aussi complémenté.

Lemme 3.1.5. L’espace E est complémenté dans les deux espaces A,[E| et Ay[E],.
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Démonstration. Définissons [E| := {te; : t € E'} et considérons I'application p : A,[E] —
[E] définie pour tout (z,,), € Ay[E] par p((xn),) = x1€1. C’est une projection, et puisque

€6 (P((Tn)n)) S €50 ((Tn)n),  (n)n € AG[E], (S, M) € 8 XM,

p est continue. Par conséquent, [E] est complémenté dans A,[E]. Maintenant, ’application
¢ : t — tey est un isomorphisme
linéaire bicontinu de E dans [E] car pour tout t € E et tout (S, M) € § x M,

esm(ter) = [leall, Ps(er) Par(t).

En identifiant E et [E], E est complémenté dans A, [E].

La méme preuve fonctionne également pour A, [E],. O
Le théoréme suivant montre quand A,[E] est complet ou séquentiellement complet.

Théoréme 3.1.6. L’espace A, [E] est (séquentiellement) complet si et seulement si E est

(séquentiellement) complet.

Démonstration. La nécessité découle du Lemme En ce qui concerne la suffisance,
supposons que E soit complet, et soit (2);c; une suite généralisée (ou encore un réseau)
de Cauchy dans A,[E], (I, <) étant un ensemble ordonné filtrant croissant. La continuité
de la projection J,, implique que (z!); est une suite généralisée de Cauchy dans E pour
tout n. Par conséquent, il converge vers un certain x,, € E.

Nous affirmons que z := (z,), appartient a A [E]. Pour tout S € 8§, M € M, et ¢ > 0,
choisissons k € I tel que pour tout 7,5 > k, 5?7 (7" — 27) < e. Ensuite, par la normalité
de £, pour tout « € S, f € M, et i,j7 >k, ona

| (onf () = Oénf(ﬁfz))nH@ <ef et —a) <e.

Par conséquent, (a,f(z")); est une suite généralisée de Cauchy dans I’espace de Banach

¢, pour tout n € N. Soit 7y := (7,), sa limite dans ¢,. Alors pour tout n € N, nous avons
anf(n) = anflimaz!) = lim o, f (%) = Yn.

Mais pour 7,5 > k, a € 8, et N € N, nous avons

N

sup Y [ynan f (2, — 2d)| < ||(anf (2, — 7)), || < ebarla’ —a7) <e.
S(yp*)<1

En passant a la limite sur 7, nous obtenons pour tout N > ng
N

sup ynanf "L‘; — Tn S g,
8(y.p*)<1 ; ‘ ( >‘
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et donc e§ (2’ — ) < e pour tout i > k. Cela montre 4 la fois que x appartient a A, [E]
et que (z');e; converge vers = dans A [E].
Avec une preuve similaire, on montre que A, [E] est séquentiellement complet si et

seulement si E est séquentiellement complet. O

Le Lemme et Théoréme montrent que si les trois espaces £, A [E] et A,[E],

sont simultanément complets ou non.
Proposition 3.1.7. Si E est fast-tonnelé, alors

Ay [Ej] ={a=(an)n C E": (anan(2))n € by, z € E, a € A}
De plus, la topologie de A, [EH est donnée par les semi-normes

gg,B(a) = ess}lpeB ”(O‘nan(x))nnw
aeS,r

ou S parcourt 8§, et B parcourt la collection B de tous les disques fermés et bornés dans

E.

Démonstration. Si A == {a = (an)n C E' : (anan(x)), € L, x € E, a € A"}, alors
clairement, A, [Ej] C A.

Inversement, considérons a := (a,), € A, f € (Ej), y € Ew*’ et 3 € A*. Choisissons
x € E. Alors

p +00
> YnBuan(z)| D |ynBuan(z)| < 400,  peN.
n=1 n=1

p

Par conséquent, A = {Zynﬁnan,p € N} est o(E', E)-borné. Comme E est fast-
n=1

tonnelé, A est borné dans E/B Par conséquent, il existe K > 0 tel que

—+00
3" [yaBaf(an)] < K.

Par conséquent, a € A, [E’ﬁ} .
Maintenant, soit M un disque fermé et équicontinu dans (E'ﬁ)’ Alors le polaire M° de
M est un voisinage de 0 dans E'ﬁ Si B est le polaire dans E de M°, alors B est un disque

fermé et borné dans E tel que

M=M>cpB°=5""

Alors pour tout a € E’, nous avons

sup |f(a)| < sup [a(z)| < sup |a(z)].
feEM rEB°° zeB
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En particulier, pour a = Z anynan € E' avec y € éw, a€SetacA, [E}J, nous avons

n=1

Z anynf(an) Z Y (T Z AnYntn(T)|.

sup
feM

< sup
reBe°

< sup
zeB

En passant au sup sur p d’abord, sur y € E@* puis sur « € S, nous obtenons

€§,M<a) < 5?,3 (a),

ce qui compléte la preuve. O

3.2 Dual topologique de A [E]

Dans la littérature, plusieurs types de duaux sont été considérés lorsqu’il s’agit d’es-
paces de suites : principalement le dual de Kothe ou le a-dual, le -dual, le dual de
Kothe-Toeplitz, le dual algébrique et chaque fois que 'espace de suites est équipé d’une
topologie localement convexe, le dual continu (voir [8, 25, 37]). Pour déterminer I’espace
dual continu de A,[E], nous introduisons la notion de suites fortement Kothe-Orlicz-

sommables.

Définition 3.2.1. Une suite x = (z,) C E est dite fortement Kdéthe-Orlicz-sommable
par rapport G ¢ et N (abrégé en fortement (p, A )-sommable), si pour chaque M € M et
chaque a = (a,), € (A*) [}, la suite (a,(z,)), appartient a (',

L’ensemble de toutes les suites fortement (p, A )-sommables est noté A, (E).
Proposition 3.2.2. Soit S € § et M € M. Alors :

1. L'espace (A§),+[E)y,] est un espace de Banach pour la norme 650 e définie par

*

sone(@) = sup |[(cnf(an))nl
feMe, aese

ey, A= (an)n € (Ag)tp* [ng]a

S° étant le polaire de S dans A. De plus, les projections (a,), — a, sont continues.

2. La fonction & ,, est une semi-norme sur Ay, (E), o pour tout x € A, (E),

0% () = sup { S Jan(za): @ = (@n)n € (Ao [Eye] 22 ola) < 1}.

Démonstration. 1. Si 8" :={rS’,r > 0}, ou S’ désigne la fermeture o((A5)*, A%) de S°
dans (A%)*, alors la topologie de norme de A n’est autre que la 8'-topologie. Par
conséquent, selon Théoréme 6, (Ag)p+[E},] est un espace de Banach. De plus,

d’aprés Lemme [2.1.11], les projections sont continues.
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2. 1l suffit de montrer que 0§ ,/(v) est finie pour tout z € A, (E). Fixons alors
un tel z et définissons une application linéaire T, de (A%),- [E},] dans ¢' par
T, ((an)n) = (an(x,))n. Supposons que (a'); € (A%),~ [E}] converge vers a := (a,),
et que (T,(a')); converge dans ¢* vers (7,),. Par continuité des projections, (a’);
converge dans E), vers a, pour chaque n € N. Alors (a’ (x,)); converge également
vers an(z,). Il s’ensuit que (a,(x,))n = (Yn)n, d’ot la fermeture du graphe de 7.
Par conséquent, T, est continue et est alors bornée sur la boule unité de (A%),+ [E,]-
Cela donne 0§ ,,(7) < +oo0.

]

Le lemme suivant peut étre démontré a l'aide d’un argument standard. Sa démonstra-

tion est donc omise.

Lemme 3.2.3. Si 7y 1= (V)0 € co, alors y& = (V20 )n € Ap[E], pour tout v = (x,), €
ALE].

Pour une forme linéaire continue F sur A,[E] (ou sur Ay[E],), soit F,(t) := F(te,)
pour n € N et t € E. Le lemme suivant montre que, d'une certaine maniére, ’espace dual

topologique de A,[E], est contenu dans (A,[E])".

Lemme 3.2.4. Soit F' un forme linéaire continue sur A,[E]. Alors
1. il existe M € M tel que (F,), € E},.

2. la suite (F,), appartient o (A,[E])".

De plus, si la famille {e,,n € N} est ts-bornée, alors (F},), est équicontinue.

Démonstration. Par continuité de F', pour tout z € A,[E],, nous avons

F(z)=F (Z xnen> = ZF(xnen) = Z Fo(xy,).

n>1 n>1 n>1

De plus, il existe S € 8 et M € M tels que |F/(x)| < €5 ,,(z) pour tout z € A {F}. Fixons
n € Nett e E. Nous avons

|Fa(t)] = | Ften)| < §ar(ten) = llenllo Ps(en) Par(t). (3.1)

Il en découle que F;, appartient a F; et donc la Condition 1 est prouvée.
Pour la Condition 2, soit € A,[E] arbitraire. Pour tout v € ¢y, vz € A [E],.
Choisissons une séquence scalaire A = (\,), telle que |\, | = 1 et |y, F(xn)] = Ay Fr(xn)

pour tout n € N. Puisque YAz € A,[E],, nous avons

Z [y Fn(Tn)] = Z’Yn/\nFn(xn) = Z Fo (Y Anty) = F (Myx) < +00.

n>1 n>1 n>1
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Puisque 7 dans ¢ était arbitraire, cela montre que Z |F(z,)| < +o00. Alnsi, (F,), €

n>1
*
(ALE])"
Maintenant, si de plus, la famille {e,,n € N} est 7s-bornée, choisissons s > 0 tel que

pour tout n € N, Ps(e,) < s, |len||, < s. Nous obtenons alors
|[Fa(t)] < llenll, Par(t) Ps(en) < s*Par(t).

Par conséquent, (F,), est équicontinu. H
Maintenant, nous donnons une meilleure description des formes continues sur A, [E].

Théoréme 3.2.5. Si F' est une forme linéaire continue sur Ay[E], alors il existe M € M

et S € 8 tels que la séquence (F,), soit fortement (p*, A%)-sommable dans E';, ¢’est-a-dire
que (Fy)n € (Ag)w* (Ehp)-

Démonstration. Soit S € § et M € M tels que
[F(z)] <elp(@), o= () € AG[E].

Par Lemme [4.2.2] (F,), C E};.

Maintenant, fixons (f,), € (A%)7, [(£),)']. Nous affirmons que (f,(F},)), appartient a
¢*. En effet, prenons un k € N arbitraire et § > 0, et désignons par X la complétion de I'es-
pace normé (E /M=, Py;) et par By, le sous-espace vectoriel engendré par {Fy, Fy, ..., F},}.
Ici, M* est I'annulateur de M dans E’, et comme d’habitude, Py(z + M) := Py ().

Puisque E, est isométriquement isomorphe & (E/M™*) = X’, nous avons By, C X'
Mais () € (A3)3 (b)), done (fu)n © (Ely) = X".

Soit Ay le sous-espace vectoriel engendré par {fi, fa, ..., fx}. Par le principe de ré-

flexivité locale, il existe un opérateur continu 7}, : A, — X tel que :
L |Th]] < 146 avec [[Ti]| = sup [|To(f)x ;
feMe
2. Eu(Thofn) = fa(Fn), ne{l,2,... k}
o

Puisque E/M L est dense dans X, pour tout 0 < §, < , il existe
k(1 + llenlloPs(en))

r, € F tel que :

Ensuite, (3.1) implique que [|F,||x < ||en||oPs(€,). Par conséquent, comme F), est conti-

nue, nous avons :

0
(L + [[enlloPs(en))

< ||en||<pPS(en)k

<

|
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Choisissons A, dans le cercle complexe unitaire tel que |F(z,e,)| = A\ F (znen). Alors :

k

k
< | Fulwn + M* = Tifo)| + ‘F(ZAnxnen) ‘
n=1

n=1

<O+ eg (w2, .00, 1p,0,.00))

k
=0 + sup { Z Ynna(Ty,)
n=1

S (ap)n € S,a€e M,y € B¢*}.
Mais pour tout (av,), € S, y € Ew*: et a € M, nous avons :

k k
S Z ynana(xn + MJ_ - Tk:fn) + Z ynana<kan)
n=1 n=1

(1 woer))

gynanfn(x/> }

k
> ynanalwn)
n=1

k
< Z |ynan‘|a(:lrn + M+ — kan)} +

n=1

k
< D lynal lallards + llallar | Tl 8161%{

n=1

<O+ (14 0)eg p((fa)n)-

Par conséquent,

ST falF)| <26+ (14 0)ebpy (fa)n), k€N

Ainsi, (f.(F,)), appartient a ¢'. O

Remarque 3.2.6. Puisque dans la démonstration du Théoréme § est arbitraire, il

en résulte que
+00

STl F)] < €8 (Fadn)-

n=1

En utilisant le théoréeme de Hahn-Banach, nous obtenons :

Corollaire 3.2.7. Si F' est une forme linéaire continue sur A,[E),, alors il existe M € M
et S € 8 tels que (Fp)n € (AS),. (Ely)-

La proposition suivante est intéressante en elle-méme.

Proposition 3.2.8. Soient S € 8 et M € M. Si (an)n € (A§)p (E), alors (||ynan||a)n €
A pour tout y € Ew.

Démonstration. Fixons (a,), € (AY)e (Eyy) et y € Ew*, et soit (an), € Aet e > 0
donnés. Nous avons

[Yncnan|[ae = sup |ynanan(t)], n€N.
teM®°
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Par conséquent, pour tout n € N, il existe t,, € M° C E tel que
€
[ynaman |l < on + [Ynnan(ts)] -
Fixons n € N et a € E}, et définissons f,(a) := a,a(t,). Alors
|[fu(a)| = lama(tn)| < llallarPa(tn) lom| < llallar [am] -

Puisque a € ), il existe u > 0 tel que a € uM. Par conséquent, |y, f,(a)] < pullylloo [aml,
et comme A est normal, (y,f.(a)), € A. Par conséquent, (y,f.(a)), € (Ag)" car A C
(A5)*. En utilisant la proposition [3.1.7, nous obtenons

(fn)n € (M55 [(Ea)T-

De plus, comme (ay,), € (A§)y (E}), la série

“+oo +0o0
Z falan) = Z i (tn)

est absolument convergente. Puisque

400 400 400
Z [ynananllar < €+ Z |Ynatnan(tn)| < €+ [|yllo Z | fulan)l,
n=1 n=1 n=1

la série
+oo
Z |ctn| [[ynanlar
n=1

est convergente. Ainsi, (||y,ay|la)n € A* car « était arbitraire dans A.

Maintenant, si (a,), € S° C A, d’aprés Remarque [3.2.6, nous avons :

+o0o +00
Z |YnQn@n(tn)| < Hy”ooz | fa(an)| < Hy”oogg,M«fn)n)
n=1 n=1

Mais

+o0
Sa((o)o) =50 { S el 5 () € S0 € Mz € B}

n=1

+oo
< sup {HaHMtg,* > 1Butn| : (Ba)n € Sia € M}

n=1

S ttp*y
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ol ty« :=sup {¢ € [0;+00), ¢*(t) < 1}. Par conséquent,

+oo
Z |Yntnan ()] < [yllocter
n=1

d’olt
—+o00

Y Iyncnanllar < llylloctyr +e.

n=1

Cela signifie que

(Ignanllar)n € ([Yllooter + €)% = ([[Yllocter +€)5;

ainsi (||ynanllar)n € A%. O

Proposition 3.2.9. Pour tout S € 8§, M € M et a = (a,)n € (AS), (EYy), Uapplication

+o0
fo:xr—> Z%(In)
n=1

définit une forme linéaire continue sur A,[E].

Démonstration. Fixons arbitrairement S € 8§, M € M, et a = (a,)n € (A%)y (Ehy),
et pour tout ¢t € E, désignons par t Dapplication linéaire continue sur E), définie par
t(f) := f(t). Ensuite, pour z = (,), € AL[E], u € E};, C E', et y € B, nous avons

(YnZn(u))n = (Ynu(zn))n € A C (AZ)".
Ainsi, en utilisant la Proposition [3.1.7, nous obtenons
(Tn)n € (AS), [(Er)5] -
Par conséquent,
+oo +o00
D anlea) = 3 nlan)
n=1 n=1

est convergente, et donc, f, est bien définie.

De plus, remarquons également, que I'application ¢, : (A%)7 [(E))'] — ¢, définie par

(fa)n == Ya((fu)n) = (ful@n))n,

est bien définie. En effet, soit (f,), € (A%)], [(E),)'] donné. Puisque a = (an)n € (AS)p (Ey),

la série
+o0
Z fu(an)
n=1

est absolument convergente ; donc, (f,(an))n € ¢'. Puisque (A%)* est parfait et (E},)" est
g ) ) q S P M
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un espace de Banach, ((A§)] [(E),)], €5 ) est également un espace de Banach. De plus,
supposons que ((f,);,); est une suite qui tend vers 0 a Vinfini dans (A%)Y, [(E},)] telle
que (q((fa):))s converge dans ¢' vers (a,,),. Comme les projections (f,), ~ f, sont
continues, (f); converge dans (E},)" vers 0 pour tout n € N. Par conséquent, la suite
(Va((f)0)i = ((fi(an))n)i converge vers 0, d’olt o, = 0 pour tout n. Par le théoréme
du graphe fermé, ¢, est continue. Par conséquent, il existe K > 0 tel que pour tout
(fa)n € (AS), [(E},)'], nous avons l'inégalité

[Ya((fa)n)lly < Ke§pr((f)n),
ce qui signifie que

+o0o
Z | fo(an)| < Ké?,M((fn)n)'

n=1

Mais (Zn)n € (AS)5 [(E;)]; donc,

+o0

£ul@)] = | 3 Bulan)| < Ke5py(@a)a) < Kef ().
n=1
Par conséquent, f, est continue. ]

Théoréme 3.2.10. L’égalité suivante est valide :

(Acp[E])r), = U (Ag)w* <E§\/l> :

Se8,MeM

Démonstration. Par la Proposition m, pour chaque S € § M € M, et (a,), €

(A§)y (E}y), nous avons f, € (A,[E],)". Par conséquent, la fonction

o: U (MY (By) — (AJ[EL)
Ses,MeM
définie par
ar— fa,

est bien définie. Clairement, ¢ est injective.
De plus, remarquons également que si F' € (A,[E],)’, alors Corollaire implique
qu’il existe S € 8, M € M tels que la suite a := (F},), appartient a (A*),- (E},). Ensuite,

pour chaque x € A [E],, puisque f est continue, nous avons

k
_ (k)Y _ 1;
F(z) hlgn F(z'™) 11]1€rn Z F(znen)

n=1

= ZFn(xn) = fa(®).

Issam Aboutaib 46



Espaces de suites tonnelés faiblement K6the-Orlicz sommables

Cela signifie que ¢ est également surjective. Par conséquent, ¢ est un isomorphisme. [J

Dans ce qui suit, nous décrivons une base fondamentale d’ensembles équicontinus de
(AL[E),)". Pour ce faire, considérons pour S € 8 et M € M,

g = {(fn € ML) fula)u €% a€ M.y e By}

Théoréme 3.2.11. La famille des ensembles de la forme

5, (M) = {(an>n € (Ao (i) S @)l <1 (fu)o € Kﬁ,M}

est un systeme fondamentale des parties équicontinues de (A,[El,)', S parcourant 8 et M

parcourant M.

Démonstration. Montrons d’abord que S, (M) est équicontinu. Si z = (z,,), € A,[E] est
tel que 5 ,,(z) < 1, alors, comme dans la démonstration de Proposition |4.2.7, on a

+oo +00
S lnenZa(w)] = - lncnu(e,)| < €y (@) < 1,
n=1

n=1

pour tout y € E‘p*, u € M et a € S. Par conséquent,

(YnZn(w)), € S°.

Ainsi, (Tn), € K§,,. De plus, si a = (a,)n € S, (M), alors

+00 +o0o
Zalan)| = | D an(z,)| < 1.
n=1 n=1

Par conséquent, S, (M) est équicontinu.

Maintenant, si H C (A,[E],)" est équicontinu, alors il existe S € 8 et M € M tels que :

Z an(Tn)

pour tout x = (), € Ay[E], et a = (a,)n € H. Soit f = (fo)n € K§ ;. Alors €5 ,,(f) <

< 5§,M(5U)

1, et par Remarque [3.2.6 nous avons :

+o00
S falan)| <60 (f) < 1.
n=1

Par conséquent, H C S, (M). O
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Considérons les ensembles suivants :

B':={B' C E': B’ est un disque fermé borné faiblement*},
R :={R C A: R est un disque fermé borné et normal},

R :={R' C A" : R est un disque fermé borné faiblement* et normal},

et pour chaque R’ € R’ et B’ € B’, les ensembles suivants :
K = {0 € MBI (@) € (RY, ac B ye B}

R:D (B') = {(an)n € (Aw[E}T)/ : Z |falan) <1, (fa)n € KR’,B’}-

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour que l'espace

A [E], soit tonnelé ou quasi-tonnelé.

Théoréme 3.2.12. Supposons que A est tonnelé (quasi-tonnelé). Alors A,[E), est tonnelé

(resp. quasi-tonnelé) si et seulement si [ :
1. E est tonnelé (resp. quasi-tonnelé).

2. Pour chaque disque borné faiblement® (resp. fortement borné) B de (A,[E],), il
eviste B € B' et R' € R' tels que B C R, (B').

Démonstration. Soit T'un tonneau (resp. tonneau bornivore) dans A, [E],. Alors T° est un
disque faiblement borné (resp. fortement borné) de (A,[E],)". Par (), il existe R’ € R’
et B" € B tels que 7° C R/ (B’). Puisque E est tonnelé (resp. quasi-tonnelé), B’ est
équicontinu. Par conséquent, il est contenu dans un certain M € M.

De méme, puisque A est tonnelé (resp. quasi-tonnelé), il existe S € 8 tel que R’ C S.
Ainsi, T° C R;(B’) C S,(M). Par conséquent, T° est équicontinu et par conséquent 7'
est un voisinage de 0 dans A, [E],.

Maintenant, supposons que A,[E], est tonnelé. Par Lemme , E est complémenté
dans A,[E],. Par conséquent, E est un espace tonnelé (resp. quasi-tonnelé), donc (7) est
satisfaite. De plus, soit B un disque faiblement borné (resp. fortement borné) de (A,[E],)".
Alors B est un sous-ensemble équicontinu de (A,[E],)". Par Théoréme il existe
S e8et MeMtels que BC S, (M). Ainsi, (i7) est également satisfaite. O

Exemple 3.2.13.
1. Si ¢ est lidentité de Ry, le dual continu de A, [E), est tel que donné dans [25].
2. Dans le cas ou A = (' et E =K, le dual continu de A,[E], est {,-.

3. Lorsque ¢ = o , le dual continu de (co),[E], = cp(E), est U (" (E),).
MeM

Afin de donner d’autres exemples comme applications de nos résultats, nous déter-

minons le dual topologique de certains espaces de suites concrets et y caractérisons le
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1 1
tonnelage. Pour cela, soit p > 1 un nombre réel et ¢ son conjugué c’est-a-dire, — + — =1

q
sip#1etqg=-+oosip=1,etsoit (E,|.||g) un espace normé. Alors la topologie de
(1. (E') est définie par la norme U}’;, 5 ; elle est également notée par U;;,. Ici, R et B’
sont les boules unitaires fermées de ¢? et E’', respectivement.

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.2.14. Le dual topologique de (U[E], est (. (E"). De plus, CO[E], est ton-

nelé si et seulement st E est tonnelé.

Démonstration. La premiére assertion résulte immédiatement de Théoréme [4.3.4]

Pour la deuxiéme, remarquer que puisque /# est un espace de Banach, il est tonnelé.
Comme EZ,* (E') est un espace de Banach, il suffit de montrer que si E est tonnelé, alors la
boule unité B de (%. (E") est contenue dans R}, (B’), ott R’ et B’ sont les boules unitaires de
(% et E', respectivement. Choisissons donc (a,,), € B et (f,)n € Kpr pr. Alors (y,fn(b)) €
(R')° pour tout b € B et tout y € Ew*, ce qui implique que

sup sup Z [Ynoin fn(b)] < 1.
a€RDEB’ 3(y,p*)<1 53

Cela montre que
£nlf) = ) < 1

Ainsi,
Z | fa(an)] < O-;'O,E/((an)n) <1
n>1
, et par conséquent, (a,), € R, (B’). O

Dans le cas particulier ou ¢ est I'identité x — x, ’espace @;[E]T n’est autre que 'espace
(P|E] introduit par H. Apiola [3]. Nous obtenons alors une caractérisation du tonnelage

de tels espaces.

Corollaire 3.2.15. (P[E], est tonnelé si et seulement si E est tonnelé.
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Chapitre I

Espaces de suites absolument

Kothe-Orlicz sommables

Dans ce chapitre, M désignera la famille de tous les disques équicontinus o(E’, F)-
fermés dans E’ et 8§ une famille de disques normaux o(A*, A)-fermés bornés de A* et o sera
une fonction d’Orlicz. Nous introduisons 'espace A, {E} de toutes les suites absolument
(¢, A)-sommables dans E. Nous ’étudions en tant qu’espace localement convexe séparé.

Ensuite, nous caractérisons ses formes linéaires continues, donc son dual topologique.

4.1 Espace de suites absolument Kothe-Orlicz A-sommables

Dans cette section, nous introduisons la notion de suites absolument Koéthe-Orlicz
sommables dans un espaces localement convexes, et en examinons quelques premiéres

propriétés.

Définition 4.1.1. Une suite x = (z,,) C E est dite absolument Kéthe-Orlicz A-sommable
(ou encore absolument (p, A )-sommable), si pour tout M € M et tout S € §, on a

71-g,M(l) = SEE H(PM(O‘nxn))nnw < too.

L’ensemble de toutes ces suites est noté par A, {E}.

Exemple 4.1.2. 1. Sip = Idg,, alors A,{E} n'est autre que l'espace A{E} des suites

absolument A-sommables dans E donné par Rosier dans [32].

2. 81 = po et N € {ly, U, o, c}, alors A,{E} est simplement {(E) de toutes les

suites bornées dans E.

5. SiE=KetA=1{" alors A,{E} coincide avec l'espace de suites d’Orlicz classique
ly.
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. . . (p .

Il est facile de voir que A {E} est un espace vectoriel sur lequel 7§ ,, est une semi-

norme. Nous 1’équipons de la topologie localement convexe gy définie par la famille
(76 ar) mex de semi-normes.

Quelques premiéres propriétés de A {E} sont données dans le lemme suivant.
Lemme 4.1.3. 1- Pour tout n € N, la projection J, : A, {E} — E est continue.
(«Tk>k — T,
2- A, {E}, est fermé dans A, {E}.
Démonstration. 1- Fixons n € N, M € M et choisissons S € & tel que e, € S. Pour tout
= (2n)n € A,{E}, nous avons

Pry(Tn(2)) = Pu(n) =

1
Teall | P () enll,

1
< ——7f :
= ||en||¢WS,M(x)
Cela montre la continuité de I,,.

2- Choisissons « arbitrairement dans la fermeture A {E}, de A {E},. Alors pour
tout e > 0, M € Met S €8, il existe y € A {E}, tel que 7§, (z —y) < %. Puisque

, £
y € A{E},, il existe ng € N tel que pour tout ¢ > ng, wgvM(y(Z) —y) < 3 Ainsi pour tout

1>ng:
7T§M(x(i) —x) < W?,M(I(l) - y(l)) + 7T§M(?J(Z) —y)+ 7T§M($ —y)
<76 ((@ = )W) + Wg,M(y(Z) —y) + 75 (T —y)
< 21§ p(r = y) + 78 (" — )
<e
Ainsi A {E}, est fermé. O

L’espace E est (identifié comme) un sous-espace complémenté de A, {E} comme le

montre le lemme ci-dessous.
Lemme 4.1.4. E est complémenté a la fois dans les espaces A {E} et A {E},.

Démonstration. Définissons {E'} := {te; : t € E'} et considérons 'application p : A, {E} —
{E} définie pour tout (z,,), € A{E} par p((z,),) = z1e1. Pour tout (z,,), € A,{E}, on
a

pQ((xn)n> = p(x1e1) = w161 = p((Tp)n).

Puisque

o (P((2n)n)) S 750 ((2n)n),  (2n)n € A{E}, (5, M) €8x M,

)

I'application p est une projection linéaire continue. Par conséquent, { £’} est complémenté

dans A,{E'}. Maintenant, définissons une application linéaire ¢ de £ dans {E'} en posant
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o(t) = tey, t € E. Alors ¢ est un isomorphisme linéaire bi-continu, car pour tout ¢t € E et
tout (S, M) € 8§ x M,
m§m(ter) = |lexll, Ps(er) Par(t)-

Par conséquent, les espaces { E'} et E sont topologiquement isomorphes. Par suite, E est

complémenté dans A, {E}.

La méme preuve montre que E est complémenté dans A, {E},. ]

En ce qui concerne la complétude de A, {E}, nous obtenons le théoréme suivant.

Théoréme 4.1.5. L’espace A,{E} est (séquentiellement) complet si, et seulement si, E

est (séquentiellement) complet.

Démonstration. La nécessité découle du Lemme En ce qui concerne la suffisance,
supposons que F est complet, et soit (z*);c; une suite de Cauchy dans A {E}, (I, <) étant
un ensemble ordonné. La continuité de la projection J,, implique que (z°); est un réseau
de Cauchy dans E pour tout n. Il converge donc vers un élément x,, € E. Nous affirmons
que z := (z,,), appartient & A {E}. En effet, pour S € 8, M € M et e > 0, il existe k €
tel que pour tout 7,5 > k, W?}M(ﬂfi —a7) < e. Ainsi, pour tout « € S, M € M, 4,7 > k et
N €N, on a

N
sup Z [Yncun| Par (2! — ) < H (v Py (2, — xZL))anp < 7T§M(a:i —a2l) <e.
3(y,p*)<1 5,5

En passant a la limite sur j, nous obtenons pour tout N € N

N

sup [Ynctn| Par(2h — 2,) < €.
3(y,*)<1 ;

et donc 7%, (2" — ) < &, pour tout i > k. Ceci achéve la preuve.

Avec une preuve similaire, on montre que A, {E} est séquentiellement complet si, et

seulement si, ' est séquentiellement complet. O

4.2 Dual topologique de A {E}

Dans cette section, nous déterminerons 'espace dual topologique de A,{E},, donc de

A,{E}, lorsque ce dernier est un AK-espace.

Lemme 4.2.1. Si vy := (7,)n € ¢, alors y& = (V&pn)n € A {E},, pour tout v = (x,) €
Ap{E}.
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Démonstration. Soit S €8, M e M, ae S,peNet A e E; tel que (A, ¢*) < 1. Alors

Z \An| Prr(anynzn) < S>UE |Vn| Z | Anctn| Par(,)
nzp

n>p+1 ! nzp+1
< sup || 75 (7).
n>p+1
Cela montre que (7,2,)) converge vers vz lorsque p — +o00, donc yx € A {E},. O

Afin de décrire 'espace dual topologique (A,{E},)" de A{E},, introduisons d’abord
une notation : Pour tout forme linéaire continue F' sur A,{E} (ou sur A, {E},), notons
F,, la forme linéaire sur E, définie par F,(t) := F(te,), n € N et t € E. Nous obtenons

d’abord que, d’une certaine manicre, A,{E}’. est un sous-espace vectoriel de A {E}".

Lemme 4.2.2. Soit F' une forme linéaire continue sur A,{E}. Alors

1. Il existe M € M tel que (F,), C E};. Si de plus la famille {e,,n € N} est Ts-bornée,
alors (Fy,), est équicontinu dans E'.

2. La suite (F,), appartient a A ,{E}".

3. L’application 0 : A,{E}, — A{E}", F > (F,), est un plongement.

Démonstration. Par continuité de F', il existe S € § et M € M tels que
|F(z)] <75 p(), =€ A{E}.
Pour n € Net t € E, nous avons
|En(t)| = [F(ten)| < 75 (ten) = llenll, Pr(t)Ps(en).

Alors (F,), C E},. Si en plus la famille {e,,n € N} est 7s-bornée, il existe r > 0 tel que
pour tout n € N, Ps(e,) < r et |len]l, < r. Par conséquent, |F,(t)| < r*Py(t). Ainsi,
(F,)n est équicontinu et le point 1. est prouve.

Pour 2., remarquons d’abord que, pour tout x € A,{E},,

F(x)=F (Z xnen> = ZF(xnen) = Z Fo(xn),

n>1

Maintenant, si x € A,{E} et v := (n)n € co, alors
vz € A {E},. Choisissons une séquence A = (\,), dans le cercle unité I' de K, de
sorte que [y, F ()] = A\ ynFn(z,) pour tout n € N. Comme yAz € A {E},, nous avons

Z |'7nFN(mn)| = Z/Vn/\nFn(xn) = Z Fn(Vn)\nfEn) =F (/\’YZE) < 4o0.

n>1 n>1 n>1

Comme 7 € ¢ est arbitraire, Z |Fo(x,)] < +oo. Alnsi, (F,,), € (AL{E})".

n>1
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Pour 3. Supposons que (F) = 0 pour un certain F' € A {E},. Alors F(te,) = 0 pour
tout t € E et n € N. Cela conduit a F,, = 0 pour tout n, puis & F' = 0. O

La fonction 6 dans la preuve ci-dessus n’a pas besoin d’étre injective en tant qu’appli-

cation de A,{E}' dans A,{E}*, comme le montre I'exemple suivant :

Exemple 4.2.3. Si ¢ = oo, A =01 et E =K, ou st ¢ = 1, A =l et E = K,
de sorte que A{E} = U, alors Uévaluation F : x = (x,), — a(z) en un point a
dans la compactification de Stone-Cech AN de N, est un caractére continu sur lw. Alors
F appartient au dual continu (., de ly. Si a n'appartient pas a N, alors la restriction
a ly = (ls)r de F est la lapplication identiquement nulle. Par conséquent, pour tout

n € N, F, est Uapplication nulle. Cependant, dr n’est pas nul.
Maintenant, nous introduisons une autre notion de sommabilité.

Définition 4.2.4. Une suite (x,), C E est dite fortement absolument (@, A)-sommable
si, pour chaque M € M, (an (), € €' pour tout (a,)n € (A*)p{E}}-

L’espace de toutes ces suites sera noté A,|E|

Proposition 4.2.5. Soit S € 8§ et M € M.
1. Lespace (A§)p+{E}y}, muni de la norme WE:’MO ci-dessous, est un espace de Banach.

m5e e (@) = SUD [[(an Pare (@)

T e (an)n € (Ag)w*{Eg\/l}a

ot S° désigne le polaire de S dans A.
De plus, les projections (a), — a, sont continues.

2. L’application HQM est une semi-norme sur Ay, |E|, ot, pour tout v € A, |E],

I1%,,(x) = sup { S n(ea)fs0 = () € (Ao { By} 78 (a) < 1}.

n=1

Démonstration. 1. Si 8" = {rS’,r > 0}, on S désigne la o((A%)*, AL)-fermeture de
S° dans (A%)*, alors la topologie de norme de A% n’est autre que la 8-topologie. Par
conséquent, d’aprés Théoréme [1.1.5] D'espace (A§),+{F},} est un espace de Banach. De
plus, par Lemme [£.1.3] les projections sont continues.

2. Etablir la finitude de IT% ), (2) pour chaque z € A, |E| est suffisant pour nos besoins.
Fixons donc un tel z et définissons une application linéaire T}, de (A%),-{F},} dans ¢' par
T.((an)n) = (an(zn))n. Supposons que (a'); € (A%),{E}} converge vers a := (a,), et
que (T,(a")); converge dans ¢! vers (v,),. Par continuité des projections, (a’); converge
dans E), vers un certain a, pour chaque n € N. Ensuite, (a’,(x,)); converge vers a,(z,)
également. Il s’ensuit que (a,(x,))n = (Vn)n, Aot la fermeture du graphe de T,. Par
conséquent, T, est continue, et donc bornée sur la boule unité de (A%),-{E},}. Cela

entraine 1T ,,(z) < +oo0. O
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Proposition 4.2.6. Soit F' une forme linéaire continue sur A,{E'}. Alors il existe M € M
et S € 8 tels que la suite (F,), soit fortement absolument (p*, A§)-sommable dans E);,
c’est-a-dire (Fp,)n € (AS) | Byl

Démonstration. Par la preuve du Lemme [1.2.2] il existe S € 8 et M € M tels que (F,) C
By et [Fu(t)] < 7€y (ten) = Ps(en)llenlloPar(t). Pour montrer que (F,), € (Ag)p+|Eyl,
soit (fu)n € (AS)5{(Ey)'}, B € N et ¢ > 0. Désignons par E(M) U'espace quotient de
E par I'annulateur M~ de Py et par X la complétion de E(M). Comme X' = (E(M))’
est isométriquement isomorphe a E;, grace au principe de réflexivité locale, il existe un
opérateur continu T}, : Span{ fi, fa, ..., fr} — X tel que :

L ||Tk]| < 140, avec || Ty|| = sup ||Tkf]|, et

feMe

2. Fy(Tifo) = fu(F),  ne{l,2,... Kk}

)
Puisque E(M) est dense dans X, pour tout 0 < 4,, < ?

(1 + llenlle Ps(en))

, il existe z,, € £
tel que :
E(:pn + MJ_ - Tk’fn) S 5n

Par Lemme (4.2.2) on a [|Fy[[x < |len|[, Ps(en). Par conséquent, comme F,, est continue,
’Fn(l’n + ML - kan)‘ S ||FTL||MPM(xn - Tk:fn)

)
(1 + [lenlloPs(en))

< llealloPsten)

4]

< —.
~k

En choisissant \,, dans le cercle complexe unitaire, de sorte que |F(x,e,)| = M\ F(zpe,),

on obtient

k k
Z |fn(Fn>| = Z |Fn(kan>|

k k
<D [Falwn + M* = Tifo)| + ’F(Z Anwnen)
n=1 n=1
S 0 + W?}M((‘Tl,ﬂfg, ce ,wk,O, Ce ))
k
=40+ sup{ ZynanPM(xn) (an)n € S,y € Ew*}-
n=1
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Or, pour tout (a,), € Sety € E@*,

k k k
Z ynanPM<xn) < Z ynanPM<xn + ML - kan) + Z ynanPM<kan)
n=1 n=1
k
n=1 n=1
k 6
J+ (1 +0)mg 0 ((fu)n)-
On a donc
Z [fa(F)l <264+ (14 0)75 3 ((fa)n), k€N
Alors (fn(Fy)), appartient a ¢'. O

Proposition 4.2.7. Pour tout S € §, M € M et a = (a,), € (Ag),

+o0
fo:xr—> Zan(xn)
n=1

définit un forme linéaire continu sur A,[E].

, Uapplication

Démonstration. Commengons par montrer que f, est bien défini. Fixons arbitrairement
Se8 MeMeta= (a)n € (AS)|Ey| et, pour tout x € E, désignons par T
'application linéaire continue sur F',, définie par Z(f) := f(x). Ensuite, pour x = (z,,),, €

A{E} etye éw nOus avons

76 agoe (Fn)n) = 7Egee (o))
+oo

=sup sup Z|anyn]PMoo(fEn)

aes o(y,p*)<1

+o0

<sup sup Z | Y| Pra ()
aeS §(y,p*)<1

< Wg,M((xn)n) < +00.

Ainsi, nous obtenons (7,), € (A§)5{(E),)5}. Par conséquent, Z an(zy) Zmn an)

converge et f, est donc bien défini. En outre, considérons I’ apphcatlon Vg, deﬁnle par

dot DB — O
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Soit (fu)n € (A5)5{(E},)'} donné. Comme a = (a,),, € (A§)p+ |E}yl, la série Y~ fu(an)
est absolument convergente. Alors (f,(a,)), € ¢*, donc 1, est bien défini. Comme (A%)*
est parfait et (E),)" est un espace de Banach, ((A%),{(E},)'},7§,,) est également un
espace de Banach. De plus, supposons que ((f);,); est une suite nulle dans (Ag){(E},)'},
telle que (q((fn)%)): converge dans ¢* vers (ay,),. Comme les projections (f,), — f, sont
continues, (f!); converge dans (E},)’ vers 0, pour tout n € N. Alors la suite (¢, ((f%),)): =
((fi(an))n)i converge vers 0, donc a,, = 0 pour tout n. Par le théoréme du graphe fermé,
(a est continue. Par conséquent, il existe K > 0, tel que pour tout (f,)n € (Ag),{(E})'},

1a((f))ly < Kxgp((f)a)  ie, Y [ falan)] < K ((fa)u).

n=1

Mais (Z,,), € (A*S);{(Efw)’}, alors

+0o0
[fa@)] = | Y Falan)| < Kn§y (@a)n) < K75 ().
n=1
Ainsi, f, est continue. 0

Théoréme 4.2.8. L’égalité suivante est algébrique :

(Aso{E}r)l = U (AE>W|E§V[‘

Ses,MeM

Démonstration. Par la Proposition m pour chaque S € 8§ M € M et (a,), €
(Ag)cp*

Ey|, nous avons f, € (A,{E},)". Par conséquent,

¢ U (AS) e

se§,MeMm

Byl — (A{EL)
a — fa.

est bien défini. De plus, ¢ est évidemment injective. De plus, si F' € (A {E},)’, par
le Corollaire [4.2.6] il existe S € 8, M € M tels que la suite a := (F,), appartient a

(AZ’)W

E},|. Mais pour tout « € A,{E},, nous avons

= lilgn F(z®) (la continuité de F)

Par conséquent, ¢ est également surjective. O
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Définition 4.2.9. Soit R un disque borné normal de A et soit B un disque borné abso-
lument convexe fermé de E. Définissons R,{B} = {x € A{E} : Tho po(z) < 1}

Considérons les collections suivantes :
B':={B' C F', B" est un disque faiblement borné¢ fermé}
R :={R C A, R est un disque borné et normal fermé}
R":={R C A*, R est un disque faiblement borné¢ et normal fermé},

Les propositions suivantes découlent directement de cette définition.

Proposition 4.2.10. 1. R,{B} est un disque borné de A ,{E}.
2.5iRCR et BC B, alors R,{B} C R{B'}

Définition 4.2.11. Un espace localement convexe E est dit absolument fondamentalement
(A, p)-borné, si pour tout disque borné B de A {E}, il existe B € B et R € R tels que
B C R,{B} Nous disons alors que E a la propriété (AFA,)).

Proposition 4.2.12. Lorsque S parcourt 8 et M parcourt M, les ensembles S «{M}

constituent un systeme fondamental des parties 7§ ,-équicontinues de (A {E},)".

Démonstration. Soit a = (ay,), € Sp«{M} et x € A {E},. Alors

| fa(2)] = ‘Zan(xn” < Z |an(zn)| < 71'g,M(5’7)~

Par conséquent, S«{M} est équicontinu.
Inversement, soit H C (A,{E},)" équicontinu. Il existe donc S € 8 et M € M tels que

pour tout x € A,{E}, et tout a = (a,), € H, nous avons :

+oo
| Z an@n)‘ < w5 (2)-
n=1

Soit a = (a), € H, B € §°, ¢ > 0ety € E; tels que 6(y,p) < 1. Pour tout
n € N, puisque Pyro(Brynan) = Sup |Bnynan(t)|, il existe t, € M°, tel que Pyro(Srynan) <
teMe

9
| Brntnan (tn)] + on Donc,

+o00
ﬂ—go,MO((a'ﬂ)n) = Sup Ssup Z ﬁn)\nPM(an)
BES® §(\,p)<1 n=1

+o0o
9
S sup sup |:6n>\nan tn + _i|
Bese 5(/\,<p)<1nz::1 | (ta)] AL
+o0

< sup sup Z|an(ﬁn)\ntn)| +e
BeSe §(\p)<1 5
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Maintenant, si « € S° et v € E; tels que d(7, ¢*) < 1, alors :

“+o00

m§a(ayt) <sup sup > JanBu ey Par(tn)] < 1,
BES §(Ap*)<1

et donc

—+00
*

TG0 o ((@n)n) < sup  sup Z lan(BnAntn)| +€ < mE(ant) +e <1+e.
’ BES® s(A\p)<1 ’

Par conséquent, ﬂ??MO((an)H) <1, donc H C S-{M}. O

Proposition 4.2.13. 1. Si lespace A {E}, est tonnelé (resp. quasi-tonnelé) alors E
est tonnelé (resp. quasi-tonnelé) et pour chaque disque faiblement borné (resp. fortement
borné) B de (A {E},), il eviste B' € B' et R' € R tels que B C R {B'}. 2. Récipro-
quement, si E et A sont tonnelés (resp. quasi-tonnelés) et pour chaque disque faiblement
borné (resp. fortement borné) B de (A{E},), il existe B' € B' et R' € R’ tels que
B C R,{B'}, alors A,{E}, est tonnelé (resp. quasi-tonnelé).

Démonstration. 1. Supposons que A,{E}, soit tonnelé. Puisque E est complementé dans
A,{E},, alors E est tonnelé (resp. quasi-tonnelé).

Soit B un disque faiblement borné (resp. fortement borné¢) de (A {E},)". Alors B est
équicontinu de (A{E},)". Par la Proposition [4.2.12] il existe S € 8 et M € M tels que
B C S,-{M}.

2. Réciproquement, soit 7' un tonneau (resp. un tonneau bornivore) dans A,{E},.
Alors T° est un disque faiblement borné (resp. fortement borné¢) de (A,{E},)’, donc il
existe R € R’ et B’ € B’ tels que

T° C R,.{B'}.

Puisque F est tonnelé (resp. quasi-tonnelé¢), B’ est équicontinu, donc contenu dans un
certain M € M. De méme, puisque A est tonnelé (resp. quasi-tonnelé), il existe S € 8 tel

que R’ C S. Par conséquent,
T° C R.{B'} C Sy~{M}.

Donc, T est un voisinage de 0 dans A {E}, et ainsi A,{E}, est tonnelé (resp. quasi-
tonnelé). O

4.3 Quelques propriétés de A, {E£'}

Dans cette section, nous présentons quelques résultats et propriétés qui étendent ceux
de Rosier dans [32]. Nous donnons une localisation supplémentaire des formes linéaires

continues sur A, {E'}.
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Proposition 4.3.1. Si F' est un forme linéaire continu sur A, {E'}, alors il existe M € M

et S € 8, tels que la suite (F,), soit absolument (p*, A§)-sommeable dans E);, ¢’est-a-dire
(Fr)n € (M), { B}

Démonstration. Choisissons S € 8 et M € M tels que

|F(z)| < 7§

w(), = (z,) € A{E}.

Par Lemme m, (F,), C E};. Choisissons f € S°, e >0et y € é; tels que 6(y, p) < 1.
Pour chaque n € N, comme Py (B,ynFn) = sup |BnynFn(t)], il existe t, € M°, tel que
teMe

Pare (Bryn ) < | BuynFu(tn)| + in Nous avons alors

2
400
ﬂ-go,MO ((Fn>n) = sSup sup Z ﬁn)\nPM(Fn)
BES® §(\,p)<1 n=1

+oo
£
< sup sup Z |:|/Bn/\nFn(tn)| + _n}
BeS® 5(Mp)<1 5t 2
+oo
< sup sup Z |BrAn| Prr(tn)Ps(en) llenll, +€
BeS® §(\p)<1 7
+oo

< sup sup Zsup\@nanlﬂ)\ enll, +¢€
BES 5(Ap)<1 &

—+00
< sup sup ZPs(B) sup | Anyn| +¢
BES® §(A\p)<1 d(y,p*)<1
+oo

< sup sup Z@(P\n”"“ﬂ*(‘yn‘)"‘g

<2+4e.

Ainsi, (F)n € (A%) - {E}- O

Remarquez que selon la Proposition [4.3.1] (A,{E},)" peut étre identifié¢ & un sous-
espace de 1

'union dirigée vers le haut U (Ag) . {E},}, lorsque S parcourt 8 et M parcourt M.

Le lemme ci-dessous donne une localisation de ces éléments de (A,{E})* qui définissent

des fonctionnels continus sur (A {E}), .

Lemme 4.3.2. Sia:= (a,), € (A{E})" définit une forme linéaire continue sur A,{E},,
alors il exviste M € M et S € 8, tels que a, € Ey; pour tout n € N, et l’ensemble
{(BnPrre(an))n, B € S°} est borné dans Cy«, la polaire de M étant prise dans (E};)’.

Démonstration. Par continuité de a, il existe S € 8§ et M € M, tels que

“+oo

Z an(Tn)

n=1

ja(z)] = Smgu(),  x € A}
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Comme pour la Proposition [4.3.1} a,, € E},, pour tout n € N. Maintenant, fixons £ > 0,
e S%et Aely,, tels que 6(A, ) < 1. Pour tout n € N, il existe x,, € M° tel que

9
Pase (Butntin) < lan(Budntn)| + 57

Comme (\3z)®) € A {E},, pour tout p € N,

> an(Budny)
n=1

= |a((AB2)"”))| < mg g (ABT)P)

p

<sup sup ZanynPM(ﬂnAnﬂfn)
aeS §(y,p*)<1 |,

<sup sup Z |0t B | [y An| Prr ()

aeS §(y,p*)<1 5

<sup sup Z |04n5n| |yn)\ |

aeS §(y,p*)<1
p

< Ps(B) sup > |yl

+oo
< sup P(|An]) + ¢ (lynl) <
S(yp*)<1, Z
Par conséquent, I'ensemble { (5, Pare(ay))n, 5 € S°} est borné dans £,-. O

Rappelons qu’un espace localement convexe est dit C-tonnelé si chaque suite faiblement*-
de Cauchy dans son dual topologique est équicontinue. Nous obtenons alors le résultat

suivant.

Lemme 4.3.3. L’espace A,{E} est un AK-espace si, et seulement si, (A ,{E})
(A{E})". De plus, si Ap{E}, est C-tonnelé, alors l'égalité (A,{E},) = (A{E})* est

vérifiée algébriquement.

Démonstration. Si F € (A,{E}) et que (F,), est la suite donnée par Lemme [4.2.2] alors
(F,)n appartient a (A,{E})", par le méme Lemme. Comme A, {E} est un AK-espace,

—+00

pour tout x € A {E}, F(x ZF z,). Par conséquent, (A,{E}) C (A,{E})".
-1
Supposons qu’une certaine suite (zn)n € Ap{E} n’appartienne pas & A,{E},. Alors, par le

théoreme de Hahn-Banach, nous pouvons trouver un F' € (A,{E})" tel que F((z,),) =1
et que F' s’annule identiquement sur A, {E},. Comme (A, {E})" C (A{E})", F ap-
partient a (A, {E})*. Par conséquent, il existe une suite (b,), C E’ telle que F(y) =

“+o00

an(yn) pour tout y := (yn)n € A {E}. En particulier, F'((x,)n) Zb (x,) =
n=1

Mais 1 = Zb (z,) = lim F((x,)%?) = 0, pour (2,)? = (z1,...,2,,0,...) € A{E},.

p—00
n=1
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Cette contradiction montre que (z,), € A,{E}, et donc que A{E} = A {E},.
Maintenant, supposons que A, {E}, est C-tonnelé. Par Lemme[£.2.2] nous avons (A,{E},)" C
(A,{E})*. Montrons alors que (A {E})* C (A,{E},)". Choisissons (an)n € (AS)p+ {Ey}-
Alors pour chaque (a, f) € A* x A, 'application

0
¢a,ﬁ,a B Z O‘nﬁnan(l‘n)
n=1

définit une forme linéaire continue sur A,{E}. De plus, la collection {¢n 4, @ € 5, B €

S°} est équicontinue. O

Proposition 4.3.4. Soit S € 8§, M € M et a = (a,)n € (AS), {E)}. Alors pour chaque
(o, B) € A* x A, lapplication

o0
,lvboe,,&a B Z anﬁnan(xn>
n=1

définit une forme linéaire continue sur A,{E}. De plus, la collection {1a 54, @ €S, €

S°} est équicontinue.

Démonstration. Remplagons, si nécessaire, o par «, nous pouvons alors sup-

1
i, D net [0l
poser que Z |onBn| < 1. Soient S € 8, M € M et a = (an)n € (AS)y {E)}. Alors pour

n=1
chaque (a, ) € S x S°, 'application 1,5, est évidemment linéaire et s'il advient que

a =0, il n’y a rien & démontrer. Supposons alors que a # 0. Pour tout z € A,{E}, nous

avons .

+oo
|¢a,ﬁ,a((xn)n)| < Z |an6nan(xn)|
n=1

—+00

< Z | B P (2n) Pare (@)

n=1
—+00

< 3 [l Prr(a) [Bul Paso(a).

n=1

Puisque o € S et € S°, donc (Puy(anzy))n € Ly et (Pao(Bnan))n € Lo+, prenons pour
_ |Bn| Pre(an)

ﬂ-SO,MO a

tout n € N, A\,

, alors [[A|| . < 1et A€ l,« Parla Proposition 8.11, page
© ®
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302, de [21], nous avons A € l@: et 3(\, ") < 1. Alors
+0o0

|%a,8,0((Tn)n)| < Z |tn| Prs () [Bnl Prre(an).-

n=1
+00
< e e (@) Y Ancia] Pag(a)
n=1
< ﬂ-go,MO(a)Wg,M(x)'
d’oll ¥4 p,4 st continue. O

Proposition 4.3.5. Si a := (a,), € (A{E})", alors, pour tout disque borné B C E et
pour tout f € A, la suite (B, Pp(an))n appartient a ly-.

Démonstration. Soit a € (A,{E})", B un disque borné dans E, § € Aet y € l@ donné.
Alors pour chaque n € N, il existe x,, € B tel que

1 1
Pp(Bnynan) < |Brynan(zn)| + on = |an(Bnyntn)| + on’ (4.1)

Fixons arbitrairement M € M, S € S et \ € Z,;, avec d(\, ") < 1. Puisque B est borné,

il existe kyy > 0, tel que pour tout n € N, Py(z,) < kj;. Pour chaque o € S, nous avons

Z |Anctn| Prr(Bnyntn) = Z |on Bn| | Aniyn| Pas ()
n>1 n>1

< kmPs(B)|yll,-

Par conséquent, (5,ynx,) € A {E}. Ainsi, par (4.1)), nous obtenons

S ol PoBuan) < 3 lau(Bune)| + o

n>1 n>1
<3 lan(Bugnn)| < +o0,
n>1
d’ot (8, Pp(an))n € lys. O
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Résumé

Dans cette thése, nous nous concentrons sur diverses notions liées a la dualité dans des espaces de suites
sommables a valeurs vectorielles, avec des poids dans le a-dual d'un espace de suites scalaire normal A.
Nous explorons des concepts tels que la réflexivité, le tonnelage et les espaces distingués. Une nouvelle
notion des espaces distingués est introduite et caractérisée dans certains des espaces de suites considérés,
avec un exemple illustratif distinguant cette notion de celle classique.

Nous examinons également les suites faiblement Kdthe-Orlicz sommables dans un espace localement
convexe séparé, avec une fonction d’Orlicz ¢ et un espace de suite normal A. Nous déterminons le dual
topologique de l'espace A, [E] muni d'une topologie localement convexe séparé, en termes de suites
fortement K6the-Orlicz sommables a valeurs dans le dual topologique E’ de E ; ce qui nous a permis de
donner des conditions nécessaires et suffisantes pour que A, [E] soit tonnelé ou quasi-tonnel€, nous
contribuons ainsi a la compréhension des différents espaces de suites a valeurs vectorielles et de leurs
propriétés topologiques.

De plus, dans cette thése, nous traitons deux notions de duales d’espace de suites de Kothe-Orlicz
sommables a valeurs dans un espace localement convexe, définie par une fonction d’Orlicz ¢ et un
espace de suites parfait A. Nous explorons les propriétés de l'espace vectoriel de toutes ces suites muni
d'une topologie localement convexe séparée. Sous certaines conditions, nous décrivons les formes
lin¢aires continues sur A, {E}, déterminant ainsi son dual topologique. Les résultats obtenus améliorent
certains travaux antérieurs et sont soutenus par des exemples tout au long de cette thése.

Mots-clefs : Espace de suites, sommablilité,propriété AK, dualité, réflexivité, espace
tonnelé, espace distingué.

Abstract

In this thesis, we focus on various notions related to duality in vector-valued summable sequence spaces,
with weights in the a-dual of a normal scalar sequence space A. We explore concepts such as reflexivity,
barrelledness, and distinguished spaces. A new notion of distinguished spaces is introduced and
characterized in some of the sequence spaces considered, with an illustrative example distinguishing
this notion from the classical one.

We also examine weakly K&the-Orlicz summable sequences in a separated locally convex space, with
an Orlicz function ¢ and a normal sequence space A. We determine the topological dual of the space
A,[E] endowed with a separated locally convex topology, in terms of strongly Kothe-Orlicz summable
sequences valued in the topological dual E’ of E ; this allowed us to provide necessary and sufficient
conditions for A,[E]to be barrelled or quasi-barrelled, thus contributing to the understanding of
different vector-valued sequence spaces and their topological properties.

Moreover, in this thesis, we address two notions of duals of K6the-Orlicz summable sequence spaces
valued in a locally convex space, defined by an Orlicz function ¢ and a perfect sequence space A. We
explore the properties of the vector space of all such sequences endowed with a separated locally convex
topology. Under certain conditions, we describe the continuous linear forms on A,{E}, thereby
determining its topological dual. The results obtained improve upon some previous works and are
supported by examples throughout this thesis.

Keywords : Sequence space, summability, AK property, duality, reflexivity, barrelled space,
distinguished space.
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