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Résumé

Dans cette thèse nous allons travailler sur quelques problèmes de Cauchy, le problème d’évolution,
le problème de Sine-Gordon et le problème de la chaleur, qui sont des problèmes non réguliers
et qui n’admettent même pas des solutions faibles (au sens des distributions), ce qui va nous
amener à exploiter la théorie de J.F.Colmbeau. Pour cela, dans un premier temps, on trans-
forme chacun des problèmes précédents à l’algèbre de Colombeau, ensuite on montre l’existence
et l’unicité des solutions de ces problèmes par la méthode de point fixe dans cette algèbre, et on
cherche des solutions classiques qui sont associées avec les solutions qui existent dans l’algèbre
des fonctions généralisées. Finalement nous avons introduit la continuité des applications C̃-
linéaires, et contraction, puis on a prouvé l’existence et l’unicité de point fixe des applications
C̃-linéaires définies de Gs l’algèbre de Colombeau dans lui même, par l’introduction d’une famille
des pseudo-semi-normes définies sur Gs.
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Introduction

Le présent travail est réalisé, au sein du Laboratoire de Mathématiques Appliquées et Calcul
Scientifique (LMACS) à la faculté des sciences et techniques de Beni mellal, pour obtenir le
diplôme de doctorat en mathématiques de l’université Sultan Moulay Slimane pour l’année
2020/2021.

Les algèbres des fonctions généralises, plus particulier l’algèbre de J. F. Colombeau sont un
outil polyvalent pour étudier des problèmes singuliers, et non réguliers en analyse géométrie et
la physique mathématiques voir [17] [18] [46] [48]. Au cours de la dernière décennie, l’intérêt
structurale de ces algèbres s’est accru, en particulier ce qui concerne l’analyse fonctionnelle et
la topologie. Une large utilisé des distributions dans plusieurs branches de mathématique et
dans différent sciences(physique théorique) ont imposés la nécessité de résoudre deux problèmes
principaux dans lequel la théorie des distributions à été rencontré: la multiplication des distribu-
tions (on ne peut pas multiplie deux distributions) et différentier un produit des distributions(la
dérivée du produit des distributions ne satisfait toujours la règle de Leibniz).Puis de nombreuses
tentatives ont été faites pour donner un sens au produit de distributions [7] [8] [9] [43] [44].
Encore il y avait plusieurs tentatives d’injecter l’espace des distributions dans une algèbre dif-
férentielle [47] [40].

Dès le début, certaines questions de nature algébrique ont joué un rôle très important dans
la théorie de Colombeau. Parmi eux il y a la solutions des équations algébriques dans la théorie
des fonctions généralisées. Plus généralement par exemple on peut résoudre des équations
algébriques, seulement en possédant les solutios classiques dans un cadre avec une dépendance
continue des paramétrés.

Les travaux autours des algèbres de fonctions généralisées sont multiples, ces dernières an-
nées afin de résoudre des problèmes des équations différentielles qui n’admettent pas de solution
au sens des distributions. Au cœur de ces problèmes se trouve souvent l’impossibilité de donner
un sens au produit de distributions. Cette difficulté se contourne en injectant l’espace D′(Ω)
des distributions sur un ouvert Ω de Rn dans une algèbre Gs(Ω), appelée algèbre de fonctions
généralisées simplifiée de J.F. Colombeau, où l’on peut donner un sens au produit des distribu-
tions voir [27]. L’algèbre des fonctions C∞(Ω) s’injecte également dans Gs(Ω) et les opérateurs
de Gs(Ω) restreintes à C∞(Ω), prolongent celles de C∞(Ω) à un "infiniment petit près".

On énonce des théorèmes généraux d’existence et d’unicité pour des formulations du prob-
lème de Cauchy dans un espace de fonctions généralisées. L’existence générale de solutions est
obtenue au prix de devoir accepter comme solutions des fonctions généralisées qui ne sont pas
en général des distributions. L’unicité est obtenue en formulant le problème d’une façon très
précise, ce qui implique un choix non contenu dans la formulation classique.

Dans le premier chapitre de cette thèse on a introduit quelques motivations, exemples,
et l’impossibilité de Laurent Schwartz, pour entamer la théorie des fonctions généralisées de
Colombeau. Ainsi que le besoin de cette théorie dans l’analyse.
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Le deuxième chapitre est consacré à la construction de l’algèbre des fonctions généralises G,
il regroupe les rappels nécessaires à l’utilisation de Gs.
Aux définition et propriétés de bases, on ajoute des exemples permettant d’intérêt n’est plus à
démontrer lors des produits de distributions.

Le troisième chapitre a été consacré à la définition et quelques propriétés de la notion de
point fixe dans le sens de l’algèbre de Colombeau. Puis les chapitres 4,5,et 6 sont consacrés
aux certains résultats, dans ce cadre à savoir: la résolution d’un problème d’évolution et d’un
problème fractionnaire à l’aide de l’introduction de la notion de semi-groupe généralisée (dans
G). Ainsi que les problèmes de l’équation de la chaleur, et celle de sine-Gordan avec des don-
nées initiales sont des fonctions généralisées. Finalement le dernier chapitre contient quelques
théorèmes concernant la théorie de point fixe généralisée.



Chapitre 0

Motivation et Impossibilité de Schwartz

0.1 Motivation

Le but de cette section est de fournir un exemple de motivation impliquant des produits ou
même des opérations non linéaires plus générales avec des distributions.
Exemple : Le modèle proie-prédateur
On considère le modèle proie-prédateur de Yoshikawa-Yamaguti [4] et Hashimoto [30]:{

(∂x + ∂t)u = uv
(∂x − ∂t)v = −uv

Qui décrit les densités de deux espèces se déplacent le long de l’axe des x avec des vitesses
±1 et ayant des taux de croissance proportionnel à leur produit. Supposons d’abord que, les
populations se concentrent aux points x = −1 et x = +1, respectivement, c’est-à-dire.{

u(x, 0) = δ(x+ 1)
v(x, 0) = δ(x− 1)

Pour peu de temps, aucune interaction ne se produit, et les deux populations migrent simple-
ment avec leurs vitesses respectives:{

u(x, t) = δ(x− t+ 1)
v(x, t) = δ(x+ t− 1)

Cependant, au temps t = l les deux populations se rencontrent: mathématiquement, cela
engendre le produit de deux mesures de Dirac.

0.2 Impossibilité de Schwartz

Est-t-il vrai qu’une multiplication générale des distributions est impossible? Pour se rapprocher
d’une réponse à cette question, examinons exactement ce qui pourrait être impossible, quels
obstacles attendre? Nous devrons examiner deux catégories d’exemples.Le premier traite de ce
qu’on pourrait appeler une multiplication intrinsèque des distributions. la tentative de définir
le produit de deux distributions afin que le résultat soit une nouvelle distribution. En effet, une
prescription qui donnerait une valeur raisonnable pour le produit d’une paire donnée de dis-
tributions semble être impossible. Il vaut la peine de souligner que les problèmes commencent

6
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déjà avec le produit usuel de deux fonctions en général, il n’est pas stable en ce qui concerne la
régularisation et le passage à la limite. La deuxième catégorie de contre-exemples concerne les
algèbres différentielles contenant l’espace des distributions. Dans une telle algèbre, le produit de
deux distributions est défini. Ce qui devient impossible maintenant, c’est d’avoir certaines pro-
priétés algébriques (comme l’associativité ou la commutativité) et en même temps la cohérence
du nouveau produit et les nouvelles dérivées avec les opérations classiques correspondantes sur
ces sous-espaces où ces derniers sont définis.
Exemples:
1)Considérons la mesure de Dirac δ(x) et vp 1

x
la valeur principale de Cauchy de 1

x
. On a

〈vp( 1
x

), ϕ〉 = lim
ε→0+

[∫ −ε
−∞

ϕ(x)
x

dx+
∫ +∞

ε

ϕ(x)
x

dx

]
∀ϕ ∈ D(R)

Alors

δ = (vp( 1
x

).x).δ

= vp( 1
x

).(x.δ)

= 0

Car x.δ = 0 au sens des distributions. Ce qui est contradictoire avec δ 6= 0 dans D′(R).
2) Considérons la fonction signe η(x) = signe(x). Ensuite, η et η2 sont dans L∞ et η2 = 1. Si
dans une telle algèbre dont l’unité est 1, nous avons un produit sur D′ satisfaisant la règle de
Leibniz, et coïncidant avec le produit usuel sur L∞, puis

0 = (η2)′ = 2η.δ + 2δη

Donc
(η2)′ = η.δ = −δη

Si η.δ 6= 0, le produit n’est pas commutatif.
Si η.δ = 0, on conclut que

δ = (ηη)δ = η(ηδ) = 0.

Donc on n’a pas l’associativité.
Dans l’objectif de surmonter ce problème de la non linéarité des distributions, hirata-Ogata,
Minkowski, M. Iltano [43] [44] [45], Fisher [6] [7] [8] [9] ont proposés, en 1957, une définition du
produit des distributions.

Définition 0.1 :

Soit (ρn) ∈ C∞(R) avec

lim
n−→+∞

supp(ρn) = 0∫
R
ρn(x)dx = 1.
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On dit que le produit des distributions S et T existe si pour toute suite (ρn),

lim
n−→+∞

(S ∗ ρn)(T ∗ ρn) existe dans D′(R).

Mais, malgré cette définition, le problème de la non linéarité est toujours en vigueur puisque
δ2 n’a pas de sens avec cette définition.
En effet: supposons que δ2 ∈ D′(R).
On voit que ρn −→ δ dans D′.
Choisissons une fonction test ϕ telle que ϕ = 1 au voisinage de 0 et Supp(ρn) ⊂ Supp(ϕ), on
trouve que

< ρ2
n, ϕ > =

∫
R
ρ2
n(x)ϕ(x) dx

=
∫
R
ρ2
n(x)dx

alors (ρn)n∈N est bornée dans L2 et, par conséquent, elle admet une sous-suite convergente L2.
Donc

δ ∈ L2

ce qui est absurde.
On permet de collecter certaines exigences naturelles pour injecter D′(Ω) dans une algèbre
(A(Ω),+, ◦). On vérifie si c’est possible de construire des algèbres associatives, commutatives
et satisfaisant
(i) D′(Ω) s’injecte linéairement dans A(Ω) de sorte que la fonction constante f(x) = 1 devient
l’unité dans A(Ω).
(ii) Il existe un opérateur de dérivé partiel ∂i : A(Ω) −→ A(Ω) (i = 1, ..., n) qui est linéaire et
satisfait la règle de Leibniz.
(iii) La restriction de ∂i sur D′(Ω) coïncide avec la dérivée partielle usuelle.
(iv) La restriction de ◦ sur L∞loc(Ω)× L∞loc(Ω) coïncide avec le produit usuel.
La condition (ii) signifie que A(Ω) est une algèbre différentielle. Malheureusement, dans toute
algèbre associative et commutative satisfaisant (i) et (ii), les propriétés (iii) et (iv) s’écartent
mutuellement comme on le voit immédiatement de l’exemple suivant.
Exemple:
Soit A une algèbre associative, commutative munie d’une dérivation (satisfaisant la règle de
Leibniz). Alors tout élément H de A tel que H.H = H est nécessairement une constante (c’est-
à-dire H ′ = 0).
En effet:
on a

(H2)′ = 2H.H ′

et
(H3)′ = 3H2.H ′ = 3H H ′
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Maintenant, H = H2 = H3

Implique
H ′ = 2H.H ′ = H ′ = 3H.H ′

Donc,
H.H ′ = 0

D’où
H ′ = 0.

En particulier, si on considère la fonction Heaviside H(x) = (signe(x) + 1)/2, D′ s’injecte dans
une telle algèbre A, et on a H.H = H en D′, alors

H ′ = δ

Ainsi, la substitution de iv) par
v) ◦/C(Ω) × C(Ω), coïncide avec le produit usuel des fonctions. Cette situation a déjà été
examinée par Schwartz [40], résultat d’impossibilité suivant:

Théorème 0.2 :

Il n’y a pas d’algèbre associative, commutative (A(Ω),+, ◦) satisfaisant (i) - (iii) et (v).

Preuve 0.3 :

Supposons que (A(R),+, ◦)) est une telle algèbre, et D la dérivation sur A.
On considère x+(x) =

∫ x
0 H(t)dt. Ensuite (v)implique

x+ ◦ x = x2 et x ◦ (x log|x| − x) = x2log|x| − x2

Ainsi

D2(x+) ◦ x = D2(x+ ◦ x)− 2D(x+) ◦D(x)− x+ ◦D2(x)

= D2(x2)− 2D(x+)

= 0

et

x ◦D2(xlog|x| − x) = D2(x ◦ (xlog|x| − x))− 2D(x)D(xlog|x| − x)

−D2x ◦ (xlog|x| − x)

= D2(x2log|x| − x2)− 2D(xlog|x| − x)

= D(2xlog|x| − x)−D(2xlog|x| − 2x)

= 1
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Donc

D2(x+) = D2(x+) ◦ (x ◦D2(xlog|x| − x))

= (D2(x+) ◦ x) ◦D2(xlog|x| − x)

= 0

En contradiction avec

D2(x+) = D(H)

= δ 6= 0.

Envers le postulat de Laurent Schwartz affirmant qu’il n’existe pas d’algèbre associative com-
mutative et vérifiant (i) - (v).
Après toutes les impossibilités discutées dans le théorème ci-dessus, le mathématicien français
Jean Francois COLOMBEAU parvient, en 1980,à élaborer une algèbre nommée l’algèbre des
fonctions généralises notée Gs(Rn) commutatives, associatives, satisfaisant (i) - (iii) et
(vi) ◦/C∞(Ω)× C∞(Ω) coïncide avec le produit usuel des fonctions.
Les livres [17] et [18] de Jean Francois COLOMBEAU exposent d’une manière détaillée la base
fondamentale sur laquelle repose sa théorie des fonctions généralisées.



Chapitre 1

Algèbre de Colombeau

1.1 Algèbre spéciale

Avant d’aborder la définition des algèbres spéciales de Colombeau, permettez-nous d’abord
introduire une description alternative de l’espace des distributions qui affichera déjà certaines
des caractéristiques de base des constructions qui sont à suivre. Comme indiqué dans la section
précédente, la régularisation des distributions sera la notion clé de l’injection de D′ dans une
algèbre de fonctions généralisées. Nous verrons que cette procédure permet également d’obtenir
une représentation séquentielle de D′ pour nos recherches supplémentaires.
Soit I = (0, 1]

ν := {(uε)ε ∈ C∞(Rn)I/∃u ∈ D′(Rn) avec uε −→ u dans D′}

ν0 := {(uε)ε ∈ C∞(Rn)I/uε −→ 0 dans D′}

Proposition 1.1 :

L’application linéaire

ψ : ν/ν0 −→ D′(Rn)

(uε)ε + ν0 −→ lim
ε−→0

uε

est un isomorphisme.

Preuve 1.2 :

L’injectivité de ψ est claire.
Choisissons ϕ ∈ D(Rn) avec ∫

ϕ(x)dx = 1.

Et on définit
ϕε(x) = 1

εn
ϕ(x
ε

).

11



Algèbre de Colombeau 12

Alors uε = u ∗ ϕε ∈ C∞(Rn) et uε −→ u dans D′ .
D’où ψ est surjective .
Pour injecter l’espace D′ dans une algèbre en gardant les propriétés (i) - (iii) et (vi).
Les auteurs ont choisi un idéal I dans

(
C∞(Rn)

)I
avec I ⊆ ν0 et on injecté D′ de la façon

suivante

D′(Rn) −→
(
C∞(Rn)

)I
/I

u −→
(
u ∗ ϕε

)
ε

+ I

Dans cette présentation (vi) signifie que
(
(f ∗ ϕε).(g ∗ ϕε)

)
+ I =

(
(fg) ∗ ϕε

)
ε

+ I

pour tout f, g ∈ C∞(Rn).
On considère une autre injection de C∞(Rn) dans

(
C∞(Rn)

)I
/I par l’injection constante

f → (f)ε + I.

D’autre part on peut injecter C∞(Rn) dans
(
C∞(Rn)

)I
/I par:

f →
(
f ∗ ϕε

)
ε

+ I

1.1.1 Définition et propriétés de base

Définition 1.3 :

Es(Ω) := (C∞(Ω))I

EsM(Ω) := {(uε)ε ∈ Es(Ω)/∀K ⊂⊂ Ω ∀α ∈ N ∃N ∈ N, sup
x∈K
|∂αuε(x)| = Oε−→0(ε−N)}

N s(Ω) := {(uε)ε ∈ Es(Ω)/∀K ⊂⊂ Ω ∀α ∈ N ∀m ∈ N, sup
x∈K
|∂αuε(x)| = Oε−→0(εm)}

les éléments de EsM(Ω) (resp N s(Ω)) sont appelées fonctions modérées (resp. fonctions néglige-
ables).
L’algèbre de Colombeau sur Ω est définie comme suit:

Gs(Ω) = EsM(Ω)/N s(Ω)

L’espace EsM(Ω) des suites modérées est une algèbre différentielle avec les opérations usuelles.
On peut voir que c’est la plus grande sous-algèbre différentielle (c’est-à-dire stable par des
dérivées partielles) de EsM(Ω) dans lequel N s(Ω) est un idéal, par conséquent,Gs(Ω) est une
algèbre différentielle associative, commutative. Dans ce qui suit, si (uε)ε ∈ EsM(Ω) est un
représentant d’un élément u ∈ Gs(Ω)), on écrit u = [(uε)ε]. Il est évident que C∞(Ω) est une
sous-algèbre de Gs(Ω).
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Exemples 1.4 :

Soit ϕ ∈ D(Rn), on note

ϕε(x) = 1
εn
ϕ(x
ε

), avec ε > 0.

1) On pose u = [(uε)ε] avec

uε(x) = ϕε(x)

= 1
εn
ϕ(x
ε

)

Alors, pour tout opérateur de dérivation, on a

∂αuε(x) = 1
εn+|α|∂

αϕ(x
ε

)

Soit K un compact de Rn, alors

sup
x∈K
|∂αuε(x)| ≤ 1

εn+|α| sup
x∈K
|∂αϕ(x

ε
)|

≤ C ε−n−|α|

Donc
(uε)ε ∈ EsM(Rn)

2) Pour Ω = R, on pose
uε(x) = ε

x2
x4+ε4

Alors
|uε(x)| ≤ 1, pour tout x dans R.

D’autre part, les dérives de uε sont de la forme suivante

u(k)
ε (x) = rk

(
x, ε, log(ε)

)
uε(x)

où rk est une fonction rationnelle.
Donc

(uε)ε ∈ EsM(R)

Ainsi
u := [(uε)ε] ∈ Gs(R)

3) Soit f ∈ C(Rn).
On pose

vε(x) = (f ∗ ϕε)(x)

=
∫
Rn
f(y)ϕε(x− y)dy
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Ainsi

vε(x) = 1
εn

∫
Rn
f(y) ϕ(x− y

ε
)dy

=
∫
Rn
f(x− ε t) ϕ(t)dt

Alors

∂αvε(x) = 1
εn+|α|

∫
Rn
f(y)∂αϕ(x− y

ε
)dy

= 1
ε|α|

∫
Rn
f(x− ε t)∂αϕ(t)dt

Soit K un compact de Rn, on a

sup
x∈K
|
∫
Rn
f(x− εt)∂αϕ(t)dt| ≤ sup

x∈K,t∈ supp(φ),δ∈[0,1]
|f(x− δt)|

∫
Rn
|∂αϕ(t)|dt

≤ c

Alors
sup
x∈K
|∂αvε(x)| ≤ C ε−|α|

Donc
(vε)ε ∈ EsM(Rn)

D’où

[(vε)ε] ∈ Gs(Rn)

Remarque 1.5 :

Soient u, v deux éléments de G(Rn), alors

u = (uε)ε + N s(Rn) avec (uε)ε ∈ EsM(Rn)

v = (vε)ε + N s(Rn) avec (vε)ε ∈ EsM(Rn)

Alors
u = v dans G(Rn) si et seulement si (uε)ε − (vε)ε ∈ N s(Rn)

u+ v = (uε + vε)ε + N s(Rn)

u ◦ v = (uε · vε)ε + N s(Rn)

Le résultat suivant présente une caractérisation très utile de N s comme un sous-espace
de EsM(Ω). Il montre que un élément (uε)ε de EsM(Ω) appartient à N s si (uε)ε satisfait les
estimations N s dans le cas α = 0.

Théorème 1.6 :
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(uε)ε ∈ EsM(Ω) est négligeable si et seulement si :

∀K ⊂⊂ Ω ∀m ∈ N, sup
x∈K
|uε(x)| = Oε−→0(εm).

Si u ∈ Gs(Ω) et Ω′ est un sous-ensemble ouvert de Ω, la restriction u/Ω′ ∈ Gs(Ω′) est définie
comme (u/Ω′)ε +N s(Ω′). (Si Ω = Rn, la restriction aux sous-espaces est également définie par
les composantes). Nous disons que u est nul sur Ω′ si (u/Ω′ = 0 dans Gs(Ω′)).
Le support de u est défini comme

(∪{Ω′ ⊆ Ω ouvert, u/Ω′ = 0})c

Soient Ω′′ et Ω′ deux ouverts de Ω tel que Ω′′ ⊆ Ω′ ⊆ Ω, il est clair que

(u/Ω′)/Ω′′ = u/Ω′′

Théorème 1.7 :

Soit (Ωλ)λ ∈ Λ un recouvrement d’ouverts de Ω, On a
• Si u, v ∈ Gs(Ω) et u/Ωλ = v/Ωλ ∀λ ∈ Λ, alors

u = v.

. • Si pour chaque λ ∈ Λ on donne uλ ∈ Gs(Ωλ) tel que uλ/Ωλ ∩ Ωµ = uµ/Ωλ ∩ Ωµ, pour tout
λ, µ avec Ωλ ∩ Ωµ 6= ∅, alors il existe

u ∈ Gs(Ω) avec u/ω = uλ ∀λ ∈ Λ..

Théorème 1.8 :

Soit u ∈ Gs(Ω). Alors les assertions suivantes sont équivalentes:
1) ∃v ∈ Gs(Ω) tel que u v = 1.
2) Pour chaque représentant (uε)ε de u, et chaque K ⊂⊂ Ω, alors ∃ε0 > 0 et m ∈ N tel que
inf
x∈K
|uε(x)| ≥ εm pour tout ε < ε0.

Si P est un polynôme et u ∈ Gs(Ω), il est claire que P (u) = (P (uε))ε+N s(Ω) est un élément
de Gs(Ω).
On définit OM(Ω) par

OM(Ω) = {f ∈ C∞(Ω)/ ∀α ∈ N, ∃p ∈ N, sup
x∈Ω

(1 + |x|)−p|∂αf(x)| <∞}

Et on définit S(Ω) par

S(Ω) = {f ∈ C∞(Ω)/ ∀p ∈ N,∀α ∈ N, sup
x∈Ω

(1 + |x|)p|∂αf(x)| <∞}
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Proposition 1.9 :

Si u = (u1, · · · , um) ∈ Gs(Ω)m et v ∈ OM(Km) alors

v ◦ u := [v ◦ uε)ε] ∈ Gs(Ω).

Définition 1.10 :

On dit que (uε)ε = (u1
ε, · · · , umε )ε ∈ EsMm est un élément c-borné de Ω dans Ω′ si

∀K ⊂ Ω,∃K ′ ⊂ Ω′,∃ε0 > 0 tel que ∀ε ≤ ε0 : uε(K) ⊆ K ′. (1.1)

On note l’espace des fonctions modérées c-bornées de Ω dans Ω′ par EsM [Ω,Ω′].
Un élément de Gs(Ω)m est dit c-borné s’il possède un représentant satisfaisant (1.1).
Notation :
Gs[Ω,Ω′] l’espace des fonctions généralisées c-bornées de Ω dans Ω′.

Proposition 1.11 (composition des fonctions ):

Soit u = (u1, · · · , um) ∈ Gs(Ω)m est un c-bornée dans Ω′ et v ∈ Gs(Ω′). Alors

v ◦ u := [(vε ◦ uε)ε] ∈ Gs(Ω)

est bien définit dans Gs(Ω).

1.1.2 L’injection de D′(Ω)

La construction de Gs(Ω) a été faite de telle sorte que l’injection de l’espace des distributions
devrait être possible par produit de convolution. Dans cette section , nous aurons besoin d’une
fonction ρ ∈ S(Rn) avec ∫

ρ(x)dx = 1 (1.2)∫
xαρ(x)dx = 0 ∀|α| ≥ 1 (1.3)

Et nous notons toujours
ρε(x) = ε−nρ(x

ε
)

Le premier problème avec ce type de ρ est qu’il ne peuvent pas être convoles avec des éléments de
D′ sans restriction. Pour commencer, nous allons nous restreindre aux distributions à support
compact.
Notation :
• On note E ′ l’ensemble des distributions à support compact.

Propriétés 1.12 :



Algèbre de Colombeau 17

L’application suivante

i0 : E ′(Ω) −→ Gs(Ω)

ω 7−→ ((ω ∗ ρε)/Ω)ε +N s(Ω)

est linéaire et injective.

• On note l’injection constante de C∞(Ω) dans Gs(Ω) par:

σ : C∞(Ω) −→ Gs(Ω)

f 7−→ (f)ε +N s(Ω)

En effet:
f ∈ C∞(Rn)

Alors
fε(.) = f(.) ∈ C∞(Rn)

D’autre part, pour tout opérateur de dérivation, on a

∂αfε(x) = ∂αf(x),

Soit K un compact de Rn on a:

sup
x∈K
|∂αfε(x)| = sup

x∈K
|∂αf(x)|

= c

≤ cε−N , N ∈ N

quand ε→ 0.
Donc

(fε)ε ∈ EM(Rn)

D’où
[(fε)ε] ∈ Gs(Rn)

• On note l’injection de C(Ω) dans Gs(Ω) par:

σ2 : C(Ω) −→ Gs(Ω)

f 7−→ (f ∗ ϕε)ε +N s(Ω)

En effet:
D’après 3) dans Exemples 1.4)

Propriétés 1.13 :
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i0/D(Ω) = σ

donc i0 est un homomorphisme injective sur D(Ω).

La construction de l’injection de D′(Ω) dans Gs(Ω) sera faite en plusieurs étapes. Première-
ment, on choisit un recouvrement d’ouverts (Ωλ)λ∈Λ de Ω tel que Ωλ est compact dans Ω.
Soit (ψλ)λ la famille des éléments de D(Ω) avec ψλ = 1 sur tout voisinage de Ω.
Pour tout λ ∈ Λ on définit

iλ : D′(Ω) −→ Gs(Ωλ)

ω 7−→ (((ψλω) ∗ ρε)/Ωλ)ε +N s(Ωλ)

Propriété 1.14 :

Pour tout ω ∈ D′(Ω), la famille (iλ(ω))λ∈Λ est cohérente

(i.e : iλ(ω)/Ωλ ∩ Ωµ = iµ(ω)/Ωµ ∩ Ωλ ∀λ, µ ∈ Λ

Théorème 1.15 :

i : D′(Ω) ↪→ Gs(Ω)

est linéaire et injective.

Proposition 1.16 :

1) On a

i/E ′(Ω) = i0

i/C∞(Ω) = σ

2) Si α ∈ N et ω ∈ D′, alors

∂α ((ω)) = i(∂αω)

Exemples 1.17 :

1) La distribution de Dirac δ s’injecte dans Gs(R) sous la forme:

i(δ) = (δε)ε +N s(R) ∈ Gs(R)

avec

δε(x) = (δ ∗ ρε)(x)

= < δ(y), ρε(x− y) >

= ρε(x)
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2) On a
i(x)i(δ) = (xρε)ε +N s(R)

Il est claire que x.δ = 0 dans D′(Ω), mais i(x)i(δ) = [(xρε)ε] 6= 0 dans Gs(R).
En effet:
On choisit x0 ∈ R∗ tel que ρ(x0) 6= 0 posons x = ε x0

alors xρε(x) = x0ρε(x0) 6= 0

sup
x∈[−1+x0,x0+1]

|xρε(x)|9 0 (ε −→ 0)

donc (xρε))ε /∈ N s(R).
3) On a i(sin(δ)) = ( sin(ρε)ε) +N s(R) (la proposition 1.9).
4) On a i(H) = (hε)ε +N s(R) avec

hε(x) =
∫ x

−∞
ρε(y)dy

On a i(H)2 6= i(H).

Remarque 1.18 :

On définit l’opérateur ∂α par:

∂α : Gs(R) −→ Gs(R)

u 7−→ ∂αu = (∂αuε) +N s(R), α ∈ N

pour tout opérateur de dérivation ∂α.
Il s’ensuit que l’opérateur de dérivation est linéaire et satisfait la règle de Leibniz.

Exemple 1.19 :

Soit H la fonction heaviside. Alors i(H) ∈ Gs(R) et on a:

i(H) = (hε)ε +N s(R)

avec
hε(x) =

∫ x

−∞
ρε(y)dy

Donc
i(H)′ = (h′ε)ε +N s(R)

avec

h′ε(x) = d

dx

∫ x

−∞
ρε(y)dy

= ρε(x)

D’où
i(H ′) = i(δ) ∈ Gs(R)
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1.1.3 Les fonctions généralisées tempérées

L’algèbre Gsτ des fonctions généralisées tempérées a été introduite par J. F. Colombeau dans [17]
afin de développer la théorie des distributions tempérées dans l’algèbre de fonctions généralisées.
L’intérêt principal dans cette classe d’algèbre de Colombeau consiste d’une part à justifier la
composition par composantes des applications indéfiniment différentiables, et d’autre part dans
la théorie des transformations des groupes, pour plus de détail voir [29].

Définition 1.20 :

Soit I = (0, 1]

Esτ (Ω) := {(uε)ε ∈ (C∞(Ω))I/∀α ∈ N,∃N ∈ N,

sup
x∈Ω

(1 + |x|)−N |∂αuε(x)| = Oε−→0(ε−N)}

N s
τ (Ω) := {(uε)ε ∈ (C∞(Ω))I/∀α ∈ N,∃p ∈ N,∀m ∈ N,

sup
x∈Ω

(1 + |x|)−p|∂αuε(x)| = Oε−→0(εm)}

• N s
τ (Ω) est un idéal de Esτ (Ω)

L’algèbre des fonctions généralisées tempérées sur Ω est définie par

Gsτ (Ω) = Esτ (Ω)/N s
τ (Ω)

1.1.4 Les nombres généralisés et la valeur en un point d’une fonc-
tion généralisée

Dans la théorie de la distribution classique, une définition des valeurs de point pour distributions
a été introduite par Lojasiewicz dans [56]. Cependant, ce concept ne peut pas être appliqué à des
distributions arbitraires à des points arbitraires. De plus, il n’y a aucun moyen de caractériser
les distributions par leur valeurs en un point quelconque de telle manière que ce soit similaire
aux fonctions classiques. D’autre part, pour les éléments des algèbres de Colombeau il y a
une manière très naturelle et directe d’obtenir des valeurs de points, notamment en insérant
des points pour les représentants. Les objets tirés d’une telle opération sont les suites des
nombres qui ne sont pas à valeurs dans le corps K, considérées comme étant des représentants
des nombres généralisés.

Définition 1.21 :

Soit I = (0, 1]

Esr := {(rε)ε ∈ KI/∃N ∈ N, |rε| = Oε−→0(ε−N)}

N s
r := {(rε)ε ∈ KI/∀m ∈ N, |rε| = Oε−→0(εm)}
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• N s
r est un idéal Esr

L’algèbre des nombres généralisés sur Ω est définie par

Gsr = Esr/N s
r

Si K = R (resp.K = C) alors Gsr = R̃ (resp. Gsr = C̃).

Corollaire 1.22 :

• Gsr n’est pas un corps

Preuve 1.23 :

Soit

rε =


0 si ε = 1

n
, n ∈ N

1 si non
On a

(rε)ε ∈ Esr

et
(rε)ε /∈ N s

r

supposons que ∃s = [(sε)ε] ∈ Gsr tel que r.s = 1
donc pour (nε)ε ∈ N s

r , on a
rε.sε + nε = 1 ∀ε

Pour ε = 1
n
, on trouve que

nε = 1

ce qui est absurde (quand ε −→ 0).
• On note l’injection constante de K dans Gsr par:

σ : K −→ Gsr
r 7−→ (r)ε +N s

r

Définition 1.24 :

Pour u ∈ Gs(Ω) ou u ∈ Gsτ (Ω)) et x0 ∈ Ω, la valeur de u en x0 est définie comme la classe de
uε(xo))ε dans Gsr , c’est à dire

u(x0) = [(uε(x0))ε]

Exemples 1.25 :
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1) Si f ∈ C∞ et x0 ∈ Ω, alors

i(f)(x0) = σ(f)(x0) = f(x0) dans Gsr

2) Si f ∈ C(Ω) le résultat n’est pas vrai en général
En effet: pour x0 = 0 on a

i(x+)(x0) = (x+ ∗ ρε(x0))ε + N s
r

i(x+)(x0) = (
∫ ∞

0
yρε(x0 − y)dy)ε + N s

r

i(x+)(0) = (ε
∫ ∞

0
yρ(−y)dy)ε + N s

r

Donc i(x+)(0) dépend de ρ en général on a i(x+)(0) 6= 0 dans Gsr , mais la valeur classique est
x+(0) = 0.
3) On a i(x)i(δ) 6= 0 dans Gs(R).
De plus la valeur de i(x)i(δ) en tout point est nulle.
En effet:
• si x0 = 0 évidente
• si x0 6= 0 alors

x0ρ(x0) = x0

ε
ρ(x0

ε
) −→ 0

car ρ ∈ S(R)

1.2 Intégration

La prochaine construction de la théorie non linéaire des fonctions généralisées est le concept
d’intégration sur Gs. Ce n’est pas surprenant que l’idée de base de la présentation suivante
consistera en élevant les définitions par composant au niveau des classes d’équivalence.

Proposition 1.26 :

Soit M un ensemble Lebesgue-mesurable tel que M ⊂⊂ Ω et u ∈ Gs(Ω), alors
∫
M u(x)dx = (

∫
M uε(x)dx)ε +N s

r ∈ Gsr

Preuve 1.27 :

On a (uε(x))ε ∈ EsM(Ω) donc,
(
∫
M
uε(x)dx)ε ∈ Esr

d’où
∫
M u(x)dx ∈ Gsr

Propriétés 1.28 :
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On note λ la mesure de Lebesgue sur Rn et soient M1,M2,M3 des ensembles λ-mesurable tels
que M i ⊂ Ω, i = 1, 2, 3.
De plus, si u, v ∈ Gs(Ω) et α ∈ Gsr , alors
i) On a ∫

M
(u+ αv) =

∫
M
u+ α

∫
M
v

ii) Si λ(M) = 0 alors ∫
M
u = 0

iii) Si λ(M1 ∩M2) = 0 alors ∫
M1∪M2

u =
∫
M1
u+

∫
M2
u

iv) Si M ⊆ Ω′ ⊆ Ω alors ∫
M
u =

∫
M

(u/Ω′)

v) Si f ∈ C∞(Ω) alors

∫
M i(f) =

∫
M f dans Gsr

Exemple 1.29 :

• Soit K = [−a, a], alors ∫
K
i(δ)(x)dx = (

∫ a

−a
ρε(x)dx)ε + N s

r

= 1 dans Gsr

En effet: ∀r > 0 , on a

|1−
∫ a

−a
ρε(x)dx| = |

∫
|y|≥a

ε

ρ(y)dy|

≤ Crε
r

Définition 1.30 :

Soit u ∈ Gs(Ω) avec supp(u) = K compact dans Ω on définit∫
Ω
u(x)dx :=

∫
L
u(x)dx

où L est un compact de Ω contient K .

Exemples 1.31 :
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1) On a ∫
R
i(δ)(x)dx =

∫
K
i(δ)(x)dx

= 1

2) ∫
R
i(δ)2(x)dx = (

∫
R
ρ2
ε(x)dx)ε +N s

r

= (1
ε

∫
K
ρ2(x)dx)ε + N s

r

Théorème 1.32 :

Si ω ∈ D′(Ω) et ϕ ∈ D(Ω) alors
∫

Ω i(ω)(x)i(ϕ)(x)dx = 〈ω, ϕ〉 dans Gsr

Corollaire 1.33 :

Si ω ∈ D′(Ω) et ϕ ∈ D(Ω) alors

lim
ε−→0

∫
Ω
i(ω)ε(x)ϕ(x)dx = 〈ω, ϕ〉

1.3 Concept d’association

Dans cette partie, nous allons présenter un outil technique pour identifier en Gs objet non
linéairement distincts mais linéairement équivalents, ceci est fait par introduire une relation
d’équivalence dans EsM plus grossière que l’égalité en Gs.

Définition 1.34 :

Soit u ∈ Gs(Ω)
On dit que u et 0 sont associés(on note u ≈ 0) si

lim
ε−→0

∫
Ω
uε(x)ϕ(x)dx = 0 ∀ϕ ∈ D(Ω)

• Soient u, v ∈ Gs(Ω), alors

u ≈ v ⇔ u− v ≈ 0

Définition 1.35 :

Soient u ∈ Gs(Ω) et ω ∈ D′(Ω) et on suppose que u ≈ i(ω) alors, u est dit une distribution
associée à ω. Dans ce cas pour simplifier l’écriture on note (u ≈ ω).
D’après le corollaire 1.33 u ≈ ω est équivalent à dire que
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lim
ε−→0

∫
Ω uε(x)ϕ(x)dx = 〈ω, ϕ〉 ∀ϕ ∈ D(Ω)

Propriétés 1.36 :

L’association est incohérente avec la multiplication

u1 ≈ u2 ; u u1 ≈ u u2

avec u, u1, u2 des éléments de Gs(Ω).
Par contre l’association est cohérente avec la dérivation

u1 ≈ u2 ⇒ Du1 ≈ Du2.

Preuve 1.37 :

On sait que
i(H)n ≈ i(H)

Soit en dérivant:
n i(H)i(H ′) ≈ i(H ′)

en changement n par n+ 1 on aura:

(i) i(H)i(H ′) ≈ 1
n+ 1i(H

′)

Si on suppose qu’on peut multiplier chacun des membres de cette equation par i(H), tout en
gardant l’association des résultats obtenus on obtiendrait:

(ii) i(H)2i(H ′) ≈ 1
2i(H

′)i(H)

sachant que
i(H)i(H ′) ≈ 1

2i(H
′)

il vient:
i(H)2i(H ′) ≈ 1

4i(H
′)

D’autre part, en écrivant (i) pour n=2, on a

i(H)3 ≈ i(H)

Il vient:
3 i(H)2i(H ′) ≈ i(H ′)

i(H)2i(H ′) ≈ 1
3i(H

′)

ce qui prouve la multiplication n’est pas cohérente avec l’association.

Proposition 1.38 :
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Si ω ∈ D′(Ω) et i(ω) ≈ 0 alors

ω = 0

Preuve 1.39 :

Soit ω ∈ D′(Ω) et i(ω) ≈ 0.
D’après le corollaire 1.33, on a

〈ω, ϕ〉 = 0 ∀ϕ ∈ D(Ω)

d’où

ω = 0

Exemples 1.40 :

1) i(x)i(δ) ∈ Gs(R), on a
i(x)i(δ) ≈ 0

En effet:
Soit ϕ ∈ D′(R) ∫

Ω
xρε(x)ϕ(x)dx = ε

∫
ρ(y)ϕ(εy)dy −→ 0 (ε −→ 0)

2) i(δ)2 ∈ Gs(R). Pour ϕ(0) 6= 0 on a∫
Ω
ρ2
ε(x)ϕ(x)dx = 1

ε

∫
ρ2(y)ϕ(εy)dy −→∞ (ε −→ 0)

donc i(δ)2 ∈ Gs(R) ne peut pas être associé à aucune distribution.

Définition 1.41 :

Soit r ∈ Gsr on dit que r est associé avec 0 (r ≈ 0) si

rε −→ 0 (ε −→ 0)

Proposition 1.42 :

i) Si f ∈ C∞(Ω) et ω ∈ D′(Ω) alors

i(f)i(ω) ≈ i(fω)

ii) Si f, g ∈ C(Ω), alors
i(f)i(g) ≈ i(f g)

iii) Si f ∈ C(Ω) et x0 ∈ Ω, alors
i(f)(x0) ≈ f(x0)

iv) Soit g : Ω1 −→ Ω2 est de classe C∞ et f ∈ C(Ω2), alors
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i(f ◦ g)) ≈ i(f) ◦ g

Proposition 1.43 :

Si u, v ∈ Gs(Ω) et u ≈ v, alors
i) ∂αu ≈ ∂αv ∀α ∈ N
ii) i(f)u ≈ i(f)v ∀f ∈ C∞.

Exemple 1.44 :

• On a i(xδ) ≈ i(x)i(δ) ≈ 0.
• ∀n ∈ N on a i(H)n ≈ i(H)
En effet :

lim
ε−→0

∫
(H ∗ ρε)n(x)ϕ(x)dx = 〈Hn, ϕ〉 = 〈H,ϕ〉

• On a i(H)2 ≈ H ( i(H2) 6= i(H) dans Gs(R)).
D’après la proposition précédente, on a

i(H)i(δ) ≈ 1
2i(δ).

Dans ce chapitre on a rappelé la définition de l’algèbre spéciale notée Gs introduite pour la
première fois par J.F.Colombeau, et certaines de ses propriétés fondamentales. Puis la manière
d’injecter quelques algèbres dans Gs à savoir l’algèbre des fonctions indéfiniment dérivables,
et les espaces des distributions. Ainsi la définition des nombres généralisés, et les valeurs des
fonctions généralisées en un point donné. Et on a clôturé ce chapitre par le rappel de la notion
de l’intégrale généralisée et la notion d’association.



Chapitre 2

Dérivée fractionnaire dans Gs

Dans ce chapitre, nous introduisons l’approche de la dérivée fractionnaire contenant des singu-
larités basée sur la théorie des algèbres de fonctions généralisées dans l’algèbre de Colombeau
Gs.
Les calculs fractionnaires est une branche de l’analyse mathématique qui étudie la possibil-
ité de définir des puissances non entières des opérateurs de dérivation et d’intégration. Ces
dérivées ou intégrations fractionnaires rentrent dans le cadre plus général des opérateurs pseudo-
différentiels. Par exemple, on peut se demander comment interpréter convenablement la racine
carrée D1/2.

2.1 Dérivée fractionnaire conforme

On rappelle quelques notations, définitions, et résultats concernant la dérivée conforme utilisée
dans cette partie. On note l’espace des fonctions continues de I dans R par C(I,R). Pour
surmonter certaines de ces difficultés les auteurs , Khalil et Al. [55],introduit la définition limite
de la dérivée d’une fonction donnée par ce qui suit Tα

Tα(f)(x) = lim
ε−→0

f(x+ ε x1−α)− f(x)
ε

.

Dans [54], Almeida et Al. introduit la définition limite de la dérivée d’une fonction par:

Tα(f)(x) = lim
ε−→0

f(x+ ε k(x)1−α)− f(x)
ε

.

Dans [38] Katugampola introduit l’idée de la dérivée fractionnaire conforme

Tα(f)(x) = lim
ε−→0

f(x eε x−α)− f(x)
ε

.

[2] Akkurt, Esra Yildirim, et Huseyin Yildirim, introduisent la définition de la dérivée conforme
d’une fonction f

Tα(f)(x) = lim
ε−→0

f(x− k(x) + k(x) eε
k(x)−α
k′(x) )− f(x)

ε

avec k : [a; b] −→ R une fonction positive telle que k′(t) 6= 0, quand t > a, f : [a; b] −→ R
et α ∈ (0, 1) . En utilisant une définition de dérivée fractionnaire conforme introduite par les

28



Dérivée fractionnaire dans Gs 29

auteurs Khalil et al. in [55] pour injecte cette dérivée dans l’algèbre des fonctions généralisées
Gs.

Définition 2.1 :

Soit f : [a; b] −→ R, alors la dérivée fractionnaire conforme de f d’ordre α est définie par:

Tα(f)(x) = lim
ε−→0

f(x− ε x1−α)− f(x)
ε

si f est α−différentiable, (i.e. Tα(f)(x) existe.) lim
x−→0+

fα(x) existe, on définit alors

fα(0) = lim
x−→0+

fα(x)

Théorème 2.2 :

Étant donnée une fonction f : [a, b] −→ R différentiable en t, t > a, alors f est α−différentiable
en t et

fα(x) = x1−α d f
d x

(x) (∗)

Définition 2.3 :

Soient a > 0, t ≥ a, et f une fonction définie sur (0, t] et α > 0 alors, l’intégrale fractionnaire
conforme d’ordre α est définie par

Iαa f(x) =
∫ x
a t

α−1f(t)dt

Théorème 2.4 :

On a
Tα(Iαa f(x)) = f(x)

Et
Iαa (Tαf(x)) = f(x)− f(a)

2.2 Dérivée fractionnaire conforme dans Gs

Définition 2.5 :

Soit (uε)ε>0 un représentant de u ∈ Gs([0,∞)).
Par (∗), la dérivée fractionnaire conforme de uε est définie par

Tαuε(x) = x1−α d uε
d x

(x)

Lemme 2.6 :
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Soit (uε)ε>0 un représentant de u ∈ G([0,∞)). Alors pour tout 0 < α < 1, on a

(∀a ∈ R+), (∃N ∈ N), (∃C > 0) sup
x∈[0,a]

|Tαuε(x)| ≤ Cε−N

Preuve 2.7 :

On sait que
Tαuε(x) = x1−αd uε

d x
(x)

Donc
sup
x∈[0,a]

|Tαuε(x)| = sup
x∈[0,a]

|x1−αd uε
d x

(x)|

Soit a > 0, alors on a
sup
x∈[0,a]

|Tαuε(x)| ≤ a1−α sup
x∈[0,a]

|d uε
d x

(x)|

Puisque (uε)ε ∈ EsM([0,∞)), donc

sup
x∈[0,a]

|Tαuε(x)| ≤ Cα,a ε
−N

Lemme 2.8 :

Soient (u1ε)ε>0 et (u2ε)ε>0 deux représentants différents de u ∈ Gs([0,∞)).
Alors pour tout α > 0, on a

(∀a ∈ R+), (∀m ∈ N), (∃C > 0) sup
x∈[0,a]

|Tαu1ε(x)− Tαu2ε(x)| ≤ C εm

Preuve 2.9 :

On sait que
Tαu1ε(x)− Tαu2ε(x) = |x1−α[d u1ε

d x
(x)− d u2ε

d x
(x)]

Ainsi
sup
x∈[0,a]

|Tαu1ε(x)− Tαu2ε(x)| = sup
x∈[0,a]

|x1−α[d u1ε

d x
(x)− d u2ε

d x
(x)]|

Donc
sup
x∈[0,a]

|Tαu1ε(x)− Tαu2ε(x)| ≤ a1−α sup
x∈[0,a]

|d u1ε

d x
(x)− d u2ε

d x
(x)|

Puisque
(
u1ε − u2ε

)
ε
∈ N s([0,∞)), alors

sup
x∈[0,a]

|Tαu1ε(x)− Tαu2ε(x)| ≤ C εm

Remarque 2.10 :

Pour 0 < α < 1, on a
d

dx
Tαuε(x) = (1− α) x−αd uε

d x
(x) + x1−αd uε

d x
(x)

En général, sup
x∈K
| dn
d xn

Tαuε(x)| n’atteint pas la limite lorsque ε −→ 0. Donc pour injecte la
dérivée fractionnaire dans l’algèbre des fonctions généralisées Gs([0,∞)), on propose un défini-
tion régularisante suivante.
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Définition 2.11 :

Soit u ∈ Gs([0,∞)) la dérivée conforme d’ordre α de u est définie par

T̃αu(x) = [(T̃αuε(x))ε] = [(Tαuε ∗ ρε(x))ε]

Lemme 2.12 :

Soient (u1ε)ε>0 et (u2ε)ε>0 deux représentants différents de u ∈ Gs([0,∞)).
Alors pour tout α > 0, on a

(T̃αu1ε(x)− T̃αu2ε(x))ε ∈ N s([0,∞))

Preuve 2.13 :

On sait que

T̃αu1ε(x)− T̃αu2ε(x) = Tαu1ε ∗ ρε(x)− Tαu2ε ∗ ρε(x)

= [Tαu1ε − Tαu2ε] ∗ ρε(x)

Alors

dn

dxn

(
T̃αu1ε(x)− T̃αu2ε(x)

)
= dn

dxn

(
[Tαu1ε − Tαu2ε] ∗ ρε(x)

)
= [Tαu1ε − Tαu2ε] ∗

dn

dxn
ρε(x)

Ainsi

sup
x∈[0,a]

| d
n

dxn

(
T̃αu1ε(x)− T̃αu2ε(x)

)
| = sup

x∈[0,a]
|[Tαu1ε − Tαu2ε] ∗

dn

dxn
ρε(x)|

≤ sup
x∈[0,a]

|Tαu1ε − Tαu2ε| sup
x∈[0,a]

|
∫ dn

dxn
ρε(x− s)ds|

≤ C1 sup
x∈[0,a]

|Tαu1ε − Tαu2ε|

D’apres le lemme 2.16 , alors

(T̃αu1ε(x)− T̃αu2ε(x))ε ∈ N s([0,∞))

Lemme 2.14 :

Soit (uε)ε>0 un représentant de u ∈ Gs([0,∞)).
Alors pour tout 0 < α < 1, on a

T̃αu(x) ∈ Gs([0,∞))

Preuve 2.15 :
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On sait que
T̃αuε(x) = Tαuε ∗ ρε(x)

Donc

dn

dxn

(
T̃αuε(x)

)
= dn

dxn

(
Tαuε ∗ ρε(x)

)
= Tαuε ∗

dn

dxn
ρε(x)

Ainsi

sup
x∈[0,a]

| d
n

dxn

(
T̃αuε(x)

)
| = sup

x∈[0,a]
|Tαuε ∗

dn

dxn
ρε(x)|

≤ sup
x∈[0,a]

|Tαuε| sup
x∈[0,a]

|
∫ dn

dxn
ρε(x− s)ds|

≤ C1 sup
x∈[0,a]

|Tαuε(x)|

D’après le lemme 2.14, on a
(T̃αuε)ε ∈ EsM([0,∞))

D’où,
T̃αu ∈ Gs([0,∞))

2.3 Intégrale fractionnaire conforme dans Gs

Définition 2.16 :

Soit (uε)ε>0 un représentant de u ∈ Gs([0,∞)) l’intégrale fractionnaire de uε est définie par

Iαa uε(x) =
∫ x
a t

α−1uε(t)dt

Lemme 2.17 :

Soit (uε)ε>0 un représentant de u ∈ Gs([0,∞)).
Alors pour tout 0 < α < 1, on a

(∀a ∈ R+), (∃N ∈ N), (∃C > 0) sup
x∈[0,a]

|Iαa uε(x)| ≤ Cε−N

Preuve 2.18 :

On a
Iαa uε(x) =

∫ x

a
tα−1uε(t)dt

Et soit T > 0, alors on a

sup
x∈[0,T ]

|Iαa uε(x)| = sup
x∈[0,T ]

|
∫ x

a
tα−1uε(t)dt|
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Ainsi

sup
x∈[0,T ]

|Iαa uε(x)| ≤ sup
x∈[0,T ]

|uε(x)| |
∫ x

a
tα−1|

≤ Tα − aα

α
sup
x∈[0,T ]

|uε(x)|

Finalement

sup
x∈[0,T ]

|Iαa uε(x)| ≤ CT,αε
−N

Lemme 2.19 :

Soient (u1ε)ε>0, (u2ε)ε>0 deux représentants de u ∈ Gs([0,∞)).
Alors pour tout α > 0, on a

(∀a ∈ R+), (∀m ∈ N), (∃C > 0) sup
x∈[0,a]

|Iαa u1ε(x)− Iαa u2ε(x)| ≤ C εm

Preuve 2.20 :

On a
Iαa u1ε(x)− Iαa u2ε(x) =

∫ x

a
tα−1[u1ε(t) − u2ε(t)]dt

Ainsi

sup
x∈[0,T ]

|Iαa u1ε(x)− Iαa u2ε(x)| = sup
x∈[0,T ]

|
∫ x

a
tα−1[u1ε(t) − u2ε(t)]dt|

≤ (Tα − aα)
α

sup
x∈[0,T ]

|u1ε(t) − u2ε(t)|

Et puisque (u1ε(t) − u2ε(t))ε ∈ N s([0,∞)), alors

(Iαa u1ε(x)− Iαa u2ε(x))ε ∈ N s([0,∞))

Remarque 2.21 :

Pour 0 < α < 1, on a
d

dx
Iαa uε(x) = xα−1 uε

En général, sup
x∈K
| dn
d xn

Iαa uε(x)| n’atteint pas la limite lorsque ε −→ 0. Donc pour injecte
l’intégrale fractionnaire dans l’algèbre des fonctions généralisées Gs([0,∞)), on propose un
définition régularisante suivante.

Définition 2.22 :

Soit u ∈ Gs([0,∞)), la dérivée conforme d’ordre α de u est définie par

Ĩαa u(x) = [(Ĩαa uε(x))ε] = [(Iαa uε ∗ ρε(x))ε]
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Lemme 2.23 :

Soient (u1ε)ε>0 et (u2ε)ε>0 deux représentants différents de u ∈ Gs([0,∞)).
Alors pour tout α > 0, on a

(Ĩαa u1ε(x)− Ĩαa u2ε(x))ε ∈ N s([0,∞))

Preuve 2.24 :

On sait que

Ĩαa u1ε(x)− Ĩαa u2ε(x) = Iαa u1ε ∗ ρε(x)− Iαa u2ε ∗ ρε(x)

= [Iαa u1ε − Iαa u2ε] ∗ ρε(x)

Alors

dn

dxn

(
Ĩαa u1ε(x)− Ĩαa u2ε(x)

)
= dn

dxn

(
[Iαa u1ε − Tαu2ε] ∗ ρε(x)

)
= [Iαa u1ε − Iαa u2ε] ∗

dn

dxn
ρε(x)

Ainsi

sup
x∈[0,a]

| d
n

dxn

(
Ĩαa u1ε(x)− Ĩαa u2ε(x)

)
| = sup

x∈[0,a]
|[Iαa u1ε − Iαa u2ε] ∗

dn

dxn
ρε(x)|

≤ sup
x∈[0,a]

|Iαa u1ε − Iαa u2ε| sup
x∈[0,a]

|
∫ dn

dxn
ρε(x− s)ds|

≤ C1 sup
x∈[0,a]

|Iαa u1ε − Iαu2ε|

D’apres le lemme 2.27, alors

(Ĩαa u1ε(x)− Ĩαa u2ε(x))ε ∈ N s([0,∞))

Lemme 2.25 :

Soit (uε)ε>0 un représentant de u ∈ Gs([0,∞)).
Alors pour tout 0 < α < 1, on a

Ĩαa u(x) ∈ Gs([0,∞))

Preuve 2.26 :

On sait que
Ĩαa uε(x) = Iαa uε ∗ ρε(x)

Donc

dn

dxn

(
Ĩαa uε(x)

)
= dn

dxn

(
Iαa uε ∗ ρε(x)

)
= Iαa uε ∗

dn

dxn
ρε(x)
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Ainsi

sup
x∈[0,a]

| d
n

dxn

(
Ĩαa uε(x)

)
| = sup

x∈[0,a]
|Iαa uε ∗

dn

dxn
ρε(x)|

≤ sup
x∈[0,a]

|Iαa uε| sup
x∈[0,a]

|
∫ dn

dxn
ρε(x− s)ds|

≤ C1 sup
x∈[0,a]

|Iαa uε(x)|

D’après le lemme 2.25, on a
(Ĩαa uε)ε ∈ EsM([0,∞))

D’où,
Ĩαa u ∈ Gs([0,∞))

2.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo dans l’algèbre
de Colombeau

Définition 2.27 :

L’intégrale fractionnaire d’ordre α est définie par :

Iαf(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1f(τ)dτ α > 0

avec , 0 < α < 1.

Définition 2.28 :

La dérivée fractionnaire d’ordre α > 0 au sens de Caputo est définie par:

Dαf(t) = 1
Γ(m− α)

∫ t

0

f (m)(τ)
(t− τ)α+1−mdτ

avec, m− 1 < α < m, m ∈ N∗.

Lemme 2.29 :

Soit (fε)ε>0 un représentant de F ∈ G(R). Alors pour tout m− 1 < α < m, m ∈ N, on a

(∀T ∈ R+), (∃N ∈ N), (∃C > 0) sup
x∈[0,T ]

|Dαuε(x)| ≤ Cε−N

Preuve 2.30 :

Soit fε un représentant de F ∈ Gs(R), alors

Dαfε(t) = 1
Γ(1− α)

∫ t

0

f
′
ε(τ)

(t− τ)αdτ 0 < α < 1
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Donc

| Dαfε(t) | = 1
Γ(1− α) |

∫ t

0

f
′
ε(τ)

(t− τ)αdτ |

sup
t∈[0,T ]

| Dαfε(t) | = 1
Γ(1− α) sup

t∈[0,T ]
|
∫ t

0

f
′
ε(τ)

(t− τ)αdτ |

≤ 1
Γ(1− α) ‖ f

′

ε ‖L∞([0,T ]) sup
t∈[0,T ]

|
∫ t

0

1
(t− τ)αdτ |

≤ 1
Γ(1− α) C ε−N

T 1−α

1− α
≤ CT,α ε

−N

En général , pour m− 1 < α < m, m ∈ N∗, on a

| Dαfε(t) | = 1
Γ(m− α) |

∫ t

0

f (m)
ε (τ)

(t− τ)1−m+αdτ |

sup
t∈[0,T ]

| Dαfε(t) | = 1
Γ(m− α) sup

t∈[0,T ]
|
∫ t

0

f (m)
ε (τ)

(t− τ)1−m+αdτ |

≤ 1
Γ(m− α) ‖ f

(m)
ε ‖L∞([0,T ]) sup

t∈[0,T ]
|
∫ t

0

1
(t− τ)1−m+αdτ | .

Ainsi

sup
t∈[0,T ]

| Dαfε(t) | ≤
1

Γ(m− α) C ε−N
Tm−α

m− α
≤ C

′

T,α ε
−N

Où CT,ε, C
′
T,ε sont des constantes dépendants de deux paramètres α et T .

On va suivre la même démarche qu’on a déjà vu dans la dérivé fractionnaire conforme
dans l’algèbre de colombeau pour injecte la dérivée fractionnaire au sens de Caputo dans cette
l’algèbre

Définition 2.31 :

La dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Caputo dans l’algèbre de Colombeau est définie
par:

Dα
c F = [(Dα

c fε ∗ ρε)ε], 0 < α < 1

avec (fε)ε>0 est un représentant de F ∈ Gs(R).

Lemme 2.32 :

Soit (fε)ε>0 un représentant de F ∈ G(R). Alors pour tout 0 < α < 1, on a

(∀a ∈ R+), (∃N ∈ N), (∃C > 0) sup
x∈[0,T ]

|Iαfε(x)| ≤ Cε−N
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Preuve 2.33 :

Soit fε un représentant de F ∈ Gs(R), alors

Iαfε(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1fε(τ)dτ, 0 < α < 1

Donc

| Iαfε(t) | = 1
Γ(α) |

∫ t

0
(t− τ)α−1fε(τ)dτ |

sup
t∈[0,T ]

| Iαfε(t) | = 1
Γ(α) sup

t∈[0,T ]
|
∫ t

0
(t− τ)α−1fε(τ)dτ |

≤ 1
Γ(α) ‖ fε ‖L

∞([0,T ]) sup
t∈[0,T ]

|
∫ t

0
(t− τ)α−1dτ |

≤ 1
Γ(α) C ε−N Tα

≤ CT,α ε
−N

De la même manière l’intégrale fractionnaire au sens de Caputo s’injecte dans l’algèbre de
Colombeau par la définition suivante

Définition 2.34 :

Soit (fε)ε>0 un représentant de F ∈ Gs(R), alors l’intégrale fractionnaire dans l’algèbre de
Colombeau est définie par :

IαF = [(Iαfε ∗ ρε)ε] 0 < α < 1.



Chapitre 3

Point fixe dans l’algèbre de Colombeau

Dans [36] J.M.Martin a donné pour la première fois la notion de point fixe dans l’algèbre
de Colombeau. Dans ce chapitre on a rappeler plusieurs propriétés concernant le point fixe
généralisé, et on a appliquer ceci dans un problème de Cauchy.

3.1 Contractions dans les espaces convexes et complètes

Ce paragraphe est consacré à discuter la contraction des applications dans les espaces locale-
ment convexes, qui nous a conduit à définir la contraction des applications dans l’algèbre de
Colombeau.

Définition 3.1 :

Soit E un espace vectoriel muni d’une famille des semi-normes (pi)i∈I . Pour tout i ∈ I, on note
τi la topologie définie par la semi-norme pi.
Soit τ la topologie générée par les classes ∪i∈Iτi.
Le couple (E, τ) est appelé un espace localement convexe.
• La boule dans E de centre a est de la forme suivante

B(a, ri) = {x ∈ E/pi(x− a) < ri}

• (xn)n∈N est une suite de Cauchy dans E si

(∀ε > 0)(∀i ∈ I)(∃n0 ∈ N)(∀n, p ∈ N si n ≥ n0 ⇒ pi(xn+p − xn) < ε)

• E est complet si toute suite de Cauchy dans E est convergente dans E.

Définition 3.2 :

Soit E un espace localement convexe et complet
l’application f : E −→ E est contractante si

(∀i ∈ I)(∃ki < 1) tel que ∀(x, y) ∈ E × E, pi(f(x)− f(y)) ≤ kipi(x− y)

Notations :
• (E, τ) est un espace topologique défini par la famille des semi-norme (pi)i∈I

38
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• (E, τλ)λ∈Λ est la famille des espaces topologique (E, τλ) définis par la famille des semi-norme
Qλ = (qλ,i)i∈I
• (fλ)λ∈Λ la famille des applications contractantes fλ : (E, τλ) −→ (E, τλ).

Théorème 3.3 :

Avec les notations précédentes
fλ admet un point fixe zλ ∈ E
De plus si(E, τ) est séparé et ∀i ∈ I, λ ∈ Λ,∃aλ,i > 0 tel que aλ,ipi ≤ qλ,i

alors zλ est unique.

3.2 Contractions dans l’algèbre de Colombeau

Tout d’abord nous cherchons s’il est possible de définir une application φ : Gs(Rn) −→ Gs(Rn)
par la famille des applications φλ : C∞(Rn) −→ C∞(Rn)
On pose pK,i(f) = {sup

x∈K
|∂if(x)|, K ⊂ Rn, i ∈ N}

On rappelle que

EsM(Rn) := {(uλ)λ ∈ (C∞(Rn))Λ/∀K ⊂ Rn,∀i ∈ N, (pK,i(uλ))λ ∈ |Esr |}

N s(Rn) := {(uλ)λ ∈ (C∞(Rn))Λ/∀K ⊂ Rn,∀i ∈ N, (pK,i(uλ))λ ∈ |N s
r |}

avec

|Esr | := { (|rλ|)λ / (rλ)λ ∈ Esr}

|N s
r | := { (|rλ|)λ / (uλ)λ ∈ N s

r }

L’algèbre de Colombeau est définie par:

Gs(Rn) = EsM(Rn)/N s(Rn)

Lemme 3.4 :

Soit (φλ)λ∈Λ une famille des applications φλ : C∞(Rn) −→ C∞(Rn)
On suppose que (uλ)λ ∈ EsM(Rn) et (vλ)λ ∈ N s(Rn)
i) (φλ(uλ))λ ∈ EsM(Rn)
ii) (φλ(uλ + vλ))λ − (φλ(uλ))λ ∈ N s(Rn)
Alors

φ : Gs(Rn) −→ Gs(Rn)

u = [(uλ)λ] 7−→ φ(u) = [φλ(uλ)]

est bien définie.
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Preuve 3.5 :

Par i) on a [φλ(uλ))λ] ∈ Gs(Rn)
Soit uλ + vλ un autre représentant de u = [uλ]
Par ii) on a

(φλ(uλ + vλ))λ − (φλ(uλ))λ ∈ N s(Rn)

[(φλ(uλ + vλ))λ] = [(φλ(uλ))λ] dans Gs(Rn)

Donc φ est bien définie.

Définition 3.6 :

On dit que l’application φ : Gs(Rn) −→ Gs(Rn) définie par la famille (φλ)λ est contractante si:
a) Pour tout (uλ)λ ∈ EsM(R), on a

(φλ(uλ))λ ∈ EsM(R)

b) chaque φλ est contractante dans (C∞(Rn, τλ)) définie par Qλ = (qλ,i)i∈N avec la constante
de contraction kλ,i < 1.
c) ∀K ⊂ Rn,∀i ∈ N, λ ∈ Λ,∃aλ,i et bλ,i tel que

aλ,ipK,i ≤ qλ,i ≤ bλ,ipK,i

d) ∀i ∈ N , ∀λ ∈ Λ, alors

( bλ,i
aλ,i

)λ et ( 1
1−kλ,i

)λ sont dans |Esr |

Théorème 3.7 :

Si l’application
φ : Gs(Rn) −→ Gs(Rn)

est contractante, alors φ admet un point fixe dans Gs(Rn).

Preuve 3.8 :

• a) implique i) du lemme 3.4
Par c) on a

pK,i(φλ(uλ + vλ)− φλ(uλ)) ≤ kλ,ipK,i(vλ)

pK,i(φλ(uλ + vλ)− φλ(uλ)) ≤
kλ,i
aλ,i

qλ,i(vλ)

pK,i(φλ(uλ + vλ)− φλ(uλ)) ≤
bλ,i
aλ,i

pK,i(vλ)

Donc
pK,i(φλ(uλ + vλ)− φλ(uλ)) ∈ |N s

r |
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alors la condition ii) du lemme 3.4 est vérifiée.
D’où

φ est bien definie

• Par le théorème 3.3, on sait que φλ admet un point fixe zλ obtenu par la limite de suite de
Cauchy définie par

zn+1,λ = φλ(z,nλ)

à partir de z0 = [z0,λ] ∈ Gs(Rn), on déduit que z1 = [φλ(z0,λ)] ∈ Gs(Rn) et z1 − z0 ∈ Gs(Rn)
Donc

pK,i(z1,λ − z1,λ) ∈ |Esr |

∀n, p ∈ N on a

qλ,i(zn+p,λ − z0,λ) ≤
knλ,i

1− kλ,i
qλ,i(z1,λ − z0,λ)

qλ,i(zp,λ − z0,λ) ≤
1

1− kλ,i
qλ,i(z1,λ − z0,λ)

zλ = lim
p−→+∞

zp,λ dans C∞(Rn, τλ) alors

qλ,i(zλ − z0,λ) ≤
1

1− kλ,i
qλ,i(z1,λ − z0,λ)

Or qλ,i(zλ) ≤ qλ,i(zλ − z0,λ) + qλ,i(z0,λ) alors, on a

qλ,i(zλ) ≤
1
aλ,i

qλ,i(zλ)

≤ bλ,i
aλ,i

[ 1
1− kλ,i

(qλ,i(zλ − z0,λ) + qλ,i(z0,λ))]

Donc
(pK,i(zλ))λ ∈ |Esr |

Ainsi
(zλ)λ ∈ EsM(Rn)

si z = [zλ], on a
φ(z) = [φλ(zλ)] = [zλ] = z

D’où z est un point fixe de φ.

3.3 Problème de Cauchy-Lipschitz dans Gs

Définition 3.9 :

Le problème de Cauchy-Lipschitz est défini comme suit

(1)


x′(t) = f(t, x(t))

x(t0) = ζ ζ ∈ R̃, t0 ∈ R+

avec f = [(fε)ε], fε ∈ C∞(R+ × R;R) et x = [(xε)ε], xε ∈ C∞(R+;R).



Point fixe dans l’algèbre de Colombeau 42

Définition 3.10 :

Soit g : R+ ×Gs(R) −→ Gs(R), on dit que g est lipschitzienne si ∀t ∈ R+, ∀ε ∈]0, 1],∃kε(t) >
0,∀(y, z) ∈ R̃× R̃ on a

| gε(t, yε)− gε(t, zε) |≤ kε(t) | yε − zε |

avec sup
t∈[0,T ]

kε(t) = MT,ε < +∞, ∀T ∈ R+.

Théorème 3.11 :

Si f est lipschitzienne, alors le problème (1) admet une solution unique .

Preuve 3.12 :

Pour x0 ∈ R̃, fε ∈ C∞(R+ × R;R), xε ∈ C∞(R+;R).
Le problème se réduit à trouver un point fixe unique de l’application suivante

φ : R̃ −→ R̃

x(t) 7−→ φ(x)(t) = ζ +
∫ t

t0
f(s, x(s))ds ∀t ∈ R+

1’) Tout d’abord on montre que φ est bien définie
On pose

∀t ∈ R+ φε(xε)(t) = ζε +
∫ t

t0
fε(s, xε(s))ds

Il est clair que φε : C∞(R+,R) −→ C∞(R+,R)
(C∞(R+,R), τ) est un espace topologique définie par la famille des semi-normes (pT )T∈R+ avec

pT (xε) = sup
t∈[0,T ]

| xε(t) |

Soient (xε)ε ∈ EsM(R) et (yε)ε ∈ N s(R)
On a

| φε(xε)(t) | = | ζ +
∫ t

0
fε(s, xε(s))ds

≤ | ζ | +
∫ t

0
| fε(s, xε(s)) | ds

≤ | ζ | + sup
t∈[0,T ]

| fε(t, xε(t)) | T

Donc
pT (φε(xε)) ∈ |Esr |

c-à-d
(φε(xε))ε ∈ EsM(R)
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D’autre part, on a

| φε(xε + yε)(t)− φε(xε)(t) | = |
∫ t

0
fε(s, xε(s) + yε(s))ds−

∫ t

0
fε(s, xε(s))ds |

≤
∫ t

0
| fε(s, xε(s) + yε(s))− fε(s, xε(s)) | ds

≤
∫ t

0
kε(s) | yε(s) | ds

≤ MT,ε

∫ t

0
| yε(s) | ds

Donc
pT (φε(xε + yε)− φε(xε)) ≤ T MT,ε pT (yε)

c-à-d
pT (φε(xε + yε)− φε(xε)) ∈ |N s

r |

D’où
(φε(xε + yε)− φε(xε))ε ∈ N s(R)

D’après le lemme 3.4 donc, l’application φ est bien définie
Pour montrer que φ est contractante, on va montrer les quatre propriétés de la définition 3.6
a) D’après 1’) ∀(xε)ε ∈ EsM(R), on a

(φε(xε))ε ∈ EsM(R)

b) Tout d’abord on va écrire (1) en termes des représentants

(1ε)


x′ε(t) = fε(t, xε(t)) ζε ∈ R, t0 ∈ R+

xε(t0) = ζε ζε ∈ R, t0 ∈ R+

Il est clair que φε : C∞(R+,R) −→ C∞(R+,R)
On note (C∞(R+,R), τε) un espace topologique défini par (qT,ε)T∈R+ avec ∀yε ∈ C∞(R+,R)

qT,ε(yε) = sup
t∈[0,T ]

{| yε(t) | e−tMT,ε}

On montre que φε est contractante dans ((C∞(R+,R), τε)
On a

φε(xε)(t)− φε(yε)(t) =
∫ t

0
(fε(s, xε(s))− fε(s, xε(s)))ds

≤
∫ t

0
| fε(s, xε(s))− fε(s, xε(s)) | ds

≤
∫ t

0
kε(s) | xε(s)− yε(s) | ds

≤
∫ t

0
MT,ε | xε(s)− yε(s) | ds

On pose
H = e−tMT,ε

∫ t

0
MT,ε | xε(s)− yε(s) | ds.
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Donc

e−tMT,ε | φε(xε)(t)− φε(yε)(t) | ≤ H

Or

H = e−tMT,ε

∫ t

0
MT,εe

sMT,ε

(
e−sMT,ε | xε(s)− yε(s) |

)
ds

≤ e−tMT,εqT,ε(xε − yε)
∫ t

0
MT,εe

sMT,εds

≤ e−tMT,εqT,ε(xε − yε)
[
MT,εe

sMT,εds

]t
0

≤ qT,ε(xε − yε)(1− e−tMT,ε)

≤ e−tMT,εqT,ε(xε − yε)(e−tMT,ε − 1)

≤ qT,ε(xε − yε)(1− e−tMT,ε).

Alors
qT,ε(φε(xε)− φε(yε)) ≤ qT,ε(xε − yε)(1− e−TMT,ε)

Ainsi αT,ε = (1− e−TMT,ε) < 1.
D’où φε est contractante dans ((C∞(R+,R), τε)
c) Soient T ∈ R+ et yε ∈ C∞(R+,R), on a

sup
t∈[0,T ]

{| yε(t) | e−tMT,ε} ≤ sup
t∈[0,T ]

{| yε(t) | e−tMT,ε}

≤ sup
t∈[0,T ]

| yε(t) |

Donc

e−TMT,εpT ≤ qT,ε

≤ pT

d) Soit T ∈ R+, on a
(eT MT,ε)ε ∈ Esr

De plus

(1/1− αT,ε)ε = (1/e−T MT,ε)ε

= (eT MT,ε)ε ∈ Esr

Donc d’après la définition 3.6

φ : R̃ −→ R̃

x(t) = [xε(t)] 7−→ φ(x)(t) = [φε(xε)(t)]
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est contractante .
D’après le théorème 3.7, φ admet un point fixe z = [zε] avec zε est un point fixe de φε
Donc z est un solution de (1)
l’unicité:
On suppose que y = [yε] est un autre point fixe de φ.
Alors

yε = φε(yε) + iε avec iε ∈ N s(R)

c-à-d
(pT (iε))ε ∈ |N s

r |

D’autre part, on a

zε(t)− yε(t) =
∫ t

0
fε(s, zε(s))− fε(s, yε(s))ds− iε(t).

Donc

| zε(t)− yε(t) | = | iε(t) +
∫ t

0
fε(s, zε(s))− fε(s, yε(s))ds |

≤ | iε(t) | +
∫ t

0
| fε(s, zε(s))− fε(s, yε(s)) | ds

≤ | iε(t) | +MT,ε

∫ t

0
| zε(s)− yε(s) | ds.

D’après le lemme de Gronwall, on a

| zε(t)− yε(t) | ≤ | iε(t) | eT MT,ε

pT (zε − yε) ≤ pT (iε) eT MT,ε

Or eT MT,ε ∈ |Esr | et (pT (iε))ε ∈ |N s
r |.

Donc
(pT (zε − yε))ε ∈ |N s

r |

D’où
y = z dans Gs

3.4 Problème de Cauchy fractionnaire dans Gs

Cette partie est consacrée à l’existence et l’unicité du problème de Cauchy fractionnaire. On
sait qu’il existe plusieurs types de dérivées d’ordre fractionnaire, mais dans ce travail, nous
utilisons l’approche de Caputo.

Nous considérons le problème de Cauchy d’ordre fractionnaire suivant
Dq
cu(t) = g(t, u(t))

u(0) = u0 u0 ∈ R̃
(3.1)
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Avec Dq
c la dérivée fractionnaire d’ordre 0 < q < 1 au sens de Caputo, u ∈ Gs(J), g ∈ Gs(J×R),

J = [0, b], b ∈ R+.

Théorème 3.13 :

Si g est lipschitzienne, alors (3.1) admet une solution unique.

Preuve 3.14 :

Pour u0 ∈ R̃, u ∈ Gs(J), et g ∈ Gs(J × R).
Le problème se réduit à trouver un point fixe unique de l’application suivante

φ : R̃ −→ R̃

u(t) 7−→ φ(u)(t) = u0 + Iqg(t, u(t)) , ∀t ∈ J

Maintenant nous vérifierons les hypothèses a, b, c et d de la définition 3.6.
a) On pose

∀t ∈ J φε(u)(t) = uε0) + Iqgε(t, uε(t))

Il est claire que φε : C∞(J,R) −→ C∞(J,R)
(C∞(J,R), τ) est un espace topologique défini par la famille des semi-normes (pT )T∈J tel que

pT (uε) = sup
t∈[0,T ]

|uε(t)|, pour tout uε ∈ C∞(J,R)

Soient (uε)ε ∈ EsM(J) et (vε)ε ∈ N s(J), on a

φε(uε)(t) = uε0 + Iqgε(t, uε(t))

Puisque g est est lipschitzienne, alors

|gε(uε(t))− gε(vε(t))| ≤ kε(t)|luε(t)− vε(t)|

D’autre part, on a
Iqgε(t, uε(t)) =

∫ t

0

(t− s)q−1

Γ(q) gε(s, uε(s))ds

Implique
|Iqgε(t, uε(t))| ≤ bq

Γ(q) sup
t∈[0,T ]

|gε(t, uε(t))|

Donc
(Iqgε)ε ∈ EsM(J × R)

Alors

|φε(uε)(t)| ≤ |uε0| + |Iqgε(t, uε(t))|

D’où
pT (φε(uε)) ∈ |Esr |
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c-à-d
(φε(uε))ε ∈ EsM(J)

b) On va écrire (3.1) en termes des représentants

(1ε)


Dq
cuε(t) = gε(t, uε(t)),

uε(0) = u0ε u0ε ∈ X

On a φε : C∞(J,R) −→ C∞(J,R)
On note la topologie τε définie par la famille dessemi- normes (qT,ε)T∈R+ tel que ∀uε ∈ C∞(J,R),
on a

qT,ε(uε) = sup
t∈[0,T ]

{| uε(t) | e−t
bq−1
Γ(q) MT,ε}

Pour tout uε, vε ∈ C∞(J,R), on a

φε(uε)(t)− φε(vε)(t) = Iq(gε(t, uε(t))− gε(t, vε(t)))

=
∫ t

0

(t− s)q−1

Γ(q) (gε(s, uε(s))− gε(s, vε(s)))ds

Donc

| φε(uε)(t)− φε(vε)(t) | = |
∫ t

0

(t− s)q−1

Γ(q) (gε(s, uε(s))− gε(s, vε(s)))ds |

Cela implique que

φε(uε)(t)− φε(vε)(t) | ≤
∫ t

0

(b)q−1

Γ(q) MT,ε | uε(s)− vε(s) | ds

≤ (b)q−1

Γ(q)

∫ t

0
MT,ε | uε(s)− vε(s) | ds

Soit

B = e−t
bq−1
Γ(q) MT,ε

(b)q−1

Γ(q)

∫ t

0
MT,ε | uε(s)− vε(s) | ds

alors, on a

e−t
bq−1
Γ(q) MT,ε | φε(uε)(t)− φε(vε)(t) | ≤ B

Or,

B = e−t
bq−1
Γ(q) MT,ε

bq−1

Γ(q)

×
∫ t

0
MT,εe

−s b
q−1
Γ(q) MT,εes

bq−1
Γ(q) MT,ε | uε(s)− vε(s) | ds

≤ e−t
bq−1
Γ(q) MT,εqT,ε(uε − vε)

×
∫ t

0

bq−1

Γ(q)MT,εe
−t b

q−1
Γ(q) MT,εds

≤ qT,ε(uε − vε)(1− e−t
bq−1
Γ(q) MT,ε)
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Alors
qT,ε(φε(uε)− φε(vε)) ≤ qT,ε(uε − vε)(1− e−b

bq−1
Γ(q) MT,ε)

Ainsi (1− e−b
bq−1
Γ(q) MT,ε) < 1.

D’où, φε est contractante dans (C∞(J,R), τε).
c) Pour tout T ∈ J et uε ∈ C∞(J,R), on a

sup
t∈[0,T ]

{‖ uε(t) ‖X e−
bq

Γ(q)MT,ε} ≤ sup
t∈[0,T ]

{| uε(t) | e−t
bq−1
Γ(q) MT,ε}

≤ sup
t∈[0,T ]

| uε(t) |

Ainsi

e−
bq

Γ(q)MT,εpT ≤ qT,ε

≤ pT

d) Soit T ∈ J , on a
(e

bq

Γ(q)MT,ε)ε ∈ Esr

Et
(1/1− (1− e−b

bq−1
Γ(q) MT,ε))ε = (e

bq

Γ(q)MT,ε)ε ∈ Esr

Finalement,

φ : R̃ −→ R̃

u(t) = [uε(t)] 7−→ φ(u)(t) = [(φε(uε)(t))ε]

est contractante dans R̃.
D’après le théorème 3.7, φ admet un point fixe u = [(uε)ε] avec uε un point fixe de φε.
Donc u est une solution de (3.1), et la solution est unique.
En effet:
Soit v = [(vε)ε] un autre point fixe de φ, on a

vε = φε(vε) + iε avec iε ∈ N s(J)

Donc
(pT (iε))ε ∈ |N s

r |

De plus, on a

wε(t)− vε(t) = Iqgε(t, wε(t))− Iqgε(t, vε(t))− iε(t)

= Iq[gε(t, wε(t))− gε(t, vε(t))]− iε(t)

= −iε +
∫ t

0

(t− s)q−1

Γ(q)
(
gε(s, wε(s))− gε(s, vε(s))

)
ds
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Donc

| wε(t)− vε(t) | = | −iε +
∫ t

0

(t− s)q−1

Γ(q)
(
gε(s, wε(s))− gε(s, vε(s))

)
| ds

≤ | iε | +
∫ t

0
MT,ε

bq−1

Γ(q) | wε(s)− vε(s) | ds

Par le lemme de Gronwall, on obtient

| wε(t)− vε(t) | = | iε | eMT,ε
bq−1
Γ(q) t

Ainsi

| wε(t)− vε(t) | ≤ pT (iε) eMT,ε
bq−1
Γ(q) t

pT (wε − vε) ≤ pT (iε) eMT,ε
bq−1
Γ(q) t

Et puisque
eMT,ε

bq

Γ(q) ∈ Esr et (pT (iε))ε ∈ |N s
r |

Donc
(pT (wε − vε))ε ∈ |N r|

D’où,
w = v dans Gs

Ce chapitre a été destiné à l’introduction de la notion de point fixe dans le contexte de la
théorie des fonctions généralisées, à travers la définition de la contraction généralisée. Puis on
a illustré ceci par des problèmes de Cauchy-Lipschitz, avec une donnée initiale un nombre réel
généralisé.



Chapitre 4

Problème d’évolution dans Gs

Dans ce chapitre on présente deux exemples de problèmes d’évolution, dans le cadre des fonc-
tions généralisées de Colombeau: Le premier a été traité par la notion de C0-semi-groupe
généralisée dite C0-semi-groupe de Colombeau, sachant que la notion de semi-groupe joue
un rôle crucial pour l’étude des problème d’évolution. Comme nous le savons, de nombreuses
recherches sont consacrées à la relation de liaison entre semi-groupe et son générateur infinitési-
mal, cette relation est donnée par le théorème 3.1 dans [3]. Et le second est traité par le calcul
fractionnaire, et plus précisément avec la dérivée fractionnaire de Caputo.

4.1 Semi-groupe dans l’algèbre de Colombeau

Suite à la tentative de nombreux chercheurs qui consiste à donner la relation entre semi-groupe
et son générateur infinitésimal. Dans cette section nous discutons la méthode de construire
l’algèbre de Colombeau pour donner un sens aux semi-groupes généralisés.
Soit X un espace localement convexe défini par la famille des semi-normes (pi)i∈I .
On rappelle que:

EsM(X) := {(xε)ε ∈ (X)(0,1)/∃m ∈ N, ∀i ∈ I, pi(xε) = Oε−→0(ε−m) }

N (X) := {(xε)ε ∈ (X)(0,1)/∀m ∈ Ns,∀i ∈ I, pi(xε) = Oε−→0(εm) }

• EsM(X) est une algèbre
• N (X) est un idéal de EsM(X)
L’algèbre de Colombeau sur X est définie par :

X̃ = EsM(X)/N s(X)

Définition 4.1 : [52]

• SEM(R+ : Lc(X)) est l’espace des applications (Sε)ε fortement continues
Sε : R+ −→ Lc(X), ε ∈ (0, 1) avec la propriété: pour tout T > 0 il existe a ∈ R tel que

sup
t∈[0,T )

‖Sε(t)‖ = Oε−→0(εa) (1)

50
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• SN (R+ : Lc(X)) est l’espace des applications (Nε)ε fortement continues
Nε : R+ −→ Lc(X), ε ∈ (0, 1) satisfaisant:
pour tout b ∈ R et T > 0

sup
t∈[0,T )

‖Nε(t)‖ = Oε−→0(εb) (2)

il existe t0 > 0 et a ∈ R tel que

sup
t<t0
‖Nε(t)

t
‖ = Oε−→0(εa) (3)

il existe une suite (Hε)ε dans Lc(X) et ε0 ∈ (0, 1) tel que

lim
t−→0

Nε(t)
t

Hεx, x ∈ X, ε < ε0 (4)

pour tout b > 0,
‖Hε‖ = Oε−→0(εb) (5)

Remarque 4.2 : [52]

On remarque que, à cause de (3), il suffit que (4) soit valable pour tout x ∈ D où D est un
sous espace dense dans X.

Proposition 4.3 : [52]

SEM(R+ : Lc(X)) est une algèbre et SN (R+ : Lc(X)) est un idéal de SEM(R+ : Lc(X)).
L’algèbre des semi-groupes généralisés sur X est définie par

SG(R+ : L(X)) = SEM(R+ : L(X))/SN (R+ : L(X))

Les éléments de SG(R+ : L(X)) sous la forme S = [Sε], avec (Sε)ε est un représentant de S.

Définition 4.4 : [52]

S ∈ SG(R+ : L(X)) est appelé un C0-semi groupe de Colombeau s’il admet un représentant
(Sε)ε tel que, pour tout ε0 > 0, Sε est un C0-semi-groupe, pour tout ε < ε0.
Dans la suite on utilise seulement les représentants (Sε)ε de C0-semi-groupe S qui sont des
C0-semi-groupes, pour ε assez petit.

Proposition 4.5 : [52]

Soit (Sε)ε et (S̃ε)ε un représentant de C0-semi-groupe S de Colombeau, de générateur infinitési-
male Aε, ε < ε0, et Ãε, ε < ε̃0, respectivement, où ε0 et ε̃0 correspondent ( dans le sens de la
définition 4.4 à (Sε)ε et (S̃ε)ε, respectivement.
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Alors, D(Aε) = D(Ãε), pour tout ε < ε̄ = min{ε0, ε̃0}, Aε− Ãε peut être étendu en un élément
de L(X), noté par Aε − Ãε.
Par suite, pour tout a ∈ R,

‖Aε − Ãε‖ = Oε−→0(εa) (6)

Maintenant on définit le générateur infinitésimal du C0-semi groupe S de Colombeau.
Noté par A comme étant la paire ((Aε)ε, (D(Aε))ε) où Aε un opérateur linéaire fermé de X à
domaine dense D(Aε) ⊂ X, pour tout ε ∈ (0, 1). On introduit la relation d’équivalence

((Aε)ε, (D(Aε))ε) ∼ ((Ãε)ε, (D(Ãε))ε).

S’il existe ε0 ∈ (0, 1) tel que D(Aε) = D(Ãε), pour tout ε < ε0, et pour tout a ∈ R ils existent
C > 0 et εa ≤ ε0 tel que, pour x ∈ A(Aε), ‖(Aε − Ãε)x‖ ≤ Cεa‖x‖, x ∈ D(Aε), ε ≤ εa.
Puisque Aε est à domaine dense dans X, Rε := Aε − Ãε peut être étendu à un opérateur dans
Lc(X) satisfaisant ‖(Aε − Ãε)x‖ = O(εa), ε −→ 0, pour tout a ∈ R. un tel opérateur Rε est
appelé un opérateur négligeable.
On note par A l’élément de l’espace quotient A/ ∼. D’après la définition 4.1, les résultats
suivants ont un sens.

Définition 4.6 : [52]

A ∈ A/ ∼ est un générateur infinitésimal du C0-semi-groupe généralisé S s’il existe un représen-
tant (Aε)ε de A tel que Aε est un générateur infinitésimal de Sε, pour ε assez petit.

Proposition 4.7 : [52]

Soit S un C0-semi-groupe généralisée dont le générateur infinitésimal est A. Alors il existe
ε0 ∈ (0, 1) tel que:
(a) l’application t 7−→ Sε(t)x : R+ −→ X est continue pour tout x ∈ X et ε < ε0

(b)
lim
h−→0

∫ t+h

t
Sε(s)xds = Sε(t)x, ε < ε0, x ∈ X

(c) ∫ t

0
Sε(s)xds ∈ D(Aε), ε < ε0, x ∈ X

(d) Pour tout x ∈ D(Aε), t ≥ 0 Sε(t)x ∈ D(Aε) et
d

dt
Sε(t)x = AεSε(t)x = Sε(t)Aεx, ε < ε0 (7)

(e) Soit (Sε)ε et (S̃ε)ε des représentants du C0-semi-groupe généralisé S, dont les générateurs
infinitésimaux sont Aε et Ãε, ε < ε0, respectivement. Alors, pour tout a ∈ R et t ≥ 0

‖ d
dt
Sε(t)− ÃεSε(t)‖ = Oε−→0(εa) (8)

(f) Pour tout x ∈ D(Aε) et tout t, s ≥ 0,



Problème d’évolution dans Gs 53

Sε(t)x− Sε(s)x =
∫ t
s Sε(τ)Aεxdτ =

∫ t
s AεSε(τ)xdτ

Théorème 4.8 : [52]

Soient S et S̃ deux C0-semi-groupes dont les générateurs infinitésimaux sont A et Ã, respec-
tivement.
Si A = Ã alors

S = S̃.

Remarque 4.9 : [11]

On suppose que les assertions de la définition 3.1 sont satisfaites. De plus, on suppose une
hypothèse plus forte que (1), ils existent M > 0, a ∈ R et ε0 ∈ (0, 1) tels que

‖Sε(t)‖ ≤Mεaeαεt, ε < ε0, t ≥ 0, où 0 < αε < α, pour certain α > 0

On obtient donc une sous-algèbre de SG(R+ : L(X)). Pour cette sous algèbre le théorème de
Hille-Yosida est valable dans le sens usuel.

4.2 Problème d’évolution

Le problème d’évolution est définit comme suit
x′(t) = A x(t) + f(t, x(t))

x(t0) = x0 = ζ ζ ∈ R̃, t0 ∈ R+
(4.1)

Avec f = [(fε)ε] ∈ Gs(R+ × R;R) , x = [(xε)ε] ∈ Gs(R+;R), et A est un générateur
infinitésimal de C0- semi-groupe S(t) [11].

Théorème 4.10 :

Si f est lipschitzienne, alors le problème (4.1) admet une solution unique.
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Preuve 4.11 :

Pour x0 ∈ R̃, f ∈ Gs(R+ × R;R), x ∈ Gs(R+;R).
Le problème (4.1) se réduit à trouver un point fixe unique de φ, avec

φ : R̃ −→ R̃

x(t) 7−→ φ(x)(t) = S(t)ζ +
∫ t

t0
S(t− s)f(s, x(s))ds , ∀t ∈ R+

On montre que φ est contractante dans (C∞(R+,R), τε).
a)On montre que φ est bien définie.
On pose

∀t ∈ R+ φε(x)(t) = Sε(t)ζε +
∫ t

0
Sε(t− s)fε(s, xε(s))ds

Et
NT,ε = MT,εMα , where Mα = sup

t∈[0,T ]
|Mεaeαεt|

Il est claire que φε : C∞(R+,R) −→ C∞(R+,R)
(C∞(R+,R, τ) est un espace topologique défini par la famille des semi-normes (pT )T∈R+ avec

pT (xε) = sup
t∈[0,T ]

| xε(t) |

Soient (xε)ε ∈ EsM(R+) et (yε)ε ∈ N s(R+) on a

| φε(xε)(t) |≤| Sε(t)ζε | +
∫ t

0
| Sε(t− s)fε(s, xε(s)) | ds

Alors

sup
t∈[0,T ]

| φε(xε)(t) | ≤ Mα | ζε |

+ T Mα sup
t∈[0,T ]

| fε(t, xε(t)) |

Donc

pT (φε(xε)) ∈ |Esr |

c-à-d

(φε(xε))ε ∈ EsM(R+,R).

Alors la condition i) du lemme 3.4 est vérifiée.
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D’autre part, on a

φε(xε + yε)(t)− φε(xε)(t) =
∫ t

0
Sε(t− s)fε(s, xε(s) + yε(s))ds

−
∫ t

0
Sε(t− s)fε(s, xε(s))ds

= |
∫ t

0
Sε(t− s)fε(s, xε(s) + yε(s))ds

−
∫ t

0
Sε(t− s)fε(s, xε(s))ds |

≤
∫ t

0
| Sε(t− s) | | fε(s, xε(s) + yε(s))− fε(s, xε(s)) | ds

≤ Mα

∫ t

0
| fε(s, xε(s) + yε(s))− fε(s, xε(s)) | ds

≤ Mα

∫ t

0
MT,ε | yε(s) | ds

≤
∫ t

0
NT,ε | yε(s) | ds

Donc
pT (φε(xε + yε)− φε(xε)) ≤ T NT,ε pT (yε)

Part suite
pT (φε(xε + yε)− φε(xε)) ∈ |N s

r |

D’où
(φε(xε + yε)− φε(xε))ε ∈ N s(R+,R)

D’après le lemme 3.4, l’application φ est bien définie.
b) Écrivons (4.1) en termes des représentants

(1ε)


x′ε(t) = Aεζε + fε(t, xε(t))

xε(t0) = ζε ζε ∈ R, t0 ∈ R+

Il est claire que φε : C∞(R+,R) −→ C∞(R+,R)
On note ((C∞(R+,R), τε) est un espace topologique défini par la familles des semi-normes
(qT,ε)T∈R+

où ∀yε ∈ C∞(R+,R)
qT,ε(yε) = sup

t∈[0,T ]
{| yε(t) | e−tNT,ε}

Soient (xε)ε ∈ EsM(R+) et (yε)ε ∈ N s(R+), on a

φε(xε)(t)− φε(yε)(t) =
∫ t

0
Sε(t− s)

[(fε(s, xε(s))− fε(s, xε(s))]ds.

Nous obtenons

| (φε(xε)− φε(yε))(t) |≤Mα

∫ t

0
kε(s) | (xε − yε)(s)) | ds.
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Alors

e−tNT,ε | (φεxε − φεyε)(t) | ≤ e−tNT,ε∫ t

0
NT,ε | (xε − yε)(s) | ds.

Soit
4 = e−tNT,ε

∫ t

0
NT,ε | xε(s)− yε(s) | ds

alors, on a

4 = e−tNT,ε
∫ t

0
NT,εe

sNT,ε(e−sMT,ε | xε(s)− yε(s) |)ds

≤ e−tNT,εqT,ε(xε − yε)
∫ t

0
MT,εe

sNT,εds

≤ qT,ε(xε − yε)(1− e−tNT,ε).

Donc
qT,ε(φε(xε)− φε(yε)) ≤ (1− e−TNT,ε)qT,ε(xε − yε)

D’où, φε est contractante dans (C∞(R+,R), τε)
c) ∀T ∈ R+ et xε ∈ C∞(R+,R), on a

sup
t∈[0,T ]

{| yε(t) | e−tNT,ε} ≤ sup
t∈[0,T ]

{| yε(t) | e−tNT,ε}

≤ sup
t∈[0,T ]

| yε(t) |

Ainsi

e−TNT,εpT ≤ qT,ε

≤ pT

d) Soit T ∈ R+, on a
(eT NT,ε)ε ∈ Esr

Et
(1/e−T NT,ε)ε = (eT NT,ε)ε ∈ Esr

Donc d’après la définition 3.6,

φ : R̃ −→ R̃

x(t) = [(xε(t))ε] 7−→ φ(x)(t) = [(φε(xε)(t))ε]

est contractante .
D’après le théorème 3.7, φ admet un point fixe u = [(uε)ε] avec uε un point fixe de φε.
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Donc u est une solution de (4.1).
Pour l’unicité on suppose que w = [(wε)ε] est un autre point fixe de φ alors, on a

wε = φε(wε) + nε avec nε ∈ N s(R+,R)

Donc
(pT (nε))ε ∈ |N r|

D’autre part, on a

uε(t)− wε(t) =
∫ t

0
fε(s, uε(s))− fε(s, wε(s))ds− nε(t)

| uε(t)− wε(t) | = |
∫ t

0
fε(s, uε(s))− fε(s, wε(s))ds− nε(t) |

Ainsi

| uε(t)− wε(t) | ≤ | nε(t) | +
∫ t

0
| fε(s, uε(s))− fε(s, wε(s)) | ds

≤ | nε(t) | +MT,ε

∫ t

0
| uε(s)− wε(s) | ds

D’après le lemme de Gronwall, on obtient

| uε(t)− wε(t) | ≤ | nε(t) | eT MT,ε

Ainsi
pT (uε − wε) ≤ pT (nε) eT MT,ε

Puisque
eT MT,ε ∈ |ErM | et (pT (nε))ε ∈ |N s

r |

alors
(pT (uε − wε))ε ∈ |N s

r |

c-à-d
(uε − wε))ε ∈ N s(R)

D’où
w = u dans Gs(R).



Chapitre 5

Solution de l’équation de la chaleur dans Gs
par la notion de point fixe

Cette section est consacrée à la résolution de l’équation de la chaleur dans l’algèbre de Colombeau
Gs([0,∞) × R) en utilisant la notion de point fixe. Nous introduisons l’inégalité de Gronwall
pour montrer l’unicité de la solution

∂tu(t, x) = ∆u(t, x) + g(u(t, x)) x ∈ R, t ∈ R+

u(x, 0) = u0(x)
(5.1)

avec g = class ((gε)ε) tel que ‖ 5gε(x) ‖L∞< c2 et ‖ u0ε(x) ‖L∞< c1.

Théorème 5.1 :

if g est lipschitzienne, alors (5.1) admet une solution unique .

Preuve 5.2 :

Le problème (5.1) se réduit à trouver un point fixe unique de l’application suivante

T : G([0,∞)× R) −→ G([0,∞)× R) tel que ∀(t, x) ∈ R+ × R

u(t, x) 7−→ T (u(t, x))

Avec

T (u(t, x)) = E(t, x) ∗ u0(x) +∫ t

0

∫
R
E(t− τ, x− y)g(u(τ, x))dy dτ

Et

E(t, x) =


1

(4 π t)1/2 exp(−x2

4 t) , t ∈ R+, x ∈ R

0 , t = 0
Tout d’abord on montre que T est bien définie.
i) On pose

Tε(uε(t, x)) = E(t, x) ∗ u0ε(x) +∫ t

0

∫
R
E(t− τ, x− y)gε(uε(τ, x))dy dτ

58
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Ainsi Tε : C∞(R+ × R,R)) −→ C∞(R+ × R,R)
On note la topologie τ définie par la famille de semi-normes (pT )T tel que

pT (uε) = sup
t∈[0,T ]

{‖ uε(t, .) ‖L∞}

Soit (uε)ε ∈ EsM(R+ × R,R), on a

|Tε(uε(t, x))| ≤ |E(t, x) ∗ u0ε(x)|+∫ t

0

∫
R
|E(t− τ, x− y)gε(uε(τ, x))|dy dτ

Cela implique que

‖ Tε(uε(t, .)) ‖L∞ ≤ ‖ E(t, .) ‖L1‖ u0ε ‖L∞ +∫ t

0
[‖ E(t− τ, x− .) ‖L1‖ 5gε(θuε) ‖L∞

‖ uε(t, .) ‖L∞ ] dτ

≤ ‖ E(t, .) ‖L1‖ u0ε ‖L∞ +∫ t

0
[‖ E(t− τ, x− .) ‖L1‖ 5gε(θuε) ‖L∞

‖ uε(t, .) ‖L∞ ] dτ

≤ ‖ E(t, .) ‖L1‖ u0ε ‖L∞ +∫ t

0
[‖ E(t− τ, x− .) ‖L1‖ 5gε(θuε) ‖L∞

‖ uε(t, .) ‖L∞ ] dτ

Donc,
pT (Tε(uε)) ≤ c pT (u0ε) + T c c2 c pT (uε)

pT (Tε(uε)) ∈ |Esr |

⇒ (Tε(uε))ε ∈ EsM(R+ × R,R)

ii) Soient (vε)ε ∈ Ns(R+,R,R) et (vε)ε ∈ Ns(R+,R,R), On a

Tε(uε + vε)− Tε(uε) =
∫ t

0

∫
R
E(t− τ, x− y)[

(gε(uε + vε)− gε(uε))(τ, y)]dy dτ

Donc

|Tε(uε + vε))− Tε(uε))| ≤
∫ t

0

∫
R
|E(t− τ, x− y)[

(gε(uε + vε)− gε(uε))(τ, y)]|dy dτ

Soit
D :=‖ (Tε(uε + vε)− Tε(uε))(t, .) ‖L∞
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On obtient

D ≤
∫ t

0
[‖ E(t− τ, .) ‖L1 cε(τ) ‖ vε(τ, .) ‖L∞ ]dτ

≤
∫ t

0
[‖ E(t− τ, .) ‖L1 cε(τ) ‖ vε(τ, .) ‖L∞ ]dτ

≤ cT

∫ t

0
[‖ E(t− τ, .) ‖L1‖ vε(τ, .) ‖L∞ ]dτ

Alors
pT (Tε(uε + vε)− Tεuε)) ≤ c cT T pT (vε)

D’où,
Tε(uε + vε)− T (uε) ∈ N s(R+ × R,R)

Alors T est bien définie.
Pour montrer que T est contractante, on va montrer les quatre propriétés de la définition 3.6
a)D’après i), ∀(uε)ε ∈ EsM(R+ × R,R), on a

(Tε(uε))ε ∈ EsM(R+ × R,R)

b) (5.1) en terme de représentants est :

(Pε)


∂tuε(t, x) = ∆uε(t, x) + gε(uε(t, x)), x ∈ R, t ∈ R+

uε(x, 0) = u0ε(x) = vε(x)

Il est claire que Tε : C∞(R+ × R,R)) −→ C∞(R+ × R,R).
On note la topologie τε définie par la famille de semi-normes (qT,ε)T∈R+ tel que ∀uε ∈ C∞(R+×
R,R), on a

qT,ε(uε) = sup
t∈[0,T ]

{ e−MT t ‖ uε(t) ‖L∞}

avec MT,ε = cT ‖ E(t, .) ‖L1 .
Soient (uε)ε, (vε)ε ∈ E(R+ × R,R), on a

Tε(uε(t, x))− Tε(vε(t, x)) =
∫ t

0

∫
R
E(t− τ, x− y)

[gε(uε(τ, y))− gε(vε(τ, y))]dy dτ

|Tε(uε(t, x))− Tε(vε(t, x))| ≤
∫ t

0

∫
R
|E(t− τ, x− y)

[gε(uε(τ, y))− gε(vε(τ, y))]|dy dτ

Soit
Q :=‖ (Tε(uε)− Tε(vε))(t, .) ‖L∞

On obtient

Q ≤
∫ t

0
‖ E(t− τ, .) ‖L1 cε(τ) ‖ (uε − vε)(τ, .) ‖L∞ dτ
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≤
∫ t
0 ‖ E(t− τ, .) ‖L1 cε(τ) ‖ (uε − vε)(τ, .) ‖L∞ dτ

≤ cT
∫ t

0 ‖ E(t− τ, .) ‖L1‖ (uε − vε)(τ, .) ‖L∞ dτ

⇒ Q ≤ MT,ε

∫ t

0
‖ vε(τ, .) ‖L∞ dτ

Donc

e−MT,ε t Q ≤ e−MT,ε t
∫ t

0
MT,εe

MT,ε τe−MT,ε τ ‖ vε(τ, .) ‖L∞ dτ

≤ e−MT,ε tqT,ε(uε − vε)
∫ t

0
MT,εe

MT,ε τdτ

≤ qT,ε(uε − vε)(1− e−MT,ε t)

D’où,
qT,ε(Tε(uε)− Tε(vε)) ≤ qT,ε(uε − vε)(1− e−MT,εT )

Puisque (1− e−MT,εT ) < 1
Alors Tε est contractante dans (C∞(R+ × R,R), τε)
c) ∀T ∈ R+ et uε ∈ C∞(R+,R ,on a

e−MT,εT sup
t∈[0,T ]

{‖ uε(t) ‖L∞} ≤ sup
t∈[0,T ]

{‖ uε(t) ‖L∞ e−MT,εt}

≤ sup
t∈[0,T ]

‖ uε(t) ‖L∞

Donc

e−MT,εtpT ≤ qT,ε

≤ pT

d) Soit ∀T ∈ R+,on a
(eMT,εT )ε ∈ |Esr |

Et
( 1
1− e−MT,εT

)ε | ∈ Esr |

D’après la définition 3.6,

T : G([0,∞)× R) −→ G([0,∞)× R)

u(t, x)) = [uε(t, x)] 7−→ T (u(t, x) = [Tε(uε)(t, x))]

est contractante.
Par le Théorème 3.7, alors T admet un point fixe u = [(uε)ε] avec uε un point fixe de Tε.
De plus, u est une solution unique (5.1).
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Pour montrer l’unicité, supposons qu’il existe deux solutions au problème (5.1).
Si v = [(vε)ε] un autre point fixe de T , on a

vε = Tε(vε) + nε

avec (nε)ε ∈ N s(R+ × R,R).
On a

uε(t, x)− vε(t, x) =
∫ t

0

∫
R
E(t− τ, x− y)[

gε(uε(τ, y))− gε(vε(τ, y))]dy dτ + nε(t, x)

Ainsi

‖ uε(t, .)− vε(t, .) ‖L∞ ≤
∫ t

0
‖ E(t− τ, .) ‖L1 cε(τ)

‖ (uε − vε)(τ, .) ‖L∞ dτ+ ‖ nε(t, .) ‖L∞

≤ MT

∫ t

0
‖ uε(τ, .)− vε(τ, .) ‖L∞ dτ +

‖ nε(t, .) ‖L∞

D’après le lemme de Gronwall, on obtient

‖ uε(t, .)− vε(t, .) ‖L∞≤ MT ‖ nε(t, .) ‖L∞

Puisque (nε)ε ∈ N s(R+ × R,R), alors

(uε − vε)ε ∈ N s(R+ × R,R)

Donc ,
u = v

Ainsi, la solution est unique dans G(R+ × R,R) .



Chapitre 6

Solution de l’équation de Sine-Gordon dans
Gs par la méthode de point fixe

Cette section est consacrée à la résolution de l’équation Sine-Gordon dans l’algèbre de Colombeau
Gs([0,∞)× R) 

(
∂2
t − ∂2

x

)
u(t, x) = 2 sin(u(t, x)), x ∈ R, t ∈ R+

u(0, x) = a(x), x ∈ R,
∂tu(0, x) = b(x), x ∈ R.

(6.1)

Théorème 6.1 :

Le problème (6.1) admet une solution unique.

Preuve 6.2 :

Le problème se réduit à trouver un point fixe de l’application suivante

T :

G
s
(
R+ × R

)
−→ Gs

(
R+ × R

)
u 7→ T (u),

tel que, ∀(t, x) ∈ R+ × R, on a

T (u(t, x)) = 1
2
(
a(x− t) + a(x+ t)

)
+ 1

2

∫ x+t

x−t
b(x)dx+

∫ t

0

∫ x+t−s

x+s−t
sin

(
u(s, z)

)
dzds

Soit K0 = [−k, k] un intervalle compact.
Pour 0 ≤ t ≤ s ≤ k, les intervalles It et Ks sont definis par

It =
{
x ∈ R, / |x| ≤ k − t

}
Ks =

{
(t, x) ∈ R+ × R / 0 ≤ t ≤ s, , x ∈ It

}
Maintenant nous vérifierons les hypothèses a, b, c et d de la définition 3.6.
a)
• On pose

Tε(uε(t, x)) = 1
2
(
aε(x− t) + aε(x+ t)

)
+ 1

2

∫ x+t

x−t
bε(x)dx+

∫ t

0

∫ x+t−s

x+s−t
sin

(
uε(s, z)

)
dzds

63
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On a Tε est définie sur C∞
(
R+ × R,R

)
à valeur dans C∞

(
R+ × R,R

)
.(

C∞
(
R+×R,R

)
, τ

)
est un espace topologique défini par la famille des semi-normes (pT )T∈[0,k],

tel que
pT (uε) = sup

t∈[0,T ]

{
‖ uε(t, .) ‖L∞(Kt)

}
Soit (uε)ε ∈ EsM

(
R+ × R,R

)
, alors

‖ Tε
(
uε(t, .)

)
‖L∞(Kt) ≤ ‖ aε ‖L∞(I0)

+ ‖ bε ‖L∞(I0)

+ 2t
∫ t

0
‖ sin

(
uε(s, .)

)
‖L∞(Ks) ds.

Puisque | sin(t)| ≤ |t|, ∀t ∈ R, alors

‖ Tε
(
uε(t, .)

)
‖L∞(Kt) ≤ ‖ aε ‖L∞(I0)

+ ‖ bε ‖L∞(I0)

+ 2t
∫ t

0
‖ uε(s, .) ‖L∞(Ks) ds,

Cela implique que

sup
t∈[0,T ]

{
‖ Tε

(
uε(t, .)

)
‖L∞(Kt)

}
≤ ‖ aε ‖L∞(I0)

+ ‖ bε ‖L∞(I0)

+ 2T 2 sup
t∈[0,T ]

{
‖ uε(s, .) ‖L∞(Kt)

}
Donc,

pT
(
Tε(uε)

)
≤ pT (aε) + pT (bε) + 2T 2pT (uε),

D’où

pT
(
Tε(uε)

)
∈ |Esr |

⇒
(
Tε(uε)

)
ε
∈ EsM

(
R+ × R,R

)
.

• Soient (vε)ε ∈ N s
(
R+ × R,R

)
et (vε)ε ∈ N s

(
R+ × R,R

)
, alors on a

Tε
(
uε(t, x) + vε(t, x)

)
− Tε(uε)(t, x) =

∫ t

0

∫ x+t−s

x+s−t

(
sin (uε(s, z) + vε(s, z))

− sin (uε(s, x))
)
dzds

Implique que

‖ Tε
(
uε(t, .) + vε(t, x)

)
− Tε(uε)(t, .) ‖L∞(Kt) = 2T

∫ t

0
‖ sin

(
uε(s, .)

+ vε(s, .)
)

− sin
(
uε(s, .)

)
‖L∞(Kt) ds,
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Ainsi,

‖ Tε
(
uε(t, .) + vε(t, x)

)
− Tε(uε)(t, .) ‖L∞(Kt) = 2T

∫ t

0
‖ uε(s, .)

+ vε(s, .)

− uε(s, .) ‖L∞(Kt) ds

On trouve,

sup
0≤t≤T

{‖ Tε(uε(t, .) + vε(t, x))− Tε(uε)(t, .) ‖L∞(Kt)} = 2T
∫ t

0
sup

0≤t≤T
{‖ uε(s, .)

+ vε(s, .)− uε(s, .) ‖L∞(Kt)}ds

Par suite

sup
0≤t≤T

{‖ Tε
(
uε(t, .) + vε(t, x)

)
− Tε(uε)(t, .) ‖L∞(Kt)} ≤ 2T 2 sup

0≤t≤T
{‖ vε(s, .) ‖L∞(Kt)}ds

Donc,

pT (Tε(uε + vε)− Tε(uε)) ≤ 2 T 2 pTvε

⇒ pT (Tε(uε + vε)− Tε(uε)) ∈ |N s
r |

⇒ Tε(uε + vε)− Tε(uε) ∈ N s
(
R+ × R,R

)
.

Par le lemme 3.4, alors T est bien définie.
b) Le problème (6.1) en termes des représentants

(
∂2
t − ∂2

x

)
uε = 2 sin(uε), x ∈ R, t ∈ R+

uε(x, 0) = aε(x), x ∈ R,
∂tuε(0, x) = bε(x), x ∈ R.

Il est claire que Tε est définie sur C∞(R+ × R,R)) à valeur dans C∞(R+ × R,R).(
C∞(R+×R,R), τε

)
est un espace topologique défini par la famille des semi-normes (qT,ε)T∈R+ ,

tel que :
∀uε ∈ C∞(R+ × R,R)

qT,ε(yε) = sup
t∈[0,T ]

{e−2tT ‖ uε(t) ‖L∞(Kt)}

Soient (uε)ε, (vε)ε ∈ E(R+ × R,R), on a

Tε
(
uε(t, x)

)
− Tε

(
vε(t, x)

)
=
∫ t

0

∫ x+t−s

x+s−t

(
sin (uε(s, z))− sin (vε(s, x))

)
dzds,

Cela implique

‖ Tε
(
uε(t, .)

)
− Tε

(
vε(t, .)

)
‖L∞(Kt) ≤ 2t

∫ t

0
‖ uε(s, .)

− vε(s, .) ‖L∞(Ks) ds,
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Donc

‖ Tε
(
uε(t, .)

)
− Tε

(
vε(t, .)

)
‖L∞(Kt) ≤ 2T

∫ t

0
‖ uε(s, .)

− vε(s, .) ‖L∞(Ks) ds.

En multipliant par e−2tT , on obtient

e−2tT ‖ Tε(uε(t, .))− Tε(vε(t, .)) ‖L∞(Kt) ≤ 2Te−2tT
∫ t

0
‖ uε(s, .)

− vε(s, .) ‖L∞(Ks) ds,

Donc

2Te−2tT
∫ t

0
‖ uε(s, .)− vε(s, .) ‖L∞(Ks) ds = 2Te−2tT

∫ t

0
e−2sT ‖ uε(s, .)

− vε(s, .) ‖L∞(Ks) e
2sTds,

Par conséquent

2te−2tT
∫ t

0
‖ uε(s, .)− vε(s, .) ‖L∞(Ks) ds ≤ sup

t∈(0,T ]
{e−2tT ‖ uε(s, .)

− vε(s, .) ‖L∞(Ks)}e−2tT
∫ t

0
2Te2sTds,

Ainsi

2te−2tT
∫ t

0
‖ uε(s, .)− vε(s, .) ‖L∞(Ks) ds ≤ sup

t∈(0,T ]
{e−2tT ‖ uε(s, .)− vε(s, .) ‖L∞(Ks)}

× e−2tT
(
e2tT − 1

)
,

Implique

2te−2tT
∫ t

0
‖ uε(s, .)− vε(s, .) ‖L∞(Ks) ds ≤ sup

t∈(0,T ]
{e−2tT ‖ uε(s, .)

− vε(s, .) ‖L∞(Ks)}
(
1− e−2tT

)
,

D’où,

sup
t∈(0,T ]

{e−2tT ‖ Tε
(
uε(t, .)

)
− Tε

(
vε(t, .)

)
‖L∞(Kt)} ≤ sup

t∈(0,T ]
{e−2tT ‖ uε(s, .)

− vε(s, .) ‖L∞(Ks)}
(
1− e−2tT

)
,

Alors
qT,ε(Tε(uε)− Tε(vε)) ≤ qT,ε(uε − vε)(1− e−2tT ),

Puisque 1− e−2tT < 1, par conséquence Tε est contractante dans
(
C∞

(
R+ × R,R

)
, τε

)
c) Soient T ∈ R+ et uε ∈ C∞(R+,R, on a

e−2T 2 sup
t∈[0,T ]

{‖ uε(t) ‖L∞(Kt)} ≤ sup
t∈[0,T ]

{‖ uε(t) ‖L∞(Kt) e
−2tT}

≤ sup
t∈[0,T ]

‖ uε(t) ‖L∞(Kt),
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donc

e−2T 2
pT ≤ qT,ε

≤ pT .

d) Pour tout T ∈ R+, on a
e2T 2 ∈ Esr .

Et
1/(1− e−2T 2) ∈ Esr .

Finalement, d’après la définition 3.6 l’application

T :


Gs
(
R+ × R

)
−→ Gs

(
R+ × R

)
u(t, x)) =

[
uε(t, x)

]
7−→ T (u(t, x) =

[
Tε
(
uε(t, x)

)]
,

est contractante.
Par le Théorème 3.7, T admet un point fixe z = [(zε)ε] avec zε un point de Tε.
De plus, z est une solution de 6.1.
Pour montrer l’unicité, supposons qu’il existe deux solutions au problème (6.1).
Si v = [vε] est un autre point fixe de T , alors

vε = Tε(vε) + nε

avec (nε)ε ∈ N s
(
R+ × R,R

)
.

On a
uε(t, x)− vε(t, x) =

∫ t

0

∫ x+t−s

x+s−t
(sin(uε(s, z))− sin(vε(s, x)))dzds+ nε(t, x),

Ainsi

‖ uε(t, .)− vε(t, .) ‖L∞(Kt) ≤ 2t
∫ t

0
‖ uε(s, .)

− vε(s, .) ‖L∞(Kt) ds

+ ‖ nε(t, .) ‖L∞(Kt),

Cela implique

‖ uε(t, .)− vε(t, .) ‖L∞(Kt) ≤ 2T
∫ t

0
‖ uε(s, .)

− vε(s, .) ‖L∞(Kt) ds

+ ‖ nε(t, .) ‖L∞(Kt) .

Par le lemme de Gronwall

‖ uε(t, .)− vε(t, .) ‖L∞(Kt)≤ e2T ‖ nε(t, .) ‖L∞(Kt),
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Ainsi
sup
t∈[0,T ]

{‖ uε(t, .)− vε(t, .) ‖L∞(Kt)} ≤ e2T sup
t∈[0,T ]

{‖ nε(t, .) ‖L∞(Kt)},

c-à-d
pT (uε − vε) ≤ e2TpT (nε)

Puisque (nε)ε ∈ N s
(
R+ × R,R

)
, alors

(uε − vε)ε ∈ N s
(
R+ × R,R

)
Donc,

u = v

D’où, la solution est unique dans Gs
(
R+ × R

)
.

6.1 Association

Soit v la solution du problème(∂2
x − ∂2

t )v(t, x) = 0, x ∈ R t ∈ R+

v(0, x) = a(x) ∂tv(0, x) = b(x), x ∈ R

et w la solution du problème(∂2
x − ∂2

t )w(t, x) = 2 sin(u(t, x) +m(x, t)), x ∈ R t ∈ R+

w(0, x) = a(x) ∂tw(0, x) = b(x), x ∈ R

avec
m(x, t) ∈ N s(R× R+)

H la fonction Heaviside.

Proposition 6.3 :

La solution généralisée u du problème (6.1) est associée avec v + w.

Preuve 6.4 :

Soit vε la solution du problème(∂2
x − ∂2

t )vε(t, x) = 0, x ∈ R t ∈ R+

vε(0, x) = aε(x) ∂tvε(0, x) = bε(x), x ∈ R

Donc (∂2
x − ∂2

t )(uε − vε − wε) = 2 sin(uε)− 2 sin(wε +mε)
(uε − vε − wε)(0, x) = 0 ∂t(uε − vε − wε) = 0
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On passe à la norme L∞

||uε − vε − wε||L∞(Kt) ≤ 2T
∫ T

0
|| sin(uε)− sin(wε +mε)||L∞(Kt)ds

≤ 2T
∫ T

0
|| sin(uε)− sin(vε + wε)||L∞(Kt)ds

+ 2T 2|| sin(vε + wε)− sin(wε +mε)||L∞(Kt)

≤ 2T
∫ T

0
||uε − vε − wε||L∞(Kt)ds

+ 2T 2|| sin(vε + wε)− sin(wε +mε)||L∞(KT )

D’après l’inégalité de Gronwall

||uε − vε − wε||L∞(KT ) ≤ 2T 2|| sin(vε + wε)− sin(wε +mε)||L∞(KT ) exp(2T 2)

Comme sin(vε + wε) − sin(wε + mε) est bornée et converge presque partout vers 0, alors uε
converge presque partout vers v + w.
Donc

u ≈ v + w



Chapitre 7

Continuité et généralisation de point fixe
généralisée dans Gs

Le but de ce chapitre est la notion de point fixe dans le cadre des fonctions généralisées de
Colombeau, dans ce contexte une attention particulière est donnée à la notion de continuité des
applications C̃-linéaires , et comment utiliser la définition de la contraction des applications
définie sur l’algèbre des fonctions généralisées pour prouver certain résultats concernant la
théorie de point fixe dans le sens de l’algèbre de Colombeau .On a aussi illustré tout ceci dans
un problème de Cauchy, avec un nombre réel généralisé comme donnée initiale.

7.1 Définition et propriétés de base de C̃-module G

Soit C̃ l’anneau des nombres complexes généralisées obtenu par la quotient de

EC =
{

(uε)ε ∈ C(0,1] : ∃N ∈ N, | uε |= Oε→0(ε−N)
}

par l’idéal
NC :=

{
(uε)ε ∈ C(0,1] : ∀q ∈ N, | uε |= Oε→0(εq)

}
(cf. [47]).C̃ est trivialement un module sur lui même et on peut le munir d’une structure
topologique.
Afin d’expliquer ces propriétés, inspirés de l’analyse [28] et les travaux précédents dans ce
sens [13],on définit la fonction suivante

v : EC −→ (−∞,+∞]

(uε)ε −→ sup
{
l ∈ R | uε |= O(εl) quand ε→ 0

}
(7.1)

sur EC. Elle satisfait les conditions suivantes:

(i) v((uε)ε) = +∞ si seulement si (uε)ε ∈ NC,

(ii) v((uε)ε(vε)ε) > v((uε)ε) + v((vε)ε)

(iii) v((uε)ε + (vε)ε) > min {v((uε)ε), v((vε)ε)}

70
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avec (ii) et (iii) devenant des égalités si les deux termes sont de la forme (cεb)ε, c ∈ C, b ∈ R,
respectivement. Notons que si (uε − u

′
ε)ε ∈ N , (i) combiné avec (iii) impliquent v((uε)ε) =

v((u′ε)ε). Ceci signifie qu’on peut utiliser la fonction v pour définir la valuation

vC̃(u) := v((uε)ε) (7.2)

d’un nombre complexe généralisé u = [(uε)ε], et toutes les propriétés précédentes sont satisfaites
pour les éléments de C̃ .
Soit maintenant

| . |e := C̃ −→ [0,+∞)

u −→| u |e := exp{−vC̃(u)} (7.3)

Définition 7.1 :

Soit E un espace topologique localement convexe défini par la famille de semi-normes {pi}i∈I .
les éléments de

ME :=
{

(uε)ε ∈ E(0,1] : ∃N ∈ N ∀i ∈ I pi(uε) = Oε→0(ε−N)
}

(7.4)

et
NE :=

{
(uε)ε ∈ E(0,1] : ∀q ∈ N ∀i ∈ I pi(uε) = Oε→0(εq)

}
(7.5)

sont appelés modérés,et négligeable respectivement. On introduit l’espace des fonctions général-
isées basé sur E comme étant l’espace quotient

GE := EE�NE

Il est claire que la définition de GE est indépendante du choix de la famille de semi normes qui
détermine l’espace topologique localement convexe E. On adopte la notation u = [(uε)ε] pour
la classe u de (uε)ε dans GE.
Par les propriétés de semi normes sur E on donne la définition du produit entre un nombre
complexe généralisé et un élément de GE par l’application

C̃× GE → GE

Il est naturel d’introduire la pi-valuation de (uε)ε ∈ME comme suit

vpi((uε)ε) := sup
{
b ∈ R/∀i ∈ I pi(uε) = O(εb) as ε→ 0

}
. (7.6)

Notons que vpi((uε)ε) = v((pi(uε))ε) où la fonction v dans (7.1) donne la valuation dans C̃.
Clairement vpi est définie sur ME à valeur dans (−∞,+∞) et les propriétés suivantes sont
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satisfaites:

(i) vpi((uε)ε) = +∞ pour tout i ∈ I si et seulement si ((uε)ε) ∈ NE,

(ii) vpi((λεuε)ε) > vpi((λε)ε) + vpi((uε)ε) pour tout (λε)ε ∈ EM et (uε)ε ∈ME,

(ii) vpi((λεuε)ε) = vpi((λε)ε) + vpi((uε)ε) pour tout (λε)ε =( cε
b), c ∈ C, b ∈ R,

(iv) vpi((uε)ε + (vε)ε) > min {vpi((uε)ε), vpi((vε)ε)} .

Si (uε − u
′
ε)ε ∈ NE, alors i) et iv) impliquent vpi((uε)ε) = vpi((u

′
ε)ε) . Ceci signifie qu’on

peut utiliser (7.6) pour définir la pi−valuation vpi(u) = vpi((uε)ε) d’une fonction généralisée
u = [(uε)ε] ∈ GE.
et par suite

Pi(u) := exp{−vpi(u)}

est une ultra pseudo-semi norme sur C̃−module GE.
Ainsi GE est un espace topologique localement convexe défini par la famille de ultra-pseudo-
normes (Pi)i∈I .

7.2 Continuité et Contraction dans C̃-modules

Définition 7.2 :

Soit T : GE → GF l’application C̃-linéaire avec (E, (Pi)i∈I) et (F, (Qj)j∈J) deux espaces
topologiques localement convexes. On dit qu’une application T est continue si et seulement si

∀j ∈ J,∃i0 ∈ I,∃c > 0 tel que Qj(Tu) 6 cPi0(u)

Lemme 7.3 :

Soit (Tε)ε∈(0,1] une famille des applications C-linéaire Tε : E → F , où E et F deux espaces
topologiques localement convexes. Si
• (uε)ε ∈ME ⇒ (Tεuε)ε ∈MF

• (uε)ε ∈ NE ⇒ (Tεuε)ε ∈ NF
Alors

T : GE −→ GF

u = [(uε)ε] 7−→ Tu = [(Tεuε)]

est bien définie

Théorème 7.4
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Avec les mêmes notations précédentes, si Tε : E → F est C-linéaire continue, alors

T : GE → GF

est une application C̃−linéaire bien définie, et continue.

Preuve 7.5 :

Soit (uε)ε ∈ME

donc uε ∈ E pour tout ε ∈ (0, 1]. Ainsi

Tεuε ∈ F

De plus ∀i ∈ I, ∃N ∈ N tel que pi(uε) = O(ε−N)
d’après la continuité de Tε, on a

qj(Tεuε) 6 cpi(uε)

6 c× c′ε−N = c2ε
−N

donc
qj(Tεuε) = O(ε−N)

Par suite
(Tεuε)ε ∈MF

ce qui implique
Tu ∈ GF .

Soit (vε)ε ∈ NE, i.e
(∀i ∈ I), (∀q ∈ N), pi(vε) = O(εq).

et Tεvε ∈ F, pour tout ε ∈ (0, 1].
puisque Tε est linéaire et continue, donc pour tout j ∈ J il existe i0 ∈ I, et c > 0 tel que

qj(Tεvε) 6 cpi0(vε)

6 c
′
εq où c

′
> 0.

Ainsi
qj(Tεvε) = O(εq)

et par suite
(Tεuε)ε ∈ NF
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donc, T est bien définie.
La continuité:
On a pour tout j ∈ J

vqj((Tεuε)ε) = v(qj((Tε(uε))ε)

= Sup
{
b ∈ R : qj((Tε(uε))ε) = O(εb

}
:= h

Puisque Tε est une application linéaire continue, alors

∀j ∈ J,∃i0 ∈ I,∃c > 0 tel que qj(Tεuε) 6 cpi0(uε)

Soit
d := vpi(uε) = Sup

{
b ∈ R : pi(uε) = O(εb

}
alors

qj((Tε(uε)ε) 6 c× c′′εd = c0ε
d where c0, c

′′
> 0.

donc
d 6 h

c-à-d

vpi0 (uε) 6 vqj(Tεuε)

e−vqj (Tεuε) 6 e
−vpi0 (uε)

et par suite
Qj(Tu) 6 Pi0(u)

Conclusion: T est C̃−linéaire continue.

Théorème 7.6 :

Si l’application C−linéaire

Tε : E → F

uε → Tεuε

est contractante avec la constante de contraction kε = Mεk0 avec k0, M > 0, alors

T : GE → GF

u = [(uε)ε] → Tu = [(tεuε)ε]

est contractante
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Preuve 7.7 :

Soit ε ∈ (0, 1] l’application linéaire Tε : (E, (pi)i∈I)→ (F, (qj)j∈J) est contractante.
Donc pour tout j ∈ J il existe i0 ∈ I, et kε ∈ (0, 1) tel que pour tout uε, vε ∈ E, on a

qj(Tεuε − Tεvε) 6 kεpi0(uε − vε) (7).

On pose

h = vqj(Tεuε − Tεvε) = sup
{
b ∈ R : qj(Tεuε − Tεvε) = O(εb)

}
d = vpi0 (uε − vε) = sup

{
b ∈ R : pi0(uε − vε) = O(εb)

}
grâce à (7)

qj(Tεuε − Tεvε) 6 kεpi0(uε − vε)

6 εk0M cεd

= c1ε
d+k0 où c1 > 0.

Ainsi

d+ k0 6 h

i.e vqj(Tεuε − Tεvε) > vpi0 (uε − vε) + k0

e−vqj (Tεuε−Tεvε) 6 e−k0 e
−vpi0 (uε−vε)

Qj(Tu− Tv) 6 e−k0 Pi0(u− v)

Conclusion T est contractante.

Proposition 7.8 :

L’espace (GE, (Pi)i∈I) est topologique localement convexe et est séparé.

Preuve 7.9 :

Par la définition de NE, si u 6= 0 dans GE, alors

vpi((uε)ε) 6=∞ pour certain i ∈ I

d’où
Pi(u) > 0

et par conséquent (GE, (Pi)i∈I) est séparé .

Proposition 7.10 [16]:

L’espace (GE, (Pi)i∈I) est complet.
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7.3 Quelques théorèmes de point fixe dans l’algèbre de
Colombeau

Théorème 7.11 :

Soit A : (GE, (Pi)i∈I)→ (GE, (Pi)i∈I) une application dans une algèbre de Colombeau à valeurs
dans lui même telle que

1) il existe u0 ∈ GE, pi(Aεu0,ε − u0,ε) = O(εc), c ∈ R

2) ∀ (i ∈ I), pi(Aεu0,ε − Aεv0,ε) < Mεk0pi(uε)− vε), M, k0 > 0.

Alors A admet un point fixe unique .

Preuve 7.12 :

On introduit la suite (xn)n∈N définie par

xn+1 = Axn

x0 = u0
⇐⇒

xn+1,ε = Aεxn,ε + nε

x0,ε = u0,ε + n,ε

avec (nε)ε ∈ NE.
On a

exp{−vpi(xn+1,ε − xn,ε)} = exp{−vpi(xn+1,ε − xn,ε)}

= exp{−vpi(Aεxn,ε − Aεxn−1,ε)}

≤ exp{−k0} exp{−vpi(xn,ε − xn−1,ε)}

≤ exp{−k0} exp{−k0} ×

exp{−vpi(xn−1,ε − xn−2,ε)}
...

≤ (exp{−k0})n exp{−vpi(Aεx0,ε − x0,ε)}
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Maintenant on prouve que (xn) est de Cauchy . Soit m,n ∈ N (m > n)

exp{−vpi(xm,ε − xn,ε)} = exp{−vpi(xm,ε − xn,ε)}

≤ exp{sup (−vpi(xm,ε − xm−1,ε),−vpi(xm−1,ε − xn,ε))}

≤ sup (exp{−vpi(xm,ε − xm−1,ε)}, exp{−vpi(xm−1,ε − xn,ε)})

≤ exp{−vpi(xm,ε − xm−1,ε)}

+ exp{−vpi(xm−1,ε − xn,ε)}
...

≤ (exp{−k0})m−1 exp{−vpi(Aεx0,ε − x0,ε)}+ ...

...+ (exp{−k0})n exp{−vpi(Aεx0,ε − x0,ε)}

≤ (exp{−k0})n(1 + exp{−k0}+ ...

...+ exp{−k0(m− n− 1)}) exp{vpi(Aεx0,ε − x0,ε})

= (exp{−k0})n
(

1− exp{−k0(m− n)}
1− exp{k0}

)
×

exp{−vpi(Aεx0,ε − x0,ε)}

Donc

exp{−vpi(xm,ε − xn,ε)} ≤
(exp{−k0})n
1− exp{k0}

exp{−vpi(Aεx0,ε − x0,ε)}

où le membre de droite de l’inégalité précédente tend vers zéro quand n→ +∞.
D’où, (xn)n∈N est de Cauchy dans (G,(Pi)i∈I) qui est complet, donc (xn)n∈N est convergente .
Et par suite il existe u dans GE tel que u = limn→+∞xn.
D’autre part, on a si u, v ∈ GE, on peut prouver que A est une application continue.
En effet pour tout u, v ∈ GE

Pi(Au− Av) = exp{−vpi(Aεuε − Aεvε)}

≤ exp{−k0} exp{−vpi(uε − vε)}

≤ exp{−k0} Pi(u−v)

alors A est continue. Et on a
xn+1 = Axn

ce qui implique que
u = Au
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donc A admet un point fixe unique. supposons que A admet un autre point fixe v ∈ GE, Av = v

on peut écrire

exp{−vpi(uε − vε)} = Pi(u− v)

= Pi(Au− Av)

= exp{−vpi(Auε − Avε)}

≤ exp{−k0} exp{−vpi(uε − vε)}

ceci entraîne que
exp{−vpi(uε − vε)} = 0

ce qui signifie
vpi(uε − vε) = +∞

et par suite
(uε − vε)ε ∈ NE

Conclusion

u = v dans GE

Théorème 7.13 :

Soit A : (GE, (Pi)i∈I) → (GE, (Pi)i∈I) une application de GE vers GE muni de la famille ultra
pseudo-semi-normes (Pi)i∈I , qui satisfait les conditions suivantes:

1) ∃u0 ∈ GE, pi(Aεu0,ε − u0,ε) = O(εc) avec c > 0

2) ∀ (i ∈ I), pi(Aεuε − Aεvε) < Mελ [pi(Aεuε − uε) + pi(Aεvε − vε)] avec λ > ln(2)

Alors A a un point fixe unique dans GE.

Preuve 7.14 :

On considère la suite

yn+1 = Ayn

y0 = u0 ∈ GE
⇐⇒

yn+1,ε = Aεyn,ε + nε

y0,ε = u0,ε + n,ε

avec (nε)ε ∈ NE.
On a

exp{−vpi(yn+1,ε − yn,ε)} = exp{−vpi(yn+1,ε − yn,ε)}

= exp{−vpi(Aεyn,ε − Aεyn−1,ε)}
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Et par la définition de la fonction valuation vpi on peut écrire

pi(Aεyn,ε − Aεyn−1,ε) ≤Mελ .ε`

avec ` = min (vpi(Aεyn,ε − yn,ε), vpi(Aεyn−1,ε − yn−1,ε)).
Donc,

vpi(Aεyn+1,ε − Aεyn−1,ε) ≥ λ+ min (vpi(Aεyn,ε − yn,ε), vpi(Aεyn−1,ε − yn−1,ε))

Ainsi

−vpi(Aεyn+1,ε − Aεyn−1,ε) ≤ −λ−min (vpi(Aεyn,ε − yn,ε), vpi(Aεyn−1,ε − yn−1,ε))

Et par suite

exp{−vpi(Aεyn,ε − Aεyn−1,ε)} ≤ exp{−λ} ×

exp{−min(vpi(Aεyn,ε − yn,ε), vpi(Aεyn−1,ε − yn−1,ε))}

≤ exp{−λ} ×

max (exp{−vpi(Aεyn,ε − yn,ε)}, exp{−vpi(Aεyn−1,ε − yn−1,ε)})

≤ exp{−λ} ×

(exp{−vpi(Aεyn,ε − yn,ε)}+ exp{−vpi(Aεyn−1,ε − yn−1,ε)})

≤ exp{−λ} exp{−vpi(Aεyn,ε − yn,ε)}

+ exp{−λ} exp{−vpi(Aεyn−1,ε − yn−1,ε)}

D’où

exp{−vpi(Aεyn,ε − Aεyn−1,ε)} ≤
exp{−λ}

1− exp{−λ} exp{−vpi(Aεyn−1,ε − yn−1,ε)}

et par induction on conclut que

exp{−vpi(Aεyn,ε − Aεyn−1,ε)} ≤
(

exp{−λ}
1− exp{−λ}

)n
exp{−vpi(Aεy0,ε − y0,ε)}

Maintenat on montre que (yn)n est une suite de Cauchy.
Soit n, p ∈ N, on a

exp{−vpi(xn+p,ε − yn,ε)} = exp{−vpi(xn+p,ε − yn,ε)}

≤ exp{max(−vpi(yn+p,ε − yn+p−1,ε),−vpi(yn+p−1,ε − yn,ε))}

≤ max (exp{−vpi(yn+p,ε − yn+p−1,ε)}, exp{−vpi(yn+p−1,ε − yn,ε)})

≤ exp{−vpi(yn+p,ε − yn+p−1,ε)}

+ exp{−vpi(yn+p−1,ε − yn,ε)}
...

≤

( exp{−λ}
1− exp{−λ}

)n
+ ...+

(
exp{−λ}

1− exp{−λ}

)n+p−1
 ×

exp{−vpi(Aεy0,ε − y0,ε)}
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Alors

exp{−vpi(xn+p,ε − yn,ε)} ≤
(

exp{−λ}
1− exp{−λ}

)n (
1− exp{−λ}

1− exp{−λ}

)−1

×

exp{−vpi(Aεy0,ε − y0,ε)}

et d’après la première propriété du théorème, on a exp{−vpi(Aεy0,ε− y0,ε)} est finie, le membre
de droite de l’inégalité précédente tend vers zéro quand n→∞.
Alors (yn)n est une suite de Cauchy dans GE qui est complet, alors il existe u dans GE tel que
yn → 0 quand n→∞.
Maintenant on va prouver que u est un point fixe de l’application A.
Nous avons

exp{−vpi(Aεuε − uε)} ≤ exp{sup(−vpi(Aεuε − yn,ε),−vpi(yn,ε − uε))}

≤ exp{−vpi(Aεuε − yn,ε)}

+ exp{−vpi(yn,ε − uε)}

D’autre part

exp{−vpi(yn,ε − uε)} ≤ exp{−λ} ×

(exp{−min(vpi(yn,ε − yn−1,ε), vpi(uε − Aεuε)}))

≤ exp{−λ} ×

sup (exp{−vpi(yn,ε − yn−1,ε)}, exp{−vpi(uε − Aεuε)})

≤ exp{−λ} ×

(exp{−vpi(yn,ε − yn−1,ε)}+ exp{−vpi(uε − Aεuε)})

≤ exp{−λ} exp{−vpi(yn,ε − yn−1,ε)}

+ exp{−λ} exp{−vpi(uε − Aεuε)}

D’où

exp{−vpi(Aεuε − uε)} ≤ exp{−vpi(yn,ε − uε)}

+ exp{−λ} exp{−vpi(yn,ε − yn−1,ε)}

+ exp{−λ} exp{−vpi(Aεuε − uε)}

(1− exp{−λ}) exp{−vpi(Aεuε − uε)} ≤ exp{−vpi(yn,ε − uε)}

+ exp{−λ} exp{−vpi(yn,ε − yn−1,ε)}

en passant à la limite quand n→ +∞ on obtient

exp{−vpi(Aεuε − uε)} = 0

ce qui implique que
vpi(Aεuε − uε) = +∞
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ce qui signifie que
(Aεuε − uε)ε ∈ NE

D’où
Au = u

Unicité:
Supposons qu’il y a un autre point fixe v de A, Av = v, tel que u 6= v.
Donc on écrit

exp{−vpi(uε − vε)} ≤ exp{−vpi(Aεuε − Aεvε)}

≤ exp{−λ} ×

exp{sup (−vpi(Aεuε − uε),−vpi(Aεvε − vε))}

≤ exp{−λ} ×

sup (exp{−vpi(Aεuε − uε)}, exp{−vpi(Aεvε − vε)})

≤ exp{−λ} ×

(exp{−vpi(Aεuε − uε)}+ exp{−vpi(Aεvε − vε)})

≤ exp{−λ} exp{−vpi(Aεuε − uε)}

+ exp{−λ} exp{−vpi(Aεvε − vε)}

Puisque Au = u et Av = v, alors

vpi(Aεuε − uε) = vpi(Aεvε − vε)

= +∞

⇒ exp{−vpi(uε − vε)} = 0

Alors

vpi(uε − vε) = +∞

⇒ (uε)ε − (vε)ε ∈ NE

Conclusion

u = v dans GE.

Théorème 7.15 :

Soit A : (GE, (Pi)i∈I)→ (GE, (Pi)i∈I) une application de GE. muni de la famille d’ultra pseudo-
semi-normes (Pi)i∈I dans lui même, et satisfait les deux conditions suivantes:

1) ∃u0 ∈ GE, pi(Aεu0,ε − u0,ε) = O(εc) avec c > 0

2) ∀ (i ∈ I), pi(Aεuε − Aεvε) < Mεβ [pi(Aεuε − vε) + pi(Aεvε − uε)] avec β > ln(2).

Alors A admet un point fixe unique dans GE
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Preuve 7.16 :

Considérons la suiteyn+1 = Ayn

y0 = u0 ∈ GE
⇐⇒

yn+1,ε = Aεyn,ε + nε

y0,ε = u0,ε + n,ε
On a

exp{−vpi(yn+1,ε − yn,ε)} = exp{−vpi(yn+1,ε − yn,ε)}

= exp{−vi(Aεyn+1,ε − Aεyn−1,ε)}

Et par la définition de la valuation d’une fonction vpion peut écrire

pi(Aεyn,ε − Aεyn−1,ε) ≤Mεβ .ε`

avec ` = min (vpi(Aεyn,ε − yn,ε), vpi(Aεyn−1,ε − yn−1,ε))
Donc,

vpi(Aεyn+1,ε − Aεyn−1,ε) ≥ β + min (vpi(Aεyn,ε − yn−1,ε), vpi(Aεyn−1,ε − yn,ε))

−vpi(Aεyn+1,ε − Aεyn−1,ε) ≤ −β −min (vpi(Aεyn,ε − yn−1,ε), vpi(Aεyn−1,ε − yn,ε))

Et par suite

exp{−vpi(Aεyn,ε − Aεyn−1,ε)} ≤ exp{−β} ×

exp{−min (vpi(Aεyn,ε − yn−1,ε), vpi(Aεyn−1,ε − yn,ε))}

≤ exp{−β} ×

sup (exp{−vpi(Aεyn,ε − yn−1,ε)}, exp{−vpi(Aεyn−1,ε − yn,ε)})

≤ exp{−β} exp{−vpi(Aεyn,ε − yn−1,ε)}

+ exp{−β} exp{−vpi(Aεyn−1,ε − yn,ε)}

Puisque, (Aεyn−1,ε − yn,ε)ε ∈ NE, il suit que

vpi(Aεyn−1,ε − yn,ε) = +∞

Alors
exp{−vpi(Aεyn−1,ε − yn,ε)} = 0

on peut écrire l’inégalité précédente comme suit

exp{−vpi(Aεyn,ε − Aεyn−1,ε)} ≤ exp{−β} ×

exp{−vpi(yn+1,ε − yn−1,ε)}

et par les propriétés de la fonction valuation on conclut que

vpi(yn+1,ε − yn−1,ε) = vpi(yn+1,ε − yn,ε)

+(yn,ε − yn−1,ε))

≥ min
(
vpi(yn+1,ε − yn,ε), vpi(yn,ε − yn−1,ε)

)
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Donc

−vpi(yn+1,ε − yn−1,ε) ≤ −min
(
vpi(yn+1,ε − yn,ε), vpi(yn,ε − yn−1,ε)

)
≤ max

(
− vpi(yn+1,ε − yn,ε),−vpi(yn,ε − yn−1,ε)

)
≤ −vpi(yn+1,ε − yn,ε)− vpi(yn,ε − yn−1,ε)

Ainsi

exp{−vpi(Aεyn,ε − Aεyn−1,ε)} ≤ exp{−β} exp{−vpi(yn+1,ε − yn,ε)}

+ exp{−β} exp{−vpi(yn,ε − yn−1,ε)}

≤ exp{−β} exp{−vpi(Aεyn,ε − Aεyn−1,ε)}

+ exp{−β} exp{−vpi(yn,ε − yn−1,ε)}
...

≤
(

exp{−β}
1− exp{−β}

)n
×

exp{−vpi(Aεy0,ε − y0,ε)}

D’où

exp{−vpi(Aεyn,ε − Aεyn−1,ε)} ≤
(

exp{−β}
1− exp{−β}

)n
×

exp{−vpi(Aεy0,ε − y0,ε)}

Maintenant on montre que (yn)n est de Cauchy dans GE.
On a

exp{−vpi(xn+p,ε − yn,ε)} = exp{−vpi(xn+p,ε − yn,ε)}

≤ exp{max(−vpi(yn+p,ε − yn+p−1,ε),−vpi(yn+p−1,ε − yn,ε))}

≤ max (exp{−vpi(yn+p,ε − yn+p−1,ε)}, exp{−vpi(yn+p−1,ε − yn,ε)})

≤ exp{−vpi(yn+p,ε − yn+p−1,ε)}

+ exp{−vpi(yn+p−1,ε − yn,ε)}
...

≤

( exp{−β}
1− exp{−β}

)n
+ ...+

(
exp{−β}

1− exp{−β}

)n+p−1


× exp{−vpi(Aεy0,ε − y0,ε)}

Donc

exp{−vpi(xn+p,ε − yn,ε)} ≤
(

exp{−β}
1− exp{−β}

)n (
1− exp{−β}

1− exp{−β}

)−1

× exp{−vpi(Aεy0,ε − y0,ε)}
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d’où (yn)n est une suite de Cauchy dans GE qui est complet, donc il existe u ∈ GE tel que
yn → u as n→ +∞.
On montre que u est un point fixe de l’application A. on a

exp{−vpi(Aεuε − uε)} ≤ exp{sup(−vpi(Aεuε − yn,ε),−vpi(yn,ε − uε))}

≤ exp{−vpi(Aεuε − yn,ε)}

+ exp{−vpi(yn,ε − uε)}

D’autre part

exp{−vpi(yn,ε − uε)} ≤ exp{−β} ×

(exp{−min(vpi(yn,ε − yn−1,ε), vpi(uε − Aεuε))})

Ainsi

exp{−vpi(yn,ε − uε)} ≤ exp{−β} ×

sup (exp{−vpi(yn,ε − yn−1,ε)}, exp{−vpi(uε − Aεuε)})

≤ exp{−β} ×

(exp{−vpi(yn,ε − yn−1,ε)}+ exp{−vpi(uε − Aεuε)})

≤ exp{−β} − vpi(yn,ε − yn−1,ε)}

exp{−β}+ exp{−vpi(uε − Aεuε)}

par suite

exp{−vpi(Aεuε − uε)} ≤ exp{−vpi(yn,ε − uε)}

+ exp{−β} exp{−vpi(yn,ε − yn−1,ε)}

+ exp{−β} exp{−vpi(Aεuε − uε)}

Donc

(1− exp{−β}) exp{−vpi(Aεuε − uε)} ≤ exp{−vpi(yn,ε − uε)}

+ exp{−β} exp{−vpi(yn,ε − yn−1,ε)}

Par passage à la limite quand n→ +∞ on obtient

exp{−vpi(Aεuε − uε)} = 0

ce qui implique que
vpi(Aεuε − uε) = +∞

autrement dit
(Aεuε − uε)ε ∈ NE
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Alors
Au = u

Unicité:
Supposons qu’il existe un autre point fixe v de A, Av = v, tel que u 6= v, donc on peut écrire

exp{−vpi(uε − vε)} = exp{−vpi(Aεuε − Aεvε)}

≤ exp{−β} ×

exp{sup(−vpi(Aεuε − vε),−vpi(Aεuε − vε))}

≤ exp{−β} ×

sup (exp{−vpi(Aεuε − vε)}, exp{−vpi(Aεvε − vε)})

Ainsi

exp{−vpi(uε − vε)} ≤ exp{−β} ×

(exp{−vpi(Aεuε − uε)}+ exp{−vpi(uε − vε)})

≤ exp{−β} exp{−vpi(Aεuε − uε)}

+ exp{−β} exp{−vpi(uε − vε)}

D’où

exp{−vpi(uε − vε)} ≤
(

exp{−β}
1− exp{−β}

)
exp{−vpi(Aεuε − uε)}

Puisque Au = u ,alors

vpi(Aεuε − uε) = +∞

⇒ exp{−vpi(uε − vε)} = 0

D’où
vpi(uε − vε) = +∞

⇒ (uε − vε)ε ∈ NE

Conclusion
u = v dans GE.

7.4 Application

On considère le problème de Cauchy suivant
x
′(t) = f(t, x(t)) si t > 0

x(0) = x ∈ R̃
(7.7)
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Si fε satisfait la conditions (2), alors (7.7) admet une unique solution généralisée

| fε(s, uε)− fε(s, vε) |≤ kε(s) | uε(s)− vε(s) | (2)

où sup
s∈[0,T ]

kε(s) = M(s) ελ avec 0 < M(s) < 1 and λ > 0.

En effet:
ũ est une solution du problème (7.7) si et seulement si elle est point fixe de l’application

T : R̃ → R̃

x → x(0) +
∫ t

0
f(s, x(s))

Soit

Tε : R → R

xε → Tε(xε) = xε(0) +
∫ t

0
fε(s, xε(s))ds

un représentant de T .
Puisque f satisfait la condition (2) et on définit la norme suivante sur R̃ par

PT (u) = exp{−vpT (uε)}

où pT (uε) = sup
t∈[0,T ]

| uε(t) |.
on a

| Tεxε − Tεyε | = |
∫ t

0
[fε(s, xε(s))− fε(s, yε(s))]ds |

6
∫ t

0
| fε(s, xε(s))− fε(s, yε(s)) | ds

6
∫ t

0
M εk | xε(s)− yε(s) | ds, M = sup

t∈[0,T ]
|M(t) |

≤ T M ελ pT (xε − yε)

≤ C ελ pT (xε − yε)

D’où,

pT (Tεxε − Tεyε) ≤ C ελ pT (xε − yε)

Grâce à notre premier théorème il existe une solution généralisée du problème de Cauchy.
Unicité:
Supposons qu’il existe un autre point fixe v de T , Tv = v, tel que u 6= v.
Donc on peut écrire

exp{−v(uε − vε)} = PT (u− v)

= PT (Tu− Tv)

= exp{−vpT (Tεuε − Tεvε)}

≤ exp{−k} exp{−vpT (uε − vε)}
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par conséquent
exp{−vpT (uε − vε)}(1− exp{−k}) ≤ 0

ce qui donne
exp{−vpT (uε − vε)} = 0

et par suite
vpT (uε − vε) = +∞

ainsi
(uε − vε)ε ∈ NE

⇒ u = v in R̃

la solution est unique dans R̃.



Chapitre 8

Conclusion et perspectives

Dans ce travail on a rappelé la construction de l’algèbre des fonctions généralisées, ainsi que
toutes les propriétés fondamentales de cette algèbre. Puis nous nous somme intéresses à
l’existence et l’unicité de la solution généralisée pour des problèmes non linéaires qui n’admettent
pas de solutions dans le cas classique au sens des distributions. A cet égard, nous avons énoncé
dans les chapitres 3 et 4 des résultats d’existence et d’unicité de la solution généralisée aux
problèmes d’évolution différents. Puis dans le 5ème et 6ème chapitres on a montré l’existence
et l’unicité de la solution généralisée pour l’équation de la chaleur et de Sine-Gordon respective-
ment. Dans le dernier chapitre nous avons introduit la continuité des applications C̃-linéaires,
et contraction, ensuite on a prouvé l’existence et l’unicité de point fixe des applications C̃-
linéaires définies de Gs l’algèbre de Colombeau dans lui même, par l’introduction d’une famille
des pseudo-semi-normes définies sur Gs.

L’esprit de ce travail reste valable et applicable sur un bon nombre de problèmes non
réguliers dans le cas classique, c’est ce qui constituerait l’objet de nos prochains travaux de
recherche.
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