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Résumeé

Dans cette theése nous allons travailler sur quelques problemes de Cauchy, le probleme d’évolution,
le probleme de Sine-Gordon et le probleme de la chaleur, qui sont des problemes non réguliers
et qui n’admettent méme pas des solutions faibles (au sens des distributions), ce qui va nous
amener a exploiter la théorie de J.F.Colmbeau. Pour cela, dans un premier temps, on trans-
forme chacun des problemes précédents a 1’algebre de Colombeau, ensuite on montre ’existence
et 'unicité des solutions de ces problemes par la méthode de point fixe dans cette algebre, et on
cherche des solutions classiques qui sont associées avec les solutions qui existent dans ’algebre
des fonctions généralisées. Finalement nous avons introduit la continuité des applications C-
linéaires, et contraction, puis on a prouvé 'existence et I'unicité de point fixe des applications
C-linéaires définies de G* I'algebre de Colombeau dans lui méme, par I'introduction d’une famille

des pseudo-semi-normes définies sur G°.



Introduction

Le présent travail est réalisé, au sein du Laboratoire de Mathématiques Appliquées et Calcul
Scientifique (LMACS) a la faculté des sciences et techniques de Beni mellal, pour obtenir le

diplome de doctorat en mathématiques de I'université Sultan Moulay Slimane pour ’année
2020/2021.

Les algebres des fonctions généralises, plus particulier 'algebre de J. F. Colombeau sont un
outil polyvalent pour étudier des problemes singuliers, et non réguliers en analyse géométrie et
la physique mathématiques voir [17] [18] [46] [48]. Au cours de la derniere décennie, I'intérét
structurale de ces algebres s’est accru, en particulier ce qui concerne I'analyse fonctionnelle et
la topologie. Une large utilisé des distributions dans plusieurs branches de mathématique et
dans différent sciences(physique théorique) ont imposés la nécessité de résoudre deux problemes
principaux dans lequel la théorie des distributions a été rencontré: la multiplication des distribu-
tions (on ne peut pas multiplie deux distributions) et différentier un produit des distributions(la
dérivée du produit des distributions ne satisfait toujours la régle de Leibniz).Puis de nombreuses
tentatives ont été faites pour donner un sens au produit de distributions [7] [8] [9] [43] [44].
Encore il y avait plusieurs tentatives d’injecter ’espace des distributions dans une algebre dif-
férentielle [47] [40].

Des le début, certaines questions de nature algébrique ont joué un roéle trés important dans
la théorie de Colombeau. Parmi eux il y a la solutions des équations algébriques dans la théorie
des fonctions généralisées. Plus généralement par exemple on peut résoudre des équations
algébriques, seulement en possédant les solutios classiques dans un cadre avec une dépendance
continue des paramétrés.

Les travaux autours des algebres de fonctions généralisées sont multiples, ces dernieres an-
nées afin de résoudre des problemes des équations différentielles qui n’admettent pas de solution
au sens des distributions. Au cceur de ces problémes se trouve souvent I'impossibilité de donner
un sens au produit de distributions. Cette difficulté se contourne en injectant ’espace D’(€2)
des distributions sur un ouvert 2 de R™ dans une algebre G*(2), appelée algebre de fonctions
généralisées simplifiée de J.F. Colombeau, ou I'on peut donner un sens au produit des distribu-
tions voir [27]. L’algebre des fonctions C*(2) s’injecte également dans G*(2) et les opérateurs
de G*(92) restreintes a C*(€2), prolongent celles de C*(€2) a un "infiniment petit pres'.

On énonce des théoremes généraux d’existence et d’unicité pour des formulations du prob-
leme de Cauchy dans un espace de fonctions généralisées. L’existence générale de solutions est
obtenue au prix de devoir accepter comme solutions des fonctions généralisées qui ne sont pas
en général des distributions. L’unicité est obtenue en formulant le probleme d’une fagon tres
précise, ce qui implique un choix non contenu dans la formulation classique.

Dans le premier chapitre de cette these on a introduit quelques motivations, exemples,
et I'impossibilité de Laurent Schwartz, pour entamer la théorie des fonctions généralisées de
Colombeau. Ainsi que le besoin de cette théorie dans I'analyse.



Introduction 5

Le deuxiéme chapitre est consacré a la construction de ’algebre des fonctions généralises G,
il regroupe les rappels nécessaires a 1'utilisation de G*.
Aux définition et propriétés de bases, on ajoute des exemples permettant d’intérét n’est plus a
démontrer lors des produits de distributions.

Le troisieme chapitre a été consacré a la définition et quelques propriétés de la notion de
point fixe dans le sens de 'algebre de Colombeau. Puis les chapitres 4,5,et 6 sont consacrés
aux certains résultats, dans ce cadre a savoir: la résolution d’un probléme d’évolution et d’un
probleme fractionnaire a ’aide de I'introduction de la notion de semi-groupe généralisée (dans
G). Ainsi que les problémes de ’équation de la chaleur, et celle de sine-Gordan avec des don-
nées initiales sont des fonctions généralisées. Finalement le dernier chapitre contient quelques
théoremes concernant la théorie de point fixe généralisée.



Chapitre 0

Motivation et Impossibilité de Schwartz

0.1 Motivation

Le but de cette section est de fournir un exemple de motivation impliquant des produits ou
méme des opérations non linéaires plus générales avec des distributions.
Exemple : Le modele proie-prédateur
On considere le modele proie-prédateur de Yoshikawa-Yamaguti [4] et Hashimoto [30]:

(0r + Op)u = uv

(0r — Op)v = —uw
Qui décrit les densités de deux especes se déplacent le long de 'axe des = avec des vitesses
+1 et ayant des taux de croissance proportionnel a leur produit. Supposons d’abord que, les
populations se concentrent aux points © = —1 et x = 41, respectivement, c’est-a-dire.

u(z,0) =d(x + 1)

v(x,0) =d(z —1)
Pour peu de temps, aucune interaction ne se produit, et les deux populations migrent simple-

ment avec leurs vitesses respectives:

{

Cependant, au temps t = 1 les deux populations se rencontrent: mathématiquement, cela

x,t)=0(x —t+1)
r,t)=0(x+t—1)

engendre le produit de deux mesures de Dirac.

0.2 Impossibilité de Schwartz

Est-t-il vrai qu'une multiplication générale des distributions est impossible? Pour se rapprocher
d’une réponse a cette question, examinons exactement ce qui pourrait étre impossible, quels
obstacles attendre? Nous devrons examiner deux catégories d’exemples.Le premier traite de ce
qu’on pourrait appeler une multiplication intrinseque des distributions. la tentative de définir
le produit de deux distributions afin que le résultat soit une nouvelle distribution. En effet, une
prescription qui donnerait une valeur raisonnable pour le produit d’une paire donnée de dis-

tributions semble étre impossible. Il vaut la peine de souligner que les problemes commencent

6
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déja avec le produit usuel de deux fonctions en général, il n’est pas stable en ce qui concerne la
régularisation et le passage a la limite. La deuxieme catégorie de contre-exemples concerne les
algebres différentielles contenant I'espace des distributions. Dans une telle algebre, le produit de
deux distributions est défini. Ce qui devient impossible maintenant, c¢’est d’avoir certaines pro-
priétés algébriques (comme 'associativité ou la commutativité) et en méme temps la cohérence
du nouveau produit et les nouvelles dérivées avec les opérations classiques correspondantes sur
ces sous-espaces ou ces derniers sont définis.

Exemples:

1)Considérons la mesure de Dirac §(x) et vp% la valeur principale de Cauchy de i On a
(vp(;),go) = lim [/O: SOSC dx + /+OO il >dx] Vo € D(R)

Alors
1
j = —
(wp(1).0).5
1
= =).(z.9
(1), (2:0)
= 0
Car 2.6 = 0 au sens des distributions. Ce qui est contradictoire avec § # 0 dans D' (R).
2) Considérons la fonction signe n(x) = signe(x). Ensuite, et n? sont dans L™ et n* = 1. Si

dans une telle algebre dont I'unité est 1, nous avons un produit sur D’ satisfaisant la regle de

Leibniz, et coincidant avec le produit usuel sur L, puis
0= (n*) = 2n.0+ 2

Donc

Si n.6 # 0, le produit n’est pas commutatif.
Si n.6 = 0, on conclut que
6 = (nm)d = n(nd) = 0.
Donc on n’a pas l'associativité.
Dans l'objectif de surmonter ce probleme de la non linéarité des distributions, hirata-Ogata,
Minkowski, M. Iltano [43] [44] [45], Fisher [6] [7] [8] [9] ont proposés, en 1957, une définition du

produit des distributions.
Définition 0.1 :

Soit (p,) € C*(R) avec

lim supp(p,) = 0

n—>-+00

/R pn(x)de = 1.
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On dit que le produit des distributions S et T existe si pour toute suite (p,),

lim (S * p,)(T * py,) existe dans  D'(R).

n—>-+4oo
Mais, malgré cette définition, le probleme de la non linéarité est toujours en vigueur puisque
52 n’a pas de sens avec cette définition.
En effet: supposons que 4% € D'(R).
On voit que p, — § dans D'.
Choisissons une fonction test ¢ telle que ¢ = 1 au voisinage de 0 et Supp(p,) C Supp(y), on

trouve que
<> = | @) de
- [ A@d
R

alors (p, )nen est bornée dans L? et, par conséquent, elle admet une sous-suite convergente L2

Donc

5 e L2

ce qui est absurde.
On permet de collecter certaines exigences naturelles pour injecter D’(€2) dans une algebre
(A(£2),4,0). On vérifie si c’est possible de construire des algebres associatives, commutatives
et satisfaisant
(i) D'(Q) s'injecte linéairement dans A(£2) de sorte que la fonction constante f(x) =1 devient
I'unité dans A(Q).
(ii) Il existe un opérateur de dérivé partiel 9; : A(Q2) — A(Q) (i =1,...,n) qui est linéaire et
satisfait la regle de Leibniz.
(iii) La restriction de 0; sur D'(Q2) coincide avec la dérivée partielle usuelle.
(iv) La restriction de o sur Ly () x L2 (€2) coincide avec le produit usuel.
La condition (ii) signifie que A(2) est une algebre différentielle. Malheureusement, dans toute
algebre associative et commutative satisfaisant (i) et (ii), les propriétés (iii) et (iv) s’écartent
mutuellement comme on le voit immédiatement de ’exemple suivant.
Exemple:
Soit A une algebre associative, commutative munie d’une dérivation (satisfaisant la regle de
Leibniz). Alors tout élément H de A tel que H.H = H est nécessairement une constante (c’est-
a-dire H' = 0).
En effet:
on a
(H*) = 2H.H'

et

(H* =3H*.H' =3H H’
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Maintenant, H = H? = H?

Implique
H =2H H = H =3H.H'
Donc,
HH =0
D’ou
H =0.

En particulier, si on considere la fonction Heaviside H(z) = (signe(z) 4+ 1)/2, D’ s’injecte dans

une telle algebre A, et on a H.H = H en D', alors
H =6

Ainsi, la substitution de iv) par
v) o/C(Q2) x C(R2), coincide avec le produit usuel des fonctions. Cette situation a déja été

examinée par Schwartz [40], résultat d’impossibilité suivant:

Théoréeme 0.2 :

Il n’y a pas d’algebre associative, commutative (A(2), +, o) satisfaisant (i) - (iii) et (v).
Preuve 0.3 :

Supposons que (A(R),+,0)) est une telle algebre, et D la dérivation sur A.

On considere z4(z) = [y H(t)dt. Ensuite (v)implique

riox =12% et xo(zloglz| — x) = 2*loglw| — 2°

Ainsi
D*(x )ox = D*ayo0x)—2D(x.)oD(x)— 1z, 0D?*(z)
— De?) - 2D(s.)
= 0
et
x o D*(zlogl|z| —x) = D?*(zo (zlogl|z| — x)) — 2D(x)D(xlog|x| — x)

—D?z o (zlog|z| — )
= D?*(z*log|x| — 2*) — 2D(xlog|x| — )
= D(2zlog|x| — x) — D(2xlog|x| — 2x)
= 1
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Donc
D*(xy) = D*(ay)o (xoD*(xlogle] — x))
= (D*(x4) o x) o D*(zloglz| — x)
= 0
En contradiction avec
D(e,) = D(H)
= 0#0.

Envers le postulat de Laurent Schwartz affirmant qu’il n’existe pas d’algebre associative com-
mutative et vérifiant (i) - (v).

Apres toutes les impossibilités discutées dans le théoreme ci-dessus, le mathématicien francais
Jean Francois COLOMBEAU parvient, en 1980.a élaborer une algebre nommée 'algebre des
fonctions généralises notée G*(R™) commutatives, associatives, satisfaisant (i) - (iii) et

(vi) o/C>(£2) x C>=(Q2) coincide avec le produit usuel des fonctions.

Les livres [17] et [18] de Jean Francois COLOMBEAU exposent d’une manicre détaillée la base

fondamentale sur laquelle repose sa théorie des fonctions généralisées.



Chapitre 1

Algebre de Colombeau

1.1 Algebre spéciale

Avant d’aborder la définition des algebres spéciales de Colombeau, permettez-nous d’abord
introduire une description alternative de ’espace des distributions qui affichera déja certaines
des caractéristiques de base des constructions qui sont a suivre. Comme indiqué dans la section
précédente, la régularisation des distributions sera la notion clé de l'injection de D’ dans une
algebre de fonctions généralisées. Nous verrons que cette procédure permet également d’obtenir
une représentation séquentielle de D' pour nos recherches supplémentaires.

Soit I = (0, 1]

(ue)e € C°(R™)! /3u € D'(R™) avec u. — u dans D'}
(us). € C®°(R™! Ju. — 0 dans D'}

Proposition 1.1 :
L’application linéaire
v vy — D(RY)
(ue)e +v9 —> Ehgloug
est un isomorphisme.

Preuve 1.2 :

L’injectivité de ¥ est claire.

Choisissons ¢ € D(R") avec

Et on définit



Algébre de Colombeau 12

Alors u. = u % . € C*(R") et u, — u dans D'

D’ou v est surjective .

Pour injecter I'espace D’ dans une algebre en gardant les propriétés (i) - (iii) et (vi).

Les auteurs ont choisi un idéal Z dans (COO(R”)>I avec T C vy et on injecté D de la fagon

suivante

D[R — (C*[®")/I
u — <u*gp€>€+I

Dans cette présentation (vi) signifie que
((Fxe)grwd)) +T = ((f9)x¢:) + T

pour tout f,g € C*(R").

I
On considere une autre injection de C*°(R™) dans (COO(]R”)> /Z par I'injection constante

f = (fle+T

I
D’autre part on peut injecter C*°(R") dans (COO(R”)) /Z par:
fo= (fre) +I

1.1.1 Définition et propriétés de base

Définition 1.3 :

£(Q) = (€)'

() = {(w). € E(Q)/VK CcC Q VYa € N IN € N, sup [0%u.(7)| = O._0(e™™)}
zeK

N (Q) = {(u.). € E(Q)/VK CcC Q Va € N Vm € N,sup [0%u(x)| = O-_0(e™)}
zeK

les éléments de £5,(2) (resp N*(Q2)) sont appelées fonctions modérées (resp. fonctions néglige-
ables).

L’algebre de Colombeau sur €2 est définie comme suit:
g = EuQ/NQ)

L’espace £5,(Q2) des suites modérées est une algebre différentielle avec les opérations usuelles.
On peut voir que c’est la plus grande sous-algebre différentielle (c’est-a-dire stable par des
dérivées partielles) de &5,(Q) dans lequel N*(Q2) est un idéal, par conséquent,G*(Q) est une
algebre différentielle associative, commutative. Dans ce qui suit, si (u.). € &5,(Q) est un
représentant d’un élément u € G*(Q)), on écrit u = [(u:):]. Il est évident que C*(Q2) est une

sous-algebre de G*(Q).
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Exemples 1.4 :

Soit ¢ € D(R"™), on note

1 T
(2) = — o(2), > 0.
e () = cp(g) avec €

1) On pose  u = [(u.):] avec

us(r) = @:(x)

Alors, pour tout opérateur de dérivation, on a

(0% 1 (0% x
0 UE(I) - €n+‘a|8 Sp(g)
Soit K un compact de R", alors
u@)| < i sup 070()
su ue(x su -
:I,‘EII? € - 5”4"0" EE (10 g

Donc
2) Pour 2 =R, on pose

Alors

luc(z)] <1, pour tout x dans R.

D’autre part, les dérives de u, sont de la forme suivante

uf:k)(:r;) =1y (x, g, log(a)) u ()

ou r; est une fonction rationnelle.
Donc
(ue)e € E3(R)
Ainsi
wim ()] € G*(R)
3) Soit f € C(R™).
On pose



Algébre de Colombeau 14

Ainsi
@ = = [ 1w o™=y
ve(x) =
o Jan Yy) e - Y
= [, fle—ct)olt)dt
Alors
o 1 o (LY
Oe(a) = oy L, fW)e(——=)dy
1 (63
= m an f(x — & t)& @(t)dt
Soit K un compact de R", on a
sup| [ f(w = )@ e(t)dt] < swp | f(w = a)] [ 0%e(0)dt
zeK JR™ zeK,t€ supp(¢),0€[0,1] R™
< ¢

Alors
sup |0%.(x)] < C el
rzeK
Donc
(ve)e € E3(R™)
D’ou

[(ve)<] € G*(R™)

Remarque 1.5 :

Soient u, v deux éléments de G(R"), alors
u = (u): + N°(R") avec (u:). € E(R")

v = (v:)e + N*(R™) avec (v.): € E3(R™)

Alors
u = v dans G(R") siet seulement si  (u.). — (ve). € N*(R")

utv = (ue+uv)e + N3(R")
uov = (ue-v.). + N°(R")

Le résultat suivant présente une caractérisation treés utile de AN'® comme un sous-espace
de &5,(Q). 1l montre que un élément (u.). de &5;(Q) appartient & N* si (u.). satisfait les

estimations N* dans le cas o = 0.

Théoréme 1.6 :
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(ue)e € E3,(£2) est négligeable si et seulement si :

VK CC Q Vm € N;sup |uc(z)| = O-—0(e™).

zeK
Siu € G*(2) et ' est un sous-ensemble ouvert de 2, la restriction u /2 € G*(£2') est définie
comme (u/). + N3(). (SiQ =R", la restriction aux sous-espaces est également définie par
les composantes). Nous disons que u est nul sur €’ si (u/2 = 0 dans G*(')).

Le support de u est défini comme
(U{Q € Q ouvert, u/Q =0})°
Soient Q" et €' deux ouverts de € tel que Q" C ' C €, il est clair que
(u/Q) /Y =u/QY
Théoréeme 1.7 :

Soit (2))x € A un recouvrement d’ouverts de €2, On a
e Siu,veGi(N) et u/Q=v/Q YAEA, alors

u="7.

. & Si pour chaque A € A on donne uy € G*(§2) tel que uy/Q\ N Q, = w,/Q\ N, pour tout
A, v avee ) N, # 0, alors il existe

u € G°(Q) avec u/w = uy VA € A..

Théoréme 1.8 :

Soit u € G*(€2). Alors les assertions suivantes sont équivalentes:
1) Jv € G5(Q) tel que uv = 1.
2) Pour chaque représentant (u.). de u, et chaque K CC €, alors Jgg > 0 et m € N tel que

inf |u.(z)| > €™ pour tout € < &.
zeK

Si P est un polynome et u € G5(2), il est claire que P(u) = (P(u.)): +N*(€2) est un élément
de G*(92).
On définit Oy (2) par

Om(Q) ={f €C™(Q)/Va e N,Ip € N, sup(1 +|z[) 7|0 f(z)| < oo}
e
Et on définit S(2) par

S(Q)={feC®Q)/VpeNVaeN, sug(l + |z])P|0% f(x)] < oo}
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Proposition 1.9 :
Siu=(ur, - ,up) €G(N)" et v € Oy (K™) alors
vou:=[vou.)| € G5 (N).

Définition 1.10 :

On dit que (u.). = (ul, -+, u™). € £, est un élément c-borné de ) dans ' si

VK C Q3K C Q3o >0 tel que Ve <egg: u.(K)C K’ (1.1)

On note 'espace des fonctions modérées c-bornées de €2 dans §2 par 5,2, '].
Un élément de G5(Q2)™ est dit c-borné s'il posséde un représentant satisfaisant (1.1).
Notation :

G°[€2, V'] lespace des fonctions généralisées c-bornées de €2 dans €2'.

Proposition 1.11 (composition des fonctions ):

Soit u = (ug, -+, uy) € G5()™ est un c-bornée dans ' et v € G5('). Alors
vou:=[(veou)] € G°(Q)

est bien définit dans G*(£2).

1.1.2 L’injection de D'(Q)

La construction de G*(Q2) a été faite de telle sorte que l'injection de I'espace des distributions
devrait étre possible par produit de convolution. Dans cette section , nous aurons besoin d’une

fonction p € S(R™) avec

Et nous notons toujours

Le premier probleme avec ce type de p est qu’il ne peuvent pas étre convoles avec des éléments de
D’ sans restriction. Pour commencer, nous allons nous restreindre aux distributions a support
compact.

Notation :

e On note &' 'ensemble des distributions a support compact.

Propriétés 1.12 :
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L’application suivante
in: E'() — G*(Q)
w o (@ p)/Q) + NH(Q)

est linéaire et injective.

e On note I'injection constante de C*(2) dans G*(Q2) par:
o:C®Q) — G*(Q)
fo—= (e +N°(Q)

En effet:
feceR)
Alors
fe()=f() e C*(R")

D’autre part, pour tout opérateur de dérivation, on a

fo(x) = 0“f(x),

Soit K un compact de R™ on a:

sup |0%f.(z)] = sup|0®f(x)]
€K zeK
= ¢
< ce_N, N eN
quand € — 0.
Donc
(.fa)a € 5M(Rn)
D’ou

[(f2)<] € Gs(R™)

e On note l'injection de C(2) dans G*(2) par:

g 1 C(Q) — G*(Q)
fo— (f*e)e + N3(Q)

En effet:
D’apres 3) dans Exemples 1.4)

Propriétés 1.13 :



Algébre de Colombeau 18

ZO/D(Q) =0

donc iy est un homomorphisme injective sur D(2).

La construction de l'injection de D'(€2) dans G*(2) sera faite en plusieurs étapes. Premieére-
ment, on choisit un recouvrement d’ouverts (Qy)xea de Q tel que Q) est compact dans €.
Soit (¢03) la famille des éléments de D() avec ¥y = 1 sur tout voisinage de Q.

Pour tout A € A on définit
’i)\ : D/<Q) — QS(Q)\)
w > (((vaw) * pe) /) + N()

Propriété 1.14 :
Pour tout w € D'(Q), la famille (iy(w))area est cohérente
(e ix(w)/NQ, =1i,(w)/Q N2 YA ueA

Théoréme 1.15 :

i:D'(Q) = G*Q)
est linéaire et injective.
Proposition 1.16 :
1) On a
i/E'(Q) = 1
i/C*(Q) = o
2) SiaeNetwe D, alors
0% ((w)) = 1(0°w)
Exemples 1.17 :
1) La distribution de Dirac § s’injecte dans G*(R) sous la forme:
i(6) = (6)e + N*(R) € G°(R)
avec
Oc(x) = (0% p:)()

= <i(y),pe(r—y) >

= p(z)
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2) On a
i(2)i(0) = (xpe)e + N*(R)

Il est claire que .0 = 0 dans D'(Q2), mais i(z)i(d) = [(zp:):] #0 dans G*(R).

En effet:
On choisit zg € R* tel que p(xy) # 0 posons x = & x
alors SL’,OE(JJ) = l’ops(l'o) #0

sup |zpe(x)] 0 (¢ — 0)
z€[—14x0,z0+1]

donc (zp.)). &€ N*(R).
3) On a i(sin(0)) = ( sin(p.).) + N*(R) (la proposition 1.9).
4) On ai(H) = (he)e + N5(R) avec

On ai(H)*#i(H).
Remarque 1.18
On définit 'opérateur 0 par:
0% : G°(R) — G*(R)
u — 0% = (0%u.) + N*(R), aeN

pour tout opérateur de dérivation 0.

Il s’ensuit que I'opérateur de dérivation est linéaire et satisfait la regle de Leibniz.

Exemple 1.19 :

Soit H la fonction heaviside. Alors i(H) € G*(R) et on a:

i(H) = (ho): + N°(R)

avec
he@)= [ pely)dy

Donc

i(H) = (h): + N*(R)
avec

he(x) (Z: /_ io pe(y)dy

= p=(2)

D’ou
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1.1.3 Les fonctions généralisées tempérées

L’algebre G2 des fonctions généralisées tempérées a été introduite par J. F. Colombeau dans [17]
afin de développer la théorie des distributions tempérées dans I’algebre de fonctions généralisées.
L’intérét principal dans cette classe d’algebre de Colombeau consiste d’une part a justifier la
composition par composantes des applications indéfiniment différentiables, et d’autre part dans

la théorie des transformations des groupes, pour plus de détail voir [29].
Définition 1.20 :
Soit I = (0, 1]

E(Q) = {(u)e € (C™(N)) /Yo € N,3IN €N,
sup(L+ [z]) [ ue(2)] = 0ol )}
NEQ) = {(u)e € (C®(Q)!/Va € N,Ip € N,¥m € N,

sup(l + [2])77|0%ue ()] = O:—0(e™) }
xe

o MN3(Q) est un idéal de ()

L’algebre des fonctions généralisées tempérées sur () est définie par
G:(Q) = E(Q)/NQ)

1.1.4 Les nombres généralisés et la valeur en un point d’une fonc-
tion généralisée
Dans la théorie de la distribution classique, une définition des valeurs de point pour distributions
a été introduite par Lojasiewicz dans [56]. Cependant, ce concept ne peut pas étre appliqué a des
distributions arbitraires a des points arbitraires. De plus, il n’y a aucun moyen de caractériser
les distributions par leur valeurs en un point quelconque de telle maniere que ce soit similaire
aux fonctions classiques. D’autre part, pour les éléments des algebres de Colombeau il y a
une maniere tres naturelle et directe d’obtenir des valeurs de points, notamment en insérant
des points pour les représentants. Les objets tirés d’une telle opération sont les suites des
nombres qui ne sont pas a valeurs dans le corps K, considérées comme étant des représentants

des nombres généralisés.
Définition 1.21 :
Soit I = (0, 1]

g = {(ro). e KI/AN €N, |r.| = O._,0(s™™)}
NE = {(r.). e K )Ym € N, |r.| = O._,0(e™)}
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e N est un idéal &7

L’algebre des nombres généralisés sur €2 est définie par

G: = £2/N;
SiK = R (resp. K = C) alors G = R (resp. G5 = C).
Corollaire 1.22 :

e G’ n’est pas un corps

Preuve 1.23 :
Soit
0 sie=%ineN
re =
1 SI non
On a
(re)e € &
et
(7"6)6 ¢ J\/;f

supposons que  Js = [(s.)] € G tel que rs=1
donc pour  (n.). € N, on a

re.Se +n. =1 Ve

Pour &= 1 on trouve que
n

n. =1

ce qui est absurde (quand € — 0).

e On note l'injection constante de K dans G par:

o: K — g,

roo— (r)e + N?

Définition 1.24 :

Pour u € G*(2) ou u € G5(R)) et zp € Q, la valeur de u en z( est définie comme la classe de

us(z,)). dans G2, c’est a dire

u(wo) = [(ue(wo))e]

Exemples 1.25 :
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1) Si f € C™ et xy € , alors

i(f)(xo) = o(f)(x0) = f(zo) dans G

2) Si f € C(f) le résultat n’est pas vrai en général

En effet: pour zo =0 on a

i) = (o) + N
iw)e) = () vpeeo - w)dy)e + A
i@)0) = (e[ up-ydy) + A7

Donc (x4 )(0) dépend de p en général on a i(x,)(0) # 0 dans G, mais la valeur classique est
z4+(0) = 0.

3) Ona i(x)i(d) # 0 dans G*(R).

De plus la valeur de i(z)i(d) en tout point est nulle.

En effet:

e si g = 0 évidente

e si zy # 0 alors

To ,To

zop(zo) = ;P( -

car p € S(R)

1.2 Intégration

La prochaine construction de la théorie non linéaire des fonctions généralisées est le concept
d’intégration sur G°. Ce n’est pas surprenant que l'idée de base de la présentation suivante

consistera en élevant les définitions par composant au niveau des classes d’équivalence.

Proposition 1.26 :

Soit M un ensemble Lebesgue-mesurable tel que M CC Q et u € G*(Q), alors
Juu@)de = ([ ue(z)dr). + NP € G}

Preuve 1.27 :

On a (u:(x)). € £;;(92) donc,
( /M ue(z)dz). € &
d’ou
Sy u(@)de € G

Propriétés 1.28 :
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On note A la mesure de Lebesgue sur R™ et soient My, My, M3 des ensembles A-mesurable tels
que M; CQ, i=1,2,3.
De plus, si u,v € G*(£2) et a € G#, alors

i) On a
/M(u—i—ow) :/Mu—i—oz/Mv
fioeo

/ U= u 4+ U
MiUM>o My Mo

[ o

ii) Si A\(M) = 0 alors
iii) Si A(M; N M) = 0 alors
iv) Si M C Q) C Q alors

v) Si f € C™(Q) alors

S #(f) = fos f dans G

Exemple 1.29 :
e Soit K = [—a,a], alors

[i®@d = ([ p)dn). + A
= 1 dans G;

En effet: Vr >0 ,on a

< Ce"

Définition 1.30 :
Soit u € G*(Q2) avec supp(u) = K compact dans € on définit
/ u(z)dr = / u(z)dr
Q L
ou L est un compact de €2 contient K .

Exemples 1.31 :
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1) On a
/R i(0)(x)dr = /K i(6)(x)d
= 1
2)
LioP@de = ([ pfa)d). + A
R C

Théoréme 1.32 :
Siw e D'(Q) et ¢ € D(Q) alors

Joi(w)()i(p)(x)dx = (w, ¢) dans G;

Corollaire 1.33 :
Siw e D'(2) et p € D(Q2) alors

lim [ i(w).(x)p(z)dz = (w, )

e—0JQ

1.3 Concept d’association

Dans cette partie, nous allons présenter un outil technique pour identifier en G* objet non

linéairement distincts mais linéairement équivalents, ceci est fait par introduire une relation

d’équivalence dans &3, plus grossiere que 1'égalité en G°.
Définition 1.34 :

Soit u € G*(Q)

On dit que u et 0 sont associés(on note u ~ 0) si

6lg}no A us(x)p(r)dr =0 Vo e D)
e Soient u,v € G*(Q), alors

urveu—vx0

Définition 1.35 :

Soient u € G*(2) et w € D'() et on suppose que u =~ i(w) alors, u est dit une distribution

associée a w. Dans ce cas pour simplifier I’écriture on note (u ~ w).

D’apres le corollaire 1.33 u = w est équivalent a dire que
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lim fo ue(z)p(z)de = (w, ) Vo € D(Q)
e—0

Propriétés 1.36 :

L’association est incohérente avec la multiplication

UL R Us & UU R UUy

avec u, uj, uy des éléments de G*().

Par contre ’association est cohérente avec la dérivation
Uy &~ Uy = Duy = Dus.

Preuve 1.37 :

On sait que
Soit en dérivant:

en changement n par n + 1 on aura:

1
(T
n+1l( )

(i) i(H)i(H') ~

Si on suppose qu’on peut multiplier chacun des membres de cette equation par i(H), tout en

gardant ’association des résultats obtenus on obtiendrait:

(i) i(H)%i(H) ~ ;z’(H’)z’(H)
sachant que
i(H)i(H') ~ ;i(H’)
il vient:
i(H)(H) ~ iz’(H’)

Il vient:
3i(H)%(H") ~i(H)
i(H)2%(H') ~ ;z'(Hf)

ce qui prouve la multiplication n’est pas cohérente avec I’association.

Proposition 1.38 :
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Siw e D'(Q) et i(w) =~ 0 alors

Preuve 1.39 :

Soit w € D'(2) et i(w) = 0.

D’apres le corollaire 1.33, on a
(w,p) =0 VpeD(Q)

d’ou

Exemples 1.40 :

1) i(x)i(d) € G°(R), on a

En effet:
Soit ¢ € D'(R)

/pre x—g/p oley)dy — 0 (e — 0)
2) i(6)* € G*(R). Pour ¢(0) # 0 on a

/Q,O?(w)w /p pley)dy — o0 (e — 0)
donc i(6)? € G*(R) ne peut pas étre associé a aucune distribution.
Définition 1.41 :
Soit r € G on dit que r est associé avec 0 (r ~ 0) si

re — 0 (e —0)

Proposition 1.42 :

i) Si f e C™(Q) et we D'() alors

i(fiw) = i(fw)
ii) Si f,g € C'Q), alors

i(f)ilg) = i(f 9)
iii) Si f € C(Q) et zg € Q, alors

i(.f)(wo) &~ f (o)

iv) Soit g : Q1 — Qs est de classe C™ et f € C(£y), alors
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i(fog))=i(f)oyg

Proposition 1.43 :

Siu,v € G5(Q) et u ~ v, alors
i) 0ur0*v VaeN
il) i(flu=i(flv VfeC=.

Exemple 1.44 :

e On a i(zd) ~i(x)i(d) =~ 0.
evVneNonai(H)"~i(H)
En effet :
tim [ (H * po)"(2)p(a)de = (", ) = (H, )

eOnai(H)*~H ( i(H?*) #1i(H) dans G*(R)).

D’apres la proposition précédente, on a

Dans ce chapitre on a rappelé la définition de I'algebre spéciale notée G*° introduite pour la
premiere fois par J.F.Colombeau, et certaines de ses propriétés fondamentales. Puis la maniére
d’injecter quelques algebres dans G*° a savoir 1'algebre des fonctions indéfiniment dérivables,
et les espaces des distributions. Ainsi la définition des nombres généralisés, et les valeurs des
fonctions généralisées en un point donné. Et on a cléturé ce chapitre par le rappel de la notion

de l'intégrale généralisée et la notion d’association.



Chapitre 2

Dérivée fractionnaire dans §°

Dans ce chapitre, nous introduisons l'approche de la dérivée fractionnaire contenant des singu-
larités basée sur la théorie des algebres de fonctions généralisées dans 'algebre de Colombeau
Ge.

Les calculs fractionnaires est une branche de ’analyse mathématique qui étudie la possibil-
ité de définir des puissances non entieres des opérateurs de dérivation et d’intégration. Ces
dérivées ou intégrations fractionnaires rentrent dans le cadre plus général des opérateurs pseudo-
différentiels. Par exemple, on peut se demander comment interpréter convenablement la racine

carrée D/2,

2.1 Dérivée fractionnaire conforme

On rappelle quelques notations, définitions, et résultats concernant la dérivée conforme utilisée
dans cette partie. On note l'espace des fonctions continues de I dans R par C'(I,R). Pour
surmonter certaines de ces difficultés les auteurs , Khalil et Al. [55],introduit la définition limite
de la dérivée d’une fonction donnée par ce qui suit 7'¢

o) e) — tim LB 2P = I @)

e—0 £

Dans [54], Almeida et Al. introduit la définition limite de la dérivée d’une fonction par:

o) e — tim L8 ER@ ) (@)

e—0 £

Dans [38] Katugampola introduit 'idée de la dérivée fractionnaire conforme

() = tim L@ )1

e—0 £

[2] Akkurt, Esra Yildirim, et Huseyin Yildirim, introduisent la définition de la dérivée conforme

d’une fonction f
k(z)” ¢

o) o) — tim 1B+ k@) ) — )

e—0 £

avec k : [a;b] — R une fonction positive telle que £'(t) # 0, quand ¢ > a, f : [a;b] — R

et a € (0,1) . En utilisant une définition de dérivée fractionnaire conforme introduite par les

28
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auteurs Khalil et al. in [55] pour injecte cette dérivée dans I'algeébre des fonctions généralisées

g*.
Définition 2.1 :
Soit f : [a;b] — R, alors la dérivée fractionnaire conforme de f d’ordre « est définie par:

o)) — 1t FE =T = 1)

e—0 I

si f est a—différentiable, (i.e. T*(f)(z) existe.) lirr(1)+ f%(z) existe, on définit alors
T—r

f0) = lim f(z)

z—07F

Théoréme 2.2 :

Etant donnée une fonction f : la, b] — R différentiable en ¢, t > a, alors f est a—différentiable

ent et
fo(x) = 24 (x) (*)

Définition 2.3 :

Soient a > 0, t > a, et f une fonction définie sur (0,t] et a > 0 alors, I'intégrale fractionnaire

conforme d’ordre « est définie par

I3 f(x) =[St ft)dt

Théoréme 2.4 :

On a
(15 f(2)) = f(x)
Et
LT f(x)) = f(z) = f(a)

2.2 Dérivée fractionnaire conforme dans G*

Définition 2.5 :

Soit (ue)eso un représentant de u € G([0, 00)).

Par (x), la dérivée fractionnaire conforme de u. est définie par

Tou.(z) = z' L= (z)

Lemme 2.6 :
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Soit (ue)e=o un représentant de u € G([0,00)). Alors pour tout 0 < a < 1, on a

(Va € RY), (3N €N), (3C >0) sup |[Tu.(z)| < Ce™

z€[0,qa]
Preuve 2.7 :
On sait que
du
Ta . _ 1« 3
welr) = ' )
Donc
_aduc
sup [Tuc(z)| = sup |2 ——=(z)]
IEG[O,G] 336[0,&] r
Soit @ > 0, alors on a
du,

()]

sup |T%u.(z)| < a*™® sup
z€[0,a] ‘ E( >| x€[0,a] | dx

Puisque (u:). € £5,([0,00)), donc

sup |T%u.(z)| < Cypa e=N
z€[0,a]

Lemme 2.8 :

Soient (u1z)eso et (ug:)eso deux représentants différents de u € G*([0, 00)).

Alors pour tout a > 0, on a

(Va € RT), (Vm e N), (3C >0) sup |T%u(x) — T (z)] < C ™

z€[0,a]

Preuve 2.9 :

On sait que

duie d Usge
Toune(x) — Tune(a) = o' =[S ) — L2 ()
Ainsi
sup [T%w(z) — Tuse(@)] = sup |o'= (L (2) — L02 g)
xe[ol?a] 15 % xG[OI,)a] dx dx
Donc
d Ule d u2€

sup |T%ui(z) — T%use ()| < @'~ sup |
z€0,a] z€[0,a] dx

Puisque (uls — u%)8 e N3([0,00)), alors

sup |[Tuic(x) — T%uge(x)] < Ce™

z€(0,a]
Remarque 2.10 :
Pour 0<a<1,o0na
d _adue _adu.
o) = (- a) o @) 4 2 )
En général, sup | dd;nTaug(xﬂ n’atteint pas la limite lorsque ¢ — 0. Donc pour injecte la
zeK

dérivée fractionnaire dans I’algebre des fonctions généralisées G*([0, 00)), on propose un défini-

tion régularisante suivante.
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Définition 2.11 :

Soit u € G*([0,00)) la dérivée conforme d’ordre v de u est définie par

Tu(z) = [(Tue(x))e] = [(Tue * pe(z))]

Lemme 2.12 :

Soient (u1z)es0 et (uge)eso deux représentants différents de u € G*([0, 00)).

Alors pour tout a > 0, on a

(Ture(x) — T () € N*([0, 00))

Preuve 2.13 :
On sait que

T%(x) — T (x) = T * po(x) — T%g: * p-(T)
- [Taule - TaUQs] * ps(x>

Alors
ﬂ(To‘ulg(al:) - TQUQE(ZL')) = ﬂ( [T — T%uge] * pg(:v))
dx™ dx™
= [Taulz-: - TaUQz—:] * %ps@j)
Ainsi
sup |— (T%uy(x) — T%use (z = sup ||[T%ui, — T%uq| * -(x
sup | (Tne(e) - Tux(@)] = sup [T, 2e] e (@)
< sup |T%ue — T%ug| sup |/ —pe(z — s)ds]|
z€[0,a] z€0,a) dx™
< O sup |T%uie — T%uqy.|

z€[0,a]

D’apres le lemme 2.16 , alors

(Ture (1) — Ts: () € N*([0, 00))

Lemme 2.14 :

Soit (ue)eso un représentant de u € G([0, 00)).

Alors pour tout 0 < @ < 1, 0on a

Tu(x) € G5([0, 00))

Preuve 2.15 :
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On sait que

T (x) = T, * pe(x)

Donc
d* /-, d” o
d’n
= T e * 7 —Pe
Ue % =P (x)
Ainsi
dn ~ mn
sup |—(T%u.(x = sup |T%u. * —p.(x
s |on(Tw@)l = sup [T« Zop(a)]

dn
< sup [T sup | [ —po(o— s)ds|
xn

z€]0,a] z€[0,qa]
< Ci sup |T%uc(z)]
z€]0,a]

D’apres le lemme 2.14, on a
(Taus)a € &3([0,00))

D’ou,

Tu € G*([0, 00))
2.3 Intégrale fractionnaire conforme dans G°
Définition 2.16 :
Soit (us)e~o un représentant de u € G*([0, 00)) U'intégrale fractionnaire de u. est définie par
Iu (x) = [Tt tu(t)dt
Lemme 2.17 :

Soit (ue)eso un représentant de u € G*([0, 00)).

Alors pour tout 0 < a < 1, on a

(Va € RY), (3N € N), (3C >0) sup |[[Qu.(z) < Ce™V

xz€[0,a)
Preuve 2.18 :
On a
IPu.(x) = | t“ tu(t)dt
Et soit T' > 0, alors on a
sup |[u.(2)] = sup | [ o Muc(t)at
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Ainsi
sup |[fuc(o) < sup fucla)]| [ o]
z€[0,T] z€[0,T] a
T _ g
——— sup |ue(2)]
o z€[0,T]
Finalement
sup |12, (2)| < Crae™
z€[0,T]
Lemme 2.19 :

Soient (u1c)es0, (U2:)eso deux représentants de u € G*([0, 00)).

Alors pour tout a > 0, on a

(Va € RT), (Vm € N), (3C >0) sup [[2ui(x) — [Qus(x)| < Ce™

z€[0,a]

Preuve 2.20 :

On a

Ifu(z) — ISuge(z) = / 7 Mugeqry — uge(t)]dt
Ainsi
sup |ISui.(z) — [Sug(z)| = sup | to‘_l[ulg(t) — g (t)]dt|
z€[0,T) z€[0,T] Ja

(Ta _ aa

sup |u1€(t) — Uge (t)|
(0% z€[0,T)

Et puisque i1z — tae(t))- € A*([0, 00)), alors
(L8 ue(x) — Igune(x)) € N*([0, 00))
Remarque 2.21

Pour 0 <a<1,o0na

%Ijus(a:) = 1,

L= I0u. ()| natteint pas la limite lorsque ¢ — 0. Donc pour injecte

En général, sup |
zeK
I'intégrale fractionnaire dans l'algebre des fonctions généralisées G*(]0,00)), on propose un

définition régularisante suivante.
Définition 2.22 :

Soit u € G*([0, 00)), la dérivée conforme d’ordre @ de u est définie par

Iu(z) = [(Ifue(2))e] = [(I5ue * pe())e]
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Lemme 2.23 :

Soient (u1:)es0 €t (ua:)-so deux représentants différents de u € G*([0, 00)).

Alors pour tout a > 0, on a
(Ioure(x) — I¢upe(x)). € N*([0,00))
Preuve 2.24 :

On sait que

f;‘ule(:c) - fg‘UQE(:c) = [uye * pe() — IJuge * pe()

= [LJuie — IJug] * p(x)

Alors
ﬂ(]No‘uls(x) — jaUQE(fL')) — ﬁ( [[Sue — T 9| * ps(x)>
dxn \ ¢ @ dxn N\
= [[Sure — ISuge| * %pg(x)
Ainsi
su |£(I wre(z) — I (1:))| = sup |[[Jue — ISu ]*ﬁ ()]
;pe[ol,)a] dl’ le a W2e - xe[OI,)a] a Yle a Y2 d npz-:

IN

sup [[uge — ISuge| sup ’/d —pe(z

z€[0,a] z€0,a]

< Cy sup [[uge — I%us|
z€[0,a]

D’apres le lemme 2.27, alors
(Tgwe(a) — Iguse(x)). € N*([0,00))
Lemme 2.25 :

Soit (ue)e>o un représentant de u € G([0, 00)).

Alors pour tout 0 < a < 1, on a

[3u(z) € G*([0,00))
Preuve 2.26 :

On sait que

Donc

ﬂ(fgue(x)) = d‘f (12w po())

= Ifu.x —p.(x)

— s)ds|
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Ainsi
sup |- (Fou(@))] = sup |[[oue %~ p ()
z€[0,a] dx™ z€]0,a] dx"
dn
< sup [Ifue] sup | [ g = s)ds
z€[0,a] z€[0,a] dz™
S Cl Sup |Ig‘u€(a:')]
z€[0,a]

D’apres le lemme 2.25, on a

(igus)s S 515(/[([07 0))
D’ou,

I“u € G*([0, 00))
2.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo dans ’algebre
de Colombeau

Définition 2.27 :

L’intégrale fractionnaire d’ordre « est définie par :

]_ t
Iof(t :—/t— =1 £(1)d
S0 = gy €= a0
avec , 0 <a < 1.
Définition 2.28 :

La dérivée fractionnaire d’ordre a > 0 au sens de Caputo est définie par:

o _ 1 ¢ ()
D f(t> - F(m—a)/o (t_T)oc+1—de

avec, m—-—1 <a < m, m € N*.

Lemme 2.29 :
Soit (f:)e=o un représentant de F' € G(R). Alors pour tout m —1 <a <m, m €N, on a

(VI e RY), (3N € N), (3C >0) sup |D%.(z)] < Ce™V

z€[0,T

Preuve 2.30 :

Soit f. un représentant de F' € G*(R), alors

o _ 1 tofir)
Def(t) = m_a)/o e 0 <a <1
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Donc

D] = e | o]

1 fe(7)
sup | D*f.(t = —— su / = dr
te[o%]' 01 I'(l—a) te[o,pﬂ’ o (t—T)° |
e — [ |
—_— o Su ——aT
= T(—a) OIS0 e =)
1 Tlfoz
< — O
- I'l—a) © 1 a
S CT,a S_N
En général , pour m—-—1 <a < m, meN* ona
o 1 ¢ ()
| D*f.(2) | :F(m—a)|/o(t—r)1—m+ad7|
1 ARG
su D*f.(t = —— su /s—dT
te[o%l fe() | Tm —a) te[o%l ) T r)imre |

1 ' 1
< L ymy. [t
S Tim—a) 1 £2™ e o, Eé,%' ) =) 7|

Ainsi

1 Tm—«
su Df.(t < — (0N
te[o,pT}| L] < I'(m — «) m—

/ —
< CT,a € N

Ou Crp, C”T7E sont des constantes dépendants de deux parametres a et T .

On va suivre la méme démarche qu'on a déja vu dans la dérivé fractionnaire conforme
dans ’algebre de colombeau pour injecte la dérivée fractionnaire au sens de Caputo dans cette

I’algebre
Définition 2.31 :

La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo dans 'algebre de Colombeau est définie

par:
D F = [(Dg fe*pe)el, 0 <a <1

avec (f:):>0 est un représentant de F' € G*(R).

Lemme 2.32 :

Soit (f:)e=o un représentant de F' € G(R). Alors pour tout 0 < o < 1, on a

(Va € RY), (3N € N), (3C >0) sup |[[°f.(x)] < Ce™™

z€[0,T)
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Preuve 2.33 :

Soit f. un représentant de F' € G*(R), alors

]_ t
I"‘Et:—/t— o=l (1)dr, 1
fe(t) o) 0( T)* fe(T)dT 0 <a <
Donc
R0 | = o | [ =) lr)r
. = T o T (7)dT
]_ t
su I1of.(t = —— su t— 1) (r)dr
s [ 1R | = gy s | =)
1 t
< — | oo su /t—Ta_ldT
o) | fo Nl zos o, tE[O}DT]l 0( ) |
1
< CeNT1e
= Tl °
S C’T,ocg_N

De la méme maniere l'intégrale fractionnaire au sens de Caputo s’injecte dans l'algebre de

Colombeau par la définition suivante
Définition 2.34 :

Soit (f:)e>o un représentant de F' € G*(R), alors l'intégrale fractionnaire dans l'algebre de

Colombeau est définie par :

IF = [(I*f.*pc).] 0 < a< L



Chapitre 3

Point fixe dans I’algebre de Colombeau

Dans [36] J.M.Martin a donné pour la premiere fois la notion de point fixe dans l'algebre
de Colombeau. Dans ce chapitre on a rappeler plusieurs propriétés concernant le point fixe

généralisé, et on a appliquer ceci dans un probleme de Cauchy.

3.1 Contractions dans les espaces convexes et completes

Ce paragraphe est consacré a discuter la contraction des applications dans les espaces locale-
ment convexes, qui nous a conduit a définir la contraction des applications dans l'algebre de

Colombeau.
Définition 3.1 :

Soit £ un espace vectoriel muni d’une famille des semi-normes (p;);c;. Pour tout ¢ € I, on note
7; la topologie définie par la semi-norme p;.

Soit 7 la topologie générée par les classes U;e;T;.

Le couple (E,T) est appelé un espace localement convexe.

e La boule dans E de centre a est de la forme suivante
B(a,r;) ={z € E/pi(x —a) <r;}
® (Z,)nen est une suite de Cauchy dans E si
(Ve > 0)(Vi € I)(Ing € N)(Vn,p € Nsin > ng = pi(Tnip — Tn) <€)
e I est complet si toute suite de Cauchy dans E est convergente dans F.
Définition 3.2 :

Soit F un espace localement convexe et complet

I’application f: E — E est contractante si
(Vi € I)(Tk;i < 1) tel que V(z,y) € EX E, pi(f(z) = f(y)) < kipi(z — y)

Notations :

e (E,7) est un espace topologique défini par la famille des semi-norme (p;);e;

38
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o (E,7)\)xea est la famille des espaces topologique (F, 7y) définis par la famille des semi-norme

Q= (Q)\,i)ief

e (f\)xea la famille des applications contractantes fy : (E, 7)) — (E,T»).
Théoréme 3.3 :

Avec les notations précédentes
fr admet un point fixe 2z, € £
De plus si(E, 7) est séparé et Vi € I, A € A,Jay,; > 0 tel que ay;p; < gr;

alors z, est unique.

3.2 Contractions dans ’algebre de Colombeau

Tout d’abord nous cherchons s’il est possible de définir une application ¢ : G*(R") — G*(R")
par la famille des applications ¢, : C*°(R™) — C*(R")
On pose pgi(f) = {sup|0'f(z)|, K C R",i € N}
On rappelle que el
En(R™) = {(w)x € (C®(R™))"/VEK CR",Vi €N, (pri(ux)x € |€]}
N*(R™) = {(ua)x € (C®RM)* VK CR",Vi € N, (pxi(ur))a € INS|}

avec

& = L (D /[ (ma €&}
N = { (D /[ (w)x € NJ}

L’algebre de Colombeau est définie par:

G*(R") = & (R")/N*(R")
Lemme 3.4 :
Soit (¢a)rea une famille des applications ¢y : C*°(R™) — C>°(R")
On suppose que (uy)y € E5,(R™) et (vy)y € N*(R")
i) (oa(ur))x € Ey(R")

ii) (oa(ur 4 va))x — (da(unr))r € N5(R™)
Alors

¢:GRY) — G(R")
u=[(ur)r] = d(u) = [r(un)]

est bien définie.
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Preuve 3.5 :

Par i) on a [¢px(uy))a] € G*(R™)
Soit uy 4+ vy un autre représentant de u = [u,|

Par ii) on a

(fa(ur +0r))x — (da(ur))x € N*(R™)
[(@a(ur +va))a] = [(@a(ur))a] dans G*(R™)

Donc ¢ est bien définie.
Définition 3.6 :

On dit que 'application ¢ : G*(R") — G*(R") définie par la famille (¢, ), est contractante si:
a) Pour tout (uy)x € £;;(R), on a

(oa(ur))r € Ey(R)

b) chaque ¢, est contractante dans (C*°(R™, 7)) définie par Q = (g»)ien avec la constante
de contraction ky; < 1.

c) VK CR",Vie N, X € A, Jay; et by, tel que
axiPri < Qi < baipri
d) Vie N, VA€ A, alors

(%),\ et (1_%@),\ sont dans  |E?|

Théoréme 3.7 :

Si 'application
¢:G°(R") — G°(R")
est contractante, alors ¢ admet un point fixe dans G*(R").

Preuve 3.8 :

e a) implique i) du lemme 3.4

Par c¢) on a

Pri(Oa(un +vx) — da(un)) < knipki(va)
Pri(Oxa(uy +vx) — da(un)) < I;;\\l A (V)
Pri(Oxa(uy +vx) — da(un)) < Z;\\,%pK,KUA)

Donc

Pri(oa(un +va) — da(un)) € [N/
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alors la condition ii) du lemme 3.4 est vérifiée.
D’ou
¢ est bien definie
e Par le théoreme 3.3, on sait que ¢, admet un point fixe z, obtenu par la limite de suite de
Cauchy définie par
Zn1a = Oa(znA)

a partir de zp = [20.,] € G*(R™), on déduit que z; = [pr(201)] € G5(R") et 21 — 29 € G*(R™)

Donc
pr.i(z1a — 210) € &)
Vn,p € Non a
kX
Oui(Znapr — 200) < —=—qni(z10 — 200)
1 —FEy;
1
Ouilzpy — 200) < ————qni(z10 — 200)

1 —ky;
2y = pinﬁoo zpa dans C*(R™, 1) alors

1

iz —200) < ————qni(z10 — 200)
1—Fky;
Or gri(2n) < @nil2a — 200) + @0i(20,0) alors, on a
1
ilzn) < ri(2))
OW;
by 1
< ’ i(zn — i
SN [1 e (@ni(za — 200) + qri(200))]
Donc
(Px.i(2x) € |E]

Ainsi

(zx)r € E4(R™)
siz={z],ona
¢(2) = [pa(22)] = [2a] = 2

D’ou z est un point fixe de ¢.

3.3 Probléeme de Cauchy-Lipschitz dans G°

Définition 3.9 :

Le probleme de Cauchy-Lipschitz est défini comme suit

2'(t) = f(t,2(t))

z(to) = ¢ (ERtH eRF
avec f =[(fo)e], fe € C°(RT X R;R) et x = [(z.).], - € C*°(RT;R).

(1)
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Définition 3.10 :

Soit g : Rt x G*(R) — G*(R), on dit que g est lipschitzienne si V¢t € RT, Ve €]0, 1], k. (¢) >
0,¥(y,2) ER xR on a
| gz—:(ta ys) - gs(tazs) ’S k€<t) | Ye — Z¢ |

avec sup k.(t) = My, < 400, VT € RT.
te[0,7)

Théoreme 3.11 :
Si f est lipschitzienne, alors le probleme (1) admet une solution unique .
Preuve 3.12 :

Pour zy € R, f. € C®°(R* x R;R), z. € C®°(R*;R).
Le probleme se réduit a trouver un point fixe unique de I'application suivante

6:R — R
o(t) —s gb(:p)(t)zg—k/t:f(s,x(s))ds Vi € RY

1’) Tout d’abord on montre que ¢ est bien définie

On pose
t
Vt e RT ¢ (z:)(t) = ¢, +/ fe(s,z(s))ds
to
Il est clair que ¢, : C*°(RT,R) — C°(R*,R)

(C°(R*,R), 7) est un espace topologique définie par la famille des semi-normes (pr)rer+ avec

pr(z:) = sup |z.(t) |
t€[0,T]

Soient (z.). € £;;(R) et (y.). € N*(R)

On a
[6:e)(0) | = ¢+ [ fuls,aels))ds
< CT+ [ 1Rl | ds
< [ C1+ sup | (ta(0) | T
te[0,T
Donc
pr(de(z:)) € |&]]
c-a~d

(¢e(22))e € E(R)
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D’autre part, on a

[ 9ule +5)(0) = 6:e)(0) | = | [ Jels2e(s) + wels))ds — [ Lol o))
< [ 5.9+ 0el) — fols, () | ds
< [ ki) |uels) | ds
< Mre [ ]us) | ds

Donc
pr(¢e(ze +ye) — ¢=(2:)) < T Mr. pr(y.)
c-a-d
pr(d(z= + y:) — de(z:)) € N7
D’ou

((be(xe =+ ys) - ¢€(Is>>6 S NS(R)

D’apres le lemme 3.4 donc, 'application ¢ est bien définie
Pour montrer que ¢ est contractante, on va montrer les quatre propriétés de la définition 3.6

a) D’apres 1°) V(z.). € £(R), on a

(¢e(ze))e € E3(R)
b) Tout d’abord on va écrire (1) en termes des représentants
J]le(t) = fé(tv xf(t)) C: €R,tg € RT
(1c)
335(250) = (e . e Rty € R*
Il est clair que ¢, : C*°(RT,R) — C°(R*",R)

On note (C*(R*,R),7.) un espace topologique défini par (¢r.)rer+ avec Vy. € C*°(RT,R)

QT,€<y€) = sup {’ ys(t) ’ e_tMT’E}
te[0,7

On montre que ¢, est contractante dans ((C*°(R*,R), )

On a
600 = -0 )(O) = [ (els,els) = Sl ls)))ds
< [ 1Rl = flsrs) | ds
< [h) [au9) — uels) | ds
< [ Mre ] a(s) - pe(s) | ds
On pose

t
H = e [ My | au(s) = y(s) | ds.
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Donc
e M g2 )(t) = ¢=(y:) (1) | < H
Or
H = ¢ Mre /Ot My M7 (e’SMTﬁ | zo(s) — ye(s) ]) ds
< e Mregr (x. — y.) /O t My e*Mrds
e ]
0

< qre(we —ye) (1 — e tMre)

< emMregr (@ — ye) (7 — 1)

< gre(a. —yo)(1 — e T,
Alors

QT,E((bE(xE) - ¢s(ys)) S QT,€<375 - ys)(l - eiTMT’E)

Ainsi ap, = (1 — e ™Mre) < 1.
D’ot  ¢. est contractante dans ((C*°(R*,R), 7.)
¢) Soient T € Rt et y. € C*°(RT,R), on a

Sup]{\ ye(t) | e} < Sup]{\ ye(t) | e”"re}

telo, T te[0,T
< sup |we(t) |
te[0,7)
Donc
e TMrepr < qr,e
< pr

d) Soit 7€ R*, on a
(GTMT’E)E c &3

T

De plus

(1/1 - aT,e)s = (1/67TMT’5>€

= (TMre), €&

r

Donc d’apres la définition 3.6
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est contractante .

D’apres le théoreme 3.7, ¢ admet un point fixe z = [z.| avec z. est un point fixe de ¢.
Donc z est un solution de (1)

I’unicité:

On suppose que y = [y.] est un autre point fixe de ¢.

Alors

Ye = ¢c(ye) +ic avec i. € N°(R)
c-a~d
(pr(ic))s € N/
D’autre part, on a

) = 9el0) = [ fols () = folo,els))ds — i),
Donc
2ot = yelt) | = et [ fo(s,22()) — fols, e(s))ds |
< L) 1+ [ 1105200 — Lo, e5)) | ds
< ielt) | M [ ] 2e(s) = els) | ds,

D’apres le lemme de Gronwall, on a

IN

| 2=(t) = e (1) | [ ic(t) | " M

pT(Za - ya) > pT(ia) 6T Mr,e

A

Or eI Mr. c |51f| et (pT(is))s € |'/\[r:9‘
Donc

(pr(ze —ye))e € N7
D’ou

y=2z dans G*

3.4 Probléeme de Cauchy fractionnaire dans G°

Cette partie est consacrée a l'existence et 1'unicité du probléeme de Cauchy fractionnaire. On
sait qu’il existe plusieurs types de dérivées d’ordre fractionnaire, mais dans ce travail, nous
utilisons 'approche de Caputo.
Nous considérons le probleme de Cauchy d’ordre fractionnaire suivant
Diu(t) = g(t, u(t))

(3.1)
u(0) = ug up € R
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Avec D? la dérivée fractionnaire d’ordre 0 < ¢ < 1 au sens de Caputo, u € G*(J), g € G°(J xR),
J=1[0,b], beR".

Théoreme 3.13 :
Si g est lipschitzienne, alors (3.1) admet une solution unique.
Preuve 3.14 :

Pour uy € R,u € G5(J), et g € G*(J x R).
Le probleme se réduit a trouver un point fixe unique de 'application suivante
p:R — R
u(t) — o(u)(t) =ug+ g(t,u(t)) , Vted
Maintenant nous vérifierons les hypotheses a, b, c et d de la définition 3.6.

a) On pose
VteJ ¢-(u)(t) = uz)+19:(t, uc(t))

Il est claire que ¢, : C*(J,R) — C>(J,R)

(C**(J,R), T) est un espace topologique défini par la famille des semi-normes (pr)re, tel que

pr(u:) = sup |uc(t)|, pour tout u. € C*(J,R)
te[0,T

Soient (u.). € E5;(J) et (v:). € N¥(J), on a
Pe(ue)(t) = ueo + I'g:(t, uc(t))

Puisque g est est lipschitzienne, alors

9= (e (1)) = g=(v=(1))] < Ke(B)[luc(t) — v(1)]

D’autre part, on a

t(t—s)i !
I (t,u:(t)) = Ty Yelo, Ue d
geltue(0) = [ s gels ue()ds
Implique
B
1. (t,u.(t < —— su (T, ue(t
[19ge(t, us(t))] X te[o};]\g( ()]
Donc
(Ig.). € E3;(J X R)
Alors
0= (ue) ()] < Jueo| + [179:(,ua(t))]
D’ou

pr(de(u.)) € |
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c-a-d
(e (us))e € E3(J)
b) On va écrire (3.1) en termes des représentants
Diug(t) = ge(t, ue(t)),
(12)
ue(0) = uge Uge € X
On a ¢. : C*°(J,R) — C*(J,R)

On note la topologie 7. définie par la famille dessemi- normes (gr¢)rer+ tel que Vu. € C*(J,R),

on a

QT,s(ue) = sup {| ug(t) | e F(q) MTf}
t€[0,T]

Pour tout wu., v. € C*(J,R), on a

6:(ue)(0) = 0(0:)(0) = I'(ge(tus(0) = ge(t,0x(1)))
gt (t—s)r!
= | gy (el uel)) = gl el

Donc

| 9=(ue)(t) = de(ve)(t) | = \/0 F(;)(ga(sjus(S))—95(87%(8)))%!

Cela implique que

6.1~ 000 | < [ D b ls) vuls) | ds

I'(q)
~1
< ) = ve(s) | ds
Soit
a-1 pya—t
B = ¢ tTmMre (O / Mr: | us(s) —v(s) | ds
T(q) Jo
alors; on a
bq_lMTE
e T Pe(ue)(t) — @e(ve) () | < B
Or,
q—1 g—1
B = e traMre?
I'(q)

q—1
. /MT e M M | (5) — v (s) | d

< e iy M e gre(ue — v2)
t bq 1 pa—1
X —M Ty MTvEd
F( ) Tae S
< gre(ue —vo)(1—e” e MTE)
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Alors
pe—1

QT,s(gba(ua) - ¢6(Ua)) S QT,s(Us - Us)(l - e_bWMT’E)
Ainsi (1 — e "T@ Mrey < 1,
D’ou, ¢. est contractante dans (C*°(J,R), 7).
c) Pour tout T € Jetu. € C°(J,R), on a

q g—1
sup {[| ws(t) [lx e TN} < sup {] ue(t) | e T@ M)

t€[0,7] t€[0,7]
< sup [ u(t) ]
te(0,7
Ainsi
b9
e T@Mrep, < qre
< pr

d) Soit T e€J,ona
Et

Finalement,

est contractante dans R.
D’apres le théoreme 3.7, ¢ admet un point fixe u = [(u.):| avec u. un point fixe de ¢..
Donc u est une solution de (3.1), et la solution est unique.

En effet:

Soit v = [(v.)] un autre point fixe de ¢, on a
ve = ¢ (v.) +i. avec i. € N°(J)
Donc
(pr(ic))- € N7
De plus, on a
we(t) — v (t) = g.(t,w(t)) — Ig.(t,ve(t)) — i-(t)
= Ige(t, we(t)) — g=(t, ve(t))] — ic(t)

=i [ T (o) — o)

q)
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Donc
|w.(t) —v.(t)| = | —ic + /Ot@;(i]);(gg(s,we(s))—gs(s,ve(s))) | ds
< i+ /OtMTﬂ%WE(s)—va(snds

Par le lemme de Gronwall, on obtient

q—1
|we(t) —ve(t)| = |i.| Mre gyt
Ainsi
q—1
Jwat) —vat) | < prli) Ve Tt
.
pT(we Ua) S pT(ZE) eMTEbF(Q) '
Et puisque
MT’EIPL S y S
'@ € £ et (pr(ic)). € NP
Donc
(pT(ws - Ue))a S |NT|
D’ou,

w=7v dans G’

Ce chapitre a été destiné a l'introduction de la notion de point fixe dans le contexte de la
théorie des fonctions généralisées, a travers la définition de la contraction généralisée. Puis on
a illustré ceci par des problemes de Cauchy-Lipschitz, avec une donnée initiale un nombre réel

généralisé.



Chapitre 4

Probleme d’évolution dans G°

Dans ce chapitre on présente deux exemples de problemes d’évolution, dans le cadre des fonc-
tions généralisées de Colombeau: Le premier a été traité par la notion de Cy-semi-groupe
généralisée dite Cy-semi-groupe de Colombeau, sachant que la notion de semi-groupe joue
un role crucial pour I’étude des probleme d’évolution. Comme nous le savons, de nombreuses
recherches sont consacrées a la relation de liaison entre semi-groupe et son générateur infinitési-
mal, cette relation est donnée par le théoreme 3.1 dans [3]. Et le second est traité par le calcul

fractionnaire, et plus précisément avec la dérivée fractionnaire de Caputo.

4.1 Semi-groupe dans ’algebre de Colombeau

Suite a la tentative de nombreux chercheurs qui consiste a donner la relation entre semi-groupe
et son générateur infinitésimal. Dans cette section nous discutons la méthode de construire
I’algebre de Colombeau pour donner un sens aux semi-groupes généralisés.

Soit X un espace localement convexe défini par la famille des semi-normes (p;);c;-

On rappelle que:
E(X) ={(z.). € (X)OV/Fm e N,Vi € I, pi(x.) = Oco(e™) }

N(X) ={(z)e € (X)OY)ym e N* Vi e I, pi(z.) = Ocso(e™) }

o £3,(X) est une algebre
e N(X) est un idéal de &5;(X)
L’algebre de Colombeau sur X est définie par :

X = &,(X)/N*(X)

Définition 4.1 : [52]

e SEN (R : Lo(X)) est 'espace des applications (S;). fortement continues
Se Ry — L(X), € €(0,1) avec la propriété: pour tout 7' > 0 il existe a € R tel que

sup [[S(4)[] = Oc—0(e") (1)

te[0,T)

50
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e SN(R, : L.(X)) est 'espace des applications (N.). fortement continues
N.: R, — L.(X), €€ (0,1) satisfaisant:
pour tout be Ret T'> 0

sup [|No(t)]| = Oc—s0(e") (2)
te[0,T)

il existe g > 0 et a € R tel que

N.(t )
ap| =0 @)
t<to

il existe une suite (H.). dans L.(X) et g9 € (0,1) tel que

lim Ne (t)

t—0

Hzx, ze€X, e<egg (4)

pour tout b > 0,
[He]| = Oc—so(<") (5)

Remarque 4.2 : [52]

On remarque que, a cause de (3), il suffit que (4) soit valable pour tout z € D ou D est un

sous espace dense dans X.
Proposition 4.3 : [52]

SEM(R, : Lo(X)) est une algebre et SN (R : L.(X)) est un idéal de SEy(Ry : L(X)).

L’algebre des semi-groupes généralisés sur X est définie par

SG(R, : £(X)) = SEu(R, : L(X))/SN (R, : £(X))
Les éléments de SG(R, : £L(X)) sous la forme S = [S.], avec (S.). est un représentant de S.
Définition 4.4 : [52]

S € SG(R, : L(X)) est appelé un Cy-semi groupe de Colombeau s’il admet un représentant
(S:)e tel que, pour tout g9 > 0, S; est un Cy-semi-groupe, pour tout € < &.
Dans la suite on utilise seulement les représentants (S.). de Cy-semi-groupe S qui sont des

Cy-semi-groupes, pour ¢ assez petit.

Proposition 4.5 : [52]

Soit (S:)e et (S:). un représentant de Cy-semi-groupe S de Colombeau, de générateur infinitési-

male A., € < g, et A., € < &, respectivement, ou gy et £y correspondent ( dans le sens de la

définition 4.4 a (S:). et (S:)., respectivement.
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Alors, D(A.) = D(A,), pour tout ¢ < & = min{eo, &}, A. — A. peut étre étendu en un élément
de £(X), noté par A, — A..

Par suite, pour tout a € R,
14 = Acll = Ocs0(e") (6)

Maintenant on définit le générateur infinitésimal du Cy-semi groupe S de Colombeau.
Noté par A comme étant la paire ((A.)., (D(A:)):) ou A. un opérateur linéaire fermé de X a

domaine dense D(A.) C X, pour tout € € (0,1). On introduit la relation d’équivalence

((Ae)=, (D(A:))e) ~ ((Ae)e, (D(AL)):).

S’il existe g € (0, 1) tel que D(A.) = D(A.), pour tout £ < g, et pour tout a € R ils existent
C > 0et e, <etel que, pour z € A(AL), |[(A: — A)z|| < Ce%|z||, = € D(AL), e < &,.
Puisque A. est & domaine dense dans X, R. := A. — A, peut étre étendu & un opérateur dans
L.(X) satisfaisant ||(A. — A.)z|| = O(e), &€ — 0, pour tout a € R. un tel opérateur R, est
appelé un opérateur négligeable.

On note par A I’élément de l'espace quotient A/ ~. D’apres la définition 4.1, les résultats

suivants ont un sens.
Définition 4.6 : [52/

A € A/ ~ est un générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe généralisé S s’il existe un représen-
0

tant (A.). de A tel que A, est un générateur infinitésimal de S., pour ¢ assez petit.
Proposition 4.7 : [52]

Soit S un Cp-semi-groupe généralisée dont le générateur infinitésimal est A. Alors il existe
g0 € (0,1) tel que:
(a) lapplication t — S.(t)x : R — X est continue pour tout = € X et € < g

(b)

t+h
lim Se(s)xds = S:(t)x, e<eg, v€X

h—0 J¢
(© t
/ Se(s)xds € D(A:), e<eg, z€X
0

(d) Pour tout x € D(A.), t >0 S.(t)x € D(A.) et
d

250 = AS.(Da = S A, = << (7)

(e) Soit (S.). et (S:). des représentants du Cy-semi-groupe généralisé S, dont les générateurs
infinitésimaux sont A, et A., € < &¢, respectivement. Alors, pour tout @ € Ret t > 0

I

dt

(f) Pour tout € D(A.) et tout t,s > 0,

Se(t) — AESa(t)H = 0:—0(e") (8)
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S:(t)x — Se(s)x = fst Se(T)Acxdr = fst AS.(T)xdr
Théoréme 4.8 : [52]

Soient S et S deux Cp-semi-groupes dont les générateurs infinitésimaux sont A et A, respec-
tivement.

Si A= A alors

Remarque 4.9 : [11]

On suppose que les assertions de la définition 3.1 sont satisfaites. De plus, on suppose une

hypothese plus forte que (1), ils existent M > 0, a € R et gy € (0, 1) tels que
1S.(t)]| < Me%e®", e<ey, t>0, on 0<a.<a, pour certain o > 0

On obtient donc une sous-algebre de SG(R, : £(X)). Pour cette sous algebre le théoreme de

Hille-Yosida est valable dans le sens usuel.

4.2 Probleme d’évolution

Le probleme d’évolution est définit comme suit

a'(t) = Ax(t) + f(t,2(1))
(4.1)
l’(to) :ZL‘():C CER,t()ERJF

Avec [ = [(f.):] € G*(RT x R;R) , = = [(z.)] € G*(RT;R), et A est un générateur
infinitésimal de Cy- semi-groupe S(t) [11].

Théoréme 4.10 :

Si f est lipschitzienne, alors le probleme (4.1) admet une solution unique.
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Preuve 4.11 :

Pour zo € R, f € G*(Rt x R;R), z € G*(RT; R).
Le probleme (4.1) se réduit & trouver un point fixe unique de ¢, avec
6:R — R
t

z(t) — o(x)(t)=S{Et)+ [ S(t—s)f(s,x(s))ds , VteR"

to
On montre que ¢ est contractante dans (C*°(R*,R), 7.).
a)On montre que ¢ est bien définie.
On pose
VEERT 6u(a)(t) = S.(6)Ge+ [ St = ) .5, a2(5))ds

Et

Nr. = Mr. M, , where M, = sup |Me"e*"|
t€[0,T]

Il est claire que ¢. : C*°(R*T,R) — C>*(R*,R)
(C*(R*,R, 7) est un espace topologique défini par la famille des semi-normes (pr)rcr+ avec
pr(ze) = sup |z.(t) |

te(0,7)

Soient (z.). € £5;(RY) et (y.). € N*(R') on a

[ 0a)(0) 1<) S0 | + [ 12t = 8)fe(s,22(9)) | ds

Alors
sup | ¢c(x)(t) | < Mo | (|
te[0,T
+ T M, sup | fo(t,z(t)) |
te[0,T
Donc
pr(¢e(z.)) € ||
c-a-d

(¢e(2e))e € Ex(RT,R).

Alors la condition i) du lemme 3.4 est vérifiée.
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D’autre part, on a

bulie + ) 1) = 0u(e) 1) = [ St )L, s) + pe(s))ds
— [ Sl ) sl
= | /0 Selt = ) (s, 7:(5) + p.(5)ds
— [t =)l e()is|
< [1St=9) 11 Llsin(s) +0(s) ~ sl | ds
< M [ L)+ 0ul) ~ Llsialo) | ds
< M, [ M | yels) | ds

t
< [ N Luels) | ds

Donc
pr(¢e(we +ye) — de(2e)) < T Nre pr(ye)
Part suite
pr(de(ze + ye) — de(xc)) € N7
Dot

(gba(ffs + ya) - ¢6<x6))€ € NS(R+’ R)

D’apres le lemme 3.4, 'application ¢ est bien définie.

b) Ecrivons (4.1) en termes des représentants
J’Js(t) = A + fe(ta xe(t))
(1e)
x5<t0) = Ca Ca S R, to € R*

Il est claire que ¢, : C*(R*T,R) — C*(R*,R)

On note ((C*(R*,R),7.) est un espace topologique défini par la familles des semi-normes

(QT,a)TeR+
ol Vy. € C*(R*,R)

qTe(ye) = Sup {| Y (t) | e_tNT’E}
t€[0,7)

Soient (z.). € £5;(RT) et (y.). € N¥(R), on a

e (e ) () — P(ye) (¢ /St—s
[(fo(s,2(5)) — fo(s,2:(5))]ds.

Nous obtenons

[ (6:(02) = 6y 1< Mo [ Kels) | ez = ) () | ds.
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Alors
e_tNT’S | (QSE'IE - ¢6y€)(t> ’ S e_tNT’E
t
/O NT,E | (:L'a - ya)(s) | dS.
Soit
t
A =N [N a(s) = y(s) | ds
0
alors, on a
t
A e_tNT’EA NT?(EGSNT’E(Q_SMT’E |[L’5(S) _y8(8> |)d8
t
< G_tNT’EQT,a(wa - ye)/o MT7€€SNT’EdS
< QT,E(Q;E - yf-:)(l - eitNTys)'
Donc

qT,5(¢5(];5) - (bs(ys)) S (1 - eiTNT’E)QT,s(xs - ys)

D’ou, ¢. est contractante dans (C*(R™,R), 7.)
c) VT eRT etz € C°(R"R),ona

sup {] ye(t) | €<} < sup {|ye(t) | e7Vre}

te[0,7T) t€[0,T
< sup |w(t) ]
t€[0,T
Ainsi
e ™Nrepr < qre
< pr

d) Soit T € R, on a
(eTNre), € &8

T

Et
(1/67TNT’6)5 — (eTNT’S)E € 88

r

Donc d’apres la définition 3.6,

2(t) = [(ze(t))e] — @(2)(t) = [(¢e(c)(1))e]

est contractante .

D’apres le théoreme 3.7, ¢ admet un point fixe u = [(u.).] avec u. un point fixe de ¢..



Probléme d’évolution dans G*

57

Donc u est une solution de (4.1).

Pour 'unicité on suppose que w = [(w,):] est un autre point fixe de ¢ alors, on a
w. = ¢.(w.) + n. avec n. € N*°(RTR)
Donc
(pr(ne))e € IN7|
D’autre part, on a
welt) = wnlt) = [ el uels) = So(s,wels))ds — nelt)
uclt) = welt) | = | [ el uels) = ol wel))ds — ()|

Ainsi

) =) | = (0] + [ fssue(s) = Lo, wals) | ds

< )|+ My [ els) = wels) | ds

D’apres le lemme de Gronwall, on obtient

| uc(t) —wo(t) | < | na(t) | e Mre

Ainsi
pr(u. —w.) < pr(n.) e’ M7e
Puisque
et Mre e gyl et (pr(ne)e € N7

alors

(pr(ue —we))s € N7
c-a~d

(ue — w:))- € N*(R)
D’ou

w = u dans G*(R).



Chapitre 5

Solution de I’équation de la chaleur dans G°
par la notion de point fixe

Cette section est consacrée a la résolution de ’équation de la chaleur dans ’algebre de Colombeau
G*([0,00) x R) en utilisant la notion de point fixe. Nous introduisons 'inégalité de Gronwall

pour montrer 1'unicité de la solution

{ dwu(t,x) = Au(t,z) + g(u(t,z)) = € Rt € RT
(5.1)
u(z,0) = ug(x)

avec g = class ((g:):) tel que || Vg=(z) [[1=< c2 et || up=(2) [|r< c1.
Théoreme 5.1 :
if g est lipschitzienne, alors (5.1) admet une solution unique .
Preuve 5.2 :
Le probleme (5.1) se réduit a trouver un point fixe unique de I'application suivante
T:G([0,00) xR) — G([0,00) x R) tel que V(t,r) € R" xR
u(t,z) — T(u(t,z))
Avec
T(u(t,z)) = E(t,x)*up(x)+
/Ot /R E(t—T1,2—1y)g(u(r,x))dy dr

Et

2

arg exp(=§;) teRY, zeR
E(t7 x) =
0 =0
Tout d’abord on montre que 7T est bien définie.

i) On pose
T (us(t, x)) (¢, ) * uoe () +

= FE(t,x
/Ot /IR E(t = 7,2 = y)ge(ue(7, x))dy dr
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Ainsi T. : C®(R* x R, R)) — C®°(R* x R, R)

On note la topologie T définie par la famille de semi-normes (pr)r tel que

pr(us) = tg[%pﬂ{ll ue(t, ) |z}

Soit (ue)e € E5/(RT x R, R), on a

Te(ue(t, )] < |E(t,z)*upe(x)| +
/0 /R |B(t — 7,2 = y)ge(ue(r, 2))|dy dr

Cela implique que

| Teluret, )l < G ) Nl o e +
[0 B = 70— ) | 99:(002) N
| et ) ] dr

< B ool voe 1w +
[0 B =72 =) | 99:002) N
| uclt, ) llz=] dr

<

I Bt ) ool o 1o +
LB =70 =) ) 792(00)
| uelt, ) o] dr

Donc,
pr(Te(u.)) < cpr(uee) +T ccaepr(u.)
pr(T:(ue)) € |7
= (Te(u.))e € E(RT x R, R)
ii) Soient (v.). € Ny(RT,R,R) et (ve). € N;(RT, R/ R), On a
Ts(ue+ve)_Ts(us) = /Ot/RE(Zf—T,QJ—y)[
(ge(ua + Ua) - ge(us))(Ta y)]dy dr

Donc

T(ue ) =T < [ [IB@=7.2-y)
(gs(uz-: + Uz—:) - ge(us))(Tv y)]‘dy dr

Soit
D= (Te(ue 4+ ve) — Te(ue))(¢, ) [
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On obtient
D o< [UEE=7) s l) | vr,) lu=ldr
< [ BE =7 s o) ol ) lusldr
< or [ B =7 ] ver,) ll=ldr
Alors
pr(Te(ue + ve) — Tewe)) < cop T pr(ve)
D’ou,

T.(u: +v.) — T(u.) € N*(RT x R, R)

Alors T est bien définie.
Pour montrer que T est contractante, on va montrer les quatre propriétés de la définition 3.6

a)D’apres i), V(u.). € £ (RT x R,R), on a
(T.(u2)). € E4(R* x R )

b) (5.1) en terme de représentants est :

Oruc(t,x) = Auc(t, x) + g-(us(t, x)), v € Rt € RY
) {

ue(,0) = upe(x) = ve(x)

Il est claire que T, : C*°(R* x R,R)) — C*(R* x R, R).
On note la topologie 7. définie par la famille de semi-normes (¢rc)rer+ tel que Vu. € C*°(RT x
R,R), on a

qre(ue) = sup {7 | u(t) ||z}
t€[0,T

avec Mr. =cr || E(t,.) ||11-
Soient (ue)e, (ve)e € E(RT x R,R), on a

To(uc(t,2)) — To(va(t, 7)) —/Ot/RE(t—T,x—y)

[9=(u=(7,y)) — ge(v=(7, y))]|dy dT

7. (ue(t,2)) = Tt < [ [ 1B =72~ )
[ng(ue(Ta y)) - gE(UE(T7 y))]‘dy dr

Soit
Q = (T(ue) — Te(vo))(t, ) [~

On obtient

Q< [ NEE-7.) I ) | (= 0)(r) o dr
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<o 1 E(t=7,) Il ce(r) || (ue = ve)(7,.) [l dr
< orfo Il E(t—7..) [l (e = ve)(7..) [l dr

t
S~ 0 < MT@/O | vo(7, ) || oo d7

Donc
t
G_MT78 t Q S e_MT'E t/ MT’SGMT,E Te_MT,s T || /UE(T’ ) ||Loo dT
0
¢
< e Mre tQT,a(ua — ;) /0 MTﬁeMT’E Tdr
< QT,s(Us — UE)(l — e Mr, t)
D’ou,

are(Te(u) — To(ve)) < gre(ue — v:) (1 — e MmeT)

Puisque (1 — e M7.T) < 1
Alors T est contractante dans (C*°(R* x R, R), 7.)
c) VT € RT et u. € C°(RT,R ,on a

_MT,E

IN

sup {[| u(t) [l ™7}
te[0,7

e Mt sup {[| uc(t) ||r=}
te[0,7

< sup || ua(t) ||L°°
te[0,7

Donc

—MT’Et

€ pbr S qr.e
< pr
d) Soit VT € R*,on a
(eMreT). € |€7]
Et
1 S
(W)e | €&

D’apres la définition 3.6,

T:G([0,00) xR) —  G([0,00) x R)
u(t> ZE)) - [ua(t’ "L‘)] — T(u(ta JZ) - [T8(u6)<t7 :L‘))]
est contractante.

Par le Théoréme 3.7, alors T" admet un point fixe u = [(u.):] avec u. un point fixe de 7.

De plus, u est une solution unique (5.1).
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Pour montrer 1'unicité, supposons qu’il existe deux solutions au probléeme (5.1).

Si v = [(ve)e] un autre point fixe de 7', on a
Ve = T5<Us> + ne

avec (ng). € N*(RT x R, R).
On a

wlt,z) —v(tz) = //Et—r:c— V)]
9= (ue(T,y)) — ge(ve(T,9))]dy d7 + nc(t, )
Ainsi
et = welt.) e < [ 1B =7,) I eo(r)
| (ue —v.)(r, )IILoo dr+ || no(t,.) ||z~

< MT/ | ue(r,.) — va(7,.) |l dr +
| ne(t,.) ||Loo

D’apres le lemme de Gronwall, on obtient
[ ue(t, ) = velt, ) [le< My || ne(t, ) [z
Puisque (n.). € N¥(R* x R,R), alors
(ue —v.). € N*(RT x R, R)

Donc ,

u="7v

Ainsi, la solution est unique dans G(R* x R, R) .



Chapitre 6

Solution de I’équation de Sine-Gordon dans
G* par la méthode de point fixe

Cette section est consacrée a la résolution de I’équation Sine-Gordon dans I’algebre de Colombeau

G*([0,00) x R)

(83 - 8§>u(t, r) =2sin(u(t,z)), xR, teRt
u(0,2) = a(z), = €R, (6.1)
Owu(0,2) = b(x), zeR

Théoréme 6.1 :
Le probleme (6.1) admet une solution unique.
Preuve 6.2 :

Le probleme se réduit a trouver un point fixe de I'application suivante

T {QS(R+ X R) — gS(R+ X R)
u— T(u),

tel que, V(t,z) € RT xR, on a

T(u(t,z)) = ;(a(x —t)+a(z + t)) + ;/ x)dx + / /;:t : sin z))dzds

Soit Ky = [—k, k] un intervalle compact.

Pour 0 <t < s <k, les intervalles I; et K, sont definis par

L = {zeR, /g <k-t}
K, = {(tz)eR" xR /0<t<s, ,z€l}

Maintenant nous vérifierons les hypotheses a, b, c et d de la définition 3.6.
a)
e On pose

1 1 T+t—s
T.(u:(t,z)) = i(as(x —t) +ac(x —i—t)) +3 /x_ z)dx +/ /HS t sin u6 s z))dzds
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On a T est définie sur C* (R* x R, R) a valeur dans C™ (R* X ]R,]R).

<C°° (R+ x R, R) , 7') est un espace topologique défini par la famille des semi-normes (pr)refou,

tel que
pr(uc) = sup { [l uct,.) |p=x,) |
t€[0,T]
Soit  (u.). € &3 (R+ x R, R), alors
I 72 (uet ) lzmiy < el
b flzoe 10)

+
+ 225/ || sin u6 )HLOO(K)dS

Puisque |sin(t)| < |t|, Vt € R, alors

I T2 (ue(t,)) Mz

IN

| ac |l zoero)
e o
b2t [ s, ) i ds,

Cela implique que

sup { I T5<Us(t7-)> Lo (1) }

te[0,T

IN

| ac [ (1)
+ ] be [z (10)

+ 2T? sup {II ue (s, )IIL%(Kt)}
t€[0,T]

Donc,
pr (Ta(ua)) S pT(aa) + pT(bE) + 2T2pT(u£)a
D’ou
pr(Te(u.)) € |
= (To(u.)) € &4(RT xR,R).

e Soient (v.). € N* (R+ X R,R) et (ve). € N* (R+ X R, R), alors on a

Ta(ug(t,:v) +va(t,x)> —T(u / /:H ) sm (ue(s, z) + ve(s, 2))

+s—t

— sin (us(s, )) )dzds
Implique que

| T (et )+ 0.(8,2)) = T )t ) oy = 2T /Ot I sin (u(s, )
+ wue(s, ))
— sin (ua(s, )) | oo (i) ds,
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Ainsi,
I 72 sl ) () = Telwe) 1) oy = 2T [ el
+ wv(s,.)
— U/E(S, ) ||L°°(Kt) ds
On trouve,
sup {|| Te(ue(t,.) +ve(t, @) = Te(ue)(t, ) lroen} = 2T/ sup {|| uc(s,.)
0<t<T 0<t<T
+ ve(s,.) —uc(s, ) HL"O(Kt tds
Par suite

sup Il T2 (et ) + velt 2)) = Telw)(® ) N} <27 sup {[ve(s,) e Yo

0<t<T

Donc,

pT(TE(“e + Ua) - Te(ua)) S 2 T2 PrUe
= pr(Te(ue +v.) — Te(ue)) € [N/

= T(ue +v.) = Te(us) € N*(RT xR, R).

Par le lemme 3.4, alors T' est bien définie.

b) Le probléme (6.1) en termes des représentants

(@2 - 0%)116 =2sin(u.), x€R, te€R"
ue(x,0) = ac(zr), =R,
Oue(0,2) = b(z), =z €R.
Il est claire que T; est définie sur C*°(R™ x R, R)) a valeur dans C>°(R* x R, R).
(C(’O(RJr xR, R), TE) est un espace topologique défini par la famille des semi-normes (¢r.)rer+,
tel que :
Yu, € C®(R* x R,R)

QT,s(ys) = Ssup {e_ZtT || u€<t> ||L°°(Kt)}
t€[0,T]

Soient (ue)e, (ve)e € E(RT x R,R), on a

Te(ua(t,x)) vg (¢, :1: / /;H ) sm (uc(s, z)) — sin (va(s,$)))dzds,

+s—t

Cela implique

I T2l ) = Tt ) ey <20 [ el )

— 0(s,) llzees) ds,
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Donc

|7 (elt, ) = T (0t ) Dy < 27 [ 1 e, )
— (s, ) ooy ds.

2tT

En multipliant par e™*"*, on obtient

t
Y Telue(t, ) = Te(welt, ) ey < 2T [ (s, )
— Ua( ) ||L°°(K) dS
Donc

‘ t
T [ s, ) = v, ) iy ds = 2T [T ugs,)

Ve(s,.) [lpeo(x,) €7 ds,

Par conséquent

t
te—QtT/ | ue(s,.) —ve(s,.) ||L°° (K,) ds < sup {Q—QtT || us(s,.)
0 tE(O,T]

¢
0ol ) o e 2T [ 2T ds,
0
Ainsi
t
te_QtT /0 || us(sa L) — Us( ) ||Loo (Ks) dS S sup {e_th || UE(S, ) - UE( ) ||LOO(K )}

te(0,T]

w e AT (eth _ 1) ’

Implique
t
fo 2T / | ue(s,.) —ve(s, ) |y ds < sup {e 27 | u(s,.)
0 te(0,T7]
—otT
= wls) e} (L= 7).
D’ou,

sup {e 2" || T-(uc(t, ) = Te(ve(t, ) oo} < sup {e 7 || uc(s, )
t€(0,T) t€(0,T)

— ve(s,) ooy} (1=,

Alors
quf(TE<u€) - Ta(vs)) < QT,E(’LLE — ’UE)(l — e_QtT)’

Puisque 1 — e72T" < 1, par conséquence T, est contractante dans (COO (R* x R, R),TE>
¢) Soient T € Rt et u. € C*°(RT,R, on a

_ 2 _
e sup {|| ue(t) [} < sup {|| ue(t) ||, €}
te[0,T) t€[0,T)]
< sup || ue(t) |lzeo(xy),

t€[0,T)]
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donc

—2772

e pr S qrg
< pr
d) Pour tout 7€ R*, on a
T eegr.

T

Et
1/(1—e ) eégr.

Finalement, d’apres la définition 3.6 1’application
g*(R* x R) — ¢*(R* x R)

T u(t,z)) = [us(t,x)} — T(u(t,x) = [Ta(ug(t,a:))l,

est contractante.

Par le Théoréme 3.7, T admet un point fixe z = [(z.):| avec z. un point de T..
De plus, z est une solution de 6.1.

Pour montrer 1'unicité, supposons qu’il existe deux solutions au probleme (6.1).

Si v = [v.] est un autre point fixe de 7', alors
Ve = Te(va) + e

avec (n.). € N°* (R* X ]R,R).
On a
t rxt+it—s
ue(t, ) —ve(t, ) = /0 /x (sin(uc(s, 2)) — sin(ve(s, x)))dzds + n.(t, x),

+s—t

Ainsi

S
m
—~
\?ﬁ-
N—
|
S
m
—~
\'@F
N
=
2
=
(VAN

t
2 [ uels, )
0
— v(5,.) |lpeo (i) ds

+ lne(t ) e

Cela implique

t
et ) = velt ) oy < 27 [ uels, )
— v:(s,.) |l (k) ds

+ [ ne(t, ) |z -

Par le lemme de Gronwall

“ ua(t’ ) - Ué(tv ) HL‘X’(Kt)S €2T H né(tv ) ||L°°(Kt)7
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Ainsi

sup {[| uc(t,.) = ve(t,.) lleen} < € sup {[| n(t,.) o}
t€[0,T] t€[0,7]

c-a-d

pr(uc —v.) < e*pr(n.)

Puisque (n.). € N* (R+ x R, R), alors
(e — ve)e € N*(R* x R, R)

Donc,

D’ou, la solution est unique dans G* (R+ X R).

6.1 Association

Soit v la solution du probleme

{(ag R)(t,z)=0, zeR teR,
(0,z) = a(x) 0w(0,x) = b(z), reR

et w la solution du probleme

{(ag — 0H)w(t,r) = 2 sin(u(t,z) + m(z, 1)), reR teR,
w(0,x) = a(z) Oyw(0,x) = b(x), relR

avec

m(z,t) € N*(R x R")
H la fonction Heaviside.
Proposition 6.3 :
La solution généralisée u du probleme (6.1) est associée avec v + w.
Preuve 6.4 :

Soit v, la solution du probleme

(02 — 2)v(t,z) = 0, reR teR,
v:(0,2) = a.(x) O:(0,z) = b.(x), reR

Donc

(02 — 0 (ue — v. — w.) = 2sin(u.) — 2sin(w. + m,)
(ue —ve —we)(0,2) =0 O(us —v. —w.) =0
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On passe a la norme L*™

IA

T
e — ve — wel|poo(ky) 2T/0 || sin(ue) — sin(w. + me)|| poo (k) ds

T
< oT /0 | sin(ue) — sin(ve + w.)|| g xds

+ 277 sin(ve + we) — sin(we +me)|[r(x,)
T
B -
0
+ 277 sin(ve + we) — sin(we +me)||pe(xr)

D’apres l'inégalité de Gronwall
e — ve — we | Lo (aepy < 277| sin(v: + we) — sin(we + me)|| oo () exp(277)

Comme sin(vg + wg) — s.in(w8 + ms) est bornée et converge presque partout vers 0, alors wu.
converge presque partout vers v + w.
Donc

U v+ w



Chapitre 7

Continuité et généralisation de point fixe
généralisée dans G°

Le but de ce chapitre est la notion de point fixe dans le cadre des fonctions généralisées de
Colombeau, dans ce contexte une attention particuliere est donnée a la notion de continuité des
applications C-linéaires , et comment utiliser la définition de la contraction des applications
définie sur l'algebre des fonctions généralisées pour prouver certain résultats concernant la
théorie de point fixe dans le sens de 'algebre de Colombeau .On a aussi illustré tout ceci dans

un probleme de Cauchy, avec un nombre réel généralisé comme donnée initiale.

7.1 Définition et propriétés de base de C-module G
Soit C I’anneau des nombres complexes généralisées obtenu par la quotient de
o ={(u). €O AN €N, |tz |= O™}

par l'idéal
Ne = {(ue): €OV Vg €N, | ue |= Oco(e)
(cf. [47]).C est trivialement un module sur lui méme et on peut le munir d’une structure
topologique.
Afin d’expliquer ces propriétés, inspirés de l'analyse [28] et les travaux précédents dans ce

sens [13],on définit la fonction suivante

v:€& — (—00,+]

(Ue)e — sup{l €R|u. |=0(") quand e — 0} (7.1)
sur &c. Elle satisfait les conditions suivantes:

(i) ©v((u.):) = +oo si seulement si (u.). € N,
(i) v((ue)e(ve)e) = v((ue)e) + v((ve):)
(iii) v((ue)e + (ve)e) = man{v((ue)e), v((ve)e)}
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avec (ii) et (iii) devenant des égalités si les deux termes sont de la forme (ce?)., c € C, b € R,
respectivement. Notons que si (u. — u.)e € N, (i) combiné avec (iii) impliquent v((u.).) =

v((u.).). Ceci signifie qu'on peut utiliser la fonction v pour définir la valuation

velw) == o((u)e) (7.2)

d’un nombre complexe généralisé u = [(u. )], et toutes les propriétés précédentes sont satisfaites
pour les éléments de C .

Soit maintenant

|.]e:= C —[0,400)

u—| ule:= exp{—vg(u)} (7.3)

Définition 7.1 :

Soit E/ un espace topologique localement convexe défini par la famille de semi-normes {p;},.;.

les éléments de
Mg = {(u.). € BV : 3N € NVi € T pi(u.) = Oo(c ™)} (7.4)

et
N = {(uc): € EOV: Vg € NVi € I pi(uc) = O.(e%) } (7.5)

sont appelés modérés,et négligeable respectivement. On introduit I’espace des fonctions général-

isées basé sur F/ comme étant ’espace quotient

Gp =&/ Ng

Il est claire que la définition de G est indépendante du choix de la famille de semi normes qui
détermine 'espace topologique localement convexe E. On adopte la notation u = [(u.).] pour
la classe u de (u.). dans Gg.

Par les propriétés de semi normes sur E on donne la définition du produit entre un nombre

complexe généralisé et un élément de Gg par 'application
C xGr — Gr
11 est naturel d’introduire la p;-valuation de (u.). € Mg comme suit
vp,((ue)e) = sup{b e R/Vi €I piu:) = O(e") ase — 0} (7.6)

Notons que vy, ((u.)e) = v((pi(uc)).) ot la fonction v dans (7.1) donne la valuation dans C.

Clairement v,, est définie sur Mg & valeur dans (—oo,+00) et les propriétés suivantes sont
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satisfaites:

(i) vp,((us):) = +oo pour tout i € I si et seulement si  ((u.).) € N,
(i) vy,
(ii) vy,

(iv) Up;

Aele)e) = Upi(()‘s)z-:) + UPi((uE)E) pour tout (A.). € Enr et (ue). € Mg,
Aetic)e) = vy, (Ao)e) + vy, ((ue):) pour tout (A.). = ce?), c€C,beR,

Ue)e + (ve)e) = min{vy, ((ue)e), vp, ((ve)e) } -

/

Si (ue —u.). € Ng, alors i) et iv) impliquent v, ((u.).) = vp,((u_.).) . Ceci signifie qu'on
peut utiliser (7.6) pour définir la p;—valuation vy, (u) = vy, ((u.).) d’'une fonction généralisée
u=[(u):] € Gp.

et par suite
Pi(u) := exp{—vy,(u)}

est une ultra pseudo-semi norme sur C—module Gp.
Ainsi Gg est un espace topologique localement convexe défini par la famille de ultra-pseudo-

normes (P;)ies-

7.2 Continuité et Contraction dans C-modules
Définition 7.2 :

Soit T : Gz — Gp Dapplication C-linéaire avec (E, (Pi)icr) et (F,(Q;)jes) deux espaces

topologiques localement convexes. On dit qu'une application 1" est continue si et seulement si
Vje J Jige I,3c>0 tel que Q;(Tu) < cPiy(u)
Lemme 7.3 :

Soit (1%)ec(0,] une famille des applications C-linéaire 7. : E — F, ou E et F' deux espaces
topologiques localement convexes. Si

o (u) e Mg = (Tu.). € Mp

e (u.). e Ng = (Tiu.). € Np

Alors

T:Gg — Gr
u=[(u):] > Tu=[(T.u.)]

est bien définie

Théoréme 7.4



Continuité et généralisation de point fixe
généralisée dans G* 73

Avec les mémes notations précédentes, si T, : E — I est C-linéaire continue, alors
T:Gg — Gr

est une application C—linéaire bien définie, et continue.
Preuve 7.5 :

Soit (us)e € Mg
donc u. € F pour tout € € (0,1]. Ainsi

T.u. € F

Deplus Vie I, 3N € Ntel que p;(u.) = O(e™)

d’apres la continuité de 77, on a

QJ<TEUE) < CP;i (ue)

N N

/_ —
< cXce = o€

donc
q]’(Taus) = O(g_N)
Par suite

(Tgua)g € Mp

ce qui implique
Tu € gF
Soit (v.). € Ng, ie
(Vi€ I), (Vg €N), pi(ve) = O(e7).

et T.v. € F, pour tout ¢ € (0,1].

puisque 7. est linéaire et continue, donc pour tout j € J il existe g € I, et ¢ > 0 tel que

Qj<Tevs) < Cpio(Us)

/

N !
< cet ou ¢ > 0.

Ainsi
q;(Teve) = O(e9)

et par suite
(TEUE)5 c NF
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donc, T est bien définie.
La continuité:

On a pour tout j € J

Vg; (Teue)e) = vl(g((Te(ue))e)

Puisque T, est une application linéaire continue, alors

Vje J Jige I, 3c>0 tel que gq;(Tru:) < cpiy(ue)

Soit
d:= Upi(“x—:) = Sllp{b eR: pi(“’s) = O<€b}
alors
45 (Te(ue)s) < e x ¢ e = ¢t where ¢y, ¢ > 0.
donc
d<h
c-a-d
Upyg (Ue) < vg; (Teue)
e Y4 (Teue) < 6*”;01'0 (ue)

et par suite
Q;(Tu) < Piy(u)

Conclusion: T est C—linéaire continue.
Théoréme 7.6 :
Si 'application C—linéaire

1. — F

u. —  Toue
est contractante avec la constante de contraction k. = Me* avec ky, M > 0, alors

T:Gg — Gr
u=[(ue)e] — Tu=/[(teue)]

est contractante
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Preuve 7.7 :

Soit € € (0, 1] Papplication linéaire T : (E, (p;)icr) — (F, (gj);es) est contractante.
Donc pour tout j € J il existe iy € I, et k. € (0, 1) tel que pour tout u.,v. € E, on a

Qj(TsUe — Tove) < kepig (ue — v2) (7).
On pose

h = vy, (Tou. — Tve) = sup {b eR: ¢;(Tou. —Tov,) = O(eb)}
d = vy, (ue—0v:) = sup{b eR: pi(u. —v.) = O(sb)}

grace a (7)

qj (Tsus - Tsvs)

N

kspio (us - Us)

k d
< e%Mce

= e olie > 0.
Ainsi
d+ky < h
i1.e vy, (Teue — Teve) > Upio(ué‘ — ) + ko
e Y4 (Teue—Teve) < efk:o e UPig (ue—ve)
Qi(Tu—Tv) < e ™Py(u—w)

Conclusion 7" est contractante.
Proposition 7.8 :
L’espace (Gg, (P;)icr) est topologique localement convexe et est séparé.
Preuve 7.9 :
Par la définition de Ng, si u # 0 dans Gg, alors
Up, ((ue)e) # 00 pour certain i € I

d’ou

et par conséquent (Gg, (P;)icr) est séparé .
Proposition 7.10 [16/:

L’espace (Gg, (P;)icr) est complet.
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7.3 Quelques théoremes de point fixe dans ’algebre de
Colombeau

Théoréme 7.11 :

Soit A : (Gg, (Pi)ic1) = (Gg, (P;)icr) une application dans une algebre de Colombeau a valeurs

dans lui méme telle que

1) il existe Ug € QE, pi<A5U0’€ — Uoﬁ) = O(&C), ceR
2) V(iel)p(Aupe — Acvpe) < Mskopi(ug) —v:), M ky>0.

Alors A admet un point fixe unique .
Preuve 7.12 :

On introduit la suite (z,)nen définie par

{xn+1 = A:Un {$n+l,s = Asxn,s + ne

Ty = Ug To,e = Ug,e + N

avec  (n.). € Ng.
On a

eXp{_Upi<xn+1,e - xn,s)} = eXp{_Upi (anrl,E - xn,t‘)}

exp{—vpi (Aaxn,e - Aa$n—175)}

IN

eXp{_kO} eXp{—'Um (xn,s - mnfl,s)}
exp{—ko} exp{—ko} X

eXp{_’Upi (xnfl,s - xan,s)}

IN

< (exp{—ko})" exp{—vp, (Ao — o)}
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Maintenant on prouve que (z,) est de Cauchy . Soit m,n € N (m > n)

eXp{_Upi (ﬂvm,e - ina)}

Donc

exp{—vpl. (‘Tm,a - xn,e)} <

IN N

IN

IN

IN

exp{—tp, (Tm,e — Tne)}

exp{sup (—vp, (Tme — Tm-1.)s —Vp;(Tm—1. — Tne))}

sup (exp{—vy, (Tme = Tm-1)}, eXp{—Vp, (Tm-12 — Tn)})
exp{—vp,(Tme — Tm-1)}

+ exp{—vpi (:Em—l,a - xn,a)}

(exp{—ko})" " exp{—vy, (Aexo. — 20.)} + ..

o+ (exp{—ko})" exp{—vpi(Aczo,c — w0.)}
(exp{—ko})" (1 + exp{—ko} + ...

. Fexp{—ko(m —n —1)}) exp{vy, (A:zo — Zo.})

vt (1SR hm )

exp{—vp, (AcToc — To.)}

(exp{—ko})"

1 — eXp{kg} exp{_vpi <A8m0,5 - 1‘0,5)}

ou le membre de droite de I'inégalité précédente tend vers zéro quand n — +oo.

D’ou, (z,)nen est de Cauchy dans (G (P;);er) qui est complet, donc (z,)nen est convergente .

Et par suite il existe u dans Gg tel que v = lim,, o x,.

D’autre part, on a si u,v € Gg, on peut prouver que A est une application continue.

En effet pour tout u,v € Gg

P;(Au — Av)

alors A est continue. Et on a

ce qui implique que

= exp{—uvp, (Acu: — A.v.)}
< exp{—ko} exp{—uvp, (ue —v.)}
< exp{—ko} Pi(u-v)

Tn4+1 = Axn

u = Au
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donc A admet un point fixe unique. supposons que A admet un autre point fixe v € Gg, Av =0

on peut écrire

exp{ —vy, (ue —ve)} = Pi(u —v)
Pi(Au — Av)
= exp{—uvy, (Au. — Av.)}

IN

exp{—ko} exp{—uvp, (u. —v.)}

ceci entraine que
exp{ vy, (. — v.)} = 0

ce qui signifie
et par suite

Conclusion
u=1v dans (g

Théoréme 7.13 :

Soit A : (Gg, (Pi)icr) — (GE, (P;)icr) une application de Gg vers Gg muni de la famille ultra

pseudo-semi-normes (F;);es, qui satisfait les conditions suivantes:

1) Jug € G, pi(Acuoe —upe) = O(°) avec ¢ >0
2) V(i€ l)p(Au. — Aw.) < Me* [pi(Acue — ue) + pi(Acve — )] avec A > In(2)

Alors A a un point fixe unique dans Gg.
Preuve 7.14 :

On considere la suite

Yn+1 = Ayn YUn+le = Aayn,e + ne
Yo = up € Gp Yo,e = Uo,e + 1L

avec  (n.). € Ng.
On a

eXp{_vpi (yn+1,a - yn,E)} - eXp{_Upi (yn—i—l,e - yn,s)}
= eXp{_vpi(Asyn,s - Asynfl,s)}
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Et par la définition de la fonction valuation v,, on peut écrire
pi(AEyn,e - Az—:ynfl,s) < Méf)\ .52

avec £ = min (vy, (AcUne — Yne), Ups (AcUn—1, — Yn—1.))-

Donc,
Up(Acynt1,e — AcYn—1,) = A+ min (vp,(AcYne — Yne ), Vp; (AcYn—1,6 — Yn-1))
Ainsi
—Up, (Actnire — Actn-1.e) < —A — min (v, (Acne — Yne) Vp, (AcUn-12 = Yn-1.))
Et par suite

eXp{_Upi(Aeyn,a_Aeyn—l,a)} S exp{—)\} X

exp{— min(vpi(Asyn,e - yn,z—:)a Upi<Asyn71,e - yn71,5))}

< exp{-A} x

max (exp{—vy, (Ane — Yn,e)}, exp{—vp, (Actn—1,c — Yn-1,)})
< exp{-A} x

(exp{—vp, (Actne — Yne)} + exp{—vp,(Actn-1, — Yn-1)})
< exp{—A} exp{—v,,(AYne — Yne)}

=+ eXp{_)‘} eXp{_Upi (Asynfl,s - yn71,5>}

D’ou
exp{—A\
exp{—vpi (Aayn,a - Aayn—l,a)} S 1_5}({1){_})\} exp{—vpi (Aayn—l,s - yn—l,a)}
et par induction on conclut que
exp{—X\ "
eXp{_Upi(Aeyn,s - Asyn—l,e)} < <1_§)<{I:){_];\}> eXp{_Upi(AeyO,a - yO,E)}

Maintenat on montre que (y,), est une suite de Cauchy.

Soit n,p € N, on a

exp{—vp, (Tntpe — Yne)} = exp{—vp, (Tntpe — Yne)}
< exp{max(—vp, (Yn+pe = Yn+p-12)s —Up, (Yntp—1,c — Yn,e))}
< max (exp{—vp,(Yn+pe = Yntp-1,e) }> €XP{—Vp, (Ynip-1,6 = Ynee)})
< exp{—vp,(Ynipe = Ynip-1)}

+ eXp{_Upi (yn+p—176 - ynE)}

(%)" + .+ (%)nwﬂ] )

exp{—vp, (AcYo.c — Yo.)}
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Alors

o=\ ' _enf=A} )
1-— exp{—A}) (1 1 - exp{—/\}> g
exp{ —vp, (AcYo.. — Yo.e)}

eXp{_Upi (xn—s-p,a - ymf)} < (

et d’apres la premiere propriété du théoréme, on a exp{—uv,,(Acyo- — Yo)} est finie, le membre
de droite de I'inégalité précédente tend vers zéro quand n — oo.

Alors (yn)n est une suite de Cauchy dans G qui est complet, alors il existe u dans Gg tel que
Yn — 0 quand n — oo.

Maintenant on va prouver que u est un point fixe de I’application A.

Nous avons

eXp{_Um (Acue —u.)} < eXp{SuP<_Upi (Acue — 3/%,6)7 —Up; (yn,s —u))}
S exp{_vpi (Aaue - yn,e)}
+ eXp{_Upi (yn,«s — uc)}

D’autre part

exp{—vp,(Yne —us)} < exp{=A} X

(exp{—min(vy, (Yn.e — Yn-1.¢), Vp, (Ue — Acuic)}))

< exp{-A} X

sup (exp{—vy, (Yns — Yn-1.2)}, exp{—vp, (ue — Acue)})
< exp{-A} X

(exp{—vp, (Yne — Yn-1.)} + exp{—vy, (ue — Acuc)})
< exp{—A} exp{—vp, (Ynec — Yn-1.)}

+exp{—A} exp{—uvp, (u: — Acu.)}
D’ou
exp{ vy (A — )} < exp{—vp (e — u)}
+exp{—A} exp{—vp,(Une — Yn-1,)}
+exp{—A} exp{—vp, (Acu. —u.)}
(1 — exp{—A}) exp{—vy, (Acuc —us)} < exp{—vy,(Yne — uc)}
+exp{—A} exp{—vp,(Yne — Yn—1.)}

en passant a la limite quand n — +o00 on obtient

exp{—up, (Acu: —u:)} =0

ce qui implique que

Up, (Actte — uz) = +00
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ce qui signifie que
D’ou
Unicité:

Supposons qu’il y a un autre point fixe v de A, Av = v, tel que u # v.

Donc on écrit

exp{—up, (u: —v:)} < exp{—v,, (Au. — A.v.)}
< exp{-A} X
exp{sup (—vp, (Acue — u.), —vp,(Acve —v2))}
< exp{-A} X
sup (exp{—uvy, (Acue — ue)}, exp{—uvy, (Acve — ve)})
< exp{-A} X
(exp{—vp, (Actie — ue)} + exp{—vp, (Acv: — ve)})
< exp{—A}exp{—v,, (Acu. —u.)}
+exp{—A} exp{—v,, (A.v. —v.)}
Puisque Au=u et Av = v, alors
U, (Actte —u:) = vy, (Acve. — v2)
= +00
= exp{—v,(u: —v:)} = 0
Alors
Up; (Ue —ve) = +00
= (ue)e — (vo): € Ng
Conclusion

u=wv dans Gg.
Théoréme 7.15 :

Soit A : (Gg, (Pi)icr) — (GE, (P;)icr) une application de Gg. muni de la famille d’ultra pseudo-

semi-normes (P;);c; dans lui méme, et satisfait les deux conditions suivantes:

1) Jug € G, pi(Acupe —upe) = O(°) avec ¢ >0

2) V(iel)p(Awu. — Awv.) < MeP [pi(Acue: — v.) + pi(Acve —u)] avec > In(2).

Alors A admet un point fixe unique dans Gg
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Preuve 7.16 :

Considérons la suite
Yn+1 = Ayn Yn+1,e

= Asyn,s + ne

Yo = ug € Gp Yo = Upe + 1

On a

eXp{_vpi (yn+1,€ - yne)} = eXp{_vpi (yn—&-l,e - ynf)}

= eXp{_Ui(Aayn+l,5 - Asynfl,s)}

Et par la définition de la valuation d'une fonction v,,on peut écrire

pi<A€yn,€ - Asynfl,s) < M€ﬂ .&TZ

avec ¢ = min (,Upi (Asyn,a - yn,a)a Up; (Asyn—l,a - yn—l,a))

Donc,

'Upi(Asyn—&-l,a - Aayn—l,e) Z B + min (vpi(Aeyn,s - yn—l,a)a vpi(Aeyn—l,s - yn,a))

_'Upi (Asyn+1,€ - Asynfl,e) S _6 — min (Upi (Asyn,z-: - ynfl,s); Upi (Asynfl,s - yn,s))

Et par suite

eXp{_Upi (Asyn,s - Asynfl,s)} S

IA

IA

Puisque, (Acyn—1c — Yne)e € Ng,

Alors

exp{—3} x

exp{—min (vy, (Actne = Yn-1.2); Vp; (AcUn-16 = Une))}
exp{—3} x

sup (exp{—vp, (Actne = Yn-1.)}, exp{—vp,(AYn-1,c — Yn)})
exp{—B} exp{—vp,(AcYne — Yn-1)}

+ exp{—P} exp{—vp,(Actn-1 = Yne)}

il suit que

Upi(Aeyn—l,a - yn,a) = 400

eXp{_Upi(Asyn—l,s - yn,e)} =0

on peut écrire 'inégalité précédente comme suit

eXp{_Upi (Asyn,s -

Asynfl,s)} S eXp{_B} X

exp{—vpi (yn-‘rl,a - yn—l,e)}

et par les propriétés de la fonction valuation on conclut que

Upi (ynJrl,a - ynfl,a)

vpi(ynJrl,a - yn,s)
+(yn,s - yn—l,e))

Z min (Upi (yn—i—l,a - yn,a)a 'Upi (yn,a - yn—1,£)>
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Donc

—Up; (yn+1,a - yn—l,a) < —min (Upi(yn-&-l,a — Yne), Up, (yn,e - yn_1,g))
< max ( — Up, (ynJrl,E - yn,€)7 _Upi<yn,z-: - yn71,5>)
< —Up; (yN+1,€ - yn,e) — Up, (yn,a - yn—l,e)
Ainsi
eXp{_Upi (Aeyn,s - Aeyn—l,f-:)} < eXp{_ﬁ} eXp{_UfDi (yn+1,e - yn,s)}
+ exp{_ﬂ} eXp{_Upi(yn,a - yn—l,a)}
S eXp{_ﬁ} eXp{_vpz‘<Asyn,e - Asynfl,z-:)}
+ eXp{_B} eXp{_Upi(yn,a - yn—l,a)}
< (exp{—ﬂ}> y
1 —exp{—3}
exp{ —vp, (AcYo.c — Yo.e)}
D’ou

exp{—5} \"
eXp{_Upi<Asyn,s - Asynfl,s)} < (1—exp{—5}> x
exp{—vp, (AcYo.c — Yo.)}

Maintenant on montre que (y,), est de Cauchy dans Gg.

On a
eXp{_Upi ($n+p,€ - yn,E)} = eXp{_Upi<$n+p7€ - yn,a)}
< eXp{maX(_Upi (yner,E - yn+p*176>7 —Up; (ynerfl,E - yﬂ,f))}
< max (exp{_vpi(yn-l-p,é - yn-&-p—l,&)}? exp{—vpi (yn-&-p—l,é‘ - yn,s)})
< eXp{_Upi(CUner,s - yn+p71,€)}
+ exp{—vpi (yn-&-p—lﬁ - yn,é‘)}
n n+p—1
( exp{—0} ) - ( exp{—0} ) :
= 1 — exp{—f} 1 — exp{—p3}
X eXp{_Upi (Asyo,s - yO,s)}
Donc

T

X exp{—vp,(AYoe — Yoe)}
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d’olt (y,), est une suite de Cauchy dans Gg qui est complet, donc il existe u € Gg tel que

Yp — U AS N — +00.

On montre que u est un point fixe de 'application A. on a

IN

eXp{_Upi(Agus - Us)} eXp{SuP(_vPi (Aeue - ynﬁ)? —Up; (y”»ff o ue))}
< exp{—vp, (Actte — Yne)}

+ eXp{_Upi(yn,s — ue)}

D’autre part

exp{—vp, (Yne —u:)} < exp{—-f} x
(exp{—min(vp, (Yne = Yn-1.)s Vp, (Ue — Acuc))})

Ainsi
eXp{_Upi (yn,s —u)} < exp{—f} x
sup (exp{_vpi (yn,e - yn—l,a)}’ exp{—vpi (uE - Aau&)})
< exp{-f} X
(exp{_vpi(yn,e - yn—l,a)} + exp{—vpi (UE - Aéu&)})
< eXp{_B} - vpi(yn,s - ynfl,s)}
exp{—B} + exp{—uvp, (ue — Acuc)}
par suite
eXp{_Upi(Aeua - Ua)} < eXp{_Upi (yn,a - Ua)}
+ exp{_ﬁ} eXp{_Upi (yn,s - ynfl,e)}
+exp{—/} eXp{_Upi (Acue —ue)}
Donc

(1 — exp{—p}) exp{—vp, (Acue —u.)} < exp{—vy,(Yne — ue)}

+exp{—5} eXp{_Upi<yn,e - yn—1,€>}

Par passage a la limite quand n — 400 on obtient
exp{—vp, (A:u: —us)} =0

ce qui implique que
Up, (Actte — u:) = +00

autrement dit
(Acu. —u.). € N
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Alors

Unicité:

Supposons qu’il existe un autre point fixe v de A, Av = v, tel que u # v, donc on peut écrire

— )}

exp{—uvp, (u.
< exp{-f} X

exp{sup(—uvy, (A-u.

exp{—8} x

sup (exp{—v,, (A:u.

IA

— ), —Vp, (Acu.

= exp{—up, (Acu: — A.v.)}

— )}

— )}, exp{—vy, (Acv: — v:)})

Ainsi
exp{—vp, (us —v:)} < exp{—pB} X
(exp{—vy, (Actic — uc)} + exp{—vp, (ue — vc)})
< exp{—p}exp{—vp, (A:u: —u.)}
+exp{—p3} exp{—v,, (u: —v.)}
D’ou
(-l =0} = (1220 I oo, (e - )
Puisque Au=u ,alors
Up, (Actte — u.) = +00
= exp{—vp,(uc —v:)} =0
D’ou
Up, (Ue — V) = 400
= (uc—v.). € Ng
Conclusion
u=wv dans Gg.
7.4 Application

On considere le probleme de Cauchy suivant

{ z'(t) = f(t,z(t))

z(0)=xz€R

si t>0

(7.7)
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Si f. satisfait la conditions (2), alors (7.7) admet une unique solution généralisée

| fe(s,ue) = fo(s,02) [S he(s) Jue(s) —ve(s) | (2)
ott sup k.(s) = M(s)e* avec 0< M(s)<1and > 0.

s€[0,7T

En effet:

@ est une solution du probleme (7.7) si et seulement si elle est point fixe de 'application

T:R — R
v a0+ [ fsa(s)
Soit
T, : R — R
e o L) =)+ [ L)

un représentant de 1.

Puisque f satisfait la condition (2) et on définit la norme suivante sur R par
Pr(u) = exp{—vp, (uc)}

oit pr(u) = sup | u.(t) |

te[0,7
on a
t
| T.x. —T.y. | = | /0 [fa(57l'a(3)) - f5(87y5(8))]d5 |
t
< [ 1 felsia(s) = felse(s) | ds
t
< / Me* | ao(s) — ye(s) | ds, M= sup | M(t) |
0 te[0,7
S TM€)‘ pT(xs - ys)
S 05)\ pT(xe - ye)
D’ou,

pT(Tsxs - Tsys) < Cg)\ pT<33'g - ys)

Grace a notre premier théoreme il existe une solution généralisée du probleme de Cauchy.
Unicité:
Supposons qu’il existe un autre point fixe v de T', Tv = v, tel que u # v.
Donc on peut écrire

exp{—v(us —v:)} = Pr(u—wo)
PT (TU — TU)
exp{—vp, (Tru: — T.ve)}

exp{—k} exp{—vp, (uc —v:)}

IN
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par conséquent
exp{ —vp, (ue — ve)}(1 — exp{—k}) <0

ce qui donne
exp{—vp, (u: —v:)} =0

et par suite

ainsi

la solution est unique dans R.



Chapitre 8

Conclusion et perspectives

Dans ce travail on a rappelé la construction de l'algebre des fonctions généralisées, ainsi que
toutes les propriétés fondamentales de cette algebre. Puis nous nous somme intéresses a
I’existence et 'unicité de la solution généralisée pour des problemes non linéaires qui n’admettent
pas de solutions dans le cas classique au sens des distributions. A cet égard, nous avons énoncé
dans les chapitres 3 et 4 des résultats d’existence et d’unicité de la solution généralisée aux
problemes d’évolution différents. Puis dans le 5éeme et 6éme chapitres on a montré I'existence
et I'unicité de la solution généralisée pour I’équation de la chaleur et de Sine-Gordon respective-
ment. Dans le dernier chapitre nous avons introduit la continuité des applications C-linéaires,
et contraction, ensuite on a prouvé lexistence et 'unicité de point fixe des applications C-
linéaires définies de G® I'algebre de Colombeau dans lui méme, par I'introduction d’une famille
des pseudo-semi-normes définies sur G°.

L’esprit de ce travail reste valable et applicable sur un bon nombre de problémes non

réguliers dans le cas classique, c’est ce qui constituerait I'objet de nos prochains travaux de
recherche.

38
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