
UNIVERSITÉ SULTAN MOULAY SLIMANE
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Introduction générale

Dans le monde réel, nous rencontrons souvent des situations dans lesquelles nous ne pouvons pas

déterminer si l’état est vrai ou faux, ou bien des situations dont les informations complètes ne sont

pas toujours disponibles ou sont vaguement spécifiées. Dans ce cas, des modèles mathématiques qui

offrent une flexibilité très précieuse sont développés pour traiter des types de problèmes contenant

des éléments incertains ou imprécis. La plupart de ces modèles sont des extensions de la théorie des

ensembles classiques, dites ensembles flous.

En théorie des ensembles classiques (théorie de Cantor), un élément peut appartenir à un en-

semble ou pas, par exemple un chaud contre un froid, un sec contre un humide, un actif contre un

passif. Tout doit être A ou non A, il ne peut pas être les deux en même temps. Ceci implique qu’on

n’a aucune ambiguı̈té et qu’il n’y a aucun doute sur les valeurs. Malheureusement ce n’est pas le

cas dans le monde réel, le monde est rempli de contradictions, presque tout contient une partie de

son contraire, ou en d’autres termes, que les choses peuvent être A et non A en même temps. Les

caractéristiques des problèmes du monde réel sont telles que les situations réelles sont très souvent

vagues de différentes manières ou bien imprécises.

Dans le souci de trouver un outil servant à modéliser des phénomènes ou des procédés comme

le ferait l’être humain, en 1965, Lotfi A. Zadeh, pendant qu’il était Professeur à l’Université de

Californie à Berkeley, a introduit la théorie des sous-ensembles flous[60]. Cette dernière a réussi à

sortir la théorie ensembliste de sa logique binaire qui ne correspond pas toujours au raisonnement

humain et à la pratique du monde réel. En effet la notion d’ensemble flou introduit un caractère

graduel de l’appartenance d’un élément à un ensemble donné. Ces degrés d’appartenance sont des

nombres réels variant entre 0 et 1. Au degré 1, l’élément appartient absolument à l’ensemble ; tandis
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qu’au degré 0, l’élément n’appartient pas du tout à l’ensemble. Entre 0 et 1, l’élément appartient

partiellement à l’ensemble. Cette relativisation a permis une meilleure représentation des termes et

des connaissances vagues que nous, les humains, manipulons au quotidien.

Au début des années 1970, EH. Mamdani a donné la première démonstration des possibilités

pratiques de la théorie des ensembles flous, lorsque lui et son étudiant S. Assilian ont employé la lo-

gique floue pour contrôler le fonctionnement d’un petit engin à vapeur [41]. Dès que l’efficacité de la

méthode de Mamdani a été établie, la théorie est devenue presque une mode pour les chercheurs de

différentes disciplines (automatique, robotique, médecine, assurances et finances...[31, 33, 52, 63].

Le nombre de publications enregistrées à travers le monde a prouvé l’intérêt que les chercheurs at-

tachaient à la théorie des ensembles flous. Actuellement, il existe plusieurs extensions d’ensembles

flous, parmi ces extensions la théorie des sous-ensembles flous intuitionistiques.

La théorie des sous-ensembles flous intuitionistiques [11, 12, 13] introduite par Krassimir To-

dorov Atanassov en 1983, réfute fondamentalement l’affirmation selon laquelle, en théorie floue

Zadeh utilisait uniquement une fonction d’appartenance, qui attribue à chaque élément x de l’uni-

vers un nombre réel µA(x) ∈ [0, 1]. Il s’ensuit automatiquement que le degré de non-appartenance

est égal à 1 − µA(x). Au contraire, les sous-ensembles flous intuitionistiques attribuent à chaque

élément x de l’univers un degré d’appartenance µA(x) et un degré de non-appartenance νA(x) tels

que µA(x) + νA(x) ≤ 1 relâchant ainsi la dualité imposée νA(x) = 1 − µA(x) de la théorie des

ensembles flous. Pour chaque sous-ensemble flou intuitionistique défini, nous appelons πA(x) =

1 − µA(x) − νA(x) une marge d’hésitation qui exprime le manque de connaissances quant à savoir

si x appartient ou non à A. Ainsi l’ensemble flou intuitionistique a deux indices (degrés d’appar-

tenance et de non-appartenance) peut être utilisé pour exprimer trois états de concepts et / ou de

phénomènes flous : soutien, opposition et neutralité. Grâce à cette flexibilité, les sous-ensembles

flous intuitionistiques constituent un outil pour un raisonnement plus humain et cohérent. L’en-

semble flou intuitionistique est utilisé dans la modélisation des problèmes réels tels que le diag-

nostic médical, l’analyse des ventes, le marketing des nouveaux produits, les services financiers, la

prise de décision, les enquêtes psychologiques et dans de nombreuses applications utiles dans la vie

[25, 36, 37, 53, 58, 59].
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Les systèmes d’équations linéaires ont de nombreuses applications dans divers domaines des

sciences mathématiques, physiques et techniques telles que le trafic, l’analyse des circuits, le trans-

port de chaleur, la mécanique des structures, le flux de fluide, etc. Dans la plupart des problèmes, des

situations pratiques, nous travaillons généralement avec des données approximatives, dans certains

systèmes les paramètres sont incertains ou imprécis.

Les systèmes linéaires flous apparaissent dans de nombreuses branches de la science et de la techno-

logie telles que l’économie, les sciences sociales, les télécommunications, le traitement d’images[23,

30, 57, 56, 61, 62] ....

Ces systèmes ont été étudiés par de nombreux auteurs. Pour trouver une solution, en utilisant la

forme paramétrique des nombres flous [24], Friedman et al. [28] ont remplacé le système linéaire

flou original n× n par un système linéaire classique 2n× 2n. Ezzati [27], Assady et al. [10] et Ab-

basbandy et al. [1, 2] ont proposé des nouvelles méthodes de résolution de systèmes linéaires flous.

Ils ont utilisé également la forme paramétrique et ont transformé le système original en systèmes

classiques. Allahviranloo a utilisé les techniques itératives de Jacobi, Gauss – Seidel [4] et Succes-

sive Over-Relaxation (SOR) [5]. Il a aussi proposé les méthodes Adomian [6] et Homotopy [7].

Certains travaux ont été consacrés à l’étude des systèmes linéaires dont tous les paramètres sont

flous, c’est-à-dire que la matrice et le vecteur second membre sont flous. Allahviranloo et al. [8]

ont proposé une méthode numérique pour résoudre les systèmes linéaires entièrement flous lorsque

les coefficients de la matrice sont positifs. Nasseri et al. [47] ont utilisé certaines méthodes de

décomposition des coefficients de la matrice. Nasseri et Zahmatkesh [49] ont proposé une nou-

velle méthode de calcul de la solution non négative de système linéaire entièrement flou. Nasseri et

Sohrabi [48] ont utilisé une certaine décomposition des coefficients de la matrice pour construire un

nouvel algorithme de résolution des systèmes linéaires entièrement flous.

En plus des systèmes linéaires flous et des systèmes linéaires entièrement flous, il existe des formes

duales des deux systèmes dans la littérature. Dans [29], Friedman et al. ont étudié la dualité des

systèmes linéaires flous Ax = Bx + y où A et B sont des matrices réelles, le vecteur inconnu

x et le vecteur y sont flous. Une méthode de résolution de systèmes linéaires flous de la forme

A1x+ b1 = A2x+ b2, dans laquelle A1 et A2 sont des matrices à coefficients flous, b1 et b2 sont des

vecteurs flous, a été proposée Muzzioli et al. [45].
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À ce jour, les recherches menées sur les systèmes se limitent à ceux dans lesquels l’imprécision

est supposée être modélisée par les ensembles flous. Bien que dans de nombreuses situations, il peut

s’avérer impossible de prendre en compte l’imprécision liée aux ensembles flous. Par conséquent,

dans cette étude, un modèle de système d’équations linéaires imprécises appelé ”système linéaire

flou intuitionistique” est présenté pour surmonter les inconvénients. L’imprécision est représentée

par des ensembles flous intuitionistiques.

L’objectif de la présente thèse est d’étudier et résoudre les systèmes linéaires flous intuitionis-

tiques en utilisant des méthodes différentes.

Ce travail est constitué de quatre chapitres répartis comme suit :

Le premier chapitre où nous avons présenté quelques notions fondamentales de la théorie des

ensembles flous en se basant sur les traveaux de L.Zadeh [60], H. Prade et D. Dubois [26], A.

Kaufmann [34], H. Nguyen [50], B. Bede [22], M. Ma et M. Friedman [38] et M.Mizumoto et K.

Tanaka [44].

Le deuxième chapitre traite les systèmes linéaires flous, et présente les conditions d’existence et

d’unicité de la solution floue selon Friedman et al. [28] et Amrahov et al. [9] et la méthode proposée

par Friedman pour résoudre ce genre de système analytiquement .

Le troisième chapitre résume quelques notions de base de la théorie des ensembles flous intui-

tionistiques et les outils nécessaires pour aboutir à ce travail(Atanassov[11, 12, 13, 14, 15, 16, 17],

Sanhita Banerjee [21], Mahapatra [40, 39], Melliani [42, 43], Parvathi [51] et Sankar [54, 55]) .

Le quatrième chapitre définit les systèmes linéaires flous intuitionistiques, donne les conditions

d’existence et d’unicité de solution floue intuitionistique et propose quatres méthodes différentes

[19, 20, 21] pour les résoudre.

En définitive, nous terminons par une conclusion et des perspectives permettant une ouverture

pour les futurs travaux.
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Chapitre 1

Sous-ensembles flous

Introduction

La théorie des ensembles flous est, selon Zadeh, un pas vers un rapprochement entre la précision

des mathématiques classiques et la subtile imprécision du monde réel parce qu’elle permet d’évaluer

progressivement l’appartenance d’éléments à un ensemble ; ceci est décrit à l’aide d’une fonction

d’appartenance évaluée dans l’intervalle réel compris entre 0 et 1. Les ensembles flous généralisent

les ensembles classiques, car les fonctions indicatrices des ensembles classiques sont des cas parti-

culiers des fonctions d’appartenance des ensembles flous, si ces derniers prennent uniquement les

valeurs 0 ou 1.

Dans la théorie des ensembles classiques, il n’y a que deux situations acceptables pour un élément,

appartenir ou ne pas appartenir à un sous-ensemble. Le mérite de Zadeh a été de tenter de sortir de

cette logique booléenne en introduisant la notion d’appartenance pondérée : permettre des gradua-

tions dans l’appartenance d’un élément à un sous-ensemble.
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1.1 Sous-ensemble flou

1.1.1 Sous-ensemble flou

Soit X un univers.

Définition 1.1.1. On définit un sous-ensemble flou A de X par la donnée d’une fonction

µA : X → [0, 1].

Cette fonction est appelée ”fonction d’appartenance” de A. On peut aussi représenter le sous-

ensemble flou A par

A = {(x, µA(x)), x ∈ X}.

On note par F(X) la collection de tous les sous-ensembles flous de X.

Remarque 1.1.1. On observe les trois cas possibles suivants :
µA(x) = 0

0 < µA(x) < 1

µA(x) = 1,

où, µA(x) = 0 si x n’appartient pas A ; 0 < µA(x) < 1 si x appartient partiellement à A ; et

µA(x) = 1 si x appartient entièrement à A . La fonction d’appartenance µA(x) inclut ou exclut

donc à ses extrémités, tout élément x au sous-ensemble A, mais entre les valeurs extrêmes le degré

d’appartenance varie à proportion de la proximité à l’ensemble. On peut remarquer que si A est

un sous-ensemble classique, la fonction d’appartenance qui lui est associée ne peut prendre que les

valeurs extrêmes 0 et 1. Dans ce cas, on a :

µA(x) =

 0 si x /∈ A

1 si x ∈ A.

1.1.2 Caractéristiques d’un sous-ensemble flou

Définition 1.1.2. Soit A un sous-ensemble flou d’un univers X.

On appelle support de A noté S(A), (Supp(A)), l’ensemble défini par

S(A) = supp(A) = {x ∈ X| µA(x) > 0}.
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Définition 1.1.3. Soit A un sous-ensemble flou d’un univers X.

On appelle noyau de A noté N(A) l’ensemble

N(A) = {x ∈ X| µA(x) = 1}.

Définition 1.1.4. Soit A un sous-ensemble flou d’un univers X.

On appelle hauteur de A notée h(A) le réel

H(A) = sup{µA(x)| x ∈ X}.

Définition 1.1.5. Soit A un sous-ensemble flou d’un univers X.

On dit que A est normal s’il existe x0 ∈ R tel que

µA(x0) = 1.

Définition 1.1.6. Soit α ∈]0, 1], on appelle α-coupe de A noté Aα l’ensemble

Aα = {x ∈ X|µA(x) ≥ α}.

On le note aussi [A]α.

Pour α = 0, on parle la fermeture du support.

Remarque 1.1.2. Soient A,B ∈ F(X). Alors, on a

1) (A ⊆ B, α1 ∈ [0, 1])⇒ (Aα1 ⊆ Bα1)

2) (α1 ≤ α2, (α1, α2) ∈ [0, 1]2)⇒ (Aα2 ⊆ Aα1).

Exemple 1.1.1. Soit le sous-ensemble flou A décrit par sa fonction d’appartenance

µA(x) =


x− 1 pour x ∈ [1, 2]

−x+ 3 pour x ∈ [2, 3]

0 ailleurs

En effet, on a

Supp(A) =]1, 3[.

N(A) = 2.

A est normal.

H(A) = 1.

A1 = {2}.
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1.1.3 Opérations sur les ensembles flous

Zadeh a défini les opérations sur les ensembles flous en généralisant les opérations sur les en-

sembles classiques.

1 Complémentaire : Soit A ∈ F(X) caractérisé par la fonction d’appartenance µA.

Le complémentaire d’un sous-ensemble flou A de X , noté A, et caractérisé par la fonction

d’appartenance µA, définie par :

∀x ∈ X, µA(x) = 1− µA(x).

2 Réunion : Pour tout A,B ∈ F(X), la réunion de A et B est un sous-ensemble flou de X, noté

A ∪B, et caractérisé par la fonction d’appartenance µA∪B, définie par :

µA∪B(x) = max{µA(x), µB(x)}.

3 Intersection : Pour tout A,B ∈ F(X), l’intersection de A et B est un sous-ensemble flou de X,

noté A ∩B, et caractérisé par la fonction d’appartenance µA∩B, définie par :

µA∩B(x) = min{µA(x), µB(x)}.

4 Image réciproque : SoientE et F deux ensembles et f une application deE dans F . Considérons

une partie floue de F donnée par sa fonction d’appartenance µ. On appelle image réciproque

de cette partie floue par f la partie floue de E donnée par la fonction d’appartenance suivante,

notée f−1(µ) :

∀x ∈ E, f−1(µ)(x) = µ(f(x)).

5 Image directe : Soient E et F deux ensembles et f une application de E dans F . Considérons

une partie floue de E donnée par sa fonction d’appartenance µ. On appelle image directe de

cette partie floue par f la partie floue de F donnée par la fonction d’appartenance suivante,

notée f(µ)

∀y ∈ F, f(µ)(y) = sup{µ(x), x ∈ f−1(y)}.

6 Convexité d’un ensemble flou : Un ensemble flou A de X est dit convexe si

µA(λx1 + (1− λ)x2) ≥ min{µA(x1), µA(x2)}, x1, x2 ∈ X, λ ∈ [0, 1].
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1.2 Nombre flou

1.2.1 Nombre flou

Définition 1.2.1. On note par E1 = {u : R→ [0, 1]} la classe des ensembles flous de R satisfaisant

les propriétés suivantes

(i) u est normale i.e, ∃x0 ∈ R telle que u(x0) = 1,

(ii) u est un convexe ”flou” i.e pour tout x, y ∈ R et 0 ≤ λ ≤ 1, on a

u(λx+ (1− λ)y) ≥ min{u(x), u(y)}

(iii) u est semi continu supérieurement i.e ∀x0 ∈ R on a u(x0) ≥ lim
x→x+0

u(x).

(iv) [u]0 = cl{x ∈ R|u(x) > 0} est compact.

Alors E1 est appelé l’espace des nombres flous.

1.2.2 α-coupe d’un nombre flou

Un nombre flou u peut être caractérisé par l’ensemble de ses α-coupes. Une α-coupe avec

α ∈]0, 1] d’un nombre flou u est le sous-ensemble net (classique) des éléments ayant un degré

d’appartenance supérieur ou égal à α

uα = {x ∈ R : u(x) ≥ α}.

Le support ou 0-coupe d’un nombre flou u est défini comme la fermeture de l’ensemble {x ∈ R :

u(x) > 0} tel que :

u0 = {x ∈ R : u(x) > 0}.

Chaque α-coupe, α ∈ [0, 1], d’un nombre flou u est un intervalle fermé :

uα = [u(α), u(α)],

où on a
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u(α) = inf{x ∈ R : u(x) ≥ α},

u(α) = sup{x ∈ R : u(x) ≥ α},

pour tout α ∈]0, 1].

1.2.3 Types de nombres flous

Nous allons parler ici des types les plus connus de nombres flous.

Définition 1.2.2. Soient a, b, c ∈ R, a < b < c. le nombre flou noté par (a, b, c) défini par :

u(x) =



0 si x ≤ a ou x ≥ c

x− a
b− a

si x ∈ [a, b]

c− x
c− b

si x ∈ [b, c]

est un nombre flou triangulaire. Sa représentation graphique est illustrée dans la figure (1.1).

FIGURE 1.1 – Nombre flou triangulaire
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Définition 1.2.3. Un nombre flou trapézoı̈dal u peut être representé par :

u(x) =



0 si x ≤ a1,

lu(x) si a1 ≤ x ≤ a2,

1 si a2 ≤ x ≤ a3,

ru(x) si a3 ≤ x ≤ a4,

0 si a4 ≤ x.

avec a1, a2, a3, a4 ∈ R, lu : [a1, a2] → [0, 1] une fonction continue et croissante, lu(a1) =

0, lu(a2) = 1, est appelée le côté gauche du nombre flou u et ru : [a3, a4] → [0, 1] une fontion

continue et décroissante, ru(a3) = 1, ru(a4) = 0, est appelée le côté droit du nombre flou u. Sa

représentation graphique est illustrée dans la figure (1.2).

FIGURE 1.2 – Nombre flou trapézoı̈dal

Lorsque a2 = a3, on obtient un nombre flou triangulaire. Alors que pour a1 = a2 et a3 = a4, on a

des intervalles fermés. Dans le cas où a1 = a2 = a3 = a4, on obtient un nombre classique.

Il est à noter que par convention, on ignore les situations où le dénominateur est égal à zéro.

1.3 Principe d’extension de Zadeh

Le principe d’extension [43] est l’une des notions les plus importantes de la théorie des en-

sembles flous. En effet, il permet de donner un sens à l’extension du domaine d’une application ou

d’une relation définie sur un ensemble X aux sous ensembles flous de X.
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L’application du principe d’extension aux ensembles flous peut être vue comme une application de

ce principe aux α-coupes de l’ensemble flou en question. En général, si

f : X × Y −→ Z

et si A et B sont des sous ensembles flous respectifs de X et Y , respectivement, on obtient[
f(A,B)

]α
= f

(
[A]α, [B]α

)
où [A]α, [B]α et

[
f(A,B)

]α
sont respectivement les α-coupes de A, B et f(A,B).

On veut donner une condition necessaire et suffisante pour obtenir cette égalité, et définir une classe

de nombres flous où cette égalité est vérifiée pour toute fonction f continue.

1.3.1 Résolution de l’identité

Pour α ∈]0, 1], rappellons que l’ensemble α-coupe de A est défini par

Aα = {x ∈ X|µA(x) ≥ α}.

Si A,B ∈ F(X), alors, par définition, on a

A = B si et seulement si µA(x) = µB(x), ∀x ∈ X.

Si A,B ∈ F(X), alors, par définition, on a

A = B si et seulement si [A]α = [B]α, ∀α ∈]0, 1].

Il est aussi évident que

Supp(A) =
⋃

α∈]0,1]

[A]α.

D’autre part, on a

∀x ∈ X, µA(x) = sup
α∈]0,1]

(
α.χ[A]α(x)

)
.

Ainsi, A peut être représenté comme suit

A =

∫ 1

0

α[A]α

où
∫ 1

0
represente l’union sur α ∈]0, 1], et α[A]α est l’ensemble flou dont la fonction d’appartenance

est
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χα[A]α(x) =

 α, si x ∈ [A]α

0, si x ∈ [A]α.

Proposition 1.3.1. Si {Bα}α∈]0,1] est une famille de sous-ensembles de X , tels que

A =

∫ 1

0

αBα

alors, on a

1. Bα ⊂ [A]α

2.
⋃
α∈]0,1]B

α =
⋃
α∈]0,1][A]

α.

Démonstration. 1. Soit α0 ∈]0, 1], si x ∈ Bα0 , alors α0B
α0 = α0, et ainsi

µA(x) = sup
α∈]0,1]

αχAα(x)

= sup
α∈]0,1]

αχ[A]α(x)

≥ α0.

Par suite x ∈ [A]α.

2. Les deux membres de l’égalité sont exactement égaux à Supp(A).

1.3.2 Principe d’extension

Définition 1.3.1. Soit f : X −→ Y , et A ∈ F(X). Alors, l’ensemble flou f(A) est défini, via le

principe d’extension, par

f(A) ∈ F(Y ) et µf(A)(y) = sup
x∈f−1(y)

µA(x). (1.1)

Remarque 1.3.1. Pour appliquer ce principe aux applications floues, on réécrit (1.1) sous la forme

équivalente suivante

µf(A)(y) = sup
x∈X

min
(
µA(x), χ{f(x)}(y)

)
. (1.2)

Proposition 1.3.2. Soit A ∈ F(X) et f : X −→ Y . Alors on, a

f(A) =

∫ 1

0

αf([A]α). (1.3)
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Démonstration.
µf(A)(y) = sup

x∈f−1(y)

µA(x)

= sup
x∈f−1(y)

[
sup
α∈]0,1]

αχ[A]α(x)
]

= sup

x∈f−1(y)

α∈]0,1]

[
αχ[A]α(x)

]

D’autre part, soit B =
∫ 1

0
αf([A]α). Alors

µB(y) = sup
0<α≤1

αχf([A]α)

= sup
0<α≤1

[
α sup
x∈f−1(y)

χ[A]α(x)
]

= sup
0<α≤1

[
sup

x∈f−1(y)

αχ[A]α(x)
]

= sup

x∈f−1(y)

α∈]0,1]

[
αχ[A]α(x)

]

Remarque 1.3.2. On a

f(A) =

∫ 1

0

α[f(A)]α =

∫ 1

0

αf([A]α)

avec

f([A]α) ⊂ [f(A)]α, ∀α ∈]0, 1].

Mais en général

f([A]α) 6= [f(A)]α.

Proposition 1.3.3. Soient f : X × Y −→ Z , A ∈ F(X) et B ∈ F(Y ), alors

f(A,B) =

∫ 1

0

αf([A]α, [B]α).

Démonstration.

µf(A,B)(z) = sup
(x,y)∈f−1(z)

min(µA(x), µB(y)) (1.4)

= sup
(x,y)∈f−1(z)

(min( sup
α∈]0,1]

αχ[A]α(x), sup
α∈]0,1]

αχ[B]α(y))).
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Soit T =
∫ 1

0
αf([A]α, [B]α)

µT (z) = sup
α∈]0,1]

αχf([A]α,[B]α)(z) (1.5)

= sup
α∈]0,1]

[
sup

(x,y)∈f−1(z)

min(αχ[A]α(x), αχ[B]α(y))
]

(1.6)

= sup

α∈]0,1]

(x,y)∈f−1(z)

[
min(αχ[A]α(x), αχ[B]α(y))

]
.

Pour montrer que (1.4) et (1.5) sont équivalentes, il suffit de montrer que

min(α0, β0) = sup
α∈]0,1]

(min(αχ[A]α(x), αχ[B]α(y))), (1.7)

où

α0 = sup
0<α≤1

αχ[A]α(x)

β0 = sup
0<α≤1

αχ[B]α(y)

Si min(α0, β0) = 0, disons α0 = 0, alors αχ[A]α(x) = 0 pour tout α ∈]0, 1] ainsi (1.7) est vérifiée.

Supposons maintenant que min(α0, β0) > 0, alors

x ∈ [A]α pour tout α < α0

x /∈ [A]α pour tout α > α0.

En effet

- S’il existe α′ telle que

α
′
< α0 tel que x /∈ [A]α

′

,

alors

sup
α∈]0,1]

αχ[A]α(x) = µA(x) < α
′
< α0 = sup

α∈]0,1]
αχ[A]α(x).

ce qui est absurde.

- S’il existe

α
′′
> α0 tel que x ∈ [A]α,

alors sup
α∈]0,1]

αχ[A]α(x) ≥ α0 qui est une contradiction.

De la même manière, on a

x ∈ [B]α pour tout α < β0
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x /∈ [B]α pour tout α > β0.

d’où

min(αχ[A]α(x), αχ[B]α(y)) =

 α pour α < min(α0, β0)

0 pour α > min(α0, β0)

et

min(α0, β0) = sup
α∈]0,1]

(min(αχ[A]α(x), αχ[B]α(y))) (1.8)

Remarque 1.3.3. On a

f([A]α, [B]α) ⊂ [f(A,B)]α, ∀ ∈]0, 1].

Mais en général

f([A]α, [B]α) 6= [f(A,B)]α.

Proposition 1.3.4. Avec les notations de la proposition (1.3.3), une condition nécessaire et suffisante

pour avoir l’égalité suivante f([A]α, [B]α) = [f(A,B)]α, ∀ ∈]0, 1] est

∀z ∈ Z, sup
(x,y)∈f−1(z)

min(µA(x), µB(y))

est atteint.

Démonstration. (i) condition nécessaire :

Soit z ∈ Z tel que sup
(x,y)∈f−1(z)

min(µA(x), µB(y)) = t ∈]0, 1]

µf(A,B)(z) = t⇒ z ∈ [f(A,B)]t

⇒ z ∈ f([A]t, [B]t),

ainsi il existe x ∈ [A]t et y ∈ [B]t tels que f(x, y) = z

d’où

min(µA(x), µB(y)) ≥ t

mais

sup
(x,y)∈f−1(z)

min(µA(x), µB(y)) ≥ min(µA(x), µB(y))

ce qui montre que

min(µA(x), µB(y)) = t.
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(ii) Condition suffisante :

D’après la proposition (1.3.2) et la proposition (1.3.3), on a

f([A]α, [B]β) ⊂ [f(A,B)]α

maintenant soit z ∈ [f(A,B)]α c-à-d

µf(A,B)(z) = sup
(x,y)∈f−1(z)

min(µA(x), µB(y)) ≥ α.

Si µf(A,B)(z) > α, par définition du sup il existe (x, y) ∈ f−1(z) tel que

α < min(µA(x), µB(y))⇒ (x, y) ∈ [A]α × [B]α

ainsi z = f(x, y) ∈ f([A]α, [B]α).

Si µf(A,B)(z) = α, alors par hypothèse, il existe (x, y) ∈ f−1(z)tel que

α = min(µA(x), µB(y)) = sup
(x,y)∈f−1(z)

min(µA(x), µB(y))⇒ (x, y) ∈ [A]α × [B]α

1.4 Forme paramétrique d’un nombre flou

Définition 1.4.1. Un nombre flou x en forme paramétrique est une paire x = (x, x) de fonctions

x(α) et x(α), qui satisfait :

1. x(α) est une fonction bornée, strictement croissante et continue à gauche,

2. x(α) est une fonction bornée, strictement décroissante et continue à gauche,

3. x(α) ≤ x(α), pour tout 0 ≤ α ≤ 1.

Pour deux nombres flous x = (x(α), x(α)) et y = (y(α), y) et un réel k, on a

? x = y si et seulement si x(α) = y(α), x(α) = y(α).

? x⊕ y = (x(α) + y(α), x(α) + y(α)).
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?

kx =

 (kx(α), kx(α)) si 0 ≤ k

(kx(α), kx(α)) si k < 0.

Remarque 1.4.1. ? Un nombre classiquem est simplement représenté par : x(α) = x(α) = m,

0 ≤ α ≤ 1.

? x = (x, x) est appelé un nombre flou symétrique si x(α)+x(α)
2

est une constante réelle pour tout

0 ≤ α ≤ 1.
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Chapitre 2

Système linéaire flou

Introduction

Les systèmes linéaires flous apparaissent dans de nombreuses branches de la science et de

la technologie telles que l’économie, les sciences sociales, les télécommunications, le traitement

d’images.... Il existe plusieurs travaux sur les systèmes linéaires flous ([32, 10, 1, 2, 27]...). Les pre-

miers travaux portent sur les systèmes d’équations linéaires dont la matrice est classique et le vecteur

second membre est flou, connus sous le nom de système d’équations linéaires floues (FLS), ont été

proposés pour la première fois par Friedman et al. [28]. Pour calculer la solution du système, ils ont

utilisé la forme paramétrique des nombres flous et ont remplacé le système original n × n par un

système linéaire classique 2n× 2n.
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2.1 Système linéaire flou

Définition 2.1.1. [28] Le système d’équations linéaires n× n :

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = y1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = y2,

...

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = yn,

(2.1)

où les coefficients de la matrice A = (aij),1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n sont classiques, yi ∈ E1,

1 ≤ i ≤ n et l’inconnu xj ∈ E1, 1 ≤ j ≤ n , est appelé un système linéaire flou (FLS).

Définition 2.1.2. Un vecteur flou (x1, x2, . . . , xn)
t donné par

xj = (x+j (α), x
+
j (α)), 1 ≤ j ≤ n, 0 ≤ α ≤ 1, est appelé solution de (2.1) si :

n∑
j=1

aijx
+
j =

n∑
j=1

aijx
+
j = y+i , i = 1, 2, . . . , n

n∑
j=1

aijx
+
j =

n∑
j=1

aijx
+
j = y+i , i = 1, 2, . . . , n

Suivant Friedman et al [28], pour résoudre le système donné par (2.1), il faut remplacer le

système original par le système linéaire classique (2n)× (2n) comme suit :

SX = Y (2.2)

où on a

X = (x1, x2, ..., xn,−x1,−x2, ...,−xn)t

Y = (y1, y2, ..., yn,−y1,−y2, ...,−yn)t

S = (sij), 1 ≤ i, j ≤ 2n. Les sij sont déterminés comme suit :

aij ≥ 0⇒ sij = aij, si+n;j+n = aij

aij < 0⇒ si,j+n = −aij, si+n;j = −aij,
(2.3)

et toute sij , qui n’est pas déterminée par (2.3), est égale à zéro.
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Exemple 2.1.1. Considérons le système linéaire flou 2× 2 : x1 − x2 = (α; 2− α)

x1 + 3x2 = (4 + 2α; 8− 2α).
(2.4)

Alors, le système en forme paramétrique est

x1 − x2 = α

x1 − x2 = 2− α

x1 + 3x2 = 4 + 2α

x1 + 3x2 = 8− 2α.

La matrice S associée est donnée par

S =


1 0 0 1

1 3 0 0

0 1 1 0

0 0 1 3

 .

La structure de S implique que sij ≥ 0 et S =

B C

C B

 où la matrice B contient les entrées

positives de A. Alors que la matrice C contient les valeurs absolues des entrées négatives de A. Par

conséquent, on a A = B − C.

Exemple 2.1.2. Considérons le système linéaire flou 2× 2 :x1 − x2 = y1

x1 + x2 = y2.
(2.5)

La matrice associée est S =


1 0 0 1

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

.
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Dans cet exemple, Friedman et al (1998) montre que la matrice S peut être singulière même si

la matrice A est inversible. En d’autres termes, un système linéaire flou représenté par une matrice

inversible A peut ne pas avoir de solution ou avoir un nombre infini de solutions.

2.2 Conditions d’existence et d’unicité d’une solution floue

Le système linéaire (2.2) est un système linéaire classique 2n × 2n et peut avoir une solution

unique si et seulement si la matrice S est inversible. Le résultat suivant élimine la possibilité d’avoir

une solution floue unique lorsque A est singulière.

Théorème 2.2.1. [28] La matrice S est une matrice inversible si et seulement si les matrices B−C

et B + C sont toutes les deux inversibles.

Corollaire 2.2.2. [28] Si un système linéaire classique n’a pas de solution unique, le système

linéaire flou associé n’aura pas aussi de solution unique.

Théorème 2.2.3. [28] La solution unique X de (2.2) est un vecteur flou pour Y arbitraire si et

seulement si S−1 est positive.

Après le calcul de X qui résout l’équation (2.3), Friedman et al ont défini la solution floue du

système original.

Définition 2.2.1. [28] Soit X = {(xi(α), xi(α)), 1 ≤ i ≤ n} la solution unique de (2.2). Le vecteur

flou U = {(ui(α), ui(α)), 1 ≤ i ≤ n} défini par

ui(α) = min(xi(α), xi(α), xi(1), xi(1))

ui(α) = max(xi(α), xi(α), xi(1), xi(1))

est appelé la solution floue de SX = Y . Si (xi(α), xi(α)), 1 ≤ i ≤ n, sont tous des nombres flous

alors ui(α) = xi(α), ui(α) = xi(α), 1 ≤ i ≤ n et U est appelé une solution floue forte. Sinon, U

est une solution floue faible.

Soient y = (y1(α), y2(α), ..., yn(α)) et y = (y1(α), y2(α), ..., yn(α)).

Théorème 2.2.4. [9] Soit S =

B C

C B

 une matrice inversible. Le système (2.2) a une solution

forte si et seulement si (B + C)−1(y − y) ≤ 0.
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Théorème 2.2.5. [9] Le système (2.1) a une solution forte unique si et seulement si les conditions

suivantes sont satisfaites :

1. Les matrices B-C et B+C sont inversibles.

2. (B + C)−1(y − y) ≤ 0.

2.3 Exemples

Exemple 2.3.1. [28] Considérons le système linéaire flou 2× 2 suivant : x1 − x2 = (α; 2− α)

x1 + 3x2 = (4 + α; 7− 2α).
(2.6)

La matrice associée est

S =


1 0 0 1

1 3 0 0

0 1 1 0

0 0 1 3

 .

Alors, on obtient

X = S−1Y =


1.125 −0.125 0.375 −0.375

−0.375 0.375 −0.125 0.125

0.375 −0.375 1.125 −0.125

−0.125 0.125 −0.375 0.375




α

4 + α

α− 2

2α− 7

 =


5
8
α + 11

8

α
8
+ 7

8

7
8
α− 23

8

3
8
α− 11

8


alors x1(α) = 1.375 + 0.625α, x1(α) = 2.875− 0.875α

et x2(α) = 0.875 + 0.125α, x2(α) = 1.375− 0.375α

D’où la solution floue est x1 = (x1(α), x1(α)), x2 = (x2(α), x2(α)) qui est une solution floue forte.

Exemple 2.3.2. [28] Considérons le système linéaire flou 3× 3 suivant :
x1 + x2 − x3 = (α; 2− α)

x1 − 2x2 + x3 = (2 + α; 3)

2x1 + x2 + 3x3 = (−2;−1− α).

(2.7)
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La matrice associée est

S =



1 1 0 0 0 1

1 0 1 0 2 0

2 1 3 0 0 0

0 0 1 1 1 0

0 2 0 1 0 1

0 0 0 2 1 3


.

et Y = (α, 2 + α,−2, α− 2,−3, 1 + α)t.

Alors, on obtient

X = S−1Y = (−2.31+ 3.62α,−0.62− 0.77α, 1.08− 2.15α,−4.69+ 3.38α, 1.62− 0.23α, 2.92−

1.85α)t

alors, on a

x1 = (−2.31 + 3.62α, 4.69− 3.38α)

x2 = (−0.62− 0.77α,−1.62 + 0.23α)

x3 = (1.08− 2.15α,−2.92 + 1.85α).

Puisque x2 et x3 ne sont pas des nombres flous, la solution floue dans ce cas est une solution faible

donnée par

u1 = (−2.31 + 3.62α, 4.69− 3.38α)

u2 = (−1.62 + 0.23α,−0.62− 0.77α)

u3 = (−2.92 + 1.85α, 1.08− 2.15α).
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Chapitre 3

Sous-ensembles flous intuitionistiques

Introduction

Dans la théorie des ensembles flous, l’appartenance d’un élément à un ensemble est une va-

leur comprise entre zéro et un. En réalité, il peut ne pas toujours être vrai que le degré de non-

appartenance à un élément d’un ensemble flou est égal à 1 moins le degré d’appartenance, car il peut

y avoir une certaine hésitation. Par conséquent, Atanassov (1983, 1986) a proposé une extension

des ensembles flous en définissant les ensembles flous intuitionistiques (IFS) qui intègrent le degré

d’hésitation appelé marge d’hésitation (et est défini par 1 moins la somme des degrés d’appartenance

et de non-appartenance).

L’application d’ensembles flous intuitionistiques au lieu d’ensembles flous signifie l’introduction

d’un autre degré d’hésitation. Une telle extension des ensembles flous nous donne une possibilité

supplémentaire de représenter des connaissances imparfaites ce qui conduit à décrire de nombreux

problèmes réels de manière plus adéquate.
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3.1 Sous-ensemble flou intuitionistique

3.1.1 Sous-ensemble flou intuitionistique

Exemple 3.1.1. [14] Soit X l’ensemble de tous les pays avec des gouvernements électifs, supposons

que nous savons pour tous les pays x ∈ X le pourcentage de l’électorat qui a voté pour le gouver-

nement correspondant. Notons le par M(x) et soit µ(x) =
M(x)

100
(degré d’appartenance, validité,

etc). Soit ν(x) = 1− µ(x). Ce nombre correspond à la partie de l’électorat qui n’a pas voté pour le

gouvernement.

Par la théorie floue nous ne pouvons pas considérer cette valeur en plus de détails. Cependant, si

on définit ν(x) (degré de non appartenance, non validité, etc) comme le nombre des voix accordées

aux parties ou personnes extérieures du gouvernement, alors nous pouvons montrer la partie de

l’électorat qui n’a pas voté du tout ou qui a donné des votes nuls et le nombre correspondant sera

π(x) = 1− µ(x)− ν(x) (degré d’incertitude, d’indétermination, etc).

Alors on peut construire l’ensemble {(x, µA(x), νA(x)) | x ∈ X} et évidemment 0 ≤ µA(x) +

νA(x) ≤ 1 pour tout x ∈ X .

Définition 3.1.1. On définit un sous-ensemble flou intuitionistique A d’un univers X par la donnée

de deux fonctions

µA : X −→ [0, 1]

et

νA : X −→ [0, 1]

appelées respectivement fonction d’appartenance et fonction de non-appartenance deA, qui vérifient

0 ≤ µA(x) + νA(x) ≤ 1, ∀x ∈ X.

On peut représenter A sous la forme suivante :

A =

{
< x, µA(x), νA(x) >, 0 ≤ µA(x) + νA(x) ≤ 1, ∀x ∈ X

}
.

On note IF(X) l’espace de sous-ensembles flous intuitionistiques de X .

Remarque 3.1.1. ? πA(x) = 1− µA(x)− νA(x) est appelé le degré d’indétermination ou bien

l’indice intuitionistique de l’élément x ∈ X et πA(x) ∈ [0, 1], ∀x ∈ X.
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? Il est clair que chaque sous-ensemble flou est un sous-ensemble flou intuitionistique. Si A est

un sous-ensemble flou alors πA(x) = 0, ∀x ∈ X , et donc le sous-ensemble A a la forme

{(x, µA(x), 1− µA(x)) | x ∈ X}.

3.1.2 Interprétations géométriques

Suivant [16], des interprétations des sous-ensembles flous intuitionistiques seront présentées

dans cette section.

L’interprétation géométrique la plus largement acceptée des sous-ensembles flous intuitionistiques

est illustrée dans la figure (3.1).

FIGURE 3.1 – Première interprétation géométrique

Son analogue est illustré dans la figure (3.2).
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FIGURE 3.2 – Un analogue de la première interprétation géométrique

On peut associer à chaque élément x ∈ X un segment de longueur 1 de la forme représentée

dans la figure (3.3).

FIGURE 3.3 – Un segment associé à chaque élément x ∈ X

Les situation dans les figures 3.4 et 3.5 sont impossibles.
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FIGURE 3.4 – Interprétation géométrique impossible

FIGURE 3.5 – Interprétation géométrique impossible

Une des interprétations géométriques commodes des ensembles flous intuitionistiques [14] est

montrée à la figure (3.6). On considère un univers E et un sous-ensemble F dans le plan euclidien

avec les coordonnées cartésiennes. Pour un ensemble flou intuitionistique A fixé, on construit une

fonction fA : E → F telle que
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si x ∈ E alors p = fA(x) et le point p ∈ F a les coordonnées (a, b) où a = µ(x), b = ν(x) et

0 < a+ b < 1.

FIGURE 3.6 – Deuxième interprétation géométrique

3.1.3 Opérations sur les sous-ensembles flous intuitionistiques

Soient A = {〈x, µA(x), νA(x)〉 | x ∈ X} et B = {〈x, µB(x), νB(x)〉 | x ∈ X} deux sous-

ensembles flous intuitionistiques de X. Alors, on a :

– Egalité

A = B ⇐⇒ µA(x) = µB(x) et νB(x) = νA(x), ∀x ∈ X.

– Inclusion

A ⊂ B ⇐⇒ µA(x) ≤ µB(x) et νB(x) ≤ νA(x), ∀x ∈ X.

– Complémentaire

Le complémentaire de A est un sous-ensemble flou intuitionistique caractérisé par :

µA(x) = νA(x) et νA(x) = µA(x), ∀x ∈ X.
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– Intersection

L’intersection de A et B est un sous-ensemble flou intuitionistique défini par :

µA∩B(x) = min

(
µA(x), µB(x)

)
et νA∩B(x) = max

(
νA(x), νB(x)

)
, ∀x ∈ X.

FIGURE 3.7 – Interprétation géométrique de l’intersection

– Réunion

La réunion de A et B est un sous-ensemble flou intuitionistique défini par :

µA∪B(x) = max

(
µA(x), µB(x)

)
et νA∪B(x) = min

(
νA(x), νB(x)

)
, ∀x ∈ X

FIGURE 3.8 – Interprétation géométrique de la réunion

D’après [14], pour A,B ∈ IF(X), on a les assertions suivantes

A ∩B = B ∩ A

A ∪B = B ∪ A
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(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)

(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)

(A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C)

A ∩ A = A

A ∪ A = A

A ∩B = A ∪B

A ∪B = A ∩B.

3.2 Opérateurs modaux

Suivant ([14], [17]), K. Atanassov introduit les deux opérateurs � et ♦ qui transforment

un sous-ensemble flou intuitionistique en un sous-ensemble flou.

Soit A ∈ IF(X)

�A =

{
< x, µA(x), 1− µA(x) >, x ∈ X

}
,

et

♦A =

{
< x, 1− νA(x), νA(x) >, x ∈ X

}
.

L’interprétation géométrique pour les deux opérateurs est donnée par :

FIGURE 3.9 – Interprétation géométrique de l’opérateur �

41



FIGURE 3.10 – Interprétation géométrique de l’opérateur ♦

Remarque 3.2.1. ? Si A est un sous-ensemble flou alors

�A = A = ♦A

? Les opérateurs � et ♦ n’admettent pas une analogie sur l’espace des sous-ensembles

flous, ce qui entraı̂ne aussi que IF(X) est une extension propre de l’ensemble des sous-

ensembles flous.

Pour chaque sous-ensemble flou intuitionistique A, on a les propriétés suivantes

�A = ♦A

♦A = �A

�A ⊂ A ⊂ ♦A

��A = �A

♦�A = �A

♦♦A = ♦A.

On note ⊂ , ⊂� et @, trois opérations définies sur IF(X) par

A ⊂ B ⇐⇒ �A ⊂ �B,

A ⊂� B ⇐⇒ ♦A ⊂ ♦B,

A @ B ⇐⇒ πA(x) ≤ πB(x), ∀x ∈ X.

On obtient
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– Si A ⊂ B et A @ B, alors A ⊂ B.

– Si A ⊂� B et A @ B, alors A ⊂ B.

3.3 Opérateurs topologiques

Dans [18] K. Atanassov introduit l’opérateur T , et nous introduisons l’opérateur S. Ces deux

opérateurs diminuent le degré d’incertitude.

Soit U∗ = {〈x, 0, 0〉/x ∈ E}.

Pour tout sous-ensemble flou intuitionistique A 6= U∗, les opérateurs S et T ont la forme :

S(A) =
{
〈x, u(x)

sup
y∈E

(u(y)) + inf
y∈E

(v(y))
,

v(x)

sup
y∈E

(u(y)) + inf
y∈E

(v(y))
〉 /x ∈ E et

uA(x) + vA(x) ≤ sup
y∈E

(u(y)) + inf
y∈E

(v(y))
}
.

T (A) = {〈x, u(x)

sup
y∈E

(u(y) + v(y))
,

v(x)

sup
y∈E

(u(y) + v(y))
〉 /x ∈ E}.

FIGURE 3.11 – Interprétation géométrique de l’opérateur S

Si µA(x) + νA(x) = sup
y∈E

(µA(y) + νA(y)) et z ∈ E et µA(z) + νA(z) < sup
y∈E

(µA(y) + νA(y)).
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FIGURE 3.12 – Interprétation géométrique de l’opérateur T

Théorème 3.3.1. Pour tout IFS A 6= U∗ : T (T (A)) = T (A).

Théorème 3.3.2. Pour tout IFS A 6= U∗ :

�A ⊂ �T (A),

♦T (A) ⊂ ♦A,

T (�A) = �A,

T (♦A) = ♦A.

Théorème 3.3.3. Pour tout sous-ensemble flou intuitionistique A 6= U∗ : S(S(A)) = S(A).
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Démonstration.

S(S(A)) =
{
〈x,

uA(x)
sup
y∈E

(uA(y))+ inf
y∈E

(vA(y))

sup
z∈E

( uA(z)
sup
y∈E

(uA(y))+ inf
y∈E

(vA(y))
) + inf

z∈E
( vA(z)
sup
y∈E

(uA(y))+ inf
y∈E

(vA(y))
)
,

vA(x)
sup
y∈E

(uA(y))+ inf
y∈E

(vA(y))

sup
z∈E

( uA(z)
sup
y∈E

(uA(y))+ inf
y∈E

(vA(y))
) + inf

z∈E
( vA(z)
sup
y∈E

(uA(y))+ inf
y∈E

(vA(y))
)
〉/x ∈ E

et uA(x) + vA(x) ≤ sup
y∈E

(u(y)) + inf
y∈E

(v(y))
}

=
{
〈x,

uA(x)
sup
y∈E

(uA(y))+ inf
y∈E

(vA(y))

(
sup
z∈E

uA(z)

sup
y∈E

(uA(y))+ inf
y∈E

(vA(y))
) + (

inf
z∈E

vA(z)

sup
y∈E

(uA(y))+ inf
y∈E

(vA(y))
)

,

vA(x)
sup
y∈E

(uA(y))+ inf
y∈E

(vA(y))

(
sup
z∈E

uA(z)

sup
y∈E

(u(y))+ inf
y∈E

(vA(y))
) + (

inf
z∈E

vA(z)

sup
y∈E

(uA(y))+ inf
y∈E

(vA(y))
)

〉/x ∈ E

et uA(x) + vA(x) ≤ sup
y∈E

(u(y)) + inf
y∈E

(v(y))
}

=
{
〈x, uA(x)

sup
z∈E

(uA(z)) + inf
z∈E

(vA(z))
,

vA(x)

sup
z∈E

(uA(z)) + inf
z∈E

(v(z))
〉/x ∈ E

et uA(x) + vA(x) ≤ sup
y∈E

(u(y)) + inf
y∈E

(v(y))
}

= S(A).
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Théorème 3.3.4. Pour tout sous-ensemble flou intuitionistique A 6= U∗, on a

�A ⊂ �S(A),

♦S(A) ⊂ ♦A,

S(�A) = �A,

S(♦A) = ♦A.

Démonstration.

�A = {〈x, uA(x), 1− uA(x)〉/x ∈ E}

�S(A) =
{
〈x, uA(x)

sup
y∈E

(uA(y)) + inf
y∈E

(vA(y))
, 1− uA(x)

sup
y∈E

(uA(y)) + inf
y∈E

(vA(y))
〉 /x ∈ E

et uA(x) + vA(x) ≤ sup
y∈E

(u(y)) + inf
y∈E

(v(y))
}

donc
uA(x)

sup
y∈E

(uA(y)) + inf
y∈E

(vA(y))
≥ uA(x)

et

1− uA(x)

sup
y∈E

(uA(y)) + inf
y∈E

(vA(y))
≤ 1− uA(x)

alors

�A ⊂ �S(A)

♦A = {〈x, 1− v(x), v(x)〉/x ∈ E}

♦S(A) =
{
〈x, 1− vA(x)

sup
y∈E

(uA(y)) + inf
y∈E

(vA(y))
,

vA(x)

sup
y∈E

(uA(y)) + inf
y∈E

(vA(y))
〉 /x ∈ E

et uA(x) + vA(x) ≤ sup
y∈E

(u(y)) + inf
y∈E

(v(y))
}

donc
vA(x)

sup
y∈E

(uA(y)) + inf
y∈E

(vA(y))
≥ vA(x)
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et

1− vA(x)

sup
y∈E

(uA(y)) + inf
y∈E

(vA(y))
≤ 1− vA(x)

alors

♦S(A) ⊂ ♦A.

S(�A) =
{
〈x, uA(x)

sup
y∈E

(uA(y)) + inf
y∈E

(1− uA(y))
,

1− uA(x)
sup
y∈E

(uA(y)) + inf
y∈E

(1− uA(y))
〉 /x ∈ E

et uA(x) + vA(x) ≤ sup
y∈E

(u(y)) + inf
y∈E

(v(y))
}

=
{
〈x, uA(x)

sup
y∈E

(uA(y)) + 1− sup
y∈E

uA(y))
,

1− uA(x)
sup
y∈E

(uA(y)) + 1− sup
y∈E

uA(y)
〉 /x ∈ E

et uA(x) + vA(x) ≤ sup
y∈E

(u(y)) + inf
y∈E

(v(y))
}

= �A.

S(♦A) =
{
〈x, 1− vA(x)

sup
y∈E

(1− vA(y)) + inf
y∈E

(vA(y))
,

vA(x)

sup
y∈E

(1− vA(y)) + inf
y∈E

(vA(y))
〉 /x ∈ E

et uA(x) + vA(x) ≤ sup
y∈E

(u(y)) + inf
y∈E

(v(y))
}

=
{
〈x, 1− vA(x)

1− inf
y∈E

vA(y) + inf
y∈E

(vA(y))
,

vA(x)

1− inf
y∈E

vA(y) + inf
y∈E

(vA(y))
〉 /x ∈ E

et uA(x) + vA(x) ≤ sup
y∈E

(u(y)) + inf
y∈E

(v(y))
}

= ♦A.
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Théorème 3.3.5. Pour tout sous-ensemble flou intuitionistique A tel que pour tout (x ∈ E) uA(x)+

vA(x) ≤ sup
y∈E

(u(y)) + inf
y∈E

(v(y)) ,on a

T (S(A)) = T (A),

S(T (A)) = S(A).

Démonstration.

T (S(A)) =
{
〈x,

uA(x)
sup
y∈E

(uA(y))+ inf
y∈E

(vA(y))

sup
z∈E

(
( uA(z)
sup
y∈E

(uA(y))+ inf
y∈E

(vA(y))
) + ( vA(z)

sup
y∈E

(uA(y))+ inf
y∈E

(vA(y))
)

) ,

vA(x)
sup
y∈E

(uA(y))+ inf
y∈E

(vA(y))

sup
z∈E

(
( uA(z)
sup
y∈E

(uA(y))+ inf
y∈E

(vA(y))
) + ( vA(z)

sup
y∈E

(uA(y))+ inf
y∈E

(vA(y))
)

)〉/x ∈ E

et uA(x) + vA(x) ≤ sup
y∈E

(u(y)) + inf
y∈E

(v(y))
}

=
{
〈x,

uA(x)
sup
y∈E

(uA(y))+ inf
y∈E

(vA(y))

sup
z∈E

(uA(z)+uA(z))

sup
y∈E

(uA(y))+ inf
y∈E

(vA(y))

,

vA(x)
sup
y∈E

(uA(y))+ inf
y∈E

(vA(y))

sup
z∈E

(uA(z)+uA(z))

sup
y∈E

(uA(y))+ inf
y∈E

(vA(y))

〉/x ∈ E

et uA(x) + vA(x) ≤ sup
y∈E

(u(y)) + inf
y∈E

(v(y))
}

=
{
〈x, uA(x)

sup
z∈E

(uA(z) + vA(z))
,

vA(x)

sup
z∈E

(uA(z) + v(z))
〉/x ∈ E

et uA(x) + vA(x) ≤ sup
y∈E

(u(y)) + inf
y∈E

(v(y))
}

= T (A).
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S(T (A)) =
{
〈x,

uA(x)
sup
y∈E

(uA(y)+vA(y))

sup
z∈E

( uA(z)
sup
y∈E

(uA(y)+vA(y))
) + inf

z∈E
( vA(z)
sup
y∈E

(uA(y))+vA(y))
)
,

uA(x)
sup
y∈E

(uA(y)+vA(y))

sup
z∈E

( uA(z)
sup
y∈E

(uA(y)+vA(y))
) + inf

z∈E
( vA(z)
sup
y∈E

(uA(y))+vA(y))
)
〉/x ∈ E

et uA(x) + vA(x) ≤ sup
y∈E

(u(y)) + inf
y∈E

(v(y))
}

=
{〈

x,

uA(x)
sup
y∈E

(uA(y))+ inf
y∈E

(vA(y))

(
sup
z∈E

uA(z)

sup
y∈E

(uA(y))+ inf
y∈E

(vA(y))
) + (

inf
z∈E

vA(z)

sup
y∈E

(uA(y)+vA(y))
)

,

vA(x)
sup
y∈E

(uA(y))+ inf
y∈E

(vA(y))

(
sup
z∈E

uA(z)

sup
y∈E

(u(y)+vA(y))
) + (

inf
z∈E

vA(z)

sup
y∈E

(uA(y)+vA(y))
)

〉
/x ∈ E

et uA(x) + vA(x) ≤ sup
y∈E

(u(y)) + inf
y∈E

(v(y))
}

=
{
〈x, uA(x)

sup
z∈E

(uA(z)) + inf
z∈E

(vA(z))
,

vA(x)

sup
z∈E

(uA(z)) + inf
z∈E

(v(z))
〉/x ∈ E

et uA(x) + vA(x) ≤ sup
y∈E

(u(y)) + inf
y∈E

(v(y))
}

= S(A).

3.4 Nombre flou intuitionistique

Introduisons l’ensemble IF1 défini comme suit :

IF1 = IF1(R) =
{
〈u, v〉 : R→ [0, 1]2 | 0 ≤ u+ v ≤ 1

}
vérifiant les conditions suivantes :
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1. 〈u, v〉 est normal i.e il existe x0, x1 ∈ R tel que u(x0) = 1 et v(x1) = 1.

2. est convexe intuitionistique, i.e, u est convexe au sens flou et v concave au sens flou.

Autrement dit ∀x, y ∈ R et ∀t ∈ [0, 1]

u(tx+ (1− t)y) ≥ min (u(x), u(y))

v(tx+ (1− t)y) ≤ max (v(x), v(y))

3. u est semi-continue supérieurement et v est semi-continue inférieurement.

4. supp(〈u, v〉) = cl({x ∈ R : v(x) < 1}) est borné.

Chaque élément de IF1 est un nombre flou intuitionistique.

Remarque 3.4.1. Lorsque u + v = 1, on trouve les mêmes propriétés de la définition d’un élément

de E1.

Définition 3.4.1. [39] Un nombre flou intuitionistique triangulaire (TIFN) A est un ensemble flou

intuitionistique de R dont la fonction d’appartenance est µA et la fonction de non appartenance est

νA :

µA(x) =



x− a1
a2 − a1

si a1 ≤ x ≤ a2

a3 − x
a3 − a2

si a2 ≤ x ≤ a3,

0 ailleurs.

νA(x) =



a2 − x
a2 − a′1

si a′1 ≤ x ≤ a2

x− a2
a′3 − a2

si a2 ≤ x ≤ a′3,

1 ailleurs.

où a′1 ≤ a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ a′3 et µA(x) , νA(x) ≤ 0.5 pour µA(x) = νA(x) ,∀x ∈ R ce nombre est

noté

ATIFN = 〈a1, a2, a3; a′1, a2, a′3〉 .
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Sa représentation graphique est illustrée dans la figure (3.13).

FIGURE 3.13 – Nombre flou intuitionistique triangulaire

Définition 3.4.2. [40] Un nombre flou intuitionistique trapézoı̈dal (TRIFN) A est un ensemble flou

intuitionistique de R avec la fonction d’appartenance est µA et la fonction de non-appartenance est

νA :

µA(x) =



x− a1
a2 − a1

si a1 ≤ x ≤ a2

1 si a2 ≤ x ≤ a3
a4 − x
a4 − a3

si a3 ≤ x ≤ a4,

0 sinon.

νA(x) =



a2 − x
a2 − a

′
1

si a
′

1 ≤ x ≤ a2

0 si a2 ≤ x ≤ a3
x− a3
a
′
4 − a3

si a3 ≤ x ≤ a
′

4,

1 sinon.

Avec a
′
1 ≤ a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ a4 ≤ a

′
4. Ce nombre flou intuitionistique trapézoidal est noté par

ATRIFN =
〈
a1, a2, a3, a4; a

′

1, a2, a3, a
′

4

〉
.

Sa représentation graphique est illustrée dans la figure (3.14).
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FIGURE 3.14 – Nombre flou intuitionistique trapézoı̈dal

3.5 (α, β)-coupe d’un ensemble flou intuitionistique

Les coupes d’un ensemble flou intuitionistique est un concept important dans la théorie des

ensembles flous intuitionistique. C’est un pont entre l’ensemble flou intuitionistique et l’ensemble

classique. En étendant la notion de α-coupe d’un ensemble flou, dans [14], la définition de (α, β)-

coupe d’un ensemble flou intuitionistique a été introduite.

Définition 3.5.1. [14] Une (α, β)-coupe d’un sous-ensemble flou intuitionistique

A = {< x, µA(x), νA(x) >, x ∈ X}

est définie par

Aα,β =

{
x ∈ X, µA(x) ≥ α, et νA(x) ≤ β

}
où (α, β) ∈ [0, 1]2 et α + β ≤ 1.

Définition 3.5.2. Soit A un ensemble flou intuitionistique, α, β ∈ [0, 1] tel que α+β ≤ 1 on définit :

l’ensemble des coupes supérieures de A

A[α,β] = {x ∈ X| µA(x) ≥ α , νA(x) ≤ β}.

A(α,β) = {x ∈ X| µA(x) > α , νA(x) < β}.
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A[α,β) = {x ∈ X| µA(x) ≥ α , νA(x) < β}.

A(α,β] = {x ∈ X| µA(x) > α , νA(x) ≤ β}.

l’ensemble des coupes inférieures de A

A[α,β] = {x ∈ X| µA(x) ≤ α , νA(x) ≥ β}.

A(α,β) = {x ∈ X| µA(x) < α , νA(x) > β}.

A[α,β) = {x ∈ X| µA(x) ≤ α , νA(x) > β}.

A(α,β] = {x ∈ X| µA(x) < α , νA(x) ≥ β}.

Définition 3.5.3. Pour α ∈ [0, 1] et 〈u, v〉 ∈ IF1, on définit les coupes superieures et inférieures de

〈u, v〉 comme suit : [
〈u, v〉

]α
=
{
x ∈ R : v(x) ≤ 1− α

}
et

[
〈u, v〉

]
α
=
{
x ∈ R : u(x) ≥ α

}
Définition 3.5.4. Soit 〈x+, x−〉 ∈ IF1 et α ∈ [0, 1], on note :

x+(α) = inf{x ∈ R|x+(t) ≥ α}

x+(α) = sup{x ∈ R|x+(t) ≥ α}

x−(α) = inf{x ∈ R|x−(t) ≤ 1− α}

x−(α) = sup{x ∈ R|x−(t) ≤ 1− α}

Remarque 3.5.1.

Les α-coupes supérieures et inférieures d’un nombre flou intuitionistique sont des intervalles

fermé de R c-à-d [
〈x+, x−〉

]
α
= [x+(α), x+(α)],[

〈x+, x−〉
]α

= [x−(α), x−(α)].
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D’après les propriétés vérifiant par un élément de IF1, on a

Proposition 3.5.1. Pour tout 〈x+, x−〉 , 〈y+, y−〉 ∈ IF1, on a

〈
x+, x−

〉
=
〈
y+, y−

〉
⇐⇒

[〈x+, x−〉]α = [〈y+, y−〉]α

[〈x+, x−〉]α = [〈y+, y−〉]α
,∀α ∈ [0, 1].

Dans IF1, on définit l’addition et la multiplication par un scalaire par :

〈
x+, x−

〉
⊕
〈
y+, y−

〉
=
〈
x+ ∨ y+, x− ∧ y−

〉
,∀
〈
x+, x−

〉
,
〈
y+, y−

〉
∈ IF1

avec

(x+ ∨ y+)(z) = sup
z=r+s

min
(
x+(r), y+(s)

)
,

(x− ∧ y−)(z) = inf
z=r+s

max
(
x−(r), y−(s)

)
.

λ
〈
x+, x−

〉
=
〈
λx+, λx−

〉
, ∀λ ∈ R, ∀

〈
x+, x−

〉
∈ IF1.

Définition 3.5.5. On définit l’élément neutre pour l’addition comme suit :

0〈1,0〉(t) =

〈1, 0〉 si t = 0

〈0, 1〉 si 6= 0

3.6 Forme paramétrique d’un nombre flou intuitionistique

Définition 3.6.1. [35] Un nombre flou intuitionistique x en forme paramétrique est un pair x =(
(x+, x+), (x−, x−)

)
de fonctions x−(α), x−(α), x+(α) et x+(α), qui satisfait :

1. x+(α) est une fonction bornée, strictement croissante et continue à droite,

2. x+(α) est une fonction bornée, strictement décroissante et continue à gauche,

3. x−(α) est une fonction bornée, strictement décroissante et continue à gauche,

4. x−(α) est une fonction bornée, strictement croissante et continue à droite,

5. x−(α) ≤ x−(α) et x+(α) ≤ x+(α), pour tout 0 ≤ r ≤ 1.

Théorème 3.6.1. Soient x−(α), x−(α), x+(α) et x+(α) des fonctions réelles, qui satisfont :

1. x+(α) est une fonction bornée, strictement croissante et continue à droite,
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2. x+(α) est une fonction bornée, strictement décroissante et continue à gauche,

3. x−(α) est une fonction bornée, strictement décroissante et continue à gauche,

4. x−(α) est une fonction bornée, strictement croissante et continue à droite,

5. x−(α) ≤ x−(α) et x+(α) ≤ x+(α), pour tout 0 ≤ α ≤ 1.

Alors x =
(
(x+, x+), (x−, x−)

)
est un nombre flou intuitionistique.

La forme paramétrique d’un nombre flou intuitionistique triangulaire x = 〈a1, a2, a3; a
′
1, a2, a

′
3〉.

est donnée par

x+(α) = a1 + α(a2 − a1), x+(α) = a3 − α(a3 − a2)

x−(α) = a′1 + α(a2 − a′1), x−(α) = a′3 − α(a′3 − a2).

Pour deux nombres flous intuitionistiques x = (x+(α), x+(α), x−(α), x−(α)) et

y = (y+(α), y+(α), y−(α), y−(α)) et un réel k, on a :

? x = y si et seulement si x+(α) = y+(α), x+(α) = y+(α), x−(α) = y−(α) et x−(α) = y−(α)

? x⊕ y = (x+(α) + y+(α), x+(α) + y+(α), x−(α) + y−(α), x−(α) + y−(α))

?

kx =

 (kx+(α), kx+(α), kx−(α), kx−(α)) si 0 ≤ k

(kx+(α), kx+(α), kx−(α), kx−(α)) si k < 0

Définition 3.6.2. Un nombre flou intuitionistique triangulaire x = (x+(α), x+(α), x−(α), x−(α))

est symétrique si x
+(α)+x+(α)

2
et x

−(α)+x−(α)
2

sont constants.
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Chapitre 4

Systèmes linéaires flou intuitionistiques

Introduction

Les systèmes d’équations linéaires ont de nombreuses applications dans divers domaines des

sciences mathématiques, physiques et techniques. Dans la plupart des problèmes, nous travaillons

généralement avec des données approximatives. Pour éviter ce type d’erreur, nous pouvons représenter

les données sous forme de nombres flous et plus généralement flous intuitionistiques, plutôt que de

nombres classiques. Les systèmes linéaires flous intuitionistiques sont les systèmes linéaires dont

les paramètres sont entièrement ou partiellement représentés par des nombres flous intuitionistiques.

Dans ce chapitre, nous donnons des conditions d’existence et d’unicité de la solution floue intui-

tionistique et nous proposons quatres méthodes différentes pour résoudre le système linéaire flou

intuitionistique n× n.
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4.1 Système linéaire flou intuitionistique n× n

Définition 4.1.1. Le système d’équations linéaires n× n :

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = y1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = y2,

...

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = yn,

(4.1)

où les coefficients de la matrice A = (aij),1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n sont classiques, yi ∈ IF1,

1 ≤ i ≤ n et l’inconnu xj ∈ IF1, 1 ≤ j ≤ n , est appelé un système linéaire flou intuitionistique

(IFLS).

Définition 4.1.2. Un vecteur flou intuitionistique (x1, x2, . . . , xn)
t donné par

xj = (x+j (α), x
+
j (α), x

−
j (r), x

−
j (α)), 1 ≤ j ≤ n, 0 ≤ α ≤ 1, est appelé solution de (4.1) Si :

n∑
j=1

aijx
+
j =

n∑
j=1

aijx
+
j = y+i , i = 1, 2, . . . , n

n∑
j=1

aijx
+
j =

n∑
j=1

aijx
+
j = y+i , i = 1, 2, . . . , n

n∑
j=1

aijx
−
j =

n∑
j=1

aijx
−
j = y−i , i = 1, 2, . . . , n

n∑
j=1

aijx
−
j =

n∑
j=1

aijx
−
j = y−i , i = 1, 2, . . . , n.

.

Si, pour un certain i, aij > 0, 1 ≤ j ≤ n, on obtient
n∑
j=1

aijx
+
j =

n∑
j=1

aijx
+
j =

n∑
j=1

aijx
+
j = y+i ,

n∑
j=1

aijx
+
j =

n∑
j=1

aijx
+
j =

n∑
j=1

aijx
+
j = y+i ,

n∑
j=1

aijx
−
j =

n∑
j=1

aijx
−
j =

n∑
j=1

aijx
−
j = y−i ,

n∑
j=1

aijx
−
j =

n∑
j=1

aijx
−
j =

n∑
j=1

aijx
−
j = y−i .
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4.2 Système linéaire flou intuitionistique n× n (Méthode 1)

4.2.1 Résolution du système linéaire flou intuitionistique n× n

Pour résoudre le système linéaire flou intuitionistique (4.1), laissez-nous maintenant le réorganiser :

la forme paramétrique de xj est xj = (x+j , x
+
j , x

−
j , x

−
j ), 1 ≤ j ≤ n, et soit aij = bij − cij tel que bij

et cij sont positifs et bij.cij = 0.

Si on considère (4.1) en forme paramétrique. Alors, pour i = 1, 2, ..., n, on a

(bi1 − ci1)(x+1 , x+1 , x−1 , x−1 ) + . . .+ (bin − cin)(x+n , x+n , x−n , x−n ) = (y+i , y
+
i , y

−
i , y

−
i ).

Alors, on a

bi1x
+
1 − ci1x+1 + bi2x

+
1 − ci2x+2 + . . .+ binx

+
n − cinx+n = y+i (4.2)

bi1x
+
1 − ci1x+1 + bi2x

+
2 − ci2x+2 + . . .+ binx+n − cinx+n = y+i (4.3)

bi1x
−
1 − ci1x−1 + bi2x

−
1 − ci2x−2 + . . .+ binx

−
n − cinx−n = y−i (4.4)

bi1x
−
1 − ci1x−1 + bi2x

−
2 − ci2x−2 + . . .+ binx−n − cinx−n = y−i . (4.5)

Soient B la matrice qui contient les entrées positives de A et C la matrice qui contient les valeurs

absolus des entrées négatives de A, donc A = B − C.

En utilisant la notation matricielle pour (4.1) on obtient AX = Y ou (B − C)X = Y .

Théorème 4.2.1. Soit X une solution floue intuitionistique du système (4.1) où A est une matrice

inversible et Y est un vecteur flou intuitionistique. Alors AE+ = F+ et AE− = F−.

Démonstration. De (4.2) et (4.3) on obtient :

(bi1 − ci1)(x+1 + x+1 ) + . . .+ (bin − cin)(x+n + x+n ) = (y+i + y+i )

et de (4.4) et (4.5) on obtient

(bi1 − ci1)(x−1 + x−1 ) + . . .+ (bin − cin)(x−n + x−n ) = (y−i + y−i )

et alors, on a
n∑
j=1

(bij(x
+
j + x+j ))−

n∑
j=1

(cij(x
+
j + x+j )) = (y+i + y+i )
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et
n∑
j=1

(bij(x
−
j + x−j ))−

n∑
j=1

(cij(x
−
j + x−j )) = (y−i + y−i ).

Soit

E+ = (e+1 , e
+
2 , . . . , e

+
n )

t, F+ = (f+
1 , f

+
2 , . . . , f

+
n )

t

et

E− = (e−1 , e
−
2 , . . . , e

−
n )

t, F− = (f−1 , f
−
2 , . . . , f

−
n )

t

où e+i = (x+i + x+i ), f
+
i = (y+i + y+i ) et e−i = (x−i + x−i ), f

−
i = (y−i + y−i ).

Donc, on trouve

AE+ = F+

AE− = F−.

Remarque 4.2.1. Soit X une solution floue intuitionistique du système (4.1) où A est une matrice

inversible et Y est un vecteur flou intuitionistique. Si Y est un vecteur flou intuitionistique symétrique

alors X est un vecteur flou intuitionistique symétrique.

De (4.2) et (4.3) on obtient

bi1(x
+
1 − x+1 ) + . . .+ bin(x+n − x+n )− ci1(x+1 − x+1 )− . . .− cin(x+n − x+n ) = y+i − y+i

et de (4.4) et (4.5) on obtient

bi1(x
−
1 − x−1 ) + . . .+ bin(x−n − x−n )− ci1(x−1 − x−1 )− . . .− cin(x−n − x−n ) = y−i − y−i

et donc, on trouve
n∑
j=1

bij(x
+
j − x+j ) +

n∑
j=1

cij(x
+
j − x+j ) = y+i − y+i

et
n∑
j=1

bij(x
−
j − x−j ) +

n∑
j=1

cij(x
−
j − x−j ) = y−i − y−i .

Si on pose w+
j = x+j − x+j , v+j = y+i − y+i , w−j = x−j − x−j et v−j = y−i − y−i

on trouve
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(B + C)W+ = V +

(B + C)W− = V −

oùW+ = (w+
1 , w

+
2 , . . . , w

+
n )

t, V + = (v+1 , v
+
2 , . . . , v

+
n )

t,W− = (w−1 , w
−
2 , . . . , w

−
n )

t, V − = (v−1 , v
−
2 , . . . , v

−
n )

t

et A = B − C.

Pour résoudre le système (4.1), nous devons résoudre les systèmes suivants :

(B + C)W+ = V + (4.6)

(B − C)E+ = F+ (4.7)

et

(B + C)W− = V − (4.8)

(B − C)E− = F− (4.9)

Puis, pour chaque 1 ≤ i ≤ n on prend,



x+i = 1
2
e+i − 1

2
w+
i ,

x+i = 1
2
e+i + 1

2
w+
i ,

x−i = 1
2
e−i − 1

2
w−i ,

x−i = 1
2
e−i + 1

2
w−i .

Le système (4.1) a une solution unique si et seulement si (B + C) et (B − C) sont toutes les deux

inversibles.

4.2.2 Conditions d’existence et d’unicité d’une solution floue intuitionistique

Théorème 4.2.2. Si (B − C) est une matrice inversible, (B + C) est une matrice inversible telle

que (B + C)−1 est une matrice positive et y est un vecteur flou intuitionistique arbitraire. Alors le

système linéaire flou intuitionistique (4.1) a une solution floue intuitionistique unique.

Démonstration. Le système (4.1) a une solution unique si et seulement si (B + C) et (B − C) sont

toutes les deux inversibles.

Le système (4.1) a une solution unique, mais cette solution n’est pas toujours un vecteur flou intui-

tionistique.

On a
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(B + C)W+ = V +

(B + C)W− = V −.

Puisque (B + C) est inversible

W+ = (B + C)−1V +

W− = (B + C)−1V −.

Puisque (y+i − y+i ) ≥ 0, (y−i − y−i ) ≥ 0 pour 1 ≤ i ≤ n et (B + C)−1 ≥ 0

Alors, on a x+j − x+j ≥ 0 etx−j − x−j ≥ 0 pour 1 ≤ j ≤ n.

Remarque 4.2.2. Si (B + C) et (B − C) sont toutes les deux inversibles et y est un vecteur flou

intuitionistique arbitraire. Alors le système (4.1) a une solution floue intuitionistique unique si (B+

C)−1V + ≥ 0 et (B + C)−1V − ≥ 0 .

4.2.3 Exemples

FIGURE 4.1 – Circuit électrique

Exemple 4.2.1. Les auteurs dans [46] considèrent le circuit électrique montré en Fig.1 , où ṽ1 et ṽ2

sont les voltages d’entrée et ṽ3 et ṽ4 sont les voltages de sortie. Le circuit est une sorte d’amplifica-

teur de sommation à deux entrées et deux sorties. La relation entre les tensions d’entrée et de sortie
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est la suivante :

 3 0.5

−2 −3

 ṽ1

ṽ2

 =

 ṽ3

ṽ4

 . (4.10)

Ils ont considéré les tensions de sortie comme des nombres flous type-2. Nous traitons le même

exemple, mais nous considérons les tensions de sortie comme des nombres flous intuitionistiques :

ṽ3 = (14 + 2α; 18− 2α; 16− 3α; 16 + 3α) et ṽ4 = (−18 + 2α;−14− 2α;−16− 3α;−16 + 3α).

FIGURE 4.2 – Tension ṽ3
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FIGURE 4.3 – Tension ṽ4

 3ṽ1 + 0.5ṽ2 = (14 + 2α; 18− 2α; 16− 3α; 16 + 3α)

−2ṽ1 − 3ṽ2 = (−18 + 2α;−14− 2α;−16− 3α;−16 + 3α)

donc

3v+1 + 0.5v+2 = 14 + 2α

3v+1 + 0.5v+2 = 18− 2α

−2v+1 − 3v+2 = −18 + 2α

−2v+1 − 3v+2 = −14− 2α

et

3v−1 + 0.5v−2 = 16− 3α

3v−1 + 0.5v−2 = 16 + 3α

−2v−1 − 3v−2 = −16− 3α

−2v−1 − 3v−2 = −16 + 3α.

Alors, nous obtenons 4 systèmes classiques : 3z+1 + 0.5z+2 = 4− 4α

2z+1 + 3z+2 = 4− 4α
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où z+1 = v+1 − v+1 , z+2 = v+2 − v+2 .

et  3e+1 + 0.5e+2 = 32

−2e+1 − 3e+2 = −32

où e+1 = v+1 + v+1 , e+2 = v+2 + v+2 .

 3z−1 + 0.5z−2 = 6α

2z−1 + 3z−2 = 6α

où z+1 = v+1 − v+1 , z+2 = v+2 − v+2 .

et  3e−1 + 0.5e−2 = 32

−2e−1 − 3e−2 = −32

où e−1 = v−1 + v−1 , e−2 = v−2 + v−2 .

On trouve z+1 = 1.27− 1.27α, z+2 = 0.5− 0.5α, e+1 = 10 et e+2 = 4, et z−1 = 1.875α, z−2 = 1.875α,

e−1 = 10 et e−2 = 4.

Alors on trouve :

v+1 = 4.365 + 0.635α

v+1 = 5.635− 0.635α

v−1 = 5− 0.9375α

v−1 = 5 + 0.9375α

et

v+2 = 1.75 + 0.25α

v+2 = 2.25− 0.25α

v−2 = 2− 0.9375α

v−2 = 2 + 0.9375α.
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Alors, on a la solution floue intuitionistique : ṽ1 = (4.365 + 0.635α; 5.635− 0.635α; 5− 0.9375α; 5 + 0.9375α)

ṽ2 = (1.75 + 0.25α; 2.25− 0.25α; 2− 0.9375α; 2 + 0.9375α).

FIGURE 4.4 – Tension ṽ1

FIGURE 4.5 – Tension ṽ2
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Exemple 4.2.2. Considérons le système linéaire flou intuitionistique 2× 2 : x1 − x2 = (α; 2− α; 1− 1.75α; 1 + 1.75α)

x1 + 3x2 = (4 + 2α; 8− 2α; 6− 3α; 6 + 3α).

Alors, on a

x+1 − x+2 = α

x+1 − x+2 = 2− α

x+1 + 3x+2 = 4 + 2α

x+1 + 3x+2 = 8− 2α

et

x−1 − x−2 = 1− 1.75α

x−1 − x−2 = 1 + 1.75α

x−1 + 3x−2 = 6− 3α

x−1 + 3x−2 = 6 + 3α.

Donc, on obtient 4 systèmes classiques : z+1 + z+2 = 2− 2α

z+1 + 3z+2 = 4− 4α

où z+1 = x+1 − x+1 , z+2 = x+2 − x+2 ,

et  e+1 − e+2 = 2

e+1 + 3e+2 = 12

où e+1 = x+1 + x+1 , e+2 = x+2 + x+2 .

 z−1 + z−2 = 3.5α

z−1 + 3z−2 = 6α
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où z+1 = x+1 − x+1 , z+2 = x+2 − x+2 ,

et  e−1 − e−2 = 2

e−1 + 3e−2 = 12

où e−1 = x−1 + x−1 , e−2 = x−2 + x−2 .

En résolvant les 4 systèmes, nous avons z+1 = 1 − α, z+2 = 1 − α, e+1 = 4.5 et e+2 = 2.5, et

z−1 = 2.25α, z−2 = 1.25α, e−1 = 4.5 et e−2 = 2.5

Alors on trouve

x+1 = 1.75 + 0.5α

x+1 = 2.75− 0.5α

x−1 = 2.25− 1.125α

x−1 = 2.25 + 1.125α

et

x+2 = 0.75 + 0.5α

x+2 = 1.75− 0.5α

x−2 = 1.25− 0.625α

x−2 = 1.25 + 0.625α.

Alors, on a la solution floue intuitionistique :x1 = (0.5α + 1.75;−0.5α + 2.75;−1.125α + 2.25; 1.125α + 2.25)

x2 = (0.5α + 0.75;−0.5α + 1.75;−0.625α + 1.25; 0.625α + 1.25).

4.3 Système linéaire flou intuitionistique n× n (Méthode 2)

4.3.1 Résolution du système linéaire flou intuitionistique n× n

Considérons le système linéaire flou intuitionistique (4.1).
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Théorème 4.3.1. [21] Un vecteur flou intuitionistique (x1, x2, . . . , xn)
t donné par

xj = (x+j (α), x
+
j (α), x

−
j (β), x

−
j (β)), 1 ≤ j ≤ n, 0 ≤ α, β ≤ 1, α + β ≤ 1, est appelé solution du

système linéaire flou intuitionistique (4.1) Si :

n∑
j=1

aijx
+
j =

n∑
j=1

aijx
+
j = y+i , i = 1, 2, . . . , n

n∑
j=1

aijx
+
j =

n∑
j=1

aijx
+
j = y+i , i = 1, 2, . . . , n

n∑
j=1

aijx
−
j =

n∑
j=1

aijx
−
j = y−i , i = 1, 2, . . . , n

n∑
j=1

aijx
−
j =

n∑
j=1

aijx
−
j = y−i , i = 1, 2, . . . , n.

Selon [21] pour résoudre le Système linéaire flou intuitionistique (4.1), il faut résoudre deux

systèmes linéaires 2n×2n classiques où les colonnes de droite sont les vecteurs (y+1 , ..., y
+
n ,−y+1 , ...,−y+n )t

et (y−1 , ..., y
−
n ,−y−1 , ...,−y−n )t.

Laissez-nous maintenant réorganiser le système linéaire de sorte que x+j , (−x+j ), x−j et (−x−j ) sont

inconnus.

On obtient le premier système linéaire classique

S1,1x
+
1 + S1,2x

+
2 + ...+ S1,nx

+
n + S1,n+1(−x+1 ) + S1,n+2(−x+2 ) + ...+ S1,2n(−x+n ) = y+1 (4.11)

...

Sn,1x
+
1 + Sn,2x

+
2 + ...+ Sn,nx

+
n + Sn,n+1(−x+1 ) + Sn,n+2(−x+2 ) + ...+ Sn,2n(−x+n ) = y+n (4.12)

Sn+1,1x
+
1 +Sn+1,2x

+
2 +...+Sn+1,nx

+
n+Sn+1,n+1(−x+1 )+Sn+1,n+2(−x+2 )+...+Sn+1,2n(−x+n ) = y+n+1

(4.13)
...

S2n,1x
+
1 +S2n,2x

+
2 +...+S2n,nx

+
n +S2n,n+1(−x+1 )+S2n,n+2(−x+2 )+...+S2n,2n(−x+n ) = y+2n (4.14)

où Sij sont déterminés comme suit :

si aij ≥ 0 : Sij = aij , Si+n,j+n = aij , Si,j+n = 0, Si+n,j = 0,

si aij < 0 : Sij = 0, Si+n,j+n = 0, Si,j+n = −aij , Si+n,j = −aij .
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En utilisant la notation matricielle, on obtient SX+ = Y +

où S = (Sij), 1 ≤ i ≤ 2n et 1 ≤ j ≤ 2n, X+ = (x+1 , ..., x
+
n ,−x+1 , ...,−x+n )t et Y + =

(y+1 , ..., y
+
n ,−y+1 , ...,−y+n )t.

Et on a S =

B C

C B

 où la matrice B contient les entrées positives de A. Alors que la matrice C

contient les valeurs absolues des entrées négatives de A, donc A = B − C.

De la même manière, nous obtenons le deuxième système linéaire tel que S ′X− = Y −

où S ′ = (S ′ij), 1 ≤ i ≤ 2n et 1 ≤ j ≤ 2n, X− = (x−1 , ..., x
−
n ,−x−1 , ...,−x−n )t et Y − =

(y−1 , ..., y
−
n ,−y−1 , ...,−y−n )t.

Et on a S ′ =

B′ C ′

C ′ B′

.

Théorème 4.3.2. [21] La matrice S est une matrice inversible si et seulement si les matrices B−C

et B + C sont toutes les deux inversibles.

De même la matrice S ′ est une matrice inversible si et seulement si les matrices B′ − C ′ et B′ + C ′

sont toutes les deux inversibles.

4.3.2 Conditions d’existence et d’unicité d’une solution floue intuitionistique

Définition 4.3.1. [21] Si (x1, x2, . . . , xn)t donné par

xj = (x+j (α), x
+
j (α), x

−
j (β), x

−
j (β)), 1 ≤ j ≤ n, 0 ≤ α, β ≤ 1, α + β ≤ 1, est solution de (4.1), et

si pour chaque j, 1 ≤ j ≤ n on a x+j ≤ x+j et x−j ≤ x−j , alors la solution (x1, x2, . . . , xn)
t est dite

une solution forte du système (4.1).

Définition 4.3.2. [21] Si (x1, x2, . . . , xn)t donné par

xj = (x+j (α), x
+
j (α), x

−
j (β), x

−
j (β)), 1 ≤ j ≤ n, 0 ≤ α, β ≤ 1, α + β ≤ 1, est solution de (4.1), et

si pour certain j, 1 ≤ j ≤ n on a x+j > x+j ou x−j > x−j , alors la solution (x1, x2, . . . , xn)
t est dite

une solution faible du système (4.1).

Soient y+ = (y1(α), y2(α), ..., yn(α)), y+ = (y1(α), y2(α), ..., yn(α)), y− = (y1(β), y2(β), ..., yn(β))

et y− = (y1(β), y2(β), ..., yn(β)).

Théorème 4.3.3. [21] Soit S et S ′ deux matrice inversibles. Le système (4.1) a une solution forte si

et seulement si (B + C)−1(y+ − y+) ≤ 0 et (B′ + C ′)−1(y− − y−) ≤ 0 .
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4.3.3 Exemples

Exemple 4.3.1. [21] Considérons le système linéaire flou intuitionistique 2× 2 : 4x1 + 5x2 = ((25; 35; 50; 67), (20; 35; 50; 73))

7x1 + 3x2 = ((27; 37; 48; 65), (22; 37; 48; 72)).

Alors, le premier système classique est

4x+1 + 5x+2 = 25 + 10α

7x+1 + 3x+2 = 27 + 10α

4(−x+1 ) + 5(−x+2 ) = −(67− 17α)

7(−x+1 ) + 3(−x+2 ) = −(65− 17α).

La matrice associée S est

S =


4 5 0 0

7 3 0 0

0 0 4 5

0 0 7 3

 .

Et on obtient X+ = S−1Y + =


−3
23

5
23

0 0

−7
23

4
23

0 0

0 0 −3
23

5
23

0 0 −7
23

4
23




25 + 17α

27 + 10α

17α− 67

17α− 65

 =


60+20α

23

−67−30α
23

−124+34α
23

209−51α
23

 .

Et le deuxième système classique est

4x−1 + 5x−2 = 20 + 15(1− β)

7x−1 + 3x−2 = 22 + 15(1− β)

4(−x−1 ) + 5(−x−2 ) = −(73 + 23(1− β))

7(−x−1 ) + 3(−x−2 ) = −(72 + 24(1− β))
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La matrice associée S ′ est

S ′ =


4 5 0 0

7 3 0 0

0 0 4 5

0 0 7 3

 .

Et on obtient X− = S ′−1Y − =


−3
23

5
23

0 0

−7
23

4
23

0 0

0 0 −3
23

5
23

0 0 −7
23

4
23




20 + 15(1− β)

22 + 15(1− β)

−(73 + 23(1− β))

−(72 + 24(1− β))

 =



50+30(1−β)
23

−52−45(1−β)
23

−141+51(1−β)
23

223−65(1−β)
23

 .

On trouve la solution x1 = ((60; 80; 90; 124), (50; 80; 90; 141)) qui est une solution forte

et x2 = ((−209;−158;−97;−67), (−223;−158;−97;−52)) qui est une solution faible.

Exemple 4.3.2. Dans cette exemple on résout le système donné en utulisnt la méthode, présentée

dans cette section, adoptée à la définition (4.1.2).

Considérons le système linéaire flou intuitionistique 2× 2 : x1 − x2 = (α; 2− α; 1− 1.75α; 1 + 1.75α)

x1 + 3x2 = (4 + 2α; 8− 2α; 6− 3α; 6 + 3α).

Alors le premier système classique est

x+1 − x+2 = α

x+1 − x+2 = 2− α

x+1 + 3x+2 = 4 + 2α

x+1 + 3x+2 = 8− 2α

La matrice associée S est

S =


1 0 0 1

1 3 0 0

0 1 1 0

0 0 1 3

 .
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Et on obtient X+ = S−1Y + =


1.125 −0.125 0.375 −0.375

−0.375 0.375 −0.125 0.125

0.375 −0.375 1.125 −0.125

−0.125 0.125 −0.375 0.375




α

4 + 2α

α− 2

2α− 8

 =


r
2
+ 7

4

r
2
+ 3

4

r
2
− 11

4

r
2
− 7

4

 .

ET le deuxième système classique est

x−1 − x−2 = 1− 1.75α

x−1 − x−2 = 1 + 1.75α

x−1 + 3x−2 = 6− 3α

x−1 + 3x−2 = 6 + 3α.

On obtientX− = S−1Y − =


1.125 −0.125 0.375 −0.375

−0.375 0.375 −0.125 0.125

0.375 −0.375 1.125 −0.125

−0.125 0.125 −0.375 0.375




1− 1.75α

6− 3α

−1− 1.75α

−6− 3α

 =


−9α
8

+ 9
4

−5α
8

+ 5
4

−9α
8
− 9

4

−5α
8
− 5

4

 .

Alors, on a

x+1 = 1.75 + 0.5α

x+1 = 2.75− 0.5α

x−1 = 2.25− 1.125α

x−1 = 2.25 + 1.125α

et

x+2 = 0.75 + 0.5α

x+2 = 1.75− 0.5α

x−2 = 1.25− 0.625α

x−2 = 1.25 + 0.625α.

Alors, on a la solution floue intuitionistique :x1 = (0.5α + 1.75;−0.5α + 2.75;−1.125α + 2.25; 1.125α + 2.25)

x2 = (0.5α + 0.75;−0.5α + 1.75;−0.625α + 1.25; 0.625α + 1.25).
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4.4 Système linéaire flou intuitionistique n× n(méthode 3)

4.4.1 Résolution du système linéaire flou intuitionistique n× n

Afin de résoudre le système linéaire flou intuitionistique (4.1), laissez-nous maintenant le réorganiser :

la forme paramétrique de xj est xj = (x+j , x
+
j , x

−
j , x

−
j ), 1 ≤ j ≤ n, et soit aij = bij − cij tel que bij

et cij sont positifs et bij.cij = 0.

Si on considère (4.1) en forme paramétrique. Alors, pour i = 1, 2, ..., n, on a

(bi1 − ci1)(x+1 , x+1 , x−1 , x−1 ) + ...+ (bin − cin)(x+n , x+n , x−n , x−n ) = (y+i , y
+
i , y

−
i , y

−
i ) (4.15)

donc

bi1x
+
1 − ci1x+1 + bi2x

+
1 − ci2x+2 ...+ binx

+
n − cinx+n = y+i (4.16)

bi1x
+
1 − ci1x+1 + bi2x

+
2 − ci2x+2 ...+ binx+n − cinx+n = y+i (4.17)

et

bi1x
−
1 − ci1x−1 + bi2x

−
1 − ci2x−2 ...+ binx

−
n − cinx−n = y−i (4.18)

bi1x
−
1 − ci1x−1 + bi2x

−
2 − ci2x−2 ...+ binx−n − cinx−n = y−i . (4.19)

Soient B la matrice qui contient les entrées positives de A et C la matrice qui contient les valeurs

absolues des entrées négatives de A, donc A = B − C.

En utilisant la notation matricielle pour (4.1) on obtient AX = Y ou (B − C)X = Y . En faisant la

somme de (4.16) et (4.17), on trouve :

(bi1 − ci1)(x+1 + x+1 ) + ...+ (bin − cin)(x+n + x+n ) = (y+i + y+i ), (4.20)

et de même pour (4.18) et (4.19), on a

(bi1 − ci1)(x−1 + x−1 ) + ...+ (bin − cin)(x−n + x−n ) = (y−i + y−i ). (4.21)

Alors, on a

ai1(x
+
1 + x+1 ) + ...+ ain(x

+
n + x+n ) = (y+i + y+i ) (4.22)

et

ai1(x
−
1 + x−1 ) + ...+ ain(x

−
n + x−n ) = (y−i + y−i ). (4.23)
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Pour résoudre (4.1), nous résolvons d’abord les systèmes suivants :

a11(x
+
1 (α) + x+1 (α)) + ...+ a1n(x

+
n (α) + x+n (α)) = (y+1 (α) + y+1 (α))

a21(x
+
1 (α) + x+1 (α)) + ...+ a2n(x

+
n (α) + x+n (α)) = (y+2 (α) + y+2 (α))

...

an1(x
+
1 (α) + x+1 (α)) + ...+ ann(x

+
n (α) + x+n (α)) = (y+n (α) + y+n (α))

(4.24)

et 

a11(x
−
1 (α) + x−1 (α)) + ...+ a1n(x

−
n (α) + x−n (α)) = (y−1 (α) + y−1 (α))

a21(x
+
1 (α) + x+1 (α)) + ...+ a2n(x

+
n (α) + x+n (α)) = (y+2 (α) + y+2 (α))

...

an1(x
−
1 (α) + x−1 (α)) + ...+ ann(x

−
n (α) + x−n (α)) = (y−n (α) + y−n (α)).

(4.25)

Et supposons que la solution de 4.24 soit

d+ =


d+1

d+2
...

d+n

 =


x+1 (α) + x+1 (α)

x+2 (α) + x+2 (α)
...

x+n (α) + x+n (α)

 .

Et supposons que la solution de 4.25 soit

d− =


d−1

d−2
...

d−n

 =


x−1 (α) + x−1 (α)

x−2 (α) + x−2 (α)
...

x−n (α) + x−n (α)

 .

On a

(B − C)(x+(α), x+(α)) = (y+(α), y+(α))

(B − C)(x−(α), x−(α)) = (y−(α), y−(α)).

On peut écrire :
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

Bx+(α)− Cx+(α) = y+(α),

Bx+(α)− Cx+(α) = y+(α),

Bx−(α)− Cx−(α) = y−(α),

Bx−(α)− Cx−(α) = y−(α).

Par la substitution de x+(α) = d+ − x+(α) , x+(α) = d+ − x+(α), x−(α) = d− − x−(α), et

x−(α) = d− − x−(α) dans les équations du système ci-dessus, respectivement, nous avons :

(B + C)x+(α) = y+(α) + Cd+ (4.26)

(B + C)x+(α) = y+(α) + Cd+ (4.27)

(B + C)x−(α) = y−(α) + Cd− (4.28)

et

(B + C)x−(α) = y−(α) + Cd−. (4.29)

Si la matrice F = B + C est inversible, alors on a

x+(α) = F−1(y+(α) + Cd+),

x+(α) = F−1(y+(α) + Cd+).

x−(α) = F−1(y−(α) + Cd−),

x−(α) = F−1(y−(α) + Cd−).

Théorème 4.4.1. Supposons que Fn, En et On sont respectivement les nombres de multiplications

nécessaires au calcul de

X+ = (x+1 , ..., x
+
n , x

+
1 , ..., x

+
n )

t et X− = (x−1 , ..., x
−
n , x

−
1 , ..., x

−
n )

t proposés par la méthode 1, la

méthode 2 et la méthode 3.

Alors, on a Fn ≤ On ≤ En.
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Démonstration. Supposons que Fn, En et On sont respectivement les nombres de multiplications

nécessaires au calcul de X+ et X− par la méthode 1, la méthode 2 et la méthode 3.

Supposons maintenant que M est une matrice n× n et notons pn(M) le nombre des multiplications

nécessaires pour calculer M−1.

Calculons Fn.

Pour calculer X+ à partir des systèmes (4.6) et (4.7), les nombres des multiplications nécessaires

sont pn((B − C)) + n2 et pn((B + C)) + n2.

Alors, les nombres des multiplications nécessaires pour calculer X+ et X− respectivement sont

2pn(A) + 2n2 et 2pn(A) + 2n2.

Alors, on a Fn = 4pn(A) + 4n2.

Calculons En.

Selon [21], on a S−1 =

D E

E D


où D = 1

2
[(B + C)−1 + (B − C)−1] et E = 1

2
[(B + C)−1 − (B − C)−1]. Alors, pour déterminer

S−1, il faut calculer (B + C)−1 et (B − C)−1.

On a p2n(S) = pn((B + C)) + pn((B − C)) = 2pn(A).

Alors, les nombres des multiplications nécessaires pour calculer X+ et X− respectivement sont

2pn(A) + 4n2 et 2pn(A) + 4n2.

Alors, on a En = 4pn(A) + 8n2.

Calculons On.

Pour calculer d+ à partir du système (4.24) et x+ à partir de l’eq. (4.26), respectivement les nombres

des multiplications nécessaires sont pn((B − C)) + n2 et pn((B + C)) + 2n2.

Alors, les nombres des multiplications nécessaires pour calculer X+ et X− respectivement sont

2pn(A) + 3n2 et 2pn(A) + 3n2.

Alors, on a On = 4pn(A) + 6n2.

D’où, on a Fn ≤ On ≤ En
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Exemples

Exemple 4.4.1. Considérons le système linéaire flou intuitionistique 2× 2 : 2x1 + 3x2 = (2 + 2α; 8− 4α; 4− 3α; 4 + 5α)

5x1 − x2 = (4α; 6− 2α; 4− 5α; 4 + 3α).

FIGURE 4.6 – Le nombre y1 = (2 + 2α; 8− 4α; 4− 3α; 4 + 5α)

FIGURE 4.7 – Le nombre y2 = (4α; 6− 2α; 4− 5α; 4 + 3α)

77



On a A =

2 3

5 −1

 B =

2 3

5 0

 C =

0 0

0 1

.

On obtient d+ =

0.0588 0.1765

0.2941 −0.01176

10− 2α

6 + 2α


donc, on a d+ =

 28
17

+ 4α
17

38
17
− 14α

17


Alors, on obtient X+ =

−0.0769 0.2308

0.3846 −0.1538

 2 + 2α

54α
17

+ 38
17

 =

 80
221

+ 128α
221

94
221

+ 62α
221


et X+ =

 284
221
− 76α

221

400
221
− 244α

221

 .

On a d− =

0.0588 0.1765

0.2941 −0.01176

8 + 2α

8− 2α


donc d− =

 32
17
− 4α

17

24
17

+ 14α
17

 .

On obtient X− =

−0.0769 0.2308

0.3846 −0.1538

 4− 3α

92
17
− 71α

17

 =

16
17
− 162α

221

12
17
− 113α

221


et X− =

16
17

+ 110α
221

12
17

+ 295α
221

 .

Alors, on trouve la solution floue intuitionistique :
x1 =

(
80

221
+

128α

221
;
284

221
− 76α

221
;
16

17
− 162α

221
;
16

17
+

110α

221

)
x2 =

(
94

221
+

62α

221
;
400

221
− 244α

221
;
12

17
− 113α

221
;
12

17
+

295α

221

)
.
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FIGURE 4.8 – Le nombre x1 = ( 80
221

+ 128α
221

; 284
221
− 76α

221
; 16
17
− 162α

221
; 16
17

+ 110α
221

)

FIGURE 4.9 – Le nombre x2 = ( 94
221

+ 62α
221

; 400
221
− 244α

221
; 12
17
− 113α

221
; 12
17

+ 295α
221

)

Exemple 4.4.2. Considérons le système linéaire flou intuitionistique 2× 2 : x1 − x2 = (α; 2− α; 1− 1.75α; 1 + 1.75α)

x1 + 3x2 = (4 + 2α; 8− 2α; 6− 3α; 6 + 3α).

On a A =

1 −1

1 3

 B =

1 0

1 3

 C =

0 1

0 0

.
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On obtient d+ =

 0.75 0.25

−0.25 0.25

 2

12


donc, on a d+ =

4.5

2.5


Alors, on obtient X+ =

 1.5 −0.5

−0.5 0.5

α + 2.5

4 + 2α

 =

α
2
+ 7

4

α
2
+ 3

4


et X+ =

11
4
− α

2

7
4
− α

2


On a d− =

 0.75 0.25

−0.25 0.25

 2

12


donc d− =

4.5

2.5


On obtient

X− =

 1.5 −0.5

−0.5 0.5

3.5− 1.75α

4 + 2α

 =

9
4
− 9α

8

5
4
− 5α

8


et X− =

9α
8
+ 9

4

5α
8
+ 5

4


Alors, on trouve la solution floue intuitionistique :x1 = (0.5α + 1.75;−0.5α + 2.75;−1.125α + 2.25; 1.125α + 2.25)

x2 = (0.5α + 0.75;−0.5α + 1.75;−0.625α + 1.25; 0.625α + 1.25)

4.4.2 Système linéaire flou intuitionistique avec des nombres flous intuitionis-

tiques triangulaires symétriques

Considérons le problème (4.1) dans un cas particulier où les données de second membre yi sont

des nombres flous intuitionistiques symétriques triangulaires. Pour résoudre (4.1), nous résolvons

d’abord les systèmes suivants :
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

a11(x
+
1 (0) + x+1 (0)) + ...+ a1n(x

+
n (0) + x+n (0)) = (y+1 (0) + y+1 (0))

a21(x
+
1 (0) + x+1 (0)) + ...+ a2n(x

+
n (0) + x+n (0)) = (y+2 (0) + y+2 (0)))

...

an1(x
+
1 (0) + x+1 (0)) + ...+ ann(x

+
n (0) + x+n (0)) = (y+n (0) + y+n (0))

(4.30)

et 

a11(x
−
1 (1) + x−1 (1)) + ...+ a1n(x

−
n (1) + x−n (1)) = (y−1 (1) + y−1 (1))

a21(x
−
1 (1) + x−1 (1)) + ...+ a2n(x

−
n (1) + x−n (1)) = (y−2 (1) + y−2 (1))

...

an1(x
−
1 (1) + x−1 (1)) + ...+ ann(x

−
n (1) + x−n (1)) = (y−n (1) + y−n (1)).

(4.31)

Et supposons que la solution de (4.30) soit

d+ =


d+1

d+2
...

d+n

 =


x+1 (0) + x+1 (0)

x+2 (0) + x+2 (0)
...

x+n (0) + x+n (0)


et la solution de (4.31) soit

d− =


d−1

d−2
...

d−n

 =


x−1 (1) + x−1 (1)

x−2 (1) + x−2 (1)
...

x−n (1) + x−n (1)

 .

On a

(B − C)(x+(0), x+(0)) = (y+(0), y+(0))

(B − C)(x−(1), x−(1)) = (y−(1), y−(1)).

Et on écrit :
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

Bx+(0)− Cx+(0) = y+(0),

Bx+(0)− Cx+(0) = y+(0),

Bx−(1)− Cx−(1) = y−(1),

Bx−(1)− Cx−(1) = y−(1).

Par la substitution de x+(0) = d+ − x+(0) , x+(0) = d+ − x+(0), x−(1) = d− − x−(1), et

x−(1) = d− − x−(1) dans les équations du système ci-dessus, respectivement, nous avons :

(B + C)x+(0) = y+(0) + Cd+

(B + C)x+(0) = y+(0) + Cd+

(B + C)x−(1) = y−(1) + Cd−

et

(B + C)x−(1) = y−(1) + Cd−.

Si la matrice F = B + C est inversible, alors on a

x+(0) = F−1(y+(0) + Cd+),

x+(0) = F−1(y+(0) + Cd+).

x−(1) = F−1(y−(1) + Cd−),

x−(1) = F−1(y−(1) + Cd−).

Exemple

Considérons le système linéaire flou intuitionistique 2× 2 symétrique : x1 − x2 = (α; 2− α; 1− 1.75α; 1 + 1.75α)

x1 + 3x2 = (4 + 2α; 8− 2α; 6− 3α; 6 + 3α).
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FIGURE 4.10 – Le nombre y1 = (α; 2− α; 1− 1.75α; 1 + 1.75α)

FIGURE 4.11 – Le nombre y2 = (4 + 2α; 8− 2α; 6− 3α; 6 + 3α)

On a A =

1 −1

1 3

 B =

1 0

1 3

 C =

0 1

0 0


On obtient d+(0) =

 0.75 0.25

−0.25 0.25

 2

12


Donc d+(0) =

4.5

2.5

 .
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Alors, on a X+(0) =

 1.5 −0.5

−0.5 0.5

2.5

4

 =

1.75

0.75


et X+(0) =

2.75

1.75

 .

On a d−(1) =

 0.75 0.25

−0.25 0.25

 2

12


alors d−(1) =

4.5

2.5

 .

On obtient X−(1) =

 1.5 −0.5

−0.5 0.5

1.75

3

 =

1.125

0.625


et X−(1) =

3.375

1.875

 .

Alors, on trouve la solution floue intuitionistique symétrique :x1 = (0.5α + 1.75;−0.5α + 2.75;−1.125α + 2.25; 1.125α + 2.25)

x2 = (0.5α + 0.75;−0.5α + 1.75;−0.625α + 1.25; 0.625α + 1.25)

FIGURE 4.12 – Le nombre x1 = (0.5α + 1.75;−0.5α + 2.75;−1.125α + 2.25; 1.125α + 2.25)
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FIGURE 4.13 – Le nombre x2 = (0.5α + 0.75;−0.5α + 1.75;−0.625α + 1.25; 0.625α + 1.25)

4.5 La méthode de décompositionLU pour les systèmes linéaires

flous intuitionistiques

4.5.1 Résolution du système linéaire flou intuitionistique n× n

Dans cette section, nous appliquons la méthode de décomposition LU pour résoudre le système

linéaire flou intuitionistique 4.1.

De (4.2), (4.3), (4.4) et (4.5) on obtient deux systèmes linéaires classiques 2n × 2n SX+ = Y + et

SX− = Y − avec :

X+ = (x+1 , ..., x
+
n , x

+
1 , ..., x

+
n )

t, X− = (x−1 , ..., x
−
n , x

−
1 , ..., x

−
n )

t, Y + = (y+1 , ..., y
+
n , y

+
1 , ..., y

+
n )

t,

Y − = (y−1 , ..., y
−
n , y

−
1 , ..., y

−
n )

t et S =

M N

N M

 où M contient les entrées positives de A et

N contient les entrées négatives de A.

Théorème 4.5.1. [3] Soit A une matrice n× n avec tous les principaux mineurs non nuls. Alors A

a une factorisation unique :

A = LU

où L est la matrice triangulaire inférieure et U est la matrice triangulaire supérieure.
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Pour décomposer la matrice S, il faut trouver les deux matrices L et U tel que S = LU , où

L =

L11 0

L21 L22

 et U =

U11 U12

0 U22


où L11 et L22 sont des matrices triangulaires inférieures, et U11 et U22 sont des matrices triangulaires

supérieures.

Maintenant, supposons que A =M +N ait une décomposition LU . Alors, Nous avons

S =

M N

N M

 =

L11 0

L21 L22

U11 U12

0 U22

 .

Alors, on a

M = L11U11 (4.32)

N = L11U12 ⇒ U12 = L−111 C

N = L21U11 ⇒ L21 = CU−111

M = L21U12 + L22U22.

Et on écrit

M −NM−1N = L22U22. (4.33)

De 4.32 et 4.33, si M et M − NM−1N ont toutes les deux une décomposition LU , alors S a une

décomposition LU .

Théorème 4.5.2. [3] Soit S une matrice n∗n symétrique définie positive , alors il existe une matrice

triangulaire inférieure unique L avec des entrées positives en diagonale telle que S = LLt.

Si la matrice S est une matrice symétrique définie positive, nous avons

S =

M N

N M

 =

L11 0

L21 L22

Lt11 Lt21

0 Lt22

 .

Alors, on a

M = L11L
t
11 (4.34)

N = L11L
t
21 ⇒ Lt21 = L−111 C
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N = L21L
t
11 ⇒ L21 = C(Lt11)

−1

M = L21L
t
21 + L22L

t
22.

Et on écrit

M −NM−1C = L22L
t
22. (4.35)

Pour utiliser le théorème 4.5.2 dans la méthode de décomposition en LU, les matrices M et M −

NM−1N doivent être symétriques définies positives.

4.5.2 Exemple

Exemple 4.5.1. Considérons le système linéaire flou intuitionistique 2× 2 : x1 − x2 = (α; 2− α; 1− 1.75α; 1 + 1.75α)

x1 + 3x2 = (4 + 2α; 8− 2α; 6− 3α; 6 + 3α)

La matrice associée S est donnée par :

S =


1 0 0 −1

1 3 0 0

0 −1 1 0

0 0 1 3

 .

Et M =

1 0

1 3

 =

1 0

1 1

1 0

0 3


et M −NM−1N =

1 0.3333

1 3

 =

1 0

1 1

1 0.3333

0 2.6667

 .

Alors, on trouve

S =


1 0 0 0

1 1.7321 0 0

0 −0.5774 1 0

0 0 1 1.633




1 0 0 −1

0 1.7321 0 0.5774

0 0 1 0.3333

0 0 0 1.633

 .
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La solution exacte estx1 = (0.5α + 1.75;−0.5α + 2.75;−1.125α + 2.25; 1.125α + 2.25)

x2 = (0.5α + 0.75;−0.5α + 1.75;−0.625α + 1.25; 0.625α + 1.25).

La solution exacte et la solution obtenue en utulisant la décomposition LU , sont montrées dans les

figures (4.14) et (4.15).

FIGURE 4.14 – La présentation graphique de x1

FIGURE 4.15 – La présentation graphique de x2
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Conclusion et perspectives

Ce travail a établi un modèle de système linéaire appelé système linéaire flou intuitionistique

qui permet de modéliser des systèmes linéaires dans lesquels, les données du second membre sont

imprécises. Après avoir défini le système linéaire flou intuitionistique, nous avons donné les condi-

tions d’existence et d’unicité de la solution floue intuitionistique. Nous avons également proposé

des différentes méthodes pour résoudre un système linéaire flou intuitionistique n×n. Une première

méthode consiste à remplacer le système original par quatre systèmes linéaires classiques n × n.

Une deuxième méthode où nous avons remplacé le système original par deux systèmes linéaires

classiques 2n× 2n. Une autre méthode a été discutée en détail et considérée dans un cas particulier

lorsque le vecteur second membre est un vecteur flou intuitionistique symétrique. Et une dernière

méthode dans laquelle nous avons utilisé la méthode de décomposition LU .

Ensuite, ce travail s’ouvre sur plusieurs perspectives que nous comptons développer au sein de notre

équipe :

- Résolution numérique des systèmes linéaires flous intuitionistiques.

- Étude des systèmes linéaires flous intuitionistiques duals.

- Étude des équations aux dérivées partielles floues intuitionistiques.
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