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Résumé de la thèse 

 

  Dans cette thèse, nous avons l'intention de modéliser et de concevoir des techniques de 

contrôle et de stabilisation pour un pendule double inversé, formé et contrôlé par une seule 

commande appliquée à la partie supérieure du système. Ce système est l'un des systèmes 

mécaniques sous-actionnés les plus sophistiqués que nous ayons rencontrés due à sa 

conception spécifique. Lorsqu'il est sollicité pour ces raisons, le pendule double inversé est 

un système hautement non linéaire, instable, et il peut produire des mouvements 

oscillatoires organisés, sophistiqués et chaotiques. En outre, ce système se caractérise par 

un nombre de sorties supérieur au nombre d'entrées, ce qui donne lieu à un système SIMO. 

Le concept étudié du pendule inversé double dans cette thèse implique l'analyse des 

équations dynamiques non linéaires en utilisant la formulation lagrangienne, tandis que 

l'approche de bond graph a été utilisée pour la représentation graphique du système. Deux 

théorèmes flous T-S ont été élaborés pour atteindre la stabilité du système tout en restant 

aussi proche que possible du modèle non linéaire. La comparaison des deux théorèmes a 

révélé que le théorème 1 était un meilleur choix car les tests de stabilité et la conception du 

contrôle sont plus simples à gérer. Après cela, nous avons développé une stratégie de 

contrôle combinant la méthode Backstepping avec l'erreur quadratique afin de traiter un 

contrôleur non linéaire robuste pour notre système tout en tenant compte de toutes les 

non-linéarités qui ne pouvaient pas être négligées. Dans l'ensemble, les résultats de la 

simulation ont confirmé l'efficacité du contrôleur Backstepping avec erreur quadratique, et 

la flexibilité du système a été maintenue dans le sens où il peut être modifié de la position 

initiale à l'état d'équilibre. 
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                                                                   Résumé 
 

 

 

 

      Dans cette thèse, nous avons l'intention de modéliser et de concevoir des techniques de contrôle 
et de stabilisation pour un pendule double inversé, formé et contrôlé par une seule commande 
appliquée à la partie supérieure du système. Ce système est l'un des systèmes mécaniques sous-
actionnés les plus sophistiqués que nous ayons rencontrés due à sa conception spécifique. Lorsqu'il 
est sollicité pour ces raisons, le pendule double inversé est un système hautement non linéaire, 
instable, et il peut produire des mouvements oscillatoires organisés, sophistiqués et chaotiques. En 
outre, ce système se caractérise par un nombre de sorties supérieur au nombre d'entrées, ce qui donne 
lieu à un système SIMO. Le concept étudié du pendule inversé double dans cette thèse implique 
l'analyse des équations dynamiques non linéaires en utilisant la formulation lagrangienne, tandis que 
l'approche de bond graph a été utilisée pour la représentation graphique du système. Deux théorèmes 
flous T-S ont été élaborés pour atteindre la stabilité du système tout en restant aussi proche que 
possible du modèle non linéaire. La comparaison des deux théorèmes a révélé que le théorème 1 était 
un meilleur choix car les tests de stabilité et la conception du contrôle sont plus simples à gérer. Après 
cela, nous avons développé une stratégie de contrôle combinant la méthode Backstepping avec 
l'erreur quadratique afin de traiter un contrôleur non linéaire robuste pour notre système tout en 
tenant compte de toutes les non-linéarités qui ne pouvaient pas être négligées. Dans l'ensemble, les 
résultats de la simulation ont confirmé l'efficacité du contrôleur Backstepping avec erreur quadratique, 
et la flexibilité du système a été maintenue dans le sens où il peut être modifié de la position initiale à 
l'état d'équilibre. 
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Abstract

Throughout this thesis, we intend to model and design control and stabilization proce-
dures for an unprecedented double inverted pendulum formed and controlled by a single
command in the system’s top section. This system is one of the most sophisticated under-
actuated mechanical systems we’ve encountered, with little control results. When pressed
for these reasons, the double inverted pendulum is highly nonlinear, unstable, and it can
produce organized, sophisticated, and chaotic motion patterns. Furthermore, the number
of outputs is greater than the number of inputs, resulting in a SIMO system. The studied
concept of the double inverted pendulum in this thesis entails analyzing the nonlinear dy-
namic equations using the Lagrangian formulation, while the bonds graphs approach was
used for the graphical representation of the system. Two T-S fuzzy theorems were devised
to reach system stability while remaining as close to the nonlinear model as possible. The
comparison of the two theorems revealed that Theorem 1 was a better choice because the
stability tests and control design are simpler to manage. We developed a control strategy
combining the Backstepping method with quadratic error to address a robust nonlinear
controller for our system while accounting for all nonlinearities that could not be remo-
ved. Overall, the simulation results confirmed the Backstepping controller’s effectiveness
with quadratic error, and the system’s flexibility was maintained in the sense that it can be
modified from the initial position to the equilibrium state.
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Introduction générale

Ce projet de doctorat a été élaboré au sein du laboratoire d’ingénierie et système
d’applications de l’école nationale des sciences appliquées. Notre thèse sera divisée en
deux axes principaux : On s’intéresse dans le premier axe aux aspects de la conception et
de la modélisation des systèmes sous actionnés [1–3]. Ce travail nous a amené à analyser
un modèle non linéaire ainsi qu’utiliser des techniques mathématiques et graphiques afin
de linéariser le modèle autour d’un point d’équilibre. Ces techniques ont attiré notre
attention et nous ont amenés au second axe de notre projet. Il s’agit de décortiquer des
approches de contrôle principalement non linéaires qui nécessitent une réflexion profonde
afin de concevoir des nouvelles méthodes, et pour cette raison, ils représentent une
plateforme idéale pour l’étude de la stabilité des systèmes sous actionnés en termes de
modélisation et de conception. Par conséquent, le contrôle de ce type de systèmes a été un
sujet d’intérêt pour les chercheurs en contrôle dynamique [4–7].

Jusqu’à présent, plusieurs modèles sous actionnés ont été inventés et conçus. On
peut citer à titre d’exemple les robots humanoïdes [8], les acrobates [9], les satellites
[10], les robots monocycles [11] qui peuvent être considérés comme une amélioration
du problème de contrôle du pendule double inversé [12–16]. D’une manière générale,
puisque la structure robotique s’inspire principalement du corps humain, les systèmes
mécaniques sous actionnés permettent plus de degrés de liberté que des actionneurs. Ce
manque d’actionneur fait du modèle sous actionnés un système compliqué. Pour autant
que nous le sachions, l’automatique récente dispose des nouvelles méthodes linéaires, non
linéaires et intelligentes pour assurer la stabilité d’un tel système autour d’un point de
fonctionnement [17–20].

Une première contribution de cette thèse consiste à l’élaboration d’une représentation
non linéaire d’un pendule double inversé qui est formé et régulé en appliquant un couple
au sommet du pendule puisque la plupart des chercheurs ont modélisé et contrôlé le
pendule double inversé en se basant sur la partie inférieure[21]. Le deuxième pendule sera
par la suite remplacé par deux pendules afin d’établir un pendule inversé avec deux bras.
En outre, Une simulation du modèle est réalisée en utilisant l’atelier de la réalité virtuelle
dans l’environnement Matlab afin de confirmer le modèle mathématique du système,
simultanément, une analyse graphique est faite via 20-sim pour bien maitriser le transfert
de puissance du système.

Une autre contribution réside dans la conception de plusieurs commandes de manière à
contrôler notre propre modèle. La première approche combine la commande Backstepping
avec l’erreur quadratique en utilisant la théorie de Lyapunov [21]. Il s’agit d’ajouter une
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entrée virtuelle à notre système puisque le nombre de sorties est supérieur au nombre de
commandes. La seconde approche consiste à établir une représentation Takagi-Sugeno
basée sur la transformation polytopique convexe [22] afin de développer un contrôleur
fuzzy H∞. Cette technique est caractérisée par la grande capacité de simplifier la
non-linéarité du système afin de réduire le taux d’erreur et d’accroître la précision.
Après cela, on va comparer cette approche avec la stabilisation relaxée quadratique [23]
pour améliorer les performances obtenues précédemment. Au-delà, le second pendule
sera remplacé par deux bras. Ce modèle nous sera donc utile pour présenter et enregis-
trer notre vision préliminaire du robot monocycle [24, 25] basée sur la modélisation et
le contrôle d’un pendule inversé avec deux bras autour d’un point d’équilibre instable [26].

Organisation du mémoire

Cette thèse, composée de cinq chapitres, est organisée de la manière suivante :

Chapitre 1 - Les modèles mécaniques sous-actionnés : Pendule double
inversé

En s’appuyant sur une étude bibliographique. Le premier chapitre présente la progres-
sion des recherches menées sur les systèmes mécaniques sous actionnées pendant ces der-
nières années tout en décortiquant leur représentation mathématique à l’aide du formalisme
lagrangien. Ainsi, leurs classifications et les stratégies de contrôle conçus pour les com-
mander. Notamment, les méthodes linéaires, non linéaires et intelligents. Afin d’introduire
notre propre conceptualisation au système sous-actionné qui est le pendule double inversé.

Chapitre 2 - La modélisation mathématique et graphique du système
pendule double inversé

Afin de pouvoir présenter et accomplir une étude bibliographique basée sur les diffé-
rentes recherches effectuées dans le domaine de la modélisation des systèmes sous action-
nées. Une étude bien détaillé a été introduite dans le deuxième chapitre pour décortiquer
notre propre conceptualisation du système pendule double inversé qui est régulé par une
seule commande (seule entrée-multi sorties). À cet égard, une modélisation mathématique
a été établie en se basant sur la formulation lagrangienne, d’autre part, une réalité virtuelle
a été incarnée en se basant sur la modélisation graphique via le logiciel 20-Sim afin de la
comparer avec la modélisation mathématique.
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Chapitre 3 - Conception d’un contrôleur flou du pendule double inversé
Après avoir établir le modèle mathématique et graphique du pendule double inversé en

appliquant une seule commande à la partie supérieure du système contrairement aux re-
cherches menées précédemment. Dans ce chapitre, deux lois de commande reposée sur un
modèle flou T-S ont été construites. Parallèlement, nous nous sommes appuyés sur la tech-
nique T-S fuzzy pour maintenir la linéarité du modèle mathématique non linéaire en utili-
sant l’inégalité de matrice linéaire pour développer deux théorèmes. Les deux théorèmes
représentent des modèles non linéaires apparentés. Néanmoins, les résultats montrent que
le théorème 2 est une meilleure option car les tests de stabilisation et la conception de la
commande sont plus faciles à gérer.

Chapitre 4 - Conception d’un contrôleur Backstepping basé sur une
erreur quadratique

Dans le quatrième chapitre, nous avons introduit et expliqué les étapes de base pour
concevoir un contrôleur Backstepping en se basant sur la fonction de Lyapunov. Par la
suite, nous avons combiné le contrôleur Backstepping avec une erreur quadratique qui
consiste à construire deux entrées virtuelles dans une seule étape puisque le système pos-
sède plusieurs sorties et une seule entrée. En effet, ce contrôleur sert à conserver les non-
linéarités qui ne peuvent pas être négligées. Les résultats de la simulation ont démontré la
robustesse du contrôleur même si on varie brusquement la position des angles du pendule
double inversé.

Chapitre 5 - Modélisation et contrôle d’un pendule inversé avec deux
bras

Dans le cinquième chapitre, nous avons décrit un modèle dynamique non linéaire d’un
pendule inversé à deux bras qui tourne sur des références (O,x,z). Étant donné que ce
système est sous-actionné, hautement non linéaire et SIMO. Le modèle mathématique a été
établi en appliquant l’approche lagrangienne et testé à partir de la réalité virtuelle réalisée
dans l’environnement Matlab/Simulink, ainsi que le modèle graphique qui a été validé par
le logiciel 20-Sim. D’autre part, la stabilité du pendule inversé à deux bras a été vérifiée
en utilisant deux lois de contrôle à savoir l’algorithme de contrôle linéaire LQR, et le
contrôleur intelligent Fuzzy.
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Les modèles mécaniques
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1.1 Introduction

Au cours des dernières années, des nouvelles technologies ont été développées à
grande échelle. Les humains ont toujours été fascinés par le concept de vie artificielle et la
construction de machines qui ressemblent à des personnes et se comportent comme elles.
L’évolution de la robotique exige encore plus de développement de systèmes performants
avec des caractéristiques de haute performance pour des applications pratiques et utiles.
Les systèmes robotiques sont considérés comme étant des systèmes mécaniques. En
comparant les degrés de liberté et le nombre des actionneurs, ils sont classifiés en trois
catégories : (i) Un système actionné qui contient autant d’actionneurs que de degrés de
liberté, (ii) un système mécanique peut être sur-actionné lorsque le nombre des actionneurs
est supérieur au nombre de degrés de liberté, (iii) et finalement un système sous actionné
qui comporte moins d’actionneurs que de degrés de liberté.
Cette dernière classe de systèmes a fait l’objet d’une recherche scientifique active, alimen-
tée par leurs vastes applications, spécialement, pour aider ou remplacer des personnes dans
des travaux dangereux ou indésirables. Dans le domaine de la mécatronique, l’inclusion
de robots se développe rapidement depuis les bons résultats des opérations réalisées avec
des machines automatisées. Outre, cette conception efficace représente un défi pour les
chercheurs et les scientifiques. Par conséquent, les concepteurs mécaniques ont étudié
des méthodes et des procédures appropriées afin d’obtenir des résultats réalisables pour
ce type de systèmes. On peut citer à titre d’exemple : les mains robotiques, les systèmes
aérospatiaux, les robots monocycles tel que [25] qui s’est concentré sur la modélisation
du robot monocycle à l’aide de la formulation dynamique lagrangienne. Par la suite, les
auteurs ont présenté deux contrôleurs non linéaires : le mode glissant et le backstepping
méthodes qui ont été conçus pour contrôler le système. Les deux contrôleurs ont été
simulés et les résultats ont montré que la stabilité peut atteindre une bonne performance et
une bonne robustesse en utilisant l’approche backstepping plutôt que le mode glissant.
Les systèmes mécaniques sous actionnés ne sont pas limités à des modèles de robotique,
mais ils sont caractérisés par la diversité des systèmes, ce qui suscite un grand intérêt
d’analyser des modèles linéaires et non linéaires qui nécessitent la conception de contrô-
leurs spécifiques, entre autres, on peut mentionner : le pendule inversé [27], le pendule
inversé rotatif [28], le pendule inversé attaché à un chariot [29–31], et le pendule double
inversé [21].
Un pendule inversé est statiquement instable à cause de l’attraction gravitationnelle de
la terre qui pointe vers le bas. Cependant, avec un forçage approprié, le pendule inversé
peut être stabilisé dans son état d’équilibre vertical. Un intérêt particulier est porté sur le
forçage vertical périodique appliqué à la base du pendule pour le stabiliser autour d’un
point d’équilibre. De nombreux chercheurs ont étudié comment stabiliser ce système
en faisant varier différents paramètres, en particulier son amplitude et sa fréquence. La
plupart se sont concentrés sur le cas d’un pendule inversé à un seul degré de liberté,
qui avec une hypothèse linéaire, peut être décrit par l’équation de Mathieu. Dans la
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référence [32], les auteurs se concentrent sur la recherche de solutions périodiques
lorsque le pendule est en mouvement. Leur recherche montre que sous une excitation
appropriée en contrôlant l’amplitude et la fréquence de forçage, le pendule peut maintenir
certaines orbites périodiques autour de son point d’équilibre. A cet égard, ils ont appliqué
quatre différents types géométriques de la réponse du système : les traces temporelles
du système, les portraits de phase du système, les vues tridimensionnelles du système
en fonction du forçage d’entrée, et le diagramme de densité spectrale de puissance du
système. En analysant ces quatre diagrammes simultanément, ils ont caractérisé différents
types de comportements périodiques autour de l’axe. Pour discuter davantage, les auteurs
ont appliqué une perturbation en utilisant l’amplitude de forçage normalisée comme
paramètre de perturbation pour réaliser des solutions périodiques approximatives sur un
pendule inversé à un seul degré de liberté. Après cela, ils ont simulé la stabilité du pendule
inversé à plusieurs degrés de liberté. Des simulations numériques et des expériences ont
été réalisées et des comparaisons détaillées sont discutées afin de montrer un accord
performant avec les expériences.
Dans une autre revue de littérature [33], les auteurs ont décrit certaines classes importantes
de systèmes mécaniques sous-actionnés à deux degrés de liberté, ils ont présenté aussi la
modélisation mathématique de ces systèmes, leurs classifications et toutes les stratégies de
contrôle (linéaires, non linéaires et intelligentes), afin de déduire une comparaison globale
entre les différentes techniques de stabilisation. Dans le chapitre qui suit [34], les auteurs
ont développé un modèle dynamique non linéaire d’un pendule inversé sphérique, qui peut
se déplacer verticalement et horizontalement. De plus, ils ont élaboré une représentation
mathématique (Euler Lagrange) et graphique (Bond graph), et validé le modèle en utilisant
la réalité virtuelle exécutée sur le logiciel Matlab. Après avoir établir les équations de
mouvements, ils se sont rendu compte que la conception classique linéaire d’un contrôleur
ne peut pas être appliquée pour contrôler ce type de systèmes. Pour résoudre le problème,
ils ont proposé une nouvelle méthode basée sur les étapes hiérarchiques du contrôleur
Backstepping en tenant compte des non linéarités qui ne peuvent être négligées. En
outre, un contrôleur à régulateur linéaire quadratique (LQR + PID) basé sur le modèle
de système linéarisé est également conçu pour la comparaison des performances. Enfin,
une étude de simulation est réalisée pour prouver l’efficacité du schéma du contrôleur
Backstepping où il peut amener le pendule de n’importe quelle condition initiale à
l’origine des coordonnées. Dans le dernier chapitre [35], les auteurs ont mis en oeuvre la
méthode d’asservissement visuel pour contrôler la stabilité du pendule inversé sphérique
dans sa position verticale d’équilibre vue que les applications robotiques basées sur la
vision ont fait l’objet d’une grande attention. L’objectif principal de cette étude sera atteint
en quatre étapes. La première étape consiste à l’acquisition en temps réel d’images à partir
d’un système de vision. Dans la deuxième étape, un algorithme est proposé qui permettra
de déterminer avec précision la position du pendule à partir des images acquises. Dans la
troisième étape, la différence entre la position actuelle et la position verticale d’équilibre
est calculée. La dernière étape consiste à développer une stratégie de commande à partir
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de cette différence de position. La commande qui sera générée est basée sur le contrôleur
Backstepping pour effectuer les actions du Quadrotor de manière à faire converger le
pendule inversé sphérique vers sa position verticale.
La référence [36] a présenté un système sous-actionné, appelé pendule inversé à volant
d’inertie. Tout d’abord, les auteurs ont dérivé un modèle non linéaire et établi sa linéa-
risation autour d’un point de fonctionnement. Par la suite, ils ont décrit l’approche de
la conception de la commande utilisée y compris le contrôleur linéaire PID en ajoutant
une deuxième boucle de contrôle qui a été exigée à cause de l’apparition d’une instabilité
interne. D’autres améliorations de la structure et de la mise en oeuvre de la commande
sont recherchées pour réduire le bruit dans l’action de commande en conservant la stabilité
globale obtenue par la conception initiale du contrôleur. Dans la référence [37], les auteurs
ont conçu et simulé plusieurs stratégies linéaires et non linéaires. Ces techniques de
contrôle robustes qui comprennent le mode glissant et le LQR ont été discutées pour le
pendule inversé afin d’assurer la stabilité et d’obtenir une meilleure réponse du système.
Sur la base de l’analyse et de la structure de conception, toutes les lois exposées sont
capables de contrôler le pendule inversé. Le résultat de chaque contrôleur a été tracé et
comparé et la comparaison des performances globales prouve que le mode glissant donne
les meilleures performances par rapport aux autres techniques de contrôle.
La référence [38] présente une étude d’une revue académique illustrée sur l’analyse de
la stabilité du pendule inversé. Commençant par la modélisation de la cinématique et de
la dynamique du pendule inversé selon la formulation lagrangienne [39], les auteurs ont
conçu un contrôleur LQR et ils ont proposé de modifier les paramètres (poids et longueur)
du système afin d’établir la stabilité globale. Dans le chapitre qui suit [40], les auteurs ont
développé la stabilité d’un pendule inversé sphérique équilibré sur un chariot omnidirec-
tionnel de manière à ce que le système soit découplé en deux sous-systèmes séparés (Oxy)
et (Oyz) pour bien établir les équations dynamiques et concevoir un contrôleur LQR afin
de montrer l’efficacité de cette méthode pour stabiliser un système découplé. Après cela,
ils ont présenté une modélisation d’un nouveau modèle constitué d’un pendule inversé à
quatre roues, les auteurs ont ensuite envisagé de linéariser le système dont le but de réduire
son degré de complexité et le stabiliser en utilisant le contrôleur LQR. Enfin, ils ont mis
en avant des tendances futures qui peuvent être envisagées telles que les caractéristiques
élastiques et les modes de flexion du système.
Les systèmes mécaniques sous actionnés sont généralement représentés par des modèles
non linéaires et leurs commandes nécessitent la conception de contrôleurs robustes. Le
pendule double inversé [41,42] à titre d’exemple est un cas particulier vue son mouvement
chaotique introduit une fois que l’énergie est augmentée. L’objectif principal de la
référence [43] est l’explication de la dynamique du pendule double inversé. Au début, les
auteurs ont établi les équations du mouvement, en produisant la formulation lagrangienne.
Par la suite, ils ont effectué une analyse approfondie afin de concevoir un block nommé
(Inverted Pendula Modeling and Control) dans le logiciel Matlab/Simulink. Compte tenu
de la particularité de ce système et en raison de sa structure chaotique, la référence [44]
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a fait une enquête sur le comportement chaotique du pendule double inversé en faisant
varier sa masse et sa longueur. Les résultats sont analysés à l’aide du tracé des séries
temporelles, de la carte de Poincaré et du tracé des exposants de Lyapunov. Cependant, Il
est observé que la tendance chaotique du système augmente avec la variation de la masse
et de la longueur. En outre, la référence [45] a analysé théoriquement et numériquement
le système à masse variable, où différents cas sont présentés : Le premier correspond à
l’analyse classique du pendule double inversé, le deuxième cas correspond au pendule
double inversé à masse variable, en considérant la masse supérieure comme variable.
Le troisième cas concerne la variation de la masse inférieure. Enfin, le quatrième cas
correspond au pendule double à masse variable. Pour chaque cas on vérifie que ms »
mi ce qui garantit le comportement du pendule double. Ajoutant à cela, les auteurs ont
obtenu les équations couplées du mouvement pour chaque cas en utilisant la formulation
de Lagrange. Les équations du système sont développées au moyen de simulation afin de
résoudre les équations du mouvement en appliquant la méthode numérique Runge Kutta
du quatrième ordre (RK4). Finalement, les résultats de la solution numérique et les effets
observés dus à la masse variable sont présentés pour chaque cas.
En s’appuyant sur une étude bibliographique, le but principal de ce chapitre est de faire
rassembler les différentes recherches menées dans le domaine de la modélisation méca-
nique et du contrôle des modèles sous-actionnés, afin de découvrir quelques lacunes qu’il
faut signaler pour donner l’occasion aux futurs chercheurs à construire des problématiques
dont l’objectif est de stabiliser ces systèmes. Ajoutant à cela, on va aussi exposer les
différentes stratégies linéaires, non linéaires, et intelligentes fortement utilisées pour
contrôler ce type de systèmes.

1.2 Exemples de systèmes mécaniques sous-actionnés

A cet égard, on va décortiquer dans cette section quelques systèmes mécaniques
sous-actionnés fortement non linéaire qui représentent une plateforme idéale pour les
futurs chercheurs. Ces exemples comprennent le pendule double inversé rotatif [46,47], le
pendule double inversé sur chariot [48–50], le pendule double inversé du Furuta [51, 52],
le pendule double inversé sphérique [53–55], le pendule double inversé couplé en parallèle
[56–58], et le pendule double lié à un pont roulant [59–61].

1.2.1 Le pendule double inversé rotatif

Le pendule double inversé rotatif est composé d’un bras, deux pendules, un actionneur
qui fournit l’énergie électrique nécessaire pour faire tourner le bras et une base. Les para-
mètres du système sont définis comme indiqué sur la figure 1.1 :
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Les moments d’inerties sont respectivement J1, J2 etJ3 , les masses sont définies par m1,
m2 et m3, ainsi que les coordonnées généralisés choisis sont θ1, θ2 et θ3.

FIGURE 1.1 – Le pendule double inversé rotatif.

1.2.2 Le pendule double sur chariot

La figure 1.2 présente le schéma d’un pendule inversé double sur un chariot. Dans ce
mécanisme, le chariot se déplace horizontalement, avec deux liaisons connectées en rota-
tion et une force appliqué sur le chariot. Ce système est considéré comme un des modèles
les plus utilisés dans la robotique pour illustrer les stratégies de contrôle non linéaire.

FIGURE 1.2 – Le pendule double sur chariot.



8 Chapitre 1. Les modèles mécaniques sous-actionnés : pendule double inversé

1.2.3 Le pendule double inversé du Furuta
Le pendule double inversé de Furuta est un système dynamique non linéaire dans lequel

trois liaisons mécaniques en série sont reliées par trois joints tournants. Le système est
représenté dans la figure 1.3 qui est similaire au pendule double inversé rotatif.

FIGURE 1.3 – Le pendule double inversé du Furuta.

1.2.4 Le pendule double sphérique
Un pendule double sphérique est un mécanisme à trois degrés de liberté constitué de

deux pendules dont l’extrémité se déplacent sur la surface d’une sphère. Il est commun
d’utiliser trois coordonnées angulaires pour décrire un tel système.

FIGURE 1.4 – Le pendule double sphérique.
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1.2.5 Le pendule double inversé couplé en parallèle
La structure du pendule double inversé couplé en parallèle est présentée à la figure 1.5.

Il se compose d’une liaison glissière (le chariot qui peut se déplacer à gauche et à droite),
deux pendules et une commande.

FIGURE 1.5 – Le pendule double inversé couplé en parallèle.

1.2.6 Le pendule double lié à un pont roulant
Le pendule double lié à un pont roulant est illustré à la Fig 1.6. Comme la figure

illustre : m, m1, m2 représentent respectivement les masses du chariot (trolley), du crochet
(hook) et de la charge utile (payload), x(t) représente le déplacement du chariot, l1 repré-
sente la longueur du câble reliant le chariot et le crochet, tandis que l2 désigne la longueur
de câble reliant le crochet et la charge utile.

FIGURE 1.6 – Le pendule double lié à un pont roulant.
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1.3 La dynamique non linéaire du système pendule
double

Lorsque l’on s’intéresse à la représentation des systèmes non linéaires, il est bien
connu que ces systèmes ont un comportement extrêmement complexe, de telle sorte
que l’application d’une théorie de contrôle particulière pourrait ne pas convenir. Il est
donc nécessaire de clarifier, d’une manière ou d’une autre, la classe de systèmes et le
formalisme qui nous intéresse.

1.3.1 La formulation lagrangienne pour le pendule double
Dans cette section, nous nous intéressons à la classe des systèmes sous actionnés qui

sont dérivés du formalisme lagrangien. Pour discuter d’avantage, un système lagrangien
est un système dont le comportement est décrit par les équations d’Euler-Lagrange. Elles
sont définies par un ensemble d’équations différentielles ordinaires non linéaires (ODE).
Le formalisme lagrangien est un outil de modélisation mathématique puissant basé sur la
méthode variationnelle pour modéliser une grande classe de systèmes physiques, en parti-
culier les systèmes mécaniques. Une revue approfondie de la modélisation variationnelle
des systèmes mécaniques sous actionnés peut être trouvée dans les références [1, 62–66].

Pour un système à n degrés de liberté, les équations d’Euler-Lagrange sont données
par :

d

dt
(
∂L(x, ẋ)

∂ẋ
)− ∂L(x, ẋ)

∂x
= F (x).u (1.1)

Où x ∈ Q désigne le vecteur de configuration, F(x) est la matrice des forces externes.
L(q, q̇) est le Lagrangien associé au système donné et exprimé par la différence entre ses
énergies cinétique et potentielle :

L(x, ẋ) = T − V =
1

2
.ẋT .M(x).ẋ− V (x) (1.2)

Où T désigne l’énergie cinétique, V l’énergie potentielle, et M(q) la matrice d’inertie
définie positive, ẋT est la transposée de ẋ.
L’avantage du formalisme lagrangien est que la forme des équations d’Euler-Lagrange est
invariable. De plus, il permet d’obtenir directement l’équation décrivant l’évolution des
systèmes mécaniques en fonction des forces appliquées. En se basant sur ces équations,
les équations du mouvement d’un système mécanique peuvent être déduites comme suit :∑

q

mrq(x).ẍq +
∑
p,q

Γrp,q(x)ẋpẋq + gr(x) = eTr F (x)u (1.3)
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Où er est une base canonique de Rn, gr(x) = ∂xrV (x), ainsi que le symbole de christoffel
Γrp,q(x) est défini par :

Γrp,q(x) =
1

2
(
∂mrq(x)

∂xp
+
∂mrp(x)

∂xq
− ∂mpq(x)

∂xr
) (1.4)

Sous une forme vectorielle, on peut écrire :

M(x).ẍ+ C(x, ẋ).ẋ+G(x) = F (x)u (1.5)

cpq =
∑n

r=1 Γprq(x)ẋr est un élément de C(x, ẋ), le terme C(x, ẋ).ẋ regroupe deux termes
impliquant la force centrifuge (ẋp, ẋq) si (p = q) et la force de Coriolis si (p 6= q), et le
terme G(x) représente la matrice de gravité.
la matrice définie par S0 = Ṁ(x)− 2C(x, ẋ) est antisymétrique, ce qui nous permet
d’avoir Ṁ(x) = C(x, ẋ) + CT (x, ẋ). En prenant en compte que la matrice M(x) est sy-
métrique positive, alors on peut introduire la transformation de Legendre qui est définie
par :

K =
∂L

∂ẋ
= M(x)ẋ (1.6)

Dans ce cas, l’équation (1.5) peut être écrite sous la forme canonique suivante :{
ẋ = M−1(x)K

k̇ = −G(x) + C
T

(x, k)M−1(x)k + F (x)u
(1.7)

Où : C
T

(x, k) = C(x,M−1, k) Considérant : x = x1 et k = x2, l’équation (1.7) peut être
écrite sous la forme : {

ẋ1 = M−1(x1)x2
ẋ2 = −G(x1) + x2

T (x1)x2 + F (x1)u
(1.8)

1.3.2 Les équations de mouvements pour les types du pendule double
Le tableau ci dessous représente les équations de mouvements des systèmes illustrés

précédemment :
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TABLE 1.1 – les équations de mouvement de différents types de pendule double.

Système Pendule double rotatif Pendule double sur chariot

M(x)


h1 h2 cos(x2) h3 cos(x3)

−h2 cos(x2) −h4 −h5 cos(x2 − x3)

−h3 cos(x3) −h5 cos(x2 − x3) −h6





m0 +m1 (m1l1 +m2L1) m2l2 cos(x2)

+m2 cos(x1)

(m1l1 +m2L1) m1l
2
1 +m2L

2
1 m2L1l2

cos(x1) +I1 cos(x1 − x2)

m2l2 cos(x2) m2L1l2 cos(x1 − x2) m2l
2
2 + I2



C(x)


b1 − h2ẋ12 sin(x2)− h3ẋ32 sin(x3)

−b2ẋ2 − h5ẋ32 sin(x2 − x2)

−b3ẋ3 + h5ẋ2
2 sin(x2 − x2)




0 −(m1l1 +m2L1) sin(x1)ẋ1 −m2l2 sin(x2)ẋ2

0 0 m2L1l2 sin(x1 − x2)ẋ2

0 −m2L1l2 sin(x1 − x2)ẋ1 0



F(x)


1

0

0




1

0

0


Paramètres h1 = J1 + L1

2(m2 +m3) avec : θ1 = x1; θ2 = x2; θ3 = x3

h2 = L1(m2l2 +m3L2)

h3 = L1m3l3

h4 = J2 + L2
2m3 + l2

2m2

h5 = L2m3l3

h6 = J3 + l3
2m3

h7 = (m2l2 +m3L2)g

h8 = m3l3g
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TABLE 1.2 – les équations de mouvement de différents types de pendule double.

Système Pendule double de Furuta Pendule double sphérique

M(x)

(m1 +m2)L
2
1 m2L1L2

m2L1L2 m2L
2
2



m11 m12 0

m12 m22 0

0 0 m33



C(x)

0 0

0 −m2gL2




0 0 c13

0 0 c23

−c13 −c23 0



F(x)

1

0




1

0

0


Paramètre m11 = m1+m2

1−λ2 m22 = m2
r2

r2−λ2α2

m12 = (signα)m2(1 + λα2
√
1−λ2

√
r2−λ2α2 ) r = L2

L1

m33 = m2l1
2λ2(m− 1) α2

m+α2+2α
m = m1+m2

m2

c13 = 1
l1λ

2α2(m−1)
(m+α2+2α)2

c23 = −(signα) 1
l1λ

2α(m−1)
(m+α2+2α)2
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TABLE 1.3 – les équations de mouvement de différents types de pendule double.

Système Pendule double lié à un pont roulant

M(x)


m11 m12 m13 m14

m12 m1 +m2 0 m24

m13 0 (m1 +m2)l1
2 m34

m14 m24 m34 m2l2
2



C(x)


0 (m1 +m2) cos(x1)ẋ1 c13 c14

0 0 −(m1 +m2)l1ẋ1 c24

0 (m1 +m2)l1ẋ1 m1 +m2)l1l̇1 c34

0 m2l2 cos(x1 − x2)ẋ1 c43 0



G(x)


0

−(m1 +m2)g cos(x1)

(m1 +m2)gl1 sin(x1)

m2gl2 sin(x2)



F(x)


1

1

−d1x1

−d2x2


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TABLE 1.4 – Les paramètres du pendule double lié à un pont roulant .

Paramètre m11 = m+m1 +m2

m12 = (m1 +m2) sin(x1)

m13 = (m1 +m2)l1 cos(x1)

m14 = m2l2 cos(x2)

m24 = m2l2 sin(x1 − x2)

m34 = m2l1l2 cos(x1 − x2)

c13 = (m1 +m2)(cos(x1)l̇1 − l1sin(x1)ẋ1)

c14 = −m2l2 sin(x2)ẋ2

c24 = −m2l2 cos(x1 − x2)ẋ2

c34 = m2l1l2 sin(x1 − x2)ẋ2

c43 = m2l2 cos(x1 − x2)l̇1 −m2l1l2 sin(x1 − x2)ẋ1

1.4 Contrôle des pendules doubles
En tenant compte de la conception du pendule double, de nombreuses méthodes de

contrôle ont été appliquées pour le stabiliser [67, 68]. Celles-ci peuvent être classées en
contrôleurs linéaires, non linéaires et intelligents.

1.4.1 Contrôleurs linéaires

Dans le but de stabiliser le pendule double inversé, plusieurs chercheurs ont proposé
la conception d’un contrôleur linéaire en raison de son importance qui réside dans sa sim-
plicité d’implémentation et sa capacité suffisante pour résoudre de nombreux systèmes qui
existent dans le monde réel.
Le PID est une abréviation de (Proportionnel-Intégrateur-Dérivateur). Il s’agit d’un contrô-
leur linéaire à rétroaction dont la sortie est constituée d’une variable qui est contrôlée en
fonction de l’erreur (La différence entre l’entrée et un certain variable mesuré). Chaque
élément du régulateur PID représente une action de contrôle particulière. S’il y a une er-
reur, celle-ci est utilisée pour ajuster une entrée du processus afin d’atteindre la valeur
souhaitée.
La référence [69] a proposé deux contrôleurs linéaires : le PID et le MRAC (Commande
adaptative à référence de modèle) pour contrôler un pendule composé. En comparant le
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contrôleur PID et le contrôleur MRAC, les résultats ont prouvé que la combinaison des
commandes PID + MRAC donne une réponse plus meilleure que celle du contrôleur PID.
Les références [70,71] ont combiné un contrôleur PID avec un algorithme PSO pour stabi-
liser un pendule double lié à un pont roulant. Pour cela, deux fonctions objectives (fitness)
d’un algorithme (PSO) ont été proposé pour la conception d’un contrôleur robuste. Les
auteurs ont déterminé d’abord un positionnement précis du crochet et de la charge utile
qui sont testés avec ou sans la prise en compte des paramètres de la charge utile dans le
calcul de la fonction objective qui est basée sur la distance horizontale entre le crochet et
la charge. Les résultats des simulations dans les différentes conditions ont démontré que la
fonction objective fournit de meilleures réponses et améliore les performances globales de
la position du chariot, du crochet et des oscillations de la charge.
D’autre part, le contrôleur PID a été utilisé comme une méthode principale de contrôle en
raison de sa structure qui est simple et sa robustesse face aux bruits. À ce titre, la référence
[72] a proposé la combinaison entre le PID et le réseau de neurones pour contrôler le pen-
dule double inversé commandé par un chariot. Le contrôleur a été réalisé en additionnant
deux contrôleurs PID pour stabiliser la position et l’angle. Les résultats expérimentaux
montrent l’efficacité de l’algorithme proposé et le système de contrôle qui est robuste pour
le changement de l’entrée par des perturbations.
Dans la référence [73], les auteurs ont inventé une technique basée sur la combinaison du
PID et le fuzzy type 2 (FT2) pour stabiliser le pendule double inversé. Pour ce faire, ils ont
appliqué une commande afin de faire converger les valeurs de sortie du système aux valeurs
désirées. Par une autre expression, c’est que la valeur de sortie désirée est obtenue, en tant
que résultat d’une valeur d’entrée appropriée appliquée au système. L’objectif d’utiliser
ce contrôleur est d’amener le pendule double inversé à un point d’équilibre instable en un
minimum de temps et de fournir un couple moteur qui assure la position du système sans
dépasser un intervalle de tolérance.
La régulation linéaire quadratique (LQR) est l’une des méthodes optimales de contrôle qui
consiste à concevoir des systèmes stables en boucle fermée par la recherche d’une matrice
de gain, de manière que le retour d’état u = −K.x stabilise le modèle et optimise le critère
quadratique de position et d’angle. Ceci amène à la définition des coefficients de pondé-
ration Q et R pour chacune des positions et des vitesses. Le choix des coefficients Q et R
est très pertinents car la matrice de rétroaction K = lqr(A,B,Q,R) repose sur leur choix
pour assurer la stabilisation du système.
Le papier [74] représente la modélisation mathématique et le contrôle d’un pendule double
sur chariot en utilisant le PID et le LQR. L’environnement Matlab-Simulink a été utilisé
pour la simulation des techniques de contrôle. L’objectif de ce travail est d’avoir une étude
comparative de deux stratégies de contrôle différentes et l’analyse de la performance de
deux types de contrôleurs différents pour un pendule inversé double. Le résultat montre et
valide l’avantage comparatif de la méthode LQR par rapport à la méthode PID. Pareille-
ment, la référence [75] décrit le développement et le contrôle d’un pendule double inversé
mobile. Des simulations et des expériences ont été réalisées pour évaluer les performances
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du système en matière d’équilibrage et de contrôle de position. Les résultats ont montré le
succès de stabilisation du pendule à la position verticale en utilisant LQR.
Dans la référence [76], les auteurs ont essayé de commander un pendule double. L’objectif
principal de la conception est d’utiliser une méthode de contrôle appropriée qui produit
des couples externes adéquats de sorte que le système entier puisse être complètement sta-
bilisé et contrôlé. Pour ce faire, un modèle mathématique du système est nécessaire, ce
qui est réalisé par les équations de Lagrange dans la première partie du document. Comme
la conception du contrôleur est basée sur la description de la représentation d’état, ces
équations dynamiques sont réécrites sous la forme linéarisées autour d’un état de fonc-
tionnement. Après avoir examiné la contrôlabilité du système, le contrôleur (LQR) a été
conçu. Enfin, des résultats de simulation sont fournis pour montrer l’efficacité du contrô-
leur proposé.
Dans le papier [77],les auteurs ont décrit la stratégie de commande à deux degrés de li-
berté pour le balancement et la stabilisation du pendule double sur un chariot mobile à
partir d’un état initial prédéfini. Ensuite, ils ont présenté et expliqué l’idée conceptuelle
l’algorithme LQR-trees proposé pour le basculement et la stabilisation du pendule double
sur une chariot à partir d’un large ensemble de conditions initiales non stationnaires et fi-
nalement, ils ont réussi à établir la stabilité du système.
La référence [78] traite le problème de contrôle d’attitude d’un hélicoptère à deux degrés
de liberté en utilisant la technique LQR. Comme les performances du régulateur LQR dé-
pendent largement des matrices de pondération (Q et R), il est important de les sélectionner
d’une manière optimale. Cependant, normalement, les matrices de pondération sont sélec-
tionnées sur la base d’une approche par essais et erreurs, ce qui rend la conception du
contrôleur non seulement fastidieuse mais aussi longue. Par conséquent, pour résoudre le
problème de sélection des matrices de pondération de LQR, les auteurs ont proposé dans
ce papier une méthode d’optimisation adaptative par essaims de particules (APSO) pour
obtenir les éléments des matrices Q et R. De plus, pour améliorer la vitesse de convergence
et la précision du PSO, un facteur de poids d’inertie adaptatif (AIWF) est introduit dans
l’équation de la vitesse du PSO. L’une des principales caractéristiques de l’AIWF est que,
contrairement au PSO standard dans lequel le poids d’inertie est maintenu constant tout au
long du processus d’optimisation, les poids sont modifiés de manière adaptative en fonc-
tion du taux de réussite des particules vers la valeur optimale. La stratégie de commande
LQR basée sur l’APSO proposée est appliquée à la commande d’hélicoptère, qui est un
système hautement non linéaire et instable. Les résultats expérimentaux montrent que les
poids optimisés à l’aide de l’APSO, permettent non seulement de réduire l’erreur de suivi,
mais aussi d’améliorer la réponse de suivi avec des oscillations réduites.
Malgré que les contrôleurs linéaires soient utiles pour stabiliser le pendule double inversé,
la non-linéarité compliquée de tel modèle ne tolère pas l’application des lois linéaires de
commande. Outre, lors de la linéarisation, les effets non linéaires sont négligés. Cependant,
la dynamique fournie par ces effets non linéaires est plus riche que celle des systèmes li-
néaires. Ils doivent donc être conservés pour avoir une bonne robustesse du modèle lors
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du contrôle. Pour cela, plusieurs techniques de contrôle non linéaires ont également été
développées pour le pendule double inversé du problème de stabilisation.

1.4.2 Contrôleurs non linéaires

1.4.2.1 Contrôle par énergie

La stabilité du pendule double peut être atteinte en contrôlant l’énergie du système
au lieu de contrôler sa position et sa vitesse. Par exemple, une façon de faire balancer le
pendule double vers la position verticale est de lui donner une énergie qui correspond à la
position verticale. Le pendule se mettra alors à osciller et il pourra ensuite être rattrapé en
position désirée à l’aide d’une stratégie de stabilisation.
La référence [79] a présenté le concept de contrôle par énergie, et il a montré aussi com-
ment des techniques robustes de balancement sont obtenues en utilisant cette approche.
Le comportement obtenu avec la stratégie dépend de manière critique du rapport entre
l’accélération maximale du pivot et l’accélération de la gravité. Les simulations ont
démontré qu’il est très pratique de balancer un pendule double en contrôlant son énergie.
Dans la référence [80, 81], un modèle dynamique non linéaire d’un pendule double lié à
un pont roulant est dérivé. Ensuite, après une analyse minutieuse de ce modèle, les auteurs
ont conçu un contrôleur non linéaire basé sur la mise en forme de l’énergie avec une valeur
de sortie limitée qui a été proposé. En utilisant la technique de Lyapunov et le théorème
d’invariance de LaSalle, il est strictement prouvé que le système de contrôle entier est
asymptotiquement stable au point d’équilibre. Enfin, des simulations numériques valident
que le contrôle par énergie peut fournir une performance de contrôle robuste supérieure à
celle des contrôleurs traditionnels.
Le papier [82] a présenté une méthode de contrôle basée sur le couplage énergétique pour
les pendules doubles à pont roulant en appliquant une contrainte initiale. Le contrôleur
proposé a une structure plus simple et atteint une meilleure performance de contrôle avec
une forte robustesse en améliorant le comportement de couplage entre le mouvement du
chariot, le crochet et la charge utile. En outre, afin de garantir un balancement du chariot
et de réduire la force initiale, les auteurs ont introduit une fonction tangente hyperbolique
dans la loi de contrôle. Des résultats de simulation numérique sont bien représentés pour
illustrer la performance de la méthode et la forte robustesse du contrôleur conçu en tenant
compte les différents paramètres du système et les perturbations externes.
Dans le papier [83], les auteurs ont développé un modèle non linéaire d’un pendule double
sur un chariot. En se basant sur la stratégie de commande par énergie, les auteurs ont
conçu un contrôleur qui peut faire converger le système vers la position désirée à partir de
n’importe quelle position initiale (c’est-à-dire que les angles initiaux peuvent être choisis
arbitrairement). Les résultats ont montré l’efficacité de la méthode non linéaire proposée
pour le balancement du système.
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1.4.2.2 Le mode glissant

La commande par mode glissant a été proposée et élaborée pour la première fois par
Emelyanov, Utkin et d’autres chercheurs au début des années 1950. L’idée a été inspirée
par les actions de commutation des relais électromagnétiques.
Le mode glissant est un outil puissant pour traiter des modèles non linéaires. La concep-
tion du mode glissant se déroule en deux étapes. Tout d’abord, La première étape consiste
à concevoir une surface particulière nommée la surface de glissement et déterminée par
(σ = σ̇ = σ̈ = ... = σn−1 = 0), n est l’ordre de la commande, de telle sorte que le mou-
vement de glissement satisfasse certaines spécifications de conception, c’est-à-dire que le
comportement dynamique du système peut être adapté par le choix particulier de la surface
de glissement. Ensuite, une loi de commande discontinue est conçue de telle sorte que les
trajectoires du système atteignent la surface de glissement en un temps fini et restent à
proximité du domaine glissant jusqu’au point d’équilibre. En raison de son efficacité et de
sa simplicité de mise en oeuvre dans la pratique, le mode glissant a été largement utilisé
dans de nombreux domaines et applications. En outre, il a été vérifié que l’introduction
du mode glissant peut effectivement aider à atteindre certaines performances de contrôle
souhaitées pour les systèmes hautement instables.
Le mode glissant et sa version modifiée ont été largement appliqués dans un certain nombre
de systèmes réalistes. Ces techniques sont extrêmement utiles pour les systèmes sous-
actionnés avec incertitudes, dans lesquels le nombre de sorties est supérieur à celui des
entrées. Dans le papier [84], les auteurs se concentrent sur la conception des contrôleurs
non linéaires robustes basés sur des techniques de mode de glissement conventionnelles
et hiérarchiques pour le pendule double à pont roulant. Dans la première approche, une
surface de glissement commune du premier ordre pour les variables d’état a été détermi-
née et ils ont généré une entrée de contrôle pour attirer tous les états du système vers cette
surface. Dans la seconde approche, deux niveaux de surfaces de glissement sont proposés
et le schéma de contrôle est conçu sur la base de la stabilité de la surface de second niveau.
Pour vérifier la qualité des contrôleurs proposés, une simulation pour le pendule double est
mise en oeuvre. Les résultats de la simulation montrent que toutes les trajectoires d’état
convergent asymptotiquement vers les valeurs désirées.
Le contrôle par le mode glissant fait partie de la catégorie des commandes à structure
variable, c’est-à-dire, des contrôleurs qui commutent différentes lois de commande. La
nécessité du mode glissant réside dans : la haute précision, la réponse rapide, la grande
robustesse, la non complexité de la conception et l’implantation, et la stabilité vis-à-vis les
perturbations et le changement des paramètres. [85] a exploité cette technique pour contrô-
ler le pendule double à pont roulant. Tout d’abord, le modèle dynamique a été établi à l’aide
de la formulation lagrangienne. Ensuite, un paramètre variant dans le temps est conçu pour
réaliser l’ajustement dynamique de la surface de glissement et améliorer la capacité du
contrôleur à mode glissant. En outre, la stabilité asymptotique du système est prouvée
par la méthode de Lyapunov. Enfin, une simulation numérique est faite pour vérifier que
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la commande à structure variable proposée à une bonne performance de contrôle et une
forte robustesse contre les interférences externes, également, les expériences de simulation
montrent que la méthode de contrôle proposée dans ce papier peut réduire efficacement la
force d’entraînement et assurer le positionnement rapide du chariot.
La plupart des méthodes de contrôle existantes traitent le pendule double à pont roulant
comme un système à une longueur de câble fixe. Dans la référence [86], le modèle dy-
namique du système avec des poutres à masse répartie est établi en tenant compte de la
longueur variable du câble. Sur la base de la stratégie de contrôle équivalent, quatre ver-
sions de méthodes de contrôle par mode glissant sont conçues. En détail, les méthodes de
contrôle hiérarchique par mode glissant basées sur le contrôle de la vitesse et le contrôle
du déplacement sont établies, et sur la base de l’analyse de la réponse du système avec
les différentes méthodes de contrôle, la méthode de contrôle de la vitesse est sélectionnée.
En outre, l’observateur adaptatif est proposé pour réaliser l’estimation efficace de l’angle
et de la vitesse angulaire lorsque la longueur du câble change. Des simulations et des ex-
périences sont menées. Les résultats indiquent l’efficacité des méthodes de contrôle par
mode glissant qui peuvent assurer la stabilité asymptotique du système en un temps fini,
maintenir la robustesse face aux perturbations et s’adapter à la longueur variable du câble.
Puisque le système de pendule double inversé est un système hautement non linéaire. Le
mode glissant est conçu pour rendre le pendule double stable à la position d’équilibre ver-
ticale. Mais, parfois, il est difficile de déterminer la surface de glissement qui est la clé de
la bonne performance du contrôleur. Les auteurs dans [87] ont combiné le mode glissant
et la stratégie des algorithmes génétiques améliorées qui est appliquée pour chercher la
surface de glissement optimale et optimiser les paramètres du système. La stratégie gé-
nétique améliore efficacement la capacité de convergence vers la position désirée. Ainsi,
La simulation montre que le mode glissant optimisé par l’algorithme génétique stabilise le
pendule double inversé avec des performances satisfaisantes.
En outre, une combinaison des contrôleurs PID et le mode glissant a été faite par [88] pour
stabiliser le pendule double sur un chariot. Le système a été modélisé en utilisant Mat-
lab Simulink basé sur les équations cinématiques et dynamiques. Les résultats montrent
que cette combinaison produit une meilleure réponse par rapport à l’utilisation d’un seul
contrôleur.
Ajoutant à cela, [89] a combiné les contrôleurs LQR et le mode glissant pour commander
un pendule double rotatif afin qu’il se tient à sa position verticale. Le modèle dynamique
du système a été dérivé en utilisant les équations d’Euler-Lagrange. Le mode glissant basé
sur la surface de glissement LQR a été évalué, et les résultats des simulations prouvent
que la stabilité du système peut être maintenue par le LQR-mode glissant en présence des
perturbations externes ainsi que des incertitudes liées au modèle réel et aux paramètres.
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1.4.2.3 Backstepping

Le backstepping est un outil efficace de conception de contrôleurs pour une large classe
de systèmes non linéaires. Krstic, et Kokotovic ont systématiquement développé cette ap-
proche, en partant de la prise en compte du modèle exact pour englober les non-linéarités
incertaines bornées et les incertitudes paramétrées. L’idée de base du backstepping est
de décomposer un problème de conception sur le système complet en une séquence des
sous-problèmes sur des systèmes d’ordre inférieur, et d’utiliser récursivement certains états
comme "commandes virtuelles" pour obtenir les lois de commande intermédiaires en ex-
ploitant la fonction de Lyapunov. En partant d’un système d’ordre inférieur et en gérant
l’interaction après l’augmentation de la nouvelle dynamique, la conception du contrôleur
devient plus efficace. Les avantages de la commande backstepping comprennent la stabi-
lité globale, la robustesse et les performances transitoires calculables.
Dans la référence [90], les auteurs ont décortiqué la commande backstepping avec des
exemples de base et des simulations. Les exemples de contrôle backstepping sont établis
avec la théorie de stabilité de Lyapunov pour les systèmes non linéaires. De plus, ils ont
assimilé des exemples de base pour la méthode backstepping afin d’annoncer quelques ré-
sultats de base pour méthode de contrôle actif backstepping.
Dans le papier [16], une commande backstepping modifiée est proposée pour un pendule
double inversé rotatif. Le système possède un joint de base rotatif actionné auquel deux
liens non actionnés sont attachés. La conception de la commande proposée est un pro-
cessus en trois étapes pour le modèle du système découplé. Dans la première étape, un
contrôleur backstepping est conçu pour chacune des articulations actives et passives. Dans
la deuxième étape, une compensation est introduite dans les efforts de contrôle afin de te-
nir compte des termes incertains basés sur la fonction de Lyapunov. Enfin, les contrôleurs
obtenus dans les deux étapes sont combinés pour former une loi de contrôle globale. Les
performances du schéma de contrôle proposé sont évaluées par une analyse de convergence
et des simulations.
Une comparaison des contrôleurs LQR et backstepping a été faite par [91], ces méthodes
sont appliquées pour commander le pendule double rotatif. Tout d’abord, les auteurs ont
commencé par traiter la structure physique du système étudié, ensuite, ils ont introduit une
nouvelle technique du backstepping nommée (Model-Free Backstepping) qui ne repose
pas sur le modèle détaillé du système et utilise uniquement la structure du système et les
mesures de l’état pour estimer la dynamique inconnue à l’aide de la fonction du lyapunov.
Dans le but de vérifier la faisabilité et l’efficacité de la méthode proposée, des simula-
tions numériques ont été effectuées et comparées avec celles contrôleur LQR. Les résultats
montrent que le backstepping est plus performant que le contrôleur LQR.



22 Chapitre 1. Les modèles mécaniques sous-actionnés : pendule double inversé

1.4.3 Contrôleurs intelligents

Le contrôle intelligent décrit la discipline dans laquelle les méthodes de commande
développées tentent d’émuler les caractéristiques importantes de l’intelligence humaine.
Ces caractéristiques comprennent l’adaptation et l’apprentissage, la planification en cas
de grande incertitude et la gestion de grandes quantités de données. Aujourd’hui, le do-
maine du contrôle intelligent tend à englober tout ce qui n’est pas caractérisé comme un
contrôle conventionnel. Le contrôle intelligent est interdisciplinaire car il combine et étend
les théories et les méthodes de domaines tels que le contrôle, l’informatique et la recherche
opérationnelle. Elle utilise des théories mathématiques et s’inspire des systèmes réels. Les
méthodologies de contrôle intelligent sont appliquées à la robotique et à l’automatisation,
on peut citer quelques contrôleurs comme : Les réseaux de neurones, la logique floue, les
algorithmes génétiques.

1.4.3.1 La logique floue

Le système d’inférence floue est un processus qui interprète les valeurs du vecteur
d’entrée et, sur la base de certains ensembles de règles floues, il attribue des valeurs
correspondantes au vecteur de sortie. Il s’agit d’une méthode permettant de faire corres-
pondre une entrée à une sortie en utilisant la logique floue. Sur la base de ce processus de
mise en correspondance, le système prend des décisions et distingue des modèles. Il existe
deux principaux types de systèmes d’inférence flous : le Mamdani et le takagi sugeno.

Mamdani : Le système d’inférence floue de Mamdani a été proposé par Ebhasim
Mamdani. Il a d’abord été conçu pour contrôler une combinaison du moteur à vapeur
et de chaudière par un ensemble de règles de contrôle linguistiques obtenues auprès
d’opérateurs humains expérimentés. Dans le système d’inférence de Mamdani, la sortie
de chaque règle est un ensemble de logique floue.
La référence [92] présente un contrôleur Mamdani proposé pour des systèmes comprenant
deux pendules inversés placés dans le même plan, où un pendule se déplace le long de
l’axe X et l’autre le long de l’axe Y; les règles du Mamdani sont améliorées en considérant
un système bien développé et par essai et erreur dans l’observation du comportement du
système. Les résultats de simulation obtenus dans MATLAB sont données, puis deux
autres méthodes intelligentes sont présentées. Dans la deuxième méthode proposée,
un contrôleur TSK est conçu avec le modèle Anfis et ses résultats de simulation sont
présentés. Selon les résultats de la comparaison, les trois contrôleurs stabilisent le système
pour les conditions initiales, mais le modèle Anfis à une vitesse plus élevée.
Le papier [93] combine la méthode linéaire PID et la méthode intelligente Mamdani pour
commander un pendule double et le faire converger vers la position verticale. Pour avoir la
haute performance, les paramètres de du contrôleur PID-Fuzzy ont été optimisés à l’aide
des fonctions d’appartenance triangulaires qui sont utilisées dans cette. La simulation et
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les résultats expérimentaux indiquent la stabilisation du système.
L’objectif de la référence [94] était de concevoir un contrôleur d’équilibre à logique
floue pour un pendule double inversé en utilisant l’atelier « Fuzzy Logic Toolbox » de
MATLAB Simulink. Plus précisément, la logique floue a été conçue afin de stabiliser
la position verticale du pendule inversé double. Tout d’abord, le pendule inversé simple
Quanser QUBE-Servo avec le module de pendule rotatif attaché a été équilibré en utilisant
le système d’inférence floue (FIS) et la table de recherche 2D dans MATLAB, et une fois
ceci accompli, le système de logique floue pour le pendule linéaire double inversé Quanser
fixé à l’unité de base du servomoteur rotatif SRV02. Dans les deux cas, le processus de
conception a consisté à modifier le contrôleur d’équilibre PID existant en se basant sur
deux entrées : les angles rotatifs et pendulaires mesurés.

Takagi Sugeno :Le système d’inférence floue de Takagi Sugeno a été proposé pour
développer une approche systématique de la génération de règles floues à partir d’un en-
semble d’entrée-sortie donné.
Les modèles flous Takagi-Sugeno (TS) ont été largement utilisés pour stabiliser des pen-
dules doubles [95]. Ils consistent en une collection de modèles linéaires mélangés à des
fonctions d’appartenance non linéaires. La plupart du temps, une manière intéressante de
résoudre les différents problèmes abordés consiste à d’écrire les conditions obtenues sous
une forme LMI (Linear Matrix Inequalities). Signalons que le nombre de conditions à ré-
soudre dans les problèmes LMI est directement lié au nombre de modèles linéaires.
Dans la référence [96], le système est divisé en 9 modèles linéaires afin d’approcher la
situation réelle du mouvement du pendule double inversé, après, la méthode TS fuzzy a
été appliqué et la représentation LMI a été écrite pour réaliser la simulation en temps réel
et faire converger le système vers son état d’équilibre.
En se basant sur une comparaison entre le Takagi Sugeno et le Mamdani [97], le tableau ci
dessous résume différence entre ces deux approches :
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TABLE 1.5 – La différence entre le Mamdani et le Takagi Sugeno.

Mamdani Takagi Sugeno

La fonction d’appartenance de sortie est présente Aucune fonction d’appartenance de sortie.

La sortie de surface est discontinue La sortie de la surface est continue.

Grâce à la défuzzification des règles, Pas de défuzzification ici. En utilisant la moyenne

un résultat net est obtenu pondérée des règles de résultat

net conséquent est obtenu.

Il a plus de précision dans l’algorithme Il a moins de précision dans l’algorithme de chiffrement

de chiffrement par bloc d’évaluation de la sécurité par bloc d’évaluation de la sécurité.

Le système d’inférence de Mamdani est Le système d’inférence de Sugeno est

bien adapté à l’entrée humaine bien adapté à l’analyse mathématique.
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1.4.3.2 Les algorithmes génétiques

Un algorithme génétique est une méthode de recherche heuristique utilisée en intelli-
gence artificielle et en informatique. Il représente une approche spécifique des problèmes
d’optimisation qui permet d’estimer des solutions connues et de simuler un comportement
évolutif dans des systèmes non linéaire et complexes. Les algorithmes génétiques sont
excellents pour la recherche dans des ensembles de données vastes et complexes. Ils
sont considérés comme capables de trouver des solutions raisonnables à des problèmes
complexes.
Comme mentionné précédemment, Le pendule double inversé est un système hautement
non linéaire. Pour cela, l’établissement d’un modèle mathématique précis du pendule
double est important pour la conception du contrôleur convenable. [98] a développé
un modèle mathématique du système au départ. Afin d’identifier la solution du modèle
mathématique avec les données réelles mesurées lors de l’expérience, l’identification du
système est effectuée en se basant sur l’algorithme génétique amélioré pour minimiser
l’erreur absolue entre les données théoriques et les données réelles. En ce qui suit, Les
auteurs ont présenté la stratégie génétique pour améliorer la capacité de convergence
globale et éviter efficacement la convergence prématurée de manière efficace. Les
expériences montrent que l’algorithme génétique amélioré peut trouver la valeur optimale
des paramètres du système de manière efficace et précise, ce qui permet au modèle
mathématique à décrire les caractéristiques de mouvement du système réel avec plus de
précision.
Le contrôle du mouvement du pendule double sur un chariot est une tâche très complexe
et difficile, en particulier lorsqu’il s’agit d’une situation en temps réel, car une diffé-
rence mineure entre le modèle cinétique et le dispositif réel peut entraîner la nécessité
d’ajustements importants en fonction des lois de contrôle par rapport à l’utilisation d’un
contrôleur de simulation. [99] a introduit un algorithme génétique amélioré, qui comprend
un plan d’expérience orthogonal, une mutation en retour, une opération d’appariement
basée sur la distance de Hamming et une opération de croisement à précision variable afin
d’identifier les paramètres physiques du système. L’algorithme génétique amélioré peut
surmonter les défauts de l’algorithme génétique traditionnel, par exemple la convergence
prématurée, et obtenir des résultats plus proches de la solution optimale globale. Les
résultats des expériences démontrent l’efficacité de la méthode proposée.
Comme nous savons, la logique floue est utilisée dans une variété d’applications en raison
de son attribut d’approximation universel et ses caractéristiques non linéaires. Le réglage
des paramètres d’un modèle de logique floue, à savoir les fonctions d’appartenance et
la base de règles, nécessite de nombreux essais et erreurs. Ce processus pourrait être
simplifié en utilisant un algorithme génétique. Dans le papier [100], les auteurs ont discuté
la conception d’un contrôleur flou génétique capable de contrôler un pendule double
inversé. L’algorithme génétique est proposé pour améliorer le contrôleur à logique floue
pendant le processus d’apprentissage et aussi obtenir un contrôleur capable de ramener le
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pendule à sa position inversée. Après l’apprentissage, l’efficacité de la logique floue est
testée pour différents scénarios en faisant varier les conditions initiales. Les auteurs ont
montré également l’efficacité de la logique floue même lorsqu’il est soumis au bruit et
comment la performance s’améliore lorsque le contrôleur est réglé avec le bruit.

1.4.3.3 Les réseaux de neurones

Les réseaux de neurones, également appelés réseaux de neurones artificiels, Leur nom
et leur structure sont inspirés du cerveau humain. Un algorithme basé sur l’approche du
réseau de neurone est obtenue dans [101] pour optimiser le contrôleur PID. Lorsqu’il est
appliqué au système à pendule double inversé, le réseau de neurone formé fournit une
commande beaucoup plus stable que l’algorithme à partir duquel il a été formé. Il semble
que le réseau de neurone apprenne la stabilisation prédictive à partir de l’ensemble de
formation et soit capable de réagir au système plus rapidement que l’algorithme.
Dans la référence [102], les auteurs ont discuté une approche basée sur les réseaux de neu-
rones pour les systèmes chaotiques dynamiques. Ils ont présenté une série d’expériences
numériques qui illustrent l’efficacité de l’approche proposée : l’inclusion de formes de
plus en plus détaillées d’informations secondaires conduit à des prédictions de plus en
plus précises du modèle.

1.4.3.4 Réseau adaptatif à base de système d’inférence floue (ANFIS)

Il s’agit d’une méthodologie d’exploration de données basée sur une combinaison de
logique floue et de réseaux de neurones. ANFIS construit une série de règles floues si-alors
avec des fonctions d’appartenance appropriées pour produire les paires d’entrées-sorties
stipulées. Les règles floues et les fonctions d’appartenance initiales sont d’abord définies
en utilisant l’expertise humaine sur les sorties à modéliser. Ensuite, ANFIS peut modifier
ces règles floues et ces fonctions d’appartenance pour minimiser la mesure d’erreur de
sortie ou expliquer la relation entrée-sortie d’un système complexe.
Pour le pendule double inversé [103], le système d’inférence neuronal flou adaptatif
proposé (ANFIS) est appliqué au processus de contrôle de stabilisation du système.
L’algorithme de contrôle adaptatif, entièrement capable de répondre aux exigences du
contrôle du pendule double inversé, le système ANFIS a été appliqué au contrôleur du
système pour obtenir à une meilleure précision et une bonne performance de contrôle.
Également, [104] a établi un modèle mathématique pour le pendule double inversé.
Ensuite, un système d’inférence flou neuronale adaptative basée sur la fusion d’état est
proposé pour le contrôle du système. Le contrôleur utilise l’erreur et l’algorithme des
moindres carrés pour ajuster les fonctions d’appartenance de chaque variable, optimiser
les règles floues et identifier le pendule double inversé. Les résultats montrent que le
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contrôleur ANFIS proposé peut rendre le pendule inversé stable.

1.5 Comparaison des contrôleurs appliqué au pendule
double inversé

D’après [16, 69–71, 74–76, 79–81, 84, 86, 90, 92, 93, 95, 96, 98, 99, 101–104], le tableau
ci dessous résume la performance de chaque contrôleur pour le pendule double inversé :

TABLE 1.6 – Comparaison des contrôleurs.
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Contrôleurs linéaires

PID [69–71] F M M F F F M

LQR [74–76] M M F F M M M

Contrôleurs non linéaires

Contrôle par énergie[79–81] M H H M H M M

Mode glissant [84, 86] M H H H H M M

Backstepping [16, 90] H H M F H M M

Contrôleurs intelligents

Mamdani [92, 93] H H H F H H H

Takagi-Sugeno [95, 96] F M M F F M F

Algorithmes génétiques [67, 98] F M M F H H M

Réseaux de neurones [101, 102] H H M F H H M

ANFIS [103, 104] H H M F F H M
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F : Faible. M : Moyenne. H : Haute.
Nous avons présenté dans le tableau 1.5 une comparaison entre les contrôleurs li-

néaires, non linéaires et intelligents. Pour les méthodes linéaires, on peut observer que
le LQR est plus performant que le PID en termes d’élimination de perturbation, de robus-
tesse et contrairement pour la simplicité et la précision. Pour les contrôleurs non linéaire,
on constate à titre d’exemple que le backstepping est plus complexe que le mode glissant
et le contrôle par énergie, en revanche, le contrôleur backstepping ne génère pas une réso-
nance lors de la commande. Pour les contrôleurs intelligents, on remarque que le Takagi-
sugeno et les algorithmes génétiques sont simples à implémenter, mais pour la précision et
la robustesse, le contrôleur mamdani et les réseaux de neurones sont plus meilleurs. Finale-
ment, on peut présumer qu’aucun de ces contrôleurs ne présente le meilleur résultat requis,
cependant, une bonne combinaison d’entre eux peut donner une bonne performance.

1.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté les différentes explorations théoriques sur les

systèmes sous actionnés existants dans la littérature, à savoir les types du pendule double
vu sa structure chaotique et sa haute non linéarité. Ces propriétés ont conduit les cher-
cheurs à l’exploiter afin d’élaborer différentes approches de contrôle dans le domaine de
la robotique. Par la suite, nous avons établi les équations du mouvement en utilisant la
formulation lagrangienne afin de décortiquer les différentes commandes proposées précé-
demment dans la littérature pour contrôler ce modèle. Dans le chapitre suivant, nous allons
élaborer une représentation non linéaire d’un pendule double inversé qui est commandé
en appliquant un couple au sommet du pendule puisque les chercheurs ont modélisé ce
système en se basant sur la partie inférieure.
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2.1 Introduction
Le pendule double inversé possède un comportement chaotique et constitue une

démonstration pratique de la dynamique non linéaire. Son comportement varie d’un
mouvement régulier à de faibles énergies, au chaos à des énergies élevées. Pour évaluer
l’évolution de ce modèle dans un intervalle du temps précis, il suffit d’analyser son
comportement dynamique. Divers méthodes existent dans la littérature pour déterminer
les équations de mouvements d’un pendule double inversé, mais la plupart des techniques
utilisés sont basés sur : le formalise d’Euler-Lagrange et la représentation graphique Bond
graph.
La modélisation du pendule double inversé a fait l’objet de différentes recherches. Cet
intérêt est lié au fait que ce modèle a toujours été employé pour évaluer de nouvelles tech-
niques de contrôle. Car il possède plusieurs particularités importantes, parmi lesquelles :
le mouvement chaotique, la non linéarité haute, le couplage et le sous actionnement.
Pour illustrer le fonctionnement du pendule double inversé. [105,106] se sont concentrées
sur l’analyse du comportement de ce système en développant la formulation lagrangienne
afin de dériver les équations du mouvement. Tandis que, [107, 108] ont modélisé graphi-
quement le pendule double par l’application de la méthode Bond graph.
L’objectif de ce chapitre est d’introduire notre propre conceptualisation pour le pendule
double inversé en appliquant un couple au sommet du système puisque la majorité des
chercheurs sont basés sur la partie inférieure pour modéliser et stabiliser ce modèle. Pour
cela, nous allons opter dans cette section à établir la représentation mathématique à l’aide
du formalisme lagrangien et d’incarner graphiquement le modèle en utilisant le logiciel
20-Sim pour construire le modèle Bond graph et valider les degrés de liberté du système.

2.2 Modélisation mathématique du pendule double in-
versé

L’objectif de cette section est de déterminer les équations de mouvement du système
par le calcul du lagrangien.

2.2.1 Description du système

La figure 1 illustre notre conceptualisation du système de pendule double inversé. Une
fois qu’un couple F a été appliqué sur la partie supérieure du pendule double inversé, les
deux pendules ont dévié sur leurs centres de gravité. Le tableau ci dessous présente les
paramètres techniques de ce système :
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FIGURE 2.1 – Le système pendule double inversé.

TABLE 2.1 – Les paramètres techniques du pendule double inversé.

Paramètre Description

m1 Masse du premier pendule.

m2 Masse du deuxième pendule.

L1 Longueur du premier pendule.

L2 Longueur du deuxième pendule.

g=9.81N/kg Coefficient de gravité .

J1 =
m1.L1

2

12
Moment d’inertie du premier pendule.

J2 =
m2.L2

2

12
Moment d’inertie du deuxième pendule.

α Angle de rotation du premier pendule.

β Angle de rotation du deuxième pendule.

F le couple appliqué à la partie supérieure.
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2.2.2 Formulation lagrangienne

Le lagrangien d’un système mécanique est extrait par la différence entre son énergie
cinétique et son énergie potentielle. A partir de ce lagrangien, les équations du système
sont dérivées en utilisant la méthode d’Euler-Lagrange comme indiqué ci-dessous :

L’énergie cinétique du système est :

T =
1

2
.m1.(

L1

2
.α̇)2 +

1

2
.m2.[(L1.α̇)2 + (

L2

2
.β̇)2 − L1.L2.α̇.β̇(cosα. cos β + sinα. sin β)] +

1

2
.J1.α̇

2 +
1

2
.J2.β̇

2(2.1)

L’énergie potentielle du système est :

V = (
m1

2
+m2).g.L1. cosα− m2

2
.g.L2. cos β (2.2)

Le lagrangien est donné par :

L = T − V (2.3)

Conformément à la formulation lagrangienne, le modèle dynamique complet du sys-
tème pendule double inversé est fourni par :

α̈ =
1

ζ
[λ.ξ.(F − µ.sinβ − γ.α̇2 +

λ

a
(γ.β̇2 + ν.sinα) + γ.β̇2 + ν.sinα] (2.4)

β̈ =
1

ξ
[F − µ.sinβ − γ.α̇2 +

λ

a
(γ.β̇2 + ν.sinα)] (2.5)

Avec,

a = m1.
L2
1

4
+ J1 +m2.J2

2 ; λ =
m2

2
.L1.L2. cos(α− β),

γ =
m2

2
.L1.L2. sin(α− β) ; ν = (

m1

2
+m2).g.L1

η = m2.
L2
2

4
+ J2 ; ξ =

1

η − λ2

a

,
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PS : On va considérer par la suite m1 = 3
4
.m2 and L1 = 3

4
.L2

Selon le modèle dynamique présenté dans (2.4) et (2.5), la représentation non linéaire
de l’espace d’état peut prendre la forme suivante :

Q = [α α̇ β β̇]T

= [q1 q2 q3 q4]
T (2.6)

le modèle dynamique du pendule double inversé peut être présenté sous la forme non
linéaire suivante :



q̇1 = q2

q̇2 =
1

ζ
[λ.ξ.(F − µ.sinq3 − γ.q22 +

λ

a
(γ.q24 + ν.sinq1)

+γ.q24 + ν.sinq1]

q̇3 = q4

q̇4 =
1

ξ
[F − µ.sinq3 − γ.q22 +

λ

a
(γ.q24 + ν.sinq1)]

(2.7)

Ainsi, la représentation non linéaire du système peut être donnée comme suit :
Q̇ = f(q) + g(q).u

Dans laquelle :

f(q) =



q2
−1

ζ
[λ.ξ.(µ.sinq3 + γ.q22 −

λ

a
(γ.q24 + ν.sinq1)

−γ.q24 − ν.sinq1]
q4

−1

ξ
[µ.sinq3 + γ.q22 −

λ

a
(γ.q24 + ν.sinq1)]


, g(q) =


0
λ.ξ

ζ
0
1

ξ



2.3 Bond Graph
Le concept des graphes d’obligations a été créé par Paynter (1961). L’idée a été déve-

loppée par Karnopp et Rosenberg dans leurs manuels (1968, 1975, 1983, 1990), de manière
à pouvoir être utilisée dans la pratique (Thoma, 1975 ; Van Dixhoorn, 1982).
La méthode Bond graph est une approche graphique de la modélisation dans laquelle les
ports énergétiques des composants sont reliés par des liaisons qui spécifient le transfert
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d’énergie entre les sous-systèmes.
La nature graphique des Bond graphs décortique la structure du système sous forme des
équations, ce qui rend les Bond graphs idéaux pour visualiser les caractéristiques essen-
tielles d’un système. En effet, en créant des Bond graphs, la conception et l’analyse de la
structure d’un système qui est la partie la plus importante de la modélisation peut souvent
être réalisée à l’aide d’un crayon et de papie [109–111].

2.3.1 Le concept de base
Le concept de base de l’analyse du Bond graph consiste à spécifier le flux d’énergie

dans un système. Ce flux est toujours régi par l’intervention simultanée de deux paramètres
indépendants. Dans la méthode du Bond graph, ces deux paramètres sont définis par les
termes généraux d’effort "e" et de Flux "f".
La puissance du flux d’énergie instantané est le produit de ces deux facteurs :

p(t) = f(t).e(t) (2.8)

Ainsi, le moment et le déplacement sont définis par :

p =

∫
e(t)dt (2.9)

q =

∫
f(t)dt (2.10)

Par conséquent, l’énergie est donné par :

E =

∫
e.fdt =

∫
f(t)dp =

∫
e(t)dq (2.11)

Un port d’énergie dans un Bond graph est la passerelle pour l’échange d’énergie. Si un
élément échange de l’énergie d’une seule façon (par exemple, la chaleur), cet élément est
appelé un élément à un port (ou port unique). Un élément à ports multiples, est donc un
élément qui échange de l’énergie de différentes manières (chaleur, électricité, mécanique,
etc.).
Les variables de puissance et d’énergie peuvent être électriques, de translation mécanique,
de rotation mécanique, thermique et hydraulique. Ils sont énumérés dans le tableau 2.2. La
première colonne indique le domaine d’énergie et les colonnes suivantes indiquent le flux,
l’effort, la puissance, le déplacement généralisé et le moment généralisé :
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TABLE 2.2 – Domaines conventionnels avec flux, effort, déplacement généralisé et moment généralisé.

f e q =
∫
fdt p =

∫
edt

flux effort déplacement généralisé moment

généralisé

Électromagnétique i u q =
∫
idt λ =

∫
udt

courant tension charge flux

magnétique

Translation v F x =
∫
vdt p =

∫
Fdt

mécanique vitesse force déplacement moment

Rotation ω T θ =
∫
ωdt b =

∫
Tdt

mécanique vitesse angulaire couple déplacement angulaire moment

angulaire

Hydraulique φ P V =
∫
φdt τ =

∫
Pdt

Pneumatique débit volumique pression volume moment

d’écoulement

Thermique T fs S =
∫
fsdt

température flux d’entropie entropie

Chimique µ fN N =
∫
fNdt

potentiel chimique flux molaire nombre de môles
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2.3.2 Les éléments standards du Bond graph
Les éléments standards du Bond graph peuvent être classés en tant que : Sources (ou

éléments actifs), éléments passifs, convertisseurs et jonctions.

2.3.2.1 Sources

Les sources d’énergie sont des dispositifs qui contiennent une sorte d’énergie et, lors-
qu’ils sont connectés à un système, le flux d’énergie est établi. Selon le type de variable, la
source d’énergie ne peut être qu’une source de flux Sf ou une source d’effort Se. Fig.2.2.

FIGURE 2.2 – Symboles du Bond graph pour la source d’effort et la source de flux.

2.3.2.2 Éléments passifs(R,I,C)

Il existe trois types d’éléments passifs dans les bonds graphs, à savoir les éléments
résistifs, capacitifs et d’inertie. Ce sont tous des éléments à port unique qui reçoivent de
l’énergie du système et la dissipent ou augmentent leur niveau d’énergie.

Un élément R est un élément qui a une relation statique entre l’effort et le flux. Il est
souvent utiliser pour représenter la dissipation d’énergie (frottements, résistance, etc.). On
peut l’écrire sous la forme :

e = Φ1(f) (2.12)

La fonction Φ1 est en général non linéaire, mais pour des raisons de simplicité, nous sup-
poserons qu’elle est linéaire. Ainsi, l’équation (2.12) peut être simplifiée comme suit :

e = Rf (2.13)

Selon l’équation précédente, la puissance de cet élément est donnée par :

P = Rf 2 (2.14)

Le symbole de l’élément R est illustré dans la figure (2.3) :

Un élément C est un élément qui a une relation statique entre l’effort et le déplacement,
c’est-à-dire :

e = Φ2(q) (2.15)
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FIGURE 2.3 – Symbole du Bond graph pour l’élément résistant R.

Encore une fois, une fonction linéaire Φ2 sera supposée ici et nous aurons donc :

e = kq (2.16)

Le symbole de l’élément C est illustré dans la figure (2.4) :

FIGURE 2.4 – Symbole du Bond graph pour l’élément capacitif C.

Un élément I est tout élément qui a une relation statique entre le moment et le flux,
ou :

p = Φ3(f) (2.17)

En supposant une fonction linéaire Φ3 pour notre cas :

p = If (2.18)

Le symbole de l’élément I est illustré dans la figure (2.5) :

FIGURE 2.5 – Symbole du Bond graph pour l’élément d’inertie I.

2.3.2.3 Les jonctions

Les jonctions sont des éléments du bond graph qui sont responsables de la mise en
oeuvre de la loi de conservation de l’énergie. Il existe trois types de jonctions : jonction 0,
jonction 1 et les éléments multiports.

Dans la Jonction 0, tous les efforts sont égaux, tandis que tous les variables de flux
tendent vers 0.
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On peut écrire la loi de la jonction 0 comme :

{ ∑
fI = 0

e1 = e2 = e3 = ... = en.
(2.19)

Dans la Jonction 1, tous les flux sont égaux, tandis que tous les variables d’effort
tendent vers 0.
On peut écrire la loi de la jonction 1 comme :

{ ∑
eI = 0

f1 = f2 = f3 = ... = fn.
(2.20)

Les symboles de la jonction 0 et la jonction 1 sont représentés dans la figure 2.6.

FIGURE 2.6 – Symboles du Bond graph pour la jonction 0 et la jonction 1.

Les éléments multiports
Les éléments multiports sont essentiellement des convertisseurs d’énergie qui reçoivent

l’énergie dans un port, la convertissent et la transfèrent au port de sortie. Les éléments
idéaux à multiports n’utilisent ni ne gaspillent d’énergie. La représentation générale du
bond graph pour un élément à multiports est illustrée à la figure 2.7.
Pour un éléments multiports, le bilan énergétique peut être représenté par :

FIGURE 2.7 – Symbole du Bond graph pour l’élément multiports.

e1.f1 = e2.f2 (2.21)

Il existe deux types d’éléments multiports, à savoir les transformateurs et les gyrateurs qui
seront décrits ci-dessous.
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Le transformateur TF est un élément à deux ports dans lequel l’effort d’entrée et de
sortie sont proportionnels :

e2 = me1 (2.22)

Dans lequel m est une constante appelée le module de transformation. Dans le bond graph,
m est placé au-dessus du transformateur, comme le montre la figure 2.8.

FIGURE 2.8 – Symbole du Bond graph pour le transformateur.

La relation entre les flux est la suivante :

f1 = mf2 (2.23)

Le gyrateur GY est un élément à deux ports dans lequel l’effort d’entrée est le flux de
sortie sont proportionnels :

f2 = re1 (2.24)

Dans lequel r est une constante appelée le module du gyrateur. Dans le bond graph, m est
placé au-dessus du gyrateur, comme le montre la figure 2.9.

FIGURE 2.9 – Symbole du Bond graph pour le gyrateur.

La relation entre le flux d’entrée et l’effort de sortie est la suivante :

f1 = re2 (2.25)
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2.3.3 Construire un Bond graph pour un système mécanique

- Fixer un sens pour les vitesses.

- Identifier toutes les différentes vitesses. Placer la jonction 1 PAR vitesse différente.

-Écrire toutes les relations entre vitesse et placer la jonction 0 entre les jonctions 1
associés aux vitesses.

-En respectant le sens de transfert de puissance, relier les jonctions.

-Éliminer les jonctions 1 associés à une vitesse nulle et simplifier le Bond graph si
c’est possible.

2.3.4 Causalité

Les outils de modélisation conduisent finalement à la dérivation des équations de mou-
vement des systèmes. Pour les bonds graphs, ce processus commence par la spécification
des variables d’état. Pour cette raison, les bonds graphs utilisent une technique dans la-
quelle des traits de causalité sont insérés.

Comme illustré dans la figure 2.10, lorsque deux sous-systèmes A et B échangent de
la puissance, deux situations sont possibles :

FIGURE 2.10 – L’équivalence entre causalité

Pour les éléments I et C, la relation entre l’effort et le flux est régie par des intégrales.
Considérons l’élément I, par exemple, pour lequel le flux est obtenu par intégration de
l’effort.

f(t) =
1

I

∫
e(t)dt (2.26)

L’équation 2.26 signifie que dans un élément I, l’effort est la cause du transfert d’énergie.
En d’autres termes, lorsque l’effort est reçu par l’élément, le flux est généré après un délai.
Un exemple est la masse dans les systèmes mécaniques. L’application d’une force à une
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masse produit une vitesse. En fait, au temps zéro, il y a une force mais la vitesse est nulle.
Après un certain temps, la vitesse sera générée. Ainsi, dans les éléments I, le flux est
toujours en retard par rapport à l’effort. On dit que l’effort est la cause et le flux est l’effet.
Pour l’élément C, c’est l’inverse, comme illustré dans l’équation (2.27) :

e(t) =
1

C

∫
f(t)dt (2.27)

Par conséquent, dans un élément C, le flux est la cause et l’effort est l’effet.
La causalité joue un rôle important dans la détermination des variables d’état du système
et, pour cette raison, la causalité doit être spécifiée dans un bond graph.
À cette fin, un trait de causalité ’|’ est utilisé pour spécifier la causalité de chaque élé-
ment dans le graphe de liaison. Le tableau 2.3 résume les traits de causalité des différents
éléments du bond graph.

TABLE 2.3 – Les règles d’affectation de causalité.

Type de causalité Symbole basique

Obligatoire

Intégrale

Dérivée

Arbitraire

Comme illustré dans le tableau 2.3, les traits donnés aux éléments I et C indiqués sont
appelés causalité intégrale puisque la relation entre le flux et l’effort de ces éléments est de
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type intégral. Cependant, dans un système physique, il est possible que les éléments I et C
puissent recevoir une causalité dérivée. Il est recommandé d’éviter ce type de causalité si
possible. Pour les éléments R, la causalité n’est pas importante et les deux formes peuvent
être attribuées. Pour les sources, la causalité est de type obligatoire.
Les jonctions sont très importantes lorsque les traits de causalité sont attribués. La raison
est que dans chaque jonction il n’y a qu’une seule bande qui contrôle la propriété de cette
jonction (c’est-à-dire le flux ou l’effort). Cela signifie, par exemple, que dans un noeud 1,
tous les éléments connectés qui ont des flux égaux, le flux est dicté par un seul élément.
Un exemple est une source de flux connectée à un noeud 1, évidemment tous les éléments
auront le flux de la source. Par convention, la liaison forte dans une jonction à flux commun
reçoit le coup causal à l’extérieur de la jonction et les autres liens reçoivent leurs coups à
l’intérieur de la jonction. Pour une jonction à effort commun, c’est l’inverse qui s’applique
(c’est-à-dire que le lien fort reçoit le coup à l’intérieur de la jonction).
La figure 2.11 illustre les traits de causalité des jonctions à flux commun et à effort com-
mun. Il est clair que dans une jonction 0, un seul trait apparaît à l’intérieur de la jonction
et dans une jonction 1, un seul trait apparaît à l’extérieur de la jonction.

FIGURE 2.11 – Traits de causalité pour la jonction 0 et la jonction 1.

Les figures 2.12 représente les restrictions causales pour le transformateur et le gyra-
teur.

FIGURE 2.12 – Traits de causalité pour le transformateur et le gyrateur.

2.3.5 Procédure d’affectation de causalité
La procédure d’attribution de causalité dans un bond graph n’est pas unique et chacun

peut utiliser une manière différente d’insérer les traits. Cependant, il existe quelques
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points qu’il est utile de prendre en compte avant d’attribuer les traits de causalité.

- Les sources sont de bons points de départ car leurs traits sont définis.

- Essayez d’attribuer des causalités intégrales pour tous les éléments I et C.

- Affecter la causalité aux éléments R en respectant les restrictions de causalité sur les
jonctions.

- Vérifiez toutes les jonctions et assurez-vous qu’il n’y a qu’une seule liaison forte
dans chaque joint.

2.4 Modélisation graphique du pendule double inversé
Considérons le système (2.1) :

Dans notre système, le pendule double inversé est représenté à l’aide d’un bond graph
composé de plusieurs parties. Les variables généralisées de flux et les variables d’effort
correspondent à la vitesse et à la force, respectivement. Comme la figure 2.13 montre,
les deux parties du système (le premier et le deuxième pendule inversé) sont représentées
dans le bond graph par deux pendules associés et deux points de liaison (A, B) dans
chaque élément sont considérés afin de connecter les composants du système.
La vitesse (flux) est spécifiée à l’aide de la jonction 1 dans le support de la représentation
graphique. La force (effort) appliquée au centre de masse est représentée par la source
d’effort. La relation entre la vitesse et la force du centre de masse a été exprimée en
utilisant la transformée modulée MTF, qui définissent la position de A et B dans la
référence (o, x, z).
La dynamique de rotation du modèle est considérée en utilisant un inducteur et la
dynamique de translation représentée par deux composants d’inertie .
Remarque : En suivant les règles de jonction, nous pouvons trouver une relation entre le
système d’espace d’état non linéaire (q1, q2, q3, q4) qui va de pair avec l’équation (2.7)
indiquée précédemment dans la représentation mathématique.
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FIGURE 2.13 – la représentation bond graph pour le pendule double inversé.
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2.4.0.1 Analyse du bond graph

Junction 1 :

J11 =

{
f5 = f46 = f3 = f6

e5 + e46 + e3 + e6 = 0
(2.28)

J15 =

{
f18 = f19 = f20 = f44

e18 + e19 + e20 + e44 = 0
(2.29)

J12 =

{
f27 = f28 = f29 = f26

e27 + e28 + e29 + e26 = 0
(2.30)

J16 =

{
f43 = f40 = f42 = f41

e43 + e40 + e42 + e41 = 0
(2.31)

J13 =

{
f9 = f10 = f8 = f11 = f12 = f13

e9 + e10 + e8 + e11 + e12 + e13 = 0
(2.32)

J14 =

{
f34 = f35 = f47 = f33 = f36 = f37

e34 + e35 + e47 + e33 + e36 + e37 = 0
(2.33)

Junction 0 :

J01 =

{
e3 = e4 = e2
f2 = f3 + f4

(2.34)

J02 =

{
e7 = e6 = e8
f7 = f6 + f8

(2.35)

J03 =

{
e23 = e24 = e28
f23 = f24 + f28

(2.36)

J04 =

{
e26 = e27 = e29
f27 = f26 + f29

(2.37)

J08 =

{
e42 = e36 = e41
f42 = f36 + f41

(2.38)

J07 =

{
e40 = e35 = e22
f22 = f35 + f40

(2.39)

J06 =

{
e15 = e21 = e19
f21 = f15 + f19

(2.40)

J05 =

{
e14 = e18 = e17
f17 = f14 + f18

(2.41)
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Junction MTF :

MTF1 =

{
e9 = MTF1e4 = L1

2
sinαe4

f4 = MTF1f9 = L1

2
sinαf9

(2.42)

MTF2 =

{
e11 = MTF2e14 = −L1

2
cosαe14

f14 = MTF2f11 = −L1

2
cosαf11

(2.43)

MTF3 =

{
e10 = MTF3e8 = −L1

2
sinαe8

f8 = MTF3f10 = −L1

2
sinαf10

(2.44)

MTF4 =

{
e13 = MTF4e15 = L1

2
cosαe15

f15 = MTF4f13 = L1

2
cosαf13

(2.45)

MTF5 =

{
e30 = MTF5e28 = L2

2
sin βe28

f28 = MTF5f30 = L2

2
sin βf30

(2.46)

MTF6 =

{
e33 = MTF6e35 = −L2

2
sin βe35

f35 = MTF6f33 = −L2

2
sin βf33

(2.47)

MTF7 =

{
e31 = MTF7e29 = −L2

2
sin βe29

f29 = MTF7f31 = −L2

2
sin βf31

(2.48)

MTF8 =

{
e36 = MTF8e34 = L2

2
cos βe34

f34 = MTF8f36 = L2

2
cos βf36

(2.49)

Les équations au niveau des éléments passifs :

{
f5 = 1

m1
.P5

e5 = Ṗ5

{
f12 = 1

J1
.P12

e12 = ˙P12

{
f20 = 1

m1
.P20

e20 = ˙P20{
f25 = 1

m2
.P25

e25 = ˙P25

{
f32 = 1

J2
.P32

e32 = ˙P32

{
f43 = 1

m2
.P43

e43 = ˙P43
(2.50)

En remplaçant, les vitesses sont données par :

{
f46 = ẋA = L1

2
α̇ cosα

f44 = żA = −L1

2
α̇ sinα{

f38 = ẋB = −L1α̇ sinα + L2

2
β̇ sin β

f39 = ˙zB = L1α̇ cosα− L2

2
β̇ cos β

(2.51)

Ce qui nous conduit à l’équation (2.1)
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2.4.1 La simulation de la réalité virtuelle via 20-Sim
Afin de concevoir la dynamique de ce pendule double inversé, il est nécessaire de vi-

sualiser les mouvements du modèle dynamique. Cette animation permet de détecter tous
les degrés de liberté de ce système, et aide à la sélection du contrôleur approprié.
Pour créer la réalité virtuelle dans le logiciel 20-Sim en utilisant l’approche du bond graph,
deux étapes doivent être suivies : la première étape consiste à dessiner le diagramme du
bond graph et la deuxième étape consiste à modéliser le prototype du système à l’aide de
20-Sim 3D Mechanics Toolbox.
Comme on peut constater, une fois que le couple a été appliqué sur le deuxième pendule
inversé, le système a dévié de sa position d’équilibre figure 2.14. Le développement du
mouvement est représenté dans [112].
Comme illustré dans les figures 2.15 et 2.16, le mouvement de notre système a été repré-

FIGURE 2.14 – le modèle dynamique dans 20-Sim.

senté. Nous pouvons présumer à partir de ces graphes que le système tombe et s’écarte de
son centre de gravité, en fait, l’insertion d’un contrôleur de stabilité est hautement néces-
saire pour préserver l’équilibre du système.

FIGURE 2.15 – Mouvement du premier pendule via 20-Sim.



2.5. Analyse de position initiale d’équilibre instable 49

FIGURE 2.16 – Mouvement du deuxième pendule via 20-Sim.

2.5 Analyse de position initiale d’équilibre instable

Considérant le modèle mathématique (2.7).
La tâche la plus compliquée est d’atteindre la stabilité à son point d’équilibre. Nous
devons donc choisir une position initiale convenable dans laquelle mettre en oeuvre un
contrôleur qui permet au système de passer d’une position d’équilibre instable à une
position stable.
Comme l’illustre la figure 2.17, l’approche de Lyapunov est utilisée pour examiner le
mouvement de stabilité du point d’équilibre en accord avec le mouvement du système DIP
tout en se concentrant sur une fonction scalaire positive.
A titre d’explication, une fonction scalaire continue V(x) qui est 0 à l’origine et positive

FIGURE 2.17 – Région convexe et concave de la fonction de Lyapunov.

en un certain point entourant le système pendule double inversé, c’est-à-dire :
V (0) = 0, V (x) > 0, ∀x > 0

‖x‖ → ∞ =⇒ V (x)→∞

V̇ (x) < 0, ∀x 6= 0

(2.52)



50
Chapitre 2. Modélisation mathématique et graphique du système pendule double

inversé

Puisque l’énergie potentielle est une fonction positive et continue, nous la considérons
comme une fonction de Lyapunov.
Ainsi, en se basant sur l’approche de Lyapunov, la position d’équilibre instable initiale est
déterminée par :

{
VConvex =

∂2U

∂t2

}
∈ R+ (2.53)

Par conséquent,

β = arccos(

m1

2
+m2.g.L1

m2

2
.g.L2

. cosα) (2.54)

2.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté un modèle dynamique non linéaire d’un pendule

double inversé. Cette modélisation a été basée sur deux illustrations : une représentation
mathématique en appliquant la méthode Lagrangienne, d’une part, et une illustration gra-
phique en utilisant la méthode du bond graph. Par la suite, le modèle graphique est incarné
sur 20-Sim afin de vérifier la trajectoire et le mouvement du système. Dans les chapitres
suivants, nous allons développer des techniques de contrôle afin de pouvoir stabiliser le
système.
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3.1 Introduction

Une fois les modèles mathématiques et graphiques du système pendule double inversé
ont été déterminé en se basant sur l’application d’un seul couple au sommet du pendule.
Dans le présent chapitre, nous visons à surmonter un tel défi en utilisant le modèle flou
T-S pour contrôler ce prototype en position verticale. Pour ce faire, nous allons développer
deux théorèmes en se basant sur la technique floue T-S pour maintenir la linéarité du mo-
dèle. Ajoutant à cela, on va utiliser les inégalités matricielles linéaires (LMI) pour établir
un contrôleur flou H∞ en raison de son utilité pour simplifier les systèmes non linéaires
et diminuer le taux d’erreur. Finalement, on va tirer une conclusion sur le meilleur contrô-
leur à partir des simulations numériques que nous allons formuler dans l’environnement
Matlab/ Simulink.

3.2 Commande par retour d’état basée sur un modèle T-S

La commande floue par retour d’état est considérée comme le dispositif le plus perfor-
mant pour expliquer le comportement dynamique du système non linéaire d’une manière
adéquate. Par conséquent, la nouveauté et l’efficacité de cette méthode se manifestent
en fonction des facteurs suivants : la réponse dynamique, le degré de complexité de
l’algorithme, le nombre de détecteurs et le coût de mise en oeuvre.
Récemment, l’utilisation des modèles flous dynamiques Takagi-Sugeno (T-S) pour
l’approximation de systèmes non linéaires a suscité un grand intérêt. Cet intérêt repose
sur le fait que les modèles dynamiques T-S sont facilement obtenus par linéarisation des
systèmes non linéaire autour de différents points de fonctionnement [113–115]. Une fois
les modèles flous T-S sont obtenus, la méthodologie de contrôle linéaire peut être utilisée
pour concevoir des contrôleurs de retour d’état locaux pour chaque modèle linéaire.
L’agrégation des règles floues donne un modèle généralement non linéaire, mais sous une
forme très spéciale, qui est exactement la même que celle d’un système non linéaire décrit
par un ensemble des modèles linéaires polytopiques.
Puisque des algorithmes d’optimisation convexe existent pour traiter ces types de sys-
tèmes, il est naturel d’utiliser des algorithmes pour la conception de contrôleurs flous T-S.
Des conditions suffisantes pour la stabilité des systèmes T-S ont été proposées pour la
première fois dans [116]. Ces conditions suffisantes requièrent l’existence d’une matrice
commune définie positive qui satisfait un ensemble d’inégalités de Lyapunov. Bien que
la recherche d’une solution définie positive commune de la LMI qui peut être résolue de
manière efficace en temps polynomial. [117] a conçu un contrôleur par retour d’état basé
sur des inégalités matricielles linéaires (LMI) pour des systèmes T-S. Les auteurs ont
établi une méthode systématique de conception de contrôleurs qui utilise un certain type
des modèles flous T-S pour approximer des systèmes non linéaires. D’après les résultats
des simulations, cette méthode garantit non seulement la stabilité, mais elle minimise
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également une limite supérieure d’une mesure de performance linéaire quadratique. [118]
a également proposé un contrôleur par retour d’état basé sur LMI pour le contrôle d’un
double pendule lié à un pont roulant. La performance du contrôleur proposé a été compa-
rée à celle d’un schéma du contrôle PID en termes de suivi de position et de robustesse
due à la variation de la charge utile. Les résultats des simulations ont montré que les
deux contrôleurs suivent la position du chariot et les angles d’oscillation. Cependant,
le contrôleur proposé a obtenu de meilleurs résultats que le schéma du contrôle PID en
termes de réduction des oscillations du crochet et de la charge. En outre, D’après d’un
modèle flou T-S d’un double pendule lié à un pont roulant, [119] a combiné un contrôleur
floue avec un régulateur linéaire quadratique pour contrôler la régulation de la position
et l’angle d’oscillation. Les résultats de la simulation indiquent l’efficacité du contrôleur
proposé.
Dans la référence [120], une commande par retour d’état d’un pendule double inversé sur
un chariot est conçue. Dans cette méthode, les contrôleurs par retour d’état H∞ et H2

sont utilisés pour le modèle linéaire d’espace d’état et la matrice de gain calculée a été
obtenue pour stabiliser ce système. Les simulations graphiques révèlent une performance
supérieure du contrôleur proposé H∞. [121] s’est concentré sur des modèles T-S pour
stabiliser le système pendule double inversé et afin de valider la méthode proposée, Les
simulations ont prouvé l’efficacité de l’approche utilisée.

Dans cette partie du chapitre, une représentation par retour d’état est conçue. Ensuite,
nous avons utilisé l’approche floue du retour d’état pour linéariser le modèle mathématique
non linéaire et pour développer un contrôleur flou H∞ vu sa grande capacité à simplifier
les systèmes non linéaires de manière à réduire le taux d’erreur et d’augmenter la préci-
sion. Dans notre conceptualisation du pendule double inversé, nous avons utilisé le logiciel
Matlab pour simuler la commande appliquée sur la partie supérieure du système afin de
garantir la stabilité et la flexibilité de la réponse tout en ramenant le système de n’importe
quelle position à la position d’équilibre verticale.

3.3 Formulation de la stratégie du contrôle

Il a été prouvé que les modèles flous à retour d’état représentent précisément certains
systèmes non linéaires qui utilisent des règles floues SI / ALORS. Ainsi, ces modèles
flous à retour d’état fournissent une approche simple et efficace pour compléter d’autres
stratégies de contrôle non linéaires et pour diminuer la complexité du système afin
d’optimiser le taux d’erreur dans les résultats de simulation en utilisant des modèles
mathématiques non linéaires.
Par conséquent, nous nous intéressons plus particulièrement dans cette partie à l’approche
floue par retour d’état. Ainsi, les fonctions d’appartenance sont définies selon les condi-
tions ci-dessous :
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{ ∑4
i=1 hi(z1(t), z3(t)) = 1

0 ≤ hi(z1(t), z3(t)) ≤ 1, i = 1, .., 4

Avec : {
z1 = q1

z3 = q3

Où les paramètres qi sont les variables d’entrée. D’une manière générale, ces variables
sont théoriquement définies comme étant continues ou discrètes, mais en pratique, seules
les variables continues sont les plus réalisables car tous les contrôleurs et les modèles flous
sont appliqués à l’aide d’ordinateurs numériques.
min2,min4,max2,max4 sont respectivement le minimum et le maximum de q2 et q4,
donc :

min2 < q2 < max2
min4 < q4 < max4

Les fonctions d’appartenance Mk,min et Mk,max destinées à chaque variable sont données
comme suit :

M1
1 (q2) =

q2 −min2

max2 −min2

; (3.1)

M2
1 (q2) =

max2 − q2
max2 −min2

; (3.2)

M1
2 (q4) =

q4 −min4

max4 −min4

; (3.3)

M2
2 (q4) =

max4 − q4
max4 −min4

(3.4)

Les fonctions de pondération du modèle flou de retour d’état sont :

h1 = M1
1 (q2).M

1
2 (q4);

h2 = M1
1 (q2).M

2
2 (q4);

h3 = M2
1 (q2).M

1
2 (q4);

h4 = M2
1 (q2).M

2
2 (q4).

Ainsi, le modèle flou de retour d’état global est :{
q̇(t) =

∑4
i=1 hi(z(t))(Ai.q(t) +Bi.q(t) +D.w(t))

z(t) =
∑4

i=1 hi(Ci.q(t)), i = 1, .., 4

où les sous-systèmes sont établis de la manière suivante :
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A =



0 1 0 0

ν
ξ
(λ
a

+ 1) −γ
ξ
q2 −λ

a
µξ γ

ξ
(λ
a

+ 1)

0 0 0 1

−λ
a
ν −γ

ξ
−µ
ξ

−λ
a
γq4


; B =



0

λ
a
ξ

0

1
ξ



Donc,

A1 =



0 1 0 0

ν
ξ
(λ
a

+ 1) −γ
ξ
qmin2 −λ

a
µξ γ

ξ
(λ
a

+ 1)

0 0 0 1

−λ
a
ν −γ

ξ
−µ
ξ

−λ
a
γqmin4



A2 =



0 1 0 0

ν
ξ
(λ
a

+ 1) −γ
ξ
qmin2 −λ

a
µξ γ

ξ
(λ
a

+ 1)

0 0 0 1

−λ
a
ν −γ

ξ
−µ
ξ

−λ
a
γqmax4



A3 =



0 1 0 0

ν
ξ
(λ
a

+ 1) −γ
ξ
qmax2 −λ

a
µξ γ

ξ
(λ
a

+ 1)

0 0 0 1

−λ
a
ν −γ

ξ
−µ
ξ

−λ
a
γqmax4


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A4 =



0 1 0 0

ν
ξ
(λ
a

+ 1) −γ
ξ
qmax2 −λ

a
µξ γ

ξ
(λ
a

+ 1)

0 0 0 1

−λ
a
ν −γ

ξ
−µ
ξ

−λ
a
γqmin4


et,

B = B1 = B2 = B3 = B4.

Lemma 1. [122] : Les énoncés suivants concernant le système continu nominal non
forcé sont équivalents :
1) Il existe une matrice P = P T > 0 de telle sorte que PAij + ATijP PEi CT

i

∗ −γ2I DT
i

∗ ∗ −I

 < 0 (3.5)

2) ẋ = Aijx(t) est un système stable et perturbé ẋ = Aijx(t) + Eiω(t) satisfait à H∞
performance.

3.3.1 Conception d’un contrôleur flou à retour d’état

En évaluant les matrices précédentes pour chaque sous-système linéaire du modèle
flou T-S pour le système de pendule double inversé et en prenant en considération les
paramètres du système non linéaire (2.7) : m1 = 0.5kg,m2 = 0.75kg, L1 = 0.5m et
L2 = 0.75kg et en supposant que la paire (Ai, Bi) est contrôlable et observable, il sera
possible de développer la conception d’un contrôleur flou à retour d’état.
La conception du contrôleur flou est basée sur l’établissement de matrice du gain Ki pour
la paire linéaire (Ai, Bi) qui satisfait le théorème de stabilité suivant :
Théorème 1 : Considérons le système flou en boucle fermée , et un scalaire γ > 0,
le système est asymptotiquement stable avec la performance de H∞ γ si, il existe une
matrice symétrique Q, et des matrices Yi, telles que les LMIs suivantes soient tenues.

Ωii < 0 i = 1, 2, ...r (3.6)

Ωij + Ωji < 0 i < j = i+ 1, 2, ...r (3.7)

where,

Ωij =

 Ω11
ij Ei QCT

i

∗ −γ2I DT
i

∗ ∗ −I

 < 0 (3.8)
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Ω21
ij = AiQ+QATi +BiY j + Y jTBT

i (3.9)

les matrices de gain sont données par : Ki = Y Q−1

Évidemment, les conditions LMI (3.17) et (3.18) peuvent être réécrites comme suit :

r∑
i=1

h2iΩii +
r−1∑
i=1

r∑
j=i+1

hihj(Ωij + Ωij) < 0 (3.10)

ce qui est vérifié si :

Ωij =

 Ω11
ij Ei QCT

i

∗ −γ2I DT
i

∗ ∗ −I

 < 0 (3.11)

Pré- et post-multiplication des deux côtés de (3.24) par diag{Q−1, I, I} et en appliquant
le changement de variables Q−1 = P et Yj = KjQ, on obtient l’inégalité (3.5).

3.3.2 Simulations numériques
Dans cette partie, le suivi de la robustesse du système est simulé par la mise en oeuvre

d’un modèle flou à retour d’état.
Pour représenter l’étude de stabilité et les techniques de conception du contrôleur à

retour de sortie flou T-S pour le système développé, nous devons concevoir le gain de
retour Ki des sous-modèles linéaires comme suit :

K1 =
[
−9.3504 −0.4311 1.0867 1.1527

]
,

K2 =
[
−9.3754 −0.4321 1.0868 1.1552

]
,

K3 =
[
−9.3750 −0.4309 1.0868 1.1551

]
,

K4 =
[
−9.3501 −0.4299 1.0867 1.1526

]
.

MATLAB Simulink a été mis en oeuvre pour simuler les performances du contrôleur
flou à retour d’état. La figure 3.1 montre le schéma fonctionnel du système DIP :
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FIGURE 3.1 – Le bloc diagramme du contrôleur flou à retour d’état pour le système pendule double inversé.
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3.3.2.1 Résultats

Pour vérifier le modèle flou à retour d’état proposé pour le système pendule double
inversé, des simulations ont été mises en oeuvre via Simulink, comme le montre la figure
3.1. Les résultats ont montré que le pendule double inversé peut être équilibré en position
verticale, indépendamment de la présence ou de l’absence de perturbation, comme les
figures 3.5 et 3.6 montrent.
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FIGURE 3.2 – Perturbation appliquée au système pendule double inversé.

FIGURE 3.3 – Effort de contrôle avec perturbation.
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FIGURE 3.4 – Effort de contrôle sans perturbation.

FIGURE 3.5 – Réponse du pendule double inversé sans perturbation.

FIGURE 3.6 – Réponse du pendule double inversé avec perturbation.
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3.3.2.2 Discussions

Le système pendule double inversé est incarné dans Matlab/Simulink sur la base de
la formulation dynamique non linéaire (2.7). Les sous-systèmes linéarisés sont également
représentés dans Simulink sur la base des données obtenues du modèle linéarisé en
équations, comme illustré dans la section précédente.
L’efficacité du contrôleur flou à retour d’état a été vérifiée par la simulation du pendule
double inversé dans le logiciel MATLAB.
La perturbation injectée w(t) = 2. sin(2.π.t)

t
a été illustrée dans la figure 3.2 et l’effort de

contrôle flou à retour d’état utilisé est montré dans les figure 3.3 et figure 3.4
Comme mentionné dans les figures 3.5 et 3.6, le modèle flou à retour d’état sélectionné
amène le système au point d’équilibre en [0, 10] s, sans appliquer de perturbation, tandis
que, dans la figure 3.4, le contrôleur avec application de perturbation amène le système au
point d’équilibre en [0, 20] s.
En conclusion, le modèle flou à retour d’état sélectionné sans perturbation a non seulement
assuré une réponse rapide, mais aussi une bonne précision dans la commande du système
pendule double inversé.

3.4 Stabilisation quadratique relaxée d’un modèle flou T-
S

La problématique de la stabilisation des systèmes de commande flous T-S a été large-
ment étudiée dans des cadres non linéaires. Cependant, les résultats actuels sont seulement
suffisants et nécessitent des hypothèses conservatrices. Par exemple, Tanaka et Sugeno
ont présenté des conditions suffisantes pour la stabilité des modèles en utilisant une ap-
proche de Lyapunov quadratique T-S [123]. La stabilité dépend de l’existence d’une ma-
trice commune définie positive garantissant la stabilité de tous les sous-systèmes locaux.
Ces conditions de stabilité peuvent être exprimées sous forme d’inégalités matricielles li-
néaires (IML) [124]. Récemment, la contrainte LMI a été ajoutée pour calculer un taux de
décroissance et pour garantir que l’action de la loi de commande ne permet pas de dépasser
une limite normalisée prédéfinie des signaux d’entrée et de sortie [125, 126]. Cependant,
si le nombre de sous-modèles est important, il peut être difficile de trouver une matrice
commune. De plus, ces contraintes sont souvent très conservatrices et il est bien connu
que, dans de nombreux cas, une matrice commune définie positive n’existe pas, alors que
le système est stable.

L’idée derrière la stabilité relaxée d’un modèle flou est de déduire de nouvelles condi-
tions en relaxant les conditions précédentes de stabilité. Les conditions de la stabilité re-
laxée quadratique pour les systèmes de contrôle flous T-S ont été proposé dans [127–129].
Ces conditions sont représentées sous la forme d’inégalités matricielles linéaires. Concer-
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nant les conditions conventionnelles, les conditions proposées conviennent non seulement
à la conception de contrôleurs flous à retour d’état, mais aussi à la conception de contrô-
leurs flous à retour de sortie statique. La validité et l’applicabilité de l’approche proposée
sont démontrées avec succès dans le contrôle d’un système non linéaire. Cependant, les
problèmes de conditions de stabilité quadratiques relaxées, de conception d’observateurs
flous et de conception de contrôleurs H∞ pour les systèmes flous T-S ont été étudiés dans
[130]. Les auteurs ont d’abord obtenu les nouvelles conditions de stabilité. Ensuite, ils
ont proposé des nouveaux observateurs flous basés sur les conditions de stabilité relaxées
pour les systèmes flous T-S. Deux conditions LMI, qui garantissent l’existence des contrô-
leursH∞ basés sur des observateurs flous pour les systèmes flous T-S ont été décortiquées.
Ces conditions ne sont pas seulement simples, mais elles prennent également en compte
les interactions entre les sous-systèmes flous. Enfin, à l’aide de quelques exemples, il a été
prouvé que les régulateurs, les observateurs flous et la conception de contrôleursH∞ basés
sur de nouveaux observateurs pour les systèmes flous T-S sont très pratiques et efficaces.

Pour ce qui concerne la non-linéarité du pendule double inversé, nous envisageons
dans cette partie de développer la stabilisation quadratique relaxée pour améliorer les per-
formances du contrôle et les comparer avec celles du dispositif précédent.

3.4.1 Conception des conditions de la stabilité relaxée
Les fonctions d’appartenance sont définies selon les conditions suivantes :

{ ∑4
i=1 σi(z1(t), z3(t)) = 1

0 ≤ σi(z1(t), z3(t)) ≤ 1, i = 1, .., 4

Avec : {
z1 = Q1

z3 = Q3

Où les paramètres Qi sont les entrées.
min2,min4,max2,max4 sont le maximum et le minimum de Q2 et Q4, donc :

min2 < Q2 < max2
min4 < Q4 < max4

Les fonctions d’appartenance Mk,min et Mk,max destinées à chaque variable sont données
comme suit :

M1
1 (Q2) =

Q2 −min2

max2 −min2

; (3.12)

M2
1 (Q2) =

max2 −Q2

max2 −min2

; (3.13)
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M1
2 (Q4) =

Q4 −min4

max4 −min4

; (3.14)

M2
2 (Q4) =

max4 −Q4

max4 −min4

(3.15)

Les fonctions de pondération sont :



σ1 = M1
1 (Q2).M

1
2 (Q4);

σ2 = M1
1 (Q2).M

2
2 (Q4);

σ3 = M2
1 (Q2).M

1
2 (Q4);

σ4 = M2
1 (Q2).M

2
2 (Q4).

Donc, le système global est défini comme :{
q̇(t) =

∑4
i=1 σi(z(t))(Aiq(t) +Biq(t) +Dw(t))

z(t) =
∑4

i=1 σi.(Ciq(t)), i = 1, .., 4

où les sous-systèmes sont déterminés comme étant :

A =



0 1 0 0

ν
ξ
(λ
a

+ 1) −γ
ξ
Q2 −λ

a
µξ γ

ξ
(λ
a

+ 1)

0 0 0 1

−λ
a
ν −γ

ξ
−µ
ξ

−λ
a
γQ4


; B =



0

λ
a
ξ

0

1
ξ


Par conséquence,

A1 =



0 1 0 0

ν
ξ
(λ
a

+ 1) −γ
ξ
Qmin2 −λ

a
µξ γ

ξ
(λ
a

+ 1)

0 0 0 1

−λ
a
ν −γ

ξ
−µ
ξ

−λ
a
γQmin4


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A2 =



0 1 0 0

ν
ξ
(λ
a

+ 1) −γ
ξ
Qmin2 −λ

a
µξ γ

ξ
(λ
a

+ 1)

0 0 0 1

−λ
a
ν −γ

ξ
−µ
ξ

−λ
a
γQmax4



A3 =



0 1 0 0

ν
ξ
(λ
a

+ 1) −γ
ξ
Qmax2 −λ

a
µξ γ

ξ
(λ
a

+ 1)

0 0 0 1

−λ
a
ν −γ

ξ
−µ
ξ

−λ
a
γQmax4



A4 =



0 1 0 0

ν
ξ
(λ
a

+ 1) −γ
ξ
Qmax2 −λ

a
µξ γ

ξ
(λ
a

+ 1)

0 0 0 1

−λ
a
ν −γ

ξ
−µ
ξ

−λ
a
γQmin4


et,
B = B1 = B2 = B3 = B4.

Lemma 2 [131] : Les énoncés suivants concernant le système continu nominal non
forcé sont équivalents :
1) Il existe une matrice P = P T > 0 de telle sorte que : ATijP + PAij CT

i PEi
∗ −γ2I DT

i

∗ ∗ −I

 < 0 (3.16)

2) ẋ = Aijx(t) est un système stable et perturbé ẋ = Aijx(t) + Eiω(t) satisfait la
performance H∞.
Théorème 2 : En prenant en considération le dispositif en boucle fermée (2.7), et un
scalaire γ > 0, le système Le système a une stabilité asymptotique avec la performance
H∞ γ si, il existe une matrice symétrique Q, et les matrices Yi, Zii, et Zij = ZT

ij comme
dans les LMI suivantes vérifient.

Γii < Zii i = 1, 2, ...r (3.17)



66 Chapitre 3. Conception d’un contrôleur flou du pendule double inversé

Γij + Γji < Zij + ZT
ji j > i, where j = i+ 1; 2; ....r (3.18)

Z11 Z12 · · · Z1r

Z21 Z22 · · · Z2r
...

... . . . ...
Zr1 Zr2 · · · Zrr

 < 0 (3.19)

Avec,

Γij =

 Γ11
ij Ei QCT

i

∗ −γ2I DT
i

∗ ∗ −I

 < 0 (3.20)

Γ21
ij = AiQ+QATi +BiY j + Y jTBT

i (3.21)

Les matrices du gain sont représentées par Fi = Y Q−1.
Évidemment, les conditions LMI (3.17)-(3.18) peuvent être écrites sous la forme suivante :

r∑
i=1

r∑
j=1

σiσjΓij <
r∑
i=1

σ2
i Γii +

r−1∑
i=1

r∑
j=i+1

σiσj(Γij + Γij) (3.22)

Si les conditions (3.17) et (3.18) sont remplies, alors l’inéquation mentionnée est assurée.

r∑
i=1

r∑
j=1

σiσjΓij <
r∑
i=1

σ2
iZii +

r−1∑
i=1

r∑
j=i+1

σiσj(Zij + Zij)

=


σ1I

σ2I
...
σrI


T 

Z11 Z12 · · · Z1r

Z21 Z22 · · · Z2r
...

... . . . ...
Zr1 Zr2 · · · Zrr



σ1I

σ2I
...
σrI


(3.23)

Si la condition (3.19) est satisfaite, alors :
∑r

i=1

∑r
j=1 σiσjΓij < 0 tient.Ce qui est vérifié

si :

Γij =

 Γ11
ij Ei QCT

i

∗ −γ2I DT
i

∗ ∗ −I

 < 0 (3.24)

La pré- et post-multiplication des deux côtés de (3.24) par : diag{Q−1, I, I} ainsi que
l’implémentation du changement de variables Q−1 = P et, Yj = FjQ, nous obtenons
l’inégalité (3.16).
La possibilité de calcul augmente en raison de l’introduction de matrices supplémentaires
Zij dans le Théorème 2. En fixant Zij = 0, le Théorème 2 coïncide avec le Théorème 1.
Ainsi, les conditions données dans le Théorème 1 sont moins conservatrices, ce qui sera
confirmé par un exemple numérique.
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3.4.2 Simulations numériques
Afin de valider le modèle flou proposé, des simulations numériques ont été réalisées

via Matlab/Simulink dont le but de valider le contrôleur proposé :
La matrice du gain Fi des sous-modèles linéaires doit être construit de la manière

suivante pour représenter l’étude de stabilité et les techniques de conception du contrôleur
de retour de sortie flou pour le système développé :

F1 =
[
−9.0008 −0.5738 3.9412 5.7247

]
,

F2 =
[
−9.0299 −0.5758 3.9637 5.7602

]
,

F3 =
[
−9.0281 −0.5745 3.9625 5.7583

]
,

F4 =
[
−8.9990 −0.5725 3.9400 5.7227

]
.

La figure 3.7 montre le schéma fonctionnel du système DIP :
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FIGURE 3.7 – Le bloc diagramme du contrôleur flou basé sur la stabilité relaxée.
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3.4.2.1 Résultats

Les résultats ont démontré que le théorème 2 est un meilleur choix que le théorème 1
dans pour équilibrer le pendule double inversé dans la position désirée malgré l’existence
ou la suppression de la perturbation comme illustré dans les figure 3.8, figure 3.9, figure
3.10 et figure 3.11.

FIGURE 3.8 – Perturbation appliquée au pendule double inversé.

FIGURE 3.9 – Effort de contrôle avec perturbation.
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FIGURE 3.10 – Effort de contrôle sans perturbation.

FIGURE 3.11 – q1 avec perturbation.

FIGURE 3.12 – q1 sans perturbation.
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FIGURE 3.13 – q3 sans perturbation.

FIGURE 3.14 – q3 avec perturbation.

3.4.2.2 Discussions

L’efficacité du théorème 1 et du théorème 2 a été validée par la simulation du DIP dans
le logiciel MATLAB.
La perturbation injectée w(t) = 2. sin(2.π.t)

t
et l’effort de contrôle flou appliqué sont présen-

tés dans les figure 3.8, figure 3.9 et figure 3.10.
Nous avons confirmé la validité du théorème 2 en simulant le modèle pendule double in-
versé. Le théorème 2 utilisé pour contrôler le système améliore sa stabilité pour atteindre
l’équilibre pour les angles Q1 et Q3 dans un temps court ou dans un intervalle de [0 ; 3]s.
Il est cependant nécessaire que le théorème 1 atteigne la stabilité dans un intervalle de [0 ;
8]s. En comparant le théorème 1 au théorème 2, les résultats de la simulation ont indiqué
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que le système ne réagit pas seulement rapidement, mais qu’il stabilise également le sys-
tème pendule double inversé avec une grande précision dans la position verticale. Nous
en déduisons que le théorème 2 produit une réponse positive, une bonne robustesse et une
bonne précision.

3.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons développé deux théorèmes en se basant sur des modèles

flous T-S, ainsi, nous avons trouvé une similitude entre le théorème 1 et le théorème 2
de telle sorte que les deux théorèmes ont la même capacité de représentation pour les
systèmes de contrôle non linéaires à variation continue. Néanmoins, les résultats montrent
que le théorème 2 est une meilleure option car les tests de stabilisation et la conception
de la commande sont plus faciles à gérer. Cependant, il est important de signaler que des
non-linéarités essentielles ne peuvent pas être négligées dans la réalité. Pour ce faire, nous
allons envisager dans le quatrième chapitre de développer une approche non linéaire pour
afin de conserver les non-linéarités du système.
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4.1 Introduction

Le backstepping est une méthode non linéaire structurée basée sur la théorie de Lya-
punov pour la conception de ce contrôleur et l’analyse de la stabilité et des performances
depuis son introduction en 1892. L’idée de base est de concevoir une loi de contrôle
par rétroaction qui rend la dérivée d’une fonction de Lyapunov négative. La méthode
directe de Lyapunov est une interprétation mathématique de la propriété physique selon
laquelle, si l’énergie totale d’un système se dissipe, ce dernier finira par atteindre son point
d’équilibre. L’idée de base de la méthode est que, s’il existe une sorte de fonction d’énergie
scalaire continue qui diminue le long de la trajectoire du système, alors le système est
dit asymptotiquement stable. Puisqu’il n’est pas nécessaire de résoudre la solution des
équations différentielles régissant le système pour déterminer sa stabilité, cette méthode
est généralement appelée méthode directe. La conception de Lyapunov dépend de la
sélection de la fonction de Lyapunov candidate. Bien que le résultat soit suffisant, c’est
un problème difficile de trouver une fonction de Lyapunov (LF) qui satisfait les exigences
de la conception de Lyapunov. Heureusement, au cours des dernières décennies, de nom-
breuses approches de conception de contrôle efficaces ont été développées pour différentes
classes de systèmes linéaires et non linéaires basées sur les idées de base de la conception
de Lyapunov [132–134]. Les fonctions de Lyapunov sont additives, comme l’énergie,
c’est-à-dire que les fonctions de Lyapunov pour les combinaisons de sous-systèmes
peuvent être dérivées en ajoutant les fonctions de Lyapunov des sous-systèmes. Ce point
peut être vu clairement dans la conception de la commande adaptative du pendule double
inversé dans ce chapitre. Bien que la conception de Lyapunov soit un outil très puissant
pour la conception de systèmes de contrôle, l’analyse de la stabilité et des performances, la
construction d’une fonction de Lyapunov n’est pas facile pour les systèmes non linéaires
généraux, et il s’agit généralement d’un processus d’essai et d’erreur en raison du manque
de méthodes systématiques. Des choix différents de fonctions de Lyapunov peuvent
donner lieu à des structures et des performances de contrôle différentes [135–137].
Le principe de base de la commande Backstepping est de rendre les systèmes bouclés
équivalents à des sous-systèmes de premier ordre dans une cascade stable au sens de
Lyapunov. Autrement dit, il s’agit d’une procédure multi étapes. Une commande virtuelle
est ainsi générée à chaque étape du processus pour garantir la convergence du système
vers son domaine de stabilité. Ceci est possible grâce aux fonctions de Lyapunov, qui
assurent la stabilisation pas à pas de chaque étape de la méthode backstepping.
Durant ces dernières années, la commande backstepping a été appliquée dans un large
éventail de recherches. Par exemple, [138] Lyapunov et la technique du backstepping afin
que le système en boucle fermée du schéma de contrôle proposé s’avère stable au sens
des théories de stabilité de Lyapunov. [139] a appliqué la commande backstepping pour
contrôler une classe de systèmes non linéaires dans lesquels la fonction d’entrée peut être
nulle pour chaque étape de backstepping. Pour des raisons de simplification, les auteurs
n’ont considéré qu’un système non linéaire qui peut être contrôlé en deux étapes. La
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première consiste à estimer la fonction de lyapunov et la commande virtuelle, ensuite, la
fonction le Lyapunov sous forme polynomiale a été construite à partir d’un programme
semi défini. La commande backstepping finale a été obtenue par la formule récursive de
Sontag. Finalement, L’exemple de simulation a montré l’efficacité de l’introduction de
cette technique. [140] a présenté une procédure de conception de contrôle backstepping.
La stabilité de la commande au sens de Lyapunov est démontrée. La méthode de concep-
tion est appliquée à la commande d’équilibre et de suivi d’un pendule inversé rotatif (RIP).
La commande conçue avec la méthode proposée est comparée à la commande LQR. Il a
été constaté que pour le problème de commande du RIP, la commande proposée est aussi
ou mieux que la commande LQR.
Dans ce chapitre, nous allons introduire les techniques de bases pour la conception
d’un contrôleur backstepping, où on présente les conditions nécessaires et suffisantes
de stabilité pour les systèmes sous-actionnées non linéaires en se basant sur le concept
de la théorie de Lyapunov. Pour cela, on va décortiquer des méthodes qui permettent
de concevoir la fonction condidate de Lyapunov pour un système non linéaire donné
afin de construire une loi de contrôle associée à cette fonction candidate, de façon que
le backstepping peut résoudre ce problème de stabilité d’une manière récursive et bien
structurée. Par la suite, on va employer notre système étudié le pendule double inversé
pour examiner la robustesse de cette méthode. De ce fait, nous allons combiner la
technique backstepping avec une erreur quadratique qui consiste à concevoir une entrée
virtuelle qui influence d’autres entrées ultérieures, ainsi que l’entrée réelle établie puisque
le nombre de sorties du système est plus grand que le nombre de commandes du système.

4.2 La théorie du Backstepping
Cette méthode emploie des fonctions successives pour concevoir de manière systéma-

tique une fonction de Lyapunov et une loi de contrôle. De plus, contrairement au bouclage
linéaire, la méthode backstepping offre la possibilité de ne pas négliger les non linéarités
dans le bouclage. Pour qu’elle puisse s’appliquer, le système non linéaire doit avoir une
forme paramétrique telle que présentée ci-dessous :

ẋi = Fi(xi, t).xi+1 +Gi(xi, t)

i = [1, ....., n− 1] ∈ <
ẋn = Fn(xn, t).u+Gn(xn, t)

y = x1 ∈ <
x0 = xt=0 ∈ <

(4.1)

y, xi, u sont les entrées et les sorties du système.
(Fi, Fn, Gi, Gn) sont des fonctions non linéaires continues et dérivables.
La procédure de backstepping est conçue en n étapes, la iime étape nécessite la détermina-
tion d’une loi de commande intermédiaire, également appelée fonction de stabilisation ou
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bien une commande virtuelle ξi à l’aide d’une fonction de Lyapunov appropriée Vi.
Dans un premier temps, on considère l’équation (4.1) lorsque i = 1. À la 1re étape,
le premier sous-système avec une entrée x2 et une sortie e1 est devenu passif par
la commande virtuelle ξ1(x1). De même manière, le deuxième sous-système est de-
venu passif par une commande virtuelle ξ2(x1, x2) et avec une sortie e2 = x2 − ξ1
et une entrée x3, cette démarche est valable jusqu’à le nime sous-système avec la sor-
tie en = xn − ξn−1 et l’entrée ou dans chaque étape la fonction de Lyapunov est construite.

Première étape :

Nous définissons la variable initiale comme étant e1 et la sortie virtuelle du premier
sous-système e1 = x1. La dérivée est définie par :

ė1 = ẋ1 = G1.e2 +G1.ξ1 + F1 (4.2)

Pour déterminer la loi de commande une fonction de Lyapunov doit être construite
sous une forme quadratique :

V1(e1) =
1

2
e1

2 (4.3)

Sa dérivée temporelle est :

V̇1 = e1.ė1 = G1.e1.e2 + e1(G1.ξ1 + F1) (4.4)

Pour que la dérivée de la fonction de Lyapunov soit négative, il faut que :

G1.ξ1 + F1 = −c1.e1 (4.5)

Avec c1 est définie comme une constante positive. Ce qui donne :

ξ1 =
1

G1

(−c1.e1 − F1) (4.6)

On remplace ξ1 dans la fonction de Lyapunov et dans la variable de sortie e1, on trouve :{
V̇1 = −c1.e12 +G1.e1.e2
ė1 = G1.e2 − c1.e1

(4.7)

Deuxième étape :
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Durant cette étape, on va utiliser une nouvelle sortie e3 = x3 − ξ2 pour le deuxième
sous-système. En suivant la démarche précédente :

ė2 = ẋ2 − ξ̇1 = G2.e3 +G2.ξ2 + F1 − ξ̇1 (4.8)

Lorsque ξ1(x1) est la fonction de stabilisation de système 2, alors :

ξ̇1 =
∂ξ1
∂t

+
∂ξ1
∂x1

.ẋ1 =
∂ξ1
∂x1

.(G1.x2 + F1) (4.9)

En remplaçant ξ̇1 dans ė2 :

ė2 = G2.e3 +G2.ξ2 + F1 −
∂ξ1
∂x1

.(G1.x2 + F1) (4.10)

On doit chercher maintenant une fonction de Lyapunov x2 pour le deuxième sous-système :

V2(e1, e2) = V1(e1) +
1

2
e2

2 (4.11)

La dérivé temporelle de V2 est :

V̇2 = V̇1 + e2.ė2 = −c1.e12 +G2.e2.e3 + e3(G1.e1 +G2.ξ2 + F2 −
∂ξ1
∂x1

(G1.x2 + F1))(4.12)

Avec :

−c2.e2 = G1.e1 +G2.ξ2 + F2 −
∂ξ1
∂x1

(G1.x2 + F1) (4.13)

Pour que V̇2 soit négative, la commande virtuelle ξ2 doit être écrite sous la forme :

ξ2 =
1

G2

(−c2.e2 −G1.e1 − F2 +
∂ξ1
∂x1

(G1.x2 + F1) (4.14)

Par la substitution ξ2 dans V2 et e2, on trouve :

{
V̇2 = −c1.e12 − c2.e22 +G2.e2.e3
ė2 = G2.e3 − c2.e2 −G1.e1

(4.15)

Par raison de stabilité globale, le terme G2.e2.e3 sera éliminé dans l’étape suivante.
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Troisième étape :

En suivant la même procédure, soit : e4 = x4 − ξ3 avec ξ3 est la fonction de stabilisa-
tion du troisième sous-système :

Alors sa dérivé peut être écrite sous la forme suivante :

ė3 = ẋ3 − ξ̇2 = G3.e4 +G3.ξ3 + F3 −
∂ξ2
∂x2

.(G2.x3 + F2)−
∂ξ2
∂x1

.(G1.x2 + F1) (4.16)

On peut choisir la fonction de lyapunov telle que :

V3(e1, e2, e3) = V1 + V2 +
1

2
e3

2 (4.17)

Sa dérivé donne :

V̇3 = V̇1 + V̇2 + e3.ė3 (4.18)

V̇3 = −c1.e12 − c2.e22 +G3.e3.e4 + e3(G2.e2 +G3.ξ3 + F3 −
∂ξ2
∂x1

.(G1.x2 + F1)−

∂ξ2
∂x2

.(G2.x3 + F2)) (4.19)

Avec :

−c3.e3 = G2.e2 +G3.ξ3 + F3 −
∂ξ2
∂x1

.(G1.x2 + F1) (4.20)

Pour V̇3 soit strictement négative, la commande virtuelle ξ3 est :

ξ3 =
1

G3

(−c3.e3 −G2.e2 − F3 +
∂ξ2
∂x1

(G1.x2 + F1) +
∂ξ2
∂x2

(G2.x3 + F2) (4.21)

En remplaçant ξ3 dans V3 et e3, on trouve :

{
V̇3 = −c1.e12 − c2.e22 − c3.e32 +G3.e3.e4
ė3 = G3.e4 − c3.e3 −G2.e2

(4.22)

La iime étape :
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La dérivé de la sortie virtuelle ei = xi − ξi−1 peut être exprimé comme :

ėi = ẋi − ˙ξi−1 = −ci.ei +Gi.ei+1 + Fith (4.23)

La fonction de Lyapunov est définie par :

Vi = Vi−1 +
1

2
ei

2 (4.24)

Sa dérivée temporelle est :

V̇i = ˙Vi−1 + ei.ėi = −
i−1∑
k=1

(ck.ek
2) + ei(Gi−1.ei−1 + Fith +Gi.ei+1 +Gi.ξi) (4.25)

Avec :

ξi =
1

Gi

(−ci.ei −Gi−1.ei−1 + Fith) (4.26)

et :

Fith = Fi −
i−1∑
k=1

∂ξi−1
∂xk

(Fk +Gk.xk+1) (4.27)

On substituant ξi dans Vi et ei, on trouve :

{
V̇i = −

∑i−1
=1 (ck.ek

2) +Gi.ei.ei+1

ėi = −Gi−1.ei−1 − ci.ei +Gi.ei+1
(4.28)

La nime étape :

C’est la dernière étape de conception d’un contrôleur backstepping, lorsque la
commande u apparait dans la dérivée du en :

ėn = ẋn − ˙ξn−1 = Gn.u+ Fnth (4.29)

Avec :

Fnth = Fn −
n−1∑
k=1

∂ξn−1
∂xk

(Fk +Gk.xk+1) (4.30)
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La fonction de Lyapunov est définie par :

Vn = Vn−1 +
1

2
en

2 (4.31)

Sa dérivée temporelle est :

V̇n = ˙Vn−1 + en.ėn (4.32)

Ce qui conduit à :

V̇n = −
n−1∑
k=1

(−ck.ek2) + en(Gn−1.en−1 + Fnth +Gn.u) (4.33)

Par conséquent, la commande peut être écrite :

u =
1

Gn

(−cn.en −Gn−1.en−1 − Fnth) (4.34)

En remplaçant la commande u dans Vn et en :

{
V̇n = −

∑n
=1(−ck.ek2)

ėn = −cn.en −Gn−1.en−1
(4.35)

La figure 4.1 résumé le schéma de conception du contrôleur Backstepping :

FIGURE 4.1 – Schéma de conception du contrôleur Backstepping.

4.3 Contrôleur basé sur le Backstepping avec une erreur
quadratique

Dans cette section, on va développer une conception d’un contrôleur Backstepping
basée sur une erreur quadratique. L’objectif derrière la sélection de ce contrôleur est
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sa capacité à stabiliser les deux pendules inversés en utilisant une seule commande qui
est appliquée seulement sur la partie inférieure du deuxième pendule inversé. En effet,
l’importance de la méthode non linéaire dans la résolution de problèmes techniques en
utilisant la méthode de Backstepping est fortement perçue comme discuté dans de nom-
breuses revues de la littérature [141, 142]. L’efficacité de la combinaison de la méthode
Backstepping avec l’erreur quadratique par rapport à d’autres méthodes de contrôle non
linéaire se manifeste surtout dans la flexibilité de l’application de la fonction de Lyapunov,
bien que le nombre de sorties du système soit supérieur au nombre de commandes du
système, ce qui permet d’atteindre la stabilité globale du système. Elle consiste en la
conception d’une entrée virtuelle qui influence d’autres entrées ultérieures, ainsi que
l’entrée réelle établie en utilisant la méthode Backstepping avec erreur quadratique.

4.3.1 Conception d’un contrôleur basé sur le Backstepping avec une
erreur quadratique pour le système double pendule inversé

L’objectif derrière le choix d’un contrôleur non linéaire est parce qu’il est générale-
ment admis que tous les systèmes réels sont identifiés par leur comportement non linéaire.
D’autre part, il est possible de les contrôler par un algorithme de contrôle linéaire. Lorsque
le système n’est pas linéaire, il peut être linéarisé pour de petites variations autour d’un
point de référence ou lorsque des simplifications sont introduites dans le modèle. Mais
dans le cas général, une représentation linéaire n’est plus possible ou souhaitable.

N’utilisant pas forcément la linéarisation, le Backstepping permet de garder les non-
linéarités du système qui doivent être négligés lors de la linéarisation. En outre, l’avantage
que procure la technique Backstepping est celui de garder les propriétés et les valeurs du
système initial dans la loi de commande obtenue. Cette méthode admet que l’on est apte
de trouver au minimum une fonction positive de Lyapunov et une loi de commande u pour
atteindre la stabilité globale d’un système scalaire. Il se considère également comme un
moyen efficace qui permet pour les systèmes sous-actionnés non linéaires de n’importe
quel ordre, d’élaborer d’une manière structurée et récursive, la loi de commande u.

La technique de Backstepping adopte généralement un processus de conception par
étapes pour construire progressivement la fonction de Lyapunov, puis pour concevoir le
contrôleur virtuel correspondant. La technique de Backstepping basée sur l’erreur adopte
également un processus de conception par étapes, mais la conception des contrôleurs vir-
tuels dépend des erreurs correspondantes qui sont conçues pour satisfaire certains compor-
tements attendus.

La synthèse de contrôle du système pendule double inversé se heurte à des complexités
provenant de différentes facteurs. A savoir, son comportement chaotique et sa haute non-
linéarité qui rend impossible d’utiliser une méthode linéaire pour le commander, ajoutant
à cela, notre élaboration de la représentation non linéaire du pendule double inversé qui est
régulé seulement par une seule commande en se basant sur la partie supérieure du système
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pour contrôler deux sorties rend le Backstepping classique incapable de stabiliser les deux
pendules avec une seule entrée.

Pour cela, la technique de Backstepping basée sur l’erreur est l’expansion de la tech-
nique de Backstepping classique, elle adopte le processus de conception de Backstepping,
mais la conception du contrôleur de vertu dépend des erreurs correspondantes qui sont
conçues pour satisfaire le comportement du système. Dans cette partie, on va développer
une nouvelle technique de conception du contrôleur Backstepping appelé une technique
Backetspping basée sur une erreur quadratique. Il s’agit de construire une fonction de
Lyapunov qui assure la stabilité du sous-système en boucle fermée en ajoutant un terme
quadratique dans la variable d’erreur eii pour combiner deux commandes virtuelles dans
une seule étape afin de faire converger les deux angles du pendule double inversé α et β
vers la valeur désirée.

D’ailleurs, il s’agit de construire une fonction stabilisante qui est une commande vir-
tuelle pour chaque sous-système, en se basant sur la théorie de Lyapunov pour développer
le système de contrôle global.

Le système continu non linéaire (2.7) est représenté sous la forme suivante :
ẋi = xi+1

˙xi+1 = fi(x) + gi(x)ui
ẏi = xi+1, i = 1, 2, ...., n

(4.36)

où,
x = [x1, x2, ...., xn] est le vecteur d’état,
u = [u1, u2, ...., un] est le vecteur d’entrée,
y = [y1, y2, ...., yn] est le vecteur de sortie.

Première étape :
La conception de la loi de contrôle est basée sur la détermination de l’erreur quadra-

tique qui est définie par la différence entre le contrôleur et le contrôleur virtuel. Pour cette
étape, il y a une différence par rapport au Backstepping classique décrit dans la section
4.2. Deux variables d’erreurs sont créées à la même étape, comme décrite dans l’équation
(4.37) :

eii =
1

2
.(zi

2 + zi+2
2) (4.37)

Dans laquelle,
eii = [e11, e12, ....., e14] est l’erreur quadratique.

et,

zi = xi − ξi (4.38)



84
Chapitre 4. Conception d’un contrôleur Backstepping basé sur une erreur

quadratique

où, ξi représente la valeur désirée. L’objectif est de trouver une loi de contrôle pour
converger xi vers la valeur désirée.

Pour la conception du contrôleur Backstepping avec une erreur quadratique, une fonc-
tion de Lyapunov est construite pour prouver la stabilité du sous-système en boucle fer-
mée. En ajoutant un terme quadratique dans la variable d’erreur, la fonction de Lyapunov
est donnée par :

Vi =
1

2
eii

2 (4.39)

La dérivée de la fonction de Lyapunov est :

V̇i = eii.ėii = eii.(zi.żi + zi+2.żi+2) (4.40)

Pour satisfaire la condition V̇i négative, la première commande virtuelle est choisie
comme :

ei.i+1 = zi.żi + zi+2.żi+2 − λ (4.41)

Avec, λ = −ci.eii et, ci > 0

Pour le système étudié, (4.40) devient :

V̇1 = −c1.e112 + e11e12 (4.42)

Deuxième étape :
Comme toujours, lors de la deuxième étape, V doit être une fonction explicite de la

variable pour satisfaire la négativité de la fonction de Lyapunov. Alors, elle est définie
par :

Vi+1 = Vi +
1

2
ei.i+1

2 (4.43)

Ainsi, la dérivée temporelle de la seconde fonction de Lyapunov dans notre système
est :

V̇2 = −c1.e112 + e11e12 + ė12.e12 (4.44)

A partir de l’équation (4.44), la seconde fonction de Lyapunov peut être écrite comme :

V̇2 = −c1.e112 + e12.η (4.45)

Dans laquelle :

η = e11 + (F1(x) +G1(x)u).z1 + (F3(x) +G3(x)u).z3 + ẋ1.ż1 + ẋ3.ż3 + c1.(e12 + λ)(4.46)
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Pour satisfaire la condition de Lyapunov V̇2 < 0, nous mettons :

η = −c2.e12 (4.47)

Alors, la commande Backstepping est donnée par la forme suivante :

u =
−1

G1(x).z1 +G3(x).z3
[e11 + F1(x).z1 + F3(x).z3 + ẋ1.ż1 + ẋ3.ż3 + c1.(e12 + λ) + c2.e12](4.48)

Pour vérifier la faisabilité et l’efficacité de la méthode proposée, on va effectuer dans la
prochaine section des simulations numériques via Matlab de la commande Backstepping
développé u.

4.3.2 Le schéma du contrôleur via MATLAB
Dans ce qui suit, nous allons appliquer les commandes décrites de (4.37) à (4.48) dans

le système (2.1) pour évaluer la robustesse de la commande appliqué.
Afin de valider la procédure de conception du contrôleur proposée et de vérifier son

efficacité, des simulations sont effectuées dans MATLAB. Le système contrôlé a été im-
plémenté dans l’environnement MATLAB/SIMULINK. La fonction m a été utilisée pour
faire l’interface entre le fichier m et l’environnement Simulink. Le contrôle et l’installation
sont codés à l’intérieur des fichiers m, tandis que ces codes sont appelés par leur fonction
m correspondante dans la bibliothèque SIMULINK. Afin de donner une meilleure descrip-
tion des simulations effectuées dans Simulink/ MATLAB. MATLAB, nous avons inclus
dans cette section une figure (4.2) montrant le bloc diagramme qui représente le schéma
fonctionnel Simulink. Les résultats pour le Backstepping basé sur l’erreur quadratique se-
ront présentés dans la prochaine étape.

Les valeurs des constantes sont choisis comme suit : c1 = 6000 et c2 = 600, Les
limites supérieure et inférieure de la fonction de saturation sont successivement : 500000
et -500000. Cette figure montre la position et la vitesse d’angles α et β qui sont équivalents
à [x1, x3, dx1, dx3].
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FIGURE 4.2 – Le bloc diagramme du contrôleur Backstepping.
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4.3.3 Résultats des simulations

La figure (4.3) représente la commande u du contrôleur Backstepping basé sur une
erreur quadratique. Les résultats montrent que le contrôleur atteint les erreurs de suivi
susmentionnées avec un effort de contrôle. Ceci peut être observé clairement aux instants
où les perturbations sont appliquées à t = 5.8 s et t = 10.3 s.

FIGURE 4.3 – La commande u du contrôleur Backstepping.

La figure (4.4) illustre les résultats des simulations des angles du pendule double in-
versé α et β en optimisant les paramètres qui déterminent la réponse dynamique du contrô-
leur Backstepping avec l’erreur quadratique comprenant la stabilité du système, la préci-
sion et le temps de réponse.

En conséquence, la méthode Backstepping avec l’erreur quadratique choisie pour
contrôler le système est capable de d’assurer la stabilité du système dans une limite ±π

4

pour l’angle α et β dans [0,10]s ,puis, amener le système au point d’équilibre 0 dans
[10,20]s.

Finalement, le système avec le contrôleur Backstepping avec une erreur quadratique
réalise non seulement la réponse rapide mais aussi de contrôler le pendule inversé double
en utilisant seulement une contrainte qui est appliquée sur l’angle.

4.3.4 Discussions

Dans le but d’examiner les performances de la commande Backstepping non linéaire
basée sur une erreur quadratique, deux simulations : x1dsir=±π

4
et x2dsir = 0 ont été réalisé

dans la figure (4.3) pour démontrer les avantages et la faisabilité de l’algorithme présenté.
Les résultats de la simulation montrent que le contrôleur Backstepping garantit la robus-
tesse et, en même temps, il est capable de contrôler le pendule double inversé en variant la
position des angles α et β et leurs vitesses correspondantes.
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FIGURE 4.4 – Simulation du pendule double inversé.

La première simulation consiste l’intervalle du temps [0, 10] s. Comme on peut consta-
ter à partir de la figure (4.4), le contrôleur Backstepping stabilise le système en sa position
±π

4
dans un temps court de [0, 4] s en maintenant la précision et la stabilité du pendule

double inversé.
Tandis que la deuxième simulation qui consiste l’intervalle [10, 20] s, nous a permis de

montrer et de démontrer la robustesse de la commande face aux changements soudains de
la position du pendule double inversé et le bon suivi qui se résument dans la convergence
du système de ±π

4
vers la deuxième valeur désirée 0 dans un temps de [10, 14] s.

Il serait donc logique que la commande Backstepping basée sur une erreur quadratique
est non seulement apte et capable de stabiliser un système non linéaire sans négliger les
non linéarités, mais elle peut garantir aussi la stabilité globale, la robustesse, la précision
et les performances transitoires calculables pour un système SIMO.

L’efficacité et la robustesse du contrôleur Backstepping avec une erreur quadratique a
été prouvé également via la réalisation de la réalité virtuelle du modèle pendule double
inversé sur Matlab/Simulink dans une limite ±π

4
pour l’angle α et β. La figure 4.5 valide la

bonne performance de l’approche proposée.
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FIGURE 4.5 – Capture de la réalité virtuelle du pendule double inversé dans Simulink.

4.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté la théorie du Backstepping en expliquant les

étapes essentielles pour construire ce contrôleur. Après cela, nous avons développé un mo-
dèle non linéaire du contrôleur Backstepping basée sur une erreur quadratique qui sert
à combiner deux entrées virtuelles dans la même étape pour établir la stabilité du sys-
tème. D’après les simulations réalisées dans Matlab/Simulink, les résultats prouvent que
le contrôleur proposé peut amener le double pendule inversé de n’importe quelle position
vers la position désirée. Ajoutant à cela, la bonne efficacité est également validée par la
simulation de la réalité virtuelle du système.
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Après avoir développé une modélisation mathématique et graphique du système pen-
dule double inversé sous-actionné par une seule commande et de concevoir ainsi des diffé-
rentes stratégies de contrôle afin d’assurer la stabilité. Nous envisageons dans ce chapitre
de remplacer le deuxième pendule inversé avec deux bras qui ont la capacité d’élargir le
champ de stabilisation d’un système SIMO.

5.1 Introduction

Le balancement d’un pendule inversé est un problème idéal dans le domaine de la
théorie du contrôle qui intéresse considérablement de nombreux domaines tels que la mé-
canique, la physique, les mathématiques appliquées, etc, car le système de pendule inversé
à des caractéristiques d’une dynamique non linéaire, instable et à phase non minimale
[143–145]. En raison de non linéarité et de l’instabilité, les objectifs de contrôle sont dif-
ficiles à atteindre ; les systèmes à pendule inversé ont été utilisés comme d’excellents tests
pour les théories de contrôle [146–148]. Ce système a deux points d’équilibre, dont l’un
est stable et l’autre instable. Le point d’équilibre stable représente le point où le système
oscille avec une amplitude décroissante jusqu’à ce qu’il s’immobilise s’il est libéré de
toute position autre que précisément verticale. Par conséquent, le point d’équilibre stable
ne nécessite aucune action de contrôle pour être atteint, il est donc inintéressant du point de
vue du contrôle. L’état instable du système dans lequel le pendule pointe strictement à la
verticale nécessite une force d’entrée de contrôle afin de maintenir cette position. Dans la
littérature [149], il a été souligné que le pendule inversé, en tant que cible d’expérience, est
un système à variables multiples, à transformation rapide, à haute non linéarité et à faible
stabilité. Ajoutant à cela, la référence [150] étudie le problème de commande de stabilité
pour les systèmes flexibles à pendule inversé et examine la relation entre les paramètres
du système et la robustesse aux perturbations. À cette fin, un nouveau contrôleur de mise
en forme de l’énergie avec compensation adaptative des perturbations pour une classe de
systèmes mécaniques sous-actionnés à savoir le pendule inversé est présenté. De plus, une
méthode pour l’identification des paramètres clés du système qui affectent la robustesse
du système en boucle fermée est décrite. Après cela, l’approche proposée est appliquée au
système de pendule inversé et une étude de simulation est menée pour démontrer son effi-
cacité. Enfin, le problème de contrôle d’un système classique de pendule avec articulation
élastique est discuté pour mettre en évidence les similitudes avec son homologue à liaison
flexible.

Dans ce chapitre, on va s’intéresser à concevoir un pendule inversé relié à deux bras
avec une articulation sphérique. C’est un système SIMO qui est constitué de trois sorties
qui sont les angles du pendule représenté (θ, α, β) et une seule entrée appliquée τ à la par-
tie supérieure du système. De ce fait, on va développer une représentation mathématique
à l’aide de la formulation lagrangienne pour extraire les équations de mouvements du sys-
tème étudié afin de les valider par l’exécution de la réalité virtuelle en utilisant le logiciel
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Matlab. Dans ce qui suit, on va développer une stratégie de contrôle pour augmenter la
stabilité et prouver la capacité de traitement de la méthode de contrôle pour ce système.

5.2 Modélisation mathématique du pendule inversé avec
deux bras

Dans cette section, nous allons élaborer une description bien détaillée du système pen-
dule inversé avec deux bras, ainsi, on va utiliser le lagrangien pour établir les équations de
mouvement.

5.2.1 Description du système pendule inversé avec deux bras

La figure 5.1 illustre bien notre propre conceptualisation ; le pendule inversé et les deux
bras tournent lorsque nous appliquons un couple au niveau des bras en prenant en compte
que les angles entre les deux bras restent fixes à 120◦ pendant leur rotation.

Comme nous l’avons mentionné, une perturbation τ est appliquée sur les deux bras ce
qui génère une rotation des angles α et β, ainsi que l’oscillation du pendule inversé autour
de son point d’équilibre.

FIGURE 5.1 – Le pendule inversé avec deux bras.

Le tableau 5.1 décrit les paramètres techniques du pendule inversé avec deux bras.
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TABLE 5.1 – Les paramètres du système pendule inversé avec deux bras.

Paramètres Description

M La masse du pendule inversé

m La masse des bras

l1 La longueur du premier bras

l2 La longueur du deuxième bras

l0 La longueur du pendule inversé

g Le coefficient de gravité 9.81

θ L’angle de rotation du pendule inversé

α L’angle de rotation du premier bras

β L’angle de rotation du deuxième bras

τ le couple appliqué

5.2.2 Formulation lagrangienne du système pendule inversé avec
deux bras

L’expression des vecteurs de position du centre de gravité A,B et C est donné par :

A =

[
l0
2

sin θ
l0
2

cos θ

]
, B =

[
l0 sin θ + l1

2
sinα

l0 cos θ − l1
2

cosα

]
, C =

[
l0 sin θ − l2

2
sin β

l0 cos θ − l2
2

cos β

]
,

Les vecteurs de vitesse sont :

Ȧ =

[
l0
2
θ̇ cos θ

− l0
2
θ̇ sin θ

]
, Ḃ =

[
l0θ̇ cos θ + l1

2
α̇ cosα

−l0θ̇ sin θ + l1
2
α̇ sinα

]
, Ċ =

[
l0θ̇ cos θ − l2

2
β̇ cos β

−l0θ̇ sin θ + l2
2
β̇ sin β

]
,

On utilisant la dérivée du temps dans les formulations de l’énergie potentielle et
cinétique comme suit :
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L’énergie cinétique est représentée par :

Ec =
1

6
(M +m)L2θ̇2

1

6
ml2α̇2 +

1

6
ml2β̇2 +

1

2
mlLθ̇α̇ cos(θ + α)

−1

2
mlLα̇β̇ cos(α + β) (5.1)

L’énergie potentielle est donnée par :

Ep = (
1

2
.M + 2m).L.g.cos(θ)− 1

2
m.l.g.cos(α)− 1

2
m.l.g.cos(β) (5.2)

Comme indiqué ci-dessous, le Lagrangien peut être calculé par :

d

dt
(
∂L
∂θ̇

)− (
∂L
∂θ

) = 0

d

dt
(
∂L
∂α̇

)− (
∂L
∂α

) = τα
d

dt
(
∂L
∂β̇

)− (
∂L
∂β

) = τβ

Les équations de mouvement peuvent être écrites sous la forme suivante :

Eq 1 :

(M.l2 + J1) +m(4l2θ̈ + l2α̈cos(θ + α)− l2α̇2sin(θ + α)) + 4ml2θ̈−
m.l2β̈cos(θ + β)−ml2β̇2sin(θ − β)− (M + 4m)glsinθ = 0 (5.3)

Eq 2 :

(
l2

4
+ J2)α̈ +ml2θ̈cos(θ + α)−ml2θ̇2sin(θ − α) +

m

2
glsinα = τα (5.4)

Eq 3 :

(
l2

4
+ J3)β̈ −ml2θ̈cos(θ − β)−ml2θ̇2sin(β − θ) +

m

2
glsinβ = τβ (5.5)

5.3 Réalité virtuelle du pendule inversé avec deux bras
Pour concevoir et modéliser la dynamique de ce pendule inversé à deux bras, il est

nécessaire de visualiser les mouvements du modèle dynamique. Cette animation permet de
détecter tous les degrés de liberté de ce système. Elle est également utile pour la sélection
du contrôleur approprié.
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5.3.1 Modélisation mathématique par Matlab/Simulink
L’animation 3D par Matlab/Simulink relie des modèles Simulink et des algorithmes

Matlab à des objets graphiques 3D dans des scènes de réalité virtuelle. On peut animer
un monde virtuel en modifiant la position, la rotation, l’échelle et d’autres propriétés des
objets pendant la simulation en temps réel. Nous pouvons également détecter des collisions
et d’autres événements dans le monde virtuel et les réinjecter dans les algorithmes Matlab
et Simulink. Les vidéos des caméras virtuelles peuvent être transmises à Simulink pour
être traitées [151].

Plusieurs chercheurs ont utilisé la réalité virtuelle par Matlab/ Simulink non seulement
pour mettre en oeuvre les stratégies de contrôle, mais aussi pour fournir l’environnement
en temps réel nécessaire à la mise en oeuvre du contrôle du pendule inversé [152].

Pour créer la réalité virtuelle du système pendule inversé à deux bras dans le logiciel
Matlab. Deux étapes doivent être suivies : la première étape consiste à dessiner le modèle
en utilisant V-Realm builder et la deuxième étape consiste à utiliser L’environnement M-
script pour animer la réalité virtuelle en variant l’état de l’objet et en extrayant des graphes
de mouvement, comme on le voit ci-dessous.

La fiabilité et la validité des degrés de liberté du modèle pendule inversé avec deux
bras a été testée en utilisant l’environnement de la réalité virtuelle sur Matlab/Simulink.
La fig.5.2 montre la simulation du système.

FIGURE 5.2 – Réalité virtuelle pour le pendule inversé avec deux bras.

5.3.1.1 Simulations and discussions

Lorsqu’un couple est appliqué au sommet du pendule inversé, les deux bras tournent
tandis que le pendule inversé oscille à gauche et à droite de son centre de masse.
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Les figures 5.3, 5.4 et 5.5 montrent le mouvement du modèle dynamique lorsqu’un
couple est appliqué.

Les figures 5.4 et 5.5 illustrent la rotation angulaire des deux bras qui restent à 120◦

quels que soient les mouvements de rotation. La figure 5.3, en revanche, illustre les oscil-
lations du pendule inversé lorsqu’un servomoteur est connecté aux bras du système étudié.

FIGURE 5.3 – Simulation de mouvement du pendule inversé.

FIGURE 5.4 – Simulation de mouvement du premier bras.

FIGURE 5.5 – Simulation de mouvement du deuxième bras.
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5.3.2 Modélisation graphique par 20-Sim
Cette partie a pour objectif de valider le modèle bond graph du système qu’on a tracé

dans le logiciel 20-Sim, ainsi de simuler la réalité virtuelle en utilisant l’environnement
(3D Mechanics Toolbox) afin de fiabiliser le modèle graphique.

Pour pouvoir modéliser le système pendule inversé avec deux bras, il est généralement
nécessaire de décomposer le système en parties plus petites nommées des sous-systèmes
qui peuvent être modélisées séparément. Le sous-système est une partie d’un système qui
peut être modélisée comme le système lui-même en obtenant des sous-modèles. Le modèle
global peut alors être construit en combinant les sous-modèles séparés. Pour ce fait, comme
illustré dans la figure 5.6, les trois parties du système (le pendule inversé, le premier bras
et le second bras) sont représentées dans le bond graph par trois pendules associés et trois
points de liaison (A, G, B) dans chaque élément sont considérés afin de connecter les
composants du système.

La vitesse (flux) est spécifiée en utilisant la jonction 1 dans le milieu de la représenta-
tion du bond graph (A’), ainsi que pour déterminer les vitesses des points de liaison (D’),
(E’) et (F’). La force (effort) appliquée au centre de masse est représentée par la source
d’effort (G’).la relation entre la vitesse et la force du centre de masse a été exprimée en
utilisant la transformée modulée (B’) et (C’), elle a défini la position de A et B dans la
référence (o, x, z). La dynamique de rotation du modèle est considérée en utilisant un
composant inducteur (I’) et la dynamique de translation représentée par deux composants
d’inertie (I’).
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FIGURE 5.6 – Simulation de mouvement du deuxième bras.
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5.3.2.1 Simulations et résultats

Après la réalisation de la représentation graphique du système, on a utilisé le logi-
ciel 20-Sim pour dessiner le diagramme, puis on a essayé de faire une modélisation d’un
prototype de pendule inversé à deux bras en utilisant 20-Sim 3D Mechanics Toolbox, les
représentations des figures ci-dessous illustrent le résultat de cette simulation. D’après les

FIGURE 5.7 – Réalité virtuelle via 20-Sim.

figures 5.8, 5.9 et 5.10. Comme on peut constater, une fois que le couple a été appliqué sur
les deux bras, le système a dévié de sa position d’équilibre.

Comme illustré dans les figures ci dessous, le mouvement du centre de masse et l’angle
de chaque pendule composé de notre système ont été dessinés . Nous pouvons supposer à
partir de ces graphiques présents que le système tombe vers le bas et diverge de son centre
de gravité, en fait, l’insertion d’un contrôleur de stabilité est hautement nécessaire pour
préserver l’équilibre du système.

FIGURE 5.8 – Simulation de mouvement du pendule inversé.

Dans cette section, la validité du modèle pendule inversé avec deux bras a été testé
en utilisant la modélisation graphique et la modélisation mathématique, ainsi, nous avons
défini la géométrie du système et inspecté les mouvements possibles en utilisant les logi-
ciel Matlab et 20-sim afin d’incorporer les équations du mouvement et animer le pendule
inversé avec deux bras.
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FIGURE 5.9 – Simulation de mouvement du premier bras.

FIGURE 5.10 – Simulation de mouvement du deuxième bras.

5.4 Conception d’un contrôleur pour le pendule inversé
avec deux bras

Une fois que le modèle mathématique et graphique du pendule inversé avec deux bras
a été conçu et validé en utilisant l’environnement de la réalité virtuelle, dans cette par-
tie, nous allons proposer deux techniques de contrôle pour assurer la stabilité dans le cas
d’un modèle qui possède une seule entrée et plusieurs sorties. Ces deux méthodes sont
le contrôleur linéaire LQR et le contrôleur intelligent fuzzy. Les résultats seront formulés
dans Matlab/Simulink.

5.4.1 Conception d’un contrôleur LQR

Le régulateur linéaire quadratique est l’une des techniques de contrôle optimal, qui
prend en compte les états du système dynamique et l’entrée de contrôle pour prendre les
décisions de contrôle optimal. Il s’agit d’une méthode simple et robuste.

Après avoir linéarisé la modélisation mathématique, l’espace d’état est donné par :
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ẋ = A.x+B.u⇐⇒



θ̇

θ̈

α̇

α̈

β̇

β̈


=



0 1 0 0 0 0

a 0 b 0 c 0

0 0 0 1 0 0

d 0 e 0 f 0

0 0 0 0 0 1

g 0 h 0 i 0

 .


θ

θ̇

α

α̇

β

β̇


+



0

k

0

l

0

p

 .F (5.6)

Avec,

a =
(M + 4.m).g.l

ξ
, b =

3.g.l.m

2
, c = −b, d = −a e =

−9.g.m.l

2.ξ
− 3.g

2.l
,

f =
9.g.m.l

2.ξ
g = 3.a h = f , i =

−3.g

2
(
1

l
+

3.m.l

ξ
), k =

−6

ξ

l =
3

m.l2
+

1

l
+

2.g

ξ
, p =

−3

m.l2
− 6.m.l2

ξ
ξ = M.l2 + J1 + 2.m.l2,

Afin d’évaluer la stabilité du modèle proposé, nous allons appliquer la commande du
régulateur linéaire quadratique dans la section suivante, de manière à atteindre le bon équi-
librage du système décrit précédemment dans (5.6).

La méthode LQR consiste à trouver la matrice de gain k, de manière à ce que l’état de
la commande en retour soit égal à :

u = −k.x (5.7)

Pour déterminer la commande de rétroaction, il est nécessaire de définir les matrices de
pondération Q et R, ces deux matrices ont un impact énorme sur l’efficacité du contrôleur
LQR et la performance de la stabilisation du système, et de minimiser la fonction de critère
quadratique qui est définie par :

J =

∫ ∞
0

(xTQx+ uTRu) dt (5.8)

Une fois Q et R fixés, La matrice K de la LQR peut être calculé par :

K = lqr(A,B,Q,R) (5.9)

5.4.1.1 Simulations et discussions

Ainsi, dans le but d’apparaître l’efficacité de cette méthode linéaire. La figure 5.11 et
5.12 représentent successivement le bloc diagramme du contrôleur LQR et les résultats
expérimentaux qui démontrent la bonne stabilité et la réponse rapide.
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FIGURE 5.11 – Le bloc diagramme du contrôleur LQR.

La figure 5.12 représente le comportement du pendule inversé à deux bras après appli-
cation du contrôleur LQR.

Les résultats de la simulation montrent clairement que le contrôleur LQR fait converger
le modèle vers la position verticale dans un délai de [0 ; 3] secondes.

Ainsi, il est évident de démontrer la réponse rapide et la bonne stabilité autour du point
d’équilibre.

Il est bien connu que lors de la linéarisation, les effets non linéaires sont ignorés. Néan-
moins, ces effets non linéaires fournissent une dynamique plus performante que les sys-
tèmes linéaires. L’un des contrôleurs intelligents qui est capable de garder les non linéarités
du modèle étudié est le contrôleur Fuzzy. Pour cette raison, nous allons proposer un contrô-
leur intelligent dans la section suivante pour stabiliser ce système SIMO. Les résultats de
simulation seront modélisés dans Matlab/Simulink.

5.4.2 Conception d’un contrôleur Fuzzy

Le Fuzzy est une technique de commande intelligente qui tente de résoudre les pro-
blèmes de commande en s’appuyant uniquement sur des connaissances expertes pour les
résoudre. Cette méthode permet de faire le lien entre la modélisation numérique et la mo-
délisation symbolique, ce qui facilite les développements industriels à partir d’algorithmes
très simples de traduction d’une connaissance symbolique en une entité numérique et vice
versa. Elle a l’avantage d’utiliser des règles linguistiques simples permettant de traduire
facilement le savoir-faire d’un expert pour répondre à un problème spécifique.

De nombreuses recherches ont établi que la commande par logique floue est capable
de de mesurer la vitesse angulaire et l’angle d’inclinaison du pendule tout en calculant la
force à appliquer à chaque instant pour maintenir le pendule en équilibre [153–155].

Pour cela, On va utiliser la commande Fuzzy pour établir la convergence totale du
pendule inversé à deux bras vers sa position d’équilibre.
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FIGURE 5.12 – Le contrôleur LQR pour le pendule inversé avec deux bras.

La figure ci dessous illustre le schéma du bloc diagramme du contrôleur Fuzzy :

5.4.2.1 Simulations et discussions

Après l’implémentation du contrôleur intelligent fuzzy qui va nous permettre de me-
surer la vitesse angulaire et l’angle d’inclinaison du pendule, tout en calculant chaque
moment de la force à appliquer pour maintenir le pendule en position verticale. Les figures
ci-dessous illustrent le comportement du pendule inversé à deux bras après la mise en?uvre
de commande.
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FIGURE 5.13 – Le bloc diagramme du contrôleur Fuzzy .

Le contrôleur proposé à une seule commande et plusieurs sorties qui sont les angles des
trois pendules, Les règles ont été proposées de manière à permettre au contrôleur d’amener
et de maintenir le pendule dans la position d’équilibre correspondante à un moment donné.

Les résultats de la simulation montrent clairement que le contrôleur à logique floue
contraint le pendule inversé à converger vers la position souhaitée dans un délai de [0 ;
30] s sur la figure 5.14 tandis que les deux bras continuent d’osciller comme illustré sur
les figures 5.15 et 5.16. En conséquence, il est facile de voir la réponse rapide et la bonne
stabilité autour du point d’équilibre.

Pour conclure, la méthode LQR est idéale pour stabiliser les modèles linéaires, à dif-
férentes conditions de fonctionnement d’un système dynamique non linéaire. Les effets
non linéaires ne peuvent pas être supprimés, ils doivent être gardés pour avoir la bonne
efficacité et la robustesse du modèle pendant le contrôle. Pour cela, le contrôleur intelli-
gent fuzzy a été choisi de telle manière à amener le pendule inversé à deux bras vers son
point d’équilibre en conservant les non linéarités essentielles du système. Donc, d’après
les résultats de simulations obtenus sur les figures précédents, on peut présumer qu’aucun
de ces contrôleurs ne présente un meilleur résultat. Néanmoins, la bonne combinaison de
plusieurs contrôleurs peut générer une haute stabilité, une bonne robustesse, et une grande
précision.
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FIGURE 5.14 – Simulation de mouvement du pendule inversé.

FIGURE 5.15 – Simulation de mouvement du premier bras.

FIGURE 5.16 – Simulation de mouvement du deuxième bras.



108 Chapitre 5. Modélisation et Contrôle d’un pendule inversé avec deux bras

5.5 Conclusion
Dans ce chapitre, on a remplacé le système pendule double inversé développé dans les

chapitres précédents par un pendule inversé à deux bras. Ce dernier a été régulé et contrôlé
à partir de sa partie supérieure au lieu de la base. L’objectif de cette partie a été accom-
pli. Où on a pu développer une représentation mathématique en utilisant la formulation
lagrangienne et une représentation graphique en utilisant la méthode bond graph, ainsi,
on a pu valider ces deux représentations par la réalité virtuelle qui a confirmer l’effica-
cité et la validité du modèle étudié. En outre, on a assimilé deux contrôleurs à savoir un
contrôleur linéaire LQR et un contrôleur intelligent Fuzzy . L’efficacité et la robustesse des
contrôleurs sont prouvées par la simulation un utilisant le logiciel Matlab/Simulink.
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Conclusion

Cette thèse a démontré qu’il est possible de modéliser et de stabiliser un pendule double
inversé actionné par l’application d’un seul couple sur la partie supérieure du système.
Autrement dit, ce modèle peut être considéré comme un problème de contrôle postural
d’un robot monocycle.

Le système du pendule double inversé est un exemple de système chaotique. Ce sys-
tème est un processus rapide, multi variable, non linéaire et instable. Il représente notam-
ment une bonne plateforme pour la vérification des différentes méthodes de contrôle, et
fait partie des systèmes les plus difficiles à contrôler dans le domaine de l’ingénierie du
contrôle.

Sur la base d’un modèle mécanique de pendule double inversé sous-actionné à deux
degrés de liberté qui est régulé et contrôlé à partir du deuxième pendule, l’objectif ultime
est de concevoir un contrôleur approprié pour obtenir une stabilisation globale autour de
la position d’équilibre verticale instable. Cette thèse présente un certain nombre d’algo-
rithmes de contrôle et de résultats de simulation qui fournissent un balancement globale
du système étudié.

Au début, nous avons donné un aperçu des recherches antérieures sur les classes de sys-
tèmes de contrôle non linéaires et de systèmes mécaniques qui sont pertinents pour ce tra-
vail. Après cela, nous avons fourni une représentation bien détaillée de quelques modèles
sous-actionnés hautement non linéaire qui offrent de nombreuses opportunités stimulantes
pour la future recherche . Ces exemples comprennent notamment le pendule double inversé
rotatif, le pendule double inversé sur chariot, le pendule double inversé du Furuta, le pen-
dule double inversé sphérique, le pendule double inversé couplé en parallèle, et le double
pendule lié à un pont roulant. Par la suite, Nous avons élaboré une représentation mathé-
matique pour les systèmes précédemment décortiqués afin de décrire le comportement et
extraire les équations de mouvements en exploitant la formule lagrangienne.

Pour contrôler les systèmes mécaniques non linéaires sous-actionnés, de nombreuses
stratégies de contrôle ont été représenté à savoir :

1. Contrôleurs linéaires : PID, LQR.
2. Contrôleurs non linéaires : le contrôle par énergie, le mode glissant, le Backstepping.
3. Contrôleurs intelligents : La logique floue, les algorithmes génétiques, les réseaux

de neurones, ANFIS.
Une comparaison des performances de chaque contrôleur a été effectuée. Les résultats

montrent qu’aucun de ces contrôleurs ne présente le meilleur des résultats requis. Cepen-
dant, une bonne combinaison des contrôleurs peut fournir une rapidité dans la convergence
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vers la position désirée, une robustesse, une bonne élimination de perturbation, le bon suivi
de la trajectoire et la minimisation de la résonance.

Dans le chapitre qui suit, on s’est intéressé à la conception d’un pendule double inversé
qui possède une seule entrée et plusieurs sorties. De ce fait, nous avons développé une
représentation mathématique en utilisant la formulation lagrangienne qui consiste à décrire
l’état d’un système dynamique en termes de coordonnées de position et de leurs dérivées
temporelles et qui est égale à la différence entre l’énergie potentielle et l’énergie cinétique.
Cette approche lagrangienne permet de produire automatiquement autant d’équations qu’il
y a de degrés de liberté par l’utilisation des énergies puisque nous n’avons pas à nous
occuper des directions, des vecteurs.

Au reste du chapitre, nous nous sommes concentrés sur la modélisation du Bond Graph
pour un système de pendule double inversé. Le modèle Bond Graph du système a été
construit en spécifiant d’abord les éléments de bases pour la construction d’une représen-
tation graphique, puis en remplaçant les traits par des éléments standards qui contiennent
des relations mathématiques ou fonctionnelles précises. Le système a été décomposé en
deux sous-systèmes qui ont été modélisés. Le modèle a été créé et simulé à l’aide de l’en-
vironnement de modélisation et de simulation 20-sim afin de visualiser les degrés de liberté
à l’aide de la réalité virtuelle.

La deuxième contribution réside dans le troisième chapitre où on a développé deux
lois de commande en s’appuyant sur l’approche floue T-S pour se rapprocher le plus pos-
sible du modèle non linéaire. Par ailleurs, le modèle flou T-S est un outil assez puissant
et pratique pour la modélisation et le contrôle de systèmes non linéaires complexes. Il
s’avère être une fonction d’approximation qui peut approcher n’importe quelle fonction
non linéaire avec n’importe quel degré de précision. Le concept de modèle flou T-S est
similaire aux approches d’approximation linéaire par morceaux dans la commande non li-
néaire, qui linéarise un système à un ensemble de points de fonctionnement sélectionnés et
conçoit un contrôleur de rétroaction linéaire local pour chaque modèle linéaire. Cependant,
étant donné que l’action de commande globale consiste à commuter entre les contrôleurs
linéaires locaux en fonction des états du système.

Pour cela, nous nous sommes reposés sur le modèle flou T-S pour développer deux
commandes à savoir, une stabilisation par retour d’état (Théorème 1) et une stabilisation
relaxée (Théorème 2). Les deux théorèmes ont une similitude dans l’utilisation des inéga-
lités matricielles linéaires (LMI) dans le contrôle flou à base de modèle T-S. Cependant,
les tests numériques démontrent que le théorème 2 est beaucoup meilleur que le théorème
1 où nous avons constatés que le temps de convergence vers la position désiré est plus petit
que celui de théorème 1.

La troisième contribution se manifeste dans le fait de combiner un contrôleur non li-
néaire Backstepping avec une erreur quadratique pour atteindre la stabilité de ce pendule
double inversé typique. Pour cette raison, nous avons construit une fonction de Lyapunov
en remplaçant l’erreur avec un terme quadratique qui constitue deux entrées virtuelles afin
de stabiliser le pendule double inversé avec la seule commande appliqué à la partie supé-
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rieure en prenant en compte toutes les non linéarités qui ne peuvent pas être supprimées.
En effet, les résultats de la simulation ont démontré l’efficacité du contrôleur Backstep-
ping basé sur une erreur quadratique et une bonne réponse de la flexibilité du système a été
assurée dans le sens où il peut être ajusté de la position initiale à la position d’équilibre.

Après avoir atteint nos objectifs principaux, à savoir la conception d’un nouveau sys-
tème de pendule inversé double sous-actionné par un couple unique appliqué à la partie
supérieure du système et le développement de trois stratégies de contrôle, nous sommes
passés à notre objectif final, à savoir le remplacement du pendule double inversé par un
pendule inversé à deux bras. De ce fait, nous avons défini ce système en exploitant les
différentes techniques de représentation mathématique et graphique. Le modèle a été exé-
cuté dans Matlab/Simulink et 20-Sim où on a pu valider les degrés de liberté θ, α et β
en utilisant l’environnement de la réalité virtuelle. Par la suite, nous avons proposé deux
contrôleurs à savoir un contrôleur linéaire LQR et un contrôleur intelligent Fuzzy . Les
simulations ont démontré l’efficacité des contrôleurs proposés tandis le pendule inversé à
deux bras est amené à sa position d’équilibre.

Développements futurs
Bien que nous soyons encouragés par les réalisations susmentionnées. Les enjeux

évoqués dans cette thèse ouvrent le chemin à plusieurs directions de recherche futures
visant principalement à élargir le spectre d’application des stratégies de contrôle présentés,
et les suivantes approches possibles pourraient être envisagées :

1- Ajouter deux pendules au pendule inversé à deux bras de façon à augmenter le
nombre de pendules jusqu’à arriver à contrôler un système SIMO avec n pendules.

2- Développer d’autres approches de contrôle afin de stabiliser ce système par
l’application d’un seule couple sur la partie supérieure.

3- Étudier la possibilité de remplacer le système à n pendules avec un gyroscope.

4- Réaliser les systèmes développés sur des plateformes réelles, et ainsi vérifier le bon
fonctionnement des contrôleurs proposés par des simulations réelles
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