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Introduction

Les travaux de recherche dans la théorie des ensembles flous qui suivent le
célebre article "Fuzzy Sets”, publié par L. A. Zadeh (1965), ont révélé le pouvoir
de cette théorie, comme un outil tres important pour la modélisation incertaine et
le processus vague et subjectif de l'information dans les modeles mathématiques.
Cette théorie permet de modéliser le traitement de 'information.

Différentes tentatives ont été faites pour établir des théories mathématiques basées
sur les ensembles flous au lieu d’ensembles ordinaires. Les moyens pour comprendre

le comportement humain en termes de distribution dans I’espace métrique ont été
fournis, et les applications aux différents domaines de traitement de I'information
ont été discutées. Ainsi, cette théorie permet aussi d’évaluer l'influence des parametres
imprécis dans les modeles, que ce soit mathématiques, techniques ou physiques
(analyse des données, intelligence artificielle, théorie de la décision, control,
reconnaissance des formes, etc .. ..).

Les jugements humains subjectifs ou les expressions dans la langue naturelle,
doivent étre interprétés en terme de nombres dans un espace de mesures.

Les ensembles flous fournissent une structure convenable pour la modélisation
mathématique de ces phénomenes.

Dans ce travail, on s’intéresse a I’étude des solutions floues pour des équations
différentielles ordinaires qui contiennent des parametres susceptibles d’étre des
quantités floues.

Dans le premier chapitre, on introduit les notions de base de la théorie des
ensembles flous, on définit les notions fondamentales de ce nouveau concept suite

aux différents travaux de L. A. Zadeh [39], H. Prade et D. Dubois [12], H. Bandemer



[3], S. Miyamoto [24], A. Kaufmann [16], H. Nguyen [27], M. Mizumoto et K. Tanaka
[25],

Dans le second chapitre, on s’interesse a la notion de la solution floue pour les
modeles qui sont constitués par des équations différentielles ordinaires. Pour cela

on va étudier I’existence et 1'unicité d’une solution pour le probleme suivant :

Wl — f(t,u(t)), teT=][0,d,

dt

u(0) = ug € EY,

oula fonction f satisfait la condition généralisée de Lipschitz.

Le troisieme chapitre est consacré a 1’étude d’une équation différentielle a condition
non locale floue.
Nous allons établir I’existence, 1'unicité et la dépendance continue a la donnée

initiale de la solution intégrale du probleme de Cauchy :

i(t) = f(t, z(t)), teT,zg€ B,

z(0) = zo + g(t1, ... tp, x(.)),

avec f: T x E' — Elet g: TP x C — E' sont des fonctions données.

C' : I'espace des fonctions continues de 7" dans E' muni de la métrique

H(y,r) =supd(y(t), =(t)).

teT



Chapitre 1

Theéorie des ensembles flous

1.1 Notions élémentaires

1.1.1 Définitions et exemples
Soit X un ensemble quelconque

Définition 1.1.
Un ensemble flou A de X est caracterisé par la donnée d’une fonction caractéristique
généralisée

fa s X — [0,1]
appelée fonction d’appartenance de A.

Pour tout x € X, on désigne par la valeur pua (z) le degré d’appartenance de
I’élement = a 'ensemble A, on note par F (X) la collection de tous les ensembles
flous sur X.

Il est clair que pour chaque ensemble usuel ou classique M, sa fonction caractéristique

usuelle est semblable a sa fonction d’appartenance

tar = X, ou x est la fonction indicatrice.

par conséquent, on considere les ensembles classiques comme un cas particulier



des ensembles flous avec seulement 0 et 1 comme degrés d’appartenance.

Définition 1.2.

Soit a € [0, 1] et A un ensemble flou, alors I’ensemble classique
A% ={z € X pa(2) 2 o}

est appelé “a-coupe” ou “coupe de niveau a” de I’ensemble flou A.

On désigne par la coupe
supp (A) = A” ={z € X : s (z) > 0}

le support de I’ensemble flou A.

Exemple 1.1.

Soit I'’ensemble flou A décrit par sa fonction d’appartenance

a—1 pour ac€l(l,?2

1
pala) =4 —a+3 pour acl23

0 ailleurs

A est un ensemble flou de R dont le support est supp(A) = |1,3[ et A = {2}

Définition 1.3 (Produit cartésien flou).

Soit A; € F (X;) pourtouti e I ={1,...,n}

T:F(Xy) x---xF(X,) —» F(X;x--xX,)

(Bays -y pta,) = fia, @ @ g,

Ha, @ Q pa, (xh - vmn) = min (MA1 (xl) yeeey HA, (mn))

est le produit cartésien flou des ensembles flous Ay, ..., A,,



1.2 Principe d’extension des ensembles flous

Le principe d’extension décrit par L. A. Zadeh (voir[39][34][40]) , nous permet
de donner un sens a l’extension du domaine d’une application ou d’une relation
définie sur un ensemble X aux sous ensembles flous de X. On a montré dans dans
I’analyse des nombres flous [25], la méthode ensembliste en effet 1'utilisation des
ensembles a-coupes d’un ensemble flou est trés simple que I’approche fonctionnelle
(i.e. l'utilisation des fonctions d’appartenances).

L’'application du principe d’extension aux ensembles flous peut étre regardé
comme une application de ce lui ci aux a-coupes de I’ensemble flou en question.
En général si

f:XxY—=>Z

et A, B sont des sous ensembles flous de X et Y, respectivement, on obtient
[f (A, B)]*® = f (A%, B*%) (1.1)

ot A2, B2, et [f (A, B)]*% sont respectivement les a-coupes de A, B et f (A, B).
On veut donner une condition nécessaire et suffisante pour obtenir (1.1), et définir
une classe de nombres flous ou cette égalité est vérifiée pour toute fonction f

continue.

1.2.1 Reésolution de V'identité

Pour «a € [0, 1], rappelons que 1’ensemble a-coupe de A est définie par
A2 ={z € X :pa(v) > a}
Si A, B € F(X), alors par définition, A = B si et seulement si

pa(z)=pp(z) VeelX



Il est facile de vérifier que
A=B & A*2 = B2 Vac€l0,1]

Il est aussi évident que Sy = |J A%2 ou S, est le support de I’ensemble flou 4,
a€0,1]

Sa={zx:pa(x) >0}

D’autre part, on a

Vee X pa(z)= 51[1p} (ax go> () (1.2)
a€c|0,1

et ainsi A peut étre représenté comme suit
1
A= / Az (1.3)
0

ou fol représente 1'union sur « € [0, 1], et «A*= est ’ensemble flou dont la fonction

d’appartenance est

a si xe A*z

XaAe> (fﬂ) =
0 si x¢ A=

Proposition 1.1.

Si A®, a € [0, 1], est une famille de sous ensembles de X tel que :

1
A :/ Aoz
0

alors
(i) A" C A", Va € [0,1].
(i) | A== |J A=

a€lo,1] a€l0,1]
Preuve :

(i) soit z € A%, alors agX juo () = g,

(@) = sup (ax g () >
a€(0,1]

10



donc x € A%=

(ii ) L'égalité de (ii ) vient du fait que les deux membres décrivent le support S, de

A.

1.2.2 Principe d’extension

Rappelons que si f : X — Y, et A € F(X), alors I’ensemble flou f (A) est défini,

via le principe d’extension, par

FAA)eFN)  ppay(y) = sup pa() (1.4)
)

Remarque 1.1.
Dans I’'ordre d’appliquer ce principe aux applications floues, on reécrit (1.4) sous la

forme équivalente suivante :

tpay (y) = sup min (pa (%), Xp@) (Y)) (1.5)

ol Xy(z) (y) = 1 ou 0 suivant quey = f (x) ouy # f (x).

Proposition 1.2.

Soit AcF(X)etf:X —Y, alors

1
f(A>:/ of (A°%) (1.6)
0
Preuve :
ppay(y) = sup pa(z)
zef~1(y)
= sup sup axge> (z) (1.7)
z€f~1(y) | a€l0,1]

= sup [axae> (2)]
zef~Hy)
a€[0,1]

11



D’autre part, soit B = fol af (A*=), alors
pp(y) = sup axjiaex) (v)
a€l0,1]

= sup |a sup Xge> (2)
acl01] | zef~'(y)

= sup sup  a.xge> ()
a€(0,1] _xef_l(y)

= sup [OéXAaz (95)] = Hf(A) (?J)
zef—1(y)
ae(0,1]

Remarque 1.2.

On a

Proposition 1.3.

Soit f: X xY - Z, etAcF(X), BeF(Y); alors

f (A, B) :/0 af (A*2, B*?)

Preuve :

Lrap) (2) = sup  min(pa(x), ps (y))
(z.9)ef-1(2)

= sup min| Sup ayge> (), sup axge> (y)
(z,y)ef~1(2) a€l0,1] a€l0,1]

12
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(1.9)



Soit T = fol af (A=, B*=), alors

KT (Z) = sup aXf(;;aZVBaZ) (Z)
a€0,1]

= sup sup  min (ax ez (), axpe> (¥)) (1.10)
agl01] | (zy)ef~1(z)

= s [min (ax 40> (), aXpo> (y))]
agel0,1
(z,y)€f1(2)

Pour montrer pir (2) = fifa,p) (2) , il suffit de montrer

min (ag, By) = Sl[t)pl] [min (. x 40> (), . X o> (¥))] (1.11)
agcl0,

avec
g = SUP QX ge> ()
a€l0,1]
By = sup axpe> ()
a€l0,1]

Si min (ap, fy) = 0, sans perte de généralité on prend oy = 0
alors ax 4o> () = 0 pour tout « € |0, 1]
ainsi (1.11) est vérifiée.

Supposons maintenant que min («ayg, fp) > 0, on a alors

xr € A2 pour tout o < «p

etz ¢ A*> pour tout o > ag

. La premiere est évidente. Montrons que
- S’ il existe o tel que

o <ap, 1 A

alors x ¢ A°Z pour tout a < o (d’apres le fait que a < 8 = A% D AP2), ainsi
sup a.x 4> () < o' < ag

a€l0,1]

ce qui est absurde.

13



- S’ il existe o telle que
o >ap et x€AYZ
alors sup a.x4e> () > «ap, ce qui est aussi absurde.

a€(0,1]
De la méme fagon, on a

y € B®> pour tout o < Sy

y ¢ B*= pour tout a > f3,

ainsi

_ a pour « < min (ag, 5)
min (a.x ge> (), . X ez (¥)) = .
0 pour « > min (ayp, )

et

o, i (40 ) x5 ()] = mim (e, )
agl0,1

Remarque 1.3.

f (A=, B°%) C [f (A, B)]"%, Yo € [0,1], mais en général

f (A%, B*) £[f (A, B)]*=.

Proposition 1.4.
Avec les notations de la proposition 1.3, une condition nécessaire et suffisante pour

avoir I’égalité suivante :
(A2, B°%) = [f (A, B)]*" Vae0,1]

est Vz€ Z, sup min(pa(x),us(y)) est atteint
(zy)ef~1(2)

Preuve :
(i)Supposons que [f (4, B)]* C f (A*=, B*=)
Soit z € Z tel que

sup  min (ua (), 15 (y) =t t€]0,1]
(z9)€f1(2)

14



on a
ppas (z) =t = z€[f(AB)*
=zef (Atz, Btz)
ainsi, 3z € A= et §j € B*= tels que [ (z,y) = 2.
Pour (z,y) € [~ (2) et ua (z) > ¢,

pp () >t = min (pa (z), pp (9)) > t

mais

sup  min (pa (z), pp (y)) > min (pa (2) , 1 (9))
(9)€f~1(2)

et que

min (pa (Z), pp () =1

(ii ) D’apres la proposition 1.1 et la proposition 1.3, on a
f(A%2,B°2) C[f(A,B)]*"  Vael0,1].

Maintenant supposons  sup  min (ua (z), pup (y)) est atteint.
(zy)ef(z)
Soit » € [f (A, B)]*Z, c’estadire : upap (2) = sup min(ua(z), 15 (y)) > a
(@y)ef1(2)
- Sippap) (2) > «, par définition du sup il existe (z, ) € f~! (2) tel que :

a < min (pa (2), 1s (5)) < prap (2) = T € A% et je B*=

ainsi  z = f(z,9) € f (A=, B*2).
- Sippa,p) (2) = @ alors par hypothese, il existe (z/,y') € ' (z) tel que :

min (pa (2'), ps (y') = sup  min (pa (z), pp (y) = o
(z9)ef~1(2)

= 2/ € A*2 et y € B*2

ainsi z = f(a/,y) € f (A=, B*2).

15



Définition 1.4.

Soit la fonction
g: X x---xX, =Y

(1, xn) = g(T1,...,2,)

on lui associe la fonction floue g définie par

g:F(Xy) x---xF(X,) — F()
(Al,...,An) — Q(Ah;An)

avec
Kg(Ay,...,Ap) (y) = sup min (:u/h (l’1> gy A, (*Tn))
(G Tp)EX] XX Xn
g1, wn)=y
si pour tout y € Y, il n’existe pas d’élément x4, ..., x, tel que

g(z1,...,x,) =y

alors on pose par définition

MQ(AL---,An) (y) - O

Remarque 1.4.

Soit x = (x4, ...,x,), alors de la définition (1.3) on a

pa, @+ @ma, (T1,...,x,) =min (pa, (z1),..., 04, (T,))
d’apres le principe d’extension donné par la définition (1.4)

[g(Ar,... A (Y) = sup  min (pa, (21), ..., pa, (Tn))
TzEX XX Xn
g(z)=y

= SUp  fa, @ - @ pia, (T1,. .., Tp)
rzEX XX Xn
g(z)=y

= sup s @ Qpua, (g7 (v))

16



Remarque 1.5.

Soit
Gg:F(Xy) x--- xTF(X,)

A: (A17~--7An)
avec

tgca) (y) = sup pa (9 ()

La fonction 7 comme dans la définition (1.3) et § comme dans la définition (1.4)

nous permettent d’obtenir

En effet

Théoreme 1.1.

Soient f : X — Y etg:Y — Z alors, d’aprés le principe d’extension on obtient

Preuve :

Soit AcFetze Z, alorson a:

pr(2) = suppa((go ) (2))
(g7 (2)
- supuA< U f_l(y)>

yeg—(2)

= swp U pa(f7'(v)

yeg~1(2)
Hoofay (2) = suppifa) (97" (2))
= sup{suppua(f~' (v):y€g ' (2)}

= supjia

17



1.2.3 Calcul avec des nombres flous

Définition 1.5.
Soit R la droite réelle, un nombre réel flou est I’ensemble flou représenté par la

fonction
pa:R — [0,1]

T v pia(w)
qui vérifie les proprietés suivantes :
- Az £,

- Va € [0, 1] les A*= sont des intervalles compacts de R.

Pour un nombre réel flou, on note a (respectivement i, et a®>) au lieu de A (respectivement

14 et A%), ainsi que les intervalles compacts a®= par

a* = [aza CL;}

L'ensemble flou donné par I’exemple 1.1 représente aussi un nombre réel flou qui
est 2. Pour plus de détails sur le calcul avec des nombres flous; nous référons aux

travaux([11, 36, 20])

Définition 1.6 (Continuité supérieure).
Soit la fonction f : R — R
f est continue supérieurement sur R si et seulement si pour tout x € R et pour

chaque suite de nombres réels (z,), avec lim (z,) =z ona:
n—oo

f(x) > limsup f (x,).

n—o0

Proposition 1.5.

Soit la fonction f : R — R, alors on a I’équivalence suivant
(i) Ya € [0,1] I'ensemble {x : f (x) > o} est fermé.

(ii) f est continue supérieurement sur R

Preuve :
(i) = (ii)

18



On suppose qu’il existe z € R et une suite réelle (z,), avec lim (z,) =7, ona

n—oo

f(z) <limsup f (z,) =r

n—o0

=30 >0, f(z)<limsupf(z,)—d=r—39

n—o0
alors r est un point d’accumulation, on peut extraire une sous-suite (z,,), avec

lim (z,,) = r. En particulier 3k, € N, tel que

n—oo

Vk > ko o f(zn,)>7—

|

ainsi a partir du rang k, tous les termes de la suite (z,,),.y sont dans 'ensemble
{z: f(z) >r—2}, lasuite (z,), ainsi que sa sous-suite extraite admettent  comme
limite. D’autre partona f (z) <r—dorr—0 <r — g ce qui implique que
z¢{z:f(x)>r—2} ce quiest absurde.

(ii) = (i)

Il existe une suite de réels (z,), avec lim (z,) =z, et f (z,) > a alors

n—oo

f () > limsup f (2,) > a

n—o0

Remarque 1.6.

Soit la fonction
pa R — [0,1]

= pia ()
qui vérifie les conditions suivantes
(a) A= £10.
(b ) pa est continue supérieurement sur R
(c) pa est croissante sur | —oo, A;”| et décroissante sur [A};, +oo].
(d) lm py(x)=0.

|z|—o00

alors I’ensemble A définit un nombre flou.

19



Théoreme 1.2.

Soit la fonction
f:R* - R

z = f(z)
et Ay, ..., A, des ensembles flous, alors pour tout « € [0,1] on a
(1) f(An o A)Y = FAP, . A7),

(ii ) en outre si f est continue, alors pour tout o € ]0,1]| on a

A

f(A1,...,An)a2 :f(A?Z,...,AO‘Z)

Preuve :

Montrons (i)

1) f (A1, ... AN D f(AS>, ... A>)

soit y € f(A}”,...,A%”) et (x1,...,2,) € Ravec f(z1,...,2,) = y et pa, (x;) > «,
Vie{l,...,n}

d’ou
min (pa, (z1),..., 14, (T,)) > «
= (30151’1};)1)GIR min (pa, (z1),..., a4, (1,)) >«
Faro )=y
= Wfay,.an (Y) > @

2) f(AL, ... AN Cf(AS>, ..., A2>)

montrons que y € R, alors que

.....

ainsi que
pa, (x;) > a, Vie{l,...,n}
on a
Hicar,an W) > Q= B, a (y) >0
d’apres le principe d’extension, il existe au moins (z;,...,Z,) € R tel que :
f(@1,...,2,) = y. D’'autre part ps, 4 )(y) réalise le supremum de la quantité

20



min (pa, (z1), ..., pa, (z,)) surl’ensemble {(z1,...,x,) : f(x1,...,2,) =y}, en particulier

pour (Zi,...,Z,) donc
min (:u/h (i‘l) v HA, (jn)) >a=yef (A?Dv s ’Araz>)

Montrons (ii)
1) f(Ay,..., A)% D f(A%>,..., A°>) (de méme que [ (1). 1.)])
2) f (A1, ... A)Y CF(AS, ... A%

n

Soit « € 10, 1] tel que

FiAray (¥) = sup min (g, (21),. . pa, (20)) 2 @

alors d’apres (i), il existe (2],...,2%) € Ravec f (z],...,2}) =y, tel que
. ; ; 1
min (MA1 (1’1) ey HA, (In)) = o= ;

on prend § € ]|0,af, A; est un nombre flou ce qui implique que Af ~ est compact
Viel

= APZ x ... x A%Zest compact

en particulier

Jjo € Ntel que (x,...,27) € A7” x --- x APZ Vj > j,

, \ SO . . . e ;

d’apres le théoreme , il existe une suite convergente (xl . ,x#) ey avec
: J k) — B> >
kh_)rgo(xl’“,...,xff)—(xl,...,xn)eAl X - x AP

d’apres la continuité de f

f(xla“-7xn): hmf(x{k”xik) =y

k—o0
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; . Jk 1
alors Vi € I : pa, (#]') > a —+

= [a, (klggo 91?3’“) > limsup (pa, (22))

k—o00
> limsup <a — i) =«

k—o00 Tk

Remarque 1.7.
- Soit f : R® - R : z — f(z) une fonction continue, Ay,..., A, des nombres
flous et f I'extension de f alors f(Al, ..., A,) est aussi un nombre flou

Remarque 1.8.
Soit f : R" - R : (x1,...,x,) — f(x1,...,x,) une fonction continue et a4, ... ,a, des

nombres flous alors Va € ]0,1] :
1. si f est monotone croissante par rapport a chaque variable alors

f(al,...,an)z:f(a(fL,...,azL)

f(al,...,an)ZZf(aTR,...,aZR)

2. si f est monotone décroissante par rapport a chaque variable alors

f(al,...,an)z:f(a(fR,...,azR)

f(al,...,an);:f(aTL,...,a:;L)

3. si [ est croissante (respectivement décroissante) par rapport a x; pour tout

i # j et f est décroissante (respectivement croissante) par rapport a x; alors

A a a e [eY [eY a
f(al,...,aj,...,an)L:f(alL,...,ajflL,ajR,ajHL,...,anL)
«@

" @ feY a a [
f(al,...,aj,...,an)R:f(alR,...,aj_lR,ajL,aj+1R,...,anR)
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Chapitre 2

Equations différentielles floues

2.1 Introduction

Seikkala [35] a defini la dérivée d’une fonction a valeur floue qui n’est qu’une
généralisation de la dérivée de Hukuhara décrite dans [30], il a défini aussi l'intégrale
floue qui est la méme que celle de Dubois et Prade [12], et via le principe d’extension

de Zadeh, il a montré que le probléme flou a valeur initial

2 () =f(tae®), x(0)=umx

admet une solution floue unique quand f satisfait la condition généralisée de Lipschitz.
Dans [15] Kaleva a étudié le probleme de cauchy floues. Ainsi, Park et al [28, 29]
ont étudié l'existence des solutions pour des équations integrales floues dans des
espaces de Banach.

On considére le probleme flou a valeur initiale

=f(tu(®), u)=u ek

ou f est une application définie sur [0, +oo[ X E' a valeurs dans E'.
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2.2 Preéliminaires

(Pk (R),d) désigne la famille de tous les sous ensembles convexes, compacts et
non vides de R. Etant donné A et B deux sous ensembles bornés non vides de R. La

distance entre A et B est définie par la métrique de Hausdorff
i (4,8) = o fsup nf o] sup i 0]}

ou || || désigne la norme Euclidienne usuelle dans R. Il est clair que (Px (R),d) a

une structure d’ espace métrique .

Proposition 2.1. [31]

L’espace metrique (Px (R™),d;) est un espace complet et séparable.

e Soit 7' = [0,a] C R un intervalle et on note par
E' = {u:R —[0,1] / u satisfait les propriétés (i) - (iv ) suivantes}

(i) u est normale, i.e., il existe un = € R tel que u (zg) = 1.

(ii) u est convexe floue c’est a dire
p(tr + (1 —t)y) > min (u(r), u(y)) Yo,y € R, t€[0,1]

(iii ) u est semi continue supérieurement

(iv) v*={z € R:u(x) > 0} est compact
alors d’apres les propriétés ci dessues on a :
[u}a € Px (R) pourtout0 < a < 1

e Soit une fonction g continue

g:RxR—R
on peut étendre la fonction g a
E'x E' =5 E!

24



via le principe d’extension de Zadeh par I’équation

Hg(uw) (2) = sup min (uy (), 1 (y))

Z:g(xvy)

ol /i4(u,0) €St la fonction d’appartenance de I’ensemble flou g (u, v). Ce qui nous

permet d’avoir
lg(u,0)] =g ([u]a : [U]a) Vu,o € B! 0<a<l1
En particulier pour I’addition et la multiplication par un scalaire,

[ut o] = u]” +[o]

[ku]” =k [u]”
ouu veEFE,EkeER,0< a<1, donc F' muni de ces deux lois a une structure

d’espace vectoriel.

Proposition 2.2. [26]

Siu € E', alors :
(1) [u]” € Pgx(R) pourtout0 < o < 1
(2) [u]a2 C [u]al pour0 < oa; <ap <1

(3) Si{ay} C [0, 1] est une suite décroissante qui converge vers « > 0, alors

[u]" = ([

k>1

Inversement, si {Aa 0<a< 1} est une famille de sous ensembles de R qui satisfait
(1)-(3), alors

[u]” = A" pour0 < a <1
et

w'= | J A" c A

0<a<l
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On définie I’application suivante
d: E'x E' - Rt

par

d(u,v) = sup dy ([u}a , [v]a>

0<a<1
ou dj, est la métrique de Hausdorff définie dans Pk (R).Il est facile de vérifier que d

est une métrique dans E'.

Remarque 2.1. [32]
- (E',d) est un espace métrique complet
- d(u+w,v+w)=d(u,v) pour tout u, v, w € E'.
- d(ku,kv) = |k|d (u,v) pour tout u, v € E', k € R.

Donc E' a une structure d’espace de Banach pour la norme
Jul =d(w,0) ueE

Définition 2.1. [19]
On dit que I’'application
F:T— E'

est fortement mesurable si pour tout « € [0, 1] I’application
[F]" : T — Pg (R)

définie par

est Lebesgue mesurable, ot Py (R) est muni de la topologie induite par la métrique

de Hausdorff d;,.

Une application F : T — E' est dite intégrable bornée si il existe une fonction
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intégrable h telle que
|z|| < h(t) pour toutz € [F]°(t)

Définition 2.2.
Soit F: T — E!
L'intégrale de F sur T notée par [, F (t)dt est définie par I’équation

[rF® ) = [ F] (1)t
= {fo(t) dt: f:T — R mesurable, f € [F]a}

Pour tout 0 < o < 1.

Proposition 2.3.
Si I : T — E' est fortement mesurable et intégrablement bornée, alors F est

intégrable.

Proposition 2.4. ([19])
Soient I, G des fonctions définies de T a valeurs dans E' intégrables,
et soit A € R alors

~ [ (F()+G(0)dt = [, F(t)dt + [, G (t) d,

- [pAF(t)dt =X [ F (t)dt,

- d(F,QG) est intégrable,

- d ([, F(t)dt, [.Gt)dt) < [, d(F,G)(t)dt.

Définition 2.3. ([37])
L’application
F:T— E'

est dite différentiable (ou H-différentiable) en t, € T, si les limites suivantes

F(to+h)—nF(to)
h
F(to)—nF(to—h)
h

lim
h—0+

lim
h—0—

existent et sont égales a I’ (to) € E', ( F' (t,) est appelé la dérivée de Hukuhara de
FentyeT).
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Ces limites sont calculées dans ’espace métrique (E*, d).

Définition 2.4.
Si F définie par : F : T — E' est différentiable en t, € T, alors on dit que F’ (t)

est la derivée floue de F (t) au point ;.

Remarque 2.2.
Soient F, G deux fonctions définies sur T a valeurs dans E' et A € R, si F et G sont

différentiables au sens floue alors on a :
(F+G) (t)=F({t)+G (t), (AF)(t)=\F'(t)

Remarque 2.3.
Soit ' : T — E' une application continue; alors pour chaque t € T, l'intégrale

G(t) = f(f F (1) dr est différentiable et G' (t) = F (t).

Remarque 2.4.
Soit F : T — E' une application différentiable et supposons que la derivée F’ (t) est

intégrable sur T. alors pour chaque s € T on a

F(s):F(O)+/OSF’(t)dt

On note par C [T x Q, E'], (ou Q C F' est un ensemble ouvert), 'ensemble des

applications floues continues définies sur 7' x ) a valeurs dans E'.

Définition 2.5.
On dit que la fonction f : T x Q — E' est lipschitzienne par rapport a x s’il existe

un nombre réel positif K tel que
YVteT et VSCl,QZQ € ) d(f(t,xl),f<t,$2)) < Kd(l’l,x2>

On dit que f est localement lipschitzienne par rapport a x si tout élément de T x 2

possede un voisinage dans T x §2 dans lequel f est lipschitzienne par rapport a x.
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Définition 2.6.
Supposons que f € C[T x Q, E'|, alors

L’application x : T — () est une solution du probleme
¥ =f(tx), x(0)=umx
si et seulement si elle est continue et satisfait I’équation intégrale
t
z () = xo +/ f(s,z(s))ds pour toutt € T
0

Proposition 2.5 (Lakshmikantham ).
Soit G un ouvert de R? , g € C'[G, R, et (to,uo) € G.

On note par (r(t), [to, to + a]) la solution maximale du probléeme a valeur initiale

u'=g(t,u), u(ty) =ugp

Sim (t) € C|(to,to + a),R] satisfait :
- (t,m(t)) € G pour toutt € [ty,to+a),
- m(to) < uo,
- Dm(t)<g(t,m(t)), Vte [to,to+a)\Il.
ou D est une derivée de Dini et I" un ensemble dénombrable sur [ty,t) + a).
Alors
m(t) <r(t), Vtelto,to+a)

2.3 Equation différentielle floue

Soit T' = [0, a] C R un intervalle compact, et supposons que

f:TxFE'— E!
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est continue, on considére le probleme a valeur initiale
Zt)=f(t,xt), teT; xz(0)=umx (2.1)
On utilise le concept de différentiabilité donné dans [14, 21]. Alors
r:T — F!

est solution de (2.1) si et seulement si elle est continue et vérifie I’équation intégrale

suivante :

x(t):%—i-/otf(s,x(s))ds teT

Notons par C (T, E') ’ensemble de toutes les applications continues de 7" a valeurs

dans E'. Pour &, p € C' (T, E'), on définit

H (&, p) =sup{d(§(t),p(t) :teT}

H est une distance sur C (T, E') qui conserve toutes les propriétés de la distance d
définie sur E'.

Donc (C (T, E') , H) est un espace métrique complet.

En outre, d’aprés la construction de la métrique H, pour tout &, ¢, v € C (T, E') et

keR,ona

HE+Y,0+9) = H(& )
H (k& kp) = [k|H(§,0)

ce qui nous permet de déduire que C (T, E') a une structure d’espace de Banach.
Pour ¢ € C (T, E'), on définit ’opérateur G par
t
G¢eC (T, EY)  [GE(t) ==, +/ f(s,6(s)ds teT (2.2)
0

alors x € C (T, E') est une solution de (2.1) si et seulement si Gz = x.
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Lemme 2.1.

Supposons qu’il existe r > 0 tel que
d(f(t,a:),f))ér teT et xeFE! (2.3)

alors G est compact.

Preuve : Soit B un ensemble borné dans C (7, E'). L'ensemble
GB ={Gzx:x € B}
est equicontinu si et seulement si pour tout t € T, I’ensemble
[GB](t) = {[Gz](t) - t € T}

est un sous ensemble equicontinu de E'. Or pour tout ty, t; € T avec t, < t;, et

z € Bona

t1 —to| -sup {d (f (t,z (1)),0) : t € T}

d([Gz] (t1), |Gz (ty)) <|
<ty —tol -

Ce qui montre que GB est equicontinu,

Soitt € T fixé, on a
d([Gz] (t),|Gz] (') < |t —t'| -r pourtoutt' € T, =z € B
ce qui implique que ’ensemble
{[Gx] (t) : x € B}

est un précompact de E' qui est complet. Donc d’apres le théoréme d’Ascoli, on a

G B est relativement compact dans C (T, E'). O
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Théoreme 2.1.
Supposons que

T x E' — E'
f

est continue et bornée, i.e. satisfait (2.1), alors le probleme a valeur initiale (2.1)

posséde au moins une solution sur l'intervalle T.

Preuve : Rappelons que x € C (T, E') est une solution de (2.1) si et seulement si x
est un point fixe de ’opérateur G définie par (2.2).

Considérons dans l’espace métrique (C (7, E'), H), la boule
B={¢eC(T,B") :H(0)<m} m=(0b-a)r
ainsi GB C B. en effet, pour z € C (T, E'),

4((Ga] (t). (G (@) = d (f(t,(t)).0)

<[t—al-r<jb—al-r
par conséquent, on définit
0:T—E', 0(t)=0, teT

on a

H (G, G@) =sup {D ([Gz] (t), [GO] (t)) : t € T}

D’apres le lemme 2.1, G est compact et, en conséquence, il admet un point fixe

x € B, solution du probleme a valeur initiale (2.1). O

2.4 Existence de solutions globales

On va donner différentes hypotheses qui garantissent 1’existence globale de la

solutions du probleme du Cauchy
o= f(t,x), x(to) =m0 (2.4)
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ou feC[JxEYEY, J=[ty,+00), xg € E.
On suppose que f (¢, z) est assez réguliére pour supposer l'existence de solutions

locales de o’ = f (t,z), t > o a travers tout point dans J x E'.

Théoreme 2.2.
Supposons que
(i) f(t,z) est localement Lipschitzienne en x pour (t,z) € J x E*,
(ii ) il existe une fonction g € C'[J x [0,+00),[0,+00)] tel que :
d(f(t,x),0) < g(t,d(x,0)),V(tz)eJxE,
(iii ) g (t,u) est croissante en u > 0 pour chaquet € J, et la solution maximale

r(t,to,up) du probléme scalaire a valeur initiale
u=g(t,u), u(ty) =ug (2.5)

existe partout dans J.
Alors J est I'intervalle d’existence le plus large de toute solution r (t,ty,u) de
(2.4) avec D (x0,0) < ug -

En plus, sir(t,ty, uy) est bornée sur J, alors tli+m x (t,19, 7o) existe dans (E',d).
—+00

Preuve : D’apres I'hypothese (i), il existe 6 > 0 tel que la solution unique du
probléme (2.4) existe sur [tg, o + 9.
Soit

V ={z(t): x (t) solution de (2.4) définie sur [to, 3,) }

Alors V' # (). Prenons
f=sup{f;:xz(t) eV}

clairement, il existe une solution unique de (2.4) qui est définie sur [ty,5) avec
d (l’o, O) < Ug.

Si f = +o0, le théoreme est demontré. Supposons maintenant 5 < 400 et posons

m(t) =d (z (t,to,79),0), to<t<}p

33



alors D’apres (ii ) on a

( t+h to, 330) 0) d( (t,to,xo),())

D.m(t) = liminf

h—+0 h
].lm lIlf t+h ,to a?o) .’L'(t,t(),l'()))
h——+0 h
— liminfd (m(t—l—h,to,mo)—x(t,tg,xo) 0)
h—+0 h ’

=d (2 (t,to, 70) ,0)
= d (f (t, (t, 10, 20)) , 0)
Sgm(t), tost<p

et m (to) = d (o,0) < up. Ce qui implique d’apreés la Proposition 2.5 que
m (t) < r (tat()u uO) ) tO < t < ﬁ (26)

ensuite on déduit que limO x (t,ty, 7o) existe dans (E', d). En fait, pour tout ¢y, ¢, tels

que tg < t; <ty < 3, posons x; = x (t1,ty, To) et xo = x (Lo, to, o), alors on a

d (1, ) _d(x0+f f(s,2(s))ds, x0+fj? (s,fn(s))ds)
ft ds)

S
5 0) (2.7)

Lorsque h};ﬂo r (t) existe et finie, prenons les limites quand ¢, t, — 5—0, et utilisons
t—G—

la complétion de (E', D), il résulte de ( 2.7 ) que tliénox (t) existe dans (F', d).
ey

Maintenant on définie z (5) = tlirgnox (t) et considérons le probleme a valeur
v
initiale
= f(tx), z(8)= lim z(¢) (2.8)
t—B—0

D’apres (i), = (t) peut étre prolongée au dela de /3, ce qui est contradictoire avec
notre hypothese. D’ot, toute solution de ( 2.4 ) existe sur [ty, +00), et ainsi ( 2.6 ) et

(2.4) ont lieu avec 5 = +oc.
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En plus lorsque r (t) est bornée et croissante sur J, on a tliin r (t) existe et finie.
——+o00
Ceci et les inégalités ( 2.6 ), ( 2.7 ) et la complétion de (E', D) permettent d’avoir

la derniere partie du théoreme. O

Théoreme 2.3.
Supposons que
(i) feC[Jx E' E', f est bornée sur les ensembles bornés et pour tout point
dans J x E%, il existe une solution locale pour le probléme ( 2.4 )
(ii) V e C[J x E',[0,+00)], V est localement Lipschitzienne en z,
V (t,x) — +oo quand d (z,0) — +oo uniformément pourt € [ty,t, + a], pour
chaque a > 0 et pour (t,z) € J x E'. On a

D — Lin inf YOthathf (te) -V (t)
#V(t2) =linin z

<9tV (L)

ouge ClJx|0,+00),R]
(iii ) La solution maximale r(t) = r(t,to,uy) du probleme ( 2.5 ) existe sur
[to, +00) et est positive siuy > 0. Alors pour tout x, € E' tel que V (1, zo) < ug,

le probléme ( 2.4 ) admet une solution x (t) sur [ty, +00) qui verifiée
Vt,z(t)<r(t), t=t (2.9)

Preuve : Soit S désigne I’ensemble de toutes les fonctions = définies sur I, = [tg, ¢,|
a valeurs dans E' tel que z (t) est une solution de (2.4 ) sur I, et V (¢t,z (t)) < r(t),

t € I,. On définit ’ordre partiel < sur .S comme suit :
la relation » < y implique que I, C [, et y (t) =z (¢t) sur I,

On va montrer d’abord que S est non vide. D’apres ’hypothese (i), il existe une
solution z (t) de ( 2.4 ) définie sur I, = [to, ¢.[.
Posons m (t) = V (t,z (t)) pour t € I, et suite a I’hypothese (ii ), on obtient

Dim () <g(tm(t) tel,
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D’apres la Proposition 2.5, il suit que
Vit,z(t)<r(t), tel, (2.10)

ou r (t) est la solution maximale de (2.5). Ceci montre que = € S et ainsi S est non
vide.

Si (%)5 est une suite de (9, <), alors il y a une application unique y définie sur
I, = [to, sup c%] qui coincide avec x, sur I;BB

B

I1 est bien clair que y € S, d’ol y est la borne supérieure de (z )B dans (S, <).

B
Alors le lemme de Zorn assure ’existence d'un élément maximal z dans (5, <).
La preuve du théoréme est complete si on montre que ¢, = +o0.
Suppose que ce n’est pas vraie, c’est a dire ¢, < +o0o. On suppose que 7 (t) existe
sur [tg, +00), 7 (t) et bornée sur I,.

Lorsque v(t,n) tend vers +oo uniformément sur [ty, c,| La relation
V(t,x) <r(t) surl,

implique que d (z (t) ,f)) est bornée sur /.. D’apres (i) il existe M > 0 tel que

A

d(f(t,z(t),0) <M tel,
On obtient alors, pour tout ¢, 5 € I, t; < t9

d(2(t,), (1)) =d (o +f:2 (5,2 (5)) ds, xo+ffl f (5,2 (5)) ds)
= d(ff ) ds, J1! f (5,2 (5)) ds)
(ft ))ds,0)
<Ji d<f<s,z<s>>,o> ds
< M (ty —t)

qui montre que z est Lipschitzienne sur I, et par conséquent admet un prolongement

continu zj sur [ty, ¢.].
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Suite a la continuité de z,, on a

20 (c,) = a0+ /tcz f(s,2,(s))ds
0
ce qui implique que z, (¢) est une solution de ( 2.4 ) sur [ty,c,], et,
Vi(t,z, (1) <r(t) tEelto,c,]
Considérons le probleme

a' = f (tv l’) T (to) = Z (CZ)

d’apres I’hypothese de l'existence locale il existe une solution z, (¢) sur [c,, ¢, + 0],

6 > 0. On définie

2o (t) pourty <t < ¢,

21 () =
xo (t) pourc, <t <c,+0

z, (t) est une solution de ( 2.4 ) sur [c,, ¢, + J[, et en répétant les arguments qui ont

été utilisés pour obtenir ( 2.10 ), nous obtenons
Vit,z, (t)) <r(t) tE€lty,c,+0]

Ceci est contradictoire avec le fait que z est maximal , d’ou ¢, = +oc. 0
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Chapitre 3

Equations différentielles floues a

conditions non locales

3.1 Introduction

Dans ce chapitre , nous allons discuter I'existence et I'unicité du probleme de

Cauchy de la forme :

x(t) = f(t,x(t)), teT =]0,al,
(3.1)

x(O) = X9+ g(tl, ...,tp, l’()),

avec a > 0, C est l'espace des fonctions continue de 7' dans (E',d) muni de la
métrique H(y,z) = supd(y(t),z(t)), zo + g(t1,...,tp,2(.)) € E' est une condition
initiale non locale ﬂOI;:,T

f:TxE'— Eletg: TP x C — E' sont des fonctions données.

Dans un premier temps, on va s’intéresser a 1’étude du probléme (3.1) dans le cas
classique et dans ce cas on va faire apparaitre la notion de la condition non locale
et son importance dans des phénomenes physiques.

La deuxieme partie est consacrée a 1’étude de (3.1) dans le cas flou c’est a dire

z(0) € E' et on termine par une application pour les résultats obtenus.
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3.2 Condition non locale

Une forte motivation pour étudier les problémes de Cauchy non-locaux, qui est
une généralisation pour les problemes classiques avec condition initiale, provient
de problemes physiques. C’est pour cette raison que Byszewski a introduit ce type
de condition [9]. La condition non locale signifie que la condition initiale n’est pas
donnée explicitement et la seule information que nous avons et qu’elle dépend des
valeurs futurs du phénomene. L'effet et 1’avantage de la condition non locale est
discuté dans les travaux [4, 6]. La forme la plus utilisée de la condition non locale

est donnée par [7] :

©(0) = +g(x) avec g(z) =Y ax(t), (3.2)
=1
ou «; sont des constantes et t; sont tels que 0 < t; <ty <13 < ....... <t, <a.

La condition non locale de type (3.2) peut étre appliquée en physique avec un

meilleur effet que la condition initiale donnée par la formule(3.3)(voir[10])

puisque la mesure donnée par (3.2) est généralement plus précise que la seule
mesure donnée par (3.3). En fait, la condition (3.2) peut étre utilisée pour mesurer
les connexions entre les positions d'un point matériel a des moments ¢, 1, ..., ,.
Pour les applications des problemes de conditions non locales nous nous referons
aux travaux [2, 13, 33, 38, 23]. Par exemple dans [33] les auteurs ont utilisés les
fonctions g;(i = 1, ...,n) définis par les formules suivantes :

n p

giltr, ooty w1(), () = DO dyan(ty)), (i=1,...n) (3.4)

k=1 j=1
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et

n q

Gi(t1, ooy tp, 1 (L), oy () = Z(Z

k=1 j=1

Ci4 t2;
¢/ xp(T)dr) (p=2q, i=1,..,n)

taj —t2j-1 Juy_,

(3.5)

ou Cij sont des constantes données qui peuvent étre interprétées comme les caractéristiques
du milieu dans lequel le point matériel est en mouvement.

La formule (3.4) peut étre appliquée a la description de phénomenes de mouvement

dans lesquels on peut mesurer les sommes des positions d’un point matériel aux
moments &g, {1, ..., tp .

En fin, la condition (3.5) peut étre appliquée a la description de phénomenes de
mouvement dans lesquels on peut mesurer les sommes des positions moyenne d'un

point matériel.

3.3 Etude du probléeme dans le cas classique

Dans cette section nous allons nous baser sur le théoreme du point fixe de
Banach([1]) pour démontrer I'existence et I'unicité de la solution du probléme de

Cauchy non local suivant :

!

z(t)=f(t,z), t € T =0,al, (3.6)

z(to) — g(t1, ... tp, x(.)) = o, (3.7)

avec £ = E; X Ey X ... X E,, ou E;(i = 1,...,n) est un espace de Banach munit de la
norme || . ||,

O<ti<..<t,<a(peN),

QCE, z=(x1,....,0,) € Q, o= (T10y -, Tn0) €Q, f=(f1,-, fn) EC(T xQ,E),
G= (g1, 9p) : TP x Q= E, g(t1, ..., t,,.) € C(Q, E)).

Nous remarquons que le probleme ((3.6)-(3.7)) est équivalent au systeme différentiel
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ordinaire suivant :

;= fi(t,x1,.nxy) t€T (i=1,..,n), (3.8)

)

avec la condition non locale

ZL‘Z(to) —gi(tl,...,tp,xl(.),...,xn(.)) = Tio0 (Z = 1,...,”). (39)

Définition 3.1.
la fonction z : T — ) est dit solution du probléme (3.6)- (3.7) sur T si z(t) est
continue, différentiable et satisfait (3.6) et (3.7) sur T.

Tout au long de cette section, nous utilisons les notations suivantes :

1. pour une fonction arbitraire h = (hy, ..., h,), nous utilisons le symbole dans le

sens suivant :
n

n L E
I A[=1 (R s B [|= (Z I hi [)*)2 = (Z[ilellTD I hi(s) 1D]*)2 (3.10)

=1
2. pour la fonction f = (fi,..., fn) € C(T x , E)), on définit ftz f(s,y(s))ds de la
facon suivante :

[ ststenis = ([ fitspds, e, [ flspas. @

3.3.1 Existence et unicite

Nous allons présenter les résultats d’existence et d’unicité de la solution du
probléeme de Cauchy (3.6) et (3.7) considéré dans [18] comme une généralisation

des travaux [4, 5, 6, 7, 8, 17].

Théoreme 3.1.

Supposons vérifiées les hypotheéses suivantes :
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- () E=FE, X Ey x...x E,, ouFE;(i=1,..,n) est un espace de Banach muni de
la norme || . ||.

- (@) T =10,a], 0<t;<..<ay,<alpeN)et
Q= B(zo,r) ={y:| y — 20 <7} C E,
- (i) f=(fi,os fn) €EC(T X QUE), g=(g1,.0s9n) : TP xQ — E et
g(t1,....tp,.) € C(L E)(p € N),

(iv) Il existe des constantes L; >0 (i =1,...,n) telles que :

H fl(say) - fi(57y HS LZ H Y _y H avec (Say)a <S>g) €T x Q<Z = 17 7”) (312)

(v) Il existe des constantes K; > 0 (i = 1,...,n) telles que :

| gi(t1,.itp, 2) — gi(t1, . t,, Z (| K || 2 —Z || avec 2,2 € Q(i=1,...,n). (3.13)

(vi)
M;= sup | fi(s,y) |

(8,y)ETXQ

N; =sup || gi(t1,....,tp,2) || (i=1,...,n),
z€Q)

— (vii) Les constantes d, r, L, K, M, N avec

d:=1t—1t (3.14)
et
L= Zirllaxn L, K := Zirllaxn K;, M = Zirllaxn M;, N := Zfllaxn N;, (3.15)
satisfait les inégalités suivantes :
(Md+ N)y/n<r (3.16)
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(Ld+ K)y/n < 1. (3.17)

Alors il existe une unique solution du probleme ((3.6) - (3.7)) sur T.

Preuve 1. le probléme ((3.6)- (3.7)) est équivalent a I’équation intégrale
t
x(t) = x0 — g(t1;...;tp, x(.)) +/ f(s,xz(s))ds, t €T (3.18)
to
qui est également équivalent au systeme d’équation intégrale suivant :
¢
xi(t) = xio — gi(t1; .5 tp, 2(.)) —l—/ fi(s,x(s))ds, teT (1=1,..,n), (3.19)
to

par conséquent, il suffit de trouver la solution de I’équation (3.19). Pour ce faire,

on va utiliser I’opérateur I' définie par la formule suivante :
(Cy)(t) = (Cry)(8), ... Tay)(?), teT, (3.20)
ol
t
(Fly)<t) =T — gi(tb atp7y<)) + / fi(37y<8))d87t eT (Z = 17 --'7n)7 (321)
to
est définie sur I’espace
X :=C(T, Q). (3.22)

Maintenant, nous allons montrer que I’'opérateur I' est défini de X vers X. D’apres
(3.10), (3.20), (3.21), I’hypothese (Vi) du théoréme et les propriétés (3.14), (3.15)
et (3.16),
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pouryc X ona:

1Ty =0 | = QI Ty — 2o [/

(Z[Sup I (Tay)(8) — @i [1)"2

:(Z[igg | t fils,y(s))ds = gi(te, sty y() 17)"2

< sup/ | (s 5() 1| dst | giltns oo try()) D)2

n

< (Z(dMJrN)Q)I/2

i=1

= (Md+ N)yvn <.
Donc T est définie de
X = X. (3.23)

Ensuite, nous allons montrer que I' est une contraction sur X.

Pour touty,z € X ett € T on va considérer la différence

(Fy)(t)—(Fx)(t)z/ [f(s:9(s)) = fs,2()]ds = [g(ts, oo tp, y() = g1, ors by, ()]

to

(3.24)

Soient y,x € X D’apres (3.10), (3.24), (3.20), (3.21), (3.12), (3.13) et (3.15), on a :
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I Ty =Ta || = (Y || Doy — Tax )2
i=1

= (O bup || () (6) — (Tea) (1) )"

=] teT

n

(Z[SUP I [fi(s,y(S)) = fis, x(s))lds

—[gi(t1, sty y () = giltr, oty ()] 1)
<ZS“p/ I fils y(s)) = fils, () | ds

teT

1 giltis st y()) = Gillty, oestyy (1)) (D]

n

< (Z[Stﬂg(\ t—to | Li || y(s) — a(s) || +ki || y() — () D)2

<Q AL+ KPPy —a|

=1

< (Ld+K)vn|y—a]| . (3.25)
si nous définissons ¢ = (Ld + K)+\/n alors, d’apreés (3.25) et (3.23)on a :
[Ty —Tz[[<qlly—=| . (3.26)

avec 0 < g < 1. ce qui montre que I' est une contraction.
Par conséquent I' admet un point fixe dans X qui est la solution du probleme (3.6)

et (3.7) sur I. Ainsi, la preuve du théoréme est complete.

3.3.2 Dépendance continue de la solution

Théoreme 3.2.
On suppose les mémes conditions du théoréme (3.1) et considérons x et y, éléments

de (). on note par x et y les deux solutions associés a x et y, respectivement . Alors

1

— <

T—krzg Wl
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Démonstration. Soitt e T et x,y € C(T,Q2), ona

y(@) — () [| =l vo — o + g(tr, sty () — gt by, () + /t(f(s,y(S) — f(s;2(s))ds |

to

<[fwo—ao | +K; |y — = || +Li [l y — 2 || (a —to).
et par suite
ly—zll <lyo—zo | +K |y —a | +Ld[y—zx].
Donc

ly = (1= (K+Ld) <[ yo— 0 ||

Finalement
1

_ < - — .
Iy =21 Tz 90— %o |

3.4 FEtude du probléme dans le cas flou

Dans cette section nous allons établir en utilisant le principe de contraction
I’existence, 1'unicité et la dépendance continu a la donnée initiale de la solution du

probléme de Cauchy flou (3.1).

3.4.1 Existence et unicite de la solution

Définition 1.
Une fonction © € C est dite solution intégrale de (3.1) si elle satisfait I’équation
intégrale :

t
() = 20+ gltr, by ooty () +/ £(0,2(0))d6, Vi € T. (3.27)
0

Théoreme 2.

On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées

1. hy : f est continue.
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2. hy :il existe L > 0 telle que d(f(t,x), f(t,y)) < Ld(z,y) V(t,x), (t,y) € T x EL.

3. hs : il existe K > 0 telle que d(g(ty, ..., tp, x(.), g(t1, ..., tp, y(.)) < Kd(z,y)
Y(t,z),(t,y) € TP x C.

et

K+¢L <1,
alors, le probléme (3.1) admet une unique solution intégrale.

Démonstration. Notons
§ =min{(a,(b— N)/M,(1 - K)/L}

M =d(f(t,z),0)
N =d(g(t1, ..., tp, 2(.),0).

B ={xe€C/H(x,z9) < b}

et
Hy(z,y) = sup d(x(t),y(t)).
t€[0,¢]
Soit I'opérateur I' défini par :
L(z)(t) =20+ g(t1, ... tp, / f(s,z(s))ds, VteT.

Tout d’abord on va montrer que I' est bien définie de : B — B.

SoitpeBona:

d(Tp(t + h), () / f(s, (s ds/fsgo ))ds)

< /O”hdm o(s), 0)ds

=hM — 0(h — 0).

Autrement dit I" est continu.
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D’autre part on a :

AT(t), 20) = d(o + g(t1s oty o) + / £ (5. 0(s))ds, o)

A ~

< (gt oty (). 0) +  Fls,p(s))ds, 0)

<N+ Mt.

Alors

Hl(Fgo’xO) = sup d(F90<t)7x0> <N+ Mé < b

0<it<g

Ainsi ' est une application de B — B.

Comme (C, H) est un espace métrique complet Voir [14], alors il suffit de montrer

que B est un fermé de C.

Soit(1,) une suite d’élément de B tel que v, — ¥ dans C quand n — co. Alors

d((t), 20) = d((t), ¥n(t)) + d(thn(t), 20)

c’est a dire

Hy (1, w0) = sup d((t), xo)

0<t<g

< Hl(w7wn> + Hl(d}naxo)

<e+b.
pour n suffisamment grand et € > 0 choisi arbitraire . Alors ¢y € B cela implique

que B est un fermé de C. Donc B est un espace métrique complet. Il reste donc a

montrer que I' est une contraction .
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Pour tout p et ¢» de B, on a :

d(Cp(t), T (1)) = d(zo + gt oty 0 / F(s,0(s)ds, 70 + g(tr,

—i—/tf(s
(9(t1, by £), 91,y ()
/fsso /f( (s)ds

(0() () + / Ld(p(s), (s))ds.

Par suite on obtient :

H(T.T0) < s (Kol 0() + ' Ld(o(s), v(s))ds}

0<t<g

Puisque K + L¢ < 1, donc I est une contraction.
Donc I' admet un point fixe unique r = I'x dans B.
c’est a dire :

z(t) =z + g(tr, ... tp, / f(s,x(

3.4.2 Dépendance continue de la solution

Théoreme 3.

b ¥(1))

On suppose les méme conditions de théoreme (2) et considérons xy, yo € E'. On note

par x(t, xo), y(t,yo) les deux solutions associées a z, et y, respectivement. Alors on

a:
1

Hy(x(., x0), y(-, %0)) < T LK d(xo, yo)-

49



Démonstration. Soientt € T et x,y € B on a,

d(z(t, o), y(t,yo)) = d(zo + g(t1, ..., tp, x / f(s,x(s))ds,yo + g(t1, ... tp, y / f(s,y(s)ds)

< d(x07 yO) + d(g(th ) tpv SL’()), g(th ) tpu y()))

t

+(f d(f(s,2(s)), [(s,y(s))ds)

0

ainsi
Hi(z(., 20),y(., 90) < d(wo, yo) + (L + §)Hi(x(., 20), y(., o)
< ﬁd(%,%)-
ainsi,
Hi(x(.,20),y(., 90) < ﬁd(mo,yo).
O
3.5 Application
Considérons le probléeme suivant :
x(t) = atx(t) + 1, 0<t<1,
(3.28)

z(0) = bx(%) + cx(}l) +0,

avec, a,b,c > 0.Ona f(t,z(t)) = atz(t)+1 et g(z) = bx(3)+cz(5). D’apres le théoreme

précédent le probleme (3.28) admet une unique solution intégrale si,

a+b+c<l.
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Conclusion et perspective

En conclusion, nous avons présenté quelques notions de base de la théorie des
ensembles flous, puis, nous avons étudié l’existence, I'unicité et la dépendance
continues de la solutions par rapport aux données initiales des équations différentielles
a conditions non locales floues . Il convient de noter que les approches de la théorie
floue permet de caractériser divers problémes mathématique qui revétent un certain
degré d’ incertitude et d’imprécision. Puisque dans la réalité, toute activité humaine
comporte soit de I’ incertitude soit de I'imprécision. Il s’ avere donc important pour
des recherches futures, de montrer comment la théorie des ensembles flous peut
contribuer a mieux modéliser différents comportements observés dans le monde
réel. Par ailleurs, la théorie des ensembles flous a également ouvert un vaste champ
de recherche dans le domaine purement scientifique. Ainsi, on projette d’étendre
cette étude a d’autre type d’équation différentielles a savoir :

e Les équations intégro-différentielles a condition non locale floue.

e Les équations différentielles de hybride a condition non locale floue.

e Les équations différentielles a retard avec condition non locale floue.
et nous montrerons que ces notions plus approfondies sont utiles dans la formulation
de plusieurs problemes, a savoir I’approximation numérique d’'un probleme de Cauchy

qui contient des parameétres flous.
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Résume

L'objectif de cette these est d’étudier l'existence et l'unicité de
la solution des équations différentielles ordinaires, a conditions non
locales, qui contiennent des parametres susceptibles d’étre des quantités
floues.

Dans le premier chapitre, on introduit les notions de bases de la
théories des ensembles flous, puis on définit les notions fondamentales
de ce nouveau concept suite aux différents travaux de L. Zadeh,

L. Byszewski, H. Bandemer et D. Ralescu and G. Adams.

Dans le second chapitre, on présente la notion de distance dans le
cas flou en s’inspirant de la distance de Hausdorff définie dans le cas
classique.

Ensuite on étudie I’existence des solutions globales d’un probleme de
Cauchy a valeur initiale floue.

Dans le troisieme chapitre on établit via le principe de contraction
I’existence, I'unicité et la dépendance continue par rapport aux données
initiales de la solution du probleme de Cauchy a condition non locale
floue.

Mots- clés : Ensemble flou, espace métrique flou, continuité flou,
dérivabilité flou et intégrabilité flou.



