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Résume

S. Bhatt (1979) a montré que si une algébre de Banach complexe E, est
spectralement convexe (¢’ est & dire que le spectre de tout élément
de 1’ algébre est convexe, alors E est presque isomorphe a C, ¢’ est a&
dire que E/Rad(E) est isomorphe & C, ou Rad(E) désigne le radical de
Jacobson de E. Dans le cas involutif, il a obtenu la méme conclusion,
en supposant que le spectre de tout élément normal de 1’ algébre est
convexe. Si de plus, 1’ algébre est hermitienne et le spectre de tout
élément unitaire est convexe, alors il obtient également que

1’ algébre E est presque isomorphe & C. Dans ce travail, nous
montrons que plusieurs algébres ordinaires spectralement convexes
sont presque isomorphes a C, ¢’ est le cas, par exemple, pour les
algeébres spectralement bornées, les Q-a.l.m.c., les a.l.A.c.
advertiblement complétes ordinaires. Nous produisons une étude
approfondie des algébres spectralement convexes a involution
généralisée. Plusieurs résultats importants sont également obtenus
pour le cas d’ une involution anti-morphisme. Nous produisons
également une étude approfondie des algébres spectralement étoilées
et ceci dans le cadre tout & fait général des algébres pseudo-—

convexes.

Mots-clefs (5) : spectralement convexe, spectralement étoilé, algebre ordinaire, algébres

advertiblement complete, involution anti-morphism
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Abstract :

S. Bhatt (1979) showed that if a complex Banach algebra E is
spectrally convex (i.e. the spectrum of any element of the algebra is
convex), then E is almost isomorphic to C, i.e. that is, E/Rad(E) is
isomorphic to C, where Rad(E) denotes the Jacobson radical of E. In
the involutive case, he obtained the same conclusion, assuming that
the spectrum of any normal element of the algebra is convex. If
furthermore, the algebra is Hermitian and the spectrum of any unitary
element is convex, then it also obtains that the algebra E is almost
isomorphic to C. In this work, we show that several ordinary
spectrally convex algebras are almost isomorphic to C, this is the
case, for example, for spectrally bounded algebras, Q-a.l.m. c.,
ordinary advertibly complete a.l.A.c. We produce an in—depth study of
spectrally convex algebras with generalized involution. the case of
an anti—morphism involution. We also produce an in—depth study of
spectrally star algebras within the very general framework of pseudo—
convex algebras.

Keywords (5) : Spectrally convex, Spectrally starred, ordinary algebras, advertibly

complete algebras, anti-morphism involution.
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Introduction générale :

[

Dans 'étude des propriétés spectrales des algebres, I'importance des spectres
(ponctuel et global) n’est plus a souligner. Ce sont des notions puissantes qui ont
fait leurs preuves dans 1’étude de la caractérisation de plusieurs types d’algebres.
Dans le cas commutatif, il est bien connu que les questions spectrales se déve-
loppent encore plus a partir des caracteres. Pour le spectre ponctuel, il intervient
dans la caractérisation de plusieurs types d’algebres.

Le spectre global intervient dans la caractérisation de plusieurs notions (spectre
ponctuel, idéaux maximaux, radical de Jacobson, etc). Il joue également un role es-
sentiel dans les algebres presques commutatives a cause de l'invariance du spectre
modulo le radical de Jacobson. Quant au spectre pontuel, I'une de ses premieres
fondamentales propriétés, dans les algebres de Banach, est qu’il est un compact
non vide de C. Ses propriétés algebiques et topologiques (finitude, convexité, étoilé,
connexité, etc) interviennent dans la caractérisation de plusieurs types d’algebres.
C’est ainsi le cas pour le théoreme de Gelfand-Mazur (algebres qui sont des corps),
le théoreme de Kaplansky (algebres de dimension finies), le théoréme des idempo-
tents de Shilov (I'existence des idempotents non triviaux), le théoreme S. Bhatt
(algebres spectralement convexes), etc.

S. Bhatt (1979) a montré que si une algebre de Banach complexe (E, || . ||) est
spectralement convexe (c¢’est a dire que Spg(x) est convexe, pour tout z € E), alors
E est presque isomorphe a C, c’est a dire que F/Rad(F) ~ C, ou Rad(E) désigne
le radical de Jacobson de E. Dans le cas involutif, il a obtenu la méme conclusion,
en supposant que Spg(x) est convexe, pour tout élément normal x € E. Si de plus,
'algebre est hermitienne et Spg(u) est convexe, pour tout élément unitaire u € F,
alors il obtient également que l'algebre E est presque isomorphe a C.

Dans ce travail, nous montrons que plusieurs algebres ordinaires spectralement
convexes sont presques isomorphe a C, c’est le cas, par exemples, pour les al-
gebres spectralement bornées, les Q-a.l.m.c., les a.l.A.c. advertiblement completes
ordinaires. Nous produisons une étude approfondie des algebres spectralement
convexes a involution généralisée. Plusieurs résultats importants sont également
obtenus pour le cas d'une involution anti-morphisme. Nous présentons également
une étude approfondie des algebres spectralement étoilées et ceci dans le cadre
tout a fait général des algebres pseudo-convexes.

Le plan de notre travail est le suivant :

Dans le premier chapitre, considéré comme préalable aux autres chapitres, nous
présentons des définitions, des rappels et quelques résultats algebriques et topolo-
giques nécessaires pour la lecture de cette these. On expose également des résultats

1. Pour les références de cette introduction, le premier chiffre indique le chapitre et le deuxieme renvoie
au numéro de la référence dans ce chapitre



qui constituent le point de départ et la motivation essentielle de notre travail. Il
s’agit des résultats de S. Bhatt dans les algebres de Banach spectralement convexes.
Dans ce méme chapitre, nous présentons diverses exemples d’algebres topologiques,
appartenant a des classes différentes, qui nous seront utiles dans ce travail.

Le chapitre 2 traite des algebres multiplicativement convexes, spectralement
convexes. Nous nous intéressons aux résultats précédents de S. Bhatt dans le cadre
tout a fait général des algebres topologiques ordinaires. Nous établissons un ré-
sultat purement algebrique selon lequel toute algebre unitaire E est presque iso-
morphe & C, si Spg(z) est un singleton, pour tout = € E. Nous montrons ensuite
qu’'une algebre ordinaire localement m-convexe, unitaire advertiblement complete
et spectralement convexe, est presque isomorphe a C. On obtient aussi la méme
conclusion pour les algebres spectralement bornées. En utilisant le fait que toute
Q-a.l.m.c. est spectralement bornée et aussi advertiblement compléte, on montre
également que toute (Q-a.l.m.c. spectralement convexe est presque isomorphe a
C. Comme conséquence, nous obtenons que le résultat de Bhatt donné dans le
cas Banach reste encore valide dans le cas d'une Q-algebre normée. De plus, nous
prouvons que 'hypothese "Q-algebre" n’est pas superflue.

Nous faisons de méme pour les a.l.A.c. et les a.l.u.A.c. advertiblement com-
pletes, ordinaires et spectralement convexes. Nous obtenons pour ces algebres des
résultats qui sont en paralleles avec ceux des a.l.m.c. Nous introduisons une pro-
priété P, purement algébrique, qui intervient dans I’étude des algebres spectrale-
ment convexes. Sans aucune considération topologique, nous montrons que si F
une algebre complexe unitaire et ordinaire vérifiant la propriété P et si de plus E
est spectralement convexe, alors E est presque isomorphe a C.

Dans la derniére partie de ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude des questions
précédentes dans le cas a involution généralisée. Nous montrons que si F est une
a.l.m.c. involutive advertiblement complete et ordinaire telle que le spectre de
tout élément normal de E est convexe, alors E est presque isomorphe a C. Comme
conséquences, nous obtenons des résultats analogues aux précédents dans le cas
involutif. Nous faisons de méme pour des a.l.A.c. et des a.l.u.A.c. Des résultats
analogues aux précédents sont également obtenus pour les a.l.A.c. et les a.l.u.A.c.
et ceci sans aucune restriction. Dans le cas hermitien, nous obtenons les analogues
de tous les résultats précédents sous 'hypothese "le spectre de tout élément uni-
taire est convexe".

Pour des algebres a anti-morphisme involutif, notre démarche consiste a se
ramener au cas d’une involution d’algebre en montrant que l'algebre est en fait
commutative. On commence par établir un résultat purement algebrique selon le-
quel toute algebre réelle unitaire et primitive £, telle que e +2? est inversible, pour
tout x € F, est nécessairement un corps. Nous montrons que si E une -a.l.m.c.
ordinaire, munie d’une involution anti-morphisme, et si le spectre de tout élément
normal de F est convexe, alors E est presque isomorphe a C. Comme conséquences,
nous obtenons des résultats analogues aux précédents dans le cas d'une involution



anti-morphisme. Signalons a ce propos, que dans le cas tout a fait particulier d’une
algebre de Banach unitaire, 'analogue de S. Bhatt est encore valide dans le cas
d’une involution anti-morphisme & savoir que si (E, ||.||) est une algebre de Banach
unitaire munie d’une involution anti-morphisme xz —— z* hermitienne tel que le
spectre de tout élément unitaire est convexe, alors F est presque isomorphe a C.

Au chapitre 3, nous nous intéressons aux résultats du chapitre précédent dans le
cadre tout a fait général des algebres topologiques localement p-convexes, 0 < p <
1, ordinaires, et ceci dans le cas spectralement étoilé, (c’est a dire que, Spg(x) est
étoilé, pour tout élément x de I'algebre E). Nous montrons qu’une algebre unitaire
et ordinaire (ou spectralement bornée) advertiblement compleéte et spectralement
étoilée E est presque isomophe a C dans chacun des cas suivants :

-F est une a.l.m-p-convexe, 0 < p < 1,
-E est une a.l.A.p-c., 0 <p <1,

-E est une a.l.u.A.p-c., 0 <p < 1.
Nous obtenons également des résultats analogues, en remplacant advertiblement
complete par la Q-propriété. Comme conséquence, nous montrons que le résultat
de Bhatt reste encore vrai dans le cas d'une Q)-algebre p-normée, 0 < p < 1.

Dans la dérniere partie de ce chapitre, on traite le cas des algebres a involution
généralisée. Nous montrons que si F est a.l.m.p-c., 0 < p < 1, a involution géné-
ralisée advertiblement complete et ordinaire telle que le spectre de tout élément
normal de F est étoilé, alors E est presque isomorphe a C. Nous obtenons ensuite,
dans le cas p-convexe a involution généralisée, des résultats analogues a ceux du
chapitre 2.

Au chapitre 4, nous considérons des algebres pseudo-convexes. Nous générali-
sons les résultats précédents a cette classe d’algebres. Nous traitons tout d’abord

les algebres A-p -normées, 0 < p < 1. Nous montrons que toute algebre (E, || . ||,)
A-p-normée, (0 < p < 1), peut étre munie d'une p-norme sous-multiplicative || . [}
et que, si (E, || . [|,) est advertiblement complete, alors (E, || . [|;,) est une algebre

@-p-normée qui est necéssairement ordinaire. Ensuite, nous prouvons, sous 1’hy-
pothese "spectralement étoilé", que I'algebre A-p-normée advertiblement complete
E est presque isomorphe a C. Nous passons ensuite au cas ou ’algeébre est munie
d’une involution d’algebre. En utilisant une généralisation du lemme de Ford (1,
[13], (1.2)), et de I'inégalité de Pték (1, [21], (1.3)). Nous montrons que si le spectre
de tout élément normal de l'algebre est étoilé, alors elle est presque isomorphe a
C. Dans le cas hermitien, nous obtenons également qu’elle est presque isomorphe
a C dés qu’elle est spectralement étoilée pour des éléments unitaires seulement.

Nous traitons également le cas ou l'algebre est munie d’une involution anti-
morphisme. En utilisant un analogue au théoréeme de Kaplansky (1, [15], Theorem
4.8, p.405), on se rameéne au cas de 'involution d’algebre, en montrant que 1’al-
gebre est en faite commutative. Et on aboutit aussi aux mémes résultats.



Dans la seconde section, on s’intéresse au cas des algebres localement pseudo-
convexes spectralement étoilées et on retrouve les résultats analogues a ceux dans le
cas d’une algebre A-p-normée. On utilise le fait qu'une algebre pseudo-pre-Michael
ordinaire et advertiblement complete est a spectre fonctionnel, pour conclure
qu’elle est presque isomorphe a C, dés qu’elle est spectralement étoilée. Les mémes
résultats sont obtenus pour les algebres localement uniformément A-pseudo-convexes
advertiblement completes. Lorsque E est munie d’une involution d’algebre, on ob-
tient la méme conclusion en supposant seulement que le spectre de tout élément
normal est étoilé dans le cas d'une algebre pseudo-Michael involutive, qui est en
plus = spectrale. Pour les algebres p-Michael hermitiennes = spectrales, il suffit que
le spectre de tout élément unitaire soit étoilé pour retrouver le méme résultat.
Enfin, lorsque l'algebre est munie d’une involution anti-morphisme, on se raméne
au cas précédent a ’aide d’un théoreme de Kaplansky qui montre que l'algebre est
en fait commutative. Ce qui permet de retrouver aussi les mémes résultats.



CHAPITRE 1

CHAPITRE 1 : PRELIMINAIRES

Dans ce premier chapitre, considéré comme préalable aux autres chapitres, nous
rappelons dans une premiere partie quelques résultats algébriques fondamentaux
des algebres complexes. Il s’agit des propriétés algebriques nécessaires pour la lec-
ture de ce travail (spectre ponctuel, rayon spectral, algebres spectralement bornées,
algebres spectralement convexes et algebres spectralement étoilées). On présente le
spectre global d’une algebre, les algebres ordinaires, les algebres a spectre fonction-
nel ainsi que quelques proporiétés algebriques importantes du radical de Jacobson.

La deuxieéme partie est consacrée aux rappels de certaines propriétés des al-
gebres topologiques. Nous commencons par le cas Banach. On présente les pro-
priétés intéréssantes des algebres involutives et celles des algebres hermitiennes.
On passe ensuite aux algebres localement convexes et a ses diverses classes (al-
gebres localement multiplicativement convexes, algeébres localement A-convexes et
algebres localement uniformément A-convexes) tout en rappelant leurs propriétés
spectrales.

Dans la troisieme partie, on présente quelques résultats qui constituent le point
de départ et la motivation essentielle de notre travail. Il s’agit des résultats de S.
Bhatt dans les algebres de Banach spectralement convexes. On établit son pre-
mier résultat a savoir que si une algebre de Banach complexe E est spectralement
convexe, alors E est presque isomorphe a C, c’est a dire que E/Rad(FE) ~ C, ou
Rad(E) désigne le radical de Jacobson de E. On présente ensuite ses deux autres
résultats donnés dans le cas involutif ou il obtient que 1'algebre en question est
presque isomorphe a C. Le premier dans le cas involutif, en supposant I’algebre
spectralement convexe pour les éléments normaux. Quant au deuxieme dans le cas
hermitien, en supposant 'algebre spectralement convexe pour les éléments uni-
taires.



1.1 Propriétés algébriques.

Dans toute la suite, £ désigne une C-algebre unitaire d'unité e et G(E) son
groupe de ses éléments inversibles. Soit © € E. Le spectre d’un élément x, noté
Spe(x), est défini par :

Spe(x) ={ e C:z— Xe¢ G(E)}.

Le rayon spectral de x, noté pg(z), est donné par :

pe(x) = sup{|\| : A € Spr(z)}.

Une algebre E est dite :

1) spectralement bornée si Spg(x) est borné, pour tout z € E.

2) spectralment convexe si Spg(z) est convexe, pour tout z € E.

3) spectralement étoilée, si Spgp(z) est étoilé par rapport a un de ses points.

Une forme linéaire f : E — C est dite :
a) multiplicative (ou caractere) si :

f(xy) = f(x)f(y), pour tout z,y € E.

L’ensemble de tous les caractéres non nuls de E, qu'on note M(FE), est appelé le
spectre de Gel’fand de E.
b) quasi-multiplicative si :

f(e) =1et f(x)e Spr(zx), pour tout = € E.

On dit que F est ordinaire, si toute forme quasi-multiplicative sur E est multipli-
vative.

L’algebre E est dite a spectre fonctionnel ([1], p.6) si 'ensemble M(E), des ca-
racteres non nuls continus, est non vide et on a :

Spe(x) = {x(z) : x € M(E)}, pour tout x € E.

Le radical de Jacobson d’une algebre E, noté Rad(E) est I'intersection des noyaux
de toutes les représentations irréductibles de E. L’algebre E est dite semi-simple
si Rad(E) = {0} et si Rad(E) = E, l'algebre E est dite radicale.

Si F est une algebre non radicale, alors Rad(E) est I'intersection de tous les idéaux
primitifs de E. C’est aussi I'intersection de tous les idéaux maximaux a gauche
(resp. & droite) de E. De plus, on a :

Rad(E) ={xe E:e+uayec G(E),Vye E}.

Si 'algebre est de plus commutative et unitaire d'unité e, alors Rad(E) est 'in-
tersection de tous les idéaux maximaux de E.



Soit F une algebre complexe. Nous dirons que x —— x* est une involution
généralisée sur E si x — ™ est une involution vectorielle ([4], p. 63) telle que :
pour tous z,y € F, (xy)* = y*z* ou pour tout, z,y € F, on a (zy)* = z*y*. Dans
le premier cas, il s’agit d'une involution d’algebres. Dans le second, on dira que
xr — x* est une involution anti-morphisme.

L’ensemble des éléments hermitiens (resp., normaux) de F, est noté H(E)(resp., N (E)).
Un élément a de E est dit unitaire si aa™ = a*a = e. L’ensemble des éléments uni-
taires de F est noté U(F). L’algebre E est dite hermitienne si le spectre de tout
¢lément hermitien est réel. Une algebre E est dite spectrale, si elle peut étre munie
d’une semi-norme d’algebre ¢ vérifiant :

pe(r) < q(x), pour tout x € E.

Si de plus g(x) = q(z*), Palgebre E est dite = spectrale.
Soit E une algebre de Banach complexe unitaire involutive. On désigne par p la
fonction de Ptak définie dans F/, lorsqu’elle existe, par

pe(z) = pe(z*2)Y2, pour tout x € E.

Le star-radical d'une algebre involutive E, noté s-Rad(FE), est I'intersection des
noyaux de toutes les #-représentations (involutives) irréductibles de E. L’algebre
E est dite = semi-simple si s-Rad(E) = {0}.

1.2 Propriétés topologiques

Soit E une algebre sur K (K = R ou ). On dit que E est une K-algebre
p-normée, 0 < p < 1, ¢il existe une p-norme || . ||, d’espace vectoriel sur E telle
que :

I zy [[p<Il = llpll ¥ llp, pour tous z,y € E.

Si de plus, (E,] . ||,) est complet (i.e., espace p-Banach), on dit que E est une
algebre p-Banach. Si p = 1, alors E est une algebre de Banach.

Une p-norme d’espace vectoriel est une A-p-normée si, pour tout z € F, il existe
M (z) > 0 telle que

I 2y [ly< M(z) || y [lp, pour tout y € E.

L’algebre E est dite A-p-normeée si elle est munie d'une A-p-norme || . ||, . Sip =1,
On dit que 'algebre est A-normée.

Voici quelques résultats importants qui nous seront utiles par la suite :
Théoreme 2.1. (Gelfand-Mazur). ([14], Theorem 2.9, p.14). Soit (£, || . ||) une al-

gebre de Banach réelle unitaire qui est un corps. Alors E est isomorphe a R, C ou a
H le corps des quaternions. Si de plus E est complexe, alors elle est isomorphe a C.
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Théoréme 2.2.(Gleason Kahane Zelazko) ([14], Theorem 2.1.2, p. 45). Soit E
une algebre de Banach unitaire et ¢ une forme linéaire sur E. Alors les trois as-
sertions suivantes sont équivalentes :

1) ¢ est non nulle et est multiplicative.

2) ¢(e) =1 et ¢p(x) # 0, pour tout = inversible dans F.

3) ¢(x) € Spe(x), pour tout = € E.

Theoréme 2.3. ([21], Theorem 1.3, p.250 ). Soit F une algebre de Banch involu-
tive. Si x est un élément normal dans F, alors il existe une sous-algebre fermée B,
commutative, stable par involution, contenant x, tel que

Spe(y) = Spp(y), pour tout y € B.

Théoréme 2.4. ([4], Theorem 2, p.191 ). Soit £ une algebre de Banach involutive.
Si E est commutative et semi-simple, alors I'involution est continue.

Théoréme 2.5.([21], Theorem 1.5, p.251). Soit E une algebre de Banach involu-
tive, complexe, unitaire et h € H(FE). Supposons que Re\ > 0, pour tout A € Spgh.
Alors il existe un u € H(FE) tel que u?> = h et hu = uh. Si de plus Spg(h) est po-
sitif, alors Spg(u) l'est aussi.

Théoréme 2.6.([4], Proposition 14, p.66), Soit E une algebre de Banach involu-
tive et unitaire. Et soit h € H(FE) vérifiant pg(h) < 1. Alors il existe u € U(E)
vérifiant : h = “2°. En particulier, I'ensemble ¢/(E) des éléments unitaires de E
engendre F.

Une algebre E est dite topolgique si elle est munie d’une topologie d’espace
vectoriel pour laquelle le produit est séparément continu. Si le produit est globale-
ment continu, on dit que 'algebre est a produit continu. Une algebre topologique
est dite une Q-algebre, si son groupe G(E) de ses éléments inversibles est un ouvert.

Une algebre topologique (E, 7) est dite advertiblement compléte, si toute suite
de Cauchy (z5)sea dans E, qui converge advertiblement (c’est a dire, il existe z € F
tel que, les deux suites (xs5x)sea et (z25)sen convergent vers e) converge dans E.

Soit (E,7) une algebre complexe muni d’une topologie d’espace localement
convexe séparé donnée par une famille de semi-normes (py)xea. On dit que (E, 1)
est une algebre localement convexe (a.l.c. en abrége), si le produit (z,y) — zy
est séparément continu.

On dit que (F, 7) est une algebre localement multiplicativement convexe (a.l.m.c.
en abrége), si 7 est définie par une famille de semi-normes (py)aea sous-multiplicatives
c’est a dire :

pa(zy) < pa(x)paly), pour tous x,y € E et X € A.
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Une a.l.m.c (E,T) est dite métrisable si sa topologie est définie par une fa-
mille dénombrable de semi-normes sous-multiplicatives. Une a.l.m.c. métrisable et
complete est appelée algebre de Fréchet. Une a.l.m.c. complete est appelée algebre
d’Arens-Michael.

Une algebre topologique (E, (pa)aca) est dite A-convexe (a.l.A-c) si pour tout
A e Aettout z € E, il existe M(A,x) > 0 et N(\,z) > 0 telle que, pour tout
ye E ona:

pa(zy) < M\, 2)pa(y) et palyz) < N(A, 2)pa(y).

Une a.l.A-c. est dite uniformément A-convexe (a.l.u.A-c) si M(\,x) = M(x)
et N(\,z) = N(z) ne dépendent pas de \.
Toute a.l.A.c peut étre munie d’une topologie d’a.l.m.c plus fine comme le montre
ce qui suit :

Théoréme ([10], Lemme 3.2, p. 477). Soit (E, 7) une algebre localement A-convexe

unitaire d’unité e. Alors (E,7) peut étre munie d’une topologie d’algebre locale-
ment multiplicativement convexe 7 plus fine que 7.

Dans le cas uniformément A-convexe, on a le résultat suivant :
Théoréme ([18], p. 852) Soit (F,7) une algebre localement uniformément A-

convexe unitaire d’'unité e. Alors (E, 7) peut étre munie d’une norme d’algebre 7/
plus fine que 7.

1.3 Algebres de Banach spectralement convexes

L’image numérique V' (z) d’un élément = dans une algebre de Banach complexe
(E,|| . ||) unitaire est définie comme suit :

Vizg) ={f(x): fe %] fll=f(1) =1}
ou E* désigne le dual algébrique de E.

Dans le cas de certains éléments particuliers a savoir les éléments hermitiens ou
les éléments normaux d'une C*-algebre, I'image numérique fournit une approxi-
mation convexe du spectre de x comme la fermeture de I'enveloppe convexe de

Spg(z) :

V(z) = conv(Spg(x)),

ou conv(Spg(x)) est 'enveloppe convexe de spectre de x dans E.
Cette approximation a motivé S. Bhatt, dans ([5]) pour donner une caractérisation
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spectrale des algebres de Banach complexes unitaires spectralement convexes. Il a
montré que, si £ est une algebre de Banach unitaire, spectralement convexe, alors
E/RadFE est isomorphe a C.

Théoréme 3.1. ([5], Theorem 1, p.726). Si E est une algebre de Banach unitaire
complexe, spectralement convexe, alors E/RadFE est isomorphe a C.

Avant de passer a la preuve de ce théoreme, rappelons d’abord le résultat de
Zamanek ([25], Théoréme 1, p. 191) suivant, qui nous sera utile par la suite :

Théoréme 3.2. Soit E est une algebre de Banach commutative et N = {z €
E : p(x) = 0} 'ensemble des éléments quasi-nilpotents. Alors on a : RadFE = N.

En géneral, on a RadA < N et Zamanek ([25]), en 1977, a montré que, dans
le cas des algebres de Banach, les assértions suivantes sont équivalentes :
i)Rad(E) = N.

ii) re Nyye N=uzye N.
iii) re Nyye N=z+ye N.

Pour la preuve du Théoreme 3.1, S. Bhatt a utilisé le résultat purement algé-
brique suivant :

Lemme 3.3. Si pour tout z € E, Spr(z) est un singleton, alors RadE = N.

Preuve : D’aprés le résultat précédent, il suffit de montrer que, pour tout z,y € N,
onaxy € N.Ona: pg(x) =0et pp(y) = 0, donc Spe(x) = Spe(y) = {0}. Si
Spr(zy) # {0} alors xy est inversible dans E et x est inversible a droite dans F.
De plus, puisque on a :

Spe(ry)/{0} = Spe(yz)/{0}

([4], proposition 3, p.20 ) donc 0 ¢ Spr(yx) et x est inversible a gauche dans E
donc inversible dans E ce qui contredit le fait que Spg(z) = {0}.

Rappelons qu’une forme linéaire f du dual topologique E’ est un état spectral
de F si

f(a) € conv(Spg(a), pour tout a € E.

Soit Q(F) I'ensemble de tous les états spectraux de E. On sait que si E est com-
mutative, alors Q(F) est non vide. ([4], §13, p.112)

Preuve du Théoreme 3.1 : Soit F une algebre de Banach spectralement convexe.

Supposons tout d’abord que E est semi-simple et commutative, d’aprés le Théo-
reme de Gleason- Kahane-Zelasko ([4], Theorem 7, p.80) on a :

Q(E) = M(E),
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ou M(E) est I’ensemble des caractéres de E. Et puisque Q(E) est convexe, M(FE)
I'est aussi. Ce qui n’est vrai que lorsque il est réduit a un singleton, et la semi-
simplicité de F implique que E est isomorphe a C. Dans le cas général, montrons
que :

Spe(z) est un singleton, pour tout z € F.

Considérons la sous algébre maximale commutative M, de E contenant x ([4],
Theorem 4, p.76). M, est fermée et par ([4], p.25), on a :

Spum,(y) = Spe(y), pour tout y € M,.

Et puisque M, et M,/RadM, sont spectralement convexes et M, /RadM, est semi-
simple, d’aprés le premier cas on a :

M, /RadM, est isomorphe a C.

et par suite,
Yy € My, Spar, (y) est un singleton.

en particulier, Spg(z) est un singleton. Soit Spg(x) = {f,}, pour tout x € E. Par
le lemme précédent, on a

RadE = N.

Considérons 'algébre de Banach semi-simple Fy = F/RadFE, par ([4]. Proposition
3 p.20) on a:
Spg, (z + RadFE) < Spg(x)

et
Spp, (v + RadE) = {f,},Vr € E.

Soit = € E tel que x ¢ RadFE, alors 3, # 0 et 0 ¢ Spg, (T) et T n’est pas inversible
dans Ey, donc E; est un corps, et on conclut par le théoreme de Gelfand-Mazur.

Remarque 3.4 Du fait que tout voisinage de zéro est absorbant, on peut suppo-
ser que le spectre de tout élément de ’algebre appartenant a un voisinage de zéro
est convexe pour retrouver le résulat, c’est a dire : s’il existe un voisinage V' de 0
dans F tel que le spectre de tout élément x de V' est convexe, alors E/RadFE est
isomorphe a C.

Il est interessant de savoir si le résultat reste encore vrai lorsqu’on remplace V'
par toute partie ouverte non vide de 'algebre.

Remarques 3.5 : 1) L’assertion du théoréme 3.1 ne reste pas vraie dans le cas
d’une algebre normée non complete, en considerant 1'algebre C[X] des fonctions
polynémes dans U'intervalle [0, 1] munie des opérations habituelles et de la norme
sup.

2) En prenant E D'algebre des fonctions réelles continues a valeurs sur l'inter-

valle [0, 1] munie de la norme sup. C’est une algebre de Banach reélle, semi simple
commutative spectralement convexe mais, elle n’est pas isomorphe a C.

11



1.3.1 Cas des algebres de Banach involutives

Dans le cas ou l'algebre de Banach est munie d’une involution, 'auteur a ap-
porté des réstrictions sur les éléments de ’algebre, en supposant seulement que le
spectre de tout élément normal de ’algebre de Banach involutive est convexe pour
obtenir le méme résultat.

Théoréme 3.2. Soit F une algebre de Banach unitaire involutive complexe. Si le
spectre de tout élément normal de E' est convexe, alors E/RadE est isomorphe a C.

Pour montrer ce résultat, S. Bhatt a utilisé le lemme suivant. Avant de 1’énon-
cer, rappelons la définition suivante :

Définition 3.3 : On dit qu'une algebre E posséde localement une propriété "P”,
si pour tout x € H(F) la sous-algebre involutive C}, fermée de E engendrée par e
et h, posséde également la proporiété "P”.

Dans ([11], Théoreme 1.1, p. 95), Cuntz a montré que, si une algebre E est loca-
lement une C*-algebre c’est a dire, pour tout h € H(FE), C), est topologiquement =
isomorphe a une C*-algebre, alors F est une C*-algebre.

Une conséquence immédiate de ce résultat est donnée par :

Lemme 3.4 . Soit F une algebre de Banach involutive complexe et unitaire.
1) Si E est localement de dimension finie, alors E est de dimension finie.
2) Si E est localement isomorphe a C alors, E est isomorphe a C.

Preuve : 1) Si E est localement de dimension finie, alors E est localement une
C*-algebre et par le résultat de Cuntz ([8]). E est une C*-algebre et le spectre
de tout élément auto-adjoint de E est fini. Ce qui implique par un résultat de B.
Aupetit ([2], Théoreme 4, p.486) que E est de dimension finie.

2) Par 1) on a : E est une C*-algebre de dimension finie, dont le spectre de tout
élément auto-adjoint est réduit & un singleton. Et par ([4], Proposition 20, p.67)
qui montre que, dans une C*-algebre unitaire, tout élément auto-adjoint est her-
mitien et le lemme 3 de ([4], p.206), qui montre que I'image numérique de tout
élément hermitien de 'algebre est 1’enveloppe convexe de son spectre. Ainsi que
la proposition 4 de ([4], p.52), qui affirme que I'image numérique est un compact
non vide de C, qui est convexe. On déduit que I'image numérique de tout élément
de E est un singleton. Et par le résultat ([4], Corollaire 15 p.56,), prouvant que
I'ensemble D(1) = {f e A" :|| f ||= f(e) = 1} sépare les points de 'algebre E, on
a F est isomorphe a C.

Preuve du Théoreme 3.2 : Pour tout élément normal x de E, considérons
la sous-algebre B, engendrée par z. Puisque tout élément y de B, est normal,
d’aprés I’hypothese du Théoreme, 1'algebre B, est spectralment convexe et on a :

B,/Rad(B,) ~ C.
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Ce qui implique que Spgz est réduit a un singleton pour tout x normal de E.
En particulier, pour tout h € H(E), Spgh est un singleton. Ce qui implique que
I'algebre E est hermitienne et par ([4], §12, p. 65), on a : RadE=s-Rad(E). Consi-
dérons maintenant I’algébre Fy = E/Rad(FE) munie de I'involution canonique dé-
duite de celle de FE, elle est une algebre de Banach involutive et semi-simple. Soit
h € H(E1), et Cy, la sous algebre fermée de E; engendrée par e et h. Puisque E; est
hermitienne et semi simple, elle est une C*-algebre munie de la norme auxillaire
de Ptak pp, = ppg, (xz2*)"2. Par suite Cj, est aussi une C*-algebre. En particulier,
C}, est semi-simple pour tout h € H(E;). C), est une algebre de Banach commu-
tative semi-simple unitaire, dont le spectre de tout élément est un singleton, est
isomorphe & C (par le théoréme 3-1 ), on déduit que £} est localement isomorphe a
C et par le lemme précédent, on conclut que F; est isomorphe a C. Ceci complete
la preuve du Théoreme.

Remarque 3.5 : La conjecture tentant de montrer qu'une algebre de Banach in-
volutive semi-simple, dont le spectre de tout élément auto-adjoint est convexe, est
isomorphe & C, n’est pas vraie. En effet, considérons 1'algebre C[0, 1] des fonctions
complexes continues sur [0, 1]. Elle est une C*-algebre semi-simple non isomorphe
a C.

Cependant, on aura le résultat en supposant la convexité du spectre de tout élé-
ment unitaire si I’algebre est hermitienne comme le montre ce qui suit :

Théoréme 3.6 ([5], Theorem 6, p.729). Si E est une algebre de Banach involutive
hermitienne dont le spectre de tout élément unitaire est convexe, alors E/Rad(E)
est isomorphe a C.

Le lemme suivant est une généralisation d’un résultat bien connu dans les C*-
algebres :

Lemme 3.7 : Le spectre de tout élément unitaire d’une algebre de Banach in-
volutive hermitienne est contenu dans le cercle unité.

Preuve : Soit u € U(F), et soit B, est la sous algebre maximale commutative
involutive contenant u, ona

Spe(u) = Spp, (u) = {x(u) : x € M(Bu)}
et
Spg, (y) = Spe(y), pour tout y € H(B,).
Et puisque B, est hermitienne, on a pour tout y € Mp, , on a :
1= x(uu*) = x(u)x(u*) = x(u)x(u) = [x(u)?

Preuve du Théoreme 3.5 : L’hypothese du théoreme, avec le résultat du lemme
précédent, impliquent que le spectre de tout élément unitaire de 1'algebre doit étre
réduit a un singleton. Et par suite, le spectre de tout élément auto-adjoint de I'al-
gebre E est un singleton. Le reste de la preuve sera comme dans le théoreme 3.2.
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Corollaire 3.8 : Une C*-algebre unitaire dont le spectre de tout élément uni-
taire est convexe est isomorphe a C.

1.4 Exemples

(a)

Soient K un espace compact et A = C(K) l'algebre des fonctions complexes
continues sur K. On munit A de la norme || . ||, de la convergence uniforme
définie par :

| f llo= sup{|f(x)| : x € K}, pour tout f e A

Alors (A, ]| . ||o) est une algebre de Banach unitaire commutative.

([12]) Soit A T'algebre des fonctions f : [0,1] — C admettant des dérivées
continues dans [0, 1] jusqu’a l'ordre n. On munit A de la norme || . ||,, définie
par :

I £ 1= 2 i s 1)
pour tout fe A. Si f,ge A, on a :
I fg <!l f lloll g Il

Donc (A, . ||,) est une algebre normée unitaire commutative. Elle est de
Banach si p = n.

([12]) Soit A = LY(R) l'espace des classes de fonctions complexes intégrables
sur R. On munit A du produit de convolution suivant :

frxg= JRf(t)g(s — t)dt pour tout f,ge A

et de la norme :

| f = J]R]f(t)\dt pour tout f € A

Alors (A, . ||1) est une C-algebre de Banach commutative non unitaire.

Si E est un espace de Banach, 'algebre A = B(FE) des opérateurs bornés de £
est une algebre de Banach unitaire non commutative, (si dimFE > 2).

Soit A = (C[X], || . ||) Palgebre des polynémes a une indeterminée a coefficients
complexes, munie de la norme d’algebre :

I X' ll= ) lail.
0<i<n 0<i<n

Alors A est une algebre normée qui n’est pas une Q-algebre.

([12]) Soit D le disque unité fermé de C. On note A(D) 'algebre des fonctions
complexes définies continues sur D, holomorphes sur l'intérieur de D. Pour
toute f € A(D), on pose :

I £ ll=supls()l et |1 £ 1/= sup |£(:)]

|z[<1/2
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On a (A(D), | . ||) est une algebre de Banach. De plus, on a
pay(f) =| f ||, pour toute f € A(D). Par ailleurs, (A(D),| . [|') est une
algebre normée non Q-algebre.

(g) ([14])Soit A = P(D) l'espace de Banach des polynémes complexes & valeurs
dans le disque unité. Pour f,g € A, on définit la fonction f o g sur D par :

foglz) == f f(z — t2)g(t=)dt

On a foge A En effet, pour p(z) = 3" ;27 et q(2) = D_obez" deux
polynoémes complexes on a :

/DoY) = 3, Y a7 [k vy

(p/Doq/D) est donc la restriction & D d’un polynéme. Maintenant étant donné
f,ge A, e >0 et p, g deux polynémes tel que :

| f=p/D |lo<cet || g—q/D |o<e

Alors, pour tout z € D, on a

|fog(z) = (p/Dogq/D)(2)| < L |f(z —tz)g(tz) — p(z — tz)q(tz)|dt

< f 19(t2)] | (2 — t2) — plz — t2)|dt + j Ip(= — t2)].lg(t2) — q(t2)|de

<[ g lloll £ =2/D lloo + | /D llll 9 = @/D lo< e(ll f llc + | 9 llc +€)
Par suite fog est une limite uniforme de fonctions polynomes sur D. Il s’ensuit
que foge A et que
I foglleo<l f ol gl
De plus, d’aprés la définition de f o g, la multiplication (f,g) — f o g est
commutative, associative et distributive. Par conséquent, A est une algebre de
Banach. D’autre part on montre par induction que :

PGS

1
, Il £ I |z["~* pour tout n € N.

(n—1)

On en déduit alors que :

n—0o0

1/n
palf) = g (710 <0 £ e tim, () =0

Par suite on a : Spa(f) = {0}, pour tout f € A. A ne posséde donc pas de
caractéres non nuls et A = Rad(A).
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(h)

([14]) Soit T' un opérateur lineaire borné défini sur C[0, 1] par :
¢
10 = [ Fs)ds, sl et te o)
0

Soit A = {>" ja;T? a1,as,,,,a, € Cet neN}, I'adhérence de Pensemble des
polyndmes de la forme )" ja;T". A est une algebre de Banach commutative
qui ne posséde pas d’élément unité. De plus, il est facile de vérifier que :

()| <|| f || t"/n!, pour tout te[0,1],YneN

Par suite || 7"(f) [|< & || f ||l ce qui entraine que

pa(T) = lim || T" |[5=0.

n—+ao0

L’algebre A est commutative, donc le rayon spectral est sous-additif et sous-
multiplicatif. Par conséquent, on a :

pa(f) =0, pour tout f e A.

Il s’ensuit que Spa(f) = {0}, pour tout f € A. Ainsi A ne posséde pas de
caractéres non nuls. De plus A = Rad(A).

Pour 0 < p < 1, posons :

l, ={x = (Tp)nen : € C et Z |z, [P < o0}

neN

Alors [, est une algebre p-Banach complexe pour la p-norme et le produit
suivants :
Iz = Z |z,|P, pour tout x € [,

neN

et
(@n)n * (Yn)n = (tn)n, avec t, = Z TkYn—k, poUr tous z,y € l,

|k|<n

Plus généralement, si (w,), € C est une suite de nombres positifs vérifiant
Wpir < Wywy, pour tout n, k € N, avec wy = 1, alors ’algebre

A={z = (2p)nen : Tn, € Cet Z Wy |7, [P < 00}
neN

est une algebre p-Banach.
([27]) Toute algebre p-normée, (0 < p < 1), est A-p-normée.

Soient (E,|| . ||) une algebre A-normée non normée et p € [0,1]. En posant
| z ||,=Il = ||P, pour tout x € E, l'algebre (E,| . ||,) est A-p normée non
p-normée.
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(m)

([6], p.91 ) Soit W,, 0<p< 1, l'algebre des séries ¢(z) = >, a,z" définies
sur le cercle unité, telle que :>,°_ |a,|P < . On considére (o, ),=0 une suite
strictement positive et décroissante et on pose :

e}
| ¢ ll,= Z nlan|’, ¢ €W,
n=0
Il est clair que || . ||, est une p-norme d’espace vectoriel telle que

|64 [lp< M(9) || ¢ [|p, pour tout ¢, ¢ € Wy,

ou M(¢) = 3,7 |an|P. Ainsi (W,), est une algébre A-p-normée qui n’est pas
localement convexe.

([7], p-153) Soit E lalgebre des fonctions complexes f, mesurables sur [0, 1],
de la forme : f = >" | Nix(4;), n e Net (A;)1<i<n est une partition de [0, 1]
telle que mes(A;) > 0 pour tout i € 1,....n et x4, est la fonction indicatrice
de A;. On munit E de la p-norme d’espace vectoriel || . ||,,0 < p < 1, définie,
pour tout f e E par :

17 1= | s

)

Pour f € E, posons M(f) = maz{|\;|P,:0<i<1}. Ona:

I 1.9 [lp< M(f)- [l g ll, pour tout g & E.

Ainsi (E,]| . ||,) est une algebre A-p-normée, qui n’est pas A-normée, car il
n’est pas localement convexe.

([7]) Soit A = CN T'algebre des suites complexes nulles a partir d'un certain
rang. Considérons (a,), une suite strictement positive bornée et |.|, la p-norme

donnée par :
e}

|x|p = Z an|xn|p

n=1

ou x = (x,)n=1 € A. Si on pose : M(x) = sup{|z,[? : n > 1}, alors
|z.y|, < M(x)|y|,, pour tout y € A
Ainsi (A4, |.|,) est une algebre A-p-normée qui n’est pas localement convexe et

qui n’est pas complete.

([12]) (C[[X]], (Pn)n=0) lalgebre des séries formelles munie de la famille de
semi-normes sous-multiplicatives définies par :

pn(D X = Y il

1>0 0<isn

Alors (C[[X]], (Pn)ns=0) est une algébre m-convexe métrisable compléte qui est
une Q-algebre.
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(a)
(r)

(s)

L’algébre CN, munie de la topologie produit est m-convexe métrisable compléte

qui n’est pas une Q-algebre.

([12]) H(C) l'algebre des fonctions complexes définies et holomorphes sur C,

munie de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de C, est

une algebre m-convexe métrisable compléete qui n’est pas une Q-algebre.

([12]) L’algebre (CZ[0,1], (pn)n=1) des fonctions complexes définies sur [0, 1],

indéfiniment dérivables, munie de la famille des semi-normes sous-multiplicatives

(pn)nzl 01\1

= 30 & s |9 ()] pour tout f e C[0,1]

0<k<n Z‘E O 1

C’est une algebre m-convexe métrisable complete qui est une Q-algebre.

C(X) l'algebre des fractions rationnelles a une indéterminée a coefficients com-
plexes, munie de la topologie de Williamson, ([19]), est une algebre topologique
localement convexe, métrisable non complete, a produit continu et qui est une
Q-algebre.

([7], Exemple 3, p.20) Soient £ = Cy(R) l'algebre des fonctions continues et
bornées de C dans R. On munit F de la topologie définie par la famille de
semi-normes, (ps)geco()- CP(R) étant lalgebre des fonctions ¢ € E tendant
vers 0 a l'infini, défines par :

ps(f) = sup{|o(x)]|f ()] : x € C}

CP(C) est une a.l.u.A-convexe qui n’est pas m-convexe.

Soit C'(C) l'algebre des fonctions continues de C vers C. On la munit de la
topologie de la convergence uniforme sur les compacts de C. C’est une a.l.m.c
qui n’est pas uniformément A-convexe.

([9]) Si on considere Ialgebre produit Cy(R) x C(R) munit de la topologie
produit. On obtient une a.l.A-convexe qui n’est ni m-convexe ni uniformément
A-convexe.

([10] Soit E une algebre de Banach commutative et sans ordre, c’est a dire, si
z.E = 0alors x = 0 ou x.F = x.y: y€ E. Considérons M (E) l'algebre des
multiplicateurs de E, c’est a dire, I’espace des applications linéaires 7' : £ — E
telle que : T'(z.y) = z.T(y) = T(x).y, pour tout x,y € E. On munit M (F)
de la topologie définie par la famille (p,).er avec p(T) =|| Tz ||, T € M(E).
M (E) est une a.l.u.A-convexe, qui n’est pas m-convexe en général.
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CHAPITRE 2

CHAPITRE 2 : ALGEBRES LOCALEMENT
MULTIPLICATIVEMENT CONVEXES
SPECTRALEMENT CONVEXES

Introduction

Soit (E, || . ||) une algebre de Banach unitaire. Dans ([2], Theorem 1, p. 726),
S. Bhatt a montré que si Spg(z) est convexe, pour tout = € E, alors E/Rad(E) est
isomorphe a C. Dans le cas involutif, il a obtenu la méme conclusion ([2], Theorem
4, p. 728), en supposant que Spg(z) est convexe, pour tout élément normal x € E.
Si de plus, 'algebre (E,|| . ||) est hermitienne et Spgr(u) est convexe, pour tout
élément unitaire u € E, alors il obtient également ([2], Theorem 6, p. 729), que
E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux résultats précédents dans le cadre
tout a fait général des algebres topologiques ordinaires. Nous commengons par
établir un résultat purement algebrique (Proposition 1.1) qui nous dit que si F
est une algebre unitaire d’élément unité e, telle que Spg(x) est un singleton, pour
tout x € E, alors :

1) Rad(E) ={x e E : p(x) = 0},
2) E/Rad(E) est isomorphe a C.

Nous montrons, par deux exemples, que si Spg(x) est un singleton, pour tout
x € E, alors E n’est pas isomorphe a C. Le premier exemple (Exemple 1.4) montre
que l'unitisée £ = L'([0,1])#, de lalgebre convolutive radicale L'([0,1]), de di-
mension infinie et est telle que Spgr(z) est un singleton, pour tout z € E. Dans le
deuxieme exemple (Exemple 1.5), il s’agit de I’algebre de Banach (C/[[?]]), 1),
complétée de I'algebre normée des séries formelles (C[[X]], || . ||), ou || . || est la
norme donnée dans ([1]). L’algebre (C/[[-)?]] est de dimension infinie, alors que le

spectre de tout élément est réduit a un singleton.
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Nous passons ensuite au cas topologique. Nous montrons (Théoreme 1.6) que
si (F, (px)rea) est une algebre ordinaire localement m-convexe, unitaire advertible-
ment compléte et spectralement convexe, alors F/Rad(FE) est isomorphe a C. Il est
bien connu que toute algebre spectralement bornée est nécessairement ordinaire.
Ainsi, on obtient (Corollaire 1.7) la méme conclusion du théoréme 1.6, précédent
en remplagant "ordinaire" par "spectralement bornée". Par ailleurs, d’apres ([13],
Proposition 10, p. 123), les assertions suivantes sont équivalentes :

i) Spr(z) est borné, pour tout x € E.
ii) Spe(z) est fermé, pour tout x € F, et Spr(z) & C.
iii) Spg(z) est compact, pour tout x € E.

Dans une a.l.m.c. unitaire, advertiblement compléete et spectalement convexe
E, on obtient deux autres conséquences importantes. La premiere est que si Spg(z)
est fermé, pour tout x € E, et Spp(x) & C, alors E/Rad(E) est isomorphe & C
(Corollaire 1.8). Quant a la deuxieéme, si Spg(x) est compact, pour tout = € E,
alors E/Rad(E) est isomorphe a C (Corollaire 1.9). Nous montrons (Proposition
1.10) que 'hypothese spectralement convexe de 'algebre, c’est a dire Spg(x) est
convexe, pour tout x € F, peut étre remplacée par "Spg(x) est convexe, pour tout
x d’un voisinage de zéro dans I'algebre E". En utilisant le fait que toute Q-a.l.m.c.
est spectralement bornée (en fait le spectre de tout élément est compact). De plus
elle est aussi advertiblement complete ([14]), on obtient également (Corollaire 1.11)
que toute Q-a.l.m.c. spectralement convexe est isomorphe a C modulo son radical
de Jacobson.

Nous montrons que le résultat de Bhatt ([2], Theorem 1, p. 726) donné dans
le cas Banach reste encore valide dans le cas d'une Q-algebre normée (Corollaire
1.12). De plus, nous prouvons (Remarque 1.13) que 'hypothese "Q-algebre' n’est
pas superflue. Puis, comme illustration, nous obtenons que I'image d’un convexe
par une fonction continue n’est pas nécessairement convexe (Remarque 1.15). Si-
gnalons que, pour le cas réel, le résultat du corollaire 1.13, ne reste plus valabe
(Remarque 1.17). En fait, I’algebre de Banach réelle (Cg([0,1]), ]| . ||), des fonc-
tions réelles continues de [0, 1], munie de la norme de la convergence uniforme, est
semi-simple, spectralement convexe de dimension infinie.

Nous faisons de méme pour les a.l.A.c. advertiblement completes, ordinaires et
spectralement convexes. Nous montrons (Proposition 2.1.1) que si (F, (pa)aea) est
une a.l.A.c. ordinaire, advertiblement complete et spectralement convexe, alors
E/Rad(FE) est isomorphe a C. Comme conséquences, nous obtenons (Corollaire
2.1.2) que si (F,(pa)aca) est une a.l.A.c., unitaire, advertiblement complete et
spectalement convexe, alors E/Rad(F) est isomorphe a C dans le cas ou Spg(x)
est fermé, pour tout x € E, et Spg(z) & C. Nous obtenons (Corollaire 2.1.3)
également la méme conclusion si Spg(x) est compact, pour tout = € E. De plus,
comme dans le cas m-convexe, on montre (Corollaire 2.1.4), que nos résultats res-
tent valables avec I'hypothése ”Spg(x) est convexe, pour tout = d’un voisinage de
zéro dans l'algebre E'. On établit (Corollaire 2.1.5) aussi que si (F, (pa)aca) est
une Q-a.l.A.c. spectralement convexe, alors F/Rad(E) est isomorphe a C.
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Nous obtenons pour les a.l.u.A.c., des résultats qui sont en paralléles avec ceux
des a.l.A.c. Soit (F,T) une a.l.u.A.c. unitaire. On sait, d’apres ([10]), qu'il existe
une norme d’algebre sur F plus fine que 7. Si (E,7) est ordinaire et spectrale-
ment convexe, on montre que (F, || . ||) est également ordinaire et spectralement
convexe. De plus si (E,7) est advertiblement complete, alors que (E, || . ||) est
une Q-algebre. Ainsi, on obtient (Proposition 2.2.1) que si (E, 7) est une a.l.u.A.c.
ordinaire, advertiblement compléte et spectralement convexe, alors E/Rad(E) est
isomorphe a C.

Nous introduisons une propriété, purement algébrique (Définition 2.2.2), qui
intervient dans I’étude des algebres spectralement convexes. On dit qu'une algebre
unitaire F, vérifie la propriété P, si pour tout x € F, il existe une sous algebre
maximale C, de E contenant x et e, satisfaisant les deux conditions suivantes :

a) M(C,) # & et b) Spc, (v) = {x(y) : x € M(C,)}, pour tout y € C,,

ou M(C,) désigne I'ensemble des caractéres non nuls de C,.

Avec les conditions algébriques précédentes et sans aucune considération topolo-
gique, nous montrons (Proposition 2.2.3) que si £ une algebre complexe unitaire
et ordinaire vérifiant la propriété P et si de plus E est spectralement convexe, alors
E/Rad(FE) est isomorphe a C. Nous obtenons comme conséquences que si (E,7)
est une By-algebre (ou plus généralement une a.l.A.c.), ordinaire et advertiblement
complete et si plus E est spectralement convexe, alors E/Rad(E) est isomorphe &
C (Corollaire 2.2.4). Pour une By-algebre ordinaire (E, 7), on montre (Corollaire
2.2.5) que E/Rad(E) est isomorphe a C dés qu’elle est spectralement convexe.

Le dernier paragraphe de ce chapitre est consacré a 1’étude des questions précé-
dentes dans le cas a involution généralisée. On commence d’abord par le cas d’une
involution d’algebre. Nous montrons (Théoreme 3.1.1) que si E est une a.l.m.c.
involutive advertiblement compléte et ordinaire telle que le spectre de tout élé-
ment normal de F est convexe, alors F/Rad(E) est isomorphe a C. Comme consé-
quences, nous obtenons des résultats analogues aux précédents dans le cas involutif
et ceci sans restrictions aucune (Corollaire 3.1.2, Corollaire 3.1.3, Corollaire 3.1.4,
Corollaire 3.1.5, Corollaire 3.1.6).

Nous examinons ensuite le cas d’une involution #-spectrale. Nous montrons
(Corollaire 3.1.7) que si (E,T) est une a.l.m.c., involutive et =spectrale tel que
le spectre de tout élément normal est convexe, alors F/Rad(FE) est isomorphe a
C. Nous faisons de méme pour des a.l.A.c. (Proposition 3.1.8) et des a.l.u.A.c..
Des résultats analogues aux précédents sont également obtenus et ceci sans res-
trictions aucune. Dans le cas hermitien, nous obtenons les analogues de tous les
résultats précédents sous I'hypothese " le spectre de tout élément unitaire est
convexe." Nous montrons (Proposition 3.1.13) que dans une a.l.m.c. compléte uni-
taire, munie d’une involution d’algebre, ’ensemble des éléments unitaires engendre
I’algebre toute entiere. Si de plus, 'algebre est ordinaire et hermitienne, alors elle
est isomorphe a C, modulo son radical de Jacobson, si le spectre de tout élément
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unitaire est convexe (Proposition 3.1.14). Comme conséquence, nous obtenons la
méme conclusion (Corollaire 3.1.15) dans le cas =-spectral ainsi que le résultat de
S. Bhatt ([2], Theorem 6, p. 729).

La deuxieme partie de ce paragraphe traite des algebres a anti-morphisme in-
volutif. Ici, notre démarche consiste a se ramener au cas d’une involution d’algebre
en montrant que l'algebre est en fait commutative, par un résultat analogue au
théoréeme de Kaplansky ([7], Theorem 1). On commence par établir un résultat
purement algebrique, (Proposition 3.2.19) selon lequel toute algebre réelle unitaire
et primitive E telle que e+ 2 est inversible, pour tout « € F, est nécessairement un
corps. Nous obtenons (Proposition 3. 2.2) ensuite I’analogue d’un résultat de Ka-
plansky dans le cadre des Q-a.l.m.c. unitaires semi-simples, ainsi que ’analogue
d’un résultat de Civin Yood pour une involution anti-morphisme (Proposition
3.2.3). Nous obtenons (Théoreme 3. 2.14) que si E une Q-a.l.m.c. ordinaire, mu-
nie d’'une involution anti-morphisme, et si le spectre de tout élément normal de
E est convexe, alors E/Rad(FE) est isomorphe a C. Comme conséquences, nous
obtenons des résultats analogues aux précédents dans le cas d’une involution anti-
morphisme. Signalons que dans le cas tout a fait particulier d’une algebre de
Banach unitaire, I’analogue de ([2], Theorem 6, p. 229) de S. Bhatt est encore va-
lide dans le cas d'une involution anti-morphisme, a savoir que si (F, || . ||) est une
algebre de Banach unitaire munie d'une involution anti-morphisme z — x* her-
mitienne tel que le spectre de tout élément unitaire est convexe, alors F/Rad(E)
est isomorphe a C (Corollaire 3.3.19).

2.1 Algebres localement m-convexes, ordinaires
et spectralement convexes

Soit F une algebre complexe unitaire, d’élément unité e. Si le spectre de tout
élément est réduit a un singleton. Alors le radical de Jacobson coincide avec I'en-
semble des éléments quasi-nilpotents. De plus E/Rad(FE) est isomorphe & C comme
le montre le résultat suivant :

Proposition 1.1. Soit F une algebre unitaire, d’élément unité e, telle que Spg (x)
est un singleton pour tout z € E. Alors :

(a) Rad(E) ={xe E: pg(x)=0}.
(b) E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Preuve : 1) Remarquons tout d’abord que :
Rad(E) = {a € E : p(ab) = 0, pour tout b € F}

et que

Rad(E) c {x € E : p(z) = 0}

est toujours vraie ([3]). Il reste & montrer 'autre inclusion. Soit z € E tel que
p(x) = 0 et montrons que x € Rad(E), ou encore que p(xy) = 0, pour tout y € E.
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Pour ce faire, on distingue deux cas selon que y est inversible ou non.

-Si y est inversible, alors xy est non inversible car x est non inversible. Comme
Spr(zy) est réduit a un singleton, on a Spg(xy) = 0. Et par suite p(zy) = 0 et
donc x € Rad(E).

-Si y est non inversible, alors Spg(y) = 0. Par conséquent Spg(zy) = {0} car sinon
Spr(zy) # {0}. Donc 0 ¢ Spr(zy). Il sensuit que zy est inversible dans F et donc
x est inversible a droite. Et comme

Spe(ry)/{0} = Spe(yx)/{0}

vu que Spg(xy) u {0} = Spe(yz) U {0} on a 0 ¢ Spr(yz) et donc x inversible a
gauche, ce qui n’est pas le cas puisque Spg(z) = {0}. Il s’ensuit que Spg(xy) = {0},
et donc p(zy) = 0. D’ou x € Rad(E). Ainsi

Rad(E) = {x € E: p(x) = 0}

2) Montrons maintenant que F/Rad(F) est isomorphe a C. Posons B = E/Rad(FE)
et considérons la surjection canonique s : E — E/Rad(FE). Alors B est semi-simple
et on a :

Spe(z) = Spp(s(z)), pour tout z € F

Soit a € E. Alors Spp(s(a)) est réduit a un singleton . Il s’ensuit que Spg(a —
age) = 0. Donc p(a—age) = 0. Par 1), on a a—aye € Rad(E). D’ou s(a) = a,s(e),
et ceci pour tout a € E. Donc E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Remarque 1.2. On peut voir autrement que si £ est une algebre unitaire d’élé-
ment unité e, telle que Spg(z) est un singleton, pour tout x € E. Alors E/Rad(FE)
est isomorphe a C. En effet, I'hypothese faite sur £ montre que F a seulement un
ideal maximal & gauche. En effet soit M et M deux ideaux maximaux & gauche
distincts de E. Alors M + M = E. Soit me M et m € M tel que m +m’ = e.
Il s’ensuit que m = e — m est non inversible. Donc 1 € Spg(m). Par ailleurs,
m est non inversible, donc 0 € Spg(m). Ainsi Spg(m) contient au moins deux
points, ce qui contredit 'hypothese. Soit maintenant M 'unique idéal maximal &
gauche de F, qui est nécessairement l'unique idéal maximal & droite de E. Alors
Rad(E) = M. Soit x € E et X\ € Spg(m). Alors x — Ae est non inversible. Donc
x — e € M. Ainsi M est de codimension 1 i.e. E/M est isomorphe a C. Comme
Rad(E) = M, on a : E/Rad(F) est isomorphe a C.

Soit E une algebre unitaire d’élément unité e telle que Spg(x) est un singleton,
pour tout x € E. Alors, on n’a pas nécessairement F est isomorphe a C. comme
le montre les deux exemples suivants :

Exemple 1.3. Considérons I'algebre L'[0, 1], ot la multiplication est le produit
de convolution et soit £ son unitisée. Il est bien connu que L'[0, 1] est radicale
([1]) donc Rad(E) = L0, 1]. On voit alors que E/Rad(E) ~ C, cependant F est
de dimension infinie.

Exemple 1.4. Soit C[[X]] I'algebre des séries formelles. D’apres ([1]), il existe
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une norme d’algebre |.| sur C[[X]]. Notons C[[X]] I’algebre de Banach complétée
de T'algebre normée (C[[X]],|| . ||). On sait que C[[X]] admet un seul caractere
(non nul) ([15]), c’est le caractere x défini par :

x(x) = (0), z € C[[X]]

Notons que ce caracteére est nécessairement continu. La complétée C[[X]], de
C[[X]], possede également un seul caractére, c’est le prolongement continu Y du
caractere y. Ainsi,

L —

Rad(C[[X]]) = kerX.

On voit alors que

C[[X]]/Rad(C[[X]]) ~ C.

Cependant C[[X]] est de dimension infinie.

Soit F une a.l.m.c. commutative unitaire et compleéte. Alors, d’apres ([9], Theo-
rem 5, 4, p. 19 ), I'algebre E' est nécessairement a spectre global fonctionnel c’est
a dire, que :

Spe(y) = {x(y) : x € M(E)}, pour tout ye E

ou M(FE) désigne 'ensemble des caracteres continus de E. De plus, Mallios ([8])
a montré que dans une a.l.m.c. commutative unitaire, cette derniére propriété est
équivalente a I'advertible complétude de I’algebre F.

Ce résultat nous permet de décrire la structure des a.l.m.c. ordinaires adverti-
blement compleétes et spectralement convexes. Plus précisément, nous avons le
résultat suivant :

Théoréme 1.6. Soit (E, (pr)acx) une a.l.m.c. unitaire advertiblement complete
et spectralement convexe. Si E est ordinaire, alors E//Rad(FE) est isomorphe a C.

Preuve : Soit 2z € E. Comme

Spe(x) = SPE/Reace)(s(x)), pour tout x € £

ous: F — E/Rad(FE) est la surjection canonique, on peut donc se ramener au cas
semi-simple. De plus, comme toute a.l.m.c. commutative, unitaire et advertible-
ment complete est nécessairement a spectre global localement fonctionnel, on peut
également se ramener au cas commutatif. Ainsi, notre preuve est divisée en deux
étapes. Dans une premiere étape, on suppose que l'algebre E est commutative et
semi simple. Puis, dans une deuxiéme étape, on traite le cas général.

Premiere étape : On suppose que l'algebre E est commutative et semi simple.
Montrons que Spg(x) est un singleton, pour tout x € E. Puis, on conclut par la
Proposition 1.1. L’algebre E étant advertiblement compléte, donc, par ([14]), on
a:

Spe(z) = {x(x) : x e M(E)}
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Supposons que Spg(x) posséde au moins deux points distincts A; et Ay. Alors il
existe deux éléments x; et xo de M(E) tels que \; = x1(z) et Ay = xo(x). Soit
0 < a < 1. Alors, comme Spg(z) est convexe, on a :

al + (1 — o) = axi(z) + (1 — a)xa(x) € Spe(x)

Soit maintenant f = ax; + (1 — a)x2. Il est claire que f est une forme linéaire sur
E telle que

f@) = (axa + (1 = a)x2)(2) € Spp(w)

L’algebre étant ordinaire, donc
axi + (1 — a)x: € M(E)

, par exemple, on n’a pas f(z?) = f(z)?

Ce qui n’est pas le cas. En effet, pour a = %

car sinon, on aura :

xi(z)? ; Xa(z)” _ (Xl(l") ‘QF X2(93)>2

Donc
X1(2)* + xa(2)?
2
Et par suite, x1(z) = x2(x), ce qui n’est pas le cas vu que A\; # Ao. Ainsi Spg(x) est
nécessairement réduit & un singleton. D’oti, par la proposition 1.1, £ = E/Rad(FE)
est isomorphe a C.

= x1(x).x2(2)

Deuxieme étape : On traite maintenant le cas général. Soit x € E et (), la sous-
algebre maximale commutative contenant x et e, C, est fermée, donc elle est
advertiblement complete et

Spe(y) = Spc, (y), pour tout y € C..

D’ou C, et par suite C,/Rad(C,) sont spectralement convexes. En utilisant la
premiere étape de la preuve, on déduit que C,./Rad(C,,) est isomorphe a C. Ainsi
Spe, (y) est réduit & un seul point, pour tout y € C,. Par conséquent, Spg(x)
est un singleton pour tout x € E. Puis, on conclut par la proposition 1.1. que
E/Rad(E) est isomorphe a C.

Par ([13]), toute algebre spectralement bornée est nécessairement ordinaire. On
a donc le résultat suivant :

Corollaire 1.7. Soit (E, (px)aeca) une a.l.m.c. unitaire, advertiblement complete
et spectalement convexe. Si E et spectralement bornée, alors E/Rad(E) est iso-

morphe a C.

Dans ([13], Proposition 10, p. 123), deux autres équivalences au concept "spec-
tralement borné" sont données. Plus précisément, il est montré que, dans une
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algebre unitaire F, les assertions suivantes sont équivalentes :
i) Spp(z) est borné, pour tout x € E.

ii) Spe(z) est fermé, pour tout x € F, et Spr(z) & C.

iii) Spgr(z) est compact, pour tout x € E.

On a alors deux autres conséquences suivantes.

Corollaire 1.8. Soit (E, (px)aca) une a.l.m.c. unitaire, advertiblement complete
et spectalement convexe. Si Spg(x) est fermé, pour tout = € E, et Spr(z) & C,
alors F//Rad(F) est isomorphe a C.

Corollaire 1.9. Soit (E, (px)rea) une a.l.m.c. unitaire, advertiblement complete
et spectalement convexe. Si Spg(x) est compact, pour tout = € E, alors F/Rad(E)
est isomorphe a C.

L’hypothese spectralement convexe de I'algebre, ¢’est a dire Spg(x) est convexe,
pour tout x € E, peut étre remplacée par "Spg(zx) est convexe, pour tout z d'un
voisinage de zéro dans l'algebre E" comme le montre ce qui suit :

Proposition 1.10. Soit (E, (px)aea) une a.l.m.c. unitaire advertiblement com-
plete et spectralement convexe. On suppose qu’il existe un voisinage V de 0 tel
que Spg(z) est convexe, pour tout z € V. Alors E//Rad(E) est isomorphe a C.

Preuve :. Soit a € E. Alors il existe x € V et A € C tel que a = Az. Comme
Spe(a) = A\Spg(z) et Spr(zr) est convexe, on a Spg(a) est convexe. Et on conclut
par le Théoreme 1.6.

Une Q-a.l.m.c. est spectralement bornée. De plus, elle est aussi advertiblement
complete ([14]). Ainsi, on obtient le résultat suivant :

Corollaire 1.11. Soit (E, 7) une Q-a.l.m.c. Si E est spectralement convexe, alors
E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Dans ([2]), S. Bhatt a montré ([2], Theorem 1, p. 726) que si E est une algebre
de Banach unitaire spectralement convexe, alors E/Rad(FE) est isomorphe a C. Ce
résultat reste encore valide dans le cas d'une Q-algebre normée comme le montre
ce qui suit :

Corollaire 1.12. Soit (F, || . ||) une Q-algébre normée spectralement convexe.
Alors E/Rad(E) est isomorphe a C.

Remarque 1.13. L’hypothese "Q-algebre" n’est pas superflue comme le montre

I’exemple suivant : Soit E 'algebre des fonctions polynémes complexes sur l'in-
tervalle [0,1], munie des opérations usuelles et de la norme de la convergence
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uniforme :
| f o= sup |f(z)], pour tout f e E.

z€[0,1]
Alors (E,|| . ||o) est une algebre normée. De plus (E, || . ||») n’est pas une Q-
algebre car le spectre de tout polynéme non constant est égal a C. Ainsi (E, || . ||«)

est une algebre normée, non Q-algebre, spectralement convexe et E/Rad(E) n’est
pas isomorphe a C.

Corollaire 1.14. ( [2], Theorem 1, p. 726). Soit (E,| . ||) une algebre de Ba-
nach spectralement convexe. Alors E//Rad(E) est isomorphe a C.

Remarque 1.15. Soit K un compact et C'(K) l'algebre des fonctions complexes
continues sur K. On munit C(K) de la norme de la convergence uniforme || . ||
donnée par :

| f llo= sglg{) |f(x)], pour tout f e C(K).

Alors (C(K),|| - ||oo) est une algebre de Banach. Comme elle est semi-simple et de
dimesion infinie, (A, || . ||) n'est pas spectralement convexe. De plus, par ([3]),
on a :

Speu(f) = {f(x) - v e K}

Ainsi I'image d'un convexe par une fonction continue n’est pas nécessairement
convexe.

Remarque 1.16. Toute Q-algebre normée (E,|| . ||) est spectralement bornée.
Donc ordinaire. Si de plus E est commutative, alors elle vérifie en plus

Spe(x) = {x(z) : x € M*(E)}, pour tout x € E,

ou M*(FE) désigne I'ensemble des caracteres non nuls de E. Cette derniere égalité
n’entraine pas que E est ordinaire. En effet, considérons 'algebre F = C[X] des
polynomes a coefficients complexes. Comme tout polynéome non constant admet
au moins une racine dans C et que les caracteres de 1'algebre F sont les mesures
de Dirac 9, : ze C, on a :

Spr(P) ={P(z) : z€ C} = {J.(P) : z € C}, pour tout P e E.

Montrons maintenant que ’algebre E n’est pas ordinaire. Soit f la forme linéaire
définie, sur F, par :

n

Zaka =Z (k+ 1), pour tout P = ZakaeE

k=0 k=0

On voit que f est une forme linéaire sur £ telle que :

f(P) e Spg(P), pour tout P € E,

alors f n’est pas un caracteére vue que f(X?) =3 et f(X)? = 4.
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Remarque 1.17. Le corollaire 1.14 ([2], Theorem 1, p. 726) n’est pas vrai dans les
algebres réelles comme le montre 'exemple suivant : Soit £ = Cg([0, 1]), algebre
des fonctions réelles continues de [0, 1]. Soit ¢ la forme linéaire définie par :

f) = Jl f(z)dz, pour tout f e Cgr([0,1]).
0
Comme ¢(f) = f(xg), ot xg € [0,1], on a :

o(f) € Spr(f), pour toutf € Cr([0, 1]).

Ainsi ¢ est quasi-multiplicative. Cependant, elle n’est pas multiplicative car sinon

o(f") = fol f™(z)dz, pour tout n € N,

donc

[[ st = sup 10,

te(0,1]
ce qui n’est pas le cas (prendre, par exemple, la fonction f(t) = 2t si t € [0, %] et
f(t) = —2t+2site [%, 1]. Donc E n’est pas ordinaire. Or F est spectralement
convexe car

Spe(f) = f([0,1]), pour tout f e Cr([0,1]).

Donc Spg(f) est convexe, pour tout f € Cg([0,1]). Par suite 'algebre de Banach
réelle (Cr([0,1]),] - |l) est semi-simple, spectralement convexe de dimension
infinie. Elle n’est pas donc isomorphe a C.

2.2 Algebres localement A-convexes ordinaires
spectralement convexes

Dans ce paragraphe, nous allons étendre les résultats précédents a d’autres

classes d’algebres plus vastes que les a.l.m.c. a savoir les a.l.A.c. ainsi que les
a.l.u.A.c.

2.2.1 Cas des algebres localement A-convexes.

Soit (E,7) une a.l.A.c. unitaire et soit (py)xea une famille de semi-normes qui
définissent 7 . Soit M (7) la topologie m convexe de Cochran associée a 7.
Si (E,7) est ordinaire et spectralement convexe, alors (E, (¢x)aea) est également
ordinaire et spectralement convexe. De plus si (E, 7) est advertiblement compléte,
on montre qu’il en est de méme pour (F, (qy)ren). Ainsi, par le théoréme 1.6, on
obtient que si (E,7) est une algebre localement A-convexe, ordinaire, spectrale-
ment convexe et advertiblement complete, alors F/Rad(E) est isomorphe a C.

Proposition 2.1.1. Soit (E, 7) une a.l.A.c. ordinaire et advertiblement complete.
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Si pour tout x € E, Spgr(x) est convexe, alors E/Rad(E) est isomorphe a C.

Preuve : Soit (py)iea une famille de semi-normes qui définissent 7 et (g)aea
la famille de semi-normes définissant la topologie de Cochran ([5]). Montrons que
(E, (q)xen) est advertiblement compléte. Soit (z))aer une suite généralisée de Cau-
chy advertiblement convergente dans (F, (gx)aea) €t soit x € E tel que les suites
(xAT)xer €t (zx))rer convergent toutes les deux vers e dans (F, (qy)xea). Puisque
la topologie définie par (gy)aea est plus fine que 7, les deux suites convergent vers
e dans (E, 7) qui est advertiblement complete. Donc (x)xer converge dans (E, 7)
vers un élément y € E. En utilisant le fait que la multiplication est séparément
continue dans (F, ), on obtient que x est inversible dans F et x~! = y. Par consé-
quent, (x))aer converge vers y dans (F, qx)xen)-

Comme conséquences nous obtenons les résultats suivants :

Corollaire 2.1.2. Soit (E, (px)aea) une a.l.A.c. unitaire, advertiblement complete

et spectalement convexe. Si Spg(x) est fermé, pour tout =z € E, et Spg(x) & C,
alors F/Rad(FE) est isomorphe a C.

Corollaire 2.1.3. Soit (E, (px)aea) une a.l.A.c. unitaire, advertiblement complete
et spectalement convexe. Si Spg(z) est compact, pour tout x € E, alors E/Rad(FE)
est isomorphe a C.

Corollaire 2.1.4. Soit (E, (px)xea) une a.l.A.c. unitaire advertiblement complete
et spectralement convexe. On suppose qu’il existe un voisinage V' de 0 tel que
Spr(x) est convexe, pour tout x € V. Alors E/Rad(E) est isomorphe a C.

Toute Q-algebre est advertiblement complete ([6]). Ainsi, on a ce qui suit :

Corollaire 2.1.5. Soit (E, 7) une Q-a.l.A.c. Si E est spectralement convexe, alors
E/Rad(FE) est isomorphe a C.
2.2.2 Cas des algeébres localement uniformément A-convexes

Soit (F,7) une a.l.u.A.c. unitaire et soit (py)rea une famille de semi-normes
qui définissent 7 c’est a dire que, pour tout A € A et tout x € E, il existe M (x) > 0
et N(z) > 0 tels que

pa(zy) < M(z)pa(y) et pa(yz) < N(z)pa(y), pour tout y € E.

Alors, d’apres ([10]), il existe une norme d’algebre || . ||, sur £, plus fine que 7,
donnée par :

|z |= SUP{ sup p,\(xy)} , pour tout y € E.
AEA | pa(y)<l

Si (F, 7) est ordinaire et spectralement convexe, alors (£, || . ||) est également ordi-
naire et spectralement convexe. De plus si (E, 7) est advertiblement compléete, on
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montre que (E, || . ||) est une Q-algebre. Ainsi, par le Théoreme 1.6, si (E, 7) une
algebre localement uniformément A-convexe, ordinaire, spectralement convexe et
advertiblement complete, alors E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Proposition 2.2.1. Soit (£, 7) une a.l.u.A.c. ordinaire et advertiblement com-
plete. Si E est spectrament convexe, alors E/Rad(E) est isomorphe a C.

Preuve : Soit (py)iea une famille de semi-normes définissant 7 et || . || la norme
de Cochran ([10]) associée a (p,). Comme (E,7) est advertiblement compléte,
(E,|| . ||) est advertiblement compléte. Donc par ([14]), (E,|| . ||) est une Q-
algebre. Ainsi (E, || . ||) est une Q-algeébre normée spectralement convexe. Par le
corollaire 1.11, E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Nous introduisons maintenant une propriété, purement algébrique, qui inter-
vient dans I’étude des algebres spectralement convexes :

Définition 2.2.2. On dit qu'une algebre unitaire F, vérifie la propriété P, si
pour tout x € FE, il existe une sous algebre maximale C, de E contenant x et e,
satisfaisant les deux conditions suivantes :

a) M(C,) # & et b) Spe, (y) = {x(y) : x € M(C,)}, pour tout y € Cy,

ou M(C,) désigne ’ensemble des caracteres non nuls de C,.

Avec cette propriété purement algébrique et sans considérations topologiques, nous
avons le résultat suivant :

Proposition 2.2.3. Soit £ une algebre complexe unitaire et ordinaire vérifiant
la propriété P. Si E est spectralement convexe, alors E//Rad(E) est isomorphe a C.

Preuve : On montre que, dans ce cas, Spg(zr) est un singleton, pour tout = € F.
Et on conclut par la proposition 1.1. Soit alors x € E. Par hypothese, il existe une
sous algebre maximale commutative C, de E contenant x et e telle que :

Spe, (y) = {x(y) : x € M(C,)}, pour tout y € C,.
De plus, on a :
Spe(y) = Spe, (y), pour tout y € C.

Donc si E est spectralement convexe. Par la méme preuve que dans le théoreme 1.6,
on montre que Spg(z) est un singleton. Enfin, par la proposition 1.1, E/Rad(FE)
est isomorphe a C .

Toute a.l.m.c advertiblement complete et plus généralement toute By-algebre
vérifie la propriété P. Ainsi on a ce qui suit :

Corollaire 2.2.4. Soit (F,7) une a.l.m.c (ou plus généralement une a.l.A.c.)
ordinaire et advertiblement compléte. Si pour tout z € E, Spg(x) est convexe,
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alors F//Rad(F) est isomorphe a C.

Corollaire 2.2.5. Soit (F,) une By-algebre ordinaire. Si E est spectralement
convexe, alors F/Rad(E) est isomorphe a C.

2.3 Algebres ordinaires spectralement convexes
a involution généralisée

Soit E une algebre complexe. Nous dirons que z — z* est une involution géné-
ralisée sur E si z — x* est une involution vectorielle ([3], Definition 1, p. 63) telle
que : pour tous x,y € E, (zy)* = y*z* ou pour tous, z,y € F, on a (zy)* = z*y*.
Dans le premier cas, il s’agit d’une involution d’algebre. Dans le second, on dira
que x — x* est une involution anti-morphisme.

Dans cette section, nous étudions les résultats précédents dans le cadre des
algebres a involution généralisée. Nous allons voir que dans ce dernier cas, on peut
se restreindre aux éléments normaux alors que, dans le cas hermitien, aux éléments
unitaires.

2.3.1 Cas d’une involution d’algebre

Soit E une a.l.m.c. munie d’une involution d’algebre z — x* et ordinaire (en
particulier une =-spectrale a.l.m.c). Si le spectre de tout élément normal de E est
convexe, alors F/Rad(E) est isomorphe a C comme le montre ce qui suit :

Théoréme 3.1.1. Soit E une a.l.m.c. unitaire munie d’une involution d’algebre
x — ¥ ordinaire et advertiblement complete. Si le spectre de tout élément normal
de E est convexe, alors E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Preuve : Soit x € F un élément normal de E. Alors x est contenu dans une
sous algebre M, de E, fermée maximale, commutative et auto-adjointe telle que :

Spar, (y) = Spe(y), pour tout y € M,.

Puisque tout élément de M, est normal, 'algebre M, est spectralement convexe.
Il s’ensuit que, d’apres le théoreme 1.6, on a :

M, /Rad(M,) est isomorphe a C.

Ainsi Spg(x) est réduit a un singleton, et ceci pour tout élément normal = € E. En
particulier pour tout élément hermitien h € E, Spr(h) est un singleton. Montrons
ensuite que l'algebre E est hermitienne. Soit A un élément hermitien de E. Alors

Spr(h) = {A\}, ou A € C. Comme Spg(h) = Spg(h*) = Spge(h) = {\}, on obtient
A € R. Considérons B = E/Rad(FE) l'algebre localement m-convexe, munie de
I'involution canonique déduite de celle de E par l'intermédiare de la surjection
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canonique s : F — B. Alors B est semi-simple et hermitienne vue que FE est
hermitienne. De plus on a :

pB/H(B) < +0,

ou H(B) désigne I'ensemble des éléments hermitens de B. Donc d’aprés ([6], Theo-
rem 22.1, p. 281), pp = pp. De plus, kerpg = {0}. En effet, si z € kerpp, alors
pp(x) = 0. Donc x est non inversible dans B. Il s’ensuit que, pour tout y € B,
I'élément zy est non inversible dans B. Donc Spg(zy) = 0. Ainsi pp(zy) = 0.
Donc = € Rad(B) = {0}. Soient maintenant h € H(B) et M, la sous-algebre
maximale commutative fermée involutive engendrée par e et h. Alors, d’apres le
théoreme 1.6, Spyy, (z) est un singleton, pour tout « € M,. De plus, d’aprés ([6],
Corollary 22.15, p. 291), la restriction de pp & M}, est une norme de C*-algebre. En
particulier, M}, est semi simple, pour tout h € H(B). Par la proposition 1.1, M,
est isomorphe & C et ceci, pour tout h € H(B). Ainsi £/Rad(E) est isomorphe a C.

Comme conséquences, on a ce qui suit :

Corollaire 3.1.2. Soit (E, (px)aca) une a.l.m.c. unitaire munie d’une involution
d’algebre x — z*, advertiblement complete telle que Spg(x) est convexe, pour
tout 2 € N(F). Si 'une des propriétés équivalentes suivantes :

a) Spg(x) est fermé, pour tout x € E et Spg(x) & C,

b) Spe(z) est compact, pour tout x € E

est réalisée, alors F/Rad(F) est isomorphe a C.

Remarque 3.1.3. L’hypothese Spg(z) est convexe, pour tout = € N(FE) peut
étre remplacée par "Spg(r) est convexe, pour tout z € N(E) nV, ou V est un
voisinage de zéro dans 'algebre E".

On a également le résultat suivant :

Corollaire 3.1.4 Soit E une ()-a.l.m.c. unitaire munie d’une involution d’al-
gébre x — x*. Si Spg(z) est convexe, pour tout x € N(E), alors E/Rad(E) est
isomorphe a C.

Dans ([2]), S. Bhatt a montré ([2], Theorem 4, p. 728) que si E est une algebre
de Banach unitaire a involution d’algebre spectralement convexe, alors E modulo
son radical est isomorphe & C dés que Spg(x) est convexe, pour tout 2 € N'(E). Ce
résultat reste encore valide dans le cas d'une Q-algebre normée comme le montre
ce qui suit :

Corollaire 3.1.5. Soit (E,| . ||) une Q-algebre normée unitaire munie d’une
involution d’algébre x — z*. Si Spg(z) est convexe, pour tout x € N(E), alors

E/Rad(F) est isomorphe a C.

Corollaire 3.1.6. ([2], Theorem 4, p. 728). Soit (£, . ||) une algebre de Ba-
nach unitaire munie d’une involution d’algebre z — x*. Si Spg(x) est convexe,
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pour tout x € N (E), alors E/Rad(E) est isomorphe & C.

Soit (E,7) une a.l.m.c. unitaire munie d’une involution d’algeébre z — x*. On
suppose de plus que F est =spectrale c’est a dire qu’il existe une semi-norme
sous-multiplicative p tels que :

p(z) = p(z*) et pgp(z) < p(z),pour tout z € E,

alors I'algebre E est ordinaire. Ainsi on a ce qui suit comme conséquence du ré-
sultat précédent :

Corollaire 3.1.7. Soit (E,7) une a.l.m.c. unitaire munie d’une involution d’al-
gebre x — x* qui est en plus =-spectrale. Si le spectre de tout élément normal est
convexe, alors E//Rad(FE) est isomorphe a C.

Soit (F, T) une a.l.A.c. unitaire munie d’une involution d’algebre z — x*. Alors
il existe une topologie m-convexe plus fine que 7. Ainsi, on obtient ce qui suit :

Proposition 3.1.8. Soit (£, 7) une a.l.A.c. unitaire munie d’une involution d’al-
gebre x — x*, ordinaire et advertiblement compleéte. Si le spectre de tout élément
normal de F est convexe, alors E/Rad(E) est isomorphe a C.

Remarque 3.1.9. Si dans les résultats précédents, on remplace ’hypothese "or-
dinaire" par I'une des conditions suivantes :

i) Spr(x) est borné, pour tout x € E.

ii) Spe(z) est fermé, pour tout = € E, et Spr(z) & C.

iii) Spr(z) est compact, pour tout x € E.

on obtient toujours la méme conclusion c¢’est a dire : E/Rad(E) est isomorphe a C.

Remarque 3.1.10. Soit (£, (px)aen) une a.l.A.c. unitaire munie d’une involution
d’algebre = — z*, advertiblement complete. On suppose qu’il existe un voisinage
V de 0 tel que Spg(x) est convexe, pour tout x € V n N (FE). Alors E/Rad(FE) est
isomorphe a C.

La méme conclusion reste également valable dans les ()-a.l.A.c. comme le montre
le résultat suivant :

Corollaire 3.1.11 Soit E une Q-a.l.A.c. unitaire munie d’une involution d’al-
gebre x — x*, ordinaire et advertiblement complete. Si le spectre de tout élément
normal de F est convexe, alors E/Rad(E) est isomorphe a C.

Soit (F, ) une a.l.u.A.c. unitaire. Alors il existe une norme d’algebre || . || sur
E plus fine que 7. Si de plus (F, 1) est advertiblement complete, alors (E, || . ||)
est une Q-algebre. On obtient ainsi ce qui suit :
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Proposition 3.1.12. Soit (E,7) une a.l.u.A.c. unitaire munie d’une involution
d’algebre xz — x*, ordinaire et advertiblement complete. Si le spectre de tout élé-
ment normal de E est convexe, alors E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Le Théoréme 4, p. 728 de ([3]) montre que si (E, | . ||) est une algebre de Banach
unitaire munie d’une involution d’algebre x — x*, alors ’ensemble des éléments
unitaires U(F) engendre I'algebre toute entiere. Ce résultat s’étend également aux
a.l.m.c., involutives comme le montre le résultat suivant :

Proposition 3.1.13.. Soit (E, 7) une a.l.m.c. compléte unitaire munie d’une invo-
lution d’algebre x — x*. Soit h € H(E) tel que pg(h) < 1. Alors il existe u € U(E)
tel que h = # En particulier, 'ensemble U(F) engendre E.

Preuve : Soit h € H(FE) et soit Ej, la sous-algebre involutive, maximale commuta-
tive et fermée de F contenant {e, h}. On a alors pp(h?®) < 1. Donc pgle—(e—h?)] <
1. Par le théoreme 5.4 de ([6], p. 65), il existe k € H(E) tel que e — h? = k%. Donc
e = h?+ k?. Pososns u = h +ik. Alorson a : h = 1/2(u + u*) et uw e U(F).

Proposition 3.1.14 Soit (£, 7) une a.l.m.c. compléte unitaire munie d’une invo-
lution d’algebre  — 2*, ordniaire et hermitienne. Si le spectre de tout élément
unitaire est convexe, alors F/Rad(F) est isomorphe a C.

Preuve : Soit v € U(FE). En utilisant 'inégalité de Ptak généralisée au cas des
a.l.m.c. hermitiennes, on a :

pe(u) < pp(u) =1

Par suite
|A| < 1, pour tout A € Spg(u)

D’autre part
Spp(u*) = Spp(u) = Spp(u™") = (A1 : X e Spp(u)}

Il s’en suit que [A| = 1, pour tout A € Spg(u). Par conséquent, le spectre de tout
¢lément unitaire de l'algebre est contenu dans le cercle unité. D’apres I’hypothese
de convexité du spectre de tout élément unitaire de 1'algebre, il doit étre réduit a
un singleton. Il s’ensuit, d’apres la proposition 1.1.1, que le spectre de tout élément
hermitien est réduit a un singleton.

Le reste de la démonstration se fait de la méme maniere que dans le théoreme 1.6.

Comme conséquence, ona ce qui suit :
Corollaire 3.1.15. Soit E une a.l.m.c. complete unitaire munie d’une involu-

tion d’algebre z — z* qui est en plus *-spectrale et hermitienne. Si le spectre de
tout élément unitaire est convexe, alors £//Rad(FE) est isomorphe a C.
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Dans ([2]), Bhatt a montré ([2], Theorem 6, p. 729) que si E est une algebre
de Banach unitaire a involution d’algébre z +— z* hermitienne. Si de plus Spg(x)
est convexe, pour tout x € N (FE), alors E/Rad(E) est isomorphe a C. Ce résultat
reste encore valide dans le cas d’une Q-algebre normée comme le montre ce qui
suit :

Corollaire 3.1.16 Soit (F, || . ||) une Q-algebre normée unitaire munie d’une invo-
lution d’algebre x — x* hermitienne. Si Spg(x) est convexe, pour tout z € U(FE),
alors E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Corollaire 3.1.17. ([2], Theorem 6, p. 729) Soit (E,|| . ||) une algebre de Ba-
nach unitaire munie d’une involution d’algebre x — z* hermitienne. Si Spg(z) est
convexe, pour tout x € U(E), alors E/Rad(E) est isomorphe a C.

2.3.2 Cas d’une involution anti-morphisme

Dans cette section, on s’intéresse aux algebres £ munies d’une involution anti-
morphism z — x* c’est a dire une involution vectorielle telle que (zy)* = z*y*,
pour tous z,y € E. Nous allons voir qu’on obtient des résultats paralléles aux pré-
cédents. Notre démarche consiste a montrer que 'algebre est en fait commutaive
en utilisant un analogue au théoreme de Kaplansky ([7]). Ainsi, on se ramene au
cas d'une involution d’algebre.

Nous allons voir que le résultat de Kaplansky ([7]) selon lequel toute algebre de
Banach semi-simple dans laquelle e + 22 est inversible, pour tout x € E est com-
mutative, s’étend a un cadre plus général.

On commence d’abord par ce résultat purement algebrique qui nous sera utile
par la suite.

Proposition 3.2.1. Soit E une algebre réelle, unitaire et primitive telle que e + 22
est inversible, pour tout x € E. Alors E est un corps.

Preuve : Soit m une représentation irréductible de E sur un espace vectoriel
réel X, tel que kerm = {0}. Soit D le commutant de 7(FE) dans L(X) :

D={TeL(X): Ton(a)=mn(a)oT,Vae E}

Alors D est une sous-algebre de L(X). De plus, par ([3], Proposition 6, p.121), D
est un corps. Soit x € X, non nul, et posons :

D(x) ={T(x) : T € D} et w(E)(x) = {n(a)(x) : a € E}

Montrons que X = D(x). On a D(x) < X et montrons que X < D(z). Supposons
qu’il existe y € X et y ¢ D(x). Alors, d’apres ([3], Definition 7, p.121), = et y sont
D-indépendants. Ensuite, d’apres ([3], Theorem 10, p.123), il existe a € F tel que :

m(a)(x) =y et w(a)(y) = —=
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Il en résulte que :
m(a® +e)(x) =0

ce qui contredit le fait que 7(a? + €) est inversible dans L(X) vu que e + a? est
inversible dans E. Ainsi X = D(x). Ensuite X = 7(F)(z) car les seuls sous-
espaces de X, stables par 7(FE), sont 0 et X vu que 7 est irréductible. Montrons
maintenant que si xg € X, non nul, alors on a :

m(a)(zg) = 0= a=0.

En effet, supposons que 7(a)(zo) = 0 et considérons = € X. Alors il existe u € D
tel que x = u(xp) Il s’ensuit que :

m(a)(x) = m(a)(u(zo)) = u((m(a)(xo)) = u(0) = 0
Donc m(a) = 0 et @ = 0 vu que 7 est injectif. Enfin, montrons que E est un corps.
Soit @ € E, non nul. D'une part, il existe u € D tel que :
m(a)(xo) = u(xo).

D’autre part, il existe b € E tel que :

ut(z) = m(b)(x)
On obtient alors
m(ba — e)xg =0

donc ba = e. De méme ab = e.

Le résultat de Kaplansky ([7]), s’étend aux Q-a.l.m.c., unitaires semi-simples,
comme le montre le résultat suivant :
Soit(E, || . ||) une algebre de Banach semi-simple dans laquelle e +z? est inversible,
pour tout z € E. Alors E est commutative ([7]). Ce résultat s’étend aux Q-a.l.m.c.
unitaires semi-simples.

Proposition 3.2.2. Soit E une Q-a.l.m.c. unitaire semi-simple dans laquelle e+ 22
est inversible, pour tout x € E. Alors E est commutative.

Preuve : Soit (P;);e; la famille des idéaux primitifs de F. Comme FE est une
Q-algebre, les idéaux (P;);er sont fermés. Par ailleurs, on a :

Rad(E) = (| P,

el

Comme Palgebre est semi-simple, (),.; P; = {0}. Soit maintenant p une semi-norme
d’algebre continue sur E tel que :

pe(z) <p(z), veE.

Alors p est une norme d’algebre sur E vue que E est semi-simple. Pour i € I, E/P,
est une algebre normée réelle primitive, dans laquelle tout carré est quasi-inversible.
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Par la proposition 3.19, E/P; est un corps. D’apres le théoréme de Gelfand-Mazur,
E/P; est isomorphe & R, ou a C ou & H. Mais commme —e n’est pas un carré dans
E/P,; alors E/P; est isomorphe a R, d’ou le résultat.

Dans le cas involutif, le résultat de Civin Yood ([6]) permet de se ramener a une
sous algebre commutative. Ce résultat reste encore vrai pour un anti-morphisme
involutif et ceci dans le cas topologique général comme le montre ce qui suit :

Proposition. 3.2.3. Soit (F,7) une algebre topologique munie d’une involution
anti-morphisme x — x* et z un élément normal de E. Alors il existe une sous-
algeébre maximale commutative fermée F' stable par I'involution x — z* telle que :

Spe(y) = Spr(y), pour tout y € F.
Preuve : Considérons la famille suivante :
C={AcE:abe AuA* = ab = ba}.

Comme z est normal, on a x € C' et donc C' # (. Par ailleurs, C est inductive pour
Iinclusion. Donc, d’apres le lemme de Zorn, il existe F' € C' maximale contenant x.
Il en résulte que F' = F™*, car F'U F* = F vue que F est maximale. Soit maintenant
a un élément normal de E. Alors on a :

(ay = ya, pour tout y € F) = ae F (M)

En effet, {a} U F € C car a*y = ya*, pour tout y € F'. Comme F' est maximale,
a € F. De plus, par (M), F est une sous-algebre de E. Montrons maintenant
que F' est fermée. Soit a € F et soit (a,), < F telle que a = lim ay. Comme

m.a, = a,.m, pour tout m € F', la continuité séparée du produit montre que :
am = ma, pour tout m e F.

Comme F = F* a*m = ma*, pour tout m € F. Donc a*a, = a,a™, pour tout
n € N. La continuité séparée du produit montre que a est normal. Par (M) on a :
a € I et donc F est fermé. Il reste & montrer que

Spe(y) = Spr(y), pour tout y € F.

Comme Spg(y) < Spr(y), il reste a prouver I'inclusion inverse. Supposons qu’il
existe A € Spr(y) et A ¢ Spr(y). Alors (x — Xe) € G(E) avec (x — Xe)™!' ¢ F. Or
Fu(y—e) teC, cequi est absurde.

Voici maintenant l’analogue du théoreme 3.1 dans la cas d’une involution anti-
morphisme :

Théoréme 3.2.4. Soit F une Q-a.l.m.c. unitaire ordinaire munie d’une involution
anti-morphisme x — z* Si le spectre de tout élément normal de E est convexe,

alors E/Rad(FE) est isomorphe a C.
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Preuve : Soit x € F un élément normal de E. Alors, par la proposition précédente
x est contenu dans une sous algebre M, de E, fermée maximale commutative et
auto-adjointe telle que :

Spu, (y) = Spe(y), pour tout y € M,

Puisque tout élément de M, est normal, 'algebre M, est spectralement convexe.
Il s’ensuit que, d’apres le théoreme 1.6, on a :

M, /Rad(M,) est isomorphe a C.

Ainsi Spg(x) est réduit a un singleton, et ceci pour tout élément normal x € E. En
particulier pour tout élément hermitien h € F, Spg(h) est un singleton Montrons
ensuite que I'algebre E est hermitienne. Soit A un élément hermitien de E. Alors
Spr(h) = {\}, ou A € C. Comme

Spe(h) = Spp(h*) = Spp(h) = {A},

on obtient A € R. Considérons B = E/Rad(E) l'algebre localement m-convexe,
munie de l'involution canonique déduite de celle de E par l'intermédiare de la
surjection canonique s : F — B. Alors B est semi-simple et hermitienne vue que
E est hermitienne. Comme F une Q-a.l.m.c., 'algebre B est aussi une Q-algebre.
Montrons que B est commutative. Considérons Ialgebre réelle H(B) des éléments
hermitiens de B. Alors H(B) est une Q-a.l.m.c. telle que :

SpH(B)(h) = SpB(h) c R,

pour tout h € H(B). Comme elle est hermitienne, e + x? est inversible, pour tout
x € H(B). Par conséquent, 'algebre H(B)/Rad(H(B)) est une Q-a.l.m.c., réelle
unitaire semi-simple telle que e+x? est inversible, pour tout x € H(B)/Rad(H(B)).
Par la proposition 3.20, I'algebre H(B)/Rad(H(B)) est commutative. Pour conclure
il reste a montrer que H(B) est semi-simple. Soit h € Rad(H(B)) et a = u+iv € B,
avec u,v € H(B). Alors

p(hu) =0 et p(hv) = 0.

Et par suite p(ha) = 0. En effet, soit A = o + i € Spg(ha), avec o, 5 € R. Si
hu — « est inversible, alors

a—\=(hu—a)le+ilhu—a) " (hv - B)].
Puisque B est hermitienne et
(b — @)~ (b — ) € H(B),

il s’ensuit que e + i(hu — a)~*(hv — 3) est inversible, ce qui est impossible. Donc
hu — « n’est pas inversible i.e., a € Spg(hu). 1l en résulte que o = 0. De la méme
maniére, on montre que 5 = 0 et par conséquent Rad(H(B)) = 0. Ce qui complete
la preuve.
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Comme conséquence, on a le résultat suivant :

Corollaire 3.2.5. Soit (E, (px)rea) une Q-a.l.m.c. unitaire munie d’une involution
anti-morphisme x — z*. Alors F/Rad(FE) est isomorphe & C si I'une des propriétés
suivantes est réalisée :

1) Spe(z) est fermé, pour tout = € E et Spr(z) & C,

2) Spe(x) est convexe, pour tout z € N (E).

3) Spe(x) est compact, pour tout z € F,

Comme dans le cas d'une involution d’algebre, on a aussi le résultat suivant :

Proposition 3.2.6. Soit (£, (px)ea) une Q-a.l.m.c. unitaire munie d’'une involu-
tion anti-morphisme x — z*. On suppose qu’il existe un voisinage V' de 0 tel que
Spe(x) est convexe, pour tout € V- n N (E). Alors E/Rad(FE) est isomorphe &
C.

Corollaire 3.2.7 Soit E une Q-a.l.m.c. unitaire munie d’une involution anti-
morphisme = — x*. Si Spr(z) est convexe, pour tout z € N(E), alors F/Rad(E)
est isomorphe a C.

Dans ([2], Theorem 1, 726), S. Bhatt a montré que si £ est une algebre de
Banach unitaire spectralement convexe, alors £ modulo son radical est isomorphe
a C. Ce résultat reste encore valide dans le cas d'une Q-algebre normée comme le
montre ce qui suit :

Corollaire 3.2.8. Soit (E,|| . ||) une Q-algebre normée unitaire munie d’une
involution anti-morphisme x — x*. Si Spg(x) est convexe, pour tout x € N(E),
alors F//Rad(E) est isomorphe a C.

Corollaire 3.2.9.([2],Theorem 4 p. 728). Soit (E, || . ||) une algebre de Banach
unitaire munie d’une involution anti-morphisme x — z*. Si Spg(z) est convexe,
pour tout z € N(E), alors F/Rad(FE) est isomorphe & C.

Soit F une a.l.m.c. =-spectrale, ou x — x* est une involution anti-morphisme.
Alors on a le résultat suivant :

Corollaire 3.2.10. Soit £ une ()-a.l.m.c. unitaire munie d’une involution anti-
morphisme x — x* qui est en plus =-spectrale. Si le spectre de tout élément normal
est convexe, alors F/Rad(FE) est isomorphe a C.

Soit (F, 7) une a.l.A.c. unitaire munie d’une involution anti-morphisme z — z*. Alors
il existe une topologie m-convexe plus fine que 7. Ainsi, on obtient ce qui suit :

Proposition 3.2.11. Soit (E,7) une Q-a.l.A.c. unitaire munie d’une involution anti-
morphisme z — z* ordinaire. Si le spectre de tout élément normal de E est convexe,
alors E/Rad(F) est isomorphe a C. Comme conséquences, on a :
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Remarque 3.2.12. Si dans les résultats précédents, on remplace I’hypothese "ordinaire"
par 'une des conditions suivantes :

i) Spe(x) est borné, pour tout = € E.

ii) Spr(z) est fermé, pour tout = € E, et Spr(zr) & C.

iii) Spgp(z) est compact, pour tout x € E.

on obtient toujours la méme conclusion c’est a dire : E/Rad(E) est isomorphe a C.

Proposition 3.2.13. Soit (E, (px)rea) une Q-a.l.A.c. unitaire munie d’une involution
anti-morphisme x — z*. On suppose qu’il existe un voisinage V' de 0 tel que Spg(x) est
convexe, pour tout x € V. n N (FE). Alors E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Proposition 3.2.14. Soit (E,7) une Q-a.l.A.c. unitaire munie d’une involution anti-
morphisme z — z* ordinaire. Si le spectre de tout élément normal de E est convexe,
alors E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Soit (E, ) une a.l.u.A.c. unitaire. Alors il existe une norme d’algebre || sur E plus fine
que 7. Si de plus (F,7) est advertiblement complete, alors (E, || . ||) est une Q-algebre.
On obtient ainsi ce qui suit :

Corollaire 3.2.15. Soit (E,7) une Q-a.l.u.A.c. unitaire munie d’une involution anti-
morphisme z — z* ordinaire. Si le spectre de tout élément normal de E est convexe,
alors F//Rad(FE) est isomorphe a C.

Le Théoreme 4, p.728 de ([3]), montre que si (E,|| . ||) est une algebre de Banach
involutive, alors ’ensemble des éléments unitaires U(E) engendre ’algebre toute entiere.
Ce résultat s’étend egalement aux a.l.m.c. a involution anti-morphisme z — z* comme
le montre le résultat suivant :

Proposition 3.2.16. Soit (£, 7) une a.l.m.c. compléte unitaire munie d’une involution
anti-morphisme z — z*. Soit h € H(F) tel que pg(h) < 1. Alors il existe u € U(F) tel
que h = (u + u*)/2. En particulier, 'ensemble U(FE) engendre E.

Preuve : Elle est analogue a celle du cas d’une involution d’algebre donnée par la pro-
position 3.1.13.

Proposition 3.2.17. Soit (F,7) une Q-a.l.m.c. compléte unitaire munie d’une invo-
lution anti-morphisme z — z* ordniaire et hermitienne. Si le spectre de tout élément
unitaire est convexe, alors F/Rad(F) est isomorphe a C.

Preuve : Soit u € U(F). En utilisant I'inégalité de Ptak généralisée au cas des a.l.m.c.
hermitiennes, on a :

pe(u) < pp(u) =1
Par suite |A| < 1, pour tout A € Spg(u). D’autre part,

Spp(u*) = Spp(u) = Spp(u™") = {A7 1 A& Spp(u)}.
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Il s’en suit que [A| = 1, pour tout A € Spg(u). Par conséquent, le spectre de tout élément
unitaire de ’algebre est contenu dans le cercle unité. D’apres 'hypothese de convexité du
spectre de tout élément unitaire de 'algebre, il doit étre réduit a un singleton. Il s’en-
suit, d’apres la proposition 1.1, que le spectre de tout élément hermitien est réduit a un
singleton. Le reste de la démonstration se fait de la méme maniere que celle du théoréme
1.6. Comme conséquence, on a ce qui suit :

Corollaire 3.2.18. Soit (E,7) une (-a.l.m.c. complete unitaire munie d’une involu-
tion anti-morphisme x — z* qui est en plus #-spectrale et hermitienne. Si le spectre de
tout élément unitaire est convexe, alors E/Rad(E) est isomorphe a C.

Dans ([2],Theorem 6, 729), S. Bhatt a montré que si F est une algebre de Banach
unitaire munie d’'une involution d’algebre x — z* tel que Spg(x) est convexe, pour tout
x € U(E). Alors E/Rad(FE) est isomorphe & C. Ce résultat reste encore valide dans le cas
d’une involution anti-morphisme x — x* comme le montre ce qui suit :

Corollaire 3.2.19. Soit (E,|| . ||) une algebre de Banach unitaire munie d’une invo-

lution anti-morphisme x — z* hermitienne. Si le spectre de tout élément unitaire est
convexe, alors E/Rad(FE) est isomorphe & C.
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CHAPITRE 3

CHAPITRE 3 : ALGEBRES LOCALEMENT
MULTIPLICATIVEMENT p-CONVEXES, AVEC (0 < p < 1),
SPECTRALEMENT ETOILEES

Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux résultats du chapitre précédent dans le
cadre tout a fait général des algébres topologiques localement p-convexes, (0 < p < 1),
ordinaires et ceci dans le cas spectralement étoilé. Nous commengons par montrer (Théo-
reme 1.1) que si (E, (px)rer) est une a.l.m.p-convexe, (0 < p < 1), unitaire ordinaire
advertiblement compléte et spectralement étoilé, alors E/RadFE est isomorphe & C. Nous
obtenons (Corollaire 1.2) comme conséquence le méme résultat du théoreme 1.1 précé-
dent, en considérant que ’algebre est spectralement bornée au lieu de "ordinaire", sachant
que toute algebre spectralement bornée est nécessairement ordinaire. Ensuite, nous mon-
trons (Proposition 1.3) que I'hypotheése "spectralement étoilé, peut étre remplacée par
"Spe(x) est étoilé, pour tout x d’un voisinage de zéro dans l'algebre E".

Nous prouvons (Corollaire 1.4) que toute @-a.l.m.p-c., (0 < p < 1), spectralement
étoilée est isomorphe a C, modulo son radical de Jacobson. Nous obtenons également que
le résultat de Bhatt ([2], Théoreme 1, p. 726) donné dans le cas Banach, reste encore vrai
dans le cas d'une Q-algebre p-normée (0 < p < 1) (Corollaire 1.5).

Nous nous intéréssons aux a.l.A.p-c., (0 < p < 1), advertiblement completes, ordi-
naires et spectralement étoilées. Pour cette classe d’algebres, nous montrons (Proposition
2.1.1) que si (E, (pa)rea) est une a.l.A.p-c., (0 < p < 1), ordinaire, advertiblement com-
pléte et spectralement étoilée, alors F/Rad(FE) est isomorphe a C. Comme conséquences,
nous obtenons des résultats analogues a ceux du chapitre 2, pour les a.l.A.c. De plus,
comme dans le cas m-convexe, on montre (Corollaire 2.1.3) que si (F, (px)rea) est une
Q-a.l.A.p-c., (0 < p < 1), spectralement étoilé, alors E/Rad(FE) est isomorphe a C. Par
ailleurs, on montre (Proposition 2.2.1) que si (E, (pa)rer) est a.l.u.A.p-c., (0 < p < 1), or-
dinaire, advertiblement compléete et spectralement étoilée, alors £/ Rad(E) est isomorphe
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a C.

Dans la derniere partie de ce chapitre, on a considéré le cas des algebres a involution
généralisée. Dans le cas d'une involution d’algebre, nous montrons (Téoréme 3.1.1) que
si (E, (px)ren) est une a.l.m.p-c., (0 < p < 1), involutive advertiblement complete et
ordinaire telle que le spectre de tout élément normal de E est étoilé alors F/Rad(FE) est
isomorphe a C. Comme conséquences, nous obtenons des résultats analogues aux précé-
dents dans le cas involutif. Nous envisageons ensuite le cas des algebres #-spectrales. Nous
montrons (Corollaire 3.1.7) que si (F, (pa)aea) est une a.l.m.p-c., (0 < p < 1), involu-
tive et x-spectrale telle que le spectre de tout élément normal est étoilé, alors F/Rad(E)
est isomorphe a C. Nous faisons de méme pour des a.l.A.p-c. (Proposition 3.1.8) et des
a.lu.Ap-c., (0 < p<1). Des résultats analogues a ceux du chapitre précédent sont éga-
lement obtenus et ceci sans restrictions aucune. Dans le cas hermitien, nous obtenons les
analogues de tous les résultats précédents sous I'hypothese "le spectre de tout élément uni-
taire est étoilé". Nous montrons (Proposition 3.1.13) que dans une a.l.m.p-c., (0 < p < 1),
complete unitaire, munie d’une involution d’algebre, I’ensemble des éléments unitaires en-
gendre 'algebre toute entiere. Si de plus, I'algebre est ordinaire et hermitienne, alors elle
est isomorphe a C modulo son radical de Jacobson si le spectre de tout élément unitaire
est étoilé (Proposition 3.1.14). Comme conséquence, nous obtenons la méme conclusion
(Corollaire 3.1.14) dans le cas x-spectral ainsi que le résultat de S. Bhatt ( [2], Theorem
6, p. 729).

Le cas des algebres munies d’une involution anti-morphisme est traité dans la deuxieme
partie de ce paragraphe. Notre démarche consiste a se ramener au cas d’une involution
d’algebre en montrant que ’algebre est en fait commutative par un résultat analogue au
théoreme de Kaplansky ([8], theorem 1). Nous obtenons (Proposition 3. 2.1) 'analogue
d’un résultat de Kaplansky dans le cadre des Q-a.l.m.p-c., (0 < p < 1), unitaires semi-
simples. Nous obtenons (Théoreme 3. 2.2) que si E est une Q-a.l.m.p-c., (0 < p < 1),
ordinaire munie d’une involution anti-morphisme et si le spectre de tout élément normal
de E est étoilé, alors E/Rad(E) est isomorphe & C. Comme conséquences, nous obtenons
des résultats analogues aux précédents dans le cas d'une involution anti-morphisme. En
particulier le deuxieme résultat de S.Bhatt ([2], theorem 6, p. 229) est encore valide dans
le cas d'une involution anti-morphisme a savoir que si (E, || . [|,) avec, (0 < p < 1), est une
algébre p-Banach unitaire munie d’'une involution anti-morphisme z — z* hermitienne
tel que le spectre de tout élément unitaire est étoilé, alors E/Rad(F) est isomorphe a C
(Corollaire 3.2.15).

3.0.1 Algebres localement m-p-convexes, ordinaires et spectra-
lement étoilées

Soit (E, (pa)aea), (0 < p < 1), une a.l.m.p-c. commutative unitaire et compléte. Alors,
comme dans ([10], Theorem 5. 4, p. 19 ), on montre que I'algebre F est nécessairement a
spectre global fonctionnel c¢’est a dire que :

Spe(y) = {x(y) : x € M(E)},pour tout y € E
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ou M(FE) désigne 'ensemble des caractéres continus de E. De plus, A. Mallios ([9]) a
montré que dans une a.l.m.c. commutative unitaire, cette derniere propriété est équiva-
lente a l'advertible complétude de ’algebre E. Ceci reste aussi vrai dans une a.l.m.p-c.,
avec (0 < p < 1). Ce qui nous permet de décrire la structure des a.l.m.p-c., (0 < p < 1),
ordinaires, advertiblement complétes et spectralement étoilées. Plus précisément, nous
avons le résultat suivant :

Théoréme 1.1. Soit (E, (pxr)rea) (0 < p < 1), une a.l.m.p-c. unitaire, advertiblement
complete et spectralement étoilée. Si F est ordinaire, alors E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Preuve : On suppose d’abord que l'algebre E est commutative et semi-simple. Mon-
trons alors que dans ce cas Spg(x) est un singleton, pour tout = € E. Puis, on conclut
par la Proposition 1.1 du chapitre 2. Soit alors (F, (px)xea), avec 0 < p < 1, une a.l.m.p-c.
unitaire, commutative, semi-simple, ordinaire, advertiblement compléte et spectralement
étoilée. Alors, comme l'algebre E est advertiblement compléte, on a, par ([15]),

Spe(r) = {x(z) : x € M(E)}

Soit x € F fixé . Alors Spg(z) est non vide. Soit alors a € Spg(x) et que Spg(x) est étoilé
par rapport a a. Si Spr(z) n’est pas réduit a un point, on considére un autre élément
B € Spgp(x). Comme Spg(x) est étoilé par rapport a «, alors le segment [a, 8] = Spg(x)
Soit x1,x2 € M(FE) tel que x1(z) = «a et xo(z) = . Alors pour tout t € [0,1], on a
txi(x) + (1 —t)x2(x) € Spe(x). Posons f; = tx1 + (1 —t)xa, ou t €]0, 1[. Alors f; est une
forme linéaire sur £ vérifant :

fi(a) € Spg(a),pout tout a € £

Comme l'algebre F est ordinaire, il en découle que f; € M(FE), ce qui n’est pas toujours
vrai (pour par exemple ¢ = %) Ainsi, Spg(z) est réduit & un point, pour tout x € E. Par
la proposition 1.1 du chapitre 2, on conclut que

E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Cas général. Soit x € E et C, la sous-algebre maximale commutative contenant x et e.
Alors C, est fermée, donc elle est advertiblement complete et

Spe(y) = Spc, (y), pour tout y € C,.

D’ou C, et par suite C,/Rad(C,) sont spectralement étoilées. En utilisant la premieére
étape de la preuve, on déduit que C,/Rad(C,) est isomorphe a C. Ainsi Spc,(y) est
réduit a un seul point, pour tout y € C,. Par conséquent, Spg(x) est un singleton, pour
tout « € E. Puis, on conclut, par la proposition 1.1. du chapitre 2, que E/Rad(E) est
isomorphe a C.

Par([14]), on sait que toute algebre spectralement bornée est nécessairement ordinaire.
Ainsi, on a ce qui suit :

Corollaire 1.2. Soit (F, (py)aea) avec (0 < p < 1), une a.l.m.p-c., unitaire, advertible-
ment complete et spectalement étoilée. Si E' est spectralement bornée, alors E/Rad(E)
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est isomorphe a C.

L’hypothee spectralement étoilée de 1'algebre peut étre restriente aux éléments appar-
tenant seulement a un voisinage de zéro de I'algebre ' comme le montre ce qui suit :

Proposition 1.3. Soit (F, (pa)aea) (0 < p < 1), une a.l.m.p-c. unitaire advertiblement
complete et spectralement étoilée. On suppose qu’il existe un voisinage V' de 0 tel que
Spe(x) est étoilé, pour tout z € V. Alors E/Rad(FE) est isomorphe a C .

Preuve : Soit a € E. Alors il existe x € V et A € C tel que a = A.x. Comme
Spr(a) = X\.Spgr(x) et Spg(x) est étoilé, on a Spg(a) est étoilé. Et on conclut par le
théoreme 1.1.

Une Q-a.l.m.p-c., (0 < p < 1), est spectralement bornée. De plus, elle aussi adverti-
blement complete ([15]). Ainsi, on obtient le résultat suivant :

Corollaire 1.4. Soit une (F,(pa)iea) avec (0 < p < 1), une Q-a.l.m.p-c. Si E est
spectralement étoilé, alors E/Rad(E) est isomorphe a C.

Dans ([2], Theorem 1, p. 726), S. Bhatt a montré que si (E, || . ||) est une algebre de
Banach unitaire spectralement convexe, alors F/Rad(FE) est isomorphe a C. Ce résultat
reste encore valide dans le cas d’une Q-algebre p-normée comme le montre le résultat
suivant :

Corollaire 1.5. Soit (E,| . ||,),(0 < p < 1), une Q-algebre p-normée spectralement
étoilée. Alors E/Rad(E) est isomorphe a C.

3.0.2 Algebres localement A-p-convexes, (0 < p < 1), ordinaires
et spectralement étoilées

Dans ce paragraphe, nous allons étendre les résultats précédents a d’autres classes
d’algebres plus vastes que les a.l.m.p-c., (0 < p < 1), a savoir les a.l.A.p-c., ainsi que les
a.l.u.A.p-c.

Cas des algebres localement A-p-convexes (0 <p < 1).

Soit (E,T) une a.l.A.p-c., (0 < p < 1), unitaire et soit (py)rep une famille de p-semi-
normes, (0 < p < 1), qui définie 7 c’est a dire que, pour tout A € A et tout z € F, il existe
M\ z)>0et N(A\ z)> 0 tels que

pa(zy) < M(A\ x)pa(y) et pa(yz) < N(A x)pa(y), pour tout y € E.

Alors, comme dans ([5]), on montre qu’il existe une topologie m-p-convexe, notée M (1),
plus fine que 7, donnée par la famille des p-semi-normes (gy)xea définies par :

a(2) = sup{pa(zy) : pA(y) < 1}, pour tout z € E.
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Si (E, T) est ordinaire et spectralement étoilée, alors (E, (¢)xen) est également ordinaire
et spectralement étoilée. De plus si (E, 7) est advertiblement compléte, on montre qu’il
en est de méme pour (F,(qx)xen). Ainsi, par le théoreme 1.1, on obtient que si (E,7)
est une algebre localement A-p-convexe, 0 < p < 1, ordinaire, spectralement étoilée et
advertiblement complete, alors E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Proposition 2.1.1. Soit (E,7) une a.l.A.p-c., (0 < p < 1), ordinaire et advertible-
ment compléte. Si, pour tout x € E, Spg(x) est étoilé, alors E/Rad(F) est isomorphe C.

Preuve : Soit (p))aea une famille de p-semi-normes, (0 < p < 1), qui définie 7 et
soit (qa)xea la famille de p-semi-normes définissant la topologie de Cochran ([5]). Alors
(E, (gx)ren) est advertiblement complete. En effet soit (x))ier une suite généralisée de
Cauchy advertiblement convergente dans (E, (gy)ep) et soit € E tel que les suites (x)z)
et (zz)) convergent toutes les deux vers e dans (F, (¢x)xea) Puisque la topologie définie
par (gx)ea est plus fine que 7, les deux suites convergent vers e dans (E,7) qui est ad-
vertiblement compléte. Donc converge dans (E,7) vers un élément y € E. En utilisant
le fait que la multiplication est séparément continue dans (E,7), on obtient que x est
inversible dans F et x71 = y. Par conséquent, (x))xer converge vers y dans (E, (qx)xen)-

Comme conséquences nous obtenons le résultat suivant :

Corollaire 2.1.2. Soit (E,py)rea) une a.l.A.p-c, (0 < p < 1), unitaire, advertiblement
complete et spectralement étoilée. On suppose qu’il existe un voisinage V' de 0 tel que
Spe(x) est étoilé, pour tout x € V. Alors E/Rad(E) est isomorphe a C.

Toute Q-algebre est advertiblement complete ([15]). Ainsi, on a ce qui suit :

Corollaire 2.1.3. Soit (E, (px)rer) une Q-a.l.A.p-c, (0 < p < 1). Si E est spectrale-
ment étoilée, alors F/Rad(FE) est isomorphe a C.

Cas des algebres localement uniformément A-convexes :

Soit (E,7) une a.l.u.A.p-c., (0 < p < 1), unitaire et soit (py)iea une famille de p-semi-
normes qui définie 7, c’est a dire que, pour tout A € A et tout z € F, il existe M(x) > 0
et N(z) > 0 tels que :

pa(zy) < M(2)pa(y) et pa(yz) < N(z)pa(y), pour tout y € E.

Alors, d’apres ([11]), il existe une p-norme d’algebre || . ||,, sur E, plus fine que 7, donnée
par :
| z ||,= sup sup pi(zy), pour tout y € E.
AeA pi(y)<l

Si (E,T) est ordinaire et spectralement convexe, alors (£, || . ||,) est également ordinaire
et spectralement convexe. De plus si (F, 7) est advertiblement compléte, on montre que
(E,]| . ||p) est une Q-algebre. Ainsi, par le théoreme 1.1, si (E,7) est une algebre lo-
calement uniformément A-p-convexe, ordinaire, spectralement étoilée et advertiblement
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complete, alors F/Rad(E) est isomorphe a C.

Proposition 2.2.1. Soit (E,7) une a.l.u.A.p-c.,(0 < p < 1), ordinaire et advertible-
ment compléte. Si F est spectralement étoilée, alors F/Rad(E) est isomorphe a C.

Preuve : Soit (py)aea une famille de p-semi-normes définissant 7 et || . ||, la p-norme de
Cochran ( 11]) associée a (py). Comme (E,7) est advertiblement complete, (E, || . ||, )
est advertiblement complete. Donc (E, || . ||, est une Q-algebre p-normée spectralement
étoilée. Par le corollaire 1.5, F/Rad(FE) est isomorphe a C.

3.1 Algebres ordinaires spectralement étoilées a in-
volution généralisée.

Dans cette section, nous étudions les résultats précédents dans le cadre des algebres a
involution généralisée. Nous allons voir que dans le cas d’une involution d’algebre, on peut
se restreindre aux éléments normaux alors que, dans le cas hermitien, aux éléments uni-
taires. Alors que, pour le cas d’un anti-morphisme involutif, on se rameéne a une involution
d’algebre en montrant que 1’algebre est en fait commutative.

3.1.1 Cas d’une involution d’algebre

Soit (E, (px)rea) une a.l.m.p-c.,0 < p < 1, compléte munie d’une involution d’algebre
x — z* =-spectrale. Si le spectre de tout élément normal de E est étoilé, alors E/Rad(E)
est isomorphe a C, comme le montre ce qui suit :

Théoréme 3.1.1. Soit (F, (pa)rea) une a.l.m.p-c., (0 < p < 1),unitaire, compléte, munie
d’une involution d’algebre x — z*, =-spectrale. Si le spectre de tout élément normal de
E est étoilé, alors E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Preuve : Soit x € E un élément normal de E. Alors z est contenu dans une sous
algebre M, de F, fermée maximale, commutative et auto-adjointe telle que :

Spar, (y) = Spe(y), pour tout y € M,.

Puisque tout élément de M, est normal, I’algebre M, est spectralement convexe. Il s’ensuit
que, d’apres le théoreme 1.6, on a :

M, /Rad(M,) est isomorphe a C.

Ainsi Spg(x) est réduit a un singleton, et ceci pour tout élément normal x € E. En
particulier pour tout élément hermitien h € E, Spg(h) est un singleton. 'algebre E est
donc hermitienne. Considérons B = F/Rad(FE) I'algebre localement m-p-convexe, munie
de l'involution canonique déduite de celle de E par la surjection canonique s : £ — B.
Alors B est semi-simple et hermitienne vue que E est hermitienne. De plus on a :

pe/H(B) < 40
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ou H(B) désigne I'ensemble des éléments hermitens de B. Comme dans ([7], Théoréme
22.1, p. 281),on montre que pg = pp sur N(B). De plus, kerpg = {0}. En effet, si
x € kerpg, comme E est =-spectrale, la fonction de Ptak est sous multiplicative sur F.
D’aprés I'inégalité de Ptak généralisée,on a pour tout y € F,

p(ry) < plry) < p(x).p(y) =0

Par suite
p(xy) =0, pour tout y € F

Donc x € Rad(B) = 0. Soient maintenant h € H(B) et M) la sous algebre maximale
commutative, fermée, involutive, engendrée par e et h. Alors, d’apres le théoreme 1.6,
Spu, () est un singleton, pour tout x € M;. De plus, Comme dans ([7], Corollaire 22.15,
p. 291), on montre que la restriction de pp a M est une norme de C*-algeébre. En par-
ticulier, M), est semi simple, pour tout h € H(B). Par la proposition 1.1 du chapitre 2,
M, est isomorphe a C, et ceci pour tout h € H(B). Ainsi, d’aprés un résultat de ([2]),
E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Le résultat suivant est une conséquence directe du théoréme précédent :

Corollaire 3.1.2. Soit (F, (pa)aca) une a.l.m.p-c.,(0 < p < 1), unitaire et complete
munie d’une involution d’algebre x — z*, * spectrale, telle que Spg(x) est étoilé, pour
tout 2 € N(F). Si I'une des propriétés équivalentes suivantes :

a) Spe(z) est fermé, pour tout x € E et Spg(z) S C

b) Spe(x) est compact, pour tout = € E,

est réalisée, alors E//Rad(F) est isomorphe a C.

Remarque 3.1.3. L’hypotheése Spg(x) est étoilé, pour tout x € N(FE) peut étre rem-
placée par "Spg(x) est étoilé, pour tout z € N(E) nV, ou V est un voisinage de 0 dans
I’algebre E".

On a également ce qui suit :

Corollaire 3.1.4. Soit (E, (px)rea) une a.l.m.p-c., (0 < p < 1), unitaire, compléte mu-
nie d’une involution d’algebre x — z*, = spectrale. Si Spg(z) est convexe, pour tout

xr e N(FE), alors E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Dans ([2], Théoréme 4, p. 728), S. Bhatt a montré que si F est une algebre de Banach
unitaire a involution d’algebre, alors £ modulo son radical de Jacobson est isomorphe a
C, si Spg(x) est convexe, pour tout z € N (FE). Ce résultat reste encore valide dans le cas
d’une Q-algebre p-normée, (0 < p < 1), comme le montre ce qui suit :

Corollaire 3.1.5. Soit (E,||||,),(0 < p < 1), une Q-algebre p-normée, unitaire munie

d’une involution d’algebre x — x*. Si Spg(x) est étoilé, pour tout z € N(F), alors
E/Rad(F) est isomorphe a C.
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Corollaire 3.1.6. Soit (E,||||,),0 < p < 1, une algebre p-Banach, unitaire munie d’une
involution d’algebre x — x*. Si Spg(z) est étoilé, pour tout x € N(F), alors F/Rad(FE)
est isomorphe a C.

Soit (E, 7) une a.l.A.p-¢,( 0 < p < 1) unitaire munie d’une involution d’algebre z — x*.
Alors il existe une topologie m.p-convexe plus fine que 7. Ainsi, on obtient ce qui suit :

Proposition 3.1.7. Soit (F, (pa)iea) une a.l.A.p-c., (0 < p < 1), unitaire, compléte
et munie d'une involution d’algebre x — z*, = spectrale. Si le spectre de tout élément
normal de F est étoilé, alors E//Rad(FE) est isomorphe a C.

Remarque 3.1.8. Soient (E, (py)aca) une a.l.A.p-c., (0 < p < 1), unitaire, compléte
et munie d’une involution d’algebre = — x*, * spectrale. On suppose qu’il existe un voi-
sinage V de 0 tel que Spg(x) est étoilé, pour tout z € V n N(FE). Alors E/Rad(FE) est
isomorphe a C.

La méme conclusion reste également valable dans les Q-a.l.A.p-c. comme le montre le
résultat suivant :

Corollaire 3.1.9. Soit (F, (pa)aeca) une @Q-a.l.A.p-c.,(0 < p < 1), unitaire, complete
et munie d’une involution d’algebre x — x*. Si le spectre de tout élément normal de F
est étoilé, alors F/Rad(FE) est isomorphe a C.

Soit (E, (pr)aea) une a.l.u.A.p-c.,(0 < p < 1), unitaire. Alors il existe une p-norme
d’algebre || . ||p, sur E, plus fine que 7. Si de plus (£, 7) est advertiblement complete,
alors (E,|| . ||,) est une Q-algebre. On obtient ainsi ce qui suit :

Proposition 3.1.10. Soit (E, (px)aeca) une a.l.u.A.p-c., (0 < p < 1), unitaire compleéte et
munie d’une involution d’algebre x — x*,+ spectrale. Si le spectre de tout élément normal
de E est étoilé, alors E/Rad(E) est isomorphe a C.

Le Théoreme 4, p. 728 de ([3]) montre que si (E,]| . ||) est une algebre de Banach
unitaire munie d’une involution d’algebre x — x*, alors ’ensemble des éléments unitaires
U(FE) engendre I'algebre toute entiere. Ce résultat se généralise aussi aux a.l.m.p-c, invo-
lutives comme le montre le résultat suivant :

Proposition 3.1.11. Soit (E, (pa)rea) une a.l.m.p-c.,(0 < p < 1), compléte unitaire
munie d’une involution d’algebre x — x*. Soit h € H(E) tel que pp(h) < 1. Alors il existe
ueU(E) tel que h = % En particulier, 'ensemble U(FE) engendre E.

Proposition 3.1.12. Soit (E, (px)rea) une a.l.m.p-c.,(0 < p < 1), unitaire, compléte
et munie d'une involution d’algebre x — x*, = spectrale et hermitienne. Si le spectre de
tout élément unitaire est étoilé, alors E/Rad(E) est isomorphe a C.

Preuve : Soit u € U(E). En utilisant I'inégalité de Ptak généralisée au cas des a.l.m.p-c.

52



hermitiennes, on a :
pe(u) < pp(u) =1
Par suite | A [< 1, pour tout A € Spg(u). D’autre part,

Spp(u*) = Spp(u) = Spp(u™") = {A"" : A€ Spp(x)}

Il s’ensuit que | A |= 1, pour tout A € Spg(u). Par conséquent, le spectre de tout élément
unitaire de I'algebre est contenu dans le cercle unité. D’apres 'hypothese de spectre étoilé
de tout élément unitaire de ’algebre, il doit étre réduit a un singleton. Il s’ensuit, d’apres
la proposition 1.1.1, que le spectre de tout élément hermitien est réduit a un singleton.
Le reste de la démonstration se fait de la méme maniere que dans le théoreme 3.1.1.

Dans ([2], Théoreme 6, p. 729), S. Bhatt a montré que si E est une algebre de Banach
unitaire & involution d’algebre x — x* hermitienne. Si de plus, Spg(z) est convexe, pour
tout x € N(E), alors E/Rad(E) est isomorphe & C. Ce résultat reste encore valide dans
le cas d'une Q-algebre p-normée avec Spg(r) est étoilé, pour tout x € U(E), comme le
montre ce qui suit :

Corollaire 3.1.13. Soit (E,|| . [|,), (0 < p < 1), une Q-algebre p-normée, unitaire
munie d’une involution d’algebre x +— x* hermitienne. Si Spg(x) est étoilé, pour tout
x e U(FE), alors E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Corollaire 3.1.14. Soit (E, || . ||,), (0 < p < 1), une algebre p-Banach, unitaire munie
d’une involution d’algebre x — z* hermitienne. Si Spg(x) est étoilé, pour tout = € U(E),
alors F//Rad(FE) est isomorphe a C.

3.1.2 Cas d’une involution anti-morphisme

Dans ce paragraphe, nous allons voir que les résultats obtenus dans le cas d'une invo-
lution d’algebre restent valables dans le cas d’une involution anti-morphisme. L’idée dans
notre méthode consiste & montrer que 'algebre est en fait commutative, en utilisant un
analogue au théoreme de Kaplansky ([8]). Ainsi, on se raméne au cas d’une involution
d’algebre.

Le résultat de Kaplansky ([8]) selon lequel toute algebre de Banach réelle semi-simple
dans laquelle e + 22 est inversible, pour tout x € E est commutative, se généralise aussi
au cas des algebres p-Banach. De plus, comme pour les Q)-a.l.m.c unitaires semi-simples
(Proposition 3.2.2. du chapitre 2), ce résultat s’étend aux Q-a.l.m.p-¢, (0 < p < 1), comme

suit :

Proposition 3.2.1. Soit (E, (px)xea), (0 < p < 1), une Q-a.l.m.p-c. réelle, unitaire
semi-simple dans laquelle e + 22 est inversible, pour tout € E. Alors E est commutative.

Voici maintenant I’analogue du théoreéme 3.1 dans le cas d’une involution anti-morphisme :
Théoréme 3.2.2. Soit (F, (pa)rea) (0 < p < 1), une Q-a.l.m.p-c., unitaire, ordinaire
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munie d’une involution anti-morphisme x — x*. Si le spectre de tout élément normal de
E est étoilé, alors F/Rad(F) est isomorphe a C.

Preuve : Soit € E un élément normal de E. Alors, par la proposition 3.2.3 du cha-
pitre 2, x est contenu dans une sous algebre M, de F, fermée maximale commutative et
auto-adjointe telle que :

Spu, (y) = Spe(y), pour tout y € M, :

Puisque tout élément de M, est normal, 'algebre M, est spectralement étoilée. Il s’ensuit
que, d’apres le théoreme 1.1 du chapitre 2, on a :

M, /Rad(M,) est isomorphe a C.

Ainsi Spg(x) est réduit & un singleton, et ceci pour tout élément normal z € E. En par-
ticulier, pour tout élément hermitien h € E, Spg(h) est un singleton. Ensuite, montrons
que l'algebre E est hermitienne. Soit A un élément hermitien de E. Alors Spg(h) = A, ou
A e C. Comme
SpE(h) = SpE(h*) = SpE(h) = )\,
on obtient A € R. Considérons B = E/Rad(FE) 'algebre localement m.p-convexe, munie de
I'involution canonique déduite de celle de E par 'intermédiare de la surjection canonique
s: E — B. Alors B est semi-simple et hermitienne vue que E est hermitienne. Comme E
une (Q-a.l.m.p-c, 'algebre B est aussi une Q-algebre. Montrons que B est commutative.
Considérons l'algebre reélle H(B) des éléments hermitiens de B. Alors H(B) est une
Q-a.l.m.p-c telle que :
SpH(B)(h) = SpB(h) (e R,

pour tout 4 € H(B). Comme elle est hermitienne, e+z? est inversible, pour tout = € H(B).
Par conséquent, 'algebre ‘H(B)/Rad(H(B)) est une Q-a.l.m.p-c, réelle unitaire semi-
simple telle que e + x? est inversible, pour tout z € H(B)/Rad(H(B)). Par la proposition
3.2.1, l'algebre H(B)/Rad(H(B)) est commutative. Pour conclure, il reste & montrer que
H(B) est semi-simple. Soit h € Rad(H(B)) et a = u + iv € B, avec u,v € H(B). Alors

p(hu) =0 et p(hv) = 0.

Et par suite p(ha) = 0. En effet, soit A = o +i5 € Spg(ha), avec a, f € R. Si hu — « est
inversible, alors

a—A=(hu—a)le+i(hu—a) (hv— B)]
Puisque B est hermitienne et

(hu —a) Y (hv — 3) € H(B)

Il s’ensuit que e+i(hu—a)~t(hv— ) est inversible, ce qui est impossible. Donc hu —
n’est pas inversible i.e., « € Spg(hu). Il en résulte que a = 0. D’une maniére analogue, on
montre que § = 0 et par conséquent Rad(H(B)) = {0}. Ce qui achéve la démonstration.

Comme conséquence, on a le résultat suivant :
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Proposition 3.2.3. Soient (E,(pa)xea) (0 < p < 1), une Q-a.l.m.p-c., unitaire munie
d’une involution anti-morphisme x — x*. On suppose qu’il existe un voisinage V' de 0 tel
que Spg(z) est étoilé, pour tout x € V-n N (FE). Alors E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Corollaire 3.2.4. Soit (E, (pa)xea) (0 < p < 1), une Q-a.l.m.p-c. unitaire munie d’une
involution anti-morphisme x — x*. Si Spg(x) est étoilé, pour tout z € N(F), alors
E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Dans ([2], Theorem 1, 726), S. Bhatt a montré que si E est une algebre de Banach
unitaire involutive telle que Spg(z) est convexe, pour tout 2 € N(FE), alors E modulo son
radical de Jacobson est isomorphe a C. Ce résultat est encore valable dans le cas d'une
Q-algebre p-normée a anti-morphisme involutif comme le montre ce qui suit :

Corollaire 3.2.5. Soit(E, || . ||, une Q-algebre p- normée (0 < p < 1) unitaire mu-
nie d’une involution anti-morphisme x — x*. Si Spg(x) est étoilé, pour tout z € N (FE),
alors F//Rad(FE) est isomorphe a C.

Corollaire 3.2.6. Soit (E,|| . ||,) (0 < p < 1) une algebre p-Banach unitaire munie
d’une involution anti-morphisme x +— z*. Si Spg(x) est étoilé, pour tout x € N'(E), alors
E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Soit (E, (pa)aea), une a.l.m.p-c., (0 < p < 1), =-spectrale, ou x — x* est une involu-
tion anti-morphisme. Alors on obtient ce qui suit :

Corollaire 3.2.7. Soit (E, (px)rea) (0 < p < 1), une Q-a.l.m.p-c unitaire munie d’une
involution anti-morphisme x — z*, qui est en plus =-spectrale. Si le spectre de tout élé-
ment normal est étoilé, alors E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Soit (E, (pa)rea) (0 < p < 1) une a.l.A.p-c., unitaire munie d’une involution anti-
morphisme x — x*. Alors il existe une topologie m.p-convexe plus fine que 7. Ainsi, on
obtient ce qui suit :

Proposition 3.2.8. Soit (E, (py)xea) une @Q-a.l.m.p-c., (0 < p < 1), unitaire complete
munie d’une involution anti-morphisme x — x*, =-spectrale. Si le spectre de tout élément
normal de E est étoilé, alors F/Rad(E) est isomorphe a C.

Proposition 3.2.9. Soient (E, (px)xea) une Q-a.l.A.p-c., (0 < p < 1), unitaire munie

d’une involution anti-morphisme x — x*. On suppose qu’il existe un voisinage V' de 0 tel
que Spg(x) est étoilé, pour tout x € V n N (FE). Alors E/Rad(E) est isomorphe a C.

Soit (E, (pr)aea) une a.l.u.A.p-c., (0 < p < 1), unitaire. Alors il existe une p-norme
d’algebre || . ||, sur E plus fine que 7. Si de plus (£, (pa)ren) est advertiblement complete,
alors (E,|| . ||,) est une Q-algebre. On obtient ainsi ce qui suit :

Corollaire 3.2.10. Soit (F,(pa)ea) une Q-a.l.u.A.p-c.,(0 < p < 1), unitaire munie
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d’une involution anti-morphisme x — x*. Si le spectre de tout élément normal de £ est
étoilé, alors E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Le Théoreme 4, p.728 de ([3]), montre que si (E,|| . ||) est une algebre de Banach
involutive, alors ’ensemble des éléments unitaires U (E) engendre ’algebre toute entiere.
Ce résultat s’étend également aux a.l.m.p-c.,(0 < p < 1), a involution anti-morphisme
x — ¥ comme le montre le résultat suivant :

Proposition 3.2.11. Soit (E, (pr)aea) une a.l.m.p-c.,(0 < p < 1), unitaire, compléte
et munie d'une involution anti-morphisme = — z*. Soit h € H(E) tel que pg(h) < 1.
Alors il existe u € U(FE) tel que h = # En particulier, 'ensemble U(FE) engendre E.
Preuve : Elle est analogue a celle de la proposition 3.1.13. donnée dans le cas d’une
involution d’algebre.

Proposition 3.2.12. Soit (E, (px)aca) une Q-a.l.m.p-c. (0 < p < 1), unitaire, com-
plete et munie d’une involution anti-morphisme x — z* ordniaire et hermitienne. Si le
spectre de tout élément unitaire est étoilé, alors E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Preuve : Soit u € U(E). En utilisant I'inégalité de Ptak généralisée au cas des a.l.m.p-c.
hermitiennes, on a :

pE(u) < pp(u) =1
Par suite | A |< 1, pour tout A € Spg(u). D’autre part,

Spe(u*) = Spe(u) = Spe(u™") = {A™ : A& Spp(u)}

Il s’en suit que | A |= 1, pour tout A € Spg(u). Par conséquent, le spectre de tout élé-
ment unitaire de ’algebre est contenu dans le cercle unité. D’apres ’hypothese de spectre
étoilé de tout élément unitaire de ’algebre, il doit étre réduit a un singleton. Il en dé-
coule, d’apres la proposition 1.1, que le spectre de tout élément hermitien est réduit a un
singleton. Le reste de la démonstration se fait de la méme maniere que celle du théoréme
3.1.1.

Comme toute algebre =-spectrale est ordinaire, on a comme conséquence le résultat
suivant :

Corollaire 3.2.13. Soit (F, (pa)aea) une @Q-a.l.m.p-c.,(0 < p < 1), unitaire, compléte
et munie d’une involution anti-morphisme x — x*, qui est en plus *-spectrale et hermi-
tienne. Si le spectre de tout élément unitaire est étoilé, alors E/Rad(FE) est isomorphe a

C.

Dans ([2], Theorem 6, 729), S. Bhatt a montré que si E est une algebre de Banach
unitaire munie d’une involution d’algebre x — z* tel que Spg(x) est convexe, pour tout
x € U(E). Alors E/Rad(FE) est isomorphe a C. Ce résultat est encore vrai dans une al-
gebre p-Banach, munie d’une involution anti-morphisme, dont le spectre de tout élément
unitaire est étoilé, comme le montre ce qui suit :
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Corollaire 3.2.14. Soit (E,| . ||,), (0 < p < 1), une algebre p-Banach unitaire mu-
nie d’'une involution anti-morphisme x — z* hermitienne. Si le spectre de tout élément
unitaire est étoilé, alors E/Rad(FE) est isomorphe a C.

o7



Bibliographie

[1] [1] G.R. Allan. Embedding the algebra of formal power series in a Banach
algebra. Proc. London Math. Soc. (3) 25 (1972), 329-340.

[2] S. Bhatt. Spectrally convex Banach algebras. Indian J. Pure Appl. Math. 10
(1979) 10.6,

[3] F.F.Bonsall, J. Duncan, Complete normed algebras.Springer-Verlag,New York-
Heidelberg, 1973

[4] A. C. Cochran. Representation of A-convex algebras.Proc. Amer. Math. Soc.,
41, (1973), 473-479.

[5] A. C. Cochran, R. Keown, C. R. Williams, On a class of topological algebras.
Pacific J. Math. 34 (1970), 17-25.

[6] J.Cuntz, (1976) Locally C*-equivalent algebras, J. Functional Analysis, 23 (2),
95-107.

[7] M. Fragoulopoulou, Topological algebras with involution. North-Holland Ma-
thematics Studies, 200. Elsevier Science B.V., Amsterdam, 2005.

[8] I. Kaplansky. Normed algebras. Duke Math. J. 16 (1949), 399-418.

[9] [9] A. Mallios, Topological Algebras. Selected Topics.North-Holland, Amster-
dam, 1986.

[10] E. A.Michael, Locally-multiplicatively-convex topological algebras.Mem. Amer.
Math. Soc. 11 (1952).

[11] M. Oudadess. Thérémes de structures et proprictés fondamentales des al-
gebres localement uniformement A-convexes. C. R. Acad. Sc. Paris, série 1,296
(1983), 851-853.

[12] A. Ouhmidou, A. El Kinani, On Spectrally convex ordinary algebras.Indian
J. Pure Appl. Appl. Math, Springer, (2021) vol. 53(2), pages 349-354,45

[13] V. Ptak, Banach algebras with involution . Manuscripta Math.6(1972),245-
290

[14] M. Roitman, Y. Sternfeld, When is a linear functional multiplicative ? Trans.
Amer. Math. Soc. 267 (1981), no. 1, 111-124.

[15] S. Warner, Polynomial completeness in locally multiplicatively-convex alge-
bras. Duke Math. J. 23 (1956), 1-11.

[16] J. H. Williamson. On topologising the field C'(¢). Proc. Amer. Math. Soc. 5
(1954), 729-734.

[17] W. Zelazko, Selected topics in topological algebras algebras. Lecture note
series 31 (1971).

o8



CHAPITRE 4

CHAPITRE 4 : ALGEBRES LOCALEMENT
PSEUDO-CONVEXES SPECTRALEMENT ETOILEES

Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons des algebres dont la topologie est définie par une
famille de pseudo p;-semi-normes, 0 < p; < 1, Nous généralisons les résultats précédents
a cette classe d’algebres. Nous commencons tout d’abord par les algebres A-p-normées,
(0 < p < 1). Nous montrons (Lemme 1.1) que toute algebre (E,|| . ||,) A-p-normée,
(0 < p < 1), peut ére munie d’'une p-norme sous-multiplicative || . ||, définie par :

|- 1I,= sup{ll =y |lp, | y [l[,< 1}, pour tout z € E.

et que, si (B, . [|;) est advertiblement complete, alors (£, . [|}) est une algébre Q-
p-normée (Lemme 1.2) qui est necéssairement ordinaire. Ensuite, nous prouvons, sous
I’hypothese "spectralement étoilé", que I'algebre A-p-normée advertiblement complete F
est presque isomorphe a C (Théoreme 1.1). Nous passons ensuite au cas ou l'algebre
est munie d'une involution d’algebre. En utilisant une généralisation du lemme de Ford,
nous établissons que les algebres A-p-normées hermitiennes et unitaires vérifient I'inéga-
lité de Ptak (Proposition 2.1.3). De plus le noyau de la fonction de Ptédk n’est autre
que le radical de Jacobson de I'algebre. Par ailleurs, nous étendons g¢es résultats au cas
"spectralement étoilé" (Théoréme 2.1.4). Dans le cas hermitien, nous obtenons également
qu’elle est presque isomorphe a C, dés qu’elle est spectralement étoilée pour des éléments
unitaires seulement.

Nous examinons également le cas ou I'algebre est munie d’une involution anti-morphisme.
En utilisant un analogues au théoreme de Kaplansky ([11], Theorem 4.8 p.405), qui nous
permet de montrer que l'algebre est en fait commutative. Nous établissons que, si le
spectre de tout élément normal de F est étoilé, alors F est presque isomorphe a C. Si de
plus l'algebre E est hermitienne, on montre qu’il suffit de supposer que le spectre de tout
élément unitaire est étoilé pour retrouver le résultat (Théoreme 2.1.7).
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Dans la seconde section, on s’interesse au cas des algebres localement pseudo-convexes
spectralement étoilées, et on retrouve les résultats analogues a ceux dans le cas d'une al-
gebre A-p-normée. On montre que si F est une algebre pseudo-pre-Michael ordinaire et
advertiblement complete, elle est & spectre fonctionnel. Puis, on obtient qu’elle est presque
isomorphe a C, dés qu’elle est spectralement étoilée (Théoréme 3.1.5). Les mémes résultats
sont obtenus pour les algebres localement uniformement A-pseudo-convexes advertible-
ment completes. Lorsque E est munie d’une involution d’algebre, on obtient la méme
conclusion en supposant seulement que le spectre de tout élément normal est étoilé, dans
le cas d'une algebre pseudo-Michael involutive, qui est en plus * spectrale (Théoréme
3.2.1). Pour les algebres p-Michael (0 < p < 1) hermitiennes = spectrales, il suffit que le
spectre de tout élément unitaire soit étoilé pour retrouver le méme résultat (Théoréme
3.2.4). Et enfin lorsque l'algebre est munie d’une involution anti-morphisme, on montre
qu’on peut se ramener au cas précedent a l’aide d’un théoreme de Kaplansky connu dans
le cas d'une algebre de Banach et qui peut se généraliser au cas d'une algebre pseudo
Michael. Ce qui nous a permis de retrouver aussi les mémes résultats (Théoreme 3.3.1).

4.1 Algebres A-p-normées spectralement étoilées

Soit (E,]| . |l,) (0 < p < 1), une algebre A-p-normée. On commence par donner un
analogue au résultat ([7], lemme 3.2, p.477 ), qui nous permet de munir 'algebre E d’une
p-norme sous multiplicative, il s’agit de :

Lemme 1.1. Soit (E,] . ||,) , (0 < p < 1), une algebre A-p-normée. Alors I'applica-
tion définie par :

I M= sup{ll zy llp: || v ;< 1}, pour tout z € E.

est une p-norme sous-multiplicative sur E.

On sait que la notion de Q-algebre et celle de advertiblement compléte sont identiques
dans le cas des algebres normées ([19], Théoreme.7, p.8), il en est de méme dans le cas
des algebres p-normées. En utilisant ce résultat, on obtient le lemme suivant :

Lemme 1.2. Soit (E,| . |,), (0 < p < 1), une algebre A-p-normée advertiblement
complete. Alors (E, || . [|;) est une Q-algebre p-normée.

Preuve : D’aprés ce qui précéde, une algebre p-normée advertiblement complete est
une Q-algebre. Il suffit donc de montrer que (£, || . ||}) est advertiblement complete. Soit
alors (x))aea une suite géneralisée de Cauchy qui est advertiblement convergente dans
(B, - [l;,) et soit x € E tel que les suites géneralisées (zx7)xea €t (z2x)ren convergent
vers I'élement unité e dans (E, || . ||}). Puisque || . [[,<]| . ||, la suite (zx)xea est de
Cauchy dans || . ||}, et les suites (z7)xea €t (22x)ren convergent vers I'élément unité e.
Donc convergent vers e dans l'algebre (E, || . ||,). Notons y la limite de la suite (x))ea
dans (E,|| . ||,). Par la continuité séparée de la multiplication dans (E,|| . ||,), = est
invertible dans E et 27" = y. De plus, la suite (2xz)xea converge vers e dans (E, || . |7)
et la multiplication est séparémment continue pour (£, . ||;), donc (7x)ea converge
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») est advertiblement convergente. Ainsi

aussi vers y dans (£, . ||;) Par suite (£, . ||
(E, |l - [I;,) est une Q algebre p-normée.

En utilisant les résultats des lemmes précedents, on est en mesure de montrer le pre-
mier Théoréme essentiel de ce chapitre :

Théoréeme 1.3. Soit (E, || . ||,), (0 < p < 1), une algebre A-p-normée advertiblement
complete. Si Spg(x) est étoilé, pour tout x € E, alors E/RadE est isomorphe a C.

Preuve : Supposons tout d’abord que l'algebre E est commutative et semi-simple. Mon-
trons dans ce cas, que le spectre de tout élément de E est réduit a un singleton. Puisque
(B, - [I;,) est une Q-algebre p-normée, on a

Spe(z) = {x(x) : x e M(E)}

Pour x € E fixé, Spr(z) est étoilé, donc il existe o € Spg(z) tel que, Spr(r) contient
tout segment reliant o a un élément A € Spg(z). Supposons que Spg(x) contient un autre
point a # X et soient 1, x2 € M(E) tels que :

x1(z) = a et xo(z) = A
Alors, pour tout ¢ € [0,1], on a
txi+ (1 —t)x2 € Spp(x)

Posons :
fi=txi + (1 —t)x2,0 <t <1

Alors f; est une forme lineaire dans F vérifiant :
fi(a) € Spg(a), pour tout a € E.

Comme l'algebre E est ordinaire, il en découle que f; € M(FE), ce qui n’est pas toujours
vrai ( par exemple pour ¢t = 1/2 ). Ainsi, par la proposition 1.1 du chapitre 2, on conclut
que E/RadFE est isomorphe a C.

Dans le cas général, nous allons montrer aussi que Spg(x) est réduit a un singleton,
pour tout x € E. Pour ce faire, soient x € E, et C, la sous algebre maximale commutative
de FE, contenant = et e. Alors C, est une Q-algebre p-normée telle que :

Spe(y) = Spe, (y), pour tout y € C.

La derniere égualité montre que C, et C,/Rad(C,) sont spectralement étoilées. Par la
premiere partie de la preuve, il vient que C,/Rad(C,) est isomorphe & C. D’ou Sp¢, (v)
est réduit & un singleton, pour tout y € C,. En particulier, Spg(z) est un singleton et on
conclut par la proposition 1.1 du chapitre 2.

Comme conséquence on obtient ce qui suit :
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Corollaire 1.4. Soit (£, . ||,), (0 < p < 1), une algebre A-p-normée advertiblement
complete. Si Spg(z) est convexe, pour tout x € F, alors F/Rad(FE) est isomorphe a C.

Corollaire 1.5. Soit (E, || . ||,), (0 < p < 1), une algebre A-p-normée advertiblement
complete. S’il existe un voisinage V' de 0 dans E tel que Spg(x) est étoilé, pour tout
x €V alors E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Preuve : Soit z € E. 1l existe A € C tel que z € A.V Donc Spg(z) = X\.Spe(y), avec
y € V. 1l sensuit que Spg(x) est étoilé. Ainsi 'algebre E est spectralement étoilée. En
utilisant le théoreme précédent, nous obtenons le résultat.

Le résultat de Bhatt ([5], Theorem 1, p. 726) reste encore vrai dans le cas des algebres
A-p-normées advertiblement completes, comme le montre le résultat suivant :

Corollaire 1.6. Soit (£, . |,), (0 < p < 1), une algebre A-p-normée advertiblement
complete (en particulier une algebre p-Banach ou algebre de Banach). Si (£, ] . ||,) est
spectralement étoilée, alors F/RadFE est isomorphe a C.

4.2 Algebres A-p normées involutive advertiblement
completes.

4.2.1 Cas d’une involution d’algebre.

Dans ([5]), S. Bhatt a montré que si tout élément normal d’une algebre de Banach
involutive E a un spectre convexe, alors E/RadFE est isomorphe & C. ([5], Theorem 4, p.
728). Ce résultat reste encore vrai dans le cas d'une algebre A-p-normée, (0 < p < 1),
involutive et advertiblement complete si le spectre de tout élément normal de E est étoilé.
Pour ce faire, nous auron besoin des résultats suivants connus dans le cas des algebres de
Banach involutives et qui restent valables dans le cas des algebres A-p normées. 11 s’agit
de :

Proposition 2.1.1. Soit F une algebre A-p-normée hermitienne. Alors la fonction de
Ptak pg définie par :

1/2

pe(z) = p(x*z)”, pour tout € £

est une semi-norme d’algebre vérifiant :

RadE = ker(pg) et pg = pg sur N(E)

Preuve : Elle est analogue a celle faite dans le cas des algebres de Banach involutives
([17], Théoreme 6.6, p.275).

Comme dans ([17]), nous montrons que I'inégalité spectrale de Ptak reste vraie dans
le cas d’une algebre A-p-normée unitaire hermitienne et advertiblement complete. Pour
ce faire, nous aurons besoin d’un analogue du lemme de Ford dans une algebre p-Banach
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involutive :

Proposition 2.1.2. (Généralisation du lemme de Ford). Soit F une algebre p-Banach in-
volutive, complexe, unitaire et h € H(F). Supposons que : ReX > 0, pour tout A € Spgh.
Alors il existe un u € H(E) tel que u? = h et hu = uh. Si de plus Spg(h) est positif, alors
Spe(u) Uest aussi.

Preuve : Elle est analogue a celle faite dans ([6]. Proposition 13, p. 44) dans le cas
d’une algebre de Banach involutive.

Ceci nous a permis d’obtenir I'inégalité de Ptak dans le cas d'une algebre p-Banach
hermitienne qui se montre aussi de maniere analogue au cas des algebres de Banach in-
volutives introduite dans ([17] Théoreme 5.2, p. 267).

Proposition 2.1.3. (Inégalité de Ptak généralisée). Soit F une algébre A-p-normée (p-
Banach) hermitienne et unitaire. Alors, on a :

pe(x) < pe(zr), pour tout x € E.

En utilisant ces résultats, on montre le résultat suivant :

Théoréme 2.1.4. Soit (E,|| . |,), (0 < p < 1) une algebre A-p-normée advertible-
ment compléete munie d’une involution d’algebres x — z*. Si le spectre de tout élément
nomal est étoilé, alors F/RadFE est isomorphe a C.

Preuve : Soit z un élément normal de E. Alors x est contenu dans une sous-algebre
involutive maximale commutative et fermée M, de E vérifiant :

Spu, (y) = Spe(y), pour tout y € M,

Puisque tout élément de M, est normal, il s’ensuit que M, est aussi spectralment étoilée.
D’apres le théoreme 1, on a M,/Rad(M,) est isomorphe a C. Donc Spg(z) est néces-
sairement réduit & un singleton. Ainsi, Spg(h) est un singleton, pour tout h € H(E),
par suite Spr(h) est réel. Ainsi E est une algebre hermitienne. Considerons maintenant
'algebre semi-simple B = E/Rad(FE), munie de l'involution canonique déduite de celle
de E. L’algebre B est aussi hermitienne. Pour tout h € H(B), considérons la sous al-
gebre M}, involutive maximale commutative et fermée, contenant e et h. D’apres ce qui
précede, Spa, () est un singleton, pour tout x € M. Comme dans le cas des algebres
de Banach, on peut montrer que la fonction de Ptak pg est une norme de C*-algebre
telle que Rad(B) = ker(pg), I'algebre M), est semi-simple et d’apres la proposition 1.1
du chapitre 2, M}, est isomorphe a C et d’aprés ([6], Lemme 5, p. 528) B = E/Rad(E)
est isomorphe a C.

Comme conséquence, on a aussi le résultat suivant :
Corollaire 2.1.5. Soit (E,| . [[;), (0 < p < 1), une algebre A-p-normée advertible-

ment compléte munie d’une involution d’algebres x — z*. Si le spectre de tout élément
nomal est convexe, alors F/Rad(E) est isomorphe a C.
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4.2.2 Algebres p-Banach involutives hermitiennes

Soit (E,| . ||p), (0 < p < 1), une algebre p-Banach. Si E est de plus hermitienne, il
suffit de supposer que le spectre de tout élément unitaire est étoilé pour obtenir le méme
résultat que celui de S. Bhatt ([5], Theorem 6, p. 729). Nous aurons besoin d’un résultat
de ([6]. Proposition 14, p. 66) connu dans les algebres de Banach involutives hermitiennes
et se montre également de la méme maniere que dans les algebres p-Banach hermitiennes :

Lemme 2.1.6. Soit (E, | . ||5), (0 < p < 1) une algébre p-Banach involutive et h € H(E)
tel que pp(h) < 1. Alors il existe u € U(E) telle que h = 1/2(u + u*). En particulier,
H(E) est engendré par les éléments de U(E).

Preuve :. Puisque tout élément x de E peut s’écrire de manieére unique sous la forme
x = hy + ithy avec hy, hy € H(E), il suffit de montrer que U(F) engendre seulement les
éléments de H(E). On peut supposer, sans perte de géneralité, que pg(h) < 1, pour tout
h € H(E). Soit h € H(FE) et considérons la sous algebre maximale commutative férmée
et auto-adjointe Fy de E contenant e, h, alors pg,(e — (e — h?)) < 1, et par suite il existe
un unique z € Ey tel que (e — h?) = 2, donc ona : e = h% + 2% et par suite si on pose
z = h + iz on a clairement © = 1/2(z + z*) avec z €e U(E).

On obtient ainsi le résultat suivant :

Théoréme 2.1.7. Soit (E,| . |[,), (0 < p < 1), une algebre p-Banach involutive et
hermitienne. Si le spectre de tout élément unitaire de E est étoilé, alors E/Rad(FE) est
isomorphe a C.

Preuve : Soit u € U(F). D’apres 'inégualité de Ptak, dans les algebres p-Banach hermi-

tienne, on a : pg(u) < pp(u) = 1. Ce qui implique que | A |< 1, pour tout A € Spg(u).
De plus, puisque pour tout u € U(E),

Spe(u*) = Spe(u) = Spp(u™) = {A™" : X € Spp(u)}.
Il s’ensuit que | A |= 1, pour tout A € Spg(u). Donc le spectre de tout élément unitaire
de E est contenu dans le cercle unité. Comme il est étoilé par hypothese, il doit étre

necéssairement réduit a un seul point. Le reste de la preuve découle de maniere analogue
a celle du Théoreme 2.

Une conséquence directe de ce résulat est :
Corollaire 2.1.8. Soit (£, . ||,), (0 < p < 1) une algebre p-Banach involutive et

hermitienne. Si le spectre de tout élément unitaire de E est convexe, alors F/Rad(E) est
isomorphe a C.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du Théoreme 2.1.7 :
Corollaire 2.1.9. Soit (E,|| . [[;), (0 < p < 1), une algebre p-Banach involutive et
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hermitienne. S'il existe un voisinage V' de 0 tel que pour tout z € V nU(E), Spr(x) est
étoilé, alors E/RadFE est isomorphe a C.

4.2.3 Cas d’une involution anti-morphisme

Dans cette section, on s’intéresse aux algebres E munies d'une involution anti-morphisme
x — x* Nous allons voir qu’on obtient des résultats paralléles aux précédents. Notre dé-
marche consiste a montrer que 1'algebre est en fait commutaive en utilisant un analogue
au Théoreme de Kaplansky ([11], Théoreme 4.8 p. 405). Ainsi, on se raméne au cas d’une
involution d’algebre.

Nous allons voir que le résultat de Kaplansky ([11]) selon lequel toute algebre de Ba-
nach semi-simple dans laquelle e + 2% est inversible, pour tout z € E est commutative,
s’étend au cas d’une algebre p-Banach (0 < p < 1). Pour montrer I'analogue du Théoréme
2.1.4, dans le cas d’une involution anti-morphisme, nous avons besoin d'un analogue du
résultat de Kaplansky ([11], Theorem 4.8 ) dans les algebres p-Banach. En utilisant le
théoreme 3.10 de ([21]. p.19) et le fait que le quotient d’une algebre p-Banach par un
idéal primitif est une algebre primitive, on montre que I’analogue au théoreme Kaplansky
précédent, s’étend comme suit :

Théoreme 2.2.1. Toute algebre p-Banach E semi-simple, dont le carré de tout élé-
ment est quasi-inversible, est necéssairement commutative.

Preuve : Supposons tout d’abord que 'algebre E est primitive, c¢’est a dire : il existe
un espace de Banach réel X et une representation irreductible 7 : £ — L(X) telle que
ker(m) = {0}, 7 est un morphisme d’algebres, ou L(X) = {f : X — X f est lineaire }.
Notons

D={TeL(X):Town(a) =moT(a), pour tout a € E}

le commutant de 7(F) dans L(X). Alors D est alors une sous-algebre réelle de L(X) qui
est un corps ([6]. Proposition.6, p.121) et d’aprés le Théoreme de Gelfand-Mazur, elle
est isomorphe a R, C ou a H. Soit maintenant x un élément non nul de X. Nous allons
montrer que :

X =Dx={Tx:Te D}

Supposons qu'il existe y € X tel que y ¢ D.x Alors = et y sont D-indépendants ([6]
Défintion.7, p.121), D’apres ([6], Theorem 10, p. 123) il existe a € E tel que m(x) =y et
7(a)(y) = —z. Il en résulte que :

m(a® +e)(z) = 0,

ce qui est impossible car a? + e est inversible dans E et il reste inversible dans L(X). Par
conséquent

X =Dux

Notons qu’on a :
X ={n(a)(z):ae B} =n(E).x
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car 7 est irréductible (c’est a dire les seuls sous-espaces de X, stables par w(E) sont {0}
et X. Supposons maintenant qu’il existe u € D tel que u> = —dE. Comme D.x = 7(F).xz,
il existe a € E tel que u(x) = m(a)(x) on a :

(m(a*(2)) = m(a)(w(a)(z) = m(a)(u(x))

(m(a)u)(z) = (ur(a))(z)(carn(a)u = um(a))

u*(z) = —x

Il en résulte que :
m(a® +e)(x) =0

ce qui est faux car a® + e est inversible dans E. Ainsi D n’admet aucun élément dont
le carré est égal a —Id. Par conséquent elle ne peut étre isomorphe a C, ou a H. On en
déduit que D est isomorphe & R, £ ~ L(R) et E est alors commutative.

Si E n’est pas primitive. F étant semi simple, donc en considérant (P;)cs, la famille
des idéaux primitifs de E, on a

{0} = Rad(E) = (P,
el
et pour ¢ € I, E//P; est une algebre de Banach primitive (car le quotient d’une algebre par
un idéal primitif est une algebre primitive). De plus, pour tout T € E/P;, i € I, e + 22,
est inversible, donc d’apres ce qui précéde, E/P; est commutative. Il en résulte que F est
aussi commutative.

Le Théoreme 2 reste vrai dans les algebres p-Banach a involution anti-morphisme,
comme le montre le résultat suivant :

Théoréme 2.2.2. Soit (E,|| . |[,), (0 < p < 1) une algebre p-Banach munie d’une
involution anti-morphisme x — x* . Si le spectre de tout élément normal de E est étoilé,
alors F//Rad(FE) est isomorphe a C.

Preuve : Comme dans la premiere étape de la preuve du théoreme, l'algebre B =
E/Rad(F) munie de l'involution canonique déduite de celle de E, B est aussi hermi-
tienne. On va montrer que B est commutative et on conclut avec la premiere étape du
Théoreme 3.3. Comme B est semi simple, I’anti-morphisme x — z* est continu. Par suite,
'algebre ‘H(B) est p-Banach et ona :

Spuey(h) = Spp(h) < R, pour tout h € H(B).

De plus, d’apres le théoréme précédent on a ‘H(B)/Rad(H(B)) est commutative. Il suffit
de démontrer que H(B) est semi-simple. Soit h € Rad(H(B)) et a = u + iv € B, avec
u,v € H(B). Donc p(hu) = 0 et p(hv) = 0. Montrons que p(ha) = 0. Soit A = a + i €
Spgp(ha) avec «, 5 € R. Si hu — « est inversible, alors

ha— X = (hu—a)le +i(hu - a)~ (hvo - B)]
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Puisque B est hermitienne et (hu — ) !(hv — 3) € H(B), il s’ensuit que e + i(hu —
o)1 (hv — f3) est inversible, ce qui est impossible. Par suite (hu — a) n’est pas inversible
et o € Spp(hu). Donc a = 0 et de la méme maniére, on montre que 3 = 0 et par suite
h € Rad(H(B)) = 0, ce qui compléte la preuve.

Comme conséquence, on a :

Corollaire 2.2.3. Soit (E, || . ||,), (0 < p < 1), une algebre p-Banach munie d'une invo-
lution anti-morphisme x — z*. Si le spectre de tout élément normal de E est convexe,
alors E/Rad(F) est isomorphe a C.

Corollaire 2.2.4. Soit (E,|| . ||,), (0 < p < 1), une algebre p-Banach munie d’une
involution anti-morphisme z — x*. S’il existe un voisinage V' de 0 dans F tel que pour
tout € Vn N(E), Spr(x) est étoilé, alors F/Rad(FE) est isomorphe a C.

Si I'algebre est de plus hermitienne, on peut montrer de la méme maniere que précé-
dement le résultat suivant :

Théoréeme 2.2.5. Soit (E,| . ||,), (0 < p < 1), une algebre p-Banach hermitienne,
munie d’une involution anti-morphisme z — x*. Si le spectre de tout élément unitaire de
E est étoilé, alors E/Rad(FE) est isomorphe a C.

Corollaire 2.2.6. Soit (E,|| . |,), (0 < p < 1), une algebre p-Banach hermitienne,
munie d’une involution anti-morphisme x — x*. Si le spectre de tout élément unitaire de
E est convexe, alors E//Rad(FE) est isomorphe a C.

4.3 Algebres localement pseudo-convexes spectrale-
ment étoilées

Dans cette deuxieme partie de ce chapitre, on traite le cas des algebres localement
pseudo-convexes spectralement étoilées. On montre que si E est une algebre pseudo pre-
Michael ordinaire et advertiblement complete et spectralement étoilée, alors £ modulo son
radical de Jacobson est isomorphe a C. Lorsque F est munie d’une involution d’algebre,
on obtient la méme conclusion en supposant seulement que le spectre de tout élément
normal est étoilé. Pour les algebres p-Michael hermitiennes, il suffit que le spectre de
tout élément unitaire soit étoilé pour retrouver le méme résultat. Et enfin lorsque I'al-
gebre est munie d’une involution anti-morphisme, on montre qu’on peut se ramener au
cas précedent a 'aide d’un théoreme de Kaplansky, connu dans le cas d'une algebre de
Banach et qui se généralise, au cas d’une algebre pseudo-Michael. Ce qui nous a permet
de retrouver aussi les mémes résultats.

Soit (£, 7) une algebre topologique unitaire complexe. On dit que E est une algebre
localement pseudo-convexe si l'espace vectoriel topologique sous-jacent est localement
pseudo-convexe. Il est bien connu dans ([22], page 6.) que sa topologie peut étre définie

67



par la famille | . |;c; de p; semi-normes homogenes | . |;c; , avec 0 < p; < 1 est fixé pour
chaque ¢ € I. De plus, si, pour tout z € E et pour tout i € I, il existe un nombre positif
M (x,1) tel que :

maz(| zy |;, | yr [;) < M(z,4) | y |;, pour tout y € E,

alors (E, 7) est dite algebre localement absorbante pseudo-convexe ou algebre localement
A-pseudo-convexe. (I.A.p.c.a en abrégé ) ([1] ), et lorsque M (i,x) = M(z), pour tout
x € Eetiel, alors E est dit localement uniformement A-pseudo convexe (l.u.A.p.c.a en
abrégé) ([8]). Dans le cas ou chaque semi-norme | . |; de la famille est sou-multiplicative,
c’est a dire vérifiant :

| zy |i<| © |i] y |i, pour tous z,y € E.

alors I’algebre (E, 7) est dite localement multiplicativement pseudo-convexe ou localement
m-pseudo-convexe (a.l.m.pseudo.c.a en abrégé). Si p; = p, pour tout i € I, ges algebres
sont dites localement p-convexes (a.l.p.c. en abrégé), localement-p-convexes (a.l.A.p.c. en
abrégé), localement uniformément A-p-convexes (l.u.A.p.c) et localement m-k-convexes
(I.m.p.c) . En particulier, lorsque p = 1, ces algebres sont localement convexes (l.c), loca-
lement A-convexes (I.A.c), localement uniformement A-convexes (l.u.A.c) et localement
m-~convexes (l.m.c).

Pour des raisons de commodité, une algebre localement m-pseudo-convexe séparée
complete F est appelé algebre pseudo-Michael ([4]). Et si elle est localement m-p-convexe,
elle sera appelée algebre p-Michael. Enfin, si p = 1, E est dite algebre de Michael. Si
I’hypothese de complétude est omise dans ces définitions, on les appelera algebres pre-
Michael au lieu de Michael.

4.4 Algebres ordinaires pseudo-pre-Michael spectra-
lement étoilées.

Soit (E,| . |i)ier une algebre pseudo-pre-Michael ordinaire et spectralement étoilée.
Quand est ce que F/Rad(E) est un corps?
Le résultat suivant nous donne une réponse a cette question dans le cas ou I’algebre est
advertiblement complete. Considérons la classe des algebres pseudo-pre-Michael adverti-
blement compleétes. Soit (F,7) une algebre pseudo-Michael dont la topologie est définie
par la famille (| . |;)ie; des pi-semi-normes supposée saturées ([4], Définition 4. 3.7, p.
191) avec (0 < p; < 1) . Il est bien connu dans ([4], Theorem 4.5.3, p. 202) qu’une algebre
pseudo-Michael E est limite projective l%lnE d’algebres p;-Banach avec E; est I’algebre
completée de 'algebre normée E; = E/ker | . |;, munie de la p;-norme | 7(z) |;=| = |; et
m; est la surjection canonique de E dans E;. Et que toute algebre pre-pseudo-Michael est
une sous-algebre dense dans la limite projective l%'LnEi d’algebres p;-Banach E;.

Proposition 3.1.1. Soit (E, | . |;)icr une algebre pseudo-pre-Michael unitaire. Alors E est
advertiblement complete, si et seulement si, E est une algebre pleine dans sa completée F.

Preuve : Soit z € E un élément inversible dans F. Alors il existe un b = a~! € E
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tel que ab = ba = e. Soit (b;);e; une suite généralisée dans E qui converge vers b. Donc
elle est de Cauchy et que les suites géneralisées (zb;); et (b;x); convergent vers e. Et
puisque E est advertiblement compléte, la suite (b;);e; converge dans E et par suite
b = a~! € E. Réciproquement, soit (z;);c; une suite généralisée de Cauchy advertible-

A

ment convergente et o sa limite dans E. Alors il existe x € F tel que les suites (xx;)es
et (z;x);e; convergent vers e. On a alors xxy = zoz = e et x est donc inversible dans F
et kg € E et par conséquent, la suite (x;);,e;y converge dans E.

Corollaire 3.1.2. Soit (£, | . |;)icr une algebre pseudo-pre-Michael. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

1) E est advertiblement compléte.

2) Pour tout = € E, z € G(FE) si et seulement si m;(x) € G(E;), pour tout i € I.

Preuve : Soit © € E. Puisque E est advertiblement complete, on a :
reG(E) < zeGE)
Et par ([4], Proposition 4.5.6, p. 205), on a :
reG(FE) e mx) e G(E), pour tout i € 1.
Récipoquement, x € E inversible dans FE si, et seulement si,
mi(z) € G(E), pour tout i€l < x € G(E)

Et par suite, E est pleine dans E et on conclut par la proposition 3.1.

En utilisant la proposition 4.5.6 ([4], p. 205), on obtient le résultat suivant :

Corollaire 3.1.3. Soit (E,| . |;)ics une algebre pseudo-pre-Michael unitaire et adver-
tiblement complete. Alors on a :

i) p(x) = sup Uz_)%(\ " |i)1/"ki}, pour tout i € 1.
ii) Spr(z) = USPET(W(Q;)), pour tout = € E.
iel o

Comme conséquence, on a le résultat suivant :

Corollaire 3.1.4. Soit (E,| . |i)ier une algebre pseudo-pre-Michael unitaire et com-
mutative. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :
i) E est advertiblement complete.

ii) Spe(x) = {x(x) : x € M(E)}
En utilisant tous ¢es résultats, on montre le théoreme suivant :

Théoréme 3.1.5. Soit (E, | . |;)icsr une algebre ordinaire pseudo-pre Michael unitaire et
advertiblement complete. Si E est spectralement étoilée, alors E/Rad(FE) est isomorphe
a C.
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Preuve : Commencons tout d’abord par le cas ou l'algebre est commutative et semi-
simple. Pour = € E fixé, Spg(x) est étoilé, donc il existe a € Spg(x) tel que, Spg(x)
contient tout segment reliant o & un élément A € Spg(x) . Supposons que Spg(x) contient
un autre point o # X et x1, x2 € M(F) tels que : x1(z) = o et x2(z) = A. Alors pour
tout t € [0,1], on a :

tx1+ (1 —1t)x2 € Spp(x)

Posons :
fi=txi+ (1 —t)xe, 0<t<1

On a f; est une forme lineaire dans E vérifiant : f;(a) € Spg(a), pour tout a € E Comme
l'algebre E est ordinaire, il en découle que f; € M(FE), ce qui n’est pas toujours vrai
(pour t = 1/2 par exemple). Ainsi on conclut, par la proposition 1.1 du chapitre 2.

Dans le cas général, on montre aussi que pour tout = € E, Spg(x) est un singleton.
Etant donné un x € E, soit C,, la sous algebre maximale commutative de E engendrée par
x et e. Alors C, est une algebre pseudo-pre-Michael advertiblement complete vérifiant :

Spe(y) = Spc, (y), pour tout y € C,

De plus C,/Rad(C,) est commutative semi-simple advertiblement compléte pseudo-pre-
Michael qui est ordinaire et spectralment étoilée. Par la premiere partie de la preuve, on
a : Cp/Rad(C,) est isomorphe a C. Par suite Spc,(y) est un singleton, pour tout y €C,.
Ainsi Spg(x) est un singleton, pour tout z € F. Puis, on conclut par la proposition 1.1
du chapitre 2.

Comme conséquence on a ce qui suit :

Corollaire 3.1.6. Soit (E,| . |;)ic; une algebre ordinaire pseudo-pre-Michael unitaire et
advertiblement compléte. Si E est spectralment convexe, alors E/Rad(FE) est isomorphe
a C. S’il existe un voisinage V' de 0 dans E tel que pour tout € V', Spg(x) est étoilé,
alors F//Rad(FE) est isomorphe a C.

Remarque 3.1.7. En utilisant la proposition ([18], p. 123 ), on peut remplacer ordi-
naire par I'une des propriétés équivalentes suivantes :

-Le spectre de tout élément est borné.

-Le spectre de tout élément est fermé et < C

-Le spectre de tout élément est compact.

Puisque une Q-algebre topologique est spectralement bornée ([10], Theorem 6.11,
p.74) et elle est advertiblement complete ([10], Theorem 6.5, p.71), on a le résultat sui-
vant :

Corollaire 3.1.8 : Soit (E,| . |;)ier une Q-algebre pseudo-pre-Michael unitaire. Si F
est spectralment étoilée, alors E/Rad(E) est isomorphe a C.
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Dans ([1]), M. Abel a défini une topologie d’algebre m(7) dans l'algebre localement
A-pseudoconvexe (E, ) qui est la moins fine parmis les topologies d’algebres pseudo-pre-
Michel et qui est plus fine que 7. Comme conséquence de ce résultat, on obtient ce qui suit :

Corollaire 3.1.9. Soit (E,7) une algebre localement A-pseudo-convexe, unitaire et ad-
vertiblement complete. Si E est spectralement bornée et étoilée, alors E/Rad(FE) est
isomorphe a C.

Remarque 3.1.10 Soit (£, 7) une algebre localement uniformement A-pseudo-convexe
unitaire et advertiblement compléte. Dans ([3]), El Kinani et Oudadess ont exibé une
famille dénombrable (|| . ||, de ¢, semi-norms homogénes avec 0 < g, < 1 fixé, pour
tout n € N, dans F vérifiant : (E, || . ||,) est une algebre pseudo-pre-Michael métrisable
et que la topologie définie par la famille (|| . ||);)nen est plus fine que 7. Il en découle que
E/Rad(F) est isomorphe a C, dans le cas ou E est ordinaire (en particulier spectralement
borné ) et spectralment étoilé.

4.4.1 Cas d’une involution d’algebre

Dans ([15], Théoréme 3.1 ), on a montré que si tout élément normal de 'algebre

d’Arens Michael involutive ordinaire £ (en particulier algebre d’Arens Michaelx-spectrale)
a un spectre convexe, alors E/Rad(FE) est isomorphe a C.
Dans cette section, on va examiner les résultats précédents dans la classe des algebres
pseudo-Michael ordinaires. Et on montre que les résultats restent encore vrais dans la
classe des algebres pseudo-Michael involutives (en particulier dans les algebres pseudo-
Michael = spectrales comme le montre le résultat suivant :

Théoréme 3.2.1. Soit (E,| . |;)ier une algebre pseudo-Michael involutive unitaire et
« spectrale. Si le spectre de tout élément normal de E est étoilé, alors E/Rad(FE) est
isomorphe a C.

Preuve : Soit x € F un élément normal. Alors x est contenu dans une sous-algebre
commutative maximale involutive et férmée C, de E et

Spc, (y) = Spe(y), pour tout y € C,.

Puisque tout élément de C, est normal, alors C, est spectralement étoilée. Et on aura, par
le théoreme 3.1, C,/Rad(C,) est isomorphe a C. Il s’ensuit que Spg(z) est un singleton,
pour tout élément normal x de E. En particulier, Spg(h) est un singleton, pour tout
h € H(FE). Ceci implique que E est une algébre hermitienne. Considérons maintenant
I'algebre pseudo-Michael semi-simple B = E/Rad(FE), munie de I'involution canonique
déduite de celle de E. Alors B est aussi hermitienne et

pp(h) < o0, pour tout h € H(B)

Comme pour les algebres d’Arens Michael involutives ([10],Théoreme 22.1., p.281). On
montre que la fonction de Ptak pp et le rayon spectral pp coincident sur H(B) et que
ker(pg) = {0}. Soit maintenant h € H(B) et considérons M), la sous algebre involutive
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maximale commutative férmée de B contenant e et h. Puisque tout élément de M) est
normal, comme dans le cas des algebres d’Arens Michael involutives ([10], Corollaire
22.15., p. 291 ), pp est une C*-norme dans B . En particulier, M}, est semi-simple. et par
le Théoreme 3.1.5, il est isomorphe a C et donc B est aussi isomorphe a C, ceci termine
la preuve.

Comme conséquence immédiate on a aussi le résultat suivant :

Corollaire 3.2.2. Soit (F,| . |;)icr une algebre pseudo-Michael involutive unitaire et
= spectrale.

1) Si le spectre de tout élément normal de E est étoilé, alors E/Rad(FE) est isomorphe a
C.

2) S’il existe un voisinage V' de 0 dans F tel que pour tout € V. n N(E), Spg(x) est
étoilé, alors E/Rad(E) est isomorphe a C.

Remarque 3.2.3. Comme dans le corollaire 3.4, on montre que le second résultat de
S. Bhatt ([5], Theorem 4, p. 728) reste encore vrai dans le cas d'une Q-algebre pseudo-
pre-Michael involutive.

En utilisant le Corollarire 5.3.5 ([4], p. 236), le résultat suivant peut étre montrer de la
méme maniére que le Théoréme 5.6 ([10], p. 67) :

Lemme 3.2.4. Soit (E,| . |;)ier une algeébre p-Michael, avec 0 < p < 1, involutive et
unitaire. Soit h € H(E) et pp(h) < 2P —1: Alors il exite u € U(FE) tel que h = 1/2(u+u*).
En particulier, si pgp(h) < +00 , pour tout h € H(E), alors H(E) est engendré par 1’en-
semble U(E) de ses éléments unitaires.

Dans le cas ou (E,| . |;)ier est une algebre p-Michael avec 0 < p < 1, il suffit de
supposer que le spectre de tout élément unitaire est étoilé, comme dans le cas Banach,
([5], Theorem 6, p. 729 ), pour montrer que I’algebre modulo son radical est isomorphe a
C:

Théoréme 3.2.5. Soit (E,| . |;)ic; une algébre p-Michael, avec 0 < p < 1,unitaire, =
spectrale et hermitienne. Si le spectre de tout élément unitaire est étoilé, alors E/Rad(FE)
est isomorphe a C :

Preuve : Soit u € U(E). On a Spr(u) < {\ € C :| X |= 1}. 1l s’ensuit, du fait que
le spectre de tout élément unitaire est étoilé, que Sp(u) est un singleton. Le reste de la
preuve se fait de la méme maniere que dans le théoreme 4.1.

4.4.2 Cas d’une involution anti-morphisme.

Si I'algebre est munie d’une involution anti-morphisme, en utilisant un résultat ana-
logue au théoreme de Kaplansky et a I'aide d’un théoréme de structure, qui montre qu’une
algebre pseudo-Michael est limite projective d’algebres p;-Banach, (0 < p; < 1), on ob-
tient le résultat suivant :

Théoréme 3.3.1. Soit (E,| . |;)ier une algebre pseudo-Michael unitaire, munie d’une
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involution anti-morphisme x — z* . Si le spectre de tout élément normal est étoilé, alors,
E/Rad(F) est isomorphe a C.

Preuve : L’algebre B = E/Rad(FE), munie de l'involution canonique déduite de celle
de FE, est hermitienne. On va montrer que B est commutative et on va conclure comme
dans la premiere étape de la preuve du théoreme 4.1. Puisque B est semi-simple, ’anti-
morphisme = — z* est continu. Donc l'algebre H(B) est une algebre pseudo-Michael
réeelle telle que :

Spus)(h) = Spg(h) < R, pour tout h € H(B)

De plus, en utilisant le théoreme 3.10 de ([21]) , on montre que le résulat de Kaplansky
([11], Theorem 4.8 ) est encore valable dans les algebres pseudo-Michael, du fait que ¢es
derniers sont considérées a ’aide du théoreme de structures, comme limites projectives
d’algebres p;-Banach (0 < p; < 1) et que le théoreme de Kaplansky est aussi vrai dans les
algebres p;-Banach 0 < pi < 1. Par conséquent on a H(B)/Rad(H(B)) est commutative.
Enfin, montrons que H(B) est semi-simple. Soit h € H(B) et a = u + v € B, lorsque
u,v € H(B). Alors on a p(hu) = 0 et p(hv) = 0. Donc p(ha) = 0. De plus, soit A =
a+if € Spp(ha), avec a, f € R. Si hu — « est inversible, alors

ha =\ = (hu— a)[e +i(hu— o)™ (hv = )]

Puisque B est hermitienne et (hu — «)~t(hv — 3) € H(B), il s’ensuit que e + i(hu —
a)~Y(hv — f3) est inversible, ce qui est impossible. Par suite (hu — «) n’est pas inversible
et a € Spp(hu). Donc o = 0 et de la méme maniére, on montre que 5 = 0 et par suite
h € Rad(H(B)) = 0, ce qui complete la preuve.

Comme une conséquence, ona le résultat suivant :

Corollaire 3.3.2. Soit (E,| . |;)ies une algebre pseudo-Michael munie d’une involution
anti-morphisme x — z*. Si le spectre de tout élément normal de E est convexe, alors
E/Rad(FE) est isomorphe a C.
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ANNEXE : QUELQUES RESULTAS DE TYPE GELFAND-MAZUR
Introduction :

Dans cette annexe, on montre que si (E, || . ||,), 0 < p < 1, une al-
gebre A-p normée, unitaire, semi simple et advertiblement complete, telle
que pour tout x € Fr(G(FE)), Spr(x) est étoilé, pour tout y € B,, avec
B, est la sous-algebre maximale commuative engendrée par {x,e}. Alors
E/RadFE ~ C.

Dans le cas involutif, on obtient le méme résultat si on suppose que le
spectre de tout élément normal de la frontiere de G(E) est étoilé. Si de
plus 'algebre est supposée hermitienne, il suffit de supposer que le spectre
de tout élémént unitaire de la frontiére de G(FE) est étoilé pour aboutir a
la méme conclusion. Enfin, on traite le cas ou l’algebre est munie d’une
involution anti-morphism, on obtient des résulats paralléles au cas de I'in-
volution d’algebre, en utilisant un résultat de Kaplansky, qui montre que
I’algebre est en fait commutative.

Algeébre A-p normée semi-simple advertiblement completes :

On va montrer que tous les résultats du chapitre précédent peuvent
étre retrouvés en suppposant seulement que le spectre des éléments sont
étoilés uniquement sur la frontiere de G(E). On commence par le cas non
involutif et on montre le résultat suivant :

Théoreme 1.1 :

Soit (E, || . [|)p, ou 0 < p < 1, une algebre A-p normée unitaire semi-
simple et advertiblement complete. Si pour tout x € Fr(G(FE), Spp(y) est
étoilé, pour tout y € B,, B, est la sous-algebre maximale, commutative,
engendrée par {e,z}. Alors F/RadF ~ C.

Preuve : Montrons tout d’abord que le spectre de tout élément de la
frontiere de G(FE) est réduit a un singleton. Soit « € Fr(G(FE), alors pour
tout y € B, ona Spg(y) = Spp,(y) et puisque l'algebre est Q-p-normée,
elle est a spectre fonctionnel et ona :

Spe(y) = {x(y) : x € M(B,)}
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Soit y € B,. Puisque Spg(y) est étoilé, il existe un o € Spgr(y) tel que
pour tout A € Spg(y), le segment joignant « et A est contenu dans Spg. 1l
s’en suit que Spg(y) = {a}, car sinon, il existe un autre point A # « dans
Spe(y), et par suite, & = x1(y) et x2(y) = A, avec x1, x26 M(B;). Donc
pour tout 0 <t < lona:

tx1 + (1 —t)x2 € Spe(y)

Posons f = tx; + (1 — t)xo. Puisque B, est ordinaire alors f est un carac-
tére, ce qui n’est vrai que si le spectre global de 'algebre est réduit a un
singleton. Par ailleurs, puisque x est non inversible on déduit que :

Spe(x) = {0}, pour tout x € Fr(G(E))
Montrons en suite que
G(E)° = Rad(FE).

il est clair que Rad(FE) < G(F). Pour I'inclusion inverse, soit zy € G(E)°,
puisque Spg(z) est un compact non vide de C, on a Fr(Spgr(xg) est non
vide. Soit A € Spg(xg) et A\g € Fr(Spe(xg), alors zg — Age € Fr(G(E) et
on a

A — )\0 € SpE(ZEQ — )\08) = {0}

donc A = )\y. Et par suite ona
Spr(xg) = {0},Vzy € G(E)°

Soit y € E. Alors zgy € G(E)° ou yxo(E)°. et par suite on a
p(zoy) = 0, pour tout y € FE.

Ce qui entraine que xy € RadE. Comme E est semi-simple, RadE = {0}
et on aura G(E)¢ = {0}. Tout élémént non nul de E est inversible, d’aprés
le théoreme de Gelgand-Mazur, F ~ C.

Commme conséquence immédiate on a le résultat suivant :

Corollaire 1.2 : Soit (E,| . ||;), 0 < p < 1, une algebre A-p normée
unitaire semi simple et advertiblement compléte (en particulier une al-
gebre p Banach et donc de Banach). si pour tout z € Fr(G(F)), Spe(y)
est une partie convexe de C, pour tout y € B,.. Alors £ ~ C.
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Remarque 1.3 : Soit (E,| . ||;), 0 < p < 1l,une algebre A-p nor-
mée unitaire semi-simple et advertiblement completete. Si pour tout z €
Fr(G(FE)), Spg(x) est réduit a un singleton, alors Spg(z) = {0}, pour tout
x € Fr(G(F)). Les mémes arguments utilisées dans la preuve du Théoreme
précédent nous permettent de conclure que F ~ C.

2.Cas d’une algebre involutive :

Dans([5],Theorem 4, p.728), Bhatt a montré que si le spectre de tout
élément normal d’une algebre de Banach involutive E est convexe, alors
FE/RadE ~ C.

Dans le chapitre précédent, on a montré que le résultat s’éttend aux al-
gébres A-p normé advertiblement complétes unitaires et dont le spectre de
tout élément normal est étoilé et lorsque 1'algebre est munie d’une involu-
tion généralisée.

En fait ce résultat reste encore vraie avec I’hypotheses que le spectre de
tout élément normal de la frontiere de G(FE). Comme le montre le résultat
suivant :

Théoréme 2.1 : Soit (E, || . ||,), avec 0 < p < 1, une algebre A-p normée
unitaire semi-simple et advertiblement compléte, munie d’une involution
d’algébre x — z*. Si pour tout x € Fr(G(E) n N(E), Spg(x) est étoilé,
Alors F/Rad(F) ~ C,

Preuve : Soit  un élément normal de Fr(G(E)). Alors x est contenu
dans la sous algebre férmée maximale commutative B, et stable par in-
volution telle que Spr(y) = Spa,() pour tout y € B, et puisque B, est
ordinaire car c’est une sous algebre d’'une algebre Q-p normée on a :

Spe(r) = {x(z) : x € M(B:)})

Comme B, est une algebre ordinaire car elle est spectralement bornée et
d’une maniere analogue a celle utilisée précédement on montre que spg(z)
est réduit & un singleton. Il s’ensuit que spp(r) = {0} pour tout z €
Fr(G(E)) n N(E)

Soient maintenant un zy €G(E)¢, A € Spp(zg) et g € Fr(Spr(xg)).
Alors xy — M\ge € Fr(G(E)) et par suite A — A\g € Spp(ro — \oe) = {0} .
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Donc A = Ag. Ce qui entraine que Spg(xg) est réduit a un singleton.
Par conséquent

Spe(xy) = {0}, pour tout élément normal xy € G(E)“.

En particulier, Spg(h) = 0, pour tout élément hermitien h de G(E)°. Ceci
implique que l'algebre E est hermitienne et que Spg(h) est réduit a un
singleton, pour tout h € H(E). Et comme dans ([20]), on peut montrer
que la fonction de Ptak pg, donnée par : pg(x) = p(x*:z:)% pour tout = € E
est une norme d’algebre sur F.

Considérons un h € H(FE) et M la sous -algebre maximale, férmée, com-
mutative et auto-djointe de F, engendrée par e et h. On a Spy, (x) est
un singleton, pour tout x € M. De plus M} est semi simple, en effet, si
a € RadM;, on a a*a € RadMj, et pgp(a) = pp(a*a) = 0 — a = 0. Il s’en
suit que M), est isomorphe a C et par conséquent E est isomorphe a C.

Comme une application on a le résultat suivant :

Corollaire 2.2 : Soit (£, | . ||),, avec 0 < p < 1, une algebre A-p normée
unitaire semi-simple et advertiblement compléte, munie d’une involution

d’algébre x — z* (en particulier algebre p Banach involutive ou algebre de
Banach involutive) . Si Va € Fr(G(E) nN(E), Spg(x) est convexe. Alors
E/Rad(F) ~ C.

En utilisant ([20], Theorem 5.4, p. 65) , On peut montrer de la méme
maniere que dans ([6], Proposition 14, p. 66), le résultat suivant :

Lemme 2.3 : Soit (E,| . ||), 0 < p < 1, une algebre p-Banach in-
volutive. Soit h € H(FE) vérifaint pp(h) < 1, alors il exist u € U(FE) tel que
h = %(u + u*). En particulier E' est engendrée par ses éléments unitaires.

Dans le cas hermitien, il suffit de supposer que le spectre de tout élé-
ment unitaire de la frontiere de G(FE) est étoilé pour retrouver le méme
résulat comme le montre ce qui suit :

Théoréme 2.4 : Soit (E,|| . ||;), 0 < p < 1, une algebre p-Banach
unitaire semi simple et hermitienne. Si le spectre de tout élément unitaire
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de la frontiere de G(E) est étoilé, alors £ ~ C.

Preuve : Soit u € U(FE). en utilisant le résultat de ([20], Théoréme 22.1,
p. 281) on a : pp(u) < pp(u) = 1. Ce ci implique que | A |[< 1, pour tout
A € Spg(u). De plus on a

Spr(u) = Spp(u”) = Spp(u™) = (A7 1 A e Spp(u)}.

Ceci entraine que | A |= 1, pour tout A € Spg(u). Et par conséquent le
spectre de tout élément unitaire de l’algebre est contenu dans le cercle
unité, donc doit étre réduit a un singleton.

Par suite le spectre de tout élément hermitien de la frontiere de G(F)
est un singleton et on a Spg(h) = {0}, pour tout h € Fr(G(E) n H(E)
et le reste de la preuve découle de maniére analogue que dans le théoreme
précédent.

3. Cas d’une involution anti-morphisme :

Dans le cas ou l'algebre est munie d’une involution anti-morphisme, 'idée
repose sur un analogue au théoremre de Kaplansky qui nous permet de
montrer que 'algebre est en fait commutative, et nous retrouvons ainsi le
résultat comme le montre ce qui suit :

Théoréme 3.1 :

Soit (E, || . |l), 0 < p < 1, une algebre p-Banach unitaire semi simple, mu-
nie d'une involution anti-morphisme x — x*. Si le spectre de tout élément
normal de Fr(G(FE) est étoilé, alors E est isomorphe a C.

Preuve :. On va montrer que E est commutative et on va conclure par la
premiere étape de la preuve du théoreme 2.4. Comme E est semi simple,
I anti-morphisme z — z* est continu et par suite I'algebre H(FE) est une
algebre réelle p-Banach qui vérifie

pour tout h € H(FE). De plus en utilisant ([26], Theorem 3.10), on peut
montrer que le résultat de Kaplansky ([15, Theorem 4.8) est encore valable
dans les algebres p Banach, ce qui entraine que l'algebre H(E)/Rad(H(E))

80



est commutative. Pour conclure il reste a montrer que H(FE) est semi-
simple. Soit h € Rad(H(E)) et a = u +iv € E, avec u,v € H(FE). Alors

p(hu) =0 et p(hv) = 0.

Et par suite p(ha) = 0. En effet, soit A = a +1i5 € Spg(ha), avec o, € R.
Si hu — « est inversible, alors

a—X=(hu—a)le+i(hu —a) ' (hv— B)].
Puisque E est hermitienne et
(b — ) (hw — B) € H(B),

il s’ensuit que e + i(hu — )" (hv — B) est inversible, ce qui est impos-
sible. Donc hu — o n’est pas inversible i.e., & € Spg(hu). Il en résulte que
a = 0. De la méme maniere, on montre que S = 0, et par conséquent
Rad(H(FE)) = 0. Ce qui complete la preuve.

Comme conséquence on a :

Corollaire 3.2 : Soit (E, || . ||,), 0 < p < 1, une algebre p-Banach unitaire
semi simple, munie d’une involution anti-morphisme x — z*. Si le spectre
de tout élément normal de F'r(G(FE) est convexe, alors F est isomorphe a

C.

Remarque 3.3 : Soit (E,|| . [|;), 0 < p < 1, une algebre p-Banach
unitaire semi simple et hermitienne, munie d’une involution x — x* anti-
morphisme. Si le spectre de tout élément unitaire de la frontiere de G(F)
est étoilé, on peut montrer de maniere analogue que E est isomorphe a C.
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Résume (200 mots max.)

S. Bhatt (1979) a montré que si une algébre de Banach complexe E,est
spectralement convexe (¢’ est & dire que le spectre de tout élément de 1’ algeébre
est convexe), alors E est presque isomorphe & C, ¢’ est & dire que E/Rad(E) est
isomorphe & C, ot Rad(E) désigne le radical de Jacobson de E. Dans le cas
involutif, il a obtenu la méme conclusion, en supposant que le spectre de tout
élément normal de 1’ algébre est convexe. Si de plus, 1’ algébre est hermitienne
et le spectre de tout élément unitaire est convexe, alors il obtient également
que 1’ algébre E est presque isomorphe & C. Dans ce travail, nous montrons que
plusieurs algebres ordinaires spectralement convexes sont presque isomorphes a C,
¢’ est le cas, par exemple, pour les algébres spectralement bornées, les Q-
a.l.m.c., les a.l.A.c. advertiblement complétes ordinaires. Nous produisons une
étude approfondie des algébres spectralement convexes & involution généralisée.
Plusieurs résultats importants sont  également obtenus pour le cas d’ une
involution anti-morphisme. Nous produisons ¢également wune étude approfondie des
algébres spectralement étoilées et ceci dans le cadre tout a fait général des
algeébres pseudo—convexes.

Mots-clefs (5): spectralement convexe, spectralement étoilé, algébre ordinaire, algébres
advertiblement compléte, involution anti-morphism

Abstract

S. Bhatt (1979) showed that if a complex Banach algebra E is spectrally convex
(i.e. the spectrum of any element of the algebra is convex), then E is almost
isomorphic to C, i.e. that is, E/RadE is isomorphic to C, where RadE denotes the
Jacobson radical of E. In the involutif case, he obtained the same conclusion,
assuming that the spectrum of any normal element of the algebra is convex. If
furthermore, the algebra is Hermitian and the spectrum of any unitary element is
convex, then it also obtains that the algebra E 1is almost isomorphic to C. In
this work, we show that several ordinary spectrally convex algebras are almost
isomorphic to C, this 1is the case, for example, for spectrally bounded algebras,
Q-a.l.m.c., ordinary advertibly complete a.l.A.c. We produce an in—depth study of
spectrally convex algebras with generalized involution. the case of an anti—
morphism involution. We also produce an in-depth study of spectrally star
algebras within the very general framework of pseudo—convex

algebras.

Keywords (5): Spectrally convex, Spectrally starred, ordinary algebras, advertibly
complete algebras, anti-morphism involution.
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