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Résumé

S. Bhatt (1979) a montré que si une algèbre de Banach complexe E,est

spectralement convexe (c’est à dire que le spectre de tout élément

de l’algèbre est convexe,alors E est presque isomorphe à C, c’est à

dire que E/Rad(E) est isomorphe à C, où Rad(E) désigne le radical de

Jacobson de E. Dans le cas involutif, il a obtenu la même conclusion,

en supposant que le spectre de tout élément normal de l’algèbre est

convexe. Si de plus, l’algèbre est hermitienne et le spectre de tout

élément unitaire est convexe, alors il obtient également que

l’algèbre E est presque isomorphe à C. Dans ce travail, nous

montrons que plusieurs algèbres ordinaires spectralement convexes

sont presque isomorphes à C, c’est le cas, par exemple, pour les

algèbres spectralement bornées, les Q-a.l.m.c., les a.l.A.c.

advertiblement complètes ordinaires. Nous produisons une étude

approfondie des algèbres spectralement convexes à involution

généralisée. Plusieurs résultats importants sont également obtenus

pour le cas d’une involution anti-morphisme. Nous produisons

également une étude approfondie des algèbres spectralement étoilées

et ceci dans le cadre tout à fait général des algèbres pseudo-

convexes.

Mots-clefs (5) : spectralement convexe, spectralement étoilé, algèbre ordinaire, algèbres
advertiblement complète, involution anti-morphism
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Abstract :
S. Bhatt (1979) showed that if a complex Banach algebra E is

spectrally convex (i.e. the spectrum of any element of the algebra is

convex), then E is almost isomorphic to C, i.e. that is, E/Rad(E) is

isomorphic to C, where Rad(E) denotes the Jacobson radical of E. In

the involutive case, he obtained the same conclusion, assuming that

the spectrum of any normal element of the algebra is convex. If

furthermore, the algebra is Hermitian and the spectrum of any unitary

element is convex, then it also obtains that the algebra E is almost

isomorphic to C. In this work, we show that several ordinary

spectrally convex algebras are almost isomorphic to C, this is the

case, for example, for spectrally bounded algebras, Q-a.l.m.c.,

ordinary advertibly complete a.l.A.c. We produce an in-depth study of

spectrally convex algebras with generalized involution. the case of

an anti-morphism involution. We also produce an in-depth study of

spectrally star algebras within the very general framework of pseudo-

convex algebras.

Keywords (5) : Spectrally convex, Spectrally starred, ordinary algebras, advertibly
complete algebras, anti-morphism involution.
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Introduction générale :
1

Dans l’étude des propriétés spectrales des algèbres, l’importance des spectres
(ponctuel et global) n’est plus à souligner. Ce sont des notions puissantes qui ont
fait leurs preuves dans l’étude de la caractérisation de plusieurs types d’algèbres.
Dans le cas commutatif, il est bien connu que les questions spectrales se déve-
loppent encore plus à partir des caractères. Pour le spectre ponctuel, il intervient
dans la caractérisation de plusieurs types d’algèbres.

Le spectre global intervient dans la caractérisation de plusieurs notions (spectre
ponctuel, idéaux maximaux, radical de Jacobson, etc). Il joue également un rôle es-
sentiel dans les algèbres presques commutatives à cause de l’invariance du spectre
modulo le radical de Jacobson. Quant au spectre pontuel, l’une de ses premières
fondamentales propriétés, dans les algèbres de Banach, est qu’il est un compact
non vide de C. Ses propriétés algèbiques et topologiques (finitude, convexité, étoilé,
connexité, etc) interviennent dans la caractérisation de plusieurs types d’algèbres.
C’est ainsi le cas pour le théorème de Gelfand-Mazur (algèbres qui sont des corps),
le théorème de Kaplansky (algèbres de dimension finies), le théorème des idempo-
tents de Shilov (l’existence des idempotents non triviaux), le théorème S. Bhatt
(algèbres spectralement convexes), etc.

S. Bhatt (1979) a montré que si une algèbre de Banach complexe pE, ∥ . ∥q est
spectralement convexe (c’est à dire que SpEpxq est convexe, pour tout x P Eq, alors
E est presque isomorphe à C, c’est à dire que E{RadpEq » C, où RadpEq désigne
le radical de Jacobson de E. Dans le cas involutif, il a obtenu la même conclusion,
en supposant que SpEpxq est convexe, pour tout élément normal x P E. Si de plus,
l’algèbre est hermitienne et SpEpuq est convexe, pour tout élément unitaire u P E,
alors il obtient également que l’algèbre E est presque isomorphe à C.

Dans ce travail, nous montrons que plusieurs algèbres ordinaires spectralement
convexes sont presques isomorphe à C, c’est le cas, par exemples, pour les al-
gèbres spectralement bornées, les Q-a.l.m.c., les a.l.A.c. advertiblement complètes
ordinaires. Nous produisons une étude approfondie des algèbres spectralement
convexes à involution généralisée. Plusieurs résultats importants sont également
obtenus pour le cas d’une involution anti-morphisme. Nous présentons également
une étude approfondie des algèbres spectralement étoilées et ceci dans le cadre
tout à fait général des algèbres pseudo-convexes.

Le plan de notre travail est le suivant :

Dans le premier chapitre, considéré comme préalable aux autres chapitres, nous
présentons des définitions, des rappels et quelques résultats algèbriques et topolo-
giques nécessaires pour la lecture de cette thèse. On expose également des résultats

1. Pour les références de cette introduction, le premier chiffre indique le chapitre et le deuxième renvoie
au numéro de la référence dans ce chapitre
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qui constituent le point de départ et la motivation essentielle de notre travail. Il
s’agit des résultats de S. Bhatt dans les algèbres de Banach spectralement convexes.
Dans ce même chapitre, nous présentons diverses exemples d’algèbres topologiques,
appartenant à des classes différentes, qui nous seront utiles dans ce travail.

Le chapitre 2 traîte des algèbres multiplicativement convexes, spectralement
convexes. Nous nous intéressons aux résultats précédents de S. Bhatt dans le cadre
tout à fait général des algèbres topologiques ordinaires. Nous établissons un ré-
sultat purement algèbrique selon lequel toute algèbre unitaire E est presque iso-
morphe à C, si SpEpxq est un singleton, pour tout x P E. Nous montrons ensuite
qu’une algèbre ordinaire localement m-convexe, unitaire advertiblement complète
et spectralement convexe, est presque isomorphe à C. On obtient aussi la même
conclusion pour les algèbres spectralement bornées. En utilisant le fait que toute
Q-a.l.m.c. est spectralement bornée et aussi advertiblement complète, on montre
également que toute Q-a.l.m.c. spectralement convexe est presque isomorphe à
C. Comme conséquence, nous obtenons que le résultat de Bhatt donné dans le
cas Banach reste encore valide dans le cas d’une Q-algèbre normée. De plus, nous
prouvons que l’hypothèse "Q-algèbre" n’est pas superflue.

Nous faisons de même pour les a.l.A.c. et les a.l.u.A.c. advertiblement com-
plètes, ordinaires et spectralement convexes. Nous obtenons pour ces algèbres des
résultats qui sont en parallèles avec ceux des a.l.m.c. Nous introduisons une pro-
priété P , purement algébrique, qui intervient dans l’étude des algèbres spectrale-
ment convexes. Sans aucune considération topologique, nous montrons que si E
une algèbre complexe unitaire et ordinaire vérifiant la propriété P et si de plus E
est spectralement convexe, alors E est presque isomorphe à C.

Dans la dernière partie de ce chapitre, on s’intéresse à l’étude des questions
précédentes dans le cas à involution généralisée. Nous montrons que si E est une
a.l.m.c. involutive advertiblement complète et ordinaire telle que le spectre de
tout élément normal de E est convexe, alors E est presque isomorphe à C. Comme
conséquences, nous obtenons des résultats analogues aux précédents dans le cas
involutif. Nous faisons de même pour des a.l.A.c. et des a.l.u.A.c. Des résultats
analogues aux précédents sont également obtenus pour les a.l.A.c. et les a.l.u.A.c.
et ceci sans aucune restriction. Dans le cas hermitien, nous obtenons les analogues
de tous les résultats précédents sous l’hypothèse "le spectre de tout élément uni-
taire est convexe".

Pour des algèbres à anti-morphisme involutif, notre démarche consiste à se
ramèner au cas d’une involution d’algèbre en montrant que l’algèbre est en fait
commutative. On commence par établir un résultat purement algèbrique selon le-
quel toute algèbre réelle unitaire et primitive E, telle que e`x2 est inversible, pour
tout x P E, est nécessairement un corps. Nous montrons que si E une Q-a.l.m.c.
ordinaire, munie d’une involution anti-morphisme, et si le spectre de tout élément
normal de E est convexe, alors E est presque isomorphe à C. Comme conséquences,
nous obtenons des résultats analogues aux précédents dans le cas d’une involution
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anti-morphisme. Signalons à ce propos, que dans le cas tout à fait particulier d’une
algèbre de Banach unitaire, l’analogue de S. Bhatt est encore valide dans le cas
d’une involution anti-morphisme à savoir que si pE, }.}q est une algèbre de Banach
unitaire munie d’une involution anti-morphisme x ÞÝÑ x˚ hermitienne tel que le
spectre de tout élément unitaire est convexe, alors E est presque isomorphe à C.

Au chapitre 3, nous nous intéressons aux résultats du chapitre précédent dans le
cadre tout à fait général des algèbres topologiques localement p-convexes, 0 ă p ď

1, ordinaires, et ceci dans le cas spectralement étoilé, (c’est à dire que, SpEpxq est
étoilé, pour tout élément x de l’algèbre E). Nous montrons qu’une algèbre unitaire
et ordinaire (ou spectralement bornée) advertiblement complète et spectralement
étoilée E est presque isomophe à C dans chacun des cas suivants :

-E est une a.l.m-p-convexe, 0 ă p ď 1,
-E est une a.l.A.p-c., 0 ă p ď 1,
-E est une a.l.u.A.p-c., 0 ă p ď 1.

Nous obtenons également des résultats analogues, en remplaçant advertiblement
complète par la Q-propriété. Comme conséquence, nous montrons que le résultat
de Bhatt reste encore vrai dans le cas d’une Q-algèbre p-normée, 0 ă p ď 1.

Dans la dérnière partie de ce chapitre, on traîte le cas des algèbres à involution
généralisée. Nous montrons que si E est a.l.m.p-c., 0 ă p ď 1, à involution géné-
ralisée advertiblement complète et ordinaire telle que le spectre de tout élément
normal de E est étoilé, alors E est presque isomorphe à C. Nous obtenons ensuite,
dans le cas p-convexe à involution généralisée, des résultats analogues à ceux du
chapitre 2.

Au chapitre 4, nous considérons des algèbres pseudo-convexes. Nous générali-
sons les résultats précédents à cette classe d’algèbres. Nous traîtons tout d’abord
les algèbres A-p -normées, 0 ă p ď 1. Nous montrons que toute algèbre pE, ∥ . ∥pq

A-p-normée, p0 ă p ď 1q, peut être munie d’une p-norme sous-multiplicative ∥ . ∥1
p

et que, si pE, ∥ . ∥pq est advertiblement complète, alors pE, ∥ . ∥1
pq est une algèbre

Q-p-normée qui est necéssairement ordinaire. Ensuite, nous prouvons, sous l’hy-
pothèse "spectralement étoilé", que l’algèbre A-p-normée advertiblement complète
E est presque isomorphe à C. Nous passons ensuite au cas où l’algèbre est munie
d’une involution d’algèbre. En utilisant une généralisation du lemme de Ford (1,
[13], (1.2)), et de l’inégalité de Pták (1, [21], (1.3)). Nous montrons que si le spectre
de tout élément normal de l’algèbre est étoilé, alors elle est presque isomorphe à
C. Dans le cas hermitien, nous obtenons également qu’elle est presque isomorphe
à C dés qu’elle est spectralement étoilée pour des éléments unitaires seulement.

Nous traitons également le cas où l’algèbre est munie d’une involution anti-
morphisme. En utilisant un analogue au théorème de Kaplansky (1, [15], Theorem
4.8, p.405), on se ramène au cas de l’involution d’algèbre, en montrant que l’al-
gèbre est en faite commutative. Et on aboutit aussi aux mêmes résultats.
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Dans la seconde section, on s’intéresse au cas des algèbres localement pseudo-
convexes spectralement étoilées et on retrouve les résultats analogues à ceux dans le
cas d’une algèbre A-p-normée. On utilise le fait qu’une algèbre pseudo-pre-Michael
ordinaire et advertiblement complète est à spectre fonctionnel, pour conclure
qu’elle est presque isomorphe à C, dés qu’elle est spectralement étoilée. Les mêmes
résultats sont obtenus pour les algèbres localement uniformémentA-pseudo-convexes
advertiblement complètes. Lorsque E est munie d’une involution d’algèbre, on ob-
tient la même conclusion en supposant seulement que le spectre de tout élément
normal est étoilé dans le cas d’une algèbre pseudo-Michael involutive, qui est en
plus ˚ spectrale. Pour les algèbres p-Michael hermitiennes ˚ spectrales, il suffit que
le spectre de tout élément unitaire soit étoilé pour retrouver le même résultat.
Enfin, lorsque l’algèbre est munie d’une involution anti-morphisme, on se raméne
au cas précédent à l’aide d’un théorème de Kaplansky qui montre que l’algèbre est
en fait commutative. Ce qui permet de retrouver aussi les mêmes résultats.
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CHAPITRE 1

CHAPITRE 1 : PRÉLIMINAIRES

Dans ce premier chapitre, considéré comme préalable aux autres chapitres, nous
rappelons dans une première partie quelques résultats algébriques fondamentaux
des algèbres complexes. Il s’agit des propriétés algèbriques nécessaires pour la lec-
ture de ce travail (spectre ponctuel, rayon spectral, algèbres spectralement bornées,
algèbres spectralement convexes et algèbres spectralement étoilées). On présente le
spectre global d’une algèbre, les algèbres ordinaires, les algèbres à spectre fonction-
nel ainsi que quelques proporiétés algèbriques importantes du radical de Jacobson.

La deuxième partie est consacrée aux rappels de certaines propriétés des al-
gèbres topologiques. Nous commençons par le cas Banach. On présente les pro-
priétés intéréssantes des algèbres involutives et celles des algèbres hermitiennes.
On passe ensuite aux algèbres localement convexes et à ses diverses classes (al-
gèbres localement multiplicativement convexes, algèbres localement A-convexes et
algèbres localement uniformément A-convexes) tout en rappelant leurs propriétés
spectrales.

Dans la troisième partie, on présente quelques résultats qui constituent le point
de départ et la motivation essentielle de notre travail. Il s’agit des résultats de S.
Bhatt dans les algèbres de Banach spectralement convexes. On établit son pre-
mier résultat à savoir que si une algèbre de Banach complexe E est spectralement
convexe, alors E est presque isomorphe à C, c’est à dire que E{RadpEq » C, où
RadpEq désigne le radical de Jacobson de E. On présente ensuite ses deux autres
résultats donnés dans le cas involutif où il obtient que l’algèbre en question est
presque isomorphe à C. Le premier dans le cas involutif, en supposant l’algèbre
spectralement convexe pour les éléments normaux. Quant au deuxième dans le cas
hermitien, en supposant l’algèbre spectralement convexe pour les éléments uni-
taires.
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1.1 Propriétés algébriques.
Dans toute la suite, E désigne une C-algèbre unitaire d’unité e et GpEq son

groupe de ses éléments inversibles. Soit x P E. Le spectre d’un élément x, noté
SpEpxq, est défini par :

SpEpxq “ tλ P C : x ´ λe R GpEqu.

Le rayon spectral de x, noté ρEpxq, est donné par :

ρEpxq “ supt|λ| : λ P SpEpxqu.

Une algèbre E est dite :
1) spectralement bornée si SpEpxq est borné, pour tout x P E.
2) spectralment convexe si SpEpxq est convexe, pour tout x P E.
3) spectralement étoilée, si SpEpxq est étoilé par rapport à un de ses points.

Une forme linéaire f : E Ñ C est dite :
a) multiplicative (ou caractère) si :

fpxyq “ fpxqfpyq, pour tout x, y P E.

L’ensemble de tous les caractères non nuls de E, qu’on note MpEq, est appelé le
spectre de Gel’fand de E.
b) quasi-multiplicative si :

fpeq “ 1 et fpxq P SpEpxq, pour tout x P E.

On dit que E est ordinaire, si toute forme quasi-multiplicative sur E est multipli-
vative.

L’algèbre E est dite à spectre fonctionnel ([1], p.6) si l’ensemble MpEq, des ca-
ractères non nuls continus, est non vide et on a :

SpEpxq “ tχpxq : χ P MpEqu, pour tout x P E.

Le radical de Jacobson d’une algèbre E, noté RadpEq est l’intersection des noyaux
de toutes les représentations irréductibles de E. L’algèbre E est dite semi-simple
si RadpEq “ t0u et si RadpEq “ E, l’algèbre E est dite radicale.
Si E est une algèbre non radicale, alors RadpEq est l’intersection de tous les idéaux
primitifs de E. C’est aussi l’intersection de tous les idéaux maximaux à gauche
(resp. à droite) de E. De plus, on a :

RadpEq “ tx P E : e ` xy P GpEq, @y P Eu.

Si l’algèbre est de plus commutative et unitaire d’unité e, alors RadpEq est l’in-
tersection de tous les idéaux maximaux de E.
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Soit E une algèbre complexe. Nous dirons que x ÞÝÑ x˚ est une involution
généralisée sur E si x ÞÝÑ x˚ est une involution vectorielle ([4], p. 63) telle que :
pour tous x, y P E, pxyq˚ “ y˚x˚ ou pour tout, x, y P E, on a pxyq˚ “ x˚y˚. Dans
le premier cas, il s’agit d’une involution d’algèbres. Dans le second, on dira que
x ÞÝÑ x˚ est une involution anti-morphisme.

L’ensemble des éléments hermitiens (resp., normaux) deE, est noté HpEqpresp.,N pEqq.
Un élément a de E est dit unitaire si aa˚ “ a˚a “ e. L’ensemble des éléments uni-
taires de E est noté UpEq. L’algèbre E est dite hermitienne si le spectre de tout
élément hermitien est réel. Une algèbre E est dite spectrale, si elle peut être munie
d’une semi-norme d’algèbre q vérifiant :

ρEpxq ď qpxq, pour tout x P E.

Si de plus qpxq “ qpx˚q, l’algèbre E est dite ˚ spectrale.
Soit E une algèbre de Banach complexe unitaire involutive. On désigne par p la
fonction de Pták définie dans E, lorsqu’elle existe, par

pEpxq “ ρEpx˚xq
1{2, pour tout x P E.

Le star-radical d’une algèbre involutive E, noté s-RadpEq, est l’intersection des
noyaux de toutes les ˚-représentations (involutives) irréductibles de E. L’algèbre
E est dite ˚ semi-simple si s-RadpEq “ t0u.

1.2 Propriétés topologiques
Soit E une algèbre sur K (K “ R ou Cq. On dit que E est une K-algèbre

p-normée, 0 ă p ď 1, s’il existe une p-norme ∥ . ∥p d’espace vectoriel sur E telle
que :

∥ xy ∥pď∥ x ∥p∥ y ∥p, pour tous x, y P E.

Si de plus, pE, ∥ . ∥pq est complet (i.e., espace p-Banach), on dit que E est une
algèbre p-Banach. Si p “ 1, alors E est une algèbre de Banach.

Une p-norme d’espace vectoriel est une A-p-normée si, pour tout x P E, il existe
Mpxq ą 0 telle que

∥ xy ∥pď Mpxq ∥ y ∥p, pour tout y P E.

L’algèbre E est dite A-p-normée si elle est munie d’une A-p-norme ∥ . ∥p . Si p “ 1,
On dit que l’algèbre est A-normée.

Voici quelques résultats importants qui nous seront utiles par la suite :

Théorème 2.1. (Gelfand-Mazur). ([14], Theorem 2.9, p.14). Soit pE, ∥ . ∥q une al-
gèbre de Banach réelle unitaire qui est un corps. Alors E est isomorphe à R, C ou à
H le corps des quaternions. Si de plus E est complexe, alors elle est isomorphe à C.
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Théorème 2.2.(Gleason Kahane Zelazko) ([14], Theorem 2.1.2, p. 45). Soit E
une algèbre de Banach unitaire et ϕ une forme linéaire sur E. Alors les trois as-
sertions suivantes sont équivalentes :
1) ϕ est non nulle et est multiplicative.
2) ϕpeq “ 1 et ϕpxq ‰ 0, pour tout x inversible dans E.
3) ϕpxq P SpEpxq, pour tout x P E.

Theorème 2.3. ([21], Theorem 1.3, p.250 ). Soit E une algèbre de Banch involu-
tive. Si x est un élément normal dans E, alors il existe une sous-algèbre fermée B,
commutative, stable par involution, contenant x, tel que

SpEpyq “ SpBpyq, pour tout y P B.

Théorème 2.4. ([4], Theorem 2, p.191 ). Soit E une algèbre de Banach involutive.
Si E est commutative et semi-simple, alors l’involution est continue.

Théorème 2.5.([21],Theorem 1.5, p.251). Soit E une algèbre de Banach involu-
tive, complexe, unitaire et h P HpEq. Supposons que Reλ ą 0, pour tout λ P SpEh.
Alors il existe un u P HpEq tel que u2 “ h et hu “ uh. Si de plus SpEphq est po-
sitif, alors SpEpuq l’est aussi.

Théorème 2.6.([4], Proposition 14, p.66), Soit E une algèbre de Banach involu-
tive et unitaire. Et soit h P HpEq vérifiant ρEphq ă 1. Alors il existe u P UpEq

vérifiant : h “ u`u˚

2 . En particulier, l’ensemble UpEq des éléments unitaires de E
engendre E.

Une algèbre E est dite topolgique si elle est munie d’une topologie d’espace
vectoriel pour laquelle le produit est séparément continu. Si le produit est globale-
ment continu, on dit que l’algèbre est à produit continu. Une algèbre topologique
est dite uneQ-algèbre, si son groupeGpEq de ses éléments inversibles est un ouvert.

Une algèbre topologique pE, τq est dite advertiblement complète, si toute suite
de Cauchy pxδqδP∆ dans E, qui converge advertiblement (c’est à dire, il existe x P E
tel que, les deux suites pxδxqδP∆ et pxxδqδP∆ convergent vers e) converge dans E.

Soit pE, τq une algèbre complexe muni d’une topologie d’espace localement
convexe séparé donnée par une famille de semi-normes ppλqλPΛ. On dit que pE, τq

est une algèbre localement convexe pa.l.c. en abrége), si le produit px, yq ÞÝÑ xy
est séparément continu.

On dit que pE, τq est une algèbre localement multiplicativement convexe pa.l.m.c.
en abrége), si τ est définie par une famille de semi-normes ppλqλPΛ sous-multiplicatives ;
c’est à dire :

pλpxyq ď pλpxqpλpyq, pour tous x, y P E et λ P Λ.
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Une a.l.m.c pE, τq est dite métrisable si sa topologie est définie par une fa-
mille dénombrable de semi-normes sous-multiplicatives. Une a.l.m.c. métrisable et
complète est appelée algèbre de Fréchet. Une a.l.m.c. complète est appelée algèbre
d’Arens-Michael.

Une algèbre topologique pE, ppλqλPΛq est dite A-convexe pa.l.A-cq si pour tout
λ P Λ et tout x P E, il existe Mpλ, xq ą 0 et Npλ, xq ą 0 telle que, pour tout
y P E, on a :

pλpxyq ď Mpλ, xqpλpyq et pλpyxq ď Npλ, xqpλpyq.

Une a.l.A-c. est dite uniformément A-convexe pa.l.u.A-cq si Mpλ, xq “ Mpxq

et Npλ, xq “ Npxq ne dépendent pas de λ.
Toute a.l.A.c peut être munie d’une topologie d’a.l.m.c plus fine comme le montre
ce qui suit :

Théorème ([10], Lemme 3.2, p. 477). Soit pE, τq une algèbre localement A-convexe
unitaire d’unité e. Alors pE, τq peut être munie d’une topologie d’algèbre locale-
ment multiplicativement convexe τ 1 plus fine que τ .

Dans le cas uniformément A-convexe, on a le résultat suivant :

Théorème ([18], p. 852) Soit pE, τq une algèbre localement uniformément A-
convexe unitaire d’unité e. Alors pE, τq peut être munie d’une norme d’algèbre τ 1

plus fine que τ .

1.3 Algèbres de Banach spectralement convexes
L’image numérique V pxq d’un élément x dans une algèbre de Banach complexe

pE, ∥ . ∥q unitaire est définie comme suit :

V pxq “ tfpxq : f P E˚, ∥ f ∥“ fp1q “ 1u.

où E˚ désigne le dual algébrique de E.

Dans le cas de certains éléments particuliers à savoir les éléments hermitiens ou
les éléments normaux d’une C˚-algèbre, l’image numérique fournit une approxi-
mation convexe du spectre de x comme la fermeture de l’enveloppe convexe de
SpEpxq :

V pxq “ convpSpEpxqq,

où convpSpEpxqq est l’enveloppe convexe de spectre de x dans E.

Cette approximation a motivé S. Bhatt, dans ([5]) pour donner une caractérisation
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spectrale des algèbres de Banach complexes unitaires spectralement convexes. Il a
montré que, si E est une algèbre de Banach unitaire, spectralement convexe, alors
E{RadE est isomorphe à C.

Théorème 3.1. ([5], Theorem 1, p.726). Si E est une algèbre de Banach unitaire
complexe, spectralement convexe, alors E{RadE est isomorphe à C.

Avant de passer à la preuve de ce théorème, rappelons d’abord le résultat de
Zamanek ([25], Théorème 1, p. 191) suivant, qui nous sera utile par la suite :

Théorème 3.2. Soit E est une algèbre de Banach commutative et N “ tx P

E : ρpxq “ 0u l’ensemble des éléments quasi-nilpotents. Alors on a : RadE “ N .

En géneral, on a RadA Ď N et Zamanek ([25]), en 1977, a montré que, dans
le cas des algèbres de Banach, les assértions suivantes sont équivalentes :
i)RadpEq “ N .
ii) x P N, y P N ñ xy P N .
iii) x P N, y P N ñ x ` y P N .

Pour la preuve du Théorème 3.1, S. Bhatt a utilisé le résultat purement algé-
brique suivant :

Lemme 3.3. Si pour tout x P E, SpEpxq est un singleton, alors RadE “ N .

Preuve : D’aprés le résultat précédent, il suffit de montrer que, pour tout x, y P N ,
on a xy P N . On a : ρEpxq “ 0 et ρEpyq “ 0, donc SpEpxq “ SpEpyq “ t0u. Si
SpEpxyq ‰ t0u alors xy est inversible dans E et x est inversible à droite dans E.
De plus, puisque on a :

SpEpxyq{t0u “ SpEpyxq{t0u

([4], proposition 3, p.20 ) donc 0 R SpEpyxq et x est inversible à gauche dans E
donc inversible dans E ce qui contredit le fait que SpEpxq “ t0u.

Rappelons qu’une forme linéaire f du dual topologique E 1 est un état spectral
de E si

fpaq P convpSpEpaq, pour tout a P E.

Soit ΩpEq l’ensemble de tous les états spectraux de E. On sait que si E est com-
mutative, alors ΩpEq est non vide. ([4], §13, p.112 )

Preuve du Théorème 3.1 : Soit E une algèbre de Banach spectralement convexe.
Supposons tout d’abord que E est semi-simple et commutative, d’aprés le Théo-
rème de Gleason- Kahane-Zelasko ([4], Theorem 7, p.80) on a :

ΩpEq “ MpEq,

10



où MpEq est l’ensemble des caractères de E. Et puisque ΩpEq est convexe, MpEq

l’est aussi. Ce qui n’est vrai que lorsque il est réduit à un singleton, et la semi-
simplicité de E implique que E est isomorphe à C. Dans le cas général, montrons
que :

SpEpxq est un singleton, pour tout x P E.

Considérons la sous algébre maximale commutative Mx de E contenant x ([4],
Theorem 4, p.76). Mx est fermée et par ([4], p.25), on a :

SpMxpyq “ SpEpyq, pour tout y P Mx.

Et puisque Mx et Mx{RadMx sont spectralement convexes et Mx{RadMx est semi-
simple, d’aprés le premier cas on a :

Mx{RadMx est isomorphe à C.

et par suite,
@y P Mx, SpMxpyq est un singleton.

en particulier, SpEpxq est un singleton. Soit SpEpxq “ tβxu, pour tout x P E. Par
le lemme précédent, on a

RadE “ N.

Considérons l’algébre de Banach semi-simple E1 “ E{RadE, par ([4]. Proposition
3 p.20) on a :

SpE1px ` RadEq Ď SpEpxq

et
SpE1px ` RadEq “ tβxu, @x P E.

Soit x P E tel que x R RadE, alors βx ‰ 0 et 0 R SpE1pxq et x n’est pas inversible
dans E1, donc E1 est un corps, et on conclut par le théorème de Gelfand-Mazur.

Remarque 3.4 Du fait que tout voisinage de zéro est absorbant, on peut suppo-
ser que le spectre de tout élément de l’algèbre appartenant à un voisinage de zéro
est convexe pour retrouver le résulat, c’est à dire : s’il existe un voisinage V de 0
dans E tel que le spectre de tout élément x de V est convexe, alors E{RadE est
isomorphe à C.

Il est interessant de savoir si le résultat reste encore vrai lorsqu’on remplace V
par toute partie ouverte non vide de l’algèbre.

Remarques 3.5 : 1) L’assertion du théorème 3.1 ne reste pas vraie dans le cas
d’une algèbre normée non complète, en considerant l’algèbre CrXs des fonctions
polynômes dans l’intervalle r0, 1s munie des opérations habituelles et de la norme
sup.

2) En prenant E l’algèbre des fonctions réelles continues à valeurs sur l’inter-
valle r0, 1s munie de la norme sup. C’est une algèbre de Banach reélle, semi simple
commutative spectralement convexe mais, elle n’est pas isomorphe à C.
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1.3.1 Cas des algèbres de Banach involutives
Dans le cas où l’algèbre de Banach est munie d’une involution, l’auteur a ap-

porté des réstrictions sur les éléments de l’algèbre, en supposant seulement que le
spectre de tout élément normal de l’algèbre de Banach involutive est convexe pour
obtenir le même résultat.

Théorème 3.2. Soit E une algèbre de Banach unitaire involutive complexe. Si le
spectre de tout élément normal de E est convexe, alors E{RadE est isomorphe à C.

Pour montrer ce résultat, S. Bhatt a utilisé le lemme suivant. Avant de l’énon-
cer, rappelons la définition suivante :

Définition 3.3 : On dit qu’une algèbre E posséde localement une propriété ”P”,
si pour tout x P HpEq la sous-algèbre involutive Ch fermée de E engendrée par e
et h, posséde également la proporiété ”P”.

Dans ([11], Théorème 1.1, p. 95), Cuntz a montré que, si une algèbre E est loca-
lement une C˚-algèbre c’est à dire, pour tout h P HpEq, Ch est topologiquement ˚

isomorphe à une C˚-algèbre, alors E est une C˚-algèbre.

Une conséquence immédiate de ce résultat est donnée par :

Lemme 3.4 . Soit E une algèbre de Banach involutive complexe et unitaire.
1) Si E est localement de dimension finie, alors E est de dimension finie.
2) Si E est localement isomorphe à C alors, E est isomorphe à C.

Preuve : 1) Si E est localement de dimension finie, alors E est localement une
C˚-algèbre et par le résultat de Cuntz ([8]). E est une C˚-algèbre et le spectre
de tout élément auto-adjoint de E est fini. Ce qui implique par un résultat de B.
Aupetit ([2], Théorème 4, p.486) que E est de dimension finie.
2) Par 1) on a : E est une C˚-algèbre de dimension finie, dont le spectre de tout
élément auto-adjoint est réduit à un singleton. Et par ([4], Proposition 20, p.67)
qui montre que, dans une C˚-algèbre unitaire, tout élément auto-adjoint est her-
mitien et le lemme 3 de ([4], p.206), qui montre que l’image numérique de tout
élément hermitien de l’algèbre est l’enveloppe convexe de son spectre. Ainsi que
la proposition 4 de ([4], p.52), qui affirme que l’image numérique est un compact
non vide de C, qui est convexe. On déduit que l’image numérique de tout élément
de E est un singleton. Et par le résultat ([4], Corollaire 15 p.56,), prouvant que
l’ensemble Dp1q “ tf P A1 :∥ f ∥“ fpeq “ 1u sépare les points de l’algèbre E, on
a E est isomorphe à C.

Preuve du Théorème 3.2 : Pour tout élément normal x de E, considérons
la sous-algèbre Bx engendrée par x. Puisque tout élément y de Bx est normal,
d’aprés l’hypothèse du Théorème, l’algèbre Bx est spectralment convexe et on a :

Bx{RadpBxq » C.
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Ce qui implique que SpEx est réduit à un singleton pour tout x normal de E.
En particulier, pour tout h P HpEq, SpEh est un singleton. Ce qui implique que
l’algèbre E est hermitienne et par ([4], §12, p. 65), on a : RadE=s-RadpEq. Consi-
dérons maintenant l’algébre E1 “ E{RadpEq munie de l’involution canonique dé-
duite de celle de E, elle est une algèbre de Banach involutive et semi-simple. Soit
h P HpE1q, et Ch la sous algèbre fermée de E1 engendrée par e et h. Puisque E1 est
hermitienne et semi simple, elle est une C˚-algèbre munie de la norme auxillaire
de Ptak pE1 “ ρE1pxx˚q1{2. Par suite Ch est aussi une C˚-algèbre. En particulier,
Ch est semi-simple pour tout h P HpE1q. Ch est une algèbre de Banach commu-
tative semi-simple unitaire, dont le spectre de tout élément est un singleton, est
isomorphe à C (par le théorème 3-1 ), on déduit que E1 est localement isomorphe à
C et par le lemme précédent, on conclut que E1 est isomorphe à C. Ceci complète
la preuve du Théorème.

Remarque 3.5 : La conjecture tentant de montrer qu’une algèbre de Banach in-
volutive semi-simple, dont le spectre de tout élément auto-adjoint est convexe, est
isomorphe à C, n’est pas vraie. En effet, considérons l’algèbre Cr0, 1s des fonctions
complexes continues sur r0, 1s. Elle est une C˚-algèbre semi-simple non isomorphe
à C.
Cependant, on aura le résultat en supposant la convexité du spectre de tout élé-
ment unitaire si l’algèbre est hermitienne comme le montre ce qui suit :

Théorème 3.6 ([5], Theorem 6, p.729). Si E est une algèbre de Banach involutive
hermitienne dont le spectre de tout élément unitaire est convexe, alors E{RadpEq

est isomorphe à C.

Le lemme suivant est une généralisation d’un résultat bien connu dans les C˚-
algèbres :

Lemme 3.7 : Le spectre de tout élément unitaire d’une algèbre de Banach in-
volutive hermitienne est contenu dans le cercle unité.

Preuve : Soit u P UpEq, et soit Bu est la sous algèbre maximale commutative
involutive contenant u, ona

SpEpuq “ SpBupuq “ tχpuq : χ P MpBuqu

et
SpBupyq “ SpEpyq, pour tout y P HpBuq.

Et puisque Bu est hermitienne, on a pour tout χ P MBu , on a :

1 “ χpuu˚
q “ χpuqχpu˚

q “ χpuqχpuq “ |χpuq|
2

Preuve du Théorème 3.5 : L’hypothèse du théorème, avec le résultat du lemme
précédent, impliquent que le spectre de tout élément unitaire de l’algèbre doit être
réduit à un singleton. Et par suite, le spectre de tout élément auto-adjoint de l’al-
gèbre E est un singleton. Le reste de la preuve sera comme dans le théorème 3.2.
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Corollaire 3.8 : Une C˚-algèbre unitaire dont le spectre de tout élément uni-
taire est convexe est isomorphe à C.

1.4 Exemples
(a) Soient K un espace compact et A “ CpKq l’algèbre des fonctions complexes

continues sur K. On munit A de la norme ∥ . ∥8 de la convergence uniforme
définie par :

∥ f ∥8“ supt|fpxq| : x P Ku, pour tout f P A

Alors pA, ∥ . ∥8q est une algèbre de Banach unitaire commutative.
(b) ([12]) Soit A l’algèbre des fonctions f : r0, 1s Ñ C admettant des dérivées

continues dans r0, 1s jusqu’à l’ordre n. On munit A de la norme ∥ . ∥p, définie
par :

∥ f ∥p“

p
ÿ

k“0

1
k! sup

tPr0,1s

|f pkq
ptq|

pour tout f P A. Si f, g P A, on a :

∥ fg ∥pď∥ f ∥p∥ g ∥p

Donc pA, ∥ . ∥pq est une algèbre normée unitaire commutative. Elle est de
Banach si p “ n.

(c) ([12]) Soit A “ L1pRq l’espace des classes de fonctions complexes intégrables
sur R. On munit A du produit de convolution suivant :

f ‹ g “

ż

R
fptqgps ´ tqdt pour tout f, g P A

et de la norme :
∥ f ∥1“

ż

R
|fptq|dt pour tout f P A

Alors pA, ∥ . ∥1q est une C-algèbre de Banach commutative non unitaire.
(d) Si E est un espace de Banach, l’algèbre A “ BpEq des opérateurs bornés de E

est une algèbre de Banach unitaire non commutative, (si dimE ě 2q.
(e) Soit A “ pCrXs, ∥ . ∥q l’algèbre des polynômes à une indeterminée à coefficients

complexes, munie de la norme d’algèbre :

∥
ÿ

0ďiďn

aiX
i ∥“

ÿ

0ďiďn

|ai|.

Alors A est une algèbre normée qui n’est pas une Q-algèbre.
(f) ([12]) Soit D le disque unité fermé de C. On note ApDq l’algèbre des fonctions

complexes définies continues sur D, holomorphes sur l’intérieur de D. Pour
toute f P ApDq, on pose :

∥ f ∥“ sup
zPD

|fpzq| et ∥ f ∥1
“ sup

|z|ď1{2
|fpzq|.
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On a pApDq, ∥ . ∥q est une algèbre de Banach. De plus, on a
ρApDqpfq “∥ f ∥, pour toute f P ApDq. Par ailleurs, pApDq, ∥ . ∥1q est une
algèbre normée non Q-algèbre.

(g) ([14])Soit A “ P pDq l’espace de Banach des polynômes complexes à valeurs
dans le disque unité. Pour f, g P A, on définit la fonction f ˝ g sur D par :

f ˝ gpzq “ z

ż 1

0
fpz ´ tzqgptzqdt

On a f ˝ g P A. En effet, pour ppzq “
řn

j“0 ajz
j et qpzq “

řn
k“0 bkz

k deux
polynômes complexes on a :

pp{D ˝ q{Dqpzq “

n
ÿ

j“0

m
ÿ

k“0
ajbkz

j`k`1
ż 1

0
tkp1 ´ tqjdt

pp{D˝q{Dq est donc la restriction à D d’un polynôme. Maintenant étant donné
f, g P A , ε ą 0 et p, q deux polynômes tel que :

∥ f ´ p{D ∥8ď ε et ∥ g ´ q{D ∥8ď ϵ

Alors, pour tout z P D, on a

|f ˝ gpzq ´ pp{D ˝ q{Dqpzq| ď

ż 1

0
|fpz ´ tzqgptzq ´ ppz ´ tzqqptzq|dt

ď

ż 1

0
|gptzq| |fpz ´ tzq ´ ppz ´ tzq|dt `

ż 1

0
|ppz ´ tzq|.|gptzq ´ qptzq|dt

ď∥ g ∥8∥ f ´ p{D ∥8 ` ∥ p{D ∥8∥ g ´ q{D ∥8ď εp∥ f ∥8 ` ∥ g ∥8 `εq

Par suite f ˝g est une limite uniforme de fonctions polynômes sur D. Il s’ensuit
que f ˝ g P A et que

∥ f ˝ g ∥8ď∥ f ∥8∥ g ∥8

De plus, d’aprés la définition de f ˝ g, la multiplication pf, gq ÞÑ f ˝ g est
commutative, associative et distributive. Par conséquent, A est une algèbre de
Banach. D’autre part on montre par induction que :

|fn
pzq| ď

1
pn ´ 1q! ∥ f ∥n

8 |z|
n´1 pour tout n P N.

On en déduit alors que :

ρApfq “ lim
nÑ8

p∥ f ∥n
8q

1{n
ď∥ f ∥8 lim

nÑ`8

ˆ

1
pn ´ 1q!

˙1{n

“ 0

Par suite on a : SpApfq “ t0u, pour tout f P A. A ne posséde donc pas de
caractéres non nuls et A “ RadpAq.
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(h) ([14]) Soit T un opérateur lineaire borné défini sur Cr0, 1s par :

T pfqptq “

ż t

0
fpsqds, f P Cr0, 1s et t P r0, 1s.

Soit A “ t
řn

i“0 aiT i, a1, a2, , , , an P C et n P Nu, l’adhérence de l’ensemble des
polynômes de la forme

řn
i“0 aiT

i. A est une algèbre de Banach commutative
qui ne posséde pas d’élément unité. De plus, il est facile de vérifier que :

|T n
pfq| ď∥ f ∥8 tn{n!, pour tout t P r0, 1s, @n P N

Par suite ∥ T npfq ∥8ď 1
n! ∥ f ∥8 ce qui entraine que

ρApT q “ lim
nÑ`8

∥ T n ∥
1
n “ 0.

L’algèbre A est commutative, donc le rayon spectral est sous-additif et sous-
multiplicatif. Par conséquent, on a :

ρApfq “ 0, pour tout f P A.

Il s’ensuit que SpApfq “ t0u, pour tout f P A. Ainsi A ne posséde pas de
caractéres non nuls. De plus A “ RadpAq.

(i) Pour 0 ă p ď 1, posons :

lp “ tx “ pxnqnPN : xn P C et
ÿ

nPN
|xn|

p ă 8u

Alors lp est une algèbre p-Banach complexe pour la p-norme et le produit
suivants :

∥ x ∥p“
ÿ

nPN
|xn|

p, pour tout x P lp

et
pxnqn ˚ pynqn “ ptnqn, avec tn “

ÿ

|k|ďn

xkyn´k, pour tous x, y P lp

(j) Plus généralement, si pwnqn P C est une suite de nombres positifs vérifiant
wn`k ď wnwk, pour tout n, k P N, avec w0 “ 1, alors l’algèbre

A “ tx “ pxnqnPN : xn P C et
ÿ

nPN
wn|xn|

p ă 8u

est une algèbre p-Banach.
(k) ([27]) Toute algèbre p-normée, (0 ă p ď 1), est A-p-normée.
(l) Soient pE, ∥ . ∥q une algèbre A-normée non normée et p P r0, 1s. En posant

∥ x ∥p“∥ x ∥p, pour tout x P E, l’algèbre pE, ∥ . ∥pq est A-p normée non
p-normée.
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(m) ([6], p.91 ) Soit Wp, 0<pď 1 , l’algèbre des séries ϕpzq “
ř8

n“0 anz
n définies

sur le cercle unité, telle que :
ř8

n“0 |an|p ă 8. On considère pαnqnľ0 une suite
strictement positive et décroissante et on pose :

∥ ϕ ∥p“

8
ÿ

n“0
αn|an|

p, ϕ P Wp

Il est clair que ∥ . ∥p est une p-norme d’espace vectoriel telle que

∥ ϕ.ψ ∥pď Mpϕq ∥ ψ ∥p, pour tout ϕ, ψ P Wp,

où Mpϕq “
ř8

n“0 |an|p. Ainsi pWpqp est une algèbre A-p-normée qui n’est pas
localement convexe.

(n) ([7], p.153) Soit E l’algèbre des fonctions complexes f , mesurables sur r0, 1s,
de la forme : f “

řn
i“1 λiχpAiq, n P N et pAiq1ďiďn est une partition de r0, 1s

telle que mespAiq ą 0 pour tout i P 1, ....n et χAi
est la fonction indicatrice

de Ai. On munit E de la p-norme d’espace vectoriel ∥ . ∥p, 0 ă p ď 1 , définie,
pour tout f P E par :

∥ f ∥p“

ż

r0,1s

|fptq|
pdt

Pour f P E, posons Mpfq “ maxt|λi|
p, : 0 ď i ď 1u. On a :

∥ f.g ∥pď Mpfq. ∥ g ∥p, pour tout g P E.

Ainsi pE, ∥ . ∥pq est une algèbre A-p-normée, qui n’est pas A-normée, car il
n’est pas localement convexe.

(o) ([7]) Soit A “ CN l’algèbre des suites complexes nulles à partir d’un certain
rang. Considérons pαnqn une suite strictement positive bornée et |.|p la p-norme
donnée par :

|x|p “

8
ÿ

n“1
αn|xn|

p

où x “ pxnqnľ1 P A. Si on pose : Mpxq “ supt|xn|p : n ľ 1u, alors

|x.y|p ď Mpxq|y|p, pour tout y P A

Ainsi pA, |.|pq est une algèbre A-p-normée qui n’est pas localement convexe et
qui n’est pas complète.

(p) ([12]) pCrrXss, ppnqnľ0q l’algèbre des séries formelles munie de la famille de
semi-normes sous-multiplicatives définies par :

pnp
ÿ

iľ0
aiX

i
q “

ÿ

0ďiďn

|ai|

Alors pCrrXss, ppnqnľ0q est une algèbre m-convexe métrisable complète qui est
une Q-algèbre.
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(q) L’algèbre CN, munie de la topologie produit est m-convexe métrisable complète
qui n’est pas une Q-algèbre.

(r) ([12]) HpCq l’algèbre des fonctions complexes définies et holomorphes sur C,
munie de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de C, est
une algèbre m-convexe métrisable complète qui n’est pas une Q-algèbre.

(s) ([12]) L’algèbre pC8
C r0, 1s, ppnqnľ1q des fonctions complexes définies sur r0, 1s,

indéfiniment dérivables, munie de la famille des semi-normes sous-multiplicatives
ppnqnľ1 où

pnpfq “
ÿ

0ďkďn

1
k! sup

xPr0,1s

|f pkq
pxq|, pour tout f P C8

C r0, 1s

C’est une algèbre m-convexe métrisable complète qui est une Q-algèbre.
(t) CpXq l’algèbre des fractions rationnelles à une indéterminée à coefficients com-

plexes, munie de la topologie de Williamson, ([19]), est une algèbre topologique
localement convexe, métrisable non complète, à produit continu et qui est une
Q-algèbre.

(u) ([7], Exemple 3, p.20) Soient E “ CbpRq l’algèbre des fonctions continues et
bornées de C dans R. On munit E de la topologie définie par la famille de
semi-normes, ppϕqϕPC0

b
pRq. C0

b pRq étant l’algèbre des fonctions ϕ P E tendant
vers 0 à l’infini, définies par :

pϕpfq “ supt|ϕpxq||fpxq| : x P Cu

C0
b pCq est une a.l.u.A-convexe qui n’est pas m-convexe.

(v) Soit CpCq l’algèbre des fonctions continues de C vers C. On la munit de la
topologie de la convergence uniforme sur les compacts de C. C’est une a.l.m.c
qui n’est pas uniformément A-convexe.

(w) ([9]) Si on considère l’algèbre produit CbpRq ˆ CpRq munit de la topologie
produit. On obtient une a.l.A-convexe qui n’est ni m-convexe ni uniformément
A-convexe.

(x) ([10] Soit E une algèbre de Banach commutative et sans ordre, c’est à dire, si
x.E “ 0 alors x “ 0 où x.E “ x.y : y P E. Considérons MpEq l’algèbre des
multiplicateurs de E, c’est à dire, l’espace des applications linéaires T : E Ñ E
telle que : T px.yq “ x.T pyq “ T pxq.y, pour tout x, y P E. On munit MpEq

de la topologie définie par la famille ppxqxPE avec pxpT q “∥ T.x ∥, T P MpEq.
MpEq est une a.l.u.A-convexe, qui n’est pas m-convexe en général.
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CHAPITRE 2

CHAPITRE 2 : ALGÈBRES LOCALEMENT
MULTIPLICATIVEMENT CONVEXES

SPECTRALEMENT CONVEXES

Introduction

Soit pE, ∥ . ∥q une algèbre de Banach unitaire. Dans ([2], Theorem 1, p. 726),
S. Bhatt a montré que si SpEpxq est convexe, pour tout x P E, alors E{RadpEq est
isomorphe à C. Dans le cas involutif, il a obtenu la même conclusion ([2], Theorem
4, p. 728), en supposant que SpEpxq est convexe, pour tout élément normal x P E.
Si de plus, l’algèbre pE, ∥ . ∥q est hermitienne et SpEpuq est convexe, pour tout
élément unitaire u P E, alors il obtient également ([2], Theorem 6, p. 729), que
E{RadpEq est isomorphe à C.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux résultats précédents dans le cadre
tout à fait général des algèbres topologiques ordinaires. Nous commençons par
établir un résultat purement algèbrique (Proposition 1.1) qui nous dit que si E
est une algèbre unitaire d’élément unité e, telle que SpEpxq est un singleton, pour
tout x P E, alors :
1) RadpEq “ tx P E : ρpxq “ 0u,
2) E{RadpEq est isomorphe à C.

Nous montrons, par deux exemples, que si SpEpxq est un singleton, pour tout
x P E, alors E n’est pas isomorphe à C. Le premier exemple (Exemple 1.4) montre
que l’unitisée E “ L1pr0, 1sq#, de l’algèbre convolutive radicale L1pr0, 1sq, de di-
mension infinie et est telle que SpEpxq est un singleton, pour tout x P E. Dans le
deuxième exemple (Exemple 1.5), il s’agit de l’algèbre de Banach p {CrrXssq, ∥ . ∥q,
complétée de l’algèbre normée des séries formelles pCrrXss, ∥ . ∥q, où ∥ . ∥ est la
norme donnée dans ([1]). L’algèbre {CrrXss est de dimension infinie, alors que le
spectre de tout élément est réduit à un singleton.
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Nous passons ensuite au cas topologique. Nous montrons (Théorème 1.6) que
si pE, ppλqλPΛq est une algèbre ordinaire localement m-convexe, unitaire advertible-
ment complète et spectralement convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C. Il est
bien connu que toute algèbre spectralement bornée est nécessairement ordinaire.
Ainsi, on obtient (Corollaire 1.7) la même conclusion du théorème 1.6, précédent
en remplaçant "ordinaire" par "spectralement bornée". Par ailleurs, d’après ([13],
Proposition 10, p. 123), les assertions suivantes sont équivalentes :
i) SpEpxq est borné, pour tout x P E.
ii) SpEpxq est fermé, pour tout x P E, et SpEpxq Ř C.
iii) SpEpxq est compact, pour tout x P E.

Dans une a.l.m.c. unitaire, advertiblement complète et spectalement convexe
E, on obtient deux autres conséquences importantes. La première est que si SpEpxq

est fermé, pour tout x P E, et SpEpxq Ř C, alors E{RadpEq est isomorphe à C
(Corollaire 1.8). Quant à la deuxième, si SpEpxq est compact, pour tout x P E,
alors E{RadpEq est isomorphe à C (Corollaire 1.9). Nous montrons (Proposition
1.10) que l’hypothèse spectralement convexe de l’algèbre, c’est à dire SpEpxq est
convexe, pour tout x P E, peut être remplacée par ”SpEpxq est convexe, pour tout
x d’un voisinage de zéro dans l’algèbre E". En utilisant le fait que toute Q-a.l.m.c.
est spectralement bornée (en fait le spectre de tout élément est compact). De plus
elle est aussi advertiblement complète ([14]), on obtient également (Corollaire 1.11)
que toute Q-a.l.m.c. spectralement convexe est isomorphe à C modulo son radical
de Jacobson.

Nous montrons que le résultat de Bhatt ([2], Theorem 1, p. 726) donné dans
le cas Banach reste encore valide dans le cas d’une Q-algèbre normée (Corollaire
1.12). De plus, nous prouvons (Remarque 1.13) que l’hypothèse "Q-algèbre" n’est
pas superflue. Puis, comme illustration, nous obtenons que l’image d’un convexe
par une fonction continue n’est pas nécessairement convexe (Remarque 1.15). Si-
gnalons que, pour le cas réel, le résultat du corollaire 1.13, ne reste plus valabe
(Remarque 1.17). En fait, l’algèbre de Banach réelle pCRpr0, 1sq, ∥ . ∥q, des fonc-
tions réelles continues de r0, 1s, munie de la norme de la convergence uniforme, est
semi-simple, spectralement convexe de dimension infinie.

Nous faisons de même pour les a.l.A.c. advertiblement complètes, ordinaires et
spectralement convexes. Nous montrons (Proposition 2.1.1) que si pE, ppλqλPΛq est
une a.l.A.c. ordinaire, advertiblement complète et spectralement convexe, alors
E{RadpEq est isomorphe à C. Comme conséquences, nous obtenons (Corollaire
2.1.2) que si pE, ppλqλPΛq est une a.l.A.c., unitaire, advertiblement complète et
spectalement convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C dans le cas où SpEpxq

est fermé, pour tout x P E, et SpEpxq Ř C. Nous obtenons (Corollaire 2.1.3)
également la même conclusion si SpEpxq est compact, pour tout x P E. De plus,
comme dans le cas m-convexe, on montre (Corollaire 2.1.4), que nos résultats res-
tent valables avec l’hypothèse ”SpEpxq est convexe, pour tout x d’un voisinage de
zéro dans l’algèbre E". On établit (Corollaire 2.1.5) aussi que si pE, ppλqλPΛq est
une Q-a.l.A.c. spectralement convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C.
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Nous obtenons pour les a.l.u.A.c., des résultats qui sont en parallèles avec ceux
des a.l.A.c. Soit pE, τq une a.l.u.A.c. unitaire. On sait, d’après ([10]), qu’il existe
une norme d’algèbre sur E plus fine que τ . Si pE, τq est ordinaire et spectrale-
ment convexe, on montre que pE, ∥ . ∥q est également ordinaire et spectralement
convexe. De plus si pE, τq est advertiblement complète, alors que pE, ∥ . ∥q est
une Q-algèbre. Ainsi, on obtient (Proposition 2.2.1) que si pE, τq est une a.l.u.A.c.
ordinaire, advertiblement complète et spectralement convexe, alors E{RadpEq est
isomorphe à C.

Nous introduisons une propriété, purement algébrique (Définition 2.2.2), qui
intervient dans l’étude des algèbres spectralement convexes. On dit qu’une algèbre
unitaire E, vérifie la propriété P , si pour tout x P E, il existe une sous algèbre
maximale Cx de E contenant x et e, satisfaisant les deux conditions suivantes :

a) MpCxq ‰ H et b) SpCxpyq “ tχpyq : χ P MpCxqu, pour tout y P Cx,
où MpCxq désigne l’ensemble des caractères non nuls de Cx.

Avec les conditions algébriques précédentes et sans aucune considération topolo-
gique, nous montrons (Proposition 2.2.3) que si E une algèbre complexe unitaire
et ordinaire vérifiant la propriété P et si de plus E est spectralement convexe, alors
E{RadpEq est isomorphe à C. Nous obtenons comme conséquences que si pE, τq

est une B0-algèbre (ou plus généralement une a.l.A.c.q, ordinaire et advertiblement
complète et si plus E est spectralement convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à
C (Corollaire 2.2.4). Pour une B0-algèbre ordinaire pE, τq, on montre (Corollaire
2.2.5) que E{RadpEq est isomorphe à C dés qu’elle est spectralement convexe.

Le dernier paragraphe de ce chapitre est consacré à l’étude des questions précé-
dentes dans le cas à involution généralisée. On commence d’abord par le cas d’une
involution d’algèbre. Nous montrons (Théorème 3.1.1) que si E est une a.l.m.c.
involutive advertiblement complète et ordinaire telle que le spectre de tout élé-
ment normal de E est convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C. Comme consé-
quences, nous obtenons des résultats analogues aux précédents dans le cas involutif
et ceci sans restrictions aucune (Corollaire 3.1.2, Corollaire 3.1.3, Corollaire 3.1.4,
Corollaire 3.1.5, Corollaire 3.1.6).

Nous examinons ensuite le cas d’une involution ˚-spectrale. Nous montrons
(Corollaire 3.1.7) que si pE, τq est une a.l.m.c., involutive et ˚-spectrale tel que
le spectre de tout élément normal est convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à
C. Nous faisons de même pour des a.l.A.c. (Proposition 3.1.8) et des a.l.u.A.c..
Des résultats analogues aux précédents sont également obtenus et ceci sans res-
trictions aucune. Dans le cas hermitien, nous obtenons les analogues de tous les
résultats précédents sous l’hypothèse " le spectre de tout élément unitaire est
convexe." Nous montrons (Proposition 3.1.13) que dans une a.l.m.c. complète uni-
taire, munie d’une involution d’algèbre, l’ensemble des éléments unitaires engendre
l’algèbre toute entière. Si de plus, l’algèbre est ordinaire et hermitienne, alors elle
est isomorphe à C, modulo son radical de Jacobson, si le spectre de tout élément
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unitaire est convexe (Proposition 3.1.14). Comme conséquence, nous obtenons la
même conclusion (Corollaire 3.1.15) dans le cas ˚-spectral ainsi que le résultat de
S. Bhatt ([2], Theorem 6, p. 729).

La deuxième partie de ce paragraphe traîte des algèbres à anti-morphisme in-
volutif. Ici, notre démarche consiste à se ramèner au cas d’une involution d’algèbre
en montrant que l’algèbre est en fait commutative, par un résultat analogue au
théorème de Kaplansky ([7], Theorem 1). On commence par établir un résultat
purement algèbrique, (Proposition 3.2.19) selon lequel toute algèbre réelle unitaire
et primitive E telle que e`x2 est inversible, pour tout x P E, est nécessairement un
corps. Nous obtenons (Proposition 3. 2.2) ensuite l’analogue d’un résultat de Ka-
plansky dans le cadre des Q-a.l.m.c. unitaires semi-simples, ainsi que l’analogue
d’un résultat de Civin Yood pour une involution anti-morphisme (Proposition
3.2.3). Nous obtenons (Théorème 3. 2.14) que si E une Q-a.l.m.c. ordinaire, mu-
nie d’une involution anti-morphisme, et si le spectre de tout élément normal de
E est convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C. Comme conséquences, nous
obtenons des résultats analogues aux précédents dans le cas d’une involution anti-
morphisme. Signalons que dans le cas tout à fait particulier d’une algèbre de
Banach unitaire, l’analogue de ([2], Theorem 6, p. 229) de S. Bhatt est encore va-
lide dans le cas d’une involution anti-morphisme, à savoir que si pE, ∥ . ∥q est une
algèbre de Banach unitaire munie d’une involution anti-morphisme x ÞÑ x˚ her-
mitienne tel que le spectre de tout élément unitaire est convexe, alors E{RadpEq

est isomorphe à C (Corollaire 3.3.19).

2.1 Algèbres localement m-convexes, ordinaires
et spectralement convexes

Soit E une algèbre complexe unitaire, d’élément unité e. Si le spectre de tout
élément est réduit à un singleton. Alors le radical de Jacobson coïncide avec l’en-
semble des éléments quasi-nilpotents. De plus E{RadpEq est isomorphe à C comme
le montre le résultat suivant :

Proposition 1.1. Soit E une algèbre unitaire, d’élément unité e, telle que SpE pxq

est un singleton pour tout x P E. Alors :
(a) RadpEq “ tx P E : ρE pxq “ 0u.

(b) E{RadpEq est isomorphe à C.
Preuve : 1) Remarquons tout d’abord que :

RadpEq “ ta P E : ρpabq “ 0, pour tout b P Eu

et que
RadpEq Ă tx P E : ρpxq “ 0u

est toujours vraie ([3]). Il reste à montrer l’autre inclusion. Soit x P E tel que
ρpxq “ 0 et montrons que x P RadpEq, ou encore que ρpxyq “ 0, pour tout y P E.
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Pour ce faire, on distingue deux cas selon que y est inversible ou non.
-Si y est inversible, alors xy est non inversible car x est non inversible. Comme
SpEpxyq est réduit à un singleton, on a SpEpxyq “ 0. Et par suite ρpxyq “ 0 et
donc x P RadpEq.
-Si y est non inversible, alors SpEpyq “ 0. Par conséquent SpEpxyq “ t0u car sinon
SpEpxyq ‰ t0u. Donc 0 R SpEpxyq. Il s’ensuit que xy est inversible dans E et donc
x est inversible à droite. Et comme

SpEpxyq{t0u “ SpEpyxq{t0u

vu que SpEpxyq Y t0u “ SpEpyxq Y t0u on a 0 R SpEpyxq et donc x inversible à
gauche, ce qui n’est pas le cas puisque SpEpxq “ t0u. Il s’ensuit que SpEpxyq “ t0u,
et donc ρpxyq “ 0. D’où x P RadpEq. Ainsi

RadpEq “ tx P E : ρpxq “ 0u

2) Montrons maintenant que E{RadpEq est isomorphe à C. Posons B “ E{RadpEq

et considérons la surjection canonique s : E Ñ E{RadpEq. Alors B est semi-simple
et on a :

SpEpxq “ SpBpspxqq, pour tout x P E

Soit a P E. Alors SpBpspaqq est réduit à un singleton αa. Il s’ensuit que SpEpa ´

αaeq “ 0. Donc ρpa´αaeq “ 0. Par 1), on a a´αae P RadpEq. D’où spaq “ αaspeq,
et ceci pour tout a P E. Donc E{RadpEq est isomorphe à C.

Remarque 1.2. On peut voir autrement que si E est une algèbre unitaire d’élé-
ment unité e, telle que SpEpxq est un singleton, pour tout x P E. Alors E{RadpEq

est isomorphe à C. En effet, l’hypothèse faite sur E montre que E a seulement un
ideal maximal à gauche. En effet soit M et M 1 deux ideaux maximaux à gauche
distincts de E. Alors M ` M

1

“ E. Soit m P M et m1

P M
1 tel que m ` m1 “ e.

Il s’ensuit que m
1

“ e ´ m est non inversible. Donc 1 P SpEpmq. Par ailleurs,
m est non inversible, donc 0 P SpEpmq. Ainsi SpEpmq contient au moins deux
points, ce qui contredit l’hypothèse. Soit maintenant M l’unique idéal maximal à
gauche de E, qui est nécessairement l’unique idéal maximal à droite de E. Alors
RadpEq “ M . Soit x P E et λ P SpEpmq. Alors x ´ λe est non inversible. Donc
x ´ λe P M . Ainsi M est de codimension 1 i.e. E{M est isomorphe à C. Comme
RadpEq “ M , on a : E{RadpE) est isomorphe à C.

Soit E une algèbre unitaire d’élément unité e telle que SpEpxq est un singleton,
pour tout x P E. Alors, on n’a pas nécessairement E est isomorphe à C. comme
le montre les deux exemples suivants :

Exemple 1.3. Considérons l’algèbre L1r0, 1s, où la multiplication est le produit
de convolution et soit E son unitisée. Il est bien connu que L1r0, 1s est radicale
([1]) donc RadpEq “ L1r0, 1s. On voit alors que E{RadpEq » C, cependant E est
de dimension infinie.

Exemple 1.4. Soit CrrXss l’algèbre des séries formelles. D’après ([1]), il existe
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une norme d’algèbre ‖.‖ sur CrrXss. Notons {CrrXss l’algèbre de Banach complétée
de l’algèbre normée pCrrXss, ∥ . ∥q. On sait que CrrXss admet un seul caractère
(non nul) ([15]), c’est le caractère χ défini par :

χpxq “ xp0q, x P CrrXss

Notons que ce caractère est nécessairement continu. La complétée {CrrXss, de
CrrXss, possède également un seul caractère, c’est le prolongement continu pχ du
caractère χ. Ainsi,

Radp {CrrXssq “ kerpχ.

On voit alors que
{CrrXss{Radp {CrrXssq » C.

Cependant {CrrXss est de dimension infinie.

Soit E une a.l.m.c. commutative unitaire et complète. Alors, d’après ([9], Theo-
rem 5, 4, p. 19 ), l’algèbre E est nécessairement à spectre global fonctionnel c’est
à dire, que :

SpEpyq “ tχpyq : χ P MpEqu, pour tout y P E

où MpEq désigne l’ensemble des caractères continus de E. De plus, Mallios ([8])
a montré que dans une a.l.m.c. commutative unitaire, cette dernière propriété est
équivalente à l’advertible complétude de l’algèbre E.

Ce résultat nous permet de décrire la structure des a.l.m.c. ordinaires adverti-
blement complètes et spectralement convexes. Plus précisément, nous avons le
résultat suivant :

Théorème 1.6. Soit pE, ppλqλPλq une a.l.m.c. unitaire advertiblement complète
et spectralement convexe. Si E est ordinaire, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Preuve : Soit x P E. Comme

SpEpxq “ SpE{RadpEqpspxqq, pour tout x P E

où s : E Ñ E{RadpEq est la surjection canonique, on peut donc se ramener au cas
semi-simple. De plus, comme toute a.l.m.c. commutative, unitaire et advertible-
ment complète est nécessairement à spectre global localement fonctionnel, on peut
également se ramener au cas commutatif. Ainsi, notre preuve est divisée en deux
étapes. Dans une première étape, on suppose que l’algèbre E est commutative et
semi simple. Puis, dans une deuxième étape, on traîte le cas général.

Première étape : On suppose que l’algèbre E est commutative et semi simple.
Montrons que SpEpxq est un singleton, pour tout x P E. Puis, on conclut par la
Proposition 1.1. L’algèbre E étant advertiblement complète, donc, par ([14]), on
a :

SpEpxq “ tχpxq : χ P MpEqu
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Supposons que SpEpxq posséde au moins deux points distincts λ1 et λ2. Alors il
existe deux éléments χ1 et χ2 de MpEq tels que λ1 “ χ1pxq et λ2 “ χ2pxq. Soit
0 ă α ď 1. Alors, comme SpEpxq est convexe, on a :

αλ1 ` p1 ´ αqλ2 “ αχ1pxq ` p1 ´ αqχ2pxq P SpEpxq

Soit maintenant f “ αχ1 ` p1 ´αqχ2. Il est claire que f est une forme linéaire sur
E telle que

fpxq “ pαχ1 ` p1 ´ αqχ2qpxq P SpEpxq

L’algèbre étant ordinaire, donc

αχ1 ` p1 ´ αqχ2 P MpEq

Ce qui n’est pas le cas. En effet, pour α “ 1
2 , par exemple, on n’a pas fpx2q “ fpxq2

car sinon, on aura :

χ1pxq2 ` χ2pxq2

2 “

ˆ

χ1pxq ` χ2pxq

2

˙2

Donc
χ1pxq2 ` χ2pxq2

2 “ χ1pxq.χ2pxq

Et par suite, χ1pxq “ χ2pxq, ce qui n’est pas le cas vu que λ1 ‰ λ2. Ainsi SpEpxq est
nécessairement réduit à un singleton. D’où, par la proposition 1.1, E “ E{RadpEq

est isomorphe à C.

Deuxième étape : On traîte maintenant le cas général. Soit x P E et Cx la sous-
algèbre maximale commutative contenant x et e, Cx est fermée, donc elle est
advertiblement complète et

SpEpyq “ SpCxpyq, pour tout y P Cx.

D’où Cx et par suite Cx{RadpCxq sont spectralement convexes. En utilisant la
première étape de la preuve, on déduit que Cx{RadpCxq est isomorphe à C. Ainsi
SpCxpyq est réduit à un seul point, pour tout y P Cx. Par conséquent, SpEpxq

est un singleton pour tout x P E. Puis, on conclut par la proposition 1.1. que
E{RadpEq est isomorphe à C.

Par ([13]), toute algèbre spectralement bornée est nécessairement ordinaire. On
a donc le résultat suivant :

Corollaire 1.7. Soit pE, ppλqλPΛq une a.l.m.c. unitaire, advertiblement complète
et spectalement convexe. Si E et spectralement bornée, alors E{RadpEq est iso-
morphe à C.

Dans ([13], Proposition 10, p. 123), deux autres équivalences au concept "spec-
tralement borné" sont données. Plus précisément, il est montré que, dans une
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algèbre unitaire E, les assertions suivantes sont équivalentes :
i) SpEpxq est borné, pour tout x P E.
ii) SpEpxq est fermé, pour tout x P E, et SpEpxq Ř C.
iii) SpEpxq est compact, pour tout x P E.

On a alors deux autres conséquences suivantes.

Corollaire 1.8. Soit pE, ppλqλPΛq une a.l.m.c. unitaire, advertiblement complète
et spectalement convexe. Si SpEpxq est fermé, pour tout x P E, et SpEpxq Ř C,
alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Corollaire 1.9. Soit pE, ppλqλPΛq une a.l.m.c. unitaire, advertiblement complète
et spectalement convexe. Si SpEpxq est compact, pour tout x P E, alors E{RadpEq

est isomorphe à C.

L’hypothèse spectralement convexe de l’algèbre, c’est à dire SpEpxq est convexe,
pour tout x P E, peut être remplacée par ”SpEpxq est convexe, pour tout x d’un
voisinage de zéro dans l’algèbre E" comme le montre ce qui suit :

Proposition 1.10. Soit pE, ppλqλPΛq une a.l.m.c. unitaire advertiblement com-
plète et spectralement convexe. On suppose qu’il existe un voisinage V de 0 tel
que SpEpxq est convexe, pour tout x P V . Alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Preuve :. Soit a P E. Alors il existe x P V et λ P C tel que a “ λx. Comme
SpEpaq “ λSpEpxq et SpEpxq est convexe, on a SpEpaq est convexe. Et on conclut
par le Théorème 1.6.

Une Q-a.l.m.c. est spectralement bornée. De plus, elle est aussi advertiblement
complète ([14]). Ainsi, on obtient le résultat suivant :

Corollaire 1.11. Soit pE, τq une Q-a.l.m.c. Si E est spectralement convexe, alors
E{RadpEq est isomorphe à C.

Dans ([2]), S. Bhatt a montré ([2], Theorem 1, p. 726) que si E est une algèbre
de Banach unitaire spectralement convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C. Ce
résultat reste encore valide dans le cas d’une Q-algèbre normée comme le montre
ce qui suit :

Corollaire 1.12. Soit pE, ∥ . ∥q une Q-algèbre normée spectralement convexe.
Alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Remarque 1.13. L’hypothèse "Q-algèbre" n’est pas superflue comme le montre
l’exemple suivant : Soit E l’algèbre des fonctions polynômes complexes sur l’in-
tervalle r0, 1s, munie des opérations usuelles et de la norme de la convergence
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uniforme :
∥ f ∥8“ sup

xPr0,1s

|fpxq|, pour tout f P E.

Alors pE, ∥ . ∥8q est une algèbre normée. De plus pE, ∥ . ∥8q n’est pas une Q-
algèbre car le spectre de tout polynôme non constant est égal à C. Ainsi pE, ∥ . ∥8q

est une algèbre normée, non Q-algèbre, spectralement convexe et E{RadpEq n’est
pas isomorphe à C.

Corollaire 1.14. ( [2], Theorem 1, p. 726). Soit pE, ∥ . ∥q une algèbre de Ba-
nach spectralement convexe. Alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Remarque 1.15. Soit K un compact et CpKq l’algèbre des fonctions complexes
continues sur K. On munit CpKq de la norme de la convergence uniforme ∥ . ∥8

donnée par :
∥ f ∥8“ sup

xPK
|fpxq|, pour tout f P CpKq.

Alors pCpKq, ∥ . ∥8q est une algèbre de Banach. Comme elle est semi-simple et de
dimesion infinie, pA, ∥ . ∥8q n’est pas spectralement convexe. De plus, par ([3]),
on a :

SpCpKqpfq “ tfpxq : x P Ku

Ainsi l’image d’un convexe par une fonction continue n’est pas nécessairement
convexe.

Remarque 1.16. Toute Q-algèbre normée pE, ∥ . ∥q est spectralement bornée.
Donc ordinaire. Si de plus E est commutative, alors elle vérifie en plus

SpEpxq “ tχpxq : χ P M˚
pEqu, pour tout x P E,

où M˚pEq désigne l’ensemble des caractères non nuls de E. Cette dernière égalité
n’entraîne pas que E est ordinaire. En effet, considérons l’algèbre E “ CrXs des
polynômes à coefficients complexes. Comme tout polynôme non constant admet
au moins une racine dans C et que les caractères de l’algèbre E sont les mesures
de Dirac δz : z P C, on a :

SpEpP q “ tP pzq : z P Cu “ tδzpP q : z P Cu, pour tout P P E.

Montrons maintenant que l’algèbre E n’est pas ordinaire. Soit f la forme linéaire
définie, sur E, par :

fp

n
ÿ

k“0
αkX

k
q “

n
ÿ

k“0
αkpk ` 1q, pour tout P “

n
ÿ

k“0
αkX

k
P E.

On voit que f est une forme linéaire sur E telle que :

fpP q P SpEpP q, pour tout P P E,

alors f n’est pas un caractère vue que fpX2q “ 3 et fpXq2 “ 4.
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Remarque 1.17. Le corollaire 1.14 ([2], Theorem 1, p. 726) n’est pas vrai dans les
algèbres réelles comme le montre l’exemple suivant : Soit E “ CRpr0, 1sq, l’algèbre
des fonctions réelles continues de r0, 1s. Soit ϕ la forme linéaire définie par :

ϕpfq “

ż 1

0
fpxqdx, pour tout f P CRpr0, 1sq.

Comme ϕpfq “ fpx0q, où x0 P r0, 1s, on a :

ϕpfq P SpEpfq, pour toutf P CRpr0, 1sq.

Ainsi ϕ est quasi-multiplicative. Cependant, elle n’est pas multiplicative car sinon

ϕpfn
q “

ż 1

0
fn

pxqdx, pour tout n P N,

donc
ż 1

0
fpxqdx “ sup

tPr0,1s

fptq,

ce qui n’est pas le cas (prendre, par exemple, la fonction fptq “ 2t si t P r0, 1
2s et

fptq “ ´2t ` 2 si t P r1
2 , 1s. Donc E n’est pas ordinaire. Or E est spectralement

convexe car
SpEpfq “ fpr0, 1sq, pour tout f P CRpr0, 1sq.

Donc SpEpfq est convexe, pour tout f P CRpr0, 1sq. Par suite l’algèbre de Banach
réelle pCRpr0, 1sq, ∥ . ∥8q est semi-simple, spectralement convexe de dimension
infinie. Elle n’est pas donc isomorphe à C.

2.2 Algèbres localement A-convexes ordinaires
spectralement convexes

Dans ce paragraphe, nous allons étendre les résultats précédents à d’autres
classes d’algèbres plus vastes que les a.l.m.c. à savoir les a.l.A.c. ainsi que les
a.l.u.A.c.

2.2.1 Cas des algèbres localement A-convexes.
Soit pE, τq une a.l.A.c. unitaire et soit ppλqλPΛ une famille de semi-normes qui

définissent τ . Soit Mpτq la topologie m convexe de Cochran associée à τ .
Si pE, τq est ordinaire et spectralement convexe, alors pE, pqλqλPΛq est également
ordinaire et spectralement convexe. De plus si pE, τq est advertiblement complète,
on montre qu’il en est de même pour pE, pqλqλPΛq. Ainsi, par le théorème 1.6, on
obtient que si pE, τq est une algèbre localement A-convexe, ordinaire, spectrale-
ment convexe et advertiblement complète, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Proposition 2.1.1. Soit pE, τq une a.l.A.c. ordinaire et advertiblement complète.
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Si pour tout x P E, SpEpxq est convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Preuve : Soit ppλqλPΛ une famille de semi-normes qui définissent τ et pqλqλPΛ
la famille de semi-normes définissant la topologie de Cochran ([5]). Montrons que
pE, pqqλPΛq est advertiblement complète. Soit pxλqλPΓ une suite généralisée de Cau-
chy advertiblement convergente dans pE, pqλqλPΛq et soit x P E tel que les suites
pxλxqλPΓ et pxxλqλPΓ convergent toutes les deux vers e dans pE, pqλqλPΛq. Puisque
la topologie définie par pqλqλPΛ est plus fine que τ , les deux suites convergent vers
e dans pE, τq qui est advertiblement complète. Donc pxλqλPΓ converge dans pE, τq

vers un élément y P E. En utilisant le fait que la multiplication est séparément
continue dans pE, τq, on obtient que x est inversible dans E et x´1 “ y. Par consé-
quent, pxλqλPΓ converge vers y dans pE, qλqλPΛq.

Comme conséquences nous obtenons les résultats suivants :

Corollaire 2.1.2. Soit pE, ppλqλPΛq une a.l.A.c. unitaire, advertiblement complète
et spectalement convexe. Si SpEpxq est fermé, pour tout x P E, et SpEpxq Ł C,
alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Corollaire 2.1.3. Soit pE, ppλqλPΛq une a.l.A.c. unitaire, advertiblement complète
et spectalement convexe. Si SpEpxq est compact, pour tout x P E, alors E{RadpEq

est isomorphe à C.

Corollaire 2.1.4. Soit pE, ppλqλPΛq une a.l.A.c. unitaire advertiblement complète
et spectralement convexe. On suppose qu’il existe un voisinage V de 0 tel que
SpEpxq est convexe, pour tout x P V . Alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Toute Q-algèbre est advertiblement complete ([6]). Ainsi, on a ce qui suit :

Corollaire 2.1.5. Soit pE, τq une Q-a.l.A.c. Si E est spectralement convexe, alors
E{RadpEq est isomorphe à C.

2.2.2 Cas des algèbres localement uniformément A-convexes
Soit pE, τq une a.l.u.A.c. unitaire et soit ppλqλPΛ une famille de semi-normes

qui définissent τ c’est à dire que, pour tout λ P Λ et tout x P E, il existe Mpxq ľ 0
et Npxq ľ 0 tels que

pλpxyq ď Mpxqpλpyq et pλpyxq ď Npxqpλpyq, pour tout y P E.

Alors, d’après ([10]), il existe une norme d’algèbre ∥ . ∥, sur E, plus fine que τ ,
donnée par :

∥ x ∥“ sup
λPλ

#

sup
pλpyqď1

pλpxyq

+

, pour tout y P E.

Si pE, τq est ordinaire et spectralement convexe, alors pE, ∥ . ∥q est également ordi-
naire et spectralement convexe. De plus si pE, τq est advertiblement complète, on
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montre que pE, ∥ . ∥q est une Q-algèbre. Ainsi, par le Théorème 1.6, si pE, τq une
algèbre localement uniformément A-convexe, ordinaire, spectralement convexe et
advertiblement complète, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Proposition 2.2.1. Soit pE, τq une a.l.u.A.c. ordinaire et advertiblement com-
plète. Si E est spectrament convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Preuve : Soit ppλqλPΛ une famille de semi-normes définissant τ et ∥ . ∥ la norme
de Cochran ([10]) associée à ppλq. Comme pE, τq est advertiblement complète,
pE, ∥ . ∥q est advertiblement complète. Donc par ([14]), pE, ∥ . ∥q est une Q-
algèbre. Ainsi pE, ∥ . ∥q est une Q-algèbre normée spectralement convexe. Par le
corollaire 1.11, E{RadpEq est isomorphe à C.

Nous introduisons maintenant une propriété, purement algébrique, qui inter-
vient dans l’étude des algèbres spectralement convexes :

Définition 2.2.2. On dit qu’une algèbre unitaire E, vérifie la propriété P , si
pour tout x P E, il existe une sous algèbre maximale Cx de E contenant x et e,
satisfaisant les deux conditions suivantes :

aq MpCxq ‰ H et bq SpCxpyq “ tχpyq : χ P MpCxqu, pour tout y P Cx,

où MpCxq désigne l’ensemble des caractères non nuls de Cx.

Avec cette propriété purement algébrique et sans considérations topologiques, nous
avons le résultat suivant :

Proposition 2.2.3. Soit E une algèbre complexe unitaire et ordinaire vérifiant
la propriété P . Si E est spectralement convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Preuve : On montre que, dans ce cas, SpEpxq est un singleton, pour tout x P E.
Et on conclut par la proposition 1.1. Soit alors x P E. Par hypothèse, il existe une
sous algèbre maximale commutative Cx de E contenant x et e telle que :

SpCxpyq “ tχpyq : χ P MpCxqu, pour tout y P Cx.

De plus, on a :
SpEpyq “ SpCxpyq, pour tout y P Cx.

Donc si E est spectralement convexe. Par la même preuve que dans le théorème 1.6,
on montre que SpEpxq est un singleton. Enfin, par la proposition 1.1, E{RadpEq

est isomorphe à C .

Toute a.l.m.c advertiblement complète et plus généralement toute B0-algèbre
vérifie la propriété P . Ainsi on a ce qui suit :

Corollaire 2.2.4. Soit pE, τq une a.l.m.c (ou plus généralement une a.l.A.c.)
ordinaire et advertiblement complète. Si pour tout x P E, SpEpxq est convexe,
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alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Corollaire 2.2.5. Soit pE, q une B0-algèbre ordinaire. Si E est spectralement
convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

2.3 Algèbres ordinaires spectralement convexes
à involution généralisée

Soit E une algèbre complexe. Nous dirons que x ÞÑ x˚ est une involution géné-
ralisée sur E si x ÞÑ x˚ est une involution vectorielle ([3], Definition 1, p. 63) telle
que : pour tous x, y P E, pxyq˚ “ y˚x˚ ou pour tous, x, y P E, on a pxyq˚ “ x˚y˚.
Dans le premier cas, il s’agit d’une involution d’algèbre. Dans le second, on dira
que x ÞÑ x˚ est une involution anti-morphisme.

Dans cette section, nous étudions les résultats précédents dans le cadre des
algèbres à involution généralisée. Nous allons voir que dans ce dernier cas, on peut
se restreindre aux éléments normaux alors que, dans le cas hermitien, aux éléments
unitaires.

2.3.1 Cas d’une involution d’algèbre

Soit E une a.l.m.c. munie d’une involution d’algèbre x ÞÑ x˚ et ordinaire (en
particulier une ˚-spectrale a.l.m.cq. Si le spectre de tout élément normal de E est
convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C comme le montre ce qui suit :

Théorème 3.1.1. Soit E une a.l.m.c. unitaire munie d’une involution d’algèbre
x ÞÑ x˚, ordinaire et advertiblement complète. Si le spectre de tout élément normal
de E est convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Preuve : Soit x P E un élément normal de E. Alors x est contenu dans une
sous algèbre Mx de E, fermée maximale, commutative et auto-adjointe telle que :

SpMxpyq “ SpEpyq, pour tout y P Mx.

Puisque tout élément de Mx est normal, l’algèbre Mx est spectralement convexe.
Il s’ensuit que, d’après le théorème 1.6, on a :

Mx{RadpMxq est isomorphe à C.

Ainsi SpEpxq est réduit à un singleton, et ceci pour tout élément normal x P E. En
particulier pour tout élément hermitien h P E, SpEphq est un singleton. Montrons
ensuite que l’algèbre E est hermitienne. Soit h un élément hermitien de E. Alors
SpEphq “ tλu, où λ P C. Comme SpEphq “ SpEph˚q “ SpEphq “ tλu, on obtient
λ P R. Considérons B “ E{RadpEq l’algèbre localement m-convexe, munie de
l’involution canonique déduite de celle de E par l’intermédiare de la surjection
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canonique s : E Ñ B. Alors B est semi-simple et hermitienne vue que E est
hermitienne. De plus on a :

ρB{HpBq ă `8,

où HpBq désigne l’ensemble des éléments hermitens de B. Donc d’aprés ([6], Theo-
rem 22.1, p. 281), ρB “ pB. De plus, kerpB “ t0u. En effet, si x P kerpB, alors
ρBpxq “ 0. Donc x est non inversible dans B. Il s’ensuit que, pour tout y P B,
l’élément xy est non inversible dans B. Donc SpBpxyq “ 0. Ainsi ρBpxyq “ 0.
Donc x P RadpBq “ t0u. Soient maintenant h P HpBq et Mh la sous-algèbre
maximale commutative fermée involutive engendrée par e et h. Alors, d’après le
théorème 1.6, SpMh

pxq est un singleton, pour tout x P Mh. De plus, d’aprés ([6],
Corollary 22.15, p. 291), la restriction de pB à Mh est une norme de C˚-algèbre. En
particulier, Mh est semi simple, pour tout h P HpBq. Par la proposition 1.1, Mh

est isomorphe à C et ceci, pour tout h P HpBq. Ainsi E{RadpEq est isomorphe à C.

Comme conséquences, on a ce qui suit :

Corollaire 3.1.2. Soit pE, ppλqλPΛq une a.l.m.c. unitaire munie d’une involution
d’algèbre x ÞÑ x˚, advertiblement complète telle que SpEpxq est convexe, pour
tout x P N pEq. Si l’une des propriétés équivalentes suivantes :
a) SpEpxq est fermé, pour tout x P E et SpEpxq Ł C,
b) SpEpxq est compact, pour tout x P E
est réalisée, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Remarque 3.1.3. L’hypothèse SpEpxq est convexe, pour tout x P N pEq peut
être remplacée par ”SpEpxq est convexe, pour tout x P N pEq X V , où V est un
voisinage de zéro dans l’algèbre E".

On a également le résultat suivant :

Corollaire 3.1.4 Soit E une Q-a.l.m.c. unitaire munie d’une involution d’al-
gèbre x ÞÑ x˚. Si SpEpxq est convexe, pour tout x P N pEq, alors E{RadpEq est
isomorphe à C.

Dans ([2]), S. Bhatt a montré ([2], Theorem 4, p. 728) que si E est une algèbre
de Banach unitaire à involution d’algèbre spectralement convexe, alors E modulo
son radical est isomorphe à C dés que SpEpxq est convexe, pour tout x P N pEq. Ce
résultat reste encore valide dans le cas d’une Q-algèbre normée comme le montre
ce qui suit :

Corollaire 3.1.5. Soit pE, ∥ . ∥q une Q-algèbre normée unitaire munie d’une
involution d’algèbre x ÞÑ x˚. Si SpEpxq est convexe, pour tout x P N pEq, alors
E{RadpEq est isomorphe à C.

Corollaire 3.1.6. ([2], Theorem 4, p. 728). Soit pE, ∥ . ∥q une algèbre de Ba-
nach unitaire munie d’une involution d’algèbre x ÞÑ x˚. Si SpEpxq est convexe,
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pour tout x P N pEq, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Soit pE, τq une a.l.m.c. unitaire munie d’une involution d’algèbre x ÞÑ x˚. On
suppose de plus que E est ˚-spectrale c’est à dire qu’il existe une semi-norme
sous-multiplicative p tels que :

ppxq “ ppx˚
q et ρEpxq ď ppxq, pour tout x P E,

alors l’algèbre E est ordinaire. Ainsi on a ce qui suit comme conséquence du ré-
sultat précédent :

Corollaire 3.1.7. Soit pE, τq une a.l.m.c. unitaire munie d’une involution d’al-
gèbre x ÞÑ x˚ qui est en plus ˚-spectrale. Si le spectre de tout élément normal est
convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Soit pE, τq une a.l.A.c. unitaire munie d’une involution d’algèbre x ÞÑ x˚. Alors
il existe une topologie m-convexe plus fine que τ . Ainsi, on obtient ce qui suit :

Proposition 3.1.8. Soit pE, τq une a.l.A.c. unitaire munie d’une involution d’al-
gèbre x ÞÑ x˚, ordinaire et advertiblement complète. Si le spectre de tout élément
normal de E est convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Remarque 3.1.9. Si dans les résultats précédents, on remplace l’hypothèse "or-
dinaire" par l’une des conditions suivantes :
i) SpEpxq est borné, pour tout x P E.
ii) SpEpxq est fermé, pour tout x P E, et SpEpxq Ř C.
iii) SpEpxq est compact, pour tout x P E.

on obtient toujours la même conclusion c’est à dire : E{RadpEq est isomorphe à C.

Remarque 3.1.10. Soit pE, ppλqλPΛq une a.l.A.c. unitaire munie d’une involution
d’algèbre x ÞÑ x˚, advertiblement complète. On suppose qu’il existe un voisinage
V de 0 tel que SpEpxq est convexe, pour tout x P V X N pEq. Alors E{RadpEq est
isomorphe à C.

La même conclusion reste également valable dans les Q-a.l.A.c. comme le montre
le résultat suivant :

Corollaire 3.1.11 Soit E une Q-a.l.A.c. unitaire munie d’une involution d’al-
gèbre x ÞÑ x˚, ordinaire et advertiblement complète. Si le spectre de tout élément
normal de E est convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Soit pE, τq une a.l.u.A.c. unitaire. Alors il existe une norme d’algèbre ∥ . ∥ sur
E plus fine que τ . Si de plus pE, τq est advertiblement complète, alors pE, ∥ . ∥q

est une Q-algèbre. On obtient ainsi ce qui suit :
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Proposition 3.1.12. Soit pE, τq une a.l.u.A.c. unitaire munie d’une involution
d’algèbre x ÞÑ x˚, ordinaire et advertiblement complète. Si le spectre de tout élé-
ment normal de E est convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Le Théorème 4, p. 728 de ([3]) montre que si pE, ∥ . ∥q est une algèbre de Banach
unitaire munie d’une involution d’algèbre x ÞÑ x˚, alors l’ensemble des éléments
unitaires UpEq engendre l’algèbre toute entière. Ce résultat s’étend également aux
a.l.m.c., involutives comme le montre le résultat suivant :

Proposition 3.1.13.. Soit pE, τq une a.l.m.c. complète unitaire munie d’une invo-
lution d’algèbre x ÞÑ x˚. Soit h P HpEq tel que ρEphq ď 1. Alors il existe u P UpEq

tel que h “ u`u˚

2 . En particulier, l’ensemble UpEq engendre E.

Preuve : Soit h P HpEq et soit Eh la sous-algèbre involutive, maximale commuta-
tive et fermée de E contenant te, hu. On a alors ρEph2q ď 1. Donc ρEre´pe´h2qs ď

1. Par le théorème 5.4 de ([6], p. 65), il existe k P HpEq tel que e´ h2 “ k2. Donc
e “ h2 ` k2. Pososns u “ h ` ik. Alors on a : h “ 1{2pu ` u˚q et u P UpEq.

Proposition 3.1.14 Soit pE, τq une a.l.m.c. complète unitaire munie d’une invo-
lution d’algèbre x ÞÑ x˚, ordniaire et hermitienne. Si le spectre de tout élément
unitaire est convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Preuve : Soit u P UpEq. En utilisant l’inégalité de Ptàk généralisée au cas des
a.l.m.c. hermitiennes, on a :

ρEpuq ď pEpuq “ 1

Par suite
|λ| ď 1, pour tout λ P SpEpuq

D’autre part

SpEpu˚
q “ SpEpuq “ SpEpu´1

q “ tλ´1 : λ P SpEpuqu

Il s’en suit que |λ| “ 1, pour tout λ P SpEpuq. Par conséquent, le spectre de tout
élément unitaire de l’algèbre est contenu dans le cercle unité. D’après l’hypothèse
de convexité du spectre de tout élément unitaire de l’algèbre, il doit être réduit à
un singleton. Il s’ensuit, d’après la proposition 1.1.1, que le spectre de tout élément
hermitien est réduit à un singleton.
Le reste de la démonstration se fait de la même manière que dans le théorème 1.6.

Comme conséquence, ona ce qui suit :

Corollaire 3.1.15. Soit E une a.l.m.c. complète unitaire munie d’une involu-
tion d’algèbre x ÞÑ x˚ qui est en plus ˚-spectrale et hermitienne. Si le spectre de
tout élément unitaire est convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

36



Dans ([2]), Bhatt a montré ([2], Theorem 6, p. 729) que si E est une algèbre
de Banach unitaire à involution d’algèbre x ÞÑ x˚ hermitienne. Si de plus SpEpxq

est convexe, pour tout x P N pEq, alors E{RadpEq est isomorphe à C. Ce résultat
reste encore valide dans le cas d’une Q-algèbre normée comme le montre ce qui
suit :

Corollaire 3.1.16 Soit pE, ∥ . ∥q une Q-algèbre normée unitaire munie d’une invo-
lution d’algèbre x ÞÑ x˚ hermitienne. Si SpEpxq est convexe, pour tout x P UpEq,
alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Corollaire 3.1.17. ([2], Theorem 6, p. 729) Soit pE, ∥ . ∥q une algèbre de Ba-
nach unitaire munie d’une involution d’algèbre x ÞÑ x˚ hermitienne. Si SpEpxq est
convexe, pour tout x P UpEq, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

2.3.2 Cas d’une involution anti-morphisme
Dans cette section, on s’intéresse aux algèbres E munies d’une involution anti-

morphism x ÞÑ x˚ c’est à dire une involution vectorielle telle que pxyq˚ “ x˚y˚,
pour tous x, y P E. Nous allons voir qu’on obtient des résultats paralléles aux pré-
cédents. Notre démarche consiste à montrer que l’algèbre est en fait commutaive
en utilisant un analogue au théorème de Kaplansky ([7]). Ainsi, on se ramène au
cas d’une involution d’algèbre.

Nous allons voir que le résultat de Kaplansky ([7]) selon lequel toute algèbre de
Banach semi-simple dans laquelle e ` x2 est inversible, pour tout x P E est com-
mutative, s’étend à un cadre plus général.

On commence d’abord par ce résultat purement algèbrique qui nous sera utile
par la suite.

Proposition 3.2.1. Soit E une algèbre réelle, unitaire et primitive telle que e`x2

est inversible, pour tout x P E. Alors E est un corps.

Preuve : Soit π une représentation irréductible de E sur un espace vectoriel
réel X, tel que kerπ “ t0u. Soit D le commutant de πpEq dans LpXq :

D “ tT P LpXq : T ˝ πpaq “ πpaq ˝ T,@a P Eu

Alors D est une sous-algèbre de LpXq. De plus, par ([3], Proposition 6, p.121), D
est un corps. Soit x P X, non nul, et posons :

Dpxq “ tT pxq : T P Du et πpEqpxq “ tπpaqpxq : a P Eu

Montrons que X “ Dpxq. On a Dpxq Ă X et montrons que X Ă Dpxq. Supposons
qu’il existe y P X et y R Dpxq. Alors, d’après ([3], Definition 7, p.121), x et y sont
D-indépendants. Ensuite, d’après ([3], Theorem 10, p.123), il existe a P E tel que :

πpaqpxq “ y et πpaqpyq “ ´x
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Il en résulte que :
πpa2

` eqpxq “ 0
ce qui contredit le fait que πpa2 ` eq est inversible dans LpXq vu que e ` a2 est
inversible dans E. Ainsi X “ Dpxq. Ensuite X “ πpEqpxq car les seuls sous-
espaces de X, stables par πpEq, sont 0 et X vu que π est irréductible. Montrons
maintenant que si x0 P X, non nul, alors on a :

πpaqpx0q “ 0 ñ a “ 0.

En effet, supposons que πpaqpx0q “ 0 et considérons x P X. Alors il existe u P D
tel que x “ upx0q Il s’ensuit que :

πpaqpxq “ πpaqpupx0qq “ uppπpaqpx0qq “ up0q “ 0

Donc πpaq “ 0 et a “ 0 vu que π est injectif. Enfin, montrons que E est un corps.
Soit a P E, non nul. D’une part, il existe u P D tel que :

πpaqpx0q “ upx0q.

D’autre part, il existe b P E tel que :

u´1
pxq “ πpbqpxq

On obtient alors
πpba ´ eqx0 “ 0

donc ba “ e. De même ab “ e.

Le résultat de Kaplansky ([7]), s’étend aux Q-a.l.m.c., unitaires semi-simples,
comme le montre le résultat suivant :
SoitpE, ∥ . ∥q une algèbre de Banach semi-simple dans laquelle e`x2 est inversible,
pour tout x P E. Alors E est commutative ([7]). Ce résultat s’étend aux Q-a.l.m.c.
unitaires semi-simples.

Proposition 3.2.2. Soit E une Q-a.l.m.c. unitaire semi-simple dans laquelle e`x2

est inversible, pour tout x P E. Alors E est commutative.

Preuve : Soit pPiqiPI la famille des idéaux primitifs de E. Comme E est une
Q-algèbre, les idéaux pPiqiPI sont fermés. Par ailleurs, on a :

RadpEq “
č

iPI

Pi

Comme l’algèbre est semi-simple,
Ş

iPI Pi “ t0u. Soit maintenant p une semi-norme
d’algèbre continue sur E tel que :

ρEpxq ď ppxq, x P E.

Alors p est une norme d’algèbre sur E vue que E est semi-simple. Pour i P I, E{Pi

est une algèbre normée réelle primitive, dans laquelle tout carré est quasi-inversible.
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Par la proposition 3.19, E{Pi est un corps. D’après le théorème de Gelfand-Mazur,
E{Pi est isomorphe à R, ou à C ou à H. Mais commme ´e n’est pas un carré dans
E{Pi alors E{Pi est isomorphe à R, d’où le résultat.

Dans le cas involutif, le résultat de Civin Yood ([6]) permet de se ramener à une
sous algèbre commutative. Ce résultat reste encore vrai pour un anti-morphisme
involutif et ceci dans le cas topologique général comme le montre ce qui suit :

Proposition. 3.2.3. Soit pE, τq une algèbre topologique munie d’une involution
anti-morphisme x ÞÑ x˚ et x un élément normal de E. Alors il existe une sous-
algèbre maximale commutative fermée F stable par l’involution x ÞÑ x˚ telle que :

SpEpyq “ SpF pyq, pour tout y P F.

Preuve : Considérons la famille suivante :

C “ tA Ă E : a, b P A Y A˚
ñ ab “ bau.

Comme x est normal, on a x P C et donc C ‰ H. Par ailleurs, C est inductive pour
l’inclusion. Donc, d’après le lemme de Zorn, il existe F P C maximale contenant x.
Il en résulte que F “ F ‹, car FYF ‹ “ F vue que F est maximale. Soit maintenant
a un élément normal de E. Alors on a :

pay “ ya, pour tout y P F q ñ a P F pMq

En effet, tau Y F P C car a˚y “ ya˚, pour tout y P F . Comme F est maximale,
a P F . De plus, par pMq, F est une sous-algèbre de E. Montrons maintenant
que F est fermée. Soit a P F et soit panqn Ă F telle que a “ lim

n
an. Comme

m.an “ an.m, pour tout m P F , la continuité séparée du produit montre que :

am “ ma, pour tout m P F.

Comme F “ F ˚, a˚m “ ma˚, pour tout m P F. Donc a˚an “ ana
˚, pour tout

n P N. La continuité séparée du produit montre que a est normal. Par pMq on a :
a P F et donc F est fermé. Il reste à montrer que

SpEpyq “ SpF pyq, pour tout y P F.

Comme SpEpyq Ă SpF pyq, il reste à prouver l’inclusion inverse. Supposons qu’il
existe λ P SpF pyq et λ R SpEpyq. Alors px ´ λeq P GpEq avec px ´ λeq´1 R F . Or
F Y py ´ eq´1 P C, ce qui est absurde.

Voici maintenant l’analogue du théorème 3.1 dans la cas d’une involution anti-
morphisme :

Théorème 3.2.4. Soit E une Q-a.l.m.c. unitaire ordinaire munie d’une involution
anti-morphisme x ÞÑ x˚ Si le spectre de tout élément normal de E est convexe,
alors E{RadpEq est isomorphe à C.

39



Preuve : Soit x P E un élément normal de E. Alors, par la proposition précédente
x est contenu dans une sous algèbre Mx de E, fermée maximale commutative et
auto-adjointe telle que :

SpMxpyq “ SpEpyq, pour tout y P Mx

Puisque tout élément de Mx est normal, l’algèbre Mx est spectralement convexe.
Il s’ensuit que, d’après le théorème 1.6, on a :

Mx{RadpMxq est isomorphe à C.

Ainsi SpEpxq est réduit à un singleton, et ceci pour tout élément normal x P E. En
particulier pour tout élément hermitien h P E, SpEphq est un singleton Montrons
ensuite que l’algèbre E est hermitienne. Soit h un élément hermitien de E. Alors
SpEphq “ tλu, où λ P C. Comme

SpEphq “ SpEph˚
q “ SpEphq “ tλu,

on obtient λ P R. Considérons B “ E{RadpEq l’algèbre localement m-convexe,
munie de l’involution canonique déduite de celle de E par l’intermédiare de la
surjection canonique s : E Ñ B. Alors B est semi-simple et hermitienne vue que
E est hermitienne. Comme E une Q-a.l.m.c., l’algèbre B est aussi une Q-algèbre.
Montrons que B est commutative. Considérons l’algèbre réelle HpBq des éléments
hermitiens de B. Alors HpBq est une Q-a.l.m.c. telle que :

SpHpBqphq “ SpBphq Ă R,

pour tout h P HpBq. Comme elle est hermitienne, e ` x2 est inversible, pour tout
x P HpBq. Par conséquent, l’algèbre HpBq{RadpHpBqq est une Q-a.l.m.c., réelle
unitaire semi-simple telle que e`x2 est inversible, pour tout x P HpBq{RadpHpBqq.
Par la proposition 3.20, l’algèbre HpBq{RadpHpBqq est commutative. Pour conclure
il reste à montrer que HpBq est semi-simple. Soit h P RadpHpBqq et a “ u`iv P B,
avec u, v P HpBq. Alors

ρphuq “ 0 et ρphvq “ 0.
Et par suite ρphaq “ 0. En effet, soit λ “ α ` iβ P SpBphaq, avec α, β P R. Si
hu ´ α est inversible, alors

a ´ λ “ phu ´ αqre ` iphu ´ αq
´1

phv ´ βqs.

Puisque B est hermitienne et

phu ´ αq
´1

phv ´ βq P HpBq,

il s’ensuit que e ` iphu ´ αq´1phv ´ βq est inversible, ce qui est impossible. Donc
hu´ α n’est pas inversible i.e., α P SpBphuq. Il en résulte que α “ 0. De la même
manière, on montre que β “ 0 et par conséquent RadpHpBqq “ 0. Ce qui complète
la preuve.

40



Comme conséquence, on a le résultat suivant :

Corollaire 3.2.5. Soit pE, ppλqλPΛq une Q-a.l.m.c. unitaire munie d’une involution
anti-morphisme x ÞÑ x˚. Alors E{RadpEq est isomorphe à C si l’une des propriétés
suivantes est réalisée :
1) SpEpxq est fermé, pour tout x P E et SpEpxq Ř C,
2) SpEpxq est convexe, pour tout x P N pEq.
3) SpEpxq est compact, pour tout x P E,

Comme dans le cas d’une involution d’algèbre, on a aussi le résultat suivant :

Proposition 3.2.6. Soit pE, ppλqλPΛq une Q-a.l.m.c. unitaire munie d’une involu-
tion anti-morphisme x ÞÑ x˚. On suppose qu’il existe un voisinage V de 0 tel que
SpEpxq est convexe, pour tout x P V X N pEq. Alors E{RadpEq est isomorphe à
C.

Corollaire 3.2.7 Soit E une Q-a.l.m.c. unitaire munie d’une involution anti-
morphisme x ÞÑ x˚. Si SpEpxq est convexe, pour tout x P N pEq, alors E{RadpEq

est isomorphe à C.

Dans ([2], Theorem 1, 726), S. Bhatt a montré que si E est une algèbre de
Banach unitaire spectralement convexe, alors E modulo son radical est isomorphe
à C. Ce résultat reste encore valide dans le cas d’une Q-algèbre normée comme le
montre ce qui suit :

Corollaire 3.2.8. Soit pE, ∥ . ∥q une Q-algèbre normée unitaire munie d’une
involution anti-morphisme x ÞÑ x˚. Si SpEpxq est convexe, pour tout x P N pEq,
alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Corollaire 3.2.9.([2],Theorem 4 p. 728). Soit pE, ∥ . ∥q une algèbre de Banach
unitaire munie d’une involution anti-morphisme x ÞÑ x˚. Si SpEpxq est convexe,
pour tout x P N pEq, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Soit E une a.l.m.c. ˚-spectrale, où x Ñ x˚ est une involution anti-morphisme.
Alors on a le résultat suivant :

Corollaire 3.2.10. Soit E une Q-a.l.m.c. unitaire munie d’une involution anti-
morphisme x ÞÑ x˚ qui est en plus ˚-spectrale. Si le spectre de tout élément normal
est convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Soit pE, τq une a.l.A.c. unitaire munie d’une involution anti-morphisme x ÞÑ x˚. Alors
il existe une topologie m-convexe plus fine que τ . Ainsi, on obtient ce qui suit :

Proposition 3.2.11. Soit pE, τq une Q-a.l.A.c. unitaire munie d’une involution anti-
morphisme x ÞÑ x˚ ordinaire. Si le spectre de tout élément normal de E est convexe,
alors E{RadpEq est isomorphe à C. Comme conséquences, on a :
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Remarque 3.2.12. Si dans les résultats précédents, on remplace l’hypothèse "ordinaire"
par l’une des conditions suivantes :
i) SpEpxq est borné, pour tout x P E.
ii) SpEpxq est fermé, pour tout x P E, et SpEpxq Ł C.
iii) SpEpxq est compact, pour tout x P E.
on obtient toujours la même conclusion c’est à dire : E{RadpEq est isomorphe à C.

Proposition 3.2.13. Soit pE, ppλqλPΛq une Q-a.l.A.c. unitaire munie d’une involution
anti-morphisme x ÞÑ x˚. On suppose qu’il existe un voisinage V de 0 tel que SpEpxq est
convexe, pour tout x P V X N pEq. Alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Proposition 3.2.14. Soit pE, τq une Q-a.l.A.c. unitaire munie d’une involution anti-
morphisme x ÞÑ x˚ ordinaire. Si le spectre de tout élément normal de E est convexe,
alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Soit pE, τq une a.l.u.A.c. unitaire. Alors il existe une norme d’algèbre ∥ sur E plus fine
que τ . Si de plus pE, τq est advertiblement complète, alors pE, ∥ . ∥q est une Q-algèbre.
On obtient ainsi ce qui suit :

Corollaire 3.2.15. Soit pE, τq une Q-a.l.u.A.c. unitaire munie d’une involution anti-
morphisme x ÞÑ x˚ ordinaire. Si le spectre de tout élément normal de E est convexe,
alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Le Théorème 4, p.728 de ([3]), montre que si pE, ∥ . ∥q est une algèbre de Banach
involutive, alors l’ensemble des éléments unitaires UpEq engendre l’algèbre toute entière.
Ce résultat s’étend egalement aux a.l.m.c. à involution anti-morphisme x ÞÑ x˚ comme
le montre le résultat suivant :

Proposition 3.2.16. Soit pE, τq une a.l.m.c. complète unitaire munie d’une involution
anti-morphisme x ÞÑ x˚. Soit h P HpEq tel que ρEphq ď 1. Alors il existe u P UpEq tel
que h “ pu ` u˚q{2. En particulier, l’ensemble UpEq engendre E.

Preuve : Elle est analogue à celle du cas d’une involution d’algèbre donnée par la pro-
position 3.1.13.

Proposition 3.2.17. Soit pE, τq une Q-a.l.m.c. complète unitaire munie d’une invo-
lution anti-morphisme x ÞÑ x˚ ordniaire et hermitienne. Si le spectre de tout élément
unitaire est convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Preuve : Soit u P UpEq. En utilisant l’inégalité de Ptàk généralisée au cas des a.l.m.c.
hermitiennes, on a :

ρEpuq ď pEpuq “ 1
Par suite |λ| ď 1, pour tout λ P SpEpuq. D’autre part,

SpEpu˚
q “ SpEpuq “ SpEpu´1

q “ tλ´1 : λ P SpEpuqu.
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Il s’en suit que |λ| “ 1, pour tout λ P SpEpuq. Par conséquent, le spectre de tout élément
unitaire de l’algèbre est contenu dans le cercle unité. D’après l’hypothèse de convexité du
spectre de tout élément unitaire de l’algèbre, il doit être réduit à un singleton. Il s’en-
suit, d’après la proposition 1.1, que le spectre de tout élément hermitien est réduit à un
singleton. Le reste de la démonstration se fait de la même manière que celle du théorème
1.6. Comme conséquence, on a ce qui suit :

Corollaire 3.2.18. Soit pE, τq une Q-a.l.m.c. complète unitaire munie d’une involu-
tion anti-morphisme x ÞÑ x˚ qui est en plus ˚-spectrale et hermitienne. Si le spectre de
tout élément unitaire est convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Dans ([2],Theorem 6, 729), S. Bhatt a montré que si E est une algèbre de Banach
unitaire munie d’une involution d’algèbre x ÞÑ x˚ tel que SpEpxq est convexe, pour tout
x P UpEq. Alors E{RadpEq est isomorphe à C. Ce résultat reste encore valide dans le cas
d’une involution anti-morphisme x ÞÑ x˚ comme le montre ce qui suit :

Corollaire 3.2.19. Soit pE, ∥ . ∥q une algèbre de Banach unitaire munie d’une invo-
lution anti-morphisme x ÞÑ x˚ hermitienne. Si le spectre de tout élément unitaire est
convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C.
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CHAPITRE 3

CHAPITRE 3 : ALGÈBRES LOCALEMENT
MULTIPLICATIVEMENT p-CONVEXES, AVEC p0 ă p ď 1q,

SPECTRALEMENT ÉTOILÉES

Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux résultats du chapitre précédent dans le
cadre tout à fait général des algébres topologiques localement p-convexes, p0 ă p ď 1q,
ordinaires et ceci dans le cas spectralement étoilé. Nous commençons par montrer (Théo-
rème 1.1) que si pE, ppλqλPλq est une a.l.m.p-convexe, p0 ă p ď 1q, unitaire ordinaire
advertiblement complète et spectralement étoilé, alors E{RadE est isomorphe à C. Nous
obtenons (Corollaire 1.2) comme conséquence le même résultat du théorème 1.1 précé-
dent, en considérant que l’algèbre est spectralement bornée au lieu de "ordinaire", sachant
que toute algèbre spectralement bornée est nécessairement ordinaire. Ensuite, nous mon-
trons (Proposition 1.3) que l’hypothèse "spectralement étoilé, peut être remplacée par
"SpEpxq est étoilé, pour tout x d’un voisinage de zéro dans l’algèbre E".

Nous prouvons (Corollaire 1.4) que toute Q-a.l.m.p-c., p0 ă p ď 1q, spectralement
étoilée est isomorphe à C, modulo son radical de Jacobson. Nous obtenons également que
le résultat de Bhatt ([2], Théorème 1, p. 726) donné dans le cas Banach, reste encore vrai
dans le cas d’une Q-algèbre p-normée p0 ă p ď 1q (Corollaire 1.5).

Nous nous intéréssons aux a.l.A.p-c., p0 ă p ď 1q, advertiblement complètes, ordi-
naires et spectralement étoilées. Pour cette classe d’algèbres, nous montrons (Proposition
2.1.1) que si pE, ppλqλPΛq est une a.l.A.p-c., p0 ă p ď 1q, ordinaire, advertiblement com-
plète et spectralement étoilée, alors E{RadpEq est isomorphe à C. Comme conséquences,
nous obtenons des résultats analogues à ceux du chapitre 2, pour les a.l.A.c. De plus,
comme dans le cas m-convexe, on montre (Corollaire 2.1.3) que si pE, ppλqλPΛq est une
Q-a.l.A.p-c., p0 ă p ď 1q, spectralement étoilé, alors E{RadpEq est isomorphe à C. Par
ailleurs, on montre (Proposition 2.2.1) que si pE, ppλqλPλq est a.l.u.A.p-c., p0 ă p ď 1q, or-
dinaire, advertiblement complète et spectralement étoilée, alors E{RadpEq est isomorphe
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à C.

Dans la dernière partie de ce chapitre, on a considéré le cas des algèbres à involution
généralisée. Dans le cas d’une involution d’algèbre, nous montrons (Téorème 3.1.1) que
si pE, ppλqλPΛq est une a.l.m.p-c., p0 ă p ď 1q, involutive advertiblement complète et
ordinaire telle que le spectre de tout élément normal de E est étoilé alors E{RadpEq est
isomorphe à C. Comme conséquences, nous obtenons des résultats analogues aux précé-
dents dans le cas involutif. Nous envisageons ensuite le cas des algèbres ˚-spectrales. Nous
montrons (Corollaire 3.1.7) que si pE, ppλqλPΛq est une a.l.m.p-c., p0 ă p ď 1q, involu-
tive et ‹-spectrale telle que le spectre de tout élément normal est étoilé, alors E{RadpEq

est isomorphe à C. Nous faisons de même pour des a.l.A.p-c. (Proposition 3.1.8) et des
a.l.u.A.p-c., p0 ă p ď 1q. Des résultats analogues à ceux du chapitre précédent sont éga-
lement obtenus et ceci sans restrictions aucune. Dans le cas hermitien, nous obtenons les
analogues de tous les résultats précédents sous l’hypothèse "le spectre de tout élément uni-
taire est étoilé". Nous montrons (Proposition 3.1.13) que dans une a.l.m.p-c., p0 ă p ď 1q,
complète unitaire, munie d’une involution d’algèbre, l’ensemble des éléments unitaires en-
gendre l’algèbre toute entière. Si de plus, l’algèbre est ordinaire et hermitienne, alors elle
est isomorphe à C modulo son radical de Jacobson si le spectre de tout élément unitaire
est étoilé (Proposition 3.1.14). Comme conséquence, nous obtenons la même conclusion
(Corollaire 3.1.14) dans le cas ‹-spectral ainsi que le résultat de S. Bhatt ( [2], Theorem
6, p. 729).

Le cas des algèbres munies d’une involution anti-morphisme est traité dans la deuxième
partie de ce paragraphe. Notre démarche consiste à se ramener au cas d’une involution
d’algèbre en montrant que l’algèbre est en fait commutative par un résultat analogue au
théorème de Kaplansky ([8], theorem 1). Nous obtenons (Proposition 3. 2.1) l’analogue
d’un résultat de Kaplansky dans le cadre des Q-a.l.m.p-c., p0 ă p ď 1q, unitaires semi-
simples. Nous obtenons (Théorème 3. 2.2) que si E est une Q-a.l.m.p-c., p0 ă p ď 1q,
ordinaire munie d’une involution anti-morphisme et si le spectre de tout élément normal
de E est étoilé, alors E{RadpEq est isomorphe à C. Comme conséquences, nous obtenons
des résultats analogues aux précédents dans le cas d’une involution anti-morphisme. En
particulier le deuxième résultat de S.Bhatt ([2], theorem 6, p. 229) est encore valide dans
le cas d’une involution anti-morphisme à savoir que si pE, ∥ . ∥pq avec, p0 ă p ď 1q, est une
algèbre p-Banach unitaire munie d’une involution anti-morphisme x ÞÑ x˚ hermitienne
tel que le spectre de tout élément unitaire est étoilé, alors E{RadpEq est isomorphe à C
(Corollaire 3.2.15).

3.0.1 Algèbres localement m-p-convexes, ordinaires et spectra-
lement étoilées

Soit pE, ppλqλPΛq, p0 ă p ď 1q, une a.l.m.p-c. commutative unitaire et complète. Alors,
comme dans ([10], Theorem 5. 4, p. 19 ), on montre que l’algèbre E est nécessairement à
spectre global fonctionnel c’est à dire que :

SpEpyq “ tχpyq : χ P MpEqu, pour tout y P E
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où MpEq désigne l’ensemble des caractères continus de E. De plus, A. Mallios ([9]) a
montré que dans une a.l.m.c. commutative unitaire, cette dernière propriété est équiva-
lente à l’advertible complétude de l’algèbre E. Ceci reste aussi vrai dans une a.l.m.p-c.,
avec p0 ă p ď 1q. Ce qui nous permet de décrire la structure des a.l.m.p-c., p0 ă p ď 1q,
ordinaires, advertiblement complètes et spectralement étoilées. Plus précisément, nous
avons le résultat suivant :

Théorème 1.1. Soit pE, ppλqλPΛq p0 ă p ď 1q, une a.l.m.p-c. unitaire, advertiblement
complète et spectralement étoilée. Si E est ordinaire, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Preuve : On suppose d’abord que l’algèbre E est commutative et semi-simple. Mon-
trons alors que dans ce cas SpEpxq est un singleton, pour tout x P E. Puis, on conclut
par la Proposition 1.1 du chapitre 2. Soit alors pE, ppλqλPΛq, avec 0 ă p ď 1, une a.l.m.p-c.
unitaire, commutative, semi-simple, ordinaire, advertiblement complète et spectralement
étoilée. Alors, comme l’algèbre E est advertiblement complète, on a, par ([15]),

SpEpxq “ tχpxq : χ P MpEqu

Soit x P E fixé . Alors SpEpxq est non vide. Soit alors α P SpEpxq et que SpEpxq est étoilé
par rapport à α. Si SpEpxq n’est pas réduit à un point, on considère un autre élément
β P SpEpxq. Comme SpEpxq est étoilé par rapport à α, alors le segment rα, βs Ă SpEpxq

Soit χ1, χ2 P MpEq tel que χ1pxq “ α et χ2pxq “ β. Alors pour tout t P r0, 1s, on a
tχ1pxq ` p1 ´ tqχ2pxq P SpEpxq. Posons ft “ tχ1 ` p1 ´ tqχ2, où t Ps0, 1r. Alors ft est une
forme linéaire sur E vérifant :

ftpaq P SpEpaq, pout tout a P E

Comme l’algèbre E est ordinaire, il en découle que ft P MpEq, ce qui n’est pas toujours
vrai (pour par exemple t “ 1

2q. Ainsi, SpEpxq est réduit à un point, pour tout x P E. Par
la proposition 1.1 du chapitre 2, on conclut que

E{RadpEq est isomorphe à C.

Cas général. Soit x P E et Cx la sous-algèbre maximale commutative contenant x et e.
Alors Cx est fermée, donc elle est advertiblement complète et

SpEpyq “ SpCxpyq, pour tout y P Cx.

D’où Cx et par suite Cx{RadpCxq sont spectralement étoilées. En utilisant la première
étape de la preuve, on déduit que Cx{RadpCxq est isomorphe à C. Ainsi SpCxpyq est
réduit à un seul point, pour tout y P Cx. Par conséquent, SpEpxq est un singleton, pour
tout x P E. Puis, on conclut, par la proposition 1.1. du chapitre 2, que E{RadpEq est
isomorphe à C.

Par([14]), on sait que toute algèbre spectralement bornée est nécessairement ordinaire.
Ainsi, on a ce qui suit :

Corollaire 1.2. Soit pE, ppλqλPΛq avec p0 ă p ď 1q, une a.l.m.p-c., unitaire, advertible-
ment complète et spectalement étoilée. Si E est spectralement bornée, alors E{RadpEq
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est isomorphe à C.

L’hypothèe spectralement étoilée de l’algèbre peut être restriente aux éléments appar-
tenant seulement à un voisinage de zéro de l’algèbre E comme le montre ce qui suit :

Proposition 1.3. Soit pE, ppλqλPΛq p0 ă p ď 1q, une a.l.m.p-c. unitaire advertiblement
complète et spectralement étoilée. On suppose qu’il existe un voisinage V de 0 tel que
SpEpxq est étoilé, pour tout x P V . Alors E{RadpEq est isomorphe à C .

Preuve : Soit a P E. Alors il existe x P V et λ P C tel que a “ λ.x. Comme
SpEpaq “ λ.SpEpxq et SpEpxq est étoilé, on a SpEpaq est étoilé. Et on conclut par le
théorème 1.1.

Une Q-a.l.m.p-c., p0 ă p ď 1q, est spectralement bornée. De plus, elle aussi adverti-
blement complète ([15]). Ainsi, on obtient le résultat suivant :

Corollaire 1.4. Soit une pE, ppλqλPΛq avec p0 ă p ď 1q, une Q-a.l.m.p-c. Si E est
spectralement étoilé, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Dans ([2], Theorem 1, p. 726), S. Bhatt a montré que si pE, ∥ . ∥q est une algèbre de
Banach unitaire spectralement convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C. Ce résultat
reste encore valide dans le cas d’une Q-algèbre p-normée comme le montre le résultat
suivant :

Corollaire 1.5. Soit pE, ∥ . ∥pq,p0 ă p ď 1q, une Q-algèbre p-normée spectralement
étoilée. Alors E{RadpEq est isomorphe à C.

3.0.2 Algèbres localement A-p-convexes, (0 ă p ď 1), ordinaires
et spectralement étoilées

Dans ce paragraphe, nous allons étendre les résultats précédents à d’autres classes
d’algèbres plus vastes que les a.l.m.p-c., p0 ă p ď 1q, à savoir les a.l.A.p-c., ainsi que les
a.l.u.A.p-c.

Cas des algèbres localement A-p-convexes (0 ă p ď 1).

Soit pE, τq une a.l.A.p-c., p0 ă p ď 1q, unitaire et soit ppλqλPΛ une famille de p-semi-
normes, p0 ă p ď 1q, qui définie τ c’est à dire que, pour tout λ P Λ et tout x P E, il existe
Mpλ, xq ą 0 et Npλ, xq ą 0 tels que

pλpxyq ď Mpλ, xqpλpyq et pλpyxq ď Npλ, xqpλpyq, pour tout y P E.

Alors, comme dans ([5]), on montre qu’il existe une topologie m-p-convexe, notée Mpτq,
plus fine que τ , donnée par la famille des p-semi-normes pqλqλPΛ définies par :

qλpxq “ suptpλpxyq : pλpyq ď 1u, pour tout x P E.
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Si pE, τq est ordinaire et spectralement étoilée, alors pE, pqqλPΛq est également ordinaire
et spectralement étoilée. De plus si pE, τq est advertiblement complète, on montre qu’il
en est de même pour pE, pqλqλPΛq. Ainsi, par le théorème 1.1, on obtient que si pE, τq

est une algèbre localement A-p-convexe, 0 ă p ď 1, ordinaire, spectralement étoilée et
advertiblement complète, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Proposition 2.1.1. Soit pE, τq une a.l.A.p-c., p0 ă p ď 1q, ordinaire et advertible-
ment complète. Si, pour tout x P E, SpEpxq est étoilé, alors E{RadpEq est isomorphe C.

Preuve : Soit ppλqλPΛ une famille de p-semi-normes, p0 ă p ď 1q, qui définie τ et
soit (qλqλPΛ la famille de p-semi-normes définissant la topologie de Cochran ([5]). Alors
pE, pqλqλPΛq est advertiblement complète. En effet soit pxλqλPΓ une suite généralisée de
Cauchy advertiblement convergente dans pE, pqλqPΛq et soit x P E tel que les suites pxλxq

et pxxλq convergent toutes les deux vers e dans pE, pqλqλPΛq Puisque la topologie définie
par pqλqλPΛ est plus fine que τ , les deux suites convergent vers e dans pE, τq qui est ad-
vertiblement complète. Donc converge dans pE, τq vers un élément y P E. En utilisant
le fait que la multiplication est séparément continue dans pE, τq, on obtient que x est
inversible dans E et x´1 “ y. Par conséquent, pxλqλPΓ converge vers y dans pE, pqλqλPΛq.

Comme conséquences nous obtenons le résultat suivant :

Corollaire 2.1.2. Soit pE, pλqλPΛq une a.l.A.p-c, p0 ă p ď 1q, unitaire, advertiblement
complète et spectralement étoilée. On suppose qu’il existe un voisinage V de 0 tel que
SpEpxq est étoilé, pour tout x P V . Alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Toute Q-algèbre est advertiblement complete ([15]). Ainsi, on a ce qui suit :

Corollaire 2.1.3. Soit pE, ppλqλPλq une Q-a.l.A.p-c, p0 ă p ď 1q. Si E est spectrale-
ment étoilée, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Cas des algèbres localement uniformément A-convexes :

Soit pE, τq une a.l.u.A.p-c., p0 ă p ď 1q, unitaire et soit ppλqλPΛ une famille de p-semi-
normes qui définie τ , c’est à dire que, pour tout λ P Λ et tout x P E, il existe Mpxq ą 0
et Npxq ą 0 tels que :

pλpxyq ď Mpxqpλpyq et pλpyxq ď Npxqpλpyq, pour tout y P E.

Alors, d’après ([11]), il existe une p-norme d’algèbre ∥ . ∥p, sur E, plus fine que τ , donnée
par :

∥ x ∥p“ sup
λPΛ

sup
pλpyqď1

pλpxyq, pour tout y P E.

Si pE, τq est ordinaire et spectralement convexe, alors pE, ∥ . ∥pq est également ordinaire
et spectralement convexe. De plus si pE, τq est advertiblement complète, on montre que
pE, ∥ . ∥pq est une Q-algèbre. Ainsi, par le théorème 1.1, si pE, τq est une algèbre lo-
calement uniformément A-p-convexe, ordinaire, spectralement étoilée et advertiblement
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complète, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Proposition 2.2.1. Soit pE, τq une a.l.u.A.p-c., p0 ă p ď 1q, ordinaire et advertible-
ment complète. Si E est spectralement étoilée, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Preuve : Soit ppλqλPΛ une famille de p-semi-normes définissant τ et ∥ . ∥p la p-norme de
Cochran ( 11]) associée à ppλq. Comme pE, τq est advertiblement complète, pE, ∥ . ∥p )
est advertiblement complète. Donc pE, ∥ . ∥p est une Q-algèbre p-normée spectralement
étoilée. Par le corollaire 1.5, E{RadpEq est isomorphe à C.

3.1 Algèbres ordinaires spectralement étoilées à in-
volution généralisée.

Dans cette section, nous étudions les résultats précédents dans le cadre des algèbres à
involution généralisée. Nous allons voir que dans le cas d’une involution d’algèbre, on peut
se restreindre aux éléments normaux alors que, dans le cas hermitien, aux éléments uni-
taires. Alors que, pour le cas d’un anti-morphisme involutif, on se ramène à une involution
d’algèbre en montrant que l’algèbre est en fait commutative.

3.1.1 Cas d’une involution d’algèbre
Soit pE, ppλqλPΛq une a.l.m.p-c., 0 ă p ď 1, complète munie d’une involution d’algèbre

x ÞÑ x˚, ˚-spectrale. Si le spectre de tout élément normal de E est étoilé, alors E{RadpEq

est isomorphe à C, comme le montre ce qui suit :

Théorème 3.1.1. Soit pE, ppλqλPΛq une a.l.m.p-c., p0 ă p ď 1q,unitaire, complète, munie
d’une involution d’algèbre x ÞÑ x˚, ˚-spectrale. Si le spectre de tout élément normal de
E est étoilé, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Preuve : Soit x P E un élément normal de E. Alors x est contenu dans une sous
algèbre Mx de E, fermée maximale, commutative et auto-adjointe telle que :

SpMxpyq “ SpEpyq, pour tout y P Mx.

Puisque tout élément deMx est normal, l’algèbreMx est spectralement convexe. Il s’ensuit
que, d’après le théorème 1.6, on a :

Mx{RadpMxq est isomorphe à C.

Ainsi SpEpxq est réduit à un singleton, et ceci pour tout élément normal x P E. En
particulier pour tout élément hermitien h P E, SpEphq est un singleton. l’algèbre E est
donc hermitienne. Considérons B “ E{RadpEq l’algèbre localement m-p-convexe, munie
de l’involution canonique déduite de celle de E par la surjection canonique s : E Ñ B.
Alors B est semi-simple et hermitienne vue que E est hermitienne. De plus on a :

ρB{HpBq ă `8
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où HpBq désigne l’ensemble des éléments hermitens de B. Comme dans ([7], Théorème
22.1, p. 281),on montre que ρB “ pB sur N pBq. De plus, kerpB “ t0u. En effet, si
x P kerpB, comme E est ˚-spectrale, la fonction de Ptak est sous multiplicative sur E.
D’aprés l’inégalité de Ptak généralisée,on a pour tout y P E,

ρpxyq ď ppxyq ď ppxq.ppyq “ 0

Par suite
ρpxyq “ 0, pour tout y P E

Donc x P RadpBq “ 0. Soient maintenant h P HpBq et Mh la sous algèbre maximale
commutative, fermée, involutive, engendrée par e et h. Alors, d’après le théorème 1.6,
SpMh

pxq est un singleton, pour tout x P Mh. De plus, Comme dans ([7], Corollaire 22.15,
p. 291), on montre que la restriction de pB à Mh est une norme de C˚-algèbre. En par-
ticulier, Mh est semi simple, pour tout h P HpBq. Par la proposition 1.1 du chapitre 2,
Mh est isomorphe à C, et ceci pour tout h P HpBq. Ainsi, d’après un résultat de ([2]),
E{RadpEq est isomorphe à C.

Le résultat suivant est une conséquence directe du théorème précédent :

Corollaire 3.1.2. Soit pE, ppλqλPΛq une a.l.m.p-c., p0 ă p ď 1q, unitaire et complète
munie d’une involution d’algèbre x ÞÑ x˚, ˚ spectrale, telle que SpEpxq est étoilé, pour
tout x P N pEq. Si l’une des propriétés équivalentes suivantes :
a) SpEpxq est fermé, pour tout x P E et SpEpxq Ř C ,
b) SpEpxq est compact, pour tout x P E,
est réalisée, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Remarque 3.1.3. L’hypothèse SpEpxq est étoilé, pour tout x P N pEq peut être rem-
placée par ”SpEpxq est étoilé, pour tout x P N pEq X V, où V est un voisinage de 0 dans
l’algèbre E".

On a également ce qui suit :

Corollaire 3.1.4. Soit pE, ppλqλPΛq une a.l.m.p-c., p0 ă p ď 1q, unitaire, complète mu-
nie d’une involution d’algèbre x ÞÑ x˚, ˚ spectrale. Si SpEpxq est convexe, pour tout
x P N pEq, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Dans ([2], Théorème 4, p. 728), S. Bhatt a montré que si E est une algèbre de Banach
unitaire à involution d’algèbre, alors E modulo son radical de Jacobson est isomorphe à
C, si SpEpxq est convexe, pour tout x P N pEq. Ce résultat reste encore valide dans le cas
d’une Q-algèbre p-normée, p0 ă p ď 1q, comme le montre ce qui suit :

Corollaire 3.1.5. Soit pE, ∥∥pq, p0 ă p ď 1q, une Q-algèbre p-normée, unitaire munie
d’une involution d’algèbre x ÞÑ x˚. Si SpEpxq est étoilé, pour tout x P N pEq, alors
E{RadpEq est isomorphe à C.
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Corollaire 3.1.6. Soit pE, ∥∥pq, 0 ă p ď 1, une algèbre p-Banach, unitaire munie d’une
involution d’algèbre x ÞÑ x˚. Si SpEpxq est étoilé, pour tout x P N pEq, alors E{RadpEq

est isomorphe à C.

Soit pE, τq une a.l.A.p-c,( 0 < p ď 1q unitaire munie d’une involution d’algèbre x ÞÑ x˚.
Alors il existe une topologie m.p-convexe plus fine que τ . Ainsi, on obtient ce qui suit :

Proposition 3.1.7. Soit pE, ppλqλPΛq une a.l.A.p-c., p0 ă p ď 1q, unitaire, complète
et munie d’une involution d’algèbre x ÞÑ x˚, ˚ spectrale. Si le spectre de tout élément
normal de E est étoilé, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Remarque 3.1.8. Soient pE, ppλqλPΛq une a.l.A.p-c., p0 ă p ď 1q, unitaire, complète
et munie d’une involution d’algèbre x ÞÑ x˚, ˚ spectrale. On suppose qu’il existe un voi-
sinage V de 0 tel que SpEpxq est étoilé, pour tout x P V X N pEq. Alors E{RadpEq est
isomorphe à C.

La même conclusion reste également valable dans les Q-a.l.A.p-c. comme le montre le
résultat suivant :

Corollaire 3.1.9. Soit pE, ppλqλPΛq une Q-a.l.A.p-c., p0 ă p ď 1q, unitaire, complète
et munie d’une involution d’algèbre x ÞÑ x˚. Si le spectre de tout élément normal de E
est étoilé, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Soit pE, ppλqλPΛq une a.l.u.A.p-c., p0 ă p ď 1q, unitaire. Alors il existe une p-norme
d’algèbre ∥ . ∥p, sur E, plus fine que τ . Si de plus pE, τq est advertiblement complète,
alors pE,∥ . ∥pq est une Q-algèbre. On obtient ainsi ce qui suit :

Proposition 3.1.10. Soit pE, ppλqλPΛq une a.l.u.A.p-c., p0 ă p ď 1q, unitaire complète et
munie d’une involution d’algèbre x ÞÑ x˚,˚ spectrale. Si le spectre de tout élément normal
de E est étoilé, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Le Théorème 4, p. 728 de ([3]) montre que si pE, ∥ . ∥q est une algèbre de Banach
unitaire munie d’une involution d’algèbre x Ñ x˚, alors l’ensemble des éléments unitaires
UpEq engendre l’algèbre toute entière. Ce résultat se généralise aussi aux a.l.m.p-c, invo-
lutives comme le montre le résultat suivant :

Proposition 3.1.11. Soit pE, ppλqλPΛq une a.l.m.p-c., p0 ă p ď 1q, complète unitaire
munie d’une involution d’algèbre x ÞÑ x˚. Soit h P HpEq tel que ρEphq ă 1. Alors il existe
u P UpEq tel que h “ u`u˚

2 . En particulier, l’ensemble UpEq engendre E.

Proposition 3.1.12. Soit pE, ppλqλPΛq une a.l.m.p-c., p0 ă p ď 1q, unitaire, complète
et munie d’une involution d’algèbre x ÞÑ x˚, ˚ spectrale et hermitienne. Si le spectre de
tout élément unitaire est étoilé, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Preuve : Soit u P UpEq. En utilisant l’inégalité de Ptàk généralisée au cas des a.l.m.p-c.
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hermitiennes, on a :
ρEpuq ď pEpuq “ 1

Par suite | λ |ď 1, pour tout λ P SpEpuq. D’autre part,

SpEpu˚
q “ SpEpuq “ SpEpu´1

q “ tλ´1 : λ P SpEpxqu

Il s’ensuit que | λ |“ 1 , pour tout λ P SpEpuq. Par conséquent, le spectre de tout élément
unitaire de l’algèbre est contenu dans le cercle unité. D’après l’hypothèse de spectre étoilé
de tout élément unitaire de l’algèbre, il doit être réduit à un singleton. Il s’ensuit, d’après
la proposition 1.1.1, que le spectre de tout élément hermitien est réduit à un singleton.
Le reste de la démonstration se fait de la même manière que dans le théorème 3.1.1.

Dans ([2], Théorème 6, p. 729), S. Bhatt a montré que si E est une algèbre de Banach
unitaire à involution d’algèbre x ÞÑ x˚ hermitienne. Si de plus, SpEpxq est convexe, pour
tout x P N pEq, alors E{RadpEq est isomorphe à C. Ce résultat reste encore valide dans
le cas d’une Q-algèbre p-normée avec SpEpxq est étoilé, pour tout x P UpEq, comme le
montre ce qui suit :

Corollaire 3.1.13. Soit pE, ∥ . ∥pq, (0 ă p ď 1), une Q-algèbre p-normée, unitaire
munie d’une involution d’algèbre x ÞÑ x˚ hermitienne. Si SpEpxq est étoilé, pour tout
x P UpEq, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Corollaire 3.1.14. Soit pE, ∥ . ∥pq, p0 ă p ď 1q, une algèbre p-Banach, unitaire munie
d’une involution d’algèbre x ÞÑ x˚ hermitienne. Si SpEpxq est étoilé, pour tout x P UpEq,
alors E{RadpEq est isomorphe à C.

3.1.2 Cas d’une involution anti-morphisme
Dans ce paragraphe, nous allons voir que les résultats obtenus dans le cas d’une invo-

lution d’algèbre restent valables dans le cas d’une involution anti-morphisme. L’idée dans
notre méthode consiste à montrer que l’algèbre est en fait commutative, en utilisant un
analogue au théorème de Kaplansky ([8]). Ainsi, on se ramène au cas d’une involution
d’algèbre.

Le résultat de Kaplansky ([8]) selon lequel toute algèbre de Banach réelle semi-simple
dans laquelle e ` x2 est inversible, pour tout x P E est commutative, se généralise aussi
au cas des algèbres p-Banach. De plus, comme pour les Q-a.l.m.c unitaires semi-simples
(Proposition 3.2.2. du chapitre 2), ce résultat s’étend aux Q-a.l.m.p-c, p0 ă p ď 1), comme
suit :

Proposition 3.2.1. Soit (E, (pλqλPΛq, (0 ă p ď 1q, une Q-a.l.m.p-c. réelle, unitaire
semi-simple dans laquelle e`x2 est inversible, pour tout x P E. Alors E est commutative.

Voici maintenant l’analogue du théorème 3.1 dans le cas d’une involution anti-morphisme :

Théorème 3.2.2. Soit pE, ppλqλPΛq (0 ă p ď 1), une Q-a.l.m.p-c., unitaire, ordinaire
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munie d’une involution anti-morphisme x ÞÑ x˚. Si le spectre de tout élément normal de
E est étoilé, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Preuve : Soit x P E un élément normal de E. Alors, par la proposition 3.2.3 du cha-
pitre 2, x est contenu dans une sous algèbre Mx de E, fermée maximale commutative et
auto-adjointe telle que :

SpMxpyq “ SpEpyq, pour tout y P Mx :

Puisque tout élément de Mx est normal, l’algèbre Mx est spectralement étoilée. Il s’ensuit
que, d’après le théorème 1.1 du chapitre 2, on a :

Mx{RadpMxq est isomorphe à C.

Ainsi SpEpxq est réduit à un singleton, et ceci pour tout élément normal x P E. En par-
ticulier, pour tout élément hermitien h P E, SpEphq est un singleton. Ensuite, montrons
que l’algèbre E est hermitienne. Soit h un élément hermitien de E. Alors SpEphq “ λ, où
λ P C. Comme

SpEphq “ SpEph˚
q “ SpEphq “ λ,

on obtient λ P R. ConsidéronsB “ E{RadpEq l’algèbre localementm.p-convexe, munie de
l’involution canonique déduite de celle de E par l’intermédiare de la surjection canonique
s : E Ñ B. Alors B est semi-simple et hermitienne vue que E est hermitienne. Comme E
une Q-a.l.m.p-c, l’algèbre B est aussi une Q-algèbre. Montrons que B est commutative.
Considérons l’algèbre reélle HpBq des éléments hermitiens de B. Alors HpBq est une
Q-a.l.m.p-c telle que :

SpHpBqphq “ SpBphq Ă R,

pour tout h P HpBq. Comme elle est hermitienne, e`x2 est inversible, pour tout x P HpBq.
Par conséquent, l’algèbre HpBq{RadpHpBqq est une Q-a.l.m.p-c, réelle unitaire semi-
simple telle que e`x2 est inversible, pour tout x P HpBq{RadpHpBqq. Par la proposition
3.2.1, l’algèbre HpBq{RadpHpBqq est commutative. Pour conclure, il reste à montrer que
HpBq est semi-simple. Soit h P RadpHpBqq et a “ u ` iv P B, avec u, v P HpBq. Alors

ρphuq “ 0 et ρphvq “ 0.

Et par suite ρphaq “ 0. En effet, soit λ “ α ` iβ P SpBphaq, avec α, β P R. Si hu´ α est
inversible, alors

a ´ λ “ phu ´ αqre ` iphu ´ αq
´1

phv ´ βqs

Puisque B est hermitienne et

phu ´ αq
´1

phv ´ βq P HpBq

Il s’ensuit que e`iphu´αq´1phv´βq est inversible, ce qui est impossible. Donc hu´α
n’est pas inversible i.e., α P SpBphuq. Il en résulte que α “ 0. D’une manière analogue, on
montre que β “ 0 et par conséquent RadpHpBqq “ t0u. Ce qui achéve la démonstration.

Comme conséquence, on a le résultat suivant :
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Proposition 3.2.3. Soient (E,(pλqλPΛq p0 ă p ď 1q, une Q-a.l.m.p-c., unitaire munie
d’une involution anti-morphisme x ÞÑ x˚. On suppose qu’il existe un voisinage V de 0 tel
que SpEpxq est étoilé, pour tout x P V X N pEq. Alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Corollaire 3.2.4. Soit pE, ppλqλPΛq p0 ă p ď 1q, une Q-a.l.m.p-c. unitaire munie d’une
involution anti-morphisme x ÞÑ x˚. Si SpEpxq est étoilé, pour tout x P N pEq, alors
E{RadpEq est isomorphe à C.

Dans ([2], Theorem 1, 726), S. Bhatt a montré que si E est une algèbre de Banach
unitaire involutive telle que SpEpxq est convexe, pour tout x P N pEq, alors E modulo son
radical de Jacobson est isomorphe à C. Ce résultat est encore valable dans le cas d’une
Q-algèbre p-normée à anti-morphisme involutif comme le montre ce qui suit :

Corollaire 3.2.5. SoitpE, ∥ . ∥p une Q-algèbre p- normée p0 ă p ď 1q unitaire mu-
nie d’une involution anti-morphisme x ÞÑ x˚. Si SpEpxq est étoilé, pour tout x P N pEq,
alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Corollaire 3.2.6. Soit pE, ∥ . ∥pq (0 ă p ď 1q une algèbre p-Banach unitaire munie
d’une involution anti-morphisme x ÞÑ x˚. Si SpEpxq est étoilé, pour tout x P N pEq, alors
E{RadpEq est isomorphe à C.

Soit pE, ppλqλPΛq, une a.l.m.p-c., p0 ă p ď 1q, ˚-spectrale, où x Ñ x˚ est une involu-
tion anti-morphisme. Alors on obtient ce qui suit :

Corollaire 3.2.7. Soit pE, ppλqλPΛq (0 ă p ď 1), une Q-a.l.m.p-c unitaire munie d’une
involution anti-morphisme x ÞÑ x˚, qui est en plus ˚-spectrale. Si le spectre de tout élé-
ment normal est étoilé, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Soit pE, ppλqλPΛq (0 ă p ď 1q une a.l.A.p-c., unitaire munie d’une involution anti-
morphisme x ÞÑ x˚. Alors il existe une topologie m.p-convexe plus fine que τ . Ainsi, on
obtient ce qui suit :

Proposition 3.2.8. Soit pE, ppλqλPΛq une Q-a.l.m.p-c., p0 ă p ď 1q, unitaire complète
munie d’une involution anti-morphisme x ÞÑ x˚, ˚-spectrale. Si le spectre de tout élément
normal de E est étoilé, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Proposition 3.2.9. Soient pE, ppλqλPΛq une Q-a.l.A.p-c., p0 ă p ď 1q, unitaire munie
d’une involution anti-morphisme x ÞÑ x˚. On suppose qu’il existe un voisinage V de 0 tel
que SpEpxq est étoilé, pour tout x P V X N pEq. Alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Soit pE, ppλqλPΛq une a.l.u.A.p-c., p0 ă p ď 1q, unitaire. Alors il existe une p-norme
d’algèbre ∥ . ∥p sur E plus fine que τ . Si de plus pE, ppλqλPΛq est advertiblement complète,
alors (E,∥ . ∥p) est une Q-algèbre. On obtient ainsi ce qui suit :

Corollaire 3.2.10. Soit pE, ppλqλPΛq une Q-a.l.u.A.p-c., p0 ă p ď 1), unitaire munie
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d’une involution anti-morphisme x ÞÑ x˚. Si le spectre de tout élément normal de E est
étoilé, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Le Théorème 4, p.728 de ([3]), montre que si pE, ∥ . ∥q est une algèbre de Banach
involutive, alors l’ensemble des éléments unitaires UpEq engendre l’algèbre toute entière.
Ce résultat s’étend également aux a.l.m.p-c., p0 ă p ď 1q, à involution anti-morphisme
x ÞÑ x˚ comme le montre le résultat suivant :

Proposition 3.2.11. Soit pE, ppλqλPΛq une a.l.m.p-c.,p0 ă p ď 1q, unitaire, complète
et munie d’une involution anti-morphisme x ÞÑ x˚. Soit h P HpEq tel que ρEphq ă 1.
Alors il existe u P UpEq tel que h “ u`u˚

2 . En particulier, l’ensemble UpEq engendre E.

Preuve : Elle est analogue à celle de la proposition 3.1.13. donnée dans le cas d’une
involution d’algèbre.

Proposition 3.2.12. Soit pE, ppλqλPΛq une Q-a.l.m.p-c. p0 ă p ď 1q, unitaire, com-
plète et munie d’une involution anti-morphisme x ÞÑ x˚ ordniaire et hermitienne. Si le
spectre de tout élément unitaire est étoilé, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Preuve : Soit u P UpEq. En utilisant l’inégalité de Ptàk généralisée au cas des a.l.m.p-c.
hermitiennes, on a :

ρEpuq ď pEpuq “ 1
Par suite | λ |ď 1, pour tout λ P SpEpuq. D’autre part,

SpEpu˚
q “ SpEpuq “ SpEpu´1

q “ tλ´1 : λ P SpEpuqu

Il s’en suit que | λ |“ 1, pour tout λ P SpEpuq. Par conséquent, le spectre de tout élé-
ment unitaire de l’algèbre est contenu dans le cercle unité. D’après l’hypothèse de spectre
étoilé de tout élément unitaire de l’algèbre, il doit être réduit à un singleton. Il en dé-
coule, d’après la proposition 1.1, que le spectre de tout élément hermitien est réduit à un
singleton. Le reste de la démonstration se fait de la même manière que celle du théorème
3.1.1.

Comme toute algèbre ˚-spectrale est ordinaire, on a comme conséquence le résultat
suivant :

Corollaire 3.2.13. Soit pE, ppλqλPΛq une Q-a.l.m.p-c., p0 < p ď 1), unitaire, complète
et munie d’une involution anti-morphisme x ÞÑ x˚, qui est en plus ˚-spectrale et hermi-
tienne. Si le spectre de tout élément unitaire est étoilé, alors E{RadpEq est isomorphe à
C.

Dans ([2], Theorem 6, 729), S. Bhatt a montré que si E est une algèbre de Banach
unitaire munie d’une involution d’algèbre x ÞÑ x˚ tel que SpEpxq est convexe, pour tout
x P UpEq. Alors E{RadpEq est isomorphe à C. Ce résultat est encore vrai dans une al-
gèbre p-Banach, munie d’une involution anti-morphisme, dont le spectre de tout élément
unitaire est étoilé, comme le montre ce qui suit :

56



Corollaire 3.2.14. Soit pE, ∥ . ∥pq, (0 < p ď 1), une algèbre p-Banach unitaire mu-
nie d’une involution anti-morphisme x ÞÑ x˚ hermitienne. Si le spectre de tout élément
unitaire est étoilé, alors E{RadpEq est isomorphe à C.
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CHAPITRE 4

CHAPITRE 4 : ALGÈBRES LOCALEMENT
PSEUDO-CONVEXES SPECTRALEMENT ÉTOILÉES

Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons des algèbres dont la topologie est définie par une
famille de pseudo pi-semi-normes, 0 ă pi ď 1, Nous généralisons les résultats précédents
à cette classe d’algèbres. Nous commencons tout d’abord par les algèbres A-p-normées,
p0 ă p ď 1q. Nous montrons (Lemme 1.1) que toute algèbre pE, ∥ . ∥pq A-p-normée,
p0 ă p ď 1q, peut être munie d’une p-norme sous-multiplicative ∥ . ∥1

p définie par :

∥ . ∥1
p“ supt∥ xy ∥p, ∥ y ∥pď 1u, pour tout x P E.

et que, si pE, ∥ . ∥pq est advertiblement complète, alors pE, ∥ . ∥1
pq est une algèbre Q-

p-normée (Lemme 1.2) qui est necéssairement ordinaire. Ensuite, nous prouvons, sous
l’hypothèse "spectralement étoilé", que l’algèbre A-p-normée advertiblement complète E
est presque isomorphe à C (Théorème 1.1). Nous passons ensuite au cas où l’algèbre
est munie d’une involution d’algèbre. En utilisant une généralisation du lemme de Ford,
nous établissons que les algèbres A-p-normées hermitiennes et unitaires vérifient l’inéga-
lité de Pták (Proposition 2.1.3). De plus le noyau de la fonction de Pták n’est autre
que le radical de Jacobson de l’algèbre. Par ailleurs, nous étendons çes résultats au cas
"spectralement étoilé" (Théorème 2.1.4). Dans le cas hermitien, nous obtenons également
qu’elle est presque isomorphe à C, dés qu’elle est spectralement étoilée pour des éléments
unitaires seulement.

Nous examinons également le cas où l’algèbre est munie d’une involution anti-morphisme.
En utilisant un analogues au théorème de Kaplansky ([11], Theorem 4.8 p.405), qui nous
permet de montrer que l’algèbre est en fait commutative. Nous établissons que, si le
spectre de tout élément normal de E est étoilé, alors E est presque isomorphe à C. Si de
plus l’algèbre E est hermitienne, on montre qu’il suffit de supposer que le spectre de tout
élément unitaire est étoilé pour retrouver le résultat (Théorème 2.1.7).
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Dans la seconde section, on s’interesse au cas des algèbres localement pseudo-convexes
spectralement étoilées, et on retrouve les résultats analogues à ceux dans le cas d’une al-
gèbre A-p-normée. On montre que si E est une algèbre pseudo-pre-Michael ordinaire et
advertiblement complète, elle est à spectre fonctionnel. Puis, on obtient qu’elle est presque
isomorphe à C, dés qu’elle est spectralement étoilée (Théorème 3.1.5). Les mêmes résultats
sont obtenus pour les algèbres localement uniformèment A-pseudo-convexes advertible-
ment complètes. Lorsque E est munie d’une involution d’algèbre, on obtient la même
conclusion en supposant seulement que le spectre de tout élément normal est étoilé, dans
le cas d’une algèbre pseudo-Michael involutive, qui est en plus ˚ spectrale (Théorème
3.2.1). Pour les algèbres p-Michael (0 ă p ď 1q hermitiennes ˚ spectrales, il suffit que le
spectre de tout élément unitaire soit étoilé pour retrouver le même résultat (Théorème
3.2.4). Et enfin lorsque l’algèbre est munie d’une involution anti-morphisme, on montre
qu’on peut se ramener au cas précèdent à l’aide d’un théorème de Kaplansky connu dans
le cas d’une algèbre de Banach et qui peut se généraliser au cas d’une algèbre pseudo
Michael. Ce qui nous a permis de retrouver aussi les mêmes résultats (Théorème 3.3.1).

4.1 Algèbres A-p-normées spectralement étoilées
Soit pE, ∥ . ∥pq p0 ă p ď 1q, une algèbre A-p-normée. On commence par donner un

analogue au résultat ([7], lemme 3.2, p.477 ), qui nous permet de munir l’algèbre E d’une
p-norme sous multiplicative, il s’agit de :

Lemme 1.1. Soit pE, ∥ . ∥pq , p0 ă p ď 1q, une algèbre A-p-normée. Alors l’applica-
tion définie par :

∥ . ∥1
p“ supt∥ xy ∥p, ∥ y ∥pď 1u, pour tout x P E.

est une p-norme sous-multiplicative sur E.

On sait que la notion de Q-algèbre et celle de advertiblement complète sont identiques
dans le cas des algèbres normées ([19], Théorème.7, p.8), il en est de même dans le cas
des algèbres p-normées. En utilisant ce résultat, on obtient le lemme suivant :

Lemme 1.2. Soit pE, ∥ . ∥pq, p0 ă p ď 1q, une algèbre A-p-normée advertiblement
complète. Alors pE, ∥ . ∥1

pq est une Q-algèbre p-normée.

Preuve : D’après ce qui précéde, une algèbre p-normée advertiblement complète est
une Q-algèbre. Il suffit donc de montrer que pE, ∥ . ∥1

pq est advertiblement complète. Soit
alors pxλqλPΛ une suite géneralisée de Cauchy qui est advertiblement convergente dans
pE, ∥ . ∥1

pq et soit x P E tel que les suites géneralisées pxλxqλPΛ et pxxλqλPλ convergent
vers l’élement unité e dans pE, ∥ . ∥1

pq. Puisque ∥ . ∥pď∥ . ∥1
p, la suite pxλqλPΛ est de

Cauchy dans ∥ . ∥1
p et les suites pxλxqλPΛ et pxxλqλPλ convergent vers l’élément unité e.

Donc convergent vers e dans l’algèbre pE, ∥ . ∥pq. Notons y la limite de la suite pxλqPΛ
dans pE, ∥ . ∥pq. Par la continuité séparée de la multiplication dans pE, ∥ . ∥pq, x est
invertible dans E et x´1 “ y. De plus, la suite pxλxqλPΛ converge vers e dans pE, ∥ . ∥1

pq

et la multiplication est séparémment continue pour pE, ∥ . ∥1
pq, donc pxλqλPΛ converge
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aussi vers y dans pE, ∥ . ∥1
pq Par suite pE, ∥ . ∥1

pq est advertiblement convergente. Ainsi
pE, ∥ . ∥1

pq est une Q algèbre p-normée.

En utilisant les résultats des lemmes précèdents, on est en mesure de montrer le pre-
mier Théorème essentiel de ce chapitre :

Théorème 1.3. Soit pE, ∥ . ∥pq, p0 ă p ď 1q, une algèbre A-p-normée advertiblement
complète. Si SpEpxq est étoilé, pour tout x P E, alors E{RadE est isomorphe à C.

Preuve : Supposons tout d’abord que l’algèbre E est commutative et semi-simple. Mon-
trons dans ce cas, que le spectre de tout élément de E est réduit à un singleton. Puisque
pE, ∥ . ∥1

pq est une Q-algèbre p-normée, on a

SpEpxq “ tχpxq : χ P MpEqu

Pour x P E fixé, SpEpxq est étoilé, donc il existe α P SpEpxq tel que, SpEpxq contient
tout segment reliant α à un élément λ P SpEpxq. Supposons que SpEpxq contient un autre
point α ‰ λ et soient χ1, χ2 P MpEq tels que :

χ1pxq “ α et χ2pxq “ λ

Alors, pour tout t P r0, 1s, on a

tχ1 ` p1 ´ tqχ2 P SpEpxq

Posons :
ft “ tχ1 ` p1 ´ tqχ2, 0 ă t ď 1

Alors ft est une forme lineaire dans E vérifiant :

ftpaq P SpEpaq, pour tout a P E.

Comme l’algèbre E est ordinaire, il en découle que ft P MpEq, ce qui n’est pas toujours
vrai ( par exemple pour t “ 1{2 ). Ainsi, par la proposition 1.1 du chapitre 2, on conclut
que E{RadE est isomorphe à C.

Dans le cas général, nous allons montrer aussi que SpEpxq est réduit à un singleton,
pour tout x P E. Pour ce faire, soient x P E, et Cx la sous algèbre maximale commutative
de E, contenant x et e. Alors Cx est une Q-algèbre p-normée telle que :

SpEpyq “ SpCxpyq, pour tout y P Cx.

La dernière égualité montre que Cx et Cx{RadpCxq sont spectralement étoilées. Par la
première partie de la preuve, il vient que Cx{RadpCxq est isomorphe à C. D’où SpCxpyq

est réduit à un singleton, pour tout y P Cx. En particulier, SpEpxq est un singleton et on
conclut par la proposition 1.1 du chapitre 2.

Comme conséquence on obtient ce qui suit :
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Corollaire 1.4. Soit pE, ∥ . ∥pq, p0 ă p ď 1q, une algèbre A-p-normée advertiblement
complète. Si SpEpxq est convexe, pour tout x P E, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Corollaire 1.5. Soit pE, ∥ . ∥pq, p0 ă p ď 1q, une algèbre A-p-normée advertiblement
complète. S’il existe un voisinage V de 0 dans E tel que SpEpxq est étoilé, pour tout
x P V , alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Preuve : Soit x P E. Il existe λ P C tel que x P λ.V Donc SpEpxq “ λ.SpEpyq, avec
y P V . Il s’ensuit que SpEpxq est étoilé. Ainsi l’algèbre E est spectralement étoilée. En
utilisant le théorème précédent, nous obtenons le résultat.

Le résultat de Bhatt ([5], Theorem 1, p. 726) reste encore vrai dans le cas des algèbres
A-p-normées advertiblement complètes, comme le montre le résultat suivant :

Corollaire 1.6. Soit pE, ∥ . ∥pq, p0 ă p ď 1q, une algèbre A-p-normée advertiblement
complète (en particulier une algèbre p-Banach ou algèbre de Banach). Si pE, ∥ . ∥pq est
spectralement étoilée, alors E{RadE est isomorphe à C.

4.2 Algèbres A-p normées involutive advertiblement
complètes.

4.2.1 Cas d’une involution d’algèbre.
Dans ([5]), S. Bhatt a montré que si tout élément normal d’une algèbre de Banach

involutive E a un spectre convexe, alors E{RadE est isomorphe à C. ([5], Theorem 4, p.
728). Ce résultat reste encore vrai dans le cas d’une algèbre A-p-normée, p0 ă p ď 1q,
involutive et advertiblement complète si le spectre de tout élément normal de E est étoilé.
Pour ce faire, nous auron besoin des résultats suivants connus dans le cas des algèbres de
Banach involutives et qui restent valables dans le cas des algèbres A-p normées. Il s’agit
de :

Proposition 2.1.1. Soit E une algèbre A-p-normée hermitienne. Alors la fonction de
Ptàk pE définie par :

pEpxq “ ρpx˚xq
1{2, pour tout P E

est une semi-norme d’algèbre vérifiant :

RadE “ kerppEq et ρE “ pE sur N pEq

Preuve : Elle est analogue à celle faite dans le cas des algèbres de Banach involutives
([17], Théorème 6.6, p.275).

Comme dans ([17]), nous montrons que l’inégalité spectrale de Ptàk reste vraie dans
le cas d’une algèbre A-p-normée unitaire hermitienne et advertiblement complète. Pour
ce faire, nous aurons besoin d’un analogue du lemme de Ford dans une algèbre p-Banach
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involutive :

Proposition 2.1.2. (Généralisation du lemme de Ford). Soit E une algèbre p-Banach in-
volutive, complexe, unitaire et h P HpEq. Supposons que : Reλ ą 0, pour tout λ P SpEh.
Alors il existe un u P HpEq tel que u2 “ h et hu “ uh. Si de plus SpEphq est positif, alors
SpEpuq l’est aussi.

Preuve : Elle est analogue à celle faite dans ([6]. Proposition 13, p. 44) dans le cas
d’une algèbre de Banach involutive.

Ceci nous a permis d’obtenir l’inégalité de Ptàk dans le cas d’une algèbre p-Banach
hermitienne qui se montre aussi de manière analogue au cas des algèbres de Banach in-
volutives introduite dans ([17] Théorème 5.2, p. 267).

Proposition 2.1.3. (Inégalité de Pták généralisée). Soit E une algèbre A-p-normée (p-
Banach) hermitienne et unitaire. Alors, on a :

ρEpxq ď pEpxq, pour tout x P E.

En utilisant ces résultats, on montre le résultat suivant :

Théorème 2.1.4. Soit pE, ∥ . ∥pq, p0 ă p ď 1q une algèbre A-p-normée advertible-
ment complète munie d’une involution d’algèbres x ÞÑ x˚. Si le spectre de tout élément
nomal est étoilé, alors E{RadE est isomorphe à C.

Preuve : Soit x un élément normal de E. Alors x est contenu dans une sous-algèbre
involutive maximale commutative et fermée Mx de E vérifiant :

SpMxpyq “ SpEpyq, pour tout y P Mx

Puisque tout élément de Mx est normal, il s’ensuit que Mx est aussi spectralment étoilée.
D’après le théorème 1, on a Mx{RadpMxq est isomorphe à C. Donc SpEpxq est néces-
sairement réduit à un singleton. Ainsi, SpEphq est un singleton, pour tout h P HpEq,
par suite SpEphq est réel. Ainsi E est une algèbre hermitienne. Considerons maintenant
l’algèbre semi-simple B “ E{RadpEq, munie de l’involution canonique déduite de celle
de E. L’algèbre B est aussi hermitienne. Pour tout h P HpBq, considérons la sous al-
gèbre Mh, involutive maximale commutative et fermée, contenant e et h. D’après ce qui
précède, SpMh

pxq est un singleton, pour tout x P Mh. Comme dans le cas des algèbres
de Banach, on peut montrer que la fonction de Ptàk pB est une norme de C˚-algèbre
telle que RadpBq “ kerppBq, l’algèbre Mh est semi-simple et d’après la proposition 1.1
du chapitre 2, Mh est isomorphe à C et d’aprés ([6], Lemme 5, p. 528) B “ E{RadpEq

est isomorphe à C.

Comme conséquence, on a aussi le résultat suivant :

Corollaire 2.1.5. Soit pE, ∥ . ∥pq, p0 ă p ď 1q, une algèbre A-p-normée advertible-
ment complète munie d’une involution d’algèbres x ÞÑ x˚. Si le spectre de tout élément
nomal est convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C.
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4.2.2 Algèbres p-Banach involutives hermitiennes

Soit pE, ∥ . ∥pq, p0 ă p ď 1q, une algèbre p-Banach. Si E est de plus hermitienne, il
suffit de supposer que le spectre de tout élément unitaire est étoilé pour obtenir le même
résultat que celui de S. Bhatt ([5], Theorem 6, p. 729). Nous aurons besoin d’un résultat
de ([6]. Proposition 14, p. 66) connu dans les algèbres de Banach involutives hermitiennes
et se montre également de la même manière que dans les algèbres p-Banach hermitiennes :

Lemme 2.1.6. Soit pE, ∥ . ∥pq, p0 ă p ď 1q une algèbre p-Banach involutive et h P HpEq

tel que ρEphq ă 1. Alors il existe u P UpEq telle que h “ 1{2pu ` u˚q. En particulier,
HpEq est engendré par les éléments de UpEq.

Preuve :. Puisque tout élément x de E peut s’écrire de manière unique sous la forme
x “ h1 ` ih2 avec h1, h2 P HpEq, il suffit de montrer que UpEq engendre seulement les
éléments de HpEq. On peut supposer, sans perte de géneralité, que ρEphq ă 1, pour tout
h P HpEq. Soit h P HpEq et considérons la sous algèbre maximale commutative férmée
et auto-adjointe E0 de E contenant e, h, alors ρE0pe´ pe´ h2qq ă 1, et par suite il existe
un unique x P E0 tel que pe ´ h2q “ x2, donc ona : e “ h2 ` x2 et par suite si on pose
z “ h ` ix on a clairement x “ 1{2pz ` z˚q avec z P UpEq.

On obtient ainsi le résultat suivant :

Théorème 2.1.7. Soit pE, ∥ . ∥pq, p0 ă p ď 1q, une algèbre p-Banach involutive et
hermitienne. Si le spectre de tout élément unitaire de E est étoilé, alors E{RadpEq est
isomorphe à C.

Preuve : Soit u P UpEq. D’après l’inégualité de Ptàk, dans les algèbres p-Banach hermi-
tienne, on a : ρEpuq ď pEpuq “ 1. Ce qui implique que | λ |ď 1, pour tout λ P SpEpuq.
De plus, puisque pour tout u P UpEq,

SpEpu˚
q “ SpEpuq “ SpEpu´1

q “ tλ´1 : λ P SpEpuqu.

Il s’ensuit que | λ |“ 1, pour tout λ P SpEpuq. Donc le spectre de tout élément unitaire
de E est contenu dans le cercle unité. Comme il est étoilé par hypothèse, il doit être
necéssairement réduit à un seul point. Le reste de la preuve découle de manière analogue
à celle du Théorème 2.

Une conséquence directe de ce résulat est :

Corollaire 2.1.8. Soit pE, ∥ . ∥pq, p0 ă p ď 1q une algèbre p-Banach involutive et
hermitienne. Si le spectre de tout élément unitaire de E est convexe, alors E{RadpEq est
isomorphe à C.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du Théorème 2.1.7 :

Corollaire 2.1.9. Soit pE, ∥ . ∥pq, p0 ă p ď 1q , une algèbre p-Banach involutive et
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hermitienne. S’il existe un voisinage V de 0 tel que pour tout x P V X UpEq, SpEpxq est
étoilé, alors E{RadE est isomorphe à C.

4.2.3 Cas d’une involution anti-morphisme

Dans cette section, on s’intéresse aux algèbres E munies d’une involution anti-morphisme
x ÞÑ x˚ Nous allons voir qu’on obtient des résultats paralléles aux précédents. Notre dé-
marche consiste à montrer que l’algèbre est en fait commutaive en utilisant un analogue
au Théorème de Kaplansky ([11], Théorème 4.8 p. 405). Ainsi, on se ramène au cas d’une
involution d’algèbre.

Nous allons voir que le résultat de Kaplansky ([11]) selon lequel toute algèbre de Ba-
nach semi-simple dans laquelle e ` x2 est inversible, pour tout x P E est commutative,
s’étend au cas d’une algèbre p-Banach p0 ă p ď 1q. Pour montrer l’analogue du Théorème
2.1.4, dans le cas d’une involution anti-morphisme, nous avons besoin d’un analogue du
résultat de Kaplansky ([11], Theorem 4.8 ) dans les algèbres p-Banach. En utilisant le
théorème 3.10 de ([21]. p.19) et le fait que le quotient d’une algèbre p-Banach par un
idéal primitif est une algèbre primitive, on montre que l’analogue au théorème Kaplansky
précédent, s’étend comme suit :

Théorème 2.2.1. Toute algèbre p-Banach E semi-simple, dont le carré de tout élé-
ment est quasi-inversible, est necéssairement commutative.

Preuve : Supposons tout d’abord que l’algèbre E est primitive, c’est à dire : il existe
un espace de Banach réel X et une representation irreductible π : E Ñ LpXq telle que
kerpπq “ t0u, π est un morphisme d’algèbres, où LpXq “ tf : X Ñ X f est lineaire }.
Notons

D “ tT P LpXq : T ˝ πpaq “ π ˝ T paq, pour tout a P Eu

le commutant de πpEq dans LpXq. Alors D est alors une sous-algèbre réelle de LpXq qui
est un corps ([6]. Proposition.6, p.121) et d’aprés le Théorème de Gelfand-Mazur, elle
est isomorphe à R, C ou à H. Soit maintenant x un élément non nul de X. Nous allons
montrer que :

X “ D.x “ tT.x : T P Du.

Supposons qu’il existe y P X tel que y R D.x Alors x et y sont D-indépendants ([6]
Défintion.7, p.121), D’après ([6], Theorem 10, p. 123) il existe a P E tel que πpxq “ y et
πpaqpyq “ ´x. Il en résulte que :

πpa2
` eqpxq “ 0,

ce qui est impossible car a2 ` e est inversible dans E et il reste inversible dans LpXq. Par
conséquent

X “ D.x

Notons qu’on a :
X “ tπpaqpxq : a P Eu “ πpEq.x
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car π est irréductible (c’est à dire les seuls sous-espaces de X, stables par πpEq sont t0u

et X. Supposons maintenant qu’il existe u P D tel que u2 “ ´dE. Comme D.x “ πpEq.x,
il existe a P E tel que upxq “ πpaqpxq on a :

pπpa2
pxqq “ πpaqpπpaqpxq “ πpaqpupxqq

=
pπpaquqpxq “ puπpaqqpxqpcarπpaqu “ uπpaqq

=
u2

pxq “ ´x

Il en résulte que :
πpa2

` eqpxq “ 0
ce qui est faux car a2 ` e est inversible dans E. Ainsi D n’admet aucun élément dont
le carré est égal à ´Id. Par conséquent elle ne peut être isomorphe à C, ou à H. On en
déduit que D est isomorphe à R, E » LpRq et E est alors commutative.

Si E n’est pas primitive. E étant semi simple, donc en considèrant pPiqiPI , la famille
des idéaux primitifs de E, on a

t0u “ RadpEq “
č

iPI

Pi

et pour i P I, E{Pi est une algèbre de Banach primitive (car le quotient d’une algèbre par
un idéal primitif est une algèbre primitive). De plus, pour tout x P E{Pi, i P I, e ` x2,
est inversible, donc d’après ce qui précéde, E{Pi est commutative. Il en résulte que E est
aussi commutative.

Le Théorème 2 reste vrai dans les algèbres p-Banach à involution anti-morphisme,
comme le montre le résultat suivant :

Théorème 2.2.2. Soit pE, ∥ . ∥pq, p0 ă p ď 1q une algèbre p-Banach munie d’une
involution anti-morphisme x ÞÑ x˚ . Si le spectre de tout élément normal de E est étoilé,
alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Preuve : Comme dans la première étape de la preuve du théorème, l’algèbre B “

E{RadpEq munie de l’involution canonique déduite de celle de E, B est aussi hermi-
tienne. On va montrer que B est commutative et on conclut avec la première étape du
Théorème 3.3. Comme B est semi simple, l’anti-morphisme x ÞÑ x˚ est continu. Par suite,
l’algèbre HpBq est p-Banach et ona :

SpHpBqphq “ SpBphq Ă R, pour tout h P HpBq.

De plus, d’après le théorème précédent on a HpBq{RadpHpBqq est commutative. Il suffit
de démontrer que HpBq est semi-simple. Soit h P RadpHpBqq et a “ u ` iv P B, avec
u, v P HpBq. Donc ρphuq “ 0 et ρphvq “ 0. Montrons que ρphaq “ 0. Soit λ “ α ` iβ P

SpBphaq avec α, β P R. Si hu ´ α est inversible, alors

ha ´ λ “ phu ´ αqre ` iphu ´ αq
´1

phv ´ βqs
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Puisque B est hermitienne et phu ´ αq´1phv ´ βq P HpBq, il s’ensuit que e ` iphu ´

αq´1phv ´ βq est inversible, ce qui est impossible. Par suite phu´ αq n’est pas inversible
et α P SpBphuq. Donc α “ 0 et de la même manière, on montre que β “ 0 et par suite
h P RadpHpBqq “ 0, ce qui complète la preuve.

Comme conséquence, on a :

Corollaire 2.2.3. Soit pE, ∥ . ∥pq, p0 ă p ď 1q, une algèbre p-Banach munie d’une invo-
lution anti-morphisme x ÞÑ x˚. Si le spectre de tout élément normal de E est convexe,
alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Corollaire 2.2.4. Soit pE, ∥ . ∥pq, p0 ă p ď 1q, une algèbre p-Banach munie d’une
involution anti-morphisme x ÞÑ x˚. S’il existe un voisinage V de 0 dans E tel que pour
tout x P V X N pEq, SpEpxq est étoilé, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Si l’algèbre est de plus hermitienne, on peut montrer de la même manière que précé-
dement le résultat suivant :

Théorème 2.2.5. Soit pE, ∥ . ∥pq, p0 ă p ď 1q, une algèbre p-Banach hermitienne,
munie d’une involution anti-morphisme x ÞÑ x˚. Si le spectre de tout élément unitaire de
E est étoilé, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Corollaire 2.2.6. Soit pE, ∥ . ∥pq, p0 ă p ď 1q, une algèbre p-Banach hermitienne,
munie d’une involution anti-morphisme x ÞÑ x˚. Si le spectre de tout élément unitaire de
E est convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

4.3 Algèbres localement pseudo-convexes spectrale-
ment étoilées

Dans cette deuxième partie de ce chapitre, on traite le cas des algèbres localement
pseudo-convexes spectralement étoilées. On montre que si E est une algèbre pseudo pre-
Michael ordinaire et advertiblement complète et spectralement étoilée, alors E modulo son
radical de Jacobson est isomorphe à C. Lorsque E est munie d’une involution d’algèbre,
on obtient la même conclusion en supposant seulement que le spectre de tout élément
normal est étoilé. Pour les algèbres p-Michael hermitiennes, il suffit que le spectre de
tout élément unitaire soit étoilé pour retrouver le même résultat. Et enfin lorsque l’al-
gèbre est munie d’une involution anti-morphisme, on montre qu’on peut se ramener au
cas précèdent à l’aide d’un théorème de Kaplansky, connu dans le cas d’une algèbre de
Banach et qui se généralise, au cas d’une algèbre pseudo-Michael. Ce qui nous a permet
de retrouver aussi les mêmes résultats.

Soit pE, τq une algèbre topologique unitaire complexe. On dit que E est une algèbre
localement pseudo-convexe si l’espace vectoriel topologique sous-jacent est localement
pseudo-convexe. Il est bien connu dans ([22], page 6.) que sa topologie peut être définie
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par la famille | . |iPI de pi semi-normes homogènes | . |iPI , avec 0 ă pi ď 1 est fixé pour
chaque i P I. De plus, si, pour tout x P E et pour tout i P I, il existe un nombre positif
Mpx, iq tel que :

maxp| xy |i, | yx |iq ď Mpx, iq | y |i, pour tout y P E,

alors pE, τq est dite algèbre localement absorbante pseudo-convexe ou algèbre localement
A-pseudo-convexe. pl.A.p.c.a en abrégé ) ([1] ), et lorsque Mpi, xq “ Mpxq, pour tout
x P E et i P I, alors E est dit localement uniformement A-pseudo convexe pl.u.A.p.c.a en
abrégé) ([8]). Dans le cas où chaque semi-norme | . |i de la famille est sou-multiplicative,
c’est à dire vérifiant :

| xy |iď| x |i| y |i, pour tous x, y P E.

alors l’algèbre pE, τq est dite localement multiplicativement pseudo-convexe ou localement
m-pseudo-convexe (a.l.m.pseudo.c.a en abrégé). Si pi “ p, pour tout i P I, çes algèbres
sont dites localement p-convexes (a.l.p.c. en abrégé), localement-p-convexes (a.l.A.p.c. en
abrégé), localement uniformèment A-p-convexes (l.u.A.p.cq et localement m-k-convexes
(l.m.p.cq . En particulier, lorsque p “ 1, ces algèbres sont localement convexes (l.c), loca-
lement A-convexes (l.A.c), localement uniformement A-convexes (l.u.A.c) et localement
m-convexes (l.m.cq.

Pour des raisons de commodité, une algèbre localement m-pseudo-convexe séparée
complète E est appelé algèbre pseudo-Michael ([4]). Et si elle est localement m-p-convexe,
elle sera appelée algèbre p-Michael. Enfin, si p “ 1, E est dite algèbre de Michael. Si
l’hypothese de complétude est omise dans ces définitions, on les appelera algèbres pre-
Michael au lieu de Michael.

4.4 Algèbres ordinaires pseudo-pre-Michael spectra-
lement étoilées.

Soit pE, | . |iqiPI une algèbre pseudo-pre-Michael ordinaire et spectralement étoilée.
Quand est ce que E{RadpEq est un corps ?
Le résultat suivant nous donne une réponse à cette question dans le cas où l’algèbre est
advertiblement complète. Considérons la classe des algèbres pseudo-pre-Michael adverti-
blement complètes. Soit pE, τq une algèbre pseudo-Michael dont la topologie est définie
par la famille p| . |iqiPI des pi-semi-normes supposée saturées ([4], Définition 4. 3.7, p.
191) avec p0 ă pi ď 1q . Il est bien connu dans ([4], Theorem 4.5.3, p. 202) qu’une algèbre
pseudo-Michael E est limite projective lim

Ðâ
Êi d’algèbres pi-Banach avec Êi est l’algèbre

complètée de l’algèbre normée Ei “ E{ker | . |i, munie de la pi-norme | πpxq |i“| x |i et
πi est la surjection canonique de E dans Ei. Et que toute algèbre pre-pseudo-Michael est
une sous-algèbre dense dans la limite projective lim

Ðâ
Êi d’algèbres pi-Banach Êi.

Proposition 3.1.1. Soit pE, | . |iqiPI une algèbre pseudo-pre-Michael unitaire. Alors E est
advertiblement complète, si et seulement si, E est une algèbre pleine dans sa complètée pE.

Preuve : Soit x P E un élément inversible dans pE. Alors il existe un b “ a´1 P pE
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tel que ab “ ba “ e. Soit pbiqiPI une suite généralisée dans E qui converge vers b. Donc
elle est de Cauchy et que les suites géneralisées pxbiqi et pbixqi convergent vers e. Et
puisque E est advertiblement complète, la suite pbiqiPI converge dans E et par suite
b “ a´1 P E. Réciproquement, soit pxiqiPI une suite généralisée de Cauchy advertible-
ment convergente et x0 sa limite dans pE. Alors il existe x P E tel que les suites pxxiqiPI

et pxixqiPI convergent vers e. On a alors xx0 “ x0x “ e et x est donc inversible dans E
et x0 P E et par conséquent, la suite (xiqiPI converge dans E.

Corollaire 3.1.2. Soit pE, | . |iqiPI une algèbre pseudo-pre-Michael. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :
1) E est advertiblement complète.
2) Pour tout x P E, x P GpEq si et seulement si πipxq P GpEiq, pour tout i P I.

Preuve : Soit x P E. Puisque E est advertiblement complète, on a :

x P GpEq ô x P GpÊq

Et par ([4], Proposition 4.5.6, p. 205), on a :

x P GpEq ô πipxq P GpxEiq, pour tout i P I.

Récipoquement, x P E inversible dans E si, et seulement si,

πipxq P GpxEiq, pour tout i P I ô x P Gp pEq.

Et par suite, E est pleine dans pE et on conclut par la proposition 3.1.

En utilisant la proposition 4.5.6 ([4], p. 205), on obtient le résultat suivant :

Corollaire 3.1.3. Soit pE, | . |iqiPI une algèbre pseudo-pre-Michael unitaire et adver-
tiblement complète. Alors on a :
i) ρpxq “ sup

!

lim
nÑ8

p| xn |iq
1{nki

)

, pour tout i P I.
ii) SpEpxq “

Ť

iPI

Sp
xEipπipxqq

, pour tout x P E.

Comme conséquence, on a le résultat suivant :

Corollaire 3.1.4. Soit pE, | . |iqiPI une algèbre pseudo-pre-Michael unitaire et com-
mutative. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :
i) E est advertiblement complète.
ii) SpEpxq “ tχpxq : χ P MpÊqu

En utilisant tous çes résultats, on montre le théorème suivant :

Théorème 3.1.5. Soit pE, | . |iqiPI une algèbre ordinaire pseudo-pre Michael unitaire et
advertiblement complète. Si E est spectralement étoilée, alors E{RadpEq est isomorphe
à C.
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Preuve : Commençons tout d’abord par le cas où l’algèbre est commutative et semi-
simple. Pour x P E fixé, SpEpxq est étoilé, donc il existe α P SpEpxq tel que, SpEpxq

contient tout segment reliant α à un élément λ P SpEpxq . Supposons que SpEpxq contient
un autre point α ‰ λ et χ1, χ2 P MpEq tels que : χ1pxq “ α et χ2pxq “ λ. Alors pour
tout t P r0, 1s, on a :

tχ1 ` p1 ´ tqχ2 P SpEpxq

Posons :
ft “ tχ1 ` p1 ´ tqχ2, 0 ď t ď 1

On a ft est une forme lineaire dans E vérifiant : ftpaq P SpEpaq, pour tout a P E Comme
l’algèbre E est ordinaire, il en découle que ft P MpEq, ce qui n’est pas toujours vrai
(pour t “ 1{2 par exemple). Ainsi on conclut, par la proposition 1.1 du chapitre 2.

Dans le cas général, on montre aussi que pour tout x P E, SpEpxq est un singleton.
Etant donné un x P E, soit Cx la sous algèbre maximale commutative de E engendrée par
x et e. Alors Cx est une algèbre pseudo-pre-Michael advertiblement complète vérifiant :

SpEpyq “ SpCxpyq, pour tout y P Cx

De plus Cx{RadpCxq est commutative semi-simple advertiblement complète pseudo-pre-
Michael qui est ordinaire et spectralment étoilée. Par la première partie de la preuve, on
a : Cx{RadpCxq est isomorphe à C. Par suite SpCxpyq est un singleton, pour tout y PCx.
Ainsi SpEpxq est un singleton, pour tout x P E. Puis, on conclut par la proposition 1.1
du chapitre 2.

Comme conséquence on a ce qui suit :

Corollaire 3.1.6. Soit pE, | . |iqiPI une algèbre ordinaire pseudo-pre-Michael unitaire et
advertiblement complète. Si E est spectralment convexe, alors E{RadpEq est isomorphe
à C. S’il existe un voisinage V de 0 dans E tel que pour tout x P V , SpEpxq est étoilé,
alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Remarque 3.1.7. En utilisant la proposition ([18], p. 123 ), on peut remplacer ordi-
naire par l’une des propriétés équivalentes suivantes :
-Le spectre de tout élément est borné.
-Le spectre de tout élément est fermé et Ĺ C
-Le spectre de tout élément est compact.

Puisque une Q-algèbre topologique est spectralement bornée ([10], Theorem 6.11,
p.74) et elle est advertiblement complète ([10], Theorem 6.5, p.71), on a le résultat sui-
vant :

Corollaire 3.1.8 : Soit pE, | . |iqiPI une Q-algèbre pseudo-pre-Michael unitaire. Si E
est spectralment étoilée, alors E{RadpEq est isomorphe à C.
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Dans ([1]), M. Abel a défini une topologie d’algèbre mpτq dans l’algèbre localement
A-pseudoconvexe pE, τq qui est la moins fine parmis les topologies d’algèbres pseudo-pre-
Michel et qui est plus fine que τ . Comme conséquence de ce résultat, on obtient ce qui suit :

Corollaire 3.1.9. Soit pE, τq une algèbre localement A-pseudo-convexe, unitaire et ad-
vertiblement complète. Si E est spectralement bornée et étoilée, alors E{RadpEq est
isomorphe à C.

Remarque 3.1.10 Soit pE, τq une algèbre localement uniformement A-pseudo-convexe
unitaire et advertiblement complète. Dans ([3]), El Kinani et Oudadess ont exibé une
famille dénombrable p∥ . ∥nqnPN de qn semi-norms homogénes avec 0 ă qn ď 1 fixé, pour
tout n P N, dans E vérifiant : pE, ∥ . ∥nq est une algèbre pseudo-pre-Michael métrisable
et que la topologie définie par la famille p∥ . ∥qnqnPN est plus fine que τ . Il en découle que
E{RadpEq est isomorphe à C, dans le cas où E est ordinaire (en particulier spectralement
borné ) et spectralment étoilé.

4.4.1 Cas d’une involution d’algèbre
Dans ([15], Théorème 3.1 ), on a montré que si tout élément normal de l’algèbre

d’Arens Michael involutive ordinaire E (en particulier algèbre d’Arens Michael˚-spectrale)
a un spectre convexe, alors E{RadpEq est isomorphe à C.
Dans cette section, on va examiner les résultats précédents dans la classe des algèbres
pseudo-Michael ordinaires. Et on montre que les résultats restent encore vrais dans la
classe des algèbres pseudo-Michael involutives (en particulier dans les algèbres pseudo-
Michael ˚ spectrales comme le montre le résultat suivant :

Théorème 3.2.1. Soit pE, | . |iqiPI une algèbre pseudo-Michael involutive unitaire et
˚ spectrale. Si le spectre de tout élément normal de E est étoilé, alors E{RadpEq est
isomorphe à C.

Preuve : Soit x P E un élément normal. Alors x est contenu dans une sous-algèbre
commutative maximale involutive et férmée Cx de E et

SpCxpyq “ SpEpyq, pour tout y P Cx.

Puisque tout élément de Cx est normal, alors Cx est spectralement étoilée. Et on aura, par
le théorème 3.1, Cx{RadpCxq est isomorphe à C. Il s’ensuit que SpEpxq est un singleton,
pour tout élément normal x de E. En particulier, SpEphq est un singleton, pour tout
h P HpEq. Ceci implique que E est une algèbre hermitienne. Considérons maintenant
l’algèbre pseudo-Michael semi-simple B “ E{RadpEq, munie de l’involution canonique
déduite de celle de E. Alors B est aussi hermitienne et

ρBphq ă 8, pour tout h P HpBq

Comme pour les algèbres d’Arens Michael involutives ([10],Théorème 22.1., p.281). On
montre que la fonction de Pták pB et le rayon spectral ρB coincident sur HpBq et que
kerppBq “ t0u. Soit maintenant h P HpBq et considérons Mh la sous algèbre involutive
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maximale commutative férmée de B contenant e et h. Puisque tout élément de Mh est
normal, comme dans le cas des algèbres d’Arens Michael involutives ([10], Corollaire
22.15., p. 291 ), pB est une C˚-norme dans B . En particulier, Mh est semi-simple. et par
le Théorème 3.1.5, il est isomorphe à C et donc B est aussi isomorphe à C, ceci termine
la preuve.

Comme conséquence immédiate on a aussi le résultat suivant :

Corollaire 3.2.2. Soit pE, | . |iqiPI une algèbre pseudo-Michael involutive unitaire et
˚ spectrale.
1) Si le spectre de tout élément normal de E est étoilé, alors E{RadpEq est isomorphe à
C.
2) S’il existe un voisinage V de 0 dans E tel que pour tout x P V X N pEq, SpEpxq est
étoilé, alors E{RadpEq est isomorphe à C.

Remarque 3.2.3. Comme dans le corollaire 3.4, on montre que le second résultat de
S. Bhatt ([5], Theorem 4, p. 728) reste encore vrai dans le cas d’une Q-algèbre pseudo-
pre-Michael involutive.
En utilisant le Corollarire 5.3.5 ([4], p. 236), le résultat suivant peut être montrer de la
même maniére que le Théorème 5.6 ([10], p. 67) :

Lemme 3.2.4. Soit pE, | . |iqiPI une algèbre p-Michael, avec 0 ă p ď 1, involutive et
unitaire. Soit h P HpEq et ρEphq ă 2p ´1 : Alors il exite u P UpEq tel que h “ 1{2pu`u˚q.
En particulier, si ρEphq ă `8 , pour tout h P HpEq, alors HpEq est engendré par l’en-
semble UpEq de ses éléments unitaires.

Dans le cas où pE, | . |iqiPI est une algèbre p-Michael avec 0 ă p ď 1, il suffit de
supposer que le spectre de tout élément unitaire est étoilé, comme dans le cas Banach,
([5], Theorem 6, p. 729 ), pour montrer que l’algèbre modulo son radical est isomorphe à
C :

Théorème 3.2.5. Soit pE, | . |iqiPI une algèbre p-Michael, avec 0 ă p ď 1,unitaire, ˚

spectrale et hermitienne. Si le spectre de tout élément unitaire est étoilé, alors E{RadpEq

est isomorphe à C :

Preuve : Soit u P UpEq. On a SpEpuq Ă tλ P C :| λ |“ 1u. Il s’ensuit, du fait que
le spectre de tout élément unitaire est étoilé, que Sppuq est un singleton. Le reste de la
preuve se fait de la même manière que dans le théorème 4.1.

4.4.2 Cas d’une involution anti-morphisme.
Si l’algèbre est munie d’une involution anti-morphisme, en utilisant un résultat ana-

logue au théorème de Kaplansky et à l’aide d’un théorème de structure, qui montre qu’une
algèbre pseudo-Michael est limite projective d’algèbres pi-Banach, p0 ă pi ď 1q, on ob-
tient le résultat suivant :

Théorème 3.3.1. Soit pE, | . |iqiPI une algèbre pseudo-Michael unitaire, munie d’une

72



involution anti-morphisme x ÞÑ x˚ . Si le spectre de tout élément normal est étoilé, alors,
E{RadpEq est isomorphe à C.

Preuve : L’algèbre B “ E{RadpEq, munie de l’involution canonique déduite de celle
de E, est hermitienne. On va montrer que B est commutative et on va conclure comme
dans la premiere étape de la preuve du théorème 4.1. Puisque B est semi-simple, l’anti-
morphisme x ÞÑ x˚ est continu. Donc l’algèbre HpBq est une algèbre pseudo-Michael
réeelle telle que :

SpHpBqphq “ SpBphq Ă R, pour tout h P HpBq

De plus, en utilisant le théorème 3.10 de ([21]) , on montre que le résulat de Kaplansky
([11], Theorem 4.8 ) est encore valable dans les algèbres pseudo-Michael, du fait que çes
derniers sont considérées à l’aide du théorème de structures, comme limites projectives
d’algèbres pi-Banach p0 ă pi ď 1q et que le théorème de Kaplansky est aussi vrai dans les
algèbres pi-Banach 0 ă pi ď 1. Par conséquent on a HpBq{RadpHpBqq est commutative.
Enfin, montrons que HpBq est semi-simple. Soit h P HpBq et a “ u ` iv P B, lorsque
u, v P HpBq. Alors on a ρphuq “ 0 et ρphvq “ 0. Donc ρphaq “ 0. De plus, soit λ “

α ` iβ P SpBphaq, avec α, β P R. Si hu ´ α est inversible, alors

ha ´ λ “ phu ´ αqre ` iphu ´ αq
´1

phv ´ βqs

Puisque B est hermitienne et phu ´ αq´1phv ´ βq P HpBq, il s’ensuit que e ` iphu ´

αq´1phv ´ βq est inversible, ce qui est impossible. Par suite phu´ αq n’est pas inversible
et α P SpBphuq. Donc α “ 0 et de la même manière, on montre que β “ 0 et par suite
h P RadpHpBqq “ 0, ce qui complète la preuve.

Comme une conséquence, ona le résultat suivant :

Corollaire 3.3.2. Soit pE, | . |iqiPI une algèbre pseudo-Michael munie d’une involution
anti-morphisme x ÞÑ x˚. Si le spectre de tout élément normal de E est convexe, alors
E{RadpEq est isomorphe à C.
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ANNEXE : QUELQUES RESULTAS DE TYPE GELFAND-MAZUR

Introduction :

Dans cette annexe, on montre que si pE, ∥ . ∥pq, 0 ă p ď 1, une al-
gèbre A-p normée, unitaire, semi simple et advertiblement complète, telle
que pour tout x P FrpGpEqq, SpEpxq est étoilé, pour tout y P Bx, avec
Bx est la sous-algèbre maximale commuative engendrée par tx, eu. Alors
E{RadE » C.

Dans le cas involutif, on obtient le même résultat si on suppose que le
spectre de tout élément normal de la frontière de GpEq est étoilé. Si de
plus l’algèbre est supposée hermitienne, il suffit de supposer que le spectre
de tout élémént unitaire de la frontiére de GpEq est étoilé pour aboutir à
la même conclusion. Enfin, on traite le cas où l’algèbre est munie d’une
involution anti-morphism, on obtient des résulats paralléles au cas de l’in-
volution d’algèbre, en utilisant un résultat de Kaplansky, qui montre que
l’algèbre est en fait commutative.

Algèbre A-p normée semi-simple advertiblement complètes :

On va montrer que tous les résultats du chapitre précédent peuvent
être retrouvés en suppposant seulement que le spectre des éléments sont
étoilés uniquement sur la frontière de GpEq. On commence par le cas non
involutif et on montre le résultat suivant :

Théorème 1.1 :
Soit pE, ∥ . ∥qp, où 0 ă p ď 1, une algèbre A-p normée unitaire semi-

simple et advertiblement complète. Si pour tout x P FrpGpEq, SpEpyq est
étoilé, pour tout y P Bx, Bx est la sous-algèbre maximale, commutative,
engendrée par te, xu. Alors E{RadE » C.

Preuve : Montrons tout d’abord que le spectre de tout élément de la
frontière de GpEq est réduit à un singleton. Soit x P FrpGpEq, alors pour
tout y P Bx ona SpEpyq “ SpBx

pyq et puisque l’algèbre est Q-p-normée,
elle est à spectre fonctionnel et ona :

SpEpyq “ tχpyq : χ P MpBxqu
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Soit y P Bx. Puisque SpEpyq est étoilé, il existe un α P SpEpyq tel que
pour tout λ P SpEpyq, le segment joignant α et λ est contenu dans SpE. Il
s’en suit que SpEpyq “ tαu, car sinon, il existe un autre point λ ‰ α dans
SpEpyq, et par suite, α “ χ1pyq et χ2pyq “ λ, avec χ1, χ2P MpBxq. Donc
pour tout 0 ă t ď 1 on a :

tχ1 ` p1 ´ tqχ2 P SpEpyq

Posons f “ tχ1 ` p1 ´ tqχ2. Puisque Bx est ordinaire alors f est un carac-
tére, ce qui n’est vrai que si le spectre global de l’algèbre est réduit à un
singleton. Par ailleurs, puisque x est non inversible on déduit que :

SpEpxq “ t0u, pour tout x P FrpGpEqq

Montrons en suite que
GpEq

c
“ RadpEq.

il est clair que RadpEq Ă GpEqc. Pour l’inclusion inverse, soit x0 P GpEqc,
puisque SpEpx0q est un compact non vide de C, on a FrpSpEpx0q est non
vide. Soit λ P SpEpx0q et λ0 P FrpSpEpx0q, alors x0 ´ λ0e P FrpGpEq et
on a

λ ´ λ0 P SpEpx0 ´ λ0eq “ t0u

donc λ “ λ0. Et par suite ona

SpEpx0q “ t0u, @x0 P GpEq
c

Soit y P E. Alors x0y P GpEqc ou yx0pEqc. et par suite on a

ρpx0yq “ 0, pour tout y P E.

Ce qui entraine que x0 P RadE. Comme E est semi-simple, RadE “ t0u

et on aura GpEqc “ t0u. Tout élémént non nul de E est inversible, d’aprés
le théorème de Gelgand-Mazur, E » C.

Commme conséquence immédiate on a le résultat suivant :

Corollaire 1.2 : Soit pE, ∥ . ∥pq, 0 ă p ď 1, une algèbre A-p normée
unitaire semi simple et advertiblement complète (en particulier une al-
gèbre p Banach et donc de Banach). si pour tout x P FrpGpEqq, SpEpyq

est une partie convexe de C, pour tout y P Bx. Alors E » C.
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Remarque 1.3 : Soit pE, ∥ . ∥pq, 0 ă p ď 1,une algèbre A-p nor-
mée unitaire semi-simple et advertiblement complètete. Si pour tout x P

FrpGpEqq, SpEpxq est réduit à un singleton, alors SpEpxq “ t0u, pour tout
x P FrpGpEqq. Les mêmes arguments utilisées dans la preuve du Théorème
précédent nous permettent de conclure que E » C.

2.Cas d’une algèbre involutive :

Dans([5],Theorem 4, p.728), Bhatt a montré que si le spectre de tout
élément normal d’une algèbre de Banach involutive E est convexe, alors
E{RadE » C.
Dans le chapitre précédent, on a montré que le résultat s’éttend aux al-
gébres A-p normé advertiblement complètes unitaires et dont le spectre de
tout élément normal est étoilé et lorsque l’algèbre est munie d’une involu-
tion généralisée.

En fait ce résultat reste encore vraie avec l’hypothèses que le spectre de
tout élément normal de la frontière de GpEq. Comme le montre le résultat
suivant :

Théorème 2.1 : Soit pE, ∥ . ∥pq, avec 0 ă p ď 1, une algèbre A-p normée
unitaire semi-simple et advertiblement complète, munie d’une involution
d’algébre x ÞÑ x˚. Si pour tout x P FrpGpEq X N pEq, SpEpxq est étoilé,
Alors E{RadpEq » C.

Preuve : Soit x un élément normal de FrpGpEqq. Alors x est contenu
dans la sous algèbre férmée maximale commutative Bx et stable par in-
volution telle que SpEpyq “ SpBxpyq pour tout y P Bx et puisque Bx est
ordinaire car c’est une sous algèbre d’une algèbre Q-p normée on a :

SpEpxq “ tχpxq : χ P MpBxquq

Comme Bx est une algèbre ordinaire car elle est spectralement bornée et
d’une manière analogue à celle utilisée précédement on montre que spEpxq

est réduit à un singleton. Il s’ensuit que spEpxq “ t0u pour tout x P

FrpGpEqq X N pEq

Soient maintenant un x0 PG(E)c, λ P SpEpx0q et λ0 P FrpSpEpx0qq.
Alors x0 ´ λ0e P FrpGpEqq et par suite λ ´ λ0 P SpEpx0 ´ λ0eq “ t0u .
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Donc λ “ λ0. Ce qui entraine que SpEpx0q est réduit à un singleton.
Par conséquent

SpEpx0q “ t0u, pour tout élément normal x0 P GpEq
c.

En particulier, SpEphq “ 0, pour tout élément hermitien h de GpEqc. Ceci
implique que l’algèbre E est hermitienne et que SpEphq est réduit à un
singleton, pour tout h P HpEq. Et comme dans ([20]), on peut montrer
que la fonction de Ptàk pE, donnée par : pEpxq “ ρpx˚xq

1
2 pour tout x P E

est une norme d’algèbre sur E.
Considérons un h P HpEq et Mh la sous -algèbre maximale, férmée, com-
mutative et auto-djointe de E, engendrée par e et h. On a SpMh

pxq est
un singleton, pour tout x P Mh. De plus Mh est semi simple, en effet, si
a P RadMh on a a˚a P RadMh et pEpaq “ ρEpa˚aq “ 0 Ñ a “ 0. Il s’en
suit que Mh est isomorphe à C et par conséquent E est isomorphe à C.

Comme une application on a le résultat suivant :

Corollaire 2.2 : Soit pE, ∥ . ∥qp, avec 0 ă p ď 1, une algèbre A-p normée
unitaire semi-simple et advertiblement complète, munie d’une involution
d’algébre x ÞÑ x˚ (en particulier algèbre p Banach involutive ou algèbre de
Banach involutive) . Si @x P FrpGpEq X N pEq, SpEpxq est convexe. Alors
E{RadpEq » C.

En utilisant ([20], Theorem 5.4, p. 65) , On peut montrer de la même
manière que dans ([6], Proposition 14, p. 66), le résultat suivant :

Lemme 2.3 : Soit pE, ∥ . ∥pq, 0 ă p ď 1, une algèbre p-Banach in-
volutive. Soit h P HpEq vérifaint ρEphq ă 1, alors il exist u P UpEq tel que
h “ 1

2pu ` u˚q. En particulier E est engendrée par ses éléments unitaires.

Dans le cas hermitien, il suffit de supposer que le spectre de tout élé-
ment unitaire de la frontière de GpEq est étoilé pour retrouver le même
résulat comme le montre ce qui suit :

Théorème 2.4 : Soit pE, ∥ . ∥pq, 0 ă p ď 1, une algèbre p-Banach
unitaire semi simple et hermitienne. Si le spectre de tout élément unitaire
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de la frontière de GpEq est étoilé, alors E » C.

Preuve : Soit u P UpEq. en utilisant le résultat de ([20], Théorème 22.1,
p. 281) on a : ρEpuq ď pEpuq “ 1. Ce ci implique que | λ |ď 1, pour tout
λ P SpEpuq. De plus on a

SpEpuq “ SpEpu˚
q “ SpEpu´1

q “ tλ´1 : λ P SpEpuqu.

Ceci entraine que | λ |“ 1, pour tout λ P SpEpuq. Et par conséquent le
spectre de tout élément unitaire de l’algèbre est contenu dans le cercle
unité, donc doit étre réduit à un singleton.

Par suite le spectre de tout élément hermitien de la frontière de GpEq

est un singleton et on a SpEphq “ t0u, pour tout h P FrpGpEq X HpEq

et le reste de la preuve découle de maniére analogue que dans le théorème
précédent.

3. Cas d’une involution anti-morphisme :

Dans le cas où l’algèbre est munie d’une involution anti-morphisme, l’idée
repose sur un analogue au théorèmre de Kaplansky qui nous permet de
montrer que l’algèbre est en fait commutative, et nous retrouvons ainsi le
résultat comme le montre ce qui suit :

Théorème 3.1 :
Soit pE, ∥ . ∥pq, 0 ă p ď 1, une algèbre p-Banach unitaire semi simple, mu-
nie d’une involution anti-morphisme x ÞÑ x˚. Si le spectre de tout élément
normal de FrpGpEq est étoilé, alors E est isomorphe à C.

Preuve :. On va montrer que E est commutative et on va conclure par la
première étape de la preuve du théorème 2.4. Comme E est semi simple,
l’ anti-morphisme x ÞÑ x˚ est continu et par suite l’algèbre HpEq est une
algèbre réelle p-Banach qui vérifie

SpHpEqphq “ SpEphq Ă R,

pour tout h P HpEq. De plus en utilisant ([26], Theorem 3.10), on peut
montrer que le résultat de Kaplansky ([15, Theorem 4.8) est encore valable
dans les algèbres p Banach, ce qui entraine que l’algèbre HpEq{RadpHpEqq
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est commutative. Pour conclure il reste à montrer que HpEq est semi-
simple. Soit h P RadpHpEqq et a “ u ` iv P E, avec u, v P HpEq. Alors

ρphuq “ 0 et ρphvq “ 0.

Et par suite ρphaq “ 0. En effet, soit λ “ α` iβ P SpEphaq, avec α, β P R.
Si hu ´ α est inversible, alors

a ´ λ “ phu ´ αqre ` iphu ´ αq
´1

phv ´ βqs.

Puisque E est hermitienne et

phu ´ αq
´1

phv ´ βq P HpBq,

il s’ensuit que e ` iphu ´ αq´1phv ´ βq est inversible, ce qui est impos-
sible. Donc hu ´ α n’est pas inversible i.e., α P SpEphuq. Il en résulte que
α “ 0. De la même manière, on montre que β “ 0, et par conséquent
RadpHpEqq “ 0. Ce qui complète la preuve.

Comme conséquence on a :

Corollaire 3.2 : Soit pE, ∥ . ∥pq, 0 ă p ď 1, une algèbre p-Banach unitaire
semi simple, munie d’une involution anti-morphisme x ÞÑ x˚. Si le spectre
de tout élément normal de FrpGpEq est convexe, alors E est isomorphe à
C.

Remarque 3.3 : Soit pE, ∥ . ∥pq, 0 ă p ď 1, une algèbre p-Banach
unitaire semi simple et hermitienne, munie d’une involution x ÞÑ x˚ anti-
morphisme. Si le spectre de tout élément unitaire de la frontière de GpEq

est étoilé, on peut montrer de manière analogue que E est isomorphe à C.
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Résume (200 mots max.) 

S. Bhatt (1979) a montré que si une algèbre de Banach complexe E,est 

spectralement convexe (c’est à dire que le spectre de tout élément de l’algèbre 

est convexe), alors E est presque isomorphe à C, c’est à dire que E/Rad(E) est 

isomorphe à C, où Rad(E) désigne le radical de Jacobson de E. Dans le cas 

involutif, il a obtenu la même conclusion, en supposant que le spectre de tout 

élément normal de l’algèbre est convexe. Si de plus, l’algèbre est hermitienne 

et le spectre de tout élément unitaire est convexe,  alors il obtient également 

que l’algèbre E est presque isomorphe à C. Dans ce travail, nous montrons que 

plusieurs algèbres ordinaires spectralement convexes sont presque isomorphes à C, 

c’est le cas, par exemple, pour les algèbres spectralement bornées, les Q-

a.l.m.c., les a.l.A.c. advertiblement complètes ordinaires. Nous produisons une 

étude approfondie des algèbres spectralement convexes à involution généralisée. 

Plusieurs résultats importants sont également obtenus pour le cas d’une 

involution anti-morphisme. Nous produisons également une étude approfondie des 

algèbres spectralement étoilées et ceci dans le cadre tout à fait général des 

algèbres pseudo-convexes. 

Mots-clefs (5) :  spectralement convexe, spectralement étoilé,  algèbre ordinaire, algèbres 

advertiblement complète, involution anti-morphism 

Abstract  

S. Bhatt (1979) showed that if a complex Banach algebra E is spectrally convex 

(i.e. the spectrum of any element of the algebra is convex), then E is almost 

isomorphic to C, i.e. that is, E/RadE is isomorphic to C, where RadE denotes the 

Jacobson radical of E. In the involutif case, he obtained the same conclusion, 

assuming that the spectrum of any normal element of the algebra is convex. If 

furthermore, the algebra is Hermitian and the spectrum of any unitary element is 

convex, then it also obtains that the algebra E is almost isomorphic to C. In 

this work, we show that several ordinary spectrally convex algebras are almost 

isomorphic to C, this is the case, for example, for spectrally bounded algebras, 

Q-a.l.m.c., ordinary advertibly complete a.l.A.c. We produce an in-depth study of 

spectrally convex algebras with generalized involution. the case of an anti-

morphism involution. We also produce an in-depth study of spectrally star 

algebras within the very general framework of pseudo-convex 

algebras. 

 

 

 

Keywords (5) : Spectrally convex, Spectrally starred, ordinary algebras, advertibly 

complete algebras, anti-morphism involution. 
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