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Notations et Symboles

un domaine de R? (d = 2, 3).

I’adhérence de €.

la frontiere de 2 supposée réguliere.

une partition mesurable de I'.

une partition mesurable de I'.

la mesure de Lebesgue de I';.

I’espace des tenseurs symétriques de second ordre sur R.
la normale unitaire sortante a I.

les composantes normale et tangentielle du champ de vecteurs wv.

éh)i
la derivée partielle 7. de la composante v; par rapport a la variable x;.
L

I’espace des fonctions réelles continuement différentiables sur €.
'espace produit L%(Q)%

I'espace produit H*(2)4.

lespace L2(Q)¢ = {0 = (04;), 0i; = 0;: € L*(Q)}.
I'espace {c € H, Div(c) = (0y;;) € H}.

I’espace de Sobolev d’ordre % sur I'.

Pespace produit Hz (I').

Pespace dual de Hz (T).

I’espace dual de Hr.

le produit de dualité entre HJ. et Hr.

I’application trace pour les fonctions vectorielles.

le support de la fonction f.
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Vf

div(f)

sd

e(v)

Div(o)

(. , - )X

I llx

Ty — T

Ty — X
liminf | lim
limsup , lim
p-pP-
C([0; T7; X)
C'([0; T]; X)
LP([0;T); X)

le gradient de la fonction f.

la divergence de la fonction f.

'espace des tenseurs symétriques d’ordre 2 sur R (S% ~ R9x4)
le tenseur des déformations linéarisé.

la divergence du tenseur o.

le produit scalaire de I'espace de Hilbert réel X.

la norme de I’espace de Hilbert réel X.

la convergence forte de la suite (x,) vers I’élément x de X .

la convergence faible de la suite (z,,) vers I'élément = de X .

la limite inférieure.

la limite supérieure.

presque partout.

I'espace des fonctions continues sur [0; 7] & valeurs dans X.
I'espace des fonctions contintiment dérivables sur [0; 7] a valeurs dans X.

I'espace des fonctions f fortement mesurables de ]0; 7' dans X telles que

T
/ Il fII% dt < 400 avec les modifications usuelles si p = +o0.
0

W0, 75 X) = {u/ ue LP(0;T; X) et e LP(0;T;X)}.
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Introduction générale

Les problémes de contact et les effets qui en résultent sont connus depuis ’Egypte ancienne
(ils lubrifaient les blocs de pierre pour pouvoir les transporter). Ce phénomene est toujours un
sujet d’actualité, et a cette raison, nombreux chercheurs se sont intéressés a analyser ce types
de problemes.

La premiére recherche mathématique sur ce sujet est de Signorini [69]. Il a formulé le contact
sans frottement entre un corps élastique et une fondation régide. Ensuite, Fichera [30] a prouvé
I’existence d’une solution en utilisant quelques arguments sur les inéquations variationnelles
elliptiques. Mais nous pouvons affirmer que I’étude mathématique des problemes de contact
a déja commencé avec les travaux de Duvaut et Lions [26], ot nous trouveons des nombreux
formulations de probléemes de contact. En plus, des résultats de I'existence et de I'unicité de
leurs solutions.

L’utilisation des matériaux piézoélectriques, dans les problemes de contact, est tres courante
en applications industrielles. Ceci est notamment dii a leur capacité a montrer un couplage entre
les variables mécaniques et électriques. En effet, ces matériaux produisent des charges électriques
lorsqu’ils sont déformés. Et, inversement, ils subissent des contraintes lorsqu’ils sont soumis a un
champ électrique. Les problemes impliquant les propriétés électromécaniques des matériaux ont
été largement traités. De plus, une extension naturelle de ces modeles électro-élastiques consiste
a inclure la température comme variable d’état supplémentaire, afin de tenir compte des effets
thermiques en plus des effets piézoélectriques. Dans les modeles de contact avec frottement,
de nombreuses complications surviennent lorsque les effets piézoélectriques et thermiques sont
couplés. En effet, les mécanismes physiques des forces, de poteniel électrique et de la chaleur sur
I'interface de contact lors de ce phénomeéne sont extrémement complexes. Ils sont responsables

des effets de frottement et d’échauffement avec frottement au niveau de la zone de contact. De
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plus, la dissipation de I’énergie ou la production de chaleur, provoque une dilatation qui peut
augmenter localement le champ de pression et ainsi modifier les conditions de contact. Et donc,
les instabilités du phénomene. La littérature ici est tres riche. Nous pouvons voir, par exemple,
[7, 35, 52] pour les modeles mathématiques, sur la piézoélectricité, les résultats disponibles sur
les problemes de contact statique avec ou sans frottement pour les matériaux piézoélectriques.
Ils sont également considérés dans [13, 47, 49] et [28] sous I'hypothese que la fondation est
électriquement isolatrice et conductrice, respectivement. Dans le cas quasi-statique, certains
résultats d’existence et d’unicité peuvent étre trouvés. Par exemple, dans [21] en élasticité
linéaire, et dans [4, 72| en électro-viscoélasticité non linéaire, et [43-46] pour les problemes
de contact pour les matériaux piézoélectriques et ne prenant pas en compte 'effet thermique
sur le processus. Dans notre contribution, nous traitons des modeles thermo-piézoélectriques
décrivant I’évolution de I’état thermo-électromécanique d’un corps piézoélectrique en contact
frottant avec une fondation qui peut étre électriquement et/ou thermiquement conductice. Nous
supposons ici que les forces en action, les tractions et les sources de chaleur varient lentement
dans le temps. Et, par conséquent, nous pouvons négliger les termes d’inertie dans les équations
de mouvement et utiliser I’approximation quasi-statique. Dans notre analyse, nous négligeons
les éventuels effets de viscosité dus aux propriétés visqueuses du corps et toute aimantation
spontanée possible du corps en présence de champs électriques ou thermiques externes. Ce qui
est le cas d’une classe non ferroique de matériaux piézoélectriques couramment utilisés tels que
les céramiques, les polymeres et certaines piézo-composites. De plus, nous prenons en compte
les effets thermiques survenant lorsque le contact de frottement s’accompagne d’une génération
de chaleur. ces effets sont importants pour prédire le comportement thermo électromécanique,
en particulier pour des micro-structures tres sensible a la température [40]. La théorie de la
thermo-piézoélectricité a été proposée pour la premiere fois par Mindlin [52]. Il a étudié les
équations régissant une plaque thermo-piézoélectrique linéaire. Chandrasekharaiah a généralisé
la théorie de la thermo-piézoélectricité de Mindlin, pour tenir compte de la vitesse finie de
propagation des perturbations thermiques sur la base de la premiere et de la deuxieme loi de la
thermodynamique. Il a dérivé les équations constitutives généralisées applicables aux matériaux
thermo-piézoélectriques [17]. Tiersten quant a lui, a dérivé les équations constitutives non li-
néaires de ’électro-thermo-élasticité, en appliquant les lois de la thermodynamique a un modele
macroscopique [76]. Quelques résultats récents pour des problémes de contact avec frottement
statique impliquant des matériaux thermo-piézoélectriques ont été étudiés dans [11, 12]. Dans ce
genre de probleme, le couplage thermo-piézoélectrique, entraine des difficultés mathématiques
supplémentaires dans leur analyse variationnelle. La présente these est consacrée a 1'étude de

nouveaux modeles mathématiques, qui décrit le contact quasi-statique avec frottement entre
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un corps thermo-piézoélectrique et une fondation conductrice. Contrairement aux références
ci-dessus, la nouveauté des modeles réside dans le fait que le contact, ’équation d’énergie et les
conditions thermiques, de frottement et de conductivité sont modélisés différemment. Et dans
le fait qu’ici, le processus est quasi-statique.

Cette these est structurée de la maniere suivante :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques outils de I'analyse fonctionnelle et quelques
résultats utiles pour I’étude des problemes de contact.

Dans le deuxieme chapitre, nous rappelons quelques notions et résultats essentiels de la
théorie des milieux continus et nous présentons les conditions aux limites utilisées.

Dans le deuxieme chapitre, nous rappelons quelques outils de I'analyse fonctionnelle et
quelques résultats utiles pour I’étude des problemes de contact.

Dans le troisieme chapitre, nous considérons un modele mathématique décrivant le contact
bilatéral avec frottement entre un corps thermo-piézoélectrique et une fondation thermique-
ment conductrice. Nous modélisons le comportement du matériau avec une loi thermo-électro-
élastique linéaire. Le processus est supposé quasi-statique et le contact est modélisé avec un
frottement de type sec, dans lequel la chaleur générée par frottement est prise en compte. Nous
dérivons la formulation variationnelle du probléme, et nous établissons un résultat d’existence
de sa solution faible.

Dans le quatrieme chapitre, nous analysons un probléme de contact unilatéral quasi-statique
avec frottement entre un corps thermo-piézoélectrique et une fondation thermiquement et élec-
triquement conductrice. Le matériau est supposé thermo-électro-élastique linéaire et le contact
est modélisé par les conditions de Signorini, loi de frottement sec et une condition régularisée
de conductivité électrique. Les effets de la chaleur dus au frottement et de la conductivité ther-
mique sur les mécanismes des matériaux sont pris en compte. Pour prouver 'existence d’une
solution faible du probleme, une formulation discréte est obtenue en utilisant un schéma im-
plicite en temps. Plusieurs estimations sur les solutions discrétisées sont données, ce qui nous
permet de passer a la limite en utilisant les résultats de compacité.

Dans le cinquieme chapitre, nous présentons l’existence d’une solution faible pour un pro-
bleme thermo-piézoélectrique quasi-statique qui décrit un contact avec frottement entre un
corps déformable et une fondation thermiquement et électriquement conductrice. Nous modéli-
sons le comportement des matériaux avec une loi thermo-électro-élastique linéaire et le contact
avec une condition de compliance normale, couplée a une variante de frottement sec de type
Coulomb, et des conditions de conductivité électrique et thermique dans lesquelles la chaleur
de frottement générée au cours du processus est prise en compte. Le modele est sous la forme

d'un systeme couplé en déplacements, en potentiel électrique et en température. L’existence
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de solutions est obtenue a partir d’inégalités quasi-variationnelles elliptiques, de discrétisation
temporelle et du théoreme de point fixe de Banach.

Le sixieme chapitre traite un probléme de contact quasi-statique avec frottement entre
un corps thermo-piézoélectrique et une fondation rigide. Le matériau est modélisé par une
loi constitutive thermo-électro-élastiques linéaire. Le contact est décrit avec des conditions
de Signorini pour les déplacements et la température et une version de la loi de frottement
de Coulomb a coefficient dépendant du glissement. Nous en déduisons pour notre modele la
formulation variationnelle suivante : Il s’agit d’un systeme couplé en déplacements, en potentiel
¢électrique et en température. Nous prouvons ensuite, sous certaines hypotheses de petitesse sur
le coefficient de frottement, I'existence d’une solution faible du probleme. Enfin, nous étudions
la dépendance continue de la solution par rapport au coefficient de frottement et aux données
initiales du déplacement et de la température.

Dans le dernier chapitre, un probleme statique de contact avec frottement entre un corps
thermo-électro-élastique et une fondation rigide est considéré. Le comportement du matériau
est décrit par une loi constitutive thermo-électro-élastique linéaire. Le contact est modélisé avec
la condition Signorini et une loi de frottement de type Tresca, et des conditions de conductivité
électrique et thermique. La formulation variationnelle se présente sous la forme d'un systeme
couplé en déplacements, en potentiel électrique et en température. L’existence d'une solution
faible est prouvée. Pour résoudre numériquement le probléme considéré, une technique d’itéra-
tion successive est proposé, et sa convergence est établie. Puis, afin d’améliorer le conditionne-
ment du probléme itératif, une formulation Lagrangienne augmentée appropriée est utilisée et
ceci nous mene a la méthode de relaxation par blocs d’Uzawa. Enfin, les données numériques
de tests bidimensionnels relatives a ce probleme sont réalisées pour illustrer la performance de

I’algorithme proposé.



Chapitre 1

Requis et préliminaires

Afin de faciliter la lecture de ce manuscrit, il nous est parait utile de présenter, dans ce cha-
pitre, le cadre fonctionnelle et quelques résultats abstraits sur les équations et les inéquations
variationnelles élliptiques. Nous commencons par donner les espaces et les notations adoptées
par la suite dans I’étude des problemes de contact. Ensuite, nous passons en revue de quelques
résultats fondamentaux portant sur ce types de problemes, qui seront les plus utiles notamment
dans la démonstration de I'existence et I'unicité des solutions faibles. Les résultats énoncés sont
standards ils sont donnés sans démontration. Les références bibliographiques seront ultérieure-

ment spécifier dans chacune des paragraphes suivantes :

1 Cadre fonctionnel scalaire

Dans ce paragraphe, on rappelle quelques notions sur les espaces de fonctions a valeurs
réelles. Particulierement, les espaces de fonctions continues, de fonctions continument différen-
tiables, de fonctions p-intégrables et les espaces de Sobolev. Pour plus de détails, il est souhaitable
de consulter les ouvrages [2], [15], [67].

Soit = (z1,..,24) un point du domaine Q de R? dont la frontiere I' est réguliere. On dénote

par % la dérivation partielle d’une fonction u par rapport a la variable x; et par D 'opéra-

d
teur différentiel d’ordre o € N9, Soit o = (avy, .., g) un multi-entier de longueur |a| = 3 «;.
i=1

L’opérateur D® est définit par

olal .

De. = I.1
0z 0xs? - -0xy? (I.1)

Espaces des fonctions continues et contintiment différentiables

On note C(Q2), respectivement C(2) I'espace des fonctions continues sur 2, respectivement

I'espace des fonctions uniformément continues sur ). L’espace C(£2) muni de la norme suivante
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[v]e@) = sup{ |v()|; = € @ }.

est un espace de Banach. Pour tout entier positif m, on désigne par C™(f2), respectivement

C™(Q) l'espace des fonctions m fois contintiment différentiables sur ©, respectivement sur €,

C"(Q) = {vel(Q); D e C() pour |a] < m}

C™@Q) = {vec®); D% € C(Q) pour |a| < m}.
L’espace C™(Q) est muni d’une structure de Banach pour la norme ci-dessous

Plen@ = Do 1Dl

lal<m

On désigne par C*(9) et C>(£2) l'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur 2 et €,
C*(Q) = Q)
m=0

CWm:=ﬁfwm.

Le support d'une fonction v définit sur  étant le fermé supp(v) = {z € Q; v(z) # 0}, on

s’intéresse a C*(€2), 'espace des fonctions indéfiniment différentiables a support dans €,
Coo () = {v e C™(Q); supp(v) C 2}

Particulierement, si la fonction v est a support supp(v) propre dans €2, alors v est dite fonction

a support compact dans €2 et I'inclusion suivante est alors trivial

5 () C C°(Q).

Espaces des fonctions p-intégrables

Pour p € [1,4o00[ donné, on désigne par LP(2) I'espace des fonctions v, mesurable au sens

de Lebesgue sur 2, telles que

|wmmnz(éwpmgﬁ<+m. (1.2)



I.1 Cadre fonctionnel scalaire

Muni de la norme (1.2), I'espace LP(2) est un Banach séparable et réflexif pour 1 < p < +00.

Dans le cas particulier p = 2, I'espace L*(Q) est un Hilbert pour le produit scalaire suivant

(u,v) 1200 :/ u(z)v(z) dx (1.3)

Q

Pour p = +o00, l'espace L>®(Q2) est dit de fonctions v mesurables et essentiellement bornées,
c’est-a-dire, elle existe une constante C' telle que v(x) < C presque partout dans 2. Cet espace

est un Banach pour la norme
||| Lo (@) = sug ess|v(z)] =sup{C; |v(z)| < C pp.ze Q}
xe

p

1e(£2), Pespace des fonctions localement p-intégrables

Pour 1 < p < 400 donné, on désigne par L

sur €2 c’est-a-dire , des fonctions mesurables et p-intégrables sur tout compact K de €.

Remarque Soit v une fonction de Lj .(£2) telle que

/Qu(:x)1/z(x) dx =0 pour tout ¢ € C°(Q),

alors v = 0 presque pour tout z de 2.

On termine cette section par un théoreme résumant quelques résultats de base sur ces

espaces. Soit p € [1,4+00], on appelle exposant de p I’élément g € [1,+o0] donné par

si pe]l,4oo],

q= 400 sip=1,
1 si p=+400.

Théoréme 1.1 Soient 2 un ouvert borné de R™ et p € [1,+o0] d’exposant q. On a

1) Pour toutes fonctions u € LP(Q) et v € LI(QY), on a inégalité suivante

/ \u(z) v(z)| de < ||ullze@) vl ey, ( Inégalité de Holder ).
Q

2) Pour tout 1 < p < 400, l'espace dual de LP(2) est lespace L7(S2).
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Espaces de Sobolev d’ordre entier

Pour comprendre le sens de la dérivée faible d’ordre @ € N pour une fonction v. On
rappelle quelques notions sur les distributions de €. L’espace C3°(€2) des fonctions indéfiniment
différentiables a support compact dans 2, muni de la topologie inductive, est dit espace des

fonctions test D(2). Sur cet espace, la convergence de suites est définie comme suit

D(Q (3K compact de Q)(Vn); supp(en —¢) C K
{on}n ‘; Y C . ,
(Vo multi-indice) ; D%p,, — D%p uniformément sur 2

Soit D'(€2) 'espace dual de D(2). L’espace D’(€2) muni de la topologie forte est dite espace des

distributions sur 2, c’est-a-dire
D'(Q)
{fiti— e (VeeD@); < fip>=><fp>.

Soit v € D'(§2). On appelle dérivée faible (au sens des distributions) d’ordre o de v sur €, la
distributions D*v € D’(2) définie par

(Vo eD(Q)); < D, ¢ >=(—1)ll < v, D% > . (1.4)

La formule (I1.4) généralise la dérivée partielle classique d’ordre «, obtenue par intégration par

parties dans la cas v € C1*l(Q), c’est-a-dire,

(Yo e D); | Dw(a)p(e)de = (<) [ o(x) De(x) da.

Notons qu’a tout élément u € LP(2), on peut associer la distribution u défini par

(Vo eD(Q)); <u,p >:/Qu(x)go(x)dm.

On obtient ainsi une application u — @ de LP(2) dans D'(2) injective, linéaire et continue.

Toute distribution u € D’(2) peut étre alors identifiée a u € LP(£2), d’ou les inclusions suivantes
D(Q) — LP(Q) — D'(Q).

Gréce a cette identification, on peut définir la dérivée faible D®u d’ordre v pour tout u € LP(2).
Dans ce sens, Sobolev a pensé élargir les espaces LP()) de maniére naturelle, en considérant

des fonctions p-intégrables dont les dérivées faibles & un ordre m donné, appartiennent a L?(€2).
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Ces espaces, dites espaces de Sobolev et notés W™P(Q), sont définis [71] comme suit
WmP(Q) ={v e LP(Q); D € LP(2) pour |a] < m}.
Ils sont des espaces de Banach, séparables pour la norme

1
V| wme@) = (> | D[} g))7 st 1< p <400

laj<m

[olwmee (o) = ﬁgf@ [ D%0|oe() si p = 400,

et réflexifs pour 1 < p < +o00. Dans le cas particulier p = 2, les espaces W™2(Q)) = H™(Q)

sont des Hilbert pour le produit scalaire ci-dessous

(u, U)Hm(Q) = Z (D“u,Dav)Lz(Q).

jal<m
On finit par noter que Wg"?(Q) est Padhérence de C°(Q) dans W™?(Q) et W"*(Q) = HI ().

Théoréme 1.2 Soit Q un ouvert de classe C* de R? de frontiére I'. Il existe une application

linéaire v : H () — L?(T') vérifiant les propriétés suivantes :
1- Pour tout élément v de H(2) NC(Q), on a yv = v|p.

2- lapplication ~y est continue, c’est-a-dire, il existe une constante ¢ > 0 telle que

v vll2ry < ellv]lar @)

3- Uapplication vy est compacte, c’est-a-dire, toute suite bornée {v,} de H (), admet une

sous suite {v,, } telle que yv,, converge dans L*(T).

L’application ~ est dite opérateur trace et yov la trace de v sur I'.

2 Cadre fonctionnel vectoriel

On introduit dans cette section les espaces de Sobolev fréquemment utilisés en mécanique

de contact. On considere les espaces H, Hy, H et H; définis comme suit :

u=(u;) € H <= u; € L*(Q)
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u=(u;) € H < u; € H'(Q)
T = (Tij) € H<+—= Tij = Tij - L2(Q)

O':(O'ij)EH1<:>O'€HetO'ij7j€H.
Les espaces H, Hy, H et H, sont des Hilberts pour les produits scalaires ci-dessous
(u,v)g = / u;v; dx
Q
(u7 U)H1 = <U7U)H + (5(U)7€(U))H

(UvT)H :/QTUUU dx

(0,7, = (0, 7)u + (Div(o), Div(T))m -
O les opérateurs € = (g;5) : Hy — H et Div : Hy — H sont définis par
1 )
eij(u) = 5 (uij +ug) ,  Divo = (0i).

On rappelle que l'application trace v : H; — L*(I')? est linéaire continue, mais n’est pas
surjective. Si Hy désigne I'image de I'application v, alors Hy s’injecte continfiment dans L2(T")%.
On note H{ l'espace dual de Hr et (-,-) le produit de dualité entre Hr et H[.. Puisque I' est
suffisamment réguliere, le vecteur normal extérieur v est bien défini. Soit n = yv la trace de v

sur [, on a pour tout o € Hy, il existe un élément on € Hi. tel que
(on,yv) = (0,e(v))y + (Divo,v)yg (Vv € Hy).
En outre, si o est suffisamment régulier, on a la formule
(on,yv) = /Fan-vda (Yv e Hy).

Il en découle la dite formule de Green pour l’élasticité

Proposition 1.3 Soient o un élément de Hq et v élément de Hy. Alors

(0,e(v))y + (Divo,v)y = /Fan.v da.

On considéere W = {D = (D;) € H ; div(D) = (D;;) € L*(©)}, muni du produit scalaire

10
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(D,E)w = (D, E)g + (div(D), div(E)) 12(q)-
Cet espace est un Hilbert. En plus, si D € W est suffisamment régulier, on a la formule suivante

Proposition 1.4 Soient D un élément de W et v élément de H'(Q). Alors
(D, Vo) + (div(D),v)12) = / Dn.vda. (formule de Green ).
r

On s’intéresse au sous espace fermé V' = {v € Hy; v = 0 sur I';} de H; qu’on munit du produit
scalaire (u,v)y = (e(u),e(v))n et de la norme associée ||v||y = ||e(v)]|% pour tout u et v de V.

Etant donné que meas (I'y) > 0, l'inégalité de Korn appliquée a V', implique
(Far>0), (VoeV); e@)llu = e llvllm -

Il s’en suit que les normes || - ||y et || - ||z, sont équivalentes et ainsi, (V,(+,-)y) est un Hilbert.
En outre, il découle du théoreme de trace de Sobolev qu’il existe ¢y > 0 qui dépend uniquement
de Q, I'y et I's telle que

(Vo e V)i lollemye < collvflv- (L5)

On s’intéresse, également aux sous espaces fermés W et Q de H'(Q2) définis par

W={ypec H(Q); v=0surI,}, Q=1{ne H(Q); n=0sur LU} (1.6)

Munis des produits scalaires (¢, ¢¥)w = (¢, V) m1(0), (0,7)0 = (0,1)m1 () et de leurs normes eu-
clidiennes associées, les espaces W et () sont des Hilberts, et le théoréme de Friedrichs-Poincaré,

appliquée a W et Q implique

- Puisque meas (I'y) > 0, alors il existe ¢ > 0 ne dépendant que de 2 et [, telle que

IVl (2@ = cr [llw, (Yo e W).

- Puisque meas (I'y) > 0, alors il existe cp > 0 ne dépendant que de Q, I'y et 'y telle que

IVl 2@yt = crlinlle, (V¢ € Q).

D’apres le théoreme de Sobolev, il existe ¢; ne dépendent que de w, I', et T'¢ tel que

[ll2re) < e ll$llw, (Ve W). (L7)

11
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De plus, il existe une constante c; > 0 qui ne dépend que de w, I'; et I'¢ tel que

Inllz2e) < c2linlle. (Vi e Q). (L.8)

Plus de détails sur ces deux inégalités voir [56] et [57].

Pour finir cette section, nous introduisons les deux sous-ensembles convexes fermés K; et Ky

respectivement de V' et (), définis par :
Ki={veV, v,—-9g<0 sur I'c}; Ko={neQ,n—0r<0 sur I'c}, (1.9)

ol g est la fonction gap et O est la température de la fondation. Ils sont dits respectivement
I’ensemble des déplacements admissibles et [’ensemble des températures admissibles, et généra-
lement utilisés dans le cas ou le contact mécanique ou thermique est modélisé par les conditions

de Signorini.

3 Quelques résultats élémentaires

Dans ce paragraphe, X est un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire (-,-)x et de
la norme || - ||x. Soient X’ le dual de X et (-,-)xs x le produit de dualité entre X' et X.

Théoreme 1.5 Pour tout ¢ € X', il existe un élément f, € X unique tel que
<@, v>x x=< fo,v>x (VveX).

En plus, on a

lellx = 11follx -

Ce théoreme dit de représentation de Riesz montre que toute forme linéaire continue sur X
peut s’écrire de maniere unique a 'aide du produit scalaire de X. L’application ¢ — f, identifie

Iespace X a son dual X'.

Définition On dit qu'une suite {z,} de X converge faiblement vers = € X si et seulement si

la suite (x,,v)x converge fortement vers (z,v)x pour tout v € X et on écrit
{z,} —reX & (WweX), (zy,v)x = (z,v)x.

Notons qu’il résulte de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que la convergence forte de {z, } dans X

12
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implique sa convergence faible dans X. La réciproque n’est pas toujours vraie, néanmoins, il

découle de la réflexivité de tout espace de Hilbert les résultats suivants :

Théoréme 1.6 Soit {x,} une suite de l’espace de Hilbert X.

1. Si{z,} est bornée dans X, alors elle admet une sous suite {x,, } qui converge faiblement

vers un élément x de X.

2. Si tout les sous suites de {x,} convergent faiblement vers la méme limite x de X, alors

la suite {x,} converge faiblement vers x.

4 Espace des fonctions a valeurs vectorielles

Dans ce paragraphe, X est un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire (-,-)x et de

la norme || - |[x et "> 0. Pour p € [1;00]. On définit 'espace
Whr(0,T; X) = {x € D'(0,T; X) ; Dz € L*(0,T;X) pour j = 0;1},
ou D; est la dérivée d’ordre j au sens de distribution. Il est un espace de Sobolev pour la norme
T . 1/ .
2l = ([ llallf + 1@l si 1<p <o,
D’autre part Wh>°(0,T; X) est un espace de Sobolev pour la norme
|[Zlweo0,0:x) = ||| o 0.153) + 1% ]| o 0,7:%) -

De plus, nous dénotons par C([0,T]; X) 'espace des fonctions continues sur [0;7] & valeurs

dans X muni de norme

o = llx.
|zl e (o,77:) nax ()| x

Lemme 1.1 (de Gronwall) Soient f,g € C([0,T];R}), a € Ry et p € C([0,T];R) alors si

o) <at [ f)ds+ [ g(so(s)ds, € (0,T)

alors
ot) < (a+ [ fs)ds)eap( [ gls)ds), te[0.T)

Pour le cas particulier f = 0, le lemme de Gronwall devient :

13
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Corollaire 1.1 Soient f € C([0,T|;R,), a € R, et ¢ € C([0, T];R) alors si ¥Vt € [0,T],

o(t) <a+ /Otg(s)go(s) ds, alors o(t) < aea:p(/otg(s) ds).

Dans cette section, on présente quelques éléments du cadre fonctionnel relatif aux inéqua-
tions variationnelles et quasi-variationnelles ainsi que quelques résultats classiques sur 'exis-
tence et I'unicité de la solution pour ces inéquations. La littérature sur ce sujet est tres riche.

On se renvoyons par exemple a [14], [39], [64].

5 Eléments d’analyse non linéaire

Ce paragraphe est un bref rappel sur les fonctions convexes, les fonctions semi-continues
inférieurement, les fonctions Gateaux-différentiables et les opérateurs fortement monotones de
Lipschitz. On considere X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-, -)x et de la norme

associée || - || x.

Définition Soit j une fonction de X a valeurs dans | — oo, +00].

1. la fonction j est dite propre s’elle n’est pas identiquement égale A +oo, c’est-a-dire ,
(Jue X);  j(u) < +oo.
2. la fonction j est dite convexe si pour tout v et v de X, on a
(Vte[0,1]); jltut (I —-t)v) <tj(u)+(1—1)jv).

3. la fonction j est dite semi-continue inférieurement en u € X si pour tout suite (u,) de

X convergente vers u dans X, on a
liniinfj(un) > j(u).

4. la fonction j est dite faiblement semi-continue inférieurement en u € X si pour tout

suite (u,) de X faiblement convergente vers u dans X, on a
lin}rinfj(un) > j(u).

Les deux notions de (resp. faible) semi-continuité inférieure sont liées par la proposition suivante

14
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Proposition 1.7 La fonction j de X a valeurs dans | — oo, +o0] est convexe, propre et semi-

continue inférieurement si et seulement si j est faiblement semi-continue inférieurement.

Tenons compte de la remarque ci-dessous, cette proposition peut étre d’'un bon usage pour les

fonctions indicatrices xx des sous ensembles non vides, convexes et fermés K de X.

Remarque Le sous ensemble non vide K est un convexe fermé si et seulement si xx est une

fonction propre, convexe et semi-continue inférieurement.

Dans la mécanique de contact, la notion de Gateaux-différentiabilité est trés utilisée. On
dit qu’une fonction j de X a valeurs dans | — 0o, +00| est Gateauz-différentiable en u € X sl
existe un élément, noté Vj(u) € X, tel que
Ju+tv) —j(u)

lim
t—0

=(Vj(u),v), (YvelX).

L’élément Vj(u) s’appelle gradient de j en u et le réel j'(u,v) = (Vj(u),v) est dit dérivée
directionnelle de j en u dans la direction v. Cette notion de Gateaux-différentiabilité permet

de caractériser la convexité (1.2) et la semi-continuité inférieure (1.3) d’une fonction.

Lemme 1.2 Sila fonction j : X —]—o00,400] est Gateauz-différentiable, alors elle est convexe

si et seulement s’elle vérifie
J) = j(w) > (Viw),v—w), (Yu,veX).

Lemme 1.3 Si la fonction j : X —] — 00, +00] est conveze et Gateauz-différentiable, alors elle

est semi-continue inférieurement.

On continue par un rappel sur les opérateurs (resp. fortement) monotones et de Lipschitz.

Définition On considére un opérateur non linéaire A : X — X. On dit que

1. Topérateur A est monotone, s’il vérifie
(Au— Av,u —v)x >0, (Yu,veX).
2. Topérateur A est fortement monotone, s’il existe une constante m > 0 telle que

(Au— Av,u —v)x > mlu—ol%, (Vu,veX).

15
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3. lopérateur A est de Lipschitz, s’il existe une constante M > 0 telle que
(Au— Av,u —v)x < M lu—o|%, (Vu,ve X).

Proposition 1.8 Soit A: X — X un opérateur fortement monotone et de Lipschitz.
1. Si A est inversible, alors son inverse A™! est fortement monotone et de Lipschitz.

2. Si B est un opérateur monotone, alors A+ B est fortement monotone et de Lipschitz.

Le théoreme suivant dit de Minty-Browder caractérise I'inversibilité d'un opérateur A [15].

Lemme 1.4 Soit A: X — X est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz. Alors, pour

tout f € X il existe un élément unique u € X tel que Au = f, (A est inversible).

Remarquons que si une forme bilinéaire a : X x X — R est continue, c¢’est-a-dire,
@M >0);  Ja(u,v)] < Mllulx lvllx, (Vu,veX).
Il en résulte du théoreme de Riesz qu’il existe un opérateur A : X — X défini par
(Au,v)x = a(u,v), (Vu,ve X).
En plus, si la forme bilinéaire a est X-elliptique, c¢’est-a-dire ,
Fm>0); Ja(w,u)| =mluly, (YueX).

Alors, 'opérateur A est fortement monotone et les équivalences suivantes sont immédiates

Lemme 1.5 Soit a : X x X — X une forme bilinéaire. Alors,
1. la forme a est continue <= ['opérateur A est de Lipschitz.
2. la forme a est X-elliptique <= ['opérateur A est fortement monotone.

On finit par introduire I'importante notion de pseudo-monotonie qui généralise la notion de

monotonie. Pour plus de détails, on peut consulter [14], [39] et [66].

Définition Soit A : X — X un opérateur borné. On dit que A est pseudo-monotone si pour

toute suite (u,) convergente faiblement vers u dans X telle que lim sup(Au,,u, —u)x < 0,
n—+oo

I'inégalité suivante est satisfaite

(Au,u —v)x < lin}rinf (Aup,u, —v)x, (VoveX).
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6 Théoremes d’existence et d’unicité

Dans cette section, on énonce quelques théoremes d’existence et d’unicité de la solution
pour des inéquations variationnelles utilisées dans un bon nombre de problémes en mécanique

de contact. On désigne toujours par X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-, -)x.

Lemme 1.6 Soienta : X x X — R une forme bilinéaire, continue, X-elliptique et f un élément

de X. Alors, il existe un unique élément u € X tel que
a(u,v) = (f,v)x, NMvelX).

Ce théoreme classique, dit de Laz-Milgram, admet les deux généralisations suivantes qui traitent

le probléme des inéquations variationnelles elliptiques de seconde espéce sur X [14],[27].

Théoréme 1.9 Soient A : X — X un opérateur fortement monotone et de Lipschitz, K un
conveze fermé et non vide de X et j: X — | — 0o, +00| une fonction propre conveze et semi-

continue inférieurement. Alors, pour tout f € X, il existe un unique u € K tel que
(Au,v —u)x +j(v) —jlu) > (fv—u)x, (VveK).

Corollaire 1.2 Soient A : X — X un opérateur fortement monotone et de Lipschitz et j une
fonction propre conveze et semi continue inférieurement de X a valeurs dans |— oo, +o0]. Alors,

pour tout [ € X, il existe un élément unique u € X tel que
(Au,v —u)x +j(v) —j(u) = (fv—u)x, (YveX).

Notons que I’étude de certains problemes de contact conduit a des inéquations variationnelles
elliptiques, dans lesquelles la fonctionnelle j est définie sur X x X [23], non différentiable et
dépend de la solution elle-méme [20]. Le théoréme suivant traite ce type d’inéquations dites
quasi-variationnelles et a été obtenu dans [55]. On considere le probleme quasi-variationelle
elliptique : Soient A : X — X un opérateur et j : X x X —] — 00, +00] une foctionnelle telle
que. Trouver x de X telle que pour tout y € X, on a

(Az,y —x)x +j(,y) — g, 2) = (f,y — 2)x. (1.10)
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Pour étudier le probléme .10, nous considérons les hypotheéses suivantes :

(a) 11 esxiste m > 0 telle que

(Ax — Ay,x —y)x =m ||z —y|%, Vr,ye X.
(b) 11 existe M > 0 telle que

[Az — Ayllx < M |lz —ylx, Yo,yeX.

La fonctionnelle j : X x X — R satisfait
(h2) : 7(n,-) : X — R est convexe sur X, Vne€ X,

tenant compte (hs), alors il existe une dérivée directionnelle de j, définie par

./ 1
(hy) : Ja(n, 3 y) = lim i,z + Ny) = j(n,2)], Vm,z,y € X
Par la suite, nous considérons les conditions sur j, ou la constante m est définie dans (hy).

Pour toute suite {x,} C X avec ||z,| x — oo,

(J;) : { pour toute suite {t,} C [0,1], on a

. . l N .
hgr_gglf W]Q(tnmn,xn, —T,) < m.

Pour toute suite {z,,} C X avec ||z,||x — oo,

(J5) : { pour toute suite bornée {n.} C X, on a

liminf gt 5 (M, Tn; —Tn) < m.

Pour toutes suites {z,} C X et {n,} C X telles que
(Js) : r, —x € X,n, = neX, pour tout y € X, on a

Il existe o < m telle que
SO | |
i(@,y) = j(@,2) + 5y, 2) =iy, y) < eflz —yl%, Vo, yeX.

Sous toutes ces considérations, on a le résultat suivant :

Théoréme 1.10 Supposons que (hy)-(ha) est vérifiées. Alors :

1. Sous les hypotheéses (J1)-(J3), le probléme (1.10) a au moins une solution x € X.
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2. Sous (J1)-(Jy), le probléme (1.10) a une unique solution et qui est fonction lipshitziene

continue par rapport da f.

On note que la démonstration de ce résultat est basée sur des techniques de point fixe. Main-
tenant, on considere le probleme suivant qu’est une perturbation compact d’une inéquation
quasi-variationnelle elliptique ou 'opérateur A est perturbé par un autre opérateur B. Trouver

x de X telle que pour tout y € X, on a

Pour étudier le probleme ci-dessus, on a besoin des hypotheses suivantes
1. L’opérateur A : X — X est frotement monotone et lipshitz continue, i.e;
(a) 11 existe une constante m > 0 telle que

(A"L‘ - Ay,l’ - y)X Zm ||I’ - y”?X? \V/(L', Yy e Xv

(b) 11 existe une constante M > 0 telle que
[Az — Ayllx < M|z —ylx, Va,ye X

2. Lopérateur B : X — X satisfait

(hy) : Nl existe C > 0 telle que (Bx,7)x = —C|z|%, Vze€X.

h Pour toute suite {n,} C X telle que 5, — n € X, alors il
3) -
exite une suite {7,/ } C X telle que Bn,, — Bn, fortement dans X.

(ha): (Bz—Byy—a)x <(m—a)|z—ylk, YVor#yeX

( { Il existe 0 < 8 < (m — «) telle que
5) -

3. La fonctionnelle j : X x X — R satisfait
(he) : Pour tout n € X, la fonctionnelle j(n,-) : X — R est convexe sur X.

. s e s . . . -/ ,
Comme on le sait la dérivée directionnelle existe j, et donnée par

) .1y .
(h7) : Jz(n,w;y)Z;gIg)X[J(n,xﬂ%y)—J(n,y)}, Vi, z,y € X.

19



Chapitre I. Requis et préliminaires

4. Les hypotheses suivantes sont vérifiées

(Ja) :

(J5) :

Pour toute suite {z,,} C X avec ||z,|x — oo,

et pour toute suite {t,,} C [0,1], on a

lim inf [” B Go (b, T —xn)} <m-—C.

n—oo

Pour toute suite {z,} C X avec ||z,||x — o0,

et pour toute suite bornée {n,} C X, on a

n—oo

lim inf {H ||2 ]2(777171:717 x'ﬂ)} <m.

Pour toutes suites {z,} C X et {n,} C X telles que
r, —~x € X, n, —=n € X, pour toute y € X, on a

lim sup [§ (1, y) = 3 (0n, 20)| < 3(0,) = 5(n, ).
n—oo
j(w,y) = j(@,2) +j(y, @) — jly,y) <mllz —ylk, Ye#yeX
Il existe e < m telle que pour tout z, y € X, on a

Jxy) — gz, x) + 5y, z) — iy, y) < allz —yl%.

Sous toutes ces considérations, le resultat d’existence et d’unicité est verifié.

Théoréme 1.11 Supposons que les hypothéses (hy)-(hs) et (hg) sont vérifiées, alors

1.
2.
3.

Sous (J1)-(J3) et (Js), le probléeme (1.11) a au moins une solution x € X .
Sous (J1)-(J3), (J5) et (hg), le probléme (I.11) a une unique solution.
Sous (J1)-(J3), (Js5) et (hs), le probléme (1.11) a une unique solution x =

xy et qui

est fonction lipshitziene continue par rapport a f avec la constante de Lipschitz est

(m—a—p)7"

Pour une idée sur la démonstration de ces théoremes, voir [19], [55].
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Chapitre 11

Formulation mathématique du probleme de

contact en thermo-piézolectricité

Dans ce chapitre, on rappelle les différentes équations du probleme que 'on veut résoudre.
On précise tout d’abord qu’on se place ici dans le cadre d’un processus quasi-statique et sous
I’hypothese de petites déformations. Le matériau intervenant dans les problémes est assimilé
a des milieux continus et homogenes. Le comportement thermo-électro-élastique de la matiere
lors de la mise en forme vérifie les principes fondamentaux de la physique, en particulier ceux
de la mécanique des milieux continus, qui sont la conservation de la masse, la conservation de la
quantité de mouvement, la conservation de I’énergie et vérifiant les équations de Maxwell. On va
aborder dans une premiere partie la modélisation du probleme mécanique. La deuxieme partie
traitera le cadre physique et le modele mathématique. Enfin, on terminera par les notations et

les hypothéses qu’on utilisera ultérieurement.

1 Définitions

Jacques et Pierre Curie ont découvert en 1880 [22] l'effet piézoélectrique, c’est-a-dire, la ca-
pacité qu’ont certains matériaux a produire une charge électrique proportionnelle a la contrainte
mécanique qui les déforme. La déformation résultante de I’application d’un potentiel électrique
est appelée 'effet inverse. Il a été suggéré par Lippman en 1881 et confirmé expérimentalement
par les freres Curie [16], [35]. Dans I'industrie, ces matériaux sont utilisés a la fois comme sen-
sor et actuator, permettant ainsi a la fois d’avoir une jauge de déformations et inversement de
contréler le déplacement d’une structure en contrélant la tension aux bornes du matériau pié-
zoélectrique [3], [6]. Parmi ces matériaux, il existe une classe dite pyroélectriques qui possedent
naturellement une polarisation électrique qui varie avec la température, a savoir par exemple

les céramiques. Ces derniers sont majoritairement utilisés dans les applications industrielles de
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la piézoélectricité et parmi eux les plus connues sont les Zirconotitanates de Plomb (PZT).
Il est donc bien établi que les propriétés électriques de ces matériaux dépendent de la tem-
pérature. Inversement, sous une variation cyclique de champ électrique, la polarisation de ces
matériaux présente un effet d’hystérésis qui entraine une perte d’énergie (variation de tempéra-
ture) [37]. L’interaction entre les trois chargements mécaniques, électriques et thermiques exhibe
les trois types de comportements existant dans ces matériaux, a savoir la thermo-élasticité, la
piézo-électricité et la pyro-électricité. En raison de ce couplage thermo-électro-élastique, ces
matériaux dits thermo-piézoélectriques, présentent un intérét majeur pour les mathématiques

appliquées et particulierement pour les problemes de contact mécanique.

2 Equations d’équilibre

Dans cette section, on présente I’ensemble des équations régissant le comportement thermo-
électro-élastique d’'un corps matériel impliquant un contact avec frottement. On se place dans

le cadre d’un processus quasi-statique et sous I’hypothese de petites déformations.

2.1 Equilibre mécanique

L’évolution d’un corps matériel soumis a des forces extérieures de densité volumique f

respecte le premier principe de la dynamique qu’on peut traduire par

0%*u

Diva%—fo:p@,

ou p est la masse volumique du milieu continu. Dans 'approximation quasi-statique le terme
2

—— est nul, alors I’équation précédente se réduit a :

ot?

Divo + fo = 0. (IL1)

Cette équation, décrivant le mouvement de tous points du corps matériel en réponse a ’action

de forces extérieures, est dite équation d’équilibre mécanique.
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2.2 Equilibre électrique

Dans un milieu diélectrique non aimanté et de densité volumique de charge électrique qo,

les phénomenes électriques sont décrits par les équations de Mazwell [76] suivantes

0B
tE = —— I1.2
rot =~k (1.2
oD
tB = po—— I1.
ro Ho, (I1.3)
div D = qq (I1.4)
divB =0 (IL5)

ol jip est la perméabilité magnétique du vide. Ce systeme d’équations contient de nouvelles
inconnues, a savoir, le champ électrique F, le champ magnétique B et le déplacement électrique
D. La loi de conservation du flux magnétique (I1.5) implique que B dérive d’un potentiel

vectoriel A dit potentiel magnétique [65]

B =rot A.

0A

5, est a rotationnel nul et

Cette équation combinée avec 1’équation (I1.2) implique que F +

donc dérive d’un potentiel scalaire ¢ dit potentiel électrique [65]

Si en plus, on néglige I'effet magnétique devant 'effet de l'interaction électro-mécanique, le

potentiel magnétique A s’annule et alors

E=—-Vo. (11.6)

2.3 Equilibre thermique

Sous I'hypothese que le matériau suit la loi de conduction de Fourier, le flux de chaleur

s’exprime en fonction du tenseur K de la conductivité thermique

g =—K V0. (IL7)
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Et dans I'approximation quasi-statique, [’équation d’équilibre thermique s’écrit
0+ divg = —Mée(u) — P E(p) + ¢ (IL.8)

Le systeme d’équations (I1.7)-(I1.8) permet de décrire le phénomene de conduction thermique
dans tout corps matériel sujet a un chargement thermique de densité surfacique ¢ ou M et P
sont respectivement tenseur d’expansion thermique et tenseur des déformations pyroélectriques.

Notons que dans le cas statique I’équation (I1.8) devient :

divg = g

3 Lois de comportement thermo-piézoélectrique

La thermo-piézoélectricité est un couplage entre les trois phénomenes mécaniques, élec-
triques et thermiques. Il est naturel donc qu’on retrouve dans les lois de comportement thermo-
piézoélectrique des variables piézoélectriques et pyroélectriques qui relient les grandeurs méca-
niques (déformations, contraintes) aux grandeurs électriques (potentiel électrique, champ élec-
trique) et aux grandeurs thermiques (fluz de chaleur, température). Les équations gouvernant
le comportement thermo-piézo-élastique ont été introduites en 1961 par Mindlin [52] dans le
cas linéaire et généralisées en 1971 par Tiersten [77] a la piézo-thermo-élasticité non-linéaire.
Plus de détails sur la théorie générale de la piézoélectricité peuvent étre trouvés dans [17, 60] et
pour de récents développements [5]. Si on néglige les effets thermiques, les différentes variables

intervenantes dans les lois de comportement piézoélectrique seront

Grandeur Terme Définition
D Déplacement électrique.

Electrique 153 Tenseur de permittivité électrique.
E Champ électrique.
o Tenseur des contraintes.

Mécanique € Tenseur des déformations mécaniques.
5 Tenseur de 1’élasticité.

Piézo-électrique & Tenseur des déformations piézo-électriques.

Tableau 1-1 : Variables de la loi de comportement piézo-électrique.
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Selon le standard IEEE de la piézoélectricité [1], les lois de comportement en piézoélectricité

linéaire comprennent les deux équations suivantes

oc=35¢e(u)—EE(p) (11.9)
D =¢Ee(u)+ L E(p). (I1.10)

Pour exprimer le couplage thermo-électrique, il est nécessaire d’introduire dans ces équations

le tenseur des déformations pyroélectriques et les coefficients d’expansion thermique suivants

Grandeur Terme Définition

Pyroélectrique P Tenseur des déformations pyroélectriques.

Thermo-mécanique M Tenseur d’expansion thermique.

Tableau 1-2 : Les variables pyroélectriques.

En tenant compte des couplages Température/ Déformations et Température/ Déplacement élec-

trique dans les équations (I11.9)-(I1.10), les lois de comportement thermo-piézoélectrique s’écrivent

o=Fe(u) —EE(p) — 0 M,
D=Ec(u)+LE(p)+0P.

(IL.11)

4 Conditions de contact et lois de frottement

On expose ici I’ensemble des conditions de contact et de frottement intervenant dans la mo-
délisation des problemes de contact a étudier. On suppose que le processus est quasi-statique et
soit [0; 7] notre intervalle de temps, il s’agit d'un corps & comportement thermo-piézoélectrique
occupant un domaine Q de R? et soumis sur des parties de sa frontiere I' & des chargements
mécaniques, électriques et thermiques. Ce corps est en contact sur une partie I'c de I' avec une
fondation qu’on suppose électriquement et/ou thermiquement conductrice. Les lois de compor-
tement (I1.11) ne sont que des données de premier type et par conséquent, des spécifications sur
les conditions aux limites sont nécessaires pour assurer la solvabilité des problemes proposés.

Ces spécifications se feront sur les grandeurs mécaniques, électriques et thermiques.

4.1 Conditions de contact mécanique

On entend par condition de contact une relation impliquant les composantes normales du

champ des déplacements et des contraintes. Supposons que la frontiere I' est suffisamment
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réguliere de telle sorte qu’en tout point de I', il existe une normale v extérieure a ). Sur la
surface de contact I'c le vecteur de déplacement v et le tenseur des contraintes o peuvent alors

se décomposer suivant la normale v, ¢’est-a-dire

V,=0V-V VUp=0V—0U,V

o,=(v)-v o,=(cv)—o,v.

Précisons que les composantes normales v, et g, sont des scalaires, tandis que les composantes

tangentielles v, et o, sont des vecteurs tangents a I'.

4.1.1 Contact unilatéral

On suppose dans ce cas que la fondation est rigide. Alors, elle ne subira pas de déformation

et le corps matériel ne pourra pas y pénétrer. Cette propriété se traduit par la relation
u, <0,

ou u, est le déplacement normal. Si u, < 0, le corps se sépare de la fondation et les contraintes
normales sont alors nulles

o,=0.

Si u, = 0, le corps est maintenu en contact avec la fondation et celle-ci exerce alors une réaction
normale orientée vers 2, c¢’est-a-dire
o, <0.

Ces trois conditions modélisent le contact avec une fondation rigide et s’appellent conditions

de contact unilatéral ou encore conditions de Signorini [69]. Elles se résument en

o, <0 (11.12)

oy, -u, =0

si le gap entre le corps et la fondation g = 0 et sinon, il suffit de remplacer u, par u, — g.

Remarque Le cas d'un contact bilatéral (le contact est maintenu durant le processus) se

traduit par la seule relation u, = 0.
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4.1.2 Compliance normale

Ici, la fondation est supposée légerement déformable et donc le corps matériel peut y péné-

trer. Cette propriété est traduite par la condition suivante, dite de compliance normale

— 0y = pu(uu - g)?

ou p, est une fonction positive donnée, s’annulant pour u, < g. Cette condition exprime que
lorsque le corps pénetre dans la fondation (u, > g), celle-ci exerce une réaction sur le corps
en fonction de sa pénétration u, — g. Des conditions de contact avec compliance normale ont
été proposées dans [42] et utilisées par exemple dans [32] et [55]. Un exemple concret consiste

a définir la fonction de compliance p, de la maniere suivante

pu(r> =Cy Ty,

ol ¢, est une constante positive et 7, = max{0,7}. Cette loi régularise les conditions de
Signorini et offre ainsi une certaine simplicité mathématique dans 1’étude des probléemes de

contact avec compliance normale.

4.2 Lois de frottement

Les lois de frottement modélisent le comportement de la contrainte tangentielle o,. His-
toriquement, les premieres lois de frottement sont dues a Amontons et Coulomb. Dans cette

section, on en présente quelques exemples.

4.2.1 Frottement de Tresca

Cette loi est a seuil de glissement fixe, supposé connu et ne dépendant pas de la contrainte
normale. Elle est alors, plus simple, mais moins réaliste que la loi de Coulomb et elle s’exprime

dans le cas statique par

lo-l] < S

ool <5 si u,=0 (I1.13)
ur

-0, =5 si u, #0.

[
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4.2.2 Frottement de Coulomb

C’est 'une des lois les plus répandues. Elle respecte une certaine proportionnalité entre les

deux composantes de la contrainte o. Dans le cas statique, il s’énonce

lo-]l < p(ov —g)
lo7|| < plo, —g) si u, =0 (11.14)

u-
o, =—plo, —g) T si u, #0.

Ou p est une fonction positive représentant le seuil de frottement S. Tant que le seuil S n’est
pas atteint, le corps matériel est immobile u, = 0. Des que ce seuil est atteint, le corps se met
a glisser et la contrainte tangentielle tend a s’opposer au mouvement.

Dans le cas quasi-statique, il se traduit de la fagon suivante

ozl < plow — g)

||O-TH < p(O'V - g) si u, =0 (1115)
Ur .

JT:—p(al,—g)m si u, #0.

Cette loi sert a modiliser le contact avec frottement d’un corps et une fondation rigide, la

fonction p est donnée dans le cas du contact unilatéral [28] par

p(o,) = p |Roy,(u, 0,0)],

ol R est un opérateur de régularisation et p désigne le coefficient de frottement. Dans le cas

du contact avec compliance normale, la fonction p est donnée [32] par

p(O’,/) = pT(“I/ - g)

ou p, est une fonction positive donnée, et pour un exemple, il suffit de prendre p,(r) = ¢, 4

ou ¢, est une constante positive.

4.2.3 Frottement sec

La modélisation mathématique du frottement sec s’énonce dans le cas quasi-statique [4] par
loz|| < p G(-, |Row(u, 9,0)|)
|

@, 0
o7 || < G(+, |Row(u, ,0)]) = i, =0 (11.16)
lo-ll = 1 G(-, [Rou(u,,0)]) = (A €RT), i, = —Ao.
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Ou p est le coefficient de frottement, ., est le glissement tangentiel relatif du corps et G est la
limite de frottement de sorte que p G est la résistance maximale du frottement sur la surface.
La condition (I1.16) peut étre interprétée physiquement de la maniére suivante : la frontiere
adhere a la fondation et se déplace avec elle lorsque la contrainte tangentielle appliquée est
inférieure a la valeur limite uG. La partie de I'c ou cela se produit s’appelle zone d’adhérence.
La partie ou la contrainte tangentielle atteint sa valeur limite et ne se déplace pas en tandem
avec la fondation est appelée zone de glissement et la direction relative du glissement y est

indiquée par le multiplicateur inconnu .

Remarque Le cas de contact sans frottement bien que n’ayant aucune réalité physique, ce
modele est souvent utilisé dans un souci de simplification (glissement parfait). Dans ce cas, les

mouvements tangentiels sont libres, ce qui se traduit par la condition

or=0.

4.3 Conditions de contact thermo-électriques

Etant donné que le corps matériel considéré est a comportement thermo-piézoélectrique
et que la fondation est supposée électriquement et thermiquement conductrice. Il est naturel
d’introduire des lois qui permettent de modéliser le contact électro-thermique. On s’inspire des

articles [25, 38] pour proposer les conditions de contact thermo-électrique suivantes

D-v=1y(u,) ¢r (¢ — ¢r)
Q-v=ke(u,) o1 (0 —0p)

(IL.17)

Les équations ci-dessus constituent des conditions régularisées du contact thermo-électrique.
Elle traduisent le fait que lorsqu’il y a décollement (u, < 0), I’écart entre le corps et la fonda-
tion est considérée comme isolant (rempli d’air par exemple). Par conséquent, les composantes

normales du champ de déplacement électrique et du flux de chaleur s’annulent, c¢’est-a-dire
u, <0 = D-v=0, Q-v=0 (I1.18)

et lors du contact (u, > 0), la composante normale du champ de déplacement électrique,

respectivement du flux de chaleur, est supposée proportionnelle a la différence du potentiel
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électrique, respectivement a la différence de température, c’est-a-dire

D-v=k(p—or)

vk (6—0) (I1.19)

u, >0 :>{

avec k. et k. des constantes positives, appelées coefficient de conductivité électrique et coefficient

de conductivité thermique. Notons que (I1.19) et (I1.20) peuvent se reécrire comme suit

D-v =k 1o 1of(w) (¢ — ¢r) (I1.20)
Qv =rke L oo[(w) (0 —OF)

ol 1{g 1o est la fonction indicatrice de I'intervalle [0, +o00|. La condition (I1.20) décrit un contact
thermo-électrique parfait. Elle peut étre rendue plus réaliste sous la forme régularisée (I1.17).

D’une part, ke 1jg 1oo[ & été remplacée par la fonction ¢ définie par [38]

0 si r <0
(r) =< kdr si 0<r<1/§ (11.21)
k. si 1/6<r

avec 0 est un parametre positif suffisamment petit. D’autre part, la fonction k.1 4o a été

substituée par une fonction croissante et Lipschitzienne k. telle que [25]

ke(r) =0 si <0
(r)=0si r (11.22)
ko(r) >0 si r>0
Notons enfin que ¢, est une fonction de troncature, définie par
—L si r<—L
or(r) = r si —L<r<L (I1.23)

L si L<r.

Elle est introduite pour des raisons mathématiques et elle ne pose aucun probléme sur le plan

modélisation. En effet, si L suffisamment grande, on a

¢L(p—wr) =90 —pr et ¢p(0—0r)=0—0p.
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On précise que dans le cas k = A = 0, les fonctions ¢ et x seront identiquement nulles et donc
D-v=0 et Q- -v=0. (I1.24)

Cette condition modélise le cas ou la fondation est un parfait isolant électrique et thermique.

Remarque Dans le cas quasi-statique on a pris en compte la chaleur générée par frottement

et le flux de de chaleur a travers la partie de contact et alors on écrit
q-v=—pp(o,) S+, |lirll) + ke(6 — Or), (I1.25)

ou p est une fonction donnée par p(o,) = p,(u, — g) si le contact est modélisé par compliance
normale et p(o,) = G( -, |Ro,(u, ¢,0)|) en cas de frottement sec. La relation (I1.25) représente
I’échange de flux thermique entre le corps et la fondation. Nous notons que cette condition se
compose de deux parties; la premiere pu p(o,) Se( -, ||u,] ) résulte de la dissipation de frottement
et qui dépend du coefficient de frottement p, le glissement tangentiel relatif du corps ., et le
stress normal o, dans lequel S.(.,7) est une fonction généralisant la norme || - || (voir [4]). La
deuxieéme partie k.(u, — g)¢r(0 — 0r) représente ’échange de chaleur résultant des différentes
températures des corps a 'interface de contact, ol k. est la conductivité thermique et 0 est la

température de la fondation.

Remarque On peut modéliser le flux thermique sur la partie de contact de facon similaire au

conditions de Signorini pour les déplacements et les contraintes comme suit :
G (u,0,0) <0, 0—0p <0, q,(u,p0)(0—0r)=0. (I1.26)

Nous supposons ici que le flux thermique est unilatéral, c¢’est-a-dire qu’il se fait de la fondation
au corps, et que la température du corps ne dépasse pas celle de la fondation sur la zone de

contact.

4.4 Formulation du probléeme

Dans cette section, on introduit le cadre physique et les modeles mathématiques associés aux
problemes de contact étudiés dans ce mémoire. On introduit également certaines hypotheses

sur les données qu’on utilisera dans les chapitres suivants.
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fondation conductrice _ @

Fig. I1.1 — Un corps piézoélectrique en contact avec une fondation.

4.4.1 Cadre physique

On envisage un corps piézoélectrique qui occupe un domaine borné 2 de R¢, (d = 2, 3) avec
une frontiere réguliere I'. On suppose que I' est partitionnée en trois parties mesurables I'p, 'y
et T'c telles que meas (I'p) > 0 et que I'p UTy est partitionnée en deux parties mesurables ',
et I'y telles que meas (I'y) > 0. Soit [0, 7] notre intervalle de temps, le corps 2 est encastré sur
I'p x[0,T7], a potentiel électrique fixe sur I', x [0, 7] et & température nulle sur I'p UT' X [0, T].
Il est soumis dans Q x [0, 7] & des forces volumiques de densité fy, a des charges électriques de
densité volumique ¢y et & un flux thermique de densité volumique g, . Il est également soumis
a des tractions surfaciques de densité fy sur I'y x [0, 7] et & 'action des charges électriques de
densité surfacique g9 sur I', x [0, 7] . Ce corps est en contact sur I'y x [0, 7] avec une fondation

conductrice dont le potentiel électrique pp et la température 6z sont maintenus fixes.

Ici et dans la suite, pour simplifier, on n’indique pas explicitement la dépendance des fonctions
par rapport a x € QU T et on adopte la convention de sommation sur les indices répétés. Les
indices i, 7, k et [ varient de 1 a 3 et l'indice qui suit la virgule indique la dérivée partielle. Soit
S? I'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R¢ (d = 2,3). Nous désignons par “-” et

| - || le produit scalaire et la norme euclidienne sur R? et S¢. Ils sont donnés par

u-v =, ||v||:(v-v)% (Yu, v € RY)

1
oc-T=05-75 , |ITl=(-7)2 (Vo,7€8%.
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Sous I’hypothese des petites déformations, le tenseur des déformations linéarisées s’écrit
e(u) = (3 (uiy +uz)) (I1.27)
Les équations d’équilibre mécanique, électrique et thermique sont données par

Divo+ fy=0
divD =q (I1.28)
0+divg=—-MEée(u) —PE(Q) + qu.

Tenant compte du cadre physique considéré, les conditions aux limites s’expriment

u=0surI'p x[0,7] (11.29)
o-n= fysur I'y x[0,7]. '
@e=0surI'y x[0,T] (11.30)
D-n=gqsur ', x [0,77]. '
{0=0suwyUTp x[0,7]. (11.31)

Les équations (I1.28)-(I1.31) associées aux conditions aux limites, les lois de comportement
thermo-électriques (I1.11) et les conditions aux limites sur I'c x [0,7] (lois de contact et de
frottement) constituent le modele mathématique qui décrit 1’évolution thermo-piézoélectrique

d’un corps matériel en contact avec frottement.

4.4.2 Modeles mathématiques

Le cadre physique est tel qu’il a été décrit dans la figure précédente. Les lois de comportement
thermo-piézoélectrique sont de la forme (I1.11), les équations d’équilibres et les conditions aux
limites sont données par (I1.28)-(I1.31). Sous ces considérations, le probleme thermo-électro-

élastique quasi-statique a étudier peut se formuler de la maniere suivante

Probléme (P,). Trouver le champ des déplacements u : 2 x [0, T] — R?, le potentiel électrique
0 :Qx[0,T] = R et la température 6 : Q x [0,T] — R tels que :

o=Fe(u) —EE(p) — M0 (I1.32)
D=Ec(u)+pE() —PH dans Q x [0, 7). (I1.33)
q=—-KVb. (I1.34)
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Diwvo+ fop=0

divD = qq

0 +divg=—-MEée(u) — P E(p) + qu dans Q x [0, 7.
u = sur I'p x [0, 7.

on = fo sur I'y x [0, T7.

0= sur I'y, x [0, 7.

D-n=gq surl},x|[0,T].

0= sur I'p UTy x [0, 7.

Conditions de contact sur I'c.

u('ao):u079('70):90a90('70):900 dans Q.

(I1.35)
(I1.36)
(11.37)
(I1.38)
(11.39)
(I1.40)
(I1.41)
(I1.42)
(I1.43)
(11.44)

On note que ce probleme est un systeme a couplage thermo-électro-élastique, impliquant le

champ des déplacements u, le potentiel électrique ¢ et la température 6. Dans les chapitres

suivants, différentes conditions de contact avec frottement seront considérées et des approches

adéquates pour la résolution de ces probléemes seront adoptées.

Dans le cas statique, le probléeme thermo-électro-élastique est donné par

Probléme (P). Trouver le champ des déplacements u : Q — R, le potentiel électrique ¢ -

Q — R et la température 0 : Q — R tels que :

oc=3Fe(u) —EE(p) — M0
D=&c(u)+ B E(p)—Pb dans Q.

q=—-KVo.

Dwo+ fop=0

div D = qq

divqg = qu dans €.
u=>0 sur I'p.

on = f, sur I'y.
p=0 sur I',.

D-n=gqy surly.
=0 sur I'p UT'y.

Conditions de contact sur I'c.
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IT.4 Conditions de contact et lois de frottement

4.4.3 Notations et hypotheses

Pour I’étude mathématique de ces problemes, nous donnons toutes les hypotheses sur les
données qui seront utilisées toutes au long de ce rapport.
(H,) : Le tenseur d’élasticité § = (fiju) : Q x S* — S* satisfait les conditions

fijet = Fiiet = friij = fijie € L=(),
fim & &y = a0 ll€]]?, VE=(&;) € S

(Hs) : (a) Le tenseur piézoélectrique € = (e;5x) : Q x S — R? satisfait la condition

eijk = €ik; € L(Q).

*
ijk

Nous rappelons ici que le tenseur transposé £* = (e} ) est donné par e, = ey et qu'il satisfait
Eo-v=0-Ev, Yoe S VYve R
(b) Le tenseur de dilatation thermique M = (m;;) : Q x R? — R? satisfait la condition
mi; =mj € L>(Q).
(¢) Le champ vectoriel pyroélectrique P = (p;) : Q — R? satisfait la condition

pi € LOO(Q)

Les conditions ci-dessus, nous permettent de définir les deux constantes suivantes

M = sup [[mij|| =) et Mp = sup ||pifr=(0).
ij i

(Hj) : (a) La permittivité électrique 8 = (8;;) : © x R* — R? est telle que

Bij = Bji € L=(€2),
Bij bz bj 2 mg HbHQ, \V/b = (bz) < Rd.

(b) La conductivité thermique K = (k;;) : Q x R? — R? est telle que

kij = kji € L>(€),
kij ziz; = me|z||?, Vz=(z)€ R%L
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(H,) : Le coefficient de frottement satisfait >0 € L>*(I'¢) p.p. sur I'¢, et on pose

pr=sup ||plle(re)

te[0,T

(Hs) : L’application R : H/FC — L?(T'¢) est linéaire continue et compact, et on pose cg = || R|.

(Hg) : La fonction G : T'c x RT — RT satisfait
(a) (3L; >0), (Va,be RT), |G (-,a) — G (-,b)] < Li]la —b| p.p. sur ¢,

(b) pour tout a € R, I'application = — G(z, a) est Lebesgue mesurable sur T'¢,

(¢) pour tout a € RT, application x — G(z,a) est g*-bornée p.p. sur T'c.
: La fonction S, : I'c x R — R* satisfait
(a) (3Ly >0), (Va,be R"), |Sc(,a) — Sc(+,b)| < LaJa —b|] p.p. sur ¢,

—~
5
~—

(b) Papplication S, : I'c x R — R est Borel mesurable,

(¢) pour tout a € Rt I'application 2 — S.(z,a) est S*-bornée p.p. sur T'c.

(Hg) : Les forces, tractions, charges, densités de chaleur et le potentiel électrique el la tempé-

rature de la fondation satisfont
fO S WLOO(O?T; L2(Q)d) ’ ¢07 qo € WLOO(OaT; LZ(Q))u YF € Lz(FC)

fv € W2 (0, T LA(Tn)D) . ¢y € WE(0,T; LAT)) , 0p € L3(T¢).

(Hyg) La fonction de conductivité électrique de surface 1) : T'c x R — R* satisfait
(a) 3Ly > 0), Vry, rg € R, |¢(-,71) — (-, r2)| < Ly |r1 — ro| p.p. sur I'e,

(b) Papplication x — ¥ (x, u) est mesurable sur I'c,
(¢) (Yr € R), lapplication = +— ¢ (x,r) est My-bornée p.p. sur I'¢c,
(d) v~ ¢(x,u) =0 pour tout u < 0.

(Hyp) Le coefficient d’échange thermique k. : e x R — R* satisfait

() ALy, > 0,Vry, ro € RT, |ke(-,71) — ke(+,72)| < Lg,|r1 — 72| p.p. sur T'g,
(b) lapplication x — k.(z,u) est mesurable sur I'c,

(¢) (Vr € RY), 'application 2 — k.(z,r) est My -bornée p.p. sur I'¢,
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IT.4 Conditions de contact et lois de frottement

(d) v~ ke(xz,u) =0 pour tout u < 0.

(Hi1) : La fonction compliance normale p, : T'c x RT — R* satisfait pour r = v, 7

(@) (3L, >0), (Va,be RY), |p(,a) —p,(-,0)] < Lyla—b] pp.sur T'c,
(b) pour tout a € RT, application x — p,(x, a) est mesurable sur I'c,

(¢) pour tout a € RT, 'application z — p,(z,a) est L, -bornée p.p. sur I'c,
(d) x— p-(r,u) =0pouru<0, pp.z€lc.

Lorsque le coefficient de frottement dépend du glissement, on utilise I’hypothese suivante :

(Hy2) : Le coefficient de frottement p : I'c x Ry — R satisfait

(@) (3L, >0), Va,be RT), |u(,a)—p(-,b)] < L,la—">b| p.p.sur I'c,
(b) pour tout a € RT, 'application x — pu(z,a) est mesurable sur I'¢,

(¢) pour tout a € R*, 'application x — pu(z,a) est u-bornée p.p. sur T'c.

(H,3) : Les forces, tractions, charges et densités de chaleur, le potentiel électrique el la tempé-

rature de la fondation satisfont
fo € L*()7, b0, @ € L*(Q), ¢r € L*(I¢)
fN € L2(FN)d, (bb € L2(Fb), 9F < L2(Fc)

On note que dans chaque chapitre on n’utilise que les hypotheses qui sont nécessaires pour la
résolution du probléme considéré et qu’elles seront complétées par d’autres hypotheses supplé-

mentaires spécifiques a la nature de ce probleme.
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Chapitre 111

Probleme de contact quasi-statique bilatéral

avec frottement en thermo-piézoélectricité

Dans ce chapitre, nous considérons un modele mathématique décrivant le contact bilatéral
avec frottement entre un corps a comportement thermo-piézoélectrique linéaire et une fondation
thermiquement conductrice. Le processus est supposé quasi-statique et le contact est modélisé
avec une loi de frottement sec, dans lequel la chaleur générée par frottement au cours du
processus est prise en compte. Nous déduisons la formulation variationnelle du probleme et
nous établissons 'existence d’une solution faible. Le résultat principal de ce chapitre a fait

I'objet d'un article publié dans le journal "Mathematical Methods in the Applied Sciences" [8].

1 Modele mathématique

Dans cette section, nous supposons que le contact est bilatéral (u, = 0) couplé avec une loi

de frottement sec (I1.16), et donc le probléme mécanique considéré est le suivant :

Probléme (P). Trouver le champ des déplacements u : Q x [0, T] — RY, le potentiel électrique
0 :Qx[0,T] — R et la température 6 : Q x [0,7] — R tels que :

oc=5F¢c(u) —EE(p) — MO  dans Qx (0,7), (II1.1)
D=Ecs(u)+pE(+POH dans Qx(0,7), (I11.2)
q=—-KVo dans Q x (0,7), (I1L.3)
Divo + fo =0 dans Q x (0,7), (111.4)
div D = ¢q dans  Q x (0,7), ( )
0+divg=-Mée(u) —PE(p)+q  dans Qx(0,7), (I11.6)
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u=>0 sur  I'p x(0,7), (IIL.7)
ov = fn sur  I'y x (0,7, (I1L1.8)
u,=0 sur TI'ex(0,7), (II1.9)

lo-ll < w G(-, [Roy(u, ¢,0)])
ool < p G(-, |Ro,(u,,0)]) =, =0 sur I'c x (0,7, (II1.10)
||UT|| =K G(7 |RUV(ua goa@)D =3dA € R+,’ll7- =—Ao;

o=0 sur T, x(0,7), (I11.11)
D-v=¢, sur T}, x(0,7), (IT1.12)
0=0 sur I'pUTDy x(0,7), (IT1.13)
q-v=—pG(, |Roy(u,,0)|) Se(-, [[irl]) + ke(6 — Op) sur Ie x (0,T), (II1.14)
u(+,0) =up, 0(-,0) =06y, p(-,0)=¢y dans Q. (I1L.15)

2 Formulation variationnelle du probleme

Utilisons le théoréeme de représentation de Riesz pour définir f : [0,7] =V, ¢. : [0,T] = W
et ©:[0,7] — @ comme suit

(f,v)v=/Q fovcla:Jr/F fyvvda, YveV, (T11.16)
(%E)wz/Q qzﬁofd:c—/r dp&da, VE€ W, (I11.17)
(©,m) 20 :/Q qondq:—i—/r k.Opnda, ¥Yne Q. (IT1.18)

Nous considérons aussi 7 : X XV >R, x : X XV xQ — R et w: Q x Q — R données par

J((u; ¢,0);v) = /Fc pG( | Roy(u, ¢,0)]) [|v-| da, (I1.19)
X((U, 90,9);11;77) = /Fc MG('v |RUV(U, 9070)|) Sc(" ||Ur||)77da7 (11120)
w(f,n) :/F k.0nda, (IT1.21)

pour tout (u,p,0) € X =V xW xQ,veVetneq.
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IT1.3 Résultat d’existence de la solution du probléme discret

De plus, nous introduisons les hypothéses suivantes sur les données initiales

up €V et 0y € Q tel que pour tout (v,§) € V. x W, on a

(Se(uo), e(0))n + (E"Vepo, £(v)) = (Mbo, £(v)) i + 5 (w0, o, b0;v) = (£(0),v)v,

(6Ve0, V& u = (Ee(un), V&) u + (P 0o, VE) 1 + (4:(0), Hw,
Il existe Ty € L*(Q) telle que

(KVOo, Vn)u + w(bo,n) — (0(0),n)2(2) = (To, 1) L2(0)-

(111.22)

Selon toutes ces notations et par une procédure standard basée sur les formules de Green, nous
pouvons énoncer la formulation variationnelle du probléeme (P), en termes de déplacement, de

potentiel électrique et de température (voir [21]).

Probléme (PV). Trouver le champ des déplacements u : [0,T] — V, le potentiel électrique
0 :[0,T] = W et la température 0 : [0,T] — Q tels que

(Fe(u), e(v —@))p + (5 Vep,e(v — 1))y — (MO, (v — @) (I11.23)
+J((u,0,0),0) = j((u, ,0),0) = (f,v =)y, YoeV,

(BVe, V) — (Ee(w), V) — (PO.VE)r = (¢, )w, VEE W, (I11.24)

(0,020 + (K VO, V)u + (ME(u),n)r20) — (P Vé,0) 120 (111.25)
= X((u, 0, 0);43m) + w(0,n) = (©,1)12(0), V1 € Q,

u(-,0) =g, 0(,0) =0, o(-,0) =, dans €. (I11.26)

Le résultat d’existence principal que nous allons prouver dans la suite, est le suivant

Théoréme II1.1 Supposons que les hypothéses (Hy)-(Hs) et (111.22) sont vérifiées, alors, pour

un coefficient de frottement assez petit, le probléme (PV') a au moins une solution.

3 Résultat d’existence de la solution du probléme discret

Le probleme (PV) peut étre discrétisé dans le temps par un schéma implicite. Soit la
subdivision uniforme ty =0 < --- < t, = T de l'intervalle de temps [0,7] ou ¢; = iAt pour
1=0,...,net At = % Pour toute fonction w, on note w® 'approximation de la valeur w(t;)

et par Aw’ la différence w*! — w'. Si w est une fonction continue, nous utilisons la notation
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w' = w(t;). Dans chaque pas de temps, nous obtenons alors les problémes incrémentales (PV?)

définis pour u(-,0) = ug, ¢(+,0) = ¢ et 6(-,0) = Oy comme suit :

Probléme (PV?). Trouver le champ des déplacements u'™* € V', le potentiel électrique ™' €
W et la température 0! € Q tels que :

(Fe(u™),e(v—u™*))y + (€ V™ e(v —u™)) g — (MO e(v —u"™))y (1IL.27)
+ j((ui+17 90i+17 9i+1)7 v = ul) - j((uH_l) QOH_l) QH_I)) UH_I - uz) > (fH_lu v = UH_I)V)vv € Vv

BV Ve — (Eec(u™), V) — (PO, VO = (¢, Ow, VEEW, (I11.28)

(eiH, 77)L2(Q) + At (’C Veiﬂ, VTI)H + (M E(Uiﬂ)y 77)L2(Q) - (7) VSOiH, ﬁ)m(g)
A i1 it pitl utt —

— At X((U 2 ), T Ar

= At (O™, )2 + (0".0) 2(0) + (Me(u'),n)2) — (PVY' 012y, Yne€ Q.

:n) + At w(@ n) (I11.29)

Nous définissons, pour tout z € L*(I'¢), la fonction y. : Q — R par
X=(1) :/F zn, YneQ. (I11.30)
C

Nous considérons le probléme intermédiaire (PV}) suivant, dans lequel z est supposé connu.

Probléme (PV}). Trouver le champ des déplacements u'™ € V', le potentiel électrique @' €

W et la température 0! € Q tels que :

(Fe(l) e(v—ult))u + (Vi e(v —ul)) g — (MO (v —ulf))m (I11.31)

+ (W el 00 ) v —u') — (Wl U Ol =) = (e —ul)y, Yee,
BV VO — (Ec(ui™), V) u — (PO V) = (&, Ow, VEE W, (I11.32)

(O )2 + At (K VO, V) g + (Me(ul™),n) 2@y — (P VeI n) iz
+ At w(0 ) — Atx.(n) (I11.33)
= At (QHI,T})L?(Q) + (8i777>L2(Q) + (M €(Ui),77)L2(Q) - (7) VSOi, T])L?(Q)7 Vne Q.

Soit O Iélément de @ défini pour tout n € @ par

(O m)q = (At O™ n) 2 + (0", 0) 12 (0) + (Me(u'), n)2) — (P Ve, ) 1200) + At x2(n).
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. 2
Pour résoudre le probléme (PV}), soient X =V x W x Q et Y = L*(T'¢)4 x (LZ(FC)) , muni

des produits scalaires ci-dessous et de leurs normes euclidiennes ||.||x et ||.||y donnés par
(@, y)x = (w,v)v + (¢, Ow + (0, n)q, (I11.34)
(Z, Z/)y = (Zl, Zi)LQ(Fc)d + (ZQ, Zé)[ﬁ(pc) + (23, Zé)LZ(Fc)a (11135)

pour tout x = (u,p,0),y = (v,§,n) € X et z = (z1,22,23), 2/ = (21,25,2,) € Y.

Ensuite, nous définissons les opérateurs A : X — X et B: X — X donnés par

(Az,y)x = (Fe(u),e(v))u + (A KVO, V)i + (BVe, VO
(& Ve, e(0))n — (Ec(u), VE)u, (I11.36)
(Bz,y)x == (P0,VEn — (PVe,n)rae) + (0,n)120) + At w(f,n) (I1.37)
— (MO, e(v))g + (Me(u),n)r2@), Vo= (u,9,0), y=(v,&n) €X,

la fonctionnelle J : X x X — R définie par

J(@,y) = j((u, 0, 0)0), Vo= (up0), y=(¢En X, (II1.38)
et Pélément i1 de X donné par
[ = gt erth. (111.39)
Sous toutes ces notations, nous avons le lemme suivant :

Lemme II1.1 Le probléme (PV}) est équivalent a trouver 2™ = (ultt il 1) € X tel
que pour tout y € X, on a
(At = 2iH)x + (Ba, y—ai)x + Sy — o)

z
— (@it a - xi) > (fiy — ot

(I11.40)

Preuve Soient ¢! = (uit? it §itl) € X solution de (PV}) et y = (v,&, 1) € X. Nous utili-
sons la fonction test & — it dans (I11.32) et n— 0! dans (I1.33). Nous ajoutons les inégalités
correspondantes a (II1.31) et utilisons (II1.36)-(I11.39) pour trouver (II1.40). Inversement, on
considére ztt = (ultt it 9H) € X solution de I'inégalité quasi-variationnelle (II1.40). Si on

prend y = (v, "™, 0771 dans (I11.40) et que v est un élément arbitraire de V', nous trouvons
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(IT1.31) et si nous prenons successivement y = (v, "™ + & 0711 et y = (v, ! — €, 671) dans
(II1.40) et € est un élément arbitraire de W, on en déduit (II1.32). De la méme maniere, nous
prenons successivement y = (v, " 07 + ) et y = (v, 07 — ) dans (I11.40) et n est

un élément arbitraire de ) pour obtenir (II1.33). Ainsi, le lemme est prouvé. U

En utilisant le lemme précédent, on obtient le résultat d’existence et d’unicité de la solution du

probléme (PV}) suivant.
Lemme II1.2 Pour tout z € L*(T¢), le probléme (PV}) admet une unique solution

p = (el 0T eV X W X Q.

z

La preuve est basée sur le théoreme .11 et pour 'appliquer, nous acceptons I'inégalité suivante
pLicgr max(c, ¢1,c2) + 2Mp < m. D’abord, nous étudierons les propriétés des opérateurs A, B

et la fonctionnelle J donnés par (I11.36)-(I11.37) et (I11.38). Nous avons les lemmes suivants :
Lemme II1.3 L’opérateur A : X — X est fortement monotone et Lipschitz continu.

Preuve. Soient x1 = (u1, p1,01) et xo = (ug, ¢2,0) deux éléments de X. Utilisons (I11.36), on

a

(Azy — Ao, 21 — 29)x = (Fe(ur) — Fe(uz), e(uy) — e(ug))y
+(6V¢1 — BVQOQ, Vg@l - VQOQ)H + (At K V01 — At KV@Q, V@l — VQQ)H
—{—(g*VgOl — S*VQOQ,€(U1) — €(U2))H — (55(’&1) — 5€(U2), VgOl — VQOQ)H

Notons que (€* Vo, e(u))y = (Ee(u), V), alors on trouve

(Azy — Azg, 11 — 29) x = (Fe(ur) — Fe(ug), e(uy) — e(ug))n
+(6V(,01 - 6vg02, Vgol - VQDQ)H + (At ICV61 — At ICVHQ, V‘gl — V62>H

Combinons cette égalité avec les hypotheses (H;)-(Hj), donc il existe une constante m > 0 qui
ne dépend que de §, 3, IC, 2, I'p, 'y, T’y telle que

(Awy = Ay, w1 — wa)x = m (lus — wally: + llor = @ollfy + 161 — 62]13)-
Ainsi, il découle de (II1.34) que

(Azy — Axg, 21 — 20)x = m |11 — 0|5 (I11.41)
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De la méme fagon, les hypotheses (H;) et (Hz) impliquent qu'il existe ¢4 > 0 telle que

(Azy = Azz,y)x < ea (lur = uzllv [[olly + llur = wally [€llw + 101 = b2llq lInlle

+Hler = eallw l€llw + ller = allw ]Iy ).

Alors, nous obtenons
(Azy — Azp, y)x <5eyf|loy — oflx [lyllx, Vye X
Si on pose y = Axy — Axy et M = bey, nous trouvons
|Azy — Azsl|x < M ||z — 22| x- (I11.42)

Par conséquent, le lemme II1.3 est établi. O

Ensuite, nous rappelons que la fonctionnelle J satisfait (hg). De plus, nous avons
Lemme III.4 La fonctionnelle J satisfait les hypothéses (Jy), (Ja) et (J3).

Preuve. Soient x = (u,¢,0), n = (v,§,w) € X et A € |0, 1]. Il résulte de (II1.19) et (II1.38)

que

(= x) = (@) = i I MG Roy (0, €, w)) (lur = Xuir| = [lue]) dal

= | nG(.|Rou(0.€,)) lus | da..

> =

En utilisant (A7), nous déduisons que pour tout z = (u, ¢, 0) et n = (v,&,w) de X, nous avons
aln, s =2) < = [ pG(-, |Roy, (0,6 ) s da. (IIL43)
C
Si {z,} = {(tn, Yn,0,)} C X et {t,} C]0,1] sont deux suites telles que ||z,| — oo, alors

j;(tnxn,xn; —Z,) < —/ pG (- |Roy, (thtin, thpn, tabn)|) llur|lda, ¥n e N.
e

Puisque G > 0 p.p. sur I'¢, nous obtenons j,(t,2p, T,; —x,) < 0 pour tout n € N, et alors
la condition (.J;) est obtenue. Ensuite, nous allons prouver que J satisfait (J). Soient {z,} et

{n.} deux suites de X telles que

(FC>0)(VrneN), |nllx <C et |z, — occ. (I1T1.44)
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De (I11.43) et (Hg) (c), on peut voir que

j;(nmxni —y) < ﬂg*/r [tnr || da < i g* meaS(FC)l/Z HUm-HLQ(FC) , Vnel.
C
Prenant en compte (1.5) et (I11.34), nous avons
oMy s =) < 1 g* comeas(De)Y? ||z x- (I11.45)

Par suite, la fonctionnelle J satisfait la condition (.J). Finalement, soient {x,} = {(un, ©n,0n)}
et {nn} = {(vn, &, wn)} deux suites de X telles que

T, 2= (u,0,0)€X, n,—n=(¢&w)eX.

Rappelant la compacité de l'application trace, nous obtenons wu,, — u, et |un,|| — |[u||
dans L?(T'¢). Puisque l'opérateur R est compact et que la fonction G est continue, nous avons
G(-,|Ro,(tun, pn,0n)]) = G(-,|Ro,(u,p,0)|) dans L*(T'¢). Par conséquent, nous utilisons la

définition de J pour conclure que
J(m,y) = J(ny), Yy e X et J(nn, n) = J(n, ),

ce qui conduit a la condition (J3). O

Lemme II1.5 Si ['hypothése (Hg) est vérifiée, la fonctionnelle J vérifie 'inégalité suivante :
J(x,y) = J(z,2) + I(y,x) = J(y,y) < allz—yl%, Vo,yeX (IT1.46)
Preuve. Soient x = (u, ¢, 0) et y = (v,&,w) de X. Utilisons (II1.19) et (II1.38), nous obtenons

J(@,y) = J(w,2) + Iy, x) = J(y,y)
= [ nCC.Ro w0, 0))) (el = Nl da+ [ pGC.Roy(w.m)]) (fur] = for]) da
= / (- [Rou(0,€m)]) = GO 1Ry, 0,0))] (lusll = o) da.

Prenons a = iLicgr max(co, ¢1, ¢2), alors nous trouvons

J(z,y) — J(z,2) + J(y,2) — J(y,y) < fLicg |z —y||} <allz -yl
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IT1.3 Résultat d’existence de la solution du probléme discret

Lemme II1.6 L’opérateur B : X — X satisfait les conditions (hs), (hs) et (hs).

Preuve. En utilisant I’hypothese (Hs) (¢) sur 'opérateur P, nous obtenons
(PO, Vo)lg + (PVe,0)20) =2(P0,Ve)y < 2Mp [Veolla (0] 2 < 2Mp |lollw [10]lo-

Par conséquent, pour C' = Mp, nous déduisons (P 0, Vo) + (P Ve, 0) 2@ < Mp|lz|% et
alors

—~(P6, Vo) — (P Ve, 0) 20 > —C |z} (I11.47)

Combinons (II1.47) avec (M0, e(u))g = (Me(u),0)r2) et (6,0)r2@) + Atw(f,0) = 0, alors
(Bx,z)x = —C|z|%, VreX. (I11.48)
Alors la condition (hg) est satisfaite. Maintenant, soit la suite =, = (u,, ¢n, 0,) de X telle que
Ty = (Un, Pn, On) = = (u,p,0) € X.
Il résulte de (I11.35) et (II1.37) qu'il existe une constante cg > 0 telle que
(Bry, — Br,y)x = —=(Pb, = PO,V )u — (PVen —PVo,n)r2q) + (0n — 0,1)20)
+Atw(0, — 0,n7) — (MO, — MO, e(v)) g + (Me(u,) — Me(u),n) 2@
< 66 o —2llx lyllx, Yy=(v.§n) €X.
Prenons y = Bx,, — Bz dans l'inégalité précédente, on trouve que
\|Bz, — Bz||x < ¢ ||z, — 2| x- (I11.49)
D’autre part, de (I11.40) ou zi*' € X est encore noté x € X, on a
(Az, — Az, z, — x)x + (Bx, — Br,z, —x)x < J(z,2,) — J(v,2) + J(2p, ) — J (2, ).

En appliquant (IT1.41), (II1.48) et (IT1.46), nous obtenons (m—C) ||z, —x||3% < i Licg ||z, —z ||}

Notons que o < m — C, on constate que a ||z, — z||% < ji Licg ||z, — x||? et alors

1

ﬂLlcR
. < — it — |y I11.50
||I x”Y \/ aX(CO,Cl,Cg) H:r «THY ( )

[ = 2l x <
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Combinons (II1.49) et (I11.50), on en déduit que

1

M — 2y 11151
max(cg, ¢1, C2) I oy ( )

|Bx,, — Bz||x < 06\/
L’application trace v : X — Y étant compact, alors la convergence faible z, — x conduit
a la convergence forte x, — x dans Y. Ensuite, nous concluons que Bx, — Bx dans X
fortement pour une sous-suite, et donc la condition (hs3) est prouvée. Enfin, pour tous éléments

x1 = (u1,¢1,01) et xog = (ug, s, 63) de X, I"équation (II1.37) implique que
(Bxy — Bxy, w9y —21)x =2(P 01 — P 0y, Vo — Vo) < B ||v1 — 22| x,

oun f=C=Mp>0.0ronaa+C<m,alors 0 < <m— q, ainsi (hs) est satisfaite. O

Maintenant, nous utilisons les lemmes I11.1-1I1.6 et le théoreme [.11 pour conclure que le pro-
bléme (PV?) admet une unique solution et qui est une fonction Lipschitzienne en 2™t € L*(T'¢).

Dans 'étape suivante, nous considérons opérateur A : L?*(T'¢) — L*(T'¢) défini par

AL = Gl [Ror, (a7, g5, 05))) Soly st —w'l), v € LA(To).

Soit {2z }i1,2 € L*(T¢) données et a2t = (uf!, o 91 la solution de (PV} ), alors

141 i+1
Azl - AZ2

= 1 |G Ry (it @1 05)]) = G [Roy (it @1, 05)))| Se-s aglluitt =)

zZ1 Y7z z2 V7 z2 21T

+ 1 G | Roy (uif?, @i, 051)]) (S, A llulit = wlll) = Sl 2 luith — '),

z2 V7 z2 21T 22T

Par conséquent, nous avons

1A — Azs ey

< [0 [GC R (0 i 0)1) = G R (i B )D] S it = w'l)

zZ1 721 z2 )7 z9 21T LQ(FC)
+| G R (il @l B [Scl fgllutit — ') = Se . Zlluit =D |,

Puisque 22 est Lipschitzienne en z;t, il résulte de (Hg)-(Hz) qu'il existe ¢z > 0 telle que

IAZ — Az ey < er i I — 24 2

20



II1.4 Etude de la convergence

1

Finalement, si @ < pug = —, nous déduisons, en utilisant le théoreme de point fixe de Banach,
c7 4 : . . 4

que l'opérateur A admet un unique point fixe z:+* et alors 'élément 227 = (ult?, it 00F) € X

* z

est une solution unique du probleme (PV*). O

4 Etude de la convergence

Pour tout i = 0, ...,n—1, considérons '™ = (u' ¢ 671) I'unique solution du probléme

-----

fonctions continues suivantes définies sur [¢;,t;,1] par

t—t;
JAN?

Tlingt, o) =0+

Af’ I11.52
At ’ ’ ( )

u"(t) = u' + It Au' o (t) =@ +
les fonctions constantes par morceaux suivantes définies sur (¢;,¢;,1] par
an(t) =u"t, g () =, O =01, gt () =g, (I1.53)
et la fonction g : [0,7] — X est donnée par

9= (f7 Qeaé) = (fa QeaAt@) € C([OvT]7X> (IH54>

Lemme II1.7 [l existe deux constantes positives a; et aq telles que
i+1

2 x < ar D 19 ||x + as. (I11.55)
j=0

Preuve. En utilisant (I11.36)-(111.38) et (II1.31)-(II1.33), on a
(A" y — 2™ x + (B2 y — 2™ ) x + J(2y — ') — J(2'T 2t — 1)
— Atx(a™y — 2™ > (¢ y — 2 x + (00— 07 (g (IT1.56)
+ (Me(u'),n = 0 20y = (PVY 0 = 07 )12y, Vy=(v,6,1) € X,

ou A
i1y i+l i+l gitly. U —u
=) = x (W e 0T A7

i+1

X(z ;n— 0.
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Prenons y = 0 dans (II1.56), on trouve que

(sz'+1’ xi+1>X + (Bmi+1’ l’iJrl)X
< (g )+ I at) - @ e - )+ Attt e (I1L.57)

—+ (01, QH_I)LZ(Q) + (M €<Ui), 8i+1)L2(Q) — (P VQOZ, 9i+1>L2(Q).
En utilisant (1.5), (II1.19), (II1.38) et 'hypothese (Hg)(c), donc
J(xi+171,i) _ J(xi+17l,i+1 _ :L“Z) — j((ui—H, QDH_I, QH_I),ui) _ j((uH—l, 90i+17 91‘-{—1)’ ui—i—l _ uz)

MG(.’ |RUV(ui+1’ gOHl, €i+1)’) HufrlH da (HI.58)

N
5—

Te
< co i g" meas(To)? ||z x.

De plus, on a

i+1 i
uttt —ut

et

;07)

At
= At [ G Roy (a6 6)]) S
Te

Ati(xz‘+17 Ii—i—l) _ Atx<(ui+17 ot @i+1);

1. . S
gl =)o da (IT159)

< Ateyfig* S*meas(To)Y? ||z | x.
Combinons (I11.41), (I11.49) et (II1.57)-(II1.59), donc

afla™ % < Mg ™ lx + co g™ meas(Te)'? o™ 1|x

+ep i At g* S* meas(To)Y? [|™ || x + V3 max(1, Mp, Muy) |2 x || x.
Et par conséquent, on trouve que
allz|x < [lg" I x+VB3max(1, Mp, M) ||z ||x +cofig*meas(De)Y?+eaiAtg* S*meas(Te) Y2,
Alors, le lemme II1.7 est établi. 0

Lemme II1.8 Si p est suffisamment petit, alors il existe une constante az > 0 telle que

1Ay < a3 3 Ag|Ix (I1.60)

§=0
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Preuve. Prenons (I11.56) pour t;,; et ¢;, on obtient que pour tout y € X

(Az™ y — 2™y + (B y — 2"y + J(@™ Ty — 2') — J(2" 2 — 2t
CAE Ry — ) > (g y — 2 ) + (91‘)7] T (ITL.61)
+ Me(u'),n— 0" 2 — (PVE',n— 07120,
et
(Az',y — 2")x + (Ba',y —2")x + J(z",y — 2" 1) — J(2", 2" — 2" 1) — Atx(2", y — o)
> (g y —a')x + (071 ) —0) 2 + (Me(u'™1),n = 0") 20) — (PVE' ™, — 07) 2y
(I11.62)

Prenons y = z' dans (II1.61), y = z'™! dans (II1.62) et combinons les inégalités obtenues, il
vient que

(A i+1 AI‘ l’ i)X + (BxiJrl o B$i7xi+1 o xz’)X

< (¢ —gh 2™t — 2 x + J(2', Art + Az — J(2f, AT — J (2 Az

+ (2™ Axt) — (ot A') + (A0 A9i>L2(Q) + (Me(u') — Me(u'™1), Aﬁi)Lg(Q)

- (PVQOI - PVQOi_l, Ael)Lz(Q)

(111.63)

i+1 i71|

= fu =] < !

Ensuite, appliquons les propriétés de J et ‘|u —|ul —u’|, on en déduit

que
<J((u', @', 0), Au') = J (2, Ax?),
et
J (@, Axi) — J(@ Ax') = j((u', 9", 0"), Au’) — j((u™, 07, Aud)
= [ n[GC Rou (' . 09) G Rou (w1 0] Autflda (1IL64)

< co ji Ly cg max(co, ¢y, ¢3) || A%
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D’autre part, on a

)Z(xiJrla Alﬂ) - X(xla Axl)

i+1 i ( i—1
_ i1 il pitly. U T iy i iy WU\ pi
—X((U 7()0 79 )7 At 7A0) X((uaSan)v At aAe)
= [ n[GC R, 1, 074)) = GO, [Roy (o, ', 0))] Sele, < i — ui]) A9 da
e At
i i opi L iy R i
+ J, mGC IRa ! ) [Sely mpllur™ = wrl) = Sl gl — it )] A9 da.

Et

X(‘Ii+17 Al’l) - )%("L‘Zv AZEZ)
< ofiS* Licg max(co, c1, ¢2) |Az'||%

+ | G |Rou (@' 0)]) [Sel AU ]) = Se(-, | Au )| AG" da

le
< eiS* Licg max(cy, 1, o) || Az || % + ﬁg*Lg/F [uitt — w7t AG' da
C

< S Licg max(co, c1, ¢2) [|AZ % + cocafig” La|| Az |[% + cocofig” L[| Ax’ || x | Az x.
Finalement, on trouve que

X A') — Y(2', Ax’) < i S*Licg max(co, 1, ¢2) || Az’ |5

+ coCafi g Lo|| Ax"TH|3 4 cocofi g Lo|| Az’ || x | A2 Y| x.  (IIL.65)
En utilisant (I11.63)-(II1.65), on obtient que

(m = O)|Az"|[% < [[AG'[|x [|Az"[x + cocafig” Ly |Az’||x [[Az" || x
+ /_l [At S* L1 Co CR HlaX<Co, Cy, Cg) + Co Co g* L2:| HAQ}ZJFIH?X

+ V36 max(1, Mp, Mpq) ||Az’||x || Az x.
Par suite, il en résulte que

[a — I (At S*Licacg max(cg, ¢1, c2) + COC2g*L2)} Az ||%

<IAg'llx 122" [lx + cocafi g* Lo Aa' [l x | A"~ x + V3 ez max(1, Mp, Maq) | Aa'||x | Az x.

Finalement, pour u suffisamment petit, le lemme II1.8 est prouvé. U

54



II1.4 Etude de la convergence

Proposition IIL.2 A partir de (u™), (¢") et (6"), on peut extraire des sous-suites, toujours
notées (u™), (™) et (™) telles que

u" = u  faiblement x dans L>(0,T;V),
©" — ¢ faiblement x dans L*(0,T; W), (I11.66)
0" — 6  faiblement * dans L>(0,T;Q).

W —u  faiblement x dans L*(0,T;V),
O" = ¢ faiblement x dans L*(0,T; W), (II1.67)
0" — 0  faiblement x dans L>®(0,T;Q).

Preuve. De (I11.54) et (Hg), on peut facilement voir que g € WH>(0,T; X) et alors, on a
i Ag' ,
lg'llx < llgllz=ory [ Ryl < 19lzmorn- (II1.68)

ot —1 S . .
Soit 2" = x' 4+ WAJ?Z, il vient des lemmes II1.7 et 1I1.8 qu’il existe d > 0 telle que

2" [wr.e0mx) < d. (I11.69)
En se rappelant (I11.34), nous en déduisons que
HunHW17°°(0,T;V) <d, ”SOnHWLOO(O,T;W) <d et ||9"HW1,<><>(0,T;Q) <d. (II1.70)

Les suites (u"), (™) et (6™) sont uniformément bornées, respectivement dans W1>°(0,T; V),
Whee(0,T; W) et Wh°(0,T; Q). Ensuite, on peut en extraire encore des sous-suites notées
(u™), (") et (0™) telles que (VI.15) et (VI.16). Ainsi, la proposition I11.2 est prouvée. O

Proposition II1.3 [l existe des sous-suites de (u™), (") et (0"), encore notées (u"), (@) et
(0") telles que

u"(t) — u(t)  fatblement dans 'V,
o"(t) — o(t) faiblement dans W, pour p.p t € [0,T]. (ITL.71)
— 0(t)  faiblement dans Q.

Preuve. Il découle de (I11.68) que (u") est uniformément bornée dans L>°(0,7"; V') et alors (u")
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converge faiblement % pour une sous-suite dans L>°(0,7; V). De plus, on a

[u(t) —u"(@)lv < Z [a"(@)llv, Ve [0,T].

Cette inégalité combinée avec (II1.70) conduit a

o (0) — & (Ol < d (L.72)
On déduit donc de (I11.72) que
(u") — u faiblement * pour une sous-suite dans L*(0,7;V). (I11.73)
D’autre part, (I11.72), (II1.73) et W>°(0,T;V) C C(0,T;V) implique que
u™(t) — u(t) faiblement dans V p.p t € [0.7]. (I11.74)

De (II1.72)-(I11.74), on trouve que p.p. t € [0,T], u"(t) — wu(t) faiblement dans V' pour une

sous-suite, et par la méme méthode, nous terminons la preuve. 0

Remarque Soient f*(t) = f*', ¢."(t) = ¢! et O"(t) = O pour tout t € [t;,t;11]. Sous
'hypothese (Hg), on a f € WH(0,T;V), q. € Wh°(0,T; W) et © € W1>°(0,T;Q), et alors

f"— f  forttement dans L*(0,T;V),
¢." — qo forttement dans L*(0,7; W), (IIL1.75)
0" — © forttement dans L*(0,T; Q).

Proposition 111.4 Le triplet (u,p,0) € L*(0,T;V x W x Q) est solution du probléme (PV).

Preuve. Aprés la substitution de v par u’ + v At dans (II1.31), nous le divisons par At et, en
combinant les inégalités résultantes, on en déduit que le probléme (PV?) peut s’écrire, pour
tout v € L2(0,T;V), £ € L*(0,T; W) et n € L*(0,T;Q), comme suit :

(8 (" (0)), £(0(0) — e (1) + (€7 TE (1) £0(0)) — e " (0)
— (M), 0(t)) — (o () + (1), 8"(0), (1)), v(1)
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II1.4 Etude de la convergence

— G0, @ (0), 0"(0), S () > (F(0),0(0) — )

(BVE" (1), VE®)) 1 — (E(ua™ (1)), VE))u — (PO"(8), VEMD)r = (@"(t), O)w,

(;t@”( t), () 120y + (K VO™ (t), Vi(t)u + (M g(;lt "(6)), n(6)) 20y

(ijﬁ (), n(t))r20) — X((ﬂ”(t%@"(t)a@"(t)),z u(t):n(t) + w(@™(t), n(t))

= (@n( ),n(t ))L2(Q)-

En intégrant les deux cotés des inégalités précédentes sur [0, 7], on obtient

[} et o), o) G anyue + (€ V20, (0(0) (@)

-/, <Me”<> <<t>>—e<dtu<>>>ﬂdt+ / JE(0), @ (0), 6" (1), 0(0)) dt
—/ dt dt>/ (1), v(t) = S (O)v dt,
[ 65950, Vet - / (E=(a(6), VEO)udt — [ (PO"(1), VE(1) e

_ / ),

/<jte"<t> o)yt + [ (V0" (0), V() + [ (M (1), n(0) i

T t
[PV 0 Ot~ [ (@0, 80,6 0): S (0): ()

&.

ST

T _ it
+ [ w@ @) dt = [ (Ot n(t) et

En ajoutant les inégalités précédentes, nous obtenons
[ @@ @), <(o(0)) — <)t + [ (39", V(D) e
+/0T(/cv§() V() Hdt+/ @ (1), ))dt+/ dten 0,10 2t
v /0 (& V@ (1), e(0(t)) — e(u" (1))t - £(t))udt
—/0 (MO (t),e(v(t)) — e ;iu Hdt—i—/ (./\/l (L)) L2 dt (II1.76)
[P0, Veudt— [ PV <t>,n<t>>p<mdt+ / H@ (1), 3" (8),*(2)), v(t)) e

Or _ I T 0 d
—/0 J((@ (1), @"(), 67 (1)), ™ (B)) dt — [ x((@"(2), 9" (1), 0" (1)); =" () m(t)) dt

Ot + [ (O8(0) (1)) 120 .
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Pour compléter la preuve de la proposition 111.4, nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme II1.9 Pour tout v € L*(0,T;V), £ € L*(0,T;W) et n € L*(0,T;Q), on a

i, [ (§ <(a"(0), o)t = [ (Felu(t), «(o(e) .

n—oo

tim [ (€0 V5" (1), (0(0)) — <@ ()t = [ (€7 Tip(t) v(t)) — <((t))) e,

n—oo Jo

i [ (ME(0),=(0(0) ~ (i)t = [ (MO),=(o(0) ~ <(lt)) e,

n—oo 0

lim T(/a V1), VEO)mdt = [ (3plt), VE®D)

n—oo

fim, [ (€200, )t = [ (E=(u(). V()i
< 7(0), VEW)wdt = [ (PO, VEWD)

lim
n—oo

b [, 0O, )t = [ G0, n0) izt
Tim ICVQ”(t) n(E)) et /OT(ICVH(t),Vn(t))Hdt,

(
T v
Jim ; (Me(ﬁu"(t)),n(t))p(n)dt:/0 (Me(u(t)),n(t))2)dt,

oT(P Vcisﬂ”(t),n(t)m(mdt = /OT(P V(t), n(t) c2@dt,

i [ (" (1), n(6)) de = [ wl6(2)n(e)
t t

lim
n—oo

n—oo Jo

lim [ j((@"(t), 9" (),0"(t)),v(t) d =/ J((u(t), (t),0(t)), v(t)) dt,

n—oo 0
T
lim
n—oo 0

(F(0) o) — Tt = [ (7). 000) e v,
tim [ (@0, Owde = [ (a(0)

n—oo Jo
T

lim [ (6"(t),n(t))p(eydt = /0 O, n(1) eyt

n—oo Jo

Preuve. Tout d’abord, nous pouvons montrer que (voir [21, 54])

o8

u" —u faiblement dans L*(0,7,V),
@" — ¢ faiblement dans L*(0,T, W),
0" — 6 faiblement dans L*(0,T,Q),

u" — 1  faiblement dans L*(0,7,V),
2

L2(0,T, W),
L*(0. T, Q).

- n

@" — ¢ faiblement dans

0" —~ @  faiblement dans

(I11.77)

(IT1.78)

(I11.79)
(I11.80)
(I11.81)
(111.82)
(I11.83)
(I11.84)
(I11.85)
(I11.86)
(I11.87)

(I11.88)
(I11.89)
(I11.90)

(111.91)

(I11.92)
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Ensuite, la preuve du lemme II1.9 provient de (I11.92). O

Lemme II1.10 Pour tout v € L*(0,T;V) et n € L*(0,T;Q), on a

lim inf OT(Se(u”(t)),5(;iu”(t)))ydt2 / LG eu(®), (@) et (I11.93)

imint [ 500,270, 6°0). S ) > [ i((ute). o00).000). (1) . (111.94)

tmint [ (@ (1) 20 0°0))s O e > [ x((ult). o(0),00))5 (1) n(e) e
(II1.95)

Preuve. Pour montrer (II11.93), on se réfere a [21] et pour (I11.94), on écrit

dt

et

d

() =3 ((u(t), o(t),0(1)),

S—
)ﬂ
Q
\_/
Y|
3
~
~
N—
N—
SIS

un(t)) dt

< HR(UV 7()0 ’en) _Uu( 79070))

L2(0,T;L2(I¢)) H'U/:_L HLQ(O,T;L2(FO)‘1) .

Comme l'opérateur R est compact, on a hm R(al,( @m0 — o, (u, @, 6)) =0, et alors

lim inf j((an(t)7 @n(t)v Qn(t))> di

n—oo 0
Ensuite, nous concluons que

lim inf Tj((u(t),go(t),@(t)),j

n—o0 0 t

De la méme maniére, nous pouvons montrer (II11.94) et terminons ainsi la preuve du lemme
I11.10. O

Revenons a la preuve de la proposition I11.4. En passant & la limite dans (II1.76), on obtient

[ e, <(o(t) — ittt + [ (55 ol0), Vet + [ (V) Tn(e)) e
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Chapitre III. Probleme de contact quasi-statique bilatéral avec frottement en
thermo-piézoélectricité

- / (Ee(u ) st — / (MO(t), £(0(t)) — e(alt)))s dt + / (Me(i(t)), n(t)) c2qe dt
~ [ PO, Ve ndt ~ [ (PIel) nO)ront + [ (), ol6),0(6)), w(t)) di (ITL96)
— [ ), o0, 60 a0 e~ [ x((ult), 9(2), 600)): o)) e

> [0 000) i)y de+ [ (@), E@wde + [ O 1(0) 2oyt

En utilisant les mémes techniques que dans la preuve du lemme III.1, nous trouvons que

[ @ eu(e). cwt) — et + [ (€ Tplt), (o)) — i)

— [ (MO(t),e(v(t)) — e Hdt+/T' (1)), v(t)) dt

— [ i), e dt>/ 1)y dt,

0

/ T(@W(twawmcxt— /0 (E=(u(t)), VE(B) ndt ~ /0 (PO(E), V(1) mdt

[ @00 e + [ OCTO0), Tnle)) e + [ (M(a(e)),m(e)) o
— [ PR )t — [ x((lr) o), 000 (1) (1)
+ [ w00y d = [ (00, n(t) szt
Prenons

v(t) = { U pou'r tE(ss+A), et E@)=¢&, n(t)=n pour te (s,s+N).
u(t) sinon.

Nous obtenons

e — el wde + 5 [ E Viplt), e(w) — e(le)) e
M), ) — <G+ 5 [T 50,00, 000)), v) d
Hute), (0, 00), i) de > 1 [ (7(0),0 i) .

AL
f

>/\'—ﬂ>/\'—ﬂ
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II1.4 Etude de la convergence

S+

/:“wwu VOt~ [ (Ectult), Vet — + [ (P o), VE e

/ ((t), walt,

> =
>/\+—k

> =

/ ) zeydt + ~ / /cve() Vi) udt + A/ (M e((t)), n) 2 dt
s+ s+A

—1 (P Vg (1), n) ot ~ A X((u(t), (), 000)): a(0); (1) d

5 / mdt =5 / )2 dt.

En passant a la limite en s dans les inégalités ci-dessus, nous concluons par le théoreme de

Lebesgue que le triplet (u, @, 0) satisfait le probleme (PV'), et ainsi, la proposition II1.4 est

établie, .
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Chapitre IV

Probleme de contact quasi-statique unilatéral

avec frottement en thermo-piézoélectricité

Ce chapitre traite un probleme de contact unilatéral quasi-statique avec frottement entre
un corps thermo-piézoélectrique et une fondation thermiquement et électriquement conduc-
trice. Le matériau est supposé possséder un comportement thermo-électro-élastique linéaire et
le contact est modélisé par les conditions de Signorini, une loi de frottement sec et une condition
de conductivité électrique régularisée. Les effets de la chaleur due au frottement et a la conduc-
tivité thermique sont pris en considération. Afin de prouver I'existence d’une solution faible du
probleme, une formulation discrétisée est obtenue en utilisant un schéma temporel implicite.
Plusieurs estimations pour les solutions incrémentales sont données, et ceci nous permettera
de passer a la limite en utilisant des résultats de compacité. Notons enfin que le contenu de ce
chapitre a fait 'objet d’un article accepté pour publication dans le journal "Indian Journal of

Pure and Applied Mathematics'.

1 Modele mathématique

Le probléeme mécanique qui modélise le contact unilatéral entre une fondation thermique-
ment, éléctriquement conductrice et un corps a comportement thermo-électro-elastique linéaire

avec frottement sec se formule sous la forme suivante :

Probléme (P). Trouver le champ des déplacements u : Q x [0, T] — RY, le potentiel électrique
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Chapitre IV. Probléme de contact quasi-statique unilatéral avec frottement en
thermo-piézoélectricité

©:Qx[0,T] = R et la température 6 : Q x [0,T] — R tels que :

o=Fe(u) —EE(p) — M0 dans  Q x (0,7), (IV.1)
D=Ec(u)+LE(w)+PO  dans Qx (0,7, (IV.2)
qg=—-KVb dans Q x (0,7), (IV.3)
Dive+ fo=0 dans  Q x (0,7), (IV.4)
div D = ¢y dans € x (0,7), (IV.5)
0+divg=—-Me(u) —PE(p) + q dans  Q x (0,7), (IV.6)
u=20 sur  I'p x (0,7), (IV.7)
ov = fn sur  I'y x (0,7, (IV.8)
o,(u,p,0) <0, (u, —g) <0, o,(u,9,0) (u, —g) =0 sur  T'e x (0,7), (IV.9)
lo-ll < G(-, |Row(u, 9,0)])

lo-| < p G(-, |Roy,(u,¢,0)]) = 4, =0 sur T'e x (0,7), (IV.10)
ol = 1 G(-, |Roy(u, ¢,0)|) = I € R 4, = —)\o,

=0 sur I,x(0,7), (IV.11)
D-v=a¢, sur Iy x (0,7), (IV.12)
D -v=19Y(u,—g)oL(e — vFr) sur 'c x (0,7, (IV.13)
=0 sur  I'pUTy x(0,7), (IV.14)

q-v=—pG(:, [Roy(u, ¢, 0)])Sc(, ||i-])
+ke(uy, — g)pr(0 — 0F) sur 'e x (0,7), (IV.15)
u(+,0) =wug, 0(-,0) =46y, ©(-,0) = o dans . (IV.16)

2 Formulation variationnelle du probleme

En utilisant le théoréme de représentation de Riesz, nous définissons les fonctions f : [0, 7] —

V,q:[0,T] - Wet©:[0,T] - Q par les expressions suivantes :

(f,v)y = /Qfovd:c +/1“ fyvda, YveV, (IV.17)
(- E0w = [ do€dr — [ Gy¢da, VESW, (IV.18)
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IV.2 Formulation variationnelle du probléme

Soit X =V x W x @, nous considérons les fonctionnelles 7 : X xV - R, y : X xV xQ — R,
w:VxQxQ—Retl:V xW xW — R données par

i((n0.000) = [ p Gl |Ro(u, 0,0)) o] da (IV.20)
x(w, w,n): / (-, | Ro (u, 0, 0)]) Selc |[v- ) n da, (1v.21)
w((u,0)9) = / 9) 61.(0 — ) 1 da, (IV.22)
(((u)i€) = [l —0) bl — or)Eda (IV.23)

De plus, nous avons besoin des hypotheses supplémentaires sur les données initiales du probleme

(a) (uo,po,6p) € K1 x W x @ tels que

(Fe(ug),e(v —up))y + (E* Vo, e(v —ug)) g — (M by, e(v — o))y + Jj(uo, o, 0o; v — ug)
2 (f(0),v—uo)v, V(v,§n) €Ki xWxQ,
(BVeo, V& = (Ee(uo), V&) u + (P 0o, V&) u + (4e(0), E)w — £((uo, ¥o); §)-

(b) Tl existe Ty € LX(Q), telle que

(Kb, V)i + w((uo, o), n) — (©(0),n)r2(0) = (To,n)r2(0)-

Enfin, nous acceptons la condition de petitesse suivante
(His) LyLeoer + Myci + Mp < m,

impliquant les constantes de trace ¢ et ¢, les constantes de bornitude et de Lipschitzianité de
1, la norme de P et les constantes de coercivité de §, 5 et K. Nous notons que cette condition
est considérée pour des raisons mathématiques et ne semble pas étre lié a aucune contrainte
physique inhérentes au probleme. Par suite, la suppression de cette condition reste une question

pour les recherches futures.

Par une procédure standard basée sur les formules de Green, nous dérivons la formulation

variationnelle du probleme (P).

Probléeme (PV). Trouver le champ des déplacements u : [0,T] — K, le potentiel électrique
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Chapitre IV. Probléme de contact quasi-statique unilatéral avec frottement en
thermo-piézoélectricité

0 :[0,T] = W et la température 6 : [0,T] — Q tels que pour tout (v,£,n) de V x W x @, on a

(Fe(u),e(v—1u))y + (E*Vp,e(v—10))g — (MBb,e(v—1))y

(IV.24)
+j((u7 2 6)?”) - j((”? 2 0)7 u) 2 (f,?] - U>V + <O-l/<u’ 2 0)7 Uy — ul/>7
(0,(u, ,0),20 —u,) 20, Vze€K, (IV.25)
BV, VE)u — (Ee(u), VE)u — (PO.VE)u + ((u, ¢); §) = (¢e; )w, (IV.26)
(0,2 + (K VO, V) + (ME(u),n) 2@ — (P V@, 1) 129), (1v.27)
- X((u7 12 0)7 u; 7]) + w((u, 6)7 77) = (@7 n)L2(Q)7
u(-,0) =ug, 0(-,0) =06y, (-,0)=¢g dans Q. (IV.28)

Maintenant, nous énongons notre résultat principal que nous prouverons dans la suite.
Théoréme IV.1 Supposons (Hy)-(Hyo) et (Hyq)-(His) satisfaites, s’il existe p* > 0 telle que
fi+ LyL + My + Ly L+ My, < p*,

alors, le probléme (PV) a au moins une solution.

Dans ce théoreme, il n’est pas possible d’expliquer complétement la valeur de petitesse de la
relation p*, et donc de préciser la notion de frottement faible qui dépend des caractéristiques
du matériau. Physiquement, il semble que lorsque la valeur de p* devienne importante, elle
favorise les phénomeénes d’instabilité dus aux effets de collage/glissement ou de glissement

saccadé (succession d’états statiques et d’états de glissement).

3 Etude de lexistence de la solution du probléme discret

Le probleme (PV') peut étre discrétisé dans le temps par un schéma implicite. Soit g

3

0 <ty <---<t, =T une subdivision uniforme de I'intervalle de temps [0, 7] de pas At =
(t; = iAt). Pour toute fonction w, on note w'’ I'approximation de w & l'instant ¢; et par Aw’ la
différence w'*! —w’. Pour une fonction continue w(t), nous utilisons la notation w® = w(t;). Nous
considérons une suite de problémes incrémentales (PV*) définie pour u(-,0) = ug, ¢(+,0) = ¢

et 0(-,0) = 6p comme suit

Probléme (PV?). Trouver le champ des déplacements u*™ € K, le potentiel électrique @' €
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IV.3 Etude de Iexistence de la solution du probléme discret

W et la température 01 € Q tels que

(Be(u ). (v~ w Y + (VG v — )y — (MO e(o — u )
F (T ™0 v =) = (T O T =) (1v.29)
> (fi+17v - ui+1>V; VU c K17

BV, VE r — (Ec(u'™),VE)y — (PO, VE i + L((u'™, ¢ );€)
= (¢, Ow, VEEW, (IV.30)

(O ) 20 + ALKV, V) g + (Me(u'), 0) 120
‘ ) ui—i—l —u
— (PYE™ ) xa) = Atx((u™ ™, 071 =)

+ Atw((ulﬂ, 9”1), 77) = Al (@Hla 77)L2(Q) + (Qi, 77)L2(Q)
+ (Me(u'),n)r20) — (PVE, M) 120), V1 € Q.

(IV.31)

Pour tout 2y € L*(T'¢), 20 € L*(T'¢) et z3 € L*(T'¢), on définit les fonctionnelles

X (1) = /Fo zinda, w,,(n) = /Fc zonda, ¥n € Q, (,,(&) = /l“c z3&da, V¢ € W. (IV.32)

Soit z = (21, 22, 23) est supposé connu, nous construisons le probléme suivant.

Probléme (PV}). Trouver le champ des déplacements u:™ € K, le potentiel électrique @' €

W et la température 057 € Q tels que

(Be(uit), (v — )+ (€Tt oo — ui)) g — (MO, oo —ui )

+ (WS @l 05, v — ) = (s @l ) Wl — ) (IV.33)

Y z
> (f”l,v — u?l)y, Vo e Ky,

BV Ve — (Ce(uz™), V& m — (PO, VEn + ()
= (¢ Hw, VEEW, (IV.34)

(057 ) r2() + ALKV, V) + (Me(uit'), n)r2q)
— (PVLT ) 12i) + Atw., (n) — At x., (n) = ALO™ ) 120 (IV.35)
+ (8i777>L2(Q) + (Mé‘(ui), U)L?(Q) - (PVW, U)L?(Q), VneQ.
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thermo-piézoélectricité

Nous introduisons I’élément ©°"! de @, défini comme suit

(O ) = (A0 n) 120y + (07, 1) 12(0) + (Me(u’), n) 120
— (PV@",0)12() + At X2, (n) — Atw.,(n), VneQ.

Soient X =V x W xQ et Y = L*(T'¢)? x L?(I'¢)? les structures hilbertiennes produits définies

par

(,9)x = (,v)v + (¢, Ow + (0,1)q (IV.36)
(Z, Zl>y = (21, Zi)Lz(pc)d + (22, Z;)LQ(I‘C) + (Zg7 Zé)LQ(FC), (IVB?)

et leurs normes euclidiennes associées || -|| x et ||+ ||y. Nous considérons le sous-ensemble convexe
fermé non vide U = K7 x W x ) de X et les opérateurs A : X — X et B : X — X donnés,
pour tout & = (u, p,6), y = (v,€,7) € X, par

(Az,y)x = (Fe(u),e(v))y + (ALK VO, Vn)u + (BVe, VE)u

(IV.38)
+(E"Vy,e(0)r — (Ee(u), VE)n
(Br,y)x = — (PO, VE ) u — (P Vo, n)r2q) + (0,1) 20 (IV 30)
— (M0,e(v))m + (Me(u),n)r2(q).-
Nous définissons également la fonctionnelle J : X x X — R et I'élément f*! € X par
J(.Z', y) = ]((u 2 9), ’U), V= (ua ¥, 6)7 Y= (U7£7 77) € X7 (IV4O>
= e = 009,00, (IV.41)
Sous toutes ces considérations, nous avons le lemme suivant.
Lemme IV.1 Le probleme (PV}) est équivalent au probléme
Trouver ot = (uitl) 1 011 € U telle que
(Azit! y — 27y + (Baitl,y — 2t x + J(a+,y — o) (IV.42)
—J (@i 2t —af) > (ffy —att)x, Yy el
Preuve. Cela peut étre fait par les mémes techniques que dans le chapitre III. O

En utilisant ce lemme, nous obtenons le résultat d’existence et d’unicité suivant.
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IV.3 Etude de Iexistence de la solution du probléme discret

Lemme IV.2 Pour tout z de L*(T'¢)?, le probléme (PV}) admet une unique solution

p = el 0T €U = Ky x WX Q.

z

La preuve de ce lemme est basée sur le théoreme 1.11, et pour appliquer le résultat abstrait
fourni par ce théoréeme, nous rappelons que I'inégalité (H;5) implique que m— Mp > 0, et donc,

pour g suffisamment petit, on peut avoir
(Z) : pLpgcrmax(co,c1,c2) + Mp < m.

Maintenant, commencons par examiner les propriétés des opérateurs A et B, ainsi que la fonc-
tionnelle J donnée par (IV.38)-(1V.40).

Lemme IV.3 Lopérateur A : X — X est fortement monotone et Lipschitz continu.

Preuve. Nous considérons deux éléments x; et 25 de X, et nous utilisons les hypotheses (Hy),

(H3) et la définition (IV.38) pour trouver qu’ils existent m > 0 et M > 0 telles que

(Azy — Axg, 21 — 22)x = m |21 — 39|)%, (IV.43)
||AI1 - A.TQHX < M ||l’1 — .Z’QHX. (IV44>
Par conséquent, le lemme IV.3 est établi. U

Nous rappelons que la fonctionnelle J vérifie la condition (hg). De plus, nous avons
Lemme IV.4 La fonctionnelle J vérifie les hypothéses (Jy1), (Ja) et (J3).

Preuve. Soient © = (u,,0), n = (v,&,w) € X et A €]0, 1]. Il résulte de la définition (IV.20)
et (IV.40) des fonctionnelles j et J que

Ll =30 = j0,2)] = 1| [ 0GR D) (o, = Nl = ) o

—— [ G Roy(w,€ )] [lucl] da.
el
En utilisant (h7), nous déduisons que pour tout x = (u, ¢,0) et n = (v,&,w) de X, on a

Jo(n, x5 1) < —/F pG(.|Roy(v,§,w)|) [[u-| da. (IV.45)
C
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Ensuite, si {z,} = {(un, ¥n,0)} C X et {t,} C]0,1] sont deux suites telles que ||z,| — oo,

alors

o(tnoms T —) < —/ 1 G, |Roy (bt troms tn00)]) ur ]| da ¥ € N.
1G]

Comme G > 0 p.p. sur I'¢, on trouve jy(t,2n, n; —2,) < 0, alors la condition (J;) est vérifiée.

Maintenant, nous allons prouver que la fonctionnelle J satisfait (J5), et pour cela, nous consi-

dérons {x,} et {n,} deux suites de X telles que
Inallx < C, VneN, et [z, — oo, (IV.46)

ou C' est une constante positive. Appliquons (VI.45) et (Hg) (¢), on peut voir que

INe]

o, 1
<ng meas(I'o)? ||une|| 2oy, Vn €N,
En prenant en compte les deux inégalités (1.5) et (IV.36), on trouve
. — % 1
Jo(Mny Tn; —xn) < g comeas(Te)? ||z, x- (IV.47)

Donc la fonctionnelle J vérifie la condition (.J;). Enfin, nous considérons deux suites {x,} =
{(tn, Pn,0n)} et {nn} = {(vn, &, wn)} de X telles que

T, == (u,0,0)€ X, n,—=n=w¢w)eX.
De la compacité de 'application trace, nous obtenons
Unr — uy dans L*(T¢),  |[une]| — |Ju-]|.
De plus, de la compacité de R et de la continuité de GG, nous déduisons que
G(.,|Roy(tUn, 0n,0,)]) — G(.,|Ro,(u,p,0)|) dans L*(T¢).

Et
Jn,y) = J(n,y), Yy € X et J(p, x,) — J(n, ).

La condition (J3) est donc obtenue. O
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IV.3 Etude de Iexistence de la solution du probléme discret

Lemme IV.5 Si l'hypothése (Hg) est vérifiée, alors la fonctionnelle J satisfait
J(@,y) = J(@,2) + J(y,2) = J(y.y) S alle —yllx, Vo,ye X (IV.48)
Preuve. Soient © = (u, p,0) et y = (v,£,w) € X, en utilisant (IV.20) et (IV.40), on obtient

J(w,y) — J(x,2) + J(y,z) — J(y,9)
— / H G |Ro (a0, 0) ) (o | = uc ) da+ [ nG|Rou (0. € )]) (ur]) = o] da

—/ ([Ray (v,€,m)]) = G, | Ry (u, 2,0)) | (lus || = [[o-]]) da

Par conséquent, il découle des propriétés des fonctions p, G et R que

J(x,y) — J(z,2) + J(y,x) — J(y,y) < iLicg ||z — y[|3- (IV.49)

Il existe donc une constante o = jiLgcg max(co, ¢1,co) > 0 telle que

J(x,y) = J(z,2) + J(y,z) — J(y,y) < aflz — y%.

Alors, le lemme V.5 est prouvé. O
Lemme IV.6 Lopérateur B : X — X satisfait les conditions (hs), (hs) et (hs).

Preuve. En utilisant les hypothéses sur I'opérateur P (voir (H3)), nous obtenons
(PO, V)1t + (PV0. )20y < 2 Mp Vol 0]l 2@y < 2 Mpliglhrl8llg < M Joll
Comme (M0, e(u))g = (Me(u),0) 200 et (6,0)r2(q) = 0, en utilisant (IV.41) nous trouvons
(Bx,z)x = —C|z|%, VzeX, (IV.50)

ou C = Mp, alors (hy) est prouvée. Ensuite, nous considérons la suite x,, = (uy, ¢n, 0,) de X
telle que =, = (Up, pn,0n) = x = (u,p,0) € X dans X. Il résulte de (IV.38) et (IV.41) qu’il

existe une constante cg > 0 telle que

(B, — Bz,y)x = —(P0, — PO, VE) g — (PVn — PV, n)r2) + (0n — 0,0)12(0)
— (MO, — MO, e(v))n + (Me(un) — Me(u),n)r2)

< ¢ llen — 2x lyllx, Yy=(v,&n) € X.
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En prenant y = Bx,, — Bx dans l'inégalité précédente, nous trouvons
|Bx,, — Bz||x < ¢ ||zn — || x- (IV.51)
De plus, il découle de (IV.42), ot 2! € X est toujours noté = € X, que
(Az, — Az, z, — x)x + (Bx, — Br,z, —x)x < J(z,2,) — J(z,2) + J(xy, ) — J (2, ).
En appliquant les inégalités (IV.43), (IV.49) et (IV.50), on obtient
(m = C) |z — 2|k < At Licg [lzn — 23

Rappelons que 'inégalité (Z) peut étre reécrite sous la forme oo + C' < m, alors

1
n— < n— ) V.52
o = ol € \ o ey lon =l (@Vs2)

L
| — | x < 4| 2R
(0%

En combinant les deux inégalités (IV.51) et (IV.52), on en déduit

1
max(co, ¢1, C2

|Bx,, — Bz||x < ¢ \/ ] |xn — ||y (IV.53)

Puisque I'application trace v : X — Y est un opérateur compact, la convergence faible z,, — x
conduit a la convergence forte x,, — x dans Y, et donc Bz, — Bx fortement dans X pour

une sous-suite. Alors, la condition (h3) est prouvée. Et enfin, pour tout z; = (ug, ¢1,6;) et
xo = (Ug, 2,0) de X, il découle de (IV.41) que

(Bxy — Brg, 20 — x1)x = 2 (Pl — P, Vo1 — Voo i < B ||lzy — 22||%,

ou f=C>0.Comme a+ C < m, alors 0 < f < m — «, et donc (hs) est satisfaite. O

A présent, nous utilisons les lemmes IV.1-IV.6 et le théoréme .11 pour conclure que (PV})
a une solution unique. De plus, il est facile de montrer que cette solution est une fonction

Lipschitzienne en 2 € L*(T'¢)3.

Dans ’étape suivante, nous considérons 'opérateur A : L*(T'¢)® — L*(T'¢)? défini, pour tout
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IV.4 Analyse asymptotique

z = (21,29, 23) € L*(T'¢)?, comme suit

i i i L i
Az =[G (- |Roy, (ulft, ol 0070)]) Sel, o lulfl = o'l]) s

zZ1T

w(uzw - 9) ¢L<9052r1 - SOF) ; kc(uzgu - 9) ¢L(921 - QF)]-

3 nous avomns

Commencons par contréler la quantité I = HAZ — AN LTe)
(e

zZ1T

1 % %
1< uSuts o it = wll)

Gl R (it 7 05))) = G o (a7 0 1))
oA A 12(Tc)

i i 1 i i
it} = ) = Sele, gl = wl)

T 2T

+ 0GR i i 0 ) [Sels <

L3(T¢)

+ [l - ) =0} — 9)] or(ellt = o)
+ ot - o) [orteit - or) = 606 = o)) are
+ |[[Fe(uil) = 9) = ke(ulf) — 9)] $1.(65 — Op) 12(Tc)
o+ [ke(usy = 9) |00 (05" = 0r) = 6003 — )] .

i+1

o7 est Lipschitz continue par rapport

En utilisant les hypotheses (Hy)-(Hio) et que la solution z

a 21 on trouve qu’il existe une constante c; > 0 telle que

/ - / !
HAZ — Az Loy <o qul ~ 4| g + (LyL + Mw)HZZ ~ || g
/
< Cr (/j + Ld)L + MTZJ + chL + Mkc) ’Z - Z/ LQ(FC)3‘

1

Soit pu* = —, donc si p + Ly L + My, + Ly L + M, < p*, nous en déduisons que A est une
C7

contraction, et d’apres le théoreme du point fixe de Banach 'opérateur A admet un point fixe

unique z*. Par conséquent, zf' = (uf!, o't 1) € X est la solution unique du probléme

(PVY). O

4 Analyse asymptotique

Pour tout ¢ = 0,--- ,n — 1, soit '™ = (u*1 "1 ") la solution unique de (PV?). Afin

d’étudier la convergence de {xi“}ogi@,l quand n — 400, nous introduisons les fonctions

73



Chapitre IV. Probléme de contact quasi-statique unilatéral avec frottement en

thermo-piézoélectricité
continues suivantes définies sur [¢;,¢;,1] par

O =0+ (IV.54)

. t—t.: .

n t I ) 7 1 n t —
(1 A (1) =
ui+17 @n(t> = H_l Qn( ) - ‘9i+17 gn(t) = gi+17 Vit e (tivti-f—l]a (IV55>

ou la fonction ¢ : [0,7] — X est définie comme suit

(fyqe, At©O) € C(]0,T], X). (IV.56)

g:(f7Qeaé):

Lemme IV.7 [l existe deux constantes positives ay et ao telles que

it1
(IV.57)

l2" M lx < ar 3 197 lx + aa.
j=0

Preuve. Prenons (IV.36)-(IV.41), il découle de (IV.33)-(IV.35) que

l‘l) _ J(xi-l—l’ - 1’7’)

xz’—i—l) + J( z+1
xi-ﬁ-l)

(Axi+17 Yy — xH_l)X + (Bxi+17 Yy —
z+1) + E( z+1

— At x(z™y — 2" ¢ At @2y —
< (g y =2 x + (0,0 — 0 12q) + (Me(u'),

— (PV¢',n—

(IV.58)
91+ )LQ(Q

0i+1)L2(Q)7 vy = (U7€777) € X7

ot les fonctionnelles ¥, @, £ : X x X — R sont données par
i+ Lt i+l it gitl utt — i+1
Xy — 2™ = x((u oy g,
( z+1> w((uerl 61+1) n— 91+1)

( 7y_ z+1) (( z+17901+1>’£_80z+1>.

Ez

Nz

En prenant y = 0 dans l'inégalité (IV.58), on trouve
(sz‘—l-l’ xz‘—i—l)X 4 (Bmi—l-l xz’—i—l)X
< i+1,ZL‘i+1 —|—J z+1 AN J xi—i—l’xi—l-l _xi
9 A )x @) _ ( - , ) (IV.59)
+ At )~(<$Z+1,$Z+1) + (:)($H_1,$Z+l> + f(wH_l,IH_l)

+ (6", 9i+1)L2(Q) + (Me(u'), 9i+1)L2(Q) — (PV¢, 9i+1)L2(Q)-

74



IV.4 Analyse asymptotique

Ensuite, nous utilisons (1.5), (IV.20) et (IV.40), et 'hypotheése (Hg)(c) pour obtenir

I a) = I e = a) < [ p G Re (0 6,07 u | da
re (IV.60)

< cofig* (meas(To))' 2 ||l x,
et
At (2™ 27 < At epjighS* (meas(Te)) Y2 |27 |, (IV.61)
At 3 < At oMy L(meas(Te))? |2+ x, (IV.62)
U 2 < et My, L (meas(Te))? |2+ x. (IV.63)

Ensuite, nous combinons (IV.59)-(IV.63), (IV.43) et (IV.50) pour conclure que

a e lx < llg* il + vEmax(L, Mp, Mag)||o'l
+ coﬂg*(meas(f‘o))% + At cojig*S* (meas(f‘c))%
+ At MwL(meas(Fc))% + ¢y My, L(meas(I'¢))z.

N|=

Rappelant que la condition (Hy4) implique la bornitude de 2, alors on a (IV.57). O
Lemme IV.8 Pour i et At suffisamment petits, il existe une constante as > 0 telle que

Az x <as ) [[AG | x- (IV.64)
§=0

Preuve. Ecrivons (IV.58) au temps t;,1 pour y = z*, et au temps ¢; pour y = z*!, et combinons

les deux inégalités obtenues, il vient

(Az™™ — Ax' 2™ — 2" x + (Ba™™ — B2’ 2" — ')y

< (g — g 2™ — 2y + I, Ax' + AT — J(2f, Az’

— J(z™ Ax') + Aty (2", Ax') — Aty (2t Az') + At (T Ax') (IV.65)
— Atz Ag) + 0z Axh) — U2, Axt) + (AGT A0 12(a)

+ (Me(u') — Me(u' ™), A0 120y — (PV@" — PV AG) 2.

En utilisant les propriétés de J et I'inégalité suivante

%
r

i+l
-

1+1 — 7

[ = = = | < e =

1)
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on en déduit que

J(', Ax' + Az — J(2f, Ax')
<J((u', ¢, 0%), Au') = J (2", Az,
et
J(2', Az") — J (2", Ax')
= j((u', @', 0"), Au') — j((u', ™1 0, Au') (IV.66)
< cofilycg max(cy, c1, ) || Az %
D’autre part, on a
Aty (2" Ax') — Aty (2!, Az’
< ejicr S*Lymax(cy, c1, ¢p) At]|Az'||% (IV.67)
+coc2iig" Ly | A2"|[5 + cocafi g™ Lo | A2’ || x| A2 x,
o2, Ax') — &, Ax') < (Ly,Lcocy + My, c2) || A%, (IV.68)

0z Ax') — 0(2*, Ax') < (LyLcoer + Myc?) || A%, (IV.69)
Ensuite, nous utilisons les inégalités (IV.65) - (IV.69) pour obtenir

[(m — C — (LyLcoer + M¢cf)) — pAtS* Licreo max(co, ¢1, Co)

— pLycreo max(cg, ¢1, ¢2) — g™ Lacoca — At(chL CoCa + Mkccg)] | Az x

< ||Agi||x + (ﬂg*LQCOCQ +v3 ¢ max(1, Mp, MM)) ||A$i_1||x-

En utilisant (Hy4), nous obtenons que m — C' — (LyLcoc; + Myc?) > 0, et done, pour un

coefficient de frottement i1 et At = % suffisamment petits, nous obtenons que

¥; = (m — C — (LyLcoey + Myc)) — At g* Licres max(co, c1, ¢2)
— iLycreo max(cy, ¢1, ¢2) — jfig* Lacocy — At(Ly, L cocy + My c3) > 0.

En combinant avec la bornitude des conditions initiales, on obtient (IV.64). U

Proposition IV.2 A partir des suites (u™), (¢™) et (8™), nous pouvons extraire des sous-suites,
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encore notées (u"), (¢") et (0") telles que

u" —u  faiblement * dans L*(0,T;V),
©" = ¢ faiblement x dans L*(0,T; W), (IV.70)
0" — 6  faiblement * dans L*(0,T;Q),

W —u  faiblement x dans L*(0,T;V),
O" — ¢ faiblement x dans L*(0,T; W), (IV.71)
0" — 60  faiblement x dans L>®(0,T;Q).

Preuve. Cela peut étre fait par les mémes techniques que dans le chapitre II1I. O

Proposition IV.3 Il eziste des sous-suites de (i), (@) et (A™), encore notées (u™), (") et

(0™), telles que, pour presque tout les t € [0,T)], on a

u"(t) — u(t) faiblement dans'V,

o"(t) — o(t) faiblement dans W, (IV.72)

0" (t) — 0(t) faiblement dans Q.

Preuve. Cela peut étre fait par les mémes techniques que dans le chapitre II1. O

Remarque. Soient f*(t) = f*', ¢."(t) = ¢'t' et ©"(t) = O™ sur [t;,t,44], alors, sous I’hy-
pothése (Hg), on a f € WH>(0,T;V), q. € WH(0,T; W) et © € WH>(0,T; Q). De plus, les

résultats de convergence suivants sont valables
f" — f forttement dans L*(0,T; V),
¢." — q. forttement dans L*(0,T; W), (IV.73)

0" — O forttement dans L*(0,T; Q).

Proposition IV.4 Le triplet (u,¢,0) € V x W x Q est la solution du probléme (PV).

Preuve. Si nous substituons v par u’ + v At dans (IV.29) et divisons I'inégalité résultante par
At, le probléme (PV?) sera écrit pour tous v € L?(0,T;V), € € L*(0,T;W) et n € L*(0,T; Q)
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comme suit

(8 (" (0)), £(0() — e (1) + (€7 TE (1) e0(1)) — e S (0)

WV

(f* (), v(t) = —u"(t)v + {ou (@" (1), " (1), 0" (1)), v (t) — (1))

(8 V" (1), VE(1)) 1 — (€= (1)), VE(W) sy — (P (1), VEM))
U0, 2°(0), €0) = (@."(0). &0
(0000 20y + (K V0 (1), V(1)) + (Me(

— (PV 20 1052y — (@ (1), (1), 67 (1):
(@ (1), 0"(0), 1(t)) = (7 (1), (1)) ).

En intégrant les deux cotés des inégalités précédentes sur [0, 7], on obtient

[ (5t @), <(e0) - <jt ww)) de+ [ (&9 0.c000) - () de
—/ (MG" (jt ")) d
[ (), () dt - /Tj<<u”<t>,so"<t>,9"<t>>$”(t))dt
>/0 ), ——u dt+/ o, (@(1), G (), 8 (1)), v, (1) — (1)) dt
[ (590, V)t - / (e (1)), VEO)mdt — [ (PE(0), V(W)
[ ey = [ (@ (0).wdt
/T<d9”<> <>>Lz dt + / (K 90" 2), Vn(t)) i dt + [ (M (0) n(0) gz de
[P L 0 0y bt~ [ (@ 1), 00,5 0)); S (): (o))
+ [l n(0)de = [ (©"(1),n(t)) e .
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En sommant les inégalités précédentes, on obtient

[ e (1), 2(0() — () + / LBV (1), VE()

+ [ /cve”mw Dt + [ (@ (1), 8(0), ()

[ GO O et + [ (VS 1), 0lt)) — = ()

—/ (Ee(a fmk/(MmU@mm—qiwmmw

~ [ Po ), Ve at — [ (P 1) 00 2o (1V.74)

v [ Mejt ")t >>L2mdt+ /T' @ (1), " (1), 0 (1)), w(1)dt

—/ dt+/ £(t) dt

- 07070 f 0 (0i(t) de
> (7). oft) — S V+/ (@
4 [ OO0t + [ (o (6(0), 2" (0), 8 (1)), wo ) — (o).

Pour compléter la preuve de la proposition 1V.4, nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme IV.9 Pourv € L*(0,T;V), £ € L*(0,T;W) et n € L*(0,T;Q), on a

T [ (@ 0), co@)ndt = [ (G (u(t)), () (1v.75)
Tim [ (€ V1), e(0(t)) — (@ (1)) et
20 (IV.76)
= | (€ V(). e(0(t) - eilt)udt
im | T(Mé“(t»a@(t))—a( (8)))
(IV.77)
= [ Mo — <(a(t))u dt.
liny [ BV 0, VeOdi = [ (3960, Ve@ndt (1v.78)
lim [ (€< ), Vet = [ (Ecutt)), Ve, (v 79)
tim [P0, Vet = [ (PO, VW), (1V 80)
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B [ (200, )yt = [ (000, 0)) s
lim. OT(IC VO™ (), Vn(t)) g dt = /OT(IC Vo(t), Vn(t)) g dt,

T [ MG 0), n0)ixy e = [ (Me(ale)),n(e)) ey .

lim [ (PVZe () nE) @ dt = [ PV, 10120

T [ (@ 0),80) 00 de = [ wl(un) 000), (1)
T [ (@0, @0, 60 it = [ (o) o0),€0)dr,

T [ @), @ 0),8°(0), o(e)ar

= [ (o), (0), 60, o0t
lim [P0 0(0) — S de = [ (), 000) — i)y

n—00 OT dt .
nhﬁrgo (q_en (t)a é)W dt = / (qe(t)a f)W dta
0 0
T _ T
lim [ (") Oz dt = [ (O0) 0(t)) 120y

Preuve. Cela peut étre fait par les mémes techniques que dans le chapitre III.

Lemme IV.10 Pour tout v € L*(0,T;V) et n € L*(0,T;Q), on a
T d T
liminf | (§e(@"(t), e u"())n dt > / (Seu(t)), e(u(t)))n dt,

n—o0 0 t 0

T _

liminf [ j((u"(¢t), " (t),0"(1)), j

n—00 t

> [ i((0). o(0). 0061 (1)),

~ d

liminf | x((@"(t), ¢"(2),0"(2)); u"(8);n(t)) dt

> [ (@), 00, 00 a0 (1) dr.

u™(t)) dt

Preuve. Cela peut étre fait par les mémes techniques que dans le chapitre III.
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Nous revenons a la preuve de proposition IV.4. En passant a limite dans (IV.74), il vient que

/f(%a(u(t»,e(va))—e( (1))t + / (5Vol), VOt + [ (KVO), V(t))

+ [ el Dat+ [ @O0t + [ (EVi0) w(t)) — <(ale))
— [ €ttt Vet ~ [ (M8, 0(t)) — (ale))

+ [ Me@0), n0) it — [ (PO, TEW)dt — [ (PVolt), nle)) oy
[ w)de— [ Tj<<u<t>,w<t>,e<t>>,u<t>>dt (1V.94)
—/ dt+/ dt

>/ ) — aft th+/ 1), £(t))wdt

+/ )12 Q)dt—l—/ o (ult), o), 6(2)), v () — i (1)) dt.

En utilisant les mémes techniques que dans la preuve du lemme (IV.1), nous trouvons

| T(Sﬁ(ﬂ(t))» o(o(t)) — <(alt)) et + [ (E°Tiple), (o) — eit)

- /T MO, <(o1) — <ot e+ [ 5(utt) (0, 006)), v(e))
L (1)) de
> / —at))y dt + /OT(JV(u(t),go(t),O(t)),v,,(t)—zl,,(t)}dt,

[ (696(6), Ve dt - /T<5e< (1), V(1))
—/ (PO(t), VE(t) dt+/ )) dt
/0 (O0) (1)) 2yt + / (K VO(t). Vi (t))u dt
b [ (M), n(6)) e it - / T(wa n(O)z dt

— [ (@, o000 D+ [l )
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Posons dans les trois inégalités précédentes

vpourt € (s,5+ A
v<t>{ POl e w = Vie (s

u(t) sinon.

On obtient alors les inégalités suivantes

X / (§=(u(t)), () — 0) )t + /S“ (£ p(t), (0) — (i(t)) el
1 [ MO), <) — <Gt + 5 [ l0), ol0), 6000, v
1 ps+tA

L i) ot 00, )
> 3 [ - vt + 5 [ o). o0).60).0000) — i D).

1 s+ 1 s+
BV, Ve udt — 5 [ (Ex(u(t)), VE)ut
~ l PO, VE i + 5 / u(t), (1)), £() dt

. dt,
/\/ q W

et

i/SH(é(t) Wisey dt + A/ (K VO(L), Vi) i
)\/ Mé? )LQ(Q dt—*/ PVQD() ) (Q)dt
X((U(t)’@(t)ae(t));ib(t);ﬁ(t))dtJr X/s w((u(t),0(t)),n(t)) dt

1 s+
= X/s (O(t),n) L2 dt.

Passant a la limite en respectant s dans les inégalités ci-dessus, nous concluons en utilisant

le théoreme de Lebesgue que (u, ¢, 0) satisfait (IV.24), (IV.26) et (IV.27). De plus, I'inégalité
variationnelle (IV.29) conduit &

(Fe(u™) e(v —u" )y + €V e(v —u™ )y — (MO e(v — "))
+j((u’+1, (p”l,@i“);v _ uz‘+1) > (f”l,v _ uz‘-l—l)v7 Yo € Kl-
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De (IV.55), nous intégrons l'inégalité précédente pour trouver que

[ @@ @), <o) — a (Ot + [ (€7TF (D) (0(t) — (1))

- (MO™(t),e(v(t) — u"(t)))pdt

+ /()Tj((ﬂ”(t), Pr(t),0M(1)); v(t) — a”(t))dt

> [0 - @ @)

pour tout v € L*(0,T;V) tel que v(t) € Ky p.p. t € [0,T]. Passant a la limite, il vient que

[ @etue) eelt) — u(e)de + [ EVip(e), olt) — u(e)) s

— [ MOE).<(oe) — ul) i + [ 3((le),2(0), 600 0) — () d

0
T

z [ (f(),0(t) = ul(t))vdt.

0
Ensuite, on en déduit que le triplet (u, ¢, ) satisfait I'inégalité suivante

(Fe(u),e(v —u))y + (EVe,e(v —u))g — (M, e(v — u)) gy

(IV.95)
+j(<u79079);v_u> > (f,U—U)V,

pour tout v € Ky p.p. t € [0, 7. Ensuite, nous appliquons la formule Green a I'inégalité (IV.95),
comme indiqué dans [21], pour obtenir que le triplet (u, ¢, 0) satisfait (IV.25), et par conséquent,
(u, @, 0) est une solution du probléme (PV). O
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Chapitre V

Analyse variationnelle d'un probleme
quasi-statique de contact en
thermo-électro-élasticité avec compliance

normale

Dans ce chapitre, nous présentons ’existence d'une solution faible pour un probléme thermo-
piézoélectrique quasi-statique qui décrit un contact avec frottement entre un corps déformable et
une fondation conductrice thermiquement et électriquement. Nous modélisons le comportement
du matériau avec une loi de comportement thermo-électro-élastique linéaire et le contact avec
une condition de compliance normale et une loi de frottement de type sec incluant les conditions
de conductivité électrique et thermique dans lesquelles la chaleur générée par frottement au
cours du processus est prise en compte. Le modele se présente sous forme d’un systeme couplé
en déplacements, en potentiel électrique et en température. L’existence d’une solution faible est
obtenue a partir d'une inégalité quasi-variationnelle elliptique, d’une discrétisation temporelle
et d'un argument de point fixe de Banach. Notons enfin que le contenu de ce chapitre a fait

I’objet d’un article soumis pour publication dans le journal "Afrika Mathematica springer".

1 Modele mathématique

Dans cette section, on suppose que le contact est en compliance normale, avec frottement

de type sec (I1.16), et donc le probléeme mécanique considéré se formule comme suit :

Probléme (P). Trouver le champ des déplacements u : Q x [0, T] — RY, le potentiel électrique
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©:Qx[0,T] = R et la température 6 : Q x [0,T] — R tels que :

o=7Fe(u)—

Dive + fo =0 dans  Q x (0,7),

divD =g, dans Qx (0,T),

O+divg=—-MEée(u)—PE(W) +q dans Q% (0,7),

u=20 sur  I'p x (0,7),

ov = fn sur 'y x (0,7,

oy(u) = —pu(uy, —g)  sur T x(0,7),
ozl < pr(w — g)
ool < pr(u, —g) = 4, =0 sur I'e x (0,7,
lo-|| = pr(u, —g) = (FAERT), 4, = —Ao,

=0 sur T, x (0,7),

Dv=¢, sur Tyx(0,T),

D-v=1(u, —g)d(¢ —wr)  surLex(0,7),

0=0 sur T'pUly x(0,T),

q-v=—ppy(uy—g) Se(-, l[ir]l) + ke(w, — 9)¢r(0 — Or) sur T x (0,T),

u(-,0) =wug, 0(-,0)

E(p) — M0 dans
D=Ec(u)+pE()+POH  dans
q=-KVo dans

Qx (0,7,
Qx (0,7,
Q% (0,7),

=00, ¢(-,0) = ¢o dans .

2 Formulation variationnelle du probleme

définissons les fonctions f: [0,7] =V, ¢.

86
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(V.10)

Afin d’étudier le probléme (P), nous utilisant le théoréme de représentation de Riesz, nous

(MWzAhMM%;MwM Yoe v,

(06w = [ e — [ n&da, Ve W,

(@771:2

/qondw vVne Q,

[0, 7] = W, ©:]0,T] — @ telles que

(V.17)
(V.18)

(V.19)



V.2 Formulation variationnelle du probléeme

les fonctionnelles j: V2 - R, x: VZxQ - R, w:VxQ? = Retl:V xW xW tels que

j) = [ pulo —g)vdat [ prlu,—g) o da. (V.20)
x(u;vim) = /FC 1y (ty = g) Se(-, Jv-|[) nda (V.21)
o((w,0)m) = [ kelun =) 000~ Op)nda, VOE€ Q. ¥ne Q.  (V.22)
U(w0):6) = [ v(w —9)oslp—er)€da, Vo€ Q. VneQ  (V.23)

pour tout (u,p,0) € X, v € V. Considérons I’hypotheése suivante sur les données initiales

ug €V et Oy € Q tels que pour tout (v,§) € Vx W, ona

(e(uo), e(v)n + (€7 Vo, e(v)n — (Mo, e(v))r + j(uosv) = (f(0),0)v,

(BVe0, V& i = (Ec(un), VE i + (P 0o, VE) i + (4(0), O)w — 1((uo, v0); ), (V.24)
et il existe Ty € L*(Q2) telle que

(IC Vb, Vﬁ)H + W(UO» 90777) - (9(0),77)L2(Q) = (To, 77)L2(Q)-

Selon ces notations et par une procédure standard basée sur les formules de Green, nous pouvons

énoncer la formulation variationnelle du probléme (P), sous la forme suivante :

Probléeme (PV). Trouver le champ des déplacements u : [0,T] — V, le potentiel électrique
0 : [0, T] = W et la température 6 : [0,T] — Q tels que
(Se(u),e(v—1))y+ (€ Ve,e(v—i)p — (Mb,e(v—u))n + j(u,v) (V.25)
—jlu, ) = (f,o—1a)y, YVvel,
(6 VQO, V£>H - (gg(u)a Vf)H - (P 97 VS)H + l((“? 90); f) = (QE7 g)W ) V§ € W> (VZ6)
(6,7 20y + (K VO, V) + (ME(u),n)12@) — (P V$,0) 120 (V.27)
— x(u;i;m) +w(u,0:n) = (0,n)2), V€ Q.

u(-,0) =ug, ©(,0) =y, 0(-,0)=60, dans Q. (V.28)

Le résultat principal que nous prouverons dans les sections suivantes est le suivant :
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Théoréme V.1 Supposons (Hy)-(Hyg) et (V.24) sont vérifiées, alors s’il existe L* > 0 telle que
p+ L.+ LyL+ My+ Ly L+ M, <L* alors le probléme (PV') a au moins une solution.

3 Résultat d’existence de la solution du probleme discret

Le probléeme (PV') peut étre discrétisé en temps par un schéma implicite. Soit tp = 0 <

T
n

t1 < -++ < t, = T une partition uniforme de l'intervalle de temps [0,7] de pas At =
(t; = iAt). Pour toute fonction w, on note w' I'approximation de w & l'instant ¢; et par Aw’ la
différence w'™* —w’. Pour une fonction continue w(t), nous utilisons la notation w® = w(t;). Nous
considérons une suite de problémes incrémentales (PV?) définie pour u(-,0) = ug, ¢(+,0) = @

et 6(-,0) = 6p comme suit

Probléme (PV?). Trouver le champ des déplacements u'™* € V', le potentiel électrique o™t €
W et la température 0! € Q tels que :

(F (™) e —u )y + (€ Vo™ oo — u))u = (MO e(v —u))
+]( z+1 . uz) o j(uiJrl, ui+1 - u’) 2 (fi+1’,U o uiJrl)V, Vo c V, (V29)

BV VO — (Ec(u'™),VEw — (PO, VO + (T, ¢);€)

= (¢t Ow, VEeW, (V.30)
(0", n)r2@) + At (K VO V) g + (Me(u'™h), M2 — (P Ve, n)L2(@)
i1 ‘ .
— At x(u' %; n) + At w(u, 0 n) (V.31)
= At (0" ) 2) + (0, 1) 1200 + (M e(u'),0) 20) — (P VY )2y, Ve Q.

Pour tout 21, 29, 23 € L*(I'¢), nous définissons les fonctions suivantes

)= [ anda, wa)= [ mnde G©=[ mEd, (V32

pour tout n € @ et & € W. Ensuite, nous construisons le probleme intermédiaire suivant dans

lequel z = (z1, 29, 23) est supposé connu.
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Probléme (PV}). Trouver le champ des déplacements u:™ € V', le potentiel électrique ¢t €

W et la température 01 € Q tels que :

(Fe(uzt),e(v —ul))u + (€ Vel e(v —ul))n — (MO e(v —ul™))u

+ j((ui—’—la QD,Z;H: ei—i-l), v = uz) - j((u?_l) Qoi+17 0?_1)7 u?_l - uZ) (V33)

>(fi+17v_ui+l)v’ VUG ‘/7

z

BV VO — (Ee(i™), VE)y — (P 9?1’ V& +1.,) = (qil“,ﬁ)w, vEe W, (V.34)

z z

(021 ) 120 + At (KVO, V) g + (Me(ul™),n)r2@) — (P VI n) 2@
+ At w,,(n) — Atx., (n) V3

= At (O ) 20) + (07, 1) 1200 + (M e(u)),n) 120) — (P VY 02y, Y€ Q.
Nous considérons un élément O de @ défini pour tout n € @ par

(O, m)q =(At O n) 2y + (6°,0) 1200 + (Me(u'), n) 120y — (P V', 0) 12
+ At Xz (77) — At Wey (77)

‘ 2
Pour résoudre le probleme (PV?), soient X =V x W x Q et Y = L*(T'¢)4 x (LQ(FC)) munis

par les produits scalaires suivants et les normes euclidiennes associés ||.||x et||.||y tels que
(l’, y)X = (U, U)V + (907 £>W + (97 77)Q7 (V36>
(Z, Z/)y = (Zl, Zi)LQ(FC)d + (ZQ, Zé)L2(Fc) + (23, Zé)LZ(Fc)a (V37)
pour tout x = (u,p,0),y = (v,§,n) € X et z = (z1,292,23), 2/ = (21,25,2,) € Y.

Ensuite, nous définissons les opérateurs A : X — X et B : X — X donnés par

(Az,y)x = (Fe(u),e())u + (At KVO,Vn)u + (BVe, V) u (V.38)
+ (" Vo, e(v))g — (Ee(u), VE)
(B.’L‘, y)X = _(P 07 VS)H - (P V(P, n)LQ(Q) + (07 U)L2(Q) (V39)

- (M (97 E(U))H + (MS(U), 77)L2(Q) ) Vo = (u7 12 9) y Y = (Ua 5777) S X,
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la fonctionnelle J : X x X — R donnée par

J(x,y) =jlu;v),  Vr=(up0), y=(v,§n) €X,

et Pélément fi™! de X donné par

= et = £,(6),05).

Par conséquent, nous avons le lemme suivant.

Lemme V.1 Le probléeme (PV}) est équivalent au probléme suivant

Trowver zot = (uith) o1 91 € X telle que :

(AzZly —al)x + (Baly — 2l ) x + J(a y — o)

_J(xi+17'xi+1 - xz) P (f;—Hay - x?z—’—l)Xa (vy € X) :

z

Preuve. Cela peut étre fait avec les mémes techniques que dans [10].

(V.40)

(V.41)

(V.42)

O

En utilisant le lemme précédent, nous obtenons le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Lemme V.2 Pour tout z de (L*(T'¢))3, le probléme (PV}) admet une solution unique

p = (el 0T eV X W X Q.

z

Afin de prouver ce lemme, nous utilisons le théoreme 1.11 en prenant en compte l'inégalité

mathématique (L, + L,) + 2Mp < m. Nous commengons par étudier les propriétés des

opérateurs A, B et les fonctionnelles J données par (V.40)-(V.20).

Lemme V.3 Lopérateur A : X — X est fortement monotone et Lipschitz continu.

Preuve. Nous considérons z1 = (uy, 1, 01) et x9 = (uz, pa,02) de X. D’apres (V.38), on a

(AiL'l — A.Z'Q, T — .TQ)X = (38(U1) - 3{5(u2)78(u1) - E(UQ))H

+(6Vg01 — BVQOQ, Vgpl - VQOQ)H + (At IC V01 — At ]CVHQ, V@l — VHQ)H
+(E*V 1 — E* Vo, e(ur) — e(ug)) g — (Ec(uy) — Ee(uz), Vior — Vo) i
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Comme (E*Vp,e(u))y = (Ee(u), Vo) u, il vient que

(Axl — AZL’Q, Tr1 — IQ)X = (Sa(ul) — &'8(1@), €(U1) — 8(U2))H
+(5V§01 - 6V§02, V<,01 — V(,DQ)H + (At ICV01 — At ICVQQ, V@l - V@Q)H

Combiné avec les hypotheses (H;) et (Hjz), donc il existe m > 0 dépendant de §, 3, K, 2, T'p,
'y et ', telle que

(Azy — Azg, 21 — 22)x 2 m <||U1 —us|[§; + [lr — @2l + 1161 — 92”?9) :
Ainsi, il découle de (V.36) que
(Az) — Az, 1 — 29)x = m |11 — 22|/ % - (V.43)
De la méme maniere, les hypotheses H; et Hz impliquent qu’il existe ¢4 > 0 telle que

(Azy = Azz,y)x < ea (Jun = wallv [olly + llur = uzllv [1€]lw

+161 = Ballq Inllg + lor — @allw 1€ llw + ller = eallw o]l ) -

Alors, on trouve que

(A — Azg,y)x < 5eq [|v1 — 2ol x Jyllx, VyeX.
Si nous mettons y = Ax; — Axy et M = 5¢y, alors

||AI’1 — AQTQHX < M ||371 — ZL‘QHX. (V44)

Par suite, le lemme V.3 est établi. 0
Rappelons que la fonctionnelle J définie par (V.40) et (V.20) satisfait (hg), et on a

Lemme V.4 La fonctionnelle J vérifie les hypothéses (J1), (J2) et (J3).
Preuve. La preuve de ce lemme peut étre trouvée dans [11]. O

Lemme V.5 Si (Hg) est satisfaite, alors la fonctionnelle J vérifie l'inégalité suivante
J(x,y) = J(z,2) + Iy, 2) = J(y,y) < allz—yl%, Vo,yeX (V.45)

Preuve. La preuve de ce lemme peut étre trouvée dans [11] avec o = ¢3(L, + L.). O

Lemme V.6 L’opérateur B : X — X satisfait les conditions (hs), (hs) et (hs).
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Preuve. En utilisant les hypotheses sur P (voir (Hs)), on obtient

(PO,Vo)u + (PV,0)120) =2(P0,Vo)u <2Mp [Veolu [|0]L2)
<2Mp [ollwlifle < C =)k,

ou C' = 2Mp. Alors
—(PO,Vo)u — (PVp,0)20) > —C |5 (V.46)

Combiné avec (M8, e(u))y = (Me(u),8)r2@) et (6,6)r2() = 0, nous obtenons

(Bx,z)x > —C ||z||3%, Vze€X, (V.47)

et alors la condition (hs) est satisfaite. Ensuite, soit x, = (un, ©n,0,) une la suite de X telle
que
Tp = (Un, Pn, On) = = (u,p,0) € X.

Il découle de (V.37) et (V.40) qu’il existe une constante cg > 0 telle que

(an - Bx??J)X = _(P On — Pea vé-)H - (P V@n - PV@? n)LQ(Q) + (en - 97 n)LQ(Q)
—(MO, = MO, e(v)g + Me(u,) — Me(u),n)r20)

< ¢l —lx lylx, YVy=(v,&n) €X.

Posons y = Bz, — Bx dans 'inégalité précédente, nous avons
\|Bz, — Bz||x < ¢ ||z, — || x- (V.48)
D’autre part, il vient de (V.43) ott 2t € X est encore notée z € X, que
(Az, — Az, z, — x)x + (Bx, — Br,z, —x)x < J(z,2,) — J(v,2) + J(2n, ) — J (2, xp).
En utilisant (V.44), (V.46) et (V.48), on obtient
(m —C) |lan — 2[5 < (Lo + Ly) [l2n — 2[5,
et comme a < (m —C),on aa|x, —z||3% < (L, + L;) ||z, — z||%, alors

(L, + L;) 1 (V.49)

[z — 2]x < lzn = zlly < = llan = 2[ly-
0
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V.3 Résultat d’existence de la solution du probléme discret

En combinant (V.48) et (V.48), nous déduisons que
1
||Bx,, — Bz||x < . |lzn — ||y (V.50)
0

Comme l'opérateur trace v : X — Y est compact, la convergence faible x,, — x conduit a la
forte convergence z,, — = dans Y. Nous concluons donc que Bz, — Bx dans X fortement
pour une sous-suite et que cela prouve la condition (hs). Enfin, pour tout z; = (uq,¢1,61),
xo = (Ug, 2, 0) de X, (V.38) implique que

(Bl‘l — BJTQ, To — ZE1)X =2 (P 91 - 7)92’ V901 - VQOQ)H

<O |l — 2ox

< B |z — 2| x,

ou 3 =C>0,et comme o+ C <m,alors 0 < < m— a, et ainsi (hs) est satisfaite.

Finalement, en utilisant les lemmes V.1 - V.6 et le théoréme 1.11 pour déduire que le probleme
PV! admet une solution unique et il est facile de montrer que cette solution est Lipschitz

continue par rapport a 2! € L*(T'¢)3.

Dans I’étape suivante, nous considérons 1’opérateur suivant
A L*(T¢) x L*(Tg) x L*(T¢) — L*(T¢) x L*(T¢) x L*(T¢),

tel que pour tout z = (21, 29, 23) € L*(T'¢)?, on a

Az = [pr(ugi —9) Sc(-, EHUQTTI —))); V(g — 9)OL (05 — 0F); ke(Uzy — )DL (05" — 9F)1-

T i+l A it
Soit I = HAZ1 Az Loy O 2
1 gH[ T(uzjz} - g) _pT(U’;{VI - g)} SC('? EHUZT: —Uu ||) L2(T¢)
o [pott = g) [Sel-, it = wll) = Sol -, it — )]
av TALT AT TALT AT L2(Te)
+ || [0l —9) = 0l — 9] Sr(elf = 0r) ||
+ ) ¢(u2ry1 -9) [¢L(¢i—;l — YF) — ¢L(SOZFI - SOF)] L2(To)
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+ || ettt = ) — k(i) = 9)] 6u(6" — 0)

L3(T¢)

+ H ke(ulf, — g) |60(62" — 6r) — oL(07" — 0r)]

L2(T¢)

En utilisant (Hy)-(Hg) et le fait que 2™ est Lipschiz continue enz*| il existe ¢; > 0 telle que

HAz — A

L2(T¢)3
< c(ﬂ —+ LT) ‘Zl — Zi L2(Te) + (L¢L + M¢) HZQ - Zé 12(Te) + (chL + Mkc) ‘23 - Zé IL2(T¢)
< ¢ ([L + L, + L¢L + Mw + Ly, L+ Mkc) ’Z — 2 L2(De)3

1

On pose L* = —, alors si i+ L, + Ly, L + My + L L + M, < L*, alors A est une contraction.
c

Et d’apres le théoreme de point fixe de Banach, A admet une unique point fixe z* (Az* = z*)

et donc 221! = (ultt 41, 0:11) € X est une solution du probléme (PV?).

¥ T

4 Etude de la convergence

Pour tout ¢ = 0,---,n — 1, soit ™ = (v, o ") T'unique solution du probléme

(PV?"). Afin d’étudier la convergence de {z'*1},¢ ... ,—1 quand n — +o00, nous introduisons les

fonctions continues ci-dessous définies sur [t;,t;41] (i =0,--- ,n — 1) par
) mu A, ) = A =0 A (V1)
u(t) =u u = = :
At Y 80 (10 At ()0 ? At ?
et les fonctions constantes par morceaux définies sur (¢;,¢;41] (¢ =0,--- ,n — 1) comme suit
I_Ln(t) — uiJrl 7 @n(t) — gOiJrl ’ Q_n(t) — 9i+1 ’ §"(t) — gi+1’ (V52)

ou g:[0,7] — X donnée par

9= (f.4.0) = (f.q.. At©) € C([0,T), X). (V.53)
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Lemme V.7 Il existes ki > 0 et ko > 0 telles que

] i+1 )
=" lx < K Do Mg llx + ke (V.54)

j=0

Preuve. Prenons (V.39)-(V.41) et (V.30)-(V.32), donc pour tout y = (v,£,n) € X, on a
(A$i+1,y o IEH_l)X + (BZL‘H_l,y . xi—i—l)X + J(xi-i-l’y o mz) . J(xi'H’xH_l - 93’)
— At )z(xi—i-l’y . xi—i—l) + At@($i+1,y o xi-i—l) + lﬁ($i+1’ y— l’i—H)
> (¢ y— 2"t x + (00— 9i+1)L2(Q) + (Me(u'),n - 9i+1)L2(Q) (V.55)
— (PV' n— 0" 12,
ol les fonctionnelles y, @ et ¢ sont données par

i+1 7
; u u
u’ .

A N S A o — gitl
m,yw)x(,At,n )

X(
Dy — ) = w((W, YY), — 6,
Uity — 2+ = £((WH, ), € — o).
Posons y = 0 dans (V.55), on trouve
(A2 ) (B, 2 x < (g7, o) + J(@, 2f) — J(aL, ot — o)
AR, 2 o At 2 4 iz 2 (V.56)
+ (0%, 0" ) 120y + (Me(u'), 0 ) 20) — (P V07 ) 2.
En utilisant (VIL.35), (V.20), (V.41) et 'hypothese (Hg)(c), on obtient
J(@ 2ty — J(@ et - 2y = et ul) — (i ut — )

< cg(Ll, + L) ||z |5 (V.57)
Comme F(a**1, 271) = (w1 255 07) = [ pupy (ui) Sel., A lluit! = i )6 da, alors
C

At (2 2™ < At ey i Ly, S* |27 |3, (V.58)
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At(:](fﬂiJrl, xiJrl) — Atw((uiﬂ, 6i+1), eiJrl)

= At | k(uE ) on(07 — 0r) 0 da (V.59)

Te
< At Co LM/% ||{Ei+1||X,

Ha ) = (1, ), )
= ko (ultt — g)or (0" — 0p) ™ da (V.60)
e

< My, L (mes(Te))? e |+ x.
Combinons (V.44), (V.48) et (V.57)-(V.60), on trouve que

) ) ‘ ) A
(m — C) H:El-l—lH%( < HQZ—HHX ||;131+1||X + Mk:c I (mes(Fc))E 1 sz—H”X
+ Atey L My, |2 x + ¢§(Ly + Lr) [l % + At eaco i L, S* [|l"H[%

+ \/gmaX(LMPvMM) HxZHX Hxi—H“X’

d’ou
[(m = C) = §(Ly + L)) = it ey co Ly, S°] [|2™|x
< g™ llx + [V3max(1, Mp, Mug) + My, L (mes(Tc))% e + At ey LMy, ] ||| x.
Par conséquent, le lemme V.7 est établi. O

Lemme V.8 [l existe ks > 0 telle que

1Az |x < ks 3 1AG || x- (V.61)

=0
Preuve. En prenant (VIL.5) au temps ¢;,1 et t;, on trouve que pour tout y € X
(Azitty — 2 + (Britl y — ) + J(ah,y — o) — (@i, 2t — o)
ARy — 2 Attty — ) 4 Ay — 2

| | | | | | (V.62)
> (92H> Yy— fl?lH)X + (0", n — 91+1)L2(Q) + Me(u'),n - 91+1)L2(Q)
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et
(Axia y— $i)X + (Bmza Yy — xi>X + J(gpz,y - xi_l) - ‘](xlvxl - $i—1)

(V.63)
> (g% y —a')x + (070 — 0") 2() + (Me(u' ™), —0") 120
— (PVe ™ n—0")120).
Posons y = z' dans (V.62) et y = "' dans (V.63), on trouve
(Ax"™™ — Az’ 2™ — 2")x + (Bx'™ — B, 2" — 2')y
< (¢ —gh o™ — 2 x + J(2f, A’ 4+ Ax'Th) — (2t Ar'TH) — J (2™, Az
+ At (™ A’y — At (2t Ax') + Ato(a Azt — Ato(at, Azt (V.64)

+ 0™ Ay — U2, Ax®) + (A0 A0 20
+ (Me(u') = Me('™"),A0") 12y — (P V' — PV A0 2.

7
r

i+l _

e

Utilisons les propriétés de J et ‘|u w | — Jul — uflw < Ju —ul| on en déduit que

J(2', Az + Ax™Y) — J(2', Az = j(ut, Au' + Au'T) — G (ul, Auh
<, A
< J(a', Ag'),
et
J(z', Ax") — J (2" Ax') = j((uf, Au') — j(ut, Aub)
= | [p(u, = 9) = pu(ul = g)] Al da
(V.65)

o]
+ [ [petu = 9) = pr(it = 9)] 1AW da

<& (L, + L) A}
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De plus, on a

141 % 7 i—1
S At — w2t Agt) — i, W T Apiy L N\
X A) = x(@', Ar') = x(u™ = A = x(u's = A
) ) 1 ) ) )

= | [ = g) = pr(u = 9)] S, g llut! — ui]) AG' da

T'c t

i i i+l i i i1 i
= g) [SuC g st =kl = Seles gl — ™) A0 da

< S*Lyc || A%

i 1 AN i i—1 i
+ /F ipu(ut = g) [Sels AU = Sl 1AW )] AY' da

. L . . .
<28 Leco A2} + Ly, > [ lurtt — w7 AY da
t Jre
* 2 ~ Ly i+1)2 — Ly i i—1
S8 Leco A2y +coea i Ly, 1o AT x +coc2 Ly, o A2 |lx A" x

Par conséquent, nous avons

At g (2, Ax') — At x(at, Ax') < Atey S* Ly o || Az ||%

. . . (V.66)
+coca i Ly, Lo ||AzHY|% + coca i Ly, Lo | A2'| x [|Az" Y| x,
oz A’ — @ (', Az') = w((ut, 671, AGY) — w((u', 6%), AF')
| (V.67)
< (Li, Legea + My, c3) |Az™|%,
U™ Az') — (2", Az') = 0((u"™, ™), Ap’) — £((u), '), Ag')
(V.68)

< (Ly Leger + My, &) Az %,

et en utilisant (V.62)-(V.68), nous obtenons qu’il existe L* telle que

(m — O)|Az' % < |AG' || x |A2||x + L* (i + Ly + LLy, + LLy 4+ My, 4+ My)||Az™ %
+ 5 (Ly + L) | Az % + coca i Ly, Lo |A2Y|x [|[Az" | x
+ V3¢, max(1, Mp, My || Az x |Az"Y x.
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D’ou
((m=C) = (Ly+ Ly)—L*(fi+ Ly + LLy, + LLy + My, + My)) | Ax'|%

< [1Ag L 1A Ix + oo fi Ly, Lz |8 |x 1A 1«
VB es max(1, Mp, My [} A |2 x

Pour pi + L; + LLy, + LLy + My, + My, suffisamment petit, le lemme V.8 est donc prouvé. [J

Proposition V.2 A partir des suites (u™), (¢™) et (8™), on peut extraire des sous-suites, encore
notées (u™), (™) et (6™), telles que

u" —u  faiblement x dans L*(0,T;V),
©" — ¢ faiblement x dans L*(0,T; W), (V.69)
0" — 6  faiblement * dans L*(0,T;Q),

W — 1w faiblement x dans L*(0,T;V),
O" = ¢ faiblement * dans L*(0,T; W), (V.70)
0" — 0  faiblement x dans L>®(0,T;Q).

Preuve. Cela peut étre fait par les mémes techniques que dans le chapitre III. 0

Proposition V.3 Ils existes des sous-suites ("), (¢") et (0"), encore notées (i), (¢") et (0"
telles que pour tout t € [0,T] on a

— u(t)  faiblement dans V,
Q" (t) — @(t) faiblement dans W, (V.71)
0"(t) — 0(t)  faiblement dans Q.

Preuve. Cela peut étre fait par les mémes techniques que dans le chapitre II1. ([l

Remarque Soient f"(t) = fi*!, ¢."(t) = ¢! et ©"(t) = ©! pour tout ¢t € [t;, t;41]. Sous
I'hypothese (Hg), on a f € WH(0,T;V), q. € W10, T; W) et © € W1>(0,T; Q). Alors

f*— f  forttement dans L*(0,T;V),
G." — q. forttement dans L*(0,T;W), (V.72)
0" — © forttement dans L*(0,T;Q).
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Proposition V.4 Le triplet (u,p,0) € L*(0,T;V x W x Q) est la solution du probléme (PV').

Preuve. Si nous substituons v par u* + v At dans (V.29) et nous divisons par At, le probléme
(PV?) sera écrit pour tout v € L*(0,T;V), £ € L*(0,T; W) et n € L*(0,T;Q) comme suit

(& <" (0), £(0(0)) — e " (1) + (€7 TF (1) £0(1)) — e (1)

— (M), £0(t)) — (S (O + (1), 0(8)) — G (D), (1)

dt
. d

> (£ (1), v(t) = 2" ()v,

(BVE" (1), VE) u — (Ec(@'(t)), VER) m — (P O™(t), VE®) u + L((@" (1), &"(1)); (1))
(

(00 (02 + (K V0 (1), V(1)) + (M (), 0(0)) )

(Pvicp (@), n(t)) 2@ —X(ﬂ"(t);jtu”(t);n( )+ w((@ (1), 6(1)), n(t))
= (0"(1),n(t))12(0)-

En intégrant les deux cotés des inégalités précédentes sur [0, 7], on constate que

| T(&e(ﬂ”(t»,s(v(t)) (G e+ [ (€ VE0), 0(0) — e O e

[ M @, 00) — e+ [0 000) ~ [ ), o) di
> [ (70000~ @) ar,

/ T(ﬁw() VE() dt - / (Ec(a (1), Ve dt — [ (PO (), VEW)

+ [ ) de = [ (@ (o). €O

/T<jte“<> O /T<fcvé"<t>,w< i+ [ (M (), m(6)) o di
v ot — [ X (0)s o 0 (0) de

[ n(0) dt = [ (O (1), n(t)) e
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En additionnant les inégalités précédentes, on obtient

/ T(&s(*”( ) 0(t)) — (ot ()t + [ (396 (1), V(t)) i

[N @) )yt + / (£ V6 (1), 2(00) — o (1))

— [t @), VO dt — [ (ME @), <(o(0)) — (1) (V.73)
+ [ Mejt (), m(t) eyt — /T<Pe”<>vs< wdt+ [ (900, V(o) de
/ PV ()00 dt+/ /Tj(ﬂ"(t);;”(t))dt

[ ))dt—/ (" (8); dt+/ &(t)) dt
/(f() )= S+ [ (@ ,Wdt+/0

Pour finir la preuve de la proposition V.4, nous utilisons les lemmes suivants.
Lemme V.9 Pour tout v € L*(0,T;V), £ € L*(0,T;W) et n € L*(0,T;Q), on a

lim T(Sg(a”(t)),g(v(t)))H dt = /()T(Sa(u(t)),e(v@)))

n—oo Jo

w dt, (V.74)
lim T(g* V@ (1), e(v(t)) — e(i(t)) g dt = /0 T<5* Vo(t),e(w(t) — (@) g dt, (V.75)

T [ (M0, <(00) — i @)t = [ (M@, 0lt) — @) dt,  (V.76)
T [N (G0, Ve@)ndi = [ (5 V(). VE®D) (v.77)
tim [ (e (o), Ve@)mde = [ (Eclult)), VEH)) i it (v.78)
lim OT(P G (1), VE(L)) g dt = /0 L PO, VE@)u dt, (V.79)
Tim, 0T<je”< ) n(O) szt = [ G0, n(0)s2o (V.50)
Jim [ LIV (1), Vin(t)) dt = /OT(ICVQ(t),Vn(t))Hdt, (V.81)
pir ], CM (S 0), a0 dt = [ (Me(a(0),0(0)) 120 (V.52)
T[NPV S 000y dt = [ (PR, (0o (V.83)
Tim OTw<u (6, 0"(0),m(e)) dt = [ wlult), 006)), n(t)) . (V.81)
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T [ (@, o0) de = [ ), o) e,

T [ (0, ") 60) dt = [ H(u0) 0(0);6(0) dt
T [P0, 000) — S de = [ (70 000) — a(e)v dr
li [ @ 0,60 bt = [ @l @ i,

T, (0" 010yt = [ (©0), 101 .

Preuve. Cela peut étre fait par les mémes techniques que dans le chapitre III.
Lemme V.10 Pour tout v € L*(0,T;V) etn € L*(0,T;Q), on a

lim inf ;deﬂWQLstUWﬂﬂﬂdt>uﬂ%@6@d®%£@ﬂﬂﬁydh

n—oo

T d
liminf [ j(u"(t), 7

n— 00 0 t

W) > [ ), o),
PR d T .
liminf [ x(@"(6); o (@m(®) dt > [ x(u(t);a;n) dt

n—o0 0

Preuve. Cela peut étre fait par les mémes techniques que dans le chapitre III.

(V.85)
(V.86)
(V.87)
(V.88)

(V.89)

O

(V.90)

(V.91)

(V.92)

Revenons a la preuve de la proposition V.4. En passant a la limite dans (V.73), on trouve

[ @ =(u(t)). cwit) — (i) dt+/ (5 V1), VE()n d

0

+(va0 ), Vin(t) ﬁ+/ ﬁ+/ 1)) 2y dt
+ [ € T0) 0(0)) — <(le)) e — / (E=(u(t)), V(1))

— [ (MO0, ) — <(ae) e+ [ (M), n(e)) o di

- 0T<7> 000), V&) dt — [ (P VA1), 1(0)) )

b [ s, o) e - /Tj<u<t>,u<t>>dt

——;x ﬁ+/ ) dt

> [[ (00 - i)y i+ [ (@ Wdt+/0T<@<t> 0(O)e)
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Par suite, il vient que

[ @ etuti), 2(wlt) — ()t + [ (€ Volt), =(ol0)) — (i)
= [F 00, 2(0) — et + [ jtate), o(0)
[ sty ayae = [0 —aw) dr,

/ T(ﬁwu VE(r)) dt - /T<5e<u<t>>,vg<t>>ﬂdt— [ Pote), V() i
+ [ Dt = [ (o) € dr

[ @002yt + / (K 0(t), V(1)) i
+ [ Me@0), n0) e de = [P IE00)0(0)) 120y
— [ty ey o) e+ [ ol tute), 000, n0)
= [ @101z

Prenons

U(t):{ v pour teE (s,s+\)

a(t) sinon et &(t)=¢&, nt)=n pour tE (s,5+N).

Alors, on obtient

L @), <) - o) dt+§ [ Volt), ) - (it
_X Mo, <(v) dt+)\/

1 Ss+)\
J(u(t), u(t)) dt
/\ / ;v —a(t))y dt,
1 s+

[ Ve, v dt—X /5“<se< (1), VO)n dzf—X (PO(0), V)

)) dt = / )
+/ WAL
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et

1 s+ . 1 S+
5 / ORI, / (K VO(t), Vi) dt
S+

1 S+A ) 1 )
+ X/s (Me(a(t)),n)rz@ dt — < : (PV(t),n) L2 dt
1 S+

5 [ e e+ [T o), 60,100 d

A
1 s+
=5 [ Ot

En utilisant le théoreme de Lebesgue, nous passons a la limite en respectant s dans les inégalités

ci-dessus, nous en déduisons que (u, ¢, 0) satisfait (PV') et donc, la proposition V.4 est prouvée.
O
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Chapitre VI

Probleme quasi-statique de Signorini avec
frottement non local de Coulomb en

thermo-piézoélectricité

Ce chapitre traite un probleme de contact quasi-statique avec frottement entre un corps
thermo-piézoélectrique et une fondation thermiquement conductrice. Le matériau possede un
comportement thermo-électro-élastique linéaire. Le contact est décrit avec des conditions de Si-
gnorini en déplacements et en température et une variante de la loi de frottement de Coulomb
avec coefficient de frottement dépendant du glissement. Nous dérivons une formulation varia-
tionnelle pour ce modele, c’est un systeme couplé en déplacements, en potentiel électrique et en
température. Nous prouvons ensuite, sous certaines hypothéses de petitesse sur le coefficient de
frottement, ’existence d’une solution faible du probleme. Enfin, nous étudions la dépendance
continue des solutions par rapport au coefficient de frottement et aux données initiales du dé-
placement et de la température. Reste a souligner ici que le contenu de ce chapitre a fait I’'objet

d’un article publié dans le journal ”"Acta Applicandae Mathematicae” [9].

1 Modele mathématique

Le probleme de contact avec frottement non-local de Coulomb entre un corps thermo-électro-
élastique et une fondation thermiquement conductrice dans lequel le flux de température sur

la partie de contact dépend des conditions de Signorini se formule sous la forme suivante :

Probléme (P). Trouver le champ des déplacements u : Q x [0, 7] — R%, le potentiel électrique
©:Qx[0,T] = R et la température 6 : Q x [0,T] — R tels que :

o=Fe(u) —EE(p)— MO  dans Qx(0,7), (VIL.1)
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D=E&c(u)+PBE(p)+PO dans Q x (0,7), (VI.2)
q=—-KVbo dans Q x (0,7), (VIL.3)
Dive + fo =0 dans Q% (0,7, (VI1.4)
div D = ¢y dans  Q x (0,7), (VL5)
0 +divg=—-MEée(u) — P E(e) + qo dans Q x (0,7), (VI.6)
u=0 sur  I'p x (0,7), (VLT)
ov = fy sur  I'y x (0, T) (VI.8)
¢ (u,0,0) <0, (0—0p) < G (u,0,0)(0 —0p) =0 sur D' x(0,7), (VI9)
o, (u,0,0) <0, (u,—9g) <0, o,(u,p,0)(u, —g) =0 sur T x(0,7),(VL10)
ozl < ullfu-ll) |Row(u, ¢, 0)]
llo-|| < w(||ur]]) |Roy(u, ¢, 0)| = i, =0 sur 'c x (0,7)(VI.11)
lo-ll = ulllu-ll) |Row(u, @,0)] = FA € RY, ity = =0,
=0 sur T, x (0,7), (VI.12)
D-v=g, sur Iy x (0,7), (VI.13)
=0 sur I'pUT'y x(0,7), (VI.14)
u(-,0) =wug, 0(-,0) =16y, »(-,0) = dans Q. (VI.15)
2 Formulation variationnelle du probléeme
Utilisons le théoreme de représentation de Riesz, nous pouvons définir les fonctions
f:00,T| =V, q:[0,T] = Wet©:[0,T] = Q par
(f,v)v:/ fovdx—i—/ fyvda, YveV, (VI.16)
(060w = [ do€de— [ Gy€da, Ve W, (VL17)
(©,7)r20 / Gondr, Vne Q. (VI.18)
Nous considérons la fonctionnelle 7 : X x V — R ou X =V x W x Q) par
J((u, 0,0);0) = /F plllun ) [Row (u, @, 0)| [Jor|| da. (VI.19)
C
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VI.3 Existence d’une solution du probléme discret

Dans la suite, nous aurons besoin de I’hypothese suivante sur les données initiales.

(Hig) : (a) (uo, o,00) € K1 x W x Ky tel que pour tout (v,&,n) de V- x W x Q,on a
(S e(uo),e(v — uo))u + (€" Vipo, e(v — o)) u
—(Mbo,e(v — o)) + j(uo, po,00;v —ug) = (f(0),v —uo)v,
(BVeo, V&) = (Ee(uo), VE)m + (P 0o, VE) i + (¢(0), §)w-
(b) Tl existeTy € L*(Q) telle que
(KN, V(1 —00))u — (0(0),n = bo)r20) = (To,n — 0o) r2(0)-

Par une procédure standard basée sur les formules de Green, nous énoncgons la formulation

faible du probleme (P), en termes de déplacement, de potentiel électrique et de température.

Probléeme (PV). Trouver le champ des déplacements u : [0,T] — K, le potentiel électrique
0 : [0, T] = W et la température 6 : [0,T] — K, tels que

(Se(u),e(v—1u))y+ (E*Vy,e(v—10))g — (MO, e(v—1u))y (VI.20)
+5((u,0,0),0) = j((u,0,0),0) = (f,0 = @)y + (ou(u, 9,0), 0, — 1), Vv eV,

(o (uy,0),2, —u,) 20, Vze K, (VI.21)

BV, VEu — (Ee(u), VO u = (PO, V) = (¢ w, VEEW, (VL.22)

(0,1 — 0)r2) + (KVO, YV — VO g + (ME(u),n— 0)1200) — (PV,n— 02 (V123)
> (0,n—0)12@), Vne Q,

u(-,0) =ug, 0(-,0) =0y, ¢(-,0)=¢o dans Q. (VI.24)

Le résultat d’existence principal que nous prouvons dans les sections suivantes est le suivant.

Théoréme VI.1 Supposons (Hi)-(Hg) et (Hyg) sont vérifiées. S’il existe une constante L* > 0

telle que 1+ L, < L*, alors le probléme (PV') admet au moins une solution.

3 Existence d’une solution du probléme discret

Le probleme (PV') peut étre discrétisé dans le temps par un schéma implicite. Soit g

3

0 <t <--+<t, =T une partition uniforme de I'intervalle de temps [0,T] de pas At =

(t; = iAt). Pour toute fonction w, on note w' I'approximation de w & l'instant ¢; et par Aw’ la
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différence w'*! —w’. Pour une fonction continue w(t), nous utilisons la notation w® = w(t;). Nous
considérons une suite de problémes incrémentales (PV?) définie pour u(-,0) = ug, p(+,0) = ¢

et 6(-,0) = 6y comme suit :

Probléme (PV?). Trouver le champ des déplacements u'™ € K, le potentiel électrique @' €

W et la température 0! € K, tels que :

(Fe(™),e(v —u™))y + (E Ve e(v =)y — (MO e(v—u™))p

+ (W™ ™0 v —uh) — (W O W — ) (VI.25)
2 (f”l,v—uiﬂ)v, \V/’UG Kl,

(5 VQOH_IJ vé)H - (gg(u“_l)? vé)H - (P Qi+17 Vg) ( é+17§)W7 \Vlf € M/J (VI26>
(0t — 0 )2 + ALK VO,V = VI ) g + (Me(w™),n — 07 20

- (7) V@iﬂa n— 9i+1)L2(Q)

> A0 — 07) gy + (07,1 — 07 12y + (Me(ul), n — 071) 120 (VI1.27)
- (P V<Pia71 - 9i+1)L2(Q)a Vn € K.

Considérons le probléme intermédiaire suivant pour lequel ¢ = ({1, () € @ x W est connu.

Probléeme (PVC) Trouver le champ des déplacements u“rl € Ky, le potentiel électrique <pl+1

W et la température (9?“1 € Ky tels que :

(Be(uit), (o — ut )+ (€ Vot oo — u))y — (MO e(v = uit))

+ (e 0 v —at) = (™ o 00, ud — ) (VI.28)
> (f* v —uity, Yve K,
BV, VE g — (Ec(uitt), VEr — (1, VEw = (¢, Ow, VEEW, (VI1.29)
(O — 07 ) r2g) + AL (KK VO,V — VOT )y + (Me(ut),n — 05 ) 12
— (G =0, 12@) = AHO™ 1 — 07 ) p2o) + (07,1 — 07 ) 120 (VI.30)

+ (Me(u),n — 07" ) ) + (Vo' n — 07 2(), Vi € K.

Afin de résoudre le probleme (PVCi), nous considérons l'espace produit X =V x W x @) muni

du produit scalaire (-,-)x et sa norme euclidienne || - || x tels que

(.73, y)X = (uvv)V + (SD,S)W + (97 77)Q> Vo = (’LL, ®, 9)7?/ = (075777) e X. (VI31)
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Nous considérons I'opérateur A = A; + Ay : X — X ou Ay, Ay : X — X sont définis par

<A1I7 y)X = (3€(u>7 €(U>>'H + (At ]CVH, VW)H + (BVQO’ Vf)H

(VI.32)
+ (& Ve, e(v)n — (Ee(u), V),

(A2, y)x = (0,1) — (MO, 2(0)n + (Me(u),n)20), (VL.33)

pour tout z = (u, p,0) et y = (v,&,n) of X, la fonctionnelle J : X x X — R donnée par
J(x,y) =7((u,0,0);v), V= (up,0),y=(2~En) X, (VL.34)
et Pélément g¢™t = (f7*, g, 0¢"") € X donné par

(@ Ow = (@, Ow + (¢, VEu, VEEW, (VI.35)
O, mw = AL (O, ) 2q) + (6, 0) 120) + (Me(u'), 1) 20 (VIL.36)
— (PVY' )2 + (G M) i2i), Vn € Q.

Alors, on a le lemme suivant.

Lemme VI.1 Le probléme (PV{) est équivalent d trouver x("' = (uf™, ot 07) € X tel que

(Ag;é+17y_xz<+1) +I(x z+17y_l,z’>_J(I2+l xZCH ) > (gé-‘rl,y x?—l)X, Yy e X. (VL3T)

Notons que (VI.37) est une inégalité quasi-variationnelle de méme forme que celle du théorme

V.1. Nous Commengons par étudier les propriétés de 'opérateur A donné par (VI1.32)-(VI.33).

Lemme V1.2 L’opérateur A est fortement monotone et Lipschitz continu.

Preuve. Premierement, 'opérateur A; : X — X est fortement monotone et Lipschitz continue

(Voir chapitre IIT). Dong, il existe deux constantes m; > 0 et M; > 0 telles que

(A1xy — Ao, 11 — x9) x = myllzy — a:2||§(, YV, 10 € X, (VL.38)

||A1£L‘1 All’QHX M1||ZL‘1 — 1’2”){, \V/lj, To € X. (V139)
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De plus, nous utilisons (VI.33) pour obtenir
(A1 — Agwy, 11 — x2)x = (01 — 02,01 — 02) 12(0) — (MO — MOy, e(uy — u2))n
+ (Me(ur) — Me(ug), 01 — 62) 12
Comme (MO — My, e(uy — uz)) g = (Me(ur) — Me(us), 61 — 62)12(), on trouve
(A1 — Agxg, w1 — x2)x = (01 — 02,01 — 02)12(0) 20, Vuy, x5 € X. (VI1.40)
En utilisant (VI.38) et (VI.40), nous concluons qu’il existe m > 0 telle que
(Azy — Azg, 2y — 22)x = m ||l — 10]|% Va1, 22 € X, (VI.41)

En rappelant (VI.31) et (VI.33), donc c’est facile de voir que 'opérateur As : X — X est
Lipschitz continu. Ensuite, nous combinons avec (VI.39) pour trouver qu’il existe M > 0 telle
que

|Azy — Axs||x < M ||z — 22]|x, Vi, 20 € X. (VI1.42)

Par suite, le lemme V1.2 est la conséquence des inégalités (VI.41) et (VI1.42). O

Ensuite, nous étudions les propriétés de la fonctionnelle J donnée par (VI.34) et (VI.19). Nous

remarquons tout d’abord que J satisfait la condition (hs). De plus, nous avons le lemme suivant

Lemme V1.3 La fonctionnelle J satisfait les conditions (Jy), (J2) et (J3).

Preuve. Soient n = (v,&,w) et © = (u,p,0) € X et A €]0,1]. Il résulte de (VI.34) et (VI.19)

que

L[ = 20) = T 0,2)] = 3 [0, €,0), 0= 2) = (0, €,0),w)
=5 [ oD 1Roue,€.) (e = X = ] do

=~ [ ulllo-l) |Ro (v, €,)| |-l da.
Te

En rappelant (h3), on obtient

Jo(n, 25 —2) <0, V= (v,&w), v = (u,,0) € X. (V1.43)
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Alors, la foncionnelle J satisfait les conditions (J;) et (J2). Soient {x,} = {(un, ¢n,0n)} et
{n} = {(vn, &, wn)} deux suites de X telles que z, — = = (u,p,0) € X et n, = n =

(v,€,w) € X. D’apres la compacité de I'application trace, on a
Upr — Uy €t ||uns| = |Jur]| dans L*T¢).
Utilisons la compacité de 'opérateur R, on en déduit
|Ro, (tUn, On, On)| — |Roy(u,0,0)] dans L*(T¢).
Rappelons la définition de .J, nous obtenons
J(m,y) = J(ny), Yy eX et J(mn, xa) = J(n,2).

Donc, la fonctionnelle J satisfait la condition (.J3). O

Lemme V1.4 Supposons (Hg) est vérifiée, alors, il existe une constante ¢y > 0 telle que
J(@,y) = J(@x)+ J(y,2) = Jy,y) S el +p7) o —yllx, Yo, ye X (VL44)
Preuve. Soient x = (u, p,0) et y = (v,§,w) € X. De (VI.19) et (VI.34) on a
J(2,y) = J(w,2) + Iy, ) = J(y,9)
el oo 0,0)] (ol = Nl da+ [ gl ) 1o (o, 6. e | = o) de
[ [l ) 1B, 0.0)] = o) 1R, €m)] (s | = o) da
|

< [ [l = wlleel) ] 1B ,0) el = 1ol da

+ [ nlllo- )| [Row(u,,0)] = [Rou (v, &) | (furll = [o-])) da

Ie

=

=
Q

5
Q

< Ly [|Rou(u, 0,0) || e (re) €5 1o = yll5 + /1 creo max(co, 1, c2) [l — yll%
< (65 1Rou(u, 0,0) | ey + creo max(co, e1, e2)] (L + 1) [l =yl
Par conséquent, il existe une constante ¢4 > 0 telle que (VI1.44) est vérifiée. O

Nous combinons les lemmes VI.1-VI1.4 et le théoreme 1.10 pour trouver que le probleme (PVCZ)

a une solution unique. Ensuite, nous considérons 'opérateur A : W x Q — W x () défini comme
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suit

AC= (PO, PV, VE=(C,G) €W xQ.

Pour tout ¢ = (1, () et ¢' = ({],¢5) de W x @, on a

IAC = A lwxq < PO = PO lw + [PV = PV
< Mp (|’61+1 HlHQ + H(szrl . (P?/rlHW>

< Mp [Jad — o x.
Alors, pour tout ¢ et (' de X, on a
IAC = Al lwxg < Mp |2 — 27 x. (VL.45)

Ensuite, nous utilisons (VI.37) et (VI.41) on trouve

(sz-‘rl sz—/}—l’x?—l _ .,Ezc—ll—l)x (gé—i-l _ g?-l’ :L.ZC-H _ wz—/ﬁ—l)){

—|—J( i+1 szJlrl) J(xZCle 1+1)+J<x21+1’xz+1) J( ZI+1’ ZCJ/rl)
Combiné avec (VI.44), nous obtenons

i+1

e = R < (6 - g e = al ) el ) el - a R (VLAG)

De la définition de g”’1 on trouve apres quelques simplifications que

(6 = g 2 = 2 )x <1¢ = ¢ lhwollel! = aifx. (VL47)

Utilisons (VI.46)-(V1.47), on trouve :17ZJrl est Lipschitz continue en (. En rappelant (VI.45), il

vient que

Mp
- C4<Lu + 1)

m — M-
Posons L* = 77), alors siona i+ L, < L*, I'opérateur A est une contraction et d’apres le
Cq

théoréme de point fixe de Banach, nous concluons que le probleme (PV?) admet une solution

IAC = A lwne < - I¢ = Cllwxe:

unique. 0
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4 Analyse asymptotique

Pour tout ¢ = 0,---,n — 1, soit ™ = (u'T!, o1 #1) T'unique solution du probléme

(PV?"). Pour étudier la convergence de {x"*1},_o.. ,_1 quand n — oo, nous introduisons les

fonctions continues suivantes définies sur [¢;,t;41] (6 =0,--- ,n — 1) par
"=+ A o) = A ) =0+ i AG . (VIR
u = U u f— — . .
At Y YA Y At

Nous considérons les fonctions constantes par morceaux suivantes définies sur chaque intervalle
(i tiva] et g [0, 7] — X par

ﬂn<t> — uiJrl 7 @n(t) — gDi+1 ’ Qn(t) _ 9i+1 ’ g”(t) — gi+1 (VI49)

9= (f.4.0) = (f,q., At©) € C([0,T],X). (VL50)

Lemme V1.5 Il existe deux constantes positives ay et ao telles que

it1
l2" M lx < ar 3 197 lx + aa. (VL51)
j=0

Preuve. En rappelant (VI.32)-(V1.34) et (VL.50), il résulte de (VI.25)-(VI.27) que
(AxiJrla Y= xi+1>X + J<xi+17 Y- xl) - J('xiJrla xiJrl - 'T’L>
- (77 V@iﬂv n—= ‘9i+1)L2(Q) - (7) 9i+1> Vi — VSOHl)L?(Q)
‘ A A ' (VL.52)
> (¢ y— 2" x + (00— HZ—H)L?(Q)
+(Me(u),n =0 20) = (PVE, 10 =07 120), Yy =(v,6,1) € X.
En prenant y = 0, 'inégalité précédente devient
(Az™*!, 2 ¢ < (¢, 2 x + J(@, ') — J(@, 2 — o) + (PVit, eiH)LQ(Q)

+ (P9i+1, Vg@Hl)Lz(Q) + (Oi, 9i+1)L2(Q) + (Ma(u’), 9i+1)L2(Q) — (’vai, 9i+l)L2(Q).
(VL.53)
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Rappelons (VI.19) et (VI.34) on en déduit que

J(@, 2f) — J(@, 2 — o) = j((at, @, 07, ) — ((uitY, ot g it )
</F pllluz" ) [Roy (w0 07 )| ur | da - (VL54)
c
< ji cpegmax(co, 1, c3) |25
Utilisons (VI.53)-(VI.54) et (VI.41), on trouve apres des simplifications que
m [l % < llg™llx l2™lx + 2 ereo max(co, e1, e3) 2™ 1%

+ Pl % + V3 max(1, P M) a'|lx |2 |x.

Puisque 'hypothese (Hig) implique la bornitude de xg, nous obtenons facilement (VI.51). O

Lemme V1.6 Siu est suffisamment petit, il existe une constante positive ag telle que
1Al x < as D [1Ag7|1x (VL.55)
j=1

Preuve. Afin de prouver ce lemme, nous écrivons (VI.52) au temps ¢;,; et ¢; et donc

(A" y — 2™ )x + J(@™y —a') = T 2™ = a') = (P 0 — 077 120
o (7397;-&-17 vn o VSOH_l)L?(Q) > (gi—i-l’ y — .CEH_l)X =+ (91’ n— 9i+1)L2(Q) (VI56)
+ (M E(Ui)a n— eiJrl)L?(Q) — (P VSOiﬂ? - QiH)L?(Q), Vy e X.

(A:vi, Y — :Ei)X + J(xi, Yy — xi_l) — J(xi,xi — xi_l) - (P Vo', n— Hi)L2(Q)
— (PO, V= V)2 2 (g y —a')x + (00— 0120 (VL57)
+ Me(u'),n— Hi)Lz(Q) — (PV¢~n— ei)LQ(Q)a Vy e X.

Prenons y = 2! dans (VL.57), y = z' dans (VI.56) et ajoutons les inégalités obtenues, il vient

(Axi—H o A:L,i7xi+1 . xz‘)X
< (gt = gl 2 — 2l x + J(af, Ar 4+ ATV — T2, Ax'TY) — J(2", A')  (VL5S)
+ (Pvgpz-‘rl o PVQDZ, Q’H—l o 0i+1)L2(Q) + (730i+1 _ 7391’ vspi-i—l _ V@Z)LQ(Q)
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+ (A0 A o) + (Me(u') — Me(u'™1), A 12y — (PV " — PV ™ AO) 120

i+1

uz—‘rl _ -

i
v — u’|, on trouve

Et d’apres la définition de J et I'inégalité ‘ | i R UV Vi ‘ < u

J(', Azt 4+ Az — J(2f, Ax') = §((uh, 0, 09), Aut 4 Au'TY) — 5 ((u, ¢, 07), AuTh
<G, @' 0", Au') = J(z', Axh).
De plus, on a
Tt Ay — T, M) = (), D) — (0 6 0H), A
= /rc |l ll) [Ro (', 6] = p(llae 1) [ Ro (w0, 07| | | Aut] da (VL59)
<Ly +p) A%
Nous combinons les deux inégalités précédentes pour obtenir

m || Az % < [|AG || x |A2|x + ca(Ly + ) || AZY|% + P A%
+ V3 comax(1, P*, M*) || A" x [|Az" | x.

En utilisant la bornitude de xy, il est facile d’obtenir (VI.55). O

Proposition VI.2 A partir des suites (u"), (¢") et (6"), on peut extraire des sous-suites,

encore notées (u™), (") et (0™) telles que

u" —u  faiblement x dans L*(0,T;V),
©" = ¢ faiblement x dans L*(0,T; W), (VI1.60)
0" — 6  faiblement * dans L*(0,T;Q),

W — 1w faiblement x dans L*(0,T;V),
O" = ¢ faiblement x dans L*=(0,T; W), (VL.61)
0" — 0  faiblement x dans L>®(0,T;Q).

Preuve. Voir le chapitre III. O

Proposition V1.3 [l existe des sous-suites (u"), (¢") et (0"), encore notées (u™), (¢") et (0™)
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telles que pour tout t € [0,T] on a

u™(t) — u(t)  faiblement dans V,
Q" (t) = (t) faiblement dans W, (VI1.62)
0"(t) — O(t)  faiblement dans Q.

Preuve. Voir le chapitre I1I. U

Remarque Soient f(t) = fi*', ¢"(t) = ¢/ et ©"(t) = O pour tout t € [t;,t;11]. Sous
'hypothese (Hg), on a f € Wh=(0,T;V), q. € WH*°(0,T; W) et © € W1>(0,T; Q). Alors

f"— f  forttement dans L*(0,T;V),
G" — q. forttement dans L*(0,T; W), (VI1.63)
0" — O forttement dans L*(0,7T;Q).

Proposition V1.4 Le triplet (u,p,0) € L*(0,T;V x W x Q) est une solution du probléme
(PV).

Preuve. Pour tout (v,£,n) € L*(0,T;V x W x Q), (V1.25)-(VL.27) et (VI1.48)-(VI.49) implique

(Se(@"(1)), e(v(t)) - 6(;1%"(0))% H(ETVR"(t),e(v(t)) — e(u"(t))u

= (MO"(t),e(v(t)) — 6(;5%6"@)))11 +((@"(t), 0" (t),0"(1)), v(t))

0,8 (0,8 (1), (1)

_ d _

Z (f"(t),v(t) = u™(O)v + {0 (@"(2), " (2), 6" (1)), v (t) — @, (2)),

(BVE"(t), VE)) i — (Ee(u™ (), VE®) u — (PO"(t), VE())m = (" (1), )w,
(jt@"( t),n(t) — 0"(t)) 120 + (KVO" (), Vi (t) — VO ()

<M€(5t
> (0"(1), n(t) — 0"(t) 120
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Ensuite, nous intégrons les deux cdtés des inégalités précédentes sur [0, T], pour obtenir

[ @t @), <(o0) - <jt " (0) di -+ /T (£ (D). (0(1)) — (o (1)) d

<dt
OT ME"(t ™ dt+/ (1)), v(t)) dt
- [ it o, 0. 00), jt (1)) di
> /OT _ fu L di+ / 0, (@ (1), & (1), 6" (1)), v, (£) — @(2)) dt,

/ T(ﬁw<t>, V() dt - /0 (E=(@" (1)), VE()n dt - /0 (PO (1), VE(1) dt

et

/T(Ci@n( t),n(t) — 0"(t)) 20y dt + /OT(/CV§”( ), Vn(t) — VO™ (t)) g dt
+ /0 Ma(jtun(t))ﬂl(t) = 0"(t) 120 dt — / (Pv5t<p (t),1(t) — 0"(t)) 12 dt

T _ _
> [ (6" (®).n(t) = (1) 2o d.
Ensuite, nous ajoutons les inégalités précédentes pour obtenir

[ e (0),2((0) — < ) e+ / 5V (1), Ve

b [ 0T8O, Tnle) — V@) dt+ [ (00 (0) — 0 (0)) oy

+ [ EVE 0, lwlt)) — () de — [ (€@ (1), VEW)n dt
— (MO (t),e(v(t)) — 5(;iu”(t)))H dt —1—/0 (./\/la(;;u”(t)), n(t) —0"(t)) 2@ dt  (V1.64)

~ [P @), Ve bt [ (PY Lo 0 0(0) 8 (1)) ey
¥ /OTj«a”(t) —"<>é”< ), 0()) dt ~ /OTj«a“(t) (0.8, 5
> (FU(0) o) — (v + [ @0 Ow di+ [ (O"(1),m(t) ~ 8(0) e

+/OT<ay(a“(t),¢"(t),9"(t)) v (t) — a(1)) dt.
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Maintenant, considérons les lemmes suivants qu’on utilisera pour établir la proposition VI.4.

Lemme VI.7 Pour toutv € L*(0,T;V), £ € L*(0,T;W) et n € L*(0,T;Q), on a

i [ B (1) (w6 e dt = [ (@eCu(t)) olt)) o at,

T T
0 0

lim [ (1), e(0(t)) — (@ (0)) i di = [ (E°Fplt), (ult)) — elit))) e

i [ (ME(0), (0(1)) — (" () e = [ (MB() (0(0)) — <(le))) s .
tim [ (396"(0), V&) di = [ (8 V(). VE@O)n i,

T T
lim
0 0

i [ (€@ (1), VE(O)u dt = [ (Ee(ult), VW) dt.

lim [ (PO (), VE®))u dt — Ji L (PO), V() dt,

i [ (5070, 0(0)  8(0)) ey dt = [ (010),m(t) — 006)) o

noo Jo “dt
L VE (1), Vip(t) — V() dt = /0 VO, V() — Vo) dt,
T g

lim | (M€(£u”(t)),n(t)—é"(t))p(g) dt = /0 T(Me(w)),n(t)—G(t))mm dt,

i [ (P01, 0(0) — 00y dt = [ PV, (1) — 000)) o .

lim
noo 0

i [ 90,20, 0°0),00) de = [ 5(0ule), 90,00, 0(0) .
i [ (70, 0(0) — SO de = [ (0, 000) a0y .
i [ (@0, dt = [ @), Ow dt,

T

i [ (671, 0(0) — 50z e = [ (©0) (1) — 001 .

noo 0

Preuve. Cela a été fait dans le chapitre III.

Lemme VI.8 Pour tout v € L*(0,T;V) et n € L*(0,T;Q), on a

lim inf OT(ge(a”(t)),s(u”(t)))H dt > /OT(SS(U(t))7€(ﬂ(t)))H dt,
T _ d

lim inf j((a"(t),@”(t)ﬁ”(t)%df

n— o0 0 t

wr@)) de> [ j((u(e) ol0)000)), i) .

Preuve. Cela a été fait dans le chapitre III.

120

(V1.65)
(VI.66)
(VL.67)
(V1.68)
(V1.69)
(VL.70)
(VL71)
(VL.72)
(VL.73)
(VL74)
(VL.75)
(V1.76)
(VL.77)

(VL78)

(VL.79)

(VL.80)



VI.4 Analyse asymptotique

Revenons a la preuve de la proposition VI.4. En passant a la limite dans (VI.64), on obtient

Alors

[ @0, co(0)) — <Gl dt + [ (39(0), VEW)n

+/ (KVO(t), Vi (t) dt+/ Ly dt

+ [ € (0, 200(0) — ety dt—/ (E<(u(t)), V(D)

— [ MO0, <(o(0) — o)) dt + [ (Moo 0(0) 00wy b (VLS
- T(Pe<t>, VE())u di - /0 PV (1) — 00)) ey

+ [ o) dt - /0 Tj<<u<t>,w<t>,e<t>>,u<t>> it

>/ dt+/ dt+/0T(@(t),n(t) — 0(t)) g2 dt

+/0 (ou(u(t), (1), 0(t)), v, (t) — (1)) dt.

[ @t 0(0) — i) e + [ (€ Tp(t),(w(0) — i B)
— [ (M), (0(0) — eCal) e d+ [ (), 0(6),6(2)),0(0)
~ [t 0(0), 60 i0) de

> [0, 00) — o) e+ [ o (ue) 0l0), 06)), s 6) — (1) .

—
>
—~

1), 1) — 0()) 120 dt+/ (KCVO(L), Vi(t) — VO(t)) g dt
+ [ M) 0 — 00 e — [ (PEE.H0 — 000 e

> [ (©0),1(0) = 00) e .
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Prenons

{-U pour LE (st =g m=n pour 1€ (554 ).
u(t) sinon.
(VI.82)

Alors, on obtient
]_ S+ . ]_ S+ .
F(u(®),=(v) = () dt + 5 [ (€ Vip(t),e(v) = (@lt) ) dt

X S
(£),0(t)), v) dt

1 S+A

~ 5 [T M), (o) - (i) e+ [
[ ). o). 000) )

1 /stA .
> 1 [0 0w 5 [ o), 90, 00), v(0) — 1)) di

et
650, Ve ar— 5 [ Eewo). vou d— 5 [ (Pow), Vo

-3 /s a0, w
A/ ), — 9))L2)dt+>\/ (KVO(t), Vi) — V(1)) dt
+3 /S (MEG(0), 1= 002y de = 5 [ (P01~ 000120

1 s+
> 5 [0 —00) 0y .

En passant a limite en s, nous obtenons, en utilisant le théoréeme de Lebesgue, que le triplet

(u, @, 0) satisfait (V1.20), (VI.22) et (VI.23). De plus, il découle de (VI.83) que

(VL.83)

(Fe(u'th),e(v —u ™))y + (EVe™ ™ e(v —u™)y
— (MO e(v —u)) g 4+ 5 ((W T o 0 0 — utT (V1.84)

> (ff o —u'thy, Ve eK.

)
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VI.5 Dépendance continue

Soit K = {v € L*(0,T;V), v(t) € Ky pp.- t € [O,T]}. Rappelons (VI.49) et intégrons (VI1.84)

dans [0,77, on trouve

[ e o), 20 — @) e+ [ (€T W), 0l0) — (1)) do
[ MO, (0t0) = ) e+ [ 0,80, 00500 — (0 e

2/0 (F(1),0(t) — @ (1)) dt, Vve K,

En passant a la limite dans 'inégalité ci-dessus, on obtient

[ Felult)) (o) — wle)e di + [ (Vi) c0(t) — u(t)) e
[ MBG0), 0(0) e e+ [ 5(Cule), (0, 000):0(6) — )

> [ (f(),0(t) —ul(t))v dt.

0

Comme pour (VI.82) et (VI.83), on déduit en passant a la limite que (u, ¢, #) satisfait

(Fe(u),e(v —u))y + (E°Ve,e(v —u))u
—Mb,e(v—u))g +j(u,0,0);0v—u) = (f,v—u)y, YveKj.

En utilisant la formule de Green dans 'inégalité ci-dessus (voir [21]), nous obtenons que (u, ¢, 0)
satisfait (VI.21) et alors, le triplet (u, ¢, #) est une solution du probleme (PV'). O

5 Dépendance continue

Nous étudions ici la dépendance de la solution du probleme (PV) par rapport aux per-
turbations du coefficient de frottement p, et des données initiales; déplacement ug, potentiel
électrique ¢y et la température 0. Supposant (H;)-(Hg) sont vérifiées, nous considérons { p,, }n>1
une famille de perturbations de p. Soit (PV™) le probleme variationnel associé au coefficient

de frottement perturbé p,, et soit (u,, @n,0,) sa solution par rapport aux données initiales g,

Yno et 0.
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Théoreme VI.5 Supposons que les conditions suivantes sont vérifiées,
([ ll) = pn (s D 22012200 520,
w0 — wnollv + (|60 — nollL2(q) — 0.

Alors, la solution du probléme (PV™) converge vers la solution du probléme (PV'), au sens

suivant :
[u(t) = un ()5 + 10() = 0u ()| 720y + () — a@n )7

H160) = a0l + [ 16(0) = al@) Byt + [ 1006) = 0u(0) Byt — 0.

Preuve. D’apres (VI.20), (V1.22) et (VI.23), pour tout z = (v,&,n) € V x W x @, on a
(Fe(w), (v — @)y + (BV, VE) i + (KVO, Vi — V)i + (6.1 — 0) 12()
+ (E'Vy,e(v —u))g — (Ee(u), V&) — (MO, e(v — 1)) g + (ME(u),n — 0) 120
(VI.85)
- (,Pea vf)H - (,PVQ)Oa n— Q)LQ(Q) + j((uv 2 9)7 U) - ]((ua 2 9)7 u)
Z (f,?] - U)V + (QEvf)W + (@v n— Q)LQ(Q) + <UV(U’ P ‘9)7 Uy — QZV>.

Et de la formulation faible (PV"™), pour tout = (v,£,n) € V x W x @, on a

(SE(U,J, 8(U - un))% + (5V90m v&)H + (’Cvenv V77 - v(971)H + (Qn, n— 9n>L2(Q)
+ (Ve e(v —tn))n — (E(un), V) — (Mby, e(v — tn)) i + (ME(un), 1 — bn)12(0)
— (PO, V&) — (PV$n,n — en)LQ(Q) + J((tns Pny On), v) = 5 ((Un, O, On), Un)

2 (fa v — un)V + <Qea S)W + (67 n— en)Lz(Q) + <0u(un> Pny en)a Uy — um/>
(V1.86)

Posons © = (U, ¢ — ¢n,0,) dans (VI.85), z = (i, ¢, — ¢,0) dans (VI.86) et en sommant les

inégalités obtenues pour obtenir

(Se(u) — Fe(un), e(t — n))y + (BVe — BV, Vo — Vo, )u

+ (KVO — KV, V0 — V0,) i + (0 — 0,0 — 0,) 120
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S (EVp = E Vo, et —tn))m — (Ee(u) = Ee(un), Vo = Vipn )i
— (MO — MO, e(t — Uy,)) i + (Me(u) — ME(uy), 0 — 0,,) 120
— (PO — P, Voo — V)1t — (PV — PV 0 — 0,) 1200 (VL8T)
+ 7, 9,0),tn) = j((u, 9, 0),0) + J((Un, ©ns 0n), @) = §((Un, Pn, On), tin)
+ (0, (u, 9, 0) — 0, (Un, Pn, On), Uy — Ty
Comme (MO — MO, e(th — tn)) g = (ME(u) = ME(uy), 0 — 0,) 120y, il vient de (VI.87) que
(§e(u) — Fe(un), (it — ) + (BVe = BVen, Vo = Vn )
+(KVO — KN0,. V0 — V0,5 + (6 — 6,,0 — 0,) 120

S (EVp —EVou, et —uy))y — (Ee(u) — Ee(un), Vo — Vo) g
— (PO —PO,, Vo —=Vpu)ug— (PVH—=PVEG,, 0 —0,) 200
+ 5((u, ¢, 0), in) = j((u,¢,0), @) + j((Un; P, 0n), 0) = G ((Un, On, ), tin)

+ (o, (u,0,0) — 0, (U, Pn, On), Uy — TUpy)-

(VL.88)

Ensuite, en utilisant les propriétés de §, 8, K, €, P, o, et l'inégalité ab < aa® + ibQ avec
a > 0, on trouve apres l'intégration de (VI.88) qu'il existe C; > 0 telle que

Je(®) = n(®)} = 1o = o + 102 = 6u(0) 3210
t t
= 1180 = BnollEaey + [ ko) = wal®)y de+ [ 1066) = 6u(e); dt
<or{ [ ) 1mlwﬁ+/ﬂu — ()3 dt (V1.89)

[ e0) = u@ By de+ [ 1.6),0) (0, 0,0),0)
+]((una90n78n)7u) j((una@n,en)y n) dt}~
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D’autre part, on a
t
[ (s .0), ) = (11 2,0), ) + (s s 00). ) = (1 P On) )
— [ Tl 1Rt . 0)] = ot ) 1Rer s s 80)] (] = i)
< Tt = ol D] 1R s .00 (el = )

[ palune) (1R 0.6)] = | s o )] (1l el d
Et les propriétés de u, p,, R, 0, et I'inégalité de Young, implique qu’il existe Cy > 0 telle que
[ (009209, 0) = (0,000, 80 + (s 0 00),8) = (s s 00 )
<G, {Hu(l!ufH) = il ) s + ) ) = im0 (VL90)
1) = wa @+ o)~ onOlfa+ [ 100 - 6.0t
Combinons (VI.89) et (VI.90), nous trouvons qu'’il existe une constante Cs > 0 telle que
Ju(t) = a2 +1008) = 0Ol + [ Nlolt) = on(ede + [ 100 = 00 (2) By
e {nuO — ol + 100 = OnollZay + [ u(t) = wn() e+ [ i(e) (1)
+ [ 16 = el + ) - unwumn)\|%2(0,T,L2<Fc)>}.

Ensuite, nous utilisons I'inégalité de Gronwall pour déduire qu’il existe C' > 0 telle que

Ju(t) = wn @) +118(2) = 0u (D)3 + (0) = in(0)
16 = ealy + [ o(t) — el + [ 1000) = 6,(0) 3 (vio1)

<c {||U0 = tnoll? 4 1 — B2y + el — un<\|um||>H%z(o,T,LQ(FC))}

Ainsi, le théoréeme VL5 résulte de l'inégalité précédente (VI.90). O
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Chapitre VII

Traitement numérique d’'un probleme de contact
statique avec frottement en

thermo-piézoélectricité

Dans ce chapitre, on considere un probleme de contact statique avec frottement entre un
corps thermo-électro-élastique et une fondation rigide. Le matériau est décrit par une loi de
comportement thermo-électro-élastique linéaire et le contact est modélisé avec la condition de
Signorini et une loi de frottement de type Tresca et avec des conditions de conductivité électrique
et thermique. Le modele se présente sous la forme d’un systeme couplé en déplacements, en
potentiel électrique et en température. L’existence d’une solution faible est prouvé, et ensuite,
une technique d’itération successive permettant de résoudre le probleme numériquement est
proposée et sa convergence est établie. Pour améliorer le conditionnement de notre probleme
itératif, une formulation lagrangienne augmentée appropriée est utilisée et ceci nous mene a une
méthode de relaxation par blocs d’Uzawa. Enfin, des tests bidimensionnels sont réalisés pour

illustrer les performances de 'algorithme proposé.

1 Modele mathématique

Le probleme statique de contact entre un corps thermo-piézoélectrique et une fondation

conductrice se formule de la facon suivante :

Probléme(P). Trouver le champ des déplacements u : 2 — R, le potentiel électrique ¢ : Q —
R et la température 6 : 2 — R tels que :

o=5F¢e(u) —EE(p) — M0 dans €, (VIL.1)
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2 Formulation variationnelle du probleme

D=Ec(u)+ L E()+PO  dans €,

q=—-KVo dans ,

Dive+ fo =0 dans €,

div D = ¢q dans €,

divq = qo dans (,

u=>0 sur I'p,

ov = fyn sur [y,

o (u,,0) <0, u, <0, 0,(u,p,0)u, =0 sur
ozl < S
o <S= u,=0 sur I'c,
lol =S = (3N €RY), u, = = Ao,

=0 sur Iy,

D-v=q, sur Iy,

D-v=1i(u)drle — ¢r) sur I'e,

0=0 sur T[puUTy,

q-v=ke(u,)pL(0 —0F) sur T'c.

FCa

VIIL.11
VIIL.12
VIIL.13
VII.14
VIIL.15

e N N T
~— ~— ~— ~— ~—

Utilisons le théoreme de représentation de Riesz, on définit f € V|, q. € W et © € ) par

(fav)\/Z/Qfovdva/F fnvda, VYveV,

(Qeaf)wz/ﬂ%fdﬂﬁ—/r opEda, VEE W,

(©,1) 2 :/QQOndl'u Vne Q.

Considérons 7: V >R, w: VxQxQ —Retl:V xW x W telles que

j(v) =

[ Slerllda,
T'e

w((u, 0): 1) :/F ko(w,) or(0 — 0p)nda, Y€ Q, ¥ne Q,
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(VIL17)

(VIL18)

(VIL.19)
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VII.3 Approximation entierement discrete et estimation d’erreur

U(w,0):€) = [ lw)orlp—pr)éda, VOEQ, Ve Q. (VIL21)

e

Selon ces notations et par une procédure standard basée sur les formules de Green, nous pouvons
énoncer la formulation variationnelle du probleme (P), en termes des déplacements, de potentiel

électrique et de température.

Probléme (PV). Trouver le champ des déplacements u : Q — R?, le potentiel électrique
0 :Q — R et la température 6 : Q2 — R tels que :

(§2(u), 2(v — ) + (€ Vip,e(v — w))i — (MO, (v — w))i + () — () (VIL22)
E(f,v—u)v, \V/UGX/,

(5 V90>V§)H - (85(u),V§)H - (P 9? vg)H + l((ua 90)75) = (qeag)Wﬂ VS € W7 (VII23)

L’existence et I'unicité de la solution du probleme (PV) données par le résultat suivant.

Théoréme VIL.1 Supposons les hypothéses (Hy)-(Hy) satisfaites, alors s’il existe L* > 0 telle
que i+ L.+ LyL + My + Ly, L+ My, < L*, on a le probléme (PV') admet une solution unique.

La preuve du théoreme VII.1 est obtenue en plusieurs étapes en s’appuyant sur le résultat mis
en évidence dans I’étude d’une classe d’inéquations variationnelles elliptique et la technique du

point fixe. La démonstration complete de ce théoreme est donnée dans [10].

3 Approximation entierement discrete et estimation d’er-

reur

Dans cette section, nous considérons un schéma par éléments finis pour une approximation
numérique de la solution du probléme variationel (PV'). Nous considérons les espaces discrets
VhCcV,Q"C Q et W' C W donnés par

V= e 0] ol e[P(T))Y, TeT" o'=0surlp}, (VIL.25)
Wh={"eCQ); & en(T), TeT" ¢ =0surl,} (VII.26)
Q"={n"eCQ); nleP(T), TeT" n"=0suwlpuUly}, (VIL.27)

ott 7" dénote une triangulation de Q et P(T) représente l'espace des polynomes de degré

global inférieur ou égal a 1 dans T'. Ici, h > 0 indique le parametre de discrétisation spatiale.
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L’approximation totalement discrete du probleme (PV) est la suivante :

Probléme (PV"). Trouver le champ des déplacements u € V", le potentiel électrique " € W

et la température 0" € Q" tels que :

(Few"), e(v—u"))y + (E V" e(v —u"))yg — (MO e(v—u")) g+ j(v) —j(u") (VIL28)
> (f,v—u")y, YoeVh

BV VE i — (Ec(u"),VE) g — (PO, VE) i + 1((u", ") &) = (qe, O)w, VE € W (VIL29)
(KVO", V)i +w(", 0" 1) = (0,0 2y, Yne Q" (VIL30)

Comme dans la section précédente, il est facile de montrer que le probléme (PV") admet une
solution unique (u”, ", 0"). Nous dérivons des estimations d’erreur pour la solution discréte.

Prenons v = u dans (VIL.28), v = u" dans (VI1.22) et sommons les inégalités obtenues, alors

(Fe("),e(0" = u"))w + (Fe(u),e(u" —u))y
+ (V" e(v" —uM)) g + (E* Vo, e(u —u)) g (VIL.31)
— (MO (0" — ")) g — (MO, e(u —u)) g+ 50" — ju) = (f, 0" —w)y.

Nous utilisons 1’égalité suivante

(Fe(u"), e(u® = 0")a + (Fe(u), e(u — u"))y
= (Felu—u"),e(u— uh))H — (Se(uh), (V" — u))x, (VIL.32)

pour obtenir

(Fe(u—u")elu—u"))y < Rlusv") + (Feu—u"),c(v" — u))n

(VIL.33)
+(E (V" = Vo), e(v" —u)) g — (M (0" = 0),e(" —u))m.

Avec

R(u;v") =(§e(u),e(v" = u))u + (€ Vip,e(v" —u))n (VIL.34)

— (MO,e(" —u))y — (f0" —uy + (") = j(u).
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On soustrait (VII.23) de (VIL.29), alors il vient que

(B(Ve = V"), VE) i — (Ee(u—u"), VE )y
— (P (0 —0"),VE" ) i —H(u, );€") + U((u", 0"); ") = 0.

De plus, d’apres (VII.29), nous avons

(B(Ve = V"), (Ve — V")
< (B(Ve = V"), Vo = Ve g — (Ee(u —u"), VE" = V)
—(P(0—06"),VE" = V).
F1((u,9);:6") = U(u, 9); ") = 1", "); ")+ U((u", 0"); €M),

On soustrait (VII.24) de (VIL.30) alors on obtient
(K (VO = V6", Vi) ir — w((u,0);0") +w((u",6"):n") = 0.
On remplace n" par § — 6" et § — " dans (VIL.37), on trouve

(KK (VO — V"),V — V") g < (K (VO - V"), VO — V") y

w((u, 0);1") — w((u, 0);0") — w((u",0");0") + w((u", 6");0").

En ajoutant cette inégalité a (VIL.31) et (VIL.36), nous déduisons que

(VIL35)

(VII.36)

(VIL37)

(VIL38)

(Fe(u—u), e(u—u"))y+ (B(Veo - V"), Vo — Vo g + (K (VO - V"),V — V") y

< R(u;0") + (Fe(u— "), e (v — u))n
+(E (V" = V), e(v" —u))y — (M (0" = 0),e(v" = u))u
+(B(Ve = V"), Vo = Ve i — (Ee(u — u"), VE" = V")
— (P (0 —0"), Ve — V") i+ (K (VO — V"), VO — V") g
w((u, 0);n") = w((u,0);0") = w((u®, 6);n") + w((u", 6"); 6")
1w, 0); €") = 1((u, 0); 0") = 1((u", ") €M) + 1((u" h),éh)
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Ensuite, en utilisant 'ellipticité des opérateurs §, 5 et K et I'inégalité ci-dessus, il résulte que
mgllu — " [I3 + mucllf — 013 + mslle — " [l5y (VIL.39)
< R(u;v") 4+ Ry + Ry + Ry + Ry + Rs.
Avec
Ry =(Fe(u—u"),e(v" —u))y + (" (Ve" = V), e(v" — u))n

— (M (O"=0),c(v" —u))y

Ry =(B (Vo — V"), Vo — VMg — (Ec(u —u"), VEN = V") g
—(P(O—06"),VE" =V

Ry =(K (V0 — V"), V0 — V") g
R4 :w((uv 9)7 Uh) - w((uv 9)7 eh) - w((uha eh); 77h) + w((uha eh); eh)’
Rs =1((u, ); €") = 1((u, 0); 0") = U(u", "); €") + 1((u", "); €").

A présent, estimons chacuns des termes de (VIL.39) et ceci en utilisant les hypotheses H;-Hg

1
et les propriétés de j, x et I'inégalité de Young ab < aa® + 4—()2 ou a € R. En effet, nous avons

0%
|Ry| <aa{llu—u"ll} + lo = "5 + 10 — 6"]13 + [lv" — wl} }, (VIL40)
Rl < ao{llu—ul} + o — "3 + 10 — "3 + 116" — I3}, (VIL41)
|Rs| < as{[1 = 0"[I2 + 1" — 0113}, (VI1.42)
|Ral < aa{llu =} + 110 — 0"]13 + lIn" — 0"1I3}, (VIL.43)
|Bs| < as{llu— |} + [lo — "3 + 116" — 112}, (VIL.44)

et en combinant les inégalités (VIL.39)-(VII.44), nous avons 'estimation suivante

lu =l + 110 = 0"llq + e — ¢"llw
< c{[R(u; o")[2 + 0" = ully + [1€" = @llw + 0" = Ollo}- (VIL45)

Alors, nous obtenons le résultat suivant
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Théoreme VII.2 Sous les conditions du théoréeme VII. 1, on a [’estimation d’erreur suivante :

lu—u"llv + lle — " lw + 10 = 0"llq < ch. (VIL46)

Preuve . Pour estimer I’erreur fournie par 'approximation des espaces des éléments finis V",
Wh et Q" nous utilisons II"u, I1"p et I11"0 les opérateurs d’interpolation par éléments finis

standard de u, @ et @, respectivement. Nous avons 'estimation d’erreur d’interpolation suivante
[16] :

lu—Mully < chluly, |l = Tellw < chlelw, 10 — "0 q < chlfo- (VILAT)
De méme, en utilisant (VII.34) et (1.5), nous obtenons

R(u,v") = (,e(v" —u))y +5(v") = j(u) = (f,0" —u)y < / o (v} = u-) da.

e

Alors, nous trouvons
|R(u,v™)| < c|lur — vy (VIIL.48)

Par suite, en utilisant (VIL.45), (VIL.47) et (VIL.48), on trouve (VIIL.46). O

4 Méthode de décomposition itérative successive

Nous proposons dans cette partie une méthode numérique pour donner une solution aprochée
du probleme (VII.22)-(VIL.24), en utilisant une technique de découplage (VIL.55)-(VIL57) et
une méthode de décomposition basée sur la méthode Lagrangienne augmentée (Algorithme 2).
Nous commencons par la méthode itérative successive suivante, étant donné (u°, ©°, 6°), nous

définissons la suite (u", ", 0") € V- x W x @ par Palgorithme suivant.

Algorithme 1.

Etape 1. Trouver la température 0" € Q telle que

KV )y +w™, 0%n) = (0,00, Yne Q. (VIIL.49)
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Etape 2. Trouwver le champ des déplacements u™*' € V et le potentiel électrique "' € W

tels que
(Fe(w" ™), e(v—u"™))y + (£ V" (v —u™™))y (VIL50)
MO (0 — g 4 ) — S > (Fo—wt)y L Ve eV,
BV TV )y — (Ec(™™), VEr — (PO, V& +1((u", ¢"); ) (VIL51)

= (qevg)W? v€ e W

4.1 Convergence

On montre ici que la méthode itérative successive (VII1.49)-(VIL.51) converge au sens du théo-

réme suivant :

Théoréme VIL.3 Sous les hypothéses du théoréme VII. 1, la méthode d’itération (VII.49)-
(VIL51) converge, c-d-d

lu" —ully =0, [[¢" —¢llw — 0, ||8" —0|lg = 0 sin — oo.

Preuve. Posons v = u™™! dans (VIL.22), £ = o™ — ¢ dans (VI1.23), n = 0" — 0 in (VII1.24)

et additionnons les inégaliés obtenues pour obtenir

(Fe(u), e(@™™ —u))y + (BVe, V(" —@))u + (KVO, V("™ —0)u

+(E Vo, e(u™ —u) g — (Ee(u), V(" — )

— (MO, e(u™ —u))g — (PO, V("™ — 0))u (VIL52)
+ (W) — i (u) + U(u, ); " — ) + w(u, 6; 0"+ - 0)

> (f,u"™ =Wy 4 (g, " — @)w + (0,0 = 6) 12q).

Posons v = u dans (VIL.49), £ = ¢ — ¢""! dans (VIL.50), n = 0 — 6" dans (VIL51) et

additionnons les inégaliés obtenues résultantes, il vient

(Fe(u™),e(u—u"™))y + BV, V(e — ") u + (K VO, V(0 — 0" )y
+(EVE e(u—u" ) g — (Ee(u"), V(g — " ))u

— (MO e(u—u")) g — (PO V(e — " ™))y (VIL53)
+j(u) = J @)+ (W, ") 0 — ") + w(u”, 070 — 67T

> (fiu—u" )y + (e, 0 — " w + (0,0 — 0" 2.
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Ensuite, on soustrait (VIL.52) de (VIL.53) et nous utilisons (IV.9), pour déduire

(Fe(u"™) =Fe(u),e(@"™ —u))y + (BVE" =3V, V(" — )
+ (KVOT —KVO, V(O —0))y

< —<M 0n+1 - M 07€(un+1 . u))H . (P en—‘rl . ,PQ, V<<’0n+1 _ QP))H
+ 1((u,0); " — @) — I((u",0"); " — @)

+ w(u, 0; 0™ — 0) —w(u™, 0™ 0" —0).

En utilisant les hypotheses (H;)-(H7), on trouve, apres simplification, que

mgllu™ —ully +mglle™ = @llfy +mll0™ =0l
S M —ully[|0™ = Ollg + PT[I0" = Ollglle™ — ¢llw

n+1 n+1

— ollw + Myctlle" — ellwlle™™ — ollw
+ LLk, coca||u”™ — ullv |0" = 0|lw + My, 30" — 0llw]|6"+" — 6]|w-

+ LLycocr|[u™ — ullv||¢

Si on note X =V x W x @, alors, apres simplification, on obtient

ntl LLwC()Cl + MwC% + LLKCCOCQ + Mkccg ”xn

= inf(mg, mg, mg) — M* — P+

zl|x < — x| x. (VIL.54)

Et en utilisant ’hypothese de petitesse du théoreme VII.1, alors le théoreme VII.3 est établi.[]
- Méthode de découplage pour (VII.49)

Par le théoréme de représentation de Riesz, on définit £: Q — Q et © € @ comme suit

(80, n)q = (KVO, V), Vi€ Q, (VIL55)
(6,10 = (0,1)12() +w (¥, 0%m), YneqQ. (VIL56)

Alors on trouve
oF+l = g710, (VIL5T)

- Méthode lagrangienne augmentée pour (VIL.50)-(VIL51)

Dans la suite, nous considérons Uespace produit X = V x W et nous définissons A : X — X
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et g € X pour tout z = (u, ), y = (v,€) € X par les expressions suivantes

(Az,y) 5 = (Fe(u), e(v)u + (€7 Vi, e(v)u + (Ee(u), VE)n — (BVp, VE),

(9. 9)x = (fro)v + (MO e() i = (g6, &) r2) — (PO, VE) + 1((u",¢"); ).

Pour des raisons de simplification, nous utilisons la méme approche et les mémes notations
utilisées dans [29]. Ici nous donnons directement ’algorithme de résolution du probleme (VIL.50)
-(VIL.51), et nous notons qu’il est basé sur la méthode lagrangienne augmentée que I'on peut
trouver dans Glowinski et Tallec [31].

Soit r > 0 le parametre de pénalisation, nous introduisons des inconnues auxiliaires p =
(pe;pg) (c pour le contact et f pour le frottement). L’algorithme 2 ci-dessous représente la
méthode de relaxation par blocs d'Uzawa pour (VIL.50)-(VII.51), nous réitérons jusqu’a ce que

erreur relative sur %, p* et p’} soit suffisamment petit :

5+ — ZF||2 4 [|ph Tt — pE|12 + (5T — P2
[[2*(12 4 [Ipk]12 4 [l 12

<107 (VIL58)

Algorithme 2. Algorithme de relaxation par blocs d’Uzawa pour (VII.50)-(VIL.51) :

k+17 pk (pl§+1,pk+1) et M1 — ()\lg+17 /\l}"'l) comme

Initialisation. Calculer successivement z

suit.

Etape 1. Prend pF = rpf — A%, P = rpf — Nj. Trouver a"*! = (uft! ") € X tel que
(Az" ), y) ¢ +r(w™ o)re + (W v )re = (65, 9)x + (B8 v )re + (B, v )re, Yy € X.
Etape 2. Calculer les variables auxiliaire de contact et de frottement

Pt =kt 4 [/\k — max(0, \¥ 4 r(ubt? 9))}7

| M+ rul | —s,
pitt=1 A+
0 si | M4 ruf <.

N +rul) st [ N4 rul [> S,

Etape 3. Mise & jour des multiplicateurs de Lagrange

—Pe)

A= N 4 r(uy — pk
—}).

K
v
Nt =A%+ r(ul
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4.2 Algorithme de résolution

Dans cette section, nous appelons les résultas que nous avons trouvé précédemment, en
premier étape nous utilisons la méthode de découplage (VI1.55)-(VIL.57) pour calculer 6% et en

k—&-l, SDIH—I)

deuxieme étape nous utilisons I'algorithme 2 pour calculer (u . Ainsi, nous obtenons

I’algorithme suivant :

Algorithme 3. Méthode de résolution pour (VIL.49)-(VIL.51) :

Initialisation. u°, ©° et #° sont donnés.
Itération. Calculons u**t, o*+1 et 95! comme suit :

Etape 1. Calculons #%+! par (VIL55)-(VIL57).
Etape 2. Calculons (u**!, 1) par I'algorithme 2.

5 Simulation numérique

Afin de tester la validité et la performance de 'algorithme proposé dans la section précé-
dente, nous avons mis en oeuvre quelques tests numériques en dimension deux. Le programme

réalisant I'algorithme présenté dans cette these, est écrit en langage MATLAB.

f2
LEP T T T 11 11111171 1171717111
2 T

In

r
o Q

e

Fondation Conduetrice

Fig. VII.1 — Configuration initiale du cadre physique.

Nous considérons le domaine a deux dimensions décrit dans la figure (VIL.1). Le domaine 2
est un rectangle de dimension 2m x 1m initialement en contact avec une fondation conductrice.
Le corps est encastré sur la partie I'p = [0] x [0, 1], une densité de forces surfaciques o.n = —2.24
est appliquée sur 'y = [0, 2] x [1] ol le potentiel électrique est nul et sur la partie I'p UTy la
température est nulle. Sur la partie I'c = [0, 2] x [0], le corps est en contact avec une fondation
conductrice avec o = 32V et O = 6 K. Finalement, nous supposons que les efforts volumiques

et les charges électriques et thermique surfaciques et volumiques sont nuls.
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Nous prendrons dans toutes la suite » = 14.67755 le parametre de pénalité.

Les équations VII.4-VIL.5 peuvent étre formulées dans le cas d’une déformation plane comme

suit : - -
(o]l [ 11 f13 0 o0 32 mi1] | M
- f13 f33 0 0 33 ml2 2852;
o2 | =10 0 fa4 e24 0 m22 &
D, 0 0 €24 —p22 0 P2 _E2
[ D2 | |2 e33 0 0 5333 || ’
Suivant [24], les constantes du matériau sont :
Elastiques (G Pa) Piézoélectriques (C'/m?) Diélectriques C2/(Nm2)
F11 f13 £33 f44 €32 €33 €24 322 333
8§ 44 8 18 0 0 0 44
Dilatation thermique (K) Pyroélectrique (N/CK)
ml1l m12 m22 p2 p3
60 60 O 00

Tab. VII.1 — Les valeurs des coeflicients des matériaux thermo-piézoélectriques (Polymeére).

La discrétisation est faite avec des éléments finis triangulaires de type P1. Le maillage du
domaine comporte 968 éléments triangulaires reliés a 529 noeuds dont 23 noeuds répartis sur

I'interface de contact I'c (voir la figure suivante).

fa
(1 1T 1 111 T 11117111 I 111171711

Fondation Conductrice

Fig. VII.2 — La structure discrétisée du corps thermo-piézoélectrique en contact avec une fondation.
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Maintenant, nous représentons les résultats numériques obtenus. Nous donnons les corps
déformés, le potentiel électrique et le flux de température sur l'interface de contact pour diffé-

rentes valeurs de k. et k..

- Le cas k. = 0.25 et k., = 0.25.

<107 N «x1071" i

0.7

0.6 5

05

0.4

03

0.2

0.1 T

Fig. VII.3 — Configuration déformée. Fig. VII.4 — Potentiel électrique sur I'c.

6 %1073

Fig. VII.5 — Température sur I'c.
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- Le cas k.= 0.5 et k., = 0.5.

0.9
0.8
0.7
0.6
05
0.4
0.3
02

0.1

142

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4

Fig. VII.6 — Configuration déformée.

10

«10°

1
140

Fig. VII.7 — Potentiel électrique sur I'c.

0.2

0.6

Fig. VII.8 — Température sur I'c.



VIL.5 Simulation numérique

-Lecas k. =1et k., = 1.

11
%10 R 1010 i

0.9 16k
14
08
141

0.7

0.6 10

0.5 8

08

0.4

06

0.3

0.4

02

0.1

Fig. VII.9 — Configuration déformée. Fig. VII.10 — Potentiel électrique sur I'c.
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Fig. VII.11 — Température sur I'c.

Le tableau VIL.2 (respectivement le tableau VIIL.3) ci-dessous donne les nombres des itéra-
tions et le temps de calcul (cpu-time) de notre solution approchée pour différentes valeurs de

h (respectivement pour différentes valeurs de k. et k).
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Chapitre VII. Traitement numérique d’un probleme de contact statique avec
frottement en thermo-piézoélectricité

Taille du maillage Q/T".  itération cpu(s)
16/4 26 3.906250e — 01
64/8 30 9.375000e — 01
256/16 33 8.484375e + 00
576/24 33 5.575000e + 01
Tab. VII.2 — Performances de l’algorithme 3 pour différentes valeurs des pas de maillage avec k., = 0.75
et k. = 0.75.
(ke, ke) itération cpu(s)
(0.25,0.25) 17 4.359375¢e + 00
(0.5,0.5) 21 5.562500e + 00
(0.75,0.75) 26 6.312500e + 00
(1,1) 33 8.734375¢e + 00

Tab. VII.3 — Performances de I’algorithme 3 pour différentes valeurs de k. et k. avec pas du maillage
h=1/23.

Nous remarquons que le potentiel électrique et la température varient de la méme fagon que
les coefficients de conductivité électrique et thermique (k. et k.). Autrement dit, les allures des
distributions du potentiel électrique et de la température croissent lorsque les coefficients de la
conductivité électrique et thermique (k. et k.) croissent. Ces résultats sont compatibles avec
la condition & la limite de contact électrique et thermique que nous utilisons sur l'interface de
contact, et ainsi, ils montrent 1'effet de la conductivité de la fondation sur le processus.

Pour voir le comportement de la convergence du schéma discret, nous calculons une séquence
de solutions numériques basée sur des discrétisations du domaine (0,2) x (0, 1) du type illustré
a la figure VII.2. Ensuite, nous fournissons les valeurs d’erreurs estimées pour plusieurs valeurs
du pas de discrétisation h. La solution numérique correspondante a h = 1/23 est prise comme
solution forte, qui sert a calculer les erreurs des solutions numériques. Sur la figure VI.12, les
erreurs estimées sont présentées dans les cas des lois de Coulomb et de Signorini. La convergence
du schéma d’éléments finis est clairement observée. Ainsi, le comportement de convergence

asymptotique linéaire (VII.46) est obtenu.
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Conclusion et perspectives

Ce travail de recherche a été consacré a 1’étude mathématique et numérique de certains
probléemes de contact entre un corps piézoélectrique et une fondation conductrice, et plus par-
ticulierement pour un comportement thermo-électro-élastique en régime quasi-statique.

En premiere étape, nous avons traité un probleme de contact bilatéral avec frottement sec
entre un corps thermo-piézoélectrique et une fondation thermiquement conductrice. Le proces-
sus est supposé quasi-statique et la loi de comportement thermo-électro-élastique est linéaire.
Sous I'hypothese de petitesse des déplacements élastiques et de coefficient de frottement, nous
avons établi un résultat d’existence de la solution faible du probleme. Ensuite dans la deuxiéme
et la troixiéme partie, nous avons généralisé cette étude (approche) aux cas de contact unilaté-
ral et compliance normale avec frottement sec en tenant compte des conductivités thermique,
électrique et de la fondation.

Nous avons précisé pour chaque probleme, le modele mathématique et donné sa formulation
variationnelle exprimée sous forme d’inéquation variationnelle. Nous avons prouvé I'existence de
la solution faible de chaque probleme quand les coefficients de conductivité électrique, thermique
et de frottement sont suffisamment petits.

Dans la quatrieme partie, nous avons étudié un probleme de contact unilatéral avec frotte-
ment non-local de Coulomb entre un corps thermo-électro-élastique et une fondation thermi-
quement conductrice. Nous avons établi la formulation faible du probléeme et nous avons montré
qu’elle admet une solution quand le coefficient de frottement est assez petit. Aussi, nous avons
donné un résultat de dépendance de la solution par rapport au coefficient de frottement et aux
conditions initiales.

D’autre part, le probleme de I'unicité de la solution pour ce type de problemes reste toujours
ouvert. En effet, la non-unicité d’une solution est fort probable en raison du fort couplage des
lois de comportement et des conditions aux limites. Et contrairement aux probemes tenant

compte des effets visqueux, en passant a la limite ou la viscosité disparalt, entraine une baisse
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Conclusion générale et perspectives

de régularité des solutions qui peut également entrainer une perte d’unicité de la solution [68].
Techniquement, si x1 et x5 sont des solutions du probléme variationel, nous avons rencontré
des difficultés a montrer que ||z; — Za|[wueeorx) = 0, méme si le coefficient de frottement
it et le pas de temps sont suffisamment petits. De maniere générale, la perte d’unicité des
solutions peut étre associée a une perte de validité des approximations statiques ou quasi-
statiques et a la présence d’instabilités dynamiques [42]. En dernier lieu, nous remarquons
que l'estimation de la petitesse de p, k., et @ pour assurer l'existence de solutions constitue
également un probléme ouvert, intéressant et difficile [33, 34]. D’autre part, nous avons constaté
que I'ajout de la viscosité aux modeles entraine une augmentation de la régularité des solutions
[68]. Cette remarque peut étre utilisée pour étudier le caractere d’unicité de la solution des
modeles proposés en ajoutant un petit terme de viscosité aux lois de comportement thermo-
électro-¢élastiques.

Dans la derniére partie, nous avons présenté un schéma itératif pour un probléme statique de
contact thermo-électro-élastique avec la loi de frottement de Tresca. Concernant le traitement
numérique, nous avons utilisé, dans un premier temps la méthode Lagrangienne Augmentée
combinée avec la relaxation par bloc d’Uzawa. Ensuite, nous avons introduit I'approximation
par éléments finis du probleme proposée en donnant un résultat d’existence et d’unicité de sa
solution faible. La convergence de la solution par rapport au pas de discrétisation est également
établie. Une méthode itérative de résolution du probleme discrétisé est aussi proposée. Enfin,
nous avons donné un algorithme de résolution du probléme discrétisé et on a présenté quelques
simulations numériques en 2D.

Nos futurs travaux seront d’essayer d’étendre I'approximation et la simulation numérique
pour résoudre ces probléemes en cas quai-statique. Le probleme de la piézoélectricité étudié dans
cette these ne prend pas en considération d’autres phénomenes thermiques et magnétiques. Pour
mieux approcher la réalité physique, il est envisageable d’étendre les résultats d’estimation de

la solution obtenus a un probléeme de contact en magnéto-thermo-électro-élasticité.
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Résumé

L'objet de cette these est I'étude mathématique et numérique de quelques problémes aux li-
mites de contact avec frottement, entre un corps déformable et une fondation thermiquement
et/ou électriquement conductrice. Nous nous plagons dans le cadre des petites déformations
et nous étudions des processus statiques et quasi-statiques pour des matériaux thermo-électro-
élastiques. Les résultats obtenus concernant 1’existence des solutions faibles ainsi que le compor-
tement des solutions thermo-électro-élastiques par rapport au coefficient du frottement et les
données initiales. Nous présentons une modélisation détaillée du contact thermo-piézoélectrique
et nous décrivons les hypotheses et les équations qui modélisent ces problémes ainsi que les
conditions aux limites avec frottement. Ensuite, ’étude est destinée a des problemes quasi-
statiques thermo-électro-élastiques et de contact avec frottement modélisés a 'aide des diffé-
rentes lois de contact (unilatéral, bilatéral) et de frottement de type sec et Coulomb. Ensuite,
nous approchons numériquement la solution d’un probleme statique de contact entre un corps
thermo-piézoélectrique et une fondation conductrice, ceci en utilisant une technique de décou-
plage et une méthode de décomposition basée sur la méthode du lagrangienne augmentée. Nous

avons donné des tests 2D pour valider la performance de I'algorithme proposé.

Mots clés : matériaux thermo-piézoélectriques, contact unilatéral, compliance normale, frot-
tement de Tresca, frottement de Coulomb quasi-statique, frottement non local de Coulomb,

inéquations variationnelles et quasi-variationnelles, théoréeme de point fixe de Banach.
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Abstract

The aim of this thesis is the mathematical and numerical study of some boundary value contact
problems, with friction, between a body and a thermally and/or electrically conductive founda-
tion. We consider the case of small deformations and we study the static and quasistatic process
for thermo-electro-elastic materials. The results obtained concerning the existence of weak so-
lutions and the continuous dependence of thermo-electroelastic solutions on the coefficient of
friction and the initial data. Firstly, we present a detailed modeling of the thermo-piezoelectric
contact and describe the assumptions and equations that model these problems as well as the
boundary conditions with friction. Secondly, we study the quasi-static thermo-electroelastic
frictional contact problems modelled by using different contact laws (unilateral, bilateral) and
dry and Coulomb friction laws. Next, we give the numerical approach of the solution of a
static contact problem between a thermo-piezoelectric body and a conductive foundation, by
using a decoupling technique and a decomposition method based on the augmented Lagrangian

method. We give 2D tests to validate the performance of the proposed algorithm.

Keywords : thermo-piezoelectric materials, unilateral contact, normal compliance, Tresca’s
friction, quasi-statique Coulomb’s friction, non local Coulomb’s friction, variational and quasi-

variational inequalities, Banach fixed point theorem.
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