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RÉSUME

L’objet de cette thèse est l’étude mathématique et numérique de quelques problèmes 
aux limites de contact avec frottement, entre un corps déformable et une fondation 
thermiquement et/ou électriquement conductrice. Nous nous plaçons dans le cadre des 
petites  déformations et nous étudions des processus statiques et quasi-statiques pour des 
matériaux thermo-électro- élastiques. Les résultats obtenus concernant l’existence des 
solutions faibles ainsi que le comportement des solutions thermo-électro-élastiques par 
rapport au coefficient du frottement et les données initiales. Nous présentons une 
modélisation détaillée du contact thermo-piézoélectrique et nous décrivons les hypothèses 
et les équations qui modélisent ces problèmes ainsi que les conditions aux limites avec 
frottement. Ensuite, l’étude est destinée à des problèmes quasi-statiques thermo-électro-
élastiques et de contact avec frottement modélisés à l’aide des différentes lois de contact 
(unilatéral, bilatéral) et de frottement de type sec et Coulomb. Ensuite,  nous approchons 
numériquement la solution d’un problème statique de contact entre un corps thermo-
piézoélectrique et une fondation conductrice, ceci en utilisant une technique de découplage 
et une méthode de décomposition basée sur la méthode du lagrangienne augmentée. Nous 
avons donné des tests 2D pour valider la performance de l’algorithme proposé.

Mots-Clés matériaux thermo-piézoélectriques, contact unilatéral, compliance  
normale, frottement de Tresca, frottement de Coulomb quasi-statique, frottement 
non local de Coulomb, inéquations variationnelles et quasi-variationnelles, théorème 
de point fixe de Banach.
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Notations et Symboles

Ω un domaine de Rd (d = 2, 3).
Ω l’adhérence de Ω.
Γ la frontière de Ω supposée régulière.
(Γi)i=D,N,C une partition mesurable de Γ.
(Γi)i=a, b une partition mesurable de Γ.
meas(Γi) la mesure de Lebesgue de Γi.
Sd l’espace des tenseurs symétriques de second ordre sur R.
ν la normale unitaire sortante à Γ.
υν , υτ les composantes normale et tangentielle du champ de vecteurs υ.

υi,j la derivée partielle ∂υi
∂xj

de la composante υi par rapport à la variable xj.

C1(Ω) l’espace des fonctions réelles continuement différentiables sur Ω.
H l’espace produit L2(Ω)d.
H1 l’espace produit H1(Ω)d.
H l’espace L2(Ω)d×ds = {σ = (σij) , σij = σji ∈ L2(Ω)}.
H1 l’espace {σ ∈ H , Div(σ) = (σij,j) ∈ H}.
H

1
2 (Γ) l’espace de Sobolev d’ordre 1

2 sur Γ.
HΓ l’espace produit H 1

2 (Γ)d.
H−

1
2 (Γ) l’espace dual de H 1

2 (Γ).
H ′Γ l’espace dual de HΓ.
( · , · )H′Γ×HΓ le produit de dualité entre H ′Γ et HΓ.
γ : H1 → HΓ l’application trace pour les fonctions vectorielles.
Supp(f) le support de la fonction f .
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Notations et Symboles

∇f le gradient de la fonction f .
div(f) la divergence de la fonction f .
Sd l’espace des tenseurs symétriques d’ordre 2 sur R (Sd ' Rd×d

s ) .
ε(υ) le tenseur des déformations linéarisé.
Div(σ) la divergence du tenseur σ.
( · , · )X le produit scalaire de l’espace de Hilbert réel X.
‖ · ‖X la norme de l’espace de Hilbert réel X.
xn → x la convergence forte de la suite (xn) vers l’élément x de X .
xn ⇀ x la convergence faible de la suite (xn) vers l’élément x de X .
lim inf , lim la limite inférieure.
lim sup , lim la limite supérieure.
p.p. presque partout.
C([0;T ];X) l’espace des fonctions continues sur [0;T ] à valeurs dans X.
C1([0;T ];X) l’espace des fonctions continûment dérivables sur [0;T ] à valeurs dans X.
Lp([0;T ];X) l’espace des fonctions f fortement mesurables de ]0;T [ dans X telles que∫ T

0
‖f‖pX dt < +∞ avec les modifications usuelles si p = +∞.

W 1;p(0;T ;X) =
{
u/ u ∈ Lp(0;T ;X) et u̇ ∈ Lp(0;T ;X)

}
.
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Introduction générale

Les problèmes de contact et les effets qui en résultent sont connus depuis l’Égypte ancienne
(ils lubrifaient les blocs de pierre pour pouvoir les transporter). Ce phénomène est toujours un
sujet d’actualité, et à cette raison, nombreux chercheurs se sont intéressés à analyser ce types
de problèmes.

La première recherche mathématique sur ce sujet est de Signorini [69]. Il a formulé le contact
sans frottement entre un corps élastique et une fondation régide. Ensuite, Fichera [30] a prouvé
l’existence d’une solution en utilisant quelques arguments sur les inéquations variationnelles
elliptiques. Mais nous pouvons affirmer que l’étude mathématique des problèmes de contact
a déjà commencé avec les travaux de Duvaut et Lions [26], où nous trouveons des nombreux
formulations de problèmes de contact. En plus, des résultats de l’existence et de l’unicité de
leurs solutions.

L’utilisation des matériaux piézoélectriques, dans les problèmes de contact, est très courante
en applications industrielles. Ceci est notamment dû à leur capacité à montrer un couplage entre
les variables mécaniques et électriques. En effet, ces matériaux produisent des charges électriques
lorsqu’ils sont déformés. Et, inversement, ils subissent des contraintes lorsqu’ils sont soumis à un
champ électrique. Les problèmes impliquant les propriétés électromécaniques des matériaux ont
été largement traités. De plus, une extension naturelle de ces modèles électro-élastiques consiste
à inclure la température comme variable d’état supplémentaire, afin de tenir compte des effets
thermiques en plus des effets piézoélectriques. Dans les modèles de contact avec frottement,
de nombreuses complications surviennent lorsque les effets piézoélectriques et thermiques sont
couplés. En effet, les mécanismes physiques des forces, de poteniel électrique et de la chaleur sur
l’interface de contact lors de ce phénomène sont extrêmement complexes. Ils sont responsables
des effets de frottement et d’échauffement avec frottement au niveau de la zone de contact. De
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Introduction générale

plus, la dissipation de l’énergie ou la production de chaleur, provoque une dilatation qui peut
augmenter localement le champ de pression et ainsi modifier les conditions de contact. Et donc,
les instabilités du phénomène. La littérature ici est très riche. Nous pouvons voir, par exemple,
[7, 35, 52] pour les modèles mathématiques, sur la piézoélectricité, les résultats disponibles sur
les problèmes de contact statique avec ou sans frottement pour les matériaux piézoélectriques.
Ils sont également considérés dans [13, 47, 49] et [28] sous l’hypothèse que la fondation est
électriquement isolatrice et conductrice, respectivement. Dans le cas quasi-statique, certains
résultats d’existence et d’unicité peuvent être trouvés. Par exemple, dans [21] en élasticité
linéaire, et dans [4, 72] en électro-viscoélasticité non linéaire, et [43–46] pour les problèmes
de contact pour les matériaux piézoélectriques et ne prenant pas en compte l’effet thermique
sur le processus. Dans notre contribution, nous traitons des modèles thermo-piézoélectriques
décrivant l’évolution de l’état thermo-électromécanique d’un corps piézoélectrique en contact
frottant avec une fondation qui peut être électriquement et/ou thermiquement conductice. Nous
supposons ici que les forces en action, les tractions et les sources de chaleur varient lentement
dans le temps. Et, par conséquent, nous pouvons négliger les termes d’inertie dans les équations
de mouvement et utiliser l’approximation quasi-statique. Dans notre analyse, nous négligeons
les éventuels effets de viscosité dus aux propriétés visqueuses du corps et toute aimantation
spontanée possible du corps en présence de champs électriques ou thermiques externes. Ce qui
est le cas d’une classe non ferroïque de matériaux piézoélectriques couramment utilisés tels que
les céramiques, les polymères et certaines piézo-composites. De plus, nous prenons en compte
les effets thermiques survenant lorsque le contact de frottement s’accompagne d’une génération
de chaleur. ces effets sont importants pour prédire le comportement thermo électromécanique,
en particulier pour des micro-structures très sensible à la température [40]. La théorie de la
thermo-piézoélectricité a été proposée pour la première fois par Mindlin [52]. Il a étudié les
équations régissant une plaque thermo-piézoélectrique linéaire. Chandrasekharaiah a généralisé
la théorie de la thermo-piézoélectricité de Mindlin, pour tenir compte de la vitesse finie de
propagation des perturbations thermiques sur la base de la première et de la deuxième loi de la
thermodynamique. Il a dérivé les équations constitutives généralisées applicables aux matériaux
thermo-piézoélectriques [17]. Tiersten quant à lui, a dérivé les équations constitutives non li-
néaires de l’électro-thermo-élasticité, en appliquant les lois de la thermodynamique à un modèle
macroscopique [76]. Quelques résultats récents pour des problèmes de contact avec frottement
statique impliquant des matériaux thermo-piézoélectriques ont été étudiés dans [11, 12]. Dans ce
genre de problème, le couplage thermo-piézoélectrique, entraîne des difficultés mathématiques
supplémentaires dans leur analyse variationnelle. La présente thèse est consacrée à l’étude de
nouveaux modèles mathématiques, qui décrit le contact quasi-statique avec frottement entre
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Introduction générale

un corps thermo-piézoélectrique et une fondation conductrice. Contrairement aux références
ci-dessus, la nouveauté des modèles réside dans le fait que le contact, l’équation d’énergie et les
conditions thermiques, de frottement et de conductivité sont modélisés différemment. Et dans
le fait qu’ici, le processus est quasi-statique.

Cette thèse est structurée de la manière suivante :
Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques outils de l’analyse fonctionnelle et quelques

résultats utiles pour l’étude des problèmes de contact.
Dans le deuxième chapitre, nous rappelons quelques notions et résultats essentiels de la

théorie des milieux continus et nous présentons les conditions aux limites utilisées.
Dans le deuxième chapitre, nous rappelons quelques outils de l’analyse fonctionnelle et

quelques résultats utiles pour l’étude des problèmes de contact.
Dans le troisième chapitre, nous considérons un modèle mathématique décrivant le contact

bilatéral avec frottement entre un corps thermo-piézoélectrique et une fondation thermique-
ment conductrice. Nous modélisons le comportement du matériau avec une loi thermo-électro-
élastique linéaire. Le processus est supposé quasi-statique et le contact est modélisé avec un
frottement de type sec, dans lequel la chaleur générée par frottement est prise en compte. Nous
dérivons la formulation variationnelle du problème, et nous établissons un résultat d’existence
de sa solution faible.

Dans le quatrième chapitre, nous analysons un problème de contact unilatéral quasi-statique
avec frottement entre un corps thermo-piézoélectrique et une fondation thermiquement et élec-
triquement conductrice. Le matériau est supposé thermo-électro-élastique linéaire et le contact
est modélisé par les conditions de Signorini, loi de frottement sec et une condition régularisée
de conductivité électrique. Les effets de la chaleur dus au frottement et de la conductivité ther-
mique sur les mécanismes des matériaux sont pris en compte. Pour prouver l’existence d’une
solution faible du problème, une formulation discrète est obtenue en utilisant un schéma im-
plicite en temps. Plusieurs estimations sur les solutions discrétisées sont données, ce qui nous
permet de passer à la limite en utilisant les résultats de compacité.

Dans le cinquième chapitre, nous présentons l’existence d’une solution faible pour un pro-
blème thermo-piézoélectrique quasi-statique qui décrit un contact avec frottement entre un
corps déformable et une fondation thermiquement et électriquement conductrice. Nous modéli-
sons le comportement des matériaux avec une loi thermo-électro-élastique linéaire et le contact
avec une condition de compliance normale, couplée à une variante de frottement sec de type
Coulomb, et des conditions de conductivité électrique et thermique dans lesquelles la chaleur
de frottement générée au cours du processus est prise en compte. Le modèle est sous la forme
d’un système couplé en déplacements, en potentiel électrique et en température. L’existence
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Introduction générale

de solutions est obtenue à partir d’inégalités quasi-variationnelles elliptiques, de discrétisation
temporelle et du théorème de point fixe de Banach.

Le sixième chapitre traite un problème de contact quasi-statique avec frottement entre
un corps thermo-piézoélectrique et une fondation rigide. Le matériau est modélisé par une
loi constitutive thermo-électro-élastiques linéaire. Le contact est décrit avec des conditions
de Signorini pour les déplacements et la température et une version de la loi de frottement
de Coulomb à coefficient dépendant du glissement. Nous en déduisons pour notre modèle la
formulation variationnelle suivante : Il s’agit d’un système couplé en déplacements, en potentiel
électrique et en température. Nous prouvons ensuite, sous certaines hypothèses de petitesse sur
le coefficient de frottement, l’existence d’une solution faible du problème. Enfin, nous étudions
la dépendance continue de la solution par rapport au coefficient de frottement et aux données
initiales du déplacement et de la température.

Dans le dernier chapitre, un problème statique de contact avec frottement entre un corps
thermo-électro-élastique et une fondation rigide est considéré. Le comportement du matériau
est décrit par une loi constitutive thermo-électro-élastique linéaire. Le contact est modélisé avec
la condition Signorini et une loi de frottement de type Tresca, et des conditions de conductivité
électrique et thermique. La formulation variationnelle se présente sous la forme d’un système
couplé en déplacements, en potentiel électrique et en température. L’existence d’une solution
faible est prouvée. Pour résoudre numériquement le problème considéré, une technique d’itéra-
tion successive est proposé, et sa convergence est établie. Puis, afin d’améliorer le conditionne-
ment du problème itératif, une formulation Lagrangienne augmentée appropriée est utilisée et
ceci nous mène à la méthode de relaxation par blocs d’Uzawa. Enfin, les données numériques
de tests bidimensionnels relatives à ce problème sont réalisées pour illustrer la performance de
l’algorithme proposé.
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Chapitre I

Requis et préliminaires

Afin de faciliter la lecture de ce manuscrit, il nous est parait utile de présenter, dans ce cha-
pitre, le cadre fonctionnelle et quelques résultats abstraits sur les équations et les inéquations
variationnelles élliptiques. Nous commençons par donner les espaces et les notations adoptées
par la suite dans l’étude des problèmes de contact. Ensuite, nous passons en revue de quelques
résultats fondamentaux portant sur ce types de problèmes, qui seront les plus utiles notamment
dans la démonstration de l’existence et l’unicité des solutions faibles. Les résultats énoncés sont
standards ils sont donnés sans démontration. Les références bibliographiques seront ultérieure-
ment spécifier dans chacune des paragraphes suivantes :

1 Cadre fonctionnel scalaire

Dans ce paragraphe, on rappelle quelques notions sur les espaces de fonctions à valeurs
réelles. Particulièrement, les espaces de fonctions continues, de fonctions continûment différen-
tiables, de fonctions p-intégrables et les espaces de Sobolev. Pour plus de détails, il est souhaitable
de consulter les ouvrages [2], [15], [67].
Soit x = (x1, .., xd) un point du domaine Ω de Rd dont la frontière Γ est régulière. On dénote
par ∂u

∂xi
la dérivation partielle d’une fonction u par rapport à la variable xi et par Dα l’opéra-

teur différentiel d’ordre α ∈ Nd. Soit α = (α1, .., αd) un multi-entier de longueur |α| =
d∑
i=1

αi.
L’opérateur Dα est définit par

Dα · = ∂|α| ·
∂xα1

1 ∂x
α2
2 · ·∂xαdd

(I.1)

Espaces des fonctions continues et continûment différentiables

On note C(Ω), respectivement C(Ω) l’espace des fonctions continues sur Ω, respectivement
l’espace des fonctions uniformément continues sur Ω. L’espace C(Ω) muni de la norme suivante
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Chapitre I. Requis et préliminaires

|v|C(Ω) = sup{ |v(x)| ; x ∈ Ω }.

est un espace de Banach. Pour tout entier positif m, on désigne par Cm(Ω), respectivement
Cm(Ω) l’espace des fonctions m fois continûment différentiables sur Ω, respectivement sur Ω,

Cm(Ω) = {v ∈ C(Ω) ; Dαv ∈ C(Ω) pour |α| ≤ m}

Cm(Ω) = {v ∈ C(Ω) ; Dαv ∈ C(Ω) pour |α| ≤ m}.

L’espace Cm(Ω) est muni d’une structure de Banach pour la norme ci-dessous

|v|Cm(Ω) =
∑
|α|≤m

|Dαv|C(Ω).

On désigne par C∞(Ω) et C∞(Ω) l’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur Ω et Ω,

C∞(Ω) =
∞⋂
m=0
Cm(Ω)

C∞(Ω) =
∞⋂
m=0
Cm(Ω).

Le support d’une fonction v définit sur Ω étant le fermé supp(v) = {x ∈ Ω ; v(x) 6= 0}, on
s’intéresse à C∞(Ω), l’espace des fonctions indéfiniment différentiables à support dans Ω,

C∞0 (Ω) = { v ∈ C∞(Ω) ; supp(v) ⊂ Ω }.

Particulièrement, si la fonction v est à support supp(v) propre dans Ω, alors v est dite fonction
à support compact dans Ω et l’inclusion suivante est alors trivial

C∞0 (Ω) ⊂ C∞0 (Ω).

Espaces des fonctions p-intégrables

Pour p ∈ [1,+∞[ donné, on désigne par Lp(Ω) l’espace des fonctions v, mesurable au sens
de Lebesgue sur Ω, telles que

‖v‖Lp(Ω) =
( ∫

Ω
|v|p dx

) 1
p < +∞. (I.2)
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I.1 Cadre fonctionnel scalaire

Muni de la norme (I.2), l’espace Lp(Ω) est un Banach séparable et réflexif pour 1 < p < +∞.

Dans le cas particulier p = 2, l’espace L2(Ω) est un Hilbert pour le produit scalaire suivant

(u, v)L2(Ω) =
∫

Ω
u(x)v(x) dx (I.3)

Pour p = +∞, l’espace L∞(Ω) est dit de fonctions v mesurables et essentiellement bornées,
c’est-à-dire , elle existe une constante C telle que v(x) ≤ C presque partout dans Ω. Cet espace
est un Banach pour la norme

‖v‖L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess |v(x)| = sup {C ; |v(x)| ≤ C p.p. x ∈ Ω }

Pour 1 ≤ p < +∞ donné, on désigne par Lploc(Ω), l’espace des fonctions localement p-intégrables
sur Ω c’est-à-dire , des fonctions mesurables et p-intégrables sur tout compact K de Ω.

Remarque Soit v une fonction de Lploc(Ω) telle que
∫

Ω
u(x)ψ(x) dx = 0 pour tout ψ ∈ C∞0 (Ω),

alors v = 0 presque pour tout x de Ω.

On termine cette section par un théorème résumant quelques résultats de base sur ces
espaces. Soit p ∈ [1,+∞], on appelle exposant de p l’élément q ∈ [1,+∞] donné par

q =



p

p− 1 si p ∈ ]1,+∞[ ,

+∞ si p = 1 ,
1 si p = +∞ .

Théorème I.1 Soient Ω un ouvert borné de Rn et p ∈ [1,+∞] d’exposant q. On a

1) Pour toutes fonctions u ∈ Lp(Ω) et v ∈ Lq(Ω), on a inégalité suivante
∫

Ω
|u(x) v(x)| dx ≤ ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω), ( Inégalité de Hôlder ).

2) Pour tout 1 ≤ p < +∞, l’espace dual de Lp(Ω) est l’espace Lq(Ω).
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Chapitre I. Requis et préliminaires

Espaces de Sobolev d’ordre entier

Pour comprendre le sens de la dérivée faible d’ordre α ∈ Nd pour une fonction v. On
rappelle quelques notions sur les distributions de Ω. L’espace C∞0 (Ω) des fonctions indéfiniment
différentiables à support compact dans Ω, muni de la topologie inductive, est dit espace des
fonctions test D(Ω). Sur cet espace, la convergence de suites est définie comme suit

{ϕn}n
D(Ω)−→ ϕ ⇐⇒

 (∃K compact de Ω )(∀n ) ; supp(ϕn − ϕ) ⊂ K

(∀α multi-indice) ; Dαϕn → Dαϕ uniformément sur Ω

Soit D′(Ω) l’espace dual de D(Ω). L’espace D′(Ω) muni de la topologie forte est dite espace des
distributions sur Ω, c’est-à-dire

{fj}j
D′(Ω)−→ f ⇔ (∀ϕ ∈ D(Ω)) ; < fj, ϕ >→< f, ϕ > .

Soit v ∈ D′(Ω). On appelle dérivée faible (au sens des distributions) d’ordre α de v sur Ω, la
distributions Dαv ∈ D′(Ω) définie par

(∀ϕ ∈ D(Ω)) ; < Dαv, ϕ >= (−1)|α| < v,Dαϕ > . (I.4)

La formule (I.4) généralise la dérivée partielle classique d’ordre α, obtenue par intégration par
parties dans la cas v ∈ C|α|(Ω), c’est-à-dire ,

(∀ϕ ∈ D(Ω)) ;
∫

Ω
Dαv(x)ϕ(x) dx = (−1)|α|

∫
Ω
v(x)Dαϕ(x) dx.

Notons qu’à tout élément u ∈ Lp(Ω), on peut associer la distribution ũ défini par

(∀ϕ ∈ D(Ω)) ; < ũ, ϕ >=
∫

Ω
u(x)ϕ(x) dx.

On obtient ainsi une application u → ũ de Lp(Ω) dans D′(Ω) injective, linéaire et continue.
Toute distribution ũ ∈ D′(Ω) peut être alors identifiée à u ∈ Lp(Ω), d’où les inclusions suivantes

D(Ω) ↪→ Lp(Ω) ↪→ D′(Ω).

Grâce à cette identification, on peut définir la dérivée faibleDαu d’ordre α pour tout u ∈ Lp(Ω).
Dans ce sens, Sobolev a pensé élargir les espaces Lp(Ω) de manière naturelle, en considérant
des fonctions p-intégrables dont les dérivées faibles à un ordre m donné, appartiennent à Lp(Ω).
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I.2 Cadre fonctionnel vectoriel

Ces espaces, dites espaces de Sobolev et notés Wm,p(Ω), sont définis [71] comme suit

Wm,p(Ω) = { v ∈ Lp(Ω) ; Dαv ∈ Lp(Ω) pour |α| ≤ m}.

Ils sont des espaces de Banach, séparables pour la norme

|v|Wm,p(Ω) = (
∑
|α|≤m

|Dαv|pLp(Ω))
1
p si 1 ≤ p < +∞

|v|Wm,∞(Ω) = max
|α|≤m

|Dαv|L∞(Ω) si p = +∞,

et réflexifs pour 1 ≤ p < +∞. Dans le cas particulier p = 2, les espaces Wm,2(Ω) = Hm(Ω)
sont des Hilbert pour le produit scalaire ci-dessous

(u, v)Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω).

On finit par noter que Wm,p
0 (Ω) est l’adhérence de C∞0 (Ω) dans Wm,p(Ω) et Wm,2

0 (Ω) = Hm
0 (Ω).

Théorème I.2 Soit Ω un ouvert de classe C1 de Rd de frontière Γ. Il existe une application
linéaire γ : H1(Ω)→ L2(Γ) vérifiant les propriétés suivantes :

1- Pour tout élément v de H1(Ω) ∩ C(Ω), on a γv = v|Γ.

2- l’application γ est continue, c’est-à-dire , il existe une constante c > 0 telle que

‖γ v‖L2(Γ) ≤ c ‖v‖H1(Ω).

3- l’application γ est compacte, c’est-à-dire , toute suite bornée {vn} de H1(Ω), admet une
sous suite {vnk} telle que γvnk converge dans L2(Γ).

L’application γ est dite opérateur trace et γv la trace de v sur Γ.

2 Cadre fonctionnel vectoriel

On introduit dans cette section les espaces de Sobolev fréquemment utilisés en mécanique
de contact. On considère les espaces H, H1, H et H1 définis comme suit :

u = (ui) ∈ H ⇐⇒ ui ∈ L2(Ω)
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Chapitre I. Requis et préliminaires

u = (ui) ∈ H1 ⇐⇒ ui ∈ H1(Ω)

τ = (τij) ∈ H ⇐⇒ τij = τij ∈ L2(Ω)

σ = (σij) ∈ H1 ⇐⇒ σ ∈ H et σij,j ∈ H.

Les espaces H, H1, H et H1 sont des Hilberts pour les produits scalaires ci-dessous

(u, v)H =
∫

Ω
uivi dx

(u, v)H1 = (u, v)H + (ε(u), ε(v))H

(σ, τ)H =
∫

Ω
τijσij dx

(σ, τ)H1 = (σ, τ)H + (Div(σ), Div(τ))H .

Où les opérateurs ε = (εij) : H1 → H et Div : H1 → H sont définis par

εij(u) = 1
2(ui,j + uj,i) , Div σ = (σij,j).

On rappelle que l’application trace γ : H1 → L2(Γ)d est linéaire continue, mais n’est pas
surjective. Si HΓ désigne l’image de l’application γ, alors HΓ s’injecte continûment dans L2(Γ)d.
On note H ′Γ l’espace dual de HΓ et (·, ·) le produit de dualité entre HΓ et H ′Γ. Puisque Γ est
suffisamment régulière, le vecteur normal extérieur ν est bien défini. Soit n = γν la trace de ν
sur Γ, on a pour tout σ ∈ H1, il existe un élément σ n ∈ H ′Γ tel que

(σ n, γ v) = (σ, ε(v))H + (Div σ, v)H (∀v ∈ H1).

En outre, si σ est suffisamment régulier, on a la formule

(σ n, γ v) =
∫

Γ
σ n · v da (∀v ∈ H1).

Il en découle la dite formule de Green pour l’élasticité

Proposition I.3 Soient σ un élément de H1 et v élément de H1. Alors

(σ, ε(v))H + (Div σ, v)H =
∫

Γ
σ n.v da.

On considère W = {D = (Di) ∈ H ; div(D) = (Di,i) ∈ L2(Ω)}, muni du produit scalaire
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I.2 Cadre fonctionnel vectoriel

(D,E)W = (D,E)H + (div(D), div(E))L2(Ω).

Cet espace est un Hilbert. En plus, si D ∈ W est suffisamment régulier, on a la formule suivante

Proposition I.4 Soient D un élément de W et v élément de H1(Ω). Alors

(D,∇v)H + (div(D), v)L2(Ω) =
∫

Γ
Dn.v da. ( formule de Green ).

On s’intéresse au sous espace fermé V = {v ∈ H1 ; v = 0 sur Γ1} de H1 qu’on munit du produit
scalaire (u, v)V = (ε(u), ε(v))H et de la norme associée ‖v‖V = ‖ε(v)‖H pour tout u et v de V .
Étant donné que meas (Γ1) > 0, l’inégalité de Korn appliquée à V , implique

(∃ c1 > 0), (∀ v ∈ V ) ; ‖ε(v)‖H ≥ c1 ‖v‖H1 .

Il s’en suit que les normes ‖ · ‖V et ‖ · ‖H1 sont équivalentes et ainsi, (V, (·, ·)V ) est un Hilbert.
En outre, il découle du théorème de trace de Sobolev qu’il existe c0 > 0 qui dépend uniquement
de Ω, Γ1 et Γ3 telle que

(∀ v ∈ V ) ; ‖v‖(L2(Γ3))d 6 c0 ‖v‖V . (I.5)

On s’intéresse, également aux sous espaces fermés W et Q de H1(Ω) définis par

W = {ψ ∈ H1(Ω) ; ψ = 0 sur Γa} , Q = {η ∈ H1(Ω) ; η = 0 sur Γ2 ∪ Γ2}. (I.6)

Munis des produits scalaires (ϕ, ψ)W = (ϕ, ψ)H1(Ω), (θ, η)Q = (θ, η)H1(Ω) et de leurs normes eu-
clidiennes associées, les espacesW et Q sont des Hilberts, et le théorème de Friedrichs-Poincaré,
appliquée à W et Q implique

- Puisque meas (Γ1) > 0, alors il existe cF > 0 ne dépendant que de Ω et Γa telle que

‖∇ψ‖(L2(Ω))d ≥ cF ‖ψ‖W , (∀ψ ∈ W ).

- Puisque meas (Γa) > 0, alors il existe cF > 0 ne dépendant que de Ω, Γ1 et Γ2 telle que

‖∇η‖(L2(Ω))d ≥ cF ‖η‖Q , (∀ψ ∈ Q).

D’après le théorème de Sobolev, il existe c1 ne dépendent que de ω, Γa et ΓC tel que

‖ψ‖L2(ΓC) 6 c1 ‖ψ‖W , (∀ψ ∈ W ). (I.7)
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De plus, il existe une constante c2 > 0 qui ne dépend que de ω, Γ1 et ΓC tel que

‖η‖L2(ΓC) 6 c2 ‖η‖Q , (∀ψ ∈ Q). (I.8)

Plus de détails sur ces deux inégalités voir [56] et [57].

Pour finir cette section, nous introduisons les deux sous-ensembles convexes fermés K1 et K2

respectivement de V et Q, définis par :

K1 = {v ∈ V , vν − g 6 0 sur ΓC} ; K2 = {η ∈ Q , η − θF 6 0 sur ΓC}, (I.9)

où g est la fonction gap et θF est la température de la fondation. Ils sont dits respectivement
l’ensemble des déplaçements admissibles et l’ensemble des températures admissibles, et généra-
lement utilisés dans le cas où le contact mécanique ou thermique est modélisé par les conditions
de Signorini.

3 Quelques résultats élémentaires

Dans ce paragraphe, X est un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire (·, ·)X et de
la norme ‖ · ‖X . Soient X ′ le dual de X et (·, ·)X′,X le produit de dualité entre X ′ et X.

Théorème I.5 Pour tout ϕ ∈ X ′, il existe un élément fϕ ∈ X unique tel que

< ϕ, v >X′,X=< fϕ, v >X (∀ v ∈ X).

En plus, on a
‖ϕ‖′X = ‖fϕ‖X .

Ce théorème dit de représentation de Riesz montre que toute forme linéaire continue sur X
peut s’écrire de manière unique à l’aide du produit scalaire de X. L’application ϕ→ fϕ identifie
l’espace X à son dual X ′.

Définition On dit qu’une suite {xn} de X converge faiblement vers x ∈ X si et seulement si
la suite (xn, v)X converge fortement vers (x, v)X pour tout v ∈ X et on écrit

{xn}⇁ x ∈ X ⇔ (∀v ∈ X), (xn, v)X → (x, v)X .

Notons qu’il résulte de l’inégalité de Cauchy-Schwarz que la convergence forte de {xn} dans X
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implique sa convergence faible dans X. La réciproque n’est pas toujours vraie, néanmoins, il
découle de la réflexivité de tout espace de Hilbert les résultats suivants :

Théorème I.6 Soit {xn} une suite de l’espace de Hilbert X.

1. Si {xn} est bornée dans X, alors elle admet une sous suite {xnk} qui converge faiblement
vers un élément x de X.

2. Si tout les sous suites de {xn} convergent faiblement vers la même limite x de X, alors
la suite {xn} converge faiblement vers x.

4 Espace des fonctions à valeurs vectorielles

Dans ce paragraphe, X est un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire (·, ·)X et de
la norme ‖ · ‖X et T > 0. Pour p ∈ [1;∞]. On définit l’espace

W 1,p(0, T ;X) = {x ∈ D′(0, T ;X) ; Djx ∈ Lp(0, T ;X) pour j = 0; 1},

où Dj est la dérivée d’ordre j au sens de distribution. Il est un espace de Sobolev pour la norme

|x|W 1,p(0,T ;X) = (
∫ T

0
‖x‖pX + ‖ẋ‖pX)1/p si 1 6 p <∞.

D’autre part W 1,∞(0, T ;X) est un espace de Sobolev pour la norme

|x|W 1,∞(0,T ;X) = ‖x‖L∞(0,T ;X) + ‖ẋ‖L∞(0,T ;X).

De plus, nous dénotons par C([0, T ];X) l’espace des fonctions continues sur [0;T ] à valeurs
dans X muni de norme

‖x‖C([0,T ];X) = max
t∈[0,T ]

‖x(t)‖X .

Lemme I.1 (de Gronwall) Soient f, g ∈ C([0, T ];R+), a ∈ R+ et ϕ ∈ C([0, T ];R) alors si

ϕ(t) 6 a+
∫ t

0
f(s) ds+

∫ t

0
g(s)ϕ(s) ds, t ∈ [0, T ],

alors
ϕ(t) 6 (a+

∫ t

0
f(s) ds)exp(

∫ t

0
g(s) ds), t ∈ [0, T ].

Pour le cas particulier f ≡ 0, le lemme de Gronwall devient :
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Corollaire I.1 Soient f ∈ C([0, T ];R+), a ∈ R+ et ϕ ∈ C([0, T ];R) alors si ∀t ∈ [0, T ],

ϕ(t) 6 a+
∫ t

0
g(s)ϕ(s) ds, alors ϕ(t) 6 a exp(

∫ t

0
g(s) ds).

Dans cette section, on présente quelques éléments du cadre fonctionnel relatif aux inéqua-
tions variationnelles et quasi-variationnelles ainsi que quelques résultats classiques sur l’exis-
tence et l’unicité de la solution pour ces inéquations. La littérature sur ce sujet est très riche.
On se renvoyons par exemple à [14], [39], [64].

5 Éléments d’analyse non linéaire

Ce paragraphe est un bref rappel sur les fonctions convexes, les fonctions semi-continues
inférieurement, les fonctions Gâteaux-différentiables et les opérateurs fortement monotones de
Lipschitz. On considère X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (·, ·)X et de la norme
associée ‖ · ‖X .

Définition Soit j une fonction de X à valeurs dans ]−∞,+∞].

1. la fonction j est dite propre s’elle n’est pas identiquement égale Ã +∞, c’est-à-dire ,

(∃u ∈ X) ; j(u) < +∞.

2. la fonction j est dite convexe si pour tout u et v de X, on a

(∀ t ∈ [0, 1] ) ; j(t u+ (1− t) v) ≤ t j(u) + (1− t) j(v).

3. la fonction j est dite semi-continue inférieurement en u ∈ X si pour tout suite (un) de
X convergente vers u dans X, on a

lim inf
n+∞

j(un) > j(u).

4. la fonction j est dite faiblement semi-continue inférieurement en u ∈ X si pour tout
suite (un) de X faiblement convergente vers u dans X, on a

lim inf
n+∞

j(un) > j(u).

Les deux notions de (resp. faible) semi-continuité inférieure sont liées par la proposition suivante
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Proposition I.7 La fonction j de X à valeurs dans ]−∞,+∞] est convexe, propre et semi-
continue inférieurement si et seulement si j est faiblement semi-continue inférieurement.

Tenons compte de la remarque ci-dessous, cette proposition peut être d’un bon usage pour les
fonctions indicatrices χK des sous ensembles non vides, convexes et fermés K de X.

Remarque Le sous ensemble non vide K est un convexe fermé si et seulement si χK est une
fonction propre, convexe et semi-continue inférieurement.

Dans la mécanique de contact, la notion de Gâteaux-différentiabilité est trés utilisée. On
dit qu’une fonction j de X à valeurs dans ]−∞,+∞] est Gâteaux-différentiable en u ∈ X s’il
existe un élément, noté ∇j(u) ∈ X, tel que

lim
t→0

j(u+ t v)− j(u)
t

= (∇j(u) , v) , (∀ v ∈ X).

L’élément ∇j(u) s’appelle gradient de j en u et le réel j′(u, v) = (∇j(u), v) est dit dérivée
directionnelle de j en u dans la direction v. Cette notion de Gâteaux-différentiabilité permet
de caractériser la convexité (I.2) et la semi-continuité inférieure (I.3) d’une fonction.

Lemme I.2 Si la fonction j : X →]−∞,+∞] est Gâteaux-différentiable, alors elle est convexe
si et seulement s’elle vérifie

j(v)− j(u) ≥ (∇j(u), v − u) , (∀u , v ∈ X).

Lemme I.3 Si la fonction j : X →]−∞,+∞] est convexe et Gâteaux-différentiable, alors elle
est semi-continue inférieurement.

On continue par un rappel sur les opérateurs (resp. fortement) monotones et de Lipschitz.

Définition On considère un opérateur non linéaire A : X → X. On dit que

1. l’opérateur A est monotone, s’il vérifie

(Au− Av, u− v)X ≥ 0 , (∀u , v ∈ X).

2. l’opérateur A est fortement monotone, s’il existe une constante m > 0 telle que

(Au− Av, u− v)X ≥ m ‖u− v‖2
X , (∀u , v ∈ X).
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3. l’opérateur A est de Lipschitz, s’il existe une constante M > 0 telle que

(Au− Av, u− v)X ≤M ‖u− v‖2
X , (∀u , v ∈ X).

Proposition I.8 Soit A : X → X un opérateur fortement monotone et de Lipschitz.

1. Si A est inversible, alors son inverse A−1 est fortement monotone et de Lipschitz.

2. Si B est un opérateur monotone, alors A+B est fortement monotone et de Lipschitz.

Le théorème suivant dit de Minty-Browder caractérise l’inversibilité d’un opérateur A [15].

Lemme I.4 Soit A : X → X est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz. Alors, pour
tout f ∈ X il existe un élément unique u ∈ X tel que Au = f , (A est inversible).

Remarquons que si une forme bilinéaire a : X ×X → R est continue, c’est-à-dire ,

(∃M > 0) ; |a(u, v)| ≤M ‖u‖X ‖v‖X , (∀u , v ∈ X).

Il en résulte du théorème de Riesz qu’il existe un opérateur A : X → X défini par

(Au, v)X = a(u, v) , (∀u , v ∈ X).

En plus, si la forme bilinéaire a est X-elliptique, c’est-à-dire ,

(∃m > 0) ; |a(u, u)| ≥ m ‖u‖2
X , (∀u ∈ X) .

Alors, l’opérateur A est fortement monotone et les équivalences suivantes sont immédiates

Lemme I.5 Soit a : X ×X → X une forme bilinéaire. Alors,

1. la forme a est continue ⇐⇒ l’opérateur A est de Lipschitz.

2. la forme a est X-elliptique ⇐⇒ l’opérateur A est fortement monotone.

On finit par introduire l’importante notion de pseudo-monotonie qui généralise la notion de
monotonie. Pour plus de détails, on peut consulter [14], [39] et [66].

Définition Soit A : X → X un opérateur borné. On dit que A est pseudo-monotone si pour
toute suite (un) convergente faiblement vers u dans X telle que lim sup

n+∞
(Aun, un − u)X ≤ 0 ,

l’inégalité suivante est satisfaite

(Au, u− v)X ≤ lim inf
n+∞

(Aun, un − v)X , (∀ v ∈ X).
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6 Théorèmes d’existence et d’unicité

Dans cette section, on énonce quelques théorèmes d’existence et d’unicité de la solution
pour des inéquations variationnelles utilisées dans un bon nombre de problèmes en mécanique
de contact. On désigne toujours par X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (·, ·)X .

Lemme I.6 Soient a : X×X → R une forme bilinéaire, continue, X-elliptique et f un élément
de X. Alors, il existe un unique élément u ∈ X tel que

a(u, v) = (f, v)X , (∀ v ∈ X) .

Ce théorème classique, dit de Lax-Milgram, admet les deux généralisations suivantes qui traitent
le problème des inéquations variationnelles elliptiques de seconde espèce sur X [14],[27].

Théorème I.9 Soient A : X → X un opérateur fortement monotone et de Lipschitz, K un
convexe fermé et non vide de X et j : X → ]−∞,+∞] une fonction propre convexe et semi-
continue inférieurement. Alors, pour tout f ∈ X, il existe un unique u ∈ K tel que

(Au, v − u)X + j(v)− j(u) ≥ (f, v − u)X , (∀ v ∈ K).

Corollaire I.2 Soient A : X → X un opérateur fortement monotone et de Lipschitz et j une
fonction propre convexe et semi continue inférieurement de X à valeurs dans ]−∞,+∞]. Alors,
pour tout f ∈ X, il existe un élément unique u ∈ X tel que

(Au, v − u)X + j(v)− j(u) ≥ (f, v − u)X , (∀ v ∈ X).

Notons que l’étude de certains problèmes de contact conduit à des inéquations variationnelles
elliptiques, dans lesquelles la fonctionnelle j est définie sur X × X [23], non différentiable et
dépend de la solution elle-même [20]. Le théorème suivant traite ce type d’inéquations dites
quasi-variationnelles et a été obtenu dans [55]. On considère le problème quasi-variationelle
elliptique : Soient A : X → X un opérateur et j : X ×X →] −∞,+∞] une foctionnelle telle
que. Trouver x de X telle que pour tout y ∈ X, on a

(Ax, y − x)X + j(x, y)− j(x, x) > (f, y − x)X . (I.10)
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Pour étudier le problème I.10, nous considérons les hypothèses suivantes :

(h1) :



(a) Il esxiste m > 0 telle que
(Ax− Ay, x− y)X > m ‖x− y‖2

X , ∀x, y ∈ X.

(b) Il existeM > 0 telle que
‖Ax− Ay‖X 6M ‖x− y‖X , ∀x, y ∈ X.

La fonctionnelle j : X ×X → R satisfait

(h2) : j(η, ·) : X → R est convexe sur X, ∀η ∈ X,

tenant compte (h2), alors il existe une dérivée directionnelle de j ′2 définie par

(h3) : j ′2(η, x; y) = lim
λ→0

1
λ

[
j(η, x+ λy)− j(η, x)

]
, ∀η, x, y ∈ X.

Par la suite, nous considérons les conditions sur j, où la constante m est définie dans (h1).

(J1) :


Pour toute suite {xn} ⊂ X avec ‖xn‖X →∞,
pour toute suite {tn} ⊂ [0, 1], on a

lim inf
n→∞

1
‖xn‖2X

j
′
2(tnxn, xn;−xn) < m.

(J2) :


Pour toute suite {xn} ⊂ X avec ‖xn‖X →∞,
pour toute suite bornée {ηn} ⊂ X, on a

lim inf
n→∞

1
‖xn‖2X

j
′
2(ηn, xn;−xn) < m.

(J3) :


Pour toutes suites {xn} ⊂ X et {ηn} ⊂ X telles que
xn ⇀ x ∈ X, ηn ⇀ η ∈ X, pour tout y ∈ X, on a

lim sup
n→∞

j(ηn, y)− j(ηn, xn) 6 j(η, y)− j(η, x).

(J4) :


Il existe α < m telle que

j(x, y)− j(x, x) + j(y, x)− j(y, y) 6 α ‖x− y‖2
X , ∀x, y ∈ X.

Sous toutes ces considérations, on a le résultat suivant :

Théorème I.10 Supposons que (h1)-(h2) est vérifiées. Alors :

1. Sous les hypothèses (J1)-(J3), le problème (I.10) a au moins une solution x ∈ X.
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2. Sous (J1)-(J4), le problème (I.10) a une unique solution et qui est fonction lipshitziene
continue par rapport à f .

On note que la démonstration de ce résultat est basée sur des techniques de point fixe. Main-
tenant, on considère le problème suivant qu’est une perturbation compact d’une inéquation
quasi-variationnelle elliptique où l’opérateur A est perturbé par un autre opérateur B. Trouver
x de X telle que pour tout y ∈ X, on a

(Ax, y − x)X + (Bx, y − x)X + j(x, y)− j(x, x) > (f, y − x)X . (I.11)

Pour étudier le problème ci-dessus, on a besoin des hypothèses suivantes

1. L’opérateur A : X → X est frotement monotone et lipshitz continue, i.e ;

(h1) :



(a) Il existe une constante m > 0 telle que
(Ax− Ay, x− y)X > m ‖x− y‖2

X , ∀x, y ∈ X,

(b) Il existe une constante M > 0 telle que
‖Ax− Ay‖X 6M ‖x− y‖X , ∀x, y ∈ X.

2. L’opérateur B : X → X satisfait

(h2) : Il existe C > 0 telle que (B x, x)X > −C ‖x‖2
X , ∀x ∈ X.

(h3) :

 Pour toute suite {ηn} ⊂ X telle que ηn → η ∈ X, alors il
exite une suite {ηn′} ⊂ X telle que Bηn′ → Bηn fortement dans X.

(h4) :
(
Bx−By, y − x)X < (m− α) ‖x− y‖2

X , ∀x 6= y ∈ X.

(h5) :

 Il existe 0 6 β < (m− α) telle que
(Bx−By, y − x)X 6 β ‖x− y‖2

X , ∀x, y ∈ X.

3. La fonctionnelle j : X ×X → R satisfait

(h6) : Pour tout η ∈ X, la fonctionnelle j(η, ·) : X → R est convexe sur X.

Comme on le sait la dérivée directionnelle existe j ′2 et donnée par

(h7) : j
′

2(η, x; y) = lim
λ→0

1
λ

[
j(η, x+ λy)− j(η, y)

]
, ∀ η, x, y ∈ X.
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4. Les hypothèses suivantes sont vérifiées

(J1) :


Pour toute suite {xn} ⊂ X avec ‖xn‖X →∞,
et pour toute suite {tn} ⊂ [0, 1], on a

lim inf
n→∞

[ 1
‖xn‖2

X

j
′
2(tnxn, xn;−xn)

]
< m− C.

(J2) :


Pour toute suite {xn} ⊂ X avec ‖xn‖X →∞,
et pour toute suite bornée {ηn} ⊂ X, on a

lim inf
n→∞

[ 1
‖xn‖2

X

j
′
2(ηn, xn;−xn)

]
< m.

(J3) :


Pour toutes suites {xn} ⊂ X et {ηn} ⊂ X telles que
xn ⇀ x ∈ X, ηn ⇀ η ∈ X, pour toute y ∈ X, on a

lim sup
n→∞

[
j(ηn, y)− j(ηn, xn)

]
< j(η, y)− j(η, x).

(J4) : j(x, y)− j(x, x) + j(y, x)− j(y, y) 6 m ‖x− y‖2
X , ∀x 6= y ∈ X.

(J5) :


Il existe α < m telle que pour tout x, y ∈ X, on a

j(x, y)− j(x, x) + j(y, x)− j(y, y) 6 α ‖x− y‖2
X .

Sous toutes ces considérations, le resultat d’existence et d’unicité est verifié.

Théorème I.11 Supposons que les hypothèses (h1)-(h3) et (h6) sont vérifiées, alors

1. Sous (J1)-(J3) et (J5), le problème (I.11) a au moins une solution x ∈ X.

2. Sous (J1)-(J3), (J5) et (h4), le problème (I.11) a une unique solution.

3. Sous (J1)-(J3), (J5) et (h5), le problème (I.11) a une unique solution x = xf et qui
est fonction lipshitziene continue par rapport à f avec la constante de Lipschitz est
(m− α− β)−1.

Pour une idée sur la démonstration de ces théorèmes, voir [19], [55].
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Chapitre II

Formulation mathématique du problème de
contact en thermo-piézolectricité

Dans ce chapitre, on rappelle les différentes équations du problème que l’on veut résoudre.
On précise tout d’abord qu’on se place ici dans le cadre d’un processus quasi-statique et sous
l’hypothèse de petites déformations. Le matériau intervenant dans les problèmes est assimilé
à des milieux continus et homogènes. Le comportement thermo-électro-élastique de la matière
lors de la mise en forme vérifie les principes fondamentaux de la physique, en particulier ceux
de la mécanique des milieux continus, qui sont la conservation de la masse, la conservation de la
quantité de mouvement, la conservation de l’énergie et vérifiant les équations de Maxwell. On va
aborder dans une première partie la modélisation du problème mécanique. La deuxième partie
traitera le cadre physique et le modèle mathématique. Enfin, on terminera par les notations et
les hypothèses qu’on utilisera ultérieurement.

1 Définitions

Jacques et Pierre Curie ont découvert en 1880 [22] l’effet piézoélectrique, c’est-à-dire, la ca-
pacité qu’ont certains matériaux à produire une charge électrique proportionnelle à la contrainte
mécanique qui les déforme. La déformation résultante de l’application d’un potentiel électrique
est appelée l’effet inverse. Il a été suggéré par Lippman en 1881 et confirmé expérimentalement
par les frères Curie [16], [35]. Dans l’industrie, ces matériaux sont utilisés à la fois comme sen-
sor et actuator, permettant ainsi à la fois d’avoir une jauge de déformations et inversement de
contrôler le déplacement d’une structure en contrôlant la tension aux bornes du matériau pié-
zoélectrique [3], [6]. Parmi ces matériaux, il existe une classe dite pyroélectriques qui possèdent
naturellement une polarisation électrique qui varie avec la température, à savoir par exemple
les céramiques. Ces derniers sont majoritairement utilisés dans les applications industrielles de
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la piézoélectricité et parmi eux les plus connues sont les Zirconotitanates de Plomb (PZT).
Il est donc bien établi que les propriétés électriques de ces matériaux dépendent de la tem-
pérature. Inversement, sous une variation cyclique de champ électrique, la polarisation de ces
matériaux présente un effet d’hystérésis qui entraîne une perte d’énergie (variation de tempéra-
ture) [37]. L’interaction entre les trois chargements mécaniques, électriques et thermiques exhibe
les trois types de comportements existant dans ces matériaux, à savoir la thermo-élasticité, la
piézo-électricité et la pyro-électricité. En raison de ce couplage thermo-électro-élastique, ces
matériaux dits thermo-piézoélectriques, présentent un intérêt majeur pour les mathématiques
appliquées et particulièrement pour les problèmes de contact mécanique.

2 Équations d’équilibre

Dans cette section, on présente l’ensemble des équations régissant le comportement thermo-
électro-élastique d’un corps matériel impliquant un contact avec frottement. On se place dans
le cadre d’un processus quasi-statique et sous l’hypothèse de petites déformations.

2.1 Équilibre mécanique

L’évolution d’un corps matériel soumis à des forces extérieures de densité volumique f0

respecte le premier principe de la dynamique qu’on peut traduire par

Div σ + f0 = ρ
∂2u

∂t2
,

où ρ est la masse volumique du milieu continu. Dans l’approximation quasi-statique le terme
∂2u

∂t2
est nul, alors l’équation précédente se réduit à :

Div σ + f0 = 0. (II.1)

Cette équation, décrivant le mouvement de tous points du corps matériel en réponse à l’action
de forces extérieures, est dite équation d’équilibre mécanique.
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2.2 Équilibre électrique

Dans un milieu diélectrique non aimanté et de densité volumique de charge électrique q0,
les phénomènes électriques sont décrits par les équations de Maxwell [76] suivantes

rotE = −∂B
∂t

(II.2)

rotB = µ0
∂D

∂t
(II.3)

div D = q0 (II.4)

div B = 0 (II.5)

où µ0 est la perméabilité magnétique du vide. Ce système d’équations contient de nouvelles
inconnues, à savoir, le champ électrique E, le champ magnétique B et le déplacement électrique
D. La loi de conservation du flux magnétique (II.5) implique que B dérive d’un potentiel
vectoriel A dit potentiel magnétique [65]

B = rotA.

Cette équation combinée avec l’équation (II.2) implique que E + ∂A
∂t

est à rotationnel nul et
donc dérive d’un potentiel scalaire ϕ dit potentiel électrique [65]

E = −∇ϕ− ∂A

∂t
.

Si en plus, on néglige l’effet magnétique devant l’effet de l’interaction électro-mécanique, le
potentiel magnétique A s’annule et alors

E = −∇ϕ. (II.6)

2.3 Équilibre thermique

Sous l’hypothèse que le matériau suit la loi de conduction de Fourier, le flux de chaleur
s’exprime en fonction du tenseur K de la conductivité thermique

q = −K∇θ. (II.7)
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Et dans l’approximation quasi-statique, l’équation d’équilibre thermique s’écrit

θ̇ + div q = −M ε̇(u)− P Ė(ϕ) + qth. (II.8)

Le système d’équations (II.7)-(II.8) permet de décrire le phénomène de conduction thermique
dans tout corps matériel sujet à un chargement thermique de densité surfacique qth oùM et P
sont respectivement tenseur d’expansion thermique et tenseur des déformations pyroélectriques.
Notons que dans le cas statique l’équation (II.8) devient :

div q = qth.

3 Lois de comportement thermo-piézoélectrique

La thermo-piézoélectricité est un couplage entre les trois phénomènes mécaniques, élec-
triques et thermiques. Il est naturel donc qu’on retrouve dans les lois de comportement thermo-
piézoélectrique des variables piézoélectriques et pyroélectriques qui relient les grandeurs méca-
niques (déformations, contraintes) aux grandeurs électriques (potentiel électrique, champ élec-
trique) et aux grandeurs thermiques (flux de chaleur, température). Les équations gouvernant
le comportement thermo-piézo-élastique ont été introduites en 1961 par Mindlin [52] dans le
cas linéaire et généralisées en 1971 par Tiersten [77] à la piézo-thermo-élasticité non-linéaire.
Plus de détails sur la théorie générale de la piézoélectricité peuvent être trouvés dans [17, 60] et
pour de récents développements [5]. Si on néglige les effets thermiques, les différentes variables
intervenantes dans les lois de comportement piézoélectrique seront

Grandeur Terme Définition
D Déplacement électrique.

Electrique β Tenseur de permittivité électrique.
E Champ électrique.
σ Tenseur des contraintes.

Mécanique ε Tenseur des déformations mécaniques.
F Tenseur de l’élasticité.

Piézo-électrique E Tenseur des déformations piézo-électriques.

Tableau 1-1 : Variables de la loi de comportement piézo-électrique.
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Selon le standard IEEE de la piézoélectricité [1], les lois de comportement en piézoélectricité
linéaire comprennent les deux équations suivantes

σ = F ε(u)− E∗E(ϕ) (II.9)

D = E ε(u) + β E(ϕ). (II.10)

Pour exprimer le couplage thermo-électrique, il est nécessaire d’introduire dans ces équations
le tenseur des déformations pyroélectriques et les coefficients d’expansion thermique suivants

Grandeur Terme Définition
Pyroélectrique P Tenseur des déformations pyroélectriques.

Thermo-mécanique M Tenseur d’expansion thermique.

Tableau 1-2 : Les variables pyroélectriques.

En tenant compte des couplages Température/Déformations et Température/Déplacement élec-
trique dans les équations (II.9)-(II.10), les lois de comportement thermo-piézoélectrique s’écrivent

σ = F ε(u)− E∗E(ϕ)− θM,

D = E ε(u) + β E(ϕ) + θP .
(II.11)

4 Conditions de contact et lois de frottement

On expose ici l’ensemble des conditions de contact et de frottement intervenant dans la mo-
délisation des problèmes de contact à étudier. On suppose que le processus est quasi-statique et
soit [0;T ] notre intervalle de temps, il s’agit d’un corps à comportement thermo-piézoélectrique
occupant un domaine Ω de Rd et soumis sur des parties de sa frontière Γ à des chargements
mécaniques, électriques et thermiques. Ce corps est en contact sur une partie ΓC de Γ avec une
fondation qu’on suppose électriquement et/ou thermiquement conductrice. Les lois de compor-
tement (II.11) ne sont que des données de premier type et par conséquent, des spécifications sur
les conditions aux limites sont nécessaires pour assurer la solvabilité des problèmes proposés.
Ces spécifications se feront sur les grandeurs mécaniques, électriques et thermiques.

4.1 Conditions de contact mécanique

On entend par condition de contact une relation impliquant les composantes normales du
champ des déplacements et des contraintes. Supposons que la frontière Γ est suffisamment
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régulière de telle sorte qu’en tout point de Γ, il existe une normale ν extérieure à Ω. Sur la
surface de contact ΓC le vecteur de déplacement v et le tenseur des contraintes σ peuvent alors
se décomposer suivant la normale ν, c’est-à-dire

vν = v · ν vτ = v − vν ν

σν = (σ ν) · ν στ = (σ ν)− σν ν .

Précisons que les composantes normales vν et σν sont des scalaires, tandis que les composantes
tangentielles vτ et στ sont des vecteurs tangents à Γ.

4.1.1 Contact unilatéral

On suppose dans ce cas que la fondation est rigide. Alors, elle ne subira pas de déformation
et le corps matériel ne pourra pas y pénétrer. Cette propriété se traduit par la relation

uν ≤ 0,

où uν est le déplacement normal. Si uν < 0, le corps se sépare de la fondation et les contraintes
normales sont alors nulles

σν = 0 .

Si uν = 0, le corps est maintenu en contact avec la fondation et celle-ci exerce alors une réaction
normale orientée vers Ω, c’est-à-dire

σν ≤ 0 .

Ces trois conditions modélisent le contact avec une fondation rigide et s’appellent conditions
de contact unilatéral ou encore conditions de Signorini [69]. Elles se résument en


uν ≤ 0
σν ≤ 0
σν · uν = 0

(II.12)

si le gap entre le corps et la fondation g = 0 et sinon, il suffit de remplacer uν par uν − g.

Remarque Le cas d’un contact bilatéral (le contact est maintenu durant le processus) se
traduit par la seule relation uν = 0.
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4.1.2 Compliance normale

Ici, la fondation est supposée légèrement déformable et donc le corps matériel peut y péné-
trer. Cette propriété est traduite par la condition suivante, dite de compliance normale

−σν = pν(uν − g),

où pν est une fonction positive donnée, s’annulant pour uν < g. Cette condition exprime que
lorsque le corps pénètre dans la fondation (uν ≥ g) , celle-ci exerce une réaction sur le corps
en fonction de sa pénétration uν − g. Des conditions de contact avec compliance normale ont
été proposées dans [42] et utilisées par exemple dans [32] et [55]. Un exemple concret consiste
à définir la fonction de compliance pν de la manière suivante

pν(r) = cν r+,

où cν est une constante positive et r+ = max{0, r}. Cette loi régularise les conditions de
Signorini et offre ainsi une certaine simplicité mathématique dans l’étude des problèmes de
contact avec compliance normale.

4.2 Lois de frottement

Les lois de frottement modélisent le comportement de la contrainte tangentielle στ . His-
toriquement, les premières lois de frottement sont dues à Amontons et Coulomb. Dans cette
section, on en présente quelques exemples.

4.2.1 Frottement de Tresca

Cette loi est à seuil de glissement fixe, supposé connu et ne dépendant pas de la contrainte
normale. Elle est alors, plus simple, mais moins réaliste que la loi de Coulomb et elle s’exprime
dans le cas statique par 

‖στ‖ ≤ S

‖στ‖ < S si uτ = 0
−στ = S

uτ
‖uτ‖

si uτ 6= 0 .
(II.13)
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4.2.2 Frottement de Coulomb

C’est l’une des lois les plus répandues. Elle respecte une certaine proportionnalité entre les
deux composantes de la contrainte σ. Dans le cas statique, il s’énonce

‖στ‖ ≤ p(σν − g)
‖στ‖ < p(σν − g) si uτ = 0
στ = − p(σν − g) uτ

‖uτ‖
si uτ 6= 0.

(II.14)

Où p est une fonction positive représentant le seuil de frottement S. Tant que le seuil S n’est
pas atteint, le corps matériel est immobile uτ = 0. Dès que ce seuil est atteint, le corps se met
à glisser et la contrainte tangentielle tend à s’opposer au mouvement.
Dans le cas quasi-statique, il se traduit de la façon suivante

‖στ‖ ≤ p(σν − g)
‖στ‖ < p(σν − g) si u̇τ = 0
στ = − p(σν − g) uτ

‖uτ‖
si u̇τ 6= 0.

(II.15)

Cette loi sert à modiliser le contact avec frottement d’un corps et une fondation rigide, la
fonction p est donnée dans le cas du contact unilatéral [28] par

p(σν) = µ |Rσν(u, ϕ, θ)|,

où R est un opérateur de régularisation et µ désigne le coefficient de frottement. Dans le cas
du contact avec compliance normale, la fonction p est donnée [32] par

p(σν) = pτ (uν − g).

où pτ est une fonction positive donnée, et pour un exemple, il suffit de prendre pτ (r) = cτ r+

où cτ est une constante positive.

4.2.3 Frottement sec

La modélisation mathématique du frottement sec s’énonce dans le cas quasi-statique [4] par

‖στ‖ 6 µ G( · , |Rσν(u, ϕ, θ)| )
‖στ‖ < µ G( · , |Rσν(u, ϕ, θ)| ) =⇒ u̇τ = 0
‖στ‖ = µ G(· , |Rσν(u, ϕ, θ)|) =⇒ (∃λ ∈ R+), u̇τ = −λστ .

(II.16)
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Où µ est le coefficient de frottement, u̇τ est le glissement tangentiel relatif du corps et G est la
limite de frottement de sorte que µG est la résistance maximale du frottement sur la surface.
La condition (II.16) peut être interprétée physiquement de la manière suivante : la frontière
adhère à la fondation et se déplace avec elle lorsque la contrainte tangentielle appliquée est
inférieure à la valeur limite µG. La partie de ΓC où cela se produit s’appelle zone d’adhérence.
La partie où la contrainte tangentielle atteint sa valeur limite et ne se déplace pas en tandem
avec la fondation est appelée zone de glissement et la direction relative du glissement y est
indiquée par le multiplicateur inconnu λ.

Remarque Le cas de contact sans frottement bien que n’ayant aucune réalité physique, ce
modèle est souvent utilisé dans un souci de simplification (glissement parfait). Dans ce cas, les
mouvements tangentiels sont libres, ce qui se traduit par la condition

στ = 0 .

4.3 Conditions de contact thermo-électriques

Étant donné que le corps matériel considéré est à comportement thermo-piézoélectrique
et que la fondation est supposée électriquement et thermiquement conductrice. Il est naturel
d’introduire des lois qui permettent de modéliser le contact électro-thermique. On s’inspire des
articles [25, 38] pour proposer les conditions de contact thermo-électrique suivantes


D · ν = ψ(uν) φL (ϕ− ϕF )

Q · ν = kc(uν) φL (θ − θF )
(II.17)

Les équations ci-dessus constituent des conditions régularisées du contact thermo-électrique.
Elle traduisent le fait que lorsqu’il y a décollement (uν < 0), l’écart entre le corps et la fonda-
tion est considérée comme isolant (rempli d’air par exemple). Par conséquent, les composantes
normales du champ de déplacement électrique et du flux de chaleur s’annulent, c’est-à-dire

uν < 0 ⇒ D · ν = 0, Q · ν = 0 (II.18)

et lors du contact (uν ≥ 0), la composante normale du champ de déplacement électrique,
respectivement du flux de chaleur, est supposée proportionnelle à la différence du potentiel
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électrique, respectivement à la différence de température, c’est-à-dire

uν ≥ 0 ⇒

 D · ν = ke (ϕ− ϕF )
Q · ν = kc (θ − θF )

(II.19)

avec ke et kc des constantes positives, appelées coefficient de conductivité électrique et coefficient
de conductivité thermique. Notons que (II.19) et (II.20) peuvent se reécrire comme suit

 D · ν = ke 1[0,+∞[(uν) (ϕ− ϕF )
Q · ν = kc 1[0,+∞[(uν) (θ − θF )

(II.20)

où 1[0,+∞[ est la fonction indicatrice de l’intervalle [0,+∞[. La condition (II.20) décrit un contact
thermo-électrique parfait. Elle peut être rendue plus réaliste sous la forme régularisée (II.17).
D’une part, ke 1[0,+∞[ a été remplacée par la fonction ψ définie par [38]

ψ(r) =


0 si r < 0
ke δ r si 0 ≤ r ≤ 1/δ
ke si 1/δ ≤ r

(II.21)

avec δ est un paramètre positif suffisamment petit. D’autre part, la fonction kc 1[0,+∞[ a été
substituée par une fonction croissante et Lipschitzienne kc telle que [25]

 kc(r) = 0 si r < 0
kc(r) > 0 si r ≥ 0

(II.22)

Notons enfin que φL est une fonction de troncature, définie par

φL(r) =


−L si r < −L
r si − L ≤ r ≤ L

L si L ≤ r .

(II.23)

Elle est introduite pour des raisons mathématiques et elle ne pose aucun problème sur le plan
modélisation. En effet, si L suffisamment grande, on a

φL (ϕ− ϕF ) = ϕ− ϕF et φL (θ − θF ) = θ − θF .
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On précise que dans le cas k = λ = 0, les fonctions ψ et κ seront identiquement nulles et donc

D · ν = 0 et Q · ν = 0. (II.24)

Cette condition modélise le cas où la fondation est un parfait isolant électrique et thermique.

Remarque Dans le cas quasi-statique on a pris en compte la chaleur générée par frottement
et le flux de de chaleur à travers la partie de contact et alors on écrit

q · ν = −µ p(σν) Sc( · , ‖u̇τ‖ ) + kc(θ − θF ), (II.25)

où p est une fonction donnée par p(σν) = pτ (uν − g) si le contact est modélisé par compliance
normale et p(σν) = G( · , |Rσν(u, ϕ, θ)| ) en cas de frottement sec. La relation (II.25) représente
l’échange de flux thermique entre le corps et la fondation. Nous notons que cette condition se
compose de deux parties ; la première µ p(σν) Sc( · , ‖u̇τ‖ ) résulte de la dissipation de frottement
et qui dépend du coefficient de frottement µ, le glissement tangentiel relatif du corps u̇τ et le
stress normal σν dans lequel Sc(., r) est une fonction généralisant la norme ‖ · ‖ (voir [4]). La
deuxième partie kc(uν − g)φL(θ − θF ) représente l’échange de chaleur résultant des différentes
températures des corps à l’interface de contact, où kc est la conductivité thermique et θF est la
température de la fondation.

Remarque On peut modéliser le flux thermique sur la partie de contact de façon similaire au
conditions de Signorini pour les déplacements et les contraintes comme suit :

qν(u, ϕ, θ) ≤ 0 , θ − θF ≤ 0 , qν(u, ϕ, θ)(θ − θF ) = 0. (II.26)

Nous supposons ici que le flux thermique est unilatéral, c’est-à-dire qu’il se fait de la fondation
au corps, et que la température du corps ne dépasse pas celle de la fondation sur la zone de
contact.

4.4 Formulation du problème

Dans cette section, on introduit le cadre physique et les modèles mathématiques associés aux
problèmes de contact étudiés dans ce mémoire. On introduit également certaines hypothèses
sur les données qu’on utilisera dans les chapitres suivants.
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Fig. II.1 – Un corps piézoélectrique en contact avec une fondation.

4.4.1 Cadre physique

On envisage un corps piézoélectrique qui occupe un domaine borné Ω de Rd, (d = 2, 3) avec
une frontière régulière Γ. On suppose que Γ est partitionnée en trois parties mesurables ΓD, ΓN
et ΓC telles que meas (ΓD) > 0 et que ΓD ∪ ΓN est partitionnée en deux parties mesurables Γa
et Γb telles que meas (Γa) > 0. Soit [0, T ] notre intervalle de temps, le corps Ω est encastré sur
ΓD× [0, T ] , à potentiel électrique fixe sur Γa× [0, T ] et à température nulle sur ΓD∪ΓN× [0, T ].
Il est soumis dans Ω× [0, T ] à des forces volumiques de densité f0 , à des charges électriques de
densité volumique q0 et à un flux thermique de densité volumique qth . Il est également soumis
à des tractions surfaciques de densité fN sur ΓN × [0, T ] et à l’action des charges électriques de
densité surfacique q2 sur Γb× [0, T ] . Ce corps est en contact sur ΓN × [0, T ] avec une fondation
conductrice dont le potentiel électrique ϕF et la température θF sont maintenus fixes.

Ici et dans la suite, pour simplifier, on n’indique pas explicitement la dépendance des fonctions
par rapport à x ∈ Ω ∪ Γ et on adopte la convention de sommation sur les indices répétés. Les
indices i, j, k et l varient de 1 à 3 et l’indice qui suit la virgule indique la dérivée partielle. Soit
S3 l’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur Rd (d = 2, 3). Nous désignons par “ · ” et
‖ · ‖ le produit scalaire et la norme euclidienne sur Rd et Sd. Ils sont donnés par

u · v = ui · vi , ‖v‖ = (v · v) 1
2 (∀u, v ∈ Rd)

σ · τ = σij · τij , ‖τ‖ = (τ · τ) 1
2 (∀σ, τ ∈ Sd) .
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Sous l’hypothèse des petites déformations, le tenseur des déformations linéarisées s’écrit

ε(u) = (1
2 (ui,j + uj,i)) (II.27)

Les équations d’équilibre mécanique, électrique et thermique sont données par
Div σ + f0 = 0
div D = q

θ̇ + div q = −M ε̇(u)− P Ė(ϕ) + qth .

(II.28)

Tenant compte du cadre physique considéré, les conditions aux limites s’expriment u = 0 sur ΓD × [0, T ]
σ · n = fN sur ΓN × [0, T ] .

(II.29)

 ϕ = 0 sur Γa × [0, T ]
D · n = q2 sur Γb × [0, T ] .

(II.30)

{
θ = 0 sur ΓN ∪ ΓD × [0, T ] . (II.31)

Les équations (II.28)-(II.31) associées aux conditions aux limites, les lois de comportement
thermo-électriques (II.11) et les conditions aux limites sur ΓC × [0, T ] (lois de contact et de
frottement) constituent le modèle mathématique qui décrit l’évolution thermo-piézoélectrique
d’un corps matériel en contact avec frottement.

4.4.2 Modèles mathématiques

Le cadre physique est tel qu’il a été décrit dans la figure précédente. Les lois de comportement
thermo-piézoélectrique sont de la forme (II.11), les équations d’équilibres et les conditions aux
limites sont données par (II.28)-(II.31). Sous ces considérations, le problème thermo-électro-
élastique quasi-statique à étudier peut se formuler de la manière suivante

Problème (P1). Trouver le champ des déplacements u : Ω× [0, T ]→ Rd, le potentiel électrique
ϕ : Ω× [0, T ]→ R et la température θ : Ω× [0, T ]→ R tels que :

σ = F ε(u)− E∗E(ϕ)−M θ (II.32)
D = E ε(u) + β E(ϕ)− P θ dans Ω× [0, T ]. (II.33)
q = −K∇θ. (II.34)
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Div σ + f0 = 0 (II.35)

divD = q0 (II.36)

θ̇ + div q = −M ε̇(u)− P Ė(ϕ) + qth dans Ω× [0, T ]. (II.37)

u = 0 sur ΓD × [0, T ]. (II.38)

σn = f2 sur ΓN × [0, T ]. (II.39)

ϕ = 0 sur Γa × [0, T ]. (II.40)

D · n = q2 sur Γb × [0, T ]. (II.41)

θ = 0 sur ΓD ∪ ΓN × [0, T ]. (II.42)

Conditions de contact sur ΓC . (II.43)

u( · , 0) = u0 , θ( · , 0) = θ0 , ϕ( · , 0) = ϕ0 dans Ω. (II.44)

On note que ce problème est un système à couplage thermo-électro-élastique, impliquant le
champ des déplacements u, le potentiel électrique ϕ et la température θ. Dans les chapitres
suivants, différentes conditions de contact avec frottement seront considérées et des approches
adéquates pour la résolution de ces problèmes seront adoptées.

Dans le cas statique, le problème thermo-électro-élastique est donné par

Problème (P2). Trouver le champ des déplacements u : Ω → Rd, le potentiel électrique ϕ :
Ω→ R et la température θ : Ω→ R tels que :

σ = F ε(u)− E∗E(ϕ)−M θ (II.45)

D = E ε(u) + β E(ϕ)− P θ dans Ω. (II.46)

q = −K∇θ. (II.47)

Div σ + f0 = 0 (II.48)

divD = q0 (II.49)

div q = qth dans Ω. (II.50)

u = 0 sur ΓD. (II.51)

σn = f2 sur ΓN . (II.52)

ϕ = 0 sur Γa. (II.53)

D · n = q2 sur Γb. (II.54)

θ = 0 sur ΓD ∪ ΓN . (II.55)

Conditions de contact sur ΓC . (II.56)
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4.4.3 Notations et hypothèses

Pour l’étude mathématique de ces problèmes, nous donnons toutes les hypothèses sur les
données qui seront utilisées toutes au long de ce rapport.
(H1) : Le tenseur d’élasticité F = (fijkl) : Ω× Sd → Sd satisfait les conditions

fijkl = fjikl = fklij = fijlk ∈ L∞(Ω),
fijkl ξkl ξij > α0 ‖ξ‖2 , ∀ ξ = (ξij) ∈ Sd.

(H2) : (a) Le tenseur piézoélectrique E = (eijk) : Ω× Sd → Rd satisfait la condition

eijk = eikj ∈ L∞(Ω).

Nous rappelons ici que le tenseur transposé E∗ = (e∗ijk) est donné par e∗ijk = ekij et qu’il satisfait

Eσ · v = σ · E∗v , ∀σ ∈ Sd , ∀ v ∈ Rd.

(b) Le tenseur de dilatation thermiqueM = (mij) : Ω× Rd → Rd satisfait la condition

mij = mji ∈ L∞(Ω).

(c) Le champ vectoriel pyroélectrique P = (pi) : Ω→ Rd satisfait la condition

pi ∈ L∞(Ω).

Les conditions ci-dessus, nous permettent de définir les deux constantes suivantes

MM = sup
ij
‖mij‖L∞(Ω) et MP = sup

i
‖pi‖L∞(Ω).

(H3) : (a) La permittivité électrique β = (βij) : Ω× Rd → Rd est telle que

βij = βji ∈ L∞(Ω),
βij bi bj > mβ ‖b‖2 , ∀ b = (bi) ∈ Rd.

(b) La conductivité thermique K = (kij) : Ω× Rd → Rd est telle que

kij = kji ∈ L∞(Ω),
kij zi zj > mK ‖z‖2 , ∀ z = (zi) ∈ Rd.
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(H4) : Le coefficient de frottement satisfait µ > 0 ∈ L∞(ΓC) p.p. sur ΓC , et on pose

µ̄ = sup
t∈[0,T ]

‖µ‖L∞(ΓC).

(H5) : L’application R : H ′ΓC → L2(ΓC) est linéaire continue et compact, et on pose cR = ‖R‖.

(H6) : La fonction G : ΓC × R+ → R+ satisfait
(a) (∃L1 > 0), (∀ a , b ∈ R+) , |G (·, a)−G (·, b)| < L1|a− b| p.p. sur ΓC ,

(b) pour tout a ∈ R+, l’application x 7→ G(x, a) est Lebesgue mesurable sur ΓC ,

(c) pour tout a ∈ R+, l’application x 7→ G(x, a) est g∗-bornée p.p. sur ΓC .
(H7) : La fonction Sc : ΓC × R→ R+ satisfait

(a) (∃L2 > 0), (∀ a , b ∈ R+) , |Sc(·, a)− Sc(·, b)| < L2|a− b| p.p. sur ΓC ,

(b) l’application Sc : ΓC × R→ R+ est Borel mesurable,

(c) pour tout a ∈ R+, l’application x 7→ Sc(x, a) est S∗-bornée p.p. sur ΓC .
(H8) : Les forces, tractions, charges, densités de chaleur et le potentiel électrique el la tempé-
rature de la fondation satisfont

f0 ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Ω)d) , φ0 , q0 ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Ω)), ϕF ∈ L2(ΓC)

fN ∈ W 1,∞(0, T ;L2(ΓN)d) , φb ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γb)) , θF ∈ L2(ΓC).

(H9) La fonction de conductivité électrique de surface ψ : ΓC × R→ R+ satisfait
(a) ∃Lψ > 0), ∀ r1, r2 ∈ R, |ψ(·, r1)− ψ(·, r2)| < Lψ |r1 − r2| p.p. sur ΓC ,

(b) l’application x 7→ ψ(x, u) est mesurable sur ΓC ,

(c) (∀ r ∈ R), l’application x 7→ ψ(x, r) est Mψ-bornée p.p. sur ΓC ,

(d) x 7→ ψ(x, u) = 0 pour tout u 6 0.

(H10) Le coefficient d’échange thermique kc : ΓC × R→ R+ satisfait
(a) ∃Lkc > 0, ∀ r1, r2 ∈ R+, |kc(·, r1)− kc(·, r2)| < Lkc |r1 − r2| p.p. sur ΓC ,

(b) l’application x 7→ kc(x, u) est mesurable sur ΓC ,

(c) (∀ r ∈ R+), l’application x 7→ kc(x, r) est Mkc-bornée p.p. sur ΓC ,
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(d) x 7→ kc(x, u) = 0 pour tout u 6 0.

(H11) : La fonction compliance normale pr : ΓC × R+ → R+ satisfait pour r = ν, τ

(a) (∃Lr > 0) , (∀ a , b ∈ R+) , |pr(·, a)− pr(·, b)| < Lr |a− b| p.p. sur ΓC ,

(b) pour tout a ∈ R+, l’application x 7→ pr(x, a) est mesurable sur ΓC ,

(c) pour tout a ∈ R+, l’application x 7→ pν(x, a) est Lpν -bornée p.p. sur ΓC ,

(d) x→ pr(x, u) = 0 pour u 6 0, p.p. x ∈ ΓC .

Lorsque le coefficient de frottement dépend du glissement, on utilise l’hypothèse suivante :

(H12) : Le coefficient de frottement µ : ΓC × R+ → R+ satisfait

(a) (∃Lµ > 0) , (∀ a , b ∈ R+) , |µ (·, a)− µ (·, b)| < Lµ |a− b| p.p. sur ΓC ,

(b) pour tout a ∈ R+, l’application x 7→ µ(x, a) est mesurable sur ΓC ,

(c) pour tout a ∈ R+, l’application x 7→ µ(x, a) est µ̄-bornée p.p. sur ΓC .

(H13) : Les forces, tractions, charges et densités de chaleur, le potentiel électrique el la tempé-
rature de la fondation satisfont

f0 ∈ L2(Ω)d, φ0 , q0 ∈ L2(Ω), ϕF ∈ L2(ΓC)

fN ∈ L2(ΓN)d, φb ∈ L2(Γb), θF ∈ L2(ΓC).

On note que dans chaque chapitre on n’utilise que les hypothèses qui sont nécessaires pour la
résolution du problème considéré et qu’elles seront complétées par d’autres hypothèses supplé-
mentaires spécifiques à la nature de ce problème.
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Chapitre III

Problème de contact quasi-statique bilatéral
avec frottement en thermo-piézoélectricité

Dans ce chapitre, nous considérons un modèle mathématique décrivant le contact bilatéral
avec frottement entre un corps à comportement thermo-piézoélectrique linéaire et une fondation
thermiquement conductrice. Le processus est supposé quasi-statique et le contact est modélisé
avec une loi de frottement sec, dans lequel la chaleur générée par frottement au cours du
processus est prise en compte. Nous déduisons la formulation variationnelle du problème et
nous établissons l’existence d’une solution faible. Le résultat principal de ce chapitre a fait
l’objet d’un article publié dans le journal "Mathematical Methods in the Applied Sciences" [8].

1 Modèle mathématique

Dans cette section, nous supposons que le contact est bilatéral (uν = 0) couplé avec une loi
de frottement sec (II.16), et donc le problème mécanique considéré est le suivant :

Problème (P ). Trouver le champ des déplacements u : Ω× [0, T ]→ Rd, le potentiel électrique
ϕ : Ω× [0, T ]→ R et la température θ : Ω× [0, T ]→ R tels que :

σ = F ε(u)− E∗E(ϕ)−M θ dans Ω× (0, T ), (III.1)

D = E ε(u) + β E(ϕ) + P θ dans Ω× (0, T ), (III.2)

q = −K∇θ dans Ω× (0, T ), (III.3)

Div σ + f0 = 0 dans Ω× (0, T ), (III.4)

divD = φ0 dans Ω× (0, T ), (III.5)

θ̇ + div q = −M ε̇(u)− P Ė(ϕ) + q0 dans Ω× (0, T ), (III.6)
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u = 0 sur ΓD × (0, T ), (III.7)

σν = fN sur ΓN × (0, T ), (III.8)

uν = 0 sur ΓC × (0, T ), (III.9)
‖στ‖ 6 µ G( · , |Rσν(u, ϕ, θ)| )

‖στ‖ < µ G( · , |Rσν(u, ϕ, θ)| )⇒ u̇τ = 0

‖στ‖ = µ G(· , |Rσν(u, ϕ, θ)|)⇒ ∃λ ∈ R+, u̇τ = −λστ

sur ΓC × (0, T ), (III.10)

ϕ = 0 sur Γa × (0, T ), (III.11)

D · ν = φb sur Γb × (0, T ), (III.12)

θ = 0 sur ΓD ∪ ΓN × (0, T ), (III.13)

q · ν = −µ G( · , |Rσν(u, ϕ, θ)| ) Sc( · , ‖u̇τ‖ ) + kc(θ − θF ) sur ΓC × (0, T ), (III.14)

u( · , 0) = u0 , θ( · , 0) = θ0 , ϕ( · , 0) = ϕ0 dans Ω. (III.15)

2 Formulation variationnelle du problème

Utilisons le théorème de représentation de Riesz pour définir f : [0, T ]→ V , qe : [0, T ]→ W

et Θ : [0, T ]→ Q comme suit

(f, v)V =
∫

Ω
f0 v dx+

∫
ΓN

fN v da , ∀ v ∈ V, (III.16)

(qe, ξ)W =
∫

Ω
φ0 ξ dx−

∫
Γb
φb ξ da , ∀ ξ ∈ W, (III.17)

(Θ, η)L2(Ω) =
∫

Ω
q0 η dx+

∫
ΓC

kc θF η da , ∀ η ∈ Q. (III.18)

Nous considérons aussi j : X × V → R , χ : X × V ×Q→ R et ω : Q×Q→ R données par

j((u, ϕ, θ); v) =
∫

ΓC
µG(·, |Rσν(u, ϕ, θ)|) ‖vτ‖ da, (III.19)

χ((u, ϕ, θ); v; η) =
∫

ΓC
µG(·, |Rσν(u, ϕ, θ)|)Sc(·, ‖vτ‖) η da, (III.20)

ω(θ, η) =
∫

ΓC
kc θ η da, (III.21)

pour tout (u, ϕ, θ) ∈ X = V ×W ×Q, v ∈ V et η ∈ Q.
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De plus, nous introduisons les hypothèses suivantes sur les données initiales

u0 ∈ V et θ0 ∈ Q tel que pour tout (v, ξ) ∈ V ×W, on a

(Fε(u0), ε(v))H + (E∗∇ϕ0, ε(v))H − (Mθ0, ε(v))H + j(u0, ϕ0, θ0; v) > (f(0), v)V ,

(β∇ϕ0,∇ξ)H = (Eε(u0),∇ξ)H + (P θ0,∇ξ)H + (qe(0), ξ)W ,

Il existe T0 ∈ L2(Ω) telle que

(K∇θ0,∇η)H + ω(θ0, η)− (Θ(0), η)L2(Ω) = (T0, η)L2(Ω).

(III.22)

Selon toutes ces notations et par une procédure standard basée sur les formules de Green, nous
pouvons énoncer la formulation variationnelle du problème (P ), en termes de déplacement, de
potentiel électrique et de température (voir [21]).

Problème (PV ). Trouver le champ des déplacements u : [0, T ] → V , le potentiel électrique
ϕ : [0, T ]→ W et la température θ : [0, T ]→ Q tels que

(F ε(u), ε(v − u̇))H + (E∗∇ϕ, ε(v − u̇))H − (M θ, ε(v − u̇))H (III.23)

+ j((u, ϕ, θ), v)− j((u, ϕ, θ), u̇) > (f, v − u̇)V , ∀ v ∈ V,

(β∇ϕ,∇ξ)H − (Eε(u),∇ξ)H − (P θ,∇ξ)H = (qe, ξ)W , ∀ ξ ∈ W, (III.24)

(θ̇, η)L2(Ω) + (K∇θ,∇η)H + (M ε̇(u), η)L2(Ω) − (P ∇ϕ̇, η)L2(Ω) (III.25)

− χ((u, ϕ, θ); u̇; η) + ω(θ, η) = (Θ, η)L2(Ω), ∀ η ∈ Q,

u(·, 0) = u0 , θ(·, 0) = θ0 , ϕ( · , 0) = ϕ0 dans Ω. (III.26)

Le résultat d’existence principal que nous allons prouver dans la suite, est le suivant

Théorème III.1 Supposons que les hypothèses (H1)-(H8) et (III.22) sont vérifiées, alors, pour
un coefficient de frottement assez petit, le problème (PV ) a au moins une solution.

3 Résultat d’existence de la solution du problème discret

Le problème (PV ) peut être discrétisé dans le temps par un schéma implicite. Soit la
subdivision uniforme t0 = 0 < · · · < tn = T de l’intervalle de temps [0, T ] où ti = i∆t pour
i = 0, . . . , n et ∆t = T

n
. Pour toute fonction ω, on note ωi l’approximation de la valeur ω(ti)

et par ∆ωi la différence ωi+1 − ωi. Si ω est une fonction continue, nous utilisons la notation
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ωi = ω(ti). Dans chaque pas de temps, nous obtenons alors les problèmes incrémentales (PV i)
définis pour u(·, 0) = u0, ϕ(·, 0) = ϕ0 et θ(·, 0) = θ0 comme suit :

Problème (PV i). Trouver le champ des déplacements ui+1 ∈ V , le potentiel électrique ϕi+1 ∈
W et la température θi+1 ∈ Q tels que :

(F ε(ui+1), ε(v − ui+1))H + (E∗∇ϕi+1, ε(v − ui+1))H − (M θi+1, ε(v − ui+1))H (III.27)

+ j((ui+1, ϕi+1, θi+1), v − ui)− j((ui+1, ϕi+1, θi+1), ui+1 − ui) > (f i+1, v − ui+1)V ,∀v ∈ V,

(β∇ϕi+1,∇ξ)H − (Eε(ui+1),∇ξ)H − (P θi+1,∇ξ)H = (qi+1
e , ξ)W , ∀ ξ ∈ W, (III.28)

(θi+1, η)L2(Ω) + ∆t (K∇θi+1,∇η)H + (M ε(ui+1), η)L2(Ω) − (P ∇ϕi+1, η)L2(Ω)

−∆t χ((ui+1, ϕi+1, θi+1); u
i+1 − ui

∆t ; η) + ∆t ω(θi+1, η) (III.29)

= ∆t (Θi+1, η)L2(Ω) + (θi, η)L2(Ω) + (M ε(ui), η)L2(Ω) − (P ∇ϕi, η)L2(Ω) , ∀ η ∈ Q.

Nous définissons, pour tout z ∈ L2(ΓC), la fonction χz : Q→ R par

χz(η) =
∫

ΓC
z η, ∀η ∈ Q. (III.30)

Nous considérons le problème intermédiaire (PV i
z ) suivant, dans lequel z est supposé connu.

Problème (PV i
z ). Trouver le champ des déplacements ui+1 ∈ V , le potentiel électrique ϕi+1 ∈

W et la température θi+1 ∈ Q tels que :

(F ε(ui+1
z ), ε(v − ui+1

z ))H + (E∗∇ϕi+1
z , ε(v − ui+1

z ))H − (M θi+1
z , ε(v − ui+1

z ))H (III.31)

+ j((ui+1
z , ϕi+1

z , θi+1
z ), v − ui)− j((ui+1

z , ϕi+1
z , θi+1

z ), ui+1
z − ui) > (f i+1, v − ui+1

z )V , ∀ v ∈ V,

(β∇ϕi+1
z ,∇ξ)H − (Eε(ui+1

z ),∇ξ)H − (P θi+1
z ,∇ξ)H = (qi+1

e , ξ)W , ∀ ξ ∈ W, (III.32)

(θi+1
z , η)L2(Ω) + ∆t (K∇θi+1

z ,∇η)H + (M ε(ui+1
z ), η)L2(Ω) − (P ∇ϕi+1

z , η)L2(Ω)

+ ∆t ω(θi+1
z , η)−∆tχz(η) (III.33)

= ∆t (Θi+1, η)L2(Ω) + (θi, η)L2(Ω) + (M ε(ui), η)L2(Ω) − (P ∇ϕi, η)L2(Ω), ∀ η ∈ Q.

Soit Θi+1
z l’élément de Q défini pour tout η ∈ Q par

(Θi+1
z , η)Q = (∆t Θi+1, η)L2(Ω) + (θi, η)L2(Ω) + (M ε(ui), η)L2(Ω) − (P ∇ϕi, η)L2(Ω) + ∆t χz(η).
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Pour résoudre le problème (PV i
z ), soient X = V ×W ×Q et Y = L2(ΓC)d ×

(
L2(ΓC)

)2
, muni

des produits scalaires ci-dessous et de leurs normes euclidiennes ‖.‖X et ‖.‖Y donnés par

(x, y)X = (u, v)V + (ϕ, ξ)W + (θ, η)Q, (III.34)

(z, z′)Y = (z1, z
′
1)L2(ΓC)d + (z2, z

′
2)L2(ΓC) + (z3, z

′
3)L2(ΓC), (III.35)

pour tout x = (u, ϕ, θ), y = (v, ξ, η) ∈ X et z = (z1, z2, z3), z′ = (z′1, z′2, z′3) ∈ Y .

Ensuite, nous définissons les opérateurs A : X → X et B : X → X donnés par

(Ax, y)X = (F ε(u), ε(v))H + (∆t K∇θ,∇η)H + (β∇ϕ,∇ξ)H

+ (E∗∇ϕ, ε(v))H − (Eε(u),∇ξ)H , (III.36)

(Bx, y)X =− (P θ,∇ξ)H − (P ∇ϕ, η)L2(Ω) + (θ, η)L2(Ω) + ∆t ω(θ, η) (III.37)

− (M θ, ε(v))H + (M ε(u), η)L2(Ω) , ∀x = (u, ϕ, θ) , y = (v, ξ, η) ∈ X,

la fonctionnelle J : X ×X → R définie par

J(x, y) = j((u, ϕ, θ); v) , ∀x = (u, ϕ, θ) , y = (v, ξ, η) ∈ X, (III.38)

et l’élément f i+1
z de X donné par

f i+1
z = (f i+1, qi+1

e ,Θi+1
z ). (III.39)

Sous toutes ces notations, nous avons le lemme suivant :

Lemme III.1 Le problème (PV i
z ) est équivalent à trouver xi+1

z = (ui+1
z , ϕi+1

z , θi+1
z ) ∈ X tel

que pour tout y ∈ X, on a

(Axi+1
z , y − xi+1

z )X + (Bxi+1
z , y−xi+1

z )X + J(xi+1
z , y − xi)

− J(xi+1
z , xi+1

z − xi) > (f i+1
z , y − xi+1

z )X .
(III.40)

Preuve Soient xi+1
z = (ui+1

z , ϕi+1
z , θi+1

z ) ∈ X solution de (PV i
z ) et y = (v, ξ, η) ∈ X. Nous utili-

sons la fonction test ξ−ϕi+1
z dans (III.32) et η−θi+1

z dans (III.33). Nous ajoutons les inégalités
correspondantes à (III.31) et utilisons (III.36)-(III.39) pour trouver (III.40). Inversement, on
considère xi+1

z = (ui+1
z , ϕi+1

z , θi+1
z ) ∈ X solution de l’inégalité quasi-variationnelle (III.40). Si on

prend y = (v, ϕi+1
z , θi+1

z ) dans (III.40) et que v est un élément arbitraire de V , nous trouvons
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(III.31) et si nous prenons successivement y = (v, ϕi+1

z + ξ, θi+1
z ) et y = (v, ϕi+1

z − ξ, θi+1
z ) dans

(III.40) et ξ est un élément arbitraire de W , on en déduit (III.32). De la même manière, nous
prenons successivement y = (v, ϕi+1

z , θi+1
z + η) et y = (v, ϕi+1

z , θi+1
z − η) dans (III.40) et η est

un élément arbitraire de Q pour obtenir (III.33). Ainsi, le lemme est prouvé. �

En utilisant le lemme précédent, on obtient le résultat d’existence et d’unicité de la solution du
problème (PV i

z ) suivant.

Lemme III.2 Pour tout z ∈ L2(ΓC), le problème (PV i
z ) admet une unique solution

xi+1
z = (ui+1

z , ϕi+1
z , θi+1

z ) ∈ V ×W ×Q .

La preuve est basée sur le théorème I.11 et pour l’appliquer, nous acceptons l’inégalité suivante
µ̄L1cR max(c0, c1, c2) + 2MP 6 m. D’abord, nous étudierons les propriétés des opérateurs A, B
et la fonctionnelle J donnés par (III.36)-(III.37) et (III.38). Nous avons les lemmes suivants :

Lemme III.3 L’opérateur A : X → X est fortement monotone et Lipschitz continu.

Preuve. Soient x1 = (u1, ϕ1, θ1) et x2 = (u2, ϕ2, θ2) deux éléments de X. Utilisons (III.36), on
a

(Ax1 − Ax2, x1 − x2)X = (F ε(u1)− F ε(u2), ε(u1)− ε(u2))H

+(β∇ϕ1 − β∇ϕ2,∇ϕ1 −∇ϕ2)H + (∆t K∇θ1 −∆t K∇θ2,∇θ1 −∇θ2)H

+(E∗∇ϕ1 − E∗∇ϕ2, ε(u1)− ε(u2))H − (Eε(u1)− Eε(u2),∇ϕ1 −∇ϕ2)H .

Notons que (E∗∇ϕ, ε(u))H = (Eε(u),∇ϕ)H , alors on trouve

(Ax1 − Ax2, x1 − x2)X = (F ε(u1)− F ε(u2), ε(u1)− ε(u2))H

+(β∇ϕ1 − β∇ϕ2,∇ϕ1 −∇ϕ2)H + (∆t K∇θ1 −∆t K∇θ2,∇θ1 −∇θ2)H .

Combinons cette égalité avec les hypothèses (H1)-(H3), donc il existe une constante m > 0 qui
ne dépend que de F, β, K, Ω, ΓD,ΓN , Γa telle que

(Ax1 − Ax2, x1 − x2)X > m
(
‖u1 − u2‖2

V + ‖ϕ1 − ϕ2‖2
W + ‖θ1 − θ2‖2

Q

)
.

Ainsi, il découle de (III.34) que

(Ax1 − Ax2, x1 − x2)X > m ‖x1 − x2‖2
X . (III.41)
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De la même façon, les hypothèses (H1) et (H3) impliquent qu’il existe c4 > 0 telle que

(Ax1 − Ax2, y)X 6 c4
(
‖u1 − u2‖V ‖v‖V + ‖u1 − u2‖V ‖ξ‖W + ‖θ1 − θ2‖Q ‖η‖Q

+‖ϕ1 − ϕ2‖W ‖ξ‖W + ‖ϕ1 − ϕ2‖W ‖v‖V
)
.

Alors, nous obtenons

(Ax1 − Ax2, y)X 6 5c4 ‖x1 − x2‖X ‖y‖X , ∀y ∈ X.

Si on pose y = Ax1 − Ax2 et M = 5c4, nous trouvons

‖Ax1 − Ax2‖X 6M ‖x1 − x2‖X . (III.42)

Par conséquent, le lemme III.3 est établi. �

Ensuite, nous rappelons que la fonctionnelle J satisfait (h6). De plus, nous avons

Lemme III.4 La fonctionnelle J satisfait les hypothèses (J1), (J2) et (J3).

Preuve. Soient x = (u, ϕ, θ), η = (v, ξ, ω) ∈ X et λ ∈ ]0, 1]. Il résulte de (III.19) et (III.38)
que

1
λ

[
j(η, x− λx)− j(η, x)

]
= 1

λ

[∫
ΓC
µG(·, |Rσν(v, ξ, ω)|) (‖uτ − λuτ‖ − ‖uτ‖) da

]
= −

∫
ΓC
µG(·, |Rσν(v, ξ, ω)|) ‖uτ‖ da .

En utilisant (h7), nous déduisons que pour tout x = (u, ϕ, θ) et η = (v, ξ, ω) de X, nous avons

j
′

2(η, x;−x) 6 −
∫

ΓC
µG(·, |Rσν(v, ξ, ω)|) ‖uτ‖ da . (III.43)

Si {xn} = {(un, ϕn, θn)} ⊂ X et {tn} ⊂ ]0, 1] sont deux suites telles que ‖xn‖ → ∞, alors

j
′

2(tnxn, xn;−xn) 6 −
∫

ΓC
µG(·, |Rσν(tnun, tnϕn, tnθn)|) ‖uτ‖ da , ∀n ∈ N.

Puisque G > 0 p.p. sur ΓC , nous obtenons j
′
2(tnxn, xn;−xn) 6 0 pour tout n ∈ N, et alors

la condition (J1) est obtenue. Ensuite, nous allons prouver que J satisfait (J2). Soient {xn} et
{ηn} deux suites de X telles que

(∃C > 0)(∀n ∈ N), ‖ηn‖X 6 C et ‖xn‖ → ∞. (III.44)
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De (III.43) et (H6) (c), on peut voir que

j
′

2(ηn, xn;−xn) 6 µ̄ g∗
∫

ΓC
‖unτ‖ da 6 µ̄ g∗meas(ΓC)1/2 ‖unτ‖L2(ΓC) , ∀n ∈ N.

Prenant en compte (I.5) et (III.34), nous avons

j
′

2(ηn, xn;−xn) 6 µ̄ g∗ c0meas(ΓC)1/2 ‖xn‖X . (III.45)

Par suite, la fonctionnelle J satisfait la condition (J2). Finalement, soient {xn} = {(un, ϕn, θn)}
et {ηn} = {(vn, ξn, ωn)} deux suites de X telles que

xn ⇀ x = (u, ϕ, θ) ∈ X , ηn ⇀ η = (v, ξ, ω) ∈ X.

Rappelant la compacité de l’application trace, nous obtenons unτ → uτ et ‖unτ‖ → ‖uτ‖
dans L2(ΓC). Puisque l’opérateur R est compact et que la fonction G est continue, nous avons
G( · , |Rσν(un, ϕn, θn)|) → G( · , |Rσν(u, ϕ, θ)|) dans L2(ΓC). Par conséquent, nous utilisons la
définition de J pour conclure que

J(ηn, y)→ J(η, y) , ∀y ∈ X et J(ηn, xn)→ J(η, x),

ce qui conduit à la condition (J3). �

Lemme III.5 Si l’hypothèse (H6) est vérifiée, la fonctionnelle J vérifie l’inégalité suivante :

J(x, y)− J(x, x) + J(y, x)− J(y, y) 6 α ‖x− y‖2
X , ∀x, y ∈ X. (III.46)

Preuve. Soient x = (u, ϕ, θ) et y = (v, ξ, ω) de X. Utilisons (III.19) et (III.38), nous obtenons

J(x, y)− J(x, x) + J(y, x)− J(y, y)

=
∫

ΓC
µG(·, |Rσν(u, ϕ, θ)|) (‖vτ‖ − ‖uτ‖) da+

∫
ΓC
µG(·, |Rσν(v, ξ, η)|) (‖uτ‖ − ‖vτ‖) da

=
∫

ΓC
µ
[
G(·, |Rσν(v, ξ, η)|)−G(·, |Rσν(u, ϕ, θ)|)

]
(‖uτ‖ − ‖vτ‖) da.

Prenons α = µ̄L1cR max(c0, c1, c2), alors nous trouvons

J(x, y)− J(x, x) + J(y, x)− J(y, y) 6 µ̄ L1 cR ‖x− y‖2
Y 6 α ‖x− y‖2

X .

�
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Lemme III.6 L’opérateur B : X → X satisfait les conditions (h2), (h3) et (h5).

Preuve. En utilisant l’hypothèse (H2) (c) sur l’opérateur P , nous obtenons

(P θ,∇ϕ)H + (P ∇ϕ, θ)L2(Ω) = 2 (P θ,∇ϕ)H 6 2MP ‖∇ϕ‖H ‖θ‖L2(Ω) 6 2MP ‖ϕ‖W ‖θ‖Q.

Par conséquent, pour C = MP , nous déduisons (P θ,∇ϕ)H + (P ∇ϕ, θ)L2(Ω) 6 MP ‖x‖2
X et

alors
−(P θ,∇ϕ)H − (P ∇ϕ, θ)L2(Ω) > −C ‖x‖2

X . (III.47)

Combinons (III.47) avec (M θ, ε(u))H = (M ε(u), θ)L2(Ω) et (θ, θ)L2(Ω) + ∆t ω(θ, θ) > 0, alors

(Bx, x)X > −C ‖x‖2
X , ∀x ∈ X. (III.48)

Alors la condition (h2) est satisfaite. Maintenant, soit la suite xn = (un, ϕn, θn) de X telle que

xn = (un, ϕn, θn) ⇀ x = (u, ϕ, θ) ∈ X.

Il résulte de (III.35) et (III.37) qu’il existe une constante c6 > 0 telle que

(Bxn −Bx, y)X = −(P θn − P θ,∇ξ)H − (P ∇ϕn − P ∇ϕ, η)L2(Ω) + (θn − θ, η)L2(Ω)

+∆tω(θn − θ, η)− (M θn −M θ, ε(v))H + (M ε(un)−M ε(u), η)L2(Ω)

6 c6 ‖xn − x‖X ‖y‖X , ∀ y = (v, ξ, η) ∈ X.

Prenons y = Bxn −Bx dans l’inégalité précédente, on trouve que

‖Bxn −Bx‖X 6 c6 ‖xn − x‖X . (III.49)

D’autre part, de (III.40) où xi+1
z ∈ X est encore noté x ∈ X, on a

(Axn − Ax, xn − x)X + (Bxn −Bx, xn − x)X ≤ J(x, xn)− J(x, x) + J(xn, x)− J(xn, xn).

En appliquant (III.41), (III.48) et (III.46), nous obtenons (m−C) ‖xn−x‖2
X 6 µ̄ L1cR ‖xn−x‖2

Y .
Notons que α 6 m− C, on constate que α ‖xn − x‖2

X 6 µ̄ L1cR ‖xn − x‖2
Y et alors

‖xn − x‖X 6
√
µ̄L1cR
α

‖xn − x‖Y 6
√

1
max(c0, c1, c2) ‖xn − x‖Y . (III.50)
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Combinons (III.49) et (III.50), on en déduit que

‖Bxn −Bx‖X 6 c6

√
1

max(c0, c1, c2) ‖xn − x‖Y . (III.51)

L’application trace γ : X → Y étant compact, alors la convergence faible xn ⇀ x conduit
à la convergence forte xn → x dans Y . Ensuite, nous concluons que Bxn → Bx dans X
fortement pour une sous-suite, et donc la condition (h3) est prouvée. Enfin, pour tous éléments
x1 = (u1, ϕ1, θ1) et x2 = (u2, ϕ2, θ2) de X, l’équation (III.37) implique que

(Bx1 −Bx2, x2 − x1)X = 2 (P θ1 − P θ2,∇ϕ1 −∇ϕ2)H 6 β ‖x1 − x2‖X ,

où β = C = MP > 0. Or on a α + C 6 m, alors 0 6 β 6 m− α, ainsi (h5) est satisfaite. �

Maintenant, nous utilisons les lemmes III.1-III.6 et le théorème I.11 pour conclure que le pro-
blème (PV i

z ) admet une unique solution et qui est une fonction Lipschitzienne en zi+1 ∈ L2(ΓC).
Dans l’étape suivante, nous considérons l’opérateur Λ : L2(ΓC)→ L2(ΓC) défini par

Λzi+1 = µG(·, |Rσν(ui+1
z , ϕi+1

z , θi+1
z )|) SC(·, 1

∆t‖u
i+1
zτ − ui‖) , ∀ zi+1 ∈ L2(ΓC).

Soit {zi+1
k }k=1,2 ⊂ L2(ΓC) données et xi+1

zk
= (ui+1

zk
, ϕi+1

zk
, θi+1
zk

) la solution de (PV i
zk

), alors

Λzi+1
1 − Λzi+1

2

= µ
[
G(·, |Rσν(ui+1

z1 , ϕi+1
z1 , θi+1

z1 )|)−G(·, |Rσν(ui+1
z2 , ϕi+1

z2 , θi+1
z2 )|)

]
SC(·, 1

∆t‖u
i+1
z1τ − u

i‖)

+µG(·, |Rσν(ui+1
z2 , ϕi+1

z2 , θi+1
z2 )|)

[
SC(·, 1

∆t‖u
i+1
z1τ − u

i‖)− SC(·, 1
∆t‖u

i+1
z2τ − u

i‖)
]
.

Par conséquent, nous avons

‖Λzi+1
1 − Λzi+1

2 ‖L2(ΓC)

6
∥∥∥µ [G(·, |Rσν(ui+1

z1 , ϕi+1
z1 , θi+1

z1 )|)−G(·, |Rσν(ui+1
z2 , ϕi+1

z2 , θi+1
z2 )|)

]
SC(·, 1

∆t‖u
i+1
z1τ − u

i‖)
∥∥∥
L2(ΓC)

+
∥∥∥µG(·, |Rσν(ui+1

z2 , ϕi+1
z2 , θi+1

z2 )|)
[
SC(·, 1

∆t‖u
i+1
z1τ − u

i‖)− SC(·, 1
∆t‖u

i+1
z2τ − u

i‖)
] ∥∥∥

L2(ΓC)
.

Puisque xi+1
zk

est Lipschitzienne en zi+1
k , il résulte de (H6)-(H7) qu’il existe c7 > 0 telle que

‖Λzi+1
1 − Λzi+1

2 ‖L2(ΓC) 6 c7 µ̄ ‖zi+1
1 − zi+1

2 ‖L2(ΓC).
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Finalement, si µ̄ 6 µ0 = 1
c7
, nous déduisons, en utilisant le théorème de point fixe de Banach,

que l’opérateur Λ admet un unique point fixe zi+1
∗ et alors l’élément xi+1

z∗ = (ui+1
z∗ , ϕ

i+1
z∗ , θ

i+1
z∗ ) ∈ X

est une solution unique du problème (PV i). �

4 Étude de la convergence

Pour tout i = 0, . . . , n−1, considérons xi+1 = (ui+1, ϕi+1, θi+1) l’unique solution du problème
(PV i). Afin d’étudier la convergence de {xi+1}i=0,...,n−1 quand n→ +∞, nous introduisons les
fonctions continues suivantes définies sur [ti, ti+1] par

un(t) = ui + t− ti
∆t ∆ui , ϕn(t) = ϕi + t− ti

∆t ∆ϕi , θn(t) = θi + t− ti
∆t ∆θi, (III.52)

les fonctions constantes par morceaux suivantes définies sur (ti, ti+1] par

ūn(t) = ui+1 , ϕ̄n(t) = ϕi+1 , θ̄n(t) = θi+1 , ḡn(t) = gi+1, (III.53)

et la fonction g : [0, T ]→ X est donnée par

g = (f, qe, Θ̃) = (f, qe,∆tΘ) ∈ C([0, T ], X). (III.54)

Lemme III.7 Il existe deux constantes positives a1 et a2 telles que

‖xi+1‖X 6 a1

i+1∑
j=0
‖gj‖X + a2 . (III.55)

Preuve. En utilisant (III.36)-(III.38) et (III.31)-(III.33), on a

(Axi+1, y − xi+1)X + (Bxi+1, y − xi+1)X + J(xi+1, y − xi)− J(xi+1, xi+1 − xi)

−∆tχ̃(xi+1, y − xi+1) > (gi+1, y − xi+1)X + (θi, η − θi+1)L2(Ω)

+ (Mε(ui), η − θi+1)L2(Ω) − (P∇ϕi, η − θi+1)L2(Ω), ∀ y = (v, ξ, η) ∈ X,

(III.56)

où
χ̃(xi+1, y − xi+1) = χ((ui+1, ϕi+1, θi+1); u

i+1 − ui

∆t ; η − θi+1).
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Prenons y = 0 dans (III.56), on trouve que

(Axi+1, xi+1)X + (Bxi+1, xi+1)X
6 (gi+1, xi+1)X + J(xi+1, xi)− J(xi+1, xi+1 − xi) + ∆t χ̃(xi+1, xi+1)

+ (θi, θi+1)L2(Ω) + (M ε(ui), θi+1)L2(Ω) − (P ∇ϕi, θi+1)L2(Ω).

(III.57)

En utilisant (I.5), (III.19), (III.38) et l’hypothèse (H6)(c), donc

J(xi+1, xi)− J(xi+1, xi+1 − xi) = j((ui+1, ϕi+1, θi+1), ui)− j((ui+1, ϕi+1, θi+1), ui+1 − ui)

6
∫

ΓC
µG(·, |Rσν(ui+1, ϕi+1, θi+1)|) ‖ui+1

τ ‖ da (III.58)

6 c0 µ̄ g
∗meas(ΓC)1/2 ‖xi+1‖X .

De plus, on a

∆t χ̃(xi+1, xi+1) = ∆t χ((ui+1, ϕi+1, θi+1); u
i+1 − ui

∆t ; θi+1)

= ∆t
∫

ΓC
µG(·, |Rσν(ui+1, ϕi+1, θi+1)|) Sc(·,

1
∆t‖u

i+1
τ − uiτ‖)θi+1 da (III.59)

6 ∆t c2 µ̄ g
∗ S∗meas(ΓC)1/2 ‖xi+1‖X .

Combinons (III.41), (III.49) et (III.57)-(III.59), donc

α ‖xi+1‖2
X 6 ‖gi+1‖X ‖xi+1‖X + c0 µ̄ g

∗meas(ΓC)1/2 ‖xi+1‖X

+ c2 µ̄∆t g∗ S∗meas(ΓC)1/2 ‖xi+1‖X +
√

3 max(1,MP ,MM) ‖xi‖X ‖xi+1‖X .

Et par conséquent, on trouve que

α‖xi+1‖X 6 ‖gi+1‖X+
√

3 max(1,MP ,MM)‖xi‖X+c0µ̄g
∗meas(ΓC)1/2+c2µ̄∆tg∗ S∗meas(ΓC)1/2.

Alors, le lemme III.7 est établi. �

Lemme III.8 Si µ est suffisamment petit, alors il existe une constante a3 > 0 telle que

‖∆xi‖X ≤ a3

i∑
j=0
‖∆gj‖X . (III.60)
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Preuve. Prenons (III.56) pour ti+1 et ti, on obtient que pour tout y ∈ X

(Axi+1, y − xi+1)X + (Bxi+1, y − xi+1)X + J(xi+1, y − xi)− J(xi+1, xi+1 − xi)

−∆t χ̃(xi+1, y − xi+1) > (gi+1, y − xi+1)X + (θi, η − θi+1)L2(Ω)

+ (M ε(ui), η − θi+1)L2(Ω) − (P ∇ϕi, η − θi+1)L2(Ω),

(III.61)

et

(Axi, y − xi)X + (Bxi, y − xi)X + J(xi, y − xi−1)− J(xi, xi − xi−1)−∆tχ̃(xi, y − xi)

> (gi, y − xi)X + (θi−1, η − θi)L2(Ω) + (Mε(ui−1), η − θi)L2(Ω) − (P∇ϕi−1, η − θi)L2(Ω).

(III.62)

Prenons y = xi dans (III.61), y = xi+1 dans (III.62) et combinons les inégalités obtenues, il
vient que

(Axi+1 − Axi, xi+1 − xi)X + (Bxi+1 −Bxi, xi+1 − xi)X

6 (gi+1 − gi, xi+1 − xi)X + J(xi,∆xi + ∆xi−1)− J(xi,∆xi−1)− J(xi+1,∆xi)

+ χ̃(xi+1,∆xi)− χ̃(xi,∆xi) + (∆θi−1,∆θi)L2(Ω) + (Mε(ui)−Mε(ui−1),∆θi)L2(Ω)

− (P∇ϕi − P∇ϕi−1,∆θi)L2(Ω).

(III.63)

Ensuite, appliquons les propriétés de J et
∣∣∣|ui+1

τ −ui−1
τ |− |uiτ −ui−1

τ |
∣∣∣ 6 |ui+1

τ −uiτ |, on en déduit
que

J(xi,∆xi + ∆xi−1)− J(xi,∆xi−1) = j((ui, ϕi, θi),∆ui + ∆ui−1)− j((ui, ϕi, θi),∆ui−1)

6 j((ui, ϕi, θi),∆ui) = J(xi,∆xi),

et

J(xi,∆xi)− J(xi+1,∆xi) = j((ui, ϕi, θi),∆ui)− j((ui+1, ϕi+1, θi+1),∆ui)

=
∫

ΓC
µ
[
G(·, |Rσν(ui, ϕi, θi)|)−G(·, |Rσν(ui+1, ϕi+1, θi+1)|)

]
‖∆uiτ‖ da (III.64)

6 c0 µ̄ L1 cR max(c0, c1, c2) ‖∆xi‖2
X .
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D’autre part, on a

χ̃(xi+1,∆xi)− χ̃(xi,∆xi)

= χ((ui+1, ϕi+1, θi+1); u
i+1 − ui

∆t ; ∆θi)− χ((ui, ϕi, θi); u
i − ui−1

∆t ; ∆θi)

=
∫

ΓC
µ
[
G(·, |Rσν(ui+1, ϕi+1, θi+1)|)−G(·, |Rσν(ui, ϕi, θi)|)

]
Sc(·,

1
∆t‖u

i+1
τ − uiτ‖) ∆θi da

+
∫

ΓC
µG(·, |Rσν(ui, ϕi, θi)|)

[
Sc(·,

1
∆t‖u

i+1
τ − uiτ‖)− Sc(·,

1
∆t‖u

i
τ − ui−1

τ ‖)
]

∆θi da.

Et

χ̃(xi+1,∆xi)− χ̃(xi,∆xi)

6 c2µ̄S
∗L1cR max(c0, c1, c2) ‖∆xi‖2

X

+
∫

ΓC
µG(·, |Rσν(ui, ϕi, θi)|)

[
Sc(·, ‖∆uiτ‖)− Sc(·, ‖∆ui−1

τ ‖)
]

∆θi da

6 c2µ̄S
∗L1cR max(c0, c1, c2) ‖∆xi‖2

X + µ̄g∗L2

∫
ΓC
‖ui+1

τ − ui−1
τ ‖∆θi da

6 c2µ̄S
∗L1cR max(c0, c1, c2) ‖∆xi‖2

X + c0c2µ̄g
∗L2‖∆xi+1‖2

X + c0c2µ̄g
∗L2‖∆xi‖X ‖∆xi−1‖X .

Finalement, on trouve que

χ̃(xi+1,∆xi)− χ̃(xi,∆xi) 6 c2µ̄ S
∗L1cR max(c0, c1, c2) ‖∆xi‖2

X

+ c0c2µ̄ g
∗L2‖∆xi+1‖2

X + c0c2µ̄ g
∗L2‖∆xi‖X‖∆xi−1‖X . (III.65)

En utilisant (III.63)-(III.65), on obtient que

(m− C)‖∆xi‖2
X 6 ‖∆gi‖X ‖∆xi‖X + c0 c2 µ̄ g

∗ L2 ‖∆xi‖X ‖∆xi−1‖X

+ µ̄
[
∆t S∗ L1 c2 cR max(c0, c1, c2) + c0 c2 g

∗ L2
]
‖∆xi+1‖2

X

+
√

3 c2 max(1,MP ,MM) ‖∆xi‖X ‖∆xi−1‖X .

Par suite, il en résulte que
[
α− µ̄

(
∆t S∗L1c2cR max(c0, c1, c2) + c0c2g

∗L2
)]
‖∆xi‖2

X

6 ‖∆gi‖X ‖∆xi‖X + c0c2µ̄ g
∗L2‖∆xi‖X‖∆xi−1‖X +

√
3 c2 max(1,MP ,MM)‖∆xi‖X‖∆xi−1‖X .

Finalement, pour µ suffisamment petit, le lemme III.8 est prouvé. �
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Proposition III.2 À partir de (un), (ϕn) et (θn), on peut extraire des sous-suites, toujours
notées (un), (ϕn) et (θn) telles que

un → u faiblement ∗ dans L∞(0, T ;V ),

ϕn → ϕ faiblement ∗ dans L∞(0, T ;W ), (III.66)

θn → θ faiblement ∗ dans L∞(0, T ;Q).

u̇n → u̇ faiblement ∗ dans L∞(0, T ;V ),

ϕ̇n → ϕ̇ faiblement ∗ dans L∞(0, T ;W ), (III.67)

θ̇n → θ̇ faiblement ∗ dans L∞(0, T ;Q).

Preuve. De (III.54) et (H8), on peut facilement voir que g ∈ W 1,∞(0, T ;X) et alors, on a

‖gi‖X 6 ‖g‖L∞(0,T ;X) ,
∥∥∥∆gi

∆t
∥∥∥
X
6 ‖ġ‖L∞(0,T ;X). (III.68)

Soit xn = xi + t− ti
∆t ∆xi, il vient des lemmes III.7 et III.8 qu’il existe d > 0 telle que

‖xn‖W 1,∞(0,T ;X) 6 d. (III.69)

En se rappelant (III.34), nous en déduisons que

‖un‖W 1,∞(0,T ;V ) 6 d , ‖ϕn‖W 1,∞(0,T ;W ) 6 d et ‖θn‖W 1,∞(0,T ;Q) 6 d. (III.70)

Les suites (un), (ϕn) et (θn) sont uniformément bornées, respectivement dans W 1,∞(0, T ;V ),
W 1,∞(0, T ;W ) et W 1,∞(0, T ;Q). Ensuite, on peut en extraire encore des sous-suites notées
(un), (ϕn) et (θn) telles que (VI.15) et (VI.16). Ainsi, la proposition III.2 est prouvée. �

Proposition III.3 Il existe des sous-suites de (ūn), (ϕ̄n) et (θ̄n), encore notées (ūn), (ϕ̄n) et
(θ̄n) telles que

ūn(t)→ u(t) faiblement dans V,

ϕ̄n(t)→ ϕ(t) faiblement dans W, pour p.p t ∈ [0, T ]. (III.71)

θ̄n(t)→ θ(t) faiblement dans Q.

Preuve. Il découle de (III.68) que (ūn) est uniformément bornée dans L∞(0, T ;V ) et alors (ūn)
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converge faiblement ∗ pour une sous-suite dans L∞(0, T ;V ). De plus, on a

‖un(t)− ūn(t)‖V 6
T

n
‖u̇n(t)‖V , ∀ t ∈ [0, T ].

Cette inégalité combinée avec (III.70) conduit à

‖un(t)− ūn(t)‖L∞(0,T ;V ) 6 d
T

n
. (III.72)

On déduit donc de (III.72) que

(ūn)→ u faiblement ∗ pour une sous-suite dans L∞(0, T ;V ). (III.73)

D’autre part, (III.72), (III.73) et W 1,∞(0, T ;V ) ⊂ C(0, T ;V ) implique que

un(t)→ u(t) faiblement dans V p.p t ∈ [0.T ]. (III.74)

De (III.72)-(III.74), on trouve que p.p. t ∈ [0, T ], ūn(t) → u(t) faiblement dans V pour une
sous-suite, et par la même méthode, nous terminons la preuve. �

Remarque Soient f̄n(t) = f i+1, q̄en(t) = qi+1
e et Θ̄n(t) = Θi+1 pour tout t ∈ [ti, ti+1]. Sous

l’hypothèse (H8), on a f ∈ W 1,∞(0, T ;V ), qe ∈ W 1,∞(0, T ;W ) et Θ ∈ W 1,∞(0, T ;Q), et alors

f̄n → f forttement dans L2(0, T ;V ),

q̄e
n → qe forttement dans L2(0, T ;W ), (III.75)

Θ̄n → Θ forttement dans L2(0, T ;Q).

Proposition III.4 Le triplet (u, ϕ, θ) ∈ L2(0, T ;V ×W ×Q) est solution du problème (PV ).

Preuve. Après la substitution de v par ui + v∆t dans (III.31), nous le divisons par ∆t et, en
combinant les inégalités résultantes, on en déduit que le problème (PV i) peut s’écrire, pour
tout v ∈ L2(0, T ;V ), ξ ∈ L2(0, T ;W ) et η ∈ L2(0, T ;Q), comme suit :

(F ε(ūn(t)), ε(v(t))− ε( d
dt
un(t)))H + (E∗∇ϕ̄n(t), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))H

− (M θ̄n(t), ε(v(t))− ε( d
dt
un(t)))H + j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), v(t))
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− j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), d
dt
un(t)) > (f̄n(t), v(t)− d

dt
un(t))V ,

(β∇ϕ̄n(t),∇ξ(t))H − (Eε(ūn(t)),∇ξ(t))H − (P θ̄n(t),∇ξ(t))H = (q̄en(t), ξ)W ,

( d
dt
θn(t), η(t))L2(Ω) + (K∇θ̄n(t),∇η(t))H + (M ε( d

dt
un(t)), η(t))L2(Ω)

− (P ∇ d

dt
ϕn(t), η(t))L2(Ω) − χ((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)); d

dt
un(t); η(t)) + ω(θ̄n(t), η(t))

= (Θ̄n(t), η(t))L2(Ω).

En intégrant les deux côtés des inégalités précédentes sur [0, T ], on obtient

∫ T

0
(F ε(ūn(t)), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))Hdt+

∫ T

0
(E∗∇ϕ̄n(t), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))Hdt

−
∫ T

0
(M θ̄n(t), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))Hdt+

∫ T

0
j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), v(t)) dt

−
∫ T

0
j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), d

dt
un(t)) dt >

∫ T

0
(f̄n(t), v(t)− d

dt
un(t))V dt,∫ T

0
(β∇ϕ̄n(t),∇ξ(t))Hdt−

∫ T

0
(Eε(ūn(t)),∇ξ(t))Hdt−

∫ T

0
(P θ̄n(t),∇ξ(t))Hdt

=
∫ T

0
(q̄en(t), ξ)Wdt,∫ T

0
( d
dt
θn(t), η(t))L2(Ω)dt+

∫ T

0
(K∇θ̄n(t),∇η(t))Hdt+

∫ T

0
(M ε( d

dt
un(t)), η(t))L2(Ω)dt

−
∫ T

0
(P ∇ d

dt
ϕn(t), η(t))L2(Ω)dt−

∫ T

0
χ((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)); d

dt
un(t); η(t)) dt

+
∫ T

0
ω(θ̄n(t), η(t)) dt =

∫ T

0
(Θ̄n(t), η(t))L2(Ω)dt.

En ajoutant les inégalités précédentes, nous obtenons
∫ T

0
(F ε(ūn(t)), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))Hdt+

∫ T

0
(β∇ϕ̄n(t),∇ξ(t))Hdt

+
∫ T

0
(K∇θ̄n(t),∇η(t))Hdt+

∫ T

0
ω(θ̄n(t), η(t)) dt+

∫ T

0
( d
dt
θn(t), η(t))L2(Ω)dt

+
∫ T

0
(E∗∇ϕ̄n(t), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))Hdt−

∫ T

0
(Eε(ūn(t)),∇ξ(t))Hdt

−
∫ T

0
(M θ̄n(t), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))Hdt+

∫ T

0
(M ε( d

dt
un(t)), η(t))L2(Ω)dt (III.76)

−
∫ T

0
(P θ̄n(t),∇ξ(t))Hdt−

∫ T

0
(P ∇ d

dt
ϕn(t), η(t))L2(Ω)dt+

∫ T

0
j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), v(t)) dt

−
∫ T

0
j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), d

dt
un(t)) dt−

∫ T

0
χ((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)); d

dt
un(t); η(t)) dt

>
∫ T

0
(f̄n(t), v(t)− d

dt
un(t))V dt+

∫ T

0
(q̄en(t), ξ)W dt+

∫ T

0
(Θ̄n(t), η(t))L2(Ω) dt.
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Pour compléter la preuve de la proposition III.4, nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme III.9 Pour tout v ∈ L2(0, T ;V ), ξ ∈ L2(0, T ;W ) et η ∈ L2(0, T ;Q), on a

lim
n→∞

∫ T

0
(F ε(ūn(t)), ε(v(t)))Hdt =

∫ T

0
(F ε(u(t)), ε(v(t)))Hdt, (III.77)

lim
n→∞

∫ T

0
(E∗∇ϕ̄n(t), ε(v(t))− ε(u̇n(t)))Hdt =

∫ T

0
(E∗∇ϕ(t), ε(v(t))− ε(u̇(t)))Hdt, (III.78)

lim
n→∞

∫ T

0
(M θ̄n(t), ε(v(t))− ε(u̇n(t)))Hdt =

∫ T

0
(M θ(t), ε(v(t))− ε(u̇(t)))Hdt, (III.79)

lim
n→∞

∫ T

0
(β∇ϕ̄n(t),∇ξ(t))Hdt =

∫ T

0
(β∇ϕ(t),∇ξ(t))Hdt, (III.80)

lim
n→∞

∫ T

0
(Eε(ūn(t)),∇ξ(t))Hdt =

∫ T

0
(Eε(u(t)),∇ξ(t))Hdt, (III.81)

lim
n→∞

∫ T

0
(P θ̄n(t),∇ξ(t))Hdt =

∫ T

0
(P θ(t),∇ξ(t))Hdt, (III.82)

lim
n→∞

∫ T

0
( d
dt
θn(t), η(t))L2(Ω)dt =

∫ T

0
(θ̇(t), η(t))L2(Ω)dt, (III.83)

lim
n→∞

∫ T

0
(K∇θ̄n(t),∇η(t))Hdt =

∫ T

0
(K∇θ(t),∇η(t))Hdt, (III.84)

lim
n→∞

∫ T

0
(M ε( d

dt
un(t)), η(t))L2(Ω)dt =

∫ T

0
(M ε(u̇(t)), η(t))L2(Ω)dt, (III.85)

lim
n→∞

∫ T

0
(P ∇ d

dt
ϕn(t), η(t))L2(Ω)dt =

∫ T

0
(P ∇ϕ̇(t), η(t))L2(Ω)dt, (III.86)

lim
n→∞

∫ T

0
ω(θ̄n(t), η(t)) dt =

∫ T

0
ω(θ(t), η(t)) dt, (III.87)

lim
n→∞

∫ T

0
j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), v(t)) dt =

∫ T

0
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), v(t)) dt, (III.88)

lim
n→∞

∫ T

0
(f̄n(t), v(t)− d

dt
un(t))V dt =

∫ T

0
(f(t), v(t)− u̇(t))V dt, (III.89)

lim
n→∞

∫ T

0
(q̄en(t), ξ)Wdt =

∫ T

0
(qe(t), ξ)Wdt, (III.90)

lim
n→∞

∫ T

0
(Θ̄n(t), η(t))L2(Ω)dt =

∫ T

0
(Θ(t), η(t))L2(Ω)dt. (III.91)

Preuve. Tout d’abord, nous pouvons montrer que (voir [21, 54])

ūn ⇀ u faiblement dans L2(0, T, V ),

ϕ̄n ⇀ ϕ faiblement dans L2(0, T,W ),

θ̄n ⇀ θ faiblement dans L2(0, T,Q), (III.92)

u̇n ⇀ u̇ faiblement dans L2(0, T, V ),

ϕ̇n ⇀ ϕ̇ faiblement dans L2(0, T,W ),

θ̇n ⇀ θ̇ faiblement dans L2(0, T,Q).
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Ensuite, la preuve du lemme III.9 provient de (III.92). �

Lemme III.10 Pour tout v ∈ L2(0, T ;V ) et η ∈ L2(0, T ;Q), on a

lim inf
n→∞

∫ T

0
(F ε(ūn(t)), ε( d

dt
un(t)))Hdt >

∫ T

0
(F ε(u(t)), ε(u̇(t)))Hdt, (III.93)

lim inf
n→∞

∫ T

0
j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), d

dt
un(t)) >

∫ T

0
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), u̇(t)) dt, (III.94)

lim inf
n→∞

∫ T

0
χ((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)); d

dt
un(t); η(t)) dt >

∫ T

0
χ((u(t), ϕ(t), θ(t)); u̇(t); η(t)) dt.

(III.95)

Preuve. Pour montrer (III.93), on se réfère à [21] et pour (III.94), on écrit

j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), d
dt
un(t)) = j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), d

dt
un(t))− j((u(t), ϕ(t), θ(t)), d

dt
un(t))

+ j((u(t), ϕ(t), θ(t)), d
dt
un(t)),

et
∫ T

0
j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), d

dt
un(t))− j((u(t), ϕ(t), θ(t)), d

dt
un(t)) dt

6 µ̄ L1

∥∥∥R(σν(ūn, ϕ̄n, θ̄n)− σν(u, ϕ, θ)
)∥∥∥

L2(0,T ;L2(ΓC))
‖u̇nτ ‖L2(0,T ;L2(ΓC)d).

Comme l’opérateur R est compact, on a lim
n∞

R
(
σν(ūn, ϕ̄n, θ̄n)− σν(u, ϕ, θ)

)
= 0, et alors

lim inf
n→∞

∫ T

0
j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), d

dt
un(t))− j((u(t), ϕ(t), θ(t)), d

dt
un(t)) dt 6 0.

Ensuite, nous concluons que

lim inf
n→∞

∫ T

0
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), d

dt
un(t)) dt >

∫ T

0
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), u̇(t)) dt.

De la même manière, nous pouvons montrer (III.94) et terminons ainsi la preuve du lemme
III.10. �

Revenons à la preuve de la proposition III.4. En passant à la limite dans (III.76), on obtient

∫ T

0
(F ε(u(t)), ε(v(t))− ε(u̇(t)))Hdt+

∫ T

0
(β∇ϕ(t),∇ξ(t))Hdt+

∫ T

0
(K∇θ(t),∇η(t))Hdt
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−
∫ T

0
(Eε(u(t)),∇ξ(t))Hdt−

∫ T

0
(M θ(t), ε(v(t))− ε(u̇(t)))H dt+

∫ T

0
(M ε(u̇(t)), η(t))L2(Ω) dt

−
∫ T

0
(P θ(t),∇ξ(t))Hdt−

∫ T

0
(P ∇ϕ̇(t), η(t))L2(Ω)dt+

∫ T

0
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), v(t)) dt (III.96)

−
∫ T

0
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), u̇(t)) dt−

∫ T

0
χ((u(t), ϕ(t), θ(t)); u̇(t); η(t)) dt

>
∫ T

0
(f(t), v(t)− u̇(t))V dt+

∫ T

0
(qe(t), ξ(t))Wdt+

∫ T

0
(Θ(t), η(t))L2(Ω)dt.

En utilisant les mêmes techniques que dans la preuve du lemme III.1, nous trouvons que
∫ T

0
(F ε(u(t)), ε(v(t))− ε(u̇(t)))Hdt+

∫ T

0
(E∗∇ϕ(t), ε(v(t))− ε(u̇(t)))Hdt

−
∫ T

0
(M θ(t), ε(v(t))− ε(u̇(t)))Hdt+

∫ T

0
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), v(t)) dt

−
∫ T

0
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), u̇(t)) dt >

∫ T

0
(f(t), v(t)− u̇(t))V dt,∫ T

0
(β∇ϕ(t),∇ξ(t))Hdt−

∫ T

0
(Eε(u(t)),∇ξ(t))Hdt−

∫ T

0
(P θ(t),∇ξ(t))Hdt

=
∫ T

0
(qe(t), ξ(t))W dt,∫ T

0
(θ̇(t), η(t))L2(Ω)dt+

∫ T

0
(K∇θ(t),∇η(t))Hdt+

∫ T

0
(M ε(u̇(t)), η(t))L2(Ω)dt

−
∫ T

0
(P ∇ϕ̇(t), η(t))L2(Ω)dt−

∫ T

0
χ((u(t), ϕ(t), θ(t)); u̇(t); η(t)) dt

+
∫ T

0
ω(θ(t), η(t)) dt =

∫ T

0
(Θ(t), η(t))L2(Ω)dt.

Prenons

v(t) =

 v pour t ∈ (s, s+ λ),
u̇(t) sinon.

et ξ(t) = ξ , η(t) = η pour t ∈ (s, s+ λ).

Nous obtenons

1
λ

∫ s+λ

s
(F ε(u(t)), ε(v)− ε(u̇(t)))Hdt+ 1

λ

∫ s+λ

s
(E∗∇ϕ(t), ε(v)− ε(u̇(t)))Hdt

− 1
λ

∫ s+λ

s
(M θ(t), ε(v)− ε(u̇(t)))Hdt+ 1

λ

∫ s+λ

s
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), v) dt

− 1
λ

∫ s+λ

s
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), u̇(t)) dt > 1

λ

∫ s+λ

s
(f(t), v − u̇(t))V dt,
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1
λ

∫ s+λ

s
(β∇ϕ(t),∇ξ)Hdt−

1
λ

∫ s+λ

s
(Eε(u(t)),∇ξ)Hdt−

1
λ

∫ s+λ

s
(P θ(t),∇ξ)Hdt

= 1
λ

∫ s+λ

s
(qe(t), ξ)Wdt,

1
λ

∫ s+λ

s
(θ̇(t), η)L2(Ω)dt+ 1

λ

∫ s+λ

s
(K∇θ(t),∇η)Hdt+ 1

λ

∫ s+λ

s
(M ε(u̇(t)), η)L2(Ω)dt

− 1
λ

∫ s+λ

s
(P ∇ϕ̇(t), η)L2(Ω)dt−

1
λ

∫ s+λ

s
χ((u(t), ϕ(t), θ(t)); u̇(t); η(t)) dt

+ 1
λ

∫ s+λ

s
ω(θ(t), η) dt = 1

λ

∫ s+λ

s
(Θ(t), η)L2(Ω) dt.

En passant à la limite en s dans les inégalités ci-dessus, nous concluons par le théorème de
Lebesgue que le triplet (u, ϕ, θ) satisfait le problème (PV ), et ainsi, la proposition III.4 est
établie. �
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Chapitre IV

Problème de contact quasi-statique unilatéral
avec frottement en thermo-piézoélectricité

Ce chapitre traite un problème de contact unilatéral quasi-statique avec frottement entre
un corps thermo-piézoélectrique et une fondation thermiquement et électriquement conduc-
trice. Le matériau est supposé possséder un comportement thermo-électro-élastique linéaire et
le contact est modélisé par les conditions de Signorini, une loi de frottement sec et une condition
de conductivité électrique régularisée. Les effets de la chaleur due au frottement et à la conduc-
tivité thermique sont pris en considération. Afin de prouver l’existence d’une solution faible du
problème, une formulation discrétisée est obtenue en utilisant un schéma temporel implicite.
Plusieurs estimations pour les solutions incrémentales sont données, et ceci nous permettera
de passer à la limite en utilisant des résultats de compacité. Notons enfin que le contenu de ce
chapitre a fait l’objet d’un article accepté pour publication dans le journal "Indian Journal of
Pure and Applied Mathematics".

1 Modèle mathématique

Le problème mécanique qui modélise le contact unilatéral entre une fondation thermique-
ment, éléctriquement conductrice et un corps à comportement thermo-électro-elastique linéaire
avec frottement sec se formule sous la forme suivante :

Problème (P ). Trouver le champ des déplacements u : Ω× [0, T ]→ Rd, le potentiel électrique
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ϕ : Ω× [0, T ]→ R et la température θ : Ω× [0, T ]→ R tels que :

σ = F ε(u)− E∗E(ϕ)−M θ dans Ω× (0, T ), (IV.1)

D = E ε(u) + β E(ϕ) + P θ dans Ω× (0, T ), (IV.2)

q = −K∇θ dans Ω× (0, T ), (IV.3)

Div σ + f0 = 0 dans Ω× (0, T ), (IV.4)

divD = φ0 dans Ω× (0, T ), (IV.5)

θ̇ + div q = −M ε̇(u)− P Ė(ϕ) + q0 dans Ω× (0, T ), (IV.6)

u = 0 sur ΓD × (0, T ), (IV.7)

σν = fN sur ΓN × (0, T ), (IV.8)

σν(u, ϕ, θ) ≤ 0, (uν − g) ≤ 0, σν(u, ϕ, θ) (uν − g) = 0 sur ΓC × (0, T ), (IV.9)
‖στ‖ 6 µ G( · , |Rσν(u, ϕ, θ)| )

‖στ‖ < µ G( · , |Rσν(u, ϕ, θ)| )⇒ u̇τ = 0

‖στ‖ = µ G(· , |Rσν(u, ϕ, θ)|)⇒ ∃λ ∈ R+, u̇τ = −λστ

sur ΓC × (0, T ), (IV.10)

ϕ = 0 sur Γa × (0, T ), (IV.11)

D · ν = φb sur Γb × (0, T ), (IV.12)

D · ν = ψ(uν − g)φL(ϕ− ϕF ) sur ΓC × (0, T ), (IV.13)

θ = 0 sur ΓD ∪ ΓN × (0, T ), (IV.14)

q · ν = −µG(·, |Rσν(u, ϕ, θ)|)Sc(·, ‖u̇τ‖)

+kc(uν − g)φL(θ − θF ) sur ΓC × (0, T ), (IV.15)

u( · , 0) = u0 , θ( · , 0) = θ0 , ϕ( · , 0) = ϕ0 dans Ω. (IV.16)

2 Formulation variationnelle du problème

En utilisant le théorème de représentation de Riesz, nous définissons les fonctions f : [0, T ]→
V , qe : [0, T ]→ W et Θ : [0, T ]→ Q par les expressions suivantes :

(f, v)V =
∫

Ω
f0 v dx+

∫
ΓN

fNv da, ∀ v ∈ V, (IV.17)

(qe, ξ)W =
∫

Ω
φ0 ξ dx−

∫
Γb
φb ξ da, ∀ ξ ∈ W, (IV.18)

(Θ, η)L2(Ω) =
∫

Ω
q0 η dx, ∀ η ∈ Q. (IV.19)
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Soit X = V ×W ×Q, nous considérons les fonctionnelles j : X × V → R, χ : X × V ×Q→ R,
ω : V ×Q×Q→ R et ` : V ×W ×W → R données par

j
(
(u, ϕ, θ); v

)
=
∫

ΓC
µG(·, |Rσν(u, ϕ, θ)|) ‖vτ‖ da, (IV.20)

χ
(
(u, ϕ, θ); v; η

)
=
∫

ΓC
µG(·, |Rσν(u, ϕ, θ)|)Sc(·, ‖vτ‖) η da, (IV.21)

ω
(
(u, θ); η

)
=
∫

ΓC
kc(uν − g)φL(θ − θF ) η da, (IV.22)

`
(
(u, ϕ); ξ

)
=
∫

ΓC
ψ(uν − g)φL(ϕ− ϕF ) ξ da. (IV.23)

De plus, nous avons besoin des hypothèses supplémentaires sur les données initiales du problème

(H14)



(a) (u0, ϕ0, θ0) ∈ K1 ×W ×Q tels que

(F ε(u0), ε(v − u0))H + (E∗∇ϕ0, ε(v − u0))H − (M θ0, ε(v − u0))H + j(u0, ϕ0, θ0; v − u0)

> (f(0), v − u0)V , ∀ (v, ξ, η) ∈ K1 ×W ×Q,

(β∇ϕ0,∇ξ)H = (Eε(u0),∇ξ)H + (P θ0,∇ξ)H + (qe(0), ξ)W − `((u0, ϕ0); ξ).

(b) Il existe T0 ∈ L2(Ω), telle que

(K∇θ0,∇η)H + ω((u0, θ0), η)− (Θ(0), η)L2(Ω) = (T0, η)L2(Ω).

Enfin, nous acceptons la condition de petitesse suivante

(H15) LψLc0c1 +Mψc
2
1 +MP < m,

impliquant les constantes de trace c0 et c1, les constantes de bornitude et de Lipschitzianité de
ψ, la norme de P et les constantes de coercivité de F, β et K. Nous notons que cette condition
est considérée pour des raisons mathématiques et ne semble pas être lié à aucune contrainte
physique inhérentes au problème. Par suite, la suppression de cette condition reste une question
pour les recherches futures.

Par une procédure standard basée sur les formules de Green, nous dérivons la formulation
variationnelle du problème (P ).

Problème (PV ). Trouver le champ des déplacements u : [0, T ] → K1, le potentiel électrique

65



Chapitre IV. Problème de contact quasi-statique unilatéral avec frottement en
thermo-piézoélectricité
ϕ : [0, T ]→ W et la température θ : [0, T ]→ Q tels que pour tout (v, ξ, η) de V ×W ×Q, on a

(F ε(u), ε(v − u̇))H + (E∗∇ϕ, ε(v − u̇))H − (M θ, ε(v − u̇))H
+ j((u, ϕ, θ), v)− j((u, ϕ, θ), u̇) > (f, v − u̇)V + 〈σν(u, ϕ, θ), vν − u̇ν〉,

(IV.24)

〈σν(u, ϕ, θ), zν − uν〉 > 0 , ∀z ∈ K1, (IV.25)

(β∇ϕ,∇ξ)H − (Eε(u),∇ξ)H − (P θ,∇ξ)H + `((u, ϕ); ξ) = (qe, ξ)W , (IV.26)

(θ̇, η)L2(Ω) + (K∇θ,∇η)H + (M ε̇(u), η)L2(Ω) − (P ∇ϕ̇, η)L2(Ω),

− χ((u, ϕ, θ); u̇; η) + ω((u, θ), η) = (Θ, η)L2(Ω),
(IV.27)

u(·, 0) = u0 , θ(·, 0) = θ0 , ϕ(·, 0) = ϕ0 dans Ω. (IV.28)

Maintenant, nous énonçons notre résultat principal que nous prouverons dans la suite.

Théorème IV.1 Supposons (H1)-(H10) et (H14)-(H15) satisfaites, s’il existe µ∗ > 0 telle que

µ̄+ LψL+Mψ + LkcL+Mkc 6 µ∗,

alors, le problème (PV ) a au moins une solution.

Dans ce théorème, il n’est pas possible d’expliquer complètement la valeur de petitesse de la
relation µ∗, et donc de préciser la notion de frottement faible qui dépend des caractéristiques
du matériau. Physiquement, il semble que lorsque la valeur de µ∗ devienne importante, elle
favorise les phénomènes d’instabilité dus aux effets de collage/glissement ou de glissement
saccadé (succession d’états statiques et d’états de glissement).

3 Étude de l’existence de la solution du problème discret

Le problème (PV ) peut être discrétisé dans le temps par un schéma implicite. Soit t0 =
0 < t1 < · · · < tn = T une subdivision uniforme de l’intervalle de temps [0, T ] de pas ∆t = T

n

( ti = i∆t). Pour toute fonction ω, on note ωi l’approximation de ω à l’instant ti et par ∆ωi la
différence ωi+1−ωi. Pour une fonction continue ω(t), nous utilisons la notation ωi = ω(ti). Nous
considérons une suite de problèmes incrémentales (PV i) définie pour u(·, 0) = u0, ϕ(·, 0) = ϕ0

et θ(·, 0) = θ0 comme suit

Problème (PV i). Trouver le champ des déplacements ui+1 ∈ K1, le potentiel électrique ϕi+1 ∈
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W et la température θi+1 ∈ Q tels que

(Fε(ui+1), ε(v − ui+1))H + (E∗∇ϕi+1, ε(v − ui+1))H − (Mθi+1, ε(v − ui+1))H

+ j((ui+1, ϕi+1, θi+1), v − ui)− j((ui+1, ϕi+1, θi+1), ui+1 − ui) (IV.29)

> (f i+1, v − ui+1)V , ∀ v ∈ K1,

(β∇ϕi+1,∇ξ)H − (Eε(ui+1),∇ξ)H − (Pθi+1,∇ξ)H + `((ui+1, ϕi+1); ξ)

= (qi+1
e , ξ)W , ∀ ξ ∈ W, (IV.30)

(θi+1, η)L2(Ω) + ∆t(K∇θi+1,∇η)H + (Mε(ui+1), η)L2(Ω)

− (P∇ϕi+1, η)L2(Ω) −∆tχ((ui+1, ϕi+1, θi+1); u
i+1 − ui

∆t ; η) (IV.31)

+ ∆t ω((ui+1, θi+1), η) = ∆t (Θi+1, η)L2(Ω) + (θi, η)L2(Ω)

+ (Mε(ui), η)L2(Ω) − (P∇ϕi, η)L2(Ω), ∀ η ∈ Q.

Pour tout z1 ∈ L2(ΓC), z2 ∈ L2(ΓC) et z3 ∈ L2(ΓC), on définit les fonctionnelles

χz1(η) =
∫

ΓC
z1ηda, ωz2(η) =

∫
ΓC
z2ηda, ∀η ∈ Q, `z3(ξ) =

∫
ΓC
z3ξda, ∀ξ ∈ W. (IV.32)

Soit z = (z1, z2, z3) est supposé connu, nous construisons le problème suivant.

Problème (PV i
z ). Trouver le champ des déplacements ui+1

z ∈ K1, le potentiel électrique ϕi+1
z ∈

W et la température θi+1
z ∈ Q tels que

(Fε(ui+1
z ), ε(v − ui+1

z ))H + (E∗∇ϕi+1
z , ε(v − ui+1

z ))H − (Mθi+1
z , ε(v − ui+1

z ))H
+ j((ui+1

z , ϕi+1
z , θi+1

z ), v − ui)− j((ui+1
z , ϕi+1

z , θi+1
z ), ui+1

z − ui) (IV.33)

> (f i+1, v − ui+1
z )V , ∀ v ∈ K1,

(β∇ϕi+1
z ,∇ξ)H − (Eε(ui+1

z ),∇ξ)H − (Pθi+1
z ,∇ξ)H + `z3(ξ)

= (qi+1
e , ξ)W , ∀ ξ ∈ W, (IV.34)

(θi+1
z , η)L2(Ω) + ∆t (K∇θi+1

z ,∇η)H + (Mε(ui+1
z ), η)L2(Ω)

− (P∇ϕi+1
z , η)L2(Ω) + ∆t ωz2(η)−∆t χz1(η) = ∆t (Θi+1, η)L2(Ω) (IV.35)

+ (θi, η)L2(Ω) + (Mε(ui), η)L2(Ω) − (P∇ϕi, η)L2(Ω), ∀ η ∈ Q.
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Nous introduisons l’élément Θi+1

z de Q, défini comme suit

(Θi+1
z , η)Q = (∆tΘi+1, η)L2(Ω) + (θi, η)L2(Ω) + (Mε(ui), η)L2(Ω)

− (P∇ϕi, η)L2(Ω) + ∆t χz1(η)−∆t ωz2(η), ∀ η ∈ Q.

Soient X = V ×W ×Q et Y = L2(ΓC)d×L2(ΓC)2 les structures hilbertiennes produits définies
par

(x, y)X = (u, v)V + (ϕ, ξ)W + (θ, η)Q, (IV.36)

(z, z′)Y = (z1, z
′
1)L2(ΓC)d + (z2, z

′
2)L2(ΓC) + (z3, z

′
3)L2(ΓC), (IV.37)

et leurs normes euclidiennes associées ‖·‖X et ‖·‖Y . Nous considérons le sous-ensemble convexe
fermé non vide U = K1 ×W × Q de X et les opérateurs A : X → X et B : X → X donnés,
pour tout x = (u, ϕ, θ), y = (v, ξ, η) ∈ X, par

(Ax, y)X = (F ε(u), ε(v))H + (∆tK∇θ,∇η)H + (β∇ϕ,∇ξ)H
+ (E∗∇ϕ, ε(v))H − (Eε(u),∇ξ)H ,

(IV.38)

(Bx, y)X = − (P θ,∇ξ)H − (P ∇ϕ, η)L2(Ω) + (θ, η)L2(Ω)

− (M θ, ε(v))H + (M ε(u), η)L2(Ω).
(IV.39)

Nous définissons également la fonctionnelle J : X ×X → R et l’élément f i+1
z ∈ X par

J(x, y) = j((u, ϕ, θ); v), ∀x = (u, ϕ, θ), y = (v, ξ, η) ∈ X, (IV.40)

f i+1
z = (f i+1, qi+1

e − `z3(ξ),Θi+1
z ). (IV.41)

Sous toutes ces considérations, nous avons le lemme suivant.

Lemme IV.1 Le problème (PV i
z ) est équivalent au problème


Trouver xi+1

z = (ui+1
z , ϕi+1

z , θi+1
z ) ∈ U telle que

(Axi+1
z , y − xi+1

z )X + (Bxi+1
z , y − xi+1

z )X + J(xi+1
z , y − xi)

−J(xi+1
z , xi+1

z − xi) > (f i+1
z , y − xi+1

z )X , ∀ y ∈ U.

(IV.42)

Preuve. Cela peut être fait par les mêmes techniques que dans le chapitre III. �

En utilisant ce lemme, nous obtenons le résultat d’existence et d’unicité suivant.
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Lemme IV.2 Pour tout z de L2(ΓC)3, le problème (PV i
z ) admet une unique solution

xi+1
z = (ui+1

z , ϕi+1
z , θi+1

z ) ∈ U = K1 ×W ×Q.

La preuve de ce lemme est basée sur le théorème I.11, et pour appliquer le résultat abstrait
fourni par ce théorème, nous rappelons que l’inégalité (H15) implique que m−MP > 0, et donc,
pour µ̄ suffisamment petit, on peut avoir

(I) : µ̄LHcR max(c0, c1, c2) +MP < m.

Maintenant, commençons par examiner les propriétés des opérateurs A et B, ainsi que la fonc-
tionnelle J donnée par (IV.38)-(IV.40).

Lemme IV.3 L’opérateur A : X → X est fortement monotone et Lipschitz continu.

Preuve. Nous considérons deux éléments x1 et x2 de X, et nous utilisons les hypothèses (H1),
(H3) et la définition (IV.38) pour trouver qu’ils existent m > 0 et M > 0 telles que

(Ax1 − Ax2, x1 − x2)X > m ‖x1 − x2‖2
X , (IV.43)

‖Ax1 − Ax2‖X 6M ‖x1 − x2‖X . (IV.44)

Par conséquent, le lemme IV.3 est établi. �

Nous rappelons que la fonctionnelle J vérifie la condition (h6). De plus, nous avons

Lemme IV.4 La fonctionnelle J vérifie les hypothèses (J1), (J2) et (J3).

Preuve. Soient x = (u, ϕ, θ), η = (v, ξ, ω) ∈ X et λ ∈ ]0, 1]. Il résulte de la définition (IV.20)
et (IV.40) des fonctionnelles j et J que

1
λ

[
j(η, x− λx)− j(η, x)

]
= 1
λ

[∫
ΓC
µG(., |Rσν(v, ξ, ω)|) (‖uτ − λuτ‖ − ‖uτ‖) da

]

= −
∫

ΓC
µG(., |Rσν(v, ξ, ω)|) ‖uτ‖ da.

En utilisant (h7), nous déduisons que pour tout x = (u, ϕ, θ) et η = (v, ξ, ω) de X, on a

j
′

2(η, x;−x) 6 −
∫

ΓC
µG(., |Rσν(v, ξ, ω)|) ‖uτ‖ da. (IV.45)
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Ensuite, si {xn} = {(un, ϕn, θn)} ⊂ X et {tn} ⊂ ]0, 1] sont deux suites telles que ‖xn‖ → ∞,
alors

j
′

2(tnxn, xn;−xn) 6 −
∫

ΓC
µG(., |Rσν(tnun, tnϕn, tnθn)|) ‖uτ‖ da ∀n ∈ N.

Comme G > 0 p.p. sur ΓC , on trouve j ′2(tnxn, xn;−xn) 6 0, alors la condition (J1) est vérifiée.

Maintenant, nous allons prouver que la fonctionnelle J satisfait (J2), et pour cela, nous consi-
dérons {xn} et {ηn} deux suites de X telles que

‖ηn‖X 6 C, ∀n ∈ N, et ‖xn‖ → ∞, (IV.46)

où C est une constante positive. Appliquons (VI.45) et (H6) (c), on peut voir que

j
′

2(ηn, xn;−xn) 6 µ̄ g∗
∫

ΓC
‖unτ‖ da,

6 µ̄ g∗meas(ΓC) 1
2 ‖unτ‖L2(ΓC), ∀n ∈ N.

En prenant en compte les deux inégalités (I.5) et (IV.36), on trouve

j
′

2(ηn, xn;−xn) 6 µ̄ g∗c0meas(ΓC) 1
2 ‖xn‖X . (IV.47)

Donc la fonctionnelle J vérifie la condition (J2). Enfin, nous considérons deux suites {xn} =
{(un, ϕn, θn)} et {ηn} = {(vn, ξn, ωn)} de X telles que

xn ⇀ x = (u, ϕ, θ) ∈ X , ηn ⇀ η = (v, ξ, ω) ∈ X.

De la compacité de l’application trace, nous obtenons

unτ → uτ dans L2(ΓC), ‖unτ‖ → ‖uτ‖.

De plus, de la compacité de R et de la continuité de G, nous déduisons que

G(., |Rσν(un, ϕn, θn)|) → G(., |Rσν(u, ϕ, θ)|) dans L2(ΓC).

Et
J(ηn, y)→ J(η, y), ∀y ∈ X et J(ηn, xn)→ J(η, x).

La condition (J3) est donc obtenue. �
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Lemme IV.5 Si l’hypothèse (H6) est vérifiée, alors la fonctionnelle J satisfait

J(x, y)− J(x, x) + J(y, x)− J(y, y) 6 α ‖x− y‖2
X , ∀x, y ∈ X. (IV.48)

Preuve. Soient x = (u, ϕ, θ) et y = (v, ξ, ω) ∈ X, en utilisant (IV.20) et (IV.40), on obtient

J(x, y)− J(x, x) + J(y, x)− J(y, y)

=
∫

ΓC
µG(., |Rσν(u, ϕ, θ)|)(‖vτ‖ − ‖uτ‖) da+

∫
ΓC
µG(., |Rσν(v, ξ, η)|)(‖uτ‖ − ‖vτ‖) da

=
∫

ΓC
µ
[
G(., |Rσν(v, ξ, η)|)−G(., |Rσν(u, ϕ, θ)|)

]
(‖uτ‖ − ‖vτ‖) da.

Par conséquent, il découle des propriétés des fonctions µ, G et R que

J(x, y)− J(x, x) + J(y, x)− J(y, y) 6 µ̄L1cR ‖x− y‖2
Y . (IV.49)

Il existe donc une constante α = µ̄LGcR max(c0, c1, c2) > 0 telle que

J(x, y)− J(x, x) + J(y, x)− J(y, y) 6 α ‖x− y‖2
X .

Alors, le lemme IV.5 est prouvé. �

Lemme IV.6 L’opérateur B : X → X satisfait les conditions (h2), (h3) et (h5).

Preuve. En utilisant les hypothèses sur l’opérateur P (voir (H2)), nous obtenons

(Pθ,∇ϕ)H + (P∇ϕ, θ)L2(Ω) 6 2MP‖∇ϕ‖H‖θ‖L2(Ω) 6 2MP‖ϕ‖W‖θ‖Q 6MP ‖x‖2
X .

Comme (Mθ, ε(u))H = (Mε(u), θ)L2(Ω) et (θ, θ)L2(Ω) > 0, en utilisant (IV.41) nous trouvons

(Bx, x)X > −C ‖x‖2
X , ∀x ∈ X, (IV.50)

où C = MP , alors (h2) est prouvée. Ensuite, nous considérons la suite xn = (un, ϕn, θn) de X
telle que xn = (un, ϕn, θn) ⇀ x = (u, ϕ, θ) ∈ X dans X. Il résulte de (IV.38) et (IV.41) qu’il
existe une constante c6 > 0 telle que

(Bxn −Bx, y)X = −(Pθn − Pθ,∇ξ)H − (P∇ϕn − P∇ϕ, η)L2(Ω) + (θn − θ, η)L2(Ω)

− (Mθn −Mθ, ε(v))H + (Mε(un)−Mε(u), η)L2(Ω)

6 c6 ‖xn − x‖X ‖y‖X , ∀ y = (v, ξ, η) ∈ X.
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En prenant y = Bxn −Bx dans l’inégalité précédente, nous trouvons

‖Bxn −Bx‖X 6 c6 ‖xn − x‖X . (IV.51)

De plus, il découle de (IV.42), où xi+1
z ∈ X est toujours noté x ∈ X, que

(Axn − Ax, xn − x)X + (Bxn −Bx, xn − x)X 6 J(x, xn)− J(x, x) + J(xn, x)− J(xn, xn).

En appliquant les inégalités (IV.43), (IV.49) et (IV.50), on obtient

(m− C) ‖xn − x‖2
X 6 µ̄ L1cR ‖xn − x‖2

Y .

Rappelons que l’inégalité (I) peut être reécrite sous la forme α + C < m, alors

‖xn − x‖X 6
√
µ̄L1cR
α
‖xn − x‖Y 6

√
1

max(c0, c1, c2) ‖xn − x‖Y . (IV.52)

En combinant les deux inégalités (IV.51) et (IV.52), on en déduit

‖Bxn −Bx‖X 6 c6

√
1

max(c0, c1, c2) ‖xn − x‖Y . (IV.53)

Puisque l’application trace γ : X → Y est un opérateur compact, la convergence faible xn ⇀ x

conduit à la convergence forte xn → x dans Y , et donc Bxn → Bx fortement dans X pour
une sous-suite. Alors, la condition (h3) est prouvée. Et enfin, pour tout x1 = (u1, ϕ1, θ1) et
x2 = (u2, ϕ2, θ2) de X, il découle de (IV.41) que

(Bx1 −Bx2, x2 − x1)X = 2 (Pθ1 − Pθ2,∇ϕ1 −∇ϕ2)H 6 β ‖x1 − x2‖2
X ,

où β = C > 0. Comme α + C < m, alors 0 6 β < m− α, et donc (h5) est satisfaite. �

À présent, nous utilisons les lemmes IV.1-IV.6 et le théorème I.11 pour conclure que (PV i
z )

a une solution unique. De plus, il est facile de montrer que cette solution est une fonction
Lipschitzienne en zi+1 ∈ L2(ΓC)3.

Dans l’étape suivante, nous considérons l’opérateur Λ : L2(ΓC)3 → L2(ΓC)3 défini, pour tout
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z = (z1, z2, z3) ∈ L2(ΓC)3, comme suit

Λz = [µG(·, |Rσν(ui+1
z1 , ϕi+1

z1 , θi+1
z1 )|)Sc(·,

1
∆t‖u

i+1
z1τ − u

i‖) ;

ψ(uz2ν − g)φL(ϕi+1
z2 − ϕF ) ; kc(uz3ν − g)φL(θi+1

z3 − θF )].

Commençons par contrôler la quantité I =
∥∥∥Λz − Λz′

∥∥∥
L2(ΓC)3

, nous avons

I 6
∥∥∥∥µSc(·, 1

∆t‖u
i+1
z1τ − u

i‖)
[
G(·, |Rσν(ui+1

z1 , ϕi+1
z1 , θi+1

z1 )|)−G(·, |Rσν(ui+1
z′1
, ϕi+1

z′1
, θi+1
z′1

)|)
]∥∥∥∥
L2(ΓC)

+
∥∥∥∥µG(·, |Rσν(ui+1

z′1
, ϕi+1

z′1
, θi+1
z′1

)|
)[
Sc(·,

1
∆t‖u

i+1
z1τ − u

i‖)− Sc(·,
1

∆t‖u
i+1
z′1τ
− ui‖)

]∥∥∥∥
L2(ΓC)

+
∥∥∥[ψ(ui+1

z2ν − g)− ψ(ui+1
z′2ν
− g)

]
φL(ϕi+1

z2 − ϕF )
∥∥∥
L2(ΓC)

+
∥∥∥ψ(ui+1

z′2ν
− g)

[
φL(ϕi+1

z2 − ϕF )− φL(ϕi+1
z′2
− ϕF )

]∥∥∥
L2(ΓC)

+
∥∥∥[kc(ui+1

z3ν − g)− kc(ui+1
z′3ν
− g)

]
φL(θi+1

z3 − θF )
∥∥∥
L2(ΓC)

+
∥∥∥kc(ui+1

z′3ν
− g)

[
φL(θi+1

z3 − θF )− φL(θi+1
z′3
− θF )

]∥∥∥
L2(ΓC)

.

En utilisant les hypothèses (H4)-(H10) et que la solution xi+1
z est Lipschitz continue par rapport

à zi+1, on trouve qu’il existe une constante c7 > 0 telle que
∥∥∥Λz − Λz′

∥∥∥
L2(ΓC)3

6 c7 µ̄
∥∥∥z1 − z′1

∥∥∥
L2(ΓC)

+ (LψL+Mψ)
∥∥∥z2 − z′2

∥∥∥
L2(ΓC)

+ (LkcL+Mkc)
∥∥∥z3 − z′3

∥∥∥
L2(ΓC)

6 c7 (µ̄+ LψL+Mψ + LkcL+Mkc)
∥∥∥z − z′∥∥∥

L2(ΓC)3
.

Soit µ∗ = 1
c7
, donc si µ̄ + LψL + Mψ + LkcL + Mkc 6 µ∗, nous en déduisons que Λ est une

contraction, et d’après le théorème du point fixe de Banach l’opérateur Λ admet un point fixe
unique z∗. Par conséquent, xi+1

z∗ = (ui+1
z∗ , ϕ

i+1
z∗ , θ

i+1
z∗ ) ∈ X est la solution unique du problème

(PV i). �

4 Analyse asymptotique

Pour tout i = 0, · · · , n − 1, soit xi+1 = (ui+1, ϕi+1, θi+1) la solution unique de (PV i). Afin
d’étudier la convergence de {xi+1}06i6n−1 quand n → +∞, nous introduisons les fonctions
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continues suivantes définies sur [ti, ti+1] par

un(t) = ui + t− ti
∆t ∆ui, ϕn(t) = ϕi + t− ti

∆t ∆ϕi, θn(t) = θi + t− ti
∆t ∆θi, (IV.54)

ūn(t) = ui+1, ϕ̄n(t) = ϕi+1, θ̄n(t) = θi+1, ḡn(t) = gi+1, ∀ t ∈ (ti, ti+1], (IV.55)

où la fonction g : [0, T ]→ X est définie comme suit

g = (f, qe, Θ̃) = (f, qe,∆tΘ) ∈ C([0, T ], X). (IV.56)

Lemme IV.7 Il existe deux constantes positives a1 et a2 telles que

‖xi+1‖X 6 a1

i+1∑
j=0
‖gj‖X + a2. (IV.57)

Preuve. Prenons (IV.36)-(IV.41), il découle de (IV.33)-(IV.35) que

(Axi+1, y − xi+1)X + (Bxi+1, y − xi+1)X + J(xi+1, y − xi)− J(xi+1, xi+1 − xi)

−∆t χ̃(xi+1, y − xi+1) + ∆t ω̃(xi+1, y − xi+1) + ˜̀(xi+1, y − xi+1)

6 (gi+1, y − xi+1)X + (θi, η − θi+1)L2(Ω) + (Mε(ui), η − θi+1)L2(Ω)

− (P∇ϕi, η − θi+1)L2(Ω), ∀ y = (v, ξ, η) ∈ X,

(IV.58)

où les fonctionnelles χ̃, ω̃, ˜̀ : X ×X → R sont données par

χ̃(xi+1, y − xi+1) = χ((ui+1, ϕi+1, θi+1); u
i+1 − ui

∆t ; η − θi+1),

ω̃(xi+1, y − xi+1) = ω((ui+1, θi+1), η − θi+1),
˜̀(xi+1, y − xi+1) = `((ui+1, ϕi+1), ξ − ϕi+1).

En prenant y = 0 dans l’inégalité (IV.58), on trouve

(Axi+1, xi+1)X + (Bxi+1, xi+1)X
6 (gi+1, xi+1)X + J(xi+1, xi)− J(xi+1, xi+1 − xi)

+ ∆t χ̃(xi+1, xi+1) + ω̃(xi+1, xi+1) + ˜̀(xi+1, xi+1)

+ (θi, θi+1)L2(Ω) + (Mε(ui), θi+1)L2(Ω) − (P∇ϕi, θi+1)L2(Ω).

(IV.59)
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Ensuite, nous utilisons (I.5), (IV.20) et (IV.40), et l’hypothèse (H6)(c) pour obtenir

J(xi+1, xi)− J(xi+1, xi+1 − xi) 6
∫

ΓC
µG(., |Rσν(ui+1, ϕi+1, θi+1)|) ‖ui+1

τ ‖ da

6 c0 µ̄ g
∗ (meas(ΓC))1/2 ‖xi+1‖X ,

(IV.60)

et

∆t χ̃(xi+1, xi+1) 6 ∆t c2µ̄g
∗S∗ (meas(ΓC))1/2 ‖xi+1‖X , (IV.61)

∆t ω̃(xi+1, xi+1) 6 ∆t c2MψL(meas(ΓC)) 1
2 ‖xi+1‖X , (IV.62)

˜̀(xi+1, xi+1) 6 c1MkcL (meas(ΓC)) 1
2 ‖xi+1‖X . (IV.63)

Ensuite, nous combinons (IV.59)-(IV.63), (IV.43) et (IV.50) pour conclure que

α ‖xi+1‖X 6 ‖gi+1‖X +
√

3 max(1,MP ,MM)‖xi‖X
+ c0µ̄g

∗(meas(ΓC)) 1
2 + ∆t c2µ̄g

∗S∗(meas(ΓC)) 1
2

+ c2∆tMψL(meas(ΓC)) 1
2 + c1MkcL(meas(ΓC)) 1

2 .

Rappelant que la condition (H14) implique la bornitude de x0, alors on a (IV.57). �

Lemme IV.8 Pour µ̄ et ∆t suffisamment petits, il existe une constante a3 > 0 telle que

‖∆xi‖X 6 a3

i∑
j=0
‖∆gj‖X . (IV.64)

Preuve. Écrivons (IV.58) au temps ti+1 pour y = xi, et au temps ti pour y = xi+1, et combinons
les deux inégalités obtenues, il vient

(Axi+1 − Axi, xi+1 − xi)X + (Bxi+1 −Bxi, xi+1 − xi)X
6 (gi+1 − gi, xi+1 − xi)X + J(xi,∆xi + ∆xi−1)− J(xi,∆xi−1)

− J(xi+1,∆xi) + ∆tχ̃(xi+1,∆xi)−∆tχ̃(xi,∆xi) + ∆t ω̃(xi+1,∆xi)

−∆t ω̃(xi,∆xi) + ˜̀(xi+1,∆xi)− ˜̀(xi,∆xi) + (∆θi−1,∆θi)L2(Ω)

+ (Mε(ui)−Mε(ui−1),∆θi)L2(Ω) − (P∇ϕi − P∇ϕi−1,∆θi)L2(Ω).

(IV.65)

En utilisant les propriétés de J et l’inégalité suivante
∣∣∣|ui+1

τ − ui−1
τ | − |uiτ − ui−1

τ |
∣∣∣ 6 |ui+1

τ − uiτ |,
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on en déduit que

J(xi,∆xi + ∆xi−1)− J(xi,∆xi−1)

= j((ui, ϕi, θi),∆ui + ∆ui−1)− j((ui, ϕi, θi),∆ui−1)

6 j((ui, ϕi, θi),∆ui) = J(xi,∆xi),

et

J(xi,∆xi)− J(xi+1,∆xi)

= j((ui, ϕi, θi),∆ui)− j((ui+1, ϕi+1, θi+1),∆ui)

6 c0µ̄L1cR max(c0, c1, c2) ‖∆xi‖2
X .

(IV.66)

D’autre part, on a

∆tχ̃(xi+1,∆xi)−∆tχ̃(xi,∆xi)

6 c2µ̄cR S
∗L1 max(c0, c1, c2) ∆t‖∆xi‖2

X

+ c0c2µ̄ g
∗L2 ‖∆xi‖2

X + c0c2µ̄ g
∗L2 ‖∆xi‖X‖∆xi−1‖X ,

(IV.67)

ω̃(xi+1,∆xi)− ω̃(xi,∆xi) 6 (LkcL c0c2 +Mkcc
2
2) ‖∆xi‖2

X , (IV.68)

˜̀(xi+1,∆xi)− ˜̀(xi,∆xi) 6 (LψL c0c1 +Mψc
2
1) ‖∆xi‖2

X . (IV.69)

Ensuite, nous utilisons les inégalités (IV.65) - (IV.69) pour obtenir
[(
m− C − (LψLc0c1 +Mψc

2
1)
)
− µ̄∆tS∗L1cRc2 max(c0, c1, c2)

− µ̄L1cRc0 max(c0, c1, c2)− µ̄g∗L2c0c2 −∆t
(
LkcL c0c2 +Mkcc

2
2

)]
‖∆xi‖X

6 ‖∆gi‖X +
(
µ̄g∗L2c0c2 +

√
3 c2 max(1,MP ,MM)

)
‖∆xi−1‖X .

En utilisant (H14), nous obtenons que m − C − (LψLc0c1 + Mψc
2
1) > 0, et donc, pour un

coefficient de frottement µ̄ et ∆t = T
n
suffisamment petits, nous obtenons que

ϑi = (m− C − (LψLc0c1 +Mψc
2
1))− µ̄∆t g∗L1cRc2 max(c0, c1, c2)

− µ̄L1cRc0 max(c0, c1, c2)− µ̄g∗L2c0c2 −∆t(LkcL c0c2 +Mkcc
2
2) > 0.

En combinant avec la bornitude des conditions initiales, on obtient (IV.64). �

Proposition IV.2 À partir des suites (un), (ϕn) et (θn), nous pouvons extraire des sous-suites,
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encore notées (un), (ϕn) et (θn) telles que

un → u faiblement ∗ dans L∞(0, T ;V ),

ϕn → ϕ faiblement ∗ dans L∞(0, T ;W ), (IV.70)

θn → θ faiblement ∗ dans L∞(0, T ;Q),

u̇n → u̇ faiblement ∗ dans L∞(0, T ;V ),

ϕ̇n → ϕ̇ faiblement ∗ dans L∞(0, T ;W ), (IV.71)

θ̇n → θ̇ faiblement ∗ dans L∞(0, T ;Q).

Preuve. Cela peut être fait par les mêmes techniques que dans le chapitre III. �

Proposition IV.3 Il existe des sous-suites de (ūn), (ϕ̄n) et (θ̄n), encore notées (ūn), (ϕ̄n) et
(θ̄n), telles que, pour presque tout les t ∈ [0, T ], on a

ūn(t)→ u(t) faiblement dans V,

ϕ̄n(t)→ ϕ(t) faiblement dans W,

θ̄n(t)→ θ(t) faiblement dans Q.

(IV.72)

Preuve. Cela peut être fait par les mêmes techniques que dans le chapitre III. �

Remarque. Soient f̄n(t) = f i+1, q̄en(t) = qi+1
e et Θ̄n(t) = Θi+1 sur [ti, ti+1], alors, sous l’hy-

pothèse (H8), on a f ∈ W 1,∞(0, T ;V ), qe ∈ W 1,∞(0, T ;W ) et Θ ∈ W 1,∞(0, T ;Q). De plus, les
résultats de convergence suivants sont valables

f̄n → f forttement dans L2(0, T ;V ),

q̄e
n → qe forttement dans L2(0, T ;W ),

Θ̄n → Θ forttement dans L2(0, T ;Q).

(IV.73)

Proposition IV.4 Le triplet (u, ϕ, θ) ∈ V ×W ×Q est la solution du problème (PV ).

Preuve. Si nous substituons v par ui + v∆t dans (IV.29) et divisons l’inégalité résultante par
∆t, le problème (PV i) sera écrit pour tous v ∈ L2(0, T ;V ), ξ ∈ L2(0, T ;W ) et η ∈ L2(0, T ;Q)
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comme suit

(F ε(ūn(t)), ε(v(t))− ε( d
dt
un(t)))H + (E∗∇ϕ̄n(t), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))H

− (M θ̄n(t), ε(v(t))− ε( d
dt
un(t)))H + j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), v(t))

− j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), d
dt
un(t))

> (f̄n(t), v(t)− d

dt
un(t))V + 〈σν(ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), vν(t)− u̇nν (t)〉

(β∇ϕ̄n(t),∇ξ(t))H − (Eε(ūn(t)),∇ξ(t))H − (P θ̄n(t),∇ξ(t))H
+ `((ūn(t), ϕ̄n(t)), ξ(t) = (q̄en(t), ξ(t))W

( d
dt
θn(t), η(t))L2(Ω) + (K∇θ̄n(t),∇η(t))H + (M ε( d

dt
un(t)), η(t))L2(Ω)

− (P ∇ d

dt
ϕn(t), η(t))L2(Ω) − χ((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)); d

dt
un(t); η(t))

+ ω((ūn(t), θ̄n(t)), η(t)) = (Θ̄n(t), η(t))L2(Ω).

En intégrant les deux côtés des inégalités précédentes sur [0, T ], on obtient

∫ T

0

(
Fε(ūn(t)), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t))

)
H
dt+

∫ T

0

(
E∗∇ϕ̄n(t), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t))

)
H
dt

−
∫ T

0

(
Mθ̄n(t), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t))

)
H
dt

+
∫ T

0
j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), v(t)) dt−

∫ T

0
j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), d

dt
un(t)) dt

>
∫ T

0
(f̄n(t), v(t)− d

dt
un(t))V dt+

∫ T

0
〈σν(ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), vν(t)− u̇nν (t)〉 dt

∫ T

0
(β∇ϕ̄n(t),∇ξ(t))H dt−

∫ T

0
(Eε(ūn(t)),∇ξ(t))H dt−

∫ T

0
(P θ̄n(t),∇ξ(t))H dt

+
∫ T

0
`((ūn(t), ϕ̄n(t)), ξ(t) dt =

∫ T

0
(q̄en(t), ξ)W dt

∫ T

0
( d
dt
θn(t), η(t))L2(Ω) dt+

∫ T

0
(K∇θ̄n(t),∇η(t))H dt+

∫ T

0
(M ε( d

dt
un(t)), η(t))L2(Ω) dt

−
∫ T

0
(P ∇ d

dt
ϕn(t), η(t))L2(Ω) dt−

∫ T

0
χ((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)); d

dt
un(t); η(t)) dt

+
∫ T

0
ω((ūn(t), θ̄n(t)), η(t)) dt =

∫ T

0
(Θ̄n(t), η(t))L2(Ω) dt.
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En sommant les inégalités précédentes, on obtient
∫ T

0
(F ε(ūn(t)), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))Hdt+

∫ T

0
(β∇ϕ̄n(t),∇ξ(t))Hdt

+
∫ T

0
(K∇θ̄n(t),∇η(t))Hdt+

∫ T

0
ω((ūn(t), θ̄n(t)), η(t)) dt

+
∫ T

0
( d
dt
θn(t), η(t))L2(Ω)dt+

∫ T

0
(E∗∇ϕ̄n(t), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))H dt

−
∫ T

0
(Eε(ūn(t)),∇ξ(t))Hdt−

∫ T

0
(Mθ̄n(t), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))Hdt

−
∫ T

0
(P θ̄n(t),∇ξ(t))H dt−

∫ T

0
(P ∇ d

dt
ϕn(t), η(t))L2(Ω)dt (IV.74)

+
∫ T

0
(M ε( d

dt
un(t)), η(t))L2(Ω)dt+

∫ T

0
j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), v(t))dt

−
∫ T

0
j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), d

dt
un(t))dt+

∫ T

0
`((ūn(t), ϕ̄n(t)), ξ(t) dt

−
∫ T

0
χ((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)); d

dt
un(t); η(t)) dt

> (f̄n(t), v(t)− d

dt
un(t))V +

∫ T

0
(q̄en(t), ξ)W dt

+
∫ T

0
(Θ̄n(t), η(t))L2(Ω)dt+

∫ T

0
〈σν(ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), vν(t)− u̇nν (t)〉dt.

Pour compléter la preuve de la proposition IV.4, nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme IV.9 Pour v ∈ L2(0, T ;V ), ξ ∈ L2(0, T ;W ) et η ∈ L2(0, T ;Q), on a

lim
n→∞

∫ T

0
(F ε(ūn(t)), ε(v(t)))H dt =

∫ T

0
(F ε(u(t)), ε(v(t)))H dt, (IV.75)

lim
n→∞

∫ T

0
(E∗∇ϕ̄n(t), ε(v(t))− ε(u̇n(t)))Hdt

=
∫ T

0
(E∗∇ϕ(t), ε(v(t))− ε(u̇(t)))Hdt,

(IV.76)

lim
n→∞

∫ T

0
(M θ̄n(t), ε(v(t))− ε(u̇n(t)))H dt

=
∫ T

0
(M θ(t), ε(v(t))− ε(u̇(t)))H dt,

(IV.77)

lim
n→∞

∫ T

0
(β∇ϕ̄n(t),∇ξ(t))H dt =

∫ T

0
(β∇ϕ(t),∇ξ(t))H dt, (IV.78)

lim
n→∞

∫ T

0
(Eε(ūn(t)),∇ξ(t))H dt =

∫ T

0
(Eε(u(t)),∇ξ(t))H dt, (IV.79)

lim
n→∞

∫ T

0
(P θ̄n(t),∇ξ(t))H dt =

∫ T

0
(P θ(t),∇ξ(t))H dt, (IV.80)
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lim
n→∞

∫ T

0
( d
dt
θn(t), η(t))L2(Ω) dt =

∫ T

0
(θ̇(t), η(t))L2(Ω) dt, (IV.81)

lim
n→∞

∫ T

0
(K∇θ̄n(t),∇η(t))H dt =

∫ T

0
(K∇θ(t),∇η(t))H dt, (IV.82)

lim
n→∞

∫ T

0
(M ε( d

dt
un(t)), η(t))L2(Ω) dt =

∫ T

0
(M ε(u̇(t)), η(t))L2(Ω) dt, (IV.83)

lim
n→∞

∫ T

0
(P ∇ d

dt
ϕn(t), η(t))L2(Ω) dt =

∫ T

0
(P ∇ϕ̇(t), η(t))L2(Ω) dt, (IV.84)

lim
n→∞

∫ T

0
ω((ūn(t), θ̄n(t)), η(t)) dt =

∫ T

0
ω((u(t), θ(t)), η(t)) dt, (IV.85)

lim
n→∞

∫ T

0
`((ūn(t), ϕ̄n(t)), ξ(t) dt =

∫ T

0
`((u(t), ϕ(t)), ξ(t) dt, (IV.86)

lim
n→∞

∫ T

0
j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), v(t))dt

=
∫ T

0
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), v(t))dt,

(IV.87)

lim
n→∞

∫ T

0
(f̄n(t), v(t)− d

dt
un(t))V dt =

∫ T

0
(f(t), v(t)− u̇(t))V dt, (IV.88)

lim
n→∞

∫ T

0
(q̄en(t), ξ)W dt =

∫ T

0
(qe(t), ξ)W dt, (IV.89)

lim
n→∞

∫ T

0
(Θ̄n(t), η(t))L2(Ω) dt =

∫ T

0
(Θ(t), η(t))L2(Ω) dt. (IV.90)

Preuve. Cela peut être fait par les mêmes techniques que dans le chapitre III. �

Lemme IV.10 Pour tout v ∈ L2(0, T ;V ) et η ∈ L2(0, T ;Q), on a

lim inf
n→∞

∫ T

0
(F ε(ūn(t)), ε( d

dt
un(t)))H dt >

∫ T

0
(F ε(u(t)), ε(u̇(t)))H dt, (IV.91)

lim inf
n→∞

∫ T

0
j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), d

dt
un(t)) dt

>
∫ T

0
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), u̇(t)) dt,

(IV.92)

lim inf
n→∞

∫ T

0
χ((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)); d

dt
un(t); η(t)) dt

>
∫ T

0
χ((u(t), ϕ(t), θ(t)); u̇(t); η(t)) dt.

(IV.93)

Preuve. Cela peut être fait par les mêmes techniques que dans le chapitre III. �
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Nous revenons à la preuve de proposition IV.4. En passant à limite dans (IV.74), il vient que

∫ T

0
(Fε(u(t)), ε(v(t))− ε(u̇(t)))Hdt+

∫ T

0
(β∇ϕ(t),∇ξ(t))Hdt+

∫ T

0
(K∇θ(t),∇η(t))Hdt

+
∫ T

0
ω((u(t), θ(t)), η(t)) dt+

∫ T

0
(θ̇(t), η(t))L2(Ω) dt+

∫ T

0
(E∗∇ϕ(t), ε(v(t))− ε(u̇(t)))Hdt

−
∫ T

0
(Eε(u(t)),∇ξ(t))Hdt−

∫ T

0
(Mθ(t), ε(v(t))− ε(u̇(t)))Hdt

+
∫ T

0
(M ε(u̇(t)), η(t))L2(Ω)dt−

∫ T

0
(P θ(t),∇ξ(t))Hdt−

∫ T

0
(P ∇ϕ̇(t), η(t))L2(Ω)dt

+
∫ T

0
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), v(t)) dt−

∫ T

0
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), u̇(t)) dt (IV.94)

−
∫ T

0
χ((u(t), ϕ(t), θ(t)); u̇(t); η(t)) dt+

∫ T

0
`((u(t), ϕ(t)), ξ(t) dt

>
∫ T

0
(f(t), v(t)− u̇(t))V dt+

∫ T

0
(qe(t), ξ(t))Wdt

+
∫ T

0
(Θ(t), η(t))L2(Ω)dt+

∫ T

0
〈σν(u(t), ϕ(t), θ(t)), vν(t)− u̇ν(t)〉 dt.

En utilisant les mêmes techniques que dans la preuve du lemme (IV.1), nous trouvons

∫ T

0
(Fε(u(t)), ε(v(t))− ε(u̇(t)))Hdt+

∫ T

0
(E∗∇ϕ(t), ε(v(t))− ε(u̇(t)))Hdt

−
∫ T

0
(Mθ(t), ε(v(t))− ε(u̇(t)))Hdt+

∫ T

0
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), v(t))dt

−
∫ T

0
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), u̇(t)) dt

>
∫ T

0
(f(t), v(t)− u̇(t))V dt+

∫ T

0
〈σν(u(t), ϕ(t), θ(t)), vν(t)− u̇ν(t)〉dt,∫ T

0
(β∇ϕ(t),∇ξ(t))H dt−

∫ T

0
(Eε(u(t)),∇ξ(t))Hdt

−
∫ T

0
(Pθ(t),∇ξ(t))H dt+

∫ T

0
`((u(t), ϕ(t)), ξ(t)) dt

=
∫ T

0
(qe(t), ξ(t))W dt,∫ T

0
(θ̇(t), η(t))L2(Ω) dt+

∫ T

0
(K∇θ(t),∇η(t))H dt

+
∫ T

0
(M ε(u̇(t)), η(t))L2(Ω) dt−

∫ T

0
(P ∇ϕ̇(t), η(t))L2(Ω) dt

−
∫ T

0
χ((u(t), ϕ(t), θ(t)); u̇(t); η(t)) dt+

∫ T

0
ω((u(t), θ(t)), η(t)) dt

=
∫ T

0
(Θ(t), η(t))L2(Ω) dt.
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Posons dans les trois inégalités précédentes

v(t) =


v pour t ∈ (s, s+ λ)

u̇(t) sinon.
; ξ(t) = ξ , η(t) = η, ∀ t ∈ (s, s+ λ).

On obtient alors les inégalités suivantes

1
λ

∫ s+λ

s
(Fε(u(t)), ε(v)− ε(u̇(t)))Hdt+ 1

λ

∫ s+λ

s
(E∗∇ϕ(t), ε(v)− ε(u̇(t)))Hdt

− 1
λ

∫ s+λ

s
(Mθ(t), ε(v)− ε(u̇(t)))Hdt+ 1

λ

∫ s+λ

s
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), v)dt

− 1
λ

∫ s+λ

s
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), u̇(t))dt

>
1
λ

∫ s+λ

s
(f(t), v − u̇(t))V dt+ 1

λ

∫ s+λ

s
〈σν(u(t), ϕ(t), θ(t)), vν(t)− u̇ν(t)〉dt,

1
λ

∫ s+λ

s
(β∇ϕ(t),∇ξ)Hdt−

1
λ

∫ s+λ

s
(Eε(u(t)),∇ξ)Hdt

− 1
λ

∫ s+λ

s
(Pθ(t),∇ξ)Hdt+ 1

λ

∫ s+λ

s
`((u(t), ϕ(t)), ξ(t) dt

= 1
λ

∫ s+λ

s
(qe(t), ξ)Wdt,

et

1
λ

∫ s+λ

s
(θ̇(t), η)L2(Ω) dt+ 1

λ

∫ s+λ

s
(K∇θ(t),∇η)H dt

+ 1
λ

∫ s+λ

s
(M ε(u̇(t)), η)L2(Ω) dt−

1
λ

∫ s+λ

s
(P ∇ϕ̇(t), η)L2(Ω) dt

− 1
λ

∫ s+λ

s
χ((u(t), ϕ(t), θ(t)); u̇(t); η(t)) dt+ 1

λ

∫ s+λ

s
ω((u(t), θ(t)), η(t)) dt

= 1
λ

∫ s+λ

s
(Θ(t), η)L2(Ω) dt.

Passant à la limite en respectant s dans les inégalités ci-dessus, nous concluons en utilisant
le théorème de Lebesgue que (u, ϕ, θ) satisfait (IV.24), (IV.26) et (IV.27). De plus, l’inégalité
variationnelle (IV.29) conduit à

(Fε(ui+1), ε(v − ui+1))H + (E∗∇ϕi+1, ε(v − ui+1))H − (M θi+1, ε(v − ui+1))H
+ j((ui+1, ϕi+1, θi+1); v − ui+1) > (f i+1, v − ui+1)V , ∀v ∈ K1.
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De (IV.55), nous intégrons l’inégalité précédente pour trouver que

∫ T

0
(Fε(ūn(t)), ε(v(t)− ūn(t)))Hdt+

∫ T

0
(E∗∇ϕ̄n(t), ε(v(t)− ūn(t)))Hdt

−
∫ T

0
(Mθ̄n(t), ε(v(t)− ūn(t)))Hdt

+
∫ T

0
j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)); v(t)− ūn(t))dt

>
∫ T

0
(f̄n(t), v(t)− ūn(t))V dt,

pour tout v ∈ L2(0, T ;V ) tel que v(t) ∈ K1 p.p. t ∈ [0, T ]. Passant à la limite, il vient que

∫ T

0
(Fε(u(t)), ε(v(t)− u(t)))H dt+

∫ T

0
(E∗∇ϕ(t), ε(v(t)− u(t)))H dt

−
∫ T

0
(Mθ(t), ε(v(t)− u(t)))H +

∫ T

0
j((u(t), ϕ(t), θ(t)); v(t)− u(t)) dt

>
∫ T

0
(f(t), v(t)− u(t))V dt.

Ensuite, on en déduit que le triplet (u, ϕ, θ) satisfait l’inégalité suivante

(Fε(u), ε(v − u))H + (E∗∇ϕ, ε(v − u))H − (Mθ, ε(v − u))H
+ j((u, ϕ, θ); v − u) > (f, v − u)V ,

(IV.95)

pour tout v ∈ K1 p.p. t ∈ [0, T ]. Ensuite, nous appliquons la formule Green à l’inégalité (IV.95),
comme indiqué dans [21], pour obtenir que le triplet (u, ϕ, θ) satisfait (IV.25), et par conséquent,
(u, ϕ, θ) est une solution du problème (PV ). �
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Chapitre V

Analyse variationnelle d’un problème
quasi-statique de contact en

thermo-électro-élasticité avec compliance
normale

Dans ce chapitre, nous présentons l’existence d’une solution faible pour un problème thermo-
piézoélectrique quasi-statique qui décrit un contact avec frottement entre un corps déformable et
une fondation conductrice thermiquement et électriquement. Nous modélisons le comportement
du matériau avec une loi de comportement thermo-électro-élastique linéaire et le contact avec
une condition de compliance normale et une loi de frottement de type sec incluant les conditions
de conductivité électrique et thermique dans lesquelles la chaleur générée par frottement au
cours du processus est prise en compte. Le modèle se présente sous forme d’un système couplé
en déplacements, en potentiel électrique et en température. L’existence d’une solution faible est
obtenue à partir d’une inégalité quasi-variationnelle elliptique, d’une discrétisation temporelle
et d’un argument de point fixe de Banach. Notons enfin que le contenu de ce chapitre a fait
l’objet d’un article soumis pour publication dans le journal "Afrika Mathematica springer".

1 Modèle mathématique

Dans cette section, on suppose que le contact est en compliance normale, avec frottement
de type sec (II.16), et donc le problème mécanique considéré se formule comme suit :

Problème (P ). Trouver le champ des déplacements u : Ω× [0, T ]→ Rd, le potentiel électrique
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Chapitre V. Analyse variationnelle d’un problème quasi-statique de contact en
thermo-électro-élasticité avec compliance normale
ϕ : Ω× [0, T ]→ R et la température θ : Ω× [0, T ]→ R tels que :

σ = F ε(u)− E∗E(ϕ)−M θ dans Ω× (0, T ), (V.1)

D = E ε(u) + β E(ϕ) + P θ dans Ω× (0, T ), (V.2)

q = −K∇θ dans Ω× (0, T ), (V.3)

Div σ + f0 = 0 dans Ω× (0, T ), (V.4)

divD = φ0 dans Ω× (0, T ), (V.5)

θ̇ + div q = −M ε̇(u)− P Ė(ϕ) + q0 dans Ω× (0, T ), (V.6)

u = 0 sur ΓD × (0, T ), (V.7)

σν = fN sur ΓN × (0, T ), (V.8)

σν(u) = −pν(uν − g) sur ΓC × (0, T ), (V.9)
‖στ‖ 6 pτ (uν − g)

‖στ‖ < pτ (uν − g) =⇒ u̇τ = 0

‖στ‖ = pτ (uν − g) =⇒ (∃λ ∈ R+), u̇τ = −λστ

sur ΓC × (0, T ), (V.10)

ϕ = 0 sur Γa × (0, T ), (V.11)

D · ν = φb sur Γb × (0, T ), (V.12)

D · ν = ψ(uν − g)φL(ϕ− ϕF ) sur ΓC × (0, T ), (V.13)

θ = 0 sur ΓD ∪ ΓN × (0, T ), (V.14)

q · ν = −µ pν(uν − g) Sc( · , ‖u̇τ‖ ) + kc(uν − g)φL(θ − θF ) sur ΓC × (0, T ), (V.15)

u( · , 0) = u0 , θ( · , 0) = θ0 , ϕ( · , 0) = ϕ0 dans Ω. (V.16)

2 Formulation variationnelle du problème

Afin d’étudier le problème (P ), nous utilisant le théorème de représentation de Riesz, nous
définissons les fonctions f : [0, T ]→ V , qe : [0, T ]→ W , Θ : [0, T ]→ Q telles que

(f, v)V =
∫

Ω
f0 v dx+

∫
ΓN

fN v da , ∀ v ∈ V, (V.17)

(qe, ξ)W =
∫

Ω
φ0 ξ dx−

∫
Γb
φb ξ da , ∀ ξ ∈ W, (V.18)

(Θ, η)L2(Ω) =
∫

Ω
q0 η dx , ∀ η ∈ Q, (V.19)
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V.2 Formulation variationnelle du problème

les fonctionnelles j : V 2 → R , χ : V 2 ×Q→ R , ω : V ×Q2 → R et l : V ×W ×W tels que

j(u; v) =
∫

ΓC
pν(uν − g)vν da+

∫
ΓC

pτ (uν − g) ‖vτ‖ da , (V.20)

χ(u; v; η) =
∫

ΓC
µ pν(uν − g)Sc(·, ‖vτ‖) η da , (V.21)

ω((u, θ); η) =
∫

ΓC
kc(uν − g)φL(θ − θF ) η da , ∀ θ ∈ Q , ∀ η ∈ Q, (V.22)

l((u, ϕ); ξ) =
∫

ΓC
ψ(uν − g)φL(ϕ− ϕF ) ξ da , ∀ θ ∈ Q , ∀ η ∈ Q, (V.23)

pour tout (u, ϕ, θ) ∈ X, v ∈ V . Considérons l’hypothèse suivante sur les données initiales


u0 ∈ V et θ0 ∈ Q tels que pour tout (v, ξ) ∈ V ×W, on a

(F ε(u0), ε(v))H + (E∗∇ϕ0, ε(v))H − (M θ0, ε(v))H + j(u0; v) > (f(0), v)V ,

(β∇ϕ0,∇ξ)H = (Eε(u0),∇ξ)H + (P θ0,∇ξ)H + (qe(0), ξ)W − l((u0, ϕ0); ξ),

et il existe T0 ∈ L2(Ω) telle que

(K∇θ0,∇η)H + ω(u0, θ0, η)− (Θ(0), η)L2(Ω) = (T0, η)L2(Ω).

(V.24)

Selon ces notations et par une procédure standard basée sur les formules de Green, nous pouvons
énoncer la formulation variationnelle du problème (P ), sous la forme suivante :

Problème (PV ). Trouver le champ des déplacements u : [0, T ] → V , le potentiel électrique
ϕ : [0, T ]→ W et la température θ : [0, T ]→ Q tels que

(F ε(u), ε(v − u̇))H + (E∗∇ϕ, ε(v − u̇))H − (M θ, ε(v − u̇))H + j(u, v) (V.25)

− j(u, u̇) > (f, v − u̇)V , ∀ v ∈ V,

(β∇ϕ,∇ξ)H − (Eε(u),∇ξ)H − (P θ,∇ξ)H + l((u, ϕ); ξ) = (qe, ξ)W , ∀ ξ ∈ W, (V.26)

(θ̇, η)L2(Ω) + (K∇θ,∇η)H + (M ε̇(u), η)L2(Ω) − (P ∇ϕ̇, η)L2(Ω) (V.27)

− χ(u; u̇; η) + ω(u, θ; η) = (Θ, η)L2(Ω) , ∀ η ∈ Q.

u(·, 0) = u0 , ϕ(·, 0) = ϕ0, θ(·, 0) = θ0 dans Ω. (V.28)

Le résultat principal que nous prouverons dans les sections suivantes est le suivant :
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thermo-électro-élasticité avec compliance normale
Théorème V.1 Supposons (H1)-(H9) et (V.24) sont vérifiées, alors s’il existe L∗ > 0 telle que
µ̄+ Lτ + LψL+Mψ + LkcL+Mkc 6 L∗, alors le problème (PV ) a au moins une solution.

3 Résultat d’existence de la solution du problème discret

Le problème (PV ) peut être discrétisé en temps par un schéma implicite. Soit t0 = 0 <

t1 < · · · < tn = T une partition uniforme de l’intervalle de temps [0, T ] de pas ∆t = T
n

( ti = i∆t). Pour toute fonction ω, on note ωi l’approximation de ω à l’instant ti et par ∆ωi la
différence ωi+1−ωi. Pour une fonction continue ω(t), nous utilisons la notation ωi = ω(ti). Nous
considérons une suite de problèmes incrémentales (PV i) définie pour u(·, 0) = u0, ϕ(·, 0) = ϕ0

et θ(·, 0) = θ0 comme suit

Problème (PV i). Trouver le champ des déplacements ui+1 ∈ V , le potentiel électrique ϕi+1 ∈
W et la température θi+1 ∈ Q tels que :

(F ε(ui+1), ε(v − ui+1))H + (E∗∇ϕi+1, ε(v − ui+1))H − (M θi+1, ε(v − ui+1))H

+ j(ui+1, v − ui)− j(ui+1, ui+1 − ui) > (f i+1, v − ui+1)V , ∀ v ∈ V, (V.29)

(β∇ϕi+1,∇ξ)H − (Eε(ui+1),∇ξ)H − (P θi+1,∇ξ)H + l((ui+1, ϕi+1); ξ)

= (qi+1
e , ξ)W , ∀ ξ ∈ W, (V.30)

(θi+1, η)L2(Ω) + ∆t (K∇θi+1,∇η)H + (M ε(ui+1), η)L2(Ω) − (P ∇ϕi+1, η)L2(Ω)

−∆t χ(ui+1; u
i+1 − ui

∆t ; η) + ∆t ω(ui+1, θi+1, η) (V.31)

= ∆t (Θi+1, η)L2(Ω) + (θi, η)L2(Ω) + (M ε(ui), η)L2(Ω) − (P ∇ϕi, η)L2(Ω) , ∀ η ∈ Q.

Pour tout z1, z2, z3 ∈ L2(ΓC), nous définissons les fonctions suivantes

χz1(η) =
∫

ΓC
z1 η da, ωz2(η) =

∫
ΓC

z2 η da, `z3(ξ) =
∫

ΓC
z3 ξ da, (V.32)

pour tout η ∈ Q et ξ ∈ W . Ensuite, nous construisons le problème intermédiaire suivant dans
lequel z = (z1, z2, z3) est supposé connu.
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V.3 Résultat d’existence de la solution du problème discret

Problème (PV i
z ). Trouver le champ des déplacements ui+1

z ∈ V , le potentiel électrique ϕi+1
z ∈

W et la température θi+1
z ∈ Q tels que :

(F ε(ui+1
z ), ε(v − ui+1

z ))H + (E∗∇ϕi+1
z , ε(v − ui+1

z ))H − (M θi+1
z , ε(v − ui+1

z ))H

+ j((ui+1
z , ϕi+1

z , θi+1
z ), v − ui)− j((ui+1

z , ϕi+1
z , θi+1

z ), ui+1
z − ui) (V.33)

> (f i+1, v − ui+1
z )V , ∀ v ∈ V,

(β∇ϕi+1
z ,∇ξ)H − (Eε(ui+1

z ),∇ξ)H − (P θi+1
z ,∇ξ)H + `z3(ξ) = (qi+1

e , ξ)W , ∀ ξ ∈ W, (V.34)

(θi+1
z , η)L2(Ω) + ∆t (K∇θi+1

z ,∇η)H + (M ε(ui+1
z ), η)L2(Ω) − (P ∇ϕi+1

z , η)L2(Ω)

+ ∆t ωz2(η)−∆tχz1(η) (V.35)

= ∆t (Θi+1, η)L2(Ω) + (θi, η)L2(Ω) + (M ε(ui), η)L2(Ω) − (P ∇ϕi, η)L2(Ω) , ∀ η ∈ Q.

Nous considérons un élément Θi+1
z de Q défini pour tout η ∈ Q par

(Θi+1
z , η)Q =(∆t Θi+1, η)L2(Ω) + (θi, η)L2(Ω) + (M ε(ui), η)L2(Ω) − (P ∇ϕi, η)L2(Ω)

+ ∆t χz1(η)−∆t ωz2(η).

Pour résoudre le problème (PV i
z ), soient X = V ×W ×Q et Y = L2(ΓC)d ×

(
L2(ΓC)

)2
munis

par les produits scalaires suivants et les normes euclidiennes associés ‖.‖X et‖.‖Y tels que

(x, y)X = (u, v)V + (ϕ, ξ)W + (θ, η)Q, (V.36)

(z, z′)Y = (z1, z
′
1)L2(ΓC)d + (z2, z

′
2)L2(ΓC) + (z3, z

′
3)L2(ΓC), (V.37)

pour tout x = (u, ϕ, θ), y = (v, ξ, η) ∈ X et z = (z1, z2, z3), z′ = (z′1, z′2, z′3) ∈ Y .

Ensuite, nous définissons les opérateurs A : X → X et B : X → X donnés par

(Ax, y)X = (F ε(u), ε(v))H + (∆t K∇θ,∇η)H + (β∇ϕ,∇ξ)H (V.38)

+ (E∗∇ϕ, ε(v))H − (Eε(u),∇ξ)H ,

(Bx, y)X = −(P θ,∇ξ)H − (P ∇ϕ, η)L2(Ω) + (θ, η)L2(Ω) (V.39)

− (M θ, ε(v))H + (M ε(u), η)L2(Ω) , ∀x = (u, ϕ, θ) , y = (v, ξ, η) ∈ X,
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la fonctionnelle J : X ×X → R donnée par

J(x, y) = j(u; v) , ∀x = (u, ϕ, θ) , y = (v, ξ, η) ∈ X, (V.40)

et l’élément f i+1
z de X donné par

f i+1
z = (f i+1, qi+1

e − `z3(ξ),Θi+1
z ) . (V.41)

Par conséquent, nous avons le lemme suivant.

Lemme V.1 Le problème (PV i
z ) est équivalent au problème suivant


Trouver xi+1

z = (ui+1
z , ϕi+1

z , θi+1
z ) ∈ X telle que :

(Axi+1
z , y − xi+1

z )X + (Bxi+1
z , y − xi+1

z )X + J(xi+1
z , y − xi)

−J(xi+1
z , xi+1

z − xi) > (f i+1
z , y − xi+1

z )X , (∀ y ∈ X) .

(V.42)

Preuve. Cela peut être fait avec les mêmes techniques que dans [10]. �

En utilisant le lemme précédent, nous obtenons le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Lemme V.2 Pour tout z de (L2(ΓC))3, le problème (PV i
z ) admet une solution unique

xi+1
z = (ui+1

z , ϕi+1
z , θi+1

z ) ∈ V ×W ×Q .

Afin de prouver ce lemme, nous utilisons le théorème I.11 en prenant en compte l’inégalité
mathématique c2

0(Lν + Lτ ) + 2MP 6 m. Nous commençons par étudier les propriétés des
opérateurs A, B et les fonctionnelles J données par (V.40)-(V.20).

Lemme V.3 L’opérateur A : X → X est fortement monotone et Lipschitz continu.

Preuve. Nous considérons x1 = (u1, ϕ1, θ1) et x2 = (u2, ϕ2, θ2) de X. D’après (V.38), on a

(Ax1 − Ax2, x1 − x2)X = (F ε(u1)− F ε(u2), ε(u1)− ε(u2))H

+(β∇ϕ1 − β∇ϕ2,∇ϕ1 −∇ϕ2)H + (∆t K∇θ1 −∆t K∇θ2,∇θ1 −∇θ2)H

+(E∗∇ϕ1 − E∗∇ϕ2, ε(u1)− ε(u2))H − (Eε(u1)− Eε(u2),∇ϕ1 −∇ϕ2)H .
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V.3 Résultat d’existence de la solution du problème discret

Comme (E∗∇ϕ, ε(u))H = (Eε(u),∇ϕ)H , il vient que

(Ax1 − Ax2, x1 − x2)X = (F ε(u1)− F ε(u2), ε(u1)− ε(u2))H

+(β∇ϕ1 − β∇ϕ2,∇ϕ1 −∇ϕ2)H + (∆t K∇θ1 −∆t K∇θ2,∇θ1 −∇θ2)H .

Combiné avec les hypothèses (H1) et (H3), donc il existe m > 0 dépendant de F, β, K, Ω, ΓD,
ΓN et Γa telle que

(Ax1 − Ax2, x1 − x2)X > m
(
‖u1 − u2‖2

V + ‖ϕ1 − ϕ2‖2
W + ‖θ1 − θ2‖2

Q

)
.

Ainsi, il découle de (V.36) que

(Ax1 − Ax2, x1 − x2)X > m ‖x1 − x2‖2
X . (V.43)

De la même manière, les hypothèses H1 et H3 impliquent qu’il existe c4 > 0 telle que

(Ax1 − Ax2, y)X 6 c4
(
‖u1 − u2‖V ‖v‖V + ‖u1 − u2‖V ‖ξ‖W

+‖θ1 − θ2‖Q ‖η‖Q + ‖ϕ1 − ϕ2‖W ‖ξ‖W + ‖ϕ1 − ϕ2‖W ‖v‖V
)
.

Alors, on trouve que

(Ax1 − Ax2, y)X 6 5 c4 ‖x1 − x2‖X ‖y‖X , ∀y ∈ X .

Si nous mettons y = Ax1 − Ax2 et M = 5 c4, alors

‖Ax1 − Ax2‖X 6M ‖x1 − x2‖X . (V.44)

Par suite, le lemme V.3 est établi. �

Rappelons que la fonctionnelle J définie par (V.40) et (V.20) satisfait (h6), et on a

Lemme V.4 La fonctionnelle J vérifie les hypothèses (J1), (J2) et (J3).

Preuve. La preuve de ce lemme peut être trouvée dans [11]. �

Lemme V.5 Si (H6) est satisfaite, alors la fonctionnelle J vérifie l’inégalité suivante

J(x, y)− J(x, x) + J(y, x)− J(y, y) 6 α ‖x− y‖2
X , ∀x, y ∈ X. (V.45)

Preuve. La preuve de ce lemme peut être trouvée dans [11] avec α = c2
0(Lν + Lτ ). �

Lemme V.6 L’opérateur B : X → X satisfait les conditions (h2), (h3) et (h5).
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Preuve. En utilisant les hypothèses sur P (voir (H2)), on obtient

(P θ,∇ϕ)H + (P ∇ϕ, θ)L2(Ω) = 2 (P θ,∇ϕ)H 6 2MP ‖∇ϕ‖H ‖θ‖L2(Ω)

6 2MP ‖ϕ‖W ‖θ‖Q 6 C ‖x‖2
X ,

où C = 2MP . Alors
−(P θ,∇ϕ)H − (P ∇ϕ, θ)L2(Ω) > −C ‖x‖2

X . (V.46)

Combiné avec (M θ, ε(u))H = (M ε(u), θ)L2(Ω) et (θ, θ)L2(Ω) > 0, nous obtenons

(Bx, x)X > −C ‖x‖2
X , ∀x ∈ X, (V.47)

et alors la condition (h2) est satisfaite. Ensuite, soit xn = (un, ϕn, θn) une la suite de X telle
que

xn = (un, ϕn, θn) ⇀ x = (u, ϕ, θ) ∈ X.

Il découle de (V.37) et (V.40) qu’il existe une constante c6 > 0 telle que

(Bxn −Bx, y)X = −(P θn − P θ,∇ξ)H − (P ∇ϕn − P ∇ϕ, η)L2(Ω) + (θn − θ, η)L2(Ω)

−(M θn −M θ, ε(v))H + (M ε(un)−M ε(u), η)L2(Ω)

6 c6 ‖xn − x‖X ‖y‖X , ∀ y = (v, ξ, η) ∈ X.

Posons y = Bxn −Bx dans l’inégalité précédente, nous avons

‖Bxn −Bx‖X 6 c6 ‖xn − x‖X . (V.48)

D’autre part, il vient de (V.43) où xi+1
z ∈ X est encore notée x ∈ X, que

(Axn − Ax, xn − x)X + (Bxn −Bx, xn − x)X ≤ J(x, xn)− J(x, x) + J(xn, x)− J(xn, xn).

En utilisant (V.44), (V.46) et (V.48), on obtient

(m− C) ‖xn − x‖2
X 6 (Lν + Lτ ) ‖xn − x‖2

Y ,

et comme α 6 (m− C), on a α ‖xn − x‖2
X 6 (Lν + Lτ ) ‖xn − x‖2

Y , alors

‖xn − x‖X 6
√

(Lν + Lτ )
α

‖xn − x‖Y 6
1
c0
‖xn − x‖Y . (V.49)
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En combinant (V.48) et (V.48), nous déduisons que

‖Bxn −Bx‖X 6
1
c0
‖xn − x‖Y . (V.50)

Comme l’opérateur trace γ : X → Y est compact, la convergence faible xn ⇀ x conduit à la
forte convergence xn → x dans Y . Nous concluons donc que Bxn → Bx dans X fortement
pour une sous-suite et que cela prouve la condition (h3). Enfin, pour tout x1 = (u1, ϕ1, θ1),
x2 = (u2, ϕ2, θ2) de X, (V.38) implique que

(Bx1 −Bx2, x2 − x1)X = 2 (P θ1 − P θ2,∇ϕ1 −∇ϕ2)H

6 C ‖x1 − x2‖X

6 β ‖x1 − x2‖X ,

où β = C > 0, et comme α + C 6 m, alors 0 6 β 6 m− α, et ainsi (h5) est satisfaite.

Finalement, en utilisant les lemmes V.1 - V.6 et le théorème I.11 pour déduire que le problème
PV i

z admet une solution unique et il est facile de montrer que cette solution est Lipschitz
continue par rapport à zi+1 ∈ L2(ΓC)3.

Dans l’étape suivante, nous considérons l’opérateur suivant

Λ : L2(ΓC)× L2(ΓC)× L2(ΓC)→ L2(ΓC)× L2(ΓC)× L2(ΓC),

tel que pour tout z = (z1, z2, z3) ∈ L2(ΓC)3, on a

Λz =
[
pτ (ui+1

z1ν − g) SC(·, 1
∆t‖u

i+1
z1τ − u

i‖);ψ(uz2ν − g)φL(ϕi+1
z2 − ϕF ); kc(uz3ν − g)φL(θi+1

z3 − θF )
]
.

Soit I =
∥∥∥Λzi+1

1 − Λzi+1
2

∥∥∥
L2(ΓC)3

, on a

I 6
∥∥∥[pτ (ui+1

z1ν − g)− pτ (ui+1
z′1ν
− g)

]
SC(·, 1

∆t‖u
i+1
z1τ − u

i‖)
∥∥∥
L2(ΓC)

+
∥∥∥µ pν(ui+1

z′1ν
− g)

[
SC( · , 1

∆t‖u
i+1
z1τ − u

i‖)− SC( · , 1
∆t‖u

i+1
z′1τ
− ui‖)

]∥∥∥
L2(ΓC)

+
∥∥∥ [ψ(ui+1

z2ν − g)− ψ(ui+1
z′2ν
− g)

]
φL(ϕi+1

z2 − ϕF )
∥∥∥
L2(ΓC)

+
∥∥∥ ψ(ui+1

z′2ν
− g)

[
φL(ϕi+1

z2 − ϕF )− φL(ϕi+1
z′2
− ϕF )

] ∥∥∥
L2(ΓC)
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+
∥∥∥ [kc(ui+1

z3ν − g)− kc(ui+1
z′3ν
− g)

]
φL(θi+1

z3 − θF )
∥∥∥
L2(ΓC)

+
∥∥∥ kc(ui+1

z′3ν
− g)

[
φL(θi+1

z3 − θF )− φL(θi+1
z′3
− θF )

] ∥∥∥
L2(ΓC)

.

En utilisant (H4)-(H8) et le fait que xi+1
z est Lipschiz continue enzi+1, il existe c7 > 0 telle que

∥∥∥Λz − Λz′
∥∥∥
L2(ΓC)3

6 c (µ̄+ Lτ )
∥∥∥z1 − z′1

∥∥∥
L2(ΓC)

+ (LψL+Mψ)
∥∥∥z2 − z′2

∥∥∥
L2(ΓC)

+ (LkcL+Mkc)
∥∥∥z3 − z′3

∥∥∥
L2(ΓC)

6 c7 (µ̄+ Lτ + LψL+Mψ + LkcL+Mkc)
∥∥∥z − z′∥∥∥

L2(ΓC)3
.

On pose L∗ = 1
c7
, alors si µ̄+Lτ +LψL+Mψ +LkcL+Mkc 6 L∗, alors Λ est une contraction.

Et d’après le théorème de point fixe de Banach, Λ admet une unique point fixe z∗ (Λz∗ = z∗)
et donc xi+1

z∗ = (ui+1
z∗ , ϕ

i+1
z∗ , θ

i+1
z∗ ) ∈ X est une solution du problème (PV i).

4 Étude de la convergence

Pour tout i = 0, · · · , n − 1, soit xi+1 = (ui+1, ϕi+1, θi+1) l’unique solution du problème
(PV i). Afin d’étudier la convergence de {xi+1}i=0,··· ,n−1 quand n→ +∞, nous introduisons les
fonctions continues ci-dessous définies sur [ti, ti+1] (i = 0, · · · , n− 1) par

un(t) = ui + t− ti
∆t ∆ui , ϕn(t) = ϕi + t− ti

∆t ∆ϕi , θn(t) = θi + t− ti
∆t ∆θi, (V.51)

et les fonctions constantes par morceaux définies sur (ti, ti+1] (i = 0, · · · , n− 1) comme suit

ūn(t) = ui+1 , ϕ̄n(t) = ϕi+1 , θ̄n(t) = θi+1 , ḡn(t) = gi+1, (V.52)

où g : [0, T ]→ X donnée par

g = (f, qe, Θ̃) = (f, qe,∆tΘ) ∈ C([0, T ], X). (V.53)
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Lemme V.7 Il existes k1 > 0 et k2 > 0 telles que

‖xi+1‖X 6 k1

i+1∑
j=0
‖gj‖X + k2 . (V.54)

Preuve. Prenons (V.39)-(V.41) et (V.30)-(V.32), donc pour tout y = (v, ξ, η) ∈ X, on a

(Axi+1, y − xi+1)X + (Bxi+1, y − xi+1)X + J(xi+1, y − xi)− J(xi+1, xi+1 − xi)

−∆t χ̃(xi+1, y − xi+1) + ∆t ω̃(xi+1, y − xi+1) + ˜̀(xi+1, y − xi+1)

> (gi+1, y − xi+1)X + (θi, η − θi+1)L2(Ω) + (M ε(ui), η − θi+1)L2(Ω) (V.55)

− (P ∇ϕi, η − θi+1)L2(Ω),

où les fonctionnelles χ̃, ω̃ et ˜̀ sont données par

χ̃(xi+1, y − xi+1) = χ(ui+1; u
i+1 − ui

∆t ; η − θi+1),

ω̃(xi+1, y − xi+1) = ω((ui+1, θi+1), η − θi+1),

˜̀(xi+1, y − xi+1) = `((ui+1, ϕi+1), ξ − ϕi+1).

Posons y = 0 dans (V.55), on trouve

(Axi+1, xi+1)X+(Bxi+1, xi+1)X 6 (gi+1, xi+1)X + J(xi+1, xi)− J(xi+1, xi+1 − xi)

+ ∆t χ̃(xi+1, xi+1) + ∆t ω̃(xi+1, xi+1) + ˜̀(xi+1, xi+1)

+ (θi, θi+1)L2(Ω) + (M ε(ui), θi+1)L2(Ω) − (P ∇ϕi, θi+1)L2(Ω).

(V.56)

En utilisant (VII.35), (V.20), (V.41) et l’hypothèse (H6)(c), on obtient

J(xi+1, xi)− J(xi+1, xi+1 − xi) = j(ui+1, ui)− j(ui+1, ui+1 − ui)

6 c2
0(Lν + Lτ ) ‖xi+1‖2

X . (V.57)

Comme χ̃(xi+1, xi+1) = χ(ui+1; ui+1−ui
∆t ; θi+1) =

∫
ΓC
µ pν(ui+1

ν ) Sc(., 1
∆t‖u

i+1
τ − uiτ‖)θi+1 da, alors

∆t χ̃(xi+1, xi+1) 6 ∆t c2c0 µ̄ Lν S
∗ ‖xi+1‖2

X , (V.58)
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∆t ω̃(xi+1, xi+1) = ∆t ω((ui+1, θi+1), θi+1)

= ∆t
∫

ΓC
kc(ui+1

ν )φL(θi+1 − θF ) θi+1 da (V.59)

6 ∆t c2 LMkc ‖xi+1‖X ,

˜̀(xi+1, xi+1) = `((ui+1, ϕi+1), ϕi+1)

=
∫

ΓC
kc(ui+1

ν − g)φL(θi+1 − θF )ϕi+1 da (V.60)

6Mkc L (mes(ΓC)) 1
2 c1 ‖xi+1‖X .

Combinons (V.44), (V.48) et (V.57)-(V.60), on trouve que

(m− C) ‖xi+1‖2
X 6 ‖gi+1‖X ‖xi+1‖X +Mkc L (mes(ΓC)) 1

2 c1 ‖xi+1‖X

+ ∆t c2 LMkc ‖xi+1‖X + c2
0(Lν + Lτ ) ‖xi+1‖2

X + ∆t c2c0 µ̄ Lν S
∗ ‖xi+1‖2

X

+
√

3 max(1,MP ,MM) ‖xi‖X ‖xi+1‖X ,

d’où

[
[(m− C)− c2

0(Lν + Lτ )]− µ̄∆t c2 c0 Lν S
∗
]
‖xi+1‖X

6 ‖gi+1‖X + [
√

3 max(1,MP ,MM) +Mkc L (mes(ΓC)) 1
2 c1 + ∆t c2 LMkc ] ‖xi‖X .

Par conséquent, le lemme V.7 est établi. �

Lemme V.8 Il existe k3 > 0 telle que

‖∆xi‖X ≤ k3

i∑
j=0
‖∆gj‖X . (V.61)

Preuve. En prenant (VII.5) au temps ti+1 et ti, on trouve que pour tout y ∈ X

(Axi+1, y − xi+1)X + (Bxi+1, y − xi+1)X + J(xi+1, y − xi)− J(xi+1, xi+1 − xi)

−∆t χ̃(xi+1, y − xi+1) + ∆t ω̃(xi+1, y − xi+1) + ˜̀(xi+1, y − xi+1)

> (gi+1, y − xi+1)X + (θi, η − θi+1)L2(Ω) + (M ε(ui), η − θi+1)L2(Ω)

− (P ∇ϕi, η − θi+1)L2(Ω),

(V.62)
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et

(Axi, y − xi)X + (Bxi, y − xi)X + J(xi, y − xi−1)− J(xi, xi − xi−1)

−∆t χ̃(xi, y − xi) + ∆t ω̃(xi, y − xi) + ˜̀(xi, y − xi)

> (gi, y − xi)X + (θi−1, η − θi)L2(Ω) + (M ε(ui−1), η − θi)L2(Ω)

− (P ∇ϕi−1, η − θi)L2(Ω).

(V.63)

Posons y = xi dans (V.62) et y = xi+1 dans (V.63), on trouve

(Axi+1 − Axi, xi+1 − xi)X + (Bxi+1 −Bxi, xi+1 − xi)X

6 (gi+1 − gi, xi+1 − xi)X + J(xi,∆xi + ∆xi−1)− J(xi,∆xi−1)− J(xi+1,∆xi)

+ ∆t χ̃(xi+1,∆xi)−∆t χ̃(xi,∆xi) + ∆t ω̃(xi+1,∆xi)−∆t ω̃(xi,∆xi)

+ ˜̀(xi+1,∆xi)− ˜̀(xi,∆xi) + (∆θi−1,∆θi)L2(Ω)

+ (M ε(ui)−M ε(ui−1),∆θi)L2(Ω) − (P ∇ϕi − P ∇ϕi−1,∆θi)L2(Ω).

(V.64)

Utilisons les propriétés de J et
∣∣∣|ui+1

τ − ui−1
τ | − |uiτ − ui−1

τ |
∣∣∣ 6 |ui+1

τ − uiτ | on en déduit que

J(xi,∆xi + ∆xi−1)− J(xi,∆xi−1) = j(ui,∆ui + ∆ui−1)− j(ui,∆ui−1)

6 j(ui,∆ui)

6 J(xi,∆xi),

et

J(xi,∆xi)− J(xi+1,∆xi) = j((ui,∆ui)− j(ui+1,∆ui)

=
∫

ΓC

[
pν(uiν − g)− pν(ui+1

ν − g)
]

∆uiν da

+
∫

ΓC

[
pτ (uiν − g)− pτ (ui+1

ν − g)
]
‖∆uiτ‖ da

6 c2
0 (Lν + Lτ ) ‖∆xi‖2

X .

(V.65)
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De plus, on a

χ̃(xi+1,∆xi)− χ̃(xi,∆xi) = χ(ui+1; u
i+1 − ui

∆t ; ∆θi)− χ(ui; u
i − ui−1

∆t ; ∆θi)

=
∫

ΓC

[
pτ (ui+1 − g)− pτ (ui − g)

]
Sc(.,

1
∆t‖u

i+1
τ − uiτ‖) ∆θi da

+
∫

ΓC
µ pν(ui − g)

[
Sc(.,

1
∆t‖u

i+1
τ − uiτ‖)− Sc(.,

1
∆t‖u

i
τ − ui−1

τ ‖) ∆θi da

6 c2 S
∗ Lτ c0 ‖∆xi‖2

X

+
∫

ΓC
µ pν(ui − g)

[
Sc(.,

1
∆t‖∆u

i
τ‖)− Sc(.,

1
∆t‖∆u

i−1
τ ‖)

]
∆θi da

6 c2 S
∗ Lτ c0 ‖∆xi‖2

X + µ̄ Lpν
L2

∆t

∫
ΓC
‖ui+1

τ − ui−1
τ ‖∆θi da

6 c2 S
∗ Lτ c0 ‖∆xi‖2

X + c0 c2 µ̄ Lpν
L2

∆t ‖∆x
i+1‖2

X + c0 c2 µ̄ Lpν
L2

∆t ‖∆x
i‖X ‖∆xi−1‖X .

Par conséquent, nous avons

∆t χ̃(xi+1,∆xi)−∆t χ̃(xi,∆xi) 6 ∆t c2 S
∗ Lτ c0 ‖∆xi‖2

X

+ c0 c2 µ̄ Lpν L2 ‖∆xi+1‖2
X + c0 c2 µ̄ Lpν L2 ‖∆xi‖X ‖∆xi−1‖X ,

(V.66)

ω̃(xi+1,∆xi)− ω̃(xi,∆xi) = ω((ui+1, θi+1),∆θi)− ω((ui, θi),∆θi)

6 (Lkc L c0 c2 +Mkc c
2
2) ‖∆xi+1‖2

X ,
(V.67)

˜̀(xi+1,∆xi)− ˜̀(xi,∆xi) = `((ui+1, ϕi+1),∆ϕi)− `((ui, ϕi),∆ϕi)

6 (Lψ L c0 c1 +Mkc c
2
1) ‖∆xi+1‖2

X ,
(V.68)

et en utilisant (V.62)-(V.68), nous obtenons qu’il existe L∗ telle que

(m− C)‖∆xi‖2
X 6 ‖∆gi‖X ‖∆xi‖X + L∗(µ̄+ Lτ + LLkc + LLψ +Mkc +Mψ)‖∆xi+1‖2

X

+ c2
0 (Lν + Lτ )‖∆xi+1‖2

X + c0 c2 µ̄ Lpν L2 ‖∆xi‖X ‖∆xi−1‖X

+
√

3 c2 max(1,MP ,MM) ‖∆xi‖X ‖∆xi−1‖X .
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D’où (
(m− C)− c2

0 (Lν + Lτ )−L∗(µ̄+ Lτ + LLkc + LLψ +Mkc +Mψ)
)
‖∆xi‖2

X

6 ‖∆gi‖X ‖∆xi‖X + c0 c2 µ̄ Lpν L2 ‖∆xi‖X ‖∆xi−1‖X

+
√

3 c2 max(1,MP ,MM) ‖∆xi‖X ‖∆xi−1‖X .

Pour µ̄+ Lτ + LLkc + LLψ +Mkc +Mψ suffisamment petit, le lemme V.8 est donc prouvé. �

Proposition V.2 À partir des suites (un), (ϕn) et (θn), on peut extraire des sous-suites, encore
notées (un), (ϕn) et (θn), telles que

un → u faiblement ∗ dans L∞(0, T ;V ),

ϕn → ϕ faiblement ∗ dans L∞(0, T ;W ), (V.69)

θn → θ faiblement ∗ dans L∞(0, T ;Q),

u̇n → u̇ faiblement ∗ dans L∞(0, T ;V ),

ϕ̇n → ϕ̇ faiblement ∗ dans L∞(0, T ;W ), (V.70)

θ̇n → θ̇ faiblement ∗ dans L∞(0, T ;Q).

Preuve. Cela peut être fait par les mêmes techniques que dans le chapitre III. �

Proposition V.3 Ils existes des sous-suites (ūn), (ϕ̄n) et (θ̄n), encore notées (ūn), (ϕ̄n) et (θ̄n)
telles que pour tout t ∈ [0, T ] on a

ūn(t)→ u(t) faiblement dans V,

ϕ̄n(t)→ ϕ(t) faiblement dans W, (V.71)

θ̄n(t)→ θ(t) faiblement dans Q.

Preuve. Cela peut être fait par les mêmes techniques que dans le chapitre III. �

Remarque Soient f̄n(t) = f i+1, q̄en(t) = qi+1
e et Θ̄n(t) = Θi+1 pour tout t ∈ [ti, ti+1]. Sous

l’hypothèse (H8), on a f ∈ W 1,∞(0, T ;V ), qe ∈ W 1,∞(0, T ;W ) et Θ ∈ W 1,∞(0, T ;Q). Alors

f̄n → f forttement dans L2(0, T ;V ),

q̄e
n → qe forttement dans L2(0, T ;W ), (V.72)

Θ̄n → Θ forttement dans L2(0, T ;Q) .
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Proposition V.4 Le triplet (u, ϕ, θ) ∈ L2(0, T ;V ×W ×Q) est la solution du problème (PV ).

Preuve. Si nous substituons v par ui + v∆t dans (V.29) et nous divisons par ∆t, le problème
(PV i) sera écrit pour tout v ∈ L2(0, T ;V ), ξ ∈ L2(0, T ;W ) et η ∈ L2(0, T ;Q) comme suit

(F ε(ūn(t)), ε(v(t))− ε( d
dt
un(t)))H + (E∗∇ϕ̄n(t), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))H

− (M θ̄n(t), ε(v(t))− ε( d
dt
un(t)))H + j(ūn(t), v(t))− j(ūn(t), d

dt
un(t))

> (f̄n(t), v(t)− d

dt
un(t))V ,

(β∇ϕ̄n(t),∇ξ(t))H − (Eε(ūn(t)),∇ξ(t))H − (P θ̄n(t),∇ξ(t))H + l((ūn(t), ϕ̄n(t)); ξ(t))

= (q̄en(t), ξ(t))W ,

( d
dt
θn(t), η(t))L2(Ω) + (K∇θ̄n(t),∇η(t))H + (M ε( d

dt
un(t)), η(t))L2(Ω)

− (P ∇ d

dt
ϕn(t), η(t))L2(Ω) − χ(ūn(t); d

dt
un(t); η(t)) + ω((ūn(t), θ̄n(t)), η(t))

= (Θ̄n(t), η(t))L2(Ω).

En intégrant les deux côtés des inégalités précédentes sur [0, T ], on constate que

∫ T

0
(F ε(ūn(t)), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))H dt+

∫ T

0
(E∗∇ϕ̄n(t), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))H dt

−
∫ T

0
(M θ̄n(t), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))H dt+

∫ T

0
j(ūn(t), v(t))−

∫ T

0
j(ūn(t), d

dt
un(t)) dt

>
∫ T

0
(f̄n(t), v(t)− d

dt
un(t))V dt,

∫ T

0
(β∇ϕ̄n(t),∇ξ(t))H dt−

∫ T

0
(Eε(ūn(t)),∇ξ(t))H dt−

∫ T

0
(P θ̄n(t),∇ξ(t))H dt

+
∫ T

0
l((ūn(t), ϕ̄n(t)); ξ(t)) dt =

∫ T

0
(q̄en(t), ξ(t))W dt,

∫ T

0
( d
dt
θn(t), η(t))L2(Ω) dt+

∫ T

0
(K∇θ̄n(t),∇η(t))H dt+

∫ T

0
(M ε( d

dt
un(t)), η(t))L2(Ω) dt

−
∫ T

0
(P ∇ d

dt
ϕn(t), η(t))L2(Ω) dt−

∫ T

0
χ(ūn(t); d

dt
un(t); η(t)) dt

+
∫ T

0
ω((ūn(t), θ̄n(t)), η(t)) dt =

∫ T

0
(Θ̄n(t), η(t))L2(Ω) dt.
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En additionnant les inégalités précédentes, on obtient
∫ T

0
(F ε(ūn(t)), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))H dt+

∫ T

0
(β∇ϕ̄n(t),∇ξ(t))H dt

+
∫ T

0
( d
dt
θn(t), η(t))L2(Ω) dt+

∫ T

0
(E∗∇ϕ̄n(t), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))H dt

−
∫ T

0
(Eε(ūn(t)),∇ξ(t))H dt−

∫ T

0
(M θ̄n(t), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))H dt (V.73)

+
∫ T

0
(M ε( d

dt
un(t)), η(t))L2(Ω) dt−

∫ T

0
(P θ̄n(t),∇ξ(t))H dt+

∫ T

0
(K∇θ̄n(t),∇η(t))H dt

−
∫ T

0
(P ∇ d

dt
ϕn(t), η(t))L2(Ω) dt+

∫ T

0
j(ūn(t), v(t))−

∫ T

0
j(ūn(t), d

dt
un(t)) dt

+
∫ T

0
ω((ūn(t), θ̄n(t)), η(t)) dt−

∫ T

0
χ(ūn(t); d

dt
un(t); η(t)) dt+

∫ T

0
l((ūn(t), ϕ̄n(t)); ξ(t)) dt

>
∫ T

0
(f̄n(t), v(t)− d

dt
un(t))V +

∫ T

0
(q̄en(t), ξ)W dt+

∫ T

0
(Θ̄n(t), η(t))L2(Ω) dt.

Pour finir la preuve de la proposition V.4, nous utilisons les lemmes suivants.

Lemme V.9 Pour tout v ∈ L2(0, T ;V ), ξ ∈ L2(0, T ;W ) et η ∈ L2(0, T ;Q), on a

lim
n→∞

∫ T

0
(F ε(ūn(t)), ε(v(t)))H dt =

∫ T

0
(F ε(u(t)), ε(v(t)))H dt, (V.74)

lim
n→∞

∫ T

0
(E∗∇ϕ̄n(t), ε(v(t))− ε(u̇n(t)))H dt =

∫ T

0
(E∗∇ϕ(t), ε(v(t))− ε(u̇(t)))H dt, (V.75)

lim
n→∞

∫ T

0
(M θ̄n(t), ε(v(t))− ε(u̇n(t)))H dt =

∫ T

0
(M θ(t), ε(v(t))− ε(u̇(t)))H dt, (V.76)

lim
n→∞

∫ T

0
(β∇ϕ̄n(t),∇ξ(t))H dt =

∫ T

0
(β∇ϕ(t),∇ξ(t))H dt, (V.77)

lim
n→∞

∫ T

0
(Eε(ūn(t)),∇ξ(t))H dt =

∫ T

0
(Eε(u(t)),∇ξ(t))H dt, (V.78)

lim
n→∞

∫ T

0
(P θ̄n(t),∇ξ(t))H dt =

∫ T

0
(P θ(t),∇ξ(t))H dt, (V.79)

lim
n→∞

∫ T

0
( d
dt
θn(t), η(t))L2(Ω) dt =

∫ T

0
(θ̇(t), η(t))L2(Ω) dt, (V.80)

lim
n→∞

∫ T

0
(K∇θ̄n(t),∇η(t))H dt =

∫ T

0
(K∇θ(t),∇η(t))H dt, (V.81)

lim
n→∞

∫ T

0
(M ε( d

dt
un(t)), η(t))L2(Ω) dt =

∫ T

0
(M ε(u̇(t)), η(t))L2(Ω) dt, (V.82)

lim
n→∞

∫ T

0
(P ∇ d

dt
ϕn(t), η(t))L2(Ω) dt =

∫ T

0
(P ∇ϕ̇(t), η(t))L2(Ω) dt, (V.83)

lim
n→∞

∫ T

0
ω(ūn(t), θ̄n(t)), η(t)) dt =

∫ T

0
ω((u(t), θ(t)), η(t)) dt, (V.84)
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lim
n→∞

∫ T

0
j((ūn(t), v(t)) dt =

∫ T

0
j(u(t), v(t)) dt, (V.85)

lim
n→∞

∫ T

0
l((ūn(t), ϕ̄n(t)); ξ(t)) dt =

∫ T

0
l((u(t), ϕ(t)); ξ(t)) dt, (V.86)

lim
n→∞

∫ T

0
(f̄n(t), v(t)− d

dt
un(t))V dt =

∫ T

0
(f(t), v(t)− u̇(t))V dt, (V.87)

lim
n→∞

∫ T

0
(q̄en(t), ξ(t))W dt =

∫ T

0
(qe(t), ξ(t))W dt, (V.88)

lim
n→∞

∫ T

0
(Θ̄n(t), η(t))L2(Ω) dt =

∫ T

0
(Θ(t), η(t))L2(Ω) dt. (V.89)

Preuve. Cela peut être fait par les mêmes techniques que dans le chapitre III. �

Lemme V.10 Pour tout v ∈ L2(0, T ;V ) et η ∈ L2(0, T ;Q), on a

lim inf
n→∞

∫ T

0
(F ε(ūn(t)), ε( d

dt
un(t)))H dt >

∫ T

0
(F ε(u(t)), ε(u̇(t)))H dt, (V.90)

lim inf
n→∞

∫ T

0
j(ūn(t), d

dt
un(t)) >

∫ T

0
j(u(t), u̇(t)) dt, (V.91)

lim inf
n→∞

∫ T

0
χ(ūn(t); d

dt
un(t); η(t)) dt >

∫ T

0
χ(u(t); u̇(t); η(t)) dt. (V.92)

Preuve. Cela peut être fait par les mêmes techniques que dans le chapitre III. �

Revenons à la preuve de la proposition V.4. En passant à la limite dans (V.73), on trouve

∫ T

0
(F ε(u(t)), ε(v(t))− ε(u̇(t)))H dt+

∫ T

0
(β∇ϕ(t),∇ξ(t))H dt

+
∫ T

0
(K∇θ(t),∇η(t))H dt+

∫ T

0
ω((u(t), θ(t)), η(t)) dt+

∫ T

0
(θ̇(t), η(t))L2(Ω) dt

+
∫ T

0
(E∗∇ϕ(t), ε(v(t))− ε(u̇(t)))H dt−

∫ T

0
(Eε(u(t)),∇ξ(t))H dt

−
∫ T

0
(M θ(t), ε(v(t))− ε(u̇(t)))H dt+

∫ T

0
(M ε(u̇(t)), η(t))L2(Ω) dt (V.93)

−
∫ T

0
(P θ(t),∇ξ(t))H dt−

∫ T

0
(P ∇ϕ̇(t), η(t))L2(Ω) dt

+
∫ T

0
j(u(t), v(t)) dt−

∫ T

0
j(u(t), u̇(t)) dt

−
∫ T

0
χ(u(t); u̇(t); η(t)) dt+

∫ T

0
l((u(t), ϕ(t)); ξ(t)) dt

>
∫ T

0
(f(t), v(t)− u̇(t))V dt+

∫ T

0
(qe(t), ξ(t))W dt+

∫ T

0
(Θ(t), η(t))L2(Ω) dt.
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V.4 Étude de la convergence

Par suite, il vient que
∫ T

0
(F ε(u(t)), ε(v(t))− ε(u̇(t)))H dt+

∫ T

0
(E∗∇ϕ(t), ε(v(t))− ε(u̇(t)))H dt

−
∫ T

0
(M θ(t), ε(v(t))− ε(u̇(t)))H dt+

∫ T

0
j(u(t), v(t)) dt

−
∫ T

0
j(u(t), u̇(t)) dt >

∫ T

0
(f(t), v(t)− u̇(t))V dt,∫ T

0
(β∇ϕ(t),∇ξ(t))H dt−

∫ T

0
(Eε(u(t)),∇ξ(t))H dt−

∫ T

0
(P θ(t),∇ξ(t))H dt

+
∫ T

0
l((u(t), ϕ(t)); ξ(t)) dt =

∫ T

0
(qe(t), ξ(t))W dt,

∫ T

0
(θ̇(t), η(t))L2(Ω) dt+

∫ T

0
(K∇θ(t),∇η(t))H dt

+
∫ T

0
(M ε(u̇(t)), η(t))L2(Ω) dt−

∫ T

0
(P ∇ϕ̇(t), η(t))L2(Ω) dt

−
∫ T

0
χ(u(t); u̇(t); η(t)) dt+

∫ T

0
ω((u(t), θ(t)), η(t)) dt

=
∫ T

0
(Θ(t), η(t))L2(Ω) dt.

Prenons

v(t) =

 v pour t ∈ (s, s+ λ)
u̇(t) sinon.

et ξ(t) = ξ , η(t) = η pour t ∈ (s, s+ λ).

Alors, on obtient

1
λ

∫ s+λ

s
(F ε(u(t)), ε(v)− ε(u̇(t)))H dt+ 1

λ

∫ s+λ

s
(E∗∇ϕ(t), ε(v)− ε(u̇(t)))H dt

− 1
λ

∫ s+λ

s
(M θ(t), ε(v)− ε(u̇(t)))H dt+ 1

λ

∫ s+λ

s
j(u(t), v) dt

− 1
λ

∫ s+λ

s
j(u(t), u̇(t)) dt

>
1
λ

∫ s+λ

s
(f(t), v − u̇(t))V dt,

1
λ

∫ s+λ

s
(β∇ϕ(t),∇ξ)H dt−

1
λ

∫ s+λ

s
(Eε(u(t)),∇ξ)H dt−

1
λ

∫ s+λ

s
(P θ(t),∇ξ)H dt

+
∫ s+λ

s
l((u(t), ϕ(t)); ξ(t)) dt = 1

λ

∫ s+λ

s
(qe(t), ξ)W dt
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et

1
λ

∫ s+λ

s
(θ̇(t), η)L2(Ω) dt+ 1

λ

∫ s+λ

s
(K∇θ(t),∇η)H dt

+ 1
λ

∫ s+λ

s
(M ε(u̇(t)), η)L2(Ω) dt−

1
λ

∫ s+λ

s
(P ∇ϕ̇(t), η)L2(Ω) dt

− 1
λ

∫ s+λ

s
χ(u(t); u̇(t); η(t)) dt+ 1

λ

∫ s+λ

s
ω((u(t), θ(t)), η(t) dt

= 1
λ

∫ s+λ

s
(Θ(t), η)L2(Ω) dt.

En utilisant le théorème de Lebesgue, nous passons à la limite en respectant s dans les inégalités
ci-dessus, nous en déduisons que (u, ϕ, θ) satisfait (PV ) et donc, la proposition V.4 est prouvée.
�
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Chapitre VI

Problème quasi-statique de Signorini avec
frottement non local de Coulomb en

thermo-piézoélectricité

Ce chapitre traite un problème de contact quasi-statique avec frottement entre un corps
thermo-piézoélectrique et une fondation thermiquement conductrice. Le matériau possède un
comportement thermo-électro-élastique linéaire. Le contact est décrit avec des conditions de Si-
gnorini en déplacements et en température et une variante de la loi de frottement de Coulomb
avec coefficient de frottement dépendant du glissement. Nous dérivons une formulation varia-
tionnelle pour ce modèle, c’est un système couplé en déplacements, en potentiel électrique et en
température. Nous prouvons ensuite, sous certaines hypothèses de petitesse sur le coefficient de
frottement, l’existence d’une solution faible du problème. Enfin, nous étudions la dépendance
continue des solutions par rapport au coefficient de frottement et aux données initiales du dé-
placement et de la température. Reste à souligner ici que le contenu de ce chapitre a fait l’objet
d’un article publié dans le journal ”Acta Applicandae Mathematicae” [9].

1 Modèle mathématique

Le problème de contact avec frottement non-local de Coulomb entre un corps thermo-électro-
élastique et une fondation thermiquement conductrice dans lequel le flux de température sur
la partie de contact dépend des conditions de Signorini se formule sous la forme suivante :

Problème (P ). T rouver le champ des déplacements u : Ω× [0, T ]→ Rd, le potentiel électrique
ϕ : Ω× [0, T ]→ R et la température θ : Ω× [0, T ]→ R tels que :

σ = F ε(u)− E∗E(ϕ)−M θ dans Ω× (0, T ), (VI.1)
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D = E ε(u) + β E(ϕ) + P θ dans Ω× (0, T ), (VI.2)

q = −K∇θ dans Ω× (0, T ), (VI.3)

Div σ + f0 = 0 dans Ω× (0, T ), (VI.4)

divD = φ0 dans Ω× (0, T ), (VI.5)

θ̇ + div q = −M ε̇(u)− P Ė(ϕ) + q0 dans Ω× (0, T ), (VI.6)

u = 0 sur ΓD × (0, T ), (VI.7)

σν = fN sur ΓN × (0, T ), (VI.8)

qν(u, ϕ, θ) ≤ 0 , (θ − θF ) ≤ 0 , qν(u, ϕ, θ)(θ − θF ) = 0 sur ΓC × (0, T ), (VI.9)

σν(u, ϕ, θ) ≤ 0 , (uν − g) ≤ 0 , σν(u, ϕ, θ)(uν − g) = 0 sur ΓC × (0, T ), (VI.10)
‖στ‖ ≤ µ(‖uτ‖) |Rσν(u, ϕ, θ)|
‖στ‖ < µ(‖uτ‖) |Rσν(u, ϕ, θ)| =⇒ u̇τ = 0
‖στ‖ = µ(‖uτ‖) |Rσν(u, ϕ, θ)| =⇒ ∃λ ∈ R+, u̇τ = −λστ

sur ΓC × (0, T ),(VI.11)

ϕ = 0 sur Γa × (0, T ), (VI.12)

D · ν = φb sur Γb × (0, T ), (VI.13)

θ = 0 sur ΓD ∪ ΓN × (0, T ), (VI.14)

u( · , 0) = u0 , θ( · , 0) = θ0 , ϕ( · , 0) = ϕ0 dans Ω. (VI.15)

2 Formulation variationnelle du problème

Utilisons le théorème de représentation de Riesz, nous pouvons définir les fonctions
f : [0, T ]→ V , qe : [0, T ]→ W et Θ : [0, T ]→ Q par

(f, v)V =
∫

Ω
f0 v dx+

∫
ΓN

fN v da , ∀ v ∈ V, (VI.16)

(qe, ξ)W =
∫

Ω
φ0 ξ dx−

∫
Γb
φb ξ da , ∀ ξ ∈ W, (VI.17)

(Θ, η)L2(Ω) =
∫

Ω
q0 η dx , ∀ η ∈ Q. (VI.18)

Nous considérons la fonctionnelle j : X × V → R où X = V ×W ×Q par

j((u, ϕ, θ); v) =
∫

ΓC
µ(‖uν‖) |Rσν(u, ϕ, θ)| ‖vτ‖ da. (VI.19)
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Dans la suite, nous aurons besoin de l’hypothèse suivante sur les données initiales.

(H16) : (a) (u0, ϕ0, θ0) ∈ K1 ×W ×K2 tel que pour tout (v, ξ, η) de V ×W ×Q, on a

(F ε(u0), ε(v − u0))H + (E∗∇ϕ0, ε(v − u0))H
−(M θ0, ε(v − u0))H + j(u0, ϕ0, θ0; v − u0) > (f(0), v − u0)V ,

(β∇ϕ0,∇ξ)H = (Eε(u0),∇ξ)H + (P θ0,∇ξ)H + (qe(0), ξ)W .
(b) Il existeT0 ∈ L2(Ω) telle que
(K∇θ0,∇(η − θ0))H − (Θ(0), η − θ0)L2(Ω) > (T0, η − θ0)L2(Ω).

Par une procédure standard basée sur les formules de Green, nous énonçons la formulation
faible du problème (P ), en termes de déplacement, de potentiel électrique et de température.

Problème (PV ). Trouver le champ des déplacements u : [0, T ] → K1, le potentiel électrique
ϕ : [0, T ]→ W et la température θ : [0, T ]→ K2 tels que

(F ε(u), ε(v − u̇))H + (E∗∇ϕ, ε(v − u̇))H − (M θ, ε(v − u̇))H (VI.20)

+ j((u, ϕ, θ), v)− j((u, ϕ, θ), u̇) > (f, v − u̇)V + 〈σν(u, ϕ, θ), vν − u̇ν〉 , ∀ v ∈ V,

〈σν(u, ϕ, θ), zν − uν〉 > 0 , ∀z ∈ K1, (VI.21)

(β∇ϕ,∇ξ)H − (Eε(u),∇ξ)H − (P θ,∇ξ)H = (qe, ξ)W , ∀ ξ ∈ W, (VI.22)

(θ̇, η − θ)L2(Ω) + (K∇θ,∇η −∇θ)H + (M ε̇(u), η − θ)L2(Ω) − (P ∇ϕ̇, η − θ)L2(Ω) (VI.23)

> (Θ, η − θ)L2(Ω) , ∀ η ∈ Q,

u(·, 0) = u0 , θ(·, 0) = θ0 , ϕ(·, 0) = ϕ0 dans Ω. (VI.24)

Le résultat d’existence principal que nous prouvons dans les sections suivantes est le suivant.

Théorème VI.1 Supposons (H1)-(H6) et (H16) sont vérifiées. S’il existe une constante L∗ > 0
telle que µ̄+ Lµ 6 L∗, alors le problème (PV ) admet au moins une solution.

3 Existence d’une solution du problème discret

Le problème (PV ) peut être discrétisé dans le temps par un schéma implicite. Soit t0 =
0 < t1 < · · · < tn = T une partition uniforme de l’intervalle de temps [0, T ] de pas ∆t = T

n

( ti = i∆t). Pour toute fonction ω, on note ωi l’approximation de ω à l’instant ti et par ∆ωi la
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différence ωi+1−ωi. Pour une fonction continue ω(t), nous utilisons la notation ωi = ω(ti). Nous
considérons une suite de problèmes incrémentales (PV i) définie pour u(·, 0) = u0, ϕ(·, 0) = ϕ0

et θ(·, 0) = θ0 comme suit :

Problème (PV i). Trouver le champ des déplacements ui+1 ∈ K1, le potentiel électrique ϕi+1 ∈
W et la température θi+1 ∈ K2 tels que :

(F ε(ui+1), ε(v − ui+1))H + (E∗∇ϕi+1, ε(v − ui+1))H − (M θi+1, ε(v − ui+1))H
+ j((ui+1, ϕi+1, θi+1), v − ui)− j((ui+1, ϕi+1, θi+1), ui+1 − ui) (VI.25)

> (f i+1, v − ui+1)V , ∀ v ∈ K1,

(β∇ϕi+1,∇ξ)H − (Eε(ui+1),∇ξ)H − (P θi+1,∇ξ)H = (qi+1
e , ξ)W , ∀ ξ ∈ W, (VI.26)

(θi+1, η − θi+1)L2(Ω) + ∆t (K∇θi+1,∇η −∇θi+1)H + (M ε(ui+1), η − θi+1)L2(Ω)

− (P ∇ϕi+1, η − θi+1)L2(Ω)

> ∆t (Θi+1, η − θi+1)L2(Ω) + (θi, η − θi+1)L2(Ω) + (M ε(ui), η − θi+1)L2(Ω) (VI.27)

− (P ∇ϕi, η − θi+1)L2(Ω), ∀ η ∈ K2.

Considérons le problème intermédiaire suivant pour lequel ζ = (ζ1, ζ2) ∈ Q×W est connu.

Problème (PV i
ζ ). Trouver le champ des déplacements ui+1

ζ ∈ K1, le potentiel électrique ϕi+1
ζ ∈

W et la température θi+1
ζ ∈ K2 tels que :

(F ε(ui+1
ζ ), ε(v − ui+1

ζ ))H + (E∗∇ϕi+1
ζ , ε(v − ui+1

ζ ))H − (M θi+1
ζ , ε(v − ui+1

ζ ))H
+ j((ui+1

ζ , ϕi+1
ζ , θi+1

ζ ), v − ui)− j((ui+1
ζ , ϕi+1

ζ , θi+1
ζ ), ui+1

ζ − ui) (VI.28)

> (f i+1, v − ui+1
ζ )V , ∀ v ∈ K1,

(β∇ϕi+1
ζ ,∇ξ)H − (Eε(ui+1

ζ ),∇ξ)H − (ζ1,∇ξ)H = (qi+1
e , ξ)W , ∀ ξ ∈ W, (VI.29)

(θi+1
ζ , η − θi+1

ζ )L2(Ω) + ∆t (K∇θi+1
ζ ,∇η −∇θi+1

ζ )H + (M ε(ui+1
ζ ), η − θi+1

ζ )L2(Ω)

− (ζ2, η − θi+1
η )L2(Ω) > ∆t(Θi+1, η − θi+1

ζ )L2(Ω) + (θi, η − θi+1)L2(Ω) (VI.30)

+ (Mε(ui), η − θi+1
ζ )L2(Ω) + (∇ϕi, η − θi+1

ζ )L2(Ω),∀η ∈ K2.

Afin de résoudre le problème (PV i
ζ ), nous considérons l’espace produit X = V ×W ×Q muni

du produit scalaire (·, ·)X et sa norme euclidienne ‖ · ‖X tels que

(x, y)X = (u, v)V + (ϕ, ξ)W + (θ, η)Q, ∀x = (u, ϕ, θ), y = (v, ξ, η) ∈ X. (VI.31)
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Nous considérons l’opérateur A = A1 + A2 : X → X où A1, A2 : X → X sont définis par

(A1x, y)X = (Fε(u), ε(v))H + (∆t K∇θ,∇η)H + (β∇ϕ,∇ξ)H
+ (E∗∇ϕ, ε(v))H − (Eε(u),∇ξ)H ,

(VI.32)

(A2x, y)X = (θ, η)− (M θ, ε(v))H + (M ε(u), η)L2(Ω), (VI.33)

pour tout x = (u, ϕ, θ) et y = (v, ξ, η) of X, la fonctionnelle J : X ×X → R donnée par

J(x, y) = j((u, ϕ, θ); v), ∀x = (u, ϕ, θ), y = (v, ξ, η) ∈ X, (VI.34)

et l’élément gi+1
ζ = (f i+1, qi+1

ζ ,Θi+1
ζ ) ∈ X donné par

(qi+1
ζ , ξ)W = (qi+1

e , ξ)W + (ζ1,∇ξ)H , ∀ ξ ∈ W, (VI.35)

(Θi+1
ζ , η)W = ∆t (Θi+1, η)L2(Ω) + (θi, η)L2(Ω) + (Mε(ui), η)L2(Ω) (VI.36)

− (P∇ϕi, η)L2(Ω) + (ζ2, η)L2(Ω), ∀ η ∈ Q.

Alors, on a le lemme suivant.

Lemme VI.1 Le problème (PV i
ζ ) est équivalent à trouver xi+1

ζ = (ui+1
ζ , ϕi+1

ζ , θi+1
ζ ) ∈ X tel que

(Axi+1
ζ , y− xi+1

ζ )X + J(xi+1
ζ , y− xi)− J(xi+1

ζ , xi+1
ζ − xi) > (gi+1

ζ , y− xi+1
ζ )X , ∀ y ∈ X. (VI.37)

Notons que (VI.37) est une inégalité quasi-variationnelle de même forme que celle du théorm̀e
V.1. Nous Commençons par étudier les propriétés de l’opérateur A donné par (VI.32)-(VI.33).

Lemme VI.2 L’opérateur A est fortement monotone et Lipschitz continu.

Preuve. Premièrement, l’opérateur A1 : X → X est fortement monotone et Lipschitz continue
(Voir chapitre III). Donc, il existe deux constantes m1 > 0 et M1 > 0 telles que

(A1x1 − A1x2, x1 − x2)X > m1‖x1 − x2‖2
X , ∀x1, x2 ∈ X, (VI.38)

‖A1x1 − A1x2‖X 6M1‖x1 − x2‖X , ∀x1, x2 ∈ X. (VI.39)
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De plus, nous utilisons (VI.33) pour obtenir

(A2x1 − A2x2, x1 − x2)X = (θ1 − θ2, θ1 − θ2)L2(Ω) − (Mθ1 −Mθ2, ε(u1 − u2))H

+ (Mε(u1)−Mε(u2), θ1 − θ2)L2(Ω).

Comme (Mθ1 −Mθ2, ε(u1 − u2))H = (Mε(u1)−Mε(u2), θ1 − θ2)L2(Ω), on trouve

(A2x1 − A2x2, x1 − x2)X = (θ1 − θ2, θ1 − θ2)L2(Ω) > 0, ∀x1, x2 ∈ X. (VI.40)

En utilisant (VI.38) et (VI.40), nous concluons qu’il existe m > 0 telle que

(Ax1 − Ax2, x1 − x2)X > m ‖x1 − x2‖2
X ∀x1, x2 ∈ X. (VI.41)

En rappelant (VI.31) et (VI.33), donc c’est facile de voir que l’opérateur A2 : X → X est
Lipschitz continu. Ensuite, nous combinons avec (VI.39) pour trouver qu’il existe M > 0 telle
que

‖Ax1 − Ax2‖X 6M ‖x1 − x2‖X , ∀x1, x2 ∈ X. (VI.42)

Par suite, le lemme VI.2 est la conséquence des inégalités (VI.41) et (VI.42). �

Ensuite, nous étudions les propriétés de la fonctionnelle J donnée par (VI.34) et (VI.19). Nous
remarquons tout d’abord que J satisfait la condition (h2). De plus, nous avons le lemme suivant

Lemme VI.3 La fonctionnelle J satisfait les conditions (J1), (J2) et (J3).

Preuve. Soient η = (v, ξ, ω) et x = (u, ϕ, θ) ∈ X et λ ∈]0, 1]. Il résulte de (VI.34) et (VI.19)
que

1
λ

[
J(η, x− λx)− J(η, x)

]
= 1
λ

[
j((v, ξ, ω), u− λu)− j((v, ξ, ω), u)

]
= 1
λ

∫
ΓC
µ(‖vτ‖) |Rσν(v, ξ, ω)| (‖uτ − λuτ‖ − ‖uτ‖) da

= −
∫

ΓC
µ(‖vτ‖) |Rσν(v, ξ, ω)| ‖uτ‖ da.

En rappelant (h3), on obtient

J
′

2(η, x;−x) 6 0, ∀ η = (v, ξ, ω), x = (u, ϕ, θ) ∈ X. (VI.43)
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Alors, la foncionnelle J satisfait les conditions (J1) et (J2). Soient {xn} = {(un, ϕn, θn)} et
{ηn} = {(vn, ξn, ωn)} deux suites de X telles que xn ⇀ x = (u, ϕ, θ) ∈ X et ηn ⇀ η =
(v, ξ, ω) ∈ X. D’après la compacité de l’application trace, on a

unτ → uτ et ‖unτ‖ → ‖uτ‖ dans L2(ΓC).

Utilisons la compacité de l’opérateur R, on en déduit

|Rσν(un, ϕn, θn)| → |Rσν(u, ϕ, θ)| dans L2(ΓC).

Rappelons la définition de J , nous obtenons

J(ηn, y)→ J(η, y), ∀ y ∈ X et J(ηn, xn)→ J(η, x).

Donc, la fonctionnelle J satisfait la condition (J3). �

Lemme VI.4 Supposons (H6) est vérifiée, alors, il existe une constante c4 > 0 telle que

J(x, y)− J(x, x) + J(y, x)− J(y, y) 6 c4(Lµ + µ∗) ‖x− y‖2
X , ∀x, y ∈ X. (VI.44)

Preuve. Soient x = (u, ϕ, θ) et y = (v, ξ, ω) ∈ X. De (VI.19) et (VI.34) on a

J(x, y)− J(x, x) + J(y, x)− J(y, y)

=
∫

ΓC
µ(‖uτ‖) |Rσν(u, ϕ, θ)| (‖vτ‖ − ‖uτ‖) da+

∫
ΓC
µ(‖vτ‖) |Rσν(v, ξ, η)| (‖uτ‖ − ‖vτ‖) da

=
∫

ΓC

[
µ(‖uτ‖) |Rσν(u, ϕ, θ)| − µ(‖vτ‖) |Rσν(v, ξ, η)|

]
(‖uτ‖ − ‖vτ‖) da

6
∫

ΓC

[
µ(‖uτ‖)− µ(‖vτ‖)

]
|Rσν(u, ϕ, θ)| (‖uτ‖ − ‖vτ‖) da

+
∫

ΓC
µ(‖vτ‖)

[
|Rσν(u, ϕ, θ)| − |Rσν(v, ξ, η)|

]
(‖uτ‖ − ‖vτ‖) da

6 Lµ ‖Rσν(u, ϕ, θ)‖L∞(ΓC) c
2
0 ‖x− y‖2

X + µ̄ cRc0 max(c0, c1, c2) ‖x− y‖2
X

6
[
c2

0 ‖Rσν(u, ϕ, θ)‖L∞(ΓC) + cRc0 max(c0, c1, c2)
]

(Lµ + µ̄) ‖x− y‖2
X .

Par conséquent, il existe une constante c4 > 0 telle que (VI.44) est vérifiée. �

Nous combinons les lemmes VI.1-VI.4 et le théorème I.10 pour trouver que le problème (PV i
ζ )

a une solution unique. Ensuite, nous considérons l’opérateur Λ : W ×Q→ W ×Q défini comme
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suit

Λζ = (Pθi+1
ζ ,P∇ϕi+1

ζ ), ∀ ζ = (ζ1, ζ2) ∈ W ×Q.

Pour tout ζ = (ζ1, ζ2) et ζ ′ = (ζ ′1, ζ ′2) de W ×Q, on a

‖Λζ − Λζ ′‖W×Q 6 ‖Pθi+1
ζ − Pθi+1

ζ′ ‖W + ‖P∇ϕi+1
ζ − P∇ϕi+1

ζ′ ‖Q
6MP

(
‖θi+1

ζ − θi+1
ζ′ ‖Q + ‖ϕi+1

ζ − ϕi+1
ζ′ ‖W

)
6MP ‖xi+1

ζ − xi+1
ζ′ ‖X .

Alors, pour tout ζ et ζ ′ de X, on a

‖Λζ − Λζ ′‖W×Q 6MP ‖xi+1
ζ − xi+1

ζ′ ‖X . (VI.45)

Ensuite, nous utilisons (VI.37) et (VI.41) on trouve

(Axi+1
ζ − Axi+1

ζ′ , x
i+1
ζ − xi+1

ζ′ )X 6 (gi+1
ζ − gi+1

ζ′ , x
i+1
ζ − xi+1

ζ′ )X
+ J(xi+1

ζ , xi+1
ζ′ )− J(xi+1

ζ , xi+1
ζ ) + J(xi+1

ζ′ , x
i+1
ζ )− J(xi+1

ζ′ , x
i+1
ζ′ ).

Combiné avec (VI.44), nous obtenons

m ‖xi+1
ζ − xi+1

ζ′ ‖2
X 6 (gi+1

ζ − gi+1
ζ′ , x

i+1
ζ − xi+1

ζ′ )X + c4(Lµ + µ∗) ‖xi+1
ζ − xi+1

ζ′ ‖2
X . (VI.46)

De la définition de gi+1
ζ , on trouve après quelques simplifications que

(gi+1
ζ − gi+1

ζ′ , x
i+1
ζ − xi+1

ζ′ )X 6 ‖ζ − ζ ′‖W×Q‖xi+1
ζ − xi+1

ζ′ ‖X . (VI.47)

Utilisons (VI.46)-(VI.47), on trouve xi+1
ζ est Lipschitz continue en ζ. En rappelant (VI.45), il

vient que
‖Λζ − Λζ ′‖W×Q 6

MP
m− c4(Lµ + µ̄) ‖ζ − ζ

′‖W×Q.

Posons L∗ = m−MP
c4

, alors si on a µ̄+Lµ < L∗, l’opérateur Λ est une contraction et d’après le
théorème de point fixe de Banach, nous concluons que le problème (PV i) admet une solution
unique. �
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4 Analyse asymptotique

Pour tout i = 0, · · · , n − 1, soit xi+1 = (ui+1, ϕi+1, θi+1) l’unique solution du problème
(PV i). Pour étudier la convergence de {xi+1}i=0,··· ,n−1 quand n → ∞, nous introduisons les
fonctions continues suivantes définies sur [ti, ti+1] (i = 0, · · · , n− 1) par

un(t) = ui + t− ti
∆t ∆ui , ϕn(t) = ϕi + t− ti

∆t ∆ϕi , θn(t) = θi + t− ti
∆t ∆θi. (VI.48)

Nous considérons les fonctions constantes par morceaux suivantes définies sur chaque intervalle
(ti, ti+1] et g : [0, T ]→ X par

ūn(t) = ui+1 , ϕ̄n(t) = ϕi+1 , θ̄n(t) = θi+1 , ḡn(t) = gi+1 (VI.49)

g = (f, qe, Θ̃) = (f, qe,∆tΘ) ∈ C([0, T ], X). (VI.50)

Lemme VI.5 Il existe deux constantes positives a1 et a2 telles que

‖xi+1‖X 6 a1

i+1∑
j=0
‖gj‖X + a2. (VI.51)

Preuve. En rappelant (VI.32)-(VI.34) et (VI.50), il résulte de (VI.25)-(VI.27) que

(Axi+1, y − xi+1)X + J(xi+1, y − xi)− J(xi+1, xi+1 − xi)

− (P ∇ϕi+1, η − θi+1)L2(Ω) − (P θi+1,∇η −∇ϕi+1)L2(Ω)

> (gi+1, y − xi+1)X + (θi, η − θi+1)L2(Ω)

+ (M ε(ui), η − θi+1)L2(Ω) − (P ∇ϕi, η − θi+1)L2(Ω), ∀ y = (v, ξ, η) ∈ X.

(VI.52)

En prenant y = 0, l’inégalité précédente devient

(Axi+1, xi+1)X 6 (gi+1, xi+1)X + J(xi+1, xi)− J(xi+1, xi+1 − xi) + (P∇ϕi+1, θi+1)L2(Ω)

+ (Pθi+1,∇ϕi+1)L2(Ω) + (θi, θi+1)L2(Ω) + (Mε(ui), θi+1)L2(Ω) − (P∇ϕi, θi+1)L2(Ω).

(VI.53)
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Rappelons (VI.19) et (VI.34) on en déduit que

J(xi+1, xi)− J(xi+1, xi+1 − xi) = j((ui+1, ϕi+1, θi+1), ui)− j((ui+1, ϕi+1, θi+1), ui+1 − ui)

6
∫

ΓC
µ(‖ui+1

τ ‖) |Rσν(ui+1, ϕi+1, θi+1)| ‖ui+1
τ ‖ da (VI.54)

6 µ̄ cRc0 max(c0, c1, c3) ‖xi+1‖2
X .

Utilisons (VI.53)-(VI.54) et (VI.41), on trouve après des simplifications que

m ‖xi+1‖2
X 6 ‖gi+1‖X ‖xi+1‖X + µ̄ cRc0 max(c0, c1, c3) ‖xi+1‖2

X

+ P∗‖xi+1‖2
X +
√

3 max(1,P∗,M∗) ‖xi‖X ‖xi+1‖X .

Puisque l’hypothèse (H16) implique la bornitude de x0, nous obtenons facilement (VI.51). �

Lemme VI.6 Si µ est suffisamment petit, il existe une constante positive a3 telle que

‖∆xi‖X 6 a3

i∑
j=1
‖∆gj‖X (VI.55)

Preuve. Afin de prouver ce lemme, nous écrivons (VI.52) au temps ti+1 et ti et donc

(Axi+1, y − xi+1)X + J(xi+1, y − xi)− J(xi+1, xi+1 − xi)− (P∇ϕi+1, η − θi+1)L2(Ω)

− (Pθi+1,∇η −∇ϕi+1)L2(Ω) > (gi+1, y − xi+1)X + (θi, η − θi+1)L2(Ω) (VI.56)

+ (M ε(ui), η − θi+1)L2(Ω) − (P ∇ϕi, η − θi+1)L2(Ω), ∀ y ∈ X.

(Axi, y − xi)X + J(xi, y − xi−1)− J(xi, xi − xi−1)− (P ∇ϕi, η − θi)L2(Ω)

− (P θi,∇η −∇ϕi)L2(Ω) > (gi, y − xi)X + (θi−1, η − θi)L2(Ω) (VI.57)

+ (M ε(ui−1), η − θi)L2(Ω) − (P ∇ϕi−1, η − θi)L2(Ω), ∀ y ∈ X.

Prenons y = xi+1 dans (VI.57), y = xi dans (VI.56) et ajoutons les inégalités obtenues, il vient

(Axi+1 − Axi, xi+1 − xi)X
6 (gi+1 − gi, xi+1 − xi)X + J(xi,∆xi + ∆xi−1)− J(xi,∆xi−1)− J(xi+1,∆xi)

+ (P∇ϕi+1 − P∇ϕi, θi+1 − θi+1)L2(Ω) + (Pθi+1 − P θi,∇ϕi+1 −∇ϕi)L2(Ω)

(VI.58)
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+ (∆θi−1,∆θi)L2(Ω) + (Mε(ui)−Mε(ui−1),∆θi)L2(Ω) − (P∇ϕi − P∇ϕi−1,∆θi)L2(Ω).

Et d’après la définition de J et l’inégalité
∣∣∣ |ui+1

τ − ui−1
τ | − |uiτ − ui−1

τ |
∣∣∣ 6 |ui+1

τ − uiτ |, on trouve

J(xi,∆xi + ∆xi−1)− J(xi,∆xi−1) = j((ui, ϕi, θi),∆ui + ∆ui−1)− j((ui, ϕi, θi),∆ui−1)

6 j((ui, ϕi, θi),∆ui) = J(xi,∆xi).

De plus, on a

J(xi,∆xi)− J(xi+1,∆xi) = j((ui, ϕi, θi),∆ui)− j((ui+1, ϕi+1, θi+1),∆ui)

=
∫

ΓC

[
µ(‖uiτ‖) |Rσν(ui, ϕi, θi)| − µ(‖ui+1

τ ‖) |Rσν(ui+1, ϕi+1, θi+1)|
]
‖∆uiτ‖ da

6 c4(Lµ + µ̄) ‖∆xi‖2
X .

(VI.59)

Nous combinons les deux inégalités précédentes pour obtenir

m ‖∆xi‖2
X 6 ‖∆gi‖X ‖∆xi‖X + c4(Lµ + µ̄) ‖∆xi‖2

X + P∗‖∆xi‖2
X

+
√

3 c2 max(1,P∗,M∗) ‖∆xi‖X ‖∆xi−1‖X .

En utilisant la bornitude de x0, il est facile d’obtenir (VI.55). �

Proposition VI.2 À partir des suites (un), (ϕn) et (θn), on peut extraire des sous-suites,
encore notées (un), (ϕn) et (θn) telles que

un → u faiblement ∗ dans L∞(0, T ;V ),

ϕn → ϕ faiblement ∗ dans L∞(0, T ;W ), (VI.60)

θn → θ faiblement ∗ dans L∞(0, T ;Q),

u̇n → u̇ faiblement ∗ dans L∞(0, T ;V ),

ϕ̇n → ϕ̇ faiblement ∗ dans L∞(0, T ;W ), (VI.61)

θ̇n → θ̇ faiblement ∗ dans L∞(0, T ;Q).

Preuve. Voir le chapitre III. �

Proposition VI.3 Il existe des sous-suites (ūn), (ϕ̄n) et (θ̄n), encore notées (ūn), (ϕ̄n) et (θ̄n)
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telles que pour tout t ∈ [0, T ] on a

ūn(t)→ u(t) faiblement dans V,

ϕ̄n(t)→ ϕ(t) faiblement dans W, (VI.62)

θ̄n(t)→ θ(t) faiblement dans Q.

Preuve. Voir le chapitre III. �

Remarque Soient f̄n(t) = f i+1, q̄en(t) = qi+1
e et Θ̄n(t) = Θi+1 pour tout t ∈ [ti, ti+1]. Sous

l’hypothèse (H8), on a f ∈ W 1,∞(0, T ;V ), qe ∈ W 1,∞(0, T ;W ) et Θ ∈ W 1,∞(0, T ;Q). Alors

f̄n → f forttement dans L2(0, T ;V ),

q̄e
n → qe forttement dans L2(0, T ;W ), (VI.63)

Θ̄n → Θ forttement dans L2(0, T ;Q) .

Proposition VI.4 Le triplet (u, ϕ, θ) ∈ L2(0, T ;V × W × Q) est une solution du problème
(PV ).

Preuve. Pour tout (v, ξ, η) ∈ L2(0, T ;V ×W ×Q), (VI.25)-(VI.27) et (VI.48)-(VI.49) implique

(Fε(ūn(t)), ε(v(t))− ε( d
dt
un(t)))H + (E∗∇ϕ̄n(t), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))H

− (Mθ̄n(t), ε(v(t))− ε( d
dt
un(t)))H + j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), v(t))

− j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), d
dt
un(t))

> (f̄n(t), v(t)− d

dt
un(t))V + 〈σν(ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), vν(t)− u̇nν (t)〉,

(β∇ϕ̄n(t),∇ξ(t))H − (Eε(ūn(t)),∇ξ(t))H − (P θ̄n(t),∇ξ(t))H = (q̄en(t), ξ)W ,

( d
dt
θn(t), η(t)− θ̄n(t))L2(Ω) + (K∇θ̄n(t),∇η(t)−∇θ̄n(t))H

+ (Mε( d
dt
un(t)), η(t)− θ̄n(t))L2(Ω) − (P∇ d

dt
ϕn(t), η(t)− θ̄n(t))L2(Ω)

> (Θ̄n(t), η(t)− θ̄n(t))L2(Ω).
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Ensuite, nous intégrons les deux côtés des inégalités précédentes sur [0, T ], pour obtenir

∫ T

0
(Fε(ūn(t)), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))H dt+

∫ T

0
(E∗∇ϕ̄n(t), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))H dt

−
∫ T

0
(Mθ̄n(t), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))H dt+

∫ T

0
j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), v(t)) dt

−
∫ T

0
j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), d

dt
un(t)) dt

>
∫ T

0
(f̄n(t), v(t)− d

dt
un(t))V dt+

∫ T

0
〈σν(ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), vν(t)− u̇nν (t)〉 dt,

∫ T

0
(β∇ϕ̄n(t),∇ξ(t))H dt−

∫ T

0
(Eε(ūn(t)),∇ξ(t))H dt−

∫ T

0
(P θ̄n(t),∇ξ(t))H dt

=
∫ T

0
(q̄en(t), ξ)W dt,

et
∫ T

0
( d
dt
θn(t), η(t)− θ̄n(t))L2(Ω) dt+

∫ T

0
(K∇θ̄n(t),∇η(t)−∇θ̄n(t))H dt

+
∫ T

0
(Mε( d

dt
un(t)), η(t)− θ̄n(t))L2(Ω) dt−

∫ T

0
(P∇ d

dt
ϕn(t), η(t)− θ̄n(t))L2(Ω) dt

>
∫ T

0
(Θ̄n(t), η(t)− θ̄n(t))L2(Ω) dt.

Ensuite, nous ajoutons les inégalités précédentes pour obtenir
∫ T

0
(Fε(ūn(t)), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))H dt+

∫ T

0
(β∇ϕ̄n(t),∇ξ(t))H dt

+
∫ T

0
(K∇θ̄n(t),∇η(t)−∇θ̄n(t))H dt+

∫ T

0
( d
dt
θn(t), η(t)− θ̄n(t))L2(Ω) dt

+
∫ T

0
(E∗∇ϕ̄n(t), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))H dt−

∫ T

0
(Eε(ūn(t)),∇ξ(t))H dt

−
∫ T

0
(Mθ̄n(t), ε(v(t))− ε( d

dt
un(t)))H dt+

∫ T

0
(Mε( d

dt
un(t)), η(t)− θ̄n(t))L2(Ω) dt (VI.64)

−
∫ T

0
(P θ̄n(t),∇ξ(t))H dt−

∫ T

0
(P∇ d

dt
ϕn(t), η(t)− θ̄n(t))L2(Ω) dt

+
∫ T

0
j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), v(t)) dt−

∫ T

0
j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), d

dt
un(t)) dt

> (f̄n(t), v(t)− d

dt
un(t))V +

∫ T

0
(q̄en(t), ξ)W dt+

∫ T

0
(Θ̄n(t), η(t)− θ̄n(t))L2(Ω) dt

+
∫ T

0
〈σν(ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), vν(t)− u̇nν (t)〉 dt.
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Maintenant, considérons les lemmes suivants qu’on utilisera pour établir la proposition VI.4.

Lemme VI.7 Pour tout v ∈ L2(0, T ;V ), ξ ∈ L2(0, T ;W ) et η ∈ L2(0, T ;Q), on a

lim
n∞

∫ T

0
(Fε(ūn(t)), ε(v(t)))H dt =

∫ T

0
(Fε(u(t)), ε(v(t)))H dt, (VI.65)

lim
n∞

∫ T

0
(E∗∇ϕ̄n(t), ε(v(t))− ε(u̇n(t)))H dt =

∫ T

0
(E∗∇ϕ(t), ε(v(t))− ε(u̇(t)))H dt, (VI.66)

lim
n∞

∫ T

0
(Mθ̄n(t), ε(v(t))− ε(u̇n(t)))H dt =

∫ T

0
(Mθ(t), ε(v(t))− ε(u̇(t)))H dt, (VI.67)

lim
n∞

∫ T

0
(β∇ϕ̄n(t),∇ξ(t))H dt =

∫ T

0
(β∇ϕ(t),∇ξ(t))H dt, (VI.68)

lim
n∞

∫ T

0
(Eε(ūn(t)),∇ξ(t))H dt =

∫ T

0
(Eε(u(t)),∇ξ(t))H dt, (VI.69)

lim
n∞

∫ T

0
(P θ̄n(t),∇ξ(t))H dt =

∫ T

0
(Pθ(t),∇ξ(t))H dt, (VI.70)

lim
n∞

∫ T

0
( d
dt
θn(t), η(t)− θ̄n(t))L2(Ω) dt =

∫ T

0
(θ̇(t), η(t)− θ(t))L2(Ω) dt, (VI.71)

lim
n∞

∫ T

0
(K∇θ̄n(t),∇η(t)−∇θ̄n(t))H dt =

∫ T

0
(K∇θ(t),∇η(t)−∇θ(t))H dt, (VI.72)

lim
n∞

∫ T

0
(Mε( d

dt
un(t)), η(t)− θ̄n(t))L2(Ω) dt =

∫ T

0
(Mε(u̇(t)), η(t)− θ(t))L2(Ω) dt, (VI.73)

lim
n∞

∫ T

0
(P∇ d

dt
ϕn(t), η(t)− θ̄n(t))L2(Ω) dt =

∫ T

0
(P∇ϕ̇(t), η(t)− θ(t))L2(Ω) dt, (VI.74)

lim
n∞

∫ T

0
j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), v(t)) dt =

∫ T

0
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), v(t)) dt, (VI.75)

lim
n∞

∫ T

0
(f̄n(t), v(t)− d

dt
un(t))V dt =

∫ T

0
(f(t), v(t)− u̇(t))V dt, (VI.76)

lim
n∞

∫ T

0
(q̄en(t), ξ)W dt =

∫ T

0
(qe(t), ξ)W dt, (VI.77)

lim
n∞

∫ T

0
(Θ̄n(t), η(t)− θ̄n(t))L2(Ω) dt =

∫ T

0
(Θ(t), η(t)− θ(t))L2(Ω) dt. (VI.78)

Preuve. Cela a été fait dans le chapitre III. �

Lemme VI.8 Pour tout v ∈ L2(0, T ;V ) et η ∈ L2(0, T ;Q), on a

lim inf
n→∞

∫ T

0
(Fε(ūn(t)), ε(u̇n(t)))H dt >

∫ T

0
(Fε(u(t)), ε(u̇(t)))H dt, (VI.79)

lim inf
n→∞

∫ T

0
j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)), d

dt
un(t)) dt >

∫ T

0
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), u̇(t)) dt. (VI.80)

Preuve. Cela a été fait dans le chapitre III. �
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VI.4 Analyse asymptotique

Revenons à la preuve de la proposition VI.4. En passant à la limite dans (VI.64), on obtient

∫ T

0
(Fε(u(t)), ε(v(t))− ε(u̇(t)))H dt+

∫ T

0
(β∇ϕ(t),∇ξ(t))H dt

+
∫ T

0
(K∇θ(t),∇η(t)−∇θ(t))H dt+

∫ T

0
(θ̇(t), η(t)− θ(t))L2(Ω) dt

+
∫ T

0
(E∗∇ϕ(t), ε(v(t))− ε(u̇(t)))H dt−

∫ T

0
(Eε(u(t)),∇ξ(t))H dt

−
∫ T

0
(Mθ(t), ε(v(t))− ε(u̇(t)))H dt+

∫ T

0
(Mε(u̇(t)), η(t)− θ(t))L2(Ω) dt (VI.81)

−
∫ T

0
(Pθ(t),∇ξ(t))H dt−

∫ T

0
(P∇ϕ̇(t), η(t)− θ(t))L2(Ω) dt

+
∫ T

0
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), v(t)) dt−

∫ T

0
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), u̇(t)) dt

>
∫ T

0
(f(t), v(t)− u̇(t))V dt+

∫ T

0
(qe(t), ξ(t))W dt+

∫ T

0
(Θ(t), η(t)− θ(t))L2(Ω) dt

+
∫ T

0
〈σν(u(t), ϕ(t), θ(t)), vν(t)− u̇ν(t)〉 dt.

Alors
∫ T

0
(Fε(u(t)), ε(v(t))− ε(u̇(t)))H dt+

∫ T

0
(E∗∇ϕ(t), ε(v(t))− ε(u̇(t)))H dt

−
∫ T

0
(Mθ(t), ε(v(t))− ε(u̇(t)))H dt+

∫ T

0
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), v(t)) dt

−
∫ T

0
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), u̇(t)) dt

>
∫ T

0
(f(t), v(t)− u̇(t))V dt+

∫ T

0
〈σν(u(t), ϕ(t), θ(t)), vν(t)− u̇ν(t)〉 dt,

∫ T

0
(β∇ϕ(t),∇ξ(t))H dt−

∫ T

0
(Eε(u(t)),∇ξ(t))H dt−

∫ T

0
(Pθ(t),∇ξ(t))H dt

=
∫ T

0
(qe(t), ξ(t))W dt,

∫ T

0
(θ̇(t), η(t)− θ(t))L2(Ω) dt+

∫ T

0
(K∇θ(t),∇η(t)−∇θ(t))H dt

+
∫ T

0
(Mε(u̇(t)), η(t)− θ(t))L2(Ω) dt−

∫ T

0
(P∇ϕ̇(t), η(t)− θ(t))L2(Ω) dt

>
∫ T

0
(Θ(t), η(t)− θ(t))L2(Ω) dt.
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Prenons

v(t) =

 v pour t ∈ (s, s+ λ)
u̇(t) sinon.

et ξ(t) = ξ , η(t) = η pour t ∈ (s, s+ λ).

(VI.82)

Alors, on obtient

1
λ

∫ s+λ

s
(Fε(u(t)), ε(v)− ε(u̇(t)))H dt+ 1

λ

∫ s+λ

s
(E∗∇ϕ(t), ε(v)− ε(u̇(t)))H dt

− 1
λ

∫ s+λ

s
(Mθ(t), ε(v)− ε(u̇(t)))H dt+ 1

λ

∫ s+λ

s
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), v) dt

− 1
λ

∫ s+λ

s
j((u(t), ϕ(t), θ(t)), u̇(t)) dt

>
1
λ

∫ s+λ

s
(f(t), v − u̇(t))V dt+ 1

λ

∫ s+λ

s
〈σν(u(t), ϕ(t), θ(t)), vν(t)− u̇ν(t)〉 dt

et

1
λ

∫ s+λ

s
(β∇ϕ(t),∇ξ)H dt− 1

λ

∫ s+λ

s
(Eε(u(t)),∇ξ)H dt− 1

λ

∫ s+λ

s
(Pθ(t),∇ξ)H dt

= 1
λ

∫ s+λ

s
(qe(t), ξ)W dt,

1
λ

∫ s+λ

s
(θ̇(t), η − θ(t))L2(Ω) dt+ 1

λ

∫ s+λ

s
(K∇θ(t),∇η −∇θ(t))H dt

+ 1
λ

∫ s+λ

s
(Mε(u̇(t)), η − θ(t))L2(Ω) dt−

1
λ

∫ s+λ

s
(P∇ϕ̇(t), η − θ(t))L2(Ω) dt

>
1
λ

∫ s+λ

s
(Θ(t), η − θ(t))L2(Ω) dt.

(VI.83)

En passant à limite en s, nous obtenons, en utilisant le théorème de Lebesgue, que le triplet
(u, ϕ, θ) satisfait (VI.20), (VI.22) et (VI.23). De plus, il découle de (VI.83) que

(Fε(ui+1), ε(v − ui+1))H + (E∗∇ϕi+1, ε(v − ui+1))H

− (Mθi+1, ε(v − ui+1))H + j((ui+1, ϕi+1, θi+1); v − ui+1)

> (f i+1, v − ui+1)V , ∀ v ∈ K1.

(VI.84)
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VI.5 Dépendance continue

Soit K̃ =
{
v ∈ L2(0, T ;V ) , v(t) ∈ K1 p.p. t ∈ [0, T ]

}
. Rappelons (VI.49) et intégrons (VI.84)

dans [0, T ], on trouve

∫ T

0
(Fε(ūn(t)), ε(v(t)− ūn(t)))H dt+

∫ T

0
(E∗∇ϕ̄n(t), ε(v(t)− ūn(t)))H dt

−
∫ T

0
(Mθ̄n(t), ε(v(t)− ūn(t)))H dt+

∫ T

0
j((ūn(t), ϕ̄n(t), θ̄n(t)); v(t)− ūn(t)) dt

>
∫ T

0
(f̄n(t), v(t)− ūn(t))V dt, ∀ v ∈ K̃.

En passant à la limite dans l’inégalité ci-dessus, on obtient
∫ T

0
(Fε(u(t)), ε(v(t)− u(t)))H dt+

∫ T

0
(E∗∇ϕ(t), ε(v(t)− u(t)))H dt

−
∫ T

0
(Mθ(t), ε(v(t)− u(t)))H dt+

∫ T

0
j((u(t), ϕ(t), θ(t)); v(t)− u(t)) dt

>
∫ T

0
(f(t), v(t)− u(t))V dt.

Comme pour (VI.82) et (VI.83), on déduit en passant à la limite que (u, ϕ, θ) satisfait

(Fε(u), ε(v − u))H + (E∗∇ϕ, ε(v − u))H

− (Mθ, ε(v − u))H + j((u, ϕ, θ); v − u) > (f, v − u)V , ∀ v ∈ K1.

En utilisant la formule de Green dans l’inégalité ci-dessus (voir [21]), nous obtenons que (u, ϕ, θ)
satisfait (VI.21) et alors, le triplet (u, ϕ, θ) est une solution du problème (PV ). �

5 Dépendance continue

Nous étudions ici la dépendance de la solution du problème (PV ) par rapport aux per-
turbations du coefficient de frottement µ, et des données initiales ; déplacement u0, potentiel
électrique ϕ0 et la température θ0. Supposant (H1)-(H8) sont vérifiées, nous considérons {µn}n>1

une famille de perturbations de µ. Soit (PV n) le problème variationnel associé au coefficient
de frottement perturbé µn et soit (un, ϕn, θn) sa solution par rapport aux données initiales un0,
ϕn0 et θn0.
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Théorème VI.5 Supposons que les conditions suivantes sont vérifiées,

‖µ(‖uτ‖)− µn(‖unτ‖)‖L2(0,T,L2(ΓC)) −→n∞ 0,

‖u0 − un0‖V + ‖θ0 − θn0‖L2(Ω) −→n∞ 0.

Alors, la solution du problème (PV n) converge vers la solution du problème (PV ), au sens
suivant :

‖u(t)− un(t)‖2
V + ‖θ(t)− θn(t)‖2

L2(Ω) + ‖u̇(t)− u̇n(t)‖2
V

+ ‖ϕ̇(t)− ϕ̇n(t)‖2
W +

∫ t

0
‖ϕ(t)− ϕn(t)‖2

Wdt+
∫ t

0
‖θ(t)− θn(t)‖2

Hdt −→n∞ 0.

Preuve. D’après (VI.20), (VI.22) et (VI.23), pour tout x = (v, ξ, η) ∈ V ×W ×Q, on a

(Fε(u), ε(v − u̇))H + (β∇ϕ,∇ξ)H + (K∇θ,∇η −∇θ)H + (θ̇, η − θ)L2(Ω)

+ (E∗∇ϕ, ε(v − u̇))H − (Eε(u),∇ξ)H − (Mθ, ε(v − u̇))H + (Mε̇(u), η − θ)L2(Ω)

− (Pθ,∇ξ)H − (P∇ϕ̇, η − θ)L2(Ω) + j((u, ϕ, θ), v)− j((u, ϕ, θ), u̇)

> (f, v − u̇)V + (qe, ξ)W + (Θ, η − θ)L2(Ω) + 〈σν(u, ϕ, θ), vν − u̇ν〉.

(VI.85)

Et de la formulation faible (PV n), pour tout x = (v, ξ, η) ∈ V ×W ×Q, on a

(Fε(un), ε(v − u̇n))H + (β∇ϕn,∇ξ)H + (K∇θn,∇η −∇θn)H + (θ̇n, η − θn)L2(Ω)

+ (E∗∇ϕn, ε(v − u̇n))H − (Eε(un),∇ξ)H − (Mθn, ε(v − u̇n))H + (Mε̇(un), η − θn)L2(Ω)

− (Pθn,∇ξ)H − (P∇ϕ̇n, η − θn)L2(Ω) + j((un, ϕn, θn), v)− j((un, ϕn, θn), u̇n)

> (f, v − u̇n)V + (qe, ξ)W + (Θ, η − θn)L2(Ω) + 〈σν(un, ϕn, θn), vν − u̇nν〉.
(VI.86)

Posons x = (u̇n, ϕ − ϕn, θn) dans (VI.85), x = (u̇, ϕn − ϕ, θ) dans (VI.86) et en sommant les
inégalités obtenues pour obtenir

(Fε(u)− Fε(un), ε(u̇− u̇n))H + (β∇ϕ− β∇ϕn,∇ϕ−∇ϕn)H

+ (K∇θ −K∇θn,∇θ −∇θn)H + (θ̇ − θ̇n, θ − θn)L2(Ω)
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VI.5 Dépendance continue

6 (E∗∇ϕ− E∗∇ϕn, ε(u̇− u̇n))H − (Eε(u)− Eε(un),∇ϕ−∇ϕn)H

− (Mθ −Mθn, ε(u̇− u̇n))H + (Mε̇(u)−Mε̇(un), θ − θn)L2(Ω)

− (Pθ − Pθn,∇ϕ−∇ϕn)H − (P∇ϕ̇− P∇ϕ̇n, θ − θn)L2(Ω)

+ j((u, ϕ, θ), u̇n)− j((u, ϕ, θ), u̇) + j((un, ϕn, θn), u̇)− j((un, ϕn, θn), u̇n)

+ 〈σν(u, ϕ, θ)− σν(un, ϕn, θn), u̇ν − u̇nν〉.

(VI.87)

Comme (M θ −M θn, ε(u̇− u̇n))H = (M ε̇(u)−M ε̇(un), θ − θn)L2(Ω), il vient de (VI.87) que

(Fε(u)− Fε(un), ε(u̇− u̇n))H + (β∇ϕ− β∇ϕn,∇ϕ−∇ϕn)H

+ (K∇θ −K∇θn,∇θ −∇θn)H + (θ̇ − θ̇n, θ − θn)L2(Ω)

6 (E∗∇ϕ− E∗∇ϕn, ε(u̇− u̇n))H − (Eε(u)− Eε(un),∇ϕ−∇ϕn)H

− (Pθ − Pθn,∇ϕ−∇ϕn)H − (P∇ϕ̇− P∇ϕ̇n, θ − θn)L2(Ω)

+ j((u, ϕ, θ), u̇n)− j((u, ϕ, θ), u̇) + j((un, ϕn, θn), u̇)− j((un, ϕn, θn), u̇n)

+ 〈σν(u, ϕ, θ)− σν(un, ϕn, θn), u̇ν − u̇nν〉.

(VI.88)

Ensuite, en utilisant les propriétés de F, β, K, E , P , σν et l’inégalité ab 6 αa2 + 1
4αb

2 avec
α > 0, on trouve après l’intégration de (VI.88) qu’il existe C1 > 0 telle que

‖u(t)− un(t)‖2
V − ‖u0 − un0‖2

V + ‖θ(t)− θn(t)‖2
L2(Ω)

− ‖θ0 − θn0‖2
L2(Ω) +

∫ t

0
‖ϕ(t)− ϕn(t)‖2

W dt+
∫ t

0
‖θ(t)− θn(t)‖2

H dt

6 C1
{ ∫ t

0
‖u(t)− un(t)‖2

V dt+
∫ t

0
‖u̇(t)− u̇n(t)‖2

V dt

+
∫ t

0
‖ϕ̇(t)− ϕ̇n(t)‖2

W dt+
∫ t

0
j((u, ϕ, θ), u̇n)− j((u, ϕ, θ), u̇)

+ j((un, ϕn, θn), u̇)− j((un, ϕn, θn), u̇n) dt
}
.

(VI.89)
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D’autre part, on a

∫ t

0
j((u, ϕ, θ), u̇n)− j((u, ϕ, θ), u̇) + j((un, ϕn, θn), u̇)− j((un, ϕn, θn), u̇n) dt

=
∫ t

0

∫
ΓC

[
µ(‖uτ‖) |Rσν(u, ϕ, θ)| − µn(‖unτ‖) |Rσν(un, ϕn, θn)|

](
‖u̇τ‖ − ‖u̇nτ‖

)
da dt

6
∫ t

0

∫
ΓC

[
µ(‖uτ‖)− µn(‖unτ‖)

]
|Rσν(u, ϕ, θ)|

(
‖u̇τ‖ − ‖u̇nτ‖

)
da dt

+
∫ t

0

∫
ΓC
µn(‖unτ )

[
|Rσν(u, ϕ, θ)| − |Rσν(un, ϕn, θn)|

] (
‖u̇τ‖ − ‖u̇nτ‖

)
da dt.

Et les propriétés de µ, µn, R, σν et l’inégalité de Young, implique qu’il existe C2 > 0 telle que
∫ t

0
j((u, ϕ, θ), u̇n)− j((u, ϕ, θ), u̇) + j((un, ϕn, θn), u̇)− j((un, ϕn, θn), u̇n) dt

6 C2

{
‖µ(‖uτ‖)− µn(‖unτ‖)‖2

L2(0,T,L2(ΓC)) +
∫ t

0
‖u̇(t)− u̇n(t)‖2

V dt

+
∫ t

0
‖u(t)− un(t)‖2

V dt+
∫ t

0
‖ϕ(t)− ϕn(t)‖2

Wdt+
∫ t

0
‖θ(t)− θn(t)‖2

Hdt

}
.

(VI.90)

Combinons (VI.89) et (VI.90), nous trouvons qu’il existe une constante C3 > 0 telle que

‖u(t)− un(t)‖2
V + ‖θ(t)− θn(t)‖2

L2(Ω) +
∫ t

0
‖ϕ(t)− ϕn(t)‖2

Wdt+
∫ t

0
‖θ(t)− θn(t)‖2

Hdt

6 C3

{
‖u0 − un0‖2

V + ‖θ0 − θn0‖2
L2(Ω) +

∫ t

0
‖u(t)− un(t)‖2

V dt+
∫ t

0
‖u̇(t)− u̇n(t)‖2

V dt

+
∫ t

0
‖ϕ̇(t)− ϕ̇n(t)‖2

Wdt+ ‖µ(‖uτ‖)− µn(‖unτ‖)‖2
L2(0,T,L2(ΓC))

}
.

Ensuite, nous utilisons l’inégalité de Gronwall pour déduire qu’il existe C > 0 telle que

‖u(t)− un(t)‖2
V + ‖θ(t)− θn(t)‖2

L2(Ω) + ‖u̇(t)− u̇n(t)‖2
V

+ ‖ϕ̇(t)− ϕ̇n(t)‖2
W +

∫ t

0
‖ϕ(t)− ϕn(t)‖2

Wdt+
∫ t

0
‖θ(t)− θn(t)‖2

Hdt

6 C

{
‖u0 − un0‖2

V + ‖θ0 − θn0‖2
L2(Ω) + ‖µ(‖uτ‖)− µn(‖unτ‖)‖2

L2(0,T,L2(ΓC))

}
.

(VI.91)

Ainsi, le théorème VI.5 résulte de l’inégalité précédente (VI.90). �
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Chapitre VII

Traitement numérique d’un problème de contact
statique avec frottement en

thermo-piézoélectricité

Dans ce chapitre, on considère un problème de contact statique avec frottement entre un
corps thermo-électro-élastique et une fondation rigide. Le matériau est décrit par une loi de
comportement thermo-électro-élastique linéaire et le contact est modélisé avec la condition de
Signorini et une loi de frottement de type Tresca et avec des conditions de conductivité électrique
et thermique. Le modèle se présente sous la forme d’un système couplé en déplacements, en
potentiel électrique et en température. L’existence d’une solution faible est prouvé, et ensuite,
une technique d’itération successive permettant de résoudre le problème numériquement est
proposée et sa convergence est établie. Pour améliorer le conditionnement de notre problème
itératif, une formulation lagrangienne augmentée appropriée est utilisée et ceci nous mène à une
méthode de relaxation par blocs d’Uzawa. Enfin, des tests bidimensionnels sont réalisés pour
illustrer les performances de l’algorithme proposé.

1 Modèle mathématique

Le problème statique de contact entre un corps thermo-piézoélectrique et une fondation
conductrice se formule de la façon suivante :

Problème(P ).T rouver le champ des déplacements u : Ω→ Rd, le potentiel électrique ϕ : Ω→
R et la température θ : Ω→ R tels que :

σ = F ε(u)− E∗E(ϕ)−M θ dans Ω, (VII.1)
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D = E ε(u) + β E(ϕ) + P θ dans Ω, (VII.2)

q = −K∇θ dans Ω, (VII.3)

Div σ + f0 = 0 dans Ω, (VII.4)

divD = φ0 dans Ω, (VII.5)

div q = q0 dans Ω, (VII.6)

u = 0 sur ΓD, (VII.7)

σν = fN sur ΓN , (VII.8)

σν(u, ϕ, θ) ≤ 0, uν ≤ 0, σν(u, ϕ, θ)uν = 0 sur ΓC , (VII.9)
‖στ‖ 6 S

‖στ‖ < S =⇒ uτ = 0

‖στ‖ = S =⇒ (∃λ ∈ R+), uτ = −λστ

sur ΓC , (VII.10)

ϕ = 0 sur Γa, (VII.11)

D · ν = φb sur Γb, (VII.12)

D · ν = ψ(uν)φL(ϕ− ϕF ) sur ΓC , (VII.13)

θ = 0 sur ΓD ∪ ΓN , (VII.14)

q · ν = kc(uν)φL(θ − θF ) sur ΓC . (VII.15)

2 Formulation variationnelle du problème

Utilisons le théorème de représentation de Riesz, on définit f ∈ V , qe ∈ W et Θ ∈ Q par

(f, v)V =
∫

Ω
f0 v dx+

∫
ΓN

fN v da , ∀ v ∈ V, (VII.16)

(qe, ξ)W =
∫

Ω
φ0 ξ dx−

∫
Γb
φb ξ da , ∀ ξ ∈ W, (VII.17)

(Θ, η)L2(Ω) =
∫

Ω
q0 η dx , ∀ η ∈ Q. (VII.18)

Considérons j : V → R , ω : V ×Q×Q→ R et l : V ×W ×W telles que

j(v) =
∫

ΓC
S ‖vτ‖ da , (VII.19)

ω((u, θ); η) =
∫

ΓC
kc(uν)φL(θ − θF ) η da , ∀ θ ∈ Q , ∀ η ∈ Q, (VII.20)
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VII.3 Approximation entièrement discrète et estimation d’erreur

l((u, ϕ); ξ) =
∫

ΓC
ψ(uν)φL(ϕ− ϕF ) ξ da , ∀ θ ∈ Q , ∀ η ∈ Q. (VII.21)

Selon ces notations et par une procédure standard basée sur les formules de Green, nous pouvons
énoncer la formulation variationnelle du problème (P ), en termes des déplacements, de potentiel
électrique et de température.

Problème (PV ). Trouver le champ des déplacements u : Ω → Rd, le potentiel électrique
ϕ : Ω→ R et la température θ : Ω→ R tels que :

(F ε(u), ε(v − u))H + (E∗∇ϕ, ε(v − u))H − (M θ, ε(v − u))H + j(v)− j(u) (VII.22)

> (f, v − u)V , ∀ v ∈ V,

(β∇ϕ,∇ξ)H − (Eε(u),∇ξ)H − (P θ,∇ξ)H + l((u, ϕ); ξ) = (qe, ξ)W , ∀ ξ ∈ W, (VII.23)

(K∇θ,∇η)H + ω(u, θ; η) = (Θ, η)L2(Ω) , ∀ η ∈ Q. (VII.24)

L’existence et l’unicité de la solution du problème (PV) données par le résultat suivant.

Théorème VII.1 Supposons les hypothèses (H1)-(H7) satisfaites, alors s’il existe L∗ > 0 telle
que µ̄+Lτ +LψL+Mψ +LkcL+Mkc 6 L∗, on a le problème (PV ) admet une solution unique.

La preuve du théorème VII.1 est obtenue en plusieurs étapes en s’appuyant sur le résultat mis
en évidence dans l’étude d’une classe d’inéquations variationnelles elliptique et la technique du
point fixe. La démonstration complète de ce théorème est donnée dans [10].

3 Approximation entièrement discrète et estimation d’er-
reur

Dans cette section, nous considérons un schéma par éléments finis pour une approximation
numérique de la solution du problème variationel (PV ). Nous considérons les espaces discrets
V h ⊂ V , Qh ⊂ Q et W h ⊂ W donnés par

V h = {vh ∈ [C(Ω̄)]d; vh|T ∈ [P1(T )]d, T ∈ T h, vh = 0 sur ΓD}, (VII.25)

W h = {ξh ∈ C(Ω̄); ξh|T ∈ P1(T ), T ∈ T h, ξh = 0 sur Γa}, (VII.26)

Qh = {ηh ∈ C(Ω̄); ηh|T ∈ P1(T ), T ∈ T h, ηh = 0 sur ΓD ∪ ΓN}, (VII.27)

où T h dénote une triangulation de Ω̄ et P1(T ) représente l’espace des polynômes de degré
global inférieur ou égal à 1 dans T . Ici, h > 0 indique le paramètre de discrétisation spatiale.

131



Chapitre VII. Traitement numérique d’un problème de contact statique avec
frottement en thermo-piézoélectricité
L’approximation totalement discrète du problème (PV ) est la suivante :

Problème (PV h). Trouver le champ des déplacements uh ∈ V h, le potentiel électrique ϕh ∈ W h

et la température θh ∈ Qh tels que :

(F ε(uh), ε(v − uh))H + (E∗∇ϕh, ε(v − uh))H − (M θh, ε(v − uh))H + j(v)− j(uh) (VII.28)

> (f, v − uh)V , ∀ v ∈ V h.

(β∇ϕh,∇ξ)H − (Eε(uh),∇ξ)H − (Pθh,∇ξ)H + l((uh, ϕh); ξ) = (qe, ξ)W , ∀ ξ ∈ W h. (VII.29)

(K∇θh,∇η)H + ω(uh, θh; η) = (Θ, η)L2(Ω) , ∀ η ∈ Qh. (VII.30)

Comme dans la section précédente, il est facile de montrer que le problème (PV h) admet une
solution unique (uh, ϕh, θh). Nous dérivons des estimations d’erreur pour la solution discrète.
Prenons v = u dans (VII.28), v = uh dans (VII.22) et sommons les inégalités obtenues, alors

(F ε(uh), ε(vh − uh))H + (F ε(u), ε(uh − u))H
+ (E∗∇ϕh, ε(vh − uk))H + (E∗∇ϕ, ε(uh − u))H (VII.31)

− (M θh, ε(vh − uh))H − (M θ, ε(uh − u))H + j(vh)− j(u) > (f, vh − u)V .

Nous utilisons l’égalité suivante

(Fε(uh), ε(uh − vh))H + (Fε(u), ε(u− uh))H

= (F ε(u− uh), ε(u− uh))H − (F ε(uh), ε(vh − u))H, (VII.32)

pour obtenir

(F ε(u− uh),ε(u− uh))H 6 R(u; vh) + (F ε(u− uh), ε(vh − u))H

+ (E∗ (∇ϕh −∇ϕ), ε(vh − u))H − (M (θh − θ), ε(vh − u))H .
(VII.33)

Avec

R(u; vh) =(F ε(u), ε(vh − u))H + (E∗∇ϕ, ε(vh − u))H (VII.34)

− (M θ, ε(vh − u))H − (f, vh − u)V + j(vh)− j(u).
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On soustrait (VII.23) de (VII.29), alors il vient que

(β (∇ϕ−∇ϕh),∇ξh)H − (Eε(u− uh),∇ξh)H
− (P (θ − θh),∇ξh)H − ł((u, ϕ); ξh) + l((uh, ϕh); ξh) = 0. (VII.35)

De plus, d’après (VII.29), nous avons

(β (∇ϕ−∇ϕh), (∇ϕ−∇ϕh))H

6 (β (∇ϕ−∇ϕh),∇ϕ−∇ξh)H − (Eε(u− uh),∇ξh −∇ϕh)H (VII.36)

− (P (θ − θh),∇ξh −∇ϕh)H .

+ l((u, ϕ); ξh)− l((u, ϕ); θh)− l((uh, ϕh); ξh) + l((uh, ϕh); ξh).

On soustrait (VII.24) de (VII.30) alors on obtient

(K (∇θ −∇θh),∇ηh)H − ω((u, θ); ηh) + ω((uh, θh); ηh) = 0. (VII.37)

On remplace ηh par θ − θh et θ − ηh dans (VII.37), on trouve

(K (∇θ −∇θh),∇θ −∇θh)H 6 (K (∇θ −∇θh),∇θ −∇ηh)H (VII.38)

+ ω((u, θ); ηh)− ω((u, θ); θh)− ω((uh, θh); ηh) + ω((uh, θh); θh).

En ajoutant cette inégalité à (VII.31) et (VII.36), nous déduisons que

(F ε(u− uh), ε(u− uh))H + (β (∇ϕ−∇ϕh),∇ϕ−∇ϕh)H + (K (∇θ −∇θh),∇θ −∇θh)H

6 R(u; vh) + (F ε(u− uh), ε(vh − u))H

+ (E∗ (∇ϕh −∇ϕ), ε(vh − u))H − (M (θh − θ), ε(vh − u))H

+ (β (∇ϕ−∇ϕh),∇ϕ−∇ξh)H − (Eε(u− uh),∇ξh −∇ϕh)H

− (P (θ − θh),∇ξh −∇ϕh)H + (K (∇θ −∇θh),∇θ −∇ηh)H

+ ω((u, θ); ηh)− ω((u, θ); θh)− ω((uh, θh); ηh) + ω((uh, θh); θh)

+ l((u, ϕ); ξh)− l((u, ϕ); θh)− l((uh, ϕh); ξh) + l((uh, ϕh); ξh).
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Ensuite, en utilisant l’ellipticité des opérateurs F, β et K et l’inégalité ci-dessus, il résulte que

mF‖u− uh‖2
V +mK‖θ − θh‖2

Q +mβ‖ϕ− ϕh‖2
W (VII.39)

6 R(u; vh) +R1 +R2 +R3 +R4 +R5.

Avec

R1 =(F ε(u− uh), ε(vh − u))H + (E∗ (∇ϕh −∇ϕ), ε(vh − u))H
− (M (θh − θ), ε(vh − u))H

R2 =(β (∇ϕ−∇ϕh),∇ϕ−∇ξh)H − (Eε(u− uh),∇ξh −∇ϕh)H
− (P (θ − θh),∇ξh −∇ϕh)H

R3 =(K (∇θ −∇θh),∇θ −∇ηh)H

R4 =ω((u, θ); ηh)− ω((u, θ); θh)− ω((uh, θh); ηh) + ω((uh, θh); θh),

R5 =l((u, ϕ); ξh)− l((u, ϕ); θh)− l((uh, ϕh); ξh) + l((uh, ϕh); ξh).

À présent, estimons chacuns des termes de (VII.39) et ceci en utilisant les hypothèses H1-H8

et les propriétés de j, χ et l’inégalité de Young ab 6 αa2 + 1
4αb

2 où α ∈ R. En effet, nous avons

|R1| 6α1
{
‖u− uh‖2

V + ‖ϕ− ϕh‖2
W + ‖θ − θh‖2

Q + ‖vh − u‖2
V

}
, (VII.40)

|R2| 6α2
{
‖u− uh‖2

V + ‖ϕ− ϕh‖2
W + ‖θ − θh‖2

Q + ‖ξh − ϕ‖2
W

}
, (VII.41)

|R3| 6α3
{
‖θ − θh‖2

Q + ‖ηh − θ‖2
Q

}
, (VII.42)

|R4| 6α4
{
‖u− uh‖2

V + ‖θ − θh‖2
Q + ‖ηh − θh‖2

Q

}
, (VII.43)

|R5| 6α5
{
‖u− uh‖2

V + ‖ϕ− ϕh‖2
W + ‖ξh − ϕh‖2

w

}
, (VII.44)

et en combinant les inégalités (VII.39)-(VII.44), nous avons l’estimation suivante

‖u− uh‖V + ‖θ − θh‖Q + ‖ϕ− ϕh‖W
6 c

{
|R(u; vh)| 12 + ‖vh − u‖V + ‖ξh − ϕ‖W + ‖ηh − θ‖Q

}
. (VII.45)

Alors, nous obtenons le résultat suivant
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Théorème VII.2 Sous les conditions du théorème VII.1, on a l’estimation d’erreur suivante :

‖u− uh‖V + ‖ϕ− ϕh‖W + ‖θ − θh‖Q 6 c h. (VII.46)

Preuve . Pour estimer l’erreur fournie par l’approximation des espaces des éléments finis V h,
W h et Qh, nous utilisons Πhu, Πhϕ et Πhθ les opérateurs d’interpolation par éléments finis
standard de u, ϕ et θ, respectivement. Nous avons l’estimation d’erreur d’interpolation suivante
[16] :

‖u− Πhu‖V 6 ch|u|V , ‖ϕ− Πhϕ‖W 6 ch|ϕ|W , ‖θ − Πhθ‖Q 6 ch|θ|Q. (VII.47)

De même, en utilisant (VII.34) et (I.5), nous obtenons

R(u, vh) = (σ, ε(vh − u))H + j(vh)− j(u)− (f, vh − u)V 6
∫

ΓC
στ (vhτ − uτ ) da.

Alors, nous trouvons

|R(u, vh)| 6 c‖uτ − vhτ ‖V . (VII.48)

Par suite, en utilisant (VII.45), (VII.47) et (VII.48), on trouve (VII.46). �

4 Méthode de décomposition itérative successive

Nous proposons dans cette partie une méthode numérique pour donner une solution aprochée
du problème (VII.22)-(VII.24), en utilisant une technique de découplage (VII.55)-(VII.57) et
une méthode de décomposition basée sur la méthode Lagrangienne augmentée (Algorithme 2).
Nous commençons par la méthode itérative successive suivante, étant donné (u0, ϕ0, θ0), nous
définissons la suite (un, ϕn, θn) ∈ V ×W ×Q par l’algorithme suivant.

Algorithme 1.

Étape 1. Trouver la température θn+1 ∈ Q telle que

(K∇θn+1,∇η)H + ω(un, θn; η) = (Θ, η)L2(Ω) , ∀ η ∈ Q. (VII.49)
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Étape 2. Trouver le champ des déplacements un+1 ∈ V et le potentiel électrique ϕn+1 ∈ W
tels que

(F ε(un+1), ε(v − un+1))H + (E∗∇ϕn+1, ε(v − un+1))H (VII.50)

− (M θn+1, ε(v − un+1))H + j(v)− j(un+1) > (f, v − un+1)V , ∀ v ∈ V.

(β∇ϕn+1,∇ξ)H − (Eε(un+1),∇ξ)H − (P θn+1,∇ξ)H + l((un, ϕn); ξ) (VII.51)

= (qe, ξ)W , ∀ ξ ∈ W.

4.1 Convergence

On montre ici que la méthode itérative successive (VII.49)-(VII.51) converge au sens du théo-
rème suivant :

Théorème VII.3 Sous les hypothèses du théorème VII.1, la méthode d’itération (VII.49)-
(VII.51) converge, c-à-d

‖un − u‖V → 0, ‖ϕn − ϕ‖W → 0, ‖θn − θ‖Q → 0 si n→∞.

Preuve. Posons v = un+1 dans (VII.22), ξ = ϕn+1 − ϕ dans (VII.23), η = θn+1 − θ in (VII.24)
et additionnons les inégaliés obtenues pour obtenir

(F ε(u), ε(un+1 − u))H + (β∇ϕ,∇(ϕn+1 − ϕ))H + (K∇θ,∇(θn+1 − θ))H
+ (E∗∇ϕ, ε(un+1 − u))H − (Eε(u),∇(ϕn+1 − ϕ))H
− (M θ, ε(un+1 − u))H − (P θ,∇(ϕn+1 − ϕ))H
+ j(un+1)− j(u) + l((u, ϕ);ϕn+1 − ϕ) + ω(u, θ; θn+1 − θ)

> (f, un+1 − u)V + (qe, ϕn+1 − ϕ)W + (Θ, θn+1 − θ)L2(Ω).

(VII.52)

Posons v = u dans (VII.49), ξ = ϕ − ϕn+1 dans (VII.50), η = θ − θn+1 dans (VII.51) et
additionnons les inégaliés obtenues résultantes, il vient

(F ε(un+1), ε(u− un+1))H + (β∇ϕn+1,∇(ϕ− ϕn+1))H + (K∇θn+1,∇(θ − θn+1))H
+ (E∗∇ϕn+1, ε(u− un+1))H − (Eε(un+1),∇(ϕ− ϕn+1))H
− (M θn+1, ε(u− un+1))H − (P θn+1,∇(ϕ− ϕn+1))H
+ j(u)− j(un+1) + l((un, ϕn);ϕ− ϕn+1) + ω(un, θn; θ − θn+1)

> (f, u− un+1)V + (qe, ϕ− ϕn+1)W + (Θ, θ − θn+1)L2(Ω).

(VII.53)
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Ensuite, on soustrait (VII.52) de (VII.53) et nous utilisons (IV.9), pour déduire

(F ε(un+1)− F ε(u), ε(un+1 − u))H + (β∇ϕn+1 − β∇ϕ,∇(ϕn+1 − ϕ))H
+ (K∇θn+1 −K∇θ,∇(θn+1 − θ))H
6 −(M θn+1 −M θ, ε(un+1 − u))H − (P θn+1 − P θ,∇(ϕn+1 − ϕ))H
+ l((u, ϕ);ϕn+1 − ϕ)− l((un, ϕn);ϕn+1 − ϕ)

+ ω(u, θ; θn+1 − θ)− ω(un, θn; θn+1 − θ).

En utilisant les hypothèses (H1)-(H7), on trouve, après simplification, que

mF‖un+1 − u‖2
V +mβ‖ϕn+1 − ϕ‖2

W +mK‖θn+1 − θ‖2
Q

6M∗‖un+1 − u‖V ‖θn+1 − θ‖Q + P∗‖θn+1 − θ‖Q‖ϕn+1 − ϕ‖W
+ LLψc0c1‖un − u‖V ‖ϕn+1 − ϕ‖W +Mψc

2
1‖ϕn − ϕ‖W‖ϕn+1 − ϕ‖W

+ LLKcc0c2‖un − u‖V ‖θn+1 − θ‖W +MKcc
2
2‖θn − θ‖W‖θn+1 − θ‖W .

Si on note X = V ×W ×Q, alors, après simplification, on obtient

‖xn+1 − x‖X 6
LLψc0c1 +Mψc

2
1 + LLKcc0c2 +Mkcc

2
2

inf(mF,mβ,mK)−M∗ − P∗
‖xn − x‖X . (VII.54)

Et en utilisant l’hypothèse de petitesse du théorème VII.1, alors le théorème VII.3 est établi.�

- Méthode de découplage pour (VII.49)

Par le théorème de représentation de Riesz, on définit K : Q→ Q et Θ̃ ∈ Q comme suit

(Kθ, η)Q = (K∇θ,∇η), ∀η ∈ Q, (VII.55)

(Θ̃, η)Q = (Θ, η)L2(Ω) + ω(uk, θk; η), ∀η ∈ Q. (VII.56)

Alors on trouve
θk+1 = K−1Θ̃, (VII.57)

- Méthode lagrangienne augmentée pour (VII.50)-(VII.51)

Dans la suite, nous considérons l’espace produit X̃ = V ×W et nous définissons A : X̃ → X̃
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et g ∈ X̃ pour tout x = (u, ϕ), y = (v, ξ) ∈ X̃ par les expressions suivantes

(Ax, y)X̃ = (Fε(u), ε(v))H + (E∗∇ϕ, ε(v))H + (Eε(u),∇ξ)H − (β∇ϕ,∇ξ),

(g, y)X̃ = (f, v)V + (M θn+1, ε(v))H − (qe, ξ)L2(Ω) − (Pθn+1,∇ξ) + l((un, ϕn); ξ).

Pour des raisons de simplification, nous utilisons la même approche et les mêmes notations
utilisées dans [29]. Ici nous donnons directement l’algorithme de résolution du problème (VII.50)
-(VII.51), et nous notons qu’il est basé sur la méthode lagrangienne augmentée que l’on peut
trouver dans Glowinski et Tallec [31].

Soit r > 0 le paramètre de pénalisation, nous introduisons des inconnues auxiliaires p =
(pc, pf ) (c pour le contact et f pour le frottement). L’algorithme 2 ci-dessous représente la
méthode de relaxation par blocs d’Uzawa pour (VII.50)-(VII.51), nous réitérons jusqu’a ce que
l’erreur relative sur xk, pkc et pkf soit suffisamment petit :

‖xk+1 − xk‖2 + ‖pk+1
c − pkc‖2 + ‖pk+1

f − pkf‖2

‖xk‖2 + ‖pkc‖2 + ‖pkf‖2 < 10−4. (VII.58)

Algorithme 2. Algorithme de relaxation par blocs d’Uzawa pour (VII.50)-(VII.51) :

Initialisation. Calculer successivement xk+1, pk+1 = (pk+1
c , pk+1

f ) et λk+1 = (λk+1
c , λk+1

f ) comme
suit.
Étape 1. Prend p̄kc = rpkc − λkc , p̄kf = rpkf − λkf . Trouver xk+1 = (uk+1, ϕk+1) ∈ X̃ tel que

(Axk+1), y)X̃ + r(uk+1
ν , vν)ΓC + (uk+1

τ , vτ )ΓC = (gk, y)X̃ + r(p̄kc , vν)ΓC + (p̄kf , vτ )ΓC , ∀y ∈ X̃.

Étape 2. Calculer les variables auxiliaire de contact et de frottement

pk+1
c = uk+1

ν + 1
r

[
λkc −max(0, λkc + r(uk+1

ν − g))
]
,

pk+1
f =


| λkf + rukτ | −sn
r | λkf + rukτ |

(λkf + rukτ ) si | λkf + rukτ |> S,

0 si | λkf + rukτ |6 S.

Étape 3. Mise à jour des multiplicateurs de Lagrange

λk+1
c = λkc + r(ukν − pkc )

λk+1
f = λkf + r(ukτ − pkf ).
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4.2 Algorithme de résolution

Dans cette section, nous appelons les résultas que nous avons trouvé précédemment, en
premier étape nous utilisons la méthode de découplage (VII.55)-(VII.57) pour calculer θk et en
deuxième étape nous utilisons l’algorithme 2 pour calculer (uk+1, ϕk+1). Ainsi, nous obtenons
l’algorithme suivant :

Algorithme 3. Méthode de résolution pour (VII.49)-(VII.51) :
Initialisation. u0, ϕ0 et θ0 sont donnés.
Itération. Calculons uk+1, ϕk+1 et θk+1 comme suit :
Étape 1. Calculons θk+1 par (VII.55)-(VII.57).
Étape 2. Calculons (uk+1, ϕk+1) par l’algorithme 2.

5 Simulation numérique

Afin de tester la validité et la performance de l’algorithme proposé dans la section précé-
dente, nous avons mis en oeuvre quelques tests numériques en dimension deux. Le programme
réalisant l’algorithme présenté dans cette thèse, est écrit en langage MATLAB.

Fig. VII.1 – Configuration initiale du cadre physique.

Nous considérons le domaine à deux dimensions décrit dans la figure (VII.1). Le domaine Ω
est un rectangle de dimension 2m×1m initialement en contact avec une fondation conductrice.
Le corps est encastré sur la partie ΓD = [0]×[0, 1], une densité de forces surfaciques σ.n = −2.x2

est appliquée sur ΓN = [0, 2]× [1] où le potentiel électrique est nul et sur la partie ΓD ∪ ΓN la
température est nulle. Sur la partie ΓC = [0, 2]× [0], le corps est en contact avec une fondation
conductrice avec ϕF = 32V et θF = 6K. Finalement, nous supposons que les efforts volumiques
et les charges électriques et thermique surfaciques et volumiques sont nuls.
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Nous prendrons dans toutes la suite r = 14.67755 le paramètre de pénalité.
Les équations VII.4-VII.5 peuvent être formulées dans le cas d’une déformation plane comme
suit : 

σ11

σ22

σ12

D1

D2


=



f11 f13 0 0 e32 m11
f13 f33 0 0 e33 m12
0 0 f44 e24 0 m22
0 0 e24 −β22 0 p2
e32 e33 0 0 −β33 p3





ε11

ε22

2ε23

−E2

−E3

θ


Suivant [24], les constantes du matériau sont :

Élastiques (GPa) Piézoélectriques (C/m2) Diélectriques C2/(Nm2)
f11 f13 f33 f44 e32 e33 e24 β22 β33
8 4.4 8 1.8 0 0 0 4 4

Dilatation thermique (K) Pyroélectrique (N/CK)
m11 m12 m22 p2 p3
60 60 0 0 0

Tab. VII.1 – Les valeurs des coefficients des matériaux thermo-piézoélectriques (Polymère).

La discrétisation est faite avec des éléments finis triangulaires de type P1. Le maillage du
domaine comporte 968 éléments triangulaires reliés à 529 noeuds dont 23 noeuds répartis sur
l’interface de contact ΓC (voir la figure suivante).

Fig. VII.2 – La structure discrétisée du corps thermo-piézoélectrique en contact avec une fondation.
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VII.5 Simulation numérique

Maintenant, nous représentons les résultats numériques obtenus. Nous donnons les corps
déformés, le potentiel électrique et le flux de température sur l’interface de contact pour diffé-
rentes valeurs de kc et ke.

- Le cas kc = 0.25 et ke = 0.25.

Fig. VII.3 – Configuration déformée. Fig. VII.4 – Potentiel électrique sur ΓC .

Fig. VII.5 – Température sur ΓC .
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Chapitre VII. Traitement numérique d’un problème de contact statique avec
frottement en thermo-piézoélectricité
- Le cas kc = 0.5 et ke = 0.5.

Fig. VII.6 – Configuration déformée. Fig. VII.7 – Potentiel électrique sur ΓC .

Fig. VII.8 – Température sur ΓC .
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VII.5 Simulation numérique

- Le cas kc = 1 et ke = 1.

Fig. VII.9 – Configuration déformée. Fig. VII.10 – Potentiel électrique sur ΓC .

Fig. VII.11 – Température sur ΓC .

Le tableau VII.2 (respectivement le tableau VII.3) ci-dessous donne les nombres des itéra-
tions et le temps de calcul (cpu-time) de notre solution approchée pour différentes valeurs de
h (respectivement pour différentes valeurs de kc et ke).
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Chapitre VII. Traitement numérique d’un problème de contact statique avec
frottement en thermo-piézoélectricité

Taille du maillage Ω/Γc itération cpu(s)
16/4 26 3.906250e− 01
64/8 30 9.375000e− 01
256/16 33 8.484375e+ 00
576/24 33 5.575000e+ 01

Tab. VII.2 – Performances de l’algorithme 3 pour différentes valeurs des pas de maillage avec ke = 0.75
et kc = 0.75.

(kc, ke) itération cpu(s)
(0.25, 0.25) 17 4.359375e+ 00
(0.5, 0.5) 21 5.562500e+ 00
(0.75, 0.75) 26 6.312500e+ 00
(1, 1) 33 8.734375e+ 00

Tab. VII.3 – Performances de l’algorithme 3 pour différentes valeurs de kc et ke avec pas du maillage
h = 1/23.

Nous remarquons que le potentiel électrique et la température varient de la même façon que
les coefficients de conductivité électrique et thermique (kc et ke). Autrement dit, les allures des
distributions du potentiel électrique et de la température croissent lorsque les coefficients de la
conductivité électrique et thermique (kc et ke) croissent. Ces résultats sont compatibles avec
la condition à la limite de contact électrique et thermique que nous utilisons sur l’interface de
contact, et ainsi, ils montrent l’effet de la conductivité de la fondation sur le processus.

Pour voir le comportement de la convergence du schéma discret, nous calculons une séquence
de solutions numériques basée sur des discrétisations du domaine (0, 2)× (0, 1) du type illustré
à la figure VII.2. Ensuite, nous fournissons les valeurs d’erreurs estimées pour plusieurs valeurs
du pas de discrétisation h. La solution numérique correspondante à h = 1/23 est prise comme
solution forte, qui sert à calculer les erreurs des solutions numériques. Sur la figure VI.12, les
erreurs estimées sont présentées dans les cas des lois de Coulomb et de Signorini. La convergence
du schéma d’éléments finis est clairement observée. Ainsi, le comportement de convergence
asymptotique linéaire (VII.46) est obtenu.

144



Fig. VII.12 – Les erreurs estimées (h).





Conclusion et perspectives

Ce travail de recherche a été consacré à l’étude mathématique et numérique de certains
problèmes de contact entre un corps piézoélectrique et une fondation conductrice, et plus par-
ticulièrement pour un comportement thermo-électro-élastique en régime quasi-statique.

En première étape, nous avons traité un problème de contact bilatéral avec frottement sec
entre un corps thermo-piézoélectrique et une fondation thermiquement conductrice. Le proces-
sus est supposé quasi-statique et la loi de comportement thermo-électro-élastique est linéaire.
Sous l’hypothèse de petitesse des déplacements élastiques et de coefficient de frottement, nous
avons établi un résultat d’existence de la solution faible du problème. Ensuite dans la deuxième
et la troixième partie, nous avons généralisé cette étude (approche) aux cas de contact unilaté-
ral et compliance normale avec frottement sec en tenant compte des conductivités thermique,
électrique et de la fondation.

Nous avons précisé pour chaque problème, le modèle mathématique et donné sa formulation
variationnelle exprimée sous forme d’inéquation variationnelle. Nous avons prouvé l’existence de
la solution faible de chaque problème quand les coefficients de conductivité électrique, thermique
et de frottement sont suffisamment petits.

Dans la quatrième partie, nous avons étudié un problème de contact unilatéral avec frotte-
ment non-local de Coulomb entre un corps thermo-électro-élastique et une fondation thermi-
quement conductrice. Nous avons établi la formulation faible du problème et nous avons montré
qu’elle admet une solution quand le coefficient de frottement est assez petit. Aussi, nous avons
donné un résultat de dépendance de la solution par rapport au coefficient de frottement et aux
conditions initiales.

D’autre part, le problème de l’unicité de la solution pour ce type de problèmes reste toujours
ouvert. En effet, la non-unicité d’une solution est fort probable en raison du fort couplage des
lois de comportement et des conditions aux limites. Et contrairement aux probèmes tenant
compte des effets visqueux, en passant à la limite où la viscosité disparaît, entraîne une baisse
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de régularité des solutions qui peut également entraîner une perte d’unicité de la solution [68].
Techniquement, si x1 et x2 sont des solutions du problème variationel, nous avons rencontré
des difficultés à montrer que ‖x1 − x2‖W 1;∞(0;T ;X) = 0, même si le coefficient de frottement
µ̄ et le pas de temps sont suffisamment petits. De manière générale, la perte d’unicité des
solutions peut être associée à une perte de validité des approximations statiques ou quasi-
statiques et à la présence d’instabilités dynamiques [42]. En dernier lieu, nous remarquons
que l’estimation de la petitesse de µ̄, kc, et ψ pour assurer l’existence de solutions constitue
également un problème ouvert, intéressant et difficile [33, 34]. D’autre part, nous avons constaté
que l’ajout de la viscosité aux modèles entraîne une augmentation de la régularité des solutions
[68]. Cette remarque peut être utilisée pour étudier le caractère d’unicité de la solution des
modèles proposés en ajoutant un petit terme de viscosité aux lois de comportement thermo-
électro-élastiques.

Dans la dernière partie, nous avons présenté un schéma itératif pour un problème statique de
contact thermo-électro-élastique avec la loi de frottement de Tresca. Concernant le traitement
numérique, nous avons utilisé, dans un premier temps la méthode Lagrangienne Augmentée
combinée avec la relaxation par bloc d’Uzawa. Ensuite, nous avons introduit l’approximation
par éléments finis du problème proposée en donnant un résultat d’existence et d’unicité de sa
solution faible. La convergence de la solution par rapport au pas de discrétisation est également
établie. Une méthode itérative de résolution du problème discrétisé est aussi proposée. Enfin,
nous avons donné un algorithme de résolution du problème discrétisé et on a présenté quelques
simulations numériques en 2D.

Nos futurs travaux seront d’essayer d’étendre l’approximation et la simulation numérique
pour résoudre ces problèmes en cas quai-statique. Le problème de la piézoélectricité étudié dans
cette thèse ne prend pas en considération d’autres phénomènes thermiques et magnétiques. Pour
mieux approcher la réalité physique, il est envisageable d’étendre les résultats d’estimation de
la solution obtenus à un problème de contact en magnéto-thermo-électro-élasticité.
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Résumé
Ł’objet de cette thèse est l’étude mathématique et numérique de quelques problèmes aux li-
mites de contact avec frottement, entre un corps déformable et une fondation thermiquement
et/ou électriquement conductrice. Nous nous plaçons dans le cadre des petites déformations
et nous étudions des processus statiques et quasi-statiques pour des matériaux thermo-électro-
élastiques. Les résultats obtenus concernant l’existence des solutions faibles ainsi que le compor-
tement des solutions thermo-électro-élastiques par rapport au coefficient du frottement et les
données initiales. Nous présentons une modélisation détaillée du contact thermo-piézoélectrique
et nous décrivons les hypothèses et les équations qui modélisent ces problèmes ainsi que les
conditions aux limites avec frottement. Ensuite, l’étude est destinée à des problèmes quasi-
statiques thermo-électro-élastiques et de contact avec frottement modélisés à l’aide des diffé-
rentes lois de contact (unilatéral, bilatéral) et de frottement de type sec et Coulomb. Ensuite,
nous approchons numériquement la solution d’un problème statique de contact entre un corps
thermo-piézoélectrique et une fondation conductrice, ceci en utilisant une technique de décou-
plage et une méthode de décomposition basée sur la méthode du lagrangienne augmentée. Nous
avons donné des tests 2D pour valider la performance de l’algorithme proposé.

Mots clés : matériaux thermo-piézoélectriques, contact unilatéral, compliance normale, frot-
tement de Tresca, frottement de Coulomb quasi-statique, frottement non local de Coulomb,
inéquations variationnelles et quasi-variationnelles, théorème de point fixe de Banach.
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Abstract

The aim of this thesis is the mathematical and numerical study of some boundary value contact
problems, with friction, between a body and a thermally and/or electrically conductive founda-
tion. We consider the case of small deformations and we study the static and quasistatic process
for thermo-electro-elastic materials. The results obtained concerning the existence of weak so-
lutions and the continuous dependence of thermo-electroelastic solutions on the coefficient of
friction and the initial data. Firstly, we present a detailed modeling of the thermo-piezoelectric
contact and describe the assumptions and equations that model these problems as well as the
boundary conditions with friction. Secondly, we study the quasi-static thermo-electroelastic
frictional contact problems modelled by using different contact laws (unilateral, bilateral) and
dry and Coulomb friction laws. Next, we give the numerical approach of the solution of a
static contact problem between a thermo-piezoelectric body and a conductive foundation, by
using a decoupling technique and a decomposition method based on the augmented Lagrangian
method. We give 2D tests to validate the performance of the proposed algorithm.

Keywords : thermo-piezoelectric materials, unilateral contact, normal compliance, Tresca’s
friction, quasi-statique Coulomb’s friction, non local Coulomb’s friction, variational and quasi-
variational inequalities, Banach fixed point theorem.
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