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Résumé

L’objet de cette these est d’étudier le probleme de la controlabilité pour une classe de sys-
temes décrits par des équations aux dérivées partielles paraboliques bilinéaires ou semilinéaires.
En premier lieu, nous étudions le probleme de la controlabilité partielle des systemes bilinéaires,
ce qui consiste a faire ramener le systéeme de son état initial a un état désiré donné seulement sur
région interne du domaine géométrique du systeme. Nous nous intéressons aussi au probleme de
la controlabilité exacte globale des systemes semilinéaires avec un controle multiplicatif distribué.
L’approche utilisée permet le calcul explicite du controle et utilise la notion de controlabilité a zéro

pour les systemes controlés additivement ainsi que les propriétés des semi-groupes linéaires.

Des exemples d’illustrations sont présentés avec simulations numériques en vue de visualiser le

comportement de 1’état final du systeme par rapport a I’état cible.

Mots clés : Controlabilité exacte - Equation de la chaleur - Controlabilité partielle - Controle

bilinéaires - Systeme semi-linéaire.




Abstract

The aim of this thesis is to study the problem of controllability for a class of systems described
by parabolic partial differential equations bilinear and semi-linear.. Firstly, we studied the partial
controllability problems of bilinear systems , which consist of steering the system from the initial
state to a desired one in a subregion of the system evolution domain. We treated also the exact
global controllability of semilinear systems with a distributed multiplicative control. The used ap-
proach allows the explicit calculation of the control and uses the notion of zero controllability for

systems controlled additively and the properties of linear semi-group.

Illustrative examples are presented with numerical simulations to visualize the behavior of the

final state of the system relative to the target state.

Keywords : Exact controllability - Reaction-diffusion equation - Partial controllability - Bili-

near control - Semilinear system.







Notation

Ensembles et éléments

Qr
Y

espace de Banach.

variable de 'espace.

variable du temps.

domaine (ouvert borné) de R", n > 1.
frontiere de 2.

région non vide de Q.

réel positif.

produit cartésien de Q par (0,7).
produit cartésien de 02 par (0,7).

Opérateurs et espaces

opérateur linéaire de X dans X.

adjoint de A.

domaine de A.

résolvante de 'opérateur A au point \.

ensemble résolvant de A.

espace des fonctions p-sommable sur © (1 < p < c0).

dérivée partielle de y € LP(2) par rapport a t.



Autres
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\Y

0 0 0

opérateur gradient Vy =t —y, cee 9 , ol id est la dérivée
0xy ox, ox;

partielle de y par rapport a x;.

2
ol —5 est la dérivée second de y

opérateur Laplacien Ay = Z 92 552
(2 (2

i=1

par rapport a x;.

espace des fonctions linéaires continues définies de X vers lui-méme.
fonction caractéristique de I'ensemble F.

fonction identité.

restriction de y € LP(Q2) a w.

norme définie sur X.
convergence forte.
convergence faible.

presque partout.
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Introduction

La théorie des systemes est un outil essentiel pour toutes les branches des mathématiques ap-
pliquées. En particulier lorsqu’il s’agit de modéliser puis résoudre des problemes issus de divers
domaines : des sciences physique, de la chimie, de 1’économie, de médecine, des sciences de I'ingé-
nieur...

Un systeme réel est défini par une équation qui décrit sa loi d’évolution dans un domaine déterminé,
avec des conditions au bord et une condition initiale, le systeme est alors bien posé s’il existe un
cadre fonctionnel satisfaisant qui permet de donner un sens a 1’équation et d’assurer I’existence et
I'unicité de la solution.

Les systemes linéaires interviennent dans de nombreux contextes d’applications, ils permettent de
traiter une bonne partie de la théorie des systemes en dimension finie. Cependant, ces modeles ne
permettent pas d’étudier d’autres problemes réels intéressants, par exemple, ceux qui donne lieu a
des systemes bilinéaires. L’intérét des systemes bilinéaires est multiple puisqu'un grand nombre de
processus industriels ou naturels ont intrinsequement une structure bilinéaire. A titre d’exemple,
on peut citer les transferts de chaleur par condition-convection, la dynamique des organes de sens,
la génération des cellules par division cellulaire, la production d’énergie électrique, I’économie de
certains pays, etc...[64].

L’état d’'un systeme est caractérisée par un ensemble de variables qu’il faut connaitre a un instant
to pour pouvoir prédire de facon univoque le comportement de ce systeme a tout instant ¢t > ¢
et pour toute entrée entre ty et t. L'espace d’état est un espace vectoriel contenant les états du
systeme et qui est convenablement choisi. Si cet espace est de dimension fini on dit que ce systeéme
est de dimension finie ot localisé (c’est le cas des systemes d’équations différentielles ordinaires), et

si I'espace d’état est de dimension infinie alors le systeme est dit de dimension infinie ou distribué

11
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(c’est le cas des systemes d’équations aux dérivées partielles ou EDP).

Les commandes utilisées pour agir sur un systeme de fagon a le diriger vers une cible sont appelés
controles, ils permettent I'action sur un systeme qu’on souhait maitriser.

La théorie de controle est une branche de la théorie des systemes qui a pour objet 1’étude du com-
portement des systemes dynamiques sur lesquels on peut agir au moyen d’un controle dans le but
d’atteindre certains objectifs pour le systeme étudié, par exemple ramener le systéeme de son état
initial a un état désiré, ramener le systeme a son équilibre contre différent types de perturbations...
Le controle apparait d’une maniere additive dans les systemes linéaires et d’une maniere multi-
plicative pour les systeémes bilinéaires. Par exemple, les controles multiplicatifs (bilinéaires) sont
essentiels pour modéliser des processus de convection par diffusion-réaction controlés au moyen de
catalyseurs pouvant accélérer ou ralentir la réaction.

La problématique générale de la controlabilité consiste a étudier la possibilité d’agir sur un systeme
dynamique dépendant de la variable temporelle de fagon a conduire ’état de ce systéme a un état
donné de maniere exacte ou de maniere approchée a un instant donné.

La controlabilité partielle (ou régionale) est une extension qui est tres importante dans les applica-
tions pratiques, elle consiste a controler seulement une partie de I’état, en effet si on considere un
systeme défini sur un domaine géométrique 2, et si w est une région de €2, la controlabilité partielle
sur w consiste a conduire le systeme considéré de son état initial vers un état désiré sur w.
Mathématiquement, le probleme de la controlabilité pour les systemes linéaires a été largement
étudié et une base complete est disponible dans la littérature [28, [15] 31, 32].

Historiquement, le premier résultat de controlabilité concernant les systemes bilinéaires en dimen-
sion infinie est du a Ball, Marsden et Slemrod en 1982, ils ont démontré dans [4] que 1’ensemble des
états atteignables a partir de n’importe quel état initial est d’intérieur vide dans l’espace ambiant.
Plusieurs interprétations ont été alors données a ce résultat négatif. En effet, on peut 'expliquer
par un choix inapproprié d’espaces de controles et d’états désirés.

Cannarsa et Khapalov [14] ont étudié les propriétés globales de la controlabilité approché de I’équa-
tion de réaction-diffusion en utilisant des controles bilinéaires explicités pour le cas ou les états
initial et désiré vérifient certains conditions de signes en relation avec le principe du maximum.
Dans [67] Ouzahra a montré la controlabilité globale approchée et exacte de ’équation de réaction-
diffusion par une controle statique (ne dépend pas du temps), en utilisant des approches basées sur

la théorie des semi-groupes et la controlabilité nulle des systemes linéaires.

12
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Lin, Zhou et Gao [59] ont donné un résultat positif consacré a la controlabilité exacte du systeme
parabolique régi par un controle bilinéaire pour une classe d’états désirés.

Dans [68] M. Ouzahra, A. Tsouli et A. Boutoulout ont traité la controlabilité exacte de I’équation
de la chaleur bilinéaire avec des conditions aux limites non homogenes.

Khapalov [51] a étudié les propriétés de la controlabilité approchée globale "non négative” d’une
équation de la chaleur semi-linéaire. En appliquant au plus trois controles bilinéaires statiques, il
a montré que tout état cible non négatif peut étre approximativement atteignable a partir de tout
état initial non négatif et non nul, puis il a appliqué ce résultat pour établir des propriétés de la
controlabilité de la version non homogene de ce probleme.

Aussi, Canarsa, Floridia et Khapalov [I7] ont établi la controlabilité approchée de I’équation de
la chaleur dans le cas semi-linéaire monodimensionnel dans un temps donné 7' > 0, lorsque 1’état

désiré admet un nombre fini de points de changement de signe dans le méme ordre que 1’état initial.

Dans cette these, nous nous intéressons aux problemes de la controlabilité pour I’équation de la
chaleur bilinéaire et semilinéaire.

Ce manuscrit est organisé comme suit :

Le chapitre 1 introduit les principaux outils mathématiques utilisés dans cette these. On com-
mence par rappeler les différentes propriétés des semi-groupes linéaire, puis on donne quelques
résultats d’existence et d’unicité, ainsi que quelques résultats relatifs a la notion de controlabilité

pour les systemes a controles additifs.

Le chapitre 2 est consacré a un rappel sur quelques résultats existants concernant le probleme

de controlabilité approchée de I’équation de la chaleur bilinéaire et semilinéaire.

Dans le chapitre 3 on étudie le probleme de la controlabilité exacte de 1’équation de la cha-
leur bilinéaire, on traite les cas :
- Les conditions aux bords de Dirichlet non homogene.

- Les conditions aux bords de Dirichlet homogene.

Le chapitre 4 concerne la controlabilité partielle de 1’équation de la chaleur bilinéaire, nous

13
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donnons dans ce chapitre des résultats de la controlabilité partielle qui améliore des résultats pré-

cédemment connus dans le cas de la controlabilité globale.

Dans le chapitre 5 nous allons étudier la controlabilité exacte de I’équation de la chaleur semi-

linéaire en se basant sur la controlabilité de I’équation de la chaleur bilinéaire.

14
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Chapitre

Généralités

Ce premier chapitre a pour but de présenter quelques notions mathématiques qu’on va utiliser
tout au long de cette these, en particulier la théorie des semi-groupes, la notion de controlabilité

et certains résultats concernant les systemes paraboliques.

1.1 Semi-groupes linéaires

Dans cette section on rappelle quelques résultats fondamentaux sur la théorie des semi-groupes.

1.1.1 Notion de C)-Semi-groupe

Soit X un espace de Banach muni de la norme usuelle ||.||.

Définition 1.1.1 Une famille d’opérateurs (S(t))i>o linéaires continus de X dans X est appelée
semi-groupe fortement continu (ou plus simplement Cy-semi-groupe) si elle vérifie les propriétés
suivantes :

i) S(t+s)=5(t)S(s), Vt,s > 0,

i) S(0) = Id (lopérateur d’identité),

iii) tl—i}(% |IS(t)x — z|| =0,V € X.

De plus un Cy-semi-groupe est de constractions si ||[S(t)||zx) < 1, Vt > 0.

Exemple 1.1.1 Soit X = L?(0,+00) l'espace de Hilbert des fonctions de carrée intégrables sur

[0, 400, muni du produit interne usuel, considérons 'opérateur suivant :

19



These Doctorat Mariem JIDOU KHAYAR

(T'(t)h)(x) =h(z+t), heX, x>0.

Il est clair que les propriétés i) et ii) sont satisfaites et que ||T'(t)|| < 1 pour tout t > 0. Donc il
reste a montrer iii).

Pour une fonction continue h de support compact, on a :

~ :
|T(t)h — R||r2(0,400) = (/ |h(t + ) — h(x)|2da:> — 0 quand t — 07.
0

L’ensemble des fonctions continues a support compact est dense dans L*(0,+00). Ainsi pour une
fonction f € L*(0,+00) et pour tout € > 0, on peut trouver une fonction continue h d support

compact et telle que :

|f = Pl 2(0,400) <

)

Wl M

et nous avons :
NT#)f — fll2400) = ITE)(f —h) +T(t)h — h+h — fll220,400)

= |If = hllz2(0,400) + 1T ()R = Bl L2(0,400) + 12— fll22(0,400)
<e

pour t suffisamment petit.

D’ot quand t — 0%, on obtient :

IT()f = fllz20400) — 0.

Ainst, T(t) définit un Cy—Semi-groupe de contraction sur L*(0, +00).

Exemple 1.1.2 Soit {¢,,,n > 1} une base orthonormée dans un espase de Hilbert séparable, et

soit {\,,n > 1} une suite de nombres réels. Alors
o0
T(t): =Y ez, ¢n)bn (1.1)
n=1
est un opérateur linéaire borné si et seulement si {e’! n > 1} est une suite bornée, et c’est le cas
sup A, < 00
n>1

Sous cette hypothése, nous avons :

20
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T(t + S)Z = Z n(tts) < ¢n>¢n

et

T(OT(s)z = 3 ™ (T ()2 6,)¢n
= 3 NS Az, ) b, B
n=1 m=1

= 3 MM (2 g b = T(t + 5)z
n=1

On a :T(0) =1 est satisfait, et pour la propriété iii) on a pour 0 <t <1 :

IT(0)z = 2l = 3 Jo* = 1PI(z. 0n)P

N 00
= I = 1Pl )P+ 5 et = 1Pz, o)

n=N-+1

< sup |eM! —1|2Z|(2 on)® + K Z (2, ¢n)]?,

1<n<N n=N+1

pour K = sup |e*?t — 1|2, Pour tout € > 0, il existe N € N tel que :
0<t<1

n>1
)

> e o)l < 5=

n=N-+1

on peut alors choisir t <1 tel que : sup |eM! —1]2 < sz e qui donne
1<n<N 2||=|]

IT(t)z — z||* <

n2 K_<
e H?Z‘ wonll R s

D’ou T'(t) est fortement continu. Ainsi défini un Cy-semi-groupe si sup A, < 0.

n>1

Corollaire 1.1.1 Pour tout x € X, lapplication t — S(t)x est continue de R™ dans X.

Théoréme 1.1.1 Soit S(t) un Cy-semi-groupe, alors il existe des constantes w > 0 et M > 0 tel

que :

1S(t)]] < Me™, pourt > 0.
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1.1.2 Générateur infinitésimal d’un C)-semi-groupe

Définition 1.1.2 On appelle générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (S(t))i>o 'opérateur

A défini par :

S(t)x —
1. Az = lim )z -z quand la limite existe.
t—0t
S(t)x —
2. Le domaine de A : D(A) = {z € X : lim )z x; existe}

t—0

Proposition 1.1.1 Tout semi-groupe fortment continu possede un unique générateur

infinitésimal (A, D(A)).

Théoreme 1.1.2 Soient S(t) et T'(t) des Cy-semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés et soient
A, B respectivement leurs générateurs infinitisimauz.

Si A= B, alors S(t) = T(t) pour 0 <t < oco.

Exemple 1.1.3 Si A est un opérateur borné, alors A est le générateur infinitésimal du

semi-groupe fortement continu donné par :

S(t) _ Z (t:')n _ €tA.

De plus Uopérateur t — S(t)x est dérivable et il est l'unique solution du probléme de cauchy :

=A
Yt Y (1.2)

y(x,0) ==z

1.1.3 L’opérateur résolvante

Définition 1.1.3 Soit A un opérateur qui génére un Cy-semi-groupe.

1. L’ensemble p(A) = {\ € C/A\I — A est inversible dans L(X)} s’appelle ensemble résolvant
de A.

2. Pour tout X € p(A), Uapplication R(\, A) = (M — A)~! est appelée résolvante de A.

Proposition 1.1.2 Soit R la résolvante d’un opérateur linéaire borné A. Alors R a les pro-

Propriétés suivantes :

1. Si A\ p € p(A), alors
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2. R(\, A) est une application analytique sur p(A),

3. SiAeCet|N>||A|l, alors X € p(A) et on a

n

R()"A) - Z \n+17
n=0

4. On a %R(/\,A) = (=1)" n!R(\, A)" "L, pour tout n € N* et X € p(A).

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un opérateur A génere un semi-groupe fortement

continu est donné par le théoreme suivant :

Théoreme 1.1.3 Un opérateur linéaire A est un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe
0

S(t) si et seulement si :

1. A est fermé et D(A) = X,
2. il existe M > 0 et w € R tels que pour tout A € p(A) (A >w), on a

M
AMNA < ——— n>1.
RO A < 5= g

Démonstration. Voir [71]
Théoréme 1.1.4 (Hille-Yosida)
Soit A un opérateur linéaire non-borné. Alors A génere un semi-groupe de contraction (S(t))i>o si

et seulement si A vérifie la propriété 1) du théoréme précédent et aussi l’ensemble

p(A)={AeC: (N — A" € L(X)}, contient |0, +o0| et
1
IR(A, A < Y pour tout A > 0.
Démonstration. Voir [71].

Proposition 1.1.3 Soit (S(t))i>0 un Co-semi-groupe ayant pour générateur infinitésimal
lopérateur A, alors :

1. Pour tout x € D(A) on a S(t)x € D(A) et AS(t)x = S(t)Ax.

2. Pour tout A € p(A) etz € X, on a

R(\, A)r = / e MS(t)xdt
0
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Lemme 1.1.1 Si A génere un Cy-semi-groupe de contraction, alors on a :

lim \AR(\,A)z =2 VzeX.

A—00

Corollaire 1.1.2 L’opérateur résolvante de A commute avec A et S(t), et pour tout X >0, on a :

AR(N, A) € L(L2(Q)) et
AR, A)|| < 1.

En outre, pour tout y € D(A) on a NAR(\, A)y — Ay, quand A — +o0.

Théoréme 1.1.5 Soit (S(t))i>0 un Co-semi-groupe et A son générateur infinitésimal.
Alors Uapplication t — S(t)x est dérivable sur [0,00), pour tout x € D(A) et nous avons :
1. Pour tout x € D(A) on a %S(t}x = AS(t)x.
2. Pour toutt >0

/t S(t)xdr € D(A) et A/t S(t)xdr = S(t)x — x.

1.2 Notion de controlabilité

Dans cette section, nous introduisons les notions de controlabilité exacte, a zéro et approchée pour
un systemes distribué.
De maniere générale on peut définir un systeme de controle par une équation aux dérivées

partielles (EDP) comme suit :

yt(J:?t) = f(t,y,?)), t> 07

(1.3)
y(z,0) = yo(w).

ou v € U est le controle et y(.,t) € X est I'état du systeme. X et U sont des espaces de Banach
appelés respectivement espace d’états et espace des controles admissibles.
Le probleme de la controlabilité consiste a étudier la possibilité de transférer ’état du systeme de

I’état initial yo vers un état désiré en un temps fini par 'action d’un controle v.
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1.2.1 Controlabilité globale

On rappelle les notions de la controlabilité globale suivantes :

Définition 1.2.1 (Contrélabilité exacte). On dit que le systéme est exactement controlable

au temps T > 0 si, pour tout yo,yqs € X, il existe un controle v € U tel que
y(T') = ya

Définition 1.2.2 (Contrélabilité a zéro). On dit que le systéme est controlable a zéro au

temps T' > 0 si, pour tout yo € X, il existe un controle v € U tel que
y(T) =0

Définition 1.2.3 (Contrélabilité approchée) On dit que le systéme est approximativement

controlable au temps T > 0 si, pour tout € > 0 et yo,yq € X, il existe un controle v € U tel que

1Y(T) = yallx <e.

1.2.2 Controélabilité régionale (partielle)

Soit © un ouvert borné de R™, n > 1. On reconsidere le systeme sur un espace fonctionel X
des fonctions définies sur Q (par exemple X = L*(Q2), X = H(Q), H'(Q)..., selon le type de
systeme).

Soit w un sous-ensemble ouvert de €). La controlabilité régionale consiste en la possibilité de
conduire le systeme en un temps fini 7" > 0 de son état initial & un état désiré sur la région w

seulement, ce qui peut traduir par les définitions suivantes :

Définition 1.2.4 Le systeme est exactement partiellement controlable au temps T' > 0 si,

pour tout yo, yq € X, il existe un controle v € U tel que
y(T)|w = yd’w-

Définition 1.2.5 Le systeme est approximativement partiellement controlable au temps

T > 0 si, pour tout € > 0, et yo,yq € X, il existe un controle v € U tel que

1Y(T)]w — yaloll < e

25



These Doctorat Mariem JIDOU KHAYAR

1.2.3 Controlabilité a zéro des systemes linéaires

Soit €2 un ouvert borné de R", n > 1, on considere le systeme linéaire suivant :

yt_Ay+a(xat)y:]lwu(x7t)7 dans Qr = ) X (OaT)7T>07
y =0, sur Bp = 902 x (0,7T), (1.4)
y(0) = yo(2), dans €.

olt a € L®(Qr), yo(x) € L*(N2), et 1, est la fonction caractéristique de I'ouvert non vide w C €,
u € L®(Qr) représente le controle.

Nous avons le résultat suivant consernant la controlabilité a zéro du systeme (|1.4]).

Théoreéme 1.2.1 [33] Pour tout T > 0, a € L>(Q7) et yo € L*(Q), il existe un controle

u € L®(w x (0,7)) tel que la solution correspondante du systéme (1.4) satisfait :
y(.,T)=0 dans (1.5)
De plus, u peut étre choisi tel que l’estimation suivante soit vérifiée :
fullmioxory < op [ (1 1+ @24 Dl + 1002 ) | Il (10
ou C = C(Q,w) > 0.

Preuve Soit T > 0 fixé, a € L=(Q7) et yo € L*(2). Pour tout € > 0, on considere la fonctionnelle

suivante :

1 2
1) =5 [ [ vebdsat] +elelfa + [ ot ominan, e @, 7

Pour tout ¢° € L?(Q), ¢ est la solution correspondante du systéme suivant :

—pr— Ap +a(z,t)p =0, dans Qr,
0 =0, sur X, (1.8)
o(T) = ¢°, dans Q.

La fonction ¢ — J.(¢") est continue et strictement convexe dans L?(f2), de plus J. est coercif,
et on a [27] :

0
lim inf M

5 > €.
101l 2000 [|€°]] 2()
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Par conséquant, J. admet un unique minimum en @ € L*(Q). Soit ¢, la solution du (|1.8))
correspondante a @Y € L*(Q).

D’autre part (voir [27]) on a pour

w e < / / \sbeldxdt) sgn(.),
wx(0,T)

que la solution y. du systeme (1.4 correspondante a u. satisfait :

9= (-, D)l L2(0) < e (1.9)

Nous prétendons, pour une constante C' = C(Q,w) > 0 telle que :

1
lullomcoxomy < eap [€ (14 7+ @4 Dllalle + 1al2) | Il (110

Ainsi, en le minimum ¢?, on a :

En accordant a ((1.7)), on obtient :

1 . ? . .
s [ tedisdr] < [ oo 0mbodts < 160w Il
wx(0,T) Q

et en outre,
. 1 1/2 2/3
|Pe|dwdt < exp |C| 1+ = + T+ (T + T)lallec + llall” ) | lIvollz2. (1.11)
wx(0,T)
La, on a utilisé la propriété suivante :
2
0= OlZaey < exp [ € (14 &+ T+ (T2 + T)allo + 0l ) ( / / - rsouxdt) ,
wx (0,

pour tout ©° € L*(Q) et T > 0.
Alors, a partir de ((1.11)), on obtient ([1.10]) en tenant compte que :

| te || oo (wx (0,1)) = // | e |dxdt.
wx(0,T)
D’apres I'inégalité ([1.10), on peut extraire une sous suite u. telle que :
us — u dans L>®(w x (0,7)),

ou u satisfait (1.6)).
On sait que ([1.9) est vérifiée pour tout € > 0, on conclut que le contréle u et la solution de ([1.4))

correspondante a u satisfons (1.5)) et ((1.6)).
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1.3 Résultats préliminaires

Soit X un espace de Banach. Considérons le systeme suivant :

ye(t) = Ay(t) + f(t,y(1)), ¢ >0,

1.12
y(0) =y € X, ( )

ouA: D(A) C X — X est un générateur infinitésimal d'un Cy-semi-groupe (S(t));>o dans X,

et f:]0, +o0[x X — X est une fonction continue en ¢ et Lipschitzienne en y, c’est a dire que :
L >0, Vy,ze€X, |f(ty) — ft,2)lx < Ly — 2| x.

et fe LY0,T;X).

1.3.1 Existence et unicité de la solution

On introduit quelques types de solutions pour le systeme ([1.12)).

Solution forte (ou classique)

Définition 1.3.1 Une fonction y : [0,T] — X est dite solution forte de sur [0, T si elle
satisfait :

1) y(t) € D(A) pour0<t<T.

2) y est continue sur [0,T[, différentiable sur]0,T.

3) y vérifie y(0) = yo et y, = Ay(t) + f(t,y(t)) p.p. sur]0,T].

Solution faible

Définition 1.3.2 Une fonction y est dite solution faible de sur [0,T] si :

1)y €C(0,T; X)

2) la fonction ¢ -t — (y(t),z) Vz € D(A*) est absolument continue sur [0,T] et vérifie
~ (w(0),2) = (0, 2)

- Sl = w0, 4+ (10, 2) . sur [0.7]

Solution ”"mild”

Définition 1.3.3 y € C([0, 7], X) est une solution mild de si elle vérifie :
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vio) = St + [ St — ) f(s.y(s))ds, vt € [0.7).

Proposition 1.3.1 [J] y est une solution mild du systéme si et seulement si y est une
solution faible de .

Théoreme 1.3.1 [71] Soit [ : [ty,T] x X — X une fonction continue en t et Lipschitzienne sur
X. Alors pour tout état initial yy € X, le systéme admet une unique solution
y € C([to, T); X). De plus, lapplication yo — y est Lipschitzienne de X dans C([to, T]; X).

1.3.2 Séparation des ouverts

Soit 2 un ouvert borné de R" (n > 1).
Lemme 1.3.1 Soit O un ouvert de §) tel que : O C Q. Alors il existe un ouvert Oy de §) tel que :
OCO,COCQ.

De plus, il existe une fonction n € C>®(Q) tel que :

1, dans O;
n =9 0<n<1, dans 0;/0O;
0, dans 2/ O;.

Preuve : Soit 0 < e < £d(0, 09).
On pose : U = {x € Q/d(x,0) < e} et Oy = {x € Q/ d(z,U) < e}. Les deux ensembles U et O,

sont ouverts et on a :

OcUcCO,cO,cCq.

—1
L . s . cel =l lzf| <1
Considérons la fonction f définie comme suite : f(x)=
0, ]| =1
avec ¢ est une constante vérifiant : / f(z)dz =1, ou B(0, 1) est la boule ouverte de centre 0
B(0,1)

et de rayon 1.
1, x

On définit la fonction ¢(x) = — f(=) et soit 7 la convolution de ¢ avec la fonction caractéristique
en’ e

1p.
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Les propriétés de la convolution nous donne que n € C*°(€2) et nous avons aussi les propriétés
suivantes :

i) Pour z € O :

1 r—0
= f( )dv
e Ju €
1 vV—T
= f( )dv
& JunB(a.e) €
Ona:ve B(xe)=|z—v]<e
=inf [[y—v|<|lz—v]<e=dv,0)<e=velU
yeO
Donc B(x,e) C U.
D’ou
1 T —v
n(r) = — I )dv
en B(z,) €
1
€" JB(0,1)

ii) Pour z € Oy on a :

vV—x

Ogn(x):/Uf( )dvg/B(Ol)f(t)dtzl.

£
iii) Pour x € Q/0y : e < d(z,U) = e <[]z —v|,VveU

r—v

= f( )=0,YvoeU

= n(x) = 0.

Exemple 1.3.1 Soit w = (a,b) et O = (¢,d) tel que : 0 < c<a<b<d<1, on définit sur

Q= (0,1) la fonction suivante :

0, dans ( 0,c);
1—(a—2)3P(x), dans| cal;

n(z) =14 1, dans w = (a,b ) ;
1—(z—0)3Q(x), dans|[ b,d];
0, dans ( d,1)
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. Pla) = 1 (x —¢) (a:—c)ze o) =
Avec : P(x) (a—c)3+3(a—c)4+6(a—c)5 t Q(x) 5 +3
On a, n € W»*(0,1).

1.3.3 Lemme de Gronwall

Lemme 1.3.2 Soient ¢, ¢ et y des fonctions continues sur |a,b], a valeurs positives et vérifiant

['inégalité suivante :

Vi € [a,b], y(t) < p(t) —i—/ Y(s)y(s)ds (1.13)
Alors : )
vt la bl u®) <o)+ [ sl s (1.14)
Preuve : Posons F'(t / W(s)y(s)ds et G(t) = F(t)e Jav()ds

Multiplions I'inégalité ([1.13)) par ¢( ), on obtient :

F'(t) = () F(t) < p(t)(t),
ce qui peut s’écrire aussi

G (1) < p(typ()e fe vl

Remarquons que : G(a) = F(a) = 0, on en déduit par intégration que :

G(t) < / t o(t)(s) (e— I: ¢<u>dU) ds. (1.15)

de 'hypothese ([1.13]), nous avons
y(t) < p(t) + G(t)ela vt
d’ou en utilisant 'inégalité ([1.15)) on conclut que

vt € [a,b], y(t) < o(t) + /tw(S)w(S)ef;w(“)d"dS-
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Corollaire 1.3.1 Soient ¢ et y deuz fonctions continues et positives vérifiant :
t
3o 2 0/ Ve € fat) o) Sct [ e(sluls)ds
Alors

Vt € [a,b], y(t) < celae(s)ds
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Chapitre 2

Controlabilité approchée de I’équation

de la chaleur

Dans ce chapitre on rappelle certains résultats de la littérature consernant la controlabilité

approchée des systemes bilinéaires et semilinéaires.
2.1 Equation de la chaleur bilinéaire

Soit Q@ C R™ (n > 1) un domaine borné de frontiere 052, et considérons le systéme bilinéaire
suivant :
yr = Ay +v(x,t)y, dans Q@ = Q x (0,Tp), (Tp > 0),
y=0, sur ¥ = 99 x (0,Typ), (2.1)
y(0) = yo(z), dans €.

ot la fonction v € L>(Q) représente un controle bilinéaire, et yo € L*(2) est I’état initial.

2.1.1 Cas d’états initial et désiré ayant un nombre fini de changement

de signe

Dans cette partie, on prend n = 1.

Supposons dans ce cas que les états initial et désiré ont le méme nombre fini de points de
changement de signe. Soit 2 = (0, 1) et yo € H}(Q) avec HY(Q) = {¢ | ¢, ¢ € L*(Q2), d|aq = 0}.
Alors le systeme admet une solution unique
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y € H'(0,T; L*(Q)) N L*(0, T H*(Q)) N C([0,T] x Q).

Le résultat suivant montre la possibilité de controler une classe d’états désirés.
Soit yq € H}(0,1) vérifiant les hypothese suivantes :

(Hy) : yo(x) a nombre fini de points de changement de signe dans (0, 1).

(Hz) : ya(x) a exactement le méme nombre de changement de signe dans le méme ordre que yo(x)

Théoreme 2.1.1 [1j|]. Pour tout € > 0 il existe un temps T > 0 et un contréle multiplicatif
v € L>®(Qr), tel que la solution de vérifie l'inégalité suivante :

ly(.,T) — yd”L2(o,1) <e.
Le controle v peut étre exprimer a l'aide des controles statiques défini par morceau.

Preuve La preuve du Théoreme 2.1.1 contient deux étapes dans le cas ou les points de
changement de signe n’ont pas besoin d’étre déplacés.

dans ce cas nous considérons que les points de changement du signe de 1’état initial donné yq
coincide avec ceux de I'état cible. Notre objectif est de trouver un controle statique qui conduire le
systeme de yo vers yy dans Uintervalle du temps (0,7).

Etape 1 Le cas d'un point unique de changement de signe.

Sans perte de généralité on peut supposer que yo(x) et yq(x) sont positifs sur certains intervalles
(0,z0) et (0,x;), respectivement, et négatif sur (0, x¢) et (0,z1), avec zg = ;.

Etape 1.1 Un cas particulier. Dans cette étape, nous supposons la condition suivante :

(H3) Supposons que |yq(z)| < |yo(z)| pour = # 0, 21,1 et la fonction suivante :

In <yd(m)> , ouyy # 0 dans [0,1],
0, ailleurs dans [0, 1].
lieu dans L>().
(Nous rappelons que y4(x) et yo(z) ont le méme signe quant ils different de zéro.)
Etape 1.1.1 Sélection du controle bilinéaire.
la fonction vy(x) dans vérifie : vg(x) < 0.
On suppose

v(z,t) := Fv(z).

Alors la solution du systeme (2.1]) correspondant a v donnée par :
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¢
y(z,t) = e%UO(‘”)yO(:c) —|—/ e%v(’(@ym(w, T)dT.
0
al'instant ¢t =T on a :
¢
y(z, T) = yq(x) +/ e%”"(x)ym(x, T)drT. (2.3)
0

Etape 1.1.2 Evalaution de Yzl L2(0r)-
D’apres ([2.3]) on a :

t
y(x,T) — ya(z) = / eT;TUO(I)ym(x,T)dT. (2.4)
0
Montrons que le second membre tend vers zéro en L?(Qr) quand T'— 0" ce qui nous donne que

y(x,T) — yq(x) en méme temps.

T 2
/Q ( /0 eTTTvomym(x,T)dT) 02 < Tllysal2 0. (2.5)

Sans perte de généralité on peut supposer que vy € C?([0, 1])

Puisque

Sinon (vy € C?*(]0,1])) il existe une suite des fonctions uniformément bornées {vy; }:2,, vo(z) <0,

vor € C*(]0,1]) converge vers vy dans L*(f2), et on a :
e Ty () |i—g — e/ Ty (2)] =1 = ya(z) dans L*(Q) quand | — oc.

Multipions (2.1)) par y,, avec v = $vo < 0 et en utilisant I'intégration par parties sur Q7 on

T 1 T
Lo, 1 (7
=5 (y;)edxdt + — onxd:z:dt + — U()x ) dxdt
2 )0 Ja T Jo
L[, 1 (7
=5 (y3)edxdt + — voymdxdt - — vogmy 2dxdt.
2 0 Q T 0

AlOl"S, on obtient :
zz I L2(Qr) 92 0 T 7,1 : o 0Y,

1
= / (x,0)dx — —/ /vo,my dxdt. (2.6)
2 Jo

En particulier, rappelons que : vo(z) < 0,

1 1 T
a2y < = / yode + —— maux [voss| / / yAdudt
L2(QT) 2 Q 0 2T xef) 0 QO
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Or, puisque vg(x) < 0, multiplions (2.1)) par y et I'integration par parties sur Qr donne :

T
/ /yQ(Lt)dxdt < T/yg(x)dx.
o Ja Q

Combinons cela avec (2.6), on déduit que :

1 1
e || < - [ g dr+= m/Qd. 2.7
oo By < 5 | siode + 5 maxons| | o 2.7

Par conséquent, en utilisant ([2.5)) et (2.7) on obtient :

2

T
=7y (x
/ (/ e T o )y:m:(xaT)dT) dr < THymzH%Q(QT)
Q 0

1 1
ST—/ygmd:L’—i—T— ma_x|v()m|/y§dx. (2.8)
2 Q 2 2eQ Q

D’ou

T 2
/ (/ eT;T”O(m)ym(x,T)dT> dx — 0 quand T'— 0.
a \Jo

D’apres les inégalités (2.4)) et (2.5) on obtient la controlabilité approchée du ([2.1)) sous 'hypothese
(H3).
Pour le cas général (I'hypothese (H3) n’est pas forcement vérifié) et plus du discusion concernant

le cas ou les points de changement de signe ont besoin d’étre déplacées voir [14].

2.1.2 Cas d’états initial et désiré ayant méme signe

Dans ce cas on suppose que 'état initial et I’état désiré ont les méme points de changement de
signe (qui peuvent étre en nombre fini ou infini).

Soit A = A T'opérateur Laplacien de domaine D(A) = H}(Q) () H*(Q), et S(t) le semi-groupe
engendré par A dans L?(Q), et soit R(\, A) € L(L*(Q)), A > 0 est la résolvante de A.

Le théoreme suivant donne la contrélabilité approchée de systeme dans un temps fini.

Théoréme 2.1.2 [67] Soit yo,ya € L*(Q) vérifiant I'hypothéses suivantes :

(H1) yo(z)ya(z) > 0 p.p dans Q.

(H2) yo(x) = 0 < ya(x) =0 p.p dans Q.

(H3) a:=In(¥1,) € W2°(Q), avec 15 est la fonction caractéristique de I’ensemble

A ={z € Q/yo(x) # 0}.
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Alors pour tout € > 0, il existe un temps 0 < T =TTy, yo, ya, ) < Ty et un contréle statique
(c-a-d que v = v(x) ne dépend pas du temps) v € W>*°(Q) tel que la solution de vérifie :

1y(T) = yall <.

Preuve Soient ¢ > 0et 0 < T < Tj.
Dans le cas a = 0 p.p dans €2 nous avons : yg = yo-
Posons le contrdle nul v = 0 on peut conclure a partir de ¢a que S(T)yo — yo quand T"— 0.

Dans la suite on suppose que a # 0 dans €2, on distingue deux cas :
Cas 1 yo € D(A)

Consédérons le controle statique

v(z,t) =v(z) = @ € L>(Q),

avec ce controle le systéme admet une unique solution y(¢) dans [0, 7], et d’autre part
I'application yo — T'(t)yo := y(t) défini un Cy-semi-groupe dans L*(§2) a pour générateur
infinitésimal 'opérateur A + v(x)I de domaine D(A).

Comme yg € D(A) on a I'(t)yg € D(A) Vt > 0, aussi il existe deux constantes positives M et w

telles que :
IT(Oyll < Me|lyll, vt > 0, Yy € L*().

Puisque y(t) € D(A) et a € W2*(Q) on a : ay(t) € D(A) pour tout ¢t € [0, T].

Il vient de la formule de variation de la constante que :
t
y(t) = e @yy + / 1@ Ay(s)ds, vt € 0,T].
0
On a: y(t) € D(A), donc il suffit d’avoir Ay(.) € L*(0,T), a cette fin on remarque d’abord que :
(A+v(@) T (t)yo = T()(A + v(z)] )y,

ot I est I'identité dans L?(Q2) et A + v(x)I est le générateur du semi-groupe I'(¢), alors pour tout
te0,T],ona:

[Ay @) < ITE)(A + v(@) Dyoll + [lv()T (@) yoll
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Me“’t||a||Loo(Q)

< Me“t||(A 4 v(z) Dyl + T 19oll-

D’ou Ay(.) € L*(0,T).
11 résulte des hypothese (i) et (ii) que :

el"@yy =y, dans 9,

ainsi on a
T
y(T) —yq = / e%“(x)Ag/(s)ds. (2.9)
0
Montrons que le terme & droite dans I'inégalité ci-dessus tend vers zéro dans L*() quand T — 0.

Plus précisement, on va établir ’estimation suivante :

19(T) = yall < CT llyollpay, (€ = Clllallw20)) > 0), (2.10)

ot ||.|[p(a) est la norme du graphe associée a A et définie par : |yl pcay = (|lyl|* + || Ayl? )z pour
tout y € D(A).

On va utiliser la formule de variation de la constante suivante :

y(t) = S(t)yo + %/o S(t — s)a(x)y(s)ds, Yt e |[0,T]. (2.11)

Alors on a :

Ay(t) = S(t)Ayo + %A/o S(t — s)a(z)y(s)ds, Vte|[0,T)]. (2.12)

Pour estimer la norme sur L?*(2) du second terme a droite dans I'inégalité précédente on va

utiliser les propriétés de I'opérateur résolvante de A, on a :
t t
MR, A) / S(t — s)a(x)y(s)ds = / S(t— AR, A)A(a(2)y(s))ds, Vi € [0,T],
0 0
puisque S(t) est un semi-groupe de contraction, on déduit que :

||AAR(A,A)/ts<t—s) (s)ds|| </ |A(a(z)y(s)||ds, Wt € [0,T). (2.13)

t
D’apres (2.11]) on a : / S(t—s)a(z)y(s)ds € D(A), Vte|0,T].
0
Lorsque A — 400 dans (2.13)), il résult :

HA/ S(t - s)a(@)y(s)ds

/ IA(a(z)y(s) s, V¢ € [0,T]. (2.14)
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En combinant la formule de Green et I'inégalité de poincaré on obtient :
IVy(@)]l < CllAy@)[l, vt e0,T], (2.15)

pour certaine constante dépendante seulement de 2.

Autrement, pour tout s € [0, 7] et pour x € € nous avons :

Ala(z)y(s)) = Ala(x)y(s) +2V(a(x)).V(y(s)) + alz)Aly(s)).

Ainsi, en utilisant (2.15)) et le fait que a € W**°(Q), 'inégalité (2.14)) donne :
H / S(t — s)a(z)y(s)ds

+ C’/Ot |Ay(s)||ds, ¥t € [0,T], (2.16)

< daleio) [ Iu(s)lds

Nous avons besoin d’estimer ||y(¢)|| pour ¢ € [0, T].
Il vient de (2.11)) et du fait que S(t) est de contraction que :

IO < ool + 2= yisyias, vie 0.1,
I'inégalité de Gronwall implique que :
ly@)I < Cliyoll, vt €[0,T], (C=C(llallze)).
En utilisant ¢a dans on obtient :

bt ['st- oo

vt € [0,T], (C = C([lallw2e()))- (2.17)

< Tl lunl +€ [ JAv(s)lds,

Il résulte de (2.12)) que :

4901 < Lwl + 74 [ (= yatwpas] < 0.1

Ce qui par (2.17)), donne :

C t
1Ay < Cllyollpeay + T/o [Ay(s)llds, vt €[0,T], (C'=C([allwze)))-
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En appliquant le lemme de Gronwall on déduit que :
Ayl < Cllyollpeay, VE€[0,T], (C=C(llallwze))-

En utilisant cette derniere estimation, on conclut a partir de (2.9) que :

T
ly(T) = yall < C / | Ay(s)llds
< CTlyollpay

pour certaine constante C' = C(||al|w2.(q)) > 0.

a(x)

Ainsi, prenons 0 < T < (qui dépend seulement de yg et yg), et v(z,t) = T dans

€
Cllyollpay
2 x (0,7), on trouve :

1y(T) = yal| <.

Cas 2 yy € L*(Q2) (n’est pas nécessairement dans D(A)).

a(x)

Dans ce cas le systeme (12.1)), controlé par v(zx,t) = T admet une unique solution y(¢) dans
0, 77).
En utilisant les propriétés du semi-groupe S(t) généré par A, on a : gy := S(T)yo € D(A) (voir
[18]).

a(x
Soit ¢ la solution classique de 1) correspondant avec ’état initial gy et le controle v(x,t) = ﬁ

T
ou a(z) = ln(%)lm A ={x € Q/yo(x) #0}.

D’apres les mémes techniques utilisées dans le cas 1, on a I'estimation suivante :

N Yalo N
y(T) — ?M < TC|gollpay, (C = C(llallwze)))-

Puisque S(t) est un semi-groupe de contraction, on a : ||9o||pca) < [|yoll pa)-

D’ot, pour tout 0 < T < T} := S (rappelons que yy # 0) nous avons :
3Clyollp(ay
A(T) o Ya¥o 1A i
Yo
En outre, remarquons que : ‘ wl,\ —ya|| < ellale=@ || S(T)yo — yol|-
Yo

On déduit qu’il existe Ty > 0 tel que pour tout T € [0, T3], on a :
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Il vient de la formule de variation de la constante que :

3(0) = 9(0) = S@)in = S+ 3 [ St = alo)(i(s) = y()ds.

En utilisant les propriétés du semi-groupe de contraction, on déduit que :

150~ o)l < 150 = sl + LLE2 [g(5) —y(s)as, v e o7,

en appliquant a nouveau le lemme de Gronwall, on obtient :
19(T) = y(D)[| < CIS(T)yo — oll, (C = C(llall=a)))-

D’ou, il existe T > 0 tel que pour T € [0, T3], on a

3

19(T) - y(T) < .

Finalement, on conclut que pour tout 0 < T < T* := inf(Ty, T1,T»,T3), on a :

ly(T) = yall <.

Ceci compléte la preuve.

2.2 Equation de la chaleur semilinéaire

2.2.1 Cas multidimensionnel

Considérons le probleme de Dirichlet régi dans un domaine borné 2 C R™ par un controle

multiplicatif (bilinéaire) v € L>(Qr) dans terme de réaction :

u = Au+vu — f(x,t,u, Vu), dans Qr =Q x (0,7),T > 0,
u=0, sur ¥ =00 x (0,7), (2.18)
uli=o = up(z) € L*(Q), dans €.

En supposant que la fonction f satisfait les conditions suivantes :
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— f(x,t,q,p) est lebesgue mesurable en x,t, ¢, p, et continue en ¢, p presque partout (z,t) € Qr;

— il existe une fonction positive 1) dans L'*"/"+9(Q), B > 0, et

4 2
0,14+ — 0,14+ —— 2.19
7"1€|:, +n>7 7’2€|:, +Tl+2> ( )
tel que
|f(z,t,q,p)| < ¥z, t) + Blg™ + Bllpllg» dans Qr pour g €R, peR™ (2.20)

— il existe p > 0 et v > 0 tel que

| st Vo0t = w=1) [ Vol —p [+ voemi@).  (221)
On rappelle que le systeme admet au moins une solution dans
C([0,T): L*(92)) N Hy " (Qr) N L**/*(Qr) (voir [53], p. 466).
Dans la suite un résultat de controlabilité non négative de sera prouvé dans le cas de
dimension quelconque de 'espace et dans un intervalle de temps arbitrairement petit (0,T) donné
a ’avance.
I'idée principale est de considérer le systeme comme l'interaction des trois dynamiques
suivantes :
— Dynamique de diffusion pure : lorsque v = 0 et f = 0.
— Dynamique de réaction pure : provoquée uniquement par le terme de réaction, associé au
systeme :
Yy =vy dans Q. (2.22)
Yli=0 = Yo-
— Perturbation nonlinéaire : la dynamique provoquée par le terme non linéaire qui vérifie
(2.19)-(2.21}).
Le résultat suivant montre la controlabilité approchée du systeme :

Théoréme 2.2.1 [51] Soit T > 0, et soit la paire des états initial et désiré ug € Hy(Q) et
ug € L*(Q) telle que :

Y e g2q), v (?ﬁ) e L), A (@) e L®(Q), (2.23)
Uo Uo Uo
et
0<e < ua(T) <c <1 dans Q, (2.24)
uo ()
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avec c; et ¢y sont deux constantes positives.
Alors, pour tout € > 0 il eziste un temps T, € (0,T) tel que pour toute solution de (2.18])-(2.21))

(eventuellement non unique), associée au controle

o(z) = —in (“d@)) : (2.25)

T

on a l’estimation suivante :

(., T) = ual| 2 < . (2.26)

On introduit les trois lemmes suivants qui seront utilisés dans la preuve du Théoreme 2.2.1.

Notons B(0,T) = C([0, T); L2(Q)) ) H(Qr) et

||¢||B<0,T>=(max P / /nwumdxds)

€l0.7]

ot v > 0 vient de (2.21)).

Lemme 2.2.1 Soit T > 0 et v € L*(2). Alors toute solution de (2.18)), (2.19)-(2.21)), satisfait

[’estimation suivante :

||u||3(0,T), ||u||L2+4/"(QT) < 06 a+p)T(||u0||L2(Q) + 2pT)1/2, (227)

avec o = ||[v|| () et C' est une constante positive générique qui ne dépend pas de v.

Preuve

Rappelons que f(.,.,u, Vu) € L'/ (Qr) et que (voir [53] P.142) :
1 t
5”“”%2(9)”3 +/0 /Q (IVullzn — v’ + f(z, s,u, Vu)u) dzds =0Vt € [0,T). (2.28)

En combinant (2.21)) et (2.28]) on trouve que pour ¢ € [0,77] :

t
||u(-,t)||izm)+2u/ /||vu||§ndxds
0o Jo
t
< HUOH%Q(Q)—%Q(Q—H})/ /quwds—i—QpT
0 Jo

t T 1
(HUOHLz +2,0T)+2(a+p)/0 (Hu(.,T)H%g(Q)jLQV/O /0 HVuH2Rndxds). (2.29)
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Appliquons l'inégalité de Gronwall-Bellman a on obtient la premiere estimation de
par rapport a la norme de B(0,7T) avec C' = V2.

La deuxiéme estimation vient de la continuité de l'injection B(0,T) dans L**4/"(Qr) (voir [53] P.
467 et P. 475).

On a:

1€l L2+arnr) < ClElB0,T), (2.30)

pour certaine constante C' > 0 indépendante de T. Dans ce cas C' = ¢v/2 dans {D
Cela termine la preuve du Lemme 2.2.1.

Considérons maintenant la version bilinéaire du systeme (2.18)) définie comme suit :

hi = Ah+vh dans Qr, (2.31)

h=0 sur ET, h|t:0 = h() S L2(Q)

Lemme 2.2.2 Soit T > 0, v € L>*(Q2), 6 € (0, %‘), nous avons les estimations suivantes pour la
différence & = u — h entre toute solution correspondante a (2.18))-(2.21)) et la solution

correspondante a (2.31)) :

[€ll5029: €] +4m @y < eV (llug — B2

1 Lﬂ(l,i) r
+ %Tﬂ 12) i HUHL2+4/”(QT) (2.32)
n+4 _
+T2(n+2)( (n+4) HVUH[LQ QT)]n + HwHLlJrn/(nJr@(QT)),

ou C' est une constante qui ne dépend pas de o = ||v|| (@)

Preuve
Nous allons estimer la différence entre toute solution possible de (2.18) et sa version bilinéaire
(2.31)).

Notons & = u — h, alors :

& = AL+ vE — f(x,t,u,Vu) dans Qr, (2.33)

sy = 0. &limo = up — ho.
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Multiplions ([2.33)) par &, et en intégrant par parties dans Q; = Q x (0,¢), on obtient la suite

d’estimation suivante pout tout ¢t € [0, 7] :

t
160 D220y + 20 / / Vel (2, s)dads

t t
16Oy +2 [ [ etnds—2 [ [ erte.sn Tuydads
0 Jo 0 Jo
t o
S “5(70)“%2(()) —|—2@/ / €2d33'd8+2H€HL2+4/n(Qt)Hf(x,t,'LL, VU)’|L1+n/(n+4)(Qt)
0 Jo
t o
< 1€C0) 1720y —i—2a/ / §2dads + 2¢||€|| o, ||f (2, t, w, V)| i/ (g
0 Jo

t 2

< €GO IZ2(q) + 204/0 1€ll50.9ds + 01€lB00 + S 1S Co ot VO s g, (2.34)
ou nous avons utilisé (2.30)) et les inégalités de Holder et de Young,.
Il résulte de (2.34) que :

t
1€l13 0. < 21160, 0)[172(g) + 404/() 1€]1%0,695 + 20111 B 0.0

2c?
+T||f(7 '7u7 vu)‘|il+"/(”+4)(QT) Vt G [O, T]

Ainsi

t
1€ 130, < 4N1E(, 0172 + 804/0 1€150,0)s

4c?
+ THf(a U, Vu)"il+n/(n+4)(QT) (235)

pourvuque:0<5<i.
En appliquant I'inégalité de Gronwall-Bellman, on déduit de (2.35)) que :

o 2¢?
6800, < %7 (2160 + 21t Vi ) - (230

Maintenant, en utilisant (2.20)) et 'inégalité de Holder (voir [53] P. 469, [48] P. 863), on obtient :

n+4 1— Tn
IIf(., ., u, VU)“%HTL/(TLH)(QT) < /BTQ(n-FQ)( (n+4))||u||212+4/"(QT
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n+4 _
+ /6T2(n+2)( (n+4) ||VU||L2+4/n @) + ||¢||L1+n/(n+4)(QT). (2.37)

En combinant (2.36)) et (2.37)), on obtient le résultat du Lemme 2.2.2.

Lemme 2.2.3 Soit T > 0. Alors la solution de (2.31)) vérifie l’estimation suivante avec
ho € H3 (), v € L™®(Q) N H*(Q), Vv € [L®(Q)]", Av € L™(Q), v(z) <0 :

1
/ / (AR)2ddt + / IV h(z, T)|Bnda
Q) 2 Ja

1
< 5 1Vhol nder + —||AU||L0<>TC2 | holl 220 (2.38)
ou C' est la constante définie dans Lemme 2.2.1 et a = ||v|| oo ()

Preuve
On va estimer Ah dans L?(Qr) ou h satisfait (2.31)) avec hg € H} ().

Considérons :
ve L®Q)(H(Q), Vve L), AveL®(Q), v(z)<0 dans Q. (2.39)

En multipliant (2.31)) par Ah et intégrant sur Qr, il résult que :

/ / —hyAh + (AR)?)dadt = / / vhAhdzdt. (2.40)

et on a:
— vhAhdxdt = / bk (z, T)dx — —/ Rk (z,0)dx,
[ ps ps
d’ol en prenat (2.39) :

- / / vhAhdzdt = / / thhmkmkdxdt
Q(T) QT) k=1
/ / th Jdrdt + / / > vr (b7 dadt
Q(T) 1.—1 QT) =1

1
< §||A’U||LOO(Q)// h2dxdt.
Q(T)

Combinons ¢a avec les égalités ci-dessus, il résult que :
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1
// (Ah)dedt—l——/ IVh(z, T)|| % da
Q) 2 Ja

1 1
g-/ \|Vhoy|§ndx+-||m|ymm// B2 drdt (2.41)
2 Ja 2 Q)
< 1/|yw Bondz + <[ Av]| oo ma /h?(x Dz
— n — oo X .
~ 2 Jq ollR 2 L= @) t€(0,7] Jo ’

A partir de et de I'estimation ([2.27]), on obtient I'estimation ([2.38]).

Preuve du Théoréeme 2.2.1

1 Cas ou f=0

Dans ce cas on considere la version bilinéaire du systeme .

Etape 1 Soit hg et hyg vérifient les hypothese du Théoreme 2.2.1 a la place du ug et uqg.

vo(z) = In (ZZEQ) . (2.42)

Posons :

Ainsi

ha(z) = e @ hy(z). (2.43)

Remarque 2.2.1 Rappelons que (2.22) est une EDO linéaire en L*(Q)), avec le fait (2.42)) et

(12.43) sa solution y satisfait la propriété suivante :

y(x,1/s) = hg(z) lorsque yo = hg, v(x)= sv.(x), Vs> 0. (2.44)

Etape 2

Pour établir le résultat du théoreme 2.2.1, on va montrer que hy peut étre approchée par une
solution appropriée de ([2.31]).

A cette fin nous allons étudier la différence entre la solution du et celui du sur (0,7).

Considérons pour tout v € L>(2) et notons g = h — y.
Alors, en supposant que yo = hy dans (2.31)) et (2.22)), on obtient :

g =vg + Ah

Gli=o = 0.
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Ainsi

t
oz t) = / D AR T)dr, € [0,T]. (2.45)
0

Soit maintenat v de la forme (2.44)), on a :
v(z) = sv.(x).

Nous traitons maintenant le nombre positif s comme un parametre (sa valeur sera déterminée
dans 'étape 4).

Donc, d’apres (2.24)) on a :

Incp <wv, <lney <0,

la formule ([2.45)) donne :

2st Incg 1

(&
190, )2y < (—

slncy

1My Q=0x 00, teDTL (240

Etape 3
En utilisant l'estimation (2.38) du Lemme 2.2.3 avec v = sv,, on trouve a partir de (2.46|) que :

628t Incy 1
L

slney

1 1
X (5/9 IV hol|Bda + §5||AU*HLOO(Q)tC%QO‘StHhOH%%Q)) 5 (2.47)

Ol\l o = ||’U*||Loo(Q)
Etape 4
Soient s > 0 et T, € (0,7T) tels que :

o T.s=1. (2.48)
Il résulte de (2.47)), (2.48)) et le propriété (2.44]) que :
lg(. Tlle2) = 1A T) = y(, Tl 2oy = [1R(, T5) = hallz2@) — 0 (2.49)

quant s — oo (ou T, — 07), ce qui assure ([2.26)), pour tout ¢ > 0.

Ceci termine la preuve lorsque f = 0.

48



These Doctorat Mariem JIDOU KHAYAR

Le cas général
En utilisant le Lemme 2.2.2, on peut déduire de ce qui précéde que les solutions u et h de ([2.18))
et (2.31)) sont telles que :

lu(.,T.) — h(., T.)|| — 0, T, —> 0.

D’ou le résultat du Théoreme 2.2.1 dans le cas général.

2.2.2 Cas monodimensionnel

Position du probléeme

On considere le probleme semilinéaire de Dirichlet suivant :

Up = Uge +0(2,0)u — f(u), dans @Qr = (0,1) x (0,7),7 > 0,
u(0,t) = u(1,t) =0, t e (0,7), (2.50)
uli—o = ug(x) € H(0,1).

Ou v € L*™®(Qr) est un contrdle bilinéaire.

Le terme non linéaire f : R — R vérifie :

— f(0) =0, et f est différentiable en 0.

— f est Lipschitzienne, et soit L sa constante de Lipschitz, on a :
lf(W) = f(u)| < Llv' —u|  Vu,u’ €R.

Dans cette section on suppose que ug € Hj(0,1) a un nombre fini de zéros, c’est a dire qu’il existe

des points
O=a) <2< ... <a)<ad =1
tels que
u(z) =0<=ax=2a), 1=0,...n+1.
De plus, on suppose que les zéros intérieurs (2, I =1, ... n) sont des points de changement de
signe, c’est-a-dire que pour tout [ =1, .. .n,

UU(ZE)U()(y) < 07 V.Z‘ € (1"?717:)3?)7 Vy € (ZL‘?,I?+1).
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L’objectif ici est de montrer que tout état cible uq € Hj(0,1), a un nombre fini de changement de
signe dans le méme ordre que u, peut étre approximativement atteindre dans L?(0, 1)-norme & un
instant donné T > 0.

Soit xf, 1 =0, ...n+ 1 les zéro de ug, alors la condition ci-dessus peut s’exprimer par

I’expression suivante :
up(z)ug(y) <0 ,Vr € (2 ,,2)) Vy € (af,zf,), pour [ =1, ...n.

Définition 2.2.1 On dit qu’une fonction v € L>®(Qr) est statique par morceauz, s’il existe

m €N, ¢p(x) € L>®(0,1) et ty, € [0,T], ty1 <tg, k=1, ..., N avecty =0 et t,, =T, tels que
v(z,t) = cl(x)]l[to,tﬂ(t) + ch(x)]l(tk—lytk](t>7
k=2

th—1,lk

ot Ly 4y €t 1 | sont les fonctions caractéristiques de [to,t1] et (ty—1,ts], respectivement.

Résultat principal de la controlabilité

Le résultat principal concernant la controlabilité du systeme (2.50) est le suivant :

Théoréme 2.2.2 [17] Soit ug € HL(0,1). Supposons que uy a un nombre fini de points de
changement de signe. Considérons uq € H}(0,1) qui a exactement le méme nombre de points de
changement de signe dans le méme ordre que uy. Alors pour tout n > 0 il existe

T =T(n,up,uq) >0 et un controle statique par morceauxr v = v(n, ug, uq) € L=(Qr) tels que la

solution de (2.50)) vérifie l'inégalité suivante :

u(., T) = uallL20,1) < 1-

u*

up

Figure 1 : Contréle de deux points de changement de signe.
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Nous aurons besoin des définitions et résultats suivants qui seront utilisés dans la preuve du
Théoreme précédent :

Notations et définitions

On va utiliser les notations suivantes :

o Espaces de Sobolov

140,1) = {¢ € L*(0,1)| ¢, € L*(0,1)}
Hy(0,1) = {¢ € H'(0,1)] ¢(0) = ¢(1) = 0}
H2(0,1) = {¢ € H'(0,1)| ¢poe € L*(0,1)}.

o Espaces de Holder

Pour ¢ € (0,1) un nombre fixe, on pose :

C?([0,1]) := {w € C([0,1]) : sup [w(z) = wiy)] < —l—oo},

z,y€[0,1] |I - y|’9

C*(10,1]) :== {w € C*([0,1]) : w" € C?([0,1])}.

Soit Q7 = (0,1) x (0,7"). On définie les espaces suivants des fonctions qui dépendent du temps :

CP2(Qr) = {u € C(Qr) : sup (@, ) ~ uly, ) + sup lu(z, t) - ugx’s)‘ < +oo},

2,y€[0,1] |z —y|? t,5€[0,T] |t — s|2

02’1(QT) = {U : QT — R : Ugg, Ug, U € C(QT)}?
02+ﬂ11+g(QT) = {u € C*YQr) : Ups, Uy, Uy € Cﬁ’g(QT)}

¢ Partition d’un intervalle

Soit N € Nyonpose R = {(ay, ..., an)|ar €R, ap >0, k = 1, ..., N}.
Pour tout
(7—17 SRR TN) = (Tk)]lv S Rf? (Ula SIS 70N) = (O'k){[v € RJ—X?
On définit
TO = O, Sk = Tk—l —f-O’k, Tk = S}C —|—Tk, k = 1, P N. (251)
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Notons que : 0 = Ty < Sp <Tx <Ty, k=1, ..., N, on considére la partition suivante de

I'intervalle [0, 7] & 2N intervalles :

N
0.7] = [0,S]U[S1,Th]U. .. U[Ty_1,Sx]U[Sy.Tw] = | J(OrU&), (2.52)
k=1
ou, pour tout k =1, ..., N nous avons défini Oy := [T}_1, S| et & := [Sk, Tk)-
o Problemes sur des intervalles disjoints de temps
Soit N € N, pour tout (oy, ...,on) € RY fixé, considérons (7, . .., 7v) € RY, pour
k=1, ..., N.On introduit les problemes de diffusion pure (v = 0) sur des intervalles de temps
disjoints suivants :
Wy = Wy + f(w), dans Qg = (0,1) x [Sk, Ti],
w(0,1) = w(l,1) =0, t e[S, Ty, (2.53)
wli—s, = wi(z), w"(2)|z=01 = 0.
Nous allons considérer les données initiales wy et les temps 7, k =1, ..., N , comme parametres

de controle, ot wy, est un élément de C2+7([0, 1]), avec ¥ € (0,1) fixé au début.

N
Définition 2.2.2 On appelle solution de (2.53)) la fonction w définie sur (0,1) x | [Sk, Tx] par
k=1

w(x,t) = Wk(fb,t), V(ZL‘,t> S (0,1) X [Sk,Tk], k=1,..., N.

ot pour tout k=1, ..., N, Wy est lunique solution du k™ probléeme défini sur (0,1) X [Sk, Ty]
par (2.53)) avec l’état initial wy,.

Définition 2.2.3 Soit ug € H}(0,1) une fonction de n points de changement de signe. Pour tout
N eN et (7)) € Rﬁ, on appelle une famille finie a la fois du temps et des données initiales de
associée a ug, l'ensemble de la forme {()Y, (wi)Y} tel que :
()Y eRY;
*owe € 0?9([0,1]), pour tout k=1, ..., N, satisfie :

1. wi(0) = wg(1l) =0, w”(0) =w"(1) =0,

2. wy et ug ont les mémes points de changement de signe, dans le méme ordre que les

points de changement de signe de uy,
3. pourk =2, ..., N, wg(.) et w(.,Tx_1) ont les méme points de changement de signe

dans le méme ordre que les points de changement de signe de ugy, ou w est la solution

de @53).
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o Résultat de lissage pour préserver les points de changement de signe atteints
Soit N € N, pour tout (71, . ..,7ny) € RY fixé, considérons (o1, ..., on) € RY, pour
k=1, ..., N,on donne uy_q, rp_1 € H}(0,1), vy € L=((0,1) X [T}_1, Sk]), et considérons le

probleme suivant :

Up = Uz + V(T, )u — f(u), dans Qo, = (0,1) x [Tk_1, Sk,
U(O,t) = U(Lt) =0, t e [Tkz—la Sk], (254)

u\t:kal =Up_1 +Tr_1 € H&(O, 1).

Rappelons que S, = Ty_1 + 0.

On va montrer qu’étant donné Tj_1, alors il existe un o > 0 assez petit tel que ||rr_1||12(0,1) est
petite, et avec ca on peut conduire le systeme de up_1 + rr_1 vers un voisinage de n’importe
quel état wy, ou wy a les mémes points de changement de signe que u;_; dans le méme ordre.
Résultats préliminaires

Nous allons utiliser les résultats suivants dans la preuve du Théoreme 2.2.2.

Théoréme 2.2.3 Soit ug € HY(0,1) ayant n points de changement de signe : x9 € (0,1), avec
0:=af <af <ap, <20, ,:=1 1=1,...,n Soitzf! e (0,1), I=1,...,n, tel que :

0:=af <af <z, <zl :=1. Alors, pour tout e > 0 il existe N. € N et une famille finie de

N, Ne

temps et d’états initiale { (1)1, (wi)1*} tel que, pour tout (o})r* € RY, la solution w® du

probléeme ([2.53|) vérifie :

wi(z,Ty.) =0 <= zxz=2af, [=0,...,n+1,
pour certains points x; € (0,1), 0:=xf <z} <zj,<z,,:=1, =1, ...n, tel que :
n
Z|xf—xf| <e.
1=1

De plus, we(.,Tn.) a le méme ordre de changement de signe que uy.

Démonstrations : Voir [17], Section 4.
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Théoréme 2.2.4 Soit uy_1, rp_1, wp € HY(0,1). Supposons que uj_; et wy ont les mémes n
points de changement de signe dans le méme ordre de changement de signe. Alors, pour tout
n > 0 il existe un suffisant petit, o, = or(n, ug_1,wr) > 0 et un contréle statique par morceauz

U = Up(n), ug—1, w, € L®((0,1) X (Tx_1,Sk)) tels que :
Uk (., Sk) — wi() |20,y < 0+ Cillrr=1ll220,1)

ot Uy est la solution de (2.54) dans (0,1) x [Tx_1,Sk| et Cr = C(ug_1,wy) est une constante

positive.
Démonstrations : Voir [17], P. 10.

Lemme 2.2.4 Soit uy € H}(0,1) une fonction de n points de changement de signe. Soit

{(m)Y, (wi)N'} une famile finie de temps et de données initiales de (2.53)) associés a ug, et soit
N

w:(0,1) x U [, Tk] — R la solution de (2.53]).
k=1

Pour tout § > 0, il existe o5 = (0%)) € RY, et un controle bilineaire vs € L=((0,1) x (0,Ty)) tel

que la solution de (2.50) : us : (0,1) x [0, Tn] — R correspondante a vs vérifie que :

lus( T) = w(o, T) 2oy < 6, Wk =1,...,N. (2.55)

Maintenant, on peut démontrer le Théoreme 2.2.2.

Preuve du Théoréme 2.2.2

Soit n > 0 fixé, et ug € HJ(0.1) ayant n points de changement de signe =9 € (0.1), avec
O:=a)<a) <ap,, <a) ,:=11=1,...,n

Soit ug € H(0.1) ayant n points de changement de signe z¢ € (0,1), [ =1, ..., n, tels que :
0:=af <af <z, <z, =1

Etape 1 : Appliquons Théoreme 2.2.3, pour tout € > 0 il existe N, € N et une famille finie du

temps et de données initiales { (73,1, (wy)< } tel que, pour tout (o3)1° € RY*, la solution

Ne
w® : (0,1) x U [Sk, Tk] — R du probleme (2.53)) satisfait
k=1
w(z,Ty,) =0 <= ax=2af [=0,...,n+1, (2.56)
pour certains points 0 := xq < xf <xj,; <x; =1, [ =1, ...n,tel que:

> o —xf| <. (2.57)
=1
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De plus, w*(., Ty,) a le méme ordre de changement de signe que uy.
Etape 2 : Appliquons le Lemme 2.2.4, pour tout & > 0 il existe 0es = (o) € RI}},
ves € L®((0,1) x (0,Ty.)) tel que, la solution du (2.50) correspondante au controle bilinéaire v,

que l'on dénote par uc s : (0,1) x [0, Ty, ] — R, vérifie :

Ues(, Tn.) = w (., Tn.) +rn. (L), (2.58)
ol
7N | 20,1y < 0. (2.59)
Etape 3:
Conduisons le systeme ([2.50) de uc5(., Tn.) & uq.

Par (2.57)), il est facile de montrer qu'il existe * = &*(n) > 0 et u§ € H}(0,1) tels que pour tout

e € (0,e"),ona:

ug(z) =0 <= v =uaj, [=0,...,n+1 et |ug—uglr2o1 <

w3

. (2.60)

Puisque w®(., T, ) et uj ont les mémes points de changement de signe, on déduit en tenant en

compte ([2.56)-(2.59)), qu’on peut conduire le systeme (2.50) de u.s(.,Ty.) vers ug & un instant

donné 7' > T.. En effet appliquons le Théoreme 2.2.4, pour tout # > 0 on déduit qu’il existe
od = o%(7, €, up, uq) > 0 et un controle bilinéaire statique par morceaux
vg = v4(7], €, ug, ug) € L((0,1) x (T, T)), avec T := Ty. + 04, tel que, en utilisant 'inégalité

(2.59), on obtient :
1U7(, T) = ug( )20y < 7+ C*(E)llrn.()llz200) < 7+ C7(€)5, (2.61)

ou U* est la solution du (2.54)) dans (0,1) x [Ty.,T] avec I'état initial u.s(., Ty, ),
C*(e) = C(e,ug, ug).

Conclusion. Fixons ¢ := 8*5") et 77 := 7. Alors, on considere la constante C*(g) = C* (#) dans
2.61|) et on choisit § := ﬁ Donc par ([2.60|) et (2.61)), on obtient la conclusion suivante :

2

NU*(, T) = ua( )l z2000) < NU(T) —ug( )l 20,0y + llua — ugll 20,0y < 1
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Chapitre

Controlabilité exacte de I’équation de la

chaleur

Ce chapitre contient des résultats importants de la controlabilité exacte de I’équation de la
chaleur en utilisant des controles bilinéaires.

On étude deux cas de I’équation de la chaleur bilinéaire, le prémiere cas est le cas de ’équation
avec des conditions au bord de Dirichlet non homogenes et le deuxieme cas c’est I’équation avec
des conditions de Dirichlet homogenes.

On va établir des résultats de la controlabilité exacte pour une classe d’états désirés dans les cas

précédents

3.1 Cas de conditions au bord non homogenes

On considere le systeme bilinéaire suivant :

y = Ay +o(z,t)y, dans Qr,

y=9 sur X, (3.1)

y(z,0) = yo(x), dans (.
Ou 2 est un domaine borné de R™, (n > 1) de bord assez régulier 02, et pour T' > 0 est fixé
Qr=0x(0,T), Xy =00 x (0,T), v € L®(Qr) est le contrdle, g € C(Q) représente la condition
au bord de Dirichlet non homogene, yo € L*(Q) est 1'état initial.

On introduit le lemme suivant.

Lemme 3.1.1 [6] Soit Q C R"™ un ouvert borné et S(t) le semigroupe généré par A sur L'(Q)
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avec les conditions de Dirichlet homogéne. Alors S(t)(L*(2)) C L>®(2) pour tout t > 0 et
1S@yollz=@) < O llyollre), Voo € LH(Q), t>0, (3.2)

ou C' est une constante indépendante de yq.

Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 3.1.1 [59] Soit I’état désiré yqs € W2°(Q) tel que : yq > 0 dans Q et Ayg > 0 dans §,
g €C(Q), g =yaq sur O, alors il existe T = T (yq) > 0 tel que pour tout yo € L*(Q), il existe un
contréle bilinéaire v € L>(Qr) avec lequel la solution du dans

C([0,T); L*(Q)) N L*(0,T; HY(Q)) satisfait :

y(.,T) = ya(x) dans Q, pour tout T > T(y4)-

Preuve

On pose z =y — Ya, 20 = Yo — Ya- 1l résulte de (3.1)) que z satisfait :

2z = Az~+v(z,t)(2 + ya) + Ayg, dans Qr,
2 =0, sur X, (3.3)
2(z,0) = zo(x), dans €.

Il est bien connu (voir [53]) que pour tout zq € L*(Q), v € L™(Q7), et y4 donné comme dans
Théoreme 3.1.1, le systeme admet une unique solution dans

C([0, T); L)) 1 L2(0, T; H ().

Donc pour montrer que le systeme est exactement controlable a yy, il suffit de montrer que le
systeme (3.3]) est controlable a zéro, on va montrer ¢a en trois étapes.

Etape 1 : Montrons dans cet étape que pour 77 > 0, il existe M; > 0 (M; dépend de y,, et
indépendant de zj) tel que la solution correspondante de satisfait :

12(., To) || z2) < M.

On suppose que le controle v est constant tel que : v < —1, en multipliant ’équation ({3.3]) par

z(z,t) et en intégrant sur €, il résulte pour tout t € [0,T] :

d
— 22(x,t)d:v+2/ IVz(z,t)|Pde = 2/ vzz(x,t)dx—i-?/ vya(x)z(z, t)dx
dt Jo Q Q Q
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+2 /Q Ayq(x)z(z, t)dx

§Q/UZQ(x,t)da:—{—||v||Loo(QT)/22(:v,t)dx
Q Q
Hlollzeon / ya(x)de + / | Aya()Pda
+/22(x,t)dx

Q
— [ v+ Iolliman + V(o )iz

Q
ol / ya(x)de + / |Aya(e)Pda

< esssupg, (20 + ||[v|| (o + 1) [ 2*(x, t)dx

ol=ion / ya(x)da + / |Aya(z)2d,

2

ot Qr = Q x (0,1).
Posons r(t) = / 2*(z,t)dz, nous avons :
Q

dr(t
d(t) < esssupq, (20 + |||z @r) + D7 (t) + [[vll L= @) /yﬁ(w)der/ | Aya(x)[Pd.
Q Q

Soit v une constante négative et r(0) = ||z(.,0)||? Te(q) onac:

dr()_(v—kl +]v|/yd dx—l—/|Ayd )dz.

t
0 < 0y + [ (] [ e+ [ |awto)Pds ) ar
0 Q Q
t
:e(v+1)t||z(.,0)||%2(9)+ <|v|/y§(m)dm+/ |Ayd(x)|2d$)/ e FD(E=7) g
Q Q 0

Donc, on déduit que :

e(v-i—l)t -1
I+ Dley < O + o (1 [ oo+ [ 18pato)ae)

Ainsi,

v |U|<e(v+1)t _ 1) 6(erl)t -1
= eCTH|2(, 0) 172 () + o1 ng(l')dl'ﬂL EEES A | Aya(z)[*dz

Ainsi, pour 7} > 0 donné, on peut prendre le controle v = v; < —1 (v dépend de z, et suffisament
grand) et My, (M; dépend de y, mais pas de z), tel que la solution z du systeme ((3.3)

correspondante vérifie :

12(., Ty) || z2) < M.
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Etape 2 : Maintenant, nous montrons que pour tout £y > 0, nous pouvons trouver un controéle et

un temps T5(yq) > 0 suffisamment grand avec lesquels la solution du (3.3) satisfait :
[2(T2 + Dl r2(0) < %o

Remarquons que pour yg € W2>(Q) et d’apres le théoréme d’injection de Sobolev nous avons

yq € C(Q). Donc puisque 34 > 0 dans il existe une constante v > 0 telle que yq > v > 0 dans Q.

A —-A
Ainsi, 0 < —— Yd ¢ L>(€2), d’ou si on pose vy = “2Y Gans (T1,T3), on obtient :
Yd Yd
—A
Zt—AZ: de, danSQ X (Tl,TQ),
Ya
2 =0, sur 90 x (T, Tb), (3.4)

2(x,Ty) = z(x,T1), dans .

Multiplions (3.4) par z et intégrons sur €2, il résulte que :

yd 2
zdaH—/ Vz dx+/ z°dx = 0.
33 |1 Var + |
d 2 2
— [ |z]dz+ X [ 2°dz <0.

Ou A > 0 est la premiere valeur propre de —A dans Hj ().

On a Aygyq > 0, donc :

Ainsi, nous avons,
12(T2) |20y < e A |[2(T1) || 12() < Mye 27T,

On définit le méme controle vs = vy dans (75,75 + 1), on a :

A
= A+ 20 20, dans Q x (T, Tp + 1),

Yd
2 =0, sur 09 x (T, Ty + 1), (3.5)

2(x,Ty) = z(z,T7),  dans .

A
Rappelons que 2Yd > 0, en appliquant le Lemme 3.1.1, on obtient :
Yd

12T + Dlleioy < Cll(T) iy < Ce B0, (3.6)

D’ot pour tout gy > 0, il existe un T5(y4) > 0 suffisamment grand tel que :
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HZ(TQ + 1)HL°°(Q) S £o-

Etape 3. Ici, on établit la controlabilité a zéro en utilisant un résultat classique de la
controlabilité avec un controle additive.

Considérons le systeme suivant :

2z — Az =v(z +yq) + Ayg, dans Q x (To + 1,75+ 2),
zZz = O, sur 89 X (Tg + 1, T2 + 2), (37)
2(x, To+1) = z(x, Ty + 1), dans .

—Ayqy
Yd

Soit v = + v4, NOUS avons :

A
2 — Az + 2, va(z 4+ yq), dans Q x (Tp + 1,75 + 2),
Yd
2 =0, sur 90 x (Ty + 1, Ty + 2), (3.8)

2(x, Ty +1) = z(z, Ty + 1), dans €.

Pour z(.,T5 4+ 1) € L®(Q) et ||2(To 4+ 1)|| () < €0 (g0 est déja fixé), au lieu de (3.8)) considérons

le systeme linéaire suivant :

A
2z — Az + 2hd, u(z,t), dans Q x (Ty + 1,15 + 2),
Yd

z =0, sur 09 x (Ty + 1,1 + 2), (3.9)
2(x, Ty +1) = z(x, Ty + 1), dans .

D’apres le résultat qui I'on rappelle dans chapitre 1 (voir Théoreme 1.2.1), il existe un controle

ve L>®(Qx (To+ 1,75 4+ 2)) tel que la solution correspondante du systeme (3.9) satisfait :
2(., Ty +2) = 0. (3.10)

D’ailleurs,

[ull Lo @x@41m2)) < Cll2(Ta + D220 < Cill2(T2 + V|20, (3.11)

ou (] est indépendante de T5.

D’autre par, d’apres le principe du maximum, on a

2| oo (@x (mor1m42)) < 2(T2 + 1)|[zoc ) + Collu|| Lo (@x (ot 1,1542)) (3.12)

ou Cy est indépendante de T5.
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En combinant (3.11)) et (3.12)) il résulte que :
12l (@x (@1, m42)) < (14 C1C)[[2(T2 + 1) (). (3.13)

Maintenant, nous prenons :

1 v
< < .
VST OG 1O

Supposons que v > 1, il découle de (3.6)), pour 75 > 0 suffisamment grand, que :
HZ(TQ + 1)HL°°(Q) S £0-

Ainsi, on a :
12| oo (x (T 11,15 42)) < V- (3.14)
D’otu, on peut définir le controle bilinéaire v, dans (3.8) comme suit :

U
Z+ Yq

dans Q x (Ty+ 1,T + 2)), (3.15)

Vg4 =

ou z est la solution du systeme (3.7)). En utilisant le fait que y; > v > 0, et I'inégalité (3.14]), on

conclut que : vy € L®(Q x (Tx + 1,715 + 2)).
—Ayq

+ vy et le systeme 1) avec le
Yd

controle u sont indentiques sur (75 + 1,75 + 2). Donc d’apres (3.10) on a z(., 75 +2) = 0, ou z est

—A
la solution de 1) avec v = Yd + vy.
Yd

Finalement, on conclut a partir des étapes 1,2 et 3, que pour tout yo(z) € L3(£2), on peut

Nous avons que le systeme 1} avec le controle v =

sélectionner T'(y4) > 0 suffisamment grand tel que la solution z de (3.3]) avec le controle

vy, dans (0, 7T7),
—A
v(t) =< V2=U3 = J yd, dans (T, Ty + 1), (3.16)
d
—A
Ya 1 o, dans (Ty + 1,75 + 2).
Ya

satisfait z(., T2 4+ 2) = 0, ou T'(yq) = 1> + 2 dépend de y, mais pas yo.
A
Pour T' > T'(y4), si on prend v = “2Y4 Jans (T'(ya),T), alors la solution corresponante z de (3.3)
Ya
vérifie que : z(z,t) = 0, pour tout (z,t) € Q x (T'(yq),T). D’olt on obtient le résultat du Théoreme
3.1.1.

A partir de la preuve du Théoreme 3.1.1, nous avons le résultat suivant.
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Corollary 3.1.1 Soit y; € W2>=(Q) vérifie : yq < 0 dans Q, et Ayq <0 dans Q, g € C(S7),
g = ya sur X, alors existe un T(yg) > 0 tel que pour tout yo € L*(Q), il existe un controle
v € L>®(Qr) tel que la solution correspondante de dans C([0,T); L*(2)) N L*(0,T; H(Q))

satisfait :
y(x,T) =yq dans Q, pour tout T > T(yq).

Remarque 3.1.1 Si l'ensemble {x € Q/yqs(x) = 0} est non négligable, alors le résultat pcécédent

ne s’applique pas.

On introduit le résultat suivant concernant la controlabilité du (3.1)) d’'un état initial donné vers
une classe d’états désirés a déterminer.
Soit yq € L*(Q) vérifie les hypotheses suivantes :
(Ho) : yqg = g sur 0N
(Hy) : yaAyg > 0 dans Q.

Ayq
(Hp) : —=

Yd

A = {o € Q/yalx) # 0}

(H3) : yq € W2®(wp) et |yg| > 0 dans wy, ol wy est un ouvert non vide de Q.

1p € L(R2), o 1, est la fonction caractéristique de I’ensemble

Remarque 3.1.2 1) Notons que les hypothéses (Hy) — (H3) donne que g # 0. En effet, de la
deuziéme hypothése on a : |Ayq| < Clya| dans Q, C' > 0, on multiplie cette inégalité par |y4| puis
on intégre, apres lutilisation de la premiére hypothése on obtient que si g = 0 sur 052, alors
yq = 0 dans €2, ce qui est en contmductAz'on avec I’hypotheése (Hs).

Yd

2) Soit le contrile statique v(x,t) = ———1x, alors Uhypotheése (Hs) donne 'existence et ['unicité
Yd

de la solution correspondante.

Le théoreme suivant montre I'existence d’un controle v qui amene le systeme (3.1]) de yo & y4 dans

un temps fini 7'(yq).

Théoréeme 3.1.2 [68] Soit yo € L*(Q) — {0} et soit y, satisfaisant les hypothéses (Hy) — (Hs).
Alors il eziste un temps T = T (yq) > 0, indépendant de yo, pour lequel il existe un controle
bilinéaire v € L>®(Qr) tel que la solution correspondante de satisfait y(.,T) = yq p.p., dans
Q.
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Preuve : On définit le nouveau état : z = y(t) — yq et 2o = yo — ya4, d’apres (3.1)) on a :

z— Az =v(z +ya) + Ayg, dans Qr,
2z =0, sur Y, (3.17)
2(.,0) = 2o, dans €.

D’ou si on montre que le systeme (3.17)) est exactement controlable a zéro, on obtient que le
systeme (3.1]) est exactement controlable a y4, ce qui est réaliser en quatre étapes.
L’idée principale de la preuve est de construire un controle v pour lequel le systeme bilinéaire est

équivalent au systeme linéaire c’est a dire que :
v(@)(2(t) + ya) = Lo u

o, le controle u est celui donné par Théoreme 1.2.1 (voir chapitre 1, section 2), et w; est une
région de () vérifiant que z(x,t) + y4 # 0 p.p., T € wy.
Etape 1 : Montrons que, pour T} > 0 donné, il existe M; = M (yq) > 0 tel que :

12C, Tl z20) < Ma(ya)-

Considérons le controle constant v(t) = v; = c¢. Avec ce controle le systeme (3.17)) admet une

unique mild solution z(.) € C(0,T}; L*(€2)) donnée par la formule de la variation des constantes :
t
2(t) = S(t)zo + / S(t— 1) (c(2(T) + ya) + Aya) dr. (3.18)
0

Pour zo € H*(Q) () Hg () la mild solution z(¢) devient une solution classique.

On prend ¢ < 0, ce qui donne que : ||v1]|z@x(04)) = —¢, pour tout ¢ € [0, T1].

Pour 2o € H*(Q) () H} (), on multiplie I'inégalité par z(t) puis on intégre sur €, on
obtient :

%Hz(t)”Lg(Q) - Q/QAZ(t)z(t)dx < 2/&2022(t)dx + 2/

Q

§2/ch2(t)dx—c [/ﬂyfldx—l—/ﬂf(t)da:} +/Q|Ayd|2dx—l—/gz2(t)dx

Il résulte que :

cyqz(t)dx + 2/ Aygz(t)dx
Q

d
ZN2Olzz) < A+ N2(Ol220) = ellyallzz) + 1AYallz2q)-
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En utilisant le lemme de Gronwall (la version différentielle), on a :

. C(€(1+C)t _ 1) €(1+c)t -1
Hz(t)“%z(m < Honiz(Q)e(H )t _ 1—_i_CHde%2(Q) + 1—H|’Ayd’\%2(9)- (3.19)
(I4+c)t __ 1 (I4+c)t __ 1
Remarquons que les termes e T e ), (e 172 )||yd|]%2(9) sont bornées pour ¢ € (—oo, —1),

donc en prenant

—2In(]|zo]|r2(e)) — Th
c= T (©) pour ||zo[r2) > 1,
1

et une constante arbitraire ¢ < —1 pour ||2o||r2() < 1, on en déduit que :

12(T1)[ 2(0) < Ma(ya), (3.20)

ou My = M (yq) est indépendant de z.

En général, pour zq € L?(2) et pour ¢ > 0 fixé on peut prendre une suite (zo,) C H*(2) N H ()
telle que zg, — 2o dans L*(Q2), quand n — +00. Si z,(t) est la solution correspondante du
(3.17), alors 2, (t) — 2(t) dans L*(2), quand n — 400, o z(t) est la solution de (3.17)
correspondante a 1’état initial zg.

En effet, il résulte de la formule de la variation de la constante que :
t
zn(t) — 2(t) = S(t)(z0n — 20) + / S(t — s)v(s)(zn(s) — 20(8))ds, Vt>0.
0
Ainsi
t
[2n(8) = 2(t) | 22@) < [lZon — 20l L2() — 0/ [2n(s) = 2(s) L2y, V£ = 0.
0
D’ou L’inégalité de Gronwall donne :
20 (t) = 2(0) || 2(0) < |20 — 20|lL2(ye™", ¥Vt > 0.

il résulte que z,(t) — z(t) dans L?*(2), quand n — +o00. On conclut que I'inégalité (3.20) est
vérifiée pour tout zy € L*(Q).

Etape 2 : On prend z(T}) comme état initial, on va montrer la controlabilité & zéro en un temps

A
Ty > T a déterminer, on pose v(t) = vy = —ﬂ]l,\ dans (T3, T»), nous avons :
Ya
A
2z — Az + ﬂ]l/\z =0, dans ) x (T3, T),
Ya (3.21)
z =0, sur 002 x (11, T3).
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A

11 découle de I'hypothese (Hs) que la fonction f(z) = 2Ydg Az est globalement Lipschitzienne,
Ya

donc le systeme ($3.21)) a une unique solution globale dans (77, T5) (voir [71]).

En multipliant ’équation (3.21]) par z et en intégrant sur €2, on déduit que :

1 A
Ld 22(t)dx — / Az(t)z(t)dx +/ ya 2(t)dz < 0.
2dt Jo 0 A Yd
Ay
En utilisant le fait que —— > 0 dans A on obtient :
Yd
57 |2 (t)dx + A\ i 2*(t)dx <0,

ou A; > 0 est la premiere valeur propre de —A correspondante aux conditions frontieres de
Dirichlet. Ainsi
|2(T2) || 2y < e P71 2(T1) || 2(0) < Mye™ BT, (3.22)

Ce qui nous donne la controlabilité approchée a zéro de (3.17) a Ty pour T, suffisamment grand.

Etape 3 : On définit le méme controle vs = vo dans (15,75 + 1), on obtient le systeme suivant :

A
— Az + ﬂ]lAz =0, dans Q x (13,15 + 1),

Yd (3.23)
z =0, sur 002 x (T3, Ty + 1).

En utilisant le Lemme 3.1.1, on va montrer que
l2(0) |20y < CLlt = To) 2| 2(T2) (o)

Considérons le systeme linéaire suivant :

—Acsz, dans 2 x (TQ,TQ“F].)
=0, sur 0Q x (T, 15 + 1) (3.24)
o(x,Ty) = |2(x,T3)|, dans Q.

Le principe du maximum donne que : ¢ > 0. En prenant la différence entre et (| et en

multipliant le résultat par (z — ¢)* := max(z — ¢, 0), on déduit que :

A
3G9 Ol + [ 0G0 - o) dr <0, teMTivD), (329

Ce qui implique que :
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310 = O e+ [ 2 4](a10) - pt0) P
/—nw J(2() — o(t))Fdr <0, te (Ty,Ts+1). (3.26)

D’ou, on a :

d

210 =) 720) < 0= [(2(t) — () [I72(0) < 1(2(T2) — @(T2)) " 1720

Il s’en suit que (z(t) — p(t))" =0, Vt € (Tz, Tz + 1), et donc z(t) < ¢(t).

En utilisant la méme méthode, on prend la somme de (3.23)) et (3.24)) et en multipliant I’équation

résultante par (z + )~ := min(z + ¢, 0), on obtient :
Ayq
——|(2(¢t) + ||L2(Q) + —]lAz 2(t) + @(t)"dx <0, Vte (T, Ty + 1), (3.27)

ce qui en résulte :

31O+ o) I + [ “ELAIG(0) + () Fda

A
/Qﬂ]w )+ (1)) dx <0, Vi€ (Tn, Ty +1). (3.28)

D’ou, on a :

%ll(Z(t) +o(1) 2@ < 0= I(2() + @(1) " I720) < I(2(T2) + ¢(T2) " [172(0
Alors, on a : (2(t) + ¢(t))” =0, donc 2(t) > —p(t) et par conséquent

[2(8)] < ¢(t) p.p. dans Q7.
Autrement, la solution ¢ du systeme ([3.24)) peut étre représentée par
e(t) =St = T)[=(T2)], vte [T, T, (3.29)

olt S(t) est le semi-groupe généré sur L'(Q) par —A avec les conditions aux limites de Dirichlet.

En utilisant le Lemme 3.1.1, on obtient :

lz@®llz=@) < el < Ca(t = To) 2| 2(T) @)

En prenant t = T + 1 dans I'inégalité précédente et en utilisant I'injection continu L? < L*, il

découle de (3.22)) que :

12(Ty 4 1) || ooy < Maoe™ BT A,y > 0. (3.30)
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Ainsi, pour tout € > 0, il existe T = T5(y4) > 0 suffisamment grand tel que
|2(T2 + 1) || L) < & (3.31)

Etape 4 : Dans cette dernidre étape on conduit le systéme 1} de 'état initial z(7T5 + 1) a
I’état final 0, on va utiliser le résultat de la controlabilité a zéro qui a été rappeler dans le premier
chapitre (Théoreme 1.2.1).

On considere le systeme suivant

— Az =v(z+yg) + Ayy, dans Q x (Tp + 1,T + 2),

(3.32)
z =0, sur 002 X (T + 1,1y + 2).
A
On prend v, = ﬁllA + v, on obtient :
Yd
Ayq -
— Az+ ——1pz =v4(z + ya), dans Q x (Ty+ 1,75 + 2),
Ya (3.33)
z =0, sur 00 x (Tx + 1, Ty + 2).
Soit w; un ouvert de €2, considérons le systeme linéaire suivant :
~ ~ Ayg -
— AZ+ —1,z =1,u(t), dans Q x (Ty + 1,75 + 2),
Yd
z=0, sur 009 x (Ty + 1,1 + 2), (3.34)
Z(x, Ty +1) = 2(x, Tr + 1), dans .
Soit le systeme auxiliaire suivant :
— Ap =1y, |u(t)], dans Q x (Ty + 1,75 + 2),
¢ =0, sur 00 x (Ty + 1,Ty + 2), (3.35)

o(x, Ty +1) = |2(x, Ty + 1)|, dans Q.

En prenant la différence entre (3.34) et (3.44) et en multipliant le résultat par (Z — )", il s’en

Suit apres integration sur €2 que :

310 = 2O o+ [ TG - o) ds + [ [9(600) - o(0) Pao

- / (3(t) — () (Lo u(t) — Lo, Ju(t))dz < 0, Yt e (T +1,Tp +2), (3.36)

ce qui donne
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A
/ﬂnmp Ht) — ()T dr <0, Vte (Ty+1,Th+2),
a partir du principe du maximum, on a : ¢ > 0, p.p. dans 2. Alors
d o~ 12
GO =) 2@ <0, Ve (Ta+1,T2+2).

En procédant comme dans I'étape précédente, on déduit que |Z| < ¢ p.p. dans Q7.
En outre, la solution du probleme ((3.44]) est donnée par la formule suivante :
¢
et) =St —Ty,—1)|2(Te + 1)| + / S(t — 7)1, |u(r)|dr, p.p. (z,t) € Qr. (3.37)

To+1

Remarquons que la fonction constante ¢(x) = 1 est une solution de ’équation :

= Ay, dans Qr,
v Qr (3.38)
©(0) =1, dans .
I1 résulte du principe du maximum que S(¢)1 < 1. D’ou
SO anlul < S0 ull@ = lull @ SO < ullieiey, Ve 0.
De la méme maniere, on a
S(t =T = DI(Ty + 1) < 5T + 1)llie(o.
Il s’en suit que
t
12| 2o @xm41,m42)) < l@(@)]lo@) < [12(T2 + 1)L (@) +/ [u()[ Lo () ds, (3.39)
To+1
donc
12| Lo ox (mo+1,m42)) < [2(T2 + D[ (@) + [ull oo @x (o +1,1542))- (3.40)

De ’hypothese (Hz) on a yg € W2 (wy), et |yq| > 0 dans @y, donc y4 € C(wp) et d’apres le

théoreme de l'injection de sobolev : |y4| > 1 > 0 dans @y, pour une certaine constante p > 0.
A

Onprend ( =T+ 1, T=T,4+2et a= ﬁ]lA dans le Théoreme 1.2.1, on déduit qu’il existe un
Yd

controle u € L>®(Q x (Ty + 1,7y + 2)) tel que la solution correspondante de ([3.34)) satisfait

Z(.,, T3 +2) = 0. De plus, on a

|u]| Lo (@x (1o 41,142)) < Call2(To + 1) 21
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Ainsi

[l Lo (@x (111112 < Csll2(T2 + 1) || (), (3.41)

ou (5 et (3 sont des constantes indépendantes de T5.

Soient £ < —F— et T, suffisamment grand tel que (3.31]) soit vérifiée.
2(1 + Cs)
D’apres les inégalités (3.40) et (3.41)), on a :
12| Lo @xmr1mov2)) < (1 + C3)[|2(T2 + 1) oo (@) (3.42)
D’ou
- . 7
12O e ox (741, 7242)) < (2O |z @x (2 41,72402) < 5 (3.43)

Alors |Z(t) + yq| > g p.p. dans wy.

Supposons que w; C wy, alors on peut définir le controle vy € L=(Q2 x (Ty + 1,75 + 2)) par

1,,v
Vyq =

Z(t) + va

Y

avec ce controle la solution de (3.33)) et celle de (3.34)) correspondante a v sont identiques. Alors

d’apres le Théoreme 1.2.1 il existe une unique mild solution z(¢) telle que z(.,75 +2) = 0.

Finalement, on conclut que le controle

vy, dans (0,7})
A
v(t) = V2=U3= —%, dans (T}, 75 + 1) (3.44)
d
A
2Ydq, + o, dans (Ty + 1, Ty + 2).
Ya

est tel que la solution correspondante de (3.17)) satisfait

z(..T(ya)) = 0, p.p. dans €,

ou T(yq) = T + 2, ce qui acheéve la preuve.

Remarques 3.1.1 1. Dans la preuve précédente on peut prendre Ty + v et To + 3 avec

G>a>0, au liew de To + 1 et Ty + 2.

2. La stratégie de controles peut étre schématisée par :
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Yo > y(Ty) » y(Ty +1)

Figure. Les étapes de la controlabilité.

3.2 Cas de conditions au bord homogenes

Dans cette section on étude la controlabilité de 1’équation de la chaleur bilinéaire avec des
conditions au bord homogene de Dirichlet.

Considérons le systeme suivant :

yr = Ay +v(x,t)y, dans Q@ =Q x (0,7y), To >0
y =0, sur X = 09 x (0,Tp) (3.45)
y(0) = wo, dans €2

ot Q est un domaine borné de R™ (n > 1), de fronticre 92 assez régulicre, yo € L*(Q) est D'état
initiale, et v € L>(Q) est un contrdle bilinéaire.

Dans la suite nous allons fournir une classe des états cibles pouvant étre exactement obtenue a
partir de I’équation a un temps fini en appliquant des controles multiplicatifs.

Cet objectif peut étre atteint en utilisant des résultats de la controlabilité approchée de I’'équation
déja présentés dans le chapitre 2 et de la controlabilité a zéro de I'équation de la chaleur
linéaire avec un controle additif appliqué dans une région w de 2.

Le résultat ci dessous donne la contolabilité exacte d’équation ([3.45]).

Théoréme 3.2.1 [67] Supposons que n = 1. Soit yo € L*(Q) et yq € H*(Q) satisfaisant les
hypothéses du Théoreme 2.1.2. Supposons aussi que :

A
(H,) %m e L=(Q).
d
(Hs) |ya| > 0, sur un sous-ensemble ouvert non vide O de ).

Alors il existe un temps 0 < T, = T\.(To, Yo, ya) < Ty et un contréle v € L>*(2 x (0,T%)) pour lequel

y(Ty) = yq dans .
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Preuve
Soit € > 0. D’apres le Théoreme 2.1.2, il existe un temps 0 < T' < T} et un controle qui est

indépendant du temps v € L>(Q) tel que :
1y(T) — yall < e. (3.46)

Considérons le systeme suivant :

Yy = Ay +v(x,t)y, dans Q x (T,Tp)
y=0, sur 9Q x (T, Tp) (3.47)
y(T)=y(T),  dans

Posons z = y — yq4, le systeme (3.47)) devient

2= Az +v(x,t)(2 + ya) + Ayg, dans Q x (T,7Tp)
2=0, sur 902 x (T, Tp) (3.48)
2(T) =yT~) = ya, dans

Alors le probleme d’amener le systeme de yg & y4 devient un probleme d’amener le systeme
de z(T) & 0 dans un temps 7' < T, < Tp.

Le reste de cette preuve est divisé en deux étapes :

Etape 1 : Controlabilité approchée dans L>(Q).

Nous allons déteminer le temps 7" := T +n, n > 0 tel que
12T | (o) < .

Pour 7 suffisamment petit et indépendant de 7', on considere le controle suivant qui est

indépendant du temps dans (7, T"),

A
v = —ﬁ]lA, dans 2
Ya

A
et on pose b = —ﬂ]l/\ dans €.
Yd

Il résulte de [2] (Proposition 5.8.2) que Vyg(x) = 0, pour tout x € 2 — A. Alors en prenant la
dérivée seconde, on obtient Ay, = 0 dans €2 — A.

Il s’en suit que byy + Ayy dans Q — A.
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D’autre part, nous avons a partir de la définition de b que byy; + Ayg = 0 dans A. Ainsi le systéme

(13.48) peut éetre écrit sous la forme suivante :

/

2z = Az 4 b(x)z, dans Q x (T,7T")
z=0, sur 90 x (T,T")
2T) =y(T") — ya, dans,

La solution est donnée par

z(t) =St —T)z(T) + /Tt S(t — s)b(x)z(s)ds, Vte[T,T].

Alors, puisque S(t) est un semi-groupe de contraction,
t /
(O] < HZ(TU!\+-H5HwaQ>/CVHZ(S)Hds, vt e [T,T].
L’inégalité de Gronwall donne
Iz < Cll=(T)ll, vte [T, T], C=C(n)>0.
Maintenant, pour tout f € L'(2), nous savons (voir Lemme 3.1.1)
1
[SE) flle) < C 2| fllLr), Vt>0,

ou la constante C' est indépendante de f.

En suite, en appliquant la norme L* dans (3.50)) et en utilisant (3.52]), on obtient

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

t—v
W@MMmSC@4ﬂ2%@WU®+CMMwmﬂgA,@_QQW@WHm@H\ﬁemTY

A partir de I'inégalité |D on a:

t
W@M”mgca_ﬂ2WUWD@+CMMMMM@WL@—@2@,

Vte [T, T']. C=C(n)>0.
Donc, pour t = T", on obtient

12(T) =) < Cll=(T)Il, € = C(n) > 0.
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Ainsi, (3.46|) implique :
12(T") ||z () < Ce, C = C(n) > 0. (3.54)

Etape 2 : Le temps et le controle de la controlamilité exacte.

Dans la suite on considere le controle suivant :
v(z,t) = b(x) +vi(z,t), (z,t) € Qx (T, Tp),

ol vy est un nouveau controle a déterminer. Alors le systeme (3.48)) devient

2= Az + b(x)z +vi(z,t) (2 +yq), dans Q x (T',Tp)
Z2=0, sur 9 x (T", Ty) (3.55)
2T = 2(T"), dans ©,

Introduisons le systeme linéaire auxiliaire suivant :

w; = Aw + b(z)w + L,u(z,t), dans Q x (T, Tp)
w =0, sur 0Q x (1", Tp) (3.56)
w(T") = 2(T), dans ©,

ol w est un sous-ensemble ouvert non vide de € tel que w C O.

Soit 7 > 0 défini comme dans I’étape 1. Nous allons montrer que pour une valeur de 7 assez petite
et indépendante de T, il existe un controle v; pour lequel la solution du systeme s’annulle a
T,:=T +n.

D’apres le Théoreme 1.2.1, il existe un controle u € L®(Q x (T',T,)) tel que w(T,) = 0, dans €,
et on a

Jull Lo (o1 1) < C |w(T")||, pourcertainC = C(n) > 0. (3.57)

Montrons que
||w(t)||Loo(Q) <(Ce Vte [T/,T*], C > 0.

Pour tout ¢ € [T",T.], Nous avons

t t

S(t — s)u(s)ds + / S(t — s)b(x)w(s)ds. (3.58)

T/

w(t) =St —T)2(T") + /

T/

Il s’en suit que

o) < BT+ [ (o) s + llmoy [ o)l

T
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Ty

< 1T + C llull ooz 2y + 10l (s /T lw(s)l[ds, C'=C(n) > 0.

I1 résulte de (3.57)) et (3.54) que

T

0@ < C et Bl [ luGs)lds. ee [T, € =Cm> o
T
L’inégalité de Gronwall donne
lw®)|| <Ce, Vtel|l,T.], C=C(n) > 0. (3.59)

Puisque z(T") € L>(f2), on a (voir [I8], P. 44)
1S@2(T) @) < 12Ol ().

Alors, en prenant la norme L dans (3.58)), on déduit via (3.52)) que pour tout ¢t € [T',T.], on a :

t—v

/ . _1
Jo(®) ey < 2T Y legoy + C Tim [ (¢ — )" Hu(s)lloreds
v—0t T

t—v
+C lim (t — )72 ||b(x)w(s) || L1yds, C > 0. (3.60)

v—0t T

En combinant ceci avec (3.57), on obtient

t—v
o)y < N miey + € 1T+ € Jim [ 6= s Hwlo)llds, € =) > o

Ensuite, en utilisant (3.46)), (3.54) et (3.59)), on déduit que

Jw(t)||pe@y < Cve, Ve [T, T.. (3.61)

ou C, est une constante qui dépend de T, — T = 21, mais pas de 7.

Maintenant, puisque y; € H*(O) et |yg| > 0, dans O nous avons (rappelons que n = 1 et w C O)
lya| > p dans @ pour p > 0.

Prenons T et n assez petits et indépendants I'un de l'autre (par exemple 0 < T < % et

0 <n< %),telqueOﬁTjLQngTo.

Puisque toutes les constantes dans cette preuve ne dépend pas de T' (mais seulement du petit pas

n, qu’on peut choisir arbitrairement) on peut prendre ¢ assez petit (0 < & < , tel que

I
20*)

lw(z,t) +ya| > 7 >0, sur @ x (T, T,).
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Cela nous permet de définir un contréle v, (z,t) dans Q x (T",T,) par la relation suivante :
vi(z,t)(w(z, t) + yq) = Lou(x,t), pour tout (x,t) € Qx (T',T,)

Alors, puisque u € L=(Q x (T",T.)), il s’en suit que v; € L=(Q x (T, T.)).
Par ailleurs, le systeme ([3.55]) avec le controle vy devient :

u(z,t) ,
- A b - ]lw ) d ?
2 z+b(z)z + 0@, D)+ va (z 4+ ya), dans Q x (T",Tp)
z=0, sur 9Q x (T',Tp) (3.62)
2T = 2(T"), dans )

Ce systeme admet w comme solution. Donc, par I'unicité de la solution, nous avons z = w dans
Qx (T, Ty).
Conclusion : Pour le systeme initial (3.45)) le controle v € L>(Q x (0,7%)) défini par

( In (@>

7?0 1/\7 (07T)
- A
R et (1.7 +7) (3.63)
d
Ayd U<I,t)
__]1 +—]10J7 T+ 7T*
\ Y4 A w(x,t) + yq ( n T

réalise la controlabilité exacte de ([3.45)), c’est a dire que : y(T}) = yq.
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Chapitre I

Partial controllability of the bilinear

reaction-diffusion equation

abstract

In this chapter, we study the approximate and exact partial controllability of a bilinear
reaction-diffusion equation governed by a locally supported control. This consists on achieving a
desired state only on a privileged subregion of the geometrical domain of the system at hand. For
a given initial state we will provide sufficient conditions on the desirable state to be reached. The

steering control is explicitly expressed.

4.1 Introduction

In this chapter, we will study the partial controllability properties of the following Dirichlet

boundary value problem :

v = Ay +o(z,t)loy, inQ =0 x (0,+00)
y =0, in 3 = 90 x (0, +00) (4.1)
y(0) = yo, in Q

where €2 is an open bounded domain of R", n > 1 with smooth boundary 02, O is an open subset
of 2, and v € L*>(Q) is a control function with corresponding solution y = y(z, t).

Let us introduce the unbounded operator A = A with domain D(A) = H}(Q)N H?(Q), endowed
with the following graph norm : || y ||pay=|| Ay || + || v ||, which is equivalent to the Euclidean
one : ||ly|lpay = (|| Ay||> + ly||2)2. Let S(¢) denote the contraction semigroup generated by A in
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L*(2). The state space is X = L*(Q) and is endowed with its natural norm denoted by | - ||. In
the sequel, for any open subset w of Q and for y € L?(Q), we will denote by y|,, the restriction of y

to w. Moreover the norm of y|, in L*(w) is reduced to ([ ly(z)|2dz)z.

In terms of applications, equation (4.1)) provides practical description of various real problems (see
[2, 3, 14, 9 T4] and the references therein). The standard problem of controllability of system like
(4.1]) consists on finding a suitable available control v such that the solution of the system,
starting from the initial state y, and provided with this control function reaches the state y,; at a
time T > 0. An extension which is very important in practical applications is that of partial
controllability which consists on controlling only a part of the state. For example in an industrial
furnace, it may be that the control is only required to maintain the temperature at a certain level
in a prescribed subregion of the furnace. Many other application can be found in [14} 20, [30, [31].
The notion of partial controllability (also called regional controllability) has been introduced
firstly for linear systems by El Jai et al. [15] [16]. Recently, the author in [22] studied the partial
exact controllability of the linear wave equation. In [8] some new results have been established on
approximate controllability for the one dimensional Heat equation under additive or multiplicative
controls with local mobile support. Partial approximate controllability with additive controls has
been studied for semilinear parabolic equations in [9, [10, [36, [37]. Research in the conventional
controllability of distributed bilinear systems has attracted many researchers (see

[2, 15, 6, 7, 8, 23, [32]). In [13], 26}, 27, 14], Khapalov studied the multiplicative controllability of
various equations of parabolic and hyperbolic types. Based on these works, the exact
controllability of equations like with inhomogeneous Dirichlet conditions has been treated in
[15], [16] for a time which is large enough.

In the context of system , Khapalov [24] studied the nonnegative approximate controllability
of the one-dimensional version of for initial and target states which have the same sign. In
[3, 4], the same nonnegative approximate controllability properties have been derived for a couple
(Yo, ya) of initial and target states which are allowed to change their sign, provided this change of
sign holds in the same manner for yo and yy at finitely many zero. Recently, the approximate
controllability of the n—dimensional system has been studied in [17] under the sign
condition : yo(x)ys(z) > 0, for almost all (a.e.) z € Q with the same points of vanishing.
Moreover, under additional regularity assumptions on the target state to be achieved, the exact

controllability has been treated in the one-dimensional case. However, according to the maximum
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principle, system can not be steered to any target state that change its sign from an initial
state which has a constant sign. Alternatively, it seems natural to look for studying the possibility
of reaching the given target state on a suitable part of the geometrical domain. In [8], Fernandez
and Khapalov have studied this question for the one dimensional version of the equation (4.1J).
The notion of partial controllability extends the conventional one, and enables us to achieve the
controllability of some parts of the state when the controllability of the full state is impossible or
not required. In this chapter, we study the approximate and exact partial controllability for
system . The proof consists in finding a control v that realizes the approximate controllability
for and for the exact steering, we combine the L*>°—estimation of the heat-semigroup with
the null controllability of linear heat equation starting from initial states with small size on the
target set.

The paper is organized as follows : In the next section, we identify a set of desirable states which
are partially approximately accessible from g, in a subregion w C €, at a suitable time 7" > 0. In
Section 3, we show that among target states which are partially approximately accessible from vy
in w, there are some of them that can be exactly achieved in the region w at a finite time. The last

section is devoted to numerical examples.

4.2 Partial approximate controllability

Let us first recall the notion of mild solution for system (4.1J).

Definition 4.2.1 ([71], pp. 183-184).

Let T > 0. A continuous function y : [0, T] — L*(Q) is a mild solution of the system on
[0, T if it satisfies the integral equation :

y(t) = S(t)yo + /Ot S(t—s)v(-,s)1oy(s)ds

for all t € [0,T7.

The above integral equation is called the variation of constants formula.

In the sequel we use the notation y(t) or y(-,t) to indicate the mild solution of (4.1]).

Definition 4.2.2 The system , augmented with the output ((t) = y(t)|,, is said to be :
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e partially approximately controllable in L*(Q) if for every € > 0 and yo,ya € L*(Q), there is a
T >0 and a control v € L>®(Qr) (with Qr = (0,T) x ) such that the corresponding mild solution
y of satisfies the estimate :

19(T)]w — yaloll <€

e partially ezactly controllable in L*(Q) if for every yo,ya € L*(Q), there is a T > 0 and a control
v € L>®(Qr) such that the corresponding mild solution y is such that : y(T), = Yalw-

Remark 4.2.1 Tuking w = Q) in Definition one retrieves the notion of global controllability
of bilinear systems (see [14)]).

Let us now give a motivating example for partial controllability, in which we show that it is
possible to steer the system (4.1)) to a target state in a particular subset of the geometrical

domain, while it is impossible to steer it in the whole domain.

2, zew=(0,

-1, z€(3,1)
According to the maximum principle, it is not possible to steer yy to yq at a time T > 0.

N

)

Example 4.2.1 Let yo(x) =1, for a.e. z € Q= (0,1) and let yq(x) =

Now, let us define the new target state : §q = 2 a.e. in Q. Applying the results of [3, [17], we
deduce that for all € > 0, there are a time T' > 0 and a static control v € L>*(Q) such that :

|ly(T) — gal| < €. Then, since 44 = yq in w, it comes :
1
([ ot 1) — palo) i) <

In the sequel, for any nonempty set F, we will denote by 1g the characteristic function of E i.e.

1, z€eF
0, ¢ F

1p(z) =
In the following theorem we give sufficient conditions for partial approximate controllability.

Theorem 4.2.1 Let w be an open subset of O, and let yo,yq € L*(Q) be such that :
(i) for a.e. x € w, yo(x)yq(z) > 0,

(i) for a.e v € w, yo(z) = 0 < ya(z) =0,

(#i) the function defined by :

ln(zzgg), reENuw

0, r¢ ENw
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lies in L>®(Q2), where E = {x € Q/ yo(z) # 0}.
Then for all € >0, there exist a time T' > 0 and a time-independent control v, € L>(Q2) such that
the respective solution of satisfies :

|y(T)]w — Z/d’me(w) < e

where [|y(T)|w — yalwll 2wy = ([, ly(@,T) — ya(x)[*dz) >

Proof. For any T > 0, we consider the following static control : v(z,t) = v, (z) = %2 € L=(Q).
Case 1 : vy € C®(Q).

Here, we distinguish two subcases :

Case 1-1 : Assume that yo € D(A).

Let € > 0. We will determine a time 7" > 0 and a static control vy € L*(2) such that y(7T)
approaches y; in w with the precision e. In the case where g(z =)0 a.e. x € Q we can take vy = 0,
since in this case ||y(T) — ™ ryol| = ||S(T)yo — yo| — 0 as T — 0.

We now suppose that g # 0 a.e. in 2 and yo € D(A) \ {0}.

Let us consider the static control v,.(x) = @. We will show that the respective solution to (4.1]
is such that : ||y(T) — eT*r@yqy|| — 0, as T — 0.

With the control v, the system admits a unique solution in [0, 7] which is such that

y(t) € D(A), for all ¢ in [0, 7] and satisfies the following variation of constants formula :

y(t) = S(t)yo + /Ot S(t — s)v.(z)y(s)ds, t € [0,T]. (4.2)

Then we have :

t

Ay(t) = S(t)Ayo + A/ S(t — s)v,.(z)y(s)ds, t € [0,T].

0
Moreover, we have the following variation of constant formula :
t t t—s
y(t) = ety +/ e T 9@ Ay(s)ds.
0

Thus

T
y(T) — ey = / e%g(x)Ay(s)ds. (4.3)
0

Since g € W2>(Q), we can see that for all y € D(A) we have gy € D(A) and

A(gy) = A(g)y +2V(g) - V(y) + gA(y), a.e. in Q.
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This, together with the Poincaré’s inequality gives

1Ayl < Cllylloca), (4.4)

for some constant C' = C(||g||lw2.(q))-
In the sequel, C' will denote a generic constant which is independent of T, which we will use all
over the rest of the proof. We will also suppose that 0 < 7" < 1.

Moreover, we can show as in [17] that :
t t
4 [ st~ sgutasl < [ lAGay(s)ds. ¢ € 0.7,
0 0

Inequality gives
t t
4 [ 8t = auts)isl < € [ Il (45)

where C' = C(|g|lw2(@))-
We shall now estimate ||y(¢)|| for ¢ € [0, 7. It follows from (4.2)) that :

t
Iy < llyoll + %Ilgllem)/ ly(s)llds, t € [0, T,
0

which leads, via the Gronwall’s inequality, to :

Iy < Cligoll, t € [0,T], (C = C(llgllz=@))-

This, together with (4.5)), gives

t
Iy oy < llvollpay + %/O 1y(s)llpyds, t €[0,T] (C = C(llgllw2e@)))-

We conclude again by Gronwall’s inequality that

ly@)llpa) < Cllvollpy, t € [0, TT(C = C(llgllwae@))-
Using this last estimate, we derive from (4.3)),

ly(T) = eyoll < C*Tllyollpay, (€7 = C*([lgllw2oe())- (4.6)

Moreover, it follows from assumptions (i) and (ii) that : e9yy = yq a.e. in w.

and for v(z,t) = 42 we get

Then for 0 < T' < min(1 o

o)
» C*|lyollp(a)

| Y(T) o —Ya |oll2@) <
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Case 1-2 : Assume that yo € L?(Q).

By proceeding as in [17], we can see that this case follows from Case 1-1 by taking the control
vp(z) = 9@) with g = ln( 2)1pnw, and by approaching the current initial state yo by the new
initial state yor := S(T"/?)yy € D(A). More precisely, if yr(t) denotes the solution of (4.1 .

associated to the initial state y,, and control vy, then since we use the same control as in Case 1,

it follows from (4.6) that :

lyr(T) — %Yo | < CT[|yyrllp(ay, (C = Cllgllwzee@))-
But we know that :

Cllyoll
AS(TV?)yo|| < :
|| ( )yOH — ﬁ

for some constant C' > 0 (see [21], pp. 111-112). Then, assuming that 7" < 1, this leads to the

following estimate :

1Yoz lp(a) \/—Ilyo|| (€ = Clllgllwz~@))-

It follows that :

lyr(T) = eyor | < C* T2y, (for some C* = C*(|lgllwaee(e))-
Thus for T" small enough, we have :

lyr(T) — eyor || < €/3.

By continuity of S(t), we have yor — yo in L*(2) as T — 0". Then

19(T) = yall < ly(T) = yr () + lyr(T) — e?yorll + "y — €y, |
The variation of constants formula yields :

t
y(t) = S(t)yo +/0 S(t — s)v.(z)y(s)ds, t €[0,T]

and
yr(t) = S(t)yor + / S(t — ), (2)yr(s)ds, ¢ € [0, 7).

Then, since S(t) is a contraction semigroup, we deduce that :

ol [*
lyz(®) =y @Il < llgor = woll + == / lyr(s) = y(s)lds, t € (0.7
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Thus Gronwall’s inequality gives

lyz(T) = y(T)| < Cligor = woll, € = CllgllL=@)-

So there is 7" > 0 small enough such that :

lyr(T) = y(T)|| < €¢/3.

Finally, we have

le?yo — ey, || < €17y, — yo
so that for 7" small enough, we have ||e%yy — e%y,,.|| < €/3. This completes the proof of the Case 1.
Case 2 : vp € L>(Q).
Since g € L>(1), there is a sequence (g;,) C C=(Q) C W2>(Q) of uniformly bounded functions in
Q) such that g — ¢ in L*(Q), as k — +o0o0. We will consider the control : vy(z) = % for a suitably
selected k € IN (large enough integer). Let y(t) be the solution of corresponding to vy(x)
and to the initial state y(0) = yo. Finally, let (yo;) € L>(€) be such that yo — yo in L*(2), as
[ — +o00.

We have the following triangular inequality :
1y(T) — eyoll < y(T) — e™yoll + e yo — ™ yall + €™ yor — e youll + [[eyor — e?yo|

< |[[y(T) — e yoll + [l yor — e“yaul| + (Eu]]g | ooy + €112 @) [lyo, — yoll.
S
Let L € IN be such that
€

(sup ”egkuLm(Q) + €||g||L00(Q)) lvor — voll <
keN 3

and for such value of L, we consider a K such that

€
le?s = ellllgorllz=(@ < 3-

Finally, for this value of K, it comes from Case 1-2 that there exists T > 0 such that

€

I5(T) — el < <

Hence we have : ||y(T) — ey < €.
Since e9Yglw = Yalw, it comes

1y(T)w = Yalollr2w) <€

As a consequence we have
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Corollary 4.2.1 If 1H(Z—g)1Emo € L>*(0), then the system can be approximately partially
steered from yo to yq in w = {x € O/yo(x)ya(z) > 0} at a time T > 0, with a static control
vr € LOO(Q)

Remark 4.2.2 Forw = O = Q, we retrieve the result of [17].

4.3 Partial exact controllability

Our main result in this section is as follows.

Theorem 4.3.1 Letp e R; p>2 and 1 <n < 2p and let w be an open subset of O. Let
Yo € LP(Q) and yq4 € LP(w). Assume that y, admits an extension §q € H?*(Q) such that :
(i) 2, e (@), B={r €0 julr) £0},

(ii) for a.e. x € Q, yo(z)Pa(x) > 0 and yo(z) = 0 < ga(x) =0,

fii) § = ()1, € L=(0),

() |9a] > a >0, a.e. in wy, for some open subset wy of O.

Then there ezist a time T > 0 and a control v € L*(2 x (0,T)) such that the respective solution

of satisfies : y(T')|w = Ya-

Proof. The proof is divided it into two steps.
Step 1 : Partial approximate controllability in L>°(Q2). Let 7" > 0 and let € > 0. From Theorem
4.2.1] there exists T} € (0,7) and a L>—control v; such that the respective solution of the system

(4.1]) satisfies :

19(T1) = dall ) < € (4.7)
Let z:=y —gq and let To =T +n € (11, T) with n > 0.
We will determine 7 such that

[2(T2) [ () < €
Consider the following time-independent control in (77, T3),

A

Ya

Vg = 1;ae., in,
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and let us set b = —%1}@ a.e., in ). Then, from the definition of b we have by, + Ayy = 0, a.e. in

Ja
Q. Thus z satisfies the following system :
2z = Az + b(x)z, in Qx (T1,T3)
Z = 0, on 0f) x (Tl,TQ)
(1) =y(Ty7) = ya, n Q

whose solution is given by

t

2(t) = St —T1)z(Ty) + / S(t — s)b(x)z(s)ds, te[T1,Ts].

T

Then, since S(t) is a contraction semigroup,
=0 < BTl + [tlmco [ 1e(e)lds. t€ (7372
Gronwall’s inequality gives
=@ < Cll=(Ty)l, te[Th,T3], C=C(n)>0.
Now, for all f € LP(Q) and ¢t > 0 we have (see [3], p. 44) :
IS(E) fll @) < C 2| fll o(@-

where the constant C' is independent of f.

Now let A > ||b|| () and let us consider the following system :

or =Ap+b(z)p — Ap, in Qx (T1,Ts)
Y = O, on 0f) x (Tl,TQ)
o(Th) = =(Th), e

We have (see [6], p. 259)
le(t) || o) < CE—T1) 2 ||2(T1) | ey, t € (T1,Ta).
The solution of is such that :
o(t) = e AT (1), t € (T, Ty),

where z is the solution of (5.8)). Hence, it follows from (4.13)) that :

12(8) || ooy < C(t = T1) 2 | 2(Th) || ey, t € (T1, To)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)
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and so

[12(12) || Lo (@) < Cll2(Th) ||l (@), € = C(n) > 0.

Thus (4.7) implies
|2(Ts)llg=(0) < Ce, C = Cln) > 0. (4.14)

Step 2 : Building the control result and concatenation.

In the sequel, we will search a time T'= T, + 7 (where 7 may be taken the same as in the previous
step) and a control v(x,t) such that y(T) = g4 a.e. in €.

Let us consider the following system :

Y = Ay +ov(x,t)y, in Qx(15,T)
y =0, on 00 x (Ty,T) (4.15)
y(Tz) = y(1y ), in Q

With the new variable z = y — g4, the system (4.15)) becomes

ze =Az+v(x, t)(z+ 9q) + Ayg, in Qx (T3, 7T)
z=0, on 0 x (T, T) (4.16)
2(Tz) = y(Ty') — Y, in Q

Then the problem of steering the system (4.1]) from yy to g4 turns out to steering the system
(4.16) from z(73) to 0 at T
In order to remedy to the term Ag,, we use the control v(z,t) = b(x) 4+ vs(x,t) so that (4.16])

becomes :
2= Az +b()z + vg(w,8)(2 4+ Ja), i Qx (T3, T)

2z =0, on 90 x (Ty,T) (4.17)
2(T) = y(Ty ) — Ya, in

Let us introduce the following linear system :

¢r = A¢ +b(x)¢ + Loyus(z,t), in Qx (1, T)
¢ =0, on 00 x (Ty,T) (4.18)
o(Tz) = 2(Ty), in Q

For all t € [T5,T], we have

t

o(t) = S(t = 11)2(T>) +/ S(t = s)(0(x)p(s) + Lugua(-, s))ds. (4.19)

T
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It is well known (see e.g. [7]) that for all T" > T5, there exists a control uy € L>(wy x (13,T')) such
that the corresponding solution to (4.18) is such that : ¢(T") = 0, a.e. in 2, and we have

U2 || oo (wox (12,1)) < C'|@(T2)]|12(02), for some C' = C(T — T3) > 0. (4.20)
Since z(Ty) € L>(2), it comes that :
St —T5)z(Tz) € L>(Q) and ||S(t — T2)2(T3)|| L) < [|2(T2)|| o), t € (To,T7.
Moreover, by applying , we have
1S(t — 8)1ugtia (-, 8)|| L) < C(t — 8) "% lua(-, 8)|| oy, 0 < s < t.
Using Gronwall’s inequality, we can see that :

[l <€ e [Ty T].

Then, taking the L>®—norm in (4.19) and making use of (5.12)) and (4.20) we deduce that for all
t € [Ty, T], we have ¢(t) € L*>*(Q2) and

o) 2o@) < Ce, (4.21)

where C' is some constant which depends on 7, but not on 7'

Hence, we can chose € small enough in ([4.21)), so that |¢(x,t) + ga| > 8, a.e. on wy x (I3, T), for
some [ > 0. This enables us to define a multiplicative control v on © x (73,7 by the following
relation :

vg(, )1y, (P2, 1) + a) = Lyua(x, t), ae.x € Q, forallt € (Ty, T).

Since gg € H*(Q2) and uy € L®(Q x (T3, T)) we have v € L>®(2 x (T, T)).

Then, controlling system (4.16)) with such a control v(z,t), leads to the following system :

o= Azt 2801, (2 4 ), in Qx (Ty,T)
2 =0, in 00 x (1y,T) (4.22)
2(Ty) = 2(Ty), in 0

which admits ¢ as a solution. Hence, by uniqueness, we have z = ¢, a.e. in Q x (15, T).

We conclude (recall that wy C O) that the control defined by :

v, (I)’ (07 Tl)
v(@,t) = u(a), (14, 7)) (4.23)
’U2<LL’> + ¢Efég)ci;d 1w07 (T27 T)
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lies in L>(£2 x (0,7")) and the respective solution of the initial system (4.1]) is such that :
y(T) = ga, a.e. in Q, and hence y(T)|, = yq O
We have the following global controllability result.

Corollary 4.3.1 Let p > 2 be such that 1 <n < 2p. Let O = Q, yo € LP(Q) and yq € H*(Q) and
assume that :

(i) S41p € (), E={x € Q; ya(x) # 0},

(i1) for a.c. x € O, yo(x)ya(x) > 0 and yo(z) = 0 & ya(a) = 0,

(i) g = In(2)1, € L(Q),

() |ya| > a >0, a.e. in wy, for some open subset wy of O.

Then there ezist a time T' > 0 and a control v € L>(2 x (0,T")) such that the respective solution

of satisfies : y(T) = yq.

4.4 Examples and simulations

Example 4.4.1 Let Q = (0,3) and

x, z €[0,3/2]
Yo =
—x+3, z€[3/2,3]

Let w =0 = (1,2) and
ya=(1-(z—=1)(z - 2))6(“1)2(“2)2, T € w.

and let us consider the following extension of yq :

x, z € [0,1]
Ua = (1 —(z = 1)(z — 2))6(’”_1)2(9”_2)2, r € [1,2]
—x + 3, LS [27 3]

It is clear that the assumptions (i)-(iv) of Theorem are satisfied. Hence, the system can
be exactly steered from yy to yq in w at a small time, via the control .
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Example 4.4.2 Let yo,yq € L*() with @ = O = (0,1). Let w = (0.5,0.9), yo = 5sin(mx) and

2(\/e+50(x —1/2)), =€ (0,1/2)

ya(z) = _
e sin(rz), z e (1/2,1)

Notice that, according to mazimum principle, it is not possible to attain yq from yo all over the
geometrical domain.

Below, the figures corresponding to approzimate steering with the error functions : Figure 1,
reflects the approzimate steering (trajectory y(T)) with T = 1.3, Figure 2, describes the variation
of the error function corresponding to partial steering, which is defined by :

E,(t) = ly(t)]w — valu||,t € [0,T], and shows that E,(t) tends to zero near the time of partial
approximate controllability T, and Figure 3 describes the variation of the global error function
defined by E(t) = ||ly(t) — vall,t € [0,T], and shows that E(t) increases with times near T, which

means that control vy unable us to achieve the state yq all over the geometric domain ).
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2.052 o
0.736
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1.896 -
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-4.529 o

-5.845 T T T T T T
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Figure 1 : The evolution of the state at T .

4500 5
4000 -
3500
3 000
25004

5
2 000 -

1500 +

T T T T T T T T T I
o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 012 0.14 0.16 0.18 02

Figure 2 : The variation of the error along w.
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The next figure shows that the target state yq can not be achieved in the whole domain € = (0, 1).

32 000
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22 0oo
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12 000 \
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Figure 3 : The variation of the error along the whole domain.
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Chapitre

Exact controllability of the
reaction-diffusion equation under

bilinear control

abstract

The goal of this chapter is to study the global exact controllability of a reaction-diffusion equation
in a bounded domain with Dirichlet boundary conditions. We will first consider the case of
bilinear equation, then we identify a set of target states that can be exactly reached at any a
priori given time. This result is then applied to prove the exact controllability of semilinear
reaction-diffusion equation under distributed controls. The approach is constructive and based on

linear semigroup theory and null controllability properties of linear problems.
5.1 Introduction

This chapter deals with the controllability of the following semilinear reaction-diffusion equation
ye = Ay +q(z, )y + fly), inQr (T >0)
y(0,t) =0, on Xr (5.1)
y(x,0) = yo(x), in Q

where  is a bounded domain in R",n > 1 with a boundary 02, Qr = Q x (0,7 and

Yr =00 x (0,T). Here, ¢ € L*(Qr) is a control function with corresponding solution y = y(z, t).

The nonlinearity f: R — R is assumed to be a Lipschitz function such that f(0) = 0. In terms
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of applications, equation like provides practical description of various real problems such as
chemical reactions, nuclear chain reactions, biomedical models... (see

[T, 2, @, 10] [14], 18, 19, 20} 21] and the references therein). Equation can be also used to
describe a diffusion process with y(x,t) being the concentration of a substance at point x at time
t, or a heat-transfer process, with y(z,t) describing the temperature at point = and time ¢ (see
[14], p. 17, and [3, 4]). It shown in [2] that equation like can be also used to study the insect
dispersal with constant random motion and (z,¢)—dependent emigration parameter. It has may
be also used as a model for the growth of avascular tumor [9],... The question of controllability of
the bilinear reaction-diffusion equation has attracted many researchers (see e.g., [3, 4] [§] and
[T4]-[T7]). In [3], the approximate controllability properties have been derived for the truncated
bilinear version of (i.e. f =0) for initial and target states yo, yq with finitely many changes
of sign. The same question has been discussed by Fernandez and Khapalov in [§] when the
support of the bilinear control is allowed to depend on time. The exact controllability of the
bilinear part of equation with inhomogeneous Dirichlet conditions has been considered in
[15, [16]. However, the assumptions of [I5] [16] are not compatible when dealing with homogeneous
Dirichlet conditions. Recently, the approximate and exact controllability have been studied for the
truncated bilinear version of equation (5.1)) under the sign condition yo(x)ys(z) > 0, for almost
every = € {2 in [17]. Moreover, the partial controllability of bilinear reaction-diffusion equation has
been studied in [12]. According to the maximum principle, it is not possible to steer the bilinear
part of from an initial state which has a constant sign to a target state that change its sign.
In [13], Khapalov studied the global approximate controllability of the semilinear
convection-diffusion-reaction equation by multiplicative controls while dealing with nonnegative
initial and target states. In [4], Cannarsa, Floridia and Khapalov have studied the global
approximate controllability properties of system in the one-dimensional case for suitable

classes of initial and target states that change their sign at a finite number of points.

However, in the works above, the time of steering depends on the given initial and target states.
In this paper, we are interested in the multiplicative controllability of the semilinear reaction
diffusion system at a priori given time, when the initial and target states have the same sign
at almost every = € {2 and satisfy ln(Z—Z) € L>(Q). We will first deal with bilinear case (f = 0),
then we proceed to the full equation . Moreover, we will see that the exact steering of the

semilinear system ([5.1)) can be reduced to the controllability of its bilinear part since the nonlinear
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term f can be absorbed by the control in an appropriate way.

The paper is organized as follows : In the next section, we first consider the problem of exact
controllability of the bilinear part of the system , and we will show that the steering time can
be arbitrary small and uniform for all initial and reached states. Then, we apply this result to
solve the problem of exact controllability of the semilinear system at a priori fixed time. In

the third section we present a numerical example with simulations.

5.2 The main results

Our goal in this section is to study the exact controllability properties of the system (5.1)) at a

given time 7" > 0.

5.2.1 Exact controllability of the bilinear equation

Here we consider the following system
ye = Ay +o(z,t)y, nQr
y(0,t) =0, on Xr (5.2)
y(x,0) = yo(x), in Q

From [17], one may deduce the following approximate controllability result regarding the bilinear

part ((5.2)) of the system (5.1)).

Lemma 5.2.1 [17] For any initial state yo € L*(Q), for any function g € W**(Q) and for all
e > 0, there exists a time T = T (yo, ya, €) such that the respective solution to controlled with
g

v = & salisfies

|y(T) — eSyol| < e.

We also recall the following null-controllability of the linear heat equation.

Lemma 5.2.2 [7, [11] Consider the system
,lvbt = A¢+b(x)¢+1wu2(l‘7t)a in€) X (thT)
¥ =0, on 09 x (to, T) (5.3)
P+, ty) = & € LA(Q), in
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where 0 <ty < T, b€ L*(Q) and w is a nonempty open subset of Q1. Then there is a control
uy € L>®(Q x (to,T')) such that the corresponding solution to vanishes at T. Furthermore, we

have
[ua| oo @x (to.1)) < C 1€l 2(0) (5.4)

where C'= Cp_y, 15 a positive constant depending on T'— ty and such that Cp_y, is bounded near

to — 0t.

We now state the exact controllability result of the bilinear system ([5.2]).

Theorem 5.2.1 Let yo € LP(Q), (p > 2 and p > %) and let yq € H*(Q) such that

i) for a.e. x € Q, yo(x)ya(z) > 0 and ya(x) =0 < yo(z) =0,

it) In(24) 1, € L*(S2), where 1p, denotes the characteristic function of the set

By, ={z € Q/ yo(z) # 0},

i11) %IE% € L>*(Q) and |ys| > a >0, a.e. on some open subset w C (2.

Then for any T > 0, there ezists a control v € L>®(Qr) such that the respective solution to
satisfies y(T) = yq, a.e. in .

Proof 5.2.1 Let T > 0.

1. Approzimate steering.

Let g := ln(z—j)IE. It follows from the assumption (i) that e9yy = yq. Then, in the case where
g € W22°(Q), we deduce from Lemma that for any € > 0, there exist 0 < Ty < T small
enough such that the corresponding solution to controlled with v, = & wverifies

ly(T1) = vall <& (5.5)

Moreover, in the general case g € L=(Q), one can construct a sequence (gi) C W*>(Q2) which is
uniformly bounded in 2 such that gp — g in L*(Q), as k — +o00. We will consider the control
vi(z) = %—? for a suitably selected k € IN (large enough integer). Let y(t) be the solution of
corresponding to vi(x) and to the initial state y(0) = yo. Finally, let (yo) € L>(2) such that

Yor — Yo in L*(Q), as | — +oo.

We have the following triangular inequality :

ly(T1) — eyoll < ly(T1) — e yoll + lle™yo — e yor| + le” yor — €yorl| + lle?yor — eyo|
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< |ly(T1) — e™yol| + [l yor — eyl + (:uﬁg [l€9%| Lo () + €l @) [lyor — oI
(S
Let L € IN be such that
€

(sup ”engLw(Q) + e”Q”LOO(Q)) lvor — ol <
kelN 3

and for such value of L, we consider K such that

€

le?s = e llllgorllz=(@ < 3-

Finally, for this value of K, it comes from Lemma that there exists T > 0 such that

€
Iy(Th) - eyl < 5.

We conclude that
|y(T1) — efyoll < e.

Hence, since e9yg = yq, 1t comes that holds for some 0 <Ty < T.
2. Exact steering.

Let us consider the following system

v = Ay +o(z, t)y, nQx (11,T),
y(0,t) =0, on 9Q x (11, T), (5.6)
y(Th) = y(17), in €2,

Let z = y — yq, where y satisfies . Thus z satisfies

2= Az +v(x, t)(z+yq) + Ayg, Q% (Th,T)
2(0,t) =0, on 09 x (11, T) (5.7)
2(T) = y(17) — Ya, in §2

In order to prove Theorem it 1s sufficient to prove that 18 exact null controllable.

Let Ty € (T1,T) be close to Ty, so we can assume in the sequel that 0 < Ty — T} < 1.

Then consider the following time-independent control in (T, Ts),

From the definition of vy we have voyy + Ayq = 0, a.e. in 2. Thus the system can be reduced
to the following one
2z = Az + vy(x)z, in Qx (Th,T3)
2z =0, on 00 x (Th,Ty) (5.8)
A1) =y(Ty) = ya, in Q
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whose solution is given by

t

2(t) = St —T1)z(Ty) + / S(t — s)va(x)z(s)ds, Vt € [T1,T3]. (5.9)

T

Then, since S(t) is a contraction semigroup,

t
Iz < W) + lvzll ooy . 12(s)|s,

for allt € [Ty, T3).

Gronwall’s inequality gives
|lz(0)]] < C||z(Th)]], Vt € [T1, T3], C > 0. (5.10)
Moreover, we know that S(t)(LP(Q2)) C L>(R2), and for all § € LP()) we have

IS(€lLe(@) < C1 % ||€]| ooy, ¥t > 0, (5.11)
where the constant C' is independent of €.
We also have S(t)(L>(2)) C L>®(2), and for all £ € L>®(Q2) we have (see [5], p. 44)

1S()€l L) < NI€llzoe(), ¥E = 0.

Using the smooth effect of the heat semigroup S(t), we can take the mild solution z(t) in the space

of continuous function equipped with the supremum norm.

Then, by taking the L®—norm in (5.9) and using , we get
¢
[2() |zoe @y < Ot = T1) 2 [|2(T1) || 1 (@) + Cllvelle@) / (t —s)"2|[2(s)l|lL1eds, VE € [T1, T3],
T
for some constant C > 0 which is independent of n := Ty — T1. Then, using , it comes

t
[2@) |z (@) < C(t = T1) 2 [[2(T1) |21 @) + Cllvz\le(Q)HZ(Tl)ll/ (t—s) 2vds, Vt € [T, T],
T
and in particular
[2(T2) || o) < O 20 || 2(Th)],

where C' is a positive constant which is independent of n € (0, 1).
Thus implies
12(T2) || L= () < Cn~ e, (5.12)

for some constant C > 0 which is independent of 7.
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Let us now consider the control v(z,t) = va(x) + v3(z,t) on [Ty, T], vy € L®¥(Q x (15, T)) (with
v3(t) =0, t € (Th,T3)).
Using this control, the system becomes
2z = Az +va(x)z +v3(z, t) (2 +yq), in Qx (T, T)
2=0, on O x (Ty,T) (5.13)
2(T2) = y(Ty) = Ya, in Q)
Let us consider the following linear system
W = A+ vg(x)) + Lyug (2, t), inQ x (T3, T)
¥(0,t) =0, on 0Q x (T, T) (5.14)
W(Ty) = 2(Ty), in Q
From Lemma [5.2.9, there exists a control u; € L>®(Q x (T3, T)) such that the corresponding
solution to satisfies ¥(.,T) = 0. Furthermore, the steering control uy satisfies the estimate

11| oo (@x (1,m)) < CllU(T2)] 22 () (5.15)

for some C which is independent of Ty. In other words, for some positive constant C' (depending
though on T — T3 ). Moreover, since Ty is small enough, we can (according to the Lemma
choose C' only dependent on T'.

The solution of is given, for all t € [Ty, T], by
¢

(t) = St =To)p(Ta) + [ S(E—s)(va(2)(s) + ua(, s))ds. (5.16)

Ts

Since P(Ty) € L*>®(Q), we have (see [5], p. 44)

1S (T2) oo (2) < [19(T2) | o)

Since P(Ty) € LP(Q) and uy € L (Q x (Ty,T)), we can see that (t) € LP(Q), To <t < T.
Moreover, from , we have

15t — s)0(8)l| ey < Ot — ) ()@, 0< s <1,

and
1S(t — 8)1us (-, 8) ||l L= < C(t — )2 |Jur (-, )| o), 0 < s < t-

Thus from (5.16), we have ¥ (t) € L>(2), for all t € (T»,T] and

t
19| L) < |0(T2)]| oo () + Cllua || oo (@x (1.1 + C . 1%(8)[| oo ()5
2
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for some C'" which is independent of 1.

Gronwall’s inequality yields via and
[ )|z () < C.n e, t € [Ty, T),

for m small enough and for some constant C, > 0 which is independent of 7.

Since |yq| > a > 0, a.e. in w, we can choose € and n small enough such that
2
n> (%)
[P(x,t) + ya| >0, a.e w x (T, T)

This enables us to define a control vy in Q x (T3, T) through the following relation

vg(z, 1) (P(x,t) + ya) = ui(x,t)

Since up € L>®(Q x (13, T)), it follows that v3 € L= (2 x (T3, T)).
Using the control v(z,t) = va(x) + v3(x, 1), t € (I3, T) in the system (5.13), leads to the following

one
uy(z, t) .
N B S e/ QO x (15, T
2 Z+U2(x>z+w(x,t)+yd(z+yd)’ in Q0 x (1>, T)
z(0,t) =0, on 0Q x (15,T) (5:17)
2(To) = y(13') — va, in 2

which admits 1 as a solution. Hence, by uniqueness we have z =1 a.e in Q x (T, T).

Finally, returning to initial system , the control is then defined by

vi(x), in (0,717)
v(z,t) = va(z), - in (Th, Ty)
u(x,t ,
et S g T

is such that v € L*(Qr) and y(T) = ya.

Remark 5.2.1 The result of Theorem [5.2.1] improves the results from the literature in terms of

the steering time which is here independent of initial and target states (see for instance [3, [17]).
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5.2.2 Exact controllability of the semilinear system

Presently, the system is considered. The next theorem introduces significant differences with
respect to the literature in terms of the proof’s techniques. Indeed, the method used in [4] consists
on shifting the points of sign change by making use of a finite sequence of initial-value pure
diffusion problems. In [I7], a static control was used to study the approximate controllability of
the truncated part of , and the equation at hand becomes linear so that one can apply the
linear semigroup theory. In the context of equation , the central idea of our method is to try
to select the bilinear control in such a way that the corresponding trajectory of can be
approximated by the bilinear term v(z,t)y(f) on a small interval of steering [0,7]. In the other
words, the effect of the pure diffusion (i.e. v =0 and f = 0) as well as the one of the nonlinearity

becomes negligible as T'— 0.

Our exact controllability result for semilinear case is as follows :

Theorem 5.2.2 Let T > 0. If yo and yu satisfy the assumptions of Theorem [5.2.1], then there
exists a control q(-,-) € L>(Qr) for which the respective solution to is such that y(T) = yq.

Proof 5.2.2 The idea consists in looking for a control that make the system equivalent to
its bilinear part , so that one may apply the results of the previous section.
Let us observe that (at least formally) the system can be written as follows :

y(0,t) =0, on Xy (5.18)
y(l’7 0) = yO(‘%’)7 in

where B, = {(x,t) € Qr : y(z,t) # 0}. This leads us to consider the following bilinear system

ot =Ap+ov(z,t)p, inQr
©(0,t) =0, on Y (5.19)
p(x,0) = yo(), in €2
According to Theorem[5.2.1], there exists v € L(Qr) for which the solution of the system
is such that : o(T) = yg.

From the assumptions on f, we deduce that |f(y(x))| < Lly(x)| for a.e x € Q, where L is a
f(¥) 1, € L=(Q), where E, = {(x,t) : @(z,t) # 0}.

Lipschitz constant of f. Thus we have
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Consider the following bilinear system :

= Ay + (v(@,t) = 2205 )y + f(y), inQr

y(07 t) =0, on X (520)
y(x,0) = yo(x), in .

and let us set q(z,t) = v(x,t) — Mle in (5.20), where ¢ is the solution of (5.19
¥

corresponding to the steering control v. It is apparent that ¢ is a solution of (5.20)). Hence, by

uniqueness we have that y = ¢ is the unique solution of corresponding to the control

q(z,t) = v(x,t) — M1E
2

P

Then the controllability result of the theorem follows from Theorem[5.2.1].

Remark 5.2.2 1. In the case where f(0) # 0, we can use the control

q(z,t) =v(x,t) — wlm.

2. The result of Theorem[5.2.9 extends the results of approximate multiplicative controllability
of semilinear systems established in [§] to the case of several dimensions with initial and
target states that may change their sign at finitely or infinitely points of Q). Moreover, the
result of Theorem also holds for a nonlinearity f = f(t,x,y, Vy) which is globally

Lipschitz in y uniformly w.r.t the other parameters (see [13]).

The next result provides a set of states that can be reached with additive controls through the

following semilinear system :

yr = Ay + f(y) + u(z,t), inQr
y(07 t) = 07 on 2T (521>

y(]?,O) :y0($); in

Corollary 5.2.1 Let assumptions of Theorem hold. Then for any T > 0, there exists a
control u € L*(0,T; L*(Q)) for which the respective solution to satisfies y(T) = yq.

Proof 5.2.3 It suffices to take u(x,t) = q(x,t)y(x,t), where q is the steering control of from
Yo to yq at T and y is the corresponding solution of .

106



These Doctorat Mariem JIDOU KHAYAR

5.3 Simulation

Let us consider the system (5.1) with f(y) = sin(y), and let us take yo = 1072(x + 1072)(1.01 — z)

and y; = yoe® in Q = (0,1).

Ayy dx
_ 1 _ oz _ _
Thus, we have a(z) = 7In % = 7 and g(z) = T -1+ (z 4+ 10-2)(1.01 — z)’

According to Theorem we deduce that for every T > 0, there are positive real numbers T}

and Ty which are small enough for which the control :

% _ sin(yp) 1. (0,Ty)
1 ¥
4 sin(¢p)
—{ 1 - 1 T, T
ate,1) T Eri0 )10 —0) o e (1, T2),
Az u(z,t) sin()
e + - 1g,, (15, T
(z +10-2)(1.01 —z)  Y(z,t) +ya o &5

\
(B, ={(x,t): ¢(z,t) # 0}) achieves the exact steering of system (5.1 from y, to y4 at T, where

¢ solves (5.19)) with

%’ (07 Tl)
vlz,t) =9 -1+ (x+10_24)x(1.01—:0)’ (Th, T»)
4z u(z,t)
-1+ (z+10-2)(1.01—x) + (@) +yq’ (T>,T)

and u(x,t) is the control of null-controllability of the linear system :

v =AY — Y +u(z,t), inQx (1y,7T)
¥(0,t) =0, on 00 x (1, T)
V(Ts) = y(Tz) — ya, in

and v is the corresponding solution.

Here we consider a globally distributed control u(x,t), which can be taken time-independent (see
[14], p.57)

o —(T—Ty)(r2k?41)

Z o ;I—sz 2 1T) _ | (/OW(?J(&TQ) — ya(€))wr(£)dE) i (), (5.22)

k=1

where, ¢y (2) = v/2sin(krz), k > 1 are the eigenfunctions of A associated to the eigenvalues
)\k = —]{?27T2.
Now, remarking that system (|5.1]) with control ¢(z,t) and system ([5.19)) with control v(z,t) have

the same state, it suffices to simulate the latter.
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We will give simulations for "= 1, T} = 0.01 and T, = 0.02, and we will follow the three steps

given below :

Step 1. Approximate steering : Solve system ([5.1]), controlled on the time interval (0,7}), by :

v(x,t) = v (x) = Til In(%) =100z to get y(z, T1).

Step 2. Computation of the additive control u(z,t) : Solve (5.19) on the time interval (0,73), by
taking the control :

100z, (0,T)
v(x,t) = v (x,t) =
4x

o (z +10-2)(1.01 — z)’ (

T17 TQ)

This gives y(&,T5), which enables us to compute the control u(z,t) using the formula (5.22)).
Step 3. Exact steering : Consider the solution 1 :
t

Y(x,t) = 1S (t — Ty)y(z, Ty) + / e~ 9S(t — s)u(x, s)ds,

T
of the equation :

¢t = A’lb — 1/1 + U(I,t), te (Tg,T),

with ¢(T5") = y(T5 ) as initial state.
Then, we use the relation y(z,t) = ¢(x,t) + y?, t € (T»,T) to get y(x,T) = yg.

Below, the figures corresponding to the exact steering with the error function :

Figure 1 : The evolution of the state at T

108



These Doctorat Mariem JIDOU KHAYAR

3 Euslution of the error

25

0sfF

. . . . . . . . . . .
u] 0.1 02z 03 04 05 06 07 08 08 1
Teme

Figure 2 : The variation of the error.

e Figure 1, reflects the exact steering and shows that the trajectory y(¢) becomes very close to the
desirable state at time 7.
e Figure 2, describes the variation of the error function defined by E(t) = ||ly(t) — val,t € [0, T7,

and shows that F(t) tends to zero when ¢ becomes close to the time of steering 7.

5.4 Conclusion

In the present paper, multiplicative controllability of semilinear reaction-diffusion is considered in
several space dimensions. The approach is constructive and consists in using a set of three controls
applied subsequently in time. First a static control is used to achieve the approximate steering in
L? at a small time T;. Then a second static control is used in a small time interval [T}, T3] so that
the approximate steering becomes in L* sense. Finally, in the remaining time interval [T, T] we
exploit a (z,t)—dependent control law that ensure the zero controllability of an appropriate linear
system (with additive control) to guarantee the exact steering. Furthermore, the considered
methods allow us to achieve the approximate and exact steering (for a given couple of initial and

desirable states) at arbitrary small control time which can be fixed in advance.
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Conclusion et perspectives

Dans cette these nous nous sommes intéressés au probleme de la controlabilité pour une classe de

systemes paraboliques. Nous avons d’abord étudié le probleme de la contrélabilité partielle pour

une région cible interne du domaine géométrique (w C 2) dans le cas ou 1'état initial et 1'état

désiré ont le méme signe et les mémes points de changement de signe dans la région w. Nous avons

montré en particulier qu’il est possible d’achever la controlabilité partielle en effectuant une action

locale. La notion de contrdlabilité partielle constitue une extension de la notion classique (globale)

qui consiste a atteindre un état désiré défini sur tout le domaine d’évolution du systeme. Nous

avons considéré ce cas spécial dans le contexte de I’équation de la chaleur semilinéaire pour un

couple d’état initial et d’état désiré ayant le méme signe. Dans le cas d'une action globalement

répartie sur le domaine géométrique cela permet d’avoir la controlabilité dans un intervalle de

temps uniforme (c-a-d le méme pour tous les états initiaux et désirés). L’approche utilisée permet

aussi d’expliciter le controle en fonction des états initiaux et désirés. Les résultats obtenus sont

aussi illustrés par des exemples numériques et des simulations.

Les résultats élaborés laissent penser a plusieurs autres problemes qui peuvent faire 'objet d’axes

de recherche. En effet on peut mentionner les problemes ouverts suivants :

— Controlabilité partielle pour une région située sur la frontiere du domaine (w C 09).

— Controlabilité d'un systeme semilinéaire dans le cas d’une action locale.

— Controlabilité (partielle ou globale) en présence d’un cotit a minimiser (probléme de controle
optimal).

— Etude de la controlabilité pour d’autres classes de systemes non linéaires.

— Reprendre le méme probléme avec un controle bilinéaire frontiere (I’opérateur de controle est
alors non borné).

— Etudier la controlabilité des systemes avec exposant fractionnaires.
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