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Résumé

Ce travail de thèse doctorale explore les mécanismes de la supraconductivité dans les

matériaux bidimensionnels, en mettant particulièrement l'accent sur le couplage électron-

phonon, un facteur déterminant dans les propriétés supraconductrices. Nos travaux de

recherche concernent quelques systèmes 2D composés de matériaux de la troisième et de

la quatrième colonne du tableau périodique, dans le but de réaliser des avancées signi�ca-

tives pour des applications technologiques d'envergure, en augmentant les températures

critiques. Nos investigations portent particulièrement sur des matériaux fascinants, no-

tamment l'aluminene et une nouvelle génération de chalcogènes à base de bore, tel que le

borophène sul�de et le borophène sélénide (B3S et B3Se), qui ont révélé des températures

critiques remarquables d'environ 20 K◦ à pression ambiante pour le B3S, entre autre. En

parallèle, cette thèse propose une analyse détaillée du couplage électron-phonon, mettant

en lumière l'impact essentiel des vibrations atomiques dans l'état solide sur les propriétés

de transport des porteurs de charge, tout en explorant le gap supraconducteur, un indica-

teur clé de l'état supraconducteur des matériaux en question. Notre méthodologie s'appuie

sur des outils avancés tels que la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) et les

fonctions de Wannier localisées, permettant ainsi une compréhension approfondie de ces

phénomènes complexes. Les résultats obtenus promettent d'ouvrir de nouvelles perspec-

tives passionnantes dans le domaine de la supraconductivité à 2D et de ses applications

potentielles.

Mots-clefs : Supraconductivité, Couplage électron-phonon, Matériaux 2D, Théorie

de la densité de la fonction, Théorie BCS, Fonctions de Wannier, Force de couplage,

Fonction spectrale, Gap supraconducteur, Température critique.
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Abstract

This doctoral thesis work explores the mechanisms of superconductivity in two-dimensional

materials, with particular emphasis on electron-phonon coupling, a determining factor in

superconducting properties. Our research work concerns a few 2D systems composed of

materials from the third and fourth columns of the periodic table, with the aim of ma-

king signi�cant advances for large-scale technological applications, by increasing critical

temperatures. Our investigations focus particularly on fascinating materials, including

aluminene and a new generation of boron-based chalcogens, such as borophene sul�de

and borophene selenide (B3S and B3Se), which have revealed remarkable critical tempe-

ratures of around 20 K◦ at ambient pressure for B3S, among others. In parallel, this thesis

o�ers a detailed analysis of electron-phonon coupling, highlighting the essential impact of

atomic vibrations in the solid state on the transport properties of charge carriers, while

exploring the superconductor gap, a key indicator of the superconducting state of the

materials in question. Our methodology leverages advanced tools such as density functio-

nal theory (DFT) and lumped Wannier functions, enabling an in-depth understanding of

these complex phenomena. The results obtained promise to open up exciting new pers-

pectives in the �eld of 2D superconductivity and its potential applications.

Keywords : Superconductivity, Electron-phonon coupling, 2D materials, Theory den-

sity function, BCS theory, Wannier function, Strength coupling, Spectral function, Super-

conducting gap, Critical temperature.



Table des �gures

1.1 Algorithme de l'approximation de Born-Oppenheimer . . . . . . . . . . . . 9

1.2 Approximations Hartree-Fock restreintes RHF et non restreintes UHF com-

parées à la solution exacte. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.3 Illustration des fonctions de Bloch (a) et fonctions de Wannier (b). . . . . . 35

2.1 Modèle de vibration dans un réseau monoatomique . . . . . . . . . . . . . 45

2.2 Parité de la branche phononique au centre de la zone de Brillouin. . . . . . 47

2.3 Modèle de vibration d'un élément diatomique . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.4 Branches de phonons acoustiques et optiques . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.5 Distributions des six modes phonon/vibration de base de l'antimoine 2D :

acoustique hors plan (ZA)(a), TA(b), LA(c),optique transversale(TO)(d),

optique longitudinale(LO) (e) et modes optiques hors plan (ZO)(f), super-

posés à la dispersion des phonons (rouge). Les poids des modes de base sur

le phonon sont indiqués par la noirceur et la taille des points. Les encarts

montrent les vibrations n modèles des six modes de base, avec une vue de

dessus à gauche et une vue latérale à droite. . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.6 Représentation schématique du processus de base de di�usion électron-

phonon. Les lignes noires représentent les électrons, la ligne bleue en zigzag

un phonon et le cercle rouge le vertex. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2.7 Représentation schématique de la contribution d'ordre le plus bas à l'éner-

gie propre des électrons du couplage électron-phonon. Les lignes bleues en

zigzag et noires représentent respectivement les propagateurs de phonons

et d'électrons. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

vi



TABLE DES FIGURES TABLE DES FIGURES

2.8 Illustration des processus de di�usion contribuant à l'auto-énergie d'une

quasi-particule de trou d'impulsion k et d'indice de bande ν. Les électrons

(lignes rouges) peuvent se disperser virtuellement à partir d'états avec des

énergies supérieures ou inférieures sous émission ou absorption simultanée

d'un phonon (lignes bleues), respectivement. . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

2.9 Illustration de la renormalisation d'un couplage de bande électronique à une

branche de phonon de type Einstein d'énergie Ω. (a) Partie réelle et ima-

ginaire de l'énergie propre de l'électron. (b) Dispersion de quasi-particules

renormalisée, montrant un coude à la fréquence des phonons. (c) Realand

(d) partie imaginaire de l'énergie propre de l'électron extraite de mesures

de spectroscopie de photoémission à résolution angulaire prises pour une

bande de surface électronique de la surface de Cu(110). Après Jianget al. [92] 60

2.10 (a) et (b) Représentation schématique des deux contributions de second

ordre à l'énergie propre de l'électron. Les lignes bleues en zigzag repré-

sentent les propagateurs d'électrons de phonons et de lignes noires. (c) et

(d) Dessin schématique de la surface de Fermi et des états contribuant aux

graphiques (a) et (b), respectivement. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

2.11 (a) Représentation schématique de la partie imaginaire de l'énergie propre

du phonon jusqu'au second ordre dans le vertex électron-phonon. Les lignes

bleues en zigzag représentent les phonons, les propagateurs d'électron de

lignes noires. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

2.12 Résistivité calculée de In en fonction de T [116]. Les deux courbes théo-

riques sont calculées à l'aide des fonctions spectrales présentées en en-

cadré. La ligne pointillée utilise α2F (constante de couplage correspon-

dante λ = 0.88) et la ligne continue utilise α2
trF (constante de couplage)

λtr = 0.74, l'encart montre la similarité de ces fonctions avec la densité

d'états empirique des phonons. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

2.13 Résistivité électrique de quatre métaux de transition en fonction de la tem-

pérature, montrant l'expérience par rapport aux calculs. Les calculs ont

utilisé des courbes expérimentales de dispersion des phonons et la théorie

des bandes électroniques sans paramètres ajustables, comme indiqué dans

le texte. [117] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

3.1 Lévitation magnétique par e�et Meissner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

3.2 Cortège électronique entre métaux et isolants. . . . . . . . . . . . . . . . . 77

vii



TABLE DES FIGURES

3.3 Modèle de résistivité dans les supraconducteurs (à gauche) e�et Meissner-

Oschsenfeld ( à droite) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

3.4 Couplage électron-électron dans le réseau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

3.5 Structure de Graphene et ponts de haute symétrie dans la BZ. . . . . . . 80

3.6 Vues de côté et de dessus d'une couche de silicène (bleu) sur Ag(111). . . 80

3.7 Vues de côté et de dessus d'une couche de germanène (orange) sur Al(111) 81

3.8 Stanene composé d'une couche d'étain Sn (mauve) mise en évidence par

épitaxie sur le Bi2Te3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

3.9 Vue latérale et au dessus du phosphorène . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

3.10 Bismuthène dérive du Bismuth dans sa forme 2D . . . . . . . . . . . . . . 83

3.11 Feuille de borophene β12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

3.12 Tableau périodique désignant l'éligibilité de supraconductivité dans les ma-

tériaux. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

3.13 Température critique du phosphorene en fonction des concentrations de

porteurs de charges et de la contrainte [163]. . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

3.14 Illustration du passage du paire de cooper dans le réseau. . . . . . . . . . . 87

3.15 Représentation schématique de l'interaction électron-électron e�ective mé-

diée par l'échange d'un phonon (ligne bleue en zigzag). Les lignes noires

indiquent les états électroniques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

3.16 Vue de dessus et de côté de la structure cristallographique d'aluminène

bâclé [8]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

3.17 (a) structure de bande électronique et (b) dispersion de phonons d'alumi-

nène bâclé. [8] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

3.18 Largeur de raie d'électron et de phonon projetées sur la structure de bande

et la dispersion de phonons respectivement. [8] . . . . . . . . . . . . . . . . 103

3.19 Fonction spectrale électronique de l'aluminène à 0 K et 300 K. [8] . . . . . 103

3.20 Fonction spectrale d'Eliashberg (transport) et la force de couplage électron-

phonon (transport) en fonction de fréquences de vibration. [8] . . . . . . . 105

3.21 (a) Gap supraconducteur en fonction de la température, (b) ratio de densité

d'états supraconducteurs sur celle au niveau de Fermi en fonction de la

fréquence. [8] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

3.22 (a) évolution de la résistivité (b-c) mobilité et densité de porteurs de

charges. [8] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

viii



TABLE DES FIGURES TABLE DES FIGURES
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Introduction générale

La supraconductivité est l'un des phénomènes physiques les plus fascinants depuis

sa découverte au début du 20ème siècle par Heike Kamerlingh Onnes en 1911 [1] ce qui

liu a valu le prix Nobel en 1913. Cet exploit a pu susciter une grande attention de la

communauté scienti�que dans le but de comprendre le fonctionnement de la conductivité

électrique parfaite, ainsi que le paramagnétisme du système supraconducteur qui le rend

impénétrable par le champ magnétique.

La supraconductivité revient à l'existence de paires de Cooper introduites dans la théorie

BCS par (Bardeen-Cooper et Schi�er) [2] qui ont obtenu le prix Nobel en 1972. Ces paires

sont créés par l'attraction de deux électrons (chargés négativement), ce qui enfreint les

lois d'attraction et de répulsion connus jusqu'à ce moment. En plus l'e�et de la basse

température et des mouvements des noyaux qui sont supposés interagir avec, rentrent en

vigueur en recti�ant tout ce que le monde admettait comme étant un axiome. Les deux

électrons forment une entité bosonique (spin entier) qui traverse le réseau cristallin sans

interagir avec les noyaux ; ce qui provoque la non dissipation de ces électrons et donc la

conductivité parfaite sans la moindre perte. La théorie BCS connaît des modi�cations

légères par Migdal-Eliashberg [3, 4] en faisant rentrer plus signi�cativement le couplage

électron-phonon dans leur modèle. En dépit que les phonons sont des éléments non mas-

siques, leurs contribution en étant un médiateur dans l'interaction électron-électron est

très importante. Ce constat impose leurs rôles sur d'innombrable e�ets physiques à citer

la supraconductivité, la conduction thermique dans les réseaux, la physique plasmonique

entre autres.

Le verrou principal de la supraconductivité consiste à ce que ce phénomène ne se produit

qu'à basse température. Ceci a entraîné à mener des recherches sur des supraconducteurs

capables de fonctionner à des températures critiques plus élevées au lieu des matériaux

simples mono-atomiques qui ne possèdent que quelques Kelvins pour passer à l'état nor-

mal. Parmi les alliages lourds les plus performants, on trouve les cuprates à base d'oxyde

Seri� Ilias 1

mailto:iliasnoss@gmail.com


Introduction générale Introduction générale

de cuivre qui présentent une température critique avoisinant les 100 Kelvins pouvant être

acceptable pour un large éventail d'applications. En vain, les supraconducteurs à haute

température déjà découverts sont di�ciles à fabriquer. À titre d'exemple les cuprates sont

des composés céramiques [5], qui sont cassants et di�ciles à transformer en �ls. Tandis

que les supraconducteurs à base d'hydrogène ne peuvent être synthétisés que sous une

pression extrêmement élevée, similaire aux pressions trouvées près du Noyau de la Terre.

Les supraconducteurs ont révolutionné la technologie moderne, à citer les appareils IRM

(Imagerie à résonance magnétique), les accélérateurs de particules, les trains Maglev, l'in-

formatique quantique , ainsi que le secteur d'armement et de défense.

Par ailleurs les supraconducteurs à base de niobium les plus couramment utilisés surtout

dans les accélérateurs de particules fonctionnent à des températures extrêmement basses

∼ environ 10 degrés Kelvin, équivaut à -263 degrés Celsius. Les sciences des matériaux ont

connu un grand renouvellement ces dernières décennies avec la découverte du graphène [6].

Cette monocouche à base de carbone exfoliée à partir du graphite a montré des caracté-

ristiques révolutionnaires en terme de propriétés de conduction électrique ainsi que des

propriétés mécaniques exemplaires alliant la �exibilité et la résistance. Cette découverte

a conduit à d'autres essais avec de nouveaux systèmes appelés les Xènes, fournissant un

horizon illimité d'exploits à venir.

Dans ce sens, cette thèse s'intéresse à l'étude de nouveaux matériaux bidimensionnels,

en inspectant leurs propriétés autant que supraconducteurs. En particulier nous analysons

minutieusement les aspects du couplage électron-phonon, allant du mécanisme de di�u-

sion par le biais de la matrice de couplage et l'auto énergie des électrons et des phonons.

À savoir les phonons regroupent une variété de types de vibrations atomiques reposant

sur deux genres de modes, acoustiques et optiques qui se décomposent à leurs tours en

trois modes de base chacun (longitudinal L, transversal T et hors plan Z). Chaque type

de mouvement contribue di�éremment de l'autre d'où la priorité d'analyse e�ectuée dans

nos travaux publiés. A�n de procéder, on a fait appel à la méthode de résolution des

problèmes à N corps connue sous le nom de la Théorie de la fonctionnelle de la densité,

(DFT)"Density functionnal theory". Cette théorie qui se base sur le traitement de la den-

sité des électrons au lieu de la discrétisation de la résolution de l'équation de Schrödinger,

ce qui donne des résultats intéressants et proches de l'expérience.

En plus des fonctions de Bloch qui constituent une base pour la DFT, on utilise

aussi dans notre thèse les fonctions de Wannier, qui sont leurs fonctions réciproques par
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transformation de Fourrier. Ces fonctions de Wannier maximalement localisées, largement

utilisées pour l'état des supraconducteurs, constituent une percée signi�cative à travers

l'exactitude des résultats prédits. [7]

Dans notre première contribution, publiée dans le journal "Superlattices and micro-

structures" [8], nous avons esploré l'aluminene. Ce matériau, existant dans un réseaux

à deux dimensions, est la dérivée bidimensionnelle de l'aluminium. L'éxamination de la

stabilité dynamique en utilisant la dispersion de phonons, est examinée avant d'entamer

l'analyse du couplage "électron-phonon", en calculant l'auto énergie de l'électron et du

phonon. En identi�ant ainsi la contribution de chaque branche de phonon à la création

de la force de couplage "électron-phonon" (EPC) présentée par la théorie de Migdal Elia-

shberg. Un élément déterminant pour le reste des propriétés supraconductrices comme la

température critique, donnée par la relation pseudo empirique d'Allen Dynes, et le gap

supraconducteur qui représente l'énergie de liaison entre les paires de Cooper. Ce qui

permet de donner une idée sur la force de la supraconductivité face à l'augmentation de

la température dans le système étudié.

Dans un autre volet les propriétés de transport électriques sont évoquées dans notre

première publication. Ces résultats sont obtenus par l'application du formalise de Migdal

Eliashberg dédié au transport, ajoutant à ça les mobilités de porteurs de charges "électrons

et trous d'électrons" via l'utilisation de la théorie de Boltzmann de transport (BTS). La

mobilité des charges est étroitement liée à la durée de vie des électrons et par conséquent

avec le taux de di�usion et l'auto énergie des électrons. Le deuxième article de recherche

publié sur "Annalen der physik" [9] est consacré à deux matériaux composés de bore et

de chalcogène (BX, X= S,Se). Les systèmes métalliques à base de chalcogènes ont connu

un grand intérêt grâce à leurs propriétés qui répondent à une marge importante de requis

technologiques, d'où la motivation de notre découverte pour ces deux systèmes formées

par une couche surfacique planaire d'une forme hexagonale. Nous avons véri�é la stabilité

thermique et dynamique des deux matériaux, ce qui donne l'éligibilité d'avancer vers des

optimisations et des calculs plus poussés notamment dans le cadre du couplage électron-

phonon. En ajoutant la visualisation de la force de couplage électron-phonon au long de

la surface de Fermi pour pouvoir mettre le lien entre la densité d'électrons et les zones

perméables à la di�usion. Le B3S présente un couplage fort tandis que le B3Se contient un

couplage plus modéré ce qui implique des conséquences sur leurs températures critiques.
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Ce manuscrit est réparti de la façon suivante, dans le premier chapitre on présente les

méthodes numériques conçues à la résolution de l'équation de Schrödinger par le biais de

la densité électronique, ainsi que les équations de kohn-Sham. En �nissant par la méthode

de la fonction de la densité de perturbation et comme évoqué auparavant les fonctions de

Wannier maximalement localisées.

Dans le deuxième chapitre, les modes de vibrations sont présentés en détail ce qui ouvre

la route pour introduire le couplage électron-phonon en se basant sur l'hamiltonien de

frôhlich. La matrice électron-phonon qui explique l'appariement des deux électrons à

travers le théorème de Migdal est détaillée et dans la dernière partie les propriétés de

transport des porteurs de charges sont discutés.

Le troisième chapitre englobe l'étude de la supraconductivité ainsi que le passage des

informations collectés lors de l'analyse du couplage électron-phonon vers les propriétés

supraconductrices. Nous donnons aussi un bref aperçu bibliographique sur la production

des éléments bidimensionnels monoatomiques à réseau hexagonal et leurs propriétés su-

praconductrices, alors que la dernière partie de ce chapitre est consacrée aux résultats de

notre article qui traite l'aluminene bâclé.

Au dernier chapitre nous présentons l'état d'art de la supraconductivité à haute tempéra-

ture notamment les cuprates, ainsi qu'une mise à jour sur les matériaux bidimensionnels

composés, récemment étudiés. Nous discutons aussi les applications de la supraconduc-

tivité dans trois diverses domaines, notamment le transport et les circuits électriques,

l'imagerie à résonance magnétique et son e�et dans la jonction Josephson et sa contribu-

tion à l'informatique quantique. Le reste du chapitre est dédié à notre contribution sur

la supraconductivité dans les chalcogènes à base de Bore. On clôture par une conclusion

générale et des perspectives.

Lors de la préparation de cette thèse, nous avons publié deux articles de recherche et

participé à de nombreux événements par communication orale et a�che.

Liste des articles scienti�ques :

1) I.Seri�, N.B-J. Kanga, L. B. Drissi, E.H. Saidi, Electron-phonon contribution in

aluminene : superconductive and transport properties, Superlattices and microstructures

, 151, 106822, (2021).

2) I.Seri�, N.B-J. Kanga, L. B. Drissi, A. Kara, E. H. Saidi, Electron-phonon supercon-

ductivity in Boron based chalcogenide (X=S,Se) , Annalen der Physik , 535(5), 2200539,
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(2023).

Communications Orales

1) Falling walls lab Morocco, organisé le 26 septembre 2018, à la Faculté des Sciences

de Rabat.

2) Journées doctorales des doctorants et jeunes chercheurs JNDJC2021, organisé le 15

juillet 2021, à la Faculté des Sciences de Rabat.

3) Doctoriales 2022 organisé le 19 juillet 2022, à la Faculté des Sciences de Rabat.

Communications a�ches

1) Propriétés supraconductrices des matériaux Pb et MgB2, présentée lors des jour-

nées nationales des doctorants et des jeunes chercheurs, organisé le 18 juillet 2018, à la

Faculté des Sciences de Rabat.

2) Anisotropic Electron-Phonon superconductivity in Borophene for electric transport,

présentée lors du international workshop on advanced applications of emergent materials,

organisé le 04 décembre 2019, à la Faculté des Sciences de Rabat.
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Chapitre 1

Outils computationnels et approche

numérique

Ce chapitre aborde les méthodes numériques employées dans cette thèse, en mettant

particulièrement l'accent sur la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT). Desti-

née à résoudre l'équation de Schrödinger pour un système de N électrons, la DFT permet

d'appréhender tous les aspects énergétiques quantiques en se fondant sur diverses approxi-

mations telles que celles d'Oppenheimer et de Hatree-Fock, parmi d'autres. Les méthodes

de perturbation et de variation sont utilisées pour examiner la stabilité dynamique des

réseaux bidimensionnels à travers les vibrations phononiques du réseau cristallin. Les fonc-

tions de Wannier maximalement localisées, comparables aux fonctions de Bloch dans la

DFT, présentent une importance cruciale pour l'étude des propriétés physiques liées à

la supraconductivité du couplage électron-phonon qui seront traitées dans les prochains

chapitres.

1 Résolution de l'équation de Schrödinger à N

corps

En général, les calculs, selon les premiers principes visent à donner un aperçu en calcu-

lant les propriétés physiques des matériaux et en utilisant uniquement les con�gurations

chimiques ou atomiques comme entrées. À l'aide des ordinateurs modernes, de nombreux

problèmes de mécanique quantique qui nécessitent une grande puissance de calcul sont

désormais traitables. Cependant, malgré une forme analytique des interactions entre les

électrons et les noyaux, le calcul du comportement émergent dans les systèmes complexes

est resté une tâche di�cile. Parce qu'un système massif contient un très grand nombre

d'électrons et de noyaux atomiques, le nombre de degrés de liberté nécessaires pour dé-
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crire un tel système est beaucoup trop grand pour résoudre l'équation de Schrödinger

à plusieurs particules. Alors que les calculs selon les premiers principes e�ectués sans

aucune approximation simpli�catrice sont encore au-delà de la capacité de la physique

computationnelle actuelle, avec l'utilisation de quelques approximations physiques impor-

tantes, les physiciens computationnels sont capables d'arriver à des résultats satisfaisants

pour une large gamme de problèmes. La théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT)

fournit un cadre pratique dans lequel il est possible de calculer de nombreuses propriétés

des systèmes complexes à plusieurs corps examinés dans le domaine de la physique du

solide. Les fondements de DFT ont été exposés dans une paire d'articles bien connus : P.

Hohenberg et W. Kohn [10] et W. Kohn et L. J. Sham [11]. Ces documents contiennent

une grande partie du formalisme utilisé dans les calculs de structure électronique mo-

dernes. La prémisse essentielle de la DFT est que de nombreuses propriétés intéressantes

et importantes d'un matériau ne sont fonction que de la densité électronique de l'état

fondamental. L'énergie totale est l'une de ces propriétés intéressantes. Dans ce cadre, les

détails de la fonction d'onde à plusieurs corps totale extrêmement lourde ne sont pas

calculés. Ce fait, en soi, rend les calculs modernes à la portée.

1.1 Approximation Born-Oppenheimer

Avant de considérer les simpli�cations qui viennent avec DFT, nous regardons le pro-

blème de mécanique quantique de décrire les électrons dans un solide. Dans ce cas, nous

résolvons l'équation de Schrödinger (1.1) pour obtenir la fonction d'onde de l'état fonda-

mental.

Hψ = Eψ (1.1 )

C'est la fonction d'onde totale des électrons du système. Elle contient donc de grandes

quantités d'informations à travers les coordonnées électroniques ri

ψ = ψ(r1, r2, ...., ri) (1.2 )

Considérons un système à N-électrons (atome, molécule ou solide) dans l'approximation de

Born-Oppenheimer et non relativiste. L'Hamiltonien électronique dans la représentation

de position est, en unités atomiques est représenté dans (1.3),

Ĥ = T̂ + V̂ext + V̂ee (1.3 )
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Le premier terme T̂ représente l'énergie cinétique, V̂ext est l'interaction avec un potentiel

extérieur qui comporte la répulsion entre les noyaux V̂N−N , l'attraction noyau-électron

V̂N−e− et V̂e−e qui représente l'interaction de Coulomb électron-électron.

Ĥ = −1

2

∑
i

▽2
i +

∑
i

Vext(ri) +
1

2

n∑
i=1

n∑
i=1;i ̸=j

1

| ri − rj |
(1.4 )

V̂N−N =
∑
α ̸=β

ZαZβ
rαβ

(1.5 )

V̂e−e =
Zα
riα

(1.6 )

Où le ZαZβ sont les charges des noyaux et rαβ c'est la distance entre eux. Malheureu-

sement la résolution de (1.4) est impossible pour les systèmes de la matière condensée

au lieu de cela, dans la DFT, le problème est refondu en termes de densité électronique

totale qui est une somme sur les états occupés.

D'Après Born-Oppenheimer(Max Born(1882-1970)) et Robert Oppenheimer(1904-1967)),

la seule possibilité qui permet la simpli�cation de ce problème est le traitement des élec-

trons et des noyaux d'une façon séparé ce qui permet la résolution de l'équation de Schrö-

dinger, cette séparation se fait en deux parties nucléaire et électronique. Cette approxima-

tion connue sous le nom de "l'approximation adiabatique de BO" [12] qui se base sur la

grande di�érence de masse entre les électrons et noyaux [13]. Les électrons ont une masse

très faible par rapport aux noyaux (environ 2000 fois) ainsi, ils peuvent se déplacer dans

le solide beaucoup plus rapidement que les noyaux. Donc,le mouvement de noyaux est

négligeable par conséquent leur énergie cinétique est nulle et l'énergie potentielle d'inter-

action entre les noyaux devienne constante [14]. Cette approche conduit à un Hamiltonien

pour lequel les électrons se déplacent dans un champ créé par une con�guration statique

des noyaux [15].

Comme a�ché dans la (1.1) la boucle tient comme critère de convergence la minimi-

sation de l'énergie totale du système et permet de faire un balayage sur un intervalle de

positions des noyaux.

Cette approximation réduit d'une façon signi�cative le degré de complexité mais aussi,

la nouvelle fonction d'onde du système dépend de N corps alors que d'autres approxima-

tions supplémentaires sont requises pour pouvoir résoudre e�ectivement cette équation.
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Figure 1.1. � Algorithme de l'approximation de Born-Oppenheimer

1.2 Approximation Hatree-Fock

Bien que l'approximation de Born-Oppenheimer a traité la partie électronique seule-

ment, nous sommes devant un problème à N corps à cause du terme d'interaction électron-

électron. Elle ne peut pas être résolue exactement pour un seul électron. Douglas Hartree

(1928) [16] proposa une méthode permettant de calculer les fonctions d'onde et les énergies

approchées d'ions et d'atomes. Pour cela, l'idée de base de cette approximation consiste à

considérer que les électrons se déplacent indépendamment les uns des autres, leur mouve-

ment est décorrélé. Ainsi, si on considère deux électrons 1 et 2, la probabilité de présence

de l'électron de coordonnées r1 dans l'orbitale 1 est indépendante de celle de l'électron de

coordonnées r2 où chaque électron possède son propre Hamiltonien qui s'exprime comme

suit :

H =
n∑
i=1

hi (1.7 )

Cette approximation est basée sur l'hypothèse d'électrons libres ce qui ne prend pas en

considération les interactions entre les électrons et des états de spin. Un grand mérite de

cette approche est d'avoir proposé une solution auto-cohérente au problème du système

électronique. Elle a quatre conséquences importantes :
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• La répulsion coulombienne totale V̂ee du système électronique est surestimée.

•Simple à résoudre, mais ne donne pas de très bons résultats.

•Chaque électron ressent sa propre charge.

• Le principe d'exclusion de Pauli n'est pas pris en compte. Une fonction d'onde plus

raisonnable doit être antisymétrique lorsqu'on fait un échange de deux électrons [17].

Cette dernière conséquence étant plus grave, l'approximation de �Hartree-Fock � [18]

prend en compte le spin pour la résolution de l'équation de Schrödinger. L'approximation

de Hartree ne présente pas encore une solution de l'équation de Schrödinger. En e�et,

pour que le système décrit soit physiquement acceptable, les électrons doivent obéir au

principe d'exclusion de Pauli (antisymétrique) c-à-d que l'échange de deux électrons dans

la fonction d'onde doit entraîner l'apparition d'un signe négatif :

ψ1(x1, x2) = −ψ2(x1, x2) (1.8 )

D'abord, on cherche une solution approximative pour l'équation de Schrödinger électro-

nique. La généralisation de la méthode de Hartree qui prend en considération ces derniers

critères est proposée en 1930 par Fock [19], Slater est connu par sa généralisation qui est

assurée en remplaçant les fonctions d'onde de Hartree par un déterminant de Slater ; on

dé�nit le déterminant de Slater comme un déterminant d'ordre N formé sur N spin d'or-

bitales distinctes qui sont des fonctions mono-électroniques des variables d'espace et de

spin. Ce théorème permet d'exprimer les fonctions d'ondes poly-électroniques en termes

de combinaison linéaire de déterminant de Slater , c-à-d le déterminant comprend les

fonctions d'onde mono-électroniques comme combinaison linéaire de toutes les fonctions

de Hartree. On écrit le déterminant de Slater comme [20] :

ψs =| φi(x⃗1), φj(x⃗2)..., φk(x⃗N) > (1.9 )
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Chapitre 1 1. Résolution de l'équation de Schrödinger à N corps

ψs =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φi(x⃗1) φj(x⃗1) · · · φk(x⃗1)

φi(x⃗2) φj(x⃗2) · · · φk(x⃗2)
...

...
. . .

...

φi(x⃗N) φj(x⃗N) · · · φk(x⃗N)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.10 )

ψs =
1√
N !

N !∑
q=1

(−1tp)P (φi(x⃗1), φj(x⃗2) · · ·φk(x⃗N)) (1.11 )

Où P est un opérateur de permutation (1.11), tp est le nombre de transpositions néces-

saires pour obtenir la permutation. Le facteur 1√
N !

assure que la condition de normalisation

est réalisée, comme pour les spin-orbitales. Ce déterminant présente la propriété d'être

orthonormé : < ψs | ψs >= 1.

La permutation des coordonnées de deux électrons correspond à la permutation de deux

lignes ou deux colonnes où le déterminant change le signe c-à-d le déterminant satisfait le

principe d'anti-symétrie. Cette méthode cherche l'état fondamental à partir du principe

variationnel [21] pour trouver le φSD qui correspond à la plus petite valeur de l'énergie.

On fait varier les orbitales de spin (φi) (à condition qu'ils gardent l'orthonormalité) pour

obtenir l'énergie minimale [18] :

EHF = min
φSD→N

E[φSD] (1.12 )

EHF =
N∑
i

< i | h | i > +
1

2

N∑
i

N∑
j

< ii | jj > − < ij | ji > (1.13 )

Avec :

< i | h | i >=
∫

| φ∗
i (x⃗1)

{
−1

2
▽2 −

M∑
A

ZA
r1A

}
φi(x⃗1)dx⃗1 (1.14 )

dé�nit la contribution due à l'énergie cinétique et à l'attraction électron-noyau et :

< ii | jj >=
∫ ∫

| φi(x⃗1) |2
1

r12
| φj(x⃗12) | dx⃗1dx⃗2 (1.15 )

< ij | ji >=
∫ ∫

φi(x⃗1)φ
∗
j(x⃗1)

1

r12
φj(x⃗2)φ

∗
i (x⃗2)dx⃗1dx⃗2 (1.16 )

sont les intégrales Coulombiennes et d'échange, respectivement, qui représentent l'interac-

tion entre deux électrons.{φi} doit respecter l'orthonormalisation doit être satisfaite tout

au long de la minimisation, ce qui introduit les multiplicateurs Lagrangiens εi dans les

équations résultantes. Ces équations (1.17) représentent les équations de Hartree-Fock,
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Chapitre 1 1. Résolution de l'équation de Schrödinger à N corps

qui déterminent les meilleures orbitales de spin, les {φi}pour lesquels EHF atteint sa

valeur la plus basse.

f̂φi = εiφi avec {i = 1, 2, ..., n} (1.17 )

L'opérateur de Fock f̂ est un opérateur e�ectif d'un électron dé�ni comme [19].

f̂i = −1

2
▽2
i −

M∑
A

ZA
riA

+ VHF (i) (1.18 )

Les deux premiers termes sont l'énergie cinétique et l'énergie potentielle due à l'attraction

électron-noyau. VHF (i) est le potentiel de Hartree-Fock, c'est le potentiel répulsif moyen

subit par le i-ème électron causé par les N-1 électrons restants. Ainsi, l'opérateur de

répulsion à deux électrons 1
rij

dans l'Hamiltonien est remplacé par l'opérateur d'un électron

VHF (i) où la répulsion électron-électron n'est prise en compte que de façon moyenne.

Explicitement,VHF possède les deux composantes suivantes :

VHF (x⃗i) =
N∑
j

(Ĵj(x⃗1)− K̂j(x⃗1)) (1.19 )

L'opérateur de Coulomb Ĵjest dé�ni comme [22] :

Ĵj(x⃗1) =

∫
| x⃗1 |2

1

r12
dx⃗2 (1.20 )

et représente le potentiel qu'un électron en position x⃗1 subit en raison de la répartition

moyenne de charges d'un autre électron dans l'orbite de spin φj.

Rappelons ici que (| φj(x⃗2) |2 dx⃗2) représente la probabilité que l'électron soit dans

l'élément de volume dx⃗2. Ainsi, la répulsion de Coulomb correspondant à une distance

particulière entre l'électron de référence à x⃗1 et un autre à la position x⃗2 est pondérée par

la probabilité que l'autre électron soit à ce point dans l'espace. En�n, cette interaction est

intégrée sur toutes les coordonnées spatiales et de spins. Puisque le résultat de l'application

de Ĵj(x⃗1) sur une orbite de spin φi(x⃗1) dépend uniquement de la valeur de φi à la position

x⃗1, cet opérateur et le potentiel correspondant sont locaux. Le deuxième terme dans

l'équation (1.19) est la contribution d'échange au potentiel HF. L'opérateur d'échange

K̂ n'a pas d'interprétation classique et ne peut être dé�ni que par son e�et lorsqu'il opère
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Chapitre 1 1. Résolution de l'équation de Schrödinger à N corps

sur une orbite de spin :

K̂j(x⃗1)φ(x⃗1) =

∫
φ∗
j(x⃗2)

1

r12
φi(x⃗2)d(x⃗2)φj(x⃗1) (1.21 )

ĤHFΨ
s =

N∑
i

f̂iΨ
s =

N∑
i

εiψ
s (1.22 )

Sachant que l'opérateur de Fock est un opérateur e�ectif à un électron singulier, l'équa-

tion (1.22) représente un système de N électrons non interagissants entre eux se déplaçant

tout en subissant le champ potentiel e�ectif VHF . Comme nous l'avons vu dans la partie

précédente, un seul déterminant de Slater ψs comme fonction d'onde approximative prend

en compte une partie importante de la physique d'un système électronique multiple. Ce-

pendant, cela ne correspond pas à la fonction d'onde exacte. Ainsi, en raison du principe

variationnel, EHF est nécessairement toujours plus grand(soit, moins négatif) que l'éner-

gie de l'état fondamental E0 (dans l'approximation de Born-Oppenheimer et négligeant

les e�ets relativistes). La di�érence entre ces deux énergies est,l'énergie de corrélation

Ec
HF dé�nit par Löwdin comme suit (1.23) :

Ec
HF = E0 − EHF (1.23 )

L'énergie Ec
HF présente une valeur négative car |E0| > |EHF | avec E0 < 0. C'est une

mesure pour l'erreur introduite par le schéma HF. La corrélation des électrons est prin-

cipalement due à la répulsion instantanée des électrons, qui n'est pas couverte par le

potentiel HF e�cace. En e�et, les électrons sont souvent trop proches l'un de l'autre dans

le schéma de Hartree-Fock, car l'interaction électrostatique n'est traitée que d'une manière

moyenne. En conséquence, le terme de répulsion électron-électron est trop important, ce

qui permet à EHF d'être supérieur à E0. Cette partie de l'énergie de corrélation est direc-

tement reliée au terme 1
r12

contrôlant la répulsion électron-électron dans l'Hamiltonien et

elle est plus grande, plus la distance r12 entre les électrons 1 et 2 est faible. On l'appelle

généralement la corrélation dynamique des électrons car elle est liée aux mouvements réels

des électrons individuels et est connue pour être un e�et à courte portée. La deuxième

contribution principale à EHF c'est la corrélation non dynamique ou statique. Il est lié

au fait que, dans certaines circonstances, le déterminant de Slater de l'état fondamental

n'est pas une bonne approximation de l'état fondamental réel, car il existe d'autres dé-

terminants de Slater avec des énergies comparables [20].

Un exemple typique est la molécule H2 (1.2). À la distance d'équilibre, le schéma de la
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Chapitre 1 1. Résolution de l'équation de Schrödinger à N corps

Figure 1.2. � Approximations Hartree-Fock restreintes RHF et non restreintes UHF
comparées à la solution exacte.
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Chapitre 1 1. Résolution de l'équation de Schrödinger à N corps

fonction de Hartree-fock restrainte (RHF) fournit une bonne approximation de la mo-

lécule H2. L'erreur de corrélation, qui est presque exclusivement due à une corrélation

dynamique, est faible et ne représente que 0,04Eh. Cependant, au fur et à mesure que

nous étirons la liaison, la corrélation augmente et, dans la limite des très grandes dis-

tances, on atteint environ 0,25 Eh comme le montre la Figure 1.2 qui a�che les courbes

calculées de RHF et de la fonction de Hartree-fock non restreinte (UHF)ainsi que les

courbes de potentiel exactes pour l'état fondamental de la molécule d'hydrogène.De toute

évidence, cela ne peut pas être une corrélation dynamique car lorsque rHH → ∞,nous

avons deux atomes d'hydrogène indépendants avec un seul électron à chaque centre et au-

cune interaction électron-électron (quoi que ce soit 1
rHH

→ 0. En�n, soulignons que EHFC
ne se limite pas aux contributions directes liées à l'interaction électron-électron. Comme

cette quantité mesure la di�érence entre la valeur attendue de Ĥ avec un déterminant de

Slater < ψs | T̂ + V̂ext + V̂ee | ψs > et l'énergie correcte obtenue à partir de la fonction

d'onde | ψs >, ainsi il y a également les contributions de corrélation en raison de l'énergie

cinétique ou même du terme noyau-électron. Si, par exemple, la distance moyenne entre

les électrons est trop petite au niveau Hartree-Fock, cela entraînera automatiquement une

énergie cinétique qui est trop grande et une attraction noyau-électron trop petite. Ces

contributions indirectes peuvent être assez importantes et, dans certains cas, constituent

même la partie décisive de Ec
HF [23].

1.3 Théorème de Hohenberg-Kohn

Densité électronique Les électrons sont dé�nis comme étant des particules indiscer-

nables et indissociables. Au tour de cette réalité, un électron ne peut être localisé autant

qu'une particule individuelle [10].Chaque particule possède la probabilité de présence dans

un élément de volume.

ρ(r⃗) = N

∫
| ψ(x⃗1.....x⃗N) |2 dx⃗1...x⃗N (1.24 )

En 1964, Hohenberg et Kohn ont prouvé les deux théorèmes [10]. Le premier théorème

peut être formulé comme suit : la densité électronique détermine le potentiel externe (à

une constante additive près). Si cette a�rmation est vraie, il s'ensuit immédiatement que

la densité électronique détermine de manière unique l'opérateur hamiltonien (1.3). Cela

s'ensuit que l'Hamiltonien est spéci�é par le potentiel externe et le nombre total d'élec-
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Chapitre 1 1. Résolution de l'équation de Schrödinger à N corps

trons, N, qui peuvent être calculés à partir de la densité simplement par intégration sur

tout l'espace. Ainsi, en principe, étant donné la densité de charge, l'opérateur Hamiltonien

pourrait être déterminé de manière unique et ce sont les fonctions d'onde ψ (de tous les

états) et toutes les propriétés matérielles calculées. Hohenberg et Kohn ont donné une

preuve simple de ce théorème, qui a été généralisé pour inclure des systèmes avec des

états dégénérés dans la preuve donnée par Levy en 1979 [24]. On dit que le spectrosco-

piste théoricien E. B. Wilson a proposé une preuve très simple de ce théorème lors d'une

réunion au cours de laquelle il a été présenté. L'observation de Wilson consiste que la

densité électronique détermine de manière unique les charges des noyaux, les positions et

trivialement l'hamiltonien du système.

Considérons un système électronique obtenu en remplaçant le potentiel V̂ext par un po-

tentiel local externe arbitraire v(r) tel que l'Hamiltonien correspondant Ĥ possède un état

fondamental (lié) à N électrons. Une fonction d'onde d'état fondamental ψ (il peut y en

avoir plusieurs si l'état fondamental est dégénéré). Peut être obtenue en résolvant l'équa-

tion de Schrödinger, d'où l'on peut déduire la densité d'état fondamentale n(r) associée.

Par conséquent, on a une application du potentiel v(r) à la densité d'état fondamentale

considérée n(r) (1.25).

v(r) 7−→ n(r) (1.25 )

Hohenberg et Kohn [10] ont montré que cette application peut être inversée, c'est-à-dire

que la densité de l'état fondamental n(r) détermine le potentiel v(r) à une valeur réelle

additive arbitraire près

n(r) 7−→ v(r) + cte (1.26 )

Preuve : La preuve en deux étapes par contradiction se déroule comme suit (voir, par

exemple, la réf. [25]). Nous considérons deux potentiels locaux v1(r) et v2(r) di�érent de

plus d'une constante additive, v1(r) ̸=v2(r) + cte, et on note E1 et E2 les énergies de

l'état fondamental des hamiltoniens Ĥ1 et Ĥ2 , respectivement. Supposons que les deux

hamiltoniens ont la même fonction d'onde ψ à l'état fondamental , soit Ĥ1 | ψ >= E1 | ψ >
et Ĥ2 | ψ >= E2 | ψ >. Ensuite, en soustrayant ces deux équations donne :

(V̂1 − V̂2) | ψ >= (E1 − E2) | ψ > (1.27 )

Ou en représentation spatiale

n∑
i=1

[v1(ri)− v2(ri)]ψ(x1, x2, ...., xn) = (E1 − E2)ψ(x1, x2, ...., xn) (1.28 )
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Ceci implique que v1(ri)−v2(ri) = cte, en contradiction avec l'hypothèse de départ. No-

tez que, pour éliminer ψ dans l'Eq (1.28) précédente , on suppose que ψ(x1, x2, ...., xn) ̸= 0

pour au moins un ensemble �xe de coordonnées de spin (σ1, σ2, ....σN) et pour � presque

� toutes les coordonnées spatiales (r1, r2, ...., rN) (c'est-à-dire sauf éventuellement sur un

ensemble de mesure nulle). C'est en fait vrai pour les potentiels "raisonnablement bien

élevés". Dans ce cas, nous concluons donc que deux potentiels locaux di�érant de plus

d'une constante additive ne peuvent pas partager la même fonction d'onde de l'état fonda-

mental. Supposons que ψ1 et ψ2 ont la même densité d'état fondamental n(r). Le théorème

variationnel conduit à l'inégalité suivante :

E1 =
〈
ψ1 | Ĥ1 | ψ1

〉
<
〈
ψ2 | Ĥ1 | ψ2

〉
=
〈
ψ2 | Ĥ2 − V̂1 − V̂2 | ψ2

〉
=

∫
[v1(r)− v2(r)]n(r)dr

(1.29 )

Où l'inégalité stricte vient du fait que ψ2 ne peut pas être une fonction d'onde de l'état

fondamental de Ĥ1, comme montré dans la première étape de la preuve. Symétriquement,

en échangeant le rôle des systèmes 1 et 2, on a l'inégalité stricte.

E2 < E1 +

∫
[v2(r)− v1(r)]n(r)dr. (1.30 )

En additionnant les deux equations précédentes (1.29),(1.30) un résultat inconsistant

apparaît.

E1 + E2 < E2 + E1 (1.31 )

Ce qui conduit �nalement à la conclusion qu'il ne peut exister, deux potentiels locaux

di�érant de plus d'une constante additive qui ont la même densité d'état fondamentale.

Notez que cette preuve ne suppose pas d'états fondamentaux non dégénérés (contrairement

à la preuve originale de Hohenberg-Kohn).

Ainsi, la densité de l'état fondamental n(r) détermine le potentiel v(r), qui à son tour

détermine l'Hamiltonien, et donc tout ce qui concerne le problème à plusieurs corps. En

d'autres termes, le potentiel vis-à-vis d'une fonctionnelle unique (jusqu'à une constante

additive) de la densité de l'état fondamental n, ainsi que de toutes les autres propriétés.

La fonction d'onde de l'état fondamental ψ pour le potentiel v(r) est elle-même une

fonctionnelle de n, notée ψ[n], qui a été exploitée par Hohenberg et Kohn pour dé�nir la

fonctionnelle de densité universelle (c'est-à-dire indépendante du potentiel externe).

F [n] =
〈
ψ[n]|T̂ + V̂ee|ψ[n]

〉
(1.32 )
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qui peut être utilisé pour dé�nir la fonctionnelle de l'énergie électronique totale.

E[n] = F [n] +

∫
vne(r)n(r)dr, (1.33 )

Pour le potentiel extérieur spéci�que vne(r) du système considéré. Notez que, pour

les états fondamentaux dégénérés, ψ[n] n'est pas unique, mais représente toute fonction

d'onde d'état fondamental dégénéré. Cependant, tous les ψ[n] donnent le même F[n],

qui est donc une unique fonctionnelle de n. Notez également que la fonctionnelle de

Hohenberg-Kohn dans Eq. (1.32) n'est dé�ni que pour des densités d'électrons à N qui

sont des densités d'état fondamental associées à un potentiel local, l'ensemble des densités

v-représentables que nous désignons par A.

Hohenberg et Kohn ont en outre montré que la fonctionnelle de densité E[n] satisfait

une propriété variationnelle : l'énergie de l'état fondamental E0 du système considéré est

obtenue en minimisant cette fonctionnelle par rapport aux densités v-représentables.

E0 = min
n∈A

∫
F [n] + vne(r)n(r)dr, (1.34 )

Le minimum étant atteint pour une densité d'état fondamental n0(r) correspondant

au potentiel vne(r). L'existence d'une application d'une densité d'état fondamental à un

potentiel local additionnée à la fonctionnelle de densité universelle est la propriété sur

laquelle se constitue le théorème de Hohenberg-Kohn.

En 1979, Levy [24,26], et plus tard Lieb [27], ont proposé de redé�nir la fonctionnelle

de densité universelle F[n] en utilisant une formulation à recherche contrainte.

F [n] = min
ψ∈w
ψ−→n

〈
ψ | T̂ + V̂ee | ψ

〉
=
〈
ψ[n]|T̂ + V̂ee|ψ[n]

〉
(1.35 )

Où ψ −→ n signi�e que la fonction d'onde ψ est contrainte de produire la densité �xe

n [via (1.24)]. Pour une densité n donnée, la fonction d'onde minimisante est notée ψ[n]

(éventuellement non unique en cas de dégénérescence). Cette fonction dite de Levy-Lieb

F[n] ne nécessite pas l'existence d'un potentiel local associé à la densité. C'est une exten-

sion de la fonctionnelle de Hohenberg-Kohn : elle est dé�nie sur l'ensemble plus large des

densités d'électrons N provenant d'un fonction d'onde ψ ∈ w, l'ensemble dit des densités

N-représentables que nous noteronsD.D = n ∈ L1(R3) | n ≥ 0,
∫
n(r)dr = N,

√
N ∈ H1(R3).
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La propriété variationnelle de la fonctionnelle d'énergie électronique totale peut fa-

cilement être démontrée en utilisant la formulation de recherche contrainte. On part du

théorème variationnel usuel et on décompose la minimisation sur ψ en deux étapes : une

minimisation contrainte sur ψ donnant une densité �xe n, suivie d'une minimisation sur

n,

E0 = min
ψ∈w

〈
ψ | T̂ + V̂ee + ˆVext | ψ

〉
= min

n∈D
min
ψ∈w
ψ−→n

〈
ψ | T̂ + V̂ee + ˆVext | ψ

〉

= min
n∈D

min
ψ∈w
ψ−→n

〈
ψ | T̂ + V̂ee | ψ

〉
+

∫
vne(r)dr


= min

n∈D

{
F [n] +

∫
vne(r)dr

}
et à nouveau le minimum est atteint pour une densité d'état fondamental n0(r) correspon-

dant au potentiel vne(r) de 3 variables, ce qui est une énorme simpli�cation par rapport

à la minimisation sur une fonction d'onde compliquée à plusieurs corps ψ. Cependant,

l'expression explicite de F [n] en termes de densité n'est pas connue, et les approximations

directes de F [n] qui ont été essayées jusqu'à présent s'avèrent insu�samment précises, en

particulier pour la partie d'énergie cinétique T [n] inclus dans F [n] :

F [n] = T [n] + Vee[n] (1.36 )

Avec T [n] =
〈
ψ | T̂ | ψ

〉
et Vee[n] =

〈
ψ | V̂ee | ψ

〉
Notez que la décomposition de cette

equation (1.36) est bien dé�ni si la fonction d'onde minimisante ψ[n] est unique (à un

facteur de phase près).

1.4 Equation de Kohn-Sham

Face à la di�culté d'approximer directement F[n], Kohn et Sham (KS) [28] ont proposé

de décomposer F[n] en :

F [n] = Ts[n] + EHxc (1.37 )
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Avec Ts[n] est la fonctionnelle d'énergie cinétique sans interaction qui peut être dé�nie

avec une formulation à recherche contrainte.

Ts[n] = min
ξ∈S
ξ−→n

〈
ξ | T̂ | ξ

〉
=
〈
ξ[n] | T̂ | ξ[n]

〉
(1.38 )

où la minimisation est e�ectuée sur des fonctions d'onde à un seul déterminant ξ ∈
S = ξ {ψ1 ∧ ψ2.... ∧ ψN | ψi ∈ H1(R3 × (↑, ↓),C ⟨ψi | ψj⟩ = δi,j} donnant la densité �xe

n. Pour une densité n donnée, la fonction d'onde à déterminant unique minimisant (non

nécessairement unique) est appelée fonction d'onde KS et notée ξ[n]. La fonctionnelle

EHxc[n] restante dans l'Eq. (1.37) est appelée la fonctionnelle de corrélation d'échange de

Hartree. Même si la fonction d'onde est limitée à une fonction d'onde à un seul déterminant

dans l'Eq. (1.38), la fonctionnelle Ts[n] est toujours dé�nie sur l'ensemble des densités

N-représentables D. En e�et, toute densité N-représentable peut être obtenue à partir

d'une fonction d'onde à un seul déterminant. Par conséquent, la décomposition dans l'Eq.

(1.37) n'introduit aucune approximation. L'idée de la méthode KS est alors d'utiliser

l'expression exacte de Ts[n] en reformulant la propriété variationnelle de F[n] en termes

de fonctions d'onde à un seul déterminant ξ.

E0 = min
n∈D

min
ψ∈w
ψ−→n

F [n] +

∫
vne(r)n(r)dr


= min

n∈D

min
ξ∈S
ξ−→n

〈
ξ | T̂ | ξ

〉
+ EHxc +

∫
vne(r)n(r)dr


= min

n∈D
min
ξ∈S
ξ−→n

{〈
ξ | T̂ + V̂ext | ξ

〉
+ EHxc[nξ]

}
= min

ξ∈S

{〈
ξ | T̂ + V̂ext | ξ

〉
+ EHxc(nξ)

}
La fonction d'onde KS à déterminant unique minimisant donne la densité exacte

de l'état fondamental n0(r). Ainsi, l'énergie et la densité exactes de l'état fondamen-

tal peuvent en principe être obtenues en minimisant uniquement les fonctions d'onde à

déterminant unique. Même si une fonction d'onde a été réintroduite par rapport à la mi-

nimisation précédente, il ne s'agit que d'une fonction d'onde à un seul déterminant ξ et

représente donc toujours une énorme simpli�cation par rapport au théorème variationnel

habituel impliquant une fonction d'onde à plusieurs déterminants ψ. L'avantage de cette

nouvelle énergie minimale est qu'une grande partie de l'énergie cinétique peut être trai-
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Chapitre 1 1. Résolution de l'équation de Schrödinger à N corps

tée explicitement avec la fonction d'onde à un seul déterminant ξ , et que seule EHxc[n]

doit être approchée comme une fonctionnelle de la densité. En pratique, EHxc[n] s'écrit

comme :

EHxc[n] = EH [n] + Exc[n], (1.39 )

où EH [n] est la fonctionnelle d'énergie de Hartree :

EH [n] =
1

2

∫ ∫
n(r1)n(r2)

| r1 − r2 |
dr1dr2, (1.40 )

représentant l'énergie de répulsion électrostatique classique pour la distribution de charge

n(r), et Exc[n] est la fonctionnelle d'échange-corrélation qu'il reste à approximer. En sup-

posant que la fonction d'onde KS ξ[n] est unique (jusqu'à un facteur de phase), cette

dernière fonctionnelle peut encore être décomposée en :

Exc[n] = Ex[n] + Ec[n], (1.41 )

où Ex[n] est la fonctionnelle de l'énergie d'échange :

Ex[n] =
〈
ξ[n] | V̂ee | ξ[n]

〉
− EH [n], (1.42 )

et EC [n] est la fonctionnelle de l'énergie de corrélation :

Ec[n] =
〈
ξ[n] | T̂ + V̂ee | ξ[n]

〉
−
〈
ξ[n] | T̂ + V̂ee | ξ[n]

〉
= Tc[n] + Uc[n], (1.43 )

qui contient une contribution cinétique Tc[n] =
〈
ξ[n] | T̂ | ξ[n]

〉
−
〈
ξ[n] | T̂ | ξ[n]

〉
et une

contribution potentielle Uc[n] =
〈
ξ[n] | V̂ee | ξ[n]

〉
−
〈
ξ[n] | V̂ee | ξ[n]

〉
. Les fonctionnelles

d'échange et de corrélation sont toujours négatives, soit Ex[n] ⩽ 0 et Ec[n] ⩽ 0.

La fonction d'onde à un seul déterminant ξ est construite à partir d'un ensemble de N

orbitales de spin occupées orthonormées {ψi(x)} i=1,...,N. Pour appliquer la symétrie Ŝz

chaque spin-orbitale est factorisée comme ψi(x) = φi(r)χσi(σ) où φi (r) est une orbitale

spatiale et χσi(σ) = δσi,σ est une fonction de spin (σii est le spin de spin-orbitale). Al-

ternativement, lorsque cela est pratique, nous réindexerons parfois les orbitales spatiales,

φi(r) −→ φiσ (r), en incluant explicitement le spin σ dans l'index. En écrivant l'énergie

électronique totale dans l'énergie minimale en termes de spin-orbitales et en intégrant sur
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les variables de spin, on obtient :

E[φi] = N

N∑
i=1

=

∫
φ∗
i (r)

(
−1

2
∇2 + vne(r)

)
φi(r)dr + EHxc[n] (1.44 )

où la densité est exprimée en termes d'orbitales comme :

n(r) = N
∑
i

= 1 | φi(r) |2 . (1.45 )

La minimisation sur ξ peut alors être refondue en une minimisation de E[φi] par rapport

aux orbitales spatiales φi(r) avec la contrainte de garder les orbitales orthonormalisées.

En utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange, nous introduisons le Lagrangien

suivant :

L[φi] = E[φi]−N
N∑
i=1

εi

(∫
φ∗
i (r)φi(r)dr − 1

)
, (1.46 )

où εi est le multiplicateur de Lagrange associé à la condition de normalisation de φi(r).

Le Lagrangien doit alors être stationnaire par rapport aux variations des orbitales φi(r) .

δL
δφ∗

i (r)
= 0 (1.47 )

où δL/δφ∗
i (r) est la dérivée fonctionnelle de L par rapport à φ∗

i (r). Le calcul de cette

dérivée fonctionnelle donne :(
−1

2
∇2 + vne(r)φi(r) +

δEHxc[n]

δφ∗
i (r)

= εiφi(r)

)
(1.48 )

Notant que δn(r′)/δφ∗
i (r) = φi(r)δ(r − r′) [de l'Eq. (1.45)], et dé�nissant le potentiel

de corrélation d'échange Hartree vHxc(r) comme la dérivée fonctionnelle de EHxc[n] par

rapport à n(r).

vHxc(r) =
δEHxc[n]

δn(r)
(1.49 )

Les orbitales satisfaisant l'Eq. (1.48) sont appelées les orbitales KS. Ce sont les fonctions

propres de l'hamiltonien à un électron KS.

hs =
−1

2
∇2 + vs(r) (1.50 )

Avec

vs(r) = vne(r) + vHxc(r) (1.51 )
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est le potentiel KS, et εi sont alors les énergies orbitales KS. Notez que l'éq. (1.48) consti-

tue un ensemble d'équations autocohérentes couplées puisque le potentiel vHxc(r) dépend

de toutes les orbitales occupées φi {i = 1, ..., N} par la densité [(1.45)]. À la convergence,

les orbitales obtenues par résoudre l'éq. (1.48) doivent être les mêmes que les orbitales

utilisées pour construire vHxc(r). L'opérateur dé�nit le système KS qui est un système

de N électrons sans interaction dans un potentiel externe e�ectif vs(r) garantissant que

sa densité d'état fondamental n(r) est la même que la densité exacte d'état fondamental

n0(r) du système physique des électrons en interaction N. L'énergie exacte de l'état fon-

damental E0 est alors obtenue en injectant les orbitales KS dans l'Eq. (1.44). Notez que

l'éq. (1.48) permet également de dé�nir des orbitales virtuelles KS φaa⩾N+1. Notez que

pour dé�nir le potentiel vHxc(r) dans l'Eq. (1.49) une forme de dérivabilité de EHxc[n] a

été supposée. Cela ne peut en fait tenir que sur un ensemble restreint de densités. C'est ce

qu'on appelle le problème de v-représentation. Notez également que le potentiel KS dans

l'Eq. (1.51) n'est dé�ni qu'à une constante additive près. Pour les densités atomiques et

moléculaires de l'état fondamental, nous choisissons la constante de sorte que le potentiel

s'annule à l'in�ni, vs(∞) = 0.

Notez que pour dé�nir le potentiel vHxc(r) dans Eq. (1.49) une forme de dérivabilité

de EHxc[n] a été supposée. Cela ne peut en fait tenir que sur un ensemble restreint de

densités. C'est ce qu'on appelle le problème de v-représentation. Notez également que

le potentiel KS dans l'Eq. (1.51) n'est dé�ni qu'à une constante additive près. Pour les

densités atomiques et moléculaires de l'état fondamental, nous choisissons la constante

pour que le potentiel s'annule à l'in�ni, vs(∞) = 0. Suite à la décomposition de EHxc[n]

dans l'Eq. (1.39), le potentiel vHxc(r) se décompose en :

vHxc(r) = vH(r) + vxc(r) (1.52 )

où vH(r) =
δEH [n]
δn(r)

est le potentiel de Hartree et vxc(r) =
δExc[n]
δn(r)

est le potentiel d'échange-

corrélation. De même, suite à la décomposition de Exc[n] dans l'Eq. (1.41), le potentiel

vxc(r) se décompose en :

vxc(r) = vx(r) + vc(r), (1.53 )

où vx(r) = δEx[n]/δn(r) est le potentiel d'échange et Vc(r) = δEc[n]/δn(r) est le po-

tentiel de corrélation. Ainsi, les équations de Kohn-Sham sont similaires aux équations

de Hartree-Fock, à la di�érence près qu'elles font intervenir un potentiel d'échange local
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vx(r) au lieu d'un non local, et un potentiel de corrélation supplémentaire.

1.5 Approximations d'échange-corrélation

Les principales classes d'approximations usuelles de l'énergie d'échange-corrélation

sont ordonnées des plus simples aux plus sophistiquées. La discussion se concentre sur

le contenu des approximations, pas sur leur performance dans les calculs pratiques. En

moyenne, les approximations plus sophistiquées sont généralement plus précises que les

simples, même si de nombreuses exceptions peuvent être trouvées. Pour une revue conte-

nant les expressions explicites des principales fonctionnelles approchées, voir Réf. [29].

Pour des références étendues de fonctions approximatives, voir par ex. Réfs. [30, 31]. Le

cas plus compliqué des fonctionnelles d'échange-corrélation dites dépendantes de l'orbite

tel que l'échange exact et l'approximation de phase aléatoire, au-delà des approxima-

tions hybrides ou double-hybrides habituelles, peuvent être trouvés dans les références

suivantes [32,33].

Dans l'approximation de densité locale (LDA), introduite par Kohn et Sham [11], la

fonctionnelle d'échange-corrélation vaut :

ELDA
xc [n] =

∫
n(r)εUEGxc (n(r))dr, (1.54 )

où εUEGxc (n) est l'énergie d'échange-corrélation par particule du gaz d'électrons uni-

forme in�ni (UEG) avec la densité n. Le gaz d'électrons uniforme représente une famille

de systèmes d'électrons en interaction avec une densité spatialement constante arbitraire

qui agit comme un paramètre. Ainsi, dans la LDA, l'énergie d'échange-corrélation par

particule d'un système non-homogène à un point spatial de densité n(r) est approchée

comme l'énergie d'échange-corrélation par particule du gaz d'électrons uniforme de même

densité. La fonction εUEGxc (n) est une somme des contributions d'échange et de corréla-

tion, εUEGxc (n) = εUEGx (n) + εUEGc (n). L'énergie d'échange par particule du gaz d'électrons

uniforme peut être calculée analytiquement.

εUEGx (n) = Cxn
1
3 (1.55 )

où Cx = −(3/4)(3/π)1/3 . La fonctionnelle d'échange LDA est associée aux noms de Di-

rac [20] et Slater [21]. L'énergie de corrélation par particule εUEGc (n) du gaz d'électrons

uniforme ne peut pas être calculée analytiquement. Cette quantité a été obtenue numéri-
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quement pour un certain nombre de densités n en utilisant des calculs quantiques précis

de Monte Carlo [34], et ajustée à une fonction paramétrée de n satisfaisant les expan-

sions connues à haute et basse densité. Exprimés en fonction du rayon de Wigner-Seitz

rs= (3/(4πn))1/3, les premiers termes du développement à haute densité (rs →0) ont la

forme :

εUEGc = A.lnrs +B + C.rs.ln(rs) +O(rs) (1.56 )

et les premiers termes du développement à basse densité (rs → ∞) ont la forme :

εUEGc =
a

rs
+

b

r
3
2
s

+
C

r2s
+O

(
1

r
5
2
s

)
(1.57 )

Où A,B,C,a,b et c sont des constantes. Les deux paramétrisations les plus utilisées sont

celles de Vosko, Wilk et Nusair (VWN) [35] et celle de Perdew et Wang (PW92) [36].

Leurs formes sont trop compliquées pour être données ici. Ces paramétrisations incluent

également la généralisation aux densités de spin, εUEGc (n↑, n↓) di�érant de εUEGc (n) pour

les systèmes polarisés en spin (n↑ ̸= n↓), qui est parfois spéci�quement appelée densité

de spin locale approximation (LSD). Pour une revue récente sur les calculs des énergies

d'échange et de corrélation du gaz d'électrons uniforme, voir Réf [37]. La prochaine étape

logique au-delà de la LDA est l'approximation de l'expansion du gradient (GEA), initiée

par Kohn et Sham [11]. Une façon de dériver le GEA est de partir du gaz électronique

uniforme, d'introduire un potentiel externe v(r) faible et variant lentement, et d'étendre

l'énergie d'échange-corrélation en termes de gradients de densité. Alternativement, on

peut e�ectuer une expansion semi-classique de l'exact Exc[n]. Au second ordre, on obtient

une fonctionnelle de la forme :

EGEA
xc [n] = ELDA

xc [n] +

∫
n(r)

4
3C(2)

xc (n(r))

(
∇n(r)
n(r)

4
3

)2

dr, (1.58 )

où C
(2)
xc (n) = C

(2)
(2) + C

(2)
c (n) est la somme des coe�cients d'échange et de corrélation

de l'expansion du gradient du second ordre. Notez que l'expansion du gradient s'écrit le

plus naturellement en termes de gradient de densité réduit |∇n|
n4/3 qui est une quantité sans

dimension. La GEA devrait s'améliorer par rapport à la LDA à condition que le gradient de

densité réduit soit faible. Malheureusement, pour les systèmes réels, le gradient de densité

réduit peut être important dans certaines régions de l'espace, et le GEA s'avère être une

moins bonne approximation que le LDA. L'échec du GEA a conduit au développement

d'approximations à gradient généralisé (GGA), qui a vraiment commencé dans les années
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1980, de la forme générique :

EGGA
xc [n] =

∫
eGGAxc (n(r),∇n(r))dr (1.59 )

où eGGAxc est une fonction. Les GGA sont des approximations semi-locales dans le sens

où eGGAxc utilise non seulement la valeur locale de la densité n(r) mais aussi son gradient

∇n(r). Pour simpli�er, nous ne considérons ici que la forme indépendante du spin, mais en

pratique les fonctionnelles GGA sont plus généralement formulées en termes de densités

de spin (n↑,n↓) et de leurs gradients (∇n↑,∇n↓) De nombreuses fonctionnelles GGA ont

été proposées. Nous passons très brièvement en revue ici quelques-uns des plus utilisés. La

fonctionnelle d'échange-corrélation de Perdew-Burke-Ernzerhof (PBE) [38] est une simpli-

�cation de la fonctionnelle PW91. Les énergies d'échange et de corrélation par particule

sont exprimées par des fonctions plus simples de n et | ∇n | appliquant des conditions
moins exactes et sans paramètres ajustés. Plus précisément, la fonction utilisée pour la

corrélation applique l'expansion à petit gradient de second ordre dans la limite de haute

densité, de corrélation dans la limite de grand gradient, et supprime la divergence loga-

rithmique de la LDA dans la limite de haute densité [voir Eq (1.56))]. La fonction utilisée

pour l'échange est choisie pour annuler l'expansion à petit gradient de second ordre de la

corrélation et applique la borne de Lieb-Oxford dans la limite à grand gradient.

2 Théorie de la densité de la fonctionnelle de

perturbation

2.1 Réponse linéaire

La réponse linéaire représente un élément important dans la compréhension d'interac-

tion et de forces entre les nucléons à travers l'approximation adiabatique, l'approche de

l'équilibre géométrique se base sur l'annihilation de toute les forces agissant sur ce nucléon

et qui sont dérive de l'énergie.

FI =
∂E(R)

∂RI

(1.60 )

l'Hamiltonien de Born-Oppenheimer (1.4) dépend de la position R via l'interaction

électron-ion qui se couple aux degrés de liberté électroniques uniquement via la densité de
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charge électronique. Le théorème de Hellmann-Feynman [39,40] stipule dans ce cas que :

FI =

∫
nR(r)

∂VR(r)

∂RI

dr − ∂EN(R)

∂RI

(1.61 )

Voyons maintenant comment cette réponse peut être obtenue au sein de DFT. La procé-

dure décrite ci-après est généralement appelée théorie des perturbations fonctionnelles de

la densité (DFPT) (Zein 1984 [41], Baroni et al. 1987 [42] et Gonze 1995 [43]).

A�n de simpli�er la notation et de rendre l'argument plus général, nous supposons que

le potentiel externe agissant sur les électrons est une fonction di�érentiable d'un ensemble

de paramètres, λ ≡ λi(λi ≡ RI dans le cas de la dynamique de réseau). Selon le théorème

Hellmann-Feynmann, les dérivées première et seconde de l'énergie de l'état fondamental

se lisent :
∂E

∂λi
=

∫
∂Vλ(r)

∂λi
nλ(r)dr (1.62 )

∂2E

∂λi∂λj
=

∫
∂2Vλ(r)

∂λi∂λj
nλ(r)dr +

∫
∂nλ(r)

∂λi

∂Vλ(r)

∂λj
dr (1.63 )

La réponse de densité électronique, ∂nλ(r)/∂λi , apparaissant dans l'Eq.(1.63) peut être

évalué en linéarisant les équations d'approximations de densités locales en ce qui concerne

la fonction d'onde, la densité et les variations de potentiel et conduit à :

∆n(r) = 4Re

N/2∑
n=1

ψ∗
n(r)∆ψn(r), (1.64 )

où l'opérateur de di�érences �nies ∆λ est dé�ni comme :

∆λF =
∑
i

∂Fλ
∂λi

∆λi. (1.65 )

L'exposant λ a été omis dans l'Eq. (1.64), ainsi que dans toutes les formules ultérieures

où une telle omission ne donne pas lieu à des ambiguïtés. Puisque le potentiel externe

(à la fois non perturbé et perturbé) est réel, chaque fonction propre KS et son conjugué

complexe sont dégénérés. En conséquence, la partie imaginaire de la somme apparaissant

dans (1.64) s'annule, de sorte que la prescription de ne conserver que la partie réelle

peut être abandonnée. La variation des orbitales KS, ∆ψn(r), est obtenue par la théorie

standard des perturbations du premier ordre (Messiah1962) [44] :

(HSCF − ϵn) | ∆ψn⟩ = −(∆VSCF −∆ϵn) | ψn⟩ (1.66 )
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Où

HSCF = − ℏ2

2m

∂2

∂r2
+ VSCF (r) (1.67 )

est l'hamiltonien KS non perturbé,

∆VSCF (r) = ∆V (r) + e2
∫

∆n(r′)

| r − r′ |
dr′ +

dvxc(n)

dn
∆n(r) (1.68 )

est la correction de premier ordre du potentiel auto-cohérent, et ∆ϵn = ⟨ψn | ∆VSCF | ψn⟩
est la variation de premier ordre de la valeur propre de KS, ϵn. Dans la littérature de phy-

sique atomique, une équation analogue à Eq. (1.66) est connue sous le nom d'équation

de Sternheimer [45], après les travaux dans lesquels elle a été utilisée pour la première fois

pour calculer les polarisabilités atomiques (Sternheimer 1954). Une version auto-cohérente

de l'équation de Sternheimer a été introduite par Mahan (1980) [46] pour calculer les po-

larisabilités atomiques dans DFT dans le LDA. Des méthodes similaires sont connues

dans la littérature de chimie quantique sous le nom générique d'évaluation analytique des

dérivées énergétiques du second ordre (Gerratt et Mills 1968 [47], Amos 1987 [48]).

Dans le contexte spéci�que de l'approximation Hartree-Fock, l'algorithme résultant est

appelé la méthode couplée Hartree-Fock [47]. Les équations (1.64) à (1.68) forment un

ensemble d'équations auto-cohérentes pour le système perturbé complètement analogues

aux équations de Kohn-Sham dans le cas non perturbé avec l'équation aux valeurs propres

de KS étant remplacée par la solution d'un système linéaire, Eq. (1.66). Dans le cas

présent, l'exigence d'auto-cohérence se manifeste dans la dépendance du côté droit de la

solution du système linéaire.

Comme ∆VSCF (r) est une fonctionnelle linéaire de ∆n(r) qui à son tour dépend li-

néairement des ∆ψ, l'ensemble du calcul auto-cohérent peut être exprimé en termes de

problème linéaire généralisé.

Notez cependant que le côté droit de l'Eq. (1.66) car∆ψn dépend par∆n de la solution

de toutes les équations similaires valables pour les ∆ψ(m ̸= n) . Par conséquent, toutes

les N équations, (1.66), sont linéairement couplés les uns aux autres, et l'ensemble de

tous les ∆ψ est la solution d'un problème linéaire dont la dimension est (NM/2×NM/2),

M étant la taille de l'ensemble de base utilisé pour décrire ceux de ψ. La forme explicite

de cette grande équation linéaire peut être élaborée directement à partir des équations.

((1.64)-(1.68)), ou il peut être dérivé de manière équivalente d'un principe variationnel.

Si ce grand système linéaire est mieux résolu directement par des méthodes itératives ou
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par la solution auto-cohérente des systèmes linéaires plus petits donnés par Eq (1.66) est

une question de stratégie de calcul. La correction du premier ordre à une fonction propre

donnée de l'équation de Schrödinger, donnée par (1.66), est souvent exprimé en termes

de somme sur le spectre de l'hamiltonien non perturbé,

∆ψn(r) =
∑
m ̸=n

ψm(r)
⟨ψm | ∆VSCF | ψm(r)⟩

ϵn − ϵm
, (1.69 )

En traitant tous les états du système, occupés et vides, à l'exception de l'état considéré,

pour lequel le dénominateur d'énergie s'annulerait. En utilisant Eq. (1.69), la réponse de

densité de charge électronique, Eq (1.64), peut être exprimé sous la forme :

∆n(r) = 4

N/2∑
n=1

N/2∑
n=1

∑
m ̸=n

ψ∗
n(r)ψm(r)

⟨ψm | ∆VSCF | ψn⟩
ϵn − ϵm

(1.70 )

Cette équation montre que les contributions à la réponse de densité électronique provenant

des produits d'états occupés s'annulent, de sorte que leur indice peut être considéré comme

ne s'appliquant qu'aux états de conduction. Cela revient à dire que la distribution de

densité électronique ne répond pas à une perturbation qui n'agit que sur la variété des

états occupés (ou, plus généralement, à la composante de toute perturbation qui couple les

états occupés entre eux). L'évaluation explicite de ∆ψn(r) de l'Éq. (1.69) nécessiterait

la connaissance du spectre complet de l'Hamiltonien KS et des sommations étendues

sur les bandes de conduction. Dans l'éq.(1.66), seule la connaissance des états occupés

du système est nécessaire pour construire le côté droit de l'équation, et des algorithmes

itératifs e�caces, tels que le gradient conjugué (Press et al. 1989 [49],Stich et al. 1989 [50],

Payne et al. 1992 [51]) ou les méthodes résiduelles minimales ( Saad et Schultz 1986 [52])

peuvent être utilisées pour la résolution du système linéaire. De cette manière, le coût

de calcul de la détermination de la réponse de densité à une seule perturbation est du

même ordre que celui nécessaire pour le calcul de la densité de l'état fondamental non

perturbé. Le côté gauche de(1.66) est singulier, car l'opérateur linéaire qui y apparaît a

une valeur propre nulle. Cependant, nous avons vu plus haut que la réponse du système à

une perturbation externe ne dépend que de la composante de la perturbation qui couple

la variété à l'état occupé avec le premier état vide. La projection sur la variété à l'état

vide de la correction du premier ordre aux orbitales occupées peut être obtenue à partir

de l'Eq. (1.66) en remplaçant son membre de droite par −Pc∆VSCF | ψn⟩ , où Pc est

le projecteur sur la variété d'état vide, et en ajoutant à l'opérateur linéaire de son côté
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gauche, HSCF − ϵn, un multiple du projecteur sur la variété d'état occupé, Pν , de manière

à le rendre non singulier :

(HSCF + αPν − ϵn) | ∆ψn⟩ = −Pc∆VSCF | ψn⟩ (1.71 )

En pratique, si le système linéaire est résolu par le gradient conjugué ou toute autre mé-

thode itérative et que la solution d'essai est choisie orthogonale à la variété d'état occupée,

l'orthogonalité est maintenue pendant l'itération sans avoir à se soucier du terme Pν sup-

plémentaire sur le côté gauche de l'équation (1.71). La discussion ci-dessus s'applique aux

isolateurs où l'écart est �ni. Dans les métaux une densité �nie d'états (DOS) se produit

à l'énergie de Fermi, et un changement du nombre d'occupation orbitale peut se pro-

duire lors de l'application d'une perturbation in�nitésimale. Les modi�cations de DFPT

nécessaires pour traiter la réponse linéaire des métaux ont été discutées par Gironcoli

(1995) [53] et jouent un rôle primordial dans les calculs à venir.

2.2 Relation avec la méthode variationnelle

Les équations de Kohn-Sham sont les équations d'Euler qui résolvent le principe varia-

tionnel de Hohenberg-Kohn. Les équations de DFPT introduites dans la réponse linéaire

peuvent être considérées comme un ensemble d'équations qui résolvent approximative-

ment le principe de variation lorsque le potentiel externe est perturbé. Alternativement,

ces équations peuvent être considérées comme celles qui minimisent exactement une fonc-

tionnelle d'énergie approchée ( Gonze [43] [54]). Pour voir ce point en détail, considérons

la fonction énergétique comme dépendant explicitement de l'ensemble des orbitales KS,

ψ ≡ {ψn} (supposé réel) et paramétriquement du potentiel externe, V(r) :

E[ψ;V ] = −2
ℏ2

2m

N/2∑
n=1

∫
ψn(r)

∂2ψn(r)

∂r2
dr+

∫
V (r)n(r)dr+

e2

2

∫
n(r)n(r′)

| r − r′ |
drdr′+Exc[n(r)]

(1.72 )

La dérivée fonctionnelle de la fonction ci-dessus par rapport à ψn est :

δE

δψn(r)
= 2HSCFψn(r) (1.73 )

Les équations d'Euler se lisent donc :

HSCF | ψn⟩ =
N/2∑
m=1

∧mn | ψm⟩ (1.74 )
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Où les ∧ sont un ensemble de multiplicateurs de Lagrange introduits de manière à ren-

forcer l'orthonormalité des ψ (1.74) sont invariants par rapport à une transformation

unitaire dans la variété des ψ, de sorte que l'équation KS habituelle est récupéré dans la

représentation qui diagonalise la matrice ∧. Indiquons maintenant par ψ(0) les solutions

des équations de KS correspondant à un choix particulier du potentiel externe,V(0)(r) (le

potentiel non perturbé), et indiquons par ∆V et ∆ψ les di�érences entre le potentiel réel

et les orbitales et leurs valeurs non perturbées. La fonctionnelle énergétique, Eq. (50),

peut également être vu comme dépendant de ∆ψ et ∆V : E≡E[ψ(0)+ ∆ψ ;V(0)+ ∆V].

Maintenant on considère la fonctionnelle approchée qui est obtenue à partir de E(2) en

tronquant son développement de Taylor en termes de ∆ψ et ∆V au second ordre :

E(2)[∆ψ; ∆V ] =E[ψ(0);V (0)] +

∫
δE

δV (r)
∆V (r)dr

N/2∑
n=1

δE

δψn(r)
∆ψn(r)dr+

1

2

N/2∑
n=1

∫
δ2E

δψn(r)δV (r′)
∆ψn(r)∆V (r′)drdr′+

1

2

∫ N/2∑
n,m=1

δ2E

δψn(r)∆ψm(r′)
∆ψn(r)∆ψm(r

′)drdr′

(1.75 )

Où nous avons omis la dérivée seconde par rapport à V car E est linéaire en V. En plus

de l'éq (1.73), les dérivées fonctionnelles requises sont :

δE

δV (r)

∣∣∣∣
ψ=ψ(0)

(1.76 )

δ2E

δψn(r)δV (r′)

∣∣∣∣
ψ=ψ(0)

= 2ψ(0)
n (r)δ(r − r′) (1.77 )

δ2E

δψn(r)δψm(r′)

∣∣∣∣
ψ=ψ(0)

= 2h
(0)
SCF (r, r

′) + 4K(r, r′)ψ(0)
n n(r)ψ(0)

m (r′), (1.78 )

Où

K(r, r′) =
e2

| r − r′ |
+

δ2Exc
δn(r)δn(r′)

(1.79 )

et h(0)SCF (r−r′) est le noyau de l'hamiltonien KS non perturbé. La fonctionnelle énergétique,

Eq (1.75), doit être minimisée sous la contrainte que les solutions résultantes conduisent

à un ensemble orthonormé d'états occupés :

⟨ψ(0)n +∆ψn | ψ(0)m +∆ψm⟩ = δnm. (1.80 )
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Cela conduit aux équations d'Euler :

H
(0)
SCF | ∆ψn⟩ −

N/2∑
m=1

∧nm | ∆ψm⟩ = −∆VSCF | ψ(0)
n ⟩+

N/2∑
m=1

(∧nm − ϵnδnm) | ψ(0)
m ⟩ (1.81 )

Avec

∆VSCF = ∆V (r) + 2

N/2∑
n=1

∫
k(r, r′)ψ(0)

n (r′)∆(ψn(r
′)dr′ (1.82 )

En�n

(H(0)SCF − ϵn) | ∆ψn⟩ = −Pc∆VSCF | ψ(0)n⟩ (1.83 )

qui est essentiellement le même que l'Eq. (1.71). L'ensemble des orbitales perturbées,

∆ψ, est la solution de N systèmes linéaires couplés dont la dimension est la taille de

l'ensemble de base, M(Eq. (1.83) ou Eq. (1.71), où le couplage provient de la dépendance

de le potentiel autocohérent sur toutes les orbitales). Alternativement, il peut être vu

comme un énorme système linéaire de dimension M×N/2, qui est obtenu en insérant

l'expression ∆VSCF , (1.82), dans les équations (1.83) ou (1.71) . Cette dernière dérive

naturellement de la minimisation de la fonctionnelle E(2), Eq. (1.75), qui est quadratique.

Cette approche variationnelle montre que l'erreur sur la fonctionnelle à minimiser, Eq.

(1.75), est proportionnel au carré de l'erreur sur les variables de minimisation, ∆ψ. Ce

fait peut être exploité dans le calcul des dérivées mixtes du second ordre, Eq. (1.63).

On peut montrer qu'une expression variationnelle peut également être construite pour les

dérivés mixtes [54].

2.3 États vibrationnels dans le solide cristallin

Dans les solides cristallins, les positions des nucléons apparaissant dans la dé�nition

des constantes de forces interatomiques sont marqués par un indice I, qui indique la cellule

unitaire à laquelle appartient un atome donné,l, et la position de l'atome dans cette cellule

unitaire,s :I≡ {l, s}. La position du I-ème atome est donc :

RII ≡ Rl + τs + us(l) (1.84 )

où Rl est la position de la l-ième cellule unitaire dans le réseau de Bravais, τs est la

position d'équilibre du ième atome dans la cellule unitaire, et us(l) indique l'écart par

rapport à l'équilibre de la position nucléaire. En raison de l'invariance translationnelle, la

matrice des (IFC) " Forces interatomiques", ne dépend de l et m que par la di�érence :
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R ≡ Rl −Rm.

Cαβ
st (l,m) ≡ ∂2E

∂uαs (l)∂u
β
t (m)

= Cαβ
st (Rl −Rm), (1.85 )

Où les exposants grecs indiquent les composantes cartésiennes. La transformée de

Fourier de Cαβst (R) par rapport à R, C̃
αβ
st (q) peut être considérée comme la dérivée seconde

de la surface d'énergie de Born Oppenheimer par rapport à l'amplitude de la distorsion

de réseau du vecteur d'onde dé�ni :

C̃αβ
st (q) ≡

∑
R

e−iqRCαβ
st (R) =

1

Nc

∂2E

∂u∗αs (q)∂uβt (q)
(1.86 )

où Nc est le nombre de cellules unitaires dans le cristal, et le vecteur (usq) est dé�ni par

le motif de distorsion :

RI [us(q)] = Rl + τs + us(q)e
iqRl (1.87 )

Les fréquences de phonons ω(q), sont des solutions de l'équation :

det

∣∣∣∣ 1√
MsMt

C̃αβ
st (q)− ω2(q)

∣∣∣∣ = 0. (1.88 )

L'invariance translationnelle peut être alternativement énoncée dans ce contexte en disant

qu'une distorsion de réseau du vecteur d'onde qn'induit pas de réponse de force dans le

cristal à vecteur d'onde q′ ̸= q. En raison de cette propriété, les IFC sont plus facilement

calculés dans l'espace réciproque et, lorsqu'ils sont nécessaires dans l'espace direct, ils

peuvent être facilement obtenus par transformée de Fourier.

3 Fonctions de Wannier maximalement locali-

sées

3.1 De la fonction de Bloch à la fonction de Wan-

nier

L'état fondamental électronique d'un solide périodique, dans l'approximation des par-

ticules indépendantes, est naturellement étiqueté selon les prescriptions du théorème de

Bloch : les orbitales à une seule particule se voient attribuer un nombre quantique k

pour l'impulsion cristalline, ainsi qu'un indice de bande n. Bien que ce choix soit large-

ment utilisé dans les calculs de structure électronique, des représentations alternatives
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sont disponibles. La représentation de Wannier essentiellement une image en espace réel

d'orbitales localisées [55�57], attribue comme nombres quantiques le vecteur de réseau R

de la cellule où l'orbitale est localisée, ainsi qu'un indice de type bande n. Les fonctions

de Wannier peuvent être un outil puissant dans l'étude des propriétés électroniques et

diélectriques des matériaux : elles sont l'équivalent à l'état solide des � orbitales molé-

culaires localisées � [58�61], et fournissent ainsi une image perspicace de la nature de

la liaison chimique, autrement absence de l'image de Bloch des orbitales étendues. En

transformant la variété électronique occupée en un ensemble de fonctions de Wannier

localisées au maximum (MLWF), il devient possible d'obtenir une meilleure compréhen-

sion de la coordination chimique et propriétés de liaison via une analyse de facteurs tels

que les changements de forme ou de symétrie des MLWF, ou les changements dans les

emplacements de leurs centres de charge. En particulier, le centre de charge d'un MLWF

fournit une sorte de correspondance classique pour la "localisation d'un électron � (ou

paire d'électrons) dans un isolant de mécanique quantique, permettant la dé�nition de

fonctions de distribution de paires perspicaces entre les électrons et les ions. Cette ana-

logie est encore étendue par la théorie moderne de la polarisation de masse [62, 63], qui

relie directement la somme vectorielle des centres des fonctions de Wannier à la polarisa-

tion macroscopique d'un isolant cristallin. Ainsi, l'identi�cation heuristique par laquelle

les déplacements des centres de Wannier fournissent une carte microscopique du champ

de polarisation locale complétée, via la théorie de la polarisation, par un énoncé exact

reliant la somme des déplacements à la polarisation mécanique quantique exacte du sys-

tème. Outre les points ci-dessus, qui présentent un intérêt physique et chimique évident,

les MLWF sont désormais également utilisés comme base minimale très précise pour une

variété de développements algorithmiques ou théoriques, avec des applications récentes

allant des approches d'échelle linéaire [64] à la construction d'hamiltoniens e�ectifs pour

l'étude du transport balistique [65], des électrons fortement corrélés [66�68], des correc-

tions d'auto-interaction et des réseaux photoniques [69,70]. Les fonctions de Wannier sont

fortement non uniques. Ceci est une conséquence de l'indétermination de phase eiΦn(k) que

les orbitales de Bloch ψn(k) ont à chaque vecteur d'onde k. Cette indétermination est en

fait plus générale que les seuls facteurs de phase ; Orbitales de Bloch appartenant à un

groupe isolé Un groupe de bandes (c'est-à-dire un ensemble de bandes reliées entre elles

par des dégénérescences, mais séparées des autres par des écarts d'énergie) peut subir des

transformations unitaires arbitraires U(k) entre elles à chaque k. Le développement de cette

procédure [71] qui peut a�ner itérativement ces degrés de liberté autrement arbitraires,

de sorte qu'ils conduisent à des fonctions de Wannier bien dé�nies et localisées autour
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Figure 1.3. � Illustration des fonctions de Bloch (a) et fonctions de Wannier (b).

de leurs centres (en particulier, elles minimisent le second moment autour des centres ).

Une telle procédure peut être appliquée soit à un complexe de bande entière d'orbitales de

Bloch, soit seulement à quelques sous-groupes isolés. Les calculs de structure électronique

sont souvent e�ectués en utilisant des conditions aux limites périodiques. C'est le choix

le plus naturel pour l'étude des cristaux parfaits et pour minimiser les e�ets �nis dans

l'étude de plusieurs systèmes non-périodiques (par exemple, les surfaces ou les impuretés).

L'Hamiltonien e�ectif à une particule Ĥ commute alors avec l'opérateur de translation

de réseau T̂R, permettant de choisir comme états propres communs les orbitales de Bloch

ψnk.

[Ĥ, T̂R] = 0 ⇒ ψnk(r) = eiΦn(k)unk(r)e
ikr, (1.89 )

Où unk(r) a la périodicité de l'Hamiltonien. Il existe une phase arbitraire Φn(k), périodique

dans l'espace réciproque, qui n'est pas assignée par l'équation de Schrödinger et que nous

avons écrite explicitement. Nous obtenons une représentation de Wannier (non-unique)

en utilisant n'importe une transformation unitaire de la forme ⟨nk | Rn⟩ = eiφn(k)−ikR.

| Rn⟩ =
V

(2π)3

∫
BZ

N∑
m=1

U (k)
mn | ψmk⟩e−ikRdk (1.90 )

Où Umn est une matrice unitaire de dimension N. Alternativement, nous pouvons considé-

rer cela comme un processus en deux étapes dans lequel on construit d'abord des orbitales

de Bloch :

| ψ̃nk⟩ =
N∑
m=1

U (k)
mn | ψmk⟩ (1.91 )
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Puis on construit la fonction de Wannier | wn⟩ de la variété des états ψ̃nk. Le mélange

unitaire supplémentaire peut être facultatif dans le cas d'un ensemble de bandes discrètes

qui ne se touchent nulle part dans la zone de Brillouin, mais il est obligatoire pour décrire

un cas comme celui des quatre bandes occupées de silicium, où il y a des dégénéres-

cences aux points de symétrie dans la zone de Brillouin. Une tentative de construire une

seule fonction de Wannier à partir de la seule bande d'énergie la plus faible ou la plus

élevée serait vouée à l'échec dans ce cas, en raison de la non-analyticité des fonctions

de Bloch au voisinage des points de dégénérescence. Au lieu de cela, l'introduction des

matrices unitaires U (k)
mn permet la construction d'états ψ̃nk qui sont partout des fonctions

lisses de k. Dans ce cas, les fonctions de Wannier wn(r − R) =| Rn⟩ peuvent être mon-

trés qu'ils sont localisé : pour un Ri éloigné de R, wn(Ri − R) est une combinaison de

termes comme
∫
BZ

umk(0)e
ik(Ri−R)dk, qui sont petits en raison du caractère rapidement

variable du facteur exponentiel [72]. Plusieurs approches heuristiques ont été développées

qui construisent des ensembles raisonnables de fonctions de Wannier, réduisant l'arbitraire

dans l'U (k)
mn avec des considérations de symétrie et exigences d'analyticité [73, 74], ou em-

ployant explicitement des techniques de projection sur le sous-espace occupé couvert par

les orbitales de Bloch [75,76]. En contradiction avec ces approches, nous introduisons un

critère de localisation bien dé�ni, en choisissant la fonctionnelle :

Ω =
∑
n

[⟨0n | r2 | 0n⟩ − ⟨0n | r | 0n⟩2] =
∑
n

[⟨r2⟩n − r̄2n] (1.92 )

Comme mesure de la propagation des fonctions de Wannier. La somme s'étend sur les n

fonctions | 0n⟩ ; ⟨r2⟩n et r̄n = ⟨r⟩n sont les valeurs attendues ⟨0n | r2 | 0n⟩ et⟨0n | r | 0n⟩,
donnant un ensemble d'orbitales de Bloch | ψmk⟩, le but est de trouver le choix de U (k)

mn qui

minimise dΩ les valeurs de la fonctionnelle de localisation (1.92). Nous pouvons exprimer

le gradient G = dΩ
dW

de la fonctionnelle de localisation par rapport à une rotation unitaire

in�nitésimale de notre ensemble d'orbitales de Bloch :

| unk⟩ →| unk⟩+
∑
m

dW (k)
mn | umk⟩ (1.93 )

où dW une matrice antiunitaire in�nitésimale dW † = −dW telle que :

U (k)
mn = δmn + dW (k)

mn (1.94 )
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Ceci fournit une � équation de mouvement � pour l'évolution de U (k)
mn , et de | Rn⟩ dérivée

en (1.90), vers le minimum de Ω ; par exemple, dans l'approche de la descente la plus

raide, de petits pas �nis dans la direction opposée au gradient diminuent la valeur de

Ω, jusqu'à un minimum est atteint. Les matrices unitaires sont ensuite utilisées pour

construire les fonctions de Wannier via (1.90).

3.2 Représentation dans l'espace réel et réciproque

Représentation dans l'espace réel : Il y a plusieurs conséquences intéressantes

découlant du choix du Ω comme fonctionnelle de localisation, que nous résumons briève-

ment ici. Additionner et soustraire les composants hors diagonaux,

Ω̃ =
∑

n

∑
Rm ̸=On | ⟨Rm | r | 0n⟩ |2 nous obtenons la décomposition :

Ω = ΩI + Ω̃ = ΩI + ΩD + ΩOD (1.95 )

Avec ΩI , Ω̃,ΩD et ΩOD sont exprimées comme suit :

ΩI =
∑
n

[
⟨Rm | r2 | 0n⟩ −

∑
Rm

| ⟨Rm | r | On⟩ |2
]

Ω̃ =
∑
n

∑
Rm ̸=On

| ⟨Rm | r | On⟩ |2

ΩD =
∑
n

∑
Rm ̸=O

| ⟨Rm | r | On⟩ |2

ΩOD =
∑
m ̸=n

∑
R

| ⟨Rm | r | On⟩ |2

(1.96 )

On peut montrer que chacune de ces grandeurs est dé�nie positive (en particulier ΩI ,

voir [71]) ; de plus, ΩI est également invariant de jauge, c'est-à-dire qu'il est invariant

sous toute transformation unitaire arbitraire (3) des orbitales de Bloch. La procédure de

minimisation correspond donc Ω̃ = ΩD+ΩOD. Au minimum, les éléments| ⟨Rm | r | On⟩ |2

sont aussi petits que possible, réalisant le meilleur compromis dans la diagonalisation

simultanée, dans l'espace des bandes de Bloch considérées, des trois opérateurs de position

x, y et z (qui ne commutent en général pas lorsqu'ils sont projetés dans cet espace).

Représentation dans l'espace réciproque : Comme le montre Blount [72], les

éléments matriciels de l'opérateur position entre les fonctions de Wannier prennent la
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Chapitre 1 3. Fonctions de Wannier maximalement localisées

forme

⟨Rn | r | Om⟩ = i
V

(2π)3

∫
dkeikR⟨unk | ∇k |⟩ (1.97 )

et

⟨Rn | r2 | Om⟩ = − V

(2π)3

∫
dkeikR⟨unk | ∇2

k |⟩ (1.98 )

Ces expressions fournissent la connexion nécessaire avec notre formalisme de Bloch sous-

jacent, puisqu'elles nous permettent d'exprimer la fonctionnelle de localisation Ω en termes

d'éléments de matrice de∇k et∇2
k . De plus, ils nous permettent de calculer les e�ets sur la

localisation de toute transformation unitaire du | unk⟩ sans avoir à recalculer des produits
scalaires coûteux (au moins lorsque des ensembles de base d'onde plane sont utilisés).

Nous déterminons ainsi les orbitales de Bloch | umk⟩ sur un maillage régulier de k-points,

et utiliserons les di�érences �nies pour évaluer les dérivés ci-dessus.

Pour aller plus loin, nous faisons l'hypothèse tout au long de ce travail que la zone de

Brillouin a été discrétisé en un maillage uniforme de Monkhorst-Pack, et les orbitales

de Bloch déterminées sur ce maillage. Soit b un vecteur reliant un k-point à l'un de ses

proches voisins, et soit Z le nombre de ces voisins à inclure dans la di�érence �nie. Nous

utilisons la formule de di�érences �nies la plus simple possible pour ∇k , c'est-à-dire celle

impliquant le plus petit Z possible. Lorsque le groupe de points du réseau de Bravais est

cubique, il ne sera nécessaire d'inclure que la première couche de Z = 6, 8, ou 12 k-voisins

pour les maillages cubiques simples, bcc ou fcc k-space, respectivement. Sinon, d'autres

coquilles doivent être incluses jusqu'à ce qu'il soit possible de satisfaire la condition :

∑
b

wbbαbβ = δαβ (1.99 )

Par un choix approprié d'un poids wb associé à chaque coque | b | = B. (Pour les trois

types de mailles cubiques, l'équation (1.99) est satisfaite avec wb = 3/Zb2 et une seule

coque de 6, 8 ou 12 voisins ; même dans le pire des cas de symétrie minimale, seulement

six paires de voisins (Z = 12) sont nécessaires, car la liberté de choisir six poids permet

de satisfaire les six conditions indépendantes constituant l'équation (1.99). Maintenant,

si f (k) est une fonction lisse de k, son gradient peut être exprimé comme :

∇f(k) =
∑
b

wbb[f(k + b)− f(k)] (1.100 )
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D'une manière similaire,

| ∇f(k) |2=
∑
b

wbb[f(k + b)− f(k)]2 (1.101 )

Il devient maintenant simple de calculer les produits scalaires impliquant les dérivées de

l'espace réciproque des équations. (1.97) et (1.98), puisque les seuls éléments nécessaires

seront les éléments de matrice entre les orbitales de Bloch aux points k voisins.

M (k,b)
mn = ⟨umk | un,k+b⟩ (1.102 )

Les Mmn sont une quantité centrale dans notre formalisme, puisque nous exprimerons

en leurs termes toutes les contributions à la fonctionnelle de localisation. Après quelques

algèbres [71], nous pouvons obtenir les quantités pertinentes nécessaires pour calculer la

fonctionnelle de propagation, que nous rapportons ici à partir du centre de la nème orbitale.

r̄n = − 1

N

∑
k,b

wbbImln(M
(k,b)
nn ) (1.103 )

à son second moment,

⟨r2⟩n =
1

N

∑
k,b

wb

{[
1− |M (k,b)

nn |2 +
] [
Imln(M (k,b)

nn

]2}
(1.104 )

et les di�érents termes de la fonctionnelle de localisation,

ΩI =
1

N

∑
k,b

wb

(
Nbands −

∑
mn

|M (k,b)
mn |2

)
(1.105 )

ΩOD =
1

N

∑
k,b

wb
∑
m̸=n

|M (k,b)
mn |2 (1.106 )

ΩD =
1

N

∑
k,b

wb
∑
n

(−ImlnM (k,b)
nn − b.r̄n)

2 (1.107 )

À partir de celles-ci, on peut calculer l'évolution de la fonctionnelle de localisation en

réponse à une transformation unitaire in�nitésimale (k,b) des orbitales de Bloch en fonc-

tion des M (k,b)
mn ; une fois ces gradients disponibles, il est aisé de construire une procédure

mettant à jour les U(k)
mn (et par conséquent les M (k,b)

mn ) vers la localisation minimale.
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3.3 Procédure de localisation

On considére maintenant le changement de premier ordre de la fonctionnelle d'écart Ω

résultant d'une transformation de jauge in�nitésimale, donnée par U (k)
mn = δmn+ dW

(k)
mn où

dW est une matrice anti-unitaire in�nitésimale dW † = −dW de sorte que | unk⟩ →| unk⟩+∑
m dW

(k)
mn | umk⟩. On cherche une expression pour dΩ/dWmn en utilisant la convention :(

dΩ

dW

)
nm

=
dΩ

dWmn

(1.108 )

(notons l'inversion des indices) et introduisons A et S comme super-opérateurs A[B ] =(B

- B † )/2 et S [B ] = (B + B † )/2i.

q(k,b)n = ImlnM (k,b)
nn + b.r̄n (1.109 )

R(k,b)
mn =M (k,b)

mn M (k,b)∗
nn ; R̃(k,b)

mn =
M

(k,b)
mn

M
(k,b)
nn

;T (k,b)
mn = R̃(k,b)

mn q
(k,b)
n (1.110 )

et se référant à Réf [71] pour les détails, on arrive à l'expression explicite du gradient de

la fonctionnelle d'écart :

G(k) =
dΩ

dW (k)
= 4

∑
b

wb(A[R
(k,b)]− S[T (k,b)]) (1.111 )

A�n de minimiser la fonctionnelle d'étalement Ω par les descentes les plus raides, nous

e�ectuons de petites mises à jour des matrices unitaires, comme dans l'Eq. (1.94), en

choisissant

dW (k) = ϵ.G(k) (1.112 )

où ϵ est un in�nitésimalement positif. On a alors, au premier ordre dans ϵ,

dΩ =
∑
k

tr[G(k)dW (k)] = −ϵ
∑
k

|| G(k) ||2 (1.113 )

En pratique, on prend un pas �ni �xe ∆W (k), et les fonctions d'onde sont alors mises

à jour selon la matrice exp[∆W (k)], qui est unitaire puisque ∆W (k) est antihermitienne.

La matrice exp[∆W (k)] peut être directement construite à partir des valeurs propres et

vecteurs de i∆W (k) , soit une matrice hermitienne régulière. Des stratégies de minimisation

plus e�caces doivent être utilisées lorsqu'il s'agit de grands systèmes ou de maillages de

points k très �ns (par exemple, minimisations de gradients conjugués). Il faut souligner que
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Chapitre 1 3. Fonctions de Wannier maximalement localisées

l'évolution vers le minimum ne nécessite que la mise à jour relativement peu coûteuse des

matrices unitaires, et non des fonctions d'onde. Nous commençons à partir d'un ensemble

de références d'orbitales de Bloch | unk⟩ obtenu dans notre calcul des premiers principes,

et calculons une fois pour toutes les :

M (0)(k,b)
mn = ⟨u(0)mk | u

(0)
n,k+b⟩ (1.114 )

On représente alors les | unk⟩ (et donc, indirectement, les fonctions de Wannier) en fonction

des | u(0)nk ⟩ et d'un ensemble de matrices unitaires U (k)
mn ,

| unk⟩ =
∑
m

U (k)
mn | u(0)mk⟩ (1.115 )

On commence par tous les U(k)
mn initialisés à δmn . Ensuite, chaque étape de la procédure de

descente la plus raide consiste à calculer ∆W pour un petit pas dans la direction opposée

à la pente, en mettant à jour les matrices unitaires selon :

U (k) → U (k)exp[∆W (K)] (1.116 )

puis en calculant un nouvel ensemble de M matrices selon :

M (k,b) = U (k)†M (0)(k,b)U (k+b) (1.117 )

Dans le cas le plus général, la fonctionnelle de localisation peut a�cher des minima locaux

� non-physiques � arti�ciels ; pour les éviter, nous préparons généralement un ensemble

d'orbitales de Bloch de référence | u(0)nk ⟩ par projection à partir d'un ensemble d'orbitales

d'essai initiales gn(r) correspondant à une estimation initiale gn (r) pour les fonctions de

Wannier. Les gn(r) sont projetés sur la variété de Bloch au vecteur d'onde k,

| Φnk⟩ =
∑
m

| Ψmk⟩⟨Ψmk | gn⟩ (1.118 )

sont orthonormalisés via la transformation de Löwdin :

u
(0)
nk (r) = e−ikrΦ̃nk(r) (1.119 )
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(où Smn = ⟨Φmk | Φnk⟩ ), et �nalement reconverties en fonctions périodiques cellulaires

avec :

| Φ̃nk⟩ =
∑
m

(S−1/2)mn | Φmk⟩ (1.120 )

D'où la procédure de minimisation se base sur cet ensemble d'orbitales de Bloch.
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Chapitre 2

Couplage électron-phonon et

transport électrique

Dans le présent chapitre, nous abordons l'étude des phonons, quanta d'énergie générés

par les vibrations du réseau atomique. Nous examinons également le couplage électron-

phonon qui revêt une importance fondamentale dans divers phénomènes physiques des

solides, tel qu'expliqué par l'hamiltonien de Fröhlich. Par ailleurs, une attention particu-

lière est portée à l'équation de transport de Boltzmann et à la mobilité des porteurs de

charges, étroitement liées aux grandeurs physiques associées à l'auto-énergie des phonons.

1 Théorie conventionnelle des vibrations du ré-

seau

La théorie des vibrations du réseau représente l'un des piliers fondamentaux de la

physique moderne de l'état solide, et de nombreux succès remarquables dans ce domaine

ont été rendus possibles grâce aux bases établies par cette théorie. Un large éventail de

propriétés physiques des solides est tributaire de leur dynamique de réseau : spectres infra-

rouge, Raman et de di�raction des neutrons ; chaleurs spéci�ques, dilatation thermique et

conduction thermique ; les phénomènes associés à l'interaction électron-phonon tels que la

résistivité des métaux, la supraconductivité et la variation en fonction de la température

des spectres optiques �gurent parmi ces derniers. En fait, leur compréhension en termes

de phonons est considérée comme l'une des preuves les plus convaincantes que notre image

quantique actuelle des solides est correcte. La théorie de base des vibrations de réseau

remonte aux années 30 et le traité de Born et Huang (1954) [77] est toujours considéré

aujourd'hui le manuel de référence dans ce domaine. Ces premières formulations concer-

naient principalement l'établissement des propriétés générales des matrices dynamiques,
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Chapitre 2 1. Théorie conventionnelle des vibrations du réseau

telles que par exemple leur symétrie et/ou leurs propriétés analytiques, sans même tenir

compte de leurs connexions avec les propriétés électroniques qui les déterminent réelle-

ment. Une étude systématique de ces connexions n'a été réalisée que dans les années 70

(De Cicco et Johnson 1969 [78], Pick, Cohen et Martin 1970 [79]). La relation entre les

propriétés électroniques et les propriétés dynamiques du réseau d'un système est impor-

tante non seulement en tant que question de principe, mais aussi parce que ce n'est qu'en

exploitant ces relations qu'il est possible de calculer la dynamique du réseau. L'état de

l'art de la physique théorique de la matière condensée et de la science computationnelle

des matériaux est tel qu'il est aujourd'hui possible de calculer des propriétés spéci�ques

de matériaux spéci�ques (simples) en utilisant des techniques mécaniques quantiques ab

initio dont la seule information d'entrée est la composition chimique des matériaux. Dans

le cas spéci�que des propriétés dynamiques du réseau, un grand nombre de calculs ab

initio basés sur la théorie de la réponse linéaire des vibrations du réseau [78, 79] ont été

rendus possibles au cours des dernières décennies par les réalisations de la DFT (Théorie

de la fonctionnelle de la densité) [28], et par le développement de la DPFT (Théorie des

perturbations de la fonctionnelle de la densité) ( [41, 42]) qui est une méthode pour ap-

pliquer la DFT dans le cadre théorique général fourni par la DPFT. Grâce à ces avancées

théoriques et algorithmiques, il est maintenant possible d'obtenir des dispersions précises

de phonons sur une �ne grille de vecteurs d'onde couvrant toute la zone de Brillouin, qui se

comparent directement aux données de di�raction neutronique, et à partir desquelles plu-

sieurs propriétés physiques du système (telles que capacité calori�que la fonction spectrale

dans la seconde quanti�cation, la dilatation thermique...) peuvent être examinées.

1.1 Matrice dynamique

Les phonons, provoqués par des vibrations du réseau cristallin, a�ectent tous les pro-

cessus physiques dans les solides. Ils limitent la mobilité des électrons près de la tempé-

rature ambiante et a�ectent les propriétés optiques des matériaux cristallins. Les pho-

nons acoustiques sont les principaux vecteurs de chaleur dans les isolants et les semi-

conducteurs [80]. Les phonons de grande longueur d'onde donnent naissance à des ondes

sonores, ce qui explique le nom de phonon qui provient du grec ancien. Semblables aux

électrons, les phonons sont caractérisés par leur dispersion ω(q), où ω est une fréquence

angulaire et q est un vecteur d'onde d'un phonon. Dans les semi-conducteurs massifs avec

n atomes par cellule unitaire, il y a 3n branches de dispersion de phonons pour chaque q.

Trois types de vibrations décrivent le mouvement de la cellule unitaire et forment trois
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Chapitre 2 1. Théorie conventionnelle des vibrations du réseau

Figure 2.1. � Modèle de vibration dans un réseau monoatomique

branches de phonons acoustiques. Les autres modes 3(n-1) décrivent le mouvement re-

latif des atomes à l'intérieur d'une cellule unitaire et forment les branches des phonons

optiques. Les branches de polarisation acoustiques sont communément appelées acous-

tique longitudinale (LA) et acoustique transversale (TA). Dans le cas du graphène, les

vibrations transversales hors du plan sont appelées phonons acoustiques d'axe z (ZA) [81].

Dans la limite des grandes longueurs d'onde, les phonons acoustiques dans les cristaux

massifs ont une dispersion presque linéaire, qui peut être écrite comme ω = VSq, où VS

est la vitesse du son, tandis que les phonons optiques sont presque sans dispersion et ont

une petite vitesse de groupe, VG = dω/dq. Les phonons acoustiques sont les principaux

vecteurs de chaleur dans le graphène [82], tandis que les phonons optiques sont utilisés

pour déterminer le nombre de plans atomiques dans le graphène à quelques couches via

la spectroscopie Raman. L'unicité du transport des phonons dans les matériaux bidimen-

sionnels (2D) se traduit par des propriétés thermiques inhabituelles [83], qui peuvent être

modi�ées plus radicalement que dans les cristaux en états massiques correspondants.

1.2 Vibrations du réseau dans les métaux

Chaîne mono-atomique :

Nous commençons avec un simple réseau unidimensionnel composé de N atomes identiques

équidistants, chacun de masse m. Ceci est illustré dans �g(2.1). On note la position de

chaque atome par xn,avec n=1,...,N, à l'équilibre, les atomes siègent à :

xn = na (2.1 )

Avec a c'est espacement du réseau qui est périodique dans cas.

Le potentiel qui maintient les atomes en place prend la forme
∑

n V (xn − xn−1). Pour

de petites déviations par rapport à l'équilibre, un potentiel générique ressemble toujours

à un oscillateur harmonique. L'écart par rapport à l'équilibre pour le n-ème atome est

donné par :

un(t) = xn(t)− na (2.2 )
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L'hamiltonien régissant la dynamique est alors un ensemble d'oscillateurs harmoniques

couplés :

H =
∑
n

p2n
2m

+
λ

2

∑
n

(un − un−1)
2 (2.3 )

Avec pn = mu̇n "quantité de mouvement" et λ est la constante du ressort. (Il ne doit pas

être confondu avec la longueur d'onde), les équations de mouvement résultantes sont :

mün = −λ(2un − un−1 − un+1) (2.4 )

Pour résoudre cette équation, nous devons stipuler des conditions aux limites. Le plus

simple est d'imposer des conditions aux limites périodiques, s'étendant sur n ∈ Z et

nécessitant un+N = un. Pour N ≫ 1 ce qui est notre intérêt, les autres conditions aux

limites ne changent pas qualitativement la physique. On peut alors écrire la solution de

(2.4) sous la forme :

un = Ae−iωt−ikna (2.5 )

Comme l'équation est linéaire, nous pouvons toujours prendre des parties réelles et ima-

ginaires de cette solution. De plus, la linéarité garantit que l'amplitude globale A restera

arbitraire. Les propriétés du réseau imposent des restrictions sur les valeurs autorisées

de k. Remarquons tout d'abord que la solution est invariante sous k → k + 2π/a. Cela

signi�e que nous pouvons restreindre k à se situer dans la première zone de Brillouin,

k ∈
[−π
a
, π
a

[
. Ensuite, les conditions aux limites périodiques uN+1 = u1 nécessitent que k

prenne des valeurs k = 2π
Na
l avec (l= −N

2
, ...., N

2
) où, pour nous faciliter un peu la vie, nous

supposerons que N est pair. Nous voyons que, comme dans les sections précédentes, la

structure à courte distance du réseau détermine la plage de k. Pendant ce temps, la taille

macroscopique du réseau détermine la structure à courte distance de k. Ceci, bien sûr, est

l'essence de la transformée de Fourier. Avant de poursuivre, il convient de mentionner que

le nombre d'onde minimum k = 2π/Na a était quelque chose dont nous avions besoin lors

de la discussion du modèle de Debye des phonons dans les cours de physique statistique.

Notre tâche �nale est de déterminer la fréquence ω en termes de k. En remplaçant l'ansatz

dans la formule (2.4), nous avons :

mω2 = λ(2− eika − e−ika) = 4λsin2(
ka

2
) (2.6 )
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Figure 2.2. � Parité de la branche phononique au centre de la zone de Brillouin.

Nous trouvons la relation de dispersion

ω = 2

√
λ

m

∣∣∣∣sin(ka2
)∣∣∣∣ (2.7 )

Cette relation de dispersion est esquissée Figure (2.2), avec k allant sur la première zone

de Brillouin. De nombreux aspects de la discussion ci-dessus sont familiers à partir de la

discussion des électrons dans le modèle de liaison forte. Dans les deux cas, on aboutit à

une relation de dispersion sur la zone de Brillouin. Mais il y a des di�érences importantes.

En particulier, aux petites valeurs de k, la relation de dispersion des phonons est linéaire

ω ≈
√
λ

m
ak. Ceci est en contraste avec la propagation des électrons où nous obtenons

la relation de dispersion pour une particule massive non-relativiste. Au lieu de cela, la

relation de dispersion pour les phonons rappelle davantage la relation de dispersion rela-

tiviste sans masse pour la lumière. Pour les phonons, les ondulations se déplacent avec la

vitesse :

cs =

√
λ

m
a (2.8 )

C'est la vitesse de propagation sonore dans un matériau.

Chaîne di-atomique :

Considérons maintenant une chaîne linéaire d'atomes, constituée d'atomes alternés de

di�érents types. Les atomes sur les sites pairs ont une masse m ; ceux sur les sites impairs

ont une masse M. Pour simpli�er, nous prendrons les forces de rappel entre ces atomes

pour être les mêmes. Les équations du mouvement sont :

mü2n = −λ(2u2n − u2n−1 − u2n+1)

Mü2n+1 = −λ(2u2n+1 − u2n − u2n+2)
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Figure 2.3. � Modèle de vibration d'un élément diatomique

Figure 2.4. � Branches de phonons acoustiques et optiques

On propose u2n = Ae−iωt−2ikna et u2n+1 = Be−iωt−2ikna. Notons que ces solutions sont

maintenant invariantes par k → k + π/a. Cela traduit le fait que, si l'on tient compte

de l'identité des atomes, la périodicité du réseau est doublée. En conséquence, la zone de

Brillouin est divisée par deux et k se situe maintenant dans la gamme k ∈
[−π
2a
, π
2a

[
. En

branchant notre ansatz sur les deux équations du mouvement, nous trouvons une relation

entre les deux amplitudes A et B,

ω2

m 0

0 M

A
B

 = λ

 2 −(1 + e−2ika)

−(1 + e2ika) 2

A
B


Ceci est considéré comme une équation aux valeurs propres. La fréquence ω est déterminé

en termes de nombre d'onde k en exigeant que le déterminant approprié s'annule. Cette

fois, nous constatons qu'il existe deux fréquences pour chaque vecteur d'onde, données

par :

ω2
± =

λ

mM
[m+M ±

√
(m−M)2 + 4mM +mMcos2(ka)] (2.9 )

La relation de dispersion résultante est esquissée sur la �gure (2.4) dans la première zone

de Brillouin. À noter qu'il y a un trou dans le spectre à la limite de la zone de Brillouin,
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k = ±π/2a donné par :

∆E = ℏ(ω+ − ω−)ℏ
√
2λ

∣∣∣∣ 1√
m

− 1√
M

∣∣∣∣ (2.10 )

Pour m=M, l'écart se referme et on produit la relation de dispersion précédente, mainte-

nant tracée sur la moitié de la zone de Brillouin originale. les fréquences situées en bas

ω− sont appelées les branches acoustiques et ceux au-dessus les branches optiques. Pour

comprendre d'où viennent ces noms, il faut regarder d'un peu plus près l'origine physique

de ces deux branches. Cela vient de l'étude des vecteurs propres qui nous renseigne sur

les amplitudes relatives des deux types d'atomes.

C'est plus simple à faire dans la limite k → 0 dans laquelle la branche acoustique ω− = 0

et associé au vecteur propre : A
B

 =

1

1

 (2.11 )

Les atomes se déplacent en phase dans la branche acoustique. Pendant ce temps, dans la

branche optique, nous avons ω2
+ = 2λ(M−1 +m−1) avec le vecteur propre :A

B

 =

 M

−m

 (2.12 )

Dans la branche optique, les atomes se déphasent. Maintenant, nous pouvons expliquer le

nom. Souvent, dans un réseau, di�érents sites contiennent des ions de charges alternées :

disons, + sur des sites pairs et - sur des sites impairs. Mais des charges alternatives

oscillant hors phase créent un dipôle électrique de fréquence ω+(k) Cela signi�e que ces

vibrations du réseau peuvent émettre ou absorber de la lumière. C'est la raison pour

laquelle ils sont appelés phonons � optiques �.

1.3 Modes de phonons

En ce qui concerne les phonons dans les matériaux bi-dimensionnels, prenons l'exemple

du 2D Sb (β-antimonène) [84], Il a une structure hexagonale déformée avec 2 atomes par

cellule, comme le montre la �gure (2.5). La dispersion des phonons et les vecteurs propres

sont calculés à partir des premiers principes basés sur la théorie de la fonctionnelle de

perturbation.
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Chapitre 2 1. Théorie conventionnelle des vibrations du réseau

Figure 2.5. � Distributions des six modes phonon/vibration de base de l'antimoine
2D : acoustique hors plan (ZA)(a), TA(b), LA(c),optique transversale(TO)(d), optique
longitudinale(LO) (e) et modes optiques hors plan (ZO)(f), superposés à la dispersion des
phonons (rouge). Les poids des modes de base sur le phonon sont indiqués par la noirceur
et la taille des points. Les encarts montrent les vibrations n modèles des six modes de
base, avec une vue de dessus à gauche et une vue latérale à droite.

Seri� Ilias 50

mailto:iliasnoss@gmail.com


Chapitre 2 2. Hamiltonien du couplage électron-phonon

En examinant les caractéristiques de vibration des phonons par rapport à q près du point,

nous identi�ons 6 BM(Basic modes) : 3 acoustiques dont : hors plan (ZA), transversal

TA, longitudinal LA, et 3 optiques transversal (TO), longitudinal(LO) et optique hors

plan (ZO ). Alors pour un phonon donné, les poids des BM sur le type de vibration, sont

visualisés par les cartes de couleurs de la �gure (2.5). Ces �gures montrent que les phonons

proches du point ne comprennent qu'un seul BM (comme prévu), cependant, la plupart

des autres phonons, en particulier ceux autour des limites et des coins de la BZ, sont un

mélange de di�érents BM. En d'autres termes, les BM sont localisés sur une seule branche

près du point, alors qu'ils sont répartis sur plusieurs branches dans d'autres régions. Il

est intéressant de constater que bien qu'il existe un écart d'énergie des phonons (∼10
meV) entre les branches basse énergie et les branches haute énergie, cela n'empêche pas

le mélange des BM. En revanche, les méthodes conventionnelles classent chaque phonon

dans l'un des BM.

Il convient de noter que dans la méthode de continuité, les phonons TA approchant le

point Γ de la ligne K-Γ ont une énergie plus élevée que les phonons LA, ce qui contredit

leur ordre sur la ligne Γ-M. Ceci est incorrect car près du point Γ, l'ordre d'énergie entre

les phonons TA et LA avec le même vecteur d'onde doit être �xe, quelle que soit la direc-

tion du vecteur d'onde.

Les poids obtenus à partir cette méthode peuvent être utilisés pour décomposer les pro-

priétés relatives aux phonons. Ici, [84] le taux de di�usion des électrons dans Sb 2D comme

exemple. Il existe un grand intérêt pour la découverte de semi-conducteurs 2D à haute mo-

bilité pour l'électronique de nouvelle génération, et 2D Sb s'est avéré expérimentalement

être un candidat prometteur [85], alors que ses facteurs, gouvernant la mobilité restent

�ous. La mobilité des porteurs est a�ectée par de nombreux mécanismes de di�usion, et

la di�usion par les phonons dé�nit la mobilité intrinsèque.

2 Hamiltonien du couplage électron-phonon

L'interaction électron-phonon est, avec l'interaction de Coulomb, l'une des interactions

fondamentales des quasi-particules dans les solides. Elle joue un rôle important pour une

variété de phénomènes physiques. En particulier dans les métaux, les excitations électro-

niques à basse énergie sont fortement modi�ées par le couplage aux vibrations du réseau,

ce qui in�uence, par exemple, leur transport et leurs propriétés thermodynamiques. Le

couplage électron-phonon (EPC) fournit également de manière fondamentale une interac-
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tion électron-électron attrayante, qui est toujours présente et, dans de nombreux métaux,

est à l'origine de l'appariement électronique sous-jacent au phénomène quantique macro-

scopique de supraconductivité.

2.1 Vertex électron-phonon

Le processus d'ordre le plus bas impliquant l'interaction électron-phonon est la dif-

fusion d'un seul électron par la création ou l'annihilation simultanée d'un seul phonon,

comme le montre schématiquement la �gure (2.6). La probabilité du processus de di�usion

est appelée le vertex électron-phonon g. Nous allons brièvement esquisser sa dérivation à

partir de bases assez générales. Pour plus de détails, on peut se référer au livre de Grim-

vall [85]. En raison du grand rapport de la masse ionique et électronique, la dynamique des

ions et des électrons peut être systématiquement élargie en fonction du petit paramètre

κ = (m/M)1/4, ce qui se traduit par un découplage partiel [86, 87]. À l'ordre plus bas en

κ, appelé approximation adiabatique ou Born-Oppenheimer, la fonction d'onde totale du

système couplé électron-ion peut être écrite comme un produit ψ(r,R) = χ(R)ψ(r ;R), où

r et R désignent les ensembles de coordonnées d'électrons et d'ions, respectivement. La

fonction d'onde électronique obéit à l'équation :

[Te + Vee +He−i(R)]ψn(r;R) = En(R)ψn(r;R) (2.13 )

où Te et Vee désignent respectivement l'énergie cinétique et l'interaction coulombienne

du système électronique. (2.13) dépend paramétriquement des positions ioniques R via

l'interaction électron-ion He−i. Le vertex électron-phonon apparaît au premier ordre au-

delà de l'approximation adiabatique. On peut montrer qu'il induit des éléments de matrice

hors diagonale parmi les états propres électroniques ψn et à la forme :

⟨n | δRV | n′⟩. (2.14 )

L'opérateur δRV représente la variation linéaire du potentiel ressenti par les électrons lors

du déplacement d'un atome de sa position de repos : R= R0+u. Si le potentiel V est tout

juste le potentiel électron-ion V0, alors δRV = u.∇V 0 |R0 . (2.14) représente le sommet

fondamental. Or, dans les solides, et en particulier dans les métaux, le potentiel électron-

ion fondamental est masqué par les autres électrons. Le criblage modi�e également le

vertex de manière signi�cative. Dans la théorie de la réponse linéaire, cet opérateur prend
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Figure 2.6. � Représentation schématique du processus de base de di�usion électron-
phonon. Les lignes noires représentent les électrons, la ligne bleue en zigzag un phonon et
le cercle rouge le vertex.

la forme :

δRV = u.ϵ−1∇V 0 |R0 (2.15 )

où ϵ−1 est la matrice diélectrique inverse [88], qui est une mesure du blindage. Notez que

dans Eq (2.15), l'opérateur de projection ne commute pas avec l'opération de gradient,

et ne peut donc pas être écrit en termes de gradient d'un potentiel projeté.

Hamiltonien de fröhlich :

Nous visons maintenant à développer un traitement perturbatif systématique de l'in-

�uence mutuelle des sous-systèmes électroniques et phononiques dans un solide. De ce fait,

la question se pose de savoir quelles sont les quasi-particules sans interaction appropriées

pour commencer. La bonne réponse nécessite de connaître la solution dans une certaine

mesure. Comme nous le verrons, les états électroniques sont signi�cativement in�uencés

par les vibrations du réseau, principalement à proximité immédiate de l'énergie de Fermi.

Il convient donc de partir d'électrons se déplaçant dans le potentiel statique d'un réseau

ionique rigide, sans aucune renormalisation par les vibrations du réseau. En revanche, les

vibrations du réseau ionique seraient un mauvais point de départ, car elles sont fortement

altérées par l'écrantage des électrons. Ce criblage doit être intégré à la description des

vibrations du réseau harmonique qui dé�nit les phonons non interagissants.

H = He +Hph +He−ph. (2.16 )
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Ici, le système d'électrons est décrit par des quasi-particules sans interaction avec disper-

sion εk. Ces quasi-particules sont considérées comme les solutions stationnaires d'électrons

de bande dans un réseau périodique parfait, et incluent déjà la renormalisation de l'inter-

action de Coulomb.

He =
∑
kνσ

εkνc
†
kνσckνσ. (2.17 )

Ici ckνσ (c†kνσ) sont les opérateurs d'annihilation (création) pour un état électronique avec

le moment k, indice de bande ν, spin σ et énergie de bande εkν . L'hamiltonien de réseau

est exprimé en termes de vibrations harmoniques quanti�ées et représente des phonons

sans interaction.

Hph =
∑
qj

ωqj(b
†
qjbqj +

1

2
), (2.18 )

où bqj(b
†
qj) sont les opérateurs d'annihilation (création) pour un phonon d'impulsion q,

d'indice de branche j et d'énergie ωqj. Les phonons sont les quanta des vibrations en mode

normal. L'opérateur des déplacements d'atomes est exprimé en termes de d'opérateurs de

phonons par :

ulsα = eiqR
0
ls

1√
Nq

∑
qj

Aqjsα(bqj + b†−qj);A
qj
sα =

ηsα(qj)√
2Msωqj

(2.19 )

Les atomes sont caractérisés par deux indices désignant la cellule unitaire (l) et les atomes

à l'intérieur d'une cellule unitaire (s), respectivement, avec Ms la masse d'atome corres-

pondante. α désigne les indices cartésiens et ηsα(qj) est le vecteur propre du mode normal

qj. Le nombre de points dans la sommation sur q est Nq. Le troisième terme décrit le

couplage d'ordre le plus bas entre les électrons et les phonons dérivé de l'Eq. (2.15). En

utilisant la relation (2.19) il a la forme :

He−ph =
∑
kνν′σ

∑
qj

gqjk+qν′,qνc
†
k+qν′σckνσ(bqj + b†−qj). (2.20 )

gqjk+qν′,qν est l'élément de matrice électron-phonon et décrit l'amplitude de probabilité pour

la di�usion d'un électron d'impulsion k de la bande ν à un état d'impulsion k+q dans la

bande ν ′ sous l'absorption (émission) simultanée d'un phonon avec quantité de mouvement

q(-q) et indice de branche j.

gqjk+qν′,qν =
∑
sα

Aqjsα⟨k + qν
′
σ | δqsαV | kνσ⟩ (2.21 )
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Là encore, la variation de premier ordre �ltrée entre dans les éléments de la matrice.

Ils sont indépendants du spin pour les états fondamentaux non magnétiques. Cette forme

générale de l'hamiltonien de Fröhlich sera le point de départ de la perturbation à plusieurs

corps décrite dans les sections suivantes. Pour simpli�er le traitement, nous utiliserons une

notation compacte combinant impulsion et indice de bande/branche en un seul symbole :

k= (kν), k'=(k'ν ′) et q= (qj). Les éléments de la matrice EPC sont alors notés :

gqk′,k = gqjk′ν′,kνδk′,k+q, (2.22 )

qui prend implicitement en compte la conservation de la quantité de mouvement.

2.2 Fonctions de Green et auto énergie des élec-

trons

Dans cette section, nous discuterons des e�ets de l'interaction électron-phonon dans

l'état normal d'un métal. Cela sera fait en utilisant des techniques de perturbation à

plusieurs corps [89�91]. L'accent sera mis sur la renormalisation des quasi-particules élec-

troniques et phononiques, qui fournit des moyens d'obtenir expérimentalement des in-

formations sur la force de couplage. Cela préparera le terrain pour la discussion de la

supraconductivité médiée par les phonons dans le chapitre suivant . Le traitement suivant

est basé sur l'Hamiltonien de Fröhlich (2.16), où H0 = He +Hph désigne l'Hamiltonien

des quasi-particules non perturbées et la perturbation He−ph est linéaire dans le couplage

électron-phonon. Nous allons travailler avec les fonctions de Green en temps imaginaire,

G(k, τ) = −⟨Tτckσ(τ)c†kσ(0)⟩ (2.23 )

pour les quasi-particules fermioniques, où les opérateurs de champ sont donnés dans une

image de Heisenberg en utilisant un temps imaginaire -iτ , ckσ(τ) = eHτckσe
−Hτ avec −β <

τ < β, β = 1/T . L'opérateur de Wick Tτ réordonne les opérateurs pour augmenter τ de

droite à gauche. Pour les quasi-particules bosoniques, la fonction de Green des opérateurs

de déplacement est dé�nie comme :

Usα,s′α′(q, τ) = −⟨Tτuqsα(τ)u−qs′α′(0)⟩ =
∑
j

AqjsαA
−qj
s′α′D(qj, τ), (2.24 )
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où D désigne la fonction de Green du phonon (q= (qj)).

D(q, τ) = −⟨Tτ (bq(τ) + b†−q(τ))(b−q(0) + b†q(0))⟩ (2.25 )

G(k,τ) et D(q,τ) peuvent être dé�nies comme des fonctions périodiques dans τ avec des

propriétés de symétrie G(k,τ+β) =-G(k,τ) et D(k,τ+β) =D(k, τ), respectivement. Leurs

transformées de Fourier sont données par :

G(k, iωn) =
1

2

∫ β

−β
dτeiωnτG(k, τ) (2.26 )

D(q, iνm) =
1

2

∫ β

−β
dτeiνmτD(k, τ) (2.27 )

où ωn = (2n+1)πT , νm = 2mπT , avec n, m valeurs entières, dénotent respectivement les

fréquences fermioniques et bosoniques de Matsubara. Deux autres simpli�cations ont été

supposées : (i) la fonction de Green électronique peut être supprimée ; (ii) la perturbation

He−ph ne mélange pas di�érentes bandes électroniques ou modes phononiques, de sorte

que les fonctions de Green en interaction peuvent toujours être représentées par un seul

indice de bande/mode. Les fonctions de Green de l'hamiltonien non perturbé H0=He+Hph

sont :

G0(k, iωn) =
1

iωn − εk
(2.28 )

D0(q, iνm) =
1

iνm − ωq
− 1

iνm + ωq
(2.29 )

Les énergies électroniques sont mesurées par rapport au potentiel chimique. En appliquant

la théorie des perturbations à plusieurs corps à l'Hamiltonien de Fröhlich, les fonctions

de Green en interaction sont exprimées par une série in�nie de diagrammes de Feyn-

man contenant les fonctions de Green fondamentales et un nombre croissant de sommets

électron-phonon. La reprise partielle conduit aux équations de Dyson :

G(k, iω)−1
n = G0(k, iωn)

−1 − Σ(k, iωn) (2.30 )

Et

D(q, iνm)
−1 = G0(q, iνm)

−1 − Π(q, iνm), (2.31 )

qui relie les fonctions de Green fondamentales et renormalisées via l'énergie propre de

l'électron et du phonon, Σ et Π, respectivement. Les auto-énergies sont dé�nies comme

la somme de tous les diagrammes de Feynman irréductibles à une particule, c'est-à-dire
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Figure 2.7. � Représentation schématique de la contribution d'ordre le plus bas à l'éner-
gie propre des électrons du couplage électron-phonon. Les lignes bleues en zigzag et noires
représentent respectivement les propagateurs de phonons et d'électrons.

comme la somme de tous les diagrammes de Feynman, qui ne peuvent pas être séparés

en deux graphiques distincts en coupant une seule ligne d'électron ou de phonon. Dans ce

qui suit, nous discuterons plus en détail des contributions les plus importantes aux auto-

énergies. Le diagramme d'ordre le plus bas de l'énergie propre des électrons représente

l'échange virtuel d'un phonon, comme illustré à la Fig (2.7).

Σep(k, iωn) =
−1

β

∑
n′

1

Nq

∑
k′,q

gqk′,kG0(k
′, iωn′)(gqk′,k)

∗D0(q, iωn′ − iω). (2.32 )

Après avoir e�ectué la somme de Matsubara sur ωn′ , on obtient :

Σep(k, iωn) =
1

Nq

∑
k′,q

| gk′,kq |2
(
b(ωq) + f(εk′)

iωn + ωq − εk′
+
b(ωq) + 1− f(εk′)

iωn − ωq − εk′

)
. (2.33 )

Σep dépend de la température T via les fonctions de distribution de Fermi et de Bose,

respectivement f(ε) = (eε/T + 1)−1 et b(ω) = (eω/T -1)−1. Pour discuter de la renorma-

lisation des quasi-particules, on considère la fonction de Green retardée, qui est obtenue

par continuation analytique vers l'axe réel via iωn → ε+ iδ avec un δ positif in�nitésimal.

Elle est reliée à la suite analytique de l'auto-énergie via l'équation de Dyson :

G(k, ε) = (ε− εk − Σ(k, ε))−1 (2.34 )

Si l'énergie propre est su�samment petite, la fonction spectrale Ak(ε) = −ImG(k, ε+ iδ)
consiste en un pic bien dé�ni à une énergie de quasi-particule décalée déterminée par la

partie réelle de Σ.

ε̄k = εk +ReΣ(k, εk). (2.35 )
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La quasi-particule acquiert une durée de vie �nie conduisant à une largeur de raie (pleine

largeur à mi-hauteur).

Γk = −2ImΣ(k, εk), (2.36 )

est déterminé par la partie imaginaire. Il est simple d'e�ectuer le prolongement analytique

de Σep(k, iωn → ε + iδ) sous la forme donnée dans l'Eq.(2.33) et de dériver l'expression

de la partie imaginaire.

ImΣep(k, ε) = −π 1

Nq

∑
k′,q

| gqk′,k |
2 (δ(ε− εk′ + ωq)(b(ωq) + f(εk′)) + δ(ε− εk′ − ωq)(b(ωq) + 1− f(εk′))) .

(2.37 )

Cela peut être réécrit en introduisant deux fonctions spectrales.

α2F±k(ε, ω) =
∑
q

1

Nq

δ(ω − ωq)
∑
k′

| gqk′,k |
2 δ(ε− εk′ ± ω). (2.38 )

Ils dépendent de l'état électronique via le vertex EPC. La partie imaginaire peut alors

être présentée sous la forme :

Im
∑
ep

(k, ε) = −π
∫ ∞

0

dω(α2F +k(ε, ω)[b(ω)+f(ω+ε)]+α2F −k(ε, ω)[b(ω)+f(ω−ε)]).

(2.39 )

L'interprétation physique de cette expression est la suivante. Lorsqu'un trou de quasi-

particule est créé à un état k (ε < εF ), les électrons peuvent se disperser à partir d'états

avec des énergies plus élevées ou plus basses, respectivement, voir Fig.(2.8). Par conser-

vation d'énergie, le premier processus implique une émission simultanée d'un phonon,

tandis que le second est lié à l'absorption d'un phonon. La probabilité est décrite par

α2F−
k et α2F+

k , respectivement, pondérée par les fonctions de distribution bosonique et

fermionique appropriées. Les deux processus fournissent des canaux de di�usion contri-

buant de manière additive à la largeur de raie (durée de vie inverse) de la quasi-particule.

Une description similaire est valable lorsqu'une quasi-particule (électron) est créée à des

énergies supérieures au niveau de Fermi. Très souvent, une simpli�cation est e�ectuée,

appelée approximation quasi-élastique. Étant donné que l'échelle d'énergie électronique

est généralement beaucoup plus grande que les énergies des phonons, les di�érences entre

les spectres d'émission et d'absorption sont plutôt faibles, et il est bien justi�é d'ignorer

l'énergie des phonons ωq dans la fonctionδ de (2.38), de sorte que α2F± ≈ α2Fk avec :

α2Fk(ε, ω) =
1

Nq

∑
q

δ(ω − ωq)
∑
k′

| gqk′,k |
2 δ(ε− εk′). (2.40 )
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Figure 2.8. � Illustration des processus de di�usion contribuant à l'auto-énergie d'une
quasi-particule de trou d'impulsion k et d'indice de bande ν. Les électrons (lignes rouges)
peuvent se disperser virtuellement à partir d'états avec des énergies supérieures ou infé-
rieures sous émission ou absorption simultanée d'un phonon (lignes bleues), respective-
ment.

L'auto-énergie se simpli�e alors en,

ImΣep(k, ε) = −π
∫ ∞

0

dω(α2Fk(ε, ω)[2b(ω) + f(ω + ε) + f(ω − ε)]) (2.41 )

Il est instructif d'évaluer cette expression pour le modèle simple d'Einstein, où seul un

mode de phonons sans dispersion avec énergie Ω se couple aux électrons. À la limite T→0

on trouve :

mΣep(k, ε) → −πA(ε)(2−Θ(Ω− ε)−Θ(Ω + ε)), (2.42 )

Où Θ(x) désigne la fonction échelon, et A(ε) = 1/Nk

∑
k′,q | g

q
k′,k |2 représente la densité

d'états à l'énergie ε pondérée par les éléments de la matrice de di�usion . Typiquement

A(ε) varie lentement sur l'échelle des énergies des phonons. Par contre, Σep(ε) s'annule

pour les énergies | ε |< Ω et présente un échelon en Ω, du fait de la présence des fonctions

échelonnées. Cela re�ète le fait qu'aucun mode phonon n'est disponible pour la di�usion

lorsque | ε |< Ω. ReΣep peut être obtenu via la relation de Kramers-Kronig.

ReΣep(k, ε) =
1

π

∫
dε′
(
ImΣep(k, ε

′)

ε− ε

)
(2.43 )

Comme le montre la �gure (2.9) (a), il contient un maximum à ε = Ω et a une pente �nie

à ε→ 0. La dispersion résultante pour la quasi-particule renormalisée est esquissée sur la

�gure (2.9) (b). Elle montre deux caractéristiques : (i) la dispersion est fortement modi�ée

au voisinage de εF dans la gamme des énergies des phonons, altérant la vitesse de Fermi

liée à la pente de ReΣep(ε → 0). (ii) Une cuspide apparaît à ε = ±Ω. Pour un spectre

de phonons plus réaliste qui couvre en continu une gamme d'énergie 0 ⩽ ω ⩽ ωmax, la
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Figure 2.9. � Illustration de la renormalisation d'un couplage de bande électronique à
une branche de phonon de type Einstein d'énergie Ω. (a) Partie réelle et imaginaire de
l'énergie propre de l'électron. (b) Dispersion de quasi-particules renormalisée, montrant
un coude à la fréquence des phonons. (c) Realand (d) partie imaginaire de l'énergie propre
de l'électron extraite de mesures de spectroscopie de photoémission à résolution angulaire
prises pour une bande de surface électronique de la surface de Cu(110). Après Jianget
al. [92]

caractéristique en forme d'escalier dans ImΣep(ε) est e�acée, alors que ImΣep(ε) varie

encore rapidement dans la gamme d'énergie des phonons. La coupure dans la dispersion

renormalisée est alors remplacée par un pli. Un exemple d'énergie propre déterminée

expérimentalement est donné en Fig (2.9) (c) et (d). La fonction spectrale α2Fk contient

l'information essentielle liée à l'électron-phonon couplage de l'état électronique spéci�que

k= (kν). Une mesure pratique de la force de couplage qui à noter une grandeur sans

dimensions :

λk = 2

∫
dω
α2Fk(ε̄k, ω)

ω
(2.44 )

Il caractérise la force du couplage d'un état électronique spéci�que à l'ensemble du spectre

des phonons, et dépend à la fois de l'impulsion et du caractère de bande de l'état électro-

nique. Il existe deux relations qui relient ce paramètre à des quantités expérimentalement

accessibles. La première est liée à la partie réelle de l'auto-énergie pour un groupe élec-

tronique traversant le niveau de Fermi :

λk =
∂ReΣep(k, ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=0,T=0

(2.45 )

Ainsi la constante de couplage est donnée par la pente de ReΣep juste à l'énergie de Fermi

dans la limite T → 0.λk est aussi appelé paramètre d'augmentation de masse, car la
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vitesse de la quasi-particule est changée en v∗F=vF/(1 +λk) et peut être interprété comme

une masse e�ective augmentée m∗
k=mk(1 +λk), où mk désigne la masse non renormalisée.

L'équation (2.45) est souvent utilisé dans les mesures de spectroscopie photoélectronique

résolue en angle "ARPES" des bandes traversant le niveau de Fermi, qui essaient d'extraire

la dépendance énergétique de la partie réelle de l'auto-énergie. Une deuxième voie pour

déterminer la constante de couplage d'un état électronique passe par la dépendance à la

température de la largeur de raie.

Γk = π

∫ ∞

0

dω(α2Fk(ε̄k, ω)[2b(ω) + f(ω + ε̄k) + f(ω − ε̄k)]). (2.46 )

Dans l'éq. (2.46), la T-dépendance qu'il contenait uniquement dans les fonctions de dis-

tribution de Bose et de Fermi. Pour T → 0, il se rapproche d'une valeur �nie donnée

par :

k → 2π

∫ ωmax

0

dωα2Fk(ε̄k, ω). (2.47 )

Avec l'augmentation de T, la largeur de raie augmente pour toutes les énergies. Pour des

températures supérieures aux fréquences maximales des phonons, cette dépendance en T

devient presque linéaire et sa pente est déterminée par le paramètre de couplage moyen

dé�ni ci-dessus.

Γk ≈ 2πλkT. (2.48 )

Cette relation a été largement utilisée pour extraire λk des mesures de Γk(T), en particulier

pour les états électroniques de surface.

2.3 Théorème de Migdal et auto-énergie des pho-

nons

Jusqu'à présent, nous avons discuté l'in�uence des phonons sur les propriétés électro-

niques dans l'ordre le plus bas du couplage électron-phonon. Qu'en est-il des corrections

d'ordre supérieur ? Une réponse très importante est donnée par le théorème de Migdal,

qui est pertinent à la fois pour les propriétés de l'état normal discutées ici et pour la

théorie d'Eliashberg de la supraconductivité présentée dans ce qui suit. Nous ne donnons

ici qu'une très brève discussion qualitative, plus de détails peuvent être trouvés dans la

littérature [3,4,91]. Dans la Fig.(2.10) (a) et (b) montrent deux corrections d'ordre suivant

de Σep. La première est une contribution d'énergie propre à une ligne intérieure et peut
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Figure 2.10. � (a) et (b) Représentation schématique des deux contributions de second
ordre à l'énergie propre de l'électron. Les lignes bleues en zigzag représentent les propa-
gateurs d'électrons de phonons et de lignes noires. (c) et (d) Dessin schématique de la
surface de Fermi et des états contribuant aux graphiques (a) et (b), respectivement.

être prise en compte en utilisant la fonction de Green complète G pour l'état intermédiaire

au lieu de G0. En revanche, le graphique de la �gure (2.10) (b) est la correction du vertex.

Le théorème de Migdal indique maintenant que les corrections de vertex sont petites par

rapport aux graphiques d'auto-énergie et peuvent être négligées. Plus précisément, cela

est vrai pour les parties de la fonction de Green renormalisée qui sont sensibles aux pho-

nons. De telles contributions impliquent des états intermédiaires dont les énergies sont

proches les unes des autres. Les �gures (2.10) (c) et (d) montrent schématiquement les

surfaces de Fermi et les états qui contribuent aux graphiques des �gures (2.10) (a) et (b),

respectivement. Le premier cas ne contient que de petites di�érences d'énergie ε12=ε1−ε2
et ε13. Dans le second cas, la conservation de la quantité de mouvement conduit à une

grande di�érence ε14. Cette situation défavorable ne peut être évitée que lorsque l'une des

impulsions des phonons intermédiaires devient petite.

Migdal a montré que pour les métaux normaux, l'espace de phase pour de tels proces-

sus est très petit, et la contribution du graphique Fig. 5(d) est d'un facteur ωD/εF plus

petit que celui du graphique (a), où ωD désigne la fréquence de Debye, εF l'énergie de

Fermi. Ainsi ωD/εF F représente un rapport typique des échelles d'énergie phononique et

électronique qui est de l'ordre de 0,1. L'argument de l'espace des phases du théorème de

Migdal se décompose en deux circonstances : (i) Pour une partie signi�cative des proces-

sus, q( k2 − k1 et k3 − k2 sont petits). Cela peut se produire dans les métaux avec de très

petites surfaces de Fermi, par exemple dans les semi-conducteurs faiblement dopés. (ii)

Métaux avec une topologie de surface de Fermi unidimensionnelle (quasi-1D). De plus,

le théorème de Migdal devient discutable dans le cas de métaux à très petites largeurs
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Figure 2.11. � (a) Représentation schématique de la partie imaginaire de l'énergie propre
du phonon jusqu'au second ordre dans le vertex électron-phonon. Les lignes bleues en
zigzag représentent les phonons, les propagateurs d'électron de lignes noires.

de bande, où le rapport ωD/εFi
n'est plus petit. Selon le théorème de Migdal, Σep est

bien représenté par le graphe unique de la Fig. (2.7), sauf que G0 est remplacé par G,

et les autres contributions peuvent être négligées. D'après les arguments donnés par Mig-

dal et Holstein, ce remplacement donne à nouveau de petites corrections de l'ordre de

ωD/εF [3,4,93]. Ainsi, avec une bonne approximation, il est justi�é d'utiliser G0, donc les

formules précédentes sont toujours valables. Cette approximation ne fonctionne plus pour

l'état supraconducteur, comme discuté dans la section suivante. Cependant, l'analyse don-

née ci-dessus repose sur une solution simpli�ée de l'équation de Dyson qui peut échouer

pour un couplage plus important. Ensuite la renormalisation devient beaucoup plus com-

pliquée et nécessite la résolution de l'équation de Dyson dans le plan complexe [94]. La

fonction spectrale développe une structure complexe, qui indique la décomposition de

l'image des quasi-particules.

Auto-énergie des phonons

L'EPC renormalise également les quasi-particules phononiques. La mesure de la largeur

de raie de phonon fournit en fait un autre moyen d'obtenir des informations expérimentales

sur la force de couplage. Nous esquisserons brièvement cette approche ici. La largeur de

raie �nie ou la durée de vie inverse d'un mode de phonon est reliée à la partie imaginaire

de l'énergie propre du phonon par γq=-2ImΠq(ω). Le diagramme d'ordre le plus bas

contribuant à Πq(ω).

Πq(iνm) =
1

β

∑
n

1

Nk

∑
k,k′

| gqk′,k |
2 G0(k, iωn)G0(k

′ν ′, iωn + iνm)

=
1

Nk

∑
k′,k

| gqk′,k |
2 f(εk)− f(εk′)

iνm + εk − εk′
,
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Conduisant après poursuite analytique à l'expression suivante pour la largeur de ligne

(demi-largeur à mi-hauteur).

γq = −2ImΠq(ωq) = 2π
1

Nk

∑
k′,k

| gqk′,k |
2 (f(εk)− f(εk′))δ(ωq + (εk − εk′)). (2.49 )

Cette expression contient la T-dépendance via les fonctions de distribution de Fermi f car

les énergies des phonons sont généralement petites par rapport aux énergies électroniques,

la di�érence d'énergie εk − εk′ est également petite, et on peut approximer ;

f(εk)− f(εk′) ≈ f ′(εk)(εk − εk′) → −f ′(εk)ωq (2.50 )

avec f ′ = df/dε. Pour T → 0,f ′(εk) → −δ(εk), et en négligeant ωq à l'intérieur de la

fonction δ, l'expression se simpli�e encore en :

γq = 2πωq
1

Nk

∑
k′,k

| gqk′,k |
2 δ(εk)δ(εk′). (2.51 )

Cette expression approximative de la largeur de raie, dérivée pour la première fois par

Allen [95], est largement utilisée dans les calculs numériques. Comme nous le verrons

dans la section suivante, γq sous la forme de l'Eq. (2.51) entre directement l'expression

de la force de couplage d'un mode phonon pertinent pour la supraconductivité. Ainsi,

des mesures des largeurs de raies des phonons, par exemple par des expériences de neu-

trons inélastiques ou de di�usion des rayons X, renseignent sur l'importance d'un mode

phonon pour l'appariement. Il faut garder à l'esprit, cependant, que γq ne représente que

la contribution d'EPC, tandis que la largeur de raie expérimentale contient également

d'autres contributions comme celles des processus de di�usion anharmoniques. De plus,

l'approximation (2.51) ne tient pas dans la limite q → 0 pour les métaux, du fait que la

fréquence des phonons dans l'Eq. (2.49) ne peut plus être négligée pour les contributions

intrabandes, qui impliquent des di�érences d'énergie arbitrairement petites εk − εk′ .

3 Théorie de transport de Boltzmann

La théorie du transport des solides a commencé avec la thèse de Bloch [96] de 1928

qui expliquait la résistivité métallique. Landau [97] a précisé le sens des travaux de Bloch.

Vers 1962, les outils théoriques se sont améliorés au point que la base rigoureuse des

idées de Bloch est devenue claire [93,98,99]. Depuis environ 1980 [100,101], il est possible
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de calculer avec la théorie de Bloch pour les métaux avec des structures de bande non

triviales, ce qui teste entièrement la théorie. Il a également été possible de sortir de la

validité de la théorie de Bloch pour calculer la résistivité des alliages amorphes, des métaux

liquides et des métaux amorphes.

3.1 Taux de di�usion

En utilisant la théorie à un électron et en négligeant la di�usion inélastique. comme

les excitations d'électrons, et que la fonction d'occupation ou fonction de distribution

F(k ;r ;t) existe. F est une distribution hors équilibre moyenne d'ensemble. Pour les grands

échantillons avec des champs homogènes, la moyenne du volume est égale à la moyenne de

l'ensemble, où le système est auto-moyen. Dans de petits échantillons à faible T, des écarts

intéressants par rapport à l'auto-moyenne peuvent être observés, nécessitant une théorie

plus complète. Deux e�ets font évoluer F : premièrement, la di�usion provoque des chan-

gements discontinus du nombre quantique à un certain taux statistique. Deuxièmement,

il y a une évolution douce résultante de la dérive et de l'accélération des quasi-particules.

Ignorer les collisions, à un instant ultérieur t+∆t ; la nouvelle distribution F(k,r,t+∆t)

sera l'ancienne distribution F(k-k̇∆t, r− ṙ∆t, t) : Ceci est exprimé par l'équation de Boltz-

mann :
∂F

∂t
+ k̇

∂F

∂t
+ ṙ × ∂F

∂r
=
∂F

∂t

∣∣∣∣
collision

(2.52 )

Le membre de gauche est la dérivée temporelle du � co-mouvement � et le membre de

droite tient compte des collisions. Bloch [96] a identi�é ṙ avec vk et ℏk̇ avec la force

−e(E+vk×B/c) des champs appliqués. Le terme de collision (∂F/∂t)collision a été construit

en utilisant les règles probabilistes de la théorie des perturbations dépendant de t, et

nécessite de connaître les occupations F (k′) de tous les autres états k′ : la théorie est

étonnamment puissante et précise pour une large classe de matériaux. Elle repose sur des

hypothèses de grande validité, bien que leur véracité soit loin d'être évidente. L'hypothèse

la plus fondamentale a été expliquée par Landau [97] - l'hypothèse de l'existence de �quasi-

particules�. Une quasi-particule est un état excité approximatif avec une charge ±1/2 ;

spin ±1/2 et un vecteur d'onde raisonnablement net k± 1/lk avec une énergie εk ± ℏ/τk ;

où lk = vkτk est le libre parcours moyen et τk l'intervalle de temps avant que l'excitation ne

perde sa dé�nition nette en énergie ou en quantité de mouvement. La question discutée

est de savoir si la théorie des bandes donne des énergies de quasi-particules correctes.

La �fonction de Green de température� G(k, σ) = −⟨T̂ ck(σ)c†k(0)⟩ est l'objet commode
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pour la théorie des perturbations. Un temps imaginaire it→ σ, il étiquette les opérateurs

de destruction d'électrons ck(σ) = exp(σH)ckexp(−σH) et est ordonné par l'opérateur

de Wick T̂ : cette fonction de Green est transformée de Fourier en l'ion de fréquence

Matsubara imaginaire iωv ; donnant G(k, iωv) : il est ensuite poursuivi analytiquement

jusqu'à la fréquence réelle axe pour donner la fonction de Green retardée.

G(k, ω) = [ω − εk − Σ(k, ω + iη)]−1 (2.53 )

où Σ(k, ω+iη) est l'énergie propre complexe qui peut être évaluée de manière perturbative.

La partie imaginaire de G est la fonction spectrale électronique A(k, ω) :

A(k, ω) = − 1

π
ImG(k, ω) (2.54 )

Pour k �xe ; la dépendance en ω de A(k, ω) est interprétée comme le spectre d'énergie

d'excitation qui résulte de l'insertion d'un électron dans le système à l'état k à l'extérieur

de la surface de Fermi, ou de l'insertion d'un trou dans le système dans un état à l'intérieur

la surface de Fermi. Ce dernier processus est accessible expérimentalement dans une ex-

périence de photoémission, et le premier dans une expérience de photoémission "inverse",

bien qu'il existe des détails compliquant qui a�aiblissent ces interprétations [102,103]. Si

la fonction de Green a un pôle simple 1/(ω − ωk) à fréquence complexe ωk ; en dessous

de l'axe ω réel d'une quantité −Imωk ; alors A(k, ω) a un pic lorentzien dont le centre

dé�nit l'énergie de la quasi-particule ε∗k et dont la largeur donne la taux de relaxation

1/τ ∗k : Nous supposons que la partie réelle de l'énergie propre peut être étendue pour un

petit ω comme :

ReΣ(k, ω + iη) = δεk − ωλk (2.55 )

On dé�nit :

ε∗k =
εk + δεk
(1 + λk)

1

τ ∗k
=

−2

(1 + λk)
ImΣ(k, ε∗k + iη)

de sorte que la fonction spectrale a approximativement la forme d'une raie lorentzienne,

Ici, zk = 1/(1 + zk) est appelé la renormalisation de la fonction d'onde. Si ℏ/τ ∗k est petit

par rapport aux énergies pertinentes comme | ε∗k − µ | ; alors le lorentzien est net en fonc-

tion de ω. nous pouvons identi�er ε∗k comme l'énergie de la quasi-particule. Cependant,

la quasi-particule n'est que bien dé�ni si la fonction spectrale est fortement culminée éga-
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lement en fonction de | k |. En développant ε∗k comme εF + ℏv∗k.(k − kF ) ; nous devons

également exiger que l∗k =| v∗kτ ∗k | soit su�samment grand par rapport aux distances per-

tinentes 1/kF pour la constante de réseau a.

Considérons un matériau massique avec un champ électrique continu homogène. Un cou-

rant en régime permanent circule, dérivable à l'aide de j = −e
V

∑
k vkF (k) à partir d'une

distribution de non-équilibre en régime permanent F (k) = f(k) + δF (k) ; où f(k) c'est

la distribution de Fermi�Dirac 1/exp[(εk/kBT ) + 1]−1. Pour trouver δF du premier ordre

dans E il est nécessaire de résoudre l'équation de mouvement linéarisée pour F ;c'est-à-dire

la version linéarisée de l'Eq. (2.52),

−eE.vk
∂f

∂εk
= −

∑
k′

I(k, k′)δF (k′). (2.56 )

Le côté gauche est la version linéarisée de k̇ ∂F
∂k

et le côté droit est l'intégrale de collision

linéarisée. Après des manipulations appropriées (expliquées dans les réf. [ [104,105]), une

équation intégrale avec un noyau hermitien non-négatif est obtenue. La non-négativité est

requise par la deuxième loi de la thermodynamique et garantit que l'entropie (qui peut

être dé�nie [106] pour les gaz de Fermi proches de l'équilibre par S/kB = −
∑

k[FklnFk+

(1− Fk)ln(1− Fk)] augmente régulièrement dans le temps jusqu'à ce que l'équilibre soit

atteint . L'opérateur hermitien peut être inversé par la force dans l'espace-k [100] ou en

utilisant des matrices plus petites après expansion dans un ensemble pratique de poly-

nômes orthogonaux [107,108]. La solution peut être guidée par un principe variationnel P.

B.Allen182 (production maximale d'entropie) [104, 105]. Une forme générale d'un ansatz

variationnel est :

F (k) = f(k + eEτk/ℏ) → f(k) + eτkE.vk

(
∂f

∂εk

)
(2.57 )

qui représente une distribution de Fermi-Dirac décentrée par le champ électrique. Le

déplacement de la surface de Fermi est gouverné par le paramètre τk dépendant de k qui

est modi�é pour optimiser la solution de l'équation linéarisée exacte. On peut prétendre

que cette solution � d'essai � découle d'une représentation en � temps de relaxation � de

l'équation de Boltzmann.(
∂F

∂t

)
collision

→ −
∑
k′

I(k, k′)δF (k′) → −δF (k)
τk

(2.58 )
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Cependant, la dernière forme de cette équation n'est pas la véritable équation d'évolution.

Le τk qui donne la solution exacte de l'équation réelle n'a pas d'expression de forme fermée

et est nettement di�érente de la durée de vie de la quasi-particule τ ∗k dé�nie ci-dessus.

Une di�érence est que le � facteur de renormalisation � (1+λk) manque ; tous ces facteurs

s'annulent dans la limite dc. Une autre di�érence est qu'une correction comme 1− cosθkk′

être incluse dans le τk qui résout l'équation de Boltzmann avec un champ moteur. Ce

facteur supprime la contribution de la di�usion aux petits angles, car les petits angles ne

dégradent pas beaucoup le courant électrique. La formule de la conductivité électrique en

courant continu est trouvée à partir du courant et (2.57).

σxx =
e2

V

∑
k

v2kxτk

(
− ∂f

∂εk

)
(2.59 )

où τk dépend des détails de la di�usion et de la température, et reste à déterminer. Il

existe une solution d'essai variationnelle standard qui fonctionne assez bien et donne des

réponses pratiques sous forme fermée. Si nous supposons que le paramètre τk dans l'Eq.

(2.57) est τtr ; indépendant de k ; l'équation de Boltzmann précisera la valeur optimale

de τtr qui donne σ la plus proche de la solution exacte. La réponse est :

1/τtr =

∑
k,k′ vkxvk′xIk,k′(−∂f/∂ε′k)∑

k v
2
kx(−∂f/∂εk)

(2.60 )

Dans cette approximation variationnelle, nous avons maintenant une approximation de

forme fermée pour la conductivité électrique,

σ =
( n
m

)
eff

e2τtr (2.61 )

où (n/m)eff est donné par :

( n
m

)
eff

=
1

V

∑
k

v2kx

(
− ∂f

∂εk

)
=

1

V

∑
k

(
∂2εk

∂(ℏkx)2
fk

)
(2.62 )

La première version de l'éq. (2.62) est pratique pour le calcul numérique à partir de

la théorie des bandes [109]. En utilisant leur placement δ(εk) = −∂f/∂εk ; la somme

sur k est limitée à la surface de Fermi. La deuxième version est obtenue à partir de la

première après intégration par parties. Dans la seconde forme, il est clair que (n/m)eff

est la somme sur les états occupés de la masse e�ective de la bande réciproque. La somme

sur une bande pleine a des contributions positives et négatives et donne zéro. Une grande
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partie de la théorie du transport concerne [110] le taux de relaxation phénoménologique

1/τ : Estimons l'ordre de grandeur des di�érentes contributions. Il y a trois interactions

(impuretés, interactions électron-phonon et di�usion coulombienne) qui a�ectent toujours

la durée de vie des quasi-particules dans les métaux,

Himp =
∑
kk′

Vimp(kk
′)Simp(k − k′)c†k′ck (2.63 )

Hep =
∑
kk′Q

Vep(kk
′Q)c†k′(a

†
Q + a−Q) (2.64 )

HC =
∑
1234

VC(1234)c
†
1c

†
2c3c4 (2.65 )

Pour les matériaux magnétiques, les ondes de spin [111] et le désordre de spin se di�usent

également. Ici Simp(q) est le � facteur de structure d'impureté � Simp = Σiexp(iq.Ri)

où Ri est la position de la ième impureté. L'opérateur aQ détruit le phonon de vecteur

d'onde Q et d'énergie ωQ : la symétrie de translation discrète donne une règle de sélection

d'impulsion cristalline exigeant que l'élément de matrice Vep(k′kQ) disparaisse à moins

que k′ − k = Q+G où G soit un vecteur de réseau réciproque. La notation abrégée (12..)

signi�e (k1, k2, ..) ; et la conservation de l'impulsion cristalline nécessite que VC(1234)

disparaisse à moins que (k1 + k2 − k3 − k4) soit égal à un vecteur de réseau réciproque.

On estime les durées de vie à partir de la règle d'or comme suit :

ℏ/τimp = 2πnimp | Vimp |2 N(0) (2.66 )

ℏ/τep = 2πnph | Vep |2 N(0) (2.67 )

ℏ/τC = 2πnp | VC |2 N(0) (2.68 )

où N(0) est la densité d'états au niveau de Fermi. Ici nimp provient de la moyenne du

facteur de structure d'impureté ⟨S(q1)S(q2)⟩ = nimpδ(q1 + q2) : Le facteur nph est le

nombre de phonons ⟨a†a⟩ qui à haute température égal à KBT/ℏωph : Le facteur npairs

est le nombre d'états de paires électron-trou (kBT/εF )
2 disponibles pour qu'un électron

puisse se créer lorsque il di�use par l'interaction coulombienne. Ainsi les ordres de grandeur

peuvent s'écrire :

ℏ/τimp ∼ nimpεFℏ/τep ∼ KBTℏ/τC ∼ (KBT )
2/εF (2.69 )
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Ici, nous utilisons le fait que l'impureté typique ou l'élément de matrice de di�usion de

Coulomb a une amplitude de quelques eV, similaire à l'énergie de Fermi F ; tandis que

l'élément de matrice électron-phonon Vep ∼
√

ℏωphεF est plus petit. La di�usion des

impuretés ℏ/τ inférieure à F par le petit paramètre nimp ; la di�usion électron-phonon par

le petit paramètre (kBT/εF ) ; et la di�usion coulombienne par deux facteurs du même.

À faible T ; la di�usion des impuretés domine toujours (à moins que la supraconductivité

n'intervienne et ne détruise le liquide de Fermi). À une température su�samment élevée ;

en principe, la di�usion coulombienne devrait dominer, mais généralement la température

requise est supérieure à la température de fusion. Aux températures intermédiaires, les

phonons dominent. À des températures plus basses, le nombre de phonons diminue comme

la troisième plutôt que la première puissance de (kBT/ℏωph) ; il existe donc une fenêtre à

faible température où l'interaction de Coulomb est plus grande que l'interaction électron-

phonon. À l'exception des métaux extrêmement propres, la di�usion des impuretés domine

la di�usion coulombienne dans cette fenêtre.

Au niveau de la solution variationnelle Eqs. (2.60) et (2.61), la résistivité obéit à la règle

de Matthiessen, étant composée de parties additives issues des di�érents mécanismes de

di�usion.

1/τtr = 1/τimp + 1/τep + 1/τee (2.70 )

La principale source d'écart par rapport à la règle de Mattheissen n'est pas due à des

e�ets supérieurs au second ordre où di�érents mécanismes de di�usion se mélangent, mais

plutôt au fait que la vraie solution pour le déplacement de la distribution de Fermi peut

être réoptimisée si les di�érents processus de di�usion ont des anisotropies di�érentes.

Le fait que les écarts mesurés par rapport à la règle de Matthiessen [112] soient faibles

indique que la solution variationnelle d'ordre le plus bas est généralement assez bonne. Le

calcul réussi [113] des écarts par rapport à la règle de Matthiessen montre que la théorie

de Bloch-Boltzmann est correcte dans de nombreux détails. En utilisant les propriétés

générales de l'intégrale de collision linéarisée I(k, k′) il a été montré [104, 105] que la

formule variationnelle Eq. (2.60) peut s'écrire :

1/τtr =

∑
kk′(vkx − vk′x)

2Pkk′

2kBT
∑

k v
2
kx(−∂f/∂εk)

(2.71 )

où Pkk′ est le taux de transitions de l'état k à l'état k′ pour le déséquilibre du système.

Ceci est non négatif et symétrique (Pkk′ = Pk′k) qui est le � principe de l'équilibre détaillé

�. Le facteur (vkx − vk′x)
2 devient (2v2F/3)(1− cosθkk′) en symétrie sphérique. (2.64), et
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Figure 2.12. � Résistivité calculée de In en fonction de T [116]. Les deux courbes théo-
riques sont calculées à l'aide des fonctions spectrales présentées en encadré. La ligne
pointillée utilise α2F (constante de couplage correspondante λ = 0.88) et la ligne continue
utilise α2

trF (constante de couplage) λtr = 0.74, l'encart montre la similarité de ces fonc-
tions avec la densité d'états empirique des phonons.

en écrivant Vep(kk′Q) comme M(kk′)δ(k′ − k −Q) ; il est commode de dé�nir une classe

de � fonctions spectrales électron-phonon �.

α2
w(Ω) = N(0)

∑
kk′ |M(kk′) |2 w(k, k′)δ(Ω− ωk−k′)δ(εk)δ(εk′)∑

kk′ w(k, k
′)δ(εk)δ(εk′)

(2.72 )

3.2 Résistivité et mobilité dans les métaux

La fonction de poids w(k, k′) dans l'eq (2.72) a di�érentes formes. Lorsque w =

1, la fonction appelée α2F apparaît dans la théorie de la supraconductivité de Mig-

dal�Eliashberg [4, 114, 115]. Quand w = (vkx − vk′x)
2 ; la fonction est appelée α2

trF :

le taux de relaxation pondéré est dé�ni en conséquence comme :

1/τw =
4πKBT

ℏ

∫ ∞

0

dΩ

Ω
α2
wF (Ω)

[
ℏΩ/2kBT

sinh(ℏΩ/2kBT )

]2
(2.73 )

Lorsque w = 1, il s'agit de la contribution électron-phonon au taux d'équilibrage moyen

des quasi-particules de la surface de Fermi (à l'exception du facteur de renormalisation

(1 + λ)−1. Lorsque w = (vkx − vk′x)
2il donne la partie électron�phonon de 1/τtr(T ) qui
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détermine la résistivité en approximation variationnelle. Les calculs numériques montrent

que pour les métaux élémentaires (voir l'encadré de la Fig. 2.12 pour le cas de In [116])

les di�érentes fonctions α2
trF (Ω) ressemblent beaucoup à la densité de phonons des états

F (Ω). En�n, nous dé�nissons la constante de couplage sans dimension λw par l'équation :

λw = 2

∫ ∞

0

dΩ

Ω
α2
wF (Ω) (2.74 )

Le cas w = 1 donne la constante de couplage λ qui détermine la température de transition

supraconductrice des métaux conventionnels [117,118], à température élevée T (T > ΘD))

, les taux de relaxation 1/τw → 2πλwkBT/ℏ sont déterminés par les constantes λw De

nombreux calculs ont été e�ectués sur la fonction supraconductrice α2F (Ω) et λ ; mais

moins de fonctions de transport correspondantes α2
trF illustrées à la Fig. 2.13 sont des

calculs [117] pour quatre métaux, e�ectués sans ajustement des paramètres. L'accord avec

l'expérience est au niveau de 10 %. Ces calculs sont antérieurs au développement de mé-

thodes e�caces de calcul de la dispersion des phonons ωQ [42]. Par conséquent, ωQ a

été pris des ajustements à l'expérience. Le potentiel ∂V/∂ul qui détermine l'élément de

matrice M(kk′) n'a pas été calculé de manière auto-cohérente, mais approximé comme le

décalage rigide du potentiel local "mu�n-tin". Ces approximations ne sont appropriées

que pour les métaux élémentaires.

La théorie moderne des � premiers principes � permet des calculs pour des cas plus

compliqués. Les fonctions supraconductrices ont été calculées pour SrCuO2 [119] et pour

MgB2 [120, 121]. Ce dernier matériau a une di�usion électron-phonon très anisotrope,

la demande varie autour de la surface de Fermi. Analogue à la variation connue du gap

supraconducteur ∆k est la variation du décalage τk Eq. (2.57) qui �xe la fonction de

distribution hors d'équilibre. On devrait s'attendre à une dépendance k signi�cative en τk

pour MgB2, de sorte que la résistivité devrait s'écarter de l'approximation variationnelle

la plus simple avec τk constant : cela devrait à son tour donner de grands écarts par

rapport à la règle de Matthiessen. L'e�et a été observé expérimentalement et expliqué par

Mazin et al. [122]. Il existe peu de tentatives sérieuses pour calculer la résistivité électron-

phonon des métaux liés à La2CuO4. Il y a deux raisons : (1) le comportement métallique

n'est trouvé qu'après dopage, ce qui est un dé� supplémentaire pour la théorie ; (2) il y

a un doute sur l'applicabilité de la théorie liquide de Landau Fermi. nous suivrons ziman

1960 et dériverons une formule de résistivité qui peut être utilisée pour des calculs dans

des systèmes de type électron libre l'expression variationnelle générale de la résistivité.

Les propriétés de transport électronique dans les métaux et les semi-conducteurs dopés
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Figure 2.13. � Résistivité électrique de quatre métaux de transition en fonction de la
température, montrant l'expérience par rapport aux calculs. Les calculs ont utilisé des
courbes expérimentales de dispersion des phonons et la théorie des bandes électroniques
sans paramètres ajustables, comme indiqué dans le texte. [117]
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sont calculées en résolvant l'équation de transport de Boltzmann (BTE) par une approxi-

mation reliant la conductivité des métaux à la fonction spectrale de transport dérivée du

formalisme de Migdal- d'Eliashberg. La fonction spectrale de transport est donnée par :

α2
trF (ω) =

1

2

∑
ν

∫
BZ

dq

ΩBZ

ωqλtr,qνδ(ω − ωqν) (2.75 )

Et le couplage de transport électron-phonon s'exprime par :

λtr,qν =
1

N(εF )ωqν

∑
nm

∫
BZ

dk

ΩBZ

|gm,n(k, q)|2 × δ(εnk − εF )δ(εmk+q − εF )

(
1− Vnk.Vmk+q

|Vnk|2

)
(2.76 )

Notons que le terme
(
1− VnkVmk+q

| Vnk |2

)
présente un facteur d'e�cacité et donne l'informa-

tion sur la direction de la di�usion avec Vnk c'est la vitesse de l'électron appartenant à la

bande n avec le vecteur d'onde k exprimée par :

Vnk,α =
1

ℏ
∂εnk
∂kα

(2.77 )

Cette approximation nous permet d'investiguer les propriétés de transport à noter la

résistivité e�ectuée par la relation de Ziman [123] présenté comme suit :

ρ(T ) =
4πme

ne2kBT

∫ ∞

0

dω.ℏω.α2
tr.F (ω).η(ω, T )[1 + η(ω, T )] (2.78 )

Cette formulation de la résistivité électrique est utilisée par Hayman et Carbotte(1971a,b)

et par Allen(1971a) qui resulte à travers la méthode variationelle et par une égalité ap-

proximative où η(ω, T ) est la distribution de Bose-Einstein. Selon Réf. [124].

La mobilité électronique, obtenue à partir de l'équation de Boltzmann transport (BTE),

s'exprime en fonction de la distribution de Fermi-Dirac fnk, du taux de relaxation (τ 0nk)

et de la vitesse de bande (Vnk ) de la valeur propre de l'électron comme suit :

µe,αβ =
−e
neΩ

∑
n∈CB

∫
dk

ΩBZ

∂fnk
∂εnk

Vnk,α.Vnk,βτ
0
nk (2.79 )

Où ne est la densité de porteurs de charges déterminé en se basant sur la distribution de

Fermi-Dirac implémenté dans le code (EPW) [7].
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Chapitre 3

Supraconductivité dans les éléments

mono-atomiques bi-dimensionnels

Dans le présent chapitre, le phénomène de la supraconductivité est examiné sous divers

angles, en commençant par une approche historique depuis sa découverte, puis en abordant

son développement théorique et les résultats obtenus en termes de température critique.

La théorie BCS, améliorée par la théorie de Migdal-Eliashberg, est détaillée avec tous les

paramètres pertinents pour la supraconductivité. Le couplage électron-phonon ainsi que le

gap supraconducteur, qui représente l'énergie liant les paires d'électrons pour former une

entité bosonique super�uide, sont également explorés. En�n, dans la troisième section,

la supraconductivité dans les matériaux bi-dimensionnels mono-atomiques est discutée,

mettant en lumière notre contribution particulière à la supraconductivité médiée par le

couplage électron-phonon dans l'aluminene et ses propriétés de transport électronique.

Figure 3.1. � Lévitation magnétique par e�et Meissner

Seri� Ilias 75

mailto:iliasnoss@gmail.com


Chapitre 3. 1. Supraconductivité : Description du phénomène

1 Supraconductivité : Description du phéno-

mène

1.1 Aspects électroniques et magnétiques d'un su-

praconducteur

La supraconductivité est un phénomène qui, dans certains types de matériaux, une

résistance électrique et une expulsion de champ magnétique exactement nulles peuvent se

produire en dessous d'une température critique. La supraconductivité a été découverte le

8 avril 1911 par Heike Kamerling honnes [1]. En utilisant le mercure à la température de

4,2 K, il a observé que la résistance disparaissait brusquement. Au cours des décennies

suivantes, la supraconductivité a été observée dans plusieurs autres matériaux. En 1913, le

plmob est découvert comme supraconducteur à 7 K et en 1941, le nitrure de niobium était

supraconducteur à 16 K. Avant 1980, la température critique trouvée ne peut pas être

supérieure à 30 K ces supraconducteurs sont appelés des supraconducteurs convention-

nels. Avant d'entrer dans plus de détails sur le phénomène de supraconductivité, quelques

explications fondamentales sont nécessaires, liées aux métaux, aux isolants et à leurs pro-

priétés. Ceux-ci sont illustrés à la Fig (3.2), où la di�érence décisive entre les deux classes

de matériaux est indiquée. Dans un métal, des charges libres, à savoir des électrons, sont

présentes qui fournissent le courant électrique. En revanche, dans un isolant, toutes les

charges sont fortement liées à l'ion et ne peuvent pas se déplacer librement à travers le

cristal. Si un champ électrique est appliqué à un conducteur, les charges se déplacent et

fournissent le courant. Les métaux, isolants et supraconducteurs typiques sont répertoriés

largement dans la bibliographie. La conductance électrique d'un matériau peut être ca-

ractérisée par sa résistivité ρ qui a de petites valeurs pour les bons conducteurs (métaux)

et de très grandes valeurs pour les mauvais conducteurs (isolants). Il est intéressant de

noter que les métaux avec la conductivité électrique la plus élevée, à savoir l'argent, le

cuivre et l'or ne sont pas supraconducteurs, tandis que les métaux à faible conductivité

électrique tels que l'aluminium, le plomb et le mercure sont supraconducteurs.

Comment visualiser la résistivité typiquement observée dans n'importe quel métal ?

Ceci est illustré sur la Fig.3.2 (à gauche). Dans un métal, les électrons qui transportent le

courant sont di�usés par les atomes/ions qui vibrent en raison du mouvement thermique.
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Figure 3.2. � Cortège électronique entre métaux et isolants.

Étant donné que ce mouvement est réduit lorsque la température diminue, la résistance est

également réduite et se stabilise dans le régime à basse température. Elle reste cependant

�nie à toutes les températures. Cela contraste fortement avec un supraconducteur, où la

résistivité du supraconducteur devient incommensurablement petite à la température de

transition Tc, comme indiqué par la ligne en pointillés sur la �gure 3.3 (à gauche). Le

résultat expérimental bien connu de la découverte de la supraconductivité dans le mercure

de Heike Kamerlingh Onnes et Gilles Holst est illustré à la Fig. 3.3 [1].

La di�érence distincte entre un métal normal et un supraconducteur se réside que dans

un métal, la résistivité électrique diminue avec la température et atteint une valeur �nie

presque indépendante de la température à basse température, dans un supraconducteur, la

résistivité est généralement plus grande que dans un métal à haute température signalant

le comportement d'un métal à faible conductivité électrique et à Tc, il tombe à zéro,

ce qui signi�e une conductance électrique parfaite. Deux propriétés fondamentales sont

intimement liées à l'état supraconducteur, à savoir (i) la conductance parfaite et (ii) l'e�et

dit Meissner-Ochsenfeld par lequel un champ magnétique est complètement expulsé du

supraconducteur, alors qu'à l'état normal, il pénètre dans le supraconducteur (voir �gure

3.3). L'e�et Meissner-Ochsenfeld est à l'origine de la lévitation magnétique.

A�n de visualiser l'interaction d'appariement attractive dans les supraconducteurs, il

faut imaginer un électron entouré d'ions chargés positivement. En conséquence de l'in-

teraction attractive entre l'électron et les ions voisins, le réseau se déforme autour de

l'électron (Fig. 3.4). De cette façon, la charge négative de l'électron est masquée et ap-

paraît comme un nuage e�cace chargé positivement, attirant ainsi un deuxième électron.

L'état apparié est un état quantique cohérent macroscopique avec des propriétés uniques.

La distance entre les électrons appariés, c'est-à-dire leur longueur de cohérence, est très
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Figure 3.3. � Modèle de résistivité dans les supraconducteurs (à gauche) e�et Meissner-
Oschsenfeld ( à droite)

Figure 3.4. � Couplage électron-électron dans le réseau

grande dans les supraconducteurs conventionnels et peut facilement dépasser 100 nm (les

constantes de réseau typiques sont de l'ordre de 0,5 à 1 nm). Cela implique que dans

ces supraconducteurs, de nombreuses paires coexistent dans un volume unitaire et par

conséquent se chevauchent également. De plus, pour que cet état soit favorisé par rapport

à l'état normal, son énergie doit être plus faible et le gain d'énergie issu de la formation

du couple étant appelé écart ou gap d'énergie supraconductrice. Ceci peut être mesuré

directement et fournit un excellent outil pour con�rmer la supraconductivité.

Théoriquement, ils peuvent être pleinement expliqués par la théorie BCS et la théorie

phénoménologique de Landau-Ginzburg [125]. La supraconductivité est un phénomène

quantique macroscopique du système électronique. Son origine réside dans une instabilité
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de l'état liquide de Fermi qui conduit à un nouvel état fondamental de paires d'électrons

corrélés (paires de Cooper). Dans leur article inaugural, Bardeen, Cooper et Schrie�er

(BCS) [2] ont montré que cet état est stabilisé, chaque fois qu'il existe une interaction

attractive entre deux électrons. Une telle interaction attractive est toujours fournie par le

couplage électron-phonon, qui représente ainsi une source naturelle d'appariement dans

tout métal.

L'EPC est connu pour être le mécanisme d'appariement dans la plupart des supraconduc-

teurs, qui sont communément appelés supraconducteurs classiques pour les distinguer des

matériaux plus exotiques où d'autres types de mécanisme d'appariement sont suspectés.

La théorie BCS ne traitait l'EPC que sous une forme simpli�ée adaptée à la limite de cou-

plage faible. Une théorie plus complète a été élaborée peu de temps après en appliquant

des techniques à plusieurs corps. La théorie d'Eliashberg qui en résulte [3,4] étend le cadre

de BCS au régime de couplage fort et permet une prédiction quantitative de nombreuses

propriétés de l'état supraconducteur. Une propriété importante de l'état supraconducteur

est que le spectre des quasi-particules est béant. La taille de l'écart joue le rôle d'un pa-

ramètre d'ordre. Dans ce qui suit, nous discutons des ingrédients essentiels de la théorie

de la supraconductivité médiée par les phonons à couplage fort, également connue sous le

nom de théorie de Migdal-Eliashberg.

1.2 Évolution des matériaux bi-dimensionnels

Graphène [6, 126�130] : L'exemple le plus connu de la famille des Xènes est le gra-

phène, une seule couche d'atomes de carbone. En fait, ce matériau suscite l'intérêt depuis

longtemps [31]. Un large éventail de propriétés exceptionnelles ont fait du graphène un

"supermatériau" qui captive encore aujourd'hui une large communauté : il est �exible,

résistant et transparent. De plus, en raison de sa structure atomique en nid d'abeille (Fig.

3.5), le graphène présente une dispersion de bande linéaire près du niveau de Fermi consti-

tué de cônes de Dirac (Fig. 3.5) aux points K et K' de la zone de Brillouin 2D [127,130].

Cette dispersion linéaire près des points de Dirac est caractéristique des électrons relati-

vistes sans masse et fait du graphène un excellent conducteur (avec une mobilité supérieure

à 200 000 cm2V−1s−1), étant plus conducteur par rapport au cuivre. Par analogie avec le

graphène, une famille de matériaux bidimensionnels, appelés matériaux "Xène" a émergé.

Il se compose d'éléments du groupe IV dans un réseau en nid d'abeille tels que le silicène
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Figure 3.5. � Structure de Graphene et ponts de haute symétrie dans la BZ.

Figure 3.6. � Vues de côté et de dessus d'une couche de silicène (bleu) sur Ag(111).

(Si), le germanène (Ge) et le stanène (Sn). Elle a été étendue au groupe V, phosphorène

(P) et bismuthène (Bi), et au groupe III, borophène (B), même s'ils n'ont pas de structure

en nid d'abeille. D'autres matériaux Xènes ont également été examinés récemment, no-

tamment le gallenène [131], l'arsenène [132], l'antimonène [133, 134] et le tellurène [135].

Dans ce qui suit, nous nous concentrerons sur certains de ces matériaux Xène.

Silicene : il correspond à une couche de silicium d'une épaisseur atomique ayant la struc-

ture en nid d'abeilles [136,137]. La liaison entre les atomes de Si provient d'une hybridation

mixte sp2 et sp3, alors que l'hybridation sp2 est favorisée pour le carbone dans le gra-

phène. Ainsi, les couches de silicène ne sont pas parfaitement plates comme le graphène,

mais ont une structure bâclée avec des atomes de Si dans deux sous-réseaux triangulaires

n'ayant pas la même position dans la direction hors du plan [138]. Un modèle du silicène,

y compris la caractéristique de �ambage, a été théoriquement étudié en 1994 [139]. La

croissance épitaxiale sur substrat a été rapportée en 2012 [140] et la couche a été trouvée

dans divers substrats, Ag(111) �g 3.6, ZrB2(0001), Ir(111), Au(110) ou ZrC(111) [136].La

quantité de �ambage dans le silicène s'est avérée être régulée par un champ électrique
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Figure 3.7. � Vues de côté et de dessus d'une couche de germanène (orange) sur Al(111)

externe, appliqué perpendiculairement à la feuille. Cela indique l'accord possible de la

structure électronique, en particulier la bande interdite, lorsque la couche est intégrée

dans un FET [141]. Le silicium est devenu une cible de recherche pour la physique a�n

d'examiner diverses prédictions, y compris l'e�et Hall de spin quantique [142, 143]. No-

tons également ici que certaines études remettent en question la structure atomique des

couches de silice, en particulier sur des substrats d'argent. Ils arrivent à la conclusion que

les atomes de silicium interagissent fortement avec le substrat, conduisant �nalement à

un alliage de surface [144,145].

Germanene [146, 147] : Une feuille de l'allotrope de germanium a été synthétisée chimi-

quement en 2013 sous forme de germanane, le germanene à terminaison hydrogène et

examinée en tant qu'élément électrique dans des dispositifs en raison de sa mobilité élevée

des porteurs. La croissance épitaxiale du germanène a été signalée en 2014. La couche peut

être formée sur des substrats Au (111), Pt (111), Al (111), MoS2 ou GaAs (001) [148,149].

Le germanene, comme le silicene, a également une structure en nid d'abeille bâclée (Fig.

3.7 et une structure électronique similaire au silicene [150]. Ainsi, une verticale champ

électrique peut être utilisé pour régler la bande interdite. La couche a également suscité

l'intérêt, car elle présente des propriétés uniques associées aux spins, telles que le trans-

port polarisé en spin, les propriétés magnétiques et l'e�et Hall de spin quantique [150].

Antimonène : il a également une structure en nid d'abeilles bâclée et correspond à une

couche biatomique de Sn(111) avec empilement de deux sous-réseaux triangulaires (voir

Fig. 3.8). La croissance épitaxiale sur Bi2Te3(111) a été mise en évidence en 2015 [151],

comme le montre la Fig (3.8), et la couche se développe également sur Ag(111) [152]. Dans

l'élément du groupe IV, l'atome d'étain est le plus lourd et, par conséquent, on s'attend à

Seri� Ilias 81

mailto:iliasnoss@gmail.com


Chapitre 3. 1. Supraconductivité : Description du phénomène

Figure 3.8. � Stanene composé d'une couche d'étain Sn (mauve) mise en évidence par
épitaxie sur le Bi2Te3

ce qu'il montre le plus grand couplage spin-orbite. En e�et, la bande interdite induite par

le couplage spin-orbite est de 73 meV pour le stanène alors qu'elle n'est que de 24 meV

pour le silicène ou de 1 meV pour le graphène [153]. Un contrôle de la structure de �am-

bage a permis d'augmenter encore le couplage spin-orbite de plusieurs ordres de grandeur.

Des recherches théoriques prédisent en outre diverses propriétés intrigantes telles que les

transitions topologiques, la supraconductivité et l'e�et Hall de spin quantique [154].

Phosphorène [155,156] : couche atomique de phosphore, le phosphorène, peut être consi-

dérée comme une seule couche de phosphore noir qui est l'un des allotropes du phos-

phore [156]. La synthèse du phosphore noir put être faite en 1914. Par exfoliations mé-

caniques, des couches de phosphorène furent préparées. Une monocouche de phosphorène

est semi-conductrice, avec un gap électronique de 1,5 eV qui se réduit à 0,3 eV avec une

épaisseur jusqu'au phosphore noir massif. De plus, les couches de phosphorène ont une

mobilité des porteurs de 1000 cm2V−1s−1 [155]. Ces propriétés physiques rendent la couche

particulièrement adaptée aux dispositifs opto-électroniques. Le transistor au phosphorène

a été inventé en 2014. Du point de vue de la structure atomique, une couche de phospho-

rène a une structure en nid d'abeille plissée ou une structure orthorhombique, comme le

montre la Fig.(3.9) Cette structure anisotrope devrait donner lieu à des propriétés inté-

ressantes telles qu'un coe�cient thermoélectrique élevé et une �exibilité élevée [155].

Bismuthene [157�159] Le bismuthène porte le nom d'une couche Bi bidimensionnelle. Ac-

tuellement, le nom est utilisé pour divers types de structures atomiques. Un type a la

structure semblable au phosphore noir qui est di�érente de la structure rhomboédrique

de Bi en masse [158]. Elle se forme lorsqu'un �lm de Bi ultra-mince est développé sur un

substrat et présente une transformation allotropique unique à la structure en masse à une
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Figure 3.9. � Vue latérale et au dessus du phosphorène

Figure 3.10. � Bismuthène dérive du Bismuth dans sa forme 2D

épaisseur su�sante [158].

Il est à noter qu'une bi-couche Bi (111) a été prédite comme étant un isolant topologique

2D et qu'elle a été mise en évidence expérimentalement sur le substrat Bi2Te3 [159]. Un

réseau en nid d'abeilles de bismuth, associé à des atomes d'hydrogène, a été signalé sur

la surface de SiC (0001) [157]. En tant qu'élément à numéro atomique élevé, le bismuth

présente un important couplage spin-orbite et, par conséquent, une bande interdite autour

de 0,8 eV a été mise en évidence. Cette caractéristique unique parmi les matériaux Xene

connus fait du bismuthène un candidat idéal pour le système Hall de spin quantique à

température ambiante.

Borophene : Des variétés de feuilles monoatomiques de bore, borophene, ont été prédites

par des calculs théoriques [160]. La �g(3.11) montre une des structures atomiques, le

feuillet β12. La structure peut être décrite comme un réseau hexagonal avec des défauts

atomiques ou un réseau en nid d'abeille avec des atomes supplémentaires. Contrairement

aux allotropes non-métalliques des cristaux tridimensionnels de bore, la feuille est mé-

tallique. Le borophene en feuillet β12 a été mis en évidence sur le substrat Ag(111) en

2015-16 [161]. Les expériences ont mis en évidence des fermions de Dirac sensibles à l'in-
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Figure 3.11. � Feuille de borophene β12

teraction entre la feuille et le substrat. Divers feuillets atomiques de composés de bore et

leurs structures électroniques uniques, y compris les fermions de Dirac, sont prédits par

des calculs théoriques.

1.3 Supraconductivité dans les matériaux bi-dimensionnels

mono-atomiques

La supraconductivité comme d'autres phénomènes physiques est examinée au niveau

des matériaux bidimensionnels en raison de leurs résultats spectaculaires ainsi que leurs

formes maniables qui peuvent être utilisées dans les applications nanotechnologiques.

Les premières investigations ont visé les matériaux 2D mono-atomiques comme le bo-

rophène [162], phosphorène [163] stanene [164] ou silicene [165] quant à l'aluminene [8]

il est investigué dans la section 3 ou il fait partie de notre contribution, l'ensemble de

ces systèmes ont présenté une température critique inférieure à 20 K la forme des di�é-

rents allotropes du même système joue un rôle considérable sur les résultats collectés ce qui

montre l'e�et de la disposition des atomes et par conséquent leurs mouvements "phonons",

la table 3.1 montre de diverses systèmes 2D monoatomiques avec leurs températures cri-

tiques. Les chercheurs ont essayé de voir l'e�et de la concentration des porteurs de charges

ainsi que la contrainte sur le comportement supraconductif du réseau.

D'après la �gure 3.13 qui traite le cas du phosphorene [163] on voit que la température
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Figure 3.12. � Tableau périodique désignant l'éligibilité de supraconductivité dans les
matériaux.

Système 2D borophene phosphorene stanene silicene
Tc(K

◦) 10-20 5-10 1.3 0.06-16.4

Table 3.1. � Température critique des monocouches mono-atomiques à pression ambiante

Figure 3.13. � Température critique du phosphorene en fonction des concentrations de
porteurs de charges et de la contrainte [163].
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critique a tendance d'augmenter avec l'existence de contrainte, mais ce comportement

varie imprévisiblement en liant ces deux facteurs, ceci nous permet de déduire que c'est

une réponse innée du système qui impose l'obligation de tester ces e�ets sur une large

gamme de variations. La température critique varie de 6 K si on prend comme repère la

densité étant égale à (1014cm−2) et l'absence de contrainte à ∼ 15K à (4 % de contrainte)

et (3.1014cm−2) de densité surfacique.

2 Théorie de Migdal-Eliashberg

2.1 Couplage électron-phonon

Tout d'abord, nous donnons une dérivation simple d'une interaction électron-électron

e�cace médiée par des phonons. En utilisant des techniques à plusieurs corps, nous déri-

vons ensuite les équations d'écart supraconducteur et identi�ons les quantités importantes

liées au couplage électron-phonon, qui déterminent les propriétés supraconductrices. Le

couplage des électrons au système de phonons introduit une interaction électron-électron

e�ective, qui peut agir comme une interaction d'appariement évoquant l'état supracon-

ducteur. L'approche générale utilisant des techniques à plusieurs corps sera discutée ci-

dessous. Ici, une dérivation simple mais instructive de l'interaction e�ective est donnée à

l'aide d'une transformation canonique correctement choisie. Pour simpli�er la discussion,

nous considérerons le cas d'une seule bande de quasi-particules sans spin couplée à un

seul mode phonon (boson). L'Hamiltonien de Fröhlich lit alors :

H =
∑
k

εkc
†
kck +

∑
q

ωq

(
b†qbq +

1

2

)
+
∑
kq

gk,qc
†
k+qck

(
bq + b†−q

)
. (3.1 )

Considérons l'Hamiltonien :

H = H0 + ηH1 (3.2 )

où H0 est l'Hamiltonien non perturbé, H1 la perturbation et η représente un coe�cient

d'expansion, considéré comme faible. L'idée est d'e�ectuer une transformation canonique ;

H
′
= e−ηSHeηS (3.3 )
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Figure 3.14. � Illustration du passage du paire de cooper dans le réseau.

et éliminer le terme de premier ordre dans η en choisissant l'opérateur S de manière

appropriée. Développer (3.3) dans une série entière en η donne :

H ′ = H + η[H,S] +
η2

2
[[H,S], S] + O(η3) (3.4 )

Pour éliminer le terme linéaire dans η, il faut trouver un S qui véri�e la condition :

H1 + [H0, S] = 0 (3.5 )

Alors l'Hamiltonien transformé peut s'écrire :

H ′ = H0 +Heff + O(η3) (3.6 )

Avec Heff = η2

2
[H1, S] son approche générale est maintenant appliquée à l'Hamiltonien

de Fröhlich (3.1) avec H0=He+Hph et ηH1 = He−ph. Pour l'opérateur canonique on fait :

S =
∑
kq

gk,qc
†
k+qck(xk,qbq + yk,qb

†
−q (3.7 )

Les paramètres xk,q, et yk,q seront déterminés a�n de satisfaire l'Eq. (3.5). L'évaluation

des commutateurs donne :

[He, S] =
∑
kq

gk,q(εk+q − εk)c
†
k+qck(xk,qbq + yk,qb

†
−q) (3.8 )

[Hph, S] =
∑
kq

gk,qc
†
k+qck(−xk,qωqbq + yk,qω−qb

†
−q) (3.9 )
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Figure 3.15. � Représentation schématique de l'interaction électron-électron e�ective
médiée par l'échange d'un phonon (ligne bleue en zigzag). Les lignes noires indiquent les
états électroniques.

En utilisant ωq = ω−q on obtient :

H1 + [H0, S] =
∑
kq

gk,qc
†
k+qck((1 + (εk+q − εk − ωq)xk,q)bq + (1 + (εk+q − εk + ωq)yk,q)b

†
−q)

(3.10 )

Cette expression disparaît quand :

xk,q = (εk − εk+q + ωq)
−1

et

yk,q = (εk − εk+q − ωq)
−1

La dernière étape consiste à évaluer l'interaction e�ective Eq (3.6). Le commutateur

[H1,S] a la forme [Aa,Bb] avec A,B∝ c†c contenant des produits d'opérateurs de fermions,

et a, b ∝ xb + yb† contenant des sommes d'opérateurs de bosons. De la relation géné-

rale [Aa,Bb] =AB[a,b] +[A,B]ab-[A,B][a,b] il est facile de voir qu'il existe trois types de

contributions. En gardant à l'esprit que [A,B] est à nouveau un produit de la forme c†c

et [a,b]a c-nombre, le dernier terme représente un opérateur d'électron à un corps, dont

on peut en fait montrer qu'il s'annule. Le deuxième terme décrit un couplage e�ectif d'un

électron à deux phonons, également appelé terme de couplage non linéaire. Nous nous

intéressons au premier terme, qui est proportionnel au produit de deux opérateurs de

création fermionique et de deux opérateurs d'annihilation, c†cc†c, et représente donc une

interaction électron-électron e�cace. Explicitement, il a la forme :

Heff =
η2

2

∑
kk′q

gk,qgk′,−q(yk′,−q − xk′,−q)c
†
k+qckc

†
k′−qck′

= η2
∑
kk′q

Veff (k, k
′, q)c†kqckc

†
k′−qck′
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Avec

Veff (k, k
′, q) = gk,qgk′,−q

ωq
(εk′ − εk′−q)2 − ω2

q

(3.11 )

Heff décrit la di�usion de deux électrons de moment k et k' vers des états de moments

k+q et k'-q par l'échange d'un boson virtuel de moment q. Ce processus est esquissé sur la

�gure (3.15). Dans le contexte de l'appariement dans les supraconducteurs, l'interaction

e�ective entre les électrons de moments k et -k revêt une importance particulière. En

utilisant ε−k = εk et g−k,−q = g∗k,q on obtient :

Veff (k,−k, q) =| gk,q |2
ωq

(εk − εk+q)2 − ω2
q

(3.12 )

Cette interaction e�ective est attractive (négative) pour | εk − εk+q |< ωq et répulsive

(positive) pour | εk − εk+q |> ωq. Éq. (3.11) montre que le couplage électron-phonon

introduit toujours une interaction attractive pour les processus de di�usion électronique

mettant en jeu de petites énergies de l'ordre des énergies des phonons.

L'état supraconducteur est un état quantique macroscopique, caractérisé par une oc-

cupation cohérente de paires de Cooper, c'est-à-dire des états avec (k↑,-k↓). Dans une
description à N corps, cela est lié à l'apparition de fonctions de Green anormales.

F (k, τ) = −⟨Tτck↑(τ)c−k↓(0)⟩F ∗(k, τ) = −⟨Tτc†−k↓(τ)c
†
k↑(0)⟩ (3.13 )

Initialement introduit par Gor'kov [166]. Dans l'état normal, ces fonctions de Green anor-

males disparaissent. À partir de l'Hamiltonien de Fröhlich, on peut mettre en place une

expansion systématique des perturbations des fonctions de Green normales et anormales,

dans le but d'obtenir un ensemble d'équations auto-cohérentes. Une étape nécessaire est

une récapitulation partielle d'un nombre in�ni de diagrammes, car l'état supraconducteur

ne peut être atteint dans aucun ordre �ni de perturbation. Une manière très pratique

d'organiser cette algèbre de diagrammes a été introduite par Nambu [167]. On commence

par dé�nir les opérateurs à deux composantes :

ψk =

ck↑
c†k↓

 ;ψ†
k =

(
c†k↑, c−k↓

)
(3.14 )
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et une fonction de Green 2x2 :

G(k, τ) = −⟨Tτψk(τ)ψ†
−k(0)⟩ = −

 ⟨Tτck↑(τ)c†k↑(0)⟩⟨Tτck↑(τ)c−k↓(0)⟩
⟨Tτc†−k↓(τ)c

†
k↑(0)⟩⟨Tτc

†
−k↓(τ)c

†
−k↓(0)⟩

 (3.15 )

Cette équation est exprimée en forme réduite :

G(k, τ) =

G(k, τ) F (k, τ)

F ∗(k, τ) G(−k,−τ)

 (3.16 )

Dans ce qui suit, les symboles soulignés indiquent des matrices 2x2 dans l'espace de spin.

Le passage à la transformée de Fourier donne :

G(k, iωn) =
1

2

∫ β

−β
dτeiωnτG(k, τ) =

G(k, iωn) F (k, iωn)

F ∗(k, iωn) G(−k,−iωn)

 (3.17 )

La prochaine étape consiste à réécrire le Hamiltonien Fröhlich en termes de ψ, ψ†. Cela se

fait plus facilement en utilisant les matrices de Pauli :

τ0 =

1 0

0 1

 ; τ1 =

0 1

1 0

 ; τ2 =

0 −i
i 0

 ; τ3 =

1 0

0 −1

 (3.18 )

La partie électronique sans interaction est réécrite comme :

He =
∑
kσ

εkc †kσ ckσ →
∑
k

εkψ
†kτ3ψ (3.19 )

et celle interagissante :

He−ph =
∑
kσ

∑
qj

gqk′kc
†
k′σckσ(bq + b†−q) →

∑
k

gqk′kψ
†
k′τ3ψk(bq + b†−q). (3.20 )

La fonction Green fondamentale (liée à He) prend la forme :

G0(k, iωn) =

G0(k, iωn) 0

0 G0(−k,−iωn)

 =

(iωn − εk)
−1 0

0 (iωn + εk)
−1

 (3.21 )

G0(k, iωn) peut être exprimée sous la forme :

G0(k, iωn) = (iωnτ0 − εkτ3) (3.22 )
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On peut montrer que l'équation de Dyson conserve sa forme habituelle ;

G−1(k, iωn) = G−1
0 (k, iωn)− Σ(k, iωn) (3.23 )

avec l'inversion e�ectuée dans l'espace de spin bidimensionnel, où l'énergie propre Σ est

maintenant une matrice 2x2. L'expansion schématique de l'énergie propre contient les

mêmes diagrammes que dans l'état normal, à la di�érence que les fonctions et sommets

de Green sont maintenant représenté par des matrices 2x2. En particulier gqk′k est remplacé

par gqk′kτ3.

La théorie d'Eliashberg est essentiellement l'extension de la théorie de Migdal de l'état

normal vers l'état supraconducteur. En utilisant le théorème de Migdal, le seul diagramme

d'auto-énergie important est donné par la �gure (2.7). Dans la formulation de Nambu,

cela donne :

Σ(k, iωn) = − 1

β

∑
n′

1

Nq

∑
k′,q

gqk′kτ 3G(k
′, iωn′τ 3g

−q
k′kD(q, iωn′ − iωn) (3.24 )

En utilisant les matrices de Pauli σ peut être écrite sous la forme générale ;

Σ−1(k, iωn) = iωn[1− Z(k, iωn)]τ 0 + χ(k, iωn)τ 3 + Φ(k, iωn)τ 1 + Φ(k, iωn)τ 2 (3.25 )

avec des fonctions réelles encore inconnues et indépendantes Z, χ,Φ et Φ. De l'équation

de Dyson, on trouve :

G−1(k, iωn) = iωnZ(k, iωn)τ 0 − (εk + χ(k, iωk))τ 3 − Φ(k, iωn)τ 1 − Φ(k, iωn)τ 2 (3.26 )

La fonction de Green inversée est alors, en utilisant (a0τ0+−→a −→τ )(a0τ0−−→a −→τ ) = (a20−
−→
a2)τ0,

G(k, iωn) = (iωnZ(k, iωn)τ 0 + (εk + χ(k, iωk))τ 3 +Φ(k, iωn)τ 1 +Φ(k, iωn)τ 2)/D (3.27 )

Avec D : detG−1 = (iωnZ)
2− (εk+χ)

2−Φ2−Φ
2
. Si l'on utilise cette expression pour l'Eq.

(3.24) et le sépare en composantes τ , on arrive à quatre équations auto-cohérentes pour

les quatre fonctions inconnues Z, χ,Φ,Φ.

iωn(1− Z(k, iωn)) =
−1

β

∑
n′

1

Nq

∑
k′,q

|gqk′k|
2D(q, iωn′ − iωn)

iωn′Z(k′, iωn′)

D(k′, iωn′)
(3.28 )
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χ(k, iωn)) =
−1

β

∑
n′

1

Nq

∑
k′,q

|gqk′k|
2D(q, iωn′ − iωn)

εk′ + χ(k′, iωn′)

D(k′, iωn′)
(3.29 )

Φ(k, iωn)) =
−1

β

∑
n′

1

Nq

∑
k′,q

|gqk′k|
2D(q, iωn′ − iωn)

Φ(k′, iωn′)

D(k′, iωn′)
(3.30 )

Φ(k, iωn)) =
−1

β

∑
n′

1

Nq

∑
k′,q

|gqk′k|
2D(q, iωn′ − iωn)

Φ(k′, iωn′)

D(k′, iωn′)
(3.31 )

Nous notons que parce que la conservation de l'impulsion détermine l'impulsion du pho-

non, q = k'-k, la somme sur q n'est en réalité qu'une somme sur di�érentes branches de

phonons (j).

les propriétés des quasiparticules sont déterminées par les pôles de la fonction de Green

après poursuite analytique, c'est-à-dire depuis D(k, iωn → ε+ iδ = 0. Cela donne :

Ek =

√
(εk + χ)2

Z2
+

Φ2 + Φ
2

Z2
(3.32 )

L'état normal correspond à une solution Φ = Φ = 0. Z est le facteur de renormalisation

des quasiparticules et χ décrit les changements dans les énergies des électrons. L'état

supraconducteur est caractérisé par un Φ ou Φ non nul. De l'équation (3.32) on peut voir

que la fonction d'écart est donnée par :

∆(k, iωn) =
Φ(k, iωn)− iΦ(k, iωn)

Z(k, iωn)
(3.33 )

et décrit le gap énergétique dans le spectre des quasiparticules. Φ et Φ obéissent aux

mêmes équations et devraient avoir la même forme fonctionnelle jusqu'à un facteur de

phase commun. Ce facteur de phase devient important dans la description des jonctions

Josephson, mais n'est pas pertinent pour les propriétés thermodynamiques d'un supra-

conducteur homogène. Dans la suite, nous choisissons la jauge simple Φ = 0.

2.2 Gap supraconducteur

Les équations d'Eliashberg représentent un ensemble complexe d'équations non-linéaires

qui couplent tous les moments k les uns avec les autres. Nous allons maintenant les simpli-

�er et dériver les équations dites isotropes où seule la dépendance en fréquence subsiste.

Une dérivation très détaillée a été donnée par Allen et Mitrovic [168]. Nous n'en décri-

vons ici que brièvement les principales étapes. (i) Nous ignorons les changements des
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quasi-particules de phonons et remplaçons D par la fonction de Green non renormalisée ;

D(q, iνm) → D0(q, iνm) =

∫
dωδ(ω − ωq)

2ω

(iνm)2 − ω2
(3.34 )

Il convient alors de dé�nir la fonction de couplage :

α2F (k, k′, ω) = N(0)
∑
q

| gqk′k |
2 δ(ω − ωq) (3.35 )

Là encore, la somme ne s'étend que sur les branches de phonons j. désigne la N(0) =

1
Nk

∑
k δ(εk) densité électronique d'états par spin à l'énergie de Fermi. (ii) Semblable à

l'état normal, l'énergie propre électron-phonon évoque une renormalisation signi�cative

des quasi-particules uniquement dans une gamme d'énergie ±ωD autour de l'énergie de

Fermi. Il convient donc de ne considérer les grandeurs Z et Φ qu'à l'énergie de Fermi. (iii)

Nous ne considérons que les moyennes de surface de Fermi de ces quantités. La justi�cation

vient du constat que les gaps supraconducteurs sont souvent très isotropes. De plus, dans

les matériaux réels, des défauts sont toujours présents qui tendent à moyenner les écarts

anisotropes [169]. Dans ces conditions, on peut remplacer les grandeurs Z et Φ par leurs

moyennes de surface de Fermi,

Z(iωn) =
1

Nk

∑
k

wkZ(k, iωn) (3.36 )

Avec les poids wk = δ(εk)/N(0). De même on remplace la fonction de couplage α2F par

sa valeur à la surface de Fermi et moyennée sur les deux moments électroniques ;

α2F (ω) =
1

N2
k

∑
kk′

wkwk′α
2F (k, k′, ω)

=
1

N(0)

1

N2
k

∑
kk′

| gqk′k |
2 δ(εk)δ(εk′)δ(ω − ωq)

qui dé�nit la fonction d'Eliashberg isotrope.

La seule dépendance énergétique signi�cative provient de εk′ dans le déterminant D. Le

tout mis ensemble donne, par exemple,

Φ(iωn) = − 1

β

∑
n′

∫
dω

2ωα2F (ω)

(ωn − ωn′)2 + ω2
Φ(iωn′)

1

Nq

∑
k′

1

D(εk′ , iωn′)
(3.37 )
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Avec D(εk′ , iωn′) = −[(ωn′Z(iωn′)]2 + Φ(iωn′)2 + ε2k′ ] La somme k �nale est convertie en

un intégrale :

1

Nq

∑
k′

1

D(εk′ , iωn′)
=

∫
dεN(ε)

1

D(ε, iωn′)
≈ −πN(0)√

[ωn′Z(iωn′)]2 + Φ(iωn′)2
(3.38 )

Dans la dernière étape, on a supposé que la densité électronique des états N(ε) n'a pas de

dépendance ε prononcée et peut être remplacée par sa valeur à l'énergie de Fermi. Pour

simpli�er la discussion suivante, nous laisserons tomber l'équation pour χ, ignorant ainsi

le décalage connexe, souvent faible, des énergies électroniques. En e�et χ = 0 tient exacte-

ment dans la limite de largeur de bande in�nie [170]. En utilisant∆(iωn) = Φ(iωn)/Z(iωn),

cela aboutit �nalement aux équations de gap isotropes :

ωn(1− Z(iωn)) = −π 1
β

∑
n′

Λ(ωn − ωn′)
ωn′√

ω2
n′ +∆(iωn′)2

(3.39 )

∆(iωn)Z(iωn) = π
1

β

∑
n′

Λ(ωn − ωn′)
∆(iωn′)√

ω2
n′ +∆(iωn′)2

(3.40 )

avec le noyau d'interaction

Λ(νm) =

∫
dω

2ωα2F (ω)

ν2m + ω2
(3.41 )

L'ensemble des équations non linéaires (3.40) doit être résolu de manière auto-cohérente

pour une température T et une fonction d'appariement α2F données. Le noyau entrant

dans les deux équations est une fonction paire de νm. Il prend sa plus grande valeur à

νm = 0

λ = Λ(0) = 2

∫
dω
α2F (ω)

ω
(3.42 )

λ est appelée constante de couplage (isotrope) elle est une mesure sans dimension de

l'intensité moyenne du couplage électron-phonon. Selon sa valeur, les matériaux sont ca-

ractérisés en couplage fort (λ > 1 ) ou faible (λ < 1) . En raison du facteur 1/ω dans

les modes intégraux à basse énergie contribuent davantage à la force de couplage que

les modes à haute énergie. L'état supraconducteur est caractérisé par une solution avec

∆(iωn) ̸= 0. Le plus grand T qui permet encore une telle solution dé�nit la température

critique Tc. Parce que α2F (ω) tel que dé�ni dans la fonction spectrale est une fonction

positive, (3.40) possèdent toujours une telle solution supraconductrice pour des tempé-

ratures su�samment basses, c'est-à-dire un Tc �ni. matériel. Celles-ci comprennent la

structure de bande électronique, les phonons et le vertex EPC, quantités qui sont ac-

cessibles aux techniques de premiers principes. À ce stade, il est utile de faire le lien
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avec certaines grandeurs d'état normal introduites dans la section précédente. La fonction

d'Eliashberg isotrope est liée à la fonction spectrale dépendante de l'état (2.40) via des

moyennes d'impulsion appropriées à l'énergie de Fermi :

α2F (ω) =
∑
k

wkα
2Fk(ε = 0, ω) (3.43 )

tandis que la constante de couplage isotrope est donnée par :

λ =
∑
k

wkλk (3.44 )

De même, α2F peut être exprimé en termes de largeurs de raies de phonons dérivées dans

la limite T → 0,Eq. (2.51), comme :

α2F (ω) =
1

2πN(0)

1

Nq

∑
q

γq
ωq
δ(ω − ωq) (3.45 )

λ =
1

2πN(0)

1

Nq

∑
q

γq
ω2
q

(3.46 )

Le préfacteur adimensionnel γq/ωq dans (3.45) peut être interprété comme une mesure du

couplage dû à un mode de phonon individuel. La fonction d'Eliashberg est alors donnée

comme une somme sur toutes les branches de phonons et moyennée sur l'impulsion des

phonons.

2.3 Température critique Tc

Jusqu'à présent, notre dérivation était basée sur l'hamiltonien de Fröhlich, où le sous-

système électronique est approché par des bandes de quasi-particules sans interaction

ignorant toute interaction de Coulomb. Les conséquences les plus importantes de l'in-

teraction de Coulomb sont supposées être intégrées dans les quantités εk (et similaires

dans ωq). L'interaction résiduelle de Coulomb entre les quasi-particules ne peut cepen-

dant pas être complètement négligée dans la discussion de la supraconductivité médiée

par les phonons. Il a un caractère répulsif et tend à réduire ou supprimer complètement

l'appariement. La quantité analogue à la constante de couplage électron-phonon λ est le

paramètre de Coulomb ;

µ = N(0)⟨⟨VC(k, k′)⟩⟩FS (3.47 )
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qui est une moyenne sur la surface de Fermi de l'interaction de Coulomb �ltrée e�ec-

tive Vc(k, k′).µ est de l'ordre de 1 et n'est donc pas un petit paramètre. Mais parce que

l'échelle de temps électronique est généralement beaucoup plus petite que l'échelle vibra-

tionnelle, ou de manière équivalente les énergies électroniques sont beaucoup plus grandes

que celles phononiques, seul un paramètre de Coulomb signi�cativement réduit entre dans

les équations d'Eliashberg. Il a été montré par Morel et Anderson [171], que la répulsion de

Coulomb peut être pris en compte en remplaçant le noyau dans l'équation de la fonction

d'écart par :

Λ(iωn − iωn′) → [Λ(iωn − iωn′ − µ∗(ωc)]Θ(ωc− | ωn′ |) (3.48 )

Une coupure ωc est introduite qui doit être choisie beaucoup plus grande que les énergies

phononiques. Le paramètre de Coulomb e�ectif ou pseudopotentiel de Morel-Anderson

Coulomb obéit à une relation d'échelle :

µ∗(ωc) =
µ

1 + µln(ε0/ωc)
(3.49 )

ε0 désigne une échelle d'énergie caractéristique du système électronique, où les éléments

matriciels moyens de l'interaction de Coulomb deviennent petits. En pratique, µ∗ est

couramment traité comme un paramètre phénoménologique de l'ordre de ≈0,1 pour les

métaux normaux. Une approche plus satisfaisante, qui permet e�ectivement d'intégrer les

e�ets de Coulomb à partir des premiers principes, est la théorie fonctionnelle de la densité

des supraconducteurs [172].

La température de transition Tc est uniquement déterminée par les grandeurs dépendantes

du matériau α2F (ω) et µ∗. Une analyse numérique approfondie des équations des écarts

isotropes a été e�ectuée par Allen et Dynes [118], qui a utilisé un spectre standard pour

α2F (ω) mais a fait varier λ et µ∗ sur une large gamme de paramètres. Leur étude a révélé

deux aspects importants. Tout d'abord, ils ont trouvé que dans un espace de paramètres

réduit (λ < 2 λ < 2 et µ∗ <0,15) Tc peut être bien approximé par la formule proposée à

l'origine par McMillan [173], mais avec un pré-facteur modi�é :

Tc =
ωlog
1, 2

exp

[
− 1, 04(1 + λ)

λ− µ∗(1 + 0, 62λ)

]
(3.50 )
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Le préfacteur contient une fréquence moyenne correctement dé�nie du spectre des phonons

pondérée par la force de couplage :

ωlog = exp

[∫
dωlog(ω)W (ω)

]
(3.51 )

avec la fonction de poids normalisé :

W (ω) =
2

λ

α2F (ω)

ω
(3.52 )

Cette formule Tc est un ra�nement signi�catif de la formule BCS Tc = 1, 13 ωDexp(−1/λ)

dérivée pour la limite de couplage faible. Deuxièmement, alors que la formule Tc suggère

que Tc tend vers une valeur �nie dans la limite λ → ∞, les équations du gap isotrope

ne possèdent pas de borne supérieure principale pour Tc. Au lieu de cela, la relation

asymptotique.

Tc ∝
√
λ⟨ω2⟩ (3.53 )

où ⟨ω2⟩ est le second moment de W (ω).

3 Contributuion du couplage électron-phonon

à la supraconductivité et aux propriétés de

transport dans l'Aluminene

Résumé : Les théories de la fonctionnelle de la densité et des perturbations à plu-

sieurs corps ont été utilisées pour étudier le caractère supraconducteur et les propriétés

de transport dans l'aluminene bâclé 2D. L'examen de la supraconductivité à basse tem-

pérature révèle une énorme dépendance au couplage électron-phonon (EPC), notamment

dans le calcul de la température critique par la théorie d'Allen-Dynes. On constate que la

force de l'EPC est dominée par le phonon optique longitudinal et transversal. Le gap su-

praconducteur est égal à 1,5 meV à 0 K◦, tombe à 0 meV pour les températures au-dessus

de la température critique. Les calculs des propriétés de transport révèlent une mobilité

du porteur de 8842,6 cm2V −1s−1 à 100 K◦ qui diminue à cm2V −1s−1 à température am-

biante. Les résultats de ces travaux mettent en évidence l'importance de l'aluminene en

tant que candidat prometteur pour de futures applications avancées.
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3.1 Introduction : Méthodes computationnelles et

propriétés structuraux de l'Aluminene

Introduction

Depuis la découverte du graphène [6], des propriétés physiques exceptionnelles ont été

mesurées pour ce matériau mono-atomique bidimensionnel, qui comprend un transport

électrique très important [174] et des propriétés plasmoniques intéressantes [175], qui sont

très prometteuses pour de nombreuses applications comme le transport balistique et les

dispositifs optoélectroniques 2D [176]. Les découvertes sur le graphène ont encouragé la

prédiction théorique de nouveaux matériaux 2D. Le silicène, le germanène et le stanène,

composés respectivement d'éléments du groupe IV Si, Ge et Sn, présentent des caractéris-

tiques optoélectroniques similaires à celles de leur analogue "graphène" [177]. Les compo-

sés binaires de la colonne IV, à savoir les feuillets GeC et SiC, sont des semi-conducteurs

à forts e�ets excitoniques et à haute énergie de liaison [178, 179]. Remarquablement, les

recherches pionnières sur les matériaux 2D hexagonaux de la colonne IV encouragent la

liste des analogues du graphène à s'étaler y compris la feuille de mono-éléments du groupe

V, tels que le phosphorène [180, 181], l'arsènene [182] et l'antimonène [183], qui sont iso-

lants. Les monocouches à base d'éléments du groupe III, comme le borophène à structure

métallique [184], le BN avec une structure cristalline parfaite et défectueuse couche hexa-

gonale [185,186] et les matériaux binaires associés, à savoir AlN, GaN, InN et GaTe, ont

également suscité beaucoup d'intérêt [187�189]. D'autres composés hexagonaux, comme

les di-chalcogénures de métaux de transition MoS2 , NbSe2 et WS2 , ont été synthéti-

sés [190,191]. L'antimoniure de zinc, les monocouches d'oxyde de zinc et de ZnI2, sont des

structures en nid d'abeille à base de Zn aux propriétés exceptionnelles [192�195]. Tous

ces réseaux hexagonales 2D peuvent être intégrés dans de futures applications, notam-

ment le photovoltaïque, la plasmonique, la photonique et le stockage d'énergie [196�200].

De plus, en utilisant les calculs des premiers principes, certains matériaux 2D montrent

une énorme capacité à devenir supraconducteurs en raison de leur structure électronique.

Une température critique élevée, jusqu'à 22 K, a été observée dans le borophène métal-

lique [183]. La déformation biaxiale induit une supraconductivité dans le silicène carac-

térisé par une température critique supérieure à 10 K à 5 % de la contrainte externe

appliquée [165]. La supraconductivité anisotrope a été évaluée dans le Li-graphène décoré

pour une température critique allant de 5,1 à 7,6 K Le phosphorène dopé au calcium (li-
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thium) a rendu possible la production de supraconductivité mediée par les phonons [201].

L'aluminene, le matériau étudié dans ce travail, existe sous quatre formes allotropiques

à savoir : planaire, triangulaire, bâclée et plissée. Récemment, une feuille de route théo-

rique pour l'aluminène planaire synthétisé sur des substrats de graphène et de Cu a été

rapportée [202]. Les quelques existants des études sur l'aluminene révèlent des résultats

intéressants. L'empilement AA et AB de deux couches triangulaires génèrent des plissées

et des bâclées de l'aluminène, respectivement, qui sont considérés comme des graphènes

hautement dopés [203]. L'absence de fréquences imaginaires dans les courbes de dispersion

des phonons décrivant la con�guration bâclée de l'aluminene révèle une structure stable à

caractère métallique [204]. La déformation en traction augmente la température critique

de l'aluminène bâclé [205]. Les propriétés d'adsorption de certaines molécules de gaz font

de l'aluminene un candidat prometteur pour les applications de détection de gaz [206].

Dans les matériaux 2D, les interactions électron-phonon (e-ph) jouent un rôle important

puisqu'elles donnent lieu à des phénomènes cruciaux tels que la résistivité électrique, le

transport polaronique et l'e�et Kohn généré par l'e�et du champ électrique expérimen-

tal [207]. Ils ont également un impact signi�catif sur la supraconductivité topologique

comme le montrent les fonctions de Wannier [208]. D'autres méthodes théoriques ont été

employées pour explorer l'e�et du couplage e-ph (EPC) sur les caractéristiques intrin-

sèques des matériaux 2D. En particulier, le processus e-ph est dominé par des phonons

optiques hors-plan dans le stanène [209]. Dans les nano-rubans de stanène et de graphène,

la charge et la conductance thermique sont modulées par le couplage électron-phonon

induit par la contrainte périodique [210]. De plus, les fortes interactions e-ph ont un e�et

important sur le transport et les propriétés optiques de la mono-couche InSe [211]. La

thermalisation des électrons chauds, di�cile à déduire expérimentalement, a été simulée

pour certains hybrides XC à base de carbone 2D , où la durée de relaxation de l'électron

photo-excité a été déterminée [212]. Motivé par l'ensemble des résultats évoqués ci-dessus

sur les matériaux 2D et l'impact du couplage électron-phonon sur leurs propriétés phy-

siques, nous étudions le cas de l'aluminène bâclé. Une partie de notre intérêt est d'étudier

les propriétés de transport de la forme bâclée d'Al- monocouche et de présenter une étude

détaillée de tous les aspects de l'EPC qui, à notre connaissance, font encore défaut dans

la littérature. Pour ce fait, en se basant sur les calculs de la densité de la fonctionnelle et

de perturbations à plusieurs corps, nous donnons un aperçu approfondi de l'EPC en fonc-

tion de deux paramètres clés de l'aluminène bâclé, à savoir le caractère supraconducteur

et les propriétés de transport. En raison de la charge de calcul importante du couplage

électron-phonon nécessitant une détermination pointue de la zone de Brillouin (BZ), nous
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avons utilisé la fonction de Wannier pour calculer avec précision la partie imaginaire de

l'auto énergie des électrons et des phonons. Cette approche nous permet de présenter

une étude détaillée de tous les aspects du couplage électron-phonon dans l'aluminène.

En e�et, les éléments de la matrice sont déterminés le long de toute la ligne de haute

symétrie en fonction des six modes de phonons. De plus, nous calculons la largeur de raie

des électrons et des phonons cartographiés dans la BZ a�n d'extraire leur contribution

dans l'EPC le long de la ligne de haute symétrie. Sur la base de la fonction spectrale de

Migdal Eliashberg, nous complétons les résultats existants sur l'aluminène en évaluant le

gap supraconducteur et en déterminant les propriétés physiques de la supraconductivité

et leurs limitations par rapport à l'état normal. À cet égard, la température critique est

calculée à l'aide de la formule pseudo-empirique d'Allen-Dynes. Le gap supraconducteur

est tracé en température tandis que la variation de la densité d'état supraconductrice est

a�chée en fonction de la fréquence pour trois températures, 0,8 K ; 6,8 K et 8 K respecti-

vement. En outre, l'in�uence de la température sur le changement de résistivité ainsi que

la mobilité des électrons et des trous sont examinées.

Méthodes computationnels et propriétés structurales.

Les calculs sont e�ectués en utilisant les premiers principes de la théorie de la fonc-

tionnelle de la densité, tels qu'implémentés dans Quantum Espresso code [213]. L'approxi-

mation généralisée du gradient (GGA) de Perdew, Burke et Ernzerhof (PBE) [38] et la

pseudo-conservation de la norme potentiels [214, 215] sont employés. L'énergie cinétique

d'onde plane et la coupure de densité de charge sont choisies pour être respectivement de

60 et 720 Ry. Pour les relaxations structurales, nous utilisons une monocouche d'alumi-

nène avec une supercellule 3×3×1. Pour éviter l'interaction entre les couches adjacentes,

un espace de vide de 30 Bohr le long de l'axe z a été considéré. Les constantes de réseau

optimisées de la cellule unitaire utilisée sont de 2,77 Å, et 2,72 Å, avec un �ambement

de 2,17 Å, le long de l'axe z. Pour les simulations des intégrations de la zone de Brillouin

(BZ), le maillage 32×20×1 k points avec un étalement Marzari-Vanderbilt de 0,02 Ry est

utilisé pour calculer la densité électronique auto-cohérente de l'aluminène [216]. De plus,

les modes de phonons suivants sont calculés sur la base de la théorie des perturbations

de la fonctionnelle de la densité [217] dans les 16 × 10 × 1 q-maille. Nous utilisons le

code EPW [218�220] pour calculer la force de couplage électron-phonon et la température

critique Tc . A�n d'étudier les propriétés de transport, les calculs non auto-cohérents de

la théorie de la fonctionnelle de la densité implémentés dans le code EPW [218�220], sont
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Figure 3.16. � Vue de dessus et de côté de la structure cristallographique d'aluminène
bâclé [8].

réalisées dans le même maillage du BZ que celui utilisé dans les calculs de phonons pour la

fonction spectrale de Migdal-Eliashberg, pour déduire les fonctions d'onde électroniques

nécessaires aux interpolations de Wannier-Fourier dans EPW [221]. Pour les propriétés

supraconductrices ; la théorie de la fonctionnelle de la densité pour les supraconducteurs

SCDFT est utilisée [222]. Ainsi, les grilles de points k et q interpolées 32 × 20 × 1 sont

utilisées pour assurer la convergence de toutes les valeurs physiques du couplage électron-

phonon. Pour tous les calculs, la valeur du pseudo-potentiel de Coulomb µc = 0,10 est

choisie conformément à [223, 224]. Nous présentons dans cette partie les concepts et les

relations fondamentales utiles au calcul des observables rapportés et discuté dans ce tra-

vail.

Les éléments de la matrice EPC sont notre point de départ, et présentent une grande

importance dans les quantités calculées dans ce travail, sont exprimés comme suit :

gmn,ν =< Ψmk+q|∂qνV |ψnk > (3.54 )

Cependant, il est encore nécessaire de spéci�er la marge d'énergie de la fonction delta à

considérer, qui est dictée par la fonction "fsthick" dans le code EPW. Le "fsthick" du code

EPW est dé�ni comme la largeur de fenêtre de surface de Fermi pour prendre en compte

les états dans les fonctions delta d'auto-énergie en [eV]. La réduction de cette valeur

limite le nombre de bandes incluses dans les calculs d'auto-énergie. L'aluminène est un

matériau bi-dimensionnel existant sous quatre formes allotropiques. Comme le montre la

�gure (3.16), nous nous concentrons ici sur le réseau triangulaire avec le groupe spatial de

D2h-13 Pmnm qui est di�érent de la feuille d'aluminène à base de nid d'abeilles [203,205].

Après relaxation, les constantes de réseau optimisées a et b sont de 2,77 Å et 2,72 Å
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Figure 3.17. � (a) structure de bande électronique et (b) dispersion de phonons d'alu-
minène bâclé. [8]

avec une hauteur du réseau triangulaire hors plan de 2,17 Å. Ces valeurs sont en bon

accord avec [205]. La structure de bande électronique de la �gure (3.17) (b) présente une

intersection des bandes avec le niveau de Fermi, ce qui certi�e la métallicité de l'aluminène.

De plus, l'absence de fréquences imaginaires, sur la �gure (3.17)(c) montrant la dispersion

des phonons, indique une parfaite stabilité dynamique de cette structure.

3.2 Supraconductivité médiée par le couplage électron-

phonon dans l'Aluminene

La cartographie de la largeur de raie des électrons et des phonons dans la BZ peut

s'avérer cruciale pour obtenir des informations précises sur l'énergie et la fréquence des

vibrations impliquée dans le processus du couplage e-p. La �gure (3.18) fournit la disper-

sion de bande avec un codage couleur représentant les largeurs de ligne. Cela vaut notant

que la largeur de raie des électrons est liée au nombre de processus de di�usion possibles.

Par conséquent, plus le nombre de processus de di�usion est élevé, plus la largeur de raie

est élevée. Comme le montre la �gure (3.18) (a), la faible présence des états électroniques,

autour du niveau de Fermi, s'exprime par la très faible énergie qui s'y trouve. à savoir

SnC, GeC et SiC montrant une largeur de raie dispersée sur di�érentes bandes sauf la

région où le CBM et le VBM sont les plus proches l'un de l'autre [212]. Un comportement

similaire est détecté dans le stanène à espacement nul [209]. Le résultat obtenu constitue

un critère déterminant dans la compréhension du processus de chau�age, comme celui mis

en ÷uvre sur le chau�age diélectrique micro-onde [225]. En utilisant l'auto-énergie des

phonons exprimée dans l'équation (2.51), la �gure (3.19) (b) a�che la largeur de raie des

phonons le long de la ligne de symétrie élevée du BZ à mettre en évidence la contribution
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Figure 3.18. � Largeur de raie d'électron et de phonon projetées sur la structure de
bande et la dispersion de phonons respectivement. [8]

Figure 3.19. � Fonction spectrale électronique de l'aluminène à 0 K et 300 K. [8]

de chaque mode phonon dans la création de la force EPC. Comme prévu, les phonons

acoustiques présentent les plus faibles largeurs de raie par rapport aux optiques. Plus

précisément, la contribution principale provient des modes optiques longitudinaux (LO)

suivis des phonons optiques transversaux (TO). En ce qui concerne les modes acoustiques,

les longitudinaux ont la contribution la plus élevée dans le (EPC).

La �gure (3.19) montre la fonction spectrale électronique autour du niveau de Fermi de

l'aluminène intégré sur une grille q aléatoire, à deux valeurs de température. Le compor-

tement le long de la structure de bande révèle que la fonction spectrale est plus disloquée

à 300 K par rapport à 0 K. Ceci est une conséquence de la perte de poids spectral due

à l'augmentation de la largeur de raie des électrons et du taux de di�usion des électrons

rapporté précédemment. De plus, une fonction spectrale importante est observée au voi-

sinage du niveau de Fermi à 300 K. Ceci est essentiellement dû à la valeur élevée de

la durée de vie en bon accord avec les travaux sur les excitations en bande cohérente

dans CePd3 [226]. Le long des fréquences de phonons, la fonction spectrale d'Eliashberg,

illustrée à la Fig.(3.20), présente des pics à certains fréquences de phonons indiquant la
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création d'EPC. Par conséquent, contrairement au cas du borophène où les fréquences

courtes contribuent sur la création de la majorité de la force de couplage électron-phonon,

comme le con�rme la valeur élevée de la largeur de raie des phonons rapportée dans la

Réf. [224], la valeur la plus élevée de la force EPC λ = 0,91 atteinte à 400 cm−1 dans

l'aluminène devrait être due à la contribution des modes LO et TO, comme le montre ex-

plicitement l'énergie propre des phonons représentée dans la dispersion des phonons sur la

Fig.(3.18)-(b). Il s'ensuit que les vibrations optiques longitudinales et transversales sont les

principales responsables de la création d'EPC. En utilisant l'équation pseudo-empirique

d'Allen-Dynes [118], la température critique est exprimée en termes de Constante de ré-

pulsion de Coulomb ( µ∗
c) �xée à 0,10 et la moyenne logarithmique de la fréquence des

phonons ( ωlog) comme suit :

Tc =
ωlog
1.2

exp

(
− 1, 04(1 + λ)

λ− µ∗
c(1 + 0.62)λ

)
(3.55 )

Il s'ensuit que la Tc = 8,83K est la température séparant l'état supraconducteur de l'état

normal dans l'aluminène. Avec respect aux quelques travaux existants sur les matériaux

2D, notre valeur obtenue est comparable à celle du silicène contraint [165] et du gra-

phène décoré au Li [227], mais inférieure à 33 K rapportée pour le borophène qui présente

une supraconductivité anisotrope de type II [224]. Le gap supraconducteur ∆(iωj) de

l'aluminene, déduit de l'équation entièrement isotrope de Migdal-Eliashberg, est tracé en

fonction de T sur la �gure (3.21)-(a). Le gap supraconducteur, dé�ni comme l'énergie

liant les électrons des paires de Cooper, est maximal à basse température et commence

décroissant pour disparaître complètement à la température critique 8,83 lorsque la paire

de Cooper se dissocie et que la supraconductivité cesse d'exister. 5(a), ∆ ≃ 1,5 meV à T

= 0 , tandis que la valeur (∆/kbTc ) trouvée pour Tc ≃ 9 K est proche du rapport idéal

1,76 proposé pour le supraconducteur de type I BeAu [228]. Par ailleurs, notre résultat

est conforme à [229] rapportant la proximité entre les deux paramètres pour les compo-

sés SrPt3P , LaPt3P et CaPt3P . Par l'expression du rapport idéal donné par la théorie

BCS, on déduit comment le gap supraconducteur de l'aluminène s'élargit avec la force de

l'interaction attractive qui a une énergie kBTc. Il donne également des informations sur

la densité d'état de l'aluminène, en particulier au niveau de Fermi où il n'y a plus d'état

électronique lors de l'entrée dans l'état supraconducteur. A�n d'évaluer le comportement

de la densité d'état à travers di�érentes fréquences de phonons ( ω), l'équation (3.56) cal-

cule la densité d'état normalisée des quasi-particules (DOS) dans l'état supraconducteur

Ns(ω). Ainsi, sur la base de la méthode de continuation analytique de l'approximation de
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Figure 3.20. � Fonction spectrale d'Eliashberg (transport) et la force de couplage
électron-phonon (transport) en fonction de fréquences de vibration. [8]

Figure 3.21. � (a) Gap supraconducteur en fonction de la température, (b) ratio de
densité d'états supraconducteurs sur celle au niveau de Fermi en fonction de la fréquence.
[8]

Padé qui calcule la fonction d'écart de fréquence réelle, on peut calculer le DOS supra-

conducteur qui est le rapport de Ns(ω) et de la densité normale au niveau de Fermi N(

εf ) exprimé comme suit [230] :

Ns(ω)

N(εF )
= ℜ ω√

ω2 +∆2(ω)
(3.56 )

Comme le montre la �gure (3.21)-(b), l'augmentation de la température induit une di-

minution des pics de quasi-particules supraconductrices DOS. À T �xe, l'augmentation

de la fréquence des phonons fait converger le rapport Ns(ω)
N(εf )

vers 1, révélant un passage du

supraconducteur à l'état normal. Il se produit pour ω ≥ 1, 57; 1, 35 et 1,04 meV corres-

pondant respectivement à 0,8 ; 6,8 et 8 K. Au-delà de 8 K, l'aluminène s'approche de son
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Figure 3.22. � (a) évolution de la résistivité (b-c) mobilité et densité de porteurs de
charges. [8]

Tc, ainsi l'écart supraconducteur diminue comme indiqué précédemment.

3.3 Propriétés de transports de porteurs de charges

en Aluminene

Les propriétés de transport électronique dans l'aluminène sont dérivées de la fonc-

tion spectrale de transport de Migdal-Eliashberg [ α2Ftr(ω)] et le couplage de transport

électron-phonon (λtr,qν ) discutés dans la section 3 du chapitre 2 sont a�chés sur la

Fig (3.22). Pour les fréquences de phonons allant de 0 à 350 cm−1 , la courbe α2Ftr(ω)

est inférieure à α2F (ω). Pour les hautes fréquences dans l'intervalle [350− 400] cm−1, la

forme des deux courbes devient approximativement similaire. Cette tendance indique que

la di�usion vers l'avant est préférée aux grands angles entre Vmk+q et Vnk. À 400 K, le

couplage de transport λtr , atteint la valeur 0,7 qui est inférieure de 33 % à la force λ en

accord avec le dichalcogénure de métal de transition monocouche métallique TaS2 [231].

En utilisant l'équation (2.78), nous traçons la résistivité ( ρ) sur la �gure (3.22)-(a). On

montre que la résistivité de la feuille d'Al reste nulle entre la température absolue et la tem-

pérature critique, puis augmente légèrement jusqu'à 40 K. Au-delà de cette température

seuil, la courbe est une droite de pente 0,1264. À température ambiante, ρ est d'environ

38 µΩcm soit 12 fois beaucoup plus que 3,1 µΩcm calculé pour l'Al massique [232]. Cette

di�érence est induite par l'expansion du couplage de transport d'électrons λtr = 0,46 dans

l'Aluminium massif [233] contre 0,71 pour l'aluminène. Ce résultat con�rme la forte résis-

tivité dépendante de la structure atomique, principalement attribuée à la dimensionnalité

réduite et à la di�érence de densités de porteurs dans les matériaux aluminium 3D et 2D

en accord avec [234]. En résolvant l'équation (2.79) pour les électrons et les trous, la mo-
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bilité des porteurs (M) dans l'aluminène monocouche est évaluée sur la �gure (3.22)-(b)

le long de la variation de température. Aux faibles valeurs de T, la mobilité du matériau

est beaucoup plus élevée par analogie avec la résistivité calculée précédemment. Lorsque

T augmente, l'agitation thermique augmente. Cette agitation empêche l'électron de se dé-

placer facilement à l'intérieur du matériau, ainsi la mobilité des électrons diminue au pro�t

des trous qui présentent des valeurs plus élevées, puis M tend vers 0 à haute température.

Plus précisément, à partir de 8842,6 cm2V −1s−1 obtenu à 100K, la mobilité électronique

se réduit à 620 cm2V −1s−1 à température ambiante. Comme prévu, il est beaucoup plus

petit que le graphène [235] mais il est supérieur à 540 cm2V −1s−1 rapporté pour le boro-

phène, l'autre métal 2D mono-élémentaire du groupe III [234]. La diminution des porteurs

de mobilité en fonction de la température est due à l'augmentation du processus de di�u-

sion et à la réduction du temps de relaxation. Il s'ensuit que la mobilité des porteurs et la

résistivité dépendent de manière signi�cative de la force de couplage électron-phonon. Les

caractéristiques de transport de l'aluminène rendent possible sa mise en ÷uvre dans des

nano-dispositifs ultra-minces pour la création de la future famille de matériaux à haute

performance utilisant une technologie de nano-fabrication avancée [236]. En�n, la densité

de porteurs présentée à la Fig.(3.22)-(c), montre une augmentation en termes de T, c'est

plus important pour les électrons par rapport aux trous. Plus précisément, à température

ambiante, la densité d'électrons qui est de 1,5 × 1020 cm−3 , passe à 2,5 × 1020 cm−3 à 500

K. De plus, cela clari�e la diminution de mobilité causée par la température qui est assi-

milée à un énergie des porteurs provoquant leur pesanteur et induisant une augmentation

de densité par unité de volume.
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Conclusion

Ce travail rapporte une étude sur l'e�et du couplage électron-phonon (EPC) sur deux

paramètres clé de la monocouche d'aluminène bâclé, à savoir le caractère supraconducteur

ainsi que les propriétés de transport, en utilisant les théories de la fonctionnelle de la

densité et des perturbations à plusieurs corps. Les calculs de la largeur de raie des électrons

et des phonons révèlent que leur couplage provient principalement des modes optiques

longitudinaux et transversaux. Le gap supraconducteur est déterminé et tracé en fonction

de la température montrant la supraconductivité dans la région de couplage intermédiaire

où λ ≃ 1. La densité d'état supraconducteur est également donnée en termes de fréquence

pour plusieurs températures autour de la température critique de l'alumine, à savoir Tc

= 8,83 K. L'e�et des phonons sur les propriétés de transport, y compris la résistivité, la

mobilité et la densité des porteurs ainsi que leur variation en termes de température sont

tous examinés et discutés. Par rapport à d'autres matériaux bidimensionnels, les résultats

actuels indiquent que l'aluminene est un candidat potentiel pour la création de futurs

nano-dispositifs aux propriétés de transport performantes.
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Supraconductivité dans les matériaux

composés et applications

Ce chapitre expose l'état actuel de la supraconductivité et ses diverses applications,

en mettant en lumière les supraconducteurs exotiques (à haute température) qui ne

trouvent pas d'explication dans la théorie BCS, ainsi que ceux à basse température qui

se conforment à ladite théorie et relèvent de la supraconductivité conventionnelle. Notre

étude inclut la nouvelle génération de chalcogénures B3S et B3Se, leur processus de cou-

plage électron-phonon, leurs caractéristiques supraconductrices, ainsi que les applications

découlant de ce phénomène physique.

1 État d'art des matériaux supraconducteurs

Nous présentons dans cette section l'évolution de la découverte des matériaux su-

praconducteurs notamment les cuprates, les alliages à base de fer à haute température

et le troisième point, consacré aux monocouches composés qui présentent des résultats

importants.

1.1 Cuprates à haute température

Il existe trois grandes familles de supraconducteurs cuprates haute température (HTSC)

dopés à des trous étudiées aujourd'hui. Cependant, une grande partie de la confusion dans

l'étude de HTSC résulte du fait que chaque matériau est accessible à di�érentes techniques

expérimentales. Par exemple, il est facile de mesurer la densité d'états électroniques de

Bi2Sr2CaCu2O8+x, mais plus di�cile de mesurer ses propriétés magnétiques. Dans la re-

cherche d'une théorie uni�catrice pour tous les HTSC, il est tentant de traiter ces trois

comme un seul matériau et de combiner les résultats expérimentaux de toutes les familles.
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Figure 4.1. � Évolution des matériaux supraconducteurs les éléments bleus représentent
les systèmes régis par la théorie (BCS) conventionnelles les couleurs rouges et verts pour
les cuprates et les alliages fer-pnictogene respectivement.

En raison de cette pratique courante, le domaine de la recherche à haute Tc est en proie à

des con�its et à des contradictions apparentes. La2−xSrxCuO2 La famille des lanthanes à

haute Tc a été la première famille de matériaux à être découverte, par Bednorz et Muller

en 1986 [237]. La structure de LSCO est illustrée dans la �gure (4.2) (sans teneur en

Sr). Le LSCO est physiquement le plus dur des trois matériaux, et avec des liaisons plus

fortes, il est plus facile de faire pousser des mono-cristaux de grande taille (> 1 cm). Les

expériences de di�usion de neutrons, qui sondent la structure magnétique du matériau,

sont généralement limitées à l'étude du LSCO en raison de leur besoin de gros mono-

cristaux. Mais le LSCO n'a pas été étudié avec succès avec un STM "microscopie à e�et

tunnel", car jusqu'à présent, il n'y a pas eu de recette réussie pour obtenir une surface

atomiquement plane avec un accès au tunnel par une couche isolante au plan CuO2 non

perturbé pertinent. La structure YBa2Cu3O7−x (YBCO) [239] sa découverte de YBCO a

suivi celle de LSCO en un an. YBCO a été le premier matériau à franchir la limite de

température de 77 K◦ (azote liquide), la Tc optimale est maintenant >90 K◦ [240]. La

structure de YBCO est montrée à la �gure(4.3). YBCO a peut-être été le plus étudié, car

c'est le cristal le plus propre et le plus ordonné. Mais les études de YBCO peuvent aussi

être assez déroutantes, car il existe deux plans CuO : le plan carré et le plan en chaîne.

Par analogie avec les autres familles HTSC, on pense que la supraconductivité provient

du plan carré, mais il est di�cile d'isoler les comportements des plans. YBCO n'est pas un

matériau idéal pour les études STM, car il se clive généralement sur le plan de la chaîne.

Des études STM des plans de chaîne ont été réalisées par Derro et al [241], mais on ne
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Figure 4.2. � Maille élémentaire du cuprate LSCO [238]

pense généralement pas qu'elles accèdent aux propriétés supraconductrices intrinsèques

du matériau. YBCO a généralement été utilisé dans les études de résonance magnétique

nucléaire (RMN), qui sondent la distribution spatiale de champ magnétique. En e�et,

YBCO est si bien ordonné que tous les atomes d'une espèce particulière vivront dans le

même environnement électronique (ce qui n'est pas le cas pour BSCCO ou LSCO). Plus

récemment, YBCO très propre a été utilisé pour des expériences d'oscillation quantique,

pour cartographier la taille des poches de Fermi [242]. Bi2Sr2CaCu2O8+x En�n, nous

arrivons au BSCCO, à titre d'exemple Bi2Sr2CaCu2O8+x le matériau de prédilection de

la STM et de l'ARPES. Le BSCCO a été découvert en 1988 [243]. Le BSCCO lui-même

peut avoir 1, 2 ou 3 plans CuO, Tc augmentant avec le nombre de plans. Le bismuth peut

également être remplacé par du thallium ou du mercure, ce qui donne le matériau Tc le

plus élevé connu (∼ 135 K◦) [244]. BSCCO est en concurrence avec YBCO en tant que

matériau le plus utile sur le plan technologique. YBCO a été utilisé dans les applications

de champ magnétique, car il est plus facile d'épingler le �ux. YBCO peut être utilisé pour

développer des SQUIDS à haute Tc avec des jonctions Josephson à joint de grains [245].

La structure de BSCCO est illustrée à la �gure (4.4). Les techniques sensibles à la surface

telles que STM et ARPES peuvent étudier le BSCCO, car il se clive facilement entre les

couches, laissant une surface atomiquement plate pour les études.

Le diagramme de phase des supraconducteurs au cuprate peut être divisé en deux régions
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Figure 4.3. � Maille élémentaire du cuprate YBCO

Figure 4.4. � Maille élémentaire du cuprate BSCCO
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�gure (4.5), le côté dopé aux électrons et le côté dopé aux trous. Le diagramme en phase

des supraconducteurs cuprates dopés aux trous et dopés aux électrons a été montré. Le

soi-disant composé parent dans les cuprates (Par exemple YBa2Cu3O6 non dopé pour

YBa2Cu3Oy, la concentration de trous est nulle.) est un isolant antiferromagnétique. La

température de Néel est d'environ 350 K. Avec le dopage du système par les trous, l'état

de l'isolant antiferromagnétique est rapidement supprimé et on commence à observer une

supraconductivité de dopage d'environ 5 % [246]. Le dôme supraconducteur est un autre

comportement courant parmi les familles de cuprates, même si la température de transi-

tion di�ère considérablement d'environ 35 à 138 K. Le Tc maximum sera observé autour

d'un niveau de dopage de 16% qui est appelé la région dopée de manière optimale. La

région de dopage entre 5 et 16% est appelée la région dopée positivement. L'état normal

de cette région est la région métallique étrange, qui est caractérisée par le pseudo gap.

Bien que cette région soit métallique à l'état normal, elle ne peut pas être dé�nie comme

la région classique du liquide de Fermi ; c'est pourquoi on l'appelle, la région métallique

étrange. Le diagramme de phase générique des cuprates montre une grande variété de

comportements di�érents à di�érentes températures et niveaux de dopage.

Tous les composés étudiés jusqu'à présent montrent des changements caractéristiques

dans presque toutes leurs propriétés thermodynamiques et de transport lorsque la tempé-

rature, T ou le nombre de trous par cellule unitaire de CuO2 varie. Le nombre de trous par

unité CuO2, est un paramètre pratique qui peut être utilisé pour comparer les di�érents

cuprates. Les propriétés physiques des cuprates changent brusquement à la transition

supraconductrice (Et aussi à la transition antiferromagnétique - [247]). Dans les autres

régions du diagramme de phase, cependant, les propriétés changent graduellement et il

y a une région de � croisement � plutôt qu'une transition de phase bien dé�nie. Com-

prendre le diagramme de phase de la �gure 4.4 revient à comprendre les cuprates et tous

leurs comportements déroutants, y compris la supraconductivité à haute température.

Les physiciens de la matière condensée s'intéressent à toutes les propriétés thermody-

namiques, magnétiques et de transport de ces matériaux. Le dé� est de développer une

théorie microscopique qui prédira toutes ces propriétés. La région antiferromagnétique

est la région la mieux comprise dans le diagramme de phase. À dopage nul, les cuprates

sont tous des isolants, et en dessous de quelques centaines de kelvins, ce sont aussi des

antiferromagnétiques (C'est-à-dire que les spins des électrons sur les ions de cuivre voisins

pointent dans des directions opposées.). Cependant, lorsque le dopage est augmenté au-

dessus d'une valeur critique (environ 5%, bien que cela varie d'un composé à l'autre), l'état

antiferromagnétique disparaît et nous entrons dans la région dite "pseudo gap" ou "sous
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Figure 4.5. � Diagramme de phase de cuprate

dopée". Il est dit sous-dopé, car le niveau de dopage est inférieur au niveau qui maximise

la température de transition supraconductrice. La région du liquide de Fermi "normal

metal" du diagramme de phase est également bien comprise. L'un des concepts centraux

de la physique de la matière condensée, introduit par Lev Landau, est la � quasi-particule

� [248]. Dans un liquide dit de Landau-Fermi, les propriétés des électrons individuels sont

modi�ées ou "renormalisées" par des interactions avec d'autres électrons pour former des

"quasi particules". Les propriétés du matériau peuvent alors être appréhendées en termes

d'interactions résiduelles faibles entre les quasi particules et leurs excitations. Une carac-

téristique clé du concept de quasi-particule est que les excitations à une seule particule à

faible énergie ont des largeurs de raie très étroites. Lorsque l'approche des quasi-particules

est valide, il existe une frontière bien dé�nie entre les particules et les trous dans l'espace

d'énergie et d'impulsion à température nulle. Cette frontière se produit à l'énergie de

Fermi et dé�nit la "surface de Fermi" dans l'espace des impulsions. Cependant, le modèle

de quasi-particules de Landau ne peut expliquer qu'une partie du diagramme de phase

des cuprates. La caractéristique la plus connue de la région supraconductrice est le fait

que la résistivité est nulle. Cependant, les physiciens de la matière condensée mesurent de

nombreuses autres propriétés des supraconducteurs, telles que l'énergie nécessaire pour

diviser les paires de Cooper. C'est le gap supraconducteur discuté dans la théorie BCS. Le

processus d'appariement signi�e qu'il n'y a pas d'excitations à une seule particule avec des

énergies inférieures à ∆ dans l'état supraconducteur (D'où le nom du gap.). Les métaux

normaux et les liquides de Fermi ne présentent pas de tels gaps. Les écarts d'énergie appa-

raissent clairement lorsque la densité d'états d'une seule particule est tracée - c'est-à-dire

lorsque le nombre d'états électroniques avec une énergie donnée est tracé en fonction de

l'énergie. Les écarts d'énergie sont également responsables de la semi-conductivité, mais le
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mécanisme qui conduit à la formation de l'écart est complètement di�érent. La partie du

diagramme de phase entre les régions sous-dopées et liquide de Fermi, et au-dessus de la

zone avec les températures de transition supraconductrices les plus élevées nommé le métal

étrange ou conformément à la bibliographie la région non-liquide de Fermi. Les propriétés

thermodynamiques dans cette région ne sont pas exceptionnelles et, dans les incertitudes

expérimentales, sont en fait similaires au comportement d'un liquide de Fermi. Cepen-

dant, cette région est caractérisée par des lois de puissance exceptionnellement simples

mais inhabituelles dans toutes ses propriétés de transport en fonction de la température.

Ces propriétés de transport comprennent la résistivité, la conductivité optique, l'inten-

sité de di�usion Raman électronique, la conductivité thermique, divers taux de relaxation

nucléaire, la conductivité Hall et la magnétorésistance. Ces propriétés de transport inha-

bituelles expliquent pourquoi cette partie du diagramme de phase est appelée la région

non-liquide de Fermi. Les propriétés de transport exceptionnelles de la région non-liquide

de Fermi ont conduit Phil Anderson de l'Université de Princeton à suggérer à la �n des

années 1980 qu'une physique radicalement nouvelle était - et est toujours - nécessaire pour

comprendre les cuprates [249].

1.2 Alliages supraconducteurs à base de Fer

La découverte de la supraconductivité à 26 K dans LaFeAsO1−x Fx en�amme le désir

à long terme de trouver un autre système supraconducteur à haute température en plus

des cuprates, qui ont été découverts en 1987 [250]. La supraconductivité est obtenue par

la condensation quantique de paires d'électrons, ce qui, dans la matière condensée, ne se

produit pas de manière intuitive et directe. Par conséquent, l'exploration d'un nouveau

système supraconducteur est une tâche di�cile : l'exploration sous un angle biaisé ne

récolte normalement rien ; cependant, les nouveaux supraconducteurs à haute température

existants (cuprates, MgB2 et le LaFeAsO dopé au F) ont été découverts de manière

inattendue. En l'espace de deux courtes années, environ six structures di�érentes de la

famille FeAs ont été découvertes. Dans la �gure (4.6), le graphique des six structures

di�érentes de matériaux à base de FeAs trouvés jusqu'à présent. Ils sont appelés 11, 111,

122, 1111, 32522 et 21311 (ou 42622), qui sont dérivés de leurs formules. Il est évident

que toutes les familles ont les plans FeAs comme couches de construction de base, et elles

sont prises en sandwich par d'autres couches, qui donnent des charges ou font la pression

interne aux couches FeAs, de sorte qu'elles in�uencent les propriétés électroniques. Dans

la �gure (4.7), les températures de transition et les paramètres de réseau de toutes les
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Figure 4.6. � Alliages supraconducteurs à base de fer

structures. Jusqu'à présent, tous sauf la famille 32522 présentent des preuves claires de

supraconductivité ; toutes les autres familles présentent une supraconductivité avec les

températures de transition les plus élevées (56�57 K) dans la famille 1111 [252�254]. La

complexité de leur fabrication et la validité de leur insertion dans les applications tiennent

un véritable obstacle d'où la nécessité de voir de nouvelles alternatives notamment après

la découverte des matériaux bi-dimensionnels.

1.3 Matériaux mono-couches composés

Malgré les résultats pertinents que la recherche a pu consolider aux �ls des années le

regard des scienti�ques et chercheurs s'est étendu vers la nouvelle gamme de matériaux

bidimensionnels monocouches qui ont révolutionnés la physique des matériaux et leurs in-

sertion dans le domaine nanotechnologique, depuis une large variétés de supraconducteurs

monocouches composés ont vu le jour comme les couches �nes de métaux ou les métaux

de transition ou encore les métaux chalcogènes d'où notre travail et notre contribution fait

sa percée. Dans la �gure (4.8), la partie verte centrale désigne les méthodes générales de

modulation pour la supraconductivité 2D. L'arc jaune désigne les supraconducteurs qui

peuvent être expliqués par la théorie BCS, qui comprend principalement trois systèmes

de matériaux (désignés par l'arc bleu extérieur). L'arc rouge désigne les supraconducteurs

qui ne peuvent pas être expliqués par la théorie BCS, qui comprend principalement deux
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Figure 4.7. � Structures des supraconducteurs typiques dans le système à base de FeAs.
Abréviations : RE, terre rare ; AE, alcalino-terreux ; TM, (3d�5d) métaux de transition ;
HP, haute pression [251]

Figure 4.8. � Diagramme qui schématise les catégories des supraconducteurs mono-
couches. [255]
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Paramètres du réseau en Å
a b d B1-B1/B1-

B1'
B1-
B2

M-B1 M-B2 M-M

Type-I ort-
MgB6

3.46 2.90 3.55 1.73/1.73 1.70 2.50 2.48 2.90/3.46

Type-I ort-
CaB6

3.49 2.94 4.24 1.76/1.72 1.70 2.70 2.74 2.94/3.49

Type-II
ort-TiB6

6.76 2.95 3.73 1.71/1.72 1.77 2.37/2.46 2.21/2.34 2.84/2.95

Type-III
ort-YB6

6.88 2.97 4.22 1.68/1.72 1.75 2.66/2.79 2.63/2.73 2.97/3.45

hex-MgB6 3.41 - 3.63 1.70 - 2.49 - 3.41
hex-CaB6 3.43 - 4.26 1.71 - 2.73 - 3.43
hex-ScB6 3.41 - 3.73 1.70 - 2.53 - 3.41
hex-TiB6 3.41 - 3.33 1.70 - 2.38 - 3.41

Table 4.1. � Paramètres du réseau de di�érents éléments 2D à base de Bore.

systèmes de matériaux (désignés par l'arc violet extérieur). Le supraconducteur BCS peut

en outre être classé par la propriété spéciale de supraconductivité : supraconducteurs avec

un champ magnétique Bc amélioré dans le plan (indiqué par la zone rouge) et supracon-

ducteurs topologiques (indiqués par l'arc jaune). Six schémas de supraconducteurs 2D

représentatifs correspondant à chaque type de supraconducteur 2D sont également pré-

sentés.

On répertorie dans ce manuscrit les systèmes métalliques à base de bore qui tiennent

une grande attention actuellement, notamment le cas des systèmes 2D orthorhombiques

MB6(M=Mg, Ca, Sc, Sr) et hexagonales MB6(M=Mg, Ca, Sc, Ti, Sr, Y) a�chés dans la

�g(4.9) [256].

Les systèmes MB6 sont non-planaires et présentent par conséquent une hauteur valant

entre 3.33 Å- 4.26 Å, tout en remplissant les critères de stabilité mécanique, thermique et

dynamique validés par l'énergie de cohésion et la dispersion de phonons. Nous accordons

un intérêt particulier aux structures hexagonales du MB6(M=Mg, Ca, Sc, Ti) à cause

de leur résultats encourageants en termes de température critique comme indiqué sur le

tableau 4.1, on prend le résultat du matériaux qui possède le plus bon résultat et qui est

le CaB6 hexagonal pour la �gure (4.10).

Les di�érents types de vibrations des atomes déclenchent des énergies "phonons" qui

à leurs rôle interagissent avec les électrons, ces derniers se comportent di�éremment avec

chaque type type de vibration comme indiqué dans la �gure (4.10) où on voit le poids

du couplage électron-phonon projeté sur les bandes de phonons [256], on peut tirer que
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Figure 4.9. � Vues de dessus et de côté du (a) type-I ort-MB6(M=Mg, Ca, Sc, Sr), (b)
type-II ort-TiB6, (c) type-III ort-YB6,et(d )hex-MB6(M=Mg, Ca, Sc, Ti, Sr, Y) mono-
couches
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Type de matériau µ∗ λ Tc Référence

Type-I ort-MgB6 0.1 0.59 9.9 [256]
Type-I ort-CaB6 0.1 0.57 6.7 [256]
hex-MgB6 0.1 0.46 4.7 [256]
hex-CaB6 0.1 0.87 22.6 [256]
hex-ScB6 0.1 0.60 6.7 [256]
hex-TiB6 0.1 0.40 1.4 [256]
Type-II ort-TiB6 0.1 0.92 16.9 [256]
Type-II ort-YB6 0.1 1.00 17.4 [256]
B△/B□/B♢ 0.1 1.1/0.8/0.6 21/16/12 [257]
β12 0.1 0.69 14 [258]
ort-MgB6 0.1 0.49 6.0 [259]
ort-AlB6 0.05 0.36 4.7 [260]
ort-GaB6 0.1 0.39 1.67 [261]
hex-GaB6 0.1 0.68 14.02 [261]
ort-InB6 0.1 0.55 7.77 [261]
hex-InB6 0.1 0.67 4.83 [261]
tetr-Mo2B2 0.1 0.49 3.9 [262]
tri-Mo2B2 0.1 0.3 0.2 [262]
tetr-W2B2 0.1 0.69 7.8 [263]
hex-W2B2 0.1 0.43 1.5 [263]
YB6 0.1 0.87 7.47 [264]
YB6 (exp) - - 7.2 [265]

Table 4.2. � Température critique Tc, potentiel e�ectif de coulomb µ∗ et force de couplage
électron-phonon λ de di�érents systèmes 2D.
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Figure 4.10. � Dispersions de phonon pondérées par les modes de mouvement des atomes
(B,Ca), les cercles creux rouges, verts, bleus et orange en (e) représentent respectivement
les modes B horizontal, B vertical, Ca horizontal et Ca vertical.(f) Dispersion de phonons
pondérées par l'amplitude de λqν , (g) Densité d'états de phonons (PhDOS), (h) Fonction
spectrale d'Eliashberg α2F (ω) et dépendance en fréquence cumulée de l'EPC λ(ω).

les branches acoustiques dans la direction K − Γ contribuent massivement à la création

de se couplage, il se manifeste également par les pics correspondants dans la densité

d'états des phonons et sur la fonction spectrale d'Eliashberg. Dans de nombreux travaux,

il est remarqué que le couplage se renforce au cas où la branche phononique décroît et

remonte ceci est appelé généralement dans la bibliographie "the phonon softening". Ici,

elle représente 39 % de la force de couplage totale (λ=0,87). Les modes de phonon dans

la gamme de fréquences de 200 à 500 cm−1, principalement associés aux vibrations Bz,

contribuent pour 46 % à l'EPC total.

Notons que les branches des phonons sont dominés chacune par di�érentes vibrations des

atomes selon leurs directions l'indice Z indique que le mouvement est hors plan tandis

que le (x,y) montre qu'il est planaire (transversal ou longitudinal).

L'hydrogénation des composants a pu donner des résultats intéressants surtout dans

le cas de MgB2H avec une température critique de 67 K et une constante de couplage qui

avoisine 1,5 ces résultats sont investigués exclusivement pour la forme non contrainte du

système [266].

L'e�et de contrainte est étudié avec une marge allant de -1% à 5% ceci est motivé par

l'existence d'une stabilité dynamique et énergétique pour les structures modi�és, dans

la �gure (4.12) (a) la fonction spectrale d'Eliashberg et la constante de couplage sont

calculés, la comparaison entre la forme avec et sans contrainte est e�ectuée, les résultats
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Figure 4.11. � Structure cristalline du MgB2 hydrogéné.

montrent que le couplage est plus intense en présence de la contrainte ce qui in�ige signi-

�cativement les propriétés supraconductrices associés comme le gap supraconducteur qui

augmente de 13 à 22 meV et le couplage atteint 2,03 avec un augmentation de 25%. Le

gap supraconducteur est représenté sur la surface de Fermi (b) ainsi que sa distribution.

La température critique connaît un changement sensible comme la montre la �gure (4.12)

(c) à noter qu'on ne peut pas généraliser le fait que l'application de la contrainte va rendre

les propriétés souhaitées plus intenses, il est préférable d'étudier chaque système séparé-

ment, car le sens des résultats reste imprévisible et représente un comportement inné où

rentrent les types de vibrations en vigueur.

Il en résulte que le diborure de magnésium hydrogéné MgB2H se présente comme l'un des

matériaux bidimensionnels pionniers en fonction des résultats discutées et représente l'un

des rares systèmes appartenant à cette gamme à avoir dépassé 100 kelvins pour la phase

critique.

Nous évoquons également le composé de diborure d'indium InB2 [267] qui se constitue

par une couche hexagonale de bore à laquelle l'atome d'indium est ajouté en substitution

le haut du centre du nid d'abeilles, étudié récemment ce composé présente un comporte-

ment special au niveau du gap supraconducteur en ayant trois gaps ces types de matériaux

sont courants dans la bibliographie et ils s'appellent des supraconducteurs multi-gap, ces

di�érentes bandes d'énergies sont gouvernés par trois types de liaisons σ,µ et π qui est

la plus faible, toutes ces liaisons prennent �n à la même température 53 K. Dans (c) le

ratio d'états supraconductrice sur celles normales au niveau de Fermi Ns/NF est évaluée,

en apercevant l'intervalle des fréquences on remarque que le SDOS vaut 1 équivaut que
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Figure 4.12. � Propriétés supraconductrices de H-MgB2 sous l'in�uence de la contrainte.
(a) Fonction d'Eliashberg isotrope α2F et la constante de couplage électron-phonon λ pour
une contrainte de traction appliquée de 5 %. Les données pour le cas non contraint sont
représentées par l'ombre grise en comparaison. (b) Le spectre de gap supraconducteur
sur la surface de Fermi, à partir de calculs entièrement anisotropes pour 5 % appliqués
déformation de traction, et le code couleur correspondant ∆. (c) L'évolution de ρ(∆)
avec la température pour 5 % de déformation en traction, donnant Tc ∼ 103 K. L'encart
montre Tc en fonction de la déformation. [266]
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Figure 4.13. � (a)Structure cristalline et surface de Fermi du InB2, (b) Gap supracon-
ducteurs en fonction de la température , (c) Densité d'états supraconducteurs en fonction
de ω. [267]

le système est dans l'état normal. Cette analyse donne également la fréquence la plus

adéquate pour chaque type de liaison pour laquelle il existe plus d'états supraconduc-

teurs, on cite aussi qu'avec l'absence ou la faiblesse des modes de vibrations au aura une

proportionnalité nulle aux environs de [-2,5 ;2,5] meV.
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2 Applications de la supraconductivité

La supraconductivité a pu assurer sa place grâce à ses propriétés dans divers champs

d'applications notamment dans le secteur du transport par les trains à lévitation magné-

tique Maglev ou dans l'e�cacité énergétique à travers les circuits de transport électrique

qui assurent la conduction parfaite de l'énergie. Dans les applications liées à l'imagerie

médicale où la supraconductivité est utilisé à grande envergure. Elle promet un rôle im-

portant dans l'information quantique via les jonctions de Josephson, dans cette section,

nous allons présenter brièvement ces applications.

2.1 Transports et circuits électriques

Trains Maglev

Le train à lévitation magnétique est considéré comme l'un des moyens de transport

de haute technologie les plus prometteurs du XXIe siècle, en raison de sa sécurité, de sa

stabilité, de son adaptabilité à l'environnement, de sa grande vitesse et de son aptitude

au transport. A�n de rechercher le développement équilibré de la terre et de l'économie,

et de stimuler le développement de diverses industries connexes grâce au développement

de la technologie de lévitation magnétique supraconductrice, le Japon a commencé les

travaux préparatoires du moteur linéaire pour promouvoir le mode de suspension du train

en 1962. Le 10 février 1999, avec le succès des 5 sections de la charge de 500 kilomètres de

270 personnes dans le comté de shamanshan, au Japon, le plan de développement de base

du train maglev supraconducteur japonais était proche de la �n, et il serait transféré à

la phase de développement et de construction de la ligne d'exploitation commerciale. [268]

Bobine supraconductrice : la bobine supraconductrice est l'un des équipements les plus

importants des trains maglev, qui permet au train de se lever, de pousser et de guider.

Le matériau supraconducteur utilisé au Japon est un �l supraconducteur constitué d'un

�l multic÷ur en alliage niobium-titane super�n intégré dans le bus en cuivre. Lorsque

le �l supraconducteur est plongé dans de l'hélium liquide (- 269 C◦), il entre dans l'état

supraconducteur et produit un puissant champ magnétique. C'est la première fois au

monde à utiliser la technologie supraconductrice sur un dispositif de transport pratique

pour obtenir des aimants NdFeB [269] puissants et une bobine magnétique à une vitesse

de 550 kilomètres par heure, avec une tension de 22KV.
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Figure 4.14. � Disposition des aimants conçues pour le train Maglev.

Système de cryoconservation de véhicule : chaque unité magnétique puissante montée

sur véhicule est équipée respectivement d'un réfrigérateur à hélium liquide et d'un réfri-

gérateur à compression d'azote liquide. La fonction du compresseur d'hélium liquide est

de re-réfrigérer l'hélium, qui est progressivement vaporisé par l'énergie thermique externe

et la chaleur générée par le train lui-même, en hélium liquide. La fonction du réfrigéra-

teur à compression d'azote liquide est de re-refroidir le réfrigérant à l'azote liquide de la

plaque d'isolation thermique externe de la bobine supraconductrice de refroidissement et

de maintenir l'état de l'azote liquide à basse température. Le compresseur équipé avec le

train MLX01 est le type de compresseur d'hélium liquide et d'azote liquide le plus petit et

le plus puissant au monde, et il a atteint un record de 10 000 heures sans faute. Lorsque le

train est en marche, il n'a pas besoin de faire le plein d'azote liquide ou d'hélium liquide

une fois qu'il est rempli d'hélium (azote).

Câbles supraconducteurs

Les premiers câbles électriques supraconducteurs ont été conçues en 2004 par Su-

mitomo Electric Industries Ltd qui réalise le premier câble supraconducteur capable de

transporter 130 fois plus d'électricité qu'une ligne conventionnelle. En 2006, une ligne de

34,5 kV et 800 ampères fut réalisée sur 350 m à Albany, (USA) [270]. Les câbles étaient

fabriqués avec un oxyde de cuivre comportant du bismuth et baignait dans l'azote li-

quide. Une grande économie poids est aussi obtenue puisque 8400 kg de �l de cuivre

étaient remplacés par 110 kg seulement de câbles supraconducteurs. Il existe de nom-

breuses entreprises qui sont aujourd'hui capables de réaliser des câbles pour le transport

du courant avec le composé YBaCuO, où le bismuth a été remplacé par de l'yttrium. Ces

câbles de seconde génération remplacent les anciens, ils supportent des courants élevés,
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Figure 4.15. � Composition du �l supraconducteur de Nexans.

jusqu'à 5 kA, ce qui permet le transport d'une forte puissance électrique avec une forte

intensité plutôt qu'une haute tension (La puissance électrique est le produit de la ten-

sion par l'intensité.). Ceci permet ainsi la réduction du nombre de transformateurs. Ils

présentent d'autres avantages : en dépit de leur gaine cryogénique externe d'isolation ther-

mique, ils occupent moins d'espace que des câbles similaires en cuivre, tout en donnant

une grande capacité de transport d'énergie, sans émettre ni champs électromagnétiques

ni dégagement de chaleur vu l'abscence de la résistivité alors que les lignes classiques à

haute tension émettent des champs électromagnétiques qui peuvent être néfaste pour la

santé. Cela permet de placer plusieurs câbles près les uns des autres, ce qui se traduit par

un gain de place dans les conduites souterraines, une caractéristique particulièrement in-

téressante pour les centres-villes. Les câbles de deuxième génération du fabricant français

Nexans [271] avec des �ls produits par American Superconductor Corporation (AMSC)

sont faits de 35 �ls de l'épaisseur d'un cheveu enrobés dans une couche ultra-mince de

cuivre ou d'acier inoxydable. Ils permettent de transporter des puissances pouvant aller

jusqu'à 5000 MW avec des tensions inférieures à 200 kV. En 2008, un câble supraconduc-

teur fabriqué par Nexans (Figure 4.15) a été installé pour le compte de LIPA (Long Island

Power Authority), l'un des principaux opérateurs de réseaux électriques aux États-Unis.

Cette liaison de 600 mètres à 138 kV, capable de transporter une puissance électrique

de 574 MW grâce à un courant de 2400 A, constitue le premier câble supraconducteur

au monde incorporé dans un réseau électrique à ce niveau de tension. Il alimente 30 000

foyers.
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2.2 Imagerie à résonance magnétique

L'imagerie par résonance magnétique (IRM) est l'un des principaux outils de diagnostic

médical [272]. L'IRM est la seule technique d'imagerie in vivo chimiquement sensible avec

un contraste des tissus mous à haute résolution. Il permet aux médecins de produire des

images cliniquement pertinentes des lésions des tissus mous et des paramètres fonctionnels

des organes du corps, sans recourir à des procédures invasives ou à des rayonnements

ionisants tels que les rayons X.

Les avantages des systèmes d'IRM supraconducteurs incluent de meilleures perfor-

mances, la plus grande homogénéité temporelle et spatiale du champ magnétique, un

rapport signal sur bruit (SNR) élevé, le temps de balayage le plus court et le débit de

patients le plus élevé. Les scanners supraconducteurs sont la seule con�guration pour les

tranches minces et les applications haut de gamme. Les aimants supraconducteurs o�rent

le poids le plus faible : moins de 10 tonnes pour les unités de 3 T. Les scanners supracon-

ducteurs à blindage actif typiques du commerce n'ont pas de champ magnétique parasite

excessif en dehors de la suite de balayage.

L'écrasante majorité des scanners supraconducteurs corps entier commerciaux sont

des unités de 1,5 T ou 3 T. Plus de 70 % des scanners supraconducteurs installés et

nouveaux sont des unités de 1,5 T. Les systèmes 1,5 T sont un bon compromis entre

performance, confort du patient, facilité d'implantation en milieu hospitalier, optimisation

de l'installation et coût du cycle de vie. Depuis 2010 environ, les scanners 3T représentent

plus de 20% des nouvelles installations [273]. Les scanners 3 T, cependant, ne représentent

pas le segment IRM à la croissance la plus rapide comme ils l'étaient il y a 5 à 10 ans.

La majorité des scanners corporels supraconducteurs nouvellement installés sont de forme

cylindrique. La con�guration cylindrique représente le moyen le plus e�cace de générer un

champ magnétique hautement uniforme avec le coût optimal de l'aimant et du scanner.

Les aimants IRM commerciaux utilisent un conducteur NbTi. L'industrie de l'IRM

utilise environ 4 000 tonnes de conducteur NbTi par an (Le poids comprend le stabilisateur

de cuivre.). Le conducteur NbTi est un matériau mature, mécaniquement résistant et facile

à fabriquer, bien optimisé pour la production d'IRM. Les aimants NbTi sont compacts,

présentent des performances �ables et sont rentables. La faible température critique de

9,3 K est l'inconvénient majeur du conducteur NbTi, qui nécessite un fonctionnement à

la température de l'hélium liquide. Il en résulte un coût de réfrigération plus élevé et un

coût de construction sur site élevé si des conduits de ventilation doivent être construits.

L'utilisation du conducteur NbTi fait de l'IRM le plus grand utilisateur d'hélium au
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Figure 4.16. � Coupe transversale représentative d'un aimant supraconducteur typique
(les conceptions varient). Les chambres à hélium liquide sont de couleur aqua. Les bo-
bines de blindage actives (non illustrées) se trouvent près des bobines de calage aux deux
extrémités du scanner.

Figure 4.17. � Coupe transversale d'un enroulement d'un aimant supraconducteur avec
des nano �lms de NbTi noyés dans un noyau de Cu.
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monde. L'IRM utilise environ 20 % de tout l'hélium, contre seulement 5 % au début des

années 1990 [274]. Les applications cryogéniques utilisent plus de 50 millions de mètres

cube d'hélium gazeux par an [275]. Les augmentations constantes des prix de l'hélium

et les prix élevés de l'hélium dans les pays en développement a�ectent la croissance du

marché de l'IRM. Les scanners IRM à faible coût de cycle de vie qui ne nécessitent pas

de cryogène liquide peuvent changer la donne.

La conception d'IRM implique toujours un compromis, car des compromis et des

solutions alternatives éprouvées sont possibles. Pour qu'une nouvelle solution soit acceptée

sur le marché en tant que changeur de jeu, elle doit plaire aux utilisateurs cliniques bien

au-delà de ses mérites techniques purs, à savoir en o�rant des avantages incontestables en

matière de coût et/ou d'imagerie. Par conséquent, dans les compromis, les concepteurs

d'IRM privilégient l'option de scanner la moins chère, y compris les coûts de production

et de cycle de vie les plus bas : le prix du scanner 3T commercial installé doit être inférieur

à 3 millions de dollars, et encore plus bas pour les scanners 1,5 T. Dans la plupart des cas,

les décisions de conception optimisées conduisent à l'architecture d'aimants commerciaux

de 1,5 T et 3 T.

2.3 E�et Josephson et applications en information

quantique

Une jonction Josephson est réalisée en prenant en sandwich une �ne couche d'un maté-

riau non-supraconducteur entre deux couches de matériau supraconducteur. Les appareils

portent le nom de Brian Josephson, qui a prédit en 1962 [276] que des paires d'électrons

supraconducteurs pourraient "tunneliser" à travers la barrière non-supraconductrice d'un

supraconducteur à un autre. Il a également prédit la forme exacte des relations de courant

et de tension pour la jonction. Des travaux expérimentaux ont prouvé qu'il avait raison

et Josephson a reçu le prix Nobel de physique en 1973 pour son travail.

Pour comprendre les caractéristiques uniques et importantes des jonctions Josephson,

il est d'abord nécessaire de comprendre les concepts de base et les caractéristiques de la

supraconductivité. Si vous refroidissez de nombreux métaux et alliages à des températures

très basses (à moins de 20 degrés ou moins du zéro absolu), une transition de phase se pro-

duit. Á cette "température critique", le métal passe de ce qu'on appelle l'état normal, où

il a une résistance électrique, à l'état supraconducteur, où il n'y a pratiquement aucune

résistance au passage du courant électrique continu. Les nouveaux supraconducteurs à
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haute température, fabriqués à partir de matériaux céramiques, présentent le même com-

portement, mais à des températures plus élevées. Ce qui se passe, c'est que les électrons

du métal s'apparient. Au-dessus de la température critique, l'interaction nette entre deux

électrons est répulsive. En dessous de la température critique, cependant, l'interaction

globale entre deux électrons devient très légèrement attractive, en raison de l'interaction

des électrons avec le réseau ionique du métal. Cette très légère attraction leur permet

de tomber dans un état d'énergie inférieure, ouvrant un "fossé" énergétique. En raison

de l'écart d'énergie et de l'état d'énergie inférieur, les électrons peuvent se déplacer (et

donc le courant peut circuler) sans être di�usés par les ions du réseau. Lorsque les ions

dispersent les électrons, cela provoque une résistance électrique dans les métaux. Il n'y

a pas de résistance électrique dans un supraconducteur, et donc pas de perte d'énergie.

Il existe cependant un super-courant maximal qui peut circuler, appelé courant critique.

Au-dessus de ce courant critique le matériau est normal. Il y a une autre propriété très

importante : lorsqu'un métal passe à l'état supraconducteur, il expulse tous les champs

magnétiques, tant que les champs magnétiques ne sont pas trop importants.

Dans une jonction Josephson, �gure (4.18) la barrière non-supraconductrice séparant

les deux supraconducteurs doit être très �ne. Si la barrière est un isolant, son épais-

seur doit être de l'ordre de 30 angströms ou moins. Si la barrière est un autre métal

(non-supraconducteur), son épaisseur peut atteindre plusieurs microns. Jusqu'à ce qu'un

courant critique soit atteint, un super-courant peut traverser la barrière ; les paires d'élec-

trons peuvent traverser la barrière sans aucune résistance. Mais lorsque le courant critique

est dépassé, une autre tension se développera à travers la jonction. Cette tension dépen-

dra du temps, c'est-à-dire qu'il s'agit d'une tension alternative. Cela provoque à son tour

une baisse du courant critique de la jonction, provoquant la circulation d'un courant en-

core plus normal et une tension alternative plus élevée. La fréquence de cette tension

alternative est de près de 500 gigahertz (GHz) par millivolt à travers la jonction. Ainsi,

tant que le courant traversant la jonction est inférieur au courant critique, la tension est

nulle. Dès que le courant dépasse le courant critique, la tension n'est plus nulle, mais

oscille dans le temps. Détecter et mesurer le passage d'un état à l'autre est au c÷ur des

nombreuses applications des jonctions Josephson. Les circuits électroniques peuvent être

construits à partir de jonctions Josephson, en particulier les circuits logiques numériques.

De nombreux chercheurs travaillent à la construction d'ordinateurs ultrarapides utilisant

la logique Josephson. Les jonctions Josephson peuvent également être façonnées en circuits

appelés SQUID �g(4.19)- un acronyme pour dispositif d'interférence quantique supracon-

ducteur. Ces dispositifs sont extrêmement sensibles et très utiles dans la construction de
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Figure 4.18. � Jonction de Josephson

magnétomètres et de voltmètres extrêmement sensibles. Par exemple, on peut fabriquer

un voltmètre capable de mesurer des picovolts. Ce sont environ 1 000 fois plus sensibles

que les autres voltmètres disponibles [277]. Un SQUID consiste en une boucle avec deux

jonctions Josephson interrompant la boucle. Un SQUID est extrêmement sensible à la

quantité totale de champ magnétique qui pénètre dans la zone de la boucle - la tension

que vous mesurez à travers l'appareil est très fortement corrélée au champ magnétique to-

tal autour de la boucle. Les SQUID sont utilisés pour la recherche dans divers domaines.

Puisque le cerveau fonctionne électriquement, on peut, en détectant les champs magné-

tiques créés par les courants neurologiques, surveiller l'activité du cerveau - ou du c÷ur.

Vous pouvez également utiliser un magnétomètre SQUID pour la recherche géologique,

en détectant les vestiges des changements géophysiques passés du champ terrestre dans

les roches [278].

De même, des changements dans le champ magnétique ambiant sont créés par les sous-

marins passant sous la surface de l'océan, et la marine américaine est très intéressée par

les SQUID pour la détection des sous-marins. Les SQUID sont également très utilisés dans

le laboratoire de recherche dans des voltmètres spécialement conçus, dans des magnéto-

mètres et des susceptomètres et dans des microscopes SQUID à balayage. Dans ce dernier

instrument, un SQUID est balayé sur la surface d'un échantillon, et les changements de

magnétisme à la surface de l'échantillon produisent une image.
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Figure 4.19. � Fonctionnement du SQUID

3 Contribution à la supraconductivité dans les

chalcogenides à base de bore

Résumé : La supraconductivité induite par l'interaction électron-phonon est étudiée

- dans deux matériaux monocouches à base de bore, à savoir le B3S, un métal présen-

tant la capacité de supra-conduire, et un nouveau métal, le B3Se, présentant une stabilité

cinétique parfaite. De même, les deux matériaux présentent une structure hexagonale pla-

naire anisotrope comme le graphène. Les paramètres clé impliqués dans le comportement

de ces supraconducteurs sont tous calculés. La densité électronique dans la surface de

Fermi est donnée pour fournir l'environnement pour un couplage électron-phonon amé-

lioré. Les modes de vibration longitudinale et transversale des phonons optiques contri-

buent principalement à la force de couplage électron-phonon. De plus, l'énergie de liaison

entre les deux électrons qui forment le super�uide bosonique de Cooper est quanti�ée et

déterminée. La température critique pour les deux matériaux est respectivement de 20 et

10,5 K. Les résultats obtenus montrent l'utilisation potentielle de tels matériaux pour des
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applications supraconductrices.

Introduction

Depuis la découverte du graphène, [6, 279] les matériaux bidimensionnels ont suscité

un grand intérêt. Les monoatomiques du groupe IV, y compris le silicène, [280] le germa-

nène, [146] et le stanène, [151] ont toutes été fabriquées à l'aide de plusieurs méthodes

sophistiquées telles que le dépôt chimique en phase vapeur (CVD), l'ultravide par des

méthodes de type MBE " moléculaire épitaxie par faisceau". Sondes de silicium et de

germanène dans des applications thérapeutiques en nano-médecine, entre autres [281],

tandis que le stanène montre une utilisation potentielle pour les dispositifs spin-troniques

et électroniques. [282] Les monocouches basées sur des éléments du groupe III, comme le

borophène [283] et l'aluminène, [284] peuvent exister dans di�érentes con�gurations et pré-

sentent un caractère métallique. Leur synthèse sur des substrats révèle leurs applications

potentielles dans la détection, le blindage térahertz, les dispositifs optoélectroniques et

les technologies de stockage d'énergie à haut rendement. Détection de phosphorène, [285]

dans le capteur de résonance plasmonique de surface pour l'antimonène [286] entre autres.

Récemment, les matériaux à base de graphène ont enrichi la liste des réseaux hexagonaux

2D pour leur utilisation en optoélectronique, catalyse, transport de porteurs et batteries.

Les composés Ge- et Si-binaires (GeC et SiC) [178,179] sont des semi-conducteurs avec de

forts e�ets excitoniques et une énergie de liaison élevée. La monocouche C2N est utilisée

comme gaz de détection à base de NH3et NO. [287] BC3 est considéré comme étant un

photocatalyseur avec une absorption de la lumière visible. [288] Une mobilité ultra-élevée

des porteurs est détectée dans les monocouches M2C3 avec (M = As, Sb et Bi), [289] tan-

dis que la monocouche de carbure de vanadium V2C est prédite comme matériau d'anode

pour les batteries lithium-ion à hautes performances. [290] La propriété topologique de

l'OsC hexagonal 2D à température ambiante le rend adapté aux dispositifs de transport

à grande vitesse [291]. Ce qui montre la croissance à grande échelle des matériaux 2D et

de leurs nouveaux dispositifs. En 2017, la monocouche de chalcogénures à base de métaux

de transition "Janus MoS-Se" a d'abord été préparée puis réalisée avec succès [292, 293],

même chose pour le InSe 2D. [294] La forte absorbance dans la lumière visible des mo-

nocouches de chalcogénure du groupe "Janus III" les rend potentielles pour devenir des

photocatalyseurs de séparation de l'eau. [295] La monocouche de dichalco-génure MoS2 a

été fabriquée sur des substrats de SiO2 [296] et intégrée dans des dispositifs de spintro-

nique via l'e�et Rashba [297] où la spectroscopie laser ultrarapide a été révélée. Une dy-
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namique considérable au niveau de porteurs de photons dans MoS2 par rapport à d'autres

matériaux à base de dichalco-génures comme la monocouche WS2. [298] De plus, les ma-

tériaux de chalcogénure de bore 2D (BX), contenant au moins un atome de chalcogène

par cellule unitaire, ont suscité beaucoup d'intérêt pour leur e�cacité thermoélectrique

de haut niveau. BS et BSe contiennent deux phases, 1T et 2H, qui présentent un para-

mètre de �ambage très élevé variant dans la plage [3,4� 4,2] Å et une large bande interdite

indirecte. [299] La con�guration 2H est similaire au réseau h-BN, tandis que dans la con�-

guration 1T, les atomes de chalcogène sont placés au centre des hexagones. Le composé

B2S, avec un rapport 1 :2, comprend deux atomes de soufre et quatre atomes de bore dans

un anneau hexagonal, conduisant à une structure en nid d'abeille légèrement déformée

et à une cellule primitive orthogonale. [300] Comme le graphène plan, ce matériau B2S

présente un cône de Dirac et une mouillabilité robuste vis-à-vis des électrolytes. [301] La

structure hexagonale plane avec une métallicité intrinsèque de la monocouche B3S peut

être maintenue après l'adsorption du lithium, indiquant une capacité de stockage élevée

qui fait du composé B3S un candidat idéal pour une anode à haute performance conçue

pour les batteries lithium-ion [302]. Cependant, les B3S décorés au Li sont des matériaux à

haute capacité pour le stockage de l'hydrogène. [303] Plusieurs phénomènes physiques, tels

que la supraconductivité, la résistivité électrique, les porteurs et le transport de chaleur,

et l'e�et Kohn, sont dominés par le couplage électron-phonon (e-ph) dans les matériaux

2D. [208,304] Contrairement au graphène ayant des anomalies Kohn, [305] le silicène et le

germanène présentent une interaction EP négligeable [306] alors que le stanène présente

une EPC fortement dépendante du vecteur d'onde électronique, ce qui est intéressant

pour les phénomènes de transport. [209] Le processus électron-phonon donne lieu à un

taux de di�usion élevé dans le silicène et une thermalisation des porteurs chauds dans

les hybrides XC à base de carbone 2D (avec X = Si, Ge, Sn) [212], alors qu'elle réduit

considérablement la conductivité thermique du réseau pour les feuilles de dichalcogénure

des métaux de transition MoS2 et PtSSe [307]. La création de paires de Cooper donne

lieu à la supraconductivité dans certaines classes de nanomatériaux. On peut distinguer

deux principaux types de supraconducteurs, à savoir les supraconducteurs convention-

nels à basse température et ceux non conventionnels à haute température, tels que les

matériaux supraconducteurs cuprates [308]. Le stockage d'énergie magnétique supracon-

ducteur (SMES) a été développé comme une nouvelle génération pour une utilisation à

haute puissance [309, 310] De plus, la combinaison de semi-conducteurs MoS2 à des mo-

nocouches supraconductrices a ouvert la voie aux semi-conducteurs monocouches comme

plate-forme pour les dispositifs supraconducteurs hybrides [311]. Il est intéressant de noter
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que la supraconductivité a été induite dans les matériaux 2D depuis que le graphène a été

investigué autant que supraconducteur avec une température critique de Tc = 5,1 à 7,6 K

par décoration au lithium ou par empilement de couches, respectivement. [312] De plus,

cela a été rapporté dans la réf. [8] que l'aluminene peut être supraconducteur à des tempé-

ratures inférieures à 8,8 et 10 K pour le silicène contraint. [165] En raison de son caractère

métallique, le borophène dans une con�guration rectangulaire bâclée présente une aniso-

tropie élevée avec une température critique pouvant atteindre 22 K [183]. Cette percée a

été le fer de lance de la découverte de la supraconductivité dans de nombreux composés

binaires tels que MgB2 avec le dépôt de quelques couches, qui obtiennent 30K [313] et

MB6 hexagonal (M=Mg, Ca, Sc, Ti) [256]. Les fonctions de Wannier au maximualement

localisées "MWLF" sont utilisées pour calculer les propriétés liées au couplage électron-

phonon sur des grilles très �nes de vecteurs d'onde d'électrons (k) et de phonons (q) a�n

d'améliorer la précision des calculs en utilisant une supercellule avec un ensemble de base

localisé. Les énergies propres des électrons et des phonons sont extraites et les largeurs de

raie des phonons sont également tracées, en utilisant le formalisme de Migdal-Eliashberg

pour les supraconducteurs à basse température. La fonction spectrale et la force de cou-

plage électron-phonon sont calculées et s'avèrent donner une analyse précise de la di�usion

des électrons avec les modes vibrationnels des phonons. Nous étudions également la tem-

pérature critique exprimée par la formule de Mc-Millan à une répulsion de Coulomb et

également l'écart supraconducteur mentionné comme l'énergie de liaison pour la paire de

Cooper qui quanti�e le degré de supraconductivité. De plus, nous e�ectuons une analyse

comparative pour les deux matériaux.

Méthodes computationnels

Les calculs sont basés sur la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) im-

plémentée dans le code Quantum-Espresso. [213, 217] L'onde augmentée par projecteur

(PAW) [314] dans l'approximation généralisée du gradient GGA [315] est utilisée pour

l'échange-corrélation des électrons. L'énergie cinétique et les coupures de densité de charge

sont �xées à 60 et 720 Ry, respectivement. Pour les deux structures de chalcogénure à

base de bore, le calcul auto-cohérent utilise une grille de points k d'un pack de Monkhorst

K-mesh de 10× 10× 1 pour échantillonner la zone de Brillouin (BZ) pour les intégrations

dans l'espace réciproque. A�n d'éviter l'interaction entre les couches, un espace de vide de

28 Å ; selon l'axe z est considéré. Les dispersions de phonons et la matrice dynamique sont

calculées dans le cadre de la théorie de la densité de la fonctionnelle de perturbations avec
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des maillages de 20× 20× 1 points q. La stabilité thermique est également examinée en

calculant l'énergie de formation et en utilisant des simulations de dynamique moléculaire

(MD) à l'aide de la méthode Nosé Hoover [316] avec un pas de temps de 2 fs pour des

supercellules 5×5×1 construites à partir des géométries optimisées de cellules primitives.

Quant au couplage électron-phonon, le code EPW [7,218] est utilisé en utilisant les fonc-

tions de Wannier. Pour les grandeurs physiques supraconductrices, nous augmentons la

grille des points K-mesh à 70×70×1 et des points q à 35×35×1 pour obtenir des résultats

plus précis. Rappelons au passage que les calculs des propriétés supraconductrices médiées

par les phonons sont basés sur la théorie de Bardeen-Cooper-Schrie�er (BCS). Il existe

trois approches principales, à savoir i) les méthodes semi-empiriques basées sur la formule

de McMillan ; [117] ii) les méthodes de la fonction de Green des premiers principes basées

sur la théorie de Migdal-Eliashberg (ME) [4] ; et iii) la théorie de la fonctionnelle de la

densité pour les supraconducteurs (SCDFT). [220] Les approches (i) et (ii) sont mises en

÷uvre dans le code EPW. Le processus de di�usion électron-phonon dans le système est

exprimé par une matrice d'éléments discrets :

gνkn,km+q = ⟨Ψkm+q|∂qνV |Ψkn⟩ (4.1 )

où Ψkm+q et Ψkn sont les états propres électroniques et ∂qνV représente le changement

linéaire du potentiel ressenti par les électrons en raison du déplacement atomique associé

à un phonon avec un indice de branche ν et un vecteur d'onde q.

La largeur de raie du phonon fournit un autre moyen d'obtenir des informations expé-

rimentales sur la force de couplage. La largeur de raie �nie ou la durée de vie inverse

d'un mode phonon est reliée à la partie imaginaire de l'énergie propre du phonon dans

l'équation suivante :

γqν =
2πωqν
ΩBZ

|gνkn,km+q|2δ(εkn − εF )δ(εkm+q − εF ) (4.2 )

où ωqν est l'énergie des phonons, ΩBZ correspond à la zone de Brillouin, tandis que εkn et

εF dé�nissent respectivement les énergies des électrons dans une seule bande n et le niveau

de Fermi. Cette expression contient la dépendance à la température via les fonctions

de distribution de Fermi. Étant donné que les énergies des phonons sont généralement

faibles par rapport aux énergies électroniques, il s'ensuit que les mesures des largeurs de

raie des phonons, par exemple, par des expériences de di�usion inélastique des neutrons

ou des rayons X, fournissent des informations sur l'importance du mode phonon pour
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l'appariement.

La fonction spectrale d'Eliashberg est donné en termes de γqν comme suit :

α2F (ω) =
1

2πN(EF )

∑
qν

γqν
hωqν

δ(ω − ωqν) (4.3 )

où N(EF ) présente la densité électronique dans le niveau de Fermi, peut être exprimée

comme suit :

α2F (ω) =
∑
qν

λqνωqν
2

δ(ω − ωqν) (4.4 )

avec λqν est le couplage électron-phonon locale. La force de couplage électron-phonon

cumulée s'exprime par :

λ(ω) = 2

∫ ω

0

α2F (ω)

ω
dω (4.5 )

où le pré-facteur sans dimension
α2F (ω)

ω
peut être interprété comme une mesure du

couplage. En raison d'un mode de phonon individuel, la fonction d'Eliashberg est une

somme sur toutes les branches de phonon et moyennée sur l'impulsion du phonon. La

fréquence moyenne logarithmique est donnée par :

ωln(ω) = exp

[
2

λ

∫ ∞

0

dω

ω
α2F (ω)lnω

]
(4.6 )

Après avoir obtenu le total λ et le ωln, la température de transition supraconductrice

Tc peut être calculée par la pseudo-équation empirique de McMillan modi�ée par Allen-

Dynes [118] et écrite en termes de constante de répulsion coulombique masquée µ∗ comme

suit.

Tc =
ωln
1.2

exp

(
− 1.04(1 + λ)

λ− µ∗(1 + 0.62λ)

)
(4.7 )

Selon la réf. [317], les propriétés supraconductrices sont obtenues à partir de la solu-

tion auto-cohérente des équations de Migdal�Eliashberg entièrement isotropes sur l'axe

imaginaire aux fréquences du fermion Matsubara j = (2j + 1)T (avec j un entier) pour

chaque température T. En utilisant les approximations standard de la théorie de Migdal-

Eliashberg, [318] les deux équations non linéaires résolues de manière auto-cohérente sont

exprimées comme :

Z(iωj) = 1 +
πT

ωj

∑
j′

ωj′

ω2
j′ +∆(iωj)

λ(ωj − ωj′) (4.8 )
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Figure 4.20. � Vue de dessus des feuillets monocouches de B3S et B3Se. [9]

et

Z(iωj)∆(iωj) = πT
∑
j′

∆(iωj′)√
ω2
j +∆2(iωj′)

[λ(ωj − ωj′)− µ∗
c ] (4.9 )

où le Z(iωj) est la fonction de renormalisation de masse et ∆(iωj) est le gap supracon-

ducteur dé�ni comme l'énergie nécessaire pour rompre la liaison des paires de Cooper.

3.1 Propriétés structurales et stabilité des systèmes

Dans cette section, nous investiguons les propriétés électroniques et phononiques des

feuillets unidimensionnelles de B3S et B3Se. Ainsi, nous étudions minutieusement com-

ment les phonons contribuent à l'attraction entre les électrons aux alentours de la surface

de Fermi donnant lieu à la supraconductivité dans ces deux.

Nous débutons par reproduire les paramètres structuraux du B3S dans la �gure (4.20)

et nous explorons pour la première fois le composé B3Se. L'optimisation de la structure

cristallographique révèle un réseau hexagonal parfaitement planaire tandis que les hexa-

gones subissent une distorsion causée par l'asymétrie du réseau ainsi que la di�érence du

rayon atomique des composants, la déformation est plus présente dans le cas du B3Se par

rapport à B3S. Les constantes de maille pour la cellule unitaire sont a = 6,10 Å, b = 5,25

Åpour B3S , en accord avec [302] and a = 6,60 Å, b = 5,75 Å, pour le feuillet du selenide

mono-sulfure (B3S). La cellule unitaire se base sur quatre atomes, un X atome (avec X=S,

Se) et trois atomes de bore. En se répétant périodiquement tout au long de la couche,

chaque X atome est entouré par trois atomes de bore, tandis que les premiers proches voi-

sins de B sont deux atomes B et un X atome. Dans ces structures anisotropes les distances

interatomiques mesurées dans la cellule unitaire sont dB−B=1,66 Ået dB−S=1,84 Å ; pour

B3S ces résultats sont comparables à ceux de monocouches basés sur le graphène comme

SiC (dSi−C=1,78 Å) [178] et GeC (dGe−C =1,965 Å), [179] alors que dB−B = 2, 67Å, et

Seri� Ilias 139

mailto:iliasnoss@gmail.com


Chapitre 4 3. Contribution à la supraconductivité dans les chalcogenides à base de bore

Figure 4.21. � Dispersion de phonons de B3S (a) et B3Se (b) le long de la zone de
Brillouin. [9]

dB−Se ≃ 3.7 Å ; pour B3Se. Les angles entre les bandes liants les trois atomes B̂SB B̂BS

et B̂BB sont 119◦ 116◦ 122◦ respectivement et B̂SeB B̂BSe, et B̂BB sont 117◦ 122◦

124◦ pour B3Se.

Pour examiner la stabilité dynamique de ces structures, nous véri�ons d'abord la dis-

persion de phonons correspondante représentée sur la �gure (4.21) pour un réseau de

cellules 2× 2. Les 24 bandes détectées pour chaque système comprennent trois branches

acoustiques et 21 modes optiques. Aucune fréquence imaginaire n'est observée le long de

la direction de haute symétrie de la zone de Brillouin, con�rmant la parfaite stabilité pla-

naire des deux systèmes, ce qui est un résultat précis et hautement crédible, en particulier

à partir des éléments de la matrice électron-phonon. Notez également que la dépendance

linéaire des branches acoustiques près du point Γ est une signature des réseaux hexago-

naux. [319] L'anisotropie du réseau conduit à une vitesse di�érente du son le long des

directions Γ - Z et Y - Γ. La plus haute fréquence de phonon optique enregistrée est de

1200 cm−1 dans B3S et de 1037 cm−1 pour B3Se.

3.2 Couplage électron-phonon dans le B3S et B3Se

De plus, l'analyse de la stabilité énergétique révèle une valeur d'énergie de formation

de -3,86 eV par atome pour B3S, et une valeur de -3,69 eV par atome pour la feuille
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Figure 4.22. � Fluctuation de la structure des monocouches B3S et B3Se à 773 K◦ lors
des simulations de dynamique moléculaire MD. [9]

B3Se. Chalcogénures monocouches stables similaires ont été récemment étudiés comme

VS2 , qui montre une énergie de formation plus élevée (-4,94 eV par atome), [320] feuillets

h-ZnX monocouches (avec X = S, Se et Te) construits à partir du clivage de leurs phases

de wurtzite massive, [321] ainsi que d'autres composés binaires hexagonaux tels que la

monocouche planaire de carbure d'osmium. [291] La stabilité de ces deux matériaux est

en outre évaluée à partir de la perspective de la dynamique moléculaire à des tempé-

ratures �nies 300 K (température ambiante), 500 C◦ qui vaut 773 K. La �gure (4.22)

a�che de légères �uctuations pour les positions x et y mesurées lors de la thermalisation

successive indiquant que B3S et B3Se restent thermiquement stables au-dessus de la tem-

pérature ambiante. Les résultats sont en accord avec certains nids d'abeilles planaires 2D

réseaux, y compris les monocouches h-BN, SiC et GeC. [322] Il s'ensuit que la grande

rigidité structurelle de nos systèmes con�rme leur fabrication potentielle. Les structures

de bandes décrivant B3X avec (X = S, Se), dans Figure (4.23), sont calculés en utilisant

l'approximation de la densité locale. Les deux systèmes présentent un caractère métallique

où les bandes de conduction traversent le niveau de Fermi. Une bande dégénérée coupe

Ef dans la direction Z-T de la zone Brillouin. De plus, les bandes du B3S a�chent quatre

intersections avec le niveau de Fermi le long de la T- direction Γ par rapport à seule-

ment deux intersections pour B3Se. Le résultat concorde bien avec la structure de bande

électronique de monocouches hexagonales XB6 (avec X = Ga, In) [256] ; cependant, le
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Figure 4.23. � Un zoom sur la structure des bandes correspondant à a) B3 S et b) B3Se
autour du niveau de Fermi. [9]

comportement des semi-conducteurs à gap indirect est rapporté pour les composés P3Ga

et P3Sn [323,324].

À �n d'obtenir des informations précises sur l'énergie et modes vibrationnels impliqués

dans le couplage électron-phonon (EPC), la �gure (4.24) montre la largeur de raie des

phonons issue de l'énergie propre des phonons cartographiée sur la dispersion des phonons

le long de la Zone Brillouin (BZ). Cette grandeur physique est le principal indicateur de

la création de l'EPC pour chaque bande de dispersion de phonon. De plus, la largeur de

raie quanti�e la di�usion processus dans l'EPC, qui joue un rôle clé pour les calculs sui-

vants, en particulier la fonction spectrale d'Eliashberg. Une analyse générale des courbes

révèle que la largeur de raie dans B3S est plus élevée que dans B3Se. Plus précisément,

elle est supérieure à 6 meV pour le B3S contre 2,5 meV observée pour le B3Se. De plus, les

modes optiques longitudinaux et transversaux (LO et TO) se tiennent derrière la partie

principale de la largeur de raie totale des phonons. Les phonons acoustiques présentent

une petite largeur de raie comme attendu et déduit d'autres systèmes comme l'aluminene

et le stanène. [8,209] Dans le composé B3S, la largeur de raie associée aux modes optiques

transversaux et longitudinaux hors-plan (ZO, TO, LO) dépassent de manière signi�cative

la largeur de raie maximale des phonons dans la monocouche de BN [325] et MoS2 . [326]

En outre, le composé B3Se présente une largeur de raie de phonons beaucoup plus élevée

par rapport au diseleniure de tungstène WSe2. [327]

La densité d'états de phonons (PhDOS), représentée sur la �gure (4.25), avec moins

Seri� Ilias 142

mailto:iliasnoss@gmail.com


Chapitre 4 3. Contribution à la supraconductivité dans les chalcogenides à base de bore

Figure 4.24. � Largeurs de raie correspondantes à B3S (a) et B3Se projetés sur la
dispersion de phonons. [9]

Figure 4.25. � Densité de phonons totale et partielle des états correspondant respecti-
vement à a,c) B3S et b,d) B3Se. [9]
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Figure 4.26. � Densité électronique à la surface de Fermi de a) B3S et (b) B3Se. [9]

d'états pour B3S par rapport à B3Se. La plus haute densité de phonons est de 0,11 états

détectés à 750 meV pour B3S et 0,16 situé à 200 meV pour B3Se. De plus, le PhDOS

partiel montre une contribution dominante des atomes de bore dans les deux systèmes

et une présence d'atomes de soufre et de sélénium à des fréquences plus basses. Notre

résultat est en bon accord avec la réf. [328]. Il est à noter que le (PHDOS)est un para-

mètre clé pour les énergies propres des électrons et des phonons, il est indirectement lié

au temps de relaxation qui interfère signi�cativement avec le transport des porteurs pour

la conduction électrique, ainsi que le transfert de chaleur. La présence des phonons de

plus de 1000 meV dans les deux composés B3S et B3Se leur donne une énorme capacité

à être considérés comme des conducteurs de chaleur prometteurs comme la monocouche

h-BN [329] ou comme d'excellents matériaux thermoélectriques comme SnP3. [330]

D'autre part, deux poches sont observées dans l'axe T-Z de la surface de Fermi de B3S,

avec une légère poche autour du point Y. La �gure (4.26) montre également que les deux

poches circulaires sont plus centré au point T, pour le composé B3Se, avec une légère

présence sur le point Z.

L'absence de densité électronique autour du point Γ est lié à l'intersection des bandes avec

le niveau de Fermi, comme indiqué précédemment dans la �gure (4.25). Ce résultat évalue

la densité électronique dans la surface de Fermi qui est supérieure en B3S par rapport à

la monocouche B3Se. Ce détail est très important en raison de l'implication du niveau

de Fermi dans la transition électronique donnée dans l'équation (4.2), qui prouve son

rôle dans la supraconductivité, conformément à la réf. [331]. De plus, les intersections de
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Figure 4.27. � Fonction spectrale d'Eliashberg et force de couplage électron-phonon
accumulée λ. [9]

bandes avec le niveau de Fermi interfèrent fortement avec la densité d'états conduisant à

la perméabilité d'existence d'électrons dans cette partie. Ce devrait contribuer de manière

signi�cative aux aspects électroniques [332] et supraconducteurs [333] de nos matériaux

comme mentionné précédemment, et devrait également a�ecter les propriétés électriques

telles que la résistivité donnée par la formule de Ziman basée sur la fonction spectrale de

transport de Migdal-Eliashberg. [85]

Pour explorer la contribution de chaque fréquence à la création de la force de couplage

électron-phonon, nous illustrons la fonction spectrale d'Eliashberg α2F (ω) et la force cu-

mulée λ(ω) dans la Figure (4.28). Les pics les plus élevés de α2F (ω) sont observés dans

les fréquences les plus basses qui sont à la même fréquence correspondante au PhDOS

total présenté à la �gure (4.26). De plus, la force cumulative du couplage (λ) est liée à la

propagation des pics due au calcul intégral dans l'équation (4.5), et c'est un indicateur de

la supraconductivité de B3S et B3Se. Le résultat est conforme avec les valeurs de PhDOS

précédentes : 1,2 pour B3S et 0,82 pour B3Se, qui sont forts et peuvent quanti�er la capa-

cité de di�usion dans ces matériaux. Plus particulièrement, le couplage électron-phonon

en B3S peut être quali�é aussi haut que pour le cas du borophène triangulaire B∆ ayant

1,1 [257] et la monocouche W2N3 présentant un EPC élevé de 1,75. [334] Cependant,

l'EPC est plus moyen pour B3Se et similaire à celui de CaB6, qui est égal à 0,87, [256]

mais il est supérieur à 0,5 détecté pour le graphène décoré au Li. [335]

La force de couplage électron-phonon intégrée est présentée le long de la ligne de haute

symétrie de la zone de Brillouin sur la �gure (4.28). Pour B3S, la force e-p est concentrée
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Figure 4.28. � Distribution du couplage électron-phonon EPC dans BZ de B 3S et
B3Se. [9]

autour du point Γ , qui présente la plus grande EPC comme déjà signalé précédemment.

En revanche, la distribution EPC est assez dispersée pour le composé B3Se, avec sa plus

grande quantité détectée autour du point Y. On peut en déduire que la zone présentant

le plus haut couplage électron-phonon correspond à celui qui a la densité électronique la

plus faible dans la surface de Fermi comme le montre la �gure (4.26). Plus précisément,

les électrons dans le niveau de Fermi de la �gure (4.26) sont dans leur position de repos

avant l'interaction avec l'énergie des phonons comme expliqué pour la monocouche de

biphénylène [336] et le métal Kagome CsV3 Sb5 [337]. Par conséquent, la zone de di�u-

sion électronique de la surface de Fermi est la plus aspiré en termes de densité comme

le montre la �gure (4.28). On peut observer également que l'EPC maximum atteint 0,75

dans B3S, alors qu'il touche 0,42 en B3Se, et il existe aussi une légère présence de l'EPC

vers les quatre directions proches du point Z. Il s'ensuit que la monocouche B3S peut être

un meilleur supraconducteur avec sa température critique par rapport à son homologue

B3 Se.

Le principal indicateur de la supraconductivité est la température critique, qui sépare

le comportement du matériau entre la supraconductivité et l'état normal en utilisant la

formule d'Allen-Dynes, avec la constante de di�usion de Coulomb µ∗ = 0,10 utilisée prin-

cipalement dans la littérature [118,338]. La température critique pour B3S est 20 K alors

qu'il est de 10,5 K pour B3Se. Par conséquent, le Tc de B3S est deux fois supérieure à
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Figure 4.29. � Gap supraconducteur en fonction de la température pour B3S et B3Se. [9]

µ∗ 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
Tc(B3S) 21.3 20 19.62 18.59 18.15 17.62 16.92
Tc(B3Se) 11.6 10.5 9.98 9.2 8.65 7.83 7.00

Table 4.3. � Température critique en fonction du potentiel e�ectif de coulomb

celle de B3Se et supérieure aux 13,2 K rapportée pour la monocouche de nitrure de bore

hexagonal décoré par le calcium, [339]. Ansi, le graphène décoré de Li montrant un Tc =

5,9 K, [340] le Ca-intercalé graphène bi-couche présentant une supraconductivité médiée

par les phonons avec un Tc compris dans l'intervalle [6,8-8,1] K, [341] et le GaB6 présen-

tant 14,5 K [256].

3.3 Propriétés supraconductrices des B3S et B3Se

Pour examiner l'e�et du pseudo-potentiel de Coulomb sur la variation de la tempé-

rature critique, le tableau (4.3) répertorie Tc à di�érentes valeurs de µ∗. On peut voir

que Tc diminue légèrement lorsque µ∗ augmente. Il convient de noter que la valeur de

la constante de répulsion de Coulomb e�ective est généralement choisie entre 0,1 et 0,15

pour les matériaux 2D ; par conséquent, nos calculs du gap supraconducteur sont �xés à

µ∗ = 0,10 pour simpli�er la comparaison entre matériaux di�érents. [342,343]

La �gure (4.29) a�che le gap supraconducteur (∆) qui correspond à l'énergie de liai-
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Figure 4.30. � Distribution du gap supraconducteur unique sur l'espace k prés de la
température absolue 0,1 K◦. [9]

son de la paire d'électrons Cooper. Contrairement aux supraconducteurs multigap, B3S et

B3Se présentent tous deux un gap supraconducteur anisotrope unique puisque la propriété

métallique de ces matériaux 2D ne provient que des orbitales pZ délocalisées des atomes B

perpendiculaires au plan moléculaire. Près du niveau de Fermi, ces orbitales pZ créent des

liaisons conjuguées pour les électrons de conduction en bon accord avec ce qui est rapporté

en réf. [302]. De plus, la �gure (4.29) révèle que le gap supraconducteur anisotrope décroît

face à l'augmentation de la température, ce qui concorde avec les travaux antérieurs, en

particulier ceux traitant de l'hydrure alcalino-terreux CaH6 [344] et du supraconducteur

non centrosymétrique PbTaSe2 montrant une valeur autour de 0,3 meV. [345]

Une �gure agrandie sur la distribution d'énergie du gap supraconducteur près des

points de haute symétrie est tracé sur la �gure (4.30) à une température �xe à partir

de 0,1 K. A�n d'évaluer le rapport idéal donné par la théorie BCS, le centre des pics,

représenté sur les �gures (4.29) et (4.30), est pris comme point pour chaque énergie d'écart

calculée. En conséquence, le les valeurs d'écart supraconducteur unique ∆ diminuent de

3,5 meV pour B3S et 1,8 meV pour B3Se estimé à 0 K jusqu'à atteindre la phase critique

qui scinde la phase supraconductrice du système de sa phase normale en cassant le couple

super�uide de Cooper ; les électrons se déplacent alors séparément dans la structure. Le

rapport idéal, donné par la relation (∆ / kBTc = 1,76 ), se traduit par le rapport de 1,85

pour B3S et 1,77 pour B3Se. Ces valeurs sont en accord avec la monocouche FeSe. [346]
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Conclusion

En utilisant la théorie des perturbations de fonctionnelle de la densité, deux nouveaux

chalcogènes supraconducteurs sont prédits, à savoir B3S et B3Se . L'examen des para-

mètres structuraux ainsi que la dispersion des phonons fournissent la stabilité dynamique

des deux systèmes nécessaires à leur fabrication éventuelle. La structure de la bande révèle

un caractère métallique pour les deux à base de bore monocouches de chalcogénure. Le

couplage électron�phonon est évalué à 1,2 pour B3S et 0,82 pour B3Se. De plus, la di�usion

à travers le processus d'appariement électron-phonon est quanti�é en étudiant les densités

d'états de phonons et d'électrons, et leurs longueurs de raie. Les températures critiques

pour B3S et B3Se sont trouvées à 20 et 10,5 K, respectivement, ce qui favorise l'intégra-

tion de ces nouveaux nanomatériaux 2D dans de futures applications supraconductrices

potentielles.

Seri� Ilias 149

mailto:iliasnoss@gmail.com


Conclusion générale

Ce manuscrit aborde la question de la supraconductivité et du couplage électron-

phonon dans les matériaux bidimensionnels, ainsi que l'état actuel des connaissances sur

les matériaux découverts, qu'ils soient massiques ou en couches. L'objectif est leur inté-

gration dans diverses applications critiques à haute valeur ajoutée. La tendance récente

vers la miniaturisation des systèmes supraconducteurs suscite un vif intérêt parmi les

chercheurs. Ainsi, l'e�ort déployé dans cette thèse vise à examiner la supraconductivité

dans les matériaux monocouches, qu'ils soient monoatomiques tels que l'aluminène ou

composés comme les chalcogénures de bore métalliques. Une analyse des propriétés de

couplage électron-phonon a été e�ectuée pour expliquer le phénomène d'attraction des

électrons. Les calculs estimatifs ont été réalisés en utilisant la théorie de la fonctionnelle

de la densité et en calculant les auto-énergies des électrons et des phonons basées sur les

fonctions de Wannier maximalement localisées. Les températures critiques sont respecti-

vement de 9-10,5 K et 20 K pour l'aluminène, le B3Se et le B3S. Ces résultats s'expliquent

par la force du couplage électron-phonon entre les matériaux appartenant à des niveaux

di�érents : fort et modéré.

Nous envisageons de manière proactive la conceptualisation théorique de nouveaux

matériaux supraconducteurs susceptibles d'o�rir une supraconductivité plus e�cace, se

caractérisant par des températures critiques compétitives. En préservant la simplicité

de leur composition, ces matériaux sont destinés à présenter des propriétés mécaniques

appropriées en vue de leur future fabrication et de leur intégration dans les technologies

de pointe.
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Résumé 

 
Ce travail de thèse doctorale explore les mécanismes de la supraconductivité dans les matériaux 

bidimensionnels, en mettant particulièrement l'accent sur le couplage électron-phonon, un facteur 

déterminant dans les propriétés supraconductrices. Nos travaux de recherche concernent quelques systèmes 

2D composés de matériaux de la troisième et de la quatrième colonne du tableau périodique, dans le but de 

réaliser des avancées significatives pour des applications technologiques d'envergure, en augmentant les 

températures critiques. Nos investigations portent particulièrement sur des matériaux fascinants, notamment 

l'aluminene et une nouvelle génération de chalcogènes à base de bore, tel que le borophène sulfide et le 

borophène sélénide (B3S et B3Se), qui ont révélé des températures critiques remarquables d'environ 20 K à 

pression ambiante pour le B3S, entre autre. En parallèle, cette thèse propose une analyse détaillée du 

couplage électron-phonon, mettant en lumière l'impact essentiel des vibrations atomiques dans l'état solide 

sur les propriétés de transport des porteurs de charge, tout en explorant le gap supraconducteur, un indicateur 

clé de l'état supraconducteur des matériaux en question. Notre méthodologie s'appuie sur des outils avancés 

tels que la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) et les fonctions de Wannier localisées, permettant 

ainsi une compréhension approfondie de ces phénomènes complexes. Les résultats obtenus promettent 

d'ouvrir de nouvelles perspectives passionnantes dans le domaine de la supraconductivité à 2D et de ses 

applications potentielles. 

Mots clés: Supraconductivité, Couplage électron-phonon, Matériaux 2D, Théorie de 

la densité de la fonction, Théorie BCS, Fonctions de Wannier, Force de couplage, 

Fonction spectrale,  Gap supraconducteur, Température critique.   
 

Abstract  
 
This doctoral thesis work explores the mechanisms of superconductivity in two-dimensional materials, with 
particular emphasis on electron-phonon coupling, a determining factor in superconducting properties. Our 

research work concerns a few 2D systems composed of materials from the third and fourth columns of the 
periodic table, with the aim of making significant advances for large-scale technological applications, by 
increasing critical temperatures. Our investigations focus particularly on fascinating materials, including 
aluminene and a new generation of boron-based Chalcogens, such as borophene sulfide and borophene 
selenide (B3S and B3Se), which have revealed remarkable critical temperatures of around 20 K at ambient 
pressure for B3S, among others. In parallel, this thesis offers a detailed analysis of electron-phonon coupling, 
highlighting the essential impact of atomic vibrations in the solid state on the transport properties of charge 
carriers, while exploring the superconductor gap, a key indicator of the superconducting state of the 

materials in question. Our methodology leverages advanced tools such as density functional theory (DFT) 
and lumped Wannier functions, enabling an in-depth understanding of these complex phenomena. The 
results obtained promise to open up exciting new perspectives in the field of 2D superconductivity and its 
potential applications. 

Keywords: Superconductivity, Electron-phonon coupling, 2D materials, Theory 

density function, BCS theory, Wannier function, Strength coupling, Spectral function, 

Superconducting gap, Critical temperature. 
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