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Abstract

This thesis investigates the stability and stabilization problems for nonlinear sys-
tems represented by Takagi–Sugeno fuzzy models for the both continuous and discrete
time. The main work of this thesis can be summarized as follows : First of all, sufficient
conditions to design static output feedback control (SOF) for T–S fuzzy systems are
proposed in terms of LMIs (Linear Matrix Inequalities) without any transformation ma-
trices, and equality constraints. Then, to reduce the conservatism, new approaches based
on the multiple polynomial Lyapunov functions have been proposed by using a sum of
squares (SOS) approach. Furthermore, the polynomial fuzzy system has been employed
to cope with SOF control and robust SOF H∞ control in terms of SOS formulation res-
pectively. Next, the SOS approach is proposed for the stabilization of two-dimensional
polynomial T-S fuzzy models. Finally, practical and numerical examples are presented
to demonstrate the validity of the proposed approaches, these results are compared with
other methods cited in references.

Keywords: Takagi–Sugeno fuzzy system, static output feedback (SOF) control,
linear matrix inequalities (LMIs), polynomial Takagi–Sugeno fuzzy systems, sum
of squares, two-dimensional (2-D) system.
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Resumé

Cette thèse étudie la stabilité et la stabilisation des systèmes non linéaires, en temps
continu et discret représentés par les modèles flous Takagi-Sugeno. Les principaux tra-
vaux de cette thèse peuvent être résumé comme suit : Tout d’abord, la proposition des
conditions suffisantes pour concevoir une commande par retour de sortie statique (SOF)
pour les systèmes flous T–S en utilisant l’LMI sans aucune transformation matricielle
ni contrainte d’égalité. De plus, la proposition de nouvelles approches basées sur la
multifonction polynomiale de Lyapunov afin de réduire le conservatisme en utilisant
l’approche de la somme des carrés (SOS). En outre, l’utilisation du système flou po-
lynomial pour gérer la commande par SOF et la commande robuste H∞ par SOF en
terme de SOS, respectivement. Ensuite, la proposition de l’approche de la somme des
carrés pour la stabilisation des modèles polynomiaux flous T-S bidimensionnels. En-
fin, des exemples pratiques et numériques sont présentés pour démontrer la validité des
approches proposées. Ces résultats sont comparés à d’autres méthodes citées dans les
références.

Mots clés: système flou Takagi–Sugeno, commande par retour de sortie sta-
tique (SOF), inégalité matricielle linéaire (LMI), système polynomial flou Takagi–
Sugeno, la somme des carrées (SOS), système bidimensionnel 2–D.
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Notations & Abrevéations

Notations
R L’ensemble des nombres réels.
Z+ L’ensemble des entiers non négatifs.
C L’ensemble des nombres complexes.
I La matrice d’identité (de taille spécifiée par le contexte).
λi(.) Valeur propre d’une matrice.
∗ Représente un terme induit par la symétrie.
AT La transposée de A.
A−1 Matrice inverse de A.
A < 0 (≤ 0) Matrice A est définie négative (semi-définie négative).
A > 0 (≥ 0) Matrice A est définie positive (semi-définie positive).
M⊥ Matrice orthogonale de M, telle que MM⊥ = 0.
sym(M) Représente le bloc M + MT .
x(t) Vecteur d’état du système continue.
x(k) Vecteur d’état du système discret.
det(A) Déterminant de la matrice A.
λ(A) Valeur propres de la matrice carrée.
Diag(A, B) Matrice diagonale avce A, et B sont les élement du diagonale.

Acronymes
-T-S Takagi-Sugeno
-BMIs Bilinear matrix inequality (Inégalités Matricielles Bilinéaires).
-LMI Linear Matrix Inequality (Inégalité Matricielle Linéaire).
-LMIs Inégalités Matricielles Linéaires.
-PDC Parallel Distributed Compensation (Compensation distribuée parallèle ).
-SOS Sum of squares (La somme des carrées).
-GKYP Lemme généralisé de Kalman-Yakubovich-Popov.
-SOF Static Output Feedback (Retour de sortie statique ).
-LF La fonction quadratique de Lyapunov.
-MLF Multifonction de Lyapunov.
-MPLF Multifonction polynomiale de Lyapunov.
-FF La fréquence finie.
-FE La fréquence entière.
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Introduction générale

La majorité des systèmes et processus physiques sont non linéaires, ce qui com-
plique l’analyse et la conception des commandes. Afin de surmonter ces difficultés,
les systèmes Takagi–Sugeno (T–S) ont été utilisés pour commander les systèmes non
linéaires et depuis 1985, ils ont été un moyen de résolution de nombreux problèmes
d’analyse et de conception de la commande d’une grande classe des systèmes non li-
néaires. De nombreux efforts ont été déployés dans les études des systèmes flous T–S
[Tanaka 2004, Feng 2006, Feng 2010] et [Gassara 2017]. Les avantages de cette ap-
proche peuvent être résumés en trois points : Premièrement, une capacité à transfor-
mer les systèmes non linéaires d’ordre supérieur à un ensemble des systèmes linéaires
[Takagi 1985]. Deuxièmement, une possibilité de combiner les principes de la logique
floue avec la théorie des systèmes linéaires. Troisièmement, un outil de modélisation
puissant d’une large classe des systèmes non linéaires complexes. Ainsi, les problèmes
de stabilité et de stabilisation des systèmes non linéaires décrits par les systèmes flous T–
S ont fait l’objet de nombreuses études au cours des deux dernières décennies, plusieurs
résultats intéressants formulés habituellement dans le cadre des contraintes d’Inéga-
lité Matricielles Linéaires (LMIs) peuvent être trouvés dans la littérature [Feng 2006,
Wang 2009, Tian 2009, Feng 2010, Xie 2015, Ma 2016, Naamane 2017], où les résul-
tats sont généralement basés sur la fonction quadratique de Lyapunov (LF), qui tend
malheureusement à donner des conditions restrictives. D’autres conditions de stabilité
pour les systèmes non linéaires ont été étudiées (voir, [Xiaodong 2003, Mozelli 2009b]).
Nous soulignons que la multifonction de Lyapunov (MLF), donne de bons résultats en
comparaison avec la fonction quadratique de Lyapunov ([Johansson 1999, Feng 2004]),
ce qui permet d’assurer la stabilité d’une classe plus large des systèmes non linéaires.
D’ailleurs, les informations sur la dérivée temporelle des fonctions d’appartenance sont
prises en compte par la commande floue non PDC dans [Lam 2009], qui introduit des
matrices dépendantes de paramètres d’optimisation (slack) pour faciliter l’analyse de
stabilité.

De plus, il est bien connu que la présence des incertitudes peut dégrader les per-
formances de nombreux systèmes commandée et peut aussi être une source d’instabi-
lité. De nombreux chercheurs ont examiné l’influence des incertitudes sur les perfor-
mances des systèmes commandés, voir par exemple [Lo 2004, Kau 2007, Tong 2007,
Choi 2009, Yang 2015]. En outre, plusieurs conditions de stabilisation ont également
été proposées pour obtenir des résultats moins restrictifs dans [Ding 2010, Chang 2011].

La majorité des références citées précédemment se sont concentrées sur la com-
mande par retour d’état. Cependant, dans la plupart des applications industrielles, les
variables d’état ne sont pas toujours complètement mesurables. Par conséquent, le pro-
blème de la commande par retour de sortie statique (SOF) a attiré l’attention des cher-
cheurs, en particulier la commande par retour dynamique. L’inconvénient majeur de
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cette dernière est la dimension croissante du système en boucle fermée. Alternati-
vement, la commande par retour de sortie statique (SOF) des systèmes flous T–S a
suscité beaucoup d’intérêt et représente un problème difficile à synthétiser [Qiu 2010,
Jeung 2014, Zhong 2017]. Étant donné que la commande par SOF est liée à la réso-
lution des Inégalités Matricielles Bilinéaires (BMI) qui sont des problèmes plus dif-
ficiles à résoudre que les LMIs. Le SOF est l’un des problèmes les plus importants
de la théorie et des applications de la commande. Cela est dû à sa simplicité de mise
en oeuvre dans la pratique par rapport à la commande par retour de sortie dynamique
(voir [Syrmos 1997] et les références qu’il contient). De nombreux résultats concer-
nant la conception de commande par SOF ont été développés. Dans [Mehdi 2004] et
[Agulhari 2010], les commandes par SOF ont été proposés en utilisant une méthode en
deux étapes, dans laquelle une conception de commande par retour d’état a été obtenue
à partir de la première étape, tandis que la seconde est la solution du problème d’LMI.
Ainsi, la conception dépend du gain de la commande par retour d’état obtenu lors de la
première étape. Pour les modèles flous T–S, il y a quelques résultats pour la commande
par SOF que nous pouvons citer [Nachidi 2007, Nachidi 2008, Chen 2016]. En parti-
culier, basée sur la fonction quadratique de Lyapunov et sur quelques transformations
matricielles, une procédure permettant de calculer la commande par SOF a été donnée
dans [Nachidi 2007]. Dans [Nachidi 2008], une procédure numérique basée sur l’algo-
rithme de cône a été étudiée. Les auteurs de [Chen 2016] ont proposé un algorithme
itératif basé sur la fonction quadratique de Lyapunov, afin de résoudre la commande par
SOF des modèles flous T–S en temps continu. Dans ces travaux étudiés, les conditions
sont bilinéaires. Des algorithmes itératifs, qui dépendent des valeurs initiales, ont été
développés afin de résoudre numériquement le problème de stabilisation. Dans d’autres
études, [Chadli 2002, Fang 2006, Kau 2007], le problème des BMIs pour la commande
par SOF a été résolu en insérant une contrainte d’égalité pour la matrice de Lyapunov.

Par ailleurs, les systèmes bidimensionnels [Rogers 1992, Sulikowski 2004], sus-
citent un vif intérêt dans la théorie des systèmes en raison de leurs applications éten-
dues dans la pratique, par exemple, dans le traitement et la transmission de signaux
multidimensionnels et processus thermique. En fait, les systèmes 2–D sont très ap-
propriés pour modéliser des processus physiques décrits par des équations aux déri-
vées partielles [Marszalek 1984]. De plus, les techniques 2–D peuvent également être
utilisées comme outil d’analyse pour résoudre les problèmes de la commande com-
plexes, notamment la commande PI du processus répétitif linéaire en temps discret
[Sulikowski 2006], la commande d’apprentissage itératif [Owens 2000] et la commande
du processus répétitif [Sulikowski 2004]. Plusieurs modèles 2–D ont été proposés en
fonction de leur application [Du 2002]. De nombreuses approches ont été dérivées
pour le cas 2–D : le problème du filtrage H∞ pour les systèmes flous T–S 2–D a été
étudié dans [Boukili 2014] sous forme d’LMI. Des conditions suffisantes ont égale-
ment été étudiées dans [Boukili 2015], sous forme d’LMI en tenant compte de l’effet
des perturbations stochastiques. Les systèmes T–S de commutés ont été étudiés dans
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[Ahmida 2016], à l’aide des fonctions de Lyapunov-Krasovskii.
Cependant, dans ces études, la méthode directe de Lyapunov a généralement été

utilisée pour étudier la stabilité et la stabilisation des modèles flous T–S. Cette méthode
conduit souvent à des conditions formulées en terme d’inégalités matricielles linéaires
(LMI) [Chadli 2002, Chang 2009, Faria 2011], qui peuvent être résolues numérique-
ment et efficacement par l’approche LMI. Pourtant, en raison de la limitation de l’ap-
proche LMI, qui ne peut traiter que les problèmes avec des matrices et des variables
constantes ( ne contient aucun terme polynomial), il convient de souligner que certains
systèmes non linéaires ne sont pas commandés sous la forme des LMIs, mais peuvent
être commandés par des approches polynomiales floues sous forme de la somme des
carrés (SOS).

D’une manière générale, les systèmes polynomiaux flous sont une généralisation
des systèmes T–S permettant de traiter une classe plus large des systèmes non linéaires
[Tanaka 2008, Tanaka 2009]. L’approche de la somme des carrés (SOS) est actuelle-
ment étudiée pour ces systèmes, car l’utilisation des conditions polynomiales basées
sur la SOS est moins restrictive que l’utilisation des conditions basées sur l’LMI pour
les systèmes T–S. Plusieurs approches utilisant la décomposition de la SOS ont été étu-
diées, par exemple : [Cao 2014], où la loi de commande PDC, est utilisée pour obtenir
la stabilité robuste pour les systèmes flous T–S en boucle fermée. De plus, les condi-
tions de stabilité et de stabilisation présentées dans [Tanaka 2009] sont plus générales
et moins restrictives que celles des approches existantes fondées sur l’approche LMI.
Dans la réf. [Kim 2016], les conditions de stabilité du système T–S en temps continu
ont été présentées, en utilisant une fonction non quadratique polynomiale de Lyapunov.
Une méthode basée sur l’utilisation de multifonction polynomiale de Lyapunov a été
traitée dans [Guelton 2013] sous forme de SOS pour l’analyse de stabilité.

Nous constatons que les méthodes et les résultats rapportés dans la littérature restent
encore limités et que la réduction du conservatisme reste un problème important et dif-
ficile. Le but de cette thèse est de proposer de différentes méthodes pour synthétiser les
lois de commande permettant de garantir la stabilité et réduire le conservatisme pour les
systèmes non linéaires. Les principales contributions de cette thèse sont les suivantes :
Premièrement, la proposition d’une méthode de conception d’une loi de commande H∞
par retour de sortie statique pour les systèmes flous T–S en temps continu. Les condi-
tions sont formulées en terme d’LMI et peuvent être facilement résolues à l’aide des
techniques d’optimisation convexes. Deuxièmement, l’exploitation du modèle polyno-
mial flou T–S pour décrire le système non linéaire, d’ailleurs, en utilisant l’approche
SOS, nous avons analysé la stabilité et la commande du système polynomial flou en
boucle fermée. Troisièmement, la proposition et la formulation des conditions suffi-
santes pour la synthèse de loi de commande par SOF et de loi de commande robuste
H∞ par SOF sous forme de SOS pour les systèmes polynomiaux flous en temps continu
et discret, respectivement. Finalement, cette thèse étudie également les lois de com-
mande par retour d’état pour des systèmes polynomiaux T–S bidimensionnels (2–D) en
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temps discret, en utilisant l’approche de la somme des carrés.
Les travaux présentés dans ce manuscrit s’articulent autour de cinq chapitres. Dans

le chapitre 1, nous donnons quelques définitions et concepts fondamentaux pour la re-
présentation des systèmes flous de type Takagi-Sugeno sous forme d’LMI et SOS, nous
présentons l’étude du problème de stabilité et stabilisation des systèmes polynomiaux
non linéaires.

Le chapitre 2 traite la commande H∞ par retour de sortie statique (SOF) à fréquence
finie (FF) pour une classe des systèmes flous T–S en temps continu et présente des
conditions suffisantes d’existence d’une commande H∞ par SOF en fréquence finie,
en se basant sur le Lemme généralisé de Kalman Yakubovich Popov (GKYP). Les in-
égalités matricielles bilinéaires sont converties en un ensemble d’inégalités matricielles
linéaires, à l’aide de certaines dérivations spéciales. Deux exemples pratiques sont don-
nés pour démontrer l’efficacité de la méthode proposée.

Le chapitre 3 est consacré à la description d’une méthodologie d’optimisation d’une
loi de commande pour les systèmes polynomiaux T–S en temps continu, en utilisant
l’approche de la somme des carrés (SOS). Les résultats de la commande par retour
d’état sont obtenus en utilisant les propriétés de dérivation des fonctions d’appartenance
et le concept de taux de décomposition de la multifonction polynomiale de Lyapunov.
Le développement théorique montre que les conditions proposées peuvent réduire le
conservatisme par rapport aux résultats existants dans la littérature. Quelques exemples
numériques sont fournis pour démontrer l’applicabilité de l’approche proposée. Dans ce
même chapitre, nous abordons aussi le problème de la commande par retour de sortie
statique polynomial pour les systèmes en temps continu, représenté par les systèmes
polynomiaux flous T–S. Basée sur la fonction polynomiale de Lyapunov, la commande
polynomiale floue par retour de sortie statique (SOF) est présentée en terme de la SOS.
Enfin, un exemple numérique est utilisé pour illustrer l’efficacité des résultats proposés.

Nous avons consacré le chapitre 4 pour la description d’une méthodologie qui per-
met de traiter la commande robuste H∞ par retour de sortie statique (SOF) à des fré-
quences finies (FF) pour les systèmes polynomiaux flous T–S. En utilisant le Lemme
généralisé de Kalman Yakubovich Popov (GKYP) et la fonction polynomiale de Lyapu-
nov, des conditions suffisantes sont proposées pour la conception de ces commandes en
terme de la somme des carrés (SOS). Ces conditions n’incluent ni transformation matri-
cielle ni les contraintes d’égalité, ce qui simplifie la solution numérique. Cependant, la
commande proposée est conçue dans une fréquence finie pour réduire le conservatisme
généré par celles conçues dans le domaine de fréquence entière. Quelques exemples
pratiques sont fournis pour démontrer l’applicabilité de l’approche proposée.

La stabilisation des systèmes polynomiaux T–S est résolue dans le chapitre 5 en
utilisant l’approche de la somme des carrés SOS pour le cas de deux dimensions (2–
D). Premièrement, nous fournissons une condition de stabilisation formulée en terme
de multifonction polynomiale de Lyapunov (MPLF). Ensuite, une condition de stabi-
lisation non quadratique est développée en appliquant une technique de stabilisation
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relaxée. Les deux conditions peuvent être résolues à l’aide d’outil numérique SOS-
TOOLS. Á la fin, deux exemples numériques illustrent l’efficacité des résultats.
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Chapitre 1

État de l’art

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons l’état d’art sur les systèmes flous T–S. Nous com-
mençons par l’introduction du modèle flou T–S en temps continu et discret. Ensuite,
une conception de commande floue basée sur le concept de "compensation parallèle
distribuée" est décrite pour une classe des systèmes non linéaires capable d’assurer la
stabilité. Ce chapitre examine aussi la stabilisation d’une classe des systèmes flous bi-
dimensionnels T–S en temps discret pour le modèle de Roesser sous forme d’LMI et
présente le modèle et la commande polynomiale floue T–S (qui sont une représentation
plus générale du modèle et de la commande floue T–S). De surcroît, les conditions de
conception de la commande floue basée sur la fonction polynomiale de Lyapunov (qui
contient la fonction quadratique de Lyapunov en tant que cas particulier) sont dérivées.
Par conséquent, l’approche de conception proposée pourrait être plus générale que les
approches de conception d’LMI existantes basées sur la fonction quadratique de Lya-
punov. Enfin, nous présentons quelques Définitions et Lemmes utiles pour les différents
chapitres de cette thèse.

1.2 Stabilité des systèmes flous de type Takagi-Sugeno
(T-S)

1.2.1 Système 1-D non linéaire

Dans cette section, nous rappelons la représentations du modèle flou T–S et l’analyse
de stabilité associée basée sur la fonction quadratique de Lyapunov [Tanaka 2004]. Le
modèle flou Takagi-Sugeno a été utilisé avec succès pour approximer les systèmes non
linéaires par l’interpolation de nombreux modèles linéaires locaux par des règles floues
de type « SI-ALORS » [Takagi 1985]. En conséquence, la théorie conventionnelle des
systèmes linéaires peut être appliquée à l’analyse et à la synthèse d’une commande floue
pour les systèmes non linéaires. Considérons le système non linéaire suivant :

∇x(t) = f (x(t), u(t)) (1.1)
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Où ∇ représente un opérateur. Pour les systèmes flous en temps continu ∇x(t) si-
gnifie ẋ(t) et pour les systèmes flous en temps discret ∇x(t) représente x(t + 1). f
est une fonction non linéaire. x(t) = [x1(t) x2(t), . . . , xn(t)]T est le vecteur d’état et
u(t) = [u1(t) u2(t), . . . , um(t)]T est le vecteur d’entrée.

1.2.1.1 Le modèle T–S flou

En se basant sur le concept du secteur non linéaire [Tanaka 2004], nous pouvons
représenter exactement (1.1) par le modèle flou T–S suivant.

Règle du système i : SI ς1(t) est Mi1 et . . . et ςp(t) est Mip

ALORS ∇x(t) = Aix(t) + Biu(t), i = 1, 2, , . . . , r (1.2)

où ς j(t) ( j = 1, 2, . . . , p) sont les variables de prémisses. La fonction d’appartenance
associée à la règle de modèle i−ème et au composant variable prémisse j−ème est dé-
signée par Mi j, r indique le nombre des règles Si-Alors. Chaque ς j(t) est une quantité
variant dans le temps qui peut être un état et/ou une variable externe. Ai et Bi sont des
matrices constantes avec des dimensions appropriées.

Le système flou (1.2) peut être déduit comme suit :

∇x(t) =

r∑
i=1

hi(ς(t)){Aix(t) + Biu(t)} (1.3)

ς(t) = [ς1(t) . . . ςp(t)]

et

wi(ς(t)) =

p∏
j=1

Mi j(ς j(t))

Nous constatons que :

r∑
i=1

wi(ς(t)) > 0, wi(ς(t)) ≥ 0, i = 1, 2, . . . r

Par conséquent

hi(ς(t)) =
wi(ς(t))∑r

i=1 wi(ς(t))
≥ 0,

r∑
i=1

hi(ς(t)) = 1

1.2.1.2 Fonction quadratique de Lyapunov

Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

8
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xT (t)Px(t), P = PT > 0 (1.4)

En utilisant la fonction quadratique de Lyapunov (1.4), les conditions de stabilité du
système en boucle ouverte (1.3) avec u(t) = 0 sont obtenues sous la forme (1.5) et (1.6)
pour les systèmes flous T–S en temps continu et discret, respectivement.

AT
i P + PAi < 0 (1.5)

AT
i PAi − P < 0 (1.6)

Les conditions (1.5) et (1.6) sont représentées sous forme d’LMI. Ainsi, les condi-
tions de stabilité peuvent être résolues numériquement par l’utilisation de "LMI-Toolbox".

1.2.1.3 Loi de commande PDC (Parallel distributed compensation) sous forme
d’LMI

La Compensation Parallèle Distribuée (PDC) [Tanaka 2004] offre une procédure
permettant de synthétiser une loi de commande floue à partir du modèle flou T–S (1.3).

Règle de la commande i : Si ς1(t) est Mi1 et,. . . ,et ςp(t) est Mip

ALORS u(t) = Fix(t), i = 1, 2, . . . , r (1.7)

où Fi sont les matrices de gains de la commande de dimensions appropriées à syn-
thétiser.

La commande floue globale peut être exprimée par

u(t) =

r∑
i=1

hi(ς(t))Fix(t) (1.8)

En substituant la loi de commande (1.8) dans (1.3), le système en boucle fermée
(1.3) est présenté par

∇x(t) =

r∑
i=1

r∑
j=1

hi(ς(t))h j(ς(t)){Ai + BiF j}x(t) (1.9)

Dans cette section, nous présenterons les conditions de stabilisation de base, pour
les systèmes flous en temps continu et pour les systèmes flous en temps discret dans les
Théorèmes 1.1 et 1.2, respectivement. Dans la discussion qui suit, l’origine x = 0 est
supposée être le seul point d’équilibre du système flou.

Théorème 1.1 [Kim 2000] Le système flou en temps continu (1.9) est asymptotique-
ment stable, s’il existe des matrices Q > 0, Ni, i = 1, . . . , r et Zi j , i, j = 1, 2, .., r telles

9
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que

QAT
i + AiQ + NT

i BT
i + BiNi ≤ Zii, i = 1, . . . , r (1.10)

QAT
i + AiQ + QAT

j + A jQ + NT
j BT

i + BiN j + NT
i BT

j + B jNi ≤ 2Zi j

i = 1, . . . , r − 1 j = i + 1, . . . , r
(1.11)


Z11 Z12 · · · Z1r

Z12 Z22 · · · Z2r
...

...
...

...

Z1r Z2r · · · Zrr

 ≤ 0 (1.12)

les gains de la commande floue sont : Fi = NiQ−1, pour i = 1, . . . , r

Théorème 1.2 [Kim 2000] Le système flou en temps discret (1.9) est asymptotiquement
stable s’il existe des matrices Q > 0, Ni, i = 1, . . . , r et Zi j, i, j = 1, 2, .., r telles que[

−Q − Zii QAT
i + NT

i BT
i

∗ −Q

]
≤ 0, i = 1, . . . , r (1.13)[

−2Q − 2Zii QAT
i + QAT

j + NT
i BT

j + NT
j BT

i

∗ −2Q

]
≤ 0,

i = 1, . . . , r − 1 j = i + 1, . . . , r
(1.14)


Z11 Z12 · · · Z1r

Z12 Z22 · · · Z2r
...

...
...

...

Z1r Z2r · · · Zrr

 ≤ 0 (1.15)

Les gains de la commande floue sont donnés par : Fi = NiQ−1, i = 1, . . . , r

1.2.2 La commande robuste H∞ par retour de sortie statique des
systèmes flous T-S

Les lois de la commande présentées ci-dessus sont basées sur la disponibilité com-
plète des variables d’état du système. Par conséquent, si l’état du système n’est pas
entièrement disponible, il est possible de synthétiser une commande par retour de sor-
tie (statique ou dynamique). Au cours des deux dernières décennies, le problème de la
commande par SOF a attiré l’attention de plusieurs chercheurs [Chang 2003, Kau 2007,
Jeung 2014, Zhong 2017]. De plus, dans les applications du monde réel, de nombreux
systèmes non linéaires comportent des incertitudes paramétriques. Par conséquent, le
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modèle flou avec des incertitudes paramétriques peut être utilisé pour représenter le
système non linéaire incertain. Dans cette section, nous présentons les conditions de
stabilité d’une loi de commande par SOF, pour un système flou T-S continu et discret.

Considérons le modèle flou T-S suivant avec des incertitudes paramétriques :
Règle floue i : SI ς1(t) est Mi1 et . . . et ςp(t) est Mip

Alors


∇x(t) = (Ai + ∆Ai(t))x(t) + (B1i + ∆B1i(t))ω(t) + (B2i + ∆B2i(t))u(t)

z(t) = (Ci + ∆Ci(t))x(t) + (D1i + ∆D1i(t))ω(t) + (D2i + ∆D2i(t))u(t)

y(t) = Cyix(t)

(1.16)

x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état, le vecteur ω(t) ∈ Rmω est une perturbation, le vecteur
u(t) ∈ Rmu est la commande, z(t) ∈ Rp est la sortie commandée et y(t) ∈ Rq est le vecteur
de sortie mesuré. Ai, B1i, B2i, Ci, D2i, Cyi et D1i, sont des matrices réelles constantes
décrivant le système nominal et ∆Ai(t), ∆B1i(t), ∆B2i(t), ∆Ci(t), ∆D1i(t), ∆D2i(t), sont
des matrices variantes dans le temps qui représentent des incertitudes paramétriques ou
des erreurs de modélisation. Les incertitudes examinées dans le présent chapitre sont
liées à la norme et décrites par

∆Ai(t) = HxF∆(t)Ex1i, ∆Ci(t) = HzF∆(t)Ez1i

∆B1i(t) = HxF∆(t)Ex2i, ∆D1i(t) = HzF∆(t)Ez2i

∆B2i(t) = HxF∆(t)Ex3i, ∆D2i(t) = HzF∆(t)Ez3i

(1.17)

où Hx, Hz, Ex1i, Ex2i, Ex3i, Ez1i, Ez2i et Ez3i, pour i = 1, 2, . . . , r sont des matrices
constantes de dimensions appropriées et F∆(t) est la fonction matricielle non linéaire
variante dans le temps et satisfait FT

∆
(t)F∆(t) ≤ I. Étant donné une paire de (x(t), u(t)),

le système flou est déduit comme suit :



∇x(t) =

r∑
i=1

hi(ς(t))[(Ai + ∆Ai(t))x(t) + (B1i + ∆B1i(t))ω(t) + (B2i + ∆B2i(t))u(t)]

z(t) =

r∑
i=1

hi(ς(t))[(Ci + ∆Ci(t))x(t) + (D1i + ∆D1i(t))ω(t) + (D2i + ∆D2i(t))u(t)]

y(t) =

r∑
i=1

hi(ς(t))Cyix(t)

(1.18)
Pour le modèle flou T–S incertain représenté sous la forme (1.18), nous définissons

les performances robustes H∞ comme suit :

Définition 1.1 [Kau 2007] Étant donné un nombre réel γ > 0, le système flou T–S
incertain (1.18) est robustement stable avec une atténuation de perturbation γ si pour
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tout ω(t) ∈ L2 (0, ∞,Rmω), le système (1.18) est stable et la réponse z(t), avec des
conditions initiale nulle, satisfait l’équation suivante :∫ ∞

0
zT (t)z(t)dt < γ2

∫ ∞

0
ωT (t)ω(t)dt (1.19)

pour le système en temps continu et

∞∑
t=0

zT (t)z(t) < γ2
∞∑

t=0

ωT (t)ω(t) (1.20)

pour le système en temps discret.

Supposons que la commande floue par SOF ayant la forme suivante :

u(t) =

r∑
i=1

hi(ς(t))Fiy(t)

=

r∑
i=1

r∑
j=1

hi(ς(t))h j(ς(t))FiCy jx(t)
(1.21)

où Fi sont les gains de la commande à déterminer.
En substituant (1.21) à (1.18), le système flou en boucle fermée peut être représenté par



∇x(t) =

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hih jhl{[Ai + ∆Ai(t) + (B2i + ∆B2i(t))F jCyl]x(t)

+ (B1i + ∆B1i(t))ω(t)}

z(t) =

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hih jhl{[Ci + ∆Ci(t) + (D2i + ∆D2i(t))F jCyl]x(t)

+ (D1i + ∆D1i(t))ω(t)}

(1.22)

L’objectif est de concevoir Fi, i = 1, 2, . . . , r tel que le système flou en boucle fermée
(1.22) soit robustement stable avec γ l’atténuation des perturbations. Pour trouver les
lois de commandes, les lemmes suivants sont nécessaires.

Lemme 1.1 [Kau 2007] Le système en temps continu (1.22) est robustement stable
avec une atténuation γ s’il existe P > 0 et F j, j = 1, 2, . . . , r tel que,

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hih jhl


sym{((Ai + ∆Ai) + (B2i + ∆B2i)F jCyl)P} ∗ ∗

(BT
1i + ∆BT

1i) −γ2I ∗

((Ci + D2iF jCyl) + (∆Ci + ∆D2iF jCyl))P (D1i + ∆D1i) −I

 < 0

(1.23)
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Lemme 1.2 [Kau 2007] Le système en temps discret (1.22) est robustement stable avec
l’atténuation γ s’il existe P > 0 et F j, j = 1, 2, . . . , r tel que

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hih jhl


−P ∗ ∗ ∗

0 −γI ∗ ∗

((Ai + ∆Ai) + (B2i + ∆B2i)F jCyl)P (B1i + ∆B1i) −P ∗

((Ci + D2iF jCyl) + (∆Ci + ∆D2iF jCyl))P (D1i + ∆D1i) 0 −I

 < 0

(1.24)

Dans cette partie, un ensemble des conditions LMI est dérivé pour la conception de
la commande floue par SOF.

Théorème 1.3 [Kau 2007] Le système flou continu (1.22) est robustement stable avec
l’atténuation γ s’il existe des matrices P > 0 ; Ni, i = 1, 2, . . . , r ; Yiii, i = 1, 2, . . . , r ;
Y jii = YT

ii j, Yi ji, i = 1, 2, . . . , r, j , i, j = 1, 2, . . . , r ; Yi jl = YT
l ji, Yil j = YT

jli, Y jil = YT
li j ,

i = 1, 2, . . . , r − 2, j = i + 1, . . . , r − 1, l = j + 1, . . . , r, εx
i jl, ε

z
i jl, i, j, l = 1, 2, . . . r et une

matrice non singulière M telles que

ψCiii ≤ Yiii, i = 1, 2, . . . r (1.25)

ψCii j + ψCi ji + ψC jii ≤ Yii j + Yi ji + YT
ii j, i, j = 1, 2, . . . r, i , j (1.26)

ψCi jl+ψCil j + ψC jil + ψC jli + ψCli j + ψCl ji ≤ Yi jl + Yil j + Y jil + YT
i jl+

YT
il j + YT

jil i = 1, 2, . . . r − 2, j = i + 1, 2, . . . r − 1, l = j + 1, 2, . . . r,
(1.27)


Y1i1 Y1i2 · · · Y1ir

Y2i1 Y2i2 · · · Y2ir
...

...
...

...

Yri1 Yri2 · · · Yrir

 ≤ 0 (1.28)

MCy j = Cy jP, j = 1, 2, . . . r (1.29)

où

ψCi jl =



sym{AiP + B2iN jCyl} ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

BT
1i −γ2I ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

CiP + D2iN jCyl D1i −I ∗ ∗ ∗ ∗

εx
i jlH

T
x 0 0 −εx

i jlI ∗ ∗ ∗

Ex1iP + Ex3iN jCyl Ex2i 0 0 −εx
i jlI ∗ ∗

0 0 εz
i jlH

T
z 0 0 −εz

i jlI ∗

Ez1iP + Ez3iN jCyl Ez2i 0 0 0 0 −εz
i jlI


(1.30)

Dans ce cas, les gains de la commande floue par SOF peuvent être choisis comme
F j = N jM−1, j = 1, 2, . . . , r.
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Théorème 1.4 [Kau 2007] Le système en temps discret (1.22) est robustement stable
avec une atténuation γ s’il existe des matrices P > 0 ; Ni, i = 1, 2, . . . , r, Yiii, i =

1, 2, . . . , r, Y jii = YT
ii j, Yi ji, i = 1, 2, . . . , r, j , i, j = 1, 2, . . . , r , Yi jl = YT

l ji, Yil j = YT
jli,

Y jil = YT
li j, i = 1, 2, . . . , r−2, j = i+1, . . . , r−1, l = j+1, . . . , r, εx

i jl, ε
z
i jl, i, j, l = 1, 2, . . . r

et une matrice non singulière M telles que

ΛDiii ≤ Yiii, i = 1, 2, . . . r (1.31)

ΛDii j + ΛDi ji + ΛD jii ≤ Yii j + Yi ji + YT
ii j, i, j = 1, 2, . . . r, i , j (1.32)

ΛDi jl+ΛDil j + ΛD jil + ΛD jli + ΛDli j + ΛDl ji ≤ Yi jl

+ Yil j + Y jil + YT
i jl + YT

il j + YT
jil,

i = 1, 2, . . . r − 2, j = i + 1, 2, . . . r − 1, l = j + 1, 2, . . . r,

(1.33)


Y1i1 Y1i2 · · · Y1ir

Y2i1 Y2i2 · · · Y2ir
...

...
...

...

Yri1 Yri2 · · · Yrir

 ≤ 0 (1.34)

MCy j = Cy jP, j = 1, 2, . . . r (1.35)

où

ΛDi jl =



−P ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

0 −γ2I ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

AiP + B2iN jCyl B1i −P ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

CiP + D2iN jCyl D1i 0 −I ∗ ∗ ∗ ∗

0 0 εx
i jlH

T
x 0 −εx

i jlI ∗ ∗ ∗

Ex1iP + Ex3iN jCyl Ex2i 0 0 0 −εx
i jlI ∗ ∗

0 0 0 εz
i jlH

T
z 0 0 −εz

i jlI ∗

Ez1iP + Ez3iN jCyl Ez2i 0 0 0 0 0 −εz
i jlI


(1.36)

Les gains de la commande floue par SOF peuvent être choisis comme suit : F j = N jM−1

1.2.3 La commande H∞ pour les systèmes flous T-S en temps continu
dans le domaine des fréquences finies

Notons que toutes les références citées précédemment traitent le problèmes de concep-
tion de la commande floue dans le domaine de fréquence entière, alors que pour certains
systèmes pratiques, les gammes de fréquences d’entrée sont connues à l’avance. Ainsi,
il est nécessaire que les problèmes de conception de la commande soient conçus dans
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le domaine de fréquence finie [Iwasaki 2005]. Dans cette section, la commande H∞
par retour d’état à fréquence finie est conçue pour les systèmes flous T-S, qui atténue
plus efficacement les perturbations à fréquence finie. À l’aide du lemme GKYP, le pro-
blème de conception est converti en un problème d’optimisation avec un ensemble de
contraintes d’LMI.

Considérons un système non linéaire en temps continu décrit par le modèle suivant :

Règle i : SI ς1(t) est Mi1 et . . . et ςp(t) est Mip

Alors

ẋ(t) = Aix(t) + B1iω(t) + B2i(t))u(t)

z(t) = Cix(t) + D1iω(t) + D2iu(t)
(1.37)

où i = 1; . . . , r ; r est le nombre de règles floues, x(t) ∈ Rn est l’état, u(t) ∈ Rnu est
l’entrée de la commande, z(t) ∈ Rnz est la sortie commandée, ω(t) ∈ Rnd est une entrée
de perturbation, Ai, B1i, B2i, Ci, D1i et D2i sont des matrices constantes de dimensions
appropriées.

En utilisant la méthode d’inférence floue, le modèle global dynamique est représenté
comme suit :

ẋ(t) =

r∑
i=1

hi(ς(t))[Aix(t) + B1iω(t) + B2i(t))u(t)]

z(t) =

r∑
i=1

hi(ς(t))[Cix(t) + D1iω(t) + D2iu(t)]

(1.38)

Nous considérons la commande floue par retour d’état (1.8).
En substituant (1.8) dans (1.38), nous pouvons obtenir le système flou en boucle

fermée suivant :

ẋ(t) =

r∑
i=1

r∑
j=1

hi(ς(t))h j(ς(t))[(Ai + B2iF j)x(t) + B1iω(t)]

z(t) =

r∑
i=1

r∑
j=1

hi(ς(t))h j(ς(t))[(Ci + D2iF j)x(t) + D1iω(t)]

(1.39)

En pratique, de nombreux problèmes de réduction de modèles dépendent intrinsèque-
ment de la fréquence, c’est-à-dire que la précision requise pour l’approximation sur
certaines gammes de fréquences est plus importante que d’autres. Il sera plus compa-
tible de concevoir des commandes selon des spécifications de fréquence finie plutôt
que des spécifications de fréquence entière, ce qui motive l’approche à fréquence finie
proposée dans cette section.

Les deux lemmes suivants sont essentiels pour les développements des systèmes
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continus en fréquence finie.

Lemme 1.3 (Lemme généralisé de KYP [Iwasaki 2005]) Considérons la matrice de la
fonction de transfert G(s) = C(sI−A)−1B+D, les relations suivantes sont équivalentes :
(1) L’inégalité du domaine de fréquence finie.[

G( jω̄)
I

]∗
Π

[
G( jω̄)

I

]
< 0,∀ω̄ ∈ Ω (1.40)

où Ω est défini dans le Tableau 1.1 et Π est une matrice symétrique de dimension ap-
propriée.

Π =

[
I 0
0 −γ2I

]
(2) Il existe des matrices P = P∗ et Q = Q∗ > 0, telles que[

A I
C 0

]
Σ

[
A I
C 0

]∗
+

[
B 0
D I

]
Π

[
B 0
D I

]∗
< 0 (1.41)

où Σ est considéré dans le tableau 1.1.

Tableau 1.1 – Σ1, Σ2 et Σ3 dans différentes gammes de fréquences.

gamme de fréquence basse fréquence BF moyenne fréquence MF haute fréquence HF
Ω |ω̄| ≤ ω̄l ω̄1 ≤ ω̄ ≤ ω̄2 ω̄h ≤ |ω̄|

Σ =

[
Σ1 Σ2
Σ∗2 Σ3

] [
−Q P
P ω̄2

l Q

] [
−Q jω̄cQ + P

− jω̄cQ + P −ω̄1ω̄2Q

] [
Q P
P −ω̄2

hQ

]
avec ω̄c = (ω̄1 + ω̄2)/2.

Le théorème suivant fournit les conditions d’inégalité pour la commande H∞ par
retour d’état dans le domaine des fréquences finies.

Théorème 1.5 [Wang 2013] Considérons le système (1.39), étant donné un scalaire
positif ω̄l avec Gzd(iω̄) est la matrice de la fonction de transfert de la perturbation ω(t)
à la sortie commandée z(t) du système en boucle fermée du modèle flou T-S, la condition
d’inégalité

Σmax(Gzd(iω̄)) < γ, ∀|ω̄| ≤ ω̄l (1.42)

est satisfaite s’il existe des variables matricielles Pi = PT
i , Qi = QT

i > 0, W j, Y j, V1 j,
V2 j, V3 j, V4 j, X j 1 ≤ i ≤ j ≤ r de dimensions appropriées, telles que

Ψii < 0, 1 ≤ i ≤ r (1.43)

1
r − 1

Ψii +
1
2

(Ψi j + Ψ ji) < 0, 1 ≤ i , j ≤ r (1.44)
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Γii < 0, 1 ≤ i ≤ r (1.45)

1
r − 1

Γii +
1
2

(Γi j + Γ ji) < 0, 1 ≤ i , j ≤ r (1.46)

où Ψi j, Γi j sont

Ψi j =


−Qi ∗ ∗ ∗

V1 j I + V2 j + VT
2 j ∗ ∗

Ψ31i j VT
3 j − B1iV2 j Ψ33i j ∗

−D1iV1 j VT
4 j − D1iV2 j −Ψ43i j Ψ44i j

 (1.47)

Γi j =


−W j −WT

j ∗ ∗

AiW j + B2iY j + X j −X j ∗

W j 0 −X j

 (1.48)

Ψ31i j = Pi − B1iV1 j + WT
j

Ψ33i j = ω̄2
i Qi − AiW j − B1iV3 j − (AiW j + B1iV3 j)T

− B2iY j − (B2iY j)T

Ψ43i j = CiW j + D1 jV3 j + (B1iV4 j)T + D2iY j

Ψ44i j = −γ2I − D1iV4 j − (D1iV4 j)T

(1.49)

Remarque 1.1 Le Théorème 1.5 présente une approche de conception de la commande
H∞ à fréquence finie, qui peut réduire le conservatisme introduit par les approches à
fréquence entière lorsque les gammes de fréquences sont connues.

1.2.4 Système flou T–S à deux dimensions en temps discret

Afin de traiter les systèmes 2–D, il est nécessaire de disposer des modèles qui
les représentent sous une forme mathématique compacte. Dans ce chapitre, nous nous
concentrons sur des représentations basées sur ce qu’on appelle Roesser, car ce modèle
est probablement le plus fréquemment utilisé pour représenter les systèmes à deux di-
mensions, puisqu’il apparaît naturellement dans de nombreux problèmes pratiques, no-
tamment dans les circuits itératifs linéaires et le traitement d’images. La caractéristique
principale de ce modèle d’espace des états est que le vecteur d’état est décomposé en
deux composantes, appelées horizontales et verticales et notées respectivement xh et xv.
Plus précisément, les informations des systèmes à deux dimensions (2–D) se propagent
dans deux directions indépendantes. Un modèle 2–D flou est établi en connectant le
modèle linéaire local à partir des deux directions.
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Considérons un système 2–D non linéaire en temps discret de type Roesser décrit
par

x+(s, l) = Z(x(s, l)) + S(x(s, l))u(s, l) (1.50)

xh(0, l) = f (l), xv(s, 0) = g(s) (1.51)

avec

x(s, l) =

[
xh(s, l)
xv(s, l)

]
, x+(s, l) =

[
xh(s + 1, l)
xv(s, l + 1)

]
,

où xh(.) ∈ Rn1 correspond au vecteur d’état dans la direction horizontale, xv(.) ∈ Rn2

correspond au vecteur d’état dans la direction verticale, u(.) ∈ Rm est la commande.
Z(.) et S(.) sont des fonctions non linéaires satisfaisantZ, S ∈ C. s, l sont deux entiers
dans Z. f (l) et g(s) sont les conditions aux limites correspondantes le long des deux
directions indépendantes.

En étendant la méthode de modélisation floue pour les systèmes 1-D [Takagi 1985]
au cas des systèmes 2–D, nous pouvons obtenir un modèle 2–D flou en temps discret
décrit par les règles suivantes

SI ς1(s, l) EST Mi1 ET, . . . ET ςp(s, l) EST Mip

ALORS
x+(s, l) = Aix(s, l) + Biu(s, l), i = 1, 2, . . . r (1.52)

xh(0, l) = f (l), xv(s, 0) = g(s)

avec

Ai =

[
Ai

11 Ai
12

Ai
21 Ai

22

]
, Bi =

[
Bi

1
Bi

2

]
où, Mis sont les ensembles flous, ςp(s, l), pour p = 1, . . . , s, sont les variables de

base, r est le nombre des règles floues SI-ALORS, Ai, Bi sont des matrices constantes
de dimensions appropriées.

Le système flou peut être exprimé comme suit :

x+(s, l) =

r∑
i=1

hi(ς(s, l)){Aix(s, l) + Biu(s, l)} (1.53)

Où

hi(ς(s, l)) =
wi(ς(s, l))∑r

i=1 wi(ς(s, l))
, wi(ς(s, l)) =

s∏
j=1

Mi j(ς(s, l))

Il est facile de voir que h(ς(s, l)) = [h1(ς(s, l)) . . . hr(ς(s, l))]T appartient à hi(ς(s, l)) ≥
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0, pour i = 1, 2, . . . , r et
∑r

i=1 hi(ς(s, l)) = 1.

On peut étendre directement la loi de commande (PDC) utilisée pour les systèmes
flous 1–D au cas des systèmes à deux dimensions. Ainsi, la loi de commande pour les
systèmes 2–D est donnée sous la forme suivante :

u(s, l) =

r∑
i=1

hi(ς(s, l))Fix(s, l) (1.54)

avec Fi sont les gains de la commande telle que

Fi =
[

F i
1 F i

2

]
Le système en boucle fermée est donné par

x+(s, l) =

r∑
i=1

r∑
j=1

hi(ς(s, l))h j(ς(s, l)){Ai + BiF j}x(s, l) (1.55)

Définition 1.2 [Xie 2010b] Le système flou 2–D en temps discret (1.55) est asymptoti-
quement stable si limr→∞ sup{‖ x(s, l) ‖: r = s + l} = 0 avec les conditions initiales et
les conditions aux limites (1.51).

Théorème 1.6 [Hmamed 2009] Le système flou (1.55) est asymptotiquement stable s’il
existe une matrice définie positiveP ∈ R(n1+n2)×(n1+n2) tel que,[

P (Ai + BiF j)T P
∗ P

]
> 0, i, j = 1, 2, . . . , r (1.56)

où

P =

[
P1 0
0 P2

]
(1.57)

Afin de construire la commande de stabilisation et la matrice de Lyapunov P > 0,
le résultat suivant peut être dérivé sous forme d’LMI.

Théorème 1.7 [Hmamed 2009] Le système flou 2-D (1.55) est asymptotiquement stable
s’il existe des matrices définies positives X1 ∈ Rn1×n1 , X2 ∈ Rn2×n2 , Y j

1 ∈ Rm×n1 et
Y j

2 ∈ R
m×n2 tel que


X1 0 (Ai

11X1 + Bi
1Y j

1)T (Ai
21X1 + Bi

2Y j
1)T

∗ X2 (Ai
11X2 + Bi

1Y j
2)T (Ai

22X2 + Bi
2Y j

2)T

∗ ∗ X1 0
∗ ∗ ∗ X2

 > 0, i, j = 1, 2, . . . , r (1.58)
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Les gains sont donné par :
Fi =

[
Y i

1X−1
1 Y i

2X−1
2

]
(1.59)

En général, la fonction quadratique de Lyapunov est généralement utilisée pour dé-
river les conditions de stabilité des lois de commande de type PDC. De plus, les condi-
tions présentées dans cette section peuvent être formulées sous forme d’LMI et pouvant
être résolues par l’utilisation du «LMI-TOOLBOX». Cependant, les conditions de stabi-
lité développées à partir de la fonction quadratique de Lyapunov sont assez restrictives.
D’autre part, la stabilité [Tanaka 2007] et les conditions de stabilisation [Tanaka 2009]
pour les systèmes polynomiaux flous sont difficiles à résoudre directement par les sol-
veurs LMI, mais ils peuvent être résolus par SOSTOOLS. Le système polynomial flou
sera étudié dans la section suivante.

1.3 La somme des carrés (SOS)

La méthode étudiée dans cette section repose sur la somme des carrés (SOS). Nous
donnons tout d’abord une description de cette approche et nous fournissons quelques
définitions et propositions.

1.3.1 Définitions des fonctions polynomiales

Définition 1.3 [Jarvis-Wloszek 2003] (Monôme) un monôme mα dans n est une fonc-
tion définie comme mα(x) = xα := xα1

1 xα2
2 , . . . , x

αn
n pour α ∈ Zn

+. Le degré d’un monôme
est défini comme, deg mα :=

∑n
i=1 αi.

Définition 1.4 [Jarvis-Wloszek 2003] (Polynômes) : Un polynôme f est une combinai-
son linéaire finie de monômes. f :=

∑
α cαmα =

∑
α cαxα

Avec cα ∈ R. Définissons Rn comme étant l’ensemble de tous les polynômes. Le
degré de f est défini comme deg f := maxα deg mα (à condition que le cα associé soit
différent de zéro). De plus, nous définissons

∑
n comme étant l’ensemble des polynômes

de la somme des carrés (SOS) dans les variables n.

∑
n

:= {p ∈ Rn|p =

t∑
i=1

f 2
i fi ∈ Rn, i = 1, .., t} (1.60)

1.3.2 Définition de la SOS

La méthode de calcul utilisée dans cette section repose sur la décomposition par la
SOS de plusieurs variables polynomiales. Une fonction polynomial multivarié f (x(t))
(où x(t) ∈ Rn) est une SOS s’il existe des fonctions polynomiales f1(x(t)),. . . , fn(x(t))
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tels que f (x(t)) =
∑m

i=1 f 2
i (x(t)). Il est clair que f (x(t)) étant une SOS implique natu-

rellement f (x(t)) > 0 pour tout x(t) ∈ Rn. Cela peut être montré comme équivalent
à l’existence d’une forme quadrique spéciale indiquée dans la proposition suivante
[Prajna 2004b].

Proposition 1 [Prajna 2004b] Soit F(x) N × N une matrice polynomiale symétrique
de degré 2d dans x ∈ Rn. De plus, supposons que Z(x) est un vecteur colonne, dont les
entrées sont des monômes dans x avec un degré non supérieur à d et considérons les
conditions suivantes :
1) F(x) ≥ 0 pour tout x ∈ Rn.
2) νT F(x)ν est une SOS, où ν est un vecteur ν ∈ RN .
3) Il existe une matrice semi-définie positive Q telle que νT F(x)ν = (ν ⊗ Z(x))T Q(ν ⊗
Z(x)), avec ⊗ indiquant le produit Kronecker.
puis (1)⇐ (2) et (2)⇔ (3).

Proposition 2 [Parrilo 2000] : Soit f (x(t)) une fonction polynomial dans x(t) ∈ Rn de
degré 2d. Supposons que x̃(x(t)) est un vecteur de colonne dont les entrées sont des
monômes dans x(t) avec un degré non supérieur à d. Alors, f (x(t)) est une SOS s’il
existe une matrice semi-définie positive P telle que

f (x(t)) = x̃T (x(t))Px̃(x(t)) (1.61)

Rappelons qu’un monôme dans x(t) est une fonction de la forme xα1
1 xα2

2 . . . xαn
n , où α1,

α2, . . ., αn, sont des entiers non négatifs. Dans ce cas, le degré du monôme est donné
par α1 + α2+, . . . ,+αn.

La décomposition de la SOS pour f (x(t)) peut être calculée à l’aide de la pro-
grammation semi-définie, puisqu’elle revient à rechercher un élément P à l’intersec-
tion du cône des matrices semi-définies positives et à un ensemble défini par certaines
contraintes découlant de (1.61). Notons, en particulier, que la fonction polynomiale
f (x(t)) est globalement non négative s’il peut être décomposé en tant que SOS. Par
conséquent, la décomposition de la SOS en conjonction avec la programmation semi-
définie fournit une relaxation de calcul polynomial qui prouve la non négativité globale
des polynômes multivariés [Parrilo 2000], [Shor 1987], qui appartient à la classe des
problèmes difficiles à résoudre. Même si la condition de la SOS n’est pas nécessaire
pour la non négativité, des expériences numériques semblent indiquer que l’écart entre
la SOS et la non négativité est faible [Prajna 2004b].
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1.4 Modèle polynomial flou et la fonction polynomiale
de Lyapunov

Le modèle flou T-S et l’analyse de stabilité basée sur la fonction quadratique de
Lyapunov ont été brièvement rappelé dans la section 1.2. Dans cette section, nous in-
troduisons un nouveau type de modèle flou avec une conséquence de règle polynomiale,
c’est-à-dire un modèle flou dont les parties résultantes sont représentées par des poly-
nômes. Ensuite, nous montrerons que les conditions de stabilité pour les systèmes po-
lynomiaux flous basés sur la fonction polynomiale de Lyapunov peuvent être réduites
à des problèmes de la SOS. Par conséquent, au lieu d’utiliser l’LMI-TOOLBOX, ces
problèmes peuvent être résolus via SOSTOOLS [Prajna 2004a].

1.4.1 Modèle polynomial flou T-S

Dans cette section, nous proposons un modèle polynomial flou en temps continu et
discret. En utilisant l’approche de secteurs non linéaires, nous introduisons un modèle
polynomial flou pour représenter exactement le système non linéaire (1.1). La diffé-
rence entre le système (1.2) et le système polynomial flou (1.62) est la représentation
partielle. Le modèle flou de (1.2) a une conséquence sur le modèle linéaire, alors que le
modèle polynomial flou proposé a une conséquence sur un modèle polynomial, comme
indiqué ci-après.

Règle floue i : SI ς1(t) est Mi1 et,. . . ,et ςp(t) est Mip

ALORS ∇x(t) = Ai(x(t))x̃(x(t)) + Bi(x(t))u(t), i = 1, 2, , . . . , r (1.62)

Où Ai(x(t)) et Bi(x(t)) sont des matrices polynomiales dans x(t). Le terme x̃(x(t)) dé-
signe un vecteur de colonne dont les entrées sont des monômes dans x(t). C’est-à-dire
que x̃(x(t)) ∈ RN est un vecteur de N × 1 monômes dans x(t). Un monôme dans x(t) est
une fonction de la forme xα1

1 xα2
2 . . . xαN

N , où α1, α2, . . ., αN est un entier non négatif. Par
conséquent, Ai(x(t))x̃(x(t))+Bi(x(t))u(t) est un vecteur polynomial. Ainsi, le modèle po-
lynomial flou (1.62) à un polynôme dans chaque partie conséquente. Nous considérons
T (x̃(x(t))) ∈ RN×m qui est une matrice polynomiale définie par x̃(x(t)) = T (x̃(t))x(t). Les
détails de x̃(x(t)) ont été donnés dans la Proposition 2.

Nous supposons que

x̃(x(t)) = 0 si x(t) = 0

tout au long de cette section.
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Le processus de défuzzification du modèle (1.62) peut être représenté par

∇x(t) =

r∑
i=1

hi(ς(t)){Ai(x(t))x̃(x(t)) + Bi(x(t))u(t)} (1.63)

Ainsi, le modèle flou global est obtenu par une fusion floue des modèles du système
polynomial.

Si x̃(x(t)) = x(t), Ai(x(t)) et Bi(x(t)) sont des matrices constantes pour tous i, alors
Ai(x(t))x̃(x(t)) + Bi(x(t))u(t) se réduit à Aix(t) + Biu(t), c’est-à-dire que (1.63) se réduit
à (1.3). Donc, (1.63) est une représentation plus générale.

1.4.2 La fonction polynomiale de Lyapunov

Pour obtenir des résultats de stabilité plus restrictifs, nous utilisons une fonction
polynomiale de Lyapunov représentée par

x̃T (x(t))P(x̂(t))x̃(x(t)), P(x̂(t)) = PT (x̂(t)) > 0 (1.64)

Où P(x̂(t)) est une matrice définie positive dans x̃(t). Les conditions de stabilité du
système en boucle ouverte (1.63) avec u(t) = 0 sont obtenues sous forme (1.65) et (1.66)
pour des systèmes polynomiaux flous en temps continu et discret respectivement.

AT
i (x(t))P(x̂(t)) + P(x̂(t))Ai(x(t)) + Ṗ(x̂(t)) < 0 (1.65)

AT
i (x(t))P(x̂+(t))Ai(x(t)) − P(x̂(t)) < 0 (1.66)

Si x̃(x(t)) = x(t), P(x̂(t)) est une matrice constante, alors (1.64) se réduit à la fonction
quadratique de Lyapunov (1.4). De plus, (1.65) et (1.66), se réduisent à (1.5) et (1.6)
respectivement. Par conséquent, (1.64) est une représentation plus générale.

1.4.3 La commande polynomiale floue

Puisque le PDC reflète la structure du modèle flou d’un système non linaire, une loi
de commande floue avec une conséquence de règle polynomiale peut être construite à
partir du modèle polynomial flou donné par (1.62).

Règle de la commande i : Si ς1(t) est Mi1 et,. . . ,et ςp(t) est Mip

ALORS u(t) = Fi(x(t))x̃(x(t)) (1.67)
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La commande floue globale peut être calculée par

u(t) =

r∑
i=1

hi(ς(t))Fi(x(t))x̃(x(t)) (1.68)

Avec Fi(x(t)) sont les gains de la commande polynomiale floue.
A partir de (1.63) et (1.68), le système en boucle fermée peut être représenté par

∇x(t) =

r∑
i=1

r∑
j=1

hi(ς(t))h j(ς(t)){Ai(x(t)) + Bi(x(t))F j(x(t))}x̃(x(t)) (1.69)

Si x̃(x(t)) = x(t) et Ai(x(t)), Bi(x(t)) et F j(x(t)) sont des matrices constantes pour tous
les i et j, alors (1.63) et (1.68) réduisent à (1.3) et (1.8), respectivement. Par conséquent,
(1.63) et (1.68) sont des représentations plus générales.

Remarque 1.2 Pour éviter l’introduction d’une condition non convexe, on suppose que
P(x̂) ne dépend que des états x̃ dont la dynamique n’est pas directement affectée par
l’entrée de la commande, à savoir les états dont les lignes correspondantes dans Bi(x)
sont nuls. Par rapport à cela, il peut être avantageux d’utiliser une transformation
d’état initiale pour introduire autant que possible de lignes nuls dans Bi(x).

Théorème 1.8 [Cao 2014] Le système polynomial flou en temps continu (1.69) est
asymptotiquement stable, s’il existe des matrices polynomiales X(x̂) ∈ SN , [Yi j(x)]r×r ∈

SrN , M j(x) ∈ Rm×N et les scalaires prédéfinis εl, ε2 > 0 tels que

νT
1 (X(x̂) − εlI)ν1 est une S OS (1.70)

νT
1 (Yii(x) −Ωii(x))ν1 est une S OS (1.71)

νT
1 (Yi j(x) + YT

i j(x) −Ωi j(x) −Ω ji(x))ν1 est une S OS (1.72)

νT
2 ([Yi j(x)]r×r + ε2I)ν2 est une S OS (1.73)

où

Ωi j(x) = Āi(x)X(x̂) + X(x̂)ĀT
i (x) + B̄i(x)M j(x) + MT

j (x)B̄T
i (x)

−
∑
k∈K

∂X(x̂)
∂xk

Ak
i (x)x̃

(1.74)

Āi(x) = T (x)Ai(x)

B̄i(x) = T (x)Bi(x)

Les gains de la commande polynomiale floue Fi(x) peuvent être obtenus comme suite :

Fi(x) = Mi(x)X−1(x̂) (1.75)
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Théorème 1.9 [Tanaka 2008] Le système polynomial flou en temps discret (1.69) est
asymptotiquement stable s’il existe une matrice polynomiale symétrique X(x̂) ∈ RN×N

et une matrice polynomiale Mi(x) ∈ Rm×N telle que (1.76), (1.77) et (1.78) soient satis-
faites, où εl(x) et ε2i j(x) sont des polynômes non négatifs tels que εl(x) > 0 (x , 0) et
ε2i j(x) ≥ 0 pour tout x.

νT
1 (X(x̂) − εlI)ν1 est une S OS (1.76)

νT
2

[
X(x̂) − ε2iiI ∗

T (Ã(x)x)Ωii(x) X(Ã(x)x)

]
ν2 est une S OS (1.77)

νT
3

[
X(x̂) − ε2i jI ∗

1
2T (Ã(x)x)(Ωi j(x) + Ω ji(x)) X(Ã(x)X)

]
ν3, i < j est une S OS (1.78)

où
Ωi j(x) = Ai(x)X(x̂) + Bi(x)M j(x) (1.79)

T (Ã(x)x) = T (x̃(t + 1)) (1.80)

X(Ã(x)x) = X(x̃(t + 1)) (1.81)

et
Fi(x) = Mi(x)X−1(x̃) (1.82)

Exemple 1.1 Considérant le système polynomial flou T-S suivant en temps continu pro-
posé dans [Tanaka 2009]

ẋ(t) =

2∑
i=1

hi(ς(t)){Ai(x(t))x̃(x(t)) + Bi(x(t))u(t)} (1.83)

où x̃(x(t)) = [x1 x2] et x̂(x(t)) = x2

les fonctions d’appartenance sont

h1(x1) =
sin(x1) + 0.2172x1

1.2172x1
, h2(x1) = 1 − h1(x1)

A1(x(t)) =

[
−1 + x1 + x2

1 + x1x2 − x2
2 1

−1 −1

]
A2(x(t)) =

[
−1 + x1 + x2

1 + x1x2 − x2
2 1

0.2172 −1

]
B1(x(t)) =

[
x1

0

]
, B2(x(t)) = B1(x(t))
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en se basant sur le Théorème 1.8, nous obtenons les résultats suivantes

F1(x) =

[
28.4463x1 + 0.0078067x2 − 0.0001503
9.8881x1 + 0.0017906x2 + 0.0019454

]T

,

F2(x) =

[
28.4463x1 + 0.0078067x2 − 0.0001503
9.8881x1 + 0.0017906x2 + 0.0019454

]T

,

et

X(x̂) =

[
1.341.10−5x2

2 −2.091.10−6x2
2

−2.091.10−6x2
2 6.008.10−6x2

2

]
Fig. 1.1 montre les trajectoires des états du système polynomial flou T-S avec x(0) =

[2 6]T

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Temps (sec)
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0

1

2
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1
(t)

x
2
(t)

Figure 1.1 – Trajectoires des états du système polynomial

Nous pouvons constater que la principale différence entre la commande basée sur
un modèle flou T–S et la commande basée sur un modèle polynomial flou est la repré-
sentation des matrices, c’est à dire que Ai, Bi et Fi sont autorisées à être des matrices
polynomiales dans x. En plus, notre approche utilise une fonction de Lyapunov plus
générale (une fonction polynomiale de Lyapunov). Dans un cadre plus général que la
modélisation et la commande, notre approche basée sur la SOS fournit une analyse
moins restrictive par rapport à l’approche LMI.

1.5 Lemmes utilisés

Dans cette section, nous fournissons, sans preuve, quelques Lemmes de base qui
seront utilisés.
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Lemme 1.4 [Boyd 1994] (complément de Schur) Pour une matrice symétrique donnée

S = S T =

[
S 11 S 12

∗ S 22

]
où S 11 ∈ R

n×n, les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) S < 0
(2) S 11 < 0, S 22 − S T

12S −1
11 S 12 < 0

(3) S 22 < 0, S 11 − S 12S −1
22 S T

12 < 0

Lemme 1.5 [Gahinet 1994] Soit une matrice symétrique Σ ∈ Rp×p et deux matrices X,
Z, il existe une matrice Y telle que l’LMI

Σ + sym{XT YZ} < 0 (1.84)

est valable si et seulement si les deux inégalités de projection suivantes sont satisfaites :

X⊥T
ΣX⊥ < 0, Z⊥T

ΣZ⊥ < 0. (1.85)

où X⊥ et Z⊥ sont des matrices arbitraires dont les colonnes constituent une base des
espaces nuls de X et Z, respectivement.

Lemme 1.6 [Jeung 2014] Pour une matrice définie positive R ∈ Rn×n, les matrices X et
Y avec les dimensions appropriées, l’inégalité suivante est vraie :

XT Y + YT X ≤ XT RX + YT R−1Y

Lemme 1.7 [Jeung 2014] Pour une matrice définie positive R ∈ Rn×n, une matrice
carrée X ∈ Rn×n et le scalaire α, l’inégalité suivante est vraie :

−XT R−1X ≤ α2R ± αX ± αXT

Lemme 1.8 [Petersen 1987] Soit X, Y et ∆(k) des matrices réelles avec les dimensions
appropriées et ∆(k)T ∆(k) ≤ I. Alors, pour tout scalaire δ > 0

X∆(k)Y + YT ∆(k)T XT ≤ δXXT +
1
δ

YT Y (1.86)

Lemme 1.9 [Chang 2015b] Soit les matrices T , Q, U et W avec les dimensions appro-
priées et le scalaire ξ. L’inégalité

T + QW + WT QT < 0 (1.87)

est satisfaite si la condition suivante est satisfaite :[
T ∗

ξQT + UW −ξU − ξUT

]
< 0 (1.88)
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Lemme 1.10 [Cao 2014] Pour toute matrice polynomiale inversible X(x̂) où x̂ = [x̂1

x̂2 . . . x̂k]T ∈ Rk, l’égalité suivante est satisfaite :

∂X−1(x̂)
∂x̂k

= −X−1(x̂)
∂X(x̂)
∂x̂k

X−1(x̂), 1 ≤ k ≤ n.

Lemme 1.11 ([Peaucelle 2000].) Soit A, R, L, P et Q des matrices de dimension ap-
propriée. Les inégalités suivantes sont équivalentes :

AT P + PT A + Q < 0 (1.89)

∃R, L :
[

AT LT + LA + Q PT − L + AT R
P − LT + RT A −R − RT

]
< 0 (1.90)

Lemme 1.12 [de Oliveira 1999] Pour deux matrices symétriques P > 0 et Q > 0,
l’inégalité AT QA − P < 0 est vérifiée, s’il existe une matrice G telle que[

P ∗

GA G + GT − Q

]
> 0

1.6 Conclusion
Ce chapitre fournit des connaissances et des concepts de base sur les modèles flous

T–S, y compris le concept de la fonction de Lyapunov pour les systèmes 1–D et 2–D,
où la compensation parallèle distribuée a été utilisée pour concevoir la commande floue
T–S. De surcroît, ce chapitre présente les concepts fondamentaux liés à la stabilité et
la stabilisation des systèmes polynomiaux flous en temps continu et discret. Ces sys-
tèmes sont plus généraux et plus flexibles que ceux des approches existantes basées sur
l’approche LMI pour le modèle et la commande floue T–S. Et alors, quelques Lemmes
utiles ont été présentés. Ces propriétés faciliteront la synthèse des méthodologies de
commande proposée dans les chapitres suivants.
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Chapitre 2

Commande H∞ par retour de sortie
statique en fréquence finie pour des
systèmes flous T–S en temps continu

2.1 Introduction

La commande par retour de sortie statique (SOF) a suscité une attention considé-
rable [Syrmos 1997, Chang 2003, Zhong 2017] car la commande par SOF est moins
coûteuse à implémenter et plus fiable en pratique et elle est plus simple que la com-
mande par retour de sortie dynamique. La commande par SOF est déclarée comme
suit : pour un système donné, trouver un gain de la commande par SOF tel que le sys-
tème en boucle fermée soit stable. D’ailleurs, il existe un grand nombre de résultats dans
la littérature traitant la conception de la commande par SOF. Une contrainte d’égalité
a été utilisée dans [De Souza 2000]. Basée sur une optimisation LMI non itérative, la
conception d’observateur robuste et la commande robuste H∞ par SOF pour une classe
des systèmes non linéaires ont été proposées dans [Abbaszadeh 2009]. Dans une autre
étude, [Chang 2015a], propose une commande robuste H∞ par SOF pour les systèmes
linéaires avec incertitude polytopique en temps continu et en temps discret.

Récemment, certaines méthodes de conception de la commande par retour de sor-
tie statique floue ont été publiées pour divers types de systèmes continus et discrets
[Zhang 2010, Jeung 2014, Chang 2015b, Chen 2016, Chaibi 2017a] et [Nguyen 2017].
Une commande robuste par retour de sortie dynamique a été conçue par l’utilisation
d’un descripteur dans [Guelton 2009]. Le problème de la commande robuste H∞ par
SOF en présence des incertitudes paramétriques et de la saturation des actionneurs a
été proposé pour les systèmes flous T–S dans [Saifia 2012], où l’estimation du domaine
d’attraction pour ces systèmes est résolue sous la forme d’LMI. Une procédure numé-
rique basée sur l’algorithme de cône est donnée pour la conception de la commande par
SOF du système flou T–S dans [Nachidi 2008].

Notons que toute la conception de commande H∞ par SOF précédemment citée
concerne le domaine de fréquence entière (FE), alors que dans ce cas, les approches
de conception standard pour l’ensemble du domaine de fréquence peuvent apporter
un conservatisme. Il est donc important et plus pratique de concevoir une commande
H∞ par SOF dans un domaine de fréquence finie. Cependant, il est difficile d’utiliser
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des systèmes flous T–S en temps continu

le Lemme GKYP en cas de fréquence finie pour étudier la commande H∞ par SOF. Le
Lemme GKYP pour les systèmes continus a également été étudié dans quelques articles.
Pour en énumérer quelques-uns, la commande H∞ par retour de sortie statique pour des
systèmes de vibration a été résolue dans [Zhang 2014]. Les auteurs de [Wang 2013] ont
examiné la conception de la commande H∞. D’autres résultats comme [Wang 2017] et
[Errachid 2017] ont été obtenus pour la stabilisation des systèmes continus par l’utili-
sation du Lemme GKYP.

Motivé par les études précédentes, ce chapitre concerne la commande H∞ par SOF
à des fréquences finies pour les systèmes flous T–S en temps continu. Des conditions
suffisantes de la commande H∞ par SOF pour les systèmes flous T–S sont établies en se
basant sur le Lemme GKYP. À l’aide de certaines dérivations spéciales, la commande
par SOF de ce chapitre n’a pas besoin d’une transformation matricielle ni de contraintes
d’égalité. Ainsi, il est facile de voir que la commande par SOF peut être obtenue en utili-
sant l’approche LMI. Enfin, les résultats de la simulation ont montré que la conception
à fréquence finie proposée donne de meilleurs résultats par rapport aux approches à
fréquence entière existantes dans la littérature.

2.2 Formulation du problème

Considérons la commande H∞ par SOF pour un système flou Takagi-Sugeno (T-S)
en temps continu décrit par les règles suivantes :

Règle du système i : SI ς1(t) est Mi1 et . . . et ςp(t) est Mip,

Alors


ẋ(t) = Aix(t) + B1iω(t) + B2iu(t)
z(t) = C1ix(t) + D11iω(t) + D12iu(t)
y(t) = C2ix(t) + D21iω(t)

(2.1)

où i = 1, 2, . . . , r, ς(t) = [ς1(t)ς2(t) . . . ςp(t)] sont des variables de prémisses connues,
Mi j sont les ensembles flous et r représente le nombre des règles floues. x(t) ∈ Rn re-
présente le vecteur d’état, u(t) ∈ Rm est l’entrée de la commande, le vecteur ω(t) ∈ Rmw

est une perturbation, y(t) ∈ Rl est la sortie mesurée avec les matrices C2i de rang plein.
Ai, B1i, B2i, C1i, C2i, D11i, D12i et D21i sont des matrices constantes avec les dimensions
appropriées.
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2.2. Formulation du problème

Le processus de défuzzification du modèle T-S (2.1) peut être représenté par (2.2).

ẋ(t) =

r∑
i=1

hi(ς(t))[Aix(t) + B1iω(t) + B2iu(t)]

z(t) =

r∑
i=1

hi(ς(t))[C1ix(t) + D11iω(t) + D12iu(t)]

y(t) =

r∑
i=1

hi(ς(t))[C2ix(t) + D21iω(t)]

(2.2)

Où hi(ς(t)) = wi(ς(t))/
∑r

i=1 wi(ς(t)), wi(ς(t)) =
∏s

j=1 Mi j(ς j(t)), Mi j(ς j(t)) est le
degré de la fonction d’appartenance de ς j(t) et wi(ς(t)) représente le poids de la i-
ème règle. Dans ce chapitre , nous supposons que wi(ς(t)) ≥ 0, pour i = 1, 2, . . . , r
et

∑r
i=1 wi(ς(t)) > 0 pour tout t. Par conséquent, nous obtenons hi(ς(t)) ≥ 0, pour

i = 1, 2, . . . , r et
∑r

i=1 hi(ς(t)) = 1. pour tout t.
Dans [Jeung 2014], le concept de PDC pour concevoir la commande floue T-S est

proposé. Nous considérons la commande floue selon la loi PDC pour concevoir la com-
mande par retour de sortie statique.

Règle de la commande i : Si ς1(t) est Mi1 et, . . . , et ςs(t) est Mis

Alors u(t) = Kiy(t) (2.3)

où Ki sont les gain de la commande par SOF pour tous les i = 1, 2 . . . , r. La com-
mande par SOF globale est déduite comme suit :

u(t) =

r∑
i=1

hi(ς(t))Kiy(t) (2.4)

En substituant (2.4) dans (2.2), le système flou en boucle fermée peut être représenté
par 

ẋ(t) =

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hih jhl[Āi jlx(t) + B̄i jlω(t)]

z(t) =

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hih jhl[C̄i jlx(t) + D̄i jlω(t)]

(2.5)

où

Āi jl = Ai + B2iK jC2l, B̄i jl = B1i + B2iK jD21l,

C̄i jl = C1i + D12iK jC2l, D̄i jl = D11i + D12iK jD21l

hi = hi(ς(t)), h j = h j(ς(t)), hk = hk(ς(t))

(2.6)

Le Lemme suivant est nécessaire pour le développement de nos résultats.
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Chapitre 2. Commande H∞ par retour de sortie statique en fréquence finie pour
des systèmes flous T–S en temps continu

Lemme 2.1 [Iwasaki 2005] Le système flou T-S en temps continu dans (2.5) a un ni-
veau γ > 0 d’atténuation des perturbations H∞ dans le domaine de fréquence finie,
s’il existe des matrice symétrique P et Q > 0, telles que les conditions suivantes soient
satisfaites : [

Ā B̄
I 0

]T [
Σ1 Σ2

Σ∗2 Σ3

] [
Ā B̄
I 0

]
+

[
C̄TC̄ C̄T D̄
D̄TC̄ D̄T D̄ − γ2I

]
< 0 (2.7)

Avec

Ā =

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hih jhlĀi jl, B̄ =

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hih jhlB̄i jl,

C̄ =

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hih jhlC̄i jl, D̄ =

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hih jhlD̄i jl.

(2.8)

où
[

Σ1 Σ2

Σ∗2 Σ3

]
et Ω sont définies dans le Tableau 2.1

Tableau 2.1 – Σ1, Σ2 et Σ3 dans différentes gammes de fréquences.

gamme de fréquence basse fréquence BF moyenne fréquence MF haute fréquence HF
Ω∀ω̄∈R |ω̄| ≤ ω̄l ω̄1 ≤ ω̄ ≤ ω̄2 ω̄h ≤ |ω̄|[
Σ1 Σ2
Σ∗2 Σ3

] [
−Q P
P ω̄2

l Q

] [
−Q jω̄cQ + P

− jω̄cQ + P −ω̄1ω̄2Q

] [
Q P
P −ω̄2

hQ

]
avec ω̄c = (ω̄1 + ω̄2)/2.

Remarque 2.1 Une méthode itérative basée sur la décomposition d’LMI a été présen-
tée dans [Chen 2016] pour la commande par SOF des systèmes flous T–S. L’inconvé-
nient majeur de cette approche est que la conception des commandes floues par SOF
dépend des valeurs initiales. Pour éviter cet inconvénient, une méthode de conception
LMI est fournie dans ce chapitre sans aucune contrainte d’égalité imposée aux matrices
du système.

2.3 Commande H∞ par SOF en fréquence finie
Dans cette section, nous concevrons la commande H∞ par SOF avec une fréquence

finie pour un système flou T-S.

Théorème 2.1 [Chaibi 2018] Considérons le système flou en boucle fermée (2.5) et un
scalaire γ > 0, le système est asymptotiquement stable avec la performance γ, s’il existe
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2.3. Commande H∞ par SOF en fréquence finie

des matrices symétriques P, Q > 0, P̄ > 0 et les matrices F et G, telles que les LMIs
suivantes sont satisfaites.

Λ =


Λ11 Λ12 FB̄ 0
∗ Λ22 GB̄ C̄T

∗ ∗ −γ2I D̄T

∗ ∗ ∗ −I

 < 0 (2.9)

Λ̄ =

[
−F − FT P̄ + FĀ −GT

∗ GĀ + ĀTGT

]
< 0 (2.10)

où,
Dans la gamme de moyenne fréquence (MF)

Λ11 = −Q − F − FT , Λ12 = jω̄cQ + P + FĀ −GT , Λ22 = −ω̄1ω̄2Q + GĀ + ĀTGT

Dans la gamme de basse fréquence (LF)

Λ11 = −Q − F − FT , Λ12 = P + FĀ −GT , Λ22 = ω̄2
l Q + GĀ + ĀTGT

Dans la gamme de haute fréquence (HF)

Λ11 = Q − F − FT , Λ12 = P + FĀ −GT , Λ22 = −ω̄2
hQ + GĀ + ĀTGT

Preuve 2.1 Nous pouvons vérifier que (2.10) est équivalent à,[
0 P̄
P̄ 0

]
+ sym(

[
F
G

] [
−I Ā

]
) < 0 (2.11)

En utilisant le Lemme 1.5 avec

Σ =

[
0 P̄
P̄ 0

]
, X = I, Y =

[
F
G

]
, Z =

[
−I Ā

]
L’inégalité (2.11) peut garantir

[
ĀT I

] [ 0 P̄
P̄ 0

] [
Ā
I

]
< 0 (2.12)

Cela implique que le système en boucle fermée avec ω(t) = 0 est asymptotiquement
stable.
soit

Σ =


Σ1 Σ2 0
Σ∗2 Σ3 + C̄TC̄ C̄T D̄
0 D̄TC̄ −γ2I + D̄T D̄

 ,
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Chapitre 2. Commande H∞ par retour de sortie statique en fréquence finie pour
des systèmes flous T–S en temps continu

avec Σ1, Σ2 et Σ3 sont définis dans le Tableau 2.1.
En utilisant le complément de Schur, (2.9) est équivalent à

Σ + sym(XT YZ) < 0 (2.13)

où
X = I, Y =

[
FT GT 0

]T
, Z =

[
−I Ā B̄

]
choisissons Z⊥ =


Ā B̄
I 0
0 I

 et par l’application du Lemme 1.5, nous obtenons de (2.13)

que (2.7) est vrai.
La preuve est terminée.

Dans le Théorème suivant, nous présenterons des conditions suffisantes sous forme
d’LMI permettant de garantir la stabilité asymptotique du système en boucle fermée
(2.5) dans le domaine des fréquences finies avec la conception de la commande H∞ par
SOF.

Théorème 2.2 [Chaibi 2018] Considérons le système flou en boucle fermée (2.5) et un
scalaire γ > 0, le système est asymptotiquement stable avec la performance γ et avec
un paramètre scalaire α connu, s’il existe des matrices symétriques P, Q > 0, P̄ > 0,
R > 0 et des matrices F, G, H, M et Ni, telles que les LMI suivantes sont satisfaites.[

Ξiii θiii

∗ Γ

]
< 0, i = 1, . . . , r (2.14)


Ξii j + Ξi ji + Ξ jii θii j θi ji θ jii

∗ Γ 0 0
∗ ∗ Γ 0
∗ ∗ ∗ Γ

 < 0 (2.15)

i, j = 1, 2, . . . , r, i , j



Ξi jl + Ξil j

+Ξ jil + Ξ jli

+Ξli j + Ξl ji θi jl θil j θ jil θ jli θli j θl ji

∗ Γ 0 0 0 0 0
∗ ∗ Γ 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ Γ 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ Γ 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Γ 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Γ


< 0, (2.16)
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2.3. Commande H∞ par SOF en fréquence finie

i = 1, . . . , r − 2, j = i + 1, . . . , r − 1, l = j + 1, . . . , r.

[
Φiii ϑiii

∗ Γ

]
< 0, i = 1, . . . , r (2.17)


Φii j + Φi ji + Φ jii ϑii j ϑi ji ϑ jii

∗ Γ 0 0
∗ ∗ Γ 0
∗ ∗ ∗ Γ

 < 0 (2.18)

i, j = 1, 2, . . . , r, i , j



Φi jl + Φil j

+Φ jil + Φ jli

+Φli j + Φl ji ϑi jl ϑil j ϑ jil ϑ jli ϑli j ϑl ji

∗ Γ 0 0 0 0 0
∗ ∗ Γ 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ Γ 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ Γ 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Γ 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Γ


< 0, (2.19)

i = 1, . . . , r − 2, j = i + 1, . . . , r − 1, l = j + 1, . . . , r.

Où

Ξi jl =


Ξ11 Ξ12i jl FB1i + B2iN jD21l 0
∗ Ξ22i jl GB1i + B2iN jD21l CT

1iH
T + CT

2lN
T
j DT

12i

∗ ∗ −γ2I DT
11iH

T + DT
21lN

T
j DT

12i

∗ ∗ ∗ I − H − HT

 (2.20)

Dans la gamme de moyenne fréquence ;

Ξ11 = −Q − F − FT

Ξ12i jl = jω̄cQ + P + FAi −GT + B2iN jC2l

Ξ22i jl = −ω̄1ω̄2Q + sym{GAi + B2iN jC2l}

Dans la gamme de basse fréquence :

Ξ11 = −Q − F − FT

Ξ12i jl = P + FAi −GT + B2iN jC2l

Ξ22i jl = ω̄2
l Q + sym{GAi + B2iN jC2l}
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Dans la gamme de haute fréquence :

Ξ11 = Q − F − FT

Ξ12i jl = P + FAi −GT + B2iN jC2l

Ξ22i jl = −ω̄2
hQ + sym{GAi + B2iN jC2l}

θi jl =


0 FB2i − B2iM

CT
2lN

T
j GB2i − B2iM

DT
21lN

T
j 0

0 HD12i − D12iM

 , Γ =

[
−R 0
0 α2R − αM − αMT

]
,

Φi jl =

[
−F − FT P̄ + FAi −GT + B2iN jC2l

∗ sym{GAi + B2iN jC2l}

]
(2.21)

ϑi jl =

[
0 FB2i − B2iM

CT
2lN

T
j GB2i − B2iM

]
De plus, les gain de la commande par SOF sont données par K j = M−1N j, pour

j = 1, 2, ..., r.

Preuve 2.2 Supposons que l’inégalité (2.14) soit vérifiée, cela implique que I − H −
HT < 0 et α2R − αM − αMT < 0 avec α2R > 0, garantissent que M et H ne sont pas
singuliers. De (2.14) - (2.16) nous avons

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hih jhlΨi jl < 0 (2.22)

où

Ψi jl =

[
Ξi jl θi jl

∗ Γ

]
(2.23)

en appliquant le Lemme 1.7 et le complément de Schur, l’inégalité (2.23) implique
que,

Ψ̄i jl = Ξi jl +


0

CT
2lN

T
j

DT
21lN

T
j

0

 R−1


0

CT
2lN

T
j

DT
21lN

T
j

0


T

+


FB2i − B2iM
GB2i − B2iM

0
HD12i − D12iM

 (MT R−1M)−1


FB2i − B2iM
GB2i − B2iM

0
HD12i − D12iM


T

< 0

(2.24)
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Par le Lemme 1.6 et en définissant N j = MK j, nous pouvons vérifier que (2.24) est
équivalent à

Ψ̄i jl = Ξi jl +


FB2i − B2iM
GB2i − B2iM

0
HD12i − D12iM




0
CT

2lK
T
j

DT
21lK

T
j

0


T

+


0

CT
2lK

T
j

DT
21lK

T
j

0




FB2i − B2iM
GB2i − B2iM

0
HD12i − D12iM


T

< 0

(2.25)

La substitution de (2.20) dans (2.25) donne l’inégalité (2.26)

¯̄Ψi jl =


Ξ̄11 Ξ̄12i jl Ξ̄13i jl 0
∗ Ξ̄22i jl Ξ̄23i jl Ξ̄24i jl

∗ ∗ −γ2I Ξ̄34i jl

∗ ∗ ∗ I − H − HT

 < 0, (2.26)

Ξ̄11 = Σ1 − F − FT

Ξ̄12i jl = Σ2 + FAi −GT + FB2iK jC2l

Ξ̄22i jl = Σ3 + sym{GAi + GB2iK jC2l}

Ξ̄13i jl = FB1i + FB2iK jD21l

Ξ̄23i jl = GB1i + GB2iK jD21l

Ξ̄24i jl = CT
1iH

T + CT
2lK

T
j DT

12iH
T

Ξ̄34i jl = DT
11iH

T + DT
21lK

T
j DT

12iH
T

avec Σ1, Σ2 et Σ3 sont définis dans le Tableau 2.1

Considérant le fait que −(V − X)X−1(V − X)T ≤ 0, X > 0, qui implique que
−VX−1VT ≤ −V − VT + X, en multipliant (2.26) par diag{I, I, I,H−1} à gauche et son
transposé à droite et en remplaçant Ā, B̄, C̄ et D̄, par leurs expressions dans (2.8), nous
obtenons l’inégalité dans (2.9).

De (2.17) - (2.19) nous avons

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hih jhlϕi jl < 0 (2.27)
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où

ϕi jl =

[
Φi jl ϑi jl

∗ Γ

]
(2.28)

Par le Lemme 1.7 et le complément de Schur, l’inégalité (2.28) implique que,

ϕ̄i jl = Φi jl +

[
0

CT
2lN

T
j

]
R−1

[
0

CT
2lN

T
j

]T

+

[
FB2i − B2iM
GB2i − B2iM

]
(MT R−1M)−1

[
FB2i − B2iM
GB2i − B2iM

]T

< 0

(2.29)

Nous pouvons facilement vérifier que (2.29) implique (2.30) de Lemme 1.6 et en
définissant N j = MK j.

¯̄ϕi jl = Φi jl +

[
FB2i − B2iM
GB2i − B2iM

] [
0

CT
2lK

T
j

]T

+

[
0

CT
2lK

T
j

] [
FB2i − B2iM
GB2i − B2iM

]T

< 0 (2.30)

La substitution de (2.21) dans (2.30) donne l’inégalité suivante

¯̄ϕi jl =

[
Φ̄11 Φ̄12i jl

∗ Φ̄22i jl

]
< 0, (2.31)

Φ̄11 = −F − FT

Φ̄12i jl = P̄ + FAi −GT + FB2iK jC2l

Φ̄22i jl = sym{GAi + GB2iK jC2l}

À partir de (2.31) et en tenant compte de (2.8), nous obtenons (2.10).
Ceci complète la preuve.

Remarque 2.2 Théorème 2.2, présente une technique de conception de la commande
floue H∞ par SOF à des FF, qui peut être moins restrictif par rapport aux méthodes de
la commande floue à fréquence entière.

Remarque 2.3 La commande par retour de sortie statique donnée par les références
[Fang 2006, Jeung 2014, Chang 2015b, Chang 2015a] et [Chaibi 2017a], présente des
termes bilinéaires PBiK jCl qui rendent ces conditions difficiles à traiter numérique-
ment. Pour surmonter ce problème, [Fang 2006, Chaibi 2017a] ont utilisé des contraintes
d’égalité PBi = BiM, i = 1, . . . , r. Ensuite, [Jeung 2014, Chang 2015b, Chang 2015a]
ont introduit une condition suffisante pour éliminer les contraintes d’égalités PBi =

BiM. Inspiré par ces travaux, ce chapitre étudie la conception de la commande H∞ par
SOF à une fréquence finie sans aucune contrainte d’égalité.
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2.4 Exemples numériques

Dans cette section, nous utiliserons deux exemples pratiques pour démontrer l’effi-
cacité de notre approche.

Exemple 2.1 Considérons le système mécanique non linéaire, ressort à une masse «
masse ressort amortisseur » décrit dans [Wu 2005]. Les équations d’un ressort à une
masse sont

Mẍ(t) + c1 ẋ(t) + c2x(t) = (1 + c3 ẋ3(t))u(t) + ω(t) (2.32)

où M, u(t) et ω(t) sont respectivement la masse, la force et la perturbation et la non-
linéarité est donnée par ẋ3(t). Les paramètres du système mécanique sont les suivants :
M = 1, c1 = 1, c2 = 1, 155, c3 = 0, 13.

En se basant sur [Wu 2005], si les états du système sont la vitesse et la position
(x1(t) = ẋ(t) et x2(t) = x(t)) alors on définit

z(t) =

[
2x2(t)
2u(t)

]
,

y(t) =

[
y1(t)
y2(t)

]
=

[
x1(t)

2x1(t) + x2(t)

] (2.33)

Si x1(t) ∈ [−1.5 1.5], alors le modèle non linéaire d’un ressort à une masse (2.32)
peut être décrit par le modèle T-S suivant :

ẋ(t) =

2∑
i=1

hi(x1)(t){Aix(t) + B1iω(t) + B2iu(t)}

z(t) =

2∑
i=1

hi(x1)(t){C1ix(t) + D11iω(t) + D12iu(t)}

y(t) =

2∑
i=1

hi(x1)(t){C2ix(t) + D21iω(t)}

où

A1 =

[
−1 −1, 155
1 0

]
, A2 =

[
−1 −1, 155
1 0

]
, B11 = B12 =

[
1
0

]
, B21 =

[
1.4387

0

]
,

B22 =

[
0, 5613

0

]
, C11 = C12 =

[
0 2
0 0

]
, D121 = D122 =

[
0
2

]
, C21 = C22 =

[
1 0
2 1

]
,

D111 = D112 = D211 = D212 =

[
0
0

]
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Où les fonctions d’appartenance sont

h1(x1(t)) = 0, 5 +
x3

1(t)
6.75

, h2(x1(t)) = 1 − h1(x1(t))

Le Tableau 2.2 montre les valeurs de γ obtenues par l’approche de fréquence entière
existante dans [Wu 2005] et l’approche de fréquence finie présentée dans ce chapitre.
Nous pouvons voir que l’approche proposée donne de meilleurs résultats que ceux exis-
tants dans la littérature.

Tableau 2.2 – Les valeurs de γ pour l’Exemple 2.1

Méthodes Théorème 1 Théorème 2.2 [Chaibi 2018] Théorème 2.2 [Chaibi 2018]
dans [Wu 2005] (avec Q = 0) ( BF avec |ω̄| ≤ 1)

γ 3 2.7303 2.7296

Maintenant, en utilisant le Théorème 2.2, pour BF, lorsque α = 5 et ω̄l = 1, nous
pouvons obtenir la borne inférieure de H∞, γmin = 2, 7296 et les gains de la commande
H∞ par SOF,

K1 =
[
−0.2342 0.1210

]
, K2 =

[
−0, 1056 0, 0554

]
Les résultats de la simulation sont présentés dans les figures 2.1 - 2.3. Les figures 2.1

et 2.2 montrent la réponse de l’état et le signal de la commande du système en boucle
fermée, avec ω(t) = 0 et x(0) = [−1 − 1.4]T . D’après Fig 2.1, nous pouvons conclure
que le système en boucle fermée est asymptotiquement stable. La figure 2.2 montre que
la loi de commande proposée converge plus rapidement que celle de [Wu 2005]. La

représentation graphique du rapport de γ(t) =

√
zT (t)z(t)dt
√
ωT (t)ω(t)dt

est représentée sur la figure

2.3 sous la condition initiale x(0) = [0 0]T lorsque ω(t) = sin(2πt), il est clair que
ce rapport tend vers une valeur constante qui est inférieure à la valeur prescrite de
γ = 2, 7296.

Exemple 2.2 Considérons un moteur synchrone magnétique permanent (PMSM) [Li 2002].
Le PMSM a été modélisé par un modèle flou à deux règles dans [Lee 2009] et a été mo-
difié dans [Saifia 2012].

i̇d(t) = −
R
L

id(t) + npiq(t)W(t) + νd(t)

i̇q(t) = −
R
L

id(t) + npid(t)W(t) −
Ψ

L
W(t) + νq(t)

Ẇ(t) =
Ψ

L
iq(t) −

τ

j
W(t) + 2ω(t)

(2.34)
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Figure 2.1 – Trajectoires des états du système non linéaire (2.32)
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Figure 2.2 – Le signal de la commande généré par retour de sortie statique pour le
système non linéaire (2.32)
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Figure 2.3 – Le rapport de γ(t) =

√
zT (t)z(t)dt
√
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pour le système non linéaire (2.32)

41



Chapitre 2. Commande H∞ par retour de sortie statique en fréquence finie pour
des systèmes flous T–S en temps continu

Où iq(t) et id(t) sont respectivement le courant en quadrature et le courant direct.
W(t) est la vitesse angulaire du moteur. vq(t) et vd(t) sont les tensions d’entrée en qua-
drature et directe respectivement. np = 1 et Ψ = 0.031Nm/A, désignent respectivement
le nombre de paires de pôles et le flux d’aimants permanents, L = 0.01425H est l’in-
ductance directe du stator en quadrature, R = 0.9Ω est la résistance de l’enroulement
du stator et j = 4, 5 × 10−5kg.m2 est le moment d’inertie polaire, τ = 0.0162N/rad/s
est le coefficient d’amortissement visqueux.

Nous pouvons nous référer à [Chang 2010, Wei 2015] pour plus de discussions sur
le PMSM. Les sorties commandées sont les suivantes :

z1(t) = 2(1 + ∂)id(t) + 4iq(t) + 4W(t)

+ iq(t)W(t) + W(t)2 + 0, 1ω(t)

z2(t) = ω(t)

avec ∂ est un paramètre incertain. Dans ce chapitre, nous supposons que ∂ = 0.
pour W(t) ∈ [θ1, θ2] le PMSM est modélisé par deux règles floues avec les paramètres
suivants :

A1 =


−R

L npθ1 0
−npθ1 −R

L −Ψ
L

0 Ψ
L − τj

 , A2 =


−R

L npθ2 0
−npθ2 −R

L −Ψ
L

0 Ψ
L − τj

 , B1i


0
0
2

 ,
B2i =


1 0
0 1
0 0

 , C11 =

[
2 3 5
0 0 1

]
, C12 =

[
2 5 3
0 0 1

]
, D1i =

[
0, 1
0

]
,

D21i =

[
0
0

]
, D12i =

[
0 0
0 0

]
Les fonctions d’appartenance sont représentées sous la forme suivante :

h1(W(t)) =
θ2 −W(t)
θ2 − θ1

, h2(W(t)) = 1 − h1(W(t)) (2.35)

on définit
x(t) = [iT

d (t) iT
q (t) WT (t)]T et u(t) = [νT

d (t) νT
q (t)]T .

Supposons que seules les variables iq(t) et W(t) sont des variables mesurables et
que la sortie mesurée est la fonction non linéaire alors on a :

y1(t) = iq(t)W(t), y2(t) = W(t)

alors

C21 =

[
0 θ1 0
0 0 1

]
C22 =

[
0 θ2 0
0 0 1

]
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Figure 2.4 – Trajectoires des états du système pour l’Exemple 2.2.

Pour θ1 = −1 et θ2 = 1, la valeur de H∞ liée à la norme obtenue par le Théorème
2.2 et les résultats de [Saifia 2012] et de [Lee 2009] sont présentés dans le Tableau 2.3.
Lors du choix des paramètres α = 0.1 pour le cas BF, nous obtenons les gains de la
commande H∞ par SOF comme suit :

K1 =

[
−0, 5517 0.0099
−8, 7011 0.4661

]
, K2 =

[
−1, 3592 0, 0051
8, 7061 0.4420

]
Supposons l’état initial x(0) = [1 0, 5 − 0.5]T et ω(t) = cos(100t), les résultats

de la simulation sont illustrés aux Fig. 2.4 - 2.6. La figure 2.4 montre les réponses de
l’état du système flou T-S en boucle fermée (2.34). Les figures 2.5 et 2.6 illustrent la
réponse de la tension d’entrée directe νd(t) et de la tension d’entrée en quadrature νq(t)
respectivement, par le Théorème 2.2 dans le cas BF et les résultats dans [Saifia 2012]
et [Lee 2009]. Il est clair que notre approche fournit une convergence plus rapide.

Le Tableau 2.3 montre les valeurs de γ obtenues par différentes méthodes, ( pour
les fréquences entières (EF) existantes dans [Saifia 2012, Lee 2009] et les fréquences
finies présentées dans ce chapitre). Donc, nous pouvons déduire que la méthode pré-
sentée dans ce chapitre donne de meilleurs résultats que les méthodes existantes dans
la littérature.

Tableau 2.3 – Les valeurs de γ pour l’Exemple 2.2.

Méthodes [Saifia 2012] Théorème 2.2 Théorème 2.2 Théorème 2.2
et EF Q = 0 BF ω̄ ≤ 1 MF 1 ≤ ω̄ ≤ 10

[Lee 2009] [Chaibi 2018] [Chaibi 2018] [Chaibi 2018]
γ 0.5 0.1282 0.1277 0.1002
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Figure 2.5 – Trajectoire de la tension d’entrée directe νd(t) pour l’Exemple 2.2.
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Figure 2.6 – Trajectoire de la tension d’entrée en quadrature νq(t) pour l’Exemple 2.2.

2.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté la commande floue H∞ par retour de sortie

statique pour les systèmes flous T–S en temps continu. Á l’aide du Lemme GKYP,
des conditions suffisantes ont été dérivées pour synthétiser une loi de commande H∞
floue par SOF. Les conditions de conception sont présentées sous la forme d’inégalités
matricielles linéaires. Notre approche permet de synthétiser une loi de commande H∞
par SOF, sans aucune contrainte d’égalité, ce qui représente un avantage par rapport à
certaines méthodes de la littérature telles que [Fang 2006, Lee 2009]. En outre, lorsque
la plage de fréquences est connue, notre approche réduit le conservatisme introduit par
toutes les méthodes de fréquence entière telle que [Wu 2005, Lee 2009] et [Saifia 2012].
Ceci a été illustré par deux exemples pratiques.
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Chapitre 3

La commande des systèmes
polynomiaux flous basés sur la somme

des carrés (SOS)

3.1 Introduction

Le système T–S standard a récemment été étendu aux systèmes polynomiaux T–S
[Tanaka 2009], dans lesquels les règles floues sont aussi des systèmes polynomiaux.
Cette nouvelle classe de système est plus complexe à traiter, mais représente un en-
semble plus large des systèmes non linéaires. Elles sont généralement résolues à l’aide
de l’approche de la somme des carrés (SOS), qui est une généralisation des inégali-
tés matricielles linéaires (LMI). Plusieurs approches utilisant la décomposition SOS
ont été étudiées, par exemple : [Cao 2014], où la loi de commande PDC, est utilisée
pour obtenir la stabilité robuste pour les systèmes flous en boucle fermée. De plus,
les conditions de stabilité et de stabilisation présentées dans [Tanaka 2009] sont plus
générales et moins restrictives que celles des approches existantes fondées sur l’ap-
proche LMI. Considérant la forme des fonctions d’appartenance, certaines approches
ont été proposées pour traiter les systèmes T–S à deux dimensions (2–D) en utilisant
le SOS. [Chaibi 2016], propose une condition de stabilisation de système discret T–
S bidimensionnel basée sur la fonction polynomiale de Lyapunov. De plus, une mé-
thode basée sur l’utilisation de multifonction polynomiale de Lyapunov a été traitée
dans [Guelton 2013] sous forme de la SOS pour l’analyse de stabilité. Cependant, il
est très intéressant de souligner que les systèmes polynomiaux T–S n’ont pas été suf-
fisamment étudiés à l’aide du multifonction polynomiale de Lyapunov (MPLF), ce qui
motive notre travail.

Par ailleurs, la conception de la commande par retour de sortie statique est un pro-
blème important, car la commande par SOF est moins coûteuse à mettre en oeuvre
et plus fiable en pratique. Cependant, la commande par SOF est un problème non
convexe et sa solution complète n’est pas encore résolue. Les documents [Tanaka 2009]
et [Chaibi 2017b] utilisaient les matrices polynomiales au lieu des matrices constantes
du modèle flou T–S et de la commande PDC. Le nouveau type de commande floue est
appelé commande polynomiale floue, par exemple [Nguang 2011]. Les résultats publiés
dans [Chaibi 2016] démontrent que les conditions de stabilisation basées sur la fonction
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polynomiale de Lyapunov contiennent les conditions basées sur la fonction quadratique
de Lyapunov et ils sont considérées comme cas particulier. Basée sur la fonction poly-
nomiale de Lyapunov, les conditions de stabilité peuvent être dérivées en terme de la
SOS et résolues numériquement par le SOSTOOLS [Prajna 2004a].

3.2 Commande des systèmes polynomiaux flous par l’uti-
lisation de la multifonction polynomiale de Lyapu-
nov

Cette partie présente les conditions de stabilité et de stabilisation pour les systèmes
polynomiaux T–S en temps continu. En comparaison avec des résultats existants dans
[Guelton 2013], les limites supérieures des dérivées temporelles des fonctions d’appar-
tenance sont prises en compte et les matrices dépendantes de paramètre d’optimisation
(slack) développé par [Márquez 2017] sont appliquées en utilisant le concept de taux de
décroissance dans la multifonction polynomiale de Lyapunov (MPLF). Cela permet de
gérer la vitesse de réponse d’un système commandé, nous proposons donc de nouvelles
conditions de stabilité et de stabilisation pour ce type de système. Les conditions déri-
vées sont plus générales que celles obtenues à l’aide de la multifonction de Lyapunov
(MLF) classique. Ainsi, l’approche discutée dans ce chapitre est plus générale et moins
restrictive par rapport aux résultats existants dans la littérature.

3.2.1 Formulation du problème

Le système polynomial flou T-S en temps continu est représenté par l’ensemble de
règles floues suivantes :

Règle i : SI σ1(x(t)) EST Mi1 ET, . . . , ET σs(x(t)) EST Mis

ALORS

ẋ(t) = Ai(x(t))x̃(x(t)) + Bi(x(t))u(t) (3.1)

oùσ(x(t)) = [σ1(x(t)) σ2(x(t)) . . . σs(x(t))] sont des variables de prémisses connues,
Mi j sont les ensembles flous, i = 1, 2, . . . , r et r est le nombre de règles. Ai(x(t)) sont
des matrices polynomiales dans x(t). Le vecteur de colonne dont les entrées sont toutes
définies dans x(t) est désigné par x̃(x(t)). x̃(x(t)) ∈ Rn est un monôme de vecteur n × 1
dans x(t). Un monôme dans x(t) est une fonction de la forme xα1

1 xα2
2 . . . xαn

n , où α1, α2,
. . ., αn est un entier non négatif.

Le processus de défuzzification du modèle T-S (3.1) peut être représenté comme
suit
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ẋ(t) =

r∑
i=1

hi(σ(x(t)))[Ai(x(t))x̃(x(t)) + Bi(x(t))u(t)] (3.2)

où hi(σ(x(t))) = wi(σ(x(t)))/
∑r

i=1 wi(σ(x(t))), wi(σ(x(t))) =
∏s

j=1 Mi j(σ j(x(t))),
avec Mi j(σ j(x(t))) est le grade de la fonction d’appartenance de σ j(x(t)) dans Mi j et
wi(σ(x(t))) représente le poids de la i-ème règle. Dans ce chapitre, nous supposons que
wi(σ(x(t))) ≥ 0, pour i = 1, 2, . . . , r et

∑r
i=1 wi(σ(x(t))) > 0 pour tout t. Par conséquent,

nous obtenons hi(σ(x(t))) ≥ 0, pour i = 1, 2, . . . , r et
∑r

i=1 hi(σ(x(t))) = 1, pour tout t.

Définir K = {k1, k2, ..., kq} comme un ensemble de numéro de ligne indiquant que
les entrées de la ligne entière de Bi(x) sont toutes égales à zéro pour tout i et x̂ =

(xk1 , xk2 , xkq). Nous allons utiliser x, x̃(x) au lieu de x(t), x̃(x(t)), respectivement. Notons
Ak

i (x), la k -ème ligne de Ai et hi = hi(σ(x(t))).

3.2.2 Condition de stabilité du système polynomial flou T–S

Basée sur la multifonction polynomiale de Lyapunov, une nouvelle condition de sta-
bilité est présentée pour le système polynomial T-S, qui dépend de la dérivée temporelle
des fonctions d’appartenance.

Exprimons la dérivée temporelle des fonctions d’appartenance en tant que

r∑
ρ=1

ḣρ(σ(x(t))) = 0 ∀ σ(x(t)) (3.3)

à partir de (3.3), nous obtenons

ḣr(σ(x(t))) = −

r−1∑
ρ=1

ḣρ(σ(x(t))) (3.4)

Hypothèse 3.1 [Tanaka 2003] Les dérivées temporelles des fonctions d’appartenance
floues satisfont |ḣρ| ≤ φρ, ρ = 1, 2, . . . , r − 1 où φρ est un scalaire positif.

Théorème 3.1 [Chaibi 2019c] Soit φρ > 0, ρ = 1, . . . , r − 1 et α(x) > 0 des polynômes
donnés. Le système polynomial flou (3.2) avec u(t) = 0 est asymptotiquement stable, s’il
existe des matrices symétriques polynomiales Pi(x̂) et εi(x) et εi j(x), i, j = 1, 2, . . . , r,
sont des polynômes non négatifs tels que εi(x) > 0, pour x , 0, εi j(x) ≥ 0, pour tout x,
satisfaisant l’ensemble suivant de la SOS :
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νT
1 (Pi(x̂) − εi(x)I)ν1 est une S OS i = 1, 2, . . . r (3.5)

νT
1 (Pρ(x̂) − Pr(x̂) − ερ(x)I)ν1 est une S OS ρ = 1, 2, . . . r − 1 (3.6)

− νT
2 (Ξii + εii(x)I)ν2 est une S OS i = 1, . . . , r (3.7)

− νT
2 (Ξi j + Ξ ji + εi j(x)I)ν2 est une S OS i < j (3.8)

où ν1 et ν2 sont des vecteurs indépendants de x(t), avec les dimensions appropriées
et

Ξi j =

[
Ξi j11 ∗

P j(x̂) − LT (x) + RT (x)T (x)Ai(x) −R(x) − RT (x)

]
< 0 (3.9)

Ξi j11 = AT
i (x)T T (x)LT (x) + L(x)T (x)Ai(x) + αP j(x̂)

+
∑
k∈K

∂ P j(x̂)
∂x̂k

Ak
i (x)x̃(x) +

r−1∑
ρ=1

φρ(Pρ(x̂) − Pr(X̂))

T (x) ∈ Rn×n étant une matrice polynomiale dont l’entrée (i, j)th est donnée par
T i j(x) = ∂x̃i

∂x j
(x).

Preuve 3.1 Supposons que les conditions de la SOS dans (3.6) - (3.8) soient satisfaites,
nous pouvons écrire

r∑
i=1

r∑
j=1

hih jΞi j < 0 (3.10)

où Ξi j est défini dans (3.9)
L’équation (3.6) implique que

Pρ(x̂) ≥ Pr(x̂) ρ = 1, 2, . . . , r − 1. (3.11)

de l’hypothèse 3.1

r−1∑
ρ=1

φρ(Pρ(x̂) − Pr(x̂)) ≥
r−1∑
ρ=1

ḣρ(Pρ(x̂) − Pr(x̂)) (3.12)

de (3.4), nous avons

r−1∑
ρ=1

ḣρ(Pρ(x̂) − Pr(x̂)) =

r−1∑
ρ=1

ḣρPρ(x̂) + ḣrPr(x̂)

=

r∑
ρ=1

ḣρPρ(x̂)

(3.13)
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l’inégalité (3.9) peut être écrite ainsi :

Ξi j =

[
Ξi j11 ∗

P j(x̂) − LT (x) + RT (x)T (x)Ai(x) −R(x) − RT (x)

]
< 0 (3.14)

Ξi j11 = AT
i (x)T T (x)LT (x) + L(x)T (x)Ai(x) + αP j(x̂)

+
∑
k∈K

∂ P j(x̂)
∂x̂k

Ak
i (x)x̃(x) +

r∑
ρ=1

ḣρPρ(x̂)

Par l’utilisation du Lemme 1.11 avec

A = T (x)Ai(x) P = P j(x̂)

Q =
∑
k∈K

∂ P j(x̂)
∂x̂k

Ak
i (x)x̃(x) +

r∑
ρ=1

ḣρPρ(x̂) + αP j(x̂)

on a

r∑
ρ=1

ḣρPρ(x̂) + AT
i (x)T T (x)P j(x̂) + P j(x̂)T (x)Ai(x)

+
∑
k∈K

∂ P j(x̂)
∂x̂k

Ak
i (x)x̃(x) + α(x)P j(x̂) ≤ 0

(3.15)

Nous considérons une multifonction polynomiale de Lyapunov comme dans [Guelton 2013].

V(x) = x̃T (x)
r∑

i=1

hiPi(x̂)x̃(x) (3.16)

Pour le calcul de la dérivée proposé par [Yu 2012], la condition est définie comme
suit :

V̇(x) ≤ −α(x)V(x) (3.17)

la dérivée temporelle de (3.16) est obtenue comme

V̇(x) = ˙̃xT (x)
r∑

i=1

hiPi(x̂)x̃(x) + x̃T (x)
r∑

i=1

hiPi(x̂) ˙̃x(x)

+ x̃T (x)
r∑
ρ=1

ḣρPρ(x̂)x̃(x) + x̃T (x)
r∑

i=1

hiṖi(x̂)x̃(x)
(3.18)
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Par conséquent, on peut voir que

x̃T (x)[
r∑

i=1

r∑
j=1

hih j{

r∑
ρ=1

ḣρPρ(x̂) + AT
i (x)T T (x)P j(x̂)

+ P j(x̂)T (x)Ai(x) +
∑
k∈K

∂ P j(x̂)
∂x̂k

Ak
i (x)x̃(x)

+ α(x)P j(x̂)}]x̃(x) ≤ 0

(3.19)

La preuve est terminée

Remarque 3.1 Il existe quelques résultats concernant la stabilité des systèmes flous
T–S en terme de dérivée temporelle des fonctions d’appartenance : voir par exemple
[Tanaka 2003] et [Mozelli 2009b], où les conditions de stabilité et de stabilisation sont
écrites sous forme d’LMI, en utilisant la multifonction de Lyapunov (MLF) suivante :

V(x(t)) = x(t)T
r∑

i=1

hiPix(t) (3.20)

Afin d’obtenir des résultats plus générales, nous utilisons MPLF (3.16) au lieu de
MLF. En fait, si x̃(x) = x(t) et Pi(x̂) est une matrice constante, alors (3.16) se réduit
à (3.20). Par conséquent, (3.16) est une représentation plus générale, ce qui signifie
que notre travail couvre l’ensemble des solutions de [Tanaka 2003, Mozelli 2009a] et
[Faria 2011], garantissant ainsi un degré de conservation moins élevé.

3.2.3 Condition de stabilisation pour le système polynomial flou

Dans [Tanaka 2009], le concept de la compensation distribuée parallèle (PDC) pour
concevoir la commande polynomiale est proposé. Dans ce chapitre, nous considérons
une loi PDC pour concevoir la commande polynomiale.

Règle de la commande i : Si σ1(x(t)) est Mi1 ET, . . . ET σs(x(t)) est Mis

Alors
u(t) = Ki(x)x̃(x) (3.21)

où i = 1, 2 . . . , r et Ki(x(t)) pour tout i sont les matrices de gain polynomiales dans x(t).

La commande polynomiale globale est déduite comme suit

u(t) =

r∑
i=1

hiKi(x)x̃(x) (3.22)
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En substituant (3.22) dans (3.2), le système en boucle fermée peut être représenté par

ẋ(t) =

r∑
i=1

r∑
j=1

hih j[Ai(x) + Bi(x)K j(x)]x̃(x) (3.23)

Remarque 3.2 La différence entre le système T–S dans [Faria 2011] et le système po-
lynomial flou T–S utilisé dans ce chapitre est la représentation de la partie résultante :
quand Ai(x), Bi(x) et K j(x) dans (3.23) et Pi(x̂) sont des matrices constantes pour tous
les i et j et x̃(x) = x, nous avons le système T–S standard utilisé précédemment dans
la littérature, par exemple dans [Faria 2011]. Par conséquent, notre approche peut être
vue comme une généralisation des résultats dans la littérature telle que [Faria 2011].

Théorème 3.2 [Chaibi 2019c] Soit φρ > 0, ρ = 1, . . . , r − 1, µ1, µ2, α(x) > 0 des
scalaires donnés. Le système polynomial flou (3.23) est asymptotiquement stable s’il
existe des matrices symétriques polynomiales Xi(x̂) et des matrices polynomiales Y j(x)
telles que (3.24), (3.25), (3.26) et (3.27) sont satisfaites, où εi(x), i = 1, 2, . . . , r et εi j(x)
sont des polynômes non négatifs tels que εi(x) > 0, pour x , 0, εi j(x) ≥ 0, pour tout x.

νT
1 (Xi(x̂) − εi(x)I)ν1 est une S OS i = 1, 2, . . . , r (3.24)

νT
1 (Xρ(x̂) − Xr(x̂) − ερ(x)I)ν1 est une S OS ρ = 1, 2, . . . , r − 1 (3.25)

− νT
2 (Ψii + εii(x)I)ν2 est une S OS i = 1, . . . , r (3.26)

− νT
2 (Ψi j + Ψ ji + εi j(x)I)ν2 est une S OS i < j (3.27)

où

Ψi j =

[
Ψi j11 ∗

Ψi j21 −2µ2X j(x̂)

]
< 0 (3.28)

Ψi j11 = (X j(x̂)AT
i (x) + YT

j (x)BT
i (x))T T (x)µ1 + αX j(x̂) + µ1T (x)(Ai(x)X j(x̂)

+ Bi(x)Y j(x)) +

r−1∑
ρ=1

φρ(Xρ(x̂) − Xr(x̂)) −
∑
k∈K

∂ X j(x̂)
∂x̂k

Ak
i (x)x̃(x)

Ψi j21 = (1 − µ1)X j(x̂) + T (x)(Ai(x)X j(x̂) + Bi(x)Y j(x))µ2

avec
K j = Y jX−1

j

Preuve 3.2 à partir des conditions de la SOS (3.25) - (3.27), nous avons

r∑
i=1

r∑
j=1

hih jΨi j < 0 (3.29)
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où Ψi j est défini dans (3.28)
L’équation (3.25) implique que

Xρ(x̂) ≥ Xr(x̂) ρ = 1, 2, . . . , r − 1. (3.30)

de l’hypothèse 3.1

r−1∑
ρ=1

φρ(Xρ(x̂) − Xr(x̂)) ≥
r−1∑
ρ=1

ḣρ(Xρ(x̂) − Xr(x̂)) (3.31)

de (3.4), nous avons

r−1∑
ρ=1

ḣρ(Xρ(x̂) − Xr(x̂)) =

r−1∑
ρ=1

ḣρXρ(x̂) + ḣrXr(x̂)

=

r∑
ρ=1

ḣρXρ(x̂)

(3.32)

l’inégalité (3.28) peut être écrite ainsi :

Ψi j =

[
Ψi j11 ∗

Ψi j21 −2µ2X j(x̂)

]
< 0 (3.33)

Ψi j11 = (X j(x̂)AT
i (x) + YT

j (x)BT
i (x))T T (x)µ1 + αX j(x̂)

+ µ1T (x)(Ai(x)X j(x̂) + Bi(x)Y j(x))

+

r∑
ρ=1

ḣρXρ(x̂) −
∑
k∈K

∂ X j(x̂)
∂x̂k

Ak
i (x)x̃(x)

Ψi j21 = (1 − µ1)X j(x̂) + T (x)(Ai(x)X j(x̂) + Bi(x)Y j(x))µ2

En appliquant le changement de variable X j(x̂) = P−1
j (x̂), j, ρ = 1, . . . , r, K jX j = Y j.

Par la multiplication des deux côtés de (3.33) par le diag{P j(x̂), P j(x̂)} et en appliquant
le Lemme 1.10 on trouve

Ψ̄i j =

[
Ψ̄i j11 ∗

Ψ̄i j21 −2µ2P j(x̂)

]
< 0 (3.34)

Ψ̄i j11 = (AT
i (x) + KT

j (x)BT
i (x))T T (x)µ1P j(x̂) + αP j(x̂)

+ µ1P j(x̂)T (x)(Ai(x) + Bi(x)K j(x))

+

r∑
ρ=1

ḣρPρ(x̂) +
∑
k∈K

∂ P j(x̂)
∂x̂k

Ak
i (x)x̃(x)

Ψ̄i j21 = (1 − µ1)P j(x̂) + µ2P j(x̂)T (x)(Ai(x) + Bi(x)K j(x))
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on remplaçant les termes L = µ1P j(x̂) et R = µ2P j(x̂) dans l’inégalité (3.34), nous
obtenons :

Ψ̄i j =

[
Ψ̄i j11 ∗

Ψ̄i j21 −R − RT

]
< 0 (3.35)

Ψ̄i j11 = (AT
i (x) + KT

j (x)BT
i (x))T T (x)LT (x) + αP j(x̂)

+ L(x)T (x)(Ai(x) + Bi(x)K j(x))

+

r∑
ρ=1

ḣρPρ(x̂) +
∑
k∈K

∂ P j(x̂)
∂x̂k

Ak
i (x)x̃(x)

Ψ̄i j21 = P j(x̂) − LT (x) + R(x)T (x)(Ai(x) + Bi(x)K j(x))

on remplaçant (Ai(x) + Bi(x)K j(x)) dans (3.35) par Ai(x), cela est équivaut à (3.14).

Remarque 3.3 Les références précédentes ont proposée des conditions suffisantes pour
les systèmes polynomiaux utilisant une approche SOS. Par exemple, [Cao 2014], les
conditions de stabilisation sont examinées à l’aide de la fonction polynomiale de Lya-
punov (PLF) V(x) = x̃T (x)P(x̂)x̃(x). Cependant, si Pi(x̂) = P(x̂), alors (3.16) se réduit
au PLF utilisé dans [Cao 2014]. De plus, si Pi(x̂) = P(x̂) et α(x) = 0, alors la condi-
tion du Théorème 3.2 se réduit à la condition du Théorème 2 dans [Tanaka 2009]. Par
conséquent, (3.16) est une représentation plus générale et le Théorème 3.2 est moins
restrictif que le Théorème 1 dans [Cao 2014] et le Théorème 2 dans [Tanaka 2009].

Remarque 3.4 Nous avons obtenu une condition suffisante pour la stabilité et la sta-
bilisation en utilisant le concept de taux de décroissance dans la MPLF, son avantage
est d’avoir la possibilité de manipuler le temps de convergence. De plus, la solution de
MPLF fournit un résultat moins restrictif que les résultats utilisant MLF.

3.2.4 Simulations numériques
Afin de montrer l’efficacité de la méthode proposée, nous présentons trois exemples

illustratifs. Le premier est utilisé pour comparer les résultats proposés en terme de
conservatisme lorsque le système n’est pas polynomial. Le deuxième exemple montre
que la fonction polynomiale de Lyapunov d’ordre supérieur permet d’obtenir des résul-
tats plus améliorés en terme de stabilité. Le troisième exemple est fourni pour montrer
l’application pratique de la commande polynomiale proposée au problème de l’équi-
librage du pendule inversé sur un chariot. Les résultats de la simulation montrent que
l’approche proposée via MPLF présente des avantages évidents par rapport à celles dé-
veloppées à partir de PLF.

Exemple 3.1 Nous considérons le système T-S suivant [Faria 2011]
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Figure 3.1 – Région de faisabilité fournie par le Théorème 1 dans [Faria 2011](o) et le
Théorème 3.1 dans ce chapitre (×) pour l’Exemple 3.1

A1 =

[
−5 −4
−1 a

]
, A2 =

[
−4 −4
3b−2

5
3a−4

5

]

A3 =

[
−3 −4
2b−3

5
2a−6

5

]
, A4 =

[
−2 −4
b −2

]

αi(xi) =


1−sin(xi)

2 pour |xi| ≤
π
2

0, pour xi >
π
2

1, pour xi < −
π
2

βi(xi) = 1 − αi(xi)

h1 = α1(x1)α2(x2), h2 = α1(x1)β2(x2)

h3 = β1(x1)α2(x2), h4 = β1(x1)β2(x2)

La stabilité de ce système est vérifiée en utilisant le Théorème 1 dans [Faria 2011] et
le Théorème 3.1 dans ce chapitre, pour plusieurs valeurs de paires (a, b), a ∈ [−10 −

1], b ∈ [0 300] et φi = 0, 85, i = 1, 2, . . . , 4. La figure 3.1 montre les régions de
stabilité obtenues en utilisant le Théorème 1 dans [Faria 2011] et le Théorème 3.1 :
on peut voir que le Théorème 3.1 offre une zone de faisabilité plus grande que celui du
Théorème 1 dans [Faria 2011]. L’approche de la SOS utilisée ici est moins restrictive
que l’approche LMI utilisée précédemment dans la littérature.

Exemple 3.2 Considérons un système polynomial T-S donné par [Guelton 2013]

ẋ =

2∑
i=1

hi(x)Ai(x)x̃(x) (3.36)
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Figure 3.2 – Trajectoires des états du système x1 et x2 pour l’Exemple 3.2

où
h1(x) =

1 + sinx1(t)
2

, h2(x) = 1 − h1(x)

A1(x) =

[
−0.8 − x4

1 −4
−1 −2

]
, A2(x) =

[
−2 −4
20 −2 − 5x2

1 − x2
2

]
La figure 3.2 représente la trajectoire des états pour l’Exemple 3.2, lorsque φi =

0.85, i = 1, 2, pour la condition initiale x(0) = [2 − 1].
Les conditions (3.5) - (3.8) ont été résolues à l’aide de SOSTOOLS [Prajna 2004a] :

En se basant sur le Théorème 3.1, des solutions pour la MPLF ont été obtenues en
deuxième, quatrième et sixième ordres qui garantissent la stabilité de (3.36).

Les MPLF obtenus sont les suivants :

V(x) =

r∑
i=1

hi pi(x)

pour le deuxième ordre MPLF (équivalent à une MLF)

p1(x) = 0, 081983x2
1 + 0, 0094462x1x2 + 0.16525x2

2

p2(x) = 0, 13586x2
1 − 0, 043762x1x2 + 0, 11517x2

2

La MPLF de quatrième ordre obtenu par notre approche est donné par

p1(x) = 0.021338x4
1 + 0, 074702x3

1x2 + 0, 109x2
1x2

2

− 0.043652x1x3
2 + 0, 086354x4

2

p2(x) = 0, 018942x4
1 + 0, 051212x3

1x2 + 0, 13143x2
1x2

2

+ 0, 001372x1x3
2 + 0, 018778x4

2
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Figure 3.3 – Le temps transitoire de la multifonction polynomiale de Lyapunov obtenue
pour l’Exemple 3.2

alors que le sixième ordre de la MPLF est donné par

p1(x) = 0, 0077512x6
1 + 0, 028982x5

1x2 + 0, 038928x4
1x2

2

+ 0.033398x3
1x3

2 + 0, 07942x2
1x4

2

− 0.048086x1x5
2 + 0.026172x6

2

p2(x) = 0, 007861x6
1 + 0, 027138x5

1x2 + 0, 02877x4
1x2

2

− 0.01485x3
1x3

2 + 0, 048064x2
1x4

2

− 0, 0057864x1x5
2 + 0.0059572x6

2

La MPLF de sixième ordre suivant est obtenu par [Guelton 2013]

p1(x) = 15.826x6
1 + 41, 007x5

1x2 + 11, 546x4
1x2

2 + 14, 596x3
1x3

2

+ 35, 996x2
1x4

2 + 18, 318x1x5
2 + 4.6672x6

2

p2(x) = 15.827x6
1 + 24.8804x4

1x2
2 + 39, 61x3

1x3
2

+ 43, 45x2
1x4

2 + 18, 64x1x5
2 + 47, 615x6

2

La figure 3.3 montre l’évolution des MPLF construits selon l’approche proposée,
nous pouvons constater que les MPLF d’ordre supérieur permettent d’obtenir des ré-
sultats moins restrictive. Fig 3.4 montre la comparaison de MPLF de sixième ordre, ob-
tenus à partir du Théorème 3.1 de ce chapitre et du Théorème 1 dans [Guelton 2013].
Il est facile de voir que notre approche permet d’obtenir des résultats de stabilité moins
restrictives. Ceci est dû à l’influence du taux de décroissance dans le MPLF.

Exemple 3.3 Pour montrer l’applicabilité de la méthodologie proposée pour comman-
der des systèmes pratiques, nous examinons le problème de l’équilibrage d’un pendule
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Figure 3.4 – Temps transitoire de la MPLF de sixième ordre pour l’Exemple 3.2

inversé sur un chariot, [Cao 2014], représenté par la figure 3.5

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) =
gsin(x1(t)) − amlx2

2(t)sin(2x1(t))/2 − acos(x1(t))u(t)
4l/3 − amlcos2(x1(t))

(3.37)

Où x1 représente l’angle vertical du pendule, x2 est la vitesse angulaire, m = 2, 0kg
et M = 8, 0kg, sont respectivement les masses du pendule et du chariot, g = 9, 8m/s2

est la constante de gravité, l = 0, 5m est la demi-longueur du pendule, u(t) est la force
exercée sur le panier et a = 1

m+M

Suivant [Cao 2014], le pendule inversé peut être représenté par le modèle polyno-
mial T-S suivant avec quatre règles floues :

Règle 1 : Si sin(x1) est environ 1.x1 et cos(x1) est environ cos(0◦),
Alors

ẋ(t) = A1(x)x̃(x) + B1(x)u(t)

Règle 2 : Si sin(x1) est environ 1.x1 et cos(x1) est environ cos(88◦),
Alors

ẋ(t) = A2(x)x̃(x) + B2(x)u(t)

Règle 3 : Si sin(x1) est environ 0, 6507.x1 et cos(x1) est environ cos(0◦), Alors

ẋ(t) = A3(x)x̃(x) + B3(x)u(t)
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Figure 3.5 – Structure du pendule inversé

Règle 4 : Si sin(x1) est environ 0, 6507.x1 et cos(x1) est environ cos(88◦), Alors

ẋ(t) = A4(x)x̃(x) + B4(x)u(t)

Où x̃(x) = [x1 x2]T et

A1(x) =

[
0 1

17.2941 − 0.1765x2
2 0

]
, A2(x) =

[
0 1

14.7027 − 0.0052x2
2 0

]
,

A3(x) =

[
0 1

11.2531 − 0.1148x2
2 0

]
, A4(x) =

[
0 1

9.5669 − 0.0034x2
2 0

]
,

B1(x) = B3(x) =

[
0

−0.1765

]
, B2(x) = B4(x) =

[
0

−0.0052

]
Les fonctions d’appartenance correspondantes sont

h1(x) =
sin(x1(t)) − 0.6507x1(t)

0.3493x1(t)
.
cos(x1(t)) − 0.0349

0.9651

h2(x) =
sin(x1(t)) − 0.6507x1(t)

0.3493x1(t)
.
1 − cos(x1(t))

0.9651

h3(x) =
x1(t) − sin(x1(t))

0.3493x1(t)
.
cos(x1(t)) − 0.0349

0.9651

h4(x) =
x1(t) − sin(x1(t))

0.3493x1(t)
.
1 − cos(x1(t))

0.9651

58



3.2. Commande des systèmes polynomiaux flous par l’utilisation de la
multifonction polynomiale de Lyapunov

Nous résolvons les conditions de la SOS dans le Théorème 3.2, avec α(x) = 10−5(1 +

x2
1 + x2

2) et φ = 0.86, nous obtenons les gains polynomiales suivants :

K1(x) =

[
0.0097303x2

1 − 107.29x2
2 + 9838.2

0.011982x2
1 − 0.10655x2

2 + 747.84

]T

,

K2(x) =

[
0.30972x2

1 + 690.74x2
2 + 266010

0.07552x2
1 + 145.26x2

2 + 50370

]T

,

K3(x) =

[
0.0083666x2

1 − 63.603x2
2 + 6066.3

0.01168x2
1 − 0.75628x2

2 + 699.87

]T

,

K4(x) =

[
0.0056293x2

1 − 62.406x2
2 + 11976

0.010987x2
1 − 0.91846x2

2 + 1207.4

]T

La figure 3.6 illustre l’évolution de x1 pour le système polynomial flou T–S en boucle
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Figure 3.6 – Évolution de x1 pour la commande proposée et la commande de
[Cao 2014], à partir de plusieurs conditions initiales (Exemple 3.3)
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fermée, à partir des conditions initiales x1(0) = −2
9π, −1

3π, 5
36π, 1

4π, 13
36π, 22

45π et x2(0) = 0
Figues. 3.7 et 3.8 montrent les évolutions des états du système en boucle fermée, pour la
condition initiale x(0) = [ 5

36π, 0] (l’évolution de x2 est similaire aux autres conditions
initiales). D’après les fig. 3.6 et 3.7, nous voyons que la méthode proposée stabilise le
pendule inversé. De plus, la condition du Théorème 3.2 surpasse l’approche précédente
[Cao 2014].
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Figure 3.7 – Trajectoires des états du système non linéaire en boucle fermée (3.37) à
l’aide de la commande proposée, à partir de la condition initiale x1(0) = 5

36π, x2(0) = 0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
x 10

4

U
(t

)

Temps (sec)

Figure 3.8 – Signal de commande pour le système non linéaire (3.37) pour les condi-
tions initiales x1(0) = 5

36π, x2(0) = 0
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3.3. La commande par retour de sortie statique pour les systèmes polynomiaux
flous basés sur la somme des carrés (SOS)

3.3 La commande par retour de sortie statique pour les
systèmes polynomiaux flous basés sur la somme des
carrés (SOS)

Cette partie présente une approche sous forme de la somme des carrés (SOS) pour
la synthèse de la commande par retour de sortie statique d’un système non linéaire en
utilisant des systèmes polynomiaux flous. Selon l’approche proposée, une commande
polynomiale par retour de sortie statique peut être synthétisé facilement.

3.3.1 Formulation du problème

La commande polynomiale par retour de sortie statique considérée dans ce chapitre
peut être représentée par le système polynomial flou T–S suivant :

Règle du système i : Si σ1(t) est Mi1 et ... et σs(t) est Mis

Alors
{

ẋ(t) = Ai(x(t))x̃(x(t)) + Bi(x(t))u(t)
y(t) = Ci(x(t))x̃(x(t))

(3.38)

où i = 1, 2, . . . , r, σ(t) = [σ1(t)σ2(t) . . . σp(t)] sont des variables de prémisse, Mi j

est l’ensemble flou et r le nombre des règles floues. u(t) ∈ Rm est l’entrée de la com-
mande, y(t) ∈ Rl est la sortie mesurée avec les matrices Ci(x(t)) de rang plein. Ai(x(t))
Bi(x(t)) et Ci(x(t)) sont des matrices polynomiales dans x(t). Les vecteurs de colonne
dont les entrées sont toutes identiques dans x(t) sont notés x̃(x(t)). x̃(x(t)) ∈ Rn est un
vecteur de n × 1 monôme dans x(t).

Le processus de défuzzification du modèle T-S (3.38) peut être représenté par (3.39).{
ẋ(t) =

∑r
i=1 hi(σ(t))[Ai(x(t))x̃(x(t)) + Bi(x(t))u(t)]

y(t) =
∑r

i=1 hi(σ(t))Ci(x(t))x̃(x(t))
(3.39)

Dans [Tanaka 2007], le concept de PDC pour la conception de la commande poly-
nomiale floue est proposée. Nous considérons la commande polynomiale floue selon la
loi PDC pour concevoir la commande polynomiale par retour de sortie statique.

Règle de la commande i : Si σ1(t) est Mi1 et ... et σs(t) est Mis

Alors u(t) = −Fi(x(t))y(t) (3.40)

où i = 1, 2 . . . , r et Fi(x(t)) pour tout i sont les gains de la commande polynomiale
par SOF dans x(t).
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La commande polynomiale globale est déduite

u(t) = −

r∑
i=1

hi(σ(t))Fi(x(t))y(t) (3.41)

En substituant (3.41) dans (3.39), le système flou en boucle fermée peut être repré-
senté par

ẋ(t) =

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hih jhl[Ai(x) − Bi(x)F j(x)Cl(x)]x̃(x) (3.42)

où hi = hi(σ(t)), h j = h j(σ(t)), hl = hl(z(t))

Théorème 3.3 [Chaibi 2017a] Le système (3.42) est asymptotiquement stabilisable,
s’il existe un matrice symétrique polynomiale P(x̃) et des matrices polynomiales Ki(x),
telles que (3.43), (3.44), (3.45), (3.46) et (3.47), où εi(x), εi j(x) et εi jl(x) sont des poly-
nômes non négatifs tels que εi(x) > 0, pour x , 0, εi j(x) ≥ 0, εi jl(x) ≥ 0, pour tout x,
i, j = 1, 2, . . . , r,

νT
1 (P(x̃) − ε1(x)I)ν1 est une sos (3.43)

−νT
1 (Ωiii +

∑
k∈K

∂ P(x̃)
∂xk

Ak
i (x)x̃(x) + εi(x)I)ν1 est une sos

i = 1, 2, . . . , r
(3.44)

−νT
1 (Ωii j + Ωi ji + Ω jii +

∑
k∈K

∂ P(x̃)
∂xk

(2Ak
i (x) + Ak

j(x))x̃(x)

+ εi j(x)I)ν1 est une sos

i = 1, 2, . . . , r; j = 1, 2, . . . , r; i , j

(3.45)

−νT
1 (Ωi jl + Ωil j + Ω jil + Ω jli + Ωli j + Ωl ji +

∑
k∈K

∂ P(x̃)
∂xk

(2Ak
i (x)

+ 2Ak
j(x) + 2Ak

l (x))x̃(x) + εi jl(x)I)ν1

est une sos i = 1, . . . , r − 2

j = i + 1, . . . , r − 1; l = j + 1, . . . , r

(3.46)

P(x̃)T (x)Bi(x) = T (x)Bi(x)M(x) i = 1, 2, . . . , r (3.47)

Avec ν1, est un vecteur indépendant de x(t), de dimension appropriée.

Ωi jl = AT
i (x)T T (x)P(x̃) −CT

l (x)KT
j (x)BT

i (x)T T (x)

+ P(x̃)T (x)Ai(x) − T (x)Bi(x)K j(x)Cl(x)
(3.48)

T (x) ∈ Rn×n est une matrice polynomiale dont la (i, j)−ème entrée est donnée par
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T i j(x) = ∂x̃i
∂x j

(x). Le gain de la commande stabilisant Fi(x) est définit comme suit :
Ki(x) = M(x)Fi(x).

Si la matrice P(x̃) est constante, la stabilité est vérifiée globalement.

Preuve 3.3 Nous utilisons une fonction polynomiale de Lyapunov représentée par
[Tanaka 2007]

V(x) = x̃T (x)P(x̃)x̃(x) (3.49)

V̇(x) =

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hih jhl{x̃T (x)[(ÃT
i jl(x)T T (x)P(x̃)

+ P(x̃)T (x)Ãi jl +
∑
k∈K

∂P(x̃)
∂xk

Ak
i (x)x̃(x)]x̃(x)}

(3.50)

où Ãi jl(x) = Ai(x) − Bi(x)F j(x)Cl(x)
Nous avons l’inégalité suivante.

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hih jhl{x̃T (x)[(Ωi jl +
∑
k∈K

∂ P(x̃)
∂xk

Ak
i (x)x̃(x))]x̃(x)} ≤ 0 (3.51)

Où

Ωi jl = AT
i (x)T T (x)P(x̃) −CT

l (x)KT
j (x)BT

i (x)T T (x)

+ P(x̃)T (x)Ai(x) − T (x)Bi(x)K j(x)Cl(x)

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hih jhlΩi jl =

r∑
i=1

h3
i Ωiii +

r∑
i=1

r∑
j=1
i, j

h2
i h j(Ωii j + Ωi ji

+ Ω jii) +

r−2∑
i=1

r−1∑
j=i+1

r∑
l= j+1

hih jhl(Ωi jl

+ Ωil j + Ω jil + Ω jli + Ωli j + Ωl ji)

(3.52)

Remarque 3.5 La différence entre le système flou T–S et le système polynomial flou
T–S réside dans la représentation de la partie résultante. Cela signifie que, si Ai(x),
Bi(x), Cl(x) et F j(x) dans (3.42) et P(x̃) sont des matrices constantes pour tout i, j et l
et x̃(x) = x alors nous obtenons la même représentation du système flou T–S proposé
dans la littérature [Jeung 2014]. Par conséquent, le système polynomial flou T–S est
une représentation plus générale.

3.3.2 Exemples de Simulations
Afin de montrer l’efficacité de la méthode proposée, nous considérons le système

non linéaire (3.53) suivant [Fang 2006].
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ẋ1(t) = x1(t) + x2(t) + sin x3(t) − 0.1x4(t) + (x2
1(t) + 1)u(t)

ẋ2(t) = x1(t) − 2x2(t)

ẋ3(t) = x1(t) + x2
1x2(t) − 0.3x3(t)

ẋ4(t) = sin x3(t) − x4(t)

y1(t) = x2(t) + (x2
1(t) + 1)x4(t)

y2(t) = x1(t)

(3.53)

Supposons que x1(t) ∈ [ -a a ], x3(t) ∈ [ -b b], où a et b sont des nombres positifs.
les fonctions d’appartenance sont définies comme suit :

M1
1(x1) =

x2
1

a2

M2
1(x1) = 1 − M1

1(x1)

M1
2(x3) =

{ b sin x3−x3 sin b
x3(b−sin b) x3 , 0

1 x3 = 0

M2
2(x3) = 1 − M1

2(x1)

(3.54)

Le système non linéaire (3.53) peut être représenté par le système flou T-S comme
suit :
Règle du système 1 : Si x1(t) est M1

1 et x3(t) est M1
2

Alors
{

ẋ(t) = A1x(t) + B1u(t)
y(t) = C1x(t)

Règle du système 2 : Si x1(t) est M1
1 et x3(t) est M2

2

Alors
{

ẋ(t) = A2x(t) + B2u(t)
y(t) = C2x(t)

Règle du système 3 : Si x1(t) est M2
1 et x3(t) est M1

2

Alors
{

ẋ(t) = A3x(t) + B3u(t)
y(t) = C3x(t)

Règle du système 4 : Si x1(t) est M2
1 et x3(t) est M2

2

Alors
{

ẋ(t) = A4x(t) + B4u(t)
y(t) = C4x(t)
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A1 =


1 1 1 −0.1
1 −2 0 0
1 a2 −0.3 0
0 0 1 −1

 , A2 =


1 1 sin b

b −0.1
1 −2 0 0
1 a2 −0.3 0
0 0 sin b

b −1

 ,

A3 =


1 1 1 −0.1
1 −2 0 0
1 0 −0.3 0
0 0 1 −1

 , A4 =


1 1 sin b

b −0.1
1 −2 0 0
1 0 −0.3 0
0 0 sin b

b −1

 ,

B1 =


1 + a2

0
0
0

 , B2 = B1, B3 =


1
0
0
0

 , B4 = B3

C1 = C2 =

[
0 1 0 1 + a2

1 0 0 0

]
, C3 = C4 =

[
0 1 0 1
1 0 0 0

]

Remarque 3.6 Dans cette section, nous observons que le nombre de règle floue pour
le système polynomial flou est généralement égal ou inférieur à celui du système flou
T–S et que la méthode de la SOS utilisée pour le système polynomial flou fournit des ré-
sultats plus souples que les approches LMI existantes dans la littérature pour le système
flou T–S.

Pour a = 1, 4 et b = 0, 7, nous appliquons le Théorème 3.3, dans le cas où la matrice
de Lyapunov P et les gains de la commande par retour de sortie statique ne sont pas des
polynômes. Les gains de retour de sortie statique obtenus sont donnés dans le Tableau
3.1.

Tableau 3.1 – Les gains de la commande par SOF Fi i = 1, ..., 4

Methods F1 F2 F3 F4

[Jeung 2014] [−5.55 − 55.50] [−5.85 − 56.95] [−10.20 − 82.72] [−10.34 − 83.49]
Théorème 3.3 [0.55 4.49] [0.565 4.61] [1.13 7.15] [1.13 7.11]
[Chaibi 2017a]

La figure 3.9 montre la zone de faisabilité obtenue par des conditions de stabilité
sous forme d’LMI (Théorème 3 dans [Jeung 2014]). La Figure 3.10 montre la zone de
faisabilité obtenue par les conditions de stabilité du Théorème 3.3. Où a et b satisfaisant
2 ≤ a ≤ 9 et 0, 01 ≤ b ≤ 9.

En comparant les deux figures 3.9 et 3.10, la méthode de la SOS proposée dans
le Théorème 3.3 offre une zone de faisabilité plus grande que celle de (Théorème 3
dans [Jeung 2014]). Par conséquent, l’approche de la SOS est moins restrictive que
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Figure 3.9 – La zone de faisabilité trouvée par Théorème 3 dans [Jeung 2014].
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Figure 3.10 – La zone de faisabilité trouvée pour le modèle polynomial flou, (Théorème
3.3).

l’approche LMI. Les symboles (*) et (.) dans la figure 3.9, représentent respective-
ment les régions de la faisabilité obtenues par les conditions LMI dans le Théorème 3
[Jeung 2014] et les régions pour lesquelles ces conditions d’LMI sont infaisables.

Le modèle flou T-S du système (3.53) a quatre règles. Nous verrons que le système
non linéaire (3.53) peut être converti en système polynomial flou T-S avec deux règles
pour x1 ∈ (−∞ +∞). Où x̃(x)=x=[x1 x2]T

Les fonctions d’appartenance sont données comme suit :

h1(σ(t)) =

{ b sin x3−x3 sin b
x3(b−sin b) x3 , 0

1 x3 = 0

h2(σ(t)) = 1 − h1(σ(t))
(3.55)
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A1(x) =


1 1 sin b

b −0.1
1 −2 0 0
1 x2

1 −0.3 0
0 0 sin b

b −1

 , A2(x) =


1 1 1 −0.1
1 −2 0 0
1 x2

1 −0.3 0
0 0 1 −1

 ,

B1(x) = B2(x) =


1 + x2

1
0
0
0

 , C1(x) = C2(x) =

[
0 1 0 1 + x2

1
1 0 0 0

]
,

La condition de conception de la commande polynomiale floue par l’approche de la
SOS dans Théorème 3.3 est faisable. Les gains de la commande par SOF F1(x) et F2(x)
sont obtenus sous la forme suivante :

F1 = [
−(2.61.10−1x2

2 + 1.3x2
3 + 4.04.10−1x2

4)10−4

(2.52x2
2 + 1.8x2

3 + 6.89x2
4)

(0.232x2
2 + 0.263x2

3 + 0.238x2
4)

(2.52x2
2 + 1.8x2

3 + 6.89x2
4)10−4

],

F2 = [
−(2.38x2

2 + 9.94x2
3 + 2.33x2

4)10−5

(2.52x2
2 + 1.8x2

3 + 6.89x2
4)

(0.23x2
2 + 0.253x2

3 + 0.236x2
4)

(2.52x2
2 + 1.8x2

3 + 6.89x2
4)10−4

]

Les figures 3.11 - 3.12 montrent les trajectoires du système non linéaire en boucle
fermée (3.53), obtenus par l’approche LMI (r=4), du Théorème 3 dans [Jeung 2014] et
par l’approche de la SOS (r=2) dans le Théorème 3.3. En comparant Fig. 3.11 - 3.12, il
est clair que la convergence des trajectoires des états du système avec l’approche de la
SOS est plus rapide que celle avec l’approche LMI.
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Figure 3.11 – Trajectoires du système non linéaire en boucle fermée (3.53) dans les
plans de phase x1 - x3 pour certaines conditions initiales.
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Figure 3.12 – Trajectoires pour le système non linéaire en boucle fermée (3.53) dans
les plans de phase x2 - x4 pour certaines conditions initiales.

3.4 Conclusion
Ce chapitre aborde la commande des systèmes polynomiaux flous T–S en temps

continu en utilisant une approche de la somme des carrés (SOS). En considérant ex-
plicitement le taux de décroissance au sein de la multifonction polynomiale de Lyapu-
nov et en utilisant les propriétés des dérivées temporelles des fonctions d’appartenance,
nous obtenons des conditions de stabilité et de stabilisation qui améliorent les résultats
précédents. De plus, la commande par retour de sortie statique pour les systèmes poly-
nomiaux flous, a été aussi proposés sous forme de SOS. Les conditions de stabilisation
sont obtenues en utilisant la fonction polynomiale de Lyapunov. Les résultats montrent
que la zone de faisabilité en utilisant l’approche de la SOS est moins restrictive qu’en
utilisant l’approche LMI existante dans la littérature. Des exemples de simulation ont
été présenté pour illustrer l’efficacité de notre approche.
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Chapitre 4

Commande H∞ par SOF pour des
systèmes polynomiaux flous incertains
dans le domaine des fréquences finies

4.1 Introduction

Il convient de noter que la commande par SOF pour les systèmes polynomiaux n’est
pas largement étudiée en tant que contrepartie linéaire. Nous pouvons citer [Yu 2016],
où la commande robuste H∞ de système polynomial incertain a été étudiée. La stabilisa-
tion et la commande H∞ par retour de sortie dynamique pour les systèmes polynomiaux
en temps discret ont été discutés dans [Chaibi 2016] et [Ye 2016] respectivement. Basée
sur la fonction polynomiale de Lyapunov, une commande polynomiale floue par SOF
a récemment été dérivée en terme de SOS dans [Chaibi 2017a]. [Baldi 2016] a donné
des conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilisation des systèmes polynomiaux
par SOF et [Krug 2013] a étudié une commande H∞ par SOF pour les systèmes poly-
nomiaux avec des incertitudes paramétriques. Dans les travaux abordés, les conditions
sont bi-linéaires dans les variables de décision. Un algorithme itératif basé sur la dé-
composition de la SOS, qui dépend des valeurs initiales, a été développé pour résoudre
numériquement le problème de stabilisation. Cependant, le choix des valeurs initiales
reste un problème ouvert.

Tous les modèles de la commande H∞ par SOF précédemment cités traitent la
gamme des fréquences entières (EF), alors que dans ce cas, les approches de concep-
tion standard pour l’ensemble des domaines de fréquences peuvent apporter un conser-
vatisme. Il est donc important et plus pratique de concevoir une commande H∞ par
SOF en domaine de fréquence finie (FF). Cependant, il est difficile d’utiliser le Lemme
GKYP en cas de fréquence finie pour rechercher la commande H∞ par SOF. Certaines
approches ont été proposées pour traiter le Lemme de GKYP en utilisant des tech-
niques d’LMI. Nous pouvons citer [Chaibi 2019a], où le problème de la commande H∞
par SOF en FF pour des systèmes T–S continus a été fourni. De plus [Errachid 2018] a
discuté la commande H∞ dans le domaine de FF basée sur l’observateur pour les sys-
tèmes flous T–S en temps discret. [Wang 2017] et [Errachid 2017] traitent le problème
de la stabilisation pour les systèmes continus avec le Lemme GKYP. Il est intéressant
de noter que tous ces documents démontrent que les conditions en FF sont générale-
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ment moins restrictives que leurs contreparties dans le domaine de EF et contiennent
les conditions standards en tant que cas particuliers. Cependant, il existe très peu de lit-
térature sur les systèmes polynomiaux flous avec le domaine de FF. Cependant, aucun
résultat concernant la commande H∞ par SOF pour les systèmes polynomiaux flous
en FF n’est disponible dans la littérature et ce problème reste important et difficile à
résoudre. Cela motive le travail actuel.

Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle approche pour la commande robuste
H∞ par SOF pour des systèmes polynomiaux flous T–S en FF. Plus précisément, en
utilisant Lemme GKYP, des conditions suffisantes sont alors établies. La commande
robuste H∞ par SOF est proposée et formulée sous la forme de la SOS. De cette ma-
nière, la non-linéarité des systèmes polynomiaux peut-être manipulée avec précision.
En comparaison avec les approches de la littérature, la méthode proposée ne nécessite
ni transformation matricielle ni contraintes d’égalité, qui sont difficiles à satisfaire. Par
conséquent, la méthode proposée peut non seulement garantir la stabilité asymptotique
du système en boucle fermée, mais également conduire à des résultats moins restrictifs.

4.2 Préliminaire et Formulation du problème
Considérons le système polynomial flou T–S suivant, en temps discret avec des in-

certitudes paramétriques :

Règle du système i : SI ς1(x(k)) est Mi1 est . . . ET ςp(x(k)) est Mip Alors
x(k + 1) = Āi(x(k))x̃(x(k)) + B̄i(x(k))u(k) + Ēi(x(k))ω(k)

z(k) = C̄1i(x(k))x̃(x(k)) + D̄i(x(k))u(k) + F̄i(x(k))ω(k)

y(k) = C̄2i(x(k))x̃(x(k))

(4.1)

où i = 1, 2, . . . , r et r représente le numéro de la règle SI-ALORS, ς1(x(k)) =

[ς1(x(k)) ς2(x(k)) . . . ςp(x(k))] sont les variables de prémisses connues, Mi j sont des en-
sembles flous, u(k) ∈ Rm1 est l’entrée de commande, y(k) ∈ Rm2 est la sortie mesurée.
ω(k) ∈ Rm4 est le signal de perturbation supposé être le signal arbitraire dans L2[0,∞).
Le vecteur de colonne dont les entrées sont toutes définies dans x(k) est désigné par
x̃(x(k)). x̃(x(k)) ∈ RN est un vecteur de N × 1 monôme dans x(k). Āi(x(k)), B̄i(x(k)),
Ēi(x(k)), C̄1i(x(k)), D̄i(x(k)), F̄i(x(k)) et C̄2i(x(k)) sont des matrices polynomiales dans
x(k) qui se composent de deux parties :

Āi(x(k)) = Ai(x(k)) + ∆Ai(k), B̄i(x(k)) = Bi(x(k)) + ∆Bi(k)

Ēi(x(k)) = Ei(x(k)) + ∆Ei(k), C̄1i(x(k)) = C1i(x(k)) + ∆C1i(k)

D̄i(x(k)) = Di(x(k)) + ∆Di(k), F̄i(x(k)) = Fi(x(k)) + ∆Fi(k)

C̄2i(x(k)) = C2i(x(k)) + ∆C2i(k)

(4.2)
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où Ai(x(k)), B1i(x(k)), Ei(x(k)), C1i(x(k)), Di(x(k)), Fi(x(k)) et C2i(x(k)), sont des
matrices polynomiales de dimensions compatibles, ∆Ai(k), ∆B1i(k), ∆Ei(k), ∆C1i(k),
∆Di(k), ∆Fi(k) et ∆C2i(k) sont les incertitudes de paramètres variables dans le temps
avec des dimensions compatibles décrites par :

∆Ai(k) = Xx∆(k)YAi, ∆Bi(k) = Xx∆(k)YBi,

∆Ei(k) = Xx∆(k)YEi, ∆C1i(k) = Xz∆(k)YC1i,

∆Di(k) = Xz∆(k)YDi, ∆Fi(k) = Xz∆(k)YFi,

∆C2i(k) = Xy∆(k)YC2i,

(4.3)

où Xx, Xz Xy, YAI , YBi, YEi, YC1i, YDi, YFi et YC2i, i = 1, 2, ...r, sont des matrices
constantes réelles connues et ∆(k) sont des matrices inconnues variables dans le temps,
satisfaisant : ∆(k)T ∆(k) ≤ I

Le processus de défuzzification du système polynomial flou T–S (4.1) peut être
représenté par (4.4)



x(k + 1) =

r∑
i=1

hi(ς(x(k)))[Āi(x(k))x̃(x(k)) + B̄i(x(k))u(k) + Ēi(x(k))ω(k)]

z(k) =

r∑
i=1

hi(ς(x(k)))[C̄1i(x(k))x̃(x(k)) + D̄i(x(k))u(k) + F̄i(x(k))ω(k)]

y(k) =

r∑
i=1

hi(ς(x(k)))C̄2i(x(k))x̃(x(k))

(4.4)

où

hi(ς(x(k))) =
wi(ς(x(k)))∑r

i=1 wi(ς(x(k)))
, wi(ς(x(k))) =

s∏
j=1

Mi j(ς j(x(k)))

Mi j(ς j(x(k))) est le grade de la fonction d’appartenance de ς j(x(k)) dans Mi j et
wi(ς(x(k))) représente le poids de la i-ème règle. Dans ce chapitre, nous supposons que
wi(ς(x(k))) ≥ 0, pour i = 1, 2, . . . , r et

∑r
i=1 wi(ς(x(k))) > 0 pour tout k. Par conséquent,

nous obtenons hi(ς(x(k))) ≥ 0, pour i = 1, 2, . . . , r et
∑r

i=1 hi(ς(x(k))) = 1 pour tout k.
Différent de [Fang 2006, Jeung 2014, Chang 2015b, Chen 2016, Zhong 2017], ce

chapitre considère explicitement la commande H∞ avec des incertitudes dans le do-
maine des fréquences finies pour le système polynomial flou T–S.

Remarque 4.1 Notons que d’après les études précédentes sur les modèles polyno-
miaux flous, [Tanaka 2008, Tanaka 2009, Chaibi 2016, Chaibi 2017a] l’approche de
la SOS présente un grand avantage. Il s’agit d’une généralisation des approches exis-
tantes du système flou T–S et d’une représentation plus efficace des systèmes de com-
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mande non linéaires. En fait, l’approche de la SOS utilisée ici est moins restrictive que
l’approche LMI et les résultats suggérés dans ce chapitre incluent ceux précédemment
utilisés dans la littérature [Chang 2015b].

Basée sur la loi de compensation parallèle distribuée (PDC) [Tanaka 2008] fréquem-
ment utilisée pour concevoir la commande polynomiale floue, la commande par SOF
du système polynomial flou T–S (4.4) est représentée ci-dessous

Règle de la commande i : SI ς1(x(k)) est Mi1 ET . . . ET ςs(k) est Mis ALORS

u(k) = Ki(x(k))y(k) (4.5)

où i = 1, 2 . . . , r et Ki(x(k)) sont les gains de la commande polynomiale floue, qui
dépendent de x(k).

La commande polynomiale par SOF globale est déduite comme suit :

u(k) =

r∑
i=1

hi(ς(x(k)))Ki(x(k))y(k)

=

r∑
i=1

r∑
j=1

hi(ς(x(k)))h j(ς(x(k)))Ki(x(k))C̄2 j(x(k))x̃(x(k))
(4.6)

En combinant (4.6) et (4.4), le système polynomial flou en boucle fermée peut être
représenté comme suit :

x(k + 1) =

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hih jhl[(Āi jl(x(k))x̃(x(k)) + Ēi(x(k))ω(k)]

z(k) =

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hih jhl[C̄i jl(x(k))x̃(x(k)) + F̄i(x(k))ω(k)]

(4.7)

où

Āi jl(x(k)) = Āi(x(k)) + B̄i(x(k))K j(x(k))C̄2l(x(k))

C̄i jl(x(k)) = C̄1i(x(k)) + D̄i(x(k))K j(x(k))C̄2l(x(k))

hi = hi(ς(x(k))), h j = h j(ς(x(k))), hl = hl(ς(x(k))).

Nous considérerons T (x(k)) qui est une matrice polynomiale définie par x̃(k + 1) =

T (x(k + 1))x(k + 1), donc le système polynomial (4.7) peut être représenté par :
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
x̃(k + 1) =

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hih jhl[(ĀTi jl(x(k))x̃(x(k)) + ĒTi(x(k))ω(k)]

z(k) =

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hih jhl[C̄i jl(x(k))x̃(x(k)) + F̄i(x(k))ω(k)]

(4.8)

où

ĀTi jl(x(k)) = T (x+)Āi(x(k)) + T (x+)B̄i(x(k))K j(x(k))C̄2l(x(k))

ĒTi(x(k)) = T (x+)Ēi(x(k)), T (x+) = T (x(k + 1))

Lemme 4.1 [Chibani 2018] La dynamique du système (4.8) a un niveau γ > 0 d’at-
ténuation des perturbations H∞ dans le domaine de fréquence finie, s’il existe des ma-
trices symétriques polynomiales Ph(x̂) =

∑r
i=1 hi(k)Pi(x̂), Ph+(x̂) =

∑r
s=1 hs(k + 1)Ps(x̂)

et Q(x) > 0, telle que les conditions suivantes sont satisfaites :[
ÃT (x) ẼT (x)

I 0

]T [
Σ1 Σ2

Σ∗2 Σ3

] [
ÃT (x) ẼT (x)

I 0

]
+

[
C̃T (x)C̃(x) C̃T (x)F̃(x)
F̃T (x)C̃(x) F̃T (x)F̃(x) − γ2I

]
< 0

(4.9)

où
[

Σ1 Σ2

Σ∗2 Σ3

]
et Ω sont définis dans le Tableau 4.1, avec θc = (θ1 + θ2)/2, θω =

(θ2 − θ1)/2 et

ÃT (x) =

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hih jhlĀTi jl(x(k)), ẼT (x) =

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hih jhlĒTi(x(k))

C̃(x) =

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hih jhlC̄i jl(x(k)), F̃(x) =

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hih jhlF̄i(x(k))

Remarque 4.2 Ce chapitre présente une commande H∞ par SOF pour les systèmes po-
lynomiaux flous avec une FF. Comme indiqué dans [Chibani 2018], les conditions à des
FF sont plus générales et contiennent les conditions à des EF en tant que cas particu-
liers, ce qui signifie que notre travail couvre l’ensemble des solutions de [Chang 2015b],
tout en garantissant des conditions moins restrictives.

4.3 Commande H∞ par SOF en FF
Cette section présente les principaux résultats de ce chapitre. Pour simplifier les

notations, nous utiliserons x au lieu de x(k) et x̃(x) au lieu de x̃(x(k)). Nous sommes
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Tableau 4.1 – Σ1, Σ2 et Σ3 dans différentes gammes de fréquences.

Gamme de fréquence
[

Σ1 Σ2

Σ∗2 Σ3

]
Ω

basse fréquence

|θ| ≤ θl

[
−Ph+(x̂) Q(x)

Q(x) Ph(x̂) − 2cos(θl)Q(x)

]
moyenne fréquence

θ1 ≤ θ ≤ θ2

[
−Ph+(x̂) e( jθc)Q(x)

e(− jθc)Q(x) Ph(x̂) − 2cos(θω)Q(x)

]
haute fréquence

[
−Ph+(x̂) −Q(x)
−Q(x) Ph(x̂) + 2cos(θh)Q(x)

]
θh ≤ |θ|

maintenant en mesure de présenter une nouvelle approche pour la commande H∞ par
SOF dans une fréquence finie pour les systèmes polynomiaux flous T-S en temps discret.

Théorème 4.1 [Chaibi 2019a] Soit γ > 0, le système flou en boucle fermée (4.8) est
robustement stable avec la performance H∞ s’il existe une matrice polynomiale G(x) et
des matrices symétriques polynomiales P̄i(x̂) > 0, Q(x) > 0 et Pi(x̂), les scalaires εi(x),
sont des polynômes non négatifs i,= 1, 2, . . . , r tel que les conditions suivantes soient
satisfaites :

νT
1 (P̄i(x̂) − εi(x)I)ν1 est une S OS (4.10)

νT
1 (Q(x) − ε1(x)I)ν1 est une S OS (4.11)

− νT
2 (Ω(x) + ε1(x)I)ν2 est une S OS (4.12)

− νT
3 (Ω̄(x) + ε1(x)I)ν3 est une S OS (4.13)

où

Ω(x) =


Σ1 Σ2 −GT (x) 0 0
∗ Σ3 + sym{G(x)ÃT (x)} G(x)ẼT (x) C̃T (x)HT (x)
∗ ∗ −γ2I F̃T (x)HT (x)
∗ ∗ ∗ I − H(x) − HT (x)

 < 0 (4.14)

Ω̄(x) =

[
P̄h+(x̂) −G(x) −GT (x) G(x)ÃT (x)

∗ −P̄h(x̂)

]
< 0 (4.15)

avec Σ1, Σ2 et Σ3 se trouvent dans la Tableau 4.1 et νi i = 1, ..., 7 sont des vecteurs
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indépendants de x(k).

Preuve 4.1 on peut vérifier que (4.15) est équivalent à,[
P̄h+(x̂) 0
∗ −P̄h(x̂)

]
+ sym(

[
G(x)

0

] [
−I ÃT (x)

]
) < 0 (4.16)

On utilisant Lemme 1.5 avec

⊀ =

[
P̄h+(x̂) 0
∗ −P̄h(x̂)

]
, X = I, Y =

[
G(x)

0

]
, Z =

[
−I ÃT (x)

]
l’inégalité (4.16) peut garantir

[
ÃT (x)T I

] [ P̄h+(x̂) 0
∗ −P̄h(x̂)

] [
ÃT (x)

I

]
< 0 (4.17)

Cela implique que le système en boucle fermée avec ω(k) = 0 est asymptotiquement
stable

Considérant le fait que −(V − X)X−1(V − X)T ≤ 0, X > 0, ce qui implique que
−VX−1VT ≤ −V − VT + X, multipliant (4.14) par diag{I, I, I,H(x)−1} à gauche et sa
transposé à droite. Nous obtenons

Σ1 Σ2 −GT (x) 0 0
∗ Σ3 + sym{G(x)ÃT (x)} G(x)ẼT (x) C̃T (x)
∗ ∗ −γ2I F̃T (x)
∗ ∗ ∗ −I

 < 0 (4.18)

soit

Σ =


Σ1 Σ2 0
ΣT

2 Σ3 + C̃T (x)C̃(x) C̃T (x)F̃(x)
0 F̃T (x)C̃(x) F̃T (x)F̃(x) − γ2I

 , X = I, Y =


0

G(x)
0

 ,
Z =

[
−I ÃT (x) ẼT (x)

]
Z = [−I ÃT (x) ẼT (x)] avec Σ1, Σ2 et Σ3 sont définis dans le Tableau 4.1. Par le
complément de Schur, (4.18) est équivalent à

Σ + sym{XT YZ} < 0 (4.19)

En choisissant Z⊥ =


ÃT (x) ẼT (x)

I 0
0 I

 et en appliquant le Lemme 1.5, nous obte-
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nons de (4.19) que (4.9) est satisfaite.
La preuve est terminée

Remarque 4.3 Notons que si P̄h(x̂) est une matrice constante et que x̃(x(k)) = x(k)
alors (4.17) se réduit au multifonction de Lyapunov x̃T (k+1)P̄h+ x̃(k+1)− x̃T (k)P̄h x̃(k) <
0 utilisée dans la littérature, donc (4.17) est une représentation plus générale et réduira
le conservatisme dans les conditions développées.

Remarque 4.4 Théorème 4.1 n’est pas un problème convexe, en raison de l’existence
de termes bilinéaires GT (x)B̄i(x)K j(x)C̄2l(x) et GT (x)D̄i(x)K j(x)C̄2l(x), qui sont diffi-
ciles à traiter numériquement. Pour surmonter ce problème, il existe de nombreuses
méthodes convexes pour la conception de la commande par SOF dans la littérature. Des
conditions suffisantes avec une contrainte d’égalité ont été utilisées dans [Feng 2006]
et [Chaibi 2017a] pour le système flou T–S. Dans [Krug 2013] et [Baldi 2016], l’ap-
proche itérative de la SOS a été développée pour résoudre numériquement les pro-
blèmes par SOF pour les systèmes polynomiaux. Notons que les approches itératives
dépendent des valeurs initiales. Cependant, comment sélectionner les valeurs initiales
reste un problème ouvert. Ainsi, pour éviter cet inconvénient, une méthode de concep-
tion SOS est fournie dans ce chapitre sans aucune contrainte d’égalité.

Théorème 4.2 [Chaibi 2019a] Le système flou en boucle fermée (4.8) est robustement
stable avec une commande H∞ de performance γ > 0 s’il existe un scalaire connu ξ, des
matrices symétriques polynomiales définies positives P̄i(x̂), Q(x), matrices symétriques
polynomiales Pi(x̂), matrices polynomiales G(x), U(x) et N j(x) pour i, j = 1, 2, ..., r tels
que les conditions suivantes soient satisfaites :

condition S OS (4.10)

condition S OS (4.11)

− νT
4 (Ψsiii + εi(x)I)ν4 est une S OS i, s = 1, 2..., r (4.20)

− νT
4 (Ψsii j + Ψsi ji + Ψs jii + εi j(x)I)ν4 est une S OS i , j = 1, 2..., r (4.21)

−νT
4 (Ψsi jl + Ψsil j + Ψs jil + Ψs jli + Ψsli j + Ψsl ji + εi jl(x)I)ν4

est une S OS 1 ≤ i < j < l ≤ r
(4.22)

− νT
5 (Ψ̄siii + εi(x)I)ν5 est une S OS i, s = 1, 2.., r (4.23)

− νT
5 (Ψ̄sii j + Ψ̄si ji + Ψ̄s jii + εi j(x)I)ν5 est une S OS i , j = 1, 2.., r (4.24)

−νT
5 (Ψ̄si jl + Ψ̄sil j + Ψ̄s jil + Ψ̄s jli + Ψ̄sli j + Ψ̄sl ji + εi jl(x)I)ν5

est une S OS 1 ≤ i < j < l ≤ r
(4.25)
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Où

Ψsi jl =


−Ps(x̂) Ψ12 0 0 0
∗ Ψ22i G(x)T (x+)Ēi(x) C̄T

1i(x)HT (x) Ψ25i jl

∗ ∗ −γ2I F̄T
i (x)HT (x) 0

∗ ∗ ∗ Ψ44 ξH(x)D̄i(x)
∗ ∗ ∗ ∗ R


< 0 (4.26)

ψ̄si jl =


ψ̄11s(x) G(x)T (x+)Āi(x) ξG(x)T (x+)B̄i(x)
∗ −P̄i(x̂) C̄T

2l(x)NT
j (x)

∗ ∗ R

 < 0 (4.27)

Ψ12 = Σ2 + GT (x)

Ψ22i = Σ3i + G(x)T (x+)Āi(x) + ĀT
i (x)T T (x+)GT (x)

Ψ25i jl = ξG(x)T (x+)B̄i(x) + C̄T
2l(x)NT

j (x)

Ψ44 = I − H(x) − HT (x)

R = −ξ(U(x) + UT (x))

ψ̄11s = P̄s(x̂) −G(x) −GT (x)

les gains de la commande par SOF sont donnés par K j(x) = U−1(x)N j(x)

Preuve 4.2 L’inégalité (4.27) garanties que −ξU(x) − ξUT (x) < 0, ce qui implique
que U(x) est non singulier. Bien évidemment, les conditions de la SOS (4.23) - (4.25)
peuvent être réécrites comme suit :

r∑
s=1

hs(k + 1)
[ r∑

i=1

h3
i (k)ψ̄siii +

r∑
i=1

r∑
j=1
i, j

h2
i (k)h j(k)(ψ̄sii j + ψ̄si ji + ψ̄s jii)

+

r−2∑
i=1

r−1∑
j=i+1

r∑
l= j+1

hi(k)h j(k)hl(k)(ψ̄si jl + ψ̄sil j + ψ̄s jil + ψ̄s jli + ψ̄sli j

+ ψ̄sl ji)
]

=

r∑
s=1

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hs(k + 1)hi(k)h j(k)hl(k)ψ̄si jl < 0

Nous pouvons vérifier que (4.27) implique que,
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r∑
s=1

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hs(k + 1)hi(k)h j(k)hl(k)
{ [

ψ̄11s G(x)T (x+)Āi(x)
∗ −P̄i(x̂)

]
+ sym

{ [
G(x)T (x+)B̄i(x)

0

]
U−1(x)

[
0 N j(x)C̄2l(x)

] } }
< 0

(4.28)

Par l’utilisation du Lemme 1.9
W = U−1(x)

[
0 N j(x)C̄2l(x)

]
,

Q =

[
G(x)T (x+)B̄i(x)

0

]
et T =

[
ψ̄11s G(x)T (x+)Āi(x)
∗ −P̄i(x̂)

]
Et en définissant K j(x) = U−1(x)N j(x), nous pouvons garantir que (4.28) est équi-

valent à

r∑
s=1

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hs(k + 1)hi(k)h j(k)hl(k)
[
ψ̄11s G(x)T (x+)Āi jl(x)
∗ −P̄i(x̂)

]
< 0

ce qui est équivalent à (4.15).

Soit

T =


−Ps(x̂) Ψ12 0 0
∗ Ψ22i G(x)T (x+)Ēi(x) C̄T

1i(x)HT (x)
∗ ∗ −γ2I F̄T

i (x)HT (x)
∗ ∗ ∗ Ψ44

 Q =


0

G(x)T (x+)B̄i(x)
0

H(x)D̄i(x)

 ,
W = U−1(x)

[
0 N j(x)C̄2l(x) 0 0

]
,

en appliquant le Lemme 1.9, l’inégalité dans (4.26) conduit à

r∑
s=1

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hs(k + 1)hi(k)h j(k)hl(k)



−Ps(x̂) Ψ12 0 0
∗ Ψ22i G(x)T (x+)Ēi(x) C̄T

1i(x)HT (x)
∗ ∗ −γ2I F̄T

i (x)HT (x)
∗ ∗ ∗ Ψ44


+ sym




0
G(x)T (x+)B̄i(x)

0
H(x)D̄i(x)

 U−1(x)
[

0 N j(x)C̄2sl(x) 0 0
] 

 < 0

(4.29)
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En définissant K j(x) = U−1(x)N j(x), nous pouvons vérifier que (4.29) est équivalent à

r∑
s=1

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hs(k + 1)hi(k)h j(k)hl(k)



−Ps(x̂) Ψ12i 0 0
∗ Ψ22i G(x)T (x+)Ēi(x) C̄T

1i(x)HT (x)
∗ ∗ −γ2I F̄T

i (x)HT (x)
∗ ∗ ∗ Ψ44


+




0 0 0 0
0 sym{G(x)T (x+)B̄i(x)K j(x)C̄2l(x)} 0 C̄T

2l(x)KT
j (x)D̄T

i (x)HT (x)
0 0 0 0
0 H(x)D̄i(x)K j(x)C̄2l(x) 0 0




 < 0

(4.30)

A partir de (4.30), la condition (4.14) est obtenue.

La preuve est terminée.

Théorème 4.3 [Chaibi 2019a] Étant donné le scalaire ξ > 0, le système flou en boucle
fermée (4.8) est robustement stable par la commande H∞ de performance γ > 0 s’il
existe des matrices symétriques polynomiales définies positives P̄i(x̂) et Q(x), matrices
symétriques Pi(x̂) et matrices G(x), U(x) et N j(x) pour i, j = 1, 2, ..., r tels que les condi-
tions suivantes soient satisfais

condition S OS (4.10)

condition S OS (4.11)

− νT
6 (Υsiii + εi(x)I)ν6 est une S OS i, s = 1, 2, ..., r (4.31)

− νT
6 (Υsii j + Υsi ji + Υs jii + εi j(x)I)ν6 est une S OS i , j = 1, 2, ..r (4.32)

−νT
6 (Υsi jl + Υsil j + Υs jil + Υs jli + Υsli j + Υsl ji + εsi jl(x)I)ν6

est une S OS 1 ≤ i < j < l ≤ r
(4.33)

− νT
7 (Ῡsiii + εi(x)I)ν7 est une S OS i, s = 1, 2, ...r (4.34)

− νT
7 (Ῡsii j + Ῡsi ji + Ῡs jii + εi j(x)I)ν7 est une S OS i , j = 1, 2, ..r (4.35)

−νT
7 (Ῡsi jl + Ῡsil j + Ῡs jil + Ῡs jli + Ῡsli j + Ῡsl ji + εsi jl(x)I)ν7

est une S OS 1 ≤ i < j < l ≤ r
(4.36)

où
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Υsi jl =



−Ps(x̂) Υ12 0 0 0 0 0 0
∗ Υ22il Υ23i Υ24i Υ25i jl Υ26 0 0
∗ ∗ Υ33i Υ34i Υ35i 0 0 0
∗ ∗ ∗ Υ44 Υ45i 0 Υ46 0
∗ ∗ ∗ ∗ Υ55i 0 0 Υ58 j

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −εxI 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −εzI 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −εyI


< 0 (4.37)

Ῡsi jl =


Ῡ11s G(x)T (x+)Ai(x) ξG(x)T (x+)Bi(x) G(x)T (x+)Xx 0
∗ Ῡ22il Ῡ23i jl 0 0
∗ ∗ R + ξ2εxYT

BiYBi 0 N j(x)Xy

∗ ∗ ∗ −εxI 0
∗ ∗ ∗ ∗ −εyI


< 0

(4.38)
Υ12 = Σ2 −GT (x)

Υ22il = Σ3i + G(x)T (x+)Ai(x) + AT
i (x)T T (x+)GT (x) + εxYT

AiYAi

+ εzYT
C1iYC1i + εyYT

C2lYC2l

Υ23i = G(x)T (x+)Ei(x) + εxYT
AiYEi + εzYT

C1iYFi

Υ24i = CT
1i(x)HT (x)

Υ25i jl = ξG(x)T (x+)Bi(x) + CT
2l(x)NT

j (x) + ξ(εxYT
AiYBi + εzYT

C1iYDi)

Υ26 = G(x)T (x+)Xx

Υ33i = −γ2I + εxYT
EiYEi + εzYT

FiYFi

Υ34i = FT
i (x)HT (x)

Υ35i = ξ(εxYT
EiYBi + εzYT

FiYDi)

Υ44 = I − H(x) − HT (x)

Υ45i = ξH(x)Di(x)

Υ46 = H(x)Xz

Υ55i = R + ξ2(εxYT
BiYBi + εzYT

DiYDi)

Υ58 j = N j(x)Xy

Ῡ11s = P̄s(x̂) −G(x) −GT (x)

Ῡ22il = −P̄i(x̂) + εxYT
AiYAi + εyYT

C2lYC2l

Ῡ23i jl = CT
2l(x)NT

j (x) + εxξYT
AiYBi

les gains de la commande par SOF sont donnés par K j(x) = U−1(x)N j(x).

Preuve 4.3 Les conditions de la SOS (4.31)-(4.33) peuvent être réécrites sous les formes
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suivantes :

r∑
s=1

hs(k + 1)
[ r∑

i=1

h3
i (k)Υsiii +

r∑
i=1

r∑
j=1
i, j

h2
i (k)h j(k)(Υsii j + Υsi ji + Υs jii)

+

r−2∑
i=1

r−1∑
j=i+1

r∑
l= j+1

hi(k)h j(k)hl(k)(Υsi jl + Υsil j + Υs jil + Υs jli + Υsli j

+ Υsl ji)
]

=

r∑
s=1

r∑
i=1

r∑
j=1

r∑
l=1

hs(k + 1)hi(k)h j(k)hl(k)Υsi jl < 0

qui est vérifié si

Υsi jl = ¯̄Υsi jl + ε−1
x


0

G(x)T (x+)Xx

0
0
0




0

G(x)T (x+)Xx

0
0
0



T

+ εx


0

YT
Ai

YT
Ei
0
ξYT

Bi




0

YT
Ai

YT
Ei
0
ξYT

Bi



T

+ ε−1
z


0
0
0

H(x)Xz

0




0
0
0

H(x)Xz

0



T

+ εz


0

YT
C1i

YT
Fi
0

ξYT
Di




0

YT
C1i

YT
Fi
0

ξYT
Di



T

+ ε−1
y


0
0
0
0

N j(x)Xy




0
0
0
0

N j(x)Xy



T

+ εy


0

YT
C2l
0
0
0




0

YT
C2l
0
0
0



T

< 0

(4.39)

en utilisant le Lemme 1.8, nous obtenons

¯̄Υsi jl + sym{


0

G(x)T (x+)Xx

0
0
0


∆(k)


0

YT
Ai

YT
Ei
0

ξYT
Bi



T

} + sym{


0
0
0

H(x)Xz

0


∆(k)


0

YT
C1i

YT
Fi
0

ξYT
Di



T

}

+ sym{


0
0
0
0

N j(x)Xy


∆(k)


0

YT
C2l
0
0
0



T

} < 0

(4.40)
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où

¯̄Υsi jl =


−Ps(x̂) Ψ12 0 0 0
∗ ¯̄Υ22i

¯̄Υ23i CT
1i(x)HT (x) ¯̄Υ25i jl

∗ ∗ −γ2I FT
i (x)HT (x) 0

∗ ∗ ∗ Υ44 ξH(x)Di(x)
∗ ∗ ∗ ∗ R


où

¯̄Υ22i = Σ3i + sym{G(x)T (x+)Ai(x)}
¯̄Υ23i = G(x)T (x+)Ei(x)

¯̄Υ25i jl = ξG(x)T (x+)BT
i (x) + CT

2l(x)NT
j (x)

(4.40) se réduit à (4.26). De la même manière, nous pouvons montrer que (4.38) se
réduit à (4.27).

La preuve est terminée.

Corollaire 4.1 [Chaibi 2019a] Le système flou en boucle fermée (4.8) est robustement
stable avec une commande H∞ de performance γ > 0 s’il existe un scalaire connu ξ, des
matrices symétriques définies positives Pi(x̂) et les matrices polynomiales, G(x), U(x)
et N j(x) pour i, j = 1, 2, ..., r tel que les conditions suivantes soient vérifiées :

condition S OS (4.10)

condition S OS (4.11)

− νT
6 (Λsiii + εi(x)I)ν6 est une S OS i, s = 1, 2, ..., r (4.41)

− νT
6 (Λsii j + Λsi ji + Λs jii + εi j(x)I)ν6 est une S OS i , j = 1, 2, ..., r (4.42)

−νT
6 (Λsi jl + Λsil j + Λs jil + Λs jli + Λsli j + Λsl ji + εsi jl(x)I)ν6 est une S OS

1 ≤ i < j < l ≤ r
(4.43)

Λsi jl =



−Ps(x̂) GT (x) 0 0 0 0 0 0
∗ Λ22il Υ23i Υ24i Υ25i jl Υ26 0 0
∗ ∗ Υ33i Υ34i Υ35i 0 0 0
∗ ∗ ∗ Υ44 Υ45i 0 Υ47 0
∗ ∗ ∗ ∗ Υ55i 0 0 Υ58

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −εxI 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −εzI 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −εyI


< 0 (4.44)
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Λ22il = −Pi(x̂) + G(x)T (x+)Ai(x) + AT
i (x)T T (x+)GT (x) + εxYT

AiYAi

+ εzYT
C1iYC1i + εyYT

C2lYC2l

les gains de la commande par SOF sont donnés par K j(x) = U−1(x)N j(x)

Preuve 4.4 Le corollaire 4.1 se réduit directement à partir des conditions (4.31) -
(4.33) du Théorème 4.3 en posons Q(x) = 0 et Pi(x̂) > 0.

Remarque 4.5 Le Théorème 4.3 présente une technique de conception de la commande
H∞ polynomiale floue par SOF à fréquence finie, qui peut réduire le conservatisme
introduit par les méthodes de fréquence entière.

4.4 Exemples de simulation
Afin de montrer l’efficacité de la méthode proposée, nous présentons trois exemples

illustratifs. Les résultats de la simulation montrent que l’approche proposée à des FF
présente des avantages évidents par rapport à celles développées pour des EF.

Exemple 4.1 Pour montrer le mérite de la méthode proposée, une commande H∞ par
SOF pour le modèle de mappage Henon est donnée par [Chang 2015b],

x1(k + 1) = −0.1x2
1(k) − 0.2x2(k) + 0.01σ1x2(k) + 1.4 + u∗(k) + 0.1ω(k)

x2(k + 1) = 0.3x1(k)

z(k) = 0.2x1(k) + 1.4 + u∗(k) + 0.1ω(k)

y(k) = 0.1x2
1(k) − 0.01σ2x2(k)

(4.45)

où |σi| ≤ 1, i = 1, 2 représente les termes d’incertitude.
Supposons que x1(k) ∈ [−dk dk] et dk > 0.

le système non linéaire (4.45) peut être représenté par le système flou T–S comme
suit :

A1 =

[
0.1dk −0.2
0.3 0

]
, A2 =

[
−0.1dk −0.2

0.3 0

]
, B1 =

[
1
0

]
, B2 = B1,

E1 =

[
0.1
0

]
, E2 = E1, C11 = C12 =

[
0.2 0

]
, C21 =

[
−0.1dk 0

]
,

C22 =
[

0.1dk 0
]
, D1 = D2 = 1, F1 = F2 = 0.1, Xx =

[
0.1
0

]
,

YA1 = YA2 =
[

0 0.1
]
, ; Xy = −0.1, YC21 =

[
0 0.1

]
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Tableau 4.2 – Les valeurs de γ et les gains de la commande par SOF pour l’Exemple
4.1.

Méthodes dk γmin (dk = 20) K1 (dk = 20) K2 (dk = 20)
[Chang 2015b]
Théorème 2 dk = 20 1,0 0,6740 0,6747

[Chaibi 2019a]
Corollaire 4.1

2d = 0
25 0.985 3.296 5.75

Corollaire 4.1
2d = 2 32 0.328 0, 09081 + 0.7635x2

2 0,1275 +0, 3094x2
2

[Chaibi 2019a]
Théorème 4.3 MF

π
6 ≤ |θ| ≤

π
3

2d = 0

35 0.17 0.1892 0.1467

Théorème 4.3 MF
π
6 ≤ |θ| ≤

π
3

2d = 2
40 0.168 0.116 + 0.9615x2

2 0, 03964 + 0.6319x2
2

Où les fonctions d’appartenance sont prises comme celles utilisées dans [Chang 2015b] h1(k) =
1
2

(1 −
x1(k)

dk
)

h2(k) = 1 − h1(k)

Les intervalles de faisabilité pour dk sont indiqués dans le Tableau 4.2 pour la
technique proposée et pour ceux de la littérature. Pour simplifier la comparaison, nous
avons rapporté dans le Tableau 4.2, les valeurs de γmin et la commande pour le même
dk = 20. D’après les résultats figurant dans le Tableau 4.2, nous pouvons observer
que les intervalles de faisabilité obtenus par les théorèmes proposés dans ce chapitre
sont plus grands que les résultats donnés par [Chang 2015b]. En utilisant le Théorème
4.3 dans le cas de MF nous pouvons voir que le γmin obtenu est plus petit que celui
obtenu dans [Chang 2015b]. Nous constatons également que l’augmentation du degré
de fonction polynomiale de Lyapunov de 2d = 0 à 2d = 2 réduit le niveau de γmin et
améliore ainsi les performances. En général, nous obtenons de meilleurs résultats en
augmentant les degrés de la fonction polynomiale de Lyapunov.

En choisissant le degré 2d = 2 pour le cas de MF, nous obtenons les résultats sui-
vants : dk = 40, γmin = 0, 169 et les gains de la commande H∞ par SOF.

K1 = 1, 019 + 0, 0001124x2(k)2, K2 = 0, 918 + 0, 0001054x2(k)2

Considérons les conditions initiales x(0) = [−1 2]T , les courbes représentant les
trajectoires d’état pour le système en boucle fermée sont illustrées à la figure 4.1 et
les résultats de la simulation de la commande u(k) sont représentés à la figure 4.2. La
figure 4.1 permet de confirmer que le système en boucle fermée (4.8) est robustement
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0.5 1 1.5 2 2.5 3

Temps discret k
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x

1
(k)

x
2
(k)

Figure 4.1 – Évolution des états de la boucle fermée pour l’Exemple 4.1

0.5 1 1.5 2 2.5 3

Temps discret k

-0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

u(k)

Figure 4.2 – Évolution de la commande pour l’Exemple 4.1

stable. Avec des conditions initiales nulles et l’entrée de perturbation sous la forme
ω(k) = e−0.3k sin(2k), le rapport (ratio) ρ(k) =

√
zT (k)z(k)/wT (k)w(k) est tracé sur la

figure 4.3. Il est clair que le rapport (ratio) tend vers une valeur constante de 0, 093,
qui est inférieur à la valeur optimale garantie par (2d = 2) γmin = 0, 169. À partir des
résultats de la simulation, nous pouvons constater que la commande robuste H∞ par
SOF présentée dans ce chapitre est efficace.

Exemple 4.2 Nous considérons un modèle inspiré d’un système pratique pour illustrer
l’efficacité de l’approche proposée. Nous prenons le modèle de camion-remorque non
linéaire [Chang 2015b] représenté par la figure 4.4, dont l’équation dynamique est :
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0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Temps discret k

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2
ρ(k)
γ

Figure 4.3 – Le rapport ρ(k) =
√

zT (k)z(k)/wT (k)w(k) pour l’Exemple 4.1

Figure 4.4 – Camion remorque.



x1(k + 1) = (1 −
νt
L

)x1(k) +
νt
l

u(k)

x2(k + 1) = (
νt
L

)x1(k) + x2(k) + 0, 2ω(k)

x3(k + 1) = x3(k) + νt sin(θk) + 0.1ω(k)

z(k) = 0, 001x3(k) +
νt
l

u(k)

y(k) = 7x1(k) − 2x2(k) + 0, 03x3(k)

(4.46)

où θk = x2(k) + nt
2L x1(k).

Le modèle de camion-remorque non linéaire (4.46) peut être décrit par le modèle
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T–S suivant

x(k + 1) =

2∑
i=1

hi(ς(x(k)))
(
(Ai + ∆Ai)x(k) + Biu(k) + Eiω(k)

)
z(k) =

2∑
i=1

hi(ς(x(k)))(C1ix(k) + Diu(k) + Fiω(k))

y(k) =

2∑
i=1

hi(ς(x(k)))C2ix(k)

(4.47)

avec

A1 =


1 − νt

L 0 0
νt
L 1 0

(νt)2

2L d1 νtd1 1

 , A2 =


1 − νt

L 0 0
νt
L 1 0

(νt)2

2L d2 νtd2 1

 , B1 = B2 =


νt
l
0
0

 ,
E1 = E2 =


0

0, 2
0, 1

 , Xx =


0
0

0.0023

 , YA1 = YA2 =


(νt)
2L
1
0


T

,

C11 = C12 =
[

0 0 0, 001
]
, D1 = D2 =

(νt)
l
, F1 = F2 = 0,

C21 = C22 =
[

7 −2 0, 03
]
, d1 = 1, d2 =

0.01
π

où t = 2s, l = 2, 8, L = 5, 5, v = −1 et x(k) = [x1(k) x2(k) x3(k)]T .
Pour θk autour de θk = 0 et ±179.997π/180.

Les fonctions d’appartenance sont h1(θk) =
sin(θk)
θk

h2(θk) = 1 − h1(θk)

Maintenant, en résolvant le problème d’optimisation de Théorème 4.3, pour ξ =

0.3, les résultats obtenus de γmin pour le cas du moyenne fréquence (MF) et pour les
approches à des EF existants dans [Lo 2003] et [Chang 2015b], sont montrés dans le
Tableau 4.3. Dans ce dernier, nous pouvons constater qu’en utilisant la méthode décrite
dans ce chapitre, les valeurs de γmin peuvent être améliorées.

En se basant sur des conditions de la SOS dans le Théorème 4.3 pour le cas de MF,
nous obtenons la valeur minimale d’atténuation des perturbations H∞, γmin = 0, 1035
pour 2d = 2 et les gains de la commande H∞ par SOF.

K1 = 0.2616 + 0.004164x2(k)2 − 0, 000412x3(k)2

K2 = 0.2223 + 0.009036x2(k)2 − 0, 0006202x3(k)2
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Tableau 4.3 – Les valeurs de γ pour l’Exemple 4.2.

Méthodes γmin

Théorème 2 [Lo 2003] 4.3712
Corollaire 1 [Chang 2015b] 2.1554
Corollaire 2 [Chang 2015b] 2.0197

Corollaire 4.1 [Chaibi 2019a]
2d = 0 0.289

Théorème 4.3 MF [Chaibi 2019a]
π
6 ≤ |θ| ≤

π
3 0.1265

2d = 0
Théorème 4.3 MF [Chaibi 2019a]

π
6 ≤ |θ| ≤

π
3 0.1035

2d = 2

Temps discret k
0 5 10 15

-1

0

1

2
x

1
(k) [Chang 2015]

x
1
(k) Théorème 5.2 [Chaibi 2019a] MF

Temps discret k
0 5 10 15

0

2

4
x

2
(k) [Chang 2015]

x
2
(k) Théorème 5.2 [Chaibi 2019a] MF

Temps discret k
0 5 10 15

-30

-20

-10

0

x
3
(k) [Chang 2015]

x
3
(k) Théorème 5.2 [Chaibi 2019a] MF

Figure 4.5 – Réponses d’état du système en boucle fermée (4.8) pour l’Exemple 4.2

Supposons que la condition initiale est x(0) = [0.5π 0.75π − 10]T et la per-
turbation externe ω(k) = 0. La Figure 4.5 montre l’évolution comparative pour les
trajectoires des états du système non linéaire en boucle fermée (4.8) obtenue par le
Théorème 4.3 dans le cas de MF et par la commande proposée dans [Chang 2015b]
dans le cas des EF, tandis que les signaux de commande sont affichés dans la Fig. 4.6.

En résumé, d’après les figures de simulation 4.5 - 4.6, nous pouvons déduire que
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Temps discret k
0 5 10 15

-1

-0.5

0
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u(k) [Chang 2015]
u(k) Théorème 5.2 [Chaibi 2019a] MF

Figure 4.6 – Évolution de la commande du système en boucle fermée (4.8) pour
l’Exemple 4.2

le système en boucle fermée est stable et offre une valeur minimale d’atténuation de
perturbation par rapport aux résultats existants. Cela montre que la méthode proposée
est efficace pour commander de tels systèmes pratiques.

Exemple 4.3 Dans cet exemple, nous considérons le modèle polynomial flou suivant
avec deux règles floues sous la forme de (4.8)

A1 =

[
0, 13x1(k) −0, 26

0, 39 0

]
, A2 =

[
−0, 16x1(k) −0, 32

0, 48 0

]
, B1 =

[
0.2
0

]
,

B2 = B1, E1 =

[
0, 1
0

]
, E2 = E1, C11 = C12 =

[
0, 2 0

]
, C21 =

[
−0, 2x1(k) 0

]
,

C22 =
[

0.2x1(k) 0
]
, D1 = D2 = 1, F1 = F2 = 0, 1, Xx =

[
0, 1
0

]
,

YA1 = YA2 =
[

0 0, 1
]
, Xy = −0, 1, YC21 =

[
0 0, 1

]
YC11 =

[
0 0

]
Les fonctions d’appartenance dans cet exemple sont données comme suit : h1(k) =

1 − sin(x2(k))
x2(k)

1.2175
h2(k) = 1 − h1(k)

Définissons ξ = 0, 24, puis nous résolvons les conditions de la SOS dans le Théo-
rème 4.3, la valeur minimale de performance H∞ du FF π

6 ≤ |θ| ≤
π
3 est γmin = 0.53 et

les gains de la commande correspondantes sont
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Chapitre 4. Commande H∞ par SOF pour des systèmes polynomiaux flous
incertains dans le domaine des fréquences finies

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Temps discret k

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2
x

1
(k)

x
2
(k)

Figure 4.7 – Évolution des états de la boucle fermée dans l’Exemple 4.3
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Temps discret k
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0.05

0.06
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Figure 4.8 – Évolution de la commande pour l’Exemple 4.3

K1(x) = −0, 09054x2
1(k) + 0, 01617x2

2(k) + 4, 014

K2(x) = −0, 0171x2
1(k) − 0, 02886x2

2(k) + 0, 3564;

Les figures 4.7 et 4.8 illustrent la réponse de l’état et l’évolution de la commande du
système polynomial flou T–S en boucle fermée, respectivement, à partir d’une condition
initiale x(0) = [1.5 2]T et ω(k) = 0. En résumé, à partir des résultats des figures 4.7 et
4.8, nous pouvons conclure que le système en boucle fermée est robustement stable.
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4.5. Conclusion

4.5 Conclusion
Ce chapitre a étudié le problème de la conception de la commande H∞ par SOF

pour les systèmes polynomiaux flous T–S incertains dans un champ de fréquence finie.
En utilisant le Lemme GKYP et la fonction polynomiale de Lyapunov, des nouvelles
conditions d’existence de la commande H∞ par SOF sont proposées afin de surmonter
aux inconvénients induits par les études précédentes. Quelques exemples numériques
ont été donnés pour démontrer les avantages de l’approche proposée.

91





Chapitre 5

Commande des systèmes
Takagi-Sugeno 2-D discrets par

l’approche des sommes des carrés

5.1 Introduction

Au cours des dernières décennies, les systèmes bidimensionnels ont suscité beau-
coup d’attention en raison de leurs applications utiles dans plusieurs domaines tech-
niques modernes tels que la commande de processus (processus thermiques, absorp-
tion de gaz, chauffage de flux d’eau, etc.), le filtrage numérique multidimensionnel,
le traitement d’images. (amélioration, suppression de données, etc.) ; voir par exemple
[Barry 1976, Lu 1992, Gałkowski 2003]. Des conditions suffisantes pour un filtrage ro-
buste H∞ ont été étudiées dans [Boukili 2016], pour les systèmes de (Roesser) en temps
discret à deux dimensions utilisant des matrices homogènes dépendantes de paramètres
polynomiaux de degré arbitraire et les auteurs de [El-Kasri 2013] traitent le problème
parallèle avec des retards variables dans le temps. Cependant, les résultats précédem-
ment mentionnés étaient uniquement pour des systèmes 2–D linéaires. La plupart des
systèmes 2–D actuels sont non linéaires et les résultats précédemment mentionnés ne
sont pas applicables dans ce cas. Nous cherchons dans ce chapitre à étudier les sys-
tèmes non linéaires 2–D qui peuvent être représentés à l’aide des modèles T–S. Divers
modèles pour les systèmes à deux dimensions ont été suggérés dans [Benzaouia 2016]
pour la résolution des problèmes complexes dans différents domaines, tels que le fil-
trage robuste H∞ pour des systèmes T–S et la stabilisation des systèmes T–S avec at-
ténuation de perturbation stochastique. Des conditions de stabilisation ont été dévelop-
pées dans [Ding 2011] en utilisant des conditions de stabilisation non quadratiques et
la fonction de Lyapunov homogène dépendante de paramètres polynomiaux. Le pro-
blème de filtrage H∞ pour les systèmes T–S à deux dimensions décrit par le modèle
Fornasini-Marchesini (FM) a été résolu dans [Boukili 2014] par l’utilisation de la fonc-
tion de Lyapunov et en ajoutant des matrices dépendantes de paramètres d’optimisation
(slack). Des conditions suffisantes sous forme d’LMI ont également été étudiées dans
[Boukili 2015] en considérant l’effet des perturbations stochastiques.

L’idée principale utilisée dans ce chapitre se base sur l’approche de la somme des
carrés (SOS) [Prajna 2004b], qui permet de traiter la stabilité des systèmes polyno-
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miaux pour une classe de système plus large que celle obtenue par l’approche LMI, ce
qui signifie que l’approche de la SOS est moins restrictive que LMI. Les conditions de
la SOS peuvent être résolues numériquement à l’aide de l’outil standard SOSTOOLS,
[Prajna 2004b]. Les techniques de la SOS ont principalement été appliquées aux sys-
tèmes non linéaires 1–D en temps continu : par exemple, la stabilité des systèmes poly-
nomiaux avec retard a été présentée dans [Siala 2013] à l’aide d’une nouvelle fonction
polynomiale de Lyapunov-Krasovskii et les conditions de stabilité pour les systèmes
polynomiaux en temps continu ont été étudiées dans [Guelton 2011], en utilisant des
fonctions polynomiales de Lyapunov. Nous mentionnons aussi une technique efficace
pour construire la fonction de Lyapunov pour des systèmes non linéaires multidimen-
sionnels en temps continu dans [Shaker 2014]. Jusqu’à présent, un peu de méthodes
ont été proposées pour traiter le système T–S bidimensionnel à l’aide de l’approche de
la SOS : nous pouvons simplement citer [Chaibi 2016], où une condition de stabilisa-
tion du système T–S bidimensionnel discret basée sur les fonctions polynomiales de
Lyapunov a été fournie.

Il convient de noter que dans les systèmes 2–D, l’information circule dans deux
directions différentes, la synthèse de la commande des systèmes T–S bidimensionnels
est plus complexe, en particulier lorsqu’un modèle polynomial est considéré. Ainsi, ce
chapitre se concentre sur la conception de la commande polynomiale floue T–S pour le
système 2–D non linéaire de type (Roesser) ; c’est un problème plus complexe que les
problèmes parallèles étudiés dans la littérature, tels que ceux de [Xie 2010a]. Ainsi, ce
chapitre fournit une méthodologie basée sur la SOS pour résoudre la stabilisation des
systèmes polynomiaux 2–D de type (Roesser) en temps discret. Nous dérivons d’abord
une condition de stabilisation, basée sur la multifonction polynomiale de Lyapunov.
Ensuite, une condition de stabilisation non quadratique est déduite en utilisant les tech-
niques de relaxation. Les conditions de stabilisation proposées sont représentées en
terme de SOS et sont résolues numériquement par SOSTOOLS [Prajna 2004a]. Nous
soulignons que l’approche de stabilisation abordée dans ce chapitre est plus générale
que les approches d’LMI existantes pour les systèmes T–S à 2–D .

5.2 Formulation du problème

Nous considérons dans ce chapitre les systèmes 2-D non linéaires discrets décrits
comme suit :

x+(k, l) = Z(x(k, l)) + S(x(k, l))u(k, l) (5.1)

xh(0, l) = f (l), xv(k, 0) = g(k) (5.2)

avec

x(k, l) =

[
xh(k, l)
xv(k, l)

]
, x+(k, l) =

[
xh(k + 1, l)
xv(k, l + 1)

]
,
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5.2. Formulation du problème

où xh(.) ∈ Rn1 , xv(.) ∈ Rn2 sont l’état horizontal et l’état vertical, respectivement ;
u(.) ∈ Rm est le vecteur de commande ; Z(.) et S(.) sont des fonctions non linéaires
satisfaisantZ,S ∈ C ; k, l sont deux entiers dans Z+ ; enfin, f (l), g(k) sont les conditions
aux limites dans les directions horizontale et verticale, respectivement.

Le système T–S à 2-D suivant sera utilisé pour représenter le système discret non
linéaire de type Roesser (5.1) :

Règle i : SI ς1(k, l) EST Mi1 ET,. . . , ET ςs(k, l) EST Mis

ALORS
x+(k, l) = Ai(x(k, l))x̂(x(k, l)) + Bi(x(k, l))u(k, l) (5.3)

xh(0, l) = f (l), xv(k, 0) = g(k)

avec

Ai(x(k, l)) =

[
Ai

11(x(k, l)) Ai
12(x(k, l))

Ai
21(x(k, l)) Ai

22(x(k, l))

]
,

Bi(x(k, l)) =

[
Bi

1(x(k, l))
Bi

2(x(k, l))

]
où i = 1, . . . , r, Mis sont les ensembles flous, ςp(k), pour p = 1, . . . , s, sont les va-

riables de base, r est le nombre de règles SI-ALORS, x̂(x(k, l)) est un vecteur de colonne
dont les entrées sont toutes des monômes dans x(k, l) et Ai(x(k, l)), Bi(x(k, l)) sont des
matrices polynomiales dans x(k, l), avec les dimensions appropriées.

Ces systèmes polynomiaux discrets T–S à 2-D peuvent également être exprimés
sous une forme plus compacte, comme suit :

x+(k, l) =

r∑
i=1

hi(ς(k, l)){Ai(x(k, l))x̂(x(k, l)) + Bi(x(k, l))u(k, l)} (5.4)

où

hi(ς(k, l)) =
wi(ς(k, l))∑r

i=1 wi(ς(k, l))
, wi(ς(k, l)) =

s∏
j=1

Mi j(ς(k, l))

avec Mi j(ς(k, l)) est le degré d’appartenance de ς j(k, l) dans Mi j et wi(ς(k, l)) repré-
sente le poids de la i-ème règle. Dans ce chapitre, nous supposons que wi(ς(k, l)) ≥ 0,
pour i = 1, 2, . . . , r et

∑r
i=1 wi(ς(k, l)) > 0. Par conséquent, nous obtenons hi(ς(k, l)) ≥ 0,

pour i = 1, 2, . . . , r et
∑r

i=1 hi(ς(k, l)) = 1.

Certaines conditions de stabilisation pour les systèmes discrets polynomiaux à 2-
D dans (5.4) seront ultérieurement étudiées à l’aide de l’approche de la SOS, qui est
maintenant introduite.
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Pour simplifier les calculs, les notations suivantes seront adoptées :

hi = hi(ς(k, l)), Mz(x̃) =

r∑
i=1

hiMi(x(k, l)),

M−1
z (x̃) = (

r∑
i=1

hiMi(x(k, l)))−1

Nous considérerons T (x(k, l)) qui est une matrice polynomiale définie par x̂(x(k, l)) =

T (x(k, l))x(k, l).

5.2.1 La commande par la multifonction polynomiale de Lyapunov

Dans [Tanaka 2008], une loi de commande PDC et une fonction polynomiale de
Lyapunov sont proposées pour 1–D afin d’obtenir des conditions de stabilisation moins
restrictives. Dans ce chapitre, nous étendons la loi de commande PDC utilisée dans la
littérature pour les systèmes polynomiaux flous T–S à 1–D aux systèmes à 2-D étudiés
dans ce chapitre. Cette commande à 2–D peut être exprimée comme suit :

Règle i : SI ς1(k, l) EST Mi1 ET,. . . , ET ςs(k, l) EST Mis

ALORS
u(k, l) = Fi(x̃)x̂(x(k, l))

avec i = 1, . . . , r et Fi(x̃) sont des matrices polynomiales de dimensions appropriées
à déterminer.

L’ensemble de la commande à 2-D peut être représenté par

u(k, l) =

r∑
i=1

hiFi(x̃)x̂(x(k, l)) = Fz(x̃)x̂(x(k, l)) (5.5)

le système en boucle fermée est donné par

x+(k, l) =

r∑
i=1

r∑
j=1

hih j{Ai(x̃) + Bi(x̃)F j(x̃)}x̂(x(k, l))

= (Az(x̃) + Bz(x̃)Fz(x̃))x̂(x(k, l))

(5.6)

Théorème 5.1 [Chaibi 2019b] Le système polynomial flou T–S (5.6) est asymptotique-
ment stable s’il existe des matrices polynomiales symétriques X j

1(x̃) ∈ Rn1×n1 , X j
2(x̃) ∈

Rn2×n2 et des matrices polynomiales K j
1(x̃) ∈ Rm1×n1 , K j

2(x̃) ∈ Rm2×n2 , où εi
1(x̃) > 0,

εi
2(x̃) > 0 pour (x̃ , 0) et εi j

1 (x̃) ≥ 0, εi j
2 (x̃) ≥ 0 pour tout x̃ tel que les conditions de la

SOS suivantes soient satisfaites :
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νT
1 (Xi

1(x̃) − εi
1(x̃)I)ν1 est une S OS i = 1, . . . , r (5.7)

νT
1 (Xi

2(x̃) − εi
2(x̃)I)ν1 est une S OS i = 1, . . . , r (5.8)

νT
2 Ωmn

ii (x̃)ν2 est une S OS i,m, n = 1, . . . , r (5.9)

νT
2 (Ωmn

i j (x̃) + Ωmn
ji (x̃))ν2 est une S OS (5.10)

i < j i, j,m, n = 1, . . . , r
avec ν1 et ν2 sont des vecteurs de dimensions appropriées, indépendants de x(k, l) et

Ωmn
i j (x̃) =


Ωi j11(x̃) ∗ ∗ ∗

0 Ωi j22(x̃) ∗ ∗

Ωi j31(x̃) Ωi j32(x̃) Ωm
i j33(x̃) ∗

Ωi j41(x̃) Ωi j42(x̃) 0 Ωn
i j44(x̃)

 > 0 (5.11)

Ωi j11(x̃) = X j
1(x̃) − εi j

1 (x̃)I

Ωi j22(x̃) = X j
2(x̃) − εi j

2 (x̃)I

Ωi j31(x̃) = T1(x̃+)Ai
11(x̃)X j

1(x̃) + T1(x̃+)Bi
1(x̃)K j

1(x̃)

Ωi j32(x̃) = T1(x̃+)Ai
12(x̃)X j

2(x̃) + T1(x̃+)Bi
1(x̃)K j

2(x̃)

Ωm
i j33(x̃) = Xm

1 (x(k + 1, l)) − εi j
1 (x̃)I

Ωi j41(x̃) = T2(x̃+)Ai
21(x̃)X j

1(x̃) + T2(x̃+)Bi
2(x̃)K j

1(x̃)

Ωi j42(x̃) = T2(x̃+)Ai
22(x̃)X j

2(x̃) + T2(x̃+)Bi
2(x̃)K j

2(x̃)

Ωn
i j44(x̃) = Xn

2(x(k, l + 1)) − εi j
2 (x̃)I

Preuve 5.1 Considérons la multifonction polynomiale de Lyapunov suivante :

V(x(k, l)) = x̂T (x(k, l))Pz(x̃)x̂(x(k, l)) (5.12)

où Pz(x̃) est une matrice polynomiale dans x(k, l) telle que

Pz(x̃) =

[
Pz

1(x̃) 0
0 Pz

2(x̃)

]
> 0

λmin(Pz(x̃))‖x̂(x(k, l))‖22 ≤ V(x(k, l)) ≤ λmax(Pz(x̃))‖x̂(x(k, l))‖22

où λmin(.) et λmax(.) désignent respectivement les valeurs propres minimale et maxi-
male d’une matrice.

Notons que si Pz(x̃) est une matrice constante et que x̂(x(k, l)) = x(k, l), alors (5.12)
est réduit à la multifonction de Lyapunov xT (k, l)Pzx(k, l) utilisée dans la littérature :
donc (5.12) est une représentation plus générale et moins restrictives que les conditions
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développés sous forme d’LMI.

La variation de (5.12) est donnée par

∆V(x(k, l)) = x̂+T (x(k, l))Pz(x̃+)x̂+(x(k, l)) − x̂T (x(k, l))Pz(x̃)x̂(x(k, l))

= x̂T (x(k, l))[(Ãz(x̃) + B̃z(x̃)Fz(x̃))T Pz(x̃+)(Ãz(x̃) + B̃z(x̃)Fz(x̃))

− Pz(x̃)]x̂(x(k, l))

= −x̂T (x(k, l))Q1z(x̃)x̂(x(k, l))

(5.13)

où

−Q1z(x̃) = (Ãz(x̃) + B̃z(x̃)Fz(x̃))T Pz(x̃+)(Ãz(x̃) + B̃z(x̃)Fz(x̃)) − Pz(x̃)

et

Ãz(x̃) = T (x̃+)Az(x̃), B̃z(x̃) = T (x̃+)Bz(x̃)

T (x̃+) =

[
T1(x̃+) 0

0 T2(x̃+)

]
=

[
T1(x(k + 1, l) 0

0 T2(x(k, l + 1))

]
Notons que Q1z(x̃) sont des matrices polynomiales symétriques définies positives et

λmin(Q1z(x̃)) > 0, donc

x̂T (x(k, l))Q1z(x̃)x̂(x(k, l)) ≥ λmin(Q1z(x̃))‖x̂(x(k, l))‖22

Ainsi, ∆V(x(k, l)) est borné comme suit :

∆V(x(k, l)) ≤ −λmin(Q1z(x̃))‖x̂(x(k, l))‖22, ∀‖x̂(x(k, l))‖2 < η(N)

∆V(x(k, l)) est négatif si −Q1z(x̃) < 0

−Q1z(x̃) = [(Ãz(x̃) + B̃z(x̃)Fz(x̃))T Pz(x̃+)(Ãz(x̃) + B̃z(x̃)Fz(x̃)) − Pz(x̃)] < 0 (5.14)

par la multiplication des deux côtés de (5.14) par P−1
z (x̃), nous obtenons (5.15) où

P−1
z (x̃) = Xz(x̃) et Kz(x̃) = Fz(x̃)Xz(x̃), pour i = 1, . . . , r :

[Xz(x̃)(Ãz(x̃) + B̃z(x̃)Fz(x̃))T X−1
z (x̃+)(Ãz(x̃) + B̃z(x̃)Fz(x̃))Xz(x̃) − Xz(x̃)] < 0 (5.15)

en appliquant le complément Schur, nous avons alors

Ωmn
z (x̃) =

[
Xz(x̃) (Ãz(x̃)Xz(x̃) + B̃z(x̃)Kz(x̃))T

∗ Xz(x̃+)

]
> 0 (5.16)

où
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Ωmn
z (x̃) =

r∑
m=1

r∑
n=1

r∑
i=1

r∑
j=1

hm(ς(k + 1, l))hn(ς(k, l + 1))hih jΩ
mn
i j (x̃)

Xz(x̃) =

[
Xz

1(x̃) 0
0 Xz

2(x̃)

]
, Xz(x̃+) =

[
Xz

1(x̃+) 0
0 Xz

2(x̃+)

]

Xz
1(x̃+) =

r∑
m=1

hm(ς(k + 1, l))Xm
1 (x(k + 1, l))

Xz
2(x̃+) =

r∑
n=1

hn(ς(k, l + 1))Xn
2(x(k, l + 1))

et Ωmn
i j (x̃) sont définis dans (5.11).

5.2.2 La commande d’un système polynomial par la loi de com-
mande non PDC

Afin d’obtenir une commande moins restrictive pour les systèmes T–S bidimen-
sionnels discrets polynomiaux, une loi de commande non PDC est utilisée, de la forme
suivante [Chaibi 2016] :

u(k, l) = Kz(x̃)Y−1
z (x̃)x̂(x(k, l)) (5.17)

où Kz(x̃) et Yz(x̃) sont des matrices polynomiales de dimensions appropriées à dé-
terminer

Kz(x̃) =
[

Kz
1(x̃) Kz

2(x̃)
]
, Yz(x̃) =

[
Yz

1(x̃) 0
0 Yz

2(x̃)

]
le système en boucle fermée de (5.4) et (5.17) est alors comme suite :

x+(k, l) = (Az(x̃) + Bz(x̃)Kz(x̃)Y−1
z (x̃))x̂(x(k, l)) (5.18)

Théorème 5.2 [Chaibi 2019b] Le système à 2-D (5.18) est asymptotiquement stable
s’il existe des matrices symétriques polynomiales Pi

1(x̃) ∈ Rn1×n1 , Pi
2(x̃) ∈ Rn2×n2 et les

matrices polynomiales Ki
1(x̃) ∈ Rm1×n1 , Ki

2(x̃) ∈ Rm2×n2 , Y i
1(x̃) ∈ Rn1×n1 , Y i

2(x̃) ∈ Rn2×n2 ,
Zmn

ii (x̃), Zmn
i j (x̃) = (Zmn

ji )T (x̃) tels que (5.19), (5.20), (5.21), (5.22) et (5.23) soient satis-
faits, où εi

1(x̃), εi
2(x̃), εi j

1 (x̃) et εi j
2 (x̃) sont des polynômes non négatifs tels que εi

1(x̃) > 0,
εi

2(x̃) > 0 pour (x̃ , 0) et εi j
1 (x̃) ≥ 0, εi j

2 (x̃) ≥ 0 pour tout x̃.

νT
1 (Pi

1(x̃) − εi
1(x̃)I)ν1 est une S OS (5.19)

νT
1 (Pi

2(x̃) − εi
2(x̃)I)ν1 est une S OS (5.20)
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νT
2 (T mn

ii (x̃) − Zmn
ii (x̃))ν2 est une S OS i,m, n = 1, . . . , r (5.21)

νT
2 (T mn

i j (x̃) + T mn
ji (x̃) − Zmn

i j (x̃) − Zmn
ji (x̃))ν2 est une S OS (5.22)

i < j, i, j,m, n = 1, . . . , r.
Zmn

11 (x̃) Zmn
12 (x̃) . . . Zmn

1r (x̃)
Zmn

21 (x̃) Zmn
22 (x̃) . . . Zmn

2r (x̃)
...

...
. . .

...

Zmn
r1 (x̃) Zmn

r2 (x̃) . . . Zmn
rr (x̃)

 > 0 (5.23)

m, n = 1, . . . , r.

avec ν1 et ν2 sont des vecteurs indépendants de x(k, l).

T mn
i j (x̃) =


Ti j11(x̃) ∗ ∗ ∗

0 Ti j22(x̃) ∗ ∗

Ti j31(x̃) Ti j32(x̃) T m
i j33(x̃) ∗

Ti j41(x̃) Ti j42(x̃) 0 T n
i j44(x̃)

 > 0 (5.24)

Ti j11(x̃) = P j
1(x̃) − εi

1(x̃)I

Ti j22(x̃) = P j
2(x̃) − εi

2(x̃)I

Ti j31(x̃) = T1(x̃+)Ai
11(x̃)Y j

1(x̃) + T1(x̃+)Bi
1(x̃)K j

1(x̃)

Ti j32(x̃) = T1(x̃+)Ai
12(x̃)Y j

2(x̃) + T1(x̃+)Bi
1(x̃)K j

2(x̃)

T m
i j33(x̃) = Ym

1 (x(k + 1, l)) + YmT
1 (x(k + 1, l))

− Pm
1 (x(k + 1, l)) − εi j

1 (x̃)I

Ti j41(x̃) = T2(x̃+)Ai
21(x̃)Y j

1(x̃) + T2(x̃+)Bi
2(x̃)K j

1(x̃)

Ti j42(x̃) = T2(x̃+)Ai
22(x̃)Y j

2(x̃) + T2(x̃+)Bi
2(x̃)K j

2(x̃)

T n
i j44(x̃) = Yn

2 (x(k, l + 1)) + YnT
2 (x(k, l + 1))

− Pn
2(x(k, l + 1) − εi j

2 (x̃)I

Preuve 5.2 Considérons la fonction polynomiale de Lyapunov suivante [Chaibi 2016] :

V(x(k, l)) = x̃T (x(k, l))Y−T
z (x̃)Pz(x̃)Y−1

z (x̃)x̂(x(k, l)) (5.25)

Ensuite,

x̂T (x(k, l))ν1minY−T
z (x̃)Y−1

z (x̃)x̂(x(k, l)) ≤ V(x(k, l))

≤ x̂T (x(k, l))ν1maxY−T
z (x̃)Y−1

z (x̃)x̂(x(k, l))
(5.26)

où
ν1min = λminz(Pz(x̃)), ν1max = λmaxz(Pz(x̃))
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5.2. Formulation du problème

Comme (Y−T
z (x̃)Y−1

z (x̃)) = Yz(x̃)YT
z (x̃) avec

ν2min = λminz(Yz(x̃)YT
z (x̃)), ν2max = λmaxz(Yz(x̃)YT

z (x̃))

(5.26) devient

ν1minν
−1
2max‖x̂(x(k, l))‖2 ≤ V(x(k, l)) ≤ ν1maxν

−1
2min‖x̂(x(k, l))‖2

ce qui garantit que V(x(k, l)) est une fonction polynomiale de Lyapunov.
Alors, la variation de (5.25) est donnée par

∆V(x(k, l)) = x̂T (x(k, l))[(Ãz(x̃) + B̃z(x̃)Kz(x̃)Y−1
z (x̃))T Y−T

z (x̃+)Pz(x̃+)Y−1
z (x̃+)(Ãz(x̃)

+ B̃z(x̃)Kz(x̃)Y−1
z (x̃)) − Y−T

z (x̃)Pz(x̃)Y−1
z (x̃)]x̂(x(k, l))

= −x̂T (x(k, l))Q2z(x̃)x̂(x(k, l))
(5.27)

où

−Q2z(x̃) = [(Ãz(x̃) + B̃z(x̃)Kz(x̃)Y−1
z (x̃))T Y−T

z (x̃+)Pz(x̃+)Y−1
z (x̃+)(Ãz(x̃)

+ B̃z(x̃)Kz(x̃)Y−1
z (x̃)) − Y−T

z (x̃)Pz(x̃)Y−1
z (x̃)]

(5.28)

Yz(x̃+) =

[
Yz

1(x̃+) 0
0 Yz

2(x̃+)

]
, Pz(x̃+) =

[
Pz

1(x̃+) 0
0 Pz

2(x̃+)

]

Yz
1(x̃+) =

r∑
m=1

hm(ς(k + 1, l))Ym
1 (x(k + 1, l))

Yz
2(x̃+) =

r∑
n=1

hn(ς(k, l + 1))Yn
2 (x(k, l + 1))

Pz
1(x̃+) =

r∑
m=1

hm(ς(k + 1, l))Pm
1 (x(k + 1, l))

Pz
2(x̃+) =

r∑
n=1

hn(ς(k, l + 1))Pn
2(x(k, l + 1))

et Q2z(x̃) sont des matrices symétriques polynomiaux, définies positives.

x̂T (x(k, l))Q2z(x̃)x̂(x(k, l)) ≥ λmin(Q2z(x̃))‖x̂(x(k, l))‖22
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Ainsi, ∆V(x(k, l)) est borné comme suit :

∆V(x(k, l)) ≤ − λmin(Q2z(x̃))‖x̂(x(k, l))‖22,

∀‖x̂(x(k, l))‖2 < η(N)

Notons que dans le système à 2-D, les informations sont propagées dans deux direc-
tions indépendantes ; par conséquent, hi(ς(k + 1, l)) et h j(ς(k, l + 1)) sont deux fonctions
d’appartenance différentes.

En multipliant le côté droit de (5.28) par Yz(x̃) et le côté gauche par YT
z (x̃), nous

obtenons :

(YT
z (x̃)ÃT

z (x̃) + KT
z (x̃)B̃T

z (x̃))Y−T
z (x̃+)Pz(x̃+)Y−1

z (x̃+)

× (Ãz(x̃)Yz(x̃) + B̃z(x̃)Kz(x̃)) − Pz(x̃) < 0.
(5.29)

En utilisant le Lemme 1.12, où A = Y−1
z (x̃+)(Ãz(x̃)Yz(x̃) + B̃z(x̃)Kz(x̃)), (5.29) peut

être exprimé par

Tz(x̃) =

[
Pz(x̃) ∗

Υ21 Υ22

]
> 0 (5.30)

où

Υ21 = Ãz(x̃)Yz(x̃) + B̃z(x̃)Kz(x̃)

Υ22 = Yz(x̃+) + YT
z (x̃+) − Pz(x̃+)

Tz(x̃) =

r∑
m=1

r∑
n=1

hm(ς(k + 1, l))hn(ς(k, l + 1))(
r∑

i=1

h2
i T mn

ii (x̃)

+

r−1∑
i=1

r∑
j>i

hih j(T mn
i j (x̃) + T mn

ji (x̃)))

où T mn
i j (x̃) sont définis dans (5.24)

Si les conditions (5.22) et (5.23) sont satisfaites, les conditions suivantes sont éga-
lement satisfaites :

Tz(x̃) ≥
r∑

m=1

r∑
n=1

hm(ς(k + 1, l))hn(ς(k, l + 1))

× (
r∑

i=1

h2
i Zmn

ii (x̃) +

r−1∑
i=1

r∑
j>i

hih j(Zmn
i j (x̃) + Zmn

ji (x̃)))

=

r∑
m=1

r∑
n=1

hm(ς(k + 1, l))hn(ς(k, l + 1))θT Zmn(x̃)θ

(5.31)
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où θT = [h1I h2I . . . hrI]
et

Zmn(x̃) =


Zmn

11 (x̃) Zmn
12 (x̃) . . . Zmn

1r (x̃)
Zmn

21 (x̃) Zmn
22 (x̃) . . . Zmn

2r (x̃)
...

...
. . .

...

Zmn
r1 (x̃) Zmn

r2 (x̃) . . . Zmn
rr (x̃)


Remarque 5.1 La faisabilité des conditions de la SOS développées est influencée par
les polynômes ε1

i (x), ε2
i (x), ε1

i j(x) et ε2
i j(x) ; donc, en pratique, la structure polynomiale

de ε1
i (x), ε2

i (x), ε1
i j(x) et ε2

i j(x) doit être soigneusement sélectionnée.

Remarque 5.2 Notons que les études précédentes sur les modèles polynomiaux flous,
[Tanaka 2007, Tanaka 2008], indiquent que l’inconvénient majeur des résultats de la
SOS est la complexité du calcul numérique. En fait, lorsque le degré 2d augmente, la
complexité de calcul augmente et le temps de calcul requis augmente aussi. Néanmoins,
l’approche de la SOS présente un avantage évident en tant qu’une généralisation des
approches existantes du système flou T–S, car elle représente plus efficacement les sys-
tèmes non linéaires. En fait, l’approche de la SOS utilisée dans ce chapitre est moins
restrictive que l’approche LMI utilisée auparavant dans la littérature [Xie 2010b].

5.3 Résultats de simulation

Exemple 5.1 Considérons l’équation différentielle non linéaire suivante [Xie 2010b]

∂2q(x, t)
∂x∂t

= a1
∂q(x, t)
∂t

+ a2
∂q(x, t)
∂x

+ a0 sin2(q(x, t)) + b f (x, t))

avec les conditions initiales et les conditions aux limites

q(x, 0) = q1(x), q(t, 0) = q2(t)

q(x, t) est la fonction d’état, a0, a1, a2, b sont des coefficients réels et f (x, t) est la
fonction d’entrée. Si nous définissons

xh
c(x, t) =

∂q(x, t)
∂t

− a2q(x, t)

xv
c(x, t) = q(x, t)

nous obtenons alors le modèle 2-D suivant : ∂xh
c (x,t)
∂x

∂xv
c(x,t)
∂t

 =

[
a1 a1a2 + a0 sin2(xv

c(x, t))
1 a2

] [
xh

c(x, t)
xv

c(x, t)

]
+

[
b
0

]
uc(x, t)
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avec les conditions aux limites suivantes

xh
c(0, t) = q̇2(t) − a2q2(t)

xv
c(x, t) = q1(x)

Considérons les deux règles suivantes obtenues pour sin2(xv
c(x, t)) :

SI sin2(xv
c(x, t)) est environ 0, ALORS ∂xh

c (x,t)
∂t

∂xv
c(x,t)
∂t

 = Ac
1

[
xh

c(x, t)
xv

c(x, t)

]
+ Bc

1uc(x, t)

SI sin2(xv
c(x, t)) est environ ∓1, ALORS ∂xh

c (x,t)
∂t

∂xv
c(x,t)
∂t

 = Ac
2

[
xh

c(x, t)
xv

c(x, t)

]
+ Bc

2uc(x, t)

avec

Ac
1 =

[
a1 a1a2

1 a2

]
, Bc

1 =

[
b
0

]
Ac

2 =

[
a1 a1a2 + a0

1 a2

]
, Bc

2 = Bc
1

Les fonctions d’appartenance sont données par :

h1(x, t) = 1 − sin2(xv
c(x, t)), h2(x, t) = sin2(xv

c(x, t))

Le système T–S bidimensionnel est discrétisé avec des intervalles d’échantillonnage
T1 et T2 correspondant aux variables x et t, respectivement, avec les paramètres de
système indiqués dans [Xie 2010b, Xie 2010a] et [Xie 2015]. Nous obtenons le système
suivant :

SI sin2(xv(k, l)) est environ 0, ALORS[
xh(k + 1, l)
xv(k, l + 1)

]
= A1

[
xh(k, l)
xv(k, l)

]
+ B1u(k, l)

SI sin2(xv(k, l)) correspond à peu près à ∓1, ALORS[
xh(k + 1, l)
xv(k, l + 1)

]
= A2

[
xh(k, l)
xv(k, l)

]
+ B2u(k, l)

A1 =

[
1 + a1T1 a1a2T1

T2 1 + a2T2

]
, B1 =

[
bT1

0

]
A2 =

[
1 + a1T1 (a1a2 + a0)T1

T2 1 + a2T2

]
, B2 = B1
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Les fonctions d’appartenance deviennent alors :

h1(k, l) = 1 − sin2(xv(k, l)), h2(k, l) = sin2(xv(k, l))

Nous pouvons nous référer à [Li 2001] pour plus de discussions sur la discrétisation
du modèle flou T–S en temps continu ; voir aussi les articles traitant de l’opérateur
delta, comme [Yang 2010].

Pour la simulation numérique, nous considérons les paramètres suivants : a1 = −3,
a0 = −2, b = −1, T1 = 0.5, T2 = 0.8.

Les intervalles de faisabilité possibles pour a2 sont indiqués dans le Tableau 5.1,
pour la technique proposée comparés avec d’autres résultats de la littérature. Dans le
Tableau 5.1, nous pouvons observer que les intervalles obtenus par nos théorèmes pro-
posés 5.1 et 5.2 sont plus grands que les résultats obtenus avec [Xie 2010b], [Xie 2010a]
et [Chaibi 2016].

Tableau 5.1 – Intervalles de faisabilité pour a2

Méthodes Intervalles de faisabilité
PDC [Xie 2010b] [−1.990, −0, 512]

Théorème 1 de [Xie 2010b] [−2.012, −0, 494]
Corollaire 2 [Xie 2010b] [−2.292, −0, 212]

Théorème 2 non-PDC de [Xie 2010b] [−2.492, −0, 014]
Théorème 1 PDC de [Chaibi 2016] [−2.499, −0, 018]

Théorème 2 non-PDC de [Chaibi 2016] [−2, 65, −0, 01]
Théorème 1 de [Xie 2010a] avec g = 2 [−2.502, −0, 013]

Théorème 2 de [Xie 2010a] avec g = d = 2 [−2.561, −0, 012]
Théorème 3 de [Xie 2010a] avec g = d = 2 [−2.566, −0, 011]

Théorème 5.1 PDC [Chaibi 2019b] avec 2d = 2 [−2.525, −0, 001]
Théorème 5.2 non-PDC [Chaibi 2019b] avec 2d = 2 [−2.743, −0, 001]

Par exemple, nous choisissons a2 = −2.4, puis nous résolvons les conditions en
(5.19)-(5.23) avec le solveur SOSTOOLS nous trouvons la solution réalisable suivante :

K1(x̃) =
[

K1
1(x̃) K1

2(x̃)
]
,K2(x̃) =

[
K2

1(x̃) K2
2(x̃)

]
,

Y1(x̃) =

[
Y1

1 (x̃) 0
0 Y1

2 (x̃)

]
,Y2(x̃) =

[
Y2

1 (x̃) 0
0 Y2

2 (x̃)

]

K1
1(x̃) = −7.5365.10−6xh(k, l)2 − 435, 36xv(k, l)2

K1
2(x̃) = 0.000070999xh(k, l)2 + 14012.0xv(k, l)2

K2
1(x̃) = −7.2643.10−6xh(k, l)2 − 433, 25xv(k, l)2

K2
2(x̃) = 0.000051495xh(k, l)2 + 10150.0xv(k, l)2
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Y1
1 (x̃) = 7.0585.10−6xh(k, l)2 + 427, 83xv(k, l)2

Y1
2 (x̃) = 0.000010406xh(k, l)2 + 1945.4xv(k, l)2

Y2
1 (x̃) = 7.1543.10−6xh(k, l)2 + 428, 39xv(k, l)2

Y2
2 (x̃) = 0.000010334xh(k, l)2 + 1951.3xv(k, l)2

Certaines simulations sont maintenant discutées avec les conditions aux limites sui-
vantes

xh(0, l) = 0, 2, 0 ≤ l ≤ 30

xv(k, 0) = 0, 3, 0 ≤ k ≤ 30

xh(0, l) = 0, 05, xv(k, 0) = 0, 1, i, j > 30
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Figure 5.1 – État horizontal xh(k, l) pour a2 = −2, 4 en utilisant la commande proposée.
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Figure 5.2 – État vertical xv(k, l) pour a2 = −2, 4 en utilisant la commande proposée.

Les figures 5.1et 5.2 montrent les évolutions des deux états xh(k, l) et xv(k, l), res-
pectivement : il est clair que le système polynomial discret T–S à 2-D (5.4) avec la
commande polynomiale (5.17) est asymptotiquement stable.
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5.3. Résultats de simulation

Remarque 5.3 Le même système peut être étudié avec la saturation. En fait, des sys-
tèmes bidimensionnels saturés ont déjà été étudiés dans [Gao 2014] pour un système
Fornasini-Marchesini T–S, avec une sinusoïde utilisée dans l’exemple. Les systèmes 2-
D saturés pour le modèle Roesser ont également été traités dans [Hmamed 2010], où
la fonction de saturation est symétrique. Notons que nous avons déjà traité le problème
de la stabilisation des systèmes flous T–S en temps discret non linéaire avec une satu-
ration d’actionneur dans [Naamane 2017] pour (1–D), où la sinusoïde a été utilisée
dans l’exemple et nous considérerons le Problème T–S à deux dimensions en tant que
perspective de travail.

Pour un polynôme X(x̃) ∈ Rnd×nd , la complexité du calcul de la décomposition SOS
dépend de deux facteurs : le nombre de variables et le degré du polynôme (2d + 1)n2

d.
Le nombre des variables (N.V) et le nombre d’LMI / SOS sont indiqués dans le Ta-

bleau 5.2. Notons qu’avec cette technique, lorsque le nombre des variables ou le degré
du polynôme sont augmentés, le conservatisme du résultat diminue, mais la complexité
de calcul augmente.

Tableau 5.2 – Nombre des variables et nombre de (LMI / SOS), avec n1 = n2 = nd et
m1 = m2 = md

Méthodes N.V Nombre de (LMI / SOS)
Théorème 1 PDC nd(nd + 1) + 2mdndr r + r

2 (r − 1) + 1
dans [Xie 2010b] +16n2

dr + nd(4nd + 1)r(r + 1)
Théorème 1 PDC
[Chaibi 2019b] (2d + 1)[nd(nd + 1)r + 2ndmdr] 2r + r3 + r3

2 (r − 1)
pour degré 2d

nd(nd + 1)r + 2mdndr
Théorème 2 NON-PDC +2n2

dr + 16n2
dr3 r3 + r3

2 (r − 1) + r2

dans [Xie 2010b] +nd(4nd + 1)r3(r + 1)
Théorème 2 NON-PDC (2d + 1)[nd(nd + 1)r + 2mdndr

[Chaibi 2019b] +2n2
dr + 16n2

dr3 2r + r3 + r3

2 (r − 1) + r2

pour le degré 2d +nd(4nd + 1)r3(r + 1)]

Exemple 5.2 Considérons le système non linéaire en temps discret suivant représenté
par le modèle de Roesser polynomial flou T–S à 2-D avec les deux règles floues sui-
vantes :

A1 =

[
0.25 0.675

0.75xh(k, l) 0.325

]
, B1 =

[
−0.36xv(k, l)

0

]
A2 =

[
0.25 0.105

0.75xh(k, l) 0.325

]
, B2 = B1
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Les fonctions d’appartenance sont données comme suit :

h1(k, l) = 1 − sin2(xv(k, l)), h2(k, l) = sin2(xv(k, l))

En résolvant la condition de conception de la SOS dans le Théorème 5.2, la stabilité
asymptotique est assurée pour le système polynomial flou à deux dimensions ci-dessus.

Les gains de la commande polynomiale floue correspondantes sont données par :

K1(x̃) =
[

K1
1(x̃) K1

2(x̃)
]
,K2(x̃) =

[
K2

1(x̃) K2
2(x̃)

]
,

Y1(x̃) =

[
Y1

1 (x̃) 0
0 Y1

2 (x̃)

]
,Y2(x̃) =

[
Y2

1 (x̃) 0
0 Y2

2 (x̃)

]
K1

1(x̃) = 0.45443xv(k, l) + 3.4487.10−18

K1
2(x̃) = 1627.9xv(k, l) − 1.0845.10−15

K2
1(x̃) = 0.45512xv(k, l) + 1.4207.10−17

K2
2(x̃) = 253, 6xv(k, l) − 1.4194.10−17

Y1
1 (x̃) = 6.0479.10−6xh(k, l)2 + 6, 6041xv(k, l)2

Y1
2 (x̃) = 0, 0040157xh(k, l)2 + 8681, 2xv(k, l)2

Y2
1 (x̃) = 3.9496.10−6xh(k, l)2 + 6, 609xv(k, l)2

Y2
2 (x̃) = 0, 0037871xh(k, l)2 + 8693, 1xv(k, l)2

avec les conditions aux limites suivantes

xh(0, l) = 0, 2, 0 ≤ l ≤ 30

xv(k, 0) = 0, 3, 0 ≤ k ≤ 30

xh(0, l) = 0, 05, xv(k, 0) = 0, 1, i, j > 30

Les Figures 5.3-5.4 affichent la trajectoire des variables d’état du système xh(k, l) et
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Figure 5.3 – Trajectoire de l’état du système polynomial 2-D xh(k, l).
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Figure 5.4 – Trajectoire de l’état du système polynomial 2-D xv(k, l).

xv(k, l), respectivement. Les résultats de la simulation sur les Fig. 5.3-5.4 montrent que
le système polynomial discret T–S à 2-D est asymptotiquement stable. Par conséquent,
l’efficacité de l’approche proposée a été illustrée dans l’exemple numérique.

5.4 Conclusion
La stabilisation d’un système non linéaire à deux dimensions a été résolue dans ce

chapitre en utilisant l’approche de somme des carrés. Plus précisément, la stabilisation
des systèmes discrets à 2–D pouvant être décrits en terme de modèle polynomial flou
de type Roesser, a été étudiée à l’aide de la loi de commande PDC. Premièrement, une
condition de stabilisation basée sur la multifonction polynomiales de Lyapunov a été
dérivée. Deuxièmement, une condition de stabilisation non quadratique a été dévelop-
pée en utilisant une technique de relaxation. Ces conditions sont formulées en terme de
la SOS, afin de les rendre numériquement exploitables. Deux exemples numériques ont
été fourni pour montrer l’efficacité des résultats proposés.
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Conclusion générale

Cette thèse s’est focalisé sur l’analyse et la conception de la commande pour les sys-
tèmes non linéaires. Les conditions de stabilisation ont été formulées en terme d’LMI et
de la SOS et ont été proposées à l’aide des commandes par retour d’état et par retour de
sortie statique. Ainsi, la commande H∞ par retour de sortie statique à fréquence finie a
été traitée dans le chapitre 2. Des résultats moins restrictifs ont été obtenus en utilisant
le Lemme GKYP. La synthèse des commandes requises est donnée sous forme d’LMI
et des exemples pratiques sont fournis pour illustrer les résultats. Notre approche per-
met de concevoir la commande H∞ par SOF sans aucune contrainte d’égalité et évite
la bilinéarité de la commande, ce qui représente un avantage par rapport à certaines
méthodes. Au chapitre 3 Les conditions de stabilité et de stabilisation sont formulées
pour les systèmes polynomiaux T–S en temps continu, ces conditions étant exprimées
sous forme de la SOS. Des conditions de stabilité et de stabilisation sont obtenues, en
se basant sur multifonction polynomiales de Lyapunov et sur l’utilisation des proprié-
tés de la dérivée temporelle des fonctions d’appartenance. L’approche abordée dans le
chapitre 3 est plus générale que celle basée sur les approches LMI existantes dans la
littérature pour la commande des systèmes flous T–S. La commande par SOF a été éga-
lement étudiée : la synthèse et la conception de la commande ont été traitées pour les
systèmes non linéaires décrits par les modèles polynomiaux T–S. De la même manière,
la conception de la commande H∞ par SOF pour les systèmes polynomiaux flous T–S
incertains a été proposée au chapitre 4 en temps discret dans un champ de fréquence
finie. Des résultats moins restrictifs ont été obtenus en utilisant le Lemme GKYP et la
fonction polynomiale de Lyapunov, sans transformation matricielle et sans contraintes
d’égalité. Enfin, ces méthodologies de conception ont été illustrées par leur application
à la stabilisation d’un camion remorque non linéaire et du modèle de mappage He-
non. Le chapitre 5 a étudié la stabilisation de la classe des systèmes discrets 2–D qui
pouvant être décrits en terme de modèles polynomiaux flous de type Roesser (qui re-
présentent une vaste classe des systèmes non linéaires). La multifonction polynomiale
de Lyapunov a été considérée pour obtenir des conditions de stabilisation suffisantes
pour cette classe de systèmes. En outre, la commande non-PDC a également été utilisée
pour les systèmes polynomiaux flous T–S à 2-D, afin d’obtenir des conditions de sta-
bilisation moins restrictives. Ces conditions de conception sont formulées en terme de
la SOS, afin de les rendre numériquement exploitables. Deux exemples numériques ont
été fourni pour montrer l’efficacité des résultats proposés.

Tous les résultats développés dans cette thèse ont été illustrés à l’aide des exemples
numériques pour montrer l’efficacité de la méthodologie proposée à différents pro-
blèmes. Les résultats obtenus ont été comparés aux résultats de la littérature et nous
avons démontré que les approches fournies donnent des résultats moins restrictifs. Nous



Chapitre 5. Commande des systèmes Takagi-Sugeno 2-D discrets par l’approche
des sommes des carrés

pensons que cette thèse ouvrira plusieurs pistes de recherche intéressantes, les résultats
fournis pouvant être étendus à d’autres problèmes énumérés ci-dessous :

1. Analyse et synthèse de la commande robuste H∞ par retour de sortie statique
soumise à la saturation des actionneurs à l’aide de la SOS.

2. Conception de la commande tolérante au défaut basée sur le retour de sortie dy-
namique pour les systèmes polynomiaux flous T–S.

3. Détection de défaut dans le domaine des fréquences finies pour les systèmes po-
lynomiaux flous T–S.

4. La commande robuste H∞ basée sur l’observateur pour le système de pompage
photovoltaïque par la SOS.
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