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Abstract

This thesis investigates the stability and stabilization problems for nonlinear sys-
tems represented by Takagi—Sugeno fuzzy models for the both continuous and discrete
time. The main work of this thesis can be summarized as follows : First of all, sufficient
conditions to design static output feedback control (SOF) for T-S fuzzy systems are
proposed in terms of LMIs (Linear Matrix Inequalities) without any transformation ma-
trices, and equality constraints. Then, to reduce the conservatism, new approaches based
on the multiple polynomial Lyapunov functions have been proposed by using a sum of
squares (SOS) approach. Furthermore, the polynomial fuzzy system has been employed
to cope with SOF control and robust SOF H, control in terms of SOS formulation res-
pectively. Next, the SOS approach is proposed for the stabilization of two-dimensional
polynomial T-S fuzzy models. Finally, practical and numerical examples are presented
to demonstrate the validity of the proposed approaches, these results are compared with
other methods cited in references.

Keywords: Takagi-Sugeno fuzzy system, static output feedback (SOF) control,

linear matrix inequalities (LMIs), polynomial Takagi—-Sugeno fuzzy systems, sum
of squares, two-dimensional (2-D) system.
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Resumé

Cette these étudie la stabilité et la stabilisation des systémes non linéaires, en temps
continu et discret représentés par les modeles flous Takagi-Sugeno. Les principaux tra-
vaux de cette these peuvent étre résumé comme suit : Tout d’abord, la proposition des
conditions suffisantes pour concevoir une commande par retour de sortie statique (SOF)
pour les systemes flous T=S en utilisant I’'LMI sans aucune transformation matricielle
ni contrainte d’égalité. De plus, la proposition de nouvelles approches basées sur la
multifonction polynomiale de Lyapunov afin de réduire le conservatisme en utilisant
I’approche de la somme des carrés (SOS). En outre, I'utilisation du systeme flou po-
lynomial pour gérer la commande par SOF et la commande robuste H,, par SOF en
terme de SOS, respectivement. Ensuite, la proposition de 1’approche de la somme des
carrés pour la stabilisation des modeles polynomiaux flous T-S bidimensionnels. En-
fin, des exemples pratiques et numériques sont présentés pour démontrer la validité des
approches proposées. Ces résultats sont comparés a d’autres méthodes citées dans les
références.

Mots clés: systeme flou Takagi-Sugeno, commande par retour de sortie sta-

tique (SOF), inégalité matricielle linéaire (LMI), systeme polynomial flou Takagi—
Sugeno, la somme des carrées (SOS), systeme bidimensionnel 2-D.
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Notations

AT
A—l

Notations & Abrevéations

L’ensemble des nombres réels.

L’ensemble des entiers non négatifs.

L’ensemble des nombres complexes.

La matrice d’identité (de taille spécifiée par le contexte).
Valeur propre d’une matrice.

Représente un terme induit par la symétrie.

La transposée de A.

Matrice inverse de A.

A <0(<£0) Matrice A est définie négative (semi-définie négative).
A >0 (=0) Matrice A est définie positive (semi-définie positive).

M 1
sym(M)
x(1)
x(k)
det(A)
A(A)

Matrice orthogonale de M, telle que MM+ = 0.
Représente le bloc M + MT.

Vecteur d’état du systeme continue.

Vecteur d’état du systeme discret.

Déterminant de la matrice A.

Valeur propres de la matrice carrée.

Diag(A,B) Matrice diagonale avce A, et B sont les élement du diagonale.

Acronymes
-T-S Takagi-Sugeno
-BMIs Bilinear matrix inequality (Inégalités Matricielles Bilinéaires).
-LMI Linear Matrix Inequality (Inégalité Matricielle Linéaire).
-LMIs  Inégalités Matricielles Linéaires.
-PDC Parallel Distributed Compensation (Compensation distribuée parallele ).
-SOS Sum of squares (La somme des carrées).
-GKYP Lemme généralisé de Kalman-Yakubovich-Popov.
-SOF Static Output Feedback (Retour de sortie statique ).
-LF La fonction quadratique de Lyapunov.
-MLF  Multifonction de Lyapunov.
-MPLF Multifonction polynomiale de Lyapunov.
-FF La fréquence finie.
-FE La fréquence entiere.
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Introduction générale

La majorité des systemes et processus physiques sont non linéaires, ce qui com-
plique I’analyse et la conception des commandes. Afin de surmonter ces difficultés,
les systemes Takagi—Sugeno (T-S) ont été utilisés pour commander les systeémes non
linéaires et depuis 1985, ils ont ét€ un moyen de résolution de nombreux problemes
d’analyse et de conception de la commande d’une grande classe des systemes non li-
néaires. De nombreux efforts ont été déployés dans les études des systemes flous T-S
[Tanaka 2004, Feng 2006, Feng 2010] et [Gassara 2017]. Les avantages de cette ap-
proche peuvent étre résumés en trois points : Premierement, une capacité a transfor-
mer les systémes non linéaires d’ordre supérieur a un ensemble des systémes linéaires
[Takagi 1985]. Deuxiemement, une possibilité de combiner les principes de la logique
floue avec la théorie des systemes linéaires. Troisiemement, un outil de modélisation
puissant d’une large classe des systémes non linéaires complexes. Ainsi, les problemes
de stabilité et de stabilisation des systémes non linéaires décrits par les systemes flous T—
S ont fait I’objet de nombreuses €tudes au cours des deux derniceres décennies, plusieurs
résultats intéressants formulés habituellement dans le cadre des contraintes d’Inéga-
lité Matricielles Linéaires (LMIs) peuvent étre trouvés dans la littérature [Feng 2006,
Wang 2009, Tian 2009, Feng 2010, Xie 2015, Ma 2016, Naamane 2017], ou les résul-
tats sont généralement basés sur la fonction quadratique de Lyapunov (LF), qui tend
malheureusement a donner des conditions restrictives. D autres conditions de stabilité
pour les systemes non linéaires ont été étudiées (voir, [Xiaodong 2003, Mozelli 2009b]).
Nous soulignons que la multifonction de Lyapunov (MLF), donne de bons résultats en
comparaison avec la fonction quadratique de Lyapunov ([Johansson 1999, Feng 2004]),
ce qui permet d’assurer la stabilité d’une classe plus large des systémes non linéaires.
D’ailleurs, les informations sur la dérivée temporelle des fonctions d’appartenance sont
prises en compte par la commande floue non PDC dans [Lam 2009], qui introduit des
matrices dépendantes de parametres d’optimisation (slack) pour faciliter 1’analyse de
stabilité.

De plus, il est bien connu que la présence des incertitudes peut dégrader les per-
formances de nombreux systemes commandée et peut aussi étre une source d’instabi-
lité. De nombreux chercheurs ont examiné 1’influence des incertitudes sur les perfor-
mances des systemes commandés, voir par exemple [Lo 2004, Kau 2007, Tong 2007,
Choi 2009, Yang 2015]. En outre, plusieurs conditions de stabilisation ont également
été proposées pour obtenir des résultats moins restrictifs dans [Ding 2010, Chang 2011].

La majorité des références citées précédemment se sont concentrées sur la com-
mande par retour d’état. Cependant, dans la plupart des applications industrielles, les
variables d’état ne sont pas toujours completement mesurables. Par conséquent, le pro-
bleme de la commande par retour de sortie statique (SOF) a attiré I’attention des cher-
cheurs, en particulier la commande par retour dynamique. L’inconvénient majeur de



Liste des tableaux

cette derniere est la dimension croissante du systeme en boucle fermée. Alternati-
vement, la commande par retour de sortie statique (SOF) des systemes flous T-S a
suscité beaucoup d’intérét et représente un probleme difficile a synthétiser [Qiu 2010,
Jeung 2014, Zhong 2017]. Etant donné que la commande par SOF est liée a la réso-
lution des Inégalités Matricielles Bilinéaires (BMI) qui sont des problemes plus dif-
ficiles a résoudre que les LMIs. Le SOF est I’'un des problemes les plus importants
de la théorie et des applications de la commande. Cela est dii a sa simplicité de mise
en oeuvre dans la pratique par rapport a la commande par retour de sortie dynamique
(voir [Syrmos 1997] et les références qu’il contient). De nombreux résultats concer-
nant la conception de commande par SOF ont été développés. Dans [Mehdi 2004] et
[Agulhari 2010], les commandes par SOF ont été proposés en utilisant une méthode en
deux étapes, dans laquelle une conception de commande par retour d’état a été obtenue
a partir de la premiere étape, tandis que la seconde est la solution du probleme d’LMI.
Ainsi, la conception dépend du gain de la commande par retour d’état obtenu lors de la
premiere étape. Pour les modeles flous T=S, il y a quelques résultats pour la commande
par SOF que nous pouvons citer [Nachidi 2007, Nachidi 2008, Chen 2016]. En parti-
culier, basée sur la fonction quadratique de Lyapunov et sur quelques transformations
matricielles, une procédure permettant de calculer la commande par SOF a été donnée
dans [Nachidi 2007]. Dans [Nachidi 2008], une procédure numérique basée sur 1’algo-
rithme de cone a été étudiée. Les auteurs de [Chen 2016] ont proposé un algorithme
itératif basé sur la fonction quadratique de Lyapunov, afin de résoudre la commande par
SOF des modeles flous T=S en temps continu. Dans ces travaux étudiés, les conditions
sont bilinéaires. Des algorithmes itératifs, qui dépendent des valeurs initiales, ont été
développés afin de résoudre numériquement le probleme de stabilisation. Dans d’autres
études, [Chadli 2002, Fang 2006, Kau 2007], le probleme des BMIs pour la commande
par SOF a été résolu en insérant une contrainte d’égalité pour la matrice de Lyapunov.
Par ailleurs, les systemes bidimensionnels [Rogers 1992, Sulikowski 2004], sus-
citent un vif intérét dans la théorie des systeémes en raison de leurs applications éten-
dues dans la pratique, par exemple, dans le traitement et la transmission de signaux
multidimensionnels et processus thermique. En fait, les systetmes 2—-D sont tres ap-
propriés pour modéliser des processus physiques décrits par des équations aux déri-
vées partielles [Marszalek 1984]. De plus, les techniques 2-D peuvent également étre
utilisées comme outil d’analyse pour résoudre les problemes de la commande com-
plexes, notamment la commande PI du processus répétitif linéaire en temps discret
[Sulikowski 2006], 1a commande d’apprentissage itératif [Owens 2000] et la commande
du processus répétitif [Sulikowski 2004]. Plusieurs modeles 2—D ont été proposés en
fonction de leur application [Du 2002]. De nombreuses approches ont été dérivées
pour le cas 2-D : le probleme du filtrage H., pour les systemes flous T-S 2-D a été
étudié dans [Boukili 2014] sous forme d’LMI. Des conditions suffisantes ont égale-
ment été étudiées dans [Boukili 2015], sous forme d’LMI en tenant compte de I’effet
des perturbations stochastiques. Les systemes T-S de commutés ont été étudiés dans
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[Ahmida 2016], a I’aide des fonctions de Lyapunov-Krasovskii.

Cependant, dans ces études, la méthode directe de Lyapunov a généralement été
utilisée pour étudier la stabilité et la stabilisation des modeles flous T-S. Cette méthode
conduit souvent a des conditions formulées en terme d’inégalités matricielles linéaires
(LMI) [Chadli 2002, Chang 2009, Faria 2011], qui peuvent étre résolues numérique-
ment et efficacement par 1’approche LMI. Pourtant, en raison de la limitation de 1’ap-
proche LMI, qui ne peut traiter que les problémes avec des matrices et des variables
constantes ( ne contient aucun terme polynomial), il convient de souligner que certains
systemes non linéaires ne sont pas commandés sous la forme des LMIs, mais peuvent
étre commandés par des approches polynomiales floues sous forme de la somme des
carrés (SOS).

D’une maniere générale, les systemes polynomiaux flous sont une généralisation
des systemes T-S permettant de traiter une classe plus large des systemes non linéaires
[Tanaka 2008, Tanaka 2009]. L’approche de la somme des carrés (SOS) est actuelle-
ment étudiée pour ces systemes, car 1’utilisation des conditions polynomiales basées
sur la SOS est moins restrictive que I’utilisation des conditions basées sur I’LMI pour
les systemes T-S. Plusieurs approches utilisant la décomposition de la SOS ont été étu-
diées, par exemple : [Cao 2014], ou la loi de commande PDC, est utilisée pour obtenir
la stabilité robuste pour les systemes flous T-S en boucle fermée. De plus, les condi-
tions de stabilité et de stabilisation présentées dans [Tanaka 2009] sont plus générales
et moins restrictives que celles des approches existantes fondées sur 1’approche LMI.
Dans la réf. [Kim 2016], les conditions de stabilité du systeme T-S en temps continu
ont été présentées, en utilisant une fonction non quadratique polynomiale de Lyapunov.
Une méthode basée sur I'utilisation de multifonction polynomiale de Lyapunov a été
traitée dans [Guelton 2013] sous forme de SOS pour I’analyse de stabilité.

Nous constatons que les méthodes et les résultats rapportés dans la littérature restent
encore limités et que la réduction du conservatisme reste un probleme important et dif-
ficile. Le but de cette these est de proposer de différentes méthodes pour synthétiser les
lois de commande permettant de garantir la stabilité et réduire le conservatisme pour les
systeémes non linéaires. Les principales contributions de cette these sont les suivantes :
Premierement, la proposition d’une méthode de conception d’une loi de commande H,,
par retour de sortie statique pour les systemes flous TS en temps continu. Les condi-
tions sont formulées en terme d’LMI et peuvent étre facilement résolues a I’aide des
techniques d’optimisation convexes. Deuxiemement, I’exploitation du modele polyno-
mial flou T=S pour décrire le systeme non linéaire, d’ailleurs, en utilisant 1’approche
SOS, nous avons analysé la stabilité et la commande du systeme polynomial flou en
boucle fermée. Troisiemement, la proposition et la formulation des conditions suffi-
santes pour la synthese de loi de commande par SOF et de loi de commande robuste
H,, par SOF sous forme de SOS pour les systemes polynomiaux flous en temps continu
et discret, respectivement. Finalement, cette these étudie également les lois de com-
mande par retour d’état pour des systemes polynomiaux T-S bidimensionnels (2-D) en

3



Liste des tableaux

temps discret, en utilisant I’approche de la somme des carrés.

Les travaux présentés dans ce manuscrit s’articulent autour de cinq chapitres. Dans
le chapitre 1, nous donnons quelques définitions et concepts fondamentaux pour la re-
présentation des systemes flous de type Takagi-Sugeno sous forme d’LMI et SOS, nous
présentons 1’étude du probleme de stabilité et stabilisation des systemes polynomiaux
non linéaires.

Le chapitre 2 traite la commande H.,, par retour de sortie statique (SOF) a fréquence
finie (FF) pour une classe des systemes flous T-S en temps continu et présente des
conditions suffisantes d’existence d’une commande H, par SOF en fréquence finie,
en se basant sur le Lemme généralisé de Kalman Yakubovich Popov (GKYP). Les in-
égalités matricielles bilinéaires sont converties en un ensemble d’inégalités matricielles
linéaires, a I’aide de certaines dérivations spéciales. Deux exemples pratiques sont don-
nés pour démontrer I’efficacité de la méthode proposée.

Le chapitre 3 est consacré a la description d’'une méthodologie d’optimisation d’une
loi de commande pour les systemes polynomiaux T-S en temps continu, en utilisant
I’approche de la somme des carrés (SOS). Les résultats de la commande par retour
d’état sont obtenus en utilisant les propriétés de dérivation des fonctions d’appartenance
et le concept de taux de décomposition de la multifonction polynomiale de Lyapunov.
Le développement théorique montre que les conditions proposées peuvent réduire le
conservatisme par rapport aux résultats existants dans la littérature. Quelques exemples
numériques sont fournis pour démontrer 1’applicabilité de 1’approche proposée. Dans ce
méme chapitre, nous abordons aussi le probleme de la commande par retour de sortie
statique polynomial pour les systemes en temps continu, représenté par les systemes
polynomiaux flous T-S. Basée sur la fonction polynomiale de Lyapunov, la commande
polynomiale floue par retour de sortie statique (SOF) est présentée en terme de la SOS.
Enfin, un exemple numérique est utilisé pour illustrer I’efficacité des résultats proposés.

Nous avons consacré le chapitre 4 pour la description d’une méthodologie qui per-
met de traiter la commande robuste H,, par retour de sortie statique (SOF) a des fré-
quences finies (FF) pour les systemes polynomiaux flous T=S. En utilisant le Lemme
généralisé de Kalman Yakubovich Popov (GKYP) et la fonction polynomiale de Lyapu-
nov, des conditions suffisantes sont proposées pour la conception de ces commandes en
terme de la somme des carrés (SOS). Ces conditions n’incluent ni transformation matri-
cielle ni les contraintes d’égalité, ce qui simplifie la solution numérique. Cependant, la
commande proposée est concue dans une fréquence finie pour réduire le conservatisme
généré par celles congues dans le domaine de fréquence entiere. Quelques exemples
pratiques sont fournis pour démontrer 1’applicabilité de I’approche proposée.

La stabilisation des systemes polynomiaux T-S est résolue dans le chapitre 5 en
utilisant I’approche de la somme des carrés SOS pour le cas de deux dimensions (2—
D). Premiérement, nous fournissons une condition de stabilisation formulée en terme
de multifonction polynomiale de Lyapunov (MPLF). Ensuite, une condition de stabi-
lisation non quadratique est développée en appliquant une technique de stabilisation
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relaxée. Les deux conditions peuvent étre résolues a 1’aide d’outil numérique SOS-
TOOLS. A Ia fin, deux exemples numériques illustrent I’efficacité des résultats.






CHAPITRE 1

Etat de I’art

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons 1’état d’art sur les systemes flous T-S. Nous com-
mengons par I'introduction du modele flou T-S en temps continu et discret. Ensuite,
une conception de commande floue basée sur le concept de "compensation parallele
distribuée" est décrite pour une classe des systemes non linéaires capable d’assurer la
stabilité. Ce chapitre examine aussi la stabilisation d’une classe des systemes flous bi-
dimensionnels T-S en temps discret pour le modele de Roesser sous forme d’LMI et
présente le modele et la commande polynomiale floue T-S (qui sont une représentation
plus générale du modele et de la commande floue T-S). De surcroit, les conditions de
conception de la commande floue basée sur la fonction polynomiale de Lyapunov (qui
contient la fonction quadratique de Lyapunov en tant que cas particulier) sont dérivées.
Par conséquent, 1I’approche de conception proposée pourrait étre plus générale que les
approches de conception d’LMI existantes basées sur la fonction quadratique de Lya-
punov. Enfin, nous présentons quelques Définitions et Lemmes utiles pour les diftérents
chapitres de cette these.

1.2 Stabilité des systemes flous de type Takagi-Sugeno
(T-S)

1.2.1 Systeme 1-D non linéaire

Dans cette section, nous rappelons la représentations du modele flou T-S et I’analyse
de stabilité associée basée sur la fonction quadratique de Lyapunov [Tanaka 2004]. Le
modele flou Takagi-Sugeno a été utilisé avec succes pour approximer les systemes non
linéaires par I’interpolation de nombreux modeles linéaires locaux par des regles floues
de type « SI-ALORS » [Takagi 1985]. En conséquence, la théorie conventionnelle des
systemes linéaires peut étre appliquée a I’analyse et a la synthese d’une commande floue
pour les systemes non linéaires. Considérons le systeme non linéaire suivant :

Va(t) = f(x(2), u(t)) (1.1)
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Ou V représente un opérateur. Pour les systemes flous en temps continu Vx(¢) si-
gnifie x(¢) et pour les systemes flous en temps discret Vx(¢) représente x(tr + 1). f
est une fonction non linéaire. x(¢#) = [x;(f) x(?),...,x,(H)]" est le vecteur d’état et
u(t) = [u1(t) ux(t), ..., u,(0)]" estle vecteur d’entrée.

1.2.1.1 Le modele T-S flou

En se basant sur le concept du secteur non linéaire [Tanaka 2004], nous pouvons
représenter exactement (1.1) par le modele flou T-S suivant.

Regle du systeme i : SI ¢(7) est M;; et ... et g,(¢) est M;,
ALORS Vx(t) = Aix(t) + Bu(t), i=1,2,,...,r (1.2)

oug;(1)(j=1,2,...,p)sontles variables de prémisses. La fonction d’appartenance
associée a la regle de modele i—eme et au composant variable prémisse j—eme est dé-
signée par M;;, r indique le nombre des regles Si-Alors. Chaque ¢;(#) est une quantité
variant dans le temps qui peut étre un état et/ou une variable externe. A; et B; sont des
matrices constantes avec des dimensions appropriées.

Le systeme flou (1.2) peut étre déduit comme suit :

V() = Z hi(c(O){Aix(t) + Biu(1)} (1.3)
i=1

() =1[s1(0)...5p(0)]
et

p
wils() = | | Mi(s;(0)

j=1

Nous constatons que :

Z wi(g(®) >0, wic(t) =0, i=1,2,...r
i=1

Par conséquent

_wils() ST
h(s(0) = <2 = 0. ,-_Zlh'(g(t)) =1

1.2.1.2 Fonction quadratique de Lyapunov

Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

8
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T (H)Px(f), P=P" >0 (1.4)

En utilisant la fonction quadratique de Lyapunov (1.4), les conditions de stabilité du
systeme en boucle ouverte (1.3) avec u(f) = 0 sont obtenues sous la forme (1.5) et (1.6)
pour les systemes flous T=S en temps continu et discret, respectivement.

ATP+PA; <0 (1.5)

ATPA,—-P <0 (1.6)

Les conditions (1.5) et (1.6) sont représentées sous forme d’LMI. Ainsi, les condi-
tions de stabilité peuvent étre résolues numériquement par I’ utilisation de "LMI-Toolbox".

1.2.1.3 Loi de commande PDC (Parallel distributed compensation) sous forme
d’LMI

La Compensation Parallele Distribuée (PDC) [Tanaka 2004] offre une procédure

permettant de synthétiser une loi de commande floue a partir du modele flou T-S (1.3).

Regle de la commande i : Si ¢(7) est M;; et,. .. et g,(7) est M),
ALORS u(t) = Fx(t), i=1,2,...,r (1.7)

ou F; sont les matrices de gains de la commande de dimensions appropriées a syn-
thétiser.
La commande floue globale peut étre exprimée par

u(t) = > hi(s(H)Fix(1) (1.8)
i=1

En substituant la loi de commande (1.8) dans (1.3), le systeme en boucle fermée
(1.3) est présenté par

Vx(t) = Y " hi(SDh(SONA; + BiF (1) (1.9)

i=1 j=1

Dans cette section, nous présenterons les conditions de stabilisation de base, pour
les systemes flous en temps continu et pour les systemes flous en temps discret dans les
Théoremes 1.1 et 1.2, respectivement. Dans la discussion qui suit, I’origine x = 0 est
supposée €tre le seul point d’équilibre du systeme flou.

Théoreme 1.1 [Kim 2000] Le systeme flou en temps continu (1.9) est asymptotique-

ment stable, s’il existe des matrices Q > 0, N, i = 1,...,retZ;,i,j=1,2,.,r telles

9
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que
QAT + A, Q+N/Bl +BIN;<Z;, i=1,...,r (1.10)
QAl +A;Q + QAT + A;Q + N[ B] + BiN; + N/ Bl + B;N; < 2Z; Wi
i=1,...,r—1 j=i+1,....r '
Zyn 2y - Ly
Zio Zoo -+ Zo
.12 .22 . 2 <0 (1.12)
er ZZr er
les gains de la commande floue sont : F; = N;Q~ ', pouri=1,...,r

Théoreme 1.2 [Kim 2000] Le systeme flou en temps discret (1.9) est asymptotiquement

stable s’il existe des matrices Q >0, N, i =1,...,retZ;, i,j=1,2,..,r telles que
-0-7Z; QAIT+NlTBlT .
[ . 0 <0, i=1,...,r (1.13)
[ ~20-27Z; QA! + QAT + N]B} + NI B! ] <0,
¢ =20 (1.14)
i=1,...,r=1j=i+1,...,r
Zy 2Ly - Ly
Zis Zoy -+ Zo
.12 .22 . 2 <0 (1.15)
er ZZr er
Les gains de la commande floue sont donnés par : F; = N;Q~',i=1,...,r

1.2.2 La commande robuste H, par retour de sortie statique des
systemes flous T-S

Les lois de la commande présentées ci-dessus sont basées sur la disponibilité com-
plete des variables d’état du systeéme. Par conséquent, si I’état du systeéme n’est pas
entierement disponible, il est possible de synthétiser une commande par retour de sor-
tie (statique ou dynamique). Au cours des deux dernieres décennies, le probleme de la
commande par SOF a attiré I’attention de plusieurs chercheurs [Chang 2003, Kau 2007,
Jeung 2014, Zhong 2017]. De plus, dans les applications du monde réel, de nombreux
systeémes non linéaires comportent des incertitudes paramétriques. Par conséquent, le
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modele flou avec des incertitudes paramétriques peut €tre utilisé pour représenter le
systeme non linéaire incertain. Dans cette section, nous présentons les conditions de
stabilité d’une loi de commande par SOF, pour un systeme flou T-S continu et discret.

Considérons le modele flou T-S suivant avec des incertitudes paramétriques :
Regle floue i : SI.¢i(2) est M;; et ... et ¢,(1) est M;,

V(1) = (Ai + AA(D)x(1) + (Bii + AByi(D))w(1) + (Bai + AByi(1)u(t)
Alors<  z(t) = (C; + AC(1)x(t) + (Dy; + ADy;(1))w(t) + (Dy; + ADyi(1)u(t)  (1.16)
y(1) = Cyix(t)

x(t) € R" est le vecteur d’état, le vecteur w(t) € R™ est une perturbation, le vecteur
u(t) € R™ estla commande, z(¢) € R” est la sortie commandée et y(r) € R? est le vecteur
de sortie mesuré. A;, By;, By, Ci, D;, Cy; et Dy;, sont des matrices réelles constantes
décrivant le systeme nominal et AA;(f), ABy;(t), AByi(t), ACi(t), ADy;(t), AD;(t), sont
des matrices variantes dans le temps qui représentent des incertitudes paramétriques ou
des erreurs de modélisation. Les incertitudes examinées dans le présent chapitre sont
liées a la norme et décrites par

AA(t) = HFA(OE 1, ACi(t) = HFA(E ;
AB\(t) = HFA(H)E i, AD)(t) = H.FA(DE (1.17)
AByi(t) = H . FA()E 3i, ADyi(t) = H FA(D)E 3

ou Hy, H,, E.;, Exi, Egi, E;1;, Epi et Eg;, pour i = 1,2,...,r sont des matrices
constantes de dimensions appropriées et F(?) est la fonction matricielle non linéaire
variante dans le temps et satisfait F' g(t)F A < I Etant donné une paire de (x(1), u(r)),
le systeme flou est déduit comme suit :

V(1) = Z hi(c(O)I(Ai + AA(D))x(1) + (By; + AB1i(1))w(t) + (Bai + AByi(1))u(r)]

i=1

(1) = Z hi(s(DI(C; + AC(D)x(2) + (Dy; + ADy(D)w(?) + (D2 + ADyi(1))u(1)]

i=1

(1) = )" hi(s®)Cyix(0)

i=1

(1.18)
Pour le modele flou T-S incertain représenté sous la forme (1.18), nous définissons
les performances robustes H,, comme suit :

Définition 1.1 [Kau 2007] Etant donné un nombre réel v > 0, le systéme flou T-S
incertain (1.18) est robustement stable avec une atténuation de perturbation vy si pour
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tout w(t) € L, (0, co,R™), le systeme (1.18) est stable et la réponse z(t), avec des
conditions initiale nulle, satisfait I’équation suivante :

f ) Z(Dz(0)dt < f ) w' (Hw(t)dt (1.19)
0 0

pour le systeme en temps continu et
PRACHORSEIIHCG (1.20)
=0 1=0

pour le systeme en temps discret.

Supposons que la commande floue par SOF ayant la forme suivante :

u(t) = > hi((O)Fiy(1)
i=1
! (1.21)
= > > SO i(cO)FCyyx(r)

i=1 j=1

ou F; sont les gains de la commande a déterminer.
En substituant (1.21) a (1.18), le systeme flou en boucle fermée peut tre représenté par

Vx(t) = " 3> hihdlA; + AAD) + (Byi + ABy(t)F ;Cyr1x(t)

=1 j=1 I=1

+ (By; + AByi(1)w(1)} (1.22)

a0 = D\ > > hilh[C; + ACi(1) + (D + ADy())F ,Cylx(2)

=1 j=1 I=1

+ (Dy; + AD (1) w(1)}

L’ objectif est de concevoir F;,i = 1,2, ..., rtel que le systeme flou en boucle fermée
(1.22) soit robustement stable avec y I’atténuation des perturbations. Pour trouver les
lois de commandes, les lemmes suivants sont nécessaires.

Lemme 1.1 [Kau 2007] Le systeme en temps continu (1.22) est robustement stable
avec une atténuationy s’il existe P> 0 et Fj;, j=1,2,...,r tel que,

ror r sym{((A, + AA,) + (BZi + ABZ[)FjCyl)P} * *
>0 highy (BT, + AB") I x| <0
i=1 j=1 I=1 ((C, + DZiFjCyl) + (AC, + ADzl‘FjCy]))P (Dli + ADU) -1

(1.23)
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Lemme 1.2 [Kau 2007] Le systeme en temps discret (1.22) est robustement stable avec
I’atténuation y s’il existe P> Qet F;, j = 1,2,...,r tel que

-P * * *

0 -yl x %
2020200 (s sny e By ABFCOP  ByaBy e | <O
((Cl + Dgl‘FjCyl) + (AC, + ADzl‘FjCy]))P (Dli + ADU) 0 -I
(1.24)

Dans cette partie, un ensemble des conditions LMI est dérivé pour la conception de
la commande floue par SOF.

Théoreéme 1.3 [Kau 2007] Le systéme flou continu (1.22) est robustement stable avec

I’atténuation vy s’il existe des matrices P > 0; N, i = 1,2,...,r; Yy, i = 1,2,.

Yi = Y”] Y,J,, i= 1,2, %0 j=1,2. .5 Y= Y,ﬂ, Yo = Y0, Y = YZU

i=1,2,. -2, j=i+L...,r=1L1=j+1,....r,&, ¢ [,l],l—12 .r et une
ij ij

matrice non singuliére M telles que

Yeii < Yig, 1=1,2,...1 (1.25)
wCiij+¢’Ciji+l//lel < Y111+Y111+Y1{J’ .,.j: 1,2,...1", l:'t.] (126)
WeiHcuj + Weji + e + Weiij + Yeii < Yij + Yaj + Yia + Y+ (127)
Yo +Yh i=1,2...r=2, j=i+1,2,...r—1, I=j+1,2,...r, '
Yin Yip -+ Y
Yar Yan o+ Yo
?1 %2 . 2 <0 (1.28)
Yril Yri2 e Yrir
MC,;=C,P, j=12,...r (1.29)
ou
[ sym{A;P + ByN;,Cy} * s s s *
BlTl. —y2I * * * * *
C,P + Dy;N; Cyl Dq; -1 * % * *
Yeij = 8UIHT 0 0 —el x * * (1.30)
ExliP + Ex31NjCyl Ex2i 0 0 —S;lel * £
0 0 &,H 0 0 -, =«
i 4 ljl
E ;P + E5N;Cy E i 0 0 0 0 —3fﬂl ]

Dans ce cas, les gains de la commande floue par SOF peuvent étre choisis comme
Fj :NjM_l,j: 1,2,...,r
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Théoreme 1.4 [Kau 2007] Le systéme en temps discret (1.22) est robustement stable
avec une atténuation vy s’il existe des matrices P > 0; N, i = 1,2,...,r, Y, i =
1,2,...,1‘, Yj,',‘ = YT Y,' I = 1,2,...,7‘, ] * i, ] = 1,2,...,}’, Yijl = YT Yilj = YT

i T iji Ljir jli

Y=Y, i=12,..,r=2 j=i+l,...r=L1=j+1,....r ey, &, L, jl=12,...r
et une matrice non singuliere M telles que

Apii < Y, 1=1,2,...r (1.31)

ADiij +A]_),'j,' + ADjii < Y,','j + Yiji + Yizrj’ l,] =1,2,...r, i # ] (132)

ApijitApitj + Apji + Apjii + Apiij + Apiji < Yiji
+ Yy + Yja + Y+ Yy + Yy, (1.33)
i=12,...r=2, j=i+1,2,...r=1, I=j+1,2,...r,

Yin e Yip -+ Yur
Yar Yoo - Y
R P (1.34)
Yril Yri2 e Yrir
MC,;=Cy,P, j=1,2,...r (1.35)
ou
-P * * * * * * *
0 —y2I * * * * * *
AP+ Bz,‘NjCyl Bi; -P * * * * *
C,P+ DziNjCy[ Dy; 0 -1 * * % *
Apiji = 0 0 eH 0 —efl o« o+ o
E,iP+ E3iN;Cy E; 0 0 0 —e 0 = *
0 0 0 &H 0 0 -l =
| EzliP + EzSiNjCyl Ez2i 0 0 0 0 0 _S?jll ]
(1.36)

Les gains de la commande floue par SOF peuvent étre choisis comme suit : F; = N;M™!

1.2.3 Lacommande H,, pour les systéemes flous T-S en temps continu
dans le domaine des fréquences finies
Notons que toutes les références citées précédemment traitent le problemes de concep-
tion de la commande floue dans le domaine de fréquence entiere, alors que pour certains

systémes pratiques, les gammes de fréquences d’entrée sont connues a 1’avance. Ainsi,
il est nécessaire que les problemes de conception de la commande soient congus dans
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le domaine de fréquence finie [Iwasaki 2005]. Dans cette section, la commande H.,
par retour d’état a fréquence finie est congue pour les systemes flous T-S, qui atténue
plus efficacement les perturbations 2 fréquence finie. A ’aide du lemme GKYP, le pro-
bléme de conception est converti en un probleéme d’optimisation avec un ensemble de
contraintes d’LMI.

Considérons un systeme non linéaire en temps continu décrit par le modele suivant :

Regle i : SI¢i(r) est M;; et ... etg,(1) est M,

Alors
X(1) = Aix(t) + Byiw(t) + Bai(1))u(t) (137)
2(t) = Cix(t) + Dy;w(t) + Dou(t) '
oui=1;...,r; restle nombre de regles floues, x(r) € R” est I’état, u(t) € R™ est

I’entrée de la commande, z(f) € R™ est la sortie commandée, w(f) € R"™ est une entrée
de perturbation, A;, By;, By, C;, Dy; et D,; sont des matrices constantes de dimensions
appropriées.

En utilisant la méthode d’inférence floue, le modele global dynamique est représenté
comme suit :

i(t) = ) h(EAX() + Biiw(®) + Bu(t)u(®)]

-l (1.38)
20 = )" h(SUNICx(t) + Dyo(r) + Dygu(1)]

i=1

Nous considérons la commande floue par retour d’état (1.8).
En substituant (1.8) dans (1.38), nous pouvons obtenir le systeme flou en boucle
fermée suivant :

i) = )" h(SU(SUDIA; + ByF )x(t) + Byyew(t)]
i=1 j=I

o (1.39)
20 = > SO (GO)(Ci + DyyF )x(t) + Dyje(1)]

i=1 j=1

En pratique, de nombreux problemes de réduction de modeles dépendent intrinseque-
ment de la fréquence, c’est-a-dire que la précision requise pour I’approximation sur
certaines gammes de fréquences est plus importante que d’autres. Il sera plus compa-
tible de concevoir des commandes selon des spécifications de fréquence finie plutot
que des spécifications de fréquence entiere, ce qui motive 1’approche a fréquence finie
proposée dans cette section.

Les deux lemmes suivants sont essentiels pour les développements des systeémes
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continus en fréquence finie.

Lemme 1.3 (Lemme généralisé de KYP [Iwasaki 2005]) Considérons la matrice de la
fonction de transfert G(s) = C(sI—A)"'B+D, les relations suivantes sont équivalentes :
(1) L’inégalité du domaine de fréquence finie.

[ G(;“’) ] H[ G(;‘*’) ] <0,YoeQ (1.40)
ou Q) est défini dans le Tableau 1.1 et 11 est une matrice symétrique de dimension ap-
propriée.

I 0
e [ 0 =y ]
(2) Il existe des matrices P = P* et Q = Q" > 0, telles que
Al AI|l [BoO BoJ
R I

oul X est consideré dans le tableau 1.1.

Tableau 1.1 — %, %, et X5 dans différentes gammes de fréquences.

gamme de fréquence | basse fréquence BF moyenne fréquence MF haute fréquence HF
Q @] < @y @ <O < oy < |@|
s_| T % 0 P 0 jaQ+P o P
T, 3 P @0 —j0.0+P -0 P -0

avec @, = (g + wy)/2.

Le théoreme suivant fournit les conditions d’inégalité pour la commande H,, par
retour d’état dans le domaine des fréquences finies.

Théoreme 1.5 [Wang 2013] Considérons le systeme (1.39), étant donné un scalaire
positif w; avec G,(iw) est la matrice de la fonction de transfert de la perturbation w(t)
a la sortie commandeée z(t) du systeme en boucle fermée du modele flou T-S, la condition
d’inégalité

Linar(G (i) <7y, Vo] < @y (1.42)
est satisfaite s’il existe des variables matricielles P; = P, Q; = QF > 0, W;, Y;, V;,
Vaj, V3j, Vuj, Xj 1 <0 < j < rde dimensions appropriées, telles que

Y, <0, 1<i<r (1.43)

1 1
—1Tii+§(q]ii+qjii)<0, 1 Sli]Sr (144)
r— . .
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Ii<0, 1<i<r (1.45)
1 1 .,
—lrii+§(ri/+rji)<0, 1<i#j<r (1.46)
- .
ou \P,‘j, F,'j sont
-0; * * *
V]j I+ ng + V2T * %
L J 1.47
! Wiy V3Tj = BjVy; Wi * (1.47)
—Dy; Vi V4Tj —DyVy; —Waziy Wawj
-W; - WJT * *
F,’j = Ain + Bzin + Xj —Xj * (1.48)
W, 0 -X;

W31 = Pi— BuVij + WJ-T
W35 = @7 Qi — AiW; = B;V3; — (AW, + BliVSj)T
- ByY; — (ByY))" (1.49)
Wi = CiW; + Dy ;Vs; + (B1;Vy)" + DyY;
Wagij = —721 —DyVy; - (DliV4j)T

Remarque 1.1 Le Théoréme 1.5 présente une approche de conception de la commande
H., a fréquence finie, qui peut réduire le conservatisme introduit par les approches a
fréquence entiere lorsque les gammes de fréquences sont connues.

1.2.4 Systeme flou T-S a deux dimensions en temps discret

Afin de traiter les systemes 2-D, il est nécessaire de disposer des modeles qui
les représentent sous une forme mathématique compacte. Dans ce chapitre, nous nous
concentrons sur des représentations basées sur ce qu’on appelle Roesser, car ce modele
est probablement le plus fréquemment utilisé pour représenter les systemes a deux di-
mensions, puisqu’il apparait naturellement dans de nombreux problemes pratiques, no-
tamment dans les circuits itératifs linéaires et le traitement d’images. La caractéristique
principale de ce modele d’espace des états est que le vecteur d’état est décomposé en
deux composantes, appelées horizontales et verticales et notées respectivement x" et x”.
Plus précisément, les informations des systemes a deux dimensions (2-D) se propagent
dans deux directions indépendantes. Un modele 2-D flou est établi en connectant le
modele linéaire local a partir des deux directions.
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Considérons un systeme 2-D non linéaire en temps discret de type Roesser décrit
par

x(s, ) = Z(x(s, D) + S(x(s, D)u(s, ) (1.50)
x0,0) = f(), x'(s,0) = g(s) (1.51)
e I = x'(s, D) Yo ) = (s +1,0)
D=1 iy X D= wsrvn |

ot x*(.) € R™ correspond au vecteur d’état dans la direction horizontale, x"(.) € R™
correspond au vecteur d’état dans la direction verticale, u(.) € R™ est la commande.
Z() et S(.) sont des fonctions non linéaires satisfaisant Z, S € C. s, [ sont deux entiers
dans Z. f(I) et g(s) sont les conditions aux limites correspondantes le long des deux
directions indépendantes.

En étendant la méthode de modélisation floue pour les systemes 1-D [Takagi 1985]
au cas des systemes 2—-D, nous pouvons obtenir un modele 2-D flou en temps discret
décrit par les regles suivantes

SI¢i(s,I) EST M;; ET, ...ET ¢,(s,0) EST M,,
ALORS
xt(s,0) = Aix(s, ) + Biu(s, ), i=1,2,...r (1.52)

O = fM),  *(s,0) = g(s)

e A | 2]
Ay Ay B,

avec

ou, M;, sont les ensembles flous, ¢,(s,1), pour p = 1,...,s, sont les variables de
base, r est le nombre des regles floues SI-ALORS, A;, B; sont des matrices constantes
de dimensions appropriées.

Le systeme flou peut €tre exprimé comme suit :

x'(s, ) = Z hi(s(s, D){A;x(s, ) + Bu(s, 1)} (1.53)
i=1

wi(s(s, 1))

D S ks Dy

wils(s, D) = | | Mis(s(s, )
j=1
Il est facile de voir que h(s(s, 1)) = [hi(s(s, D) ... h(s(s,1)]" appartient a h;(s(s, [)) >
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O,pouri=1,2,...,ret Y, hi(s(s,0)=1.

On peut étendre directement la loi de commande (PDC) utilisée pour les systemes
flous 1-D au cas des systemes a deux dimensions. Ainsi, la loi de commande pour les
systemes 2—D est donnée sous la forme suivante :

u(s, ) = Z hi(s(s, D)Fix(s, [) (1.54)
i=1
avec F; sont les gains de la commande telle que
Fi=|F F |

Le systeme en boucle fermée est donné par

x"(s, 1) = Z Z hi(s(s, D)hj(¢(s, DIA; + BiF j}x(s, 1) (1.55)

i=1 j=1

Définition 1.2 [Xie 2010b] Le systeme flou 2—-D en temps discret (1.55) est asymptoti-
quement stable si lim,_,, sup{|| x(s,I) ||: r = s + I} = 0 avec les conditions initiales et
les conditions aux limites (1.51).

Théoreme 1.6 [Hmamed 2009] Le systeme flou (1.55) est asymptotiquement stable s’il
existe une matrice définie positiveP € R+ to qye,

. EFANT
[P (A’+B’FJ)P]>0, =127 (1.56)
* P
oul
[P0
P_[ ; Pz] (1.57)

Afin de construire la commande de stabilisation et la matrice de Lyapunov P > 0,
le résultat suivant peut étre dérivé sous forme d’LMI.

Théoreme 1.7 [Hmamed 2009] Le systeme flou 2-D (1.55) est asymptotiquement stable
s’;’l existe des matrices définies positives X, € R""M X, € R"™", Yf € R™™M ef
Y, € R™™ tel que

X, 0 (A X, +BY) (ALX +BY)T
X, (AL Xo+B YD (ALX,+ B,Y))
® % Xi 0
* % * X,

>0, i,j=1,2,....r  (158)
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Les gains sont donné par :
Fi=| vixi' vix;' | (1.59)

En général, la fonction quadratique de Lyapunov est généralement utilisée pour dé-
river les conditions de stabilité des lois de commande de type PDC. De plus, les condi-
tions présentées dans cette section peuvent €tre formulées sous forme d’LMI et pouvant
étre résolues par I’ utilisation du «LMI-TOOLBOX>». Cependant, les conditions de stabi-
lité développées a partir de la fonction quadratique de Lyapunov sont assez restrictives.
D’autre part, la stabilité [Tanaka 2007] et les conditions de stabilisation [Tanaka 2009]
pour les systemes polynomiaux flous sont difficiles a résoudre directement par les sol-
veurs LMI, mais ils peuvent étre résolus par SOSTOOLS. Le systeme polynomial flou
sera étudié dans la section suivante.

1.3 La somme des carrés (SOS)

La méthode étudiée dans cette section repose sur la somme des carrés (SOS). Nous
donnons tout d’abord une description de cette approche et nous fournissons quelques
définitions et propositions.

1.3.1 Définitions des fonctions polynomiales

Définition 1.3 [Jarvis-Wloszek 2003] (Monéme) un monéme m, dans n est une fonc-
tion définie comme my(x) = x* 1= x{" x5*,..., x;" pour « € Z!}. Le degré d’un monome
est défini comme, degm, := Y| ;.

Définition 1.4 [Jarvis-Wloszek 2003 ] (Polynémes) : Un polynéme f est une combinai-
son linéaire finie de monoémes. f 1= ), CoMg = 2,4 CaX”

Avec ¢, € R. Définissons R, comme étant I’ensemble de tous les polynomes. Le
degré de f est défini comme deg f := max, degm, (a condition que le ¢, associé soit
différent de zéro). De plus, nous définissons ), comme étant I’ensemble des polynomes
de la somme des carrés (SOS) dans les variables n.

Y oi={peRip= ) f2 fieRyi=1,..1 (1.60)
i=1

n

1.3.2 Définition de la SOS

La méthode de calcul utilisée dans cette section repose sur la décomposition par la
SOS de plusieurs variables polynomiales. Une fonction polynomial multivarié f(x(¢))
(ou x(#) € R") est une SOS s’il existe des fonctions polynomiales fi(x()),..., f.(x(?))
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tels que f(x(r)) = X, fl.z(x(t)). Il est clair que f(x(¢)) étant une SOS implique natu-
rellement f(x(z)) > O pour tout x(#) € R". Cela peut étre montré comme équivalent
a I’existence d’une forme quadrique spéciale indiquée dans la proposition suivante
[Prajna 2004b].

Proposition 1 [Prajna 2004b] Soit F(x) N X N une matrice polynomiale symétrique
de degré 2d dans x € R". De plus, supposons que Z(x) est un vecteur colonne, dont les
entrées sont des mondmes dans x avec un degré non supérieur a d et considérons les
conditions suivantes :

1) F(x) > 0 pour tout x € R".

2) vI F(x)v est une SOS, oir v est un vecteur v € RV,

3) Il existe une matrice semi-définie positive Q telle que vI F(x)v = (v ® Z(x))' Q(v ®
Z(x)), avec ® indiquant le produit Kronecker.

puis (1) & (2) et (2) © (3).

Proposition 2 [Parrilo 2000] : Soit f(x(t)) une fonction polynomial dans x(t) € R" de
degré 2d. Supposons que X(x(t)) est un vecteur de colonne dont les entrées sont des
monomes dans x(t) avec un degré non supérieur a d. Alors, f(x(t)) est une SOS s’il
existe une matrice semi-définie positive P telle que

~T ~

J(x(@) = % (x(0)) PX(x(1)) (L.61)
Rappelons qu’un mondéme dans x(t) est une fonction de la forme x{' x3* ... x;", ot @y,
ay, ... @, sont des entiers non négatifs. Dans ce cas, le degré du monome est donné

par a; + ax+, ..., +a,.

La décomposition de la SOS pour f(x(¢)) peut étre calculée a I’aide de la pro-
grammation semi-définie, puisqu’elle revient a rechercher un élément P a I’intersec-
tion du cone des matrices semi-définies positives et a un ensemble défini par certaines
contraintes découlant de (1.61). Notons, en particulier, que la fonction polynomiale
f(x(7)) est globalement non négative s’il peut étre décomposé en tant que SOS. Par
conséquent, la décomposition de la SOS en conjonction avec la programmation semi-
définie fournit une relaxation de calcul polynomial qui prouve la non négativité globale
des polyndmes multivariés [Parrilo 2000], [Shor 1987], qui appartient a la classe des
problemes difficiles a résoudre. Méme si la condition de la SOS n’est pas nécessaire
pour la non négativité, des expériences numériques semblent indiquer que 1’écart entre
la SOS et la non négativité est faible [Prajna 2004b].
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1.4 Modele polynomial flou et la fonction polynomiale
de Lyapunov

Le modele flou T-S et I’analyse de stabilité basée sur la fonction quadratique de
Lyapunov ont été brievement rappelé dans la section 1.2. Dans cette section, nous in-
troduisons un nouveau type de modele flou avec une conséquence de reégle polynomiale,
c’est-a-dire un modele flou dont les parties résultantes sont représentées par des poly-
nomes. Ensuite, nous montrerons que les conditions de stabilité pour les systeémes po-
lynomiaux flous basés sur la fonction polynomiale de Lyapunov peuvent étre réduites
a des problemes de la SOS. Par conséquent, au lieu d’utiliser 'LMI-TOOLBOX, ces
problémes peuvent étre résolus via SOSTOOLS [Prajna 2004a].

1.4.1 Modele polynomial flou T-S

Dans cette section, nous proposons un modele polynomial flou en temps continu et
discret. En utilisant I’approche de secteurs non linéaires, nous introduisons un modele
polynomial flou pour représenter exactement le systeme non linéaire (1.1). La diffé-
rence entre le systeme (1.2) et le systeme polynomial flou (1.62) est la représentation
partielle. Le modele flou de (1.2) a une conséquence sur le modele linéaire, alors que le
modele polynomial flou proposé a une conséquence sur un modele polynomial, comme
indiqué ci-apres.

Regle floue i : SI ¢ (7) est M;; et,... et g,(1) est M),
ALORS Vx(t) = A;(x(t))X(x(2)) + Bi(x(t)u(t), i=1,2,,...,r (1.62)

Ou A;(x(?)) et B;(x(¢)) sont des matrices polynomiales dans x(¢). Le terme X(x(z)) dé-
signe un vecteur de colonne dont les entrées sont des mondmes dans x(z). C’est-a-dire
que %(x(7)) € R est un vecteur de N X 1 mondmes dans x(¢). Un mondme dans x(f) est
une fonction de la forme x‘l"' xgz . xf\',’v, ou ay, @y, ..., @y est un entier non négatif. Par
conséquent, A;(x(7))X(x(t))+ B;(x(¢))u(t) est un vecteur polynomial. Ainsi, le modele po-
lynomial flou (1.62) a un polyndme dans chaque partie conséquente. Nous considérons
T (%(x(1))) € RM™ qui est une matrice polynomiale définie par (x(7)) = T(%(1))x(t). Les
détails de X(x(7)) ont été donnés dans la Proposition 2.

Nous supposons que

X(x(@) =0 si x(r)=0

tout au long de cette section.

22



1.4. Modele polynomial flou et la fonction polynomiale de Lyapunov

Le processus de défuzzification du modele (1.62) peut étre représenté par

V() = Z hi(s(ONA(xX(D)X(x(1) + Bi(x(1)u(1)} (1.63)
i=1

Ainsi, le modele flou global est obtenu par une fusion floue des modeles du systeme
polynomial.

St X(x(t)) = x(1), A;(x(?)) et B;(x(t)) sont des matrices constantes pour tous i, alors
Ai(x(1)X(x(2)) + B;i(x(¢))u(t) se réduit a A;x(¢) + B;u(t), c’est-a-dire que (1.63) se réduit
a (1.3). Donc, (1.63) est une représentation plus générale.

1.4.2 La fonction polynomiale de Lyapunov

Pour obtenir des résultats de stabilité plus restrictifs, nous utilisons une fonction
polynomiale de Lyapunov représentée par

£ (X)) PRO)F(x(D), P(&(1) = PT(&(1) > 0 (1.64)

Ou P(X(t)) est une matrice définie positive dans X(#). Les conditions de stabilité du
systeme en boucle ouverte (1.63) avec u(f) = 0 sont obtenues sous forme (1.65) et (1.66)
pour des systemes polynomiaux flous en temps continu et discret respectivement.

A7 (X(D)P(@) + PRO)A(x(D) + P((1) < 0 (1.65)
Al (x(D)PE (D)A(x() = P(X()) < 0 (1.66)

Si X(x(1)) = x(t), P(x(t)) est une matrice constante, alors (1.64) se réduit a la fonction
quadratique de Lyapunov (1.4). De plus, (1.65) et (1.66), se réduisent a (1.5) et (1.6)
respectivement. Par conséquent, (1.64) est une représentation plus générale.

1.4.3 La commande polynomiale floue
Puisque le PDC reflete la structure du modele flou d’un systéme non linaire, une loi

de commande floue avec une conséquence de regle polynomiale peut étre construite a
partir du modele polynomial flou donné par (1.62).

Regle de la commande i : Si ¢(¢) est M;; et,. .. et g,(7) est M),
ALORS u(t) = F;(x(2))X(x(t)) (1.67)
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La commande floue globale peut étre calculée par

u(t) = Z hi(s(O)) Fi(x(1)X(x(1)) (1.68)

i=1

Avec F;(x(t)) sont les gains de la commande polynomiale floue.
A partir de (1.63) et (1.68), le systeme en boucle fermée peut €tre représenté par

Vax(n) = Z Z hi(s(@)h (c(ONA(x(2)) + Bi(x(1)F j(x(1))}X(x(1)) (1.69)

i=1 j=1

Si%(x(1)) = x(¢) et A;(x(1)), B;(x(?)) et F j(x(¢)) sont des matrices constantes pour tous
lesiet j, alors (1.63) et (1.68) réduisent a (1.3) et (1.8), respectivement. Par conséquent,
(1.63) et (1.68) sont des représentations plus générales.

Remarque 1.2 Pour éviter I’introduction d’une condition non convexe, on suppose que
P(X) ne dépend que des états X dont la dynamique n’est pas directement affectée par
I’entrée de la commande, a savoir les états dont les lignes correspondantes dans B;(x)
sont nuls. Par rapport a cela, il peut étre avantageux d’utiliser une transformation
d’état initiale pour introduire autant que possible de lignes nuls dans B;(x).

Théoreéme 1.8 [Cao 2014] Le systeme polynomial flou en temps continu (1.69) est
asymptotiquement stable, s’il existe des matrices polynomiales X(%) € SV, [Y; (X)) ]xr €
S™N, Mj(x) € R™N et les scalaires prédéfinis €, &, > 0 tels que

vi (X(%) — &l)v, est une SOS (1.70)

vlT(Yii(x) - Q;i(x))v, est une SOS (1.71)

Vi (Vi (x) + Y] (x) = Qij(x) — Qii(x0)vy est une SOS (1.72)
VZT([Yij(x)],X, + &)y, est une SOS (1.73)

ol
Q;j(x) = A ()X (R) + X(H)A] (x) + B(x)M(x) + M (x)B] (x)
~ Z aX(fc)A?(x)i (1.74)

kek Ox

Ai(x) = T(0)Ai(x)
Bi(x) = T(x)Bi(x)

Les gains de la commande polynomiale floue F;(x) peuvent étre obtenus comme suite :

Fi(x) = M(0)X™' (%) (1.75)
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Théoreme 1.9 [Tanaka 2008] Le systeme polynomial flou en temps discret (1.69) est
asymptotiquement stable s’il existe une matrice polynomiale symétrigue X(%) € RVN
et une matrice polynomiale My(x) € R™ telle que (1.76), (1.77) et (1.78) soient satis-
faites, ot g/(x) et &;;(x) sont des polynomes non négatifs tels que g(x) > 0 (x # 0) et

£2ij(x) > 0 pour tout x.

vi(X(%) - gl)v, est une SOS

T X ()AC) — &l *
"2 | TA@0Qix) XAXx)x)

]vz est une SOS

T X()’(\f) - 82,’1'] *

5 [ ITAx)x)(Qij(x) + Qji(x)  X(A(x)X) ]Vza i<j est une SOS

ou
Q;(x) = Ai(0)X(X) + Bi(x)M j(x)
T(A(x)x) = T(E( + 1))
X(A(x)x) = X(Z(t + 1))
et

Fi(x) = M{(0)X™'(%)

(1.76)

(1.77)

(1.78)

(1.79)
(1.80)
(1.81)

(1.82)

Exemple 1.1 Considérant le systeme polynomial flou T-S suivant en temps continu pro-

posé dans [Tanaka 2009]

2
x(r) = Z hi((ONA(xX(D)X(x(1)) + Bi(x(0)u(1)}
i=1

o X(x(1)) = [x1 x2] et X(x(1)) = x2

les fonctions d’appartenance sont

i 0.2172
x) = SIS () = 1)
_ 2 2
A(x(0) = 1+x + )E1+ X1Xp = X5 _11 ] Ar(x(2)) = 02172
Bi(x(1) = [ o ] Bo(x(1) = Bi(x(1)
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en se basant sur le Théoreme 1.8, nous obtenons les résultats suivantes

28.4463x; + 0.0078067x, — 0.0001503 !
9.8881x; +0.0017906x, + 0.0019454 | ~°

28.4463x, + 0.0078067x, — 0.0001503 ]T

Fl(x):l

Fy(x) = [ 9.8881x; +0.0017906x, + 0.0019454

et
5.2 _ 6.2
X(ﬁ):[ 1.341.10°x2  ~2.091.10 x2]

~2.091.107x2  6.008.1075x2

Fig. 1.1 montre les trajectoires des états du systeme polynomial flou T-S avec x(0) =
2 6]"

L)

——x%,0

Temps (sec)

Ficure 1.1 — Trajectoires des états du systeéme polynomial

Nous pouvons constater que la principale différence entre la commande basée sur
un modele flou T-S et la commande basée sur un modele polynomial flou est la repré-
sentation des matrices, c’est a dire que A;, B; et F; sont autorisées a étre des matrices
polynomiales dans x. En plus, notre approche utilise une fonction de Lyapunov plus
générale (une fonction polynomiale de Lyapunov). Dans un cadre plus général que la
modélisation et la commande, notre approche basée sur la SOS fournit une analyse
moins restrictive par rapport a I’approche LMI.

1.5 Lemmes utilisés

Dans cette section, nous fournissons, sans preuve, quelques Lemmes de base qui
seront utilisés.
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1.5. Lemmes utilisés

Lemme 1.4 [Boyd 1994] (complément de Schur) Pour une matrice symétrique donnée

§=g7T = S Si

g ] ou S11 € R™", les conditions suivantes sont équivalentes :
* 22

(1)S <0
(2)S1 <0, 522—5{251_11512 <0
(3) S22 <0, S11—S512S;18T, <0

Lemme 1.5 [Gahinet 1994 ] Soit une matrice symétrique € RP*P et deux matrices X,
Z, il existe une matrice Y telle que I’LMI

T+ sym{X'YZ} <0 (1.84)
est valable si et seulement si les deux inégalités de projection suivantes sont satisfaites :
x+'ext <0, zt'zz* <o. (1.85)

ou Xt et Z+ sont des matrices arbitraires dont les colonnes constituent une base des
espaces nuls de X et Z, respectivement.

Lemme 1.6 [Jeung 2014] Pour une matrice définie positive R € R™", les matrices X et
Y avec les dimensions appropriées, l’'inégalité suivante est vraie :

X'Yy+Y'X<X"RX+Y'R 'Y

Lemme 1.7 [Jeung 2014] Pour une matrice définie positive R € R™", une matrice
carrée X € R™" et le scalaire a, ’'inégalité suivante est vraie :

~X"R'X < &R + aX + aX”

Lemme 1.8 [Petersen 1987] Soit X, Y et A(k) des matrices réelles avec les dimensions
appropriées et A(k)T A(k) < 1. Alors, pour tout scalaire § > 0

1
XAK)Y + YTAR)TXT < 6xXT + 5YTY (1.86)

Lemme 1.9 [Chang 2015b] Soit les matrices T, Q, U et W avec les dimensions appro-
priées et le scalaire &. L’inégalité

T+QOW+W'Q" <0 (1.87)
est satisfaite si la condition suivante est satisfaite :

T *

com+ U —eu—eur | <O (1.88)
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Chapitre 1. Etat de Part

Lemme 1.10 [Cao 2014] Pour toute matrice polynomiale inversible X(X) ont X = [X,

%y ... %" € RK, I’égalité suivante est satisfaite :
X '(% 0X(X
O @251, 1<ksn
axk axk

Lemme 1.11 (/Peaucelle 2000].) Soit A, R, L, P et Q des matrices de dimension ap-
propriée. Les inégalités suivantes sont équivalentes :

ATP+PTA+0<0 (1.89)

(1.90)

TyT T _ T
HR’L:[AL +IA+Q P L+AR] 0

P-LT +R"A -R-R"

Lemme 1.12 [de Oliveira 1999] Pour deux matrices symétriques P > 0 et Q > 0,
I’inégalité AT QA — P < 0 est vérifiée, s’il existe une matrice G telle que

>0

P *
GA G+G' -0

1.6 Conclusion

Ce chapitre fournit des connaissances et des concepts de base sur les modeles flous
T-S, y compris le concept de la fonction de Lyapunov pour les systemes 1-D et 2-D,
ol la compensation parallele distribuée a été utilisée pour concevoir la commande floue
T-S. De surcroit, ce chapitre présente les concepts fondamentaux li€s a la stabilité et
la stabilisation des systemes polynomiaux flous en temps continu et discret. Ces sys-
temes sont plus généraux et plus flexibles que ceux des approches existantes basées sur
I’approche LMI pour le modele et la commande floue T=S. Et alors, quelques Lemmes
utiles ont été présentés. Ces propriétés faciliteront la synthese des méthodologies de
commande proposée dans les chapitres suivants.
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CHAPITRE 2
Commande H, par retour de sortie
statique en fréquence finie pour des
systemes flous T-S en temps continu

2.1 Introduction

La commande par retour de sortie statique (SOF) a suscité une attention considé-
rable [Syrmos 1997, Chang 2003, Zhong 2017] car la commande par SOF est moins
coliteuse a implémenter et plus fiable en pratique et elle est plus simple que la com-
mande par retour de sortie dynamique. La commande par SOF est déclarée comme
suit : pour un systeme donné, trouver un gain de la commande par SOF tel que le sys-
teme en boucle fermée soit stable. D’ailleurs, il existe un grand nombre de résultats dans
la littérature traitant la conception de la commande par SOF. Une contrainte d’égalité
a été utilisée dans [De Souza 2000]. Basée sur une optimisation LMI non itérative, la
conception d’observateur robuste et la commande robuste H,, par SOF pour une classe
des systemes non linéaires ont été proposées dans [Abbaszadeh 2009]. Dans une autre
étude, [Chang 2015a], propose une commande robuste H,, par SOF pour les systemes
linéaires avec incertitude polytopique en temps continu et en temps discret.

Récemment, certaines méthodes de conception de la commande par retour de sor-
tie statique floue ont été publiées pour divers types de systemes continus et discrets
[Zhang 2010, Jeung 2014, Chang 2015b, Chen 2016, Chaibi 2017a] et [Nguyen 2017].
Une commande robuste par retour de sortie dynamique a €té concue par 1’utilisation
d’un descripteur dans [Guelton 2009]. Le probleme de la commande robuste H., par
SOF en présence des incertitudes paramétriques et de la saturation des actionneurs a
été proposé pour les systemes flous T-S dans [Saifia 2012], ou I’estimation du domaine
d’attraction pour ces systemes est résolue sous la forme d’LMI. Une procédure numé-
rique basée sur I’algorithme de cone est donnée pour la conception de la commande par
SOF du systeme flou T=S dans [Nachidi 2008].

Notons que toute la conception de commande H,, par SOF précédemment citée
concerne le domaine de fréquence entiere (FE), alors que dans ce cas, les approches
de conception standard pour I’ensemble du domaine de fréquence peuvent apporter
un conservatisme. Il est donc important et plus pratique de concevoir une commande
H,, par SOF dans un domaine de fréquence finie. Cependant, il est difficile d’utiliser



Chapitre 2. Commande H,, par retour de sortie statique en fréquence finie pour
des systemes flous T-S en temps continu

le Lemme GKYP en cas de fréquence finie pour étudier la commande H, par SOF. Le
Lemme GKYP pour les systemes continus a également été étudié dans quelques articles.
Pour en énumérer quelques-uns, la commande H,, par retour de sortie statique pour des
systemes de vibration a été résolue dans [Zhang 2014]. Les auteurs de [Wang 2013] ont
examiné la conception de la commande H,,. D’autres résultats comme [Wang 2017] et
[Errachid 2017] ont été obtenus pour la stabilisation des systemes continus par I’ utili-
sation du Lemme GKYP.

Motivé par les études précédentes, ce chapitre concerne la commande H,, par SOF
a des fréquences finies pour les systeémes flous T-S en temps continu. Des conditions
suffisantes de la commande H,, par SOF pour les systemes flous T-S sont établies en se
basant sur le Lemme GKYP. A I’aide de certaines dérivations spéciales, la commande
par SOF de ce chapitre n’a pas besoin d’une transformation matricielle ni de contraintes
d’égalité. Ainsi, il est facile de voir que la commande par SOF peut étre obtenue en utili-
sant I’approche LMI. Enfin, les résultats de la simulation ont montré que la conception
a fréquence finie proposée donne de meilleurs résultats par rapport aux approches a
fréquence entiere existantes dans la littérature.

2.2 Formulation du probleme

Considérons la commande H,, par SOF pour un systeme flou Takagi-Sugeno (T-S)
en temps continu décrit par les regles suivantes :

Regle du systeme i : SI ¢(7) est M;; et ...et g,(1) est M),

x(t) = A;x(t) + Byw(t) + Byu(t)
Alors z2(t) = C1;x(t) + Dyy;0(t) + Dypu(t) 2.1
Y(1) = Cyix(t) + Dayi(t)

oui=1,2,...,r,6() = [c1(1)s2(?) . .. ¢,()] sont des variables de prémisses connues,
M;; sont les ensembles flous et r représente le nombre des régles floues. x(f) € R" re-
présente le vecteur d’état, u(r) € R™ est I’entrée de la commande, le vecteur w(f) € R™
est une perturbation, y(r) € R est la sortie mesurée avec les matrices Cy; de rang plein.
A;, By;, By, Cy;, Coi, Dyy;, Dyy; €t Dyy; sont des matrices constantes avec les dimensions
appropriées.
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2.2. Formulation du probleme

Le processus de défuzzification du modele T-S (2.1) peut étre représenté par (2.2).
i(t) = ) h(SENIAX(T) + Biic(?) + Byu(?)]

i=1
2 = D sO)Crix(t) + Dpyieo(t) + Dioa(t)] 22)

i=1

(1) = > hls)ICox(t) + Dayjeo(t)]
i=1

Ou hi(s(®)) = wils(®))/ 2y wils(D), wis(®) = [Ti2; Mij(s;(D), Mif(s;(1)) est le
degré de la fonction d’appartenance de ¢;(¢) et w;(¢(t)) représente le poids de la i-
eme regle. Dans ce chapitre , nous supposons que w;(¢(¢)) > 0, pour i = 1,2,...,r
et >.._; wi(¢(¢)) > 0 pour tout ¢. Par conséquent, nous obtenons #4;(¢(f)) > 0, pour
i=1,2,...,retY_, hi(s(?)) = 1. pour tout z.

Dans [Jeung 2014], le concept de PDC pour concevoir la commande floue T-S est
proposé. Nous considérons la commande floue selon la loi PDC pour concevoir la com-
mande par retour de sortie statique.

Regle de la commande i : Si ¢(7) est M;; et, ..., et ¢,(¥) est M,

Alors u(t) = K;y(t) 2.3)

ou K; sont les gain de la commande par SOF pour tous les i = 1,2...,r. La com-
mande par SOF globale est déduite comme suit :

u(t) = > hils(O)Kiy(1) 2.4)
i=1
En substituant (2.4) dans (2.2), le systeme flou en boucle fermée peut étre représenté
par
()= Y0 D> hihyhlAypx(e) + Byeo(0)]
i:rl le l:rl (25)
20 =D > > hihlCipx() + Dyj(d)]
i=1 j=1 I=1
ou

Aijl = A; + ByK;Cy, Bijl = Bi; + B2iK;Dyyy,

Ciji = Cii + D12;K;Cyy, D;j; = Dyy; + D12;K;Dsy; (2.6)
hi = hi(s(0)),  h;j=hi(s®), = h(s(0)

Le Lemme suivant est nécessaire pour le développement de nos résultats.
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Chapitre 2. Commande H,, par retour de sortie statique en fréquence finie pour
des systemes flous T-S en temps continu

Lemme 2.1 [Iwasaki 2005] Le systeme flou T-S en temps continu dans (2.5) a un ni-
veau y > 0 d’atténuation des perturbations H., dans le domaine de fréquence finie,
s’il existe des matrice symétrique P et Q > 0, telles que les conditions suivantes soient

satisfaites :
- - T - - = S
A B 2 Z A B c'c C'D
i ’ + Aarc ATA 2y | <O (2.7
I O DD I 0 D'C D'D—-vyI
Avec
A = Z Z hihjl’llAiﬂ, B = Z Z hil’ljl’lIBiﬂ,
izrl jzrl l:rl i:rl j:rl l:rl (28)
C = hihjhléijl’ D = hihjh[Diﬂ.
i=1 j=1 I=1 i=1 j=1 I=1
N DY) o
ou| o, et Q sont définies dans le Tableau 2.1
DAY
Tableau 2.1 — X, X, et X3 dans différentes gammes de fréquences.
gamme de fréquence | basse fréquence BF moyenne fréquence MF haute fréquence HF
Qvaer ol < @ W SOy p < |@|
DAREDY) -0 P -0 jo.Q+ P Q P
I % P @0 —j@.0+P -0 P -0

avec W, = (Wy + wy)/2.

Remarque 2.1 Une méthode itérative basée sur la décomposition d’LMI a été présen-
tée dans [Chen 2016] pour la commande par SOF des systemes flous T-S. L’inconvé-
nient majeur de cette approche est que la conception des commandes floues par SOF
dépend des valeurs initiales. Pour éviter cet inconvénient, une méthode de conception
LMI est fournie dans ce chapitre sans aucune contrainte d’égalité imposée aux matrices
du systeme.

2.3 Commande H, par SOF en fréquence finie

Dans cette section, nous concevrons la commande H,, par SOF avec une fréquence
finie pour un systeme flou T-S.

Théoreme 2.1 [Chaibi 2018] Considérons le systéme flou en boucle fermée (2.5) et un
scalairey > 0, le systeme est asymptotiquement stable avec la performance vy, s’il existe
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2.3. Commande H,, par SOF en fréquence finie

des matrices symétrigues P, Q > 0, P > 0 et les matrices F et G, telles que les LMIs
suivantes sont satisfaites.

A]] A12 FB 0
* A22 GB CT

] I BT (2.9)
% % % -1
_ _ T D A T

A=| F-F P+FA-G | (2.10)

* GA + ATGT
ou,
Dans la gamme de moyenne fréquence (MF)

Ai=-Q-F—-F", Ap=jo.Q+P+FA-G", Ay =-0,0,0+GA+A"G"
Dans la gamme de basse fréquence (LF)
Ay=-Q—-F—-F", Ay, =P+FA-G", Ap=a;0+GA+A"G"
Dans la gamme de haute fréquence (HF)
A=Q-F—-F", Ap,=P+FA-G", Ap=-0,0+GA+A"G"
Preuve 2.1 Nous pouvons vérifier que (2.10) est équivalent a,
x
P 0

En utilisant le Lemme 1.5 avec

2:[0 P], X=1, Y:[F], Z=|-1 A|

F][—I A])<o .11)

+ sym([ G

P O G
L’inégalité (2.11) peut garantir

[AT 1][2 5”?]@ (2.12)

Cela implique que le systeme en boucle fermée avec w(t) = 0 est asymptotiquement
stable.
soit
% pY) 0
¥ %+ CIC C'D
0 D'C  —2I1+D'D

> =

b
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Chapitre 2. Commande H,, par retour de sortie statique en fréquence finie pour
des systemes flous T-S en temps continu

avec X1, X, et X3 sont définis dans le Tableau 2.1.
En utilisant le complément de Schur, (2.9) est équivalent a

T+ sym(X'YZ) <0 (2.13)
ou ;
X=LY=|F G 0|.z=[-1 A B]|
A B
choisissons Z+ = | I 0 |et par ’application du Lemme 1.5, nous obtenons de (2.13)
0 1

que (2.7) est vrai.
La preuve est terminée.

Dans le Théoreme suivant, nous présenterons des conditions suffisantes sous forme
d’LMI permettant de garantir la stabilité asymptotique du systeéme en boucle fermée
(2.5) dans le domaine des fréquences finies avec la conception de la commande H,, par
SOF.

Théoreme 2.2 [Chaibi 2018] Considérons le systeme flou en boucle fermée (2.5) et un
scalaire y > 0, le systeme est asymptotiquement stable avec la performance vy et avec
un parametre scalaire a connu, s’il existe des matrices symétriques P, Q > 0, P>0,
R > 0 et des matrices F, G, H, M et N;,, telles que les LMI suivantes sont satisfaites.

Bii O .
[ . T <0, i=1,...,r (2.14)
Bij+ Biji + Bji G Oiji O
* r o o
. . T oS 0 (2.15)
* x« o« I

E‘lﬂ + E‘ilj
+:jil + E']ll
+84 + Eiji G Ou; O O Oy O
* r o o o0 O O
* «= ' 0 0 0 0 |<0, (2.16)
* = x I 0 0 O
* * * = [ 0 0
* * * * * I 0
* * * * * * r |
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2.3. Commande H,, par SOF en fréquence finie

i=1,....,r=2, j=i+1,...,r—=1, I=j+1,...,r.

D Dy .
[ s T ]<0, i=1,...,r 2.17)
Qiij + @i + Ojiy Py Viji i
* r 0 0
. . r o <0 (2.18)
* * * I
Lj=12,...,r, 14 ]
[ D+ Dy
+@ji + D jy;
+Qu; + Dy K Py P P Gy K
* r o o o0 0 O
* * r o o0 0 O [<0, (2.19)
* % * r o O O
* * * * r 0 0
% * % * * r 0
* * * * * * I

i=1,....,r=2, j=i+1,...,r=1, I=j+1,...,r.

On
En Enijg FBii+ ByNiDyy 0
= * EZZijl GBy; + BZiNjDZII C]TIHT + C;NfD{Zl (2 20)
=il x % —2I D H" + D}, N DY, '
* * * I-H-H"

Dans la gamme de moyenne fréquence ;

En=-Q-F-F"
Eniji = jo.Q + P+ FA; = G" + ByN;Cy
Eniji = —01020 + sym{GA; + ByN;Cy}
Dans la gamme de basse fréquence :
En=-Q-F-F'
Ejijy = P+ FA; = G" + ByN,;Cy
Exniji = @] Q + sym{GA; + ByN;Cy}
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des systemes flous T-S en temps continu

Dans la gamme de haute fréquence :

En=0-F- FT
Epij = P+ FA; — G" + ByN,;Cy
Eniji = =@, Q + sym{GA; + ByN;Cy}

0  FBy—ByM
CyNT  GBy — BuM o [ -R 0 ]
DglleT 0 7| 0 a’R-aM-aMT |’
0 HDys; — DioiM

Oij =

—F —FT P+FA;—G” + ByN,Cy, ] @21)

(Dl" =
é [ * sym{GA; + ByN;Cy}

9. = 0  FBy—BuyM
" CUNT GBy - BuyM
De plus, les gain de la commande par SOF sont données par K; = M™'N;, pour

j=12,..,r

Preuve 2.2 Supposons que ’inégalité (2.14) soit vérifiée, cela implique que 1 — H —
H" < 0eta’R—aM — aM” < 0 avec a’R > 0, garantissent que M et H ne sont pas
singuliers. De (2.14) - (2.16) nous avons

Do) hibjh¥i <0 (2.22)
i=1 j=1 I=1
ou
= | 0 O (2.23)
ijl — % I .

en appliquant le Lemme 1.7 et le complément de Schur, 'inégalité (2.23) implique
que,

0 o 1"
T AT T aniT
Wi = Eiji + C%ler R CZZ"leT
DleNj DleNj
0 0
. (2.24)
FBZz B21M FBZI BZZM
By — BuM e By — ByiM
6202 (M"R™'M)™! G202 <0
HD\yi — DioiM HD\y; — DyosiM
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2.3. Commande H,, par SOF en fréquence finie

Par le Lemme 1.6 et en définissant N; = MK, nous pouvons vérifier que (2.24) est
équivalent a

T
FBy; — BobM 0
P — GB,;, — B)yM CZT,KJT
ijl = =iji
/ / 0 D}, le
HDy; — D)iM 0
12 12 h (2.25)
0 FB,; — ByM
CrKT By — ByM
A b, ’ <0
D;,K; 0
0 HD15; — DipiM
La substitution de (2.20) dans (2.25) donne I’inégalité (2.26)
En :?12ijl ?131‘1‘1 . 0
\i,iﬂ _ * 20 22321'11 il4ijl <0, (2.26)
* * -yl =344l
* * * I-H-HT

n=X-F-F"

i1 = 2o + FA; = G" + FByK;Cy
2iji = 23 + sym{GA; + GByK;Cy}
131 = F'B; + F By KDy,

23iji = GB1i + GByK;D»y,

i = CLH" + CLKI D, H"

=341 = Dy H + DgllKjTDlT%HT

I [ [ [ [ [I [1h

[
(%)
&

~
=

[

1

avec X, X, et X3 sont définis dans le Tableau 2.1

Considérant le fait que —(V — X)X '(V - X)T < 0, X > 0, qui implique que
-VX W < -V — VT + X, en multipliant (2.26) par diag{l, 1,1, H™'} a gauche et son
transposé a droite et en remplacant A, B, C et D, par leurs expressions dans (2.8), nous
obtenons l’inégalité dans (2.9).

De (2.17) - (2.19) nous avons

Z hihjhgi <0 (2.27)

=1 j=1 I=1
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ou
D, 9
Qijl = [ :l rﬂ ] (2.28)
Par le Lemme 1.7 et le complément de Schur, I’inégalité (2.28) implique que,
T
_ 0 q 0
=0+ | ey [©] ey |
- (2.29)
FBy; — ByM T p-1ypn-1| FB2i— BuM
M 'RM
[ GBy — ByM ]( Y 6By —Bym | <°

Nous pouvons facilement vérifier que (2.29) implique (2.30) de Lemme 1.6 et en
définissant N; = MK ;.

T T
- FBy; — BoiM 0 0 FBy; — BoiM
=D, 2.30
@it = Diji + [ GByi — BuM ] [ CIKT | | LK || GBy—BuM | = 0 30
La substitution de (2.21) dans (2.30) donne l’inégalité suivante
- Dy Doy ]
il = - <0, 2.31
o [ * Dy (231)
O, =-F-F"

(i)12ijl =P+ FA; - GT + FBZI'K]'Cy
&)22”’[ = Sym{GAi + GBZ[K/CZI}

A partir de (2.31) et en tenant compte de (2.8), nous obtenons (2.10).
Ceci complete la preuve.

Remarque 2.2 Théoreme 2.2, présente une technique de conception de la commande
floue Hy, par SOF a des FF, qui peut étre moins restrictif par rapport aux méthodes de
la commande floue a fréquence entiere.

Remarque 2.3 La commande par retour de sortie statique donnée par les références
[Fang 2006, Jeung 2014, Chang 2015b, Chang 2015a] et [Chaibi 2017a], présente des
termes bilinéaires PB;K;C; qui rendent ces conditions difficiles a traiter numérique-
ment. Pour surmonter ce probleme, [ Fang 2006, Chaibi 2017a] ont utilisé des contraintes
d’égalité PB; = BiM, i = 1,...,r. Ensuite, [Jeung 2014, Chang 2015b, Chang 2015a]
ont introduit une condition suffisante pour éliminer les contraintes d’égalités PB; =
B;M. Inspiré par ces travaux, ce chapitre étudie la conception de la commande H., par
SOF a une fréquence finie sans aucune contrainte d’égalité.
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2.4. Exemples numériques

2.4 Exemples numériques

Dans cette section, nous utiliserons deux exemples pratiques pour démontrer 1’ effi-
cacité de notre approche.

Exemple 2.1 Considérons le systeme mécanique non linéaire, ressort a une masse «
masse ressort amortisseur » décrit dans [Wu 2005]. Les équations d’un ressort a une
masse sont

Mi(t) + 1 x(0) + cox(t) = (1 + 35 (@0)u(t) + (1) (2.32)

ou M, u(t) et w(t) sont respectivement la masse, la force et la perturbation et la non-
linéarité est donnée par X°(t). Les paramétres du systeme mécanique sont les suivants :
M=1c¢=1¢=1,155 ¢;=0,13.

En se basant sur [Wu 2005], si les états du systeme sont la vitesse et la position
(x1(t) = x(t) et x,(t) = x(t)) alors on définit

2u(t)

Ivo] [«
y(t)_[}b(f)]_[le(f)+xz(t)]

1) = [ 2x5(1) ],
(2.33)

Si x1(t) € [-1.5 1.5], alors le modéle non linéaire d’un ressort a une masse (2.32)
peut étre décrit par le modele T-S suivant :

2
5(0) = " hCe)OIAX() + Buye(n) + Buu(t))
l=21
20 = D he)O(C1x(e) + Dyjeo(s) + Dipgu(d))

i=1

2
Y(O) = D h(x)OCoix(t) + Dy (1))
i=1

ou
-1 -1,155 -1 -1,155 1 1.4387
T I L P Y R
0,5613 0 2 0 1 0
3222[ 0 ]’CH:ClZ:[O 0],D121=D122=[2], C21=C22=[2 1],

0
Dy1y = D2 = Dy = Doy = [ 0 ]
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Chapitre 2. Commande H,, par retour de sortie statique en fréquence finie pour
des systemes flous T-S en temps continu

Ou les fonctions d’appartenance sont

(1)

@) =0,5+ ===,

ha(x1(2) = 1 = 7y (x,(2))

Le Tableau 2.2 montre les valeurs de 'y obtenues par I’approche de fréquence entiére
existante dans [Wu 2005] et I’approche de fréquence finie présentée dans ce chapitre.
Nous pouvons voir que I’approche proposée donne de meilleurs résultats que ceux exis-
tants dans la littérature.

Tableau 2.2 — Les valeurs de y pour I’Exemple 2.1

Méthodes Théoreme 1 Théoreme 2.2 [Chaibi 2018] | Théoréme 2.2 [Chaibi 2018]
dans [Wu 2005] (avec Q = 0) (BFavec || < 1)
0% 3 2.7303 2.7296

Maintenant, en utilisant le Théoreme 2.2, pour BF, lorsque o = 5 et ; = 1, nous
pouvons obtenir la borne inférieure de H, Vyin = 2, 7296 et les gains de la commande
H., par SOF,

K, :[ ~0.2342 0.1210 ] K2:[ ~0,1056 0,0554]

Les résultats de la simulation sont présentés dans les figures 2.1 - 2.3. Les figures 2.1
et 2.2 montrent la réponse de l’état et le signal de la commande du systeme en boucle
fermée, avec w(t) = 0 et x(0) = [-1 — 1.4]". D’aprés Fig 2.1, nous pouvons conclure
que le systeme en boucle fermée est asymptotiquement stable. La figure 2.2 montre que
la loi de commande proposée converge plus rapidement que celle de [Wu 2005]. La

VT (0z(t)dt
Vol (Hw(t)dt

2.3 sous la condition initiale x(0) = [0 0] lorsque w(t) = sin(2nt), il est clair que
ce rapport tend vers une valeur constante qui est inférieure a la valeur prescrite de
v =2,7296.

représentation graphique du rapport de y(t) = est représentée sur la figure

Exemple 2.2 Considérons un moteur synchrone magnétique permanent (PMSM) [Li 2002].
Le PMSM a été modélisé par un modele flou a deux regles dans [Lee 2009] et a été mo-
difié dans [Saifia 2012].

. R
iq(t) = —Zid(t) + n,ig (W) + vy(1)

) R b4
i (1) = —zid(t) + npig(OW(t) - ZW(I) + v, (1) (2.34)

W(r) = %iq(t) - §W(t) + 2w(1)
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2.4. Exemples numériques
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Ficure 2.1 — Trajectoires des états du systeme non linéaire (2.32)
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FiGure 2.2 — Le signal de la commande généré par retour de sortie statique pour le
systeme non linéaire (2.32)
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FIGURE 2.3 — Le rapport de y(f) = ———=—= pour le systéme non linéaire (2.32)
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Chapitre 2. Commande H,, par retour de sortie statique en fréquence finie pour
des systemes flous T-S en temps continu

Ou i,(1) et iy(t) sont respectivement le courant en quadrature et le courant direct.
W(t) est la vitesse angulaire du moteur. v,(t) et v4(t) sont les tensions d’entrée en qua-
drature et directe respectivement. n, = 1 et ¥ = 0.031Nm/A, désignent respectivement
le nombre de paires de poles et le flux d’aimants permanents, L = 0.01425H est l’in-
ductance directe du stator en quadrature, R = 0.9Q est la résistance de |’enroulement
du stator et j = 4,5 x 10 kg.m? est le moment d’inertie polaire, T = 0.0162N/rad/s
est le coefficient d’amortissement visqueux.

Nous pouvons nous référer a [Chang 2010, Wei 2015] pour plus de discussions sur
le PMSM. Les sorties commandeées sont les suivantes :

21(8) = 2(1 + 9)ig(D) + 4iy () + 4W ()
+i,(OW(D) + W) + 0, lw(t)
22(0) = w(?)

avec 0 est un parametre incertain. Dans ce chapitre, nous supposons que 0 = 0.
pour W(t) € [6,, 6] le PMSM est modélisé par deux regles floues avec les paramétres
suivants :

—Ize I/lpgl 0 —I—z n,,@z 0 0
A =| —n,0 —qf -3 |, Ay =| —nyb —\ﬁ -7 |, Bu| 0|,
0z 3 U 2
[ 1 O
2 0,1
By=|0 1], C“_[O 0 1],C12—[0 0 1],D11—[ 0 ],
| 0 O
[ 0 00
D21i__0]’D12i_[0 0]

Les fonctions d’appartenance sont représentées sous la forme suivante :

Wy = 2= WO

g hWO)=1-mWw) (2.35)
2 — VUl

on définit
x(0) = [iy (@) i (1) WIOI" et u(t) = Vi) vi(D]".

Supposons que seules les variables i (t) et W(t) sont des variables mesurables et
que la sortie mesurée est la fonction non linéaire alors on a :

(@) =igOW@),  »n@) =W

0 6 O 0 6 O
cﬂ:[ ! ]cm:[ 2 ]

alors

0 0 1 0 0 1
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2.4. Exemples numériques
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FiGure 2.4 — Trajectoires des états du systeéme pour I’Exemple 2.2.

Pour 0, = —1 et 6, = 1, la valeur de H, liée a la norme obtenue par le Théoréeme
2.2 et les résultats de [Saifia 2012] et de [Lee 2009] sont présentés dans le Tableau 2.3.
Lors du choix des parametres a = 0.1 pour le cas BF, nous obtenons les gains de la
commande H., par SOF comme suit :

K, -0,5517 0.0099 ], K :[ -1,3592 0,0051

~| -8,7011 0.4661 8,7061 0.4420

Supposons ’état initial x(0) = [1 0,5 - 0.5]7 et w(f) = cos(100¢), les résultats
de la simulation sont illustrés aux Fig. 2.4 - 2.6. La figure 2.4 montre les réponses de
I’état du systeme flou T-S en boucle fermée (2.34). Les figures 2.5 et 2.6 illustrent la
réponse de la tension d’entrée directe v,(t) et de la tension d’entrée en quadrature v,(t)
respectivement, par le Théoreme 2.2 dans le cas BF et les résultats dans [Saifia 2012]
et [Lee 2009]. 1l est clair que notre approche fournit une convergence plus rapide.

Le Tableau 2.3 montre les valeurs de 'y obtenues par différentes méthodes, ( pour
les fréquences entieres (EF) existantes dans [Saifia 2012, Lee 2009] et les fréquences
finies présentées dans ce chapitre). Donc, nous pouvons déduire que la méthode preé-
sentée dans ce chapitre donne de meilleurs résultats que les méthodes existantes dans
la littérature.

Tableau 2.3 — Les valeurs de y pour I’Exemple 2.2.

M¢éthodes | [Saifia 2012] | Théoréme 2.2 | Théoreme 2.2 | Théoréme 2.2
et EFQ0=0 BFw <1 MF1<®<10
[Lee 2009] | [Chaibi 2018] | [Chaibi 2018] | [Chaibi 2018]
0% 0.5 0.1282 0.1277 0.1002
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des systemes flous T-S en temps continu

15

==~ [Lee 2009]
—-—- [Saifia 2012]
Théoréme 2.2 [Chaibi 2018] LF
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\
/
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FiGure 2.5 — Trajectoire de la tension d’entrée directe v,(¢) pour I’Exemple 2.2.
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FIGURE 2.6 — Trajectoire de la tension d’entrée en quadrature v,(f) pour I’Exemple 2.2.
2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la commande floue H, par retour de sortie
statique pour les systémes flous T-S en temps continu. A 1’aide du Lemme GKYP,
des conditions suffisantes ont été dérivées pour synthétiser une loi de commande H.,
floue par SOF. Les conditions de conception sont présentées sous la forme d’inégalités
matricielles linéaires. Notre approche permet de synthétiser une loi de commande H,
par SOF, sans aucune contrainte d’égalité, ce qui représente un avantage par rapport a
certaines méthodes de la littérature telles que [Fang 2006, Lee 2009]. En outre, lorsque
la plage de fréquences est connue, notre approche réduit le conservatisme introduit par

toutes les méthodes de fréquence entiere telle que [Wu 2005, Lee 2009] et [Saifia 2012].
Ceci a été illustré par deux exemples pratiques.
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CHAPITRE 3
La commande des systemes
polynomiaux flous basés sur la somme

des carrés (SOS)

3.1 Introduction

Le systeme T-S standard a récemment été étendu aux systemes polynomiaux T-S
[Tanaka 2009], dans lesquels les regles floues sont aussi des systemes polynomiaux.
Cette nouvelle classe de systeme est plus complexe a traiter, mais représente un en-
semble plus large des systemes non linéaires. Elles sont généralement résolues a 1’aide
de I’approche de la somme des carrés (SOS), qui est une généralisation des inégali-
tés matricielles linéaires (LMI). Plusieurs approches utilisant la décomposition SOS
ont été étudiées, par exemple : [Cao 2014], ou la loi de commande PDC, est utilisée
pour obtenir la stabilité robuste pour les systemes flous en boucle fermée. De plus,
les conditions de stabilité et de stabilisation présentées dans [Tanaka 2009] sont plus
générales et moins restrictives que celles des approches existantes fondées sur 1’ap-
proche LMI. Considérant la forme des fonctions d’appartenance, certaines approches
ont été€ proposées pour traiter les systemes T-S a deux dimensions (2-D) en utilisant
le SOS. [Chaibi 2016], propose une condition de stabilisation de systeme discret T—
S bidimensionnel basée sur la fonction polynomiale de Lyapunov. De plus, une mé-
thode basée sur I'utilisation de multifonction polynomiale de Lyapunov a été traitée
dans [Guelton 2013] sous forme de la SOS pour I’analyse de stabilité. Cependant, il
est tres intéressant de souligner que les systemes polynomiaux T-S n’ont pas été suf-
fisamment étudiés a 1’aide du multifonction polynomiale de Lyapunov (MPLF), ce qui
motive notre travail.

Par ailleurs, la conception de la commande par retour de sortie statique est un pro-
bléme important, car la commande par SOF est moins cofiteuse a mettre en oeuvre
et plus fiable en pratique. Cependant, la commande par SOF est un probléme non
convexe et sa solution complete n’est pas encore résolue. Les documents [Tanaka 2009]
et [Chaibi 2017b] utilisaient les matrices polynomiales au lieu des matrices constantes
du modele flou T-S et de la commande PDC. Le nouveau type de commande floue est
appelé commande polynomiale floue, par exemple [Nguang 2011]. Les résultats publiés
dans [Chaibi 2016] démontrent que les conditions de stabilisation basées sur la fonction



Chapitre 3. La commande des systéemes polynomiaux flous basés sur la somme
des carrés (SOS)

polynomiale de Lyapunov contiennent les conditions basées sur la fonction quadratique
de Lyapunov et ils sont considérées comme cas particulier. Basée sur la fonction poly-
nomiale de Lyapunov, les conditions de stabilité peuvent étre dérivées en terme de la
SOS et résolues numériquement par le SOSTOOLS [Prajna 2004a].

3.2 Commande des systemes polynomiaux flous par I’uti-
lisation de la multifonction polynomiale de Lyapu-
nov

Cette partie présente les conditions de stabilité et de stabilisation pour les systémes
polynomiaux T-S en temps continu. En comparaison avec des résultats existants dans
[Guelton 2013], les limites supérieures des dérivées temporelles des fonctions d’appar-
tenance sont prises en compte et les matrices dépendantes de parametre d’optimisation
(slack) développé par [Marquez 2017] sont appliquées en utilisant le concept de taux de
décroissance dans la multifonction polynomiale de Lyapunov (MPLF). Cela permet de
gérer la vitesse de réponse d’un systeme commandé, nous proposons donc de nouvelles
conditions de stabilité et de stabilisation pour ce type de systeme. Les conditions déri-
vées sont plus générales que celles obtenues a 1’aide de la multifonction de Lyapunov
(MLF) classique. Ainsi, I’approche discutée dans ce chapitre est plus générale et moins
restrictive par rapport aux résultats existants dans la littérature.

3.2.1 Formulation du probléme

Le systeme polynomial flou T-S en temps continu est représenté par I’ensemble de
regles floues suivantes :

Regle i : ST o(x(2)) EST M;; ET, ..., ET o(x(2)) EST M;,

ALORS
x(t) = Ay(x(2))X(x(2)) + Bi(x(2))u(?) (3.1)
ou o (x(t)) = [o1(x(2)) 02(x(2)) . .. o5(x(¢))] sont des variables de prémisses connues,
M;; sont les ensembles flous, i = 1,2,...,r et r est le nombre de regles. A;(x(¢)) sont

des matrices polynomiales dans x(#). Le vecteur de colonne dont les entrées sont toutes
définies dans x(7) est désigné par X(x(7)). X(x(¢)) € R" est un mondme de vecteur n X 1
dans x(#). Un mondme dans x(7) est une fonction de la forme x{' x> ... x,", ol @, a»,

..., @, est un entier non négatif.

Le processus de défuzzification du modele T-S (3.1) peut étre représenté comme
suit
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3.2. Commande des systemes polynomiaux flous par I’utilisation de la
multifonction polynomiale de Lyapunov

X(1) = Z hi(o(x(0)[Ai(x(2))X(x(1)) + Bi(x(1))u(t)] (3.2)
i=1
ou hi(o(x(1))) = wi(o(x(1)))/ Zizy wila(x(1))), wi(o(x(1)) = [1}2; Mij(o ;(x(D))),
avec M;;(o j(x(1))) est le grade de la fonction d’appartenance de o ;(x(7)) dans M;; et
wi(o(x(1))) représente le poids de la i-eme regle. Dans ce chapitre, nous supposons que
wi(o(x(1))) > 0, pouri = 1,2,...,ret 3;_, wi(c(x(¢))) > 0 pour tout z. Par conséquent,
nous obtenons /;(o-(x(¢))) > 0, pouri = 1,2,...,ret Y, hi(c(x(t)) = 1, pour tout ¢.

Définir K = {k;, ks, ..., k,} comme un ensemble de numéro de ligne indiquant que
les entrées de la ligne entiere de B;(x) sont toutes égales a zéro pour tout i et X =
(X, » Xk, Xz, )- Nous allons utiliser x, ¥(x) au lieu de x(7), X(x(7)), respectivement. Notons
AK(x), 1a k -eme ligne de A; et h; = hi(o(x(1))).

3.2.2 Condition de stabilité du systeme polynomial flou T-S

Basée sur la multifonction polynomiale de Lyapunov, une nouvelle condition de sta-
bilité est présentée pour le systeme polynomial T-S, qui dépend de la dérivée temporelle
des fonctions d’appartenance.

Exprimons la dérivée temporelle des fonctions d’appartenance en tant que

D (e (x(@) =0V o(x(1) (3.3)
p=1
a partir de (3.3), nous obtenons
r—1
h(or(x(1))) = — Z ho(o(x(2))) (3.4)
p=1

Hypothese 3.1 [Tanaka 2003] Les dérivées temporelles des fonctions d’appartenance
floues satisfont Ihpl <¢,,p=12,...,r—1o0u ¢, est un scalaire positif.

Théoreme 3.1 [Chaibi 2019c] Soit ¢, >0, p =1,...,r = 1 et a(x) > 0 des polynomes
donnés. Le systeme polynomial flou (3.2) avec u(t) = 0 est asymptotiquement stable, s’il
existe des matrices symétriques polynomiales P;(X) et gi(x) et ;;(x), i,j = 1,2,...,r,
sont des polynémes non négatifs tels que g,(x) > 0, pour x # 0, g;;(x) > 0, pour tout x,
satisfaisant I’ensemble suivant de la SOS :
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des carrés (SOS)

vlT(Pi()?) —g(x))yv, estune SOS i=1,2,...r 3.5
vlT(Pp(fc) - P.(X) —g,(0))vy estune SOS p=12,...r—-1 (3.6)
- vg(Eii + &;(x)D)vy estune SOS i=1,...,r (3.7

— Vi (Bij+ Eji + &,(x))v, estune SOS i< j (3.8)

ou v; et v, sont des vecteurs indépendants de x(f), avec les dimensions appropriées
et

[1]

<0 (3.9

_ =il *
ij =

Pi(®) = LT(x) + R"()T(0)A(x) —R(x) = R"(x)

Eijn = AT ()T ()L (x) + L(0)T (x)Ai(x) + aP (%)
3 Pj(%)
0%y

r—1
ANOR) + D o(Py() = Po(R))

kek p=1

T(x) € R™" étant une matrice polynomiale dont I’entrée (i, j)" est donnée par
T(x) = 5(x).

Preuve 3.1 Supposons que les conditions de la SOS dans (3.6) - (3.8) soient satisfaites,

nous pouvons écrire
D2 hijEi <0 (3.10)

i=1 j=1
ou E;; est défini dans (3.9)
L’équation (3.6) implique que

P,(X)>2P.(%) p=12,...,r—1 (3.11)
de I’hypothese 3.1
r—1 r—1
D Gp(Po@) — Po(8) 2 Y h(Po(8) = P,(2) (3.12)
p=1 p=1

de (3.4), nous avons

r—1 r—1
D hp(Py(R) = PuD) = ) Iy Py(R) + Iy Py(5)
a P! (3.13)

= > IyPy(®)
p=1
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I’inégalité (3.9) peut étre écrite ainsi :

= _ Eij *
T [ Py(®) - L' (x) S RIOT(A) —R() — RT() ] <0 G

Eijn = AT ()T (LT (x) + L) T (x)Ai(x) + aP (%)
d Pi(%)
O3r

ANOR() + D hyPo(®)
p=1

keK

Par l'utilisation du Lemme 1.11 avec

A=TMA(x) P=Pi3

0=> 0P jx 2o + D hPo(8) + aP (%)
p=1

keK axk

ona

Z hpoPo(8) + AT ()T ()P (%) + P{(R)T (x)Ai(x)

= . (3.15)
+ ; a—;ix)Af(x)Jz(x) +a(0)P;(%) <0

Nous considérons une multifonction polynomiale de Lyapunov comme dans [ Guelton 2013].

V(x) = #(x) Z B Pi(R)%(X) (3.16)
i=1

Pour le calcul de la dérivée proposé par [Yu 2012], la condition est définie comme
suit :
V(x) < —a(x)V(x) (3.17)

la dérivée temporelle de (3.16) est obtenue comme

Vo = F(0 ) PRI + £ (x) Y hiPi()5(x)

o g (3.18)

+ 7 () Yy PRE) + £ () Y hiPi(9)7(x)
p=1 i=1
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des carrés (SOS)
Par conséquent, on peut voir que
@D hihl D hPo(®) + AT T (P (%)
i=1 j=1 p=1
0P;(x 3.19
+ Pi(DHT(0)A(x) + Z ﬁAf(X)i(X) G-19
keK axk

+ a(x)P;(X)}]X(x) <0

La preuve est terminée

Remarque 3.1 /] existe quelques résultats concernant la stabilité des systemes flous
T-S en terme de dérivée temporelle des fonctions d’appartenance : voir par exemple
[Tanaka 2003 ] et [Mozelli 2009b], ou les conditions de stabilité et de stabilisation sont
écrites sous forme d’LMI, en utilisant la multifonction de Lyapunov (MLF) suivante :

V(x(?) = x(t)" Z hiP;x(t) (3.20)

i=1

Afin d’obtenir des résultats plus générales, nous utilisons MPLF (3.16) au lieu de
MLF. En fait, si X(x) = x(t) et P;(X) est une matrice constante, alors (3.16) se réduit
a (3.20). Par conséquent, (3.16) est une représentation plus générale, ce qui signifie
que notre travail couvre ’ensemble des solutions de [Tanaka 2003, Mozelli 2009a] et
[Faria 2011], garantissant ainsi un degré de conservation moins élevé.

3.2.3 Condition de stabilisation pour le systéme polynomial flou

Dans [Tanaka 2009], le concept de la compensation distribuée parallele (PDC) pour
concevoir la commande polynomiale est proposé. Dans ce chapitre, nous considérons
une loi PDC pour concevoir la commande polynomiale.

Regle de la commande i : Si oy (x(¢)) est M;; ET, ... ET o,(x(¢)) est M;,
Alors
u(t) = K;j(x)x(x) (3.21)

oui=1,2...,ret K;(x(¢)) pour tout i sont les matrices de gain polynomiales dans x(¢).

La commande polynomiale globale est déduite comme suit
u(t) = > hiK()%(x) (3.22)
i=1
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multifonction polynomiale de Lyapunov

En substituant (3.22) dans (3.2), le systeme en boucle fermée peut étre représenté par

(1) = ) ) hiby[Ax) + Bi(x)K;(x)]%(x) (3.23)

i=1 j=1

Remarque 3.2 La différence entre le systeme T-S dans [Faria 2011] et le systéme po-
lynomial flou T=S utilisé dans ce chapitre est la représentation de la partie résultante :
quand A,(x), Bi(x) et K;(x) dans (3.23) et Pi(X) sont des matrices constantes pour tous
les i et j et X(x) = x, nous avons le systeme T-S standard utilisé précédemment dans
la littérature, par exemple dans [Faria 2011]. Par conséquent, notre approche peut étre
vue comme une généralisation des résultats dans la littérature telle que [Faria 2011].

Théoreme 3.2 [Chaibi 2019c] Soit ¢, > 0, p = 1,...,r =1, uy, po, a(x) > 0 des
scalaires donnés. Le systeme polynomial flou (3.23) est asymptotiquement stable s’il
existe des matrices symétriques polynomiales X;(X) et des matrices polynomiales Y ;(x)
telles que (3.24), (3.25), (3.26) et (3.27) sont satisfaites, on g{(x), i = 1,2,...,r et &;;(x)
sont des polynomes non négatifs tels que g;(x) > 0, pour x # 0, &;;(x) > 0, pour tout x.

Vi (Xi(%) — &i(x))v, estune SOS i=1,2,...,r (3.24)
VIT(XP()?) - X(X) —g,(0))vy estune SOS p=1,2,...,r—-1 (3.25)
— vy (Wi + £i(x)D)vy estune SOS i=1,...,r (3.26)
- Vg(\P,'j + \Pj,' + Sij(X)I)Vz estune SOS i< ] (3.27)
ol
Wi o
Y = J ~ | <0 3.28
/ [ Wip1 21X (%) ] (9-28)
it = (XGERA] () + Y] (0)B] (DT (01 + aX;(R) + i T(x)(A(x0)X(R)
r—1 A
. . d X;(%) N
+ Bi(x)Y;(x)) + Z $p(Xp (%) — X,(X)) — ai AF(xX)x(x)
- Xk
p=1 keK
Wi = (I — u)X;(X) + T(x)(A(0)X;(X) + Bi(x)Y;(x)u2
avec

K;=YX;!

Preuve 3.2 a partir des conditions de la SOS (3.25) - (3.27), nous avons

2 Z hih ¥ < 0 (3.29)

i=1 j=1
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ou W;; est défini dans (3.28)
L’équation (3.25) implique que
X, >X.(%) p=12,...,r—1. (3.30)
de I’hypothese 3.1
r—1
Pp(Xp(X) — X, (X)) > Zh (Xp(X) — X, (%)) (3.31)
p=1
de (3.4), nous avons
r—1 r—1
D (X (D) = X)) = D Xy (R) + 1 X (2)
p=l o~ (3.32)
= > X,(®)
p=1
l’inégalité (3.28) peut étre écrite ainsi :
“P‘ i1l *
¥, = Y . | <0 3.33
/ [ Wip1 —2uX (%) ] ( )

Wi = (XGDAT () + Y] (0B ()T (0p + aXj(R)
+ T (0)(A()X(R) + Bi(x)Y(x))
+ )X (R) - OX® prox)
p=1

kekK aj&k
Wi = (1 — u)X;(X) + T(x)(Ai(0)X;(X) + Bi(x)Y;(x))u2

En appliquant le changement de variable X j(X) = Pj‘.l(fc), sp=1,...,rnKX;=Y,
Par la multiplication des deux cotés de (3.33) par le diag{P (%), P;(X)} et en appliquant
le Lemme 1.10 on trouve

T ‘i’“n *
Pi=| 5" ~ <0 3.34
! [ Wip1 2P (%) ] ( )

Pijn = (AT () + KT (DB G)TT (0)u1 PA(R) + aP (%)
+ i P ~<fc>T(x)<A~<x> + Bi(x)K (x))

+ Z hyPy(R) + ’( )A’-‘(x)fc(x)

keK
i1 = (1 — HDP (X)) + o P j(DT (x)(Ai(x) + Bi(x)K;(x))
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on remplagant les termes L = u;Pj(%) et R = pup P(X) dans I'inégalité (3.34), nous
obtenons :

I q’i 11 *
i = [ q,ij_m R_RT ] <0 (3.35)
Fijn = (A] (0) + K] (0B} ())TT ()L (x) + aPj(%)

+ L(0)T (x)(Ai(x) + Bi(x)K;(x))

L 3 Pi(%
+ D P+ Y 5 ;:C) AF(0)x(x)
p=1

keK
Pin1 = Pi(®) — LT(x) + ROOT(x)(Ai(x) + Bi(x)K ;(x))
on remplagant (A;(x) + Bi(x)K (x)) dans (3.35) par Ai(x), cela est équivaut a (3.14).

Remarque 3.3 Les références précédentes ont proposée des conditions suffisantes pour
les systemes polynomiaux utilisant une approche SOS. Par exemple, [Cao 2014], les
conditions de stabilisation sont examinées a l’aide de la fonction polynomiale de Lya-
punov (PLF) V(x) = ¥ (x)P(2)%(x). Cependant, si P(%) = P(%), alors (3.16) se réduit
au PLF utilisé dans [Cao 2014]. De plus, si P(X) = P(x) et a(x) = 0, alors la condi-
tion du Théoreme 3.2 se réduit a la condition du Théoréeme 2 dans [Tanaka 2009]. Par
conséquent, (3.16) est une représentation plus générale et le Théoreme 3.2 est moins
restrictif que le Théoreme 1 dans [Cao 2014] et le Théoreme 2 dans [Tanaka 2009].

Remarque 3.4 Nous avons obtenu une condition suffisante pour la stabilité et la sta-
bilisation en utilisant le concept de taux de décroissance dans la MPLF, son avantage
est d’avoir la possibilité de manipuler le temps de convergence. De plus, la solution de
MPLF fournit un résultat moins restrictif que les résultats utilisant MLF.

3.2.4 Simulations numériques

Afin de montrer I’efficacité de la méthode proposée, nous présentons trois exemples
illustratifs. Le premier est utilisé pour comparer les résultats proposés en terme de
conservatisme lorsque le systeme n’est pas polynomial. Le deuxieme exemple montre
que la fonction polynomiale de Lyapunov d’ordre supérieur permet d’obtenir des résul-
tats plus améliorés en terme de stabilité. Le troisieme exemple est fourni pour montrer
I’application pratique de la commande polynomiale proposée au probleme de 1’équi-
librage du pendule inversé sur un chariot. Les résultats de la simulation montrent que
I’approche proposée via MPLF présente des avantages évidents par rapport a celles dé-
veloppées a partir de PLF.

Exemple 3.1 Nous considérons le systeme T-S suivant [Faria 2011]
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30fRRPIVODDR® X X X X X X X X X X X
APV RRR® X X X X X X X X X X
250}29(29(29(29(29(29@®®®><><><><><><><><><
FRARFRFIPAPRA®R® X X X X X X X X X
IRV RIAP@ROR® X X X X X X X X
200 RVRIVRIPRIOR RV X X X X X X X
PRI RIA®RIR®® X X X X X X X
91507®®®®®<§§<§§®®®®®®><><><><><><
IR RRIR;R® X X X X X
IR RIRIR;R® X X X X X
10RP®RRXVIRXIAVRIP®RIRRR® ® X X X X
IRV AIRIXIRIIRV}RIA®R]E® X X X
50®®®®®®®®®®®®®®®®®XX
RAIRIIRAIRIARIRRIRARRR®R]® X
RIRIRIIVIRIIRIIJIXIIR’IORIR
0®®®®®®®®®®®®®®®®®®®

-10 -8 -6 -4 -2 0

a

Ficure 3.1 — Région de faisabilité fournie par le Théoreme 1 dans [Faria 2011](0) et le
Théoreme 3.1 dans ce chapitre (X) pour I’Exemple 3.1

5 4 4 4
Al:[_l ]’AZ:[M ﬂ]

a 5 5
-3 -4 2
A3 — [ 2h_3 2a—6 :|7A4 = [ :|
sTs n
% pour |x;| < %
a;i(x;) =4 0, pour 5~ g
1. pour x; < =3
ﬁi(xi) =1- ai(xi)

hy = aj(x))ax(x2), hy = ai(x))Bar(x2)
hy = Bi(x1)az(x2),  hy = Bi(x1)B2(x2)

La stabilité de ce systeme est vérifiée en utilisant le Théoreme I dans [Faria 2011 ] et
le Théoreme 3.1 dans ce chapitre, pour plusieurs valeurs de paires (a,b), a € [-10 —
1], b € [0 300] et ¢; = 0,85, i = 1,2,...,4. La figure 3.1 montre les régions de
stabilité obtenues en utilisant le Théoreme 1 dans [Faria 2011] et le Théoreme 3.1 :
on peut voir que le Théoréme 3.1 offre une zone de faisabilité plus grande que celui du
Théoreme 1 dans [Faria 2011]. L’approche de la SOS utilisée ici est moins restrictive
que I’approche LMI utilisée précédemment dans la littérature.

Exemple 3.2 Considérons un systeme polynomial T-S donné par [Guelton 2013 ]

2
%= Z hi(xX)A;(x)F(x) (3.36)

i=1
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0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

X, ()

-1

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
Temps (sec)

Ficure 3.2 — Trajectoires des états du systéme x; et x, pour I’Exemple 3.2

ou
1+ sinx; (¢
m@ = 2000 = 1 -
-0.8 — x‘l‘ —4 — -4
Al(x)_[ -1 ) :|’ AZ(X)_[ 20 _2_5)(:%_)‘%

La figure 3.2 représente la trajectoire des états pour I’Exemple 3.2, lorsque ¢; =
0.85, i = 1,2, pour la condition initiale x(0) = [2 —1].

Les conditions (3.5) - (3.8) ont été résolues a l’aide de SOSTOOLS [Prajna 2004a] :
En se basant sur le Théoreme 3.1, des solutions pour la MPLF ont été obtenues en
deuxieme, quatrieme et sixieme ordres qui garantissent la stabilité de (3.36).

Les MPLF obtenus sont les suivants :

V() = ) hipi(x)
i=1
pour le deuxieme ordre MPLF (équivalent a une MLF)

p1(x) = 0,081983x7 + 0,0094462x, x; + 0.16525x3
pa(x) = 0,13586x7 — 0,043762x,x, + 0, 11517x3

La MPLF de quatrieme ordre obtenu par notre approche est donné par

pi(x) = 0.021338x] +0,074702x; x, + 0, 109x7 x5
—0.043652x,x3 + 0,086354x;

Pa(x) = 0,018942x] +0,051212x}x, + 0, 13143x7x;
+0,001372x,x3 + 0,018778x;
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0.5

—-—- 2éme-ordre
— — 4éme-ordre
6&me-ordre

0.45

0.4
0.35
0.3 [\

§0.25 .
02|
0.15 “\‘
0.1r

0.05

15 2 25 3 35 4
Temps (sec)

Ficure 3.3 — Le temps transitoire de la multifonction polynomiale de Lyapunov obtenue
pour I’Exemple 3.2

alors que le sixieme ordre de la MPLF est donné par

p1(x) = 0,0077512x5 + 0,028982x, x, + 0,038928x] x5
+0.033398x7 x5 + 0,07942x7 x5
— 0.048086x; x; + 0.026172x5

p2(x) = 0,007861x% + 0,027138x)x, + 0,02877x]x;
—0.01485x3x3 + 0, 048064x7 x4
—0,0057864x,x; + 0.0059572x5

La MPLF de sixieme ordre suivant est obtenu par [ Guelton 2013 ]

pi(x) = 15.826x0 + 41,007x]x; + 11,546x|x3 + 14,596 x;
+35,996x7x; + 18, 318x,x; + 4. 6672)62

pa(x) = 15.827x° + 24.8804x1x3 + 39,61x)x;
+43,45x1x5 + 18, 64x,x; + 47,615x8

La figure 3.3 montre I’évolution des MPLF construits selon ’approche proposée,
nous pouvons constater que les MPLF d’ordre supérieur permettent d’obtenir des ré-
sultats moins restrictive. Fig 3.4 montre la comparaison de MPLF de sixiéme ordre, ob-
tenus a partir du Théoreme 3.1 de ce chapitre et du Théoreme 1 dans [Guelton 2013].
1l est facile de voir que notre approche permet d’obtenir des résultats de stabilité moins
restrictives. Ceci est dit a l'influence du taux de décroissance dans le MPLF.

Exemple 3.3 Pour montrer I’applicabilité de la méthodologie proposée pour comman-
der des systemes pratiques, nous examinons le probleme de I’équilibrage d’un pendule
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3.5

6éme-ordre [Guelton 2013]
— — — Théoreme 3.1 [chaibi 2019c]
3 =

25

1
0.5
\\
of ST ==

-0.5

IN)

V(x)

0 05 1 1.5 2 25 3 35 4
Temps (sec)

Ficure 3.4 — Temps transitoire de la MPLF de sixieme ordre pour I’Exemple 3.2

inversé sur un chariot, [Cao 2014], représenté par la figure 3.5

X1(2) = xa(2)
gsin(x(t)) — amlx%(t)sin(le(t))/Z —acos(x(t))u(t) (3.37)
41/3 — amlcos?(x;(1))

X () =

Ou x, représente ’angle vertical du pendule, x; est la vitesse angulaire, m = 2,0kg
et M = 8,0kg, sont respectivement les masses du pendule et du chariot, g = 9,8m/ 52

est la constante de gravité, | = 0,5m est la demi-longueur du pendule, u(t) est la force

1
m+M

Suivant [Cao 2014], le pendule inversé peut étre représenté par le modéle polyno-
mial T-S suivant avec quatre regles floues :

exercée sur le panier et a =

Regle 1 : Si sin(x;) est environ 1.x; et cos(x,) est environ cos(0°),
Alors
x(t) = A1(0)X(x) + Bi(x)u(?)

Regle 2 : Si sin(xy) est environ 1.xy et cos(x;) est environ cos(88°),
Alors

x(1) = Ax(0)X(x) + Ba(x)u(t)
Regle 3 : Si sin(xy) est environ 0,6507.x; et cos(x;) est environ cos(0°), Alors
X(1) = A3(0)X(x) + Ba(x)u(t)
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u(tp——» M

x(1)

FIGURE 3.5 — Structure du pendule inversé

Regle 4 : Si sin(xy) est environ 0,6507.x; et cos(x,) est environ cos(88°), Alors

X(1) = As(0)X(x) + B4(x)u(r)

Ou ¥(x) = [x; x2]" et
A = ’
=1 172941 - 0.17652

0
Aslx) = [ 11.2531 - 0.1148x2

0 1

» Aol) = [ 147027 - 0.00522 0 ]
0 1

|- A0 = [ 9.5669 — 0.0034x2 0 ]

S = O =

0 ] 0
Bix) = By(x) = [ _0.1765 |* B0 =B = [ ~0.0052 ]

Les fonctions d’appartenance correspondantes sont

sin(x1(1)) — 0.6507x:(¥) cos(x;(r)) — 0.0349

(o = 0.3493x,(7) ' 0.9651

Io(x) = sin(x1()) — 0.6507x,(t) 1 — cos(x;(1))
2 0.3493x,(¢) T 0.9651

ha(x) = x1(t) — sin(x1(?)) cos(x(t)) —0.0349
e 03493x,(1) 0.9651

a(x) = x1(1) = sin(x1 (1)) 1 - cos(x(1))
W)= 03 09651
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Nous résolvons les conditions de la SOS dans le Théoréeme 3.2, avec a(x) = 107(1 +

2

x? + x5) et ¢ = 0.86, nous obtenons les gains polynomiales suivants :

Ki(x) =

Ky(x) =

K3(x) =

Ky(x) =

[ 0.0097303x% — 107.29x2 + 98382 |
| 0.011982x2 — 0.10655x2 + 747.84 |

[ 0.30972x2 + 690.74x2 + 266010 |
| 0.07552x2 + 145.26x2 + 50370 |
]T

[ 0.0083666x% — 63.603x3 + 6066.3
| 0.01168x7 — 0.75628x; + 699.87
]T

[ 0.0056293x% — 62.406x3 + 11976
| 0.010987x7 — 0.91846x; + 1207.4

La figure 3.6 illustre I’évolution de x| pour le systeme polynomial flou T-S en boucle

Angulaire

Angulaire

Angulaire

0.2

-0.2

04+t

-0.6 1

-0.8

0.6

— — Théoréme 1 [Cao 2014]
Théoréme 3.2 [Chaibi 2019c]

1 2 3
Temps (sec)

— — Théoreme 1 [Cao 2014]
Théoréme 3.2 [Chaibi 2019c]

Temps (sec)

— — Théoréme 1 [Cao 2014]
Théoréme 3.2 [Chaibi 2019c]

Temps(sec)

0.5
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0.8

0.6 |\

Angulaire

0.2

151
\

Angulaire
[N

0.5

— — Théoreme 1 [Cao 2014]
Théoréme 3.2 [Chaibi 2019c]

1 2 3
Temps (sec)

04|
\

— — Théoreme 1 [Cao 2014]
Théoréme 3.2 [Chaibi 2019c]
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— — Théoréme 1 [Cao 2014]
Théoréme 3.2 [Chaibi 2019c]

Temps (sec)

FiGure 3.6 — Evolution de x; pour la commande proposée et la commande de
[Cao 2014], a partir de plusieurs conditions initiales (Exemple 3.3)
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_ 2 1_5_1_13_ 22 _
fermée, a partir des conditions initiales x;(0) = =57, =37, 3T, 47, 327, 5t x0)=0

Figues. 3.7 et 3.8 montrent les évolutions des états du systeme en boucle fermée, pour la
condition initiale x(0) = [35—67r, 0] (I’évolution de x, est similaire aux autres conditions
initiales). D’apres les fig. 3.6 et 3.7, nous voyons que la méthode proposée stabilise le
pendule inversé. De plus, la condition du Théoréme 3.2 surpasse I’approche précédente

[Cao 2014].

0.6
0.4 p

X, ()

021

02 . . . . . . . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Temps (sec)

X,()

. . . . . . . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Temps (sec)

Ficure 3.7 — Trajectoires des états du systeme non linéaire en boucle fermée (3.37) a
I’aide de la commande proposée, a partir de la condition initiale x;(0) = %n, x0)=0

x10*
15

0.5

0
-0s W

. . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Temps (sec)

u®

Ficure 3.8 — Signal de commande pour le systeme non linéaire (3.37) pour les condi-
tions initiales x;(0) = £, x,(0) = 0
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3.3. La commande par retour de sortie statique pour les systémes polynomiaux
flous basés sur la somme des carrés (SOS)

3.3 Lacommande par retour de sortie statique pour les
systéemes polynomiaux flous basés sur la somme des

carrés (SOS)

Cette partie présente une approche sous forme de la somme des carrés (SOS) pour
la synthese de la commande par retour de sortie statique d’un systeme non linéaire en
utilisant des systémes polynomiaux flous. Selon 1’approche proposée, une commande
polynomiale par retour de sortie statique peut étre synthétisé facilement.

3.3.1 Formulation du probleme

La commande polynomiale par retour de sortie statique considérée dans ce chapitre
peut étre représentée par le systeme polynomial flou T-S suivant :

Regle du systeme i : Si o(f) est M;; et ... et o5(f) est M

x(t) = Ai(x(2))X(x(2)) + Bi(x(2))u(?)
Alors { ¥(t) = CHx()E(x(D) (3:38)
oui=12,...,r,0() = [o(t)os(t)...0,(t)] sont des variables de prémisse, M;;

est I’ensemble flou et r le nombre des regles floues. u(r) € R™ est I’entrée de la com-
mande, y(f) € R’ est la sortie mesurée avec les matrices C;(x(f)) de rang plein. A;(x(f))
Bi(x(t)) et C;y(x(¢)) sont des matrices polynomiales dans x(z). Les vecteurs de colonne
dont les entrées sont toutes identiques dans x(f) sont notés X(x(¢)). X(x()) € R" est un
vecteur de n X 1 mondme dans x(7).

Le processus de défuzzification du modele T-S (3.38) peut étre représenté par (3.39).

{ i) = Y1, hi(o(@)A(x(@)F(x(1) + Bi(x(t)u(t)] (3.39)

y(@) = Xizy hi(oc@)Ci(x(0)X(x(1))

Dans [Tanaka 2007], le concept de PDC pour la conception de la commande poly-
nomiale floue est proposée. Nous considérons la commande polynomiale floue selon la
loi PDC pour concevoir la commande polynomiale par retour de sortie statique.

Regle de la commande i : Si o7 (f) est M;; et ... et o(¢) est M,
Alors u(t) = —F;(x(1))y(t) (3.40)

oui=1,2...,ret Fi(x(t)) pour tout i sont les gains de la commande polynomiale
par SOF dans x(7).
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La commande polynomiale globale est déduite

u(t) = - Z hi(o (D) Fi(x())y(1) (3.41)

i=1

En substituant (3.41) dans (3.39), le systeme flou en boucle fermée peut €tre repré-
senté par

i) = Y0 > hihyhi[A(x) = B)F (x)Ci(01%(x) (3.42)

i=1 j=1 I=1

ou h; = hi(0 (1), hj = h(o(), hy = hy(z(1))

Théoreme 3.3 [Chaibi 2017a] Le systéme (3.42) est asymptotiquement stabilisable,
s’il existe un matrice symétrique polynomiale P(X) et des matrices polynomiales K;(x),
telles que (3.43), (3.44), (3.45), (3.46) et (3.47), out &;(x), &;;(x) et &;(x) sont des poly-
nomes non négatifs tels que ;(x) > 0, pour x # 0, g;j(x) > 0, &(x) > 0, pour tout x,
Lj=1,2,...,r,

vlT(P(fc) —&g1(x))v; est une sos (3.43)
0P
-V, T(Quii + Z * )Ak(x))?(x) + gi(x)I)v; est une sos
kek (3.44)
i=1,2,...,r
0 P(x
Vi (Qiij + Qiji + Qs + 3 (k)(2Ak( ) + A5(0))X(x)
ek (3.45)
+ &ij(x)I)vy est une sos
i=1,2,...,r; j=1,2,...,r; i#]
0 P(X)
T (Quj+ Quj + Qi + Qi + Qi + Qi + Z Ak (x)
keK Kk
+ 2A5(x) + 2A7(0))X(x) + &(x) D, (3.46)
estune sos i=1,...,r—2
j=i+1,...,r=1; l=j+1,...,r
P(X)T(x)Bi(x) = T(x)B(x)M(x) i=1,2,...,r (3.47)
Avec vy, est un vecteur indépendant de x(¢), de dimension appropriée.
Qiji = Al (OTT ()P(X) - C[ (DK ()B ()T (x) 349

+ P(OT(0)A(x) = T(x)Bi(x)K (x)Ci(x)

T'(x) € R™" est une matrice polynomiale dont la (i, j)-&me entrée est donnée par
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Ti(x) = %(x). Le gain de la commande stabilisant F;(x) est définit comme suit :

Ki(x) = M(x)Fi(x).
Si la matrice P(X) est constante, la stabilité est vérifiée globalement.

Preuve 3.3 Nous utilisons une fonction polynomiale de Lyapunov représentée par
[Tanaka 2007]

V(x) = & (x)P(D)H(x) (3.49)
V(x) = Z hib i F (DAL )T () P(F)
=t P (3) (3.50)
+ POT@A + ) =5 SAI0F0IHW)
keK

ot Ayj(x) = Ai(x) = Bi(X)F j(x)C/(x)
Nous avons ’inégalité suivante.

2 2 2 hih {7 (0)[(Qi + Z Ak(x)x(x))]x(x)} (3.51)

=1 j=1 I=1
Ou

Qi = A ()TT(0)P(X) = C[ (0K (0B} ()T (x)
+ P(O)T(X)Ai(x) = T(x)Bi(x)K (x)Ci(x)

Zhh Qi = Zh Qi + Z Zh Ry + Qi

i=1 j=1 i=1 j=1
i#j

r=2 r-1 r (352)
+ Qi) + Z Z Z hihjhy (€2
i=1 j=it+lI=j+1

+ Qi + Qi + Qi + Qyij + Qi)

Remarque 3.5 La différence entre le systeme flou T-S et le systeme polynomial flou
1-S réside dans la représentation de la partie résultante. Cela signifie que, si A;(x),
Bi(x), Ci(x) et Fj(x) dans (3.42) et P(X) sont des matrices constantes pour tout i, j et |
et X(x) = x alors nous obtenons la méme représentation du systeme flou T-S proposé
dans la littérature [Jeung 2014]. Par conséquent, le systeme polynomial flou T-S est
une représentation plus générale.

3.3.2 Exemples de Simulations

Afin de montrer I’efficacité de la méthode proposée, nous considérons le systeme
non linéaire (3.53) suivant [Fang 2006].
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X1(6) = x1(£) + x2(£) + sin x3(f) — 0.1x4(2) + (xX2(£) + Du(?)
Jo (1) = x1(2) — 2x2(2)

%3(8) = x1(2) + xx2() — 0.3x3(¢)

X4(2) = sin x3(2) — x4(2)

y1(0) = xa2() + (7 (1) + Dxg (1)

(1) = x1(2)

(3.53)

Supposons que x;(¢) € [ -aa ], x3(t) € [ -b b], ou a et b sont des nombres positifs.
les fonctions d’appartenance sont définies comme suit :

XZ

Mi(x) = —
Mi(x)) =1-M{(x))
(3.54)

bsin x3—x3sinb X3 + 0

M%(.X3) = { ! x3(b—sinb) = 0

M5(x3) = 1 = My(x;)

Le systeme non linéaire (3.53) peut €tre représenté par le systeme flou T-S comme
suit :
Regle du systeme 1 : Si x;(¢) est M| et x3(7) est M,

Alo { (1) = A x(t) + Byu(?)
y(@) = Cix(2)

Regle du systeme 2 : Si x;(¢) est M| et x3(f) est M;

Alors { (1) = Ayx(t) + Bou(t)
y(@) = Cox(2)

Regle du systeme 3 : Si x;(¢) est M et x3(7) est M,
Alo x(t) = Asx(t) + Bzu(t)
y(@) = C3x(1)

Regle du systeme 4 : Si x;(7) est M7 et x;3(1) est M3

Alo { X(1) = Ayx(t) + Byu(t)
y(#) = Cax(t)
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3.3. La commande par retour de sortie statique pour les systémes polynomiaux
flous basés sur la somme des carrés (SOS)

(1 1 1 -0l (1 1 =2 01
1 -2 0 0 1 -2 0 0
Al 2 03 o0 P71 @ —03 0 |
0 0 1 -1 0 0 2
(1 1 1 -01 (1 1 s o
1 =2 0 0 1 -2 0 0
A= 0 203 0o IPMT o0 o3 o |
0 0 1 -1 [0 0 =2
[ 1+ a2 1
0 0
B, = 0 , Bp=B|, B3 = 0| B, = B;
0 0
0 0 1+da 0 01
Ci=C= 1 0 0 , C3—C4—[1 0]

Remarque 3.6 Dans cette section, nous observons que le nombre de regle floue pour
le systeme polynomial flou est généralement égal ou inférieur a celui du systeme flou
T-S et que la méthode de la SOS utilisée pour le systeme polynomial flou fournit des ré-
sultats plus souples que les approches LMI existantes dans la littérature pour le systeme
Sflou T-S.

Poura = 1,4 etbh = 0,7, nous appliquons le Théoreme 3.3, dans le cas ol la matrice
de Lyapunov P et les gains de la commande par retour de sortie statique ne sont pas des
polyndmes. Les gains de retour de sortie statique obtenus sont donnés dans le Tableau
3.1.

Tableau 3.1 — Les gains de la commande par SOF F; i =1,...,4

Methods Fl F2 F3 F4

[Jeung 2014] [-5.55 —55.50] | [-5.85 —56.95] | [-10.20 —82.72] | [-10.34 — 83.49]
Théoréme 3.3 | [0.55 4.49] [0.565 4.61] [1.13  7.15] [1.13  7.11]
[Chaibi 2017a]

La figure 3.9 montre la zone de faisabilité obtenue par des conditions de stabilité
sous forme d’LMI (Théoreme 3 dans [Jeung 2014]). La Figure 3.10 montre la zone de
faisabilité obtenue par les conditions de stabilité du Théoreme 3.3. Ou a et b satisfaisant
2<a<9et0,0l <b<09.

En comparant les deux figures 3.9 et 3.10, la méthode de la SOS proposée dans
le Théoreme 3.3 offre une zone de faisabilité plus grande que celle de (Théoreme 3
dans [Jeung 2014]). Par conséquent, I’approche de la SOS est moins restrictive que
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<k ok Kk Kk ok Kk Kk
T

b
B e e e . = S s

F ok K K ¥ K K ¥ ¥ K K K ¥ ok K K ¥ ¥
*
*
*

¥k Sk ok Kk Kk ok ok o e
k ok ok ok ok ok ok ok

wWx Kk k Kk Kk k Kk Kk Kk Kk Kk k k Kk k Kk *k * o
*

Bk ok Kk Kk Kk Kk ok oo o e .

*
*

N
*

¥ *k 3k

Ficure 3.9 — La zone de faisabilité trouvée par Théoreme 3 dans [Jeung 2014].
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Ficure 3.10 — La zone de faisabilité trouvée pour le modele polynomial flou, (Théoreme
3.3).

I’approche LMI. Les symboles (*) et (.) dans la figure 3.9, représentent respective-
ment les régions de la faisabilité obtenues par les conditions LMI dans le Théoréme 3
[Jeung 2014] et les régions pour lesquelles ces conditions d’LMI sont infaisables.

Le modele flou T-S du systeme (3.53) a quatre regles. Nous verrons que le systeme
non linéaire (3.53) peut €tre converti en systeme polynomial flou T-S avec deux regles
pour x; € (—o0 + 00). Ol X(x)=x=[x; x,]"

Les fonctions d’appartenance sont données comme suit :

bsin x3—x3sinb X3 + 0

— x3(b—sin b)
(o) = { | 5=0 (3.55)

hy(o (1)) = 1 = hy (0 (1))
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3.3. La commande par retour de sortie statique pour les systémes polynomiaux
flous basés sur la somme des carrés (SOS)

1 1 #e o

n 11 1 -01]
1 -2 0 0 1 -2 0 0
A=l 2 03 0 PRI 2 03 0 |
0 0 = 0 0 1 -1
l+xf
0 010 1+2]
B =Bw= o | aw=cw= 4 o |
0

La condition de conception de la commande polynomiale floue par 1I’approche de la

SOS dans Théoreme 3.3 est faisable. Les gains de la commande par SOF F(x) et F;(x)
sont obtenus sous la forme suivante :

o T@611078 + 1333+ 404107107 (02325 +0.263:3 +0.238x)
b (2.52:2 + 1.82 + 6.89x2) (2.52:2 + 1.82 + 6.89x2)10~4
_ (2383 +9.94x 4 2.33x)10 (0.2333 +0.253x] +0.236x3)
? (2.522 + 1.82 +6.89x2)  (2.52:2 + 1.8x2 + 6.89x2)10

Les figures 3.11 - 3.12 montrent les trajectoires du systeme non linéaire en boucle
fermée (3.53), obtenus par I’approche LMI (r=4), du Théoreme 3 dans [Jeung 2014] et
par I’approche de la SOS (r=2) dans le Théoréme 3.3. En comparant Fig. 3.11 - 3.12, il

est clair que la convergence des trajectoires des €tats du systeme avec 1’approche de la
SOS est plus rapide que celle avec 1’approche LMI.

2
Théoréme 4.1 [Chaibi 2017a] sos, r=2
***** Théoréme 3 [Jeung 2014] LMI, r=4
15F < B
[-1.52.251.50.15] \\
1r \
|
— ]
051 12150704 \
\ [1.20.90.5-2]
x> 0
!
L -1
0.5 i,
[1.2-0.9-0.52] |
ERs i
\\ [1.2-1.5-0.7-0.1]
15+ >
[1.5-2.25-1.5-0.15]
P . . . .
2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15 2

X
1

Ficure 3.11 — Trajectoires du systeéme non linéaire en boucle fermée (3.53) dans les
plans de phase x; - x3 pour certaines conditions initiales.
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Théoréme 4.1 [Chaibi 2017a] sos, r=2
***** Théoréme 3 [Jeung 2014] LMI, r=4

[28-1161.4]
[1.21071]

[2.8-11.60.5]

[-2.81-1.6-0.5]

[1.2-1-0.7 -1]

L5 [281-1.6-1.4] 1

2 1 1 1 1 1
-15 -1 -0.5 0 05 1 15

FiGure 3.12 — Trajectoires pour le systeme non linéaire en boucle fermée (3.53) dans
les plans de phase x;, - x4 pour certaines conditions initiales.

3.4 Conclusion

Ce chapitre aborde la commande des systemes polynomiaux flous T-S en temps
continu en utilisant une approche de la somme des carrés (SOS). En considérant ex-
plicitement le taux de décroissance au sein de la multifonction polynomiale de Lyapu-
nov et en utilisant les propriétés des dérivées temporelles des fonctions d’appartenance,
nous obtenons des conditions de stabilité et de stabilisation qui améliorent les résultats
précédents. De plus, la commande par retour de sortie statique pour les systemes poly-
nomiaux flous, a été aussi proposés sous forme de SOS. Les conditions de stabilisation
sont obtenues en utilisant la fonction polynomiale de Lyapunov. Les résultats montrent
que la zone de faisabilité en utilisant 1’approche de la SOS est moins restrictive qu’en
utilisant I’approche LMI existante dans la littérature. Des exemples de simulation ont
été présenté pour illustrer 1’efficacité de notre approche.
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CHAPITRE 4

Commande H, par SOF pour des
systemes polynomiaux flous incertains
dans le domaine des fréquences finies

4.1 Introduction

Il convient de noter que la commande par SOF pour les systemes polynomiaux n’est
pas largement étudié€e en tant que contrepartie linéaire. Nous pouvons citer [Yu 2016],
ou la commande robuste H,, de systeme polynomial incertain a été étudiée. La stabilisa-
tion et la commande H,, par retour de sortie dynamique pour les systemes polynomiaux
en temps discret ont été discutés dans [Chaibi 2016] et [ Ye 2016] respectivement. Basée
sur la fonction polynomiale de Lyapunov, une commande polynomiale floue par SOF
a récemment été dérivée en terme de SOS dans [Chaibi 2017a]. [Baldi 2016] a donné
des conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilisation des systemes polynomiaux
par SOF et [Krug 2013] a étudié une commande H,, par SOF pour les systemes poly-
nomiaux avec des incertitudes paramétriques. Dans les travaux abordés, les conditions
sont bi-linéaires dans les variables de décision. Un algorithme itératif basé sur la dé-
composition de la SOS, qui dépend des valeurs initiales, a ét€ développé pour résoudre
numériquement le probleme de stabilisation. Cependant, le choix des valeurs initiales
reste un probléme ouvert.

Tous les modeles de la commande H,, par SOF précédemment cités traitent la
gamme des fréquences entieres (EF), alors que dans ce cas, les approches de concep-
tion standard pour I’ensemble des domaines de fréquences peuvent apporter un conser-
vatisme. Il est donc important et plus pratique de concevoir une commande H,, par
SOF en domaine de fréquence finie (FF). Cependant, il est difficile d’utiliser le Lemme
GKYP en cas de fréquence finie pour rechercher la commande H., par SOF. Certaines
approches ont été proposées pour traiter le Lemme de GKYP en utilisant des tech-
niques d’LMI. Nous pouvons citer [Chaibi 2019a], ol le probleme de la commande H,,
par SOF en FF pour des systemes T-S continus a été fourni. De plus [Errachid 2018] a
discuté la commande H,, dans le domaine de FF basée sur I’observateur pour les sys-
temes flous TS en temps discret. [Wang 2017] et [Errachid 2017] traitent le probleme
de la stabilisation pour les systemes continus avec le Lemme GKYP. 1l est intéressant
de noter que tous ces documents démontrent que les conditions en FF sont générale-
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ment moins restrictives que leurs contreparties dans le domaine de EF et contiennent
les conditions standards en tant que cas particuliers. Cependant, il existe trés peu de lit-
térature sur les systemes polynomiaux flous avec le domaine de FF. Cependant, aucun
résultat concernant la commande H,, par SOF pour les systemes polynomiaux flous
en FF n’est disponible dans la littérature et ce probleme reste important et difficile a
résoudre. Cela motive le travail actuel.

Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle approche pour la commande robuste
H,, par SOF pour des systtmes polynomiaux flous T-S en FF. Plus précisément, en
utilisant Lemme GKYP, des conditions suffisantes sont alors établies. La commande
robuste H,, par SOF est proposée et formulée sous la forme de la SOS. De cette ma-
nicre, la non-linéarité des systemes polynomiaux peut-&tre manipulée avec précision.
En comparaison avec les approches de la littérature, la méthode proposée ne nécessite
ni transformation matricielle ni contraintes d’égalité, qui sont difficiles a satisfaire. Par
conséquent, la méthode proposée peut non seulement garantir la stabilité asymptotique
du systeme en boucle fermée, mais également conduire a des résultats moins restrictifs.

4.2 Préliminaire et Formulation du probleme

Considérons le systeme polynomial flou T-S suivant, en temps discret avec des in-
certitudes paramétriques :

Regle du systeme i : SI ¢(x(k)) est M;; est...ET ¢,(x(k)) est M;, Alors

x(k + 1) = Aj(x(k)(x(k)) + Bi(x(k))u(k) + Ei(x(k)w(k)
z2(k) = Cri(x(k)X(x(k)) + Di(x(k)u(k) + Fi(x(k))w(k) 4.1)
y(k) = Cai(x(k)x(x(k))
oui = 1,2,...,r et r représente le numéro de la regle SI-ALORS, ¢;(x(k)) =
[¢1(x(k)) ¢2(x(k)) ... s,(x(k))] sont les variables de prémisses connues, M;; sont des en-
sembles flous, u(k) € R™ est I’entrée de commande, y(k) € R™ est la sortie mesurée.
w(k) € R™ est le signal de perturbation supposé étre le signal arbitraire dans £,[0, c0).
Le vecteur de colonne dont les entrées sont toutes définies dans x(k) est désigné par
(x(k)). ¥(x(k)) € RN est un vecteur de N X 1 mondme dans x(k). A;(x(k)), Bi(x(k)),
E;j(x(k)), Cyi(x(k)), Di(x(k)), Fi(x(k)) et C;(x(k)) sont des matrices polynomiales dans
x(k) qui se composent de deux parties :

Ai(x(k)) = Ai(x(k)) + AA(k), Bi(x(k)) = Bi(x(k)) + AB;(k)
Ei(x(k)) = Ei(x(k)) + AEi(k),  Ci(x(k)) = Cri(x(k)) + AC/;(k)
Di(x(k)) = Di(x(k)) + AD(k), Fi(x(k)) = Fi(x(k)) + AF;(k)
Cai(x(k)) = Cai(x(k)) + ACy(k)

4.2)
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ou Ai(x(k)), Bii(x(k)), Ei(x(k)), Cii(x(k)), Di(x(k)), Fi(x(k)) et Cp(x(k)), sont des
matrices polynomiales de dimensions compatibles, AA;(k), ABy;(k), AE;(k), ACy;(k),
AD;(k), AF;(k) et ACy;(k) sont les incertitudes de parametres variables dans le temps
avec des dimensions compatibles décrites par :

AAi(k) = X A(K)Y i, ABj(k) = X A(k)Y g,
AE(k) = X, A(k)YEi, AC(k) = X:A(k)Y v,
AD;(k) = X;A(k)Ypi, AFi(k) = X, A(k)YF;,
ACy(k) = XyA(k)Yczi,

4.3)

ou Xy, X; Xy, Yar, Ysi, Yii, Yeui, Ypi, Yri et Yoo, i = 1,2,...r, sont des matrices
constantes réelles connues et A(k) sont des matrices inconnues variables dans le temps,
satisfaisant : A(k)TA(k) < I

Le processus de défuzzification du systeme polynomial flou T=S (4.1) peut étre
représenté par (4.4)

x(k+1) = Z hi(s(x(ONIA(x(k))F(x(k)) + Bi(x(k)u(k) + Ei(x(k))w(k)]
i=1

(k) = Z hi(s(x(ONIC1i(x(k)F(x(K)) + Di(x(k)u(k) + Fi(x(k)w(k)]  (4.4)
i=1

y(k) = Z hi(s(x(k))) Cai(x (k) X(x(k))
i=1

ou
wi(s(x(k)))
Yo wils(x(k)))’

M;(si(x(k))) est le grade de la fonction d’appartenance de ¢;(x(k)) dans M;; et
wi(s(x(k))) représente le poids de la i-eme regle. Dans ce chapitre, nous supposons que
wi(s(x(k))) > 0, pouri = 1,2,...,ret 3, wi(s(x(k))) > O pour tout k. Par conséquent,
nous obtenons £;(¢(x(k))) > 0, pouri = 1,2,...,ret >._, hi(s(x(k))) = 1 pour tout k.

Différent de [Fang 2006, Jeung 2014, Chang 2015b, Chen 2016, Zhong 2017], ce
chapitre considere explicitement la commande H., avec des incertitudes dans le do-
maine des fréquences finies pour le systéme polynomial flou T-S.

hi(¢(x(k))) = wi(§(x(k))) = n M;j(s(x(k)))
j=1

Remarque 4.1 Notons que d’apres les études précédentes sur les modeles polyno-
miaux flous, [Tanaka 2008, Tanaka 2009, Chaibi 2016, Chaibi 2017a] I’approche de
la SOS présente un grand avantage. Il s’agit d’'une généralisation des approches exis-
tantes du systeme flou T-S et d’une représentation plus efficace des systemes de com-
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mande non linéaires. En fait, I’approche de la SOS utilisée ici est moins restrictive que
I’approche LMI et les résultats suggérés dans ce chapitre incluent ceux précédemment
utilisés dans la littérature [Chang 2015b].

Basée sur la loi de compensation parallele distribuée (PDC) [Tanaka 2008] fréquem-
ment utilisée pour concevoir la commande polynomiale floue, la commande par SOF
du systeme polynomial flou T-S (4.4) est représentée ci-dessous

Regle de la commande i : SI ¢;(x(k)) est M;; ET ...ET ¢,(k) est M;; ALORS

u(k) = Ki(x(k))y(k) 4.5)

oui=1,2...,ret Ki(x(k)) sont les gains de la commande polynomiale floue, qui
dépendent de x(k).

La commande polynomiale par SOF globale est déduite comme suit :

u(k) = ) hi(sCt) Ki(x(k)y(k)
e (4.6)
= > D iR (S CUNK(x() o (x() E(x(K))

i=1 j=1

En combinant (4.6) et (4.4), le systeme polynomial flou en boucle fermée peut étre
représenté comme suit :

x4 1) =30 hib (A () Ee(K)) + Ei(x(k)) ()]
i=1 j=1 I=1

200 = >° " > [ Co(x(kNFx()) + Fi(x(k)w (k)]

i=1 j=1 =1

4.7)

Ajj(x(k)) = Ai(x(k)) + Bi(x(k)) K (x(k)) Car(x(k))
Ciji(x(k)) = Cri(x(k)) + Di(x(k) K j(x(k))Car(x(k))
hi = hi(c(x(k))), hj = hi(c(x(k))), h = h(s(x(k))).

Nous considérerons 7' (x(k)) qui est une matrice polynomiale définie par X(k + 1) =
T(x(k + 1))x(k + 1), donc le systeme polynomial (4.7) peut étre représenté par :
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Fhk+1)= > 30" hibyhl(Agi () Ee(k)) + Eri(x(k)ew(k)]
i=1 j=1 I=1

r r r (48)
200 = D" il Con(e(kNFe(K)) + Fi(xe(k)eo(k)]

=1 j=1 I=1

Arij(x(k)) = T(x")Ai(x(k)) + T (x") Bi(x(k) K j(x(k)) Cay(x(k))
Eri(x(k)) = T(x")Ei(x(k)), T(x") = T(x(k + 1))

Lemme 4.1 [Chibani 2018] La dynamique du systeme (4.8) a un niveau y > 0 d’at-
ténuation des perturbations H., dans le domaine de fréquence finie, s’il existe des ma-
trices symétriques polynomiales Py(X) = Y., hi(k)Pi(X), Pp+(X) = X\ hy(k + 1)Py(X)
et Q(x) > 0, telle que les conditions suivantes sont satisfaites :

Ar(x) Er |'[ = % ][ A Er(x)
1 0 Z; 25 1 0
CT(x)C(x) CT(x)F(x) -0
FT(0)C(x) FT0F(x) -y

4.9)

i DREEDY)
DI
(92 - 61)/2 et

0 et Q sont définis dans le Tableau 4.1, avec 6. = (6, + 6,)/2, 6, =

AT(X) = Zr: Zr: Zr: hihjhlATijl(x(k)), ET(X) = .r .r r

i=1 j=1 I=1 i=1 j=1 =1

C’(x) = Zr: Zr: Zr: hihjhléijl(x(k))’ F(X)

i=1 j=1 I=1 i=1 j=1 I=1

hih jhlETi(-x(k))

hih thF i(x(k))

Remarque 4.2 Ce chapitre présente une commande H., par SOF pour les systemes po-
lynomiaux flous avec une FF. Comme indiqué dans [ Chibani 2018], les conditions a des
FF sont plus générales et contiennent les conditions a des EF en tant que cas particu-
liers, ce qui signifie que notre travail couvre I’ensemble des solutions de [ Chang 2015b],
tout en garantissant des conditions moins restrictives.

4.3 Commande H,, par SOF en FF

Cette section présente les principaux résultats de ce chapitre. Pour simplifier les
notations, nous utiliserons x au lieu de x(k) et X(x) au lieu de X(x(k)). Nous sommes
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Tableau 4.1 — X, X, et X3 dans différentes gammes de fréquences.

Gamme de fréquence

T 3,
%

Q
basse fréquence
—Pp(R) 0(x)
6] < 6, [ 0(x)  Pu(R) — 2cos(6)Q(x) }
moyenne fréquence
—Py(3) Q)
0, <6<6, [ eCHIQ(x)  Pu(%) — 2cos(6,,)0(x) }
] —Py-(%) —0(x)
haute fréquence { —0(x)  Pu(%) + 2cos(6,)0(x) |

6, <10

maintenant en mesure de présenter une nouvelle approche pour la commande H., par
SOF dans une fréquence finie pour les systeémes polynomiaux flous T-S en temps discret.

Théoreme 4.1 [Chaibi 2019a] Soit v > 0, le systeme flou en boucle fermée (4.8) est
robustement stable avec la performance H, s’il existe une matrice polynomiale G(x) et
des matrices symétrigues polynomiales P;(%) > 0, Q(x) > 0 et P;(%), les scalaires £,(x),

sont des polynéomes non négatifs i,= 1,2,...,r tel que les conditions suivantes soient
satisfaites :
vlT(I_’,-(fc) —g(x))v, estune SOS (4.10)
vi(Q(x) — 1(x))v, est une SOS 4.11)
- vg(Q(x) + e1(x))v, est une SOS (4.12)
- vg(Q(x) + g1 (x))vy est une SOS 4.13)
oul
2 > — G (x) 0 0
| x Zi+sym{GAr(x)} G)Er(x) CT(x)H" (x)
Q(X) N * * _»),2] FT(X)HT(X) <0 (414)
* * * I-H(x)-H"(x)
5 e P -
B0 - | P =G0 = GT) GWA | _ @15

| ~Py(®)

avec X, X, et X3 se trouvent dans la Tableau 4.1 et v; i = 1,...,7 sont des vecteurs
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indépendants de x(k).

Preuve 4.1 on peut vérifier que (4.15) est équivalent a,

[ Pu@® 0 ], Sym([ Géx) ][ -1 A <0 (4.16)

* —I'_)h()?)

On utilisant Lemme 1.5 avec

[ Pu® 0 L 6w N
7&-[ . _Ph(@],X_I, Y_[ N ],z_[ I Ar(x) |

I’inégalité (4.16) peut garantir

- Pu() O Ar(x)
T h+ T
| Ar(0)" 1 ][ RPN H ;<0 4.17)
Cela implique que le systeme en boucle fermée avec w(k) = 0 est asymptotiquement

stable

Considérant le fait que —(V — X)X '(V = X)T < 0, X > 0, ce qui implique que
~VX'WT < -V = VT + X, multipliant (4.14) par diag{l, 1,1, H(x)"'} a gauche et sa
transposé a droite. Nous obtenons

2 %, - Gl(x) 0 0
* T3+ sym{GAr(x)} G(x)Er(x) CT(x)
. . ey (%) <0 (4.18)
* * * -1
soit
2 ) 0
= =T 5+ CT(x0)C(x) CT(x)F(x) , X=1, Y=|GW®x |,
0 FT(x)C(x)  FT()F(x)—9*1 0

z=|~1 A0 Er( |
Z = [-I Ar(x) Er(x)] avec X\, %, et X3 sont définis dans le Tableau 4.1. Par le
complément de Schur, (4.18) est équivalent a

T+ sym{X'YZ} <0 (4.19)

AT(X) ET(X)
1 0
0 1

En choisissant Z*+ = et en appliquant le Lemme 1.5, nous obte-
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nons de (4.19) que (4.9) est satisfaite.
La preuve est terminée

Remarque 4.3 Notons que si Py(X) est une matrice constante et que X(x(k)) = x(k)
alors (4.17) se réduit au multifonction de Lyapunov 57 (k+1)Py, X(k+1)— X (k) P, 5%(k) <
0 utilisée dans la littérature, donc (4.17) est une représentation plus générale et réduira
le conservatisme dans les conditions développées.

Remarque 4.4 Théoreme 4.1 n’est pas un probleme convexe, en raison de l’existence
de termes bilinéaires G(x)B;(x)K j(x)C_’zl(x) et Gr(x)Di(x)K j(x)(jz[(x), qui sont diffi-
ciles a traiter numériquement. Pour surmonter ce probleme, il existe de nombreuses
méthodes convexes pour la conception de la commande par SOF dans la littérature. Des
conditions suffisantes avec une contrainte d’égalité ont été utilisées dans [Feng 2006]
et [Chaibi 2017a] pour le systeme flou T-S. Dans [Krug 2013] et [Baldi 2016], I’ap-
proche itérative de la SOS a été développée pour résoudre numériquement les pro-
blemes par SOF pour les systemes polynomiaux. Notons que les approches itératives
dépendent des valeurs initiales. Cependant, comment sélectionner les valeurs initiales
reste un probleme ouvert. Ainsi, pour éviter cet inconvénient, une méthode de concep-
tion SOS est fournie dans ce chapitre sans aucune contrainte d’égalité.

Théoreme 4.2 [Chaibi 2019a] Le systeme flou en boucle fermée (4.8) est robustement
stable avec une commande H, de performance y > 0 s’il existe un scalaire connu &, des
matrices symétriques polynomiales définies positives Pi(%), Q(x), matrices symétriques
polynomiales P;(X), matrices polynomiales G(x), U(x) et N;(x) pouri,j=1,2,...,r tels
que les conditions suivantes soient satisfaites :

condition SOS (4.10)
condition SOS (4.11)

- VZ(‘I’S,-,-,- +g(x))vy estune SOS i,s=1,2...,r (4.20)
— VZ(Tsiij + \Psiji + \stii + Sl‘j(.X)I)V4 estune SOS 1+ ] =1,2...,r 4.21)

—VZ(lPsijz + Wiy + Wjir + Wsjii + Waiij + Yiji + €i0(0) Dy (4.22)
estune SOS 1<i<j<I<r '

— Vi@ + £(x))vs estune SOS i,s=1,2.,r (4.23)

- Vg(\i’siij + \i’siji + \ilsjii + 8,']'(.X)1)V5 estune SOS i+ ] =1,2..,r (424)

_Vg(qjsi i1+ Y it ¥, jit ¥, jli Yy it Yy i + €iji(0Dvs

o (4.25)
estune SOS 1<i<j<I<r
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Ou
-P,(x) Y, 0 0 0
¥ Wu GWTWHE(x) ClL(0H'(x)  Wasii
Wi = * * —)/21 FlT(x)HT(x) 0 <0 (4.206)
* * * WYy ¢H (X)Di(x)
* * * * R

Yi1s(x) G(X)T(_x+)Ai(x) fGEX)T(f)Bi(x)
Yij = *k —Pi(%) CHONT (x) <0 4.27)
* * R

P =3 +G ()

Yo = T3 + GOT(xHA(x) + AT ()T (x")G" (x)
Wosiji = EG()T (x)Bi(x) + CJ(X)N] (x)

Wy =1-H(x) - HT(X)

R=—-£U(x)+ U (x)

Y11, = Py(®) — G(x) - G" (%)

les gains de la commande par SOF sont donnés par K;(x) = U 1(x)N i(x)

Preuve 4.2 L’inégalité (4.27) garanties que —£U(x) — EUT(x) < 0, ce qui implique
que U(x) est non singulier. Bien évidemment, les conditions de la SOS (4.23) - (4.25)
peuvent étre réécrites comme Suit :

Z (ke + D] Z ] (D i + Z Z B () WDty + D + P

i=1 j=1
i#]

r=2 r—1
+ Z R M) iy + Wi + Wi + Wi + Wi

i=1 j=i+ll= j+1

+Pai)] = Z Z Z (e + DGR ()i (e iz < O

s=1 i=1 j=1 I=1
Nous pouvons vérifier que (4.27) implique que,
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r r r r

his D @n | | 7 ST

—Pi(%)

{ [ G()T (x")Bi(x)
+ sym

0 ]U‘l(x)[ 0 N;(x)Cau(x) | } }< 0

(4.28)
Par lutilisation du Lemme 1.9
W=U"m[0 NiCu» |
| GO)T(xM)Bi(x) | s GOT(xH)A(x)
Q‘[ 0 } ”T‘[ P ]

Et en définissant Kj(x) = U (XN i(x), nous pouvons garantir que (4.28) est équi-
valent a

SSUSTS b+ DR (M) [ Iis GOT (A () ] 0

" __. A
s=1 i=1 J:] =1 Pl('x)

ce qui est équivalent a (4.15).

Soit
-Py(x) Yoo 0 0 0
7= Wy GOTHE(x) Cl(xnH"(x) _ | GOT(x)Bi(x)
- * s —y2I FT(x)H" (x) B 0 ’
* * * kM H (X)Di(x)

W=U"®]|0 N@Cux) 0 0],

en appliquant le Lemme 1.9, I’inégalité dans (4.26) conduit a

2 Z Z Z hy(k + Dhi(k)h;(k)h(k)

s=1 i=1 j=1 I=1

—Py(%) Y 0 0
* Wi GT(xME(x) ClL(x0)H"(x)
* * —’)/21 FIT(X)HT(X) (429)
* * * Wi
0 -
+ sym G(X)T((’)“+)B"(x) U'W[ 0 Ni@Caum 0 0] ¢ t<0
H(x)D;(x)
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En définissant Ki(x) = U “1(x)N i(x), nous pouvons vérifier que (4.29) est équivalent a

2 Z Z Z hy(k + 1)hi(k)h j(k)h(k)

s=1 =1 j=1 I=1

—Py(x) Yy 0 0

*  Wu GOTHE(x) Cl(0)H"(x)

* * -yl Fl(x)H" (x)

* * * WY

0 0 0 0

N 0 sym{GN)T(x")Bi(x)K;(x)Cu(x)} 0 CI(OK]()D] (x)H" (x) <0

0 0 0 0

0 H(x)D;(x)K j(x)C_’ 21(X) 0 0

(4.30)

A partir de (4.30), la condition (4.14) est obtenue.

La preuve est terminée.

Théoréme 4.3 [Chaibi 2019a] Etant donné le scalaire & > 0, le systéme flou en boucle
fermée (4.8) est robustement stable par la commande H., de performance y > 0 s’il
existe des matrices symétriques polynomiales définies positives Pi(%) et Q(x), matrices
symétriques Pi(X) et matrices G(x), U(x) et Nj(x) pouri, j = 1,2, ...,r tels que les condi-
tions suivantes soient satisfais

condition SOS (4.10)
condition SOS (4.11)

- vg(‘Y'sii,- + &i(x))vg estune SOS i,s=1,2,...,.r 4.31)

- Vg(Tsiij + Tsiji + Tsjii + Sij(X)I)Vé estune SOS i# ] =1, 2, .r (432)

—ve (Caiji + Yty + Cyjir + Lojii + Coaij + Lapji + €5o(X) Ve 433)
estune SOS 1<i<j<I<r '

- V;(TS,‘,‘,' +&i(x))v; estune SOS i,s=1,2,..r (4.34)

- V’;(Tsiij + ‘Y‘siji + ‘Y’sjii + 8[j(X)I)V7 estune SOS i# ] =1, 2, .r (435)

—VE(Ysijo + Cotj + Tyjur + Ty + Caij + Caji + 5io(x)Dv7 4.36)

estune SOS 1<i<j<I<r

ou
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[ -P(®) T, O 0 0 0 0 0
* Yoo Yoz Yo Yosii Vo 0 0
* * T3z Tag  Tss 0 0 0
sk * ¥ Y Vs 0 T4 0

Tij = . . . £ T 0 0 Is <0 4.37)
* * * * * -l 0 0
* * * * * *  —gl 0
* * * * * * x  —g,l |
Tis GOT(xNHA(x) EGOT(xM)B(x) G)T(xH)X, 0
* T22il T23ijl 0 0
‘Y’S,-ﬂ = * * R+ fzangl.YBi 0 Nijx0)X, | <0
* * * -1 0
* * * * —8yl

(4.38)
T =% -G (x)
T = Z3; + GOT(NA(X) + AT (OTT (MG (x) + &, Y[ Vi
+e Yo Yeu+ &Y Yeu
T3 = GOT(X)E{(x) + &Y 1, Yii + Y, Y
To4i = CL(0)H (%)
Yasiji = EG(X)T (x")By(x) + CzT[(X)NjT(x) + E(8 Y3 Vi + EngliYDi)
T2 = G(O)T(x)X,
a3 = =yl + & YEYg + &Y Y
T4 = F{ (0)H" (x)
Tssi = & Y5 Ypi + &YEY i)
Yas =1—-H(x)— H (x)
Yys; = EH(xX)Di(x)
Y46 = H)X,
Tssi = R+ & (8. Y3, Ypi + 8.Y [, Yy)
Tsg; = Nj(x)X,
Ti1y = Py(®) - G(x) - G (x)
Yoo = —Pi(R) + & Y3, Yai + £,Y (5 Yoo
Tosiji = CHOON] () + £V (Y

les gains de la commande par SOF sont donnés par K;(x) = U™ (x)N;(x).
Preuve 4.3 Les conditions de la SOS (4.31)-(4.33) peuvent étre réécrites sous les formes
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suivantes :
D s+ DL RO i+ >0 RGOy + T + i)
s=1 i=1 i=1 jl:Jl
r-2 r—1 r
+ Z hi(k)h j(k)h (k) (Cijo + Ygigj + Cjir + Vgjui + Ly
i=1 j=i+1l=j+1
Tl = Y7 D0 bk + Dm0 T 550 < O
s=1 i=1 j=1 I=1
qui est vérifié si
0 0 r 0 o1
) Gx)T(xH)X, G(x)T(x")X, Y}i Yfi
Yij = Coji + &' 0 0 +&| Y Y,
0 0 0 0
0 0 vy 11 &Yy,
0 o 71 0 o1
0 0 Yoi || Yeu
+e'| 0 0 +e | YL || YL (4.39)
H(x)X, H(x)X, 0 0
0 0 ngi | ngi
0 o 71 0 o1
0 0 Ygzz Y gZI
+&'| 0 0 +&| 0 0 | <0
0 0 0 0
| N;(0)X, || N;(x)X, 0 0
en utilisant le Lemme 1.8, nous obtenons
0 o 1 0 o |
. G)T(x")X, Y} 0 Yl
‘Y’siﬂ + sym{ 0 A(k) Ygi } + sym{ 0 A(k) Y?l. }
0 0 H)X, 0
0 YL 0 Y’
gT Bi S (4.40)
0 0
0 Yiy
+ symf 0 Ak)yl 0O } <0
0 0
| Nj(0X, 0
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ou )
—Py(x) ¥ O 0 0
) * T T CL()H"(x) Yosii
Tsijl = * * —’)/21 FIT(X)HT(X) 0
* * * Yy EH(x)Dji(x)
* * * * R
ol

Tooi = Za; + sym{GO)T (x")A(x))
Yoz = GOT(x)Ei(x)
Tasii = EGOT(x")B! (x) + CH(xNT (x)

(4.40) se réduit a (4.26). De la méme maniere, nous pouvons montrer que (4.38) se
réduit a (4.27).

La preuve est terminée.

Corollaire 4.1 [Chaibi 2019a] Le systeme flou en boucle fermée (4.8) est robustement
stable avec une commande H, de performance y > 0 s’il existe un scalaire connu &, des
matrices symétriques définies positives P;(X) et les matrices polynomiales, G(x), U(x)
et Nj(x) pouri, j = 1,2,...,r tel que les conditions suivantes soient vérifiées :

condition SOS (4.10)
condition SOS (4.11)

- vg(Ax,‘ii + & (x))vg estune SOS i,s=1,2,..,r 4.41)
- V6T(As,','j + Asiji + Asjii + 8,‘]()(7)[)V6 estune SOS i+ ] =1, 2, o (442)
_Vg(Asijl + Asilj + Asjil + Asjli + Aslij + Aslji + SSij[(X)I)V6 est une SOS (4 43)
I<i<j<I<r .
[ —P,(%) G'(x) O 0 0 0 0 0
* Aot Tozi Mo Tosiy Yoe O 0
* x Taz Tag Yz 0O 0 0
* * x  Ta Tys; 0 Yy O
= 4.44
ASUI %k *k % % T55i 0 O T58 < 0 ( )
* s * s x —gd 0 0
* * * * * x —gl 0
* * * * * * x  —g&,l |
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Axit = =Pi(R) + GOT(x)A(x) + Al ()T (MG (%) + .Y 3,V a;

+ nggliYCIi + SngﬂYCz[
les gains de la commande par SOF sont donnés par K(x) = U eI i(x)

Preuve 4.4 Le corollaire 4.1 se réduit directement a partir des conditions (4.31) -
(4.33) du Théoreme 4.3 en posons Q(x) = 0 et P;(x) > 0.

Remarque 4.5 Le Théoréme 4.3 présente une technique de conception de la commande
H., polynomiale floue par SOF a fréquence finie, qui peut réduire le conservatisme
introduit par les méthodes de fréquence entiere.

4.4 Exemples de simulation

Afin de montrer I’efficacité de la méthode proposée, nous présentons trois exemples
illustratifs. Les résultats de la simulation montrent que 1’approche proposée a des FF
présente des avantages évidents par rapport a celles développées pour des EF.

Exemple 4.1 Pour montrer le mérite de la méthode proposée, une commande H, par
SOF pour le modéle de mappage Henon est donnée par [Chang 2015b],

x1(k+ 1) = —0.1x3(k) — 0.2x2(k) + 0.010 1 x2(k) + 1.4 + u* (k) + 0.1w(k)
X (k+ 1) =0.3x(k)

72(k) = 0.2x1(k) + 1.4 + u* (k) + 0.1w(k)

y(k) = 0.1x2(k) — 0.01075x,(k)

(4.45)

ou|loj| £ 1,i=1,2 représente les termes d’incertitude.
Supposons que x,(k) € [—d; di] et di > 0.

le systeme non linéaire (4.45) peut étre représenté par le systeme flou T-S comme

suit :
[ 014, -02 [ -0.14, -0.2 |1 ~
Al_[ 0.3 0 :|’ AZ_[ 0.3 0 :|7 B1_|:O:|7 BZ_Bla
0.1
E]Z[ 0 ], EQZE], C11:C12:[0.2 O], CQ]I[—O.ldk O],

A
C22:[O.1dk O], D]:D2:1, F1:F2:0.1, Xx:|:00 ],

Yi=Yn=[0 01].:X=-01 Yoy =[0 01|
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Tableau 4.2 — Les valeurs de y et les gains de la commande par SOF pour I’Exemple
4.1.

Méthodes dy YVmin (die = 20) K, (d; = 20) K, (di = 20)
[Chang 2015b]
Théoréeme 2 d, =20 1,0 0,6740 0,6747
[Chaibi 2019a]
Corollaire 4.1 25 0.985 3.296 5.75
2d=0
Corollaire 4.1
2d=2
[Chaibi 2019a]
Théoréeme 4.3 MF
£<l0<%
2d =0
Théoreme 4.3 MF
s<lo<% 40 0.168 0.116 + O.9615x§ 0,03964 + 0.6319x§
2d =2

32 0.328 0,09081 +0.7635x2 | 0,1275 +0,30942

35 0.17 0.1892 0.1467

Ou les fonctions d’appartenance sont prises comme celles utilisées dans [Chang 2015b]
x1 (k)

dy
hy(k) = 1 — hy(k)

1
k) = 5(1 - )

Les intervalles de faisabilité pour d; sont indiqués dans le Tableau 4.2 pour la
technique proposée et pour ceux de la littérature. Pour simplifier la comparaison, nous
avons rapporté dans le Tableau 4.2, les valeurs de y,;, et la commande pour le méme
d, = 20. D’apres les résultats figurant dans le Tableau 4.2, nous pouvons observer
que les intervalles de faisabilité obtenus par les théoremes proposés dans ce chapitre
sont plus grands que les résultats donnés par [Chang 2015b]. En utilisant le Théoréme
4.3 dans le cas de MF nous pouvons voir que le y,,, obtenu est plus petit que celui
obtenu dans [Chang 2015b]. Nous constatons également que |’augmentation du degré
de fonction polynomiale de Lyapunov de 2d = 0 a 2d = 2 réduit le niveau de vy, et
améliore ainsi les performances. En général, nous obtenons de meilleurs résultats en
augmentant les degrés de la fonction polynomiale de Lyapunov.

En choisissant le degré 2d = 2 pour le cas de MF, nous obtenons les résultats sui-
vants : di = 40, ¥pin = 0, 169 et les gains de la commande H., par SOF.

K, = 1,019 + 0,0001124x,(k)*, K> = 0,918 + 0,0001054x,(k)*

Considérons les conditions initiales x(0) = [—1 217, les courbes représentant les
trajectoires d’état pour le systeme en boucle fermée sont illustrées a la figure 4.1 et
les résultats de la simulation de la commande u(k) sont représentés a la figure 4.2. La
figure 4.1 permet de confirmer que le systeme en boucle fermée (4.8) est robustement
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25
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FiGURE 4.1 — Evolution des états de la boucle fermée pour I’Exemple 4.1
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Temps discret k

FIGURE 4.2 — Evolution de la commande pour I’Exemple 4.1

stable. Avec des conditions initiales nulles et [’entrée de perturbation sous la forme
w(k) = e %*sin(2k), le rapport (ratio) p(k) = \/ZT(k)z(k) /wT(k)w(k) est tracé sur la
figure 4.3. 1l est clair que le rapport (ratio) tend vers une valeur constante de 0,093,
qui est inférieur a la valeur optimale garantie par (2d = 2) Y = 0, 169. A partir des

résultats de la simulation, nous pouvons constater que la commande robuste H,, par
SOF présentée dans ce chapitre est efficace.

Exemple 4.2 Nous considérons un modele inspiré d’un systeme pratique pour illustrer
Uefficacité de I’approche proposée. Nous prenons le modeéle de camion-remorque non
linéaire [Chang 2015b] représenté par la figure 4.4, dont I’ équation dynamique est :
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—— )

0.2

0.18 -

0.16

0.14 -

0.12 -

01§

0.08

0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
Temps discret k

Ficure 4.3 — Le rapport p(k) = \/zT(k)z(k) /wT (k)w(k) pour I’Exemple 4.1

ak

FiGure 4.4 — Camion remorque.

ak+1)=(1 - vzt)xl(k) n VTlu(k)

okt 1) = (Vzt)xl ) + %K) + 0, 20(k)

x3(k + 1) = x3(k) + vt sin(@y) + 0.1w(k) (4.46)
2(k) = 0,001 x:(k) + VTtu(k)

y(k) = Txi(k) — 2x,(k) + 0,03x3(k)

ot 6 = xp(k) + 57 x1(k).

Le modele de camion-remorque non linéaire (4.46) peut étre décrit par le modele
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T-S suivant

2
s+ 1) = D hsCN((As + AApa(h) + Bulh) + Eo(h))
i=1

2
z(k) = Z hi(s(x(kN)(Chix(k) + Diu(k) + Fiw(k)) (4.47)

i=1

2
y(K) = > hils(x(k))Cix(h)
i=1

avec
-2 0 0 1-2 0 0 u
141 = % 1 O . 142 = % 1 O N 13132182 = 0 5
Oy vid, 1 O gy vid, 1 0
on 1T
0 0 01
Ei=E,=|02|, X, = 0 , Yo=Y =| 1 ,
0,1 0.0023 0
1
C11:C12:[0 0 0,001], 01:132:?, F,=F,=0,
0.01

Coi=Cn=[7 -2 0,03], di=1, dy=——

ount=2s1=2,8L=575v=—1etxk)=[x1(k) x2(k) x3(k)]".
Pour 0, autour de 6, = 0 et £179.9977/180.
Les fonctions d’appartenance sont

sin(6;)
O
hy(6r) = 1 = hy(6r)

hy(6) =

Maintenant, en résolvant le probleme d’optimisation de Théoréeme 4.3, pour & =
0.3, les résultats obtenus de 7y, pour le cas du moyenne fréquence (MF) et pour les
approches a des EF existants dans [Lo 2003] et [Chang 2015b], sont montrés dans le
Tableau 4.3. Dans ce dernier, nous pouvons constater qu’en utilisant la méthode décrite
dans ce chapitre, les valeurs de y,,;, peuvent étre améliorées.

En se basant sur des conditions de la SOS dans le Théoreme 4.3 pour le cas de MF,
nous obtenons la valeur minimale d’atténuation des perturbations He, Vmin = 0, 1035
pour 2d = 2 et les gains de la commande H,, par SOF.

K, = 0.2616 + 0.004164x,(k)*> — 0,000412x5(k)*
K, = 0.2223 + 0.009036x,(k)* — 0,0006202.x5(k)?
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Tableau 4.3 — Les valeurs de y pour I’Exemple 4.2.

Méthodes Vomin
Théoreme 2 [Lo 2003] 43712
Corollaire 1 [Chang 2015b] 2.1554
Corollaire 2 [Chang 2015b] 2.0197
Corollaire 4.1 [Chaibi 2019a]

2d =0 0.289
Théoréme 4.3 MF [Chaibi 2019a]
<0 <3 0.1265
2d =0
Théoreme 4.3 MF [Chaibi 2019a]
<0 <3 0.1035
2d =2
2 — — —x,(K) [Chang 2015]
1 -vl\ x, (k) Théoréme 5.2 [Chaibi 2019a] MF
N
>10 5 1‘0 15

Temps discret k

— — —x,(K) [Chang 2015]
xz(k) Théoreme 5.2 [Chaibi 2019a] MF

0 —
.
0 5 10 15
Temps discret k
0 —
-10 - ~
~
20F X e — — —x,(K) [Chang 2015]
-
T | xg(k) Théoreme 5.2 [Chaibi 2019a] MF
-30
0 5 10 15

Temps discret k

FiGure 4.5 — Réponses d’état du systeme en boucle fermée (4.8) pour I’Exemple 4.2

Supposons que la condition initiale est x(0) = [0.57 0.75x — 1017 et la per-
turbation externe w(k) = 0. La Figure 4.5 montre 1’évolution comparative pour les
trajectoires des états du systeme non linéaire en boucle fermée (4.8) obtenue par le
Théoreme 4.3 dans le cas de MF et par la commande proposée dans [Chang 2015b]
dans le cas des EF, tandis que les signaux de commande sont affichés dans la Fig. 4.6.

En résumé, d’apres les figures de simulation 4.5 - 4.6, nous pouvons déduire que
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— — —u(k) [Chang 2015]
u(k) Théoréme 5.2 [Chaibi 2019a] MF

0 5 10 15
Temps discret k

FiGURE 4.6 — Evolution de la commande du systtme en boucle fermée (4.8) pour
I’Exemple 4.2

le systeme en boucle fermée est stable et offre une valeur minimale d’atténuation de
perturbation par rapport aux résultats existants. Cela montre que la méthode proposée
est efficace pour commander de tels systemes pratiques.

Exemple 4.3 Dans cet exemple, nous considérons le modele polynomial flou suivant
avec deux regles floues sous la forme de (4.8)

4| 0Ba® 026 [ -016x() 032 . _[02
b= 0,39 o |” 7 0,48 o |7 o |
0,1

B, = By, E1=[ 0

], Ey=E, Ci=Cn=[02 0], Cu=|-020(k 0],
Co=[020(k) 0|, Di=Dy=1, Fi=F,=01, Xx:[o(’)l],
Ya=Yu=[0 01] X,=-01, Yeu=[0 0,1 |¥Ycu=[0 0]

Les fonctions d’appartenance dans cet exemple sont données comme suit :

__ sin(xp(k))

h k — XZ(k)
10 1.2175

hy(k) = 1 = hy(k)

Définissons & = 0,24, puis nous résolvons les conditions de la SOS dans le Théo-
reme 4.3, la valeur minimale de performance Hy, du FF % < |0 < § est ¥pin = 0.53 et
les gains de la commande correspondantes sont
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‘ ‘ -
‘ — %0
150 ]

05 {‘\

0.5 |

0.5 1 15 2 25 3 35 4 45

5
Temps discret k

FiGURE 4.7 — Evolution des états de la boucle fermée dans I’Exemple 4.3

0.06

u(k)
I
0.05

0.04 H
0.03 |
0.02 f |

0.01r |

-0.01

0.5 1 15 2 25 3 35 4

45 5
Temps discret k

FiGuREe 4.8 — Evolution de la commande pour I’Exemple 4.3

K1 (x) = =0,09054x7(k) + 0,01617x5(k) + 4,014
Ky(x) = —0,0171x3(k) — 0,02886x5(k) + 0,3564;

Les figures 4.7 et 4.8 illustrent la réponse de I’état et I’évolution de la commande du
systeme polynomial flou T-S en boucle fermée, respectivement, a partir d’une condition
initiale x(0) = [1.5 2]7 et w(k) = 0. En résumé, a partir des résultats des figures 4.7 et
4.8, nous pouvons conclure que le systeme en boucle fermée est robustement stable.

90
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4.5 Conclusion

Ce chapitre a étudié le probleme de la conception de la commande H., par SOF
pour les systemes polynomiaux flous TS incertains dans un champ de fréquence finie.
En utilisant le Lemme GKYP et la fonction polynomiale de Lyapunov, des nouvelles
conditions d’existence de la commande H,, par SOF sont proposées afin de surmonter
aux inconvénients induits par les études précédentes. Quelques exemples numériques
ont été donnés pour démontrer les avantages de 1’approche proposée.
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CHAPITRE 5

Commande des systemes
Takagi-Sugeno 2-D discrets par
I’approche des sommes des carrés

5.1 Introduction

Au cours des dernieres décennies, les systemes bidimensionnels ont suscité beau-
coup d’attention en raison de leurs applications utiles dans plusieurs domaines tech-
niques modernes tels que la commande de processus (processus thermiques, absorp-
tion de gaz, chauffage de flux d’eau, etc.), le filtrage numérique multidimensionnel,
le traitement d’images. (amélioration, suppression de données, etc.) ; voir par exemple
[Barry 1976, Lu 1992, Gatkowski 2003]. Des conditions suffisantes pour un filtrage ro-
buste H,, ont été étudiées dans [Boukili 2016], pour les systemes de (Roesser) en temps
discret a deux dimensions utilisant des matrices homogenes dépendantes de parametres
polynomiaux de degré arbitraire et les auteurs de [El-Kasri 2013] traitent le probleme
parallele avec des retards variables dans le temps. Cependant, les résultats précédem-
ment mentionnés étaient uniquement pour des systemes 2—-D linéaires. La plupart des
systemes 2—-D actuels sont non linéaires et les résultats préc€édemment mentionnés ne
sont pas applicables dans ce cas. Nous cherchons dans ce chapitre a étudier les sys-
temes non linéaires 2—D qui peuvent étre représentés a 1’aide des modeles T-S. Divers
modeles pour les systemes a deux dimensions ont été suggérés dans [Benzaouia 2016]
pour la résolution des problemes complexes dans différents domaines, tels que le fil-
trage robuste H,, pour des systemes T-S et la stabilisation des systemes T-S avec at-
ténuation de perturbation stochastique. Des conditions de stabilisation ont été dévelop-
pées dans [Ding 2011] en utilisant des conditions de stabilisation non quadratiques et
la fonction de Lyapunov homogene dépendante de parametres polynomiaux. Le pro-
bleme de filtrage H,, pour les systtmes T-S a deux dimensions décrit par le modele
Fornasini-Marchesini (FM) a été résolu dans [Boukili 2014] par I’ utilisation de la fonc-
tion de Lyapunov et en ajoutant des matrices dépendantes de parametres d’optimisation
(slack). Des conditions suffisantes sous forme d’LMI ont également été étudiées dans
[Boukili 2015] en considérant I’effet des perturbations stochastiques.

L’idée principale utilisée dans ce chapitre se base sur I’approche de la somme des
carrés (SOS) [Prajna 2004b], qui permet de traiter la stabilité des systeémes polyno-



Chapitre 5. Commande des systemes Takagi-Sugeno 2-D discrets par I’approche
des sommes des carrés

miaux pour une classe de systeme plus large que celle obtenue par I’approche LMI, ce
qui signifie que I’approche de la SOS est moins restrictive que LMI. Les conditions de
la SOS peuvent étre résolues numériquement a 1’aide de 1’outil standard SOSTOOLS,
[Prajna 2004b]. Les techniques de la SOS ont principalement été appliquées aux sys-
temes non linéaires 1-D en temps continu : par exemple, la stabilité des systemes poly-
nomiaux avec retard a été présentée dans [Siala 2013] a I’aide d’une nouvelle fonction
polynomiale de Lyapunov-Krasovskii et les conditions de stabilité pour les systemes
polynomiaux en temps continu ont été étudiées dans [Guelton 2011], en utilisant des
fonctions polynomiales de Lyapunov. Nous mentionnons aussi une technique efficace
pour construire la fonction de Lyapunov pour des systemes non linéaires multidimen-
sionnels en temps continu dans [Shaker 2014]. Jusqu’a présent, un peu de méthodes
ont été proposées pour traiter le systtme T-S bidimensionnel a I’aide de 1’approche de
la SOS : nous pouvons simplement citer [Chaibi 2016], ou une condition de stabilisa-
tion du systeme T-S bidimensionnel discret basée sur les fonctions polynomiales de
Lyapunov a été fournie.

Il convient de noter que dans les systemes 2-D, I’information circule dans deux
directions différentes, la synthese de la commande des systemes T-S bidimensionnels
est plus complexe, en particulier lorsqu’un modele polynomial est considéré. Ainsi, ce
chapitre se concentre sur la conception de la commande polynomiale floue T-S pour le
systeme 2-D non linéaire de type (Roesser) ; ¢’est un probleme plus complexe que les
problemes paralleles étudiés dans la littérature, tels que ceux de [Xie 2010a]. Ainsi, ce
chapitre fournit une méthodologie basée sur la SOS pour résoudre la stabilisation des
systemes polynomiaux 2-D de type (Roesser) en temps discret. Nous dérivons d’abord
une condition de stabilisation, basée sur la multifonction polynomiale de Lyapunov.
Ensuite, une condition de stabilisation non quadratique est déduite en utilisant les tech-
niques de relaxation. Les conditions de stabilisation proposées sont représentées en
terme de SOS et sont résolues numériquement par SOSTOOLS [Prajna 2004a]. Nous
soulignons que 1’approche de stabilisation abordée dans ce chapitre est plus générale
que les approches d’LMI existantes pour les systemes T-S a 2-D .

5.2 Formulation du probleme

Nous considérons dans ce chapitre les systemes 2-D non linéaires discrets décrits
comme suit :

x*(k, 1) = Z(x(k, D) + S(x(k, D)u(k, 1) (5.1
X'(0,0) = f(), x'(k,0) = g(k) (5.2)
avec ) .,
| X'k D) . | X'k+ 1D
M8y = [ x(k, 1) ]’x kD)= [ Xk I+1) |
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ot x*(.) € R™, x"(.) € R™ sont I’état horizontal et 1’état vertical, respectivement ;
u(.) € R™ est le vecteur de commande ; Z(.) et S(.) sont des fonctions non linéaires
satisfaisant Z, S € C; k, [ sont deux entiers dans Z* ; enfin, f(/), g(k) sont les conditions
aux limites dans les directions horizontale et verticale, respectivement.

Le systeme T-S a 2-D suivant sera utilisé pour représenter le systeme discret non
linéaire de type Roesser (5.1) :

Regle i : SI¢ (k1) EST M, ET,..., ET ¢,(k, 1) EST M,

ALORS
xT(k, 1) = Ai(x(k, D) x(x(k, D)) + Bi(x(k, D)u(k, ) (5.3)
x"0,0) = f(0), x'(k,0) = g(k)
avec
, _ Al (x(k, D) Al (x(k, 1)) ]
Ai(x(k D)) [ Al (x(k, 1) Al (x(k, D) |
_ | Bi(x(k, D))
Bi(x(k, 1)) = [ Bi (k. D)) ]
oui=1,...,r, M sont les ensembles flous, ¢,(k), pour p = 1,...,s, sont les va-

riables de base, r est le nombre de regles SI-ALORS, x(x(k, [)) est un vecteur de colonne
dont les entrées sont toutes des mondmes dans x(k, [) et A;(x(k, 1)), B;(x(k,l)) sont des
matrices polynomiales dans x(k, [), avec les dimensions appropriées.

Ces systemes polynomiaux discrets T-S a 2-D peuvent également €tre exprimés
sous une forme plus compacte, comme suit :

Xk, ) = Z hi(s(k, D){Ai(x(k, D)X(x(k, ) + Bi(x(k, D))u(k, D)} (5.4)
i=1

(c(k, !
h(sth, D) = 2 SED)

S ey ik D) = M;i(s(k,1
2o wils(k, 1) wis(k. 1)) l;[ i(s(k, D))

avec M;;(s(k, 1)) est le degré d’appartenance de ¢;(k,[) dans M;; et w;(s(k, [)) repré-
sente le poids de la i-eme regle. Dans ce chapitre, nous supposons que w;(s(k, 1)) > 0,
pouri=1,2,...,ret ), wi(s(k,[)) > 0. Par conséquent, nous obtenons %;(s(k,[)) > 0,
pouri=1,2,...,ret Y, hi(sk, ) =1.

Certaines conditions de stabilisation pour les systemes discrets polynomiaux a 2-
D dans (5.4) seront ultérieurement étudiées a 1’aide de 1’approche de la SOS, qui est
maintenant introduite.
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Pour simplifier les calculs, les notations suivantes seront adoptées :

hi = his(e, ), M9 = ) hiMi(x(k, D),

i=1

M) = () Mk, D)
i=1

Nous considérerons T (x(k, [)) qui est une matrice polynomiale définie par x(x(k, [)) =
T (x(k, )x(k, ).

5.2.1 Lacommande par la multifonction polynomiale de Lyapunov

Dans [Tanaka 2008], une loi de commande PDC et une fonction polynomiale de
Lyapunov sont proposées pour 1-D afin d’obtenir des conditions de stabilisation moins
restrictives. Dans ce chapitre, nous étendons la loi de commande PDC utilisée dans la
littérature pour les systemes polynomiaux flous T-S a 1-D aux systemes a 2-D étudiés
dans ce chapitre. Cette commande a 2-D peut €tre exprimée comme suit :

Régle i : SIg (k1) EST M, ET,..., ET ¢,(k, 1) EST M,
ALORS
u(k,l) = Fi(X)X(x(k, 1))

aveci = 1,...,ret F;(X) sont des matrices polynomiales de dimensions appropriées
a déterminer.
L’ensemble de la commande a 2-D peut étre représenté par

uk,l) = Z hiFi($)X(x(k, 1)) = F(X)x(x(k, D) (5.5)
i=1
le systeme en boucle fermée est donné par

xt(k,[) = Z Z hih {A{(E) + B(X)F (%)) 2(x(k, [)) 56
i=1 j=1 .

= (A(%) + BA(D)F(X)X(x(k, D))

Théoreme 5.1 [Chaibi 2019b] Le systeme polynomial flou T-S (5.6) est asymptotique-
ment stable s’il existe des matrices polynomiales symétriques X{ (%) e Ry X;(fc) €
R™*" et des matrices polynomiales K|(X) € R™™", Kj(X) € R™"™, on (%) > 0,
gé()“c) > 0 pour (X # 0) et gij (%) =0, sgj (X¥) = 0 pour tout X tel que les conditions de la
SOS suivantes soient satisfaites :
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vi(Xi(®) - el (®)Dv,  estune SOS i=1,...,r (5.7)
vi(Xy(X) - e5(®) v, estune SOS i=1,...,r (5.8)
VZTQZ’"()?)vz estune SOS iimn=1,...,r (5.9)
Vi Q%) + Qi (D)vy est une SOS (5.10)

i<j i,jymn=1,...,r
avec v et v, sont des vecteurs de dimensions appropriées, indépendants de x(k, /) et

Q; 711 (X) * * *

0 Q;in(X) * *
Qij31(%)  Qij3(X)  QF3(X) *
Qiia1(X)  Q;jsr(X) 0 Q4 (%)

Q) = >0 (5.11)

Qij11(®) = XI(%) - /(D)1

Qi (%) = X3(%) - £)(D)1

Q;31(%) = T1(FHAL (DX](X) + T1 (F)B (DK (%)
Qi3(®) = TH(ENHALDX(F) + T1(F)BLU(DHK(X)
Q' (®) = X7'(x(k + 1,0) — £/(D)1

Q;41(%) = To(XHAL (DX](X) + To(F)BL (DK ()
Qijin(®) = To(FHAL(D)X3(F) + To(F")BY(DK(X)
.y (B) = Xy (x(k, 1+ 1)) — &5 ()]

Preuve 5.1 Considérons la multifonction polynomiale de Lyapunov suivante :
V(xk, 1)) = & (x(k, D)P(R)&(x(k, 1)) (5.12)
ou P,(X) est une matrice polynomiale dans x(k, ) telle que

. _ | Pi® 0
Pz(x)—[ 0 PZZ'()E)]>O
Anin(PLCONIZ(x(k, DI < V(x(k, D)) < Apax(P(R)IR(x(k, D)3
out Apin(.) et A,,4x(.) désignent respectivement les valeurs propres minimale et maxi-

male d’une matrice.

Notons que si P,(X) est une matrice constante et que X(x(k, 1)) = x(k, 1), alors (5.12)
est réduit a la multifonction de Lyapunov x' (k,)P.x(k, ) utilisée dans la littérature :
donc (5.12) est une représentation plus générale et moins restrictives que les conditions
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développés sous forme d’LMI.

La variation de (5.12) est donnée par

AV(x(k, 1)) = &7 (x(k, 1)) P.(X")x (x(k, D)) — 2" (x(k, D) P.(F)%(x(k, )
= &7 (x(k, DIALF) + BAHF(D) PTNA(R) + B.(D)F(3))
— P(D)]1%(x(k, D))
= = &7 (x(k, 1) Q1(DR(x(k, D))

(5.13)

o))}
—01.(%) = (A.(%) + B.DOF.() P.(X)A,(X) + B.HF (X)) - P.(%)

et

A[(%) = T(FHAL(D), B.(¥) = T(X")B,(%)

T,(x) 0 ] _ [ T\(x(k+1,0) 0

T()?*’) = |: 0 Tz(;c+) 0 Tz(_x(k,l‘l‘ 1))

Notons que Q,(X) sont des matrices polynomiales symétriques définies positives et
Amin(Q1:(%)) > 0, donc

2 (x(k, D) Q1:(D)(x(k, ) = Apin( Q1 (DNR(x(k, D)3
Ainsi, AV(x(k, 1)) est borné comme suit :
AV(x(k, D) < =Apin( Qrz(ENNIECx(k, DI, VIEC(K, D2 < 1)
AV(x(k, 1)) est négatif si —Q1.(%) < 0
—01:(%) = [(A.(%) + B.(D)F(2) P.(X)A(%) + B.OF(D) - P.(D] <0 (5.14)

par la multiplication des deux cotés de (5.14) par Pz‘l(fc), nous obtenons (5.15) ou
P71 (%) = X, (%) et K,(%) = F.()X,(X), pouri=1,..., r:

[X.(R)(A(3) + B.()F (D) X, (F)A(F) + B(DF()X(D) - X(D] <0 (5.15)

en appliquant le complément Schur, nous avons alors

X(%) (A(DXA(F) + BHK (D)

>0 (5.16)
ou
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r r r r

QM(x) = h(s(k + 1, D)y (s(k, L+ 1) Q7 (X)
m=1 n=1 i=1 j=1
. [x® o . [xEH o
Xz(x) - [ 10 Xé(i)] aXZ(x ) - [ 10 Xé(i+)]

Xi(%) = > hu(s(k + 1L, D)X (x(k + 1,1))
m=1

X5(&) = ) ha(sk, 1+ D)X(x(k, [+ 1))
n=1

et Q;.’;”(fc) sont définis dans (5.11).

5.2.2 La commande d’un systeme polynomial par la loi de com-
mande non PDC

Afin d’obtenir une commande moins restrictive pour les systemes T-S bidimen-
sionnels discrets polynomiaux, une loi de commande non PDC est utilisée, de la forme
suivante [Chaibi 2016] :

uk,l) = K (Y, (%)2(x(k, 1)) (5.17)

ou K,(X) et Y,(¥) sont des matrices polynomiales de dimensions appropriées a dé-
terminer

“x 0
K = KD K® |, v = [ it ]

0 Yi®

le systeme en boucle fermée de (5.4) et (5.17) est alors comme suite :
X"k, ) = (A(%) + B (DK (DY, () R(x(k, 1) (5.18)

Théoreme 5.2 [Chaibi 2019b] Le systeme a 2-D (5.18) est asymptotiquement stable
s’il existe des matrices symétriques polynomiales P' (%) € R"™™, PL(%) € R™™ et les
matrices polynomiales K{ (X) € Rmxm, Ké(fc) € RmMxm Y{ (X) € Rm>m, Yé(ic) € R"™*m,
Z"(X%), Zl’.’;"(i) = (Z;’;")T()”c) tels que (5.19), (5.20), (5.21), (5.22) et (5.23) soient satis-
faits, ou 8"1 (%), sé(fc), 8’{ (%) et gg (%) sont des polynémes non négatifs tels que 8"1 x>0,
sé()?) > 0 pour (¥ #0) et sij(fc) >0, 8;j()~6) > 0 pour tout X.

VIT(Pli X - si XDv, est une S OS (5.19)
vl (P5(X) — ey(®)Dv, est une S OS (5.20)
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VZT(TZ-'I-"”()?) - Z;"(X))v, estune SOS i,m,n=1,...,r (5.21)
Vs (T7"(X) + T3 (%) = Z;"(X) = Z3" ()2 est une S OS (5.22)

i<j, i,jmn=1,...,r.

ZiN(x) Z3N(X) ... ZT(R)
Z’Z"I'f()?) Zgg.’()?) . Z’Z”r'f(i) (523)
20 ZY® ... 7
mn=1,...,r.
avec v et v, sont des vecteurs indépendants de x(k, [).
Tiji(X) * * *
T7"(%) = 0 T ¥ >0 (5.24)

Tijn (%) Tixn(X) T5(X) *
Tijs(X) Tijm(X) 0 T7.14(X)
Tn(X) = P{(%) — &{(D)]
Ty (%) = Py(X) — eb(D)]
Tis1(%) = TI(EHAL @)Y/ + T1(F)BU(DHK](X)
Tijsa(X) = T1(EFALDY(E) + T1 (F)B (DK ()
T/a(%) = Y'(x(k + 1,0) + Y77 (x(k + 1, 1)

— PP(x(k + 1,D) — e/ ()1
Tija1 () = To(F)AY (DY (X) + To(F)BLHK] (%)
Tja2(%) = To(F)AL () Y(F) + To(F")BY(D)K(X)
T,.”j44(5c) =Y (x(k, [+ 1)) + Y;’T(x(k, [+1))
— Pa(x(k, [+ 1) — g5 (DI

Preuve 5.2 Considérons la fonction polynomiale de Lyapunov suivante [ Chaibi 2016] :

V(x(k, 1)) = " (x(k, D)Y. T (R)P (DY, (F)R(x(k, ])) (5.25)
Ensuite,
27 ek, DWimin YT (RY (DR, 1) < V(x(k, 1)
o O (5.26)
< & (x(k, DIV imax Y, T ()Y () E(x(k, 1))
ou

Vimin = /lmlrk(PZ(;C))’ Vimax = /lmaxz(Pz(-i))
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5.2. Formulation du probléme

Comme (YZ‘T(SC)YZ‘I(TC)) = YZ()Z)YZT(SC) avec
Vomin = /lmtm(Yz(;c)YzT(jz))a Vomax = Amaxz(Yz(x)YzT(j))
(5.26) devient

ViminVama R0 DIIP < Vk, 1)) < VimaxVa 182k, D)I?

ce qui garantit que V(x(k, 1)) est une fonction polynomiale de Lyapunov.
Alors, la variation de (5.25) est donnée par
AV(x(k, D)) = 2" (x(k, D)[(A(F) + B.(R)K (DY (%) YT (F)P(F)Y] (F)A(D)
+ B.(HK ()Y (D) - Y, (DP(DY,  (D)]R(x(k, D)
= =& (x(k, ) Q2. (D) R(x(k, 1))
(5.27)

ou

—05.(%) = [(A,(®) + B (OK (DY, @) YT (&P (FHY (X )A(D)

- e (5.28)
+ B.(DK. (DY, (D) - Y. (HP(DY, (D]

YZ(T)Z[YIZ(J?*) 0 PGE) 0 ]

0 Y;(ic*)]’ pzw):[ 0 PE)

Yi(E") = Z h(s(k + 1, D)Y{"(x(k + 1, 1))

m=1

Yi(E") = Z ha(Ce, 1+ D)Y2(x(k, 1+ 1))

n=1

Pi(X") = Z hn(s(k + 1, D) P (x(k + 1, 1))

m=1

PY(E") = )" sk, 1+ 1)P3(x(k, 1+ 1)
n=1

et 0»,(X) sont des matrices symétriques polynomiaux, définies positives.
2 (xk, D) Qoo (R)F(xk, D) = Apin( Qo (ENNIR(x(k, D)3
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Ainsi, AV(x(k, 1)) est borné comme suit :

AV(x(k, 1) < = Apin( Qoo (EDIR(x(K, D)3,
VIIX(x(k, DIz < 1wy

Notons que dans le systeme a 2-D, les informations sont propagées dans deux direc-
tions indépendantes ; par conséquent, hi(s(k+1,1)) et hj(g(k, [+ 1)) sont deux fonctions
d’appartenance différentes.

En multipliant le coté droit de (5.28) par Y,(X) et le coté gauche par YZT (%), nous
obtenons :

(Y] (DAL(®) + K] (DB ()Y (ZHP(F)Y]'(F)

O S . (5.29)
X (A(DY(X) + BA(DK(X)) — P(F) < 0.

En utilisant le Lemme 1.12, oit A = Y\ (F A (X)Y.(F) + B(H)K (%), (5.29) peut
étre exprimé par

(5.30)

T.(%) = [Pz(i) * ]> 0

To T

ou
Tll = AZ(X)YZ(X') + EZ(X:)KZ(X)
Ty = Yo(&%) + Y] (¥) - P.(X")

TA(®) = > > hals(k + 1L, DYan(sth, 1+ 1) BT (F)
i=1

m=1 n=1

r-1 r
£ 0 Ry (TR () + T3 ()

i=1 j>i

ou T{}"’(fc) sont définis dans (5.24)

Si les conditions (5.22) et (5.23) sont satisfaites, les conditions suivantes sont éga-
lement satisfaites :

TA®) 2 ) > (st + 1,DYh(s(hk, 1+ 1)

m=1 n=1
r r-1 r
X (Z1 W7 () + Z; Z I (ZP"(E) + Z2"(5)) (5.31)
i= i=1 j>i

= > D hulsth + 1, Dhy(s(k, 1+ 1)67 Z"™(9)0

m=1 n=1
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5.3. Résultats de simulation

ot 07 = [yI hol ... h1]

et
ZmE) ZmE ... ZME)
ZmE) ZEE ... 2
Zmn(f) — 21 22. . 2 '
Zr® Z@E ... 2

Remarque 5.1 La faisabilité des conditions de la SOS développées est influencée par
les polynomes &} (x), &(x), 8}j(x) et efj(x) ; donc, en pratique, la structure polynomiale
de sl.l (x), al.z(x), 81.1j(x) et sl.zj(x) doit étre soigneusement sélectionnée.

Remarque 5.2 Notons que les études précédentes sur les modeles polynomiaux flous,
[Tanaka 2007, Tanaka 2008], indiquent que l’inconvénient majeur des résultats de la
SOS est la complexité du calcul numérique. En fait, lorsque le degré 2d augmente, la
complexité de calcul augmente et le temps de calcul requis augmente aussi. Néanmoins,
I’approche de la SOS présente un avantage évident en tant qu’une généralisation des
approches existantes du systeme flou T-S, car elle représente plus efficacement les sys-
temes non linéaires. En fait, I’approche de la SOS utilisée dans ce chapitre est moins
restrictive que I’approche LMI utilisée auparavant dans la littérature [Xie 2010b].

5.3 Résultats de simulation

Exemple 5.1 Considérons I’équation différentielle non linéaire suivante [Xie 2010b]

*q(x,1) _

0q(x, 1) i a 0q(x, 1)
Ax0t ?

o1 o=+ aosin’(q(x, 0) + bf(x,0)

a
avec les conditions initiales et les conditions aux limites

q(x,0) = q:1(x), ¢(1,0) = q2(7)

q(x, 1) est la fonction d’état, ay, ay,a,, b sont des coefficients réels et f(x,t) est la
fonction d’entrée. Si nous définissons

0q(x, 1)
ot
x(x, 1) = q(x,1)

X(x, 1) =

—axq(x,t)

nous obtenons alors le modeéle 2-D suivant :

h .
W _| @ aa+ag s1n2(xZ(x, ) [ x"(x,1) N b 0 )
‘”‘56(:”) 1 a x!(x, 1) (0 I
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avec les conditions aux limites suivantes

K0, 1) = ¢a(t) — arga(0)
X(x, 1) = q1(x)

Considérons les deux regles suivantes obtenues pour sinz(x‘cf(x, 1) :
SI sin®(x!(x, t)) est environ 0, ALORS

t
0x)(x,1)

[ Oxl(x,0)
ot

o| Xt c
= Af [ 2, 0 + Bluc(x,1)
SI sinz(xZ(x, 1)) est environ ¥1, ALORS

ax%ﬁ + Byu.(x, 1)

ot

[ 6x’cl(x,t)

h
_ A‘“[ x (x, 1)

2 x(x, 1)

avec
c _ a; apap c _ b
=] e[o)
c | a ajap + aop
Az_[ 1 ar

Les fonctions d’appartenance sont données par :

By =B,

hi(x, 1) = 1 = sin*(x!(x, 1)), ha(x,1) = sin*(x"(x, 1))

Le systeme T-S bidimensionnel est discrétisé avec des intervalles d’échantillonnage
T, et T, correspondant aux variables x et t, respectivement, avec les parametres de
systeme indiqués dans [Xie 2010b, Xie 2010a] et [Xie 2015]. Nous obtenons le systeme
suivant :

S1 sin®(x"(k, 1)) est environ 0, ALORS

[ o |- [ e ] Bk, D
SI sin®(x*(k, [)) correspond a peu prés a ¥1, ALORS
[ﬁﬁ]fﬁ =M[ﬁ$ﬁ]+&m&n
e[ e[
n| VT R e
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5.3. Résultats de simulation

Les fonctions d’appartenance deviennent alors :
h(k, 1) = 1 =sin®(x"(k, 1)), ho(k, D) = sin®(x"(k, 1))

Nous pouvons nous référer a [Li 2001 | pour plus de discussions sur la discrétisation
du modele flou T-S en temps continu; voir aussi les articles traitant de [’opérateur
delta, comme [Yang 2010].

Pour la simulation numérique, nous considérons les parametres suivants : a; = =3,
ag = —2, b= —1, Tl = 05, T2 =0.8.

Les intervalles de faisabilité possibles pour a, sont indiqués dans le Tableau 5.1,
pour la technique proposée comparés avec d’autres résultats de la littérature. Dans le
Tableau 5.1, nous pouvons observer que les intervalles obtenus par nos théoremes pro-
posés 5.1 et 5.2 sont plus grands que les résultats obtenus avec [Xie 2010b], [Xie 2010a]
et [Chaibi 2016].

Tableau 5.1 — Intervalles de faisabilité pour a,

Méthodes Intervalles de faisabilité

PDC [Xie 2010b] [-1.990, -0,512]

Théoreme 1 de [Xie 2010b] [-2.012, —0,494]

Corollaire 2 [Xie 2010b] [-2.292, —0,212]

Théoreéme 2 non-PDC de [Xie 2010b] [-2.492, —0,014]

Théoréeme 1 PDC de [Chaibi 2016] [-2.499, -0,018]
Théoreme 2 non-PDC de [Chaibi 2016] [-2,65, —0,01]

Théoreme 1 de [Xie 2010a] avec g = 2 [-2.502, -0,013]

Théoreme 2 de [Xie 2010a] avec g =d =2 [-2.561, -0,012]

Théoreme 3 de [Xie 2010a] avec g =d =2 [-2.566, —0,011]

Théoréeme 5.1 PDC [Chaibi 2019b] avec 2d = 2 [-2.525, —0,001]

Théoréme 5.2 non-PDC [Chaibi 2019b] avec 2d = 2 [-2.743, -0,001]

Par exemple, nous choisissons a, = —2.4, puis nous résolvons les conditions en

(5.19)-(5.23) avec le solveur SOSTOOLS nous trouvons la solution réalisable suivante :

K@= Kl® K| LO=|K® KO |,
. [ Y® o . [ P® o
Yl(x)‘[ 0 Y® ]’YZ(’“)‘[ 0 Yg(Jz)]
K| (%) = —7.5365.107x"(k, [)* — 435,36x"(k, 1)
K, (%) = 0.000070999x" (k, 1)* + 14012.0x" (k, [)*
K3 (%) = —=7.2643.107°x" (k, [)* — 433,25x"(k, ])*
K3(%) = 0.000051495x" (k, 1)* + 10150.0x" (k, [)*
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Y| (%) = 7.0585.107°x"(k, )* + 427, 83x"(k, 1)
Y} (%) = 0.000010406x"(k, [)* + 1945.4x" (k, [)*
YH(®) = 7.1543.107%x"(k, 1)* + 428, 39x"(k, 1)?
Y3(%) = 0.000010334x"(k, )* + 1951.3x"(k, I)*

Certaines simulations sont maintenant discutées avec les conditions aux limites sui-
vantes

K'(0,1)=0,2, 0<1<30
x'(k,0)=0,3, 0<k<30
x"(0,1) = 0,05, x'(k,0)=0,1, i,j>30

FIGURE 5.2 — Etat vertical x”(k, [) pour a, = —2,4 en utilisant la commande proposée.

Les figures 5.1et 5.2 montrent les évolutions des deux états x"(k, 1) et x'(k,I), res-
pectivement : il est clair que le systeme polynomial discret T-S a 2-D (5.4) avec la
commande polynomiale (5.17) est asymptotiquement stable.
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Remarque 5.3 Le méme systeme peut étre étudié avec la saturation. En fait, des sys-
temes bidimensionnels saturés ont déja été étudiés dans [Gao 2014 ] pour un systéeme
Fornasini-Marchesini T-S, avec une sinusoide utilisée dans I’exemple. Les systemes 2-
D saturés pour le modele Roesser ont également été traités dans [Hmamed 2010], ou
la fonction de saturation est symétrique. Notons que nous avons déja traité le probleme
de la stabilisation des systemes flous T-S en temps discret non linéaire avec une satu-
ration d’actionneur dans [Naamane 2017] pour (1-D), ou la sinusoide a été utilisée
dans ’exemple et nous considérerons le Probleme T-S a deux dimensions en tant que
perspective de travail.

Pour un polynome X(X) € R""  la complexité du calcul de la décomposition SOS
dépend de deux facteurs : le nombre de variables et le degré du polynéme (2d + l)nfl.

Le nombre des variables (N.V) et le nombre d’LMI / SOS sont indiqués dans le Ta-
bleau 5.2. Notons qu’avec cette technique, lorsque le nombre des variables ou le degré
du polynome sont augmentés, le conservatisme du résultat diminue, mais la complexité
de calcul augmente.

Tableau 5.2 — Nombre des variables et nombre de (LMI / SOS), avec n; = n, = ny et
nmp =my = my

M¢éthodes N.V Nombre de (LMI / SOS)
Théoréme 1 PDC ng(ng + 1) + 2mgnyr r+z(r=1+1
dans [Xie 2010b] +16n5r + ng(4ng + Dr(r + 1)

Théoreme 1 PDC
[Chaibi 2019b] 2d + D[ng(ng + Dr + 2ngmyr] 2r+1r + é(r -1
pour degré 2d
ng(ng + Dr + 2myngr
Théoréeme 2 NON-PDC +2n§r + 16116211’3 P+ %(r -+
dans [Xie 2010b] +ng(4ng + D (r+ 1)
Théoreme 2 NON-PDC | (2d + 1)[ng(ng + Dr + 2mgngr
[Chaibi 2019b] +2n§r + 16nflr3 2r+1 + é(r -+
pour le degré 2d +ng(4ng + D (r + 1)]

Exemple 5.2 Considérons le systeme non linéaire en temps discret suivant représenté
par le modele de Roesser polynomial flou T-S a 2-D avec les deux régles floues sui-
vantes :

A 0.25 0.675 | , _[ -036x"(k.)
"7 075Xk 0325 |00 0

A, = [ 0.25 0.105

0.75x"(k,) 0.325 ]’BZ =5
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Les fonctions d’appartenance sont données comme suit :
h(k, 1) = 1 =sin’(x"(k, 1)), ho(k, D) = sin®(x"(k, 1))

En résolvant la condition de conception de la SOS dans le Théoreme 5.2, la stabilité
asymptotique est assurée pour le systeme polynomial flou a deux dimensions ci-dessus.
Les gains de la commande polynomiale floue correspondantes sont données par :

K@®=| Kl® K©® |.LO=|K® K |.
| 20
n@® = [ Yl(gX) YZI(EX) ]’YZ(’Z) - [ YISX) Yg(zso ]

K| (%) = 0.45443x"(k, I) + 3.4487.107"®

K, (%) = 1627.9x"(k, 1) — 1.0845.107"

K?(%) = 0.45512x"(k, 1) + 1.4207.107"

K5(%) = 253,6x"(k, 1) — 1.4194.107"

Y} (%) = 6.0479.107°x"(k, 1)* + 6,6041x" (k, [)*

Y, (%) = 0,0040157x"(k, 1)* + 8681, 2x"(k, [)*

Y1(X) = 3.9496.107°x"(k, 1)* + 6, 609x" (k, 1)

Y2(%) = 0,0037871x"(k, I)* + 8693, 1x"(k, [)*

avec les conditions aux limites suivantes

X0,)=0,2, 0<1<30
xX'(k,0)=0,3, 0<k<30
x"(0,0) = 0,05, x'(k,0)=0,1, i,j> 30

Les Figures 5.3-5.4 affichent la trajectoire des variables d’état du systeme x(k,) et

\\\\\\\\\\\\\"MHIIIIIHIIMWAVM‘IIA’A

FIGURE 5.3 — Trajectoire de I’état du systeéme polynomial 2-D x"(k, [).
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FIGURE 5.4 — Trajectoire de I’état du systeme polynomial 2-D x"(k, [).

x"(k, 1), respectivement. Les résultats de la simulation sur les Fig. 5.3-5.4 montrent que
le systeme polynomial discret T-S a 2-D est asymptotiquement stable. Par conséquent,
Uefficacité de I’approche proposée a été illustrée dans I’exemple numérique.

5.4 Conclusion

La stabilisation d’un systéme non linéaire a deux dimensions a été résolue dans ce
chapitre en utilisant I’approche de somme des carrés. Plus précisément, la stabilisation
des systemes discrets a 2-D pouvant €tre décrits en terme de modele polynomial flou
de type Roesser, a été étudiée a 1’aide de la loi de commande PDC. Premierement, une
condition de stabilisation basée sur la multifonction polynomiales de Lyapunov a été
dérivée. Deuxiemement, une condition de stabilisation non quadratique a été dévelop-
pée en utilisant une technique de relaxation. Ces conditions sont formulées en terme de
la SOS, afin de les rendre numériquement exploitables. Deux exemples numériques ont
été fourni pour montrer I’efficacité des résultats proposés.
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Conclusion générale

Cette these s’est focalisé sur 1’analyse et la conception de la commande pour les sys-
temes non linéaires. Les conditions de stabilisation ont été formulées en terme d’LMI et
de la SOS et ont été proposées a I’aide des commandes par retour d’état et par retour de
sortie statique. Ainsi, la commande H,, par retour de sortie statique a fréquence finie a
été traitée dans le chapitre 2. Des résultats moins restrictifs ont été obtenus en utilisant
le Lemme GKYP. La synthese des commandes requises est donnée sous forme d’LMI
et des exemples pratiques sont fournis pour illustrer les résultats. Notre approche per-
met de concevoir la commande H,, par SOF sans aucune contrainte d’égalité et évite
la bilinéarité de la commande, ce qui représente un avantage par rapport a certaines
méthodes. Au chapitre 3 Les conditions de stabilité et de stabilisation sont formulées
pour les systemes polynomiaux T-S en temps continu, ces conditions étant exprimées
sous forme de la SOS. Des conditions de stabilité et de stabilisation sont obtenues, en
se basant sur multifonction polynomiales de Lyapunov et sur I’utilisation des proprié-
tés de la dérivée temporelle des fonctions d’appartenance. L’approche abordée dans le
chapitre 3 est plus générale que celle basée sur les approches LMI existantes dans la
littérature pour la commande des systemes flous T-S. La commande par SOF a été éga-
lement étudiée : la synthese et la conception de la commande ont été traitées pour les
systémes non linéaires décrits par les modeles polynomiaux T-S. De la méme maniere,
la conception de la commande H,, par SOF pour les syst¢tmes polynomiaux flous T-S
incertains a été proposée au chapitre 4 en temps discret dans un champ de fréquence
finie. Des résultats moins restrictifs ont été obtenus en utilisant le Lemme GKYP et la
fonction polynomiale de Lyapunov, sans transformation matricielle et sans contraintes
d’égalité. Enfin, ces méthodologies de conception ont été illustrées par leur application
a la stabilisation d’un camion remorque non linéaire et du modele de mappage He-
non. Le chapitre 5 a étudi€ la stabilisation de la classe des systemes discrets 2—D qui
pouvant étre décrits en terme de modeles polynomiaux flous de type Roesser (qui re-
présentent une vaste classe des systemes non linéaires). La multifonction polynomiale
de Lyapunov a été considérée pour obtenir des conditions de stabilisation suffisantes
pour cette classe de systemes. En outre, la commande non-PDC a également été utilisée
pour les systemes polynomiaux flous T=S a 2-D, afin d’obtenir des conditions de sta-
bilisation moins restrictives. Ces conditions de conception sont formulées en terme de
la SOS, afin de les rendre numériquement exploitables. Deux exemples numériques ont
été fourni pour montrer I’efficacité des résultats proposés.

Tous les résultats développés dans cette these ont été illustrés a 1’aide des exemples
numériques pour montrer I’efficacité de la méthodologie proposée a différents pro-
blemes. Les résultats obtenus ont été comparés aux résultats de la littérature et nous
avons démontré que les approches fournies donnent des résultats moins restrictifs. Nous
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pensons que cette these ouvrira plusieurs pistes de recherche intéressantes, les résultats
fournis pouvant étre étendus a d’autres problemes énumérés ci-dessous :

1. Analyse et syntheése de la commande robuste H,, par retour de sortie statique
soumise a la saturation des actionneurs a 1’aide de la SOS.

2. Conception de la commande tolérante au défaut basée sur le retour de sortie dy-
namique pour les systemes polynomiaux flous T-S.

3. Détection de défaut dans le domaine des fréquences finies pour les systemes po-
lynomiaux flous T-S.

4. La commande robuste H,, basée sur I’observateur pour le systtme de pompage
photovoltaique par la SOS.
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