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RESUME DE LA THESE

Dans cette these, nous traitons deux aspects de la théorie des équations fonctionnelles :
résolution et étude de stabilité, au sens de Hyers-Ulam, et, au sens de Hyers-Ulam-Rassias,
d’une classe d’équations fonctionnelles.

Pour la résolution des équations fonctionnelles, nous donnons toutes les solutions de I’équation
matricielle d’ordre 3 de d’ Alembert et de Wilson dans le chapitre 1.

Concernant la stabilité des équations fonctionnelles, nous étudions dans le chapitre 2, la sta-
bilité, au sens de Hyers-Ulam, de 1’équation fonctionnelle o-quadratique, en adoptant une
nouvelle preuve, plus simple, puis nous caractérisons la méme équation ayant des valeurs
dans un espace muni d’un produit scalaire.

Le chapitre 3 examine la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, en utilisant la méthode du point
fixe de I’équation fonctionnelle K -quadratique et de 1I’équation fonctionnelle i -Jensen.
Dans le chapitre 4 nous établissons de nouveaux théorémes de stabilité, au sens de Hyers-
Ulam, de I’équation fonctionnelle o-quadratique et de I’équation fonctionnelle o-Jensen, dans
les domaines non bornés.

Le chapitre 5 se focalise sur 1’étude de I’équation fonctionnelle généralisée des quadratiques.
Nous déterminons la solution de cette équation fonctionnelle, et nous prouvons la stabilité, au
sens de Hyers-Ulam-Rassias, dans les espaces de Banach et dans les domaines non bornés, en
adoptant la méthode directe et la méthode du point fixe.

La stabilité de I’équation fonctionnelle o-Drygas dans les semi-groupes moyennables, est le
résultat principale du chapitre 6.

Le chapitre 7 est consacré a 1’étude de la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, dans les espaces
(-Banach, des équations fonctionnelles, de type o-Jensen et ce, en nous basant sur la méthode
directe.
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Introduction Générale

Les équations fonctionnelles forment une branche des mathématiques modernes. Elles
sont apparues a la méme époque que les définitions modernes des fonctions. De 1747 a 1750,
J. d’Alembert a publié trois papiers, ces derniers étant les premiers concernant les équations
fonctionnelles. La premiere croissance significative de la discipline des équations fonction-
nelles a été stimulée par le probleme de la loi du parallélogramme des forces (Aczél (1966)).
En 1769, d’ Alembert réduit ce probleme pour trouver des solutions de I’équation fonction-
nelle f(z +y) + f(z —y) = 2f(x) f(y). Beaucoup de mathématiciens célebres, notamment
N. H. Abel, A. L. Cauchy, J. Bolyai, J. d’Alembert, L. Euler, F. C. Gauss, M. Frechet, J. L.
Jensen, A. N. Kolmogorov, N. I. Lobaceveskkii, J. V. Pexider et S. D. Poisson, ont étudié les
équations fonctionnelles en raison de leur apparente simplicité et de leur nature harmonique.

Bien que I’étude moderne des équations fonctionnelles a commencé il ya plus de 250
ans, la croissance effective de cette discipline date du dernier demi-siecle. En 1900, David
Hilbert a suggéré, dans le cadre de son cinquieme probleéme, que si la théorie des équations
différentielles fournit des techniques élégantes et puissantes pour résoudre les équations fonc-
tionnelles, les hypotheses de dérivabilité ne sont pas « intrinsequement » nécessaires. Mo-
tivés par Hilbert, les chercheurs ont suggéré de nombreux traitements de différentes équations
fonctionnelles, sans supposer toutes les hypotheses de régularité. Ces efforts ont donné nais-
sance a la théorie moderne des équations fonctionnelles. Les ouvrages de S. Pincherle (1906,
1912), E. Picard (1928), G. H. Hardy, J. E. Liittlewood, G. Polya (1934), M. Ghermanescu
(1960), J. Aczél (1966), et M. Kuczma (1968) ont également fait progresser, d’une manicre
considérable la discipline des équations fonctionnelles. Les livres récents de J. Dhombres
(1979), M. Kuczma (1985), J. Aczél (1987), J. Smital (1988), J. Aczél, J. Dhombres (1989),
M. Kuczma, B. Choczewski, R. Allemagne (1990), L. Székelyhidi (1991), E. Castillo, M.
Ruiz-Cobo (1992), B. R. Ebanks, P. K. Sahoo, W. Sander (1998), P. K. Sahoo, T. Riedel
(1998), D. H. Hyers, G. Isac, Th. M. Rassias (1998), S.-M. Jung (2001), S. Czerwik (2002), et
I. Risteski, V. Covachev (2002) ont contribué de manicere significative a I’avancement de cette
discipline.

La notion de stabilité des équations fonctionnelles a plusieurs variables remonte a plus
d’un demi-siecle quand, d’une part, S. M. Ulam a posé le probleme fondamentale et, d’autre



part, D. H. Hyers en a donné en 1941 la premiere solution partielle mais significative. La
théorie de la stabilité des équations fonctionnelles a €té révisée et développée par un nombre
important de mathématiciens au cours des deux dernieres décennies.

En 1940, S. M. Ulam a donné une conférence de grande importance, devant le Club des
mathématiques de I’ Université de Wisconsis, dans laquelle il a examiné un certain nombre de
problémes « ouverts ». Parmi ces problemes, figure celui de la stabilité d’homomorphisme de
groupe :

Etant donnés un groupe métrique (G,d), un nombre ¢ > 0 et une application
f: G — G satisfaisant d(f (z - y), f(z) - f(y)) < € pour tout x,y € G, existe-il
un homomorphisme a : G — G et une constante k > 0, dépendant seulement
de G, tels que d(a(x), f(z)) < ke pour tout x € G ?

Si la réponse est positive, I’équation des homomorphismes : a(z - y) = a(z) - a(y) est dite
stable.

En essayant de résoudre des problemes analogues, la plupart des auteurs ont privilégié les ho-
momorphismes entre différentes structures topologiques de groupes ou d’espaces vectoriels.
La premiere réponse positive donnée par D. H. Hyers en 1941, est formulée dans le résultat
suivant :

Théoreme 0.0.1 [77] Soit f : By — E5 une application entre les espaces de Banach E; et
Ey, qui vérifie
1f(z+y) = flz) = f(Y)|l < € pourtout z,y € Ey

pour € > 0. Alors, il existe exactement une seule application additive a : /4 — F,
a(z +y) = alx) + aly) pourtout x,y € Fy

vérifiant
| f(z) — a(z)|| < € pourtout z,y € E\,

donnée par la formule

a(x) = hI_{l 27" f(2"x), x € Ej.
De plus, si la fonctiont — f(tx) est continue en t pour chaque x € F fixé, alors a est une
application linéaire.

La méthode adoptée par Hyers pour trouver la formule a(z) = lim 27" f(2"z) est appelée

n—-+o0o

par la suite : méthode directe.

Les oeuvres de D. H. Hyers ont initi€¢ une grande partie de la recherche actuelle en théorie de
la stabilité des équations fonctionnelles.

On peut généraliser la notion de stabilité introduite dans [77] par Hyers en liaison avec le
probléme posé par Ulam : soit I’équation G(g) = D(g) (E). « Si le membre de gauche G(g)
de 1’équation (E) n’est pas « loin » du membre de droite D(g), alors il existe une solution f



de I’équation (E) qui n’est pas « loin » de la fonction g ». Pour un grand nombre de théoreme
concernant la stabilité des équations fonctionnelles, la solution f est unique. Mais il existe
dans la littérature des équations qui sont stables mais non uniquement. Nous admettons la
définition suivante :

Définition 0.0.1 L’équation G(g) = D(g) est dite stable si pour chaque € > 0 il existe § > 0
tel que si pour chaque g : d(G(g), D(g)) < 0 pour toute variable dans I’équation, alors il
existe une solution f de cette équation telle que d(g, f) < € pour toute variable dans g et
f. L’équation G(g) = D(g) est dite stable uniquement si elle est stable et la solution f est
unique.

T. Aoki [10] et Th. M. Rassias [130] ont démontré une généralisation du Théoreme de Hyers
pour les applications additives et les applications linéaires.

Théoreme 0.0.2 [130] Soit [ : Ey — FEs une application de I’espace vectoriel normé E;
dans un espace de Banach F,. Supposons qu’il existe 0 > 0 et p < 1 vérifiant

1z +y) = fx) = F)ll < O=[” + [lyl]")

pour tout x,y € Ey, (pour tout x,y € F1\{0} si p < 0). Alors, la limite :

a(x) = lim 27"f(2"x)

n—-+00
existe pour tout x € Fy et a : By — Es est l'unique application additive telle que :

20
2—2p

If(z) = a(z)] < [l ]|”
pour tout v € Ey, (pour tout x € E1\{0} si p < 0). Aussi, si pour chaque x € E (fixé) la
fonctiont — f(tx) est continue, alors a est R-linéaire.

Débutant vers ’année 1980, le theme de 1’approximation d’homomorphisme, ou la stabilité
de I’équation d’homomorphisme, a été repris par un certain nombre de mathématiciens. En
général, ces auteurs ont utilisé un espace vectoriel, voir un groupe ou semi-groupe pour le do-
maine de 1’application approximativement additive. Cependant, F. Skof a étudié le probleme
de la stabilité des applications définies sur des domaines « restreints ».

Donnons, a présent, une description de notre contribution. Le chapitre 1 donne la résolution
des équations fonctionnelles matricielles d’ordre 3 de d’ Alembert et de Wilson. Les chapitres
2 a 7 traitent les différents aspects de la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, et, de Hyers-Ulam-
Rassias, de certaines équations fonctionnelles et ce, en utilisant plusieurs méthodes comme la
méthode directe, la méthode du point fixe, et la méthode des moyennes invariantes.



Dans le chapitre 1, nous considérons les équations fonctionnelles matricielles d’ordre 3 de
d’Alembert et de Wilson. Dans ce chapitre, nous résolvons I’équation matricielle d’ordre 3 de

d’Alembert :
{ Oz +y) + O(z +o(y)) =20(x)P(y), v,y ed (1)
P(e) =1,

pour @ : G — Mj3(C) et o une involution de G, i.e., o(z+y) = o(x)+o(y) eto(o(x)) =
Vz,y € G. Nous donnons aussi toutes les solutions de 1’équation d’ordre 3 de Wilson :

g +y)+g(x+o(y) =20(y)g(z), r,yeq, (2)

oll la fonction inconnue g : G — C? est un vecteur a valeur fonctionnelle (vecteur colonne).
Nous traitons deux cas, le cas ou les composantes de g sont linéairement indépendantes, qui
correspond au cas ot @ vérifie I’équation (1), le second cas est le cas ou les composantes
de g sont linéairement dépendantes. Dans ce cas ®(e) # I, et O(e) est alors une projection
de dimension 1, 2 ou 0. Comme application des résultats obtenus, nous explorons I’équation
fonctionnelle trigonométrique ainsi que 1’équation de Levi-Civita avec involution puis nous
déterminons les solutions de ces mémes équations.

Plus précisément, nous avons obtenu les résultats suivants :

Théoreme 0.0.3 Soit ® : G — M3(C) une solution de I’équation fonctionnelle matricielle de
d’Alembert (1), alors il existe une matrice C € GL(3,C) telle que ® prend ’'une des formes
suivantes :

1
(Mm+m00)/2 0 0
d=C 0 (Y2 +7200)/2 0 c,
0 0 (V3 +7300)/2
ou Y1, 72,73 S M(G)
2.
vh Tt +s7) 0
o=C| 0 o 0 ct,
0 0 (3 +7300)/2

ony; € M(G), v € MH(G), at € AT(G), s € S (G) ety (at +s7) #0.

+~voo +~voo —voQg
7T 77@*4—77 —

0
2 2 +yo00 ’
o=C 0 % 0 o
Y3t Y300
0 0 —



ouy,v3€ M(G),yoo #v,a" € AT (G)eta™ € A (G).

"0 (el + 1)
e=C| 0 " yef +55) | CT
0 0 ~t
ony"™ € MT(Q), aj a3 € AT (G) et sys; € S™(G).
5.
vEovt(ag +55) vT(al +s7)
o=C| 0 o 0 ct,
0 0 ~t
onyT € MT(Q), aj ;a5 € AT (G) et sy,s5 € S™(G).
6.
a2 ) a4 B
yay ) O e S e
= o 7 drH(at + (@)?) “
0 0 vt
ony™ € MT(G), at,af € AT(G),a” € A (G), s €S (G)etd e C\ {0}
7.
’y—i—;oa %(’y—l—;oaa++'y—;oaa_) §
s=c| 1ry00 AT I
0 0 Ttyeo
2
— 1
avec * = H+Maf + %af + zl(’y(a+ +a ) +vyo0(at —a")?), v € M(QG),
yoo#v,at,af € AT(G), z#0, 22 = Mg eta,a] € A (Q).
8.
—V—i_;og 0 —74_700—@—{4——7_;00’&{
o=C 0 7+;OU 7+;oaa;+#a5 c,
Y+yo0
0 0 _—
2
oy € M(G),vyoo #7,af,af € AT(GQ)eta;,a; € A (G).
9.
Y+7°0 Y+7y°0 | y—yeo . Y+700 , Y—7oo _
5 5 ay + ———aj; Taf L
d=C 0 ’H_% 0 o1
0 0 w



ony € M(G),voo #7,af,a5 € AT(G) etay,a; € A (G).

Théoréeme 0.0.4 Si ® : G — M3(C)etg : G — C3 avec g € F sont des solutions de
I’équation (2), alors il existe o, 3 € C3 et C € GL(3,C) tels que

EF+ Foo

=C(Fa+FEoagf)etd=0C( 5 )C_l,
onF:G— Mg(C) prend 'une des formes suivantes avec 1, y2,73 € M(G), 7{“, 'y;, 73* S
C,C1,Co, 637647)\17/\27/1’ € C
7 0 0 M 0 0
El = 0 Y2 0 aEQ = 0 2 0 5
0 0 3 0 0 93(l+az)
(14 ay) 0 0 (1 +ay) 0 0
Es; = 0 72(1+a5) 0 LB, = 0 Y2(1 + ay) 0
0 0 0 v3(1 + az)
v (et +ay +57) 7 ( a*—l—a +57) 0
Es=1{ 0 ot % 0 ,
0 0 v3(1 +ag)
7 (1+ay) 71( +3c(a5 +a++a+a2 +ay) 0
Er = 0 7 (1+ay) 0 .
0 0 3
N (L+ay) 7 (elay)® +3c(ay)* +a* +atay +ay) 0
ES = 0 7?(1+a2_) 0 )
0 0 v3(1+a3)
m mat+a”) 0 v+ 0 Af(at +a; +57)
Eqy=1 0 M 0 |,Ewn= 0 7+ 7" (ay +ay +55) |,
0 0 V3 0 0 vt
7 mlat +a7) 0 7+ 0 (et +a +s7)
Ell = 0 71 0 ,Elg = 0 ’7+ ’YJF(Cl;_ + Gy + So ) ,
0 0 v (1+ay) 0 0 vt
7 (1+ag) 0 v (clag)® +3c(az)? +a* +atag +ay)
By = 0 w(L+az) (e (az)? +3¢(a3)* +ag +ajaz +ag) |,
0 0 N (1 +az)
Y+ t(ay +s3) (et +sT +ay)
By = 0 v+ 0 ,
0 0 ~t



ou

ol

ol

ou

k =

~t * K%
Eis = 0 ~yt(A\a; +1) vt Aay ,
0 vyt Aay vt (Aay +1)

1
7+§{62(a1_)3 + rica(ay)? + Ae(af +s7) +afay +raf},

1
kk = 7+§{C2(a1_)3 +raca(ar)® — Mi(af +s5) + afay +raf +ag}
ol v v x
Eg = 0 7% (ay +1) vFay ;
0 0 v (ag +1)

aq

« = —(ay

3

aq
*k = —

3

Eg =

Ba, _ ., _ _ o
)P+ —2(a3 )3+ anay (a3)? + ar(ay)? + az(az)? + 282a5 az + a3,

3

(037 + 205+ 003 (03)? + Bul03 Pz + Bu(ay ) + Bolaz )

+ 2005 a3 +at +ayad +azat + ag.

vt * o,
Ba=| 0 v +1) vtda*+@)? |,
0 0 ~t

b =y d (0" + 2(a” a5 +a* + (@)} + 03]

3
I P SV T oo
or = T @) (@) 4 b))+ af s
~t * *%
0 Y (%@ )P+a +1) (4(a”)*+d(a)?+daTa” +da"
0 yta~ yH(a™ +1)
1
* = 7+{%(a7)5 +(d P+ k) (a ) +d e )P+
Lo b s oy L
i(a ) a + 30 (™)’ +d a"a” +d " a +ﬁa4},
+ 1 —\5 1 —\4 —\3 +(,—\2
*k = 7y {%(a ) +6(a ) +k(a) +a (e )+
| S Yt ey Lo 1
g0 (a7) + 5 (@")%a” +k(a)" + 5(a7) +;a4}-

10
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Y *

Kk
Ew=| 0 ~*(5()*+da*a” + a5 +1) yFd((a”)*+a") |,
0 yta~ vt

ou
1 1
% = 7+{%(a_)5 + ﬁgg(a_)3 + d_l(a_)2 +dtat

1 1 1 1 1
foat(a P +atar +ata + (a4 + ~azat~aT (") + —al ),
50 (a™)°’+a"ay +aja 2(@ ) a Maoa Mao(a) Ma4}

1 d
ok = 7+{6(G_)5 + g(a_)?’ + fa(a”)?
1 1
+2d ' tagaT + §(a+)2 +at(a”)? +af + g(a_)‘l}.
3 e (0 4 ao)
FEoy = 0 Y Aova
0 ~yta~ v

Réciproquement, n’importe quelle paire {g, ®} décrite ci-dessus est solution de 1’équation
fonctionnelle matricielle de Wilson (2).

Théoréme 0.0.5 Toutes les solutions (g, ®) € C(G,C?) x C(G, M3(C)) de I’équation fonc-
tionnelle de Wilson (2) sont données comme suit :

1- Les solutions décrites dans le Théoreme 0.0.4.
2- Il existe Cy € GL(3,C), v € M(G) avec v # vy oo, et ay, 31 € C tels que :

a1 B
Cilg=~y[ 0 | +7q00| 0 |,
0 0
1 0 ¢1 gl
CfquCl:i(’y—l—’yOU)I-i- 0 2/12 62 )
0 s &

o, & € C(G), (1 = 1,2,3) sont des fonctions arbitraires.
3- Il existe Cy € GL(3,C), v € M*(G), a~ € A (G) et c € Ctels que :

1

0 o1 6
Crlg=(c+a )y [ 0 |, CT'®CI =TT+ | 0 ¢ 6 |,
0 0 @3 03

ou ;,0; € C(G) (i = 1,2, 3) sont arbitraires.
4- 1l existe Cy € GL(3,C), 71,72 € M(G) avec y; # ; 0 0, et a1, 1, e, B2 € C vérifiant
aryi + oo 0

Cylg = 0 + | oy + Boypoo
0 0

Y

11



1
s(n+meo) 0 0
Cyle0, = 0 —(v2+7200) 0 +

[N
o O O
O O O
e

1
0 0 50+ 00)

ou Y, 9,03 € C(Q) sont arbitraires.
5- Il existe Cy € GL(3,C), v1,7v2 € M(G) avec 1 # Y100 ety = Y900 =75, a; € A™(G)
et ay, By, ¢, € CetceC tels que :

a1+ Binioo 0
Cylyg = 0 +| % +ay) |,
0 0
1
—(y1+mo00) 0 0 0 0 o
clec,=| 2, oo [+l 00 v
0 0 0 0 0 43

ou Y, 9,3 € C(Q) sont arbitraires.
6- 1l existe Cy € GL(3,C), 11,72 € M(G) avec vy = 100 = 7 et v # Y o0,
a; € A (Q), ag, Ba,c1 € Cetc € Cdetelle sorte que :

Vi (e +ay)
Cylg = 0 + 04272+Bmoa
0
v ) 0 0 00 ¥
C{lq)CQ: 0 5(’)@4—’)@00’) 0 + 0 0 ¢2 )
0 0 00 vs

o Y1, 19,05 € C(G) sont arbitraires.
7- Il existe Cy € GL(3,C), 1,72 € M(G) avec vy = 100 =7, %o = o0 = 75,
ar;,ay € A°(G) et ¢y, ¢ € Cvérifiant

v (e +ay) 0
Cylg = 0 +| wleta) |,
0 0
nw 00 0 0
Cyt®Co=| 0 ~f 0 ]+ 0 0 o |,
0 0 0 0 0 s

ou Y, 9,13 € C(Q) sont arbitraires.
8- g = 0 et @ arbitraire dans C(G, M3(C)). Inversement, chacune des paires (g, ®) décrite,
en vertu de (1)-(8), est solution de I’équation fonctionnelle de Wilson (2).
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Dans le chapitre 2, nous redémontrons la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, de I’équation
fonctionnelle o-quadratique :

fle+y)+ [ +oy) =2f(x) +2f(y), ©,y € G, 3)
ou GG est un groupe et ¢ : G — G une involution de GG. La démonstration est basée sur
I"utilisation des sous-groupesde Gnotés: G ={z € G:0(z) =z},G_={z € G:0(2) =
—z} et sur les résultats de la stabilité obtenus pour I’équation fonctionnelle o-quadratique avec

oc=leto=—-1.

Théoreme 0.0.6 Soient G un groupe abélien, E un espace de Banach et [ : G — E une
application satisfaisant ’inégalité

1f(z+y) + fle+oly) —2f(x) = 2f (W) <o

pour § > 0 et pour tout x,y € G. Alors, il existe une unique application () : G — E, solution
de ’équation (3), vérifiant

J

=] W

1f(z) = Q)] <
pour tout x € G.

Dans ce chapitre, nous prouvons aussi, que pour les fonctions f : G — E définies de G, un
groupe abélien 2-divisible (i.e., 2r = a, x € G admet une solution dans (7), dans un espace
(E, < - >) muni du produit scalaire < - >, I’inégalité :

12f(x) +2f(y) = fle + o) < fz+y)ll, 2,y € G

entraine que f est solution de I’équation fonctionnelle o-quadratique :

flx+y)+ flz+oy) =2f(x) +2f(y), v,y € G.

Le chapitre 3 examine la stabilité, au sens de Hyers-Ulam-Rassias, en utilisant I’ alternative
du point fixe, de I’équation fonctionnelle K -quadratique :
1
me(I‘i‘k'y):f(x)‘i‘f(y)vﬂﬁayGEl 4)
keK
et de I’équation fonctionnelle K -Jensen :
1
WZf(Hk-y):f(x), v,y € By, (5)

keK

ou E est un espace vectoriel, Fs un espace -normé complet avec 0 < 3 < 1 (i.e., F5 est un
espace complet muni de la norme || - ||3), & un sous-groupe fini et commutatif de Aut(E;) (le
groupe des automorphismes de F) et | K| désigne le cardinal de K.

Nos résultats sont formulés dans les théoremes suivants :

13



Théoreme 0.0.7 Soient E, un espace vectoriel sur K et Ey un espace (3-normé complet sur
K, oit 3 est un nombre réel fixé avec 0 < 3 < 1. Soient K un sous-groupe fini commutatif
du groupe des automorphismes du groupe abélien (F,,+) et f : £y — FE5 une application
pour laquelle il existe une fonction ¢ : Ey x E1 — R" et une constante L, 0 < L < 1, telles
que

Hﬁ S fa+ky) - £() — f@)lls < o),
keK
Y olw+k-zy+k-y) < QK] Lo(z,y)
keK

pour tout x,y € 4. Alors, il existe une unique solution q : Fy — FEs de ’équation (4)

vérifiant _
1£(@) = a@lls < 557 9(@,2)

pour tout x € Fj.

Théoreme 0.0.8 Soient Ey un espace vectoriel sur K, FEy un espace (3-normé complet sur K,
ou [3 est un nombre réel fixé avec 0 < 3 < 1, K un sous-groupe fini commutatif du groupe des
automorphismes du groupe abélien (E1,+) et f : £y — E5 une application pour laquelle il
existe une fonction ¢ : E1 X E; — R* et une constante L, 0 < L < 1, telles que

!\|—]1(| S F+key) = F@)ls < ol y),
keK

Y olw—k-xy—k-y) <K’ Lo(z,y)

keK

pour tout x,y € F. Alors, il existe une unique solution j : Fy — Es de I’équation (5) qui
vérifie
1
I7() = @)y < T ¢(w.2)
pour tout x € E.

Dans le chapitre 4 nous établissons de nouveaux théoremes de la stabilité, au sens de
Hyers-Ulam, de I’équation fonctionnelle o-quadratique :

flx+y)+ flz+oy) =2f(x) +2f(y), v,y € E, (6)

dans les domaines non bornés : A = {(z,y) € E?: ||y| > d}; B={(z,y) € E?: ||z|| > d}
oud>0etC ={(z,y) € E?: ||z||P + ||y||P > MP}, o0 M > 0.
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Théoreme 0.0.9 Soient d > 0 et § > 0 donnés. Supposons que ’application f : E — F
vérifie I’inégalité

If(z+y) + fle+oly) —2f(x) = 2f ()] <o

pour tout x,y € E avec |ly|| > d. Alors, il existe une unique application q : E — F, solution
de I’équation (6) qui vérifie

7
£ () = q(@)ll < 50

pour tout x € E.

Théoreme 0.0.10 Soient d > 0, § > 0 et v > 0 des constantes données. Supposons que
Uapplication f . E — F satisfait les inégalités

[f(x+y)+ flz+o(y) —2f(x) = 2f(y)|| <9,
| f(z) = flo(x) <~

pour tout x,y € FE avec ||x|| > d. Alors, il existe une unique application q : E — F,
solution de I’équation (6), vérifiant

50 by
I£@) — (o)l < 5+

pour tout v € E.

Théoreme 0.0.11 Soient E un espace normé réel et F' un espace de Banach. Soient M > 0,
0 > 0etpavec 0 < p < 1 des constantes données. Soit f : E — F une application qui
satisfait

Iz +y) + flz+o(y) = 2f(x) = 2f W) < 6([[«]” + ly[”)

pour tout x,y € E avec ||z||P+ ||y|[P > MP. Alors, il existe une unique application Q) : E —
F, solution de I’équation (6), vérifiant

0 0
1f(2) = QI < Sllzl” + g(lz + o @) + llz = o(@)|") + 5=, o + o (@)II”
0
+§<4X2p+2X3p+1)Mp+m||$—0'(x)Hp

6
+ﬂ[16p +4 x 9 + 8 x 4P| MP

M
pour tout x € E avec ||z|| > -
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Dans la deuxieme partie du méme chapitre, nous donnons les résultats de stabilité, au sens de
Hyers-Ulam, des équations fonctionnelles de type o-Jensen :

flx+y) + flr+oly) =2f(x), v,y € B (7)

et
fle+y) = flx+oly) =2f(y), 2,y € E (8)

dans les domaines non bornés A et B.

Théoreme 0.0.12 Soient d > 0 et 6 > 0 deux constantes données. Supposons que I’applica-
tion f : E — F satisfait I’inégalité

[f(x+y)+ flz+o(y) —2f(@)] <o

pour tout x,y € E avec ||y|| > d. Alors, il existe une unique application J : E — F,
solution de I’équation (7), vérifiant J(o(x)) = —J(z) et

1f(z) = f(0) = J(2)|| < 30
pour tout v € E.

Théoreme 0.0.13 Soient d > 0, 6 > 0 et v > 0 donnés. Supposons que ’application f :
E — F satisfait les inégalités

1z +y) + flz+o(y) = 2f(2)]| <9,
1f () + flo(@)] <~

pour tout x,y € E avec ||x|| > d. Alors, il existe une unique application J : E — F,
solution de I’équation (7), vérifiant J(o(x)) = —J(z) et

1f(z) = f(0) = J(2)]| <126 4 9y
pour tout v € F.

Théoreme 0.0.14 Soient d > 0 et 6 > 0 donnés. Supposons que l’application f : E — F
satisfait I’inégalité
If(z+y) = fle+o(y) —2fW] <0

pour tout x,y € E avec ||x|| > d. Alors, il existe une unique application j : E — F,
solution de I’équation (8), vérifiant j(o(x)) = —j(z) et

1/ () = j(x)]| < 30

pour tout v € E.
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En outre, nous appliquons les résultats obtenus pour montrer le comportement asymptotique
des équations fonctionnelles ci-dessus.

Le chapitre 5 se focalise sur I’étude de I’équation fonctionnelle généralisée des quadra-
tiques :
flkz +y) + f(kz + o(y)) = 2k° f(2) + 2f(y), 2,y € E, )

ou k est une constante fixée avec k£ > 2. Dans la section 2 de ce chapitre, nous déterminons la
solution générale de cette équation fonctionnelle. Dans la section 3, nous montrons la stabilité,
au sens de Hyers-Ulam-Rassias, de 1’équation fonctionnelle généralisée des quadratiques (9)
dans les espaces de Banach en adoptant la méthode directe. La preuve de la stabilité, a I’aide
de la méthode du point fixe, est exposée dans la section 4. La section 5 de ce chapitre traite
la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, de I’équation généralisée des quadratiques (9) dans les
domaines non bornés : {(z,y) € E* : ||lz|| +|ly|| > d} et {(z,y) € E? : ||z||P +||y||" > MP}.
Nos résultats sont formulés dans les théoremes suivants :

Théoreme 0.0.15 Soir k € N (k > 2). Soient E et F deux espaces vectoriels. L’application
[+ E — F satisfait I’équation fonctionnelle

f(kx +y) + f(kx +o(y)) = 2k f(2) +2f(y), v,y € E
si et seulement si, f : E — F vérifie
fle+y)+ f(x+o(y) =2f(x) +2f(y) er f(z+o(zx))=0
pour tout x,y € F.

Théoreme 0.0.16 Soient E un groupe abélien, F' un espace de Banach et [ : E — F une
application vérifiant I’inégalité

1f (kz +y) + f(ka + o (y)) — 2k f(2) = 2f (y)| < 0

pour tout x,y € E et pour 6 > 0 (fixé). Alors, il existe une unique application q : E — F,
solution de (9), satisfaisant

k* 41
1f(z) —q(z)]| < mfg

pour tout v € E.

Théoreme 0.0.17 Soient E un espace vectoriel et ' un espace de Banach. Supposons que
Iapplication f : E — F satisfait I'inégalité

1f(kx +y) + fkz + o (y)) — 2k f(2) = 2f ()] < O[] + [ly”)
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pour 0 > 0, p €]0,2] (fixés) et pour tout x,y € E. Alors, il existe une unique application
q : E — F, solution de I’équation fonctionnelle (9) telle que

0
[f(z) —q(z)]| < m

[l]]”

pour tout x € E.

Théoreme 0.0.18 Soient E, un espace vectoriel sur K et Ey un espace (3-normé complet sur
K, on 3 est un nombre réel fixé avec 0 < 3 < 1. Supposons que ¢ : E; X E; — R™ est une
Jfonction donnée et qu’il existe une constante L, 0 < L < 1, telles que

o(kz,0) < k*’Lo(x,0)
pour tout v € Ey. De plus, soit f : By — FEs une fonction avec f(0) = 0 satisfaisant

1f(kx +y) + f(kx + o (y)) — 2k f(z) = 2f ()| < (2, y)
pour tout x,y € Fy. Si ¢ satisfait de plus

_ o(k"x, k™y) B

pour tout v,y € Ey. Alors, il existe une unique application q : I — Es, solution de (9),

vérifiant
1 1
1£ (@) = a(@)lls < 5555 7 —7 (%, 0)

pour tout x € Ej.

Théoreme 0.0.19 Soient E\ un espace vectoriel sur K et E5 un espace (3-normé complet sur
K, ot 3 est un nombre réel fixé 0 < (3 < 1. Supposons ¢ : E1 x E; — R une fonction
donnée et qu’il existe une constante L, 0 < L < 1, telles que

L
pour tout © € E. De plus, soit f : E1 — FE5 une fonction avec f(0) = 0 qui vérifie

If(kx +y) + f(kz + o (y)) — 2k f(z) — 2f (]| < (2, y)
pour tout x,y € FEy. Si ¢ satisfait de plus
im k2Bt Yy
Jm ke, ) =0

pour tout x,y € E, alors il existe une unique application q : 4y — F», solution de (9),
vérifiant
< ! L 0
1f (@) —q(z)lls < 2k (1- 1) +¢(z,0)

pour tout x € Ej.
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Théoreme 0.0.20 Soit d > 0 donné. Supposons que Uapplication f : E — F satisfait
I’inégalité

1f(kz +y) + f(kx +o(y)) — 2k f(2) = 2f ()| <0
pour tout x,y € E avec ||z|| + ||y|| > d. Alors, il existe une unique application Q) : E — F,
solution de I’équation (9), vérifiant

2(k* + 1)

If () = Q@)ll <

R

pour tout v € .

Théoreme 0.0.21 Soient E| un espace normé réel, E5 un espace de Banach réel, M > 0,
€ > 0 et prenons p,k avec < p < 2 et k > 2. Soit f : £ — FE, une application avec
f(0) = 0 satisfaisant

1f (kz + y) + f (ke + o (y)) — 267 f(x) = 2f ()| < 6+ e([J2]]” + [[y[I)

pour tout x,y € Fy avec ||z||P + ||y||P > MP. Alors, il existe une unique application @) :
Ey — Ej, solution de I’équation (9), vérifiant

) € »
1) = @)l < = + 57 7o I

pour tout © € E, avec ||z|| > M.

La stabilité de 1’équation fonctionnelle o-Drygas :

flzy) + f(wo(y)) = 2f(x) + f(y) + flo(y)) (10)

dans les semi-groupes moyennables, est le résultat principal du chapitre 6. Ici nous considérons
la fonction f approximativement centrale (i.e., || f(zy) — f(yx)|| < §). Cette condition peut
étre remplacée par la condition plus faible :

1f(zy) + flzo(y)) — flyz) — flo(y)z)|| < 7.
Nos résultats sont donnés comme suit :

Théoreme 0.0.22 Soient G un semi-groupe moyennable et E un espace de Banach. Suppo-
sons que f : G — E est une fonction qui satisfait les inégalités

1 (zy) + flza(y)) = 2f(x) = f(y) = Fle@)Il <o

et

If(zy) — flyx)] < p
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pour tout x,y € G et pour 6, u > 0 (données). Alors, il existe une unique solution g = Q) + D
de I’équation fonctionnelle o-Drygas (10), avec () solution de 1I’équation fonctionnelle -
quadratique et D solution de I’équation fonctionnelle o-Jensen, vérifiant

1/ () = g(@)[| <6+ p

pour tout x € G.

Théoreme 0.0.23 Soient G un semi-groupe moyennable et E un espace de Banach. Suppo-
sons que f : G — E est une fonction satisfaisant aux inegalités

1 f(xy) + f(zo(y)) — 2f(x) — fly) — flo@)| <6
et
1f(zy) + f(zo(y)) — flyx) — flo(y)o)]| <v

pour tout x,y € G et pour d,y > 0 (données). Alors, il existe une unique solution g = Q + D
de ’équation fonctionnelle o-Drygas (10), avec () solution de 1I’équation fonctionnelle -
quadratique et D solution de I’équation fonctionnelle o-Jensen, vérifiant

If(@) = g()ll <6+ 3

pour tout x € G.
Le chapitre 7 est consacré a I’étude de la stabilité, au sens de Hyers-Ulam-Rassias, dans les

espaces [3-Banach, des équations fonctionnelles de type o-Jensen, considérées au chapitre 4
et ce, en se basant sur la méthode directe.
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Chapitre 1

Equations fonctionnelles matricielles
d’ordre 3 de d’Alembert et de Wilson

1.1 Introduction

Soient GG un groupe topologique abélien et o : G — G une involution de G c’est-a-dire
o est un homomorphisme de GG vérifiant 0 o o = I, ou I désigne I’application identité. Nous
considérons 1’équation fonctionnelle :

flety)+ f(@+0(y) =201(x)hi(y) + 292(2)ha(y) + 2g5(2)hs(y), .,y € G. - (1.1)

Avec 0 = I (resp., 0 = —1I), (1.1) devient I’équation fonctionnelle de Levi-Civit4 :

fx+y) = g(@)(y) + g2(2)ha(y) + gs(x)ha(y), v,y € G, (1.2)

(resp., I’équation fonctionnelle de type de d’ Alembert :

flx+y)+ flz—y) =20:1(2)h(y) + 292() ha(y) + 295(x)h3(y), z,y € G).  (1.3)

Ces deux équations ont été largement étudiées, dans diverses conditions, par de nombreux
auteurs. L’extension des résultats de d’ Alembert de R a un groupe G quelconque a été réalisée
par P1. Kannappan [93] et J. A. Baker [12]. IIs ont établi que les solutions non-nulles, continues
de I’équation fonctionnelle de d’ Alembert :

flzy) + f(zo(y)) =2f(x)f(y), z,y € G, (1.4)

satisfaisant la condition de Kannappan : f(zyz) = f(yxz), z,y, 2 € G, sont des fonctions de
la forme f(z) = L&) +F(0@))

J. Acz€l, J. K. Chung et T. C. Ng [4] ont résolu I’équation fonctionnelle :

flay) + flay™') = 2f(x) + 29(x)h(y), z,y€G (1.5)

, ol y est un homomorphisme de G dans C* = C\{0}.
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sous la condition de Kannappan. J. K. Chung, B. R. Ebanks et P. K. Sahoo [34] ont trouvé des
formules explicites pour les solutions de I’équation :

fx+y)+ flx—y) =p) +qly) + g9(x)h(y), =,y €. (1.6)

L article de J. K. Chung, Pl. Kannappan et T. C. Ng [32] traite ’équation fonctionnelle :

flz+y) = f(x)g(y) + f(y)g(x) + h(z)h(y), =,y € G. (1.7)

H. Stetker [161]-[167] a étudié¢ de nombreuses équations fonctionnelles sous la forme :

fla+y) + fla+o(y) = Zg&x)hi(y), z,y € G. (1.8)

P. Peter de Place et H. Stetkar [39] ont donné les solutions de I’équation fonctionnelle :

flx+y)+ fle+o(y) =2f(x)gy) +2f(y)g(x) + 2h(z)h(y), z,y € G. (1.9)

Récemment, P. Sinopoulos [153, 154] a résolu 1’équation fonctionnelle :

fx+y)+ flz—y) =201(2)hi(y) + 292(2) ha(y) + 2g5(x)h3(y), z,y € G (1.10)

sous la condition : G un groupe 2-divisible abélien, i.e., G = 2G.

Dans ce chapitre, nous suivons la méthode réalisée par H. Stetkar [165] pour les équations
fonctionnelles matricielles d’ordre 2 de d’ Alembert :

{ gg)%—:y[)_’%— Oz +o(y)) =20(x)P(y), z,y e (L11)
et de Wilson :
gz +y)+g(@+o(y) =20(y)g(z), v,y €, (1.12)

o la fonction inconnue g : G — C? est un vecteur a valeur fonctionnelle (vecteur colonne)
et I’autre fonction inconnue ¢ : G — M;(C) une matrice a valeur fonctionnelle.

Nous considérons les équations fonctionnelles matricielles d’ordre 3 de d’Alembert et
de Wilson. La concrétisation de ces résultats est diie au travail de P. Sinopoulos [154], ou
I’équation fonctionnelle matricielle d’ordre 3 de Wilson est étudiée dans le cas ou o = —1 et
2G =G.

Dans ce chapitre, nous donnons un raisonnement différent de celui des groupes 2-divisibles
pour les homomorphismes involutifs ¢. Notre discussion ne comprend pas alors seulement
o = =£I, mais aussi des exemples comme les réflexions dans un hyperplan de R” et les in-
volutions pour le groupe additif des matrices 3 x 3. Dans les expressions des solutions, nous
tenons compte des homomorphismes v : G — C* pour lequels v = v o ¢. Lorsque G est
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2-divisible et o = —1 le seul homomorphisme, dans ce, cas est alors v = 1.

Notre but est de résoudre 1’équation fonctionnelle d’ordre 3 (1.12) dans le cas ou G est un
groupe abélien et o un homomorphisme involutif de GG. Les résultats présentés dans ce chapitre
sont étroitement liés a ceux de [154] et [165], la formulation étant la méme. Il est intéressant
de noter que les méthodes développées dans [154] et [165] concernent aussi notre travail.

Les résultats de ce chapitre sont organisés comme suit. Dans la section 2 de ce chapitre,
nous donnons les solutions de 1’équation fonctionnelle matricielle d’ordre 3 de d’ Alembert

{ O(z+y)+ @z +o(y) =22(x)2(y), z,y€C (1.13)

Oe) =1,

pour ® : G — Mj3(C). Les solutions sont décrites dans le Théoréme 1.2.2.

Dans la section 3, nous résolvons I’équation fonctionnelle de Wilson (1.12) pour les vec-
teurs d’ordre 3 a valeurs fonctionnelles. Nous traitons deux cas, le cas ou les composantes
de ¢ sont linéairement indépendantes, qui correspond au cas ou @ vérifie I’équation (1.13),
le second cas est le cas ol les composantes de g sont linéairement dépendantes. Dans ce cas
®(e) # 1, et O(e) est alors une projection de dimension 1, 2 ou 0. Dans la section 4, nous
déterminons les solutions de 1’équation fonctionnelle trigonométrique

f@+y)+ fl@z+0(y) =201(2)h(y) + 202(x)ha(y) + 293(2)h3(y), @,y € G- (1.14)

Dans la derniere section, nous présentons, comme application des résultats obtenus dans ce
chapitre, les solutions de 1’équation fonctionnelle de Levi-Civita.

Notation

En plus de la terminologie introduite ci-dessus, nous aurons besoin des notations suivantes :
e désigne 1’élément neutre du groupe topolgique abélien (G, +), M3(C) I’ensemble de toutes
les matrices 3 x 3 sur C, GL(3,C) dénote I’ensemble des matrices 3 x 3 inversibles et F
I’ensemble de toutes les fonctions vectorielles dans G avec des composantes linéairement
indépendantes. Soit M(G) I’ensemble des homomorphismes continus v : G — (C\ {0}, )
et notons M (G) = {y € M(G) : voo = v}. Soit A(G) I’ensemble de toutes les appli-
cations additives de G dans (C, +), et soit AX(G) = {a € A(G) : a o 0 = +a}. Désignons
par S(G) I’ensemble des applications S : G — C de la forme S(x) = ¢(z,z), x € G, ou
q : G x G — C est une application bi-additive symétrique et soit S~ () le sous-ensemble
pour lequel ¢ satisfait ¢(o(z),y) = —q(z,y), x,y € G. La transposée de la matrice A est
notée A’ et I’adjointe par A*.

Comme signalé par H. Stetkaer dans [165], dans le cas « classique » ou, 0 = —1I,ily a

quelques simplifications : A7(G) = {0}, A~ (G) = A(G) et S~ (G) = S(G). Si, de plus,
2G = G alors M (G) = {1}.
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1.2 Equation fonctionnelle matricielle d’ordre 3 de d’Alem-
bert

W. Chojnacki [29] a prouvé, d’une part en passant de R a un groupe abélien G et, d’autre
part, en se basant sur les méthodes d’analyse harmonique, que tout opérateur faiblement
continu ¢ : G — L('H), solution de 1’équation fonctionnelle du cosinus

{ O(x+y)+ P(x—y) =20(x)P(y), z,ye G

Ble) = 1 (1.15)

U(z) + Uz

a la forme ®(z) = , ou U est une représentation unitaire fortement continue

de G dans un espace de Hilbert H. Récemment, ce résultat a été étendu par H. Stetkeer [167]
en considérant un opérateur /K -sphérique a valeur fonctionnelle.

L’équation (1.15) a été résolue pour les matrices par L. Székelyhidi [170] et A. L. Rukhin
[147] pour les groupes 2-divisible. L’équation (1.13) pour les matrices 2 x 2, (resp., pour les
matrices 2 X 2 avec 0 = —1[ et 2G = () a été completement résolue par H. Stetkeer [165]
(resp., par P. Sinopoulos [153]). Plus tard, la détermination des solutions de 1’équation (1.13)
a été étendue, par P. Sinopolous [154] pour les matrices 3 X 3, a un groupe 2-divisible abélien.

Le but de cette section est de déterminer les solutions de I’équation matricielle d’ordre 3
de d’Alembert (1.13).

Proposition 1.2.1 Si ® : G — M;(C) satisfait I’équation de d’Alembert (1.13), alors & =
Dooet ®(x)P(y) = P(y)P(x) pour tout z,y € G.

Preuve. Prenons x = 0 dans (1.13), nous voyons que ® = ® o . Nous obtenons alors :
1
O(2)®(y) = {®(y + ) + 2y +o(2))}
1
= 5{@(1’ +y)+Poo(z+o(y)}
1
= 51®(@+y) + 2z +0o(y)}
= O(y)®(z).
Ce qui termine la preuve de la proposition. [ )

Théoreme 1.2.2 Soit & : G — M;(C) une solution de I’équation fonctionnelle matricielle
(1.13), alors il existe une matrice C' € GL(3,C) telle que ® est de la forme :

1L
(m+mo0)/2 0 0
d=C 0 (Y2 +7200)/2 0 c, (1.16)
0 0 (13 +300)/2
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ou Y1,72,73 € M(G)

2.
v oyH(at +s7) 0
d=0C| 0 v+ 0 c !, (1.17)
)/2

0 0 (3+7300
o3 € M(G), vF € MH(G), at € AT(G), s~ € S (G) ety (a™ 4+ s7) #0.

Ytyoo ’Y+700a++’7—’700a_

2 2 +voo !
o—C 0 % 0 o, (1.18)
0 0 Y3+ 7300
2
ouvy,v3 € M(G),yoo #~,at € AT (G)eta™ € A (G).
4.
vr0 (el +sy)
d=C| 0 ~F v%(af +s5) |CH, (1.19)
0 0 vt
onyt € MH(Q), aj ,af € AT (G) et sys; € S™(G).
5.
v oyt(as +sy) vT(ar +sy)
d=C| 0 vt 0 c, (1.20)
0 0 ~t
ony"™ € MT(G), ai ;a3 € AT (G) et s7,s5 € S™(G).
6.
+)\2 —\4
v ayr @) O e g o))
o=C 0 o+ dv*(a* + (a)?) ¢,

0 0 vt

ony™ € MT(GQ), at,af € AT(G),a” € A (G), s €S (G)etd e C\ {0}

2 2 2 2

A _
Y+yoo 1(7+700a++7 Voga_) .

=C 0 —%L;OU %(7+700a++7_700a—) c1,
0 0 ytaeo

(1.21)
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— 1
avec * = W%af + %af + Z<7(a+ +a ) +vyo0(at —a")?), v € M(G),

yoo #v, at,af € AT(G), 2z #0, 22 = Mg eta,a; € A (Q).

8.
7+2'7OO' 0 ’Y+’Yoa_a++7_7oaa;
o—C 0 7+;OU 7+;°‘7a;+7_700a2— o, (1.22)
0 0 yryeo
2
ony € M(G),vyoo #v,af,a5 € AT(GQ)etay,a; € A (G).
9.
Y+v00 Y+vy00 . y—v00 _ y+yo0 . y—7oo _

5 5 a;—i-—Q ay — af—k—z a;
o =C 0 w 0 Cfl

0 (2) PH_%

(1.23)
oy € M(G),vyoo #7,af,af € AT(GQ)etay,a; € A (G).

Preuve. Il est facile de vérifier que les solutions, présentées dans le Théoreme 1.2.2, sont
des solutions de 1’équation (1.13). Réciproquement, supposons ¢ : G — M3(C) solution
de (1.12). En utilisant la Proposition 1.2.1, ® = ® o g et &(x)P(y) = P(y)P(z) pour tout
x,y € G.D’ou, par (Lemme 1, [154]), il existe une matrice de passage C' € GL(3,C) et
A1, Ay € C vérifiant

¢1(z) Md(z)  do(z)
d(z) =C 0 ¢ofz) oo(x) | O, (1.24)

0 0 o3(x)

ou @g, ¢1, Po, @3, ® : G — C sont des fonctions, telles que :
¢i(z +y) + di(z + o(y)) = 20i(y) (), i = (1.25)

i(
Mo(x +y) + Md(r +o(y) = 2M01(2)d(y) + 2M1h2(y)d(z), (1.26)
do(z +y) + do(x + o (y)) = 261(7)Po(y) + 2MAed(2)B(y) + 2¢3(v)Po(y),  (1.27)

Mad(x + ) + Mad(z + 0(y)) = 2X202(7)d(y) + 2X203(y) (). (1.28)

Par Conséquent, d’apres [12] et [163], ¢; peut s’écrire comme suit : ¢; = (v; + 7; 0 0)/2,
i=1,2,3,0u7 : G— C\ {0} sont des homomorphismes.
Discutons, a présent, les possibilités suivantes :

Cas 1. Si ¢; # ¢9 # ¢3, donc nous pouvons choisir \;¢p = 0 et ¢y = 0. C’est le cas 1 du
Théoreme 1.2.2.
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Cas 2. Si ¢1 = ¢ # ¢3, alors nous pouvons choisir g = Ay = 0 et A\;¢ # 0.
Sous-Cas 2.1. v; o 0 = 4, alors \; ¢ satisfait I’équation fonctionnelle

Mo(z +y) + Moz + o(y) = 2207 (2)(y) + 227 (y)d(z), 2,y € G. (1.29)

Donc, par [163], \;¢ = 7 (at + s7), o0 7 € MT(G),a™ € AT(G) ets~ € S7(G). Cest
le Cas 2 du Théoreme 1.2.2.

Sous-Cas 2.2. v, o 0 # ;. En utilisant [163] et I’équation (1.27), nous obtenons le cas 3
du Théoreme 1.2.2.

o0
Cas3.Si ¢ = Py = ¢35 = % alors nous discutons les sous-cas suivants :

Sous-Cas 3.1. si y o 0 = 7, alors ¢; = ¢y = ¢3 = y*. D’aprés [163], nous avons :

Sous-Cas 3.1.1. si \; = 0, alors ¢g = Y (af + s7) et Aad(z) = v (a3 + s5), ol
v € MT(G), af a3 € AT(G)etsy,s, € S™(G). Cestle cas 4 du Théoreme 1.2.2.

Sous-Cas 3.1.2. Si Ay = 0, alors ¢g = 7 (a + s7), Md(z) = v (ag + s5) ou vy €
MH(G) af,af € AT (G)ets],s; € S™(G). Cestle cas 5 du Théoreme 1.2.2.

Sous-Cas 3.1.3. Si A\; )y # 0, en utilisant [164], nous déduisons que \;¢ = d~ 'y (at +
(a™)?), Ao = dyT(at + (a™)?), 00y, € MT(G), a+ € AT(G),a— € A (G) etd € C.
Divisons I’équation (1.27) par vt (z+y) =y (x +0(y)) = v+ (2)y*(y), nous obtenons pour

r_ 9
(bO:’Y_i:

o +y) + Go(a +0(y)) = 2¢(2) + 200 (y) +2(a” + (a”)*)(2)(a* + (a7)*)(y), (1.30)

i.e., gbl) satisfait I’équation fonctionnelle de Swiatak (voir [164]), donc

(@) e @)
5~ ta (a™) +T+a1 +s7).

do =" (

C’est le cas 6 du Théoreme 1.2.2.
Sous-Cas 3.2. Siyo o # v, alors ¢ = ¢y = @3 =

les cas suivants :
Sous-Cas 3.2.1. si A; = 0 alors

Yt+voo

5 . D’apres [163], nous avons

+voo0 —7vYo0o _

T+7yoo Y700 _
= e Ty

ouaf,ay € AT(G)etaj,a; € A (G). Cestle cas 8 du Théoreme 1.2.2.
Sous-Cas 3.2.2. Si A\, = 0 alors

+7yo0 —7Yoo _
W B Lo S A
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Tt7yoo Y—7°0 _
e
ouaf,ay € AY(G),a;,a; € A (GQ). Cestle cas 9 du Théoreme 1.2.2.

Sous-Cas 3.2.3. Si A Ay # 0. Soit z € C tel que 22 = A\ ). En utilisant [163], nous avons
pour: € {1,2}

Ai Y+vyoo y—~o0 _

Par un calcul direct, nous trouvons que :

i(’y(cﬁ +a ) +yoo(at —a)?)

est une solution particuliere de

Po(r+y)+do(z+0(y)) = 201(7)do(y) +2M1 A2 (7)(y) +203(y)Po(y), v,y € G. (1.31)

Alors, la solution complete est donnée par

Y+yoo ., y—roao
5 Mt

1
a; + Z(fy(a+ +a ) +yoo(at —a)?).

C’est le cas 7 du Théoreme 1.2.2. Ce qui acheve la preuve du Théoreme 1.2.2. [ )

1.3 Equation fonctionnelle matricielle d’ordre 3 de Wilson

Dans cette section, nous résolvons 1’équation matricielle d’ordre 3 de Wilson

gz +y) +g(x+0o(y)) =28(y)g(z), z,y € G, (1.32)

ol la fonction inconnue g : G — C? est une fonction vectorielle et Iautre inconnue ® : G —
M?3(C) une matrice 2 valeurs fonctionnelles.
Dans le théoreme suivant, nous donnons la généralisation du Lemme 2 de [154].

Théoréme 1.3.1 Soient ® : G — M™(C) et g = {91,..., 90} : G — C" avec g € F.
Supposons qu’il existe xo € G telle que la matrice ®(2xy) — ®(xg + o(xg)) soit inversible et
que P, g vérifient I’équation (1.32). Alors, il existe a, 3 € C" et C € GL(n,C) tels que :

E+FEoo,

g=C(Ea+FEoof), ®=C( 5 O,

ou E : G — M,(C) est une matrice triangulaire supérieure, solution de I’équation fonction-
nelle E(x +vy) = E(x)E(y) pour tout x,y € G.

28



Preuve. D’apres [165], nous obtenons que ¢ est solution de I’équation fonctionnelle matri-
cielle de d’Alembert (1.13). Pour 2 € G, la matrice ®(2x¢) — ®(xo + o(xg)) est inversible,
alors par [163], il existe un homomorphisme continu £ : G — G L(n, C) tel que

B(z) = %(E(x) + B(o(@)), zeG.

Maintenant, pour trouver g, nous adoptons un raisonnement similaire a celui établi par Sino-
poulos dans ([154], page 166-167). Soit h(z) = 9(z) — g(o())

vons facilement vérifier que h est solution de I’équation : h(z+y)+h(x+0o(y)) = 2®(y)h(x),
pour tout z,y € G. Alors h(o(z)) = —h(z), h(x + o(x)) = 0 et h(2z) = 2®(y)h(x). En
plus, pour tout =,y € G, nous avons

, pour tout x € GG. Nous pou-

2[®(2z) — (z + o(2))]A(y)
=20(2z)h(y) — 2®(x + o(x))h(y)
—h(y+az+o(z))—hly+z+o(z))
—2h(y + x4+ o(x))
(yo(2z)) + 2h(z + o(z) + o(y))
o o(y)) —h(2z +o(y))
[h(2x +y) + 2h(z + o(x) + a(y))] — [h(2z + y) + h(2z + o (y))]
= [4@(z +y) — 42(y)®(2)|h(z) = [E(z) — E(o(2))|[E(y) — E(o(y))]h().

Tenant compte du fait que la matrice ®(2z) — ®(z¢ + o(z0)) est inversible, nous obtenons
My) = [E(y) — E(o(y))]y pour tout y € G et pour v € C°; alors g(y) — g(o(y)) =
[E(y) = E(o(y)]r-

Enfin, en prenant x = e dans (1.32), nous obtenons ¢(y) + g(o(y)) = [E(y) + E(o(y))]g(e),
ce qui implique le résultat voulu, i.e., g(y) peut s’écrire comme suit :

g(y) = BE(y)a + E(c(y))B, o, 3 € C.

Vu que C est un corps scindé, nous pouvons choisir C € GL(3,C) telle que CE(z)C™! soit
triangulaire supérieure pour tout x € G. Ce qui complete la preuve du théoreme. [ )

Proposition 1.3.2 Soient ® : G — M, (C) et g = {g1, ..., g} : G — C" des solutions de
I’équation
9@ +y) +g(z+0o(y)) = 20(y)g(x), 2,y € G. (1.33)
Alors
1) ®(y){vect{g(z) € C"/ = € G} C vect{g(x) € C*/ x € G} pour tout x € G, et
la restriction V de @ a vect{g(z) € C"/ v € G} est solution de I’équation matricielle de
d’Alembert
U(r+y) +¥(x+o(y) =29)¥(z), 2,y € G, (1.34)
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avec V(e) = I. L’équation (1.34) détermine complétement ® dans le sous-espace engendré
par g, i.e., vect{g(x) € C"/ z € G}.

2) Si les composantes g, ..., g, de g sont linéairement indépendantes (ce qui est équivalent
avect{g(x) € C"\x € G} est de dimension n), alors ® est solution de I’équation (1.34).

Le résultat principal de cette section est le théoreme suivant :

Théoreme 1.3.3 Si ® : G — M3(C) et g : G — C? avec g € F, sont des solutions de
I’équation (1.32), alors il existe o, 3 € C3 et C € GL(3,C) tels que :

E+FE
g=C(Ea+Eoof)et®= C(%)C—l, (1.35)
on E : G — M;(C) prend 'une des formes suivantes avec v1, %2, 73 € M(G), 7,75 ;74 €
MT(Q), at,af a5, a5, af,af € AT(G), a™,a],ay,a3,a;,a5 € A (G), s7 € S(G) et

¢, C1, Cg, C3, Cy, )\17 )\27 2 € C.

M 00 m 0 0
E1 = 0 Y2 0 ,EQ = 0 Y2 0 y
0 0 3 0 0 7(l1+ag)
(1 +ay) 0 0 (14 ay) 0 0
E3: 0 ’72(14-@5) 0 7E4: 0 72(14-@5) 0
0 0 "3 0 0 v3(1 + a3)
7 @ +ar+s7) 0 N @t +a+s7) 0
Es = 0 o 0 |, Es=1] 0 v 0 ,
0 0 s 0 0 Y3(1+az)

Y (1+ay) v (clag)® +3c(ay)® +at +atay +ay) O

E7 = 0 Vi‘_(l +a2_) 0 )
0 0 V3
Y (1 +ay) v (clag)® +3c(ay)® +at +ata; +ay) 0

Ey = 0 v (1 +ay) 0 ,
0 0 v3(1 4+ a3)
7 mat+a7) 0 v+ 0 AT(at+a] +s7)
Eg = 0 71 0 s ElO = 0 ")/+ ’y+(a2 + a; + 82 ) ,
0 0 s 0 0 At
7 mlat +a7) 0 7+ 0 (et +a +s7)
E, = 0 " 0 By = 0 v+ ~t(ay +a3 +s3) |,

0 0 (1 +ay) 0 0 vt
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ou

ou

ol

ol

By = 0 WA +az) (e (az)? +3¢(az)* + a3 +ajaz +ay)
0 0 v (1+az)
v+ (a3 +s3) yT(at 45T +ay)
E14 = 0 Y+ 0 )
0 0 ~F
f>/+ * *k
E15 = 0 fy+()\1af + 1) 7+>\1af s
0 ’}/+)\16LI ’}/+()\2a; + 1)
1
* = 7*5{@(@;)3 +riea(a])? + No(af + ;) +afay +ral},
1
ok = 7+§{02(a1_)3 +roco(ar)? — M(af +s;) +afay +reaf +ag }.
~t vt A
Egs=1 0 ~"(ag +1) yray ,
0 0 vH(az +1)
I P e —/ —\3 —\2 —\2 - +
* = ?(a2 )° + g(a?)) + asgay (a3 )’ 4+ aq(ag )” + as(az)” + 202a5 a3 + ag .
S PR B2, 3 — /N3 N2 - N2 —\2
*x = ?(% )” + g(%) + aay (az)” + Bilag ) as + Bi(ay )™ + Ba(ay)
+2anaya; +at +ayay +azat +ag.
Ayt * Kk
Enp=| 0 7%(ag +1) yFda™+(a7)?) |,
0 0 ~t
_ 1, _ _ _
« =T [d {(a* + g(a )ag +at + (a7)%)} + ay]
1 1
*k = 7+[{§(a+)2 +at(a™)? + éa*)“} +af + s7).
~t * Kk
Es=| 0 y"&@)P+a +1) (¢(a)?+d(a)*+data +da™ |,
0 vra~ Y (a” +1)
1
# =7 {550+ (@ +k)@) +d 7N a7)

N (1 +az) 0 v (clag )’ +3c(az)® +a* +atag +ay)
+ /
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1 1
+§(a+)2a + §a+(a*)3 +d'ata” +dtat + ~a;},
P NN Ty N3 (-2
o =y (P 4 (@) k() + (@)
| v \2 e 1o
¢ (a™) —|—§(a a” +k(a™) +=(a") + —ay }
yt * o
Ew=| 0 ~"(§(a")?+data” +jag +1) y*d((a")* +a") |,
0 fy+a’ ’7+
ou 1 1
x = 7+{%(a_)5 + ﬁgg(a_)?’ +d Ha ) +dta"
L I ARV SR D [ S
+§a (a™)’+a"ay +aja +§(a)a + —aga—ag (a”)* 4+ —ay },
pl o
vl s d g \2
ok = 1y {é(a ) +§(a )? + Ba(a”)
1 1
+2d7 i aga” + (") +a (@)’ +af + ()"
v Aya 7(%a2+a0)
Ex=| 0 1~ Aova
0 ~vTa” v

Réciproquement, n’importe quelle paire {g, ®} décrite ci-dessus est solution de I’équation
Jfonctionnelle de Wilson (1.32).

Preuve. Substituons les expressions de ® et g données par (1.35) dans (1.32) ; nous obtenons :

{E(ﬂf +y) +E@+oaly) Ely)+ E(U(y))E(m)} N
2 2
E(o(x)+y)+ E(o(z) +0 E(y) + E(o
) [ (o) +9) + Elele) +olw)) _ Elw) + B <y>>E(0(y))} i
Il est facile de vérifier que les fonctions E; pour ¢ = 1,2, ..., n satisfont I’équation fonction-
nelle

Ei(z+y) + Ei(x +o(y) _ Ei(y) + Ei(o(y))
2 B 2
nous laissons de c6té la vérification.
Maintenant, nous prouvons que n’importe quelle solution de (1.32) peut s’écrire sous la
forme donnée par le Théoreme 1.3.3. A partir de (Proposition 3.1, Proposition 2.1, [165]), ¢

Ez('r)a z,y c G;
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est solution de I’équation (1.13), ® o 0 = ® et &(x)P(y) = P(y)P(x), pour tout z,y € G.
Ainsi, par (Lemme 1, [154]), il existe C' € GL(3,C) et A\;, Az € C telles que

P1(z) Md(z)  do(x)
U(r)=C'®(2)C = 0 ¢olz) Xoo(x) |, (1.36)

0 0 o3(x)

ou ¢q, 1, P2, B3, A1, Ao : G — C sont solutions des équations (1.25), (1.26), (1.27), (1.28),
(1.29) et (1.30).

En utilisant 1’équation (1.32), la nouvelle fonction G = {G1,Go,G3}t = C~lg vérifie
I’équation fonctionnelle

Gx+y) +Gx+o(y) =2%y)G(z), z,y € G. (1.37)

Les composantes de g sont linéairement indépendantes, ce qui implique que G;, @ = 1,2,3
satisfont

Gi(z+y)+Gi(z+0(y)) = 2¢1(y)G1(x) +2M10(y) Ga(x) +200(y)G3(), 2,y € G, (1.38)

Gao(x +y) + Gaz + 0(y)) = 202(y) Ga(x) + 2X00(y)Gs(z), =,y € G, (1.39)

et
Gs(z +y) + Gs(x + 0(y)) = 203(y)Gs(x), z,y € G. (1.40)

Dans la suite, nous déterminons la solution générale G de (1.37) puis nous choisissons la
E(x) + E(o(x))

fonction E : G — M (3, C) et les constantes «, 3 € C? satisfaisant = U(x),
E E E E
E(x)a+ E(o(x))8 = G(x) et (z+y) +2 (z+(y)) = W) +2 (J(y))E(x) pour tout
x,y € G.
Cas 1. Si o
gi! ;1 4 0 0
U = 0 V2 + ;2 oo 0 7
Y3+ Y300
’ ’ 2

ou; : G — M(G), dans ce cas, nous obtenons que G; pour i = 1, 2, 3 satisfait 1’équation de
Wilson scalaire et ainsi, selon [163], nous obtenons :

Vit 790 | ;% — 700
Gi:cll7 ; —i—cQ7 ;

,Siy; #Fvioo (1.41)

et
G =i(ci +a;), sivi="00, (1.42)
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ouci,ch € C,a; € A (G)pouri € {1,2,3}. Celanous couduit aux combinaisons suivantes :
Siy1 # 71 00,7 # Y2 00 et y3 # 73 o g, alors nous pouvons donner F,

1 1 1 1
c + ¢ c] — Cy

_ 2 2 _ 2 2
a=—=1 c+c etﬁ_§ ¢ — G
3+ c3 3 —c3

Siyy #7100, # v, 00 et y3 = 73 o 7, alors nous donnons Fs,
a=—-| &+ etﬁ_ c? —c2
17T 6 1 G
c+1 -1
Sivy; =71 00,7 =Y 00 etz # 73 o g, alors nous pouvons donner Fs,
1 cl+1 -1
a==1 d+1 etﬁ— cl—l
a+a 3 —c3

Siyy =71 00,7 =72 00 ety = 3 o g, alors nous pouvons écrire Iy,

1 cf +1 1 o —1
2 2
a=—| c+1 etﬁzi c;—1

41 -1
Cas 2. Si
v mlat+s7) 0
J = 0 71 0 ’
0 0 Y3+ Y300
2

ou v € MH(G), vz € M(G),a™ € AT(G), s™ € S (G) eta™ + s~ # 0. Tenant compte
de (1.38), (1.39) et (1.40) nous avons :

Gi(z +y) + Gi(z 4+ o(y)) = 277 (y)Gi(z) + 297 (o™ + 57)(y)Ga (), (1.43)
Ga(x +y) + Ga(z 4+ a(y)) = 271 (y)Ga(z), (1.44)
+ o
Gyl +y) + Ga(w + o(y)) = 2272 (1) Ga(a). (1.45)
D’apres [163], nous avons
Gs = 373+;300+0373_;300,5173007&73

Gs =75 (c2 +az), siyzo0 =3,
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G2 = 7?(6% + CL;),

ouci ci cdeCetay,a; € M (G).
Divisons I’équation (1.43) par v, (z + y) = v/ ()1 (y) = 77 (z + o(y)), nous avons, pour

G
G| = —i et G, = —f, que G} satisfait I’équation fonctionnelle de différence symétrique
" N
Gi(r +y) +Gix +o(y)) = 2Gy(z) +2(a” +57)(y)Go(x), =,y € G, (1.46)

qui a été résolue dans [163].
Sic?+a;, = 0,alors Gy = 0 et, a partir de [163], nous obtenons G; = ~; (¢t + ay), ou
cl € C, a; € A (G). Nous pouvons écrire E,

1 ‘i 1 ‘i
0625 1 ,525 -1 s
a+a -3

si 73 0 0 # 73 et, dans le cas ol 3 o 0 = 3, nous pouvons donner Fj,

[ [
a+1 -1
Si ¢ + a; est une constante, alors a, = 0; si Gy = v et par [163], nous obtenons

Gi=7(E(a"+s7)+a +c¢),ouceC,a €A (G). Nous pouvons donner Es,

c

1 1
o= C% +1 ) ﬁ = 5 C% —1 )
a4 -3
si 3 0 0 # 73, et nous écrivons Fj,
1 c 1 c
o = 5 C% +1 s ﬁ = 5 C% -1
c+1 3 —1
siy300 = 73. Pour le dernier cas, en utilisant encore [163], s~ = 3c(ay )?, Go = 7/ (3 +ay)
et Gy = v (Gat + 3cic(ay ) + aTay + clay ) +ay + ¢1).
Si 3 0 0 # 3, nous donnons Fr,
C1 1 &1
a=g A+1 ’525 -1
a+a -3
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Si 3 0 0 = 3, nous écrivons Fy,

C1 C1

1 1
o= — C%"’l ,625 C%—l
a+1 -1
Cas 3. Si
’Yl+;100 ’71+7100a++’71—’7100a_ 0
- 0 w 0 7

Y3+ 300
0 0 — s

ou vp,7v3 € M(G) tel que v1 0 0 # 7. Dans ce cas, Gy, i = 1,2, 3 satisfait

Gz +y) + Gi(zr +o(y)) (1.47)

= 2B ()G (o) + 2L L2 Rt TETET o )Gy (),
Galw +y) + Gala + () = 22120 (3)Gile), (148)
Gl +y) + Gl + o{y) = 221220 () Gi(o). (1.49

D’apres [165], nous obtenons

Gl20271+’7100a+_|_6/71—7100a++02’71+7100a_

2 2 2 2
—+ o0 —+ oo — o0
+c’2% 4! a +d171 4! —|—d2% N ’
2 2
oo — vy 00
Gy 26271+’Y1 +c’271 "1 7
2 2
3+ Y300 3—7Y300 .
G3=C3WT+C§WT, Siy3 00 # 73,

Gs =v3(cs+ag ), siyz 00 = s,

oll ¢, c3,¢h, 4, dy,dy € Coa™ € A~ (G) eta™ € AT(G). Si~ys3 00 # 73, nous pouvons écrire
Ey,

dy + ds dy —dy

/ ]' /

a=—-| a+c ’625 L — ¢
c3 + c; c3 —
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et pour le cas 3 o ¢ = 73, nous donnons Fj;

dy + ds 1 dy — dy
a==| a+d ,5:5 g —d
c3+1 c3—1

Cas 4. Si

U —

v

0

0
ou vt € MY G),at,af € AT (G) et s7,s; € S (G). Donc Gy, i = 1,2,3 sont des
solutions des équations fonctionnelles

Gi(z+y)+ Gi(z+ o(y) = 27" (y)G1(x) + 29T (o™ + 57)(y)G3(z), (1.50)
Go(r +y) + Gax + 0(y)) = 27" (y)Ga(2) + 27" (ag + 55)(y)Ga(), (1.51)
Gs(z +y) + Ga(x + o(y)) = 27" (y) G (). (1.52)

La derniere équation donne :
Gg = ’7+<03 + ag),
ol cg € Ceta; € M~ (G). Divisons les équations (1.50) et (1.51) par v"(x + y) =

G
vy H(z)yt(y) = v*(z + o(y)), nous obtenons pour G| = 7—i et Gh = —= -

=
Gi(z +y) + Gz +o(y)) = 2G () + 2(cs + az)(x)(a” +57)(y), (1.53)
Gy(z +y) + Gy(x + 0o(y)) = 2G3(x) + 2(c3 + a3 ) (z)(az + 55)(y)- (1.54)

Les solutions de ces équations sont données dans [163].
Sicg+a; =0,alors G3 =0,Gy =7 (c1+ay) et Go =7 (ca +ay ), ot ¢y, € Cet
a;,a; € A°(G). Nous écrivons Ey,

&1 C1
o= = C2 , b=z Co
2\ 2\

Si ¢3 + a3 est une constante alors a; = 0, donc d’aprés [163], nous avons G3 = c37™,
Gi = v (c3(a™ +s7) +a +c)et Gy = v (c3(ag +s5) +a; +),ouc,d € Cet
a,a, € A (G). Pour ce cas, nous donnons £},

1 ¢ 1 ¢
a=g d ,5:5 d
63+]_ 63—1
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Pour le dernier cas, G3 = v (c3 + a3 ), de [163], nous obtenons s~ = 3c(az)?, s; =
3d(a3)? G1 = v"(eza’ + 3csc(az )? + ataz + c(az)® + ay + ¢1) et Go = v (czag +
3csd (a3 )? + ayaz + (az)? + a; + c2). Nous écrivons F;3,

C1 1 C1
o= Cs , B=2 Ca
cs + 1 2 C3 — 1
Cas 5. Si
v ovT(ay +s5) (et +s7)
U = 0 ~t 0 ,

ot vyt € MH(G),af,a" € AT(G)ets™,s, € S™(G). Dans ce cas, G; (i = 1,2, 3) satisfait
les équations fonctionnelles suivantes :

Gi(z+y)+Gi(z+o(y)) = 27" (y)G1 () +297 (a3 +57) (y)Ga(x) +27F (a* +57) (y)Gs(x),

(1.55)
Gz +y) + Ga(z + o(y) = 277 (y)Ga() (1.56)

et
Gz +y) + Gs(x + 0o(y) = 27" (y)Gs(). (1.57)

De [163], nous obtenons Gy = 7" (co + a5 ) et Gz = v (c3 + a3 ), ol co,c3 € Cetay,a; €

A~ (G). Divisons I’équation (1.55) par v (z + y) = 7" (2)y"(y) = v (z + o(y)) nous

! 1 .

obtenons pour G} = g

G (z+y)+ G (z+0(y)) = 267 (2)+2(a5 +5,) (1) (catay ) (2) +2(a” +57)(y)(cs+ag ) ().

(1.58)

Si a; et a; sont linéairement dépendants, i.e., a; = A\ja] et a; = Aqa;, ou A\, Ay € Cet
a; € A (G).Léquation (1.55) devient

Gi(z+y)+Gi(z+0o(y)) (1.59)
= 2G () + 2[ealag +53) + esla” +57)](y) + 207 () [M(ag +s5) + do(a” +57)](y),
alors la fonction F(z) = Gi(z) — ca(ag + s;)(z) — cz3(a™ + s7)(x) satisfait I’équation

fonctionnelle suivante :
F(r+y) + F(z +o(y)) = 2F () + 2a; (2)[Mi(ag +55) + Aa(a™ +57)](y).

En tenant compte de [163], nous obtenons les cas suivants :
siaj (z) =0, alors a, (x) = 0, a3 () = 0, pour tout x € G et G1(x) = v (2)(ca(ag +55) +
cs(at 4+ s7) +ay + cy)(x), Go(x) = coy™(x) et Gs(x) = 3yt (). Nous donnons FE 4,

Cy4 Cy
1 1
0625 02+1 ,525 02—1
63+]_ 63—1
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Sia; # 0, nous avons
G/_ll —\3 + - + — + — —
1—§cz(a1) +ajay +ca(ag +s5) +cz(a™ +s7) +ag + cy,

A(af 4 s7) + Aala® +57) = af +chlar).

Dans la derniere équation nous pouvons choisir 1,7, € C, a; € A~ (G) ets; € S (G) tels
que : A + 720 = let

ay + sy =ri(af + ch(ar)?) + Ao(af +s7),
at 457 =ry(af + chlay)?) — Mi(af +5;5).
Donc :
1 _ _
G = 7+{§C/2(a1 )’ + ¢y(cart + csra)(ay )?

+afay + (cory + csro)al + (Aaco — Aies)(af + s7)

"‘(]Ja + C4},
G2 = ’}/Jr(Cz -+ )\1(1,17),
Gg = ’7+(03 -+ /\gal_).

Nous pouvons écrire Fys,

1 1
o = — (6)) ,625 Co
Cg+1 63—1

G (1) = ca(ag +

Maintenant, si a, et a; sont linéairement indépendants, la fonction F'(z) =
=0, et

Sy ) () — ez(a™ + s7)(x) — G(0) satisfait F'(e) =0, F(y) + F(o(y))
F(z+y)+ F(z+0(y) = 2F () + 2a;5 (2)(a3 + s5)(y) +2a3 (v)(a* +57)(y), v,y € G.
(1.60)

La somme de cette équation et de I’équation obtenue en interchangeant les roles de = et de y
dans (1.60), donne

Flx+y) = F(x)+ Fy) +ay (2)(a5 +5,)(y) + ag (x)(a” +57)(y)
+ay (y)(ag + s53)(x) + ag (x)(a” +57)(2).

En utilisant (Lemme 14.1, [3]) et quelques idées de [154], nous obtenons

sy = an(ay)® + az(az)® + 201a3 a3,
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5™ = Bi(ay)* + Balaz )* + 20005 az,

ou o, g, a3, (1, B, B3 € C. Par conséquent,
Flx+y)+ F(z+o(y))
= 2F () + 2a; (2)[a1((a2)7)* + az(a3)* + 28105 a5 + a3](y)
+2az (2)[B1(ay)* + Paag )* + 20005 az + a”](y).
Un calcul direct montre que

By

Fo=—(ay)* + 5

3 (a3)" + az(az) ™ (a3)" + Pr((a2)")’a5 + azaf +aza”

est une solution particuliere de 1’équation précédente, de sorte que la solution complete est
o _ Ba, _ L, \g _ _ _ .
§Hmﬂ)&F§WQ&+%@ﬁ(%y+ﬂﬂWﬁ)%3+Wﬁ(%V+%ﬂ++%+ﬂﬁu
ay € A (G)etce C.Donc:

G =715 ()" + %(ag)B sty (a3)° + Pulaz)’az + (aac + cab)(az )’

+(06202+C352)(6L§)2+(25102"‘2030&2)&?:@2_ +a;a;+a§a++62a§+03a++a5 +C]

Nous donnons FE'g,

1 c 1 c
a=_ Ca , B=¢ Co
2 C3 + 1 2 C3 — 1
Cas 6. Si
vEodT (et 4 (7)) AT(G(at)? +at(am)? 4+ §(a) +af +s7)
U= 0 vt dy*(a* + (a7)?) ,
+

0 0 ol

ouy" € MY (G),a",af € AT(G),a” € A (GQ),s; € S (G) etd € C*. Les composantes
G,, 1 = 1,2, 3 vérifient les équations fonctionnelles suivantes :

Gi(z+y)+Gilz+o(y) = 29 (y)Gi(x) +2d v (@ + (a7)*)(y)Ga(x)

P2 (S + @t (@ () af ) ()Gl

Ga(z +y) + Go(z + 0(y)) = 29" (y)Ga(x) + 2dy* (at + (a7)?)(y)Gs(x) (1.61)

et
G(z +y) + Ga(z + 0(y) = 27" (y)Gs(). (1.62)
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D’apres [163], nous avons G3 = 7" (c3+ag ), oucs € Ceta; € A (G). Divisons I’équation
2
(L.6) par v (z +y) =1 (z)y*(y) = v+ (z + o(y)), nous obtenons pour G, = pory que

Gy(r +y) + Gyla + a(y)) = 2G3(2) + 2d(cs + ag ) (z)(a” + (a”)*)(y), (1.63)

i.e., G, satisfait I’équation fonctionnelle de différence symétrique. La solution de cette équation
est donnée par H. Stetker [163].

Si c3 + a5 est une constante, i.€., a; = 0, alors G3 = c37" et Go = v [des(a™ + (a™)?) +
ay + c1]. Divisons la premiére équation par ¥ (z + y) = v (x)7"(y) = v"(« + o(y)), nous

avons pour G} = V_i que
Gz +y) + Gz +o(y))
= 2G (x) + 2d Hdes(a™ + (a7)?) 4+ ay + ei](z)(a™ + (a7)H)(y)

1 1
+20[(5(a7)* + a™(a7)’ + £(a7)  + af + 1)) (). (1.64)
1 1
g+ d7 0" + (@) )ar +
cid M(at + (a7)?) + es(af + s7), est solution particuliere de 1’équation (1.64). En tenant
compte de [163], nous obtenons

G, =" [03(%(a+)2+a+(a_)2+é(a_)4)+d_1(a++%(a_)Q)aZ—Fcld_l(a++(a_)2)+03(af+sf)+a2_+c].

Dans ce cas, nous pouvons donner F7, et

1
Un calcul direct nous donne : 03[§(a+)2 +at(a)?* +

c c
1 1
o 5 C1 + s 5 9 C1
C3 C3

Siaz # 0alors Gs =y (c3 +a3) et
Ga(z+y)+ Ga(z +0(y)) = 27 (y)Ga(x) +2dyF (a™ + (7)) (y)v (3 + a3 ) (x). (1.65)

Divisons I’équation (1.65) par vt (z+vy) = v"(x)y"(y) = v"(x+0(y)), nous obtenons pour

! G2 .
G2 - 7—+ .
Gyl +y) + Gyla + o(y)) = 2Gy(2) + 2d(a™ + (a™)*)(y)(cs + a3 )(x).  (1.66)
D’apres (Théoreme IV.1, [163]), il s’ensuit que (a™)? = 3c(agz )?, i.e., a3 = pa~, (u # 0), ou
1
= _—et
a 3c ©

1
Gy = v (desa™ + des(a™)? + dpata™ + d,ug(a_)?’ +ag + c2),
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oll ey € Cetay € A (G). Divisons (1.61) par v (z + y) = v (x)y (y) = v (x + o(y)),
nous obtenons pour G = — :
~F

Gi(r +y) + Gz +a(y))

=26 (x) + 2d""(desa™ + des(a™)? + dpata” + dul(a‘)"” +ay + &) (x)(a* + (a7)*)(y)

3
2y + pa) (@) (@) +a (@) + o)+ (af +50))
Introduisons une nouvelle fonction F{y définie par
Fo =G| —cyd at —codH(a™)*— %(cﬁ)Q —czat(a”)?— g(a+)2a_ — gcﬁ(a_)g - %(a_)4
(@) —alaf +57) — Gi(e),

30

alors, pour tout x,y € G, nous avons

Fo(z +y) + Fo(z +o(y) = 2F(x) + 2d " ag (2)(a™ + (a7)?)(y) + 2pa” (2)(af + s7)(y).
(1.67)
Sia, et a” sont linéairement dépendants, i.e., @, = Aa~ nous avons

Fo(z+y)+Fo(z+o(y)) = 2F(2) +2a~ (z)[d Nat +d " Na™ )2 +pla) +57)](y). (1.68)

D’apres [163], nous avons que af + s; = k(a™)? et Fy = d ' hata™ + (d'XN + pk)(a™)® +
ay +cg,0uk,cqy € Cetay € A (G). Alors
C3

_ g H s G4
+H(dIN+ pk)(a™)? + codrat + (cod ™t + c3k)(a7)?

+ (@) + s (@) + S @) a”
7]

+§a+(a_)3 +d " Aata” +ay + e},

1
Gy =" (desa™ + deg(a™)? + duata™ + dug(a_)3 + Xa” + ¢a),

Gz =% (c3+ pa™).

Nous donnons Eig,

Cy Cy
1 1
a=- o+ A , B== co— A
c3+p— A c3— b+ A
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Si a, et a” sont linéairement indépendants. En utilisant des calculs similaires au Cas 5
pour I’équation fonctionnelle (1.67), il s’ensuit que

s1 = Ba(a”)’ +2d" u"aga”,
Fo="—(a" )’ +d 'ag(a”)* +d 'aTag + pafa™ +a; +cs
Donc nous obtenons

G =7"ead a™ + (cod ™ +c368)(a)? + =(a™)* + cza™ (a™)* + 'g( at)’a” + gcﬁ( -)?

Bopi?
3

+ 2 (@) L (@) es(a +2d 7 ay o)+ (a7 ey (a7 P rd T a gy +uat o ag e,

6 30

1
Gy = v (desa™ + des(a™)? + dpata™ + d,ug(a_)?’ +ag + c2),

Gz =% (c3 + pa™).

Nous écrivons E'g avec

Cq C4
1 N 5 1
o = — C = — Co —
9 2 H ’ 9 2 M
C3 C3

Cas 7. Si ® prend I'une des formes 7, 8 et 9 du Théoréme 1.2.2. Dans ce cas v # v o g,
alors il existe zy € G tel que ®(2z) — P(xg + o(xp)) est inversible. D’apres le Théoréme
1.3.1, il existe o, 3 € C* et E : G — M3(C) qui vérifient G(x) = E(z)a + E(o(z))0,
oo - E@) + Elo(@)

, ol E(z) est de la forme suivante

2
o1(z) Mo(x)  do()
E(x) = 0 ¢1(z)  Aoo(x) |,
avec
E(x+y)=E(x)E(y), =,y € G, (1.69)
d)l('x + y) = ¢1<l’)¢1(y), T,y € Ga (170)
Aio(x +y) = Nd1(2)o(y) + Nid1 (y)o(x), z,ye G, i=1,2, (1.71)

do(x +y) = do(2)d1(y) + do(y)P1(7) + Mt (y)o(x), =,y € G. (1.72)

D’apres (1.71), (1.69) et par I'indépendance linéaire du groupe des homomorphismes pour
C*, il s’ensuit que ¢; = v, 0l ¢ = yo ety € M(G).
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Cas 1. Si ¢; = ~, d’apres [163], nous avons ¢ = va, ot a € A(G). Par conséquent,
I’équation (1.72) devient

¢o(z +y) = ¢o()7(y) + ¢o(y)7(x) + MAay(2)y(y)a(z)aly), z,y € G. (1.73)
Divisons par v(x + y) = v(x)7(y), nous obtenons
2o+ 9) = La) + 2(p) + Mhaalz)aly), 2,3 €G. (174)

2

. AA ) T .
Un calcul direct montre que 217242 est une solution particuliere de (1.74), et la solution

Ahe

A
compléete est donnée par 2a® + ag, ot ag € A(G). Alors ¢y = ~( a® + ap) et par

2
conséquent
AL
v Ava 12 2a® + ao)
E=1 v Aoya

0 0 ¥

Pour le second cas ou, ¢; = -y o g, nous obtenons de maniere similaire :
A1
voo Mayoo 7yoo(=2a?+ ap)
E= 0 vyoo Asay oo
0 0 Yoo

Donc nous donnons FEsyy. Ce qui acheéve la preuve du théoreme. [ )

Le Théoreme 1.3.3 donne toutes les solutions de I’équation fonctionnelle matricielle de Wil-
son (1.33) pour lesquelles vect{g(z) € C*/z € G} = C? (voir (Proposition 1.3.2)). Cepen-
dant, la dimension de vect{g(z) € C*®/xz € G} n’est pas toujours égale a 3. Le théoreéme
suivant décrit toutes les solutions de 1’équation matricielle de Wilson (1.33), ainsi que les
nouvelles.

Théoréme 1.3.4 Toutes les solutions (g, ®) € C(G,C?) x C(G, M3(C)) de I’équation fonc-
tionnelle de Wilson (1.33) sont données comme suit :

1- Les solutions décrites dans le Théoreme 1.3.3.

2- Il existe Cy € GL(3,C), v € M(G) avec v # vy o0, et ay, [y € C tels que :

aq B
Cilg=~y| 0 | +700| 0 |,
0 0
1 0 ¢1 él
Crlec, = 5(7+700)I+ 0 v & |,
0 3 &
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ou;, & € C(G), (i = 1,2,3) sont des fonctions arbitraires.
3- Il existe Cy € GL(3,C), v € M*(G), a= € A (G) et c € Ctels que :

1 0 1 61
Cilg=(cta )y | 0|, C7'®C, =TT+ 0 o 6 |,
0 0 w3 05

o p;,0; € C(G) (i = 1,2,3) sont arbitraires.
4- 1l existe Cy € GL(3,C), v1,72 € M(G) avec ; # i o 0 et ay, B1, e, B2 € C, vérifiant

aryr + oo 0
Cylg = 0 + | a2+ frreoo |,
0 0
1( + ) 0 0
— o0
271 2! ) 00 W
Cy 100, = 0 —(y2+7200) 0 +1 0 0 o |,
2
1 0 0 w3
0 0 5(734-7300)

ot Y1, s, 05 € C(G) sont arbitraires.
5- Il existe Cy € GL(3,C), 1,72 € M(G) avec y1 # y100 ety = Y900 =75, a; € A™(G)
etay, By, ¢, € CetceC tels que :

a1+ oo 0
Cy'lg = 0 + | (e +ay) |,
0 0
1
—(y14+mo00) 0 0 0 0 ¢
CQ_I(DCQ = 2 0 ’Y;_ 0 + 0 0 ¢2 s
0 0 0 0.0 ¢

ot Y1, s, 3 € C(G) sont arbitraires.
6- 1l existe Co € GL(3,C), y1,72 € M(G) avec vy = y100 = 7 et o # 7300,
a; € A (G), ag, o, c1 € Cetc € Cdetelle sorte que :

Y (e +ay)
02_19: O ‘l— 042’}/24-52’)/200'
0
v ) 0 0 00 ¥
C{lq)CQ: 0 5(’)@4—’)@00’) 0 + 00 ¢2 )
0 0 0 00 vs



ou Y, 9,03 € C(QG) sont arbitraires.
7- Il existe Cy € GL(3,C), 71,72 € M(G) avec vy = y100 =7, 12 = o000 = 7,
aj,ay € A™(G) et c1,co € C, vérifiant

v (er +ay) 0
Cylg= 0 + | wleeta) |,
0 0
Vfr 0 0 0 0 4
Cy'®Cy=1{ 0 ~ 0 |+[ 00 ¢ |,
0 0 0 0 0 s

ou Yy, 9,03 € C(QG) sont arbitraires.
8- g = 0 et ® arbitraire dans C(G, M3(C)). Inversement, chacune des paires (g, ®) décrite,
en vertu de (1)-(8), est solution de I’équation fonctionnelle de Wilson (1.33).

Preuve. Il est facile de vérifier que toutes les paires (g, ®) données de (1)-(8) sont des solu-
tions de I’équation fonctionnelle (1.33), donc chaque solution g, ® releve de I’une des formes
(D-(8).

Le cas 1 est prouvé dans le théoréme précédent ol vect{g(x) € C3/x € G} = C3, et (8) en
découle aisément ot vect{g(z) € C*/x € G} a une dimension égale a 0 avec g = 0.

Pour le cas ot vect{g(z) € C*/z € G} = C, pour e € C3\{0}, nous écrivons g(z) = f(x)e,
r € G,oufel(G).

Nous déduisons de I’équation (1.33) :

(y)vect{g(x) € C*/z € G} C vect{g(z) € C*/x € G}. (1.75)
En particulier, il existe ¢ € C(G) tel que ®(y).e = ¢(y)e pour tout y € G. Si nous substi-
tuons les expressions de g et ® dans (1.33), nous obtenons 1I’équation fonctionnelle scalaire

1
de Wilson ; alors il existe v € M(G) vérifiant ¢ = 5(7 +700)siy#yooetfestdela

Ytveo
2

forme f = ¢( )+ d(#), ottc,d € C.Siy =700 € M (G),alors f estde

la forme f = y(c+a )y", ot c € Ceta™ € A (G). Soit C; une matrice 3 x 3 inversible

1 1
tellequee = C; | 0 |, nousobtenons C; 'g(x) = C; ' f(z)e = f(z) [ 0 |, alors g prend
0 0
la forme donnée par (2) et (3). D’apres ®(y).e = ¢(y)e, nous déduisons :
1 ¢(y)
Crle)Ci| 0 | =( 0 |,
0 0

ce qui implique la formule de C] ®C}.
Si vect{g(z) € C*/x € G} = C(u,v) pour un (u,v) € (C3/{0})?, g est alors de la forme
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g(x) = f(x)u+h(z)v,z € G,ou f,h € C(G)\{0}. En particulier, nous déduisons de (1.75),
I’existence de ¢1, p2 € C(G) telles que P(y)u = ¢1(y)uet P(y)v = ¢2(y)v, pour touty € G.
Si nous remplagons les expressions de g et de ® dans 1’équation (1.33), nous obtenons

[f(x+y)+ flz+o(y) —26:(y) f(2)]u+ [A(z +y) + h(z + 0(y)) — 2¢2(y)h(x)]v = 0.

Les vecteurs u, v sont linéairement indépendants, alors f et h satisfont 1’équation fonction-

1
nelle scalaire de Wilson et par suite, il existe v; € M(G) (i = 1,2) tel que ¢; = 5(% +7;00)

(i =1,2),a7,a5 € A (G)etey,eacy ey € C ol f = (01;@)% + (01;@)% o0 si
- . c/ + C/ C/ . C/
’Y1#7100,0uf:7f(01+a1)5171 :’yloa:fyfreth:( ! 9 2)’72+( ! 5 2)’7200
sige #7200, 0uh =7 () +a;)sing =700 =175
1 0
Soit Cy une matrice 3 x 3 inversible telleque u = Cy | 0 | etv=C5| 1 |, nousavons:
0 0
1 0
Cylg(z) = C3t[f(z)u+ h(z)v] = f(z) | O | +h(z) | 1
0 0
D’apres ®(y)u = ¢1(y)u et &(y)v = ¢2(y)v, nous obtenons
1 b1 0 0
C;1®CQ 0 = 0 et C;1®CQ 1 = qbg s
0 0 0 0
ce qui implique la formule de C;, '®C), dans (4), (5), (6) et (7). [ Y

1.4 Sur I’équation fonctionnelle trigonométrique avec invo-
lution

Dans cette section, nous résolvons 1’équation fonctionnelle

flx+y)+ fx+o(y)) = 29(x)h(y) = 2g1(x)h1(y) + 292(2) ha(y) + 293 (x) h3(y), z,y € G,
(1.76)

ol nous utilisons les notations g = (g1, g2, g3) €t h = (hy, ha, h3)' pour tout f, g1, g, g3,

hi, ho, hy € C(G). Nous prenons pour g(z) un vecteur ligne et h(x) un vecteur colonne pour

chaque =z € G.

Pour la solution de (1.76), nous considérons le triplet { f, g, h}, qui est une fonction continue

satisfaisant (1.76).
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Théoréeme 1.4.1 Soient f : G — C, g = {g1,92,93} : G — C> et h = {hy, hy, h3}!
G — C? avec g,h € F, satisfaisant I’équation fonctionnelle (1.76). Alors, il existe une
solution ® : G — M;3(C) de I’équation fonctionnelle matricielle de d’Alembert

{ ggf) :y])f Oz + a(y) = 20(x)®(y), =,y€eC, (1.77)

et il existe un vecteur colonne vy € C? vérifiant :

h(z) = ®(z)vo, (1.78)
g(z +y) + gl +o(y) = 22(y)'9(z), (1.79)
f(z) = g(x)vy, z€G. (1.80)

Preuve. Soit V' = vect{h(x), v € G} C C3. Pour chaque x fixé dans G, nous définissons
une application ®(z) : V — V par

m
h(@ + yi) + h(z + o(y:))
O(x)v = G , T €@,
() ; :
otv =73 ", ch(y), pour tout yi, ...,y € Getcy, ..., € C.
Nous prouvons d’abord que () est bien définie. Pour cela, nous supposons qu’un élément
v € V admet deux expressions

m l

v="ch(y) =Y dih(z).

=1 j=1

Alors, pour tout z, y € (z, nous avons

o) Y oMW T UL _ 257 fogaphly + ) + 29(a)hly + o(u))

i=1

= 1Y el f ety 4y + o) + o)

+f@+y+dmn+ﬂm+dw+wﬂ

_ - Z ci{2g(x +y) + 29(x + o (y)) th(y:)

_g(x+y)+9 z+o(y Zdhz]
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_ %Zdj{@g(x +y)h(z;) +2g(z + o(y))h(z)}

l
1 Gl y+z) + o oly) + ()
+ f(} s a<z])) b flatoly) + %)}
?J + Z] + h(y + O(Z]))
Zd 5

Comme g € F, il s’ensuit que ®(z)(> ", cih(yi)) = ‘b@)(Z;ﬂ d;h(z;)) pour tout z € G.
De plus, comme g € F, nous pouvons facilement vérifier que hoo = h. Par conséquent, nous
obtenons que ®(e) = Iy.

Nous prouvons que & satisfait I’équation (1.77). Il est clair que, pour chaque =z € G, ®(x)
est une application linéaire dans V. De plus, pour tout z,y € G et v € V, nous avons

[@(z +y)+ P(x+o(y))|v= <I>(:1:m+ y)v+ ®(x + o(y))v
- %;Ci{h@c Fytg) + a4y + o)
+ h(z + U(y) +yi) + Mz +o(y) +oy))}
= 2®(z)( Zcz (y+yi) + by +o(y))
=20(2)®(y )

D’aprés h € F, alors d’aprés (Lemme 14.1, [4]), nous avons V' = C3 et nous obtenons
(1.77). Pour tout x,y € Getv € V,

[\J>—‘

29(z)®(y —Z h(y + i) +h(y +o(y:)}
= —ZQ{Z@ h(y +yi) +29(x)h(y + o(y:))}

- _ch{f r+y+y)+ flx+o(y) + o))
+f(x+y+cr(y,))+f($+0(y)+yz‘)}
_ —ch{Qg x4 y) +29(x + o(y)) }r(ys)

1=

= {g(w +y) +g(x +o(y))}v,

ce qui implique (1.79).
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Finalement, en posant vy = h(e), nous obtenons h(zx) = ®(z)vy pour tout z € G, ce
qui donne (1.78). Maintenant, en prenant y = e dans (1.76), nous déduisons que f(x) =
g(x)h(e) = g(x)v pour tout x € G. Ce qui complete la preuve du théoreme. [ )

Remarque 1.4.1 Si g ¢ F ou h ¢ F, alors (1.76) se réduit a I’équation fonctionnelle de
Wilson de 1 ou 2-dimension (voir [153], [154] et [165]). Par la suite, nous considérons les
solutions qui vérifient g, h € F.

Dans le théoreme suivant, nous résolvons 1’équation fonctionnelle (1.76).

Théoréme 1.4.2 Soit {f, g1, 92, g3, h1, ha, hs} : G — Cavec g = {g1, g2, 93}, h = {h1, ha, h3}' €
F, une solution de I’équation fonctionnelle (1.76). Alors, il existe vy, u,w € C3 et A €
GL(3,C) qui vérifient

h(z) = (A_l)tE(ﬂﬂ)t +2E(U($))tAtUO7 (1.81)
g(x) = A(E(x)u+ E(o(x))w), (1.82)
f(z) = A(E(x)u+ E(o(x)w)vy, =€ G, (1.83)

ou E est définie dans le Théoreme 1.3.3.

Preuve. Soit { f, g, h} une solution de (1.76). D’apres le Théoréme 1.4.1, il existe une solution
® : G — M;3(C) de I’équation fonctionnelle de d’Alembert (1.77) qui vérifie g(z + y) +
g(z+o(y)) = 2®(y)'g(x). Appliquons le Théoreme 1.3.3 a cette équation, il existe u, w € C3

et A € GL(3,C) qui satisfont g(z) = A(F(zx)u + E(o(z))w)) et ®* = AMA’I,

ou [ prend une seule forme dans le Théoreme 1.3.3. Pour le reste de la preuve, nous tenons
compte des formules (1.78) et (1.80) du Théoreme 1.4.1. [

1.5 Applications

Dans cette section, nous illustrons de quelle maniere la fonction matricielle d’ordre 3,
définie ci-dessus, peut étre utilisée pour résoudre 1’équation fonctionnelle de Levi-Civita.
Cette équation fonctionnelle est étudiée par T. A. O’Connor dans [114] et I’équation fonc-
tionnelle de type de d’ Alembert par Z. Gajda dans [64].

Corollaire 1.5.1 Soit{f, g1, 92, g3, h1, h2, h3} : G — Cavec g = {g1, 92,93}, h = {h1, ha, h3}' €
F, une solution de I’équation fonctionnelle de Levi-Civita

f@+y) = g1(@)hi(y) + g2(x)ha(y) + gs(x)hs(y), =,y €C. (1.84)
Alors, il existe vy, w € C3 et A € GL(3,C) vérifiant

h(z) = (AY! E(x)" A, (1.85)
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g(x) = AE(x)w, (1.86)
f(z) = (AE(x)w)vy, = € G, (1.87)

ou E : G — M5(G) prend I'une des formes suivantes :

m 0 0 7 ma 0
0 V2 0 ) 0 ga 0 ;
0 0 3 0 0 3
2
10 a 1 dla %
Y 0 1 a2 y Y 0 1 da )
001 0 0 1
1 )\ga2+r1a1 rgal—)\lag 1 as aq
~+[ o 1 0 Ao 1 0],
0 0 1 0 0 1
1 Ma a 1 MNa )\1;\2&2
Y 0 1 >\2a » Y 0 1 )\2a )
by 2
1 M\a L 2a2—|—ao 1 d*1a2 %%—m
T o 1 Aot A VI das ’
0 0 1 0 0 1

dans lesquelles v, v1,72,73 € M(G), a,ap,a1,a9 € A(G) et d, \1, Aa, 71,72 € C vérifient
7“1)\1 + 7“2)\2 =1

Preuve. Comme o = [, alors nous déduisons de la preuve du Théoreme 1.3.3, avec les sim-
plifications suivantes : M*(G) = M(G), AT(G) = A(G), A~ (G) = {0} et S~ (G) = {0},
le corollaire précédent. ®

Corollaire 1.5.2 Soit {f, h1,ha,h3} : G — C avec h = {hy, ha, h3}' € F une solution de
I’équation fonctionnelle

f@+y) = hi(=2)h(y) + hao(=2)ha(y) + ha(—=2)hs(y), 2,y €C. (1.88)
Alors, il existe vy € C3 et A € GL(3,C), vérifiant
h(z) = AE(x) A v, (1.89)

f(z) = v ABE(z)A v, z € G, (1.90)
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ou E : G — M;3(G) est de la forme

Y1 0 0
E=(0 % 0
0 0

avec v; € M(G) et y; # ~y;, pouri # j;i,j € {1,2,3}

Preuve. Nous nous référons aux notations utilisées dans la preuve du Théoreme 1.4.1. Soit
(-, -) un produit scalaire dans V' = C*. Pour tout x € Getu = Y, c;ih(yi),v = X7, d;h(2)),
nous avons

@(-ajuv) = (O ehl=z+u). Y dh()

= S e bt ). ()

i=1 j=1

= 3 ) adif(z—yi+ )

i=1 j=1

— Z Z cid; (h(y:), h(z + 2;))
= (u, ®(z)v)
= (P(x)*u,v),

ce qui implique que ®(z)* = &(—xz) pour tout x € G. Maintenant, comme ®(x)P(y) =
O (y)®(z) pour tout z,y € G et (x)* = &(—x), il s’ensuit que P(z) peut étre diagonalisée
simultanément (voir Lemme 1, [154]). Alors, il existe A € GL(3,C) qui vérifie &(x) =
AE(z)A™! pour tout z € G, on

v 0 0
FE = 0 v O ,
0 0 7

avec v; € M(G). Pour h € F nous avons v; # 7;, (i # j). Posons y = e dans (1.88), nous
obtenons que f(x) = h(x)vy, ot h(x) = h(—x). Ce qui termine la preuve du corollaire.

Dans le corollaire suivant, nous résolvons 1’équation fonctionnelle de Gajda de type de d’ Alem-
bert [64] sans utiliser I’hypotheése imposée par Gajda a savoir qu’il existe un point z, € G qui
vérifie h(zp) = 0. Notons que ce résultat a été obtenu récemment par H. Stetker dans [167].
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Corollaire 1.5.3 Soit {f, h1,ha,h3} : G — C avec {hy, ha, h3}' € F, une solution de
I’équation fonctionnelle de Gajda

flxz+y)+ f(x —y) = 2hi(=2)h1(y) + 2ha(—2)ha(y) + 2ha(—2)ha(y), =,y € G. (1.91)

Alors, il existe vy € C® et A € GL(3,C), vérifiant

Ay, (1.92)

E(x)+ E(—x)

flz)=viA™? ( Ay, z €@ (1.93)

ou £ : G — M;3(Q) est de la forme

. 0 Y2 0
E= ( 0 O Y3 ) ’
oit y; € M(G) avec v; # ;. (i # j).

Preuve. Comme dans la preuve du Corollaire 1.5.2, nous montrons que ®*(z) = ®(—x)
et (x) peut étre diagonalisée simultanément (voir Lemme 1, [154]). Donc il existe A €
GL(3,C) telle que

wi(z) 0 0
O(zx)=A 0  wy(x) O AL
0 0  ws(x)

De ®(x + y) + ®(x — y) = 2®(z)P(y) pour tout z,y € G, il s’ensuit que w;(z + y) +
wi(x —y) = 2w;(x)w;(y) pour tout z,y € G eti € {1,2,3}. D’apres [93], il existe y; €

M(G), i € {1,2,3}, tel que w;(z) = vi(@) + (=)

pour tout x € G. Donc ®(z) =

0 0
E E(— "N
A (z) +2 ( DS)A—l, E=1 0 v 0 |, ouvyy,2,7vssonttels que ; # ;.
0 0 Y3

Finalement, nous déduisons du Théoreme 1.4.2 que h(zx) = ®(x)vo pour tout z € G et en
posant y = e dans (1.91), nous obtenons f(z) = h(x)vy pour tout = € G. Ce qui acheve la
preuve du corollaire. '

Remarque 1.5.1 ( H. Stetkeer) « Une généralisation simple des résultats obtenus dans ce cha-
pitre semble pratiquement impossible. Aussi, serait-il vain de vouloir étudier les équations ma-
tricielles d’ordre 4, de d’Alembert et de Wilson a [’aide des outils mathématiques développés
dans ce méme chapitre ? »

53



Chapitre 2

Stabilité de I’équation fonctionnelle
o-quadratique au sens de Hyers-Ulam

2.1 Introduction
L’équation fonctionnelle des quadratiques classique

fl@+y) + flo—y) =2f(x) +2f(y), (2.1)

est d’une grande importance dans la théorie des équations fonctionnelles et joue un rdle es-
sentiel dans la caractérisation des espaces munis d’un produit scalaire. Chaque solution de
I’équation fonctionnelle des quadratiques (2.1) est appelée fonction quadratique. La stabilité,
au sens de Hyers-Ulam, de I’équation généralisée des quadratiques (2.1)

flx+y)+ flx+o(y) =2f(x) +2f(y), v,y € G, (2.2)

ol ¢ est une involution de G, a été prouvée par B. Bouikhalene et al. [19].

F. Skof [157], P. Cholewa [31] et S. Czerwik [37] ont établi la stabilité, au sens de Hyers-
Ulam, de I’équation fonctionnelle des quadratiques (2.1).

Dans [105], Gy. Maksa et P. Volkmann ont montré que, pour les fonctions f : G — E d’un
groupe G dans un espace £ muni d’un produit scalaire, 1’inégalité

1f @)l = [1f (=) + f(y)]| pourtoutz,y € G, (2.3)

implique
f(zy) = f(z) + f(y), pourtoutz,y € G. (2.4)

Dans [71], A. Gilanyi montre que si G est un groupe 2-divisible abélien, alors 1’inégalité
fonctionnelle

12f(2) +2f(y) = fz = )| <|[f(x+y)| pourtoutz,y € G (2.5)
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entraine que f satisfait I’équation fonctionnelle des quadratiques classique

flx+y)+ fx—y)=2f(z)+2f(y) pourtoutz,y € G. (2.6)

La commutativité de GG peut étre remplacée par la condition de Kannappan : f(xyz) =
f(zzy), pour tout x, y, z € G (voir [71]).

Dans [141], J. Rétz supprime I’hypothese de la 2-divisibilité de GG et discute les variantes des
résultats de A. Gilanyi [71].

Dans ce chapitre, nous donnons une démonstration, plus simple, du théoreme concernant la
stabilité de 1’équation fonctionnelle o-quadratique

flx+y)+ flz+oy) =2f(x) +2f(y), v,y € G, (2.7)

ou G est un groupe abélien. Nous prouvons aussi, que pour les fonctions f : G — E définies
de GG, un groupe 2-divisible abélien, dans un espace £ muni d’un produit scalaire, 1’inégalité

12f(x) +2f(y) = fle+ o) < If(z+ o)l 2,y € G

entraine
flx+y)+ flx+o(y) =2f(x) +2f(y), z,y €G.

2.2 Stabilité de I’équation fonctionnelle o-quadratique au
sens de Hyers-Ulam

Dans cette section, nous donnons une nouvelle démonstration, plus simple, du théoreme
concernant la stabilité de I’équation fonctionnelle o-quadratique (2.7), obtenue dans [19].

Théoreme 2.2.1 Soient G un groupe abélien, E un espace de Banach et f : G — E une
application satisfaisant ’inégalité

If(z+y)+ flz+o(y) —2f(x) —2f(y)| <0 (2.8)

pour § > 0 et pour tout x,y € G. Alors, il existe une unique application () : G — E, solution
de I’équation (2.7), vérifiant

=] w

1f(z) — Q)] < 40 (2.9)
pour tout x € G.

Preuve. Pour z € G := {z € G/o(z) = z} ety € G, nous déduisons de (2.8) la nouvelle
inégalité suivante :

N

£ +9) ~ £@) ~ FW = 7w+ 2)+ T+ o) —2f() — 2/(@)] < 3. @10
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Comme (G est un sous-groupe abélien de Gz, I’application de [77] assure 1’existence d’une
unique application additive a : G4 — F vérifiant

1/ () = a(x)|| <

N

(2.11)

pour tout z € G .
Maintenant, pour x € G_ := {z € G/o(z) = —z} et y € G, nous déduisons de (2.8)

| f(x+y)+f(yto(z)=2f(y)—2f(2)|| = | f(x+y)+f(y—2)=2f(y)—2f(2)]| < I. (2.12)

Comme G _ est un sous-groupe commutatif de GG alors, en tenant compte de [31], il existe une
unique application ¢ : G_ — FE, solution de 1’équation

¢z +y) +q(x —y) = 2q(x) +2q(y), ,y€G_

telle que
)
I£() - a@)l < 3 @13)
pourtoutz € G_.
D’autre part, en prenant y = x dans (2.8) nous avons
[4f () = fx +o(x)) = f(22)[] < 6. (2.14)
En remplagant x par © — o(z) et y par  + o(z) dans (2.8), nous obtenons
4]
1f(22) = f(z + o(2)) = flz —o@))] = 3. (2.15)
L’inégalité triangulaire, appliquée a la somme (2.14)+(2.15), donne :
30
14f(z) = 2f(z + o(2)) = flz —o(2)| = 5 (2.16)

et, par conséquent :

7@~ ga(e +o(x)) ~ 3a(z — o(2))]

suﬂm—éfm+a@»—iﬂx—amw

g+ o(@) = gl +o@)l + 1 3£ — (@) - 3a(z — o)
30 6 0
=3 Titw

d’ou

I7@) ~ sate+o(e)) ~ Jale — o)) < % @.17)

1 1
Posons Q(z) = 5@(:1: + o(x)) + Zq(a: — o(x)). Un calcul simple montre alors que () est

solution de I’équation fonctionnelle o-quadratique (2.7). Pour I'unicité de (), nous adoptons
un raisonnement similaire a celui des preuves de [19]. [
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2.3 Caractérisation de I’équation o-quadratique ayant des
valeurs dans un espace muni d’un produit scalaire

Dans cette section, nous prouvons que si la fonction [ satisfait I’inégalité : ||2f(x) +
2f(y) — f(x + a(y))|| < ||f(x + y)||, alors f est solution de 1’équation fonctionnelle o-

quadratique : f(z +y) + f(z + o(y)) = 2f(x) + 2/ (y).

Théoreme 2.3.1 Soient G un groupe 2-divisible abélien, (E, (-, -)) un espace muni du produit
scalaire (-, -) et f : G — E une fonction vérifiant I’inégalité fonctionnelle

12f(x) +2f(y) = fle+ o) < [If(z+y)ll (2.18)

pour tout x,y € G. Alors, f satisfait I’équation fonctionnelle o-quadratique (2.7).

Preuve. Poury € G, = {z € G/o(2) = z} etz € G, I'inégalité (2.18) implique que

12f(x) +2f(y) = fly + o)l < [[f (= +y)l.- (2.19)

Puis, en utilisant 1’inégalité triangulaire, nous obtenons

1 (@) + FWIl < [f(z +y)ll (2.20)

pour tout x,y € G.. Donc, d’apres [105], nous déduisons que f : G, — FE satisfait
I’équation fonctionnelle additive

f@)+ fly) = f(x+vy), z,y € Gy.

D’autre part, a I’aide de (2.18), nous obtenons pour tout v € G_ = {z € G/o(z) = —z} et
yea
12f(2) +2f(y) = fly =) < [f(@+ )l (2.21)

Par conséquent, d’apres [71, 141], f : G- — F satisfait I’équation fonctionnelle des qua-
dratiques classique

fle+y)+ fle—y)=2f(x) +2f(y), v,y € G_.

Enfin, nous concluons que les nouvelles fonctions a,¢: G — E :z —— a(z) = f(x+0(z)),
x +— q(z) = f(x — o(x)) satisfont les équations fonctionnelles

a(z +y)=alz)+aly), v,y €G
et

q(z+y) +q(r —y) = 2q(x) +2q(y), v,y € G.
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En faisant y = —x dans (2.18), nous obtenons : ||2f(z) +2f(—z) = f(z —o(x))|| <0, ainsi

2f(x) +2f(—x) = f(z — o(x)) = q(x). (2.22)

En remplagant y par y + o(y) dans (2.18), nous obtenons

1f @)+ fly+o@)l < lfz+y+o@)l, z,y G (2.23)

Remplacons x par 2z et y par —x dans (2.23), nous avons
1£(22) — a(@)II* = £ (22)|* + la(z)||* — 2Re(f(22), a(z)) < [lq(=)[|*.

. x
Soit, en changeant x en 5 :

IF@I? + Fla(@)? ~ Re(f(x), ala)) < 711 F(x) + F(—a)|”

Lutilisation de I’identité du parallélogramme, entraine que :

1 1 1 1
IF@° + Zlla@)* = Re(f (@), a(@)) < S1 @7 + 51 F (=a)” = 71 (2) = F(=2)I”
(2.24)
Remplacons = par —z dans (2.24), nous obtenons :

1 1 1 1
L (=) + ZHOL(x)II2 +Re(f(—z),a(x)) < §||f(33)||2 + §||f(—56)|!2 =7 lIf(z) = f=z)|1%.
(2.25)

La somme des deux inégalité (2.24) et (2.25) donne :
1f(2) = f(=2) = a(@)]|* = [la(@)|]* + | f(2) = f(=2)[]* = 2Re(f(z) — f(~2),a(x)) < 0.
D’ou

f(z) — f(=x) = a(x), pourtout z € G. (2.26)
Finalement, de (2.22) et (2.26) nous déduisons

f(x) = %a(x) + iq(m), xr € G.

Par un simple calcul, nous prouvons que f est solution de 1’équation fonctionnelle o-quadratique
(2.7). Ce qui complete la preuve du Théoreme 2.3.1. [ )

Remarque 2.3.1 L’hypothése de commutativité du groupe G, utilisée dans le Théoréme 2.3.1,
peut étre remplacée par la condition de Kannappan : f(zyz) = f(yzz), Vz,y,z € G.
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2.4 Probleme ouvert

Durant le 38¢™¢ International Symposium on Functional Equations, K. Nikodem [113] a
formulé le probleme de stabilité suivant :
Supposons que la fonction f : R — R vérifie I'inégalité

f(@)+ fW < |f(z+y)|+e v,y eR (2.27)

avec € > 0 fixé. Alors, existe-il une constante ¢ et une fonction additive ¢ : R — R qui
satisfait
|f(z) —a(z)| < ce, x € R?

Jacek Tabor et Josef Tabor [174] ont donné une réponse affirmative a cette question en suppo-
sant que si G est un groupe abélien et si la fonction f : G — R vérifie (2.27) pour tout x € G,
alors il existe une unique fonction additive a : G — R satisfaisant

|f(z) —a(z)| < 5e, z € G.

A. Gilanyi [72] a démontré le probleme de Nikodem pour une fonction f : G — H, définie
d’un groupe abélien G divisible par 2 dans un espace de Hilbert H, qui vérifie

[fx—y)=2f(x) =2f(W)| < [flz+y)l+e 2,y eC
pour € > 0. Il existe alors une unique fonction quadratique ¢ : G — H vérifiant
5
/(@) —a(@)| < 5, v € G

La question qui se pose a présent est : si une fonction f : G — H, définie d’un groupe G
dans un espace de Hilbert H, vérifiant I’'inégalité

[f(z+o(y) —2f(x) = 2fW)| <fx+y)l+e 2,y €C

pour € > 0 avec o : G — G une involution de G, existe-il une constante ¢ et une fonction
q : G — H, solution de I’équation fonctionnelle o-quadratique

q(x +y) +qlr +o(y)) =2q(x) +2q(y), »,y€q,

vérifiant
|f(x) —q(z)| < ce, veG?
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Chapitre 3

Points fixes et stabilité des équations
fonctionnelles K-quadratique et K-Jensen
au sens de Hyers-Ulam-Rassias

3.1 Introduction

Soient £ un espace vectoriel réel et £/5 un espace de Banach réel. Soit A un sous-groupe
fini commutatif de Aut(E;) (le groupe des automorphismes de E7), |K| désigne I’ordre de
K. Notons I’action de £ € K sur z € GG par k - x; nous dirons qu’une fonction f : £} — Ej
est solution de 1’équation fonctionnelle /-quadratique, si

%Zf(ﬁk-y):f(fo(y), z,y € By 3.1)

keK

et que f est solution de 1’équation fonctionnelle K -Jensen, si

ﬁ S et k-y) = f@), 2,y € By (3:2)

keK

B. Bouikhalene et al. ont prouvé la stabilité, au sens de Hyers-Ulam-Rassias, de I’équation
fonctionnelle K -quadratique (3.1) et de I’équation fonctionnelle K-Jensen (3.2) (voir [5],
[27]) et [28] .

En 1991, J. A. Baker a appliqué la méthode du point fixe pour prouver la stabilité, au sens de
Hyers-Ulam, d’une équation fonctionnelle non linéaire (voir [13]). V. Radu [125] a montré,
en utilisant la méthode du point fixe, I’existence d’une solution de I’inégalité || f(z + y) —
f(z)— f(y)]| <4, etil aprouvé la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, de 1’équation de Cauchy
additive.

En 1996, G. Isac et Th. M. Rassias [82] furent les premiers a fournir de nouveaux théoremes
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sur la stabilité des équations fonctionnelles en utilisant la théorie du point fixe.

Récemment, M. Akkouchi [7] a prouvé la stabilité de certaines équations fonctionnelles en
se basant sur la méthode du point fixe de Ciri¢ (voir [35] et [36]), et dans [8], il a montré la
stabilité, au sens de Hyers-Ulam-Rassias, de 1’intégrale non-linéaire de Volterra en adoptant
la méthode du point fixe.

Tout d’abord, nous rappelons deux résultats fondamentaux de la théorie du point fixe. Le
lecteur peut se reporter au livre de D. H. Hyers, G. Isac et Th. M. Rassias [80] pour une étude
détaillée de la théorie des points fixes avec plusieurs applications.

Théoreme 3.1.1 Soient (X, d) un espace métrique complet, et J : X — X une application
strictement contractante, i.e.

d(Jz, Jy) < Ld(z,y), Yo,y € X,

pour certain 0 < L < 1 « constante de Lipshitz ». Alors :
1. I’application J a un, et un seul, point fixe x* = J(z*);
2. le point fixe x* est globalement attractif et
lim J"zx ="
n—-+o0o
pour tout point de départ x € X.
3. Nous avons les inégalités suivantes :

d(J "z, x*) < L"d(z,z")

1
n * < n n+1
d(J x,x)_—l_Ld(J x, JJ" )

1
pour tout entier naturel n et pour tout x € X.

Soit X un ensemble. Une fonction d : X x X — [0, +oc] est appelée distance généralisée
sur X si d satisfait les conditions suivantes :

1. d(xz,y) = 0 sietseulement si z = y;

2.d(z,y) = d(y, z) pour tout z,y € X ;

3.d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) pour tout x, y, z € X.

Théoreme 3.1.2 (L’alternative du point fixe) [41] Supposons donné un espace (X, d) complet
muni d’une métrique généralisée et une application strictement contractante J : X — X,
avec la constante de Lipshitz 0 < L < 1. Alors, pour chaque x € X ; soit d(J"x, J"Mx) =
~+00 pour tout entier naturel n, soit Ing € N tel que :

1. d(J"z, J"z) < +oo, Vn > ng;

2. la suite J"x converge vers le point fixe y* de J ;

3. y* est 'unique point fixe de J dans 'ensemble Y = {y € X : d(J™zx,y) < 400}

1
4. d(y,y*) < ﬁd(y, Jy) pour touty € Y.
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Dans ce chapitre, nous fixons un nombre réel 5 avec 0 < 7 < 1 et K désigne R ou C.
Supposons E un espace vectoriel sur K. La fonction ||.||g : £ — [0,00) est appelée une
[-norme si et seulement si elle satisfait :

L. ||z|| g = O si et seulement si z = 0.

2. [Xz]lg = |MP||z|| s pour tout X € K et pour tout x € E.

3.l + ylls < llzlls + [}yl pour tout z, y € E.

3.2 Stabilité de I’équation fonctionnelle K-quadratique au
sens de Hyers-Ulam-Rassias

Dans cette section, nous montrons la stabilité, au sens de Hyers-Ulam-Rassias, de I’équation
fonctionnelle K -quadratique (3.1) en utilisant I’alternative du point fixe.

Théoreme 3.2.1 Soient E, un espace vectoriel sur K et E5 un espace (3-normé complet sur
K, oit 3 est un nombre réel fixé avec 0 < 3 < 1. Soient K un sous-groupe fini commutatif
du groupe des automorphismes du groupe abélien (Ey,+) et f : By — E, une application
pour laquelle il existe une fonction ¢ : E, x E; — R" et une constante L, 0 < L < 1, telles
que

Hﬁ S fo+key) — £@) — F)ls < ol y), (3.3)
keK
Y pla+k-zy+k-y) < (2K]) Le(z,y) (3.4)
keK

pour tout x,y € FEy. Alors, il existe une unique solution q : Fy — Fs de I’équation (3.1)
satisfaisant

1 1
1f (@) = a(@)lls < 5577 (2, 2) (3.5)
pour tout x € E.
Preuve. Considérons I’ensemble X := {g : E; — E,} et introduisons une distance

généralisée dans X comme suit :
d(g,h) =inf{C € [0,00] : ||g(z) — h(x)|g < Cp(x,x), Vo € Ei}.

Soit { f, }» une suite de Cauchy dans (X, d). Par définition d’une suite de Cauchy, il existe,
pour € > 0, un entier positif N, tel que d(f,,, fn) < € pour tout m,n > N,. De la définition
de la distance généralisée d, nous obtenons

Ve > 03N, € N Vm,n> N, Vo € Ey : || fn(z) — fo(2)|ls < ep(z, x). (3.6)
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Pour chaque = € Ej, (3.6) entraine que { f, },, est une suite de Cauchy dans F>. Comme FE,
est complet, {f,}, converge dans E, pour chaque x € F;. Par conséquent, nous pouvons
définir la fonction f : Fy — Fj telle que f(z) = nEIEoo fn(x) pour tout z € Ej.
En faisant tendre n — 400, il s’ensuit de (3.6) que, pour ¢ > 0, il existe un entier positif N,
tel que || f.(z) — f(z)]|g < ep(z, x) pour tout n > N.. De ce fait nous concluons que { f,, },
converge dans (X, d) et alors (X, d) est un espace complet.

Maintenant, nous considérons I’application linéaire J : X — X définie par

(Jf)(x) = ﬁZf(Hk-fc)

pour tout x € Ej.
De [5], nous vérifions que

(" N@) = Gz > o fla+ 3 (kiy ki) - @

k1,...,kn€K 1j<ijy1,kij€{k1,....kn}

pour tout entier 7.
Ensuite, nous prouvons que .J est une contraction sur X avec la constante de Lipschitz L. En
effet, pour g, h dans X et C' > 0 une constante arbitraire, avec d(g, h) < C, nous avons :

lg(x) = h(@)lls < Colx, x) 3.7)

pour tout x € F;. Ainsi, a partir de (3.3), (3.4) et (3.7) nous obtenons :

1(Jg)(x) — (JR) ()]s = Hﬁ S g+ kz) - ﬁ S b+ k- )l

keK keK
1
= WHZQ@”F’“@ —h(z+ k- )|
keK
1
< - L) — .
< e 2 lote + k- 2) = a4+ k-a)),
keK
1
< —Cng(x+k-x,x+k-x)
QIR 2
< CLy(z, x)

pour tout x € Fj, soit, d(Jg, Jh) < LC. Cela signifie que d(Jg, Jh) < Ld(g, h) pour tout
g,h e X.
Maintenant, en remplacant y par x dans (3.3), nous obtenons

I9(@) = @)l = il 3 fa+k-2) =20 @) < g0,

keK
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pour tout x € Fj. Il s’ensuit alors que :

AT, f) < 55 < 00 (3.8)

D’apres le Théoreme 3.1.2, nous déduisons I’existence d’un point fixe de ./, qui est une fonc-
tion ¢ : Fy — F, vérifiant lirf d(J"f,q) = 0. Comme d(J"f,q) — 0 pour n — 00, il
existe une suite {C), },, telle que lirf C, =0etd(J"f,q) < C, pour chaque n € N. Ainsi,

de la définition de d, nous obtenons

17" ) () = q(@)]ls < Crp(z, x) (3.9)

pour tout x € £;. Par conséquent :

lim |[(J"f)(x) = q(z)l[s = 0 (3.10)

n—-+o00

pourun x € £j.
Prouvons, a présent, que la fonction g est solution de 1’équation (3.1).
Tout d’abord, montrons, par récurrence sur n, I’inégalité suivante :

H— ST+ key) = I (@) = T f(W)lls < LMol y). (3.11)

k’eK

Pour n = 1, en utilisant la définition de J, la commutativité de K et les inégalités (3.3) et
(3.4), nous obtenons

Z Jf(x+k-y) = Jf(x) = Tf(®)lls

keK
= = Z Zf vyt kx+kikey) S flatkia
KT § | | ek 2|K| hei

kieK

2‘K| ZH| ‘fo—i‘/ﬁ vk (y+kiy) = fle+kz)— fy+ky)ls

ki1eK keK

<(2|K|ﬁz ox+k -2,y +k -y

2|K|)’Lo(z,y) = Lo(z,y),

= QK]

ce qui prouve que I’assertion (3.11) est vraie pour n = 1. Supposons (3.11) vraie a I’ordre
n. En utilisant la définition de J, la commutativité de K, les inégalités (3.11) et (3.4), nous
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obtenons

% SOt k) — () — T ()]

keK

]. 1 / /
==Y = > " k-y+k -z+kk-
keK K €K

1 n / 1 n !
_mzj flz+k ~x)—MZJ fly+k -yls

K ek K ek

1 1 ) /
< iy 2 g o K ek (K ) = T e a) = T g+ k)l
K ek keK
1 , )
< —(2|K|)ﬁ Z L"sp(a,’—l—k: -m,y-}-k; .y) < Ln—HgO(:ﬂ,y),
Kek

ce qui implique la validité de 1’inégalité (3.11) pour n + 1.
En faisant tendre n vers +oo dans (3.11), nous obtenons le résultat désiré, soit :

1
WZq(Hk-y) —q(x) —q(y) =0 (3.12)
keK
pour tout x,y € E;. Nous déduisons du Théoreme 3.1.2 et de ’inégalité (3.8) :

l 1
% (1-1)

1
A(f.q) < 7= d(I1.f) < (3.13)

ce qui prouve I’'inégalité (3.5).

Supposons que ¢; : £y — E5 soit une autre solution de (3.1) vérifiant (3.5). Alors ¢; est un
point fixe de J. De la définition de d et de 1’inégalité (3.5), I’assertion (3.13) reste vraie avec
q1 au lieu de q. En utilisant le Théoréeme 3.1.2 (3), nous obtenons I'unicité de q. Ce qui termine
la preuve du Théoreme 3.2.1. '

Les corollaires suivants découlent du Théoreme 3.2.1. Avec une nouvelle condition (3.14),
plus faible que la condition imposée par S.-M. Jung et Z.-H. Lee dans [90], nous obtenons le
corollaire suivant :

Corollaire 3.2.2 [90] Soient E| un espace vectoriel sur K et Ey un espace (3-normé complet
sur K, o 3 est un nombre réel fixé avec 0 < 3 < 1. Soient K = {I,c}, oit 0 est une
involution du groupe (E1,+), et f : Ey — Ey une application pour laquelle il existe une
fonction ¢ : By X Ey — R* et une constante L, 0 < L < 1, telles que

(22, 2y) + p(z + o(z),y + o(y)) < 4°Lp(z,y) (3.14)
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pour tout x,y € Ey. Supposons que f : £y — FEs satisfait I'inégalité

50+ )+ fo+ o)) - £(&) — Fw)ls < $(a.y) (315

pour tout x,y € Ey. Alors, il existe une unique solution q : £y — E5 de I’équation

fla+y)+ fle+oy) =2f(x) +2f(y), v,y € E (3.16)
vérifiant . |
1f (@) — q(@)]ls < 27@‘?(%95) (3.17)

pour tout x € Ej.

On rappelle que la condition (3.14) utilisée dans [90] est :

46
¢(2z,2y) < ng(ﬂs,y),

pr+o(z),y+o(y)) < %Ls@(fm y)

pour tout z,y € Ej.

Corollaire 3.2.3 Soient E, un espace vectoriel sur K, Ey un espace [(3-normé complet sur
K et K un sous-groupe fini commutatif du groupe des automorphismes du groupe (E7,+).

log(|K
Choisissons une constante p telle que p < [+ (6 — l)igL(Q)D' Soit f . E1 — F5 une
0g
application telle que
1 p p
Iz 2 fa+k-9) = f@) = Sl < 0(llall” + o). @y € By (3.18)

keK

avec ||z + k - x||P < 2P||z||P pour tout k € K et x € Ej. Alors, il existe une unique solution
q: E1 — E5 de l’équation (3.1) qui satisfait

1£(2) - q(a)])s < = 2HED

b 3.19
< sy 57 (3.19)

pour tout x € Ej.
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3.3 Stabilité de I’équation fonctionnelle K-Jensen au sens de
Hyers-Ulam-Rassias

Dans cette section, nous examinons, en utilisant la méthode des points fixes, la stabilité,
au sens de Hyers-Ulam-Rassias, de 1’équation fonctionnelle K -Jensen (3.2).

Théoreme 3.3.1 Soient Ey un espace vectoriel sur K, Fy un espace (3-normé complet sur K,
ou [ est un nombre réel fixé avec 0 < (3 < 1, K un sous-groupe fini commutatif du groupe des
automorphismes du groupe abélien (E1,+) et [ : Ey — E, une application pour laquelle il
existe une fonction o : E; X E1 — R et une constante L, 0 < L < 1, telles que

Il Z fla+k-y)— f@)ls < plx,y), (3.20)
’ ’ keK
Y olw—k-z,y—k-y) <|K|"Lo(x,y) (3.21)

keK
pour tout v,y € F. Alors, il existe une unique solution j : £y — FEs de [’équation (3.2) qui
vérifie
4 1

I£(@) = @)l < 7= 9(0) (3.2
pour tout x € Ej.
Preuve. Nous considérons I’application linéaire J : X — X telle que

(Jf Z flz—k-z) (3.23)

’ keK

pour tout z € FE;. En tenant compte des fonctions g, h € X, de la constante C' € [0, oo] et du
fait que d(g, h) < C, nous obtenons alors :

[(79)(@) = (I)@)]}5 = ,K,Zg — k) ‘K‘Zh ~ k-2l

keK keK
5||Z —h(x— k-2l
keK
keK

< CLgp(x x)
pour tout x € E, ce qui implique que J est un opérateur strictement contractif, avec d(Jg, Jh) <
Ld(g,h).
Avec y = —z dans (3.20), nous obtenons

d(Jf,f) < 1. (3.24)
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D’apres le Théoreme 3.1.2, il existe une application j : £y — Fs qui vérifie ce qui suit :
(a) j est un point fixe de J, qui est

%Zi(m—k-x)zj(x)

pour tout z € G. L’application j est I'unique point fixe de J dans I’ensemble
V={geX: d(fg) <oo}
(b) lir+n d(J"f,7) =0, tel que

j(x) = lim ﬁ Z flz+ Z (ki) - (=ki,)] - @
k1

n—-+o0o o
----- kneK Zj<1j+1akij€{k17---akn}

1
©d(f,7) < ﬁd(f, J f), et 'inégalité (3.22) en résulte.

En adoptant un raisonnement similaire a celui de la preuve du Théoreme 3.3.1, nous montrons,
par récurrence, que :

% SO @ k) — ) s < Dle,y) (3.25)

keK

pour tout z,y € Ej.

Enfin, en faisant tendre n — +o00 dans la formule (3.25), nous obtenons que j est solution
de I’équation (3.2). L’unicité de j peut étre démontrée en utilisant les mémes arguments que
ceux obtenus dans la démonstration du Théoreme 3.2.1. Ce qui acheve la preuve du Théoreme
3.3.1. [ )

Corollaire 3.3.2 Soient E un espace vectoriel sur K, E5 un espace 3-normé complet sur K,

K un sous-groupe fini commutatif du groupe des automorphismes du groupe abélien (Ey,+)
Blog(|K|) —log(| K| —1)

avec | K| > 2, et p une constante telle que p < Io2(2) .Soit f 1 By —
0g
E5 une application vérifiant
1
Iy Gk 5) = S}l < 01l + ol 326

keK
et ||z + k- x||P < 2P||x||P pour tout k € K et pour tout x € E. Alors, il existe une unique
solution j : Fy — Fs de I’équation (3.2) satisfaisant
20| K |?
K|P — 2| K|

— p
I (@) = 3(@)lls < 55— | | (3.27)
pour tout x € Ej.
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3.4 Probleme ouvert

La stabilité des équations fonctionnelles

1

] D fla+k-y)=g(@)+h(y) (3.28)
keK
et 1
i S o) = fia), (329
keK

au sens de Hyers-Ulam, pour K non forcément commutatif a été prouvée par B. Bouikhalene
et al. [28].
Le probleme de stabilité des équations (3.28) et (3.29), au sens de Hyers-Ulam-Rassias, pour
K non forcément commutatif est encore une question ouverte.

En 1897, K. Hensel [75] a introduit un espace normé n’ayant pas la propriété d’ Archimede.
Il se trouve que les espaces non-archimédiens ont des applications nombreuses et importantes.

Définition 3.4.1 Nous entendons par un corps K non-archimédien, un corps muni d’une fonc-
tion (d’évaluation) | - | : K — [0, +00) telle que, pour tout r, s € K, les conditions suivantes
sont satisfaites :

(1) |r| = 0 si et seulement sir = 0;

(2) |rs| = Irlls|;

(3) |r + s| < max{|r|,|s|}.

Définition 3.4.2 Soit X un espace vectoriel sur un corps de scalaires K non-archimédien

muni d’une fonction (d’évaluation) | - |. Une fonction || - || : X — R est une norme non-
archimédienne si elle satisfait les conditions suivantes :
(i) ||z|| = 0 si et seulement si x = 0;

G) lrzll = |rll|=] (r € K = € X);
(k) l'inégalité triangulaire forte, a savoir

[z +yll < max{l|z], [lyll}, »yeX.

La paire (X, ||-||) est appelée espace non-archimédien si ||-|| est une norme non-archimédienne.
Il résulte de (k) que :

[ = @m|| < max{[lz; 1 + a5 :m <G <n—1}

pour tout x,,, x,, € X, oun,m € N avec n > m. Alors, une suite {x, } est de Cauchy dans

I’espace non-archimédien (X || - ||) si et seulement si la suite {z,, 11 — x, } converge vers zéro
dans (X, || - ||). Dans un espace non-archimédien complet, toute suite de Cauchy est conver-
gente.
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Les problemes de stabilité de 1’équation fonctionnelle de Cauchy et de 1’équation fonc-
tionnelle des quadratiques ont été étudiés par M. Moslehian et Th. M. Rassias [111] dans les
espaces non-archimédiens.

Dans [112], A. Najati et Y.-J. Cho ont prouvé la stabilité de 1’équation de Jensen

of (“y) — f@)+ 1)

2

et de I’équation fonctionnelle de Cauchy Pexider

f(x+y) = g(x) + h(y).

R. Saadati et al. [148] ont prouvé la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, de I’équation fonction-
nelle o-Pexider

Hz+y) + fale+oy) = fs(x) + fuly), ©,y€E,

ou [ est un espace non-archimédien et 0 : £ — E une involution.
Les travaux portant sur 1’équation fonctionnelle o-Pexider nous ouvrent une nouvelle pers-
pective, a savoir 1’étude de la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, de I’équation fonctionnelle

K -Pexider ]

WZf(erk-y):g(x)Jrh(y), v,y €E,

keK

ou F est un espace non-archimédien et K un sous-groupe fini du groupe des automorphismes
de F.
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Chapitre 4

Stabilité des équations fonctionnelles
o-quadratique et de o-Jensen au sens de
Hyers-Ulam dans les domaines non
bornés

4.1 Introduction

Concernant la stabilité des équations fonctionnelles, dans les domaines non bornés, F. Skof
[157] est le premier mathématicien a avoir résolu le probleme de Ulam pour les fonctions
additives.

Etant donnés deux espaces vectoriels X et F, la fonction f : X — FE satisfait I’équation
fonctionnelle additive

fle+y)=f@)+ fly), zye X
si et seulement si,
[f(z+y) = f(z) = f(y)l| — 0 quand [|z]| + [[y[| — +o0.

Dans [79], D. H. Hyers, G. Isac et Th. M. Rassias ont considéré I’aspect asymptotique de la
stabilité, au sens de Hyers-Ulam.

S.-M. Jung [85] a prouvé la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, de 1’équation fonctionnelle des
quadratiques classique

flet+y)+ flz—y) =2f(x) +2f(y), 2y € E 4.1
dans le domaine non borné : {(z,y) € E?: ||z|| + ||y|| > d}.

Théoreme 4.1.1 [85] Soient E un espace réel normé et F' un espace de Banach. Soit d,d > 0
donnés. Supposons que ’application f : E — F vérifie I'inégalité

[f(x+y)+ flx—y)=2f(z) =2f(y)|| <9 (4.2)
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pour tout x,y € E, avec ||x|| + ||y|| > d. Alors, il existe une unique application Q) : E — F,
solution de I’équation fonctionnelle des quadratiques (4.1), qui vérifie

7
I7(@) — Q)| < 29 “3)

pour tout v € E.

J. M. Rassias et M. J. Rassias [129] ont examiné la stabilité des équations fonctionnelles de
type de Jensen

flx+y)+ flx—y)=2f(z), v,y e & (4.4)
et
flx+y) — flr—y) =2f(y), v,y € E, (4.5)

dans le domaine non borné : {(z,y) € E? : ||z|| + |Jy|| > d}.

Dans ce chapitre, nous établissons de nouveaux théoremes de stabilité, au sens de Hyers-
Ulam, dans les domaines non bornés : {(z,y) € E* : ||y|| > d} et {(z,y) € E* : ||z|| > d},
d’une part, de I’équation fonctionnelle o-quadratique

flax+y)+ fx+o(y) =2f(x)+2f(y), v,y € E (4.6)

et, d’autre part, de 1’équation fonctionnelle de type o-Jensen
fl+y)+ flz+0o(y) =2f(z), v,y € E, (4.7)

fle+y) = flx+o(y) =2f(y), 2,y € E (4.8)

ou 0 : £ — FE estune involution de I’espace normé F.

En outre, nous appliquons les résultats obtenus pour examiner le comportement asymptotique
des équations fonctionnelles ci-dessus.

Dans ce chapitre, E est un espace normé réel et F' un espace de Banach.

4.2 Stabilité de I’équation fonctionnelle o-quadratique au
sens de Hyers-Ulam dans les domaines non bornés

Dans cette section, nous examinons la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, de 1’équation
fonctionnelle o-quadratique (4.6) dans les domaines non bornés : {(z,y) € E* : ||y|| > d} et

{(x,y) € E*: ||z| > d}. Ci-dessous, nous présentons nos principaux résultats, sous forme
de théoremes.
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Théoreme 4.2.1 Soient d > 0 et § > 0 donnés. Supposons que ’application f : E — F
vérifie I’inégalité

If(x+y)+ flz+oy) —2f(z) =2f ()| <0 (4.9)

pour tout x,y € E avec |ly|| > d. Alors, il existe une unique application q : E — F, solution
de I’équation (4.6), vérifiant

7
17— a()l < 59 (.10
pour tout x € E.
Preuve. Soient z, y € E avec ||y|| < d. Siy = 0, alors nous avons
[z +0) + f(z +0(0)) = 2/ (x) = 2f(0)]]
= [12/(0)]]

= [[F(0+0) + £(0 = 0) = 2f(0) = 2£(0)].

Donc, d’apres [85], nous obtenons

[f(x+0) + f(z +0(0)) = 2f(x) = 2f(0)]| < ;5.

Si y # 0, nous choisissons z = 2"y, avec n € N.
Cas 1. o(y) # y. Pour n assez grand, nous pouvons vérifier que

Izl = 2*[lyll = d
ny Y
ly +2 =02l =2"ll5; +y - o)l = d
ny Y
ly — o)l = 2"l — o)l = d.
Ainsi, de (4.9), I'inégalité triangulaire et de la décomposition suivante :

fle+y)+ fle+o(y) —2f(z) —2f(y) (4.11)
=—[fle+ty+z—0(2)+ flx+o(y) +0(2) —2) = 2f(x) = 2f(y + 2z — 0(2))]
+2[f(z+2)+ flz+0(z) —2f(x) — 2f(2)
+[f(z+y)+ flx+o(z) +oy) —2) —2f(
+[flz+z+y—o0(2)+ flz+o(y) —2/(
=2[f(y —0o(2) +2) + f(y) = 2f(y — o(2)) — 2f(2)],

nous déduisons
1f(z+y)+ flz+o(y) —2f(x) = 2f(y)l| <76 (4.12)
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Cas 2. o(y) = y. En utilisant (4.11), nous obtenons

2[f(x +y) + fx +o(y) —2f(z) — 2f(y)]
=2[f(z +2) + f(z + 0(2)) — 2f(x) — 2f(2)]
+[flx+y)+ fla+o(z)+o(y) —2) —2f(z+0(2) = 2f(y — 0(2))]
+[fr+z+y—0o(2)+ flx+o(y) —2f(x+2) = 2f(y — 0(2))]
—2[f(y —0o(2) +2) + f(y) = 2f(y — o(2)) — 2f(2)].

Alors, d’apres I’inégalité (4.9), I’inégalité triangulaire et pour n assez grand, nous avons
21 f(z +y) + flz —y) = 2f(z) = 2f (y)|| < 60. (4.13)

Finalement, I’inégalité (4.12) est vraie pour tout x,y € E. En tenant compte du (Théoréeme
2.1, [19]), il existe une unique application ¢ : &/ — F', solution de I’équation (4.6) qui satisfait
I’inégalité (4.10). Ce qui complete la preuve du Théoreme 4.2.1. [

Les corollaires suivants sont une conséquence directe du Théoreme 4.2.1.

Corollaire 4.2.2 L’application f : E — F est solution de I’équation (4.6), si et seulement si

sup [|f(z +y) + f(z +0(y)) — 2f(x) = 2/ ()] = O, (4.14)

zel
quand ||y|| — +oc.

Preuve. Supposons que la condition asymptotique (4.14) est vérifiée, alors il existe une suite
(6,)n décroissante vers zéro telle que

1f(z+y) + e +o(y) = 2f(x) = 2f ()] < bn (4.15)

pour tout z,y € F avec ||y|| > n. D’apres le Théoréme 4.2.1, il existe une unique application
qn : E — F, solution de 1’équation (4.6), vérifiant

DO | ~3

pour tout x € E.
Soient n et m deux entiers positifs tels que m > n > 0. Comme (d,), est décroissante, la
solution ¢, satisfait

7 7
pour tout x € E. L’unicité de g,, entraine que ¢,, = ¢, pour tout m,n € N.
En faisant tendre n — +o00, nous obtenons que f est solution de I’équation fonctionnelle
o-quadratique (4.6). La réciproque est évidente. [ )
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Corollaire 4.2.3 L’application f : E — F est solution de I’équation (4.6), si et seulement si

1f(z+y)+ flz+0(y) —2f(x) = 2f ()] — 0, (4.18)
quand ||z[| + |[y[| — +oc.

Le résultat suivant est une généralisation du résultat obtenu par S.-M. Jung dans [85]. Notons
ici que : {(z,y) € B2 : |lyll = d} € {(x,y) € E*: ||| + ||yl = d}.

Corollaire 4.2.4 (0 = —1) Soient d > 0 et 6 > 0 donnés. Supposons que ’application
[+ E — F vérifie I'inégalité
If(x+y) + flz—y) = 2f(x) = 2f(y)| <0 (4.19)

pour tout v,y € E avec |ly|| > d. Alors, il existe une unique application q : E — F, solution
de I’équation (4.1) qui vérifie

15) ~ g@)] < 56 (4.20)

pour tout v € F.

Corollaire 4.2.5 L’application f : E — F est solution de I’équation (4.1), si et seulement si
sup [|f (@ +y) + flw —y) = 2/ () = 2f W)l = 0, (4.21)
e

quand ||y|| — +oc.
Corollaire 4.2.6 L’application f : E — F est solution de I’équation (4.1), si et seulement si

1f(x+y)+ flz —y) —2f(x) = 2f(y)|| — O, (4.22)
quand ||z|| + [[y|| — +o0.

Corollaire 4.2.7 (o0 = I) Soient d > 0 et 6 > 0 donnés. Supposons que l’application f :
E — F'vérifie l'inégalité
1f(z+y) = flz) = fyll <o (4.23)

pour tout v,y € E avec ||y|| > d. Alors, il existe une unique application additive A : E — F
qui vérifie

If(z) — Az)[| < 76 (4.24)
pour tout v € F.

Corollaire 4.2.8 L’application f : E — I est additive, si et seulement si

sup || f(z +y) = f(z) = f(W)] =0, (4.25)

zeE

quand ||y|| — +oc.
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Corollaire 4.2.9 L’application f : E — F est additive, si et seulement si

1z +y) = fx) = )l =0, (4.26)

quand ||z[| + |[y[| — +oc.

Dans le théoreme suivant, nous examinons la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, de 1’équation
o-quadratique (4.6) dans le domaine non borné : {(x,y) € E*: |jz| > d}.

Théoreme 4.2.10 Soient d > 0, § > 0 et v > 0 des constantes données. Supposons que
Uapplication f . E — F satisfait les inégalités

If(z+y) + flz+0(y) —2f(z) = 2f(y)] <9, (4.27)
1f(x) = flo(@)] <~ (4.28)
pour tout x,y € E avec : F — F,
solution de I’équation (4.6), vérifiant
5 5
If@) = a@)ll < 5+ (4.29)

2

pour tout v € E.

Preuve. D’abord, nous prouvons que la fonction x —|| f(z) — f(o(z))]| est bornée dans E.
Soit z € E avec ||z|| < deto(x) # x et soit z = 2"z avec n assez grand, alors ||z|| > d,
lo(2)]| > det]|z—z| > d.

En utilisant alors les inégalités (4.27), (4.28), I’inégalité triangulaire et la relation suivante :

f(x) = flo(x)) = = [fo(2) + & = 2) + f(o(2)) = 2f(0(2)) = 2f(z = 2)]
+f(z+0(z) —0(2) + f(2) = 2f(2) = 2f(o(2) — 0(2))]
+2[f(2) = fla(2))] + 2
+2[f(o(z) —o(2)) -

[flo(2) +z —2) = f(z+ o(x) = 0(2))]
flx = 2)],

nous obtenons
[ f(z) = flo(@)]| <26+ 5y (4.30)

pour tout x € E.

Montrons que la fonction : (z,y) — || f(x +y) + f(x +o(y)) —2f(z) — 2f(y)|| est bornée
dans E. Soient z,y € F avec ||z|| < d. Siz = 0, alors nous avons || f(0+y) + f(0+0o(y)) —
2f(0) =2f W)l = [[f(a(y)) = f(W)Il <25 + 57 + (127 (0)].

Pour z # 0, nous choisissons z = 2"x, n € N et nous discutons les cas suivants :
Casl.0(x) # —=x.
Avec n assez grand, nous avons ||z|| > d, ||z + 2| > 4, ||o(z) + z|| > d, |ly + o(2)| > d
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et ||z + o(2)|| > d. En utilisant (4.27), (4.28), I’inégalité triangulaire et la décomposition
suivante :

2f(x+y) + f(x+o(y) — 2f(x) — 2f(y)]
=[flx+z+y+o(z)+ flz+z+o(y) +2) —2f(x+2)—2f(y + 2)]
—[f2z+a+0y) + f(22+o(x) +y) —2f(22) —2f(x + o(y))]
+[flo(@) +z+y+2)+ flo(x) + 2+ 0(y) +0(2) = 2f(o(x) + 2) = 2f(y + 2)]
+2[f(z+2) + f(z + o(x) — 2f(2) — 2f(2)]
+2[f(z+y) + [z +0(y) —2f(2) — 2f(y)]
—2[f(22) + f(z + 0(2)) = 2f(2) = 2f(2)] +2[f (y + 0 (2)) = f(z + o(y))]
—[f(z+0(z) +2+y)+ f(z+0(2) +o(x) +0(y) — 2f(2 + 0(2)) — 2f(x + )],

nous obtenons

1f(z+y) + fle+o(y) —2f(x) = 2f ()] <50+ 7. (4.31)
Cas2.0(z) = —x.

Dans ce cas, nous utilisons la relation suivante :

2[f (@ +y)+f(x+o(y) —2f(x) — 2f(y)]
—[f@zt+z+y)+ f2z -z +0(y) - 2f(22) = 2f(z + y)]
—[f2z+a+0(y)+ f(22 —x+y) —2f(22) — 2f(x + o(y))]
+[f(—x+22+y)+ f(—x+22+0(y)) — 2f(—x + 22) — 2f(y)]
+[flx+224y)+ f(x+22+0(y)) —2f(x + 22) — 2f(y)]
+2[f(2z 4+ x) + f(22 —x) — 2f(22) — 2f(x)],

et nous obtenons

1f(z+y)+ flx+o(y) = 2f(x) = 2/ ()] < 34. (4.32)

Siz =y = 0, alors nous prenons z € E arbitraire avec ||z|| = d. Donc, en tenant compte de
la décomposition ci-dessus (Cas 2), nous avons ||2f(0)|| < 3.
Par conséquent, I’'inégalité

1f(z+y) + fle+o(y) —2f(x) = 2f ()] <50+~
est vraie pour tout x, y € E. Le reste de la preuve résulte de [19]. [ )

Corollaire 4.2.11 L’application f : E — F est solution de I’équation (4.6), si et seulement
Si

1f(x) = flo(@))| — O e sup 1f(z+y) + flz+0(y) —2f(x) = 2f(y)| = 0, (4.33)

quand ||z|| — +oc.
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Preuve. Supposons que la condition asymptotique (4.33) est satisfaite, alors il existe deux
suites (d,), et (V) décroissantes vers zéro telles que

() = fle@)] < et f(z+y)+ flz+0o(y) —2f(z) = 2f (Wl < 6n (434

pour tout x,y € E avec ||z|| > n. D apres le Théoreme 4.2.10, il existe une unique application
Gn : EE — F, solution de 1’équation (4.6), vérifiant

1f(2) = au(@)] < %+ 5 (4.35)

pour tout x € F.
Soient n et m deux entiers positifs tels que m > n > 0. Les suites (7,), et (J,), étant
décroissantes, par conséquent la solution g, satisfait

5

1f(2) = gm(z)|| < —7m+ 6m < Sty 6 (4.36)

pour tout x € F. L'unicité de ¢,, entraine que g,, = ¢,, pour tout m,n € N.

En faisant tendre n — 400, nous obtenons que f est solution de 1’équation fonctionnelle o-
quadratique (4.6). La réciproque se découle d’une maniere naturelle, ce qui acheéve la preuve
du corollaire. '

Corollaire 4.2.12 (0 = —1) Soient d > 0, v > 0 et 6 > 0 donnés. Supposons que I’applica-
tion f : E — F vérifie l'inégalité

[f(z+y) + flz—y) —2f(x) = 2f(y)l| <6, (4.37)
1f(z) = f(=2)|| <~ (4.38)

pour tout x,y € E avec ||z|| > d. Alors, il existe une unique application ¢ : E — F,
solution de I’équation des quadratiques classique (4.1), vérifiant

50 vy
If (@) —a(2)l < 5 + 5 (4.39)
pour tout x € E.
Corollaire 4.2.13 L’application f : EE — F est solution de (4.1), si et seulement si

[f(z) = (=2} — Oet sup|lf( +y) + flo = y) = 2f(z) = 2/ (W) = 0, (440)

quand ||z|| — +o0.
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Corollaire 4.2.14 (¢ = I) Soient d > 0 et 6 > 0 données. Supposons que [’application
[+ E — F satisfait I'inégalité

If(z+y) = flz) = fly)ll <6 (4.41)

pourtout ,y € F avec ||x|| > d. Alors, il existe une unique application additive A : E — F
telle que
If(x) — A(z)]| < 50 (4.42)

pour tout v € F.

Corollaire 4.2.15 L’application f : E — F est additive, si et seulement si

sup || f(z +y) = f(@) = fW)ll = 0, (4.43)

quand ||z|| — 4o0.

En utilisant la preuve du Théoreme 4.2.10 et le Corollaire 4.2.11, nous obtenons les résultats
suivants :

Corollaire 4.2.16 L’application f : E — F est solution de I’équation (4.6), si et seulement
i

If(z +y) + [z +o(y) = 2f(x) = 2/ ()] = 0, (4.44)
quand ||z[| + [ly|| — +o0.

Corollaire 4.2.17 L’application f : E — F est solution de I’équation (4.1), si et seulement
Si

[f(z+y)+ flz—y)—2f(z) = 2f(y)l| — 0, (4.45)
quand ||z|| + [ly|| — +oc.

Corollaire 4.2.18 L’application f : E — I est additive, si et seulement si
If(z+y) = fz) = fy)ll =0, (4.46)
quand ||z[| + |[y[| — +oc.

Dans la suite, la stabilité, au sens de Hyers-Ulam-Rassias, de 1’équation fonctionnelle o-
quadratique (4.6), dans le domaine non borné : {(z,y) € E? : |z|? + ||y|| > MP}, sera
examinée.

Tout d’abord, nous montrons la stabilité, au sens de Hyers-Ulam-Rassias, de I’équation addi-
tive dans le domaine non borné : {(z,y) € E? : ||z||” + |ly||? > MP}.
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Théoreme 4.2.19 Soient E un espace réel, F' un espace de Banach, M > 0, 0 > 0 et p avec
0 < p < 1 des constantes données. Soit f : E — F' une application telle que

1z +y) = fe) = F)ll < O=[” + [lyl]") (4.47)

pour tout x,y € E avec ||z||P + ||y||[P > MP. Alors, il existe une unique application additive
A E — F quivérifie

20
2-2r

£ () — A(2)]| < 0(4 % 27 +2 x 37 + 1)M? + Ik (4.48)

pour tout v € .

Preuve. Supposons que ||z||” + ||y||’ < MP. Siz = y = 0, nous choisissons z € E avec
||z|| = M et nous avons

1£(0) = f(0) = F(O)|| = [[f(z) = f(0) = f(2)|| < OMP. (4.49)
Sinon, soit .
([l +M)m, si [|zf| = [lyll;

) .
Nyl + M)= siflyl = [l].
Iyl
Il est alors évident que ||z|| > M et
[z + 21" + lly = 2[I” = max{||z + 2|[", ||y — =["} = M?,
ly =27 + [[21" = |[=)]” = M?,

ming||z[[” + [|[|”, [ly][” + 1|21} = [|2[]” = M”.

De méme
max{[|x + 2|, ly — z||} < 3M, []z]] < 2M.

De (4.47), des inégalités ci-dessus et de la relation :

flx+y) = f(@) - fy)
=[fle+y) —fla+2)— fly—2)]+[fx+2)— flz) - f(z)]
+[fly—2) = f(=2) = f(y)] = [f(0) = f(—=2) = f(2)] + [f(0)],

nous avons

[f(x+y) = fl2) = f)ll <04 x 20 +2x 3+ 1)MP + 0([[x[” + [ly[|").  (4.50)
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Des idées similaires a celles de Th. M. Rassias [130], permettent d’achever la preuve. [ )

Nous prouvons, a présent, a 1’aide des résultats du Théoreme 4.2.19, la stabilité, au sens de
Hyers-Ulam-Rassias, de 1’équation fonctionnelle o-quadratique

fle+y)+ fle+o(y) =2f(2) +2f(y), 1,y € E (4.51)
dans le domaine non borné : {(z,y) € E?: ||z||? + [Jy||* > MP}.

Théoreme 4.2.20 Soient E un espace normé réel et F' un espace de Banach. Soient M > 0,
0 > 0etpavec O < p < 1 des constantes données. Soit f : E — F une application qui
satisfait

1f(z+y) + flz+aly) = 2f (@) = 2f ()| < O=[” + [[y]]*) (4.52)

pour tout x,y € E avec ||z|[P+ ||y|[P > MP. Alors, il existe une unique application Q : E —
F, solution de I’équation (4.51), vérifiant

17~ Q@) < Ll + (e + 0@+ lz — o)) +

2—-2p

0
+§(4 X 2P +2x 3P+ 1)M?P + |z —o(x)|? (4.53)

2(4 — 27)

0
+ﬂ[16p +4 x 9 4 8 x 4P| MP

pour tout v € E avec ||x| > -

Preuve. Poury € E* := {z € E/o(z) = z} etz € E, il résulte de (4.52), I’inégalité

£ +0)— 1@) — W)l = I+ v)+ o+ o) —26() —2f(2)]
< S0l + ) (@.54)

pour tout z,y € E avec ||z||P + |ly|P > MP.
E* étant un sous-groupe abélien de F alors, d’aprées le Théoreme 4.2.19, il existe une unique
application additive a : £ — F satisfaisant I’inégalité

20

If(@) = a@)]l < 0(4 x 2" +2x 3+ HM? + —

[E41 (4.55)

pour tout z € Et.
Poury € E- ={z € E/o(z) = —z} etz € E, nous obtenons, de (4.52), I'inégalité

[ (@+y)+fe—y)=2f(x)=2f W)l = |/ (e+y)+f(z+o(y))—2f(x)=2f ()| < 9(||$|(|:Jsr£;yll”)
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pour tout z,y € E~ avec ||z||P + ||y||P > MP.
Il est clair que £~ est un sous-groupe abélien de £ donc, en utilisant [126], il existe une
unique application quadratique g : £ — F’ vérifiant

0
1F (@) = q(@)ll < G[167 + 4 x 97 + & x 47 ]MP + -—|||” (4.57)
pour toutxz € £~
En prenant z = y dans (4.52), nous avons
[4f (z) + f(z + o(z)) — f(22)[| < 20[z|” (4.58)
M
pour tout z € E avec [|z| > —.
De I'inégalité
[z + Nyl = =l + v D” = Nl + yl? (4.59)
pour tout z,y € F et en remplacant x par x — o(x) et y par x + o(z) dans (4.59), nous tirons
|+ o ()P + |z — o(x)[|” = 2°[|]]”. (4.60)

Alors, de (4.52), nous obtenons
0
1£(22) = f(z + 0(2)) = flz = o(@))l < 5|z + o(@)I" + ]|z = o(2)[|") (4.61)

M
pour tout z € E avec ||z| > —.
La somme (4.58)+(4.61) donne :

[4f(z) =2f(z +o(z)) = [z —o(2))] < 29H$Hp+g(|!x+0(ﬂ?)\lp+ [z = (2)[?) (4.62)

pour tout z € E avec ||z|| > PR
En tenant compte de (4.62), (4.55) et (4.57), nous obtenons

I£(x) ~ gale+ o(@) ~ Ja(e — o)
< 1F(@) ~ 3Fw + o@) = 37— o)+ 51 + o)) — ale — o)

" i”f(g: —o(z)) — q(z — o(x))]|

7 7
< e 2 2 P _ P P
< Sllel” + g(llz + o(@)[” + llz = o(@)|") + 5—; |l + o (@)l
0
— P P p [ _ p
—|—2(4><2 +2x3F+1)M —|—2(4_2p)]|:c o(z)|
7
+ (167 + 4 9 4+ 8 x 4]
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M
pour tout x € F avec ||z|| > 5

1 1
Posons Q(z) = §a(1: + o(x)) + Zq(a: — o(x)). Un calcul simple montre alors que () est

solution de 1’équation (4.51). Pour I'unicité de (), nous appliquons les mémes arguments que
ceux utilisés dans [19] et [21]. Ce qui termine la preuve de Théoreme 4.2.20. [

4.3 Stabilité de I’équation fonctionnelle o-Jensen au sens de
Hyers-Ulam dans les domaines non bornés

Dans cette section, nous examinons la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, de 1’équation
fonctionnelle o-Jensen (4.7) dans les domaines non bornés.

Théoreme 4.3.1 Soientd > 0et§ > 0 deux constantes données. Supposons que I’application
[ E — F satisfait I'inégalité

If(x+y)+ flz+o(y) —2f(@)] <o (4.63)

pour tout x,y € E avec ||y|| > d. Alors, il existe une unique application J : E — F,
solution de I’équation (4.7), vérifiant J(o(z)) = —J(x) et

1/ () = £(0) = J(2)|| < 30 (4.64)
pour tout x € E.

Preuve. Soient z,y € E avec 0 < ||y|| < d et z = 2™y, ou n est un entier assez grand ; alors
12l = d, ||z + yll = detlo(z) +yl| = d.
De (4.63), I’'inégalité triangulaire et I’équation :

2[f(x+y) + flx+o(y) —2f(2)]

=—[flz+y+2)+ fla+ty+o(2))—2f(z+y)]
—[flx+o(y) +2)+ flz+o(y) +0(2) —2f(z + 0(y))]
+[flz+y+2)+ fx+o(y) +o(z) —2f(z)]
+[flz+y+o(2)+ f(x+o0(y) +2) —2f(2)],

nous déduisons

If (@ +y)+ fx+oy) —2f ()| <26. (4.65)
Finalement, I’inégalité (4.65) est satisfaite pour tout z, y € F. Tenant compte de [95], le reste
de la preuve s’ensuit. '
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Corollaire 4.3.2 L’application f — f(0) : E — F est solution de I’équation (4.7), si et
seulement si la condition asymptotique

swp || f(z +y) + f(z+oly)) = 2/ (@)| = 0 quand [lyl| — +oo, (4.66)

est vérifiée.

Preuve. En adoptant les mémes techniques que celles de la preuve du Corollaire 4.2.2, la
preuve du corollaire s’ensuit. )

Corollaire 4.3.3 L’application f — f(0) : E — F est solution de I’équation (4.7), si et
seulement si

1f(x+y) + flz+0(y) —2f(x)]| =0, (4.67)
quand ||z|| + |ly|| — +-oo.
Corollaire 4.3.4 (0 = —1I) Soient d > 0 et 6 > 0 donnés. Supposons que [’application
f+ E — F satisfait I'inégalité
If(z+y)+ flz—y)=2f(z)] <6 (4.68)
pour tout x,y € E avec ||y|| > d. Alors, il existe une unique application J : E — F,
solution de I’équation o-Jensen (4.7) avec o(x) = —x, vérifiant J(—z) = —J(x) et
1 (@) = f(0) = J(2)|| < 30 (4.69)

pour tout v € F.

Corollaire 4.3.5 L’application [ — f(0) : E — F est solution de I’équation (4.7) avec
o(x) = —x, si et seulement si

sup || f(z +y) + f(z —y) — 2f(2)] — O, (4.70)

zeFE

quand ||y|| — +oc.

Corollaire 4.3.6 L’application f — f(0) : E — F est solution de I’équation (4.7) avec
o(x) = —x, si et seulement si

If(z+y)+ flz—y) —2f(2)]| =0, (4.71)
quand [z]| + ||y|| — +oo.

Dans le théoreme suivant, nous prouvons la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, de I’équation
fonctionnelle o-Jensen (4.7) dans le domaine non borné : {(z,y) € E?: ||z| > d}.
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Théoreme 4.3.7 Soient d > 0, § > 0 et v > 0 donnés. Supposons que l’application [ : E —
F' satisfait les inégalités

[f(x+y)+ flz+o(y) —2f(x)| <4, (4.72)
1f(z) + flo(@)]| <~ (4.73)

pour tout x,y € E avec ||z| >
solution de I’équation (4.7), vérifiant J(o(z)) = —J(x), et

1 (x) = f(0) = J(2)|| <126 + 9y (4.74)
pour tout v € .

Preuve. Montrons que la fonction  —||f(z) + f(o(z))|| est bornée dans E. Pour z € E,
avec 0 < ||z|]| < d et pour z = 2"z avec n assez grand, nous avons

Cas l.0(z) # z.
De ||z]| > d, |lo(2) o(z) — z|| > d, des inégalités (4.72), (4.73), de I’inégalité
triangulaire et de 1’équation suivante :

f(@)+ flo(x)) =[f(o(2) + & = 2) + flo(x)) = 2f(0(2))]

+f(z+0(@) —0(2) + flz+ 2 —2) - 2f(2)]
+2[f(2) + fle(2)] = [flo(z) + 2 = 2) = f(z + o(z) —0(2))],

nous déduisons
[f(x) + flo(@)]] <25+ 3. (4.75)

Cas2.0(z) = z.
D’apres la relation :

f@)+ flo(x) =[f(z+z —2)+ f(z+0(x) = 2) = 2f(2)]
+1f(2) + fle(2))],

nous obtenons
1f(x) + flo(@)]] <0 +7. (4.76)
Par conséquent, nous avons

1f(2) + flo(z)]| <26+ 3y (4.77)

pour tout z € E\{0}.
Montrons que la fonction : (x,y) — || f(x +y) + f(x + o(y)) — 2f(x)|| est bornée dans E.
Soit z,y € E avec ||z|| < d. Siz = 0 alors, en utilisant (4.77), nous obtenons

1F(0+y) + f0+a(y) —2f(0)]| <26+ 37+ [[2£(0)]]. (4.78)
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Pour x # 0, nous choisissons z = 2"x, n € N et nous discutons les cas suivants :
Casl.0(z) # z.

Pour n assez grand, nous pouvons facilement vérifier que ||z — z|| > d, ||z — o(2)| > d,

|t —z+o0()||>det|x—0o(z)+y+ 2| >d.

Donc, de (4.72), (4.73), ’inégalité triangulaire et de la relation suivante :

fa+y)+ fle+oly) —2f(2)
=fle+y)+fle—z+0(y) +0(2) - 2f(z - 2)]
+fx—o(z)+y+2)+ flz+0o(y) —2f(z—0(2))]
(2) + fx = 2+ 0(2)) = 2f(z = 2)]
I

—f

= [f(@) + flo(z) —a(2) + 2) — 2f(2)]

—[fx—z+0(y) +0(2) + flo(z) +y) = 2f(0(2))]
+f(o() +y) + flo(z) — 2+ 0(y) + 0(2) = 2f(o(x) - 2)]
+2[f(z = 0(2)) + flo(z) = 2)] = 2[f(2) + f(o(2))]
+f(z =2+ 0(2) + flo(z) = o(2) + 2)]

—[fle—0a(z)+y+2)+ flolx) —z+0(y) +0(2))],

nous avons
[f(z+y)+ flz+o(y) —2f(2)] <60+ 6. (4.79)

Cas2.0(x) = z.
En utilisant (4.72), (4.73) et la décomposition suivante :

flz+y)+fle+oly) —2f(z)
=[flr—z24+y+2)+ flx—z+0(y)+2) = 2f(z — 2)]
—f(mz+a+2)+ f(-z+o(@) +2) = 2f(—2)]
+[f(mz42) + f(=2 + ) — 2f(—2)],
nous obtenons
If(z+y) + flz+oly) —2f(2)] < 30. (4.80)

Si x = 0 = y, nous choisissons alors un élément z € E arbitraire avec ||z|| = d. L’utilisation
de la décomposition ci-dessus (Cas 2) entraine que : || f(0)|| < 3J.
Finalement, I’inégalité

If(z+y) + flz+o(y) —2f(x)] <85+ 6y (4.81)
est vraie pour tout z,y € E. De [95], nous déduisons 1’existence d’une unique application

J : E — F, vérifiant I'inégalité (4.74). En plus, J(o(z)) = —J(z) pour tout € E, ce qui
acheve la preuve du théoreme. '

86



Corollaire 4.3.8 L’application f — f(0) : E — F est solution de I’équation (4.7), si et
seulement si

1f () + flo(@)]| — O et sup If(z+y)+ flz+o(y) = 2f (@) =0, (4.82)

quand ||x|| — +oc.

Preuve. En utilisant les mémes techniques que celles de la preuve du Corollaire 4.2.11, la
preuve s’ensuit. ®

Corollaire 4.3.9 (0 = —1) Soientd > 0, v > 0 et d > 0 donnés. Supposons que I’application
[+ E — F satisfait les inégalités

If(z+y) + flz—y) = 2f(2)] <0, (4.83)

1f(2) + f(=2) <~ (4.84)

pour tout x,y € E avec ||z|| > d. Alors, il existe une unique application J : E — F, so-

lution de I’équation fonctionnelle o-Jensen (4.7) avec o(x) = —x, vérifiant J(—x) = —J(x)
et

1/ () = £(0) = J(2)[| < 120 + 9y (4.85)

pour tout v € .

Corollaire 4.3.10 L’application f — f(0) : E — F est solution de (4.7) avec o(x) = —uz, si
et seulement si

If (@) + f(=2)| — et sup|f(z+y) + flz —y) = 2f(@)] =0, (4.86)
ye

quand ||z|| — 4o0.
Corollaire 4.3.11 L’application f — f(0) : E — F est solution de (4.7), si et seulement si

If(x+y)+ flz+o(y) —2f ()] =0, (4.87)

quand ||z[| + [ly[| — +o0.

Dans le théoréeme suivant, nous examinons la stabilité de 1’équation fonctionnelle o-Jensen
(4.8) dans le domaine non borné : {(x,y) € E*: |jz| > d}.

87



Théoreme 4.3.12 Soient d > 0 et 6 > 0 donnés. Supposons que ’application f : E — F
satisfait I’inégalité

If (@ +y) = fl@+o(y) —2fW) <0 (4.88)
- E — F,

pour tout x,y € E avec | >
solution de I’équation (4.8), vérifiant j(o(x)) = —j(z) et

1f (@) — ()| <36 (4.89)
pour tout x € E.

Preuve. Soit z,y € E avec 0 < ||z|| < d. Nous choisissons z = 2"z, ou n est assez grand,
alors ||z|| > (x)]| > d. De (4.88), I’inégalité triangulaire et de la
décomposition suivante :

2[f(z +y)— f( +o(y) —2f(y)]

fz4+z+y) — flz+o(@) +0oy) —2f(x+y)]
feta+o(y) - flz+o(@) +y) —2f(z+0o(y))]
f(

f(

r+z+y)— fle+z+0(y) —2f(y)]

— |
[
[
[fz+o(@)+y) = fz+0(z)+0(y) —2f ()],

+
_|_
+
nous obtenons

1f(z+y) = flz+o(y) =2/ ()|l <20 (4.90)
pour tout x,y € F avec x # 0. Si x = 0 alors la relation suivante, ot z € F vérifie ||z|| = d :

2[f(0+y)=f(0+0(y) —2f(y)]
—[fztz+y) - fz+0(y) —2f(y)]
+fE+oW) - fz+y) —2f(o(y))]
+fE+y) = fz+0y) =2/ W),
implique que
1F(0+y) = f(0O+0(y) —2f(y)l| <20

pour tout y € E. Par conséquent,

If(z+y) = flz+o(y) —2f(y)l <20

pour tout z,y € E. Donc, de [107], il existe une unique application j : £ — F vérifiant
jlo(x)) = —j(x) (x) — j(x)]| < 34, ce qui compléte la preuve du théoreme. [ )

Corollaire 4.3.13 L’application f : E — I est solution de I’équation (4.8), si et seulement
Si

sup[|f(z +y) — flz+0o(y)) —2f(y)l — O, (4.91)

yelR

quand ||z|| — +o0.
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Corollaire 4.3.14 (¢ = —1) Soient d > 0 et 6 > 0 donnés. Supposons que [’application
[+ E — F satisfait I'inégalité

If(z+y) = fle—y)=2f@W <6 (4.92)
pourtout z,y € E avec ||x|| > d. Alors, il existe une unique application j : E — F, solution
de I’équation fonctionnelle o-Jensen (4.8) avec o(x) = —x, vérifiant j(—x) = —j(x) et

1f(x) = j(2)]] < 36 (4.93)

pour tout v € F.

Corollaire 4.3.15 L’application f : E — F est solution de I’équation (4.8), si et seulement
Si

SngHf(rer) — flx—y)—=2f(y)l — 0, (4.94)

quand ||x|| — +oc.
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Chapitre 5

Stabilité de I’équation fonctionnelle
généralisée des quadratiques au sens de
Hyers-Ulam-Rassias

5.1 Introduction

Soient £ un espace vectoriel, F'5 un espace normé complet et £ un entier positif fixé.
Dans ce chapitre, nous considérons 1’équation fonctionnelle généralisée des quadratiques

flkz +y) + f(kx + a(y)) = 2k* f(x) + 2f(y), =,y € E, (5.1)
ou o : Ey — Ej est une involution. Il est clair que I’équation fonctionnelle (5.1) est une
extension de I’équation correspondanta ¢ = —1/

flka +y) + f(kx —y) = 2k f(2) + 2f(y), 2,y € E (5.2)

et de I’équation fonctionnelle o-quadratique

flx+y)+ flz+oy) =2f(x) +2f(y), =,y € E1. (5.3)

Le probleme de stabilité de I’équation (5.2) a été prouvé par J. R. Lee et al. [103]. De plus,
ils ont démontré que I’application f : F; — F, satisfait I’équation (5.2) si et seulement si, f
est solution de I’équation fonctionnelle des quadratiques classique

flx+y) + flr—y) =2f(2) +2f(y), =,y € E. (5.4)

En se basant sur la méthode du point fixe, C.-G. Park et al. [116] ont prouvé la stabilité, au
sens de Hyers-Ulam, de I’équation fonctionnelle des quadratiques (5.2) pour k = 2
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Récemment, A. Rahimi et al. [126] ont montré la stabilité, au sens de Hyers-Ulam-Rassias,
de I’équation fonctionnelle des quadratiques (5.5) dans les domaines non bornés.

Le but du présent chapitre est d’étendre les résultats obtenus par J. R. Lee et al. [103] et

par A. Rahimi et al. [126] a I’équation fonctionnelle généralisée des quadratiques (5.1). Alors,
dans ce chapitre nous considérons le cas ou k > 2.
Nos résultats sont organisés comme suit : Dans la section 2, nous déterminons la solution
générale de I’équation fonctionnelle (5.1). Dans la section 3, nous montrons la stabilité, au
sens de Hyers-Ulam-Rassias, de 1I’équation (5.1) dans les espaces de Banach en adoptant la
méthode directe. La preuve de la stabilité, a I’aide de la méthode du point fixe, est exposée
dans la section 4. La section 5 de ce chapitre traite la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, de
I’équation (5.1) dans les domaines non bornés.

5.2 Solution générale de I’équation fonctionnelle généralisée
des quadratiques

Dans cette section, nous résolvons I’équation fonctionnelle (5.1) par moyen des solutions
de I’équation fonctionnelle o-quadratique (5.3).

Théoreme 5.2.1 Soit k € N\{0,1}. Soient E et F deux espaces vectoriels. L’application
[+ E — F satisfait I’équation fonctionnelle

f(kz +y) + f(kx +o(y)) = 2k f(z) + 2f(y), 2,y € E (5.6)

si et seulement si, f : E — F vérifie

fla+y)+ fle+o(y) =2f(x) +2f(y) e f(z+o0(x)) =0 (5.7)
pour tout x,y € F.

Preuve. Prenons = = 0 et y = 0 dans (5.6), nous trouvons : f(0) = 0.
Posons y = 0 dans (5.6), nous obtenons

fkx) =k f (=) (5.8)

pour tout x € E. Posons z = 0 dans (5.6), nous avons f(o(y)) = f(y) pourtouty € E.
Nous pouvons maintenant démontrer la premiere partie de (5.7)

f(kx +y) + f(ka +a(y)) = 26> f () + 2f (y) = 2f (kx) + 2 (y) (5.9)

pour tout z, y € E. Ainsi, 'application f satisfait (5.4).
Montrons, a présent, que f satisfait f(z 4+ o(x)) = 0 pour tout z € E. Par un raisonnement
par récurrence, nous pouvons montrer

fn(z+o(x))) =nf(z+o(x)) (5.10)

91



pour tout x € F et pour tout n € N. Remplacons x et y par z+o(x) dans (5.4), nous déduisons
f2(x+0o(x))) =2f(x + o(x)). Ecrivons n(z + o(x)) au lieu de et z + o(x) au lieu de y
dans (5.4), nous obtenons
2f((n+D(x+0(x)) = 2f(n(z + 0(x))) + 2f (x + o(z))
=2nf(x +o(x)) +2f(x + o(z))
=2(n+1)f(z+o(x)).
Ce qui prouve la validité de (5.10) pour tout n € N.
En utilisant (5.8) et (5.10), nous obtenons k% f(x + o(x)) = kf(z + o(z)) pour tout x € E,
étant donné k£ > 2 alors, nous déduisons f(x + o(x)) = 0 pour tout z € E.

Prouvons maintenant la réciproque. Soit f : £ — F'une solution de I’équation (5.7). Remplagons
x par (n — 1)z et y par z + o(z) dans (5.7), nous obtenons

f(nz+o(z)) = f((n—1)x) (5.11)

pour tout x € £ et pour tout n € N*.
Montrons, par récurrence sur n, I’égalité suivante :

f(nz) =n*f(x), n €N, (5.12)

En prenant z = y dans (5.7), nous obtenons (5.12) pour n = 2. Supposons (5.12) vraie a
I’ordre n. En utilisant (5.11) et (5.4), nous obtenons

f(na +2) + f(nz + o(x)) = 2/ (nz) + 2/ (x)
f((n+1)z)+ f(nw +o(z)) =20 f(z) + 2f(2)
f((n+1D)z) + f((n — D)) = 2n*f(x) + 2f (2)
f((n+Dz) + (n = 1)*f(z) = 2n* f(x) + 2 (x).
Finalement, nous déduisons

f((n+1)z) = (n+1)%f(x), prouvant (5.12).

En utilisant (5.4) et (5.12) nous montrons que f est solution 1’équation (5.1)

[k +y) + f(kx +o(y)) = 2f (kx) + 2f (y) = 2k* f(x) + 2 (y), =,y € E.

Ce qui acheve la preuve du Théoreme 5.2.1. [

Corollaire 5.2.2 [103] Soit k € N\{0}. Soient E et F deux espaces vectoriels. L’application
[+ E — F satisfait I’équation fonctionnelle

flka +y) + f(ke —y) = 2k f(2) + 2f(y), 2,y € E (5.13)
si et seulement si, f : E — F vérifie I’équation fonctionnelle des quadratiques classique
flety)+ fle—y) =2f(x) +2f(y), =,y € E. (5.14)
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Corollaire 5.2.3 Soit k € N\{0,1}. Soient E et F' deux espaces vectoriels. L’application
[+ B — F satisfait I’équation fonctionnelle

flkz+y) = K f(x) + f(y), v,y €E (5.15)

si et seulement si f = 0.

5.3 Stabilité de I’équation fonctionnelle généralisée des qua-
dratiques au sens de Hyers-Ulam-Rassias

Dans cette section, nous examinons la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, et, au sens de
Hyers-Ulam-Rassias, de I’équation fonctionnelle (5.1).

Théoreme 5.3.1 Soient E un groupe abélien, F' un espace de Banach et f : E — F une
application vérifiant I’inégalité

If(kx +y) + f(kx +o(y)) — 2k f(z) — 2f(y)|| <6 (5.16)

pour § > 0 et pour tout x,y € E. Alors, il existe une unique application q : E — F, solution
de (5.1), satisfaisant
k41
— <———9 5.17
I£0) - 41 < gz =5 (517

pour tout v € F.

Preuve. En prenant y = 0 (resp., z = y = 0) dans (5.16), nous obtenons respectivement

1 )
I£() = 5 {f ko) = FOH < 550 7 € F, (518
< — E. A
IFO)] < 50 @ € (519
Par I’inégalité triangulaire, nous déduisons
17() — A} < o + 5, € E (5.20)
ORI g T TR '
Par récurrence sur n, nous prouvons
1 n ) 1 1 1
1f (@) = s U (R )} < 55 (L )L+ 5+ ) (5.21)
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pour tout n. € N. De (5.20), il s’ensuit que (5.21) est vraie pour n = 1. Supposons (5.21) vraie
a ’ordre n. De I’'inégalité triangulaire et de (5.21), nous obtenons

IIf(w)—ﬁ{f(k”“w)}H

TL n 1 mn
<) — o PR+ e F72) — S ()|
) 1 1 1 1 4 1
S2k2(1+k2)[1+ﬁ+...+m]+ﬁ@<l+ﬁ)
) 1 1 1
2k2(1+k2)[1+ﬁ+ +W]

ce qui prouve la validité de 1’inégalité (5.21).
Nous définissons la suite des fonctions

fulz) = kzn{f(k:" )}, r€ B, neN.

Nous montrons : { f,,(x)},en est une suite de Cauchy pour chaque = € E. En effet, a I’aide
de (5.20) nous tirons

Fuia (&) = fu()] :u@mkn*lx)} )

1 n+1
k2n||f( z) = Z U (" 2)}

) 1.1
_2k2(1 + k2)k2n

1
Etant donné z < 1, il s’ensuit que { f,,(z) }nen est une suite de Cauchy pour chaque x € F.
Comme F est un espace complet, alors la fonction limite g(z) = lirf fn(z) existe pour

chaque r € E.

Nous prouvons, a présent, g est solution de 1’équation (5.1).

Soient x et y deux éléments de £. De (5.16) et de la définition de la suite { f,, },en, il en résulte
que

[k + )4l + 0 (9) — 2K F(2) — 27, (0)]
= IR+ K7) + F(" + 0(k"y) = 2K (k") — 2 ("))
<0
- an

En faisant tendre n vers +oco, nous obtenons 1’égalité

q(kz +y) + q(kz + o(y)) = 2k%q(z) + 2¢(y), =,y € E.
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Supposons qu’il existe deux applications ¢; : £ — F (¢ = 1, 2) satisfaisant (5.1) et (5.17).
Par récurrence sur n, nous pouvons facilement vérifier

qi(k"x) = K qi(x), (i=1,2). (5.22)

Pour tout x € E et pour tout n € N, nous obtenons

01(2) = ()| = g s (57) — a7 |

1
< lla (k) — f(k"o)l| +
k2 +1
- k2(n+1)(k2 _ 1)

1

o llae (k") = f(k )|

J.

Sin — 400, nous avons ¢;(x) = go(x) pour tout © € E, ce qui complete la preuve du
théoréme. ®
En utilisant le Théoreme 5.3.1 et le Corollaire 5.2.2, nous obtenons le résultat suivant :

Corollaire 5.3.2 [103] Soient E un espace vectoriel, F un espace de Banach et f : E — F
une application vérifiant I’inégalité

If(kx +y) + f(ka —y) — 2k> f(z) = 2f (y)|| <6 (5.23)

pour § > 0 et pour tout x,y € E. Alors, il existe une unique application q : E — F, solution
de (5.2), vérifiant
o k*+1
— < —=— E. 5.24
1F@) ~ a@)]| < sy pags 7€ (5.24

Théoreme 5.3.3 Soient E un espace vectoriel et F' un espace de Banach. Supposons que
Uapplication f . E — F satisfait 'inégalité

1f(kx +y) + fkz + o (y)) — 2k f(z) = 2f ()| < O[] + [ly]]") (5.25)

pour 8 >0, p €]0,2] et pour tout x,y € E. Alors, il existe une unique application q : E — F,
solution de ’équation fonctionnelle (5.1) telle que

0 p
1) = 4@ < 5=y (526)

pour tout x € E.

Preuve. Supposons que [ satisfait 1’inégalité (5.25). Posons x = y = 0 dans (5.25), nous
avons f(0) = 0. Prenons y = 0 dans (5.25), nous obtenons

12 (k) — 2k f (2)]] < 0]|]|” (5.27)
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pour tout x € E. Alors

1 0
I1£(2) = 5 f)| < s llall? (5.28)
pour tout x € E.
Par récurrence sur n nous vérifions
1 n 0 1 1
1f(x) — Ton (k"z)]| < 2_1@[1 toaptt mmﬂfﬂpa (5.29)

est vraie pour tout n € N. Ensuite, nous montrons que la suite des fonctions f,(z) =

o (k"x) est une suite de Cauchy pour chaque = € F. En utilisant ’inégalité (5.28), nous

déduisons
Frr(2) = Ful@)l = gy F K1) — 5 (k) |
= g lF() — g P
< ool

Par conséquent, { f,,(x)},en est une suite de Cauchy pour chaque x € E. Comme F est un
espace complet, la fonction limite ¢(z) = lim f,(z) existe pour chaque = € F.

Montrons, a présent, que ¢ est solution de 1’équation (5.1). En effet,

an(/{?l‘ + y) + fn(kx + U(:U)) - 2k2fn(x) - zfn(y)H
= O™ + 7)o (o + (k")) — 2027 (k) — 2 ()]

0
< a1 + ).

En faisant tendre n — 400, nous obtenons le résultat désiré.
L’unicité de I’application g peut tre prouvée en utilisant des arguments similaires a ceux de
la preuve du théoreme précédent. Ce qui acheve la preuve du théoreme. [ )

Corollaire 5.3.4 [103] Soient E un espace normé et F' un espace de Banach. Supposons que
la fonction f . E — F satisfait I’inégalité

1/ (kx +y) + f(ko —y) = 2k f () = 2f (y)]| < O(|l|]” + [[y]I") (5.30)

pour 8 >0, p €]0,2] et pour tout x,y € E. Alors, il existe une unique application q : E — F,
solution de I’équation fonctionnelle des quadratiques (5.2), vérifiant l’'inégalité

0
1£(2) = a(@)ll = 3

i 531

pour tout v € F.
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Théoreme 5.3.5 Soient £ un espace normé, F' un espace de Banach et f : E — F une
application qui vérifie I’inégalité (5.25) pour 6 > 0, p > 2 (données) et pour tout x,y € E.
Alors, il existe une unique application q : E — F, solution de I’équation fonctionnelle (5.1)

et qui satisfait .
I1£@) = 0@ < 5 llel” (5.32)

pour tout v € .

Corollaire 5.3.6 [103] Soient E un espace normé et I’ un espace de Banach. Supposons que
la fonction f . E — F satisfait I'inégalité

| f(kz +y) + f(kx —y) — 2K* f(z) = 2f ()|| < 0(|=]” + ||ly||?) (5.33)

pour 8 > 0, p > 2 et pour tout x,y € E. Alors, il existe une unique application q : E — F,
solution de I’équation fonctionnelle (5.2), vérifiant

0 p
[f(z) —q(@)]| < m”xH (5.34)

pour tout v € E.

5.4 Stabilité de ’équation généralisée des quadratiques en
utilisant I’alternative du point fixe

Soient k£ > 2 un entier positif fixé et 0 : £y — FE une involution. En se basant sur 1’alter-
native du point fixe, nous prouvons la stabilité, au sens de Hyers-Ulam-Rassias, de I’équation
fonctionnelle (5.1).

Théoreme 5.4.1 Soient E, un espace vectoriel sur K et E5 un espace 3-normé complet sur
K, out 3 est un nombre réel fixé avec 0 < 3 < 1. Supposons que ¢ : By x E; — R* est une
fonction donnée et qu’il existe une constante L, 0 < L < 1, telles que

o(kz,0) < k*’Lo(z,0) (5.35)
pour tout © € E. De plus, soit f : E1 — E5 une fonction avec f(0) = 0 satisfaisant

1f(kx +y) + flkx+o(y) — 2k f(z) — 2f (W)l < @(z,y) (5.36)

pour tout x,y € Ey. Si ¢ satisfait

=0 (5.37)



pour tout x,y € FEy. Alors, il existe une unique application q : Fy — Fs, solution de (5.1),

vérifiant
1 1
1£ () = a(@)lls < 5525 7 —7#(,0) (5.38)

pour tout x € Ej.

Preuve. Définissons I’ensemble X par: X := {g : E; — Es} et introduisons une distance
généralisée dans X comme suit :

d(g,h) =inf{C € [0,00) : ||g(x) — h(z)||sg < Cp(z,0), Yz € E}}.

Nottons que (X, d) est un espace complet (voir Théoreme 3.2.1, Chapitre 3).
Maintenant, nous définissons I’opérateur J : X — X qui vérifie

1

Th(e) = 51

k) (5.39)

pour tout « € F4, et nous affirmons que J est un opérateur strictement contractif sur X avec
la constante de Lipschitz L. Soient g,h € X et C' € [0, 00) une constante avec d(g, h) < C
telles que

lg(z) — h(z)|ls < Cep(x,0) (5.40)
pour tout x € Fj. Il en résulte de (5.40) et (5.35) :

1(7g)(x) = (Jh)(2)]ls = k—igllg(kfrﬁ) — h(kx)lls

C
< LCy(x,0)

pour tout x € FEy. Alors, d(Jg, Jh) < LC, c’est pourquoi nous concluons que d(Jg, Jh) <
Ld(g, h) pour tout g, h € X.

Maintenant, en remplagant y par 0 dans (5.36) et en divisant les deux cotés de la nouvelle
inégalité par 2k2, nous obtenons

S 12 (k) = 2 (2|5 = ./ (k) — (@)l

202
= [[(J)(z) = f(@)lls
1
< 55525 9(%:0)
pour tout x € £ et nous affirmons que
1
d((J)(2), f) < 5525 < oo (5.41)
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D’apres le Théoreme 3.1.2, il existe une application ¢ : £, — F, vérifiant :

i) ¢ est un point fixe de J, tel que q(kz) = k*q(x) pour tout z € E;. L’application ¢ est
"unique point fixe de J dans I’ensemble Y = {g € X : d(Jf,g) < oo}.

ii) d(J"f,q) — 0 quand n — +o0. Ce qui implique I’existence d’une suite C,, telle que
C, — 0 quand n — +o00 avec

177 f(x) = q(x))]|s < Crp(x,0) (5.42)

pour tout x € I et pour tout n € N. Par conséquent, nous obtenons

N N
q(z) = nklfoo kﬁf(k z) (5.43)
pour tout x € Fj.
iii)
A(f,q) € ——d(Jf.f) € 5 (5449
W=7 = e '

ce qui prouve I’inégalité (5.38).
Maintenant, nous prouvons que ¢ est solution de 1’équation fonctionnelle généralisée des qua-
dratiques (5.1). Il résulte de (5.36), (5.43) et de (5.37)

lq(kx +y) + q(kz + o(y)) — 2k*q(x) — 2q(y) |5
= lim kz—lnﬁllf(kk”x + k") + f(kE 2 4+ o (k")) — 2k f(K"x) — 2f (K"y) |5

n—-+4o0o

) 1
< lim kQ—nﬂ(p(

n—-+o0o

kK'x,k"y) =0

pour tout x,y € Fy, ce qui implique le résultat souhaité.

Supposons que ¢; : £y — FE5 est une autre solution de (5.1) satisfaisant (5.38), en particulier,
q1 satisfait ¢ (kx) = k?q(z), alors g; est un point fixe de J. De la définition de la distance d
et de I'inégalité (5.38), I’assertion (5.44) est encore vraie avec ¢; a la place de ¢. En utilisant
le Théoréme 3.1.2, nous obtenons 1’unicité de g. Ce qui compléte la preuve du théoreme. @

Corollaire 5.4.2 ([116], k = 2 et 0 = —1) Soient E| un espace vectoriel sur K et Ey un
espace [3-normé complet sur K, out 3 est un nombre réel fixé avec 0 < (3 < 1. Supposons
que ¢ : By X By — RY est une fonction donnée et qu’il existe une constante L, 0 < L < 1,
vérifiant

©(22,0) < 2% Lip(z,0) (5.45)

pour tout v € Ey. De plus, soit f : Ey — FEs une fonction avec f(0) = 0 qui satisfait

1f(22 +y) + f2r —y) — 8f(x) = 2f(y)llg < w(z,y) (5.46)
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pour tout x,y € Fy. Si ¢ satisfait

. (2", 2y)
nkinoo 22715

=0 (5.47)

pour tout x,y € FE, alors il existe une unique application q : Fy — Es, solution de I’équation

(5.2), vérifiant . .
1f (@) = q(@)lls < WE‘P(LO) (5.48)

pour tout x € Ej.

Corollaire 5.4.3 Soient 0 < p < 2 et 8 > 0 des nombres réels positifs et prenons une
constante [3 avec (0 < P < B < 1. Soient Ey un espace vectoriel sur K et Ey un espace

B-normé complet sur K. Si f : Fy — E5 est une application vérifiant

1/ (kx +y) + f(kx + o (y)) — 2k f(z) = 2f ()lls < O(|” + [[y]") (5.49)

pour tout x,y € Iy, alors il existe une unique application q : £y — FE5, solution de
I’équation (5.1) qui satisfait

0
_ p
1) = a@)lls < 35755 121 (5.50)
pour tout x € E.
kP
Preuve. Si nous fixons L = w28 alors, 0 < L < 1 et nous prenons

p(a,y) = 0(lzll” + llylI") = BPLOl2|I” + [lylI”), =,y € Er.

En prenant z = 0 et y = 0 dans (5.49), nous avons |[|2k%f(0)||s < 0 alors, f(0) = 0. Selon le
Théoreme 5.4.1, il existe une unique solution q : £y — FE5 de I’équation (5.1) ou (5.50) est
vérifiée pour tout z € E et la preuve du corollaire est achevée. [ )

Dans ce qui suit, nous supprimons 1’hypothese : f(0) = 0.

Théoreme 5.4.4 Soient E, un espace vectoriel sur K et Ey un espace (3-normé complet sur
K, oi 3 est un nombre réel fixé 0 < 3 < 1. Supposons que ¢ : E; x E; — R™ une fonction

et L une constante avec =T < L < 1, telles que
o(kz,0) < k*’Lo(z,0) (5.51)
pour tout x € Ey. De plus, soit f : £ — E5 une fonction qui satisfait

1f(kx +y) + flkx 4+ o(y)) — 2k f(z) — 2f (W)l < @(z,y) (5.52)
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pour tout x,y € Ey. Si ¢ vérifie

lim (k" k"y)

Jim S =0 (5.53)

pour tout x,y € E, alors il existe une unique application q : Fy — Ey, solution de (5.1),
vérifiant
1 1
1f () = alz) = FO)ls < 55735 77 (¥(0,0) + ¢(2,0)) (5.54)

pour tout x € E.

Preuve. Si nous prenons z = 0 et y = 0 dans (5.52), alors nous obtenons ||2k*f(0)||z <
©(0,0). Par I'utilisation des nouvelles fonctions g(z) = f(z) — f(0) et ¥(x,y) = ¢(z,y) +
©(0,0), nous déduisons

lg(kz +y) + g(kz + o (y)) — 2k*g(x) — 29(y)|| < ¢(x,y), 2,y € E.

U(kr,0) = ¢(0,0) + p(kx,0) < ©(0,0) + k¥’ Lp(2,0) < k*’L(p(0,0) + ¢(2,0)) =

k™x, k™
k¥ Lap(z,0), car 1 < k2% < L. De plus, % — 0 quand n — +oo. D’aprés le
Théoreme 5.4.1, nous obtenons le reste de la preuve. ®

Par une preuve similaire, en se basant sur 1’alternative du point fixe, nous pouvons prouver le
théoréme suivant :

Théoreme 5.4.5 Soient E, un espace vectoriel sur K et Ey un espace (3-normé complet sur
K, ou (8 est un nombre réel fixé 0 < 3 < 1. Supposons ¢ : E1 x E; — RT une fonction et
une constante L, 0 < L < 1, telles que

pour tout © € E;. De plus, soit f : Ey — FE5 une fonction avec f(0) = 0 qui vérifie
1f(kx +y) + f(kx +o(y)) — 2k f(x) = 2f ()lls < p(2,y) (5.56)
pour tout x,y € Ey. Si ¢ satisfait

pour tout x,y € E4, alors il existe une unique application q : Fy — Es, solution de (5.1),
vérifiant

< ! L 0 5.58

1f (@) — q(z)lls < 2k (1- 1) + ¢(,0) (5.58)

pour tout x € Ej.
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Preuve. Nous utilisons les mémes définitions de I’ensemble X et de la distance d comme dans
la preuve du Théoréme 5.4.1. Ainsi, (X, d) est un espace complet. En outre, nous définissons
I’opérateur J : X — X par

Th(z) = k? f(%) (5.59)
pour tout z € Ej. Par récurrence sur n, nous montrons
s

J'f(x) = k" ﬂ/?z) (5.60)

pour tout n € N.
En appliquant les mémes arguments que ceux de la preuve du Théoréme 5.4.1, nous déduisons
que J est un opérateur strictement contractif. En plus, nous prouvons

L
AP < 5o (5.61)

D’apres le Théoreme 3.1.2, il existe une fonction g : £y — FEs, point fixe de .J, vérifiant

g(r) = lim k" f(%) (5.62)

n—-+o0o

pour tout x € E;. D’une maniere similaire a la preuve du Théoreme 5.4.1, nous montrons que
q est solution de 1’équation (5.1).
En utilisant le Théoreme 3.1.2 (4) et I’'inégalité (5.61), nous obtenons

1 L

d(f7 Q) < WE’ (5.63)

ce qui implique la validité de (5.58). L'unicité de ¢ peut étre obtenue en utilisant des arguments
similaires a ceux de la preuve du Théoréeme 5.4.1. Ce qui complete la preuve du théoreme. #

Corollaire 5.4.6 ([116], k=2, 0 = —1) Soient E| un espace vectoriel sur K et Fy un espace
B-normé complet sur K, out 3 est un nombre fixé 0 < 3 < 1. Supposons que ¢ : E; x F; — R*
est une fonction et L une constante avec 0 < L < 1, telles que

L
o(z,0) < 275(,0(237, 0) (5.64)

pour tout © € Ey. De plus, soit [ : By — FEy une fonction avec f(0) = 0 qui vérifie
12z +y) + f(2z —y) — 8f(x) — 2f(Y)lls < w(z,9) (5.65)

pour tout x,y € Ey. Si ¢ satisfait

lim 22”ﬁg0(£, =

n—+o00 2n° 2n

=0 (5.66)
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pour tout x,y € E\, alors il existe une unique application q : Fy — Es, solution de (5.5),
vérifiant

1/ () = a(x)lls <

- 8L<p(x, 0) (5.67)

pour tout x € Ej.

Corollaire 5.4.7 Soient p > 2, 6 > 0 des nombres réels positifs et 3 une constante telle que
0<pB< b Soient E; un espace vectoriel sur K et Ey un espace [3-normé complet sur K. Si

f : By — E5 une application qui satisfait

1/ (kx +y) + f(kx + o (y)) — 2k f(z) = 2f ()lls < O(|” + [[y]I") (5.68)

pour tout x,y € Ey. Alors, il existe une unique solution q : £y — FE5 de I’équation (5.1),
vérifiant

9 p
1f (@) = q(z)l[s < WHI'H (5.69)

pour tout x € Ej.

5.5 Stabilité de ’équation généralisée des quadratiques au
sens de Hyers-Ulam dans les domaines non bornés

Dans cette section, nous examinons la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, de 1’équation
(5.1) dans les domaines non bornés : {(z,y) € E? : ||z| + |ly|| > d} et {(z,y) € E? :
[P+ [[yl|P = MP}.

Théoreme 5.5.1 Soit d > 0 donné. Supposons que ’application f : E — F satisfait
I’inégalité
1f(hx +y) + fkz + o(y)) = 267 f(x) = 2f(y)| <0 (5.70)

pour tout x,y € E avec ||z|| + ||y|| > d. Alors, il existe une unique application Q) : E — F,
solution de I’équation (5.1), vérifiant

I£) - Q) < e+

1) (5.71)

pour tout v € E.

Preuve. Soit z,y € E avec 0 < ||z|| + ||y|| < d. Nous choisissons z = 2"z si z # 0, ou
z = 2"y siy # 0, avec n assez grand.
De toute évidence, nous voyons que

zZ z
I+ llkz +yll = d, |2l + k2 +o(y)] 2 d, ]l + Iz + o)l = d.
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z
1zl + 1y + 2l = d, Izl + llyll = d. llka +y +o(2)l| 2 d, |lkz +o(y) +o(2)]| 2 d.
De I’'inégalité (5.70), I’inégalité trianglaire et de 1’équation suivante :
2(f(ka +y) + f(kx + o(y)) — 2K f(2) = 2f(y)]

—[f(z+ ke +y) + f(z+o(kx) + 0(y) — 2k f(7) — 2f (kx + )]

)= 2f(kx +0(y))]

f(@) =2f(z+o(y))]
fx) =2f(y + 2)]

E IS I IR

—[f(z +kx +0(y)) + f(z +o(kx) +y) — 2k>*f

)
[f(kx + 24+ o(y)) + f(kx +0o(2) +y) — 2k>f
[fkx +y+ 2) + f(kx + o(y) + o(2)) — 2K f
2[f(z+y) + fz+oly ))—2k2f(—)—2f( )]

+ [f(z +o(kz) + o(y)) — flkz +y + o(2))] — 2k*£(0)
+ [f(o(kx) + 2z +y) — f(kx + o(y) + o(2))] + 2k f(0),

nous obtenons

AA/\/\

+
+
+

1f (kz +y) + f(ka + o (y)) — 2k*f(x) — 2f (y)|| < 40

pour tout x,y € F avec x # O ety # 0.
Siz =y = 0, nous prenons z € E tel que ||z|| = kd et de I’équation :

2(f(0) + £(0) — 2k f(0) — 2£(0)]
= [f(2) + fo(2)) — 2k* £(0) — 2f(2)]
+[f(2) = flo(2)) — 2k*£(0)],

nous déduisons

1252 £ ()| < o.
D’ou, I'inégalité
If (k + ) + f(kz + o (y)) — 2k f(2) — 2f (y)I| < 46 (5.72)
est vérifiée pour tout x,y € E. Par conséquent, en utilisant le Théoreme 5.3.1, le reste de la
preuve s’ensuit. [

Corollaire 5.5.2 (¢ = —1I) Soit d > 0 donné. Supposons que ’application f : E — F
satisfait I’inégalité
1f(ka +y) + f(ke —y) = 2k° f(2) = 2f(y)|| <0 (5.73)

pour tout x,y € E avec ||z|| + ||y|| > d. Alors, il existe une unique application Q) : E — F,
solution de I’équation (5.2), vérifiant
2(k* + 1)
—5 5.74
I50) = QI < i 574

pour tout v € F.
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Corollaire 5.5.3 L’application f : E — F est solution de I’équation (5.1), si et seulement si

If(kx +y) + f(kx + o(y) — 2k f(z) — 2f (y)]| — O, (5.75)

quand ||z[| + [ly|| — +o0.

Preuve. Supposons que la condition asymptotique (5.75) est vérifiée, alors il existe (d,,),, une
suite décroissante vers z€ro telle que

1f(kx +y) + flkx+o(y)) — 2k f(z) — 2f ()| < bn (5.76)

pour tout z,y € E avec ||z|| + ||y|| > n. D’apres le Théoréme 5.5.1, il existe une unique
application (), : & — F solution de 1’équation (5.1), vérifiant

1) - Qui)]] < 2+

pour tout x € E.
Soient n et m deux entiers positifs tels que m > n > 0. Comme (d,,), est décroissante, la
solution (),,, satisfait

1£0) - Quia)] < b D5, < AU 579

22— SRR -

pour tout x € E. L’unicité de (),, entraine que (),, = (),,, pour tout m,n € N.

En faisant tendre n — +00, nous obtenons que f est solution de 1’équation généralisée des
quadratiques (5.1). La réciproque se déduit d’une maniere évidente, ce qui complete la preuve
du corollaire. [

Corollaire 5.5.4 L’application f : E — F est solution de I’équation (5.2), si et seulement si

1 f(kx+y) + f(kx —y) — 2k*f(z) = 2f (y)|| — O, (5.79)
quand ||z|| + |ly|| — +oo.

Corollaire 5.5.5 [85] L’application | : E — F est solution de I’équation (5.4), si et seule-
ment si

If(z+y)+ flz—y) —2f(z) = 2f(y)| = 0, (5.80)
quand ||z[| + |[y[| — +oc.
En tenant compte de quelques idées utilisées dans les travaux réalisés par F. Skof [158], D.
H. Hyers et al. [79] et A. Rahimi et al. [126], la stabilité, au sens de Hyers-Ulam-Rassias, de

I’équation fonctionnelle généralisée des quadratiques (5.1) sera étudiée dans le domaine non
borné : {(z,y) € E*: [[z||" + [ly|[" = M"}.
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Théoreme 5.5.6 Soient un espace normé réel E1, un espace de Banach réel Ey, M > 0,
€ > 0 et prenons p,k avec < p < 2 etk > 2. Soit f : £y — Fs une application avec
f(0) = 0 satisfaisant

I1f(kx +y) + f(kz + o (y)) — 2k f(x) = 2f ()l < & + e(ll=[” + [ly]|") (5.81)
pour tout v,y € Ey avec ||z||P + ||y||? > MP. Alors, il existe une unique application @) :
E, — Ej, solution de I’équation (5.1), vérifiant

) €

1£) = Q) < g5 + 5 = 121" (582)

pour tout © € Ey avec ||x|| > M.

Preuve. Prenons y = 0 dans (5.81), nous obtenons

1S (k) — (W_—+—WW (5.83)

pour tout z € E; avec ||z|| > M. Si nous remplacons x par k™z dans (5.83) et nous divisons
les deux cotés de cette inégalité par k21, nous déduisons

FU ) fkna 16 §
e (5.84)

pour tout x € Fj avec ||x|| > M et pour tout n € N. Par conséquent, nous tirons

f(E" ) k: ) f(z)  f(Kz) 51 2)

| L2n+1) I < Z | L2G+) k2 I < 2 k2 k2] 2]<:2 Sz ll=ll” Z K0
j=m
(5.85)

pour tout x € Fj avec ||z|| > M et pour tout entier n > m > 0. De (5.85), nous déduisons
que le suite {k~2" f(k"x)},, converge pour tout = € E; avec ||z|| > M, et cette limite 1) (z) =

lim
n—-+00
Il est facile de vérifier que

existe lorsque ||z|| > M.

(k) = k*y(x), quand ||z| > M. (5.86)
Prenons m = 0 et n — 400 dans (5.85), nous obtenons
)
— < P 5.87
1) = V@) < 5= + (5.87)

pour tout z € E; avec ||z| > M.
Supposons que || x|, ||y, [|kx +y|| et ||kz+ o(y)|| sont tous supérieures a M. Alors, de (5.81)
et de la définition de v, nous avons

(kx4 y) + (kx4 o(y)) = 2k*¢(x) + 20(y). (5.88)
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En utilisant [79], [158] et [126], nous pouvons étendre ¢/ sur tout I’espace F. Soient x € E)

2
avec 0 < ||z|| < M, et s = s(x) désigne le plus grand entier tel que M < k*||z|| < k» M.
Définissons I’application () : £, — FE5 comme suit :

Q(0) =0,
Y(kx)

S pour 0 < [|z|| < M avec s = s(x), (5.89)
(x), pour ||z|| = M.

Soient x € E; avec 0 < ||z|| < M et s = s(x). nous avons deux cas :
Cas 1. Si k||z|| > M, nous déduisons de (5.86)

V(k*x) kzw(ksx
k2 25
Cas2.Si0 < k|jz|| < M, alors s— 1 est le plus grand entier tel que M < k*~!||z|| < kv M

o @Z)(k:sx) o 2@[)(1{:8:17
QUW) T k2(s-1) k Je2s

et nous déduisons Q(kz) = k*Q(x) pour tout x € F; avec 0 < ||z|| < M. De (5.86) et de la

définition de Q, il s’ensuit que Q(kz) = k*Q(x) pour tout z € E.

Etant donné x € E) avec x # 0, et choisissons un entier positif m tel que |k x| > M. De la

définition de (), nons obtenons

Qk) = b(ke) = ) 12Q(). (5.90)

) _ E*Q(x) (5.91)

Q(k™x) (k")

Q) =~ = (5.92)
et de la définition de v, nous déduisons
o fEmTr) o f(KM)
Q)= tm S = B (5.93)

pour tout x € F; avec x # 0. Comme Q(0) = 0 alors, (5.93) est vraie pour x = 0.
Soient z,y € £y avec x # 0, y # 0. D’apres (5.81) et (5.93), nous obtenons

Q(kx +y) + Q(kz + o (y)) = 2k°Q(x) + 2Q(y). (5.94)

Si nous remplagons y par o(z) dans (5.94), nous avons Q(z) = Q(o(z)) pour tout z € E;
avec z # 0. Comme Q(0) = 0, il en est de méme pour x = 0. Ce qui implique que (5.94) est
vraie pour tout x,y € Fj.

Soit T' : Fy — E5 une autre application, solution de (5.94), satisfaisant (5.82). Soit x € FE;
avec = # 0 et choisissons un entier positif m tel que ||k™z|| > M. Alors

1Q(z) = T(x)|| = %IIQU@”%) = T(k"z)]]

< QK x) — f(K"2)[| + |T(k"z) — f(k"z)]|
1 0 €

_— n(p—=2) || .||P
Smro1 T Eoet 1l
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pour tout n > m. En faisant tendre n — o0, nous avons Q(z) = T'(x) pour tout x € E;
avec z # 0. Comme Q(0) = 0, il en est de méme pour x = 0. Ce qui acheve la preuve du

Théoréme 5.5.6.

)

Dans le théoreme suivant, nous supprimons 1’hypothése : f(0) = 0. Dans ce cas, nous
supposons que o est une involution continue, i.e., o(rx) = ro(x) pour tout r € R et pour tout

JIEEl.

Théoreme 5.5.7 Soient £y un espace normé réel, Fy un espace de Banach réel, M > 0,
€>0,0>0etp, k> 0des constantes telles que 0 < p < 2 etk > 2. Soit f : £ — FE5 une
application qui satisfait (5.81), pour tout x,y € F avec ||z||? + ||y||? > MP, alors il existe

une unique application () : Ey — FEs, solution de (5.1) qui vérifie

1 p
1f (@) = Q@) < 55 |zl

m[(/f2 +1)8 + M7 + 5 ‘

=)
pour tout v € Ey avec ||z|| > M.

Preuve. Prenons y = 0 dans (5.81), nous obtenons

I7(ke) — K2 () = FO)] < 5 + Sl

pour tout x € F; avec ||z|| > M. Posons x = 0 dans (5.81), nous avons deux cas :

Cas 1. 0 = —I. Nous choisissons z € F; avec ||z|| = M et nous obtenons
1£(2) + f(=2) = k2 £(0) = 2f (2)[| < 0 + eM”.
Si nous remplagons z par —z dans (5.97), nous avons
1f(=2) + f(2) = K2(0) = 2f (=2)|| < 0+ eM?.

Faisons la somme (5.97)+(5.98), nous déduisons

1 p
17O € 555 + )

(5.95)

(5.96)

(5.97)

(5.98)

(5.99)

Cas 2. 0 # —1. Alors, il existe zp € E; \ {0} tel que zo + o(z) # 0 et nous prenons

s o(20)
120 + o (20) |

[0 + eMP]
2k?

J
| (k) = K ()| < 5 + 5 llall” +

Le reste de la preuve s’obtient d’une maniere similaire a celle du théoréme précédent.
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5.6 Probleme ouvert

Stabilité dans les domaines non bornés des équations fonctionnelles suivantes :

%Zf(awk-y) = gl) + h(y), 2,y € G,
keK

ou K est un sous-groupe fini du Aut(G) (le groupe des automorphismes de (), est encore un
probleme ouvert.
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Chapitre 6

Stabilité de I’équation fonctionnelle
o-Drygas au sens de Hyers-Ulam dans les
semi-groupes moyennables

6.1 Introduction

Soient GG un semi-groupe et £ un espace de Banach. Une application f : G — E est
appelée solution de 1’équation fonctionnelle o-Drygas si elle vérifie

flxy) + f(zo(y)) = 2f(z) + f(y) + flo(y)), =,y € G, (6.1)

ou o : G — @ est une involution de G.
L’équation fonctionnelle (6.1) est une généralisation de I’équation fonctionnelle de Drygas
classique

flay)+ flay™ ) =2f (@) + fly) + fly™ ), 2,y € G (6.2)

introduite par H. Drygas [43].

L’équation fonctionnelle (6.2) a été étudiée par Gy. Szabo [168], B. R. Ebanks et al. [44] et V.
A. Faiziev et P. K. Sahoo [54]. Les solutions de I’équation (6.1) dans un groupe abélien sont
obtenues par H. Stetker [164].

La stabilité de 1’équation fonctionnelle de Drygas (6.2) est obtenue par S.-M. Jung et P. K.
Sahoo [92] ol GG est un espace vectoriel, et par D. L. Yang [179] si GG est un groupe abélien.
Récemment, V. A. Faiziev et P. K. Sahoo [55, 56] ont prouvé la stabilité de I’équation (6.2)
sous une condition déduite de la centralilté de la fonction.

Li. L. S, D. Kim et J. Chung [104] ont obtenu la stabilité de 1’équation (6.2) dans un espace
des fonctions plus générales.

B. Bouikhalene, E. Elqorachi et Th. M. Rassias [21] ont prouvé la stabilité de I’équation (6.1)
dans un groupe abélien. Dans la méme année, ils ont prouvé [23] la stabilité de 1’équation (6.1)
dans un groupe non abélien, ol ¢ est un automorphisme involutif de G, i.e., 0 o o(z) = x et
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o(xy) = o(z)o(y) pour tout z,y € G.

L. Székelyhidi [171] a donné une extension du résultat de Hyers dans un semi-groupe moyen-
nable en remplacant la preuve basée sur la méthode directe, donnée par Hyers, par une nou-
velle basée sur les moyennes invariantes.

Dans [62], G. L. Forti et J. Sikorska ont prouvé la stabilité de I’équation fonctionnelle de
Drygas classique

flay)+ flay™) =2f (@) + fly) + fly™ '), 2,y € G

dans un groupe G moyennable, sous la condition : f approximativement centrale (i.e., | f(zy)—
flyz)| < 0).

Dans ce présent chapitre, nous examinons la stabilité de 1’équation fonctionnelle o-Drygas
(6.1), ou le domaine G est un semi-groupe moyennable et la fonction f est approximativement
centrale.

Les résultats de ce chapitre peuvent étre comparer avec ceux obtenus par G. L. Forti et J. Si-
korska [62] parce que nous les formulerons de la méme maniere : Par contre, nous travaillons
avec une involution générale o du semi-groupe G.

Rappellons qu’un semi-groupe G est dit moyennable, s’il existe une fonction linéaire réelle
m dans B(G,R), ’espace des fonctions bornées de G dans R doté de la norme || f||o =
sup{|f(z)|, x € G}, vérifiant

inf f(G) < m(f) <sup f(G), f € B(G,R),

et m est invariante, i.e.,
m(fa) =m(f) et m(af) =m(f) (6.3)

pour tout f € B(G,R) eta € G, ou f,(z) = f(za) et .f(z) = f(az) pour tout x € G (pour
les principaux résultats voir, par exemple, [73]).

La notion ci-dessus peut étre étendue pour le cas des applications a valeurs vectorielles et
I’existence d’une moyenne invariante appropriée est déja prouvé. En effet, si (E,|| - ||) un
espace de Banach réel qui est soit réflexif ou soit il possede la proprieté de I’extension de
Hahn-Banach, alors il existe un opérateur linéaire continu m : B(G, E) — FE vérifiant (6.3)
tel que m(c) = cet ||m|| = 1 (voir (Corollaire 2.2, [66]), (Théoreme 4, [11]) et (Théoreme
16, [68])).

Dans ce chapitre, f° et f¢ désigne la partie impaire et paire de f, respectivement, i.e.,
ory _ J@) = flo(x) . flz)+ flo(z))
fofw) = B RTE () = HE

pour tout = € G.
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6.2 Stabilité de I’équation fonctionnelle o-Drygas au sens de
Hyers-Ulam dans les semi-groupes moyennables
Le lemme suivant nous sera utile pour démontrer le résultat principal du présent chapitre.

Lemme 6.2.1 Soient G un semi-groupe et E un espace de Banach. Soit f : G — E une fonc-
tion pour laquelle il existe g une solution de |’équation fonctionnelle o-Drygas (6.1) vérifiant
| f(z) — g(z)|| < & pour tout x € G et pour certain 6 > 0. Alors

g(x) (6.4)

- tim 2—2"{f€<x2”>+§z2k—1 [f€<<x2”"“a<x>2""“>2’“‘l>+fe<<a<x>2""“os2""“>2’“>}}
k=1

n——+oo
+27" {f"(ar2") v > E G i B A (G R ] } ,
k=1
ou f¢, f° désigne la partie paire et impaire de f, respectivement.
Preuve. En utilisant I’équation fonctionnelle o-Drygas (6.1), nous avons
[9°(zy) + 9" (xo(y)) — 29°(x) — 29°(y)] + [9°(2y) + ¢°(zo(y)) — 2¢°(x)] = 0. (6.5)

En prenant = y dans (6.5) et en tenant compte que ¢°(zo(x)) = ¢g°(o(z)x) = 0, nous
obtenons
[9°(2*) + g°(z0(2)) — 4g°()] + [9°(2*) — 29°(x)] = 0. (6.6)

Changeons x par o(z) dans (6.6), nous avons
[9°(2%) + g°(o(2)2) — 4g°(2)] + [~¢°(2?) + 2¢°(2)] = 0. (6.7)
En faisant la somme et la différence de (6.6) et (6.7), nous obtenons
e 1 e e e
9°(x%) + 519" (o (2)) + g°(0(2)2)] = 49°(x) (6.8)

respectivement, |
9°(¢*) + glo*(zo(2)) — g*(o(2)2)] = 29°(2). (6.9)

De (6.8), nous déduisons

9°(a%) + g°(wo(2)) — 4g°(x) = %[96(3?0 (2)) — g°(o(x)x)] (6.10)
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o c(x) = 3ol (x)) — gl(o(x)a)].

Par récurrence sur n, nous prouvons 1’équation suivante :
¢e(z?") = 4nge( Z gk [ 2 () — (@] . 6.11)

L’équation (6.10) prouve que 1’assertion (6.11) est vraie pour n = 1. Maintenant, supposons
que (6.11) est vraie a I’ordre n.
De (6.10) et (6.11), nous obtenons

g (@) = 4g° (™) = g° (2" o (0)*") + @™

[4n ( Z4k 1 [ L2 (x>2n—k) _ c(a:Qn_k)]]

— g (=" (x)w) +C(1‘2")

= 4t ge(a) = 34 g @ o (@) ) — @)

k=1

Ce qui prouve la validité de (6.11) a I'ordre n + 1.
Si nous remplagons z par xo(x) dans (6.10), nous tirons

4¢°(zo(x)) = 29°((xo(z))?), = € G. (6.12)
Appliquons le raisonnement par récurrence ainsi, nous obtenons
4"g*(zo(z)) = 2"g*((wo(2))"") (6.13)

pour n un entier positif. De (6.12), il s’ensuit que (6.13) est vraie pour n = 1. Montrons que
I’hypothese de récurrence est encore vraie pour n + 1, qui est

4" g (z0(2)) = 4[2"¢° (20 (2))™")] = 2" x 29°((wo (2))*"") = 2" g ((wo (2))*"").

Ce qui prouve la validité de 1’équation (6.13).
Par I’hypothese : f = g + b, ou b est une fonction bornée. Donc, nous avons

fe=g°+bet fO=g°+b°. (6.14)
La premiere relation de (6.14) donne :
nfe( ) g ( 2“) _‘_4—nbe($2">.
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En utilisant (6.11) et (6.13), nous obtenons

4y = 47 [4”ge<x> 3 [ ) ) — )] |+ 4 )
k=1
= ¢°(z) — 4~ 22’“6 (2 "o (x)® )2 ) 44 24’“ 2
+ 477 (2.
Ainsi,
4" [f@(w?") + Z 2’€—1f6<<x2”’“a<x>2"’“>2k1)] (6.15)
k=1
S O (e Ty o B (P T
k=1
+4- Z4’f L@@ ") + 47 (2).
La fonction c est impaire (c(o(x)) = —c(x)), alors en substituant = par o(z) dans (6.14), et

en faisant la somme du nouveau résultat a (6.14), nous obtenons

2
k=1

o [f%ﬂ") b2 (@ e ) + f€<<o<x>2"’“x2”’“>2’“>]]

+ ;4 ZQk 1 [fe on—k ( )2"7k)2k71) _ge((l_27l*ko_(:p)2n7k)2k,l)}

n

1 n e n—k n—k k—1 e n—k n—k k—1 —nie n
4 22’“[ R R B (G E R M E )

[\

Donc, nous déduisons

1 n

lg*(x) 4" [f%aﬂ") 5 D2 (@ @) T + f6<<a<x>2"‘kx2""“>2“>}] |
= (6.16)

—_

< 4- sz e o (@) ) = gt (@ e (@) ) )|

N}
—_

e n—k n—k k—1 e n—k n—k k—1 —n e n
+ 547 22’“ Heo@)™ 2™ )" ) — g (o)™ 2™ )" )| + 4776 (™)

[\]
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2"

<53 2 ) < 2

k=1

5 47 ()|

Alors, en faisant tendre n vers +oo dans (6.16), nous obtenons

n—-+o0o

g'(x) = Mn4%{ Ejﬂl{ﬁ 2"k<f"5%1»af«dwﬂkﬁ”ﬁﬁlﬂ}.

Considérons, a présent, la partie impaire de la fonction f. D’abord, nous montrons par récurrence

sur n
n

(%) = 2"¢°(x) — Z 2" k(22 (6.17)
k=1
pour tout z € G et pour tout n € N.
De (6.9) il s’ensuit que (6.17) est vraie pour n = 1. Maintenant, supposons que (6.17) est
vraie pour n. Utilisons (6.9) (en remplacant z par 22"), 1’équation (6.17) et la définition de la
fonction ¢, nous déduisons

(@) = 2¢°(a*") — e(a™")

n

=212"¢(x) — Z 2 k(2| = (2"
k=1
n+1

= 2" g%(x) — Z ko227,

k=1

Ce qui prouve la validité de (6.17).
En utilisant (6.13), (6.17) et la définition de la fonction ¢, nous obtenons

2—nfo($2") — 2—ngo(x2”) + 2—nbo<m2”>
2 [2n O Z2n k Qk 1

_ g _ g [ Zg 2k 10_ $ zk 1)271%) _ ge((a(x)2k1x2k1)2nk)]

+ 270 (22",

+ 270 (")

D’ou
Hgo(l') _9-n {f0(332n) 4 % fe<<x2k710(x)2k71>2n7k> . f@((a(w)gklekl)an)} H
o (6.18)
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n

Z (@ (@)™ ) ) = g (@ o (@) )|
23
o @) ™)) = g (o)™ 2 ) 27 o0 )|
< 2"[%715 + %né] + 27767 (2*) || = 27" + 27 ||b0 (2.

Sin — 400 dans (6.18), nous obtenons

g°(@) = hn12‘"{f%xw) ;§j[f%<2kl<xﬁk1f"k>—ff«a@»ﬂlx%5”6}}.

n—-+4o0o
k=1

Ainsi, comme g(z) = ¢°(z) + ¢°(x), le reste de la preuve s’ensuit. [ )

Remarque 6.2.1 Soient G un groupe, 0 = —1I et E un espace de Banach. Soit f : G — E
une fonction pour laquelle il existe une solution g de I’équation fonctionnelle de Drygas (6.2)
qui vérifie || f(x) — g(x)|| < & pour tout x € G et pour 6 > 0. Alors nous obtenons le résultat
prouvé dans [62] :

ole) = Tm 27 £ 2 o),
Remarque 6.2.2 Dans le Lemme 6.2.1, si la fonction g est solution de I’équation fonction-
nelle de Drygas :

9(zy) + g(o(x)y) = 29(y) + 9(x) + g(o(z)), z,y € G (6.19)
avec ||f(z) — g(x)|| < & pour tout x € G et pour § > 0. Alors
g(x)
=nﬁmm22”{ Ejzklff o <>T’wﬂ1>+f%«wxf”ﬂﬁ"kfkv}}

+Tﬂ{ﬁ@r%—% U%(ﬁl<@ﬁ”f“ﬁ—f%wuf“%”ﬂr*ﬂ}.

k=1
Remarque 6.2.3 Si f satisfait I’équation fonctionnelle o-Drygas (6.1) avec f centrale (f(zy) =
f(yx), Yo,y € G), alors la partie paire et (resp., impaire) de f satisfait I’équation fonction-
nelle o-quadratique

[ ay) + f(zoly)) = 2f(z) +2f°(y), =,y € G, (6.20)
(resp., I’équation fonctionnelle o-Jensen
fo(zy) + [(wo(y)) = 2f°(x), =,y € G). (6.21)

Réciproquement, (6.20) et (6.21) entrainent que [ est solution de I’équation fonctionnelle
o-Drygas (6.1).
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Plus tard, nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 6.2.2 Soient G un semi-groupe et F un espace de Banach. Supposons que f : G — E
est une fonction paire (f(o(z)) = f(x)) qui satisfait I’inégalité

1f(zy) + f(zo(y)) = 2f(x) = 2f(y)|| <6 (6.22)
pour § > 0 et pour tout x € G. Alors, pour chaque x € G, la limite
o) = Tim 2+ (2 - D) o)) (623)

existe. En plus, I’application q vérifie

11
|£(2) - ge)]) < 0 (6.24)
pour tout x € G.

Preuve. Dans la preuve, nous utilisons quelques idées de B. Bouikhalene et al. [23].
En interchangeant les roles de x et de y dans (6.22), nous obtenons avec f(zo(y)) = f(yo(z)):

1f(zy) — flyz)|| < 26. (6.25)

De (6.22) nous obtenons

12 (@ o (2)" (@) ) < 2f (@ o(2)”) — 2f(o(x)” @) < 6. (6:26)

Comme 1 ) 1 1
If(z* o(x)* ) = flo(x) 2 )| <26 (6.27)
et
£ (@ o)™ 2 ) = f@o(x))|| < 20. (6.28)
Alors ) ) 1 1
12f(&* o (x)a® ) —4f(«* o(x)* )| <56 (6.29)
et

122" o (@)*") = 4f (@ o (@) )| < 12f (" o (2)” @) = 2f (a0 (2)*)] (6.30)
+2f @ (@)™ ) = Af @ a(0) )

< 94.
Nous prouvons par récurrence sur n :

81 91

ST + @ = DI 0@ O S 5+ G — 558 (63D

/@) - e T

22n
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En posant x = y dans (6.22), nous avons

1f(@*) + f(zo(z)) — 4f(2)] <9, (6.32)

d’ou
17) ~ LF@) + 2 = Do)} < 5 633)

Cela prouve (6.31) pour n = 1. L’hypothese de récurrence doit étre démontrer qu’elle est
encore vraie pour 1 + 1, qui est

15) ~ sy () + (2 = ) f ()|

1 ntl n n n
< ) + £ o)) - 45 @)

o iﬂ 12027 — 1) f (2 o (2)?") — 42" = 1) f(z*" o (z)” )|

¥ o AT 4@ = D o(@) ) - 20 f()]
0 2" —1 n—1 n—1
< sy 95+ 1) — g () + (28— DT 0@ )|
9(51 20 11 81 91 11 8 1 9 1

- - - 4 = (_____) —

: — )0
<y @ e TG 33 = 0 T G g

Cela complete la preuve de la récurrence (6.31).
Maintenant, définissons

Gn(2) = 22n{f( )@ D o(2) ) (6.34)

pour tout entier positif n et pour tout x € G.
De (6.34), (6.22) et (6.29), nous déduisons

1gn+1(2) = gn ()]

n1+1 1f(z) + (2 = 1) f@ o(2)?) — 4f (2¥) — 42" = 1) f(a* o (2)* )|
= ﬁ“ﬂww) + fa¥o(2)) = 4fa®)]

¥ 22— DFE o) — 42"~ ) o(@) )

5 (2n—1) 5

< g + 9 e < i
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Il s’ensuit que {q,(z)}, est une suite de Cauchy pour chaque z € G fixé. Comme E est
complet, nous pouvons définir ¢(z) = lirf ¢n(z) pour tout z € G. De (6.31), nous vérifions

que q satisfait I’'inégalité (6.24). Ce qui acheve la preuve du lemme. [ )
Dans le théoreme suivant, nous obtenons la stabilité partielle de I’équation fonctionnelle o-
quadratique et de 1’équation fonctionnelle o-Jensen dans les semi-groupes moyennables.

Théoreme 6.2.3 Soient G un semi-groupe moyennable et E un espace de Banach. Supposons
que [ : G — FE est une fonction qui satisfait les inégalités suivantes :

1 (zy) + [ (za(y)) — 2f(x) = 2/ ()l <6 (6.35)

1f(zy) + [o(wa(y)) —2f°(@)]] <~ (6.36)

pour tout v,y € G et pour 6,7 > 0. Alors, il existe une unique solution g = Q) + D
de I’équation fonctionnelle o-Drygas (6.1), avec () solution de [’équation fonctionnelle o-
quadratique

Q(zy) + Qzo(y)) = 2Q(z) + 2Q(y)
et D solution de I’équation fonctionnelle o-Jensen

D(zy) + D(zo(y)) = 2D(x),

vérifiant
(0+7) (6.37)

[\.')Ib—

1f () = g(2))] <

pour tout x € G.

Preuve. Nous suivons les idées et les calculs réalisés dans [23] et [179].
En utilisant (6.35) nous obtenons

1£<((xy)™) — f((yx)")I| = 1 f([(zyzy...xy)zly) — f(yl(ryry..oy)z])]] < 20.  (6.38)

De (6.35), (6.38) et de I’inégalité triangulaire nous déduisons

£ ()™ (o (2zy)™)) = ()™ (o (yz)™)] (6.39)
< (@) (a(ay)®) + F((2y)* (2y)*") = 41 ((x)*) ]
() (o (y2)™)) + ()™ (y2)*) — 4F((y2)") |
(@) (wy)*) — ()™ () )+ 417 (@y)*) = f(2)™)]
<O0+0+20+ 86 =126.

Du Lemme 6.2.2, pour chaque x € G, la limite

g(x) = lim 272"{f* (™) + (2" = D[ (@”" "o(x)” )} (6.40)

n—-+00
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existe et 1
(@) = ata)| < 4. (641)
En plus, d’apres (6.38) et (6.38), nous tirons
lg(zy) — a(yz)||
= T 272 fe (o)) + (20— D () ey )
— f(y2)™) = @ = D) alyz)® )|

< i 2720 fe (o)) — () )

2w e ™) — ) oy )|

o
< lim 272§ 4+ 12g
n—+o00 22n

+

0 =0.

Alors, g satisfait la relation (g est centrale)

q(zy) = q(yz), =,y € G (6.42)
et de (6.41) et (6.35), q vérifie I’'inégalité
lg(zy) + q(zo(y)) — 2q(x) — 2q(y)|| < 126 (6.43)

pour tout z,y € G.

Par conséquent, pour tout y € G fixé, la fonction z — ¢(xy) + q(zo(y)) — 2¢(x) est bornée.
Comme G est moyennable, il existe une moyenne invariante m sur I’espace des fonctions
bornées, ce qui donne

m{zyq +a(z)y q— 2yQ} = m{y(zq +a(z) q— 2Q)} = m{zq +a(z) q— QQ}7

m{Qyz + Qyo(z) — 2Qy} = m{(Qz + Qo(z) — QQ)y} = m{q,z + Qo(z) — 2Q}7

ot g,(2) = q(zy), z € G.
Définissons

U(y) =m{ay + qow) — 24} (6.44)
pour tout y € G.
En utilisant (6.44) et (6.42), nous obtenons

U(zy) + V(o (2)y) = m{qy + Go)oz) — 20} + M{Go(2)y + Qom)- — 24}
= m{oyq o)y 4 = 290} + M{do)oz) + doty)z — 200}
+ m{2q, + 2¢,¢) — 4q}
=m{.q +o(:) ¢ — 2¢} + m{do() + - — 2q}
+2m{qy + ¢o(y) — 2¢}
=2U(z) 4+ 2U(y).
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Donc, Q(y) = ¥(y)/2 satisfait I’équation fonctionnelle

Qry) + Qo(z)y) = 2Q(z) +2Q(y), =,y €G (6.45)
et I’inégalité
1
1Q(y) —aW)l = Slmiay + dow) — 20 = 20y} (6.46)
< sup sllaay) + alao(y) — 24(a) ~ 20(0)]

< 60.

Si nous prenons y = e dans (6.45), nous obtenons que () est une application paire et par un
simple calcul nous déduisons que Q(xy) = Q(yx) pour tout z,y € G.
Par conséquent, il existe une application () qui satisfait I’équation fonctionnelle o-quadratique

Qzy) + Q(zo(y)) = 2Q(x) +2Q(y), ©,y€C (6.47)

47
etinégalité || f(y) — Q(y)ll < 0.
Supposons, a présent, qu’il existe une autre application H : G — FE solution de 1’équation
47
o-quadratique (6.47) qui vérifie || f¢(z) — H(x)| < E(S pour tout x € G.

Prouvons par récurrence

Qa) =27 {Q(m”) +> 2’“1@((:52”’“0@)2”’“)2“)} (6.48)

pour un entier n. En posant x = y dans (6.47) nous obtenons
Q(2?) + Q(wo (7)) = 2°Q(x). (6.49)
Ce qui prouve (6.48) pour n = 1. Substituons x par zo(x) dans (6.49), nous avons

2Q((wo(2))?) = 4Q(zo()). (6.50)

En tenant compte de (6.49) et de (6.50), nous obtenons (6.48) pour n = 2, qui est :

Q) + Q(z%0(2)*) + 2Q((z0(2))*) = 2°[Q(«*) + Q(z0(x))

= 2%Q(x).
Supposons que (6.48) est vraie pour n. En utilisant (6.50) et (6.49), nous avons
n+1
n+1 _ n+l—k n+l—k k—1
Q™)+ ) 2 o)™ )P
k=1
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n+1

_ Q(x2n+1) +Q x O’ ZQk 1@ on+1—k ( )2n+17k)2k71)

n+1
= 22Q 2” _|_ Z Qk—lQ ont+l—Fk (x)2n+lfk)2k—1)
= 22(”“)@(:1:).

Ce qui termine la preuve de la récurrence.
De (6.48), nous obtenons

Q) - Hix)|
Tl +22k e o) — H(@ o]
< Q) - £+ 2 ) - £
£ 2 S B @) ) — (@ o))

k=1

+ 2 Y (o) = (@ @)

k=1

< 22”96 5+ 27 "%5

En faisant n — 400, nous avons () = H, ce qui prouve I'unicité de I’application ().
Maintenant, nous définissons par récurrence, la suite des fonctions f§(x) = f¢(z) et

f;i(x)=2‘”{ %) +22’“ Ve <x>2”‘k>2’“‘1>}

pour toutn > 1.

€

1
Par un calcul direct, nous pouvons facilement vérifier que f¢(z) = =[f¢_,(2?)+f¢_,(zvo(x))]

pour n > 1. 2
Si x = y dans (6.35) nous déduisons
1 )
||§[f6(1'2) + [ (ao(@)] = 2f (@)l = 5, (6.51)
alors 5
I75() = 2f5(@)l < 5 (652)
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pour tout = € G.
Dans la suite, nous prouvons par récurrence les inégalités

o
1£2(2) = 2fia (@)l < 5 (6.53)

(2" - 1)

[fa(x) =27 f(z)] < 0 (6.54)

pour tout n € N et pour tout x € G. De (6.52) nous avons (6.53) pour n = 1. Nous prouvons
que I’hypothese de récurrence est encore vraie a I’ordre n + 1, qui est :

[ Fir (@) = 25 = 3 175?) — 2 glwo ) + 25 1o () — 26y (o))

< e = 2051 @) + | o () — 27 (wo(@))]
g b
—22 202

Ce qui prouve que (6.53) est vraie pour tout entier naturel n.
Maintenant, en utilisant 1’'inégalité

1fn(@) = 2" fe(2)|| < 1 i) = 2f5 s (@)l + 2l s (2) = 2" fo(2), (6.55)
nous vérifions que (6.54) est satisfaite pour tout n € N.
Définissons
I 1 € BN - k=1 pey(, 2=k on—kyok-1
nlw) = =5 = =277 [ )+;2 @™ o)™ )7 )

pour tout entier positif n et pour tout x € G.

4
fi(z) — Q)] < gé, nous prouvons

Q(z) = lim _g.(z).

En utilisant (6.48) et I’inégalité

J
De (6.54), nous vérifions que @ satisfait || f¢(z) — Q(x)| < 5 pour tout x € G.

En considérant (6.36), nous obtenons

1f(yz) — fo(xa(y)) = 22|l = [ f7(yz) + f(yo(z)) = 2f° ()| < - (6.56)

D’ou, pour chaque y € G, la fonction z — f°(yx) — f°(xo(y)) est bornée.
De (6.36) et (6.56), nous déduisons

1F°(yx) + (o (y)x) — 2f°(2)]] (6.57)
< |[If7(yx) = f(zo(y)) = 2/ W + 1/(o(y)z) + f(o(y)o(x) — 2/ (a(y))]l
+117(xy) + (o (y)) — 2f°(2)]]
< 3.
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La fonction = — f°(yx) + f°(o(y)x) — 2f°(x) est bornée. Donc, nous avons
m{zyfo +cr(z)y fo - nyo} = m{y(zfo +o(z) fo - QfO)} = m{zfo +cr(z) fo - 2fo}>

m{fﬁ(y)a(z) + fow: — 2f§(y)} = m{(fo'o(z) + f7 =21 ow} = m{fc?(z) + 7= 2f°}.
Définissons
e(y) =m{yf* = fom} v €G. (6.58)

Par conséquent, nous trouvons

e(zy) + (0 (2)y) = m{yf* = [Joet + Mol — fow):t
= m{wyf oy [7 = 26F)} = mdf o) T Fowy: — 2f00)}
+2m{y f* = fou}
=m{.f° to) [ =217 —m{f7.) + 12— 2/}
+2m{y f° = [l }
=m{.f" =[S}t mio) [O = 2} +2m{, f" = fJ}
= p(2) + ¢(o(2)) + 2¢(y).

Donc, ¢ est solution de I’équation fonctionnelle de Drygas (6.19). Définissons D(y) = ¢(y)/2
qui est aussi solution de 1’équation fonctionnelle de Drygas (6.19). En plus, nous obtenons

1D(y) — f2 ()l = %Hs@(y) =2f°(y)ll = %Hm{yfo — fow — 2 W)}l (6.59)
< %sup £ (yz) — f(xa(y)) — 2f(y) }|
zeG
1
< 57

Donc D est solution de (6.19) vérifiant (6.59). Alors, d’apres la Remarque 6.2.2, nous ob-
tenons :

D(x) = = Tim 27270 fo(a?") + fo(o(2?"))

n—-+00

T I L (Gt O G RO A (G e ]
k=1

+ % > fo(@  o@)® T + oo T e )}
+ 27 (%) = f(oa™))
S [ T (o )]
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[ @ + oo )]y

= lim 27"f°(2*").

n—-+4o0o

Alors, la fonction D est impaire et satisfait 1’équation suivante :
D(zy) + D(o(x)y) = 2D(y), =,y € G. (6.60)

Ce qui donne
—D(o(y)o(x)) — D(o(y)z) = —2D(a(y)), (6.61)

d’ou D est solution de 1’équation fonctionnelle o-Jensen
D(zy) + D(zo(y)) = 2D(x), =,y € G. (6.62)

Puisque D est impaire, nous obtenons par un simple calcul que D(xzo(x)) = 0 pour tout
r e q.
Montrons I’unicité de 1’application D. D’abord, il est facile de prouver par récurrence sur 7 :

D(z*") =2"D(x), neN, z € G. (6.63)

Supposons qu’il existe une autre application J : G — FE solution de 1’équation fonctionnelle
1

o-Jensen (6.62) vérifiant ||.J(z) — f°(z)]| < 57 pour tout x € G.

De (6.63), nous obtenons

ID@) = J@)] = 27D - I
< 27"|D(*") = f(2")
< 27",

+277J(2") = fo(a*)

En faisant tendre n — 400, nous déduisons que D = J, ce qui prouve 1’unicité de 1’applica-
tion D. Enfin, nous concluons que g = (Q+ D est I’'unique solution de I’équation fonctionnelle
o-Drygas (6.1) vérifiant (6.37). Ce qui acheéve la preuve du théoréme. [ )

Maintenant, nous sommes en mesure de prouver le résultat principal du présent chapitre.

Théoreme 6.2.4 Soient G un semi-groupe moyennable et E un espace de Banach. Supposons
que f : G — FE une fonction qui satisfait les inégalités

1 (zy) + f(xa(y)) = 2f(x) = f(y) = flo@)ll <o (6.64)

et
I f(zy) — fyx))] < p (6.65)
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pour tout x,y € G et pour 6,1 > 0. Alors, il existe une unique solution g = QQ + D de
I’équation fonctionnelle o-Drygas (6.1), avec () solution de I’équation o-quadratique (6.47)
et D solution de I’équation o-Jensen (6.62), vérifiant

[f(x) —g(@)| <5+ n (6.66)

pour tout x € G.

Preuve. De (6.64) et (6.65), nous obtenons

I 23) + 1 (@o(w) 27 (@) = 20 W)

= I w) + o) (w)) + (o) + o) ~2f (@) 2/ (0(2)) 2/ () 2/ W)
< Sl (ew) + Faow) — 20(2) ~ 1)~ Folw))]

+ 31 @) + Ho()r(w) ~ 270(@) = ) ~ Flot)]

+ 51 o(@) ~ Fe@ew)] + 5]l fuo () — Flot)]
<0+,

et par une approche analogue nous déduisons

| f(zy) + fo(zo(y)) — 2f°(x)]| <0+ p (6.67)

pour tout x,y € G. Ainsi, d’apres le Théoreme 6.2.3, nous obtenons notre résultat principal.

[ )

Corollaire 6.2.5 [62] Soient G un semi-groupe moyennable et E un espace de Banach. Sup-
posons que [ : G — E une fonction satisfaisant aux inégalités

1f(zy) + flzy™) = 2f(x) = fly) = fly HI <0 (6.68)

et
1 (zy) = flya)ll < p (6.69)

pour tout x,y € G et pour 0, > 0. Alors, il existe une unique solution g = @ + D de
I’équation fonctionnelle de Drygas (6.2), avec () quadratique et D Jensen, vérifiant

1f(z) = g(@)l <6+ n (6.70)

pour tout x € G.

Corollaire 6.2.6 [171] Soient G un semi-groupe moyennable et E un espace de Banach.
Supposons que f : G — E une fonction qui satisfait I’inégalité

1f(zy) = f(z) = Fly)ll <0 (6.71)
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pour tout x,y € G et pour & > 0. Alors, il existe une unique application additive a : G — E,
vérifiant

NS>,

1f(z) = alx)]| < (6.72)

pour tout x € G.

En fait, & partir de la preuve du Théoréme 6.2.4, nous voyons qu’au lieu de la condition
| f(xy) — f(yx))|| < p, nous supposons une condition plus faible et qui découle de 1’approxi-
mation centrale, a savoir

1 f(zy) + f(zo(y)) — f(yx) — flo(y)o)|| <7, =,y €.

Corollaire 6.2.7 Soient G un semi-groupe moyennable et F/ un espace de Banach. Supposons
que [ : G — FE une fonction satisfaisant aux inegalités suivantes :

[f(zy) + f(xa(y)) —2f(x) — f(y) — flew)] <0 (6.73)
et
1f(zy) + f(zo(y)) — flyz) — flo(y)z)|| < v (6.74)

pour tout x,y € G et pour 6,y > 0. Alors, il existe une unique solution g = Q + D de
I’équation fonctionnelle o-Drygas (6.1), avec () solution de I’équation o-quadratique (6.47)
et D solution de I’équation o-Jensen (6.62), vérifiant

1f@) = g@)| <6+ 3 (6.75)

pour tout x € G.

Dans [180], D. Yang a présenté quelques idées riches sur la stabilité de 1’équation fonc-
tionnelle de Jensen

flay) + flay ™) =2f(2), 2.y €C (6.76)

dans les groupes moyennables. Toutefois, la preuve de son résultat est incorrecte : La fonc-

tion 1) définie par I’équation (11) dans [180] satisfait 1’équation fonctionnelle de Drygas, la

déduction que la partie impaire 7/, de la fonction 1) satisfait I’équation fonctionnelle de Jensen

(6.76) n’est pas vraie. Dans ce qui suit, nous corrigeons I’erreur dans la preuve de (Proposition
2, [180)).

Corollaire 6.2.8 Soit G un semi-groupe moyennable avec e son élément neutre. Soit f :
G — C une fonction qui satisfait I'inégalité

| flay) + flay™') —2f(x) [< 6 (6.77)

pour tout x,y € G et pour 6 > 0. Alors, il existe une unique solution g de I’équation fonc-
tionnelle de Jensen (6.76), vérifiant

| f(z) —g(x) — fle) |< 36 (6.78)
pour tout x € G.
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Preuve. Dans la preuve nous utilisons quelques idées de Yang [180] et Forti, Sikorska [62].
Prenons x = e dans (6.77) nous obtenons

| f(y) = fle) < (6.79)

YRS

pour tout y € G.
Les inégalités (6.77), (6.79) et I’inégalité triangulaire donne

| f(xy) + fyx) —2f(x) — 2f(y) + 2f(e) | (6.80)

<| flxy) + flay™) = 2f () | + ] fyx) + flyz™) = 2f(y) |
+12f(e) = flay™) = flyz™") |
< 36.
Ainsi, de (6.77), (6.79) et (6.80) nous déduisons

| flyx) + fy~'e) = 2f(2) |<| fyo) + fzy) — 2f () — 2f(x) + 2f(e) | (6.81)
+ | fly™ o) + flay™) = 2f(y™") = 2f(2) +2f(e) |
| =flay) = flay™) +2f (@) [+ 2f(y) +2f(y™") — 4f(e) |< 99
Maintenant, d’apres (6.77) et (6.81) nous avons
| flyz) = f@™y™) + flya™) = flay™) = 2(f(y) = fly™) | (6.82)
<| flyo)+ flyz™") = 2f(y) | + | flay™) + flaly ™) = 2f(y7") |

< 106.
Par conséquent, nous obtenons
| fo(yx) + foya™") = 2f7(y) |< 50 (6.83)
pour tout x,y € (. En se basant sur la preuve du Théoreme 6.2.3, le reste de la preuve s’en-
suit. A

Nous terminons en montrant la non stabilité sur le groupe libre F(a, b), engendré par deux
éléments a et b (voir [60]).

Exemple 6.2.1 (0 = —I) Soit f : F(a,b) — R définie par f(x) = r(x) — s(z) pour
x € F(a,b), ou r(x) est le nombre des paires ab dans x et s(x) est le nombre des paires
b~ta~t dans x. Alors

|f(zy) + flay™) —2f(x) = fly) = fly™ )] <2

et, pour chaque solution g de I’équation de Drygas classique (6.2), la fonction f(x) — g(x)
est non bornée.
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En effet, il est bien connu (voir [60]) que

f(xy) - f(x) - f(y> S {1707 1} et f(xyil) - f(x) - f(yil) € {17 07 1}7

alors
f(xy) + f(xy_l) - 2f([L’) - f(y) - f(y_l) S {_27 _17 07 17 2}

Supposons qu’il existe une fonction g, solution de 1’équation de Drygas classique (6.2) telle
que f(z) — g(z) soit bornée. D’apres le Lemme 6.2.1 (0 = —1I), nous avons

glz) = lim 47" f(2*") + 27" f(a™").

n—-4o0o

f est une fonction impaire, nous obtenons

g(xz) = lim 27" f°(2*").

n—-+o0o

Comme f(a*") = f(b*") = f(b2") =0, f([ab]*") = 2" et f([ab]~*") = 0, nous obtenons :
g(a) = g(b) = g(ab™') = 0 et g(ab) = 1, donc g n’est pas une solution de 1’équation de
Drygas (6.2), contradiction.

6.3 Probleme ouvert

Considérons 1I’équation fonctionnelle de Pexider :

filzy) + falzo(y)) = f3(x) + faly), z,y € G (6.84)

ou f; : G — E (1 =1,2,3,4) sont des fonctions définies d’un groupe moyennable GG non
nécessairement commutatif dans un espace de Banach E et o : G — G une involution de G.
Sous quelles conditions sur les fonctions f;, I’équation fonctionnelle de Pexider (6.84) est-elle
stable ?
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Chapitre 7

Stabilité des équations fonctionnelles de
type o-Jensen au sens de
Hyers-Ulam-Rassias dans les espaces
quasi-Banach

7.1 Introduction

Nous rappelons quelques faits de base concernant les espaces quasi-Banach et quelques
résultats préliminaires.

Définition 7.1.1 Soient E un espace vectoriel et K un nombre réel tel que K > 1. Une
quasi-norme généralisée est une fonction a valeurs réelles sur E qui satisfait aux propriétés
suivantes :

||| > 0 pour tout x € E et ||x| x = O si et seulement si x = 0.

| Az||k = |A|||x]| x pour tout X € R et pour tout x € E.

1Y il < K> sl (7.1)
j=1 j=1

pour tout T1, 7, ... € Eavec 7 x; € E.

La paire (F, || || k) est appelée un espace quasi-normé généralisé si || - || i est une quasi-norme
dans E. 1l se peut que K soit appelé le module de concavité de || - || -
Un espace quasi-Banach généralisé est un espace quasi-normé complet.

Définition 7.1.2 Soient E un espace linéaire et p un nombre réel tel que 0 < p < 1. La
fonction || - ||, : E — R est une p-norme si elle vérifie :
|z||, = 0 pour tout x € E si et seulement si v = 0.
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| Az, = |Al||x||, pour tout X € R et pour tout x € E.
Iz +ylly < =l + [lyll; pour tout z,y € E.

T. Aoki [9] a prouvé I’equivalence entre la quasi-norme et la p-norme.

Définition 7.1.3 Soient E un espace linéaire et 3 un nombre réel tel que 0 < (3 < 1. Une
(-norme est une fonction || - || : E — R vérifiant :

|z||g = 0 pour tout x € E si et seulement si x = 0.

Azl s = |M?||z|| g pour tout X € R et pour tout x € E.

I+ ylls < llzll5 + llyls pour tout 2,y € .

La paire (£, || -||3) est appelée un espace S-normé si || - || g est une S-norme dans £. Un espace
(-Banach est un espace J-normé complet.
Signalons qu’on peut prouver 1’equivalence entre les espaces quasi-Banach et les espaces [3-
Banach.

Dans ce chapitre, nous considérons les équations fonctionnelles de type o-Jensen

f+y)+ [z +o(y) =2f(x), 2,y € By (7.2)

et
flx+y) = fle+oy) =2f(y), v,y € E1. (7.3)

7.2 Stabilité de I’équation fonctionnelle o-Jensen (7.2) pour
p < 1etp > 1au sens de Hyers-Ulam-Rassias
Dans cette section, nous montrons la stabilité, au sens de Hyers-Ulam-Rassias, de I’équation

fonctionnelle o-Jensen (7.2).

Théoreme 7.2.1 Soient E\ un espace normé, E5 un espace 3-Banach et f : Ey — E5 une
application qui vérifie I’inégalité

1z +y) + fe+0(y) = 2f (@) l|s < 0(lzl” + y]*) (7.4)

pour 0 > 0, p > 1 et pour tout x,y € E,. Alors, il existe une unique application J : £ —
Es, définie par

Jw) = tim 2D + (o~ D (e + 2, 75)

n—-+o0o on

solution de ’équation fonctionnelle o-Jensen (7.2), vérifiant

2K ol K0
T e -2

1 () = J (@)l <

<53 le+o@l  6)

pour tout v € Ey, ont K est le module de concavité de || - || g,.
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Preuve. Supposons que f vérifie I'inégalité (7.4). En remplagant x et y par 2% (resp., par

x T
on+1 ;E +3 ), nous obtenons

260
1P+ 2y 4 £+ T o (D, < 20 .7
respectivement,
27+ ) o Ty, < B e ol )
Faisons I’hypothese de récurrence :
1
1£() ~ 2 () + (o~ D e + 2D
20K 20K 1
< S llelPi+ 277 4 4 20O S e+ o (@) P(1- ) (79)

L ygmna-n

1
1— =274+ +(1-—
+( 22) +.o 1+ ( 5

Pour n = 1, nous obtenons

17— 200+ (5 - DA+ D),

< K1) + 1+ P apDle, + 1 E + DD 4 DDy,
0
< K2 all + K gl + o )]
29[( 20K 1
< 2B e+ 2R v o)1 - ).

Donc (7.9) est vraie pour n = 1. Nous montrons que I’hypothese de récurrence (7.9) est vraie
pour n remplacé par n + 1.

1£) = 2 () + (g~ D (g + 2}
= (@)~ 2 () + (o~ Dy + 2
PR+ P + 28 —ap( )
sl ) s Ty,

132



— )~ 2 ) + (o~ DA+ )

P2 + A+ T ot

P24 D+ D) (s T

PR 4 P + 28— ap( )

L D + D) — fms + Sl
_ o) A CO T )
=)+ G+ T oy T g T

12(f(5)+ £+ T —2f<§>}+22<——1>{f<£ 7)) p+ 2y

)
( )

)+ 1+ T 22 D+ T - ()
o Yo 1)+f(2ﬁn+C’2(f))—2f(2%)}
- DG + D) - fh + B)

)+ H g o) — 2 ()

1 o(x) x o(z)
n+1
+2 <2n+1 ){f(QnJrl 2n+1> - f(2n+2 2n+2)}”E2
20K
S 2P 4 4 2n(7P)]
20K 1 1 |
@I =5)+ 1= 27+ 4+ (L= )20,
D’ou, I’'inégalité (7.9) est prouvée pour tout n € N.
Ensuite, nous prouvons que la suite des fonctions
ne e T 1 x o(x)
@) =2 () + (5 = D Gy + 200} (7.10)
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est une suite de Cauchy pour chaque = € E.
Combinons (7.7) avec (7.8) et utilisons 1’inégalité triangulaire (7.1) pour montrer :

[ r1(2) = Ju(@)ls = ||2“+1{f<2§;1> (g~ D (g + 22Dy
D) + (00 + 2,
<RSI + 15 + T 24 (Dl
o ey . R
<YK ol + 2K (1~ i) s+ ()P
<0 B el + e+ o(a) ).

Comme 2'77 < 1, la conclusion souhaitée s’ensuit. Cependant, F, est un espace quasi-
Banach, il en résulte que la suite des fonctions {.J,(z)},, converge vers une fonction J(z)

pour tout x € Fj.
Montrons que J est solution de I’équation fonctionnelle o-Jensen (7.2).

En effet;
Il )+ Tl + 0 (0) — 2(0)
P S APt A il
+ 2”{f<L"(y)> T ) s 2 A1)
) + (o~ D + ;ﬂfi’fi e
< 2K f( “Mf(%"”) 2 ()l

z+o(z) y+0(y) r+o(r) y+o(y) o(x)
S TSI G gt )~ 2f (o T g e

FOUR( - o)l
< DRl + [yl + ool + o @I + oy + o) 7).

Comme 2'77 < 1 et en faisant n — +o00, nous obtenons que .J est solution de 1’équation
fonctionnelle o-Jensen (7.2).

Supposons, a présent, qu’il existe deux fonctions J; : £y — F5 (1 = 1,2), solutions de
I’équation (7.2) vérifiant I’inégalité (7.6).

Tout d’abord, nous prouvons par récurrence sur 7 :

x 1 T o(x) 1

Jz(2—n) + (Q—H - 1>Ji(2n+1 2n+1) = 2—nJ,(x) (7.11)

134



x o(x) _
iz T gnyz AU

De I’équation (7.2), il s’ensuit si nous remplacons x et y par

x o(r), x o(x)
i(2n+1 + 2n+1) - i(2n+2 2n+2)

pour tout n € N.
Alors, ’hypothese de récurrence est vraie pour n = 1
r. 1 o ox), _x 1 x o), 1
Ce qui prouve (7.11) pour n = 1. Nous démontrons que I’hypothese de récurrence est encore
vraie a ’ordre n + 1, qui est :

T 1 T o(x)
Ji(?n-{—l) + (2n+1 - 1)Ji(2n+2 ™ 2n+2>
1 1 x o(x) T 1z 1 x o(x)
- 5[ Z(Q_n) + (2_71 -1 Z(2n+1 + 2n+1)] + Z(2n+1) 9 Z(Q_n) ) ’(2n+1 2n+1>
1.1 1

Par conséquent, la relation (7.11) est vraie pour tout entier naturel n. Maintenant, nous sommes
en mesure de prouver ’unicité de la fonction J.
Pour tout x € £ et pour tout n € N, nous obtenons

() — (el
= () + (o~ Dy + ) () — (g~ Doy + 2D,
< 2K Ii(5) = gl + 2K 1 a(5) = £ (5

x o(x) z o)

" 1
+2"K(1 - _>”J1<2n+1 + 2n+1) - f(2n+1 2n+1)”E2

+TK@——W&@M S~ i+ bl
g%%wmw——wwmw =l e@I
2 non(l—p) p 1 p
+ 2K%02" [Qp( el + @ gl +o@I]
< 2”(1"’)4K29[2p — ll=ll” + ((2p - 1)1(210 " 2p(2pl— 2))“m + ol

Finalement, en faisant tendre n vers +oo, nous obtenons J;(x) = J(z) pour tout z € E;. Ce
qui complete la preuve du Théoreme 7.2.1. [ )
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Dans le théoreme suivant, nous démontrons un résultat de stabilité, au sens de Hyers-Ulam-
Rassias, de I’€quation fonctionnelle o-Jensen (7.2) pour le cas ou p < 1.

Théoreme 7.2.2 Soient E, un espace normé et Es un espace (3-Banach. Si une fonction f :
Ey — E5 vérifie I'inégalité

1f(z+y)+ flx+o(y) = 2f(2)le, < O(l2l”+ [ly]”) (7.12)

pour 8 > 0, p < 1 et pour tout x,y € E. Alors, il existe une unique fonction j : Fy — Ej,
solution de I’équation fonctionnelle o-Jensen (7.2), vérifiant j(e) = f(e) et

1f () = 3(x) = f(e)lle, < KO[||=]|” + l = o(@)[”], © € Ey. (7.13)

2—2p
Sip < 0, alors 'inégalité (7.12) est vraie pour x,y # 0 et (7.13) pour x # 0 et x — o(x) # 0.

Preuve. Soit f : Fy — FEy vérifie I’inégalité (7.12), alors aussi f — f(e) satisfait (7.12).
Sans perte de généralité, nous supposons que f(e) = 0.
Posons y = —x dans (7.12), nous obtenons

1
1f (@) = 5 f(@ = o(@)le, < 0ll]”. (7.14)
Maintenant, en remplagant x et y par 2" 'z — 2" 15 (z), nous déduisons
If(2"2 = 2"0(x)) = 2 (2" "2 — 2" o (2))||p, < 202" Pz —o(2x)|P. (7.15)

En appliquant le raisonnement par récurrence sur n, nous obtenons pour n > 2 :

17(r) — e f (@ e = 2o (), < Kbllal? + KG e — o)1 +27 (1.16)

+ 22(10—1) + ...+ 2("‘2)(27—1)]_
Pour n + 1, nous trouvons :

I1£@) ~ g F(2"2 = 2'0(@))]|

= {0~ 2 =2 (@) (2 (2 2" o ()~ (22" ()

= [{7(2) ~ g F 2 = 20 (a)} + o (2 (220 — 2 o))

L@ — 2 (w) — £(2'r — 2°0(0) i,

@ = 2 o (@)} + o
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= {/(x) ~ 5z — o@D} + 5 {27 (@ — o(e) ~ f(20 — 20(x)))

+...+ 2%{2]"(2”_% — 2" 2g(x)) — f(2" 'z — 2" 1o (2))}

1
+ o {2/ (27 e =270 (7)) = f(2"e = 2" ()} s,

b, 20 » 2(n=1p ,

< K[0ll2|l” + S llz = o (@)l + ... + == 20w — o ()]

0K
< Kflle]? + 5,2 o = o (@) [P[L + 2070 4 .. 4 20700
P oK p (r-1) (n—=1)(p—1)
< K8l + 2o = o@) Pl +207 4. 420-000)

Ce qui prouve la validité de I’inégalité (7.16).
Prenons pour n € N\ {0}

Jn(x) = Q%f(Q”_lx — 2" 15 (7)), x € E). (7.17)

D’apres (7.15), nous obtenons pour n € N et pour z € E}

1 1
7ne1(2) = Ju(@) 2 = || 5pp (272 = 20 (2)) — 2—nf(2"_11’ = 2" (@)l

il F(2 = 20 () — 272w — 2" o (2) |,
1

S WQ(n_l)p%Hl' —o(2)[]”

0
n(p—1) 7 _ D
<200 L o).

Comme 2P~ < 1, alors {4, () }.en est une suite de Cauchy pour chaque = € F);. Cependant,
E, est un espace quasi-Banach. Par conséquent, définissons j(z) = hl’J? Jn(z) pour tout

x € I/ Montrons que j est solution de I’équation fonctionnelle o-Jensen (7.2).
Pour tout z, y € F, nous déduisons

[dn(@ + ) + dn(z + 0(y) — 2n(2) B,
= %Hf@”1x+2”1y—2”10(96)—2"10(y))+f(2”1:v+2"10(y)—2”10(w)—2”1y)
=2f(2" 2 = 2" o (2)) |,
= Q%Hf(?”_l(w —o(2)+ 2"y —o(y) + f2" (w — a(2)) + 2" oy — o(y)))
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—2f(2"H(z = o(2)))l|,

< 220 la — (@) + 1y~ oW
Par conséquent, comme 2P~! < 1, il s’ensuit que j est solution de I’équation fonctionnelle
o-Jensen (7.2).
Il reste a prouver I'unicité de la solution de I’équation fonctionnelle o-Jensen (7.2) satisfai-
sant (7.13). Au contraire, supposons qu’il existe deux solutions telles que, par exemple, j; et
Jo Vérifiant j;(e) = ja(e) = 0.
Premierement, nous pouvons facilement vérifier par récurrence sur 7 :

§i(2" e — 2" o () = 275i(x), (i = 1,2). (7.18)

Pour tout = € F; et pour tout n € N, nous tirons

11(2) = Go (@)l 2, = %!Iﬁ@"l% —2"0(2)) = j2(2" T2 = 2" o (7)) ||,

1
<Ko lh (2 e =27 o (2)) = f(2" e = 2" o(2)) |1m,
1
+ Koo ll52" e = 2o (@) = f(2" e = 2o ()|
1 2P
20( n(p=1|p — P
Si nous faisons tendre n — 400, nous obtenons j;(x) = ja(x) pour tout x € E;. Ce qui
complete la preuve du Théoreme 7.2.2. [

7.3 Stabilité de I’équation fonctionnelle o-Jensen (7.3) pour
p < 1etp > 1au sens de Hyers-Ulam-Rassias

Dans cette section, nous examinons la stabilité, au sens de Hyers-Ulam-Rassias, de I’équation
fonctionnelle o-Jensen (7.3).
Le principal résultat est le suivant :

Théoreme 7.3.1 Soient E| un espace normé et Es un espace quasi-Banach. Si une fonction
[ By — Eyvérifie l'inégalité
1f(z+y) = flz+0) =2/ W)lm <o (7.19)

pour § > 0 et pour tout x,y € E, alors il existe une unique fonction g : Ey — FEs, définie
par

g(x) = lim if(2":1:), (7.20)

n——4oo 21
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solution de I’équation o-Jensen (7.3), vérifiant

3
1 (@) = g(@)le, < 5K (7.21)

pour tout x € Ej.

Preuve. Remplacons x = y = x + o(x), respectivement z = y = z dans (7.19), nous
obtenons 5

| +o@)e, < 3 (7.22)
et

1f(22) = f(x +o(2)) = 2f(2)l[p, <0 ou|[f(22) = 2f(x)l[p, <O+ [|f(z + o(2))] 2,

1 3 1
ou [lf(x) = 3/ 0)lle, < SKS(1 - 3). (7,23
Montrons par récurrence sur n :
1 " 3 5 1
1F () = 5 (2"l < SETO(L = 50). (7.24)

De (7.23), il s’ensuit que (7.24) est vraie pour n = 1. Nous démontrons que I’hypothese de
récurrence (7.24) est vraie avec n remplacé par n + 1.

7@~ g F2 ) |,

= |[lf (=) - Q%f@”:v)] + o2 (27) = F2" )]l

1
2n71

2n+1

FE )+ e 2F(@ )~ F] g 2 (27) — )

= () — 5 2a)] + 2 2) — )] + -+ S22 ) — F(2)

= [I[f (=) —

o 2(2') — F )],

1 1.3 1. 1 3 1
< K?[(1-= — —)=6+... — = — - —)=—=
K*[(1 2)25+(1 2)45+ + (1 2)2n125 (1 2) 0]
3 1 1 1
< K226(1— = — 4.+ =
<K 25(1 2)[1+ +...+ 2n]
3 1
2
< K01 = o)
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Ce qui prouve la validité de 1’inégalité (7.24). Ensuite, nous montrons que la suite des fonc-
tions .
gn(z) = 2—nf(2”$) (7.25)

est une suite de Cauchy pour chaque =z € Ej.
En utilisant I’inégalité (7.23), nous obtenons

1 " 1. 13

9ns1(2) = gu(@)l| 2, = 5, 1£(2"2) = SF 2" 2)l|m, < 5, KO

2 2 2n 4
Il s’ensuit facilement que { g, (z)},en est une suite de Cauchy pour chaque x € Fy. Es est un
espace complet, nous pouvons définir g(x) = lir}rq gn(z) pour tout = € Ej.

Montrons, a présent, que g est solution de I’équation (7.3).
En effet ;

1gn(z +9) = gn(2 + 0(y)) = 20.(y) |l 2,
= 7@+ 2%) = [+ 20 () — 272",

1
< —6.
= o0

En faisant n — 400, nous obtenons le résultat désiré.
Supposons qu’il existe deux fonctions g; : £y — FEs (= = 1,2), solutions de I’équation

o-Jensen (7.3) avec || f(z) — gi(2) ||, < 5[(26 pour tout z € F.

En premier, nous prouvons par récurrence sur 7 :
gi(2"x) = 2"g;(x), x € Ey, n e N. (7.26)

Prenons y = x dans I’équation (7.3), nous obtenons (7.26) pour n = 1. Supposons que
I’hypothese de récurrence (7.26) est vraie pour n. Par conséquent, nous avons

92" ) = g;(2"w) — g;(2"x + 270 () — 2g:(2"x) + 2g;(2"7)
-0+ 2”+1g¢(9€) — 2n+lgi($)-

Alors, la relation (7.26) est vraie pour tout entier naturel n. Nous prouvons 1’unicité de la
fonction g. Pour tout z € E; et pour tout n € N, nous obtenons

l91(2) = g2()l 2, = 2%!\91(2”56) — 92(2"2)|| 5,

< lgs(2'2) = F@"0)l|gs + [l ga(2") — F(2"0)] 5,

S o
3K3)
< .
S o
Si n — 400, nous déduisons que ¢;(z) = go(z) pour tout x € E;. Ce qui acheve la preuve
du théoréme. A
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Théoreme 7.3.2 Soient E1 un espace normé et Ey un espace quasi-Banach. Si une fonction
[ By — FEy vérifie I'inégalité

If(z+y) = fle+o) =2/ Wz < 0"+ [ly]") (7.27)

pour § > 0, p > 1 et pour tout x,y € Fy. Alors, il existe une unique fonction S : £y — Es,
définie par
S(x) = lim 2”f( ), (7.28)

n—-+o00

solution de I’équation fonctionnelle o-Jensen (7.3), vérifiant

20 K> K20

1) = S@)le, < g5 ol + 55

|z + o (2)]]” (7.29)

pour tout x € Fj.

Preuve. Supposons que f satisfait I’inegalité (7.27). Prenons x = O ety = g + @ dans
(7.27), nous obtenons
z  o(x) »
17E + 2D, < Soole + o)l (730)
Ainsi, remplagons x et y par g dans (7.27), nous obtenons
x 29K
1f (@) =2/ (5)lle < 2p+1||a?+0( )| (7.31)
Montrons par récurrence sur 7 :
20K? _ 11—
1/ () —2”f(2n)||E2 < l[P[L 42177 4 4 2t D) (7.32)

2
|z + o (x)|[P[1 4+ 2'77 + ... + 2= DE=P)],

op+1

De (7.31) il s’ensuit que (7.32) est vraie pour n = 1, et prouvons la validité de I’inégalité
(7.32) pour tout n € N

1/ () = 2”f( 2z

=H[f(x)—2"*1f<2i1>1+2"*1[f<2 ) =2,
=||[f<x>—2"—2f<2f,2>]+2“—2[f<2n,2>—2f<2n,1>1+2“—1[f<2 ) =2/l
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xr T
2n—2) - 2f(2n—1

= |I£(@) = 2£ G+ [£(5) = 2F(Pl+- . + 2" )

+2"‘1[f(2 ) =2 ()l

2«9K 40K 20K
bl o)+ e+

W2 20K 1 wo 0K 1
22 s el + 2 e+ (@)l

92p+1 9(n—2)
20K 1 0K 1
op 2(n 1p

op+1 2 n—1)p

K[

[z + o ()"

+...+2

+2"7 l2llP + 2" S s, 1o + o (@)I17]

20K*
<

|z|[P[L + 2P+ ... + 2("—1)(1—17)]

2
|z + o(x)|[P[1 + 2477 + ... + 20 DE=P)]

2P+ 1

Ce qui prouve la validité de I’inégalité (7.32) pour tout n € N.
Définissons la suite des fonctions suivante :

So(z) = 2"f(2£n), v € B, neN. (7.33)

Nous vérifions que {.S,,(z) }nen est une suite de Cauchy pour chaque = € Ej.
En effet, en tenant compte de 1’inégalité (7.31), nous obtenons pour tout entier naturel n :

[S0s1(2) = Sa(@)lle, = H2”“f(2n+1) 2”f(2n)HE2
< PCPK Nl + gl + o))

Comme 2! P < 1, le résultat désiré s’ensuit. Cependant, F, est un espace quasi-Banach, ainsi
nous pouvons définir S(z) = lim S, (x) pour tout x € F;. Considérons I’expression
n—-+4oo

ISua+9) — Sule + o) — 25u(W)lles = 20+ ) — F( 5 + T

< 2" KO |2]1” + NlylIP)-

)—2f( )z

Comme 2'"? < 1, nous déduisons que S est solution de I’équation (7.3).

Supposons, maintenant, qu’il existe deux fonctions S; : £y — Es (¢ = 1,2) qui sont solu-
tions de (7.3), vérifiant I’'inégalité (7.29).

Tout d’abord, nous prouvons par récurrence sur n :

1
Sil5) = 37i(@). (7.34)
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Pour n = 1, nous obtenons

5i(5) = 525:5) + 5.5 + 75 - Sifa)] + i)

1 1

Ce qui prouve (7.34) pour n = 1. Maintenant, la relation de récurrence doit étre démontré
qu’elle est encore vraie pour ’entier n + 1, qui est :

r o 1 x x o(x) T 1,z
i(2n+1)_ 2[Sl<2n>+ Z(2n+1 + 2n+1)_ Z<2n>]+251(2n)
1 1
:O+ﬁ5§($) = % Z(I)

Ce qui prouve la validité de 1’égalité (7.34). Montrons, a présent, 1’unicité de la fonction S.
Pour tout = € E et pour tout n € N, nous obtenons

18:(@) = Sa(a)lz, = 2"1S1(5;) = Sal )l

< 2'K[1Si(5;) = £ (5l + 2" K 1S2(50) = £(50)
3

K~0
< 200 2 4ol + o + (@),

Finalement, en faisant tendre n — 400, nous obtenons que Si(x) = Sy(x) pour tout = € Fj,
ce qui complete la preuve du Théoreme 7.3.2. [

Théoreme 7.3.3 Soient E| un espace normé et Ey un espace quasi-Banach. Si une fonction
[ By — Ey, vérifie I'inégalité

1f(z+y) = flz+oy) —2fWle < 0"+ llyl") (7.35)

pour @ > 0, p < 1 et pour tout v,y € E. Alors, il existe une unique fonction h : £y — Ej,
solution de I’équation fonctionnelle o-Jensen (7.3), satisfaisant

1f(@) - hiz) g, < 220

1
= 2_2p[”x‘|p+§Hx+U(I)Hp] (7.36)

pour tout x € Ej.

Preuve. Si nous remplagons x et y par x + o(x), nous obtenons

If (2 + o (@)lle, <Ollz+ o). (7.37)
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Prenons x = y = x dans (7.35), nous déduisons
1 p 1 p
1f (@) = 5 f22)llm < KO[l|2]|” + 5|z + o(2)[]”]. (7.38)
Montrons par récurrence sur 7 :

1
|f(x) — 2—nf(Q”ch)||E2 < K20\ x|[P[1 4 2P~ + ... 4 200D (7.39)

K20 p p—1 (n=1)(p—1)
+ 5 |z +o(x)|P[L+2P" 4+ ... +2 ].
Pour n + 1 nous tirons

£~ g F@ ) |,

1 1 1
= /@) = 5 F )] + e F(2) = S F )l
1 1 1
= If () = g F @)+ o 1201 = S £+ 51 (2"0) = 5 27 )
1 1 1 1
= (@) — 5 F@)] + 5[7@2r) — SFED) 4+ S [F(@ ) — 5 f(2")
1 n 1 n+1
ol = S FEH)
0K 20K 2r HK 2(n=1p
K[9K!|wH”+—Hx+0(iv)Hp+ 5 Il + lz+o(@)[[P+.. .+ == 0K | |”
(n=Dp g ¢ 2np 2" oK
2 gt g 1T+ o@)” + 0K " + oo —=llz + o ()]
< K¥||z|P[l4+227 4.+ 2"@—1)]
2
+KTQ\|3: +o(x)|[P[L+ 2071 + ... 27,
ce qui prouve la validité de I’inégalité (7.39).
Soit, pour n > 1
(1) = 2ln £(2"2), « € By, (7.40)
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De (7.38), nous avons pour n € Netx € E)

1 1
o () = (), = g (2 12) = o (2°0) |
= (@) — S F@ )],

1
< 2" VK|l + Sl + o (@)1

Comme 2! < 1, par conséquent, {h, () },cy est une suite de Cauchy pour chaque = € E).
Cependant, F/5 est un espace quasi-Banach, donc, définissons :

h(z) = lim h,(x), x € Ej.

n—-+o0o

Montrons, a présent, que h est solution de 1’équation o-Jensen (7.3). Soient x et y deux
€léments de E;. De (7.35), il s’ensuit que

[ (2 +y) = b2 + 0 (y)) = 2hn(y) |,
= 1@+ 2) — F(@2" + 20(y)) — 2/ (29
< 2"@7D0[||z]|” + [ly]|”].
En faisant tendre n — 400, nous obtenons le résultat désiré.
Supposons, a présent, qu’il existe deux fonctions h; : E; — FE, (i = 1,2), solutions de

I’équation (7.3) vérifiant (7.36).
Il est facile de montrer par récurrence :

Maintenant, nous sommes en mesure de prouver I’unicité de la fonction h.
Pour tout z € FE et pour tout n € N, nous obtenons

11 () = ho(2)|| 5, = %Ilhl(%) — ha(2"7)|

< Ko@) = F2') s, + [ha(2e) — £(2') 1,
4K30

<
- 2-=2r

o 1
2"V ll2|l” + Sl + o ()7,

Sin — +o00, nous déduisons que g (z) = go(x) pour tout z € E;. Ce qui achéve la preuve
du théoréme. '
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7.4 Stabilité des équations fonctionnelles o-Jensen au sens
de Hyers-Ulam-Rassias dans les espaces (-Banach

Théoreme 7.4.1 Soient E, un espace normé, E5 un espace 3-Banach et f : Fy — FE5 une
application qui vérifie I’inégalité

1f(z+y) + fz+oly) = 2f (@) < O(z]” + lly[”) (7.42)

pour 8 > 0, p > 1 et pour tout x,y € E,. Alors, il existe une unique application J : £ —
Ey, définie par
J(z) = lim 2"f( ) (7.43)

n—-+00

solution de I’équation fonctionnelle o-Jensen (7.2), vérifiant

x) — J(x <— Py — |z 40 P (7.44)
1) = Tl € o =ellelP + -+ o))
pour tout x € Ej.
Preuve. Remplacons x =0 ety = g + @ dans (7.42), nous trouvons
r  o(x) 0
1£G + TN < oo lle + o(@) (745)
Ainsi, substituons x et y par % dans (7.42), nous obtenons
1/ () = 2f( =3, Hpr + oo 2p+1 [z + o (z)[[” (7.46)
pour tout x € Fj.
Maintenant, on montre par récurrence sur n 1’inégalité suivante :
n 52707 ey 980-p) B(n-1)(1-)
1f(x) =2 f( 7= S5l ™+ 2 o2 ] (7.47)

s B o
D) o llr T oz z)||PP[1 4 280-P) 4 28 D-p)]

De (7.46), il s’ensuit que (7.47) est vraie a I’ordre n = 1. Supposons que (7.47) est vraie
a I’ordre n et montrons qu’elle est encore vraie a I’ordre n + 1.

1f(2) = 2”“f(QnH)IIﬁ
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X

= £ (@) = 2" () +2"[f(57) = 2 (I
< 7 @) = 2 FGI° + 218 (5) = 24 (eI

2 «9 n—1)(1—
< HxHﬁp[ 1+ 200-p) o 4 9f-1)( p)]+WHx+U( )Hﬁp[l—i—
W11 2 2898 PN
o 2O g ST el + S i e+ o @I

29

I/\

n(1— 0°
S el 4 200 g 28] semllr+ol 2)||PP[1+
+...+25”(1‘p)].

Ce qui prouve la validité de I'inégalité (7.47).
Ensuite, nous montrons que la suite des fonctions

Jo(z) = 2"f(;—n), ve By, neN, (7.48)

est une suite de Cauchy pour chaque =z € Ej.
En utilisant (7.46), nous avons

Xz

[ Tnga () = ()] = H2”“f(2n+1) 2”f(—

|

<2007 @H:CH“L |z +o(2)]|"].

2p+1 |
Comme 2'7? < 1, la conclusion désiré s’ensuit. Cependant, £, est un espace quasi-normé
complet, ce qui donne que J,(x) est une suite convergente vers la fonction .J(x) pour tout
x € E;. Montrons que J est solution de 1’équation fonctionnelle o-Jensen (7.3).

En effet;

e +9) + ol + 0(0)) — 20u(@)] = 217 (o + L)+ (5 + D) g2

< 2”(1"3)9[||5L“||” + llyl*]-
Comme 2'77 < 1, et en faisant tendre n — o0, nous obtenons que .J est solution de

I’équation (7.2). L’unicité de I’application J peut €tre prouvé en utilisant des calculs simi-
laires a ceux de la preuve du Théoreme 7.2.2, ce qui complete la preuve du Théoreme 7.4.1.

[ )

Théoreme 7.4.2 Soient £ un espace normé, Ey un espace 3-Banach et f : By — Es une
application qui satisfait l’'inégalité

1z +y) + fz+oly) = 2f (@) < O([[<]” + [ly[]") (7.49)
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pour 0 > 0, p € [0,1] et pour tout x,y € Ey. Alors, il existe une unique application j :
Ey — Ej, solution de I’équation fonctionnelle o-Jensen (7.2), vérifiant

1S (z) = j(0)]| < ][+ [+ o (z)|[” (7.50)

(28 — 200)5 2(28 — 26p)5

pour tout x € Ej.

Preuve. Prenons © = 0 ety = = + o(z) dans (7.49), nous trouvons

0
1f (@ + o)) < Sllz + o] (7.51)

Ainsi, remplagons x et y par x dans (7.49), nous obtenons

1/ (=) = %f@fﬂ)\lﬁ < 0%l + (Z)ﬁHx +o(@)||” (7.52)

pour tout x € Fs.
Par récurrence sur n, nous obtenons pour n > 1 :

1
1 (x) = o f @) < 07| P[1 + 27077 4 4 2Pnm D) (7.53)

0
+(Z)ﬂ”l‘ + o)1 + 98(-p) 4 4 26(%*1)(1717)]_

Supposons que (7.52) est vraie pour 7 et montrons qu’elle est vraie pour n 4 1. Nous avons

17(@) ~ g F2 )

1 1

Snlf(2r) — S f )|

= (&) — o @) + o, :

0
< 0|2 ||PP[1 + 280P) 4 2P0 mD0AR) (—)’6||x + o(2)]|?P[14

1
Ly 1 o).

6°
9B(1=p) L 4 9B(n-1)(1-p)
+ +...+ ] + YAV

2 el +
AL

< 08|z ||P[1 + 280P) 4 L 2P0 (Z)ﬂnx +o(x)| %P1+
+200=p) ¢ 2fn1-P)],

Ce qui prouve la validité de I'inégalité (7.52).
Définissons la suite de fonctions

1
Jn(z) = 2—nf(2”x), x € Fy, neN. (7.54)
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De (7.52), nous obtenons pourn € Netz € E)

1

lna(e) = @) = g F2 ) = o @)

1 n 1 n
= S5l @) - SrE)P
nB(p— 1
< 20| P + o+ o (2) |7,

Du fait que 27! < 1, nous déduisons, que {4, ()} en est une suite de Cauchy pour chaque
x € Fj. Cependant, Fy est un espace quasi-Banach, donc la fonction suivante j(z) =
lim j,(x) existe pour chaque z fixé dans Fj.

n——+

Soient = et y deux éléments de F;. De (7.49), il s’ensuit que

1z +9) + dn(@ + 0(¥) = 2ju(2)|| = Qin||f(2"x +2") + f(2"x + 20 (y)) — 2f(2"2))|
< 2200 l]|” + y[1”]

En faisant tendre n vers +o00, nous déduisons que j est solution de 1’équation fonctionnelle
o-Jensen (7.2). L’unicité de I’application j peut étre prouver en utilisant les mémes arguments
que ceux de la preuve du Théoreme 7.3.2. Ce qui acheve la preuve du théoréme. [ )

Théoreme 7.4.3 Soient E, espace normé, Ey un espace [3-Banach et f : By — FEy une
application qui satisfait l’inégalité

1z +y) + [z +oly) = 2f (@) < O(z]” + lly[”) (7.55)

pour 0 > 0, p < 0 et pour tout x,y € E. Alors, il existe une unique application h : E; —
Es, définie par

h(z) = Tim —{f(2"2) + (2" — DF2" "z + 2" o (x)}, (7.56)

n—-+oo 2N

solution de I’équation fonctionnelle o-Jensen (7.2), vérifiant

1/ () = h(z)]| < [z ]l” + = + o (2)]]*] (7.57)

(1 — 200)5
pour tout x € E.

Preuve. Remplagons z et y par 2, (resp., par 2"~ 'z + 2"~ 5 (z)), nous obtenons

1F (2" @) + f(2"e + 2"0(2)) — 2f (2"2)|| < 2027 |||)” (7.58)
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respectivement,
I£(2"2 +2"0 () — (2" ta + 2" o (@) ]| < 62072l + o (x)||P (7.59)

pour tout n > 1.
Montrons par récurrence sur 1’entier n que

7@) — g 2) + (2" = DR 4+ 2 o (@) (7.60

9°

J& P Bp (n—1)Bp
< @°||x|P[L+ 2P+ ...+ 2 ]+2ﬁp

|2 + o (x)||PP[2°P + 227 .. 4 2= D],
La propriété pour n = 1 découle de I'inégalité (7.58). Supposons que (7.60) est vraie pour n
et montrons qu’elle est vraie pour n + 1.

1/ () = inﬂ {f@ ) + (2" = 1) f (2" + 2"0(2)) }]7

= IIQ%{f(T‘l“) +(2" = 1)f2" e+ 2" ()} — f(2)
1

t ol Q) + f(2' + 2o () — 2f(2"0)
%U’(z% 4 20(2)) — £(2 x4+ 27 o (2))]|)°

<17 (@)~ el F2) + (2 = DFE@w + 2 (@)}

1
o 1 (2 2) + f(2'2 + 20 (2)) — 2f(2"x) |

+H (2" + 2% (2)) = f(2" e + 2" o ()7

6
< 0°||2|[P[1 4 2% + .. 4 200 1BP) 4 (ﬁ)ﬁnx + o (x)||?P[2% + ... 4 20 DB

2698

+2(n+1)52”5”||:v||ﬂp +962(n—1)ﬁp”x +U($)||ﬁp

A
§QﬁHpr[l—i—2’8p+...—|—2”5p]—|—ﬁHx—i—o(x)Hﬁp[Zﬂp—i—prjL...—|—2"ﬂp],

ce qui prouve la validité de I'inégalité (7.60).
Nous définissons par la suite, la suite de fonctions suivante :

a() = 5 (F(2"0) + (2 = DF@ 0+ 2" o (2)}
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pour tout entier naturel positif n et x € Fj.
Montrons que {h, () },en est une suite de Cauchy pour chaque x € F;.

() = hu(@)]) = g P2 0) + (27 = 1) F (2% + 270 ()]

_ 2%[]6(2%) (20— 1)+ 27 o ()]

(
< [f@2") + f(2"0 + 20 (2)) — 2f(2")]|
+I /(2" + 2" (2)) = f(2"w + 2" o ()]

1
< 2%9[[l=[l” + o llz + o (@)]I"].

Comme 2P < 1, la conclusion désirée s’ensuit. Cependant, F, est un espace quasi-Banach,

donc nous pouvons définir
h(z) = lm h,(z) (7.61)

n—-+00

pour tout x € Fj.
Montrons que h est solution de I’équation (7.2). Considérons z,y € F,. Alors;

(e +9) + hule + 0(4) — 20, (2)]
= o F@ 4+ 2') + (20 = D+ 2y 4 2 () + 2o (y))

+ f(2" 4+ 2% (y) + (2" = D" e+ 2" o (y) + 2" o (x) + 2" y)
—2f(2") + (2" = D)2z + 2" o ()]

< S f @+ 2%) + F@ + 20(y) - 2/(2")]

+ Z D@ o) + 27 + o) + Qe+ o(a) + 2y + o)

=22 (z +o(2)]
< 2{{]l” + llyll” + Q—IPHIJI +o(@)|" + [y + oy}

Ce qui donne que A est solution de I’équation (7.2). Supposons, a présent, qu’il existe deux
fonctions h; : Ey — Es (i = 1,2), solutions de (7.2), et satisfont I’inégalité (7.57).
Tout d’abord, nous prouvons par récurrence :

hi(2"x) + (2" — V) h(2" o + 2" o (z)) = 2"hi(z). (7.62)

Prenons y = x dans (7.55), nous obtenons (7.62) pour n = 1. Supposons que (7.62) est vraie
pour n et montrons qu’elle est encore vraie pour n 4 1, nous avons :

hi(2" T x) + (27T — DAy (272 4 270 (2))
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= hi(2"2) + hi(z)(2"x + 2"0(x)) — 2hi(2"7)
+(2" =1 2R (2" Tz 42" o (2) + 2" e+ 2" o (7)) — 2R (27 e 42" o ()]
+2[hi(2"7) + (2" — D) (2" e + 2" o ()]

=0+ 0+ 2" h(z)

= 2" h,(x).

D’ou, I'inégalité (7.62) est vraie pour tout entier naturel n. Montrons maintenant I’unicité
de I’application h. Pour tout x € E; et pour tout n € N, nous obtenons

171 () = ha(z)|
- Qin[llhl(zna:) +(2" = D (2" e+ 270 (2) — ha(2'2) — (2" — Dha(2" w4+ 2" o (2))

< rll(@'2) — F)| + @~ D@ w + 2 o(e) ~ F@ N + 2o (@)]

1 n n n n— n— n— n—
+ 5 llha(2"0) = F(2"2) [ + (2" = D[ha(2" T2 + 270 (2)) = f(2" T + 27 o (@)
< 2'720(1 = 2°7) 5 [[al]” + 2|}z + o (@)|| + 277 & + o ()]
Sin — +oo, on obtient hy(z) = hy(z) pour tout z € E;. Ce qui complete la preuve du
théoreme. L

Théoreme 7.4.4 Soient Ey un espace normé et Ey un espace [3-Banach. Si la fonction f :
Ey — Ej satisfait linégalité

1f (& +y) = flz+o(y) = 2F W) < Oll]” + lly[”) (7.63)

pour 8 > 0, p > 1 et pour tout x,y € F,. Alors, il existe une unique application S : £, —
E, définie par
S(z) = lim 2”f(2ﬁn), (7.64)

n—-+o0o

solution de ’équation fonctionnelle o-Jensen (7.3), vérifiant

20

(200 — 20)5 |z + o ()" (7.65)

If(z) = S(@)| < [+

2(20 — 28)7

pour tout x € Ej.
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Théoreme 7.4.5 Soient Fy un espace normé et Ey un espace [3-Banach. Si la fonction f :
Ey — Ej satisfait linégalité

1f(z+y) = fle+oy) = 2f @I < O0(<]” + llyll”) (7.66)

pour 8 > 0, p < 1 et pour tout x,y € Fy. Alors, il existe une unique application g : £, —
L, définie par

1
= lim —f(2" .
gle) = lim ——f(2"a), (7.67)
solution de I’équation fonctionnelle o-Jensen (7.3), vérifiant
20 b 1 »
1 () = g(@)|| < ———=[ll=[|" + Sllx + o (z)[]"] (7.68)
(26 — 2607 2

pour tout x € Ej.

7.5 Probleme ouvert

R. Ger et J. Sikorska [69] se sont intéressés a la stabilité de I’équation fonctionnelle de
Cauchy orthogonale :

flx+y)=f(x)+ f(y), Ly

Théoreme 7.5.1 Soient (X, L) un espace orthogonal et Y un espace de Banach. Soit f :
X — Y une fonction satisfaisant

[f(z+y)— flz) = f)ll <e

pour tout x,y € X avec x L y et € > 0. Alors, il existe une unique application additive
orthogonale a : X — Y vérifiant

If (@) —a(@)| < e
pour tout x € X.

L’ équation orthogonale des quadratiques :

flx+y)+ flz—y)=2f(r) +2f(y), v Ly

a été examinée, pour la premiere fois, par F. Vajzovi¢ [176] avec X un espace de Hilbert,
Y corps des scalaires, f continue et | désignant 1’othogonalité dans 1’espace de Hilbert. Ce
résultat a été, ensuite, généralisé par H. Drljevié [42], M. Fochi [59], M. Moslehian [109, 110]
et G. Szabd [169].
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On pourrait considérer, a présent, le probleme suivant : soient (X, L) un espace orthogonal
normé, Y un espace de Banach et f : X — Y une fonction vérifiant ’inégalité

If(z+y) + fle+oly) —2f(x) = 2f ()] <e

pour tout z,y € X avecx L yeto : X — X une involution de X . Existe-il une constante c
et une fonction ¢ : X — Y/, solution de 1’équation fonctionnelle orthogonale o-quadratiques :

flz+y)+ flz+oly) =2f(z) +2f(y), v Ly
satisfaisant
[f(x) —q(@)]| < ce

pour tout x € X ?
On pourra encore poser le méme probleme pour les équations fonctionnelles suivantes :

‘%Zf(xw-y) — f(0)+ f(y), Ty € X
keK

et
%Zf(ﬂk-y):f(x)? 7y € X

keK
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