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Je tiens ensuite à remercier les membres du jury pour leur partcipation.

Je remercie vivement M. Akkouchi, Professeur à l’université Cadi Ayyad qui m’a fait
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RÉSUMÉ DE LA THÈSE

Dans cette thèse, nous traitons deux aspects de la théorie des équations fonctionnelles :
résolution et étude de stabilité, au sens de Hyers-Ulam, et, au sens de Hyers-Ulam-Rassias,
d’une classe d’équations fonctionnelles.
Pour la résolution des équations fonctionnelles, nous donnons toutes les solutions de l’équation
matricielle d’ordre 3 de d’Alembert et de Wilson dans le chapitre 1.
Concernant la stabilité des équations fonctionnelles, nous étudions dans le chapitre 2, la sta-
bilité, au sens de Hyers-Ulam, de l’équation fonctionnelle σ-quadratique, en adoptant une
nouvelle preuve, plus simple, puis nous caractérisons la même équation ayant des valeurs
dans un espace muni d’un produit scalaire.
Le chapitre 3 examine la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, en utilisant la méthode du point
fixe de l’équation fonctionnelle K-quadratique et de l’équation fonctionnelle K-Jensen.
Dans le chapitre 4 nous établissons de nouveaux théorèmes de stabilité, au sens de Hyers-
Ulam, de l’équation fonctionnelle σ-quadratique et de l’équation fonctionnelle σ-Jensen, dans
les domaines non bornés.
Le chapitre 5 se focalise sur l’étude de l’équation fonctionnelle généralisée des quadratiques.
Nous déterminons la solution de cette équation fonctionnelle, et nous prouvons la stabilité, au
sens de Hyers-Ulam-Rassias, dans les espaces de Banach et dans les domaines non bornés, en
adoptant la méthode directe et la méthode du point fixe.
La stabilité de l’équation fonctionnelle σ-Drygas dans les semi-groupes moyennables, est le
résultat principale du chapitre 6.
Le chapitre 7 est consacré à l’étude de la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, dans les espaces
β-Banach, des équations fonctionnelles, de type σ-Jensen et ce, en nous basant sur la méthode
directe.
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1. E. Elqorachi, Y. Manar and Th. M. Rassias. Hyers-Ulam stability of the quadratic functio-
nal equation. Functional Equations in Mathematical Analysis, Springer optimization and its
applications, V 52 (2012), 97-105.



http://www.springerlink.com/content/n52444658585314g/

2. E. Elqorachi, Y. Manar and Th. M. Rassias. Hyers-Ulam stability of the quadratic and
Jensen functional equations on unbounded domains. J. Math. Sci. Advances and Application,
4 (2) (2010), 287-303.
http://scientificadvances.co.in/index.php?cmd=abstract&j=1&su=23&artical=276

3. E. Elqorachi, Y. Manar and Th. M. Rassias. Hyers-Ulam stability of the quadratic func-
tional equation. Int. J. Nonlinear Anal. Appl., 1 (2) (2010), 11-20.
http://journals.semnan.ac.ir/ijnaa/browse.php?mag\ id=2\&slc lang=en\&sid=1

4. Y. Manar, E. Elqorachi and B. Bouikhalene. Fixed points and Hyers-Ulam-Rassias sta-
bility of the quadratic and Jensen functional equations. NonLinear. Func. Anal. appl., 15 (2)
(2010), 273-284.
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/en/search?q=an:pre06000662\&format=complete

5. Y. Manar, E. Elqorachi and Th. M. Rassias. Hyers-Ulam stability of the Jensen func-
tional equation in quasi-Banach spaces. Nonlinear Funct. Anal. Appl., 15 (4) (2010), 581-603.
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/en/search/?q=an:pre06000812\&format=complete

6. Y. Manar, E. Elqorachi and Th. M. Rassias. On the Hyers-Ulam stability of the quadratic
and Jensen functional equations on a restricted domain. Nonlinear Funct. Anal. Appl., 15 (4)
(2010), 647-655.
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/en/search/?q=an:pre06000817\&format=complete

7. B. Bouikhalene, E. Elqorachi and Y. Manar. Wilson’s functional equations for vector and
3× 3 matrix valued functions. Inequality Theory and Applications, Vol 6, 2010.
https://www.novapublishers.com/catalog/product info.php?products id=13293

8. E. Elqorachi and Y. Manar. Fixed points approach to the stability of the quadratic func-
tional equation. Nonlinear Analysis, Stability, Approximation, and Inequalities, Springer Op-
timization and Its Applications, V 68 (2012), 259-278.

9. E. Elqorachi and Y. Manar. Hyers-Ulam stability of the Drygas functional equation in
amenable semigroups. (submitted for publication).

10. E. Elqorachi and Y. Manar. On the paper by A. Najati and S.-M. Jung : the Hyers-Ulam
stability of approximately quadratic mapping on restricted domains. J. Nonlinear Anal. Appl.,
2012, (2012) Article ID jnaa-00127, 10 Pages doi :10.5899/2012/jnaa-00127.
http://www.ispacs.com/journals/jnaa/2012/jnaa-00127/



Table des matières

Introduction Générale 4

1 Equations fonctionnelles matricielles d’ordre 3 de d’Alembert et de Wilson 21
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.2 Equation fonctionnelle matricielle d’ordre 3 de d’Alembert . . . . . . . . . . 24
1.3 Equation fonctionnelle matricielle d’ordre 3 de Wilson . . . . . . . . . . . . 28
1.4 Sur l’équation fonctionnelle trigonométrique avec involution . . . . . . . . . 47
1.5 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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5.4 Stabilité de l’équation généralisée des quadratiques en utilisant l’alternative

du point fixe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
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Introduction Générale

Les équations fonctionnelles forment une branche des mathématiques modernes. Elles
sont apparues à la même époque que les définitions modernes des fonctions. De 1747 à 1750,
J. d’Alembert a publié trois papiers, ces derniers étant les premiers concernant les équations
fonctionnelles. La première croissance significative de la discipline des équations fonction-
nelles a été stimulée par le problème de la loi du parallélogramme des forces (Aczél (1966)).
En 1769, d’Alembert réduit ce problème pour trouver des solutions de l’équation fonction-
nelle f(x + y) + f(x − y) = 2f(x)f(y). Beaucoup de mathématiciens célèbres, notamment
N. H. Abel, A. L. Cauchy, J. Bolyai, J. d’Alembert, L. Euler, F. C. Gauss, M. Frechet, J. L.
Jensen, A. N. Kolmogorov, N. I. Lobaceveskkii, J. V. Pexider et S. D. Poisson, ont étudié les
équations fonctionnelles en raison de leur apparente simplicité et de leur nature harmonique.

Bien que l’étude moderne des équations fonctionnelles a commencé il ya plus de 250
ans, la croissance effective de cette discipline date du dernier demi-siècle. En 1900, David
Hilbert a suggéré, dans le cadre de son cinquième problème, que si la théorie des équations
différentielles fournit des techniques élégantes et puissantes pour résoudre les équations fonc-
tionnelles, les hypothèses de dérivabilité ne sont pas « intrinsèquement » nécessaires. Mo-
tivés par Hilbert, les chercheurs ont suggéré de nombreux traitements de différentes équations
fonctionnelles, sans supposer toutes les hypothèses de régularité. Ces efforts ont donné nais-
sance à la théorie moderne des équations fonctionnelles. Les ouvrages de S. Pincherle (1906,
1912), E. Picard (1928), G. H. Hardy, J. E. Liittlewood, G. Polya (1934), M. Ghermanescu
(1960), J. Aczél (1966), et M. Kuczma (1968) ont également fait progresser, d’une manière
considérable la discipline des équations fonctionnelles. Les livres récents de J. Dhombres
(1979), M. Kuczma (1985), J. Aczél (1987), J. Smital (1988), J. Aczél, J. Dhombres (1989),
M. Kuczma, B. Choczewski, R. Allemagne (1990), L. Székelyhidi (1991), E. Castillo, M.
Ruiz-Cobo (1992), B. R. Ebanks, P. K. Sahoo, W. Sander (1998), P. K. Sahoo, T. Riedel
(1998), D. H. Hyers, G. Isac, Th. M. Rassias (1998), S.-M. Jung (2001), S. Czerwik (2002), et
I. Risteski, V. Covachev (2002) ont contribué de manière significative à l’avancement de cette
discipline.

La notion de stabilité des équations fonctionnelles à plusieurs variables remonte à plus
d’un demi-siècle quand, d’une part, S. M. Ulam a posé le problème fondamentale et, d’autre
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part, D. H. Hyers en a donné en 1941 la première solution partielle mais significative. La
théorie de la stabilité des équations fonctionnelles a été révisée et développée par un nombre
important de mathématiciens au cours des deux dernières décennies.
En 1940, S. M. Ulam a donné une conférence de grande importance, devant le Club des
mathématiques de l’Université de Wisconsis, dans laquelle il a examiné un certain nombre de
problèmes « ouverts ». Parmi ces problèmes, figure celui de la stabilité d’homomorphisme de
groupe :

Etant donnés un groupe métrique (G, d), un nombre ε > 0 et une application
f : G −→ G satisfaisant d(f(x · y), f(x) · f(y)) ≤ ε pour tout x, y ∈ G, existe-il
un homomorphisme a : G −→ G et une constante k > 0, dépendant seulement
de G, tels que d(a(x), f(x)) ≤ kε pour tout x ∈ G ?

Si la réponse est positive, l’équation des homomorphismes : a(x · y) = a(x) · a(y) est dite
stable.
En essayant de résoudre des problèmes analogues, la plupart des auteurs ont privilégié les ho-
momorphismes entre différentes structures topologiques de groupes ou d’espaces vectoriels.
La première réponse positive donnée par D. H. Hyers en 1941, est formulée dans le résultat
suivant :

Théorème 0.0.1 [77] Soit f : E1 → E2 une application entre les espaces de Banach E1 et
E2, qui vérifie

‖f(x+ y)− f(x)− f(y)‖ ≤ ε pour tout x, y ∈ E1

pour ε > 0. Alors, il existe exactement une seule application additive a : E1 → E2

a(x+ y) = a(x) + a(y) pour tout x, y ∈ E1

vérifiant
‖f(x)− a(x)‖ ≤ ε pour tout x, y ∈ E1,

donnée par la formule
a(x) = lim

n→+∞
2−nf(2nx), x ∈ E1.

De plus, si la fonction t → f(tx) est continue en t pour chaque x ∈ E1 fixé, alors a est une
application linéaire.

La méthode adoptée par Hyers pour trouver la formule a(x) = lim
n→+∞

2−nf(2nx) est appelée

par la suite : méthode directe.
Les oeuvres de D. H. Hyers ont initié une grande partie de la recherche actuelle en théorie de
la stabilité des équations fonctionnelles.
On peut généraliser la notion de stabilité introduite dans [77] par Hyers en liaison avec le
problème posé par Ulam : soit l’équation G(g) = D(g) (E). « Si le membre de gauche G(g)
de l’équation (E) n’est pas « loin » du membre de droite D(g), alors il existe une solution f
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de l’équation (E) qui n’est pas « loin » de la fonction g ». Pour un grand nombre de théorème
concernant la stabilité des équations fonctionnelles, la solution f est unique. Mais il existe
dans la littérature des équations qui sont stables mais non uniquement. Nous admettons la
définition suivante :

Définition 0.0.1 L’équation G(g) = D(g) est dite stable si pour chaque ε > 0 il existe δ > 0
tel que si pour chaque g : d(G(g), D(g)) < δ pour toute variable dans l’équation, alors il
existe une solution f de cette équation telle que d(g, f) < ε pour toute variable dans g et
f . L’équation G(g) = D(g) est dite stable uniquement si elle est stable et la solution f est
unique.

T. Aoki [10] et Th. M. Rassias [130] ont démontré une généralisation du Théorème de Hyers
pour les applications additives et les applications linéaires.

Théorème 0.0.2 [130] Soit f : E1 → E2 une application de l’espace vectoriel normé E1

dans un espace de Banach E2. Supposons qu’il existe θ > 0 et p < 1 vérifiant

‖f(x+ y)− f(x)− f(y)‖ ≤ θ(‖x‖p + ‖y‖p)

pour tout x, y ∈ E1, (pour tout x, y ∈ E1\{0} si p < 0). Alors, la limite :

a(x) = lim
n→+∞

2−nf(2nx)

existe pour tout x ∈ E1 et a : E1 → E2 est l’unique application additive telle que :

‖f(x)− a(x)‖ ≤ 2θ

2− 2p
‖x‖p

pour tout x ∈ E1, (pour tout x ∈ E1\{0} si p < 0). Aussi, si pour chaque x ∈ E1 (fixé) la
fonction t→ f(tx) est continue, alors a est R-linéaire.

Débutant vers l’année 1980, le thème de l’approximation d’homomorphisme, ou la stabilité
de l’équation d’homomorphisme, a été repris par un certain nombre de mathématiciens. En
général, ces auteurs ont utilisé un espace vectoriel, voir un groupe ou semi-groupe pour le do-
maine de l’application approximativement additive. Cependant, F. Skof a étudié le problème
de la stabilité des applications définies sur des domaines « restreints ».

Donnons, à présent, une description de notre contribution. Le chapitre 1 donne la résolution
des équations fonctionnelles matricielles d’ordre 3 de d’Alembert et de Wilson. Les chapitres
2 à 7 traitent les différents aspects de la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, et, de Hyers-Ulam-
Rassias, de certaines équations fonctionnelles et ce, en utilisant plusieurs méthodes comme la
méthode directe, la méthode du point fixe, et la méthode des moyennes invariantes.
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Dans le chapitre 1, nous considérons les équations fonctionnelles matricielles d’ordre 3 de
d’Alembert et de Wilson. Dans ce chapitre, nous résolvons l’équation matricielle d’ordre 3 de
d’Alembert : {

Φ(x+ y) + Φ(x+ σ(y)) = 2Φ(x)Φ(y), x, y ∈ G
Φ(e) = I,

(1)

pour Φ : G −→M3(C) et σ une involution de G, i.e., σ(x+y) = σ(x)+σ(y) et σ(σ(x)) = x
∀x, y ∈ G. Nous donnons aussi toutes les solutions de l’équation d’ordre 3 de Wilson :

g(x+ y) + g(x+ σ(y)) = 2Φ(y)g(x), x, y ∈ G, (2)

où la fonction inconnue g : G −→ C3 est un vecteur à valeur fonctionnelle (vecteur colonne).
Nous traitons deux cas, le cas où les composantes de g sont linéairement indépendantes, qui
correspond au cas où Φ vérifie l’équation (1), le second cas est le cas où les composantes
de g sont linéairement dépendantes. Dans ce cas Φ(e) 6= I , et Φ(e) est alors une projection
de dimension 1, 2 ou 0. Comme application des résultats obtenus, nous explorons l’équation
fonctionnelle trigonométrique ainsi que l’équation de Levi-Civitá avec involution puis nous
déterminons les solutions de ces mêmes équations.
Plus précisément, nous avons obtenu les résultats suivants :

Théorème 0.0.3 Soit Φ : G→M3(C) une solution de l’équation fonctionnelle matricielle de
d’Alembert (1), alors il existe une matrice C ∈ GL(3,C) telle que Φ prend l’une des formes
suivantes :
1.

Φ = C

 (γ1 + γ1 ◦ σ)/2 0 0
0 (γ2 + γ2 ◦ σ)/2 0
0 0 (γ3 + γ3 ◦ σ)/2

C−1,

où γ1, γ2, γ3 ∈M(G).
2.

Φ = C

 γ+ γ+(a+ + s−) 0
0 γ+ 0
0 0 (γ3 + γ3 ◦ σ)/2

C−1,

où γ3 ∈M(G), γ+ ∈M+(G), a+ ∈ A+(G), s− ∈ S−(G) et γ+(a+ + s−) 6= 0.
3.

Φ = C


γ + γ ◦ σ

2

γ + γ ◦ σ
2

a+ +
γ − γ ◦ σ

2
a− 0

0
γ + γ ◦ σ

2
0

0 0
γ3 + γ3 ◦ σ

2

C−1,
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où γ, γ3 ∈M(G), γ ◦ σ 6= γ, a+ ∈ A+(G) et a− ∈ A−(G).
4.

Φ = C

 γ+ 0 γ+(a+
1 + s−1 )

0 γ+ γ+(a+
2 + s−2 )

0 0 γ+

C−1,

où γ+ ∈M+(G), a+
1 , a

+
2 ∈ A+(G) et s−1 s

−
2 ∈ S−(G).

5.

Φ = C

 γ+ γ+(a+
2 + s−2 ) γ+(a+

1 + s−1 )
0 γ+ 0
0 0 γ+

C−1,

où γ+ ∈M+(G), a+
1 , a

+
2 ∈ A+(G) et s−1 , s

−
2 ∈ S−(G).

6.

Φ = C

 γ+ d−1γ+(a+ + (a−)2) γ+(
(a+)2

2
+ a+(a−)2 +

(a−)4

6
+ a+

1 + s−)

0 γ+ dγ+(a+ + (a−)2)
0 0 γ+

C−1,

où γ+ ∈M+(G), a+, a+
1 ∈ A+(G), a− ∈ A−(G), s− ∈ S−(G) et d ∈ C \ {0}.

7.

Φ = C


γ + γ ◦ σ

2

λ1

2
(
γ + γ ◦ σ

2
a+ +

γ − γ ◦ σ
2

a−) ∗

0
γ + γ ◦ σ

2

λ2

2
(
γ + γ ◦ σ

2
a+ +

γ − γ ◦ σ
2

a−)

0 0
γ + γ ◦ σ

2

C−1,

avec ∗ =
γ + γ ◦ σ

2
a+

1 +
γ − γ ◦ σ

2
a−1 +

1

4
(γ(a+ + a−)2 + γ ◦ σ(a+ − a−)2), γ ∈ M(G),

γ ◦ σ 6= γ, a+, a+
1 ∈ A+(G), z 6= 0, z2 = λ1λ2 et a−, a−1 ∈ A−(G).

8.

Φ = C


γ + γ ◦ σ

2
0

γ + γ ◦ σ
2

a+
1 +

γ − γ ◦ σ
2

a−1

0
γ + γ ◦ σ

2

γ + γ ◦ σ
2

a+
2 +

γ − γ ◦ σ
2

a−2

0 0
γ + γ ◦ σ

2

C−1,

où γ ∈M(G), γ ◦ σ 6= γ, a+
1 , a

+
2 ∈ A+(G) et a−1 , a

−
2 ∈ A−(G).

9.

Φ = C


γ + γ ◦ σ

2

γ + γ ◦ σ
2

a+
2 +

γ − γ ◦ σ
2

a−2
γ + γ ◦ σ

2
a+

1 +
γ − γ ◦ σ

2
a−1

0
γ + γ ◦ σ

2
0

0 0
γ + γ ◦ σ

2

C−1,
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où γ ∈M(G), γ ◦ σ 6= γ, a+
1 , a

+
2 ∈ A+(G) et a−1 , a

−
2 ∈ A−(G).

Théorème 0.0.4 Si Φ : G → M3(C) et g : G → C3 avec g ∈ F sont des solutions de
l’équation (2), alors il existe α, β ∈ C3 et C ∈ GL(3,C) tels que

g = C(Eα + E ◦ σβ) et Φ = C(
E + E ◦ σ

2
)C−1,

où E : G→ M3(C) prend l’une des formes suivantes avec γ1, γ2, γ3 ∈ M(G), γ+
1 , γ

+
2 , γ

+
3 ∈

M+(G), a+, a+
1 , a

+
2 , a

+
3 , a

+
4 , a

+
0 ∈ A+(G), a−, a−1 , a

−
2 , a

−
3 , a

−
4 , a

−
0 ∈ A−(G), s− ∈ S−(G) et

c, c1, c2, c3, c4, λ1, λ2, µ ∈ C.

E1 =

 γ1 0 0
0 γ2 0
0 0 γ3

 , E2 =

 γ1 0 0
0 γ2 0
0 0 γ3(1 + a−3 )

 ,

E3 =

 γ1(1 + a−1 ) 0 0
0 γ2(1 + a−2 ) 0
0 0 γ3

 , E4 =

 γ1(1 + a−1 ) 0 0
0 γ2(1 + a−2 ) 0
0 0 γ3(1 + a−3 )

 ,

E5 =

 γ+
1 γ+

1 (a+ + a−1 + s−) 0
0 γ+

1 0
0 0 γ3

 , E6 =

 γ+
1 γ+

1 (a+ + a− + s−) 0
0 γ+

1 0
0 0 γ3(1 + a−3 )

 ,

E7 =

 γ+
1 (1 + a−2 ) γ+

1 (c(a−2 )3 + 3c(a−2 )2 + a+ + a+a−2 + a−1 ) 0
0 γ+

1 (1 + a−2 ) 0
0 0 γ3

 ,

E8 =

 γ+
1 (1 + a−2 ) γ+

1 (c(a−2 )3 + 3c(a−2 )2 + a+ + a+a−2 + a−1 ) 0
0 γ+

1 (1 + a−2 ) 0
0 0 γ3(1 + a−3 )

 ,

E9 =

 γ1 γ1(a
+ + a−) 0

0 γ1 0
0 0 γ3

 , E10 =

 γ+ 0 γ+(a+ + a−1 + s−)
0 γ+ γ+(a+

2 + a−2 + s−2 )
0 0 γ+

 ,

E11 =

 γ1 γ1(a
+ + a−) 0

0 γ1 0
0 0 γ+

3 (1 + a−3 )

 , E12 =

 γ+ 0 γ+(a+ + a− + s−)
0 γ+ γ+(a+

2 + a−2 + s−2 )
0 0 γ+

 ,

E13 =

 γ+
1 (1 + a−3 ) 0 γ+(c(a−3 )3 + 3c(a−3 )2 + a+ + a+a−3 + a−1 )

0 γ+
1 (1 + a−3 ) γ+(c

′
(a−3 )3 + 3c

′
(a−3 )2 + a+

2 + a+
2 a

−
3 + a−4 )

0 0 γ+
1 (1 + a−3 )

 ,

E14 =

 γ+ γ+(a+
2 + s−2 ) γ+(a+ + s− + a−4 )

0 γ+ 0
0 0 γ+

 ,
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E15 =

 γ+ ∗ ∗∗
0 γ+(λ1a

−
1 + 1) γ+λ1a

−
1

0 γ+λ1a
−
1 γ+(λ2a

−
1 + 1)

 ,

où
∗ = γ+ 1

3
{c2(a−1 )3 + r1c2(a

−
1 )2 + λ2(a

+
4 + s−4 ) + a+

1 a
−
1 + r1a

+
1 },

∗∗ = γ+ 1

3
{c2(a−1 )3 + r2c2(a

−
1 )2 − λ1(a

+
4 + s−4 ) + a+

1 a
−
1 + r2a

+
1 + a−0 }.

E16 =

 γ+ γ+∗ γ+ ∗ ∗
0 γ+(a−2 + 1) γ+a−2
0 0 γ+(a−3 + 1)

 ,

où

∗ =
α1

3
(a−2 )3 +

β2

3
(a−3 )3 + α2a

−
2 (a−3 )3 + α1(a

−
2 )2 + α2(a

−
3 )2 + 2β2a

−
2 a

−
3 + a+

2 ,

∗∗ =
α1

3
(a−2 )3 +

β2

3
(a−3 )3 + α2a

−
2 (a−3 )3 + β1(a

−
2 )2a−3 + β1(a

−
2 )2 + β2(a

−
3 )2

+ 2α2a
−
2 a

−
3 + a+ + a−2 a

+
2 + a−3 a

+ + a−0 .

E17 =

 γ+ ∗ ∗∗
0 γ+(a−4 + 1) γ+d(a+ + (a−)2)

0 0 γ+

 ,

où
∗ = γ+[d−1{(a+ +

1

3
(a−)2)a−4 + a+ + (a−)2)}+ a−2 ]

∗∗ = γ+[{1

2
(a+)2 + a+(a−)2 +

1

6
a−)4}+ a+

1 + s−1 ].

E18 =

 γ+ ∗ ∗∗
0 γ+(d

3
(a−)3 + a− + 1) (d

3
(a−)3 + d(a−)2 + da+a− + da+

0 γ+a− γ+(a− + 1)

 ,

où
∗ = γ+{ 1

30
(a−)5 + (d−1 + k)(a−)3 + d−1(a−)2+

1

2
(a+)2a− +

1

2
a+(a−)3 + d−1a+a− + d−1a+ +

1

µ
a−4 },

∗∗ = γ+{ 1

30
(a−)5 +

1

6
(a−)4 + k(a−)3 + a+(a−)2+

1

2
a+(a−)3 +

1

2
(a+)2a− + k(a−)2 +

1

2
(a+)2 +

1

µ
a−4 }.
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E19 =

 γ+ ∗ ∗∗
0 γ+(d

3
(a−)3 + da+a− + 1

µ
a−0 + 1) γ+d((a−)2 + a+)

0 γ+a− γ+

 ,

où
∗ = γ+{ 1

30
(a−)5 + β3

1

3
(a−)3 + d−1(a−)2 + d−1a+

+
1

3
a+(a−)3 + a+a−0 + a+

1 a
− +

1

2
(a+)2a− +

1

µ
a−0 a

+ 1

µ
a−0 (a−)2 +

1

µ
a−4 },

∗∗ = γ+{1

6
(a−)5 +

d

3
(a−)3 + β2(a

−)2

+2d−1µ−1a−0 a
− +

1

2
(a+)2 + a+(a−)2 + a+

1 +
1

6
(a−)4}.

E20 =

 γ λ1γa γ(λ1λ2

2
a2 + a0)

0 γ λ2γa
0 γ+a− γ

 .

Réciproquement, n’importe quelle paire {g,Φ} décrite ci-dessus est solution de l’équation
fonctionnelle matricielle de Wilson (2).

Théorème 0.0.5 Toutes les solutions (g,Φ) ∈ C(G,C3)× C(G,M3(C)) de l’équation fonc-
tionnelle de Wilson (2) sont données comme suit :
1- Les solutions décrites dans le Théorème 0.0.4.
2- Il existe C1 ∈ GL(3,C), γ ∈M(G) avec γ 6= γ ◦ σ, et α1, β1 ∈ C tels que :

C−1
1 g = γ

 α1

0
0

 + γ ◦ σ

 β1

0
0

 ,

C−1
1 ΦC1 =

1

2
(γ + γ ◦ σ)I +

 0 ψ1 ξ1
0 ψ2 ξ2
0 ψ3 ξ3

 ,

où ψi, ξi ∈ C(G), (i = 1, 2, 3) sont des fonctions arbitraires.
3- Il existe C1 ∈ GL(3,C), γ+ ∈M+(G), a− ∈ A−(G) et c ∈ C tels que :

C−1
1 g = (c+ a−)γ+

 1
0
0

 , C−1
1 ΦC1 = γ+I +

 0 ϕ1 θ1

0 ϕ2 θ2

0 ϕ3 θ3

 ,

où ϕi, θi ∈ C(G) (i = 1, 2, 3) sont arbitraires.
4- Il existe C2 ∈ GL(3,C), γ1, γ2 ∈M(G) avec γi 6= γi ◦ σ, et α1, β1, α2, β2 ∈ C vérifiant

C−1
2 g =

 α1γ1 + β1γ1 ◦ σ
0
0

 +

 0
α2γ2 + β2γ2 ◦ σ

0

 ,
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C−1
2 ΦC2 =


1

2
(γ1 + γ1 ◦ σ) 0 0

0
1

2
(γ2 + γ2 ◦ σ) 0

0 0
1

2
(γ3 + γ3 ◦ σ)

 +

 0 0 ψ1

0 0 ψ2

0 0 ψ3

 ,

où ψ1, ψ2, ψ3 ∈ C(G) sont arbitraires.
5- Il existeC2 ∈ GL(3,C), γ1, γ2 ∈M(G) avec γ1 6= γ1◦σ et γ2 = γ2◦σ = γ+

2 , a−2 ∈ A−(G)
et α1, β1, c

′
1 ∈ C et c ∈ C tels que :

C−1
2 g =

 α1γ1 + β1γ1 ◦ σ
0
0

 +

 0
γ+

2 (c
′
1 + a−2 )
0

 ,

C−1
2 ΦC2 =


1

2
(γ1 + γ1 ◦ σ) 0 0

0 γ+
2 0

0 0 0

 +

 0 0 ψ1

0 0 ψ2

0 0 ψ3

 ,

où ψ1, ψ2, ψ3 ∈ C(G) sont arbitraires.
6- Il existe C2 ∈ GL(3,C), γ1, γ2 ∈ M(G) avec γ1 = γ1 ◦ σ = γ+

1 et γ2 6= γ2 ◦ σ,
a−1 ∈ A−(G), α2, β2, c1 ∈ C et c ∈ C de telle sorte que :

C−1
2 g =

 γ+
1 (c1 + a−1 )

0
0

 +

 0
α2γ2 + β2γ2 ◦ σ

0

 ,

C−1
2 ΦC2 =

 γ+
1 0 0

0
1

2
(γ2 + γ2 ◦ σ) 0

0 0 0

 +

 0 0 ψ1

0 0 ψ2

0 0 ψ3

 ,

où ψ1, ψ2, ψ3 ∈ C(G) sont arbitraires.
7- Il existe C2 ∈ GL(3,C), γ1, γ2 ∈ M(G) avec γ1 = γ1 ◦ σ = γ+

1 , γ2 = γ2 ◦ σ = γ+
2 ,

a−1 , a
−
2 ∈ A−(G) et c1, c2 ∈ C vérifiant

C−1
2 g =

 γ+
1 (c1 + a−1 )

0
0

 +

 0
γ+

2 (c2 + a−2 )
0

 ,

C−1
2 ΦC2 =

 γ+
1 0 0
0 γ+

2 0
0 0 0

 +

 0 0 ψ1

0 0 ψ2

0 0 ψ3

 ,

où ψ1, ψ2, ψ3 ∈ C(G) sont arbitraires.
8- g = 0 et Φ arbitraire dans C(G,M3(C)). Inversement, chacune des paires (g,Φ) décrite,
en vertu de (1)-(8), est solution de l’équation fonctionnelle de Wilson (2).
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Dans le chapitre 2, nous redémontrons la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, de l’équation
fonctionnelle σ-quadratique :

f(x+ y) + f(x+ σ(y)) = 2f(x) + 2f(y), x, y ∈ G, (3)

où G est un groupe et σ : G → G une involution de G. La démonstration est basée sur
l’utilisation des sous-groupes deG notés :G+ = {z ∈ G : σ(z) = z},G− = {z ∈ G : σ(z) =
−z} et sur les résultats de la stabilité obtenus pour l’équation fonctionnelle σ-quadratique avec
σ = I et σ = −I .

Théorème 0.0.6 Soient G un groupe abélien, E un espace de Banach et f : G → E une
application satisfaisant l’inégalité

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y)‖ ≤ δ

pour δ ≥ 0 et pour tout x, y ∈ G. Alors, il existe une unique application Q : G→ E, solution
de l’équation (3), vérifiant

‖f(x)−Q(x)‖ ≤ 3

4
δ

pour tout x ∈ G.

Dans ce chapitre, nous prouvons aussi, que pour les fonctions f : G → E définies de G, un
groupe abélien 2-divisible (i.e., 2x = a, x ∈ G admet une solution dans G), dans un espace
(E,< · >) muni du produit scalaire < · >, l’inégalité :

‖2f(x) + 2f(y)− f(x+ σ(y))‖ ≤ ‖f(x+ y)‖, x, y ∈ G

entraine que f est solution de l’équation fonctionnelle σ-quadratique :

f(x+ y) + f(x+ σ(y)) = 2f(x) + 2f(y), x, y ∈ G.

Le chapitre 3 examine la stabilité, au sens de Hyers-Ulam-Rassias, en utilisant l’alternative
du point fixe, de l’équation fonctionnelle K-quadratique :

1

|K|
∑
k∈K

f(x+ k · y) = f(x) + f(y), x, y ∈ E1 (4)

et de l’équation fonctionnelle K-Jensen :

1

|K|
∑
k∈K

f(x+ k · y) = f(x), x, y ∈ E1, (5)

où E1 est un espace vectoriel, E2 un espace β-normé complet avec 0 < β ≤ 1 (i.e., E2 est un
espace complet muni de la norme ‖ · ‖β), K un sous-groupe fini et commutatif de Aut(E1) (le
groupe des automorphismes de E1) et |K| désigne le cardinal de K.
Nos résultats sont formulés dans les théorèmes suivants :
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Théorème 0.0.7 Soient E1 un espace vectoriel sur K et E2 un espace β-normé complet sur
K, où β est un nombre réel fixé avec 0 < β ≤ 1. Soient K un sous-groupe fini commutatif
du groupe des automorphismes du groupe abélien (E1,+) et f : E1 −→ E2 une application
pour laquelle il existe une fonction ϕ : E1 × E1 → R+ et une constante L, 0 < L < 1, telles
que

‖ 1

|K|
∑
k∈K

f(x+ k · y)− f(x)− f(y)‖β ≤ ϕ(x, y),

∑
k∈K

ϕ(x+ k · x, y + k · y) ≤ (2|K|)βLϕ(x, y)

pour tout x, y ∈ E1. Alors, il existe une unique solution q : E1 −→ E2 de l’équation (4)
vérifiant

‖f(x)− q(x)‖β ≤
1

2β

1

1− L
ϕ(x, x)

pour tout x ∈ E1.

Théorème 0.0.8 Soient E1 un espace vectoriel sur K, E2 un espace β-normé complet sur K,
où β est un nombre réel fixé avec 0 < β ≤ 1,K un sous-groupe fini commutatif du groupe des
automorphismes du groupe abélien (E1,+) et f : E1 −→ E2 une application pour laquelle il
existe une fonction ϕ : E1 × E1 → R+ et une constante L, 0 < L < 1, telles que

‖ 1

|K|
∑
k∈K

f(x+ k · y)− f(x)‖β ≤ ϕ(x, y),

∑
k∈K

ϕ(x− k · x, y − k · y) ≤ |K|βLϕ(x, y)

pour tout x, y ∈ E1. Alors, il existe une unique solution j : E1 −→ E2 de l’équation (5) qui
vérifie

‖f(x)− j(x)‖β ≤
1

1− L
ϕ(x, x)

pour tout x ∈ E1.

Dans le chapitre 4 nous établissons de nouveaux théorèmes de la stabilité, au sens de
Hyers-Ulam, de l’équation fonctionnelle σ-quadratique :

f(x+ y) + f(x+ σ(y)) = 2f(x) + 2f(y), x, y ∈ E, (6)

dans les domaines non bornés : A = {(x, y) ∈ E2 : ‖y‖ ≥ d} ; B = {(x, y) ∈ E2 : ‖x‖ ≥ d}
où d ≥ 0 et C = {(x, y) ∈ E2 : ‖x‖p + ‖y‖p ≥Mp}, où M ≥ 0.
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Théorème 0.0.9 Soient d > 0 et δ > 0 donnés. Supposons que l’application f : E → F
vérifie l’inégalité

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y)‖ ≤ δ

pour tout x, y ∈ E avec ‖y‖ ≥ d. Alors, il existe une unique application q : E → F , solution
de l’équation (6) qui vérifie

‖f(x)− q(x)‖ ≤ 7

2
δ

pour tout x ∈ E.

Théorème 0.0.10 Soient d > 0, δ > 0 et γ ≥ 0 des constantes données. Supposons que
l’application f : E → F satisfait les inégalités

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y)‖ ≤ δ,

‖f(x)− f(σ(x))‖ ≤ γ

pour tout x, y ∈ E avec ‖x‖ ≥ d. Alors, il existe une unique application q : E −→ F ,
solution de l’équation (6), vérifiant

‖f(x)− q(x)‖ ≤ 5δ

2
+

5γ

2

pour tout x ∈ E.

Théorème 0.0.11 Soient E un espace normé réel et F un espace de Banach. Soient M > 0,
θ ≥ 0 et p avec 0 < p < 1 des constantes données. Soit f : E −→ F une application qui
satisfait

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y)‖ ≤ θ(‖x‖p + ‖y‖p)

pour tout x, y ∈ E avec ‖x‖p +‖y‖p ≥Mp. Alors, il existe une unique applicationQ : E −→
F , solution de l’équation (6), vérifiant

‖f(x)−Q(x)‖ ≤ θ

2
‖x‖p +

θ

8
(‖x+ σ(x)‖p + ‖x− σ(x)‖p) +

θ

2− 2p
‖x+ σ(x)‖p

+
θ

2
(4× 2p + 2× 3p + 1)Mp +

θ

2(4− 2p)
‖x− σ(x)‖p

+
θ

24
[16p + 4× 9p + 8× 4p]Mp

pour tout x ∈ E avec ‖x‖ ≥ M

2
.
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Dans la deuxième partie du même chapitre, nous donnons les résultats de stabilité, au sens de
Hyers-Ulam, des équations fonctionnelles de type σ-Jensen :

f(x+ y) + f(x+ σ(y)) = 2f(x), x, y ∈ E (7)

et
f(x+ y)− f(x+ σ(y)) = 2f(y), x, y ∈ E (8)

dans les domaines non bornés A et B.

Théorème 0.0.12 Soient d > 0 et δ > 0 deux constantes données. Supposons que l’applica-
tion f : E → F satisfait l’inégalité

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)‖ ≤ δ

pour tout x, y ∈ E avec ‖y‖ ≥ d. Alors, il existe une unique application J : E −→ F ,
solution de l’équation (7), vérifiant J(σ(x)) = −J(x) et

‖f(x)− f(0)− J(x)‖ ≤ 3δ

pour tout x ∈ E.

Théorème 0.0.13 Soient d > 0, δ > 0 et γ ≥ 0 donnés. Supposons que l’application f :
E → F satisfait les inégalités

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)‖ ≤ δ,

‖f(x) + f(σ(x))‖ ≤ γ

pour tout x, y ∈ E avec ‖x‖ ≥ d. Alors, il existe une unique application J : E −→ F ,
solution de l’équation (7), vérifiant J(σ(x)) = −J(x) et

‖f(x)− f(0)− J(x)‖ ≤ 12δ + 9γ

pour tout x ∈ E.

Théorème 0.0.14 Soient d > 0 et δ > 0 donnés. Supposons que l’application f : E → F
satisfait l’inégalité

‖f(x+ y)− f(x+ σ(y))− 2f(y)‖ ≤ δ

pour tout x, y ∈ E avec ‖x‖ ≥ d. Alors, il existe une unique application j : E −→ F ,
solution de l’équation (8), vérifiant j(σ(x)) = −j(x) et

‖f(x)− j(x)‖ ≤ 3δ

pour tout x ∈ E.

16



En outre, nous appliquons les résultats obtenus pour montrer le comportement asymptotique
des équations fonctionnelles ci-dessus.

Le chapitre 5 se focalise sur l’étude de l’équation fonctionnelle généralisée des quadra-
tiques :

f(kx+ y) + f(kx+ σ(y)) = 2k2f(x) + 2f(y), x, y ∈ E, (9)

où k est une constante fixée avec k ≥ 2. Dans la section 2 de ce chapitre, nous déterminons la
solution générale de cette équation fonctionnelle. Dans la section 3, nous montrons la stabilité,
au sens de Hyers-Ulam-Rassias, de l’équation fonctionnelle généralisée des quadratiques (9)
dans les espaces de Banach en adoptant la méthode directe. La preuve de la stabilité, à l’aide
de la méthode du point fixe, est exposée dans la section 4. La section 5 de ce chapitre traite
la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, de l’équation généralisée des quadratiques (9) dans les
domaines non bornés : {(x, y) ∈ E2 : ‖x‖+‖y‖ ≥ d} et {(x, y) ∈ E2 : ‖x‖p +‖y‖p ≥Mp}.
Nos résultats sont formulés dans les théorèmes suivants :

Théorème 0.0.15 Soit k ∈ N (k ≥ 2). Soient E et F deux espaces vectoriels. L’application
f : E → F satisfait l’équation fonctionnelle

f(kx+ y) + f(kx+ σ(y)) = 2k2f(x) + 2f(y), x, y ∈ E

si et seulement si, f : E → F vérifie

f(x+ y) + f(x+ σ(y)) = 2f(x) + 2f(y) et f(x+ σ(x)) = 0

pour tout x, y ∈ E.

Théorème 0.0.16 Soient E un groupe abélien, F un espace de Banach et f : E → F une
application vérifiant l’inégalité

‖f(kx+ y) + f(kx+ σ(y))− 2k2f(x)− 2f(y)‖ ≤ δ

pour tout x, y ∈ E et pour δ ≥ 0 (fixé). Alors, il existe une unique application q : E → F ,
solution de (9), satisfaisant

‖f(x)− q(x)‖ ≤ k2 + 1

2k2(k2 − 1)
δ

pour tout x ∈ E.

Théorème 0.0.17 Soient E un espace vectoriel et F un espace de Banach. Supposons que
l’application f : E → F satisfait l’inégalité

‖f(kx+ y) + f(kx+ σ(y))− 2k2f(x)− 2f(y)‖ ≤ θ(‖x‖p + ‖y‖p)
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pour θ ≥ 0, p ∈]0, 2[ (fixés) et pour tout x, y ∈ E. Alors, il existe une unique application
q : E → F , solution de l’équation fonctionnelle (9) telle que

‖f(x)− q(x)‖ ≤ θ

2(k2 − kp)
‖x‖p

pour tout x ∈ E.

Théorème 0.0.18 Soient E1 un espace vectoriel sur K et E2 un espace β-normé complet sur
K, où β est un nombre réel fixé avec 0 < β ≤ 1. Supposons que ϕ : E1 × E1 → R+ est une
fonction donnée et qu’il existe une constante L, 0 < L < 1, telles que

ϕ(kx, 0) ≤ k2βLϕ(x, 0)

pour tout x ∈ E1. De plus, soit f : E1 −→ E2 une fonction avec f(0) = 0 satisfaisant

‖f(kx+ y) + f(kx+ σ(y))− 2k2f(x)− 2f(y)‖ ≤ ϕ(x, y)

pour tout x, y ∈ E1. Si ϕ satisfait de plus

lim
n→+∞

ϕ(knx, kny)

k2nβ
= 0

pour tout x, y ∈ E1. Alors, il existe une unique application q : E1 → E2, solution de (9),
vérifiant

‖f(x)− q(x)‖β ≤
1

2βk2β

1

1− L
ϕ(x, 0)

pour tout x ∈ E1.

Théorème 0.0.19 Soient E1 un espace vectoriel sur K et E2 un espace β-normé complet sur
K, où β est un nombre réel fixé 0 < β ≤ 1. Supposons ϕ : E1 × E1 → R+ une fonction
donnée et qu’il existe une constante L, 0 < L < 1, telles que

ϕ(x, 0) ≤ L

k2β
ϕ(kx, 0)

pour tout x ∈ E1. De plus, soit f : E1 −→ E2 une fonction avec f(0) = 0 qui vérifie

‖f(kx+ y) + f(kx+ σ(y))− 2k2f(x)− 2f(y)‖ ≤ ϕ(x, y)

pour tout x, y ∈ E1. Si ϕ satisfait de plus

lim
n→+∞

k2nβϕ(
x

kn
,
y

kn
) = 0

pour tout x, y ∈ E1, alors il existe une unique application q : E1 → E2, solution de (9),
vérifiant

‖f(x)− q(x)‖β ≤
1

2βk2β

L

(1− L)
+ ϕ(x, 0)

pour tout x ∈ E1.
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Théorème 0.0.20 Soit d > 0 donné. Supposons que l’application f : E → F satisfait
l’inégalité

‖f(kx+ y) + f(kx+ σ(y))− 2k2f(x)− 2f(y)‖ ≤ δ

pour tout x, y ∈ E avec ‖x‖ + ‖y‖ ≥ d. Alors, il existe une unique application Q : E → F ,
solution de l’équation (9), vérifiant

‖f(x)−Q(x)‖ ≤ 2(k2 + 1)

k2(k2 − 1)
δ

pour tout x ∈ E.

Théorème 0.0.21 Soient E1 un espace normé réel, E2 un espace de Banach réel, M > 0,
ε > 0 et prenons p, k avec < p < 2 et k ≥ 2. Soit f : E1 −→ E2 une application avec
f(0) = 0 satisfaisant

‖f(kx+ y) + f(kx+ σ(y))− 2k2f(x)− 2f(y)‖ ≤ δ + ε(‖x‖p + ‖y‖p)

pour tout x, y ∈ E1 avec ‖x‖p + ‖y‖p ≥ Mp. Alors, il existe une unique application Q :
E1 −→ E2, solution de l’équation (9), vérifiant

‖f(x)−Q(x)‖ ≤ δ

2(k2 − 1)
+

ε

2(k2 − kp)
‖x‖p

pour tout x ∈ E1 avec ‖x‖ ≥M .

La stabilité de l’équation fonctionnelle σ-Drygas :

f(xy) + f(xσ(y)) = 2f(x) + f(y) + f(σ(y)) (10)

dans les semi-groupes moyennables, est le résultat principal du chapitre 6. Ici nous considérons
la fonction f approximativement centrale (i.e., ‖f(xy) − f(yx)‖ ≤ δ). Cette condition peut
être remplacée par la condition plus faible :

‖f(xy) + f(xσ(y))− f(yx)− f(σ(y)x)‖ ≤ γ.

Nos résultats sont donnés comme suit :

Théorème 0.0.22 Soient G un semi-groupe moyennable et E un espace de Banach. Suppo-
sons que f : G→ E est une fonction qui satisfait les inégalités

‖f(xy) + f(xσ(y))− 2f(x)− f(y)− f(σ(y))‖ ≤ δ

et
‖f(xy)− f(yx))‖ ≤ µ

19



pour tout x, y ∈ G et pour δ, µ ≥ 0 (données). Alors, il existe une unique solution g = Q+D
de l’équation fonctionnelle σ-Drygas (10), avec Q solution de l’équation fonctionnelle σ-
quadratique et D solution de l’équation fonctionnelle σ-Jensen, vérifiant

‖f(x)− g(x)‖ ≤ δ + µ

pour tout x ∈ G.

Théorème 0.0.23 Soient G un semi-groupe moyennable et E un espace de Banach. Suppo-
sons que f : G→ E est une fonction satisfaisant aux inegalités

‖f(xy) + f(xσ(y))− 2f(x)− f(y)− f(σ(y))‖ ≤ δ

et
‖f(xy) + f(xσ(y))− f(yx)− f(σ(y)x)‖ ≤ γ

pour tout x, y ∈ G et pour δ, γ ≥ 0 (données). Alors, il existe une unique solution g = Q+D
de l’équation fonctionnelle σ-Drygas (10), avec Q solution de l’équation fonctionnelle σ-
quadratique et D solution de l’équation fonctionnelle σ-Jensen, vérifiant

‖f(x)− g(x)‖ ≤ δ +
γ

2

pour tout x ∈ G.

Le chapitre 7 est consacré à l’étude de la stabilité, au sens de Hyers-Ulam-Rassias, dans les
espaces β-Banach, des équations fonctionnelles de type σ-Jensen, considérées au chapitre 4
et ce, en se basant sur la méthode directe.
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Chapitre 1

Equations fonctionnelles matricielles
d’ordre 3 de d’Alembert et de Wilson

1.1 Introduction
Soient G un groupe topologique abélien et σ : G −→ G une involution de G c’est-à-dire

σ est un homomorphisme de G vérifiant σ ◦ σ = I , où I désigne l’application identité. Nous
considérons l’équation fonctionnelle :

f(x+ y) + f(x+ σ(y)) = 2g1(x)h1(y) + 2g2(x)h2(y) + 2g3(x)h3(y), x, y ∈ G. (1.1)

Avec σ = I (resp., σ = −I), (1.1) devient l’équation fonctionnelle de Levi-Civitá :

f(x+ y) = g1(x)h1(y) + g2(x)h2(y) + g3(x)h3(y), x, y ∈ G, (1.2)

(resp., l’équation fonctionnelle de type de d’Alembert :

f(x+ y) + f(x− y) = 2g1(x)h1(y) + 2g2(x)h2(y) + 2g3(x)h3(y), x, y ∈ G). (1.3)

Ces deux équations ont été largement étudiées, dans diverses conditions, par de nombreux
auteurs. L’extension des résultats de d’Alembert de R à un groupeG quelconque a été réalisée
par Pl. Kannappan [93] et J. A. Baker [12]. Ils ont établi que les solutions non-nulles, continues
de l’équation fonctionnelle de d’Alembert :

f(xy) + f(xσ(y)) = 2f(x)f(y), x, y ∈ G, (1.4)

satisfaisant la condition de Kannappan : f(xyz) = f(yxz), x, y, z ∈ G, sont des fonctions de

la forme f(x) =
γ(x) + γ(σ(x))

2
, où γ est un homomorphisme de G dans C∗ = C\{0}.

J. Aczél, J. K. Chung et T. C. Ng [4] ont résolu l’équation fonctionnelle :

f(xy) + f(xy−1) = 2f(x) + 2g(x)h(y), x, y ∈ G (1.5)
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sous la condition de Kannappan. J. K. Chung, B. R. Ebanks et P. K. Sahoo [34] ont trouvé des
formules explicites pour les solutions de l’équation :

f(x+ y) + f(x− y) = p(x) + q(y) + g(x)h(y), x, y ∈ G. (1.6)

L’article de J. K. Chung, Pl. Kannappan et T. C. Ng [32] traite l’équation fonctionnelle :

f(x+ y) = f(x)g(y) + f(y)g(x) + h(x)h(y), x, y ∈ G. (1.7)

H. Stetkær [161]-[167] a étudié de nombreuses équations fonctionnelles sous la forme :

f(x+ y) + f(x+ σ(y)) =
2∑

i=1

gi(x)hi(y), x, y ∈ G. (1.8)

P. Peter de Place et H. Stetkær [39] ont donné les solutions de l’équation fonctionnelle :

f(x+ y) + f(x+ σ(y)) = 2f(x)g(y) + 2f(y)g(x) + 2h(x)h(y), x, y ∈ G. (1.9)

Récemment, P. Sinopoulos [153, 154] a résolu l’équation fonctionnelle :

f(x+ y) + f(x− y) = 2g1(x)h1(y) + 2g2(x)h2(y) + 2g3(x)h3(y), x, y ∈ G (1.10)

sous la condition : G un groupe 2-divisible abélien, i.e., G = 2G.

Dans ce chapitre, nous suivons la méthode réalisée par H. Stetkær [165] pour les équations
fonctionnelles matricielles d’ordre 2 de d’Alembert :{

Φ(x+ y) + Φ(x+ σ(y)) = 2Φ(x)Φ(y), x, y ∈ G
Φ(e) = I,

(1.11)

et de Wilson :
g(x+ y) + g(x+ σ(y)) = 2Φ(y)g(x), x, y ∈ G, (1.12)

où la fonction inconnue g : G −→ C2 est un vecteur à valeur fonctionnelle (vecteur colonne)
et l’autre fonction inconnue Φ : G −→M2(C) une matrice à valeur fonctionnelle.

Nous considérons les équations fonctionnelles matricielles d’ordre 3 de d’Alembert et
de Wilson. La concrétisation de ces résultats est dûe au travail de P. Sinopoulos [154], où
l’équation fonctionnelle matricielle d’ordre 3 de Wilson est étudiée dans le cas où σ = −I et
2G = G.
Dans ce chapitre, nous donnons un raisonnement différent de celui des groupes 2-divisibles
pour les homomorphismes involutifs σ. Notre discussion ne comprend pas alors seulement
σ = ±I , mais aussi des exemples comme les réflexions dans un hyperplan de Rn et les in-
volutions pour le groupe additif des matrices 3 × 3. Dans les expressions des solutions, nous
tenons compte des homomorphismes γ : G −→ C? pour lequels γ = γ ◦ σ. Lorsque G est
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2-divisible et σ = −I le seul homomorphisme, dans ce, cas est alors γ = 1.
Notre but est de résoudre l’équation fonctionnelle d’ordre 3 (1.12) dans le cas où G est un
groupe abélien et σ un homomorphisme involutif deG. Les résultats présentés dans ce chapitre
sont étroitement liés à ceux de [154] et [165], la formulation étant la même. Il est intéressant
de noter que les méthodes développées dans [154] et [165] concernent aussi notre travail.

Les résultats de ce chapitre sont organisés comme suit. Dans la section 2 de ce chapitre,
nous donnons les solutions de l’équation fonctionnelle matricielle d’ordre 3 de d’Alembert{

Φ(x+ y) + Φ(x+ σ(y)) = 2Φ(x)Φ(y), x, y ∈ G
Φ(e) = I,

(1.13)

pour Φ : G −→M3(C). Les solutions sont décrites dans le Théorème 1.2.2.
Dans la section 3, nous résolvons l’équation fonctionnelle de Wilson (1.12) pour les vec-

teurs d’ordre 3 à valeurs fonctionnelles. Nous traitons deux cas, le cas où les composantes
de g sont linéairement indépendantes, qui correspond au cas où Φ vérifie l’équation (1.13),
le second cas est le cas où les composantes de g sont linéairement dépendantes. Dans ce cas
Φ(e) 6= I , et Φ(e) est alors une projection de dimension 1, 2 ou 0. Dans la section 4, nous
déterminons les solutions de l’équation fonctionnelle trigonométrique

f(x+ y) + f(x+ σ(y)) = 2g1(x)h1(y) + 2g2(x)h2(y) + 2g3(x)h3(y), x, y ∈ G. (1.14)

Dans la dernière section, nous présentons, comme application des résultats obtenus dans ce
chapitre, les solutions de l’équation fonctionnelle de Levi-Civitá.

Notation
En plus de la terminologie introduite ci-dessus, nous aurons besoin des notations suivantes :
e désigne l’élément neutre du groupe topolgique abélien (G,+), M3(C) l’ensemble de toutes
les matrices 3 × 3 sur C, GL(3,C) dénote l’ensemble des matrices 3 × 3 inversibles et F
l’ensemble de toutes les fonctions vectorielles dans G avec des composantes linéairement
indépendantes. Soit M(G) l’ensemble des homomorphismes continus γ : G −→ (C \ {0}, ·)
et notons M+(G) = {γ ∈ M(G) : γ ◦ σ = γ}. Soit A(G) l’ensemble de toutes les appli-
cations additives de G dans (C,+), et soit A±(G) = {a ∈ A(G) : a ◦ σ = ±a}. Désignons
par S(G) l’ensemble des applications S : G −→ C de la forme S(x) = q(x, x), x ∈ G, où
q : G × G −→ C est une application bi-additive symétrique et soit S−(G) le sous-ensemble
pour lequel q satisfait q(σ(x), y) = −q(x, y), x, y ∈ G. La transposée de la matrice A est
notée At et l’adjointe par A∗.

Comme signalé par H. Stetkær dans [165], dans le cas « classique » où, σ = −I , il y a
quelques simplifications : A+(G) = {0}, A−(G) = A(G) et S−(G) = S(G). Si, de plus,
2G = G alors M+(G) = {1}.
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1.2 Equation fonctionnelle matricielle d’ordre 3 de d’Alem-
bert

W. Chojnacki [29] a prouvé, d’une part en passant de R à un groupe abélien G et, d’autre
part, en se basant sur les méthodes d’analyse harmonique, que tout opérateur faiblement
continu Φ : G −→ L(H), solution de l’équation fonctionnelle du cosinus{

Φ(x+ y) + Φ(x− y) = 2Φ(x)Φ(y), x, y ∈ G
Φ(e) = I,

(1.15)

a la forme Φ(x) =
U(x) + U(x−1)

2
, où U est une représentation unitaire fortement continue

de G dans un espace de Hilbert H. Récemment, ce résultat a été étendu par H. Stetkær [167]
en considérant un opérateur K-sphérique à valeur fonctionnelle.

L’équation (1.15) a été résolue pour les matrices par L. Székelyhidi [170] et A. L. Rukhin
[147] pour les groupes 2-divisible. L’équation (1.13) pour les matrices 2 × 2, (resp., pour les
matrices 2 × 2 avec σ = −I et 2G = G) a été complètement résolue par H. Stetkær [165]
(resp., par P. Sinopoulos [153]). Plus tard, la détermination des solutions de l’équation (1.13)
a été étendue, par P. Sinopolous [154] pour les matrices 3×3, à un groupe 2-divisible abélien.

Le but de cette section est de déterminer les solutions de l’équation matricielle d’ordre 3
de d’Alembert (1.13).

Proposition 1.2.1 Si Φ : G → M3(C) satisfait l’équation de d’Alembert (1.13), alors Φ =
Φ ◦ σ et Φ(x)Φ(y) = Φ(y)Φ(x) pour tout x, y ∈ G.

Preuve. Prenons x = 0 dans (1.13), nous voyons que Φ = Φ ◦ σ. Nous obtenons alors :

Φ(x)Φ(y) =
1

2
{Φ(y + x) + Φ(y + σ(x))}

=
1

2
{Φ(x+ y) + Φ ◦ σ(x+ σ(y))}

=
1

2
{Φ(x+ y) + Φ(x+ σ(y))}

= Φ(y)Φ(x).

Ce qui termine la preuve de la proposition. ♠

Théorème 1.2.2 Soit Φ : G → M3(C) une solution de l’équation fonctionnelle matricielle
(1.13), alors il existe une matrice C ∈ GL(3,C) telle que Φ est de la forme :
1.

Φ = C

 (γ1 + γ1 ◦ σ)/2 0 0
0 (γ2 + γ2 ◦ σ)/2 0
0 0 (γ3 + γ3 ◦ σ)/2

C−1, (1.16)
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où γ1, γ2, γ3 ∈M(G).
2.

Φ = C

 γ+ γ+(a+ + s−) 0
0 γ+ 0
0 0 (γ3 + γ3 ◦ σ)/2

C−1, (1.17)

où γ3 ∈M(G), γ+ ∈M+(G), a+ ∈ A+(G), s− ∈ S−(G) et γ+(a+ + s−) 6= 0.
3.

Φ = C


γ + γ ◦ σ

2

γ + γ ◦ σ
2

a+ +
γ − γ ◦ σ

2
a− 0

0
γ + γ ◦ σ

2
0

0 0
γ3 + γ3 ◦ σ

2

C−1, (1.18)

où γ, γ3 ∈M(G), γ ◦ σ 6= γ, a+ ∈ A+(G) et a− ∈ A−(G).
4.

Φ = C

 γ+ 0 γ+(a+
1 + s−1 )

0 γ+ γ+(a+
2 + s−2 )

0 0 γ+

C−1, (1.19)

où γ+ ∈M+(G), a+
1 , a

+
2 ∈ A+(G) et s−1 s

−
2 ∈ S−(G).

5.

Φ = C

 γ+ γ+(a+
2 + s−2 ) γ+(a+

1 + s−1 )
0 γ+ 0
0 0 γ+

C−1, (1.20)

où γ+ ∈M+(G), a+
1 , a

+
2 ∈ A+(G) et s−1 , s

−
2 ∈ S−(G).

6.

Φ = C

 γ+ d−1γ+(a+ + (a−)2) γ+(
(a+)2

2
+ a+(a−)2 +

(a−)4

6
+ a+

1 + s−)

0 γ+ dγ+(a+ + (a−)2)
0 0 γ+

C−1,

où γ+ ∈M+(G), a+, a+
1 ∈ A+(G), a− ∈ A−(G), s− ∈ S−(G) et d ∈ C \ {0}.

7.

Φ = C


γ + γ ◦ σ

2

λ1

2
(
γ + γ ◦ σ

2
a+ +

γ − γ ◦ σ
2

a−) ∗

0
γ + γ ◦ σ

2

λ2

2
(
γ + γ ◦ σ

2
a+ +

γ − γ ◦ σ
2

a−)

0 0
γ + γ ◦ σ

2

C−1,

(1.21)
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avec ∗ =
γ + γ ◦ σ

2
a+

1 +
γ − γ ◦ σ

2
a−1 +

1

4
(γ(a+ + a−)2 + γ ◦ σ(a+ − a−)2), γ ∈ M(G),

γ ◦ σ 6= γ, a+, a+
1 ∈ A+(G), z 6= 0, z2 = λ1λ2 et a−, a−1 ∈ A−(G).

8.

Φ = C


γ + γ ◦ σ

2
0

γ + γ ◦ σ
2

a+
1 +

γ − γ ◦ σ
2

a−1

0
γ + γ ◦ σ

2

γ + γ ◦ σ
2

a+
2 +

γ − γ ◦ σ
2

a−2

0 0
γ + γ ◦ σ

2

C−1, (1.22)

où γ ∈M(G), γ ◦ σ 6= γ, a+
1 , a

+
2 ∈ A+(G) et a−1 , a

−
2 ∈ A−(G).

9.

Φ = C


γ + γ ◦ σ

2

γ + γ ◦ σ
2

a+
2 +

γ − γ ◦ σ
2

a−2
γ + γ ◦ σ

2
a+

1 +
γ − γ ◦ σ

2
a−1

0
γ + γ ◦ σ

2
0

0 0
γ + γ ◦ σ

2

C−1,

(1.23)
où γ ∈M(G), γ ◦ σ 6= γ, a+

1 , a
+
2 ∈ A+(G) et a−1 , a

−
2 ∈ A−(G).

Preuve. Il est facile de vérifier que les solutions, présentées dans le Théorème 1.2.2, sont
des solutions de l’équation (1.13). Réciproquement, supposons Φ : G → M3(C) solution
de (1.12). En utilisant la Proposition 1.2.1, Φ = Φ ◦ σ et Φ(x)Φ(y) = Φ(y)Φ(x) pour tout
x, y ∈ G. D’où, par (Lemme 1, [154]), il existe une matrice de passage C ∈ GL(3,C) et
λ1, λ2 ∈ C vérifiant

Φ(x) = C

 φ1(x) λ1φ(x) φ0(x)
0 φ2(x) λ2φ(x)
0 0 φ3(x)

C−1, (1.24)

où φ0, φ1, φ2, φ3, φ : G→ C sont des fonctions, telles que :

φi(x+ y) + φi(x+ σ(y)) = 2φi(y)φi(x), i = 1, 2, 3, (1.25)

λ1φ(x+ y) + λ1φ(x+ σ(y)) = 2λ1φ1(x)φ(y) + 2λ1φ2(y)φ(x), (1.26)

φ0(x+ y) + φ0(x+ σ(y)) = 2φ1(x)φ0(y) + 2λ1λ2φ(x)φ(y) + 2φ3(y)φ0(y), (1.27)

λ2φ(x+ y) + λ2φ(x+ σ(y)) = 2λ2φ2(x)φ(y) + 2λ2φ3(y)φ(x). (1.28)

Par Conséquent, d’après [12] et [163], φi peut s’écrire comme suit : φi = (γi + γi ◦ σ)/2,
i = 1, 2, 3, où γi : G→ C \ {0} sont des homomorphismes.
Discutons, à présent, les possibilités suivantes :

Cas 1. Si φ1 6= φ2 6= φ3, donc nous pouvons choisir λiφ = 0 et φ0 = 0. C’est le cas 1 du
Théorème 1.2.2.
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Cas 2. Si φ1 = φ2 6= φ3, alors nous pouvons choisir φ0 = λ2φ = 0 et λ1φ 6= 0.
Sous-Cas 2.1. γ1 ◦ σ = γ1, alors λ1φ satisfait l’équation fonctionnelle

λ1φ(x+ y) + λ1φ(x+ σ(y)) = 2λ1γ1(x)φ(y) + 2λ1γ1(y)φ(x), x, y ∈ G. (1.29)

Donc, par [163], λ1φ = γ+
1 (a+ + s−), où γ+

1 ∈ M+(G), a+ ∈ A+(G) et s− ∈ S−(G). C’est
le Cas 2 du Théorème 1.2.2.

Sous-Cas 2.2. γ1 ◦ σ 6= γ1. En utilisant [163] et l’équation (1.27), nous obtenons le cas 3
du Théorème 1.2.2.

Cas 3. Si φ1 = φ2 = φ3 =
(γ + γ ◦ σ)

2
, alors nous discutons les sous-cas suivants :

Sous-Cas 3.1. si γ ◦ σ = γ, alors φ1 = φ2 = φ3 = γ+. D’après [163], nous avons :
Sous-Cas 3.1.1. si λ1 = 0, alors φ0 = γ+(a+

1 + s−1 ) et λ2φ(x) = γ+(a+
2 + s−2 ), où

γ+
1 ∈M+(G), a+

1 , a
+
2 ∈ A+(G) et s−1 , s

−
2 ∈ S−(G). C’est le cas 4 du Théorème 1.2.2.

Sous-Cas 3.1.2. Si λ2 = 0, alors φ0 = γ+(a+
1 + s−1 ), λ1φ(x) = γ+(a+

2 + s−2 ) où γ+
1 ∈

M+(G) a+
1 , a

+
2 ∈ A+(G) et s−1 , s

−
2 ∈ S−(G). C’est le cas 5 du Théorème 1.2.2.

Sous-Cas 3.1.3. Si λ1λ2 6= 0, en utilisant [164], nous déduisons que λ1φ = d−1γ+(a+ +
(a−)2), λ2φ = dγ+(a+ + (a−)2), où γ+

1 ∈M+(G), a+ ∈ A+(G), a− ∈ A−(G) et d ∈ C.
Divisons l’équation (1.27) par γ+(x+y) = γ+(x+σ(y)) = γ+(x)γ+(y), nous obtenons pour

φ
′
0 =

φ0

γ+
:

φ
′

0(x+ y) + φ
′

0(x+ σ(y)) = 2φ
′

0(x) + 2φ
′

0(y) + 2(a+ + (a−)2)(x)(a+ + (a−)2)(y), (1.30)

i.e., φ′
0 satisfait l’équation fonctionnelle de Swiatak (voir [164]), donc

φ0 = γ+(
(a+)2

2
+ a+(a−)2 +

(a−)4

6
+ a+

1 + s−1 ).

C’est le cas 6 du Théorème 1.2.2.
Sous-Cas 3.2. Si γ ◦ σ 6= γ, alors φ1 = φ2 = φ3 =

γ + γ ◦ σ
2

. D’après [163], nous avons
les cas suivants :

Sous-Cas 3.2.1. si λ1 = 0 alors

λ2φ =
γ + γ ◦ σ

2
a+

2 +
γ − γ ◦ σ

2
a−2 ,

φ0 =
γ + γ ◦ σ

2
a+

1 +
γ − γ ◦ σ

2
a−1 ,

où a+
1 , a

+
2 ∈ A+(G) et a−1 , a

−
2 ∈ A−(G). C’est le cas 8 du Théorème 1.2.2.

Sous-Cas 3.2.2. Si λ2 = 0 alors

λ1φ =
γ + γ ◦ σ

2
a+

2 +
γ − γ ◦ σ

2
a−2 ,
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φ0 =
γ + γ ◦ σ

2
a+

1 +
γ − γ ◦ σ

2
a−1 ,

où a+
1 , a

+
2 ∈ A+(G), a−1 , a

−
2 ∈ A−(G). C’est le cas 9 du Théorème 1.2.2.

Sous-Cas 3.2.3. Si λ1λ2 6= 0. Soit z ∈ C tel que z2 = λ1λ2. En utilisant [163], nous avons
pour i ∈ {1, 2}

λiφ =
λi

z
(
γ + γ ◦ σ

2
a+

1 +
γ − γ ◦ σ

2
a−1 ).

Par un calcul direct, nous trouvons que :

1

4
(γ(a+ + a−)2 + γ ◦ σ(a+ − a−)2)

est une solution particulière de

φ0(x+y)+φ0(x+σ(y)) = 2φ1(x)φ0(y)+2λ1λ2φ(x)φ(y)+2φ3(y)φ0(y), x, y ∈ G. (1.31)

Alors, la solution complète est donnée par

γ + γ ◦ σ
2

a+
1 +

γ − γ ◦ σ
2

a−1 +
1

4
(γ(a+ + a−)2 + γ ◦ σ(a+ − a−)2).

C’est le cas 7 du Théorème 1.2.2. Ce qui achève la preuve du Théorème 1.2.2. ♠

1.3 Equation fonctionnelle matricielle d’ordre 3 de Wilson
Dans cette section, nous résolvons l’équation matricielle d’ordre 3 de Wilson

g(x+ y) + g(x+ σ(y)) = 2Φ(y)g(x), x, y ∈ G, (1.32)

où la fonction inconnue g : G→ C3 est une fonction vectorielle et l’autre inconnue Φ : G→
M3(C) une matrice à valeurs fonctionnelles.
Dans le théorème suivant, nous donnons la généralisation du Lemme 2 de [154].

Théorème 1.3.1 Soient Φ : G → Mn(C) et g = {g1, ..., gn}t : G → Cn avec g ∈ F .
Supposons qu’il existe x0 ∈ G telle que la matrice Φ(2x0)− Φ(x0 + σ(x0)) soit inversible et
que Φ, g vérifient l’équation (1.32). Alors, il existe α, β ∈ Cn et C ∈ GL(n,C) tels que :

g = C(Eα + E ◦ σβ), Φ = C(
E + E ◦ σ

2
)C−1,

où E : G→ Mn(C) est une matrice triangulaire supérieure, solution de l’équation fonction-
nelle E(x+ y) = E(x)E(y) pour tout x, y ∈ G.
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Preuve. D’après [165], nous obtenons que Φ est solution de l’équation fonctionnelle matri-
cielle de d’Alembert (1.13). Pour x0 ∈ G, la matrice Φ(2x0)− Φ(x0 + σ(x0)) est inversible,
alors par [163], il existe un homomorphisme continu E : G→ GL(n,C) tel que

Φ(x) =
1

2
(E(x) + E(σ(x))), x ∈ G.

Maintenant, pour trouver g, nous adoptons un raisonnement similaire à celui établi par Sino-

poulos dans ([154], page 166-167). Soit h(x) =
g(x)− g(σ(x))

2
, pour tout x ∈ G. Nous pou-

vons facilement vérifier que h est solution de l’équation : h(x+y)+h(x+σ(y)) = 2Φ(y)h(x),
pour tout x, y ∈ G. Alors h(σ(x)) = −h(x), h(x + σ(x)) = 0 et h(2x) = 2Φ(y)h(x). En
plus, pour tout x, y ∈ G, nous avons

2[Φ(2x)− Φ(x+ σ(x))]h(y)

= 2Φ(2x)h(y)− 2Φ(x+ σ(x))h(y)

= h(y + 2x) + h(yσ(2x))− h(y + x+ σ(x))− h(y + x+ σ(x))

= h(y + 2x) + h(yσ(2x))− 2h(y + x+ σ(x))

= h(y + 2x) + h(yσ(2x)) + 2h(x+ σ(x) + σ(y))

= h(2x+ y) + 2h(x+ σ(x) + σ(y))− h(2x+ σ(y))

= 2[h(2x+ y) + 2h(x+ σ(x) + σ(y))]− [h(2x+ y) + h(2x+ σ(y))]

= [4Φ(x+ y)− 4Φ(y)Φ(x)]h(x) = [E(x)− E(σ(x))][E(y)− E(σ(y))]h(x).

Tenant compte du fait que la matrice Φ(2x0) − Φ(x0 + σ(x0)) est inversible, nous obtenons
h(y) = [E(y) − E(σ(y))]γ pour tout y ∈ G et pour γ ∈ C3 ; alors g(y) − g(σ(y)) =
[E(y)− E(σ(y))]γ.
Enfin, en prenant x = e dans (1.32), nous obtenons g(y) + g(σ(y)) = [E(y) +E(σ(y))]g(e),
ce qui implique le résultat voulu, i.e., g(y) peut s’écrire comme suit :

g(y) = E(y)α+ E(σ(y))β, α, β ∈ C3.

Vu que C est un corps scindé, nous pouvons choisir C ∈ GL(3,C) telle que CE(x)C−1 soit
triangulaire supérieure pour tout x ∈ G. Ce qui complète la preuve du théorème. ♠

Proposition 1.3.2 Soient Φ : G → Mn(C) et g = {g1, ..., gn}t : G → Cn des solutions de
l’équation

g(x+ y) + g(x+ σ(y)) = 2Φ(y)g(x), x, y ∈ G. (1.33)

Alors
1) Φ(y){vect{g(x) ∈ Cn/ x ∈ G} ⊆ vect{g(x) ∈ Cn/ x ∈ G} pour tout x ∈ G, et

la restriction Ψ de Φ à vect{g(x) ∈ Cn/ x ∈ G} est solution de l’équation matricielle de
d’Alembert

Ψ(x+ y) + Ψ(x+ σ(y)) = 2Ψ(y)Ψ(x), x, y ∈ G, (1.34)

29



avec Ψ(e) = I . L’équation (1.34) détermine complètement Φ dans le sous-espace engendré
par g, i.e., vect{g(x) ∈ Cn/ x ∈ G}.

2) Si les composantes g1, ..., gn de g sont linéairement indépendantes (ce qui est équivalent
à vect{g(x) ∈ Cn\x ∈ G} est de dimension n), alors Φ est solution de l’équation (1.34).

Le résultat principal de cette section est le théorème suivant :

Théorème 1.3.3 Si Φ : G → M3(C) et g : G → C3 avec g ∈ F , sont des solutions de
l’équation (1.32), alors il existe α, β ∈ C3 et C ∈ GL(3,C) tels que :

g = C(Eα + E ◦ σβ) et Φ = C(
E + E ◦ σ

2
)C−1, (1.35)

où E : G→ M3(C) prend l’une des formes suivantes avec γ1, γ2, γ3 ∈ M(G), γ+
1 , γ

+
2 , γ

+
3 ∈

M+(G), a+, a+
1 , a

+
2 , a

+
3 , a

+
4 , a

+
0 ∈ A+(G), a−, a−1 , a

−
2 , a

−
3 , a

−
4 , a

−
0 ∈ A−(G), s− ∈ S−(G) et

c, c1, c2, c3, c4, λ1, λ2, µ ∈ C.

E1 =

 γ1 0 0
0 γ2 0
0 0 γ3

 , E2 =

 γ1 0 0
0 γ2 0
0 0 γ3(1 + a−3 )

 ,

E3 =

 γ1(1 + a−1 ) 0 0
0 γ2(1 + a−2 ) 0
0 0 γ3

 , E4 =

 γ1(1 + a−1 ) 0 0
0 γ2(1 + a−2 ) 0
0 0 γ3(1 + a−3 )

 ,

E5 =

 γ+
1 γ+

1 (a+ + a−1 + s−) 0
0 γ+

1 0
0 0 γ3

 , E6 =

 γ+
1 γ+

1 (a+ + a− + s−) 0
0 γ+

1 0
0 0 γ3(1 + a−3 )

 ,

E7 =

 γ+
1 (1 + a−2 ) γ+

1 (c(a−2 )3 + 3c(a−2 )2 + a+ + a+a−2 + a−1 ) 0
0 γ+

1 (1 + a−2 ) 0
0 0 γ3

 ,

E8 =

 γ+
1 (1 + a−2 ) γ+

1 (c(a−2 )3 + 3c(a−2 )2 + a+ + a+a−2 + a−1 ) 0
0 γ+

1 (1 + a−2 ) 0
0 0 γ3(1 + a−3 )

 ,

E9 =

 γ1 γ1(a
+ + a−) 0

0 γ1 0
0 0 γ3

 , E10 =

 γ+ 0 γ+(a+ + a−1 + s−)
0 γ+ γ+(a+

2 + a−2 + s−2 )
0 0 γ+

 ,

E11 =

 γ1 γ1(a
+ + a−) 0

0 γ1 0
0 0 γ+

3 (1 + a−3 )

 , E12 =

 γ+ 0 γ+(a+ + a− + s−)
0 γ+ γ+(a+

2 + a−2 + s−2 )
0 0 γ+

 ,
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E13 =

 γ+
1 (1 + a−3 ) 0 γ+(c(a−3 )3 + 3c(a−3 )2 + a+ + a+a−3 + a−1 )

0 γ+
1 (1 + a−3 ) γ+(c

′
(a−3 )3 + 3c

′
(a−3 )2 + a+

2 + a+
2 a

−
3 + a−4 )

0 0 γ+
1 (1 + a−3 )

 ,

E14 =

 γ+ γ+(a+
2 + s−2 ) γ+(a+ + s− + a−4 )

0 γ+ 0
0 0 γ+

 ,

E15 =

 γ+ ∗ ∗∗
0 γ+(λ1a

−
1 + 1) γ+λ1a

−
1

0 γ+λ1a
−
1 γ+(λ2a

−
1 + 1)

 ,

où
∗ = γ+ 1

3
{c2(a−1 )3 + r1c2(a

−
1 )2 + λ2(a

+
4 + s−4 ) + a+

1 a
−
1 + r1a

+
1 },

∗∗ = γ+ 1

3
{c2(a−1 )3 + r2c2(a

−
1 )2 − λ1(a

+
4 + s−4 ) + a+

1 a
−
1 + r2a

+
1 + a−0 }.

E16 =

 γ+ γ+∗ γ+ ∗ ∗
0 γ+(a−2 + 1) γ+a−2
0 0 γ+(a−3 + 1)

 ,

où

∗ =
α1

3
(a−2 )3 +

β2

3
(a−3 )3 + α2a

−
2 (a−3 )3 + α1(a

−
2 )2 + α2(a

−
3 )2 + 2β2a

−
2 a

−
3 + a+

2 .

∗∗ =
α1

3
(a−2 )3 +

β2

3
(a−3 )3 + α2a

−
2 (a−3 )3 + β1(a

−
2 )2a−3 + β1(a

−
2 )2 + β2(a

−
3 )2

+ 2α2a
−
2 a

−
3 + a+ + a−2 a

+
2 + a−3 a

+ + a−0 .

E17 =

 γ+ ∗ ∗∗
0 γ+(a−4 + 1) γ+d(a+ + (a−)2)
0 0 γ+

 ,

où
∗ = γ+[d−1{(a+ +

1

3
(a−)2)a−4 + a+ + (a−)2)}+ a−2 ]

∗∗ = γ+[{1

2
(a+)2 + a+(a−)2 +

1

6
a−)4}+ a+

1 + s−1 ].

E18 =

 γ+ ∗ ∗∗
0 γ+(d

3
(a−)3 + a− + 1) (d

3
(a−)3 + d(a−)2 + da+a− + da+

0 γ+a− γ+(a− + 1)

 ,

où
∗ = γ+{ 1

30
(a−)5 + (d−1 + k)(a−)3 + d−1(a−)2
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+
1

2
(a+)2a− +

1

2
a+(a−)3 + d−1a+a− + d−1a+ +

1

µ
a−4 },

∗∗ = γ+{ 1

30
(a−)5 +

1

6
(a−)4 + k(a−)3 + a+(a−)2+

1

2
a+(a−)3 +

1

2
(a+)2a− + k(a−)2 +

1

2
(a+)2 +

1

µ
a−4 }.

E19 =

 γ+ ∗ ∗∗
0 γ+(d

3
(a−)3 + da+a− + 1

µ
a−0 + 1) γ+d((a−)2 + a+)

0 γ+a− γ+

 ,

où
∗ = γ+{ 1

30
(a−)5 + β3

1

3
(a−)3 + d−1(a−)2 + d−1a+

+
1

3
a+(a−)3 + a+a−0 + a+

1 a
− +

1

2
(a+)2a− +

1

µ
a−0 a

+ 1

µ
a−0 (a−)2 +

1

µ
a−4 },

∗∗ = γ+{1

6
(a−)5 +

d

3
(a−)3 + β2(a

−)2

+2d−1µ−1a−0 a
− +

1

2
(a+)2 + a+(a−)2 + a+

1 +
1

6
(a−)4}.

E20 =

 γ λ1γa γ(λ1λ2

2
a2 + a0)

0 γ λ2γa
0 γ+a− γ

 .

Réciproquement, n’importe quelle paire {g,Φ} décrite ci-dessus est solution de l’équation
fonctionnelle de Wilson (1.32).

Preuve. Substituons les expressions de Φ et g données par (1.35) dans (1.32) ; nous obtenons :[
E(x+ y) + E(x+ σ(y))

2
− E(y) + E(σ(y))

2
E(x)

]
α

+

[
E(σ(x) + y) + E(σ(x) + σ(y))

2
− E(y) + E(σ(y))

2
E(σ(y))

]
β = 0.

Il est facile de vérifier que les fonctions Ei pour i = 1, 2, . . . , n satisfont l’équation fonction-
nelle

Ei(x+ y) + Ei(x+ σ(y))

2
=
Ei(y) + Ei(σ(y))

2
Ei(x), x, y ∈ G;

nous laissons de côté la vérification.
Maintenant, nous prouvons que n’importe quelle solution de (1.32) peut s’écrire sous la

forme donnée par le Théorème 1.3.3. A partir de (Proposition 3.1, Proposition 2.1, [165]), Φ
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est solution de l’équation (1.13), Φ ◦ σ = Φ et Φ(x)Φ(y) = Φ(y)Φ(x), pour tout x, y ∈ G.
Ainsi, par (Lemme 1, [154]), il existe C ∈ GL(3,C) et λ1, λ2 ∈ C telles que

Ψ(x) = C−1Φ(x)C =

 φ1(x) λ1φ(x) φ0(x)
0 φ2(x) λ2φ(x)
0 0 φ3(x)

 , (1.36)

où φ0, φ1, φ2, φ3, λ1φ, λ2φ : G→ C sont solutions des équations (1.25), (1.26), (1.27), (1.28),
(1.29) et (1.30).
En utilisant l’équation (1.32), la nouvelle fonction G = {G1, G2, G3}t = C−1g vérifie
l’équation fonctionnelle

G(x+ y) +G(x+ σ(y)) = 2Ψ(y)G(x), x, y ∈ G. (1.37)

Les composantes de g sont linéairement indépendantes, ce qui implique que Gi, i = 1, 2, 3
satisfont

G1(x+y)+G1(x+σ(y)) = 2φ1(y)G1(x)+2λ1φ(y)G2(x)+2φ0(y)G3(x), x, y ∈ G, (1.38)

G2(x+ y) +G2(x+ σ(y)) = 2φ2(y)G2(x) + 2λ2φ(y)G3(x), x, y ∈ G, (1.39)

et
G3(x+ y) +G3(x+ σ(y)) = 2φ3(y)G3(x), x, y ∈ G. (1.40)

Dans la suite, nous déterminons la solution générale G de (1.37) puis nous choisissons la

fonctionE : G→M(3,C) et les constantes α, β ∈ C3 satisfaisant
E(x) + E(σ(x))

2
= Ψ(x),

E(x)α + E(σ(x))β = G(x) et
E(x+ y) + E(x+ σ(y))

2
=
E(y) + E(σ(y))

2
E(x) pour tout

x, y ∈ G.
Cas 1. Si

Ψ =


γ1 + γ1 ◦ σ

2
0 0

0
γ2 + γ2 ◦ σ

2
0

0 0
γ3 + γ3 ◦ σ

2

 ,

où γi : G→M(G), dans ce cas, nous obtenons que Gi pour i = 1, 2, 3 satisfait l’équation de
Wilson scalaire et ainsi, selon [163], nous obtenons :

Gi = ci1
γi + γi ◦ σ

2
+ ci2

γi − γi ◦ σ
2

, si γi 6= γi ◦ σ (1.41)

et
Gi = γi(c

i
1 + a−i ), si γi = γi ◦ σ, (1.42)
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où ci1, c
i
2 ∈ C, a−i ∈ A−(G) pour i ∈ {1, 2, 3}. Cela nous couduit aux combinaisons suivantes :

si γ1 6= γ1 ◦ σ, γ2 6= γ2 ◦ σ et γ3 6= γ3 ◦ σ, alors nous pouvons donner E1,

α =
1

2

 c11 + c12
c21 + c22
c31 + c32

 et β =
1

2

 c11 − c12
c21 − c22
c31 − c32

 .

Si γ1 6= γ1 ◦ σ, γ2 6= γ2 ◦ σ et γ3 = γ3 ◦ σ, alors nous donnons E2,

α =
1

2

 c11 + c12
c21 + c22
c31 + 1

 et β =
1

2

 c11 − c12
c21 − c22
c31 − 1

 .

Si γ1 = γ1 ◦ σ, γ2 = γ2 ◦ σ et γ3 6= γ3 ◦ σ, alors nous pouvons donner E3,

α =
1

2

 c11 + 1
c21 + 1
c31 + c32

 et β =
1

2

 c11 − 1
c21 − 1
c31 − c32

 .

Si γ1 = γ1 ◦ σ, γ2 = γ2 ◦ σ et γ3 = γ3 ◦ σ, alors nous pouvons écrire E4,

α =
1

2

 c11 + 1
c21 + 1
c31 + 1

 et β =
1

2

 c11 − 1
c21 − 1
c31 − 1

 .

Cas 2. Si

Ψ =

 γ+
1 γ1(a

+ + s−) 0
0 γ1 0

0 0
γ3 + γ3 ◦ σ

2

 ,

où γ+
1 ∈ M+(G), γ3 ∈ M(G), a+ ∈ A+(G), s− ∈ S−(G) et a+ + s− 6= 0. Tenant compte

de (1.38), (1.39) et (1.40) nous avons :

G1(x+ y) +G1(x+ σ(y)) = 2γ+
1 (y)G1(x) + 2γ+

1 (a+ + s−)(y)G2(x), (1.43)

G2(x+ y) +G2(x+ σ(y)) = 2γ+
1 (y)G2(x), (1.44)

G3(x+ y) +G3(x+ σ(y)) = 2
γ3 + γ3 ◦ σ

2
(y)G3(x). (1.45)

D’après [163], nous avons

G3 = c31
γ3 + γ3 ◦ σ

2
+ c32

γ3 − γ3 ◦ σ
2

, si γ3 ◦ σ 6= γ3

G3 = γ+
3 (c31 + a−3 ), si γ3 ◦ σ = γ3,
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G2 = γ+
1 (c21 + a−2 ),

où c31, c
3
2, c

2
1 ∈ C et a−2 , a

−
3 ∈M−(G).

Divisons l’équation (1.43) par γ+
1 (x + y) = γ+

1 (x)γ+
1 (y) = γ+

1 (x + σ(y)), nous avons, pour

G′
1 =

G1

γ+
1

et G′
2 =

G2

γ+
1

, que G′
1 satisfait l’équation fonctionnelle de différence symétrique

G′
1(x+ y) +G′

1(x+ σ(y)) = 2G′
1(x) + 2(a+ + s−)(y)G′

2(x), x, y ∈ G, (1.46)

qui a été résolue dans [163].
Si c21 + a−2 = 0, alors G2 = 0 et, à partir de [163], nous obtenons G1 = γ+

1 (c11 + a−1 ), où
c11 ∈ C, a−1 ∈ A−(G). Nous pouvons écrire E5,

α =
1

2

 c11
1

c31 + c32

 , β =
1

2

 c11
−1

c31 − c32

 ,

si γ3 ◦ σ 6= γ3 et, dans le cas où γ3 ◦ σ = γ3, nous pouvons donner E6,

α =
1

2

 c11
1

c31 + 1

 , β =
1

2

 c11
−1
c31 − 1

 .

Si c21 + a−2 est une constante, alors a−2 = 0 ; si G2 = c21γ
+
1 et par [163], nous obtenons

G1 = γ+
1 (c21(a

+ + s−) + a− + c), où c ∈ C, a− ∈ A−(G). Nous pouvons donner E5,

α =
1

2

 c
c21 + 1
c31 + c32

 , β =
1

2

 c
c21 − 1
c31 − c32

 ,

si γ3 ◦ σ 6= γ3, et nous écrivons E6,

α =
1

2

 c
c21 + 1
c31 + 1

 , β =
1

2

 c
c21 − 1
c31 − 1


si γ3 ◦σ = γ3. Pour le dernier cas, en utilisant encore [163], s− = 3c(a−2 )2, G2 = γ+

1 (c21 +a−2 )
et G1 = γ+

1 (c21a
+ + 3c21c(a

−
2 )2 + a+a−2 + c(a−2 )3 + a−1 + c1).

Si γ3 ◦ σ 6= γ3, nous donnons E7,

α =
1

2

 c1
c21 + 1
c31 + c32

 , β =
1

2

 c1
c21 − 1
c31 − c32

 .
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Si γ3 ◦ σ = γ3, nous écrivons E8,

α =
1

2

 c1
c21 + 1
c31 + 1

 , β =
1

2

 c1
c21 − 1
c31 − 1

 .

Cas 3. Si

Ψ =


γ1 + γ1 ◦ σ

2

γ1 + γ1 ◦ σ
2

a+ +
γ1 − γ1 ◦ σ

2
a− 0

0
γ1 + γ1 ◦ σ

2
0

0 0
γ3 + γ3 ◦ σ

2

 ,

où γ1, γ3 ∈M(G) tel que γ1 ◦ σ 6= γ1. Dans ce cas, Gi, i = 1, 2, 3 satisfait

G1(x+ y) +G1(x+ σ(y)) (1.47)

= 2(
γ1 + γ1 ◦ σ1

2
)(y)G1(x) + 2(

γ1 + γ1 ◦ σ1

2
a+ +

γ1 − γ1 ◦ σ1

2
a−)(y)G2(x),

G2(x+ y) +G2(x+ σ(y)) = 2(
γ1 + γ1 ◦ σ

2
)(y)G2(x), (1.48)

G3(x+ y) +G3(x+ σ(y)) = 2(
γ3 + γ3 ◦ σ

2
)(y)G3(x). (1.49)

D’après [165], nous obtenons

G1 = c2
γ1 + γ1 ◦ σ

2
a+ + c′2

γ1 − γ1 ◦ σ
2

a+ + c2
γ1 + γ1 ◦ σ

2
a−

+c′2
γ1 + γ1 ◦ σ

2
a− + d1

γ1 + γ1 ◦ σ
2

+ d2
γ1 − γ1 ◦ σ

2
,

G2 = c2
γ1 + γ1 ◦ σ

2
+ c′2

γ1 − γ1 ◦ σ
2

,

G3 = c3
γ3 + γ3 ◦ σ

2
+ c′3

γ3 − γ3 ◦ σ
2

, si γ3 ◦ σ 6= γ3,

G3 = γ3(c3 + a−3 ), si γ3 ◦ σ = γ3,

où c2, c3, c′2, c
′
3, d1, d2 ∈ C, a− ∈ A−(G) et a+ ∈ A+(G). Si γ3 ◦ σ 6= γ3, nous pouvons écrire

E9,

α =
1

2

 d1 + d2

c1 + c′1
c3 + c′3

 , β =
1

2

 d1 − d2

c1 − c′1
c3 − c′3
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et pour le cas γ3 ◦ σ = γ3, nous donnons E11

α =
1

2

 d1 + d2

c1 + c′1
c3 + 1

 , β =
1

2

 d1 − d2

c1 − c′1
c3 − 1

 .

Cas 4. Si

Ψ =

 γ+ 0 γ+(a+ + s−)
0 γ+ γ+(a+

2 + s−2 )
0 0 γ+

 ,

où γ+ ∈ M+(G), a+, a+
2 ∈ A+(G) et s−, s−2 ∈ S−(G). Donc Gi, i = 1, 2, 3 sont des

solutions des équations fonctionnelles

G1(x+ y) +G1(x+ σ(y)) = 2γ+(y)G1(x) + 2γ+(a+ + s−)(y)G3(x), (1.50)

G2(x+ y) +G2(x+ σ(y)) = 2γ+(y)G2(x) + 2γ+(a+
2 + s−2 )(y)G3(x), (1.51)

G3(x+ y) +G3(x+ σ(y)) = 2γ+(y)G3(x). (1.52)

La dernière équation donne :
G3 = γ+(c3 + a−3 ),

où c3 ∈ C et a−3 ∈ M−(G). Divisons les équations (1.50) et (1.51) par γ+(x + y) =

γ+(x)γ+(y) = γ+(x+ σ(y)), nous obtenons pour G′
1 =

G1

γ+
et G′

2 =
G2

γ+
:

G′
1(x+ y) +G′

1(x+ σ(y)) = 2G′
1(x) + 2(c3 + a−3 )(x)(a+ + s−)(y), (1.53)

G′
2(x+ y) +G′

2(x+ σ(y)) = 2G′
2(x) + 2(c3 + a−3 )(x)(a+

2 + s−2 )(y). (1.54)

Les solutions de ces équations sont données dans [163].
Si c3 + a−3 = 0, alors G3 = 0, G1 = γ+(c1 + a−1 ) et G2 = γ+(c2 + a−2 ), où c1, c2 ∈ C et

a−1 , a
−
2 ∈ A−(G). Nous écrivons E10,

α =
1

2

 c1
c2
1

 , β =
1

2

 c1
c2
−1

 .

Si c3 + a−3 est une constante alors a−3 = 0, donc d’après [163], nous avons G3 = c3γ
+,

G1 = γ+(c3(a
+ + s−) + a− + c) et G2 = γ+(c3(a

+
2 + s−2 ) + a−2 + c′), où c, c′ ∈ C et

a−, a−2 ∈ A−(G). Pour ce cas, nous donnons E12,

α =
1

2

 c
c′

c3 + 1

 , β =
1

2

 c
c′

c3 − 1

 .
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Pour le dernier cas, G3 = γ+(c3 + a−3 ), de [163], nous obtenons s− = 3c(a−3 )2, s−2 =
3c′(a−3 )2, G1 = γ+(c3a

+ + 3c3c(a
−
3 )2 + a+a−3 + c(a−3 )3 + a−1 + c1) et G2 = γ+(c3a

+
2 +

3c3c
′(a−3 )2 + a+

2 a
−
3 + c′(a−3 )3 + a−4 + c2). Nous écrivons E13,

α =
1

2

 c1
c2

c3 + 1

 , β =
1

2

 c1
c2

c3 − 1

 .

Cas 5. Si

Ψ =

 γ+ γ+(a+
2 + s−2 ) γ+(a+ + s−)

0 γ+ 0
0 0 γ+

 ,

où γ+ ∈ M+(G), a+
2 , a

+ ∈ A+(G) et s−, s−2 ∈ S−(G). Dans ce cas, Gi (i = 1, 2, 3) satisfait
les équations fonctionnelles suivantes :

G1(x+y)+G1(x+σ(y)) = 2γ+(y)G1(x)+2γ+(a+
2 +s−2 )(y)G2(x)+2γ+(a++s−)(y)G3(x),

(1.55)
G2(x+ y) +G2(x+ σ(y)) = 2γ+(y)G2(x) (1.56)

et
G3(x+ y) +G3(x+ σ(y)) = 2γ+(y)G3(x). (1.57)

De [163], nous obtenons G2 = γ+(c2 + a−2 ) et G3 = γ+(c3 + a−3 ), où c2, c3 ∈ C et a−2 , a
−
3 ∈

A−(G). Divisons l’équation (1.55) par γ+(x + y) = γ+(x)γ+(y) = γ+(x + σ(y)) nous

obtenons pour G′
1 =

G1

γ+
:

G′
1(x+y)+G′

1(x+σ(y)) = 2G′
1(x)+2(a+

2 +s−2 )(y)(c2+a
−
2 )(x)+2(a++s−)(y)(c3+a

−
3 )(x).
(1.58)

Si a−2 et a−3 sont linéairement dépendants, i.e., a−2 = λ1a
−
1 et a−3 = λ2a

−
1 , où λ1, λ2 ∈ C et

a−1 ∈ A−(G). L’équation (1.55) devient

G′
1(x+ y) +G′

1(x+ σ(y)) (1.59)

= 2G′
1(x) + 2[c2(a

+
2 + s−2 ) + c3(a

+ + s−)](y) + 2a−1 (x)[λ1(a
+
2 + s−2 ) + λ2(a

+ + s−)](y),

alors la fonction F (x) = G′
1(x) − c2(a

+
2 + s−2 )(x) − c3(a

+ + s−)(x) satisfait l’équation
fonctionnelle suivante :

F (x+ y) + F (x+ σ(y)) = 2F (x) + 2a−1 (x)[λ1(a
+
2 + s−2 ) + λ2(a

+ + s−)](y).

En tenant compte de [163], nous obtenons les cas suivants :
si a−1 (x) = 0, alors a−2 (x) = 0, a−3 (x) = 0, pour tout x ∈ G et G1(x) = γ+(x)(c2(a

+
2 + s−2 ) +

c3(a
+ + s−) + a−4 + c4)(x), G2(x) = c2γ

+(x) et G3(x) = c3γ
+(x). Nous donnons E14,

α =
1

2

 c4
c2 + 1
c3 + 1

 , β =
1

2

 c4
c2 − 1
c3 − 1

 .
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Si a−1 6= 0, nous avons

G′
1 =

1

3
c′2(a

−
1 )3 + a+

1 a
−
1 + c2(a

+
2 + s−2 ) + c3(a

+ + s−) + a−0 + c4,

λ1(a
+
2 + s−2 ) + λ2(a

+ + s−) = a+
1 + c′2(a

−
1 )2.

Dans la dernière équation nous pouvons choisir r1, r2 ∈ C, a−4 ∈ A−(G) et s−4 ∈ S−(G) tels
que : r1λ1 + r2λ2 = 1 et

a+
2 + s−2 = r1(a

+
1 + c′2(a

−
1 )2) + λ2(a

+
4 + s−4 ),

a+ + s− = r2(a
+
1 + c′2(a

−
1 )2)− λ1(a

+
4 + s−4 ).

Donc :

G1 = γ+{1

3
c′2(a

−
1 )3 + c′2(c2r1 + c3r2)(a

−
1 )2

+a+
1 a

−
1 + (c2r1 + c3r2)a

+
1 + (λ2c2 − λ1c3)(a

+
4 + s−4 )

+a−0 + c4},

G2 = γ+(c2 + λ1a
−
1 ),

G3 = γ+(c3 + λ2a
−
1 ).

Nous pouvons écrire E15,

α =
1

2

 c4
c2

c3 + 1

 , β =
1

2

 c4
c2

c3 − 1

 .

Maintenant, si a−2 et a−3 sont linéairement indépendants, la fonction F (x) = G′
1(x)− c2(a+

2 +
s−2 )(x)− c3(a

+ + s−)(x)−G′
1(0) satisfait F (e) = 0, F (y) + F (σ(y)) = 0, et

F (x+ y) + F (x+ σ(y)) = 2F (x) + 2a−2 (x)(a+
2 + s−2 )(y) + 2a−3 (x)(a+ + s−)(y), x, y ∈ G.

(1.60)
La somme de cette équation et de l’équation obtenue en interchangeant les rôles de x et de y
dans (1.60), donne

F (x+ y) = F (x) + F (y) + a−2 (x)(a+
2 + s−2 )(y) + a−3 (x)(a+ + s−)(y)

+a−2 (y)(a+
2 + s−2 )(x) + a−3 (x)(a+ + s−)(x).

En utilisant (Lemme 14.1, [3]) et quelques idées de [154], nous obtenons

s−2 = α1(a
−
2 )2 + α2(a

−
3 )2 + 2β1a

−
2 a

−
3 ,
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s− = β1(a
−
2 )2 + β2(a

−
3 )2 + 2α2a

−
2 a

−
3 ,

où α1, α2, α3, β1, β2, β3 ∈ C. Par conséquent,

F (x+ y) + F (x+ σ(y))

= 2F (x) + 2a−2 (x)[α1((a2)
−)2 + α2(a

−
3 )2 + 2β1a

−
2 a

−
3 + a+

2 ](y)

+2a−3 (x)[β1(a
−
2 )2 + β2(a

−
3 )2 + 2α2a

−
2 a

−
3 + a+](y).

Un calcul direct montre que

F0 =
α1

3
(a−2 )3 +

β2

3
(a−3 )3 + α2(a2)

−(a−3 )2 + β1((a2)
−)2a−3 + a−2 a

+
2 + a−3 a

+

est une solution particulière de l’équation précédente, de sorte que la solution complète est
α1

3
((a2)

−)3 +
β2

3
(a−3 )3 + α2(a2)

−(a−3 )2 + β1((a2)
−)2a−3 + (a2)

−(a2)
+ + a−3 a

+ + a−0 + c, où

a−0 ∈ A−(G) et c ∈ C. Donc :

G1 = γ+[
α1

3
(a−2 )3 +

β2

3
(a−3 )3 + α2a

−
2 (a−3 )2 + β1(a

−
2 )2a−3 + (α1c2 + c3β1)(a

−
2 )2

+(α2c2+c3β2)(a
−
3 )2+(2β1c2+2c3α2)a

−
3 a

−
2 +a−2 a

+
2 +a−3 a

++c2a
+
2 +c3a

++a−0 +c].

Nous donnons E16,

α =
1

2

 c
c2

c3 + 1

 , β =
1

2

 c
c2

c3 − 1

 .

Cas 6. Si

Ψ =

 γ+ d−1γ+(a+ + (a−)2) γ+(1
2
(a+)2 + a+(a−)2 + 1

6
(a−)4 + a+

1 + s−1 )
0 γ+ dγ+(a+ + (a−)2)
0 0 γ+

 ,

où γ+ ∈ M+(G), a+, a+
1 ∈ A+(G), a− ∈ A−(G), s−1 ∈ S−(G) et d ∈ C∗. Les composantes

Gi, i = 1, 2, 3 vérifient les équations fonctionnelles suivantes :

G1(x+ y) +G1(x+ σ(y)) = 2γ+(y)G1(x) + 2d−1γ+(a+ + (a−)2)(y)G2(x)

+2γ+(
1

2
(a+)2 + a+(a−)2 +

1

6
(a−)4 + a+

1 + s−1 )(y)G3(x),

G2(x+ y) +G2(x+ σ(y)) = 2γ+(y)G2(x) + 2dγ+(a+ + (a−)2)(y)G3(x) (1.61)

et
G3(x+ y) +G3(x+ σ(y)) = 2γ+(y)G3(x). (1.62)
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D’après [163], nous avons G3 = γ+(c3 +a−3 ), où c3 ∈ C et a−3 ∈ A−(G). Divisons l’équation

(1.61) par γ+(x+ y) = γ+(x)γ+(y) = γ+(x+ σ(y)), nous obtenons pour G′
2 =

G2

γ+
que

G′
2(x+ y) +G′

2(x+ σ(y)) = 2G′
2(x) + 2d(c3 + a−3 )(x)(a+ + (a−)2)(y), (1.63)

i.e.,G′
2 satisfait l’équation fonctionnelle de différence symétrique. La solution de cette équation

est donnée par H. Stetkær [163].
Si c3 + a−3 est une constante, i.e., a−3 = 0, alors G3 = c3γ

+ et G2 = γ+[dc3(a
+ + (a−)2) +

a−4 + c1]. Divisons la première équation par γ+(x+ y) = γ+(x)γ+(y) = γ+(x+ σ(y)), nous

avons pour G′
1 =

G1

γ+
que

G′
1(x+ y) +G′

1(x+ σ(y))

= 2G′
1(x) + 2d−1[dc3(a

+ + (a−)2) + a−4 + c1](x)(a
+ + (a−)2)(y)

+2c3[(
1

2
(a+)2 + a+(a−)2 +

1

6
(a−)4 + a+

1 + s−1 )](y). (1.64)

Un calcul direct nous donne : c3[
1

2
(a+)2 + a+(a−)2 +

1

6
(a−)4] + d−1(a+ +

1

3
(a−)2)a−4 +

c1d
−1(a+ + (a−)2) + c3(a

+
1 + s−1 ), est solution particulière de l’équation (1.64). En tenant

compte de [163], nous obtenons

G1 = γ+[c3(
1

2
(a+)2+a+(a−)2+

1

6
(a−)4)+d−1(a++

1

3
(a−)2)a−4 +c1d

−1(a++(a−)2)+c3(a
+
1 +s−1 )+a−2 +c].

Dans ce cas, nous pouvons donner E17, et

α =
1

2

 c
c1 + 1
c3

 , β =
1

2

 c
c1 − 1
c3

 .

Si a−3 6= 0 alors G3 = γ+(c3 + a−3 ) et

G2(x+ y) +G2(x+ σ(y)) = 2γ+(y)G2(x) + 2dγ+(a+ + (a−)2)(y)γ+(c3 + a−3 )(x). (1.65)

Divisons l’équation (1.65) par γ+(x+y) = γ+(x)γ+(y) = γ+(x+σ(y)), nous obtenons pour

G′
2 =

G2

γ+
:

G′
2(x+ y) +G′

2(x+ σ(y)) = 2G′
2(x) + 2d(a+ + (a−)2)(y)(c3 + a−3 )(x). (1.66)

D’après (Théorème IV.1, [163]), il s’ensuit que (a−)2 = 3c(a−3 )2, i.e., a−3 = µa−, (µ 6= 0), où

µ2 =
1

3c
et

G2 = γ+(dc3a
+ + dc3(a

−)2 + dµa+a− + dµ
1

3
(a−)3 + a−0 + c2),
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où c2 ∈ C et a−0 ∈ A−(G). Divisons (1.61) par γ+(x + y) = γ+(x)γ+(y) = γ+(x + σ(y)),

nous obtenons pour G′
1 =

G1

γ+
:

G′
1(x+ y) +G′

1(x+ σ(y))

= 2G′
1(x) + 2d−1(dc3a

+ + dc3(a
−)2 + dµa+a− + dµ

1

3
(a−)3 + a−0 + c2)(x)(a

+ + (a−)2)(y)

+2(c3 + µa−)(x)(
1

2
(a+)2 + a+(a−)2 +

1

6
(a−)4 + (a+

1 + s−1 ))(y).

Introduisons une nouvelle fonction F0 définie par

F0 = G′
1−c2d−a+−c2d−1(a−)2− c3

2
(a+)2−c3a+(a−)2− µ

2
(a+)2a−− µ

3
a+(a−)3− c3

6
(a−)4

− µ

30
(a−)5 − c3(a

+
1 + s−1 )−G′

1(e),

alors, pour tout x, y ∈ G, nous avons

F0(x+ y) + F0(x+ σ(y)) = 2F0(x) + 2d−1a−0 (x)(a+ + (a−)2)(y) + 2µa−(x)(a+
1 + s−1 )(y).

(1.67)
Si a−0 et a− sont linéairement dépendants, i.e., a−0 = λa− nous avons

F0(x+y)+F0(x+σ(y)) = 2F0(x)+2a−(x)[d−1λa++d−1λ(a−)2+µ(a+
1 +s−1 )](y). (1.68)

D’après [163], nous avons que a+
1 + s−1 = k(a−)2 et F0 = d−1λa+a− + (d−1λ+ µk)(a−)3 +

a−4 + c4, où k, c4 ∈ C et a−4 ∈ A−(G). Alors

G1 = γ+{ µ
30

(a−)5 +
c3
6

(a−)4

+(d−1λ+ µk)(a−)3 + c2d
−1a+ + (c2d

−1 + c3k)(a
−)2

+
c3
2

(a+)2 + c3a
+(a−)2 +

µ

2
(a+)2a−

+
µ

3
a+(a−)3 + d−1λa+a− + a−4 + c4},

G2 = γ+(dc3a
+ + dc3(a

−)2 + dµa+a− + dµ
1

3
(a−)3 + λa− + c2),

G3 = γ+(c3 + µa−).

Nous donnons E18,

α =
1

2

 c4
c2 + λ

c3 + µ− λ

 , β =
1

2

 c4
c2 − λ

c3 − µ+ λ

 .
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Si a−0 et a− sont linéairement indépendants. En utilisant des calculs similaires au Cas 5
pour l’équation fonctionnelle (1.67), il s’ensuit que

s−1 = β2(a
−)2 + 2d−1µ−1a−0 a

−,

F0 =
β2µ

3

3
(a−)3 + d−1a−0 (a−)2 + d−1a+a−0 + µa+

1 a
− + a−4 + c4.

Donc nous obtenons

G1 = γ+[c2d
−1a+ + (c2d

−1 + c3β2)(a
−)2 +

c3
2

(a+)2 + c3a
+(a−)2 +

µ

2
(a+)2a− +

µ

3
a+(a−)3

+
c3
6

(a−)4+
µ

30
(a−)5+c3(a

+
1 +2d−1µ−1a−0 a

−)+
β2µ

3

3
(a−)3+d−1a−0 (a−)2+d−1a+a−0 +µa+

1 a
−+a−4 +c4],

G2 = γ+(dc3a
+ + dc3(a

−)2 + dµa+a− + dµ
1

3
(a−)3 + a−0 + c2),

G3 = γ+(c3 + µa−).

Nous écrivons E19 avec

α =
1

2

 c4
c2 + µ
c3

 , β =
1

2

 c4
c2 − µ
c3

 .

Cas 7. Si Φ prend l’une des formes 7, 8 et 9 du Théorème 1.2.2. Dans ce cas γ 6= γ ◦ σ,
alors il existe x0 ∈ G tel que Φ(2x0) − Φ(x0 + σ(x0)) est inversible. D’après le Théorème
1.3.1, il existe α, β ∈ C3 et E : G −→ M3(C) qui vérifient G(x) = E(x)α + E(σ(x))β,

ψ(x) =
E(x) + E(σ(x))

2
, où E(x) est de la forme suivante

E(x) =

 φ1(x) λ1φ(x) φ0(x)
0 φ1(x) λ2φ(x)
0 0 φ1(x)

 ,

avec
E(x+ y) = E(x)E(y), x, y ∈ G, (1.69)

φ1(x+ y) = φ1(x)φ1(y), x, y ∈ G, (1.70)

λiφ(x+ y) = λiφ1(x)φ(y) + λiφ1(y)φ(x), x, y ∈ G, i = 1, 2, (1.71)

φ0(x+ y) = φ0(x)φ1(y) + φ0(y)φ1(x) + λ1λ2φ(y)φ(x), x, y ∈ G. (1.72)

D’après (1.71), (1.69) et par l’indépendance linéaire du groupe des homomorphismes pour
C∗, il s’ensuit que φ1 = γ, où φ1 = γ ◦ σ et γ ∈M(G).
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Cas 1. Si φ1 = γ, d’après [163], nous avons φ = γa, où a ∈ A(G). Par conséquent,
l’équation (1.72) devient

φ0(x+ y) = φ0(x)γ(y) + φ0(y)γ(x) + λ1λ2γ(x)γ(y)a(x)a(y), x, y ∈ G. (1.73)

Divisons par γ(x+ y) = γ(x)γ(y), nous obtenons

φ0

γ
(x+ y) =

φ0

γ
(x) +

φ0

γ
(y) + λ1λ2a(x)a(y), x, y ∈ G. (1.74)

Un calcul direct montre que
λ1λ2

2
a2 est une solution particulière de (1.74), et la solution

complète est donnée par
λ1λ2

2
a2 + a0, où a0 ∈ A(G). Alors φ0 = γ(

λ1λ2

2
a2 + a0) et par

conséquent

E =

 γ λ1γa γ(
λ1λ2

2
a2 + a0)

0 γ λ2γa
0 0 γ

 .

Pour le second cas où, φ1 = γ ◦ σ, nous obtenons de manière similaire :

E =

 γ ◦ σ λ1aγ ◦ σ γ ◦ σ(
λ1λ2

2
a2 + a0)

0 γ ◦ σ λ2aγ ◦ σ
0 0 γ ◦ σ

 .

Donc nous donnons E20. Ce qui achève la preuve du théorème. ♠

Le Théorème 1.3.3 donne toutes les solutions de l’équation fonctionnelle matricielle de Wil-
son (1.33) pour lesquelles vect{g(x) ∈ C3/x ∈ G} = C3 (voir (Proposition 1.3.2)). Cepen-
dant, la dimension de vect{g(x) ∈ C3/x ∈ G} n’est pas toujours égale à 3. Le théorème
suivant décrit toutes les solutions de l’équation matricielle de Wilson (1.33), ainsi que les
nouvelles.

Théorème 1.3.4 Toutes les solutions (g,Φ) ∈ C(G,C3)× C(G,M3(C)) de l’équation fonc-
tionnelle de Wilson (1.33) sont données comme suit :
1- Les solutions décrites dans le Théorème 1.3.3.
2- Il existe C1 ∈ GL(3,C), γ ∈M(G) avec γ 6= γ ◦ σ, et α1, β1 ∈ C tels que :

C−1
1 g = γ

 α1

0
0

 + γ ◦ σ

 β1

0
0

 ,

C−1
1 ΦC1 =

1

2
(γ + γ ◦ σ)I +

 0 ψ1 ξ1
0 ψ2 ξ2
0 ψ3 ξ3

 ,
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où ψi, ξi ∈ C(G), (i = 1, 2, 3) sont des fonctions arbitraires.
3- Il existe C1 ∈ GL(3,C), γ+ ∈M+(G), a− ∈ A−(G) et c ∈ C tels que :

C−1
1 g = (c+ a−)γ+

 1
0
0

 , C−1
1 ΦC1 = γ+I +

 0 ϕ1 θ1

0 ϕ2 θ2

0 ϕ3 θ3

 ,

où ϕi, θi ∈ C(G) (i = 1, 2, 3) sont arbitraires.
4- Il existe C2 ∈ GL(3,C), γ1, γ2 ∈M(G) avec γi 6= γi ◦ σ et α1, β1, α2, β2 ∈ C, vérifiant

C−1
2 g =

 α1γ1 + β1γ1 ◦ σ
0
0

 +

 0
α2γ2 + β2γ2 ◦ σ

0

 ,

C−1
2 ΦC2 =


1

2
(γ1 + γ1 ◦ σ) 0 0

0
1

2
(γ2 + γ2 ◦ σ) 0

0 0
1

2
(γ3 + γ3 ◦ σ)

 +

 0 0 ψ1

0 0 ψ2

0 0 ψ3

 ,

où ψ1, ψ2, ψ3 ∈ C(G) sont arbitraires.
5- Il existeC2 ∈ GL(3,C), γ1, γ2 ∈M(G) avec γ1 6= γ1◦σ et γ2 = γ2◦σ = γ+

2 , a−2 ∈ A−(G)
et α1, β1, c

′
1 ∈ C et c ∈ C tels que :

C−1
2 g =

 α1γ1 + β1γ1 ◦ σ
0
0

 +

 0
γ+

2 (c
′
1 + a−2 )
0

 ,

C−1
2 ΦC2 =


1

2
(γ1 + γ1 ◦ σ) 0 0

0 γ+
2 0

0 0 0

 +

 0 0 ψ1

0 0 ψ2

0 0 ψ3

 ,

où ψ1, ψ2, ψ3 ∈ C(G) sont arbitraires.
6- Il existe C2 ∈ GL(3,C), γ1, γ2 ∈ M(G) avec γ1 = γ1 ◦ σ = γ+

1 et γ2 6= γ2 ◦ σ,
a−1 ∈ A−(G), α2, β2, c1 ∈ C et c ∈ C de telle sorte que :

C−1
2 g =

 γ+
1 (c1 + a−1 )

0
0

 +

 0
α2γ2 + β2γ2 ◦ σ

0

 ,

C−1
2 ΦC2 =

 γ+
1 0 0

0
1

2
(γ2 + γ2 ◦ σ) 0

0 0 0

 +

 0 0 ψ1

0 0 ψ2

0 0 ψ3

 ,
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où ψ1, ψ2, ψ3 ∈ C(G) sont arbitraires.
7- Il existe C2 ∈ GL(3,C), γ1, γ2 ∈ M(G) avec γ1 = γ1 ◦ σ = γ+

1 , γ2 = γ2 ◦ σ = γ+
2 ,

a−1 , a
−
2 ∈ A−(G) et c1, c2 ∈ C, vérifiant

C−1
2 g =

 γ+
1 (c1 + a−1 )

0
0

 +

 0
γ+

2 (c2 + a−2 )
0

 ,

C−1
2 ΦC2 =

 γ+
1 0 0
0 γ+

2 0
0 0 0

 +

 0 0 ψ1

0 0 ψ2

0 0 ψ3

 ,

où ψ1, ψ2, ψ3 ∈ C(G) sont arbitraires.
8- g = 0 et Φ arbitraire dans C(G,M3(C)). Inversement, chacune des paires (g,Φ) décrite,
en vertu de (1)-(8), est solution de l’équation fonctionnelle de Wilson (1.33).

Preuve. Il est facile de vérifier que toutes les paires (g,Φ) données de (1)-(8) sont des solu-
tions de l’équation fonctionnelle (1.33), donc chaque solution g, Φ relève de l’une des formes
(1)-(8).
Le cas 1 est prouvé dans le théorème précédent où vect{g(x) ∈ C3/x ∈ G} = C3, et (8) en
découle aisément où vect{g(x) ∈ C3/x ∈ G} a une dimension égale à 0 avec g = 0.
Pour le cas où vect{g(x) ∈ C3/x ∈ G} = C, pour e ∈ C3\{0}, nous écrivons g(x) = f(x)e,
x ∈ G, où f ∈ C(G).
Nous déduisons de l’équation (1.33) :

Φ(y)vect{g(x) ∈ C3/x ∈ G} ⊆ vect{g(x) ∈ C3/x ∈ G}. (1.75)

En particulier, il existe φ ∈ C(G) tel que Φ(y).e = φ(y)e pour tout y ∈ G. Si nous substi-
tuons les expressions de g et Φ dans (1.33), nous obtenons l’équation fonctionnelle scalaire

de Wilson ; alors il existe γ ∈ M(G) vérifiant φ =
1

2
(γ + γ ◦ σ) si γ 6= γ ◦ σ et f est de la

forme f = c(
γ + γ ◦ σ

2
) + d(

γ − γ ◦ σ
2

), où c, d ∈ C. Si γ = γ ◦ σ ∈M+(G), alors f est de

la forme f = γ(c + a−)γ+, où c ∈ C et a− ∈ A−(G). Soit C1 une matrice 3 × 3 inversible

telle que e = C1

 1
0
0

, nous obtenons C−1
1 g(x) = C−1

1 f(x)e = f(x)

 1
0
0

, alors g prend

la forme donnée par (2) et (3). D’après Φ(y).e = φ(y)e, nous déduisons :

C−1
1 Φ(y)C1

 1
0
0

 =

 φ(y)
0
0

 ,

ce qui implique la formule de C−
1 ΦC1.

Si vect{g(x) ∈ C3/x ∈ G} = C(u, v) pour un (u, v) ∈ (C3/{0})2, g est alors de la forme
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g(x) = f(x)u+h(x)v, x ∈ G, où f, h ∈ C(G)\{0}. En particulier, nous déduisons de (1.75),
l’existence de φ1, φ2 ∈ C(G) telles que Φ(y)u = φ1(y)u et Φ(y)v = φ2(y)v, pour tout y ∈ G.
Si nous remplaçons les expressions de g et de Φ dans l’équation (1.33), nous obtenons

[f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2φ1(y)f(x)]u+ [h(x+ y) + h(x+ σ(y))− 2φ2(y)h(x)]v = 0.

Les vecteurs u, v sont linéairement indépendants, alors f et h satisfont l’équation fonction-

nelle scalaire de Wilson et par suite, il existe γi ∈M(G) (i = 1, 2) tel que φi =
1

2
(γi +γi ◦σ)

(i = 1, 2), a−1 , a
−
2 ∈ A−(G) et c1, c2, c

′
1, c

′
2 ∈ C, où f = (

c1 + c2
2

)γ1 + (
c1 − c2

2
)γ1 ◦ σ si

γ1 6= γ1 ◦ σ, ou f = γ+
1 (c1 + a−1 ) si γ1 = γ1 ◦ σ = γ+

1 et h = (
c
′
1 + c

′
2

2
)γ2 + (

c
′
1 − c

′
2

2
)γ2 ◦ σ

si γ2 6= γ2 ◦ σ, ou h = γ+
1 (c

′

1 + a−2 ) si γ2 = γ2 ◦ σ = γ+
2 .

Soit C2 une matrice 3× 3 inversible telle que u = C2

 1
0
0

 et v = C2

 0
1
0

, nous avons :

C−1
2 g(x) = C−1

2 [f(x)u+ h(x)v] = f(x)

 1
0
0

 + h(x)

 0
1
0

 .

D’après Φ(y)u = φ1(y)u et Φ(y)v = φ2(y)v, nous obtenons

C−1
2 ΦC2

 1
0
0

 =

 φ1

0
0

 et C−1
2 ΦC2

 0
1
0

 =

 0
φ2

0

 ,

ce qui implique la formule de C−1
2 ΦC2 dans (4), (5), (6) et (7). ♠

1.4 Sur l’équation fonctionnelle trigonométrique avec invo-
lution

Dans cette section, nous résolvons l’équation fonctionnelle

f(x+y)+f(x+σ(y)) = 2g(x)h(y) = 2g1(x)h1(y)+2g2(x)h2(y)+2g3(x)h3(y), x, y ∈ G,
(1.76)

où nous utilisons les notations g = (g1, g2, g3) et h = (h1, h2, h3)
t pour tout f, g1, g2, g3,

h1, h2, h3 ∈ C(G). Nous prenons pour g(x) un vecteur ligne et h(x) un vecteur colonne pour
chaque x ∈ G.
Pour la solution de (1.76), nous considérons le triplet {f, g, h}, qui est une fonction continue
satisfaisant (1.76).
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Théorème 1.4.1 Soient f : G −→ C, g = {g1, g2, g3} : G −→ C3 et h = {h1, h2, h3}t :
G −→ C3 avec g, h ∈ F , satisfaisant l’équation fonctionnelle (1.76). Alors, il existe une
solution Φ : G −→M3(C) de l’équation fonctionnelle matricielle de d’Alembert{

Φ(x+ y) + Φ(x+ σ(y)) = 2Φ(x)Φ(y), x, y ∈ G,
Φ(e) = I,

(1.77)

et il existe un vecteur colonne v0 ∈ C3 vérifiant :

h(x) = Φ(x)v0, (1.78)

g(x+ y) + g(x+ σ(y)) = 2Φ(y)tg(x), (1.79)

f(x) = g(x)v0, x ∈ G. (1.80)

Preuve. Soit V = vect{h(x), x ∈ G} ⊆ C3. Pour chaque x fixé dans G, nous définissons
une application Φ(x) : V −→ V par

Φ(x)v =
m∑

i=1

ci
h(x+ yi) + h(x+ σ(yi))

2
, x ∈ G,

où v =
∑m

i=1 cih(yi), pour tout y1, ..., ym ∈ G et c1, ..., cm ∈ C.
Nous prouvons d’abord que Φ(x) est bien définie. Pour cela, nous supposons qu’un élément

v ∈ V admet deux expressions

v =
m∑

i=1

cih(yi) =
l∑

j=1

djh(zj).

Alors, pour tout x, y ∈ G, nous avons

g(x)
m∑

i=1

ci
h(y + yi) + h(y + σ(yi))

2
=

1

4

m∑
i=1

ci{2g(x)h(y + yi) + 2g(x)h(y + σ(yi))}

=
1

4

m∑
i=1

ci{f(x+ y + yi) + f(x+ σ(y) + σ(yi))

+ f(x+ y + σ(yi)) + f(x+ σ(y) + yi)}

=
1

4

m∑
i=1

ci{2g(x+ y) + 2g(x+ σ(y))}h(yi)

=
g(x+ y) + g(x+ σ(y))

2

m∑
i=1

cih(yi)

=
g(x+ y) + g(x+ σ(y))

2

l∑
j=1

djh(zj)
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=
1

4

l∑
j=1

dj{(2g(x+ y)h(zj) + 2g(x+ σ(y))h(zj)}

=
1

4

l∑
j=1

dj{f(x+ y + zj) + f(x+ σ(y) + σ(zj))

+ f(x+ y + σ(zj)) + f(x+ σ(y) + zj)}

= g(x)
l∑

j=1

dj
h(y + zj) + h(y + σ(zj))

2
.

Comme g ∈ F , il s’ensuit que Φ(x)(
∑m

i=1 cih(yi)) = Φ(x)(
∑l

j=1 djh(zj)) pour tout x ∈ G.
De plus, comme g ∈ F , nous pouvons facilement vérifier que h◦σ = h. Par conséquent, nous
obtenons que Φ(e) = IV .

Nous prouvons que Φ satisfait l’équation (1.77). Il est clair que, pour chaque x ∈ G, Φ(x)
est une application linéaire dans V . De plus, pour tout x, y ∈ G et v ∈ V , nous avons

[Φ(x+ y) + Φ(x+ σ(y))]v = Φ(x+ y)v + Φ(x+ σ(y))v

=
1

2

m∑
i=1

ci{h(x+ y + yi) + h(x+ y + σ(yi))

+ h(x+ σ(y) + yi) + h(x+ σ(y) + σ(yi))}

= 2Φ(x)(
1

2

m∑
i=1

cih(y + yi) + h(y + σ(yi))

= 2Φ(x)Φ(y)v.

D’après h ∈ F , alors d’après (Lemme 14.1, [4]), nous avons V = C3 et nous obtenons
(1.77). Pour tout x, y ∈ G et v ∈ V ,

2g(x)Φ(y)v = 2g(x)
1

2

m∑
i=1

ci{h(y + yi) + h(y + σ(yi))}

=
1

2

m∑
i=1

ci{2g(x)h(y + yi) + 2g(x)h(y + σ(yi))}

=
1

2

m∑
i=1

ci{f(x+ y + yi) + f(x+ σ(y) + σ(yi))

+ f(x+ y + σ(yi)) + f(x+ σ(y) + yi)}

=
1

2

m∑
i=1

ci{2g(x+ y) + 2g(x+ σ(y))}h(yi)

= {g(x+ y) + g(x+ σ(y))}v,

ce qui implique (1.79).
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Finalement, en posant v0 = h(e), nous obtenons h(x) = Φ(x)v0 pour tout x ∈ G, ce
qui donne (1.78). Maintenant, en prenant y = e dans (1.76), nous déduisons que f(x) =
g(x)h(e) = g(x)v0 pour tout x ∈ G. Ce qui complète la preuve du théorème. ♠

Remarque 1.4.1 Si g /∈ F ou h /∈ F , alors (1.76) se réduit à l’équation fonctionnelle de
Wilson de 1 ou 2-dimension (voir [153], [154] et [165]). Par la suite, nous considérons les
solutions qui vérifient g, h ∈ F .

Dans le théorème suivant, nous résolvons l’équation fonctionnelle (1.76).

Théorème 1.4.2 Soit {f, g1, g2, g3, h1, h2, h3} : G −→ C avec g = {g1, g2, g3}, h = {h1, h2, h3}t ∈
F , une solution de l’équation fonctionnelle (1.76). Alors, il existe v0, u, w ∈ C3 et A ∈
GL(3,C) qui vérifient

h(x) = (A−1)tE(x)t + E(σ(x))t

2
Atv0, (1.81)

g(x) = A(E(x)u+ E(σ(x))w), (1.82)

f(x) = A(E(x)u+ E(σ(x)w)v0, x ∈ G, (1.83)

où E est définie dans le Théorème 1.3.3.

Preuve. Soit {f, g, h} une solution de (1.76). D’après le Théorème 1.4.1, il existe une solution
Φ : G −→ M3(C) de l’équation fonctionnelle de d’Alembert (1.77) qui vérifie g(x + y) +
g(x+σ(y)) = 2Φ(y)tg(x). Appliquons le Théorème 1.3.3 à cette équation, il existe u,w ∈ C3

et A ∈ GL(3,C) qui satisfont g(x) = A(E(x)u + E(σ(x))w)) et Φt = A
E + E ◦ σ

2
A−1,

où E prend une seule forme dans le Théorème 1.3.3. Pour le reste de la preuve, nous tenons
compte des formules (1.78) et (1.80) du Théorème 1.4.1. ♠

1.5 Applications
Dans cette section, nous illustrons de quelle manière la fonction matricielle d’ordre 3,

définie ci-dessus, peut être utilisée pour résoudre l’équation fonctionnelle de Levi-Cività.
Cette équation fonctionnelle est étudiée par T. A. O’Connor dans [114] et l’équation fonc-
tionnelle de type de d’Alembert par Z. Gajda dans [64].

Corollaire 1.5.1 Soit {f, g1, g2, g3, h1, h2, h3} : G −→ C avec g = {g1, g2, g3}, h = {h1, h2, h3}t ∈
F , une solution de l’équation fonctionnelle de Levi-Cività

f(x+ y) = g1(x)h1(y) + g2(x)h2(y) + g3(x)h3(y), x, y ∈ G. (1.84)

Alors, il existe v0, w ∈ C3 et A ∈ GL(3,C) vérifiant

h(x) = (A−1)tE(x)tAtv0, (1.85)
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g(x) = AE(x)w, (1.86)

f(x) = (AE(x)w)v0, x ∈ G, (1.87)

où E : G −→M3(G) prend l’une des formes suivantes : γ1 0 0
0 γ2 0
0 0 γ3

 ,

 γ1 γ1a 0
0 γ1 0
0 0 γ3

 ,

γ

 1 0 a1

0 1 a2

0 0 1

 , γ

 1 d−1a
a2

2
0 1 da
0 0 1

 ,

γ

 1 λ2a2 + r1a1 r2a1 − λ1a2

0 1 0
0 0 1

 , γ

 1 a2 a1

0 1 0
0 0 1

 ,

γ

 1 λ1a a
0 1 λ2a
0 0 1

 , γ

 1 λ1a
λ1λ2

2
a2

0 1 λ2a
0 0 1

 ,

γ

 1 λ1a
λ1λ2

2
a2 + a0

0 1 λ2a
0 0 1

 , γ

 1 d−1a2
a2

2

2
+ a1

0 1 da2

0 0 1

 ,

dans lesquelles γ, γ1, γ2, γ3 ∈ M(G), a, a0, a1, a2 ∈ A(G) et d, λ1, λ2, r1, r2 ∈ C vérifient
r1λ1 + r2λ2 = 1.

Preuve. Comme σ = I , alors nous déduisons de la preuve du Théorème 1.3.3, avec les sim-
plifications suivantes : M+(G) = M(G), A+(G) = A(G), A−(G) = {0} et S−(G) = {0},
le corollaire précédent. ♠

Corollaire 1.5.2 Soit {f, h1, h2, h3} : G −→ C avec h = {h1, h2, h3}t ∈ F une solution de
l’équation fonctionnelle

f(x+ y) = h1(−x)h1(y) + h2(−x)h2(y) + h3(−x)h3(y), x, y ∈ G. (1.88)

Alors, il existe v0 ∈ C3 et A ∈ GL(3,C), vérifiant

h(x) = AE(x)A−1v0, (1.89)

f(x) = v∗0AE(x)A−1v0, x ∈ G, (1.90)
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où E : G −→M3(G) est de la forme

E =

 γ1 0 0
0 γ2 0
0 0 γ3


avec γi ∈M(G) et γi 6= γj , pour i 6= j ; i, j ∈ {1, 2, 3}.

Preuve. Nous nous référons aux notations utilisées dans la preuve du Théorème 1.4.1. Soit
〈·, ·〉 un produit scalaire dans V = C3. Pour tout x ∈ G et u =

∑n
i=1 cih(yi), v =

∑m
j=1 djh(zj),

nous avons

〈Φ(−x)u, v〉 = 〈
n∑

i=1

cih(−x+ yi),
m∑

j=1

djh(zj)〉

=
n∑

i=1

m∑
j=1

cidj〈h(−x+ yi), h(zj)〉

=
n∑

i=1

m∑
j=1

cidjf(x− yi + zj)

=
n∑

i=1

m∑
j=1

cidj〈h(yi), h(x+ zj)〉

= 〈u,Φ(x)v〉
= 〈Φ(x)∗u, v〉,

ce qui implique que Φ(x)∗ = Φ(−x) pour tout x ∈ G. Maintenant, comme Φ(x)Φ(y) =
Φ(y)Φ(x) pour tout x, y ∈ G et Φ(x)∗ = Φ(−x), il s’ensuit que Φ(x) peut être diagonalisée
simultanément (voir Lemme 1, [154]). Alors, il existe A ∈ GL(3,C) qui vérifie Φ(x) =
AE(x)A−1 pour tout x ∈ G, où

E =

 γ1 0 0
0 γ2 0
0 0 γ3

 ,

avec γi ∈ M(G). Pour h ∈ F nous avons γi 6= γj , (i 6= j). Posons y = e dans (1.88), nous
obtenons que f(x) = h̃(x)v0, où h̃(x) = h(−x). Ce qui termine la preuve du corollaire. ♠

Dans le corollaire suivant, nous résolvons l’équation fonctionnelle de Gajda de type de d’Alem-
bert [64] sans utiliser l’hypothèse imposée par Gajda à savoir qu’il existe un point z0 ∈ G qui
vérifie h(z0) = 0. Notons que ce résultat a été obtenu récemment par H. Stetkær dans [167].
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Corollaire 1.5.3 Soit {f, h1, h2, h3} : G −→ C avec {h1, h2, h3}t ∈ F , une solution de
l’équation fonctionnelle de Gajda

f(x+ y) + f(x− y) = 2h1(−x)h1(y) + 2h2(−x)h2(y) + 2h2(−x)h2(y), x, y ∈ G. (1.91)

Alors, il existe v0 ∈ C3 et A ∈ GL(3,C), vérifiant

h(x) = A
E(x) + E(−x)

2
A−1v0, (1.92)

f(x) = v∗0A
−1E(x) + E(−x)

2
A−1v0, x ∈ G (1.93)

où E : G −→M3(G) est de la forme

E =

(
0 γ2 0
0 0 γ3

)
,

où γi ∈M(G) avec γi 6= γj , (i 6= j).

Preuve. Comme dans la preuve du Corollaire 1.5.2, nous montrons que Φ∗(x) = Φ(−x)
et Φ(x) peut être diagonalisée simultanément (voir Lemme 1, [154]). Donc il existe A ∈
GL(3,C) telle que

Φ(x) = A

 ω1(x) 0 0
0 ω2(x) 0
0 0 ω3(x)

A−1.

De Φ(x + y) + Φ(x − y) = 2Φ(x)Φ(y) pour tout x, y ∈ G, il s’ensuit que ωi(x + y) +
ωi(x − y) = 2ωi(x)ωi(y) pour tout x, y ∈ G et i ∈ {1, 2, 3}. D’après [93], il existe γi ∈

M(G), i ∈ {1, 2, 3}, tel que ωi(x) =
γi(x) + γi(−x)

2
pour tout x ∈ G. Donc Φ(x) =

A
E(x) + E(−x)

2
A−1, E =

 γ1 0 0
0 γ2 0
0 0 γ3

 , où γ1, γ2, γ3 sont tels que γi 6= γj .

Finalement, nous déduisons du Théorème 1.4.2 que h(x) = Φ(x)v0 pour tout x ∈ G et en
posant y = e dans (1.91), nous obtenons f(x) = h̃(x)v0 pour tout x ∈ G. Ce qui achève la
preuve du corollaire. ♠

Remarque 1.5.1 ( H. Stetkær) « Une généralisation simple des résultats obtenus dans ce cha-
pitre semble pratiquement impossible. Aussi, serait-il vain de vouloir étudier les équations ma-
tricielles d’ordre 4, de d’Alembert et de Wilson à l’aide des outils mathématiques développés
dans ce même chapitre ? »
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Chapitre 2

Stabilité de l’équation fonctionnelle
σ-quadratique au sens de Hyers-Ulam

2.1 Introduction
L’équation fonctionnelle des quadratiques classique

f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x) + 2f(y), (2.1)

est d’une grande importance dans la théorie des équations fonctionnelles et joue un rôle es-
sentiel dans la caractérisation des espaces munis d’un produit scalaire. Chaque solution de
l’équation fonctionnelle des quadratiques (2.1) est appelée fonction quadratique. La stabilité,
au sens de Hyers-Ulam, de l’équation généralisée des quadratiques (2.1)

f(x+ y) + f(x+ σ(y)) = 2f(x) + 2f(y), x, y ∈ G, (2.2)

où σ est une involution de G, a été prouvée par B. Bouikhalene et al. [19].
F. Skof [157], P. Cholewa [31] et S. Czerwik [37] ont établi la stabilité, au sens de Hyers-
Ulam, de l’équation fonctionnelle des quadratiques (2.1).
Dans [105], Gy. Maksa et P. Volkmann ont montré que, pour les fonctions f : G −→ E d’un
groupe G dans un espace E muni d’un produit scalaire, l’inégalité

‖f(xy)‖ ≥ ‖f(x) + f(y)‖ pour tout x, y ∈ G, (2.3)

implique
f(xy) = f(x) + f(y), pour tout x, y ∈ G. (2.4)

Dans [71], A. Gilányi montre que si G est un groupe 2-divisible abélien, alors l’inégalité
fonctionnelle

‖2f(x) + 2f(y)− f(x− y)‖ ≤ ‖f(x+ y)‖ pour tout x, y ∈ G (2.5)
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entraine que f satisfait l’équation fonctionnelle des quadratiques classique

f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x) + 2f(y) pour tout x, y ∈ G. (2.6)

La commutativité de G peut être remplacée par la condition de Kannappan : f(xyz) =
f(xzy), pour tout x, y, z ∈ G (voir [71]).
Dans [141], J. Rätz supprime l’hypothèse de la 2-divisibilité de G et discute les variantes des
résultats de A. Gilányi [71].

Dans ce chapitre, nous donnons une démonstration, plus simple, du théorème concernant la
stabilité de l’équation fonctionnelle σ-quadratique

f(x+ y) + f(x+ σ(y)) = 2f(x) + 2f(y), x, y ∈ G, (2.7)

où G est un groupe abélien. Nous prouvons aussi, que pour les fonctions f : G→ E définies
de G, un groupe 2-divisible abélien, dans un espace E muni d’un produit scalaire, l’inégalité

‖2f(x) + 2f(y)− f(x+ σ(y))‖ ≤ ‖f(x+ y)‖, x, y ∈ G

entraine
f(x+ y) + f(x+ σ(y)) = 2f(x) + 2f(y), x, y ∈ G.

2.2 Stabilité de l’équation fonctionnelle σ-quadratique au
sens de Hyers-Ulam

Dans cette section, nous donnons une nouvelle démonstration, plus simple, du théorème
concernant la stabilité de l’équation fonctionnelle σ-quadratique (2.7), obtenue dans [19].

Théorème 2.2.1 Soient G un groupe abélien, E un espace de Banach et f : G → E une
application satisfaisant l’inégalité

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y)‖ ≤ δ (2.8)

pour δ ≥ 0 et pour tout x, y ∈ G. Alors, il existe une unique application Q : G→ E, solution
de l’équation (2.7), vérifiant

‖f(x)−Q(x)‖ ≤ 3

4
δ (2.9)

pour tout x ∈ G.

Preuve. Pour x ∈ G+ := {z ∈ G/σ(z) = z} et y ∈ G, nous déduisons de (2.8) la nouvelle
inégalité suivante :

‖f(x+ y)− f(x)− f(y)‖ =
1

2
‖f(y + x) + f(y + σ(x))− 2f(y)− 2f(x)‖ ≤ δ

2
. (2.10)
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Comme G+ est un sous-groupe abélien de G, l’application de [77] assure l’existence d’une
unique application additive a : G+ −→ E vérifiant

‖f(x)− a(x)‖ ≤ δ

2
(2.11)

pour tout x ∈ G+.
Maintenant, pour x ∈ G− := {z ∈ G/σ(z) = −z} et y ∈ G, nous déduisons de (2.8)

‖f(x+y)+f(y+σ(x))−2f(y)−2f(x)‖ = ‖f(x+y)+f(y−x)−2f(y)−2f(x)‖ ≤ δ. (2.12)

Comme G− est un sous-groupe commutatif de G alors, en tenant compte de [31], il existe une
unique application q : G− −→ E, solution de l’équation

q(x+ y) + q(x− y) = 2q(x) + 2q(y), x, y ∈ G−

telle que

‖f(x)− q(x)‖ ≤ δ

2
(2.13)

pour tout x ∈ G−.
D’autre part, en prenant y = x dans (2.8) nous avons

‖4f(x)− f(x+ σ(x))− f(2x)‖ ≤ δ. (2.14)

En remplaçant x par x− σ(x) et y par x+ σ(x) dans (2.8), nous obtenons

‖f(2x)− f(x+ σ(x))− f(x− σ(x))‖ ≤ δ

2
. (2.15)

L’inégalité triangulaire, appliquée à la somme (2.14)+(2.15), donne :

‖4f(x)− 2f(x+ σ(x))− f(x− σ(x))‖ ≤ 3δ

2
(2.16)

et, par conséquent :

‖f(x)− 1

2
a(x+ σ(x))− 1

4
q(x− σ(x))‖

≤ ‖f(x)− 1

2
f(x+ σ(x))− 1

4
f(x− σ(x))‖

+ ‖1

2
f(x+ σ(x))− 1

2
a(x+ σ(x))‖+ ‖1

4
f(x− σ(x))− 1

4
q(x− σ(x))‖

≤ 3δ

8
+
δ

4
+
δ

8
,

d’où
‖f(x)− 1

2
a(x+ σ(x))− 1

4
q(x− σ(x))‖ ≤ 3δ

4
. (2.17)

Posons Q(x) =
1

2
a(x + σ(x)) +

1

4
q(x − σ(x)). Un calcul simple montre alors que Q est

solution de l’équation fonctionnelle σ-quadratique (2.7). Pour l’unicité de Q, nous adoptons
un raisonnement similaire à celui des preuves de [19]. ♠
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2.3 Caractérisation de l’équation σ-quadratique ayant des
valeurs dans un espace muni d’un produit scalaire

Dans cette section, nous prouvons que si la fonction f satisfait l’inégalité : ‖2f(x) +
2f(y) − f(x + σ(y))‖ ≤ ‖f(x + y)‖, alors f est solution de l’équation fonctionnelle σ-
quadratique : f(x+ y) + f(x+ σ(y)) = 2f(x) + 2f(y).

Théorème 2.3.1 SoientG un groupe 2-divisible abélien, (E, 〈·, ·〉) un espace muni du produit
scalaire 〈·, ·〉 et f : G→ E une fonction vérifiant l’inégalité fonctionnelle

‖2f(x) + 2f(y)− f(x+ σ(y))‖ ≤ ‖f(x+ y)‖ (2.18)

pour tout x, y ∈ G. Alors, f satisfait l’équation fonctionnelle σ-quadratique (2.7).

Preuve. Pour y ∈ G+ = {z ∈ G/σ(z) = z} et x ∈ G, l’inégalité (2.18) implique que

‖2f(x) + 2f(y)− f(y + x)‖ ≤ ‖f(x+ y)‖. (2.19)

Puis, en utilisant l’inégalité triangulaire, nous obtenons

‖f(x) + f(y)‖ ≤ ‖f(x+ y)‖ (2.20)

pour tout x, y ∈ G+. Donc, d’après [105], nous déduisons que f : G+ −→ E satisfait
l’équation fonctionnelle additive

f(x) + f(y) = f(x+ y), x, y ∈ G+.

D’autre part, à l’aide de (2.18), nous obtenons pour tout x ∈ G− = {z ∈ G/σ(z) = −z} et
y ∈ G

‖2f(x) + 2f(y)− f(y − x)‖ ≤ ‖f(x+ y)‖. (2.21)

Par conséquent, d’après [71, 141], f : G− −→ E satisfait l’équation fonctionnelle des qua-
dratiques classique

f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x) + 2f(y), x, y ∈ G−.

Enfin, nous concluons que les nouvelles fonctions a, q :G −→ E : x 7−→ a(x) = f(x+σ(x)),
x 7−→ q(x) = f(x− σ(x)) satisfont les équations fonctionnelles

a(x+ y) = a(x) + a(y), x, y ∈ G

et
q(x+ y) + q(x− y) = 2q(x) + 2q(y), x, y ∈ G.
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En faisant y = −x dans (2.18), nous obtenons : ‖2f(x) + 2f(−x) = f(x− σ(x))‖ ≤ 0, ainsi

2f(x) + 2f(−x) = f(x− σ(x)) = q(x). (2.22)

En remplaçant y par y + σ(y) dans (2.18), nous obtenons

‖f(x) + f(y + σ(y))‖ ≤ ‖f(x+ y + σ(y))‖, x, y ∈ G. (2.23)

Remplaçons x par 2x et y par −x dans (2.23), nous avons

‖f(2x)− a(x)‖2 = ‖f(2x)‖2 + ‖a(x)‖2 − 2Re〈f(2x), a(x)〉 ≤ ‖q(x)‖2.

Soit, en changeant x en
x

2
:

‖f(x)‖2 +
1

4
‖a(x)‖2 − Re〈f(x), a(x)〉 ≤ 1

4
‖f(x) + f(−x)‖2.

L’utilisation de l’identité du parallélogramme, entraine que :

‖f(x)‖2 +
1

4
‖a(x)‖2 − Re〈f(x), a(x)〉 ≤ 1

2
‖f(x)‖2 +

1

2
‖f(−x)‖2 − 1

4
‖f(x)− f(−x)‖2.

(2.24)
Remplaçons x par −x dans (2.24), nous obtenons :

‖f(−x)‖2 +
1

4
‖a(x)‖2 + Re〈f(−x), a(x)〉 ≤ 1

2
‖f(x)‖2 +

1

2
‖f(−x)‖2− 1

4
‖f(x)− f(−x)‖2.

(2.25)
La somme des deux inégalité (2.24) et (2.25) donne :

‖f(x)− f(−x)− a(x)‖2 = ‖a(x)‖2 + ‖f(x)− f(−x)‖2 − 2Re〈f(x)− f(−x), a(x)〉 ≤ 0.

D’où
f(x)− f(−x) = a(x), pour tout x ∈ G. (2.26)

Finalement, de (2.22) et (2.26) nous déduisons

f(x) =
1

2
a(x) +

1

4
q(x), x ∈ G.

Par un simple calcul, nous prouvons que f est solution de l’équation fonctionnelle σ-quadratique
(2.7). Ce qui complète la preuve du Théorème 2.3.1. ♠

Remarque 2.3.1 L’hypothèse de commutativité du groupeG, utilisée dans le Théorème 2.3.1,
peut être remplacée par la condition de Kannappan : f(xyz) = f(yxz), ∀x, y, z ∈ G.
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2.4 Problème ouvert
Durant le 38ème International Symposium on Functional Equations, K. Nikodem [113] a

formulé le problème de stabilité suivant :
Supposons que la fonction f : R → R vérifie l’inégalité

|f(x) + f(y)| ≤ |f(x+ y)|+ ε, x, y ∈ R (2.27)

avec ε ≥ 0 fixé. Alors, existe-il une constante c et une fonction additive a : R → R qui
satisfait

|f(x)− a(x)| ≤ cε, x ∈ R?

Jacek Tabor et Jòsef Tabor [174] ont donné une réponse affirmative à cette question en suppo-
sant que si G est un groupe abélien et si la fonction f : G→ R vérifie (2.27) pour tout x ∈ G,
alors il existe une unique fonction additive a : G→ R satisfaisant

|f(x)− a(x)| ≤ 5ε, x ∈ G.

A. Gilányi [72] a démontré le problème de Nikodem pour une fonction f : G → H , définie
d’un groupe abélien G divisible par 2 dans un espace de Hilbert H , qui vérifie

|f(x− y)− 2f(x)− 2f(y)| ≤ |f(x+ y)|+ ε, x, y ∈ G

pour ε ≥ 0. Il existe alors une unique fonction quadratique q : G→ H vérifiant

|f(x)− q(x)| ≤ 5

2
ε, x ∈ G.

La question qui se pose à présent est : si une fonction f : G → H , définie d’un groupe G
dans un espace de Hilbert H , vérifiant l’inégalité

|f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y)| ≤ |f(x+ y)|+ ε, x, y ∈ G

pour ε ≥ 0 avec σ : G → G une involution de G, existe-il une constante c et une fonction
q : G→ H , solution de l’équation fonctionnelle σ-quadratique

q(x+ y) + q(x+ σ(y)) = 2q(x) + 2q(y), x, y ∈ G,

vérifiant
|f(x)− q(x)| ≤ cε, x ∈ G?
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Chapitre 3

Points fixes et stabilité des équations
fonctionnelles K-quadratique et K-Jensen
au sens de Hyers-Ulam-Rassias

3.1 Introduction
Soient E1 un espace vectoriel réel et E2 un espace de Banach réel. Soit K un sous-groupe

fini commutatif de Aut(E1) (le groupe des automorphismes de E1), |K| désigne l’ordre de
K. Notons l’action de k ∈ K sur x ∈ G par k · x ; nous dirons qu’une fonction f : E1 → E2

est solution de l’équation fonctionnelle K-quadratique, si

1

|K|
∑
k∈K

f(x+ k · y) = f(x) + f(y), x, y ∈ E1 (3.1)

et que f est solution de l’équation fonctionnelle K-Jensen, si

1

|K|
∑
k∈K

f(x+ k · y) = f(x), x, y ∈ E1. (3.2)

B. Bouikhalene et al. ont prouvé la stabilité, au sens de Hyers-Ulam-Rassias, de l’équation
fonctionnelle K-quadratique (3.1) et de l’équation fonctionnelle K-Jensen (3.2) (voir [5],
[27]) et [28] .
En 1991, J. A. Baker a appliqué la méthode du point fixe pour prouver la stabilité, au sens de
Hyers-Ulam, d’une équation fonctionnelle non linéaire (voir [13]). V. Radu [125] a montré,
en utilisant la méthode du point fixe, l’existence d’une solution de l’inégalité ‖f(x + y) −
f(x)− f(y)‖ ≤ δ, et il a prouvé la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, de l’équation de Cauchy
additive.
En 1996, G. Isac et Th. M. Rassias [82] furent les premiers à fournir de nouveaux théorèmes
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sur la stabilité des équations fonctionnelles en utilisant la théorie du point fixe.
Récemment, M. Akkouchi [7] a prouvé la stabilité de certaines équations fonctionnelles en
se basant sur la méthode du point fixe de Ćirič (voir [35] et [36]), et dans [8], il a montré la
stabilité, au sens de Hyers-Ulam-Rassias, de l’intégrale non-linéaire de Volterra en adoptant
la méthode du point fixe.
Tout d’abord, nous rappelons deux résultats fondamentaux de la théorie du point fixe. Le
lecteur peut se reporter au livre de D. H. Hyers, G. Isac et Th. M. Rassias [80] pour une étude
détaillée de la théorie des points fixes avec plusieurs applications.

Théorème 3.1.1 Soient (X, d) un espace métrique complet, et J : X → X une application
strictement contractante, i.e.

d(Jx, Jy) ≤ Ld(x, y), ∀x, y ∈ X,

pour certain 0 < L < 1 « constante de Lipshitz ». Alors :
1. l’application J a un, et un seul, point fixe x∗ = J(x∗) ;
2. le point fixe x∗ est globalement attractif et

lim
n→+∞

Jnx = x∗

pour tout point de départ x ∈ X .
3. Nous avons les inégalités suivantes :

d(Jnx, x∗) ≤ Lnd(x, x∗)

d(Jnx, x∗) ≤ 1

1− L
d(Jnx, Jn+1x)

d(x, x∗) ≤ 1

1− L
d(x, Jx)

pour tout entier naturel n et pour tout x ∈ X .

Soit X un ensemble. Une fonction d : X × X → [0,+∞] est appelée distance généralisée
sur X si d satisfait les conditions suivantes :
1. d(x, y) = 0 si et seulement si x = y ;
2. d(x, y) = d(y, x) pour tout x, y ∈ X ;
3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) pour tout x, y, z ∈ X .

Théorème 3.1.2 (L’alternative du point fixe) [41] Supposons donné un espace (X, d) complet
muni d’une métrique généralisée et une application strictement contractante J : X → X ,
avec la constante de Lipshitz 0 < L < 1. Alors, pour chaque x ∈ X ; soit d(Jnx, Jn+1x) =
+∞ pour tout entier naturel n, soit ∃n0 ∈ N tel que :
1. d(Jnx, Jn+1x) < +∞, ∀n ≥ n0 ;
2. la suite Jnx converge vers le point fixe y∗ de J ;
3. y∗ est l’unique point fixe de J dans l’ensemble Y = {y ∈ X : d(Jn0x, y) < +∞} ;

4. d(y, y∗) ≤ 1

1− L
d(y, Jy) pour tout y ∈ Y .
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Dans ce chapitre, nous fixons un nombre réel β avec 0 < β ≤ 1 et K désigne R ou C.
Supposons E un espace vectoriel sur K. La fonction ‖.‖β : E −→ [0,∞) est appelée une
β-norme si et seulement si elle satisfait :
1. ‖x‖β = 0 si et seulement si x = 0.
2. ‖λx‖β = |λ|β‖x‖β pour tout λ ∈ K et pour tout x ∈ E.
3. ‖x+ y‖β ≤ ‖x‖β + ‖y‖β pour tout x, y ∈ E.

3.2 Stabilité de l’équation fonctionnelle K-quadratique au
sens de Hyers-Ulam-Rassias

Dans cette section, nous montrons la stabilité, au sens de Hyers-Ulam-Rassias, de l’équation
fonctionnelle K-quadratique (3.1) en utilisant l’alternative du point fixe.

Théorème 3.2.1 Soient E1 un espace vectoriel sur K et E2 un espace β-normé complet sur
K, où β est un nombre réel fixé avec 0 < β ≤ 1. Soient K un sous-groupe fini commutatif
du groupe des automorphismes du groupe abélien (E1,+) et f : E1 −→ E2 une application
pour laquelle il existe une fonction ϕ : E1 × E1 → R+ et une constante L, 0 < L < 1, telles
que

‖ 1

|K|
∑
k∈K

f(x+ k · y)− f(x)− f(y)‖β ≤ ϕ(x, y), (3.3)

∑
k∈K

ϕ(x+ k · x, y + k · y) ≤ (2|K|)βLϕ(x, y) (3.4)

pour tout x, y ∈ E1. Alors, il existe une unique solution q : E1 −→ E2 de l’équation (3.1)
satisfaisant

‖f(x)− q(x)‖β ≤
1

2β

1

1− L
ϕ(x, x) (3.5)

pour tout x ∈ E1.

Preuve. Considérons l’ensemble X := {g : E1 −→ E2} et introduisons une distance
généralisée dans X comme suit :

d(g, h) = inf{C ∈ [0,∞] : ‖g(x)− h(x)‖β ≤ Cϕ(x, x), ∀x ∈ E1}.

Soit {fn}n une suite de Cauchy dans (X, d). Par définition d’une suite de Cauchy, il existe,
pour ε > 0, un entier positif Nε tel que d(fn, fm) ≤ ε pour tout m,n ≥ Nε. De la définition
de la distance généralisée d, nous obtenons

∀ε > 0 ∃Nε ∈ N ∀m,n ≥ Nε ∀x ∈ E1 : ‖fm(x)− fn(x)‖β ≤ εϕ(x, x). (3.6)
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Pour chaque x ∈ E1, (3.6) entraine que {fn}n est une suite de Cauchy dans E2. Comme E2

est complet, {fn}n converge dans E2 pour chaque x ∈ E1. Par conséquent, nous pouvons
définir la fonction f : E1 → E2 telle que f(x) = lim

n→+∞
fn(x) pour tout x ∈ E1.

En faisant tendre n → +∞, il s’ensuit de (3.6) que, pour ε > 0, il existe un entier positif Nε

tel que ‖fn(x) − f(x)‖β ≤ εϕ(x, x) pour tout n ≥ Nε. De ce fait nous concluons que {fn}n

converge dans (X, d) et alors (X, d) est un espace complet.
Maintenant, nous considérons l’application linéaire J : X → X définie par

(Jf)(x) =
1

2|K|
∑
k∈K

f(x+ k · x)

pour tout x ∈ E1.
De [5], nous vérifions que

(Jnf)(x) =
1

(2|K|)n

∑
k1,...,kn∈K

f

x+
∑

ij<ij+1,kij∈{k1,...,kn}

(ki1 ...kip) · x


pour tout entier n.
Ensuite, nous prouvons que J est une contraction sur X avec la constante de Lipschitz L. En
effet, pour g, h dans X et C ≥ 0 une constante arbitraire, avec d(g, h) ≤ C, nous avons :

‖g(x)− h(x)‖β ≤ Cϕ(x, x) (3.7)

pour tout x ∈ E1. Ainsi, à partir de (3.3), (3.4) et (3.7) nous obtenons :

‖(Jg)(x)− (Jh)(x)‖β = ‖ 1

2|K|
∑
k∈K

g(x+ k · x)− 1

2|K|
∑
k∈K

h(x+ k · x)‖β

=
1

(2|K|)β
‖

∑
k∈K

g(x+ k · x)− h(x+ k · x)‖β

≤ 1

(2|K|)β

∑
k∈K

‖g(x+ k · x)− h(x+ k · x))‖β

≤ 1

(2|K|)β
C

∑
k∈K

ϕ(x+ k · x, x+ k · x)

≤ CLϕ(x, x)

pour tout x ∈ E1, soit, d(Jg, Jh) ≤ LC. Cela signifie que d(Jg, Jh) ≤ Ld(g, h) pour tout
g, h ∈ X .
Maintenant, en remplaçant y par x dans (3.3), nous obtenons

‖(Jf)(x)− f(x)‖β =
1

2β
‖ 1

|K|
∑
k∈K

f(x+ k · x)− 2f(x)‖β ≤
1

2β
ϕ(x, x)
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pour tout x ∈ E1. Il s’ensuit alors que :

d(Jf, f) ≤ 1

2β
<∞. (3.8)

D’après le Théorème 3.1.2, nous déduisons l’existence d’un point fixe de J , qui est une fonc-
tion q : E1 → E2 vérifiant lim

n→+∞
d(Jnf, q) = 0. Comme d(Jnf, q) → 0 pour n → +∞, il

existe une suite {Cn}n telle que lim
n→+∞

Cn = 0 et d(Jnf, q) ≤ Cn pour chaque n ∈ N. Ainsi,

de la définition de d, nous obtenons

‖(Jnf)(x)− q(x)‖β ≤ Cnϕ(x, x) (3.9)

pour tout x ∈ E1. Par conséquent :

lim
n→+∞

‖(Jnf)(x)− q(x)‖β = 0 (3.10)

pour un x ∈ E1.
Prouvons, à présent, que la fonction q est solution de l’équation (3.1).
Tout d’abord, montrons, par récurrence sur n, l’inégalité suivante :

‖ 1

|K|
∑
k∈K

Jnf(x+ k · y)− Jnf(x)− Jnf(y)‖β ≤ Lnϕ(x, y). (3.11)

Pour n = 1, en utilisant la définition de J , la commutativité de K et les inégalités (3.3) et
(3.4), nous obtenons

‖ 1

|K|
∑
k∈K

Jf(x+ k · y)− Jf(x)− Jf(y)‖β

= ‖ 1

|K|
∑
k∈K

1

2|K|
∑
k1∈K

f(x+ k · y + k1 · x+ k1k · y)−
1

2|K|
∑
k1∈K

f(x+ k1 · x)

− 1

2|K|
∑
k1∈K

f(y + k1 · y)‖β

≤ 1

(2|K|)β

∑
k1∈K

‖ 1

|K|
∑
k∈K

f(x+ k1 · x+ k · (y + k1 · y))− f(x+ k1 · x)− f(y + k1 · y)‖β

≤ 1

(2|K|)β

∑
k1∈K

ϕ(x+ k1 · x, y + k1 · y)

≤ 1

(2|K|)β
(2|K|)βLϕ(x, y) = Lϕ(x, y),

ce qui prouve que l’assertion (3.11) est vraie pour n = 1. Supposons (3.11) vraie à l’ordre
n. En utilisant la définition de J , la commutativité de K, les inégalités (3.11) et (3.4), nous
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obtenons

‖ 1

|K|
∑
k∈K

Jn+1f(x+ k · y)− Jn+1f(x)− Jn+1f(y)‖β

= ‖ 1

|K|
∑
k∈K

1

2|K|
∑
k′∈K

Jnf(x+ k · y + k
′ · x+ k

′
k · y)

− 1

2|K|
∑
k′∈K

Jnf(x+ k
′ · x)− 1

2|K|
∑
k′∈K

Jnf(y + k
′ · y)‖β

≤ 1

(2|K|)β

∑
k′∈K

‖ 1

|K|
∑
k∈K

Jnf(x+k
′ ·x+k · (y+k

′ ·y)−Jnf(x+k′ ·x)−Jnf(y+k′ ·y)‖β

≤ 1

(2|K|)β

∑
k′∈K

Lnϕ(x+ k
′ · x, y + k

′ · y) ≤ Ln+1ϕ(x, y),

ce qui implique la validité de l’inégalité (3.11) pour n+ 1.
En faisant tendre n vers +∞ dans (3.11), nous obtenons le résultat désiré, soit :

1

|K|
∑
k∈K

q(x+ k · y)− q(x)− q(y) = 0 (3.12)

pour tout x, y ∈ E1. Nous déduisons du Théorème 3.1.2 et de l’inégalité (3.8) :

d(f, q) ≤ 1

1− L
d(Jf, f) ≤ 1

2β

1

(1− L)
, (3.13)

ce qui prouve l’inégalité (3.5).
Supposons que q1 : E1 → E2 soit une autre solution de (3.1) vérifiant (3.5). Alors q1 est un
point fixe de J . De la définition de d et de l’inégalité (3.5), l’assertion (3.13) reste vraie avec
q1 au lieu de q. En utilisant le Théorème 3.1.2 (3), nous obtenons l’unicité de q. Ce qui termine
la preuve du Théorème 3.2.1. ♠

Les corollaires suivants découlent du Théorème 3.2.1. Avec une nouvelle condition (3.14),
plus faible que la condition imposée par S.-M. Jung et Z.-H. Lee dans [90], nous obtenons le
corollaire suivant :

Corollaire 3.2.2 [90] Soient E1 un espace vectoriel sur K et E2 un espace β-normé complet
sur K, où β est un nombre réel fixé avec 0 < β ≤ 1. Soient K = {I, σ}, où σ est une
involution du groupe (E1,+), et f : E1 −→ E2 une application pour laquelle il existe une
fonction ϕ : E1 × E1 → R+ et une constante L, 0 < L < 1, telles que

ϕ(2x, 2y) + ϕ(x+ σ(x), y + σ(y)) ≤ 4βLϕ(x, y) (3.14)
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pour tout x, y ∈ E1. Supposons que f : E1 → E2 satisfait l’inégalité

‖1

2
[f(x+ y) + f(x+ σ(y))]− f(x)− f(y)‖β ≤ ϕ(x, y) (3.15)

pour tout x, y ∈ E1. Alors, il existe une unique solution q : E1 −→ E2 de l’équation

f(x+ y) + f(x+ σ(y)) = 2f(x) + 2f(y), x, y ∈ E1 (3.16)

vérifiant

‖f(x)− q(x)‖β ≤
1

2β

1

(1− L)
ϕ(x, x) (3.17)

pour tout x ∈ E1.

On rappelle que la condition (3.14) utilisée dans [90] est :

ϕ(2x, 2y) ≤ 4β

2
Lϕ(x, y),

ϕ(x+ σ(x), y + σ(y)) ≤ 4β

2
Lϕ(x, y)

pour tout x, y ∈ E1.

Corollaire 3.2.3 Soient E1 un espace vectoriel sur K, E2 un espace β-normé complet sur
K et K un sous-groupe fini commutatif du groupe des automorphismes du groupe (E1,+).

Choisissons une constante p telle que p < β + (β − 1)
log(|K|)
log(2)

. Soit f : E1 −→ E2 une

application telle que

‖ 1

|K|
∑
k∈K

f(x+ k · y)− f(x)− f(y)‖β ≤ θ(‖x‖p + ‖y‖p), x, y ∈ E1 (3.18)

avec ‖x + k · x‖p ≤ 2p‖x‖p pour tout k ∈ K et x ∈ E1. Alors, il existe une unique solution
q : E1 −→ E2 de l’équation (3.1) qui satisfait

‖f(x)− q(x)‖β ≤
2θ|K|β

2β|K|β − 2p|K|
‖x‖p (3.19)

pour tout x ∈ E1.
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3.3 Stabilité de l’équation fonctionnelle K-Jensen au sens de
Hyers-Ulam-Rassias

Dans cette section, nous examinons, en utilisant la méthode des points fixes, la stabilité,
au sens de Hyers-Ulam-Rassias, de l’équation fonctionnelle K-Jensen (3.2).

Théorème 3.3.1 Soient E1 un espace vectoriel sur K, E2 un espace β-normé complet sur K,
où β est un nombre réel fixé avec 0 < β ≤ 1,K un sous-groupe fini commutatif du groupe des
automorphismes du groupe abélien (E1,+) et f : E1 −→ E2 une application pour laquelle il
existe une fonction ϕ : E1 × E1 → R+ et une constante L, 0 < L < 1, telles que

‖ 1

|K|
∑
k∈K

f(x+ k · y)− f(x)‖β ≤ ϕ(x, y), (3.20)

∑
k∈K

ϕ(x− k · x, y − k · y) ≤ |K|βLϕ(x, y) (3.21)

pour tout x, y ∈ E1. Alors, il existe une unique solution j : E1 −→ E2 de l’équation (3.2) qui
vérifie

‖f(x)− j(x)‖β ≤
1

1− L
ϕ(x, x) (3.22)

pour tout x ∈ E1.

Preuve. Nous considérons l’application linéaire J : X → X telle que

(Jf)(x) =
1

|K|
∑
k∈K

f(x− k · x) (3.23)

pour tout x ∈ E1. En tenant compte des fonctions g, h ∈ X , de la constante C ∈ [0,∞] et du
fait que d(g, h) ≤ C, nous obtenons alors :

‖(Jg)(x)− (Jh)(x)‖β = ‖ 1

|K|
∑
k∈K

g(x− k · x)− 1

|K|
∑
k∈K

h(x− k · x)‖β

=
1

|K|β
‖

∑
k∈K

[g(x− k · x)− h(x− k · x)]‖β

≤ 1

|K|β
∑
k∈K

‖g(x− k · x)− h(x− k · x)‖β

≤ CLϕ(x, x)

pour tout x ∈ E1, ce qui implique que J est un opérateur strictement contractif, avec d(Jg, Jh) ≤
Ld(g, h).
Avec y = −x dans (3.20), nous obtenons

d(Jf, f) ≤ 1. (3.24)
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D’après le Théorème 3.1.2, il existe une application j : E1 → E2 qui vérifie ce qui suit :
(a) j est un point fixe de J , qui est

1

|K|
∑
k∈K

j(x− k · x) = j(x)

pour tout x ∈ G. L’application j est l’unique point fixe de J dans l’ensemble

Y = {g ∈ X : d(f, g) <∞}.

(b) lim
n→+∞

d(Jnf, j) = 0, tel que

j(x) = lim
n→+∞

1

|K|n
∑

k1,...,kn∈K

f

x+
∑

ij<ij+1,kij∈{k1,...,kn}

[(−ki1) · · · (−kip)] · x

 .

(c) d(f, j) ≤ 1

1− L
d(f, Jf), et l’inégalité (3.22) en résulte.

En adoptant un raisonnement similaire à celui de la preuve du Théorème 3.3.1, nous montrons,
par récurrence, que :

‖ 1

|K|
∑
k∈K

Jnf(x+ k · y)− Jnf(x)‖β ≤ Lnϕ(x, y) (3.25)

pour tout x, y ∈ E1.
Enfin, en faisant tendre n → +∞ dans la formule (3.25), nous obtenons que j est solution
de l’équation (3.2). L’unicité de j peut être démontrée en utilisant les mêmes arguments que
ceux obtenus dans la démonstration du Théorème 3.2.1. Ce qui achève la preuve du Théorème
3.3.1. ♠

Corollaire 3.3.2 Soient E1 un espace vectoriel sur K, E2 un espace β-normé complet sur K,
K un sous-groupe fini commutatif du groupe des automorphismes du groupe abélien (E1,+)

avec |K| ≥ 2, et p une constante telle que p <
β log(|K|)− log(|K| − 1)

log(2)
. Soit f : E1 −→

E2 une application vérifiant

‖ 1

|K|
∑
k∈K

f(x+ k · y)− f(x)‖β ≤ θ(‖x‖p + ‖y‖p), (3.26)

et ‖x + k · x‖p ≤ 2p‖x‖p pour tout k ∈ K et pour tout x ∈ E1. Alors, il existe une unique
solution j : E1 −→ E2 de l’équation (3.2) satisfaisant

‖f(x)− j(x)‖β ≤
2θ|K|β

2p + |K|β − 2p|K|
‖x‖p (3.27)

pour tout x ∈ E1.
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3.4 Problème ouvert
La stabilité des équations fonctionnelles

1

|K|
∑
k∈K

f(x+ k · y) = g(x) + h(y) (3.28)

et
1

|K|
∑
k∈K

f(x+ k · y) = f(x), (3.29)

au sens de Hyers-Ulam, pour K non forcément commutatif a été prouvée par B. Bouikhalene
et al. [28].
Le problème de stabilité des équations (3.28) et (3.29), au sens de Hyers-Ulam-Rassias, pour
K non forcément commutatif est encore une question ouverte.

En 1897, K. Hensel [75] a introduit un espace normé n’ayant pas la propriété d’Archimède.
Il se trouve que les espaces non-archimédiens ont des applications nombreuses et importantes.

Définition 3.4.1 Nous entendons par un corps K non-archimédien, un corps muni d’une fonc-
tion (d’évaluation) | · | : K → [0,+∞) telle que, pour tout r, s ∈ K, les conditions suivantes
sont satisfaites :
(1) |r| = 0 si et seulement si r = 0 ;
(2) |rs| = |r||s| ;
(3) |r + s| ≤ max{|r|, |s|}.

Définition 3.4.2 Soit X un espace vectoriel sur un corps de scalaires K non-archimédien
muni d’une fonction (d’évaluation) | · |. Une fonction ‖ · ‖ : X → R est une norme non-
archimédienne si elle satisfait les conditions suivantes :
(i) ‖x‖ = 0 si et seulement si x = 0 ;
(j) ‖rx‖ = |r|‖x‖ (r ∈ K, x ∈ X) ;
(k) l’inégalité triangulaire forte, à savoir

‖x+ y‖ ≤ max{‖x‖, ‖y‖}, x, y ∈ X.

La paire (X, ‖·‖) est appelée espace non-archimédien si ‖·‖ est une norme non-archimédienne.
Il résulte de (k) que :

‖xn − xm‖ ≤ max{‖xj+1 + xj‖ : m ≤ j ≤ n− 1}

pour tout xn, xm ∈ X , où n,m ∈ N avec n > m. Alors, une suite {xn} est de Cauchy dans
l’espace non-archimédien (X, ‖ · ‖) si et seulement si la suite {xn+1−xn} converge vers zéro
dans (X, ‖ · ‖). Dans un espace non-archimédien complet, toute suite de Cauchy est conver-
gente.
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Les problèmes de stabilité de l’équation fonctionnelle de Cauchy et de l’équation fonc-
tionnelle des quadratiques ont été étudiés par M. Moslehian et Th. M. Rassias [111] dans les
espaces non-archimédiens.
Dans [112], A. Najati et Y.-J. Cho ont prouvé la stabilité de l’équation de Jensen

2f

(
x+ y

2

)
= f(x) + f(y),

et de l’équation fonctionnelle de Cauchy Pexider

f(x+ y) = g(x) + h(y).

R. Saadati et al. [148] ont prouvé la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, de l’équation fonction-
nelle σ-Pexider

f1(x+ y) + f2(x+ σ(y)) = f3(x) + f4(y), x, y ∈ E,

où E est un espace non-archimédien et σ : E → E une involution.
Les travaux portant sur l’équation fonctionnelle σ-Pexider nous ouvrent une nouvelle pers-
pective, à savoir l’étude de la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, de l’équation fonctionnelle
K-Pexider

1

|K|
∑
k∈K

f(x+ k · y) = g(x) + h(y), x, y ∈ E,

où E est un espace non-archimédien et K un sous-groupe fini du groupe des automorphismes
de E.
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Chapitre 4

Stabilité des équations fonctionnelles
σ-quadratique et de σ-Jensen au sens de
Hyers-Ulam dans les domaines non
bornés

4.1 Introduction
Concernant la stabilité des équations fonctionnelles, dans les domaines non bornés, F. Skof

[157] est le premier mathématicien à avoir résolu le problème de Ulam pour les fonctions
additives.
Etant donnés deux espaces vectoriels X et E, la fonction f : X → E satisfait l’équation
fonctionnelle additive

f(x+ y) = f(x) + f(y), x, y ∈ X
si et seulement si,

‖f(x+ y)− f(x)− f(y)‖ → 0 quand ‖x‖+ ‖y‖ → +∞.

Dans [79], D. H. Hyers, G. Isac et Th. M. Rassias ont considéré l’aspect asymptotique de la
stabilité, au sens de Hyers-Ulam.
S.-M. Jung [85] a prouvé la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, de l’équation fonctionnelle des
quadratiques classique

f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x) + 2f(y), x, y ∈ E (4.1)

dans le domaine non borné : {(x, y) ∈ E2 : ‖x‖+ ‖y‖ ≥ d}.

Théorème 4.1.1 [85] SoientE un espace réel normé et F un espace de Banach. Soit d, δ ≥ 0
donnés. Supposons que l’application f : E → F vérifie l’inégalité

‖f(x+ y) + f(x− y)− 2f(x)− 2f(y)‖ ≤ δ (4.2)
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pour tout x, y ∈ E, avec ‖x‖+ ‖y‖ ≥ d. Alors, il existe une unique application Q : E → F ,
solution de l’équation fonctionnelle des quadratiques (4.1), qui vérifie

‖f(x)−Q(x)‖ ≤ 7

2
δ (4.3)

pour tout x ∈ E.

J. M. Rassias et M. J. Rassias [129] ont examiné la stabilité des équations fonctionnelles de
type de Jensen

f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x), x, y ∈ E (4.4)

et
f(x+ y)− f(x− y) = 2f(y), x, y ∈ E, (4.5)

dans le domaine non borné : {(x, y) ∈ E2 : ‖x‖+ ‖y‖ ≥ d}.

Dans ce chapitre, nous établissons de nouveaux théorèmes de stabilité, au sens de Hyers-
Ulam, dans les domaines non bornés : {(x, y) ∈ E2 : ‖y‖ ≥ d} et {(x, y) ∈ E2 : ‖x‖ ≥ d},
d’une part, de l’équation fonctionnelle σ-quadratique

f(x+ y) + f(x+ σ(y)) = 2f(x) + 2f(y), x, y ∈ E (4.6)

et, d’autre part, de l’équation fonctionnelle de type σ-Jensen

f(x+ y) + f(x+ σ(y)) = 2f(x), x, y ∈ E, (4.7)

f(x+ y)− f(x+ σ(y)) = 2f(y), x, y ∈ E (4.8)

où σ : E → E est une involution de l’espace normé E.
En outre, nous appliquons les résultats obtenus pour examiner le comportement asymptotique
des équations fonctionnelles ci-dessus.
Dans ce chapitre, E est un espace normé réel et F un espace de Banach.

4.2 Stabilité de l’équation fonctionnelle σ-quadratique au
sens de Hyers-Ulam dans les domaines non bornés

Dans cette section, nous examinons la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, de l’équation
fonctionnelle σ-quadratique (4.6) dans les domaines non bornés : {(x, y) ∈ E2 : ‖y‖ ≥ d} et
{(x, y) ∈ E2 : ‖x‖ ≥ d}. Ci-dessous, nous présentons nos principaux résultats, sous forme
de théorèmes.
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Théorème 4.2.1 Soient d > 0 et δ > 0 donnés. Supposons que l’application f : E → F
vérifie l’inégalité

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y)‖ ≤ δ (4.9)

pour tout x, y ∈ E avec ‖y‖ ≥ d. Alors, il existe une unique application q : E → F , solution
de l’équation (4.6), vérifiant

‖f(x)− q(x)‖ ≤ 7

2
δ (4.10)

pour tout x ∈ E.

Preuve. Soient x, y ∈ E avec ‖y‖ < d. Si y = 0, alors nous avons

‖f(x+ 0) + f(x+ σ(0))− 2f(x)− 2f(0)‖
= ‖2f(0)‖
= ‖f(0 + 0) + f(0− 0)− 2f(0)− 2f(0)‖.

Donc, d’après [85], nous obtenons

‖f(x+ 0) + f(x+ σ(0))− 2f(x)− 2f(0)‖ ≤ 7

2
δ.

Si y 6= 0, nous choisissons z = 2ny, avec n ∈ N.
Cas 1. σ(y) 6= y. Pour n assez grand, nous pouvons vérifier que

‖z‖ = 2n‖y‖ ≥ d

‖y + z − σ(z)‖ = 2n‖ y
2n

+ y − σ(y)‖ ≥ d

‖y − σ(z)‖ = 2n‖ y
2n
− σ(y)‖ ≥ d.

Ainsi, de (4.9), l’inégalité triangulaire et de la décomposition suivante :

f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y) (4.11)
= −[f(x+ y + z − σ(z)) + f(x+ σ(y) + σ(z)− z)− 2f(x)− 2f(y + z − σ(z))]

+ 2[f(x+ z) + f(x+ σ(z))− 2f(x)− 2f(z)]

+ [f(x+ y) + f(x+ σ(z) + σ(y)− z)− 2f(x+ σ(z))− 2f(y − σ(z))]

+ [f(x+ z + y − σ(z)) + f(x+ σ(y))− 2f(x+ z)− 2f(y − σ(z))]

− 2[f(y − σ(z) + z) + f(y)− 2f(y − σ(z))− 2f(z)],

nous déduisons
‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y)‖ ≤ 7δ. (4.12)
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Cas 2. σ(y) = y. En utilisant (4.11), nous obtenons

2[f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y)]

= 2[f(x+ z) + f(x+ σ(z))− 2f(x)− 2f(z)]

+ [f(x+ y) + f(x+ σ(z) + σ(y)− z)− 2f(x+ σ(z))− 2f(y − σ(z))]

+ [f(x+ z + y − σ(z)) + f(x+ σ(y))− 2f(x+ z)− 2f(y − σ(z))]

− 2[f(y − σ(z) + z) + f(y)− 2f(y − σ(z))− 2f(z)].

Alors, d’après l’inégalité (4.9), l’inégalité triangulaire et pour n assez grand, nous avons

2‖f(x+ y) + f(x− y)− 2f(x)− 2f(y)‖ ≤ 6δ. (4.13)

Finalement, l’inégalité (4.12) est vraie pour tout x, y ∈ E. En tenant compte du (Théorème
2.1, [19]), il existe une unique application q : E → F , solution de l’équation (4.6) qui satisfait
l’inégalité (4.10). Ce qui complète la preuve du Théorème 4.2.1. ♠

Les corollaires suivants sont une conséquence directe du Théorème 4.2.1.

Corollaire 4.2.2 L’application f : E → F est solution de l’équation (4.6), si et seulement si

sup
x∈E

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y)‖ → 0, (4.14)

quand ‖y‖ → +∞.

Preuve. Supposons que la condition asymptotique (4.14) est vérifiée, alors il existe une suite
(δn)n décroissante vers zéro telle que

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y)‖ ≤ δn (4.15)

pour tout x, y ∈ E avec ‖y‖ ≥ n. D’après le Théorème 4.2.1, il existe une unique application
qn : E → F , solution de l’équation (4.6), vérifiant

‖f(x)− qn(x)‖ ≤ 7

2
δn (4.16)

pour tout x ∈ E.
Soient n et m deux entiers positifs tels que m > n > 0. Comme (δn)n est décroissante, la
solution qm satisfait

‖f(x)− qm(x)‖ ≤ 7

2
δm ≤ 7

2
δn (4.17)

pour tout x ∈ E. L’unicité de qn entraine que qn = qm pour tout m,n ∈ N.
En faisant tendre n → +∞, nous obtenons que f est solution de l’équation fonctionnelle
σ-quadratique (4.6). La réciproque est évidente. ♠
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Corollaire 4.2.3 L’application f : E → F est solution de l’équation (4.6), si et seulement si

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y)‖ → 0, (4.18)

quand ‖x‖+ ‖y‖ → +∞.

Le résultat suivant est une généralisation du résultat obtenu par S.-M. Jung dans [85]. Notons
ici que : {(x, y) ∈ E2 : ‖y‖ ≥ d} ⊂ {(x, y) ∈ E2 : ‖x‖+ ‖y‖ ≥ d}.

Corollaire 4.2.4 (σ = −I) Soient d > 0 et δ > 0 donnés. Supposons que l’application
f : E → F vérifie l’inégalité

‖f(x+ y) + f(x− y)− 2f(x)− 2f(y)‖ ≤ δ (4.19)

pour tout x, y ∈ E avec ‖y‖ ≥ d. Alors, il existe une unique application q : E → F , solution
de l’équation (4.1) qui vérifie

‖f(x)− q(x)‖ ≤ 7

2
δ (4.20)

pour tout x ∈ E.

Corollaire 4.2.5 L’application f : E → F est solution de l’équation (4.1), si et seulement si

sup
x∈E

‖f(x+ y) + f(x− y)− 2f(x)− 2f(y)‖ → 0, (4.21)

quand ‖y‖ → +∞.

Corollaire 4.2.6 L’application f : E → F est solution de l’équation (4.1), si et seulement si

‖f(x+ y) + f(x− y)− 2f(x)− 2f(y)‖ → 0, (4.22)

quand ‖x‖+ ‖y‖ → +∞.

Corollaire 4.2.7 (σ = I) Soient d > 0 et δ > 0 donnés. Supposons que l’application f :
E → F vérifie l’inégalité

‖f(x+ y)− f(x)− f(y)‖ ≤ δ (4.23)

pour tout x, y ∈ E avec ‖y‖ ≥ d. Alors, il existe une unique application additive A : E → F
qui vérifie

‖f(x)− A(x)‖ ≤ 7δ (4.24)

pour tout x ∈ E.

Corollaire 4.2.8 L’application f : E → F est additive, si et seulement si

sup
x∈E

‖f(x+ y)− f(x)− f(y)‖ → 0, (4.25)

quand ‖y‖ → +∞.
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Corollaire 4.2.9 L’application f : E → F est additive, si et seulement si

‖f(x+ y)− f(x)− f(y)‖ → 0, (4.26)

quand ‖x‖+ ‖y‖ → +∞.

Dans le théorème suivant, nous examinons la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, de l’équation
σ-quadratique (4.6) dans le domaine non borné : {(x, y) ∈ E2 : ‖x‖ ≥ d}.

Théorème 4.2.10 Soient d > 0, δ > 0 et γ ≥ 0 des constantes données. Supposons que
l’application f : E → F satisfait les inégalités

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y)‖ ≤ δ, (4.27)

‖f(x)− f(σ(x))‖ ≤ γ (4.28)

pour tout x, y ∈ E avec ‖x‖ ≥ d. Alors, il existe une unique application q : E −→ F ,
solution de l’équation (4.6), vérifiant

‖f(x)− q(x)‖ ≤ 5δ

2
+

5γ

2
(4.29)

pour tout x ∈ E.

Preuve. D’abord, nous prouvons que la fonction x 7−→‖f(x)− f(σ(x))‖ est bornée dans E.
Soit x ∈ E avec ‖x‖ < d et σ(x) 6= x et soit z = 2nx avec n assez grand, alors ‖z‖ > d,
‖σ(z)‖ > d et ‖x− z‖ > d.
En utilisant alors les inégalités (4.27), (4.28), l’inégalité triangulaire et la relation suivante :

f(x)− f(σ(x)) =− [f(σ(z) + x− z) + f(σ(x))− 2f(σ(z))− 2f(x− z)]

+ [f(z + σ(x)− σ(z)) + f(x)− 2f(z)− 2f(σ(x)− σ(z))]

+ 2[f(z)− f(σ(z))] + 2[f(σ(z) + x− z)− f(z + σ(x)− σ(z))]

+ 2[f(σ(x)− σ(z))− f(x− z)],

nous obtenons
‖f(x)− f(σ(x)‖ ≤ 2δ + 5γ (4.30)

pour tout x ∈ E.
Montrons que la fonction : (x, y) 7−→ ‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y)‖ est bornée
dans E. Soient x, y ∈ E avec ‖x‖ < d. Si x = 0, alors nous avons ‖f(0+ y)+ f(0+σ(y))−
2f(0)− 2f(y)‖ = ‖f(σ(y))− f(y)‖ ≤ 2δ + 5γ + ‖2f(0)‖.
Pour x 6= 0, nous choisissons z = 2nx, n ∈ N et nous discutons les cas suivants :

Cas 1. σ(x) 6= −x.
Avec n assez grand, nous avons ‖z‖ > d, ‖x + z‖ > d, ‖σ(x) + z‖ > d, ‖y + σ(z)‖ > d
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et ‖z + σ(z)‖ > d. En utilisant (4.27), (4.28), l’inégalité triangulaire et la décomposition
suivante :

2[f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y)]

= [f(x+ z + y + σ(z)) + f(x+ z + σ(y) + z)− 2f(x+ z)− 2f(y + z)]

− [f(2z + x+ σ(y)) + f(2z + σ(x) + y)− 2f(2z)− 2f(x+ σ(y))]

+ [f(σ(x) + z + y + z) + f(σ(x) + z + σ(y) + σ(z))− 2f(σ(x) + z)− 2f(y + z)]

+ 2[f(z + x) + f(z + σ(x))− 2f(z)− 2f(x)]

+ 2[f(z + y) + f(z + σ(y))− 2f(z)− 2f(y)]

− 2[f(2z) + f(z + σ(z))− 2f(z)− 2f(z)] + 2[f(y + σ(z))− f(z + σ(y))]

− [f(z + σ(z) + x+ y) + f(z + σ(z) + σ(x) + σ(y))− 2f(z + σ(z))− 2f(x+ y)],

nous obtenons

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y)‖ ≤ 5δ + γ. (4.31)

Cas 2. σ(x) = −x.
Dans ce cas, nous utilisons la relation suivante :

2[f(x+ y)+f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y)]

=− [f(2z + x+ y) + f(2z − x+ σ(y))− 2f(2z)− 2f(x+ y)]

− [f(2z + x+ σ(y)) + f(2z − x+ y)− 2f(2z)− 2f(x+ σ(y))]

+ [f(−x+ 2z + y) + f(−x+ 2z + σ(y))− 2f(−x+ 2z)− 2f(y)]

+ [f(x+ 2z + y) + f(x+ 2z + σ(y))− 2f(x+ 2z)− 2f(y)]

+ 2[f(2z + x) + f(2z − x)− 2f(2z)− 2f(x)],

et nous obtenons

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y)‖ ≤ 3δ. (4.32)

Si x = y = 0, alors nous prenons z ∈ E arbitraire avec ‖z‖ = d. Donc, en tenant compte de
la décomposition ci-dessus (Cas 2), nous avons ‖2f(0)‖ ≤ 3δ.
Par conséquent, l’inégalité

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y)‖ ≤ 5δ + γ

est vraie pour tout x, y ∈ E. Le reste de la preuve résulte de [19]. ♠

Corollaire 4.2.11 L’application f : E → F est solution de l’équation (4.6), si et seulement
si

‖f(x)− f(σ(x))‖ −→ 0 et sup
y∈E

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y)‖ → 0, (4.33)

quand ‖x‖ → +∞.
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Preuve. Supposons que la condition asymptotique (4.33) est satisfaite, alors il existe deux
suites (δn)n et (γn)n décroissantes vers zéro telles que

‖f(x)− f(σ(x))‖ ≤ γn et ‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y)‖ ≤ δn (4.34)

pour tout x, y ∈ E avec ‖x‖ ≥ n. D’après le Théorème 4.2.10, il existe une unique application
qn : E → F , solution de l’équation (4.6), vérifiant

‖f(x)− qn(x)‖ ≤ 5

2
γn +

5

2
δn (4.35)

pour tout x ∈ E.
Soient n et m deux entiers positifs tels que m > n > 0. Les suites (γn)n et (δn)n étant
décroissantes, par conséquent la solution qm satisfait

‖f(x)− qm(x)‖ ≤ 5

2
γm +

5

2
δm ≤ 5

2
γn +

5

2
δn (4.36)

pour tout x ∈ E. L’unicité de qn entraine que qn = qm pour tout m,n ∈ N.
En faisant tendre n → +∞, nous obtenons que f est solution de l’équation fonctionnelle σ-
quadratique (4.6). La réciproque se découle d’une manière naturelle, ce qui achève la preuve
du corollaire. ♠

Corollaire 4.2.12 (σ = −I) Soient d > 0, γ ≥ 0 et δ > 0 donnés. Supposons que l’applica-
tion f : E → F vérifie l’inégalité

‖f(x+ y) + f(x− y)− 2f(x)− 2f(y)‖ ≤ δ, (4.37)

‖f(x)− f(−x)‖ ≤ γ (4.38)

pour tout x, y ∈ E avec ‖x‖ ≥ d. Alors, il existe une unique application q : E −→ F ,
solution de l’équation des quadratiques classique (4.1), vérifiant

‖f(x)− q(x)‖ ≤ 5δ

2
+
γ

2
(4.39)

pour tout x ∈ E.

Corollaire 4.2.13 L’application f : E → F est solution de (4.1), si et seulement si

‖f(x)− f(−x)‖ −→ 0 et sup
y∈E

‖f(x+ y) + f(x− y)− 2f(x)− 2f(y)‖ → 0, (4.40)

quand ‖x‖ → +∞.
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Corollaire 4.2.14 (σ = I) Soient d > 0 et δ > 0 données. Supposons que l’application
f : E → F satisfait l’inégalité

‖f(x+ y)− f(x)− f(y)‖ ≤ δ (4.41)

pour tout x, y ∈ E avec ‖x‖ ≥ d. Alors, il existe une unique application additiveA : E −→ F
telle que

‖f(x)− A(x)‖ ≤ 5δ (4.42)

pour tout x ∈ E.

Corollaire 4.2.15 L’application f : E → F est additive, si et seulement si

sup
y∈E

‖f(x+ y)− f(x)− f(y)‖ → 0, (4.43)

quand ‖x‖ → +∞.

En utilisant la preuve du Théorème 4.2.10 et le Corollaire 4.2.11, nous obtenons les résultats
suivants :

Corollaire 4.2.16 L’application f : E → F est solution de l’équation (4.6), si et seulement
si

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y)‖ → 0, (4.44)

quand ‖x‖+ ‖y‖ → +∞.

Corollaire 4.2.17 L’application f : E → F est solution de l’équation (4.1), si et seulement
si

‖f(x+ y) + f(x− y)− 2f(x)− 2f(y)‖ → 0, (4.45)

quand ‖x‖+ ‖y‖ → +∞.

Corollaire 4.2.18 L’application f : E → F est additive, si et seulement si

‖f(x+ y)− f(x)− f(y)‖ → 0, (4.46)

quand ‖x‖+ ‖y‖ → +∞.

Dans la suite, la stabilité, au sens de Hyers-Ulam-Rassias, de l’équation fonctionnelle σ-
quadratique (4.6), dans le domaine non borné : {(x, y) ∈ E2 : ‖x‖p + ‖y‖p ≥ Mp}, sera
examinée.
Tout d’abord, nous montrons la stabilité, au sens de Hyers-Ulam-Rassias, de l’équation addi-
tive dans le domaine non borné : {(x, y) ∈ E2 : ‖x‖p + ‖y‖p ≥Mp}.
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Théorème 4.2.19 Soient E un espace réel, F un espace de Banach, M > 0, θ ≥ 0 et p avec
0 < p < 1 des constantes données. Soit f : E −→ F une application telle que

‖f(x+ y)− f(x)− f(y)‖ ≤ θ(‖x‖p + ‖y‖p) (4.47)

pour tout x, y ∈ E avec ‖x‖p + ‖y‖p ≥ Mp. Alors, il existe une unique application additive
A : E −→ F qui vérifie

‖f(x)− A(x)‖ ≤ θ(4× 2p + 2× 3p + 1)Mp +
2θ

2− 2p
‖x‖p (4.48)

pour tout x ∈ E.

Preuve. Supposons que ‖x‖p + ‖y‖p < Mp. Si x = y = 0, nous choisissons z ∈ E avec
‖z‖ = M et nous avons

‖f(0)− f(0)− f(0)‖ = ‖f(z)− f(0)− f(z)‖ ≤ θMp. (4.49)

Sinon, soit

z =


(‖x‖+M)

x

‖x‖
, si ‖x‖ ≥ ‖y‖;

(‖y‖+M)
y

‖y‖
, si ‖y‖ ≥ ‖x‖.

Il est alors évident que ‖z‖ ≥M et

‖x+ z‖p + ‖y − z‖p ≥ max{‖x+ z‖p, ‖y − z‖p} ≥Mp,

‖y − z‖p + ‖z‖p ≥ ‖z‖p ≥Mp,

min{‖x‖p + ‖z‖p, ‖y‖p + ‖z‖p} ≥ ‖z‖p ≥ Mp.

De même
max{‖x+ z‖, ‖y − z‖} < 3M, ‖z‖ < 2M.

De (4.47), des inégalités ci-dessus et de la relation :

f(x+ y)− f(x)− f(y)

= [f(x+ y)− f(x+ z)− f(y − z)] + [f(x+ z)− f(x)− f(z)]

+ [f(y − z)− f(−z)− f(y)]− [f(0)− f(−z)− f(z)] + [f(0)],

nous avons

‖f(x+ y)− f(x)− f(y)‖ ≤ θ(4× 2p + 2× 3p + 1)Mp + θ(‖x‖p + ‖y‖p). (4.50)
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Des idées similaires à celles de Th. M. Rassias [130], permettent d’achever la preuve. ♠

Nous prouvons, à présent, à l’aide des résultats du Théorème 4.2.19, la stabilité, au sens de
Hyers-Ulam-Rassias, de l’équation fonctionnelle σ-quadratique

f(x+ y) + f(x+ σ(y)) = 2f(x) + 2f(y), x, y ∈ E (4.51)

dans le domaine non borné : {(x, y) ∈ E2 : ‖x‖p + ‖y‖p ≥Mp}.

Théorème 4.2.20 Soient E un espace normé réel et F un espace de Banach. Soient M > 0,
θ ≥ 0 et p avec 0 < p < 1 des constantes données. Soit f : E −→ F une application qui
satisfait

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y)‖ ≤ θ(‖x‖p + ‖y‖p) (4.52)

pour tout x, y ∈ E avec ‖x‖p +‖y‖p ≥Mp. Alors, il existe une unique applicationQ : E −→
F , solution de l’équation (4.51), vérifiant

‖f(x)−Q(x)‖ ≤ θ

2
‖x‖p +

θ

8
(‖x+ σ(x)‖p + ‖x− σ(x)‖p) +

θ

2− 2p
‖x+ σ(x)‖p

+
θ

2
(4× 2p + 2× 3p + 1)Mp +

θ

2(4− 2p)
‖x− σ(x)‖p (4.53)

+
θ

24
[16p + 4× 9p + 8× 4p]Mp

pour tout x ∈ E avec ‖x‖ ≥ M

2
.

Preuve. Pour y ∈ E+ := {z ∈ E/σ(z) = z} et x ∈ E, il résulte de (4.52), l’inégalité

‖f(x+ y)− f(x)− f(y)‖ =
1

2
‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(y)− 2f(x)‖

≤ θ

2
(‖x‖p + ‖y‖p) (4.54)

pour tout x, y ∈ E+ avec ‖x‖p + ‖y|p ≥Mp.
E+ étant un sous-groupe abélien de E alors, d’après le Théorème 4.2.19, il existe une unique
application additive a : E −→ F satisfaisant l’inégalité

‖f(x)− a(x)‖ ≤ θ(4× 2p + 2× 3p + 1)Mp +
2θ

2− 2p
‖x‖p (4.55)

pour tout x ∈ E+.
Pour y ∈ E− = {z ∈ E/σ(z) = −z} et x ∈ E, nous obtenons, de (4.52), l’inégalité

‖f(x+y)+f(x−y)−2f(x)−2f(y)‖ = ‖f(x+y)+f(x+σ(y))−2f(x)−2f(y)‖ ≤ θ(‖x‖p+‖y‖p)
(4.56)
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pour tout x, y ∈ E− avec ‖x‖p + ‖y‖p ≥Mp.
Il est clair que E− est un sous-groupe abélien de E donc, en utilisant [126], il existe une
unique application quadratique q : E −→ F vérifiant

‖f(x)− q(x)‖ ≤ θ

6
[16p + 4× 9p + 8× 4p]Mp +

2θ

4− 2p
‖x‖p (4.57)

pour tout x ∈ E−.
En prenant x = y dans (4.52), nous avons

‖4f(x) + f(x+ σ(x))− f(2x)‖ ≤ 2θ‖x‖p (4.58)

pour tout x ∈ E avec ‖x‖ ≥ M

2
1
p

.

De l’inégalité
‖x‖p + ‖y‖p ≥ (‖x‖+ ‖y‖)p ≥ ‖x+ y‖p (4.59)

pour tout x, y ∈ E et en remplaçant x par x− σ(x) et y par x+ σ(x) dans (4.59), nous tirons

‖x+ σ(x)‖p + ‖x− σ(x)‖p ≥ 2p‖x‖p. (4.60)

Alors, de (4.52), nous obtenons

‖f(2x)− f(x+ σ(x))− f(x− σ(x))‖ ≤ θ

2
(‖x+ σ(x)‖p + ‖x− σ(x)‖p) (4.61)

pour tout x ∈ E avec ‖x‖ ≥ M

2
.

La somme (4.58)+(4.61) donne :

‖4f(x)− 2f(x+ σ(x))− f(x− σ(x))‖ ≤ 2θ‖x‖p +
θ

2
(‖x+ σ(x)‖p + ‖x− σ(x)‖p) (4.62)

pour tout x ∈ E avec ‖x‖ ≥ M

2
.

En tenant compte de (4.62), (4.55) et (4.57), nous obtenons

‖f(x)− 1

2
a(x+ σ(x))− 1

4
q(x− σ(x))‖

≤ ‖f(x)− 1

2
f(x+ σ(x))− 1

4
f(x− σ(x))‖+

1

2
‖f(x+ σ(x))− a(x− σ(x))‖

+
1

4
‖f(x− σ(x))− q(x− σ(x))‖

≤ θ

2
‖x‖p +

θ

8
(‖x+ σ(x)‖p + ‖x− σ(x)‖p) +

θ

2− 2p
‖x+ σ(x)‖p

+
θ

2
(4× 2p + 2× 3p + 1)Mp +

θ

2(4− 2p)
‖x− σ(x)‖p

+
θ

24
[16p + 4× 9p + 8× 4p]Mp
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pour tout x ∈ E avec ‖x‖ ≥ M

2
.

Posons Q(x) =
1

2
a(x + σ(x)) +

1

4
q(x − σ(x)). Un calcul simple montre alors que Q est

solution de l’équation (4.51). Pour l’unicité de Q, nous appliquons les mêmes arguments que
ceux utilisés dans [19] et [21]. Ce qui termine la preuve de Théorème 4.2.20. ♠

4.3 Stabilité de l’équation fonctionnelle σ-Jensen au sens de
Hyers-Ulam dans les domaines non bornés

Dans cette section, nous examinons la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, de l’équation
fonctionnelle σ-Jensen (4.7) dans les domaines non bornés.

Théorème 4.3.1 Soient d > 0 et δ > 0 deux constantes données. Supposons que l’application
f : E → F satisfait l’inégalité

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)‖ ≤ δ (4.63)

pour tout x, y ∈ E avec ‖y‖ ≥ d. Alors, il existe une unique application J : E −→ F ,
solution de l’équation (4.7), vérifiant J(σ(x)) = −J(x) et

‖f(x)− f(0)− J(x)‖ ≤ 3δ (4.64)

pour tout x ∈ E.

Preuve. Soient x, y ∈ E avec 0 < ‖y‖ < d et z = 2ny, où n est un entier assez grand ; alors
‖z‖ ≥ d, ‖z + y‖ ≥ d et ‖σ(z) + y‖ ≥ d.
De (4.63), l’inégalité triangulaire et l’équation :

2[f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)]

= −[f(x+ y + z) + f(x+ y + σ(z))− 2f(x+ y)]

− [f(x+ σ(y) + z) + f(x+ σ(y) + σ(z))− 2f(x+ σ(y))]

+ [f(x+ y + z) + f(x+ σ(y) + σ(z))− 2f(x)]

+ [f(x+ y + σ(z)) + f(x+ σ(y) + z)− 2f(x)],

nous déduisons
‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)‖ ≤ 2δ. (4.65)

Finalement, l’inégalité (4.65) est satisfaite pour tout x, y ∈ E. Tenant compte de [95], le reste
de la preuve s’ensuit. ♠
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Corollaire 4.3.2 L’application f − f(0) : E → F est solution de l’équation (4.7), si et
seulement si la condition asymptotique

sup
x∈E

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)‖ → 0 quand ‖y‖ → +∞, (4.66)

est vérifiée.

Preuve. En adoptant les mêmes techniques que celles de la preuve du Corollaire 4.2.2, la
preuve du corollaire s’ensuit. ♠

Corollaire 4.3.3 L’application f − f(0) : E → F est solution de l’équation (4.7), si et
seulement si

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)‖ → 0, (4.67)

quand ‖x‖+ ‖y‖ → +∞.

Corollaire 4.3.4 (σ = −I) Soient d > 0 et δ > 0 donnés. Supposons que l’application
f : E → F satisfait l’inégalité

‖f(x+ y) + f(x− y)− 2f(x)‖ ≤ δ (4.68)

pour tout x, y ∈ E avec ‖y‖ ≥ d. Alors, il existe une unique application J : E −→ F ,
solution de l’équation σ-Jensen (4.7) avec σ(x) = −x, vérifiant J(−x) = −J(x) et

‖f(x)− f(0)− J(x)‖ ≤ 3δ (4.69)

pour tout x ∈ E.

Corollaire 4.3.5 L’application f − f(0) : E → F est solution de l’équation (4.7) avec
σ(x) = −x, si et seulement si

sup
x∈E

‖f(x+ y) + f(x− y)− 2f(x)‖ → 0, (4.70)

quand ‖y‖ → +∞.

Corollaire 4.3.6 L’application f − f(0) : E → F est solution de l’équation (4.7) avec
σ(x) = −x, si et seulement si

‖f(x+ y) + f(x− y)− 2f(x)‖ → 0, (4.71)

quand |x‖+ ‖y‖ → +∞.

Dans le théorème suivant, nous prouvons la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, de l’équation
fonctionnelle σ-Jensen (4.7) dans le domaine non borné : {(x, y) ∈ E2 : ‖x‖ ≥ d}.
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Théorème 4.3.7 Soient d > 0, δ > 0 et γ ≥ 0 donnés. Supposons que l’application f : E →
F satisfait les inégalités

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)‖ ≤ δ, (4.72)

‖f(x) + f(σ(x))‖ ≤ γ (4.73)

pour tout x, y ∈ E avec ‖x‖ ≥ d. Alors, il existe une unique application J : E −→ F ,
solution de l’équation (4.7), vérifiant J(σ(x)) = −J(x), et

‖f(x)− f(0)− J(x)‖ ≤ 12δ + 9γ (4.74)

pour tout x ∈ E.

Preuve. Montrons que la fonction x 7−→‖f(x) + f(σ(x))‖ est bornée dans E. Pour x ∈ E,
avec 0 < ‖x‖ < d et pour z = 2nx avec n assez grand, nous avons

Cas 1. σ(x) 6= x.
De ‖z‖ > d, ‖σ(z)‖ > d, ‖x + σ(z) − z‖ > d, des inégalités (4.72), (4.73), de l’inégalité
triangulaire et de l’équation suivante :

f(x) + f(σ(x)) =[f(σ(z) + x− z) + f(σ(x))− 2f(σ(z))]

+ [f(z + σ(x)− σ(z)) + f(z + x− z)− 2f(z)]

+ 2[f(z) + f(σ(z))]− [f(σ(z) + x− z)− f(z + σ(x)− σ(z))],

nous déduisons
‖f(x) + f(σ(x)‖ ≤ 2δ + 3γ. (4.75)

Cas 2. σ(x) = x.
D’après la relation :

f(x) + f(σ(x)) =[f(z + x− z) + f(z + σ(x)− z)− 2f(z)]

+ [f(z) + f(σ(z))],

nous obtenons
‖f(x) + f(σ(x)‖ ≤ δ + γ. (4.76)

Par conséquent, nous avons

‖f(x) + f(σ(x)‖ ≤ 2δ + 3γ (4.77)

pour tout x ∈ E\{0}.
Montrons que la fonction : (x, y) 7−→ ‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)‖ est bornée dans E.
Soit x, y ∈ E avec ‖x‖ < d. Si x = 0 alors, en utilisant (4.77), nous obtenons

‖f(0 + y) + f(0 + σ(y))− 2f(0)‖ ≤ 2δ + 3γ + ‖2f(0)‖. (4.78)
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Pour x 6= 0, nous choisissons z = 2nx, n ∈ N et nous discutons les cas suivants :
Cas 1. σ(x) 6= x.

Pour n assez grand, nous pouvons facilement vérifier que ‖x − z‖ ≥ d, ‖x − σ(z)‖ ≥ d,
‖x− z + σ(z)‖ ≥ d et ‖x− σ(z) + y + z‖ ≥ d.
Donc, de (4.72), (4.73), l’inégalité triangulaire et de la relation suivante :

f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)

=[f(x+ y) + f(x− z + σ(y) + σ(z))− 2f(x− z)]

+ [f(x− σ(z) + y + z) + f(x+ σ(y))− 2f(x− σ(z))]

− [f(x) + f(x− z + σ(z))− 2f(x− z)]

− [f(x) + f(σ(x)− σ(z) + z)− 2f(z)]

− [f(x− z + σ(y) + σ(z)) + f(σ(x) + y)− 2f(σ(z))]

+ [f(σ(x) + y) + f(σ(x)− z + σ(y) + σ(z))− 2f(σ(x)− z)]

+ 2[f(x− σ(z)) + f(σ(x)− z)]− 2[f(z) + f(σ(z))]

+ [f(x− z + σ(z)) + f(σ(x)− σ(z) + z)]

− [f(x− σ(z) + y + z) + f(σ(x)− z + σ(y) + σ(z))],

nous avons
‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)‖ ≤ 6δ + 6γ. (4.79)

Cas 2. σ(x) = x.
En utilisant (4.72), (4.73) et la décomposition suivante :

f(x+ y)+f(x+ σ(y))− 2f(x)

=[f(x− z + y + z) + f(x− z + σ(y) + z)− 2f(x− z)]

− [f(−z + x+ z) + f(−z + σ(x) + z)− 2f(−z)]
+ [f(−z + x) + f(−z + x)− 2f(−z)],

nous obtenons
‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)‖ ≤ 3δ. (4.80)

Si x = 0 = y, nous choisissons alors un élément z ∈ E arbitraire avec ‖z‖ = d. L’utilisation
de la décomposition ci-dessus (Cas 2) entraine que : ‖f(0)‖ ≤ 3δ.
Finalement, l’inégalité

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)‖ ≤ 8δ + 6γ (4.81)

est vraie pour tout x, y ∈ E. De [95], nous déduisons l’existence d’une unique application
J : E −→ F , vérifiant l’inégalité (4.74). En plus, J(σ(x)) = −J(x) pour tout x ∈ E, ce qui
achève la preuve du théorème. ♠
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Corollaire 4.3.8 L’application f − f(0) : E → F est solution de l’équation (4.7), si et
seulement si

‖f(x) + f(σ(x))‖ −→ 0 et sup
y∈E

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)‖ → 0, (4.82)

quand ‖x‖ → +∞.

Preuve. En utilisant les mêmes techniques que celles de la preuve du Corollaire 4.2.11, la
preuve s’ensuit. ♠

Corollaire 4.3.9 (σ = −I) Soient d > 0, γ ≥ 0 et δ > 0 donnés. Supposons que l’application
f : E → F satisfait les inégalités

‖f(x+ y) + f(x− y)− 2f(x)‖ ≤ δ, (4.83)

‖f(x) + f(−x)‖ ≤ γ (4.84)

pour tout x, y ∈ E avec ‖x‖ ≥ d. Alors, il existe une unique application J : E −→ F , so-
lution de l’équation fonctionnelle σ-Jensen (4.7) avec σ(x) = −x, vérifiant J(−x) = −J(x)
et

‖f(x)− f(0)− J(x)‖ ≤ 12δ + 9γ (4.85)

pour tout x ∈ E.

Corollaire 4.3.10 L’application f − f(0) : E → F est solution de (4.7) avec σ(x) = −x, si
et seulement si

‖f(x) + f(−x)‖ −→ 0 et sup
y∈E

‖f(x+ y) + f(x− y)− 2f(x)‖ → 0, (4.86)

quand ‖x‖ → +∞.

Corollaire 4.3.11 L’application f − f(0) : E → F est solution de (4.7), si et seulement si

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)‖ → 0, (4.87)

quand ‖x‖+ ‖y‖ → +∞.

Dans le théorème suivant, nous examinons la stabilité de l’équation fonctionnelle σ-Jensen
(4.8) dans le domaine non borné : {(x, y) ∈ E2 : ‖x‖ ≥ d}.
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Théorème 4.3.12 Soient d > 0 et δ > 0 donnés. Supposons que l’application f : E → F
satisfait l’inégalité

‖f(x+ y)− f(x+ σ(y))− 2f(y)‖ ≤ δ (4.88)

pour tout x, y ∈ E avec ‖x‖ ≥ d. Alors, il existe une unique application j : E −→ F ,
solution de l’équation (4.8), vérifiant j(σ(x)) = −j(x) et

‖f(x)− j(x)‖ ≤ 3δ (4.89)

pour tout x ∈ E.

Preuve. Soit x, y ∈ E avec 0 < ‖x‖ < d. Nous choisissons z = 2nx, où n est assez grand,
alors ‖z‖ ≥ d, ‖x + z‖ ≥ d et ‖z + σ(x)‖ ≥ d. De (4.88), l’inégalité triangulaire et de la
décomposition suivante :

2[f(x+ y)−f(x+ σ(y))− 2f(y)]

=− [f(z + x+ y)− f(z + σ(x) + σ(y))− 2f(x+ y)]

+ [f(z + x+ σ(y))− f(z + σ(x) + y)− 2f(x+ σ(y))]

+ [f(x+ z + y)− f(x+ z + σ(y))− 2f(y)]

+ [f(z + σ(x) + y)− f(z + σ(x) + σ(y))− 2f(y)],

nous obtenons
‖f(x+ y)− f(x+ σ(y))− 2f(y)‖ ≤ 2δ (4.90)

pour tout x, y ∈ E avec x 6= 0. Si x = 0 alors la relation suivante, où z ∈ E vérifie ‖z‖ = d :

2[f(0 + y)−f(0 + σ(y))− 2f(y)]

=− [f(z + x+ y)− f(z + σ(y))− 2f(y)]

+ [f(z + σ(y))− f(z + y)− 2f(σ(y))]

+ [f(z + y)− f(z + σ(y))− 2f(y)],

implique que
‖f(0 + y)− f(0 + σ(y))− 2f(y)‖ ≤ 2δ

pour tout y ∈ E. Par conséquent,

‖f(x+ y)− f(x+ σ(y))− 2f(y)‖ ≤ 2δ

pour tout x, y ∈ E. Donc, de [107], il existe une unique application j : E −→ F vérifiant
j(σ(x)) = −j(x) et ‖f(x)− j(x)‖ ≤ 3δ, ce qui complète la preuve du théorème. ♠

Corollaire 4.3.13 L’application f : E → F est solution de l’équation (4.8), si et seulement
si

sup
y∈E

‖f(x+ y)− f(x+ σ(y))− 2f(y)‖ → 0, (4.91)

quand ‖x‖ → +∞.
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Corollaire 4.3.14 (σ = −I) Soient d > 0 et δ > 0 donnés. Supposons que l’application
f : E → F satisfait l’inégalité

‖f(x+ y)− f(x− y)− 2f(y)‖ ≤ δ (4.92)

pour tout x, y ∈ E avec ‖x‖ ≥ d. Alors, il existe une unique application j : E −→ F , solution
de l’équation fonctionnelle σ-Jensen (4.8) avec σ(x) = −x, vérifiant j(−x) = −j(x) et

‖f(x)− j(x)‖ ≤ 3δ (4.93)

pour tout x ∈ E.

Corollaire 4.3.15 L’application f : E → F est solution de l’équation (4.8), si et seulement
si

sup
y∈E

‖f(x+ y)− f(x− y)− 2f(y)‖ → 0, (4.94)

quand ‖x‖ → +∞.
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Chapitre 5

Stabilité de l’équation fonctionnelle
généralisée des quadratiques au sens de
Hyers-Ulam-Rassias

5.1 Introduction
Soient E1 un espace vectoriel, E2 un espace normé complet et k un entier positif fixé.

Dans ce chapitre, nous considérons l’équation fonctionnelle généralisée des quadratiques

f(kx+ y) + f(kx+ σ(y)) = 2k2f(x) + 2f(y), x, y ∈ E1, (5.1)

où σ : E1 → E1 est une involution. Il est clair que l’équation fonctionnelle (5.1) est une
extension de l’équation correspondant à σ = −I

f(kx+ y) + f(kx− y) = 2k2f(x) + 2f(y), x, y ∈ E1 (5.2)

et de l’équation fonctionnelle σ-quadratique

f(x+ y) + f(x+ σ(y)) = 2f(x) + 2f(y), x, y ∈ E1. (5.3)

Le problème de stabilité de l’équation (5.2) a été prouvé par J. R. Lee et al. [103]. De plus,
ils ont démontré que l’application f : E1 → E2 satisfait l’équation (5.2) si et seulement si, f
est solution de l’équation fonctionnelle des quadratiques classique

f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x) + 2f(y), x, y ∈ E1. (5.4)

En se basant sur la méthode du point fixe, C.-G. Park et al. [116] ont prouvé la stabilité, au
sens de Hyers-Ulam, de l’équation fonctionnelle des quadratiques (5.2) pour k = 2

f(2x+ y) + f(2x− y) = 8f(x) + 2f(y), x, y ∈ E1. (5.5)
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Récemment, A. Rahimi et al. [126] ont montré la stabilité, au sens de Hyers-Ulam-Rassias,
de l’équation fonctionnelle des quadratiques (5.5) dans les domaines non bornés.

Le but du présent chapitre est d’étendre les résultats obtenus par J. R. Lee et al. [103] et
par A. Rahimi et al. [126] à l’équation fonctionnelle généralisée des quadratiques (5.1). Alors,
dans ce chapitre nous considérons le cas où k ≥ 2.
Nos résultats sont organisés comme suit : Dans la section 2, nous déterminons la solution
générale de l’équation fonctionnelle (5.1). Dans la section 3, nous montrons la stabilité, au
sens de Hyers-Ulam-Rassias, de l’équation (5.1) dans les espaces de Banach en adoptant la
méthode directe. La preuve de la stabilité, à l’aide de la méthode du point fixe, est exposée
dans la section 4. La section 5 de ce chapitre traite la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, de
l’équation (5.1) dans les domaines non bornés.

5.2 Solution générale de l’équation fonctionnelle généralisée
des quadratiques

Dans cette section, nous résolvons l’équation fonctionnelle (5.1) par moyen des solutions
de l’équation fonctionnelle σ-quadratique (5.3).

Théorème 5.2.1 Soit k ∈ N\{0, 1}. Soient E et F deux espaces vectoriels. L’application
f : E → F satisfait l’équation fonctionnelle

f(kx+ y) + f(kx+ σ(y)) = 2k2f(x) + 2f(y), x, y ∈ E (5.6)

si et seulement si, f : E → F vérifie

f(x+ y) + f(x+ σ(y)) = 2f(x) + 2f(y) et f(x+ σ(x)) = 0 (5.7)

pour tout x, y ∈ E.

Preuve. Prenons x = 0 et y = 0 dans (5.6), nous trouvons : f(0) = 0.
Posons y = 0 dans (5.6), nous obtenons

f(kx) = k2f(x) (5.8)

pour tout x ∈ E. Posons x = 0 dans (5.6), nous avons f(σ(y)) = f(y) pour tout y ∈ E.
Nous pouvons maintenant démontrer la première partie de (5.7)

f(kx+ y) + f(kx+ σ(y)) = 2k2f(x) + 2f(y) = 2f(kx) + 2f(y) (5.9)

pour tout x, y ∈ E. Ainsi, l’application f satisfait (5.4).
Montrons, à présent, que f satisfait f(x + σ(x)) = 0 pour tout x ∈ E. Par un raisonnement
par récurrence, nous pouvons montrer

f(n(x+ σ(x))) = nf(x+ σ(x)) (5.10)
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pour tout x ∈ E et pour tout n ∈ N. Remplaçons x et y par x+σ(x) dans (5.4), nous déduisons
f(2(x+ σ(x))) = 2f(x+ σ(x)). Ecrivons n(x+ σ(x)) au lieu de x et x+ σ(x) au lieu de y
dans (5.4), nous obtenons

2f((n+ 1)(x+ σ(x))) = 2f(n(x+ σ(x))) + 2f(x+ σ(x))

= 2nf(x+ σ(x)) + 2f(x+ σ(x))

= 2(n+ 1)f(x+ σ(x)).

Ce qui prouve la validité de (5.10) pour tout n ∈ N.
En utilisant (5.8) et (5.10), nous obtenons k2f(x + σ(x)) = kf(x + σ(x)) pour tout x ∈ E,
étant donné k ≥ 2 alors, nous déduisons f(x+ σ(x)) = 0 pour tout x ∈ E.
Prouvons maintenant la réciproque. Soit f : E → F une solution de l’équation (5.7). Remplaçons
x par (n− 1)x et y par x+ σ(x) dans (5.7), nous obtenons

f(nx+ σ(x)) = f((n− 1)x) (5.11)

pour tout x ∈ E et pour tout n ∈ N∗.
Montrons, par récurrence sur n, l’égalité suivante :

f(nx) = n2f(x), n ∈ N. (5.12)

En prenant x = y dans (5.7), nous obtenons (5.12) pour n = 2. Supposons (5.12) vraie à
l’ordre n. En utilisant (5.11) et (5.4), nous obtenons

f(nx+ x) + f(nx+ σ(x)) = 2f(nx) + 2f(x)

f((n+ 1)x) + f(nx+ σ(x)) = 2n2f(x) + 2f(x)

f((n+ 1)x) + f((n− 1)x) = 2n2f(x) + 2f(x)

f((n+ 1)x) + (n− 1)2f(x) = 2n2f(x) + 2f(x).

Finalement, nous déduisons

f((n+ 1)x) = (n+ 1)2f(x), prouvant (5.12).

En utilisant (5.4) et (5.12) nous montrons que f est solution l’équation (5.1)

f(kx+ y) + f(kx+ σ(y)) = 2f(kx) + 2f(y) = 2k2f(x) + 2f(y), x, y ∈ E.

Ce qui achève la preuve du Théorème 5.2.1. ♠

Corollaire 5.2.2 [103] Soit k ∈ N\{0}. Soient E et F deux espaces vectoriels. L’application
f : E → F satisfait l’équation fonctionnelle

f(kx+ y) + f(kx− y) = 2k2f(x) + 2f(y), x, y ∈ E (5.13)

si et seulement si, f : E → F vérifie l’équation fonctionnelle des quadratiques classique

f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x) + 2f(y), x, y ∈ E. (5.14)
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Corollaire 5.2.3 Soit k ∈ N\{0, 1}. Soient E et F deux espaces vectoriels. L’application
f : E → F satisfait l’équation fonctionnelle

f(kx+ y) = k2f(x) + f(y), x, y ∈ E (5.15)

si et seulement si f ≡ 0.

5.3 Stabilité de l’équation fonctionnelle généralisée des qua-
dratiques au sens de Hyers-Ulam-Rassias

Dans cette section, nous examinons la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, et, au sens de
Hyers-Ulam-Rassias, de l’équation fonctionnelle (5.1).

Théorème 5.3.1 Soient E un groupe abélien, F un espace de Banach et f : E → F une
application vérifiant l’inégalité

‖f(kx+ y) + f(kx+ σ(y))− 2k2f(x)− 2f(y)‖ ≤ δ (5.16)

pour δ ≥ 0 et pour tout x, y ∈ E. Alors, il existe une unique application q : E → F , solution
de (5.1), satisfaisant

‖f(x)− q(x)‖ ≤ k2 + 1

2k2(k2 − 1)
δ (5.17)

pour tout x ∈ E.

Preuve. En prenant y = 0 (resp., x = y = 0) dans (5.16), nous obtenons respectivement

‖f(x)− 1

k2
{f(kx)− f(0)}‖ ≤ δ

2k2
, x ∈ E, (5.18)

‖f(0)‖ ≤ δ

2k2
, x ∈ E. (5.19)

Par l’inégalité triangulaire, nous déduisons

‖f(x)− 1

k2
{f(kx)}‖ ≤ δ

2k2
+

δ

2k4
, x ∈ E. (5.20)

Par récurrence sur n, nous prouvons

‖f(x)− 1

k2n
{f(knx)}‖ ≤ δ

2k2
(1 +

1

k2
)[1 +

1

k2
+ . . .+

1

k2(n−1)
] (5.21)
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pour tout n ∈ N. De (5.20), il s’ensuit que (5.21) est vraie pour n = 1. Supposons (5.21) vraie
à l’ordre n. De l’inégalité triangulaire et de (5.21), nous obtenons

‖f(x)− 1

k2(n+1)
{f(kn+1x)}‖

≤ ‖f(x)− 1

k2n
{f(knx)}‖+

1

k2n
‖f(knx)− 1

k2
{f(kn+1x)}‖

≤ δ

2k2
(1 +

1

k2
)[1 +

1

k2
+ . . .+

1

k2(n−1)
] +

1

k2n

δ

2k2
(1 +

1

k2
)

=
δ

2k2
(1 +

1

k2
)[1 +

1

k2
+ . . .+

1

k2n
],

ce qui prouve la validité de l’inégalité (5.21).
Nous définissons la suite des fonctions

fn(x) =
1

k2n
{f(knx)}, x ∈ E, n ∈ N.

Nous montrons : {fn(x)}n∈N est une suite de Cauchy pour chaque x ∈ E. En effet, à l’aide
de (5.20) nous tirons

‖fn+1(x)− fn(x)‖ =‖ 1

k2(n+1)
{f(kn+1x)} − 1

k2n
{f(knx)}‖

=
1

k2n
‖f(knx)− 1

k2
{f(kn+1x)}‖

≤ δ

2k2
(1 +

1

k2
)

1

k2n
.

Etant donné
1

k
< 1, il s’ensuit que {fn(x)}n∈N est une suite de Cauchy pour chaque x ∈ E.

Comme F est un espace complet, alors la fonction limite q(x) = lim
n→+∞

fn(x) existe pour

chaque x ∈ E.
Nous prouvons, à présent, q est solution de l’équation (5.1).
Soient x et y deux éléments deE. De (5.16) et de la définition de la suite {fn}n∈N, il en résulte
que

‖fn(kx+ y)+fn(kx+ σ(y))− 2k2fn(x)− 2fn(y)‖

=
1

k2n
‖f(kknx+ kny) + f(kknx+ σ(kny))− 2k2f(knx)− 2f(kny)‖

≤ δ

k2n
.

En faisant tendre n vers +∞, nous obtenons l’égalité

q(kx+ y) + q(kx+ σ(y)) = 2k2q(x) + 2q(y), x, y ∈ E.
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Supposons qu’il existe deux applications qi : E → F (i = 1, 2) satisfaisant (5.1) et (5.17).
Par récurrence sur n, nous pouvons facilement vérifier

qi(k
nx) = k2nqi(x), (i = 1, 2). (5.22)

Pour tout x ∈ E et pour tout n ∈ N, nous obtenons

‖q1(x)− q2(x)‖ =
1

k2n
‖q1(knx)− q2(k

nx)‖

≤ 1

k2n
‖q1(knx)− f(knx)‖+

1

k2n
‖q2(knx)− f(knx)‖

≤ k2 + 1

k2(n+1)(k2 − 1)
δ.

Si n −→ +∞, nous avons q1(x) = q2(x) pour tout x ∈ E, ce qui complète la preuve du
théorème. ♠

En utilisant le Théorème 5.3.1 et le Corollaire 5.2.2, nous obtenons le résultat suivant :

Corollaire 5.3.2 [103] Soient E un espace vectoriel, F un espace de Banach et f : E → F
une application vérifiant l’inégalité

‖f(kx+ y) + f(kx− y)− 2k2f(x)− 2f(y)‖ ≤ δ (5.23)

pour δ ≥ 0 et pour tout x, y ∈ E. Alors, il existe une unique application q : E → F , solution
de (5.2), vérifiant

‖f(x)− q(x)‖ ≤ δ

2k2

k2 + 1

k2 − 1
, x ∈ E. (5.24)

Théorème 5.3.3 Soient E un espace vectoriel et F un espace de Banach. Supposons que
l’application f : E → F satisfait l’inégalité

‖f(kx+ y) + f(kx+ σ(y))− 2k2f(x)− 2f(y)‖ ≤ θ(‖x‖p + ‖y‖p) (5.25)

pour θ ≥ 0, p ∈]0, 2[ et pour tout x, y ∈ E. Alors, il existe une unique application q : E → F ,
solution de l’équation fonctionnelle (5.1) telle que

‖f(x)− q(x)‖ ≤ θ

2(k2 − kp)
‖x‖p (5.26)

pour tout x ∈ E.

Preuve. Supposons que f satisfait l’inégalité (5.25). Posons x = y = 0 dans (5.25), nous
avons f(0) = 0. Prenons y = 0 dans (5.25), nous obtenons

‖2f(kx)− 2k2f(x)‖ ≤ θ‖x‖p (5.27)
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pour tout x ∈ E. Alors

‖f(x)− 1

k2
f(kx)‖ ≤ θ

2k2
‖x‖p (5.28)

pour tout x ∈ E.
Par récurrence sur n nous vérifions

‖f(x)− 1

k2n
f(knx)‖ ≤ θ

2k2
[1 +

1

k2−p
+ . . .+

1

k(n−1)(2−p)
]‖x‖p, (5.29)

est vraie pour tout n ∈ N. Ensuite, nous montrons que la suite des fonctions fn(x) =
1

k2n
f(knx) est une suite de Cauchy pour chaque x ∈ E. En utilisant l’inégalité (5.28), nous

déduisons

‖fn+1(x)− fn(x)‖ = ‖ 1

k2(n+1)
f(kn+1x)− 1

k2n
f(knx)‖

=
1

k2n
‖f(knx)− 1

k2
f(kn+1x)‖

≤ 1

kn(2−p)

θ

2k2
‖x‖p.

Par conséquent, {fn(x)}n∈N est une suite de Cauchy pour chaque x ∈ E. Comme F est un
espace complet, la fonction limite q(x) = lim

n→∞
fn(x) existe pour chaque x ∈ E.

Montrons, à présent, que q est solution de l’équation (5.1). En effet,

‖fn(kx+ y) + fn(kx+ σ(y))− 2k2fn(x)− 2fn(y)‖

=
1

k2n
‖f(kknx+ kny) + f(kknx+ σ(kny))− 2k2f(knx)− 2f(kny)‖

≤ θ

kn(2−p)
(‖x‖p + ‖y‖p).

En faisant tendre n→ +∞, nous obtenons le résultat désiré.
L’unicité de l’application q peut être prouvée en utilisant des arguments similaires à ceux de
la preuve du théorème précédent. Ce qui achève la preuve du théorème. ♠

Corollaire 5.3.4 [103] Soient E un espace normé et F un espace de Banach. Supposons que
la fonction f : E → F satisfait l’inégalité

‖f(kx+ y) + f(kx− y)− 2k2f(x)− 2f(y)‖ ≤ θ(‖x‖p + ‖y‖p) (5.30)

pour θ ≥ 0, p ∈]0, 2[ et pour tout x, y ∈ E. Alors, il existe une unique application q : E → F ,
solution de l’équation fonctionnelle des quadratiques (5.2), vérifiant l’inégalité

‖f(x)− q(x)‖ ≤ θ

2(k2 − kp)
‖x‖p (5.31)

pour tout x ∈ E.
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Théorème 5.3.5 Soient E un espace normé, F un espace de Banach et f : E → F une
application qui vérifie l’inégalité (5.25) pour θ ≥ 0, p > 2 (données) et pour tout x, y ∈ E.
Alors, il existe une unique application q : E → F , solution de l’équation fonctionnelle (5.1)
et qui satisfait

‖f(x)− q(x)‖ ≤ θ

2(kp − k2)
‖x‖p (5.32)

pour tout x ∈ E.

Corollaire 5.3.6 [103] Soient E un espace normé et F un espace de Banach. Supposons que
la fonction f : E → F satisfait l’inégalité

‖f(kx+ y) + f(kx− y)− 2k2f(x)− 2f(y)‖ ≤ θ(‖x‖p + ‖y‖p) (5.33)

pour θ ≥ 0, p > 2 et pour tout x, y ∈ E. Alors, il existe une unique application q : E → F ,
solution de l’équation fonctionnelle (5.2), vérifiant

‖f(x)− q(x)‖ ≤ θ

2(kp − k2)
‖x‖p (5.34)

pour tout x ∈ E.

5.4 Stabilité de l’équation généralisée des quadratiques en
utilisant l’alternative du point fixe

Soient k ≥ 2 un entier positif fixé et σ : E1 → E1 une involution. En se basant sur l’alter-
native du point fixe, nous prouvons la stabilité, au sens de Hyers-Ulam-Rassias, de l’équation
fonctionnelle (5.1).

Théorème 5.4.1 Soient E1 un espace vectoriel sur K et E2 un espace β-normé complet sur
K, où β est un nombre réel fixé avec 0 < β ≤ 1. Supposons que ϕ : E1 × E1 → R+ est une
fonction donnée et qu’il existe une constante L, 0 < L < 1, telles que

ϕ(kx, 0) ≤ k2βLϕ(x, 0) (5.35)

pour tout x ∈ E1. De plus, soit f : E1 −→ E2 une fonction avec f(0) = 0 satisfaisant

‖f(kx+ y) + f(kx+ σ(y))− 2k2f(x)− 2f(y)‖β ≤ ϕ(x, y) (5.36)

pour tout x, y ∈ E1. Si ϕ satisfait

lim
n→+∞

ϕ(knx, kny)

k2nβ
= 0 (5.37)
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pour tout x, y ∈ E1. Alors, il existe une unique application q : E1 → E2, solution de (5.1),
vérifiant

‖f(x)− q(x)‖β ≤
1

2βk2β

1

1− L
ϕ(x, 0) (5.38)

pour tout x ∈ E1.

Preuve. Définissons l’ensemble X par : X := {g : E1 −→ E2} et introduisons une distance
généralisée dans X comme suit :

d(g, h) = inf{C ∈ [0,∞) : ‖g(x)− h(x)‖β ≤ Cϕ(x, 0), ∀x ∈ E1}.

Nottons que (X, d) est un espace complet (voir Théorème 3.2.1, Chapitre 3).
Maintenant, nous définissons l’opérateur J : X −→ X qui vérifie

Jh(x) =
1

k2
f(kx) (5.39)

pour tout x ∈ E1, et nous affirmons que J est un opérateur strictement contractif sur X avec
la constante de Lipschitz L. Soient g, h ∈ X et C ∈ [0,∞) une constante avec d(g, h) ≤ C
telles que

‖g(x)− h(x)‖β ≤ Cϕ(x, 0) (5.40)

pour tout x ∈ E1. Il en résulte de (5.40) et (5.35) :

‖(Jg)(x)− (Jh)(x)‖β =
1

k2β
‖g(kx)− h(kx)‖β

≤ C

k2β
ϕ(kx, 0)

≤ LCϕ(x, 0)

pour tout x ∈ E1. Alors, d(Jg, Jh) ≤ LC, c’est pourquoi nous concluons que d(Jg, Jh) ≤
Ld(g, h) pour tout g, h ∈ X .
Maintenant, en remplaçant y par 0 dans (5.36) et en divisant les deux côtés de la nouvelle
inégalité par 2k2, nous obtenons

1

2βk2β
‖2f(kx)− 2f(k2x)‖β = ‖ 1

k2
f(kx)− f(x)‖β

= ‖(Jf)(x)− f(x)‖β

≤ 1

2βk2β
ϕ(x, 0)

pour tout x ∈ E1 et nous affirmons que

d((Jf)(x), f) ≤ 1

2βk2β
<∞. (5.41)
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D’après le Théorème 3.1.2, il existe une application q : E1 −→ E2 vérifiant :
i) q est un point fixe de J , tel que q(kx) = k2q(x) pour tout x ∈ E1. L’application q est

l’unique point fixe de J dans l’ensemble Y = {g ∈ X : d(Jf, g) <∞}.
ii) d(Jnf, q) → 0 quand n → +∞. Ce qui implique l’existence d’une suite Cn telle que

Cn → 0 quand n→ +∞ avec

‖Jnf(x)− q(x))‖β ≤ Cnϕ(x, 0) (5.42)

pour tout x ∈ E1 et pour tout n ∈ N. Par conséquent, nous obtenons

q(x) = lim
n→+∞

1

k2n
f(knx) (5.43)

pour tout x ∈ E1.
iii)

d(f, q) ≤ 1

1− L
d(Jf, f) ≤ 1

2βk2β

1

1− L
, (5.44)

ce qui prouve l’inégalité (5.38).
Maintenant, nous prouvons que q est solution de l’équation fonctionnelle généralisée des qua-
dratiques (5.1). Il résulte de (5.36), (5.43) et de (5.37)

‖q(kx+ y) + q(kx+ σ(y))− 2k2q(x)− 2q(y)‖β

= lim
n→+∞

1

k2nβ
‖f(kknx+ kny) + f(kknx+ σ(kny))− 2k2f(knx)− 2f(kny)‖β

≤ lim
n→+∞

1

k2nβ
ϕ(knx, kny) = 0

pour tout x, y ∈ E1, ce qui implique le résultat souhaité.
Supposons que q1 : E1 −→ E2 est une autre solution de (5.1) satisfaisant (5.38), en particulier,
q1 satisfait q1(kx) = k2q(x), alors q1 est un point fixe de J . De la définition de la distance d
et de l’inégalité (5.38), l’assertion (5.44) est encore vraie avec q1 à la place de q. En utilisant
le Théorème 3.1.2, nous obtenons l’unicité de q. Ce qui complète la preuve du théorème. ♠

Corollaire 5.4.2 ([116], k = 2 et σ = −I) Soient E1 un espace vectoriel sur K et E2 un
espace β-normé complet sur K, où β est un nombre réel fixé avec 0 < β ≤ 1. Supposons
que ϕ : E1 × E1 → R+ est une fonction donnée et qu’il existe une constante L, 0 < L < 1,
vérifiant

ϕ(2x, 0) ≤ 22βLϕ(x, 0) (5.45)

pour tout x ∈ E1. De plus, soit f : E1 −→ E2 une fonction avec f(0) = 0 qui satisfait

‖f(2x+ y) + f(2x− y)− 8f(x)− 2f(y)‖β ≤ ϕ(x, y) (5.46)
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pour tout x, y ∈ E1. Si ϕ satisfait

lim
n→+∞

ϕ(2nx, 2ny)

22nβ
= 0 (5.47)

pour tout x, y ∈ E1, alors il existe une unique application q : E1 → E2, solution de l’équation
(5.2), vérifiant

‖f(x)− q(x)‖β ≤
1

2β22β

1

1− L
ϕ(x, 0) (5.48)

pour tout x ∈ E1.

Corollaire 5.4.3 Soient 0 < p < 2 et θ ≥ 0 des nombres réels positifs et prenons une
constante β avec 0 <

p

2
< β ≤ 1. Soient E1 un espace vectoriel sur K et E2 un espace

β-normé complet sur K. Si f : E1 −→ E2 est une application vérifiant

‖f(kx+ y) + f(kx+ σ(y))− 2k2f(x)− 2f(y)‖β ≤ θ(‖x‖p + ‖y‖p) (5.49)

pour tout x, y ∈ E1, alors il existe une unique application q : E1 −→ E2, solution de
l’équation (5.1) qui satisfait

‖f(x)− q(x)‖β ≤
θ

2β(k2β − kp)
‖x‖p (5.50)

pour tout x ∈ E1.

Preuve. Si nous fixons L =
kp

k2β
alors, 0 < L < 1 et nous prenons

ϕ(x, y) = θ(‖x‖p + ‖y‖p) = k2β−pLθ(‖x‖p + ‖y‖p), x, y ∈ E1.

En prenant x = 0 et y = 0 dans (5.49), nous avons ‖2k2f(0)‖β ≤ 0 alors, f(0) = 0. Selon le
Théorème 5.4.1, il existe une unique solution q : E1 −→ E2 de l’équation (5.1) où (5.50) est
vérifiée pour tout x ∈ E1 et la preuve du corollaire est achevée. ♠

Dans ce qui suit, nous supprimons l’hypothèse : f(0) = 0.

Théorème 5.4.4 Soient E1 un espace vectoriel sur K et E2 un espace β-normé complet sur
K, où β est un nombre réel fixé 0 < β ≤ 1. Supposons que ϕ : E1 × E1 → R+ une fonction

et L une constante avec
1

k2β
≤ L < 1, telles que

ϕ(kx, 0) ≤ k2βLϕ(x, 0) (5.51)

pour tout x ∈ E1. De plus, soit f : E1 −→ E2 une fonction qui satisfait

‖f(kx+ y) + f(kx+ σ(y))− 2k2f(x)− 2f(y)‖β ≤ ϕ(x, y) (5.52)
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pour tout x, y ∈ E1. Si ϕ vérifie

lim
n→+∞

ϕ(knx, kny)

k2nβ
= 0 (5.53)

pour tout x, y ∈ E1, alors il existe une unique application q : E1 → E2, solution de (5.1),
vérifiant

‖f(x)− q(x)− f(0)‖β ≤
1

2βk2β

1

1− L
(ϕ(0, 0) + ϕ(x, 0)) (5.54)

pour tout x ∈ E1.

Preuve. Si nous prenons x = 0 et y = 0 dans (5.52), alors nous obtenons ‖2k2f(0)‖β ≤
ϕ(0, 0). Par l’utilisation des nouvelles fonctions g(x) = f(x) − f(0) et ψ(x, y) = ϕ(x, y) +
ϕ(0, 0), nous déduisons

‖g(kx+ y) + g(kx+ σ(y))− 2k2g(x)− 2g(y)‖ ≤ ψ(x, y), x, y ∈ E1.

ψ(kx, 0) = ϕ(0, 0) + ϕ(kx, 0) ≤ ϕ(0, 0) + k2βLϕ(x, 0) ≤ k2βL(ϕ(0, 0) + ϕ(x, 0)) =

k2βLψ(x, 0), car 1 ≤ k2β ≤ L. De plus,
ψ(knx, kny)

k2nβ
→ 0 quand n → +∞. D’après le

Théorème 5.4.1, nous obtenons le reste de la preuve. ♠

Par une preuve similaire, en se basant sur l’alternative du point fixe, nous pouvons prouver le
théorème suivant :

Théorème 5.4.5 Soient E1 un espace vectoriel sur K et E2 un espace β-normé complet sur
K, où β est un nombre réel fixé 0 < β ≤ 1. Supposons ϕ : E1 × E1 → R+ une fonction et
une constante L, 0 < L < 1, telles que

ϕ(x, 0) ≤ L

k2β
ϕ(kx, 0) (5.55)

pour tout x ∈ E1. De plus, soit f : E1 −→ E2 une fonction avec f(0) = 0 qui vérifie

‖f(kx+ y) + f(kx+ σ(y))− 2k2f(x)− 2f(y)‖β ≤ ϕ(x, y) (5.56)

pour tout x, y ∈ E1. Si ϕ satisfait

lim
n→+∞

k2nβϕ(
x

kn
,
y

kn
) = 0 (5.57)

pour tout x, y ∈ E1, alors il existe une unique application q : E1 → E2, solution de (5.1),
vérifiant

‖f(x)− q(x)‖β ≤
1

2βk2β

L

(1− L)
+ ϕ(x, 0) (5.58)

pour tout x ∈ E1.
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Preuve. Nous utilisons les mêmes définitions de l’ensembleX et de la distance d comme dans
la preuve du Théorème 5.4.1. Ainsi, (X, d) est un espace complet. En outre, nous définissons
l’opérateur J : X → X par

Jh(x) = k2f(
x

k
) (5.59)

pour tout x ∈ E1. Par récurrence sur n, nous montrons

Jnf(x) = k2nf(
x

kn
) (5.60)

pour tout n ∈ N.
En appliquant les mêmes arguments que ceux de la preuve du Théorème 5.4.1, nous déduisons
que J est un opérateur strictement contractif. En plus, nous prouvons

d(Jf, f) ≤ L

2βk2β
. (5.61)

D’après le Théorème 3.1.2, il existe une fonction q : E1 → E2, point fixe de J , vérifiant

q(x) = lim
n→+∞

k2nf(
x

kn
) (5.62)

pour tout x ∈ E1. D’une manière similaire à la preuve du Théorème 5.4.1, nous montrons que
q est solution de l’équation (5.1).
En utilisant le Théorème 3.1.2 (4) et l’inégalité (5.61), nous obtenons

d(f, q) ≤ 1

2βk2β

L

1− L
, (5.63)

ce qui implique la validité de (5.58). L’unicité de q peut être obtenue en utilisant des arguments
similaires à ceux de la preuve du Théorème 5.4.1. Ce qui complète la preuve du théorème. ♠

Corollaire 5.4.6 ([116], k=2, σ = −I) Soient E1 un espace vectoriel sur K et E2 un espace
β-normé complet sur K, où β est un nombre fixé 0 < β ≤ 1. Supposons que ϕ : E1×E1 → R+

est une fonction et L une constante avec 0 < L < 1, telles que

ϕ(x, 0) ≤ L

22β
ϕ(2x, 0) (5.64)

pour tout x ∈ E1. De plus, soit f : E1 −→ E2 une fonction avec f(0) = 0 qui vérifie

‖f(2x+ y) + f(2x− y)− 8f(x)− 2f(y)‖β ≤ ϕ(x, y) (5.65)

pour tout x, y ∈ E1. Si ϕ satisfait

lim
n→+∞

22nβϕ(
x

2n
,
y

2n
) = 0 (5.66)
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pour tout x, y ∈ E1, alors il existe une unique application q : E1 → E2, solution de (5.5),
vérifiant

‖f(x)− q(x)‖β ≤
L

8− 8L
ϕ(x, 0) (5.67)

pour tout x ∈ E1.

Corollaire 5.4.7 Soient p > 2, θ ≥ 0 des nombres réels positifs et β une constante telle que
0 < β <

p

2
. Soient E1 un espace vectoriel sur K et E2 un espace β-normé complet sur K. Si

f : E1 −→ E2 une application qui satisfait

‖f(kx+ y) + f(kx+ σ(y))− 2k2f(x)− 2f(y)‖β ≤ θ(‖x‖p + ‖y‖p) (5.68)

pour tout x, y ∈ E1. Alors, il existe une unique solution q : E1 −→ E2 de l’équation (5.1),
vérifiant

‖f(x)− q(x)‖β ≤
θ

2β(kp − k2β)
‖x‖p (5.69)

pour tout x ∈ E1.

5.5 Stabilité de l’équation généralisée des quadratiques au
sens de Hyers-Ulam dans les domaines non bornés

Dans cette section, nous examinons la stabilité, au sens de Hyers-Ulam, de l’équation
(5.1) dans les domaines non bornés : {(x, y) ∈ E2 : ‖x‖ + ‖y‖ ≥ d} et {(x, y) ∈ E2 :
‖x‖p + ‖y‖p ≥Mp}.

Théorème 5.5.1 Soit d > 0 donné. Supposons que l’application f : E → F satisfait
l’inégalité

‖f(kx+ y) + f(kx+ σ(y))− 2k2f(x)− 2f(y)‖ ≤ δ (5.70)

pour tout x, y ∈ E avec ‖x‖ + ‖y‖ ≥ d. Alors, il existe une unique application Q : E → F ,
solution de l’équation (5.1), vérifiant

‖f(x)−Q(x)‖ ≤ 2(k2 + 1)

k2(k2 − 1)
δ (5.71)

pour tout x ∈ E.

Preuve. Soit x, y ∈ E avec 0 < ‖x‖ + ‖y‖ < d. Nous choisissons z = 2nx si x 6= 0, ou
z = 2ny si y 6= 0, avec n assez grand.
De toute évidence, nous voyons que

‖z
k
‖+ ‖kx+ y‖ ≥ d, ‖z

k
‖+ ‖kx+ σ(y)‖ ≥ d, ‖x‖+ ‖z + σ(y)‖ ≥ d,
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‖x‖+ ‖y + z‖ ≥ d, ‖z
k
‖+ ‖y‖ ≥ d, ‖kx+ y + σ(z)‖ ≥ d, ‖kx+ σ(y) + σ(z)‖ ≥ d.

De l’inégalité (5.70), l’inégalité trianglaire et de l’équation suivante :

2[f(kx+ y) + f(kx+ σ(y))− 2k2f(x)− 2f(y)]

=− [f(z + kx+ y) + f(z + σ(kx) + σ(y))− 2k2f(
z

k
)− 2f(kx+ y)]

− [f(z + kx+ σ(y)) + f(z + σ(kx) + y)− 2k2f(
z

k
)− 2f(kx+ σ(y))]

+ [f(kx+ z + σ(y)) + f(kx+ σ(z) + y)− 2k2f(x)− 2f(z + σ(y))]

+ [f(kx+ y + z) + f(kx+ σ(y) + σ(z))− 2k2f(x)− 2f(y + z)]

+ 2[f(z + y) + f(z + σ(y))− 2k2f(
z

k
)− 2f(y)]

+ [f(z + σ(kx) + σ(y))− f(kx+ y + σ(z))]− 2k2f(0)

+ [f(σ(kx) + z + y)− f(kx+ σ(y) + σ(z))] + 2k2f(0),

nous obtenons

‖f(kx+ y) + f(kx+ σ(y))− 2k2f(x)− 2f(y)‖ ≤ 4δ

pour tout x, y ∈ E avec x 6= 0 et y 6= 0.
Si x = y = 0, nous prenons z ∈ E tel que ‖z‖ = kd et de l’équation :

2[f(0) + f(0)− 2k2f(0)− 2f(0)]

= [f(z) + f(σ(z))− 2k2f(0)− 2f(z)]

+ [f(z)− f(σ(z))− 2k2f(0)],

nous déduisons
‖2k2f(0)‖ ≤ δ.

D’où, l’inégalité

‖f(kx+ y) + f(kx+ σ(y))− 2k2f(x)− 2f(y)‖ ≤ 4δ (5.72)

est vérifiée pour tout x, y ∈ E. Par conséquent, en utilisant le Théorème 5.3.1, le reste de la
preuve s’ensuit. ♠
Corollaire 5.5.2 (σ = −I) Soit d > 0 donné. Supposons que l’application f : E → F
satisfait l’inégalité

‖f(kx+ y) + f(kx− y)− 2k2f(x)− 2f(y)‖ ≤ δ (5.73)

pour tout x, y ∈ E avec ‖x‖ + ‖y‖ ≥ d. Alors, il existe une unique application Q : E → F ,
solution de l’équation (5.2), vérifiant

‖f(x)−Q(x)‖ ≤ 2(k2 + 1)

k2(k2 − 1)
δ (5.74)

pour tout x ∈ E.
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Corollaire 5.5.3 L’application f : E → F est solution de l’équation (5.1), si et seulement si

‖f(kx+ y) + f(kx+ σ(y))− 2k2f(x)− 2f(y)‖ → 0, (5.75)

quand ‖x‖+ ‖y‖ → +∞.

Preuve. Supposons que la condition asymptotique (5.75) est vérifiée, alors il existe (δn)n une
suite décroissante vers zéro telle que

‖f(kx+ y) + f(kx+ σ(y))− 2k2f(x)− 2f(y)‖ ≤ δn (5.76)

pour tout x, y ∈ E avec ‖x‖ + ‖y‖ ≥ n. D’après le Théorème 5.5.1, il existe une unique
application Qn : E → F solution de l’équation (5.1), vérifiant

‖f(x)−Qn(x)‖ ≤ 2(k2 + 1)

k2(k2 − 1)
δn (5.77)

pour tout x ∈ E.
Soient n et m deux entiers positifs tels que m > n > 0. Comme (δn)n est décroissante, la
solution Qm satisfait

‖f(x)−Qm(x)‖ ≤ 2(k2 + 1)

k2(k2 − 1)
δm ≤ 2(k2 + 1)

k2(k2 − 1)
δn (5.78)

pour tout x ∈ E. L’unicité de Qn entraine que Qn = Qm pour tout m,n ∈ N.
En faisant tendre n → +∞, nous obtenons que f est solution de l’équation généralisée des
quadratiques (5.1). La réciproque se déduit d’une manière évidente, ce qui complète la preuve
du corollaire. ♠

Corollaire 5.5.4 L’application f : E → F est solution de l’équation (5.2), si et seulement si

‖f(kx+ y) + f(kx− y)− 2k2f(x)− 2f(y)‖ → 0, (5.79)

quand ‖x‖+ ‖y‖ → +∞.

Corollaire 5.5.5 [85] L’application f : E → F est solution de l’équation (5.4), si et seule-
ment si

‖f(x+ y) + f(x− y)− 2f(x)− 2f(y)‖ → 0, (5.80)

quand ‖x‖+ ‖y‖ → +∞.

En tenant compte de quelques idées utilisées dans les travaux réalisés par F. Skof [158], D.
H. Hyers et al. [79] et A. Rahimi et al. [126], la stabilité, au sens de Hyers-Ulam-Rassias, de
l’équation fonctionnelle généralisée des quadratiques (5.1) sera étudiée dans le domaine non
borné : {(x, y) ∈ E2 : ‖x‖p + ‖y‖p ≥Mp}.
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Théorème 5.5.6 Soient un espace normé réel E1, un espace de Banach réel E2, M > 0,
ε > 0 et prenons p, k avec < p < 2 et k ≥ 2. Soit f : E1 −→ E2 une application avec
f(0) = 0 satisfaisant

‖f(kx+ y) + f(kx+ σ(y))− 2k2f(x)− 2f(y)‖ ≤ δ + ε(‖x‖p + ‖y‖p) (5.81)

pour tout x, y ∈ E1 avec ‖x‖p + ‖y‖p ≥ Mp. Alors, il existe une unique application Q :
E1 −→ E2, solution de l’équation (5.1), vérifiant

‖f(x)−Q(x)‖ ≤ δ

2(k2 − 1)
+

ε

2(k2 − kp)
‖x‖p (5.82)

pour tout x ∈ E1 avec ‖x‖ ≥M .

Preuve. Prenons y = 0 dans (5.81), nous obtenons

‖f(kx)− k2f(x)‖ ≤ δ

2
+
ε

2
‖x‖p (5.83)

pour tout x ∈ E1 avec ‖x‖ ≥ M . Si nous remplaçons x par knx dans (5.83) et nous divisons
les deux côtés de cette inégalité par k2(n+1), nous déduisons

‖f(kn+1x)

k2(n+1)
− f(knx)

k2n
‖ ≤ 1

k2(n+1)

δ

2
+

ε

2k2
kn(p−2)‖x‖p (5.84)

pour tout x ∈ E1 avec ‖x‖ ≥M et pour tout n ∈ N. Par conséquent, nous tirons

‖f(kn+1x)

k2(n+1)
− f(kmx)

k2m
‖ ≤

n∑
j=m

‖f(kj+1x)

k2(j+1)
− f(kjx)

k2j
‖ ≤ δ

2

1

k2

n∑
j=m

1

k2j
+

ε

2k2
‖x‖p

n∑
j=m

kj(p−2)

(5.85)
pour tout x ∈ E1 avec ‖x‖ ≥ M et pour tout entier n ≥ m ≥ 0. De (5.85), nous déduisons
que le suite {k−2nf(knx)}n converge pour tout x ∈ E1 avec ‖x‖ ≥M , et cette limite ψ(x) =

lim
n→+∞

f(knx)

k2n
existe lorsque ‖x‖ ≥M .

Il est facile de vérifier que

ψ(kx) = k2ψ(x), quand ‖x‖ ≥M. (5.86)

Prenons m = 0 et n→ +∞ dans (5.85), nous obtenons

‖f(x)− ψ(x)‖ ≤ δ

2(k2 − 1)
+

1

k2 − kp

ε

2
‖x‖p (5.87)

pour tout x ∈ E1 avec ‖x‖ ≥M .
Supposons que ‖x‖, ‖y‖, ‖kx+y‖ et ‖kx+σ(y)‖ sont tous supérieures à M . Alors, de (5.81)
et de la définition de ψ, nous avons

ψ(kx+ y) + ψ(kx+ σ(y)) = 2k2ψ(x) + 2ψ(y). (5.88)
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En utilisant [79], [158] et [126], nous pouvons étendre ψ sur tout l’espace E1. Soient x ∈ E1

avec 0 < ‖x‖ < M , et s = s(x) désigne le plus grand entier tel que M ≤ ks‖x‖ < k
2
pM .

Définissons l’application Q : E1 −→ E2 comme suit :
Q(0) = 0,
ψ(ksx)

k2s
, pour 0 < ‖x‖ < M avec s = s(x),

ψ(x), pour ‖x‖ ≥M.

(5.89)

Soient x ∈ E1 avec 0 < ‖x‖ < M et s = s(x). nous avons deux cas :
Cas 1. Si k‖x‖ ≥M , nous déduisons de (5.86)

Q(kx) = ψ(kx) =
ψ(k2x)

k2
= k2ψ(ksx)

k2s
= k2Q(x). (5.90)

Cas 2. Si 0 < k‖x‖ < M , alors s−1 est le plus grand entier tel queM ≤ ks−1‖x‖ < k
2
pM

Q(kx) =
ψ(ksx)

k2(s−1)
= k2ψ(ksx)

k2s
= k2Q(x) (5.91)

et nous déduisons Q(kx) = k2Q(x) pour tout x ∈ E1 avec 0 < ‖x‖ < M . De (5.86) et de la
définition de Q, il s’ensuit que Q(kx) = k2Q(x) pour tout x ∈ E1.
Etant donné x ∈ E1 avec x 6= 0, et choisissons un entier positif m tel que ‖kmx‖ ≥M . De la
définition de Q, nons obtenons

Q(x) =
Q(kmx)

k2m
=
ψ(kmx)

k2m
, (5.92)

et de la définition de ψ, nous déduisons

Q(x) = lim
n→+∞

f(km+nx)

k2(m+n)
= lim

n→+∞

f(knx)

k2n
(5.93)

pour tout x ∈ E1 avec x 6= 0. Comme Q(0) = 0 alors, (5.93) est vraie pour x = 0.
Soient x, y ∈ E1 avec x 6= 0, y 6= 0. D’après (5.81) et (5.93), nous obtenons

Q(kx+ y) +Q(kx+ σ(y)) = 2k2Q(x) + 2Q(y). (5.94)

Si nous remplaçons y par σ(x) dans (5.94), nous avons Q(x) = Q(σ(x)) pour tout x ∈ E1

avec x 6= 0. Comme Q(0) = 0, il en est de même pour x = 0. Ce qui implique que (5.94) est
vraie pour tout x, y ∈ E1.
Soit T : E1 −→ E2 une autre application, solution de (5.94), satisfaisant (5.82). Soit x ∈ E1

avec x 6= 0 et choisissons un entier positif m tel que ‖kmx‖ ≥M . Alors

‖Q(x)− T (x)‖ =
1

k2n
‖Q(knx)− T (knx)‖

≤ ‖Q(knx)− f(knx)‖+ ‖T (knx)− f(knx)‖

≤ 1

k2n

δ

k2 − 1
+

ε

k2 − kp
kn(p−2)‖x‖p
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pour tout n ≥ m. En faisant tendre n → +∞, nous avons Q(x) = T (x) pour tout x ∈ E1

avec x 6= 0. Comme Q(0) = 0, il en est de même pour x = 0. Ce qui achève la preuve du
Théorème 5.5.6. ♠

Dans le théorème suivant, nous supprimons l’hypothèse : f(0) = 0. Dans ce cas, nous
supposons que σ est une involution continue, i.e., σ(rx) = rσ(x) pour tout r ∈ R et pour tout
x ∈ E1.

Théorème 5.5.7 Soient E1 un espace normé réel, E2 un espace de Banach réel, M ≥ 0,
ε ≥ 0, δ ≥ 0 et p, k > 0 des constantes telles que 0 < p < 2 et k ≥ 2. Soit f : E1 −→ E2 une
application qui satisfait (5.81), pour tout x, y ∈ E1 avec ‖x‖p + ‖y‖p ≥ Mp, alors il existe
une unique application Q : E1 −→ E2, solution de (5.1) qui vérifie

‖f(x)−Q(x)‖ ≤ 1

2k2(k2 − 1)
[(k2 + 1)δ + εMp] +

ε

2(k2 − kp)
‖x‖p (5.95)

pour tout x ∈ E1 avec ‖x‖ ≥M .

Preuve. Prenons y = 0 dans (5.81), nous obtenons

‖f(kx)− k2f(x)− f(0)‖ ≤ δ

2
+
ε

2
‖x‖p (5.96)

pour tout x ∈ E1 avec ‖x‖ ≥M . Posons x = 0 dans (5.81), nous avons deux cas :
Cas 1. σ = −I . Nous choisissons z ∈ E1 avec ‖z‖ = M et nous obtenons

‖f(z) + f(−z)− k2f(0)− 2f(z)‖ ≤ δ + εMp. (5.97)

Si nous remplaçons z par −z dans (5.97), nous avons

‖f(−z) + f(z)− k2f(0)− 2f(−z)‖ ≤ δ + εMp. (5.98)

Faisons la somme (5.97)+(5.98), nous déduisons

‖f(0)‖ ≤ 1

2k2
(δ + εMp). (5.99)

Cas 2. σ 6= −I . Alors, il existe z0 ∈ E1 \ {0} tel que z0 + σ(z0) 6= 0 et nous prenons

z =
z0 + σ(z0)

‖z0 + σ(z0)‖
M . De (5.96), (5.99) et de l’inégalité triangulaire, nous obtenons

‖f(kx)− k2f(x)‖ ≤ δ

2
+
ε

2
‖x‖p +

[δ + εMp]

2k2
. (5.100)

Le reste de la preuve s’obtient d’une manière similaire à celle du théorème précédent. ♠
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5.6 Problème ouvert
Stabilité dans les domaines non bornés des équations fonctionnelles suivantes :

1

|K|
∑
k∈K

f(x+ k · y) = g(x) + h(y), x, y ∈ G,

où K est un sous-groupe fini du Aut(G) (le groupe des automorphismes de G), est encore un
problème ouvert.
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Chapitre 6

Stabilité de l’équation fonctionnelle
σ-Drygas au sens de Hyers-Ulam dans les
semi-groupes moyennables

6.1 Introduction
Soient G un semi-groupe et E un espace de Banach. Une application f : G → E est

appelée solution de l’équation fonctionnelle σ-Drygas si elle vérifie

f(xy) + f(xσ(y)) = 2f(x) + f(y) + f(σ(y)), x, y ∈ G, (6.1)

où σ : G→ G est une involution de G.
L’équation fonctionnelle (6.1) est une généralisation de l’équation fonctionnelle de Drygas
classique

f(xy) + f(xy−1) = 2f(x) + f(y) + f(y−1), x, y ∈ G (6.2)

introduite par H. Drygas [43].
L’équation fonctionnelle (6.2) a été étudiée par Gy. Szabo [168], B. R. Ebanks et al. [44] et V.
A. Faǐziev et P. K. Sahoo [54]. Les solutions de l’équation (6.1) dans un groupe abélien sont
obtenues par H. Stetkær [164].
La stabilité de l’équation fonctionnelle de Drygas (6.2) est obtenue par S.-M. Jung et P. K.
Sahoo [92] où G est un espace vectoriel, et par D. L. Yang [179] si G est un groupe abélien.
Récemment, V. A. Faǐziev et P. K. Sahoo [55, 56] ont prouvé la stabilité de l’équation (6.2)
sous une condition déduite de la centralilté de la fonction.
Li. L. S, D. Kim et J. Chung [104] ont obtenu la stabilité de l’équation (6.2) dans un espace
des fonctions plus générales.
B. Bouikhalene, E. Elqorachi et Th. M. Rassias [21] ont prouvé la stabilité de l’équation (6.1)
dans un groupe abélien. Dans la même année, ils ont prouvé [23] la stabilité de l’équation (6.1)
dans un groupe non abélien, où σ est un automorphisme involutif de G, i.e., σ ◦ σ(x) = x et
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σ(xy) = σ(x)σ(y) pour tout x, y ∈ G.
L. Székelyhidi [171] a donné une extension du résultat de Hyers dans un semi-groupe moyen-
nable en remplaçant la preuve basée sur la méthode directe, donnée par Hyers, par une nou-
velle basée sur les moyennes invariantes.
Dans [62], G. L. Forti et J. Sikorska ont prouvé la stabilité de l’équation fonctionnelle de
Drygas classique

f(xy) + f(xy−1) = 2f(x) + f(y) + f(y−1), x, y ∈ G

dans un groupeGmoyennable, sous la condition : f approximativement centrale (i.e., |f(xy)−
f(yx)| ≤ δ).

Dans ce présent chapitre, nous examinons la stabilité de l’équation fonctionnelle σ-Drygas
(6.1), où le domaineG est un semi-groupe moyennable et la fonction f est approximativement
centrale.
Les résultats de ce chapitre peuvent être comparer avec ceux obtenus par G. L. Forti et J. Si-
korska [62] parce que nous les formulerons de la même manière : Par contre, nous travaillons
avec une involution générale σ du semi-groupe G.

Rappellons qu’un semi-groupeG est dit moyennable, s’il existe une fonction linéaire réelle
m dans B(G,R), l’espace des fonctions bornées de G dans R doté de la norme ‖f‖∞ =
sup{|f(x)|, x ∈ G}, vérifiant

inf f(G) ≤ m(f) ≤ sup f(G), f ∈ B(G,R),

et m est invariante, i.e.,
m(fa) = m(f) et m(af) = m(f) (6.3)

pour tout f ∈ B(G,R) et a ∈ G, où fa(x) = f(xa) et af(x) = f(ax) pour tout x ∈ G (pour
les principaux résultats voir, par exemple, [73]).
La notion ci-dessus peut être étendue pour le cas des applications à valeurs vectorielles et
l’existence d’une moyenne invariante appropriée est déja prouvé. En effet, si (E, ‖ · ‖) un
espace de Banach réel qui est soit réflexif ou soit il possède la proprièté de l’extension de
Hahn-Banach, alors il existe un opérateur linéaire continu m : B(G,E) → E vérifiant (6.3)
tel que m(c) = c et ‖m‖ = 1 (voir (Corollaire 2.2, [66]), (Théorème 4, [11]) et (Théorème
16, [68])).

Dans ce chapitre, f o et f e désigne la partie impaire et paire de f , respectivement, i.e.,

f o(x) =
f(x)− f(σ(x))

2
, f e(x) =

f(x) + f(σ(x))

2
pour tout x ∈ G.
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6.2 Stabilité de l’équation fonctionnelle σ-Drygas au sens de
Hyers-Ulam dans les semi-groupes moyennables

Le lemme suivant nous sera utile pour démontrer le résultat principal du présent chapitre.

Lemme 6.2.1 Soient G un semi-groupe et E un espace de Banach. Soit f : G→ E une fonc-
tion pour laquelle il existe g une solution de l’équation fonctionnelle σ-Drygas (6.1) vérifiant
‖f(x)− g(x)‖ ≤ δ pour tout x ∈ G et pour certain δ ≥ 0. Alors

g(x) (6.4)

= lim
n→+∞

2−2n

{
f e(x2n

) +
1

2

n∑
k=1

2k−1
[
f e((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

) + f e((σ(x)2n−k

x2n−k

)2k−1

)
]}

+ 2−n

{
f o(x2n

) +
1

2

n∑
k=1

[
f e((x2k−1

σ(x)2k−1

)2n−k

)− f e((σ(x)2k−1

x2k−1

)2n−k

)
]}

,

où f e, f o désigne la partie paire et impaire de f , respectivement.

Preuve. En utilisant l’équation fonctionnelle σ-Drygas (6.1), nous avons

[ge(xy) + ge(xσ(y))− 2ge(x)− 2ge(y)] + [go(xy) + go(xσ(y))− 2go(x)] = 0. (6.5)

En prenant x = y dans (6.5) et en tenant compte que go(xσ(x)) = go(σ(x)x) = 0, nous
obtenons

[ge(x2) + ge(xσ(x))− 4ge(x)] + [go(x2)− 2go(x)] = 0. (6.6)

Changeons x par σ(x) dans (6.6), nous avons

[ge(x2) + ge(σ(x)x)− 4ge(x)] + [−go(x2) + 2go(x)] = 0. (6.7)

En faisant la somme et la différence de (6.6) et (6.7), nous obtenons

ge(x2) +
1

2
[ge(xσ(x)) + ge(σ(x)x)] = 4ge(x) (6.8)

respectivement,

go(x2) +
1

2
[ge(xσ(x))− ge(σ(x)x)] = 2go(x). (6.9)

De (6.8), nous déduisons

ge(x2) + ge(xσ(x))− 4ge(x) =
1

2
[ge(xσ(x))− ge(σ(x)x)] (6.10)
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=
1

2
[g(xσ(x))− g(σ(x)x)] = c(x),

où c(x) =
1

2
[g(xσ(x))− g(σ(x)x)].

Par récurrence sur n, nous prouvons l’équation suivante :

ge(x2n

) = 4nge(x)−
n∑

k=1

4k−1
[
ge(x2n−k

σ(x)2n−k

)− c(x2n−k

)
]
. (6.11)

L’équation (6.10) prouve que l’assertion (6.11) est vraie pour n = 1. Maintenant, supposons
que (6.11) est vraie à l’ordre n.
De (6.10) et (6.11), nous obtenons

ge(x2n+1

) = 4ge(x2n

)− ge(x2n

σ(x)2n

) + c(x2n

)

= 4

[
4nge(x)−

n∑
k=1

4k−1
[
ge(x2n−k

σ(x)2n−k

)− c(x2n−k

)
]]

− ge(x2n

σ(x)2n

) + c(x2n

)

= 4n+1ge(x)−
n+1∑
k=1

4k−1
[
ge(x2n+1−k

σ(x)2n+1−k

)− c(x2n+1−k

)
]
.

Ce qui prouve la validité de (6.11) à l’ordre n+ 1.
Si nous remplaçons x par xσ(x) dans (6.10), nous tirons

4ge(xσ(x)) = 2ge((xσ(x))2), x ∈ G. (6.12)

Appliquons le raisonnement par récurrence ainsi, nous obtenons

4nge(xσ(x)) = 2nge((xσ(x))2n

) (6.13)

pour n un entier positif. De (6.12), il s’ensuit que (6.13) est vraie pour n = 1. Montrons que
l’hypothèse de récurrence est encore vraie pour n+ 1, qui est

4n+1ge(xσ(x)) = 4[2nge((xσ(x))2n

)] = 2n × 2ge((xσ(x))2n+1

) = 2n+1ge((xσ(x))2n+1

).

Ce qui prouve la validité de l’équation (6.13).
Par l’hypothèse : f = g + b, où b est une fonction bornée. Donc, nous avons

f e = ge + be et f o = go + bo. (6.14)

La première relation de (6.14) donne :

4−nf e(x2n

) = 4−nge(x2n

) + 4−nbe(x2n

).
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En utilisant (6.11) et (6.13), nous obtenons

4−nf e(x2n

) = 4−n

[
4nge(x)−

n∑
k=1

4k−1
[
ge(x2n−k

σ(x)2n−k

)− c(x2n−k

)
]]

+ 4−nbe(x2n

)

= ge(x)− 4−n

n∑
k=1

2k−1ge((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

) + 4−n

n∑
k=1

4k−1c(x2n−k

)

+ 4−nbe(x2n

).

Ainsi,

4−n

[
f e(x2n

) +
n∑

k=1

2k−1f e((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

)

]
(6.15)

= ge(x) + 4−n

n∑
k=1

2k−1
[
f e((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

)− ge((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

)
]

+ 4−n

n∑
k=1

4k−1c(x2n−k

) + 4−nbe(x2n

).

La fonction c est impaire (c(σ(x)) = −c(x)), alors en substituant x par σ(x) dans (6.14), et
en faisant la somme du nouveau résultat à (6.14), nous obtenons

4−n

[
f e(x2n

) +
1

2

n∑
k=1

2k−1
[
f e((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

) + f e((σ(x)2n−k

x2n−k

)2k−1

)
]]

= ge(x) +
1

2
4−n

n∑
k=1

2k−1
[
f e((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

)− ge((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

)
]

+
1

2
4−n

n∑
k=1

2k−1
[
f e((σ(x)2n−k

x2n−k

)2k−1

)− ge((σ(x)2n−k

x2n−k

)2k−1

)
]

+ 4−nbe(x2n

).

Donc, nous déduisons

‖ge(x)−4−n

[
f e(x2n

) +
1

2

n∑
k=1

2k−1
[
f e((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

) + f e((σ(x)2n−k

x2n−k

)2k−1

)
]]
‖

(6.16)

≤ 1

2
4−n

n∑
k=1

2k−1‖f e((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

)− ge((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

)‖

+
1

2
4−n

n∑
k=1

2k−1‖f e((σ(x)2n−k

x2n−k

)2k−1

)− ge((σ(x)2n−k

x2n−k

)2k−1

)‖+ 4−n‖be(x2n

)‖
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≤ 4−nδ
n∑

k=1

2k−1 + 4−n‖be(x2n

)‖ ≤ 2n − 1

4n
δ + 4−n‖be(x2n

)‖.

Alors, en faisant tendre n vers +∞ dans (6.16), nous obtenons

ge(x) = lim
n→+∞

4−n

{
f e(x2n

) +
1

2

n∑
k=1

2k−1
[
f e((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

) + f e((σ(x)2n−k

x2n−k

)2k−1

)
]}

.

Considérons, à présent, la partie impaire de la fonction f . D’abord, nous montrons par récurrence
sur n :

go(x2n

) = 2ngo(x)−
n∑

k=1

2n−kc(x2k−1

) (6.17)

pour tout x ∈ G et pour tout n ∈ N.
De (6.9) il s’ensuit que (6.17) est vraie pour n = 1. Maintenant, supposons que (6.17) est
vraie pour n. Utilisons (6.9) (en remplaçant x par x2n), l’équation (6.17) et la définition de la
fonction c, nous déduisons

go(x2n+1

) = 2go(x2n

)− c(x2n

)

= 2

[
2ngo(x)−

n∑
k=1

2n−kc(x2k−1

)

]
− c(x2n

)

= 2n+1go(x)−
n+1∑
k=1

2n+1−kc(x2k−1

).

Ce qui prouve la validité de (6.17).
En utilisant (6.13), (6.17) et la définition de la fonction c, nous obtenons

2−nf o(x2n

) = 2−ngo(x2n

) + 2−nbo(x2n

)

= 2−n

[
2ngo(x)−

n∑
k=1

2n−kc(x2k−1

)

]
+ 2−nbo(x2n

)

= go(x)− 2−n

[
1

2

n∑
k=1

ge((x2k−1

σ(x)2k−1

)2n−k

)− ge((σ(x)2k−1

x2k−1

)2n−k

)

]
+ 2−nbo(x2n

).

D’où

‖go(x)− 2−n

{
f o(x2n

) +
1

2

n∑
k=1

f e((x2k−1

σ(x)2k−1

)2n−k

)− f e((σ(x)2k−1

x2k−1

)2n−k

)

}
‖

(6.18)
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≤ 2−n 1

2

n∑
k=1

‖f e((x2k−1

σ(x)2k−1

)2n−k

)− ge((x2k−1

σ(x)2k−1

)2n−k

)‖

+ ‖f e((σ(x)2k−1

x2k−1

)2n−k

)− ge((σ(x)2k−1

x2k−1

)2n−k

)‖+ 2−n‖bo(x2n

)‖

≤ 2−n[
1

2
nδ +

1

2
nδ] + 2−n‖bo(x2n

)‖ = 2−nnδ + 2−n‖bo(x2n

)‖.

Si n→ +∞ dans (6.18), nous obtenons

go(x) = lim
n→+∞

2−n

{
f o(x2n

) +
1

2

n∑
k=1

[
f e((x2k−1

σ(x)2k−1

)2n−k

)− f e((σ(x)2k−1

x2k−1

)2n−k

)
]}

.

Ainsi, comme g(x) = ge(x) + go(x), le reste de la preuve s’ensuit. ♠
Remarque 6.2.1 Soient G un groupe, σ = −I et E un espace de Banach. Soit f : G → E
une fonction pour laquelle il existe une solution g de l’équation fonctionnelle de Drygas (6.2)
qui vérifie ‖f(x)− g(x)‖ ≤ δ pour tout x ∈ G et pour δ ≥ 0. Alors nous obtenons le résultat
prouvé dans [62] :

g(x) = lim
n→+∞

2−2nf e(x2n

) + 2−nf o(x2n

).

Remarque 6.2.2 Dans le Lemme 6.2.1, si la fonction g est solution de l’équation fonction-
nelle de Drygas :

g(xy) + g(σ(x)y) = 2g(y) + g(x) + g(σ(x)), x, y ∈ G (6.19)

avec ‖f(x)− g(x)‖ ≤ δ pour tout x ∈ G et pour δ ≥ 0. Alors

g(x)

= lim
n→+∞

2−2n

{
f e(x2n

) +
1

2

n∑
k=1

2k−1
[
f e((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

) + f e((σ(x)2n−k

x2n−k

)2k−1

)
]}

+ 2−n

{
f o(x2n

)− 1

2

n∑
k=1

[
f e((x2k−1

σ(x)2k−1

)2n−k

)− f e((σ(x)2k−1

x2k−1

)2n−k

)
]}

.

Remarque 6.2.3 Si f satisfait l’équation fonctionnelle σ-Drygas (6.1) avec f centrale (f(xy) =
f(yx), ∀x, y ∈ G), alors la partie paire et (resp., impaire) de f satisfait l’équation fonction-
nelle σ-quadratique

f e(xy) + f e(xσ(y)) = 2f e(x) + 2f e(y), x, y ∈ G, (6.20)

(resp., l’équation fonctionnelle σ-Jensen

f o(xy) + f o(xσ(y)) = 2f o(x), x, y ∈ G). (6.21)

Réciproquement, (6.20) et (6.21) entrainent que f est solution de l’équation fonctionnelle
σ-Drygas (6.1).
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Plus tard, nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 6.2.2 SoientG un semi-groupe etE un espace de Banach. Supposons que f : G→ E
est une fonction paire (f(σ(x)) = f(x)) qui satisfait l’inégalité

‖f(xy) + f(xσ(y))− 2f(x)− 2f(y)‖ ≤ δ (6.22)

pour δ ≥ 0 et pour tout x ∈ G. Alors, pour chaque x ∈ G, la limite

q(x) = lim
n→+∞

2−2n{f(x2n

) + (2n − 1)f(x2n−1

σ(x)2n−1

)} (6.23)

existe. En plus, l’application q vérifie

‖f(x)− q(x)‖ ≤ 11

6
δ (6.24)

pour tout x ∈ G.

Preuve. Dans la preuve, nous utilisons quelques idées de B. Bouikhalene et al. [23].
En interchangeant les rôles de x et de y dans (6.22), nous obtenons avec f(xσ(y)) = f(yσ(x)) :

‖f(xy)− f(yx)‖ ≤ 2δ. (6.25)

De (6.22) nous obtenons

‖2f(x2n−1

σ(x)2n−1

σ(x)2n−1

x2n−1

)− 2f(x2n−1

σ(x)2n−1

)− 2f(σ(x)2n−1

x2n−1

)‖ ≤ δ. (6.26)

Comme
‖f(x2n−1

σ(x)2n−1

)− f(σ(x)2n−1

x2n−1

)‖ ≤ 2δ (6.27)

et
‖f(x2n−1

σ(x)2n

x2n−1

)− f(x2n

σ(x)2n

)‖ ≤ 2δ. (6.28)

Alors
‖2f(x2n−1

σ(x)2n

x2n−1

)− 4f(x2n−1

σ(x)2n−1

)‖ ≤ 5δ (6.29)

et

‖2f(x2n

σ(x)2n

)− 4f(x2n−1

σ(x)2n−1

)‖ ≤ ‖2f(x2n−1

σ(x)2n

x2n−1

)− 2f(x2n

σ(x)2n

)‖ (6.30)

+ ‖2f(x2n−1

σ(x)2n

x2n−1

)− 4f(x2n−1

σ(x)2n−1

)‖

≤ 9δ.
Nous prouvons par récurrence sur n :

‖f(x)− 1

22n
{f(x2n

) + (2n − 1)f(x2n−1

σ(x)2n−1

)}‖ ≤ 11

6
δ + (

8

3

1

22n
− 9

2

1

2n
)δ. (6.31)
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En posant x = y dans (6.22), nous avons

‖f(x2) + f(xσ(x))− 4f(x)‖ ≤ δ, (6.32)

d’où

‖f(x)− 1

22
{f(x2) + (2− 1)f(xσ(x))}‖ ≤ δ

22
. (6.33)

Cela prouve (6.31) pour n = 1. L’hypothèse de récurrence doit être démontrer qu’elle est
encore vraie pour n+ 1, qui est

‖f(x)− 1

22(n+1)
{f(x2n+1

) + (2n+1 − 1)f(x2n

σ(x)2n

)}‖

≤ 1

22(n+1)
‖f(x2n+1

) + f(x2n

σ(x)2n

)− 4f(x2n

)‖

+
1

22(n+1)
‖2(2n − 1)f(x2n

σ(x)2n

)− 4(2n − 1)f(x2n−1

σ(x)2n−1

)‖

+
1

22(n+1)
‖4f(x2n

) + 4(2n − 1)f(x2n−1

σ(x)2n−1

)− 22(n+1)f(x)‖

≤ δ

22(n+1)
+

(2n − 1)

22(n+1)
9δ + ‖f(x)− 1

22n
{f(x2n

) + (2n − 1)f(x2n−1

σ(x)2n−1

)}‖

≤ 9δ

22

1

2n
− 2δ

22n
+

11

6
δ + (

8

3

1

22n
− 9

2

1

2n
)δ =

11

6
δ + (

8

3

1

22(n+1)
− 9

2

1

2n+1
)δ.

Cela complète la preuve de la récurrence (6.31).
Maintenant, définissons

qn(x) =
1

22n
{f(x2n

) + (2n − 1)f(x2n−1

σ(x)2n−1

)} (6.34)

pour tout entier positif n et pour tout x ∈ G.
De (6.34), (6.22) et (6.29), nous déduisons

‖qn+1(x)− qn(x)‖
=

1

22(n+1)
‖f(x2n+1

) + (2n+1 − 1)f(x2n

σ(x)2n

)− 4f(x2n

)− 4(2n − 1)f(x2n−1

σ(x)2n−1

)‖

≤ 1

22(n+1)
‖f(x2n+1

) + f(x2n

σ(x)2n

)− 4f(x2n

)‖

+
1

22(n+1)
‖2(2n − 1)f(x2n

σ(x)2n

)− 4(2n − 1)f(x2n−1

σ(x)2n−1

)‖

≤ δ

22(n+1)
+ 9δ

(2n − 1)

22(n+1)
≤ 5

2n+3
δ.
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Il s’ensuit que {qn(x)}n est une suite de Cauchy pour chaque x ∈ G fixé. Comme E est
complet, nous pouvons définir q(x) = lim

n→+∞
qn(x) pour tout x ∈ G. De (6.31), nous vérifions

que q satisfait l’inégalité (6.24). Ce qui achève la preuve du lemme. ♠

Dans le théorème suivant, nous obtenons la stabilité partielle de l’équation fonctionnelle σ-
quadratique et de l’équation fonctionnelle σ-Jensen dans les semi-groupes moyennables.

Théorème 6.2.3 SoientG un semi-groupe moyennable etE un espace de Banach. Supposons
que f : G→ E est une fonction qui satisfait les inégalités suivantes :

‖f e(xy) + f e(xσ(y))− 2f e(x)− 2f e(y)‖ ≤ δ (6.35)

‖f o(xy) + f o(xσ(y))− 2f o(x)‖ ≤ γ (6.36)

pour tout x, y ∈ G et pour δ, γ ≥ 0. Alors, il existe une unique solution g = Q + D
de l’équation fonctionnelle σ-Drygas (6.1), avec Q solution de l’équation fonctionnelle σ-
quadratique

Q(xy) +Q(xσ(y)) = 2Q(x) + 2Q(y)

et D solution de l’équation fonctionnelle σ-Jensen

D(xy) +D(xσ(y)) = 2D(x),

vérifiant

‖f(x)− g(x))‖ ≤ 1

2
(δ + γ) (6.37)

pour tout x ∈ G.

Preuve. Nous suivons les idées et les calculs réalisés dans [23] et [179].
En utilisant (6.35) nous obtenons

‖f e((xy)n)− f e((yx)n)‖ = ‖f e([(xyxy...xy)x]y)− f e(y[(xyxy...xy)x])‖ ≤ 2δ. (6.38)

De (6.35), (6.38) et de l’inégalité triangulaire nous déduisons

‖f e((xy)2n

(σ(xy)2n

))− f e((yx)2n

(σ(yx)2n

))‖ (6.39)

≤ ‖f e((xy)2n

(σ(xy)2n

)) + f e((xy)2n

(xy)2n

)− 4f e((xy)2n

)‖
+ ‖f e((yx)2n

(σ(yx)2n

)) + f e((yx)2n

(yx)2n

)− 4f e((yx)2n

)‖
+ ‖f e((xy)2n

(xy)2n

)− f e((yx)2n

(yx)2n

)‖+ 4‖f e((xy)2n

)− f e((yx)2n

)‖
≤ δ + δ + 2δ + 8δ = 12δ.

Du Lemme 6.2.2, pour chaque x ∈ G, la limite

q(x) = lim
n→+∞

2−2n{f e(x2n

) + (2n − 1)f e(x2n−1

σ(x)2n−1

)} (6.40)
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existe et
‖f e(x)− q(x)‖ ≤ 11

6
δ. (6.41)

En plus, d’après (6.38) et (6.38), nous tirons

‖q(xy)− q(yx)‖
= lim

n→+∞
2−2n‖f e((xy)2n

) + (2n − 1)f e((xy)2n−1

σ(xy)2n−1

)

− f e((yx)2n

)− (2n − 1)f e((yx)2n−1

σ(yx)2n−1

)‖
≤ lim

n→+∞
2−2n‖f e((xy)2n

)− f e((yx)2n

)‖

+
(2n − 1)

22n
‖f e((xy)2n−1

σ(xy)2n−1

)− f e((yx)2n−1

σ(yx)2n−1

)‖

≤ lim
n→+∞

2−2n+1δ + 12
(2n − 1)

22n
δ = 0.

Alors, q satisfait la relation (q est centrale)

q(xy) = q(yx), x, y ∈ G (6.42)

et de (6.41) et (6.35), q vérifie l’inégalité

‖q(xy) + q(xσ(y))− 2q(x)− 2q(y)‖ ≤ 12δ (6.43)

pour tout x, y ∈ G.
Par conséquent, pour tout y ∈ G fixé, la fonction x→ q(xy) + q(xσ(y))− 2q(x) est bornée.
Comme G est moyennable, il existe une moyenne invariante m sur l’espace des fonctions
bornées, ce qui donne

m{zyq +σ(z)y q − 2yq} = m{y(zq +σ(z) q − 2q)} = m{zq +σ(z) q − 2q},

m{qyz + qyσ(z) − 2qy} = m{(qz + qσ(z) − 2q)y} = m{qz + qσ(z) − 2q},
où qy(z) = q(zy), z ∈ G.
Définissons

Ψ(y) = m{qy + qσ(y) − 2q} (6.44)

pour tout y ∈ G.
En utilisant (6.44) et (6.42), nous obtenons

Ψ(zy) + Ψ(σ(z)y) = m{qzy + qσ(y)σ(z) − 2q}+m{qσ(z)y + qσ(y)z − 2q}
= m{zyq +σ(z)y q − 2yq}+m{qσ(y)σ(z) + qσ(y)z − 2qσ(y)}

+m{2qy + 2qσ(y) − 4q}
= m{zq +σ(z) q − 2q}+m{qσ(z) + qz − 2q}

+ 2m{qy + qσ(y) − 2q}
= 2Ψ(z) + 2Ψ(y).
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Donc, Q(y) = Ψ(y)/2 satisfait l’équation fonctionnelle

Q(xy) +Q(σ(x)y) = 2Q(x) + 2Q(y), x, y ∈ G (6.45)

et l’inégalité

‖Q(y)− q(y)‖ =
1

2
‖m{qy + qσ(y) − 2q − 2q(y)}‖ (6.46)

≤ sup
x∈G

1

2
‖q(xy) + q(xσ(y))− 2q(x)− 2q(y)‖

≤ 6δ.

Si nous prenons y = e dans (6.45), nous obtenons que Q est une application paire et par un
simple calcul nous déduisons que Q(xy) = Q(yx) pour tout x, y ∈ G.
Par conséquent, il existe une applicationQ qui satisfait l’équation fonctionnelle σ-quadratique

Q(xy) +Q(xσ(y)) = 2Q(x) + 2Q(y), x, y ∈ G (6.47)

et l’inégalité ‖f e(y)−Q(y)‖ ≤ 47

6
δ.

Supposons, à présent, qu’il existe une autre application H : G → E solution de l’équation

σ-quadratique (6.47) qui vérifie ‖f e(x)−H(x)‖ ≤ 47

6
δ pour tout x ∈ G.

Prouvons par récurrence

Q(x) = 2−2n

{
Q(x2n

) +
n∑

k=1

2k−1Q((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

)

}
(6.48)

pour un entier n. En posant x = y dans (6.47) nous obtenons

Q(x2) +Q(xσ(x)) = 22Q(x). (6.49)

Ce qui prouve (6.48) pour n = 1. Substituons x par xσ(x) dans (6.49), nous avons

2Q((xσ(x))2) = 4Q(xσ(x)). (6.50)

En tenant compte de (6.49) et de (6.50), nous obtenons (6.48) pour n = 2, qui est :

Q(x22

) +Q(x2σ(x)2) + 2Q((xσ(x))2) = 22[Q(x2) +Q(xσ(x))]

= 24Q(x).

Supposons que (6.48) est vraie pour n. En utilisant (6.50) et (6.49), nous avons

Q(x2n+1

) +
n+1∑
k=1

2k−1Q((x2n+1−k

σ(x)2n+1−k

)2k−1

)
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= Q(x2n+1

) +Q(x2n

σ(x)2n

) +
n+1∑
k=2

2k−1Q((x2n+1−k

σ(x)2n+1−k

)2k−1

)

= 22Q(x2n

) +
n+1∑
k=2

2k−1Q((x2n+1−k

σ(x)2n+1−k

)2k−1

)

= 22

[
Q(x2n

) +
n∑

k=1

2k−1Q((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

)

]
= 22(n+1)Q(x).

Ce qui termine la preuve de la récurrence.
De (6.48), nous obtenons

‖Q(x)−H(x)‖

= 2−2n‖Q(x2n

)−H(x2n

) +
n∑

k=1

2k−1
[
Q((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

)−H((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

)
]
‖

≤ 2−2n‖Q(x2n

)− f e(x2n

)‖+ 2−2n‖H(x2n

)− f e(x2n

)‖

+ 2−2n

n∑
k=1

2k−1‖Q((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

)− f e((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

)‖

+ 2−2n

n∑
k=1

2k−1‖H((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

)− f e((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

)‖

≤ 2−2n 94

6
δ + 2−n 94

6
δ.

En faisant n→ +∞, nous avons Q = H , ce qui prouve l’unicité de l’application Q.
Maintenant, nous définissons par récurrence, la suite des fonctions f e

0 (x) = f e(x) et

f e
n(x) = 2−n

{
f e(x2n

) +
n∑

k=1

2k−1f e((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

)

}
pour tout n ≥ 1.

Par un calcul direct, nous pouvons facilement vérifier que f e
n(x) =

1

2
[f e

n−1(x
2)+f e

n−1(xσ(x))]

pour n ≥ 1.
Si x = y dans (6.35) nous déduisons

‖1

2
[f e(x2) + f e(xσ(x))]− 2f e(x)‖ ≤ δ

2
, (6.51)

alors
‖f e

1 (x)− 2f e
0 (x)‖ ≤ δ

2
(6.52)
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pour tout x ∈ G.
Dans la suite, nous prouvons par récurrence les inégalités

‖f e
n(x)− 2f e

n−1(x)‖ ≤
δ

2
, (6.53)

‖f e
n(x)− 2nf e(x)‖ ≤ (2n − 1)

2
δ (6.54)

pour tout n ∈ N et pour tout x ∈ G. De (6.52) nous avons (6.53) pour n = 1. Nous prouvons
que l’hypothèse de récurrence est encore vraie à l’ordre n+ 1, qui est :

‖f e
n+1(x)− 2f e

n(x)‖ =
1

2
‖f e

n(x2)− 2f e
n(xσ(x))‖+ 2

1

2
‖f e

n−1(x
2)− 2f e

n−1(xσ(x))‖

≤ 1

2
‖f e

n(x2)− 2f e
n−1(x

2)‖+
1

2
‖f e

n(xσ(x))− 2f e
n−1(xσ(x))‖

≤ 1

2
[
δ

2
+
δ

2
] =

δ

2
.

Ce qui prouve que (6.53) est vraie pour tout entier naturel n.
Maintenant, en utilisant l’inégalité

‖f e
n(x)− 2nf e(x)‖ ≤ ‖f e

n(x)− 2f e
n−1(x)‖+ 2‖f e

n−1(x)− 2n−1f e(x)‖, (6.55)

nous vérifions que (6.54) est satisfaite pour tout n ∈ N.
Définissons

gn(x) =
f e

n(x)

2n
= 2−2n

{
f e(x2n

) +
n∑

k=1

2k−1f e((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

)

}
pour tout entier positif n et pour tout x ∈ G.

En utilisant (6.48) et l’inégalité ‖f e(x)−Q(x)‖ ≤ 47

6
δ, nous prouvons

Q(x) = lim
n→+∞

gn(x).

De (6.54), nous vérifions que Q satisfait ‖f e(x)−Q(x)‖ ≤ δ

2
pour tout x ∈ G.

En considérant (6.36), nous obtenons

‖f o(yx)− f o(xσ(y))− 2f o(y)‖ = ‖f o(yx) + f o(yσ(x))− 2f o(y)‖ ≤ γ. (6.56)

D’où, pour chaque y ∈ G, la fonction x→ f o(yx)− f o(xσ(y)) est bornée.
De (6.36) et (6.56), nous déduisons

‖f o(yx) + f o(σ(y)x)− 2f o(x)‖ (6.57)
≤ ‖f o(yx)− f o(xσ(y))− 2f o(y)‖+ ‖f o(σ(y)x) + f o(σ(y)σ(x))− 2f o(σ(y))‖

+ ‖f o(xy) + f o(xσ(y))− 2f o(x)‖
≤ 3γ.
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La fonction x→ f o(yx) + f o(σ(y)x)− 2f o(x) est bornée. Donc, nous avons

m{zyf
o +σ(z)y f

o − 2yf
o} = m{y(zf

o +σ(z) f
o − 2f o)} = m{zf

o +σ(z) f
o − 2f o},

m{f o
σ(y)σ(z) + f o

σ(y)z − 2f o
σ(y)} = m{(f o

σ(z) + f o
z − 2f o)σ(y)} = m{f o

σ(z) + f o
z − 2f o}.

Définissons
ϕ(y) = m{yf

o − f o
σ(y)}, y ∈ G. (6.58)

Par conséquent, nous trouvons

ϕ(zy) + ϕ(σ(z)y) = m{zyf
o − f o

σ(y)σ(z)}+m{σ(z)yf
o − f o

σ(y)z}
= m{zyf

o +σ(z)y f
o − 2(yf

o)} −m{f o
σ(y)σ(z) + f o

σ(y)z − 2f o
σ(y)}

+ 2m{yf
o − f o

σ(y)}
= m{zf

o +σ(z) f
o − 2f o} −m{f o

σ(z) + f o
z − 2f o}

+ 2m{yf
o − f o

σ(y)}
= m{zf

o − f o
σ(z)}+m{σ(z)f

o − f o
z }+ 2m{yf

o − f o
σ(y)}

= ϕ(z) + ϕ(σ(z)) + 2ϕ(y).

Donc,ϕ est solution de l’équation fonctionnelle de Drygas (6.19). DéfinissonsD(y) = ϕ(y)/2
qui est aussi solution de l’équation fonctionnelle de Drygas (6.19). En plus, nous obtenons

‖D(y)− f o(y)‖ =
1

2
‖ϕ(y)− 2f o(y)‖ =

1

2
‖m{yf

o − f o
σ(y) − 2f o(y)}‖ (6.59)

≤ 1

2
sup
x∈G

‖f o(yx)− f o(xσ(y))− 2f o(y)}‖

≤ 1

2
γ.

Donc D est solution de (6.19) vérifiant (6.59). Alors, d’après la Remarque 6.2.2, nous ob-
tenons :

D(x) =
1

2
lim

n→+∞
2−2n{f o(x2n

) + f o(σ(x2n

))

+
1

2

n∑
k=1

2k−1
[
f o((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

) + f o((σ(x)2n−k

x2n−k

)2k−1

)
]

+
1

2

n∑
k=1

2k−1
[
f o(σ((x2n−k

σ(x)2n−k

)2k−1

)) + f o(σ((σ(x)2n−k

x2n−k

)2k−1

))
]
}

+ 2−n{f o(x2n

)− f o(σ(x2n

))

− 1

2

n∑
k=1

[
f o((x2k−1

σ(x)2k−1

)2n−k

) + f o((σ(x)2k−1

x2k−1

)2n−k

)
]
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− 1

2

n∑
k=1

[
f o(σ((x2k−1

σ(x)2k−1

)2n−k

)) + f o(σ((σ(x)2k−1

x2k−1

)2n−k

))
]
}

= lim
n→+∞

2−nf o(x2n

).

Alors, la fonction D est impaire et satisfait l’équation suivante :

D(xy) +D(σ(x)y) = 2D(y), x, y ∈ G. (6.60)

Ce qui donne
−D(σ(y)σ(x))−D(σ(y)x) = −2D(σ(y)), (6.61)

d’où D est solution de l’équation fonctionnelle σ-Jensen

D(xy) +D(xσ(y)) = 2D(x), x, y ∈ G. (6.62)

Puisque D est impaire, nous obtenons par un simple calcul que D(xσ(x)) = 0 pour tout
x ∈ G.
Montrons l’unicité de l’application D. D’abord, il est facile de prouver par récurrence sur n :

D(x2n

) = 2nD(x), n ∈ N, x ∈ G. (6.63)

Supposons qu’il existe une autre application J : G → E solution de l’équation fonctionnelle

σ-Jensen (6.62) vérifiant ‖J(x)− f o(x)‖ ≤ 1

2
γ pour tout x ∈ G.

De (6.63), nous obtenons

‖D(x)− J(x)‖ = 2−n‖D(x2n

)− J(x2n

)‖
≤ 2−n‖D(x2n

)− f o(x2n

)‖+ 2−n‖J(x2n

)− f o(x2n

)‖
≤ 2−nγ.

En faisant tendre n→ +∞, nous déduisons que D = J , ce qui prouve l’unicité de l’applica-
tionD. Enfin, nous concluons que g = Q+D est l’unique solution de l’équation fonctionnelle
σ-Drygas (6.1) vérifiant (6.37). Ce qui achève la preuve du théorème. ♠

Maintenant, nous sommes en mesure de prouver le résultat principal du présent chapitre.

Théorème 6.2.4 SoientG un semi-groupe moyennable etE un espace de Banach. Supposons
que f : G→ E une fonction qui satisfait les inégalités

‖f(xy) + f(xσ(y))− 2f(x)− f(y)− f(σ(y))‖ ≤ δ (6.64)

et
‖f(xy)− f(yx))‖ ≤ µ (6.65)
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pour tout x, y ∈ G et pour δ, µ ≥ 0. Alors, il existe une unique solution g = Q + D de
l’équation fonctionnelle σ-Drygas (6.1), avec Q solution de l’équation σ-quadratique (6.47)
et D solution de l’équation σ-Jensen (6.62), vérifiant

‖f(x)− g(x)‖ ≤ δ + µ (6.66)

pour tout x ∈ G.

Preuve. De (6.64) et (6.65), nous obtenons

‖f e(xy) + f e(xσ(y))− 2f e(x)− 2f e(y)‖
=

1

2
‖f(xy)+f(σ(y)σ(x))+f(xσ(y))+f(yσ(x))−2f(x)−2f(σ(x))−2f(y)−2f(σ(y))‖

≤ 1

2
‖f(xy) + f(xσ(y))− 2f(x)− f(y)− f(σ(y))‖

+
1

2
‖f(σ(x)y) + f(σ(x)σ(y))− 2f(σ(x))− f(y)− f(σ(y))‖

+
1

2
‖f(σ(y)σ(x))− f(σ(x)σ(y))‖+

1

2
‖f(yσ(x))− f(σ(x)y)‖

≤ δ + µ,

et par une approche analogue nous déduisons

‖f o(xy) + f o(xσ(y))− 2f o(x)‖ ≤ δ + µ (6.67)

pour tout x, y ∈ G. Ainsi, d’après le Théorème 6.2.3, nous obtenons notre résultat principal.
♠

Corollaire 6.2.5 [62] Soient G un semi-groupe moyennable et E un espace de Banach. Sup-
posons que f : G→ E une fonction satisfaisant aux inégalités

‖f(xy) + f(xy−1)− 2f(x)− f(y)− f(y−1)‖ ≤ δ (6.68)

et
‖f(xy)− f(yx))‖ ≤ µ (6.69)

pour tout x, y ∈ G et pour δ, µ ≥ 0. Alors, il existe une unique solution g = Q + D de
l’équation fonctionnelle de Drygas (6.2), avec Q quadratique et D Jensen, vérifiant

‖f(x)− g(x)‖ ≤ δ + µ (6.70)

pour tout x ∈ G.

Corollaire 6.2.6 [171] Soient G un semi-groupe moyennable et E un espace de Banach.
Supposons que f : G→ E une fonction qui satisfait l’inégalité

‖f(xy)− f(x)− f(y)‖ ≤ δ (6.71)
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pour tout x, y ∈ G et pour δ ≥ 0. Alors, il existe une unique application additive a : G→ E,
vérifiant

‖f(x)− a(x)‖ ≤ δ

2
(6.72)

pour tout x ∈ G.

En fait, à partir de la preuve du Théorème 6.2.4, nous voyons qu’au lieu de la condition
‖f(xy)−f(yx))‖ ≤ µ, nous supposons une condition plus faible et qui découle de l’approxi-
mation centrale, à savoir

‖f(xy) + f(xσ(y))− f(yx)− f(σ(y)x)‖ ≤ γ, x, y ∈ G.

Corollaire 6.2.7 SoientG un semi-groupe moyennable etE un espace de Banach. Supposons
que f : G→ E une fonction satisfaisant aux inegalités suivantes :

‖f(xy) + f(xσ(y))− 2f(x)− f(y)− f(σ(y))‖ ≤ δ (6.73)

et
‖f(xy) + f(xσ(y))− f(yx)− f(σ(y)x)‖ ≤ γ (6.74)

pour tout x, y ∈ G et pour δ, γ ≥ 0. Alors, il existe une unique solution g = Q + D de
l’équation fonctionnelle σ-Drygas (6.1), avec Q solution de l’équation σ-quadratique (6.47)
et D solution de l’équation σ-Jensen (6.62), vérifiant

‖f(x)− g(x)‖ ≤ δ +
γ

2
(6.75)

pour tout x ∈ G.

Dans [180], D. Yang a présenté quelques idées riches sur la stabilité de l’équation fonc-
tionnelle de Jensen

f(xy) + f(xy−1) = 2f(x), x, y ∈ G (6.76)

dans les groupes moyennables. Toutefois, la preuve de son résultat est incorrecte : La fonc-
tion ψ définie par l’équation (11) dans [180] satisfait l’équation fonctionnelle de Drygas, la
déduction que la partie impaire ψ◦ de la fonction ψ satisfait l’équation fonctionnelle de Jensen
(6.76) n’est pas vraie. Dans ce qui suit, nous corrigeons l’erreur dans la preuve de (Proposition
2, [180]).

Corollaire 6.2.8 Soit G un semi-groupe moyennable avec e son élément neutre. Soit f :
G −→ C une fonction qui satisfait l’inégalité

| f(xy) + f(xy−1)− 2f(x) |≤ δ (6.77)

pour tout x, y ∈ G et pour δ ≥ 0. Alors, il existe une unique solution g de l’équation fonc-
tionnelle de Jensen (6.76), vérifiant

| f(x)− g(x)− f(e) |≤ 3δ (6.78)

pour tout x ∈ G.
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Preuve. Dans la preuve nous utilisons quelques idées de Yang [180] et Forti, Sikorska [62].
Prenons x = e dans (6.77) nous obtenons

| f e(y)− f(e) |≤ δ

2
(6.79)

pour tout y ∈ G.
Les inégalités (6.77), (6.79) et l’inégalité triangulaire donne

| f(xy) + f(yx)− 2f(x)− 2f(y) + 2f(e) | (6.80)

≤| f(xy) + f(xy−1)− 2f(x) | + | f(yx) + f(yx−1)− 2f(y) |
+ | 2f(e)− f(xy−1)− f(yx−1) |

≤ 3δ.

Ainsi, de (6.77), (6.79) et (6.80) nous déduisons

| f(yx) + f(y−1x)− 2f(x) |≤| f(yx) + f(xy)− 2f(y)− 2f(x) + 2f(e) | (6.81)

+ | f(y−1x) + f(xy−1)− 2f(y−1)− 2f(x) + 2f(e) |
+ | −f(xy)− f(xy−1) + 2f(x) | + | 2f(y) + 2f(y−1)− 4f(e) |≤ 9δ

Maintenant, d’après (6.77) et (6.81) nous avons

| f(yx)− f(x−1y−1) + f(yx−1)− f(xy−1)− 2(f(y)− f(y−1)) | (6.82)

≤| f(yx) + f(yx−1)− 2f(y) | + | f(xy−1) + f(x−1y−1)− 2f(y−1) |
≤ 10δ.

Par conséquent, nous obtenons

| f o(yx) + f o(yx−1)− 2f o(y) |≤ 5δ (6.83)

pour tout x, y ∈ G. En se basant sur la preuve du Théorème 6.2.3, le reste de la preuve s’en-
suit. ♠

Nous terminons en montrant la non stabilité sur le groupe libre F(a, b), engendré par deux
éléments a et b (voir [60]).

Exemple 6.2.1 (σ = −I) Soit f : F(a, b) → R définie par f(x) = r(x) − s(x) pour
x ∈ F(a, b), où r(x) est le nombre des paires ab dans x et s(x) est le nombre des paires
b−1a−1 dans x. Alors

|f(xy) + f(xy−1)− 2f(x)− f(y)− f(y−1)| ≤ 2

et, pour chaque solution g de l’équation de Drygas classique (6.2), la fonction f(x) − g(x)
est non bornée.
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En effet, il est bien connu (voir [60]) que

f(xy)− f(x)− f(y) ∈ {1, 0, 1} et f(xy−1)− f(x)− f(y−1) ∈ {1, 0, 1},

alors
f(xy) + f(xy−1)− 2f(x)− f(y)− f(y−1) ∈ {−2,−1, 0, 1, 2}.

Supposons qu’il existe une fonction g, solution de l’équation de Drygas classique (6.2) telle
que f(x)− g(x) soit bornée. D’après le Lemme 6.2.1 (σ = −I), nous avons

g(x) = lim
n→+∞

4−nf e(x2n

) + 2−nf o(x2n

).

f est une fonction impaire, nous obtenons

g(x) = lim
n→+∞

2−nf o(x2n

).

Comme f(a2n
) = f(b2

n
) = f(b−2n

) = 0, f([ab]2
n
) = 2n et f([ab]−2n

) = 0, nous obtenons :
g(a) = g(b) = g(ab−1) = 0 et g(ab) = 1, donc g n’est pas une solution de l’équation de
Drygas (6.2), contradiction.

6.3 Problème ouvert
Considérons l’équation fonctionnelle de Pexider :

f1(xy) + f2(xσ(y)) = f3(x) + f4(y), x, y ∈ G (6.84)

où fi : G → E (i = 1, 2, 3, 4) sont des fonctions définies d’un groupe moyennable G non
nécessairement commutatif dans un espace de Banach E et σ : G → G une involution de G.
Sous quelles conditions sur les fonctions fi, l’équation fonctionnelle de Pexider (6.84) est-elle
stable ?
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Chapitre 7

Stabilité des équations fonctionnelles de
type σ-Jensen au sens de
Hyers-Ulam-Rassias dans les espaces
quasi-Banach

7.1 Introduction
Nous rappelons quelques faits de base concernant les espaces quasi-Banach et quelques

résultats préliminaires.

Définition 7.1.1 Soient E un espace vectoriel et K un nombre réel tel que K ≥ 1. Une
quasi-norme généralisée est une fonction à valeurs réelles sur E qui satisfait aux propriétés
suivantes :
‖x‖K ≥ 0 pour tout x ∈ E et ‖x‖K = 0 si et seulement si x = 0.
‖λx‖K = |λ|‖x‖K pour tout λ ∈ R et pour tout x ∈ E.

‖
∞∑

j=1

xj‖K ≤ K
∞∑

j=1

‖xj‖K (7.1)

pour tout x1, x2, . . . ∈ E avec
∑∞

j=1 xj ∈ E.

La paire (E, ‖·‖K) est appelée un espace quasi-normé généralisé si ‖·‖K est une quasi-norme
dans E. Il se peut que K soit appelé le module de concavité de ‖ · ‖K .
Un espace quasi-Banach généralisé est un espace quasi-normé complet.

Définition 7.1.2 Soient E un espace linéaire et p un nombre réel tel que 0 < p ≤ 1. La
fonction ‖ · ‖p : E → R est une p-norme si elle vérifie :
‖x‖p = 0 pour tout x ∈ E si et seulement si x = 0.
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‖λx‖p = |λ|‖x‖p pour tout λ ∈ R et pour tout x ∈ E.
‖x+ y‖p

p ≤ ‖x‖p
p + ‖y‖p

p pour tout x, y ∈ E.

T. Aoki [9] a prouvé l’equivalence entre la quasi-norme et la p-norme.

Définition 7.1.3 Soient E un espace linéaire et β un nombre réel tel que 0 < β ≤ 1. Une
β-norme est une fonction ‖ · ‖β : E → R vérifiant :
‖x‖β = 0 pour tout x ∈ E si et seulement si x = 0.
‖λx‖β = |λ|β‖x‖β pour tout λ ∈ R et pour tout x ∈ E.
‖x+ y‖β ≤ ‖x‖β + ‖y‖β pour tout x, y ∈ E.

La paire (E, ‖·‖β) est appelée un espace β-normé si ‖·‖β est une β-norme dans E. Un espace
β-Banach est un espace β-normé complet.
Signalons qu’on peut prouver l’equivalence entre les espaces quasi-Banach et les espaces β-
Banach.

Dans ce chapitre, nous considérons les équations fonctionnelles de type σ-Jensen

f(x+ y) + f(x+ σ(y)) = 2f(x), x, y ∈ E1 (7.2)

et
f(x+ y)− f(x+ σ(y)) = 2f(y), x, y ∈ E1. (7.3)

7.2 Stabilité de l’équation fonctionnelle σ-Jensen (7.2) pour
p < 1 et p > 1 au sens de Hyers-Ulam-Rassias

Dans cette section, nous montrons la stabilité, au sens de Hyers-Ulam-Rassias, de l’équation
fonctionnelle σ-Jensen (7.2).

Théorème 7.2.1 Soient E1 un espace normé, E2 un espace β-Banach et f : E1 −→ E2 une
application qui vérifie l’inégalité

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)‖E2 ≤ θ(‖x‖p + ‖y‖p) (7.4)

pour θ ≥ 0, p > 1 et pour tout x, y ∈ E1. Alors, il existe une unique application J : E1 −→
E2, définie par

J(x) = lim
n→+∞

2n{f(
x

2n
) + (

1

2n
− 1)f(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)}, (7.5)

solution de l’équation fonctionnelle σ-Jensen (7.2), vérifiant

‖f(x)− J(x)‖E2 ≤
2Kθ

2p − 2
‖x‖p +

Kθ

(2p − 1)(2p − 2)
‖x+ σ(x)‖p (7.6)

pour tout x ∈ E1, où K est le module de concavité de ‖ · ‖E2 .
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Preuve. Supposons que f vérifie l’inégalité (7.4). En remplaçant x et y par
x

2n
, (resp., par

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
), nous obtenons

‖f(
x

2n
+

x

2n
) + f(

x

2n
+
σ(x)

2n
)− 2f(

x

2n
)‖E2 ≤

2θ

2np
‖x‖p (7.7)

respectivement,

‖2f(
x

2n
+
σ(x)

2n
)− 2f(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)‖E2 ≤

2θ

2(n+1)p
‖x+ σ(x)‖p. (7.8)

Faisons l’hypothèse de récurrence :

‖f(x)− 2n{f(
x

2n
) + (

1

2n
− 1)f(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)}‖E2

≤ 2θK

2p
‖x‖p[1 + 21−p + . . .+ 2(n−1)(1−p)] +

2θK

22p
‖x+ σ(x)‖p[(1− 1

2
) (7.9)

+(1− 1

22
)21−p + . . .+ (1− 1

2n
)2(n−1)(1−p)].

Pour n = 1, nous obtenons

‖f(x)− 2{f(
x

2
) + (

1

2
− 1)f(

x

22
+
σ(x)

22
)}‖E2

≤ K‖f(x) + f(
x

2
+
σ(x)

2
)− 2f(

x

2
)‖E2 +K‖f(

x

4
+
σ(x)

4
)− f(

x

2
+
σ(x)

2
)‖E2

≤ K
2θ

2p
‖x‖p +K

θ

22p
‖x+ σ(x)‖p

≤ 2θK

2p
‖x‖p +

2θK

22p
‖x+ σ(x)‖p(1− 1

2
).

Donc (7.9) est vraie pour n = 1. Nous montrons que l’hypothèse de récurrence (7.9) est vraie
pour n remplacé par n+ 1.

‖f(x)− 2n+1{f(
x

2n+1
) + (

1

2n+1
− 1)f(

x

2n+2
+
σ(x)

2n+2
)}‖E2

= ‖f(x)− 2n{f(
x

2n
) + (

1

2n
− 1)f(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)}

+2n{f(
x

2n
) + f(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)− 2f(

x

2n+1
)}

+2n+1(
1

2n+1
− 1){f(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)− f(

x

2n+2
+
σ(x)

2n+2
)}‖E2
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= ‖f(x)− 2n−1{f(
x

2n−1
) + (

1

2n−1
− 1)f(

x

2n
+
σ(x)

2n
)}

+2n−1{f(
x

2n−1
) + f(

x

2n
+
σ(x)

2n
)− 2f(

x

2n
)}

+2n(
1

2n
− 1){f(

x

2n
+
σ(x)

2n
)− f(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)}

+2n{f(
x

2n
) + f(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)− 2f(

x

2n+1
)}

+2n+1(
1

2n+1
− 1){f(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)− f(

x

2n+2
+
σ(x)

2n+2
)}‖E2

= ‖{f(x) + f(
x

2
+
σ(x)

2
)− 2f(

x

2
)}+ {f(

x

4
+
σ(x)

4
)− f(

x

2
+
σ(x)

2
)}

+2{f(
x

2
)+f(

x

22
+
σ(x)

22
)−2f(

x

22
)}+22(

1

22
−1){f(

x

22
+
σ(x)

22
)−f(

x

23
+
σ(x)

23
)}

+22{f(
x

22
)+f(

x

23
+
σ(x)

23
)−2f(

x

23
)}+23(

1

23
−1){f(

x

23
+
σ(x)

23
)−f(

x

24
+
σ(x)

24
)}

+ . . .+ 2n−1{f(
x

2n−1
) + f(

x

2n
+
σ(x)

2n
)− 2f(

x

2n
)}

+2n(
1

2n
− 1){f(

x

2n
+
σ(x)

2n
)− f(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)}

+2n{f(
x

2n
) + f(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)− 2f(

x

2n+1
)}

+2n+1(
1

2n+1
− 1){f(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)− f(

x

2n+2
+
σ(x)

2n+2
)}‖E2

≤ 2θK

2p
‖x‖p[1 + 21−p + . . .+ 2n(1−p)]

+
2θK

22p
‖x+ σ(x)‖p[(1− 1

2
) + (1− 1

22
)21−p + . . .+ (1− 1

2n+1
)2n(1−p)].

D’où, l’inégalité (7.9) est prouvée pour tout n ∈ N.
Ensuite, nous prouvons que la suite des fonctions

Jn(x) = 2n{f(
x

2n
) + (

1

2n
− 1)f(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)} (7.10)
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est une suite de Cauchy pour chaque x ∈ E1.
Combinons (7.7) avec (7.8) et utilisons l’inégalité triangulaire (7.1) pour montrer :

‖Jn+1(x)− Jn(x)‖E2 = ‖2n+1{f(
x

2n+1
) + (

1

2n+1
− 1)f(

x

2n+2
+
σ(x)

2n+2
)}

− 2n{f(
x

2n
) + (

1

2n
− 1)f(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)}‖E2

≤ 2nK‖f(
x

2n
) + f(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)− 2f(

x

2n+1
)‖E2

+ 2n+1K(1− 1

2n+1
)‖f(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)− f(

x

2n+2
+
σ(x)

2n+2
)‖E2

≤ 2nK
2θ

2(n+1)p
‖x‖p + 2nK(1− 1

2n+1
)

2θ

2(n+2)p
‖x+ σ(x)‖p

≤ 2n(1−p) 2θK

2p
[‖x‖p +

1

2p
‖x+ σ(x)‖p].

Comme 21−p < 1, la conclusion souhaitée s’ensuit. Cependant, E2 est un espace quasi-
Banach, il en résulte que la suite des fonctions {Jn(x)}n converge vers une fonction J(x)
pour tout x ∈ E1.
Montrons que J est solution de l’équation fonctionnelle σ-Jensen (7.2).
En effet ;

‖Jn(x+ y) + Jn(x+ σ(y))− 2Jn(x)‖E2

= ‖2n{f(
x+ y

2n
) + (

1

2n
− 1)f(

x+ y

2n+1
+
σ(x) + σ(y)

2n+1
)}

+ 2n{f(
x+ σ(y)

2n
) + (

1

2n
− 1)f(

x+ σ(x)

2n+1
+
y + σ(y)

2n+1
)}

− 2n+1{f(
x

2n
) + (

1

2n
− 1)f(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)}‖E2

≤ 2nK‖f(
x+ y

2n
) + f(

x+ σ(y)

2n
)− 2f(

x

2n
)‖E2

+ 2nK(1− 1

2n
)‖f(

x+ σ(x)

2n+1
+
y + σ(y)

2n+1
) + f(

x+ σ(x)

2n+1
+
y + σ(y)

2n+1
)− 2f(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)}‖E2

≤ 2n(1−p)Kθ[‖x‖p + ‖y‖p +
1

2p
‖x+ σ(x)‖p +

1

2p
‖y + σ(y)‖p].

Comme 21−p < 1 et en faisant n → +∞, nous obtenons que J est solution de l’équation
fonctionnelle σ-Jensen (7.2).
Supposons, à présent, qu’il existe deux fonctions Ji : E1 −→ E2 (i = 1, 2), solutions de
l’équation (7.2) vérifiant l’inégalité (7.6).
Tout d’abord, nous prouvons par récurrence sur n :

Ji(
x

2n
) + (

1

2n
− 1)Ji(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
) =

1

2n
Ji(x). (7.11)
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De l’équation (7.2), il s’ensuit si nous remplaçons x et y par
x

2n+2
+
σ(x)

2n+2
, que :

Ji(
x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
) = Ji(

x

2n+2
+
σ(x)

2n+2
)

pour tout n ∈ N.
Alors, l’hypothèse de récurrence est vraie pour n = 1

Ji(
x

2
)− 1

2
Ji(

x

4
+
σ(x)

4
) = Ji(

x

2
)− 1

2
Ji(

x

2
+
σ(x)

2
) =

1

2
Ji(x).

Ce qui prouve (7.11) pour n = 1. Nous démontrons que l’hypothèse de récurrence est encore
vraie à l’ordre n+ 1, qui est :

Ji(
x

2n+1
) + (

1

2n+1
− 1)Ji(

x

2n+2
+
σ(x)

2n+2
)

=
1

2
[Ji(

x

2n
) + (

1

2n
− 1)Ji(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)] + Ji(

x

2n+1
)− 1

2
Ji(

x

2n
)− 1

2
Ji(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)

=
1

2
[
1

2n
Ji(x)] + 0 =

1

2n+1
Ji(x).

Par conséquent, la relation (7.11) est vraie pour tout entier naturel n. Maintenant, nous sommes
en mesure de prouver l’unicité de la fonction J .
Pour tout x ∈ E1 et pour tout n ∈ N, nous obtenons

‖J1(x)− J2(x)‖E2

= 2n‖J1(
x

2n
) + (

1

2n
− 1)J1(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)− J2(

x

2n
)− (

1

2n
− 1)J2(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)‖E2

≤ 2nK‖J1(
x

2n
)− f(

x

2n
)‖E2 + 2nK‖J2(

x

2n
)− f(

x

2n
)‖E2

+ 2nK(1− 1

2n
)‖J1(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)− f(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)‖E2

+ 2nK(1− 1

2n
)‖J2(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)− f(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)‖E2

≤ 2K2θ2n(1−p)[
2

2p − 1
‖x‖p +

1

(2p − 2)(2p − 1)
‖x+ σ(x)‖p]

+ 2K2θ2n(1−p)[
2

2p(2p − 2)
‖x‖p +

1

(2p − 2)(2p − 1)
‖x+ σ(x)‖p]

≤ 2n(1−p)4K2θ[
1

2p − 1
‖x‖p + (

1

(2p − 1)(2p − 2)
+

1

2p(2p − 2)
)‖x+ σ(x)‖p].

Finalement, en faisant tendre n vers +∞, nous obtenons J1(x) = J2(x) pour tout x ∈ E1. Ce
qui complète la preuve du Théorème 7.2.1. ♠
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Dans le théorème suivant, nous démontrons un résultat de stabilité, au sens de Hyers-Ulam-
Rassias, de l’équation fonctionnelle σ-Jensen (7.2) pour le cas où p < 1.

Théorème 7.2.2 Soient E1 un espace normé et E2 un espace β-Banach. Si une fonction f :
E1 −→ E2 vérifie l’inégalité

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)‖E2 ≤ θ(‖x‖p + ‖y‖p) (7.12)

pour θ ≥ 0, p < 1 et pour tout x, y ∈ E1. Alors, il existe une unique fonction j : E1 −→ E2,
solution de l’équation fonctionnelle σ-Jensen (7.2), vérifiant j(e) = f(e) et

‖f(x)− j(x)− f(e)‖E2 ≤ Kθ[‖x‖p +
1

2− 2p
‖x− σ(x)‖p], x ∈ E1. (7.13)

Si p < 0, alors l’inégalité (7.12) est vraie pour x, y 6= 0 et (7.13) pour x 6= 0 et x−σ(x) 6= 0.

Preuve. Soit f : E1 −→ E2 vérifie l’inégalité (7.12), alors aussi f − f(e) satisfait (7.12).
Sans perte de généralité, nous supposons que f(e) = 0.
Posons y = −x dans (7.12), nous obtenons

‖f(x)− 1

2
f(x− σ(x))‖E2 ≤ θ‖x‖p. (7.14)

Maintenant, en remplaçant x et y par 2n−1x− 2n−1σ(x), nous déduisons

‖f(2nx− 2nσ(x))− 2f(2n−1x− 2n−1σ(x))‖E2 ≤ 2θ2(n−1)p‖x− σ(x))‖p. (7.15)

En appliquant le raisonnement par récurrence sur n, nous obtenons pour n ≥ 2 :

‖f(x)− 1

2n
f(2n−1x− 2n−1σ(x))‖E2 ≤ Kθ‖x‖p +K

θ

2
‖x− σ(x))‖p[1 + 2p−1 (7.16)

+ 22(p−1) + . . .+ 2(n−2)(p−1)].
Pour n+ 1, nous trouvons :

‖f(x)− 1

2n+1
f(2nx− 2nσ(x))‖E2

= ‖{f(x)− 1

2n
f(2n−1x−2n−1σ(x))}+ 1

2n+1
{2f(2n−1x−2n−1σ(x))−f(2nx−2nσ(x))}‖E2

= ‖{f(x)− 1

2n−1
f(2n−2x− 2n−2σ(x))}+

1

2n
{2f(2n−2x− 2n−2σ(x))

−f(2n−1x− 2n−1σ(x))}+
1

2n+1
{2f(2n−1x− 2n−1σ(x))− f(2nx− 2nσ(x))}‖E2
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= ‖{f(x)− 1

2
f(x− σ(x))}+

1

22
{2f(x− σ(x))− f(2x− 2σ(x))}

+ . . .+
1

2n
{2f(2n−2x− 2n−2σ(x))− f(2n−1x− 2n−1σ(x))}

+
1

2n+1
{2f(2n−1x− 2n−1σ(x))− f(2nx− 2nσ(x))}‖E2

≤ K[θ‖x‖p +
2θ

22
‖x− σ(x)‖p + . . .+

2(n−1)p

2n+1
2θ‖x− σ(x)‖p]

≤ Kθ‖x‖p +
θK

2p
2p−1‖x− σ(x))‖p[1 + 2(p−1) + . . .+ 2(n−1)(p−1)]

≤ Kθ‖x‖p +
θK

2
‖x− σ(x))‖p[1 + 2(p−1) + . . .+ 2(n−1)(p−1)].

Ce qui prouve la validité de l’inégalité (7.16).
Prenons pour n ∈ N \ {0}

jn(x) =
1

2n
f(2n−1x− 2n−1σ(x)), x ∈ E1. (7.17)

D’après (7.15), nous obtenons pour n ∈ N et pour x ∈ E1

‖jn+1(x)− jn(x)‖E2 = ‖ 1

2n+1
f(2nx− 2nσ(x))− 1

2n
f(2n−1x− 2n−1σ(x))‖E2

=
1

2n+1
‖f(2nx− 2nσ(x))− 2f(2n−1x− 2n−1σ(x))‖E2

≤ 1

2n+1
2(n−1)p2θ‖x− σ(x)‖p

≤ 2n(p−1) θ

2p
‖x− σ(x)‖p.

Comme 2p−1 < 1, alors {jn(x)}n∈N est une suite de Cauchy pour chaque x ∈ E1. Cependant,
E2 est un espace quasi-Banach. Par conséquent, définissons j(x) = lim

n→+∞
jn(x) pour tout

x ∈ E1. Montrons que j est solution de l’équation fonctionnelle σ-Jensen (7.2).
Pour tout x, y ∈ E1, nous déduisons

‖jn(x+ y) + jn(x+ σ(y))− 2jn(x)‖E2

=
1

2n
‖f(2n−1x+2n−1y−2n−1σ(x)−2n−1σ(y))+f(2n−1x+2n−1σ(y)−2n−1σ(x)−2n−1y)

−2f(2n−1x− 2n−1σ(x))‖E2

=
1

2n
‖f(2n−1(x− σ(x)) + 2n−1(y − σ(y))) + f(2n−1(x− σ(x)) + 2n−1σ(y − σ(y)))
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−2f(2n−1(x− σ(x)))‖E2

≤ θ

2p
2n(p−1)[‖x− σ(x)‖p + ‖y − σ(y)‖p].

Par conséquent, comme 2p−1 < 1, il s’ensuit que j est solution de l’équation fonctionnelle
σ-Jensen (7.2).
Il reste à prouver l’unicité de la solution de l’équation fonctionnelle σ-Jensen (7.2) satisfai-
sant (7.13). Au contraire, supposons qu’il existe deux solutions telles que, par exemple, j1 et
j2 vérifiant j1(e) = j2(e) = 0.
Premièrement, nous pouvons facilement vérifier par récurrence sur n :

ji(2
n−1x− 2n−1σ(x)) = 2nji(x), (i = 1, 2). (7.18)

Pour tout x ∈ E1 et pour tout n ∈ N, nous tirons

‖j1(x)− j2(x)‖E2 =
1

2n
‖j1(2n−1x− 2n−1σ(x))− j2(2

n−1x− 2n−1σ(x))‖E2

≤ K
1

2n
‖j1(2n−1x− 2n−1σ(x))− f(2n−1x− 2n−1σ(x))‖E2

+K
1

2n
‖j2(2n−1x− 2n−1σ(x))− f(2n−1x− 2n−1σ(x))‖E2

≤ 2K2θ(
1

2p
+

2p

2− 2p
)2n(p−1)‖x− σ(x)‖p.

Si nous faisons tendre n → +∞, nous obtenons j1(x) = j2(x) pour tout x ∈ E1. Ce qui
complète la preuve du Théorème 7.2.2. ♠

7.3 Stabilité de l’équation fonctionnelle σ-Jensen (7.3) pour
p < 1 et p > 1 au sens de Hyers-Ulam-Rassias

Dans cette section, nous examinons la stabilité, au sens de Hyers-Ulam-Rassias, de l’équation
fonctionnelle σ-Jensen (7.3).
Le principal résultat est le suivant :

Théorème 7.3.1 Soient E1 un espace normé et E2 un espace quasi-Banach. Si une fonction
f : E1 −→ E2 vérifie l’inégalité

‖f(x+ y)− f(x+ σ(y))− 2f(y)‖E2 ≤ δ (7.19)

pour δ ≥ 0 et pour tout x, y ∈ E1, alors il existe une unique fonction g : E1 −→ E2, définie
par

g(x) = lim
n→+∞

1

2n
f(2nx), (7.20)
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solution de l’équation σ-Jensen (7.3), vérifiant

‖f(x)− g(x)‖E2 ≤
3

2
K2δ (7.21)

pour tout x ∈ E1.

Preuve. Remplaçons x = y = x + σ(x), respectivement x = y = x dans (7.19), nous
obtenons

‖f(x+ σ(x))‖E2 ≤
δ

2
(7.22)

et

‖f(2x)− f(x+ σ(x))− 2f(x)‖E2 ≤ δ ou ‖f(2x)− 2f(x)‖E2 ≤ δ + ‖f(x+ σ(x))‖E2 ,

ou ‖f(x)− 1

2
f(2x)‖E2 ≤

3

2
Kδ(1− 1

2
). (7.23)

Montrons par récurrence sur n :

‖f(x)− 1

2n
f(2nx)‖E2 ≤

3

2
K2δ(1− 1

2n
). (7.24)

De (7.23), il s’ensuit que (7.24) est vraie pour n = 1. Nous démontrons que l’hypothèse de
récurrence (7.24) est vraie avec n remplacé par n+ 1.

‖f(x)− 1

2n+1
f(2n+1x)‖E2

= ‖[f(x)− 1

2n
f(2nx)] +

1

2n+1
[2f(2nx)− f(2n+1x)]‖E2

= ‖[f(x)− 1

2n−1
f(2n−1x)]+

1

2n
[2f(2n−1x)−f(2nx)]+

1

2n+1
[2f(2nx)−f(2n+1x)]‖E2

= ‖[f(x)− 1

2
f(2x)] +

1

22
[2f(2x)− f(4x)] + . . .+

1

2n
[2f(2n−1x)− f(2nx)]

+
1

2n+1
[2f(2nx)− f(2n+1x)]‖E2

≤ K2[(1− 1

2
)
3

2
δ + (1− 1

2
)
3

4
δ + . . .+ (1− 1

2
)

1

2n−1

3

2
δ + (1− 1

2
)

1

2n

3

2
δ]

≤ K2 3

2
δ(1− 1

2
)[1 +

1

2
+ . . .+

1

2n
]

≤ K2 3

2
δ(1− 1

2n+1
).
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Ce qui prouve la validité de l’inégalité (7.24). Ensuite, nous montrons que la suite des fonc-
tions

gn(x) =
1

2n
f(2nx) (7.25)

est une suite de Cauchy pour chaque x ∈ E1.
En utilisant l’inégalité (7.23), nous obtenons

‖gn+1(x)− gn(x)‖E2 =
1

2n
‖f(2nx)− 1

2
f(2n+1x)‖E2 ≤

1

2n

3

4
Kδ.

Il s’ensuit facilement que {gn(x)}n∈N est une suite de Cauchy pour chaque x ∈ E1. E2 est un
espace complet, nous pouvons définir g(x) = lim

n→+∞
gn(x) pour tout x ∈ E1.

Montrons, à présent, que g est solution de l’équation (7.3).
En effet ;

‖gn(x+ y)− gn(x+ σ(y))− 2gn(y)‖E2

=
1

2n
‖f(2nx+ 2ny)− f(2nx+ 2nσ(y))− 2f(2ny)‖E2

≤ 1

2n
δ.

En faisant n→ +∞, nous obtenons le résultat désiré.
Supposons qu’il existe deux fonctions gi : E1 −→ E2 (i = 1, 2), solutions de l’équation

σ-Jensen (7.3) avec ‖f(x)− gi(x)‖E2 ≤
3

2
K2δ pour tout x ∈ E1.

En premier, nous prouvons par récurrence sur n :

gi(2
nx) = 2ngi(x), x ∈ E1, n ∈ N. (7.26)

Prenons y = x dans l’équation (7.3), nous obtenons (7.26) pour n = 1. Supposons que
l’hypothèse de récurrence (7.26) est vraie pour n. Par conséquent, nous avons

gi(2
n+1x) = gi(2

n+1x)− gi(2
nx+ 2nσ(x))− 2gi(2

nx) + 2gi(2
nx)

= 0 + 2n+1gi(x) = 2n+1gi(x).

Alors, la relation (7.26) est vraie pour tout entier naturel n. Nous prouvons l’unicité de la
fonction g. Pour tout x ∈ E1 et pour tout n ∈ N, nous obtenons

‖g1(x)− g2(x)‖E2 =
1

2n
‖g1(2

nx)− g2(2
nx)‖E2

≤ K

2n
[‖g1(2

nx)− f(2nx)‖E2 + ‖g2(2
nx)− f(2nx)‖E2 ]

≤ 3K3δ

2n
.

Si n → +∞, nous déduisons que g1(x) = g2(x) pour tout x ∈ E1. Ce qui achève la preuve
du théorème. ♠
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Théorème 7.3.2 Soient E1 un espace normé et E2 un espace quasi-Banach. Si une fonction
f : E1 −→ E2 vérifie l’inégalité

‖f(x+ y)− f(x+ σ(y))− 2f(y)‖E2 ≤ θ(‖x‖p + ‖y‖p) (7.27)

pour θ ≥ 0, p > 1 et pour tout x, y ∈ E1. Alors, il existe une unique fonction S : E1 −→ E2,
définie par

S(x) = lim
n→+∞

2nf(
x

2n
), (7.28)

solution de l’équation fonctionnelle σ-Jensen (7.3), vérifiant

‖f(x)− S(x)‖E2 ≤
2θK2

2p − 2
‖x‖p +

K2θ

2(2p − 2)
‖x+ σ(x)‖p (7.29)

pour tout x ∈ E1.

Preuve. Supposons que f satisfait l’inegalité (7.27). Prenons x = 0 et y =
x

2
+
σ(x)

2
dans

(7.27), nous obtenons

‖f(
x

2
+
σ(x)

2
)‖E2 ≤

θ

2p+1
‖x+ σ(x)‖p. (7.30)

Ainsi, remplaçons x et y par
x

2
dans (7.27), nous obtenons

‖f(x)− 2f(
x

2
)‖E2 ≤

2θK

2p
‖x‖p +

θK

2p+1
‖x+ σ(x)‖p. (7.31)

Montrons par récurrence sur n :

‖f(x)− 2nf(
x

2n
)‖E2 ≤

2θK2

2p
‖x‖p[1 + 21−p + . . .+ 2(n−1)(1−p)] (7.32)

+
θK2

2p+1
‖x+ σ(x)‖p[1 + 21−p + . . .+ 2(n−1)(1−p)].

De (7.31) il s’ensuit que (7.32) est vraie pour n = 1, et prouvons la validité de l’inégalité
(7.32) pour tout n ∈ N

‖f(x)− 2nf(
x

2n
)‖E2

= ‖[f(x)− 2n−1f(
x

2n−1
)] + 2n−1[f(

x

2n−1
)− 2f(

x

2n
)]‖E2

= ‖[f(x)− 2n−2f(
x

2n−2
)] + 2n−2[f(

x

2n−2
)− 2f(

x

2n−1
)] + 2n−1[f(

x

2n−1
)− 2f(

x

2n
)]‖E2
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= ‖f(x)− 2f(
x

2
)] + [f(

x

2
)− 2f(

x

4
)] + . . .+ 2n−2[f(

x

2n−2
)− 2f(

x

2n−1
)]

+2n−1[f(
x

2n−1
)− 2f(

x

2n
)]‖E2

≤ K[
2θK

2p
‖x‖p +

θK

2p+1
‖x+ σ(x)‖p +

4θK

22p
‖x‖p +

2θK

22p+1
‖x+ σ(x)‖p

+ . . .+ 2n−2 2θK

2p

1

2(n−2)p
‖x‖p + 2n−2 θK

2p+1

1

2(n−2)p
‖x+ σ(x)‖p

+2n−1 2θK

2p

1

2(n−1)p
‖x‖p + 2n−1 θK

2p+1

1

2(n−1)p
‖x+ σ(x)‖p]

≤ 2θK2

2p
‖x‖p[1 + 21−p + . . .+ 2(n−1)(1−p)]

+
θK2

2p+1
‖x+ σ(x)‖p[1 + 21−p + . . .+ 2(n−1)(1−p)].

Ce qui prouve la validité de l’inégalité (7.32) pour tout n ∈ N.
Définissons la suite des fonctions suivante :

Sn(x) = 2nf(
x

2n
), x ∈ E1, n ∈ N. (7.33)

Nous vérifions que {Sn(x)}n∈N est une suite de Cauchy pour chaque x ∈ E1.
En effet, en tenant compte de l’inégalité (7.31), nous obtenons pour tout entier naturel n :

‖Sn+1(x)− Sn(x)‖E2 = ‖2n+1f(
x

2n+1
)− 2nf(

x

2n
)‖E2

≤ 2n(1−p)K[
2θ

2p
‖x‖p +

θ

2p+1
‖x+ σ(x)‖p].

Comme 21−p < 1, le résultat désiré s’ensuit. Cependant, E2 est un espace quasi-Banach, ainsi
nous pouvons définir S(x) = lim

n→+∞
Sn(x) pour tout x ∈ E1. Considérons l’expression

‖Sn(x+ y)− Sn(x+ σ(y))− 2Sn(y)‖E2 = 2n‖f(
x

2n
+

y

2n
)− f(

x

2n
+
σ(y)

2n
)− 2f(

y

2n
)‖E2

≤ 2n(1−p)Kθ[‖x‖p + ‖y‖p].

Comme 21−p < 1, nous déduisons que S est solution de l’équation (7.3).
Supposons, maintenant, qu’il existe deux fonctions Si : E1 −→ E2 (i = 1, 2) qui sont solu-
tions de (7.3), vérifiant l’inégalité (7.29).
Tout d’abord, nous prouvons par récurrence sur n :

Si(
x

2n
) =

1

2n
Si(x). (7.34)
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Pour n = 1, nous obtenons

Si(
x

2
) =

1

2
[2Si(

x

2
) + Si(

x

2
+
σ(x)

2
)− Si(x)] +

1

2
Si(x)

= 0 +
1

2
Si(x) =

1

2
Si(x).

Ce qui prouve (7.34) pour n = 1. Maintenant, la relation de récurrence doit être démontré
qu’elle est encore vraie pour l’entier n+ 1, qui est :

Si(
x

2n+1
) =

1

2
[Si(

x

2n
) + Si(

x

2n+1
+
σ(x)

2n+1
)− Si(

x

2n
)] +

1

2
Si(

x

2n
)

= 0 +
1

2n+1
Si(x) =

1

2n+1
Si(x).

Ce qui prouve la validité de l’égalité (7.34). Montrons, à présent, l’unicité de la fonction S.
Pour tout x ∈ E1 et pour tout n ∈ N, nous obtenons

‖S1(x)− S2(x)‖E2 = 2n‖S1(
x

2n
)− S2(

x

2n
)‖E2

≤ 2nK‖S1(
x

2n
)− f(

x

2n
)‖E2 + 2nK‖S2(

x

2n
)− f(

x

2n
)‖E2

≤ 2n(1−p) K
3θ

2p − 2
[4‖x‖p + ‖x+ σ(x)‖p].

Finalement, en faisant tendre n→ +∞, nous obtenons que S1(x) = S2(x) pour tout x ∈ E1,
ce qui complète la preuve du Théorème 7.3.2. ♠

Théorème 7.3.3 Soient E1 un espace normé et E2 un espace quasi-Banach. Si une fonction
f : E1 −→ E2, vérifie l’inégalité

‖f(x+ y)− f(x+ σ(y))− 2f(y)‖E2 ≤ θ(‖x‖p + ‖y‖p) (7.35)

pour θ ≥ 0, p < 1 et pour tout x, y ∈ E1. Alors, il existe une unique fonction h : E1 −→ E2,
solution de l’équation fonctionnelle σ-Jensen (7.3), satisfaisant

‖f(x)− h(x)‖E2 ≤
2K2θ

2− 2p
[‖x‖p +

1

2
‖x+ σ(x)‖p] (7.36)

pour tout x ∈ E1.

Preuve. Si nous remplaçons x et y par x+ σ(x), nous obtenons

‖f(x+ σ(x))‖E2 ≤ θ‖x+ σ(x)‖p. (7.37)
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Prenons x = y = x dans (7.35), nous déduisons

‖f(x)− 1

2
f(2x)‖E2 ≤ Kθ[‖x‖p +

1

2
‖x+ σ(x)‖p]. (7.38)

Montrons par récurrence sur n :

‖f(x)− 1

2n
f(2nx)‖E2 ≤ K2θ‖x‖p[1 + 2p−1 + . . .+ 2(n−1)(p−1)] (7.39)

+
K2θ

2
‖x+ σ(x))‖p[1 + 2p−1 + . . .+ 2(n−1)(p−1)].

Pour n+ 1 nous tirons

‖f(x)− 1

2n+1
f(2n+1x)‖E2

= ‖[f(x)− 1

2n
f(2nx)] +

1

2n
[f(2nx)− 1

2
f(2n+1x)]‖E2

= ‖[f(x)− 1

2n−1
f(2n−1x)]+

1

2n−1
[f(2n−1x)− 1

2
f(2nx)]+

1

2n
[f(2nx)− 1

2
f(2n+1x)]‖E2

= ‖[f(x)− 1

2
f(2x)] +

1

2
[f(2x)− 1

2
f(4x))] + . . .+

1

2n−1
[f(2n−1x)− 1

2
f(2nx)]

+
1

2n
[f(2nx)− 1

2
f(2n+1x)]‖E2

≤ K[θK‖x‖p+
θK

2
‖x+σ(x)‖p+

2pθK

2
‖x‖p+

2pθK

4
‖x+σ(x)‖p+. . .+

2(n−1)p

2n−1
θK‖x‖p

+
2(n−1)p

2n−1

θK

2
‖x+ σ(x)‖p +

2np

2n
θK‖x‖p +

2np

2n

θK

2
‖x+ σ(x)‖p]

≤ K2θ‖x‖p[1 + 2p−1 + . . .+ 2n(p−1)]

+
K2θ

2
‖x+ σ(x)‖p[1 + 2p−1 + . . .+ 2n(p−1)],

ce qui prouve la validité de l’inégalité (7.39).
Soit, pour n ≥ 1

hn(x) =
1

2n
f(2nx), x ∈ E1. (7.40)
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De (7.38), nous avons pour n ∈ N et x ∈ E1

‖hn+1(x)− hn(x)‖E2 = ‖ 1

2n+1
f(2n+1x)− 1

2n
f(2nx)‖E2

=
1

2n
‖f(2nx)− 1

2
f(2n+1x)‖E2

≤ 2n(p−1)θK[‖x‖p +
1

2
‖x+ σ(x)‖p.

Comme 2p−1 < 1, par conséquent, {hn(x)}n∈N est une suite de Cauchy pour chaque x ∈ E1.
Cependant, E2 est un espace quasi-Banach, donc, définissons :

h(x) = lim
n→+∞

hn(x), x ∈ E1.

Montrons, à présent, que h est solution de l’équation σ-Jensen (7.3). Soient x et y deux
éléments de E1. De (7.35), il s’ensuit que

‖hn(x+ y)− hn(x+ σ(y))− 2hn(y)‖E2

=
1

2n
‖f(2nx+ 2nx)− f(2nx+ 2nσ(y))− 2f(2ny)‖E2

≤ 2n(p−1)θ[‖x‖p + ‖y‖p].

En faisant tendre n→ +∞, nous obtenons le résultat désiré.
Supposons, à présent, qu’il existe deux fonctions hi : E1 → E2 (i = 1, 2), solutions de
l’équation (7.3) vérifiant (7.36).
Il est facile de montrer par récurrence :

2nhi(x) = hi(2
nx). (7.41)

Maintenant, nous sommes en mesure de prouver l’unicité de la fonction h.
Pour tout x ∈ E1 et pour tout n ∈ N, nous obtenons

‖h1(x)− h2(x)‖E2 =
1

2n
‖h1(2

nx)− h2(2
nx)‖E2

≤ K
1

2n
[‖h1(2

nx)− f(2nx)‖E2 + ‖h2(2
nx)− f(2nx)‖E2 ]

≤ 4K3θ

2− 2p
2n(p−1)[‖x‖p +

1

2
‖x+ σ(x)‖p].

Si n → +∞, nous déduisons que g1(x) = g2(x) pour tout x ∈ E1. Ce qui achève la preuve
du théorème. ♠
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7.4 Stabilité des équations fonctionnelles σ-Jensen au sens
de Hyers-Ulam-Rassias dans les espaces β-Banach

Théorème 7.4.1 Soient E1 un espace normé, E2 un espace β-Banach et f : E1 −→ E2 une
application qui vérifie l’inégalité

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)‖ ≤ θ(‖x‖p + ‖y‖p) (7.42)

pour θ ≥ 0, p > 1 et pour tout x, y ∈ E1. Alors, il existe une unique application J : E1 −→
E2, définie par

J(x) = lim
n→+∞

2nf(
x

2n
), (7.43)

solution de l’équation fonctionnelle σ-Jensen (7.2), vérifiant

‖f(x)− J(x)‖ ≤ 2θ

(2βp − 2β)
1
β

‖x‖p +
θ

2(2βp − 2β)
1
β

‖x+ σ(x)‖p (7.44)

pour tout x ∈ E1.

Preuve. Remplaçons x = 0 et y =
x

2
+
σ(x)

2
dans (7.42), nous trouvons

‖f(
x

2
+
σ(x)

2
)‖ ≤ θ

2p+1
‖x+ σ(x)‖p. (7.45)

Ainsi, substituons x et y par
x

2
dans (7.42), nous obtenons

‖f(x)− 2f(
x

2
)‖ ≤ 2θ

2p
‖x‖p +

θ

2p+1
‖x+ σ(x)‖p (7.46)

pour tout x ∈ E1.
Maintenant, on montre par récurrence sur n l’inégalité suivante :

‖f(x)− 2nf(
x

2n
)‖β ≤ 2βθβ

2βp
‖x‖βp[1 + 2β(1−p) + . . .+ 2β(n−1)(1−p)] (7.47)

+
θβ

2β(p+1)
‖x+ σ(x)‖βp[1 + 2β(1−p) + . . .+ 2β(n−1)(1−p)].

De (7.46), il s’ensuit que (7.47) est vraie à l’ordre n = 1. Supposons que (7.47) est vraie
à l’ordre n et montrons qu’elle est encore vraie à l’ordre n+ 1.

‖f(x)− 2n+1f(
x

2n+1
)‖β
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= ‖[f(x)− 2nf(
x

2n
)] + 2n[f(

x

2n
)− 2f(

x

2n+1
)]‖β

≤ ‖f(x)− 2nf(
x

2n
)‖β + 2βn‖f(

x

2n
)− 2f(

x

2n+1
)]‖β

≤ 2βθβ

2βp
‖x‖βp[1 + 2β(1−p) + . . .+ 2β(n−1)(1−p)] +

θβ

2β(p+1)
‖x+ σ(x)‖βp[1+

+ . . .+ 2β(n−1)(1−p)] +
2nβ

2nβp

2βθβ

2βp
‖x‖βp +

2nβ

2nβp

θβ

2β(p+1)
‖x+ σ(x)‖βp

≤ 2βθβ

2βp
‖x‖βp[1 + 2β(1−p) + . . .+ 2βn(1−p)] +

θβ

2β(p+1)
‖x+ σ(x)‖βp[1+

+ . . .+ 2βn(1−p)].

Ce qui prouve la validité de l’inégalité (7.47).
Ensuite, nous montrons que la suite des fonctions

Jn(x) = 2nf(
x

2n
), x ∈ E1, n ∈ N, (7.48)

est une suite de Cauchy pour chaque x ∈ E1.
En utilisant (7.46), nous avons

‖Jn+1(x)− Jn(x)‖ = ‖2n+1f(
x

2n+1
)− 2nf(

x

2n
)‖

≤ 2n(1−p)[
2θ

2p
‖x‖p +

θ

2p+1
‖x+ σ(x)‖p].

Comme 21−p < 1, la conclusion désiré s’ensuit. Cependant, E2 est un espace quasi-normé
complet, ce qui donne que Jn(x) est une suite convergente vers la fonction J(x) pour tout
x ∈ E1. Montrons que J est solution de l’équation fonctionnelle σ-Jensen (7.3).
En effet ;

‖Jn(x+ y) + Jn(x+ σ(y))− 2Jn(x)‖ = 2n‖f(
x

2n
+

y

2n
) + f(

x

2n
+
σ(y)

2n
)− 2f(

x

2n
)‖

≤ 2n(1−p)θ[‖x‖p + ‖y‖p].

Comme 21−p < 1, et en faisant tendre n → +∞, nous obtenons que J est solution de
l’équation (7.2). L’unicité de l’application J peut être prouvé en utilisant des calculs simi-
laires à ceux de la preuve du Théorème 7.2.2, ce qui complète la preuve du Théorème 7.4.1.
♠

Théorème 7.4.2 Soient E1 un espace normé, E2 un espace β-Banach et f : E1 −→ E2 une
application qui satisfait l’inégalité

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)‖ ≤ θ(‖x‖p + ‖y‖p) (7.49)
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pour θ ≥ 0, p ∈ [0, 1[ et pour tout x, y ∈ E1. Alors, il existe une unique application j :
E1 −→ E2, solution de l’équation fonctionnelle σ-Jensen (7.2), vérifiant

‖f(x)− j(x)‖ ≤ θ

(2β − 2βp)
1
β

‖x‖p +
θ

2(2β − 2βp)
1
β

‖x+ σ(x)‖p (7.50)

pour tout x ∈ E1.

Preuve. Prenons x = 0 et y = x+ σ(x) dans (7.49), nous trouvons

‖f(x+ σ(x))‖ ≤ θ

2
‖x+ σ(x)‖p. (7.51)

Ainsi, remplaçons x et y par x dans (7.49), nous obtenons

‖f(x)− 1

2
f(2x)‖β ≤ θβ‖x‖βp + (

θ

4
)β‖x+ σ(x)‖βp (7.52)

pour tout x ∈ E2.
Par récurrence sur n, nous obtenons pour n ≥ 1 :

‖f(x)− 1

2n
f(2nx)‖β ≤ θβ‖x‖βp[1 + 2β(1−p) + . . .+ 2β(n−1)(1−p)] (7.53)

+(
θ

4
)β‖x+ σ(x)‖βp[1 + 2β(1−p) + . . .+ 2β(n−1)(1−p)].

Supposons que (7.52) est vraie pour n et montrons qu’elle est vraie pour n+ 1. Nous avons

‖f(x)− 1

2n+1
f(2n+1x)‖β

= ‖[f(x)− 1

2n
f(2nx)] +

1

2n
[f(2nx)− 1

2
f(2n+1x)]‖β

≤ θβ‖x‖βp[1 + 2β(1−p) + . . .+ 2β(n−1)(1−p)] + (
θ

4
)β‖x+ σ(x)‖βp[1+

+2β(1−p) + . . .+ 2β(n−1)(1−p)] +
θβ

2nβ
2nβp‖x‖βp +

1

2nβ
(
θ

4
)β2nβp‖x+ σ(x)‖βp.

≤ θβ‖x‖βp[1 + 2β(1−p) + . . .+ 2βn(1−p)] + (
θ

4
)β‖x+ σ(x)‖βp[1+

+2β(1−p) + . . .+ 2βn(1−p)].

Ce qui prouve la validité de l’inégalité (7.52).
Définissons la suite de fonctions

jn(x) =
1

2n
f(2nx), x ∈ E1, n ∈ N. (7.54)
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De (7.52), nous obtenons pour n ∈ N et x ∈ E1

‖jn+1(x)− jn(x)‖β = ‖ 1

2n+1
f(2n+1x)− 1

2n
f(2nx)‖β

=
1

2nβ
‖f(2nx)− 1

2
f(2n+1x)‖β

≤ 2nβ(p−1)θβ[‖x‖βp +
1

4β
‖x+ σ(x)‖βp].

Du fait que 2p−1 < 1, nous déduisons, que {jn(x)}n∈N est une suite de Cauchy pour chaque
x ∈ E1. Cependant, E2 est un espace quasi-Banach, donc la fonction suivante j(x) =
lim

n→+∞
jn(x) existe pour chaque x fixé dans E1.

Soient x et y deux éléments de E1. De (7.49), il s’ensuit que

‖jn(x+ y) + jn(x+ σ(y))− 2jn(x)‖ =
1

2n
‖f(2nx+ 2nx) + f(2nx+ 2nσ(y))− 2f(2nx)‖

≤ 2n(p−1)θ[‖x‖p + ‖y‖p].

En faisant tendre n vers +∞, nous déduisons que j est solution de l’équation fonctionnelle
σ-Jensen (7.2). L’unicité de l’application j peut être prouver en utilisant les mêmes arguments
que ceux de la preuve du Théorème 7.3.2. Ce qui achève la preuve du théorème. ♠

Théorème 7.4.3 Soient E1 espace normé, E2 un espace β-Banach et f : E1 −→ E2 une
application qui satisfait l’inégalité

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)‖ ≤ θ(‖x‖p + ‖y‖p) (7.55)

pour θ ≥ 0, p < 0 et pour tout x, y ∈ E1. Alors, il existe une unique application h : E1 −→
E2, définie par

h(x) = lim
n→+∞

1

2n
{f(2nx) + (2n − 1)f(2n−1x+ 2n−1σ(x))}, (7.56)

solution de l’équation fonctionnelle σ-Jensen (7.2), vérifiant

‖f(x)− h(x)‖ ≤ θ

(1− 2βp)
1
β

[‖x‖p + ‖x+ σ(x)‖p] (7.57)

pour tout x ∈ E1.

Preuve. Remplaçons x et y par 2n, (resp., par 2n−1x+ 2n−1σ(x)), nous obtenons

‖f(2n+1x) + f(2nx+ 2nσ(x))− 2f(2nx)‖ ≤ 2θ2np‖x‖p (7.58)
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respectivement,

‖f(2nx+ 2nσ(x))− f(2n−1x+ 2n−1σ(x))‖ ≤ θ2(n−1)p‖x+ σ(x)‖p (7.59)

pour tout n ≥ 1.
Montrons par récurrence sur l’entier n que

‖f(x)− 1

2n
{f(2nx) + (2n − 1)f(2n−1x+ 2n−1σ(x))}‖β (7.60)

≤ θβ‖x‖p[1 + 2βp + . . .+ 2(n−1)βp] +
θβ

2βp
‖x+ σ(x)‖βp[2βp + 22βp + . . .+ 2(n−1)βp].

La propriété pour n = 1 découle de l’inégalité (7.58). Supposons que (7.60) est vraie pour n
et montrons qu’elle est vraie pour n+ 1.

‖f(x)− 1

2n+1
{f(2n+1x) + (2n+1 − 1)f(2nx+ 2nσ(x))}‖β

= ‖ 1

2n
{f(2nx) + (2n − 1)f(2n−1x+ 2n−1σ(x))} − f(x)

+
1

2n+1
[f(2n+1x) + f(2nx+ 2nσ(x))− 2f(2nx)]

+
2(2n − 1)

2n+1
[f(2nx+ 2nσ(x))− f(2n−1x+ 2n−1σ(x))]‖β

≤ ‖f(x)− 1

2n
{f(2nx) + (2n − 1)f(2n−1x+ 2n−1σ(x))}‖β

+
1

2β(n+1)
‖f(2n+1x) + f(2nx+ 2nσ(x))− 2f(2nx)‖β

+‖f(2nx+ 2nσ(x))− f(2n−1x+ 2n−1σ(x))‖β

≤ θβ‖x‖p[1 + 2βp + . . .+ 2(n−1)βp] + (
θ

2p
)β‖x+ σ(x)‖βp[2βp + . . .+ 2(n−1)βp]

+
2βθβ

2(n+1)β
2nβp‖x‖βp + θβ2(n−1)βp‖x+ σ(x)‖βp

≤ θβ‖x‖p[1 + 2βp + . . .+ 2nβp] +
θβ

2βp
‖x+ σ(x)‖βp[2βp + 22βp + . . .+ 2nβp],

ce qui prouve la validité de l’inégalité (7.60).
Nous définissons par la suite, la suite de fonctions suivante :

hn(x) =
1

2n
{f(2nx) + (2n − 1)f(2n−1x+ 2n−1σ(x))}
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pour tout entier naturel positif n et x ∈ E1.
Montrons que {hn(x)}n∈N est une suite de Cauchy pour chaque x ∈ E1.

‖hn+1(x)− hn(x)‖ = ‖ 1

2n+1
[f(2n+1x) + (2n+1 − 1)f(2nx+ 2nσ(x))]

− 1

2n
[f(2nx) + (2n − 1)f(2n−1x+ 2n−1σ(x))]‖

≤ ‖f(2n+1x) + f(2nx+ 2nσ(x))− 2f(2nx)‖
+ ‖f(2nx+ 2nσ(x))− f(2n−1x+ 2n−1σ(x))‖

≤ 2npθ[‖x‖p +
1

2p
‖x+ σ(x)‖p].

Comme 2p < 1, la conclusion désirée s’ensuit. Cependant, E2 est un espace quasi-Banach,
donc nous pouvons définir

h(x) = lim
n→+∞

hn(x) (7.61)

pour tout x ∈ E1.
Montrons que h est solution de l’équation (7.2). Considérons x, y ∈ E1. Alors ;

‖hn(x+ y) + hn(x+ σ(y))− 2hn(x)‖

=
1

2n
‖f(2nx+ 2ny) + (2n − 1)f(2n−1x+ 2n−1y + 2n−1σ(x) + 2n−1σ(y))

+ f(2nx+ 2nσ(y)) + (2n − 1)f(2n−1x+ 2n−1σ(y) + 2n−1σ(x) + 2n−1y)

− 2[f(2nx) + (2n − 1)f(2n−1x+ 2n−1σ(x))]‖

≤ 1

2n
‖f(2nx+ 2ny) + f(2nx+ 2nσ(y))− 2f(2nx)‖

+
(2n − 1)

2n
‖f(2n−1(x+ σ(x)) + 2n−1(y + σ(y))) + f(2n−1(x+ σ(x)) + 2n−1σ(y + σ(y)))

− 2f(2n−1(x+ σ(x)))‖

≤ 2np{‖x‖p + ‖y‖p +
1

2p
[‖x+ σ(x)‖p + ‖y + σ(y)‖p]}.

Ce qui donne que h est solution de l’équation (7.2). Supposons, à présent, qu’il existe deux
fonctions hi : E1 −→ E2 (i = 1, 2), solutions de (7.2), et satisfont l’inégalité (7.57).
Tout d’abord, nous prouvons par récurrence :

hi(2
nx) + (2n − 1)hi(2

n−1x+ 2n−1σ(x)) = 2nhi(x). (7.62)

Prenons y = x dans (7.55), nous obtenons (7.62) pour n = 1. Supposons que (7.62) est vraie
pour n et montrons qu’elle est encore vraie pour n+ 1, nous avons :

hi(2
n+1x) + (2n+1 − 1)hi(2

nx+ 2nσ(x))

151



= hi(2
n+1x) + hi(x)(2

nx+ 2nσ(x))− 2hi(2
nx)

+(2n−1)[2hi(2
n−1x+2n−1σ(x)+2n−1x+2n−1σ(x))−2hi(2

n−1x+2n−1σ(x))]

+2[hi(2
nx) + (2n − 1)hi(2

n−1x+ 2n−1σ(x))]

= 0 + 0 + 2n+1hi(x)

= 2n+1hi(x).

D’où, l’inégalité (7.62) est vraie pour tout entier naturel n. Montrons maintenant l’unicité
de l’application h. Pour tout x ∈ E1 et pour tout n ∈ N, nous obtenons

‖h1(x)− h2(x)‖

=
1

2n
[‖h1(2

nx) + (2n − 1)h1(2
n−1x+ 2n−1σ(x))− h2(2

nx)− (2n − 1)h2(2
n−1x+ 2n−1σ(x))‖

≤ 1

2n
‖h1(2

nx)− f(2nx)‖+ (2n − 1)‖h1(2
n−1x+ 2n−1σ(x))− f(2n−1x+ 2n−1σ(x))‖]

+
1

2n
[‖h2(2

nx)− f(2nx)‖+ (2n − 1)‖h2(2
n−1x+ 2n−1σ(x))− f(2n−1x+ 2n−1σ(x))‖]

≤ 2np2θ(1− 2βp)−
1
β [‖x‖p + 2‖x+ σ(x)‖p + 2−p‖x+ σ(x)‖p].

Si n → +∞, on obtient h1(x) = h2(x) pour tout x ∈ E1. Ce qui complète la preuve du
théorème. ♠

Théorème 7.4.4 Soient E1 un espace normé et E2 un espace β-Banach. Si la fonction f :
E1 −→ E2 satisfait l’inégalité

‖f(x+ y)− f(x+ σ(y))− 2f(y)‖ ≤ θ(‖x‖p + ‖y‖p) (7.63)

pour θ ≥ 0, p > 1 et pour tout x, y ∈ E1. Alors, il existe une unique application S : E1 −→
E2, définie par

S(x) = lim
n→+∞

2nf(
x

2n
), (7.64)

solution de l’équation fonctionnelle σ-Jensen (7.3), vérifiant

‖f(x)− S(x)‖ ≤ 2θ

(2βp − 2β)
1
β

‖x‖p +
θ

2(2βp − 2β)
1
β

‖x+ σ(x)‖p (7.65)

pour tout x ∈ E1.
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Théorème 7.4.5 Soient E1 un espace normé et E2 un espace β-Banach. Si la fonction f :
E1 −→ E2 satisfait l’inégalité

‖f(x+ y)− f(x+ σ(y))− 2f(y)‖ ≤ θ(‖x‖p + ‖y‖p) (7.66)

pour θ ≥ 0, p < 1 et pour tout x, y ∈ E1. Alors, il existe une unique application g : E1 −→
E2, définie par

g(x) = lim
n→+∞

1

2n
f(2nx), (7.67)

solution de l’équation fonctionnelle σ-Jensen (7.3), vérifiant

‖f(x)− g(x)‖ ≤ 2θ

(2β − 2βp)
1
β

[‖x‖p +
1

2
‖x+ σ(x)‖p] (7.68)

pour tout x ∈ E1.

7.5 Problème ouvert
R. Ger et J. Sikorska [69] se sont intéressés à la stabilité de l’équation fonctionnelle de

Cauchy orthogonale :
f(x+ y) = f(x) + f(y), x ⊥ y

Théorème 7.5.1 Soient (X,⊥) un espace orthogonal et Y un espace de Banach. Soit f :
X → Y une fonction satisfaisant

‖f(x+ y)− f(x)− f(y)‖ ≤ ε

pour tout x, y ∈ X avec x ⊥ y et ε > 0. Alors, il existe une unique application additive
orthogonale a : X → Y vérifiant

‖f(x)− a(x)‖ ≤ 16

3
ε

pour tout x ∈ X .

L’équation orthogonale des quadratiques :

f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x) + 2f(y), x ⊥ y

a été examinée, pour la première fois, par F. Vajzović [176] avec X un espace de Hilbert,
Y corps des scalaires, f continue et ⊥ désignant l’othogonalité dans l’espace de Hilbert. Ce
résultat a été, ensuite, généralisé par H. Drljević [42], M. Fochi [59], M. Moslehian [109, 110]
et G. Szabó [169].
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On pourrait considérer, à présent, le problème suivant : soient (X,⊥) un espace orthogonal
normé, Y un espace de Banach et f : X → Y une fonction vérifiant l’inégalité

‖f(x+ y) + f(x+ σ(y))− 2f(x)− 2f(y)‖ ≤ ε

pour tout x, y ∈ X avec x ⊥ y et σ : X → X une involution de X . Existe-il une constante c
et une fonction q : X → Y , solution de l’équation fonctionnelle orthogonale σ-quadratiques :

f(x+ y) + f(x+ σ(y)) = 2f(x) + 2f(y), x ⊥ y

satisfaisant
‖f(x)− q(x)‖ ≤ cε

pour tout x ∈ X ?
On pourra encore poser le même problème pour les équations fonctionnelles suivantes :

1

|K|
∑
k∈K

f(x+ k · y) = f(x) + f(y), x, y ∈ X

et
1

|K|
∑
k∈K

f(x+ k · y) = f(x), x, y ∈ X.
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[42] F. Drljević. On a functional which is quadratic on A-orthogonal vectors. Publ. Inst. Math.
(Beograd), 54 (1986), 63-71.

[43] H. Drygas. Quasi-inner products and their applications. In Advances in Multivariate Sta-
tistical Analysis, D. Reidel Publishing Co., 0 (1987), 13-30.

[44] B. R. Ebanks. Pl. Kannappan and P. K. Sahoo. A common generalization of functional
equations characterizing normed and quasi-inner product spaces. Canad. Math. Bull., 35
(3) (1992), 321-327.

[45] B. R. Ebanks, P. K. Sahoo and W. Sander. Characterizations of Information Measures.
World Scientific, Singapore, 1998.

[46] E. Elqorachi. Etude d’une classe d’équations fonctionnelles dans un groupe topolo-
gique localement compact. Doctorat d’Etat Es-Sciences Mathématiques, 2004, Faculté
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[70] M. Ghermǎnescu. Ecuatii functionale (Romanian). Editura Academiei Republicii Popu-
lare Romine, Bucharest, 1960.
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[171] L. Székelyhidi. Note on a stability theorem. Canad. Math. Bull., 25 (1982), 500-501.
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