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Notations et Abréviations

p.p. Presque partout.
AC
(
[a, b]

)
L’espace des fonctions absolument continues sur [a, b].

Cn
(
[a, b]

)
= {f : [a, b] −→ R : n-fois dérivable et continue } .

ACn
(
[a, b]

)
L’espace des fonctions f dérivables et absolument continues sur [a, b].

Re(z) Partie réelle d’un nombre complexe z.
Γ(.) La fonction Gamma d’Euler.
B(., .) La fonction Bêta.
Eα(.) La fonction Mittag-Leffler à un seul paramètre.
Eα,β(.) La fonction Mittag-Leffler à deux paramètres.
R L’ensemble des nombres réels.
RN L’espace euclidien de dimension N.
Ω Domaine borné et régulier de frontière ∂Ω .
RLIαf L’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre α de la

fonction f.
GLDαf La dérivée fractionnaire au sens de Grünwald- Letnikov d’ordre α de

la fonction f.
RLDαf La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre α de la

fonction f.
CDαf La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α de la fonction f.
HDα,βf La dérivée fractionnaire au sens de Hilfer d’ordre α et de paramètre β

de la fonction f.
RLIα;ψf L’intégrale fractionnaire au sens de ψ-Riemann-Liouville d’ordre α de

la fonction f.
RLDα;ψf La dérivée fractionnaire au sens de ψ-Riemann-Liouville d’ordre α de

la fonction f.
CDα;ψf La dérivée fractionnaire au sens de ψ-Caputo d’ordre α de la fonction

f.
HDα,β;ψf La dérivée fractionnaire au sens de ψ-Hilfer d’ordre α et de paramètre

β de la fonction f.
SG L’ensemble des sélections de G.
ϑ(.) La mesure de Kuratowski de non-compacité.
ϕp L’opérateur p-Laplacian.
L[.](s) Transformée de Laplace.
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Résumé

Les équations différentielles fractionnaires ont connu récemment une grande attention,
grâce à l’intérêt que présente la dérivation fractionnaire dans la modélisation de certains
phénomènes physiques qui présentent des termes à mémoire dans leurs structures, et aussi
elle ouvre des champs riches d’applications mathématiques qui font l’objet de divers travaux
de recherche.

Cette thèse a pour objet de contribuer dans cette théorie, en introduisant au départ
quelques éléments de base du calcul fractionnaire, analyse multivoque et quelques concepts
préliminaires. Ensuite, dans le chapitre 2 la question d’existence de la solution d’une in-
clusion différentielle fractionnaire de Langevin avec la dérivée fractionnaire de Caputo est
discutée en utilisant le théorème de point fixe de Leray-Schaëfer. Dans le chapitre 3, nous
avons étudié l’existence et l’unicité de la solution pour une équation fractionnaire de Lan-
gevin via la dérivée fractionnaire de Hilfer en se basant sur le théorème du point fixe de
Krasnoselskii et le théorème du point fixe de Banach, puis nous avons illustré ce résultat par
un exemple d’application, et aussi nous avons étudié la version d’inclusion de ce problème.
Le chapitre 4 est dédié à l’étude de l’existence, l’unicité et la stabilité d’un système couplé
composé de deux équations différentielles fractionnaires de Langevin. Le chapitre 5 est une
contribution qui porte sur l’inclusion différentielle fractionnaire hybride afin d’étendre ses
résultats en étudiant l’inclusion différentielle fractionnaire hybride de Langevin avec la dé-
rivée fractionnaire ψ-Hilfer et aussi présenter un exemple d’application. Dans le chapitre 6,
en se basant sur la méthode de degré topologique nous avons élaboré l’existence et l’uni-
cité de la solution pour une équation différentielle fractionnaire, afin d’élargir ces résultat
en étudiant une équation différentielle fractionnaire via la dérivée fractionnaire ψ-Hilfer.
Finalement nous avons traité l’opérateur p-Laplacien pour une équation différentielle frac-
tionnaire avec la dérivée fractionnaire de ψ-Caputo, en donnant un exemple d’application.

Mots clés : Équation de Langevin, Inclusion fractionnaire de Langevin, Dérivée fraction-
naire de Hilfer, Systèmes couplés, Méthode de degré topologique, inclusion différentielle
fractionnaire hybride, Dérivée fractionnaire ψ-Caputo, Dérivée fractionnaire ψ-Hilfer, Opé-
rateur p-Laplacian.

AMS classification : 26A33, 34A08, 39B82, 34K37, 34B10, 34A12.
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Abstract

Fractional differential equations have recently received a lot of attention, due to the in-
terest of fractional derivation in the modeling of some physical phenomena that present me-
mory expressions in their structures, and also it is a wide field of mathematical applications
that is the object of various research works.

The purpose of this thesis is to contribute to this theory, introducing at first some ba-
sic elements of fractional calculus, multivariate analysis and some preliminary concepts.
Thereafter, in chapter 2 the question of existence of the solution of a Caputo fractional dif-
ferential Langevin inclusion is investigated using the Leray-Schaëfer fixed point theorem.
In chapter 3, we study the existence and uniqueness of the solution for a Hilfer fractional
diferential Langevin equation based on the Krasnoselskii fixed point theorem and the Ba-
nach fixed point theorem, then we illustrate this result by an example, and also we study
the inclusion version of this problem. Chapter 4 is dedicated to the study of the existence,
uniqueness and stability of a coupled system made of two fractional differential Langevin
equations. Chapter 5 is a contribution on the hybrid fractional differential inclusion in order
to extend this results by studying the hybrid ψ-Hilfer-type fractional differential Langevin
inclusion and also we present an example. In chapter 6, based on the topological degree me-
thod we will study the existence and uniqueness of the solution for a fractional differential
equation, in order to extend these results by studying a fractional differential equation via
ψ-Hilfer fractional derivative. Finally we treat the p-Laplacian operator for aψ-Caputo-type
fractional differential equation, an example is given.

Keywors : Langevin equation, Fractional Langevin inclusion, Hilfer fractional derivative,
Coupled systems, Topological degree method, Hybrid fractional differential inclusions, ψ-
Caputo fractional derivative, ψ-Hilfer fractional derivative, p-Laplacian operator.

AMS classification : 26A33, 34A08, 39B82, 34K37, 34B10, 34A12.
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Introduction Générale

Les origines du calcul fractionnaire remontent à la fin du 17ieme siècle, l’époque où New-

ton et Leibniz ont développé les fondements du calcul différentiel et intégral. En particulier,

Leibniz a présenté le symbole
dnf

dtn
pour désigner la nieme dérivée d’une fonction f. Quand il

a annoncé dans une lettre à l’Hôpital (apparemment avec l’hypothèse implicite que n ∈ N),

l’Hôpital a répondu : Que signifie
dnf

dtn
si n =

1

2
? Cette lettre de l’Hôpital, écrite en 1695, est

aujourd’hui admise comme le premier incident de ce que nous appelons la dérivation frac-

tionnaire, et le fait que l’Hôpital a demandé spécifiquement pour n =
1

2
, c’est-à-dire une

fraction (nombre rationnel) a en fait donné lieu au nom de cette partie des mathématiques.

La première tentative sérieuse de donner une définition logique à la dérivée fractionnaire est

due à Liouville qui a publié neufs documents sur ce sujet entre 1832 et 1837. Indépendam-

ment, Riemann a proposé une approche qui s’est avérée essentiellement celle de Liouville,

et c’est depuis qu’elle porte le nom "Approche de Riemann-Liouville". Plus tard, d’autres

théories on fait leur apparition comme celle de Grunwald (1867-1872), Letnikov (1868- 1872),

Laplace (1812), Fourier (1822), Abel (1823-1826), (voir l’aperçu historique qui suit).

A cette époque il n’y avait pas d’applications pratiques de cette théorie, et c’est pour cette

raison qu’elle a été considérée comme une théorie abstraite ne contient que des manipu-

lations mathématiques peu utiles. Le passage des formulations mathématiques pures à des

applications a commencé à apparaitre depuis les années 1990, où les équations différentielles

fractionnaires sont apparues dans plusieurs domaines tels que la physique, la biologie, la

mécanique, etc (Voir les ouvrages de [43], [16]).

1
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Aperçu historique

Nous nous appuyons sur les ouvrages [39, 66] pour couvrir la période de 1695 à 1974

présentée dans la figure 1

FIGURE 1 – Histoire du calcul fractionnaire.

1695

L’origine du calcul fractionnaire semble remonter à Leibniz. Dans une lettre au Marquis de

L’Hospital, il propose de généraliser sa formule pour la dérivée nième d’un produit de deux

fonctions à n > 0 et introduit la notation d
1
2h. Il écrit notamment que d

1
2x = x

√
dx : x. Dans

une autre lettre à Bernoulli, il mentionne des dérivées d’ordres généraux.

1730

Euler est le second grand mathématicien à aborder la question. Dans son article [31] où il
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introduit sa célèbre fonction Gamma Γ qui généralise la factorielle (Γ(n+ 1) = n!), il conclut

en proposant une définition pour la dérivée d’ordre α > 0 de xβ, avec β > 0. En effet pour

m,n ∈ N avec m ≥ n, on a tout d’abord

dn

dxn
xm =

m!

(m− n)!
xm−n.

Grâce à sa fonction Gamma cette formule s’étend directement à une puissancem > 0 :

dn

dxn
xm =

Γ(m+ 1)

Γ(m− n+ 1)
xm−n. (0.0.1)

Le terme de droite de (0.0.1) conservant un sens pour un réel n > 0 (tel que n < m + 1),

on peut donc le considérer comme une définition pour la dérivée d’ordre réel α > 0 de la

puissance réelle β > 0 :
dα

dxα
xβ =

Γ(β+ 1)

Γ(β− α+ 1)
xβ−α. (0.0.2)

Notons ici qu’Euler ne considère en fait que des nombres rationnels (appelés aussi fraction-

naires) et non des nombres réels. La dénomination actuelle de dérivée "fractionnaire" pour

exprimer en fait une dérivée d’ordre réel pourrait donc trouver son origine historique dans

ce travail.

1822

Mentionnons ensuite le travail de Fourier, qui grâce à sa célèbre transformée, obtient une

autre définition de la dérivée d’ordre réel en composant la transformée de Fourier (réelle)

d’une fonction f avec sa transformée inverse, Fourier retrouve l’identité :

f(x) =
1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞
f(α)cos(p(x− α))dαdp. (0.0.3)

Il remarque ensuite que la dérivée nième (n ∈ N) du terme en cos peut s’écrire comme :

dn

dxn
cos(p(x− α)) = pncos[(p(x− α) +

nπ

2
]. (0.0.4)

Le membre de droite garde un sens si on remplace n par u > 0, ce qui permet de définir la

dérivée d’ordre u de cos(p(x − α)). En utilisant cette définition dans (0.0.3), Fourier obtient

ainsi la dérivée d’ordre u > 0 de f :

du

dxu
f(x) =

1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞
f(α)pucos[(p(x− α) +

uπ

2
]dαdp. (0.0.5)

1823

Abel utilise le calcul fractionnaire pour résoudre le problème du tautochrone généralisé.

1832-37
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Liouville est le premier à étudier en détail le calcul fractionnaire, comme semblent l’attester

les huit articles qu’il publia entre 1832 et 1837. Partant de la relation

dn

dxn
eax = aneax, (0.0.6)

pour n ∈ N, il propose de l’étendre pour α > 0, définissant ainsi la dérivée d’ordre α de eax.

Par conséquent toute fonction f pouvant s’écrire sous la forme :

f(x) =

∞∑
k=0

cke
akx, (0.0.7)

admet une dérivée d’ordre α > 0 donnée par

dα

dxα
f(x) =

∞∑
k=0

cka
α
ke
akx, (0.0.8)

afin d’étendre cette définition à d’autres types de fonctions que (0.0.7), Liouville remarque

que :

∀β > 0,∀x > 0, x−β =
1

Γ(β)

∫∞
0

uβ−1e−xudu,

a l’aide de (0.0.6), il trouve :

dα

dxα
x−β =

(−1)α

Γ(β)

∫∞
0

uα+β−1e−xudu,

donc
dα

dxα
x−β =

(−1)αΓ(α+ β)

Γ(β)
x−α−β. (0.0.9)

Même si (0.0.2) et (0.0.9) concernent des exposants β différents, la limite β = 0 est problé-

matique.

Par exemple, pour α = 1/2,

- avec la définition d’Euler
d

1
2

dx
1
2

x0 =
1√
πx
,

- alors qu’avec celle de Liouville
d

1
2

dx
1
2

x0 = 0.

Ce paradoxe est en fait résolu si on utilise les définitions modernes des dérivées fraction-

naires. On peut vérifier que la définition d’Euler correspond à la dérivée de Riemann-Liouville

et celle de Liouville à sa propre version moderne. Par exemple, pour 0 < α < 1 et β > 0,(
dα

dxα

)
Euler

xβ =
1

Γ(1− α)

∫ x
0

(x− y)−αyβdy,

(
dα

dxα

)
Liouville

xβ =
1

Γ(1− α)

∫ x
−∞(x− y)−αyβdy.

FACULTÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES 4 UNIVERSITÉ SULTAN MOULAY SLIMANE



HAMID LMOU THÈSE DOCTORALE LABORATOIRE : LMACS

Comme il est signalé dans [39] ces définitions diffèrent en fait par les bornes de leurs inté-

grales.

1847

A partir d’une généralisation de la formule de Taylor, Riemann propose une définition d’in-

tégrale fractionnaire :

d−α

dx−α
f(x) =

1

Γ(α)

∫ x
a

(x− y)α−1f(y)dy+ψ(x),

où ψ(x) est une “fonction complémentaire” qui le gênera en fait dans ses travaux ultérieurs.

Elle sera finalement abandonnée pour donner la définition moderne de l’intégrale fraction-

naire.

1867-68

Grünwald et Letnikov proposent de définir une dérivée fractionnaire comme limite de dif-

férences finies, par analogie avec la dérivée usuelle qui est la limite de la différence finie

(opposée à infinitésimale) entre f(x+ h) et f(x) divisée par h.

1869

L’expression définitive de ce qui est maintenant appelé intégrale fractionnaire de Riemann

apparait pour la première fois dans le travail de Sonin. Pour une fonction complexe, en dé-

rivant n fois la formule de Cauchy (n ∈ N), on obtient :

f(n)(z) =
n!

2πi

∫
C

f(y)

(y− z)n+1
dz,

Sonin, en choisissant un chemin approprié d’intégration, généralise cette formule à n < 0.

Il obtient finalement une définition de l’intégrale d’ordre α > 0, que l’on notera par la suite

aI
α
x :

aI
α
x f(x) =

1

Γ(α)

∫ x
a

(x− y)α−1f(y)dy,

1892

Heaviside fournit cette année-là la première application concrète du calcul fractionnaire (le

tautochrone d’Abel relevant davantage du cas d’école) pour la résolution de l’équation de

la chaleur unidimensionnelle :

∂

∂t
T(x, t) = a2

∂2

∂x2
T(x, t). (0.0.10)

La démarche d’Heaviside est loin d’être rigoureuse (elle ne sera justifiée qu’en 1919), mais

fournit toutefois la bonne solution, il trouve que

T(x, t) = T0exp(−axp
1
2 ).
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Il suppose ensuite que p
1
2T0 = T0

√
πt ce qui correspond en fait à la dérivée d’ordre 1/2 de

T0. En développant la solution en série entière, il obtient finalement la solution exacte de

(0.0.10).

1917

Weyl définit une intégrale fractionnaire adaptée aux fonctions périodiques.

1927

Marchaud introduit une nouvelle définition de la dérivée fractionnaire

Dα
+f(x) = c

∫∞
0

∆ltf(x)

t1+α
dt,

où α > 0, l ∈ N avec l > α et c est une constante de renormalisation. L’opérateur ∆lt est

une différence finie d’ordre l (par exemple, ∆ltf(x) = f(x) − f(x − t)). L’avantage d’une telle

définition par rapport aux autres est qu’elle est moins restrictive quant à la régularité de f.

1928

Hardy et Littlewood étudient comment agit l’intégrale fractionnaire Iαa sur certaines classes

de fonctions. En particulier, leur théorème majeur stipule que pour 0 < α < 1 et 1 < p <
1

α
,

Iαa est un opérateur borné de Lp dans Lq, où
1

q
=

1

p− α
.

1937

la définition suivante :

Iαf(x) =

∫
Rn

f(y)

∥ x− y ∥n−α
dy.

Cet opérateur vérifie notamment Iα ◦ Iβ = Iα+β et ∆Iα+2 = −Iα, où ∆ est l’opérateur Lapla-

cien.

1970

Dans [66] Oldham et Spanier traitent le problème du flux de chaleur à la surface d’un

conducteur thermique. Ils montrent que lors d’un phénomène de diffusion, le flux de dif-

fusion est proportionnel à la dérivée 1/2 du paramètre physique (température, concentra-

tion d’espèces chimiques, potentiel électrique, etc). D’après l’historique de Ross reproduit

dans [66] , ce problème semble être à l’origine de l’extension du calcul fractionnaire hors du

champ des mathématiques.

1974

Cette année-là se tient à l’université de New Haven (Connecticut) la première conférence

sur le calcul fractionnaire organisée par Ross.
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Domaines d’applications du calcul fractionnaire :

Au cours des dernières années, les équations aux dérivées partielles d’ordre fractionnaire

ont attiré l’attention de beaucoup de chercheurs en raison d’un large éventail d’applications

dans de nombreux domaines de la physique, la mécanique des fluides, l’électrochimie, la

viscoélasticité, la théorie du contrôle non-linéaire, systèmes biologiques non-linéaires, l’hy-

drodynamique et d’autres domaines des sciences et de l’ingénierie...

Dans tous ces domaines scientifiques, il est important de trouver des solutions exactes ou

approximatives à ces problèmes. Il existe donc un intérêt marqué pour le développement de

méthodes de résolution de problèmes liés aux équations aux dérivées partielles d’ordre frac-

tionnaire. Les solutions exactes de ces problèmes sont parfois trop compliquées à atteindre

par les techniques classiques.

Dans la partie suivante on donne quelque Domaines d’applications.

Applications en automatique :

En automatique, peu d’auteurs ont utilisé des lois de commande introduisant des dé-

rivées fractionnaires. Podlubny [68, 69], Chen et al. [18] et Caponetto et al. [15] ont mon-

tré que la meilleure méthode pour assurer un contrôle efficace des systèmes fractionnaires,

est l’utilisation de contrôleurs d’ordre fractionnaires. Ils proposent une généralisation des

contrôleurs traditionnels PID. Mbodje, Montseny et Matsuda et Fuji (1993) ont appliqué

avec succès des lois de commande fractionnaires à des systèmes à paramètres distribués

[63]. En 1991, Alain Oustaloup introduit la commande CRONE (abréviation de Commande

Robuste d’ordre Non Entier). Cette dernier permet la synthèse dans le domaine fréquen-

tiel de commandes dynamiques robustes par retour de sortie pour des systèmes linéaire

de temps invariant (LTI : Linear Time Invariant), incertains, mono-variables (SISO : Single

Input Single Output) ou multi-variables (MIMO : Multiple Input Multiple Output). La stra-

tégie CRONE a été appliquée à de nombreux systèmes industriels : spectroscope, suspension

d’automobile, robot-cueilleur, charrue éléctro-hydrolique, batterie pour voitures, etc.

Le contrôleur proposé par Oustaloup [67] est donné par la forme suivant :

Cm(s) = C0

(1+ s/ωb

1+ s/ωh

)m
(0.0.11)

Avec C0,ωb > 0,ωh > 0, etm > 0 sont des paramètres du régulateur,m étant non entier.

Le schéma fonctionnel de contrôleur CRONE montré dans la figure suivante

Les performances obtenues sont intéressantes dans le cas de la commande CRONE puisqu’il

ne s’agit pas seulement de maintenir la stabilité comme dans le cas de l’approche (robus-

tesse de la stabilité), mais encore mieux, de satisfaire des considérations de robustesse plus
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FIGURE 2 – Boucle de commande par régulateur CRONE.

sévères : il s’agit de la robustesse du degré de stabilité et du coup, l’objectif est le maintien

de la performance dynamique nominale fixée par le facteur d’amortissement nominal.

Application en génie électrique :

La dérivée fractionnaire procure un excellent moyen pour la description des dispositifs

dont le fonctionnement repose sur la diffusion d’une grandeur (champ, température,...). à

titre d’exemple, grâce à des données expérimentales, Schmidt et Drumheller [74] montrent

que le courant qui traverse un condensateur est proportionnel à la dérivée non entière de la

tension. En effet, en utilisant un composé (LiN2H5S04) et en procédant à des mesures que

sur une large gamme de températures et de fréquences, ils constatent que les parties réelle et

imaginaire de la susceptibilité ou encore, de la fonction de diélectrique ε = ε ′ + jε" sont très

grandes ε ≈ ε ≈ 106 et varient en fonction de la fréquence suivant un ordre de puissance 1
2

(avec ε ′ ∈ R et ε" ∈ R ). Dans [74, 64], nous trouvons la relation suivante, valable pour un

composé :

ε = ε ′ω
−1
2 (1− j) = ε ′

√
2(jω)

−1
2 avec j =

√
−1. (0.0.12)

En utilisant la relation entre la fonction diélectrique et l’impédance, on obtient la relation

suivante

Z =
1

jωCeε
. (0.0.13)

Où Ce est une constante. En substituant la relation (0.0.12) dans (0.0.13), on a

Z =
1

jωCeε ′
√
2(jω)

−1
2

. (0.0.14)
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Qu’on peut éventuellement mettre sous la forme

Z =
K

(jω)
1
2

, avec K =
1√
2Ceε ′

. (0.0.15)

Où encore, en fonction de la variable de Laplace S

Z =
K

S
1
2

. (0.0.16)

L’équation (0.0.16) montre en effet que l’on peut bien définir une impédance fractionnaire

de capacité, qui peut être fabriquée à partir de composition de matériaux spécifiques et par

conséquent définir le terme de “Fractor”, par analogie au terme anglais “Capacitor”, pour

mettre l’accent sur le caractère fractionnaire de l’impédance. La réalisation d’une impédance

fractionnaire peut se faire par juxtaposition en série de cellules Résistance-Capacité (d’im-

pédance traditionnelle).

Applications en physique :

FIGURE 3 – Mouvement d’un fluide visqueux sur la surface transversale d’une plaque rigide.

Considérons le mouvement d’un fluide visqueux sur la surface transversale d’une plaque

rigide. (voir figure 3). Le mouvement de la plaque est unidirectionnel suivant l’axe z. La

direction normale à la plaque est repérée par la coordonnée x. Les deux variables u(t) et

v(t; x) désignent respectivement, la vitesse de la plaque et la vitesse des particules du fluide

situés à la distance x de la plaque.

L’équation du mouvement du fluide est une équation de diffusion de la forme

ρ
∂v

∂t
= µ

∂2v

∂x2
, (0.0.17)
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où ρ est la densité du fluide, µ la viscosité, v est le profil de la vitesse transversale du fluide,

laquelle est une fonction du temps t et de la distance x.

v(0, x) = 0 pour x < 0,

v(t, 0) = u(t) pour x = 0,

lim
x→−∞ v(t, x) = 0 pour t > 0

.

En prenant la transformée de Laplace de l’équation (0.0.17), on obtient,

ρv̂(s, x) = sµ
∂2v̂(s, x)

∂x2
, (0.0.18)

v̂(s, 0) = v̂(s). (0.0.19)

La solution formelle de (0.0.18) est

v̂(s, x) = c1(s)exp(−x

√
sρ

µ
) + c2(s)exp(x

√
sρ

µ
). (0.0.20)

Pour des raisons de bornitude, et tenant compte de la condition aux limites

v̂(s; 0) = ûp(s), on obtient

v̂(s, x) = ûp(s)exp(x

√
sρ

µ
), (0.0.21)

donc,

v(t, x) =
x

2

√
π
µ

ρ

∫ t
0

τ
−3
2 exp(

µx2

4ρτ
)up(t− τ)dτ. (0.0.22)

Car pour, x > 0,

L{ x

2

√
π
µ

ρ

t
−3
2 exp(

µx2

4ρt
)} = exp(x

√
sρ

µ
). (0.0.23)

D’une part, on vérifie bien que (0.0.22) est une solution de l’équation différentielle (0.0.17),

d’autre part, à partir de (0.0.21), on en déduit,√
ρ

µ
s

1
2 v̂(s, x) =

∂v̂(s, x)

∂x
,

en particulier, √
ρ

µ
s

1
2 ûp(s) =

∂v̂(s, 0)

∂x
.

Si on définit comme variable de sortie

y(t) =

√
µ

ρ

∂v̂(s, 0)

∂x
, (0.0.24)
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on obtient le transfert suivant

ŷ(s) = s
1
2 ûp(s). (0.0.25)

Ce qui nous permet d’établir le constat suivant : l’équation de transfert de la chaleur avec

l’entrée u et la sortie y est donc un dérivateur d’ordre 1
2
.

Le problème de tautochrone :

FIGURE 4 – Le problème de tautochrone

Le problème est le suivant : trouver une courbe dans le plan (x, y) tel que le temps né-

cessaire pour qu’une particule glisse le long de la courbe jusqu’à son point le plus bas est

indépendante de son placement initial sur la courbe ; supposons que le champ de gravité est

homogène et il n’y a pas de frottement. Fixons le point le plus bas d’une courbe à l’origine

et la position d’une courbe dans le quadrant positif du plan. Indiquons par (x, y) le point

initial et (x∗, y∗) tout point intermédiaire entre (0, 0) et (x, y).

Selon la loi de conservation de l’énergie, nous pouvons écrire

m

2
(
dσ

dt
)2 = mg(y− y∗),

où σ est la longueur le long de la courbe mesurée à partir de l’origine, m la masse de la

particule, g l’accélération gravitationnelle.

On considère le cas où
dσ

dt
< 0 et σ = σ(y∗(t)), la loi de conservation de l’énergie devient

alors,

σ
′ dy∗

dt
= −

√
2g(y− y∗),

en intégrant de y∗ = y à y∗ = 0, et de t = 0 à t = T . Après quelques calculs, on obtient

l’équation intégrale : ∫y
0

σ
′
(y∗)√
y− y∗

dy∗ =
√
2gT.
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Ici, on peut facilement reconnaître la dérivée fractionnaire de Caputo et écrire

CD
1
2σ(y) =

√
2gT

Γ( 1
2
)
.

Notons que T est le temps de la descente, donc c’est une constante. En appliquant l’intégral

d’ordre
1

2
des deux côtés de l’équation , on obtient le relation entre la longueur le long de la

courbe et la position initiale dans la direction y.

Équation de Langevin :

Une équation de la forme m
d2x

dt2
= −k

dx

dt
+ η(t) est appelée une équation de Langevin,

introduite par Paul Langevin en 1908 [47], où m représente la masse d’une grosse particule

brownienne, supposée animée à l’instant t d’une vitesse
dx

dt
, est soumise à deux forces bien

distinctes

• une force de frottement fluide du type −k
dx

dt
, où k est une constante positive

• une force complémentaire, notée η(t), qui synthétise la résultante des chocs aléatoires

des molécules de fluide environnantes. Langevin écrit à propos de cette force sup-

plémentaire qu’ elle est indifféremment positive et négative, et sa grandeur est telle qu’elle

maintient l’agitation de la particule que, sans elle, la résistance visqueuse finirait par arrêter

, au XXIe siècle une telle force est appelé un bruit blanc gaussien [45, 21].

Pour l’élimination du bruit, les mathématiciens ont utilisé des équations différentielles d’ordre

fractionnaire, qui permettent également de réduire ses effets par rapport aux équations dif-

férentielles d’ordre entier. Il est donc très important d’étudier l’équation de Langevin avec

des différentes type de dérivées fractionnaires, qui est l’objectif principale de ce travaille.
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Organisation de la thèse :

Cette thèse, se compose de sept chapitres, présente des résultats d’existence et d’unicité

de la solutions pour l’équation et l’inclusion de Langevin via différente type de dérivées

fractionnaires, Caputo,ψ-Caputo, Hilfer,ψ-Hilfer. Nous allons présenter, d’une manière dé-

taillée le contenu de chacun d’eux.

Le premier chapitre est entièrement consacré aux préliminaires mathématiques issues

du calcule fractionnaire et de l’analyse multivoque.

Le deuxième Chapitre est consacré à l’étude de l’inclusion différentielle fractionnaire de

Langevin donné par la forme suivante
CDα(CDβ + λ)x(t) ∈ G(t, x(t)), 0 < t < 1,

x(0) = 0, CDβx(0) = 0, x(1) =
n∑
i=1

µix(ηi) +
n∑
i=1

γi

∫ηi
0

x(s)ds.

Où CDα et CDβ sont les dérivées fractionnaires de Caputo d’ordre α ∈ (1, 2], β ∈ (0, 1], λ ∈ R
est le paramètre de dissipation, µi, γi ∈ R et ηi ∈ (0, 1), i = 1, ..., n tels que n ∈ N avec

ω =
n∑
i=1

µiη
β+1
i ̸= 1 et G : [0, 1] × R −→ P(R) est une multifonction bornée, fermée, convexe

(P(R) est la famille de tous les sous-ensemble non vides de R). Nous prouvons l’existence

de la solution en utilisant le théorème de point fixe de Leray-schauder.

Le troisième Chapitre présente les résultats d’existences et d’unicité pour une équation

et inclusion différentielle fractionnaire de Langevin de la forme
HDα1,β1(HDα2,β2 + λ)x(t) = f(t, x(t)), a ≤ t ≤ b,

x(a) = 0 , x(b) =

n∑
i=1

µi(I
νi(x))(η), a < η < b.

Où HDαi,βi , i = 1, 2 est la dérivée fractionnaire de Hilfer d’ordre αi, 0 < αi < 1 et de para-

mètre βi, 0 ≤ βi ≤ 1, λ ∈ R, a ≥ 0, Iνi est l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

d’ordre νi > 0, µi ∈ R, i = 1, 2 et f : [a, b]× R −→ R est une fonction continue. En se basant

sur le théorème du point fixe de Krasnoselskii pour le résultat d’existence et pour l’unicité

on applique le théorème du point fixe de Banach, finalement on va donner un exemple pour

défendre notre résultat. Dans le même chapitre, nous étendons le résultat obtenu dans le

premier chapitre pour étudier l’existence de la solution pour la version d’inclusion de la

forme 
HDα1,β1(HDα2,β2 + λ)x(t) ∈ F(t, x(t)), a ≤ t ≤ b,

x(a) = 0, x(b) =

n∑
i=1

µi(I
νi(x))(η), a < η < b.
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Où F : [a, b]×R −→ P(R) est une multifonction bornée, fermée, convexe (P(R) est la famille

de tous les sous-ensemble non vides de R).

L’objectif de quatrième chapitre est d’exploiter les résultats de troisième chapitre pour

étudier l’existence, l’unicité et la stabilité de système couplé donné par

HDα1,β1(HDα2,β2 + λ1)x(t) = f(t, x(t), y(t)), t ∈ [a, b],

HDp1,q1(HDp2,q2 + λ2)y(t) = g(t, x(t), y(t)), t ∈ [a, b],

x(a) = 0 , x(b) =

n∑
i=1

µi(I
νi(y))(ηi),

y(a) = 0 , y(b) =

m∑
j=1

ωj(I
σj(x))(ξj).

Où HDαi,βi , HDpi,qi , i = 1, 2 représente les dérivées fractionnaires de Hilfer d’ordreαi, pi, telle

que 0 < αi, pi < 1 et de paramètre βi, qi, telle que 0 ≤ βi, qi ≤ 1, i = 1, 2, λ1, λ2 ∈ R, a ≥ 0,

Iνi , Iσj sont les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville d’ordre νi et σj respectivement

νi, σj > 0, ηi, ξj ∈ [a, b], i = 1, 2, ..., n, j = 1, 2, ...,m, µi,ωj ∈ R et f, g : [a, b] × R × R −→ R
sont des fonctions continues. En se basant sur l’alternative non linéaire de Leray-Schauder

on va prouver le résultat d’existence et pour l’unicité on applique le théorème du point fixe

de Banach, afin de traité la stabilité de Ulam-Hyers (U-H), et de Ulam-Hyers généralisé (U-

H-G).

Dans la première partie du cinquième chapitre, l’attention est portée sur l’étude de la

version hybride pour l’inclusion différentielle d’ordre fractionnaire suivante
HDα,β;ψ

( x(t)

f(t, x(t))

)
∈ G(t, x(t)), t ∈ J := [a, b]

x(a) = 0 , x(b) =

n∑
i=1

ωix(ηi).

Où HDα,β;ψ la dérivée fractionnaire de ψ-Hilfer d’ordre α, 1 < α ≤ 2 et de paramètre β,

0 ≤ β ≤ 1,ωi ∈ R, i = 1, ..., n, a < η1 < ... < ηn < b, f ∈ C
(
J×R,R\ {0}

)
etG : [a, b]×R −→

P(R) est une multifonction, où P(R) est la famille de tous les sous-ensembles non vides de

R.

Dans la deuxième partie en combinant les résultats obtenus dans les chapitres précédents

avec les résultats de la première partie, on va établir le résultat d’existence pour l’inclusion

différentielle d’ordre fractionnaire de Langevin, avec une dérivée fractionnaire plus générale

que les premières nommé la dérivé fractionnaire ψ-Hilfer, donné sous la forme
HDp1,q1;ψ

(
HDp2,q2;ψ

[ x(t)

f(t, x(t)

]
+ µx(t)

)
∈ G(t, x(t)), t ∈ J

x(a) = 0 , x(b) =

n∑
i=1

ωix(ηi).
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Où HDpj,qj;ψ, j = 1, 2 est la dérivée fractionnaire de ψ-Hilfer d’ordre pj, 0 < pj ≤ 1 et de

paramètre qj, 0 ≤ qj ≤ 1, j = 1, 2, J = [a, b], a ≥ 0, µ ∈ R\{0}, ωi ∈ R, i = 1, ..., n,

a < η1 < ... < ηn < b, f ∈ C
(
J×R,R \ {0}

)
et G : [a, b]×R −→ P(R) est une multifonction et

P(R) est la famille de tous les sous-ensembles non vides de R. En se basant sur le théorème

de point fixe hybride de Dhage on prouve l’existence de la solution, affin d’illustrer notre

résultat par un exemple.

Le sixième chapitre, la première partie est dédié à l’étude d’une équation différentielle

fractionnaire avec une dérivé fractionnaire ψ-Hilfer, en se basant sur la méthode de degré

topologique pour établir le résultat d’existence pour le problème
HDα,β;ψ

[
HDp,q;ψu(t)

]
= h(t, u(t)), t ∈ Λ := [a, b]

u(a) = 0 , u(b) =

n∑
i=1

ιiu(κi).

Où HDα,β;ψ et HDp,q;ψ sont les dérivées fractionnaires de ψ-Hilfer d’ordre α, p, 0 < α ≤ 1,

0 < p ≤ 1 et de paramètre β, q, 0 ≤ β ≤ 1, 0 ≤ q ≤ 1 respectivement, a ≥ 0, ιi ∈ R,

i = 1, ..., n, aιi ∈ R, i = 1, ..., n, a < κ1 < ... < κn < b, h ∈ C
(
Λ× R,R

)
.

Dans la deuxième partie on élargit les résultats obtenus dans la première partie, en étudiant

l’équation différentielle fractionnaire de Langevin suivante
HDp1,q1;ψ(HDp2,q2;ψ + λ)w(τ) = g(τ,w(τ)), τ ∈ Υ := [a, b],

w(a) = 0 , w(b) =

n∑
i=1

ιiI
βi;ψw(κi).

Où HDpj,qj;ψ, est la dérivée fractionnaire de ψ-Hilfer d’ordre pj, 0 < pj ≤ 1, et de paramètre

qj, 0 ≤ qj ≤ 1, j = 1, 2, a ≥ 0, λ ∈ R, Iβi;ψ est l’intégrale fractionnaire de ψ-Riemann-

Liouville d’ordre βi > 0, ιi ∈ R, i = 1, ..., n, a < κ1 < ... < κn < b, g ∈ C
(
Υ × R,R

)
. Le

résultat d’existence est obtenu en appliquant la méthode de degré topologique, finalement,

nous attachons notre étude par un exemple.

Finalement dans Le septième chapitre, on s’intéresse à étudier l’opérateur p-Laplacien

pour une équation différentielle fractionnaire avec la dérivé fractionnaire de ψ-Caputo, de

la forme 
CDα;Ψ

a+

(
ϕp

[
CDβ;Ψ

a+ u(τ)
])

= h(τ, u(τ)), τ ∈ Λ := [a, b],

u(a) = µu(ξ) , CDβ;Ψ
a+ u(a) = 0 ,

CDβ;Ψ
a+ u(b) = κ

CDβ;Ψ
a+ u(η).

Où CDα;Ψ
a+ et CDβ;Ψ

a+ représentent les dérivées fractionnaires de Ψ-Caputo d’ordre α, 0 < α ≤ 2,
et β, 0 < β ≤ 1, respectivement, a ≥ 0, µ, κ ∈ R, η, ξ ∈ Λ, h ∈ C

(
Λ × R,R

)
et ϕp(τ) est

l’opérateur p-Laplacien ( ϕp(τ) = |τ|p−2τ, p > 1). En se basant sur le théorème de point fixe
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de Banach on montre l’existence et l’unicité de la solution, et on illustre ce résultat par un

exemple.

Finalement nous terminons notre travail par une conclusion générale, où la validité et la

fiabilité d’une telle recherche est mise en exergue, aussi nous proposons quelques perspec-

tives sur le sujet.
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Structure de la thèse :

Le contenu de cette thèse fait l’objet des articles suivant :

Chapitre 2 : est l’objet de l’article [54] publié dans le journal "Boletim da Sociedade Para-

naense de Matemática" .

Chapitre 3 : est l’objet de l’article [35] publié dans le journal " International Journal of Diffe-

rential Equations" et de l’article [51] publié dans le journal "Journal of mathematics".

Chapitre 4 : est l’objet de l’article [52] publié dans le journal "FILOMAT".

Chapitre 5 : est l’objet de l’article [55] soumis dans le journal "The Scientific Bulletin :Series

A Applied Mathematics and Physics" et de l’article [56] soumis dans le journal "Journal of

partial differential equations".

Chapitre 6 :est l’objet de l’article [57] soumis dans le journal "Ukrains’kyi Matematychnyi

Zhurnal" et de l’article [58] soumis dans le journal "Kragujevac Journal of Mathematics"

Chapitre 7 :est l’objet de l’article [59] soumis dans le journal "CUBO, A Mathematical Jour-

nal "
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons des définitions, notations, propriétés de différente

type de dérivées d’ordre fractionnaires, de Caputo,ψ-Caputo, Hilfer,ψ-Hilfer. De plus, nous

présentons quelques résultats fondamentaux de l’analyse multivoque nécessaires pour étu-

dier les inclusion différentielles fractionnaires.

1.1 Bases mathématiques du calcul fractionnaire

1.1.1 Fonctions spéciales

Dans cette partie, nous présentons les fonctions Gamma, Bêta et l’exponentielle de

Mittag-Leffler. Ces fonctions jouent un rôle très important dans la théorie du calcul fraction-

naire et ses applications.

La fonction Gamma :

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler qui

prolonge naturellement la factorielle aux nombres réels positifs (et même aux nombres com-

plexe à parties réelles positives).

Définition 1.1.1 [70] Pour z ∈ C tel que Re(z) > 0. La fonction Gamma Γ(z) est définie par

l’intégrale :

Γ(z) =

∫+∞
0

tz−1e−tdt, (1.1.1)

avec Γ(1) = 1, Γ(0+) = +∞, Γ(z) est une fonction monotone et strictement décroissante pour

0 < z < 1.

Théorème 1.1.2 La fonction Gamma satisfait les propriétés suivantes :

1- La fonction Γ s’étend (en une fonction holomorphe) à C\Z− tout entier .
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2- Pour tout z ∈ C\Z−, on a

Γ(z+ 1) = zΓ(z), (1.1.2)

et plus généralement,

Γ(z+ n) = z(z+ 1)...(z+ n− 1)Γ(z). (1.1.3)

3- Pour tout entier naturel n ∈ N∗, on a

Γ(n+ 1) = n!. (1.1.4)

Pour plus d’informations sur la fonction Gamma , voir [10]

La Fonction Bêta :

Elle fait partie des fonctions de base du calcul fractionnaire. Cette fonction joue un rôle

important quand elle est combinée avec la fonction Gamma.

Définition 1.1.3 [70] La fonction Bêta est définie par :

B(z,w) =

∫ 1
0

tz−1(1− t)w−1dt, (1.1.5)

avec Re(z) > 0 et Re(w) > 0 La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par la relation suivante :

B(z,w) =

∫ 1
0

tz−1(1− t)w−1dt =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z+w)
; Re(z) > 0 , Re(w) > 0. (1.1.6)

D’après 1.1.6 on a

B(z,w) = B(w, z) ; Re(z) > 0 , Re(w) > 0.

La fonction de Mittag-Leffler :

La fonction Mittag-Leffler joue un rôle très important dans la théorie des équations dif-

férentielles d’ordre entier. Elle est aussi largement utilisée dans la recherche des solutions

des équations différentielles d’ordre fractionnaire, cette fonction à été introduite par G .M.

Mittag-Leffler [62].

Définition 1.1.4 [70] Pour z ∈ C, la fonction Mittag-Leffler Eα(z) est définit comme suit :

Eα(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk+ 1)
, α > 0. (1.1.7)

Cette fonction a été généralisée par Agarwal [9] pour deux paramètres et elle est définie par le déve-

loppement en série entière suivant

Eα,β(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk+ β)
, α > 0, β > 0. (1.1.8)
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• Pour β = 1, on retrouve la fonction de Mittag-Leffler à un seul paramètre.

• Pour α = β = 1, on retrouve la fonction exponentielle :

E1,1(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(k+ 1)
=

∞∑
k=0

zk

k!
= ez. (1.1.9)

1.1.2 Transformée de Laplace :

Définition 1.1.5 S’il existe deux constantes positives M et T telles que |f(t)| ≤ Meαt pour t > T

(c’est à dire que f est d’ordre exponentiel α ) alors la fonction F de la variable complexe s définie par :

F(s) = L(f(t))(s) =
∫+∞
0

e−stf(t)dt, (1.1.10)

est appelée la transformée de Laplace de la fonction f.

Propriété 1.1.6

1- A partir de la transformée F, on peut avoir f à l’aide de la transformée de Laplace inverse

f(t) = L−1(F(s))(t) =

∫ c+i∞
c−i∞ estF(s)ds, c = Re(s).

2- La transformée de Laplace du produit de convolution de deux fonctions f et g est donnée par

la formule suivante :

L(f(t) ∗ g(t); s) = F(s)G(s).

3- La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre n d’une fonction f est

L{f(n)(t); s} = snF(s) −
n∑
k=0

sn−kf(k−1)(0). (1.1.11)

Exemple 1.1.7

L{tα; s} = Γ(α)s−α, α > 0. (1.1.12)

L{Eα(±λtα); s} =
sα−1

sα ∓ λ
, α > 0. (1.1.13)

L{tα−1Eα,α(±λtα); s} =
1

sα ∓ λ
, α > 0. (1.1.14)

1.1.3 Intégration et dérivation fractionnaire

Dans cette partie nous donnons un aperçu sur le calcul fractionnaire. On se restreint aux

approches des dérivées fractionnaires les plus populaires et les plus pratiques : l’approche de

Riemann-Liouville, Caputo, ψ-Caputo, Hilfer et celle de ψ-Hilfer ainsi que leurs propriétés

principales [42].
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Intégrale fractionnaire :

Comme la majorité des ouvrages introductifs au calcul fractionnaire, nous allons suivre

l’approche de Riemann pour proposer une première définition de l’intégrale fractionnaire.

Intégrale de Riemann-Liouville : Soit f : [a, b] → RN, on note par I1 la primitive de f qui

s’annule en a qui est donnée par :

∀t ∈ [a, b], (I1f)(t) =

∫ t
a

f(s)ds.

Par itération, on obtient la seconde primitive de f :

(I2f)(t) = (I1 ◦RL I1f)(t),

=

∫ t
a

( ∫ s
a

f(τ)dτ
)
ds,

et d’après le théorème de Fubini on a :

(I2f)(t) =

∫ t
a

( ∫ t
τ

ds
)
f(τ)dτ,

=

∫ t
a

(t− τ)f(τ)dτ.

Soit n ∈ N , par récurrence on montre que la nième itération de I1 est donnée par :

(Inf)(t) =
1

(n− 1)!

∫ t
a

(t− s)n−1f(s)ds. (1.1.15)

Remarque 1.1.8

- La fonction Inf est l’unique fonction qui vérifie : (Inf)(k)(a) = 0, 0 ≤ k ≤ n− 1,

(Inf)(n) = f.

- La nième itération de l’intégrale I1 est appelée aussi intégrale à gauche d’ordre n de f, la dé-

nomination "gauche" provient du fait que l’intégrale est évaluée à partir des valeurs à gauche

(s ≤ t) de f.

- La formule (1.1.15) est appelée formule de Cauchy, et depuis la généralisation du factoriel par

la fonction Gamma Γ(n) = (n − 1)! ; Riemann s’est rendu compte que le second membre de

(1.1.15) pourrait avoir un sens même quand n prenant une valeur non-entière, il a définit

l’intégrale fractionnaire de la manière suivante :

FACULTÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES 21 UNIVERSITÉ SULTAN MOULAY SLIMANE



HAMID LMOU THÈSE DOCTORALE LABORATOIRE : LMACS

Définition 1.1.9 Soit α ∈ R∗
+, l’opérateur RLIα défini sur L1([a, b]) par :

RLIαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t
a

(t− s)α−1f(s)ds, t ∈ [a, b], (1.1.16)

est appelé opérateur d’intégration fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche d’ordre α, où Γ(α) est

la fonction Gamma donnée par (1.1.1).

On peut écrire RLIα sous la forme suivante :

RLIαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t−a
0

sα−1f(t− s)ds , t ∈ [a, b].

En écrivons l’intégrale
∫t
a
(t− s)α−1f(s)ds sous la forme :∫ t
a

(t− s)α−1f(s)ds =

∫+∞
−∞ ϕ1(t− s)ϕ2(s)ds,

où

ϕ1(s) =

 sα−1, 0 < s < b− a,

0, sinon.

Et

ϕ2(s) =

 f(s), a < s < b,

0, sinon.

On obtient
RLIαf ∈ L1([a, b]),

en effet, ϕ1 et ϕ2 sont deux éléments de L1(R).

Théorème 1.1.10 [28] Soit f ∈ L1([a, b]) et α > 0, l’intégrale RLIαf(t) existe pour tout t ∈ [a, b]

et la fonction RLIαf ∈ L1([a, b]).

Exemple 1.1.11 Soit f la fonction définie sur R par :

f(t) = C,

on a

RLIαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t
a

(t− s)α−1Cds,

=
1

Γ(α)

[−(t− s)α

α

]t
a
C,

=
(t− a)α

Γ(α+ 1)
C.

Ainsi
RLIα

(
C
)
=

(t− a)α

Γ(α+ 1)
C.
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Exemple 1.1.12 Soit f la fonction définie sur R par :

f(t) = (t− a)p, avec p > −1,

on a :
RLIαf(t) =

1

Γ(α)

∫ t
a

(t− s)α−1(s− a)pds. (1.1.17)

En effectuant le changement de variable s = a+ (t− a)u, on obtient

RLIαf(t) =
1

Γ(α)
(t− a)α+p

∫ 1
0

(1− u)α−1updu.

En utilisant la définition de la fonction Bêta (1.1.5) puis la relation (1.1.6), on arrive à

RLIαf(t) =
1

Γ(α)
(t− a)α+pB(p+ 1, α),

=
Γ(p+ 1)

Γ(α+ p+ 1)
(t− a)α+p.

Donc l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f(t) = (t−a)p est donnée

par
RLIα(t− a)p =

Γ(p+ 1)

Γ(α+ p+ 1)
(t− a)α+p. (1.1.18)

Proposition 1.1.13 [70, 43] soient α, β ∈ C, (Re(α) > 0, Re(β) > 0), pour toute fonction

f ∈ L1([a, b]), a > 0 on a

RLIα
(RL
Iβf(t)

)
= RLIα+βf(t) = RLIβ

(
RLIαf(t)

)
, (1.1.19)

pour presque tout t ∈ [a, b]. Si de plus f ∈ C([0, T ]), alors cette identité est vraie ∀t ∈ [a, b].

Preuve. Supposons d’abord que f ∈ L1([a, b]) on a :

aI
α
t

(
RLIβf(t)

)
=

1

Γ(α)

∫ t−a
0

sα−1 RLIβf(t− s)ds,

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t−a
0

sα−1
∫ t−s
0

(t− s− u)β−1f(u)duds.

Comme

 0 ≤ s ≤ t− a ,

0 ≤ u ≤ t− s ,
alors

 a ≤ u ≤ t ,

0 ≤ s ≤ t− u .

Par suite, on obtient

RLIα
(RL
Iβf(t)

)
=

1

Γ(α)Γ(β)

∫ t
a

f(u)du

∫ t−u
0

sα−1(t− u− s)β−1ds.
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En posant s = τ(t− u) on trouve

RLIα
(
RLIβf(t)

)
=

1

Γ(α)Γ(β)

∫ t
a

f(u)du

∫ 1
0

(τ(t− u))α−1(t− u− τ(t− u))β−1(t− u)dτ,

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t
a

(t− u)α+β−1f(u)du

∫ 1
0

τα−1(1− τ)β−1dτ,

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t
a

(t− u)α+β−1f(u)duB(α,β),

=
1

Γ(α+ β)

∫ t
a

(t− u)α+β−1f(u)du,

= RLIα+βf(t).

Le théorème suivant fournit un résultat concernant l’inversion de la limite et de l’inté-

grale fractionnaire.

Théorème 1.1.14 [70, 43] Soient α ∈ C, (Re(α) > 0), et (fk)k∈N une suite de fonctions continues

et simplement convergentes sur [a, b]. Alors on peut invertir l’intégrale fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville et le signe limite comme suit :[
aI
α( lim
k→+∞ fk)

]
(t) = lim

k→+∞ aI
αfk(t). (1.1.20)

Preuve. Soit fk −→ f simplement convergente et pour tout t ∈ [a, b] on a

|aI
αfk(t) −a I

αf(t)| =
1

Γ(α)

∫ t
a

(t− s)α−1|fk(s) − f(s)|ds,

≤ ∥fk(s) − f(s)∥∞
Γ(α)

∫ t
a

(t− s)α−1ds,

≤ ∥fk(s) − f(s)∥∞
Γ(α)

(t− a)α

α
,

≤ 1

Γ(α+ 1)
∥fk(s) − f(s)∥∞(b− a)α −→

k→+∞ 0.
D’où le résultat désiré.

• Intégrale fractionnaire à droite :

On peut remarquer que l’intégrale

(bI
1
tf)(t) =

∫ t
b

f(s)ds = −

∫b
t

f(s)ds,

est aussi une primitive de f, qui s’annule en b et fait intervenir les valeurs à droite de f.

A partir de la relation ∫ t
b

(t− s)n−1f(s)ds = (−1)n
∫b
t

(s− t)n−1f(s)ds,
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on pourrait définir de la même manière que précédemment l’intégrale à droite d’ordre n de

f par :

(bI
n
t f)(t) =

(−1)n

(n− 1)!

∫b
t

(s− t)n−1f(s)ds.

Et de même que l’intégrale fractionnaire à gauche, La fonction bI
n
t f est l’unique fonction qui

vérifie :  (bI
n
t f)

(k)(b) = 0, 0 ≤ k ≤ n− 1,

(bI
n
t f)

(n) = f.

Définition 1.1.15 Soit α ∈ R∗
+, l’opérateur bIαt défini sur L1([a, b]) par :

bI
α
t f(t) =

1

Γ(α)

∫b
t

(s− t)α−1f(s)ds, t ∈ [a, b], (1.1.21)

est appelé opérateur d’intégration fractionnaire de Riemann-Liouville à droite d’ordre α.

On signale ici que la plupart des travaux sur cette théorie utilisent souvent les définitions "à

gauche", et que les définitions "à droite" sont rarement utilisées car elles sont anti-causales

(vue qu’elles dépendent du futur des fonctions car le s dépasse t).

Dérivation fractionnaire :

Nous présentons dans cette partie les approches les plus fréquemment utilisées dans les

applications : approches de Grunwald-letnikov, de Riemann-Liouville et celle de Caputo,

ainsi que leurs propriétés. Nous signalons que ces approches ne sont pas toutes équiva-

lentes.

Approche de Grünwald-Letnikov :

Cette définition se base sur l’obtention des dérivées par des différences finies. (Pour plus de

détails voir [28, 29, 66]).

Soit f : R → RN. Notons Th l’opérateur de translation à gauche défini comme suit :

Thf(t) = f(t− h).

On a donc

f ′(t) = lim
h→0

1

h
(id− Th)f(t).
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Ainsi T 2hf(t) = f(t− 2h) , (en notant T 2h = Th ◦ Th )

par suite,

f"(t) = lim
h→0

( 1
h
(id− Th)

)2
f(t),

= lim
h→0

1

h2
(id− 2Th + T

2
h)f(t),

= lim
h→0

1

h2
(f(t) − 2f(t− h) + f(t− 2h)).

Et par la formule de Newton, on obtient la dérivée nième de f

f(n)(t) = lim
h→0

1

hn
(id− Th)

nf(t),

= lim
h→0

1

hn

n∑
k=0

(n
k

)
idn−k(−Th)

kf(t),

= lim
h→0

1

hn

n∑
k=0

(−1)k
(n
k

)
f(t− kh),

où (n
k

)
=

n!

k!(n− k)!
=
n(n− 1)...(n− k+ 1)

k!
.

Une généralisation naturelle de cette formule consiste à définir la dérivée d’ordre α non

entier, (avec 0 ≤ n− 1 < α < n,n ∈ N∗) par

Dαf(t) = lim
h→0

1

hα

+∞∑
k=0

(−1)kα(α− 1)...(α− k+ 1)

k!
f(t− kh).

Comme

(−1)kα(α− 1)...(α− k+ 1) = (−α)(1− α)...(k− α− 1),

et que pour α > 0 non entier Γ(−α) est bien défini et

Γ(−α+ k)

Γ(−α)
= (−α)(1− α)...(k− α− 1).

On obtient ainsi, la formule de Grünwald-Letnikov pour α > 0 non entier.

Définition 1.1.16 Soit α > 0. La dérivée de Grünwald- Letnikov d’ordre α est définie par

GLDαf(t) = lim
h→0

1

hα

+∞∑
k=0

Γ(−α+ k)

Γ(k+ 1)Γ(−α)
f(t− kh), (1.1.22)

et
GLD−αf(t) = lim

h→0hα
+∞∑
k=0

Γ(α+ k)

Γ(k+ 1)Γ(α)
f(t− kh). (1.1.23)

Il est à noter que la relation (1.1.22), due à Liouville (1832), puis Grünwald (1863) et Letnikov

(1868), est très utilisée pour calculer numériquement une dérivée fractionnaire, et que dans
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cette relation les nombres Γ(−α+ k) ne sont pas nuls et que la dérivée fractionnaire d’ordre

α pour 0 < α < 1 dépend de tout le passé, contrairement à la dérivée usuelle (d’ordre α = 1)

qui ne dépend que de ce qui se passe au voisinage immédiat du point de calcul.

Remarque 1.1.17

Si f est de classe Cn , alors en utilisant l’intégration par parties on obtient :

GLDαf(t) =

n−1∑
k=0

f(k)(a)(t− a)−α+k

Γ(−α+ k+ 1)
+

1

Γ(n− α)

∫ t
a

(t− s)n−α−1f(n)(s)ds, (1.1.24)

GLD−αf(t) =

n−1∑
k=0

f(k)(a)(t− a)α+k

Γ(α+ k+ 1)
+

1

Γ(n+ α)

∫ t
a

(t− s)n+α−1f(n)(s)ds. (1.1.25)

Exemple 1.1.18

1- Soit α non entier avec 0 ≤ n− 1 < α < n et f(t) = C une fonction constante, on a

GLDαf(t) =

n−1∑
k=0

f(k)(a)(t− a)−α+k

Γ(−α+ k+ 1)
+

1

Γ(n− α)

∫ t
a

(t− s)n−α−1f(n)(s)ds,

=
C(t− a)−α

Γ(1− α)
+

n−1∑
k=1

f(k)(a)(t− a)−α+k

Γ(−α+ k+ 1)
+

1

Γ(n− α)

∫ t
a

(t− s)n−α−1f(n)(s)ds.

Ce qui implique que
GLDαC =

(t− a)−α

Γ(1− α)
C.

En général, la dérivée d’une fonction constante au sens de Grünwald-Letnikov n’est nulle ni

constante.

2- Calculons maintenant la dérivée fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikov, de la fonction

g(t) = (t− a)p

Soit α non entier et 0 ≤ n − 1 < α < n avec n ∈ N∗. Pour la convergence de l’intégrale

(1.1.24) on a besoin que p > n− 1.

On a g(k)(a) = 0 pour k = 0, 1, ..., n− 1 et g(n)(t) = Γ(p+1)
Γ(p−n+1)

(t− a)p−n , d’où

GLDα(t− a)p =
Γ(p+ 1)

Γ(p− n+ 1)Γ(n− α)

∫ t
a

(t− s)n−α−1(s− a)p−nds.

En posant s = a+ τ(t− a), on obtient

GLDα(t− a)p =
Γ(p+ 1)

Γ(p− n+ 1)Γ(n− α)
(t− a)p−α

∫ 1
0

(1− τ)n−α−1τp−nds,

=
Γ(p+ 1)B(n− α, p− n+ 1)

Γ(p− n+ 1)Γ(n− α)
(t− a)p−α,

=
Γ(p+ 1)Γ(n− α)Γ(p− n+ 1)

Γ(p− n+ 1)Γ(n− α)Γ(p− α+ 1)
(t− a)p−α.
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D’où
GLDα(t− a)p =

Γ(p+ 1)

Γ(p− α+ 1)
(t− a)p−α. (1.1.26)

En particulier
GLDα(t− a)α = Γ(α+ 1).

• Composition avec les dérivées d’ordre entier [69]

Soitm ∈ N et α non entier, on a :

⋆
dm

dtm

(
GLDαf(t)

)
=GL Dm+αf(t) .

⋆ GLDα
( dm
dtm

f(t)
)
=GL Dm+αf(t) −

n−1∑
k=0

f(k)(a)(t− a)−α+k−m

Γ(−α+ k−m+ 1)
.

Cas particulier : Si f(k)(a) = 0 pour k = 0; 1; ...;m− 1, on a

GLDα
( dm
dtm

f(t)
)
=
dm

dtm

(
GLDαf(t)

)
.

C’est à dire que la dérivation fractionnaire et la dérivation usuelle, commutent dans ce cas .

• Composition avec les dérivées d’ordres fractionnaires [69]

▷ Dans le but de calculer GLDp
(
GLDqf(t)

)
, on sépare les deux cas : q < 0 et q > 0.

Dans le cas où q < 0 et p < 0, on applique l’intégration d’ordre −p > 0 à l’intégration

d’ordre −q > 0, et dans le cas où q < 0 et p > 0, c’est la dérivation fractionnaire d’ordre

p > 0 qu’on applique à l’intégration d’ordre −q > 0 et de même pour les deux autres cas.

▷ Si q < 0 et p ∈ R, alors
GLDp

(
GLDqf(t)

)
=GL Dp+qf(t)

▷ Si 0 ≤ m− 1 < q < m et p < 0 alors

GLDp
(
GLDqf(t)

)
=GL Dp+qf(t).

si et seulement si f(k)(a) = 0 pour k = 0; 1; ...;m− 2.

▷ Si 0 ≤ m− 1 < q < m et 0 ≤ n− 1 < p < n, alors

GLDp
(
GLDqf(t)

)
=GL Dq

(
GLDpf(t)

)
=GL Dp+qf(t).

si et seulement si fk(a) = 0 pour k = 0; 1; ...; r− 2 avec r = max(m,n) .

Approche de Riemann-Liouville :

La manipulation des dérivées fractionnaires au sens de Grüwald-Letnikov définie comme li-

mite d’une différence d’ordre factionnaire, n’est pas commode. L’expression de la Remarque

1.1.17 est bien meilleure grâce à la présence de l’intégrale dedans ; pour se débarrasser du
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terme non intégrale dans cette expression, on le considère comme un cas particulier de l’ex-

pression intégro-différentielle suivante :

RLDαf(t) =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t
a

(t− s)n−α−1f(s)ds. (1.1.27)

C’est à dire
RLDαf(t) =

dn

dtn

(
In−αf(t)

)
, (1.1.28)

avec 0 ≤ n− 1 < α < n et n ∈ N∗.

Cette expression est la définition la plus connue de la dérivée fractionnaire ; elle est appelée :

définition de Riemann-Liouville.

Évidemment, l’expression de la dérivée fractionnaire de Grüwald-Letnikov de la Remarque

1.1.17 obtenue sous l’hypothèse que la fonction f(t) doit être n-fois continûment différen-

tiable, peut être obtenue à partir de cette expression sous la même hypothèse en faisant des

intégrations par parties et différentiations répétées.

De plus, si on considère une classe de fonctions f(t) admettant (n) dérivées continues

pour t ≥ 0, alors la définition de Grünwald-Letnikov de la Remarque 1.1.17 est équivalente

à la définition 1.1.27 de Riemann-Liouville.

Remarque 1.1.19 Par ce fait et de point de vue purement mathématique, la classe de fonctions

qu’utilise l’approche de Grüwald-Letnikov est réduite ; cependant, la classe de fonctions qu’utilise

l’approche de Riemann-Liouville est très importante car le caractère de la majorité des processus dy-

namiques est assez régulier et ne présente pas des discontinuités.

Ceci caractérise et surtout distingue la propre utilisation de ces deux approches de dérivation frac-

tionnaires dans les applications.

On peut signaler donc, que la définition de Riemann-Liouville donne une excellente opportunité pour

affaiblir les conditions sur la fonction f(t). A savoir, il suffit de demander l’intégrabilité de la fonction

f(t) et alors l’intégrale (1.1.27) existe pour t > a .
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Exemple 1.1.20

1- Soit α non entier avec 0 ≤ n − 1 < α < n, n ∈ N∗ et f(t) = C une fonction constante, on

a : RLDαC = GLDαC et donc
RLDαC =

(t− a)−α

Γ(1− α)
C,

2- Calculons maintenant la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, de la fonction

g(t) = (t− a)p.

Soit α non entier et 0 ≤ n− 1 < α < n et α > −1, n ∈ N∗. Alors :

RLDα(t− a)p =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t
a

(t− s)n−α−1(s− a)pds.

A l’aide de la fonction Bêta et en posant s = a+ τ(t− a), on a :

RLDα(t− a)p =
1

Γ(n− α)

dn

dtn
(t− a)n−α+p

∫ 1
0

(1− τ)n−α−1τpdτ,

=
1

Γ(n− α)

Γ(n− α+ p+ 1)

Γ(p− α+ 1)
(t− a)p−α

∫ 1
0

(1− τ)n−α−1τpdτ,

=
1

Γ(n− α)

Γ(n− α+ p+ 1)

Γ(p− α+ 1)
(t− a)p−αB(n− α, p+ 1),

=
1

Γ(n− α)

Γ(n− α+ p+ 1)

Γ(p− α+ 1)

Γ(n− α)Γ(p+ 1)

Γ(n− α+ p+ 1)
(t− a)p−α.

Par suite,
RLDα(t− a)p =

Γ(p+ 1)

Γ(p− α+ 1)
(t− a)p−α.

La seule restriction pour f(t) = (t− a)p est son intégrabilité à savoir : p > −1

3- Pour α = p = 1
2

on a donc : RLD
1
2 t

1
2 = Γ( 3

2
).

• Composition à droite avec l’intégrale fractionnaire[69]

Pour α > 0 et t > a, on a :
RLDα

(
RLIαf(t)

)
= f(t). (1.1.29)

C’est à dire que l’opérateur de différentiation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est

un inverse gauche de l’opérateur d’intégration fractionnaire. En effet,

on sépare les cas suivants :

▷ Cas où α = k ∈ N∗ .

RLDk
(
RLIkf(t)

)
=

1

Γ(n)

dk

dtk

∫ t
a

(t− s)k−1f(s)ds,

=
d

dt

∫ t
a

f(s)ds,

= f(t).
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▷ Cas où n− 1 ≤ α < n, n ∈ N∗

On sait que
RLIn−α

(
RLIαf(t)

)
=RL Inf(t),

et que
RLDαf(t) =

dn

dtn

(
In−αf(t)

)
.

On a alors,

RLDα
(
RLIαf(t)

)
=
dn

dtn

(
RLIn−α(RLIαf(t))

)
,

=
dn

dtn

RL

Inf(t),

= f(t).

• Composition à gauche avec l’intégrale fractionnaire [69]

Pour n− 1 ≤ α < n et si RLDαf(t) est intégrable, alors :

RLIα
(
RLDαf(t)

)
= f(t) −

n∑
k=1

[ RLDα−kf(t)]t=a
(t− a)α−k

Γ(α− k+ 1)
. (1.1.30)

En effet,

On sait que :

RLIα
(
RLDαf(t)

)
=

1

Γ(α)

∫ t
a

(t− s)α−1 RLDαf(s)ds,

=
d

dt

( 1

Γ(α+ 1)

∫ t
a

(t− s)α RLDαf(s)ds
)
.

Puisque RLDαf(t) est intégrable, alors toutes les dérivées fractionnaires RLDα−kf(t) , (k =

1, 2, ..., n) sont bornées en t = a et donc :∫ t
a

(t− s)α RLDαf(s)ds =
1

Γ(α+ 1)

∫ t
a

(t− s)α
dn

dtn

(
In−αt f(s)

)
ds,

=
1

Γ(α− n+ 1)

∫ t
a

(t− s)αIn−αt f(s)ds

−

n∑
k=1

[
dn−k

dtn−k

(
RLIn−αf(t)]t=a

(t− a)α−k+1

Γ(α− k+ 2)
,

=
1

Γ(α− n+ 1)

∫ t
a

(t− s)αIn−αf(s)ds−

n∑
k=1

[RLDα−kf(t)]t=a
(t− a)α−k+1

Γ(α− k+ 2)
,

=RL Iα−n+1
(
RLIn−αf(t)

)
−

n∑
k=1

[RLDα−kf(t)]t=a
(t− a)α−k+1

Γ(α− k+ 2)
,

=RL I1f(t) −

n∑
k=1

[RLDα−kf(t)]t=a
(t− a)α−k+1

Γ(α− k+ 2)
.
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Par suite,

RLIα
(
RLDαf(t)

)
=RL I1f(t) −

n∑
k=1

[RLDα−kf(t)]t=a
(t− a)α−k+1

Γ(α− k+ 2)
,

= f(t) −

n∑
k=1

[ RLDα−kf(t)]t=a
(t− a)α−1

Γ(α)
.

Cas prticulier :

Pour 0 < α < 1 on a :

RLIα
(
RLDαf(t)

)
= f(t) − [ RLDα−1f(t)]t=a

(t− a)α−1

Γ(α)
,

par conséquent
RLIα

(
RLDαf(t)

)
= f(t) −

[
aI
1−α
t f(t)

]
t=a

(t− a)α−1

Γ(α)
.

• Composition à droite avec intégrale fractionnaire d’ordre différent.[69]

Pour α ≥ 0 et β ≥ 0, on a :
RLDα

(
RLIβf(t)

)
=RL Dα−βf(t), (1.1.31)

où f est une fonction continue, et que RLDα−βf(t) existe si α ≥ β . ( si α − β < 0, alors :
RLDα−βf(t) = RLIβ−αf(t) ).

En effet,

— Si β ≥ α ≥ 0 , on a :

RLDα
(
RLIβf(t)

)
=RL Dα

(
RLIα RLIβ−αf(t)

)
,

=RL Iβ−αf(t).

— Si α > β ≥ 0, on a :

Pour n etm deux entiers tels que : 0 ≤ n− 1 ≤ α < n et 0 ≤ m− 1 ≤ α− β < m,

RLDα
(
RLIβf(t)

)
=
dn

dtn

(
RLIn−α(RLIβf(t))

)
,

=
dn

dtn

(
RLIn−α+βf(t)

)
,

=
dm

dtm

(
RLIm−α+βf(t)

)
,

=RL Dα−βf(t).

• Composition à gauche avec intégrale fractionnaire d’ordre différent. [69]

Pour 0 ≤ m− 1 ≤ β < m , on a :

RLIα
(
RLDβf(t)

)
=RL Dβ−αf(t) −

m∑
k=1

[ RLDβ−kf(t)]t=a
(t− a)α−k

Γ(α− k+ 1)
. (1.1.32)
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En effet,

De même que ce qui précède, deux cas se posent : α ≥ β, (on utilise la relation : RLIα ◦ RLIβ =RL Iα+β),

α ≤ β, (on utilise la relation : (1.1.31)).

Par la relation : (1.1.30) on a :

RLIα
(
RLDβf(t)

)
=RL Dβ−α

(
RLIβ RLDβf(t)

)
,

=RL Dβ−α
(
f(t) −

m∑
k=1

[ RLDβ−kf(t)]t=a
(t− a)β−k

Γ(β− k+ 1)

)
,

et d’après (1.1.26), on obtient

RLDβ−α
( (t− a)β−k

Γ(β− k+ 1)

)
=

(t− a)α−k

Γ(α− k+ 1)
.

Par suite,

RLIα
(
RLDβf(t)

)
=RL Dβ−αf(t) −

m∑
k=1

[ RLDβ−kf(t)]t=a
(t− a)α−k

Γ(α− k+ 1)
.

• Composition avec les dérivées d’ordre entier : [69]

Pour 0 ≤ n− 1 ≤ α < n n ∈ N∗,

dk

dtk

(
RLDαf(t)

)
=RL Dk+αf(t), (1.1.33)

RLDα
( dk
dtk

f(t)
)
=RL Dk+αf(t) −

k−1∑
i=1

fi(a)(t− a)i−α−k

Γ(i− α− k+ 1)
. (1.1.34)

En effet,

dk

dtk

(
RLDαf(t)

)
=

1

Γ(n− α)

dn+k

dtn+k

∫ t
a

(t− s)n−α−1f(s)ds,

=
1

Γ((n+ k) − (α+ k))

dn+k

dtn+k

∫ t
a

(t− s)(n+k)−(α+k)−1f(s)ds

=RL Dα+kf(t).

( n+ k− 1 ≤ α+ k < n+ k ).

Pour la deuxième relation, on a :

RLDαg(t) =RL Dα+k
(
RLIkg(t)

)
.

De plus,

RLIkf(k)(t) =
1

(k− 1)!

∫ t
a

(t− s)k−1f(k)(s)ds,

= f(t) −

k−1∑
i=1

f(i)(a)(t− a)i

Γ(i+ 1)
.
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Par conséquent,

RLDα
( dk
dtk

f(t)
)
=RL Dαfk(t),

=RL Dα+k
(
RLIkfk(t)

)
,

=RL Dα+k
(
f(t) −

k−1∑
i=1

f(i)(a)(t− a)i

Γ(i+ 1)

)
,

=RL Dα+kf(t) −

k−1∑
i=1

f(i)(a)(t− a)i−α−n

Γ(i− α− n+ 1)
.

Remarque 1.1.21 Comme ce qui se passe avec la dérivée de Grüwald-Letnikov, la dérivation frac-

tionnaire au sens de Riemann-Liouville et la dérivation usuelle (d’ordre entière) ne commutent que

si : f(i)(a) = 0 pour i = 0, 1, 2, ..., n− 1 .

• Composition des dérivées fractionnaires.[69]

Pour n− 1 ≤ α < n etm− 1 ≤ β < m, on a :

RLDα
(
RLDβf(t)

)
=RL Dα+βf(t) −

m∑
i=1

[ RLDβ−if(t)]t=a
(t− a)−α−i

Γ(−α− i+ 1)
, (1.1.35)

RLDβ
(
RLDαf(t)

)
=RL Dβ+αf(t) −

n∑
i=1

[ RLDα−if(t)]t=a
(t− a)−β−i

Γ(−β− i+ 1)
. (1.1.36)

En effet,

RLDα
(
RLDβf(t)

)
=
dm

dtm

(
Im−α

(
RLDβf(t)

)
.

En introduisant la relation (1.1.32), on obtient

RLDα
(
RLDβf(t)

)
=
dn

dtn

(
RLDα+β−nf(t) −

m∑
i=1

[ RLDβ−if(t)]t=a
(t− a)n−α−i

Γ(n− α− i+ 1)

)
.

Par suite

RLDα
(
RLDβf(t)

)
=RL Dα+βf(t) −

m∑
i=1

[ RLDβ−if(t)]t=a
(t− a)−α−i

Γ(−α− i+ 1)

)
.

De même :

RLDβ
(
RLDαf(t)

)
=RL Dβ+αf(t) −

n∑
i=1

[ RLDα−if(t)]t=a
(t− a)−β−i

Γ(−β− i+ 1)

)
.

En général, les opérateurs de dérivation fractionnaire, au sens de Riemann-Liouville, ne
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commutent pas.

Mais, on a la propriété essentielle suivante :

RLDα
(
RLDβf(t)

)
= RLDβ

(
RLDαf(t)

)
=RL Dα+βf(t), (1.1.37)

si et seulement si  RLDα−if(t)]t=a = 0, i=1,2,...,n,
RLDβ−if(t)]t=a = 0, i=1,2,...,m.

Lien avec l’approche de Grünwald-Letnikov :

Il existe une relation entre les approches, de différentiation d’ordre réel arbitraire, de Riemann-

Liouville et de Grünwald-Letnikov.

Soit f une fonction de classe Cn−1 sur un intervalle [a, T ] telle que f(n) est intégrable sur [a, T ]

.

Pour tout α tel que 0 < α < n , la dérivée RLDαf(t), au sens de Riemann-Liouville, existe et

coïncide avec la dérivée GLDαf(t) au sens de Grünwald-Letnikov.

Si 0 ≤ n− 1 ≤ α < n ≤ m, on a :

RLDαf(t) =GL Dαf(t) =

n−1∑
k=0

f(k)(a)(t− a)−α+k

Γ(−α+ k+ 1)

+
1

Γ(n− α)

∫ t
a

(t− s)n−α−1f(n)(s)ds. (1.1.38)

En effet, la deuxième égalité vient de la relation (1.1.24).

Pour la première égalité, on a :

n−1∑
k=0

f(k)(a)(t− a)−α+k

Γ(−α+ k+ 1)
+

1

Γ(n− α)

∫ t
a

(t− s)n−α−1f(n)(s)ds

=
dn

dtn

[ n−1∑
k=0

f(k)(a)(t− a)n−α+k

Γ(n− α+ k+ 1)
+

1

Γ(2n− α)

∫ t
a

(t− s)2n−α−1f(n)(s)ds
]
.

Après intégration par parties, on retrouve la forme de la dérivée RLDαf(t) au sens de Riemann-

Liouville.

— Si f est continue et f ′ est intégrable sur un intervalle [a, T ] alors pour tout α (0 <

α < 1), les deux dérivées de Riemann-Liouville et de Grünwald-Letnikov existent et

peuvent s’écrire sous la forme :

RLDαf(t) =GL Dαf(t) =
f(a)(t− a)−α

Γ(1− α)
+

1

Γ(1− α)

∫ t
a

(t− s)−αf ′(s)ds. (1.1.39)
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— D’après la relation (1.1.38), l’existence de la dérivée d’ordre α > 0 entraîne l’existence

de la dérivée d’ordre tout β tel que 0 < β < α.

C’est à dire que pour une fonction f continue admettant une dérivée intégrable, la

dérivée de Riemann-Liouville (Grünwald-Letnikov) RLDαf(t) existe et est intégrable,

alors pour tout β tel que 0 < β < α la dérivée RLDβf(t) existe aussi et est intégrable.

En effet, on sait que
RLDαf(t) =

d

dt

(
RLI1−αf(t)

)
,

et donc si on note par g(t) =RL I1−αf(t), on aura RLDαf(t) = g ′(t) et g ′(t) par hypo-

thèse est intégrable.

Puisque 0 < 1 + β − α < 1 , on en déduit par la formule (1.1.39), que RLD1+β−αf(t)

existe et intégrable.

Et donc par la formule (1.1.31), on a :

RLD1+β−αf(t) = RLD1+β−α
(
RLI1−αf(t)

)
= RLDβf(t).

— La relation entre les définitions de Grünwald-Letnikov et de Riemann-Liouville a

aussi une autre conséquence qui est très importante pour la formulation des pro-

blèmes appliqués, la manipulation avec des dérivées fractionnaires et la formulation

du sens physique des problèmes à valeurs initiales pour des équations différentielles

d’ordre fractionnaire.

— Sous les mêmes hypothèses sur la fonction f (f(t) est (n − 1)-fois continument dif-

férentiable et sa nième dérivée est intégrable dans [a; T ]) et sur α (n − 1 ≤ α < n) la

condition : [RL
Dαf(t)

]
t=a

= 0, (1.1.40)

est équivalente aux conditions :

f(i)(a) = 0 ; i = 0, 1, ..., n− 1. (1.1.41)

En effet, si les conditions (1.1.41) sont vérifiés, alors en faisant tendre t vers a dans

(1.1.38), on obtient immédiatement (1.1.40). D’autre part, si la condition (1.1.40) est

vérifié, alors en multipliant par la suite les deux membres de (1.1.38) par (t − a)α−j

pour j = m − 1,m − 2, ..., 0 et en prenant les limites quand t → a nous obtenons

f(m−1)(a) = 0 , f(m−2)(a) = 0 , .... ,f ′(a) = 0, f(a) = 0 .

Par suite, (1.1.40) a lieu si et seulement si (1.1.41) est vérifié.

De l’équivalence des conditions (1.1.40) et (1.1.41), il vient immédiatement que si,
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pour un certain α > 0, la dérivée α-ème de f(t) est égale à zéro en la borne t = a, alors

toutes les dérivées d’ordre β avec (0 < β < α) sont aussi égales à zéro en t = a :[
RLDβf(t)

]
t=a

= 0.

Approche de Caputo :

La première et la plus importante remarque a propos de cette approche est qu’elle prévoit

la formulation des conditions initiales pour des problèmes aux valeurs initiales pour des

équations différentielles d’ordre fractionnaire sous une forme faisant apparaître seulement

les valeurs limites des dérivées d’ordre entier en la borne inférieure (l’instant initial) t = a,

comme y ′(a) ; y ′′(a) ; etc...

Les problèmes appliqués demandent des définitions de dérivées fractionnaire autorisant

l’utilisation des conditions initiales interopérables physiquement, lesquelles contiennent f(a) ;

f ′(a) ; etc...

Malheureusement, l’approche de Riemann-Liouville mène à des conditions initiales conte-

nant les valeurs limites des dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville en la borne infé-

rieure t = a, par exemple

lim
t→a RLDα−1f(t) = b1,

lim
t→a RLDα−2f(t) = b2,

...

lim
t→a RLDα−nf(t) = bn,

où bj, j = 1, 2, ..., n sont des constantes données.

Malgré le fait que des problèmes avec des telles conditions initiales peuvent être résolus ma-

thématiquement (voir, par exemple, solutions données dans [42]), leurs solutions sont prati-

quement inutiles, car il n’y a aucune interprétation physique pour de telle type de conditions

initiales : c’est un conflit entre la théorie athématique bien établie et les besoins pratiques.

Pour remédier à ce problème M.Caputo a proposé la définition suivante :

Pour α ≥ 0 (avec n − 1 ≤ α < n,n ∈ N∗ ) et f une fonction telle que
dnf

dtn
∈ L1([a, b]), la

dérivée fractionnaire d’ordre α de f au sens de Caputo est définie par :

CDαf(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t
a

(t− s)n−α−1f(n)(s)ds. (1.1.42)

C’est à dire que

CDαf(t) = RLIn−α
( dn
dtn

f(t)
)
. (1.1.43)
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Remarque 1.1.22

Si α→ n, alors CDαf(t) coincide avec
dn

dtn
f(t)

(Sous des conditions naturelles sur la fonction f)

En effet,

supposons que la fonction f admet (n + 1) dérivées bornées continues dans [a, T ] pour tout T > a.

Alors

lim
α→n CDαf(t) = lim

α→n
(f(n)(a)(t− a)n−α

Γ(n− α+ 1)
+

1

Γ(n− α+ 1)

∫ t
a

(t− s)n−α−1f(n+1)(s)ds
)
,

= f(n)(a) +

∫ t
a

f(n+1)(s)ds,

= f(n)(t).

L’approche de Caputo fournit donc, une interpolation entre les dérivées d’ordre entier.

L’avantage principal de l’approche de Caputo est que les conditions initiales des équations

différentielles fractionnaires avec des dérivées au sens de Caputo accepte la même forme

comme pour les équations différentielles d’ordre entier.

i.e., contient les valeurs limites des dérivées d’ordre entier des fonctions inconnues en la

borne inférieure t = a.

Exemple 1.1.23

1- La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle

CDαC = 0.

par contre, la dérivée d’une constante au sens de Riemann-Liouville ne l’est pas.

2 Calculons maintenant la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, de la fonction

g(t) = (t− a)p.

Soit α non entier et 0 ≤ n− 1 < α < n et p > n− 1 alors :

CDα(t− a)p =
1

Γ(n− α)

∫ t
a

(t− s)n−α−1g(n)(s)ds,

=
Γ(p+ 1)

Γ(n− α)Γ(p+ 1− n)

∫ t
a

(t− s)n−α−1(s− a)p−nds.

Et par le changement de variable s = a+ τ(t− a), on a :

CDα(t− a)p =
Γ(p+ 1)

Γ(n− α)Γ(p+ 1− n)
(t− a)p−α

∫ t
a

(1− s)n−α−1sp−nds,

=
Γ(p+ 1)B(n− α, p− n+ 1)

Γ(n− α)Γ(p+ 1− n)
(t− a)p−α,

=
Γ(p+ 1)Γ(n− α)Γ(p+ 1− n)

Γ(n− α)Γ(p+ 1− n)Γ(p+ 1− α)
(t− a)p−α.
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Par suite,

CDα(t− a)p =
Γ(p+ 1)

Γ(p− α+ 1)
(t− a)p−α.

• Relation avec la dérivée de Riemann-Liouville :

Pour α ≥ 0 et n ∈ N∗ tels que 0 ≤ n − 1 < α < n et f une fonction telle que RLDαf(t) et
CDαf(t) existent.

Alors

CDαf(t) = RLDαf(t) −

n−1∑
k=0

f(k)(a)(t− a)−α+k

Γ(−α+ k+ 1)
. (1.1.44)

Par conséquent,

Si f(k)(a) = 0 pour k = 0, 1, ..., n− 1, alors

CDαf(t) = RLDαf(t).

• Composition avec l’opérateur d’intégration fractionnaire :

Si f est continue, alors

CDα RLIαf(t) = f(t), (1.1.45)

et

RLIα CDαf(t) = f(t) −

n−1∑
k=0

f(k)(a)(t− a)k

k!
. (1.1.46)

Ainsi, l’opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de l’opérateur d’intégra-

tion fractionnaire, mais il n’est pas un inverse droit.

Dérivée fractionnaire séquentielle

Le but général des approches de dérivation fractionnaire citées au paravant est la généralisa-

tion de l’intégration et de la différentiation d’ordre entier. Cependant, il y’a aussi une autre

approche qui est moins connue, mais qui peut être de grande importance pour plusieurs

applications. Cette approche est basée sur l’observation que, en fait, une différentiation du

n-ème ordre est tout simplement une série de différentiations de premier ordre

dn

dtn
f(t) =

d

dt

d

dt
...

d

dt︸ ︷︷ ︸
n−fois

f(t). (1.1.47)
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Par le fait de remplacer la dérivée d’ordre premier
d

dt
par la dérivée Dα d’ordre non entier

α avec : 0 < α < 1 et par analogie à (1.1.47), on peut écrire

Dnαf(t) = DαDα ... Dα︸ ︷︷ ︸
n−fois

f(t). (1.1.48)

Dans le cas où la dérivée fractionnaire utilisée dans (1.1.48) est la dérivée fractionnaire de

Riemann-Liouville RLDα, K.S. Miller et B. Ross ont appelé cette différentiation généraliser

différentiation séquentielle et ont considéré des équations différentielles avec dérivées frac-

tionnaires séquentielles du type (1.1.48) dans leur livre [61], en prenant au lieu de la dérivée

fractionnaire de Riemann-Liouville celle de Caputo où bien celle de Grunwald-Letnikov, on

obtient d’autres formules des dérivées fractionnaires séquentielles.

Dans (1.1.48), si on remplace chaque dérivée de premier ordre dans (1.1.47) par des dérivées

fractionnaires d’ordres qui ne sont pas nécessairement égaux, on obtient l’expression plus

générale suivante :

Dαf(t) = Dα1Dα2 ... Dαn︸ ︷︷ ︸
n−fois

f(t), (1.1.49)

avec : α = α1 + α2 + ...+ αn,

appelée aussi dérivée fractionnaire séquentielle.

L’opérateurDα dans (1.1.49) peut désigner l’opérateur de différentiation de Riemann-Liouville,

de Caputo ou tout autre mutation.

Remarque 1.1.24

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et celle de Caputo sont des cas particuliers de la dérivée

séquentielle (1.1.49) .

En effet,

la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville peut s’écrire comme

RLDαf(t) =
d

dt

d

dt
...

d

dt︸ ︷︷ ︸
n−fois

In−αf(t),

et la dérivée fractionnaire de Caputo peut elle aussi s’écrire sous la forme

CDαf(t) = RLIn−α
d

dt

d

dt
...

d

dt︸ ︷︷ ︸
n−fois

f(t).

On peut enfin constater que à cause de la relation

RLIα
(RL
Iβf(t)

)
= RLIα+βf(t) = RLIβ

(RL
Iαf(t)

)
,
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la considération des opérateurs séquentiels d’intégrales n’aura pas d’intérêts.

Dérivation fractionnaire à droite :

Dans tous les approches considérées au paravant, la borne inférieure a est fixée et la borne

supérieure t est variable. Il est aussi possible de considérer des dérivées fractionnaires en

faisant varier la borne inférieure t tout en fixant la borne supérieure b.

La dérivée fractionnaire avec la borne inférieure à l’extrémité gauche de l’intervalle [a, b], aDαf(t)

, est appelée dérivée fractionnaire à gauche.

Et donc la dérivée fractionnaire avec la borne supérieure à l’extrémité droite de l’intervalle

[a, b] est appelée dérivée fractionnaire à droite.

La première différence entre ces deux dérivées est que sur l’intervalle [a, t] on s’intéresse au

passé de f(t) , mais sur l’intervalle [t, b] et puisque içi s ≥ t alors on s’intéresse au futur de

f(t).

Comme pour les dérivées fractionnaires à gauhe, la notion des dérivées fractionnaires à

droite peut être introduite pour n’importe quelle mutation de différentiation fractionnaire :

Riemann-Liouville, Grünwald-Letnikov ou Caputo .

Pour n− 1 ≤ α < n, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche est définie par :

RLDαf(t) =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t
a

(t− s)n−α−1f(s)ds.

La dérivée à droite, de Riemann-Liouville, correspondante est définie par [42] :

RLDαf(t) =
1

Γ(n− α)

(−d
dt

)n ∫b
t

(s− t)n−α−1f(s)ds.

Les dérivées à droite de Caputo et de Grünwald-Letnikov peuvent être définies de la même

manière.

Remarque 1.1.25 ( Pourquoi les dérivées fractionnaires à droite)

Si on suppose que t est le temps et que f(t) décrit un certain processus dynamique qui évo-

lue en temps. Si on prend s < t , où t est le moment présent, alors l’état f(s) du processus f(t)

appartient au passé du processus ; si on prend s > t, f(s) appartient au futur du processus

de f.

De ce point de vue, la dérivée à gauche est une opération exécutée dans les états passés du

processus f et la dérivée à droite est une opération exécutée dans les états futurs du proces-

sus f.

Comme on n’est pas informé de la dépendance de l’état présent de n’importe quel proces-

sus sur les résultats de son évolution dans le futur, la plupart des travaux sur les dérivées

fractionnaires considèrent seulement les dérivées à gauche.
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1.1.4 Propriétés des dérivées fractionnaires :

Linéarité :

La différentiation fractionnaire est une opération linéaire :

Dα
(
λf(t) + µg(t)

)
= λDαf(t) + µDαg(t), (1.1.50)

oùDα désigne n’importe quelle mutation de la différentiation fractionnaire considérée dans

cette thèse.

Cette propiété découle directement des définitions de ces dérivées. Par exemple, pour la

dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α

CDα
(
λf(t) + µg(t)

)
=

1

Γ(n− α)

∫ t
a

(t− s)n−α−1
dn

dsn

(
λf(s) + µg(s)

)
ds,

=
λ

Γ(n− α)

∫ t
a

(t− s)n−α−1
dn

dsn
f(s)ds,

+
µ

Γ(n− α)

∫ t
a

(t− s)n−α−1
dn

dsn
g(s)ds,

= λ CDαf(t) + µ CDαg(t).

Règle de Leibnitz :

Pour n entier, la règle bien connue de Leibniz pour calculer la dérivée n-ième du produit de

deux fonctions f et g est donnée par :

dn

dtn

(
f(t)g(t)

)
=

n∑
k=0

(n
k

)
f(k)(t)g(n−k)(t).

Si on remplace l’entier n par un réel α, alors la dérivée d’ordre entier g(n−k)(t) sera remplacer

par la dérivée d’ordre fractionnaire D(α−k)g(t) , et la généralisation de cette formule nous

donne :

Dα
(
f(t)g(t)

)
=

n∑
k=0

(n
k

)
f(k)(t)Dα−kg(t) − Rαn(t), (1.1.51)

où n ≥ α+ 1 et

Rαn(t) =
1

n!Γ(−α)

∫ t
a

(t− s)−α−1g(s)ds

∫ t
s

(s− τ)nf(n+1)(τ)dτ,

où Dα est la dérivée fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikov et au sens de Riemann-

Liouville.

Remarque 1.1.26
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1- La somme dans la relation (1.1.51) peut être considérée comme une somme partielle

de séries infinies et Rαn(t) comme un reste de ces séries.

2- lim
n→+∞Rαn(t) = 0, en effet :

En utilisant les deux changements de variables suivants : τ = s + ζ(t − s) et s =

a+ η(t− a), on obtient

Rαn(t) =
(−1)n

n!Γ(−α)

∫ t
a

(t− s)−α−1g(s)ds

∫ 1
0

(s− τ)nf(n+1)(s+ ζ(t− s))ζndζ,

=
(−1)n(t− a)n−α+1

n!Γ(−α)

∫ 1
0

∫ 1
0

Ha(t, ζ, η)dηdζ,

avec Ha(t, ζ, η) = g(a+ η(t− a))f(n+1)(a+ (t− a)(ζ+ η− ζη)) .

Par suite lim
n→+∞Rαn(t) = 0.

3- Si g(s) et f(s) avec toutes leurs dérivées sont continues dans [a, t], alors la règle de

Leibniz pour la dérivée fractionnaire prend la forme suivante :

Dα
(
f(t)g(t)

)
=

n∑
k=0

(n
k

)
f(k)(t)Dα−kg(t).

On peut donc remarquer que cette propriété est spécialement utile pour le calcul de

la dérivée fractionnaire d’un produit d’une fonction g continue et d’une fonction po-

lynomiale f aussi continue et de même pour ses derivées.

1.1.5 Différentiation fractionnaire de Riemann-Liouville d’une intégrale
dépendante d’un paramètre

Dans ce paragraphe, on donnera une propriété analogue à la propriété qui suit, de la

différentiation d’une intégrale dépendante d’un paramètre avec la limite supérieure dépen-

dante du même paramètre.

d

dt

∫ t
0

G(t, s)ds =

∫ t
0

∂G(t, s)

∂t
ds+ lim

s→t−G(t, s).
On considère l’intégrale

∫t
0
G(t, s)ds dépendante du paramètre t et telle que la limite supé-

rieure dépend aussi de ce paramètre, pour 0 ≤ α < 1, on a :

RLDα

∫ t
0

G(t, s)ds =
1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t
0

(t− τ)−α(

∫ τ
0

G(τ, s)ds)dτ,

=
1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t
0

ds

∫ τ
s

(t− τ)−αG(τ, s)dτ,

=
d

dt

∫ t
0

G̃(t, s)ds,
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où G̃(t, s) = 1
Γ(1−α)

∫t
s
(t− η)−αG(η, s)dη.

D’aprés la propriété de dérivation entière d’une intégrale dépendant d’un paramètre, on a :

RLDα

∫ t
0

G(t, s)ds =

∫ t
0

∂

∂t
G̃(t, s)ds+ lim

s→t− G̃(t, s).
Par suite :

RLDα

∫ t
0

G(t, s)ds =

∫ t
0
sD

α
RG(t, s)ds+ lim

s→t− sD
α−1
R G(t, s). (1.1.52)

1.1.6 Transformées de Laplace des dérivées fractionnaires

La transformée de Laplace joue un rôle important dans la résolution des équations dif-

férentielle d’ordre entier, donc il est utile de prolonger cette notion au cas des équations

différentielles fractionnaires. On donnera la définition de la transformée des approches déjà

citées.

Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Commençons par la transformée de Laplace de l’intégrale fractionnaire d’ordre α > 0 défi-

nie par la formule (1.1.16).

Cette formule peut s’écrire comme une convolution des deux fonctions :

ϕ(t) =
tα−1

Γ(α)
et f(t) comme suit :

RLIαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t
a

(t− s)α−1f(s)ds =
tα−1

Γ(α)
∗ f(t). (1.1.53)

La transformée de Laplace de la fonction ϕ(t) =
tα−1

Γ(α)
est

Φ(s) = L(tα−1; s) = Γ(α)s−α.

Et donc, en utilisant la transformée de Laplace de la convolution, on obtient la transformée

de Laplace de l’intégrale fractionnaire :

L{ RLIαf(t); s} = s−αF(s).

Maintenant, pour le calcul de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens

de Riemann-Liouville, nous écrivons cette dérivée sous la forme suivante :

0D
α
Rf(t) = g(n)(t),

avec :

g(t) = 0I
n−α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t
0

(t− s)n−α−1f(s)ds.
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Par la formule (1.1.11) de la transformée de Laplace d’une dérivée d’ordre entier, on a :

L{ 0Dα
Rf(t); s} = L{g(n)(t); s} = snG(s) −

n−1∑
k=0

skg(n−k−1)(0).

D’aprés ce qui précéde, la transformée de Laplace de la fonction g(t) = 0I
n−α
t f(t) est donnée

par :

G(s) = s−(n−α)F(s).

Donc

L{ 0Dα
Rf(t); s} = sαF(s) −

n−1∑
k=0

skg(n−k−1)(0).

Comme g(t) = 0I
n−α
t f(t), il s’ensuit que

g(n−k−1)(t) = 0D
α−k−1
R f(t).

Par suite,

L{ 0Dα
Rf(t); s} = sαF(s) −

n−1∑
k=0

sk[0D
α−k−1
R f(t)]t=0. (1.1.54)

Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo :

Dans le but d’établir la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo, Nous

utiliserons la dérivée donnée par la formule (1.1.43) :

CDαf(t) = RLIn−α
( dn
dtn

f(t)
)
= RLIn−αg(t),

où
dnf(t)

dtn
= g(t).

Par l’utilisation de la formule de la transformée de Laplace de l’intégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville, on aura :

L{ 0Dα
c f(t); s} = s−(n−α)G(s),

où

G(s) = snF(s) −

n−1∑
k=0

sn−k−1f(k)(0).

Par suite, on obtient la formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de

Caputo :

L{ 0Dα
c f(t); s} = sαF(s) −

n−1∑
k=0

sα−k−1f(k)(0). (1.1.55)
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Remarque 1.1.27

La formule de la transformée de Laplace de la dérivée de Caputo induit les valeurs de la

fonction f(t) et ses dérivées en la borne inférieure t = 0, pour les quelles une certaine in-

terprétation physique existe ( par exemple, f(0) est la position initiale, f ′(0) est la vitesse

initiale ... ) , on peut espérer qu’il pourrait être utile pour la résolution des problèmes appli-

qués conduisant aux équations différentielles fractionnaires à coefficients constants accom-

pagnées de conditions initiales dans leurs formes traditionnelles.

Par contre, l’application pratique de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire

de Riemann-Liouville est limitée, ceci est due à l’absence de l’interprétation physique des

valeurs limites des dérivées fractionnaires en la borne inférieure t = 0 .

Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Grünwald-Letnikov :

On commence par le cas où 0 ≤ α < 1 , par la formule (1.1.24) on a :

GLDα
0 f(t) =

f(0)t−α

Γ(1− α)
+

1

Γ(1− α)

∫ t
0

(t− s)−αf ′(s)ds.

En utilisant la transformée de Laplace de la convolution de la fonction polynôme et de la

dérivée d’ordre entier, on obtient :

L{ GLDα
0 f(t); s} =

f(0)

s1−α
+

1

s1−α
(sF(s) − f(0)),

= sαF(s).

La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Grünwald-Letnikov d’ordre α > 1

n’existe pas dans le sens classique, car dans un tel cas on a des fonctions non-intégrables

dans la somme de la formule (1.1.24).

1.2 La dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Hilfer

Définition 1.2.1 [38] La dérivée fractionnaire de Hilfer d’ordre α et de paramètre β d’une fonction

f ∈ Cn([a, b]) (également connue sous le nom de la dérivée fractionnaire généralisée de Riemann-

Liouville) est définie par
HDα,βf(t) = Iβ(n−α)DnI(1−β)(n−α)f(t), (1.2.1)

où n− 1 < α < n, 0 ≤ β ≤ 1, t > a, D :=
( d
dt

)
.

Remarque 1.2.2 Lorsque β = 0, la dérivée fractionnaire de Hilfer correspond à la dérivée fraction-

naire de Riemann-Liouville :
HDα,0f(t) = DnI(n−α)f(t). (1.2.2)

Lorsque β = 1, la dérivée fractionnaire de Hilfer correspond à la dérivée fractionnaire de Caputo :

HDα,1f(t) = I(n−α)Dnf(t). (1.2.3)
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Lemme 1.2.3 [38] Soit f ∈ L1(a, b), n − 1 < α ≤ n, n ∈ N, 0 ≤ β ≤ 1, et I(1−β)(n−α)f ∈
ACk([a, b]) alors

(
IαHDα,βf

)
(t) = f(t) −

n−1∑
k=1

(t− a)k−(n−α)(1−β)

Γ(k− (n− α)(1− β) + 1)
. lim
t→+a

dk

dtk

(
I(1−β)(n−α)f

)
(t). (1.2.4)

1.3 L’intégrale et la dérivée d’ordre fractionnaire au sens ψ :

1.3.1 L’intégrale et la dérivée fractionnaire au sens deψ-Riemann-Liouville :

Définition 1.3.1 [6] Soit α un réel strictement positif, f : [a;b] −→ R une fonction intégrable et

ψ ∈ Cn([a, b],R) une fonction croissante tel que ψ ′ ̸= 0, pour tous t ∈ [a, b] L’intégrale fraction-

naire au sens de ψ-Riemann-Liouville d’ordre α de f est définie par :

Iα;ψa+ f(t) =
1

Γ(α)

∫ t
a

ψ
′
(t)(Ψ(t) −ψ(s))α−1f(s)ds. (1.3.1)

Définition 1.3.2 [6] Soit α un réel strictement positif, f : [a;b] −→ R une fonction intégrable et

ψ ∈ Cn([a, b],R) une fonction croissante tel queψ ′ ̸= 0, pour tous t ∈ [a, b] la dérivée fractionnaire

au sens de ψ-Riemann-Liouville d’ordre α de f est définie par :

RLDα;ψ
a+ f(t) = f

[n]
Ψ (t)In−α;ψa+ ,

=
1

Γ(n− α)
f
[n]
Ψ (t)

∫ t
a

Ψ
′
(t)(ψ(t) − Ψ(s))n−α−1ds, (1.3.2)

où f[n]ψ (t) =

(
1

ψ ′(t)

d

dt

)n
, n − 1 ≤ α < n, : n = [α] + 1 avec [α] désigne la partie entière du

nombre réel α.

1.3.2 La dérivée fractionnaire au sens de ψ-Caputo :

Définition 1.3.3 [6] Soit α un réel strictement positif, f, ψ ∈ Cn([a, b],R) deux fonctions telles que

ψ est croissante et ψ ′ ̸= 0, pour tous t ∈ [a, b] , La dérivée fractionnaire au sens de ψ-Caputo de

d’ordre α de la fonction f est donnée par :

CDα;ψ
a+ f(t) = I

n−α;ψ
a+ f

[n]
ψ (t),

=
1

Γ(n− α)

∫ t
a

ψ
′
(t)(ψ(t) −ψ(s))n−α−1f

[n]
ψ (s)ds, (1.3.3)

où f[n]ψ (t) =

(
1

ψ ′(t)

d

dt

)n
, n − 1 ≤ α < n, : n = [α] + 1 avec [α] désigne la partie entière du

nombre réel α.
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Lemme 1.3.4 [6] Soit α,β > 0. Nous avons alors la propriété suivante du semi groupe donnée par

Iα;ψa+ I
β;ψ
a+ f(t) = I

α+β;ψ
a+ f(τ), t > a. (1.3.4)

Proposition 1.3.5 [6] Soit α > 0, υ > 0 et t ∈ [a, b]. Alors

(i) Iα;ψa+ (ψ(t) −ψ(a))υ−1 =
Γ(υ)

Γ(υ+ α)
(ψ(t) −ψ(a))υ+α−1.

(ii) CDα;ψ
a+ (ψ(t) −ψ(a))υ−1 =

Γ(υ)

Γ(υ− α)
(ψ(t) −ψ(a))υ−α−1.

(iii) CDα;ψ
a+ (ψ(t) −ψ(a))k = 0, ∀k < n ∈ N.

Lemme 1.3.6 [6] Si f ∈ Cn([a, b],R), n− 1 < α < n, alors pour tout t ∈ [a, b] on a

Iα;ψa+ (CDα;ψ
a+ f)(t) = f(t) −

n−1∑
k=0

f
[k]
ψ (a)

k!
(ψ(t) −ψ(a))k, (1.3.5)

où f[k]ψ (t) :=
( 1

ψ ′(t)

d

dt

)k
f(t).

Remarque 1.3.7 La dérivée fractionnaire au sens de ψ-Caputo généralise les dérivées fractionnaires

bien connues, pour différentes valeurs de la fonction ψ telles que

⋆ Si ψ(t) = t, on obtient la dérivée fractionnaire de Caputo.

⋆ Si ψ(t) = log(t), on obtient la dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard.

⋆ Si ψ(t) = tρ, on obtient la dérivée fractionnaire de Caputo-Katugampola.

1.3.3 La dérivée fractionnaire au sens de ψ-Hilfer :

Définition 1.3.8 [43] Soit n− 1 < α < n avec n ∈ N , I = [a, b] un intervalle tel que −∞ ≤ a <
b∞ et f, ψ ∈ Cn([a, b], R) deux fonctions tel que ψ est croissante et ψ ′(t) ̸= 0 , pour tous t ∈ I. La

dérivée fractionnaire de ψ-Hilfer HDα,β;ψ
a+ (.) d’ordre α et de paramètre 0 ≤ β ≤ 1, d’une fonction f

est définie par :

HDα,β;ψ
a+ f(t) = I

β(n−α);ψ
a+

(
1

ψ ′(t)

d

dt

)n
I
(1−β)(n−α);ψ
a+ f(t), (1.3.6)

= Iδ−α;ψa+ Dδ;ψ
a+ f(t),

où n − 1 < α < n,n = [α] + 1, et [α] désigne la partie entière du nombre réel α, avec δ =

α+ β(n− α).

Proposition 1.3.9 [43] Soit a ≥ 0, υ > 0 et t > a, alors

(i) Iα;ψa+ (ψ(s) −ψ(a))υ−1(t) =
Γ(υ)

Γ(υ+ α)
(ψ(s) −ψ(a))υ+α−1(t).

(ii) HDα;ψ
a+ (ψ(s) −ψ(a))υ−1(t) =

Γ(υ)

Γ(υ+ α)
(ψ(s) −ψ(a))υ−α−1(t), n− 1 < α < n, υ > n.
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Lemme 1.3.10 [43] Soit f ∈ Cn([a, b],R), n− 1 < α < n, 0 ≤ β ≤ 1 et δ = α+ β(n− α), donc

pour tout t ∈ [a, b] on a

Iα;ψa+ (HDα,β;ψ
a+ f)(t) = f(t) −

n∑
k=1

(ψ(t) −ψ(a))δ−k

Γ(δ− k+ 1)
f
[n−k]
ψ I

(1−β)(n−α);ψ
a+ f(a), (1.3.7)

où, f[n−k]ψ (t) :=
( 1

ψ ′(t)

d

dτ

)n−k
f(t).

Remarque 1.3.11 La dérivée fractionnaire de ψ-Hilfer généralise les dérivées fractionnaires bien

connues (dérivée fractionnaire de Riemman-Liouville,ψ-Riemman-Liouville, Caputo,ψ-Caputo, Hil-

fer, Hilfer-Hadamard, Katugampola), pour différentes valeurs de la fonction ψ et de paramètre β,

telles que

⋆ Si ψ(t) = t, et β = 1 on obtient la dérivée fractionnaire de Caputo.

⋆ Si β = 1 on obtient la dérivée fractionnaire de ψ-Caputo.

⋆ Si ψ(t) = t, et β = 0 on obtient la dérivée fractionnaire de Riemman-Liouville.

⋆ Si β = 0 on obtient la dérivée fractionnaire de ψ-Riemman-Liouville.

⋆ Si ψ(t) = t, on obtient la dérivée fractionnaire de Hilfer.

⋆ Si ψ(t) = log(t), on obtient la dérivée fractionnaire de Hilfer-Hadamard.

⋆ Si ψ(t) = tρ, on obtient la dérivée fractionnaire de Hilfer-Katugampola.

1.4 Quelques éléments d’analyse multivoque :

Dans notre étude, certains éléments d’analyse multivoque seront utilisés. Il est donc utile

de rappeler quelques définitions et propriétés fondamentales de multifonctions (dit aussi

correspondances ).

Soit X un espace de Banach muni d’une norme ∥ . ∥ et C(J, X) l’espace de Banach des fonc-

tions continues de J dans Xmuni de la norme :

∥x∥ = sup
t∈J

∥ x(t) ∥ .

On définit :

Pf(X) = {A ⊂ X|A est non-vide et a une propriété f}.

Pbd(X) = {A ⊂ P(X)|A est borné}

Pcl(X) = {A sous-ensemble de P(X)|A est fermé}.

Pcv(X) = {A sous-ensemble de P(X)|A est convexe}.

Pcp(X) = {A sous-ensemble de P(X)|A est compact}.

Pcl,bd(X) = {A sous-ensemble de P(X)|A est fermé et borné}.

On rappelle quelque notion qu’on va utiliser dans la suite
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Définition 1.4.1 Une multifonction (ou application multivoque) G sur un espace X est une corres-

pondance qui associe à tout élément x ∈ X un sous ensemble G(x) de X. On notera G : X→ P(X).

• Une application multivoque G : X −→ P(X) est à valeurs convexes (fermées) si G(x)

est convexe (fermé) pour tout x ∈ X.

• Une application multivoque G a un graphe fermé si pour toute suite (xn)n∈N dans X

telle que xn −→ x, et yn −→ y, avec yn ∈ G(xn), alors y ∈ G(x).

Définition 1.4.2 Soit G : X→ P(X) Une application multivoque

• G est dite semi-continue supérieurement en x0 ∈ X si pour tout ouvert U de X avec G(x0) ⊂
U, il existe un ouvert V de x0 tel que pour tout x ∈ V , on a que G(x) ⊂ U.

• G est dite semi-continue inférieurement au point x0 ∈ X si l’ensemble {x ∈ X : G(x) ⊂ U ̸=
∅} est ouvert pour tout ouvert U ∈ X .

• G est dite continue, si elle est semi-continue supérieure et inférieure sur X.

• Une application multivoque G admet un point fixe s’il existe x dans X tel que x ∈ G(x).

Définition 1.4.3 Une application multivoqueG : J→ Pf(X) est dite mesurable, si, pour tout y ∈ X,

la fonction t→ d(y,G(t)) = inf{|y− x| : x ∈ G(t)} est mesurable.

Définition 1.4.4 Une application multivoque mesurable G : J → Pcp(X) est dite intégrablement

bornée, s’il existe une fonction h ∈ L1(J, R), telle que ∥v∥ ≤ h(t), i.e. t ∈ J, pour tout v ∈ G(t).

On définit l’ensemble des sélections de G par :

SG,x = {v ∈ L1(J, X)|v(t) ∈ G(t, x(t)), p, p t ∈ J}.

Alors, nous avons les définitions et les lemmes dus à [27].

Définition 1.4.5 Une application multivoque G : J× X→ Pbd,cl(R) est dite de Carathéodory si

(i) t→ G(t, x) est mesurable pour chaque x ∈ X,

(ii) x→ G(t, x) est semi-continue supérieurement presque pour tout t ∈ J.

Définition 1.4.6 Une application multivoque de type CarathéodoryG(t, x) est dite L1X-Carathéodory,

s’il existe une fonction h ∈ L1(J, R), telle que

∥G(t, x)∥ ≤ h(t), p.p, t ∈ J

pour tout x ∈ X.
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Lemme 1.4.7 Soit X un espace de Banach. G : J × X → Pbd,cl(X) est L1-Carathéodory, alors,

SG,x ̸= ∅, pour tout x ∈ X.

Lemme 1.4.8 Soit X un espace de Banach, G une application multivoque de type Carathéodory avec

SG,x ̸= ∅ et soit L : L1(J, X) → C(J, X) une application linéaire continue. Alors, l’opérateur,

L ◦ SG,x : C(J, X) → Pbd,cl(C(J, X)),

est un opérateur à graphe fermé dans C(J, X)× C(J, X).

Théorème 1.4.9 (Théorème d’Arzelà-Ascoli) Soit C(X) l’espace normé des fonctions réelles conti-

nues sur un espace métrique compact X muni de la norme ∥f∥ = supx∈X|f(x)|. Pour qu’une famille

A ⊂ C(X) soit relativement compacte, il est nécessaire et suffisant qu’elle soit :

- Uniformément bornée :

∃C : |f(x)| ≤ C, ∀f ∈ A, ∀x ∈ X.

- Equicontinue :

∀ε > 0, ∃δ > 0, |x− y| < δ→ |f(x) − f(y)| < ε, ∀f ∈ A.

Définition 1.4.10 [20] La mesure de non-compacité de Kuratowski est l’application ϑ : ΓX −→ R+

définie par :

ϑ(B) = inf{ε > 0 : B peut être couverte par un nombre fini d’ensembles de diamètre ≤ ε}
(1.4.1)

Proposition 1.4.11 [20] La mesure de Kuratowski de non-compacité ϑ satisfait aux propriétés sui-

vantes

1- ϑ(A) = 0 si et seulement si A est relativement compact,

2- A ⊂ B −→ ϑ(A) ≤ ϑ(B),
3- ϑ(A) = ϑ(A) = ϑ(conv(A)), où A et conv(A) désignent respectivement la fermeture et

l’enveloppe convexe de A,

4- ϑ(A+ B) ≤ ϑ(A) + ϑ(B),
5- ϑ(kA) = |k|ϑ(A), : k ∈ R,

Définition 1.4.12 [20] Soit F : A −→ X une application continue bornée. On dit F est ϑ-Lipschitz

s’il existe l ≥ 0 tel que

ϑ(F(B)) < lϑ(B), pour chaque B ⊂ A. (1.4.2)

De plus, si l < 1, alors F est une ϑ-contraction stricte.
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Définition 1.4.13 [20] F : A −→ X est appelé ϑ-condensation si

ϑ(F(B)) < ϑ(B), (1.4.3)

pour tout sous-ensemble borné et non pré-compact B de A, avec ϑ(B) > 0.

Définition 1.4.14 [20] On dit que F : A −→ X est Lipschitzienne s’il existe l > 0 tel que

∥F(u) − F(v)∥ ≤ l∥u− v∥, pour tous u, v ∈ A, (1.4.4)

De plus, si l < 1, alors F est une contraction stricte.

Proposition 1.4.15 [40, 20] Si F ,Y : A −→ X, sont des opérateurs ϑ-Lipschitz avec les constantes

l1 et l2 respectivement, alors F +Y : A −→ X est un opérateur ϑ-Lipschitz avec la constante l1+ l2.

Proposition 1.4.16 [40, 20] Si F : A −→ X, est compact, alors F est un opérateur ϑ-Lipschitz avec

la constante l = 0.

Proposition 1.4.17 [40, 20] Si F : A −→ X, est un opérateur Lipschitz avec une constante l, alors

F est un opérateur ϑ-Lipschitz avec la même constante l.

Théorème 1.4.18 [40, 20] Soit W : A −→ X une ϑ-condensation et

Υϵ = {u ∈ X : u = ϵWu; 0 ≤ ϵ ≤ 1}. (1.4.5)

Si Υϵ est un ensemble borné dans X, alors il existe r > 0, tel que Υϵ ∈ Br(0), alors le degré

deg
(
I− ϵW,Br(0), 0

)
= 1, pour tout ϵ ∈ [0, 1]. (1.4.6)

Par conséquent, W admet au moins un point fixe et l’ensemble des points fixes de W est inclut dans

Br(0).

Lemme 1.4.19 [17]

Soit ϕp : R −→ R un opérateur p-laplacien définit par ϕp(u) = |u|p−2u, alors on a

— Si 1 < p < 2 et u ̸= 0 alors (ϕp(u)) ′ = (p− 1)|u|p−2.

— Si 1 < p < 2, uv > 0 et |u|, |v| ≥ l > 0, alors

|ϕp(u) − ϕp(v)| ≤ (p− 1)lp−2|u− v|.

— Si p > 2, et |u|, |v| ≤ L, alors

|ϕp(u) − ϕp(u)| ≤ (p− 1)Lp−2|u− v|.

— ϕp est inversible tel que ϕ−1
p = ϕq,

1

p
+
1

q
= 1.
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1.5 Résultats de la théorie du point fixe

Les théorèmes de points fixes sont des méthodes très utiles en mathématique et parti-

culièrement dans la résolution des équations différentielles et intégrales. En effet, ces théo-

rèmes fournissent des conditions suffisantes pour lesquelles une fonction donnée admet un

point fixe. Ainsi on assure l’existence de la solution d’un problème donné en le transformant

en un problème de point fixe, et on détermine éventuellement ces points fixes qui sont les

solutions des problèmes posés.

1.5.1 Théorème du point fixe de Banach

Le théorème du point fixe de Banach (connu aussi sous le nom du théorème de l’applica-

tion contractante ) est un théorème qui garantit l’existence d’un unique point fixe pour toute

application contractante définie sur un espace complet dans lui même, et on rencontre son

utilisation dans de nombreuses applications, ces applications incluent les théorèmes d’exis-

tence des solutions pour les équations différentielles ou les équations intégrales .

Théorème 1.5.1 [76] Soit (M;d) un espace métrique complet et soit T : M → M une application

contractante avec la constante de contraction k ; alors T admet un unique point fixe x ∈M .

De plus : Si x0 ∈M et xn = T(xn+1),

on a : x = limn xn et d(xn, x) < kn(1− k)−1d(x1, x0) , n ≥ 1 .

x étant le point fixe de T

Remarque :

• Si T est une application Lipschitzienne (pas nécessairement une contraction) et l’une de

ces itérées Tp est une contraction, alors T a un seul point fixe.

En effet, soit x l’unique point fixe de Tp, Tp(T(x)) = T(Tp(x)) = T(x). Ce qui veut dire que

T(x) est aussi un point fixe de Tp et grâce à l’unicité on a : T(x) = x.

• Si T est une contraction juste dans un voisinage d’un point donné.

Dans ce cas on a le résultat suivant :

Soit (M;d) un espace métrique complet et soit T : B→M une application telle que :

d(T(x), T(y)) ≤ kd(x, y) , ∀x, y ∈ B et k < 1,

où

B = {x ∈M/d(x, z) < ε} , z ∈M et ε > 0.
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Si

d(z, T(z)) < ε(1− k),

alors T possède un unique point fixe x ∈ B

1.5.2 Théorème du point fixe de Schauder

Théorème 1.5.2 [85] Soit E un espace de Banach, K un convexe fermé bornée de E et T : K −→ K

un opérateur continue et compact, alors T admet au moins un point fixe dans K.

1.5.3 Théorème du point fixe de Leray-Schaëfer

Théorème 1.5.3 Soit E un espace de Banach et T : E −→ E un opérateur complètement continue si

l’ensemble ∆ε = {x ∈ E; x = εTx; ε ∈ (0, 1)}, est bornée alors T possède au moins un point fixe.

1.5.4 Théorème du point fixe de Krasnoselskii

On a vu plus haut deux théorèmes principaux de la théorie du point fixe à savoir le

théorème de Schauder et le principe de l’application contractante de Banach, Krasnoselskii

a combiné ces deux théorème (voir [44, 75, 80])

Théorème 1.5.4 [44] Soit X un espace de Banach et D un ensemble non vide de X fermé, borné et

convexe. U ; V sont deux applications de D dans X telles que :

U est une contraction et V est compacte et continue avec : Ux+ Vy ∈ D, ∀x, y ∈ D.

Alors il existe x ∈ D tel que Ux+ Vx = x.

1.5.5 Alternative non linéaire de Leray-Schauder

Théorème 1.5.5 [20] Soit T : E → E un opérateur complètement continu (i.e. sa restriction à tout

borné de E est un compact). et soit Υε = {x ∈ E : x = εTx ; 0 ≤ ε ≤ 1} .

Alors,

(i) T admet au moins un point fixe,

ou bien

(ii) Υε est non borné

1.5.6 Théorème du point fixe hybride de Dhage

Il est connu que le premier théorème du point fixe hybride est du à Krasnoselskii [44]qui

a combiné entre le théorème de point fixe de Banach et le théorème de point fixe de Schauder.
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Ce théorème a plusieurs applications dans les équations intégrales non linéaires dans un

espace de Banach ; et que de nombreuses tentatives ont été faites pour améliorer et affaiblir

les hypothèses de ce théorème de point fixe (voir [14]). L’étude des équations intégrales non

linéaires dans une algèbre de Banach a été initié par Dhage dans son travail [23] et qui a

introduit d’autres théorèmes de points fixes (voir [24], [25] ).

Théorème 1.5.6 [26] Soit X une algèbre de Banach et A : X −→ X un opérateur et B : X −→
Pcl,cv(X) un opérateur multivoque satisfaisant :

(a) A est Lipschitzien avec une constante de Lipschitz k,

(b) B est compact et semi-continu supérieurement,

(c) 2Mk < 1 , oùM = ∥B(X)∥.

Alors soit

(i) l’opérateur inclusion x ∈ AxBx admet une solution, ou

(ii) l’ensembleΩλ = {u ∈ X|λu ∈ AuBu, λ > 1} est non borné.
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Chapitre 2

Étude de l’inclusion différentielle
fractionnaire de Langevin via la dérivée
fractionnaire de Caputo

2.1 Résultats d’existence pour une classe d’inclusion diffé-
rentielle fractionnaire de Langevin avec des conditions
au limites multipoints

2.1.1 Motivation

En mathématiques, le calcul fractionnaire est une branche de l’analyse, qui étudie la gé-

néralisation de la dérivation et d’intégration d’ordre entier n (ordinaire) à l’ordre non entier

(fractionnaire). Ces dernières années, plusieurs chercheurs ont utilisé le calcul fractionnaire

comme moyen de décrire les phénomènes naturels dans différents domaines tels que la phy-

sique, la biologie, la finance, l’économie et la bio-ingénierie ([34, 46, 71, 84, 87]). Avec le déve-

loppement récent et exceptionnel des équations différentielles fractionnaires, l’équation de

Langevin a été traitée et considérée comme une partie du calcul fractionnaire (voir [32, 33]).

Dans, [72] Salem et Alghamdi ont étudié une équation différentielle fractionnaire de Lange-

vin, à l’aide de théorème de point fixe de Krasnoselskii les auteurs prouvent l’existence de

la solution, et pour l’unicité ils ont utilisé le principe de contraction de Banch. Dans ce cha-

pitre, en se basant sur le travaille motionné ci dessus, on s’intéresse a l’étude de sa version

d’inclusion en élargissant les résultats obtenue à une inclusion différentielle fractionnaire de

Langevin avec des conditions aux limites multipoints via la dérivé fractionnaire de Caputo
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de la forme suivante :
CDα(CDβ + λ)x(t) ∈ G(t, x(t)), 0 ≤ t ≤ 1

x(0) = 0, CDβx(0) = 0, x(1) =
n∑
i=1

µix(ηi) +
n∑
i=1

γi

∫ηi
0

x(s)ds,

(2.1.1)

où CDα et CDβ sont les dérivées fractionnaires de Caputo d’ordre α ∈ (1, 2], β ∈ (0, 1], λ ∈ R
est le paramètre de dissipation, µi, γi ∈ R et ηi ∈ (0, 1), i = 1, ..., n tels que n ∈ N avec

ω =
n∑
i=1

µiη
β+1
i ̸= 1 et G : [0, 1] × R −→ P(R) est une multifonction bornée, fermée, convexe

(P(R) est la famille de tous les sous-ensemble non vides de R). Nous prouvons l’existence

de la solution en utilisant le théorème de point fixe de Leray-Schaëfer.

2.1.2 Construction de la solution

Avant de commencer l’étude de l’existence de la solution, on donne quelque notions

qu’on va utiliser durant toute cette partie, pour cela on définit la construction de la solution

du problème (2.1.1) comme suit :

Lemme 2.1.1 Soit g ∈ C([0, 1],R). Alors une fonction x ∈ C([0, 1],R) est une solution du problème
CDα(CDβ + λ)x(t) = g(t), 0 < t < 1

x(0) = 0, CDβx(0) = 0, x(1) =
n∑
i=1

µix(ηi) +
n∑
i=1

γi

∫ηi
0

x(s)ds,
(2.1.2)

si et seulement si x une solution de l’équation intégrale suivante

x(t) =
1

Γ(β+ α)

∫ t
0

(t− s)β+α−1g(s)ds−
λ

Γ(β)

∫ t
0

(t− s)β−1x(s)ds

+
tβ+1

1−ω

[
λ

Γ(β)

∫ 1
0

(1− s)β−1x(s)ds−
1

Γ(β+ α)

∫ 1
0

(1− s)β+α−1g(s)ds

+

n∑
i=1

µi

Γ(β+ α)

∫ηi
0

(ηi − s)
β+α−1g(s)ds−

n∑
i=1

λµi

Γ(β)

∫ηi
0

(ηi − s)
β−1x(s)ds

+

n∑
i=1

γi

∫ηi
0

x(s)ds

]
. (2.1.3)

Preuve. En appliquant l’intégrale de Riemann-Liouville d’ordre α et la relation (1.1.46), on

obtient
CDβx(t) = Iαg(t) − λx(t) + a0 + a1t. (2.1.4)

Avec a0 et a1 des constantes, de plus on applique l’intégrale de Riemann-Liouville d’ordre

β et la relation (1.1.46) et (1.1.18), l’équation (2.1.4) devient :

x(t) =
1

Γ(β+ α)

∫ t
0

(t−s)β+α−1g(s)ds−
λ

Γ(β)

∫ t
0

(t−s)β−1x(s)ds+
tβ

Γ(β+ 1)
a0+

tβ+1

Γ(β+ 2)
a1+a2.

(2.1.5)

FACULTÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES 57 UNIVERSITÉ SULTAN MOULAY SLIMANE



HAMID LMOU THÈSE DOCTORALE LABORATOIRE : LMACS

En utilisant les conditions aux limites x(0) = 0 et CDβx(0) = 0, dans (2.1.5) on obtient

respectivement a0 = 0 et a2 = 0, et en utilisant x(1) =
n∑
i=1

µix(ηi) +
n∑
i=1

γi

∫ηi
0

x(s)ds

etω =
n∑
i=1

µiη
β+1
i on arrive à :

a1 =
Γ(β+ 2)

1−ω

[
λ

Γ(β)

∫ 1
0

(1− s)β−1x(s)ds−
1

Γ(β+ α)

∫ 1
0

(1− s)β+α−1g(s)ds

+

n∑
i=1

µi

Γ(β+ α)

∫ηi
0

(ηi − s)
β+α−1g(s)ds−

n∑
i=1

λµi

Γ(β)

∫ηi
0

(ηi − s)
β−1x(s)ds

+

n∑
i=1

γi

∫ηi
0

x(s)ds

]
. (2.1.6)

En substituant les valeurs de a0, a1, et a2, dans (2.1.5) on obtient l’équation intégrale (2.1.3).

2.1.3 Résultat de l’existence

Définition 2.1.2 Une fonction x ∈ C([0, 1],R) est dite une solution intégrale du problème (2.1.1),

s’il existe une fonction g ∈ L1([0, 1],R) avec g(t) ∈ G(t, x(t)) p.p t ∈ [0, 1] telle que

x(t) =
1

Γ(β+ α)

∫ t
0

(t− s)β+α−1g(s)ds−
λ

Γ(β)

∫ t
0

(t− s)β−1x(s)ds

+
tβ+1

1−ω

[
λ

Γ(β)

∫ 1
0

(1− s)β−1x(s)ds−
1

Γ(β+ α)

∫ 1
0

(1− s)β+α−1g(s)ds

+

n∑
i=1

µi

Γ(β+ α)

∫ηi
0

(ηi − s)
β+α−1g(s)ds−

n∑
i=1

λµi

Γ(β)

∫ηi
0

(ηi − s)
β−1x(s)ds

+

n∑
i=1

γi

∫ηi
0

x(s)ds

]
. (2.1.7)

Supposons que :

(H1)- G : [0, 1] × R −→ P(R) est une L1-Carathéodory et a des valeurs compactes et

convexes non vides, et pour chaque x ∈ C([0, 1],R) l’ensemble :

SG,x = {g ∈ L1([0, 1], X) : g(t) ∈ G(t, x(t)); t ∈ [0, 1]},

est non vide.

(H2)- ∥G(t, x)∥ := sup{|g| : g ∈ G(t, x)} ≤ p(t)Ψ(∥x∥) pour tout t ∈ J et tout x ∈
C([0, 1], X), où p ∈ L1([0, 1],R+) et Ψ : R+ −→ [0,+∞) est une fonction continue,

bornée et strictement croissante.

(H3)- Il existe un nombreM > 0 tel que :

∥p∥∞Ψ(∥x∥∞)Φ

1−Ω
<

∥p∥∞Ψ(M)Φ

1−Ω
.
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Où

Φ =

|1−ω|+ 1+
n∑
i=1

|µi|η
β+α
i

|1−ω|Γ(β+ α+ 1)
.

Et

Ω =

|1−ω||λ|+ |λ|
(
1+

n∑
i=1

|µi|η
β
i

)
+ Γ(β+ 1)

n∑
i=1

|γi|ηi

|1−ω|Γ(β+ 1)
.

AvecΩ < 1.

On arrive à énoncer le théorème d’existence de la solution du problème (2.1.1).

Théorème 2.1.3 Supposons que les hypothèses (H1) − (H3) sont vérifiées, alors le problème (2.1.1)

admet au moins une solution intégrale définie sur J.

Preuve. D’après (2.1.7), on introduire l’opérateur multivoque N : C([0, 1],R) −→ P([0, 1],R)
définit par

N (x) :=



h ∈ C([0, 1],R) : h(t) =



1

Γ(β+ α)

∫ t
0

(t− s)β+α−1g(s)ds

−
λ

Γ(β)

∫ t
0

(t− s)β−1x(s)ds

+
tβ+1

1−ω

[
λ

Γ(β)

∫ 1
0

(1− s)β−1x(s)ds

−
1

Γ(β+ α)

∫ 1
0

(1− s)β+α−1g(s)ds

+

n∑
i=1

µi

Γ(β+ α)

∫ηi
0

(ηi − s)
β+α−1g(s)ds

−

n∑
i=1

λµi

Γ(β)

∫ηi
0

(ηi − s)
β−1x(s)ds

+

n∑
i=1

γi

∫ηi
0

x(s)ds

]



.

Pour g ∈ S
G,x

.

Maintenant, on va prouver que l’opérateur multivoque N satisfait les conditions du

Théorème 1.5.3 (Point fixe de Leray-Schaëfer).

Étape 1 : N (x) est convexe pour chaque x ∈ C([0, 1],R).
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En effet, si h1, h2 ∈ N (x), alors il existe g1, g2 ∈ SG,x tels que pour tout t ∈ [0, 1] nous avons :

hj(t) =
1

Γ(β+ α)

∫ t
0

(t− s)β+α−1gj(s)ds−
λ

Γ(β)

∫ t
0

(t− s)β−1x(s)ds

+
tβ+1

1−ω

[
λ

Γ(β)

∫ 1
0

(1− s)β−1x(s)ds−
1

Γ(β+ α)

∫ 1
0

(1− s)β+α−1gj(s)ds

+

n∑
i=1

µi

Γ(β+ α)

∫ηi
0

(ηi − s)
β+α−1gj(s)ds−

n∑
i=1

λµi

Γ(β)

∫ηi
0

(ηi − s)
β−1x(s)ds

+

n∑
i=1

γi

∫ηi
0

x(s)ds

]
,

pour j = 1, 2. Soit 0 ≤ k ≤ 1 alors, pour chaque t ∈ [0, 1], on a

kh1(t) + (1− k)h2(t) =
1

Γ(β+ α)

∫ t
0

(t− s)β+α−1
[
kg1(s) + (1− k)g2(s)

]
ds

−
λ

Γ(β)

∫ t
0

(t− s)β−1x(s)ds+
tβ+1

1−ω

[
λ

Γ(β)

∫ 1
0

(1− s)β−1x(s)ds

−
1

Γ(β+ α)

∫ 1
0

(1− s)β+α−1
[
kg1(s) + (1− k)g2(s)

]
ds

+

n∑
i=1

µi

Γ(β+ α)

∫ηi
0

(ηi − s)
β+α−1

[
kg1(s) + (1− k)g2(s)

]
ds

−

n∑
i=1

λµi

Γ(β)

∫ηi
0

(ηi − s)
β−1x(s)ds+

n∑
i=1

γi

∫ηi
0

x(s)ds

]
,

en utilisant la convexité de SG,x, on obtient kg1 + (1 − k)g2 ∈ N (x), alors N (x) est convexe

pour chaque x ∈ C([0, 1],R).

Étape 2 : N (x) est bornée.

En effet, il suffit de montrer qu’il existe une constante positive l telle que pour chaque h ∈
N (x) ; x ∈ Bq = {x ∈ C([0, 1],R : ∥x∥∞ ≤ q} on a ∥h∥∞ ≤ l.
Si h ∈ N (x) alors il existe g ∈ SG,x, tel que pour tout t ∈ [0, 1] on a

h(t) =
1

Γ(β+ α)

∫ t
0

(t− s)β+α−1g(s)ds−
λ

Γ(β)

∫ t
0

(t− s)β−1x(s)ds+
tβ+1

1−ω

[
h1(t) + h2(t)

]
,

où

h1(x) =
λ

Γ(β)

∫ 1
0

(1− s)β−1x(s)ds−

n∑
i=1

λµi

Γ(β)

∫ηi
0

(ηi − s)
β−1x(s)ds+

n∑
i=1

γi

∫ηi
0

x(s)ds,

et

h2(g) =

n∑
i=1

µi

Γ(β+ α)

∫ηi
0

(ηi − s)
β+α−1g(s)ds−

1

Γ(β+ α)

∫ 1
0

(1− s)β+α−1g(s)ds,

FACULTÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES 60 UNIVERSITÉ SULTAN MOULAY SLIMANE



HAMID LMOU THÈSE DOCTORALE LABORATOIRE : LMACS

alors

|h(t)| ≤ 1

Γ(β+ α)

∫ t
0

(t− s)β+α−1|g(s)|ds+
|λ|

Γ(β)

∫ t
0

(t− s)β−1|x(s)|ds+
tβ+1

|1−ω|

[
|h1(t)|+ |h2(t)|

]
,

avec

|h1(x)| ≤
|λ|

Γ(β)

∫ 1
0

(1− s)β−1∥x∥∞ds+
n∑
i=1

|λ||µi|

Γ(β)

∫ηi
0

(ηi − s)
β−1∥x∥∞ds

+

n∑
i=1

|γi|

∫ηi
0

∥x∥∞ds

≤ ∥x∥∞
(

|λ|

Γ(β)

∫ 1
0

(1− s)β−1ds+

n∑
i=1

|λ||µi|

Γ(β)

∫ηi
0

(ηi − s)
β−1ds+

n∑
i=1

|γi|

∫ηi
0

ds

)

≤ ∥x∥∞
Γ(β+ 1)

(
|λ|+ |λ|

n∑
i=1

|µi|η
β
i + Γ(β+ 1)

n∑
i=1

|γi|ηi

)

≤ q

Γ(β+ 1)

(
|λ|+ |λ|

n∑
i=1

|µi|η
β
i + Γ(β+ 1)

n∑
i=1

|γi|ηi

)

≤ q

Γ(β+ 1)

(
|λ|+ |λ|

n∑
i=1

|µi|η
β
i + Γ(β+ 1)

n∑
i=1

|γi|ηi

)
,

implique que

|h1(x)| ≤
q

Γ(β+ 1)

(
|λ|+ |λ|

n∑
i=1

|µi|η
β
i + Γ(β+ 1)

n∑
i=1

|γi|ηi

)
, (2.1.8)

et

|h2(g)| ≤
n∑
i=1

µi

Γ(β+ α)

∫ηi
0

(ηi − s)
β+α−1∥g(s)∥ds+ 1

Γ(β+ α)

∫ 1
0

(1− s)β+α−1∥g(s)∥ds,

≤ ∥g(s)∥
Γ(β+ α)

(
n∑
i=1

|µi|

∫ηi
0

(ηi − s)
β+α−1ds+

∫ 1
0

(1− s)β+α−1ds

)
,

≤ ∥g(s)∥
Γ(β+ α+ 1)

(
1+

n∑
i=1

|µi|η
β+α
i

)
,

≤ ∥p∥∞Ψ(∥x∥∞)

Γ(β+ α+ 1)

(
1+

n∑
i=1

|µi|η
β+α
i

)
,

≤ ∥p∥∞Ψ(q)
Γ(β+ α+ 1)

(
1+

n∑
i=1

|µi|η
β+α
i

)
.

Implique que

|h2(g)| ≤
∥p∥∞Ψ(q)
Γ(β+ α+ 1)

(
1+

n∑
i=1

|µi|η
β+α
i

)
, (2.1.9)

d’après (2.1.8) et (2.1.9) on obtient
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|h(t)| ≤ ∥g(s)∥
Γ(β+ α)

∫ t
0

(t− s)β+α−1ds+
|λ|∥x∥∞
Γ(β)

∫ t
0

(t− s)β−1ds

+
tβ+1

|1−ω|

[
|h1(t)|+ |h2(t)|

]
,

≤ ∥p∥∞Ψ(∥x∥∞)tβ+α

Γ(β+ α+ 1)
+

|λ|∥x∥∞tβ
Γ(β+ 1)

+
tβ+1

|1−ω|

[
|h1(x)|+ |h2(g)|

]
,

≤ ∥p∥∞Ψ(q)tβ+α
Γ(β+ α+ 1)

+
|λ|qtβ

Γ(β+ 1)

+
tβ+1

|1−ω|

[
q

Γ(β+ 1)

(
|λ|+ |λ|

n∑
i=1

|µi|η
β
i + Γ(β+ 1)

n∑
i=1

|γi|ηi

)

+
∥p∥∞Ψ(q)
Γ(β+ α+ 1)

(
1+

n∑
i=1

|µi|η
β+α
i

)]
,

≤ ∥p∥∞Ψ(q)
|1−ω|+ 1+

n∑
i=1

|µi|η
β+α
i

|1−ω|Γ(β+ α+ 1)

+ q

|1−ω||λ|+ |λ|
(
1+

n∑
i=1

|µi|η
β
i

)
+ Γ(β+ 1)

n∑
i=1

|γi|ηi

|1−ω|Γ(β+ 1)
,

puis

∥h∥∞ ≤ ∥p∥∞Ψ(q)Φ+ qΩ := l. (2.1.10)

Où

Φ =

|1−ω|+ 1+
n∑
i=1

|µi|η
β+α
i

|1−ω|Γ(β+ α+ 1)
.

Et

Ω =

|1−ω||λ|+ |λ|
(
1+

n∑
i=1

|µi|η
β
i

)
+ Γ(β+ 1)

n∑
i=1

|γi|ηi

|1−ω|Γ(β+ 1)
.

Étape 3 : N est équicontinue.

Soient t1, t2 ∈ [0, 1] ; t1 < t2, et x ∈ Bq où Bq, comme ci-dessus, est un ensemble borné de

C([0, 1],R) ; pour chaque x ∈ Bq et h ∈ N (x) ; il existe g ∈ SG,x tel que :
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|h(t2) − h(t1)| ≤
∣∣∣ 1

Γ(β+ α)

∫ t2
0

(t2 − s)
β+α−1g(s)ds−

λ

Γ(β)

∫ t2
0

(t2 − s)
β−1x(s)ds

−
1

Γ(β+ α)

∫ t1
0

(t1 − s)
β+α−1g(s)ds+

λ

Γ(β)

∫ t1
0

(t1 − s)
β−1x(s)ds

∣∣∣
+
∣∣∣tβ+12 − tβ+11

1−ω

[
h1(x) + h2(g)

]∣∣∣,
≤
∣∣∣ 1

Γ(β+ α)

∫ t2
0

[
(t2 − s)

β+α−1 − (t1 − s)
β+α−1

]
g(s)ds

+
1

Γ(β+ α)

∫ t2
t1

(t2 − s)
β+α−1g(s)ds

∣∣∣+ ∣∣∣ λ

Γ(β)

∫ t2
0

[
(t2 − s)

β−1 − (t1 − s)
β−1
]
x(s)ds

+
λ

Γ(β)

∫ t2
t1

(t2 − s)
β−1x(s)ds

∣∣∣+ tβ+12 − tβ+11

|1−ω|

[
|h1(x)|+ |h2(g)|

]
.

Comme t2 −→ t1 le côté droit de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro, cela implique que N (x)

est équicontinue. Il s’ensuit donc par le théorème d’Arzelà-Ascoli que N : C([0, 1],R) −→
P(C([0, 1],R)) est relativement compact alors N est complètement continu.

Étape 4 : N admet un graph fermé.

Soient xn −→ x∗, hn ∈ N (xn) et hn −→ h∗, on va prouver que h∗ ∈ N (x∗).

Si hn ∈ N (xn), alors il existe gn ∈ SG,xn tel que pour chaque t ∈ [0, 1] on a

hn(t) =
1

Γ(β+ α)

∫ t
0

(t− s)β+α−1gn(s)ds−
λ

Γ(β)

∫ t
0

(t− s)β−1xn(s)ds

+
tβ+1

1−ω

[
λ

Γ(β)

∫ 1
0

(1− s)β−1xn(s)ds−
1

Γ(β+ α)

∫ 1
0

(1− s)β+α−1gn(s)ds

+

n∑
i=1

µi

Γ(β+ α)

∫ηi
0

(ηi − s)
β+α−1gn(s)ds−

n∑
i=1

λµi

Γ(β)

∫ηi
0

(ηi − s)
β−1xn(s)ds

+

n∑
i=1

γi

∫ηi
0

xn(s)ds

]
.

On doit prouver qu’il existe g∗ ∈ SG,x∗ , tel que

h∗(t) =
1

Γ(β+ α)

∫ t
0

(t− s)β+α−1g∗(s)ds−
λ

Γ(β)

∫ t
0

(t− s)β−1x∗(s)ds

+
tβ+1

1−ω

[
λ

Γ(β)

∫ 1
0

(1− s)β−1x∗(s)ds−
1

Γ(β+ α)

∫ 1
0

(1− s)β+α−1g∗(s)ds

+

n∑
i=1

µi

Γ(β+ α)

∫ηi
0

(ηi − s)
β+α−1g∗(s)ds−

n∑
i=1

λµi

Γ(β)

∫ηi
0

(ηi − s)
β−1x∗(s)ds

+

n∑
i=1

γi

∫ηi
0

x∗(s)ds

]
.
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Donc

∥

(
hn(t)+

λ

Γ(β)

∫ t
0

(t− s)β−1xn(s)ds+
tβ+1

1−ω

[
λ

Γ(β)

∫ 1
0

(1− s)β−1xn(s)ds

−

n∑
i=1

γi

∫ηi
0

xn(s)ds+

n∑
i=1

λµi

Γ(β)

∫ηi
0

(ηi − s)
β−1xn(s)ds

])

−

(
h∗(t) +

λ

Γ(β)

∫ t
0

(t− s)β−1x∗(s)ds+
tβ+1

1−ω

[
λ

Γ(β)

∫ 1
0

(1− s)β−1x∗(s)ds

−

n∑
i=1

γi

∫ηi
0

x∗(s)ds+

n∑
i=1

λµi

Γ(β)

∫ηi
0

(ηi − s)
β−1x∗(s)ds

])
∥ −→ 0

n→∞ .

Considérons l’opérateur linéaire :

L : L1([0, 1],R) −→ C([0, 1],R)

g −→ L(g)(t).

Où

L(g)(t) = 1

Γ(β+ α)

∫ t
0

(t− s)β+α−1g(s)ds−
tβ+1

1−ω

[
1

Γ(β+ α)

∫ 1
0

(1− s)β+α−1g(s)ds

−

n∑
i=1

µi

Γ(β+ α)

∫ηi
0

(ηi − s)
β+α−1g(s)ds

]
.

D’après le Lemme 1.4.8 ; L ◦ SG,x admet un graphe fermé alors on obtient :

hn(t)+
λ

Γ(β)

∫ t
0

(t− s)β−1xn(s)ds+
tβ+1

1−ω

[
λ

Γ(β)

∫ 1
0

(1− s)β−1xn(s)ds

−

n∑
i=1

γi

∫ηi
0

xn(s)ds+

n∑
i=1

λµi

Γ(β)

∫ηi
0

(ηi − s)
β−1xn(s)ds

]
∈ Υ

(
SG,xn

)
.

Or xn −→ x∗, et hn −→ h∗ implique que

h∗(t)+
λ

Γ(β)

∫ t
0

(t− s)β−1x∗(s)ds+
tβ+1

1−ω

[
λ

Γ(β)

∫ 1
0

(1− s)β−1x∗(s)ds

−

n∑
i=1

γi

∫ηi
0

x∗(s)ds+

n∑
i=1

λµi

Γ(β)

∫ηi
0

(ηi − s)
β−1x∗(s)ds

]
∈ Υ

(
S

G,x∗

)
.
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Il en résulte que g∗ ∈ SG,x tel que

h∗(t) =
1

Γ(β+ α)

∫ t
0

(t− s)β+α−1g∗(s)ds−
λ

Γ(β)

∫ t
0

(t− s)β−1x∗(s)ds

+
tβ+1

1−ω

[
λ

Γ(β)

∫ 1
0

(1− s)β−1x∗(s)ds−
1

Γ(β+ α)

∫ 1
0

(1− s)β+α−1g∗(s)ds

+

n∑
i=1

µi

Γ(β+ α)

∫ηi
0

(ηi − s)
β+α−1g∗(s)ds−

n∑
i=1

λµi

Γ(β)

∫ηi
0

(ηi − s)
β−1x∗(s)ds

+

n∑
i=1

γi

∫ηi
0

x∗(s)ds

]
.

Ceci implique que N admet un graph fermé.

Étape 5 : L’ensemble Λ := {x ∈ X : ρx ∈ Nx pour ρ > 1} est borné.

Soit x ∈ Λ, alors ρx ∈ N (x), donc il existe g ∈ S
G,x

tel que :

x(t) =
ρ−1

Γ(β+ α)

∫ t
0

(t− s)β+α−1g(s)ds−
ρ−1λ

Γ(β)

∫ t
0

(t− s)β−1x(s)ds

+
ρ−1tβ+1

1−ω

[
λ

Γ(β)

∫ 1
0

(1− s)β−1x(s)ds−
1

Γ(β+ α)

∫ 1
0

(1− s)β+α−1g(s)ds

+

n∑
i=1

µi

Γ(β+ α)

∫ηi
0

(ηi − s)
β+α−1g(s)ds−

n∑
i=1

λµi

Γ(β)

∫ηi
0

(ηi − s)
β−1x(s)ds

+

n∑
i=1

γi

∫ηi
0

x(s)ds

]
,

en utilisant (H1) − (H3) et (H5) on obtient

∥x∥∞ ≤ ∥p∥∞Ψ(∥x∥∞)Φ+ ∥x∥∞Ω,
où

Φ =

|1−ω|+ 1+
n∑
i=1

|µi|η
β+α
i

|1−ω|Γ(β+ α+ 1)
,

et

Ω =

|1−ω||λ|+ |λ|
(
1+

n∑
i=1

|µi|η
β
i

)
+ Γ(β+ 1)

n∑
i=1

|γi|ηi

|1−ω|Γ(β+ 1)
.

OrΩ < 1.

ce qui implique que

∥x∥∞ − ∥x∥∞Ω ≤ ∥p∥∞Ψ(∥x∥∞)Φ

≤ ∥p∥∞Ψ(∥x∥∞)Φ

1−Ω

≤ ∥p∥∞Ψ(M)Φ

1−Ω
:= K.
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Or K ne dépend que de p et Ψ, ce qui implique que L’ensembleΛ := {x ∈ X : ρx ∈ Nx pour

ρ > 1} est borné, d’après le Théorème 1.5.3 l’opérateur multivoque N admet au moins une

solution. Finalement le problème (2.1.1) admet au moins une solution définit sur J.
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Chapitre 3

Problème au limite pour l’équation et
l’inclusion de Langevin avec la dérivée
fractionnaire de Hilfer

3.1 Résultats d’existence et d’unicité pour l’équation de Lan-
gevin avec la dérivée fractionnaire de Hilfer

3.1.1 Motivation

Il existe plusieurs définitions des intégrales et dérivées d’ordre fractionnaires, les défini-

tions les plus connues étant celles de Riemann-Liouville et Caputo. Hilfer [38] introduit la

généralisation de ces dérivés sous le nom de la dérivé fractionnaire de Hilfer d’ordre α et

de paramètre β, tel que Lorsque β = 0, la dérivée fractionnaire de Hilfer correspond à la

dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, d’autre part lorsque β = 1, la dérivée fraction-

naire de Hilfer correspond à la dérivée fractionnaire de Caputo (voir [11, 53] ). Dans cette

section, en se basant sur le résultat obtenue dans le deuxième chapitre, nous utilisons la dé-

rivée fractionnaire de Hilfer qui généralise la dérivé fractionnaire de Caputo, en considérant

le problème suivant
HDα1,β1(HDα2,β2 + λ)x(t) = f(t, x(t)), a ≤ t ≤ b,

x(a) = 0 , x(b) =

n∑
i=1

µi(I
νi(x))(η), a < η < b.

(3.1.1)

Où HDαi,βi , i = 1, 2 est la dérivée fractionnaire de Hilfer d’ordre αi, 0 < αi < 1 et de para-

mètre βi, 0 ≤ βi ≤ 1, λ ∈ R, a ≥ 0, Iνi est l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

d’ordre νi > 0, µi ∈ R, i = 1, 2 et f : [a, b]×R −→ R est une fonction continue. En utilisant le

théorème du point fixe de Krasnoselskii on obtient le résultat d’existence pour le problème

(3.1.1) et pour l’unicité on applique le théorème du point fixe de Banach, finalement on va

donner un exemple pour défendre notre résultat.
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Remarque 3.1.1

• Lorsque β1 = 0 et β2 = 0, le problème (3.1.1) réduit à un problème avec la dérivée fraction-

naire de Riemann-Liouville.

• Lorsque β1 = 1 et β2 = 1, le problème (3.1.1) réduit à un problème avec la dérivée fraction-

naire de Caputo.

3.1.2 Construction de la solution

Lemme 3.1.2 Soit a ≥ 0, 0 < αi < 1, 0 ≤ βi ≤ 1, γi = αi + βi − αiβi > 0, i = 1, 2, et

h ∈ C([a, b],R). Alors la fonction x est une solution du problème au limite :
HDα1,β1(HDα2,β2 + λ)x(t) = h(t), a ≤ t ≤ b,

x(a) = 0 , x(b) =

n∑
i=1

µi(I
νi(x))(η)ds, a < η < b,

(3.1.2)

si et seulement si x une solution de l’équation intégrale suivante

x(t) = Iα1+α2h(t) − λIα2x(t) +
(t− a)γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

[
Iα1+α2h(b)

− λIα2x(b) −

n∑
i=1

µiI
α1+α2+νih(η) + λ

n∑
i=1

µiI
α2+νix(η)

]
, (3.1.3)

où

Λ =

n∑
i=1

µi(η− a)
γ1+α2+νi−1

Γ(γ1 + α2 + νi)
−

(b− a)γ1+α2−1

Γ(γ1 + α2)
̸= 0. (3.1.4)

Preuve. On appliquant l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordreα1 et le Lemme

1.2.3 aux deux côtés de (3.1.2) on obtient

HDα2,β2x(t) + λx(t) = Iα1h(t) +
c0

Γ(γ1)
(t− a)γ1−1, (3.1.5)

avec c0 une constante et γ1 = α1 + β1 − α1β1 > 0.En suite en appliquant l’intégrale frac-

tionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α2 et le Lemme 1.2.3 aux deux côtés de (3.1.5) on

obtient

x(t) = Iα1+α2h(t) − λIα2x(t) +
c0

Γ(γ1 + α2)
(t− a)γ1+α2−1 +

c1

Γ(γ2)
(t− a)γ2−1. (3.1.6)

En utilisant la conditions aux limites x(a) = 0 dans (3.1.6), on obtient que c1 = 0. Nous

obtenons alors

x(t) = Iα1+α2h(t) − λIα2x(t) +
c0

Γ(γ1 + α2)
(t− a)γ1+α2−1. (3.1.7)
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En utilisant la conditions aux limites x(b) =
n∑
i=1

µi(I
νi(x))(η), dans (3.1.7) on obtient que

c0 =
1

Λ

[
Iα1+α2h(b) − λIα2x(b) −

n∑
i=1

µiI
α1+α2+νih(η) + λ

n∑
i=1

µiI
α2+νix(η)

]
. (3.1.8)

Avec Λ est donné par (3.1.4), par suite en substituant la valeur de c0 dans (3.1.5) on arrive à

la solution intégrale donner par (3.1.3).

Inversement, on suppose que x est une solution de l’équation intégrale (3.1.3). On appli-

quant la dérivée fractionnaire HDα2,β2 pour les deux cotés de (3.1.3), par suite On appliquant

la dérivée fractionnaire HDα1,β1 , on obtient

HDα1,β1
(H
Dα2,β2

)
x(t) = h(t) − λHDα1,β1x(t),

implique que
HDα1,β1(HDα2,β2 + λ)x(t) = h(t), a ≤ t ≤ b.

Maintenant on montre que x satisfait les conditions aux limites, pour cela on a x(a) = 0, et

d’après (3.1.3) on a
n∑
i=1

µi(I
νi(x))(η) =

n∑
i=1

µiI
α1+α2+νih(η) − λ

n∑
i=1

µiI
α2+νix(η) +

n∑
i=1

µi
(η− a)γ1+α2+νi−1

Γ(γ1 + α2 + νi)

× 1

Λ

[
Iα1+α2h(b) − λIα2x(b) −

n∑
i=1

µiI
α1+α2+νih(η)

+ λ

n∑
i=1

µiI
α2+νix(η)

]
,

On utilisant (3.1.4) donc
n∑
i=1

µi(I
νi(x))(η) =

n∑
i=1

µiI
α1+α2+νih(η) − λ

n∑
i=1

µiI
α2+νix(η) +

(
1+

(b− a)γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

)

×

[
Iα1+α2h(b) − λIα2x(b) −

n∑
i=1

µiI
α1+α2+νih(η)

+ λ

n∑
i=1

µiI
α2+νix(η)

]
,

= Iα1+α2h(b) − λIα2x(b) +
(b− a)γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

[
Iα1+α2h(b)

− λIα2x(b) −

n∑
i=1

µiI
α1+α2+νih(η) + λ

n∑
i=1

µiI
α2+νix(η)

]
,

= x(b).

Ceci complète la preuve.
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3.1.3 Existence et unicité de la solution pour le problem (3.1.1)

L’objectif de cette partie est de prouver l’existence et l’unicité de la solution pour le pro-

blème (3.1.1), en se basant sur le théorème du point fixe de Krasnoselskii et pour l’unicité on

applique le théorème du point fixe de Banach.

D’après Lemme 3.1.2, nous définissons l’opérateur A : C([a, b],R) −→ C([a, b],R) par

(Ax)(t) = Iα1+α2f(t, x(t)) − λIα2x(t) +
(t− a)γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

[
Iα1+α2f(b, x(b))

− λIα2x(b) −

n∑
i=1

µiI
α1+α2+νif(η, x(η)) + λ

n∑
i=1

µiI
α2+νix(η)

]
, (3.1.9)

on va montrer que le problème (3.1.1) admet une solution si et seulement si l’opérateur A
admet un point fixe. Pour simplifier les calcules, nous utilisons les notations suivantes

Ω1 =
(b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
+

(b− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

[
(b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
+

n∑
i=1

|µi|
(η− a)α1+α2+νi

Γ(α1 + α2 + νi + 1)

]
,

(3.1.10)

et

Ω2 = |λ|

{
(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
+

(b− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

[
(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
+

n∑
i=1

|µi|
(η− a)α2+νi

Γ(α2 + νi + 1)

]}
, (3.1.11)

avec Λ est donné par (3.1.4)

Résultat d’existence via le théorème du point fixe de Krasnoselskii

Le premier résultat est un résultat d’existence, basé sur le théorème du point fixe de

Krasnoselskii 1.5.4.

Théorème 3.1.3 Supposons que :

(H1)- f : [a, b]× R −→ R est une fonction continue telle que |f(t, x)| ≤ φ(t)
∀(t, x) ∈ [a, b]× R, avec φ ∈ C([a, b];R).

(H2)- Ω2 < 1, avecΩ2 est donné par (3.1.11).

Alors le problème (3.1.1) admet une solution intégrale définie sur [a, b].

Preuve. On va montrer que l’opérateur A défini par (3.1.9), satisfait les hypothèses de théo-

rème du point fixe de Krasnoselskii 1.5.4, pour cella nous divisons l’opérateur A en une

somme de deux opérateurs A1 et A2 sur Bρ = {x ∈ C([a, b];R); ∥x∥ ≤ ρ} avec ρ ≥ ∥φ∥Ω1

1−Ω2

et supt∈[a,b]φ(t) = ∥φ∥ où :
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(A1x)(t) = I
α1+α2f(t, x(t)) +

(t− a)γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

[
Iα1+α2f(b, x(b)) −

n∑
i=1

µiI
α1+α2+νif(η, x(η))

]
,

(3.1.12)

et

(A2x)(t) = −λIα2x(t) +
(t− a)γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

[
− λIα2x(b) + λ

n∑
i=1

µiI
α2+νix(η)

]
. (3.1.13)

Pou tout x, y ∈ Bρ on a∣∣(A1x)(t) + (A2y)(t)
∣∣ ≤ sup

t∈[a,b]

{
Iα1+α2 |f(t, x(t))|+ |λ|Iα2 |y(t)|+

(t− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
Iα1+α2 |f(b, x(b))|+

n∑
i=1

|µi|I
α1+α2+νi |f(η, x(η))|

+ |λ|Iα2 |y(b)|+ |λ|

n∑
i=1

|µi|I
α2+νi |y(η)|

]}
,

≤ ∥φ∥

{
(b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
+

(b− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
(b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
+

n∑
i=1

|µi|
(η− a)α1+α2+νi

Γ(α1 + α2 + νi + 1)

]}

+ ∥y∥|λ|

{
(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
+

(b− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
+

n∑
i=1

|µi|
(η− a)α2+νi

Γ(α2 + νi + 1)

]}
,

≤ ∥φ∥Ω1 + ρΩ2,

≤ ρ,

donc ∥A1x+A2y∥ ≤ ρ, ce qui implique que A1x+A2y ∈ Bρ.
De plus pour tout x, y ∈ C([a, b];R) on a∣∣(A2x)(t) + (A2y)(t)

∣∣ ≤ |λ|Iα2 |x(t) − y(t)|+
(b− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
|λ|Iα2 |x(b) − y(b)|+ |λ|

n∑
i=1

|µi|I
α2+νi |x(η) − y(η)|

]
,

≤ |λ|

{
(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
+

(b− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
+

n∑
i=1

|µi|
(η− a)α2+νi

Γ(α2 + νi + 1)

]}
∥x− y∥,

≤ Ω2∥x− y∥.
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Cela montre que ∥A2x+A2y∥ ≤ Ω2∥x− y∥, alors en utilisant (H2), donc A2 est une contrac-

tion.

L’opérateur A1 est continu, puisque f est continu. Il est uniformément borné sur Bρ comme :

∥A1x∥ ≤ Ω1∥φ∥. (3.1.14)

Il reste à montrer que A1 est compact, en effet posons sup(t,x)∈[a,b]×Bρ |f(t, x)| = f <∞, et pour

tout t1, t2 ∈ [a, b], t1 < t2, on a

∣∣(A1x)(t2) − (A1x)(t1)
∣∣∣ = ∣∣Iα1+α2f(t2, x(t2)) +

(t2 − a)
γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

[
Iα1+α2f(b, x(b))

−

n∑
i=1

µiI
α1+α2+νif(η, x(η))

]
− Iα1+α2f(t1, x(t1))

−
(t1 − a)

γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

[
Iα1+α2f(b, x(b)) −

n∑
i=1

µiI
α1+α2+νif(η, x(η))

]∣∣∣,
≤ f

Γ(α1 + α2)

∣∣∣ ∫ t1
a

(
(t2 − s)

α1+α2−1 − (t1 − s)
α1+α2−1ds

)
+

∫ t2
t1

(t2 − s)
α1+α2−1ds

∣∣∣+ (t2 − a)
γ1+α2−1 − (t1 − a)

γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
f

(b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
+ f

n∑
i=1

|µi|
(η− a)α1+α2+νi

Γ(α1 + α2 + νi + 1)

]
,

le côté droit de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro comme t2−t1 −→ 0, indépendamment de

x dansBρ. Alors A1 est équicontinue et donc A1 est relativement compact sur Bρ. D’après le

théorème d’Arzelá-Ascoli 1.4.9, A1 est compact sur Bρ. Il s’ensuit par le théorème du point

fixe de Krasnoselskii 1.5.4, que le problème (3.1.1) admet au moins une solution intégrale

définie sur [a, b].

Résultat d’unicité

Pour traiter l’unicité de la solution du problème (3.1.1), on se base sur le principe de

contraction de Banach comme un deuxième résultat donner par le theorem suivant.

Théorème 3.1.4 Supposons que |f(t, x) − f(t, y)| ≤ L|x − y|, L > 0, pour chaque t ∈ [a, b] et

x, y ∈ C([a, b],R).
Si LΩ1 +Ω2 < 1, où Ω1,Ω2 sont respectivement donnés par (3.1.10) et (3.1.11), alors le problème

(3.1.1) admet une solution unique définie sur [a, b].

Preuve. Considérons l’opérateur A défini en (3.1.9), le problème (3.1.1) est alors transformé

en un problème de point fixe x = Ax. En utilisant le principe de contraction de Banach 1.5.1,
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nous montrerons que A admet un point fixe unique.

On fixe supt∈[a,b] = |f(t, 0)| =M <∞, et on choisit r > 0 tel que

r ≥ MΩ1

1− LΩ2 −Ω1
. (3.1.15)

On montre que ABr ⊂ Br, avec Br = {x ∈ C([a, b],R); ∥x∥ ≤ r)}. En effet pour tout x ∈ Br on

a ∣∣(Ax)(t)∣∣ ≤ sup
t∈[a,b]

{
Iα1+α2 |f(t, x(t))|+ |λ|Iα2 |x(t)|+

(t− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
Iα1+α2 |f(b, x(b))|+

n∑
i=1

|µi|I
α1+α2+νi |f(η, x(η))|

+ |λ|Iα2 |x(b)|+ |λ|

n∑
i=1

|µi|I
α2+νi |x(η)|

]}
,

≤
(
L∥x∥+M

){ (b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
+

(b− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
(b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
+

n∑
i=1

|µi|
(η− a)α1+α2+νi

Γ(α1 + α2 + νi + 1)

]}

+ ∥x∥|λ|

{
(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
+

(b− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
+

n∑
i=1

|µi|
(η− a)α2+νi

Γ(α2 + νi + 1)

]}
,

≤
(
L∥x∥+M

)
Ω1 + ∥x∥Ω2,

≤
(
Lr+M

)
Ω1 + rΩ2,

< r,

ce qui implique que ABr ⊂ Br.
Ensuite, soit x, y ∈ C([a, b],R). Alors, pour tout t ∈ [a, b], on a∣∣(Ax)(t) − (Ay)(t)

∣∣ ≤ {
(b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
+

(b− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
(b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
+

n∑
i=1

|µi|
(η− a)α1+α2+νi

Γ(α1 + α2 + νi + 1)

]}
L∥x− y∥

+ |λ|

{
(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
+

(b− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
+

n∑
i=1

|µi|
(η− a)α2+νi

Γ(α2 + νi + 1)

]}
∥x− y∥,

≤
(
LΩ1 +Ω2

)
∥x− y∥,
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ce qui implique, ∥(Ax)(t) − (Ay)(t)∥ ≤
(
LΩ1 +Ω2

)
∥x − y∥. Comme LΩ1 +Ω2 < 1, A est

une contraction. Par conséquent, de théorème du point fixe de Banach 1.5.1, l’opérateur A
admet un point fixe unique qui est la solution unique du problème (3.1.1).

3.1.4 Exemple

Exemple 3.1.5 Considérons le problème suivant
D
3
7
, 2
7 (D

5
7
, 4
7 +

1

13
)x(t) =

2

4t+ 31

(
|x(t)|

1+ |x(t)|

)
+
1

4
,

1

4
≤ t ≤ 5

4
,

x
(1
4

)
= 0 , x

(5
4

)
=
3

8
I
2
3x
(3
4

)
+
5

8
I
4
3x
(3
4

)
+
7

8
I
5
3x
(3
4

)
.

(3.1.16)

Où α1 =
3

7
, α2 =

5

7
, β1 =

2

7
, β2 =

4

7
, λ =

1

13
, a =

1

4
, b =

5

4
, n = 3, µ1 =

3

8
, µ2 =

5

8
, µ3 =

7

8
,

ν1 =
2

3
, ν2 =

4

3
, ν3 =

5

3
et η =

3

4
.

Pour tout (t, x) ∈ [
1

4
,
5

4
]× R+, nous définissons f(t, x(t)) =

2

4t+ 31

(
x(t)

1+ x(t)

)
+
1

4
.

f est une fonction continue, de plus pour tout t ∈ [
1

4
,
5

4
] et pour chaque x, y ∈ R+ nous avons

|f(t, x) − f(t, y)| ≤ 2

4t+ 31

∣∣∣∣ x− y

(1+ x)(1+ y)

∣∣∣∣
≤ 1

16
|x− y|.

Avec ces valeurs ci-dessus, on obtient γ1 = α1 + β1 − α1β1 =
29

49
, γ2 = α2 + β2 − α2β2 =

43

49
,

|Λ| ≃ 0.1566055 ̸= 0,Ω1 = 8.3617056,Ω2 = 0.1298368 et L =
1

16
.

Donc LΩ1 +Ω2 =
1

16
× 8.3617056 + 0.1298368 ≃ 0, 6524434 < 1, d’après le Théorème 3.1.4,

le problème (3.1.16) admet une solution unique définie sur [
1

4
,
5

4
].
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3.2 Résultats d’existence pour l’inclusion différentielle frac-
tionnaire de Langevin avec la dérivée fractionnaire de
Hilfer

3.2.1 Motivation

L’objectif de cette section est d’étudier la version d’inclusion pour le problème (3.1.1), et

aussi d’étendre les résultats obtenus dans le premier chapitre pour le problème inclusion

(2.1.1), en étudiant un type de dérivée fractionnaire plus général que la première. En effet,

on va établir un résultat d’existence en utilisant l’alternative non linéaire de Leray-Schauder

pour le problème inclusion suivant
HDα1,β1(HDα2,β2 + λ)x(t) ∈ F(t, x(t)), a ≤ t ≤ b,

x(a) = 0, x(b) =

n∑
i=1

µi(I
νi(x))(η), a < η < b.

(3.2.1)

Où F : [a, b]×R −→ P(R) est une multifonction bornée, fermée, convexe (P(R) est la famille

de tous les sous-ensemble non vides de R).

3.2.2 Construction de la solution

On définit la solution du problème (3.2.1) comme suit :

Définition 3.2.1 Une fonction x ∈ C([a, b],R) est appelée une solution du problème (3.2.1) s’il

existe une fonction v ∈ L1([a, b],R) avec v(t) ∈ F(t, x(t)) pour tout t ∈ [a, b] tel que CDα(CDβ +

λ)x(t) = v(t) et x(a) = 0, x(b) =

n∑
i=1

µi(I
νi(x))(η). On a l’équation intégrale suivante

x(t) = Iα1+α2v(t) − λIα2x(t) +
(t− a)γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

[
Iα1+α2v(b) − λIα2x(b) −

n∑
i=1

µiI
α1+α2+νiv(η)

+ λ

n∑
i=1

µiI
α2+νix(η)

]
, (3.2.2)

avec Λ est donné par (3.1.4).

Pour tout x ∈ C([a, b],R), on définit l’ensemble des sélections de F par

SF ,x :=
{
v ∈ L1([a, b],R) : v ∈ F(t, x(t)) on [a, b]

}
. (3.2.3)

Supposons que :

(H3)- F : [a, b] × R −→ P(R) est une L1-Carathéodory et a des valeurs compactes et

convexes non vides, et pour chaque x fixé dans C([0, 1],R) l’ensemble :
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SF ,x = {v ∈ L1([a, b], X) : v(t) ∈ F(t, x(t)); t ∈ [a, b]},

est convexe non vide.

(H4)- ∥F(t, x)∥ := sup{|v| : v ∈ F(t, x)} ≤ p(t)Ψ(∥x∥) pour tout t ∈ [a, b] et tout x ∈
C([a, b], X), où p ∈ L1([a, b],R+) et Ψ : R+ −→ [0,+∞) est une fonction continue et

strictement croissante.

(H5)- Il existe un nombreM > 0 tel que :

(1−Ω2)M

∥p∥Ψ(M)Ω1

> 1,

oùΩ1 etΩ2 sont données respectivement par (3.1.10) et (3.1.11).

3.2.3 Existence de la solution pour le problem (3.2.1)

Dans cette partie on va donner notre résultat d’existence pour la version inclusion du

problème (3.2.1), qu’est basé sur l’alternative non linéaire de Leray-Schauder 1.5.5.

Théorème 3.2.2 Supposons que les hypothèses (H2) − (H5) sont vérifiées, alors le problème (3.2.1)

admet au moins une solution définie sur [a, b].

Preuve. D’après (3.2.2) et pour transformer le problème (3.2.1) en un problème de point fixe,

on introduire l’opérateur multivoque A : C([0, 1],R) −→ P([a, b],R) définit par

A(x) :=


h ∈ C([a, b],R) : h(t) =



Iα1+α2v(t) − λIα2x(t) +
(t− a)γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

×

[
Iα1+α2v(b) − λIα2x(b) −

n∑
i=1

µiI
α1+α2+νiv(η)

+λ

n∑
i=1

µiI
α2+νix(η)

]
; t ∈ [a, b], v ∈ S

F,x


.

Maintenant, on va prouver que l’opérateur multivoque A satisfait les conditions de l’al-

ternative non linéaire de Leray-Schauder 1.5.5, pour cela on va donner la démonstration

dans plusieurs étape

Étape 1 : A(x) est convexe pour chaque x ∈ C([a, b],R).
En effet, si h1, h2 ∈ N (x), alors il existe v1, v2 ∈ SF ,x tels que pour tout t ∈ [a, b] nous avons :

hj(t) = I
α1+α2vj(t) − λI

α2x(t) +
(t− a)γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

[
Iα1+α2vj(b)

− λIα2x(b) −

n∑
i=1

µiI
α1+α2+νivj(η) + λ

n∑
i=1

µiI
α2+νix(η)

]
,

FACULTÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES 76 UNIVERSITÉ SULTAN MOULAY SLIMANE



HAMID LMOU THÈSE DOCTORALE LABORATOIRE : LMACS

pour j = 1, 2. Soit 0 ≤ k ≤ 1 alors, pour chaque t ∈ [a, b], on a

kh1(t) + (1− k)h2(t) = I
α1+α2

[
kv1(s) + (1− k)v2(s)

]
− λIα2x(t) +

(t− a)γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

×

[
Iα1+α2

[
kv1(s) + (1− k)v2(s)

]
− λIα2x(b)

−

n∑
i=1

µiI
α1+α2+νi

[
kv1(η) + (1− k)v2(η)

]
+ λ

n∑
i=1

µiI
α2+νix(η)

]
,

en utilisant la convexité de SF ,x, on obtient kv1 + (1 − k)v2 ∈ A(x), alors A(x) est convexe

pour chaque x ∈ C([a, b],R).

Étape 2 : A(x) est bornée.

En effet, il suffit de montrer qu’il existe une constante positive l telle que pour chaque h ∈
A(x) ; x ∈ Bq = {x ∈ C([a, b],R : ∥x∥∞ ≤ q} on a ∥h∥∞ ≤ l.
Si h ∈ A(x) alors il existe v ∈ SF,x, tel que pour tout t ∈ [a, b] on a

h(t) = Iα1+α2v(t) − λIα2x(t) +
(t− a)γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

[
Iα1+α2v(b)

− λIα2x(b) −

n∑
i=1

µiI
α1+α2+νiv(η) + λ

n∑
i=1

µiI
α2+νix(η)

]
,

alors pour tout t ∈ [a, b] on a∣∣h(x)(t)∣∣ ≤ sup
t∈[a,b]

{
Iα1+α2 |v(t)|+ |λ|Iα2 |x(t)|+

(t− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
Iα1+α2 |v(b)|+

n∑
i=1

|µi|I
α1+α2+νi |v(η)|

+ |λ|Iα2 |x(b)|+ |λ|

n∑
i=1

|µi|I
α2+νi |x(η)|

]}
,

≤ ∥p∥Ψ(∥x∥)

{
(b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
+

(b− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
(b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
+

n∑
i=1

|µi|
(η− a)α1+α2+νi

Γ(α1 + α2 + νi + 1)

]}

+ ∥x∥|λ|

{
(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
+

(b− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
+

n∑
i=1

|µi|
(η− a)α2+νi

Γ(α2 + νi + 1)

]}
,

≤ ∥p∥Ψ(∥x∥)Ω1 + ∥x∥Ω2,

≤ ∥p∥Ψ(ρ)Ω1 + ρΩ2,
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implique que

∥h∥ ≤ ∥p∥Ψ(ρ)Ω1 + ρΩ2 := l. (3.2.4)

OùΩ1 etΩ2 sont donné respectivement par (3.1.10) et (3.1.11).

Étape 3 : A est équicontinue.

Soient t1, t2 ∈ [a, b] ; t1 < t2, et x ∈ Bq où Bq, comme ci-dessus, est un ensemble borné de

C([a, b],R), pour chaque x ∈ Bq et h ∈ A(x) ; il existe v ∈ SF,x tel que :

∣∣h(t2) − h(t1)∣∣∣ ≤ 1

Γ(α1 + α2)

∣∣∣ ∫ t1
a

(
(t2 − s)

α1+α2−1 − (t1 − s)
α1+α2−1

)
v(s)ds

+

∫ t2
t1

(t2 − s)
α1+α2−1v(s)ds

∣∣∣
+

|λ|

Γ(α2)

∣∣∣ ∫ t1
a

(
(t2 − s)

α2−1 − (t1 − s)
α2−1

)
x(s)ds

+

∫ t2
t1

(t2 − s)
α2−1x(s)ds

∣∣∣+ (t2 − a)
γ1+α2−1 − (t1 − a)

γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
∥v(s)∥ (b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
+ ∥v(s)∥

n∑
i=1

|µi|
(η− a)α1+α2+νi

Γ(α1 + α2 + νi + 1)

+ ∥x(b)∥|λ| (b− a)
α2

Γ(α2 + 1)
+ ∥x(η)∥|λ|

n∑
i=1

|µi|
(η− a)α2+νi

Γ(α2 + νi + 1)

]
,

≤ ∥p∥Ψ(ρ)
Γ(α1 + α2)

∣∣∣ ∫ t1
a

(
(t2 − s)

α1+α2−1 − (t1 − s)
α1+α2−1

)
ds

+

∫ t2
t1

(t2 − s)
α1+α2−1ds

∣∣∣
+
ρ|λ|

Γ(α2)

∣∣∣ ∫ t1
a

(
(t2 − s)

α2−1 − (t1 − s)
α2−1

)
ds

+

∫ t2
t1

(t2 − s)
α2−1ds

∣∣∣+ (t2 − a)
γ1+α2−1 − (t1 − a)

γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
∥p∥Ψ(ρ) (b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
+ ∥p∥Ψ(ρ)

n∑
i=1

|µi|
(η− a)α1+α2+νi

Γ(α1 + α2 + νi + 1)

+ ρ|λ|
(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
+ ρ|λ|

n∑
i=1

|µi|
(η− a)α2+νi

Γ(α2 + νi + 1)

]
,

Comme t2 −→ t1 le côté droit de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro, cela implique que A(x)

est équicontinue. Il s’ensuit donc par l’application de théorème d’Arzelà-Ascoli que A :

C([a, b],R) −→ P(C([a, b],R)) est relativement compact alors N est complètement continue.

Étape 4 : A admet un graph fermé.

Soient xn −→ x∗, hn ∈ A(xn) et hn −→ h∗, on va prouver que h∗ ∈ A(x∗).
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Si hn ∈ A(xn), alors il existe vn ∈ SF,xn tel que pour chaque t ∈ [a, b] on a

hn(t) = I
α1+α2vn(t) − λI

α2xn(t) +
(t− a)γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

[
Iα1+α2vn(b)

− λIα2xn(b) −

n∑
i=1

µiI
α1+α2+νivn(η) + λ

n∑
i=1

µiI
α2+νixn(η)

]
, (3.2.5)

On doit prouver qu’il existe v∗ ∈ SF ,x∗ , tel que pour tout t ∈ [a, b] on a

h∗(t) = I
α1+α2v∗(t) − λI

α2x∗(t) +
(t− a)γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

[
Iα1+α2v∗(b)

− λIα2x∗(b) −

n∑
i=1

µiI
α1+α2+νiv∗(η) + λ

n∑
i=1

µiI
α2+νix∗(η)

]
,

donc∥∥∥∥∥
(
hn(t) + λI

α2xn(t) −
(t− a)γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

[
− λIα2xn(b) + λ

n∑
i=1

µiI
α2+νixn(η)

])

−

(
h∗(t) + λI

α2x∗(t) −
(t− a)γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

[
− λIα2x∗(b) + λ

n∑
i=1

µiI
α2+νix∗(η)

])∥∥∥∥∥ −→ 0
n→∞ .

Considérons l’opérateur linéaire :

L : L1([0, 1],R) −→ C([a, b],R)

g −→ L(v)(t).

Où

L(v)(t) = Iα1+α2v(t) +
(t− a)γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

[
Iα1+α2v(b) −

n∑
i=1

µiI
α1+α2+νiv(η)

]
.

D’après le Lemme 1.4.8 ; L ◦ SF,x admet un graphe fermé alors on obtient :(
hn(t) + λI

α2xn(t) −
(t− a)γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

[
− λIα2xn(b) + λ

n∑
i=1

µiI
α2+νixn(η)

])
∈ Υ

(
S

F,xn

)
.

Or xn −→ x∗, et hn −→ h∗ implique que(
h∗(t) + λI

α2x∗(t) −
(t− a)γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

[
− λIα2x∗(b) + λ

n∑
i=1

µiI
α2+νix∗(η)

])
= Υ(v∗) ∈ Υ

(
S

F,x∗

)
.

Il en résulte que v∗ ∈ SF ,x tel que

h∗(t) = I
α1+α2v∗(t) − λI

α2x∗(t) +
(t− a)γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

[
Iα1+α2v∗(b)

− λIα2x∗(b) −

n∑
i=1

µiI
α1+α2+νiv∗(η) + λ

n∑
i=1

µiI
α2+νix∗(η)

]
.
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Ceci implique que A admet un graph fermé.

Étape 5 : A admet un point fixe.

Nous montrons que (ii) du Théorème 1.5.5 n’est pas possible. En effet si x ∈ θAx pour

θ ∈]0, 1], alors il existe v ∈ SF ,x tel que x(t) = θh(t) implique |x(t)| ≤ |h(t)|, d’après l’étape 2

on a

∥x∥ ≤ ∥p∥Ψ(∥x∥)Ω1 + ∥x∥Ω2,

donc

(1−Ω2)∥x∥ ≤ ∥p∥Ψ(∥x∥). (3.2.6)

Si (ii) du Théorème 1.5.5 est vrai alors il existe θ ∈]0, 1] et x ∈ ∂BM avec x ∈ θA ce qui

signifie que x est solution de (3.2.1) avec ∥x∥ =M alors d’après (3.2.6) on a :

(1−Ω2)M ≤ ∥p∥Ψ(M), (3.2.7)

donc
(1−Ω2)M

∥p∥Ψ(M)
≤ 1, (3.2.8)

ce qui contredit (H5). Par conséquent, d’après le Théorème 1.5.5 A admet un point fixe nous

déduisons que notre problème (3.2.1) admet au moins une solution définit sur [a, b].
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Chapitre 4

Résultats d’existence et de stabilité pour
un système couplé d’équation
différentielle fractionnaire de Langevin
avec la dérivée fractionnaire de Hilfer

4.1 Existence et unicité de la solution d’un système couplé
d’équation fractionnaire de Langevin avec la dérivée frac-
tionnaire de Hilfer

4.1.1 Motivation

De nombreux articles ont étudié les systèmes couplés pour les équations différentielles

fractionnaires, voir [78, 8, 4]. Récemment, Wongcharoen et al [81] ont étudié les résultats

d’existence et d’unicité de la solution pour un système couplé donné par

HDα,βx(t) = f(t, x(t), y(t)), t ∈ [a, b],

HDp,qy(t) = g(t, x(t), y(t)), t ∈ [a, b],

x(a) = 0 , x(b) =

n∑
i=1

ηi(I
χi(y))(θi),

y(a) = 0 , y(b) =

m∑
j=1

τj(I
σj(x))(κj).

Où HDα,β,HDp,q, sont la dérivée fractionnaire de Hilfer d’ordre α, p, telle que 1 < α, p < 2

et de paramètre β, q, tel que 0 < β, q < 1, a ≥ 0, Iχi , Iσj sont les intégrales fractionnaires

de Riemann-Liouville d’ordre χi et σj respectivement χi, σj > 0, θi, κj ∈]a, b[, i = 1, 2, ..., n,

ı = 1, 2, ..., n, j = 1, 2, ...,m, ηi, τj ∈ R et f, g : [a, b]×R×R −→ R sont des fonctions continues.

Les auteurs ont prouvé les résultats d’existence et d’unicité en utilisant, l’alternative non

linéaire de Leray-schauder, le théorème du point fixe de Krasnoselskii, et le théorème du

81
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point fixe de Banach. Motivés par les travaux ci-dessus, nous étudions les critères d’existence

et d’unicité de la solution pour le système couplé suivant :

HDα1,β1(HDα2,β2 + λ1)x(t) = f(t, x(t), y(t)), t ∈ [a, b],

HDp1,q1(HDp2,q2 + λ2)y(t) = g(t, x(t), y(t)), t ∈ [a, b],

x(a) = 0 , x(b) =

n∑
i=1

µi(I
νi(y))(ηi),

y(a) = 0 , y(b) =

m∑
j=1

ωj(I
σj(x))(ξj).

(4.1.1)

Où HDαi,βi , HDpi,qi , i = 1, 2 représente les dérivées fractionnaires de Hilfer d’ordreαi, pi, telle

que 0 < αi, pi < 1 et de paramètre βi, qi, telle que 0 ≤ βi, qi ≤ 1, i = 1, 2, λ1, λ2 ∈ R, a ≥ 0,

Iνi , Iσj sont les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville d’ordre νi et σj respectivement

νi, σj > 0, ηi, ξj ∈]a, b[, i = 1, 2, ..., n, j = 1, 2, ...,m, µi,ωj ∈ R et f, g : [a, b] × R × R −→ R
sont des fonctions continues. En se basant sur l’alternative non linéaire de Leray-Schauder

on étudie le résultat d’existence et pour l’unicité on applique le théorème du point fixe de

Banach, de plus on traite la stabilité au sens de Ulam-Hyers (U-H), et aussi au sens de Ulam-

Hyers généralisé (U-H-G).

4.1.2 Construction de la solution

Lemme 4.1.1 Soit a ≥ 0, 0 < α1, α2, p1, p2 < 1, 0 ≤ β1, β2, q1, q2 ≤ 1, et γi = αi+βi−αiβi > 0,

δi = pi + qi − piqi > 0, avec i = 1, 2, et h1, h2 ∈ C([a, b],R). Alors la solution du système couplé

d’équations différentielles fractionnaires de Langevin de la forme :

HDα1,β1(HDα2,β2 + λ1)x(t) = h1(t), t ∈ [a, b],

HDp1,q1(HDp2,q2 + λ2)y(t) = h2(t), t ∈ [a, b],

x(a) = 0 , x(b) =

n∑
i=1

µi(I
νi(y))(ηi),

y(a) = 0 , y(b) =

m∑
j=1

ωj(I
σj(x))(ξj),

(4.1.2)
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est équivalent aux équations intégrales

x(t) = Iα1+α2h1(t) − λ1I
α2x(t) +

(t− a)γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

[
Φ4

(
− Iα1+α2h1(b)

−

n∑
i=1

µiI
p1+p2+νih2(ηi) + λ1I

α2x(b) − λ2

n∑
i=1

µiI
p2+νiy(ηi)

)

+Φ2

(
m∑
j=1

ωjI
α1+α2+σjh1(ξj) − I

p1+p2h2(b) −

m∑
j=1

ωjI
α2+σjx(ξj)

+ λ2I
p2y(b)

)]
, (4.1.3)

et

y(t) = Ip1+p2h2(t) − λ2I
p2y(t) +

(t− a)δ1+p2−1

ΛΓ(δ1 + p2)

[
Φ1

(
m∑
j=1

ωjI
α1+α2+σjh1(ξj)

− Ip1+p2h2(b) − λ1

m∑
j=1

ωjI
α2+σjx(ξj) + λ2I

p2y(b)

)
+Φ3

(
− Iα1+α2h1(b)

+

n∑
i=1

µiI
p1+p2+νih2(ηi) + λ1I

α2x(b) − λ2

n∑
i=1

µiI
p2+νiy(ηi)

)]
. (4.1.4)

Où

Φ1 =
(b− a)γ1+α2−1

Γ(γ1 + α2)
, (4.1.5)

Φ2 =

n∑
i=1

µi
(ηi − a)

δ1+p2+νi−1

Γ(δ1 + p2 + νi)
, (4.1.6)

Φ3 =

m∑
j=1

ωj

(ξj − a)
γ1+α2+σj−1

Γ(γ1 + α2 + σj)
, (4.1.7)

Φ4 =
(b− a)δ1+p2−1

Γ(δ1 + p2)
, (4.1.8)

Λ = Φ1Φ4 −Φ2Φ3 ̸= 0. (4.1.9)

Preuve. En appliquant l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α1 aux deux

côtés de la première equation de (4.1.2), nous obtenons, en utilisant le Lemme 1.2.3, le résul-

tat suivant
HDα2,β2x(t) + λx(t) = Iα1h1(t) +

c0

Γ(γ1)
(t− a)γ1−1, (4.1.10)

où c0 constant et γ1 = α1 + β1 − α1β1. En appliquant l’intégrale fractionnaire de Riemann-

Liouville d’ordre α2 aux deux côtés de (4.1.10), nous obtenons, en utilisant le Lemme 1.2.3

x(t) = Iα1+α2h1(t) − λ1I
α2x(t) +

c0

Γ(γ1 + α2)
(t− a)γ1+α2−1 +

c1

Γ(γ2)
(t− a)γ2−1, (4.1.11)
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En utilisant la condition aux limites x(a) = 0 dans (4.1.11) on obtient que c1 = 0, alors

x(t) = Iα1+α2h1(t) − λ1I
α2x(t) +

c0

Γ(γ1 + α2)
(t− a)γ1+α2−1. (4.1.12)

De la même manière, pour y, en utilisant l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

d’ordre p1 et p2, respectivement, pour la deuxième équation de (4.1.2), on obtient

y(t) = Ip1+p2h2(t) − λ2I
p2y(t) +

d0

Γ(δ1 + p2)
(t− a)δ1+p2−1 +

d1

Γ(δ2)
(t− a)δ2−1, (4.1.13)

où d0, d1 sont des constantes, et en utilisant la condition aux limites y(a) = 0 dans (4.1.13)

on obtient que d1 = 0, alors

y(t) = Ip1+p2h2(t) − λ2I
p2y(t) +

d0

Γ(δ1 + p2)
(t− a)δ1+p2−1, (4.1.14)

en utilisant les conditions aux limites x(b) =
n∑
i=1

µi(I
νi(y))(ηi) et y(b) =

m∑
j=1

ωj(I
σj(x))(ξj)

dans (4.1.13) et (4.1.14), on obtient le systèmeΦ1c0 −Φ2d0 = Ω1,

−Φ2c0 +Φ4d0 = Ω2,
(4.1.15)

où

Ω1 = −Iα1+α2h1(b) −

n∑
i=1

µiI
p1+p2+νih2(ηi) + λ1I

α2x(b) − λ2

n∑
i=1

µiI
p2+νiy(ηi), (4.1.16)

Ω2 =

m∑
j=1

ωjI
α1+α2+σjh1(ξj) − I

p1+p2h2(b) −

m∑
j=1

ωjI
α2+σjx(ξj) + λ2I

p2y(b). (4.1.17)

En résolvant le système (4.1.15) on obtient

c0 =
Φ4Ω1 +Φ2Ω2

Φ1Φ4 −Φ2Φ3

, d0 =
Φ1Ω2 +Φ3Ω1

Φ1Φ4 −Φ2Φ3

. (4.1.18)

En substituant la valeur de c0, et d0 dans (4.1.13) et (4.1.14), respectivement, on obtient les

solutions intégrales (4.1.3) et (4.1.4).

4.1.3 Existence et unicité de la solution pour le système couplé (4.1.1)

L’objectif de cette partie est de prouver l’existence et l’unicité de la solution pour le sys-

tème couplé (4.1.1), en se basant sur l’alternative non linéaire de Leray-Schauder 1.5.5 et

pour l’unicité on applique le théorème du point fixe de Banach 1.5.1.

D’après le Lemme 4.1.1, on définit l’opérateur A : K ×K −→ K ×K par

A(x, y)(t) =

A1(x, y)(t)

A2(x, y)(t)

 , (4.1.19)

FACULTÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES 84 UNIVERSITÉ SULTAN MOULAY SLIMANE



HAMID LMOU THÈSE DOCTORALE LABORATOIRE : LMACS

où

A1(x, y)(t) = I
α1+α2f(t, x(t), y(t)) − λ1I

α2x(t) +
(t− a)γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

×

[
Φ4

(
− Iα1+α2f(b, x(b), y(b))) −

n∑
i=1

µiI
p1+p2+νig(ηi, x(ηi), y(ηi))

+ λ1I
α2x(b) − λ2

n∑
i=1

µiI
p2+νiy(ηi)

)
+Φ2

(
m∑
j=1

ωjI
α1+α2+σjf(ξj, x(ξj), y(ξj))

− Ip1+p2g(b, x(b), y(b)) −

m∑
j=1

ωjI
α2+σjx(ξj) + λ2I

p2y(b)

)]
, (4.1.20)

et

A2(x, y)(t) = I
p1+p2g(t, x(t), y(t)) − λ2I

p2y(t) +
(t− a)δ1+p2−1

ΛΓ(δ1 + p2)

×

[
Φ1

(
m∑
j=1

ωjI
α1+α2+σjf(ξj, x(ξj), y(ξj)) − I

p1+p2g(b, x(b), y(b))

− λ1

m∑
j=1

ωjI
α2+σjx(ξj) + λ2I

p2y(b)

)
+Φ3

(
− Iα1+α2f(b, x(b), y(b))

+

n∑
i=1

µiI
p1+p2+νig(ηi, x(ηi), y(ηi)) + λ1I

α2x(b) − λ2

n∑
i=1

µiI
p2+νiy(ηi)

)]
. (4.1.21)

Pour simplifier les calculs, nous utilisons les notations suivantes :

X1 = |λ1|

{
(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
+
(b− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

[
|Φ4|

(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
+|Φ2|

m∑
j=1

|ωj|
(ξj − a)

α2+σj

Γ(α2 + σj + 1)

]}
, (4.1.22)

Y1 = |λ2|

{
(b− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

[
|Φ4|

n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p2+νi

Γ(p2 + νi + 1)
+ |Φ2|

(b− a)p2

Γ(p2 + 1)

]}
, (4.1.23)

F1 =
(b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)

(
1+

(b− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)
|Φ4|

)
+
(b− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)
|Φ2|

m∑
j=1

|ωj|
(ξj − a)

α1+α2+σj

Γ(α1 + α2 + σj + 1)
,

(4.1.24)

G1 =
(b− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

(
|Φ4|

n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p1+p2+νi

Γ(p1 + p2 + νi + 1)
+ |Φ2|

(b− a)p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)

)
, (4.1.25)

X2 = |λ1|

{
(b− a)δ1+p2−1

|Λ|Γ(δ1 + p2)

[
|Φ1|

m∑
j=1

|ωj|
(ωj − a)

α2+σj

Γ(α2 + σj + 1)
+ |Φ3|

(b− a)α2

Γ(α2 + 1)

]}
, (4.1.26)

Y2 = |λ2|

{
(b− a)p2

Γ(p2 + 1)
+

(b− a)δ1+p2−1

|Λ|Γ(δ1 + p2)

[
|Φ1|

(b− a)p2

Γ(p2 + 1)
+ |Φ3|

n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p2+νi

Γ(p2 + νi + 1)

]}
, (4.1.27)

F2 =
(b− a)δ1+p2−1

|Λ|Γ(δ1 + p2)

(
|Φ1|

m∑
j=1

|ωj|
(ωj − a)

α2+σj

Γ(α2 + σj + 1)
+ |Φ3|

(b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)

)
, (4.1.28)

FACULTÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES 85 UNIVERSITÉ SULTAN MOULAY SLIMANE



HAMID LMOU THÈSE DOCTORALE LABORATOIRE : LMACS

G2 =
(b− a)p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)

(
1+

(b− a)δ1+p2−1

|Λ|Γ(δ1 + p2)
|Φ1|

)
+
(b− a)δ1+p2−1

|Λ|Γ(δ1 + p2)
|Φ3|

n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p1+p2+νi

Γ(p1 + p2 + νi + 1)
,

(4.1.29)

K = C([a, b],R).

Résultat d’existence

Le premier résultat est un résultat d’existence, basé sur l’alternative non linéaire de

Leray-Schauder 1.5.5.

Théorème 4.1.2 Supposons que f, g : [a, b]×R×R −→ R, sont des fonctions continues, et il existe

Mi,Mi ≥ 0, i = 1, 2, 3, tel que, pour x, y ∈ R,

|f(t, x(t), y(t))| ≤M1 +M2|x|+M3|y|, (4.1.30)

|g(t, x(t), y(t))| ≤M1 +M2|x|+M3|y|, (4.1.31)

si

K1 = (F1 + F2)M2 + (G1 +G2)M2 + (X1 + X2) < 1, (4.1.32)

K2 = (F1 + F2)M3 + (G1 +G2)M3 + (Y1 + Y2) < 1, (4.1.33)

alors, le système couplé (4.1.1) admet au moins une solution sur [a, b].

Preuve. L’opérateur A définit en (4.1.19) est continu, grâce a la continuité des fonctions f

et g. On va montrer que l’opérateur A : K × K −→ K × K est complètement continu. En

effet Soit Br = {(x, y) ∈ K × K : ∥(x, y)∥ ≤ r} un ensemble borné dans K × K. Alors, pour

tout (x, y) ∈ Br, il existe des nombres réels positifs f et g tels que |f(t, x(t), y(t)| ≤ f et

|g(t, x(t), y(t)| ≤ g. Alors, pour tout (x, y) ∈ Br, on a

∥∥A1(x, y)
∥∥ ≤ sup

t∈[a,b]

{
Iα1+α2 |f(t, x(t), y(t))|+ |λ1|I

α2 |x(t)|+
(t− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
|Φ4|

(
Iα1+α2 |f(b, x(b), y(b))|+

n∑
i=1

|µi|I
p1+q2+νi |g(ηi, x(ηi), y(ηi))|

+ |λ1|I
α2 |x(b)|+ |λ2|

n∑
i=1

|µi|I
p2+νi |y(ηi)|

)

+ |Φ2|

(
m∑
j=1

|ωj|I
α1+α2+σj |f(ξj, x(ξj), y(ξj))|+ I

p1+p2 |g(b, x(b), y(b))|

+

m∑
j=1

|ωj|I
α2+σj |x(ξj)|+ |λ2|I

p2 |y(b)|

)]}
,
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≤ (b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
f+ |λ1|

(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
∥x∥+ (b− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
|Φ4|

(
(b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
f+

n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p1+p2+νi

Γ(p1 + p2 + νi + 1)
g

+ |λ1|
(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
∥x∥+ |λ2|

n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p2+νi

Γ(p2 + νi + 1)
∥y∥

)

+ |Φ2|

(
m∑
j=1

|ωj|
(ξj − a)

α1+α2+σj

Γ(α1 + α2 + σj + 1)
f+

(b− a)p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)
g

+ |λ1|

m∑
j=1

|ωj|
(ξj − a)

α2+σj

Γ(α2 + σj + 1)
∥x∥+ |λ2|

(b− a)p2

p2 + 1
∥y∥

)]
,

≤ F1f+ X1∥x∥+G1g+ Y1∥y∥,

ce qui implique que

∥A1(x, y)∥ ≤ F1f+ X1∥x∥+G1g+ Y1∥y∥. (4.1.34)

De même, on a

∥A2(x, y)∥ ≤ F2f+ X2∥x∥+G2g+ Y2∥y∥. (4.1.35)

De (4.1.34) et (4.1.35), il s’ensuit que

∥A(x, y)∥ ≤ [F1 + F2]f+ [G1 +G2]g+ [X1 + X2]r+ [Y1 + Y2]r. (4.1.36)

Alors l’opérateur A est uniformément borné.

Ensuite, nous montrons que l’opérateur A est complètement continu. En effet soit t1, t2 ∈
[a, b], t1 < t2 alors pour tout (x, y) ∈ Br nous avons

∣∣A1(x(t2), y(t2)) −A1(x(t1), y(t1))
∣∣∣ ≤ 1

Γ(α1 + α2)

∣∣∣ ∫ t1
a

(
(t2 − s)

α1+α2−1

− (t1 − s)
α1+α2−1

)
f(s, x(s), y(s))ds+

∫ t2
t1

(t2 − s)
α1+α2−1f(s, x(s), y(s))ds

∣∣∣
+

|λ1|

Γ(α2)

∣∣∣ ∫ t1
a

(
(t2 − s)

α2−1 − (t1 − s)
α2−1

)
x(s)ds

+

∫ t2
t1

(t2 − s)
α2−1x(s)ds

∣∣∣+ |(t2 − a)
γ1+α2−1 − (t1 − a)

γ1+α2−1|

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
|Φ4|

(
Iα1+α2 |f(b, x(b), y(b))|+

n∑
i=1

|µi|I
p1+q2+νi |g(ηi, x(ηi), y(ηi))|

+ |λ1|I
α2 |x(b)|+ |λ2|

n∑
i=1

|µi|I
p2+νi |y(ηi)|

)

+ |Φ2|

(
m∑
j=1

|ωj|I
α1+α2+σj |f(ξj, x(ξj), y(ξj))|+ I

p1+p2 |g(b, x(b), y(b))|
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+

m∑
j=1

|ωj|I
α2+σj |x(ξj)|+ |λ2|I

p2 |y(b)|

)]
,

≤ f

Γ(α1 + α2)

(∣∣∣ ∫ t1
a

(
(t2 − s)

α1+α2−1 − (t1 − s)
α1+α2−1

)
ds
∣∣∣+ ∣∣∣ ∫ t2

t1

(t2 − s)
α1+α2−1ds

∣∣∣)

+
|λ1|

Γ(α2)

∣∣∣ ∫ t1
a

(
(t2 − s)

α2−1 − (t1 − s)
α2−1

)
x(s)ds+

∫ t2
t1

(t2 − s)
α2−1x(s)ds

∣∣∣
+

∣∣(t2 − a)γ1+α2−1 − (t1 − a)
γ1+α2−1

∣∣
|Λ|Γ(γ1 + α2)

[
|Φ4|

(
(b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
f+ |λ1|

(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
∥x∥

+

n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p1+p2+νi

Γ(p1 + p2 + νi + 1)
g+ |λ2|

n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p2+νi

Γ(p2 + νi + 1)
∥y∥

)

+ |Φ2|

(
m∑
j=1

|ωj|
(ξj − a)

α1+α2+σj

Γ(α1 + α2 + σj + 1)
f+

(b− a)p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)
g

+ |λ1|

m∑
j=1

|ωj|
(ξj − a)

α2+σj

Γ(α2 + σj + 1)
∥x∥+ |λ2|

(b− a)p2

p2 + 1
∥y∥

)]
,

≤ f

Γ(α1 + α2)

(∣∣∣ ∫ t1
a

(
(t2 − s)

α1+α2−1 − (t1 − s)
α1+α2−1

)
ds
∣∣∣+ ∣∣∣ ∫ t2

t1

(t2 − s)
α1+α2−1ds

∣∣∣)

+
r|λ1|

Γ(α2)

(∣∣∣ ∫ t1
a

(
(t2 − s)

α2−1 − (t1 − s)
α2−1

)
ds
∣∣∣+ ∣∣∣ ∫ t2

t1

(t2 − s)
α2−1ds

∣∣∣)

+

∣∣(t2 − a)γ1+α2−1 − (t1 − a)
γ1+α2−1

∣∣
|Λ|Γ(γ1 + α2)

[
|Φ4|

(
(b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
f+ |λ1|

r(b− a)α2

Γ(α2 + 1)

+

n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p1+p2+νi

Γ(p1 + p2 + νi + 1)
g+ |λ2|r

n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p2+νi

Γ(p2 + νi + 1)

)

+ |Φ2|

(
m∑
j=1

|ωj|
(ξj − a)

α1+α2+σj

Γ(α1 + α2 + σj + 1)
f+

(b− a)p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)
g

+ |λ1|

m∑
j=1

|ωj|
r(ξj − a)

α2+σj

Γ(α2 + σj + 1)
+ |λ2|

r(b− a)p2

Γ(p2 + 1)

)]
.
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Par le même procédé, on obtient

∣∣A2(x(t2), y(t2)) −A2(x(t1), y(t1))
∣∣∣ ≤ g

Γ(p1 + p2)

(∣∣∣ ∫ t1
a

(
(t2 − s)

p1+p2−1

− (t1 − s)
p1+p2−1

)
ds
∣∣∣+ ∣∣∣ ∫ t2

t1

(t2 − s)
p1+p2−1ds

∣∣∣)

+
r|λ2|

Γ(p2)

(∣∣∣ ∫ t1
a

(
(t2 − s)

p2−1 − (t1 − s)
p2−1

)
ds
∣∣∣+ ∣∣∣ ∫ t2

t1

(t2 − s)
p2−1ds

∣∣∣)

+

∣∣(t2 − a)δ1+p2−1 − (t1 − a)
δ1+p2−1

∣∣
|Λ|Γ(δ1 + p2)

[
|Φ1|

(
(b− a)p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)
g+ |λ2|

r(b− a)p2

Γ(p2 + 1)

+

m∑
j=1

|ωj|
(ξj − a)

α1+α2+σj

Γ(α1 + α2 + σj + 1)
f+ |λ1|r

m∑
j=1

|ωj|
(ξj − a)

α2+σj

Γ(α2 + σj + 1)

)

+ |Φ3|

(
n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p1+p2+νi

Γ(p1 + p2 + νi + 1)
g+

(b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
f

+ |λ2|

n∑
i=1

|µi|
r(ηi − a)

p2+νi

Γ(p2 + νi + 1)
+ |λ1|

r(b− a)α2

Γ(α2 + 1)

)]
.

Comme t2 −→ t1 le côté droit des deux inégalités ci-dessus tend vers zéro, implique que

A(x, y) est équicontinu. Il s’ensuit donc par le théorème d’Arzelà-Ascoli que A(x, y) est

relativement compact alors A(x, y) est complètement continu.

Reste à montrer que l’ensemble M(A) = {(x, y) ∈ K × K | A(x, y) = θA(x, y); 0 < θ < 1} est

borné. En effet, pour tout (x, y) ∈ M, avec (x, y) = θA(x, y), et pour tout t ∈ [a, b], on ax(t) = θA1(x, y)(t),

y(t) = θA2(x, y)(t).
(4.1.37)
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Donc ∣∣x(t)∣∣ ≤ (b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)

(
M1 +M2|x|+M3|y|

)
+ |λ1|

(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
∥x∥

+
(b− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)
×

[
|Φ4|

(
(b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)

(
M1 +M2|x|+M3|y|

)
+

n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p1+p2+νi

Γ(p1 + p2 + νi + 1)

(
M1 +M2|x|+M3|y|

)
+ |λ1|

(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
∥x∥

+ |λ2|

n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p2+νi

Γ(p2 + νi + 1)
∥y∥

)
+ |Φ2|

(
m∑
j=1

|ωj|
(ξj − a)

α1+α2+σj

Γ(α1 + α2 + σj + 1)

×
(
M1 +M2|x|+M3|y|

)
+

(b− a)p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)

(
M1 +M2|x|+M3|y|

)
+ |λ1|

m∑
j=1

|ωj|
(ξj − a)

α2+σj

Γ(α2 + σj + 1)
∥x∥+ |λ2|

(b− a)p2

p2 + 1
∥y∥

)]
,

≤ F1
(
M1 +M2|x|+M3|y|

)
+G1

(
M1 +M2|x|+M3|y|

)
+ X1∥x∥+ Y1∥y∥.

D’où

∥x∥ ≤
(
F1M1 +G1M1

)
+
(
F1M2 +G1M2 + X1

)
∥x∥+

(
F1M3 +G1M3 + Y1

)
∥y∥. (4.1.38)

De même en trouve

∥y∥ ≤
(
F2M1 +G1M1

)
+
(
F2M2 +G2M2 + X2

)
∥x∥+

(
F2M3 +G2M3 + Y2

)
∥y∥, (4.1.39)

impliquent que

∥x∥+ ∥y∥ ≤ (F1 + F2)M1 + (G1 +G2)M1 +

[
(F1 + F2)M2 + (G1 +G2)M2

+ (X1 + X2)

]
∥x∥+

[
(F1 + F2)M3 + (G1 +G2)M3 + (Y1 + Y2)

]
∥y∥,

ainsi, nous obtenons

∥(x, y)∥ ≤ (F1 + F2)M1 + (G1 +G2)M1

min
(
1− K1; 1− K2

) . (4.1.40)

Avec K1 et K2 sont donnée respectivement par (4.1.32) et (4.1.33). D’après (4.1.40) l’ensemble

M est borné, par conséquent, en appliquant le Théorème 1.5.5, l’opérateur A admet au moins

un point fixe. Par conséquent, nous déduisons que Le problème (4.1.1) a au moins une solu-

tion définit sur [a, b].

Résultat d’unicité

Pour traiter l’unicité de la solution pour notre système (4.1.1), nous utilisons le principe

de contraction de Banach 1.5.1.
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Théorème 4.1.3 Supposons que f, g : [a, b] × R −→ R sont deux fonctions continues. De plus,

nous supposons que :

(H1)− Il existe des constantes L1,L2 > 0 telles que, pour tout t ∈ [a, b] et x1, x2, y1, y2 ∈ R,

|f(t, x2, y2) − f(t, x1, y1)| ≤ L1
(
|x2 − x1|+ |y2 − y1|

)
, (4.1.41)

|g(t, x2, y2) − g(t, x1, y1)| ≤ L2
(
|x2 − x1|+ |y2 − y1|

)
. (4.1.42)

Si (
F1 + F2

)
L1 +

(
G1 +G2

)
L2 +

(
X1 + X2

)
+
(
Y1 + Y2

)
< 1. (4.1.43)

Alors, le problème (4.1.1) admet une solution unique définit sur [a, b]

Preuve. Considérons l’opérateur A défini dans (3.1.9). Le système couplé (4.1.1) est alors

transformé en un problème de point fixe (x, y)(t) = A(x, y)(t). En utilisant le principe de

contraction de Banach, nous montrerons que A admet un point fixe unique.

On pose supt∈[a,b] = |f(t, 0, 0)| = L1 < ∞, et supt∈[a,b] = |g(t, 0, 0)| = L2 < ∞ et choisissons

r > 0 tel que

r ≥ (F1 + F2)L1 + (G1 +G2)L2

1−
[(
F1 + F2

)
L1 +

(
G1 +G2

)
L2 +

(
X1 + X2

)
+
(
Y1 + Y2

)] . (4.1.44)

Maintenant, nous montrons que ABr ⊂ Br, où Br = {(x, y) ∈ K × K : ∥(x, y)∥ ≤ r}. En effet,

pour tout (x, y) ∈ Br, t ∈ [a, b] on a

|f(t, x(t), y(t))| ≤ |f(t, x(t), y(t)) − f(t, 0, 0)|+ |f(t, 0, 0)|,

≤ L1(|x(t)|+ |y(t)|) + L1,

≤ L1(∥x∥+ ∥y∥) + L1,

≤ L1r+ L1, (4.1.45)

de même on a

|g(t, x(t), y(t))| ≤ L2(∥x∥+ ∥y∥) + L2 ≤ L2r+ L2. (4.1.46)
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Donc

∣∣A1(x, y)(t)
∣∣ ≤ sup

t∈[a,b]

{
Iα1+α2 |f(t, x(t), y(t))|+ |λ1|I

α2 |x(t)|+
(t− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
|Φ4|

(
Iα1+α2 |f(b, x(b), y(b))|+

n∑
i=1

|µi|I
p1+q2+νi |g(ηi, x(ηi), y(ηi))|

+ |λ1|I
α2 |x(b)|+ |λ2|

n∑
i=1

|µi|I
p2+νi |y(ηi)|

)

+ |Φ2|

(
m∑
j=1

|ωj|I
α1+α2+σj |f(ξj, x(ξj), y(ξj))|+ I

p1+p2 |g(b, x(b), y(b))|

+

m∑
j=1

|ωj|I
α2+σj |x(ξj)|+ |λ2|I

p2 |y(b)|

)]}
,

≤ (b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)

(
L1r+ L1

)
+ |λ1|

(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
∥x∥+ (b− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
|Φ4|

(
(b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)

(
L1r+ L1

)
+

n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p1+p2+νi

Γ(p1 + p2 + νi + 1)

(
L2r+ L2

)
+ |λ1|

(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
∥x∥+ |λ2|

n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p2+νi

Γ(p2 + νi + 1)
∥y∥

)

+ |Φ2|

(
m∑
j=1

|ωj|
(ξj − a)

α1+α2+σj

Γ(α1 + α2 + σj + 1)

(
L1r+ L1

)
+

(b− a)p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)

(
L2r+ L2

)
+ |λ1|

m∑
j=1

|ωj|
(ξj − a)

α2+σj

Γ(α2 + σj + 1)
∥x∥+ |λ2|

(b− a)p2

p2 + 1
∥y∥

)]
,

≤
(
F1L1 +G1L2 + X1 + Y1

)
r+ F1L1 +G1L2,

ce qui implique

∥A1(x, y)
∥∥ ≤

(
F1L1 +G1L2 + X1 + Y1

)
r+ F1L1 +G1L2. (4.1.47)

Identiquement, on obtient

∥A2(x, y)
∥∥ ≤

(
F2L1 +G2L2 + X2 + Y2

)
r+ F2L1 +G2L2. (4.1.48)

En utilisant (4.1.44) on arrive à

∥A(x, y)
∥∥ ≤

[(
F1 + F2

)
L1 +

(
G1 +G2

)
L2 +

(
X1 + X2

)
+
(
Y1 + Y2

)]
r

+ (F1 + F2)L1 + (G1 +G2)L2 ≤ r, (4.1.49)

ce qui implique que ABr ⊂ Br.
Ensuite, nous montrerons que l’opérateur A est une contraction, en effet pour tout x1, y2 ∈ R
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et pour tout t ∈ [a, b] on a∣∣A1(x2, y2)(t) −A1(x1, y1)(t)
∣∣ ≤ Iα1+α2 |f(t, x2(t), y2(t)) − f(t, x1(t), y1(t))|

+ |λ1|I
α2 |x2(t) − x1(t)|+

(t− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
|Φ4|

(
Iα1+α2 |f(b, x2(b), y2(b)) − f(b, x1(b), y1(b))|

+

n∑
i=1

|µi|I
p1+q2+νi |g(ηi, x2(ηi), y2(ηi)) − g(ηi, x1(ηi), y1(ηi))|

+ |λ1|I
α2 |x2(b) − x1(b)|+ |λ2|

n∑
i=1

|µi|I
p2+νi |y2(ηi) − y1(ηi)|

)

+ |Φ2|

(
m∑
j=1

|ωj|I
α1+α2+σj |f(ξj, x2(ξj), y2(ξj)) − f(ξj, x1(ξj), y1(ξj))|

+ Ip1+p2 |g(b, x2(b), y2(b)) − g(b, x1(b), y1(b))|

+

m∑
j=1

|ωj|I
α2+σj |x2(ξj) − x1(ξj)|+ |λ2|I

p2 |y2(b) − y1(b)|

)]
,

≤ (b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
L1
(
∥x2 − x1∥+ ∥y2 − y1∥

)
+ |λ1|

(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
∥x2 − x1∥

+
(b− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)
×

[
|Φ4|

(
(b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
L1
(
∥x2 − x1∥+ ∥y2 − y1∥

)
+

n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p1+p2+νi

Γ(p1 + p2 + νi + 1)
L2
(
∥x2 − x1∥+ ∥y2 − y1∥

)
+ |λ1|

(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
∥x2 − x1∥+ |λ2|

n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p2+νi

Γ(p2 + νi + 1)
∥y2 − y1∥

)

+ |Φ2|

(
m∑
j=1

|ωj|
(ξj − a)

α1+α2+σj

Γ(α1 + α2 + σj + 1)
L1
(
∥x2 − x1∥

+ ∥y2 − y1∥
)
+

(b− a)p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)
L2
(
∥x2 − x1∥+ ∥y2 − y1∥

)
+ |λ1|

m∑
j=1

|ωj|
(ξj − a)

α2+σj

Γ(α2 + σj + 1)
∥x2 − x1∥+ |λ2|

(b− a)p2

p2 + 1
∥y2 − y1∥

)]}
,

≤
(
F1L1 +G1L2 + X1 + Y1

)(
∥x2 − x1∥+ ∥y2 − y1∥

)
,

ce qui implique∥∥A1(x2, y2)(t) −A1(x1, y1)(t)
∥∥ ≤

(
F1L1 +G1L2 + X1 + Y1

)(
∥x2 − x1∥+ ∥y2 − y1∥

)
. (4.1.50)

Identiquement, on a∥∥A2(x2, y2)(t) −A1(x1, y1)(t)
∥∥ ≤

(
F2L1 +G2L2 + X2 + Y2

)(
∥x2 − x1∥+ ∥y2 − y1∥

)
. (4.1.51)
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D’après (4.1.50) et (4.1.51) on obtient

∥A(x2, y2) −A(x1, y1)
∥∥ ≤

[(
F1 + F2

)
L1 +

(
G1 +G2

)
L2 +

(
X1 + X2

)
+
(
Y1 + Y2

)](
∥x2 − x1∥+ ∥y2 − y1∥

)
. (4.1.52)

Comme
(
F1 + F2

)
L1 +

(
G1 + G2

)
L2 +

(
X1 + X2

)
+
(
Y1 + Y2

)
< 1, alors A est un opérateur

de contraction. Donc, d’après le théorème du point fixe de Banach, l’opérateur A a un point

fixe unique qui est en effet une solution unique du système (4.1.1) sur [a, b].

4.2 Analyse de stabilité pour le système (4.1.1)

Dans cette section, on s’intéresse à étudier la stabilité au sens de Ulam-Hyers (U-H), et

au sens de Ulam-Hyers généralisé (U-H-G) de la solution pour le système couplé (4.1.1).

Soit ε = (ε1, ε2) > 0, on considère les inégalités suivantes∣∣∣HDα1,β1(HDα2,β2 + λ1)x̃(t) − f(t, x̃(t), ỹ(t))
∣∣∣ ≤ ε1, t ∈ [a, b], (4.2.1)∣∣∣HDp1,q1(HDp2,q2 + λ2)ỹ(t) − g(t, x̃(t), ỹ(t))
∣∣∣ ≤ ε2, t ∈ [a, b], (4.2.2)

et x̃(b) = x(b), ỹ(b) = y(b).

Définition 4.2.1 [1, 32] Le système couplé (4.1.1) est dit (U-H) stable s’il existe λ = (λf, λg) > 0,

tel que pour chaque ε = (ε1, ε2) > 0 et pour chaque solution (x̃, ỹ) ∈ K × K des inégalités (4.2.1),

(4.2.2), il existe (x, y) ∈ K ×K solution du système couplé (4.1.1) on a

∥(x̃, ỹ) − (x, y)∥K×K ≤ λε. (4.2.3)

Définition 4.2.2 [1, 32] Le système couplé (4.1.1) est dit (U-H-G) stable s’il existe φ = (φf, φg) ∈
C(R,R)) avec φ(0) = (φf(0), φg(0)) = (0, 0) , tel que pour chaque ε = (ε1, ε2) > 0 et pour chaque

solution (x̃, ỹ) ∈ K × K des inégalités (4.2.1), (4.2.2), il existe (x, y) ∈ K × K solution du système

couplé (4.1.1) on a

∥(x̃, ỹ) − (x, y)∥K×K ≤ φ(ε). (4.2.4)

Remarque 4.2.3 Une fonction (x̃, ỹ) ∈ K × K est une solution des inégalités (4.2.1), (4.2.2) si et

seulement s’il existe une fonction (h1, h2) ∈ K ×K telle que

i- |h1(t)| ≤ ε1 et |h2(t)| ≤ ε2.
ii- for t ∈ [a, b] 

HDα1,β1(HDα2,β2 + λ1)x̃(t) = f(t, x̃(t), ỹ(t)) + h1(t),

HDp1,q1(HDp2,q2 + λ2)ỹ(t) = g(t, x̃(t), ỹ(t)) + h2(t).
(4.2.5)
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Pour simplifier les calculs, nous utilisons les notations suivantes :

A1 =
(b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
L1 + |λ1|

(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
+

(b− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
|Φ4|

n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p1+p2+νi

Γ(p1 + p2 + νi + 1)
L2 + |Φ2|

(
m∑
j=1

|ωj|
(ξj − a)

α1+α2+σj

Γ(α1 + α2 + σj + 1)
L1

+ |λ1|

m∑
j=1

|ωj|
(ξj − a)

α2+σj

Γ(α2 + σj + 1)

)]
, (4.2.6)

B1 =
(b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
L1 +

(b− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
|Φ4|

(
|λ2|

n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p2+νi

Γ(p2 + νi + 1)
+

n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p1+p2+νi

Γ(p1 + p2 + νi + 1)
L2

)

+ |Φ2|

m∑
j=1

|ωj|
(ξj − a)

α1+α2+σj

Γ(α1 + α2 + σj + 1)
L1

]
, (4.2.7)

C1 =
(b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
. (4.2.8)

A2 =
(b− a)p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)
L2 + |λ2|

(b− a)p2

Γ(p2 + 1)
+

(b− a)δ1+p2−1

|Λ|Γ(δ1 + p2)

×

[
|Φ1|

m∑
j=1

|ωj|
(ξj − a)

α1+α2+σj

Γ(α1 + α2 + σj + 1)
L1 + |Φ3|

(
n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p1+p2+νi

Γ(p1 + p2 + νi + 1)
L2

+ |λ2|

n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p2+νi

Γ(p2 + νi + 1)

)]
, (4.2.9)

B2 =
(b− a)p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)
L2 +

(b− a)δ1+p2−1

|Λ|Γ(δ1 + p2)

×

[
|Φ1|

(
|λ1|

m∑
j=1

|ωj|
(ξj − a)

α2+σj

Γ(α2 + σj + 1)
+

m∑
j=1

|ωj|
(ξj − a)

α1+α2+σj

Γ(α1 + α2 + σj + 1)
L1

)

+ |Φ3|

n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p1+p2+νi

Γ(p1 + p2 + νi + 1)
L2

]
, (4.2.10)

C2 =
(b− a)p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)
. (4.2.11)

Théorème 4.2.4 Supposons que (H1) est vérifié, si A1 > 1,A2 > 1, et 1 −
B1B2

(1−A1)(1−A2)
̸= 0

alors le système (4.1.1) est (U-H) stable sur [a, b] et par conséquent (U-H-G) stable, où Ai, Bi, i =

1, 2 sont donnés par (4.2.6) − (4.2.10).
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Preuve. Soit ε = (ε1, ε2) > 0, et (x̃, ỹ) ∈ K × K satisfait les inégalités (4.2.1), (4.2.2), et

(x, y) ∈ K × K est l’unique solution du problème (4.1.1) avec les conditions x̃(b) = x(b),

ỹ(b) = y(b), on a

x(t) = Iα1+α2f(t, x(t), y(t)) − λ1I
α2x(t) +

(t− a)γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

×

[
Φ4

(
− Iα1+α2f(b, x(b), y(b))) −

n∑
i=1

µiI
p1+p2+νig(ηi, x(ηi), y(ηi))

+ λ1I
α2x(b) − λ2

n∑
i=1

µiI
p2+νiy(ηi)

)
+Φ2

(
m∑
j=1

ωjI
α1+α2+σjf(ξj, x(ξj), y(ξj))

− Ip1+p2g(b, x(b), y(b)) −

m∑
j=1

ωjI
α2+σjx(ξj) + λ2I

p2y(b)

)]
, (4.2.12)

et

y(t) = Ip1+p2g(t, x(t), y(t)) − λ2I
p2y(t) +

(t− a)δ1+p2−1

ΛΓ(δ1 + p2)

×

[
Φ1

(
m∑
j=1

ωjI
α1+α2+σjh1(ξj) − I

p1+p2g(b, x(b), y(b))

− λ1

m∑
j=1

ωjI
α2+σjx(ξj) + λ2I

p2y(b)

)
+Φ3

(
− Iα1+α2f(b, x(b), y(b))

+

n∑
i=1

µiI
p1+p2+νig(ηi, x(ηi), y(ηi)) + λ1I

α2x(b) − λ2

n∑
i=1

µiI
p2+νiy(ηi)

)]
. (4.2.13)

Puisque, (x̃, ỹ) ∈ K ×K satisfait les inégalités (4.2.1), (4.2.2), d’après la remarque 4.2.3 on a

HDα1,β1(HDα2,β2 + λ1)x̃(t) = f(t, x̃(t), ỹ(t)) + h1(t), t ∈ [a, b],

HDp1,q1(HDp2,q2 + λ2)ỹ(t) = g(t, x̃(t), ỹ(t)) + h2(t), t ∈ [a, b],

x̃(a) = x(a) , x̃(b) = x(b),

ỹ(a) = y(a) , ỹ(b) = y(b),

(4.2.14)

donc

x̃(t) = Iα1+α2f(t, x̃(t), ỹ(t)) − λ1I
α2 x̃(t) +

(t− a)γ1+α2−1

ΛΓ(γ1 + α2)

×

[
Φ4

(
− Iα1+α2f(b, x̃(b), ỹ(b))) −

n∑
i=1

µiI
p1+p2+νig(ηi, x̃(ηi), ỹ(ηi))

+ λ1I
α2 x̃(b) − λ2

n∑
i=1

µiI
p2+νiỹ(ηi)

)
+Φ2

(
m∑
j=1

ωjI
α1+α2+σjf(ξj, x̃(ξj), ỹ(ξj))

− Ip1+p2g(b, x̃(b), ỹ(b)) −

m∑
j=1

ωjI
α2+σj x̃(ξj) + λ2I

p2ỹ(b)

)]
+ Iα1+α2h1(t), (4.2.15)
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et

ỹ(t) = Ip1+p2g(t, x̃(t), ỹ(t)) − λ2I
p2ỹ(t) +

(t− a)δ1+p2−1

ΛΓ(δ1 + p2)

×

[
Φ1

(
m∑
j=1

ωjI
α1+α2+σjf(ξj, x̃(ξj), ỹ(ξj)) − I

p1+p2g(b, x̃(b), ỹ(b))

− λ1

m∑
j=1

ωjI
α2+σj x̃(ξj) + λ2I

p2ỹ(b)

)
+Φ3

(
− Iα1+α2f(b, x̃(b), ỹ(b))

+

n∑
i=1

µiI
p1+p2+νig(ηi, x̃(ηi), ỹ(ηi)) + λ1I

α2 x̃(b) − λ2

n∑
i=1

µiI
p2+νiỹ(ηi)

)]
+ Ip1+p2h2(t). (4.2.16)

D’autre part, pour tout t ∈ [a, b] on a∣∣x̃(t) − x(t)∣∣ ≤ Iα1+α2 |f(t, x̃(t), ỹ(t)) − f(t, x(t), y(t))|

+ |λ1|I
α2 |x̃(t) − x(t)|+

(t− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)

×

[
|Φ4|

(
n∑
i=1

|µi|I
p1+q2+νi |g(ηi, x̃(ηi), ỹ(ηi)) − g(ηi, x(ηi), y(ηi))|

+ |λ2|

n∑
i=1

|µi|I
p2+νi |ỹ(ηi) − y(ηi)|

)

+ |Φ2|

(
m∑
j=1

|ωj|I
α1+α2+σj |f(ξj, x̃(ξj), ỹ(ξj)) − f(ξj, x(ξj), y(ξj))|

+ |λ1|

m∑
j=1

|ωj|I
α2+σj |x̃(ξj) − x(ξj)|

)]
+ Iα1+α2 |h1(t)|

≤ (b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
L1
(
∥x̃− x∥K + ∥ỹ− y∥K

)
+ |λ1|

(b− a)α2

Γ(α2 + 1)
∥x̃− x∥K

+
(b− a)γ1+α2−1

|Λ|Γ(γ1 + α2)
×

[
|Φ4|

(
|λ2|

n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p2+νi

Γ(p2 + νi + 1)
∥ỹ− y∥K

+

n∑
i=1

|µi|
(ηi − a)

p1+p2+νi

Γ(p1 + p2 + νi + 1)
L2
(
∥x̃− x∥K + ∥ỹ− y∥K

))

+ |Φ2|

(
m∑
j=1

|ωj|
(ξj − a)

α1+α2+σj

Γ(α1 + α2 + σj + 1)
L1
(
∥x̃− x∥K

+∥ỹ− y∥K
)
+ |λ1|

m∑
j=1

|ωj|
(ξj − a)

α2+σj

Γ(α2 + σj + 1)
∥x̃− x∥K

)]
+

(b− a)α1+α2

Γ(α1 + α2 + 1)
ε1

≤ A1∥x̃− x∥K + B1∥ỹ− y∥K + C1ε1,
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ce qui implique

∥x̃− x∥K ≤ C1

1−A1
ε1 +

B1

1−A1
∥ỹ− y∥K. (4.2.17)

Où A1, B1, C1 sont respectivement donnés par (4.2.6), (4.2.7) et (4.2.8).

De la même manière, on a

∥ỹ− y∥K ≤ C2

1−A2
ε2 +

B2

1−A2
∥x̃− x∥K. (4.2.18)

Où A2, B2, C2 sont respectivement donnés par (4.2.9), (4.2.10) et (4.2.11).

Il s’ensuit que 
∥x̃− x∥K −

B1

1−A1
∥ỹ− y∥K ≤ C1

1−A1
ε1.

∥ỹ− y∥K −
B2

1−A2
∥x̃− x∥K ≤ C2

1−A2
ε2.

(4.2.19)

Alors (4.2.19) peut s’écrire sous la forme matricielle suivante 1 −
B1

1−A1

−
B2

1−A2
1


∥x̃− x∥K
∥ỹ− y∥K

 ≤

 C1

1−A1
ε1

C2

1−A2
ε2

 , (4.2.20)

donc ∥x̃− x∥K
∥ỹ− y∥K

 ≤


1

∆

B1

∆(1−A1)
B2

∆(1−A2)

1

∆

×

 C1

1−A1
ε1

C2

1−A2
ε2

 , (4.2.21)

avec ∆ = 1−
B1B2

(1−A1)(1−A2)
̸= 0, donc (4.2.21) devient

∥x̃− x∥K ≤ C1

∆(1−A1)
ε1 +

B1C2

∆(1−A1)(1−A2)
ε2. (4.2.22)

∥ỹ− y∥K ≤ B2C1

∆(1−A1)(1−A2)
ε1 +

C2

∆(1−A2)
ε2. (4.2.23)

Ce qui conduit à

∥x̃− x∥K + ∥ỹ− y∥K ≤ C1(1−A2) + B2C1
∆(1−A1)(1−A2)

ε1 +
C2(1−A1) + B1C2
∆(1−A1)(1−A2)

ε2, (4.2.24)

pour ε = max(ε1; ε2) et λ =
C1(1−A2) + B2C1 + C2(1−A1) + B1C2

∆(1−A1)(1−A2)
, on obtient

∥(x̃, ỹ) − (x, y)∥K×K ≤ λε. (4.2.25)

Cela prouve que le système couplé (4.1.1), est (U-H) stable.

De plus, en posant φ(ε) = λε avec φ(0) = 0 on obtient

∥(x̃, ỹ) − (x, y)∥K×K ≤ φ(ε), (4.2.26)

on déduit aussi que le système couplé (4.1.1), est (U-H-G) stable.
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Chapitre 5

Étude d’inclusion différentielle
fractionnaire hybride de Langevin avec la
dérivée fractionnaire de ψ-Hilfer

5.1 Résultat d’existence pour une inclusion différentielle frac-
tionnaire hybride avec la dérivée fractionnaire deψ-Hilfer

5.1.1 Motivation

Les équations différentielles hybrides peuvent être considérées comme des perturbations

quadratiques d’équations différentielles non linéaires. Ces dernières années, elles ont l’objet

d’un intérêt croissant en raison de sa vaste applicabilité dans plusieurs domaines. Pour plus

de détails sur les équations différentielles hybrides, voir [22, 43, 86]. Hilal et Kajouni [37] ont

discuté le problème aux limites suivants pour une équation différentielle hybride d’ordre

fractionnaire via la dérivé fractionnaire de Caputo d’ordre 0 < α < 1
Dα
( x(t)

f(t, x(t))

)
= g(t, x(t)), t ∈ J = [0, T ]

a
x(0)

f(0, x(0))
+ b

x(T)

f(T, x(T))
= c,

où f ∈ C
(
J×R,R\{0}

)
, g : [a, b]×R −→ R et a, b, c sont des constantes réelles avec a+b ̸= 0.

Motivés par les travaux ci-dessus, nous étudions les critères d’existence de la solution du

problème suivant : 
HDα,β;ψ

( x(t)

f(t, x(t))

)
∈ G(t, x(t)), t ∈ J := [a, b]

x(a) = 0 , x(b) =

n∑
i=1

ωix(ηi).
(5.1.1)

Où HDα,β;ψ la dérivée fractionnaire de ψ-Hilfer d’ordre α, 1 < α ≤ 2 et de paramètre β,

0 ≤ β ≤ 1,ωi ∈ R, i = 1, ..., n, a < η1 < ... < ηn < b, f ∈ C
(
J×R,R\ {0}

)
etG : [a, b]×R −→

99
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P(R) est une multifonction, où P(R) est la famille de tous les sous-ensembles non vides de

R. nous discutons le résultat d’existence en utilisant le théorème de point fixe hybride de

Dhage.

Remarque 5.1.1 • Si ψ(t) = t, et β = 1 le problème hybride (5.1.1) se réduit à un problème

hybride avec la dérivée fractionnaire de Caputo.

• Si β = 1 le problème hybride (5.1.1) se réduit à un problème hybride avec la dérivée fraction-

naire de ψ-Caputo.

• Si ψ(t) = t, et β = 0 le problème hybride (5.1.1) se réduit à un problème hybride avec la

dérivée fractionnaire de Riemman-Liouville.

• Si β = 0 ole problème hybride (5.1.1) se réduit à un problème hybride avec la dérivée fraction-

naire de ψ-Riemman-Liouville.

• Si ψ(t) = t, le problème hybride (5.1.1) se réduit à un problème hybride avec la dérivée

fractionnaire de Hilfer.

• Si ψ(t) = log(t), le problème hybride (5.1.1) se réduit à un problème hybride avec la dérivée

fractionnaire de Hilfer-Hadamard.

• Si ψ(t) = tρ, le problème hybride (5.1.1) se réduit à un problème hybride avec la dérivée

fractionnaire de Hilfer-Katugampola.

5.1.2 Construction de la solution

Lemme 5.1.2 Soit a ≥ 0, 1 < α ≤ 2, 0 ≤ β ≤ 1, γ = α + 2β − αβ > 0, et y ∈ C(J,R). Alors la

fonction x est une solution du problème suivant
HDα,β;ψ

( x(t)

f(t, x(t))

)
= y(t), t ∈ J := [a, b]

x(a) = 0 , x(b) =

n∑
i=1

ωix(ηi).
(5.1.2)

si et seulement si x est une solution de l’équation intégral

x(t) = f(t, x(t))

[
Iα;ψy(t)+

(ψ(t) −ψ(a))γ−1

ΛΓ(γ)

(
f(b, x(b))Iα;ψy(b)−

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
α;ψy(ηi)

)]
,

(5.1.3)

avec

Λ =

n∑
i=1

ωi

(ψ(ηi) −ψ(a))
γ−1

Γ(γ)
−

(ψ(b) −ψ(a))γ−1

Γ(γ)
̸= 0 (5.1.4)

Preuve. Le problème (5.1.1), peut s’écrire sou la forme suivante

Iγ−α;ψa+ Dγ;ψ
a+ (

x(t)

f(t, x(t))
) = y(t). (5.1.5)
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Avec γ = α + 2β − αβ > 0, en appliquant l’intégrale fractionnaire de ψ-Riemann-Liouville

d’ordre α aux deux côtés de (5.1.5), on obtient en utilisant le Lemme 1.3.10

x(t)

f(t, x(t))
= Iα;ψy(t) +

c0

Γ(γ)
((ψ(t) −ψ(a))γ−1 +

c1

Γ(γ− 1)
((ψ(t) −ψ(a))γ−2, (5.1.6)

où c0, c1 sont des constantes. En utilisant la condition aux limites x(a) = 0 dans (5.1.6), nous

obtenons que c1 = 0. Alors

x(t)

f(t, x(t))
= Iα;ψy(t) +

c0

Γ(γ)
((ψ(t) −ψ(a))γ−1. (5.1.7)

En utilisant la condition limite aux limites x(b) =
n∑
i=1

ωix(ηi) dans (5.1.7) on trouve

c0 =
1

Λ

[
f(b, x(b))Iα;ψy(b) −

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
α;ψy(ηi)

]
. (5.1.8)

En substituant la valeur de c0 dans (5.1.6) on obtient la solution intégrale (5.1.3).

5.1.3 Existence de la solution pour le problème (5.1.1)

Dans cette section, nous traitons l’existence de la solution du problème (5.1.1), en utilisant

le théorème du point fixe hybride de Dhage 1.5.6 et pour simplifier les calculs, nous utilisons

la notation suivante

Φ =
(ψ(b) −ψ(a))α

Γ(α+ 1)
+

(ψ(b) −ψ(a))γ−1

|Λ|Γ(γ)

[
f̂
(ψ(b) −ψ(a))α

Γ(α+ 1)
+ f̂

n∑
i=1

|ωi|
(ψ(ηi) −ψ(a))

α

Γ(α+ 1)

]
,

(5.1.9)

où f̂ = max(|f(b, x(b))|; |f(ηi, x(ηi))|), i = 1, ..., n.

Définition 5.1.3 Une fonction x ∈ C(J,R) est dite solution du problème (5.1.1) si, x(a) = 0,

x(b) =

n∑
i=1

ωix(ηi) et il existe une fonction v ∈ L1(J,R) avec v ∈ G(t, x(t)) p.p, sur J telle que

x(t) = f(t, x(t))

[
Iα;ψv(t)+

(ψ(t) −ψ(a))γ−1

ΛΓ(γ)

(
f(b, x(b))Iα;ψv(b)−

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
α;ψv(ηi)

)]
.

(5.1.10)

Pour tout x ∈ C([a, b],R), on définit l’ensemble des sélections de G par

SG,x :=
{
v ∈ L1([a, b],R) : v ∈ G(t, x(t)); t ∈ [a, b]

}
. (5.1.11)

On suppose que
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(H1)− La fonction f : J×R −→ R\ {0} est continue et il existe une fonction bornéeφ telle

que φ(t) > 0, pour tout t ∈ J et

|f(t, x(t)) − f(t, y(t))| ≤ φ(t)|x(t) − y(t)|,

pour tout t ∈ J, et pour tout x, y ∈ R.

(H2)− G : J × R −→ P(R) est L1-Carathéodory et a des valeurs convexes non vides, et

pour chaque x ∈ C(J,R) l’ensemble :

S
G,x

= {v ∈ L1(J, X) : v(t) ∈ G(t, x(t)); t ∈ J}
est convexe et non vide.

(H3)− |G(t, x)| := sup{|v| : v ∈ G(t, x)} ≤ p(t)Ψ(|x|) pour tout t ∈ J et tout x ∈ C(J, X), où

p ∈ L1(J,R+) et Ψ : R+ −→ [0,+∞) est une fonction continue, bornée et strictement

croissante.

(H4)− ∥φ∥∥p∥Ψ(∥x∥)Φ < 1

2
; (où Φ est donné par (5.1.9)).

Le résultat d’existence suivant est basé sur le théorème du point fixe hybride de Dhage.

Théorème 5.1.4 Sous les hypothèses (H1) − (H4), le problème (5.1.1) admet au moins une solution

définie sur J

Preuve. D’après le lemme 5.1.2, et afin de transformé le problème (5.1.1) en un problème

de point fixe, on introduit l’opérateur multivoque H : C(J,R) −→ P(C(J,R)) définit par

Hx :=


h ∈ C(J,R) : h(t) =



f(t, x(t))

[
Iα;ψv(t) +

(ψ(t) −ψ(a))γ−1

ΛΓ(γ)

×
(
f(b, x(b))Iα;ψv(b)

−

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
α;ψv(ηi)

)]
; t ∈ J, v ∈ S

G,x


.

Dans ce qui suit, nous définissons deux opérateurs, A : C(J,R) −→ C(J,R) par

Ax(t) = f(t, x(t)),

et, B : C(J,R) −→ P(C(J,R)) par

B(x) =
{
k ∈ C(J,R) : k(t) = Iα;ψv(t) + (ψ(t) −ψ(a))γ−1

ΛΓ(γ)

(
f(b, x(b))Iα;ψv(b)

−

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
α;ψv(ηi); v ∈ S

G,x

}
.

Alors l’opérateur H s’écrit comme Hx = AxBx. Ensuite, nous allons montrer que les opéra-

teurs A et B satisfont les conditions du théorème de point fixe hybride de Dhage.

Étape 1 : A est Lipschitzien sur C(J,R)
Soit x, y ∈ C(J,R), pour tout t ∈ [a, b], et d’après (H1) on a

|Ax(t) −Ay(t)| ≤ |f(t, x(t)) − f(t, y(t))| ≤ |φ(t)||x(t) − y(t)|. (5.1.12)
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Il s’ensuit que

∥Ax−Ay∥ ≤ ∥φ∥∥x− y∥. (5.1.13)

Étape 2 : Bx est convexe pour tout x ∈ C(J,R).
En effet, si k1, k2 ∈ Bx, alors il existe v1, v2 ∈ S

G,x
tels que pour chaque t ∈ J nous avons :

kj(t) = I
α;ψvj(t) +

(ψ(t) −ψ(a))γ−1

ΛΓ(γ)

(
f(b, x(b))Iα;ψvj(b) −

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
α;ψvj(ηi)

)
,

(5.1.14)

Pour j = 1, 2. Soit 0 ≤ λ ≤ 1 alors, pour tout t ∈ J on a

λk1(t) − (1− λ)k2(t) = I
α;ψ
(
λv1(t) − (1− λ)v2(t)

)
+

(ψ(t) −ψ(a))γ−1

ΛΓ(γ)

×
(
f(b, x(b))Iα;ψ

(
λv1(b) − (1− λ)v2(b)

)
−

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
α;ψ
(
λv1(ηi) − (1− λ)v2(ηi)

)
(ηi)

)
.

En utilisant la convexité de S
G,x

, on obtient λv1 + (1 − λ)v2 ∈ Bx ce qui implique que B est

convexe.

Étape 3 : B est borné.

En effet, pour ρ > 0, soit Bρ = {x ∈ C(J,R) : ∥x∥ ≤ ρ} est une boule fermée de C(J,R), alors

pour tout k ∈ B(x) et x ∈ Bρ il existe v ∈ S
G,x

, tel que :

k(t) = Iα;ψv(t) +
(ψ(t) −ψ(a))γ−1

ΛΓ(γ)

(
f(b, x(b))Iα;ψv(b) −

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
α;ψv(ηi)

)
, (5.1.15)

donc ∥∥k∥∥ ≤ sup
t∈J

∣∣∣Iα;ψv(t) + (ψ(t) −ψ(a))γ−1

ΛΓ(γ)

(
f(b, x(b))Iα;ψv(b)

−

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
α;ψv(ηi)

)∣∣∣,
≤ ∥p∥Ψ(∥x∥)

{
(ψ(b) −ψ(a))α

Γ(α+ 1)
+

(ψ(b) −ψ(a))γ−1

|Λ|Γ(γ)

×

[
f̂
(ψ(b) −ψ(a))α

Γ(α+ 1)
+ f̂

n∑
i=1

|ωi|
(ψ(ηi) −ψ(a))

α

Γ(α+ 1)

]}
,

≤ ∥p∥Ψ(∥x∥)Φ,

≤ ∥p∥Ψ(ρ)Φ,

ce qui implique que

∥k∥ ≤ ∥p∥Ψ(ρ)Φ, (5.1.16)
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avecΦ est donné par (5.1.9), finalement B est borné.

Étape 4 : B est equicontinu.

Soit τ1, τ2 ∈ J; τ1 < τ2, et x ∈ Bρ, où Bρ comme ci-dessus alors pour tout x ∈ Bρ et k ∈ Bx, il

existe v ∈ S
G,x

alors nous avons :

∣∣k(τ2) − k(τ1)∣∣∣ ≤ 1

Γ(α+ 1)

∣∣∣ ∫ τ1
a

ψ ′(s)
(
(ψ(τ2) −ψ(s))

α − (ψ(τ1) −ψ(s))
α
)
v(s)ds

+

∫ τ2
τ1

ψ ′(s)(ψ(τ2) −ψ(s))
αv(s)ds

∣∣∣
+

|(ψ(τ2) −ψ(a))
γ1+α2−1 − (ψ(τ1) −ψ(a))

γ−1|

|Λ|Γ(γ)

×

[
∥v(s)∥f̂(ψ(b) −ψ(a))

α

Γ(α+ 1)
+ ∥v(s)∥f̂

n∑
i=1

|ωi|
(ψ(ηi) −ψ(a))

α

Γ(α+ 1)

]
,

≤ ∥p∥Ψ(ρ)
Γ(α+ 1)

∣∣∣ ∫ τ1
a

ψ ′(s)
(
(ψ(τ2) −ψ(s))

α − (ψ(τ1) −ψ(s))
α
)

+

∫ τ2
τ1

ψ ′(t)(ψ(τ2) −ψ(s))
α
∣∣∣

+
∥p∥Ψ(ρ)|(ψ(τ2) −ψ(a))γ−1 − (ψ(τ1) −ψ(a))

γ−1|

|Λ|Γ(γ)

×

[
f̂
(ψ(b) −ψ(a))α

Γ(α+ 1)
+ f̂

n∑
i=1

|ωi|
(ψ(ηi) −ψ(a))

α

Γ(α+ 1)

]
,

Comme τ2 −→ τ1 le côté droit de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro, cela implique que Bx
est équicontinu. En utilisant le théorème d’Arzelà-Ascoli, nous déduisons que B : C(J,R) −→
P(C(J,R)) est compact, par conséquent, B est complètement continu. Ensuite, pour prouver

que l’opérateur multivoque B est semi-continu supérieurement, il suffit de montrer que B
admet un graphe fermé.

Étape 5 : B admet un graphe fermé.

Soit xn −→ x∗, kn ∈ B(xn) tel que kn −→ k∗, on va montrer que k∗ ∈ B(x∗). En effet Pour

kn ∈ B(xn) alors il existe vn ∈ S
G,xn

tel que pour tout t ∈ J, on a

kn(t) = I
α;ψvn(t) +

(ψ(t) −ψ(a))γ−1

ΛΓ(γ)

(
f(b, xn(b))I

α;ψvn(b) −

n∑
i=1

ωif(ηi, xn(ηi))I
α;ψvn(ηi)

)
.

(5.1.17)

Nous devrions prouver qu’il existe v∗ ∈ S
G,x∗

tel que pour chaque t ∈ J nous avons

k∗(t) = I
α;ψv∗(t) +

(ψ(t) −ψ(a))γ−1

ΛΓ(γ)

(
f(b, x∗(b))I

α;ψv∗(b) −

n∑
i=1

ωif(ηi, x∗(ηi))I
α;ψv∗(ηi)

)
,

(5.1.18)
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On a

∥kn(t) − k∗(t)∥ = ∥Iα;ψ(vn(t) − v∗(t)) +
(ψ(t) −ψ(a))γ−1

ΛΓ(γ)

(
f(b, x(b))Iα;ψ(vn(b) − v∗(b))

−

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
α;ψ(vn(ηi) − v∗(ηi))

)
∥ −→ 0

n−→∞ .

Considérons l’opérateur défini par

L : L1(J,R) −→ C(J,R)

v −→ Ξ(v)(t).

avec

L(v)(t) = Iα;ψv(t) + (ψ(t) −ψ(a))γ−1

ΛΓ(γ)

(
f(b, x(b))Iα;ψv(b) −

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
α;ψv(ηi)

)
.

D’après le Lemme 1.4.8, L ◦ SG a un graphique fermé.

Alors on a kn(t) ∈ L
(
SG,xn

)
, puisque xn −→ x∗, il s’ensuit qu’il existe v∗ ∈ SG,x∗ tel que pour

tout t ∈ J

k∗(t) = I
α;ψv∗(t) +

(ψ(t) −ψ(a))γ−1

ΛΓ(γ)

(
f(b, x∗(b))I

α;ψv∗(b) −

n∑
i=1

ωif(ηi, x∗(ηi))I
α;ψv∗(ηi)

)
.

(5.1.19)

En conséquence, nous déduisons que l’opérateur multivoque B est compact et semi-continu

supérieurement.

Étape 6 : Montrons que 2Ml < 1.

D’après l’étape 3, nous obtenons

M := ∥B(C(J,R))∥ = sup{|B(x)| : x ∈ C(J,R)} ≤ ∥p∥Ψ(∥x∥)Φ,

il s’ensuit en utilisant (H4) :

∥φ∥∥p∥Ψ(∥x∥)Φ < 1

2
, (5.1.20)

ce qui implique que 2Ml < 1, où l = ∥φ∥.

Finalement toutes les conditions du théorème 1.5.6 sont satisfaites, pour terminer la preuve

il reste à prouver que l’ensemble ∆ = {x ∈ C(J,R) : θx ∈ AxBx, θ > 1} est borné (c’est-à-dire

que (ii) du théorème 1.5.6 n’est pas possible).

Étape 7 : ∆ = {x ∈ X : θx ∈ AxBx), θ > 1} est borné.

Soit x ∈ ∆, alors θx ∈ AxBx pour θ > 1, donc il existe v ∈ SG,x telle que

x(t) = θ−1f(t, x(t))

[
Iα;ψv(t)+

(ψ(t) −ψ(a))γ−1

ΛΓ(γ)

(
f(b, x(b))Iα;ψv(b)−

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
α;ψv(ηi)

)]
.

(5.1.21)
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Posons F0 = sup
t∈J

|f(t, 0)| > 0, et pour tout t ∈ J nous avons

|x(t)| ≤ θ−1
∣∣∣f(t, x(t)∣∣∣∣∣∣Iα;ψv(t) + (ψ(t) −ψ(a))γ−1

ΛΓ(γ)

(
f(b, x(b))Iα;ψv(b)

−

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
α;ψv(ηi)

)∣∣∣,
≤

(
∥φ∥∥x∥+ F0

)
∥p∥Ψ(∥x∥)

{
(ψ(b) −ψ(a))α

Γ(α+ 1)
+

(ψ(b) −ψ(a))γ−1

|Λ|Γ(γ)

×

[
f̂
(ψ(b) −ψ(a))α

Γ(α+ 1)
+ f̂

n∑
i=1

|ωi|
(ψ(ηi) −ψ(a))

α

Γ(α+ 1)

]}
≤
(
∥φ∥∥x∥+ F0

)
∥p∥Ψ(∥x∥)Φ,

≤ ∥φ∥∥x∥∥p∥Ψ(∥x∥)Φ+ F0∥p∥Ψ(∥x∥)Φ,

ceci implique

∥x∥ ≤ F0∥p∥Ψ(∥x∥)
1− ∥φ∥∥p∥Ψ(∥x∥)Φ

. (5.1.22)

On en conclut que ∆ est borné dans C(J,R). S’il n’est pas borné, en divisant l’inégalité ci-

dessus par δ := ∥x∥ avec δ −→ +∞, alors on obtient

1 ≤ F0∥p∥Ψ(δ)
δ(1− ∥φ∥∥p∥Ψ(δ)Φ)

, (5.1.23)

d’après (H3), en utilisant le fait que Ψ est borné alors il existeM > 0 tel que Ψ(δ) ≤M, donc

on obtient

1 ≤ lim
δ→+∞

F0∥p∥M
δ(1− ∥φ∥∥p∥MΦ)

= 0, (5.1.24)

ce qui est une contradiction, alors l’ensemble ∆ est borné, d’après le Théorème 1.5.6 on dé-

duit que l’opérateur H admet au moins un point fixe qui représente la solution du problème

(5.1.1) sur J.
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5.2 Résultat d’existence pour l’inclusion différentielle frac-
tionnaire hybride de Langevin avec la dérivée fraction-
naire de ψ-Hilfer

5.2.1 Motivation

Motivés par les travaux mentionnés dans la première partie, dans cet partie nous éten-

dons le résultat obtenue dans la première partie, en considérant une nouvelle classe d’inclu-

sion différentielle fractionnaire hybride de Langevin avec la dérivée fractionnaire

de ψ-Hilfer de la forme suivante
HDp1,q1;ψ

(
HDp2,q2;ψ

[ x(t)

f(t, x(t)

]
+ µx(t)

)
∈ G(t, x(t)), t ∈ J,

x(a) = 0 , x(b) =

n∑
i=1

ωix(ηi).

(5.2.1)

Où HDpj,qj;ψ, j = 1, 2 est la dérivée fractionnaire de ψ-Hilfer d’ordre pj, 0 < pj ≤ 1 et de

paramètre qj, 0 ≤ qj ≤ 1, j = 1, 2, J = [a, b], a ≥ 0, µ ∈ R\{0}, ωi ∈ R, i = 1, ..., n,

a < η1 < ... < ηn < b, f ∈ C
(
J × R,R \ {0}

)
et G : [a, b] × R −→ P(R) est une multifonction

et P(R) est la famille de tous les sous-ensembles non vides de R. nous discutons le résultat

d’existence en utilisant le théorème de point fixe hybride de Dhage, puis un exemple est

fourni pour illustrer notre résultat principale.

Remarque 5.2.1 La dérivée fractionnaire deψ-Hilfer généralise les dérivées fractionnaires bien connues

(dérivée fractionnaire de Riemman-Liouville,ψ-Riemman-Liouville, Caputo,ψ-Caputo, Hilfer, Hilfer-

Hadamard, Hilfer-Katugampola), pour différentes valeurs de la fonction ψ et de paramètre pi, i =

1, 2.

5.2.2 Construction de la solution

Lemme 5.2.2 Soit a ≥ 0, 0 < pi < 1, 0 ≤ qi ≤ 1, γi = pi+qi−piqi > 0, i = 1, 2 etw ∈ C(J,R).
Alors la fonction x est une solution du problème :

HDp1,q1;ψ

(
HDp2,q2;ψ

[ x(t)

f(t, x(t))

]
+ µx(t)

)
= w(t); t ∈ J

x(a) = 0 , x(b) =

n∑
i=1

ωix(ηi).

(5.2.2)
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si et seulement si x est une solution de l’équation intégrale

x(t) = f(t, x(t))

{
Ip1+p2;ψw(t) − µIp2;ψx(t) +

(ψ(t) −ψ(a))γ1+p2−1

ΛΓ(γ1 + p2)

[
f(b, x(b))Ip1+p2;ψw(b)

− µf(b, x(b))Ip2;ψx(b) −

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
p1+p2;ψw(ηi) + µ

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
p2;ψx(ηi)

]}
,

(5.2.3)

avec

Λ =

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))
(ψ(ηi) −ψ(a))

γ1+p2−1

Γ(γ1 + p2)
− f(b, x(b))

(ψ(b) −ψ(a))γ1+p2−1

Γ(γ1 + p2)
̸= 0. (5.2.4)

Preuve. En appliquant l’intégrale fractionnaire deψ-Riemann-Liouville d’ordre p1 aux deux

côtés de (5.2.2), on obtient en utilisant Lemme 1.3.10

HDp2,q2;ψ
[ x(t)

f(t, x(t))

]
+ µx(t) = Ip1;ψw(t) +

c0

Γ(γ1)
((ψ(t) −ψ(a))γ1−1, (5.2.5)

où c0 est une constant et γ1 = p1+q1− p1q1. Ensuite, en appliquant l’intégrale fractionnaire

de ψ-Riemann-Liouville d’ordre p2 aux deux côtés de (5.2.5), on obtient.

x(t)

f(t, x(t))
= Ip1+p2;ψw(t)−µIp2;ψx(t)+

c0

Γ(γ1 + p2)
((ψ(t)−ψ(a))γ1+p2−1+

c1

Γ(γ2)
((ψ(t)−ψ(a))γ2−1.

(5.2.6)

En utilisant les conditions aux limites dans (5.2.6), nous obtenons que c1 = 0 et

c0 =
1

Λ

[
f(b, x(b))Ip1+α2;ψw(b) − µf(b, x(b))Ip2;ψx(b) −

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
p1+p2;ψw(ηi)

+ µ

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
p2;ψx(ηi)

]
.

En substituant la valeur de c0 et c1 dans (5.2.6) on obtient la solution (5.2.3).

5.2.3 Existence de la solution pour le problème (5.2.1)

Dans cette section, nous traitons l’existence de la solution du problème (5.2.1), en utilisant

le théorème du point fixe hybride de Dhage et pour simplifier les calculs, nous utilisons les

notations suivantes

Φ1 =
(ψ(b) −ψ(a))p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)
+
f̂(ψ(b) −ψ(a))γ1+p2−1

|Λ|Γ(γ1 + p2)

[
(ψ(b) −ψ(a))p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)

+

n∑
i=1

|ωi|
(ψ(ηi) −ψ(a))

p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)

]
, (5.2.7)
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et

Φ2 =|µ|

{
(ψ(b) −ψ(a))p2

Γ(p2 + 1)
+
f̂(ψ(b) −ψ(a))γ1+p2−1

|Λ|Γ(γ1 + p2)

[
(ψ(b) −ψ(a))p2

Γ(p2 + 1)

+

n∑
i=1

|ωi|
(ψ(ηi) −ψ(a))

p2

Γ(p2 + 1)

]}
, (5.2.8)

avec f̂ = max
(
|f(b, x(b))|, |f(ηi, x(ηi)|

)
, i = 1, ..., n.

Définition 5.2.3 Une fonction x ∈ C(J,R) est dite solution du problème (5.2.1) si, x(a) = 0

x(b) =

n∑
i=1

ωix(ηi) et il existe une fonction v ∈ L1(J,R) avec v ∈ G(t, x(t)) p.p sur J telle que

x(t) = f(t, x(t))

{
Ip1+p2;ψv(t) − µIp2;ψx(t) +

(ψ(t) −ψ(a))γ1+p2−1

ΛΓ(γ1 + p2)

[
f(b, x(b))Ip1+p2;ψv(b)

− µf(b, x(b))Ip2;ψx(b) −

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
p1+p2;ψv(ηi) + µ

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
p2;ψx(ηi)

]}
.

(5.2.9)

Pour tout x ∈ C(J,R), on définit l’ensemble des sélections de G par

SG,x :=
{
v ∈ L1(J,R) : v ∈ G(t, x(t)); ∈ J

}
. (5.2.10)

On suppose que

(H1)− La fonction f : J×R −→ R\ {0} est continue et il existe une fonction bornéeφ telle

que φ(t) > 0, pour tout t ∈ J et

|f(t, x(t)) − f(t, y(t))| ≤ φ(t)|x(t) − y(t)|,

pour tout t ∈ J, et pour tout x, y ∈ R.

(H2)− G : J × R −→ P(R) est L1-Carathéodory et a des valeurs convexes non vides, et

pour chaque x ∈ C(J,R) l’ensemble :

S
G,x

= {v ∈ L1(J, X) : v(t) ∈ G(t, x(t)); t ∈ J},
est convexe et non vide.

(H3)− ∥G(t, x)∥ := sup{|v| : v ∈ G(t, x)} ≤ p(t)Ψ(|x|) pour tout t ∈ J et tout x ∈ C(J, X),
où p ∈ L1(J,R+) etΨ : R+ −→ [0,+∞) est une fonction continue, bornée et strictement

croissante.

(H4)− ∥φ∥
(
∥p∥Ψ(∥x∥)Φ1 +Φ2

)
<
1

2
; (où Φ1 etΦ2 sont données par (5.2.7) et (5.2.8)).

Théorème 5.2.4 Sous les hypothèses (H1) − (H4), le problème (5.2.1) admet au moins une solution

définie sur J
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Preuve. D’après le lemme 5.2.2, et afin de transformé le problème (5.2.1) en un problème de

point fixe, on introduit l’opérateur multivoque H : C(J,R) −→ P(C(J,R)) définit par

Hx :=


h ∈ C : h(t) =



f(t, x(t))

{
Ip1+p2;ψv(t) − µIp2;ψx(t)

+
(ψ(t) −ψ(a))γ1+p2−1

ΛΓ(γ1 + p2)

[
f(b, x(b))Ip1+p2;ψv(b) − µf(b, x(b))Ip2;ψx(b)

−

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
p1+p2;ψv(ηi) + µ

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
p2;ψx(ηi)

]}
,

t ∈ J; v ∈ SG,x


.

Dans ce qui suit, nous définissons deux opérateurs, A : C(J,R) −→ C(J,R) par

Ax(t) = f(t, x(t)),

et, B : C(J,R) −→ P(C(J,R)) par

B(x)) =

{
k ∈ C(J,R) : k(t) = Ip1+p2;ψv(t) − µIp2;ψx(t) + (ψ(t) −ψ(a))γ1+p2−1

ΛΓ(γ1 + p2)

[
f(b, x(b))Ip1+p2;ψv(b)

− µf(b, x(b))Ip2;ψx(b) −

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
p1+p2;ψv(ηi) + µ

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
p2;ψx(ηi)

]
; v ∈ S

G,x

}
.

Alors l’opérateur H s’écrit comme Hx = AxBx. Ensuite, nous allons montrer que les opéra-

teurs A et B satisfont les conditions du théorème de point fixe hybride de Dhage.

Étape 1 : A est Lipschitzien sur C(J,R)
Soit x, y ∈ C(J,R), pour tout t ∈ [a, b], et d’après (H1) on a

|Ax(t) −Ay(t)| ≤ |f(t, x(t)) − f(t, y(t))| ≤ |φ(t)||x(t) − y(t)|. (5.2.11)

Il s’ensuit que

∥Ax−Ay∥ ≤ ∥φ∥∥x− y∥. (5.2.12)

Étape 2 : Bx est convexe pour tout x ∈ C(J,R).
En effet, si k1, k2 ∈ Bx, alors il existe v1, v2 ∈ SG,x tels que pour chaque t ∈ J nous avons :

kj(t) = I
p1+p2;ψvj(t) − µI

p2;ψx(t) +
(ψ(t) −ψ(a))γ1+p2−1

ΛΓ(γ1 + p2)

[
f(b, x(b))Ip1+p2;ψvj(b)

− µf(b, x(b))Ip2;ψx(b) −

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
p1+p2;ψvj(ηi) + µ

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
p2;ψx(ηi)

]
.
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Pour j = 1, 2. Soit 0 ≤ α ≤ 1 alors, pour tout t ∈ J on a

λk1(t) + (1− α)k2(t) = I
p1+p2;ψ(λv1(t) − (1− α)v2(t)) − µI

p2;ψx(t)

+
(ψ(t) −ψ(a))γ1+p2−1

ΛΓ(γ1 + p2)

[
f(b, x(b))Ip1+p2;ψ × (αv1(b) − (1− α)v2(b)) − µf(b, x(b))I

p2;ψx(b)

−

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
p1+p2;ψ(αv1(ηi) − (1− α)v2(ηi)) + µ

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
p2;ψx(ηi)

]
.

En utilisant la convexité de SG,x, on obtient αk1+ (1−α)k2 ∈ B(x) ce qui implique que B est

convexe.

Étape 3 : B est borné.

En effet, pour ρ > 0, soit Bρ = {x ∈ C(J,R) : ∥x∥ ≤ ρ} est une boule fermée de C(J,R), alors

pour tout k ∈ B(x) et x ∈ Bρ il existe v ∈ S
G,x

, tel que :

k(t) = Ip1+p2;ψv(t) − µIp2;ψx(t) +
(ψ(t) −ψ(a))γ1+p2−1

ΛΓ(γ1 + p2)

[
f(b, x(b))Ip1+p2;ψv(b)

− µf(b, x(b))Ip2;ψx(b) −

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
p1+p2;ψv(ηi) + µ

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
p2;ψx(ηi)

]
.

donc ∣∣k(t)∣∣ ≤ sup
t∈J

{
Ip1+p2;ψ|v(t)|+ |µ|Ip2;ψ|x(t)|+

f̂(ψ(t) −ψ(a))γ1+p2−1

|Λ|Γ(γ1 + p2)

×

[
Ip1+p2;ψ|v(b)|+

n∑
i=1

|ωi|I
p1+p2;ψ|v(ηi)|

+ |µ|Ip2;ψ|x(b)|+ |µ|

n∑
i=1

|ωi|I
p2;ψ|x(ηi)|

]}
,

≤ ∥p∥Ψ(∥x∥)

{
(ψ(b) −ψ(a))p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)
+
f̂(ψ(b) − (a))γ1+p2−1

|Λ|Γ(γ1 + p2)

×

[
(ψ(b) −ψ(a))p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)
+

n∑
i=1

|ωi|
(ψ(ηi) −ψ(a))

p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)

]}

+ ∥x∥|µ|

{
(ψ(b) −ψ(a))p2

Γ(p2 + 1)
+
f̂(ψ(b) −ψ(a))γ1+p2−1

|Λ|Γ(γ1 + p2)

×

[
(ψ(b) −ψ(a))p2

Γ(p2 + 1)
+

n∑
i=1

|ωi|
(ψ(ηi) −ψ(a))

p2

Γ(p2 + 1)

]}
,

≤ ∥p∥Ψ(∥x∥)Φ1 + ∥x∥Φ2,

≤ ∥p∥Ψ(ρ)Φ1 + ρΦ2,

ce qui implique que

∥k∥ ≤ ∥p∥Ψ(ρ)Φ1 + ρΦ2, (5.2.13)
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où Φ1 et Φ2 sont données respectivement par (5.2.7) et (5.2.8), finalement B est borné.

Étape 4 : B est equicontinu.

Soit t1, t2 ∈ J; t1 < t2, et x ∈ Bρ, où Bρ comme ci-dessus alors pour tout x ∈ Bρ et k ∈ Bx, il

existe v ∈ S
G,x

alors nous avons :

∣∣k(t2) − k(t1)∣∣∣ ≤ 1

Γ(p1 + p2)

∣∣∣ ∫ t1
a

ψ ′(s)
(
(ψ(t2) −ψ(s))

p1+p2−1

− (ψ(t1) −ψ(s))
p1+p2−1

)
v(s)ds+

∫ t2
t1

ψ ′(s)(ψ(t2) −ψ(s))
p1+p2−1v(s)ds

∣∣∣
+

|µ|

Γ(p2)

∣∣∣ ∫ t1
a

ψ ′(s)
(
(ψ(t2) −ψ(s))

p2−1 − (ψ(t1) −ψ(s))
p2−1

)
x(s)ds

+

∫ t2
t1

ψ ′(s)(ψ(t2) −ψ(s))
p2−1x(s)ds

∣∣∣
+

|(ψ(t2) −ψ(a))
γ1+p2−1 − (ψ(t1) −ψ(a))

γ1+p2−1|

|Λ|Γ(γ1 + p2)

×

[
∥v(s)∥(ψ(b) −ψ(a))

p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)
+ ∥v(s)∥

n∑
i=1

|ωi|
(ψ(ηi) −ψ(a))

p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)

+ ∥x(b)∥|µ|(ψ(b) −ψ(a))
p2

Γ(p2 + 1)
+ ∥x(ηi)∥|µ|

n∑
i=1

|ωi|
(ψ(ηi) −ψ(a))

p2

Γ(p2 + 1)

]
,

≤ ∥p∥Ψ(ρ)
Γ(p1 + p2)

∣∣∣ ∫ t1
a

ψ ′(s)
(
(ψ(t2) −ψ(s))

p1+p2−1

− (ψ(t1) −ψ(s))
p1+p2−1

)
ds+

∫ t2
t1

ψ ′(s)(ψ(t2) −ψ(s))
p1+p2−1ds

∣∣∣
+
ρ|µ|

Γ(p2)

∣∣∣ ∫ t1
a

ψ ′(s)
(
(ψ(t2) −ψ(s))

p2−1 − (ψ(t1) −ψ(s))
p2−1

)
ds

+

∫ t2
t1

ψ ′(s)(ψ(t2) −ψ(s))
p2−1ds

∣∣∣
+

|(ψ(t2) −ψ(a))
γ1+p2−1 − (ψ(t1) −ψ(a))

γ1+p2−1|

|Λ|Γ(γ1 + p2)

×

[
∥p∥Ψ(ρ)(ψ(b) −ψ(a))

p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)
+ ∥p∥Ψ(ρ)

n∑
i=1

|ωi|
(ψ(ηi) −ψ(a))

p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)

+ ρ|µ|
(ψ(b) −ψ(a))p2

Γ(p2 + 1)
+ ρ|µ|

n∑
i=1

|ωi|
(ψ(ηi) −ψ(a))

p2

Γ(p2 + 1)

]
.

Comme t2 −→ t1 le côté droit de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro, cela implique que Bx
est équicontinu. En utilisant le théorème d’Arzelà-Ascoli, nous déduisons que

B : C(J,R) −→ P(C(J,R)) est compact, par conséquent, B est complètement continu. Ensuite,

il reste de prouver que l’opérateur multivoque B est semi-continu supérieurement, pour ceci

on montre que B admet un graphe fermé.

Étape 5 : B admet un graphe fermé.
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Soit xn −→ x∗, kn ∈ B(xn) tel que kn −→ k∗, on va montrer que k∗ ∈ B(x∗). En effet Pour

kn ∈ B(xn) alors il existe vn ∈ SG,xn tel que pour tout t ∈ J, on a

kn(t) = I
p1+p2;ψvn(t) − µI

p2;ψxn(t) +
(ψ(t) −ψ(a))γ1+p2−1

ΛΓ(γ1 + p2)

[
f(b, xn(b))I

p1+p2;ψvn(b)

− µf(b, xn(b))I
p2;ψxn(b) −

n∑
i=1

ωif(ηi, xn(ηi))I
p1+p2;ψvn(ηi) + µ

n∑
i=1

ωif(ηi, xn(ηi))I
p2;ψxn(ηi)

]
.

Nous devrions prouver qu’il existe v∗ ∈ SG,x∗ tel que pour chaque t ∈ J nous avons

k∗(t) = I
p1+p2;ψv∗(t) − µI

p2;ψx∗(t) +
(ψ(t) −ψ(a))γ1+p2−1

ΛΓ(γ1 + p2)

[
f(b, x∗(b))I

p1+p2;ψv∗(b)

− µf(b, x∗(b))I
p2;ψx∗(b) −

n∑
i=1

ωif(ηi, x∗(ηi))I
p1+p2;ψv∗(ηi) + µ

n∑
i=1

ωif(ηi, x∗(ηi))I
p2;ψx∗(ηi)

]
.

On a

∥kn(t) − k∗(t)∥ −→ 0
n−→∞ .

Considérons l’opérateur défini par

L : L1(J,R) −→ C(J,R)

v −→ L(v)(t).

Avec

L(v)(t) = Ip1+p2;ψv(t) + (ψ(t) −ψ(a))γ1+p2−1

ΛΓ(γ1 + p2)

(
f(b, x(b))Ip1+p2;ψv(b)

−

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
p1+p2;ψv(ηi)

)
,

d’après le Lemme 1.4.8, L ◦ SG a un graphique fermé.

Alors on a kn(t) ∈ L
(
SG,xn

)
, puisque xn −→ x∗, il s’ensuit qu’il existe v∗ ∈ SG,x∗ tel que pour

tout t ∈ J

k∗(t) = I
p1+p2;ψv∗(t) − µI

p2;ψx∗(t) +
(ψ(t) −ψ(a))γ1+p2−1

ΛΓ(γ1 + p2)

[
f(b, x∗(b))I

p1+p2;ψv∗(b)

− µf(b, x∗(b))I
p2;ψx∗(b) −

n∑
i=1

ωif(ηi, x∗(ηi))I
p1+p2;ψv∗(ηi) + µ

n∑
i=1

ωif(ηi, x∗(ηi))I
p2;ψx∗(ηi)

]
.

En conséquence, nous déduisons que l’opérateur multivoque B est compact et semi-continu

supérieurement.

Étape 6 : Montrons que 2Ml < 1.

D’après l’étape 3, nous obtenons

M := ∥B(C(J,R))∥ = sup{|B(x)| : x ∈ C(J,R)} ≤ ∥p∥Ψ(ρ)Φ1 + ρΦ2,
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il s’ensuit en utilisant (H4) :

∥φ∥
(
∥p∥Ψ(ρ)Φ1 + ρΦ2

)
<
1

2
, (5.2.14)

où l = ∥φ∥, ce qui implique que 2Ml < 1.

Finalement toutes les conditions du théorème 1.5.6 sont satisfaites, pour terminer la preuve

il reste à prouver que l’ensemble ∆ = {x ∈ C(J,R) : θx ∈ AxBx, θ > 1} est borné (c’est-à-dire

que (ii) du théorème 1.5.6 n’est pas possible).

Étape 7 : ∆ = {x ∈ X : θx ∈ AxBx), θ > 1} est borné.

Soit x ∈ ∆, alors θx ∈ AxBx pour θ > 1, donc il existe v ∈ SG,x telle que

x(t) = θ−1f(t, x(t))

{
Ip1+p2;ψv(t) − µIp2;ψx(t) +

(ψ(t) −ψ(a))γ1+p2−1

ΛΓ(γ1 + p2)

[
f(b, x(b))Ip1+p2;ψv(b)

− µf(b, x(b))Ip2;ψx(b) −

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
p1+p2;ψv(ηi) + µ

n∑
i=1

ωif(ηi, x(ηi))I
p2;ψx(ηi)

]}
,

Posons f = sup
t∈J

|f(t, 0)| > 0, et pour tout t ∈ J nous avons

∣∣x(t)∣∣ ≤ ∣∣f(t, x(t))∣∣{Ip1+p2;ψ|v(t)|+ |µ|Ip2;ψ|x(t)|+
f̂(ψ(t) −ψ(a))γ1+p2−1

|Λ|Γ(γ1 + p2)

×

[
Ip1+p2;ψ|v(b)|+

n∑
i=1

|ωi|I
p1+p2;ψ|v(ηi)|

+ |µ|Ip2;ψ|x(b)|+ |µ|

n∑
i=1

|ωi|I
p2;ψ|x(ηi)|

]}
,

≤

(
∥φ∥∥x∥+ f

)
∥p∥Ψ(∥x∥)

×

{
(ψ(b) −ψ(a))p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)
+
f̂(ψ(b) − (a))γ1+p2−1

|Λ|Γ(γ1 + p2)

×

[
(ψ(b) −ψ(a))p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)
+

n∑
i=1

|ωi|
(ψ(ηi) −ψ(a))

p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)

]}

+ ∥x∥|µ|

{
(ψ(b) −ψ(a))p2

Γ(p2 + 1)
+
f̂(ψ(b) −ψ(a))γ1+p2−1

|Λ|Γ(γ1 + p2)

×

[
(ψ(b) −ψ(a))p2

Γ(p2 + 1)
+

n∑
i=1

|ωi|
(ψ(ηi) −ψ(a))

p2

Γ(p2 + 1)

]}

≤

(
∥φ∥∥x∥+ f

)
∥p∥Ψ(∥x∥)Φ1 + ∥x∥Φ2,

ceci implique

∥x∥ ≤ f∥p∥Ψ(∥x∥)Φ1

1−Φ2 − ∥φ∥∥p∥Ψ(∥x∥)Φ1

:= L. (5.2.15)
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On conclut que ∆ est borné dans C(J,R). S’il n’est pas borné, en divisant l’inégalité ci-dessus

par δ := ∥x∥ avec δ −→ +∞, alors on obtient

1 ≤ f∥p∥Ψ(δ)Φ1

δ
(
1−Φ2 − ∥φ∥∥p∥Ψ(δ)Φ1

) , (5.2.16)

d’après (H3), en utilisant le fait que Ψ est borné alors il existe N > 0 tel que Ψ(δ) ≤ N, donc

on obtient

1 ≤ lim
δ→+∞

f∥p∥LΦ1

δ
(
1−Φ2 − ∥φ∥∥p∥LΦ1

) = 0, (5.2.17)

ce qui est une contradiction, alors l’ensemble ∆ est borné, d’après le Théorème 1.5.6 on dé-

duit que l’opérateur H admet au moins un point fixe qui représente la solution du problème

(5.2.1) sur J.

5.2.4 Exemple

Considérons le problème suivant
HD

3
5 ,
2
3 ;
et

6

[
HD

2
5 ,
1
3 ;
et

6

( x(t)

sinx(t) + 2

)
+
1

9
x(t)

]
∈

[
|x(t)|5

5(|x(t)|5 + 2)
+
t+ 1

10
;

|sinx(t)|

5(|sinx(t)|+ 1)
+
t

5

]
, t ∈ [0, 1]

x(0) = 0 , x(1) =
3

8
x(
1

3
) +

5

8
x(
1

2
).

(5.2.18)

Avec p1 =
3

5
, q1 =

2

3
, p2 =

2

5
, q2 =

1

3
, a = 0, b = 1, J := [0, 1], µ = 1

9
, n = 2, ω1 =

3

8
, ω2 =

5

8
,

η1 =
1

3
, η2 =

1

2
et ψ(t) =

et

6
.

Posons G : [0, 1]× R −→ P(R) une multifonction définit par

(t, x) −→ G(t, x) =

[
|x|5

5(|x|5 + 2)
+
t+ 1

10
;

|sinx|

5(|sinx|+ 1)
+
t

5

]
.

Pour tout v ∈ G(t, x) on a

|v| ≤ max
{ |x|5

5(|x|5 + 2)
+
t+ 1

10
;

|sinx|

5(|sinx|+ 1)
+
t

5

}
≤ 2

5
.

Ainsi,

∥G(t, x)∥ = sup{|v| : v ∈ G(t, x)} ≤ 2

5
= p(t)Ψ(∥x∥), pour tout x ∈ R.

Avec p(t) = 1, Ψ(∥x∥) = 2

5
.

Ici f(t, x) = sinx+ 2. Par conséquent, pour tout x, y ∈ R, nous avons

|f(t, x) − f(t, y)| = |sinx− siny| < |x− y| = φ(t)|x− y|,

où φ(t) = 1 pour tout t ∈ [0, 1].
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Nous obtenons γ1 = p1 + q1 − p1 × q1 =
13

15
, |Λ| ≃ 0.46833393, Φ1 = 0.92632246, Φ2 =

0.123557112.

Donc

∥φ∥
(
∥p∥Ψ(∥x∥)Φ1 +Φ2

)
= 1× 1×

(2
5
× 0.92632246+ 0.123557112

)
,

= 0.49624025 <
1

2
.

Enfin, toutes les conditions du théorème 5.2.4 sont satisfaites, donc le problème (5.2.18) ad-

met au moins une solution définie sur [0, 1].
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Chapitre 6

Résultat d’existence pour une équation
différentielle fractionnaire de Langevin de
type ψ-Hilfer en utilisant la méthode de
degré topologique

6.1 Existence et unicité de la solution d’une équation diffé-
rentielle fractionnaire avec une dérivé fractionnaire de
ψ-Hilfer

6.1.1 Motivation

Il existe plusieurs définitions des intégrales et dérivées fractionnaires, les plus connues

sont les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo, Hilfer [38] introduit la

généralisation de ces dérivées fractionnaires sous le nom de la dérivée fractionnaire de Hilfer

d’ordre α et de paramètre β ∈ [0, 1], pour plus de détails sur la dérivée fractionnaire de Hil-

fer et la dérivée fractionnaireψ-Hilfer, nous renvoyons les lecteurs aux articles [5, 36, 51, 77].

De plus, des versions distinctes de théorèmes de point fixe sont couramment utilisées pour

prouver l’existence et l’unicité des solutions pour diverses classes d’équations différentielles

fractionnaires, Isaia [40] a prouvé un nouveau théorème de point fixe qui a été obtenu via

la théorie de degré topologique pour les opérateurs de condensation. Ce théorème du point

fixe a été utilisé par les chercheurs pour établir l’existence de solutions pour plusieurs classes

d’équations différentielles non linéaires [3, 12, 41, 30]. Dans [13], Baitiche et al ont discuté

l’existence et l’unicité de la solution d’une équation différentielle d’ordre fractionnaire, en

utilisant la méthode de degré topologique. Motivés par les travaux mentionnés, nous com-

binons leurs idées pour étudier le résultat d’existence et d’unicité pour le problème de la

forme
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HDα,β;ψ

[
HDp,q;ψu(t)

]
= h(t, u(t)), t ∈ Λ := [a, b],

u(a) = 0 , u(b) =

n∑
i=1

ιiu(κi).
(6.1.1)

Où HDα,β;ψ et HDp,q;ψ sont les dérivées fractionnaires de ψ-Hilfer d’ordre α, p, 0 < α ≤ 1,

0 < p ≤ 1 et de paramètre β, q, 0 ≤ β ≤ 1, 0 ≤ q ≤ 1 respectivement, a ≥ 0, ιi ∈ R,

i = 1, ..., n, a < κ1 < ... < κn < b, h ∈ C
(
Λ× R,R

)
.

6.1.2 Construction de la solution

Lemme 6.1.1 Soit a ≥ 0, 0 < α ≤ 1, 0 < p ≤ 1, 0 ≤ β ≤ 1, 0 ≤ q ≤ 1, δ = α + β − αβ > 0 et

y ∈ C(Λ,R). Alors la fonction u est une solution du problème
HDα,β;ψ

[
HDp,q;ψu(t)

]
= y(t), t ∈ Λ := [a, b],

u(a) = 0 , u(b) =

n∑
i=1

ιiu(κi), a < κi < b,
(6.1.2)

si et seulement si u est une solution de l’équation intégrale

u(t) = Iα+p;ψy(t) +
(ψ(t) −ψ(a))δ+p−1

ΘΓ(δ+ p)

(
Iα+p;ψy(b) −

n∑
i=1

ιiI
α+p;ψy(κi)

)
, (6.1.3)

où

Θ =

n∑
i=1

ιi
(ψ(κi) −ψ(a))

δ+p−1

Γ(δ+ p)
−

(ψ(b) −ψ(a))δ+p−1

Γ(δ+ p)
̸= 0. (6.1.4)

Preuve. Le problème (6.1.2) peut s’écrire sous la forme suivante

Iδ−α;ψDδ;ψ
[
HDp,q;ψu(t)

]
= y(t). (6.1.5)

Où δ = α + β − αβ > 0, en appliquant l’intégrale fractionnaire de ψ-Riemann-Liouville

d’ordre α aux deux côtés de (6.1.5), nous obtenons en utilisant le Lemme 1.3.10

HDp,q;ψu(t) = Iα;ψy(t) +
d0

Γ(δ)
((ψ(t) −ψ(a))δ−1, (6.1.6)

où d0 est une constante. Ensuite, l’équation (6.1.6) peut s’écrire comme suit

Iη−p;ψDη;ψu(t) = Iα;ψy(t) +
d0

Γ(δ)
((ψ(t) −ψ(a))δ−1, (6.1.7)

où η = p + q − pq > 0, en appliquant l’intégrale fractionnaire de ψ-Riemann-Liouville

d’ordre p aux deux côtés de (6.1.7), nous obtenons en utilisant le Lemme 1.3.10

u(t) = Iα+p;ψy(t) +
d0

Γ(δ+ p)
((ψ(t) −ψ(a))δ+p−1 +

d1

Γ(η)
((ψ(t) −ψ(a))η−1, (6.1.8)
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où d1 est une constante. En utilisant les conditions aux limites dans (6.1.8), nous obtenons

que d1 = 0 et

d0 =
1

Θ

[
Iα+p;ψy(b) −

n∑
i=1

ιiI
α+p;ψy(κi)

]
. (6.1.9)

En substituant les valeurs de d0 et d1 dans (6.1.8) on obtient l’équation intégrale (6.1.3).

6.1.3 Existence et unicité de la solution pour le problème (6.1.1)

L’objectif de cette partie est de prouver l’existence et l’unicité de la solution pour le pro-

blème (6.1.1), en se basant sur la méthode de degré topologique et aussi sur le théorème du

point fixe de Banach. Pour simplifier les calculs, nous utilisons la notation suivante

Φ =
(ψ(b) −ψ(a))δ+p−1

|Θ|Γ(δ+ p)

[
(ψ(b) −ψ(a))α+p

Γ(α+ p+ 1)
+

n∑
i=1

|ιi|
(ψ(κi) −ψ(a))

α+p

Γ(α+ p+ 1)

]
. (6.1.10)

Où Θ est donné par (6.1.4).

Résultat d’existence via la méthode de degré topologique :

Supposons que

(H1) Pour tout t ∈ Λ et ∀u, v ∈ C(Λ,R) il existe une constante Lh > 0 telle que

|h(t, u) − h(t, v)| ≤ Lh|u− v|. (6.1.11)

(H2) Pour tout t ∈ Λ et ∀u ∈ C(Λ,R) il existe deux constantes Kh, Nh > 0 et γ ∈ (0, 1)

telles que

|h(t, u)| ≤ Kh|u|
γ +Nh (6.1.12)

D’après le Lemme (6.1.1), nous définissons deux opérateurs F ,Y : C(Λ,R) −→ C(Λ,R) par

Fu(t) = Iα+p;ψh(t, u(t)), t ∈ Λ, (6.1.13)

et

Yu(t) = (ψ(t) −ψ(a))δ+p−1

ΘΓ(δ+ p)

(
Iα+p;ψh(b, u(b)) −

n∑
i=1

ιiI
α+p;ψh(κi, u(κi))

)
, t ∈ Λ. (6.1.14)

Alors, l’équation intégrale (6.1.3) peut s’écrire comme suit

Wu(t) = Fu(t) + Yu(t), t ∈ Λ. (6.1.15)
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Théorème 6.1.2 Supposons que (H1) et (H2) sont vérifiées, alors le problème (6.1.1) admet au moins

une solution u ∈ C(Λ,R) tant que LhΦ < 1. De plus, l’ensemble des solutions du problème (6.1.1)

est borné dans C(Λ,R).

Afin de démontrer le théorème 6.1.2, on va prouver ses conditions sous forme de lemmes.

Lemme 6.1.3 Y est ϑ-Lipschitz avec la constante LhΦ. De plus, Y satisfait l’inégalité suivante

∥Y∥ ≤ Φ
(
Kh∥u∥γ +Nh

)
, (6.1.16)

où Φ est donnée par (6.1.10).

Preuve. Soit u, v ∈ C(Λ,R), donc pour tout t ∈ Λ on a

|Yu(t) − Yv(t)| ≤ (ψ(t) −ψ(a))δ+p−1

|Θ|Γ(δ+ p)

[
Iα+p;ψ|h(b, u(b)) − h(b, v(b))|

+

n∑
i=1

|ιi|I
α+p;ψ|h(κi, u(κi)) − h(κi, v(κi))|,

≤ Lh(ψ(b) −ψ(a))δ+p−1

|Λ|Γ(δ+ p)

[
(ψ(b) −ψ(a))α+p

Γ(α+ p+ 1)

+

n∑
i=1

|ιi|
(ψ(κi) −ψ(a))

α+p

Γ(α+ p+ 1)

]
∥u− v∥,

≤ LhΦ∥u− v∥.

ce qui implique

∥Yu− Yv∥ ≤ LhΦ∥u− v∥.

Alors Y est Lipschitzien avec la constante LhΦ et d’après la Proposition 1.4.17, Y est ϑ-

Lipschitzien avec la même constante LhΦ. De plus pour tout u ∈ C(Λ,R) et en utilisant (H2)

on obtient

|Yu(t)| ≤ (ψ(b) −ψ(a))δ+p−1

|Θ|Γ(δ+ p)

[
Iα+p;ψ|h(b, u(b))|+

n∑
i=1

|ιi|I
α+p;ψ|h(κi, u(κi))|

]
,

≤ (Kh∥u∥γ +Nh)(ψ(b) −ψ(a))
δ+p−1

|Θ|Γ(δ+ p)

[
(ψ(b) −ψ(a))α+p

Γ(α+ p+ 1)

+

n∑
i=1

|ιi|
(ψ(κi) −ψ(a))

α+p

Γ(α+ p+ 1)

]
,

≤ Φ(Kh∥u∥γ +Nh).

Donc

∥Yu∥ ≤ Φ(Kh∥u∥γ +Nh).
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Lemme 6.1.4 F est continue et satisfait l’inégalité suivante

∥Fu∥ ≤ (ψ(b) −ψ(a))α+p

Γ(α+ p+ 1)

(
Kh∥u∥γ +Nh

)
, (6.1.17)

Preuve. Soit un, u ∈ C(Λ,R) tel que un convergeant vers u dans C(Λ,R), implique qu’il

existe µ > 0 tel que ∥un∥ ≤ µ pour tout n ≥ 1, de plus, on obtient ∥u∥ ≤ µ. En utilisant le

fait que h est continu et (H2), et pour tout t ∈ Λ on obtient

|h(t, un(t)) − h(t, u(t))| ≤ |h(t, un(t))|+ |h(t, u(t)|,

≤ 2(Khµ
γ +Nh).

La fonction s −→ 2(Khµ
γ +Nh) est intégrable pour s ∈ [0, t], t ∈ Λ en utilisant le théorème

de convergence dominée de Lebesgue nous obtenons

∥Fun(t) − Fu(t)∥ ≤ Iα+p;ψ|h(t, un(t)) − h(t, u(t))| −→ 0
n−→∞,

Ce qui implique que F est continue ; de plus pour tout t ∈ Λon a

|Fu(t)| ≤ Iα+p;ψ|h(t, u(t))|,

≤ (ψ(b) −ψ(a))α+p

Γ(α+ p+ 1)

(
Kh∥u∥γ +Nh

)
.

Donc

∥Fu∥ ≤ (ψ(b) −ψ(a))α+p

Γ(α+ p+ 1)

(
Kh∥u∥γ +Nh

)
.

Lemme 6.1.5 F est compact, par conséquent F est ϑ-Lipschitzienne avec une constante nulle.

Preuve. Pour prouver que F est compact, on prend un ensemble borné M tel que M ⊂ Bρ,
il reste à prouver que F(M) est relativement compact dans C(Λ,R). Pour cette raison, on

considère u ∈ M ⊂ Bρ et en utilisant (6.1.17), nous obtenons

∥Fu∥ ≤ (ψ(b) −ψ(a))α+p

Γ(α+ p+ 1)

(
Khρ

γ +Nh

)
:= υ, (6.1.18)

alors F(M) ⊂ Bυ, par conséquent F(M) est borné.

Soient τ1, τ2 ∈ Λ avec τ1 < τ2 et pour tout u ∈ M on a

|Fu(τ2) − Fu(τ1)| ≤ Iα+p;ψ|h(τ2, u(τ2)) − h(τ1, u(τ1))|,

≤
(
Kh∥u∥γ +Nh

) 1

Γ(α+ p)

∫ τ2
τ1

ψ ′(s)(ψ(τ2) −ψ(s))
α+p−1ds,

≤
(
Kh∥u∥γ +Nh

)(ψ(τ2) −ψ(τ1))α+p
Γ(α+ p+ 1)

.
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En utilisant la continuité de la fonction ψ, le côté droit de l’inégalité ci-dessus tend vers 0

lorsque τ2 tend vers τ1, ceci implique que F(M) est équicontinu. Il s’ensuit, en utilisant le

théorème d’Arzelà-Ascoli, que l’opérateur F est compact en conséquence de la Proposition

1.4.16 F est ϑ-Lipschitz avec une constante nulle. Puisque toutes les conditions sont satis-

faites, nous démontrons la validité de notre résultat principale.

Preuve. Soit F , Y et W , les opérateurs donnés par (6.1.13), (6.1.14), (6.1.15) respectivement.

Ces opérateurs sont continus et bornés. De plus, en utilisant le lemme 6.1.3 , Y est ϑ-Lipschitz

avec la constante LhΦ, et en utilisant le Lemme 6.1.5, F est ϑ-Lipschitz avec la constante zéro,

donc W est une ϑ-contraction stricte avec la constante LhΦ, enfin W est une ϑ-condensation

car LhΦ < 1.
Ensuite, en considérant l’ensemble suivant

∆ϵ = {u ∈ X : u = ϵWu, for some 0 < ϵ ≤ 1}. (6.1.19)

Il reste à montrer que l’ensemble ∆ϵ est borné. En effet, pour tout u ∈ ∆ϵ on a

u = ϵWu = ϵ(Fu+ Yu), donc d’après le Lemme 6.1.4 et 6.1.3, on obtient

∥u∥ = ϵ∥Fu+ Yu∥

≤ ∥Fu∥+ ∥Yu∥

≤ (ψ(b) −ψ(a))α+p

Γ(α+ p+ 1)

(
Kh∥u∥γ +Nh

)
+Φ

(
Kh∥u∥γ +Nh

)
≤
((ψ(b) −ψ(a))α+p

Γ(α+ p+ 1)
+Φ

)(
Kh∥u∥α +Nh

)
,

alors l’ensemble ∆ϵ est borné dans C(Λ,R). Si l’ensemble ∆ϵ n’est pas borné, alors on sup-

pose que χ := ∥u∥ −→ ∞ donc

1 ≤ lim
χ→+∞

((ψ(b) −ψ(a))α+p
Γ(α+ p+ 1)

+Φ
)(
Khχ

γ +Nh

)
χ

= 0 (6.1.20)

ce qui est une contradiction. Ainsi, en utilisant le théorème 1.4.18, W admet au moins un

point fixe qui est la solution du problème (6.1.1). De plus, l’ensemble des solutions du pro-

blème (6.1.1) est borné dans C(Λ,R).

Résultat d’unicité

dans cette partie on va traiter l’unicité de la solution du problème (6.1.1), en utilisant le

principe de contraction de Banach.

Théorème 6.1.6 Supposons que (H1) est vérifiée. Si
[
(ψ(b) −ψ(a))α+p

Γ(α+ p+ 1)
+ Φ

]
Lh < 1 alors le

problème (6.1.1) admet une solution unique dans C(Λ,R).
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Preuve. Pour tout u ∈ C(Λ,R), et ∀t ∈ Λ on a

|Wu(t) −Wv(t)| ≤ Iα+p;ψ|h(t, u(t)) − h(t, v(t))|

+
(ψ(t) −ψ(a))δ+p−1

|Θ|Γ(δ+ p)

[
Iα+p;ψ|h(b, u(b)) − h(b, v(b))|

+

n∑
i=1

|ιi|I
α+p;ψ|h(κi, u(κi)) − h(κi, v(κi))|

]
,

≤ Lh
(ψ(b) −ψ(a))α+p

Γ(α+ p+ 1)
|u(t) − v(t)|+

Lh(ψ(b) −ψ(a))δ+p−1

|Θ|Γ(δ+ p)

×

[
(ψ(b) −ψ(a))α+p

Γ(α+ p+ 1)
+

n∑
i=1

|ιi|
(ψ(κi) −ψ(a))

α+p

Γ(α+ p+ 1)

]
|u(t) − v(t)|,

≤
[
(ψ(b) −ψ(a))α+p

Γ(α+ p+ 1)
+Φ

]
Lh|u(t) − v(t)|,

implique que

∥Wu−Wv∥ ≤
[
(ψ(b) −ψ(a))α+p

Γ(α+ p+ 1)
+Φ

]
Lh∥u− v∥. (6.1.21)

En utilisant le fait que
[
(ψ(b) −ψ(a))α+p

Γ(α+ p+ 1)
+Φ

]
Lh < 1, alors W est une contraction, d’après

le théorème du point fixe de Banach, on conclut que W admet un unique point fixe qui est

l’unique solution du problème (6.1.1).

6.2 Existence et unicité de la solution d’une équation diffé-
rentielle fractionnaire de Langevin avec la dérivé frac-
tionnaire ψ-Hilfer

6.2.1 Motivation

Dans cette section on va élargir le résultat obtenue dans la première partie pour étudier

le résultat d’existence et d’unicité pour une équation différentielle d’ordre fractionnaire de

Langevin via la dérivé fractionnaire ψ-Hilfer suivante.
HDp1,q1;ψ(HDp2,q2;ψ + λ)w(τ) = g(τ,w(τ)), τ ∈ J := [a, b],

w(a) = 0 , w(b) =

n∑
i=1

ιiI
βi;ψw(κi).

(6.2.1)

Où HDpj,qj;ψ, est la dérivée fractionnaire de ψ-Hilfer d’ordre pj, 0 < pj ≤ 1, et de paramètre

qj, 0 ≤ qj ≤ 1, j = 1, 2, a ≥ 0, λ ∈ R, Iβi;ψ est l’intégrale fractionnaire deψ-Riemann-Liouville

d’ordre βi > 0, ιi ∈ R, i = 1, ..., n, a < κ1 < ... < κn < b, g ∈ C
(
J × R,R

)
. En se basant

sur l’application de la méthode de degré topologique et le point fixe de Banach on prouve le

résultat d’existence et d’unicité de la solution pour le problème (6.2.1). Finalement on donne

un exemple d’application.
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6.2.2 Construction de la solution

Définition 6.2.1 Une fonction w ∈ C(J,R) est dite une solution du problème (6.2.1), si w satisfait

l’équation HDp1,q1;ψ(HDp2,q2;ψ+λ)w(τ) = g(τ,w(τ)), p.p τ ∈ J et les conditionsw(a) = 0, w(b) =
n∑
i=1

ιiI
βi;ψw(κi).

Lemme 6.2.2 Soit a ≥ 0, 0 < pj ≤ 1, 0 ≤ qj ≤ 1, δj = pj+ qj− pjqj > 0, j = 1, 2 et h ∈ C(J,R).
Alors la fonction w est une solution du problème suivant :

HDp1,q1;ψ(HDp2,q2;ψ + λ)w(τ) = h(τ), τ ∈ J := [a, b],

w(a) = 0 , w(b) =

n∑
i=1

ιiI
βi;ψw(κi), a < κi < b,

(6.2.2)

si et seulement si w est une solution de l’équation intégrale

w(τ) = Ip1+p2;ψh(τ) − λIp2;ψw(τ) +
(ψ(τ) −ψ(a))δ1+p2−1

∆Γ(δ1 + p2)

[
Ip1+p2;ψh(b) − λIp2;ψw(b)

−

n∑
i=1

ιiI
p1+p2+βi;ψh(κi) + λ

n∑
i=1

ιiI
p2+βi;ψw(κi)

]
, (6.2.3)

où

∆ =

n∑
i=1

ιi
(ψ(κi) −ψ(a))

δ1+p2+βi−1

Γ(δ1 + p2 + βi)
−

(ψ(b) −ψ(a))δ1+p2−1

Γ(δ1 + p2)
̸= 0 (6.2.4)

Preuve. Le problème (6.2.2) peut s’écrire sous la forme suivante

Iδ1−p1;ψDδ1;ψ
[
HDp2,q2;ψ + λ

]
w(τ) = h(τ), τ ∈ J. (6.2.5)

Où δ1 = p1 + q1 − p1q1 > 0, en appliquant l’intégrale fractionnaire de ψ-Riemann-Liouville

d’ordre p1 aux deux côtés de (6.2.5), nous obtenons en utilisant le Lemme 1.3.10

HDp2,q2;ψw(τ) + λw(τ) = Ip1;ψh(τ) +
d0

Γ(δ1)
((ψ(τ) −ψ(a))δ1−1, (6.2.6)

où d0 est une constante. Ensuite, l’équation (6.2.6) peut s’écrire comme suit

Iδ2−p2;ψDδ2;ψw(τ) = Ip1;ψh(τ) − λw(τ) +
d0

Γ(δ1)
((ψ(τ) −ψ(a))δ1−1, (6.2.7)

où δ2 = p2 + q2 − p2q2 > 0, en appliquant l’intégrale fractionnaire de ψ-Riemann-Liouville

d’ordre p2 aux deux côtés de (6.2.7), nous obtenons en utilisant le Lemme 1.3.10

w(τ) = Ip1+p2;ψh(τ)−λIp2;ψw(τ)+
d0

Γ(δ1 + p2)
((ψ(τ)−ψ(a))δ1+p2−1+

d1

Γ(δ2)
((ψ(τ)−ψ(a))δ2−1,

(6.2.8)
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où d1 est une constante. En utilisant les conditions aux limites dans (6.2.8), nous obtenons

que d1 = 0 et

d0 =
1

∆

[
Ip1+p2;ψh(b) − λIp2;ψw(b) −

n∑
i=1

ιiI
p1+p2+βi;ψh(κi) + λ

n∑
i=1

ιiI
p2+βi;ψw(κi)

]
. (6.2.9)

En substituant les valeurs de d0 et d1 dans (6.2.8) on obtient l’équation intégrale (6.2.3).

6.2.3 Existence et unicité de la solution pour le problème (6.2.1)

Dans cette partie, nous traitons l’existence et l’unicité de la solution du problème (6.2.1),

en utilisant dans un premier temps la méthode de degré topologique comme un résultat

d’existence, par suite en utilisant le principe de contraction de Banach, pour cela afin de

simplifier les calculs, nous utilisons la notation suivante

Θ1 =
(ψ(b) −ψ(a))p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)

+
(ψ(b) −ψ(a))δ1+p2−1

|∆|Γ(δ1 + p2)

[
(ψ(b) −ψ(a))p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)
+

n∑
i=1

|ιi|
(ψ(κi) −ψ(a))

p1+p2+βi

Γ(p1 + p2 + βi + 1)

]
, (6.2.10)

Θ2 = |λ|

{
(ψ(b) −ψ(a))p2

Γ(p2 + 1)

+
(ψ(b) −ψ(a))δ1+p2−1

|∆|Γ(δ1 + p2)

[
(ψ(b) −ψ(a))p2

Γ(p2 + 1)
+

n∑
i=1

|ιi|
(ψ(κi) −ψ(a))

p2+βi

Γ(p2 + βi + 1)

]}
. (6.2.11)

Résultat d’existence via la méthode de degré topologique :

Supposons que

(H1) : Pour tout τ ∈ J et ∀w, v ∈ C(J,R) il existe une constante Lg > 0 telle que

|g(τ,w) − g(τ, v)| ≤ Lg|w− v|. (6.2.12)

(H2) : Pour tout τ ∈ J et ∀w ∈ C(J,R) il existe deux constantes Kg, Ng > 0 et α ∈ (0, 1)

telles que

|g(τ,w)| ≤ Kg|w|
α +Ng. (6.2.13)

D’après le Lemme (6.2.2), nous définissons deux opérateurs F ,Y : C(J,R) −→ C(J,R) par

Fw(τ) = Ip1+p2;ψg(τ,w(τ)) + (ψ(τ) −ψ(a))δ1+p2−1

∆Γ(δ1 + p2)

×

[
Ip1+p2;ψg(b,w(b)) −

n∑
i=1

ιiI
p1+p2+βi;ψg(κi, w(κi))

]
, τ ∈ J, (6.2.14)

FACULTÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES 125 UNIVERSITÉ SULTAN MOULAY SLIMANE



HAMID LMOU THÈSE DOCTORALE LABORATOIRE : LMACS

et

Yw(τ) = −λIp2;ψw(τ)+
(ψ(τ) −ψ(a))δ1+p2−1

∆Γ(δ1 + p2)

[
−λIp2;ψw(b)+λ

n∑
i=1

ιiI
p2+βi;ψw(κi)

]
, (6.2.15)

Alors, l’équation intégrale (6.2.3) peut s’écrire comme suit

Ww(τ) = Fw(τ) + Yw(τ), τ ∈ J. (6.2.16)

Théorème 6.2.3 Supposons que (H1) et (H2) sont vérifiés, alors le problème (6.2.1) admet au moins

une solution w ∈ C(J,R) tant que Θ2 < 1. De plus, l’ensemble des solutions du problème (6.2.1) est

borné dans C(J,R).

Afin de démontrer le théorème 6.2.3, on va prouver ses conditions sous forme de lemmes.

Lemme 6.2.4 Y est ϑ-Lipschitz avec la constante Θ2. Où Θ2 est donnée par (6.2.11).

Preuve. Soit w, v ∈ C(J,R), donc pour tout τ ∈ J on a

|Yw(τ) − Yv(τ)| ≤ |λ|Ip2;ψ|w(τ) − v(τ)|+
(ψ(τ) −ψ(a))δ1+p2−1

|∆|Γ(δ1 + p2)

[
|λ|Ip2;ψ|w(b) − v(b)|

+ |λ|

n∑
i=1

|ιi|I
p2+βi;ψ|w(κi) − v(κi)|

]
,

≤ |λ|
(ψ(b) −ψ(a))p2

Γ(p2 + 1)
|w(τ) − v(τ)|+

(ψ(b) −ψ(a))δ1+p2−1

|∆|Γ(δ1 + p2)

×
[
|λ|

(ψ(b) −ψ(a))p2

Γ(p2 + 1)
|w(b) − v(b)|

+ |λ|

n∑
i=1

|ιi|
(ψ(κi) −ψ(a))

p2+βi

Γ(p2 + βi + 1)
|w(κi) − v(κi)|

]
,

≤ |λ|

{
(ψ(b) −ψ(a))p2

Γ(p2 + 1)
+

(ψ(b) −ψ(a))δ1+p2−1

|∆|Γ(δ1 + p2)

×

[
(ψ(b) −ψ(a))p2

Γ(p2 + 1)
+

n∑
i=1

|ιi|
(ψ(κi) −ψ(a))

p2+βi

Γ(p2 + βi + 1)

]}
∥w− v∥,

≤ Θ2∥w− v∥,

ce qui implique que

∥Yw− Yv∥ ≤ Θ2∥w− v∥.

Alors Y est Lipschitzien avec la constanteΘ2 et d’après la Proposition 1.4.17, Y est ϑ-Lipschitzien

avec la même constante Θ2.
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Lemme 6.2.5 F est continue et satisfait l’inégalité suivante

∥Fw∥ ≤ Θ1
(
Kg∥w∥α +Ng

)
, (6.2.17)

avec Θ1 est donné par (6.2.10)

Preuve. Soit wn, w ∈ C(J,R) tel que wn convergeant vers w dans C(J,R), implique qu’il

existe µ > 0 tel que ∥wn∥ ≤ µ pour tout n ≥ 1, de plus, on obtient ∥w∥ ≤ µ. En utilisant le

fait que g est continu et (H2), et pour tout τ ∈ J on obtient

|g(τ,wn(τ)) − g(τ,w(τ))| ≤ |g(τ,wn(τ))|+ |g(τ,w(τ)|

≤ 2(Kgµ
α +Ng).

La fonction s −→ 2(Kgµ
α +Ng) est intégrable pour s ∈ [0, τ], τ ∈ J en utilisant le théorème

de convergence dominée de Lebesgue nous obtenons

|Fwn(τ) − Fw(τ)| ≤ Ip1+p2;ψ|g(τ,wn(τ)) − g(τ,w(τ))|+
(ψ(τ) −ψ(a))δ1+p2−1

|∆|Γ(δ1 + p2)

×

[
Ip1+p2;ψ|g(b,wn(b)) − g(b,w(b))|

+

n∑
i=1

|ιi|I
p1+p2+βi;ψ|g(κi, wn(κi)) − g(κi, w(κi))|

]
−→ 0
n−→∞,

ce qui implique que F est continue ; de plus pour tout τ ∈ Jon a

|Fw(τ)| ≤ Ip1+p2;ψ|g(τ,w(τ))|+ (ψ(τ) −ψ(a))δ1+p2−1

|∆|Γ(δ1 + p2)

×

[
Ip1+p2;ψ|g(b,w(b))|+

n∑
i=1

|ιi|I
p1+p2+βi;ψ|g(κi, w(κi)|

]
,

≤

{
(ψ(b) −ψ(a))p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)
+

(ψ(b) −ψ(a))δ1+p2−1

|∆|Γ(δ1 + p2)

×

[
(ψ(b) −ψ(a))p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)
+

n∑
i=1

|ιi|
(ψ(κi) −ψ(a))

p1+p2+βi

Γ(p1 + p2 + βi + 1)

]}(
Kg∥w∥α +Ng

)
.

Donc

∥Fw∥ ≤ Θ1
(
Kg∥w∥α +Ng

)
.

Lemme 6.2.6 F est compact, par conséquent F est ϑ-Lipschitzienne avec une constante nulle.
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Preuve. Pour prouver que F est compact, on prend un ensemble borné M tel que M ⊂ Bρ,
il reste à prouver que F(M) est relativement compact dans C(J,R). Pour cette raison, on

considère w ∈ M ⊂ Bρ et en utilisant (6.2.17), nous obtenons

∥Fw∥ ≤ Θ1
(
Kgρ

α +Ng

)
:= υ, (6.2.18)

alors F(M) ⊂ Bυ, par conséquent F(M) est borné.

Soient τ1, τ2 ∈ J avec τ1 < τ2 et pour tout w ∈ M on a

|Fw(τ2) − Fw(τ1)| ≤ Ip1+p2;ψ|g(τ2, w(τ2)) − g(τ1, w(τ1))|

+
(ψ(τ2) −ψ(a))

δ1+p2−1 −ψ(τ1) −ψ(a))
δ1+p2−1

|∆|Γ(δ1 + p2)

×

[
Ip1+p2;ψ|g(b,w(b))|+

n∑
i=1

|ιi|I
p1+p2+βi;ψ|g(κi, w(κi)|

]
,

≤
(Kgρ

α +Ng

)
Γ(p1 + p2)

∣∣∣ ∫ τ1
a

ψ ′(s)
(
(ψ(τ2) −ψ(s))

p1+p2−1−

(ψ(τ1) −ψ(s))
p1+p2−1

)
ds+

∫ τ2
τ1

ψ ′(s)(ψ(τ2) −ψ(s))
p1+p2−1ds

∣∣∣
+

(ψ(τ2) −ψ(a))
δ1+p2−1 −ψ(τ1) −ψ(a))

δ1+p2−1

|∆|Γ(δ1 + p2)

×

[
(ψ(b) −ψ(a))p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)
+

n∑
i=1

|ιi|
(ψ(κi) −ψ(a))

p1+p2+βi

Γ(p1 + p2 + βi + 1)

](
Kgρ

α +Ng

)
,

En utilisant la continuité de la fonction ψ, le côté droit de l’inégalité ci-dessus tend vers 0

lorsque τ2 tend vers τ1, ceci implique que F(M) est équicontinu. Il s’ensuit, en utilisant le

théorème d’Arzelà-Ascoli, que l’opérateur F est compact en conséquence de la Proposition

1.4.16 F est ϑ-Lipschitz avec une constante nulle. Puisque toutes les conditions sont satis-

faites, nous démontrons la validité de notre résultat principale.

Preuve. Soit F , Y et W , les opérateurs donnés par (6.2.17), (6.2.15), (6.2.16) respectivement.

Ces opérateurs sont continus et bornés. De plus, en utilisant le lemme 6.2.4 , Y est ϑ-Lipschitz

avec la constante Θ2, et en utilisant le Lemme 6.2.6, F est ϑ-Lipschitz avec la constante zéro,

donc W est une ϑ-contraction stricte avec la constante Θ2, enfin W est une ϑ-condensation

car Θ2 < 1.

Ensuite, en considérant l’ensemble suivant

Λϵ = {w ∈ X : w = ϵWw, 0 ≤ ϵ ≤ 1}. (6.2.19)
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Il reste à montrer que l’ensemble Λϵ est borné. En effet, pour tout w ∈ Λϵ on a w = ϵWw =

ϵ(Fw+ Yw), donc d’après le Lemme 6.2.5 et 6.2.4, on obtient

∥w∥ = ϵ∥Fw+ Yw∥,

≤ ∥Fw∥+ ∥Yw∥,

≤ Θ1
(
Kg∥w∥α +Ng

)
+Θ2∥w∥,

≤
Θ1
(
Kg∥w∥α +Ng

)
1−Θ2

,

alors l’ensembleΛϵ est borné dans C(J,R). Si l’ensembleΛϵ n’est pas borné, alors on suppose

que χ := ∥w∥ −→ ∞ donc

1 ≤ lim
χ→+∞

Θ1
(
Kgχ

α +Ng

)
χ(1−Θ2)

= 0 (6.2.20)

ce qui est une contradiction. Ainsi, en utilisant le Théorème 1.4.18, W admet au moins un

point fixe qui est la solution du problème (6.2.1). De plus, l’ensemble des solutions du pro-

blème (6.2.1) est borné dans C(J,R).

Résultat d’unicité

dans cette partie on va traiter l’unicité de la solution du problème (6.1.1), en utilisant le

principe de contraction de Banach.

Théorème 6.2.7 Supposons que (H1) est vérifié. Si LgΘ1 + Θ2 < 1 alors le problème (6.2.1) admet

une solution unique dans C(J,R).
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Preuve. Pour tout w ∈ C(J,R), et ∀τ ∈ J on a

|Ww(τ) −Wv(τ)| ≤ |Fw(τ) − Fv(τ) + Yw(τ) − Yv(τ)|,

≤ |Fw(τ) − Fv(τ)|+ |Yw(τ) − Yv(τ)|,

≤ Ip1+p2;ψ|g(τ,w(τ)) − g(τ, v(τ))|+ (ψ(τ) −ψ(a))δ1+p2−1

|∆|Γ(δ1 + p2)

×

[
Ip1+p2;ψ|g(b,w(b)) − g(b, v(b))|

+

n∑
i=1

|ιi|I
p1+p2+βi;ψ|g(κi, w(κi)) − g(κi, v(κi))|

]

+ |λ|Ip2;ψ|w(τ) − v(τ)|+
(ψ(τ) −ψ(a))δ1+p2−1

|∆|Γ(δ1 + p2)

[
|λ|Ip2;ψ|w(b) − v(b)|

+ |λ|

n∑
i=1

|ιi|I
p2+βi;ψ|w(κi) − v(κi)|

]
,

≤

{
(ψ(b) −ψ(a))p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)
+

(ψ(b) −ψ(a))δ1+p2−1

|∆|Γ(δ1 + p2)

×

[
(ψ(b) −ψ(a))p1+p2

Γ(p1 + p2 + 1)
+

n∑
i=1

|ιi|
(ψ(κi) −ψ(a))

p1+p2+βi

Γ(p1 + p2 + βi + 1)

]}
Lg|w(τ) − v(τ)|

+ |λ|

{
(ψ(b) −ψ(a))p2

Γ(p2 + 1)
+

(ψ(b) −ψ(a))δ1+p2−1

|∆|Γ(δ1 + p2)

×

[
(ψ(b) −ψ(a))p2

Γ(p2 + 1)
+

n∑
i=1

|ιi|
(ψ(κi) −ψ(a))

p2+βi

Γ(p2 + βi + 1)

]}
|w(τ) − v(τ)|,

≤ (LgΘ1 +Θ2)∥w− v∥,

implique que

∥Ww−Wv∥ ≤ (LgΘ1 +Θ2)∥w− v∥. (6.2.21)

Où, Θ1 et Θ2 sont respectivement données par (6.2.10) et (6.2.11), en utilisant le fait que

LgΘ1 + Θ2 < 1, alors W est une contraction, d’après le théorème du point fixe de Banach,

on conclut que W admet un unique point fixe unique qui est l’unique solution du problème

(6.2.1).
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6.2.4 Exemple

Considérons le problème suivant
HD

1
5
, 3
5
; e

τ

6

[
HD

2
3
, 1
3
; e

τ

6 +
1

9

]
w(τ) =

e−τ

7+ eτ

[
|w(τ)|

1+ |w(τ)|

]
, 0 ≤ τ ≤ 1,

w(0) = 0 , w(1) =
3

8
I
5
2
; e

τ

6 w(
1

3
) +

5

8
I
7
2
; e

τ

6 w(
1

2
).

(6.2.22)

Où, p1 =
1

5
, p2 =

2

3
, q1 =

3

5
, q2 =

1

3
, λ =

1

9
, a = 0, b = 1, J = [0, 1], n = 2, ι1 =

3

8
, ι2 =

5

8
,

β1 =
5

2
, β2 =

7

2
, κ1 =

1

3
, κ2 =

1

2
et ψ(τ) =

eτ

6
.

Pour tout (τ,w) ∈ J× R+, nous définissons g(τ,w) =
e−τ

7+ eτ
( w

1+w

)
.

g est une fonction continue, de plus pour tout τ ∈ J et pour chaque w, v ∈ R+ nous avons

|g(τ,w) − g(τ, v)| ≤
∣∣∣∣ e−τ7+ eτ

∣∣∣∣∣∣∣∣ w− v

(1+w)(1+ v)

∣∣∣∣
≤ 1

8
|w− v|.

Alors l’hypothèse (H1) est vérifiée avec Lg =
1

8
> 0. De plus pou tout τ ∈ J etw, v ∈ R+ on a

|g(τ,w)| ≤
∣∣∣∣ e−τ7+ eτ

∣∣∣∣(|w|+ 1)
≤ 1

8

(
|w|+ 1

)
.

Donc l’hypothèse (H2) est vérifiée avec Kg = Ng =
1

8
> 0 et α = 1 de plus on a Θ2 =

0.107986 < 1. Finalement, toutes les conditions du théorème 6.2.3 sont satisfaites, par consé-

quent le problème (6.2.22) admet au moins une solution définie sur [0, 1].

Pour l’unicité on utilise les données données ci-dessus, on obtient δ1 = p1 + q1 − p1q1 =
3

5
= 0.6 > 0, |∆| ≃ 0.801289, Θ1 = 0, 369497, Θ2 = 0, 107986 < 1, et Lg =

1

8
= 0, 125.

Alors LgΘ1 +Θ2 = 0.125× 0.369497+ 0.107986 ≃ 0.154173 < 1.
Par conséquent, d’après le Théorème 6.2.7, le problème (6.2.22) admet une solution unique

sur [0, 1].
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Chapitre 7

L’opérateur p-Laplacien pour une
équation différentielle fractionnaire de
type ψ-Caputo

7.1 Résultat d’existence pour une equation différentielle frac-
tionnaire avec une dérivé fractionnaire de ψ-Caputo

7.1.1 Motivation

Il existe plusieurs façons de définir les intégrales et dérivées fractionnaires, les plus

connues sont l’intégrale et la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et de Caputo, dans

[6] Almedia introduit la généralisation de la dérivée de Caputo sous le nom de la dérivée

fractionnaire Ψ-Caputo, pour plus de détails voir [2, 73, 7]. Récemment, les équations dif-

férentielles avec l’opérateur p-Laplacien ont été couramment utilisées dans plusieurs do-

maines scientifiques, pour étudier ce genre de situations, dans [48] Leibenson a introduit

l’équation avec l’opérateur p-Laplacienne comme suit(
ϕp
(
u ′(τ)

)) ′
= f(τ, u(τ), u ′(τ)).

Où ϕp(s) = |s|s−2s, p > 1, ϕp est inversible et son opérateur inverse est ϕq, avec q > 1 tel

que
1

p
+
1

q
= 1. Pour les équations différentielles d’ordre fractionnaires avec l’opérateur

p-Laplacien, on se réfère à [50, 60, 65, 83, 82].

Liu et al. [49] ont discuté les résultats d’existence et d’unicité d’un problème p-Laplacian

opérateur pour une équation différentielle fractionnaire, en utilisant le théorème de point

fixe de Banach. Dans [79], Su et al. Ont étudié les critères d’existence d’une solutions non

négatives pour une équations différentielles fractionnaires non linéaires avec l’opérateur

p-Laplacian, les résultats d’existences et d’unicité sont obtenus par l’application de l’alter-

native non linéaire de leray-Schauder et le point fixe de Banach.
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Motivés par les travaux mentionnés, nous combinons leurs idées afin d’étudier le résultat

d’existence pour le problème suivant
CDα;Ψ

a+

(
ϕp

[
CDβ;Ψ

a+ u(τ)
])

= h(τ, u(τ)), τ ∈ Λ := [a, b],

u(a) = µu(ξ) , CDβ;Ψ
a+ u(a) = 0 ,

CDβ;Ψ
a+ u(b) = κ

CDβ;Ψ
a+ u(η).

(7.1.1)

Où CDα;Ψ
a+ et CDβ;Ψ

a+ représentent les dérivées fractionnaires de Ψ-Caputo d’ordre α, 0 < α ≤ 2,
et β, 0 < β ≤ 1, respectivement, a ≥ 0, µ, κ ∈ R, η, ξ ∈ Λ, h ∈ C

(
Λ × R,R

)
et ϕp(τ) est

l’opérateur p-Laplacien ( ϕp(τ) = |τ|p−2τ, p > 1).

Remarque 7.1.1 ⋆ Si ψ(t) = t, le problème (7.1.1) réduit à un problème avec la dérivée frac-

tionnaire de Caputo.

⋆ Si ψ(t) = log(t), le problème (7.1.1) réduit à un problème avec la dérivée fractionnaire de

Caputo-Hadamard.

⋆ Siψ(t) = tρ, le problème (7.1.1) réduit à un problème avec la dérivée fractionnaire de Caputo-

Katugampola.

7.1.2 Construction de la solution

Définition 7.1.2 Une fonction u ∈ C(Λ,R) est dite solution du problème (7.1.1), si u satisfait

l’équation CDα;Ψ
a+

(
ϕp

[
CDβ;Ψ

a+ u(τ)
])

= h(t, u(τ)) p,p Λ, et u(a) = µu(ξ) , CDβ;Ψ
a+ u(a) =

0 , CDβ;Ψ
a+ u(b) = κ

CDβ;Ψ
a+ u(η).

Lemme 7.1.3 Soit a ≥ 0, 0 < β ≤ 1, y ∈ C(Λ,R) et µ ∈ R, tel que µ ̸= 1. Alors la fonction u est

une solution du problème 
CDβ;Ψ

a+ u(τ) = y(τ), τ ∈ Λ := [a, b]

u(a) = µu(ξ), a < ξ < b,
(7.1.2)

si et seulement si u est une solution de l’équation intégral suivante

u(τ) =
1

Γ(β)

∫ τ
a

Ψ ′(s)(Ψ(τ)−Ψ(s))β−1y(s)ds

+
µ

(1− µ)Γ(β)

∫ ξ
a

Ψ ′(s)(Ψ(ξ) − Ψ(s))β−1y(s)ds. (7.1.3)

Preuve. En appliquant l’intégrale fractionnaire de Ψ-Riemann-Liouville d’ordre β aux deux

côtés de (7.1.2), nous obtenons en utilisant le Lemma 1.3.6

u(τ) = Iβ;ψa+ y(τ) + d0, (7.1.4)
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où d0 est une constante. Ensuite, en utilisant la condition aux limites u(a) = µu(ξ) dans

(7.1.4) nous obtenons

u(a) = d0 = µI
β;Ψ
a+ h(ξ) + µd0, (7.1.5)

donc

d0 =
µ

(1− µ)Γ(β)

∫ ξ
a+
Ψ ′(s)(Ψ(ξ) − Ψ(s))β−1y(s)ds. (7.1.6)

En substituant la valeur de d0 dans (7.1.4), on obtient l’équation intégrale définie par

u(τ) =
1

Γ(β)

∫ τ
a

Ψ ′(s)(Ψ(τ)−Ψ(s))β−1y(s)ds

+
µ

(1− µ)Γ(β)

∫ ξ
a

Ψ ′(s)(Ψ(ξ) − Ψ(s))β−1y(s)ds.

Lemme 7.1.4 Soit a ≥ 0, 0 < β ≤ 1, 1 < α ≤ 2, w ∈ C(Λ,R) et µ, κ ∈ R, tels que µ ̸= 1. Alors

la fonction u est une solution du problème
CDα;Ψ

a+

(
ϕp

[
CDβ;Ψ

a+ u(τ)
])

= w(τ), τ ∈ Λ := [a, b],

u(a) = µu(ξ) , CDβ;Ψ
a+ u(a) = 0 ,

CDβ;Ψ
a+ u(b) = κ

CDβ;Ψ
a+ u(η); η, ξ ∈ Λ,

(7.1.7)

si et seulement si u est une solution de l’équation intégral suivante

u(τ) = Iβ;Ψa+ ϕq
(
Iα;Ψa+ w(τ) +G1w(τ)

)
+G2w(τ)

=
1

Γ(β)

∫ τ
a

Ψ ′(s)(Ψ(τ) − Ψ(s))β−1ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s
a

Ψ ′(σ)(Ψ(s) − Ψ(σ))α−1w(σ)dσ

+G1w(s)

)
ds+G2w(τ), (7.1.8)

où

G1w(τ) =
Ψ(s) − Ψ(a)

ΘΓ(α)

[
κp−1

∫η
a

Ψ ′(s)(Ψ(η) − Ψ(s))α−1w(s)ds

−

∫b
a

Ψ ′(s)(Ψ(b) − Ψ(s))α−1w(s)ds

]
, (7.1.9)

G2w(τ) =
µ

(1− µ)Γ(β)

×
∫ ξ
a

Ψ ′(s)(Ψ(ξ) − Ψ(s))β−1ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s
a

Ψ ′(σ)(Ψ(s) − Ψ(σ))α−1w(σ)dσ+G1w(s)

)
ds,

(7.1.10)

Θ = (Ψ(b) − Ψ(a)) − κp−1(Ψ(η) − Ψ(a)) ̸= 0. (7.1.11)
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Preuve. En appliquant l’intégrale fractionnaire de Ψ-Riemann-Liouville d’ordre α aux deux

côtés de (7.1.7), nous obtenons en utilisant le Lemme 1.3.6

ϕp

[
CDβ;Ψ

a+ u(τ)
]
= Iα;Ψa+ w(τ) + d1 + d2(Ψ(τ) − Ψ(a)), (7.1.12)

où d1, d2 sont des constantes. Ensuite, en utilisant la condition aux limites CDβ;Ψ
a+ u(a) = 0

dans (7.1.12) nous obtenons

ϕp

[
CDβ;Ψ

a+ u(a)
]
= ϕp(0) = 0 = d1,

il s’ensuit que

ϕp

[
CDβ;Ψ

a+ u(τ)
]
= Iα;Ψa+ w(τ) + d2(Ψ(τ) − Ψ(a)), (7.1.13)

en utilisant la condition aux limites CDβ;Ψ
a+ u(b) = κ CDβ;Ψ

a+ u(η), et les propriétés de ϕp dans

(7.1.13) nous obtenons

Iα;Ψa+ w(b) + d2(Ψ(b) − Ψ(a)) = κ
p−1Iα;Ψa+ w(η) + d2κ

p−1(Ψ(η) − Ψ(a)), (7.1.14)

puis

d2 =
κp−1Iα;Ψa+ w(η) − I

α;Ψ
a+ w(b)

(Ψ(b) − Ψ(a)) − κp−1(Ψ(η) − Ψ(a))
=
κp−1Iα;Ψa+ w(η) − I

α;Ψ
a+ w(b)

Θ
, (7.1.15)

il s’ensuit que

ϕp

[
CDβ;Ψ

a+ u(τ)
]
= Iα;Ψa+ w(τ) + (Ψ(τ) − Ψ(a))

κp−1Iα;Ψa+ w(η) − I
α;Ψ
a+ w(b)

Θ
, (7.1.16)

donc

CDβ;Ψ
a+ u(τ) = ϕq

[
Iα;Ψa+ w(τ) + (Ψ(τ) − Ψ(a))

κp−1Iα;Ψa+ w(η) − I
α;Ψ
a+ w(b)

Θ

]

= ϕq

[
Iα;Ψa+ w(τ) +G1w(τ)

]
. (7.1.17)

En utilisant le Lemme 7.1.3 et en posant y(τ) = ϕq

[
Iα;Ψa+ w(τ) +G1w(τ)

]
nous obtenons

u(τ) = Iβ;Ψa+ ϕq
(
Iα;Ψa+ w(τ) +G1w(τ)

)
+G2w(τ),

=
1

Γ(β)

∫ τ
a

Ψ ′(s)(Ψ(τ) − Ψ(s))β−1ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s
a

Ψ ′(σ)(Ψ(s) − Ψ(σ))α−1w(σ)dσ

+G1w(s)

)
ds+G2w(τ).
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7.1.3 Existence de la solution pour le problème (7.1.1)

Dans cette section, nous traitons l’existence de la solution du problème (6.2.1), en utilisant

le théorème du point fixe de Leray-Schaëfer et pour simplifier les calculs, nous utilisons les

notations suivantes

A =
(Ψ(b) − Ψ(a))β

Γ(β+ 1)
+

|µ|(Ψ(ξ) − Ψ(a))β

|1− µ|Γ(β+ 1)
. (7.1.18)

Et

B =
(Ψ(b) − Ψ(a))α

Γ(α+ 1)
+

(ψ(b) −ψ(a))

|Θ|Γ(α+ 1)

[
κp−1(ψ(η) −ψ(a))α + (Ψ(b) − Ψ(a))α

]
. (7.1.19)

Avec Θ est donné par (7.1.11).

On suppose que

(H1) : il existe des fonctions strictement positives γ, δ ∈ C(Λ,R) tel que pour tout τ ∈ Λ
et pour tout u ∈ C(Λ,R)

|h(τ, u)| ≤ γ(τ) + δ(τ)|u|p−1 (7.1.20)

(H2) : Ap−1B∥δ∥ < 1, avec A,B sont donnés respectivement par (7.1.18), (7.1.19).

D’après le lemme 7.1.4 nous définissons l’opérateur W : C(Λ,R) −→ C(Λ,R) par

Wu(τ) = Iβ;Ψa+ ϕq
(
Iα;Ψa+ h(τ, u(τ)) +G1h(τ, u(τ))

)
+G2h(τ, u(τ)),

=
1

Γ(β)

∫ τ
a

Ψ ′(s)(Ψ(τ) − Ψ(s))β−1ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s
a

Ψ ′(σ)(Ψ(s) − Ψ(σ))α−1h(σ, u(σ))dσ

+
Ψ(s) − Ψ(a)

ΘΓ(α)

[
κp−1

∫η
a

Ψ ′(s)(Ψ(η) − Ψ(s))α−1h(s, u(s))ds

−

∫b
a

Ψ ′(s)(Ψ(b) − Ψ(s))α−1h(s, u(s))ds

])
ds+

µ

(1− µ)Γ(β)

×
∫ ξ
a

Ψ ′(s)(Ψ(ξ) − Ψ(s))β−1ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s
a

Ψ ′(σ)(Ψ(s) − Ψ(σ))α−1h(σ, u(σ))dσ

+
Ψ(s) − Ψ(a)

ΘΓ(α)

[
κp−1

∫η
a

Ψ ′(s)(Ψ(η) − Ψ(s))α−1h(s, u(s))ds

−

∫b
a

Ψ ′(s)(Ψ(b) − Ψ(s))α−1h(s, u(s))ds

])
ds, (7.1.21)

Théorème 7.1.5 Supposons que (H1) et (H2) sont satisfaites, alors le problème (7.1.1) admet au

moins une solution u ∈ C(Λ,R).

Pour démontrer le théorème 7.1.5, nous prouverons que l’opérateur W satisfait aux condi-

tions du théorème 1.5.3 (théorème du point fixe de Schaefer).
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Preuve. Considérons l’opérateur W définit par (7.1.21), on va montrer que est W complète-

ment continue

Étape 1 :W est continue.

Soit (un) ∈ C(Λ,R) une suite telle que un −→ u dans C(Λ,R), en utilisant la continuité de

la fonction h et ϕq on obtient lim
n→+∞G1h(τ, un(τ)) = G1h(τ, u(τ)) et lim

n→+∞G1h(τ, un(τ)) =

G2h(τ, u(τ)), de plus on a

lim
n→+∞Wun(τ) = lim

n→+∞
(
Iβ;Ψa+ ϕq

(
Iα;Ψa+ h(τ, un(τ)) +G1h(τ, un(τ))

)
+G2h(τ, un(τ))

)
,

= Iβ;Ψa+ ϕq

(
Iα;Ψa+ h(τ, u(τ)) +G1h(τ, u(τ))

)
+G2h(τ, u(τ))

)
,

= Wu(τ).

Cela montre que W est continu.

Étape 2 :W est borné.

On considère N un ensemble borné, tel que N ⊂ Bρ. Montrant que W(N ) est borné.En effet,

pour tout u ∈ N , on a ∥u∥ ≤ ρ, en utilisant la continuité de la fonction h et (H1), on obtient

|h(τ, u)| ≤ |γ|+ |δ|ρp−1 := N1, alors pour tout τ ∈ Λ, u ∈ N nous avons

|Iα;Ψa+ h(τ, u(τ)) +G1h(τ, u(τ))| ≤
1

Γ(α)

∫ τ
a

Ψ ′(s)(Ψ(τ) − Ψ(s))α−1|h(s, u(s))|ds

+
Ψ(τ) − Ψ(a)

|Θ|Γ(α)

[
κp−1

∫η
a

Ψ ′(s)(Ψ(η) − Ψ(s))α−1|h(s, u(s))|ds

−

∫b
a

Ψ ′(s)(Ψ(b) − Ψ(s))α−1|h(s, u(s))|ds

]
,

≤ BN1.

et

|G2h(τ, u(τ))| ≤
|µ|

|1− µ|Γ(β)

∫ ξ
a

Ψ ′(s)(Ψ(ξ) − Ψ(s))β−1

×
∣∣∣ϕq(Iα;Ψa+ h(τ, u(τ)) +G1h(τ, u(τ))

)∣∣∣
≤ |µ|(Ψ(ξ) − Ψ(a))β

|1− µ|Γ(β+ 1)

[
BN1

]q−1
,

il s’ensuit que

|Wu(τ)| ≤ (Ψ(b) − Ψ(a))β

Γ(β+ 1)

[
BN1

]q−1
+

|µ|(Ψ(ξ) − Ψ(a))β

|1− µ|Γ(β+ 1)

[
BN1

]q−1
,

≤ A
[
BN1

]q−1
.
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Donc

∥Wu∥ ≤ A
[
BN1

]q−1
,

ce qui montre que W est borné.

Étape 3 :W est equicontinu.

Soit τ1, τ2 ∈ Λ avec τ1 < τ2 et pour u ∈ N , (voir que G2u donné par (7.1.10) est indépen-

dante de τ), alors on a

|Wu(τ2) −Wu(τ1)| =

∣∣∣∣Iβ;Ψa+ ϕq(Iα;Ψa+ h(τ2, u(τ2)) +G1h(τ2, u(τ2))
− Iβ;Ψa+ ϕq

(
Iα;Ψa+ h(τ1, u(τ1)) +G1h(τ1, u(τ1)

)∣∣∣∣,
≤
∣∣∣∣ 1

Γ(β)

∫ τ1
a

Ψ ′(s)
[
(Ψ(τ2) − Ψ(s))

β−1 − (Ψ(τ1) − Ψ(s))
β−1
]

× ϕq
(
Iα;Ψa+ h(s, u(s)) +G1h(s, u(s)

)
ds

+
1

Γ(β)

∫ τ2
τ1

Ψ ′(s)(Ψ(τ2) − Ψ(s))
β−1

× ϕq
(
Iα;Ψa+ h(s, u(s)) +G1h(s, u(s)

)
ds

∣∣∣∣,
≤
[
BN1

]q−1
Γ(β)

{∫ τ1
a

Ψ ′(s)
∣∣(Ψ(τ2) − Ψ(s))β−1 − (Ψ(τ1) − Ψ(s))

β−1
∣∣ds

+

∫ τ2
τ1

Ψ ′(s)(Ψ(τ2) − Ψ(s))
β−1ds

}
,

≤
[
BN1

]q−1
Γ(β+ 1)

{
2(Ψ(τ2) − Ψ(τ1))

β

+
∣∣(Ψ(τ2) − Ψ(s))β − (Ψ(τ1) − Ψ(s))

β
∣∣}.

En utilisant la continuité de la fonction Ψ, le côté droit de l’inégalité ci-dessus tend vers 0

lorsque τ2 tend vers τ1, ceci implique que W(N ) est équicontinu. D’après l’étape 2 et de

l’étape 3 il découle en utilisant le théorème d’Arzelà-Ascoli que l’opérateur W est relative-

ment compact, par conséquent l’opérateur W est complètement continu.

Étape 4 :L’ensemble ∆ε = {u ∈ C(Λ,R) | u = εWu ; 0 < ε ≤ 1} est borné.
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En utilisant (H1), on a

|Iα;Ψa+ h(τ, u(τ)) +G1h(τ, u(τ))| ≤
1

Γ(α)

∫ τ
a

Ψ ′(s)(Ψ(τ) − Ψ(s))α−1|h(s, u(s))|ds

+
Ψ(τ) − Ψ(a)

|Θ|Γ(α)

[
κp−1

∫η
a

Ψ ′(s)(Ψ(η) − Ψ(s))α−1|h(s, u(s))|ds

−

∫b
a

Ψ ′(s)(Ψ(b) − Ψ(s))α−1|h(s, u(s))|ds

]
,

≤ B(∥γ∥+ ∥δ∥∥u∥p−1).

Et

|G2h(τ, u(τ))| ≤
|µ|

|1− µ|Γ(β)

∫ ξ
a

Ψ ′(s)(Ψ(ξ) − Ψ(s))β−1

×
∣∣∣ϕq(Iα;Ψa+ h(τ, u(τ)) +G1h(τ, u(τ))

)∣∣∣
≤ |µ|(Ψ(ξ) − Ψ(a))β

|1− µ|Γ(β+ 1)

[
B(∥γ∥+ ∥δ∥∥u∥p−1)]q−1,

pour tout u ∈ ∆ε on a u(τ) = εWu(τ) alors il s’ensuit que

|u(τ)| ≤
∣∣Iβ;Ψa+ ϕq(Iα;Ψa+ h(τ, u(τ)) +G1h(τ, u(τ)))∣∣+ ∣∣G2h(τ, u(τ))∣∣,

≤ (Ψ(b) − Ψ(a))β

Γ(β+ 1)

[
B(∥γ∥+ ∥δ∥∥u∥p−1)

]q−1
+

|µ|(Ψ(ξ) − Ψ(a))β

|1− µ|Γ(β+ 1)

[
B(∥γ∥+ ∥δ∥∥u∥p−1)

]q−1
,

≤

(
(Ψ(b) − Ψ(a))β

Γ(β+ 1)
+

|µ|(Ψ(ξ) − Ψ(a))β

|1− µ|Γ(β+ 1)

)[
B(∥γ∥+ ∥δ∥∥u∥p−1)

]q−1
,

≤ ABq−1
(
∥γ∥+ ∥δ∥∥u∥p−1

)q−1
.

Avec A et B sont respectivement donnés par (7.1.18) et (7.1.19). Ainsi, on a

∥u∥ ≤ ABq−1
(
∥γ∥+ ∥δ∥∥u∥p−1

)q−1
,

donc

∥u∥p−1 ≤ Ap−1B
(
∥γ∥+ ∥δ∥∥u∥p−1

)
,

en utilisant (H2), on obtient

∥u∥p−1 ≤ Ap−1B∥γ∥
1−Ap−1B∥δ∥

:= M,
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finalement on arrive a

∥u∥ ≤ Mq−1.

Cela prouve que l’ensemble ∆ε est borné dans C(Λ,R), en utilisant le théorème 1.5.3, donc

W admet au moins un point fixe qui est la solution du problème (7.1.1).

7.1.4 Exemple

Considérons le problème suivant
CD

3
2
; e

τ

3
0+

(
ϕ3

[
CD

2
5
; e

τ

3
0+ u(τ)

])
=
5τ2

cosτ
+

1

7+ eτ
u2(τ), τ ∈ Λ := [0, 1],

u(0) = 5
8
u( 2

3
) , CD

2
5
; e

τ

3
0+ u(a) = 0 , CD

2
5
; e

t

3
0+ u(1) = 3

8
CD

2
5
; e

τ

3
0+ u( 1

2
).

(7.1.22)

Avec α =
3

2
, β =

2

5
, p = 3, q =

3

2
, a = 0, b = 1, Λ = [0, 1], ξ =

2

3
, η =

1

2
, κ =

3

8
, µ =

5

8
et

Ψ(τ) =
eτ

3
.

Pour tout τ ∈ Λ = [0, 1] on définit une fonction h par h(τ, u) =
5τ2

cosτ
+

1

7+ eτ
u2, h est

continue. De plus, pour tout τ ∈ Λ = [0, 1] on pose γ(τ) =
5τ2

cosτ
et δ(τ) =

1

7+ eτ
tels que

l’hypothèse (H1) soit vérifiée. En utilisant les données ci-dessus, on obtient |Θ| = 0.6701,

A = 1.378024, B = 1.138093 et ∥δ∥ =
1

8
= 0.125. Donc, A2B∥δ∥ = 1.3780242 × 1.138093 ×

0.125 = 0.270147 < 1. Le problème (7.1.22) satisfait toutes les hypothèses du Théorème 7.1.5.

Ainsi, le problème (7.1.22) admet au moins une solution définie sur [0, 1].
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail on s’intéresse à l’étude fractionnaire pour l’équation et l’inclusion de

Langevin via différente type de dérivé d’ordre fractionnaire (Caputo, ψ-Caputo, Hilfer, ψ-

Hilfe). Après un rappel des éléments nécessaires sur le calcule fractionnaire et l’analyse mul-

tivoque, on a pu établir ces résultats :

1. L’existence de solution pour l’inclusion différentielle fractionnaire de Langevin via la

dérivé fractionnaire de Caputo. Le résultat a été obtenus à l’aide de théorème de point fixe

de Leray-Schaëfer.

2. L’existence et l’unicité de solutions une équation différentielle fractionnaire de Lange-

vin via la dérivé fractionnaire de Hilfer qui généralise celle de Caputo lorsque le paramètre

β = 1. Les résultats ont été obtenus à l’aide de théorème de point fixe de Krasnoselski et

le théorème de point fixe de Banach, afin de traité la version d’inclusion en se basant sur

l’alternative non linéaire de Leray-Schaude. De plus on étudier aussi l’existence, l’unicité et

la stabilité de la solution pour un système couplé d’équations différentielles fractionnaires.

3. L’étude de l’existence des solutions pour des problème fractionnaire de type Hybride

en utilisant le théorème de point fixe de Dhage. En se basant sur la méthode de degré to-

pologique on étudie l’équation différentielle fractionnaire avec la dérivé fractionnaire de

ψ-Hilfer. Finalement, on se focalise sur l’opérateur p-Laplacien pour une equation différen-

tielle fractionnaire de Langevin via la dérivé fractionnaire de ψ-Caputo.

L’ensemble de ces travaux peuvent être compléter par les perspectives suivantes

⋆ L’opérateur p-Laplacien pour une equation différentielle fractionnaire de Langevin

via la dérivé fractionnaire de ψ-Hilfer.

⋆ Appliquer la dérivée d’ordre fractionnaire de Hilfer et ψ-Hilfer dans quelques mo-

dèles épidémiologiques.

⋆ Étendre nos résultats aux cas des dérivées fractionnaires d’ordre fractionnaire va-

riable.

⋆ Laplacien fractionnaire pour une équation différentielle fractionnaire de Langevin.

⋆ Étudier l’équation et l’inclusion différentielle fractionnaire de Langevin dans le cas

d’un retard fini et infini.
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