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Abstract

The aim of this thesis is to study various problems of nonlinear partial differential equa-
tions arising from fluid dynamics of the parabolic and elliptic-parabolic type involving the
fractional Laplacian operator, such as the Debye-Hackel system (DHS), quasi-geostrophic
equations (QGE), generalized Navier-Stokes equations (grNVS) and magnetohydrodyna-
mics (grMHD).

Using harmonic analysis tools such as decomposition of Littlewood-Paley and the equi-
valent integral equations and resorting to the bilinear-type fixed point theory, we obtain
some results of existence, uniqueness, analyticity, stability and asymptotic behavior of the
global solutions.

This work is based on a study in the theory of functional spaces, mainly concerns Fourier-
Besov-Morrey spaces (classical and generalized) and their application to this partial diffe-
rential equations

(
(DHS),(QGE),(grNVS),(grMHD)

)
. These spaces generalize a class of func-

tional spaces that have been known before as Fourier-Besov spaces, Lei-lin spaces, Hölder
spaces, Hölder-Zygmund spaces, Sobolev spaces, Sobodekij spaces, Bessel potential spaces.
In some sense, all these spaces are related to the usual Lebesgue space. The Fourier-Besov-
Morrey space is constructed via a type of localization on Morrey spaces as well as the
Littlewood-Paley decomposition.

Keywords : Debye-Hückel system, Quasi-géostrophiques, magnétohydrodynamiques , Navier-
Stokes, Littlewood Paley, mild solution, existence, uniqueness, Analyticity, stability, asymp-
totic behaviour, Classical Fourier-Besov-Morrey spaces, Fourier-Besov-Morrey spaces with
variable exponents, Lei-Lin spaces.
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Résumé

L’objectif de ce travail est l’étude de divers problèmes d’équations aux dérivées par-
tielles non linéaires découlant de la dynamique des fluides du type parabolique et elliptique-
parabolique faisant intervenir l’opérateur Laplacian fractionnaire, comme les équations de
Debye-Hückel (DHS), de quasi-géostrophiques (QGE), de Navier-Stokes généralisées (grNVS)
et de la magnétohydrodynamiques généralisées (grMHD).

À l’aide de méthodes d’analyse harmonique basées sur la décomposition de Littlewood-
Paley et en utilisant les équations intégrales équivalentes et en recourant à la théorie des
points fixes de type bilinéaire, nous obtenons certains résultats d’existence, d’unicité, d’ana-
lyticité, de stabilité et de comportement asymptotique des solutions globales.

Ce travail est basé sur une étude dans la théorie des espaces fonctionnels, concerne prin-
cipalement les espaces de Fourier-Besov-Morrey (classiques et généralisées) et leurs appli-
cation sur ces équations aux dérivées partielles

(
(DHS), (QGE), (grNVS), (grMHD)

)
. Ces

espaces généralisent une classe d’espaces fonctionnels qui ont été connu avant comme les es-
paces de Fourier-Besov, les espaces de Lei-Lin, les espaces de Hölder, les espaces de Hölder-
Zygmund, les espaces de Sobolev, les espaces de Sobodekij, les espaces potentiels de Bessel.
Dans certain sens, tout ces espaces sont liés à l’espace de Lebesgue usuelle. L’espace de
Fourier-Besov-Morrey est construit via une type de localisation sur les espaces de Morrey
ainsi que la caractérisation de Littlewood-Paley.

Mots clés : Debye-Hückel, Quasi-géostrophiques, Magnétohydrodynamiques , Navier-Stokes,
Existence, Unicité, Analyticité, Stabilité, Comportement Asymptotique, Espace de Fourier-
Besov-Morrey classique, Espace de Fourier-Besov-Morrey a exposants variables, Espace de
Lei-Lin.
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Notations & Abbreviations

u =



u1
u2
u3
.

.

un


, v =



v1
v2
v3
.

.

vn


deux fonctions vectorielles.

• vt : dérivée partielle de v par rapport à t avec vt = ∂v
∂t

.

• ∆v : Laplacien de v

∆v =
∂2v

∂x21
+
∂2v

∂x22
+
∂2v

∂x23
+ ...

∂2v

∂x2n
.

• (v · ∇)v : le terme bilinéaire

(v.∇)v = v1
∂v

∂x1
+ v2

∂v

∂x2
+ v3

∂v

∂x3
+ ...vn

∂v

∂xn
.

• u⊗ v : produit tensoriel entre v = (v1, v2, v3, ...vn) et u = (u1, u2, u3, ..., un)

u⊗ v =


(u1v1) (u2v1) (u3v1) ... (unv1)

(u1v2) (u2v2) (u3v2) ... (unv2)

(u1v3) (u2v3) (u3v3) ... (unv3)

... ... ... ... ...

(u1vn) (u2vn) (u3vn) ... (unvn)

 .
• ∇ · (u⊗ v) : divergence du produit tensoriel u⊗ v. On a :

∇ · (u⊗ v) =


∂1 (u1v1) ∂2 (u2v1) ∂3 (u3v1) ... ∂n (unv1)

∂1 (u1v2) ∂2 (u2v2) ∂3 (u3v2) ... ∂n (unv2)

∂1 (u1v3) ∂2 (u2v3) ∂3 (u3v3) ... ∂n (unv3)

... ... ... ... ...

∂1 (u1vn) ∂2 (u2vn) ∂3 (u3vn) ... ∂n (unvn)

 = (∇.u)v+ (u.∇)v.

• ∇p : le gradient de p, p fonction scalaire.

∇p =

(
∂p

∂x1
,
∂p

∂x2
,
∂p

∂x3
, ...

∂p

∂xn

)
.
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• f̂ = F(f) : transformée de Fourier de f

f̂(ξ) = Ff(ξ) = (2π)−
n
2

∫
Rn

e−ix·ξf(x)dx.

• F−1(f) : transformée inverse de Fourier de f

f̆(x) = F−1f(x) = (2π)−
n
2

∫
Rn

eix·ξf(ξ)dξ.

• (−∆)α : désigne le Laplacien fractionnaire défini par :

̂(−∆)αu(t, ξ) = |ξ|2αû(t, ξ).

• Dj = −i ∂
∂xj

j = 1, 2, 3, .., n, où i2 = −1.

• g(D)f := F−1(gf̂).

• Rj = Dj(−∆)
− 1

2 j = 1, 2, 3, .., n : les transformations de Riez.

• P = id−∇∆−1∇ : l’opérateur Leray-Hopff.

• ∗ : l’opérateur de convolution.

• S(t) = exp(t∆) =
(
1
4πt

) 3
2 exp

(
− |x|

4t

)
∗ : semi-groupe de la chaleur.

• supp(f) support de la fonction f : E −→ F

supp(f) = {x ∈ E, f(x) ̸= 0F} .

• D (Rn) : espace des fonctions de la classe C∞ sur Rn à support compact.

• S (Rn) : espace des fonctions de la classe de Schwartz i.e C∞ (Rn) à décroissance rapide
ainsi que toutes leurs dérivées.

• S ′ (Rn) : est l’ensemble des distributions tempérées.

• P : désigne l’ensemble des polynômes de n variables à coefficients dans C.

• V ≲W : signifie qu’il existe une constante C > 0 telle que V ≤ CW.

• A ∼ B : signifie qu’il existe deux constantes C1 > 0 et C2 > 0 telles que C1B ≤ A ≤ C2B.

• p′ : désigne le conjugué de p vérifiant 1
p
+ 1

p′
= 1 pour 1 ≤ p ≤ ∞.

• [p] : désigne la partie entière de p.

• Lp (Rn) : espace de Lebesgue, autrement dit, l’ensemble des fonctions mesurables de
puissance p-ième intégrable :

∥f∥p =
(∫

Rn

|f(x)|p dx
)1/p

.

• ℓq : l’espace des suites (ak)k telles que

∥(ak)k∥ℓq =

( ∞∑
k=0

|ak|
q

) 1
q

<∞.
Si X est un espace de Banach
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• Lp(0, T ;X) =
{
f : (0, T) → Xmesurable ;

∫ T
0

∥f(t)∥pXdt <∞}
.

• L∞(0, T ;X) =
{
f : (0, T) → Xmesurable ; ess− sup

t∈(0,T) ∥f(t)∥X <∞}
.

• Ck([0, T ];X) : espace des fonctions k-fois continûment différentiables de [0, T ] → X.
• D([0, T ];X) : espace des fonctions continûment différentiables à support compact

dans [0, T ].
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Introduction générale

Dans ce travail, nous étudions différentes équations aux dérivées partielles issues de la

dynamique des fluides. Plus précisément, nous considérons les modèles suivants :

• Le système de Debye-Hücke, qui a été formulé par P. Debye et E. Hücke à la fin du

dix-neuvième siècle comme modèle de base pour l’électrodiffusion des ions dans les

électrolytes.

• Les équations quasi-géostrophiques bidimensionnelles, qui représentent l’évolution

de la température de l’écoulement des fluides atmosphériques et océaniques sur la

frontière bidimensionnelle d’un demi-espace tridimensionnel en rotation rapide.

• Les équations de Navier-Stokes généralisées qui donnent une description du mouve-

ment des fluides, elles étudient donc la variation dans le temps et dans l’espace de

certaines quantités physique.

• Les équations magnétohydrodynamiques (grMHD), qui décrivent le comportement

macroscopique des fluides incompressibles électriquement conducteurs dans un champ

magnétique, est une généralisation du système classique incompressible MHD (α

= 1). La magnétohydrodynamique (MHD) est une branche des Sciences Physiques

qui étudie le mouvement des fluides conducteurs de champs électromagnétiques

(liquides ou gazeux). Ces fluides sont omniprésents dans l’univers et se présentent

sous forme de gaz ionisés, appelés plasmas. Ils constituent plus de 99% de la matière

connue dans l’univers, sous diverses formes : gaz des étoiles, vent solaire, aurores

boréales etc. Le physicien Suédois Hannes Alfv’en a été le premier à utiliser le terme

magnéto-hydrodynamique, en 1942 [5]. Il a reçu le prix Nobel de physique en 1970

pour ses travaux sur le sujet.

La préoccupation première du mathématicien confronté à une équation aux dérivées par-

tielles est de lui donner un sens dans des espaces fonctionnels appropriés et d’y démontrer

l’existence et l’unicité de la solution, et de voir sous quelles conditions supplémentaires les

solutions obtenues sont stables. L’analyticité de la solution est également un sujet impor-

1
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tant développé par plusieurs chercheurs (voir [94]). Dans cette thèse, nous allons démontrer

la régularité Gevrey (l’analyticité des solutions) pour les équations aux dérivées partielles

présenter ci-dessus. La technique de Gevrey nous permet d’éviter l’estimation récursive des

dérivées d’ordre supérieur (toute dérivée d’ordre quelconque de la solution (v,w) a le même

comportement que (v,w) dans un certain sens), voir [104]. Avant de rentrer dans le vif des

démonstrations, nous présentons brièvement un aperçu de quelques résultats classiques de

ces équations.

Le première chapitre est entièrement consacré à l’exposé des définitions et résultats né-

cessaires à la suite de ce travail. Nous rappelons tout d’abord quelques résultats de base sur

les espaces de Besov-Morrey N s
p,λ,q(Rn), les espaces de Fourier-Besov-Morrey FN s

p,λ,q(Rn),
et les espaces de Lei-Lin X s.

Dans le deuxième chapitre, on s’intéresse au problème de Cauchy pour le système de

Debye-Hückel (DHS) dans Rn × R+ :
∂tv− ∆v = −∇ · (v∇ϕ) Rn × (0,∞),

∂tw− ∆w = ∇ · (w∇ϕ) Rn × (0,∞),

∆ϕ = v−w Rn × (0,∞),

v(x, 0) = v0(x), w(x, 0) = w0(x) Rn,

(0.0.1)

où les fonctions inconnues v = v(x, t) et w = w(x, t) désignent respectivement les densités

de l’électron et du trou dans les électrolytes, ϕ = ϕ(x, t) désigne le potentiel électrique, v0(x)

et w0(x) sont les données initiales. Notons que la fonction ϕ est déterminée par l’équation

de Poisson dans la troisième équation de (0.0.1), et qu’elle est donnée par

ϕ = (−∆)−1(w− v) = F−1(|ξ|−2F(w− v)). (0.0.2)

Ainsi, le système (0.0.1) peut être réduit au système suivant :
∂tv− ∆v = −∇ ·

(
v∇(−∆)−1(w− v)

)
dans Rn × (0,∞)

∂tw− ∆w = ∇ ·
(
w∇(−∆)−1(w− v)

)
dans Rn × (0,∞)

∇ · v = ∇ ·w = 0

v(x, 0) = v0(x), w(x, 0) = w0(x) dans Rn.

(0.0.3)

W. Nernst et M. Planck ont introduit le système de Debye-Hückel à la fin du XIXe siècle

comme modèle fondamental de la diffusion ionique dans un électrolyte [44]. Il peut égale-

ment être obtenu à partir de la modélisation mathématique des semi-conducteurs [91], de

la physique des plasmas [59], et de la chimiotaxie [39]. Le système (0.0.1) a été étudié de
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manière approfondie dans divers espaces fonctionnels. Karch dans [75] a établi l’existence

et l’unicité des solutions globales du système (0.0.1) pour des données initiales dans les es-

paces de Besov Bsp,∞ avec la condition −1 < s < 0 et p = n
s+2

. Plus tard, Zhao et al. [106] ont

établi le caractère bien posé global et local du système (0.0.1) dans l’espace critique de Besov

B
−2+n

p
p,r (Rn) avec 2 ≤ p < 2n et 1 ≤ r ≤ ∞ (ce qui a amélioré les résultats correspondants de

Karch obtenus dans [75]). Kurokiba et Ogawa dans [76] ont obtenu des résultats similaires

pour les données initiales dans les espaces critiques de Lebesgue et de Sobolev. D’autres re-

cherches connexes peuvent être consultées dans [80, 84]. Il faut noter que pour les équations

de Navier-Stokes, il n’existe pas de résultat d’existence pour les données initiales dans un

espace avec un indice de régularité s < −1. En fait, le terme non linéaire de (0.0.1) semble

d’être plus étroitement lié à l’équation de la chaleur non linéaire quadratique (∼ u2) qu’aux

équations de Navier-Stokes (∼ u · ∇u). Ainsi, le système de Debye-Hückel a une meilleure

propriété que les équations de Navier-Stokes en ce qui concerne l’existence des solutions.

Nous mentionnons ici que si w est nul (w = 0), le système (0.0.1) devient le modèle célèbre

de chimiotaxie de Keller-Segel :
∂tv = ∆v−∇ · (v∇ϕ) dans Rn × (0,∞),

∆ϕ = v dans Rn × (0,∞),

v(x, 0) = v0(x), dans Rn.

(0.0.4)

Dans le papier [24], le caractère bien posé local du système (0.0.4) a été prouvé dans le cas

tridimensionnel. Iwabuchi et Nakamura [65, 66] obtiennent la bien posée globale de (0.0.4)

pour des petites données initiales dans l’espace critique Ḃ
−2+n

p
p,r (Rn) avec 1 ≤ p < ∞ et

1 ≤ r ≤ ∞.

Notre premier objectif dans ce chapitre est d’étudier l’existence de solutions pour (0.0.1)

avec des données initiales dans les espaces de Fourier-Besov-Morrey. Ensuite, nous mon-

trons l’analyticité des solutions du système (0.0.1) en utilisant la méthode d’estimation de

Gevrey [9], qui a été introduite pour la première fois par Foias et Temam [54]. Depuis cela, la

technique de la classe de Gevrey est devenue une approche importante dans l’étude de l’ana-

lyticité spatiale des solutions, qui a ensuite été développée par plusieurs chercheurs, notam-

ment en ce qui concerne les équations de Navier-Stokes (NSE). Gruji et Kukavica [60] ont

montré la régularité de Gevrey dans Lp pour les NSE, Bae [18] a prouvé l’estimation de Ge-

vrey de la solution pour les NSE dans l’espace critique de Lie-Lin X−1. Des études similaires

sur l’analyticité des solutions pour les NSE peuvent être consultées dans Lemarie-Rieusset

[77]. Biswas [25] a établi la régularité Gevrey des solutions d’une grande classe d’équations
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dissipatives dans des espaces de type Besov. En 2016, Zhao [108] a prouvé que les solu-

tions globales du système (0.0.1) sont analytiques dans les espaces de Besov Ḃ
−2+n

p
p,r (Rn) avec

1 ≤ p < 2n et 1 ≤ r ≤ ∞. Récemment, Cui et Xiao [42] ont établi la régularité Gevrey

pour (0.0.1) dans l’espace de Fourier-Besov FBsp,q. En nous inspirant de cela, nous établi-

rons la régularité Gevrey pour le système (0.0.1) dans les espaces de Fourier-Besov-Morrey

FN s
p,λ,q (plus large que les espaces de Fourier-Besov FBsp,q, c’est-à-dire, FN s

p,0,q = FBsp,q ).

Le deuxième objectif de ce chapitre est la décroissance des normes de Fourier-Besov-Morrey

des solutions. Enfin, nous prouvons le critère de blow-up de la solution locale du système de

Debye-Hückel (0.0.1). Dans un sens approprié, nos résultats étendent/ complètent certains

travaux antérieurs [42, 108, 109, 110, 51, 53].

Le troisième chapitre de la thèse est consacré à l’étude de l’existence des solutions de

l’équation quasi-géostrophique dissipative, l’étude sera faite dans l’espace R2 tout entier.

L’équation sans dissipation a été introduite par Constantin, Majda, et Tabak en 1994 (voir

[37]). Elle s’écrit de la façon suivante :

(QG) :


∂tθ+ K[θ] · ∇θ = 0, x ∈ R2, t > 0,
K[θ] =

(
∂x2Λ

−1θ,−∂x1Λ
−1θ
)
,

θ(0, x) = θ0(x),

(0.0.5)

où Λ−1 est un opérateur défini par une puissance fractionnaire de −∆ :

Λ−1v = (−∆)−1/2v, F(Λ−1v) = F((−∆)−1/2v) = |ξ|−1F(v).

L’inconnue est θ : R+ × R2 → R qui est alors une fonction scalaire. Cette équation est un

cas particulier d’équations d’évolutions décrivant la variation de température d’un fluide

non homogène dans un demi-espace en rotation rapide (strongly rotating fluids) avec des

petits nombres de Rossby et Ekman (voir [89]). La vitesse du fluide est modélisée par K[θ] et

s’exprime en fonction des transformées de Riesz de θ de la façon suivante :

K[θ] =
(
∂x2Λ

−1θ,−∂x1Λ
−1θ
)

= (−R2θ,R1θ) .

Autrement dit, la vitesse K[θ] s’écrit comme la dérivée perpendiculaire d’une fonction de

flot Ψ :

K[θ] = ∇⊥Ψ =

 −∂x2Ψ

∂x1Ψ

 .
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Ainsi, K[θ] est de divergence nulle, c’est-à-dire ∇·K[θ] = 0. Cette hypothèse traduit l’incom-

pressibilité du fluide. La fonction de flot Ψ est définie comme une convolution entre θ et un

noyau singulier K :

Ψ(x) =

∫
R2

K(x− y)θ(y)dy.

Dans le cas de l’équation quasi-géostrophique, le noyau K n’est rien d’autre que le potentiel

de Riesz d’ordre 1 défini par

K(y) =
C

|y|
, où C > 0.

Ce qui implique (voir Stein [92])

Ψ = (−∆)−1/2θ.

L’intêret mathématique d’un tel modèle vient du fait que cette équation est étroitement liée

à l’équation d’Euler 3D écrite en terme de vorticité (w⃗ = ∇⃗ × u⃗). Les équations d’Euler

3D pour un fluide incompressible de vitesse u = (u1, u2, u3) et de pression π = (π1, π2, π3)

s’écrivent

(Eu) :


∂tu(x, t) + u.∇u+∇π = 0,

∇ · u = 0,

u(0, x) = u0(x).

Cette équation en terme de vorticité w prend la forme suivante

(Ew) :


∂tw(x, t) + u.∇w−w∇u = 0,

w = rot(u),

u(0, x) = u0(x).

Par ailleurs, en prenant la dérivée orthogonale ∇⊥θ = (−∂2θ, ∂1θ) dans l’équation (QG) on

obtient l’équation suivante

(
∇⊥QG

)
:


∂t∇⊥θ(x, t) + u.∇∇⊥θ−∇u∇⊥θ = 0,

∇⊥θ = Λθ,

∇⊥θ(0, x) = ∇⊥θ0(x).

C’est ainsi que Constantin, Majda et Tabak [37] ont remarqué que ces deux équations ont le

même type de non linéarité et que la vorticité w dans l’équation Ew joue un rôle analogue

à ∇⊥θ dans le cas de l’équation ∇⊥QG. Ce lien peut s’interpréter autrement, les lignes de

niveaux de θ sont analogues aux lignes de vortex de l’équation d’Euler 3D puisque w est

tangente aux lignes de vortex et ∇⊥θ est tangent aux lignes de niveaux de θ. La seconde

motivation est purement physique, elle est celle de l’étude de la frontogénèse correspondant
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la formation en temps fini de discontinuité du front de température à l’interface entre les

courants chauds et les courants froids.

Etant donné que l’équation quasi-géostrophique ne possède aucun terme régularisant, il

est naturel de chercher des solutions de régularité minimale. L’approche classique consiste à

montrer l’existence de solutions faibles. Une solution θ est dite faible si elle vérifie l’équation

(QG) au sens des distributions, dans ce cas, en multipliant l’équation (QG) par une fonction

ϕ ∈ C∞
0

(
R2
)
, en intégrant par parties et en intégrant en temps s ∈ [0, T ] on obtient∫

R2

ϕ(x)θ(T, x)dx−

∫
R2

ϕ(x)θ0(x)dx =

∫ T
0

∫
R2

K[θ]θ(x, s)∇ϕdxds.

L’existence de solutions faibles a été établie par Resnick en 1995 dans [90]. Il a démontré

que pour tout T > 0 et pour toute donnée initiale θ0 ∈ L2
(
R2
)
, il existe une solution faible

θ ∈ L∞ ([0, T ], L2). Montrer la régularité de ces solutions faibles est un problème très difficile

et encore ouvert pour l’équation quasi-géostrophique sans dissipation. C’est une des raisons

pour laquelle l’idée naturelle consistant à régulariser l’équation en y ajoutant un terme dis-

sipatif a été longuement exploitée. Le modèle régularisé de l’équation quasi-géostrophique

dissipative a été introduit par Constantin et Wu dans [29]. Elle s’écrit de la façon suivante :

(QG)α :


∂tθ+ K[θ] · ∇θ+ µΛ2αθ = 0, x ∈ R2, t > 0,
K[θ] = (−R2θ,R1θ) ,

θ(0, x) = θ0(x),

où le réel α est un paramètre fixé, µ > 0 est le coefficient dissipatif et l’opérateur Λ2α est

définie par :

Λ2αv = (−∆)αv, F(Λαv) = F((−∆)αv) = |ξ|2αF(v).

Il est clair que le casα petit est mathématiquement très intéressant à comprendre étant donné

que dans le cas α petit, ou de façon équivalente quand la dissipation tend vers 0 , l’équation

quasi-géostrophique converge vers les équations de Navier-Stokes tridimensionnelle. Bien

qu’artificiel, ce modèle est physiquement intéressant dans le cas α = 1
2
. Le terme dissipatif

étant alors de la forme (−∆)1/2θ, ce dernier modélise le pompage d’Ekman observable dans

les courants marins par exemple. Ce phénomène apparaît lors de la compétition entre les

vents qui soufflent à la surface des océans et la force de Coriolis (déviant l’eau à la surface des

océans, vers la droite à l’hémisphère nord et vers la gauche à l’hémisphère sud) provoquant

la remontée des eaux à la surface. Mathématiquement, la puissance α = 1
2

corresponds à

l’indice pour lequel le terme non linéaire et la dissipation sont du même ordre (dans le

sens où K[θ] et (−∆)1/2θ sont deux opérateurs dérivant une fois). En utilisant la technique
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de De Giorgi [45], Caffarelli et Vasseur [27] ont démontré en 2006 que les solutions faibles

construites par Resnick sont de classe C∞. Plus précisement, ils étudient l’équation quasi-

géostrophique sur Rn avec une vitesse u ∈ L∞BMO qui est alors une équation de transport

générale. Le cas α = 1
2

correspond donc à la régularisation minimale garantissant l’existence

de solutions faibles globales régulières. Les remarques précédentes motivent la définition

suivante :

Définition 0.0.1 On définit les 3 cas suivants :

- Le cas 0 ≤ α < 1
2

est le cas sur-critique

- Le cas α = 1
2

est le cas critique

- Le cas 1
2
< α ≤ 1 est le cas sous-critique.

Les travaux sur l’étude de l’équation quasi-géostrophique en particulier les questions ma-

thématiques qui se posent naturellement lors de l’étude du problème de Cauchy à savoir

les questions de régularité, d’existence, de blow-up, d’unicité, des solutions (fortes, faibles,

mild...) ont fait l’objet ces dernières années de nombreux travaux. L’objectif principal étant

de mieux comprendre les questions ouvertes sur l’équation d’Euler 3D. Lorsque l’on cherche

à étudier les questions d’existence, globale ou locale, de solutions (fortes, faibles, mild) il est

important de connaître le scaling de l’équation en question et de rechercher les espaces cri-

tiques (c’est-à-dire dont la norme est invariante par le changement d’échelle de l’équation).

Dans le cas de l’équation quasi-géostrophique, nous avons le scaling suivant : si θ est une

solution de (QG)α sur (0, T) × R2 issue de la donnée initiale θ0 alors la fonction θλ(t, x) =

λ2α−1θ
(
λ2αt, λx

)
est solution de (QG)α issue de la donnée initiale θλ(0, x) = λ2α−1θ0(λx) sur(

0, λ−2α × R2
)
. Donc L

2
2α−1 , Ḣ2−2α, Ḃ

1−2α+ 2
p

p,q où p, q ∈ [1,∞] et FN
3−2α+λ−2

p

p,λ,q où p, q ∈ [1,∞] et

0 ≤ λ < 2 sont des espaces critiques pour (QG). A cet égard, il existe plusieurs articles sur

l’existence global et local pour (QG) dans différents espaces critiques. Par exemple :

-Dans le cas sous critique, correspondant au cas 1
2
< α ≤ 1, les questions d’existence glo-

bale et d’unicités sont bien comprises. Ce cas correspond aux valeurs de α pour lesquelles

la dissipation est un opérateur qui dérive strictement plus qu’une fois, alors que le terme

non linéaire contient exactement une dérivée. Constantin et Wu ont démontré dans [29] que

pour toute donnée initiale régulière la solution restait régulière pour tout temps. On peut par

exemple rappeler les résultats dans les espaces de Lebesgue L
2

2α−1 pour α > 1
2

par Carrillo

and Ferreira [30], les espaces de Sobolev Ḣ2−2α pour α > 1
2

par Ju [67]. En 2015, Benameur

and Benhamed [21] ont prouvé l’existence globale de (QG) pour les petites données initiales
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et l’existence locale pour les grandes données initiales dans l’espace critique de Lei-Lin X s

for s = 1− 2α, qui sont définis comme suit :

Soit s ∈ R,

X s (Rn) =
{
f ∈ S ′ (Rn) ;

∫
Rn

|ξ|s|f̂(ξ)|dξ <∞}
,

avec la norme

∥f∥X s =

∫
Rn

|ξ|s|f̂(ξ)|dξ. (0.0.6)

De plus, les auteurs de [21] ont montré un critère de blow-up de la solution locale de (QG)

dans les espaces de Lei-Lin X 1−2α. D’autres résultats connexes peuvent être trouvés dans

[21, 20, 56, 86]. Nous mentionnons que le travail [7] couvre la dissipation critique (−∆)
1
2 dans

le contexte du système de Boussinesq-Coriolis dans les espaces de Fourier-Besov-Morrey.

Rappelons qu’une des méthodes pour montrer l’existence et l’unicité de solutions faibles

consiste à écrire le problème de Cauchy sous forme intégrale et de résoudre le nouveau

problème par une méthode de point fixe, une telle solution est appelée solution mild. Plus

précisément, on dit qu’une solution θ est une solution mild de l’équation (QG)α si elle vérifie

l’équation intégrale suivante

θ(t) = Sα(t)θ0 + B(θ, θ)(t), (0.0.7)

où Sα := e−t(−∆)
α désigne l’opérateur de semi-groupe de la chaleur fractionnaire, qui peut

être considéré comme l’opérateur de convolution avec le noyau kt(x) = F−1(e−t|ξ|
2α
), et B est

la forme bilinéaire suivante

B(θ, g)(t) = −

∫ t
0

Sα(t− τ) (K[θ] · ∇g)) (τ)dτ. (0.0.8)

-Dans le cas critique α = 1
2
, l’un des premier résultat (valable aussi dans le cas sur critique

0 ≤ α < 1
2

) a été celui de Resnick en 1995 [90] dans lequel il a démontré l’existence glo-

bale de solutions faibles avec données arbitrairement grandes dans L∞ ∩ L2 et vérifiant une

inégalité d’énergie de type "Leray". En 2006, Marchand [85] a étendu le résultat d’existence

de solutions faibles de Resnick [90]. Il a démontré que pour toute donnée initiale θ0 ∈ Lp

avec p > 4
3

et pour tout t ∈ (0, T), il existe une solution faible globale vérifiant l’inégalité

d’énergie suivante

∥θ(x, t)∥pp + pk
∫ t
0

∫
θ|θ|p−2Λ2αθdxds ≤ ∥θ0∥pp .

Si θ0 ∈ H−1/2 alors il existe une solution θ ∈ L∞ ((0, T), H−1/2
)
∩ L2, Hα−1/2

)
satisfaisant pour

tout t ∈ (0, T) l’inégalité d’énergie

∥θ(x, t)∥H−1/2 + pk

∫ t
0

∫ ∣∣∣Λα− 1
2θ
∣∣∣2 dxds ≤ ∥θ0∥2H−1/2 .
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-Dans le cas sur-critique (0 ≤ α < 1
2
). On a des résultats d’existence globale lorsque les

données initiales sont petites ou existence locale lorsque les données intiales sont grandes.

A. Córdoba et D. Córdoba ont montré dans [38] qu’il existe une solution globale si la donnée

est dans l’espace de Sobolev Hm où m < 2. Le reste de la littérature semble se restreindre

aux résultats obtenus par Chae et Lee [31] dans lequel il démontre que si la donnée initiale

est petite dans l’espace critique B2−α2,1 alors il existe une unique solution globale. Ce résultat

a été amélioré par Ju dans [67] où il montre qu’il suffit que la donnée initiale soit petite dans

Hs avec s > 2 − α. On peut aussi citer les résultats de Wu [98, 97], dans le premier article

[98], il démontre que si r > 1, 1 < q < ∞ et θ0 ∈ Cr ∩ Lq avec une condition de petitesse

sur cette norme alors il existe une solution globale. Dans le second [97], il améliore encore

la condition, il suffit d’avoir une donnée initiale dans l’espace de Besov B22,∞ ∩ Bs2,∞ avec

s > 2−α. Plus récemment, en 2007, Hmidi et Keraani ont montré dans [61] que si p ∈ [1,∞]

et s ≥ spc , avec spc = 1 + 2
p
− α et si θ0 ∈ X s

p alors il existe un T > 0 et une solution θ

appartennant à

C
(
[0, T ];X s

p

)
∩ L1

(
[0, T ]; Ḃs+αp,1

)
.

Où

X s
p =

 Bsp,1, si p <∞
Bs∞,1 ∩ Ḃ0∞,1, sinon.

De plus, sous la condition de petitesse

∥θ0∥Ḃ1−α∞,1
≤ η

la solution devient globale. Leur preuve est basée sur une approche langrangienne (en intro-

duisant une équation de transport-diffusion un peu plus générale) ainsi qu’une estimation

d’un commutateur et des techniques issues du calcul paradifférentiel comme celle de [3] ou

[62]. Les techniques de calculs paradifférentiels ont aussi permis à Constantin et Wu [29] de

montrer un résultat de propagation de régularité (en 2007 aussi). Ils ont montré que si θ est

une solution faible de type Leray-Hopf, à savoir

θ ∈ L∞ ([0,∞);L2
(
R2
))

∩ L2
(
[0,∞); Ḣα

(
R2
))

et si δ et t0 sont deux nombres vérifiant δ > 1− 2α et 0 < t0 < t <∞, alors la condition

θ ∈ L∞ ([t0, t] ;Cδ (R2))
implique que

θ ∈ C∞ ((t0, t]× R2
)
.
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D’autres résultats ont été obtenu par Q. Chen, C. Miao et Z. Zhang [35]. Ils ont montré que

si (α, p, q) ∈ (0, 1]× [2,∞)× [1,∞) et si θ0 ∈ Bσp,q avec σ = 2
p
+ 1−α, alors il existe un temps

T > 0 tel que θ(t, x) vérifie

θ(t, x) ∈ C
(
[0, T);Bσp,q

)
∩ L̃1

(
0, T ; Ḃ

2
p
+1

p,q

)
,

où le temps d’existence locale est borné par

sup

{
T ′ > 0 :

∥∥∥∥(1− e−κcp22αjT ′
) 1

2

2jσ∥∆jθ0∥Lp
∥∥∥∥
ℓq(Z)

⩽ cκ

}
.

Si ∥θ0∥Ḃop,q ⩽ ϵκ pour un certain ϵ > 0, alors la solution devient globale.

Dans ce chapitre, en utilisant l’équation intégrale équivalente et en recourant à la théorie des

points fixes de type bilinéaire, nous obtenons l’existence globale de solutions pour l’équa-

tion QG (0.0.5) avec dissipation sous-critique et critique pour les petites données initiales

et l’existence locale pour les grandes données initiales dans les espaces critiques de Fourier-

Besov-Morrey FN
3−2α+λ−2

p

p,λ,q . D’autre part, nous montrons un critère de blow-up de la solution

locale de l’équation QG (0.0.5). De plus, nous étudions la stabilité des solutions globales pour

(0.0.5) (voir [14]).

Dans le quatrième chapitre, nous étudions le problème d’existence globale pour le sys-

tème généralisé de Navier-Stokes : ∂tu+ µ(−∆)αu = Q(u, u) (t, x) ∈ R+ × Rn,
u(0, x) = u0(x) x ∈ Rn ,

(0.0.9)

où u = u(t, x) = (u1(t, x), u2(t, x), ..., un(t, x)), µ est une constante. L’opérateur bilinéaire Q

désigne l’application de la forme

Qj(u, v) =

n∑
k,l,m=1

qj,mk,l ∂m(u
kvl), j = 1, ..., n,

où

qj,mk,l (f) :=

n∑
a,b=1

βj,m,a,bk,l F−1((
ξaξb

|ξ|2
)f̂(ξ))

et βj,m,a,bk,l sont des nombres réels.

Les équations de Navier-Stokes incompressibles sont un cas particulier de (0.0.10), en pre-

nant

QNS = −
1

2
P(div(u⊗ v) + div(v⊗ u))
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avec le projecteur de Leray P défini par la transformée de Fourier comme suit

(̂Pu)j(ξ) =
n∑
k=1

(δk,j − 1)
ξjξk

|ξ|2
ûk(ξ),

où δk,j = 1 si k = j et δk,j = 0 si k ̸= j ; ainsi l’équation s’écrit ut + µ(−∆)
αu = −Pdiv(u⊗ u) (t, x) ∈ R+ × Rn,

u(0, x) = u0(x) x ∈ Rn .

Si nous définissons les données initiales u0 comme étant un champ de vecteurs de di-

vergence libre (∇ · u0 = 0), le système ci-dessus correspond exactement aux équations de

Navier-Stokes incompressibles fractionnelles.

Pour les équations de Navier-Stokes classiques (α = 1,Q = QNS), l’existence de solutions

et la régularité ont été établies localement dans le temps et globalement pour des petites

données initiales dans divers espaces fonctionnels, par exemple [57, 58, 69, 71, 11].

Comme pour le cas généralisé (α ̸= 1,Q = QNS), Lions[83] a prouvé l’existence globale de

solutions classiques en dimension 3 lorsque α ≥ 5
4
. Pour le cas important α < 5

4
, Wu [100, 96]

a étudié l’existence de solutions bien posées dans Ḃ
1−2α+ 3

p
p,q (R3). El Baraka et Toumlilin [49]

obtiennent un résultat d’existence de solution global avec petites données initiales dans les

espaces de Fourier-Besov-Morrey FN
1−2α+ 3

p ′+
λ
p

p,λ,q . Inspirés par les travaux de Xiao [101] dans

le cas classique α = 1, Li et Zhai[81, 82] ont étudié (0.0.10) dans certains espaces critiques

de type-Q pour 1
2
< α < 1, et Zhai [105] a montré l’existence de solutions dans BMO−(2α−1)

lorsque 1
2
< α < 1. Yu et Zhai [103] ont prouvé le caractère bien posé dans le plus grand es-

pace critique Ḃ−(2α−1)∞,∞ quand 1
2
< α < 1. Zhou et Xiao [111] ont établie le caractère bien posé

global pour les petites données initiales et le caractère bien posé local pour les grandes don-

nées initiales dans FḂ
1−2α+ n

p ′
p,q lorsque q ′

1+q ′ < α <
q ′

1+q ′ min{1+ n
p ′ , 1+

n
2
} pour 1 ≤ p, q ≤ ∞ et

lorsque q ′

1+q ′ < α <
q ′

1+q ′ min(1+ n
2p ′ ) pour 1 ≤ p, q ≤ 2. Les principaux résultats mentionnés

dans ce chapitre étendent certains travaux dans les espaces de Fourier-Besov [110].

, nous étudions le problème d’existence globale pour le système généralisé de Navier-

Stokes :  ∂tu+ µ(−∆)αu = Q(u, u) (t, x) ∈ R+ × Rn,
u(0, x) = u0(x) x ∈ Rn ,

(0.0.10)

où u = u(t, x) = (u1(t, x), u2(t, x), ..., un(t, x)), µ est une constante. L’opérateur bilinéaire Q

désigne l’application de la forme

Qj(u, v) =

n∑
k,l,m=1

qj,mk,l ∂m(u
kvl), j = 1, ..., n,
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où

qj,mk,l (f) :=

n∑
a,b=1

βj,m,a,bk,l F−1((
ξaξb

|ξ|2
)f̂(ξ))

et βj,m,a,bk,l sont des nombres réels.

Les équations de Navier-Stokes incompressibles sont un cas particulier de (0.0.10), en pre-

nant

QNS = −
1

2
P(div(u⊗ v) + div(v⊗ u))

avec le projecteur de Leray P défini par la transformée de Fourier comme suit

(̂Pu)j(ξ) =
n∑
k=1

(δk,j − 1)
ξjξk

|ξ|2
ûk(ξ),

où δk,j = 1 si k = j et δk,j = 0 si k ̸= j ; ainsi l’équation s’écrit ut + µ(−∆)
αu = −Pdiv(u⊗ u) (t, x) ∈ R+ × Rn,

u(0, x) = u0(x) x ∈ Rn .

Si nous définissons les données initiales u0 comme étant un champ de vecteurs de di-

vergence libre (∇ · u0 = 0), le système ci-dessus correspond exactement aux équations de

Navier-Stokes incompressibles fractionnelles.

Pour les équations de Navier-Stokes classiques (α = 1,Q = QNS), l’existence de solutions

et la régularité ont été établies localement dans le temps et globalement pour des petites

données initiales dans divers espaces fonctionnels, par exemple [57, 58, 69, 71, 11].

Comme pour le cas généralisé (α ̸= 1,Q = QNS), Lions[83] a prouvé l’existence globale de

solutions classiques en dimension 3 lorsque α ≥ 5
4
. Pour le cas important α < 5

4
, Wu [100, 96]

a étudié l’existence de solutions bien posées dans Ḃ
1−2α+ 3

p
p,q (R3). El Baraka et Toumlilin [49]

obtiennent un résultat d’existence de solution global avec petites données initiales dans les

espaces de Fourier-Besov-Morrey FN
1−2α+ 3

p ′+
λ
p

p,λ,q . Inspirés par les travaux de Xiao [101] dans

le cas classique α = 1, Li et Zhai[81, 82] ont étudié (0.0.10) dans certains espaces critiques

de type-Q pour 1
2
< α < 1, et Zhai [105] a montré l’existence de solutions dans BMO−(2α−1)

lorsque 1
2
< α < 1. Yu et Zhai [103] ont prouvé le caractère bien posé dans le plus grand es-

pace critique Ḃ−(2α−1)∞,∞ quand 1
2
< α < 1. Zhou et Xiao [111] ont établie le caractère bien posé

global pour les petites données initiales et le caractère bien posé local pour les grandes don-

nées initiales dans FḂ
1−2α+ n

p ′
p,q lorsque q ′

1+q ′ < α <
q ′

1+q ′ min{1+ n
p ′ , 1+

n
2
} pour 1 ≤ p, q ≤ ∞ et

lorsque q ′

1+q ′ < α <
q ′

1+q ′ min(1+ n
2p ′ ) pour 1 ≤ p, q ≤ 2. Les principaux résultats mentionnés

dans ce chapitre étendent certains travaux dans les espaces de Fourier-Besov [110].
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Dans le dernier chapitre, nous considérons le problème de Cauchy pour les équations

magnétohydrodynamiques incompressibles généralisées (grMHD) dans R3 × R+,
ut + (u · ∇)u+ µ(−∆)αu+∇π = (b · ∇)b dans R3 × R+,

bt + (u · ∇)b+ ν(−∆)αb = (b · ∇)u dans R3 × R+,

∇ · u = 0, ∇ · b = 0 dans R3 × R+,

u|t=0 = u0, b|t=0 = b0 dans R3,

(0.0.11)

où u = (u1, u2, u2) représente le champ de vitesse de l’écoulement, b = (b1, b2, b3) désigne

le champ magnétique, π désigne la fonction de pression, µ > 0 désigne le coefficient de vis-

cosité et ν > 0 représente le coefficient de diffusivité, tandis que u0 et b0 sont respectivement

la vitesse initiale et le champ magnétique initial avec divergence libre (c’est-à-dire ∇·u0 = 0
et ∇ · b0 = 0). Pour simplifier et sans perte de généralité, nous ne considérons que le cas où

µ = ν = 1.

Pourα = 1, les équations magnétohydrodynamiques incompressibles généralisées expliquent

mathématiquement pourquoi la terre possède un champ magnétique à grande échelle non

nul dont la polarité s’inverse sur plusieurs centaines de siècles. Pour une explication plus

détaillée, on peut se référer à [32] et à ses références. Notez que la première équation du

système (0.0.11) exprime la conservation de la quantité de mouvement, la deuxième équa-

tion du système (0.0.11) illustre l’induction magnétique et la troisième équation du système

(0.0.11) reflète la conservation de la masse.

Nous mentionnons que lorsque b(x, t) = b0(x) = 0, le système (0.0.11) se réduit aux équa-

tions fractionnaires de Navier-Stokes qui contrôlent le mouvement des fluides (on peut les

considérer comme la deuxième loi de Newton (F = ma) du mouvement des fluides) et

qui ont été étudiées de manière approfondie dans un certain nombre d’espaces fonctionels.

Leray [78] et Kato [72] ont étudié l’existence locale dans leurs travaux. Ensuite, dans [63]

Hopf a établi l’existence globale des solutions faibles. L’existence globale de solutions fortes

pour de petites données initiales est étudiée par de nombreux auteurs dans différents cadres

fonctionels, par exemple l’espace de Sobolev H 1
2 par Fujita et Kato [55], espace de Lebesgue

L3 par Kato [68], espace BMO−1 par Koch [73] et espace de Besov B
−1+ 3

p
p,∞ (R3) par Cannone

[28]. L’analyse du système (0.0.11) nous aidera à mieux comprendre les équations de Navier-

Stokes.

Rappelons que le système (0.0.11) possède la propriété de scaling qui signifie que si (u, b, π)

est une solution du système (0.0.11), alors le triplet (uθ, bθ, πθ) où :

uθ(x, t) := θ
1−2αu(θ−1x, θ−2αt), bθ(x, t) := θ

1−2αb(θ−1x, θ−2αt),
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πθ := θ
2−4απ(θ−1x, θ−2αt) pour θ ∈ R,

est aussi une solution du système (0.0.11) avec les données initiales

u0,θ := θ
1−2αu0(θ

−1x), b0,θ := θ
1−2αb0(θ

−1x),

ce qui donne lieu à la notion d’espace critique pour (0.0.11). Cela signifie que les espaces

fonctionnels conservent des normes invariantes sous le scaling ci-dessus. À cet égard, il

existe une riche littérature sur le caractère bien posé global de (0.0.11) dans différents es-

paces critiques. Par exemple, Wang [99] a établi le caractère bien posé global dans l’espace de

Sobolev Hs avec s ≥ 3, Lui et Zhao [79] obtiennent l’existence globale avec petites données

initiales (u0, b0) appartiennent aux espaces critiques de Fourier-Herz B1−2αp où 1 ≤ p ≤ 2

et El-Baraka et Toumlilin [48, 46, 47] ont établi les résultats du caractère bien posé global

avec petites données initiales appartenant aux espaces critiques de Fourier-Besov-Morrey

FN
1−2α+ 3

p′+
λ
p

p,λ,q (R3). Récemment, Wang et Weihua ont montré dans [95] le caractère bien posé

et la régularité Gevrey dans l’espace critique de Fourier-Besov à exposant variable.

Dans ce chapitre, nous établissons un résultat d’existence globale de solutions pour les équa-

tions (grMHD) avec petites données initiales dans les espaces de Fourier-Besov-Morrey à

exposants variables FN s(·)
p(·),λ(·),q [12]. Les espaces d’intégrabilité variable, aussi appelés es-

pace de Lebesgue Lp(·)(Rn), ont été largement utilisés en l’analyse harmonique, voir [40, 41].

Hormis les considérations théoriques, les espaces fonctionnels à exposants variables ont des

applications intéressantes en dynamique des fluides [4, 87], en traitement d’images [34] et

en équations aux dérivées partielles [50].
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Préliminaires pour l’analyse fonctionnelle
linéaire et non linéaire
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1.1 Décomposition de Littelwood-Paley

Dans cette section, on rapelle la décomposition de Littelwood-Paley d’une distribution

f ∈ S ′ (Rn). Pour cela, on commence par donner la définition des blocs dyadiques de la

distribution f. On introduit deux fonctions tests, une première fonction test χ ∈ DB(0, 4/3)
(identiquement égal à 1 dans B(0, 3/4)), à partir de laquelle, on construit φ ∈ D (Rn) de la

manière suivante

φ(ξ) = χ(ξ/2) − χ(ξ).

15
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Notons φj(ξ) = φ(2−jξ), nous avons les identités suivantes

χ(ξ) +
∑
j≥0

φ
(
2−jξ

)
= 1, ξ ∈ Rn,

et ∑
j∈Z

φ
(
2−jξ

)
= 1, ξ ∈ Rn\{0}.

Avec cette normalisation, φ est une fonction radiale de D(C) où C est l’anneau centré en

l’origine de rayon intérieur 3/4 et de rayon extérieur 8/3 et on définit les blocs dyadiques

homogènes ∆j par

∆̇jf := φ
(
2−jD

)
f := F−1

(
φ
(
2−j·
)
Ff
)
= 2jnh

(
2j·
)
∗ f.

avec h = F−1φ, et les blocs dyadiques non-homogènes ∆j par

∆jf := ∆̇jf = 2
jnh
(
2j·
)
∗ f si j ≥ 0

et ∆−1f := χ(D)f := F−1(χFf) = h̃ ∗ f, où h̃ = F−1χ.

De la même manière, on introduit aussi les opérateurs de troncature basse fréquence Ṡj par

Ṡjf :=
∑
k≤j−1

∆̇kf := F−1
(
χ
(
2−j·
)
Ff
)
= 2jnh̃

(
2j·
)
∗ f

pour j ∈ Z et

Sjf :=
∑
k≤j−1

∆kf = 2
jnh
(
2j·
)
∗ f, j ∈ N.

On appel décomposition de Littlewood-Paley de f l’égalité

f =
∑
j∈Z

∆̇jf. (1.1.1)

Observez que cette décomposition dite homogène de Littlewood-Paley est valide modulo les

polynômes P . En effet, puisque la transformée de Fourier de tout polynôme est supportée

en l’origine, l’identité (1.1.1) ne peut pas être appliquée aux polynômes. Cette restriction

sur les basses fréquences est surmontée dans le cas de la décomposition non-homogène de

Littlewood-Paley :

f =
∑
j≥−1

∆jf,

où ∆jf := ∆̇jf pour j ∈ N et ∆−1f est un opérateur filtrant les basses fréquences, c’est-à-dire

qu’il ne préserve que les fréquences dans une boule centrée en l’origine.

Par abus de langage, nous dirons la décomposition bien qu’elle n’est pas unique étant

donné qu’il y a autant de décomposition de Littlewood-Paley que de choix de fonctions

tests χ ∈ D. L’intérêt d’une telle décomposition vient du fait que l’opérateur de dérivation à

de bonnes propriétés dans les estimations, plus précisément, on a les inégalités de Bernstein.
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1.1.1 Inégalités de Bernstein

Tout au long de cette thèse, nous appelons une boule tout ensemble
{
ξ ∈ Rd/|ξ| ≤ R

}
avec R > 0 et un anneau tout ensemble

{
ξ ∈ Rd/0 < r1 ≤ |ξ| ≤ r2

}
avec 0 < r1 < r2.

Lemme 1.1.1 Soient C un anneau et B une boule. Il existe une constante C telle que pour tout entier

positif k, et pour tout 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, et pour tout u dans Lp, nous avons

Supp û ⊂ λC ⇒ C−k−1λk∥u∥Lp ≤
∥∥Dku

∥∥
Lp

déf
= sup

|α|=k

∥∂αu∥Lp ≤ Ck+1λk∥u∥Lp ,

Supp û ⊂ λB⇒ ∥∥Dku
∥∥
Lq

≤ Ck+1λk+n(
1
p
− 1

q)∥u∥Lp . (1.1.2)

Remarque 1.1.2 La première inégalité dit que, pour une distribution tempérée dans Rn dont la

transformée de Fourier est supportée dans un anneau de taille λ, dériver d’abord puis prendre la

norme Lp revient à appliquer une homothétie de rapport λ sur la norme Lp. Dans le cadre fonctionnel

L2, cette propriété remarquable est une conséquence facile de l’action de la transformée de Fourier

sur les dérivées et de la formule de Fourier-Plancherel. La preuve dans le cas général des espaces de

Lebesgue Lp utilise les inégalités de Young et le fait que la transformée de Fourier d’une convolution

est le produit des transformées de Fourier. D’autre part, la deuxième inégalité nous dit que, pour une

telle distribution, le passage de la norme Lp à la norme Lq, avec 1 ≤ p ≤ q, coûte λn(
1
p
− 1

q), qui doit

être compris comme une injection de type Sobolev. Elle est démontrée, comme la première inégalité,

en utilisant les inégalités de Young et la relation entre la transformée de Fourier et le produit de

convolution.

1.2 Calcul paradifférentiel et décomposition de Bony

Quand on analyse des problèmes non linéaires, il est essentiel de s’intéresser aux pro-

priétés fonctionnelles du produit de deux distributions tempérées u et v. Pour u et v deux

distributions tempérées, nous avons la décomposition formelle suivante :

uv =
∑
j,k

∆ju∆kv.

L’idée consiste à décomposer le produit uv en trois parties : la première relative aux termes

où les fréquences de u sont grandes devant celles de v, la deuxième relative aux termes où

les fréquences de v sont grandes devant celles de u et enfin la troisième relative aux termes

où les fréquences de u et de v sont de taille comparable. Cela conduit à la définition suivante

introduite pour la première fois par Jean-Michel Bony dans [26] :
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Définition 1.2.1 Soient u et v deux distributions tempérées. On note

Ṫuv =
∑
j∈Z

Ṡj−1u∆̇jv, Ṙ(u, v) =
∑
j∈Z

∆̇ju∆̃jv, ∆̃jv =
∑

|j′−j|≤1

∆̇j′v.

Formellement, nous avons la décomposition de Bony suivante :

uv = Ṫuv+ Ṫvu+ Ṙ(u, v).

Bien entendu, il peut arriver que le produit uv ne soit pas défini. Cependant, on peut retenir

les principes suivants :

• Le paraproduit de deux distributions tempérées u et v est toujours défini. Ceci est

dû au fait que le terme général du paraproduit est spectralement localisé dans les

blocs dyadiques. De plus, la régularité de Ṫuv est principalement déterminée par la

régularité de v. En particulier, Ṫuv ne peut pas être plus régulier que v.

• Le reste peut ne pas être défini. En général, il est défini dès que u et v appartiennent

à des espaces fonctionnels dont la somme des indices de régularité est positive. Dans

ce cas, l’exposant de régularité de Ṙ(u, v) est la somme des exposants de régularité de

u et v.

Propriété 1.2.2 (Quasi-orthogonalité) La définition de ∆̇j et de Ṡj permet de déduire facilement

que
∆̇j∆̇kf = 0, si |j− k| ≥ 2

∆̇j
(
Ṡk−1f∆̇kf

)
= 0, si |j− k| ≥ 5.

1.3 Théorème du point fixe de Banach

Rappelons un théorème du point fixe de type bilinéaire, qui sera utilisé pour montrer

l’existence d’une solution dans la suite.

Lemme 1.3.1 Soient X un espace de Banach et B : X× X −→ X une application bilinéaire telle que

∥ · ∥ désignant la norme dans X, on ait, pour tout x1 ∈ X et x2 ∈ X,

∥B (x1, x2)∥ ⩽ η ∥x1∥X ∥x2∥X .

Alors, si 0 < ε < 1
4η

et si y ∈ X tels que ∥y∥X ≤ ε, l’équation

x = y+ B(x, x) (1.3.1)
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admet une solution x̄ dans X telle que

∥x̄∥ ⩽ 2∥y∥. (1.3.2)

Cette solution est l’unique dans la boule B̄ε = {x ∈ X; ∥x∥ ⩽ 2ε}. En outre, la solution dépend

continûment de y dans le sens où : si ∥y′∥X < ε, x′ = y′ + B (x′, x′) , et ∥x′∥X ≤ 2ε, alors

∥x̄− x′∥X ≤ 1

1− 4εη
∥y− y′∥X . (1.3.3)

Pour démontrer ce résultat on considère la boule BR = {x ∈ X; ∥x∥ ⩽ R} de X, où R est définie par

R =
1−

√
1− 4η∥y∥
2η

,

il est claire que R est solution de l’équation

∥y∥+ ηR2 = R

et que

R ⩽ 2∥y∥.

Preuve. Soit (xn)n la suite définie par x0 = y

xn+1 = y+ B (xn, xn) n ∈ N.

Montrons que la suite (xn)n est de Cauchy, on a xn+1 ∈ BR :

∥xn+1∥ ⩽ ∥y∥+ ∥B (xn, xn)∥ ⩽ ∥y∥+ η ∥xn∥2

⩽ ∥y∥+ ηR2 = R

et
∥xn+1 − xn∥ ⩽ (2ηR) ∥xn − xn−1∥

⩽ (2ηR)n ∥x1 − x0∥ .

Soient (p, q) ∈ N2, p > q

∥xp − xq∥ ⩽
[
(2ηR)p−1 + (2ηR)p−2 + . . .+ (2ηR)q

]
∥x1 − x0∥

= (2ηR)q
[
1+ (2ηR)2 + (2ηR)3 + . . .+ (2ηR)p−q−1

]
∥x1 − x0∥

= (2ηR)q
[
1− (2ηR)p−q

1− 2ηR

]
∥x1 − x0∥ ,
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qui converge vers 0 quand p et q tend vers ∞, alors la suite est de Cauchy dans un espace

de Banach X, donc elle est convergente vers un x̄ et puisque BR est une boule fermée alors

x̄ ∈ BR et vérifie la propriété (1.3.2).

∥x̄∥ ⩽ ∥y∥+ ∥B(x̄, x̄)∥

⩽ ∥y∥+ η∥x̄∥2 ⩽ ∥y∥+ ηR2 = R ⩽ 2∥y∥.

L’unicité de la solution dans la boule BR, soient x et y deux solutions de (1.3.1)

∥x− y∥ = ∥B(x, x) − B(y, y)∥

⩽ ∥B(x− y, x)∥+ ∥B(y, x− y)∥ ⩽ 2ηR∥x− y∥

< ∥x− y∥.

Donc x = y dans la boule BR.

1.4 Espaces de Lei-Lin X s

Définition 1.4.1 L’espace de Lei-Lin est défini par

X s (Rn) :=
{
f ∈ S ′ (Rn) : ∥f∥X s(Rn) =

∫
Rn

|ξ|s|f̂(ξ)|dξ <∞}
.

Considérons des estimations linéaires pour le semigroupe {et∆}t≥0.

Lemme 1.4.2 Soient I = [0, T), s ∈ R et ρ ∈ [1,∞]. Il existe une constante C > 0 telle que

∥et∆v0∥
Lρ(I,X s+ 2

ρ )
≤ C∥v0∥X s ,

où v0 ∈ X s.

Preuve. Grâce à l’inégalité de Minkowski, on a

∥et∆v0∥
Lρ(I,X s+ 2

ρ )
=
( ∫ T

0

( ∫
Rn

|ξ|s+
2
ρe−t|ξ|

2

|v̂0|dξ
)ρ
dt
) 1

ρ

≤
∫
Rn

( ∫ T
0

(
|ξ|s+

2
ρe−t|ξ|

2

|v̂0|
)ρ
dt
) 1

ρ

dξ

≤
∫
Rn

|ξ|s|v̂0|
( ∫ T

0

|ξ|2e−tρ|ξ|
2

dt
) 1

ρ

dξ

≤ C∥v0∥X s .
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Lemme 1.4.3 Soient I = [0, T), s ∈ R, ρ ∈ [1,∞] et γ ∈]0, 1]. Il existe une constante C > 0 telle

que ∥∥∥∥∫ t
0

e(t−z)∆h(z)dz

∥∥∥∥
Lρ(I,X s+ 2

ρ )

≤ C∥h∥
Lγ(I,X s−2+ 2

γ )
,

pour tout h ∈ Lγ(I,X s−2+ 2
γ ).

Preuve. Posons 1+ 1
ρ
= 1

ρ0
+ 1
γ

. La définition de l’espace Lρ(I,X s+ 2
ρ ), l’inégalité de Minkowski

et l’inégalité de Young donnent∥∥∥∥∫ t
0

e(t−s)∆h(z)dz

∥∥∥∥
Lρ(I,X s+ 2

ρ )

=

∥∥∥∥∫
Rn

|ξ|s+
2
ρ

∫ T
0

χ[0,t]e
−(t−z)|ξ|2 |ĥ(z)|dzdξ

∥∥∥∥
Lρ(I)

=
( ∫ T

0

( ∫
Rn

∫ T
0

χ[0,t]|ξ|
s+ 2

ρe−(t−z)|ξ|2 |ĥ(z)|dzdξ
)ρ
dt
) 1

ρ

≤
∫
Rn

( ∫ T
0

( ∫ T
0

χ[0,t]|ξ|
s+ 2

ρe−(t−z)|ξ|2 |ĥ(z)|dz
)ρ
dt
) 1

ρ

dξ

≤
∫
Rn

|ξ|s+
2
ρ

∥∥∥e−t|ξ|2 ∗ |ĥ|∥∥∥
Lρ(I)

dξ

≤
∫
Rn

|ξ|s+
2
ρ

∥∥∥e−t|ξ|2∥∥∥
Lρ0 (I)

∥∥|ĥ|∥∥
Lγ(I)

dξ

≤ C
∫
Rn

|ξ|
s+ 2

ρ
− 2

ρ0

∥∥|ĥ|∥∥
Lγ(I)

dξ

≤ C∥h∥
Lγ(I,X s−2+ 2

γ )
.

1.5 Espaces de Besov Bsp,q et de Fourier-Besov FBsp,q
Dans un premier temps, nous présentons la définition des espaces de Besov et de Fourier-

Besov.

Définition 1.5.1 Soient s ∈ R, 1 ≤ p < +∞, 1 ≤ q ≤ +∞.

— L’espace de Besov homogène

Bsp,q(Rn) =
{
u ∈ S ′(Rn)/P ; ∥u∥Bsp,q(Rn) <∞}

,

est un espace de Banach avec la norme

∥u∥Bsp,q(Rn) =


{∑
j∈Z
2jqs∥∆̇ju∥qLp

}1/q
pour q <∞,

sup
j∈Z
2js∥∆̇ju∥Lp pour q = ∞ .
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— L’espace de Besov non-homogène

Bsp,q(Rn) =
{
u ∈ S ′(Rn); ∥u∥Bs

p,q(Rn) <∞}
,

avec la norme

∥u∥Bs
p,q(Rn) =


{∑
j≥0
2jqs∥∆ju∥qLp

}1/q
pour q <∞,

sup
j≥0
2js∥∆ju∥Lp pour q = ∞ .

— L’espace de Fourier-Besov homogène

FBsp,q(Rn) =
{
u ∈ S ′(Rn)/P ; ∥u∥FBsp,q(Rn) <∞}

,

est un espace de Banach avec la norme

∥u∥FBsp,q(Rn) =


{∑
j∈Z
2jqs∥̂̇∆ju∥qLp}1/q pour q <∞,

sup
j∈Z
2js∥̂̇∆ju∥Lp pour q = ∞ .

— L’espace de Fourier-Besov non-homogène

FBsp,q(Rn) =
{
u ∈ S ′(Rn); ∥u∥FBs

p,q(Rn) <∞}
,

avec la norme

∥u∥FBs
p,q(Rn) =


{∑
j≥0
2jqs∥∆̂ju∥qLp

}1/q
pour q <∞,

sup
j≥0
2js∥∆̂ju∥Lp pour q = ∞ .

Exemple 1.5.2 vp
1

x
∈ Bsp,q(R) dans les deux cas suivants :

1 s = −
1

p′
, 1 ≤ q ≤ +∞ et ∥f∥

B
−1/p′
p,∞ ≤ sup

j≥0
2−

1
p′ j∥∆jf∥p.

2 s < −
1

p′
, 1 ≤ q ≤ +∞, q = +∞ et ∥f∥Bsp,∞ <∞.

(vp
1

x
est la valeur principale de

1

x
)

Preuve : Posons f(x) = vp
1

x
. Tout d’abord on a

Ff(ξ) = −iπsgnξ.
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En effet :

Soient g ∈ S ′(Rn), ψ ∈ S(R), on a

F(xg)(ξ) = i
d

dξ
Fg(ξ),

et
⟨x̂f, ψ⟩ = ⟨f, x̂ψ⟩

= lim
ε−→0

∫
|x|≥ε

eix0ψ̂(0)dx

= 2πF−1ψ̂(0)

= 2πψ(0)

= 2π⟨δ,ψ⟩,

d’où

F(xf)(ξ) = i
d

dξ
Ff(ξ) = 2πδ.

Puisque δ = H′, en effet

⟨H′, ψ⟩ = −⟨H,ψ′⟩ = −

∫∞
0

ψ′(x)dx = ψ(0), ∀ψ ∈ D(R),

où H est la fonction de Heaviside. On déduit que

Ff(ξ) = −2iπH(ξ) + a, a constante.

f est impaire donc f̂ est impaire (Ff(ξ) = −Ff(−ξ), ξ ∈ R).

D’où

a = iπ(H(ξ) +H(−ξ)) = iπ, avec H(ξ) =

 1 si ξ ≥ 0
0 si ξ < 0

.

Donc

Ff(ξ) = −2iπH(ξ) + iπ = −iπ sgn ξ.

Comme

supp ∆̂jf ⊂ {ξ ∈ R/|ξ| ≤ 2j},

et d’après l’inégalité de Bernstein (1.1.2), on obtient

∥∆jf∥Lp ≤ c12j(
1
2
− 1

p
)∥∆jf∥L2 , (p ≥ 2). (1.5.1)
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D’autre part on a :
∥∆jf∥L2 = (2π)

−1
2 ∥∆̂jf∥L2

= (2π)
−1
2 ∥φjf̂∥L2

=
1

2
(2π)

−1
2 ∥φj∥L2

=
1

2
√
2π
2

j
2∥φ∥L2

= c22
j
2 ,

car φ ∈ D(R). Ainsi

∥∆jf∥Lp ≤ c2j(1−
1
p
), c = c1c2 constante.

D’où

2sj∥∆jf∥p ≤ c2j(s+
1
p′ ).

La série
∑
j≥0

2j(s+
1
p′ )q, 1 ≤ q ≤ +∞ converge si s < −

1

p′
.

Exemple 1.5.3 δ ∈ FB
−n
2

2,∞(Rn), avec δ est la masse de Dirac.

Soit f = δ, donc ∆̂kf = 2knφk, d’où

∥∆̂kf∥L2 = 2kn
(∫

Rn

|φk(ξ)|pdξ
) 1

p

.

En effectuant le changement de variable x = 2kξ, on obtient :

∥∆̂kf∥L2 = 2−
kn
2 ∥φ∥L2 ,

donc

2−k
n
2 ∥∆̂kf∥L2 = ∥φ∥L2 .

Par passage à la borne supérieure par rapport à k, on trouve

∥δ∥
FB

−n
2

2,∞ = ∥φ∥L2 <∞,
ce qui montre que

δ ∈ FB
−n
2

2,∞(Rn).

Remarque 1.5.4 Notez que dans le cas p = q, on a X s = FBsp,p et les normes sont équivalentes :

∥f∥FBsp,p ∼

(∫
Rn

|ξ|sp|f̂(ξ)|pdξ

)1/p
.
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En effet, pour simplifier supposons que s < 0 (pour s < 0 le raisonnement est analogue)

∥f∥pFBsp,p =
∑
j∈Z

2jsp
∥∥φjf̂∥∥pLp(Rn)

⩽
∑
j∈Z

∫
Rn

φj(ξ)|ξ|
sp|f̂(ξ)|pdξ =

∫
Rn

|ξ|sp|f̂(ξ)|pdξ,

où nous avons utilisé le fait que |φj(ξ)|
p ⩽ φj(ξ), suppφj ⊂

[
2j, 2j+1

]
et∑

j

φj(ξ) ≡ 1 pour ξ ∈ Rn\{0}.

Pour obtenir la deuxième inégalité, notons que grâce à l’orthogonalité de φj et que 0 ⩽ φj ⩽ 1 on a(∑
j

φj

)p
=

(∑
j

φj

)[p]+1

⩽ 3[p+1]
∑
j

φ
[p+1]
j ⩽ 3[p+1]

∑
j

φpj .

Ainsi ∫
Rn

|ξ|sp|f̂(ξ)|pdξ ⩽ 3[p+1]
∑
j∈Z

∫
Rn

2jsp
∣∣φjf̂(ξ)∣∣p dξ = 3[p+1]

∑
j∈Z

2jsp
∥∥φjf̂∥∥pLp(Rn)

,

ce qui prouve l’équivalence de ces normes.

1.6 Espaces de Besov-Morrey N s
p,λ,q

D’abord, nous rappelons la définition des espaces de Morrey Mλ
p(Rn) qui sont un com-

plément des espaces de Lebesgue Lp.

Définition 1.6.1 ([70, 93]) Pour 1 ≤ p < ∞ et 0 ≤ λ < n, l’espace de Morrey Mλ
p = Mλ

p(Rn) est

défini par

Mλ
p(Rn) =

{
f ∈ Lploc(Rn); ∥f∥Mλ

p
<∞}

,

où

∥f∥Mλ
p
= sup

x0∈Rn

sup
r>0

r−
λ
p∥f∥Lp(B(x0,r)),

avec B(x0, r) est la boule dans Rn de centre x0 et de rayon r. L’espace Mλ
p muni de la norme ∥.∥Mλ

p
est

un espace de Banach.

* (Inégalité de Hölder) Si 1 ≤ p1, p2, p3 < ∞ et 0 ≤ λ1, λ2, λ3 < n avec 1
p3

= 1
p1

+ 1
p2

et
λ3
p3

= λ1
p1

+ λ2
p2

, alors

∥fg∥Mλ3
p3

≤ ∥f∥Mλ1
p1

∥g∥Mλ2
p2

. (1.6.1)
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* (Inégalité de Young) Pour 1 ≤ p <∞ et 0 ≤ λ < n,

∥φ ∗ g∥Mλ
p
≤ ∥φ∥L1∥g∥Mλ

p
, (1.6.2)

pour tout φ ∈ L1 et g ∈ Mλ
p.

Lemme de type Bernstein dans les variables de Fourier dans les espaces de Morrey.

Lemme 1.6.2 ([52]) Soient 1 ≤ q ≤ p < ∞, 0 ≤ λ1, λ2 < n, n−λ1
p

≤ n−λ2
q

et que γ soit un

multi-indice. Si supp(f̂) ⊂ {|ξ| ≤ A2j}, alors il existe une constante C > 0 indépendante de f et j

telle que

∥(iξ)γf̂∥Mλ2
q

≤ C2j|γ|+j(
n−λ2

q
−

n−λ1
p

)∥f̂∥Mλ1
p
. (1.6.3)

Définition 1.6.3 (Espace de Besov-Morrey homogène)

Soient s ∈ R, 1 ≤ p < +∞, 1 ≤ q ≤ +∞ et 0 ≤ λ < n, l’espace N s
p,λ,q(Rn) est défini par

N s
p,λ,q(Rn) =

{
u ∈ S ′(Rn)/P ; ∥u∥N s

p,λ,q(Rn) <∞}
,

avec

∥u∥N s
p,λ,q(Rn) =


{∑
j∈Z
2jqs∥∆̇ju∥qMλ

p

}1/q
pour q <∞,

sup
j∈Z
2js∥∆̇ju∥Mλ

p
pour q = ∞ .

Proposition 1.6.4 [74] Soient s ∈ R, 1 ≤ p < +∞, 1 ≤ q ≤ +∞ et 0 ≤ λ < n, alors nous avons

l’inclusion suivante :

N s
p,λ,q ⊂ Bs−n/p∞,q . (1.6.4)

Le lemme suivant est utile dans la suite.

Lemme 1.6.5 Soient s ∈ R, 1 ≤ p, q ≤ ∞ et 0 ≤ λ < n satisfont

s <
n

p
, ou s =

n

p
et q = 1.

Soit (wk)k∈Z une suite de fonctions telles que
(∑

k∈Z

(
2ks ∥wk∥Mλ

p

)q) 1
q

<∞.
— Si Supp ŵk ⊂ B

(
0, 2kA

)
pour un certain A positif et si de plus s est positif alors

u :=
∑

k∈Zwk appartient à N s
p,λ,q et il existe une constante C telle que

∥u∥N s
p,λ,q

≤ C

(∑
k∈Z

(
2ks ∥wk∥Mλ

p

)q) 1
q

.
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Preuve. D’après le lemme de Bernstein, on a ∥wk∥Mλ
p
≤ C2−ks, ∀k ∈ Z. Comme s est positif,

cela implique que
∑

kwk est une série convergente dansMλ
p. Ensuite, nous avons

j > k+ 3 =⇒ ∆jwk = 0.

On écrit maintenant que

∥∆ju∥Mλ
p
=

∥∥∥∥∥∑
k≥j−3

∆jwk

∥∥∥∥∥
Mλ

p

≲
∑
k≥j−3

∥wk∥Mλ
p
.

Donc, nous obtenons que

2js ∥∆ju∥Mλ
p
≲

∑
k≥j−3

2(j−k)s2ks ∥wk∥Mλ
p

≲ (al ∗ bk)j,

où al = χ{l,l≤3}2ls et bk = 2ks ∥wk∥Mλ
p
. Alors, en utilisant l’inégalité de Young pour les séries,

on a

∥u∥N s
p,λ,q

≲ ∥al∥ℓ1∥bk∥ℓq

≲

(∑
k∈Z

(
2ks ∥wk∥Mλ

p

)q) 1
q

.

1.6.1 Résultats de continuité pour le paraproduit Ṫuv et le reste Ṙ(u, v)
dans les espaces de Besov-Morrey

Les opérateurs de paraproduit et de reste bilinéaires possèdent des propriétés de conti-

nuité dans la plupart des espaces fonctionnels classiques. Dans cette section, nous nous

concentrons sur les espaces de Besov-Morrey.

En ce qui concerne le paraproduit, nous avons les résultats suivants :

Proposition 1.6.6 Soient 1 ≤ p, q ≤ ∞, 0 ≤ λ < n et s ∈ R.

i) Le paraproduit Ṫ est un opérateur bilinéaire continu de Mλ∞ ×N s
p,λ,q à N s

p,λ,q et il existe une

constante C telle que

∥Ṫuv∥N s
p,λ,q

≤ C∥u∥Mλ∞∥v∥N s
p,λ,q

,

si s < n
p

, ou s = n
p

et q = 1.
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ii) Si θ > 0, s−θ < n
p
(ou s−θ = n

p
et q = 1) et 1 ≤ q, q1, q2 ≤ ∞ sont telles que 1

q
= 1

q1
+ 1
q2

alors T est bilinéaire continu de N−θ∞,0,q1 ×N s
p,λ,q2

à N s−θ
p,λ,q et il existe une constante C telle que

∥Ṫuv∥N s−θ
p,λ,q

≤ C∥u∥N−θ∞,λ,q1

∥v∥N s
p,λ,q2

.

Preuve. Soit wk := Ṡk−1u∆̇kv. Puisque la suite (Fwk)k∈Z est supportée dans les coquilles

dyadiques. Par conséquent, grâce au Lemme 1.6.5, il suffit de montrer que(∑
k∈Z

(
2ks ∥wk∥Mλ

p

)q) 1
q

≲ ∥u∥Mλ∞∥v∥N s
p,λ,q

.

En appliquant l’inégalité de Young dans les espaces de Morrey (1.6.2), on obtient

∥wk∥Mλ
p
=
∥∥Ṡk−1u∆̇kv∥∥Mλ

p

≤
∥∥Ṡk−1u∥∥Mλ∞

∥∥∆̇kv∥∥Mλ
p

≤
∥∥h̃∥∥

L1
∥u∥Mλ∞

∥∥∆̇kv∥∥Mλ
p
.

D’où

2ks ∥wk∥Mλ
p
≲ ∥u∥Mλ∞2ks

∥∥∆̇kv∥∥Mλ
p
.

Par conséquent, ∥∥∥2ks ∥wk∥Mλ
p

∥∥∥
ℓq
≲ ∥u∥Mλ∞∥v∥N s

p,λ,q
.

On obtient ainsi le premier résultat.

Pour démontrer le second résultat, nous utilisons l’inégalité de Hölder dans les espaces

de Morrey (1.6.1), nous obtenons

2k(s−θ) ∥wk∥Mλ
p
= 2k(s−θ)

∥∥Ṡk−1u∆̇kv∥∥Mλ
p

≤ 2ks
∥∥∆̇kv∥∥Mλ

p
2−θk

∥∥Ṡk−1u∥∥Mλ∞
≤ 2ks

∥∥∆̇kv∥∥Mλ
p

∑
l≤k−2

2θ(l−k)2−θl
∥∥∆̇lu∥∥Mλ∞

≤ 2ks
∥∥∆̇kv∥∥Mλ

p

(∑
l≤k−2

2θ(l−k)q
′

) 1
q′
(∑
l∈Z

2−θlq
∥∥∆̇lu∥∥qMλ∞

) 1
q

.

Finalement, en prenant la norme ℓq(Z) et en utilisant l’inégalité de Hölder pour les séries, il

en résulte que

∥wk∥N s−θ
p,λ,q

≲
∑
i≥2

2−iθ∥u∥N−θ∞,λ,q1

∥v∥N s
p,λ,q2

≲ ∥u∥N−θ∞,λ,q1

∥v∥N s
p,λ,q2

,

où la condition θ > 0 assure que la série
∑

i≥2 2
−iθ converge.
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Proposition 1.6.7 Soient (s1, s2) ∈ R2, 1 ≤ p, p1, p2, q, q1, q2 ≤ ∞ et 0 ≤ λ, λ1, λ2 < n. Suppo-

sons que
1

p
≤ 1

p1
+
1

p2
≤ 1, λ

p
≤ λ1

p1
+
λ2

p2
,

1

q
≤ 1

q1
+
1

q2
et s1 + s2 > 0.

Alors et il existe une constante C telle que

∥Ṙ(u, v)∥
N

s1+s2+N( 1
p− 1

p1
− 1

p2
)

p,λ,q

≤ C∥u∥N s1
p1,λ1,q1

∥v∥N s2
p2,λ2,q2

.

Preuve. On note wk := ∆ku∆̃kv. Par définition de l’opérateur du reste Ṙ, nous avons

Ṙ(u, v) =
∑
k∈Z

∆̇ku∆̃kv =
∑
k∈Z

wk.

D’autre part, en vertu de l’inégalité de Hölder dans les espaces de Morrey (1.6.1), on a

2k(s1+s2) ∥wk∥Mλ
p
≤
(
2ks1 ∥∆ku∥Mλ1

p1

)(
2ks2

∥∥∥∆̃kv∥∥∥
M

λ2
p2

)
.

En appliquant l’inégalité de Hölder pour les séries, on trouve∥∥∥2k(s1+s2) ∥wk∥Mλ
p

∥∥∥
ℓq
≲ ∥u∥N s1

p1,λ1,q1

∥v∥N s2
p2,λ2,q2

.

Par hypothèse s1 + s2 > 0, Lemme 1.6.5 donne

∥Ṙ(u, v)∥N s1+s2
p,λ,q

≲

(∑
k∈Z

(
2k(s1+s2) ∥wk∥Mλ

p

)q) 1
q

≲ ∥u∥N s1
p1,λ1,q1

∥v∥N s2
p2,λ2,q2

.

1.6.2 Résultat de la continuité pour le produit

En combinant les Propositions 1.6.6 et 1.6.7, on obtient le résultat important suivant :

Proposition 1.6.8 Soient p ≥ 2, 1 ≤ q ≤ ∞, 0 ≤ λ < n et (s1, s2) ∈ R2 sont tels que

s1 + s2 > 0 et s1 < n
p
. Alors le produit est continu de

(
N s1
p,λ,∞ ∩N s2

p,λ,q

)2 à N
s1+s2−

n
p

p,λ,q et on a

∥uv∥
N

s1+s2−
n
p

p,λ,q

≲ ∥u∥N s1
p,λ,∞∥v∥N s2

p,λ,q
+ ∥v∥N s1

p,λ,∞∥u∥N s2
p,λ,q

.

Preuve. En vertu des Propositions 1.6.6 et 1.6.7 et l’inclusion (1.6.4), nous avons

∥Tuv∥
N

s1+s2−
n
p

p,λ,q

≲ ∥u∥
N

s1−
n
p∞,0,∞∥v∥N

s2
p,λ,q

≲ ∥u∥N s1
p,λ,∞∥v∥N s2

p,λ,q
.

∥Tvu∥
N

s1+s2−
n
p

p,λ,q

≲ ∥v∥N s1
p,λ,∞∥u∥N s2

p,λ,q
.∥∥Ṙ(u, v)∥∥

N
s1+s2−

n
p

p,λ,q

≲ ∥u∥N s1
p,λ,∞∥v∥N s2

p,λ,q
.

Donc en appliquant la décomposition de Bony, on obtient la proposition.
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1.7 Espaces de Fourier-Besov-Morrey FN s
p,λ,q

Définition 1.7.1 (Espace de Fourier-Besov-Morrey homogène)

Soient s ∈ R, 0 ≤ λ < n, 1 ≤ p < +∞ et 1 ≤ q ≤ +∞. L’espace FN s
p,λ,q(Rn) désigne

l’ensemble de tous les fonctions u ∈ S ′(Rn)/P tels que

∥u∥FN s
p,λ,q(Rn) =

{∑
j∈Z

2jqs∥̂̇∆ju∥qMλ
p

}1/q
< +∞, (1.7.1)

avec des modifications appropriées lorsque q = ∞.

Il est à noter que l’espace FN s
p,λ,q(Rn) équipé de la norme (1.7.1) est un espace de Banach.

Puisque M0
p = Lp, on a FN s

p,0,q = F Ḃsp,q, FN s
1,0,q = F Ḃs1,q = Ḃsq et FN−1

1,0,1 = χ−1 où Ḃsq est

l’espace de Fourier-Herz et χ−1 est l’espace de Lei-Lin.

Lemme 1.7.2 La dérivée ∂αξ : FN s+|α|
p,λ,q → FN s

p,λ,q est un opérateur borné.

Preuve. Nous avons

∥∂αξv∥FN s
p,λ,q

= ∥{2jsφj∂̂αξv}j∈Z∥lq(Mλ
p)

= ∥{2jsφj|ξ|αv̂}j∈Z∥lq(Mλ
p)

≲ ∥{2js2jαφjv̂}j∈Z∥lq(Mλ
p)

(1.7.2)

≲ ∥v∥FN s+|α|

p,λ,q

,

où dans (1.7.2) nous avons utilisé le fait que |ξ| ∼ 2j pour tout j ∈ Z.

Remarque 1.7.3 Comme conséquence du Lemme 1.7.2, nous avons les estimations suivantes :

∥∇ · f∥FN s(·)
p(·),λ(·),q

≲ ∥f∥FN s(·)+1

p(·),λ(·),q
,

∥∆f∥FN s(·)
p(·),λ(·),q

≲ ∥f∥FN s(·)+2

p(·),λ(·),q
.

Proposition 1.7.4 [43]

Pour p2 ≤ p1 et s2 ≤ s1 satisfaisant s2 + n−λ2
p2

= s1 +
n−λ1
p1

, nous avons l’injection continue

FN s1
p1,λ1,r1

↪→ FN s2
p2,λ2,r2

pour tout 1 ≤ r1 ≤ r2 ≤ ∞.

Remarque 1.7.5 Si on considère que q ∈ [1, 2], alors q ≤ q′ avec q′ est le conjugué de q. Par

conséquent, la Proposition 1.7.4 entraîne

FN s
p,λ,q ↪→ FN s

p,λ,q′.
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Maintenant, nous allons présenter la définition des espaces spatio-temporels mixtes.

Définition 1.7.6 Soient s ∈ R, 1 ≤ p <∞, 1 ≤ q, ρ ≤ ∞, 0 ≤ λ < n, et I = [0, T), T ∈ (0,∞].

La norme spatio-temporelle est définie par

∥u(t, x)∥Lρ(I,FN s
p,λ,q)

=
{∑
j∈Z

2jqs∥̂̇∆ju∥qLρ(I,Mλ
p)

}1/q
,

et Lρ(I,FN s
p,λ,q) désigne l’ensemble des distributions dans S ′(R×Rn)/P avec la norme ∥.∥Lρ(I,FN s

p,λ,q)

est finie.

En vertu de l’inégalité de Minkowski, nous avons

Lρ
(
I;FN s

p,λ,q

)
↪→ Lρ

(
I,FN s

p,λ,q

)
, si ρ ≤ q, (1.7.3)

Lρ
(
I,FN s

p,λ,q

)
↪→ Lρ

(
I;FN s

p,λ,q

)
, si ρ ≥ q, (1.7.4)

où

∥u(t, x)∥
Lρ(I;FN s

p,λ,q)
:=

(∫
I

∥u(τ, ·)∥ρFN s
p,λ,q

dτ

)1/ρ
.

Nous avons les estimations linéaires suivantes pour le semigroupe {e−(−△)αt}t≥0 dans les

espaces de Fourier-Besov-Morrey.

Lemme 1.7.7 Soient T > 0, 0 ≤ λ < n, 1 ≤ p <∞, 1 ≤ q, ρ ≤ ∞, s ∈ R et u0 ∈ FN s
p,λ,q. Alors

il existe une constante C > 0 telle que

∥e−t(−∆)αu0∥
Lρ

(
[0,T),FN

s+ 2α
ρ

p,λ,q

) ≤ C∥u0∥FN s
p,λ,q

. (1.7.5)

Preuve. Puisque Suppφj ⊂ {ξ ∈ Rn : 2j−1 ≤ |ξ| ≤ 2j+1}, nous avons

|| ̂∆je−t(−∆)
αu0||Mλ

p
≤ Ce−22αjt||φjû0||Mλ

p
.

Pour tout t ≥ 0, on a

|| ̂∆je−t(−∆)
αu0||Lρ([0,T),Mλ

p)
≤ C

(1− e−22αjρT

22αjρ

) 1
ρ

||φjû0||Mλ
p
.

Ainsi, on trouve

∥e−t(−∆)αu0∥
Lρ

(
[0,T),FN

s+ 2α
ρ

p,λ,q

) ≤ C∥u0∥FN s
p,λ,q

.

Lemme 1.7.8 Soient 0 < T ≤ ∞, s ∈ R, 0 ≤ λ < n, 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ q, ρ, r ≤ ∞ et

f ∈ Lr([0, T),FN s
p,λ,q). Alors il existe une constante C > 0 telle que
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0

e−(−△)α(t−τ)f(τ)dτ

∥∥∥∥
Lρ([0,T),FN s

p,λ,q)

≤ C ∥f∥
Lr([0,T),FN

s−2α− 2α
ρ + 2α

r
p,λ,q )

.

Preuve Posons 1+ 1
ρ
= 1

ρ̃
+ 1
r
. La définition de la norme spatio-temporelle de Lρ([0, T),FN s

p,λ,q)

et l’inégalité de Young donnent∥∥∥ ∫ t
0

e−(−△)α(t−τ)f(τ)dτ
∥∥∥
Lρ([0,T),FN s

p,λ,q)

=
{∑
j∈Z

2jqs
( ∫ T

0

∥φj
∫ t
0

F(e−(−△)α(t−τ)f)(τ)dτ∥ρMλ
p
dt
)q

ρ
}1/q

≤
{∑
j∈Z

2jqs
( ∫ T

0

∥φj
∫ t
0

e−|ξ|2α(t−τ)f̂(τ)dτ∥ρMλ
p
dt
)q

ρ
}1/q

≤
{∑
j∈Z

2jqs
( ∫ T

0

∥φj
∫ t
0

e−2
2αj(t−τ)f̂(τ)dτ∥ρMλ

p
dt
)q

ρ
}1/q

≤
{∑
j∈Z

2jqs
( ∫ T

0

e−tρ̃2
2αj

dt
)q

ρ̃ ∥φjf̂(τ)∥qLr([0,T),Mλ
p)

}1/q
≤ C

{∑
j∈Z

2jq(s−2α−
2α
ρ
+ 2α

r
)∥φjf̂(τ)∥qLr([0,T),Mλ

p)

}1/q
≤ C∥f∥

Lr([0,T),FN
s−2α− 2α

ρ + 2α
r

p,λ,q )
.

Proposition 1.7.9 1) Soient s ∈ R et 0 < q1 ≤ q2 ≤ ∞. Alors

Bsp,q1 (R
n) ↪→ Bsp,q2 (R

n) .

2) Soient −∞ < σ < s <∞ et 1 ≤ p, r, t ≤ ∞, alors

Bsp,r (Rn) ↪→ Bσp,t (Rn) .

3) Soient s ∈ R et 0 < p, q ≤ ∞. Alors

Bs+αp,q (Rn) ↪→ Bsp,q(Rn), (α > 0).

4) Soient 0 < p1 < p2 ≤ ∞ et s, t ∈ R (avec : s > t ) et tel que s− n
p1

= t− n
p2
. Alors

Bsp1,q (R
n) ↪→ Btp2,q (R

n) .

5) Soient 0 < q ≤ ∞, 1 ≤ p ≤ ∞ et s ∈ [0,+∞[. Alors

Bsp,q (Rn) ↪→ Lp (Rn) .

6) Si 1 ≤ p <∞, alors

B0p,1 (Rn) ↪→ Lp (Rn) ↪→ B0p,∞ (Rn) .
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1.8 Cas particuliers

1. Bs2,2 (Rn) = Hs2 (Rn) (espace de Bessel).

Soit s ∈ R, alors on a Hs2 est l’ensemble de toutes les fonctions f ∈ S′(Rn) telles que

F−1
[(
1+ |ξ|2

) s
2 Ff(ξ)(·)

]
,

soit une distribution régulière et

∥f∥Hs
2(Rn) =

∥∥∥F−1
[(
1+ |ξ|2

) s
2 Ff(ξ)(·)

]∥∥∥
2
<∞.

2. Bsp,p(Rn) = Fsp,p(Rn)(L’espace de Lizorkin-Triebel).

Soit s ∈ R et 0 < p <∞ et 0 < q ≤ ∞, l’espace Fsp,q(Rn) est l’ensemble de toutes les fonctions

f ∈ S ′(Rn) telles que

∥f∥Fsp,p(Rn) = ∥∥{2sj∆̇jf}j∥ℓp∥Lp <∞.
3. Bsp,p (Rn) = Fsp,p (Rn) =Ws

p (Rn) , tels que s ∈ N∗ et 1 ≤ p <∞.
Soient p ∈ [1,∞[ et s ∈ N∗, L’espace de Sobolev Ws

p (Rn) est l’ensemble de toutes les fonc-

tions f ∈ Lp (Rn) telles que ∂αf ∈ Lp (Rn) pour tout α avec |α| ≤ s, il est munit de la norme

suivante

∥f∥Ws
p
=

∑
|α|≤s

∥∂αf∥Lp .

4. Bsp,p (Rn) = Fsp,p (Rn) =Ws
p (Rn) , tels que s > 0, s /∈ N et 1 ≤ p <∞.

Ws
p (Rn) est l’espace de Slobodeckij. Soient p ∈ [1,∞[, s ∈ R+\N, etm ∈ N,

tels que s ∈]m,m + 1[. L’espace de Slobodeckij est l’espace de toutes les fonctions f ∈
Wm
p (Rn) , telles que

∥f∥Ws
p(Rn) = ∥f∥Wm

p (Rn) +
∑
|α|=m

(∫
Rn×Rn

|∂αf(x) − ∂αf(y)|p

|x− y|n+(m+1−s)p
dxdy

) 1
p

<∞.
5. Bs∞,∞ (Rn) = Zm (Rn) , s ∈ N. Zm (Rn) désigne l’espace de Zygmund.

Soitm ∈ N∗. L’espace Zm (Rn) est l’ensemble de toutes les fonctions f ∈ Cm−1 (Rn) telles que
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∥f∥Zm(Rn) <∞, avec

∥f∥Zm(Rn) = ∥f∥Cm−1(Rn) + max
|α|=m

sup
h̸=0

sup
x∈Rn

|∂αf(x+ 2h) − 2f∂α(x+ h) + ∂αf(x)|

|h|
.

6. Bs∞,∞(Rn) = Cs(Rn), avec s ∈ R+\N, et Cs (Rn) désigne l’espace de Hölder.

Soient m ∈ N et s ∈]m,m + 1[. L’espace Cs(Rn) est l’ensemble de toutes les fonctions f ∈
Cm (Rn) telles que

∥f∥Cs(Rn) = ∥f∥Cm(Rn) +
∑
|α|=m
x ̸=y

sup
|∂αf(x) − ∂αf(y)|

|x− y|s−m
<∞.

7. B0p,p (Rn) =W0
p (Rn) = F0p,p (Rn) = Lp (Rn) .

1.9 Espaces de Fourier-Besov-Morrey généralisés FN s(·)
p(·),λ(·),q(·)

L’espace d’intégrabilité variable, connus sous le nom d’espace de Lebesgue variable Lp(·)(Rn),
ont été largement utilisés en l’analyse harmonique. Hormis les considérations théoriques, les

espaces fonctionnels à exposant variable ont des applications intéressantes en dynamique

des fluides, en traitement d’images et en équations aux dérivées partielles. Dans cette sec-

tion, nous donnons un aperçu de l’analyse harmonique liée aux espaces fonctionnels à ex-

posant variable.

Définition 1.9.1 ([6]) Soit P0 l’ensemble de toutes les fonctions mesurables p(·) : Rn → (0, ∞)

telles que

0 < p− = ess inf
x∈Rn

p(x) , ess sup
x∈Rn

p(x) = p+ <∞.
L’espace de Lebesgue à exposants variables est définie par

Lp(·)(Rn) =
{
f : Rn → R est mesurable,

∫
Rn

|f(x)|p(x)dx <∞}
,

avec la norme de Luxemburg-Nakano

∥f∥Lp(·) = inf
{
λ > 0 :

∫
Rn

(
|f(x)|

λ
)p(x)dx ≤ 1

}
.

Remarque 1.9.2 Si p(x) = cste.
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∫ ∣∣∣∣f(x)λ
∣∣∣∣p(x) dx = ∫ ∣∣∣∣f(x)λ

∣∣∣∣p dx
=
1

λp

∫
|f|p ≤ 1.

On trouve ∫
|f|p ≤ λp =⇒ (∫

|f|p
) 1

p

≤ λ.

Donc

∥f∥Lp(·) = inf
{
λ > 0 :

∫
Rn

(
|f(x)|

λ
)p(x)dx ≤ 1

}
=

(∫
|f|p
) 1

p

= ∥f∥Lp .

L’espace Lp(·)(Rn) équipé de la norme ∥ · ∥Lp(·) est un espace de Banach. Puisque Lp(·)

n’a pas les mêmes propriétés désirées que Lp. Ainsi, nous supposons les conditions stan-

dard suivantes pour garantir que l’opérateur maximal de Hardy-Littlewood M est borné

sur Lp(·)(Rn) :

(1) (Localement log-Hölder continue) Il existe une constante Clog(p) telle que

|p(x) − p(y)| ≤ Clog(p)

log(e+ |x− y|−1)
, pour tout x, y ∈ Rn et x ̸= y.

(2) (Globalement log-Hölder continue) Il existe une constante Clog(p) et une constante indé-

pendante de x telle que

|p(x) − p∞| ≤ Clog(p)

log(e+ |x|)
, for all x ∈ Rn.

Clog(Rn) désigne l’ensemble de toutes les fonctions p(·) : Rn → R satisfaisant (1) et (2).

Maintenant, nous allons présenter la définition de l’espace de Morrey à exposant variable

Mλ(·)
p(·).

Définition 1.9.3 ([6]) Soient p(·), λ(·) ∈ P0(Rn) avec 0 < p− ≤ p(x) ≤ λ(x) ≤ ∞, l’espace de

Morrey à exposant variable Mλ(·)
p(·) := Mλ(·)

p(·)(R
n) est défini comme l’ensemble de toutes les fonctions

mesurables sur Rn telles que

∥f∥Mλ(·)
p(·)

:= sup
x0∈Rn,r>0

∥r
n

λ(x)
− n

p(x) fχB(x0,r)∥Lp(·) <∞.
Selon la définition de la norme Lp(·), ∥f∥Mλ(·)

p(·)
a aussi la forme suivante

∥f∥Mλ(·)
p(·)

:= sup
x0∈Rn,r>0

inf
{
λ > 0 : ρp(·)(r

n
λ(x)

− n
p(x)
f

λ
χB(x0′r)) ≤ 1

}
.

Nous présentons quelques lemmes importants.
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Lemme 1.9.4 [6] Soit p(·) ∈ P0(Rn). Pour toute fonction mesurable f

sup
x∈Rn,r>0

ρp(·)(fχB(x,r)) = ρp(·)(f).

Lemme 1.9.5 [6] Si p(·) ∈ P0(Rn), alors ∥f∥Mp(·)
p(·)

= ∥f∥Lp(·) .

Définition 1.9.6 ([6]) Soient p(·), q(·), λ(·) ∈ P0(Rn) avec p(·) ≤ λ(·). On définit l’espace

lq(·)(Mλ(·)
p(·)) comme l’ensemble des suites {hj}j∈Z de fonctions mesurables dans Rn telles que

ρ
lq(·)(Mλ(·)

p(·))
(γ{hj}j∈Z) <∞ pour tout γ > 0. Pour {hj}j ∈ lq(·)(Mλ(·)

p(·)) nous définissons

∥{hj}j∈Z∥lq(·)(Mλ(·)
p(·))

:= inf
{
γ > 0, ρ

lq(·)(Mλ(·)
p(·))

({
hj

γ
}j∈Z) ≤ 1

}
<∞,

où :

ρ
lq(·)(Mλ(·)

p(·))
({hj}j∈Z) :=

∑
j∈Z

inf

θj > 0,
∫
Rn

(
|r

n
λ(x)

− n
p(x)hjχB(x0,r)|

θ
1

q(x)

j

)p(x)dx ≤ 1

.

Notez que si q+ <∞ et p(x) ≤ q(x) , alors

ρ
lq(·)(Mλ(·)

p(·))
({hi}i∈N0

) =
∑
i∈N0

sup
x0∈Rn,r>0

∥(|r
n

λ(x)
− n

p(x) fi|χB(x0,r))
q(·)∥

L
p(·)
q(·)
.

Définition 1.9.7 ([2]) Soient s(·) ∈ Clog(Rn) et p(·), q(·) ∈ P0(Rn) ∩ Clog(Rn) avec 0 < p− ≤
p(·) ≤ ∞. L’espace de Fourier-Besov homogène à exposant variable FBs(·)

p(·),q(·) est défini par l’en-

semble de toutes les f ∈ D ′(Rn) telles que

∥f∥FBs(·)
p(·),q(·)

:= ∥{2js(·)φjf̂}∞−∞∥lq(·)(Lp(·)) <∞.
Définition 1.9.8 ([6]) Soient s(·) ∈ Clog(Rn) et p(·), q(·), λ(·) ∈ P0(Rn) ∩ Clog(Rn) avec 0 <

p− ≤ p(x) ≤ λ(x) ≤ ∞. L’espace homogène de Besov-Morrey à exposant variable N s(·)
p(·),λ(·),q(·) est

défini par l’ensemble de toutes les f ∈ D ′(Rn) telles que

∥f∥N s(·)
p(·),λ(·),q(·)

:= ∥{2js(·)∆jf}j∈Z∥lq(·)(Mλ(·)
p(·))

<∞.
L’espace D ′(Rn) est l’espace dual de

D(Rn) = {f ∈ S(Rn) : (Dαf)(0) = 0, ∀α ∈ Nn} .

Définition 1.9.9 ([2]) Soient s(·) ∈ Clog(Rn) et p(·), q(·), λ(·) ∈ P0(Rn) ∩ Clog(Rn) avec

0 < p− ≤ p(·) ≤ λ(·) ≤ ∞. L’espace homogène de Fourier-Besov-Morrey à exposant variable

FN s(·)
p(·),λ(·),q(·) est défini par l’ensemble de toutes les f ∈ D ′(Rn) telles que

∥f∥FN s(·)
p(·),λ(·),q(·)

:= ∥{2js(·)φjf̂}∞−∞∥
lq(·)(Mλ(·)

p(·))
<∞.
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Remarque 1.9.10 On remarque que si λ(·) = p(·), alors d’après le Lemme 1.9.5 on a Mp(·)
p(·) = L

p(·).

Par conséquent, FN s(·)
p(·),p(·),q(·) = FBs(·)

p(·),q(·).

Définition 1.9.11 ([2]) Soient s(·) ∈ Clog(Rn), p(·), q(·), λ(·) ∈ P0(Rn)∩Clog(Rn), T ∈ (0,∞)

et 1 ≤ q, θ ≤ ∞. Nous définissons l’espace homogène de Fourier-Besov-Morrey de type Chemin-

Lerner à exposant variable Lθ([0, T);FN s(·)
p(·),λ(·),q) par

Lθ ([0, T);FN s(·)
p(·),λ(·),q) =

{
f ∈ D ′(Rn); ∥f∥Lθ ([0,T);FN s(·)

p(·),λ(·),q)
<∞}

,

avec la norme

∥f∥Lθ([0,T),·FN s(·)
p(·),λ(·),q)

= (
∑
j∈Z

∥2js(·)φjf̂∥q
Lθ([0,T);Mλ(·)

p(·))
)

1
q .

Lemme 1.9.12 La dérivée ∂αξ : FN s(·)+|α|

p(·),λ(·),q → FN s(·)
p(·),λ(·),q est un opérateur borné.

Preuve. Nous avons

∥∂αξf∥FN s(·)
p(·),λ(·),q

= ∥{2js(·)φj∂̂αξf}
∞
−∞∥

lq(Mλ(·)
p(·))

= ∥{2js(·)φj|ξ|αf̂}∞−∞∥
lq(Mλ(·)

p(·))

≲ ∥{2js(·)2j|α|φjf̂}∞−∞∥
lq(Mλ(·)

p(·))
(1.9.1)

≲ ∥f∥FN s(·)+|α|

p(·),λ(·),q
,

où dans (1.9.1) nous avons utilisé le fait que |ξ| ∼ 2j, ∀j ∈ Z.

Lemme 1.9.13 Soit g une fonction régulière sur Rn\{0} qui est homogène de degré k. L’opérateur

g(D) est continu de FN s(·)
p(·),λ(·),q à FN s(·)−k

p(·),λ(·),q.

Preuve. Soit u ∈ FN s(·)−k
p(·),λ(·),q, on obtient

∥g(D)u∥FN s(·)−k

p(·),λ(·),q
= ∥{2j(s(·)−k)φj(ξ)ĝ(D)u(ξ)}∞−∞∥

lq(Mλ(·)
p(·))

= ∥{2j(s(·)−k)φj(ξ)g(ξ)û}∞−∞∥
lq(Mλ(·)

p(·))

= ∥{2j(s(·)−k)φj(ξ)|ξ|kg
( ξ
|ξ|

)
û}∞−∞∥

lq(Mλ(·)
p(·))

≲ ∥{2j(s(·)−k)φj(ξ)2jkû}∞−∞∥
lq(Mλ(·)

p(·))

≤ C∥u∥FN s(·)
p(·),λ(·),q

.
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Proposition 1.9.14 Pour les espaces de Morrey à exposants variables, les inclusions suivantes sont

établies.

(1) (Inégalité de Hölder )([2]) Soient p(·), p1(·), p2(·), λ(·), λ1(·), λ2(·) ∈ P0(Rn), tels que

p(x) ≤ λ(x), p1(x) ≤ λ1(x), p2(x) ≤ λ2(x),
1

p(x)
=

1

p1(x)
+

1

p2(x)

and
1

λ(x)
=

1

λ1(x)
+

1

λ2(x)
. Alors il existe une constante C qui dépend uniquement de p− et p+

telle que

∥fg∥Mλ(·)
p(·)

≤ C∥f∥Mλ1(·)
p1(·)

∥g∥Mλ2(·)
p2(·)
,

est valable pour chaque f ∈ Mλ1(·)
p1(·) et g ∈ Mλ2(·)

p2(·).

(2) ([2]) Soient p0(·), p1(·), λ0(·), λ1(·), q(·) ∈ P0, et s0(·), s1(·) ∈ L∞ ∩ Clog(Rn) avec

s0(·) > s1(·). Si
1

q(·)
et s0(x) − n

p0(x)
= s1(x) − n

p1(x)
sont localement log-Hölder continus, alors

N s0(·)
p0(·),λ0(·),q(·) ↪→ N s1(·)

p1(·),λ1(·),q(·). (1.9.2)

(3) ([6]) Pour p(·) ∈ Clog(Rn) et ψ ∈ L1(Rn), supposons que Ψ(x) = sup
y/∈B(0,|x|)

|ψ(y)| est intégrable.

Alors

∥f ∗ψϵ∥Mλ(·)
p(·)(R

n)
≤ C∥f∥Mλ(·)

p(·)(R
n)
∥Ψ∥L1(Rn),

pour tout f ∈ Mλ(·)
p(·)(R

n), où ψϵ =
1

ϵn
ψ(
1

ϵ
) et C ne dépend que de n.

À la fin de ce chapitre, on rappelle un résultat relatif à l’espace de Chemin-Lerner dont on va

faire usage dans la suite, il permettra d’estimer le produit de deux fonctions dans cet espace.

Proposition 1.9.15 ([2], Proposition 2.3) Soient I = (0, T ], s > 0, 1 ≤ ρ, θ, θ1, θ2, q ≤∞, p(·), λ(·), r(·) ∈ Clog ∩ P0 (Rn) , 1
λ(·) =

1
λ1(·)

+ 1
λ2(·)

, 1
θ
= 1

θ1
+ 1

θ2
et 1

ρ
= 1

r(·) +
1
p(·) . Alors

on a

∥ub∥Lθ(I,N s
ρ,λ(·),q)

≲∥u∥Lθ1 (I,Mλ1(·)
r(·) )

∥b∥Lθ2 (I,N s
p(·),λ2(·),q

)

+ ∥b∥Lθ1 (I,Mλ1(·)
r(·) )

∥u∥Lθ2 (I,N s
p(·),λ2(·),q

). (1.9.3)
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Introduction

On considère le système suivant dans Rn × R+ :
∂tv = ∆v−∇ · (v∇ϕ) dans Rn × (0,∞),

∂tw = ∆w+∇ · (w∇ϕ) dans Rn × (0,∞),

∆ϕ = v−w dans Rn × (0,∞),

v(x, 0) = v0(x), w(x, 0) = w0(x) dans Rn,

(2.0.1)

où les fonctions inconnues v = v(x, t) et w = w(x, t) désignent respectivement les densités

de l’électron et du trou dans les électrolytes, ϕ = ϕ(x, t) désigne le potentiel électrique, v0(x)
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et w0(x) sont les données initiales.

Rappelons que la fonction ϕ est déterminée par l’équation de Poisson dans la troisième

équation de (2.0.1), et qu’elle est donnée par

ϕ = (−∆)−1(w− v) = F−1(|ξ|−2F(w− v)). (2.0.2)

Donc, le système (2.0.1) peut être réduit au système suivant :
∂tv− ∆v = −∇ ·

(
v∇(−∆)−1(w− v)

)
dansRn × (0,∞)

∂tw− ∆w = ∇ ·
(
w∇(−∆)−1(w− v)

)
dansRn × (0,∞)

v(x, 0) = v0(x), w(x, 0) = w0(x) dans Rn.

(2.0.3)

Lorsque l’on cherche à étudier les questions d’existence, globale ou locale, de solutions

(fortes, faibles, mild ou auto-similaires), il est important de connaître le scaling de l’équation

en question et de rechercher les espaces critiques (c’est-à-dire dont la norme est invariante

par le changement d’échelle de l’équation). Pour le système de Debye-Hückel (2.0.1) nous

avons le scaling suivant : si (v,w) est une solution de (2.0.1) avec les données initiales (v0, w0)(
ϕ peut être déterminé par (v,w)

)
, alors (vγ, wγ) avec (vγ, wγ) (x, t) :=

(
γ2v, γ2w

) (
γx, γ2t

)
est également une solution de (2.0.1) avec les données initiales

(v0,γ, w0,γ) (x) :=
(
γ2v0, γ

2w0
)
(γx) (2.0.4)

(ϕγ peut être déterminé par (vγ, wγ)).

Définition 2.0.1 Tout espace de Banach E ⊂ S ′ (Rn) dont la norme est invariante sous le scaling

(2.0.4) est appelé espace critique pour le système (2.0.1), c’est-à-dire,

∥(v0,γ(x), w0,γ(x))∥E ≈ ∥(v0(x), w0(x))∥E .

Tout au long de ce chapitre, nous utilisons (v,w) ∈ X pour désigner (v,w) ∈ X× X pour

un espace de Banach X
(

le produit X × X sera muni de la norme usuelle ∥(v,w)∥X×X :=

∥v∥X + ∥w∥X
)

, et ∥(v,w)∥X pour désigner ∥(v,w)∥X×X.

2.1 Étude du système (DHS) dans les espaces de Lei-Lin

Le premier résultat principal de cette section est donnée par le théorème suivant.
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Théorème 2.1.1 Soient n ≥ 2, I = [0, T), ρ0 > 2, (v0, w0) ∈ X−2 et 1
ρ0

+ 1
ρ′0

= 1.

Alors il existe T ≥ 0 tel que le système (2.0.1) a une unique solution locale

(v,w) ∈ YT , où

YT = L
ρ0(I,X−2+ 2

ρ0 ) ∩ Lρ′0(I,X
−2+ 2

ρ′
0 ),

et

(v,w) ∈ C
(
I;X−2

)
.

De plus, il existe β ≥ 0 tel que si (v0, w0) satisfait à ∥(v0, w0)∥X−2 ≤ β, alors l’affirmation ci-dessus

est valide pour T = ∞ ; c’est-à-dire que la solution (v,w) est globale.

En ce qui concerne l’analyticité spatiale de la solution de (2.0.1) , nous suivons la technique

de la classe de Gevrey issue des travaux classiques de Foias et Temam [54] dans le cadre des

équations de Navier-Stokes. Cette technique présente l’avantage évident de supprimer les

estimations récursives des dérivées d’ordre supérieur.

Théorème 2.1.2 Il existe une constante positive β0 > 0 telle que pour toute donnée initiale dans

X−2 avec ∥(v0, w0)∥X−2 < β0, la solution globale du Théorème 2.1.1 est analytique dans le sens où∥∥∥(e√t|D|v, e
√
t|D|w)

∥∥∥
YT

≲ ∥(v0, w0)∥X−2 ,

où e
√
t|D| est un multiplicateur de Fourier dont le symbole est donné par e

√
t|ξ|.

En tant qu’application de l’analyticité des solutions abordée dans le Théorème 2.1.2, nous

pouvons obtenir les estimations de décroissance des solutions suivantes.

Théorème 2.1.3 Sous les hypothèses du Théorème 2.1.1, la solution globale (v,w) ∈ Y∞ et(
e
√
t|D|v, e

√
t|D|w

)
∈ Y∞ obtenue à partir du Théorème 2.1.2 satisfait l’estimation de décroissance

temporelle suivante : ∥∥∥(Λv(t), Λw(t))∥∥∥
X−2

≲ t−
1
2 ∥(v0, w0)∥X−2 ,

où Λv = (−∆)
1
2v.

Le critère de blow-up des solutions est énoncé comme suit :

Théorème 2.1.4 Soit n ≥ 2. Pour (v0, w0) ∈ X−2, nous désignons par T ∗ le temps d’existence

maximal de l’unique solution locale (v,w) construite par le Théorème 2.1.1 (avec ρ0 = ∞).

Si T ∗ <∞, alors

∥(v,w)∥L1([0,T∗),X 0) = ∞.
Autrement dit, si

∥(v,w)∥L1([0,T∗),X 0) <∞,
alors (v,w) est continu dans L1

(
[0, T0) ,X 0

)
pour un certain T0 > T.
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2.1.1 Estimations bilinéaires dans les espaces de Lei-Lin

Dans cette partie, nous allons établir quelques estimations cruciales dans la preuve du

Théorème 2.1.1 et du Théorème 2.1.2.

Lemme 2.1.5 Soient I = [0, T), f ∈ L1(I,X 0) et g ∈ Lρ(I,X−2+ 2
ρ0 ). Alors

∥∇ · (f∇g)∥L1(I,X−2) ≤ ∥f∥L1(I,X 0)∥g∥L∞(I,X 0). (2.1.1)

Preuve. En utilisant l’inégalité de Young et l’inégalité de Hölder, on obtient

∥∇ · (f∇g)∥L1(I,X−2) ≤ ∥f∇g∥L1(I,X−1)

≤ ∥fg∥L1(I,X 0)

≤
∫ T
0

∫
Rn

|ξ|0|f̂g|dξdt

≤
∫ T
0

∫
Rn

|f̂ ∗ ĝ|dξdt

≤
∫ T
0

∥f̂∥L1∥ĝ∥L1dt

≤
∫ T
0

∥f∥X 0∥g∥X 0dt

≤ ∥f∥L1(I,X 0)∥g∥L∞(I,X 0).

Lemme 2.1.6 Soient I = [0, T), ρ0 > 2 avec 1
ρ0

+ 1
ρ′0

= 1. Alors

∥∇ · (f∇g)∥L1(I,X−2) ≤ ∥f∥
Lρ0 (I,X

−2+ 2
ρ0 )

∥g∥
L
ρ′
0 (I,X

2
ρ′
0 )

, (2.1.2)

pour tout f ∈ Lρ0(I,X−2+ 2
ρ0 ) et g ∈ Lρ′0(I,X

2
ρ′
0 ).

Preuve. En utilisant l’inégalité de Young et l’inégalité de Hölder, on aura

∥∇ · (f∇g)∥L1(I,X−2) ≤ ∥f∇g∥L1(I,X−1)

≤ ∥fg∥L1(I,X 0)

≤
∫ T
0

∫
Rn

|ξ|0|f̂g|dξdt

≤
∫ T
0

∫
Rn

|f̂ ∗ ĝ|dξdt

≤
∫ T
0

∫
Rn

∫
Rn

|f̂(η)||ĝ(ξ− η)|dηdξdt

≤ I1 + I2,
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où

I1 =

∫ T
0

∫
Rn

∫
|η|<|ξ−η|

|f̂(η)||ĝ(ξ− η)|dηdξdt

I2 =

∫ T
0

∫
Rn

∫
|η|>|ξ−η|

|f̂(η)||ĝ(ξ− η)|dηdξdt.

Il est clair que I1 = I2, il faut juste faire le changement de variable η′ = ξ − η. Il suffit alors

d’estimer I1.

I1 =

∫ T
0

∫
Rn

∫
|η|<|ξ−η|

|f̂(η)||ĝ(ξ− η)|dηdξdt

≤
∫ T
0

∫
Rn

∫
|η|<|ξ−η|

|f̂(η)|

|η|
2− 2

ρ0

|ξ− η|
2
ρ′
0 |ĝ(ξ− η)|dηdξdt

≤
∫ T
0

∥∥∥∥|ξ|−2+ 2
ρ0 |f̂| ∗ |ξ|

2
ρ′
0 |ĝ|

∥∥∥∥
L1
dt

≤
∫ T
0

∥∥∥|ξ|−2+ 2
ρ0 |f̂|

∥∥∥
L1

∥∥∥∥|ξ| 2
ρ′
0 |ĝ|

∥∥∥∥
L1
dt

≤
∫ T
0

∥f∥
X

−2+ 2
ρ0

∥g∥
X

2
ρ′
0

dt

≤ ∥f∥
Lρ0 (I,X

−2+ 2
ρ0 )

∥g∥
L
ρ′
0 (I,X

2
ρ′
0 )

.

2.1.2 Preuve du Théorème 2.1.1

Tout d’abord, nous allons prouver l’existence globale avec petites données initiales. Pour

cela, nous choisissons T = ∞. Notons que l’espace YT défini dans le Théorème 2.1.1 est un

espace de Banach muni de la norme

∥v∥YT = ∥v∥
Lρ0 (I,X

−2+ 2
ρ0 )

+ ∥v∥
L
ρ′
0 (I,X

−2+ 2
ρ′
0 )

.

Nous considérons le système intégral équivalent donné dans (2.2.3)

(v(t), w(t)) = (et∆v0, e
t∆w0) + (B(v,ϕ), B(w,ϕ)) .

Il résulte du Lemme 1.7.7 avec s = −2, α = 1, et ρ = ρ0 (ou ρ = ρ′) que

∥et∆v0∥
Lρ0 (I,X

−2+ 2
ρ0 )

≲ ∥v0∥X−2

et

∥et∆v0∥
L
ρ′
0 (I,X

−2+ 2
ρ′
0 )

≲ ∥v0∥X−2 .
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Donc,

∥et∆v0∥Y∞ ≲ ∥v0∥X−2 .

De même,

∥et∆w0∥Y∞ ≲ ∥w0∥X−2.

Ainsi,

∥(et∆v0, et∆w0)∥Y∞ ≤ C0∥(v0, w0)∥X−2 .

En appliquant le Lemme 1.7.7 avec s = −2, α = 1, ρ = ρ0 et γ = 1, et le Lemme 2.1.6 avec

f = v et g = (−∆)−1(w− v), on trouve

∥B(v,ϕ)∥
Lρ0 (I,X

−2+ 2
ρ0 )

≲ ∥∇ · (v∇(−∆)−1(w− v))∥L1(I,X−2)

≲ ∥v∥
Lρ0 (I,X

−2+ 2
ρ0 )

∥(−∆)−1(w− v)∥
L
ρ′
0 (I,X

2
ρ′
0 )

≲ ∥v∥
Lρ0 (I,X

−2+ 2
ρ0 )

∥w− v∥
L
ρ′
0 (I,X

−2+ 2
ρ′
0 )

≲ ∥(v,w)∥2Y∞ .

De manière analogue, nous obtenons

∥B(v,ϕ)∥
L
ρ′
0 (I,X

−2+ 2
ρ′
0 )

≲ ∥(v,w)∥2Y∞ .

On obtient donc

∥B(v,ϕ)∥Y∞ ≲ ∥(v,w)∥2Y∞ .
Aussi,

∥B(w,ϕ)∥Y∞ ≲ ∥(v,w)∥2Y∞ .
Par conséquent, ∥∥∥(B(v,ϕ), B(w,ϕ))∥∥∥

Y∞ ≤ C1∥(v,w)∥2Y∞ .
Soit ε > 0 tel que 4C1ε ≤ 1, on choisit la donnée initiale (v0, w0) ∈ X−2 de telle sorte que

C0∥(v0, w0)∥X−2 ≤ ε. Ainsi le Lemme 1.3.1 entraîne que le système (2.0.1) a une unique solu-

tion globale (v,w) ∈ Y∞ telle que ∥|(v,w)∥Y∞ ≤ 2ε.
Pour l’existence locale, nous allons décomposer la donnée initiale v0 en deux termes

v̂0 = χB(0,2N)v̂0 + χBC(0,2N)v̂0 := v̂0,1 + v̂0,2,

où N ∈ Z+. De même, on décompose w0 :

ŵ0 = χB(0,2N)ŵ0 + χBC(0,2N)ŵ0 := ŵ0,1 + ŵ0,2.
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Puisque  v0,2 −→ 0 in FN
−2+ n

p′+
λ
p

p,λ,q when δ→ +∞,
w0,2 −→ 0 in FN

−2+ n
p′+

λ
p

p,λ,q when δ→ +∞,
Il est facile de voir que si N est suffisamment grand, alors

C0∥(v0,2, w0,2)∥X−2 ≤ ε

2
.

En choisissant un tel N et en le fixant, on obtient∥∥(et∆v0, et∆w0)∥∥YT ≤
∥∥(et∆v0,1, et∆w0,1)∥∥YT + ε

2
. (2.1.3)

Nous avons ∥∥(et∆v0,1, et∆w0,1)∥∥YT
=
∥∥(et∆v0,1, et∆w0,1)∥∥

Lρ0 (I,X
−2+ 2

ρ0 )
+
∥∥(et∆v0,1, et∆w0,1)∥∥

L
ρ′
0 (I,X

−2+ 2
ρ′
0 )

.

En utilisant le fait que |ξ| ≤ 2N, on obtient∥∥(et∆v0,1, et∆w0,1)∥∥
Lρ0 (I,X

−2+ 2
ρ0 )

=
( ∫ T

0

(∫
|ξ|≤2N

|ξ|
−2+ 2

ρ0 e−t|ξ|
2

|v̂0|dξ

)ρ0
dt
) 1

ρ0

+
( ∫ T

0

(∫
|ξ|≤2N

|ξ|
−2+ 2

ρ0 e−t|ξ|
2

|ŵ0|dξ

)ρ0
dt
) 1

ρ0

≤ 2
2N
ρ0 T

1
ρ0 ∥(v0, w0)∥X−2 .

De manière semblable,∥∥(et∆v0,1, et∆w0,1)∥∥
L
ρ′
0 (I,X

−2+ 2
ρ′
0 )

≤ 2
2N
ρ′
0 T

1
ρ′
0 ∥(v0, w0)∥X−2 .

D’où,
∥∥∥(et∆v0,1, et∆w0,1)∥∥∥

XT

≤ 2
2N
ρ0 T

1
ρ0 ∥(v0, w0)∥X−2 + 2

2N
ρ′
0 T

1
ρ′
0 ∥(v0, w0)∥X−2 .

Nous choisissons T suffisamment petit pour que
2

2N
ρ0 T

1
ρ0 ∥(v0, w0)∥X−2 ≤ ε

4

and

2
2N
ρ′
0 T

1
ρ′
0 ∥(v0, w0)∥X−2 ≤ ε

4
.

Donc, si

T ≤ min
{(

ε

2
2+ 2N

ρ0 T
1
ρ0 ∥(v0, w0)∥X−2

)ρ0
,

 ε

2
2+ 2N

ρ′
0 T

1
ρ′
0 ∥(v0, w0)∥X−2

ρ′0 }
,

alors
∥∥(et∆v0,1, et∆w0,1)∥∥YT ≤ ε

2
. Ainsi, pour toute donnée initiale arbitraire (v0, w0) ∈ X−2, le

système (2.0.1) a une unique solution locale telle que ∥(v,w)∥YT ≤ 2ε.
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2.1.3 Régularité Gevrey (l’analyticité des solutions)

Avant d’entamer la preuve du Théorème 2.1.2, il est utile de rappeler un lemme auxi-

liaire, que l’on invoquera à plusieurs reprises.

Lemme 2.1.7 [95] Soient 0 < s ≤ t <∞ et 0 ≤ β ≤ 2. Alors l’inégalité suivante est vérifiée

t|a|
β
2 −

1

2
(t2 − s2)|a|β − s|a− b|

β
2 − s|b|

β
2 ≤ 1

2
(2.1.4)

pour tout a, b ∈ Rn.

Posons V̂(t, ξ) := e
√
t|ξ|v̂(t, ξ), Ŵ(t, ξ) := e

√
t|ξ|Ŵ(t, ξ), et Φ̂(t) = e

√
t|ξ|ϕ̂(t) = Ŵ(t) − V̂(t). On

voit alors que (V̂, Ŵ) satisfait le système suivant : V̂

Ŵ

 =

 e
√
t|ξ| 0

0 e
√
t|ξ|

 e−t|ξ|2
 v̂0

ŵ0

+

 −e
√
t|ξ| 0

0 e
√
t|ξ|

 ∫ t
0

e
√
τ|ξ|−(t−τ)|ξ|2

ξ ·
∫
Rn

 e−
√
τ|ξ−η|V̂(τ, ξ− η)e−

√
τ|η|∇̂Φ(τ, η)

e−
√
τ|ξ−η|Ŵ(τ, ξ− η)e−

√
τ|η|∇̂Φ(τ, η)

dηdτ. (2.1.5)

L’estimation (2.1.5) est borné et nous avons∣∣∣∣∣∣
 V̂

Ŵ

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
 e

√
t|ξ|−t|ξ|2 v̂0

e
√
t|ξ|−t|ξ|2ŵ0

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣ ∫ t
0

e−
1
2
(t−τ)|ξ|2

ξ ·
∫
Rn

e
√
τ|ξ|− 1

2
(t−τ)|ξ|2−

√
τ(|ξ−η|+|η|)

 V̂(τ, ξ− η)∇̂Φ(τ, η)

Ŵ(τ, ξ− η)∇̂Φ(τ, η)

dηdτ∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣
 e−

t
2
|ξ|2 v̂0

e−
t
2
|ξ|2ŵ0

∣∣∣∣∣∣+
∫ t
0

e−
1
2
(t−τ)|ξ|2 |ξ| ·

∫
Rn

 ∣∣∣V̂(τ, ξ− η)∣∣∣ ∣∣∣∇̂Φ(τ, η)
∣∣∣∣∣∣Ŵ(τ, ξ− η)

∣∣∣ ∣∣∣∇̂Φ(τ, η)
∣∣∣
dηdτ,

où e
√
t|ξ|− 1

2
t|ξ|2 = e−

1
2(

√
t|ξ|−1)

2
+ 1

2 ≤ e 1
2 et le Lemme 2.1.7 sont utilisés.

Le reste de la preuve est exactement similaire à la preuve du Théorème 2.1.1.

2.1.4 Estimation de décroissance des solutions

Comme application de l’analyticité des solutions discutée ci-dessus, nous allons prouver

le Théorème 2.1.3.
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Preuve du Théorème 2.1.3

En utilisant la définition de X−2, on a

∥Λv(t)∥X−2 =
∥∥∥Λe−√

t|D|e
√
t|D|v(t)

∥∥∥
X−2

=

∫
Rn

|ξ|−2
∣∣∣F(Λe−√

t|D|e
√
t|D|v(t)

)∣∣∣dξ
=

∫
Rn

|ξ|−2|ξ|e−
√
t|ξ|
∣∣∣F(e√t|D|v(t)

)∣∣∣dξ.
Supposons la fonction K(y) = ye−

√
ty, où y ≥ 0. De la dérivation de la fonction K, on peut

déduire que K(y) ≤ K(( y√
t
)) ≲ t−

1
2 . Ainsi,

∥Λv(t)∥X−2 ≲ t−
1
2

∥∥∥e√t|D|v(t)
∥∥∥
X−2

≲ t−
1
2 ∥v0∥X−2 .

De même,

∥Λw(t)∥X−2 ≲ t−
1
2 ∥w0∥X−2 .

Donc ∥∥∥(Λv(t), Λw(t))∥∥∥
X−2

≲ t−
1
2

∥∥∥(e√t|D|v(t), e
√
t|D|w(t)

)∥∥∥
X−2

≲ t−
1
2 ∥(v0, w0)∥X−2 .

2.1.5 Critère de blow-up

Nous présentons le lemme suivant qui sera utilisé dans la suite.

Lemme 2.1.8 Soient T > 0, s ∈ Rn et f, g ∈ S ′(Rn). Alors,∫ t
0

∥e(t−s)∆∇ · (f∇g)∥X sdz ≤
∫ t
0

∥f∇g∥X s+1dz, (2.1.6)

∀t ∈ [0, T).

Preuve. On remarque que∫ t
0

∥e(t−s)∆∇ · (f∇g)∥X sdz =

∫ t
0

∫
Rn

|ξ|se−(t−s)|ξ|2 | ̂∇ · (f∇g)|dξdz

≤
∫ t
0

∫
Rn

|ξ|s+1|f̂∇g|dξdz

≤
∫ t
0

∥f∇g∥X s+1dz.
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2.1.6 Preuve du Théorème 3.0.3

Dans cette section, nous allons prouver le Théorème 3.0.3. Soit T ∗ le temps d’existence

maximal de la solution (v,w) dans C
(
[0, T ∗) ,X−2

)
∩ L∞ ([0, T ∗) ;X−2

)
∩ L1

(
[0, T ∗) ,X 0

)
.

Afin de montrer le critère de "blow-up" de la solution donnée par le Théorème 3.0.3, suppo-

sons que T ∗ <∞ et que ∫ T∗
0

∥(v,w)∥X 0 <∞. (2.1.7)

Nous allons adapter les techniques contenues dans [21] pour établir le critère de blow-up

des solutions avec le temps maximal d’existence est fini.

Soit T ∗ <∞ le temps maximal d’existence des solutions du système (2.0.1) dans C
(
[0, T ∗) ,X−2

)
∩

L∞ ([0, T ∗) ;X−2
)
∩ L1

(
[0, T ∗) ,X 0

)
.

Par contradiction, supposons que T ∗ <∞ et∫ T∗
0

∥(v,w)∥X 0 <∞, (2.1.8)

alors on peut trouver T0 ∈ (0, T ∗) de telle sorte que

∥(v,w)∥L1([T0,T∗);X 0) <
1

4
.

Pour t ∈ [T0, T
∗) et s ∈ [T0, t], nous considérons explicitement le système intégral :

v(s) =es∆v0 −

∫ s
T0

e(s−τ)∆∇ ·
(
v∇(−∆)−1(w− v)

)
(τ)dτ

w(s) =es∆w0 +

∫ s
T0

e(s−τ)∆∇ ·
(
w∇(−∆)−1(w− v)

)
(τ)dτ.

(2.1.9)

En appliquant la transformée de Fourier par rapport à ξ, on obtient en suivant le même

argument que celui utilisé pour prouver le Lemme 2.1.6. (avec ρ0 = ∞), on trouve

∥v(s)∥X−2

≲ ∥v(T0)∥X−2 + ∥v∇ϕ∥L1([T0,s),X−1)

≲ ∥v(T0)∥X−2 + sup
T0≤s≤t

∥(v(s), w(s))∥X−2∥(v,w)∥L1([T0,s),X 0)

≲ ∥v(T0)∥X−2 +
1

4
sup
T0≤s≤t

∥(v(s), w(s))∥X−2 ,

et aussi

∥w(s)∥X−2 ≲ ∥w(T0)∥X−2 +
1

4
sup
T0≤s≤t

∥(v(s), w(s))∥X−2 .
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Il s’ensuit que

∥(v(s), w(s))∥X−2 ≲ ∥(v(T0), w(T0))∥X−2 +
1

2
sup
T0≤s≤t

∥(v(s), w(s))∥X−2 .

Par conséquent,

sup
T0≤s≤t

∥(v(s), w(s))∥X−2 ≤ 2∥(v(T0), w(T0))∥X−2 , ∀t ∈ [T0, T
∗).

Posons

N = max
(
2 ∥(v(T0), w(T0))∥X−2 ; max

t∈[0,T0]
∥(v(t), w(t))∥X−2

)
.

Donc, nous déduisons que

∥(v(t), w(t))∥X−2 ≤ N, ∀t ∈ [T0, T
∗). (2.1.10)

Soit (κn)n∈N une suite telle que κn ↗ T ∗, où κn ∈ (0, T ∗), pour tout n ∈ N. Nous voulons

montrer que

lim
n,m→∞ ∥(v,w) (κm) − (v,w) (κn)∥X−2 = 0. (2.1.11)

Afin d’atteindre cet objectif, nous utilisons la forme intégrale de (v,w) pour obtenir

(v,w)(κm) − (v,w)(κn)

=
(
[eκm∆ − eκn∆]v0, [e

κm∆ − eκn∆]w0
)

−

(∫ κm
κn

e(κm−z)∆∇ · (v∇ϕ) dz,
∫ κm
κn

e(κm−z)∆∇ · (w∇ϕ) dz
)

−

(∫ κn
0

e(κn−z)∆(e(κm−κn)∆ − 1)∇ · (v∇ϕ) dz,
∫ κn
0

e(κn−z)∆(e(κm−κn)∆ − 1)∇ · (w∇ϕ) dz
)

:= E1(m,n) + E2(m,n) + E3(m,n).

Nous allons estimer R1(m,n),R2(m,n), et R3(m,n). D’abord, nous avons

∥[eκm∆ − eκn∆]v0∥X−2 =

∫
Rn

|ξ|−2
∣∣∣(eκm|ξ|2 − eκn|ξ|

2
)
v̂0

∣∣∣dξ
≲

∫
Rn

|ξ|−2
∣∣∣(eκm|ξ|2 − eT

∗|ξ|2
)
v̂0

∣∣∣dξ,
où κn < T ∗, pour tout n ∈ N. Par conséquent, en utilisant le fait que v0 ∈ X−2, il découle du

théorème de convergence dominée que

lim
n,m→∞

∥∥[eκm∆ − eκn∆]v0∥∥X−2 = 0.

En suivant un argument similaire, on a

lim
n,m→∞

∥∥[eκm∆ − eκn∆]w0∥∥X−2 = 0.
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D’où,

lim
n,m→∞ ∥E1(m,n)∥X−2 = 0.

De plus, en utilisant le Lemme 2.1.8 et le Lemme 2.1.6, on obtient∫ κm
κn

∥∥e(κm−z)∆∇ · (v∇ϕ)
∥∥
X−2 dz

≲
∫ T∗
κn

∥v∇ϕ∥X−1 dz

≲
∫ T∗
κn

∥(v,w)∥X−2 ∥(v,w)∥X 0 dz

≲ ∥(v,w)∥L2([κn,T∗)X−2) ∥(v,w)∥L2([κn,T∗)X 0) .

En utilisant (3.4.2), l’inégalité de Hölder, et l’estimation (3.4.1), on aura

∫ κm
κn

∥∥e(κm−z)∆∇ · (v∇ϕ)
∥∥
X−2 dz ≲

(∫ T∗
κn

∥(v,w)∥2X 0 dz

) 1
2

≤ C(T ∗ − κn)
1
2 .

En conséquence,

lim
n,m→∞

∫ κm
κn

∥∥e(κm−z)∆∇ · (v∇ϕ)
∥∥
X−2 dz = 0.

De manière analogue, on déduit

lim
n,m→∞

∫ κm
κn

∥∥e(κm−z)∆∇ · (w∇ϕ)
∥∥
X−2 dz = 0.

Ainsi, nous avons

lim
n,m→∞ ∥E2(m,n)∥X−2 dz = 0.

Enfin,

∥
∫ κn
0

e(κn−z)∆(e(κm−κn)∆ − 1)∇ · (v∇ϕ) dz∥X−2

≲
∫
Rn

|ξ|−2
∫ κn
0

e−(κm−z)|ξ|2
∣∣∣(1− e−(κm−κn)|ξ|2)∇̂ · v∇ϕ

∣∣∣dzdξ
≲

∫
Rn

|ξ|−1
∫ T∗
0

∣∣∣(1− e−(T∗−κn)|ξ|2)v̂∇ϕ
∣∣∣dzdξ,

où κn < T ∗, pour tout n ∈ N. En utilisant l’hypothèse (3.4.1) et l’estimation (3.4.2) on obtient∫ T∗
0

∥v∇ϕ∥X−1 dz <∞.
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Ainsi, par le théorème de convergence dominée, nous déduisons

lim
n,m→∞

∥∥∥∥∫ κn
0

e(κn−z)∆(e(κm−κn)∆ − 1)∇ · (v∇ϕ) dz
∥∥∥∥
X−2

= 0.

En outre, en procédant de manière analogue, on conclut que

lim
n,m→∞

∥∥∥∥∫ κn
0

e(κn−z)∆(e(κm−κn)∆ − 1)∇ · (w∇ϕ) dz
∥∥∥∥
X−2

= 0.

Il en résulte que,

lim
n,m→∞ ∥E3(m,n)∥X−2 = 0.

Par conséquent,

lim
n,m→∞ ∥(v,w) (κm) − (v,w) (κn)∥X−2 = 0.

Ceci implique que la suite ((v,w)(κn))n∈N satisfait le critère de Cauchy à T ∗ dans l’espace de

Banach X−2. Alors, il existe un élément (v∗, w∗) dans X−2 tel que

lim
n→∞ ∥(v,w) (κn) − (v∗, w∗)∥X−2 = 0.

Nous soulignons que les limites ci-dessus sont indépendantes de (κn)n∈N. En d’autres termes,

lim
t↗T∗ ∥(v,w) (t) − (v∗, w∗)∥X−2 = 0.

Maintenant, considérons le système (2.0.1) avec les données initiales (v∗, w∗), au lieu de

(v0, w0). 

∂tv = ∆v−∇ · (v∇ϕ),
∂tw = ∆w+∇ · (w∇ϕ),
∆ϕ = v−w,

∇ · v = ∇ ·w = 0

v(x, 0) = v∗, w(x, 0) = w∗.

Nous nous assurons, par le Théorème 2.1.1, l’existence et l’unicité de (V,W) ∈ C
(
[0, t0) ,X−2 (Rn)

)
(t0 > 0) pour le système (2.0.1) . De ce fait,

(ṽ, w̃)(t) =

 (v,w)(t), si t ∈ [0, T ∗)

(V,W) (t− T ∗) sit ∈ [T ∗, T ∗ + t0] ,

est une solution de (2.0.1) avec les données initiales (v0, w0) sur l’intervalle [0, T ∗ + t0] ce qui

contredit la maximalité de T ∗.
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2.2 Étude du système (DHS) dans les espaces de Fourier-Besov-
Morrey

Dans cette section, nous étudions le système (2.0.1) dans les espaces critiques de Fourier-

Besov-Morrey FN s
p,λ,q(Rn) × FN s

p,λ,q(Rn) avec s = −2 + n
p′ +

λ
p
. En s’inspirant du travail

de [106] et en utilisant la méthode de localisation de Fourier et la théorie de Littlewood-

Paley, nous obtenons un résultat d’existence d’une solution locale de (2.0.1) pour les grandes

données initiales et d’une solution globale pour les petites données initiales appartiennent

à FN
−2+ n

p′+
λ
p

p,λ,q ×FN
−2+ n

p′+
λ
p

p,λ,q .

Remarque 2.2.1 L’espace FN
−2+ n

p′+
λ
p

p,λ,q ×FN
−2+ n

p′+
λ
p

p,λ,q est critique pour le système (2.0.1). En effet,

soit v0,γ(ξ) = γ2v0(γξ), alors sa transformée de Fourier est v̂0,γ(ξ) = γ2−nv̂0
(
γ−1ξ

)
.

Soit

fj(ξ)
déf
= φ

(
2−j+[log2 γ]−log2 γξ

)
v̂0,γ(ξ) = φ

(
2−j+[log2 γ]−log2 γξ

)
γ2−nv̂0

(
γ−1ξ

)
.

Par un changement de variable, on obtient :

∥fj∥Mλ
p

= γ2−n
∥∥∥φ(2−j+[log2 γ]−log2 γξ

)
v̂0
(
γ−1ξ

)∥∥∥
Mλ

p

= γ2−n sup
x0∈Rn

sup
r>0

r−
λ
p

∥∥∥φ(2−j+[log2 γ]γγ−1ξ
)
v̂0
(
γ−1ξ

)∥∥∥
Lp(B(x0,r))

= γ2−nγ
n
pγ

−λ
p sup
x0∈Rn

sup
r>0

(
γ−1r

)− λ
p

∥∥∥φ(2−j+[log2 γ]η
)
v̂0(η)

∥∥∥
Lp(B(γ−1x0,γ−1r))

= 2

(
2− n

p′−
λ
p

)
log2 γ

∥∥∥φ(2−j+[log2 γ]η
)
v̂0(η)

∥∥∥
Mλ

p

,

il en résulte que∥∥∥{2j(−2+ n
p′+

λ
p
)∥fj(ξ)∥Mλ

p
}
∥∥∥
lq

=
∥∥∥{2j(2− n

p′−
λ
p
)2log2 γ(−2+

n
p′+

λ
p
)∥φj−[log2 γ]

v̂0(ξ)∥Mλ
p
}
∥∥∥
lq

=
∥∥∥{2(log2 γ−[log2 γ])(2−

n
p′−

λ
p
)2(j−log2 γ)(−2+

n
p′+

λ
p
)∥φj−[log2 γ]

v̂0(ξ)∥Mλ
p
}
∥∥∥
lq

≈ ∥v0∥
FN

−2+ n
p′+

λ
p

p,λ,q

et puisque

φj(ξ)v̂0,γ(ξ) =
∑

|k−j|≤2

φj(ξ)fk(ξ),

on obtient

∥v0,γ∥
FN

−2+ n
p′ +

λ
p

p,λ,q

≈ ∥v0∥
FN

−2+ n
p′ +

λ
p

p,λ,q

.
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De façon similaire, nous avons

∥w0,γ∥
FN

−2+ n
p′ +

λ
p

p,λ,q

≈ ∥w0∥
FN

−2+ n
p′ +

λ
p

p,λ,q

.

Par conséquent,

∥(v0,γ, w0,γ)∥
FN

−2+ n
p′ +

λ
p

p,λ,q

≈ ∥(v0, w0)∥
FN

−2+ n
p′ +

λ
p

p,λ,q

.

Maintenant, notre résultat principal dans cette section est énoncé ci-dessous.

Théorème 2.2.2 Soient n ≥ 2, ρ0 > 2, max{n − (n − 1)p, 0} ≤ λ < n, 1 ≤ p < ∞,

q ∈ [1,∞], (v0, w0) ∈ FN
−2+ n

p′+
λ
p

p,λ,q et 1
ρ0

+ 1
ρ′0

= 1. Alors il existe T ≥ 0 tel que le système (2.0.1)

a une unique solution locale (v,w) ∈ XT , où

XT = Lρ0
(
0, T ;FN

−2+ n
p′+

λ
p
+ 2

ρ0

p,λ,q

)
∩ Lρ

′
0

(
0, T ;FN

−2+ n
p′+

λ
p
+ 2

ρ′
0

p,λ,q

)
,

et

(v,w) ∈ C
(
0, T ;FN

−2+ n
p′+

λ
p
+ 2

ρ0

p,λ,q

)
.

De plus, il existe K ≥ 0 tel que si (v0, w0) satisfait ∥(v0, w0)∥
FN

−2+ n
p′+

λ
p

p,λ,q

≤ K, alors la conclusion

ci-dessus est valable pour T = ∞ ; c’est-à-dire la solution (v,w) est globale.

2.2.1 Estimations bilinéaires dans les espaces de Fourier-Besov-Morrey

Lemme 2.2.3 Soient I = (0, T), p, q ∈ [1,∞], max{n − (n − 1)p, 0} < λ < n, ρ0 > 2 et
1
ρ0

+ 1
ρ′0

= 1. Il existe une constante C > 0 telle que

∥∇. (f∇g) ∥
L1

(
I;FN

−2+ n
p′+

λ
p

p,λ,q

) ≤ C

[
∥f∥

Lρ0

(
I;FN

−2+ n
p′+

λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q

) × ∥g∥
L
ρ′
0

I;FN
n
p′+

λ
p+ 2

ρ′
0

p,λ,q



+ ∥g∥
Lρ0

(
I;FN

n
p′+

λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q

) × ∥f∥
L
ρ′
0

I;FN
−2+ n

p′+
λ
p+ 2

ρ′
0

p,λ,q


]

pour tout f ∈ Lρ0
(
I;FN

−2+ n
p′+

λ
p
+ 2

ρ0

p,λ,q

)
∩ Lρ

′
0

(
I;FN

−2+ n
p′+

λ
p
+ 2

ρ′
0

p,λ,q

)
and g ∈ Lρ

′
0

(
I;FN

n
p′+

λ
p
+ 2

ρ′
0

p,λ,q

)
∩ Lρ0

(
I;FN

n
p′+

λ
p
+ 2

ρ0

p,λ,q

)
.
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Preuve. En appliquant la décomposition du paraproduit de Bony et la propriété de quasi-

orthogonalité pour la décomposition de Littlewood-Paley, pour un j fixe, on obtient

∆̇j(f∇g) =
∑

|k−j|≤4

∆̇j(Ṡk−1f∆̇k∇g) +
∑

|k−j|≤4

∆̇j(Ṡk−1∇g∆̇kf)

+
∑
k≥j−3

∆̇j(∆̇kf
˜̇∆k∇g)

= I1j + I
2
j + I

3
j .

Alors, grâce à l’inégalité triangulaire dansMλ
p et dans lq(Z), on a

∥∇. (f∇g) ∥
L1

(
I;FN

−2+ n
p′+

λ
p

p,λ,q

) ≤ ∥f∇g∥
L1

(
I;FN

−1+ n
p′+

λ
p

p,λ,q

)

≤ {
∑
j∈Z

2j(−1+
n
p′+

λ
p
)q∥ ̂∆̇j(f∇g)∥qL1(I,Mλ

p)
}
1
q

≤ {
∑
j∈Z

2j(−1+
n
p′+

λ
p
)q∥Î1j ∥

q

L1(I,Mλ
p)
}
1
q

+ {
∑
j∈Z

2j(−1+
n
p′+

λ
p
)q∥Î2j ∥

q

L1(I,Mλ
p)
}
1
q

+ {
∑
j∈Z

2j(−1+
n
p′+

λ
p
)q∥Î3j ∥

q

L1(I,Mλ
p)
}
1
q

:= J1 + J2 + J3.

En utilisant l’inégalité de Young dans les espaces de Morrey et l’inégalité de Bernstein (1.6.3)

avec |γ| = 0, on a ∥∥φjf̂∥∥L1 ≤ C2j( n
p′+

λ
p
)
∥∥φjf̂∥∥Mλ

p
.

Donc

∥Î1j ∥L1(I,Mλ
p)
≤

∑
|k−j|≤4

∥ ̂(Ṡk−1f∆̇k∇g)∥L1(I,Mλ
p)

≤
∑

|k−j|≤4

∥φk∇̂g∥Lρ′0 (I,Mλ
p)

∑
l≤k−2

∥φlf̂∥Lρ0 (I,L1)

≲
∑

|k−j|≤4

2k∥φkĝ∥Lρ′0 (I,Mλ
p)

∑
l≤k−2

2
( n
p ′+

λ
p
)l∥φlf̂∥Lρ0 (I,Mλ

p)

≲
∑

|k−j|≤4

2k∥φkĝ∥Lρ′0 (I,Mλ
p)

∑
l≤k−2

2
(−2+ n

p ′+
λ
p
+ 2

ρ0
)l
2
(2− 2

ρ0
)l∥φlf̂∥Lρ0 (I,Mλ

p)

≲ ∥f∥
Lρ0 (I,FN

−2+ n
p ′ +

λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q )

∑
|k−j|≤4

2k
( ∑
l≤k−2

2
l(2− 2

ρ0
)q ′) 1

q ′
∥φkĝ∥Lρ′0 (I,Mλ

p)

≲ ∥f∥
Lρ0 (I,FN

−2+ n
p ′ +

λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q )

∑
|k−j|≤4

2
k(3− 2

ρ0
)∥φkĝ∥Lρ′0 (I,Mλ

p)
,
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où nous avons utilisé le fait que ρ0 > 2 dans la dernière inégalité.

Ainsi, en utilisant l’inégalité de Young, nous avons

J1 ≲ ∥f∥
Lρ0 (I,FN

−2+ n
p ′ +

λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q )

∑
j∈Z

2j(−1+
n
p′+

λ
p
)q
( ∑
|k−j|≤4

2
k(3− 2

ρ0
)∥φkĝ∥Lρ′0 (I,Mλ

p)

)q
1
q

≲ ∥f∥
Lρ0 (I,FN

−2+ n
p ′ +

λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q )

∑
j∈Z

( ∑
|k−j|≤4

2(j−k)(−1+
n
p′+

λ
p
)q2

k(2+ n
p′+

λ
p
− 2

ρ0
)∥φkĝ∥Lρ′0 (I,Mλ

p)

)q
1
q

≲ ∥f∥
Lρ0 (I,FN

−2+ n
p ′ +

λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q )

∥g∥
L
ρ′
0 (I,FN

n
p ′ +

λ
p+ 2

ρ′
0

p,λ,q )

,

où nous avons utilisé 1
ρ0

+ 1
ρ′0

= 1.

De même, on obtient

J2 ≲ ∥g∥
Lρ0 (I,FN

n
p ′ +

λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q )

∥f∥
L
ρ′
0 (I,FN

−2+ n
p ′ +

λ
p+ 2

ρ′
0

p,λ,q )

.

Pour J3, on applique d’abord l’inégalité de Young dans les espaces de Morrey, l’inégalité de

Bernstein (1.6.3) (|γ| = 0) ainsi que l’inégalité de Hölder, pour obtenir

∥Î3j ∥L1(I,Mλ
p)
≤

∑
k≥j−3

∥
̂

(∆̇kf
˜̇∆k∇g)∥L1(I,Mλ

p)

≤
∑
k≥j−3

∥φkf̂∥Lρ′0 (I,Mλ
p)

∑
|l−k|≤1

∥φl∇̂g∥Lρ0 (I,L1)

≲
∑
k≥j−3

∥φkf̂∥Lρ′0 (I,Mλ
p)

∑
|l−k|≤1

2l2l(
n
p′+

λ
p
)∥φlĝ∥Lρ0 (I,Mλ

p)

≲
∑
k≥j−3

∥φkf̂∥Lρ′0 (I,Mλ
p)

( ∑
|l−k|≤1

2
l(1− 2

ρ0
)q ′) 1

q ′
∥g∥

Lρ0 (I,FN
n
p ′ +

λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q )

≲ ∥g∥
Lρ0 (I,FN

n
p ′ +

λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q )

∑
k≥j−3

2
k(1− 2

ρ0
)∥φkf̂∥Lρ′0 (I,Mλ

p)
.

Ensuite, en utilisant l’inégalité de Hölder pour les séries, on trouve

J3 ≲ ∥g∥
Lρ0 (I,FN

n
p ′ +

λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q )

{∑
j∈Z

2j(−1+
n
p′+

λ
p
)q
( ∑
k≥j−3

2
k(1− 2

ρ0
)∥φkf̂∥Lρ′0 (I,Mλ

p)

)q} 1
q

≲ ∥g∥
Lρ0 (I,FN

n
p ′ +

λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q )

{∑
j∈Z

( ∑
k≥j−3

2(j−k)(−1+
n
p′+

λ
p
)2
k( n

p′+
λ
p
− 2

ρ0
)∥φkf̂∥Lρ′0 (I,Mλ

p)

)q} 1
q

≲ ∥g∥
Lρ0 (I,FN

n
p ′ +

λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q )

∥f∥
L
ρ′
0 (I,FN

−2+ n
p ′ +

λ
p+ 2

ρ′
0

p,λ,q )

∑
i≤3

2i(−1+
n
p′+

λ
p
)

≲ ∥g∥
Lρ0 (I,FN

n
p ′ +

λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q )

∥f∥
L
ρ′
0 (I,FN

−2+ n
p ′ +

λ
p+ 2

ρ′
0

p,λ,q )

,
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où nous avons utilisé la condition λ > n−(n−1)p pour nous assurer que la série
∑
i≤3
2i(−1+

n
p′+

λ
p
)

converge. Enfin, nous avons terminé la preuve du Lemme 2.2.3.

2.2.2 Preuve du Théorème 2.2.2

Pour assurer l’existence de solutions globales et locales du système (2.0.1), nous utilise-

rons le Lemme 1.3.1 avec l’estimation linéaire et bilinéaire que nous avons établie. Soient

ρ0 > 2 un nombre réel quelconque et 1
ρ0

+ 1
ρ′0

= 1. Notons que l’espace XT défini dans le

Théorème 2.2.2 est un espace de Banach muni de la norme

∥u∥XT
= ∥u∥

Lρ0 (I,FN
−2+ n

p ′ +
λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q )

+ ∥u∥
Lρ′

0 (I,FN
−2+ n

p ′ +
λ
p+ 2

ρ′
0

p,λ,q )

.

Pour T > 0 à déterminer plus tard. Étant donné (v,w) ∈ XT , on définit F(v,w) = (v̄, w̄)

comme étant la solution du problème de valeur initiale suivant : ∂tv̄− ∆v̄ = −∇ ·
(
v∇(−∆)−1(w− v)

)
, v̄(x, 0) = v0(x)

∂tw̄− ∆w̄ = ∇ ·
(
w∇(−∆)−1(w− v)

)
, w̄(x, 0) = w0(x).

(2.2.1)

Évidemment, (v,w) est une solution de (2.0.1) si et seulement si c’est un point fixe de F.

Lemme 2.2.4 Soit (v,w) ∈ XT . Alors (v̄, w̄) ∈ XT . De plus, il existe deux constantes C0 > 0 et

C1 > 0 telles que

∥(v̄, w̄)∥XT
≤ C0 ∥(v0, w0)∥

FN
−2+ n

p′+
λ
p

p,λ,q

+ C1∥(v,w)∥2XT
. (2.2.2)

Preuve. En vertu du principe de Duhamel, le système (2.0.3) est équivalent au système inté-

gral suivant : 
v̄(t) =et∆v0 −

∫ t
0

e(t−τ)∆∇ ·
(
v∇(−∆)−1(w− v)

)
(τ)dτ

w̄(t) =et∆w0 +

∫ t
0

e(t−τ)∆∇ ·
(
w∇(−∆)−1(w− v)

)
(τ)dτ.

(2.2.3)

On pose

B1(v,w) := −

∫ t
0

e(t−τ)∆∇ ·
(
v∇(−∆)−1(w− v)

)
(τ)dτ,

B2(v,w) :=

∫ t
0

e(t−τ)∆∇ ·
(
w∇(−∆)−1(w− v)

)
(τ)dτ,

alors le système intégral équivalent (2.2.3) peut être réécrit comme suit

(v̄(t), w̄(t)) = (et∆v0, e
t∆w0) + (B1(v,w), B2(v,w)) . (2.2.4)
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D’après le Lemme 1.7.7 avec s = −2+ n
p ′ +

λ
p
, α = 1, I = [0,∞) et ρ = ρ0 (ou ρ′0), on obtient

∥et∆v0∥
Lρ0

(
0,T ;FN

−2+ n
p′+

λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q

) ≲ ∥v0∥
FN

−2+ n
p′+

λ
p

p,λ,q

et

∥et∆v0∥
L
ρ′
0

0,T ;FN
−2+ n

p′+
λ
p+ 2

ρ′
0

p,λ,q

 ≲ ∥v0∥
FN

−2+ n
p′+

λ
p

p,λ,q

,

il en résulte que

∥et∆v0∥XT
≲ ∥v0∥

FN
−2+ n

p′+
λ
p

p,λ,q

.

De la même manière,

∥et∆w0∥XT
≲ ∥w0∥

FN
−2+ n

p′+
λ
p

p,λ,q

.

Donc

∥(et∆v0, et∆w0)∥XT
≤ C0 ∥(v0, w0)∥

FN
−2+ n

p′+
λ
p

p,λ,q

. (2.2.5)

En appliquant le Lemme 1.7.8 avec s = −2 + n
p′ +

λ
p
, α = 1, r = 1, et le Lemme 2.2.3, on

obtient

∥B1(v,w)∥
Lρ0

(
0,T ;FN

−2+ n
p′+

λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q

)

= ∥
∫ t
0

e(t−τ)∆∇ ·
(
v∇(−∆)−1(w− v)

)
(τ)dτ∥

Lρ0

(
0,T ;FN

−2+ n
p′+

λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q

)

≲ ∥∇ ·
(
v∇(−∆)−1(w− v)

)
∥
L1

(
0,T ;FN

−2+ n
p′+

λ
p

p,λ,q

)

≲ ∥v∥
Lρ0

(
0,T ;FN

−2+ n
p′+

λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q

) × ∥(−∆)−1(w− v)∥
L
ρ′
0

0,T ;FN
n
p′+

λ
p+ 2

ρ′
0

p,λ,q


+ ∥(−∆)−1(w− v)∥

Lρ0

(
0,T ;FN

n
p′+

λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q

) × ∥v∥
L
ρ′
0

0,T ;FN
−2+ n

p′+
λ
p+ 2

ρ′
0

p,λ,q


≲ ∥v∥

Lρ0

(
0,T ;FN

−2+ n
p′+

λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q

) × ∥w− v∥
L
ρ′
0

0,T ;FN
−2+ n

p′+
λ
p+ 2

ρ′
0

p,λ,q


+ ∥w− v∥

Lρ0

(
0,T ;FN

−2+ n
p′+

λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q

) × ∥v∥
L
ρ′
0

0,T ;FN
−2+ n

p′+
λ
p+ 2

ρ′
0

p,λ,q



≲

∥(v,w)∥
Lρ0

(
0,T ;FN

−2+ n
p′+

λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q

) × ∥(v,w)∥
L
ρ′
0

0,T ;FN
−2+ n

p′+
λ
p+ 2

ρ′
0

p,λ,q




≲ ∥(v,w)∥2XT

.
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De manière analogue, nous obtenons

∥B1(v,w)∥
L
ρ′
0

0,T ;FN
−2+ n

p′+
λ
p+ 2

ρ′
0

p,λ,q

 ≲ ∥(v,w)∥2XT
.

Ainsi, nous pouvons déduire

∥B1(v,w)∥XT
≲ ∥(v,w)∥2XT

.

De même,

∥B2(v,w)∥XT
≲ ∥(v,w)∥2XT

.

Et pour conclure,

∥(B1(v,w), B2(v,w))∥XT
≤ C1∥(v,w)∥2XT

. (2.2.6)

En combinant (2.2.5) et (2.2.6), on obtient

∥(v̄, w̄)∥XT
≤ C0 ∥(v0, w0)∥

FN
−2+ n

p′+
λ
p

p,λ,q

+ C1∥(v,w)∥2XT
.

Le dernier lemme assure que F est bien définie et qu’il fait correspondre XT à lui-même.

Nous montrons d’abord l’existence globale avec petites données initiales. Pour cela, nous

choisissons T = ∞.

D’après le Lemme 2.2.4, nous avons

∥F(v,w)∥X∞ ≤ C0 ∥(v0, w0)∥
FN

−2+ n
p′+

λ
p

p,λ,q

+ C1∥(v,w)∥2X∞
≤ C0 ∥(v0, w0)∥

FN
−2+ n

p′+
λ
p

p,λ,q

+ 4C1ε
2.

En choisissant ε < 1
8max{C0,C1}

pour tout (v0, w0) ∈ FN
−2+ n

p′+
λ
p

p,λ,q ,

avec ∥(v0, w0)∥
FN

−2+ n
p′+

λ
p

p,λ,q

< ε
8max{C0,C1}

, on obtient

∥F(v,w)∥X∞ < ε.
Pour conclure, en utilisant le Lemme 1.3.1, nous obtenons une solution globale unique pour

des petites données initiales dans la boule fermée B̄(0, 2ε) = {x ∈ X∞ : ∥x∥X∞ ≤ 2ε} .
Pour l’existence locale, on décompose la donnée initiale v0 en deux termes

v0 = F−1
(
χB(0,δ)v̂0

)
+ F−1

(
χBC(0,δ)v̂0

)
:= v0,1 + v0,2,

où δ = δ (v0) > 0 est un nombre réel. De même, on décompose w0 :

w0 = F−1
(
χB(0,δ)ŵ0

)
+ F−1

(
χBC(0,δ)ŵ0

)
:= w0,1 +w0,2.
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Puisque  v0,2 −→ 0 dans FN
−2+ n

p′+
λ
p

p,λ,q quand δ→ +∞,
w0,2 −→ 0 dans FN

−2+ n
p′+

λ
p

p,λ,q quand δ→ +∞,
il existe δ assez grand tel que

C0∥(v0,2, w0,2)∥
FN

−2+ n
p′ +

λ
p

p,λ,q

≤ ε

2
.

On a donc ∥∥(et∆v0, et∆w0)∥∥XT
≤
∥∥(et∆v0,1, et∆w0,1)∥∥XT

+
ε

2
. (2.2.7)

Or, ∥∥(et∆v0,1, et∆w0,1)∥∥XT

=
∥∥(et∆v0,1, et∆w0,1)∥∥

Lρ0 (I,FN
−2+ n

p ′ +
λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q )

+
∥∥(et∆v0,1, et∆w0,1)∥∥

Lρ′
0 (I,FN

−2+ n
p ′ +

λ
p+ 2

ρ′
0

p,λ,q )

.

En utilisant le fait que |ξ| ≈ 2j pour tout j ∈ Z, on trouve∥∥(et∆v0,1, et∆w0,1)∥∥
Lρ0 (I,FN

−2+ n
p ′ +

λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q )

=
{∑
j∈Z

2
j(−2+ n

p ′+
λ
p
+ 2

ρ0
)q∥φjêt∆v0,1∥qLρ0 (I,Mλ

p)

}1/q
+
{∑
j∈Z

2
j(−2+ n

p ′+
λ
p
+ 2

ρ0
)q∥φjêt∆w0,1∥qLρ0 (I,Mλ

p)

}1/q
=

{∑
j∈Z

2
j(−2+ n

p ′+
λ
p
)q
2
j( 2

ρ0
)q∥φj|ξ|2χB(0,δ)v̂0∥qLρ0 (I,Mλ

p)

}1/q
+
{∑
j∈Z

2
j(−2+ n

p ′+
λ
p
)q
2
j( 2

ρ0
)q∥φj|ξ|2χB(0,δ)ŵ0∥qLρ0 (I,Mλ

p)

}1/q
≲ δ2+

2
ρ0

({∑
j∈Z

2
j(−2+ n

p ′+
λ
p
)q∥φjv̂0∥qLρ0 (I,Mλ

p)

}1/q
+
{∑
j∈Z

2
j(−2+ n

p ′+
λ
p
)q∥φjŵ0∥qLρ0 (I,Mλ

p)

}1/q)
≲ δ2+

2
ρ0 T

1
ρ0 ∥(v0, w0)∥

FN
−2+ n

p′ +
λ
p

p,λ,q

.

Alors ∥∥(et∆v0,1, et∆w0,1)∥∥
Lρ0 (I,FN

−2+ n
p ′ +

λ
p+ 2

ρ0
p,λ,q )

≤ C2δ
2+ 2

ρ0 T
1
ρ0 ∥(v0, w0)∥

FN
−2+ n

p′ +
λ
p

p,λ,q

.

En procédant de la même manière on obtient,∥∥(et∆v0,1, et∆w0,1)∥∥
Lρ′

0 (I,FN
−2+ n

p ′ +
λ
p+ 2

ρ′
0

p,λ,q )

≤ C2δ
2+ 2

ρ′
0 T

1
ρ′
0 ∥(v0, w0)∥

FN
−2+ n

p′ +
λ
p

p,λ,q

.
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D’où,
∥∥∥(et∆v0,1, et∆w0,1)∥∥∥

XT

≤ C2δ
2+ 2

ρ0 T
1
ρ0 ∥(v0, w0)∥

FN
−2+ n

p′ +
λ
p

p,λ,q

+C2δ
2+ 2

ρ′
0 T

1
ρ′
0 ∥(v0, w0)∥

FN
−2+ n

p′ +
λ
p

p,λ,q

.

Nous choisissons T suffisamment petit pour que
C2δ

2+ 2
ρ0 T

1
ρ0 ∥(v0, w0)∥

FN
−2+ n

p′ +
λ
p

p,λ,q

≤ ε
4

and

C2δ
2+ 2

ρ′
0 T

1
ρ′
0 ∥(v0, w0)∥

FN
−2+ n

p′ +
λ
p

p,λ,q

≤ ε
4
.

Donc, si

T ≤ min
{( ε

4C2δ
2+ 2

ρ0 ∥(v0, w0)∥
FN

−2+ n
p′ +

λ
p

p,λ,q

)ρ0
,
( ε

4C2δ
2+ 2

ρ′
0 ∥(v0, w0)∥

FN
−2+ n

p′ +
λ
p

p,λ,q

)ρ′0}
,

Alors
∥∥(et∆v0,1, et∆w0,1)∥∥XT

≤ ε
2
.Ce résultat avec l’estimation (2.2.7) entraine

∥∥(et∆v0, et∆w0)∥∥XT
≤

ε. Par conséquent, en appliquant à nouveau le Lemme 1.3.1, on obtient un point fixe de

F dans la boule fermée B̄(0, 2ε) = {x ∈ XT : ∥x∥XT
≤ 2ε}. Ainsi, pour tout (v0, w0) ∈

FN
−2+ n

p′+
λ
p

p,λ,q , le système (2.0.1) a une solution locale unique dans B̄(0, 2ε).

Régularité : On sait que si (v,w) ∈ XT × XT est une solution de (2.0.1), alors on peut

montrer que

∇ · (v∇ϕ) , ∇ · (w∇ϕ) ∈ L1
(
0, T ;FN

−2+ n
p′+

λ
p

p,λ,q

)
.

En utilisant la définition de l’espace de Fourier-Besov-Morrey, nous avons

∥v (t1) − v (t2)∥q
FN

−2+ n
p′+

λ
p

p,λ,q

≤
∑
j≤N

(
2j(−2+

n
p′+

λ
p
) ∥v̂j (t1) − v̂j (t2)∥Mλ

p

)q
+ 2

∑
j>N

(
2j(−2+

n
p′+

λ
p
) ∥v̂j(t)∥L∞(I,Mλ

p)

)q
,

où v̂j = φjv̂. Pour tout ε > 0, choisissons N assez grand pour que∑
j>N

2j(−2+
n
p′+

λ
p
)q ∥v̂j(t)∥qL∞(I,Mλ

p)
≤ ε

4
.
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Grâce à la formule de Taylor, il en résulte que∑
j≤N

(
2j(−2+

n
p′+

λ
p
) ∥v̂j (t1) − v̂j (t2)∥Mλ

p

)q
≲ |t1 − t2|

q
∑
j≤N

2j(−2+
n
p′+

λ
p
)q
∥∥∥(∂̂tu)j∥∥∥q

L1(I,Mλ
p)

≲ |t1 − t2|
q × ∥∂tu∥q

L1

(
0,T ;FN

−2+ n
p′+

λ
p

p,λ,q

)

≲ |t1 − t2|
q ×

(
∥∆v∥q

L1

(
0,T ;FN

−2+ n
p′+

λ
p

p,λ,q

) + ∥∇ · (v∇ϕ)∥q
L1

(
0,T ;FN

−2+ n
p′+

λ
p

p,λ,q

) )
≲ |t1 − t2|

q ×
(
∥v∥q

L1

(
0,T ;FN

n
p′+

λ
p

p,λ,q

) + ∥∇ · (v∇ϕ)∥q
L1

(
0,T ;FN

−2+ n
p′+

λ
p

p,λ,q

) )
≲ |t1 − t2|

q ×
(
∥v0∥q

FN
−2+ n

p′+
λ
p

p,λ,q

+ 2 ∥∇ · (v∇ϕ)∥q
L1

(
0,T ;FN

−2+ n
p′+

λ
p

p,λ,q

) ).
Ainsi, nous obtenons la continuité de v par rapport au temps t. De même, on utilise la

même technique pour obtenir la continuité de w par rapport au temps t, donc (v,w) ∈

C

(
[0, T);FN

−2+ n
p′+

λ
p

p,λ,q

)
.

2.3 Etude du système (DHS) dans les espaces de Fourier-Besov-
Morrey à exposants variables

Avant d’exposer nos résultats, on rappelle en premier lieu un lemme qui sera utilisé dans

notre étude.

Proposition 2.3.1 ([110]) Soient 1 ≤ p, q, r, r1, r2 ≤ ∞ et s1, s2 ∈ R tels que s1 < n
p′

, s2 <
n
p′

et

s1 + s2 > max
{
n
p′
− n

p
, 0
}
, où 1/p+ 1/p′ = 1. Alors pour u ∈ FBs1p,q, v ∈ FBs2p,q, on a

∥uv∥
Lr(0,T ;FBs1+s2−n/p′

p,q )
≤ C∥u∥Lr1 (0,T ;FBs1p,q)∥v∥Lr2 (0,T ;FBs2p,q), (2.3.1)

où 1
r
= 1

r1
+ 1

r2
.

Remarque 2.3.2 Si on prend p = 2, alors par l’identité de Plancherel l’estimation (2.3.1) devient

∥uv∥
Lr(0,T ;FN s1+s2−n/p′

2,2,q )
≤ C∥u∥Lr1 (0,T ;FN s1

2,2,q)
∥v∥Lr2 (0,T ;FN s2

2,2,q)
.
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2.3.1 Existence globale

Dans cette partie, nous utilisons le principe de contraction de Banach afin d’obtenir l’exis-

tence de solution globale du système (2.0.1).

Tout d’abord, nous considérons le problème de Cauchy de l’équation dissipative : ut + µ(−∆)
αu = f(x, t) dans Rn × R+,

u(x, 0) = u0 dans Rn,
(2.3.2)

pour laquelle nous avons le lemme suivant :

Lemme 2.3.3 Soient I = [0, T), T ∈ (0, ∞], 1 ≤ θ, q ≤ ∞, s(·) ∈ Clog(Rn) et p(·),
p1(·), λ(·) ∈ P0(Rn) telles que p1(·) ≤ p(·), p(·) ≤ λ(·) < ∞. Supposons que u0 ∈ FN

s(·)+ n
p ′(·)

p(·),λ(·),q

et f ∈ Lθ(I,FN
s(·)+ n

p ′(·)+
2α
θ
−2α

p(·),λ(·),q ). Alors le problème de Cauchy (2.3.2) a une solution unique u ∈

L∞(I;FN
s(·)+ n

p ′
1
(·)

p(·),λ(·),q ) ∩ Lθ(I;FN
s(·)+ n

p ′
1
(·)+

2α
θ
−2α

p(·),λ(·),q ) de telle sorte que pour tout θ1 ∈ [θ, ∞],

∥u∥
Lθ1 (I,FN

s(·)+ n
p ′
1
(·)

+ 2α
θ1

p1(·),λ(·),q
)

≲ ∥u0∥
FN

s(·)+ n
p ′(·)

p(·),λ(·),q

+ ∥f∥
Lθ(I,FN

s(·)+ n
p ′(·)+

2α
θ

−2α

p(·),λ(·),q )

. (2.3.3)

En outre, si q <∞, alors u ∈ C(I,FN
s(·)+ n

p ′
1
(·)

p1(·),λ(·),q).

Preuve. D’après le Lemme 5 de Abidin [1, p7], on sait déjà que l’estimation linéaire (2.3.3)

est établie. Dans ce qui suit, nous allons montrer la continuité de u(t, x) en temps t lorsque

q est fini (q <∞). Pour t1, t2 ∈ I,

∥u (t1) − u (t2)∥q
FN

s(·)+ n
p′
1
(·)

p1(·),λ(·),q

≤
∑
j≤K

∥∥∥2j(s(·)+ n
p′
1
(·) )
(
ûj (t1) − ûj (t2)

)∥∥∥q
Mλ(·)

p1(·)

+ 2
∑
j>K

∥∥∥2j(s(·)+ n
p′
1
(·) )ûj(t)

∥∥∥q
L∞(I,Mλ(·)

p1(·)

) ,

où ûj = φjû. Pour chaque petite constante ε > 0, prenons K suffisamment grand pour que∑
j>K

∥∥∥2j(s(·)+ n
p′
1
(·) )ûj(t)

∥∥∥q
L∞(I,Mλ(·)

p1(·)

) ≤ ε

4
.
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En appliquant la formule de Taylor, on obtient∑
j≤K

∥∥∥2j(s(·)+ n
p′
1
(·) )
(
ûj (t1) − ûj (t2)

)∥∥∥q
Mλ(·)

p1(·)

≲ |t1 − t2|
q

θ ′ 2qK(2α−
2α
θ )

∑
j≤K

∥∥∥∥2j(s(·)+ n
p′
1
(·)+

2α
θ
−2α)

( ^∂tu)j

∥∥∥∥q
Lθ
(
I,Mλ(·)

p1(·)

)
≲ |t1 − t2|

q

θ ′ × ∥∂tu∥q
Lθ(I,FN

s(·)+ n
p ′
1
(·)

+ 2α
θ

−2α

p1(·),λ(·),q
)

≲ |t1 − t2|
q

θ ′ ×
(
∥(−∆)αu∥q

Lθ(I,FN
s(·)+ n

p ′
1
(·)

+ 2α
θ

−2α

p1(·),λ(·),q
)

+ ∥f∥q
Lθ(I,FN

s(·)+ n
p ′
1
(·)

+ 2α
θ

−2α

p1(·),λ(·),q
)

)

≲ |t1 − t2|
q

θ ′ ×

∥u∥q
Lθ(I,FN

s(·)+ n
p ′
1
(·)

+ 2α
θ

p1(·),λ(·),q
)

+ ∥f∥q
Lθ(I,FN

s(·)+ n
p ′
1
(·)

+ 2α
θ

−2α

p1(·),λ(·),q
)


≲ |t1 − t2|

q

θ ′ ×

∥u0∥q
Lθ(I,FN

s(·)+ n
p ′(·)

p(·),λ(·),q )

+ 2 ∥f∥q
Lθ(I,FN

s(·)+ n
p ′(·)+

2α
θ

−2α

p(·),λ(·),q )

 ,
où l’estimation (2.3.3) est utilisée dans la dernière inégalité. Ainsi, on obtient la continuité

de u par rapport au temps t.

Théorème 2.3.4 Soient n > 3, p(·), λ(·) ∈ P0 (Rn) ∩ Clog (Rn) , 2 < r ≤ +∞, 2 ≤ p(·) ≤ 6,

p(·) ≤ λ(·) <∞ et 1 ≤ q < 3. Alors, il existe une constante positive σ0 telle que pour toute données

initiales (v0, w0) ∈ FN
−2+ n

p′(·)
p(·),λ(·),q avec

∥(v0, w0)∥
FN

−2+ n
p′(·)

p(·),λ(·),q

≤ σ0,

le système (2.0.1) a une solution globale unique (v,w) ∈ Y, où

Y := Lr
(
R+;FN

−2+ n
p′(·)+

2
r

p(·),λ(·),q

)
∩ Lr

(
R+;FN−2+n

2
+ 2

r

2,2,q

)
∩ L∞ (R+;FN−2+n

2

2,2,q

)
.

En outre,

∥(v,w)∥Y ≲ ∥(v0, w0)∥
FN

−2+ n
p′(·)

p(·),λ(·),q

.

Remarque 2.3.5 — Le Théorème 3.0.1 peut être considéré comme un complément aux résultats

antérieurs correspondants au système de Debye-Hückel dans les espaces de Fourier-Besov-

Morrey classiques.

— On n’a pas pu montrer l’existence globale pour (2.0.1) dans le cas où 2 ≤ n ≤ 3. Il s’agit là

d’une question ouverte.
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Preuve du Théorème 3.0.1. D’après le principe de Duhamel, la solution (v,w) du système

(2.0.1) peut être représentée comme suit

v = S(t)v0 −
∫ t
0

S(t− τ)∇ · (v∇ϕ)(·, τ)dτ := Q1(v,w),

w = S(t)w0 −
∫ t
0

S(t− τ)∇ · (w∇ϕ)(·, τ)dτ := Q2(v,w),

où S(t)u := et∆u = F−1(e−t|ξ|
2F(u)).

Il est important de noter que l’espace Y défini dans le Théorème 3.0.1 est un espace de

Banach équipé de la norme

∥u∥Y = ∥u∥
Lr(R+;FN

−2+ n
p′(·)+

2
r

p(·),λ(·),q )

+ ∥u∥
Lr(R+;FN

−2+n
2
+ 2

r
2,2,q )

+ ∥u∥
L∞(R+;FN

−2+n
2

2,2,q )
.

Posons

B(v,ϕ) :=

∫ t
0

S(t− τ)∇ · (v∇ϕ)(τ, x)dτ.

Nous définissons l’application G de la manière suivante :

G(v,w) := (Q1(v,w),Q2(v,w)) = (v,w).

Notez que S(t)v0 peut être considérée comme la solution de l’équation (2.3.2) avec f = 0.

D’après le Lemme 2.3.3 et en tenant compte de l’hypothèse p(·) ≥ 2, on obtient

∥S(t)v0∥
Lr

(
R+;FN

−2+ n
p′(·)+

2
r

p(·),λ(·),q

) ≲ ∥v0∥
FN

−2+ n
p′(·)

p(·),λ(·),q

,

∥S(t)v0∥
Lr

(
R+;FN

−2+n
2
+ 2

r
2,2,q

) ≲ ∥v0∥
FN

−2+ n
p′(·)

p(·),λ(·),q

,

∥S(t)v0∥
L∞(R+;FN

−2+n
2

2,2,q

) ≲ ∥v0∥
FN

−2+ n
p′(·)

p(·),λ(·),q

.

Donc, ∥S(t)v0∥Y ≲ ∥v0∥
FN

−2+ n
p′(·)

p(·),λ(·),q

.

De même, ∥S(t)w0∥Y ≲ ∥w0∥
FN

−2+ n
p′(·)

p(·),λ(·),q

. Ainsi

∥(S(t)v0,S(t)w0)∥Y ≤ C1 ∥(v0, w0)∥
FN

−2+ n
p′(·)

p(·),λ(·),q

. (2.3.4)

Nous avons l’estimation bilinéaire suivante

∥B(v,ϕ)∥Y ≤ C2∥(v,w)∥2Y . (2.3.5)
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En effet, soit p⋆(·) = 6p(·)
6−p(·) et s(·) = −2 + n

p′(·) +
2
r
, en utilisant l’inégalité de Hölder, l’inéga-

lité de Hausdorf-Young, l’inégalité de Young, l’inclusion (1.9.2) et la Proposition 2.3.1, nous

aurons

∥B(v,ϕ)∥
Lr

(
R+;FN

−2+ n
p′(·)+

2
r

p(·),λ(·),q

) (2.3.6)

=

∥∥∥∥∫ t
0

S(t− τ)∇ · (v∇ϕ)dτ
∥∥∥∥
Lr

(
R+;FN

−2+ n
p′(·)+

2
r

p(·),λ(·),q

)

≲

∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∫ t
0

2js(·)φje
−(t−τ)|ξ|2F

(
∇ · (v∇ϕ)

)
dτ

∥∥∥∥
Lr
(
R+;M

λ(·)
p(·)

)
∥∥∥∥∥∥
lq

≲

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∫ t
0

∥∥∥r −n
p⋆(·)2j(s(·)+1)φje

−(t−τ)|ξ|2
∥∥∥
Lp

⋆(·)
∥F(v∇ϕ)∥

M
λ(·)
6

dτ

∥∥∥∥
Lr(R+)

∥∥∥∥∥
lq

≲

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∫ t
0

∥∥∥r −n
p⋆(·)2j(s(·)+1)φje

−(t−τ)|ξ|2
∥∥∥
Lp

⋆(·)
∥v∇ϕ∥

M
λ(·)
6
5

dτ

∥∥∥∥
Lr(R+)

∥∥∥∥∥
lq

≲
∥∥∥∥∥∥ ∫ t

0

2j(−1+
5n
6
+ 2

r )e−(t−τ)22j
∥∥∥r −n

p⋆(·)2
−nj 1

p⋆(·)φj

∥∥∥
Lp

⋆(·)

∥∥∆̇j(v∇ϕ)∥∥Mλ(·)
6
5

dτ
∥∥∥
Lr(R+)

∥∥∥
lq

≲

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥2j(−3+ 5n

6
+ 2

r )
∥∥∆̇j(v∇ϕ)∥∥Mλ(·)

6
5

∥∥∥∥
Lr(R+)

∥∥∥e−t22j22j∥∥∥
L1(R+)

∥∥∥∥∥
lq

(2.3.7)

≲

∥∥∥∥∥∥∥2j(−3+ 5n
6
+ 2

r )
∥∥∆̇j(v∇ϕ)∥∥

L
6
5

∥∥∥
Lr(R+)

∥∥∥∥
lq

≲ ∥v∇ϕ∥
Lr(R+;N

−3+ 5n
6

+ 2
r

6
5
,q

)

≲ ∥v∇ϕ∥
Lr(R+;FN

−3+n
2
+ 2

r
2,2,q )

≲ ∥v∥
L∞(R+;FN

−2+n
2

2,2,q )
∥∇ϕ∥

Lr(R+;FN
−1+n

2
+ 2

r
2,2,q )

,

où on a utilisé l’estimation suivante dans l’inégalité (2.3.7) :

∥2
−n

p⋆(·) jφj∥Lp⋆(·)

= inf{λ > 0 :
∫
R3

∣∣∣∣∣2
−n

p⋆(·) jφj

λ

∣∣∣∣∣
p⋆(·)

dx ≤ 1}

= inf{λ > 0 :

∫
R3

∣∣∣φj
λ

∣∣∣p⋆(·) 2−njdx ≤ 1}
= inf{λ > 0 :

∫
R3

∣∣∣φ
λ

∣∣∣ 6p(2j)

6−p(2j) dx ≤ 1}

≤ C.
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Puisque ϕ = (−∆)−1(w− v), le Lemme 1.9.12 entraîne que

∥∇ϕ∥
Lr(R+;FN

−1+n
2
+ 2

r
2,2,q )

≲ ∥(v,w)∥
Lr(R+;FN

−2+n
2
+ 2

r
2,2,q )

.

Nous avons donc

∥B(v,ϕ)∥
Lr

(
R+;FN

−2+ n
p′(·)+

2
r

p(·),λ(·),q

)

≲ ∥v∥
L∞(R+;FN

−2+n
2

2,2,q )
∥(v,w)∥Y

≲ ∥(v,w)∥2Y .

De manière similaire, nous obtenons

∥B(v,ϕ)∥
Lr

(
R+;FN

−2+n
2
+ 2

r
2,2,q

)
∩L∞(R+;FN

−2+n
2

2,2,q

)
≲ ∥(v,w)∥2Y .

Par conséquent, l’estimation souhaitée est établie.

En utilisant l’estimation (4.1.4), on obtient

∥Q1(v,w)∥Y ≤ ∥S(t)v0∥Y + C2 ∥(v,w)∥2Y .

De même, on peut obtenir

∥Q2(v,w)∥Y ≤ ∥S(t)w0∥Y + C2 ∥(v,w)∥2Y .

∥G(v,w)∥Y ≤ ∥(S(t)v0,S(t)w0)∥Y + C2 ∥(v,w)∥2Y .

D’après le Lemme 1.3.1, on sait que si ∥(S(t)v0,S(t)w0)∥Y < κ avec κ = 1
4C2

, alors G a un

point fixe dans la boule fermée B(0, 2κ) := {x ∈ Y : ∥x∥Y ≤ 2κ}. D’après l’estimation (4.1.3),

il existe une constante positive C1 qui dépend uniquement de n telle que

∥(S(t)v0,S(t)w0)∥Y ≤ C1 ∥(v0, w0)∥
FN

−2+ n
p′(·)

p(·),λ(·),q

.

Ainsi, si ∥(v0, w0)∥
FN

−2+ n
p′(·)

p(·),λ(·),q

< σ avec σ = κ
C1

, alors on a ∥(S(t)v0,S(t)w0)∥Y < κ. Cela

prouve l’existence globale pour des petites données initiales.
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2.3.2 Régularité Gevrey

Dans cette partie, nous montrons l’analyticité de la solution obtenue dans le Théorème

3.0.1.

Théorème 2.3.6 Supposons que p(·), λ(·) ∈ P0 (Rn) ∩ Clog (Rn) , 1 ≤ r ≤ +∞, 2 ≤ p(·) ≤ 6,

p(·) ≤ λ(·) <∞ et 1 ≤ q < 3. Alors, il existe une constante positive σ ′
0 telle que pour toute donnée

initiale (v0, w0) ∈ FN
−2+ n

p′(·)
p(·),λ(·),q avec

∥(v0, w0)∥
FN

−2+ n
p′(·)

p(·),λ(·),q

≤ σ ′
0,

le système (2.0.1) a une solution analytique unique telle que

∥
(
e
√
t|D|v, e

√
t|D|w

)
∥Y ≲ ∥(v0, w0)∥

FN
−2+ n

p′(·)
p(·),λ(·),q

,

où e
√
t|D|u = F−1(e

√
t|ξ|û).

Preuve. On définit V(t) = e
√
t|D|v(t),W(t) = e

√
t|D|w(t), et Φ(t) = e

√
t|D|ϕ(t) = W(t) − V(t).

On voit alors que (V(t),W(t)) satisfait le système intégral suivant :

V(t) = e
√
t|D|S(t)v0 −

∫ t
0

e[(
√
t−

√
s)|D|+(t−s)∆]∇ · e

√
s|D|
(
e−

√
s|D|V(s)e−

√
s|D|∇Φ(s)

)
ds

:= e
√
t|D|S(t)v0 − B(V,Φ),

W(t) = e
√
t|D|S(t)w0 +

∫ t
0

e[(
√
t−

√
s)|D|+(t−s)∆]∇ · e

√
s|D|
(
e−

√
s|D|W(s)e−

√
s|D|∇Φ(s)

)
ds

:= e
√
t|D|S(t)w0 + B(W,Φ).

Afin d’obtenir l’analyticité de la solution, nous commençons par estimer le terme linéaire

e
√
t|D|S(t)v0. En utilisant la transformée de Fourier, en multipliant par 2−2+

n
p′(·)+

2
rφj et en

prenant la norme Lr(R+;M
λ(·)
p(·)), nous obtenons∥∥∥∥2j(−2+ n

p′(·)+
2
r
)
φj

̂e
√
t|D|S(t)v0

∥∥∥∥
Lr(R+;M

λ(·)
p(·))

≲
∥∥∥e√t|ξ|−t|ξ|22j(−2+ n

p′(·)+
2
r
)
φjv̂0

∥∥∥
Lr(R+;M

λ(·)
p(·))

≲
∥∥∥e− t

2
|ξ|22

j(−2+ n
p′(·)+

2
r
)
φjv̂0

∥∥∥
Lr(R+;M

λ(·)
p(·))

où nous avons utilisé le fait que e
√
t|ξ|− 1

2
t|ξ|2 = e−

1
2
(
√
t|ξ|−1)2+ 1

2 ≤ e 1
2 .

Donc, en prenant la norme lq, nous pouvons conclure que∥∥∥e√t|D|S(t)v0
∥∥∥
Lr(R+;FN

−2+ n
p′(·)+

2
r

p(·),λ(·),q )

≲ ∥v0∥
FN

−2+ n
p′(·)

p(·),λ(·),q

.
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De manière analogue, nous avons∥∥∥e√t|D|S(t)v0
∥∥∥
Lr(R+;FN

−2+n
2
+ 2

r
2,2,q )

≲ ∥v0∥
FN

−2+ n
p′(·)

p(·),λ(·),q

et ∥∥∥e√t|D|S(t)v0
∥∥∥
L∞(R+;FN

−2+n
2

2,2,q )
≲ ∥v0∥

FN
−2+ n

p′(·)
p(·),λ(·),q

.

Alors
∥∥∥e√t|D|S(t)v0

∥∥∥
Y
≲ ∥v0∥

FN
−2+ n

p′(·)
p(·),λ(·),q

.

De la même façon,
∥∥∥e√t|D|S(t)w0

∥∥∥
Y
≲ ∥w0∥

FN
−2+ n

p′(·)
p(·),λ(·),q

.

D’où ∥∥∥(e√t|D|S(t)v0, e
√
t|D|S(t)w0)

∥∥∥
Y
≲ ∥(v0, w0)∥

FN
−2+ n

p′(·)
p(·),λ(·),q

.

En utilisant le Lemme 2.1.7 (pour β = 2), on obtient∥∥∥∥2j−2+ n
p′(·)+

2
rφjB̂(V,Φ)

∥∥∥∥
Lr(R+;M

λ(·)
p(·))

≲
∥∥∥2j(−2+ n

p′(·)+
2
r
+1)
φje

√
t|ξ|

∫ t
0

e−(t−τ)|ξ|2 ̂(e−
√
τ|D|Ve−

√
τ|D|∇Φ)dτ

∥∥∥
Lr(R+;M

λ(·)
p(·))

≲
∥∥∥2j(−2+ n

p′(·)+
2
r
+1)
φje

√
t|ξ|

∫ t
0

e−(t−τ)|ξ|2
∫
Rn

(e−
√
τ|ξ−y| ̂V(ξ− y)e−

√
τ|y|∇̂Φ(y))dydτ

∥∥∥
Lr(R+;M

λ(·)
p(·))

≲
∥∥∥2(−2+ n

p′(·)+
2
r
+1)
φj

∫ t
0

e−
1
2
(t−τ)|ξ|2

∫
Rn

e
√
t|ξ|− 1

2
(t−τ)|ξ|2−

√
τ(|ξ−y|+|y|)( ̂V(ξ− y)∇̂Φ(y))dydτ

∥∥∥
Lr(R+;M

λ(·)
p(·))

≲

∥∥∥∥2j(−2+ n
p′(·)+

2
r
+1)
φj

∫ t
0

e−
1
2
(t−τ)|ξ|2

∫
Rn

( ̂V(ξ− y)∇̂Φ(y))dydτ

∥∥∥∥
Lr(R+;M

λ(·)
p(·))

≲

∥∥∥∥2j(−2+ n
p′(·)+

2
r
+1)
φj

∫ t
0

e−
1
2
(t−τ)|ξ|2 ̂(V∇Φ)dτ

∥∥∥∥
Lr(R+;M

λ(·)
p(·))

.

En répétant les mêmes arguments que ceux utilisés pour obtenir l’estimation bilinéaire (4.1.4),

on aboutit à ∥∥B(V,Φ)
∥∥
Y ≲ ∥(V,W)∥2Y .

Le reste de la preuve est omis car il est analogue à la preuve du Théorème 2.1.
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Dans ce chapitre, nous étudions l’équation quasi-géostrophique (QG) dissipative critique

et sous-critique sur l’espace R2 tout entier.
∂tθ+ K[θ] · ∇θ+ µΛ2αθ = 0, x ∈ R2, t > 0,
K[θ] = (−R2θ,R1θ) ,

θ(0, x) = θ0(x).

(3.0.1)

Rappelons que α ≥ 1
2

est un nombre réel, µ > 0 est le coefficient dissipatif, θ : (x, t) ∈
R2 × R+ → R est une fonction scalaire modélisant la température du fluide, et R1 et R2

désignent les transformées de Riesz usuelles dans R2, K[θ] est la vitesse du fluide définie

par :

K[θ] =
(
∂x2(−∆)

1/2θ,−∂x1(−∆)
1/2θ

)
.

Afin de résoudre l’équation (3.0.1), nous considérons l’équation intégrale équivalente

suivante qui découle du principe de Duhamel

θ(t) = Sα(t)θ0 + B(θ, θ)(t), (3.0.2)

où Sα := e−t(−∆)
α désigne l’opérateur de semi-groupe de la chaleur fractionnaire, qui peut
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être considéré comme l’opérateur de convolution avec le noyau kt(x) = F−1(e−t|ξ|
2α
), et

B(θ,ψ)(t) = −

∫ t
0

Sα(t− τ) (K[θ] · ∇ψ)) (τ)dτ. (3.0.3)

Dans un premier temps, nous montrons l’existence de solutions globales pour l’équation

(3.0.1), à condition que les données initiales soient petites et appartiennent à l’espace de

Fourier-Besov-Morrey FN
3−2α+λ−2

p

p,λ,q .

Théorème 3.0.1 (Existence de solution globale)

Soient 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, 0 ≤ λ < 2 et θ0 ∈ FN
3−2α+λ−2

p

p,λ,q . Supposons que α et q vérifient

l’une des hypothèses suivantes :

a) 1
2
< α < 2+ λ−2

2p
et 1 ≤ q ≤ ∞,

b) α = 2+ λ−2
2p

et q ∈ [1, 2],

c) α = 1
2

et q = 1.

Alors, il existe une constante β > 0 telle que si θ0 satisfait ∥θ0∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

≤ β, l’équation (3.0.1)

admet une unique solution globale θ ∈ C
(
R+,FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

)
∩L1

(
R+,FN

3+λ−2
p

p,λ,q

)
, tel que ∥θ∥X ≲

∥θ0∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

, où

X = L∞(R+,FN
3−2α+λ−2

p

p,λ,q

)
∩ L1

(
R+,FN

3+λ−2
p

p,λ,q

)
.

En outre, la solution θ dépend continûment de la donnée initiale θ0.

Ensuite, nous présentons notre deuxième résultat principal qui établit l’existence d’un

temps T > 0 et d’une unique solution locale θ ∈ C
(
[0, T) ,FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

)
∩L4

(
(0, T ],FN

3− 3
2
α+λ−2

p

p,λ,q

)
pour l’équation (3.0.1).

Théorème 3.0.2 (Existence de solution locale)

Soient I = (0, T ], 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ q < ∞, 0 ≤ λ < 2 et 2
3
< α < 4

3
+ λ−2

3p
. Supposons que

θ0 ∈ FN
3−2α+λ−2

p

p,λ,q . Il existe un temps T > 0 tel que l’équation (3.0.1) admet une unique solution

locale dans YT avec Y
T=C

(
I,FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

)
∩L4

(
I,FN

3− 3
2
α+λ−2

p
p,λ,q

).

Si l’on suppose que le temps maximal d’existence est fini, le théorème suivant garantit

un critère de blow-up pour les solutions de l’équation (3.0.1).
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Théorème 3.0.3 Sous les hypothèses de Théorème 3.0.2. Soit θ ∈ C
(
[0, T ∗) ,FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

(
R2
))

∩

L1
(
[0, T ∗) ,FN

3+λ−2
p

p,λ,q

)
la solution maximale de (3.0.1). Alors

T ∗ <∞ =⇒ ∫ T∗
0

∥θ∥
FN

3+λ−2
p

p,λ,q

= ∞. (3.0.4)

Enfin, nous présentons un résultat sur le comportement asymptotique des solutions dans le

contexte des espaces de Fourier-Besov-Morrey.

Théorème 3.0.4 (Comportement asymptotique) Soient 2
3
< α < 1, 1 ≤ p, q ≤ 2, 0 ≤ λ ≤

2−p, et θ ∈ C
(
R+,FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

)
soit une solution globale de (3.0.1) donnée par le Théorème 3.0.2.

Alors,

lim
t−→∞ ∥θ(t)∥

FN
3−2α+λ−2

p
p,λ,q

= 0.

Remarque 3.0.5 Il est important de noter que des résultats similaires ont été prouvés par Benameur

et Benhamed [21], dans lesquels ils considèrent la même équation dans l’ espace de Lei-Lin (qui est un

cas particulier des espaces de Fourier-Besov-Morrey en prenant p = q = 1 et λ = 0). Par conséquent,

nos résultats étendent ceux de [21].

La preuve du Théorème 3.0.3 nécessite le lemme suivant :

Lemme 3.0.6 Soient T > 0, α > 0, s ∈ R, et U,V ∈ S′
(
R2
)

tels que divU = 0. Alors,∫ t
0

∥∥∥e−(t−z)Λ2α

U · ∇V
∥∥∥
FN s

p,λ,q

dz ≤
∫ t
0

∥U · V∥FN s+1
p,λ,q

dz,

pour tout t ∈ (0, T ].

Preuve. Nous avons∫ t
0

∥∥∥e−(t−z)Λ2α

U · ∇V
∥∥∥
FN s

p,λ,q

dz =

∫ t
0

(∑
j∈Z

2jsq
∥∥∥φjF(e−(t−z)Λ2α

U · ∇V)
∥∥∥q

Mλ
p

) 1
q

dz

=

∫ t
0

(∑
j∈Z

2jsq
∥∥∥φje−(t−z)ξ2αF(U · ∇V)

∥∥∥q
Mλ

p

) 1
q

dz

≤
∫ t
0

(∑
j∈Z

2jsq ∥φjF(U · ∇V)∥qMλ
p

) 1
q

dz.
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D’autre part, en utilisant la Remarque 1.7.3 et le fait que divU = 0, il en résulte(∑
j∈Z

2jsq ∥φjF(U · ∇V)∥qMλ
p

) 1
q

=

(∑
j∈Z

2jsq ∥φjF(div(U · V))∥qMλ
p

) 1
q

≤
∫ t
0

∥U · V∥FN s+1
p,λ,q

dz,

ce qui achève la preuve.

3.1 Estimations bilinéaires dans les espaces de Fourier-Besov-
Morrey

Dans cette section, nous allons établir deux résultats relatifs aux espaces spatio-temporels

mixtes de Fourier-Besov-Morrey, qui traitent le produit de deux fonctions dans ces espaces.

Nous soulignons que ces résultats sont cruciaux pour montrer les Théorèmes 3.0.1 et 3.0.2.

Proposition 3.1.1 Soient 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ et 0 ≤ λ < 2. Supposons que α et q vérifient

l’une des hypothèses suivantes :

a) 1
2
< α < 2+ λ−2

2p
et 1 ≤ q ≤ ∞,

b) α = 2+ λ−2
2p

et q ∈ [1, 2],

c) α = 1
2

et q = 1.

Alors, il existe une constante η0 > 0 telle que

∥B(θ,ψ)∥X ≤ η0∥θ∥X∥ψ∥X, (3.1.1)

pour tout θ,ψ ∈ X avec X = L∞(R+,FN
3−2α+λ−2

p

p,λ,q

)
∩ L1

(
R+,FN

3+λ−2
p

p,λ,q

)
.

Preuve. Nous allons établir l’estimation (3.1.1) pour les hypothèses a), b) et c).

Commençons par l’hypothèse a). En utilisant le Lemme 1.7.8 et la Remarque 1.7.3, il est facile

de vérifier que

∥B(θ,ψ)∥X ≲ ∥K[θ] · ∇ψ∥
L1

(
R+,FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

)

≲ ∥div(K[θ]ψ)∥
L1

(
R+,FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

)

≲ ∥K[θ]ψ∥
L1

(
R+,FN

4−2α+λ−2
p

p,λ,q

). (3.1.2)

FACULTÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES 72 UNIVERSITÉ SULTAN MOULAY SLIMANE



ACHRAF AZANZAL THÈSE DE DOCTORAT LABORATOIRE : LMACS

Donc, le reste de la preuve consiste à montrer que

∥K[θ]ψ∥
L1

(
R+,FN

4−2α+λ−2
p

p,λ,q

) ≲ ∥θ∥X∥ψ∥X. (3.1.3)

Rappelons que K[θ] = (−R2θ,R1θ) . Puisque R̂jθ(ξ) = −i
ξj
|ξ|
θ̂(ξ), j = 1, 2, alors

∥K̂[θ]∥ ≲ ∥θ̂∥. (3.1.4)

En appliquant la décomposition du para-produit de Bony et la propriété de quasi-orthogonalité

pour la décomposition de Littlewood-Paley, pour j fixe, on obtient

∆̇j(K[θ]ψ) =
∑

|k−j|≤4

∆̇j(Ṡk−1K[θ]∆̇kψ) +
∑

|k−j|≤4

∆̇j(Ṡk−1ψ∆̇kK[θ])

+
∑
k≥j−3

∆̇j(∆̇kK[θ]
˜̇∆kψ)

= I1j + I
2
j + I

3
j . (3.1.5)

Par l’inégalité triangulaire dansMλ
p et dans lq(Z), on voit bien que

∥K[θ]ψ∥
L1

(
R+,FN

4−2α+λ−2
p

p,λ,q

) =

{∑
j∈Z

2j(4−2α+
λ−2
p

)q∥ ̂∆̇j(K[θ]ψ)∥qL1(R+,Mλ
p)

} 1
q

≤

{∑
j∈Z

2j(4−2α+
λ−2
p

)q∥Î1j ∥
q

L1(R+,Mλ
p)

} 1
q

+

{∑
j∈Z

2j(4−2α+
λ−2
p

)q∥Î2j ∥
q

L1(R+,Mλ
p)

} 1
q

+

{∑
j∈Z

2j(4−2α+
λ−2
p

)q∥Î3j ∥
q

L1(R+,Mλ
p)

} 1
q

:= E1 + E2 + E3.

L’inégalité de Bernstein (1.6.3) (avec |γ| = 0) entraîne∥∥∥φlK̂[θ]∥∥∥
L1

≤ C2l(2−
2−λ
p

)
∥∥∥φlK̂[θ]∥∥∥

Mλ
p

≲ 2l(2+
λ−2
p

)
∥∥φlθ̂∥∥Mλ

p
, (3.1.6)

où nous avons utilisé (3.1.4).

Ainsi, en utilisant l’inégalité de Young dans les espaces de Morrey (1.6.2) et l’estimation
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(3.1.6), on obtient

∥Î1j ∥L1(R+,Mλ
p)
≤

∑
|k−j|≤4

∥ ̂(Ṡk−1K[θ]∆̇kψ)∥L1(R+,Mλ
p)

≤
∑

|k−j|≤4

∥φkψ̂∥L1(R+,Mλ
p)

∑
l≤k−2

∥φlK̂[θ]∥L∞(R+,L1)

≲
∑

|k−j|≤4

∥φkψ̂∥L1(R+,Mλ
p)

∑
l≤k−2

2(2+
λ−2
p

)l∥φlθ̂∥L∞(R+,Mλ
p)

≲
∑

|k−j|≤4

∥φkψ̂∥L1(R+,Mλ
p)

∑
l≤k−2

2(3−2α+
λ−2
p

)l2(2α−1)l∥φlθ̂∥L∞(R+,Mλ
p)

≲
∑

|k−j|≤4

∥φkψ̂∥L1(R+,Mλ
p)
2k(2α−1)∥2(3−2α+

λ−2
p

)l∥φlθ̂∥L∞(R+,Mλ
p)
∥lq(Z)

≲ ∥θ∥
L∞(R+,FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q )
2j(−4+2α−

λ−2
p

)×∑
k∈Z

2−(j−k)(−4+2α−λ−2
p

)χ{k ′;|k ′|≤4}(j− k)2
k(3+λ−2

p
)∥φkψ̂∥L1(R+,Mλ

p)

≲ ∥θ∥
L∞(R+,FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q )
2j(−4+2α−

λ−2
p

)(Ek ′ ∗ Qk)j,

avec Ek ′ = 2−k
′(−4+2α−λ−2

p
)χ{k ′;|k ′|≤4} et Qk = 2

k(3+λ−2
p

)∥φkψ̂∥L1(R+,Mλ
p)
.

Par conséquent, en utilisant l’inégalité de Young pour les séries, on trouve

E1 ≲ ∥θ∥
L∞(R+,FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q )
∥Ek ′∥l1(Z)∥Qk∥lr(Z)

≲ ∥θ∥
L∞(R+,FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q )
∥ψ∥

L1(R+,FN
3+λ−2

p
p,λ,q )

.

De la même manière, on obtient

E2 ≲ ∥ψ∥
L∞(R+,FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q )
∥θ∥

L1(R+,FN
3+λ−2

p
p,λ,q )

.

Pour E3, nous utilisons d’abord l’inégalité de Young dans les espaces de Morrey (1.6.2), l’in-

égalité de Bernstein (avec |γ| = 0) ainsi que l’inégalité de Hölder pour obtenir

FACULTÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES 74 UNIVERSITÉ SULTAN MOULAY SLIMANE



ACHRAF AZANZAL THÈSE DE DOCTORAT LABORATOIRE : LMACS

∥Î3j ∥L1(R+,Mλ
p)
≤

∑
k≥j−3

∥
̂

(∆̇kK[θ]
˜̇∆kψ)∥L1(R+,Mλ

p)

≤
∑
k≥j−3

∥ ̂(∆̇kK[θ] ∗
̂̇̃
∆kψ)∥L1(R+,Mλ

p)

≤
∑
k≥j−3

∥φkK̂[θ]∥L1(R+,Mλ
p)

∑
|l−k|≤1

∥φlψ̂∥L∞(R+,L1)

≲
∑
k≥j−3

∥φkθ̂∥L1(R+,Mλ
p)

∑
|l−k|≤1

2(2+
λ−2
p

)l∥φlψ̂∥L∞(R+,Mλ
p)

≲
∑
k≥j−3

∥φkθ̂∥L1(R+,Mλ
p)

∑
|l−k|≤1

2(3−2α+
λ−2
p

)l2l(2α−1)∥φlψ̂∥L∞(R+,Mλ
p)

≲
∑
k≥j−3

2k(2α−1)∥φkθ̂∥L1(R+,Mλ
p)
∥2(3−2α+

λ−2
p

)l∥φlψ̂∥L∞(R+,Mλ
p)
∥lq(Z)

≲ ∥ψ∥
L∞(R+,FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q )
2j(−4+2α−

λ−2
p

)×∑
k∈Z

2−(j−k)(−4+2α−λ−2
p

)χ{k ′;k ′≤2}(j− k)2
k(3+λ−2

p
)∥φkθ̂∥L1(R+,Mλ

p)

≲ ∥ψ∥
L∞(R+,FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q )
2j(−4+2α−

λ−2
p

)(Ek ′ ∗ Qk)j,

où E1k ′ = 2
−k ′(−4+2α−λ−2

p
)χ{k ′;k ′≤2} et Qk = 2

k(3+λ−2
p

)∥φkθ̂∥L1(R+,Mλ
p)
.

Ensuite, en appliquant l’inégalité de Young pour les séries, on obtient

E3 ≲ ∥ψ∥
L∞(R+,FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q )
∥Ek ′∥l1(Z)∥Qk∥lq(Z)

≲ ∥ψ∥
L∞(R+,FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q )
∥θ∥

L1(R+,FN
3+λ−2

p
p,λ,q )

,

où la condition α < 2+ λ−2
2p

(i.e.,−4+ 2α− λ−2
p
< 0) assure que Ek ′ ∈ l1(Z).

Pour l’hypothèse b), on procède de manière similaire au cas a), on décompose ∆̇j(K[θ]ψ)

en trois termes I1j , I
2
j et I3j . Les termes I1j et I2j satisfont la même estimation. Par conséquent, il
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suffit d’estimer le terme I3j .

E3 =

(∑
j∈Z

∥Î3j ∥
q

L1(R+,Mλ
p)

) 1
q

≤
∑
j∈Z

∑
k≥j−3

∥φj
̂

(∆̇kK[θ]
˜̇∆kψ)∥L1(R+,Mλ

p)

≤
∑
j∈Z

∑
k≥j−3

∫
R+

∥φj ̂(∆̇kK[θ] ∗
̂̇̃
∆kψ)∥Mλ

p

≤ sup
ξ

(∑
j∈Z

φj

)∑
k∈Z

∥φkK̂[θ]∥L1(R+,Mλ
p)

∑
|l−k|≤1

∥φlψ̂∥L∞(R+,L1)

≲
∑
k∈Z

∥φkθ̂∥L1(R+,Mλ
p)

∑
|l−k|≤1

2(2+
λ−2
p

)l∥φlψ̂∥L∞(R+,Mλ
p)

≲
∑

|l−k|≤1

∑
k∈Z

2k(3+
λ−2
p

)∥φkθ̂∥L1(R+,Mλ
p)
2(3−2α+

λ−2
p

)l∥φlψ̂∥L∞(R+,Mλ
p)

≲
∑
|m|≤1

2−m(3−2α+λ−2
p

)
∑
k∈Z

2k(3+
λ−2
p

)∥φkθ̂∥L1(R+,Mλ
p)
×

2(3−2α+
λ−2
p

)m+k∥φm+kψ̂∥L∞(R+,Mλ
p)

≲ ∥ψ∥
L∞(R+,FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q )
∥θ∥

L1(R+,FN
3+λ−2

p
p,λ,q′ )

(3.1.7)

≲ ∥ψ∥L∞(R+,FN−1
p,λ,q)

∥θ∥L1(R+,FN 2α−1
p,λ,q)

,

où dans (3.1.7) nous avons utilisé la Remarque 1.7.5.

Pour terminer, on considère l’hypothèse c), pour les termes E1 et E2, on a

E1 ≲ ∥θ∥
L∞(R+,FN

2+λ−2
p

p,λ,q )
∥ψ∥

L1(R+,FN
3+λ−2

p
p,λ,q )

,

et

E2 ≲ ∥ψ∥
L∞(R+,FN

2+λ−2
p

p,λ,q )
∥θ∥

L1(R+,FN
3+λ−2

p
p,λ,q )

.

Maintenant, nous allons estimer le terme E3. Nous avons

∥Î3j ∥L1(R+,Mλ
p)
≲ ∥ψ∥

L∞(R+,FN
2+λ−2

p
p,λ,q )

2j(−3−
λ−2
p

)×∑
k∈Z

2−(j−k)(−3−λ−2
p

)χ{k ′;k ′≤2}(j− k)2
k(3+λ−2

p
)∥φkθ̂∥L1(R+,Mλ

p)

≲ ∥ψ∥
L∞(R+,FN

2+λ−2
p

p,λ,q )
2j(−3−

λ−2
p

)(Ek ′ ∗ Qk)j,

où Ek ′ = 2−k
′(−3−λ−2

p
)χ{k ′;k ′≤2} et Qk = 2

k(3+λ−2
p

)∥φkθ̂∥L1(R+,Mλ
p)
.

En tenant compte du fait que 0 < λ < 2 implique que −3− λ−2
p
> 0, on aura Ek ′ ∈ l1(Z).
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D’où

E3 ≲ ∥ψ∥
L∞(R+,FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q )
∥Ek ′∥l1(Z)∥Qk∥lq(Z)

≲ ∥ψ∥
L∞(R+,FN

2+λ−2
p

p,λ,q )
∥θ∥

L1(R+,FN
3+λ−2

p
p,λ,q )

.

Ce qui finit la preuve de la Proposition 3.1.1.

Remarque 3.1.2 En suivant un argument similaire à celui présenté ci-dessus, nous obtenons

∥θ · V∥
FN

4−2α+λ−2
p

p,λ,q

≤ ∥θ∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

∥V∥
FN

3+λ−2
p

p,λ,q

. (3.1.8)

En particulier

∥θ · θ∥
FN

4−2α+λ−2
p

p,λ,q

≤ ∥θ∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

∥θ∥
FN

3+λ−2
p

p,λ,q

. (3.1.9)

Proposition 3.1.3 Sous les hypothèses du Théorème 3.0.1, il existe une constante η1 > 0 telle que

∥B(θ,ψ)∥YT ≤ η1∥θ∥YT∥ψ∥YT ,

pour tout θ,ψ ∈ YT .

Preuve. La preuve de cette proposition s’appuie sur les mêmes techniques utilisées dans la

démonstration de (3.1.1). En appliquant le Lemme 1.7.8, on déduit

∥B(θ,ψ)∥YT = ∥
∫ t
0

Sα(t− τ) (K[θ] · ∇ψ)) (τ)dτ∥
L4

(
I,FN

3− 3
2
α+λ−2

p
p,λ,q

)

≲ ∥K[θ] · ∇ψ∥
L2

(
I,FN

3−3α+λ−2
p

p,λ,q

)

≲ ∥div(K[θ]ψ)∥
L2

(
I,FN

3−3α+λ−2
p

p,λ,q

)

≲ ∥K[θ]ψ∥
L2

(
I,FN

4−3α+λ−2
p

p,λ,q

). (3.1.10)

Pour conclure, nous allons montrer que

∥K[θ]ψ∥
L2

(
I,FN

4−3α+λ−2
p

p,λ,q

) ≲ ∥θ∥YT∥ψ∥YT . (3.1.11)

Pour ce faire, nous appliquons la décomposition de Bony comme dans (3.1.5)

φj ̂(K[θ]ψ) =
∑

|k−j|≤4

φj(
̂Ṡk−1K[θ] ∗φkψ̂) +

∑
|k−j|≤4

φj(
̂̇Sk−1ψ ∗φkK̂[θ])

+
∑
k≥j−3

φj(φkK̂[θ] ∗
̂̇̃
∆kψ)

= II1j + II
2
j + II

3
j .
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Par l’inégalité triangulaire dansMλ
p et dans lq(Z), on a

∥K[θ]ψ∥
L2

(
I,FN

4−3α+λ−2
p

p,λ,q

) =

{∑
j∈Z

2j(4−3α+
λ−2
p

)q∥φj ̂(K[θ]ψ)∥q
L2(I,Mλ

p)

} 1
q

≤

{∑
j∈Z

2j(4−3α+
λ−2
p

)q∥I1j ∥
q

L2(I,Mλ
p)

} 1
q

+

{∑
j∈Z

2j(4−3α+
λ−2
p

)q∥I2j ∥
q

L2(I,Mλ
p)

} 1
q

+

{∑
j∈Z

2j(4−3α+
λ−2
p

)q∥I3j ∥
q

L2(I,Mλ
p)

} 1
q

:= L1 + L2 + L3.

Grâce à l’inégalité de Young dans les espaces de Morrey (1.6.2) et l’estimation (3.1.6), on a

∥II1j ∥L2(I,Mλ
p)
≤

∑
|k−j|≤4

∥ ̂Ṡk−1K[θ] ∗φkψ̂∥L2(I,Mλ
p)

≤
∑

|k−j|≤4

∥φkψ̂∥L4(I,Mλ
p)

∑
l≤k−2

∥φlk̂[θ]∥L4(I,L1)

≲
∑

|k−j|≤4

∥φkψ̂∥L4(I,Mλ
p)

∑
l≤k−2

2(2+
λ−2
p

)l∥φlθ̂∥L4(I,Mλ
p)

≲
∑

|k−j|≤4

∥φkψ̂∥L4(I,Mλ
p)

∑
l≤k−2

2(3−
3
2
α+λ−2

p
)l2(

3
2
α−1)l∥φlθ̂∥L4(I,Mλ

p)

≲ ∥θ∥
L4(I,FN

3− 3
2
α+λ−2

p
p,λ,q )

∑
|k−j|≤4

( ∑
l≤k−2

2l(
3
2
α−1)q ′

) 1
q ′
∥φkψ̂∥L4(I,Mλ

p)

≲ ∥θ∥
L4(I,FN

3− 3
2
α+λ−2

p
p,λ,q )

∑
|k−j|≤4

2k(
3
2
α−1)∥φkψ̂∥L4(I,Mλ

p)
.

En appliquant l’inégalité de Young pour les séries, on trouve

L1 ≲ ∥θ∥
L4(I,FN

3− 3
2
α+λ−2

p
p,λ,q )

∑
j∈Z

2j(4−3α+
λ−2
p

)q
( ∑
|k−j|≤4

2k(
3
2
α−1)∥φkψ̂∥L4(I,Mλ

p)

)q
1
q

≲ ∥θ∥
L4(I,FN

3− 3
2
α+λ−2

p
p,λ,q )

∑
j∈Z

( ∑
|k−j|≤4

2(j−k)(4−3α+
λ−2
p

)2k(3−
3
2
α+λ−2

p
)∥φkψ̂∥L4(I,Mλ

p)

)q
1
q

≲ ∥θ∥
L4(I,FN

3− 3
2
α+λ−2

p
p,λ,q )

∥ψ∥
L4(I,FN

3− 3
2
α+λ−2

p
p,λ,q )

≲ ∥θ∥YT∥ψ∥YT .
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En procédant de manière analogue, nous garantissons une estimation similaire pour L2. Plus

précisément, nous obtenons

L2 ≲ ∥ψ∥YT∥θ∥YT .

Maintenant nous allons estimer le terme II3j

∥II3j ∥L2(I,Mλ
p)
≤

∑
k≥j−3

∥φkK̂[θ] ∗
̂̇̃
∆kψ∥L2(I,Mλ

p)

≤
∑
k≥j−3

∥φkK̂[θ]∥L4(I,Mλ
p)

∑
|l−k|≤1

∥φlψ̂∥L4(I,L1)

≲
∑
k≥j−3

∥φkθ̂∥L4(I,Mλ
p)

∑
|l−k|≤1

2(2+
λ−2
p

)l∥φlψ̂∥L4(I,Mλ
p)

≲
∑
k≥j−3

∥φkθ̂∥L4(I,Mλ
p)

( ∑
|l−k|≤1

2l(
3
2
α−1)q ′

) 1
q ′
∥ψ∥

L4(I,FN
3− 3

2
α+λ−2

p
p,λ,q )

≲ ∥ψ∥
L4(I,FN

3− 3
2
α+λ−2

p
p,λ,q )

∑
k≥j−3

2k(
3
2
α−1)∥φkθ̂∥L4(I,Mλ

p)
.

Ainsi, en utilisant l’inégalité de Young pour les séries, nous inférons que

L3 ≲ ∥ψ∥
L4(I,FN

3− 3
2
α+λ−2

p
p,λ,q )

{∑
j∈Z

2j(4−3α+
λ−2
p

)q
( ∑
k≥j−3

2k(
3
2
α−1)∥φkθ̂∥L4(I,Mλ

p)

)q} 1
q

≲ ∥ψ∥
L4(I,FN

3− 3
2
α+λ−2

p
p,λ,q )

{∑
j∈Z

( ∑
k≥j−3

2(j−k)(4−3α+
λ−2
p

)2k(3−
3
2
α+λ−2

p
)∥φkθ̂∥L4(I,Mλ

p)

)q} 1
q

≲ ∥ψ∥
L4(I,FN

3− 3
2
α+λ−2

p
p,λ,q )

∥θ∥
L4(I,FN

3− 3
2
α+λ−2

p
p,λ,q )

∑
i≤3

2i(4−3α+
λ−2
p

)

≲ ∥ψ∥
L4(I,FN

3− 3
2
α+λ−2

p
p,λ,q )

∥θ∥
L4(I,FN

3− 3
2
α+λ−2

p
p,λ,q )

≲ ∥ψ∥YT∥θ∥YT .

où la condition α < 4
3
+ λ−2

3p
assure que la série

∑
i≤3 2

i(4−3α+λ−2
p

) converge, ce qui achève la

preuve.

A présent, nous sommes en mesure de donner la preuve du Théorème 3.0.1.

3.2 Preuve du Théorème 3.0.1

En vertu de la Proposition 3.1.1, nous avons l’estimation bilinéaire suivante

∥B(θ,ψ)∥X ≤ η0∥θ∥X∥ψ∥X. (3.2.1)
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Par le Lemme 1.7.7, nous avons la partie linéaire dans (3.0.2) vérifie l’estimation suivante

∥Sα(t)θ0∥X ≤ C0∥θ0∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

, (3.2.2)

où C0 est une constante.

Donc, si nous choisissons les données initiales θ0 telles que ∥θ0∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

≤ β

avec β < 1
4η0C0

, alors le Lemme 1.3.1 ainsi que les estimations (3.2.1) et (3.2.2) assurent que

l’équation (3.0.1) a une unique solution globale θ ∈ X telle que

∥θ∥X ≤ 2C0∥θ0∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

.

En combinant l’estimation (3.2.1) avec les conditions b) et c) de la Proposition 3.1.1, nous

démontrons le Théorème 3.0.1 pour les hypothèses b) et c).

Finalement, nous allons montrer que la solution θ dépend continuellement des données

initiales θ0. Pour cela, nous utilisons l’estimation (1.3.3) dans le Lemme 1.3.1 pour obtenir

∥θ− θ′∥X ≤ 1

1− 4C0η0β
∥Sα(t)θ0 − Sα(t)θ′0∥X

≤ C0

1− 4C0η0β
∥θ0 − θ′0∥

FN
3−2α+λ−2

p
p,λ,q

.

Cette inégalité nous donne la continuité de Lipschitz pour l’application θ0 7→ θ de

{θ0 ∈ FN
3−2α+λ−2

p

p,λ,q ; ∥θ0∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

≤ β} à {θ ∈ X; ∥θ∥X ≤ 2C0β}.

La continuité par rapport au temps est standard.

3.3 Preuve du Théorème 3.0.2

Pour l’existence locale, nous utiliserons à nouveau le Lemme 1.7.8 pour garantir l’exis-

tence d’une solution locale pour toute donnée initiale θ0 dans l’espace de Banach YT . Soit

ε > 0 une constante quelconque telle que ε ≤ 1
4η1
. D’après la Proposition 3.1.3, on a

∥B(θ,ψ)∥YT ≤ η1∥θ∥YT∥ψ∥YT . (3.3.1)

En vertu du Lemme 1.7.7, nous avons la partie linéaire dans (3.0.2) vérifie

∥Sα(t)θ0∥YT ≤ C1∥θ0∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

. (3.3.2)

Maintenant, on décompose θ0 en deux termes comme suit

θ̂0(ξ) = θ̂0χ{|ξ|≤N} + θ̂0χ{|ξ|>N} := θ̂0,1 + θ̂0,2.
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Il est clair que si N ∈ N est assez grand, alors

C1∥θ0,2∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

≤ ε

2
.

En choisissant un tel N et en le fixant, on obtient

∥Sα(t)θ0∥YT ≤ ∥Sα(t)θ0,1∥YT +
ε

2
. (3.3.3)

D’autre part,

∥Sα(t)θ0,1∥YT = ∥e−t(−∆)αθ0,1∥
L4(I,FN

3− 3
2
α+λ−2

p
p,λ,q )

=

{∑
j∈Z

2j(3−
3
2
α+λ−2

p
)q∥φje−t|ξ|

2α

θ̂0χ{|ξ|≤N}∥qL4(I,Mλ
p)

}1/q

≤


∑
j∈Z

2j(3−
3
2
α+λ−2

p
)q

∫ T
0

(
sup

ξ∈B(0,N)

e−t|ξ|
2α

|ξ|
α
2

)4
∥|ξ|

−α
2 φjθ̂0∥4Mλ

p
dt


q
4


1/q

(3.3.4)

≤ η2N
α
2 T

1
4∥θ0∥

FN
3−2α+λ−2

p
p,λ,q

,

où |ξ|
α
2 ∼ 2

jα
2 est utilisé dans l’inégalité (3.3.4).

Par conséquent, si nous choisissons T de telle sorte que

η2N
α
2 T

1
4∥θ0∥

FN
3−2α+λ−2

p
p,λ,q

≤ ε

2
,

Donc

∥Sα(t)θ0,1∥YT ≤ ε

2
. (3.3.5)

En insérant (3.3.5) dans (3.3.3), nous déduisons

∥Sα(t)θ0∥YT ≤ ε. (3.3.6)

A nouveau, en utilisant le Lemme 1.3.1 et les estimations (3.3.1) et (3.3.6), on conclut que

l’équation (3.0.1) a une solution locale unique dans YT .

3.4 Preuve du Théorème 3.0.3

Prenant θ ∈ C
(
[0, T ∗) ,FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

(
R2
))

(avec T ∗ < ∞) pour être la solution maximale

de l’équation (3.0.1) obtenue dans le Théorème 3.0.1.
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Montrons donc que le critère de blow-up (3.0.4) est valide. Il convient de mentionner que

les techniques décrites dans l’article [21] ont été utilisées dans cette analyse.

Par contradiction, supposons que T ∗ <∞ et∫ T∗
0

∥θ∥
FN

3+λ−2
p

p,λ,q

<∞. (3.4.1)

Soit T0 ∈ (0, T ∗) tel que

∥θ∥
L1

(
[T0,T∗),FN

3+λ−2
p

p,λ,q

) < 1

2
.

Pour t ∈ [T0, T
∗) et s ∈ [T0, t], on considère l’équation intégrale

θ(s) = e−sΛ
2α

θ0 +

∫ s
T0

e−(s−z)Λ2α

K[θ] · ∇θ dz.

En appliquant la transformée de Fourier par rapport à ξ, on obtient

|θ̂(s, ξ)| ≤ e−|ξ|2αs
∣∣∣θ̂ (T0, ξ)∣∣∣+ ∫ s

T0

e−(s−z)|ξ|2α |K[θ] · ∇θ(z, ξ)|dz.

Le même calcul utilisé pour prouver la Proposition 3.1.1 donne

∥θ(s)∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

≲∥θ(T0)∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

+ ∥K[θ]θ∥
L1

(
[T0,s),FN

4−2α+λ−2
p

p,λ,q

)

≲ ∥θ(T0)∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

+ sup
T0≤s≤t

∥θ(s)∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

∥θ∥
L1

(
[T0,s),FN

3+λ−2
p

p,λ,q

)

≲ ∥θ(T0)∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

+
1

2
sup
T0≤s≤t

∥θ(s)∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

.

D’où,

sup
T0≤s≤t

∥θ(s)∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

≲ 2∥θ(T0)∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

, ∀t ∈ [T0, T
∗).

Posons

L = max
(
2 ∥θ (T0)∥

FN
3−2α+λ−2

p
p,λ,q

; max
t∈[0,T0]

∥θ(t)∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

)
.

Nous avons

∥θ(t)∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

≲ L, ∀t ∈ [0, T ∗). (3.4.2)

Soit (tn)n∈N une suite telle que tn ↗ T ∗, où tn ∈ (0, T ∗), ∀n ∈ N. Nous voulons démontrer

que

lim
n,m→∞ ∥θ (tm) − θ (tn)∥

FN
3−2α+λ−2

p
p,λ,q

= 0. (3.4.3)
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Pour cela, nous utilisons la forme intégrale de θ pour obtenir

θ(tm) − θ(tn) =
(
e−tmΛ

2α

θ0 − e
−tnΛ2α

θ0

)
−

∫ tm
0

e−(tm−z)Λ2α

K[θ] · ∇θ dz

+

∫ tn
0

e−(tn−z)Λ2α

K[θ] · ∇θ dz

=
(
e−tmΛ

2α

θ0 − e
−tnΛ2α

θ0

)
−

∫ tm
tn

e−(tm−z)Λ2α

K[θ] · ∇θ dz

−

∫ tn
0

e−(tn−z)Λ2α

(e−(tm−tn)Λ2α

− 1)K[θ] · ∇θ dz

:= R1(m,n) +R2(m,n) +R3(m,n).

D’abord, on a

∥R1(m,n)∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

=

{∑
j∈Z

2j(3−2α+
λ−2
p

)q∥φj
(
e−tm|ξ|2α − e−tn|ξ|

2α
)
θ̂0∥qMλ

p

} 1
q

≲

{∑
j∈Z

2j(3−2α+
λ−2
p

)q∥φj
(
e−tm|ξ|2α − e−T

∗|ξ|2α
)
θ̂0∥qMλ

p

} 1
q

,

où tn < T ∗, pour tout n ∈ N. Par suite, en utilisant le fait que θ0 ∈ FN
3−2α+λ−2

p

p,λ,q , on déduit a

l’aide du théorème de la convergence dominée que

lim
n,m→∞ ∥R1(m,n)∥

FN
3−2α+λ−2

p
p,λ,q

= 0.

De plus, en utilisant le Lemme 3.0.6 et les estimations (3.1.9) et (3.1.4), on obtient

∥R2(m,n)∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

≤
∫ tm
tn

∥∥∥e−(tm−z)Λ2α

K[θ] · ∇θ
∥∥∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

dz

≲
∫ T∗
tn

∥θ · θ∥
FN

4−2α+λ−2
p

p,λ,q

dz

≲
∫ T∗
tn

∥θ∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

∥θ∥
FN

3+λ−2
p

p,λ,q

dz

≲

(∫ T∗
tn

∥θ∥2
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

dz

) 1
2
(∫ T∗

tn

∥θ∥2
FN

3+λ−2
p

p,λ,q

dz

) 1
2

.

En appliquant (3.4.2), l’inégalité de Hölder, et l’estimation (3.4.1), on trouve

∥R2(m,n)∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

≲

(∫ T∗
tn

∥θ∥2
FN

3+λ−2
p

p,λ,q

dz

) 1
2

≤ C(T ∗ − tn)
1
2 .

FACULTÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES 83 UNIVERSITÉ SULTAN MOULAY SLIMANE



ACHRAF AZANZAL THÈSE DE DOCTORAT LABORATOIRE : LMACS

Par conséquent,

lim
n,m→∞ ∥R2(m,n)∥

FN
3−2α+λ−2

p
p,λ,q

= 0.

Finalement,

∥R3(m,n)∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

≲

{∑
j∈Z

2j(3−2α+
λ−2
p

)q

∫ tn
0

∥φje−(tm−z)|ξ|2α(1− e−(tm−tn)|ξ|2α) ̂divK[θ]θ∥q
Mλ

p

} 1
q

≲

{∑
j∈Z

2j(4−2α+
λ−2
p

)q

∫ T∗
0

∥φj(1− e−(T∗−tn)|ξ|2α)K̂[θ]θ∥q
Mλ

p

} 1
q

,

où tn < T ∗, pour tout n ∈ N. En recourant à l’hypothèse (3.4.1) et à l’estimation (3.4.2) , on

arrive à ∫ T∗
0

∥θ · θ∥
FN

4−2α+λ−2
p

p,λ,q

dz <∞.
Ainsi, par le théorème de convergence dominée, nous déduisons

lim
n,m→∞ ∥R3(m,n)∥

FN
3−2α+λ−2

p
p,λ,q

= 0.

Alors,

lim
n,m→∞ ∥θ (tm) − θ (tn)∥

FN
3−2α+λ−2

p
p,λ,q

= 0.

Ceci implique que (θ(tn))n∈N satisfait le critère de Cauchy en T ∗ dans l’espace de Banach

FN
3−2α+λ−2

p

p,λ,q . Alors, il existe un élément θ∗ de FN
3−2α+λ−2

p

p,λ,q tel que

lim
n→∞ ∥θ (tn) − θ∗∥

FN
3−2α+λ−2

p
p,λ,q

= 0.

Nous soulignons que la limite ci-dessus est indépendante de (tn)n∈N. En d’autres termes,

lim
t↗T∗ ∥θ (t) − θ∗∥FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

= 0.

Maintenant, considérons le système suivant avec la donnée initiale θ∗, au lieu de θ0.
∂tw+ K[w] · ∇w+Λ2αw = 0,

K[w] = (−R2w,R1w) ,

w(0, x) = θ∗.

(3.4.4)

D’après le Théorème 3.0.1, il existe un temps t0 > 0 et une solution unique

w ∈ C
(
[0, t0) ,FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

(
R2
))
. Par conséquent,

θ(t) =

 θ(t), si t ∈ [0, T ∗)

w (t− T ∗) , si t ∈ [T ∗, T ∗ + t0] ,
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est une solution de (3.0.1) avec une donnée initiale θ0 sur l’intervalle [0, T ∗ + t0] ce qui contre-

dit la maximalité de T ∗.

Maintenant, nous allons établir quelques lemmes cruciaux dans la preuve du Théorème

3.0.4.

Lemme 3.4.1 Soient 2
3
< α < 1, 1 ≤ p, q ≤ 2 et 0 ≤ λ ≤ 2− p. Alors nous avons

∥θ∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

≲ ∥θ∥
3α−2

α

L2
∥θ∥

2−2α
α

Ḣα . (3.4.5)

Preuve. En utilisant la définition des espaces de Fourier-Besov-Morrey, et l’inégalité de Bern-

stein (1.6.3) avec |γ| = 0, nous obtenons

∥θ∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

=

{∑
j∈Z

2j(3−2α+
λ−2
p )q ∥φjû∥qMλ

p

}1/q

≲

{∑
j∈Z

2j(3−2α+
λ−2
p )q2j(

2−λ
p

−1)q ∥φjû∥qL2(B(x0,r))

}1/q

≲

{∑
j≤N

2j(2−2α)q ∥φjû∥qL2(R2)

}1/q

+

{∑
j>N

2j(2−3α)q2jαq ∥φjû∥qL2(R2)

}1/q

≲ 2(2−2α)N
{∑
j∈Z

∥φjû∥2L2(R2)

}1/2

+ 2(2−3α)N

{∑
j∈Z

22αj ∥φjû∥2L2(R2)

}1/2

≲ 2(2−2α)N∥θ∥ ˙FB02,2
+ 2(2−3α)N∥θ∥ ˙FBα2,2

.

A partir de la Remarque 3.1.9, on peut voir que ˙FBα2,2 = Ḣα et ˙FB02,2 = L2. Alors, en prenant

N tel que 2N =
(

∥θ∥Ḣα

∥θ∥
L2

)1/α
, on trouve

∥θ∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

≲

(
∥θ∥Ḣα

∥θ∥L2

) 2−α
α

∥θ∥L2 +
(
∥θ∥Ḣα

∥θ∥L2

) 2−3α
α

∥θ∥Ḣα

≲ ∥θ∥
2−α
α

Ḣα ∥θ∥
3α−2

α

L2
.

Lemme 3.4.2 Soient 1
2
< α < 1, 1 ≤ p <∞ et 1 ≤ q ≤ 2. Alors,

∥fg∥Ḣ1−α ≲ ∥f∥L2∥g∥
FN

3−α+λ−2
p

p,λ,q

+ ∥f∥Ḣα∥g∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

. (3.4.6)
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Preuve. Pour démontrer ce lemme, nous allons suivre la méthode décrite dans la preuve de

la Proposition 3.1.1. Pour j fixe, nous avons

∆̇j(fg) =
∑

|k−j|≤4

∆̇j(Ṡk−1f∆̇kg) +
∑

|k−j|≤4

∆̇j(Ṡk−1g∆̇kf)

+
∑
k≥j−3

∆̇j(∆̇kf
˜̇∆kg)

:= II1j + II
2
j + II

3
j .

Remarquons qu’on peut écrire

∥fg∥Ḣ1−α = ∥fg∥FḂ1−α
2,2

≤

{∑
j∈Z

22j(1−α)
∥∥∥ÎI1j∥∥∥2

L2

}1/2

+

{∑
j∈Z

22j(1−α)
∥∥∥ÎI2j∥∥∥2

L2

}1/2

+

{∑
j∈Z

22j(1−α)
∥∥∥ÎI3j∥∥∥2

L2

}1/2

:= J1 + J2 + J2.

Grâce à l’inégalité de Young dans les espaces de Morrey (1.6.2) et à l’inégalité de Bernstein

(1.6.3) avec |γ| = 0, il en résulte que∥∥f̂j∥∥L1 ≤ C2j(2− 2−λ
p

)
∥∥f̂j∥∥Mλ

p
.

Donc ∥∥∥ÎI1j∥∥∥
L2

≤
∑

|k−j|≤4

∥∥∥Ṡk−1f∆̂kg∥∥∥
L2

≤
∑

|k−j|≤4

∥ĝk∥L2
∑
l≤k−2

∥∥∥f̂l∥∥∥
L1

≲
∑

|k−j|≤4

∥ĝk∥L2
∑
l≤k−2

2l(2−
2−λ
p )
∥∥∥f̂l∥∥∥

Mλ
p

≲
∑

|k−j|≤4

∥ĝk∥L2
∑
l≤k−2

2l(2−
2−λ
p )2−l(2α−1)2l(2α−1)

∥∥∥f̂l∥∥∥
Mλ

p

≲
∑

|k−j|≤4

∥ĝk∥L2

(∑
l≤k−2

2l(2α−1)q
′

) 1
q′

∥f∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

≲
∑

|k−j|≤4

2k(2α−1) ∥ĝk∥L2 ∥f∥FN
3−2α+λ−2

p
p,λ,q

.
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En multipliant par 22j(1−α), et en prenant la norme l2 des deux côtés dans l’estimation ci-

dessus, on obtient

J1 ≲ ∥f∥Ḣα∥g∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

. (3.4.7)

De même, ∥∥∥ÎI2j∥∥∥
L2

≤
∑

|k−j|≤4

∥∥∥Ṡk−1g∆̂kf∥∥∥
L2

≤
∑

|k−j|≤4

∥∥∥f̂k∥∥∥
L1

∑
l≤k−2

∥ĝl∥L2

≲ ∥g∥L2
∑

|k−j|≤4

2k(2−
2−λ
p )
∥∥∥f̂k∥∥∥

Mλ
p

.

L’inégalité de Young pour les séries entraine

J2 ≲ ∥g∥L2

∑
j∈Z

22j(1−α)
( ∑
|k−j|≤4

2k(2−
2−λ
p )
∥∥∥f̂k∥∥∥

Mλ
p

)2
1
2

≲ ∥g∥L2

∑
j∈Z

( ∑
|k−j|≤4

2(j−k)(1−α)2k(3−α+
λ−2
p

)
∥∥∥f̂k∥∥∥

Mλ
p

)2
1
2

≲ ∥g∥L2 ∥f∥FN
3−α+λ−2

p
p,λ,2

∑
i≤3

2i(1−α)

≲ ∥g∥L2 ∥f∥FN
3−α+λ−2

p
p,λ,q

,

où nous avons utilisé la Proposition 1.9.15 et le fait que α < 1.

Reste à traiter le troisième terme J3. Pour ce faire, en appliquant à nouveau l’inégalité de

Young dans les espaces de Morrey (1.6.2), l’inégalité de type Bernstein (1.6.3) avec |γ| = 0,

l’inégalité de Hölder et le fait que α < 1, on obtient

∥ÎI3j ∥L2 ≤
∑
k≥j−3

∥
̂

(∆̇kf
˜̇∆kg)∥L2

≤
∑
k≥j−3

∥(̂∆̇kf ∗
̂̇̃
∆kg∥L2

≤
∑
k≥j−3

∥φkf̂∥L2
∑

|l−k|≤1

∥φlĝ∥L1
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≲
∑
k≥j−3

∥φkf̂∥L2
∑

|l−k|≤1

2(2+
λ−2
p

)l∥φlĝ∥Mλ
p

≲
∑
k≥j−3

∥φkf̂∥L2
( ∑

|l−k|≤1

2l(2α−1)q
′
) 1

q ′
∥g∥

FN
3−2α+λ−2

p
p,λ,q

≲ ∥g∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

∑
k≥j−3

2k(2α−1)∥φkf̂∥L2 .

Ainsi,

J3 ≲ ∥g∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

{∑
j∈Z

22j(1−α)
( ∑
k≥j−3

2k(2α−1)∥φkf̂∥L2
)2} 1

2

≲ ∥g∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

{∑
j∈Z

( ∑
k≥j−3

2(j−k)(1−α)2kα∥φkf̂∥L2
)2} 1

2

≲ ∥g∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

∥f∥ ˙FBα2,2

∑
i≤3

2i(1−α)

≲ ∥f∥Ḣα∥g∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

.

En combinant J1, J2 et J3, on obtient le résultat désiré.

3.5 Preuve du Théorème 3.0.4

Pour montrer la stabilité asymptotique pour la solution globale, nous suivons les idées

développées par Gallagher et al. [56], dans lequel les auteurs ont utilisé une interpolation

standard dans l’espace de Fourier et des estimations d’énergie dans L2. (voir aussi [22, 23,

102]).

Soit ε > 0 tel que ε ≤ β. Pourm ∈ N, on pose

Sm =
{
ξ ∈ R2; |ξ| ≤ m et

∣∣∣θ̂0(ξ)∣∣∣ ≤ m}
.

Il est clair que F−1
(
χSm θ̂0

)→ θ0 dans FN
3−2α+λ−2

p

p,λ,q . Alors il existem0 ∈ N tel que∥∥θ0 − F−1
(
χSm θ̂0

)∥∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

≤ ε

2
, ∀m ≥ m0.

Soitm un nombre entier fixe tel quem ≥ m0.

Posons θ0,m = F−1
(
χSm θ̂0

)
, b0,m = θ0 − F−1

(
χSm θ̂0

)
. Alors, nous avons prouvé que

∥b0,m∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

≤ ε

2
,

θ0,m ∈ FN
3−2α+λ−2

p

p,λ,q ∩ L2.
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Ensuite, considérons le système ∂tbm +Λ2αbm + ubm · ∇bm = 0, x ∈ R2, t > 0,
bm(0, x) = b0,m(x).

(3.5.1)

Pour toutm ≥ m0 on a ∥b0,m∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

≤ ε
2
. On déduit alors du Théorème 3.0.1 qu’il existe

une unique solution globale bm ∈ C
(
R+,FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

)
∩ L1

(
R+,FN

3+λ−2
p

p,λ,q

)
.

De plus, on a

∥bm(t)∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

+ ∥bm∥
L1

(
R+,FN

3+λ−2
p

p,λ,q

) ≲ ∥b0,m∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

∀t ≥ 0.

Décomposons θ la solution de l’équation (3.0.1) comme suit :

θ = θ− bm + bm

:= θm + bm.

Donc θm est une solution du système : ∂tθm +Λ2αθm + uθm · ∇θm + uθm · ∇bm + ubm · ∇θm = 0, x ∈ R2, t > 0,

θm(0, x) = θ0,m(x) ∈ FN
3−2α+λ−2

p

p,λ,q ∩ L2.

En outre, θm ∈ C
(
R+,FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

)
∩ L1

(
R+,FN

3+λ−2
p

p,λ,q

)
. En prenant le produit scalaire

dans L2(R2) avec θm et en intégrant par parties, on obtient

1

2

d

dt
∥θm∥2L2 + ∥Λαθm∥2L2 ≤ |< uθm · ∇bm, θm >L2 | .

Puisque

∥Λαθm∥L2 = ∥θm∥Ḣα .

Ainsi, l’inégalité de Cauchy-Schwarz, l’estimation (3.1.4), le Lemme 3.4.2 et l’inégalité de
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Young, impliquent

1

2

d

dt
∥θm∥2L2 + ∥θm∥2Ḣα

≤ |< div(uθmbm), θm >L2 |

≲
∥∥Λ1−α(uθmbm)∥∥L2 ∥Λαθm∥L2

≲ ∥uθmbm∥Ḣ1−α ∥θm∥Ḣα

≲ ∥θmbm∥Ḣ1−α ∥θm∥Ḣα

≲ ∥θm∥L2 ∥bm∥FN
3−α+λ−2

p
p,λ,q

∥θm∥Ḣα + ∥bm∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

∥θm∥2Ḣα

≲ ∥θm∥2L2 ∥bm∥
2

FN
3−α+λ−2

p
p,λ,q

+ ∥θm∥2Ḣα + ∥bm∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

∥θm∥2Ḣα (3.5.2)

≲ ∥θm∥2L2 ∥bm∥
2

FN
3−α+λ−2

p
p,λ,q

+ ∥θm∥2Ḣα ,

où dans (3.5.2), on a utilisé que ∥bm∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

≤ ε
2
.

Par conséquent,
d

dt
∥θm∥2L2 + ∥θm∥2Ḣα ≲ ∥θm∥2L2 ∥bm∥

2

FN
3−α+λ−2

p
p,λ,q

.

En intégrant par rapport au temps, on obtient

∥θm∥2L2 +
∫ t
0

∥θm∥2Ḣα ≲ ∥θ0,m∥2L2 +
∫ t
0

∥θm∥2L2 ∥bm∥
2

FN
3−α+λ−2

p
p,λ,q

. (3.5.3)

Grâce au lemme de Gronwall on a

∥θm∥2L2 ≲ ∥θ0,m∥2L2 exp
∫ t
0

∥bm∥2
FN

3−α+λ−2
p

p,λ,q

≲ ∥θ0,m∥2L2 , (3.5.4)

où l’on a utilisé le fait suivant :
∫ t
0

∥bm∥2
FN

3−α+λ−2
p

p,λ,q

≤ C.

En effet : puisque q ≤ 2, alors par l’inégalité de Minkowski (1.7.4) nous avons

L2
(
I,FN

3−α+λ−2
p

p,λ,q

)
↪→ L2

(
I;FN

3−α+λ−2
p

p,λ,q

)
. (3.5.5)
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Ainsi, en utilisant (3.5.5) et l’inégalité de Hölder pour les séries, on obtient∫ t
0

∥bm∥2
FN

3−α+λ−2
p

p,λ,q

≲
∥∥∥2j(3−α+λ−2

p ) ∥∥φjb̂m∥∥L2([0,t),Mλ
p)

∥∥∥2
lq

≲

∥∥∥∥2 j
2(3−2α+

λ−2
p )2

j
2(3+

λ−2
p ) ∥∥φjb̂m∥∥ 1

2

L∞([0,t),Mλ
p)

∥∥φjb̂m∥∥ 1
2

L1([0,t),Mλ
p)

∥∥∥∥2
lq

≲
∥∥∥2j(3−2α+λ−2

p ) ∥∥φjb̂m∥∥L∞([0,t),Mλ
p)

∥∥∥
lq

∥∥∥2j(3+λ−2
p ) ∥∥φjb̂m∥∥L1([0,t),Mλ

p)

∥∥∥
lq

≲ ∥bm∥
L∞
(
[0,t),FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

) ∥bm∥
L1

(
[0,t),FN

3+λ−2
p

p,λ,q

)

≲

∥bm∥
L∞
(
[0,t),FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

) + ∥bm∥
L1

(
[0,t),FN

3+λ−2
p

p,λ,q

)
2

≲ ∥b0,m∥2
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

≤ C.

En combinant (3.5.3) et (3.5.4), on trouve

∥θm∥2L2 +
∫ t
0

∥θm∥2Ḣα ≤ ∥θ0,m∥2L2 + ∥θ0,m∥2L2
∫ t
0

∥bm∥2
FN

3−α+λ−2
p

p,λ,q

≤ C.

En appliquant le Lemme 3.4.1, nous obtenons

∥θm∥
α

1−α

FN
3−2α+λ−2

p
p,λ,q

≲ ∥θm∥
3α−2
1−α

L2
∥θm∥2Ḣα . (3.5.6)

Donc,

∥θm∥
α

1−α

FN
3−2α+λ−2

p
p,λ,q

≲ ∥θm∥2Ḣα, (3.5.7)

où nous avons utilisé (3.5.4). Enfin, en intégrant par rapport au temps entre 0 et ∞, on aura∫∞
0

∥θm∥
α

1−α

FN
3−2α+λ−2

p
p,λ,q

≤ C
∫∞
0

∥θm∥2Ḣα. (3.5.8)

Considérons le sous-ensemble suivant de [0,∞[ :

Aε =

{
t ≥ 0; ∥θm(t)∥

FN
3−2α+λ−2

p
p,λ,q (R2)

≥ ε

2

}
.

Alors, pour tout 1
2
< α < 1,∫∞

0

∥θm(t)∥
α

1−α

FN
3−2α+λ−2

p
p,λ,q (R2)

dt ≥
∫
Aε

∥θm(t)∥
α

1−α

FN
3−2α+λ−2

p
p,λ,q (R2)

dt ≥ µ (Aε)
(ε
2

) α
1−α

, (3.5.9)
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où µ (Aε) est la mesure de Lebesgue de Aε.

En utilisant les estimations (3.5.8) et (3.5.9), on obtient µ (Aε) <∞ et µ (Aε) ≲

(
2

ε

) α
1−α

∫∞
0

∥θm∥2Ḣα .

Pour η > 0, il existe t0 ∈ [0, µ (Aε) + η] tel que t0 /∈ Aε.

Alors,

∥θm(t0)∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q (R2)
≤ ε

2
.

D’où, nous avons

∥θ(t0)∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q (R2)
≤ ∥θm(t0)∥

FN
3−2α+λ−2

p
p,λ,q (R2)

+ ∥bm(t0)∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q (R2)

≤ ε

2
+ ∥b0,m∥

FN
3−2α+λ−2

p
p,λ,q (R2)

≤ ε

2
+
ε

2
.

Ainsi,

∥θ(t0)∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q (R2)
≤ ε. (3.5.10)

Maintenant, nous considérons l’équation quasi-géostrophique à t = t0. ∂tZ + uZ · ∇Z +Λ2αZ = 0, x ∈ R2, t > 0,
Z(0, x) = Z0 = θ(t0).

(3.5.11)

En utilisant l’inégalité (3.5.10) et le Théorème 3.0.1, nous déduisons qu’il existe une solution

unique Z ∈ C
(
R+,FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q

)
∩ L1

(
R+,FN

3+λ−2
p

p,λ,q

)
du problème QG (3.0.1).

L’existence et l’unicité de la solution pour l’équation (3.0.1) implique ∀t ≥ 0,
Z(t) = θ (t0 + t). Alors,

∥θ(t0 + t)∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q (R2)
= ∥Z(t)∥

FN
3−2α+λ−2

p
p,λ,q (R2)

≤ ∥Z0∥
FN

3−2α+λ−2
p

p,λ,q (R2)

≤ ε.

Ceci complète la preuve du Théorème 3.0.4.

Remarque 3.5.1 Si k ̸= 1, les résultats du Théorème 3.0.1 et du Théorème 3.0.4 restent vrais, mais

avec des calculs plus compliqués.
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Chapitre 4

Équations magnétohydrodynamiques
fractionnelles 3D dans les espaces de
Fourier-Besov-Morrey à exposant variable
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4.2 Régularité Gevrey . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
4.3 Estimations de décroissance des solutions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

Dans ce chapitre, nous considérons le problème de Cauchy des équations magnétohy-

drodynamiques incompressibles généralisées (grMHD) en 3D. Notre objectif est d’obtenir

un résultat d’existence globale dans le cas de données initiales dans un espace critique de

Fourier-Besov-Morrey à exposant variable. De plus, nous obtenons l’analyticité des solu-

tions globales.

Introduction

Nous étudions les équations magnétohydrodynamiques généralisées dans R3 × R+,
ut + (u · ∇)u+ µ(−∆)αu+∇π = (b · ∇)b dans R3 × R+,

bt + (u · ∇)b+ ν(−∆)αb = (b · ∇)u dans R3 × R+,

∇ · u = 0, ∇ · b = 0 dans R3 × R+,

u|t=0 = u0, b|t=0 = b0 dans R3,

(4.0.1)

où u = (u1, u2, u2) représente le champ de vitesse de l’écoulement, b = (b1, b2, b3) désigne

le champ magnétique, π désigne la fonction de pression, µ > 0 désigne le coefficient de vis-

cosité et ν > 0 représente le coefficient de diffusivité, tandis que u0 et b0 sont respectivement
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la vitesse initiale et le champ magnétique initial avec divergence libre (c’est-à-dire ∇·u0 = 0
et ∇ · b0 = 0). L’opérateur (−∆)α est le multiplicateur de Fourier de symbole |ξ|2α. Pour sim-

plifier et sans perte de généralité, nous ne considérons que le cas où µ = ν = 1.

4.1 Existence globale

Nous avons le théorème suivant.

Théorème 4.1.1 Supposons que p(·) ∈ P0
(
R3
)
∩ Clog

(
R3
)
, 1
2
< α ≤ 5

4
, 1 ≤ θ ≤ +∞, 2 ≤

p(·) ≤ 6
5−4α

et 1 ≤ q < 3
2α−1

. Alors, il existe une constante positive β0 telle que pour toute données

initiales (u0, b0) ∈ FN
1−2α+ 3

p′(·)
p(·),λ(·),q avec

∥(u0, b0)∥
FN

1−2α+ 3
p′(·)

p(·),λ(·),q

≤ β0,

le système (4.0.1) a une solution globale unique (u, b) dans X,

où

X := Lθ(R+;FN
1−2α+ 3

p ′(·)+
2α
θ

p(·),λ(·),q ) ∩ Lθ(R+;FN
5
2
−2α+ 2α

θ

2,λ(·),q ) ∩ L∞(R+;FN
5
2
−2α

2,2,q ).

De plus

∥(u, b)∥X ≲ ∥(u0, b0)∥
FN

1−2α+ 3
p′(·)

p(·),λ(·),q

.

Remarque 4.1.2 — Récemment, Wang [99] a montré l’existence de solution globale de (4.0.1)

dans l’espace FBs(·)p(·),q = FN s(·)
p(·),p(·),q avec s(·) = 1− 2α+ 3

p′(·) . Par conséquent, le Théorème

4.1.1 étend et complète son résultat. Nous remarquons en outre que pour b = 0, l’équation du

système (4.0.1) devient l’équation fractionnaire de Navier-Stokes.

Preuve du Théorème 4.1.1. En vertu du principe de Duhamel, la solution (u, b) du système

(4.0.1) peut être représentée comme suit

u = Kα(t)u0 −

∫ t
0

Kα(t− τ)P∇ · (u⊗ u− b⊗ b)(·, τ)dτ := Gα1 (u, b), (4.1.1)

b = Kα(t)b0 −

∫ t
0

Kα(t− τ)P∇ · (u⊗ b− b⊗ u)(·, τ)dτ := Gα2 (u, b), (4.1.2)

où Kα(t)u := e−t(−∆)
α
u = F−1(e−t|ξ|

2αF(u)), et P = Id −∇∆−1div est le projecteur de Leray-

Hopf, qui est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0.
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Notation : Soient A, B des espaces de Banach, on note ∥ · ∥A∩B := ∥ · ∥A + ∥ · ∥B.
Il est utile de noter que l’espace X défini dans le Théorème 4.1.1 est un espace de Banach

équipé de la norme

∥u∥X = ∥u∥
Lθ(R+;FN

1−2α+ 3
p ′(·)+

2α
θ

p(·),λ(·),q )

+ ∥u∥
Lθ(R+;FN

5
2
−2α+ 2α

θ
2,λ(·),q )

+ ∥u∥
L∞(R+;FN

5
2
−2α

2,2,q )
.

On définit

B(u, b) :=

∫ t
0

Kα(t− τ)P∇ · (u⊗ b)(x, τ)dτ.

Nous définissons l’application ψ comme :

ψ(u, b) := (Gα1 (u, b),Gα2 (u, b)) = (u, b).

Grâce au Lemme 2.3.3, on obtient

∥Kα(t)u0∥
Lθ(R+;FN

1−2α+ 3
p ′(·)+

2α
θ

p(·),λ(·),q )

≲ ∥u0∥
FN

1−2α+ 3
p ′(·)

p(·),λ(·),q

,

∥Kα(t)u0∥
Lθ(R+;FN

5
2
−2α+ 2α

θ
2,λ(·),q )

≲ ∥u0∥
FN

1−2α+ 3
p ′(·)

p(·),λ(·),q

,

∥Kα(t)u0∥
L∞(R+;FN

5
2
−2α

2,2,q )
≲ ∥u0∥

FN
1−2α+ 3

p ′(·)
p(·),λ(·),q

.

Alors,

∥Kα(t)u0∥X ≲ ∥u0∥
FN

1−2α+ 3
p ′(·)

p(·),λ(·),q

. (4.1.3)

De plus, si θ1 ≤ θ, p1(·) ∈ P0
(
R3
)

et p1(·) ≤ 6
5−4α

, alors on a l’estmation bilinéaire suivante

∥B(u, b)∥X ≲ ∥u∥X∥b∥X. (4.1.4)

En effet, si pα(·) = 6p1(·)
6−(5−4α)p1(·)

, en utilisant l’inégalité de Hölder, l’inégalité de Hausdorf-

Young, l’inégalité de Young, la Proposition 1.7.9 et l’estimation (1.9.3), on trouve

∥B(u, b)∥
Lθ1

R+;FN
1−2α+ 3

p′
1
(·)

+ 2α
θ1

p1(·),λ(·),q


=

∥∥∥∥∫ t
0

Kα(t− τ)∇ · (u⊗ b)dτ
∥∥∥∥
Lθ1

R+;FN
1−2α+ 3

p′
1
(·)

+ 2α
θ1

p1(·),λ(·),q
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≲

∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∫ t
0

2
j(1−2α+ 3

p′
1
(·)+

2α
θ1

)
φje

−(t−τ)|·|2α ̂∇ · u⊗ bdτ
∥∥∥∥
Lθ1
(
R+;Mλ(·)

p1(·)

)
∥∥∥∥∥∥
lq

≲

∥∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥
∫ t
0

∥∥∥∥∥r −3
pα(·)2

j

(
2−2α+ 3

p′
1
(·)+

2α
θ1

)
φje

−(t−τ)|·|2α
∥∥∥∥∥
Lpα(·)

∥∥∥û⊗ b
∥∥∥
Mλ(·)

6
5−4α

dτ

∥∥∥∥∥∥
Lθ1 (R+)

∥∥∥∥∥∥∥
lq

≲

∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥
∫ t
0

2
j
(

2α
θ1

+ 5
2

)
e−(t−τ)22αj

∥∥∥r −3
pα(·)2

−3j 1
pα(·)φj

∥∥∥
Lpα(·)

∥∆j(u⊗ b)∥Mλ(·)
6

4α+1

dτ

∥∥∥∥∥
Lθ1 (R+)

∥∥∥∥∥∥
lq

≲

∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥2j( 2α

θ
+ 5

2
−2α) ∥∆j(u⊗ b)∥Mλ(·)

6
4α+1

∥∥∥∥∥
Lθ(R+)

∥∥∥e−t22αj

2
2αj(1+ 1

θ1
− 1

θ
)
∥∥∥
L
(1+ 1

θ1
− 1

θ
)−1

(R+)

∥∥∥∥∥∥
lq

(4.1.5)

≲

∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥2j( 2α

θ
+ 5

2
−2α) ∥∆j(u⊗ b)∥Mλ(·)

6
4α+1

∥∥∥∥∥
Lθ(R+)

∥∥∥∥∥∥
lq

≲ ∥u⊗ b∥
Lθ(R+;N

5
2
−2α+ 2α

θ
6

4α+1
,λ(·),q

)

≲ ∥u∥
Lθ

(
R+;N

5
2
−2α+ 2α

θ
2,λ(·),q

)∥b∥
L∞(R+;L

3
2α−1

)
+∥b∥

Lθ

(
R+;N

5
2
−2α+ 2α

θ
2,λ(·),q

)∥u∥
L∞(R+;L

3
2α−1

)
≲ ∥u∥

Lθ

(
R+;N

5
2
−2α+ 2α

θ
2,λ(·),q

)∥b∥
L∞(R+;B

5
2
−2α

2,q

)
+∥b∥

Lθ

(
R+;N

5
2
−2α+ 2α

θ
2,λ(·),q

)∥u∥
L∞(R+;B

5
2
−2α

2,q

)
≲ ∥u∥

Lθ

(
R+;N

5
2
−2α+ 2α

θ
2,λ(·),q

)∥b∥
L∞(R+;N

5
2
−2α

2,2,q

)
+∥b∥

Lθ

(
R+;N

5
2
−2α+ 2α

θ
2,λ(·),q

)∥u∥
L∞(R+;N

5
2
−2α

2,2,q

)
≲ ∥u∥

Lθ

(
R+;FN

5
2
−2α+ 2α

θ
2,λ(·),q

)∥b∥
L∞(R+;FN

5
2
−2α

2,2,q

)
+∥b∥

Lθ

(
R+;FN

5
2
−2α+ 2α

θ
2,λ(·),q

)∥u∥
L∞(R+;FN

5
2
−2α

2,2,q

),

où le fait suivant est utilisé dans l’inégalité (4.1.5) :

∥2
−3

pα(·) jφj∥Lpα(·)

= inf

λ > 0 :
∫
R3

∣∣∣∣∣2
−3

pα(·) jφj

λ

∣∣∣∣∣
pα(·)

dx < 1
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= inf
{
λ > 0 :

∫
R3

∣∣∣φj
λ

∣∣∣pα(·) 2−3jdx < 1}
= inf

{
λ > 0 :

∫
R3

∣∣∣φ
λ

∣∣∣ 6p1(2
j·)

6−(5−4α)p1(2
j·) dx < 1

}
≤ C.

Ainsi, nous avons

∥B(u, b)∥
Lθ

(
R+;FN

1−2α+ 3
p′(·)+

2α
θ

p(·),λ(·),q

)

≲ ∥u∥
Lθ

(
R+;FN

5
2
−2α+ 2α

θ
2,λ(·),q

)∥b∥
L∞(R+;FN

5
2
−2α

2,2,q

)
+ ∥b∥

Lθ

(
R+;FN

5
2
−2α+ 2α

θ
2,λ(·),q

)∥u∥
L∞(R+;FN

5
2
−2α

2,2,q

).

De la même manière, on obtient

∥B(u, b)∥
Lθ

(
R+;FN

5
2
−2α+ 2α

θ
2,λ(·),q

)
∩L∞(R+;FN

5
2
−2α

2,2,q

)
≲ ∥u∥

Lθ

(
R+;FN

5
2
−2α+ 2α

θ
2,λ(·),q

)∥b∥
L∞(R+;FN

5
2
−2α

2,2,q

)
+ ∥b∥

Lθ

(
R+;FN

5
2
−2α+ 2α

θ
2,λ(·),q

)∥u∥
L∞(R+;FN

5
2
−2α

2,2,q

).

Par conséquent, l’estimation souhaitée (4.1.4) est établie.

En utilisant les estimations (4.1.3) et (4.1.4), on peut conclure que

∥Gα1 (u, b)∥X ≤ C1 ∥u0∥
FN

1−2α+ 3
p ′(·)

p(·),λ(·),q

+ C2

(
∥u∥2X + ∥b∥2X

)
. (4.1.6)

De la même façon, il résulte que

∥Gα2 (u, b)∥X ≤ C1 ∥b0∥
FN

1−2α+ 3
p ′(·)

p(·),λ(·),q

+ 2C2 (∥u∥X + ∥b∥X) . (4.1.7)

Nous définissons maintenant

S =
{
(u, b) | (u, b) ∈ X, ∥(u, b)∥X ≤ 2β0C1

}
,

où β0 est une constante qui peut être déterminée plus tard. En combinant (4.1.6) et (4.1.7), il

s’ensuit que si nous choisissons β0 ≤ 1
16(max(C1,C2))2

, alors pour toute (u0, b0) ∈ FN
1−2α+ 3

p′(·)
p(·),λ(·),q
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avec ∥(u0, b0)∥
FN

1−2α+ 3
p′(·)

p(·),λ(·),q

≤ β0, on a

∥ψ(u, b)∥X ≤ C1 ∥(u0, b0)∥
FN

1−2α+ 3
p ′(·)

p(·),λ(·),q

+ C2 ∥(u, b)∥2X

≤ β0C1 + 4β02C21C2

≤ 1

8max(C1, C2)
∀(u, b) ∈ S,

ce qui entraîne que ψ(u, b) ∈ S. De ce fait, ψ est bien défini de S vers lui-même.

D’autre part, pour tout (u1, b1), (u2, b2) ∈ S, on a

∥Gα1 (u1, b1) − Gα1 (u2, b2)∥X

≤ ∥B(u1, u1) − B(u2, u2)∥X + ∥B(b1, b1) − B(b2, b2)∥X

≤ ∥B(u1, u1 − u2) − B(u1 − u2, u2)∥X + ∥B(b1 − b2, b2) − B(b1, b1 − b2)∥X

≤ C2
{
(∥u1∥X + ∥u2∥X)∥u1 − u2∥X + (∥b1∥X + ∥b2∥X)∥b1 − b2∥X

}
≤ C2

{
(∥(u1, b1)∥X + ∥(u2, b2)∥X)(∥u1 − u2∥X + ∥b1 − b2∥X)

}
≤ 4C1C2β0

{
∥u1 − u2∥X + ∥b1 − b2∥X

}
≤ 1

4

{
∥u1 − u2∥X + ∥b1 − b2∥X

}
.

Des calculs analogues aux précédents impliquent

∥Gα2 (u1, b1) − Gα2 (u2, b2)∥X ≤ 1

4

{
∥u1 − u2∥X + ∥b1 − b2∥X

}
.

Alors,

∥ψ(u1, b1) −ψ(u2, b2)∥X ≤ 1

2

{
∥u1 − u2∥X + ∥b1 − b2∥X

}
. (4.1.8)

D’après l’estimation ci-dessus, nous déduisons que ψ est une application contractante de S

vers S. Le théorème du point fixe de Banach nous amène à la conclusion que ψ a un unique

point fixe (u, b) ∈ S, qui est la solution de (4.0.1).

Remarque 4.1.3 — Selon la preuve du Théorème 3.0.1, si µ ̸= ν dans (4.0.1), la conclusion du

Théorème 3.0.1 reste vraie, mais avec des estimations plus complexes.

4.2 Régularité Gevrey

Le but de cette section est de montrer l’analyticité des solutions obtenues dans le Théo-

rème 4.0.1.
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Théorème 4.2.1 Supposons que p(·) ∈ P0
(
R3
)
∩ Clog

(
R3
)
, 1
2
< α ≤ 1, 1 ≤ θ ≤ +∞, 2 ≤

p(·) ≤ 6
5−4α

et 1 ≤ q < 3
2α−1

. Alors, il existe une constante positive β ′
0 telle que pour toute données

initiales (u0, b0) dans FN
1−2α+ 3

p′(·)
p(·),λ(·),q avec

∥(u0, b0)∥
FN

1−2α+ 3
p′(·)

p(·),λ(·),q

≤ β ′
0,

le système (4.0.1) a une solution analytique unique telle que

∥
(
eµ

√
t|D|αu, eµ

√
t|D|αb

)
∥X ≲ ∥(u0, b0)∥

FN
1−2α+ 3

p′(·)
p(·),λ(·),q

,

où

X := Lθ(R+;FN
1−2α+ 3

p ′(·)+
2α
θ

p(·),λ(·),q ) ∩ Lθ(R+;FN
5
2
−2α+ 2α

θ

2,λ(·),q ) ∩ L∞(R+;FN
5
2
−2α

2,2,q ),

et eµ
√
t|D|αu = F−1(eµ

√
t|ξ|αû).

Preuve. On pose u(x, t) = e
√
t|D|αu(x, t) et b(x, t) = e

√
t|D|αb(x, t). On voit alors que (u, b)

satisfait le système intégral suivant :
u =e

√
t|D|αKα(t)u0 − e

√
t|D|α

∫ t
0

Kα(t− τ)P∇ · (e−
√
τ|D|αu⊗ e−

√
τ|D|αu− e−

√
τ|D|αb⊗ e−

√
τ|D|αb)dτ,

b =e
√
t|D|αKα(t)b0 − e

√
t|D|α

∫ t
0

Kα(t− τ)P∇ · (e−
√
τ|D|αu⊗ e−

√
τ|D|αb− e−

√
τ|D|αb⊗ e−

√
τ|D|αu)dτ.

Afin d’obtenir la régularité Gevrey des solutions, nous commençons par estimer le terme li-

néaire e
√
t|D|αKα(t)u0. En utilisant la transformation de Fourier, en multipliant par 21−2α+

3
p ′(·)+

2α
θ φj

et en prenant la norme Lθ(R+;Mλ(·)
p(·)), on obtient∥∥∥∥2j(1−2α+ 3

p ′(·)+
2α
θ
)
φj

̂e
√
t|D|αKα(t)u0

∥∥∥∥
Lθ(R+;Mλ(·)

p(·))

≲
∥∥∥e√t|ξ|α−t|ξ|2α2j(1−2α+ 3

p ′(·)+
2α
θ
)
φjû0

∥∥∥
Lθ(R+;Mλ(·)

p(·))

≲
∥∥∥e− t

2
|ξ|2α2

j(1−2α+ 3
p ′(·)+

2α
θ
)
φjû0

∥∥∥
Lθ(R+;Mλ(·)

p(·))
,

où nous avons utilisé le fait que e
√
t|ξ|α− 1

2
t|ξ|2α = e−

1
2
(
√
t|ξ|α−1)2+ 1

2 ≤ e 1
2 .

Donc, en prenant la norme lq, nous en déduisons que∥∥∥e√t|D|αKα(t)u0

∥∥∥
Lθ(R+;FN

1−2α+ 3
p ′(·)+

2α
θ

p(·),λ(·),q )

≲ ∥u0∥
FN

1−2α+ 3
p ′(·)

p(·),λ(·),q

.

De manière analogue, nous avons∥∥∥e√t|D|αKα(t)u0

∥∥∥
Lθ(R+;FN

5
2
−2α+ 2α

θ
2,λ(·),q )

≲ ∥u0∥
FN

1−2α+ 3
p ′(·)

p(·),λ(·),q
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et ∥∥∥e√t|D|αKα(t)u0

∥∥∥
L∞(R+;FN

5
2
−2α

2,2,q )
≲ ∥u0∥

FN
1−2α+ 3

p ′(·)
p(·),λ(·),q

.

Alors ∥∥∥e√t|D|αKα(t)u0

∥∥∥
X
≲ ∥u0∥

FN
1−2α+ 3

p ′(·)
p(·),λ(·),q

.

D’autre part, posons

s(·) := 1− 2α+
3

p ′(·)
+
2α

θ
,

et B(u, b) := e
√
t|D|α

∫ t
0

Kα(t− τ)P∇ · (e−
√
τ|D|αb⊗ e−

√
τ|D|αu)dτ.

En utilisant le Lemme 2.1.7, on obtient∥∥∥∥2js(·)φjB̂(u, b)∥∥∥∥
Lθ(R+;Mλ(·)

p(·))

≲

∥∥∥∥2j(s(·)+1)φje√t|ξ|α ∫ t
0

e−(t−τ)|ξ|2α ̂(e−
√
τ|D|αb⊗ e−

√
τ|D|αu)dτ

∥∥∥∥
Lθ(R+;Mλ(·)

p(·))

≲

∥∥∥∥2j(s(·)+1)φje√t|ξ|α ∫ t
0

e−(t−τ)|ξ|2α
∫
R3

(e−
√
τ|ξ−y|α ̂b(ξ− y)⊗ e−

√
τ|y|αû(y))dydτ

∥∥∥∥
Lθ(R+;Mλ(·)

p(·))

≲

∥∥∥∥2(s(·)+1)φj ∫ t
0

e−
1
2
(t−τ)|ξ|2α

∫
R3

e
√
t|ξ|α− 1

2
(t−τ)|ξ|2α−

√
τ(|ξ−y|α+|y|α)( ̂b(ξ− y)⊗ û(y))dydτ

∥∥∥∥
Lθ(R+;Mλ(·)

p(·))

≲

∥∥∥∥2j(s(·)+1)φj ∫ t
0

e−
1
2
(t−τ)|ξ|2α

∫
R3

( ̂b(ξ− y)⊗ û(y))dydτ
∥∥∥∥
Lθ(R+;Mλ(·)

p(·))

≲

∥∥∥∥2j(s(·)+1)φj ∫ t
0

e−
1
2
(t−τ)|ξ|2α ̂(b⊗ u)dτ

∥∥∥∥
Lθ(R+;Mλ(·)

p(·))

.

En s’appuyant sur les mêmes arguments que ceux utilisés pour obtenir l’estimation bili-

néaire (4.1.4), on peut établir ∥∥B(u, b)∥∥
X
≲ ∥u∥X∥b∥X.

Le reste de la preuve se fait de manière similaire à la preuve du Théorème 4.1.1. la seule

différence étant l’analyse de diverses constantes bornées. Ces détails peuvent être omis.

4.3 Estimations de décroissance des solutions.

Dans cette partie, nous obtenons une estimation de décroissance des solutions "decay

estimate" pour les équations magnétohydrodynamiques fractionnelles dans les espaces cri-

tiques de Fourier-Besov-Morrey à exposant variable.

Le lemme suivant nous servira dans la suite.
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Lemme 4.3.1 Les multiplicateurs de Fourier correspondant aux symboles m(ξ) = |ξ|βe−
√
t|ξ|α sont

donnés par une convolution avec le noyau correspondant k, qui est une fonction L1 avec ∥k̂∥L1 ≤
Cα,βt

− β
2α .

Preuve. Analogue à celle du Lemme 2.1 dans [77], sous l’échelle : ξ 7→ t
1
2αξ, nous montrons

que k̂ ∈ L1 et ∥k̂∥L1 ≤ Cα,βt−
β
2α .

Dans le Théorème 4.2.1, nous avons prouvé l’analyticité des solutions, ce qui nous permet

d’obtenir une estimation de décroissance temporelle des solutions.

Théorème 4.3.2 Sous les hypothèses du Théorème 4.2.1, pour tout β > 0, la solution globale

(u, b) ∈ X et (e
√
t|D|αu, e

√
t|D|αb) ∈ X satisfait l’estimation de décroissance temporelle suivante :∥∥∥((−∆)β

2u(t), (−∆)
β
2 b(t)

)∥∥∥
FN

1−2α+ 3
p′(·)

p(·),λ(·),q

≤ Cα,βt−
β
2α ∥(u0, b0)∥

FN
1−2α+ 3

p′(·)
p(·),λ(·),q

,

où Cα,β est une constante qui dépend de α et β.

Preuve. En utilisant la définition des espaces de Fourier-Besov-Morrey, le Lemme 4.3.1 et le

Théorème 4.2.1, on obtient∥∥∥(−∆)β
2u(t)

∥∥∥
FN

1−2α+ 3
p′(·)

p(·),λ(·),q

=
∥∥∥(−∆)β

2 e−
√
t|D|αe

√
t|D|αu(t)

∥∥∥
FN

1−2α+ 3
p′(·)

p(·),λ(·),q

= ∥{2j(1−2α+
3

p′(·) )φjF
(
(−∆)

β
2 e−

√
t|D|αe

√
t|D|αu(t)

)
}∞−∞∥

lq(Mλ(·)
p(·))

= ∥{2j(1−2α+
3

p′(·) )|ξ|βe−
√
t|ξ|αφjF

(
e
√
t|D|αu(t)

)
}∞−∞∥

lq(Mλ(·)
p(·))

≤ Cα,βt−
β
2α

∥∥∥e√t|D|αu(t)
∥∥∥
FN

1−2α+ 3
p′(·)

p(·),λ(·),q

≤ Cα,βt−
β
2α ∥u0∥

FN
1−2α+ 3

p′(·)
p(·),λ(·),q

.

De même, nous montrons que∥∥∥(−∆)β
2 b(t)

∥∥∥
FN

1−2α+ 3
p′(·)

p(·),λ(·),q

≤ Cα,βt−
β
2α ∥b0∥

FN
1−2α+ 3

p′(·)
p(·),λ(·),q

.

Ainsi, ∥∥∥((−∆)β
2u(t), (−∆)

β
2 b(t)

)∥∥∥
FN

1−2α+ 3
p′(·)

p(·),λ(·),q

≤ Cα,βt−
β
2α ∥(u0, b0)∥

FN
1−2α+ 3

p′(·)
p(·),λ(·),q

.
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Chapitre 5

Existence et analyticité pour les équations
de Navier-Stokes généralisées dans les
espaces critiques de Fourier-Besov-Morrey

Contents
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Le but de ce chapitre est de montrer l’existence et l’unicité de la solution globale pour les

équations de Navier-Stokes généralisées dans les espaces critiques de Fourier-Besov-Morrey

FN
1−2α+ 3

p ′+
λ
p

p,λ,q et d’établir la régularité Gevrey de la solution en utilisant une méthode de

point fixe.

Introduction

Nous étudions le problème d’existence globale pour le système généralisé de Navier-

Stokes :  ∂tu+ µ(−∆)αu = Q(u, u) (t, x) ∈ R+ × Rn,
u(0, x) = u0(x) x ∈ Rn ,

(5.0.1)

où u = u(t, x) = (u1(t, x), u2(t, x), ..., un(t, x)), µ est une constante. L’opérateur bilinéaire Q

désigne l’application de la forme

Qj(u, v) =

n∑
k,l,m=1

qj,mk,l ∂m(u
kvl), j = 1, ..., n,

où

qj,mk,l (f) :=

n∑
a,b=1

βj,m,a,bk,l F−1((
ξaξb

|ξ|2
)f̂(ξ)),
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et βj,m,a,bk,l sont des nombres réels.

Remarque 5.0.1 Des techniques analogues à celle utilisés dans la Remarque 2.2.1 permettent de

montrer que l’espace de Fourier-Besov-Morrey FN
1−2α+ 3

p ′+
λ
p

p,λ,q est critique pour (5.0.1).

Pour ce faire, nous définissons

uλ0(x) := λ
2α−1u0 (λx) ,

et nous montrons que ∥∥uλ0∥∥
FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q

= ∥u0∥
FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q

,

donc FN
1−2α+ 3

p ′+
λ
p

p,λ,q est un espace critique pour (5.0.1).

Théorème 5.0.2 Soient 1 ≤ p < ∞, 0 ≤ λ < 3, 1 ≤ q ≤ 2, 1
2
< α ≤ 1 + 3

2p ′ +
λ
2p

et u0 ∈

FN
1−2α+ 3

p ′+
λ
p

p,λ,q . Alors il existe une constanteC0 > 0 telle que si u0 satisfait ∥u0∥
FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q

< C0µ,

l’équation (5.0.1) a une solution globale unique

u ∈ C
(
[0,∞);FN

1−2α+ 3
p ′+

λ
p

p,λ,q

)
∩ L1

(
[0,∞),FN

1+ 3
p ′+

λ
p

p,λ,q

)
∩ L∞([0,∞);FN

1−2α+ 3
p ′+

λ
p

p,λ,q ) ,

telle que

∥u∥
L∞([0,∞);FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

+ µ∥u∥
L1([0,∞),FN

1+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

≤ 2C∥u0∥
FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q

,

où C est une constante positive.

Théorème 5.0.3 Soient 1 ≤ p < ∞, 0 ≤ λ < 3, 1 ≤ q ≤ 2, 1
2
< α < 1 et u0 ∈ FN

1−2α+ 3
p ′+

λ
p

p,λ,q .

Alors il existe une constante C0 > 0 telle que si u0 satisfait ∥u0∥
FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q

< C0µ, le problème

(5.0.1) admet une solution analytique unique telle que

∥eµ
√
t|D|αu∥

L∞([0,∞);FN
1−2α+ 3

p ′ +
λ
p

p,λ,q

) + µ∥eµ
√
t|D|αu∥

L1

(
[0,∞),FN

1+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q

) ≤ 2C∥u0∥
FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q

,

où C est une constante positive.

5.1 Preuve du Théorème 5.1.1

Considérons l’équation intégrale équivalente suivante :

u(t) = e−µ(−△)αtu0 +

∫ t
0

e−µ(−△)α(t−τ)Q(u, u)dτ

= e−µ(−△)αtu0 + B(u, u). (5.1.1)
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Proposition 5.1.1 Soient 1 ≤ p <∞, 1 ≤ q ≤ 2, 1
2
≤ α ≤ 1+ 3

2p ′ +
λ
2p

et 0 ≤ λ < 3. Posons

X = L∞([0,∞),FN
1−2α+ 3

p ′+
λ
p

p,λ,q

)
∩ L1

(
[0,∞),FN

1+ 3
p ′+

λ
p

p,λ,q

)
,

avec la norme

∥u∥X = ∥u∥
L∞([0,∞),FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q

) + µ∥u∥
L1

(
[0,∞),FN

1+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q

) .
Il existe une constante C = C(α, p, q) > 0 qui dépend de α, p, q telle que

∥Q(u, v)∥
L1

(
[0,∞),FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q

) ≤ Cµ−1∥u∥X∥v∥X . (5.1.2)

Preuve. On a : (avec I = [0,∞))

∥Q(u, v)∥
L1

(
I,FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q

) =
{∑
j∈Z

2
j(1−2α+ 3

p ′+
λ
p
)q∥ ̂△jQ(u, v)∥q

L1(I,Mλ
p)

} 1
q

et

Qj(u, v) =

3∑
k,l,m=1

3∑
a,b=1

βj,m,a,bk,l F−1((
ξaξb

|ξ|2
) ̂∂m(ukvl)(ξ)).

Donc ∥∥∥ ̂△jQ(u, v)
∥∥∥q
L1(I,Mλ

p)
≤

∑
∥φj

̂
βj,m,a,bk,l F−1((

ξaξb

|ξ|2
) ̂∂m(ukvl)∥L1(I,Mλ

p)

≤ C
∑

∥φj
ξaξb

|ξ|2
̂∂m(ukvl)∥L1(I,Mλ

p)

≤ C
∑

∥φj ̂∂m(ukvl)∥L1(I,Mλ
p)
.

Nous définissons

uj = ∆̇ju, Ṡju =
∑
k≤j−1

∆̇ku,
˜̇∆ju =

∑
|k−j|≤1

∆̇ku, j ∈ Z .

En appliquant la décomposition du paraproduit de Bony et la propriété de quasi-orthogonalité

pour la décomposition de Littlewood-Paley, pour j fixé, on obtient

∆̇j(uv) =
∑

|k−j|≤4

∆̇j(Ṡk−1u∆̇kv) +
∑

|k−j|≤4

∆̇j(Ṡk−1v∆̇ku)

+
∑
k≥j−3

∆̇j(∆̇ku
˜̇∆kv)

= I1j + I
2
j + I

3
j .
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Alors, par les inégalités triangulaires dansMλ
p et dans lq(Z), on aura

∥∂(uv)∥
L1([0,∞),FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

≤ {
∑
j∈Z

2
j(−2(α−1)+ 3

p ′+
λ
p
)q∥ ˙̂∆j(uv)∥qL1([0,∞),Mλ

p)
}
1
q

≤ {
∑
j∈Z

2
j(−2(α−1)+ 3

p ′+
λ
p
)q∥Î1j ∥

q

L1([0,∞),Mλ
p)
}
1
q

+ {
∑
j∈Z

2
j(−2(α−1)+ 3

p ′+
λ
p
)q∥Î2j ∥

q

L1([0,∞),Mλ
p)
}
1
q

+ {
∑
j∈Z

2
j(−2(α−1)+ 3

p ′+
λ
p
)q∥Î3j ∥

q

L1([0,∞),Mλ
p)
}
1
q

:= J1 + J2 + J3.

D’après (1.6.2) et le Lemme 1.6.2 avec |γ| = 0, il en résulte que

∥Î1j ∥L1([0,∞),Mλ
p)
≤

∑
|k−j|≤4

∥ ̂(Ṡk−1u∆̇kv)∥L1([0,∞),Mλ
p)

≤
∑

|k−j|≤4

∥v̂k∥L1([0,∞),Mλ
p)

∑
l≤k−2

∥ûl∥L∞([0,∞),L1)

≤
∑

|k−j|≤4

∥v̂k∥L1([0,∞),Mλ
p)

∑
l≤k−2

2
( 3
p ′+

λ
p
)l∥ûl∥L∞([0,∞),Mλ

p)

≤
∑

|k−j|≤4

∥v̂k∥L1([0,∞),Mλ
p)

∑
l≤k−2

2
( 3
p ′+

λ
p
)l
2l(2α−1)2l(1−2α)∥ûl∥L∞([0,∞),Mλ

p)

≤
∑

|k−j|≤4

∥v̂k∥L1([0,∞),Mλ
p)

( ∑
l≤k−2

2l(2α−1)q
′
) 1

q ′
∥u∥

L∞([0,∞),FN
1−2α+ 3

p ′ +
λ
p

p,λ,q )

≤
∑

|k−j|≤4

2k(2α−1)∥v̂k∥L1([0,∞),Mλ
p)
∥u∥

L∞([0,∞),FN
1−2α+ 3

p ′ +
λ
p

p,λ,q )

.

En multipliant par 2j(−2(α−1)+
3
p ′+

λ
p
) et en prenant la norme lq(Z), on obtient

J1 ≤ ∥v∥
L1([0,∞),FN

1+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

∥u∥
L∞([0,∞),FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

. (5.1.3)

De même, nous montrons que

J2 ≤ ∥u∥
L1([0,∞),FN

1+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

∥v∥
L∞([0,∞),FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

. (5.1.4)

Pour J3, nous avons

I3j =
∑
k≥j−3

∆̇j(∆̇ku
˜̇∆kv) and ˜̇∆ju =

∑
|k−j|≤1

∆̇ku
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alors,

I3j =
∑
k≥j−3

∆̇j(∆̇ku
∑

|i−k|≤1

∆̇iv)

=
∑
k≥j−3

∑
|i|≤1

∆̇j(∆̇ku∆̇k+iv)

=
∑
k≥j−3

I3jk,

avec I3jk =
∑

|i|≤1 ∆̇j(∆̇ku∆̇k+iv).

En utilisant l’inégalité (1.6.2) et le Lemme 1.6.2 avec |γ| = 0, on obtient

∥Î3jk∥L1([0,∞),Mλ
p)
≤

∑
|i|≤1

∥ ̂(∆̇ku∆̇k+iv)∥L1([0,∞),Mλ
p)

≤
∑
|i|≤1

∥ûk∥L1([0,∞),Mλ
p)
∥v̂k+i∥L∞([0,∞),L1)

≤
∑
|i|≤1

∥ûk∥L1([0,∞),Mλ
p)
2
( 3
p ′+

λ
p
)(k+i)∥v̂k+i∥L∞([0,∞),Mλ

p)
.

Notant que α ≤ 1 + 3
2p ′ +

λ
2p

entraîne que −2(α − 1) + 3
p ′ +

λ
p
≥ 0, alors en multipliant par

2
j(−2(α−1)+ 3

p ′+
λ
p
) et en prenant la norme lq(Z), nous obtenons

2
j(−2(α−1)+ 3

p ′+
λ
p
)∥Î3jk∥L1([0,∞),Mλ

p)
≤

∑
|i|≤1

2
(j−k)(−2(α−1)+ 3

p ′+
λ
p
)
2i(2α−1)

× (2
k(1+ 3

p ′+
λ
p
)∥ûk∥L1([0,∞),Mλ

p)
)

× (2
(k+i)(−(2α−1)+ 3

p ′+
λ
p
)∥v̂k+i∥L∞([0,∞),Mλ

p)
).

Ainsi, {∑
j∈Z

2
j(−2(α−1)+ 3

p ′+
λ
p
)q∥Î3j ∥

q

L1([0,∞),Mλ
p)

} 1
q

≤ (
∑
j∈Z

(
∑
l≤3

∑
|i|≤1

2
l(−2(α−1)+ 3

p ′+
λ
p
)
2i(2α−1)2

(j−l)(1+ 3
p ′+

λ
p
)

× ∥ûj−l∥L1([0,∞),Mλ
p)
2
(j−l+i)(−(2α−1)+ 3

p ′+
λ
p
)∥v̂j−l+i∥L∞([0,∞),Mλ

p)
)q)

1
q

≤
∑
l≤3

∑
|i|≤1

2
l(−2(α−1)+ 3

p ′+
λ
p
)
2i(2α−1)∥u∥

L1([0,∞),FN
1+ 3

p ′ +
λ
p

p,λ,q )

∥v∥
L∞([0,∞),FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q ′ )

.

En s’appuyant sur la Remarque 1.7.5, on montre que

{
∑
j∈Z

2
j(−2(α−1)+ 3

p ′+
λ
p
)q∥Î3j ∥

q

L1([0,∞),Mλ
p)
}
1
q ≤ ∥u∥

L1([0,∞),FN
1+ 3

p ′ +
λ
p

p,λ,q )

×∥v∥
L∞([0,∞),FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

(5.1.5)
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On obtient après avoir sommé les estimations (5.2.4), (5.2.5) et (5.2.6)

∥Q(u, v)∥
L1([0,∞),FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

≤ Cµ−1∥u∥X∥v∥X.

Pour l’existence globale, nous utiliserons le Lemme 1.3.1 pour assurer l’existence d’une

solution globale avec petites données initiales dans l’espace de Banach X donné par

X = L∞([0,∞),FN
1−2α+ 3

p ′+
λ
p

p,λ,q ) ∩ L1([0,∞),FN
1+ 3

p ′+
λ
p

p,λ,q ) .

D’après le Lemme 1.7.8 et la Proposition 5.1.1, il en résulte que

∥B(u, v)∥
L1([0,∞),FN

1+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

=
∥∥∥ ∫ t

0

e−µ(−△)α(t−τ)Q(u, v)dτ
∥∥∥
L1([0,∞),FN

1+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

≤ C∥Q(u, v)∥
L1([0,∞),FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

≤ Cµ−1∥u∥X∥v∥X .

De la même manière,

∥B(u, v)∥
L∞([0,∞),FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

=
∥∥∥ ∫ t

0

e−µ(−△)α(t−τ)Q(u, v)dτ
∥∥∥
L∞([0,∞),FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

≤ C∥Q(u, v)∥
L1([0,∞),FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

≤ Cµ−1∥u∥X∥v∥X .

Finalement,

∥B(u, v)∥X ≤ Cµ−1∥u∥X∥v∥X .

Le Lemme 1.7.7 permet d’obtenir

∥e−µ(−△)αtu0∥X ≤ C∥u0∥
FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q

.

Si ∥u0∥
FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q

< C0µ avec C0 = 1
4C2 , alors l’équation (5.0.1) a une solution globale

unique u ∈ X qui satisfait

∥u∥
L∞([0,∞);FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

+ µ∥u∥
L1([0,∞),FN

1+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

≤ 2C∥u0∥
FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q

.
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5.2 Preuve du Théorème 5.1.2

On note a(t, x) := eµ
√
t|D|αu(t, x) et b(t, x) := eµ

√
t|D|αv(t, x). En utilisant l’équation inté-

grale (5.1.1), nous avons

a(t, x) = eµ
√
t|D|α [e−µ(−△)αtu0 +

∫ t
0

e−µ(−△)α(t−τ)Q(u, u)dτ]

= eµ
√
t|D|αe−µ(−△)αtu0 +

∫ t
0

e−µ(−△)α(t−τ)eµ
√
t|D|αQ(u, u)dτ

= eµ
√
t|D|αe−µ(−△)αtu0 +N(u, u).

Lemme 5.2.1 Soient 0 ≤ λ < 3, 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ et u0 ∈ FN
1−2α+ 3

p ′+
λ
p

p,λ,q (R3). Alors il

existe une constante C > 0 telle que

∥eµ
√
t|D|αe−µ(−△)αtu0∥

L∞([0,∞),FN
1−2α+ 3

p ′ +
λ
p

p,λ,q )

≤ C∥u0∥
FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q

, (5.2.1)

et

∥eµ
√
t|D|αe−µ(−△)αtu0∥

L1([0,∞),FN
1+ 3

p ′ +
λ
p

p,λ,q )

≤ C∥u0∥
FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q

. (5.2.2)

Preuve. On a

eµ(
√
t|D|α−(−∆)αt)u0 = e

− 1
2
µ(

√
t|D|α−1)2+µ

2 e−
1
2
µ(−∆)αtu0.

En utilisant la transformée de Fourier, en multipliant par φj et en prenant la norme Mλ
p on

obtient

∥φj ̂eµ
√
t|D|αe−µ(−△)αtu0∥Mλ

p
≤ Ce−

1
2
µt22jα( 3

4
)2α∥φjû0∥Mλ

p
.

En multipliant par 2(1−2α+
3
p ′+

λ
p
)j et en prenant la norme lq(Z) on trouve

∥eµ
√
t|D|αe−µ(−△)αtu0∥

L∞([0,∞),FN
1−2α+ 3

p ′ +
λ
p

p,λ,q )

≤ C∥u0∥
FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q

.

De la même façon,

∥2(1+
3
p ′+

λ
p
)j
φj

̂eµ
√
t|D|αe−µ(−△)αtu0∥L1([0,∞);Mλ

p)
≤ C(

∫∞
0

e−
1
2
µt22jα( 3

4
)2α22αjdt)2

(1+ 3
p ′+

λ
p
)j∥φjû0∥Mλ

p
.

En prenant la norme lq(Z), nous concluons que

∥eµ
√
t|D|αe−µ(−△)αtu0∥

L1([0,∞),FN
1+ 3

p ′ +
λ
p

p,λ,q )

≤ C∥u0∥
FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q

.
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Proposition 5.2.2 Soient 1 ≤ p <∞, 1 ≤ q ≤ 2, 0 ≤ λ < 3 et 1
2
< α < 1, et définissons

X = L∞([0,∞),FN
1−2α+ 3

p ′+
λ
p

p,λ,q ) ∩ L1([0,∞),FN
1+ 3

p ′+
λ
p

p,λ,q ),

avec la norme

∥u∥X = ∥u∥
L∞([0,∞),FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

+ µ∥u∥
L1([0,∞),FN

1+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

.

Alors il existe une constante C = C(α, p, q) > 0 qui dépend de α, p, q telle que

∥eµ
√
t|D|αQ(u, v)∥

L1([0,∞),FN
1−2α+ 3

p ′ +
λ
p

p,λ,q )

≤ Cµ−1∥a∥X∥b∥X . (5.2.3)

Preuve. En utilisant la même discussion dans la preuve de la Proposition 5.1.1, nous pou-

vons estimer ∥eµ
√
t|D|α(uv)∥

L1([0,∞),FN
2−2α+ 3

p ′ +
λ
p

p,λ,q )

. Par la décomposition de Bony, on a

∆̇je
µ
√
t|D|α(uv) =

∑
|k−j|≤4

∆̇je
µ
√
t|D|α(Ṡk−1u∆̇kv) +

∑
|k−j|≤4

∆̇je
µ
√
t|D|α(Ṡk−1v∆̇ku)

+
∑
k≥j−3

∆̇je
µ
√
t|D|α(∆̇ku

˜̇∆kv)
:= I1j + I

2
j + I

3
j .

Alors, par l’inégalité triangulaire dansMλ
p et dans lq(Z), on obtient

∥eµ
√
t|D|α(uv)∥

L1([0,∞),FN
2−2α+ 3

p ′ +
λ
p

p,λ,q )

≤ {
∑
j∈Z

2
j(−2(α−1)+ 3

p ′+
λ
p
)q∥ ̂∆̇jeµ

√
t|D|α(uv)∥q

L1([0,∞),Mλ
p)
}
1
q

≤ {
∑
j∈Z

2
j(−2(α−1)+ 3

p ′+
λ
p
)q∥Î1j ∥

q

L1([0,∞),Mλ
p)
}
1
q

+ {
∑
j∈Z

2
j(−2(α−1)+ 3

p ′+
λ
p
)q∥Î2j ∥

q

L1([0,∞),Mλ
p)
}
1
q

+ {
∑
j∈Z

2
j(−2(α−1)+ 3

p ′+
λ
p
)q∥Î3j ∥

q

L1([0,∞),Mλ
p)
}
1
q

:= J1 + J2 + J3.
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Pour J1, par le Lemme 2.1.7 à nouveau, il est facile de voir que

∥Î1j ∥Mλ
p
= ∥

∑
|k−j|≤4

φje
µ
√
t|ξ|α ̂(Ṡk−1u∆̇kv)∥Mλ

p

= ∥
∑

|k−j|≤4

φje
µ
√
t|ξ|α [(

∑
l≤k−2

e−µ
√
t|ξ|αâl) ∗ (e−µ

√
t|ξ|α ̂̇∆kb)]∥Mλ

p

= ∥
∑

|k−j|≤4

φj

∫
R3

eµ
√
t(|ξ|α−|ξ−ζ|α−|ζ|α)(

∑
l≤k−2

âl)(ξ− ζ)
̂̇∆kb)(ζ)dζ∥Mλ

p

≤ C∥
∑

|k−j|≤4

φj

∫
R3

(
∑
l≤k−2

âl)(ξ− ζ)
̂̇∆kb(ζ)dζ∥Mλ

p

≤ C
∑

|k−j|≤4

∥ ̂(Ṡk−1a∆̇kb)∥Mλ
p
.

Par l’inégalité de Young (1.6.2) et le Lemme 1.6.2 avec |γ| = 0, on a

∥Î1j ∥L1([0,∞),Mλ
p)
≤

∑
|k−j|≤4

∥ ̂(Ṡk−1a∆̇kb)∥L1([0,∞),Mλ
p)

≤
∑

|k−j|≤4

∥b̂k∥L1([0,∞),Mλ
p)

∑
l≤k−2

∥âl∥L∞([0,∞),L1)

≤
∑

|k−j|≤4

∥b̂k∥L1([0,∞),Mλ
p)

∑
l≤k−2

2
( 3
p ′+

λ
p
)l∥âl∥L∞([0,∞),Mλ

p)

≤
∑

|k−j|≤4

∥b̂k∥L1([0,∞),Mλ
p)

∑
l≤k−2

2
( 3
p ′+

λ
p
)l
2l(2α−1)2l(1−2α)∥âl∥L∞([0,∞),Mλ

p)

≤
∑

|k−j|≤4

∥b̂k∥L1([0,∞),Mλ
p)

( ∑
l≤k−2

2l(2α−1)q
′
) 1

q ′
∥a∥

L∞([0,∞),FN
1−2α+ 3

p ′ +
λ
p

p,λ,q )

≤
∑

|k−j|≤4

2k(2α−1)∥b̂k∥L1([0,∞),Mλ
p)
∥a∥

L∞([0,∞),FN
1−2α+ 3

p ′ +
λ
p

p,λ,q )

.

En multipliant par 2j(−2(α−1)+
3
p ′+

λ
p
) et en prenant la norme lq(Z), on obtient

J1 ≤ ∥b∥
L1([0,∞),FN

1+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

∥a∥
L∞([0,∞),FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

. (5.2.4)

De même, nous montrons que

J2 ≤ ∥a∥
L1([0,∞),FN

1+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

∥b∥
L∞([0,∞),FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

. (5.2.5)

Pour J3, nous avons

I3j =
∑
k≥j−3

∆̇je
µ
√
t|D|α(∆̇ku

˜̇∆kv) and ˜̇∆ju =
∑

|k−j|≤1

∆̇ku.
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Ainsi,

I3j =
∑
k≥j−3

∆̇je
µ
√
t|D|α(∆̇ku

∑
|i−k|≤1

∆̇iv)

=
∑
k≥j−3

∑
|i|≤1

∆̇je
µ
√
t|D|α(∆̇ku∆̇k+iv)

=
∑
k≥j−3

I3jk,

avec I3jk =
∑

|i|≤1 ∆̇je
µ
√
t|D|α(∆̇ku∆̇k+iv)

∥Î3jk∥Mλ
p
= ∥

∑
|i|≤1

φje
µ
√
t|ξ|α ̂(∆̇ku∆k+iv)∥Mλ

p

≤
∑
|i|≤1

∥φjeµ
√
t|ξ|α[(e−µ

√
t|ξ|α̂̇∆al) ∗ (e−µ√t|ξ|α̂̇∆k+ib)]∥Mλ

p

≤
∑
|i|≤1

∥φj
∫
R3

eµ
√
t(|ξ|α−|ξ−ζ|α−|ζ|α)(

∑
l≤k−2

âl)(ξ− ζ)
̂̇∆k+ib)(ζ)dζ∥Mλ

p

≤ C
∑
|i|≤1

∥φj
∫
R3

(
∑
l≤k−2

âl)(ξ− ζ)
̂̇∆k+ib(ζ)dζ∥Mλ

p

≤ C
∑
|i|≤1

∥ ̂(∆̇ka∆k+ib)∥Mλ
p
.

En utilisant l’inégalité (1.6.2) et le Lemme 1.6.2 avec |γ| = 0, on obtient

∥Î3jk∥L1([0,∞),Mλ
p)
≤

∑
|i|≤1

∥ ̂(∆̇ka∆̇k+ib)∥L1([0,∞),Mλ
p)

≤
∑
|i|≤1

∥âk∥L1([0,∞),Mλ
p)
∥b̂k+i∥L∞([0,∞),L1)

≤
∑
|i|≤1

∥âk∥L1([0,∞),Mλ
p)
2
( 3
p ′+

λ
p
)(k+i)∥b̂k+i∥L∞([0,∞),Mλ

p)
.

En multipliant par 2j(−2(α−1)+
3
p ′+

λ
p
), en prenant la norme lq(Z) et en remarquant que

α ≤ 1+ 3
2p ′ +

λ
2p

implique que −2(α− 1) + 3
p ′ +

λ
p
≥ 0, il apparaît que

2
j(−2(α−1)+ 3

p ′+
λ
p
)∥Î3jk∥L1([0,∞),Mλ

p)
≤

∑
|i|≤1

2
(j−k)(−2(α−1)+ 3

p ′+
λ
p
)
2i(2α−1)

× (2
k(1+ 3

p ′+
λ
p
)∥âk∥L1([0,∞),Mλ

p)
)

× (2
(k+i)(−(2α−1)+ 3

p ′+
λ
p
)∥b̂k+i∥L∞([0,∞),Mλ

p)
),
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nous obtenons{∑
j∈Z

2
j(−2(α−1)+ 3

p ′+
λ
p
)q∥Î3j ∥

q

L1([0,∞),Mλ
p)

} 1
q

≤ (
∑
j∈Z

(
∑
l≤3

∑
|i|≤1

2
l(−2(α−1)+ 3

p ′+
λ
p
)
2i(2α−1)2

(j−l)(1+ 3
p ′+

λ
p
)

× ∥âj−l∥L1([0,∞),Mλ
p)
2
(j−l+i)(−(2α−1)+ 3

p ′+
λ
p
)∥b̂j−l+i∥L∞([0,∞),Mλ

p)
)q)

1
q

≤
∑
l≤3

∑
|i|≤1

2
l(−2(α−1)+ 3

p ′+
λ
p
)
2i(2α−1)∥a∥

L1([0,∞),FN
1+ 3

p ′ +
λ
p

p,λ,q )

∥b∥
L∞([0,∞),FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q ′ )

.

À nouveau la Remarque 1.7.5 est utilisable pour montrer que{∑
n∈Z

2
j(−2(α−1)+ 3

p ′+
λ
p
)q∥Î3j ∥

q

L1([0,∞),Mλ
p)

} 1
q

≤ ∥a∥
L1([0,∞),FN

1+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

× ∥b∥
L∞([0,∞),FN

1−2α+ 3
p ′ +

λ
p

p,λ,q )

.

(5.2.6)

En combinant les estimations (5.2.4), (5.2.5) et (5.2.6), on obtient

∥eµ
√
t|D|αQ(u, v)∥

L1([0,∞),FN
1−2α+ 3

p ′ +
λ
p

p,λ,q )

≤ Cµ−1∥a∥X∥b∥X.

Pour terminer la preuve du Théorème 5.0.3, nous utilisons les mêmes idées utilisés dans la

preuve du Proposition 5.2.2 et en suivant les mêmes étapes dans la preuve du Théorème

5.0.2, il est facile de conclure notre résultat désiré.
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Conclusion

Au cours de ce mémoire, nous avons étudié certaines équations aux dérivées partielles

issues de la dynamique des fluides. nous avons obtenu des résultats d’existence, d’unicité,

de stabilité et de comportement asymptotique des solutions de ces équations à l’aide des

outils d’analyse harmonique, précisément l’utilisation de la décomposition de Littlewood-

Paley et l’argument du point fixe dans les espaces de Banach étaient concluante.

L’inégalité de Young est un outil important pour déterminer l’existence globale. Récem-

ment, plusieurs chercheurs ont obtenu l’existence locale et globale de l’équation (grMHD)

et (DHS) avec petites données initiales dans les espaces de Fourier-Besov-Morrey. Pour ob-

tenir le résultat d’existence globale, nous ne pouvons pas utiliser l’inégalité de Young dans

des espaces fonctionnels à exposants variables. Dans cette thèse, nous avons surmonté ce

problème et nous avons obtenu l’existence globale pour l’équation (grMHD) et (DHS) avec

petites données initiales dans les espaces de Fourier-Besov-Morrey à exposants variables.
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