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Abstract

The aim of this thesis is to study various problems of nonlinear partial differential equa-
tions arising from fluid dynamics of the parabolic and elliptic-parabolic type involving the
fractional Laplacian operator, such as the Debye-Hackel system (DHS), quasi-geostrophic
equations (QGE), generalized Navier-Stokes equations (grNVS) and magnetohydrodyna-
mics (grMHD).

Using harmonic analysis tools such as decomposition of Littlewood-Paley and the equi-
valent integral equations and resorting to the bilinear-type fixed point theory, we obtain
some results of existence, uniqueness, analyticity, stability and asymptotic behavior of the
global solutions.

This work is based on a study in the theory of functional spaces, mainly concerns Fourier-
Besov-Morrey spaces (classical and generalized) and their application to this partial diffe-
rential equations ((DHS),(QGE),(ngVS),(ngHD)). These spaces generalize a class of func-
tional spaces that have been known before as Fourier-Besov spaces, Lei-lin spaces, Holder
spaces, Holder-Zygmund spaces, Sobolev spaces, Sobodekij spaces, Bessel potential spaces.
In some sense, all these spaces are related to the usual Lebesgue space. The Fourier-Besov-
Morrey space is constructed via a type of localization on Morrey spaces as well as the
Littlewood-Paley decomposition.

Keywords : Debye-Hiickel system, Quasi-géostrophiques, magnétohydrodynamiques , Navier-
Stokes, Littlewood Paley, mild solution, existence, uniqueness, Analyticity, stability, asymp-
totic behaviour, Classical Fourier-Besov-Morrey spaces, Fourier-Besov-Morrey spaces with
variable exponents, Lei-Lin spaces.
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Résumé

L'objectif de ce travail est 'étude de divers problémes d’équations aux dérivées par-
tielles non linéaires découlant de la dynamique des fluides du type parabolique et elliptique-
parabolique faisant intervenir I’'opérateur Laplacian fractionnaire, comme les équations de
Debye-Hiickel (DHS), de quasi-géostrophiques (QGE), de Navier-Stokes généralisées (grNVS)
et de la magnétohydrodynamiques généralisées (grMHD).

A laide de méthodes d’analyse harmonique basées sur la décomposition de Littlewood-
Paley et en utilisant les équations intégrales équivalentes et en recourant a la théorie des
points fixes de type bilinéaire, nous obtenons certains résultats d’existence, d"unicité, d’ana-
lyticité, de stabilité et de comportement asymptotique des solutions globales.

Ce travail est basé sur une étude dans la théorie des espaces fonctionnels, concerne prin-
cipalement les espaces de Fourier-Besov-Morrey (classiques et généralisées) et leurs appli-
cation sur ces équations aux dérivées partielles ((DHS), (QGE), (grNVS), (ngHD)). Ces
espaces généralisent une classe d’espaces fonctionnels qui ont été connu avant comme les es-
paces de Fourier-Besov, les espaces de Lei-Lin, les espaces de Holder, les espaces de Holder-
Zygmund, les espaces de Sobolev, les espaces de Sobodekij, les espaces potentiels de Bessel.
Dans certain sens, tout ces espaces sont liés a 'espace de Lebesgue usuelle. L'espace de
Fourier-Besov-Morrey est construit via une type de localisation sur les espaces de Morrey
ainsi que la caractérisation de Littlewood-Paley.

Mots clés : Debye-Hiickel, Quasi-géostrophiques, Magnétohydrodynamiques , Navier-Stokes,
Existence, Unicité, Analyticité, Stabilité, Comportement Asymptotique, Espace de Fourier-
Besov-Morrey classique, Espace de Fourier-Besov-Morrey a exposants variables, Espace de
Lei-Lin.
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Notations & Abbreviations

w V1

u; V2

U3 V3
u= yV =

Up Vn

deux fonctions vectorielles.

e v, : dérivée partielle de v par rapport a t avec vy = %

e Av:Laplacien dev

Ay OV v v o
xXF x5 0x3 ox2
e (v-V)v:leterme bilinéaire
(V.V)\) = V]ﬂ —I—VZ2 —l—Vg,2 + ...Vna—v.
6x1 aX2 aX3 aXn

e u®Vv:produit tensoriel entre v = (vy, v, V3, ...vy) et uw = (u, Uz, U3y eeey Un )

(wvi)  (wavi)  (wsvi) oo (unvi)
(wva)  (upvz)  (uzvz) .o (unvz)
u@v=[ (uvs) (uavs) (uzvz) ... (upv3)
(uﬂ’n) .(Uzvn) -(uSVn) .(umVn)

e V- (u®v):divergence du produit tensoriel u ® v. On a :

01 (wvi) 02 (upvi) 03 (usvi) ... On(upwi)
01 (wvz) 02 (upvy) 03 (uzvy) ... On (Unv2)

V- (LL & V) = 61 (LL]Vg,) 82 (U.z\)g) 63 (LLg,Vg,) an (unv3) = (Vu)v —+ (LLV)V
01 (Wivn) 02 (Upvn) 03 (uzvn) ... On (Unvn)

e Vp :le gradient de p, p fonction scalaire.

_(0p Op Op op
VP = (ax1 YOxy’ Ox3’ Tox, )
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o f= F(f) : transformée de Fourier de f

fl&) = Ff(&) = (2n) 2 J e ™&f(x)dx.

R

e F!(f) : transformée inverse de Fourier de f

n

f(x) = F f(x) = (2n) 2 J e™Ef(E)dE.

e (—A)*:désigne le Laplacien fractionnaire défini par :
(—A)ult, &) = [E*u(t, &).
e D; :—iaixj j=1,2,3,..,n, oui? = —1.
e g(D)f:=F '(gf).
o R = Dj(—A)*% j=1,2,3,.,n:les transformations de Riez.
e P=1id — VAV : I'opérateur Leray-Hopff.
e x : l'opérateur de convolution.
e S(t) =exp(tA) = (#)% exp <—%> * : semi-groupe de la chaleur.

e supp(f) support de la fonctionf: E — F
supp(f) ={x € E, f(x) # O¢}.

e D (R") : espace des fonctions de la classe C*° sur R™ a support compact.

e S (R™): espace des fonctions de la classe de Schwartz i.e C*° (R") a décroissance rapide
ainsi que toutes leurs dérivées.

e S’ (R") : est 'ensemble des distributions tempérées.

e P : désigne I'ensemble des polyndomes de n variables a coefficients dans C.

e V < W :signifie qu’il existe une constante C > 0 telle que V < CW.

e A ~ B :signifie qu'il existe deux constantes C; > 0 et C, > 0 telles que C;B < A < C;B.
o p’: désigne le conjugué de p vérifiant J + = = 1 pour 1 < p < co.

e [p] : désigne la partie entiere de p.

e [P (R") : espace de Lebesgue, autrement dit, 'ensemble des fonctions mesurables de
puissance p-iéme intégrable :

1/p
Il = ([ oor ax)

e {9:1’espace des suites (ay), telles que

I(ax)llea = (Z !ak|q> < oo.

k=0

Si X est un espace de Banach
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.
LP(0,T;X) = {f: (0, T) — X mesurable ;J If(t)]|%dt < oo}.
0

L*(0, T; X) = {f: (0, T) — X mesurable ;ess — SUPyc(o.1) IIf(t)]|x < oo}.

C*([0, T]; X) : espace des fonctions k-fois contintiment différentiables de [0, T] — X.
D([0, T]; X) : espace des fonctions contintiment différentiables a support compact
dans [0, T].
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Introduction générale

Dans ce travail, nous étudions différentes équations aux dérivées partielles issues de la

dynamique des fluides. Plus précisément, nous considérons les modeles suivants :

e Le systeme de Debye-Hiicke, qui a été formulé par P. Debye et E. Hiicke a la fin du
dix-neuvieme siecle comme modele de base pour 1’électrodiffusion des ions dans les

électrolytes.

e Les équations quasi-géostrophiques bidimensionnelles, qui représentent 1’évolution
de la température de I’écoulement des fluides atmosphériques et océaniques sur la

frontiére bidimensionnelle d"un demi-espace tridimensionnel en rotation rapide.

e Les équations de Navier-Stokes généralisées qui donnent une description du mouve-
ment des fluides, elles étudient donc la variation dans le temps et dans I'espace de

certaines quantités physique.

e Les équations magnétohydrodynamiques (grMHD), qui décrivent le comportement
macroscopique des fluides incompressibles électriquement conducteurs dans un champ
magnétique, est une généralisation du systéme classique incompressible MHD (x
= 1). La magnétohydrodynamique (MHD) est une branche des Sciences Physiques
qui étudie le mouvement des fluides conducteurs de champs électromagnétiques
(liquides ou gazeux). Ces fluides sont omniprésents dans l'univers et se présentent
sous forme de gaz ionisés, appelés plasmas. Ils constituent plus de 99% de la matiére
connue dans l'univers, sous diverses formes : gaz des étoiles, vent solaire, aurores
boréales etc. Le physicien Suédois Hannes Alfv’en a été le premier a utiliser le terme
magnéto-hydrodynamique, en 1942 [5]. Il a recu le prix Nobel de physique en 1970

pour ses travaux sur le sujet.

La préoccupation premiere du mathématicien confronté a une équation aux dérivées par-
tielles est de lui donner un sens dans des espaces fonctionnels appropriés et d’y démontrer
I'existence et I'unicité de la solution, et de voir sous quelles conditions supplémentaires les

solutions obtenues sont stables. L'analyticité de la solution est également un sujet impor-

1
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tant développé par plusieurs chercheurs (voir [94]). Dans cette these, nous allons démontrer
la régularité Gevrey (I’analyticité des solutions) pour les équations aux dérivées partielles
présenter ci-dessus. La technique de Gevrey nous permet d’éviter I’estimation récursive des
dérivées d’ordre supérieur (toute dérivée d’ordre quelconque de la solution (v, w) a le méme
comportement que (v,w) dans un certain sens), voir [104]. Avant de rentrer dans le vif des
démonstrations, nous présentons brievement un apercu de quelques résultats classiques de
ces équations.

Le premiere chapitre est entierement consacré a I’exposé des définitions et résultats né-
cessaires a la suite de ce travail. Nous rappelons tout d’abord quelques résultats de base sur
les espaces de Besov-Morrey Ny, ((R"), les espaces de Fourier-Besov-Morrey FN|, . (R™),
et les espaces de Lei-Lin A*.

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse au probleme de Cauchy pour le systéme de
Debye-Hiickel (DHS) dans R™ x R :

;

0v—Av=-V-(vwWo) R™ x (0, c0),

ow—Aw =V - (wVd) R™ x (0, c0), 0.0.1)
Ab=v—w R™ x (0, 00),

v(x,0) =wo(x), w(x,0) =wo(x) RT,

\

ot les fonctions inconnues v = v(x, t) et w = w(x, t) désignent respectivement les densités
de l'électron et du trou dans les électrolytes, ¢ = $(x,t) désigne le potentiel électrique, vo(x)
et wo(x) sont les données initiales. Notons que la fonction ¢ est déterminée par I'équation

de Poisson dans la troisieme équation de (0.0.1), et qu’elle est donnée par
¢ =(—A)T(w—v) =F ([ *F(w—v)). (0.0.2)

Ainsi, le systeme (0.0.1) peut étre réduit au systéme suivant :

;

oy —Av=—V- (W(-A)"(w—v)) dansR" x (0, c0)
dw —Aw =V - (WV(-A)'(w—v)) dansR™ x (0,00)
Vv=V.-w=0

v(x,0) =vo(x), w(x,0) =wgy(x) dans R™.

(0.0.3)

\

W. Nernst et M. Planck ont introduit le systéme de Debye-Hiickel a la fin du XIXe siecle
comme modele fondamental de la diffusion ionique dans un électrolyte [44]. Il peut égale-
ment étre obtenu a partir de la modélisation mathématique des semi-conducteurs [91], de

la physique des plasmas [59], et de la chimiotaxie [39]. Le systeme (0.0.1) a été étudié de

FACULTE DES SCIENCES ET TECHNIQUES 2 UNIVERSITE SULTAN MOULAY SLIMANE
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maniere approfondie dans divers espaces fonctionnels. Karch dans [75] a établi 1'existence
et l'unicité des solutions globales du systeme (0.0.1) pour des données initiales dans les es-
paces de Besov Bj,  avec la condition —1 <'s < 0 et p = 5. Plus tard, Zhao et al. [106] ont
établi le caractere bien posé global et local du systeme (0.0.1) dans 'espace critique de Besov
B;err% (R") avec2 <p <2netl <r < oo (ce qui a amélioré les résultats correspondants de
Karch obtenus dans [75]). Kurokiba et Ogawa dans [76] ont obtenu des résultats similaires
pour les données initiales dans les espaces critiques de Lebesgue et de Sobolev. D’autres re-
cherches connexes peuvent étre consultées dans [80, 84]. Il faut noter que pour les équations
de Navier-Stokes, il n’existe pas de résultat d’existence pour les données initiales dans un
espace avec un indice de régularité s < —1. En fait, le terme non linéaire de (0.0.1) semble
d’étre plus étroitement 1ié a 1’équation de la chaleur non linéaire quadratique (~ u?) qu’aux
équations de Navier-Stokes (~ u - Vu). Ainsi, le systeme de Debye-Hiickel a une meilleure
propriété que les équations de Navier-Stokes en ce qui concerne l'existence des solutions.

Nous mentionnons ici que si w est nul (w = 0), le systéme (0.0.1) devient le modele célébre

de chimiotaxie de Keller-Segel :

0v=Av—V - -(Wdo) dansR" x (0,00),
Ad=v dans R™ x (0, 00), (0.0.4)

v(x,0) =vo(x), dans R™.

Dans le papier [24], le caractere bien posé local du systéme (0.0.4) a été prouvé dans le cas
tridimensionnel. Iwabuchi et Nakamura [65, 66] obtiennent la bien posée globale de (0.0.4)
pour des petites données initiales dans I'espace critique By, ?r% (R") avec 1 < p < oo et
1 <r<o0.

Notre premier objectif dans ce chapitre est d’étudier 1'existence de solutions pour (0.0.1)
avec des données initiales dans les espaces de Fourier-Besov-Morrey. Ensuite, nous mon-
trons 1’analyticité des solutions du systeme (0.0.1) en utilisant la méthode d’estimation de
Gevrey [9], qui a été introduite pour la premiere fois par Foias et Temam [54]. Depuis cela, la
technique de la classe de Gevrey est devenue une approche importante dans I’étude de I’ana-
lyticité spatiale des solutions, qui a ensuite été développée par plusieurs chercheurs, notam-
ment en ce qui concerne les équations de Navier-Stokes (NSE). Gruji et Kukavica [60] ont
montré la régularité de Gevrey dans L? pour les NSE, Bae [18] a prouvé 'estimation de Ge-
vrey de la solution pour les NSE dans I'espace critique de Lie-Lin X~'. Des études similaires
sur 'analyticité des solutions pour les NSE peuvent étre consultées dans Lemarie-Rieusset

[77]. Biswas [25] a établi la régularité Gevrey des solutions d"une grande classe d’équations
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dissipatives dans des espaces de type Besov. En 2016, Zhao [108] a prouvé que les solu-
tions globales du systéme (0.0.1) sont analytiques dans les espaces de Besov B;?r% (R™) avec
1<p<2netl <1 < oo. Récemment, Cui et Xiao [42] ont établi la régularité Gevrey
pour (0.0.1) dans 'espace de Fourier-Besov FB; .. En nous inspirant de cela, nous établi-
rons la régularité Gevrey pour le systeme (0.0.1) dans les espaces de Fourier-Besov-Morrey
FN;aq (plus large que les espaces de Fourier-Besov FB;, ,, c’est-a-dire, FN;,, = FB; ).
Le deuxiéme objectif de ce chapitre est la décroissance des normes de Fourier-Besov-Morrey
des solutions. Enfin, nous prouvons le critere de blow-up de la solution locale du systeme de
Debye-Hiickel (0.0.1). Dans un sens approprié, nos résultats étendent/ completent certains
travaux antérieurs [42, 108, 109, 110, 51, 53].

Le troisiéme chapitre de la these est consacré a 1’'étude de 1’existence des solutions de
l’équation quasi-géostrophique dissipative, ’étude sera faite dans 1’espace R? tout entier.
L’équation sans dissipation a été introduite par Constantin, Majda, et Tabak en 1994 (voir

[37]). Elle s’écrit de la facon suivante :

0,06 +K[0] - VO=0, xeRLt>0,
(QG): ¢ K[6] = (3,A7'0,—0,AT'0), (0.0.5)
0(0,x) = Bo(x),

ol A" est un opérateur défini par une puissance fractionnaire de —A :
A= (=A) 2, FIATY) = F((=A)2v) = ] F(v).

L'inconnue est 6 : R, x R? — R qui est alors une fonction scalaire. Cette équation est un
cas particulier d’équations d’évolutions décrivant la variation de température d'un fluide
non homogeéne dans un demi-espace en rotation rapide (strongly rotating fluids) avec des
petits nombres de Rossby et Ekman (voir [89]). La vitesse du fluide est modélisée par K[6] et

s’exprime en fonction des transformées de Riesz de 0 de la fagon suivante :

K[0] = (95,A7'0,—0,A7'0)
= (—R20,R10).

Autrement dit, la vitesse K[0] s’écrit comme la dérivée perpendiculaire d"une fonction de

flot V¥ :
—3, ¥
0y, W

K[B] = VY =
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Ainsi, K[0] est de divergence nulle, c’est-a-dire V - K[0] = 0. Cette hypothese traduit I'incom-
pressibilité du fluide. La fonction de flot ¥ est définie comme une convolution entre 6 et un
noyau singulier K :

W) = | Kix—ye(y)dy.

Dans le cas de 'équation quasi-géostrophique, le noyau K n’est rien d’autre que le potentiel
de Riesz d’ordre 1 défini par

C
K(y) = —, ouC > 0.

Ce qui implique (voir Stein [92])
Y= (—A)""?0.

L’'intéret mathématique d'un tel modele vient du fait que cette équation est étroitement liée
a 'équation d’Euler 3D écrite en terme de vorticité (W = V x ). Les équations d’Euler
3D pour un fluide incompressible de vitesse u = (u, Uz, u3) et de pression 7 = (m, 71, 713)
s’écrivent
ou(x,t) + w.Vu+ V=0,
(&) V-u=0,
u(0,x) = uo(x).

Cette équation en terme de vorticité w prend la forme suivante

ow(x,t) + w.Vw —wVu =0,
(Ew) 1 ¢ w=rot(u),

u(0,x) = wo(x).

Par ailleurs, en prenant la dérivée orthogonale V+0 = (—0,6, 9,0) dans 1'équation (QG) on

obtient I’équation suivante

3 V4i0(x, 1) + WYVL0 — Vuvie =0,
(V'QG): ¢ v'to =Ae,
V+0(0,x) = V410,(x).

C’est ainsi que Constantin, Majda et Tabak [37] ont remarqué que ces deux équations ont le
méme type de non linéarité et que la vorticité w dans I'équation &, joue un rdle analogue
a V10 dans le cas de 'équation V+QG. Ce lien peut s’interpréter autrement, les lignes de
niveaux de 0 sont analogues aux lignes de vortex de I'équation d’Euler 3D puisque w est
tangente aux lignes de vortex et V10 est tangent aux lignes de niveaux de 0. La seconde

motivation est purement physique, elle est celle de 1’étude de la frontogénese correspondant
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la formation en temps fini de discontinuité du front de température a l'interface entre les
courants chauds et les courants froids.

Etant donné que l'équation quasi-géostrophique ne posséde aucun terme régularisant, il
est naturel de chercher des solutions de régularité minimale. L’approche classique consiste a
montrer I’existence de solutions faibles. Une solution 0 est dite faible si elle vérifie I'équation
(QG) au sens des distributions, dans ce cas, en multipliant 1’équation (QG) par une fonction
$ € Cg° (R?), en intégrant par parties et en intégrant en temps s € [0, T] on obtient

T

Jdea(x)e(T,x)dx—J

R2

(x)80(x)dx = J

J K[0]0(x,s)Vddxds.

0 Jr2

L’existence de solutions faibles a été établie par Resnick en 1995 dans [90]. Il a démontré
que pour tout T > 0 et pour toute donnée initiale 8, € L* (R?), il existe une solution faible
0 € L ([0, T], L?). Montrer la régularité de ces solutions faibles est un probleme tres difficile
et encore ouvert pour I'équation quasi-géostrophique sans dissipation. C’est une des raisons
pour laquelle 1'idée naturelle consistant a régulariser 1’équation en y ajoutant un terme dis-
sipatif a été longuement exploitée. Le modele régularisé de 1'équation quasi-géostrophique

dissipative a été introduit par Constantin et Wu dans [29]. Elle s’écrit de la fagon suivante :

3.0 + K[0] - VO + pAZ0 =0, x € R2,t >0,
(QG),: ¢ K[0] =(—R.6,R40),
0(0,x) = 0o(x),

ou le réel « est un parametre fixé, p > 0 est le coefficient dissipatif et I’opérateur A** est
définie par :
AR = (—A),  FIAW) = F(-A)™) = [E*F(v).

Il est clair que le cas « petit est mathématiquement tres intéressant a comprendre étant donné
que dans le cas « petit, ou de fagon équivalente quand la dissipation tend vers 0 , 'équation
quasi-géostrophique converge vers les équations de Navier-Stokes tridimensionnelle. Bien
qu’artificiel, ce modele est physiquement intéressant dans le cas o« = . Le terme dissipatif
étant alors de la forme (—A)'/20, ce dernier modélise le pompage d’Ekman observable dans
les courants marins par exemple. Ce phénomene apparait lors de la compétition entre les
vents qui soufflent a la surface des océans et la force de Coriolis (déviant1’eau a la surface des
océans, vers la droite a ’hémisphere nord et vers la gauche a 'hémisphere sud) provoquant
la remontée des eaux a la surface. Mathématiquement, la puissance o = } corresponds a
I'indice pour lequel le terme non linéaire et la dissipation sont du méme ordre (dans le

sens ou K[0] et (—A)'/20 sont deux opérateurs dérivant une fois). En utilisant la technique
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de De Giorgi [45], Caffarelli et Vasseur [27] ont démontré en 2006 que les solutions faibles
construites par Resnick sont de classe C*. Plus précisement, ils étudient 1’équation quasi-

géostrophique sur R" avec une vitesse u € LBMO qui est alors une équation de transport

générale. Le cas « = 1 correspond donc a la régularisation minimale garantissant l'existence
de solutions faibles globales régulieres. Les remarques précédentes motivent la définition

suivante :

Définition 0.0.1 On définit les 3 cas suivants :
-lecas0 < x < % est le cas sur-critique
- Le cas oc = 1 est le cas critique

- Lecas % < oo < 1 est le cas sous-critique.

Les travaux sur 'étude de I'équation quasi-géostrophique en particulier les questions ma-
thématiques qui se posent naturellement lors de 1’étude du probléeme de Cauchy a savoir
les questions de régularité, d’existence, de blow-up, d’unicité, des solutions (fortes, faibles,
mild...) ont fait 1’objet ces dernieres années de nombreux travaux. L'objectif principal étant
de mieux comprendre les questions ouvertes sur 1’équation d’Euler 3D. Lorsque 1’on cherche
a étudier les questions d’existence, globale ou locale, de solutions (fortes, faibles, mild) il est
important de connaitre le scaling de 1’équation en question et de rechercher les espaces cri-
tiques (c’est-a-dire dont la norme est invariante par le changement d’échelle de I'équation).
Dans le cas de 1'équation quasi-géostrophique, nous avons le scaling suivant : si 0 est une
solution de (QG), sur (0, T) x R? issue de la donnée initiale 8, alors la fonction 0(t,x) =
A219 (A%, Ax) est solution de (QG)y issue de la donnée initiale 0,(0,x) = A%*'8,(Ax) sur
(0,A7** x R?). Donc Lz, HZ2, B;,_qzwr% oup,q € [1,00] et F. p;’zq““’%z oup,q € [1,00] et
0 < A < 2 sont des espaces critiques pour (QG). A cet égard, il existe plusieurs articles sur
I'existence global et local pour (QG) dans différents espaces critiques. Par exemple :

-Dans le cas sous critique, correspondant au cas ; < « < 1, les questions d’existence glo-
bale et d"unicités sont bien comprises. Ce cas correspond aux valeurs de o« pour lesquelles
la dissipation est un opérateur qui dérive strictement plus qu’une fois, alors que le terme
non linéaire contient exactement une dérivée. Constantin et Wu ont démontré dans [29] que
pour toute donnée initiale réguliere la solution restait réguliere pour tout temps. On peut par
exemple rappeler les résultats dans les espaces de Lebesgue Lzt pour « > ; par Carrillo
and Ferreira [30], les espaces de Sobolev HZ 2« pour o« > % par Ju [67]. En 2015, Benameur

and Benhamed [21] ont prouvé I'existence globale de (QG) pour les petites données initiales
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et I'existence locale pour les grandes données initiales dans l'espace critique de Lei-Lin A’
for s =1 — 2, qui sont définis comme suit :

Soit s € R,

~

X%Rﬂz{fesuwmj mmaama<u},
RT’L
avec la norme
wauzj EF[F(E)1dE. 0.0.6)
Rn

De plus, les auteurs de [21] ont montré un critere de blow-up de la solution locale de (QG)
dans les espaces de Lei-Lin X'2*. D’autres résultats connexes peuvent étre trouvés dans
[21, 20, 56, 86]. Nous mentionnons que le travail [7] couvre la dissipation critique (—A)% dans
le contexte du systeme de Boussinesq-Coriolis dans les espaces de Fourier-Besov-Morrey.
Rappelons qu'une des méthodes pour montrer 1'existence et 1'unicité de solutions faibles
consiste a écrire le probleme de Cauchy sous forme intégrale et de résoudre le nouveau
probleme par une méthode de point fixe, une telle solution est appelée solution mild. Plus
précisément, on dit qu’une solution 0 est une solution mild de I'équation (QG) si elle vérifie

I’équation intégrale suivante

B(t) = S.(t)0y + B(6,0)(t), (0.0.7)

t=A)% désigne 1'opérateur de semi-groupe de la chaleur fractionnaire, qui peut

ousS, :=-e"
~ . P L . . _ 2
étre considéré comme 'opérateur de convolution avec le noyau k¢(x) = F (e ™) et B est

la forme bilinéaire suivante
t

ngxwz—L54v~dmmyvmnﬂwn 0.0.8)

-Dans le cas critique « = 1, 'un des premier résultat (valable aussi dans le cas sur critique
0 << % ) a été celui de Resnick en 1995 [90] dans lequel il a démontré l'existence glo-
bale de solutions faibles avec données arbitrairement grandes dans L N L? et vérifiant une
inégalité d’énergie de type "Leray". En 2006, Marchand [85] a étendu le résultat d’existence
de solutions faibles de Resnick [90]. Il a démontré que pour toute donnée initiale 6, € LP
avec p > % et pour tout t € (0, T), il existe une solution faible globale vérifiant 1'inégalité
d’énergie suivante
100x, )7 +ka:J9|9|p2/\2“9dxds < [|8o]l? -

Si 6, € H™'/? alors il existe une solution 8 € L* ((0,T),H™"/?) N L?, H*"/?) satisfaisant pour
tout t € (0, T) I'inégalité d’énergie

t

100x, )12 +ka

112 2
“/\“ ze‘ dxds < [|00|% 1z -
0
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-Dans le cas sur-critique (0 < « < 1). On a des résultats d’existence globale lorsque les
données initiales sont petites ou existence locale lorsque les données intiales sont grandes.
A. Cordoba et D. Cérdoba ont montré dans [38] qu’il existe une solution globale si la donnée
est dans 'espace de Sobolev H™ ot m < 2. Le reste de la littérature semble se restreindre
aux résultats obtenus par Chae et Lee [31] dans lequel il démontre que si la donnée initiale
est petite dans l'espace critique Bi_]"‘ alors il existe une unique solution globale. Ce résultat
a été amélioré par Ju dans [67] ot1 il montre qu’il suffit que la donnée initiale soit petite dans
H* avec s > 2 — a. On peut aussi citer les résultats de Wu [98, 97], dans le premier article
[98], il démontre quesiT > 1,1 < q < oo et By € C" N L9 avec une condition de petitesse
sur cette norme alors il existe une solution globale. Dans le second [97], il améliore encore
la condition, il suffit d’avoir une donnée initiale dans 1'espace de Besov B3, N B3, avec
s > 2 — «. Plus récemment, en 2007, Hmidi et Keraani ont montré dans [61] que sip € [1, co]
ets > sP,avec st = 1+ % —aetsi By € A7 alors il existe un T > 0 et une solution 6
appartennant a

C ([0, Tl x35) L' ([0, T;; B3

Ou
P By, sip<oo
P BS,; NBY;, sinon.
De plus, sous la condition de petitesse
180l <m

la solution devient globale. Leur preuve est basée sur une approche langrangienne (en intro-
duisant une équation de transport-diffusion un peu plus générale) ainsi qu'une estimation
d"un commutateur et des techniques issues du calcul paradifférentiel comme celle de [3] ou
[62]. Les techniques de calculs paradifférentiels ont aussi permis a Constantin et Wu [29] de
montrer un résultat de propagation de régularité (en 2007 aussi). Ils ont montré que si 0 est

une solution faible de type Leray-Hopf, a savoir
0 € L™ ([0, 00); L* (R?)) N L* ([0, 00); H* (R?))
et si b et ty sont deux nombres vérifiant d > 1 —2x et 0 < ty < t < 0o, alors la condition
0 € L ([to, t]; C° (R?))

implique que
0 € C™ ((to, t] x R?).
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D’autres résultats ont été obtenu par Q. Chen, C. Miao et Z. Zhang [35]. IIs ont montré que
si (o, p,q) € (0,1] x [2,00) x [1,00) etsi B € B) , avec 0 = %4—1 — o, alors il existe un temps

T> 0 tel que 0(t, x) vérifie

~ L2
8(t,x) € C ([0, T);Bg,) NL' <O,T; Bg;‘) ,

< CK .
€4(Z)

Si||00]|go < €k pour un certain € > 0, alors la solution devient globale.
Psq

ot le temps d’existence locale est borné par

1

sup {T’ >0: H (1 — e_'“*’zzajT')j 21| A0 1v

Dans ce chapitre, en utilisant ’équation intégrale équivalente et en recourant a la théorie des
points fixes de type bilinéaire, nous obtenons 1'existence globale de solutions pour 1'équa-
tion QG (0.0.5) avec dissipation sous-critique et critique pour les petites données initiales
et I'existence locale pour les grandes données initiales dans les espaces critiques de Fourier-

A2

3—2a+5-= . .
nq | -D’autre part, nous montrons un critere de blow-up de la solution

Besov-Morrey FN,
locale de I’équation QG (0.0.5). De plus, nous étudions la stabilité des solutions globales pour
(0.0.5) (voir [14]).

Dans le quatriéme chapitre, nous étudions le probleme d’existence globale pour le sys-

téme généralisé de Navier-Stokes :

o+ p(—A)*u=Q(u,u) (t,x) € RT x R,

(0.0.9)
u(()»X) = uO(X) x € R™,

ouu = u(t,x) = (u'(t,x), u?(t,x), ..., u™(t, x)), p est une constante. L'opérateur bilinéaire Q

désigne I'application de la forme

Q,v)= >  qlonuh), j=1,.,m,

k,l,m=1

THUES Sl

a,b=1

Ea‘ib Y
£ )E(E))

et B%gf{"a’b sont des nombres réels.
Les équations de Navier-Stokes incompressibles sont un cas particulier de (0.0.10), en pre-
nant

Qns = —%P(div(u ®@v) + div(v®u))
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avec le projecteur de Leray PP défini par la transformée de Fourier comme suit

i 5 Ek/\
=) (& —1)-2>w(8),
2 (B~ N3

ou dyj = Isik =jetd; =0sik #j;ainsil’équation s’écrit

u + u(—=A)*u = —Pdiviueu) (t,x) € R* x R,
u(0,x) = uo(x) x € R™.

Si nous définissons les données initiales 1y comme étant un champ de vecteurs de di-
vergence libre (V - uy = 0), le systéme ci-dessus correspond exactement aux équations de
Navier-Stokes incompressibles fractionnelles.

Pour les équations de Navier-Stokes classiques (x = 1,Q = Qns), 'existence de solutions
et la régularité ont été établies localement dans le temps et globalement pour des petites
données initiales dans divers espaces fonctionnels, par exemple [57, 58, 69, 71, 11].

Comme pour le cas généralisé (x # 1,Q = Qns), Lions[83] a prouvé 'existence globale de
solutions classiques en dimension 3 lorsque o« > 5 . Pour le cas important x < %, Wu [100, 96]
a étudié l'existence de solutions bien posées dans By, qz 5 ? (R3). El Baraka et Toumlilin [49]
obtiennent un résultat d’existence de solut1on global avec petites données initiales dans les
espaces de Fourier-Besov-Morrey FN )\2: i
le cas classique o« = 1, Li et Zhai[81, 82] ont étudié (0.0.10) dans certains espaces critiques

". Inspirés par les travaux de Xiao [101] dans

de type-Q pour § < o < 1, et Zhai [105] a montré l'existence de solutions dans BMO~12*~")
lorsque J < o < 1. Yu et Zhai [103] ont prouvé le caractere bien posé dans le plus grand es-
pace critique Bxns ' quand 1 < « < 1. Zhou et Xiao [111] ont établie le caractere bien posé
global pour les petites données initiales et le caractére bien posé local pour les grandes don-

Lo 120+
nées 1n1t1a1es dans FBp ¢ " lorsque 45 < o <

oo 1+q m1n{1+ y1+5} pour1 <p,q < ocoet

lorsque - < & <~ min(1+ ﬁ) pour 1 <p, q < 2. Les principaux résultats mentionnés

T+q’ 1+q

dans ce chapitre étendent certains travaux dans les espaces de Fourier-Besov [110].
, nous étudions le probleme d’existence globale pour le systeme généralisé de Navier-
Stokes :
oru+ p(—A)*u=Qu,u)  (t,x) € R x R,
u(0,x) = uo(x) x € R",

(0.0.10)

otuu = u(t,x) = (u'(t,x), u?(t, x), ..., u™(t, x)), p est une constante. L’opérateur bilinéaire Q

désigne I'application de la forme

Z PromuvY, j=T1,.,m,

k,ly,m=1
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G = Y B ﬁ;f;")(an
a,b=1

b ,
J’m “® sont des nombres réels.

et
Les equations de Navier-Stokes incompressibles sont un cas particulier de (0.0.10), en pre-
nant

Qns = —%]P’(div(u ®Vv) + diviveu))

avec le projecteur de Leray PP défini par la transformée de Fourier comme suit

= E Ek/\
=) (& —1)-2w(8),
28~ Ny

ou dyj = Isik =jetd; =0sik #j;ainsil’équation s’écrit

u; + u(—=A)*u = —-Pdiviueu) (t,x) € R* x R,
u(0,x) = uo(x) x € R™.

Si nous définissons les données initiales uy comme étant un champ de vecteurs de di-
vergence libre (V - uy = 0), le systéme ci-dessus correspond exactement aux équations de
Navier-Stokes incompressibles fractionnelles.

Pour les équations de Navier-Stokes classiques (x = 1,Q = Qns), 'existence de solutions
et la régularité ont été établies localement dans le temps et globalement pour des petites
données initiales dans divers espaces fonctionnels, par exemple [57, 58, 69, 71, 11].

Comme pour le cas généralisé (x # 1,Q = Qns), Lions[83] a prouvé 'existence globale de
solutions classiques en dimension 3 lorsque o > 2. Pour le cas important oc < 2, Wu [100, 96]
a étudié l'existence de solutions bien posées dans Bp qz 5 ? (R3). El Baraka et Toumhlm [49]
obtiennent un résultat d’existence de solut1on global avec petites données initiales dans les
espaces de Fourier-Besov-Morrey FN ;: o
le cas classique o« = 1, Li et Zhai[81, 82] ont étudié (0.0.10) dans certains espaces critiques

" Inspirés par les travaux de Xiao [101] dans

de type-Q pour 1 < o« < 1, et Zhai [105] a montré l'existence de solutions dans BMO~12*~")

lorsque } < o < 1. Yu et Zhai [103] ont prouvé le caractere bien posé dans le plus grand es-
pace critique Bz quand } < & < 1. Zhou et Xiao [111] ont établie le caracteére bien posé
global pour les petites données initiales et le caractére bien posé local pour les grandes don-

Lo 120+
nées 1n1t1a1es dans FBp ¢ " lorsque 45 < o <

i 1+q 1= min{1 + ,,1+%}pour1§p,q§ooet

lorsque 71 < « <

T L min(1+ %) pour 1 <p,q < 2. Les principaux résultats mentionnés

1+q
dans ce chapitre étendent certains travaux dans les espaces de Fourier-Besov [110].
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Dans le dernier chapitre, nous considérons le probleme de Cauchy pour les équations

magnétohydrodynamiques incompressibles généralisées (grMHD) dans R® x RT,

/

w4+ (uw-Vu+pu(—-A)*u+Va=(b-V)b dans R> x R*,

b+ (u-V)b+v(=A)*b=(b-V)u dans R3 x RT, 0.011)
V-u=0, V-b=0 dans R3 x RT,

Uli—0 = Uo, bli=o = by dans R3,

(
ol u = (u,uy, uy) représente le champ de vitesse de I'écoulement, b = (b, by, b3) désigne
le champ magnétique, 7t désigne la fonction de pression, p > 0 désigne le coefficient de vis-
cosité et v > 0 représente le coefficient de diffusivité, tandis que 1, et by sont respectivement
la vitesse initiale et le champ magnétique initial avec divergence libre (c’est-a-dire V-uy = 0
et V - by = 0). Pour simplifier et sans perte de généralité, nous ne considérons que le cas ou
u=v=1.

Pour « = 1, les équations magnétohydrodynamiques incompressibles généralisées expliquent
mathématiquement pourquoi la terre possede un champ magnétique a grande échelle non
nul dont la polarité s’inverse sur plusieurs centaines de siecles. Pour une explication plus
détaillée, on peut se référer a [32] et a ses références. Notez que la premiére équation du
systeme (0.0.11) exprime la conservation de la quantité de mouvement, la deuxiéme équa-
tion du systeme (0.0.11) illustre I'induction magnétique et la troisiéme équation du systéme
(0.0.11) reflete la conservation de la masse.

Nous mentionnons que lorsque b(x,t) = bo(x) = 0, le systeme (0.0.11) se réduit aux équa-
tions fractionnaires de Navier-Stokes qui contrdlent le mouvement des fluides (on peut les
considérer comme la deuxiéme loi de Newton (F = ma) du mouvement des fluides) et
qui ont été étudiées de maniere approfondie dans un certain nombre d’espaces fonctionels.
Leray [78] et Kato [72] ont étudié I'existence locale dans leurs travaux. Ensuite, dans [63]
Hopf a établi I’existence globale des solutions faibles. L'existence globale de solutions fortes
pour de petites données initiales est étudiée par de nombreux auteurs dans différents cadres
fonctionels, par exemple 'espace de Sobolev H2 par Fujita et Kato [55], espace de Lebesgue
L3 par Kato [68], espace BMO™! par Koch [73] et espace de Besov B:;%(]RS) par Cannone
[28]. L'analyse du systeme (0.0.11) nous aidera a mieux comprendre les équations de Navier-
Stokes.

Rappelons que le systéeme (0.0.11) possede la propriété de scaling qui signifie que si (u, b, 7)

est une solution du systeme (0.0.11), alors le triplet (ug, by, 719) Ot :

Ug (X) t) = elizaU(ei1X, echxt)’ bg (X,t) = 91*20‘b(e*1x, efZat),
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o == 027 1%(0 7 'x, 072*%t) pour 0 € R,

est aussi une solution du systeme (0.0.11) avec les données initiales
6]_2"‘u0(9_]x), bo,e = Gl_z“bo(e_]x),

ce qui donne lieu a la notion d’espace critique pour (0.0.11). Cela signifie que les espaces
fonctionnels conservent des normes invariantes sous le scaling ci-dessus. A cet égard, il
existe une riche littérature sur le caractere bien posé global de (0.0.11) dans différents es-
paces critiques. Par exemple, Wang [99] a établi le caractere bien posé global dans ’espace de
Sobolev H* avec s > 3, Lui et Zhao [79] obtiennent 1’existence globale avec petites données
initiales (uo, by) appartiennent aux espaces critiques de Fourier-Herz B;,*Z“ oul <p <2
et El-Baraka et Toumlilin [48, 46, 47] ont établi les résultats du caractere bien posé global
avec petites données initiales appartenant aux espaces critiques de Fourier-Besov-Morrey
]’/\/’;;iﬁﬁ% (R3). Récemment, Wang et Weihua ont montré dans [95] le caractere bien posé
et la régularité Gevrey dans l'espace critique de Fourier-Besov a exposant variable.

Dans ce chapitre, nous établissons un résultat d’existence globale de solutions pour les équa-
tions (grMHD) avec petites données initiales dans les espaces de Fourier-Besov-Morrey a
exposants variables }—N;((-'J),M-), ¢ [12]. Les espaces d’intégrabilité variable, aussi appelés es-
pace de Lebesgue LP!)(R"), ont été largement utilisés en I’analyse harmonique, voir [40, 41].
Hormis les considérations théoriques, les espaces fonctionnels a exposants variables ont des
applications intéressantes en dynamique des fluides [4, 87], en traitement d’images [34] et

en équations aux dérivées partielles [50].
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1.1 Décomposition de Littelwood-Paley

Dans cette section, on rapelle la décomposition de Littelwood-Paley d"une distribution
f € §’'(R"). Pour cela, on commence par donner la définition des blocs dyadiques de la
distribution f. On introduit deux fonctions tests, une premiere fonction test x € DB(0,4/3)
(identiquement égal a 1 dans B(0,3/4)), a partir de laquelle, on construit ¢ € D (R") de la

maniere suivante

(&) =x(&/2) —x(&).

15
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Notons @;(&) = ¢(27&), nous avons les identités suivantes

X(E)+> @(278) =1, £eR
j=0
et

D e(27g) =1, &eRM0}.

jez
Avec cette normalisation, ¢ est une fonction radiale de D(C) ou C est I'anneau centré en
I'origine de rayon intérieur 3/4 et de rayon extérieur 8/3 et on définit les blocs dyadiques
homogenes A; par

Af:=¢ (27D)f:=F (¢ (27:) Ff) =2"h (2) * 1.
avec h = F ', et les blocs dyadiques non-homogenes A; par
Af=Af=2"h(2)«xf sij>0

et A f:=x(D)f := F ' (xFf) =h«fouh=F"x

De la méme maniére, on introduit aussi les opérateurs de troncature basse fréquence S; par

ij = Z Akf = .Fi] (X (27].-) Ff) = Zjnﬁ (2]) * f

k<j—1
pourj € Z et
Sif:i= ) Af=2"h(2:)«f,jeN.
k<j—1
On appel décomposition de Littlewood-Paley de f 1'égalité
f=) Af. (1.1.1)
jez

Observez que cette décomposition dite homogene de Littlewood-Paley est valide modulo les
polynomes P. En effet, puisque la transformée de Fourier de tout polyndme est supportée
en l'origine, l'identité (1.1.1) ne peut pas étre appliquée aux polynomes. Cette restriction

sur les basses fréquences est surmontée dans le cas de la décomposition non-homogeéne de

j=—T

Littlewood-Paley :

ol Ajf := Aif pour j € N et A_;f est un opérateur filtrant les basses fréquences, c’est-a-dire
qu’il ne préserve que les fréquences dans une boule centrée en l'origine.

Par abus de langage, nous dirons la décomposition bien qu’elle n’est pas unique étant
donné qu’il y a autant de décomposition de Littlewood-Paley que de choix de fonctions
tests x € D. L'intérét d"une telle décomposition vient du fait que 'opérateur de dérivation a

de bonnes propriétés dans les estimations, plus précisément, on a les inégalités de Bernstein.
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1.1.1 Inégalités de Bernstein

Tout au long de cette these, nous appelons une boule tout ensemble {E € RY/|E| < R}

avec R > 0 et un anneau tout ensemble {E eERI/O< T <IE < T‘z} avec0 <1y < 135.

Lemme 1.1.1 Soient C un anneau et B une boule. Il existe une constante C telle que pour tout entier

positif k, et pour tout 1 <p < q < oo, et pour tout u dans LP, nous avons

def

Suppl C AC = CT"AM||ullr < ||D*ul|,, = sup [[0%ull;, < CAYJuw,
lo|=k
Supp @ C AB = [|D*ul,, < €Al al ful. (112)

Remarque 1.1.2 La premiére inégalité dit que, pour une distribution tempérée dans R™ dont la
transformée de Fourier est supportée dans un anneau de taille A, dériver d’abord puis prendre la
norme LP revient a appliquer une homothétie de rapport A sur la norme LP. Dans le cadre fonctionnel
L2, cette propriété remarquable est une conséquence facile de 'action de la transformée de Fourier
sur les dérivées et de la formule de Fourier-Plancherel. La preuve dans le cas général des espaces de
Lebesgue LP utilise les inégalités de Young et le fait que la transformée de Fourier d’une convolution
est le produit des transformées de Fourier. D’autre part, la deuxieme inégalité nous dit que, pour une
telle distribution, le passage de la norme LP a la norme L9, avec 1 < p < q, cofite 7\“(%_%), qui doit
étre compris comme une injection de type Sobolev. Elle est démontrée, comme la premiere inégalité,
en utilisant les inégalités de Young et la relation entre la transformée de Fourier et le produit de

convolution.

1.2 Calcul paradifférentiel et décomposition de Bony

Quand on analyse des problémes non linéaires, il est essentiel de s’intéresser aux pro-
priétés fonctionnelles du produit de deux distributions tempérées u et v. Pour u et v deux

distributions tempérées, nous avons la décomposition formelle suivante :

uv — Z AjuAyv.
jk
L’idée consiste a décomposer le produit uv en trois parties : la premiere relative aux termes
ot les fréquences de u sont grandes devant celles de v, la deuxiéme relative aux termes ot
les fréquences de v sont grandes devant celles de u et enfin la troisieme relative aux termes
ot les fréquences de u et de v sont de taille comparable. Cela conduit a la définition suivante

introduite pour la premiere fois par Jean-Michel Bony dans [26] :
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Définition 1.2.1 Soient u et v deux distributions tempérées. On note
T = Z Si_juApv,  R(u,v) = Z AulAyv, Ay = Z Ajv.
ez S i'=jl<1

Formellement, nous avons la décomposition de Bony suivante :
uv = Tyv+ Tou + R(u, v).

Bien entendu, il peut arriver que le produit uv ne soit pas défini. Cependant, on peut retenir
les principes suivants :

e Le paraproduit de deux distributions tempérées u et v est toujours défini. Ceci est

da au fait que le terme général du paraproduit est spectralement localisé dans les

blocs dyadiques. De plus, la régularité de T,v est principalement déterminée par la

régularité de v. En particulier, T,,v ne peut pas étre plus régulier que v.

e Le reste peut ne pas étre défini. En général, il est défini dés que u et v appartiennent
a des espaces fonctionnels dont la somme des indices de régularité est positive. Dans
ce cas, I’exposant de régularité de R(11, V) est la somme des exposants de régularité de

uetwv.

Propriété 1.2.2 (Quasi-orthogonalité) La définition de A; et de S; permet de déduire facilement

que

Aj (S‘k,ffAkf) = O, si ’] — k| Z 5.
1.3 Théoreme du point fixe de Banach

Rappelons un théoreme du point fixe de type bilinéaire, qui sera utilisé pour montrer

I'existence d’une solution dans la suite.

Lemme 1.3.1 Soient X un espace de Banach et B : X x X — X une application bilinéaire telle que

|| - || désignant la norme dans X, on ait, pour tout x; € Xet x; € X,
1B (x1,x2) [ < fPxallx [[x2lly -
Alors,si0 < e < 4ln et siy € X tels que ||y||x < ¢, I'"équation

x =y + B(x,x) (1.3.1)
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admet une solution X dans X telle que
X[l < 2[lyll- (132)

Cette solution est 'unique dans la boule B, = {x € X;||x| < 2&} En outre, la solution dépend
/

|
continfiment de y dans le sens ot : si ||[y'||y < &, X' =y" + B (x,x'), et |||y < 2¢, alors

% —x ||X =71 _4en ly—y ||X (1.3.3)

4den
Pour démontrer ce résultat on considere la boule Br = {x € X; ||x|| < R} de X, oit R est définie par

1— 1 —4nly]

R =
2n

)

il est claire que R est solution de I'équation
Iyl +nR* =R

et que
R< 2yl

Preuve. Soit (x, ), la suite définie par

Xo =1y

Xnt1 =Y+ B (Xnaxn) neN.
Montrons que la suite (x,), est de Cauchy, onaxn41 € Bg:

2
Xt ]] < [yl 4+ 1B Geny X)) || < [yl + 11 {1%n ]
<yl +nR* =R

et
[Xna1 = Xu |l < (20R) [[X — Xna|

< (2nR)™ [Jx1 — xol| -
Soient (p,q) € N?, p > ¢
I — xqll < [(2NR)P 4+ (20R)P2 4.+ (20R)9] [[x1 — xo
(2nR)9 [1+ (2nR)* + (2nR)’ + ... 4+ (2nR)* 4] [[x — xo

= (2nr)® |2 =l

2nR
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qui converge vers 0 quand p et q tend vers oo, alors la suite est de Cauchy dans un espace
de Banach X, donc elle est convergente vers un X et puisque By est une boule fermée alors

X € By et vérifie la propriété (1.3.2).

Il < [lyll + [[B(x, )|
<yl +mlixl* < Tyl +0R* =R < 2y].

L'unicité de la solution dans la boule By, soient x et y deux solutions de (1.3.1)

|x =yl = [IB(x,x) — B(y,y)|
< IB(x—y,x)|| + [IB(y,x —y)|| < 2nR|x —y]|

< [x=yll.

Donc x = y dans la boule Bk.

1.4 Espaces de Lei-Lin X

Définition 1.4.1 L'espace de Lei-Lin est défini par
) = {1 8B [l = | lePREIE < oo}
Considérons des estimations linéaires pour le semigroupe {e**};>o.
Lemme 1.4.2 Soient I =[0,T), s € Ret p € [1,00]. Il existe une constante C > 0 telle que
Hem"o\|Lp(LXs+%) < Cllvol|=,
ot vy € X5,

Preuve. Grace a I'inégalité de Minkowski, on a

T 1
tA _ s+2 —tlE2 1o )p )B
le®oll oz, = (| (] 16 Fe e lae) "at

0
[ [y
S|on ! 2 ,—tpléf? 0
ijn|a| |vo|(L EPe v at) " az

S CHVOHXS'
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Lemme 1.4.3 Soient 1 = [0, T), s € R, p € [1,00] et v €]0,1]. Il existe une constante C > 0 telle

que

LP(LA*"P)

t
J e (2)dz
0

< C|[h|l 2
2 LY (I,xX

572+7))
pour tout h € L(I, X5,

Preuve. Posons 1+ = -+~ La définition de 'espace L°(I, X %), I'inégalité de Minkowski

et 'inégalité de Young donnent

) p—
LP(Lx°TP)

t
J e92h(z)dz
0

)
J ra”ﬁj xoue TR () dzdE
R™ 0

Le(I)

= (JT ( J ) PTx[o,tnalS*ie“Z”ﬁﬂﬂ(z)rdzda)"dt)

0 Jo
N

JR“<

:
e
mn

o=

rT

T 1
| ([ xoslerpe et ifzaz) "ar) " a
JO

0
e 1 x|

IN

IN

dg

Le(1)

T

JR
r

<| e
JRN

<o 1 [ at
Rn

_ 2
ot

LPo

< Il o2

5—2+7)'

1.5 Espaces de Besov B , et de Fourier-Besov FB?

Dans un premier temps, nous présentons la définition des espaces de Besov et de Fourier-

Besow.

Définition 1.5.1 Soient s e R, 1 <p < 400, 1 < q < +o0.

— L’espace de Besov homogene

BS,(R") = {u e S'(RY/P; |u

®’n) < OO} s

S
B4

est un espace de Banach avec la norme

. . 1/q
{Z2%|Aull} " pour g <o,
lullsy gy = <
P,q

sup2’® || Ayullrr pour ¢ =oo.
jez.
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— L’espace de Besov non-homogene

B (R") = {u € S'(RY); s mm) < oo} ,
avec la norme
jgs q 14

{Z2wlamlit ) pour g <o,

j>
[ullss my = ¢ 7=
sup2®||Aju|ie pour q =o0.
j=0

— L’espace de Fourier-Besov homogene
FBS (R") = {u € S'(RM/P; |y @) < oo},
est un espace de Banach avec la norme

T /4
{Z2%1Amif, } ™ pour q < oo,
[wllFes oy =4 7 —
sup2®||Ayu|ie pour q=o0.
jez

— L’espace de Fourier-Besov non-homogene
FB;(RY) = {u € S'(R");  [[ullzsy @) < oo},
avec la norme

N /4
{Z2e|Aul} " pour q < oo,
[ullzsy ey =< 720
sup2®||Ayu|i» pour q=o0.
j=0

1 .
Exemple 1.5.2 vp)—( € B; (R) dans les deux cas suivants :

1 |
Bl s=—— ,1<q<-+ooet|f] 1w <sup2 | Af],.
P/ pee j>0
] o0
B s<— 1<q<tooq=-ooet|flg,, <oo

(vp; est la valeur principale de 3—()

1
Preuve : Posons f(x) = vp;. Tout d’abord on a

Ff(&) = —imsgné.
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En effet :
Soient g € S'(R"), Y € S(R),ona

Flxg)(E) = id%fg(a),
et

(xF, p) = (£,x1)

= lim J e (0)dx
x| ¢

e—0
=2t F "P(0)
= 2mp(0)
= 21(8, ),

F(xf)(&) = id%ff(a) = 2710.

Puisque 5 = H’, en effet

o0

(H0) = —~(H W) == | W(xIde=(0), ¥ € DIR),

0
ot H est la fonction de Heaviside. On déduit que

Ff(§) = —-2imH(¢) +a, a constante.

f est impaire donc fest impaire (Ff(&) = —Ff(—&),& € R).

D’oit
. ) 1 sié&>0
a=1in(H(&) + H(—¢)) = im, avec H(§) = { .
0 sié<0
Donc
Ff(&) = —2imH(E) + im = —imsgn €.
Comme

supp A;f C {€ € R/|E| < 2},

et d’aprés I'inégalité de Bernstein (1.1.2), on obtient

s(1_1
1Aflle < 227 Af |, (p > 2). (1.5.1)
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D’autre part on a :
;] —_~
270) 2 || Ayf| 2

2”)% ”(Pjﬂhz

1Al =

—

—

1
(271) 2 [ ;|12
1 j

22
2\/2—7_[ H(pHLZ

1
= (;222,

N =

car @ € D(R). Ainsi

| Aif]|r < ch(1_%), ¢ = cic; constante.
D’on
29 Aflly < c2*5,

. e L ) 1
La série E 2](5+p/)q, 1 < q < 400 converge si s < -
, P
j=0

Exemple 1.5.3 6 € F B?:O(R“), avec b est la masse de Dirac.

Soit f = &, donc Acf = 2¥" ¢y, d’oit

1
— P
(il =2 ([ loutepac)”.
RTL
En effectuant le changement de variable x = 2*&, on obtient :
o _kn
1AFll2 = 272 {12,

donc
2757 | Arflz = ||llr2

Par passage a la borne supérieure par rapport a k, on trouve

181, = el < oo

ce qui montre que
5 € FB2 (RM).

Remarque 1.5.4 Notez que dans le cas p = g, on a X* = FB; et les normes sont équivalentes :

R 1/p
|WRMNU WW&W&>.
Rn
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En effet, pour simplifier supposons que s < 0 (pour s < 0 le raisonnement est analogue)

1#15ss, = > 2 o5l io am

jez
<X | e@lmfera | eeferd,
ez Rn Rn

ot nous avons utilisé le fait que |;(E)I" < @;(&), suppe; C [2,211] et
Z @;(&) =1 pour &€ R™\{0}.
j

Pour obtenir la deuxieme inégalité, notons que grdce a I’orthogonalité de @; et que 0 < @; < Tona

P [p]+1
. p+1] [p+1] [p+1]
(z) (z) <3Py QP <3y g
j j j j

Ainsi
J |a|sp|?(a)|Pda<3[P+”ZJ 2% |@;f(&)]" de = 371 3 D |5, )
Rn jEZ Rn jEZ

ce qui prouve I'équivalence de ces normes.

1.6 Espaces de Besov-Morrey A7, |

D’abord, nous rappelons la définition des espaces de Morrey M} (R") qui sont un com-

plément des espaces de Lebesgue LP.

Définition 1.6.1 ([70, 93]) Pour 1 < p < co et 0 < A < n, l'espace de Morrey Mg = Mg(Rn) est
défini par

M)(R") = {f € L (R™; [ fllvy < 0},

ol

_A
[llvy = sup sup > [[[|ir Bxo,m);
xoER™ >0

avec B(xq, 1) est la boule dans R™ de centre x, et de rayon r. L'espace M) muni de la norme |. [y est

un espace de Banach.

* (Inégalité de Holder) Si 1 < py,p2,p3 < coet 0 < Ay, Az, A3 < navec pi3 = pl] + piz et
A3

MM
P3P + pz,alors

gl < il 19l - (161)
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* (Inégalité de Young) Pour 1 <p <ooet0 <A <n,

e gllvy < ll@llllglhg, (1.6.2)

pour tout ¢ € L' et g € M)\
Lemme de type Bernstein dans les variables de Fourier dans les espaces de Morrey.

n—>\q

Lemme 1.6.2 ([52]) Soient 1 < q < p < 00,0 < A\ < m, "2 < “’TM et que y soit un

~

multi-indice. Si supp(f) C {|&] < A2}, alors il existe une constante C > 0 indépendante de f et j
telle que

n—Ay 7n7)\1

|G&) Tl < C2MHE 7] . (16.3)

Définition 1.6.3 (Espace de Besov-Morrey homogene)
Soients e R, 1 <p < +4o00,1 <q<+ooet0 <A <n,l'espace /\@’M(Rn) est défini par

N;’qu(Rn) = {LL S S/(]Rn)/’])) ”uHNS,)\,q(Rn) < OO} y

avec y
N q
{ZZNSHA]-LLHEM} pour ¢ < oo,
jEZ P

sup2’*|| Aju|vy pour q =oo.
ez

wllas,  @wn) =

PAq

Proposition 1.6.4 [74] Soient s € R, 1 <p < 400, 1 < q < +oo et 0 < A < n, alors nous avons
U'inclusion suivante :

*nq C BLwP. (1.6.4)

Le lemme suivant est utile dans la suite.

Lemme 1.6.5 Soient s €¢ R, 1 <p,q < ooet 0 <A < n satisfont

n
s<—, ou s= et q=1.

n
P
a1
Soit (Wy) oy, une suite de fonctions telles que (Zkez (2ks ”Wk|’M7\> ) T~ oo,
P
— SiSuppwi C B (0, ZkA) pour un certain A positif et si de plus s est positif alors
W= Wi appartient a Ny, et il existe une constante C telle que

1

q q
ulls,, <€ (Z (2wl ) -

kEZ
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Preuve. D’apres le lemme de Bernstein, on a HWkHW < C27%,Vk € Z. Comme s est positif,

cela implique que ), W) est une série convergente dans M?. Ensuite, nous avons
j >k+3:>A]Wk:O

On écrit maintenant que

1AWy = D Aw

k>j—3 My
S Z ||Wk||Mg .
k>j—3

Donc, nous obtenons que

2 Ay § 3 2792 vy

k>j—3

S (al * bk)j)

ol a; = Xq11<32" et by = 2 HWkHMg . Alors, en utilisant I'inégalité de Young pour les séries,

ona

s, S llaller 1oles
1

< (Z (2 kuw)q)q.

1.6.1 Résultats de continuité pour le paraproduit T,v et le reste R(u,v)
dans les espaces de Besov-Morrey

Les opérateurs de paraproduit et de reste bilinéaires possedent des propriétés de conti-
nuité dans la plupart des espaces fonctionnels classiques. Dans cette section, nous nous
concentrons sur les espaces de Besov-Morrey.

En ce qui concerne le paraproduit, nous avons les résultats suivants :

Proposition 1.6.6 Soient 1 <p,q<oo0, 0 <A<netsecR

i) Le paraproduit T est un opérateur bilinéaire continu de M), x Niag @ Ny q et il existe une
constante C telle que

v, , < Cliullv Vs, s

sis<%,ous:%etq:1.
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ii) 510 >0,5—0 < (ous—0="etq=1)et1<q,qi,qx < oosont telles que ; = -+ -
alors T est bilinéaire continu de N5 . X N5, o, @ N335 et il existe une constante C telle que

[Tavllye, < Cliulyzs, . vl

P»qu.

Preuve. Soit wy := Sy_juAv. Puisque la suite (Fwy),, est supportée dans les coquilles

dyadiques. Par conséquent, grace au Lemme 1.6.5, il suffit de montrer que

1

q\ ¢
<Z (2wl ) S Il IVl

kEZ

En appliquant I'inégalité de Young dans les espaces de Morrey (1.6.2), on obtient
||Wk||M§ - HSk4uAkv”Mg
< [ISneflyey l1Aevllygy

< HHHU Hu”Mé‘o HAkaMQ'

2% “WkHM% N Hu”Méozks HAkV”Mg .

Par conséquent,

|2 wilngy |,  Tnalleg IVl

24 P,A,q :
On obtient ainsi le premier résultat.
Pour démontrer le second résultat, nous utilisons 1'inégalité de Holder dans les espaces

de Morrey (1.6.1), nous obtenons
27 lwilly = 250 [|Sicrudv [
< 25 [| Ay 277 [ty

< 29Y|Awly D 202 Ay
1<k—2
1

1 1
qa’ q
ks || A 0(l-k)q’ —01q || A.,]|9
< 29[| Av] (Z 2 q) (Zz qHAluHM&) :
1<k—2 lez
Finalement, en prenant la norme {9(Z) et en utilisant I'inégalité de Holder pour les séries, il
en résulte que
||Wk||,/\/’]j;\f’q N Zz_ieHuHN;?M] HVHN;)A)qZ
i>2

S (v v
0 AY] s
~ Noo,A,q-l NpJ\,qz’

ot la condition 6 > 0 assure que la série } .., 27" converge.
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Proposition 1.6.7 Soient (s1,s;) € R?, 1 < p,p1,p2,q,q1,q2 < 00 et 0 < A, A1, Ay < 1. Suppo-

sons que
1 1 1 AN N 1 1
- <—4—<1, - <—+—= —<—4— e s1+s;>0.
P P P2 P P P2 9T d1 @
Alors et il existe une constante C telle que
ROV oy ) < Sl Wl

PyAq
Preuve. On note wy := AyuAyv. Par définition de I'opérateur du reste R, nous avons

V) = Z AuAw = Zwk.

keZ kEZ

D’autre part, en vertu de I'inégalité de Holder dans les espaces de Morrey (1.6.1), on a

A H .
< Mza)

o Sl Ve

P2>A2, qz

k(s1+s2) ks ks
26000 o < (20 Il ) (2
En appliquant I'inégalité de Holder pour les séries, on trouve

sz(51+sz ||Wk||MA

Par hypothese s; + s, > 0, Lemme 1.6.5 donne

1

. q)*
||R(u,\))HN;1A+:2 S, (Z <2k(s1+52) HWkHM{;> >

KEZ

Sl Wl

1.6.2 Résultat de la continuité pour le produit

En combinant les Propositions 1.6.6 et 1.6.7, on obtient le résultat important suivant :

Proposition 1.6.8 Soientp > 2, 1< q<o0o, 0<A<n et(s,s) € ]Rz sont tels que

2 S1+s
NNA ) a./\/'l)\q2 etona

S1+ sy > 0et sy <3 . Alors le produit est continu de ( P )

'p?\oo
||uv||N;§;z~ Sl IVl A+ I el

Preuve. En vertu des Propositions 1.6.6 et 1.6.7 et I'inclusion (1.6.4), nous avons

Tl ereosp S el o Vs,

PAd 00,0,00

S lluflys (v
1 v s2 .
~ NpJ\,oo Np,?\,q

Tl s S Vg, el
ROV s S el Vs,
Donc en appliquant la décomposition de Bony, on obtient la proposition.
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1.7 Espaces de Fourier-Besov-Morrey FN PAG

Définition 1.7.1 (Espace de Fourier-Besov-Morrey homogéne)

Soients € R, 0 <A <n, 1 <p< +ooetl < q < +oo. L'espace F. ;’A,q(Rn) désigne

I'ensemble de tous les fonctions u € S’(R™) /P tels que

T /g
Il pas ) = {ZzlqsuAjqu@} < +o0, (1.7.1)
jez
avec des modifications appropriées lorsque q = oo.

S

PAd
: 0 _717p s _ o s _ DS _ RS -1 _ -1 Ay RS
Puisque M, = [P, on a FNj,, = FB; ., FAF,, = FBj, = B et FNj ; = X~ ol B est

l’espace de Fourier-Herz et X' est 'espace de Lei-Lin.

Il est & noter que 1'espace F. (R™) équipé de la norme (1.7.1) est un espace de Banach.

Lemme 1.7.2 La dérivée 9 : ]-"N;;‘Z“ — FN;5,\ 4 est un opérateur borné.

Preuve. Nous avons

10Evlizns, , = {2 @508 vhiezllairgy
= {2 @l&l*Vezlany)
S {2 2%@Vhezlla) (1.7.2)
S MLy
ou dans (1.7.2) nous avons utilisé le fait que |&] ~ 2) pour tout j € Z.

Remarque 1.7.3 Comme conséquence du Lemme 1.7.2, nous avons les estimations suivantes :

Vo fll st Sl
IVt o S Wl

1A% ey o S Wiz

Proposition 1.7.4 [43]

Pour p, < pyets; < s satisfaisant s, + g “*—]A‘, nous avons l'injection continue

P2 P

FN — FN3?

P1,A1,T P2,A2,T2

pour tout 1 <1y <1, < oo0.

Remarque 1.7.5 Si on considere que q € [1,2], alors q < q/ avec q/ est le conjugué de q. Par

conséquent, la Proposition 1.7.4 entraine

S S
‘F/\/;j»?\vq = pr)Avq/.
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Maintenant, nous allons présenter la définition des espaces spatio-temporels mixtes.

Définition 1.7.6 Soients e R, 1 <p <oo, 1< q,p<o00, 0<A<neftI=[0,T), Te(0,00].
La norme spatio-temporelle est définie par
jas || A, [|9 Va
lutty X lesnrns o = 2 2 NAul s gpy | s
jez
et LP(I, FN;,

est finie.

) désigne I'ensemble des distributions dans S’'(RxR™) /P avec la norme ||.|| zo7as | )

»7\1‘1 P,A,q

En vertu de I'inégalité de Minkowski, nous avons

LP(LFNSAg) = L°(LFNS, ), sip<aq, (1.7.3)
LP(LFNSL ) = L (LFNS,) s sip>q, (1.7.4)

1/p
._ N
It g g = (] I, o)

Nous avons les estimations linéaires suivantes pour le semigroupe {e ("2"t};5, dans les

espaces de Fourier-Besov-Morrey.

Lemme 1.7.7 Soient T>0, 0 <A<n, 1 <p<oo,1<qg,p<oo,seRetuy € F ;)A‘q.Alors

il existe une constante C > 0 telle que

et

R

a0

PyA

)!X
LLOHEp <[0,T),]-'/\/’S+2 ) < CHU()H]:N;’M‘. (1.7.5)

Preuve. Puisque Suppe; C {§ € R™: 271 < [§] < 2%}, nous avons
/\cx 5245 -
|Aje—t=4) uo||M]§ < Ce™? Jt||(Pjuo||7\/l]g-

Pour toutt > 0,on a

—22%9pT 1

e 1 - —
1A =AU llo 0.1y, m3) < C( llptiollv-

Ainsi, on trouve

e A%y N < C s .
e

o
P,Aq

Lemme 1.7.8 Soient 0 < T < 00,5 € RO <A <n1 <p <oo1 < qypyr < oc0et
fe ET([O,T),}"J\/';)A‘q). Alors il existe une constante C > 0 telle que
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Preuve Posons 1 +15 = %4—% La définition de la norme spatio-temporelle de £°([0, T), FN pAg)

< C||f]] 20

LrOT,FNG ve 0T

Ll

s—2x—

t
J e TANTIs (1) dr

0

LP(I0,T),FNS o)

et 'inégalité de Young donnent

t
HJ e A Is(1)dr

LP(I0,T),FNS 5 o)

. rT rt A % 1/q
= {szs( | @; ]:(e—(— ) (t_T)f)(T)dTH;{}\ dt) }
iez Jo Jo v
) rT rt e 1/q
< {Zz%( H(pj e lE7(t=1) dTHMA dt) }
ez Jo Jo
) rT rt 20 1/q
< {ZZ)qS( H(pi e IV (t=1) dTHM)\dt> }
ez Jo Jo
A q 1/q
<y (] e dt) TGl .
jez J0
jqls—20- 24 2%) q Va
<c{y2 st I oy §
JEZ
< C|[f o 2020 .
= || ||£r([O,T),‘FN;’}\2’q Zp +2r )

Proposition 1.7.9 1) Soients € Ret 0 < q1 < g2 < oo. Alors
B (RY) = B, (R
2) Soient —co < o< s<ooet1 <p,rt< oo,alors
By, (R") — By ( (R").
3) Soients € Ret 0 < p,q < oco. Alors
B (R") — B} ,(R"), (o> 0).
4) Soient 0 < py <p2<ooets,t e R(avec:s >t)ettelques—p1] :t—pﬂz.Alors
N n t n
qu(R )(_)szq(R )
5) Soient0 < q < oo,1 <p <ooets e [0,+oo[. Alors
B, 4 (R") — L? (R").
6) Sil <p < o0, alors
B); (R") — L? (R") — BY  (R").
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1.8 Cas particuliers
1. B3, (R™) = Hj (R") (espace de Bessel).
Soit s € R, alors on a Hj est 'ensemble de toutes les fonctions f € S'(R") telles que
Fr+1ER) FHEG)],
soit une distribution réguliere et
[l = [ 770 [(1+ 1) Fre)] |, < oo.
2.B; ,(R") =F, (R")(L'espace de Lizorkin-Triebel).
Soits € Ret0 <p <ooet0 < q < oo,l'espace F} (R") est'ensemble de toutes les fonctions

f € S’'(R") telles que
1£llgs, ny = [1{29 Al le, e < o0

3.By, (R") =F,, (R") =W, (R"), telsques € N et 1 <p < oo.
Soient p € [1,00[ et s € N*| L'espace de Sobolev W; (R™) est I'ensemble de toutes les fonc-
tions f € LP (R") telles que 0*f € L? (R") pour tout « avec || < s, il est munit de la norme

suivante

Ifllwg = > 19%F .

|| <s
4.8, (R") =F, (R") =W (R"), telsques >0,s £ Net1 <p < oco.
W, (R") est 'espace de Slobodeckij. Soient p € [1,00[, s € R*"\N, et m € N,

tels que s €Jm, m + 1[. L'espace de Slobodeckij est 'espace de toutes les fonctions f €
Wt (R™), telles que

1

|0%f(x) — 0%f(y)
Il ) = WWW+ZO% Y geay )" < oo

n RN |X_ |Tl+ (m+1 S)

lod=m

5.B% o (R") = Z™(R"), se&N. Z™(R")désignel’espace de Zygmund.

Soit m € N*. L'espace Z™ (R") est 'ensemble de toutes les fonctions f € C™! (R") telles que
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| f|| zmrn) < 00, avec

|0%f(x + 2h) — 2f0%(x + h) + 0*f(x)|
£l zm@n) = || f]]cm—1 @n) +maxsup sup .
laf=m 1o xcRn [

6. BS, oo (R") = C*(R"), avec s € R"\N, et C* (R") désigne I'espace de Holder.
Soient m € Nets €/m,m + 1[. L'espace C*(R") est I'ensemble de toutes les fonctions f €
C™ (R") telles que

|a“f — 0%f(y)|
es@n) = |fllemmn + Y su |X) - m(y) “ o

If

loc|=m

X7y

7.BO (R™) = WS (R™) = FS_ (R") = L7 (R).

. 2.2 c A4 S()
1.9 Espaces de Fourier-Besov-Morrey généralisés FN p(IAC)a ()

L’espace d’intégrabilité variable, connus sous le nom d’espace de Lebesgue variable LP/)(R"),
ont été largement utilisés en I’analyse harmonique. Hormis les considérations théoriques, les
espaces fonctionnels a exposant variable ont des applications intéressantes en dynamique
des fluides, en traitement d’images et en équations aux dérivées partielles. Dans cette sec-
tion, nous donnons un apercu de 1’analyse harmonique liée aux espaces fonctionnels a ex-

posant variable.

Définition 1.9.1 ([6]) Soit Py I'ensemble de toutes les fonctions mesurables p(-) : R* — (0, oo)
telles que

0 <p_=essinf p(x),esssupp(x) =p; < oo.
XERN XERN

L’espace de Lebesgue a exposants variables est définie par
LPURMY) = {f :R™ — R est mesumble,J If(x)[P¥dx < oo} ,
R

avec la norme de Luxemburg-Nakano

|| f]|ipc) = inf {)\ >0 J (|f(}z<) )p(x)dx < ]} )
RTL

Remarque 1.9.2 Sip(x) = cste.
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£(x) px) B £(x) P
J ‘T dx = J T dx
_ IflP <1
= P<T.
On trouve :
it <o — (Jir)" <n
Donc :
P 1
il =int {a>0: [ (Tprax< il = ([ir)" = et
L'espace [PU(R™) équipé de la norme || - ||;»() est un espace de Banach. Puisque P!

n’a pas les mémes propriétés désirées que LP. Ainsi, nous supposons les conditions stan-
dard suivantes pour garantir que l'opérateur maximal de Hardy-Littlewood M est borné
sur LPO(R™) :

(1) (Localement log-Holder continue) Il existe une constante Ci,4(p) telle que

Clog(p)
e+[x—yl")

p(x) —ply)l < Tog( , pourtout x, y € R" et x #vy.

(2) (Globalement log-Holder continue) 11 existe une constante Cy,4(p) et une constante indé-
pendante de x telle que

Clog (P)

—=——— forall R™.
log(e + [x|)’ oraflx <

|p(X) _poo| S

Cl°9(R") désigne 1’ensemble de toutes les fonctions p(-) : R™ — R satisfaisant (1) et (2).
Maintenant, nous allons présenter la définition de ’espace de Morrey a exposant variable

A()
Mp(-)'

Définition 1.9.3 ([6]) Soient p(-), A(-) € Po(R™) avec 0 < p_ < p(x) < A(x) < oo, I'espace de
Morrey a exposant variable MQH = M?f(i)) (R™) est défini comme I'ensemble de toutes les fonctions
mesurables sur R™ telles que

HfHMM') = sup Hrﬁ_ﬁfXB(xo,r)HLp[»] < 00.
’ xo ER™ >0

Selon la définition de la norme 1P, ||f|| A @ aussi la forme suivante
p()

n n

. f
HfHMz[()] = sup 1nf{7\ >0 pppy (AP0 XXB(XM)) < 1} .

xo ER™,r>0

Nous présentons quelques lemmes importants.
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Lemme 1.9.4 [6] Soit p(-) € Po(R™). Pour toute fonction mesurable f
sup Py (fXBx) = Pp( ().
x€RM,r>0

Lemme 1.9.5 [6] Sip(-) € Po(R"), alors |[f] o = [[fllir.
P

Définition 1.9.6 ([6]) Soient p(-), q(-), A(-) € Po(R"™) avec p(-) < A(-). On définit I’espace

190 (MQ((:))) comme I"ensemble des suites {h;}jcz de fonctions mesurables dans R™ telles que

()

plqM(Mz([i)))(y{hj}jez) < oo pour tout y > 0. Pour {h}; € 1‘4(')(/\/{2(:)) nous définissons

_ hy
||{ha‘}jez||1qm(/\/12§ﬂ]) = inf {V >0, plq(»(MQ}i;)({?}jEz} <1 <oo,
ol :

) TR .
plqﬁ)(M"(‘))({hj}jGZ) = Z inf ej > 0, J ( - )P( )dX < 1
p() jGZ R e.q(x)
Notez que si q, < coet p(x) < q(x), alors

pqu(MQE:;)({}H}ieNo) = Z sup | (709770 filxp o) 1| o -

i€Ny X0 ER™r>0 Lat)

Définition 1.9.7 ([2]) Soient s(-) € C*9(R™) et p(-), q(-) € Po(R™) N CP9(R") avec 0 < p_ <
p(-) < oo. L'espace de Fourier-Besov homogéne a exposant variable F B;(('_))y q() €st défini par 'en-

semble de toutes les f € D'(R™) telles que
HfH}'BS((')) o) = ||{2js(')(Pjﬂioooﬂlqm(mq) < o0.
Pl

Définition 1.9.8 ([6]) Soient s(-) € C9(R"™) et p(-), q(-), A(-) € Po(R™) N CP9(R") avec 0 <
p— < p(x) < A(x) < oo. L'espace homogene de Besov-Morrey a exposant variable N;E_’))J\(_), q() st
défini par 'ensemble de toutes les f € D'(R™) telles que

— js(-)
Hf"NS}:;,;\(<),q(.) = {2 Aif}ielulq(»)(Mg((:))) < 00.
L’espace D' (R™) est I'espace dual de
D(R") ={f € S(R") : (D¥f)(0) =0,Vx € N"}.

Définition 1.9.9 ([2]) Soient s(-) € CY9(R™) et p(-), q(-), A(:) € Po(R™) N CY9(R") avec
0 < p- < p(-) < A(:) < oo. L'espace homogene de Fourier-Besov-Morrey a exposant variable
‘FN’;((:)),?\H,qH est défini par I'ensemble de toutes les f € D’(R™) telles que

||f||f'/\/’;é:;‘)\(.))q«) = ||{ZJS(')(Pjﬂiooo“mt)uvlgi'_;) < 0.
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Remarque 1.9.10 On remarque que si A(-) = p(-), alors d’aprés le Lemme 1.9.5 on a MEE:; =[P,

. s(-) . s(+)
Par conséquent, FN (5 1) q¢) = FBp() a0

)

Définition 1.9.11 ([2]) Soient s(-) € C*9(R™), p(-), q(-), A(:) € Po(R")NCYI(R™), T € (0, 00)
et 1 < q, 0 < oo. Nous définissons I'espace homogene de Fourier-Besov-Morrey de type Chemin-

Lerner a exposant variable £L°([0, T); FN' ;((’-))N-), o) par

0 . s(-) _ ny.
L0 THFN G aee) = {f ED'RY; Ml o ommnety | ) < OO}’

avec la norme

_ is() . )| ¥
“fHLe([O,T),-J-'Ng((‘,))‘M‘)yq) - (Z 127 (plﬂ‘Le([o,T);MAEj))q'
JEZ P

s s A s(+)+l« s(-) ) .
Lemme 1.9.12 La dérivée 0 : FAQ(_)’A(_),q — ]—"./\/;(.))M_)’q est un opérateur borné.

Preuve. Nous avons
= II{ZjS(')(Pja%f}i"ooﬂlqwgg;;)
= 420 el P

< (202 )

O] e
19 “‘FN;[(-)),M-)‘q

qu(M]);E"%) (1.9.1)
< f S| [0
S ezt
ot dans (1.9.1) nous avons utilisé le fait que & ~ 2, Vj € Z.
Lemme 1.9.13 Soit g une fonction réguliere sur R™\{0} qui est homogéne de degré k. L'opérateur
g(D) est continu de f./\/';((,'))’x(,)’q a FN;E:;;?M.

—k

Al On obtient

Preuve. Soit u € FA[;((,')]

lg(Dull st v = H{zj(s(.)—klcpj(«i)g(D)u(a)}goooqu(Mzm)
— [[(2i6K) (pj(é)g(é)ﬁ}i‘;o||lqw2%:;)

j(s(-)— E, ~v00
= {2 Mg (8)IE] g <E>u}_°°”1q(/\/l?,([l§)

S 2 ¥ 5 (£)24T)% g
g

S Ml
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Proposition 1.9.14 Pour les espaces de Morrey a exposants variables, les inclusions suivantes sont

établies.

(1) (Inégalité de Holder )([2]) Soient p(-), pi(-), P2(-), A()y M(:), A(:) € Po(R"™), tels que
1 1

p(x) < ?(x), m(]x) < NM(x), pa(x) < Aa(x), vy + 0

1
and = + . Alors il existe une constante C gui dépend uniguement de p_ et
AN T M) M) e 1 P=ei Py

telle que

gl v < ClIFllpn ;HQHszn

est valable pour chaque f € /\/lpl (',) etg € Mpi 0
(2) ([21)  Soient po(-), P1(-)y Ao(-)y Ai(:), q(-) € Po, et so(-), s1(-) € L™ N C9Y(R") avec

so(+) > s1(+). Si a0 et so(x) — 5 =si1(x) —

—— sont localement log-Holder continus, alors
P1(x)

so(+) s1(+)
Npo(')‘Ao(')»q(-) - Nm(-),}\ (1.9.2)

10),90)°
(3) ([6]) Pourp(-) € C*9(R™) et € L'(R"), supposons que ¥(x) = sup hp(y)| est intégrable.

y&B(0,/x|)
Alors

1 el px) ny < ClFlLu2 oy Wl )
. 1 1
pour tout f € MM.) (R™), ott Ye = —P(—) et C ne dépend que de n.

A la fin de ce chapitre, on rappelle un résultat relatif a I’espace de Chemin-Lerner dont on va

faire usage dans la suite, il permettra d’estimer le produit de deux fonctions dans cet espace.

Proposition 1.9.15 ([2], Proposition 2.3) Soient 1 = (0,T], s >0, 1< p, 6, 6y, 92, q <

00, P()y AL), 1) €CBNP(RY), 55=55Txm 8 =& to ety =5+ Alors
ona
||UbH£9(1,/\/;,A <Hu|’£e1 (LM Hb||cez LAS () ag(a)
+ HbH£9] IM HuHCez INs Al )’q). (1.9.3)
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Systéeme de Debye-Hiickel
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Introduction
On considere le systeme suivant dans R™ x R* :
4
o0v=Av—V- (W) dans R™ x (0, co),
ow =Aw+ V- (wWVd) dans R™ x (0, 00), 2.0.1)
Ab=v—w dans R™ x (0, 00), o
v(x,0) =vo(x), w(x,0) =wy(x) dansR",

\

ot les fonctions inconnues v = v(x, t) et w = w(x, t) désignent respectivement les densités

de l'électron et du trou dans les électrolytes, ¢ = P(x,t) désigne le potentiel électrique, vo(x)
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et wy(x) sont les données initiales.
Rappelons que la fonction ¢ est déterminée par 1’'équation de Poisson dans la troisieme

équation de (2.0.1), et qu’elle est donnée par
b= (—A) T (w—v) = F (&2 F(w—v)). (2.0.2)
Dong, le systeme (2.0.1) peut étre réduit au systeme suivant :

v —Av=—-V . (W(-A)(w—v)) dansR" x (0, c0)
dw —Aw =V - (WV(—=A)(w—v)) dansR™ x (0, c0) (2.0.3)
v(x,0) =wvo(x), w(x,0) =wy(x) dans R™.

Lorsque l'on cherche a étudier les questions d’existence, globale ou locale, de solutions
(fortes, faibles, mild ou auto-similaires), il est important de connaitre le scaling de I'équation
en question et de rechercher les espaces critiques (c’est-a-dire dont la norme est invariante
par le changement d’échelle de I'équation). Pour le systeme de Debye-Hiickel (2.0.1) nous
avons le scaling suivant : si (v, w) est une solution de (2.0.1) avec les données initiales (v, wy)
(¢ peut étre déterminé par (v, w)), alors (vy,wy) avec (vy, w,) (x,t) := (Y*v,Y*W) (vx,v*t)

est également une solution de (2.0.1) avec les données initiales
(Vo Woy) (%) := (Y*vo, Y*Wo) (vX) (2.0.4)
(d, peut étre déterminé par (v, wy)).

Définition 2.0.1 Tout espace de Banach E C &' (R™) dont la norme est invariante sous le scaling

(2.0.4) est appelé espace critique pour le systeme (2.0.1), c’est-a-dire,

[ (vo,y (%), Woy (X)) g = [[ (Vo (), wo (X)) | -

Tout au long de ce chapitre, nous utilisons (v,w) € X pour désigner (v,w) € X x X pour

un espace de Banach X (le produit X x X sera muni de la norme usuelle [|(v,w)|xxx =

IVIIx + [[wllx ), et ||(v,w)||x pour désigner ||(v,w)||xxx-

2.1 Etude du systéme (DHS) dans les espaces de Lei-Lin

Le premier résultat principal de cette section est donnée par le théoreme suivant.
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Théoreme 2.1.1 Soient n > 2,1=1[0,T), po > 2, (vo,wo) € X% et =+ p‘—é =1.
Alors il existe T > 0 tel que le systeme (2.0.1) a une unique solution locale
(v,w) € Y, o1t
Yr = LPo(L X2 ) N Lo (I, X 27,
et
(vy,w) eC(Lx?).
De plus, il existe 3 > 0 tel que si (vo, Wy) satisfait a || (vo, Wo)||x-2 < B, alors I'affirmation ci-dessus

est valide pour T = oo; c’est-a-dire que la solution (v, w) est globale.

En ce qui concerne I’analyticité spatiale de la solution de (2.0.1) , nous suivons la technique
de la classe de Gevrey issue des travaux classiques de Foias et Temam [54] dans le cadre des
équations de Navier-Stokes. Cette technique présente ’avantage évident de supprimer les

estimations récursives des dérivées d’ordre supérieur.
Théoreme 2.1.2 [I existe une constante positive 3o > 0 telle que pour toute donnée initiale dans
X% avec || (vo, Wo) || y—2 < Bo, la solution globale du Théoreme 2.1.1 est analytique dans le sens oil

|/, e/Ph)| < o, wa -2
T

oit eV*Pl est un multiplicateur de Fourier dont le symbole est donné par eV''¥,

En tant qu’application de 1’analyticité des solutions abordée dans le Théoreme 2.1.2, nous

pouvons obtenir les estimations de décroissance des solutions suivantes.

Théoréme 2.1.3 Sous les hypotheses du Théoréme 2.1.1, la solution globale (v, w) € Y et
(e\/ﬂD‘v, 6\/{“3|W> € Y obtenue a partir du Théoréme 2.1.2 satisfait I'estimation de décroissance

temporelle suivante :
| (Avw,aw®)|| S e wo)llas,
ot Av = (—A)%v.
Le critere de blow-up des solutions est énoncé comme suit :
Théoréme 2.1.4 Soit n > 2. Pour (vo,wy) € X2, nous désignons par T* le temps d’existence

maximal de I'unique solution locale (v, w) construite par le Théoréeme 2.1.1 (avec py = 00).
Si T* < oo, alors

”(V>W)||L1([0,T*),X0) = .
Autrement dit, si

”(V>W)”L1([0,T*),X0) < 00,

alors (v, w) est continu dans L ([O, To) ,XO) pour un certain To > T.
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2.1.1 Estimations bilinéaires dans les espaces de Lei-Lin

Dans cette partie, nous allons établir quelques estimations cruciales dans la preuve du
Théoreme 2.1.1 et du Théoreme 2.1.2.

Lemme 2.1.5 Soient I = [0,T), f € L'(I, X°) et g € L°(I, X >*%5 ). Alors
IV - (FVllma-2) < [Ifllo o gl (2.1.1)
Preuve. En utilisant I'inégalité de Young et 1'inégalité de Holder, on obtient

HV : (fVQ)HU(I,X*Z) < HngHL‘(I,X*])

< Ifgllir1,x0)
rT R

< J £/fgldzdt
JO n
rT N

< J F+ gldgdt
JO n
rT

< | |flo gl dt
MPT

< . [fllxollgllxodt

< HfHL‘(I,XO)HQHLOO(I,XO)-

Lemme 2.1.6 Soient I =1[0,T), po > 2 avec p‘—o + pi, =1. Alors
0

IV (99 s < Wl e ol (212)

°) 1%
pour tout f € LPo(I, X_ZJF%) et g € LPo(I, Xi).
Preuve. En utilisant 1'inégalité de Young et I'inégalité de Holder, on aura
IV - (fVg)lloaa-2) < IfVlloga

< |Ifgllr 1,20

IN

€% fgldgdt
JO JRn

IN

Ifx gldEdt

JO JR™

j Fm)Ig(E —m)ldndedt
Rn n

IN

Jo J
S I]+IZ)
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)
I = fFMII6(E —n)|dnd&dt
1 j J LKE (gt —mlanaz

0

‘
I, = fI6(E —n)|dnd&dt.
) J J LM gt —mlanaz

0

Il est clair que I} = I, il faut juste faire le changement de variable n’ = & — 0. Il suffit alors
d’estimer I;.

T

- J j Fm)IIg(& — m)ldndéEdt
Jo <&l
¥ f(n)| z
< = 1&—m | 1g(& —mn)ldnd&dt
Jo JR™ Jmi<lg—nl [n %
—24 i/
< |&| solf % &% (gl dt
uO L1
—2+ %
< Hw S| H|a|o at
~T
<
=, HfH{u HgH f
< ||f L2 2 .
L/ ”9”@6(1,;(%)

2.1.2 Preuve du Théoréme 2.1.1

Tout d’abord, nous allons prouver l'existence globale avec petites données initiales. Pour
cela, nous choisissons T = co. Notons que I'espace Y7 défini dans le Théoréme 2.1.1 est un

espace de Banach muni de la norme

Vv, = H%) + [[v]] . 22 .

LA . b

Nous considérons le systéme intégral équivalent donné dans (2.2.3)

(v(t), w(t)) = (e"vo, e wo) + (B(v, ), B(w, d)) .

Il résulte du Lemme 1.7.7 avec s = =2, x = 1, et p = po (ou p = p’) que
tA
eVl oy, S Vol
et
levoll | 22 < [volla2.
LPo(Lx  Po)

)
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Donc,
le“vollve < [Ivollx-2-
De méme,
e wollv, < llwolla—2.
Ainsi,
| (e**vo, e wo) |y, < Coll(vo, Wo) || x—2-
En appliquant le Lemme 1.7.7 avec s = =2, x = 1, p = pp et y = 1, et le Lemme 2.1.6 avec

f=vetg=(—A)"'(w—v), on trouve

<V - A (w —

1B O, ae) SV V(=AW =) [
< —A -1 o
NHVHLPO(LX%%)H( ) (w v)HLpE)(I,Xi)
< _
~ HvHLPO(I,X’Z*%)”W v”mé@,x’”i)

2
S v, wlly.-
De maniere analogue, nous obtenons

B, oz STWIR,.
LPo(L,x  Po)
On obtient donc
IB(v, )lIvee S vy W7
Aussi,

HB(W> (b)HYm S H(V)W)”%(oo

Par conséquent,
|(Bv. @), BOw0)) | < CillvwlE..

Soit ¢ > 0 tel que 4C;e < 1, on choisit la donnée initiale (vo,wy) € X ~2 de telle sorte que
Coll(vo,Wo)||x-2 < €. Ainsi le Lemme 1.3.1 entraine que le systéeme (2.0.1) a une unique solu-
tion globale (v, w) € Y telle que [||(v,w)]y, < 2e.

Pour l'existence locale, nous allons décomposer la donnée initiale vy en deux termes

/\_

Vo = XB(0,24) V0 + XBc (028 V0 == Vo1 + Vo2,
ou N € Z". De méme, on décompose wy :

V/\}o = XB(O,ZN)WO + XBC(O,ZN)WO = V/V-o‘\1 + V/\)—(;z
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Puisque
?\
Vo, — 0 in .7-"/\/'7\q‘” " when & — +o0,
~2+n A
wo2 — 0 in FN, 7 7 when & — +oo,

Il est facile de voir que si N est suffisamment grand, alors

Coll(vo2, Wo2) |l x—2 < %
En choisissant un tel N et en le fixant, on obtient
” (etAvo) etAWO) ||YT < H (etAvo’]) etAwoJ) HYT + % (2.1.3)
Nous avons
[ (e“vo, ewoa )|y,
B H (emvoJ, etAWO’]) HLPo(IJfH%) * H (emvw, etAWOJ) ”Lpé(l,)cfhi) .

En utilisant le fait que || < 2V, on obtient

H(e Vo1, € 2+ 4

0’]> HLPo(I,X’ P0)
1

T 5 5 Po 1
:<J (J €] o0 et |\7\o|d5) dt) &
0 |E]<2N
T Po 1
+(J q &7 oo gt W, |d£> dt> Po
0 |E|<2N

N1
< 2°0 Teo || (vo, Wo) || x-2.

De maniére semblable,

2N 1
H (etAVOy], emwm) H 22 S 2 P Tp6 || (VO)WO) HX*L
1°0(Lx o)
N1

Drot, H(em"o,hemwo,‘) <20 Tw | (Vo Wo) || x—2 4 270 T || (vo, wo) | 2.
Xt

Nous choisissons T suffisamment petit pour que

2N 1
200 Teo || (v, Wo) || 42 <

AN

and
2N 1

270 T% || (vo, wo) || x-2 <

AN

Dong, si

/

Po

po
. E E
TSmH‘l{ < AN T > ) 242N 1 })
27" eo Teo [[(vo, Wo) || 2 2 20 T ||(vo, o) | x-2

alors || (e*vo;, ey 1)

HYT < 5. Ainsi, pour toute donnée initiale arbitraire (vo, w,) € X 2 le

systeme (2.0.1) a une unique solution locale telle que ||(v, w)|y, < 2e.
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2.1.3 Régularité Gevrey (I’analyticité des solutions)

Avant d’entamer la preuve du Théoreme 2.1.2, il est utile de rappeler un lemme auxi-

liaire, que 1’on invoquera a plusieurs reprises
Lemme 2.1.7 [95] Soient 0 < s <t < ooet 0 < B < 2. Alors I'inégalité suivante est vérifiée
(2.1.4)

NI—‘

1
tla? — 5(£ — s)lal® —sla —bJz —s[bl* <
pour tout a, b € R™.
Posons V(t, &) = eVURi(t, £), W(t, £) := eVIEW(t, &), et @ (1) = eV*HIp(t) = W(t) — V(t). On
voit alors que (V, W) satisfait le systéme suivant :
v o Vi
eVt et [ Vo) [ 7€ oo Jt o V/AE— (=R
0 eVt Wo 0 eVl 0
e VIENV(1 & —n)e VIV (T
(t,&—m) A( \M) dndr. (2.15)

| v
n\ e VIEIW(T, E—1)

L'estimation (2.1.5) est borné et nous avons

~

V B e\/ﬂ&l—tla\Z\% + ‘ J % t T)mz
w ||| evieterg;
V(t,&—1)VO(t,n)
h L dndT‘
W(t, & —m)VO(1,1n)
‘VT £E—m HVCD ,n)‘
dndr,

—3IE7 5, t
e 219y
0 _|_J e*%(t*’f)\ilzya J
0 R ‘W T,§—m HV@ T,n)’

<
= et
e 2 Wy

£ J VA=Y (e~ /R (el +h)
RT\

1 2
ott eVHE- e = e 3 (VIE-1) 3 < o3 et le Lemme 2.1.7 sont utilisés
Le reste de la preuve est exactement similaire a la preuve du Théoréme 2.1.1

2.1.4 Estimation de décroissance des solutions
Comme application de 1’analyticité des solutions discutée ci-dessus, nous allons prouver

le Théoréme 2.1.3.
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Preuve du Théoréme 2.1.3
En utilisant la définition de X2, on a
AV 2 = || AevEPleVPly(y) |
X2
_ J £ ‘f(Ae—ﬁ'D‘eﬁ'D‘v(t)ﬂ dz,

_ J ) ’E|—2|&’e—x/f|£\ ‘}“(eﬁlD\v(t)> ‘ d&.

Supposons la fonction K(y) = ye VW, oty > 0. De la dérivation de la fonction K, on peut
déduire que K(y) < K((%)) < t2. Ainsi,

IAV(E)][ 2 S 2

~Y

D _1
eV Plu()|| St vollys

De méme,

_1
AW x> S 2 [[wolly-2 -

Donc

H (/\v(t),/\w(t)) H <3

X2

(e\/ﬂD‘v(t), e‘/ﬂD‘w(t)> foz

1
Stz |(vo,wo) || p-2 -

2.1.5 Critere de blow-up

Nous présentons le lemme suivant qui sera utilisé dans la suite.

Lemme 2.1.8 Soient T>0,s € R" et f,g € S’'(R"). Alors,

t t
J |eSAY - (fV g)||xsdz gJ £V g||xs+1dz, (2.1.6)
0 0

vt e [0,T).

Preuve. On remarque que

rt

t —
Jlle“‘smv(fvmlusdz: J £ eIV L (17 g)|dEdz
0 JO n
rt
< J T [FV gldEdz
JO n
rt

< vag”XsH dz.
0

J
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2.1.6 Preuve du Théoréme 3.0.3

Dans cette section, nous allons prouver le Théoreme 3.0.3. Soit T* le temps d’existence
maximal de la solution (v,w) dans C ([0, T*), X~%) N L> ([0, T*); X~%) N L' ([0, T*), X°).
Afin de montrer le critere de "blow-up" de la solution donnée par le Théoréme 3.0.3, suppo-

sons que T* < oo et que

-
L [ (v, W)lxo < o00. 2.1.7)

Nous allons adapter les techniques contenues dans [21] pour établir le critere de blow-up
des solutions avec le temps maximal d’existence est fini.

Soit T* < oo le temps maximal d’existence des solutions du systéme (2.0.1) dans C ([O, ), X _2) N
L ([0, T*);x72) NL' ([0,T*), x°).

Par contradiction, supposons que T* < oo et

)
L vy W) e < 00, 2.18)

alors on peut trouver Ty € (0, T*) de telle sorte que

1
v, Wl re,reyee) < -
Pour t € [Ty, T*) et s € [Tp, t], nous considérons explicitement le systeme intégral :

v(s) =e*tvy — Jj elsTIAY . (vV(—A)‘l (w— v)) (t)dt
0 (2.1.9)

w(s) =e**wy + JS eIV - (WY (—A) N (w —v)) (1)dT.

To

En appliquant la transformée de Fourier par rapport a &, on obtient en suivant le méme

argument que celui utilisé pour prouver le Lemme 2.1.6. (avec py = 00), on trouve

“V(S)”X*Z
S V(T a2 + WV (1,0, 1)

S AVTo) -2+ sup [[(v(s), w(s)) a2l (v, W]lur (1,5, x0)
To<s<t

1
S IVTo)lle-2 + 7 sup [[(v(s), w(s))llx-2,
To<s<t

et aussi

1
ws)lla-2 S [w(To)llx-2 + 7 sup [[(v(s),w(s))]lx-2.
To<s<t
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11 s’ensuit que
I3 w(s)l-+ S N Tl s + 5 sup v(5) wis) -
Par conséquent, N
sup(4(5)w(s) e = < 2J(T) T -2, € T T
Posons -
N = max 2Tl wiTe)) -+ max 6(8) wlt)) 2 )

)O}

Donc, nous déduisons que
[(v(t), w(t))|[x—2 < N,Vt € [T, TY). (2.1.10)

Soit (kn), oy une suite telle que k,  T*, ot k, € (0, T*), pour tout n € N. Nous voulons
montrer que
lim (v, W) (Km) — (v, W) (Kn)[[ > = 0. (2.1.11)

n,m—oo

Afin d’atteindre cet objectif, nous utilisons la forme intégrale de (v, w) pour obtenir

(v, W) (Kkm) — (v, W) (kn)

— ([eKmA o e"“A]vo, [eKmA _ GK“A]W())

= (Jm elen =AY L (V) dz,J

Kn Kn

Km

elm DAY L (WY ) dz)

Kn

— (J i elkn2A (plkm—kn)A _ )7 . (yWh) dz,J

el 28 (elem—n)d _ 1)V . (WV ) dz)
\ 0

=& (myn) + & (myn) + E(myn).
Nous allons estimer R;(m,n), R;(m,n), et R3(m,n). D’abord, nous avons
Jlewn — e gls = | e (e — e ) e
RT\
< J & ’ (e“‘““‘"'2 - eT*“‘"“) %‘ de,
RT\

ol Kk, < T*, pour tout n € N. Par conséquent, en utilisant le fait que vy € X2, il découle du

théoreme de convergence dominée que

Jim_ e — e, =o.

En suivant un argument similaire, on a

il = e, =0
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D’ou,

lim ||&(m,n)| -2 =0.

]

De plus, en utilisant le Lemme 2.1.8 et le Lemme 2.1.6, on obtient
[ e w0 az

.
5j VWbl dz

Kn

.
S| 10wl 0wl a2

Kn

S, H(V)W)”LZ ([kn,T*)X H v, W HL2 [kn,T*)X0) *

En utilisant (3.4.2), I'inégalité de Holder, et 1’estimation (3.4.1), on aura

1

2
vy w2 dz)

< C(T" — kp)2.

T*

L He"“ A7 . (W) sz z§(J

Kn

En conséquence,

lim J " et 28y L (v )|, dz =0,

nm—oo J
De maniere analogue, on déduit

lim JKm ||e(Km’Z)AV . (ch[))HX,2 dz =0.

n,m—oo J

Ainsi, nous avons

nLillz}oo |€2(m,n)|| -2 dz =0.

Enfin,

”J el @A (elom A _ )V (W) dz| -
0

Kn
< J |E|72 J e (km—z)lE]?
n 0

T*
SJ !E!“J ](1 —e—(T*—Kn”i'z)vvq))dzda,
Rn

0

(1 — e tm 8TV T | dzde

ol k, < T*, pour tout n € N. En utilisant I'hypothese (3.4.1) et 'estimation (3.4.2) on obtient

T*
J VW] 41 dz < o0.
0
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Ainsi, par le théoreme de convergence dominée, nous déduisons

Kn
lim J elkn 2B (elm—)A _ )7 . (vW¢) dz =0.
n,m—oo 0 X2
En outre, en procédant de maniere analogue, on conclut que
Kn
lim J el DA (elm™ A _ 1)V . (WV ) dz|| =0.
n,m—oo || Jq x-2

Il en résulte que,

lim 1€, ). = 0.

Par conséquent,

im0, w) (k) = () (k0)l| -2 = 0.

Ceci implique que la suite ((v, w)(kn))nen satisfait le critére de Cauchy a T* dans I’espace de

Banach X~2. Alors, il existe un élément (v*,w*) dans X tel que

lim |[(v,w) (kn) — (v, W*)|| -2 =0.

n—oo

Nous soulignons que les limites ci-dessus sont indépendantes de (k, )nen. En d’autres termes,

lim
t T+

(v, W) (1) — (v, W[ 2 = 0.

Maintenant, considérons le systeme (2.0.1) avec les données initiales (v*,w*), au lieu de

(Vo, Wo).

0v=Av—V . (vWo),
ow=Aw+ V- (wVd),
AP =v—w,
V-v=V-w=0

v(x,0) =v*, w(x,0) =w*

\

Nous nous assurons, par le Théoreme 2.1.1, I'existence et 'unicité de (V, W) € C ([O, ty), X2 (R“))

(to > 0) pour le systeme (2.0.1) . De ce fait,

(v, w)(t), site [0,T")

(V,W)(t) = _
(VW) (t—T*) site [T T+t ,

est une solution de (2.0.1) avec les données initiales (v, Wy) sur l'intervalle [0, T* + t,] ce qui

contredit la maximalité de T*.

FACULTE DES SCIENCES ET TECHNIQUES 51 UNIVERSITE SULTAN MOULAY SLIMANE



ACHRAF AZANZAL THESE DE DOCTORAT LABORATOIRE : LMACS

2.2 Etude du systeme (DHS) dans les espaces de Fourier-Besov-
Morrey

Dans cette section, nous étudions le systeme (2.0.1) dans les espaces critiques de Fourier-
Besov-Morrey FAN, b q(Rn) x FN- pA q(R“) avec s = —2 + -+ )‘ . En s’inspirant du travail
de [106] et en utilisant la méthode de localisation de Fourler et la théorie de Littlewood-
Paley, nous obtenons un résultat d’existence d"une solution locale de (2.0.1) pour les grandes
données initiales et d’une solution globale pour les petites données initiales appartiennent
A FN T FALT
Remarque 2.2.1 L'espace ]-"N' "’ v x FN, q'”’+" est critique pour le systeme (2.0.1). En effet,
s0it vy (&) = Y*vo(YE), alors sa tmnsformee de Fourier est Vo, (£) = y* ™ (v '€) .

Soit
f(&) £ g (27w om e ) vgs(e) = o (270w m e ) 2oy (v )

Par un changement de variable, on obtient :

2-—n

® (2—i+[1032 Y]—longa) Do (,Y4 E,) HM;\

© <2ﬂ'+[logz vy &) % (v'E)

60 =

2
=v* ™ sup supr »

xpER™ >0

LP (B(xo,7))

(2 ”[10%”]11) Vo(n)

N A
— " yry T sup sup (Y 't) 7

xoER™ >0

_ 2(2—%—%) log, v ® <z—j+[log2y]n> %(H)H )
e

LP(B(y~"x0,v 7))

il en résulte que

[@ 25 Dty

14

:H{Zj(zf%fg)zlogzy 2+ +

H(PJ logzv]"O )HMg}l

_ H (2108 v~ llog, V) (2= 35~y -log, V) (=24 3

) H(pjf[logzvl\/’?)(a) HM{;} »

~ [[voll )
0 -2+t 44

Jf/\/p‘)\‘qp P
et puisque
@;(E)voy (& Z ®;(&
lk—jl<2
on obtient
Vol 2omoa & voll  aimia.
A P
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De facon similaire, nous avons

||W0ﬂ/|| 72+ﬁ+% ~ ||WO|| ,2+%+% .
P\, q PA,q
Par conséquent,
Vo Wou)ll sy 2 N0, W0)ll_ g
P>Ayq PyAq

Maintenant, notre résultat principal dans cette section est énoncé ci-dessous.

Théoréme 2.2.2 Soient n > 2,py > 2, maxin—n—1)p,0} <A <n, 1 < p < oo,
_Jym A

q € [1,00], (vo,Wy) € }"Np AZJ;"’+’D et p1—0 + p1—, = 1. Alors il existe T > 0 tel que le systéme (2.0.1)
Y O

a une unique solution locale (v, w) € Xy, oit

- oo , —2+ “+%+%
X = o (o T, N, +P’+p+ )mspo (o T, FN, . )
et
(v, W) €C (o T, FN, +*”+P+) .

De plus, il existe K > 0 tel que si (vo, W) satisfait ||(vo, wo)]| ainia < K, alors la conclusion

PA,q
ci-dessus est valable pour T = oo c’est-a-dire la solution (v, w) est globale.

2.2.1 Estimations bilinéaires dans les espaces de Fourier-Besov-Morrey

Lemme 2.2.3 Soient I = (0,T), p, g € [1,00], max{n — (n — 1)p,0} < A < n, py > 2 et

1 1 =1. Il existe une constante C > 0 telle que
Po po

PyAq Aq

. n < T v P A
IV. (fVg) ||£](IMHW+3> <C Hfllng(W ) HgHSO(R )

Flal, by <UL g
( ) £°0 (I;fNP,A‘q po)
Y —2 niAyp 2
pour tout f € £Po (I;f./\/'p)\q"' P > N £°0 ( Mq P 90)
pit

andges%(lﬂ\/" ’ ")m:po(lf/\/ Pt )
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Preuve. En appliquant la décomposition du paraproduit de Bony et la propriété de quasi-

orthogonalité pour la décomposition de Littlewood-Paley, pour un j fixe, on obtient

A(fVg) = D ASiafAVe) + D Aj(SiVgAf)
lk—jl<4 lk—jl<4
k>j—3

. 2 3
U+ 2+ L.

Alors, grace a I'inégalité triangulaire dans Mg etdans 19(Z), on a

||v (fvg) H -2+ + < vagH ,1+L/+A
<}—Np)\q p> <I;}—Np»?\»qp p)
e 1
<) 2 A EV I g 1
ez
< {Z Qi1 5+3) qHI]HU IMA %
i€z
1
+{Z il T+ +3) q||IZHL1 IMA)}q
jez
2R g )
jez
=h+J.+;.

En utilisant I'inégalité de Young dans les espaces de Morrey et l'inégalité de Bernstein (1.6.3)
avec |yl =0,ona
(o A
Josfll < C2E af]

Donc

I o amy) < Z

1(SkafAVg) [l (LM})

[k—jI<4
< Z H‘PkVQHLpO M) Z l@FllLeorrny
[k—jl<4 1<k—2
K (S+291, 3
Z 2 \|<Pk9||Lp0 LM3) Z A H(plf”L"O(I,M{;)
[k—j|<4 1<k-2
2 1 n
$ Y U0ty 2 2R 2 ol
[k—j|<4 1<k—2
Sl 2( 3 25 gl
~ A *L Z ( Z ) PrGllreo (1M
PO (LFN, p’oP ) ea S )
SAf emaz Y 2 %[0l
~ ” ||£"0(I,.7-'/\/p2)\+q;/+p+p° ‘k -, L"O(I,M%)’
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ou nous avons utilisé le fait que p, > 2 dans la derniere inégalité.

Ainsi, en utilisant I'inégalité de Young, nous avons

al=

(=14 A k(3—2) R q
J‘] S HfH 24 n/+%+pi ZZJ( +p/+p)q( Z 2 Po H(pkgHLDE)(IM)\))
EPO(LFN ) | jez [k—jl<4 o
%
—1 @2+ 2+2-2) ~ q
S_, ||f|| —2+ ,+)‘+p2 Z Z 2 + + qz °o ||(pkg||]_pE)(IM)‘))
EPO(IyFNP)qup v O) i€z |k—jl<4 TP
< |If M oAL2 noA,2
S oot IO b
oll nous avons utilisé - +p1 =1.
0
De méme, on obtient
J2 < gl n a2 |If]l AL
™ o T e ,H“’ﬁ'ﬁ"")

Pour J;, on applique d’abord l'inégalité de Young dans les espaces de Morrey, I'inégalité de

Bernstein (1.6.3) (|y| = 0) ainsi que I'inégalité de Holder, pour obtenir

HI loamy) < Z AkakVQ I ama)

k>j—3
< Z H(pkaLpé)(I,M?‘) Z H(prQHLPO(I,U)
k>j-3 " oK<
" (g ~
5 Z H(‘OkaL%(I,Mg) Z 212(p,+p)||(plg||Lp0(I,M%)
k>j—3 —KI<T
1
~ 2 AN
S D el (2 27%) ol woa
e LPo(I,M{\;) Naryp® QPO(I,ng‘I)\;p+pO)
2 -~
< 20755 | o FL
g Z Px )
~ H ||£90(I]-'/\/g’;\+qp+p° k>] = “ ||]_90(I,M%)
Ensuite, en utilisant 1'inégalité de Holder pour les séries, on trouve
1
T+ A k(1—-2) 3 !
s < llgl H 222 0y )
SPO(I,]-'./\/' iz K>3 P
1
2 2 K55 1 o F 18
< lig et ie Z Z 2" 27w v H(pkf”L%(IMM)
geo(l, N;J\»q °) jE€Z  k>j-3 T
-1
S HgH p +— HfH 72+“+ tor ZZI + +
SPO(I,.FNP‘A‘q (I ]:Np A ) i<3
S HgH oA, 2 HfH 24 AL 2,
- FNEL L) S"f)(I}'Np)\q, "o,
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N s 2 iy L. (=14 A
ot nous avons utilisé la condition A > n—(n—1)p pour nous assurer que la série 5_ 2!+ 5
i<3

converge. Enfin, nous avons terminé la preuve du Lemme 2.2.3.

2.2.2 Preuve du Théoréme 2.2.2

Pour assurer l'existence de solutions globales et locales du systeme (2.0.1), nous utilise-
rons le Lemme 1.3.1 avec 'estimation linéaire et bilinéaire que nous avons établie. Soient
po > 2 un nombre réel quelconque et - + - = 1. Notons que l'espace Xt défini dans le

Po Po

Théoreme 2.2.2 est un espace de Banach muni de la norme

2

[[ullxe = ] e STV

A
P PO P
LF’O(I,}—NP‘)\‘q ) ‘cp6(l’pr,A,q )

Pour T > 0 a déterminer plus tard. Etant donné (v, w) € Xy, on définit F(v,w) = (v, W)

comme étant la solution du probleme de valeur initiale suivant :

QY — AV =—V - (W(=A) ' (w—V)), 9(x,0) =vo(x)

2.2.1)
QW — AW =V - (WV(=A) " (w—v)), W(x,0) =wp(x).

Evidemment, (v, w) est une solution de (2.0.1) si et seulement si c’est un point fixe de §.

Lemme 2.2.4 Soit (v,w) € Xy. Alors (v,W) € Xy. De plus, il existe deux constantes Cy > 0 et

Cy > 0 telles que
[, W) lx; < Co H(VO)WO)”}_N72+%+% + Cill (v, W%, - (2.2.2)

PAq
Preuve. En vertu du principe de Duhamel, le systéme (2.0.3) est équivalent au systeme inté-
gral suivant :

V(t) =ePvy — J: eUAY - (VW (—A) T (w—v)) (1)dT
(2.2.3)

Ww(t) =ewy + Jt eIAY . (WV(—A) T (w —V)) (T)dT.
0

On pose

Bi(v,w) := — Jt e=AYy . (W(=A)"'(w—v)) (t)dr,
0

B, (v, w) ::J eUAY - (WV(—A) T (w —V)) (1)dT,
0

alors le systéme intégral équivalent (2.2.3) peut étre réécrit comme suit

(v(t), W(t)) = (evo, ewo) + (Bi(v, W), Bo (v, w)). (2.2.4)
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D’apres le Lemme 1.7.7 avec s = —2 + 7 + %, oa=1,1=[0,00) et p=py (ou pj), on obtient
ety < v
H 0”2"0 <0,T;J-‘/\fp,i,+q;+é+p20> - H OH N;ifq%+%
et
le*voll enai2y Sl aimia
£°0 <0T]-'Np;q ar 5) - FNpna 7
il en résulte que
tA <
e vollx, < ||Vo||fN;i+qp,+g :
De la méme maniere,
le“wollxy S lwoll - avma -
P,A,q
Donc
1 (e"vo, €wo)|Ix; < Co |l (vo, wo)|| 2emad (2.2.5)
PA,q
En appliquant le Lemme 1.7.8 avec s = —2 + r% + %, o =1,r = 1, et le Lemme 2.2.3, on
obtient
B (v, w) , AL 2
1B (v, ||£po <0Tpr e +p+po)
t
= HJ AL v (\)V(—A)’1 (w—v)) (T)dr|| aemd 2
0 £Po (()TJEJ\/pAq "°>
SV (VA w=v) |
e OTfNMq P
5 ||V|| 2pm Ay 2\ X ||(_A)_] (W_V)H +AL 2
£°o <O,T;}'Np>\qp' v p") oPh (OT]-'Np;qp po)
+ (W V) noa,2N\ X ||V _ AL 2
I Lo szt 4) M, o)
5 Y% A,2N\ X |[[w—V _ A2
P szt o) <=, o 4)
+|w—v N A2 \Y _ AL 2
A o
5 ||(V)W)|| -2+ +)‘+p20 X ||(V>W)|| , 72+%+%+%
geo <° TFNpra > £°0 (O,T;]-'Np‘)\‘q °o )

S v, W, -
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De maniere analogue, nous obtenons

ptp
O,T;}—/\/'p‘)\‘q

||B](V,W)|| /( 2+“+"+02/> IS ||(V’W)||§(T
20 0

Ainsi, nous pouvons déduire

1B1 (v, W) lx < lI(v, W),
De méme,

B2 (v, W) lxs < (v, W),

Et pour conclure,
|| (B1 (\), W)) BZ(V) W))”XT < C1 ” (V) W) ||§(T (226)

En combinant (2.2.5) et (2.2.6), on obtient

H(\_)»W)HXT S CO H(VO)WO)H —2+%+ + C1 H(Vaw)HiT

A9

A
P

Le dernier lemme assure que § est bien définie et qu’il fait correspondre Xy a lui-méme.
Nous montrons d’abord l'existence globale avec petites données initiales. Pour cela, nous
choisissons T = co.

D’apres le Lemme 2.2.4, nous avons

50, Wl < Collvo,wolll 21 a + Collvy W)l
PAq
< Co H(VOaWO)H _oyniA T 4C1£2.
F P’ P

PA,q

En choisissant ¢ < Smaxcoc;] pour tout (vo, Wo) € ]:NP,M ,

avec ||(vo, wo)|| end < gmaceGyy O obtient

PAq

|§(vy,w)Ix., < €.

Pour conclure, en utilisant le Lemme 1.3.1, nous obtenons une solution globale unique pour
des petites données initiales dans la boule fermée B(0,2¢) = {x € X, : [|x||x. < 2¢}.

Pour l'existence locale, on décompose la donnée initiale vy en deux termes
vo =F " (Xsi05%) +F ' (Xscios Vo) == Vo1 + Vo,
ol d = 6 (vp) > 0 est un nombre réel. De méme, on décompose wy :

wo = F ! (Xso5W0) + F ' (XacosWo) = Wai + W
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Puisque
?\

Vo2 — 0 dans FN }\q‘”' P quand § — +oo,

gy A
Wy, — 0 dans fN p a quand & — +o0,

il existe 6 assez grand tel que

€
Coll(vo,2, wo ) || 2e3ed < 3
A, q
On a donc
€
H (etAvO)etAwo)HXT < H (etAvo’]) etAWoJ) HXT + > (2.2.7)
Or,
H (etAvO)]’ etAWOJ) HXT
TR tA tA tA
= [[(e%vor,e WOJ)Hzpo(l,f/\/;f;q;%ﬂ)z"J+H(e one WOJ)||506(1,f/\/;,2:q;/+g+p26)
En utilisant le fait que |&| ~ 2 pour tout j € Z, on trouve
tA tA
[ (e%vor,e WO’])Hﬁoo(IfN 7 +%+%’)
(24 Ay 2 1/q
:{ZZJ( + 34242 (LM%]}
jez
P2 ) /4
12 ° (LM3)
jez
(24 p Ay g ai( 2 /4
= {Zz]( 2+P/+p)q2](po)qH(p).|E'|2XB(0y5)\/)\OHEPO(I)M%)}
jez
_,_{Zz]( 2+p/+p)q2)(p0)q||(pj|E‘|2XB(0,6)V\/>O||EPO(I’M{_\))}
jez
242 (24 A /4
S8 ({ 2ot vy |
jez
(=24 4 A 1/q
L2 ooy )
jez
242 __ 1
S8R (vo, wol | i s
PsA,q
Alors
2 1
| (evo,1, €“wio) | 2 Bde < C8% 70 T || (vo, )| ST
mo(lf/\/pm PoPoy L
En procédant de la méme maniere on obtient,
tA tA 2T
| (e%vo,1, €“wos) || 2 ,+]§+2 < Cod TP f[(vo,wolll  oimian
conEn,, n ) A

FACULTE DES SCIENCES ET TECHNIQUES 59

UNIVERSITE SULTAN MOULAY SLIMANE



ACHRAF AZANZAL THESE DE DOCTORAT LABORATOIRE : LMACS

A
P

D’Ofl, H (etA\)oJ, etAww)

242 L
< G807 P Teo || (o, wo) || e
T PAq

2 1

24+5__—F
+C26 pOTpOH(VO)WO)H -2+
NP

A
P

P,A,q
Nous choisissons T suffisamment petit pour que
( 242 L
Co07 o Teo|[(vo,wo)||  5in 2 <3
p’ P
P,A,q
and
1
C26 pOTpO H V0>W0)H IEFENE RN z_i
P
PyAq
Dong, si
£ p I3 P
Tgmm{( )" ( )0}
4C2 po || Vo, WO)H 72+§+% 4C2 po || VO)WO)H 72+§+%
PyAq ]:N'pj\‘q
Alors || (e**vo;, e wy 1) HXT < £.Cerésultat avec I’estimation (2.2.7) entraine || (e*4vo, e wy) HXT <

e. Par conséquent, en appliquant a nouveau le Lemme 1.3.1, on obtient un point fixe de
5 dans la boule fermée B(0,2¢) = {x € X7 : ||x[[x; < 2¢}. Ainsi, pour tout (vo,wp) €
.7-"./\[ "’ 2, le systeme (2.0.1) a une solution locale unique dans B(0, 2¢).

Regularité : On sait que si (v,w) € X1 x Xy est une solution de (2.0.1), alors on peut
montrer que

V. (W), V- wVe) e & (o T. FA. ”W*P) :

En utilisant la définition de 1’espace de Fourier-Besov-Morrey, nous avons

”V t] —V tz ”q

~2+ i p
v,?\q
a q
1> >

ou Vj = ;9. Pour tout ¢ > 0, choisissons N assez grand pour que

) £
S PEFUS O ) < 5

i>N
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Grace a la formule de Taylor, il en résulte que
q
S (29 (6) = 9 (0l
<N

2 ——
Sl =t Y 2055 G|

q
)
j<N L (I’M%)

< Jt; — 5|9 x |||l
N|1 2| H t ||21<0T}'/\/2+ +3>

P,A,q

5nr—uwX(quq< Hng>+nv-wv¢mq<
e OTFN, S P e

A9

)
O, T-FA. 2+pn’+p>

A4

OTFNTL P

SHV—UWX<”Wq< nx>+uv-wv¢w (

A
0T.7-'N2+p'+p> )

A9

Str—tltx (Ivol® .y +20IV- 0V

oy )
FNyrd o (OT]—'N 2ty *P)

PyAq

Ainsi, nous obtenons la continuité de v par rapport au temps t. De méme, on utilise la

méme technique pour obtenir la continuité de w par rapport au temps t, donc (v,w) €

C ([0 T). FA. ”W*P).

2.3 Etude dusysteme (DHS) dans les espaces de Fourier-Besov-
Morrey a exposants variables

Avant d’exposer nos résultats, on rappelle en premier lieu un lemme qui sera utilisé dans

notre étude.

Proposition 2.3.1 ([110]) Soient 1 < p,q,r,11,72 < co et 81,8, € R tels que 81 < 1%’ sy < % et

s14 52> max {2 — 2,0}, 0t 1/p+1/p' = 1. Alors pour u € FByl,,v € FBiz,, ona
Hu\)HU OT]_.BS1+52 n/p’ < CHUHU] (o,T;}‘BE,Iq)’|v‘ [:Tz(O,T;]—‘B;%q)’ (2'3'1)
S | 1
ouL =+

Remarque 2.3.2 Sion prend p = 2, alors par l'identité de Plancherel I'estimation (2.3.1) devient

[ CrOTFNG T n/p’ < Cllullzn (OTFNSY ) VIl 2 (OTFN, )
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2.3.1 Existence globale

Dans cette partie, nous utilisons le principe de contraction de Banach afin d’obtenir I’exis-
tence de solution globale du systeme (2.0.1).

Tout d’abord, nous considérons le probléeme de Cauchy de 1’équation dissipative :

u + u(—A)*u = f(x, t) dans R™ x R*,

(2.3.2)
u(x,0) =uy dans R",

pour laquelle nous avons le lemme suivant :

Lemme 2.3.3 Soient I = [0, T), T € (0, c0], 1 < 0, q < oo, s(-) € CO9(R") et p(-),
pi(-)y A(:) € Po(R"M) telles que p1(-) < p(-), p(-) < A(-) < oo. Supposons que uy € ]—"/\f;((-_Hi

)A()q
et f e 56(1 f/\/s('

20 9y . .
Hp ”+ ° ). Alors le probleme de Cauchy (2.3.2) a une solution unique u €

('H‘ n +2£x—206
L(T; ]—"./\/' ) N L‘e(I FN T)” ° ) de telle sorte que pour tout 01 € [0, oo,
[l orpize Sl soeps I (P28 20 - (2.3.3)
COULEN, e ) FN g LOMFN g )

En outre, si q < oo, alors u € C(1, ]—"N

Preuve. D’apres le Lemme 5 de Abidin [1, p7], on sait déja que l'estimation linéaire (2.3.3)
est établie. Dans ce qui suit, nous allons montrer la continuité de u(t, x) en temps t lorsque

q est fini (q < oo). Pour t;,t; €],

A8
FNp a0
is()+=—7=) q
< [T @ e~ )|,
j<K p1()
w2} [ )
i>K ’ P1('J>

ot i; = @;uU. Pour chaque petite constante ¢ > 0, prenons K suffisamment grand pour que

j(s(-)+—="—=) q 3
05
Z Lo (I,MQ(] 3)) 4

i>K
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En appliquant la formule de Taylor, on obtient

Y ) -y ()|

Als)
i<K MP](‘)
_2a i(s(-)+ 2= +2%—2a)
< Jty — 20K () 37T gy,
AC)
j<K e (mgil)
q
§ |t1 - t2|6’ X ||atu||q ()+—P +ZT(X72°‘
coaFN.

S =l x (([I(=8)

coFN. Pl coEN P )
TN o A TN o AL
a9 q q
S ’tl - t2|el X HuH s(+)+ /11()+2T‘X + HfH s(-)+ ’n()+27“_2‘x
] Pt 0 Pt
LOLFNG ) LOLFN G g )
q
q q q
St —tafe” x| luol| worn +2[f]l on e |
0 p’() (5 e
L (I,J-'/\/p(,)‘)\(_)vq) Le(l,}‘Np(‘)’M,)q )

ou l'estimation (2.3.3) est utilisée dans la derniere inégalité. Ainsi, on obtient la continuité

de u par rapport au temps t.

Théoréeme 2.3.4 Soient n > 3, p(-),A(-) € Py (R") N CP (R"), 2 <1 < +o00, 2 <p(-) <6,

() <A() < cet1< q < 3. Alors, il existe une constante positive o, telle que pour toute données

T'L

initiales (vo, W) € ]-'/\/' avec

)q

|(vo,wo)|| 2+ < 0y,

p’()
}—NP( )M (),q

le systéeme (2.0.1) a une solution globale unique (v,w) € Y, ol

24+ -pt2 24242 —2+%
L T +. () T T +. oo +.
y=£ (R TN A ) e <R N2 ) ne <R ’sz»zyqz) '
En outre,
v W)lly S [[voy woll -2+
FNp A
Remarque 2.3.5  — Le Théoreme 3.0.1 peut étre considéré comme un complément aux résultats

antérieurs correspondants au systeme de Debye-Hiickel dans les espaces de Fourier-Besov-
Morrey classiques.
— On n’a pas pu montrer I'existence globale pour (2.0.1) dans le cas ot 2 < n < 3. Il s’agit la

d’une question ouverte.
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Preuve du Théoreme 3.0.1. D’apres le principe de Duhamel, la solution (v, w) du systéme
(2.0.1) peut étre représentée comme suit

v=3_8(t)v — J:S(t — 1)V - (vWo)(-,t)dT:= Q1 (v, W),

W = S(t)ws —J S(t—T)V - (WV) (-, T)dT = Os(v, W),

0
ot S(t)u:= ePu = F (e 8 F(u)).

Il est important de noter que I'espace ) défini dans le Théoréme 3.0.1 est un espace de
Banach équipé de la norme

u = ||u n =+ |lu + +3 .
= Il e, It + W,

Posons .

B(v, ) ::J St—1)V- - WwVo)(t,x)dT.

0
Nous définissons I'application G de la maniére suivante :

G(V)W) = (Q] (V)W)) QZ(V»W)) = (V)W)-

Notez que S(t)vy peut étre considérée comme la solution de I'équation (2.3.2) avec f = 0.

D’apres le Lemme 2.3.3 et en tenant compte de I'hypothese p(-) > 2, on obtient

[S(t)voll ey Slvell e
U<R+7Np( WK > FN o X
S(t)v < |lv _o4_m
BN gy S Pl
HS(t)VOH ey Svell avp
(W TNy, 2) FN o X
Dong, [|S(t)volly, S lIvoll 2+
(LA
De méme, ||S(t)wolly, < [[woll 24 . Ainsi
FN X
(S (thvo, S(two)ly < Cr [ voy woll|_ 2 (23.4)
FN (A
Nous avons l'estimation bilinéaire suivante
IB(v, d)[l5, < Call (v, W[5 (2.3.5)
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En effet, soit p*(-) = 66158) ()=-2+ P’L(') + %, en utilisant I'inégalité de Holder, I'inéga-
lité de Hausdorf-Young, 1'inégalité de Young, 1'inclusion (1.9.2) et la Proposition 2.3.1, nous
aurons
IB(v, d)|l aep 2 (2.3.6)
LT <R+ FN ()’;\)(.[)')q >
t
= J St—1)V-(WwWo)dt in 2
0 £ (W FN oA >
rt ) )
< 25U I F(V - (W) dT
Jo L"(R*;MM'))
() 19
rt . )
< P PO g (10 H L NFOVO) o dr
Jo Lp* ) 6 ) ||
rt .
< el Q) g oo H VYol dT
JO 5 LT (R+) 14
t . n s —n a1 .
S J 21(71+%+%)e—(t—r)221 P72 an*U(p] " HA]'(VVd) ||M dT‘
0 Lr*() 5 Lr(R+) 19
< 232 | AV o |27 (2.3.7)
~ Mg L'(R*)
5 LT (RT) 19
< (12555 A v )| 6
L'(R*) || q
<
~ ||vv¢|| R+N;3+Tn+%
< vV
H d)H R*]—'J\/;;q +2)
< n
v ”coo R+FN, “2 v d)H ]R+]-'Nz_]z+q7+%),
ol on a utilisé I’estimation suivante dans 1'inégalité (2.3.7) :
12777 @5 o
- P
2 *(.)J
=inf{7\>0:J Piloax<n
R3 )\

cpr() .
B amax < 1)

=inf(A >0 : J
R3

= inf(A >0 : J
R3

<C.
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Puisque ¢ = (—A)~'(w —v), le Lemme 1.9.12 entraine que

||VCIJ|| 14342 || V, W)“ —2+%4+2 -

Nous avons donc

S

S v, w3

De maniére similaire, nous obtenons

Par conséquent, 1'estimation souhaitée est établie.

En utilisant I’estimation (4.1.4), on obtient
121 (v, W)l < [S(E)volly, + Ca [[(v, WIS, -
De méme, on peut obtenir
1Q2(v, W)lly, < IS(E)wolly, + Ca | (v, W[5,
16w, Willy < 1(S(t)vo, S(Ewo)lly, + C2 || (v, )3,

alors G a un

D’apreés le Lemme 1.3.1, on sait que si [|(S(t)vo, S(t)wo)||,, < k avec k = 4C ,

point fixe dans la boule fermée B(0, 2«) := {x € Y : ||x||y < 2«}. D’apres 1'estimation (4.1.3),

il existe une constante positive C; qui dépend uniquement de n telle que

H(S(t)\/o,S(t)Wo)Hy S C1 ”(vO>WO)H —2+-—p

Ainsi, si ||(vo, Wo)|| 2o
, IONNON . Lo
prouve ’existence globale pour des petites données initiales.

< oavec 0 = &, alors on a ||(S(t)vo, S(t)wo)[;, < k. Cela
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2.3.2 Régularité Gevrey

Dans cette partie, nous montrons l’analyticité de la solution obtenue dans le Théoreme
3.0.1.

Théoréme 2.3.6 Supposons que p(-),A(-) € Py (R™) N Clo8 (R") |1 < 1 < +00,2 < p(-) <6,

pl) <A() <ooet1 < q < 3. Alors, il existe une constante positive o telle que pour toute donnée

n

2y
. g /()
initiale (vo, W) € }"/\/'p(.)’{’(,)’q avec

||(V0’Wo)|| 24

Py —
}—NPM,?\(»M

le systéme (2.0.1) a une solution analytique unique telle que

I (V0% e Plw) Iy S i vo, wol | v

p'(+)
EAPIBRBY

oit eViPly = F1(eVitiq),

Preuve. On définit V(t) = eVPhy(t), W(t) = eViPhw(t), et (1) = eViPIp(t) = W(t) — V(t).
On voit alors que (V(t), W(t)) satisfait le systéme intégral suivant :

t
([ V(1) = eVIPIS(t)v, —J lVEVAIDI(t-5)A] 57 | oI (e—ﬁ‘DIV(s)e—ﬁ‘D‘vqa(s)> ds
0

= eV'PIS(t)vo — B(V, D),

t
W(t) = e\/ﬂD\S(t)WO +J e[(\/{*\/gJ\DIJr(tfs)A]v . eVsIDl <ef\/§|D\W(S)ef\/§\D|V(D(S)> ds
0

= eVIPIS(t)wy + B(W, @).

Afin d’obtenir I'analyticité de la solution, nous commengons par estimer le terme linéaire

eVUPIS(t)vo. En utilisant la transformée de Fourier, en multipliant par 27Heet

prenant la norme L"(R™; Mz((:)) ), nous obtenons

< Heﬁlé\fﬂalzzi(*ﬂﬁ*%

2
"@; et en

—

j(—24-—n 42
DT ieviDIS (t)vg

g A
LT (REMp )

)(Pjoo

NG
L (®RH5M))

g2 A2+ 2
< He $ep g2+ o 9

0 AC)
+.
Lr(RHMA)

N I . _ 14812 _1 —1)241 1
otl nous avons utilisé le fait que VU218 = e=2 (VU= +7 < o7,

Dongc, en prenant la norme 19, nous pouvons conclure que

H e‘/ﬂD‘S(t)\zO‘
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De maniere analogue, nous avons

VDI
eV S(t)vo| 2 Slvoll -2ecn
H Er(R+ ]:N222+q N ) || ||FNP(::;\3(()’)C[
et
VDI
eV MPS (t)vo| Slvoll  —ons -
H £OO(R+ FNZ 22+q2 ) || ||]:Np(;:)l\)[()y)q
Alors He‘leS(t)Vo‘ S [voll ~24 o
y FN (A0
De la méme fagon, ‘e\/ﬂD‘S(t)WoH S ol “pm
Y FN LA
D’ou
’(ex/ﬂD\S(t)vo) e\/fDls(t)Wo)Hy < H(VO>W0)HJ__N*2+ﬁ .
A

P(),A(),q

En utilisant le Lemme 2.1.7 (pour 3 = 2), on obtient

—

DT 9BV, 0)

LT(R+.M7‘E'§)
< 2j(—2+ﬁ+%+1 o; exfalj —(t—7)Ig] (e T\Dlmﬂqu))d’t AC)
. Lr(®HMA)
S n 2 T —D(u
< 2 (Pe\/é’l‘[ (- T)£2J (e—ﬁli—y\v(g_y)e—\my'vq)(y))dyd’t‘ )
. . Lr(EeMA )
Q4 m 42 t E—y)VO(y
<[l z+p/(_)+r+1)q)jj o bl TWJ eﬁwél—%(t—ﬂ\&lz—ﬁ(‘i—y‘”y”(V(E—y)V®(y))dydT‘ AC)
. N Lr(RﬂMp(‘))
f(_gy_m L2 t TR 1T
< |2 Z+P“”+r+])"’iJ o S0l J (VIE —y)VO(y))dydt
o n Lr(RHMAL))
p()
. n t
< |l )‘PJ’J eI (VYD) dr
0 Lr(RJr}M?,((i;)

En répétant les mémes arguments que ceux utilisés pour obtenir I'estimation bilinéaire (4.1.4),

on aboutit a
BV, @), S (¥, W)]3.

Le reste de la preuve est omis car il est analogue a la preuve du Théoreme 2.1.
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Chapitre 3

L’équation quasi-géostrophique
dissipative 2D

Contents
3.1 Estimations bilinéaires dans les espaces de Fourier-Besov-Morrey . . . . . 72
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34 PreuveduThéoreme3.0.3 . . . . . . . . . . i i i it i ittt et e 81
3.5 PreuveduThéoreme3.0.4 . . . . . . . . i i i i i i it ittt e tneee e 88

Dans ce chapitre, nous étudions 1’équation quasi-géostrophique (QG) dissipative critique

et sous-critique sur 'espace R? tout entier.

0.0 +K[O] - VO + pAZ9 =0, xeR:t>0,
K[0] = (—R10,R:0), (3.0.1)

0(0,x) = 0y(x).
Rappelons que « > 1 est un nombre réel, p > 0 est le coefficient dissipatif, 6 : (x,t) €
R? x R, — R est une fonction scalaire modélisant la température du fluide, et R; et R,

désignent les transformées de Riesz usuelles dans R?, K[0] est la vitesse du fluide définie

par:
K[6] = (3y,(—A)"?0,—-0,,(—A)"?0).

Afin de résoudre 1'équation (3.0.1), nous considérons 'équation intégrale équivalente

suivante qui découle du principe de Duhamel
0(t) =S« (t)6 + B(6,0)(t), (3.0.2)

ou S, := e 74" désigne 'opérateur de semi-groupe de la chaleur fractionnaire, qui peut

69



ACHRAF AZANZAL THESE DE DOCTORAT LABORATOIRE : LMACS

A e 122 2 . —tl&12
étre considéré comme 'opérateur de convolution avec le noyau k;(x) = F ' (e "™) et

t
B(O,)(t) = | Sult— ) (KIO] - V) (v 303
0

Dans un premier temps, nous montrons 1’existence de solutions globales pour I'équation

(3.0.1), a condition que les données initiales soient petites et appartiennent a 1’espace de
-2
Fourier-Besov-Morrey ]—"/\/5 N

Théoréme 3.0.1 (Existence de solution globale)
Soient 1 <p <oo,1<q<o000<A<2et0 € ]—"/\/3 Supposons que « et q vérifient

"une des hypothéses suivantes :

a) <oc<2+—et1 < q < oo,
b) cx:2+%etqe[1,2],

) a=1tetq=1.

Alors, il existe une constante 3 > 0 telle que si 6, satisfait ||| a2 < B, I"équation (3.0.1)

3—2a+
A2 P A2
720( ANy A3
admet une unique solution globale ® € C <R+,f oA T )OL] (R’“,]—"/\fs;’q" ) ytel que ||0]|x <

[ p———
PAq

oo —204-2=2 +2=2
X=L <R+,J-" org ) nc! (R*,]—" . ) :
En outre, la solution © dépend continfiment de la donnée initiale 6.

Ensuite, nous présentons notre deuxieme résultat principal qui établit I'existence d’un

e A2 3022
temps T > 0 et d"une unique solution locale ® € C <[O,T) , F. M’zq T )ﬂ[“ ((O T], fN + )

pour 1'équation (3.0.1).

Théoréme 3.0.2 (Existence de solution locale)

SoientI:(OT] 1 <p< ool §q<oo,0§7\<26t2<oc< +— Supposons que

3204252
0o € FN,, . . Il existe un temps T > O tel que I'équation (3.0.1) admet une unique solution
locale dans YT avec Y 3 aei A2 Jards2)

<1prM P )ﬂﬁ“(l]{/\/’p N )

Si l'on suppose que le temps maximal d’existence est fini, le théoreme suivant garantit

un critere de blow-up pour les solutions de 1"équation (3.0.1).
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Cdap A2
Théoreme 3.0.3 Sous les hypothéses de Théoreme 3.0.2. Soit © € C ([O, ) ’}_Ns’)\’zq o (Rz)) N

A—2
Ll ([O,T*) ,J—"/\/s;’q" ) la solution maximale de (3.0.1). Alors

.
T <oo —» J 8 sz = oo (3.0.4)

0 PAq

Enfin, nous présentons un résultat sur le comportement asymptotique des solutions dans le
contexte des espaces de Fourier-Besov-Morrey.
Théoreéme 3.0.4 (Comportement asymptotique) Soient % <a<1,1<p, <2, 0<AKL
2—p,etfcC (R*, ]—"/\/;A)Zqﬁx"z) soit une solution globale de (3.0.1) donnée par le Théoreme 3.0.2.
Alors,

tim 006 oin2 =0.

t—o0
PAq

Remarque 3.0.5 Il est important de noter que des résultats similaires ont été prouvés par Benameur
et Benhamed [21], dans lesquels ils considerent la méme équation dans I” espace de Lei-Lin (qui est un
cas particulier des espaces de Fourier-Besov-Morrey en prenant p = q = 1 et A = 0). Par conséquent,

nos résultats étendent ceux de [21].

La preuve du Théoreme 3.0.3 nécessite le lemme suivant :

Lemme 3.0.6 Soient T>0,x >0,s € R, et U,V € §' (R?) tels que div U = 0. Alors,

t t
—(t—2z)A%>
e U.-VVH dZ<J u-v s+1 dz
L FNira  Jo | ||pr§Iq ’

pour tout t € (0, T].

Preuve. Nous avons

t rt
vy dz = 2isa
JO He FN z Jo Z

PsAq jEZ

)cpaf (e*“*Z)AZ“U-VV)Hq > -
M}

1

rt ) N q q
- (Zzisq pre P F UL vV ) dz
Jo M3

jez

1

rt q
(Z 2% o, F(U - vvn@) dz.
JO

jez

IN
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D’autre part, en utilisant la Remarque 1.7.3 et le fait que div U = 0, il en résulte

(Z 2 gy F (U VV)IIE@) = (Z 2 [l (divU V””%)

JEZ jEZ
t
< | Vi, a2

ce qui acheve la preuve.

3.1 Estimations bilinéaires dans les espaces de Fourier-Besov-
Morrey

Dans cette section, nous allons établir deux résultats relatifs aux espaces spatio-temporels
mixtes de Fourier-Besov-Morrey, qui traitent le produit de deux fonctions dans ces espaces.

Nous soulignons que ces résultats sont cruciaux pour montrer les Théoremes 3.0.1 et 3.0.2.
Proposition 3.1.1 Soient 1 < p < oo, 1 < q < ooet0 <A < 2. Supposons que o et q vérifient
"une des hypothéses suivantes :

a) %<o¢<2—|—7\2—;2€t1§q§oo,
b)a:2+%§aqeﬁjL

) a=7Jetq=1.

Alors, il existe une constante ny > 0 telle que

IB(O, W) lx < mollOlIx]lb]lx, (3.1.1)

2o A=2 A2
pour tout 0,1 € X avec X = L= <R+>]: p,?\,zq o ) nel (R+’]_—N§,;qp ) ’

Preuve. Nous allons établir I’estimation (3.1.1) pour les hypothéses a), b) et c).
Commengons par 'hypotheése a). En utilisant le Lemme 1.7.8 et la Remarque 1.7.3, il est facile
de vérifier que

R+’}—Np‘7\,q

IB(6,¥)[Ix < [[K[6] - Vi ( Hmz)
rl P

P
R, FN, A g

SUGKON, )

R+, FN

’ P24

S KBl praiA2) - (3.12)
ol
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Dong, le reste de la preuve consiste a montrer que

NG ( PR ) S 118]ix[lbllx- (3.1.3)
o (R FN

P29

Rappelons que K[0] = (—R,0,R0) . Puisque @E) = f‘;‘e(a) j=1,2,alors

IKiel| < 18]l (3.1.4)

En appliquant la décomposition du para-produit de Bony et la propriété de quasi-orthogonalité

pour la décomposition de Littlewood-Paley, pour j fixe, on obtient

AjKIOI) = Y ASiiKIBIAD) + Y Aj(SicrbAK)

lk—jl<4 [k—jl<4
+ ) A(AKIBIAW)
k>j-3

. 2 3
=L +L+T. (3.1.5)

Par l'inégalité triangulaire dans M} et dans 19(Z), on voit bien que

1

q
o 7\72
||K[9N)||U< X HM];) = {Zzﬂ 25200 A (K [0]: W g M")}

R ’]:Np,?\»q jEZ

1

q
{ZZJ (4—20+252) qHI]HU R M3) }

€z
1

q
2 >\72
{sz ot 01”12”L1 ® ) }

JEZ
1

q
u
{ZZM —200t qHIS”U (R M) }

JEZ

= E] + Ez + Eg.
L’'inégalité de Bernstein (1.6.3) (avec |y| = 0) entraine

H%E@M_<Cf H@K H < Uiz H@@MM, (3.1.6)

Mp
ol nous avons utilisé (3.1.4).

Ainsi, en utilisant 'inégalité de Young dans les espaces de Morrey (1.6.2) et 1'estimation
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(3.1.6), on obtient

I o aag) < 3 I(SKOIAGD) gy

lk—jl<4
Z H(Pkll)HL‘(W,Mg) Z [ @ KO || Loo (R 1)
k—jl<4 1<k—2
Z H(kaI)HL‘ R+,M3) Z 2% H(PLGHLOO R+,M})
[k—jl<4 1<k-2
~ o A2 o -~
< Z W[+ My Z 20250 R CIFrviS
k—jl<4 1<k-2

~ _ A—2 ~
S D leabllume w20 12525 048z iy ez

[k—jl<4
< [0| a2 , ol 4+2(xJ,%2)X
£oo(R+ prAq P
—L—_= A2 D
S 2 R e (G — K2 @i ey
keZ
SOl e D74 0y,
L£oo(R, PyAq
4+2fx*f

Xerjkri<ay et Qi = 24037 H(Pkll)HU R+ M)

Par conséquent, en utilisant 1'inégalité de Young pour les séries, on trouve

avec & = 27k

< _ .
Ei S ||9||SOO(R+‘}_N3);\2):+¥)||€k’||l‘(Z)HQk r(z)
< 1|6 _ 2.
~ H ‘IQOO(R+,fNi;\%Z+¥ ”‘l‘l)”2 (R* .7'7\/ +2 2)
De la méme maniere, on obtient
E;, < §) .
DS e IO, s

Pour E;, nous utilisons d’abord 1'inégalité de Young dans les espaces de Morrey (1.6.2), I'in-

égalité de Bernstein (avec |y| = 0) ainsi que 1'inégalité de Holder pour obtenir
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||I)-3||L1(R+,Mg) < Z ||(AkK[9]Ak1|))||L‘(R+,M%)
k>j-3
< 3 AKIBT * A) [l ey
k>j—3
< Y lloK®lloge gy D Nobliee
K>j—3 ki<
S Z ||(Pk9||U R+,M3) Z 2% ||(Pl1|)||L°° R+,M})
K>j—3 ki<
~ _ A2 - ~
S Z 6101 (M) Z PRSI E ”H(PRI)HLOO(W,MQ)
K>j—3 ki<
<Y 208 aay 12°7 5 @y s
k>j—3
< v s 2ain2 2 —2a i)
Loo(R* fNMq ")
Z 27 4+2“77)X{k’k/<2}(] — k)2KCH ||<Pke||L‘ R+,M})
kez
< vl a2 PPN (600,
L2 (RY,FN 5 )
ol &, = 27K/ (A2 ) X<y et Q@ = 267 ||<Pk9||L1 RHM})-

Ensuite, en appliquant 1'inégalité de Young pour les séries, on obtient

B S IOl sertt vl Qe
’ P,Aq
< 0 _
~ ||1|)||200( v Nf, A2:+?‘ 2 || ” R‘*’,]—'sz;?))

ot la condition o < 2 + Az—;z (i.e.,—4 4+ 2 — % < 0) assure que & € 11(Z).
Pour 'hypothese b), on procede de maniere similaire au cas a), on décompose A;(K[0])

en trois termes Ij, I et I?. Les termes I et I satisfont la méme estimation. Par conséquent, il
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suffit d’estimer le terme I].3.

1

~ a L=
= (Z HI?HE](W,M%)> <Y > i (AKIOIAW) |1 ey

jez ez k>j_3
< Z Z J [on AkK[ ]*Akll) [Ima
JEZ k>j—3
<sup (X 0) S o0y 3 bl
jez ez k<1
< Z @01 s, M3) Z 2%+ ||(P11|)||Loo R+,M3)
keZ LK<
A2 ~ a2 ~
S D D 20l ey 20 @ub ez ey
LK<1 keZ
Z 2 m{3— Z(X+ sz |(pk9HL1 R+ M)\)X
Im|<1 keZ

u
2(3 e m+k||(Pm+k11)HLoo R+,M3)

5 ”ll’H 3— za+— HGH 3+—2 (3-1-7)

£°(RHFN, 5 TRAFN, AP

1N o) HeHm(Rthﬁ‘j;j;)»

ol dans (3.1.7) nous avons utilisé la Remarque 1.7.5.

Pour terminer, on considere I’hypothese ¢), pour les termes E; et E;, on a

E; < |0
et
E; < |[W 6 .

Maintenant, nous allons estimer le terme E;. Nous avons

I < A2 D=5
I [ e ) < Wl e
(i A2 2
D 22U o< ( — k)2 5l @il M)
keZ
S vl sz P05 (80 5 Q)
SRR FN L P )
e/ (—3_A=2
oty =213 v <oy et Q = 2K037F H(PkGHU R+ M")
En tenant compte du fait que 0 < A < 2 implique que —3 — 22 > 0, on aura & € 1'(Z).
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D’ou
< — /
E3 ~ H1|)||2°°(R+,FN::)\ZZ+>\I’7Z)H5]< HU(Z)HQKHW(Z)
< ) o
~ ||11)||£°°(R+ _/—-Nit\)\q || || R‘F"}'N:’;:\;’Z)

Ce qui finit la preuve de la Proposition 3.1.1.

Remarque 3.1.2 En suivant un argument similaire a celui présenté ci-dessus, nous obtenons

||9 V” Vol A2 < ||9H 320+ 252 HVH 34252 - (3.1.8)
PAq PsAq A
En particulier
0.0 <Ol sawaz 1B a2 3.1.9
I | ;1;:@ A2 | H}—Ns,iqﬂpz I H}'Ns;?qu ( )

Proposition 3.1.3 Sous les hypotheses du Théoreme 3.0.1, il existe une constante ), > 0 telle que
IB(O, W)llv; <mllOllv,[[Wllv,
pour tout 0,1 € Yr.

Preuve. La preuve de cette proposition s’appuie sur les mémes techniques utilisées dans la

démonstration de (3.1.1). En appliquant le Lemme 1.7.8, on déduit

I]—'NAq v

B0, ) = | Sult—) (KIaJ V) (v)ate| (i)

S [[KM61- V| 3 s As2
L2 <I, P >

PAq

S HdiV(K[Ghl))H ( e 252 z)

FNy g
5 ”K[G]II)H 4-304A=2\ - (3110)
£2 <1,FN]Mq P )
Pour conclure, nous allons montrer que
(INCI i sa 252\ S 118l W]l (3.1.11)
L2 <1,]—‘J\/p A P >

Pour ce faire, nous appliquons la décomposition de Bony comme dans (3.1.5)

Z oF Sk 1K[60] @) + Z ®;(Sk— 111)*(PkK[ 1)
[k—j|<4 [k—j|<4

-

+ 3 0i(@KIO] * Ap)

k>j—3

=11 + 11 + 1.
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Par l'inégalité triangulaire dans M} et dans 19(Z), on a

1
q
ot 22)
||K[ehw|ﬁz< ) {ZZ"‘“ ey (K prm}

I’]:Np Aq jeZ

1

q
j(4—30+2-2
< {Z 23( ot )qHI;HIq_Z(I,Mé)}

jez

1
{ZZJ (4—30c+252) qHIz“L2 o) }

JEZ
1

{Zzl (4— 3oc+— qHI3HL2 L) }

JEZ
= L] + Lz + Lg.

Grace a l'inégalité de Young dans les espaces de Morrey (1.6.2) et I’estimation (3.1.6), on a

I 2y <) $ K0 I @bz

[k—jl<4
Z H(pkll)HL“IM" Z ||<Plk Meago
[k—jl<4 1<k—2
Z |’(Pkll)”L4IM7\ Z 2% ||(PleHL4IM7\
[k—j|<4 1<k—2
~ 3 A2y (3 ~
S D lewblluamy Y 27775250y
[k—jl<4 1<k—2
a
S0l e 3 (2 26) bl
UTNPM \k jl<4  1<k-2
S el - gariz2 > 20 oy
SHLFN, 3, ) 4

En appliquant I'inégalité de Young pour les séries, on trouve

u 34 ~
Liglol, o denz § 22077000 2 2 Ml obllunng)

pAq JEZ [k—j|<4
A2 1 (3.3 g A2 ~
g HGH ) 37%(” Z Z 2 )(4—3a+ > )2k(3 o5 )H(pkleL“(I,M]?;))q
CFNy N ) J€Z  |k—jl<4
< |6 _
ST
N HGHYTHll)HYT-
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En procédant de maniére analogue, nous garantissons une estimation similaire pour L,. Plus
précisément, nous obtenons

Lo < [blve 0]l

Maintenant nous allons estimer le terme Hj3

118 my < 3 9K Ablliney

k>j—3
< Z [ @K KIB] || La (1 mp) Z @ || Lo,
k>j—3 LK<
S Z H(pkeHL“II\/V‘ Z 2% H(Plll’”LMM?\
k>j—3 LK<
S D llex®limy ( Y e ) ol T
k>j—3 1—kI<1 PAq
< k(3 sa—1)
S, s 3 28 0Bl

PAq k>j—3

Ainsi, en utilisant 1'inégalité de Young pour les séries, nous inférons que

1

A=2 3 x— oy
L; < < HII)H ]__N3—7<x+ {Z 9j (=30t 25 )q( Z k(G 1)H(pkeHL4(I,MQ))q}

P24 jEZ k>j—3

1
q
A2 _3ayA2 =~
< ||1|)H ot s jen {Z Z 2K (4=30+ Z5=) Hk(3—g - 25 )||(Pke”L4(1,MIA,))q}

Mq Jj€Z  k>j-3
)\ 2
S, geeazz 101 z]ZZ“‘ o)

pr N uf/\/]D Azq =
S 0
~ HII)H£ ]__Nz—)\jqcx+7 H H (IfNi:\%q(x+u]
S [y [[8]lvs-
ot la condition o < § + %2 assure que la série 232 (430t 555) converge, ce qui acheve la

preuve.

A présent, nous sommes en mesure de donner la preuve du Théoreme 3.0.1.

3.2 Preuve du Théoréme 3.0.1

En vertu de la Proposition 3.1.1, nous avons I’estimation bilinéaire suivante

IB(8, W) |Ix < moll0]|x]WP]x- (3.2.1)
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Par le Lemme 1.7.7, nous avons la partie linéaire dans (3.0.2) vérifie I'estimation suivante

1S« (t)60][x < Col|B0 R (3.2.2)

A9
ou Cy est une constante.

Dong, si nous choisissons les données initiales 0, telles que ||6o]| 5 ,o 22 <
N P
PA,q

avec 3 < alors le Lemme 1.3.1 ainsi que les estimations (3.2.1) et (3.2.2) assurent que

41] C 4
I’équation (3.0.1) a une unique solution globale 6 € X telle que

0l|x < 2C,||0 2.
18]lx < 2Col|6o e

En combinant l'estimation (3.2.1) avec les conditions b) et ¢) de la Proposition 3.1.1, nous
démontrons le Théoréme 3.0.1 pour les hypotheses b) et c).

Finalement, nous allons montrer que la solution 0 dépend continuellement des données

initiales 0y. Pour cela, nous utilisons l'estimation (1.3.3) dans le Lemme 1.3.1 pour obtenir

1
-0y < ——mm— — !
Co
< _ =
— 1 4C B Heo ” 3 24222

P Aq
Cette inégalité nous donne la continuité de Lipschitz pour 1’application 0, — 6 de
2oc+7\ 2 N
{80 € 7. HGOH}_N?;floch)‘?%Z < Bra{d € X[|0]x < 2CoB}

PAq
PN, q

La continuité par rapport au temps est standard.

3.3 Preuve du Théoréme 3.0.2

Pour l'existence locale, nous utiliserons a nouveau le Lemme 1.7.8 pour garantir l"exis-
tence d"une solution locale pour toute donnée initiale 0, dans 1’espace de Banach Yr. Soit

¢ > 0 une constante quelconque telle que ¢ < ;. D’aprés la Proposition 3.1.3, on a

IBO, Wllvy <ml[Ollv, [[b]lvs- (3.3.1)

En vertu du Lemme 1.7.7, nous avons la partie linéaire dans (3.0.2) vérifie

HS(X(t)eOHYT S C] ||90H 3_2a4A=2 . (332)
FNLIE

PA,q
Maintenant, on décompose 6, en deux termes comme suit

~

00(&) = E)A()X{\agN} + 9AoX{\a|>N} =001 + 60,.
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Il est clair que si N € N est assez grand, alors

€
C] 3— 20c+}‘72 < 5
2
A9
En choisissant un tel N et en le fixant, on obtient
1Sa(t)00llvy < [|Salt + z (3.3.3)
D’autre part,
1Sa(t = [le A" s jards2
SHLFN,, Zq P
1/q
_ QB3 258 a ) () o—tEP 3
=<y P pje oX(el<N 1L (1 py
jez
T 4 AR
<) PR J sup e e | 1E] ;80 dt
jez 0 \&€B(O,N) P
(3.3.4)
a1
< T]2N7T4H90H 34%%)
PsAq
ot |£]5 ~ 25 est utilisé dans I'inégalité (3.3.4).
Par conséquent, si nous choisissons T de telle sorte que
a1 £
MN=TH|80f] 5 un2 < 5,
5. PiAq
Donc
€
Sal = 3.3.5
H <= (335)
En insérant (3.3.5) dans (3.3.3), nous déduisons
”So((t)eoHyT <e. (336)

A nouveau, en utilisant le Lemme 1.3.1 et les estimations (3.3.1) et (3.3.6), on conclut que

I’équation (3.0.1) a une solution locale unique dans Yr.

3.4 Preuve du Théoréme 3.0.3

PA
de I’équation (3.0.1) obtenue dans le Théoréme 3.0.1.

Prenant 0 € C ([O, ), F. 205 (RZ)) (avec T* < oo) pour étre la solution maximale
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Montrons donc que le critéere de blow-up (3.0.4) est valide. Il convient de mentionner que
les techniques décrites dans l'article [21] ont été utilisées dans cette analyse.

Par contradiction, supposons que T* < oo et

T*
J [0]] sz < 0. (3.4.1)
0

P4

Soit Ty € (0, T*) tel que

N —

0 o <
| Hz:‘ <[T0,T*),]-"Ns;:p2>

Pour t € [Ty, T*) et s € [To, t], on considere I"équation intégrale

S

0(s) = e "0, +J e 572ATK(0] . VO dz.

To

En appliquant la transformée de Fourier par rapport a &, on obtient

S

0 (To, aJ‘ + J eI K 0] - VO(z, £)|dz.
To

|20<S

8(s, &) < e &

Le méme calcul utilisé pour prouver la Proposition 3.1.1 donne

()|l 5 aaen2 SIO(TO|| 5 50ia-2 + [|K[O]O CpaiA2
” |’}_/\/,;?\:4r = ” H}-Ns,;qu = H HL‘ ([To,S)f S,Ai;x”\"z)
S 116(To) 2eir2 + sup [|6(s) aei 220 A2
10(To HfNifﬁ = Togsr-;tH Hst,ff 2 | Hﬁ ([To,S),J’Ns;;P2>
1
< ||6(T, a2 + = sup |[O(s e A2
SOOI sz + 5 S5 BN s
D’ou,
sup ||0(s eirz S2|0(T, enra2, YVt € [Ty, T).
Togsth ( )H]__Ns’)\’zq+7‘p2 H ( 0)”]__/\/;)\24—)‘;,2) 0y )
Posons

L= max (200 (T oo max 1001 sz ).
FN. FN. P

a7 tel0To) o
Nous avons
||e(t)|| 3-20+252 SLvte [0, T7). (3.4.2)
Np,’\,q ?
Soit (tn),cy une suite telle que t, ~ T* ot t, € (0,T*), ¥n € N. Nous voulons démontrer
que
lim He (tm) —© (tn)H 3204222 = 0. (3-4-3)

n,m—oo P
y ]-'/\/p’)\)q
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Pour cela, nous utilisons la forme intégrale de 6 pour obtenir

tm

0(t,) — 0(t,) = (ﬁm““@o _ e*tnAz“e()) _ J e tn—2A K9] . VO dz
0

tnh
+J e (thn2A K9] . VO dz
0

tm
- (e—tm““eO _ e—tn““eo) _ J e (tn2A K9] . VO dz

tn

tn
_ J e (AN (e—(tn =t 1)K[0] . VO dz
0

=Ri(m,n) + Ry(myn) + Rz(m,n).

D’abord, on a

1
2 _ 2
IRyl wz—{zz”m 9 gy (e m — eI o, }

LT jEZ
1

q
j(3—2a4+2=2)q —tm|E2 —T*E2*\ A ||
S{Zz E /[ <e —e )eoum} ,

jez
ou t, < T*, pour tout n € N. Par suite, en utilisant le fait que 0, € ]—"/\/3 o , on déduit a

I'aide du théoréme de la convergence dominée que
lim [|[Ri(m,n)|| (iR = 0.

n,m—oo
PA,q

De plus, en utilisant le Lemme 3.0.6 et les estimations (3.1.9) et (3.1.4), on obtient

rtm
HRZ(m) TL)H 320+ 222 S He—(tm—z)/\z“ VeH 3— 2¢x+7\ 2 dz
NP»)\»q P Jtn ‘p Aq
~T*
< 0.0 dz
thn H H NSAZ;X+7\ 2
~T*
N 0 2 [|6 L dz
S8 16]] I I HfNj;:TZ

1

T* 5 % T* 2
< J 181, sz dz J 6 Landz) .
tn ]:Ns ?\zq T tn Npr,q

En appliquant (3.4.2), I'inégalité de Holder, et I'estimation (3.4.1), on trouve

1

T 2
2
HRz(myTl)H]__stzcx#‘sz S (J He”]—'}\/H% dz)

PsAq tn PAq

=

< C(T" — t,)2.
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Par conséquent,

lim HRZ(man)H 3-2a+A=2 =
n,m—oo . p

Finalement,

1
th q
u _ _ 2x
IRs(mym)l_ sz S {E i )qJ gy (tm 2 (1 — e~ (tmta %) divK (A0, }
0

A9 )EZ

1
- q
{Z 21 (4— Zcx+)qJ ||(p] (T*—tn)laz“)K[e]eng/{A} )
P

jez
ou t, < T*, pour tout n € N. En recourant a 'hypotheése (3.4.1) et a I'estimation (3.4.2) , on
arrive a
T*
Jo 10 -0 NLZH% dz < co.

A4

Ainsi, par le théoreme de convergence dominée, nous déduisons

lim ||[Rz;(m,n)|| 5 .,..22=0.
n,m—oo A P

Alors,
lim He (tm) —© (tn)H 52022 = 0.
FN, P

n,m—oo
PAq

Ceci implique que (0(tn))nen satisfait le critere de Cauchy en T* dans 'espace de Banach

—204+2=2 “+B
FNpag . Alors, il existe un élément 0* de f/\/ " tel que
lim ||9(t ) —0* || 32“+?\2 =0.
n—oo p g

Nous soulignons que la limite ci-dessus est indépendante de (t,,)nen. En d’autres termes,

lim
t T

_e H N3 20+ pZZO.

A4

Maintenant, considérons le systeme suivant avec la donnée initiale 0%, au lieu de 6.

ow + Kw] - Vw + A?*w =0,
Kw] = (—R,w, Riw), (3.4.4)
w(0,x) = 6*.

D’apres le Théoreme 3.0.1, il existe un temps t, > 0 et une solution unique

A2
weCl ([O,to) y F. p’}\)zq T (R2)> . Par conséquent,

o(t), site[0,T)

o(t) =
w(t—T%), site[TT"+t,
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est une solution de (3.0.1) avec une donnée initiale 6, sur l'intervalle [0, T* + t,] ce qui contre-
dit la maximalité de T*.

Maintenant, nous allons établir quelques lemmes cruciaux dans la preuve du Théoreme
3.04.

Lemme 3.4.1 Soient % <a<hy1<p,q<2et0<A<2—p. Alors nous avons

[lEENECIS H@IILZ IIGH : (3.4.5)

P,A,q
Preuve. En utilisant la définition des espaces de Fourier-Besov-Morrey, et 'inégalité de Bern-

stein (1.6.3) avec |y| = 0, nous obtenons

11 s-2e252
v?\q
1/4q
(3204252
{Zr oo qwmm}
JEZ
1/q
3 2 A—2 7_]
< {Zz) oot 252 )ai(552 1) K Xor)}
JEZL
1/q 1/9q
< {Z 2j(2-20)q ||(p,fl||Lz w2 } + {Z 2(2-30)q9jeq ||(Pjﬁ||EZ(RZ)}
j<N j>N
1/2 1/2
o {5 gttt |2 {5 2ot |
JEZ =

< 2(2_2“)N||9||F'33,2 + 2(2_3“)N||9||FB5‘,2°

A partir de la Remarque 3.1.9, on peut voir que FB;, = H* et F'B(Z)’2 = L% Alors, en prenant

) 1/a
N tel que 2N = <|‘|‘%|‘|‘H;"> , on trouve
L

3£x

10/l 8
16l MHN( = ol 101
B T AT g

2—a 3x—2
< ol el

Lemme 3.4.2 Soient ;< a<1,1<p<ooet1<q <2 Alors,

Itgllno S Il smeongs + [Fllellol_ s sz (346

PA,q PA,q
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Preuve. Pour démontrer ce lemme, nous allons suivre la méthode décrite dans la preuve de

la Proposition 3.1.1. Pour j fixe, nous avons

A(fg) = Y A(SiafAg) + Y Ai(Sk-19A)

k—jl<4 k—jl<4
+ Z A;i(AxfArg)
k>j—3
=1L + I + 11 .
Remarquons qu’on peut écrire

Ifglliv« = Ifollrsy-o

< {Z 2%i(1-w)
JEZ
JEZ

=h+]L+].

N N

m 21— || 772

H].HLZ} +{Zz II).HLZ}
jEZL

1/2
2
LZ}

Grace a l'inégalité de Young dans les espaces de Morrey (1.6.2) et a 'inégalité de Bernstein

113
’II].

(1.6.3) avec y| = 0, il en résulte que
Bl < €255 |6l -

Donc

< > lade Y[

[k—jl<4 1<k—2 L
~ _2=A ~
S Y g Y 2R
[k—jl<4 1<k—2 M3
o~ 12—22) 5 1(20— =
< Z 1G]l 2 Z HU2-Z2) 5120 1) 5120 1) Hﬁ”w
[k—j|<4 1<k—2 P
a1
q/
< D G (Z 21(2“”‘*) Ikl JEREc
[k—jl<4 1<k—2 FNpaq

SN 2CNG L I e,
k—jl<4 FNona
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En multipliant par 29", et en prenant la norme 1* des deux c6tés dans l'estimation ci-

dessus, on obtient

Jio S fllvellgll s siaz. (3.4.7)
}-Ns,kzq ?
De méme,
~2 . -~
[T = 3 [[$erodi],
Sar

sZJWUZﬁM

k—jl<4 1<k—

_2a) ||+
Sl Y 205 |

My
lk—jl<4 P
L’'inégalité de Young pour les séries entraine

1

2
— _220) || 2
bﬂmzéﬂ“%Zf“”Wm>

[k—jl<4

N=

j—k)(1— 3—arr=2) || 5
5 ||9||[_2 Z ( Z 2() k)(1 oc)zk( o+ = ) ’kaMA )
JEL  [k—jl<4 A
<lgllz IFll 5ae Y 210
- F/\/s))\; P é

Sl I s wone

PyAq

ol nous avons utilisé la Proposition 1.9.15 et le fait que o« < 1.

Reste a traiter le troisieme terme J3. Pour ce faire, en appliquant a nouveau 1'inégalité de
Young dans les espaces de Morrey (1.6.2), I'inégalité de type Bernstein (1.6.3) avec |y| = 0,
I'inégalité de Holder et le fait que o« < 1, on obtient

—

B2 < > [[(AdAcg) |
k>j—3

—_—

< > A+ Acgl2

k>j—3

< D llexfllz ) lleglle

k>j—3 —kI<1
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S Y el Y 2%5 gl

k>j—3 1-kI<1
S Y lodle( X 25 gl
k>j—3 1—Kk|<1 P?\»q
Sloll s Y 25 il o
FNopra T s

Ainsi,

1

kqﬂsmg{zﬁw zﬂmw@ma}

p7‘ a JEZ k>j—3

1
2

Slgll_ e {Z > 2Rk o ]| 12) }

LAE J€Z  k>j-3

S ||9||]__stzo¢+7\,%2 HfHF‘B;‘J Z 21(1—00

A4 i<3

S Iflleellgll s aaias2.

A9

En combinant J;, ], et J3, on obtient le résultat désiré.

3.5 Preuve du Théoréme 3.0.4

Pour montrer la stabilité asymptotique pour la solution globale, nous suivons les idées
développées par Gallagher et al. [56], dans lequel les auteurs ont utilisé une interpolation
standard dans l'espace de Fourier et des estimations d’énergie dans 2. (voir aussi [22, 23,
102)).

Soit ¢ > 0 tel que ¢ < 3. Pour m € N, on pose

= {E € R%[E| < met ‘@(E)‘ < m}.

1l est clair que 7' (xs,, é\o) — 0y dans F. p,}\’zqﬁi Alors il existe my € N tel que
€
Heo_ (Xsmeo || 3 20+ ;2 S Z) Vm 2 mo
p Aq

Soit m un nombre entier fixe tel que m > m,.

Posons Oom = F ' (Xs,. @0) y bom =00 — F " (Xsn @0) . Alors, nous avons prouvé que

£

||b0,m|| s;\%:JrA;Z S Z’
—2 A=2

eo’m S f py}\‘qOH» P N LZ'
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Ensuite, considérons le systeme

diby + A0 + Uy, - Vb, =0, x€R*t>0,

3.5.1
bm(oax) = bO,m(X)- ( )

Pour tout m > myona ||[bom| 5 a. a2 <5 On déduit alors du Théoreme 3.0.1 qu’il existe
PAq

72(X+u +ﬁ
une unique solution globale b,, € C (R*,]—" g > NnL' (R+,f oA )

De plus, on a

PAq ’J:Np,?\,q PyAq

e Lt <R m;) S eomll 5 zaiagz ¥ 20.

Décomposons 6 la solution de I'équation (3.0.1) comme suit :

0=0—b,+bn
=0, + b

Donc 0., est une solution du systeme :

9.0 + A0, + g, - VOm + o - Vb + Uy, - VO =0, x€RLt>0,
A2
0 (0,%) = Bom(x) € FAL, o 7 AL2

_2x+A=2 A=2
En outre, 0,, € C (R*,]—" p)A,qH P ) NnC! (R*,]—" p;,q*’ ) . En prenant le produit scalaire

dans L*(R?) avec 0,, et en intégrant par parties, on obtient

1d
5 g 18mllE + A" B [12 < 1< e,y - Vo, B >1al.

Puisque
IA"Omllr2 = [1Om]lje -

Ainsi, I'inégalité de Cauchy-Schwarz, 'estimation (3.1.4), le Lemme 3.4.2 et I'inégalité de
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Young, impliquent

1d
2dt
S |< diV(uembm)> em >L2|

S A (o, o) || 2 IA*Om]l;2

”em“LZ + HemHH‘x

N Huembm”HPa ||em||fo
S 10mbamlli-o [[Om e

2
5 HemHLZ ||bm||]__ 3— a+7‘ HemHer + HbmH N372cx+)‘772 HemHHa

P,Aq PyA,q
2 2 2 2
SOl [oml” 5 wince +110ml[fe + 1omll 5 owiaz [[Om e (35.2)
prkq Np,?uq

2 2 2
5 HemHLZ HbmH N37tx+)‘.'%2 + HemHH‘xv

PA,q

ot dans (3.5.2), on a utilisé que ||b, || JERMEC 2 < 5.
A4
Par conséquent,

d 2 2
 10mllLz + 10mlie S 1052 1w 2ovonce
P29
En intégrant par rapport au temps, on obtient
2 ' 2
JOnl: + | lenle [ 10nl: Tl (353
0 Np?\q ’

Grace au lemme de Gronwall on a

[ml?

PAq

2
1Bmlliz <

(3.5.4)

ou l'on a utilisé le fait suivant : J b eI C.
N A,q

En effet : puisque q < 2, alors par 1’1negalite de Minkowski (1.7.4) nous avons

(1 FN,, ”A* ) 12 (I FN,, ‘”). (3.5.5)
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Ainsi, en utilisant (3.5.5) et I'inégalité de Holder pour les séries, on obtient

[N

A4
< (352 H‘P) mHLZ 0,),M}) || 14
< |22 (3-204252) 22 (3+552) H‘PJ‘BmHEw(m,t),MM H(p"GmHE‘UO»”»M”
19
)\ 2 A— 2
< 2(3 —20+2=2 H(PJ mHLoo 00|14 2)(3+ H(PJ mHU 0,t,M}) |14

< |lb b
~ H m”ﬁ@({()’t)’]__/\/s 204222 > H ” 1<[O ]J-'NHZ)

PAq PyAq
2

S | owl Hllbwmll a2

" e <[O,t),}7\fs f;‘* ) " ([o,t),f/vj;,; >

2
S Hbo,mH 320252
A9

< C.

En combinant (3.5.3) et (3.5.4), on trouve

t
2 2 2 2
NG +L 102 < 180imll% + |reo,m||sz G

PyAq

<C.

En appliquant le Lemme 3.4.1, nous obtenons

o 3a—2
10177 einz S 1Ol ™ (1Ol (3.5.6)
P\, q

Dong,
”em”;_/;)\zjgpz N HemHHm (3.5.7)
ot nous avons utilisé (3.5.4). Enfin, en intégrant par rapport au temps entre 0 et oo, on aura

o0
J 10l ™=, L s < cj 10, (3.58)
Np Aq v

Considérons le sous-ensemble suivant de [0, ool :

A = {t > 05 Hem(t)H 3 2a+2=2 > E} .
FN, 2

Alors, pour tout 1 < a < 1,

0 o o &\ T—«
J l8m (I, L e dt> j 10n®I™", L e A= u(A)(5), (359
0 FN. P (R2) Ae FN. P

PAq
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ou p (A,) est la mesure de Lebesgue de A..

2\ T [
En utilisant les estimations (3.5.8) et (3.5.9), on obtient i (A.) < coet u (A,) < (E) J 110 |2
0
Pourn > 0, il existe ty € [0, 1 (A.) + 1] tel que to ¢ A..
Alors,

3
0. (t . < =,
H m( O)HJ-‘/\/S;\?:+¥(R2) =5

D’ot1, nous avons

He(tO)H}_stzm%(R < Hem(tO)H]__stzaJrﬁ%z(Rz) + Hbm(tO)H}_j\/jszerﬁ

P,A,q PyAq

+ ||bo mH Ns;?:+¥(R2)

Ainsi,
[0(to)ll 5 sain2 <. (3.5.10)
FN.

Maintenant, nous considérons 1’équation quasi-géostrophique a t = t,.

0Z+uy -VZ+A?®Z =0, xeR* t>0,
Z(O,X) = Zo = e(to).

(3.5.11)

En utilisant I'inégalité (3.5.10) et le Théoreme 3.0.1, nous déduisons qu'’il existe une solution

QaA=2 A—2
unique Z € C (R*,]—" PG ) N (R*,]—"Ni; g ) du probleme QG (3.0.1).

PG 9
L’existence et 'unicité de la solution pour 1’équation (3.0.1) implique Vt > 0,

Z(t) =0 (to +t). Alors,

||9(to +t)H stzmu | = ||Z(t)|| stzoﬁ%

P (R2 (R?)

P,A,q PA,q

S ||ZO||]__N37Zoc+)‘,%Z

P,A,q (R?)

<e.
Ceci complete la preuve du Théoréme 3.0.4.

Remarque 3.5.1 Si k # 1, les résultats du Théoreme 3.0.1 et du Théoreme 3.0.4 restent vrais, mais

avec des calculs plus compliqués.
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Chapitre 4

Equations magnétohydrodynamiques
fractionnelles 3D dans les espaces de
Fourier-Besov-Morrey a exposant variable

Contents
4.1 Existenceglobale . . ... ... ... ... . ... i i, 94
42 RégularitéGevrey . . . . . . . .. i e e e e 98
4.3 Estimations de décroissance dessolutions. . . . . ... ............ 100

Dans ce chapitre, nous considérons le probleme de Cauchy des équations magnétohy-
drodynamiques incompressibles généralisées (grMHD) en 3D. Notre objectif est d’obtenir
un résultat d’existence globale dans le cas de données initiales dans un espace critique de
Fourier-Besov-Morrey a exposant variable. De plus, nous obtenons I’analyticité des solu-

tions globales.

Introduction

Nous étudions les équations magnétohydrodynamiques généralisées dans R? x R*,

w+ (u-Vu+pu(—A)*u+Va=(b-V)b dansR3 x R,

b+ (w-V)b+v(—A)*b = (b-V)u dans R® x R, (40.)
V-u=0, V-b=0 dans R?® x R,

uli=o = U, bli=o = by dans R3,

ol u = (uy,uy, uy) représente le champ de vitesse de 'écoulement, b = (b, by, b;) désigne
le champ magnétique, 7t désigne la fonction de pression, u > 0 désigne le coefficient de vis-

cosité et v > 0 représente le coefficient de diffusivité, tandis que u, et by sont respectivement
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la vitesse initiale et le champ magnétique initial avec divergence libre (c’est-a-dire V-uy =0

et V- by = 0). L'opérateur (—A)* est le multiplicateur de Fourier de symbole |£**. Pour sim-

plifier et sans perte de généralité, nous ne considérons que le casou p =v = 1.

4.1 Existence globale

Nous avons le théoréme suivant.

Théoreme 4.1.1 Supposons que p(-) € Py (R*) N C8 (R¥), I <ax <2, 1 <0 < 400, 2 <
pl)<=Loetl1 <q< 32 Alors, il existe une constante positive 3 telle que pour toute données

initiales (ug, by) € .7-"/\/' \ 7 avec

||(u0)b0)H -2+ —2 < [30»

(1)
FNo (A

le systéme (4.0.1) a une solution globale unique (u, b) dans X,

]
X = LORY FN ] 7O () £O(R FNEIOW) A Lo R FNEE.
De plus
10w, D) lIx < [1(wo, Do)l 1 3 -
FNyoacta
Remarque 4.1.2  — Récemment, Wang [99] a montré I'existence de solution globale de (4.0.1)
dans l'espace F B;( = .7-"/\/' o q avec s(-) =1 —2x + 5. Par conséquent, le Théoreme

4.1.1 étend et complete son resultat. Nous remarquons en outre que pour b = 0, I'équation du

systeme (4.0.1) devient I'équation fractionnaire de Navier-Stokes.

Preuve du Théoreme 4.1.1. En vertu du principe de Duhamel, la solution (u, b) du systéeme
(4.0.1) peut étre représentée comme suit

u=Kq(t)hu — Jt Ky(t—1)PV:- (u®@u—b®b)(,1)dt := Gi(u,b), 4.1.1)
0

b = K4(t)bg —J Ke(t—1PV - (u®b—-b®u)(1)dt:= G5 (u,b), (4.1.2)
0

ot Ky (t)u 1= e A%y = F1(e U F(u)), et P = Id — VA~ 'div est le projecteur de Leray-

Hopf, qui est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0.
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Notation : Soient A, B des espaces de Banach, onnote || - [|[ang := || - [|[A + || - [|5-
Il est utile de noter que I'espace X défini dans le Théoréme 4.1.1 est un espace de Banach
équipé de la norme

[[utllx = [l e L i) T el 2

LO(RF; Np[.l A(-)pq() ’ ) SR NZ ),q ) <R ~7:N222q )

On définit .
B(u,b) := J Ky(t—1)PV - (u® b)(x,T)dT.
0

Nous définissons l'application 1 comme :
'LI)(LL, b) = (g]oc(u’ b)) gg(u) b)) = (LL, b).

Grace au Lemme 2.3.3, on obtient

Ko (t)10| a2 Sl a3y
Le(wf/\/pwqu ’ ) pr(-wfq :
Ko (t)uo] s aac2e S l[Uoll e
* Ee(R*'»szz,M-z)‘,X: LD F/\/;(iiif;['] ,
Ko (t)uo| 5 00 < luol| _ 3 .
* L°°(R+;f/\f2%2j“) ~ FN;(»JZ,(;R;(‘)
Alors,
IKa(t)ttoll S llutoll 1o 3 (4.1.3)
PIAC)q

De plus, si0; <0, pi(-) € Po (R3) etpi(-) < &= 4 , alors on a I’estmation bilinéaire suivante

1B (w, B[ S [fwllx][bllx- (4.1.4)

6p1(°)
6—(5—4a)p1 ()’

Young, I'inégalité de Young, la Proposition 1.7.9 et 'estimation (1.9.3), on trouve

[B(w, b)| PP S
£ (Rﬁ]‘—/\fp](,)))\(‘)],q )

En effet, si py(:) = en utilisant 1'inégalité de Holder, 1'inégalité de Hausdorf-

Jt Ky(t—1)V - (u®Db)dr
0

1204 —2— +—é"‘
0 . P][‘) 1
L5 R*,]—'N IA)q

FACULTE DES SCIENCES ET TECHNIQUES 95 UNIVERSITE SULTAN MOULAY SLIMANE



ACHRAF AZANZAL

THESE DE DOCTORAT

LABORATOIRE : LMACS

t o 3 2«
(1—2a+ +5%) e —
5 J ZJ RS pje (t T)‘|2“v~u®bd’t . .
’ L (B 14
t . 3 2a
5 r rp;?)z](Z—Zoc-‘rp/](_)"re])(p e (t—T)]-]2 Hu® bH dr
Jo [Pl m L1 (R+) p
* j(2x3 DIl =3 g1
5 ZJ(eT‘f‘z)e*(th)ZZoq TP 2 3)‘p0¢(')(pj ‘ . HA](LL®b)HMM) dt
e o = LOT(RH) || 1q
X2 920§ 20 (14— —1
S 2i(Z+5-20) HA (L®Db) HMMQ )e 122% 920 (1+ g —5) ‘L(1+91717%]7] . (4.1.5)
FotT LQ(R+) ( ) a
ﬁ LWR*) 1
S lu@b] 20
~ 2 —2a+ N
R NW Al );q)
Sl (WN“zHM)HbH (Rm%)
+||b|| (R"'JV’ZAZ(HZDL)H HDX’(R*;LZ%T)

+Holl o

——th+ 2

RENZAG,

Sl o

~ HuH (R+N2A 20+ 2 20 ) ”bH <R+ 3772“>

u
LA A B

VP e e, )

+HbH£e (rend )\!u\lﬁw(R+Nsz§q)

Sl wa)llbll (wmz )
2,2,q

),q

(]R+ N2

el

_*—H-bH[:e (R+ ]:NT_ZOH'Z(X) (RJr;]‘—NZ%‘Z_;“))

ol le fait suivant est utilisé dans 1'inégalité (4.1.5) :

12557 @ e

_3 . «f*)
ZPT?J](pj P

=inf{A>0:
in JRS ~

dx < 1
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:inf{)\>0 : J
R3

6p1(2))
:inf{?\>0 : J % 6= (5-do)py (2) dx<1}
R3

%‘p 2%dx < 1}

Ainsi, nous avons

IB(u, b)| 12at A 2
£9<R N Q) 9)

),q
<
Nw@®mﬂwywm®mﬁﬁ

b « ||W .
100 ) e )

De la méme maniere, on obtient

B(u,b F
H ( ) )”E (RJr ]__Nz 20(229 )QEOO(R NZZZ?;)
< ||lu b F
~ H ||E6(R+ Nz 206+ )H H (R+ NZZZ qoc)

+ bl

u .
ce (R+ f/\ffz“: o )” ”,cw(w f/\/zzzq“>

Par conséquent, I'estimation souhaitée (4.1.4) est établie.

En utilisant les estimations (4.1.3) et (4.1.4), on peut conclure que

167 D)l < Coluol_1oser g+ Co (Ihali+ 01K ) (4.1.6)

P()A(),q

De la méme fagon, il résulte que

197 (w, B) [ < Callboll 13 +2C ([l + [[bllx) (4.1.7)

FNo (A

Nous définissons maintenant
s = {(wb) | (u,b) € X, |(w,b)lx < 2BoC1

ol 3o est une constante qui peut étre déterminée plus tard. En combinant (4.1.6) et (4.1. 7) il
120+ A
),q

1

’ . . o . )
s’ensuit que si nous choisissons o < e T alors pour toute (uo, by) € ]-"/\/'
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avec ||(uo, bo) || ; < PBg,ona

p'()

FNp (A

1—2a+

[ )lx < Crll(uo, bl 1w s+ Call(w b
P()A()yq

< BoCy +4B,*CiC,
1

< -
~ 8max(Cy, Cy) vlw,b) €5,

ce qui entraine que P (u, b) € S. De ce fait, 1\ est bien défini de S vers lui-méme.

D’autre part, pour tout (u, by), (uz,b;) € S,ona

1G7 (w1, b1) — G (w2, b2) [|x
< [IBwi, wr) — B(uz, up)[x + [|B(b1, b1) — B(bz, b2} |Ix
< [IBur, wy — uz) — B(wy — uz, wp)f[x + |[B(b1 — bz, b)) — B(br, b1 — by
< Cz{(||u1 lx + luzlx) v = wallx + (1o lx + [1o2flx)[[br — b2||><}
< Co{ (1w, B+ a2, b2) ) (s = vzl + [y = Ball) |
< 4C1C2ﬁo{|’u1 —Uz|x + || by —szx}
<t =l oy = ol
Des calculs analogues aux précédents impliquent
15 (w1, 1) — G5 s, )l < 5 { s —wwallx -+ oy — bl
Alors,
[ (i, b1) — b (uz, by)[[x < %{Hu] —u||x + ||by —szx}- (4.1.8)

D’apres l'estimation ci-dessus, nous déduisons que 1 est une application contractante de S
vers S. Le théoréme du point fixe de Banach nous améne a la conclusion que \ a un unique

point fixe (u,b) € S, qui est la solution de (4.0.1).

Remarque 4.1.3 — Selon la preuve du Théoreme 3.0.1, si u # v dans (4.0.1), la conclusion du

Théoreme 3.0.1 reste vraie, mais avec des estimations plus complexes.

4.2 Régularité Gevrey

Le but de cette section est de montrer I'analyticité des solutions obtenues dans le Théo-

réeme 4.0.1.
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Théoréme 4.2.1 Supposons que p(-) € Py (R*) N C8 (R}, < o < 1,1 <0 < +00,2 <
pl) < f-etl1 <q< 5 Alors il existe une constante positive 3 telle que pour toute données

i
initiales (\o, by) dans }"N " avec

H(uO)bO)H 1 2<x+_p3( < BO»

FNyoara

le systeme (4.0.1) a une solution analytique unique telle que

” (emmau, emmab> I < o, D)l 1o 3
7. P()A()q
ol
3 2

Jte

1—2a o 52«
X = LORY FN T ) A LAY FN W) A Lo (R FNE, ),

et eu\/{ID‘(xu — f_] (e“\/ﬂ&l“{l)'

Preuve. On pose T(x, t) = eVPI"u(x, t) et b(x, t) = eVP"b(x, t). On voit alors que (1, b)

satisfait le systeme intégral suivant :
t
1 —eVIDI K, (1)1 — eVEDI J Kalt — TPV - (e-VAPRE g e~V _ ¢~VADIG i e—vADID) g,
0
t
b =eVIPI*KC, (t)by — eV J Kot —T)PV - (e VTP 'L @ e VTIPI"p — ¢ VIDI*y ) e VIDI*) g1,
0

Afin d’obtenir la régularité Gevrey des solutions, nous commengons par estimer le terme li-

néaire eVIPI*IC, ( t)uo. En utilisant la transformation de Fourier, en multipliant par 2 ©)
A4

p(,)), on obtient

et en prenant la norme L°(R*; M

1o —3 4 2x —
2)(1 2<x+p,”+ 5 )(pje\/ﬂD‘“lCa(t)uo

LR M) )
< || ever—tiere yi0-20 7545 O 4
~J (p] 0 Al-
LORHM)))
< |[e-s1ere -2t 575 29“)(P-ﬁo
~ ) LG(R+;M}\E.%) b

. o . e 1 2l 1
otl nous avons utilisé le fait que V"~ 218 = e=3 (VU 1+ < 3,

Donc, en prenant la norme 19, nous en déduisons que

ViD[*

He Kalthuo| raee ey Sl e

LORTIN, (a1, ) Mot

De maniere analogue, nous avons
VDI ‘

e Ka(t)u < Ju a3

e Kty 2ot S0l o

PEIAC)G

1200+ —f—+2&
P

o4
9(p]
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et

VIR ()1 H 2

H 0 LR (R+ ]—'szz f[(x) ~ HuOH ;;i:ﬁ:f;ﬁ
Alors
24
He‘/ﬂDl Kol uoH S ol oo 2ot 7y
FNG A
D’autre part, posons
3 2
s() =1 2004 5+ 5
p'() 0

t
et B(u,b) = eﬁD""J Kot —T)PV - (e VPI"b @ e VP11 drr.
0

En utilisant le Lemme 2.1.7, on obtient

—

st(.) (pjg(ﬁ, B)

. ()
LORHMA))

< zj(s(.m)(pje\/ial"‘J —(t— TIE\Z"‘( —ViDI*p @ e~vTDI*TT)d

0 S(RﬂMMZ))

t

. o (4 2

< |60+ v Je (t—)lE] J (e ViEUp (5 y) @ e VI (y))dydT

0 R3 LO(R+MA))

p(-)
t
. 2 2 —y|* — 3
< sl )+1)(ij N —Tt—T)lg| J o VHE =3 (=Dl —y/T(|e—y|*+ly|%) ( (5’ y) ®@u(y))dydt
o R LORH M)
t —
. 1y e 2 — -3
S 290 gy | et | (B —y) @ W) dyas
0 R LORHM ()
t
< 2j(s(~)+1)(ij -~} (5 o W dr :
0 LORHM )

En s’appuyant sur les mémes arguments que ceux utilisés pour obtenir 1'estimation bili-
néaire (4.1.4), on peut établir
B, )| < lIwllx|bllx-

Le reste de la preuve se fait de maniere similaire a la preuve du Théoreme 4.1.1. la seule

différence étant I’analyse de diverses constantes bornées. Ces détails peuvent étre omis.

4.3 Estimations de décroissance des solutions.

Dans cette partie, nous obtenons une estimation de décroissance des solutions "decay
estimate" pour les équations magnétohydrodynamiques fractionnelles dans les espaces cri-
tiques de Fourier-Besov-Morrey a exposant variable.

Le lemme suivant nous servira dans la suite.
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Lemme 4.3.1 Les multiplicateurs de Fourier correspondant aux symboles m(&) = |&|Pe~VUE® sont
donnés par une convolution avec le noyau correspondant k, qui est une fonction L' avec ||K||1 <

Cm’ﬁtf%.

Preuve. Analogue a celle du Lemme 2.1 dans [77], sous l'échelle : & — toa &, nous montrons
quek € L' et |[K[|1 < Copt 5.
Dans le Théoréme 4.2.1, nous avons prouvé 1’analyticité des solutions, ce qui nous permet

d’obtenir une estimation de décroissance temporelle des solutions.

Théoréme 4.3.2 Sous les hypothéses du Théoréeme 4.2.1, pour tout 3 > 0, la solution globale

(u,b) € Xet (eVPI*w, eVIPI*b) € X satisfait I'estimation de décroissance temporelle suivante :

(=

ot Cyp est une constante qui dépend de oc et 3.

N\m

)

E _B
t), (—A)zb( >” Nl Zo<+p,3() < Copt 2o [[(Wo, Do) || 1 ey 2
‘F

p’(-)
(), FNp (A

Preuve. En utilisant la définition des espaces de Fourier-Besov-Morrey, le Lemme 4.3.1 et le

Théoréme 4.2.1, on obtient

B
2

B o o
|carbu®| ey = |Earte e ity L
N /() P ()

PIAC) FN oA

= H{Z” e cp,f(( A)Se VD VPl (1) )

eV (pf< VAID| (ﬂ) "ol
o

B
< Coc,ﬁt_ﬁ e\/ﬂD|°‘u(t)) 120+
FN b
(-),q
B
< Copt 2 U0l 1 par g -
F P/ ()
p(-)A()yq
De méme, nous montrons que
B B
T
FNo(aCa FN oA
Ainsi,
B B B
| (=2 ui), =a)500) | e s < Capt e bl ey
FNp (A0 FNoACa
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Chapitre 5

Existence et analyticité pour les équations
de Navier-Stokes généralisées dans les
espaces critiques de Fourier-Besov-Morrey

Contents
51 Preuvedu Théoreme 5. 1.1 . . . . . . . v i i i i it e e e e e e e e et e e e 103
5.2 Preuve du Théoreme 5.1.2 . . . . v v v v v v i e e e e e e e e et e oo e 108

Le but de ce chapitre est de montrer 1’existence et 1'unicité de la solution globale pour les

équations de Navier-Stokes généralisées dans les espaces critiques de Fourier-Besov-Morrey

120+ 3,42
p’ P
}—Np»%,q

point fixe.

et d’établir la régularité Gevrey de la solution en utilisant une méthode de

Introduction

Nous étudions le probleme d’existence globale pour le systéme généralisé de Navier-
Stokes :

{ ou+ p(—A)u=Q(u,u)  (t,x) € RT x R, (5.0.1)

u(0,x) = wo(x) x € R,
otuu = u(t,x) = (u'(t,x), u?(t, x), ..., u™(t, x)), p est une constante. L’opérateur bilinéaire Q

désigne l'application de la forme

Z AT O j=1,.m,

kL m=1
ou

G g TP )

2
o €]

102
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),mab

et sont des nombres réels.

Remarque 5.0.1 Des techniques analogues a celle utilisés dans la Remarque 2.2.1 permettent de

1-200+ 3,42
montrer que I'espace de Fourier-Besov-Morrey FN- o

P " est critique pour (5.0.1).

Pour ce faire, nous définissons
u)(x) == Ay, (Ax),

et nous montrons que

Huo” e [uoll 1 aei 3 s

P» »q PsA,q

bl

1200+ 3 +2

donc FN 5, © " est un espace critique pour (5.0.1).

Théoréme502 Soient 1 < p < 00,0 <A< 3,1 §q§2,%<oc§1+%+zletuoe

=20+ 2+2
FN,a 7 Alors il existe une constante Co > 0 telle que si U satisfait ||uol| | ,es 3 504 < Cop,
p’

Ay
l’équation (56.0.1) a une solution globale unique o

1—20+ 3 +2

08 i/ A 7
uec(l, o) FNL L7 >ﬂ£]<[0,oo),}"1\/';j;f’q+"> N L2([0,00); FA ) e 7777,
telle que

[l a3 ] w200l s,

A
oo . p’ P 1 P p/+5
£2(10,005FN 5 4 ) L1([0,00),FN, 3Py FNpaq

b

ot C est une constante positive.

1—2a =
Théoréeme 5.0.3 Sozent1<p<oo,0<)\<31<q<2,2<oc<1etuoe]:./\/ A

Alors il existe une constante Cy > 0 telle que si u satisfait |[uo|| ., 3 < Con, le probleme
N P
PN, q

(56.0.1) admet une solution analytique unique telle que

”eux/ﬂDl“ Ay
P

uH 1 Zcx+p ) + PLHeu\ﬂD‘ uH 1+%+%> < ZCHLL()H 1—2a+%+

L [0,00J,IN [0,00),.F

PA,q P29 P,A,q

ou C est une constante positive.

5.1 Preuve du Théoréme 5.1.1

Considérons 'équation intégrale équivalente suivante :

t
u(t) = e HA ty + J e HEAMETIQ (y, u)dT
0

= e M2 + B(u, u). (5.1.1)
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Proposition 5.1.1 Soient 1 <p <oo, 1<q<2, 1 <a<1+ % + % et 0 < A < 3. Posons

xzcw<mo@VﬁM““ﬂ3*)mﬁ([ 00), FN ! )

PAG

avec la norme

=

||LLHXZHLL|| 172a+i,+% +HHuH 1+%+% .
coo([o,oo),pr,A,q ) £l <[°)°°)»pr,qu >

1l existe une constante C = C(w,p, q) > 0 qui dépend de x,p, q telle que

P
0,00}, FN ;5 q

Qv ey < O vl 512)
o ( ')

Preuve.On a: (avec I = [0, 00))

1
(1-2 q
IOE I, it = {3 20 QU I gy

P>Aq 4
et , ;
>3 B RN ),
k,l,m=1 a,b=1
Donc
. q j,m,a,b Ev(l&b
[ATQEEM, ey = 2 TP 7 (G Iom ) uraagy

&€
<C o ]W" VY [y

<C Y 1@dn Iy -

Nous définissons

W = Aju, S)‘LL = Z Aku, Z)u = Z Aku, ] e .
k<j—1 [k—jI<T
En appliquant la décomposition du paraproduit de Bony et la propriété de quasi-orthogonalité
pour la décomposition de Littlewood-Paley, pour j fixé, on obtient
Aj (U\)) = Z A]' (Sk,mAkv) + Z A]' (Sk,1vAku)
lk—jl<4 lk—jl<4
+ Z Aj (AkuAkv)
k>j—3

. 2 3
=T+ 2+,
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Alors, par les inégalités triangulaires dans Mg et dans 19(Z), on aura
1 eV 1
12 (wv)]| g (3 PEEIDYA ) [9  p }
Ll ([0,00),F. PAq jEZ v
< {ZZJ (o q”p” oo
jeZ
D245 1
+{ZZJ (o qHIzH ooy
JEZ
) 1
+{)_ P B, (0,000 M3) )
JEZ
= J] + Iz + 13.
D’apres (1.6.2) et le Lemme 1.6.2 avec |y| = 0, il en résulte que
Il oeormy) < D ISk uAv) [ 0,00, M)
[k—jl<4
< D Il Z [0l oo 0,00),01)
k—j|<4 1<k—2
~ 3 M~
< Y IWlloeony D 27 Il o,00,my)
k—j|<4 1<k—2
(3421120 e |~
< Z [[VicllLr (10,00 M3) Z 20p7 )itz p10 2“)||u1||L°°([o,oo),Mg)
k—j|<4 1<k—2
1
< D IMdlooconmy) ( D 2t ) [l RYE e
k—j|<4 1<k—2 L£22(10,00),FN, 5 q )
D I Sl 1 [V e
[k—jl<4 ACOO([O»OO)»]:NP,A’q )
En multipliant par P24 o en prenant la norme 19(7Z), on obtient
Ji < vll 13 ] ETNESE (5.1.3)
[0,00), p)\pq £2°([0,00), A v )
De méme, nous montrons que
]2 < ”u'H 14342 ||V|| 1-200+ 3,45 (514)
L£1([0,00),FN, 31 £2(0,00),FN g T T

Pour J3, nous avons

= Z Aj(Akquv) and Zju: Z Avu

k>j—3 lk—jl<1
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alors,

13 = Z AJ(Aku Z Ai\))

—.

K>j-3 k<1
= E E Aj(AcuAy V)

>3 [i<1

Z IJk’

k>j—3

avec I]k = ZM < (AkuAkﬂv)
En utilisant 1'inégalité (1.6.2) et le Lemme 1.6.2 avec |y| = 0, on obtient

15l ooy < Dl Beubse) s oorvey

<1
< Z [l (10,000, M) Vit oo 10,00, 1)
[i<1
e
< Y @ hoomomy 27 Y Bl o oy
[iI<1

Notant que a <1+ % + A entraine que —2(ax — 1) + r% + % > 0, alors en multipliant par

YAV ot en prenant la norme 19(Z), nous obtenons
Py ||I 17 (10,00),M2) <ZZ 2ol 5rt5) i)
OO
<1
x (2K | )
KIILT (0,00),M3)
ki) (—(2a= )42+ 2
x (2RI IS o000, M) )-

Ainsi,

{ZZ) cx1+ + q||I3|| OOO)’M%]}

JEZ
Z ZZZ (o— 1+ + 21 (20— 1)2(]'—1)(1'*‘%'*‘%)
jez 1<3 [i<1
-~ (-1 (~ Qo1+ 45 :
Xl oeopmy 2’ P |9 vl 0,000 M) ) @
20T 4342 4
<Y Y gy g IV e
1<3 [iI<1 LH0,00), FN, 3Fg 7Y £2(10,00),FN P )
En s’appuyant sur la Remarque 1.7.5, on montre que
—D+5+2
(Y IR, b < Il vy X[V ey (015)
<z L£1(10,00),FN, P T L2([0,00),FN 5 o P 7D
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On obtient apres avoir sommé les estimations (5.2.4), (5.2.5) et (5.2.6)

1Qw, vl g S CuJfullx[v]lx-

1
L1([0,00),FN 5 4

Pour 1'existence globale, nous utiliserons le Lemme 1.3.1 pour assurer l'existence d'une

solution globale avec petites données initiales dans 1’espace de Banach X donné par

_ 3 4 A 3 4 A
1-200+ 57+ 142545

X = £2([0,00), FN 1 ) N LY([0,00), FN 0 7).

D’apres le Lemme 1.7.8 et la Proposition 5.1.1, il en résulte que

||B(U,V)|| 1+i,+%
L£1(0,00),FN, Py T
t
— HJ e*H(*A)w(th)Q(u)V)dT‘ 143 A
0 L1(10,00),FN P T
< CHQ(LL,V)H 1—2£x+i,+%
L1((0,00),FN 5 o "
< CuMuflxlvix.
De la méme maniére,
||B(U,V)|| 1720c+i,+%
£o([0,00),FNyy g T 7)
t
— HJ e_“(‘A]“(t—T]Q(u,v)dTH braed A
0 Lo([0,00)FNyy g P T
< CQw,v)| 1-20+ 3,42
L1000)FNyrg )

< Cufufxvix-
Finalement,
1B, v)lIx < Cu [lullxlvilx .-
Le Lemme 1.7.7 permet d’obtenir

le ™ 4 ugllx < Clluoll 1-aues,s

A
P P
P.Aq

Si ||luol| S Y S Cou avec Cy = %, alors 1’équation (5.0.1) a une solution globale

P

. ]:prq . . .
unique u € X qui satisfait
Hu” 1-20+ 3,42 + LLHUH 1+3 42 < ZCHuOH 1-20+ 3,44
£2(0,00)F Ny g 7 T L1000, N, 37 TNy e
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5.2 Preuve du Théoréme 5.1.2

On note a(t,x) := e*VIPI"u(t, x) et b(t,x) := e*VPI*y(t,x). En utilisant I’équation inté-

grale (5.1.1), nous avons

t

a(t,x) = emViPIH g n-A)ty —l—J e A (u, u)dr]
0
t

— RVHDI® (At J e MM T emViIDI* Oy (4 ) dr

0

= e"VIDI e m=A)% 0y o N, w).

_ 3 4 A
1 Zoc+p,+p

Lemme 5.2.1 Soient 0 <A < 3,1 <p <oo,1 < q<ooetuy € FN ,,

existe une constante C > 0 telle que

Heu\/ﬂDlaeiu(iA)atuOH ],20‘+%+% < CHuOH l—z(x+i,+%>
£2([0,00),FN 5 o T FNpaa
et
VDI =21ty | ey SCIl e
L£1(10,00),FN P P FNoaa "

Preuve. On a

M (VEDI*—(~A)*t) (VADI*=1)24+% —Tu(—A)*t

_1
uy =e 24 e

(R3). Alors il

(5.2.1)

(5.2.2)

En utilisant la transformée de Fourier, en multipliant par ¢; et en prenant la norme M} on

obtient
- 1,,492je(3)2a
[pjerViDIT emul=A1tyy |y < Cem 2K | g vy -
.. 1204+ +2)j
En multipliant par 2" ***3" ") et en prenant la norme 19(Z) on trouve
uVEDI* o —p(—A)%t
e € Uo| 120t 345 < Cfluoll 1-2at 34 5
L£2([0,00),FN | 3 4 FN oA

De la méme fagon,

312y o > j oo o : 3
1217575 jenviDI e k=21 g | 21 oy < C(J S L 1

0

En prenant la norme 19(Z), nous concluons que

|[eHVHPIT gmr=A) ) ey SCluoll e s
L£1([0,00),FN, . FNpag ©

REy[ivee
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Proposition 5.2.2 Soient 1 <p < o0, 1< q<2,0<A<3et ] < <], etdéfinissons
1-20c+ 27+ 1 125+

X=£°°([O,oo),]—"/\/p,}\,q )ﬂﬁ (10, 00), J’-"/\/']Mq 7,
avec la norme

ullx = fhul sy ull s

£0(10,00),FN 1 o £Y([0,00,FN o T

Alors il existe une constante C = C(«, p, q) > 0 qui dépend de «,p, q telle que

le*VIP Q u, v) | aesen < CuMlalxblx- (5.2.3)

LY 0,00 FNyx g P )

Preuve. En utilisant la méme discussion dans la preuve de la Proposition 5.1.1, nous pou-

vons estimer ||e*VIP!" ()| 2202 .2 . Par la décomposition de Bony, on a
p’

L£1([0,00),FN, 5 4

Ae“‘[‘Dl (uv) = Z Ae“‘[‘Dl (S uAw) + Z Ae“\[lD‘ (Sk_1vAu)
[k—j|<4 [k—jl<4

+ Z A]' eu\/ﬂD‘Ex (Akugkv)

k>j—3

1] 2 3

Alors, par 'inégalité triangulaire dans M} et dans 1%(Z), on obtient

\/‘E\D\“ j(—2(o—1) Jr + )q /\‘X q a
R <{ZZZ 456V o0,
) y p7\q ]E
1 1
<{Zz) (=)t +5 qHI]H OOo),M%)}q
JEZL
1
+{Zzl (x— 1+ 2 qHIZH Om),Mé)}q
JEZ
1
+{Zzl (o— 1+ + qHI3H OOOJ,Mé)}q
JEZL
= ]1 —l—]z—l—]3.
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Pour J;, par le Lemme 2.1.7 a nouveau, il est facile de voir que

15l = | Z (pje“ﬁ‘a'“(s'k_1uAkv)||M%

[k—jl<4
=| Z (pjeu\/ﬂil“[( Z e—u\/ﬂal"‘al) « (e—u\/{li\"‘&}))]”M%
[k—jl<4 1<k-2
= || Z J eu\/%(la\“—\a—qoc_\q«)( Z @) (& — C)Akb)(C)dCHM]AJ
[k—jl<4 1<k—2
<ol ¥ o (3 @) 0dodcy,
k—jl<4 1<k—2
<C ) [I(Sk1adid) |y
lk—jl<4

Par I'inégalité de Young (1.6.2) et le Lemme 1.6.2 avec |y| =0, on a

o —

Il ey < D 1(Skc1@Ad) [l 0,00 m)
k—j|<4
< Z “kaL‘ [0,00),M3) Z @l Lo (10,00),L1)
k—jl<4 1<k—2
(2421 ~
< D Iodloeeany D 257 @00y
[k—jl<4 1<k—2
(2420 _ _ ~
< Y Ibullooeomy Y 25721202 G )
k—j|<4 l<k-2
:
— 7/
< 3 Iodllooemy( X 2%7) la] e
[k—jl<4 1<k—2 £2(1000)FNppq 7 )
< Z 2K(2e) ku”U 0,00), HaH 1-2act e
k—jl<4 £22(10,00),F N g
En multipliant par 202 57+5) et en prenant la norme 19(7Z), on obtient
p p p
Ji <[] 143,42 lall 120t 342 -
[0,00),F A, 5P, L£2([0,00),FNyy g 7 T)
De méme, nous montrons que
Jo < |laf 1342 |[b]] ST
L1([0,00),FN, 3Py L£2([0,00),FN x g T )

Pour J3, nous avons

If: Z Aje“‘/ﬂDla(Akquv) and Zju: Z Au.

k>j-3 [k—jl<1

(5.2.4)

(5.2.5)
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Ainsi,

Ij3 = Z Aje“\/{lD‘“(Aku Z Aw)

k>j—3 [i—kI<1
. . \/{D‘X . .
= E E Aje” "(AkuAkH\))
k>j—3 [iI<1
Z Ilk’
k>j—3

avec I3 = 3y AjerViPI" (Audyv)

—

||Ij3k||M{§ = || Z (Pjeu\/aila(AkU«AkHV)HMé

<1
< Z ”(pjeuxﬁ\él“[(efu\/ﬂé\“Aa ) * (e~ nVelE> Ak ”MA
<1
<D lo; J e VHIETE U (N @) (8 — ) Awyib) Q)AL fy
[fI<1 1<k—2
< CZH(P)J (> a)E— C)Ak+1 ¢)dcfim
[iI<1 1<k—2
<C Z H(AkaAk-&-ib)HM{;'
<1

En utilisant 'inégalité (1.6.2) et le Lemme 1.6.2 avec |y| = 0, on obtient

Il toconpeg) < 2_ 1 (Aabecdlur ool ey

[iI<1

< Z a1 (10,000, M ||bk+1||L°° (10,00),L1)
<1

(3 42y
< Z [l L (0,00,m2)2 P Fpllierd ku+1”l_°° (0,00),M} )+
[1<1

En multlphant par 2 gy , en prenant la norme 19(Z) et en remarquant que

<14 ? + 5 implique que —2(x — 1) + 17 + 5 > 0, il apparait que

2]( 2(0(1+ + ||I ||]_1000 M?\ <Zz oc1+ + 2120(—
[i<1
(1

(Zk A HakHU ([0,00),M p))

x (2(k+1)( (20— 1)+ + |

|bk+1||L°° ([0,00), Mp)))
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nous obtenons

o=

ZZJ oc1+ + q||I3|| (0s00,M3)

JEZL
< (Z(Z Z QU214 ) 520 1) 5 (-0 (142 +3)
JEZ 1<3 <1

2(j71+1)( (20— 1)+ +

o=

X @5l L1 (0,000, M 2051l (0,000 1)) )

p) P
<) > gy L] g
1<3 [I<T LH0) FNy3Tq ) L2000} PN P T
A nouveau la Remarque 1.7.5 est utilisable pour montrer que
j(—2(oc—1) + + )q 13 ‘
T%z I 000y (< HaHU([O’OWTN;qu x |bl| P s 1

(5.2.6)
En combinant les estimations (5.2.4), (5.2.5) et (5.2.6), on obtient

VIR Q (1, v)| a3, < Cualx]bllx-

L10,00),FNy s g 7 )

Pour terminer la preuve du Théoréme 5.0.3, nous utilisons les mémes idées utilisés dans la
preuve du Proposition 5.2.2 et en suivant les mémes étapes dans la preuve du Théoreme

5.0.2, il est facile de conclure notre résultat désiré.
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Conclusion

Au cours de ce mémoire, nous avons étudié certaines équations aux dérivées partielles
issues de la dynamique des fluides. nous avons obtenu des résultats d’existence, d"unicité,
de stabilité et de comportement asymptotique des solutions de ces équations a 1’aide des
outils d’analyse harmonique, précisément 'utilisation de la décomposition de Littlewood-
Paley et I'argument du point fixe dans les espaces de Banach étaient concluante.

L'inégalité de Young est un outil important pour déterminer l'existence globale. Récem-
ment, plusieurs chercheurs ont obtenu ’existence locale et globale de I'équation (grMHD)
et (DHS) avec petites données initiales dans les espaces de Fourier-Besov-Morrey. Pour ob-
tenir le résultat d’existence globale, nous ne pouvons pas utiliser 'inégalité de Young dans
des espaces fonctionnels a exposants variables. Dans cette thése, nous avons surmonté ce
probleme et nous avons obtenu l’existence globale pour I'équation (grMHD) et (DHS) avec

petites données initiales dans les espaces de Fourier-Besov-Morrey a exposants variables.
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