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Centre d’Étude Doctorales : Sciences et Techniques
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par laser en électrodynamique quantique

Soutenue publiquement le Samedi 29 Octobre 2022 à 10h00
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Sultan Moulay Slimane, Béni Mellal
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1.5.2 Fonction d’onde de Dirac Volkov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.6 Les fonctions de Green . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.7 Les fonctions de Bessel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.7.1 Les fonctions de Bessel de première espèce . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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2.5 Les règles de Feynman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.6 La section efficace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.6.1 Taux de transition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.6.2 La section efficace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.6.3 Variables de Mandelstam . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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2.8.1 État de polarisation des ondes lumineuses . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

1
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3.3.2.4 Calcul de la section efficace différentielle de spin-non flip . . . . 54
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5.5.1 En absence du champ électromagnétique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
5.5.2 En présence du champ électromagnétique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
5.5.3 Effet d’habillage du muon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

2



Conclusion générale 104

Annexe A 106

Bibliographie 108

3



Table des figures

Figure 1.1 –Représentations graphiques des fonctions de Bessel de première espèce. . . . 24
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Figure 2.5 –Processus à quatre corps : 1 + 2 −→ 3 + 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
Figure 2.6 –Collision dans le repère du centre de masse. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
Figure 2.7 –Collision au repère de laboratoire (cible fixe). . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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des électrons incidents Ekin

e et l’angle de diffusion θf , avec l’angle incident est
θi = 15◦. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

Figure 5.6 –Le comportement de SEDI, dσ(s)/dΩf , par rapport au nombre de photons
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ont pu jouer à mes côtés pour en arriver là. Cependant, je voudrais les prier d’accueillir ici tous
mes sentiments de gratitude qui viennent du fond de mon coeur, en acceptant mes remercie-
ments.
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énergies et d’astrophysique, au faculté des sciences Semlalia de Marrakech, avec qui j’ai eu
l’occasion de passer trois ans dans ce laboratoire.

Enfin, j’adresse également des remerciements chaleureux et affectueux à toute ma famille,
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INTRODUCTION

La théorie de l’électrodynamique quantique (QED) décrit l’interaction entre les particules
fondamentales chargées telles que l’électron et la lumière. Fondée par Dirac dans les années
1930 avec l’invention de l’équation de l’onde relativiste portant son nom, et achevée dans les
années 1950 par Feynman, Tomonaga et Schwinger. QED reste l’une des théories scientifiques
les plus réussies de tous les temps. Les prédictions faites par QED concordent avec l’expérience
avec jusqu’à 12 chiffres significatifs [1], avec d’autres améliorations, tant que les théoriques et les
expérimentales, à prévoir. La technique schématique introduite par Feynman, les ”diagrammes
de Feynman”, s’avère être un outil très puissant pour organiser les termes dans l’expansion
perturbative de différentes grandeurs physiques, comme le rapport gyromagnétique de l’électron
ou la section efficace pour la diffusion Compton. Une chose est sûre : les résultats obtenus par
des calculs impeccables effectués selon les règles de QED seront acceptés par tous. Il ne fait
aucun doute que la QED, une fois s’appliquée correctement, est saine et correcte.

Comme déjà mentionné, QED traite de l’interaction de la matière comme les électrons,
les positrons ou les muons, avec des champs externes comme les photons. Les exemples types
traitent tous problèmes où le champ est faible : la diffusion d’un électron par le champ d’un
noyau (diffusion de Mott), la diffusion d’un photon par un électron libre (diffusion de Compton),
la création d’une paire électron-positron par absorption de deux photons, pour n’en nommer que
quelques-uns. Dans tous les exemples précédents, le champ externe est supposé faible, de sorte
que la contribution principale à l’amplitude mécanique quantique est donnée par le premier
terme de la série de perturbations, et les termes Next-order (NO) sont supposés être plus petits
de l’ordre de la constante de structure fine ≈ 1/137.

Par conséquent, dans le cas de champs photoniques oscillants, les sections efficaces sont
indépendantes de l’amplitude du champ. Naturellement, la question suivante à se poser qu’est
ce qui se passe si le champ considéré est fort. Pour un champ suffisamment fort, il est inévitable
qu’à un certain point la théorie des perturbations se décompose. Si nous limitons notre dis-
cussion aux champs forts qui peuvent être produits dans le laboratoire, et ainsi omettre le cas
astrophysiquement intéressant de champs magnétiques ultrapuissants (par exemple autour des
pulsars, voir les calculs dans [2, 3, 4] et [5, 6, 7, 8]), deux types de champs forts sont percep-
tibles :
1. Le champ de Coulomb autour des noyaux lourds. Pour une interaction de Coulomb, le pa-
ramètre d’expansion est Zα, où Z est le nombre de charge nucléaire. Pour les petits Z, cette
expansion est logique, mais ne s’applique pas clairement aux atomes de Z élevés tels que le
plomb ou l’uranium. La théorie de QED dans un champ nucléaire fort a avancé très loin, voir
par exemple [9, 10, 11] pour des calculs de haute précision dans les ions lourds, ou [12, 13, 14, 15]
pour des revues de la production de paires dans les collisions d’ions lourds. Le cas d’un potentiel
de Coulomb avec un nombre de charges Z > 1/α ≈ 137 est particulièrement intéressant, car
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l’état fondamental recoupe avec la thèse de Dirac et la production spontanée de paires électron-
positron est attendue.
2. Champ électromagnétique produit par un laser. Ici, le paramètre d’expansion par rapport au
champ laser est égal à ξ = −ea/m, où e = −|e| est la charge de l’électron, m est la masse de
l’électron et a est la valeur de crête du potentiel vectoriel du champ laser. Le champ électrique
de crête E du laser est associé à a comme E = aω, où ω est la fréquence, ce qui signifie que
le paramètre ξ décrit la quantité de travail effectuée par le champ électrique de crête du laser
sur une période laser, mise à l’échelle avec la masse d’électrons m. Notez que nous utiliserons
des unités relativistes telles que ~ = c = 1, où ~ est la constante de Planck réduite et c est la
vitesse de la lumière, tout au long de cette thèse, pour de plus amples discussions sur les unités
et la notation utilisées, vous trouverez cela dans le chapitre 1.

La technologie laser a commencé avec Albert Einstein au début du 20ème siècle. Il s’est
développé davantage en 1960 quand le premier laser a été construit à Hughes Research Labo-
ratories. Suivez la chronologie qui suit pour voir comment la technologie laser a évolué.
Tout d’abord, en 1900 Max Planck suggère que l’échange d’énergie entre les ondes et la matière
est discontinu et se fait par des ”grains” de rayonnement : Le quanta d’énergie. Puis, en 1913
Niels Bohr a présenté le concept de niveaux d’énergie atomique pour tenir compte de l’émission
de quanta d’énergie. Albert Einstein (1916-1917) a ensuite décrit et quantifié l’absorption des
rayonnements et les émissions spontanées. Plus tard, en 1917, Einstein a ajouté aux deux pro-
cessus qui précèdent un nouveau mode d’interaction atome-lumière : l’émission stimulée. En
1950, Alfred Kastler a développé ce qu’on appelle le pompage optique. Ainsi, en 1953-1954, un
appareil capable d’amplifier les micro-ondes grâce à l’émission stimulée, appelé maser (micro-
wave amplification by stimulated emission of radiation), est développé de manière indépendante
par deux équipes de chercheurs : D’une part, par les Américains Charles H. Townes et Arthur
L Schawlow ; D’autre part, par les Soviétiques Alexandre Prokhorov et Nicoläı Basov. Alors,
en 1958 Arthur L. Schawlow et Charles H. Townes publient les principes de réalisation d’un
appareil analogue au maser mais qui est capable cette fois d’amplifier la lumière. Pour cette
raison, ils le nomment maser optique. Ce nom a ensuite été progressivement abandonné au
profit du mot ”laser” (light amplification by stimulated emission of radiation), terme inventé
en 1957 par le physicien américain Gordon Gould. En effet, après trente ans de litige, il a été
reconnu que Gould avait défini dès 1957- dans un travail non publié ni breveté, mais enregistré
- les principes essentiels de réalisation des lasers. Et après presque 3 ans, en 1960 Theodore
H. Maiman (Hughes Aircraft Laboratories) réalise le premier laser, en utilisant un cristal de
rubis ”stimulé” par une lampe éclair de grande puissance. Et dans l’année qui suit, en 1961 Ali
Javan, William Bennett et Donald Herriot (Bell Laboratories) réalisent le premier laser à gaz
(hélium-néon). Ainsi, en 1962 le premier laser semiconducteur est mis au point chez General
Electric, ouvrant la voie aux diodes lasers. Elias Snitzer en 1963 à l’université du New Jersey,
invente le laser à fibre optique. Ainsi, en 1965 le premier laser solide YAG (Yttrium-Aluminium-
Garnet) a été utilisé par Western Electric (A.T.T.) pour percer les orifices microscopiques des
matrices en diamant. De même, en 1966 un émetteur laser permet, pour la première fois, de
mesurer la distance Terre-Lune. En 1969, David Collins a créé le premier scanner de code-barres
à source laser. Après, en 1971 la firme américaine G.T.E. Sylvania commercialise le premier
laser à CO2 (dioxyde de carbone) atteignant une puissance de 1 kilowatt. En 1979, la réalisation
de la première machine de tôlerie associant la découpe laser au poinçonnage. De plus, en 1985
Gérard Mourou, à l’université de Rochester (États-Unis), a utilisé des impulsions d’étirement
et de recompression, ouvrant ainsi la voie aux puissances extrêmes. Or, en 1989, la première
utilisation d’un laser (un laser à CO2) pour l’usinage par fraisage. Grâce à l’utilisation d’un la-
ser à impulsions ultracourtes (de l’ordre de quelques femtosecondes), Ahmed Zewail en 1999 au
California Institute of Technology, observe en temps réel une photodissociation. Cette première
observation en temps réel d’une réaction chimique est considérée comme l’étape fondatrice de
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la ”femtochimie”. Dans ces conditions en 2002 Ferenc Krausz, à l’université de Vienne (Au-
triche), observe, avec une résolution de 0,6 femtoseconde, l’éjection d’un électron. En 2009, la
mise en service du laser NIF (National Ignition Facility) aux États-Unis, destiné à mâıtriser
la fusion thermonucléaire. Et vers 2014, la mise en exploitation prévue du laser Mégajoule au
Centre d’Études Scientifiques et Techniques d’Aquitaine, près de Bordeaux. Cet outil doit per-
mettre d’étudier, à l’échelle microscopique, les propriétés de la matière soumise à de très hautes
températures et densités (matière à l’état de plasma) et de recréer les conditions de réalisation
de la fusion thermonucléaire.

Les lasers d’aujourd’hui atteignent régulièrement des valeurs où ξ est de l’ordre de l’unité
jusqu’à ξ = 102 [16, 17], et donc une approche non perturbatrice est nécessaire lors de la
description de l’interaction entre les électrons et les champs laser forts.

Il existe deux catégories de lasers modernes :
1. Lasers à haute puissance à basse fréquence. Les lasers de ce type ont une basse fréquence
d’ordre 1 eV, mais peuvent fournir de fortes intensités, c’est-à-dire de grandes amplitudes de
champ électrique. Le record actuel est une intensité de 1022 W/cm2 [19, 18], ce qui correspond
à une valeur de ξ = 300. Cette intensité élevée a été rendue possible grâce à la technique d’am-
plification d’impulsions à modulation d’impulsions [20]. Il y a aussi des nouveaux projets, par
exemple : L’infrastructure ultralégère légère (ELI) [21], l’installation européenne de recherche
sur l’énergie laser de haute puissance (HiPER) et l’installation française laser Apollon de laser
femtoseconde, tous visant des intensités extrêmes allant jusqu’à l’ordre 1026 W/cm2.
2. L’autre type de laser est le laser à basse puissance à haute fréquence représenté par le laser
à électrons libres de rayons X (X-FEL). Actuellement, les intensités de l’ordre de 1016 W/cm2

peuvent être obtenues à une fréquence de 100 eV. Cela conduit à une valeur de ξ = 3 × 10−3,
de sorte que ce régime peut être traité avec la théorie des perturbations. Selon un point de
vue optimiste de [22], avec les futures améliorations de l’installation FLASH à Hambourg, il
pourrait être possible d’atteindre des intensités aussi élevées que 1028 W/cm2 à des fréquences
de 200 keV (FLASH1) et 500 keV (FLASH2), si l’on peut atteindre la limite de diffraction du
faisceau laser.

Des intensités élevées impliquent que le mouvement de l’électron dans le champ du laser
devient relativiste. Une mesure du moment où la transition vers le régime relativiste commence
lorsque l’énergie cinétique moyenne, de l’électron devient du même ordre que sa masse de repos.

Avec ces lasers de haute puissance vient un champ de recherche, que nous pourrions appeler
QED ”modifiée par laser”. L’objectif est d’étudier comment la présence d’un champ laser fort
modifie les processus fondamentaux de QED, et la façon dont ils dépendent de l’amplitude,
de la fréquence et de la polarisation des paramètres laser, etc. Le laser ouvre également de
nouveaux canaux de réaction, ce qui signifie que les processus interdits par la conservation de
l’énergie et de l’impulsion deviennent possibles grâce à l’énergie et à l’impulsion fournies par le
champ. La QED modifiée par laser a été lancé dans les années 1960, bien avant l’avènement des
sources laser puissantes, avec les articles fondateurs [23, 49, 42]. Il est très important que, avec
la disponibilité expérimentale d’installations laser ultra-intenses et les perspectives brillantes
de pousser les limites d’intensité encore plus loin, même les processus exotiques dans la QED
modifiée par laser peuvent être vérifiés expérimentalement.

Dans cette thèse, nous étudions l’influence d’un champ laser sur quelques processus fonda-
mentaux de la physique des particules : Diffusion de Compton, qui est la diffusion inélastique
d’un photon avec une particule chargée électriquement (souvent l’électron) et l’étude de l’émission
d’un photon par un électron dans un champ électromagnétique intense, ainsi La diffusion
élastique d’un électron par un muon. Après quelques notes sur les conventions utilisées dans le
chapitre 1, nous présentons aussi les fondements théoriques nécessaires pour l’analyse ultérieure.
En particulier, nous examinons la dérivation de la solution de Volkov à l’équation de Dirac, l’ex-
pression du propagateur de Dirac-Volkov, et nous examinons également la solution à l’équation
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relativiste classique du mouvement d’un électron dans un champ électromagnétique d’onde
plane, parce qu’on a besoin de comprendre le comportement du système quantique. Nous sou-
lignons la forte correspondance classique-quantique entre la solution de Volkov quantique et la
solution classique. En particulier, cette correspondance peut être utilisée pour déduire, à travers
les arguments physiques, par laquelle la solution de Volkov est exprimée. Dans lequel les lignes
d’électrons libres sont remplacées par les états de Volkov et les lignes de propagateur interne
sont remplacées par le propagateur de Dirac-Volkov habillé par laser.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons brièvement la théorie de la diffusion et ses types
en électrodynamique quantique, avec l’identification Lagrangienne de cette dernière, ainsi on
donne les règles de Feynman pour savoir comment construire les diagrammes de Feynman, puis
nous définissons le concept de la section efficace et le taux de transition, qui sont probablement
les plus importants de toute la physique des particules expérimentales, sans oublier de rappeler
les variables de Mandelstam, et nous indiquons la différence entre le système du centre de masse
et le système de laboratoire pour une réaction, c’est-à-dire la cinématique d’une réaction. Enfin,
nous avons présenté dans cette thèse tous les états possibles de propagation du laser qui peuvent
être considérés comme des ondes électromagnétiques.

Dans le troisième chapitre, nous étudions en détail le processus de la diffusion de Compton,
ce travail montre les calculs détaillés des sections efficaces différentielles avec le formalisme
Spin-Helicity. Tout d’abord, nous commençons par la diffusion Compton non polarisée analysée
dans le système de laboratoire, pour montrer la formule de Klein-Nishina bien connue et sa
version classique appelée la formule de Thomson. Ensuite, nous étudions la diffusion Compton
en polarisant les électrons dans le système du centre de masse. On introduit un concept bien
connu de la section efficace différentielle de spin flip ainsi que de la section efficace différentielle
de spin-non flip. Un contrôle de cohérence important qui a été effectué avec succès est que la
somme des deux sections efficaces différentielles de spin-flip et de spin-non flip donne toujours
la section efficace différentielle non polarisée. Enfin, les résultats obtenus sont interprétés et
discutés. Il faut noter que nous avons utilisé le logiciel REDUCE [53] pour calculer les traces
compliquées.

Pour bien comprendre l’interaction laser-matière et clarifier l’influence du rayonnement
électromagnétique sur la section efficace de diffusion, nous donnons dans le quatrième cha-
pitre l’étude théorique complète de l’émission d’un photon par un électron dans le champ d’une
onde plane électromagnétique polarisée circulairement. Les électrons incidents et diffusés sont
décrits par les fonctions d’onde bien connues de Dirac-Volkov. Nous calculons analytiquement la
formule générale de la section efficace différentielle et nous montrons comment la formule Klein-
Nishina se transforme lorsque le champ électromagnétique est suffisamment faible et le nombre
de photons échangés s = 1. On verra comment la présence du champ électromagnétique com-
plique le calcul et entrâıne l’apparition des fonctions de Bessel. On étudie aussi la dépendance
de la section différentielle vis-à-vis des autres paramètres de champ. Nous notons que les calculs
de trace compliqués sont effectués à l’aide d’un logiciel REDUCE [53].

Au chapitre 5, nous étudions théoriquement la diffusion d’un électron par un muon en
présence d’un champ laser monochromatique polarisé circulairement dans la première approxi-
mation de Born. Les expressions de l’amplitude et de la section différentielle sont dérivées
analytiquement en adoptant l’approche d’image de Furry dans laquelle les calculs sont effectués
en utilisant des fonctions de Dirac-Volkov relativistes exactes. Nous commençons par étudier
le processus en prenant compte l’habillage relativiste uniquement de l’électron sans muon. En-
suite, afin de révéler l’effet de l’habillage du muon, nous considérons pleinement l’habillage
relativiste de l’électron et du muon ensemble dans les états initial et final. Par conséquent,
la section efficace différentielle est réduite de manière significative par le champ laser. Nous
constatons que l’effet d’habillage du muon par laser devient perceptible à des intensités de
champ laser supérieures ou égales à 109 V cm−1 et doit donc être pris en compte. L’influence

10



de l’intensité et de la fréquence du champ laser sur la section efficace différentielle et le proces-
sus multiphotonique est révélée. Une comparaison perspicace avec les résultats sans laser est
également incluse. Il faut noter que nous avons utilisé le package FEYNCALC [116, 117, 118]
pour calculer les traces compliquées.
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CHAPITRE 1

FORMALISME MATHÉMATIQUES

Introduction

Dans ce chapitre, nous discuterons rapidement les notations et les conventions utilisées
dans cette thèse, les particules physiques à une vitesse proche de celle de la lumière, il est
nécessaire de décrire leur mouvement. Les méthodes employées pour cette généralisation doivent
être consistantes avec les équations de transformation de Lorentz. On considère par la suite
l’équation de Dirac décrivant les particules de spin demi-entier (les électrons et les positrons,
les muons, etc .).

L’objectif de ce chapitre est de présenter les équations qui décrivent les ondes relativistes
de Dirac-Volkov et la fonction de Green, ainsi les fonctions Bessel qui sont utilisées dans les
chapitres suivants pour calculer des sections efficace de diffusion en l’absence ou en présence
d’un champ laser. Nous passons en revue les propriétés du système composé d’un électron et
d’une onde électromagnétique. Nous verrons que ce système peut être résolu exactement sous
une forme analytique, la condition est que l’onde laser peut être traitée comme une onde plane,
c’est-à-dire une onde qui se propage dans une seule direction.

1.1 Notations et conventions

Dans cette thèse, nous utiliserons des unités conventionnelles à haute énergie :

~ = c = 1, (1.1)

cela signifie que toutes les quantités dimensionnelles sont mesurées sur une seule échelle. Si rien
d’autre n’est indiqué, nous prenons cette échelle pour l’énergie, mesurée en MeV. Nous avons
la masse d’électrons m = 0, 511 MeV. Certains facteurs de conversion se lisent :

[MeV]2 = 2.568× 1021cm−2,

MeV = 1.602× 10−13J,

MeV = 1.519× 1021s−1,

[MeV]2 = 0.507× 1019|e|Vm−1,

[MeV]−1 = 0.1973× 10−12m.

(1.2)

Nous utilisons les conventions de Heaviside-Lorentz, de sorte que la relation entre la charge
électrique négative e = −|e| et la constante α s’écrit :

e = −2
√
πα ≈ −0.3028, avec α ≈ 1/137.04 . (1.3)
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1.1.1 Coordonnées

Dans l’espace-temps, un point est représenté par le quadrivecteur xµ tel que :

xµ = (x0, xi) ≡ (x0, x1, x2, x3),

avec x0 = ct, µ = 0, 1, 2, 3, et i = 1, 2, 3 (xi = r = (x, y, z)).
(1.4)

1.1.2 Tenseur métrique, indices covariants et contravariants

Le tenseur métrique utilisé est :

gµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

. (1.5)

L’existence du tenseur métrique permet de définir des quadrivecteurs covariants :

xµ = gµνx
ν = (t,−x,−y,−z), (1.6)

pµ = gµνp
ν = (E,−px,−py,−pz), (1.7)

avec c = 1. De plus, on peut définir une métrique inverse gµν telle que :

gµνgνρ = δµρ , (1.8)

le produit scalaire de deux quadrivecteurs aµ et bµ s’écrit :

aµb
µ = aµbµ = a0b0 − ab (1.9)

avec a = (ax, ay, az), b = (bx, by, bz).
La norme du quadrivecteur aµ se déduit à travers :

aµa
µ = (a0)2 − a2 (1.10)

Le quadrivecteur du champ électromagnétique s’écrit :

Aµ = (V,A), (1.11)

avec V = V (r, t) désignant le potentiel scalaire et A = A(r, t) désignant le potentiel vecteur.
L’opérateur gradient s’écrit comme suit :

∂µ =
∂

∂xµ
=

(
∂

∂t
,∇
)
, (1.12)

avec

∇ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
. (1.13)

Le Dalembertien � :

� = ∂µ∂
µ =

∂2

∂t2
−4, (1.14)

et

Dµ = ∂µ + ieAµ =

(
∂

∂t
+ ieV,∇− ieA

)
. (1.15)
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1.2 L’équation de Klein-Gordon

D’après le contexte historique, on peut voir que la première équation d’onde relativiste a
été introduite en 1926 simultanément par Klein [27], Gordon [28], Kudar [29], Fock [30][31]
et De Donder et Van Dungen [32]. Schrödinger lui-même l’a formulée plus tôt dans ses notes
avec l’équation de Schrödinger [33]. Dans ce qui suit, nous décrivons la dérivation de l’équation
de Klein-Gordon comme une généralisation de l’équation de Schrödinger. Pour une dérivation
mathématique correcte de ces équations à partir des premiers principes, voir [34]. L’équation
de Schrödinger de la particule libre peut être dérivée de la relation énergie-impulsion :

E =
p2

2m
, (1.16)

par l’utilisation d’un principe de correspondance p 7→ −i~∇, E 7→ i~∂t on obtient la fameuse
équation de Schrödinger :

i~∂tψ = − ~2

2m
∇2ψ. (1.17)

Maintenant, nous répétons la même procédure avec l’analogue relativiste de la relation de

quantité d’énergie E2 = p2 +
m2c2

~2
. Le principe de la correspondance nous conduit à l’équation

de Klein-Gordon : (
�+

m2c2

~2

)
ψ = 0, (1.18)

nous utiliserons les unités naturelles en (1.1), l’équation (1.18) devient :(
�+m2

)
ψ = 0, (1.19)

et les états ψ sont alors des ondes planes qui s’écrivent :

ψ = exp[i(pr − Et)], (1.20)

avec p défini par sa projection sur la base des configurations par :

p =
1

i
∇, (1.21)

et

E = ±
√

p2 +m2, (1.22)

contrairement à l’équation de Schrödinger, l’équation de Klein-Gordon est invariante sous la
transformation de Lorentz, c’est donc un candidat éligible pour l’équation de la mécanique
quantique relativiste. Cependant, elle pose encore d’autres problèmes qui compliquent son in-
terprétation physique correcte.

1.3 L’équation de Dirac

Dans un effort pour surmonter les problèmes avec les densités de probabilité négatives de
l’équation de Klein-Gordon, Dirac [35] a découvert en 1928 une autre équation relativiste, qui
porte son nom. Son idée était d’éviter les dérivées temporelles dans l’expression de ρ. Cela ne
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peut être réalisé que si l’équation d’onde ne contient pas de dérivées temporelles supérieures
au premier ordre. Aussi, afin de satisfaire aux exigences de covariance relativiste et donc de
symétrie complète dans le traitement des composants spatiaux et temporels, il recherchait une
équation différentielle linéaire de premier ordre dans les quatre coordonnées [36]

∂tψ + (α∇)ψ + imβψ = 0, (1.23)

où α = (α1, α2, α3) et β sont des matrices hermitiennes constantes N × N , ψ = ψi est une
matrice colonne n × 1 dont chaque composante ψ, i = 1, 2...N satisfait l’équation de Klein-
Gordon. Cela impose les conditions suivantes sur α et β

1

2
(αiαj + αjαi) = δij, (1.24)

αiβ + βαi = 0, (1.25)

(αi)2 = β2 = I. (1.26)

Il tient aussi, que Trαi =Trβ = 0. La dimension N de la représentation explicite des αi et β
doit être paire. Pour notre cas particulier où N = 4 nous avons

αi =

(
0 σi

σi 0

)
, β =

(
I 0
0 −I

)
, (1.27)

en notant γ0 = β et γi = βαi, nous pouvons réécrire la forme générale de l’équation de Dirac
(1.23) sous une forme plus pratique :

(iγµ∂µ −m)ψ = 0, (1.28)

les matrices γµ vérifiant les propriétés suivantes :

γµγν+γνγµ = 2gµν ;

γµ+ = γ0γµγ0 ; γµ = γ+
µ = γ−1

µ ;

γµ = gµνγ
ν ; γ0 = γ0 ; γk = −γk.

(1.29)

Toute solution de l’équation de Dirac résout automatiquement l’équation de Klein-Gordon.
On peut le voir à partir de la décomposition de l’équation de Klein-Gordon :

(�+m2)ψ = −(iγµ∂µ +m)(iγµ∂µ −m)ψ = 0, (1.30)

l’inverse n’est pas vrai.
L’équation de Dirac décrit toutes les particules massives de spin 1/2 telles que les électrons et
les quarks. Par conséquent, ces applications offrent également une motivation supplémentaire
pour une étude plus approfondie de son descendant Klein-Gordon (1.30).

1.4 Solution de l’équation de Dirac

L’Hamiltonien de Dirac pour une particule libre est donné par

H = −i~cα̂.∇+ β.m.c2, (1.31)

et puisque ~ = c = 1 et i~
∂ψ

∂t
= Hψ, donc l’équation de Dirac pour une particule libre :

(−iα̂.∇+ β.m)ψ(x, t) = i~
∂ψ(x, t)

∂t
, (1.32)
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la fonction d’onde ψ(x, t) est un vecteur de quatre composantes en fonction de x et t (spineurs
de Dirac) :

ψ =


ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

 , (1.33)

pour obtenir l’équation stationnaire nous utilisons une solution de la forme :

ψ(x, t) = ψ(x)e−i
Et
~ , (1.34)

avec E est l’énergie.
Ce qui donne :

(−iα̂.∇+ β.m)ψ(x) = Eψ(x), (1.35)

on cherche des solutions de la forme :

ψp(x) = upe
−i pr~ , (1.36)

où up est un vecteur de quatre composants qui satisfait l’équation :

(−→α−→p + βm)up = Eup. (1.37)

On cherche up sous la forme d’un vecteur composée de deux vecteurs :

up =

Φp
ξp

 , (1.38)

Φp et ξp sont des fonction de r.
Par conséquent, l’équation (1.36) sous la forme matricielle :E −m −−→σ −→p

−−→σ −→p E + m

Φp(r)
ξp(r)

 = 0, (1.39)

ce qui produit :

(E −m)Φp(r)−−→σ −→p ξp(r) = 0, (1.40)

−−→σ −→p Φp(r) + (E + m)ξp(r) = 0, (1.41)

on obtient donc :

Φp(r) =
−→σ −→p
E −m

ξp(r), et ξp(r) =
−→σ −→p
E + m

Φp(r). (1.42)

En utilisant l’identité −→σ .−→p −→σ .−→p = −→p 2 , l’équation devient :

Φp(r) =
−→p 2

E2 −m2
Φp(r). (1.43)
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Ce qui implique E2 − m2 = −→p 2, le même cas pour l’équation de Klein-Gordon, il existe
deux solutions pour l’énergie, l’une négative et l’autre positive,

E = ±
√−→p 2 + m2, (1.44)

par conséquent, nous écrivons la suite complète de solutions libres d’énergie positive et d’énergie
négative de l’équation de Dirac,

U(p) = N

 χ

−→σ−→p
E+m

χ

 , (1.45)

avec N est un nombre complexe, on remarque qu’il existe deux solutions linéairement différentes
pour U(p) correspondant aux deux possibilités indépendantes pour χ. Par exemple : χ(0, 1) et
χ(1, 0). Afin de normaliser proprement l’équation de Dirac, alors :

U(p).U(p) = 1. (1.46)

Cette contrainte se résoudrait facilement si un choix de phase pour N nous permet d’obtenir

N =

√
E + m

2m
.

Ainsi :

U(p) =

√
E + m

2m

 χ

−→σ−→p
E+m

χ

 , (1.47)

on a alors trouvé deux solutions à énergie positive U1(p) et U2(p) et deux solutions à énergie
négative V1(p) et V2(p). Ces solutions sont linéairement indépendantes.
Donc :

V (p) =

√
E + m

2m

 −→σ−→p
E+m

χ

χ

 . (1.48)

La solution générale libre de l’équation de Dirac peut être écrite par linéarité sous forme d’une
intégrale sur p des spineurs U et V , avec as(

−→p ) et bs(
−→p ) deux fonctions, alors :

ψ(x, t) =
∑
s=1,2

∫
d3p

(2π)2

(
as(
−→p )Us(p)e

−ip.x + bs(
−→p )Vs(p)e

ip.x
)
, (1.49)

1.5 Équation de Dirac pour un électron dans le champ

d’une onde électromagnétique plane (Dirac Volkov)

Dans cette section, on utilise les unités naturelles (~ = c = 1) utilisées couramment en
physique des particules élémentaires. La raison première est que le formalisme de base qui
va être utilisé a tout d’abord été donné dans ces unités. C’est dans le champs d’une onde
électromagnétique plane que l’équation de Dirac pour l’électron admet une solution exacte
(onde de Volkov) [37]. Le champ d’une onde plane de quadrivecteur d’onde kµ (kµ.k

µ = k2 = 0)
ne dépend des coordonnées xµ que par la combinaison φ = kµ.x

µ = k.x de sorte que le 4-vecteur
potentiel est donné par :
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Aµ = Aµ(k.x) = Aµ(φ), (1.50)

ce quadrivecteur satisfait à la condition de jauge de Lorentz :

∂µA
µ = 0 ⇐⇒ kµ.Aµ = 0. (1.51)

1.5.1 Équation de Dirac en présence d’un champ électromagnétique

On présente l’équation de Dirac d’un électron en présence d’un champ électromagnétique
extérieur quelconque. Le champ est décrit de manière classique. Il est représenté par les poten-
tiels scalaire φ(r, t) et vecteur A(r, t). La modification des opérateurs, impulsion et énergie, est
décrite par les substitutions suivantes (e < 0) [38] :

p 7−→ p− eA(r, t),

E 7−→ E − eφ(r, t),
(1.52)

l’équation d’évolution d’un bi-spineur en présence d’un champ externe s’écrit alors :

(cα.(p− eA(r, t)) +mc2β + eφ(r, t))ψ(r, t) = i~
∂

∂t
ψ(r, t), (1.53)

on présente le cas d’interaction sous sa forme covariante. L’équation (1.53) est multipliée par
β et divisée par ~c :

β

~c
(cα.(−i~∇− eA(r, t))− i~ ∂

∂t
+mc2β + eφ(r, t))ψ(r, t) = 0, (1.54)

donc

(−iβα∇− iβ
c

∂

∂t
− e

~c
(βcα.A(r, t)− βφ(r, t)) +

mc

~
)ψ(r, t) = 0, (1.55)

ce qui permet d’introduire la notation quadri-dimensionnelle ∂µ = (c∂t, ∂k) et γµ = (γ0, γk) =
(β, βαk) en ajoutant celle des potentiels électromagnétiquesAµ = (Ak,

−φ
c

) pour obtenir l’équation
sous sa forme covariante :

γµ(∂µ − ieAµ +m)ψ(r, t) = 0, (1.56)

pour obtenir une équation différentielle du second ordre, on applique l’opérateur γµ(∂µ− ieAµ+
m) à l’équation (1.56). Ce qui donne :

(γµγν(∂µ − ieAµ)(∂ν − ieAν)−m2)ψ(r, t) = 0,

(gµν − iσµν)(∂µ − ieAµ)(∂ν − ieAν)−m2)ψ(r, t) = 0,

alors :

((∂µ − ieAµ)2 − i

2
σµν [(∂µ − ieAµ)(∂ν − ieAν)]−m2)ψ(r, t) = 0. (1.57)

En utilisant les relations de commutation [Aµ, Aν ] = [∂µ, ∂ν ] = 0, le commutateur de l’équation
(1.57) se transforme au tenseur électromagnétique Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. Donc, l’équation de
Dirac pour un électron dans un champ extérieur est donnée par [38] :

((p− eA)2 −m2 − ie

2
Fµνσ

µν)ψ(r, t) = 0, (1.58)

le terme d’interaction rayonnement-matière Fµνσ
µν peut aussi s’écrire dans une représentation

complexe, en fonction des matrices de Dirac et du champ électromagnétique [38]

Fµνσ
µν = i.αE + σβ. (1.59)
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1.5.2 Fonction d’onde de Dirac Volkov

L’équation de Dirac, pour une particule de masse m et de charge Q, en présence d’un champ
électromagnétique est donnée par :

((p− eA)2 −m2 − 1

2
ieFµνσ

µν)ψ(r, t) = 0, (1.60)

en simplifiant cette équation, nous obtenons :

(p− eA)2ψ = (p− eA)µ(p− eA)µψ, (1.61)

on a

(p− eA)2ψ = pµp
µψ − epµ(Aµψ)− eAµ(pµψ) + e2AµA

µψ, (1.62)

pµ(Aµψ) = (pµA
µ)ψ + Aµ(pµψ) = i(∂µA

µ)ψ + iAµ∂µψ = iAµ∂µψ, (1.63)

aussi :

pµ(Aµψ) + Aµ(pµψ) = iAµ∂µψ, (1.64)

alors :

(p− eA)2ψ = −∂2ψ − 2iAµ(∂µψ) + e2AνAµψ. (1.65)

En développant le deuxième terme, nous trouvons :

iFµνσ
µνψ =

−i
2

(∂µAν − ∂νAµ)(γµγν − γνγµ)ψ,

=
−i
2

(kµA
′
ν − kνA′µ)(γµγν − γνγµ)ψ,

= − i
2

(/k /A
′
+ /k /A

′ − /A
′
/k − /A

′
/k) = −i(/k /A′ − /A

′
/k),

(1.66)

donc :

−ie
2
Fµνσ

µν = −i/k /A′, (1.67)

alors l’équation de Dirac pour un électron dans un champ extérieur devient :

(−∂µ∂µ − 2ieAµ∂
µ −m2 + e2AµAµ − ie/k /A

′
)ψ. (1.68)

On cherche une solution de cette équation sous la forme suivante :

ψ(r, t) = e−ip.xF (Φ), (1.69)

où p est un quadrivecteur tel que pµp
µ = p2 = m2. On a :

∂2(e−ip.xF (Φ)) = [∂2e−ip.x]F + 2[∂e−ip.x][∂F ] + e−ip.x∂2F, (1.70)

avec :

∂F (Φ) = ∂∂aF (kb.xb) = kbF (Φ)′,

∂2F = ∂a(∂
aF ) = ka(∂aF ) = kakaF

′′ = 0.
(1.71)
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Et

[∂e−ip.x][∂F ] = [∂µe
−ip.x][∂µF ] = −ipµe−ip.xkµF ′ = −ipµkµe−ip.xF ′, (1.72)

[∂2e−ip.x]F = −p2[e−ip.xF ],

−∂2ψ = [p2F + 2ipµk
µF ′]e−ip.x

= m2e−ip.xF + 2i[pk]e−ip.xF ′,

(1.73)

−2ieAµ[∂µe−ip.x] = −2ieAµ[−ipµe−ip.xF + e−ip.xkµF ′]

= −2e[pA]e−ip.xF − 0,
(1.74)

en remplaçant ψ donnée par (1.69) dans (1.68), on obtient :

m2e−ipxF + 2i[pk]e−ipxF ′ −m2e−ipxF − 2e[pA]e−ipxF + e2A2e−ipxF − iee−ipxF = 0, (1.75)

ce qui donne :

2i[kp]F ′ + [−2e(pA) + e2A2 − ie/k /A′]F = 0. (1.76)

La solution de cette équation est :

F (Φ) = exp{−i
∫ k.x

0

[
e

(kp)
(pA)− e2

2(kp)
A2]dΦ+ e

/k /A

2(kp)
} U√

(2p0)
. (1.77)

Où U est un spineur à quatre composantes constantes. Dans le terme exp{ e/k /A
2(kp)
}, toutes les

puissances de /k /A supérieure à la première puissance sont nulles :

/k /A/k /A = −/kA2/k = −k2A2 = 0, car : k2 = 0, (1.78)

alors :

exp{ e
/k /A

2(k.p)
} = 1 +

e/k /A

2(k.p)
. (1.79)

Enfin la solution de l’équation de Dirac en présence de champ électromagnétique est donnée
par :

ψp = [1 +
e/k /A

2(k.p)
]
U(p)√

2p0

eis(x), (1.80)

avec :

s(x) = −px−
∫ kx

0

e

(kp)
[(pA)− e

2
A2]dΦ. (1.81)

Pour déterminer les conditions imposées au bi-spineur constant U(p), on suppose que l’onde
s’applique d’une manière adiabatique à partir de t → −∞. Alors, |A| → 0 lorsque ks → ±∞
et ψ doit se réduire à la solution de l’équation de Dirac pour la particule libre U = U(p) qui
doit satisfaire à l’équation :

(/p−m)U(p) = 0, (1.82)

cette condition élimine les solutions supérieures du second ordre. La normalisation des fonctions
d’onde ψp est donc : ∫

ψ†p′(x)ψp(x)dx =

∫
ψp′γ

0ψpdx = (2π)3δ3(p’− p), (1.83)

c’est la même normalisation que celle des ondes planes libres.
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1.6 Les fonctions de Green

Les fonctions de Green constituent une méthode assez générale de résolution des équations
différentielles, ou de transformation d’équations différentielles en équations intégrales. Elles
sont extrêmement utilisées en mécanique quantique, où on les appelle des propagateurs. Nous
passons maintenant à la détermination de la fonction de Green G0(r, r′), qui correspond à
l’opérateur ∇2

r et au paramètre k :

(∇2
r + k2)G0(r, r′) = δ(r − r′), (1.84)

il est pratique de travailler dans un espace des vecteurs d’onde. On utilise la représentation
intégrale de la fonction δ :

δ(r − r′) =
1

(2π)3

∫
eik
′(r−r′)dk′, (1.85)

on écrit G0(r, r′) sous la forme suivante :

G0(r, r′) =
1

(2π)3

∫
g0(k′, r′)eik

′rdk′, (1.86)

on obtient après la substitution dans l’équation (1.84) :

g0(k′, r′) =
e−ik

′r′

k2 − k′2
, (1.87)

par conséquent, on trouve pour G0(r, r′) :

G0(r, r′) =

∫
dk′

(2π)4
e−ik

′(r−r′)(
−4π

k′2 − k2
). (1.88)

1.7 Les fonctions de Bessel

En mathématiques, les fonctions de Bessel, découvertes par le mathématicien suisse Daniel
Bernoulli, portent le nom du mathématicien allemand Friedrich Wilhelm Bessel, ces fonctions
sont l’une des fonctions spéciales les plus utilisées en physique théorique. Bessel développa
l’analyse de ces fonctions en 1816 dans le cadre de ses études du mouvement des planètes
induit par l’interaction gravitationnelle, généralisant les découvertes antérieures de Bernoulli.
Dans le contexte de l’interaction laser-matière, les fonctions de Bessel apparaissent comme des
coefficients dans le développement en série de Fourier de la fonction d’onde d’un électron dans
un champ électromagnétique à onde plane.
Les fonctions de Bessel sont des solutions canoniques y(x) de l’équation différentielle de Bessel
d’ordre n :

x2 d
2y

dx2
+ x

dy

dx
+ (x2 − n2)y = 0. (1.89)

1.7.1 Les fonctions de Bessel de première espèce

On cherche des fonctions qui résolvent l’équation (1.89). Ces solutions peuvent être trouvées
avec la méthode de Frobenius, qui consiste à trouver des fonctions de la forme :

y(x) =
∞∑
i=0

aix
α+i, a0 6= 0, (1.90)
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où l’on doit déterminer la constante α et les coefficients ai, avec a0 6= 0. Les dérivées première
et seconde de y par rapport à x sont :

dy

dx
=
∞∑
i=0

ai(α + i)xα+i−1, (1.91)

d2y

dx2
=
∞∑
i=0

ai(α + i)(α + i− 1)xα+i−2, (1.92)

en remplaçant ces séries dans l’équation (1.89), on obtient

∞∑
i=0

ai(α + i)(α + i− 1)xα+i +
∞∑
i=0

ai(α + i− n2)xα+i +
∞∑
i=0

aix
α+i+2 = 0,

∞∑
i=0

(
(α + i)(α + i− 1) + (α + i− n2)

)
aix

α+i +
∞∑
i=0

aix
α+i+2 = 0,

∞∑
i=0

ai
(
(α + i)2 − n2

)
xα+i−1 +

∞∑
i=2

ai−2x
α+i = 0,

(1.93)

cela signifie que chaque coefficient des puissances de x doit être nul. Ainsi, nous avons les
équations suivantes : 

(α2 − n2)a0 = 0,
((α + 1)2 − n2)a1 = 0,
((α + i)2 − n2)ai + ai−2 = 0, ∀i ≥ 2.

(1.94)

Puisque a0 6= 0, α = ±n. Tout d’abord, nous prenons α = n. Les autres équations seront :

(2n+ 1)a1 = 0, i(2n+ i)ai + ai−2 = 0,∀i ≥ 2. (1.95)

Si 2n n’est pas un entier négatif, ces équations deviennent :

a1 = 0, ai = − ai−2

i(2n+ i)
,∀i ≥ 2, (1.96)

cela signifie que les coefficients d’indice impair sont tous nuls, et que ceux d’indice pair sont
déterminés par cette formule,

a2i = − a2i−2

22i(n+ i)
,∀i ∈ N, (1.97)

d’où

a2 = − a0

22(n+ 1)
=⇒ a4 = − a2

222(n+ 2)
=

a0

242(n+ 1)(n+ 2)
,

=⇒ a6 = − a4

223(n+ 3)
= − a0

263!(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
,

=⇒ ... =⇒ a2i =
(−1)ia0

22ii!
∏i

j=1(n+ j)
,∀i ∈ N.

(1.98)

Tant que nous pouvons choisir a0, nous supposons que :

a0 =
1

2nΓ(n+ 1)
, (1.99)
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où Γ est la fonction Gamma.
Nous pouvons enfin donner une expression pour une solution de l’équation (1.89).
Cette solution s’appelle les fonctions de Bessel de première espèce, Jn, d’ordre n et d’argument
x. Elles sont définies par la série entière suivante :

Jn(x) =
∞∑
i=0

(−1)i

i!Γ(n+ i+ 1)
(
x

2
)2i+n, (1.100)

le même processus peut être appliqué pour α = −n. Dans ce cas, on obtient :

J−n(x) =
∞∑
i=0

(−1)i

i!Γ(−n+ i+ 1)
(
x

2
)2i−n, (1.101)

cette fois, nous supposons que 2n n’est pas un entier positif.
Pour travailler avec ces expressions, on voudrait que les séries (1.100) et (1.101), soient absolu-
ment convergentes pour tout x 6= 0, nous pouvons les différencier terme par terme.
Comme Jn(x) et J−n(x) sont des solutions d’une équation différentielle linéaire du second ordre,
et donc elles forment une base pour l’espace vectoriel des solutions de l’équation (1.89), qui est
une équation différentielle linéaire du second ordre. En raison des solutions formant un espace
vectoriel à deux dimensions, et Jn(x) et J−n(x) étant linéairement indépendantes, toute solution
peut être exprimée comme une combinaison linéaire de celles-ci.

Maintenant, si n un entier non négatif. Alors, en utilisant la fonction Γ(k+ 1) qui est infinie
pour tout entier négatif k, et on pose s = i− n,

J−n(x) =
∞∑
i=0

(−1)i

i!Γ(−n+ i+ 1)
(
x

2
)2i−n =

∞∑
i=n

(−1)s+n

i!Γ(−n+ i+ 1)
(
x

2
)2i−n

=
∞∑
s=0

(−1)s(−1)n

(s+ n)!Γ(−n+ s+ n+ 1)
(
x

2
)2(s+n)−n

= (−1)n
∞∑
s=0

(−1)s

s!Γ(n+ s+ 1)
(
x

2
)2s+n

= (−1)nJn(x).

(1.102)

D’où, les fonctions Jn(x) et J−n(x) sont linéairement dépendantes, nous avons besoin de définir
une nouvelle solution de l’équation (1.89), linéairement indépendante de Jn.

Par exemple, les fonctions J0(x) et J1(x) jouent un rôle majeur dans les applications phy-
siques. Par définition, les fonctions de Bessel de première espèce d’ordres 0 et 1 sont :

J0(x) =
∞∑
i=0

(−1)i

i!Γ(i+ 1)
(
x

2
)2i =

∞∑
i=0

(−1)i

(i!)2
(
x

2
)2i, (1.103)

J1(x) =
∞∑
i=0

(−1)i

i!Γ(i+ 2)
(
x

2
)2i+1 =

∞∑
i=0

(−1)i

(i+ 1)(i!)2
(
x

2
)2i+1. (1.104)

Ainsi, pour de petites valeurs de x, J0(x) ≈ 1 et J1(x) ≈ x

2
. De plus, nous avons pour les

valeurs réelles de x : lim
x→0

J0(x) = 1 et lim
x→0

J1(x) = 0.

Les graphiques de ces fonctions sont illustrés à la figure (1.1).
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J1(x)
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J
n
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Figure 1.1 – Représentations graphiques des fonctions de Bessel de première espèce.

1.7.2 Les fonctions de Bessel de seconde espèce

Les fonctions de Bessel de seconde espèce Yn, appelées aussi fonctions de Neuman ou encore
les fonctions de Weber-Schlafli, sont des solutions de l’équation différentielle (1.89). Elles sont
définies par la série entière suivante :

Yn(x) = lim
λ 7→n

Jλ(x) cos(λπ)− J−λ(x)

sin(λπ)
, (1.105)

qui a pour conséquence (sous forme intégrale)

Yn(x) =
1

π

∫ π

0

sin(x sin(θ)− nθ)dθ − 1

π

∫ ∞
0

[ent + (−1)ne−nt]e−x sinhtdt, (1.106)

les graphiques de ces fonctions de Bessel de seconde espèce sont illustrés dans la figure (1.2),
pour n = 0, n = 1 et n = 2 comme un exemple.

Y0(x)

Y1(x)

Y2(x)

0 5 10 15 20 25
-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

x

Y
n
(x
)

Figure 1.2 – Représentations graphiques des fonctions de Bessel de seconde espèce.
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1.7.3 Propriétés des Jn

Notre point de vue de la fonction de Bessel est qu’il s’agit du coefficient dans le développement
en série de Fourier de la fonction périodique exp(iα sin θ) :

exp(iα sin θ) =
∞∑

n=−∞

Jn(α)einθ. (1.107)

Avec l’astuce de Fourier, nous multiplions les deux côtés par exp(−imθ) de l’équation (1.107),
puis intégrons les deux côtés sur une période 1

2π

∫ π
−π dθ, on trouve la représentation intégrale

suivante :

Jm(α) =
1

2π

∫ π

−π
ei(sin θ−mθ)dθ =

1

π

∫ π

0

cos(α sin θ −mθ)dθ, (1.108)

où la dernière égalité résulte d’arguments de symétrie. On peut considérer l’équation (1.108)
comme une définition de Jn(α) pour les valeurs réelles de α et d’entier n (qui sont les seuls cas
que nous traitons).
L’équation (1.108) présente immédiatement deux symétries :

Jn(α) = J−n(−α) = (−1)nJn(−α), (1.109)

une autre propriété qui découle de la définition est

Jn(0) = δ0n, (1.110)

où δ0n est le delta de Kronecker,

δ0n =

{
1 si n = 0,
0 si n 6= 0.

(1.111)

On peut utiliser aussi l’équation (1.108) pour vérifier que la fonction de Bessel satisfait la
relation de récurrence suivante :

2nJn(α) = α [Jn+1(α) + Jn−1(α)] , (1.112)

la relation de récurrence (1.112) est un outil important dans l’évaluation numérique. Nous avons
pour des sommes de produits de fonctions de Bessel :

∞∑
n=−∞

Jn+m(α)Jn+m′(β) =
∞∑

n=−∞

1

4π2

∫ π

−π
ei[−n(θ+θ′)−mθ−m′θ′+α sin θ+β sin θ′]dθdθ′,

=
1

2π

∫ π

−π
ei[θ(m

′−m)+(α−β) sin θ]dθ,

= Jm−m′(α− β),

(1.113)

dans laquelle nous avons utilisé l’identité :

1

2π

∑
n

e−inx =
∑
k

δ(2πk + x) = δ(x), (1.114)

puisque qu’on a dans ce cas |x| < 2π. L’équation (1.113) donne comme cas particulier :

∞∑
n=−∞

[Jn(x)]2 = 1. (1.115)
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Une autre expression de la fonction de Bessel est par une somme infinie [39],

Jn(α) = (
α

2
)
∞∑
j=0

(−1)j(α
2
)2j

j!(n+ j)!
. (1.116)

Les deux représentations (1.108) et (1.116) sont les seules que nous utiliserons, il existe cepen-
dant bien d’autres façons [39].

1.7.4 Les fonctions de Bessel généralisées

La fonction de Bessel généralisée B0(n, α, β) est une généralisation de la fonction de Bessel
usuelle Jn(α), et est une fonction d’un indice entier n et deux variables réelles α et β. Elle a
été introduite pour la première fois par Reiss [42] dans le cadre de la création de paires par
un photon et un faisceau laser (plus tard pour l’ionisation induite par champ [43, 44]), ensuite,
elle a été étudié par de nombreux auteurs [45, 46, 47, 48, 49]. Bien que le principal domaine
d’application ait jusqu’à présent été l’interaction laser-matière, l’utilisation des fonctions de
Bessel généralisées est également faite dans d’autres domaines tels que la cristallographie [50].

La fonction de Bessel généralisée partage de nombreuses propriétés de la fonction de Bessel
habituelle. Comme la fonction de Bessel généralisée dépend de deux variables au lieu d’une
seule, les choses sont cependant plus compliquées. De manière similaire à la fonction de Bessel
habituelle, nous visualisons la fonction de Bessel généralisée B0(n, α, β) comme le coefficient
dans le développement en série de Fourier de la fonction périodique exp[iα sin θ − iβ sin(2θ)] :

eiα sin θ−iβ sin(2θ) =
∞∑

n=−∞

B0(n, α, β)einθ, (1.117)

qui, en vertu de l’astuce de Fourier, donne la représentation intégrale :

B0(n, α, β) =
1

2π

∫ π

−π
e−inφ+iα sinφ−iβ sin(2φ)dφ,

=
1

π

∫ π

0

cos (−nφ+ α sin(φ)− β sin(2φ)) dφ.

(1.118)

Si nous insérons maintenant le développement de Fourier (1.107) pour chacune des exponen-
tielles exp(iα sin θ) et exp(−iβ sin 2θ), l’intégrale sur θ réduit la double somme à une seule, de
sorte qu’on peut exprimer la fonction de Bessel généralisée comme une somme infinie sur les
produits des fonctions de Bessel habituelles :

B0(n, α, β) =
∞∑

s=−∞

Jn+2s(α)Js(β). (1.119)

Les graphiques de ces fonctions de Bessel généralisée sont présentées dans la figure (1.3), pour
n = 50 comme un exemple.
L’équation (1.118) ou (1.119) peut être considérée comme la définition de B0(n, α, β). L’indice
0 dans B0(n, α, β) à la signification suivante : Nous définissons

cosl θei[α sin θ−β sin(2θ)] =
∞∑

n=−∞

Bl(n, α, β)einθ, avec l ∈ N, (1.120)

on déduit que :

Bl(n, α, β) =
1

2
[Bl−1(n− 1, α, β) +Bl−1(n+ 1, α, β)] , (1.121)
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avec l un entier positif, les fonctions Bl sont nécessaires dans les applications des chapitres 4 et
5. En utilisant la règle de somme (1.113) pour B0(n, α, β), ce qui donne :

∞∑
m=−∞

B0(N +m,α1, β1)B0(M +m,α2, β2) = B0(N −M,α1 − α2, β1 − β2), (1.122)

ou plus généralement pour Bl(n, α, β) :

∞∑
m=−∞

Bi(N +m,α1, β1)Bj(M +m,α2, β2) = Bi+j(N −M,α1 − α2, β1 − β2), (1.123)

avec N et M des entiers. La dérivation partielle de la représentation intégrale (1.118) découle
la relation de récurrence :

2nB0(n, α, β) = α [B0(n− 1, α, β) +B0(n+ 1, α, β)]

−2β [B0(n− 2, α, β) +B0(n+ 2, α, β)] .
(1.124)

Notons que la relation (1.124) est plus complexe que celle pour Jn(α), ici chaque index dépend
des quatre voisins.

Comme elle ressort des définitions (1.118) et (1.119), les fonctions de Bessel généralisées ont
les symétries suivantes :

B0(n, α,−β) = (−1)nB0(−n, α, β),

B0(n,−α, β) = (−1)nB0(n, α, β),

B0(−n, α, β) = B0(n,−α,−β),

(1.125)

Lorsque l’un des arguments α ou β est égal à zéro, la fonction de Bessel généralisée B0(n, α, β)
se simplifie à la fonction de Bessel habituelle :

B0(n, α, 0) = Jn(α), (1.126)

et

B0(n, 0, β) =

{
J−n

2
si n est pair,

0 si n est impair.
(1.127)
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Figure 1.3 – Représentations graphiques des fonctions de Bessel généralisées en fonction de
α pour n = 50 et β = 15 (gauche), et en fonction de β pour n = 50 et α = 80 (droite) .
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Conclusion

L’équation de Dirac permet de décrire les fermions de manière quantique et relativiste.
Postulée en 1928 par le britannique Paul Adrien Maurice Dirac, elle est invariante sous la
transformation de Lorenz, elle admet une interprétation probabiliste de la fonction d’onde, elle
contient naturellement des degrés de liberté de spin et parvint à prédire l’existence d’une anti-
particule (le positron) [38]. On a tenté ici de présenter les bases mathématiques indispensables
qui seront utilisées pendant la démonstration de la formule de Klein-Nishina, et de calculer
les sections efficaces de diffusion dans les chapitres suivants. D’abord, nous avons présenté
l’équation de Dirac libre et en présence d’un champ électromagnétique. Ensuite, les solutions
de ces équations et finalement les fonctions de Green et de Bessel.
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CHAPITRE 2

LA THÉORIE DE LA DIFFUSION

Introduction

le nombre de particules n’est pas préservé lors de leur collision relativistiquement. On ne
peut pas décrire la physique derrière ce processus à l’aide de la mécanique quantique à une
seule particule. Mais la théorie quantique des champs combine deux des thèmes majeurs de la
relativité restreinte de la physique moderne et de la mécanique quantique pour décrire ce type
d’interaction. L’électrodynamique quantique est une extension de la mécanique quantique pour
l’analyse du système à plusieurs particules. Elle donne le cadre mathématique et conceptuel de
la physique des particules élémentaires. Cette théorie fournit des outils essentiels à la physique
nucléaire, à la physique atomique et à l’astrophysique. Comme cette thèse se concentre sur la
section efficace de diffusion en électrodynamique quantique, il est donc intéressant de commen-
cer par une introduction à l’électrodynamique quantique (QED), qui est l’une des théories les
plus réussies et les plus précises connues en physique. C’est une théorie des champs d’interaction
entre la lumière et la matière. Elle donne également des informations complètes sur l’interaction
entre les particules chargées (leptons). Cette théorie nous permet de prévoir la façon dont les
particules chargées sub-atomiques sont créées ou détruites. La QED est aussi connue sous le
nom de Invariant Gauge Theory parce que ses prédictions ne sont pas influencées par des va-
riations dans l’espace ou dans le temps. La valeur pratique des interactions électromagnétiques
donne le même résultat prévu par la théorie QED.

En physique mathématique, la théorie de la diffusion offre un cadre pour étudier et de
comprendre l’interaction ou la diffusion de solutions d’équations différentielles partielles. En
acoustique, l’équation différentielle est l’équation d’onde, et la diffusion étudie comment ses
solutions, les ondes sonores, se dispersent à partir d’objets solides ou se propagent dans des
milieux non uniformes. Dans le cas de l’électrodynamique classique, l’équation différentielle
est à nouveau l’équation d’onde, et la diffusion de la lumière ou des ondes radio est étudiée.
Dans la physique des particules, les équations sont celles de l’électrodynamique quantique, de
la chromodynamique quantique et du modèle standard, dont les solutions correspondent aux
particules élémentaires.

Le formalisme de la théorie de la diffusion joue un rôle important dans la physique, car
il permet de prédire les observations expérimentales à partir des interactions fondamentales
postulées par la théorie.
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2.1 Les expériences de la diffusion

Pour une expérience de diffusion se présente comme suit :

source I I

I détecteur

faisceau

~k

zcible
θ

Figure 2.1 – Schéma d’une expérience de diffusion.

Il existe donc une source pour un faisceau de particules qui, après préparation de la cinématique
du faisceau, heurtent une cible et qui sont ensuite observées dans un dispositif de détection.
Notez que les cibles épaisses provoquent plusieurs événements de diffusion ; si celles-ci peuvent
être difficiles à analyser dans le cas d’une cible amorphe, elles conduisent à des motifs d’in-
terférences caractéristiques et donc à des informations structurelles dans le cas d’un cristal
(pour la cible). Examinons ensuite la situation symétrique, figure (2.2), d’une expérience de
diffusion avec deux faisceaux entre en collision :

s2

I
I

I
I

s1

I

détecteur

Figure 2.2 – Diffusion expérimentale

Dans ce contexte, nous souhaitons éloigner le détecteur de la zone de collision afin d’obtenir
une bonne résolution angulaire. On ne place pas le détecteur dans le sens direct d’un faisceau
entrant.
Voici une liste des grands accélérateurs en physique des particules :
• Fermilab à l’ouest de Chicago (Illinois, États-Unis), Tevatron (1983 ; p + p ; 2 TeV ;

découverte du quark top [40, 41] ; 6 km)
• Accélérateur linéaire de Stanford (”SLAC” ; 3 km)
• Brookhaven RHIC (collisionneur d’ions lourds relativiste ; plasma quark-gluon)
• DESY Hamburg (HERA p + e ; PETRA e+ + e− )
• CERN Geneva (LEP ; LHC = Large Hadron Collider, 17 TeV )
• CEPC en Chine à 300 km à l’est de Pékin, (Collisionneur électron-positron circulaire),

sera lancé vers 2025, vise 100 TeV.
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2.2 Les types de processus de diffusion

Nous introduisons brièvement quelques nomenclatures :
1. La diffusion élastique est représentée schématiquement par

a+ b→ a+ b,

dans ce cas, toute l’énergie est ramenée à l’état de mouvement.
2. Dans le cas de la diffusion inélastique,

a+ b→ a′ + b′,

les degrés de liberté internes des particules sont excités (par exemple, les degrés de liberté
de rotation ou de vibration).

3. Dans la catégorie générale de la diffusion par réarrangement, l’identité des particules
diffusées est altérée :

a+ b→ c+ d+ e+ ...,

un exemple est la décomposition du deutéron en ses constituants (à savoir, un proton
et un neutron) lors d’une collision avec une autre particule. Un second exemple est la
diffusion nucléon-nucléon, où l’on a les possibilités :

N1 + N2

N1 + N2

N1 + N2 + π

N1 + N2 + K + K

(diffusion élastique)

(production de pions)

(production de kaons)

4. En théorie de la diffusion, on peut aussi considérer la désintégration d’une particule
instable (a → b + c + ..). Par exemple, un neutron libre se désintègre en un proton, un
électron et un anti-neutrino :

n→ p+ e+ νe.

2.3 Électrodynamiques quantiques

L’électrodynamique quantique est la théorie quantique du champ électromagnétique et des
particules chargées, en particulièrement décrite par l’équation de Dirac. Cette théorie peut se
résumer sous la forme d’une densité lagrangienne qui se divise en trois parties :

1. La densité lagrangienne des électrons libres :

Llibre = ψ(x)(iγµ∂µ −m)ψ(x), (2.1)

où ψ et ψ = ψ†γ0 sont le champ de l’électron et son conjugué, γµ sont les matrices de
Dirac.

2. Le terme d’interaction :

Lint = eψ(x)γµψ(x)Aµ(x), (2.2)

où Aµ est le champ du photon.
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3. La densité lagrangienne du photon libre s’écrit :

LJauge = −1

4
Fµν(x)F µν(x), (2.3)

où Fµν(x) = ∂µAν(x)− ∂νAµ(x) est le tenseur de champ électromagnétique.
Donc le lagrangien total de QED est écrit :

LQED = ψ(x)(iγµ∂µ −m)ψ(x) + eψ(x)γµψ(x)Aµ(x)− 1

4
Fµν(x)F µν(x). (2.4)

2.4 Les propagateurs dans la QED

Il existe deux approches de la QED. La plus formelle repose sur un appareil général de
quantification des champs d’ondes ; l’autre voie, plus illustrative, provient de Stückelberg et
Feynman, et utilise le formalisme du propagateur. Presque tout le monde souhaite voir le
plus tôt possible comment les différents processus sont réellement calculés. Le formalisme du
propagateur de Feynman est la meilleure façon d’atteindre cet objectif.

Pour le moment, nous passons à une discussion plus générale des processus de diffusion. Il
s’agit ici de calculer des probabilités de transition et des sections efficaces de diffusion dans le
cadre de la théorie des électrons et des positrons de Dirac. Ces calculs seront exacts en principe ;
en pratique, cependant, ils seront effectués en utilisant la théorie des perturbations, c’est-à-dire
une expansion en termes de petits paramètres d’interaction. Parce que nous devons décrire
les processus de création et d’annihilation des paires électron-positron, le formalisme doit être
relativiste dès le début.

Dans la méthode du propagateur de Feynman, les processus de diffusion sont décrits au
moyen d’équations intégrales. L’idée directrice est que les positrons devraient être interprétés
en tant qu’électrons d’énergie négative qui se déplacent dans le sens inverse du temps. Cette
idée a d’abord été formulée par E.C.G. Stückelberg, puis largement utilisée par R. Feynman.
Feynman a reçu le prix Nobel pour sa formulation de l’électrodynamique quantique, avec J.
Schwinger et S. Tomonaga en 1965. Ce dernier a donné des formulations alternatives de la
QED, qui sont mutuellement équivalentes. Dans la suite, nous souhaitons nous convaincre du
pouvoir de la formulation de Feynman de la théorie. Les règles plus ou moins heuristiques ainsi
obtenues sont tout à fait conformes aux résultats qui peuvent être obtenus avec beaucoup plus
d’effort en utilisant la méthode de la théorie quantique des champs.

2.5 Les règles de Feynman

Pour trouver des contributions à l’élément de matrice réduitM pour un processus physique
impliquant des fermions de Dirac chargés et des photons :

1. Tracer tous les diagrammes de Feynman topologiquement distincts, avec des lignes on-
dulées représentant des photons et des lignes solides avec des flèches représentant des
fermions, en utilisant les règles ci-dessous pour les lignes externes, les lignes internes et
le vertex d’interaction. La direction de la flèche est conservée lors du suivi de chaque
ligne de fermion. Appliquer une conservation de 4-impulsions à chaque vertex.

I
fermion (spineur) photon, W, Z

2. les lignes externes sont écrites (avec 4 impulsions pµ, et la polarisation de spin s ou λ
selon le cas) :

Ifermion à l’état initial :
u(p, s)
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I

antifermion à l’état initial :
v(p, s)

Ifermion à l’état final :
u(p, s)

I

antifermion à l’état final :
v(p, s)

photon à l’état initial :
ε(p, λ)µ

photon à l’état final :
µε∗(p, λ)

3. Pour les lignes de fermions internes, les propagateurs de Feynman sont écrits :

I ⇐⇒ i(/p+m)

p2 −m2 + iε
,

avec pµ 4-impulsions suivant la flèche, et m la masse du fermion. Pour les lignes de
photons internes, s’écrivent :

µ ν ⇐⇒ i

p2 + iε

[
−gµν + (1− ξ)pµpν

p2

]
,

avec pµ 4-impulsions dans les deux sens de la ligne ondulée. (Utilisez ξ = 1 pour la jauge
Feynman et ξ = 0 pour la jauge Landau.)

4. Pour les vertex d’interactions, on peut écrire :

µ

I

I

⇐⇒ −iQeγµ,

l’indice de vecteur µ doit être contracté avec l’indice correspondant sur la ligne de pho-
tons auxquels il est relié. Il s’agira soit d’un facteur de ligne de photons externe de ξµ
ou ξ∗µ, soit d’un indice de propagateur de ligne de photons interne.

5. Pour chaque impulsion de boucle lµ qui est indéterminée par la conservation à quatre

impulsions avec des impulsions d’état externe fixes, effectuer une intégration

∫
d4l

(2π)4

Obtenir une réponse finie à partir de ces intégrations de boucles nécessite souvent qu’ils
soient régularisés en introduisant une coupure ou une autre astuce.

6. Appliquer le facteur (−1) à chaque boucle fermée.
7. Pour prendre en compte les indices de spineurs supprimés sur les lignes de fermions,

écrivez les termes impliquant des spineurs comme suit. Pour les lignes de fermions qui
traversent le diagramme, commencez à la fin de chaque ligne de fermions (comme définie
par la direction de la flèche) avec un facteur u ou v, et notez les facteurs de γµ ou
(/p + m) consécutivement , en suivant la ligne vers l’arrière jusqu’à ce que les spineurs
u ou v soient atteint. Pour les boucles de fermions fermées, commencer par un vertex
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arbitraire de la boucle et suivez la ligne de fermion en arrière jusqu’à ce que le point
d’origine soit atteint ; prendre une trace sur les matrices gamma en boucle fermée.

8. Si un diagramme de Feynman avec une ou plusieurs boucles fermées peut être transformé
en une copie exacte de lui-même en échangeant un nombre quelconque de lignes internes
par une déformation douce sans déplacer les lignes externes, alors il existe un facteur de
symétrie supplémentaire de 1/N , où N est le nombre de permutations distinctes de ce
type.

9. Après avoir noté les contributions de chaque diagramme à l’élément de matrice réduit
M selon les règles précédentes, attribuez un signe moins relatif supplémentaire entre les
différentes contributions du diagramme chaque fois que l’ordre écrit des fonctions d’onde
de spineur d’état externe u, v, u, v, diffère par une permutation impair.

2.6 La section efficace

Avant de calculer de façon explicite certaines amplitudes de transition, nous allons voir
comment relier ces amplitudes aux observables physiques tels que les sections efficaces et les
largeurs de désintégration de particules.

2.6.1 Taux de transition

Considérons un processus de diffusion arbitraire avec un état initial i avec une impulsion
totale pi et un état final f avec une impulsion totale pf . Supposons que nous ayons calculé
l’amplitude de diffusion pour ce processus en QED, c’est-à-dire que nous connaissions l’élément
de matrice :

−i
N∏
f=1

Nf

∏
i

NiMfi(2π)4δ4(pf − pi). (2.5)

Notre tâche dans cette section est de convertir cela en une section efficace de diffusion (pertinent
s’il y a plus d’une particule dans l’état initial) ou une largeur de désintégration (pertinent s’il
n’y a qu’une particule dans l’état initial), figure (2.3).

I
I

(a)

I
I
I

I

I

(b)

I
I
I

I

Figure 2.3 – Processus de diffusion (a) et de désintégration (b).

La probabilité que la transition se produise est le carré de l’élément de la matrice, c’est-à-dire :

Probabilité =

∣∣∣∣∣−i
N∏
f=1

Nf

∏
i

NiMfi(2π)4δ4(pf − pi)

∣∣∣∣∣
2

. (2.6)

Tenter de prendre le module au carré d’amplitude produit un carré sans signification d’une
fonction delta. C’est un problème technique puisque notre amplitude est exprimée entre des
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états d’ondes planes. Ces états sont des états d’impulsion définis et s’étendent donc à travers
tout l’espace-temps. Dans une expérience réelle, les états entrants et sortants sont localisés (par
exemple, ils peuvent laisser des traces dans un détecteur). Pour traiter cela correctement, nous
devrions construire des états de paquets d’ondes normalisés qui deviennent bien séparés dans
un passé lointain et dans un futur lointain. Une dérivation plus bâclée consiste à soutenir que
notre interaction a lieu dans une bôıte de volume V = L3 et sur un temps d’ordre T . Les
résultats finals sortiront indépendamment de V et T , reproduisant ceux que nous obtiendrions
si nous travaillions avec des paquets d’ondes localisés. Utilisant

(2π)4δ4(pf − pi) =

∫
ei(pf−pi)xd4x, (2.7)

nous obtenons dans notre bôıte spatio-temporelle le résultat suivant :∣∣(2π)4δ4(pf − pi)
∣∣2 ' (2π)4δ4(pf − pi)

∫
ei(pf−pi)xd4x ' V T (2π)4δ4(pf − pi). (2.8)

Ci-dessus, nous avons utilisé la normalisation N = 1/
√

2EV . Si nous regroupons tout, nous
trouvons pour le taux de transition W , qui est la probabilité par unité de temps

W =
1

T
|Mfi|2 V T (2π)4δ4(pf − pi)

N∏
f=1

(
1

2EfV

)∏
i

(
1

2EiV

)
. (2.9)

Comme attendu, la dépendance de T a été annulée. Nous nous intéressons généralement à des
informations beaucoup plus détaillées que le taux de transition total. Nous voulons connâıtre le
taux de transition différentiel dW , c’est-à-dire le taux de transition dans un élément particulier
de l’espace des phases d’état final. Pour obtenir dW , nous devons multiplier par le nombre
d’états disponibles dans la (petite) partie de l’espace des phases considérées. Pour un état

final de particule unique, le nombre d’états disponibles dn dans un intervalle d’impulsion
−→
k à−→

k + d
−→
k est, dans la normalisation de la bôıte,

dn = V d3−→k , (2.10)

ce résultat est démontré en rappelant que les impulsions autorisées dans la bôıte ont des com-
posantes qui ne peuvent prendre que des valeurs discrètes telles que kx = 2πnx/L où nx est un
entier. Ainsi dn = dnxdnydnz et le résultat suit, pour un état final à deux particules, on a

dn = dn1dn2, (2.11)

où

dn1 = V d3−→k1 , dn2 = V d3−→k2 , (2.12)

où dn est le nombre d’états finaux dans un intervalle d’impulsion
−→
k1 à
−→
k1 +d

−→
k1 pour la particule

1 et
−→
k2 à

−→
k2 + d

−→
k2 pour la particule 2. Il y a une généralisation évidente à un état final de N

particules,

dn =
N∏
f=1

V d3−→kf
(2π)3

. (2.13)
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Le taux de transition pour les transitions dans un élément particulier de l’espace des phases
d’état final est donc donné par, en utilisant les équations (2.13) et (2.9),

dW = |Mfi|2 V (2π)4δ4(pf − pi)
N∏
f=1

(
1

2EfV

)∏
i

(
1

2EiV

) N∏
f=1

V d3−→kf
(2π)3

= |Mfi|2 V
∏
i

(
1

2EiV

)
× LIPhS(N),

(2.14)

où, dans le deuxième terme nous avons défini l’Espace des Phases Invariant de Lorentz (noté
par LIPhS) avec N particules dans l’état final, qui est écrit :

LIPhS(N) = (2π)4δ4(pf − pi)
N∏
f=1

d3−→kf
2Ef (2π)3

. (2.15)

Remarquez que dans le taux de transition est invariant de Lorentz sauf pour le facteur
d’énergie initial et les facteurs de V .

2.6.2 La section efficace

La section efficace totale pour une cible statique et un faisceau de particules entrant est
définie comme le taux de transition total pour une seule particule cible et un flux de faisceau
unitaire. La section efficace différentielle est liée de manière similaire au taux de transition
différentiel. Nous avons calculé le taux de transition différentiel avec un choix de normalisa-
tion correspondant à une seule particule ”cible” dans la bôıte, et un ”faisceau” correspondant
également à une particule dans la bôıte. Un faisceau composé d’une particule par volume V

avec une vitesse v présente un flux N0 donné par N0 =
v

V
particules par unité de surface par

unité de temps. Ainsi, la section efficace différentielle est liée au taux de transition différentiel
dans l’équation (2.14) par :

dσ =
dW

N0

= dW × V

v
. (2.16)

Généralisons maintenant au cas où dans le repère dans lequel vous faites les mesures, le faisceau
a une vitesse de v1 mais les particules cibles se déplacent également à une vitesse de v2. Dans
une expérience de collision de faisceaux, par exemple, v1 et v2 pointeront dans des directions
opposées en laboratoire. Dans ce cas, la définition de la section efficace est conservée comme
ci-dessus, mais maintenant le flux de faisceau de particules N0 est en fait augmenté du fait que
les particules cibles se dirigent vers elle. Dans ce cas, le flux effectif en laboratoire est donné
par :

N0 =
|−→v 1 −−→v 2|

V
, (2.17)

qui est juste le nombre total de particules par unité de surface qui se croisent par unité de
temps. Les vitesses sont indiquées par des flèches pour vous rappeler que ce sont des vitesses
vectorielles, qui doivent être ajoutées en utilisant la loi vectorielle d’addition des vélocités, et
dans le cas non-relativiste. Dans le cas général, alors, la section efficace différentielle est donnée
par

dσ =
dW

N0

=
1

|−→v 1 −−→v 2|
× 1

4E1E2

|Mfi|2 × LIPhS(N), (2.18)
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où nous avons utilisé l’équation (2.14) pour le taux de transition, et le volume de la bôıte V de
nouveau a annulé. Les facteurs d’amplitude au carré et d’espace de phase sont clairement des
invariants de Lorentz. Les facteurs de vitesse et d’énergie sont écrits :

E1E2(−→v 1 −−→v 2) = E2
−→p 1 − E1

−→p 2, (2.19)

dans un système dans lequel les impulsions sont colinéaires,

|E2
−→p 1 − E1

−→p 2|
2

= (p1.p2)2 −m2
1m

2
2. (2.20)

Il est donc possible de définir une section efficace différentielle invariante de Lorentz. La section
efficace totale est obtenue en intégrant dans l’espace des phases de l’état final :

σ =
1

|−→v 1 −−→v 2|
× 1

4E1E2

∑
états finaux

∫
|Mfi|2 × LIPhS(N). (2.21)

Dans le repère du centre de masse, la section efficace différentielle pour la diffusion
a(pa) + b(pb) −→ c(pc) + d(pd) est :

dσ

dΩ
=

1

64π2s

|−→p c|
|−→p a|

|Mfi|2 . (2.22)

2.6.3 Variables de Mandelstam

En physique théorique les variables de Mandelstam sont des grandeurs physiques qui représ-
entent l’énergie, l’impulsion et les angles des particules dans la diffusion des processus dans
un système invariant de Lorentz. Ils sont utilisés lorsqu’il y a collision élastique entre deux
particules.
Prenons comme exemple une réaction impliquant deux particules initiales, et deux particules
finales,

a(pa) + b(pb) −→ c(pc) + d(pd),

où pa, pb, pc et pd sont les 4-impulsions ou les amplitudes de diffusion sont souvent exprimées
en termes de variables de Mandelstam. Ces derniers sont définis par

s = (pa + pb)
2 = (pc + pd)

2,

t = (pa − pc)2 = (pb − pd)2,

u = (pa − pd)2 = (pb − pc)2,

(2.23)

Les lettres s, t et u ils peuvent aussi être utilisées pour détecter les processus de canal-s, canal-t
et canal-u. Ces canaux représentent différents types de diagrammes de Feynman ou différents
processus de diffusion lorsque l’interaction implique l’échange d’une particule intermédiaire
possédant un moment

pc

pd

pa

pb

canal-s

pc

pd

pa

pb

canal-t

pc

pd

pa

pb

canal-u

Figure 2.4 – Diagramme de Feynman pour chaque canal de la diffusion élastique en QED.
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En fait, il y a seulement deux combinaisons indépendantes d’invariants de Lorentz des
impulsions disponibles dans ce cas, ainsi il doit donc y avoir une relation entre s, t et u.
On trouve aussi :

s+ t+ u = m2
a +m2

b +m2
c +m2

d. (2.24)

2.7 Cinématique d’une réaction

L’objectif de la cinématique d’une réaction, au contraire de la dynamique, est d’étudier les
phénomènes de diffusion indépendamment des interactions qui les induisent. Le plus important
de ces problèmes de cinématique réside dans la transformation des résultats du calcul ou de la
mesure d’une référence à l’autre.
Toute réaction est soumise aux lois de conservation de l’énergie totale et de l’impulsion sans
tenir compte des détails des interactions. Il est donc utile de comprendre comment décrire
la cinématique dans les réactions puisque l’état d’énergie et d’impulsion dans lequel vont se
trouver les particules finales devra obéir à ces lois.
Par ailleurs, les propriétés combinées d’invariance par rapport à une transformation de Lorentz
et de la conservation de certaines quantités cinématiques s’avèrent très utiles dans l’analyse
de la cinématique des processus de diffusion. En effet, dans un processus subatomique, les
conditions suivantes sont respectées [96] :
• On peut définir un ou des invariants de Lorentz, c’est-à-dire des quantités indépendantes

du système de référence (système du laboratoire ou du centre de masse).
• Le quadrivecteur impulsion est conservé dans une réaction.

En physique théorique, les variables de Mandelstam sont des quantités numériques qui rendent
compte de la conservation de l’énergie et de la quantité de mouvement, ainsi de l’invariance de
Lorentz dans les réactions entre les particules.
Par exemple, dans une réaction impliquant deux particules initiales (1 et 2) et deux particules
finales (3 et 4),

p3,m3

p4,m4

p1,m1

p2,m2

Figure 2.5 – Processus à quatre corps : 1 + 2 −→ 3 + 4.

À partir des quadri-impulsions des particules pi :

pi = (Ei, ~pi),

(où l’indice i désigne chacune des particules, donc ici i = 1, 2, 3, 4), on peut définir les trois
quantités invariantes de Lorentz, les variables de Mandelstam s, t et u :

s = (p1 + p2)2 = (p3 + p4)2,

t = (p1 − p3)2 = (p2 − p4)2,

u = (p1 − p4)2 = (p2 − p3)2,

(2.25)
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alors

s = (p1 + p2)2 = (p3 + p4)2,

= p2
1 + p2

2 + 2p1p2,

= m2
1 +m2

2 + 2(E1E2 −−→p1
−→p2),

= m2
3 +m2

4 + 2(E3E4 −−→p3
−→p4),

(2.26)

de la même façon on trouve :

t = (p3 − p1)2 = m2
1 +m2

3 − 2(E1E3 −−→p1
−→p3),

= (p4 − p2)2 = m2
2 +m2

4 − 2(E2E4 −−→p2
−→p4),

(2.27)

et

u = (p3 − p2)2 = m2
2 +m2

3 − 2(E2E3 −−→p2
−→p3),

= (p4 − p1)2 = m2
1 +m2

4 − 2(E1E4 −−→p1
−→p4).

(2.28)

Comme on l’a vu auparavant, ces variables sont des invariants de Lorentz puisque ce sont des
produits scalaires de quadri-impulsions. Notez que ces variables de Mandelstam vérifient la
relation suivante :

s+ t+ u =
4∑
i=1

m2
i .

Si les masses des quatre particules sont identiques, c’est-à-dire que la masse de la particule
mi = m pour tous i(i = 1, 2, 3, 4), l’équation ci-dessus devient :

s+ t+ u = 4m2.

2.7.1 Système de centre de masse (4-corps)

Le système de centre de masse (SCM), appelé aussi repère d’impulsion nulle, est un système
dont la somme des impulsions des particules initiales ou finales est nulle,∑−−−→pinitial =

∑−−→pfinal =
−→
0 . (2.29)

p3

p4

p1

p2

Figure 2.6 – Collision dans le repère du centre de masse.

Il est possible d’établir un certain nombre de relations pour un système à quatre corps dans
le SCM.
Pour la variable s :

s = (p1 + p2)2

= (E1CM + E2CM,
−→p1 +−→p2)2,

= (E1CM + E2CM)2,

= E2
CM,

(2.30)
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la variable s est alors le carré de la somme des énergies initiales ou finales dans le SCM.
De même pour la variable t :

t = (p3 − p1)2

= (E3 − E1,
−→p3 −−→p1)2,

= (E3 − E1)2 − (−→p3 −−→p1)2,

(2.31)

la variable t est donc le carré du transfert d’énergie-impulsion.
En termes de variables de Mandelstam, l’énergie et l’impulsion s’écrivent comme suit :

E1CM = (s+m2
1 −m2

2)/2
√
s,

E2CM = (s+m2
2 −m2

1)/2
√
s,

E3CM = (s+m2
3 −m2

4)/2
√
s,

E4CM = (s+m2
4 −m2

3)/2
√
s,

(2.32)

et

|−→p 1CM| = |−→p 2CM| =
√
λ(s,m2

1,m
2
2)/2
√
s,

|−→p 3CM| = |−→p 4CM| =
√
λ(s,m2

3,m
2
4)/2
√
s,

(2.33)

où
λ(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 2xy − 2xz − 2yz.

2.7.2 Système de laboratoire (4-corps, cible fixe)

Traditionnellement, le système de laboratoire (SL), aussi connu sous le nom de repère de
cible fixe, est le système dans lequel l’une des deux particules initiales, la cible, est au repos avant
la collision. Ce n’est évidemment pas le cas pour les expériences réalisées dans les collisionneurs,
puisque les deux particules initiales sont en mouvement dans ce repère [96].

p3

p4

p1

p2

θSL

Figure 2.7 – Collision au repère de laboratoire (cible fixe).

Dans ce cas, l’une des particules initiales, soit la particule 2, est considérée comme au repos.
Alors, on peut leur attribuer les quadri-impulsions suivantes :

p1 = (E1SL, 0, 0, p1SL),

p2 = (m2, 0, 0, 0),

p3 = (E3SL,
−→p 3SL),

p4 = (E4SL,
−→p 4SL),

(2.34)

où |−→p 1| = p1SL est l’impulsion longitudinale dont la direction cöıncide avec l’axe des z par
convention.
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Ainsi, le calcul des variables de Mandelstam dans le repère de la cible fixe mène donc à :

s = (p1 + p2)2

= p2
1 + p2

2 + 2p1p2

= m2
1 +m2

2 + 2m2E1SL,

(2.35)

et

t = (p3 − p1)2 = m2
1 +m2

3 − 2E1SLE3SL + 2p1SL|−→p 3SL| cos θSL, (2.36)

u =
4∑
i=1

m2
i − s− t. (2.37)

Et encore une fois E2
iSL =⇒ p2

iSL +m2
i pour i = 1, 2, 3, 4.

Dans le SL, l’énergie et l’impulsion sont écrites, en fonction des variables de Mandelstam, de la
façon suivante :

E1SL = (s−m2
i −m2

2)/2m2, (2.38)

et

p1SL =
√
λ(s,m2

1,m
2
2)/2m2. (2.39)

L’avantage de l’utilisation des invariants de Lorentz dans les calculs cinématiques apparâıt
maintenant. Il est possible de calculer ces quantités indépendamment dans un système donné,
trouver ensuite les énergies et les impulsions des particules dans un second système sans recourir
aux transformations de Lorentz. [96].

2.8 Laser sous forme d’ondes électromagnétique

Un laser est une source lumineuse qui produit des rayonnements monochromatiques rec-
tilignes ; Le mot laser est un acronyme pour ”Light Amplification by Stimulated Emission of
Radiation” ; ce qui, dans le langage de Molière, signifie ”Amplification de la lumière par émission
stimulée de rayonnement”.

Les lasers sont des photons monoénergétiques en physique quantique et dans un champ
électromagnétique. La plupart des analyses du couplage des lasers et des matières dans ce texte
présupposent que les électrons sont des charges ponctuelles classiques, et les champs électriques
et magnétiques du laser sont donnés à partir des équations de Maxwell. Sous la force du champ
électromagnétique oscillant, les électrons font principalement le courant électrique local par
rapport aux ions, car la masse des électrons est plus de 1000 fois inférieure à la masse des ions,
même si elles ont presque la même charge. Il suffit généralement de tenir compte du couplage
entre les champs laser et le mouvement des électrons. Par conséquent, on nous demande de
résoudre le système couplé des équations de Maxwell et des mouvements d’électron. Toutefois,
il est difficile de résoudre le système en général, parce que la densité de charge et la densité
de courant induite par de nombreux électrons du plasma modifient les champs électriques et
magnétiques.
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faisceau d'électron

particule γ pulsation de Laser

Figure 2.8 – Une image schématique de l’expérience présentée dans [57].

2.8.1 État de polarisation des ondes lumineuses

L’onde lumineuse est caractérisée par deux grandeurs vectorielles : son champ électrique
−→
E

et son champ magnétique
−→
B . Le contexte de cette thèse est celui des ondes planes progressives

sinusöıdales se propageant en ligne droite. L’axe de propagation sera l’axe Oz d’un repère

cartésien Oxy. Dans ces conditions, il est connu que les champs
−→
E et

−→
B se trouvent dans le

plan perpendiculaire à l’axe de Oz, à savoir le plan Oxy. On rappelle que l’intensité lumineuse
perçue par l’oeil est proportionnelle à la moyenne du carré du champ électrique.
Les phénomènes de polarisation sont des phénomènes liés à la nature vectorielle des deux

caractéristiques de l’onde lumineuse à savoir le champ électrique
−→
E et le champ magnétique

−→
B .

Les évolutions de
−→
E et de

−→
B étant liées au cours du temps, il suffit de décrire le comportement

du champ électrique
−→
E . C’est pourquoi, par la suite, on s’intéresse au champ électrique.

On appelle plan de polarisation de l’onde lumineuse, le plan formé par le vecteur d’onde
−→
k et

le champ électrique
−→
E . On appelle direction de polarisation de l’onde lumineuse, la direction

prise par le champ électrique
−→
E est le plan perpendiculaire à l’axe de Oz, c’est-à-dire le plan

Oxy.
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Figure 2.9 – Exemple d’onde électromagnétique.

2.8.1.1 Polarisation linéaire

En électrodynamique, la polarisation linéaire du rayonnement électromagnétique est un
confinement du vecteur de champ électrique ou du vecteur de champ magnétique à un plan
donné le long de la direction de propagation. Le terme de polarisation linéaire a été inventé par
Augustin-Jean Fresnel en 1822.
L’orientation d’une onde électromagnétique à polarisation linéaire est définie par la direction
du vecteur champ électrique. Par exemple, si le vecteur de champ électrique est vertical (alter-
nativement vers le haut et vers le bas lorsque l’onde se déplace), le rayonnement est dit polarisé
verticalement.

Figure 2.10 – Polarisation linéaire d’une onde.

L’état de polarisation linéaire correspond à un champ de la forme :

A = a cos(φ), (2.40)

avec φ la phase définie par φ = (k.x) = kµx
µ, et k le quadrivecteur d’onde.

2.8.1.2 Polarisation circulaire

La polarisation circulaire du rayonnement électromagnétique est une polarisation où la
norme du vecteur de champ électrique ne change pas alors que son orientation change selon un
mouvement de rotation.

L’état de polarisation circulaire correspond à un champ de la forme :

Aµ = aµ1 cos(φ) + aµ2 sin(φ). (2.41)
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Figure 2.11 – Polarisation circulaire d’une onde.

2.8.1.3 Polarisation elliptique

La polarisation elliptique est la polarisation du rayonnement électromagnétique telle que
la pointe du vecteur de champ électrique décrit une ellipse dans n’importe quel plan fixe cou-
pant et perpendiculaire à la direction de propagation. Une onde polarisée elliptique peut être
décomposée en deux ondes polarisées linéaires en quadrature de phase, avec leurs plans de po-
larisation perpendiculairement les uns aux autres. Étant donné que le champ électrique peut
tourner dans le sens horaire ou antihoraire lors de sa propagation, les ondes polarisées ellipti-
quement présentent une chiralité.

Figure 2.12 – Polarisation elliptique d’une onde

L’état de polarisation elliptique correspond à un champ de la forme :

Aµ = aµ1 cos(φ) + aµ2 sin(φ) tan(η/2), (2.42)

où η représente le degré d’ellipticité, on obtient le cas de polarisation linéaire pour η = 0, et la
polarisation circulaire pour η = π/2.

Conclusion

L’étude de l’interaction entre une onde électromagnétique et des particules (macroscopiques)
est depuis longtemps un champ d’optique essentiel, ou plus généralement, de l’électromagnétisme.
Dans ce chapitre, nous avons présenté la théorie de la diffusion et ces types dans QED, et nous
avons rappelé les règles de Feynman pour calculer la section efficace à l’aide des paramètres
tels que les traces, les amplitudes et les variables de Mandelstam. Nous avons également parlé
des différents états de propagation des ondes lumineuses.
Dans la physique des particules, l’électrodynamique quantique (QED) est la théorie relativiste
des champs quantiques de l’électrodynamique. Essentiellement, il décrit comment la lumière
et la matière interagissent et est la première théorie dans laquelle un accord complet entre
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la mécanique quantique et la relativité restreinte est atteint. QED décrit mathématiquement
tous les phénomènes liés à l’interaction de particules chargées électriquement par échange de
photons et représente la contrepartie quantique de l’électromagnétisme classique donnant un
compte rendu complet de l’interaction entre la matière et la lumière.
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CHAPITRE 3

LES EFFETS DE SPIN SUR LA DIFFUSION COMPTON

Introduction

Aux hautes énergies, la diffusion de particules polarisées en spin est un aspect important
de la physique, qui doit beaucoup au développement de nouveaux détecteurs et sources de
telles particules. De nombreuses nouvelles expériences ne sont devenues réalisables que grâce
à ces développements. La diffusion inélastique profonde de leptons et de protons polarisés a
révélé des détails intéressants sur la structure en spin des constituants du proton [100, 101], et
les effets de non-conservation de la parité ont été étudiés en utilisant des faisceaux polarisés
[102, 103]. La polarisation en spin de l’électron final uniquement dans les processus de diffusion
Compton non linéaires en présence de champs laser monochromatiques a été étudiée dans [104].
La plupart des études sur l’électrodynamique quantique des spineurs (QED) se réfèrent à des
électrons non polarisés où le spin de l’électron est moyenné. Ces études peuvent être considérées
comme un moyen utile de tester la validité du formalisme mathématique de QED, et d’assurer
la compatibilité entre ses prédictions et les résultats expérimentaux. D’une manière générale,
l’étude des collisions est très importante dans la physique des particules, car tout d’abord,
historiquement, l’étude des processus de diffusion a permis de découvrir le monde quantique et
de connâıtre les propriétés fondamentales des particules. La diffusion Compton, qui fait l’objet
de ce chapitre, est l’un des processus de base de la QED. Il s’agit de la diffusion inélastique d’un
photon avec une particule chargée électriquement, découverte pour la première fois en 1923 par
Arthur Compton. Ce processus de diffusion est d’une importance historique particulière car
l’électromagnétisme classique est insuffisant pour le décrire ; une description réussie nous oblige
à prendre en compte les propriétés particulaires de la lumière. En outre, la diffusion Compton
d’un électron et d’un photon est un processus que la théorie QED peut décrire avec une grande
précision. Notre but dans ce travail est d’étudier la diffusion Compton des électrons polarisés,
c’est-à-dire de traiter le processus en utilisant des électrons avec des états de polarisation bien
définis. Plusieurs études ont été consacrées aux effets de la polarisation sur la diffusion de
Compton. Parmi ces études, on trouve celles qui ont traité ce processus en polarisant le photon
et l’électron [105, 106, 107, 108], ou seulement le photon [109, 110]. Dans cette contribution,
nous présenterons un calcul théorique de la section efficace différentielle polarisée en spin (SED).
Nous notons ici quelques références importantes qui ont utilisé le même concept pour étudier les
processus assistés par laser en physique atomique relativiste [111, 112, 54, 51]. Tout au long de
ce travail, nous utiliserons des unités naturelles (~ = c = 1) largement utilisées dans la physique
des particules élémentaires et travaillorons avec le tenseur métrique gµν = diag(1,−1,−1,−1).
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3.1 La diffusion Compton

Arthur Holly Compton (1892− 1962) est un physicien américain qui a joué un rôle primor-
dial dans la fabrication de la bombe atomique. Il est connu grâce à la découverte de l’effet qui
porte son nom ”effet Compton”, qui se produit lorsqu’un photon de grande énergie (tels que
les rayons X) entre en collision avec une cible et transfère une partie de cette énergie à un seul
électron ; cela correspond, en appliquant la formule de Planck reliant l’énergie et la fréquence,
à une augmentation de sa longueur d’onde. Il est récompensé en 1927 (avec Charles Thomson
Rees Wilson) par le prix Nobel de physique pour sa découverte souvent considérée comme la
première preuve expérimentale de l’aspect corpusculaire du rayonnement électromagnétique in-
troduit par Planck (1900) et Einstein (1905). Durant la seconde guerre mondiale, il dirige le
Metallurgical Laboratory de l’Université de Chicago, qui participe au Manhattan Project et
fait partie du comité scientifique en 1945 chargé de penser aux effets de la bombe atomique.
La diffusion Compton est la diffusion inélastique d’un photon avec une particule chargée
électriquement (souvent l’électron), découverte pour la première fois en 1923 par Compton.
De plus, la diffusion Compton est un processus qui peut être décrit avec une grande précision
par la théorie de l’électrodynamique quantique (QED). Cette diffusion peut être représentée
schématiquement de la façon suivante :

e− + γ −→ e− + γ.

La figure (3.1) illustre les deux diagrammes qui contribuent à la diffusion Compton à l’arbre :

p

p+ k

p′

I
I

I k′

k

canal-s

temps

+

I
I

I

p

p′

k

k′

canal-u

Figure 3.1 – Diagrammes de Feynman pour la diffusion Compton.

Dans le premier diagramme (canal − s), le photon incident est absorbé par l’électron inci-
dent, puis celui-ci émet un photon dans l’état final. Dans le deuxième diagramme (canal − u),
l’électron incident émet un photon avant qu’il absorbe le photon incident.
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3.2 Étude de la diffusion Compton non polarisée

3.2.1 Calcul de l’amplitude de la diffusion

Les règles de Feynman nous permettent d’écrire l’amplitude de diffusion Mfi :

Mfi = u(p′)(−ieγµ)ε∗µ(k′)
i(/p+ /k +m)

(p+ k)2 −m2︸ ︷︷ ︸
Propagateur fermionique

(−ieγν)εν(k)u(p)

+ u(p′)(−ieγν)εν(k)

︷ ︸︸ ︷
i(/p− /k′ +m)

(p− k′)2 −m2
(−ieγµ)ε∗µ(k′)u(p),

= −ie2ε∗µ(k′)εν(k)u(p′)

[
γµ(/p+ /k +m)γν

(p+ k)2 −m2
+
γν(/p− /k′ +m)γµ

(p− k′)2 −m2

]
u(p).

(3.1)

Où εν(k) et ε∗µ(k′) désignent les vecteurs de polarisation des photons initial et final respective-
ment. Le graphe d’échange dans le cas de la diffusion de Compton a un signe plus et l’amplitude
totale serait symétrique par rapport à l’échange des photons.
Nous pouvons faire quelques simplifications avant de calculer |Mfi|2. Puisque p2 = m2 et
k2 = 0, le dénominateur de propagateur est :

(p+ k)2 −m2 = 2p.k et (p− k′)2 −m2 = −2p.k′.

Pour simplifier le numérateur, on utilise l’équation de Dirac correspondant aux spineurs u(p) :

(/p+m)γνu(p) = (2pν − γν/p+ γνm)u(p),

= 2pνu(p)− γν (/p−m)u(p)︸ ︷︷ ︸
= 0

,

= 2pνu(p).

En utilisant cette astuce pour le numérateur de chaque propagateur, on obtient :

Mfi = −ie2ε∗µ(k′)εν(k)u(p′)

[
γµ/kγν + 2γµpν

2p.k
+
−γν/k′γµ + 2γνpµ

−2p.k′

]
u(p). (3.2)

L’adjoint de la quantité Mfi est :

M†
fi = ie2ερ(k

′)ε∗σ(k)u(p)

[
γσ/kγρ + 2γρpσ

2p.k
+
γρ/k

′
γσ − 2γσpρ

2p.k′

]
u(p′). (3.3)

L’étape suivante consistera à calculer |Mfi|2 et faire la moyenne et la somme sur les spins
des électrons et les polarisations des photons. La somme sur les spins des électrons peut être
effectuée comme auparavant avec

∑
u(p)u(p) = /p+m. Heureusement, il existe une astuce simi-

laire qui consiste à faire la somme sur les vecteurs de polarisation des photons. La prescription
correcte est de faire le remplacement suivant [51] :∑

Polarisations

ε∗µεν −→ −gµν . (3.4)

Pour obtenir l’amplitude de diffusion non polarisée |Mfi|2, nous devrons moyenner sur les
polarisations d’électron et photon initiales et sommer sur les polarisations d’électron et photon
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finales. Alors, on trouve :

|Mfi|2 =
e4

4
gµρ gνσ Tr

[
(/p
′ +m)

(
γµ/kγν + 2γµpν

2p.k
+
γν/k

′
γµ − 2γνpµ

2p.k′

)
(/p+m)

×
(
γσ/kγρ + 2γρpσ

2p.k
+
γρ/k

′
γσ − 2γσpρ

2p.k′

)]
,

=
e4

4

[
A

(2p.k)2
+

B

(2p.k)(2p.k′)
+

C

(2p.k′)(2p.k)
+

D

(2p.k′)2

]
.

(3.5)

Avec A, B, C et D sont des traces données par :

A = Tr[(/p
′ +m)(γµ/kγν + 2γµpν)(/p+m)(γν/kγµ + 2γµpν)],

B = Tr[(/p
′ +m)(γµ/kγν + 2γµpν)(/p+m)(γµ/k

′
γν − 2γνpµ)],

C = Tr[(/p
′ +m)(γν/k

′
γµ − 2γνpµ)(/p+m)(γν/kγµ + 2γµpν)],

D = Tr[(/p
′ +m)(γν/k

′
γµ − 2γνpµ)(/p+m)(γµ/k

′
γν − 2γνpµ)].

(3.6)

Notons que A = D si nous remplaçons k par −k′. Aussi, puisque nous pouvons inverser l’ordre
des matrices γ à l’intérieur d’une trace, nous remarquons que B = C. Nous devons donc calculer
uniquement A et B.
En programmant les deux traces A et B dans le soft REDUCE [53], on obtient comme résultat :

A = 16
(
4m4 − 2m2p.p′ + 4m2p.k − 2m2p′.k + 2(p.k)(p′.k)

)
. (3.7)

À partir de A et en faisant le remplacement k ←→ −k′, la trace D est donnée par :

D = 16
(
4m4 − 2m2p.p′ − 4m2p.k′ + 2m2p′.k′ + 2(p.k′)(p′.k′)

)
. (3.8)

Enfin,
B = C = −8

(
4m4 + 2m2p′.k′ − 2m2k.p′

)
. (3.9)

Mettant ensemble tous les termes du carré de l’amplitude de diffusion, on obtient finalement :

|Mfi|2 = 2e4

[
p.k′

p.k
+
p.k

p.k′
+ 2m2

(
1

p.k
− 1

p.k′

)
+m4

(
1

p.k
− 1

p.k′

)2]
. (3.10)

Notons que |Mfi|2 est symétrique par rapport à l’échange k ←→ −k′, les deux diagrammes de
la figure (3.1) sont donc liés par cette symétrie. Ceci est connu sous le nom ”crossing symmetry”.

3.2.2 La section efficace différentielle et la formule de Klein-Nishina

Pour transformer le carré de l’amplitude de diffusion en une section efficace, il faut choisir
un repère pour la cinématique. La diffusion Compton est plus souvent analysée dans le système
de laboratoire où l’électron est initialement au repos [51].

On veut exprimer la section efficace différentielle en termes de l’énergie de photon initial
w et d’angle de diffusion de photon final θL. On peut montrer l’expression de w′, l’énergie de
photon final, en utilisant la relation suivante :

m2 = p′2 = (p+ k − k′)2 = p2 + 2p.(k − k′)− 2k.k′,

= m2 + 2m(w − w′)− 2ww′(1− cos(θL)).
(3.11)
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Avant :

k = (ω, 0, 0, ω)
I

p = (m, 0)

Après : I
k′ = (ω′, ω′ sin θ, 0, ω′ cos θ)

I p′ = (E ′, p′)

θ

Figure 3.2 – La diffusion Compton dans le système laboratoire.

Alors :
w′ =

w

1 + w
m

(1− cos(θL))
. (3.12)

L’expression générale de la section efficace différentielle, pour une diffusion non polarisée met-
tant en jeu deux particules initiales et n− 2 particules finales, est donnée par :

dσ =
1

φ
|Mfi|2

n∏
f=3

d3−→p f

(2π)32Ef
(2π)4δ4(Pf − Pi). (3.13)

Avec φ = 4
√

(p1.p2)2 −m2
1m

2
2 est le flux des particules initiales. Pour la diffusion Compton et

dans le système laboratoire, le flux φ est écrit comme suit :

φ = 4
√

(k.p)2,

= 4mw.
(3.14)

L’intégrale d’espace de phase, pour la diffusion Compton et dans le système de laboratoire, est
donnée par :∫

dΠ2 =

∫∫∫
d3k′

(2π)32w′

∫∫∫
d3p′

(2π)32E ′
(2π)4δ4(k′ + p′ − k − p),

=

∫∫∫
d3k′

(2π)24w′E ′
δ(f(w′))

∫∫∫
δ3(k′ + p′ − k)d3p′︸ ︷︷ ︸

=1

∣∣∣∣
p′=k−k′

.
(3.15)

Avec f(w′) = w′ + E ′ − w −m. En faisant le remplacement d3k′ → w′2dw′dΩk′ , on obtient :∫
dΠ2 =

∫∫
w′dΩk′

16π2E ′
dw′δ(f(w′)). (3.16)

Avec :

f(w′) = E ′ + w′ − w −m,
=
√

(k − k′)2 +m2 + w′ − w −m,
=
√
w2 + w′2 − 2ww′ cos(θL) + w′ − w −m.

(3.17)

Maintenant, pour une fonction delta δ(f(x)) d’une fonction f(x) avec une racine à x0, on a la
propriété suivante [53] :

δ(f(x)) =
δ(x− x0)∣∣∂f

∂x

∣∣ . (3.18)
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Dans notre cas :

δ(f(w′)) =
δ(w′ − w′0)∣∣ ∂f

∂w′

∣∣ . (3.19)

Avec : ∣∣ ∂f
∂w′

∣∣ = 1 +
2(w′ − w cos(θL))

2
√
w2 + w′2 − 2ww′ cos(θL)

,

= 1 +
w′ − w cos(θL)

E ′
.

(3.20)

Donc :

δ(f(w′)) =
δ(w′ − w′0)

1 + w′−w cos(θL)
E′

. (3.21)

Alors, l’intégrale de l’espace de phase devient :

∫
dΠ2 =

∫∫
w′dΩk′

16π2E ′

=1︷ ︸︸ ︷
dw′δ(w′ − w′0)

1 + w′−w cos(θL)
E′

,

=
1

16π2

∫
dΩk′

w′

m+ w(1− cos(θL))
,

=
1

16π2

∫
dΩk′

w′2

wm
.

(3.22)

En remplaçant tout dans la formule générale de la section efficace différentielle (3.13) et sachant
que p.k = mw et p.k′ = mw′, on trouve finalement :(

dσ

dΩk′

)
Lab

=
α2

2m2

(
w′

w

)2[
w′

w
+
w

w′
− sin2(θL)

]
. (3.23)

Cette dernière expression est appelée la formule Klein-Nishina obtenue pour la première fois en
1929.
Dans la limite w −→ 0 =⇒ w′

w
−→ 1, la formule de Klein-Nishina devient celle de Thomson :(

dσ

dΩk′

)Lab
w→0

=
α2

2m2
(1 + cos2(θL)); σtot =

8πα2

3m2
. (3.24)

il s’agit de la section efficace différentielle de Thomson pour la diffusion du rayonnement
électromagnétique classique par un électron libre.
Notons qu’il y a une autre méthode à suivre pour montrer la formule de Klein-Nishina en fonc-
tion des vecteurs de polarisation ε et ε′. Elle consiste d’abord à ne faire la moyenne et la somme
que sur les polarisations initiale et finale respectivement de l’électron, sans toucher celles du
photon. On obtient alors :(

dσ

dΩk′

)
=

α2

4m2

(
w′

w

)2[
w′

w
+
w

w′
+ 4(ε.ε′)2 − 2

]
. (3.25)

Dans un deuxième temps, nous faisons la moyenne et la somme sur les polarisations initiales et
finales de photon, pour aboutir finalement à la formule (3.23). Par contre, dans cette section et
comme Peskin l’a fait [51], nous avons dès le début moyenner et sommer sur les polarisations
initiales et finales de l’électron et du photon en même temps, nous avons exclu les vecteurs de
polarisation ε et ε′ par le remplacement (3.4) et nous avons obtenu directement la formule de
Klein-Nishina indépendante de ε et de ε′.
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3.3 Étude de la diffusion Compton pour les électrons

polarisés

3.3.1 Le concept d’électrons polarisés dans la diffusion compton

Nous présentons ici certains concepts et formalismes nécessaires pour décrire la polarisation
des spin. On parle de polarisation d’un ensemble d’électrons si les spins d’électrons ont une
orientation préférentielle de sorte qu’il existe une direction où les deux états de spin possibles
ne sont pas également peuplés. Dans les premières expériences avec les électrons libres, la
direction de leurs spins était rarement prise en compte. Chaque fois que la direction de spin joue
un rôle, il faut faire la moyenne de toutes les orientations de spin afin de décrire correctement
les expériences. Ce n’est qu’au cours des dernières années qu’il a été possible de produire
des faisceaux d’électrons dans lesquels le spin a une orientation préférentielle. On les appelle
faisceaux d’électrons polarisés par analogie à la lumière polarisée où ce sont les vecteurs de
champ qui ont une orientation privilégiée. L’intérêt pour les électrons polarisés s’explique par
un certain nombre de facteurs. Une raison importante est que dans les expériences de physique
on essaie de définir avec le plus de précision possible les états initiaux et/ou finaux des systèmes
considérés [52]. Les électrons libres avec quatre impulsions p et spin S sont décrits par les
spineurs libres u(p, S). Sµ est un vecteur de Lorentz correctement défini dans le système de
repos des particules, qui est réduit à un vecteur spatial unitaire [51] :(

Sµ
)
R.S.

= (0,S′). (3.26)

Les composants de Sµ dans un système où la particule se déplace avec une impulsion p sont
obtenus par un boost de Lorentz avec le résultat :

Sµ =

(
p.S′

m
,S′ +

S′.p

m(E +m)
p

)
. (3.27)

Il est facile de vérifier que Sµ satisfait aux relations de normalisation et d’orthogonalité :

S2 = Sµ.Sµ = −1 , (p.S) = pµ.Sµ = 0. (3.28)

On introduit ensuite l’opérateur de projection de spin :

Σ̂(S) =
1 + γ5/S

2
, (3.29)

avec γ5 = γ5 = iγ0γ1γ2γ3 = −iγ0γ1γ2γ3. Cet opérateur a une propriété simple :

Σ̂(S)u(p,+S) = u(p,+S) , Σ̂(S)u(p,−S) = 0. (3.30)

Ce formalisme peut être appliqué aux états d’hélicité où la direction du spin pointe le long de
la direction du 3-vecteur d’impulsion p,

S′λ = λ
p

|p|
, avec λ = ±1. (3.31)

Par conséquent, la définition d’un vecteur à 4 spins devient :

Sµλ = λ

(
|p|
m

,
E

m
p̂

)
, (3.32)

où p̂ = p/|p| est le vecteur unitaire définissant la direction du 3-vecteur p. Après ces concepts
préliminaires, nous allons étudier la diffusion Compton des électrons polarisés pour les états
initial et final, Cela signifie, respectivement, des électrons d’impulsion bien définis p et p′ et des
électrons de spin bien définis S et S ′.
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3.3.2 Diffusion compton d’électrons polarisés au centre du système
de masse

Appliquons la polarisation des électrons à l’un des processus les plus importants de QED à
savoir la diffusion Compton. Dans la suite, nous allons examiner la section efficace différentielle
pour la diffusion Compton d’électrons polarisés.

3.3.2.1 Calcul de la partie spinorielle |M|2

En utilisant les règles de Feynman, nous pouvons obtenir l’évaluation du carré de l’élément
de matrice polarisé comme suit :

|Mfi|2 =
1

2
e4 Tr

[(
1 + λ′γ5/S

′

2

)
(/p
′ +m)

(
γµ/kγν + 2γµpν

2p.k
+
γν/k

′
γµ − 2γνpµ

2p.k′

)
×
(

1 + λγ5/S

2

)
(/p+m)

(
γν/kγµ + 2γµpν

2p.k
+
γµ/k

′
γν − 2γνpµ
2p.k′

)]
,

(3.33)

où λ et λ′ sont les états d’hélicité respectivement des électrons initial et final. S et S ′ sont leurs
quadrivecteurs de spin. Le coefficient 1/2 de la première ligne de (3.33) est dû à la moyenne sur
les polarisations initiales du photon non polarisé incident. Dans le système du centre de masse
(SCM), nous avons :

p = (E,−k) , k = (ω,k),

p′ = (E ′,−k′) , k′ = (ω′,k′),
(3.34)

où ω = |k| et ω′ = |k′|. La conservation de l’énergie E + ω = E ′ + ω′ nous permet de montrer
que ω′ = ω et donc E ′ = E, ce qui signifie que la collision est élastique dans le SCM. En
utilisant la définition de la variable de Mandelstam s, on peut exprimer l’énergie du photon ω
entièrement en termes de s et m par :

ω =
s−m2

2
√
s
. (3.35)

Dans ce cas, les quadrivecteurs de spin Sµ et S ′µ sont exprimés dans le SCM par :

Sµ =

(
ω

m
,− E

mω
k

)
, S ′µ =

(
ω

m
,− E

mω
k′
)
. (3.36)

3.3.2.2 Calcul de la section efficace différentielle de spin polarisé

Généralement, l’expression de la SED de la diffusion Compton pour les électrons polarisés,
dans le SCM, est exprimée par :

dσ

dΩk′
(λ, λ′)

∣∣∣∣
CM

=
1

64π2s
|Mfi|2. (3.37)

La trace apparaissant dans (3.33) est calculée à l’aide du logiciel REDUCE [53] et on obtient
la SED polarisée en fonction du produit des états d’hélicité λ et λ′ :

dσ

dΩk′
(λ, λ′)

∣∣∣∣
CM

=
f1(s, θ, λ, λ′)

g1(s, θ)
, (3.38)
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avec f1(s, θ, λ, λ′) est donnée par :

f1(s, θ, λ, λ′) = α2
(

cos3(θ)s5 − 5 cos3(θ)s4m2 + 10 cos3(θ)s3m4

− 10 cos3(θ)s2m6 + 5 cos3(θ)sm8 − cos3(θ)m10 + 3 cos2(θ)s5

− cos2(θ)s4m2 − 10 cos2(θ)s3m4 + 14 cos2(θ)s2m6 − 9 cos2(θ)sm8

+ 3 cos2(θ)m10 + 7 cos(θ)s5 − 15 cos(θ)s4m2 + 6 cos(θ)s3m4

+ 2 cos(θ)s2m6 + 3 cos(θ)sm8 − 3 cos(θ)m10 + 5s5 − 11s4m2 + 10s3m4

− 6s2m6 + sm8 +m10 + λλ′
[

cos3(θ)s5 + cos3(θ)s4m2 − 2 cos3(θ)s3m4

− 2 cos3(θ)s2m6 + cos3(θ)sm8 + cos3(θ)m10 + 3 cos2(θ)s5 − 6 cos2(θ)s3m4

− 3 cos2(θ)s4m2 + 6 cos2(θ)s2m6 + 3 cos2(θ)sm8 − 3 cos2(θ)m10 + 7 cos(θ)s5

− 13 cos(θ)s4m2 + 2 cos(θ)s3m4 + 10 cos(θ)s2m6 − 9 cos(θ)sm8

+ 3 cos(θ)m10 + 5s5 − 17s4m2 + 22s3m4 − 14s2m6 + 5sm8 −m10
])
,

(3.39)

où α est la constante de structure fine sans dimension et g1(s, θ) est tel que :

g1(s, θ) = 8s2
[

cos2(θ)s4 − 4 cos2(θ)s3m2 + 6 cos2(θ)s2m4 − 4 cos2(θ)sm6 + cos2(θ)m8

+ 2 cos(θ)s4 − 4 cos(θ)s3m2 + 4 cos(θ)sm6 − 2 cos(θ)m8 + s4 − 2s2m4 +m8
]
.

(3.40)

3.3.2.3 Calcul de la section efficace différentielle de spin-flip

La SED de spin-flip correspond aux états d’hélicité suivants :

λ = −λ′ = ±1, =⇒ λλ′ = −1, (3.41)

on obtient pour la SED polarisée par un flip d’hélicité :(
dσ

dΩk′

)CM

flip

=
f2(s, θ)

g2(s, θ)
, (3.42)

où

f2(s, θ) = α2m2
(
− 3 cos3(θ)s4 + 6 cos3(θ)s3m2 − 4 cos3(θ)s2m4 + 2 cos3(θ)sm6

− cos3(θ)m8 + cos2(θ)s4 − 2 cos2(θ)s3m2 + 4 cos2(θ)s2m4 − 6 cos2(θ)sm6

+ 3 cos2(θ)m8 − cos(θ)s4 + 2 cos(θ)s3m2 − 4 cos(θ)s2m4 + 6 cos(θ)sm6

− 3 cos(θ)m8 + 3s4 − 6s3m2 + 4s2m4 − 2sm6 +m8
)
,

(3.43)

et

g2(s, θ) = 4s2
(

cos2(θ)s4 − 4 cos2(θ)s3m2 + 6 cos2(θ)s2m4 − 4 cos2(θ)sm6 + cos2(θ)m8

+ 2 cos(θ)s4 − 4 cos(θ)s3m2 + 4 cos(θ)sm6 − 2 cos(θ)m8 + s4 − 2s2m4 +m8
)
.

(3.44)

3.3.2.4 Calcul de la section efficace différentielle de spin-non flip

Le cas où il n’y a pas de flip d’hélicité correspond à :

λ = λ′ = ±1, =⇒ λλ′ = 1, (3.45)

et la SED non polarisée à hélicité est donnée par :(
dσ

dΩk′

)CM

non flip

=
f3(s, θ)

g3(s, θ)
, (3.46)
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où

f3(s, θ) = α2
(

cos3(θ)s4 − 2 cos3(θ)s3m2 + 4 cos3(θ)s2m4 − 6 cos3(θ)sm6 + 3 cos3(θ)m8

+ 3 cos2(θ)s4 − 2 cos2(θ)s3m2 − 8 cos2(θ)s2m4 + 10 cos2(θ)sm6 − 3 cos2(θ)m8

+ 7 cos(θ)s4 − 14 cos(θ)s3m2 + 4 cos(θ)s2m4 + 6 cos(θ)sm6 − 3 cos(θ)m8

+ 5s4 − 14s3m2 + 16s2m4 − 10sm6 + 3m8
)
,

(3.47)

et

g3(s, θ) = 4s
(

cos2(θ)s4 − 4 cos2(θ)s3m2 + 6 cos2(θ)s2m4 − 4 cos2(θ)sm6 + cos2(θ)m8

+ 2 cos(θ)s4 − 4 cos(θ)s3m2 + 4 cos(θ)sm6 − 2 cos(θ)m8 + s4 − 2s2m4 +m8
)
.

(3.48)

La somme des deux SEDs spin-flip et spin-non flip doit toujours donner la SED de spin non
polarisée, ainsi : (

dσ

dΩk′

)
=

(
dσ

dΩk′

)
flip

+

(
dσ

dΩk′

)
non flip

. (3.49)

On présente maintenant le degré de polarisation P qui est défini par :

P =

(
dσ
dΩk′

)
non flip

−
(

dσ
dΩk′

)
flip(

dσ
dΩk′

)
non flip

+

(
dσ
dΩk′

)
flip

. (3.50)

Dans notre processus, ce degré de polarisation peut s’exprimer comme suit :

PCM =
f4(s, θ)

g4(s, θ)
, (3.51)

où

f4(s, θ) = cos3(θ)s5 + cos3(θ)s4m2 − 2 cos3(θ)s3m4 − 2 cos3(θ)s2m6 + cos3(θ)sm8

+ cos3(θ)m10 + 3 cos2(θ)s5 − 3 cos2(θ)s4m2 − 6 cos2(θ)s3m4 + 6 cos2(θ)s2m6

+ 3 cos2(θ)sm8 − 3 cos2(θ)m10 + 7 cos(θ)s5 − 13 cos(θ)s4m2 + 2 cos(θ)s3m4

+ 10 cos(θ)s2m6 − 9 cos(θ)sm8 + 3 cos(θ)m10 + 5s5 − 17s4m2 + 22s3m4 − 14s2m6

+ 5sm8 −m10,

(3.52)

et

g4(s, θ) = cos3(θ)s5 − 5 cos3(θ)s4m2 + 10 cos3(θ)s3m4 − 10 cos3(θ)s2m6 + 5 cos3(θ)sm8

− cos3(θ)m10 + 3 cos2(θ)s5 − cos2(θ)s4m2 − 10 cos2(θ)s3m4 + 14 cos2(θ)s2m6

− 9 cos2(θ)sm8 + 3 cos2(θ)m10 + 7 cos(θ)s5 − 15 cos(θ)s4m2 + 6 cos(θ)s3m4

+ 2 cos(θ)s2m6 + 3 cos(θ)sm8 − 3 cos(θ)m10 + 5s5 − 11s4m2 + 10s3m4 − 6s2m6

+ sm8 +m10.

(3.53)

Dans la diffusion à basse énergie s ≈ m2 (exactement s = 1.001m2), le degré de polarisation
est réduit à :

PCM ' cos(θ). (3.54)
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3.4 Résultats et discussions

La compréhension de l’interaction entre la lumière et la matière est toujours une tâche dif-
ficile pour la communauté scientifique. Il couvre un large domaine de recherche, de la spectro-
scopie nucléaire à des énergies de quelques MeV, à la physique des hautes énergies (particules),
utilisant des faisceaux de particules d’énergies de GeV ou de quelques TeV. différentes me-
sures ont été faites pour confirmer les résultats avec une plus grande précision et pour sonder
les détails les plus fins du spectre de Compton. Les expériences de diffusion de Compton sont
difficiles à cause de gammes de sections efficaces assez petites. Pour obtenir une précision statis-
tique raisonnable dans la SED mesurée, il faut des photons à haute intensité avec une résolution
énergétique suffisante. Avant de présenter les résultats et leur interprétation physique, notons
que toutes les courbes des SEDs sont tracées en unités de r2

0 = α2/m2 où r0 ' 2.8× 10−13 cm
est le rayon classique de l’électron. Nous commençons notre discussion par les résultats obtenus
pour la diffusion Compton non polarisée dans le SCM et SL. Dans le SL, la formule de Klein-
Nishina (3.23) peut être explicitement une fonction d’énergie au centre de masse s, en notant
que

ω =
s−m2

2m
. (3.55)

Les interactions peuvent ainsi être regroupées en trois cas : (1) diffusion à basse énergie où
s = 1.001m2, (2) diffusion à moyenne énergie où s = 2m2, et (3) diffusion à haute énergie où
s = 10m2.
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Figure 3.3 – La SED non polarisée en fonction de l’angle de diffusion de photon θL dans le
SL à différentes valeurs d’énergie s.

La figure (3.3) représente la SED en fonction de l’angle θL dans le SL pour chacune de
ces régions. Dans la région à basse énergie, la SED est presque symétrique autour d’un angle
de diffusion θ = 90◦ qui sert également de minimum, en d’autres termes, la probabilité de
diffusion vers l’avant et vers l’arrière est la même. La SED est proportionnelle à 1 + cos2(θL),
ce qui respecte la prédiction de la diffusion Thomson classique. Par conséquent, la diffusion à
basse énergie favorise doucement l’observation près de l’axe du faisceau, donc la probabilité de
diffusion tant vers l’avant que vers l’arrière. Dans la région de haute énergie, la probabilité de
diffusion aux grands angles (diffusion vers l’arrière) est faible et relativement constante avec
l’angle, alors que la probabilité de diffusion vers l’avant (θL = 0) est inchangée. La SED est
approximativement nulle partout sauf dans le sens direct du photon. Comme l’énergie du photon
augmente et devient finalement comparable avec l’énergie de masse au repos de l’électron, la
formule de Klein-Nishina prédit que la diffusion en avant des photons devient de plus en plus
favorisée par rapport à la diffusion en arrière.

56



s=1.001m2 s=2m2 s=10m2

0 50 100 150
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

θ(degré)
d
σ
/d
Ω
[r

02
]

Figure 3.4 – La SED non polarisée en fonction de l’angle θCM dans le SCM, dessiné pour
différentes valeurs d’énergie s.

Dans la figure (3.4), nous avons montré qu’à basse énergie, la dépendance à l’angle θCM est la
même que sur θL, les deux systèmes étant confondus dans la limite de ω −→ 0. À haute énergie,
cependant, il y a une grande préférence pour la diffusion proche de θCM = 180◦ dans laquelle un
photon diffusé retourne presque le long de sa trajectoire originale. Physiquement, ce n’est pas
particulièrement significatif, c’est simplement une réflexion sur le fait que le SCM se déplace par
rapport aux deux particules (contrairement au SL). Le graphique de l’énergie moyenne montre
une combinaison de deux facteurs concurrents, ayant pour résultat un maximum à θCM = 180◦,
avec un minimum maintenant à θCM > 90◦. Pour un angle θCM fixe, la SED augmente toujours
autant que l’énergie du centre de masse augmente.

Figure 3.5 – Le comportement de la SED non polarisée en fonction de l’angle θL et de l’énergie
s dans le système du laboratoire.

Nous présentons, dans les figures (3.5) et (3.6), les graphiques en trois dimensions pour la
SED non polarisée, en fonction de l’angle de diffusion, dans les deux systèmes (SL et SCM), à
différentes énergies. Ces deux figures montrent deux comportements globaux différents, l’un à
basse énergie et l’autre à plus haute énergie. À haute énergie, la forme de la SED non polarisée,
en SL, est très différente de celle du système CM. Mais ils suivent la même forme pour les
énergies les plus basses. À basse énergie, la SED non polarisée, dans les SL et SCM, présente la
diffusion Thomson non polarisée dans laquelle le photon a la même probabilité d’être diffusé vers
l’avant ou vers l’arrière. Au fur et à mesure que l’énergie au CM s augmente, nous constatons
que, dans le SL, la diffusion en avant devient plus dominante, tandis que dans le SCM, c’est la
diffusion en arrière qui est dominante.
Passons maintenant à la discussion des résultats concernant la diffusion Compton des électrons
polarisés dans le SCM.
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Figure 3.6 – Le comportement de la SED non polarisée en fonction de l’angle θCM et de
l’énergie s dans le SCM.
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Figure 3.7 – Les différentes SEDs en fonction de l’angle θCM dans le SCM pour s = 1.001m2.

La figure (3.7) montre les trois SEDs différentes (la SED non polarisée, la SED de spin-
flip et la SED de spin-non flip ) en fonction de l’angle θCM dans le SCM à basse énergie
s = 1.001m2. Dans ce cas, nous voyons que les photons sont principalement diffusés soit vers
l’avant, soit vers l’arrière avec une probabilité relativement égale. Comme nous pouvons le voir
concernant l’électron diffusé, la SED spin-non flip prédomine dans la gamme d’angle de diffusion
0◦ ≤ θCM ≤ 90◦ et diminue lorsque l’angle θCM devient plus grand jusqu’à θCM = 180◦ et quand
sa valeur devient nulle. Symétriquement, la SED de spin-flip commence d’une manière basse
(égale à zéro à θCM = 0◦) et augmente avec l’angle θCM crôıt jusqu’à la valeur maximale égale
à 1 à θCM = 180◦. Si le photon est diffusé vers l’arrière (θCM = 180◦), l’électron incident change
de spin.
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Figure 3.8 – Les différentes SEDs en fonction de l’angle θCM dans le SCM pour s = 2m2.
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La figure (3.8) représente les trois mêmes modèles comme indiqué sur la figure (3.7) mais
ici l’énergie CM est égale à s = 2m2 (la moyenne énergie). Il ressort de cette figure, comme
requis et attendu, que la SED non polarisée de spin diminue à mesure que l’énergie au CM s
augmente. Nous constatons également que la gamme d’angle de diffusion dans laquelle la SED
de spin-non flip est prédominante s’élargit (0◦ ≤ θCM ≤ 110◦). Dans l’énergie moyenne, la SED
de spin non polarisé a un maximum à l’angle de diffusion θCM = 180◦ auquel également la SED
spin-flip est plus prédominant que la SED spin-non flip. Cela signifie que le photon sera plus
probablement diffusé vers l’arrière que vers l’avant, ce qui fait que l’électron incident change de
spin.
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Figure 3.9 – Les différentes SEDs en fonction de l’angle de diffusion θCM dans le SCM pour
s = 10m2.

La figure (3.9) présente le comportement des trois SEDs à haute énergie (s = 10m2).
Apparemment, la SED de spin-non flip devient de plus en plus importante que la SED de spin-
flip qui peut être négligée comme l’énergie au CM s augmente. Le résultat le plus important,
qui est considéré comme une vérification de cohérence et est atteint avec succès ici, est que la
somme des SEDs polarisées (spin-flip) et (spin-non flip) donne toujours la SED non polarisée
en spin comme cela est montré dans les trois figures précédentes (3.7), ( 3.8) et (3.9).
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Figure 3.10 – Degré de polarisation P en fonction de l’angle θCM dans le SCM, tracé pour
différentes valeurs d’énergie s.

La figure (3.10) représente le degré de polarisation de l’électron diffusé dans le SCM pour
différentes énergies. Cette figure concorde bien avec les trois figures précédentes. Comme nous
l’avons vu précédemment, dans la diffusion à basse énergie s = 1.001m2, le degré de polarisation
est réduit à cos(θ) qui est fortement modifié par l’angle de diffusion θCM. Apparemment, à haute
énergie, lorsque la diffusion devient relativiste, le degré de polarisation devient moins dépendant
de l’angle de diffusion θCM et se rapproche de la valeur constante égale à 1, ce qui implique
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la dominance complète de la SED spin-non flip. La signification physique de ce résultat est la
suivante : à très haute énergie, la probabilité que l’électron incident change de spin est nulle.
Ces résultats sont cohérents à ceux obtenus dans des articles précédents [54, 51] qui suivent la
même méthodologie. Un graphe 3D du degré de polarisation dans le SCM est donné en fonction
de l’angle de diffusion θCM et de l’énergie CM s dans la figure (3.11).

Figure 3.11 – Le comportement du degré de polarisation P en fonction de l’angle θCM et de
l’énergie s dans le SCM.

Semblable au tracé 2D indiqué sur la figure (3.10), le tracé 3D présente plus d’informations
sur la variation et la forme du degré de polarisation par rapport aux paramètres libres. En
augmentant l’énergie, le degré de polarisation décrôıt plus lentement qu’une distribution gaus-
sienne et il se comporte comme un plateau. Cela est principalement dû à la non-dépendance
du degré de polarisation par rapport au paramètre angulaire dans l’intervalle [−150◦, 150◦].

Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié la diffusion Compton des électrons polarisés. On a d’abord
vérifié les résultats déjà connus pour les électrons non polarisés. La SED non polarisée a été
calculée dans les SL et SCM, qui ont donné dans la figure (3.3) et (3.4). Puis on passe au cas où
on a appliqué le concept d’électrons polarisés dans le SCM. On a calculé les expressions des trois
SEDs (SED non polarisée, SED spin-flip et SED spin-non flip) et le degré de polarisation. On a
étudié leur comportement à des énergies faibles et élevées. On en conclut qu’à haute énergie, la
probabilité que l’électron doive changer de spin est zéro. Une vérification de cohérence réussie
est que la somme des deux SED de spin-flip et de spin-non flip se traduit toujours par une
SED non polarisée. Enfin, il est possible de dire que le spin d’un électron peut être influencé
par la diffusion en fonction de l’énergie des particules incidentes. Il est donc possible de mieux
comprendre l’influence de la diffusion sur les états de spin en appliquant le même concept de
polarisation à d’autres processus de QED. Bien que l’ajout des effets externes (ex : la polarisa-
tion des électrons, le champ électromagnétique, ...) rend le calcul un peu difficile et nécessite de
nouvelles fonctions mathématiques complexes, il permet de comprendre le comportement des
particules durant la diffusion et de découvrir leurs nouvelles propriétés.
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CHAPITRE 4

ÉMISSION D’UN PHOTON PAR UN ÉLECTRON DANS UN

CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE INTENSE

Introduction

Le laser fut l’une des inventions les plus importantes de la seconde moitié du 20ème siècle.
Il fournit une source unique de rayonnement électromagnétique avec une excellente monochro-
maticité, une luminosité élevée, une directivité et une forte cohérence. Grâce à ces propriétés, il
est devenu très utilisé dans les domaines industriel, médical, commercial, scientifique, militaire
et de l’information. Actuellement, les lasers ouvrent un champ de recherche pour étudier les
processus de diffusion en physique des particules. Les processus de diffusion assistée par laser
retiennent beaucoup l’attention depuis l’apparition des premiers lasers dans les années 1960.
Grâce aux progrès de la technologie laser, la génération actuelle de sources laser peut atteindre
des intensités supérieures à 1018 W/cm2 [18]. L’intérêt d’utiliser un traitement relativiste pour
étudier les processus fondamentaux en présence d’un champ laser devient impératif puisque
les intensités dépassent la valeur seuil de 1018 W/cm2. Le but de cet intérêt est de bien com-
prendre l’interaction laser-matière et d’avoir l’influence du rayonnement électromagnétique sur
la section efficace de diffusion. Les premiers processus assistés par laser qui ont été étudiés dans
l’électrodynamique quantique (QED) étaient des processus de premier ordre : la diffusion Comp-
ton induite par laser [23, 49] et la diffusion Mott assistée par laser [25, 26]. Dans ce chapitre, nous
traitons un autre processus de premier ordre dans une onde plane électromagnétique externe, à
savoir l’émission d’un photon par un électron dans un champ laser polarisé circulairement. La
première étude de ce processus a été faite dans un cas particulier (champ électromagnétique
faible) par [108].

4.1 Diffusion d’un photon par un électron dans un champ

électromagnétique intense

Pour étudier la diffusion d’un photon par un électron dans le champ d’une onde électromagn-
étique intense, on utilise la fonction de Dirac Volkov [37] suivante :

ψ(x) = [1 +
e/k /A

2(k.p)
]
u(p, s)√

2p0V
eis(x), (4.1)
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où

s(x) = −px−
kx∫

0

e

(kp)
[(pA)− e

2
A2]dφ.

On considère une onde plane monochromatique polarisée circulairement. Son quadri-potentiel
est de la forme.

A = a1 cos(Φ) + a2 sin(Φ), Φ = kµ.xµ = k.x. (4.2)

Avec :

kµ = (k0,k) = (w,k) , |k| = w, k2 = 0. (4.3)

On choisit :

a2
1 = a2

2 = a2, a1.a2 = a2.a1 = 0. (4.4)

Les quadri-amplitudes a1 et a2 sont égales en valeur absolue et orthogonales les unes aux autres
de sorte que :

A2 = a2
1 cos2(Φ) + a2

2 sin2(Φ) + 2(a1.a2) cos(Φ) sin(Φ),

= a2.

Donc :

A2 = AµAµ = a2. (4.5)

Le quadri-potentiel Aµ satisfait à la condition de jauge de Lorenz suivante :

KµA
µ = 0↔ (k.a1) cos(Φ) + (k.a2) sin(Φ) = 0,

d’où :

k.a1 = k.a2 = 0. (4.6)

La fonction d’onde exacte pour un électron placé dans le champ d’une onde électromagnétique
plane quelconque a été établie dans la section précédente. Elle est donnée par la relation (4.1)
avec la normalisation dans (1.83). Nous allons toutefois changer sa normalisation. On exigera
que ψp corresponde à la densité spatiale moyenne et nous normalisons les fonctions d’ondes

des particules libres à une particule dans le volume unitaire. Étant donné que pour la fonction

(4.1), la densité spatiale moyenne est égale à j0 =
q0

p0

, pour obtenir la normalisation voulue,

elle doit être multipliée par

√
q0

p0

. Dans l’équation (4.1), on remplace [113] :

1√
2V p0

par
1√

2V p0

√
q0

p0

=
1√

2V q0

,

alors l’équation (4.1) devient :

ψ(x) =

[
1 +

e/k /A

2(k.p)

]
u(p, s)√

2q0V
eis(x), (4.7)
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où

s(x) = −px−
kx∫

0

e

(kp)
[(pA)− e

2
A2]dφ.

On remplace le quadri-potentiel Au dans la fonction de Dirac-Volkov. On obtient :

ψ(x) =

[
1 +

e

2(k.p)

(
/k /a1 cos(Φ) + /k /a2 sin(Φ)

)]
u(p, s)√

2q0V
eis(x), (4.8)

où

s(x) = −px−
kx∫

0

e

(kp)
[(pA)− e

2
A2]dφ.

On a : A2 = a2 et (p.A) = (p.a1) cos(Φ) + (p.a2) sin(Φ). Alors s(x) devient sous la forme
suivante :

s(x) = −(pµ − ea2

2(k.p)
kµ).xµ −

e

k.p
(p.a1) sin(Φ) +

e

k.p
(p.a2) cos(Φ). (4.9)

Donc, la fonction d’onde correctement normalisée de l’électron dans le champ d’une onde plane
électromagnétique polarisée circulairement est donnée par :

ψ(x) =

[
1 +

e

2(k.p)

(
/k /a1 cos(Φ) + /k /a2 sin(Φ)

)]
u(p, s)√

2q0V
eis(x), (4.10)

avec

s(x) = −(q.x)− e

k.p
(p.a1) sin(Φ) +

e

k.p
(p.a2) cos(Φ).

Où qµ = pµ − ea2

2(k.p)
kµ : est la nouvelle impulsion que la particule fermionique acquiert en

présence d’une onde électromagnétique. Il sera appelé la quasi-impulsion [113].

4.2 Élément de matrice de transition

Le processus de diffusion d’un photon par un électron dans le champ d’une onde électroma-
gnétique intense est un processus d’interaction faible, il peut être décrit par les diagrammes de
Feynman, donc l’élément de matrice Sfi pour la transition de l’électron de l’état ψp à l’état ψp′
avec émission d’un photon de quadri-impulsion k′µ = (w′,k’) et de polarisation ε′ est écrit :

Sfi = −ie
∫

Ψ̄p′(x) /A
∗
(k′, λ′)Ψp(x)d4x. (4.11)

Où, e est la charge de l’électron, Ψp et Ψp′ sont respectivement l’état initial et final de l’électron :

ψp(x) =

[
1 +

e

2(k.p)

(
/k /a1 cos(Φ) + /k /a2 sin(Φ)

)]
u(p, s)√

2q0V
eis(x),

ψp′(x) =

[
1 +

e

2(k.p′)

(
/k /a1 cos(Φ) + /k /a2 sin(Φ)

)]
u(p′, s′)√

2q0V
eisf (x),
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et Aµ(k′, λ′) est le champ du photon donné par :

Aµ(k′, λ′) =
√

4πεµ(k′, λ′)
e−ik

′.x

√
2w′

, εµ(k′, λ′) = ε′µ. (4.12)

On remplace Aµ(k′, λ′) par son expression dans l’élément de matrice de transition. On aura :

Sfi = −ie
∫
d4x

√
4π√
2w′

Ψ̄p′(x)γµε
′∗
µ Ψp′(x)eik

′.x, (4.13)

= −ie
√

4π√
2w′

∫
d4xΨ̄p′(x)/ε

′∗Ψp′(x)eik
′.x. (4.14)

Insérons Ψp′(x) et Ψp(x) dans l’élément de matrice de transition. On obtient :

Sfi =
−ie
√

4π

V
√

8q′0q0w′

∫
d4xū(p′, s′)

[
1 +

e

2k.p′

(
/a1/k cos(Φ) + /a2/k sin(Φ)

)]
/ε
′∗

[
1 +

e

2k.p

(
/k /a1 cos(Φ) + /k /a2 sin(Φ)

)]
u(p, s)× eik′.x × ei(si(x)−sf (x)),

=
−ie
√

4π

V
√

8q′0q0w′

∫
d4xū(p′, s′)

[
1 + C(p′)

(
/a1/k cos(Φ) + /a2/k sin(Φ)

)]
/ε
′∗

[
1 + C(p)

(
/k /a1 cos(Φ) + /k /a2 sin(Φ)

)
)

]
u(p, s)× e−ik′.x × ei(si(x)−sf (x)),

=
−ie
√

4π

V
√

8q′0q0w′

∫
d4xū(p′, s′)× F (Φ)× u(p, s)× eik′.x × ei(si(x)−sf (x)).

Où

C(p′) =
e

2(k.p′)
, C(p) =

e

2(k.p)
,

et

F (Φ) =

[
1 + C(p′)

(
/a1/k cos(Φ) + /a2/k sin(Φ)

)]
/ε
′∗
[
1 + C(p)

(
/k /a1 cos(Φ) + /k /a2 sin(Φ)

)]
.

Traitons d’abord exp i(si(x)− sf (x)) :

exp i(si(x)− sf (x)) = exp

(
i(qf − qi)x− ie

[
a1.p

k.p
− a1.p

′

k.p′

]
sin(Φ)

+ ie

[
a2.p

k.p
− a2.p

′

k.p′
) cos(Φ)

])
,

= exp
(
i(qf − qi)x− iα1 sin(Φ) + iα2 cos(Φ)

)
.

Avec :

α1 = e(
a1.p

k.p
− a1.p

′

k.p′
),

α2 = e(
a2.p

k.p
− a2.p

′

k.p′
).
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Cette expression peut être transformée comme suit :

exp
(
i(si(x)− sf (x))

)
= exp

[
i(q′ − q)x− iz sin(Φ− Φ0)

]
. (4.15)

Où z =
√
α2

1 + α2
1, cos(Φ0) =

α1

z
, sin(Φ0) =

α1

z
, et Φ0 = arctan(

α2

α1

).

On développe F :

F (Φ) =
[
1 + C(p′)

(
/a1/k cos(Φ) + /a2/k sin(Φ)

)]
/ε
′∗[1 + C(p)

(
/k /a1 cos(Φ) + /k /a2 sin(Φ)

)]
,

=
[
1 + C(p′)

(
/a1/k cos(Φ) + /a2/k sin(Φ)

)][
/ε
′∗ + C(p)

(
/ε
′∗/k /a1 cos(Φ) + /ε

′∗/k /a2 sin(Φ)
)]
,

= /ε
′∗ +

[
C(p′) /a1/k/ε

′∗ + C(p)/ε
′∗/k /a1

]
cos(Φ) +

[
C(p′) /a2/k/ε

′∗ + C(p)/ε
′∗/k /a2

]
sin(Φ)

+ C(p′)C(p) /a1/k/ε
′∗/k /a1 cos2(Φ) + C(p′)C(p) /a2/k/ε

′∗/k /a2 sin2(Φ)

+ C(p′)C(p)
[
/a1/k/ε

′∗/k /a2 + /a2/k/ε
′∗/k /a1

]
cos(Φ) sin(Φ).

On pose :

δ1 = /a1/k/ε
′∗/k /a1,

δ2 = /a2/k/ε
′∗/k /a2,

α = /a1/k/ε
′∗/k /a2,

β = /a2/k/ε
′∗/k /a1.

Donc, F devient :

F (Φ) = /ε
′∗ +

[
C(p′) /a1/k/ε

′∗ + C(p)/ε
′∗/k /a1

]
cos(Φ) +

[
C(p′) /a2/k/ε

′∗ + C(p)/ε
′∗/k /a2

]
sin(Φ)

+ C(p′)C(p)
[
δ1 cos2(Φ) + δ2 sin2(Φ)

]
+ C(p′)C(p)

[
α + β

]
cos(Φ) sin(Φ).

On calcule α, δ1 et β. On a :

α = /a1/k/ε
′∗/k /a2 = /a1(2(k.ε

′∗)− ε′∗/k)/k /a2,

= 2(k.ε
′∗) /a1/k /a2 − /a1/ε

′∗k2
/a2, (car k2 = 0),

= 2(k.ε
′∗) /a1/k /a2,

= 2(k.ε
′∗)(2(k.a1)− /k /a1 /a2), (car (a1.k) = 0),

= −2(k.ε
′∗) /a2/k /a1.

De même façons on trouve :

β = /a2/k/ε
′∗/k /a1 = 2(k.ε

′∗) /a2/k /a1.

Comme /a1 /a2 = /a2 /a1.
Donc

β = −α.

Et on a aussi :

δ1 = /a1/k/ε
′∗/k /a1 = /a1(2(k.ε

′∗)− /ε
′∗/k)/k/a1,

= 2(k.ε
′∗) /a1/k/a1 − /a1/ε

′∗/k/k/a1, (car /k/k = k2 = 0),

= 2(k.ε
′∗) /a1/k/a1,

= −2(k.ε
′∗)/ka2 = δ2.
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On remplace α et δ1 par leurs expressions dans F . On aura :

F (Φ) = /ε
′∗ − 2C(p′)C(p)(k.ε

′∗)/ka2 +

[
C(p′) /a1/k/ε

′∗ + C(p)/ε
′∗/k /a1

]
cos(Φ)

+

[
C(p′) /a2/k/ε

′∗ + C(p)/ε
′∗/k /a2

]
sin(Φ).

(4.16)

Donc :

F (Φ) = C0 + C1 cos(Φ) + C2 sin(Φ). (4.17)

Avec :

C0 = /ε
′∗ − 2C(p′)C(p)(k.ε

′∗)/ka2,

C1 =

[
C(p′) /a1/k/ε

′∗ + C(p)/ε
′∗/k /a1

]
,

C2 =

[
C(p′) /a2/k/ε

′∗ + C(p)/ε
′∗/k /a2

]
.

Insérons (4.15) et (4.17) dans l’élément de matrice de transition. Donc, on obtient :

Sfi =
−ie
√

4π

V
√

8q′0q0w′

∫
d4x ū(p′, s′)

[
C0 + C1 cos(Φ) + C2 sin(Φ)

]
u(p, s)× eik′.x

× exp

[
i(q′ − q)x− iz sin(Φ− Φ0)

]
,

=
−ie
√

4π

V
√

8q′0q0w′

∫
d4x ū(p′, s′)

[
C0 + C1 cos(Φ) + C2 sin(Φ)

]
u(p, s)

× exp(i(k′ + q′ − q).x)× exp(−iz sin(Φ− Φ0)).

Dans cette étape, on utilise les fonctions de Bessel qui sont données par la transformation
suivante[113] :

e−iz sin(Φ−Φ0) =
∞∑

s=−∞

JS(z)e−is(Φ−Φ0). (4.18)

Donc :  1
con(Φ)
sin(Φ)

× exp[−iz sin(ϕ− ϕ0)] =
+∞∑
s=−∞

Bs(z)
B1s(z)
B2s(z)

 e−isΦ. (4.19)

Avec :

Bs(z) = Js(z)eisΦ0 ,

B1s(z) = [Js+1(z)ei(s+1)Φ0 + Js−1(z)ei(s−1)Φ0 ]
1

2
,

B2s(z) = [Js+1(z)ei(s+1)Φ0 − Js+1(z)ei(s−1)Φ0 ]
1

2i
.
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Où s est le nombre de photons échangés.
Il vient alors pour l’élément de matrice Sfi :

Sfi =
−ie
√

4π

V
√

8q′0q0w′

∞∑
s=−∞

u(p′, s′)

[
C0B1(z) + C1B1s(z) + C2B2s(z)

]
u(p, s)

∫
d4x ei(k

′+q′−q−sk).x,

=
i(2π)4

V
√

8q′0q0w′

∞∑
s=−∞

M s
fiδ

4(k′ + q′ − q − sk).

Où M s
fi est l’élément de matrice donné par :

M s
fi = −e

√
4π

[
ū(p′, s′)Γsu(p, s)

]
. (4.20)

Avec :

Γs = C0Bs(z) + C1B1s(z) + C2B2s(z),

où

C0 = /ε
′∗ − 2C(p′)C(p)(k.ε

′∗)/ka2,

C1 =

[
C(p′) /a1/k/ε

′∗ + C(p)/ε
′∗/k /a1

]
,

C2 =

[
C(p′) /a2/k/ε

′∗ + C(p)/ε
′∗/k /a2

]
.

L’élément de matrice Sfi est exprimé par une somme infinie de termes, chacun satisfaisant à la
loi de la conservation de l’énergie-impulsion :

sk + q = q′ + k′. (4.21)

Avec :

−∞ ≤ s ≤ +∞.

On a :

q2 =

(
p− e2a2

2(k.p)
k

)2

,

= m2 − e2a2,

= m(1 + ε2) = m2
∗.

Où m∗ est la masse effective de l’électron. De même, on trouve :

q′2 =

(
p′ − e2a2

2(k.p)
k

)2

,

= m2 − e2a2,

= m(1 + ε2) = m2
∗.

Donc :

q2 = q′2 = m2
∗ = m2(1 + ε2). (4.22)
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De plus k2 = k′2 = 0, donc la relation de conservation n’est valable que pour s ≥ 1. Le
sieme terme de la somme décrit l’émission du photon k′ aux dépens de s photons de quadri-
impulsion k absorbés à l’onde. La forme de l’équation (4.21) montre clairement que toutes les
relations cinématiques valables pour l’effet compton [115] seront également valables pour les
processus que nous considérons ici, si les impulsions des électrons sont remplacées par les quasi-
impulsions q et si l’impulsion du photon k est remplacée par le quadrivecteur sk. Notamment,
dans le système où l’électron est en moyenne au repos.
Dans le système de laboratoire on a les relations suivantes :

q = (m∗, 0), sk = (sw, sk),

q′ = (E ′,q’), k′ = (w′,k’).

Nous avons aussi :

sw +m∗ = E ′ + w′, (4.23)

sk = q′ + k′, (4.24)

E ′2 = q′2 +m2
∗. (4.25)

Insérons (4.23) et (4.24) dans l’équation (4.25), on obtient :

(sw − w′ +m∗)
2 = (sk− k′)2 +m2

∗,

⇒ (sw − w′)2 +m2
∗ + 2m∗(sw − w′) = (sw)2 + w′2 − 2sww′ cos(θ) +m2

∗,

⇒ −2sww′ + 2m∗(sw − w′) = −2sww′ cos(θ),

⇒ sww′(1− cos(θ)) = m∗(sw − w′).

Donc :

w′ =
sw

1 +
sw

m∗
[1− cos(θ)]

. (4.26)

Où θ est l’angle entre k et k’. On dit que les fréquences w′ sont les harmoniques de la fréquence
w.

4.3 Probabilité de transition

La probabilité de transition par unité de volume et par unité de temps est donnée par :

W =
|Sfi|2

TV
=

1

8TV 2q′0q0w′

∞∑
s=−∞

‖M s

fi|2[(2π)4δ4(sk + q − k′ − q′)]2. (4.27)

Où

|M s
fi|2 = 4πe2

[
ū(p′, s′)Γsu(p, s)

][
ū(p, s)Γ̄su(p′, s′)

]
.

L’espace de phase des deux particules finales doit figurer dans l’expression de la probabilité de
transition :

dNf =
V 2d3k′d3q′

(2π)6
.

68



Ainsi, la probabilité de transition pondérée est fournie par :

dW =
1

8TV 3q′0q0w′

∞∑
s=1

|M s

fi|2[(2π)4δ4(sk + q − k′ − q′)]2 × V 2d3k′d3q′

(2π)6
. (4.28)

On utilise la propriété de la fonction de Dirac suivante :

[(2π)4δ4(sk + q − k′ − q′)]2 = T (2π)4δ4(sk + q − k′ − q′). (4.29)

Donc, la probabilité de transition devient :

dW =
1

(2π)28V q′0q0w′

∞∑
s=1

|M s

fi|2δ4(sk + q − k′ − q′)d3k′d3q′. (4.30)

La structure des amplitudes |M s

fi| est analogue à celle des amplitudes de diffusion avec des
ondes planes u(p)Γu(p). Les opérations de sommation sur les polarisations de particules se font
aussi comme d’habitude. Donc, la partie spinorielle est implicitement donnée par :

|M s

fi|2 =
1

2

∑
ss′

∑
λ′

|M s
fi|2 = 4e2π

∑
ss′

∑
λ′

1

2

[
u(p′, s′)Γsu(p, s)

]2
. (4.31)

Avec :

Γs = C0Bs(z) + C1B1s(z) + C2B2s(z).

Où :

C0 = /ε
′∗ − 2C(p′)C(p)(k.ε

′∗)/ka2,

C1 =
[
C(p′) /a1/k/ε

′∗ + C(p)/ε
′∗/k /a1

]
,

C2 =
[
C(p′) /a2/k/ε

′∗ + C(p)/ε
′∗/k /a2

]
.

4.3.1 Calcul de traces en algèbre de Dirac

On aborde maintenant le calcul de la somme sur la polarisation de spin ou bien ce qu’on
appelle aussi la partie spinorielle. Alors, on a :

|M s

fi|2 =
1

2

∑
ss′

∑
λ′

|M s
fi|2 =

4e2π

2

∑
ss′

∑
λ′

[
ū(p′, s′)Γsu(p, s)

]2
,

=
4e2π

2

∑
ss′

∑
λ′

[
ū(p′, s′)Γsu(p, s)

][
ū(p, s)Γ̄u(p′s′)

]
.

(4.32)

Si on utilise les techniques standards de l’algèbre de Dirac pour les matrices γ, on aura :

1

2

∑
ss′

∑
λ′

|M s
fi|2 =

4e2π

2
Tr(/p

′ +m)Γs(/p+m)Γ̄s). (4.33)

Avec :

Γs = C0Bs(z) + C1B1s(z) + C2B2s(z),

=

[
/ε′∗ −

e2a2(k.ε′∗)

2(k.p)(k.p′)
/k

]
Bs(z) + e

[
/ε′∗/k/a1

2(k.p)
+
/a1
/k/ε′∗

2(k.p′)

]
B1s(z)

+ e

[
/ε′∗/k/a2

2(k.p)
+
/a2
/k/ε′∗

2(k.p′)

]
B1s(z).
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Et

Γ̄s = γ0Γ+γ0,

=

[
/ε′ −

e2a2(k.ε′)

2(k.p)(k.p′)

]
B∗s (z) + e

[
/a1
/k/ε′

2(k.p)
+

/ε′/k/a1

2(k.p′)

]
B∗1s(z)

+ e

[
/a2
/k/ε′

2(k.p)
+

/ε′/k/a2

2(k.p′)

]
B∗2s(z).

Le calcul de cette trace se fait à l’aide du logiciel REDUCE [53]. Donc la solution donnée par
REDUCE est :

Trace = T =
[
− e2Φ0a1.p k.p k.p

′jsom e− a1.p k.p k.p
′jsom e+ e2Φ0a1.p (k.p′)2jsom e

+ a1.p (k.p′)2jsom e+ e2Φ0a1.p
′ (k.p)2jsom e+ a1.p

′ (k.p)2jsom e

− e2Φ0a1.p
′ k.p k.p′ jsom e− a1.p

′ k.p k.p′jsom e+ e2Φ0a2.p k.p k.p
′ jsom ie

− a2.p k.p k.p
′ jsom ie− e2Φ0a2.p (k.p′)2jsom ie+ a2.p (k.p′)2jsom ie

− e2Φ0a2.p
′ (k.p)2jsom ie+ a2.p

′ (k.p)2jsom ie+ e2Φ0a2.p
′ k.p k.p′jsom ie

− a2.p
′ k.p k.p′jsom ie− eΦ0(k.p)2a2e2j2

s−1 − eΦ0 (k.p′)2 a2 e2 j2
s−1

− eΦ0 (k.p)2 a2 e2 j2
s+1 − eΦ0 (k.p′)2 a2 e2 j2

s+1 + 4eΦ0 k.pk.p′ p.p′ J2
s

+ 4eΦ0k.p k.p′ a2 e2J2
s − 8eΦ0 k.pk.p′ me2 J2

s

]/
(2eΦ0k.pk.p′).

On calcule la somme des huit premiers termes dans la trace, on obtient :

C8 = 4ejsom

[
− e2iΦ0(a1.p

′)(k.p′)(k.p)

(
1− k.p

k.p′

)
− (a1.p

′)(k.p′)(k.p)

(
1− k.p

k.p′

)
− (a1.p

′)(k.p′)(k.p)

(
1− k.p

k.p′

)
− (a1.p

′)(k.p′)(k.p)

(
1− k.p

k.p′

)
− e2iΦ0(a1.p)(k.p

′)(k.p)

(
1− k.p′

k.p

)
− (a1.p)(k.p

′)(k.p)

(
1− k.p′

k.p

)
− (a1.p)(k.p

′)(k.p)

(
1− k.p′

k.p

)
− (a1.p)(k.p

′)(k.p)

(
1− k.p′

k.p

)]
× 1

2eiΦ0(k.p′)(k.p)

= 4ejsom

[
(a1.p

′)

(
1− k.p

k.p′

)
(−e2iΦ0 − 1) + (a1.p)

(
1− k.p′

k.p

)
(−e2iΦ0 − 1)

]
1

2eiΦ0

= 4ejsom

[
(a1.p

′)

(
1− k.p

k.p′

)
+ (a1.p)

(
1− k.p′

k.p

)]
× (−e2iΦ0 − 1)

2eiΦ0

= −4ejsom cos(Φ0)

[
(a1.p

′)

(
1− k.p

k.p′

)
+ (a1.p)

(
1− k.p′

k.p

)]
.

De façon similaire, nous trouvons les huit termes suivants :

C ′8 = −4ejsom sin(Φ0)

[
(a2.p

′)

(
1− k.p

k.p′

)
+ (a2.p)

(
1− k.p′

k.p

)]
.

La contribution des 16 premières termes est :

T16 = C8 + C ′8 = −4ejsom

[
sin(Φ0)

[
(a2.p

′)

(
1− k.p

k.p′

)
+ (a2.p)

(
1− k.p′

k.p

)]
+

cos(Φ0)

[
(a1.p

′)

(
1− k.p

k.p′

)
+ (a1.p)

(
1− k.p′

k.p

)]
.
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Avec :

jsom = Js(Js+1 + Js−1)

=
2sJ2

s

z
.

On a :

cos(Φ0)× jsom =
α1

z

2sJ2
s

z
=

2α1sJ
2
s

z2
,

sin(Φ0)× jsom =
α2

z

2sJ2
s

z
=

2α2sJ
2
s

z2
.

(4.34)

Donc, en insérant (4.34) dans T16, on obtient :

T16 = −8e

[
α1

z2

(
(a1.p

′)

(
1− k.p

k.p′

)
+ (a1.p)

(
1− k.p′

k.p

))
+
α2

z2

(
(a2.p

′)

(
1− k.p

k.p′

)
+ (a2.p)

(
1− k.p′

k.p

)]
sJ2

s .

On utilise la relation :

sk + q = q′ + k′ =⇒ k.p = k.p′ + k.k′,

=⇒ k.p

k.p′
= 1 +

k.k′

k.p′
=⇒ 1− k.p

k.p′
= −k.k

′

k.p′
,

et on a :

q′ = sk + q − k′ =⇒ 1− k.p′

k.p
=
k.k′

k.p
.

Donc :

(a1.p
′)

(
1− k.p

k.p′

)
+ (a1.p)

(
1− k.p′

k.p

)
= −(a1.p

′)
k.k′

k.p′
+ (a1.p)

k.k′

k.p

=

(
a1.p

k.p
− a1.p

′

k.p′

)
(k.k′)

=
α1(k.k′)

e
. (4.35)

De même :

(a2.p
′)

(
1− k.p

k.p′

)
+ (a2.p)

(
1− k.p′

k.p

)
=
α2(k.k′)

e
. (4.36)

Et on a :

sk − k′ = q′ − q =⇒ (sk − k′)2 = (q′ − q)2

=⇒ −2s(k.k′) = 2m2
∗ − 2(q.q′)

=⇒ (k.k′) =
1

s
((q.q′)−m2

∗).

Donc, T16 devient :

T16 = −8(q.q′ −m2
∗)J

2
s . (4.37)
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Les sept autres termes qui contribuent à la trace sont :

T7 = 2

{
− e2a2(

k.p′

k.p
− k.p

k.p′
)(J2

s+1 + J2
s−1) + 4e2a2J2

s + 4(p.p′ − 2m2)J2
s

}
. (4.38)

On a :

k.p′

k.p
=
k.q′

k.q
=
k(sk + q − k′)

k.q
=
k.q − k.k′

k.p

= 1− k.k′

k.q
= 1− k.k′

k.p
.

Et

k.p

k.p′
= 1 +

k.k′

k.p′

=⇒ (
k.p′

k.p
− k.p

k.p′
) = 2− k.k′( 1

k.q
− 1

k.q′
).

En utilisant les relations :

q + sk = q′ + k′ =⇒ q′ − q′ = sk − k′,

et aussi :

ξ2 =
−e2a2

m2
=⇒ −e2a2 = m2ξ2.

Si on utilise la première relation, on obtient :

2− k(q′ − q)
(k.q′)(k.q)

(k.k′) = 2− k(sk − k′)
(k.q′)(k.q)

(k.k′)

= 2 +
(k.k′)2

(k.q′)(k.q)
.

Finalement, les sept autres termes qui contribuent à la trace deviennent :

T7 = 2

{
− e2a2

(
2 +

(k.k′)2

(k.q′)(k.q)

)
(J2
s+1 + J2

s−1) + 4e2a2J2
s + 4(p.p′ − 2m2)J2

s )

}
= 2

{
ξ2m2

(
2 +

(k.k′)2

(k.q′)(k.q)

)
(J2
s+1 + J2

s−1)− 4ξ2m2J2
s + 4(p.p′ − 2m2)J2

s )

}
.

On transforme T16 :

T16 = −8(q.q′ −m2
∗)J

2
s

= −8

{
(p+

ξ2m2

2(k.p)
k)(p′ +

ξ2m2

2(k.p′)
k)−m2(1 + ξ2

}
car m2

∗ = m2(1 + ξ2)

= −8

{
(p.p′) +

ξ2m2

2(k.p)
(k.p′) +

ξ2m2

2(k.p′)
(k.p) + 0−m2(1 + ξ2

}
= −8

{
(p.p′) +

ξ2m2

2
(
k.p′

k.p
+
k.p

k.p′
)−m2 − ξ2m2

}
,

et on a :

(
k.p′

k.p
+
k.p

k.p′
) = (2 +

(k.k′)2

(k.p)(k.p′)
).
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Donc, T16 devient :

T16 = −8

{
(p.p′) +

ξ2m2

2
(2 +

(k.k′)2

(k.p)(k.p′)
)−m2 − ξ2m2

}
. (4.39)

On fait la somme entre les deux termes T16 et T7. Alors, on obtient :

T16 + T7 = 2

{
ξ2m2

(
2 +

(k.k′)2

(k.q′)(k.q)

)
(J2
s+1 + J2

s−1)− 4ξ2m2J2
s + 4(p.p′ − 2m2)J2

s

}
− 8

{
(p.p′) +

ξ2m2

2
(2 +

(k.k′)2

(k.p)(k.p′)
)−m2 − ξ2m2

}
J2
s

= 4ξ2m2

[
(1 +

(k.k′)2

2(k.q′)(k.q)
)((J2

s+1 + J2
s−1 − 2J2

s )

]
− 8m2J2

s

= 4m2

[
− 2J2

s + ξ2(1 +
(k.k′)2

2(k.q′)(k.q)
)((J2

s+1 + J2
s−1 − 2J2

s )

]
.

Donc, la partie spinorielle de ce processus est donnée par :

|M s

fi|2 =
1

2

∑
ss′

∑
λ′

|M s
fi|2 = 8e2m2π

[
− 2J2

s + ξ2(1 +
(k.k′)2

2(k.q′)(k.q)
)((J2

s+1 + J2
s−1 − 2J2

s )

]
.

(4.40)

En insérant la partie spinorielle dans la probabilité différentielle, on trouve :

dW =
e2m2

4πV

∞∑
s=1

d3k′d3q′

(q0q′0w
′)
δ4(sk + q − q′ − k′)

[
− 2J2

s + ξ2(1 +
(k.k′)2

2(k.q′)(k.q)
)((J2

s+1 + J2
s−1 − 2J2

s )

]
.

(4.41)

C’est la même formule trouvée par Landau[115].
Pour intégrer cette dernière expression, nous remarquons que, par suite de la symétrie axiale du
champ polarisé circulairement, la probabilité différentielle ne dépend pas de l’angle azimutale φ
autour de la direction k. Jointe à la présence de la fonction δ, cette propriété permet d’intégrer
sur toutes les variables sauf une, nous prendrons pour cette dernière la quantité invariante
suivante[113] :

u =
(k.k′)

k.p′
. (4.42)

Rappel :

Dans le système du centre de masse, il est possible de calculer la quantité suivante :

dσ = f(p′1, p
′
2)δ4(p′1 + p′2 − p1 − p2)d3p′1d

3p′2. (4.43)

On intègre par rapport à p′2, on obtient :

dσ = f(p′1, p
′
2)δ4(E ′1 + E ′2 − E1 − E2)|p′1|2dp′1dΩ′1. (4.44)

Où

p′2 = −p′1 + p1 + p2.
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Dans le système du centre de masse (SCM), on a :

p′2 + p′1 = p1 + p2 =⇒ p′2 = −p′1
=⇒ |p′2| = |p′1|.

Et on a : {
E ′21 = p′21 +m2

1 =⇒ E ′1dE
′
1 = |p′1|d|p′1|,

E ′22 = p′22 +m2
2 =⇒ E ′2dE

′
2 = |p′1|d|p′1|.

=⇒ d(E ′1 + E ′2) = (
1

E ′1
+

1

E ′2
)|p′1|d|p′1|

=
(E ′2 + E ′1)

E ′2E
′
1

|p′1|d|p′1|.

Donc :

d3p′1 =
E ′2E

′
1

(E ′2 + E ′1)
|p′1|d(E ′1 + E ′2)dΩ′1. (4.45)

On intègre par rapport à |p′1| :

dσ = f(p′1, p
′
2)δ(E ′1 + E ′2 − E1 − E2)|p′1|

E ′2E
′
1

(E ′2 + E ′1)
dΩ′1.

Où la dérivée partielle est évaluée avec θ′1 et φ′1 angles polaires de |p′1| constantes.
Nous avons une expression du genre :

dWs = f(sk, q, q′, k′)δ4(sk + q − q′ − k′)dq
′

q′0

dk′

w′
. (4.46)

Avec :

f(sk, q, q′, k′) =
e2m2

4πq0V

∞∑
s=1

[
− 2J2

s + ξ2(1 +
(k.k′)2

2(k.q′)(k.q)
)((J2

s+1 + J2
s−1 − 2J2

s )

]
.

On intègre cette expression par rapport à k′.

dW = f(sk, q, q′, k′)δ4(sk + q − q′ − k′) dq
′

q′0w
′ , (4.47)

où k′ = sk + q − q′. Donc, dW devient :

dW = f(sk, q, q′, k′)δ(sw + q0 − q′0 − w′)
|q′|
q′0w

′
q′0w

′

w′ + q′0
d(w′ + q′0)dΩ′. (4.48)

On intègre sur d(w′ + q′0) :

dW = f(sk, q, q′, k′)
|q′|

(sw + q0)
dΩ′. (4.49)

On intègre sur φ′ :

dW = f(sk, q, q′, k′)
2π|q′| sin(θ′)dθ′

ECM
, (4.50)

= f(sk, q, q′, k′)
2π|q′|d cos(θ′)

ECM
. (4.51)
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Où, ECM = sk + q = q′ + k′ et θ′ est l’angle entre k et q′.
Cherchons à exprimer u dans le système du centre de masse (SCM). On a :

u =
k.k′

k.p′
=
k(sk + q − q′)

k.q′
=
k.q

k.q′
− 1,

et

k.p = wq0 − k.q, (4.52)

or sk + q = 0 → q = −sk, (4.53)

→ −k.q = +sk2 = sw2. (4.54)

Donc :

k.q = w(q0 + sw), (4.55)

et on a :

k..q′ = wq′0 − kq′ = wq′0 − w|q′| cos(θ′)

w(q′0 − |q′| cos(θ′)).

Alors, u devient :

u =
k.k′

k.p
=

wq0 + sw2

w(q′0 − |q′| cos(θ′))
− 1

=
ECM

(q′0 − |q′| cos(θ′))
− 1

=⇒ q′0 − |q′| cos(θ′) =
ECM
u+ 1

|q′| cos(θ′) = q0 −
ECM
u+ 1

cos(θ′) =
q0

|q′|
− ECM
|q′|(u+ 1)

.

Donc :

d cos(θ′) =
ECMdu

|q′|(u+ 1)2
. (4.56)

La probabilité différentielle de la s-ième harmonique dW devient :

dW = f(sk, q, q′, k′)
2π|q′|
Es

Esdu

|q′|(u+ 1)2
(4.57)

= f(sk, q, q′, k′)
2πdu

(u+ 1)2
. (4.58)

En effet, dans le système du centre de masse (dans lequel sk+q = q′+k′ = 0), cette intégration

donne 2π|q′|d cos(θ′)

Es
, où Es = sw+ q0 = w′ + q′0 et θ′ est l’angle entre k et q′ d’un autre côté,

dans le même système, on a vu que :

u =
ECM

(q′0 − |q′| cos(θ′))
− 1, d cos(θ′) =

ECMdu

|q′|(u+ 1)2
. (4.59)

75



À l’intervalle −1 < cos(θ′) < 1 correspond à l’intervalle :

umin < u < umax. (4.60)

Pour cos(θ′) = −1 :

u = umin =
Es

q′0 + |q′|
− 1 =

w′ + q′0 − q′0 − |q′|
q′0 + |q′|

=
w′ − |q′|
q′0 + |q′|

= 0 car |q′| = |k′| = w′.

Pour cos(θ′) = 1 :

u = umax =
Es

q′0 − |q′|
− 1 =

w′ + |q′|
q′0 − |q′|

=
2|q′|

q′0 − |q′|
.

De plus :

E2
s

m2
∗
− 1 =

(q′0 + w′)2

q′20 − w′2
− 1 =

q′0 + w′

q′0 − w′
− 1 =

2w′

q′0 − w′
=

2|q′|
q′0 − |q′|

.

D’un autre côté, en utilisant :
sk + q = q′ + k′, q2 = q′2 = m2

∗,
s(k.q) = q′.k′,
θ′(k, q′) = π.

On aura :

2s
k.p

m2
∗

= 2s
k.p

q2

=
2(q′.k′)

q′2

=
2(q′0w

′ − q′k′)

q′20 − |q′|2

=
2(q′0w

′ + q′w′)

q′20 − |q′|2
=

2w′

q′0 − |q′|
=
E2
s

m2
∗
− 1.

Donc :

u = umin = 0 < u < us = umax =
E2
s

m2
∗
− 1 = 2s

k.p

m2
∗
.

Donc, la probabilité différentielle correspondant au processus d’émission de la sieme harmonique
est :

dWs =
e2m2

4q0V

du

(u+ 1)2

[
− 4J2

s + 2ξ2(1 +
(k.k′)2

2(k.q′)(k.q)
)((J2

s+1 + J2
s−1 − 2J2

s )

]
. (4.61)

La probabilité totale d’émission d’un photon par unité de volume et de temps est donnée par :

W =
∞∑
s=1

Ws. (4.62)

76



Avec :

Ws =
e2m2

4q0V

∫ us

0

du

(u+ 1)2

[
− 4J2

s + 2ξ2(1 +
(k.k′)2

2(k.q′)(k.q)
)((J2

s+1 + J2
s−1 − 2J2

s )

]
. (4.63)

Où

u =
k.k′

k.p′
, us =

2s(k.p)

m2
∗

, z =
√
α2

1 + α2
2.

Exprimons (1 +
(k.k′)2

2(k.q′)(k.q)
) en fonction de u. On a :

k.k′

k.p
=

u

1 + u
,

1 +
(k.k′)2

2(k.q′)(k.q)
= 1 +

u2

2(1 + u)
.

Donc Ws devient :

Ws =
e2m2

4q0V

∫ us

0

du

(u+ 1)2

[
− 4J2

s + 2ξ2(1 +
u2

2(1 + u)
)((J2

s+1 + J2
s−1 − 2J2

s )

]
. (4.64)

Où les fonctions de Bessel ordinaires JS et Js±1 ont pour argument z. On exprime z en fonction
de u, us, ξ, et s. Alors, on a :

z2 = α2
1 + α2

2,

= (a1eQ)2 + (a2eQ)2,

= 2e2a2Q2, car a2
1 = a2

2 = a2.

(4.65)

Avec :

Q2 =
m2

(k.p)2
+

m2

(k.p′)2
− 2p.p′

(k.p)(k.p′)
.

Donc, z2 devient :

z2 = T1 + T2 + T3. (4.66)

Le premier terme est T1 :

T1 =
2e2a2m2

(k.p)2
= 2e2a2m2 4s2

m2
∗

1

u2
s

=
−ξ2m4

m4(1 + ξ2)2

4s2

u2
s

=
−8s2ξ2

(1 + ξ2)2u2
s

.

Le second terme est T2 :

T2 =
2e2a2m2

(k.p′)2
=
−2ξ2m

4
u2

(k.k′)2
.

Or, on a déjà montré que :

(k.k′)2

(k.p)(k.p′)
=

u2

(1 + u)
.
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De plus :

1

(k.p)(k.p′)
=

2s

m2(1 + ξ2)us

u

k.k′
,

(k.k′)2

(k.p)(k.p′)
=

u2

(1 + u)
.

On en déduit :

(k.k′) =
4m2(1 + ξ2)

2s

usu

(1 + u)

⇒ (k.k′)−2 =
4s2(1 + u)2

m4(1 + ξ2)2u2
su

2
.

Donc, le terme T2 devient :

T2 = −8s2ξ2(1 + u)2

(1 + ξ2)2u2
s

.

Le troisième terme est T3 :

T3 = − 4e2a2

(k.p)(k.p′)
(p.p′).

On a :

p.p′ = m2 + s(k.k′)− ξ2m2u2

2(u+ 1)
, (4.67)

et

1

k.p k.p′
=

2s u

m2(1 + ξ2)

u

us(k.k′)
. (4.68)

Insérons (4.67) et (4.68) dans T3. On aura :

T3 =
8ξ2s2

1 + ξ2

[ 2(u+ 1)

(1 + ξ2)u2
s

+
u

us
− ξ2u2

(ξ2 + 1)us

]
. (4.69)

Si on ajoute ces trois termes :

T1 + T2 + T3 =
−8s2ξ2

(1 + ξ2)2u2
s

− 8s2ξ2(1 + u)2

(1 + ξ2)2u2
s

+
8ξ2s2

1 + ξ2

[ 2(u+ 1)

(1 + ξ2)u2
s

+
u

us
− ξ2u2

(ξ2 + 1)us

]
=

8s2ξ2

(1 + ξ2)2u2
s

[
− 1− (1 + u)2 + 2(u+ 1)− ξ2u2

]
+

8ξ2s2

1 + ξ2

u

us
.

Donc :

z =
2
√

2ξs√
1 + ξ2

√
u

us
(1 +

u

us
). (4.70)

Où :

u =
k.k′

k.p′
=

Es
(q′0 − |q′| cos(θ′))

− 1, us = 2s
k.p

m2
∗

=
E2
s

m2
∗
− 1.
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Les expressions sous le signe de l’intégration dans (4.64) peuvent être développées en puissances
de ξ. Rappelons que la fonction de Bessel Js(z) possède le développement en série suivant :

Jn(z) = (
z

2
)n
∞∑
k=0

(−1)k(
z

2
)2

k!(n+ k)!
. (4.71)

Enfin, la probabilité de transition est déterminée par :

dW =
e2m2

4q0V

+∞∑
s=1

du

(u+ 1)2

[
− 4J2

s (z) + 2ξ2(1 +
u2

2(1 + u)
)((J2

s+1(z) + J2
s−1(z)− 2J2

s (z))
]
.

(4.72)

Où les fonctions de Bessel ordinaires JS et Js±1 ont pour argument z. Donc :

z =
2
√

2ξs√
1 + ξ2

√
u

us
(1 +

u

us
). (4.73)

Où :

u =
k.k′

k.p′
=

Es
(q′0 − |q′| cos(θ′))

− 1, us = 2s
k.p

m2
∗

=
E2
s

m2
∗
− 1. (4.74)

Donc, on peut écrire la probabilité différentielle de la sieme harmonique comme suit :

dW =
e2m2

8q0V π

∞∑
s=1

|q′|
Es

[
− 4J2

s (z) + 2ξ2(1 +
u2

2(1 + u)
)((J2

s+1(z) + J2
s−1(z)− 2J2

s (z))

]
dΩ′.

(4.75)

Pour ξ << 1 (condition d’application de la théorie des perturbations ), on aura au premier
ordre

Js(z) w (
z

2
)2(

1

n!
+ o(z2)),

w (
z

2
)2 1

n!
.

Si ξ << 1

us = 2s
k.p

m2
∗

=
2s(k.p)

m2(1 + ξ2)
w 2s

(k.p)

m2
,

Et

z =
2
√

2ξs√
1 + ξ2

√
u

us
(1 +

u

us
) w 2

√
2sξ2(

u

us
(1− u

us
))1/2

=⇒ z

2
=
√

2sξ(
u

us
(1− u

us
))1/2.

Et on a :

q0 = p0 −
e2a2

2(k.p)
k0 = p0 +

ξ2m2

2(k.p)
k0 w p0.
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Pour le premier terme du développement de W1, on obtient :
J2
s (z) = J2

1 (z) w 2ξ2 u

us
(1− u

us
),

J2
s−1(z) = J2

0 (z) w 1,

J2
s+1(z) = J2

2 (z) w ξ4(
u

us
(1− u

us
)2.

Donc pour s = 1 :

[−4J2
s (z) + 2ξ2(1 +

u2

2(1 + u)
)((J2

s+1(z) + J2
s−1(z)− 2J2

s (z))

]
= −8ξ2 u

us
(1− u

us
)

+ ξ2

[
(1 +

u2

2(1 + u)
)

(
ξ4(

u

us
(1− u

us
)2 + 1− 4ξ2 u

us
(1− u

us
)

)]
,

= ξ2

[
(1 +

u2

2(1 + u)
)− 4

u

us
(1− u

us
)

]
, car ξ << 1.

Donc, la probabilité totale de transition pour s = 1 est [115] :

W1 =
e2m2ξ2

4p0

[(
1− 4

u1

− 8

u2
1

)
ln(1 + u1) +

1

2
+

8

u1

− 1

2(1 + u1)2

]
.

4.4 Section efficace différentielle

La section efficace de diffusion peut être définie comme la probabilité de transition par unité
de volume et par unité de temps divisée par le courant entrant des particules incidentes. Son
expression est donnée par :

dσ =
dWfi

|Jinc|
. (4.76)

Où |Jin| est la densité de flux des particules incidentes.
On calcule d’abord la densité de flux des particules incidentes dans le système du centre de
masse [115]. Alors, on a :

|Jin| =

√
(sk.q)2 −m2

em
2
γ

q0swV
,

=

√
(sk.q)2

q0swV
car mγ = 0,

=
swq0 − qsk

q0swV
,

=
sw(q0 + sw)

swq0V
car q = −sk,

=
Es
q0V

.

Donc :

1

|Jinc|
=
q0V

Es
. (4.77)
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Insérons dWfi et la densité de flux des particules incidentes dans la section efficace différentielle,
on obtient :

dσ

dΩ′
=
e2m2

8π

∞∑
s=1

w′

E2
s

[
− 4J2

s (z) + 2ξ2(1 +
u2

2(1 + u)
)((J2

s+1(z) + J2
s−1(z)− 2J2

s (z))

]
.

Donc, la section efficace différentielle par unité d’angle solide dΩ′ de la particule diffusée est :

dσ

dΩ′
=
α m2

2

∞∑
s=1

w′

E2
s

[
− 4J2

s (z) + 2ξ2(1 +
u2

2(1 + u)
)((J2

s+1(z) + J2
s−1(z)− 2J2

s (z))

]
. (4.78)

Où : 

w′ =
sw

1 +
sw

m∗
[1− cos(θ)]

, q2 = q′2 = m2
∗ = m2(1 + ξ2),

ECM = sw + q0, q0 = p0 +
ξ2m2

2p0

,

z =
2
√

2ξs√
1 + ξ2

√
u

us
(1 +

u

us
),

u =
ECM

ECM − w′(1 + cos(θ′))
− 1,

us =
ECM
m2
∗
− 1.

Pour des champs faibles et s = 1, on obtient la section efficace totale est donnée par :

σ =
e2m2ξ2

4Es

[(
1− 4

u1

− 8

u2
1

)
ln(1 + u1) +

1

2
+

8

u1

− 1

2(1 + u1)2

]
. (4.79)

En posant dans (4.79), on obtient :

ξ2 =
−e2a2

m2
=

4πe2

m2w
. (4.80)

Insérons (4.80) dans (4.79), on obtient :

σ =
2πr2

e

x

[(
1− 4

x
− 8

x2

)
ln(1 + x) +

1

2
+

8

x
− 1

2(1 + x)2

]
. (4.81)

Où :

x =
s−m2

m2
= 2

k.p

m2
= us,

re =
e2

m
est le ”rayon classique de l’électron.”

Ce résultat cöıncide avec la formule de Klein-Nishina[115] pour la diffusion d’un photon par
un électron (effet compton).
À basse énergie (c’est à dire x << 1), la formule de Klein-Nishina devient celle de Thomson :

σ = ((8π)/3) · (re)2 . (4.82)

Ainsi, nous trouvons que la section efficace totale se comporte à haute énergie ( c’est à dire
x >> 1) comme suit :

σ = 2πr2
e

1

x

[
log(x) +

1

2
+O(x)

]
. (4.83)

De sorte que les formules (4.81) et (4.83) donnent immédiatement la section efficace en fonction
de l’énergie de photon pour la diffusion de Compton dans le système de laboratoire. La figure
(4.1) montre la section efficace totale en fonction d’énergie de photon w.
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4.5 Résultats et Discussion

Dans cette section, nous présentons les résultats numériques de la section efficace différentielle
(SED) pour l’émission d’un photon par un électron dans un champ laser polarisé circulaire-
ment. L’axe z est défini le long de la direction du vecteur d’onde de champ k, aµ1 = (0, a1) et
aµ2 = (0, a2) avec les vecteurs a1 et a2 tels que a1 = a(1, 0, 0) et a2 = a(0, 1, 0) et pour le cas de
la polarisation circulaire, on a A2 = a2. Pour simplifier le processus de calcul, nous utilisons le
système du centre de masse. Nous évaluons la SED dans ce cadre de l’électron entrant avec une
énergie cinétique Ek = 408, 28 MeV et l’amplitude a du laser est a = 43 MeV. Cela correspond
à une intensité laser I = (aω)2 de 1028 W/cm2 en unités SI ou, exprimée dans un paramètre
sans dimension fréquemment utilisé, |e|a/m = 25.48.
Chaque SED, avec la conservation à quadri-impulsions sk + q = q′ + k′ , peut être interprétée
comme la SED partielle qui décrit le processus avec une impulsion finale déterminée par
sk + q = q′ + k′ et s est le nombre de photons échangés (s > 1 pour l’émission et s < 1
pour l’absorption).

Ek=408.28 MeV
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Figure 4.1 – Les courbes logarithmiques de la SED relativiste en fonction de l’angle de diffusion du
photon à différentes énergies cinétiques de l’électron entrant. Le paramètre géométrique est θ′ = 45◦.
L’amplitude du laser est a = 43 MeV et le nombre de photons échangés est s = 60.

La figure (4.1) illustre la formule générale de la SED en fonction de l’angle de diffu-
sion du photon pour différentes énergies. La SED présente un maximum d’environ (SED =
5, 64188× 1038 cm2/sterad) au voisinage de l’angle de diffusion θ = 0◦. Cette situation illustre
que l’émission vers l’avant d’un photon par un électron dans un champ électromagnétique in-
tense est plus probable que l’émission vers l’arrière. Nous remarquons également que la SED
diminue lorsque l’énergie de l’électron entrant augmente. Cela implique que l’interaction d’un
électron entrant avec le champ électromagnétique intense devient faible.
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Figure 4.2 – Les courbes logarithmiques de la SED relativiste en fonction de l’angle de dif-
fusion du photon à différentes amplitudes du laser. L’énergie cinétique de l’électron entrant est
Ek = 408.28 MeV . Le paramètre géométrique est θ = 0◦ et le nombre de photons échangés est
s = 60.

La figure (4.2) illustre la SED par rapport à l’angle de diffusion du photon pour diverses
amplitudes du laser. Comme le montre cette figure, le maximum reste au voisinage de θ = 0◦.
La seule remarque que l’on puisse faire ici est que la situation est inversée puisque la SED
relativiste augmente avec l’augmentation de l’intensité. Cette situation s’explique par le fait
que pendant l’émission de photons par l’électron, celui-ci perd une partie de son énergie sous
la forme d’énergie cinétique. Comme indiqué précédemment, l’introduction du champ laser a
une signature typique sur la SED à travers l’habillage électronique. Le traitement perturbateur
de l’interaction laser-électron est bien motivé par la prise en compte complète de la distorsion
électronique induite par un champ laser d’intensités bien définies. Pour les collisions aux petits
angles de diffusion des photons, la SED a une forme gaussienne avec un maximum pointé autour
de l’angle θ = 0◦. Le rôle de l’intensité et de la fréquence du champ laser pour l’émission nette
de photons est représenté dans les figures (4.3) et (4.4).
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Figure 4.3 – Les courbes logarithmiques de la SED relativiste en fonction de la fréquence laser
à différents angles de diffusion du photon pour l’énergie cinétique de l’électron entrant est Ek =
408.28 MeV . Le paramètre géométrique est θ = 45◦, l’amplitude du laser est a = 43 MeV et le
nombre de photons échangés est s = 60.
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Figure 4.4 – Les courbes logarithmiques de la SED relativiste en fonction de l’amplitude du laser
à différentes énergies cinétiques de l’électron entrant. Les paramètres géométriques sont θ′ = 45◦,
θ = 30◦, et le nombre de photons échangés est s = 60.

Ces figures montrent que le comportement de la SED assisté par laser vis-à-vis de la va-
riation d’intensité et de fréquence diffère sensiblement. Ce comportement peut être attribué à
l’expression de l’énergie pondéromotrice qui est donnée par :

Up =
e2I

4mω2
0

,
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s=60
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Figure 4.5 – Les courbes logarithmiques de la SED relativiste en fonction de l’angle de diffusion
du photon à différents nombres de photons échangés. L’énergie cinétique de l’électron entrant est
Ek = 408.28 MeV. Le paramètre géométrique est θ′ = 45◦ et l’amplitude du laser est a = 43 MeV.
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Figure 4.6 – La formule de Klein-Nishina (4.81) pour la diffusion d’un photon par un électron en
fonction de l’énergie du centre de masse.

On voit bien que l’intensité et la fréquence doivent avoir un comportement inversé. Un
autre point intéressant est montré dans la figure (4.5). La magnitude de la SED, pour différents
nombres de photons échangés s = 60, s = 120 et s = 180, augmente et devient très significative
toujours au voisinage de θ = 0◦. Au fur et à mesure le nombre de photons échangés augmente,
l’interaction entre l’électron entrant et le champ électromagnétique devient de plus en plus
prononcée. La caractéristique la plus importante est donnée dans la figure (4.6) dans laquelle
la SED diminue avec l’augmentation de l’énergie du centre de masse. Cette situation assure
l’unitarité de la SET (section efficace totale). Pour cela, nous avons donné dans ce chapitre des
résultats où les effets d’habillage sur la SED relativiste sont significatifs pour l’angle de diffusion
du photon proche de zéro et nous pensons que nos résultats devraient servir d’incitation à
réaliser de telles expériences de collisions assistées par laser.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons dérivé l’expression correcte de la première SED de Born pour
l’émission d’un photon par un électron dans le champ d’une onde plane électromagnétique
polarisée circulairement. Nous avons calculé analytiquement la formule générale de la SED et
nous avons montré la formule dérivée de Klein-Nishina lorsque le champ électromagnétique
est suffisamment faible et le nombre de photons échangés s = 1. Ce travail révèle des calculs
compliqués en présence d’un champ électromagnétique, car il conduit à l’émergence des fonc-
tions de Bessel et des ondes de Dirac Volkov. Malgré cela, nous avons exploité la puissance de
REDUCE pour résoudre les problèmes de calcul. Généralement, ce type de processus présente
certaines difficultés. Mais, ils sont utiles pour bien comprendre l’interaction entre le rayonne-
ment et la matière et pour se rendre compte de l’influence du champ électromagnétique sur
les particules diffusantes. En ce qui concerne notre processus, nous avons conclu que la SED
devient maximum lorsque l’angle θ = 0◦. Cela signifie que l’émission vers l’avant d’un pho-
ton par un électron en présence d’un champ électromagnétique intense est plus probable que
l’émission vers l’arrière. De plus, la SED diminue lorsque l’énergie de l’électron entrant aug-
mente, ce qui implique que l’interaction de l’électron entrant avec le champ électromagnétique
intense devient faible. Nous avons également vu que la SED augmente lorsque l’intensité du
champ électromagnétique augmente et que le nombre de photons échangés augmente.
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CHAPITRE 5

LA DIFFUSION D’UN ÉLECTRON PAR UN MUON

Introduction

La physique des champs forts est le domaine de recherche général de l’interaction laser-
matière. Il vise à stimuler et contrôler des processus ultra-rapides et à comprendre leur mécanisme
[55]. Une nouvelle physique émerge des champs laser intenses qui interagissent avec les atomes,
les molécules et les particules.
Actuellement et grâce à la disponibilité de lasers de grande puissance, des efforts mondiaux
sont consacrés à l’étude théorique de divers processus d’électrodynamique quantique (QED)
en présence de champs électromagnétiques puissants. Les collisions de particules chargées en
présence de lasers ont reçu beaucoup d’attention au cours ces dernières décennies en raison de
leurs larges applications et de leur contribution à la compréhension fondamentale de la structure
atomique. En particulier, les processus de diffusion d’électrons ont joué un rôle crucial dans
le développement de la science, à la fois théoriquement et expérimentalement. Son importance
dans la physique atomique et moléculaire est reconnue depuis longtemps. Parallèlement au
développement des lasers femtoseconde de haute puissance, [56, 57, 58]. Un aperçu des études
préliminaires sur les processus de diffusion assistés par laser a été présenté dans certains livres
de Faisal [59], Mittleman [60] et Fedorov [61]. Les premiers processus bien étudiés, à la fois
analytiquement et numériquement, étaient la diffusion Compton induite par laser [62], suivie
de la diffusion Mott d’un électron habillé au laser par le champ de Coulomb d’un noyau ato-
mique [63]. Roshchupkin et al ont développé la théorie de la diffusion des électrons par un
noyau dans le champ de deux ondes électromagnétiques planes [64, 65, 66, 67]. Lebed’ et al
ont étudié le processus de diffusion de Mott en présence d’une [68] ou deux [69] impulsions
laser. Ensuite, avec l’augmentation des intensités de laser, d’autres processus de diffusion ont
été étudiés. Hrour et al [70] ont rapporté une diffusion de protons par le potentiel de Coulomb
dans un champ laser polarisé circulairement considérant la distorsion d’effet Coulomb. La dif-
fusion électron-électron assistée par laser a été analysée en présence d’un puissant champ laser
polarisé linéairement dans [71]. La diffusion électron-positron dans le champ d’une onde lumi-
neuse a été étudiée dans les travaux [72, 73]. La diffusion élastique électron-proton en présence
d’un champ laser polarisé circulairement [74] ou linéairement [75, 76] a également été signalé.
En plus des processus QED, de nombreux auteurs ont étudié certains processus de la théorie
électrofaible tels que la désintégration des particules [77, 78] et la production de boson de Higgs
[79] en présence d’un champ laser polarisé circulairement. A notre tour, comme contribution à
l’enrichissement de la littérature scientifique avec de telles études théoriques des processus de
diffusion en présence de laser, nous nous concentrons dans ce travail sur l’étude du processus
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de diffusion électron-muon dans le cadre de QED en présence d’un champ laser polarisé cir-
culairement. La diffusion élastique électron-muon est l’un des processus les plus fondamentaux
de la physique des particules. Il a joué un rôle important dans la découverte du muon en 1936,
tout en mesurant les collisions de muons dans le rayonnement cosmique avec des électrons ato-
miques par les physiciens américains Carl D. Anderson and Seth Neddermeyer [80]. La section
efficace de diffusion élastique électron-muon a été mesurée dans les années 1960 en utilisant
des muons produits par des accélérateurs [81, 82, 83]. Expérimentalement, un grand projet, le
projet MUonE, est consacré à la mesure de la section efficace différentielle (SED) de la diffu-
sion élastique électron-muon en fonction du transfert de l’impulsion carrée afin de déterminer
la contribution hadronique au moment magnétique du muon g-2 [84]. Ce processus de diffusion
présente un grand intérêt pour les chercheurs et a également été bien étudié théoriquement
auparavant. Les corrections radiatives QED de la section efficace de diffusion électron-muon
ont été calculées il y a longtemps dans [85, 86, 87] et récemment au Next Leading Order
(NLO) dans [88]. De nouveaux phénomènes de diffusion d’un électron/positron par un muon en
présence d’un champ laser polarisé linéairement sont étudiés dans la première approximation
de Born par Du et al dans [89, 90]. Le même processus a été étudié dans le domaine d’une onde
électromagnétique plane polarisée elliptiquement dans les cas résonants [91] et non résonants
[92]. La diffusion non résonante d’un électron par un muon dans le champ de lumière pulsée
a été étudiée dans des cas relativistes [93] et non relativistes généraux [94]. Dans ce travail,
nous allons ajouter de nouvelles idées pertinentes concernant la diffusion électron-muon dans
le champ d’une onde électromagnétique plane, monochromatique et polarisée circulairement.
À travers cela, notre principale contribution est que nous avons considéré l’habillage du muon
et discuté de son effet sur la SED. Le tenseur métrique gµν = diag(1,−1,−1,−1) et unités
naturelles ~ = c = 1, où c est la vitesse de la lumière dans le vide, sont utilisées tout au long
de ce travail. Pour tous k, le style audacieux k est réservé aux vecteurs.

5.1 Historique et découverte du muon

5.1.1 Le muon

Le muon est, selon le modèle standard de la physique des particules, une particule élémentaire
de charge électrique négative, instable. Le muon a un spin 1/2, il a les mêmes propriétés phy-
siques que l’électron, mis à part sa masse, 207 fois plus grande (105, 66 MeV, c’est pour cela
qu’on l’appelle parfois ”électron lourd”). Les muons sont des fermions de la famille des leptons,
comme les électrons ou les taus. Les muons sont notés µ−. L’antiparticule associée au muon,
est notée µ+ et est chargée positivement.

5.1.2 Historique

La plupart des gens savent que la matière ordinaire qui nous entoure est constituée d’atomes.
En y regardant de plus près, nous nous sommes rendu compte que ceux-ci sont eux-mêmes
constitués d’éléments plus petits, à savoir les électrons, les neutrons et les protons. Ces deux
dernières sont elles-mêmes composées de quarks up et down. Ces trois particules élémentaires
sont les éléments constitutifs de tout ce que nous voyons et touchons dans le monde où nous
vivions. Bien que ces particules de matières soient suffisantes pour construire notre monde,
la recherche en physique des particules nous a appris qu’il existe bien d’autres particules de
matière, dont certaines sont stables, mais interagissent très peu, comme les trois saveurs de
neutrinos. D’autres sont instables et se désintégrent rapidement, comme les quatre saveurs plus
lourdes de quarks, le tau et le muon. C’est à ce dernier que ce texte s’intéresse, ainsi nous
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verrons donc dans les pages suivantes des propriétés fascinantes de cette particule éphémère
qu’est le muon [96].

Commençons par voir comment le muon a été découvert. Au début du 20ème siècle, une
nouvelle découverte a fasciné certains scientifiques de l’époque, il était à propos des rayons
cosmiques. Ces particules de haute énergie ont été découvertes par Victor Hess en 1912 qui, à
l’aide d’un électromètre, a mesuré une ionisation plus élevée à haute altitude que sur le sol et
conclut que cette ionisation devait provenir de particules pénétrantes de hautes énergies venant
de l’extérieur de l’atmosphère, mais d’un endroit autre que le soleil. Grâce à cette découverte, il
obtient le prix Nobel de physique en 1936 [97]. À cette époque, seuls les photons et les électrons
étaient connus.

Plusieurs années plus tard, avec le perfectionnement de la chambre à bulles, Werner Kolhörs-
ter découvrit que certaines de particules qui ionisaient l’air et laissaient une trace de leur passage
dans la chambre à bulles devaient être chargées négativement. Puisque leur trajectoire courbait
à la manière d’une particule négative suite à l’intervention d’un champ magnétique, il devait
donc s’agir d’électrons [98]. Un problème a persisté, quelques-uns ont réussi à pénétrer une
grande épaisseur de plomb, tandis que d’autres ont été bloqués presque à la surface. Norma-
lement, un électron traversant autant de plomb aurait à produire une cascade de particules,
comme une paire électron-positron ou perdre de l’énergie par effet Bremsstrahlung. Il y avait
donc quelque chose qui n’allait pas, que ce soit les propriétés de l’électron, les mesures, ou une
nouvelle particule. C’est en 1937 que Carl D. Anderson et son étudiant Seth Neddermeyer ont
conclu que cela devait être une particule avec la même charge que l’électron, mais plus massive
que celui-ci tout en étant moins massif que le proton. Ils avaient découvert le muon. [99].

5.2 La diffusion électron-muon

La diffusion élastique électron-muon peut être schématisée comme suit

e−(p1) + µ−(p2) −→ e−(p3) + µ−(p4). (5.1)

Une bonne première étape est de noter les données d’impulsion et de spin de l’électron et du
muon dans l’état initial et de l’électron et du muon dans l’état final :

Particule état spineur
e− initial u(p1, s1)
µ− initial u(p2, s2)
e− final u(p3, s3)
µ− final u(p4, s4)

5.3 Étude en absence du champ électromagnétique

5.3.1 L’élément de la matrice S

On suit les étapes habituelles de calcul et on donne l’élément de la matrice S correspondant
à ce processus à l’arbre [95]

Sfi = −ie2

∫
d4x

∫
d4y [ψ

f

e (x)γµψie(x)]DF (x− y)[ψ
f

µ−(y)γµψ
i
µ−(y)], (5.2)

où e = −|e| < 0 est la charge de l’électron et DF (x − y) est le propagateur de Feynman du
rayonnement électromagnétique donné par [95]

DF (x− y) =

∫
d4q

(2π)4
e−iq(x−y)

(
−4π

q2 + iε

)
. (5.3)
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Les ondes planes de Dirac qui décrivent l’électron et le muon dans les états initial et final sont
écrites comme suit :

ψi,fe (x) =
1√

2E1,3V
u(p1,3, s1,3)e−ip1,3.x,

ψi,fµ−(y) =
1√

2E2,4V
u(p2,4, s2,4)e−ip2,4.y.

(5.4)

Pour les équations (5.4), si et Ei (i = 1, 2, 3, 4) se réfèrent respectivement au spin et à l’énergie.
En substituant les expressions du propagateur de Feynman (5.3) et les fonctions d’onde (5.4)
dans l’élément de matrice S (5.2), on obtient

Sfi =
−ie2

√
16E1E2E3E4V 4

∫
d4x d4y

d4q

(2π)4

[
−4π

q2 + iε

]
ei(p3−p1−q).xei(p4−p2+q).yMfi, (5.5)

où Mfi est l’amplitude de diffusion, laquelle sera déterminée dans la section suivante.
L’intégration sur d4x et d4y peut être effectuée à la fois, en résultant∫

d4x ei(p3−p1−q).x = (2π)4δ4(p3 − p1 − q),∫
d4y ei(p4−p2+q).y = (2π)4δ4(p4 − p2 + q),

(5.6)

et l’intégration sur d4q peut être effectuée simplement comme suit :∫
d4q

(2π)4

(2π)4δ4(p3 − p1 − q)(2π)4δ4(p4 − p2 + q)

q2 + iε
=

(2π)4δ4(p4 − p2 + p3 − p1)

(p3 − p1)2 + iε
, (5.7)

et l’élément total de la matrice S (5.5) se lit

Sfi =
ie2(4π)√

16E1E2E3E4V 4

(2π)4δ4(p4 − p2 + p3 − p1)

q2 + iε
Mfi, (5.8)

où q = p3 − p1 = p4 − p2 est le transfert relativiste d’impulsions.

5.3.2 L’amplitude de la diffusion

Par l’application de règles de Feynman en QED pour transformer le processus (5.1) en une
formule pour l’élément de la matrice réduite,

γ

µ−(p4)

µ−(p2)

e−(p3)

e−(p1)

I

I

I

I

I

temps

Figure 5.1 – Diagramme de Feynman de la diffusion électron-muon en QED, où le propagateur
intermédiaire est un photon γ.

Alors, nous trouvons :

Mfi = [u(p3, s3)(ieγµ)u(p1, s1)]

[
−igµν

(p1 + p3)2

]
[u(p4, s4)(ieγν)u(p2, s2)] . (5.9)
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La partie u(p3, s3)(ieγµ)u(p1, s1) est obtenue à partir de la fin de la ligne électron-électron avec
le spineur d’état externe d’électron, et la suit jusqu’à son début. Le vertex d’interaction est
−iQeγµ = ieγµ, puisque la charge des électrons et des muons est Q = −1. De même, la partie
u(p4, s4)(ieγν)u(p2, s2) est obtenue à partir de la fin de la ligne muon-muon avec le spineur
d’état externe du muon, et en la suivant en arrière.
Le propagateur de photons est écrit en jauge de Feynman, par souci de simplicité, et porte
les indices µ et ν qui se connectent aux deux lignes de fermions à leurs vertex d’interaction
respectifs.
Il est possible d’écrire ce résultat plus compact à l’aide des abréviations u(p3, s3) ≡ u3 et
u(p1, s1) ≡ u1 , etc. En écrivant le dénominateur du propagateur de photons comme variable
de Mandelstam s = (p1 + p3)2 = (p4 + p2)2, et en utilisant la métrique dans le propagateur de
photons pour abaisser l’indice sur l’une des matrices gamma, nous obtenons :

M = i
e2

s
(u3γµu1)(u4γ

µu2). (5.10)

La section efficace différentielle fait intervenir le carré complexe de M :

|M|2 =
e4

s2
(u3γµu1)(u4γ

µu2)(u3γνu1)∗(u4γ
νu2)∗. (5.11)

L’évaluation des termes conjugués complexes entre parenthèses peut être effectuée de manière
systématique en prenant le conjugué hermitique des spineurs de Dirac et les matrices qui les
composent, en prenant soin de les écrire dans l’ordre inverse, par exemple,

(u3γνu1)∗ = (u†3γ
0γνu1)∗ = u†1γ

†
νγ

0u3 = u†1γ
0γνu3 = u1γνu3. (5.12)

De la même manière,

(u4γ
νu2)∗ = u2γ

νu4. (5.13)

On a donc :

|M|2 =
e4

s2
(u3γµu1)(u1γνu3)(u4γ

µu2)(u2γ
νu4). (5.14)

Après avoir fait la somme et la moyenne sur les spins, la section efficace différentielle doit être
symétrique sous des rotations autour de l’axe de collision. En effet, les seules directions spéciales
du problème sont les impulsions de particules, de sorte que la section efficace différentielle ne
peut dépende que de l’angle entre l’axe de collision déterminé par les deux particules à l’état
initial et l’axe de diffusion déterminé par les deux particules à l’état final.
Dans le repère du centre de masse, les effets de la moyenne du spin à l’état initial et de la
sommation sur le spin à l’état final sont inclus dans le calcul.
On peut désormais utiliser les équations :∑

s1

u1u1 = /p1
+me,∑

s2

u2u2 = /p2
+mµ,

(5.15)

on obtient :

1

4

∑
s1

∑
s3

∑
s4

∑
s2

|M|2 =
e4

4s2

∑
s3

∑
s4

(u3γµ

[
/p1

+me

]
γνu3)(u4γ

µ
[
/p2

+mµ

]
γνu4). (5.16)
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On va appliquer une autre astuce. Un produit scalaire de deux vecteurs est égal à la trace de
vecteurs multipliés dans l’ordre inverse afin de former une matrice

(
α1 α2 α3 α4

)
β1

β2

β3

β4

 = Tr



β1

β2

β3

β4

(α1 α2 α3 α4

) ≡ Tr


β1α1 β1α2 β1α3 β1α4

β2α1 β2α2 β2α3 β2α4

β3α1 β3α2 β3α3 β3α4

β4α1 β4α2 β4α3 β4α4

 .

(5.17)

En appliquant cela à chaque expression entre parenthèses dans l’équation 5.16, on déplace le
spineur barré jusqu’à la fin et on prend la trace sur la matrice de spineur de Dirac 4 × 4
résultante. Alors :

u3γµ

[
/p1

+me

]
γνu3 = Tr

[
γµ

[
/p1

+me

]
γνu3u3

]
, (5.18)

u4γ
µ
[
/p2

+mµ

]
γνu4 = Tr

[
γµ
[
/p2

+mµ

]
γνu4u4

]
, (5.19)

de sorte que

1

4

∑
spins

|M|2 =
e4

4s2

∑
s3

∑
s4

Tr
[
γµ

[
/p1

+me

]
γνu3u3

]
Tr
[
γµ
[
/p2

+mµ

]
γνu4u4

]
. (5.20)

La raison pour laquelle cette astuce de réorganisation en une trace, est utile, est que maintenant
nous pouvons exploiter à nouveau les expressions :∑

s3

u3u3 = /p3
+me,∑

s4

u4u4 = /p4
+mµ.

(5.21)

Le résultat est :

1

4

∑
si

|Mfi|2 =
e4

4s2
Tr[(/p3

+me)γ
µ(/p1

+me)γ
ν ]Tr[(/p4

+mµ)γµ(/p2
+mµ)γν ]. (5.22)

Ensuite, nous devons évaluer les traces. D’abord, nous avons utilisé le résultat général pour la
trace de quatre matrices gamma. On utilise le fait que la trace d’un nombre impair de gamma
matrices est nulle :

Tr[(/p3
+me)γ

µ(/p1
+me)γ

ν ] = Tr
[
/p3
γµ/p1

γν
]

+m2
eTr [γµγν ]

= 4pµ1p
ν
3 − 4gµνp1.p3 + 4pµ3p

ν
1 + 4gµνm2

e,
(5.23)

de même

Tr[(/p4
+mµ)γµ(/p2

+mµ)γν ] = Tr
[
/p4
γµ/p2

γν
]

+m2
µTr [γµγν ]

= 4pµ2p
ν
4 − 4gµνp2.p4 + 4pµ4p

ν
2 + 4gµνm2

µ.
(5.24)

Alors

Tr[(/p3
+me)γ

µ(/p1
+me)γ

ν ]Tr[(/p4
+mµ)γµ(/p2

+mµ)γν ] = 64m2
em

2
µ − 32m2

µ(p1.p3)

−32m2
e(p2.p4) + 32(p2.p3)(p4.p1) + 32(p2.p1)(p4.p3).

(5.25)

Finalement

1

4

∑
si

|Mfi|2 =
8e4

s2

[
(p2.p3)(p4.p1) + (p2.p1)(p4.p3)−m2

µ(p1.p3)−m2
e(p2.p4) + 2m2

em
2
µ

]
.

(5.26)
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5.3.3 La section efficace de la diffusion

Pour calculer la section efficace de diffusion, on multiplie le carré d’élément de matrice |Sfi|2
par la densité d’états finaux, et on divise par l’intervalle du temps d’observation T et le flux des
particules incidentes |Jinc.| et enfin on doit faire la moyenne sur les spins initiaux et la somme
sur les spins finaux. On obtient

dσ =
|Sfi|2

|Jinc.|T
V d3p3

(2π)3

V d3p4

(2π)3
,

= V 2 d
3p3

(2π)3

d3p4

(2π)3

e4(4π)2

|Jinc.|T
(2π)4V Tδ4(p4 − p2 + p3 − p1)

16E1E2E3E4V 4q4

1

4

∑
si

|Mfi|2,

=
e4δ4(p4 − p2 + p3 − p1)

16E1E2E3E4|Jinc.|V q4
d3p3d

3p4

∑
si

|Mfi|2,

(5.27)

où nous avons utilisé la propriété suivante de la fonction de Dirac [95] :

[(2π)4δ4(p4 − p2 + p3 − p1)]2 = (2π)4V Tδ4(p4 − p2 + p3 − p1). (5.28)

A l’aide de la formule suivante [95] :

d3p4

E4

= 2

∫ +∞

−∞
d4p4δ(p

2
4 −m2

µ)Θ(p0
4), (5.29)

avec

Θ(p0
4) =

{
1 for p0

4 > 0,
0 for p0

4 < 0,

et mµ = 206.771×me la masse du muon, la section efficace différentielle devient

dσ =
e4

8E1E2E3|Jinc.|V q4

∫ +∞

−∞
d4p4δ

4(p4 − p2 + p3 − p1)δ(p2
4 −m2

µ)d3p3

∑
si

|Mfi|2,

=
e4

8E1E2E3|Jinc.|V q4

∫
δ(p2

4 −m2
µ)d3p3

∑
si

|Mfi|2,
(5.30)

avec p4 + p3 − p1 − p2 = 0. En considérant le flux incident des électrons dans le système de

laboratoire de muon |Jinc.| =
√

(p1.p2)2 −m2
µm

2
e/(E1E2V ) = |p1|/E1V et en utilisant d3p3 =

|p3|2d|p3|dΩf , on trouve

dσ

dΩf

=
e4

8mµE3q4

|p3|2

|p1|

∫
δ(p2

4 −m2
µ)d|p3|

∑
si

|Mfi|2. (5.31)

L’intégration sur d|p3| peut être effectuée en utilisant la formule familière suivante [95]∫
dxf(x)δ(g(x)) =

f(x)

|g′(x)|

∣∣∣∣
g(x)=0

. (5.32)

On a :

p2
4 = (p1 + p2 − p3)2,

= 2m2
e +m2

µ + 2p1.p2 − 2p3.(p1 + p2),

p2
4 −m2

µ = 2m2
e + 2p1.p2 − 2p3.(p1 + p2).

(5.33)
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dσ

dΩf

=
e4

8mµE3q4

|p3|2

|p1|

∑
si
|Mfi|2

|g′(|p3|)|
, (5.34)

où

g′(|p3|) = 2|p1|F (θi, θf , ϕi, ϕf )−
2|p3|
E3

(E1 +mµ), (5.35)

avec

F (θi, θf , ϕi, ϕf ) = cos(ϕi) sin(θi) cos(ϕf ) sin(θf ) + sin(θi) sin(ϕi) sin(θf ) sin(ϕf )

+ cos(θi) cos(θf ).
(5.36)

5.3.4 Géométrie sphérique et produits scalaires

Nous travaillons dans le système de laboratoire, où le muon est au repos.

p1 =
(
E1, |p1| cos(ϕi) sin(θi), |p1| sin(ϕi) sin(θi), |p1| cos(θi)

)
,

p2 = (mµ, 0, 0, 0),

p3 =
(
E3, |p3| cos(ϕf ) sin(θf ), |p3| sin(ϕf ) sin(θf ), |p3| cos(θf )

)
,

p4 = p1 + p2 − p3, q2 = (p3 − p1)2 = 2m2
e − 2(p1.p3).

Les différents produits scalaires sont évalués dans le système de laboratoire comme suit :

(p2.p3) = mµE3, (p1.p2) = mµE1, (p1.p3) = E1E3 − |p1|p3|F (θi, θf , ϕi, ϕf ),

(p2.p4) = m2
µ + (p1.p2)− (p2.p3), (p1.p4) = m2

e + (p1.p2)− (p1.p3),

(p3.p4) = (p1.p3) + (p2.p3)−m2
e.

(5.37)

5.4 Étude en présence du champ électromagnétique

5.4.1 Section efficace différentielle assistée par un laser

Dans cette partie, nous essaierons d’établir toutes les expressions théoriques des grandeurs
nécessaires pour calculer la SED du processus de diffusion électron-muon en présence d’un
champ laser. Ce processus peut être schématisé comme suit :

e−(p1) + µ−(p2) −→ e−(p3) + µ−(p4), (5.38)

dont les pi sont les quadri-impulsions associés. Dans le cadre de QED, il peut être décrit par le
diagramme de Feynman représenté dans la figure (5.2).

γ

µ−(p4)

µ−(p2)

e−(p3)

e−(p1)

I

I

I

I

I

temps

Figure 5.2 – La diffusion d’électron par un muon dans un champ électromagnétique à pola-
risation circulaire.
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Le laser appliqué est considéré comme une onde électromagnétique plane, monochromatique et
polarisée circulairement, théoriquement définie par le quadri-potentiel suivant :

Aµ(φ) = aµ1 cos(φ) + aµ2 sin(φ), (5.39)

où φ = (k.x) est la phase du champ laser. k = (ω,k) est le quadrivecteur d’onde et ω est la
fréquence de laser. aµ1 = (0, a1) = |a|(0, 1, 0, 0) et aµ2 = (0, a2) = |a|(0, 0, 1, 0) sont les quadri-
vecteurs de polarisation satisfont-ils (a1.a2) = 0 et a2

1 = a2
2 = a2 = −|a|2 = −(E0/ω)2, où E0 est

l’intensité du champ électrique. Le quadri-potentiel Aµ(φ) satisfait à la condition de jauge de
Lorentz suivante, kµA

µ = 0, d’où (k.a1) = (k.a2) = 0, ce qui signifie que le vecteur d’onde k
est choisi suivant l’axe de z.
En théorie des perturbations, l’amplitude de diffusion Sfi pour la diffusion électron-muon as-
sistée par laser peut être écrite comme [95]

Sfi = −ie2

∫
d4x

∫
d4y [ψ

f

e (x)γµψie(x)]DF (x− y)[ψ
f

µ−(y)γµψ
i
µ−(y)], (5.40)

où e = −|e| < 0 est la charge d’électron et DF (x − y) est le propagateur de Feynman du
rayonnement électromagnétique donné par [95]

DF (x− y) =

∫
d4q

(2π)4
e−iq(x−y)

(
−4π

q2 + iε

)
. (5.41)

Dans un premier temps, nous ne considérerons que l’habillage des électrons sans les muons dans
les états initial et final. En adoptant l’approche de l’image Furry [114], nous prenons en compte
l’interaction des électrons initiaux et finaux avec le champ électromagnétique en les décrivant
par les fonctions relativistes de Dirac-Volkov, qui sont les solutions exactes de l’équation de
Dirac en présence d’un champ électromagnétique [115]. Elles sont écrites, lorsqu’elles sont nor-
malisées selon le volume V , comme suit [37] :

ψi,fe (x) =

[
1 +

e/k /A

2(k.p1,3)

]
u(p1,3, s1,3)√

2Q1,3V
× eiS(q1,3,x), (5.42)

où

S(q1,3, x) = −(p1,3.x)−
∫ (k.x)

0

(
e(p1,3.A)

(k.p1,3)
− e2A2

2(k.p1,3)

)
dφ,

= −(q1,3.x)− e(a1.p1,3)

k.p1,3

sin(φ) +
e(a2.p1,3)

k.p1,3

cos(φ).

(5.43)

Pour les muons libres initiaux et finaux, nous avons

ψi,fµ−(y) =
1√

2E2,4V
u(p2,4, s2,4)e−ip2,4.y, (5.44)

où u(pi, si) représente le bispineur de Dirac pour l’électron libre et le muon d’impulsion pi et de
spin si satisfaisant

∑
si
u(pi, si)u(pi, si) = /pi + me/µ, où me/µ est la masse au repos d’électron

ou de muon (mµ ≈ 207me). La quadri-impulsion cinétique assistée au laser de l’électron est
appelée l’impulsion efficace q1.3, avec la forme :

q1,3 = (Q1,3,q1,3) = p1,3 −
e2a2

2(k.p1,3)
k. (5.45)
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La quadrature de cette impulsion effective montre que la masse de l’électron habillé dépend de
l’intensité du champ et de la fréquence

q2
1,3 = m2

e∗ = m2
e − e2a2 = m2

e + e2
(ε0

ω

)2

, (5.46)

où me∗ agit comme une masse effective de l’électron à l’intérieur du champ laser.
Substitution des expressions du propagateur de Feynman et des fonctions d’onde dans l’ampli-
tude de diffusion Sfi (5.40), on obtient

Sfi =
ie24π√

16Q1Q3E2E4V 4

∫
d4xd4y

d4q

(2π)4

[ei(q3−q1−q).xei(p4−p2+q).y

q2 + iε

]
e−iz sin(φ−φ0)

×
[
ū(p3, s3)

(
χµ0 + χµ1 cos(φ) + χµ2 sin(φ)

)
u(p1, s1)

][
ū(p4, s4)γµu(p2, s2)

]
,

(5.47)

où

z = e

√(
a1.p1

k.p1

− a1.p3

k.p3

)2

+

(
a2.p1

k.p1

− a2.p3

k.p3

)2

,

φ0 = arctan

[
(a2.p1)(k.p3)− (a2.p3)(k.p1)

(a1.p1)(k.p3)− (a1.p3)(k.p1)

]
,

(5.48)

et

χµ0 = γµ − e2a2kµ/k/[2(k.p1)(k.p3)],

χµ1 = [e/2(k.p1)]γµ/k/a1 + [e/2(k.p3)]/a1
/kγµ,

χµ2 = [e/2(k.p1)]γµ/k/a2 + [e/2(k.p3)]/a2
/kγµ.

(5.49)

L’intégration sur d4x, d4y et d4q dans l’équation (5.47) peut être réalisée en utilisant des tech-
niques standard [95], alors nous obtenons :

Sfi =
ie24π√

16Q1Q3E2E4V 4

+∞∑
s=−∞

(2π)4δ4(p4 − p2 + q3 − q1 − sk)

q2 + iε

×
[
ū(p3, s3)

(
χµ0Bs(z) + χµ1B1s(z) + χµ2B2s(z)

)
u(p1, s1)

][
ū(p4, s4)γµu(p2, s2)

]
,

(5.50)

avec q = q3 − q1 − sk correspond au transfert relativiste du quadri-impulsion en présence
du champ laser. Dans l’équation (5.50), nous avons utilisé la transformation suivante, connue
comme l’identité de Jacobi-Anger, impliquant les fonctions ordinaires de Bessel [115] 1

cos(φ)
sin(φ)

× e−iz sin(φ−φ0) =
+∞∑

n=−∞

Bs(z)
B1s(z)
B2s(z)

 e−isφ, (5.51)

où z est l’argument de la fonction de Bessel défini précédemment dans l’équation (5.48) et s,
son ordre, est interprété comme le nombre de photons échangés entre l’électron et le champ
laser.
Pour exprimer la SED assistée par laser, nous multiplions l’élément de la matrice S au carré
|Sfi|2 par la densité des états finaux, et divisons par l’intervalle de temps d’observation T et
le flux de particules entrantes |Jinc.| et finalement nous devons faire la moyenne sur les spins
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initiaux et la somme sur les spins finaux. Ensuite, nous obtenons

dσ =
|Sfi|2

|Jinc.|T
× V d3q3

(2π)3
× V d3p4

(2π)3
,

=
+∞∑
s=−∞

V 2 d
3q3

(2π)3

d3p4

(2π)3

e4(4π)2

|Jinc.|T
(2π)4V Tδ4(p4 − p2 + q3 − q1 − sk)

16Q1Q3E2E4V 4q4

1

4

∑
si

|Ms
fi|2,

=
+∞∑
s=−∞

e4δ4(p4 − p2 + q3 − q1 − sk)

16Q1Q3E2E4|Jinc.|V q4
d3q3d

3p4

∑
si

|Ms
fi|2,

(5.52)

où nous avons utilisé la propriété de la fonction de Dirac suivante [95] :

[(2π)4δ4(p4 − p2 + q3 − q1 − sk)]2 = (2π)4V Tδ4(p4 − p2 + q3 − q1 − sk), (5.53)

et

Ms
fi =

[
ū(p3, s3)

(
χµ0Bs(z) + χµ1B1s(z) + χµ2B2s(z)

)
u(p1, s1)

][
ū(p4, s4)γµu(p2, s2)

]
. (5.54)

A l’aide de la formule suivante [95] :

d3p4

E4

= 2

∫ +∞

−∞
d4p4δ(p

2
4 −m2

µ)Θ(p0
4), avec Θ(p0

4) =

{
1 for p0

4 > 0
0 for p0

4 < 0
(5.55)

la section efficace différentielle devient

dσ =
+∞∑
s=−∞

e4

8E2Q1Q3|Jinc.|V q4

∫ +∞

−∞
d4p4δ

4(p4 − p2 + q3 − q1 − sk)δ(p2
4 −m2

µ)d3q3

∑
si

|Ms
fi|2,

=
+∞∑
s=−∞

e4

8E2Q1Q3|Jinc.|V q4

∫
δ(p2

4 −m2
µ)d3q3

∑
si

|Ms
fi|2
∣∣∣∣
p4−p2+q3−q1−sk=0

.

(5.56)

En considérant le flux incident d’électron dans le système de laboratoire où le muon est au
repos :

|Jinc.| =
√

(q1.p2)2 −m2
µm

2
e∗/(Q1E2V ) = |q1|/(Q1V ) et en utilisant d3q3 = |q3|2d|q3|dΩf ,

on a
dσ

dΩf

=
+∞∑
s=−∞

e4

8mµQ3q4

|q3|2

|q1|

∫
δ(p2

4 −m2
µ)d|q3|

∑
si

|Ms
fi|2. (5.57)

l’intégration sur d|q3| peut être effectuée en utilisant la formule familière suivante [95] :∫
dxf(x)δ(g(x)) =

f(x)

|g′(x)|

∣∣∣∣
g(x)=0

. (5.58)

Finalement, on obtient pour la SED assistée par laser(
dσ

dΩf

)e−−habillé

=
+∞∑
s=−∞

dσ(s)

dΩf

=
+∞∑
s=−∞

e4

8mµQ3q4

|q3|2

|q1|

∑
si
|Ms

fi|2

|g′(|q3|)|
, (5.59)

où

g′(|q3|) = 2(sω cos(θf ) + |q1|F (θi, θf , φi, φf ))− 2
|q3|
Q3

(Q1 +mµ + sω). (5.60)
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La somme des spins sera convertie en calcul de traces comme suit :∑
si

|Ms
fi|2 = Tr[(/p3

+me)Γ
µ
s (/p1

+me)Γ
ν

s ]Tr[(/p4
+mµ)γµ(/p2

+mµ)γν ], (5.61)

où
Γµs = χµ0Bs(z) + χµ1B1s(z) + χµ2B2s(z), (5.62)

et
Γ
ν

s = γ0Γν†s γ
0 = χν0B

∗
s (z) + χν1B

∗
1s(z) + χν2B

∗
2s(z), (5.63)

avec

χν0 = γν − e2a2kν/k/[2(k.p1)(k.p3)],

χν1 = [e/2(k.p1)]/a1
/kγν + [e/2(k.p3)]γν/k/a1,

χν2 = [e/2(k.p1)]/a2
/kγν + [e/2(k.p3)]γν/k/a2.

(5.64)

Le calcul des traces de l’équation (5.61) se fait généralement avec FEYNCALC [116, 117,
118]. Le résultat obtenu se trouve dans l’annexe A. Afin de les distinguer et d’éviter toute
confusion, il serait très approprié de considérer la section efficace différentielle sommée (SEDS)

dans l’équation (5.59),
(
dσ/dΩf

)e−−habillé

, comme la somme de sections efficaces différentielles

individuelles discrètes (SEDI), dσ(s)/dΩf , pour chaque processus d’échange de photons.

5.4.2 L’effet d’habillage de muon

Pour l’instant, on ne considère que l’habillage d’électrons incidents diffusés. Dans cette
partie et pour mettre en valeur l’effet d’habillage sur le muon, on prendra en compte l’habillage
relativiste des deux particules impliquées dans le processus (5.38), l’électron et le muon, et donc
ils seront décrits ensemble par les ondes planes de Dirac-Volkov. Ceci introduira une nouvelle
trace pour calculer et une nouvelle somme sur le nombre de photons n qui seront échangés entre
le muon et le champ laser. La fonction d’onde de Dirac-Volkov pour les états initial et final du
muon habillé est telle que

ψi,fµ−(y) =

[
1 +

e/k /A
′

2(k.p2,4)

]
u(p2,4, s2,4)√

2Q2,4V
× eiS(q2,4,y), (5.65)

où

S(q2,4, y) = −(q2,4.y)− e(a1.p2,4)

k.p2,4

sin(φ′) +
e(a2.p2,4)

k.p2,4

cos(φ′). (5.66)

A′(φ′) est le quadri-potentiel du champ laser ressenti par le muon

A′(φ′) = aµ1 cos(φ′) + aµ2 sin(φ′), (5.67)

où φ′ = (k.y) est la phase du champ laser. Q2,4 correspond à l’énergie totale du muon en
présence d’un champ laser.
Il n’est pas nécessaire de répéter les étapes menant à la SED puisqu’elles ont déjà été décrites
dans la section précédente. En suivant la même procédure qu’auparavant, nous obtenons une
SED non polarisée :(

dσ

dΩf

)(e−,µ−)−habillé

=
+∞∑

s,n=−∞

dσ(s,n)

dΩf

=
+∞∑

s,n=−∞

e4

8mµ∗Q3q4

|q3|2

|q1|

∑
si
|M(s,n)

fi |2

|h′(|q3|)|
, (5.68)
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où mµ∗ représente la masse effective du muon acquis au sein du champ laser. Dans ce cas, la
conservation d’énergie-impultion q4 + q3 − q1 − q2 − (s+ n)k = 0 doit être satisfaite. Le terme∑

si
|M(s,n)

fi |2 s’exprime comme suit :∑
si

|M(s,n)
fi |

2 = Tr[(/p3
+me)Γ

µ
s (/p1

+me)Γ
ν

s ]Tr[(/p4
+mµ)Λn

µ(/p2
+mµ)Λ

n

ν ], (5.69)

avec
Λn
µ = χ′0µBn(zµ−) + χ′1µB1n(zµ−) + χ′2µB2n(zµ−), (5.70)

et

χ′0µ = γµ − e2a2kµ/k/[2(k.p2)(k.p4)],

χ′1µ = [e/2(k.p2)]γµ/k/a1 + [e/2(k.p4)]/a1
/kγµ,

χ′2µ = [e/2(k.p2)]γµ/k/a2 + [e/2(k.p4)]/a2
/kγµ.

(5.71)

zµ− des nouvelles fonctions de Bessel ordinaires. La quantité h′(|q3|)|) dans l’équation (5.68)
est donnée par

h′(|q3|)|) = 2
(

(s+ n)ω cos(θf ) + |q1|F (θi, θf , φi, φf )
)
− 2
|q3|
Q3

(
Q1 +mµ∗ + (s+ n)ω

)
. (5.72)

5.5 Résultats et discussions

Cette section est consacrée à présenter et à discuter les résultats numériques obtenus pour
la diffusion relativiste d’électrons et de muons en absence et en présence du champ laser. La
quantité expérimentale mesurable la plus importante dans les processus de diffusion est la
SED, qui exprime la probabilité de l’événement pris en considération. Ici, la SED est dérivée
par rapport à l’angle solide de l’électron sortant Ωf et est évalué dans le système de laboratoire
du muon où le muon est au repos avec une énergie initiale E2 = mµ. Pour la géométrie, nous
plaçons à la fois les électrons initiaux et finaux dans une géométrie générale avec des coordonnées
sphériques θi, θf , φi et φf . Ces angles ont été choisis, dans tous les résultats présentés, de sorte
que θi = φi, −180◦ ≤ θf ≤ 180◦ et φf = φi + 90◦. Cette géométrie est choisie parce qu’elle s’est
avérée générer des résultats bons et cohérents. L’impulsion du muon final peut être déduite des
autres en utilisant la relation de conservation d’impultion. Compte tenu de la relativité et des
effets de spin, nous choisissons l’énergie cinétique de l’électron entrant comme (sauf indication
contraire) Ekin

e = 106 eV.

5.5.1 En absence du champ électromagnétique

Les paramètres sur lesquels repose la SED sans laser de diffusion électron-muon sont l’énergie
totale de l’électron entrant et les diverses coordonnées sphériques. Nous contrôlons les pa-
ramètres initiaux tels que l’énergie cinétique de l’électron entrant et son angle d’incidence θi,
et nous pouvons voir l’effet de chacun sur la SED. En ce qui concerne les paramètres finaux,
nous n’en savons rien et nous ne pouvons pas les contrôler. Pour l’angle φf , nous avons constaté
que la SED ne change pas avec lui et donne une valeur constante. Pour obtenir des informa-
tions sur l’angle de diffusion final θf à partir duquel l’électron sera sortant, il est nécessaire
d’étudier les variations de la SED en termes de θf comme représentée dans la figure (5.3) pour
les différents angles initiaux θi. Pour les petits angles d’incidence, on remarque que lorsque
l’angle initial diminue (θi → 0◦), la SED augmente avec une valeur maximale toujours à l’angle
θf = 0◦. Dans le cas des grands angles initiaux, on constate que lorsque l’angle initial augmente
(θi → 180◦), la SED augmente avec une valeur maximale à θf = 180◦. Chaque fois que l’angle
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Figure 5.3 – Les variations de la SED sans laser en fonction de l’angle de diffusion θf , pour
(a) des petits angles initiaux θi et pour (b) des grands angles initiaux θi.

initial tend vers 0◦ (diffusion vers l’avant) ou 180◦ (rétrodiffusion), la SED est très importante.
Si l’électron entre avec un petit angle initial 0◦ ≤ θi < 90◦, il est fort probable qu’il sortira
avec un angle θf = 0◦. Mais, s’il entre avec un grand angle initial 90◦ < θi ≤ 180◦, il est très
probable qu’il sortira avec un angle θf = 180◦. Pour θi = 90◦, nous avons trouvé que tous les
angles de diffusion ont la même probabilité.
Voyons maintenant l’effet de l’énergie cinétique des électrons entrants sur la SED sans laser. En
figure (5.4), nous traçons les changements de la SED sans laser en termes d’angle de diffusion
final θf pour différentes énergies cinétiques de l’électron incident Ekin

e . Il est très clair que la
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Figure 5.4 – Les variations de la SED sans laser en fonction de l’angle de diffusion θf pour
différentes énergies cinétiques de l’électron incident, avec l’angle incident est θi = 15◦.

SED est inversement proportionnelle à l’énergie cinétique, ce qui signifie qu’elle diminue avec
l’augmentation de l’énergie cinétique de l’électron entrant. C’est un comportement normal et
attendu dû à l’unitarité de l’élément de la matrice S. La relativité et les effets de spin ont
contribué de manière significative aux écarts qui surviennent entre les régimes relativistes et
non relativistes. On remarque également que la valeur maximale de la SED, pour θi = 15◦, est
régulièrement située autour de l’angle θf = 0◦ quelle que soit l’énergie cinétique de l’électron
incident.
Pour donner un meilleur aperçu de la dépendance de la SED sans laser à l’énergie cinétique des
électrons incidents et de l’angle de diffusion final θf , nous présentons dans la figure (5.5) un
graphe en trois dimensions (contour-plot) dans lequel nous représentons les changements de la
SED en termes de deux variables simultanément, l’énergie cinétique de l’électron entrant et de
l’angle de diffusion θf . A partir de cette figure, on peut voir que la courbe est en pointe autour
de l’angle θf = 0◦ et que l’ordre de grandeur de la SED sans laser diminue avec l’augmentation
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Figure 5.5 – Les variations de la SED sans laser en fonction à la fois de l’énergie cinétique
des électrons incidents Ekin

e et l’angle de diffusion θf , avec l’angle incident est θi = 15◦.

de l’énergie cinétique de l’électron entrant.

5.5.2 En présence du champ électromagnétique

Dans cette partie, nous présenterons les résultats obtenus dans le cas de n’habiller que
l’électron sans le muon dans le processus de diffusion électron-muon. Chaque particule chargée
change ses propriétés et peut en acquérir de nouvelles en interaction avec un champ externe.
Le champ externe considéré ici est le champ électromagnétique polarisé circulaire, qui peut
être fourni dans le laboratoire à l’aide d’un dispositif laser [119]. Dans notre cas, l’électron
habillé par laser acquiert une nouvelle masse effective, quantité de mouvement et énergie en
présence du champ laser. Ainsi, quand on insère le processus de diffusion électron-muon dans un
champ électromagnétique externe, sa SED sera évidemment modifiée et affectée. Maintenant, les
paramètres laser sont ajoutés à ceux qui dépendent de la SED. Précisément, on parle d’intensité
et de fréquence du champ laser ainsi que du nombre de photons échangés. Si ces trois paramètres
sont nuls dans la limite du champ, la SED assistée par laser est réduite en SED sans laser. Cette
comparaison, qui peut se faire numériquement, permet de vérifier la cohérence et la précision
du calcul théorique. Pour la géométrie laser, nous notons ici que nous avons choisi la direction
du vecteur d’onde de champ k selon l’axe des z, tandis que les vecteurs de polarisation a1 et
a2 perpendiculaires à k suivent l’axe des x et l’axe des y, respectivement.

La chose importante qui indique l’interaction ou la non-interaction de l’électron avec le
champ électromagnétique est le processus d’échange des photons par émission et absorption.
L’échange d’un plus grand nombre de photons entre le laser et l’électron implique que l’électron
interagit fortement avec le champ laser et vice versa. Pour examiner le processus d’échange
de photons, on trace les variations de la SEDI, dσ(s)/dΩf , en termes de nombre de photons
échangés s. Par conséquent, nous obtenons des enveloppes comme indiqué dans la figure (5.6).
On remarque que toutes ces enveloppes sont découpées à deux bords symétriques par rapport
à l’axe s = 0. La figure (5.6)(a) montre l’effet de l’intensité du champ laser sur le processus
d’échange de photons. Il nous apparâıt que le nombre de photons échangés augmente en même
temps que l’intensité du champ E0 à partir de 106 à 4.5 × 106 V cm−1. Ceci indique que
l’électron interagit de façon significative avec le champ laser d’intensité élevée. Concernant
l’effet de la fréquence laser, nous montrons dans la figure (5.6)(b) le processus multiphotonique
pour deux fréquences différentes. Grâce à cette figure, nous pouvons voir que l’électron échange
un petit nombre de photons avec le laser à haute fréquence (~ω = 2 eV) comparé au laser à
basse fréquence (~ω = 1.17 eV). Autrement dit, l’influence du laser diminue à des fréquences
plus élevées. La figure (5.6)(c) illustre l’effet de l’énergie cinétique de l’électron incident sur
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Figure 5.6 – Le comportement de SEDI, dσ(s)/dΩf , par rapport au nombre de photons s. Les
différents paramètres sont (a) ~ω = 2 eV, θi = 15◦ et θf = 0◦, (b) E0 = 106 V cm−1, θi = 15◦

et θf = 0◦, (c) E0 = 107 V cm−1, ~ω = 2 eV, θi = 15◦ et θf = 0◦ et (d) E0 = 107 V cm−1,
~ω = 1.17 eV et θf = 0◦.

l’interaction entre l’électron et le champ laser. Selon cette figure, il semble que plus de photons
étaient échangés avec des énergies cinétiques supérieures qu’avec des énergies inférieures. Cela
veut dire que l’énergie cinétique élevée de l’électron a permis d’améliorer l’interaction entre
l’électron et le champ laser. L’effet de l’angle θi initial, auquel l’électron entre en collision avec
le muon, a aussi été étudié, et le résultat est indiqué dans la figure (5.6)(d). Il est clair qu’il
existe un écart au niveau du nombre de photons échangés entre les deux angles initiaux, car le
nombre de photons échangés devient important lorsque l’angle θi initial est élevé.

Nous avons vu à quel point tous ces paramètres initiaux, qu’ils soient liés au laser, comme
la fréquence et l’intensité du champ, ou ceux de l’énergie cinétique et de la géométrie initiales,
jouent un rôle important dans l’interaction de l’électron avec le champ électromagnétique.
Afin de mieux clarifier davantage l’effet des paramètres laser sur la SED de la diffusion électron-
muon, dans la figure (5.7) nous montrons le comportement de la SEDS (l’équation (5.59)) en
termes d’intensité de champ laser E0 pour deux fréquences différentes. De cette figure, nous
pouvons voir que la haute intensité du laser a réduit significativement la SED. En outre, l’effet
du laser dépend de la fréquence utilisée, car nous constatons que le laser à basse fréquence
affecte la SED plus rapide que le laser à haute fréquence.

5.5.3 Effet d’habillage du muon

La présente section vise à présenter et à discuter les résultats obtenus dans le cas du muon
habillé, et les comparer avec ceux obtenus dans le cas où seulement l’électron était habillé sans
le muon dans les états initial et final. Il s’agit de déterminer à quelles intensités de champ
l’habillage du muon a un effet sur la SED. En tenant compte de l’interaction de l’électron et
du muon avec le champ électromagnétique dans les états initial et final, le calcul théorique
est un peu difficile et lourd, qui nécessite des ordinateurs très rapides et de haute résolution
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Figure 5.7 – La SED assistée par laser (5.59) sommée sur −10 ≤ s ≤ 10 en fonction de
l’intensité du champ laser pour deux fréquences laser. Le graphe (à gauche) montre la gamme
de 10 à 108 V cm−1, tandis que le graphe (à droite) montre le détail des variations SEDS pour
les intensités de champ entre 107 et 108 V cm−1, avec l’angle incident est θi = 15◦.

pour extraire des résultats numériques et graphiques. C’est pour cela nous nous limiterons ici
à inclure, dans le tableau 5.1, quelques valeurs pertinentes pour la SED dans le cas où nous
habillons uniquement l’électron ou l’électron et le muon ensemble.

Table 5.1 – Valeurs de deux SEDs sans (l’équation (5.59)) et avec (l’équation (5.68)) l’effet
d’habillage du muon pour différentes intensités de champ laser. La fréquence laser est ~ω =
1.17 eV. L’angle incident est θi = 15◦. Les deux nombres de photons s et n sont sommés de
−10 à +10.

Intensité E0 (V cm−1)

(
dσ
dΩf

)e−-habillé(5.59)

(eV−2)

(
dσ
dΩf

)(e−,µ−)-habillé(5.68)

(eV−2)

105 2.52149× 10−14 2.52149× 10−14

106 4.19919× 10−15 4.19919× 10−15

107 4.22187× 10−16 4.22187× 10−16

108 4.566× 10−17 4.566× 10−17

109 4.30249× 10−18 6.02908× 10−19

1010 4.96829× 10−19 6.38937× 10−21

D’après le tableau, il est facile de constater que les deux SEDs sont identiques aux quatre
premières intensités de champ (105, 106, 107 et 108 V cm−1), ce qui signifie que l’habillage du
muon n’a pas encore d’effet. Lorsque nous atteignons la valeur d’intensité de champ de 109 V
cm−1, nous remarquons que les deux SEDs commencent à être très différentes. À cette force de
champ et au-dessus (E0 ≥ 109 V cm−1), l’effet d’habillage muonique commence à apparâıtre.
Dans l’intervalle des champs en dessous de cette valeur, il suffit d’habiller uniquement l’électron
pour éviter la complexité du calcul théorique et les expressions lourdes engendrées par l’habillage
du muon. Mais, si des intensités de champ plus élevées sont utilisées, il faut habiller le muon et
le décrire par la fonction de Dirac-Volkov pour tenir compte de son interaction avec le champ
électromagnétique intense. On peut expliquer cela par la différence entre les masses du muon
et de l’électron. Ceci conforterait et justifierait le choix fait précédemment par certains auteurs
[89, 90] pour étudier le même processus de diffusion sans prendre en compte l’habillage du
muon à l’intensité du champ de 5.18× 107 V cm−1. Récemment, Dahiri et al [74] ont examiné
l’effet de l’habillage des protons dans la diffusion électron-proton assistée par laser et ils ont
constaté qu’il commence à apparâıtre à des intensités de champ laser supérieures ou égales à
1010 V cm−1 à cause de la masse lourde du proton. De la table 5.1, il est également clair pour
nous que l’habillage du muon a rendu la SED plus bas qu’auparavant.
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Conclusion

Afin de conclure, nous avons présenté dans ce travail une étude théorique de la diffusion
relativiste élastique des électrons-muons en présence d’un champ laser monochromatique pola-
risé circulairement sous deux phases. Dans la première, nous avons habillé seulement l’électron
sans muon dans les états initial et final, et dans la seconde nous avons également ajouté l’ha-
billage du muon afin de mettre en évidence son effet sur la SED. Dans les résultats obtenus,
nous avons montré l’effet de l’intensité et de la fréquence du champ laser, ainsi que l’énergie
cinétique de l’électron entrant et son angle initial sur la SED et le processus multiphotonique.
Nos conclusions sont les suivantes. La SED est affectée par le champ laser, car il diminue avec
l’augmentation des intensités de champ en raison des processus d’absorption et d’émission mul-
tiphotoniques. Le processus de diffusion permet d’échanger plusieurs photons avec le champ
laser en fonction des paramètres du champ et de l’énergie des électrons. Nous avons trouvé
que les processus d’émission de photons sont égaux aux processus d’absorption de photons. En
ce qui concerne la fréquence laser, il est démontré que l’effet du laser diminue aux fréquences
élevées. Pour l’énergie des électrons, on remarque que lorsque l’énergie incidente augmente, la
SED diminue. Encore un autre point important concernant l’effet d’habillage muonique, nous
avons démontré que le laser n’a absolument aucun effet sur la SED tant que l’intensité du
champ est inférieure à 109 V cm−1 et peut donc être ignoré en toute sécurité.
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CONCLUSION GÉNÉRALE

Cette thèse visait à améliorer la compréhension des processus QED modifiés par laser. Cet
objectif a été atteint, ce qui a notamment donné lieu à une étude approfondie des processus
suivants : l’émission d’un photon par un électron et la diffusion d’un électron par un muon en
présence d’un champ électromagnétique polarisé circulairement. Outre les résultats théoriques,
une attention particulière a été accordée à l’évaluation numérique des formules utilisées. Les
principaux résultats de cette thèse sont les valeurs numériques obtenues à partir des formules
d’électrodynamique quantique modifiées par laser, présentées dans un certain nombre de gra-
phiques dans les chapitres 4 et 5.

Après avoir introduit l’électrodynamique quantique dans des champs laser intenses, dans le
chapitre 1, nous avons examiné la solution du problème du mouvement d’un électron dans une
onde électromagnétique plane.

Dans le second chapitre, nous avons traité la définition de la théorie de diffusion, en souli-
gnant ses types, et nous avons déterminé tous les paramètres dont nous aurons besoin au cours
des prochains chapitres. Nous avons également examiné les manières dont le laser est diffusé
et comment écrire son expression mathématique pour étudier la diffusion de certains particules
assistées par laser.

Dans le troisième chapitre, on a bien étudié le concept d’électrons polarisés dans la diffusion
de compton. On en conclut qu’à haute énergie, la probabilité que l’électron change de spin est
nulle, on peut dire aussi que le spin d’un électron peut être influencé par la diffusion en fonction
de l’énergie des particules incidentes. On peut ainsi mieux comprendre l’influence de la diffusion
sur les états de spin en appliquant le même concept de polarisation à d’autres processus dans
l’électrodynamique quantique. bien que l’ajout d’effets externes complique un peu le calcul et
requiert de nouvelles fonctions mathématiques complexes, mais cela permet de comprendre le
comportement des particules lors de la diffusion et de découvrir leurs nouvelles propriétés.

Dans un deuxième projet, on ajoute le quatrième chapitre afin de comprendre l’interaction
entre le rayonnement et la matière et de comprendre l’influence du champ électromagnétique sur
la diffusion des particules. En ce qui concerne notre processus, nous avons conclu que la section
efficace différentielle devient maximum lorsque l’angle de diffusion θ = 0◦. Cela signifie que
l’émission vers l’avant d’un photon par un électron en présence d’un champ électromagnétique
intense est plus probable que l’émission vers l’arrière. De plus, la section efficace différentielle
diminue lorsque l’énergie de l’électron entrant augmente, ce qui implique que l’interaction de
l’électron entrant avec le champ électromagnétique intense devient faible. Nous avons également
vu que la section efficace différentielle augmente lorsque l’intensité du champ électromagnétique
augmente et que le nombre de photons échangés augmente.

Nous avons présenté dans le cinqième chapitre, c’est un troisième projet, une étude théorique
de la diffusion relativiste élastique des électrons-muons en présence d’un champ laser mono-
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chromatique polarisé circulairement, nous avons montré l’effet de l’intensité et de la fréquence
du champ laser, ainsi que l’énergie cinétique de l’électron entrant et son angle initial sur la
section efficace différentielle et le processus multiphotonique.
Nos conclusions sont les suivantes. La section efficace différentielle est affectée par le champ
laser, car elle diminue avec l’augmentation des intensités de champ en raison des processus
d’absorption et d’émission multiphotoniques. Le processus de diffusion peut échanger un cer-
tain nombre de photons avec le champ laser en fonction des paramètres du champ et de l’énergie
des électrons. Nous avons constaté que les processus d’émission de photons sont égaux à ceux
d’absorption de photons. Concernant la fréquence de laser, nous avons montré que l’effet du
laser diminue aux hautes fréquences. Pour l’énergie des électrons, on note qu’au fur et à mesure
que si l’énergie incidente augmente, la section efficace différentielle devient plus petite.
Encore un autre point important concernant l’effet d’habillage muonique, nous avons démontré
que le laser n’a absolument aucun effet sur la section efficace différentielle tant que l’intensité
du champ est inférieure à 109 V cm−1 et peut donc être ignoré en toute sécurité.

Finalement, nous avons montré qu’il est possible d’évaluer numériquement des sections effi-
caces en électrodynamique quantique assistées par laser dans le domaine relativiste, en utilisant
le formalisme de Dirac-Volkov.
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ANNEXE A

L’évaluation numérique des deux traces montrées dans l’équation (5.61) donne le résultat
suivant : ∑

si

|Ms
fi|2 =C1|Bs|2 + C2|B1s|2 + C3|B2s|2 + C4BsB

∗
1s + C5B1sB

∗
s

+ C6BsB
∗
2s + C7B2sB

∗
s + C8B1sB

∗
2s + C9B2sB

∗
1s,

(5.73)

où l’argument z des diverses fonctions de Bessel ordinaires a été abandonné pour plus de
commodité et les neuf coefficients C1, C2, C3, C4, C5, C6, C7, C8 et C9 sont explicitement exprimés,
en termes de différents produits scalaires, par

C1 =
8mµ

(k.p1)2(k.p3)2

[
2(k.p1)(k.p3)(a2e2(k.p3)2E1 − a2e2(k.p1)2E3 + (k.p1)(k.p3)(a2e2(−E1

+ E3 + 2Q1 − 2Q3) + 2(−mµE1E3 + E3(p4.p1) + E1(p4.p3) +m2
e(mµ −Q1 +Q3))))

− 2a2e2(k.p1)(k.p3)(a2e2(−(k.p1) + (k.p3)) + (k.p3)(−2m2 + 2E1E3 + (p4.p1))

+ (k.p1)(2m2
e − 2E1E3 + (p4.p3)))ω + a4e4(k.p1)(k.p3)mµω

2 + a6e6(−(k.p1) + (k.p3))ω3

+ 2((k.p1)(k.p3)mµ + a2e2(−(k.p1) + (k.p3))ω)((k.p3)|q3| cos(θf )(a
2e2ω + 2(k.p1)|q1|

× cos(θi)) + (k.p1)(a2e2|q1|ω cos(θi) + 2(k.p3)|q3| sin(θf ) sin(θi)(|q1| cos(ϕf ) cos(ϕi)

+ |q1| sin(ϕf ) sin(ϕi))))
]
,

(5.74)

C2 =
8e2mµ

(k.p1)2(k.p3)2

[
a2(2(k.p1)(k.p3)((k.p1)2(mµ − E1 + E3) + (k.p3)2(mµ − E1 + E3)

− 2(k.p1)(k.p3)(mµ − E1 + E3 +Q1 −Q3)) + 2(k.p1)((k.p1)− (k.p3))(k.p3)(2m2

− 2E1E3 − (p4.p1) + (p4.p3))ω + a4e4((k.p1)− (k.p3))ω3) + 2a2((k.p1)− (k.p3))

× (k.p3)|q3|ω cos(θf )(a
2e2ω + 2(k.p1)|q1| cos(θi)) + 2(k.p1)ω(a4e2((k.p1)− (k.p3))

× |q1|ω cos(θi) + 2(k.p3)(|a|2(k.p1)|q3|2 cos(ϕf )
2 sin(θf )

2 + (a2((k.p1)− (k.p3))|q1|+ |a|2

× (2(k.p1)|q1| − (k.p3)|q1| − (k.p1)|q1|))|q3| cos(ϕf ) cos(ϕi) sin(θf ) sin(θi) + |q1| sin(θi)

× (−|a|2(k.p3)|q1| cos(ϕi)
2 sin(θi) + a2((k.p1)− (k.p3))|q3| sin(θf ) sin(ϕf ) sin(ϕi))))

]
,

(5.75)
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C3 =
8e2mµ

(k.p1)2(k.p3)2

[
a2(2(k.p1)(k.p3)((k.p1)2(mµ − E1 + E3) + (k.p3)2(mµ − E1 + E3)

− 2(k.p1)(k.p3)(mµ − E1 + E3 +Q1 −Q3)) + 2(k.p1)((k.p1)− (k.p3))(k.p3)(2m2
e

− 2E1E3 − (p4.p1) + (p4.p3))ω + a4e4((k.p1)− (k.p3))ω3) + 2a2((k.p1)− (k.p3))(k.p3)

× |q3|ω cos(θf )(a
2e2ω + 2(k.p1)|q1| cos(θi)) + 2(k.p1)ω(a4e2((k.p1)− (k.p3))|q1|ω cos(θi)

+ 2(k.p3)(|q3| sin(θf )(a
2((k.p1)− (k.p3))|q1| cos(ϕf ) cos(ϕi) sin(θi) + |a|2(k.p1)

× |q3| sin(θf ) sin(ϕf )
2) + (a2 + |a|2)((k.p1)− (k.p3))|q1||q3| sin(θf ) sin(θi) sin(ϕf ) sin(ϕi)

− |a|2(k.p3)|q1|2 sin(θi)
2 sin(ϕi)

2))
]
,

(5.76)

C4 =C5 =
8|a|emµ

(k.p1)(k.p3)

[
|q3|(2(k.p1)((k.p1)(mµ − E1)− (k.p3)(mµ + E3)) + (a2e2(3(k.p1)

− (k.p3))− 2(k.p1)(p4.p1))ω) cos(ϕf ) sin(θf )− (2((k.p1)− (k.p3))(k.p3)(mµ + E3)|q1|
− 2(k.p1)(k.p3)(E1 + E3)|q1|+ (2(k.p3)(p4.p3)|q1|+ a2e2(−2(k.p1)|q1|+ 2(k.p3)|q1|
+ (k.p1)|q1|+ (k.p3)|q1|))ω) cos(ϕi) sin(θi)

]
,

(5.77)

C6 =C7 =
8 |a| emµ

(k.p1)(k.p3)

[
|q3|(2(k.p1)((k.p1)(mµ − E1)− (k.p3)(mµ + E3)) + (a2e2(3(k.p1)

− (k.p3))− 2(k.p1)(p4.p1))ω) sin(θf ) sin(ϕf ) + |q1|((k.p1)(−2(k.p3)mµ + 2(k.p3)E1

+ a2e2ω) + (k.p3)(2(k.p3)(mµ + E3)− (3a2e2 + 2(p4.p3))ω)) sin(θi) sin(ϕi)
]
,

(5.78)

C8 =C9 =
16|a|2e2mµω

(k.p1)(k.p3)

[
cos(ϕi) sin(θi)((2(k.p1)|q1| − (k.p3)|q1| − (k.p1)|q1|)|q3| sin(θf )

× sin(ϕf )− 2(k.p3)|q1|3 sin(θi) sin(ϕi)) + |q3| sin(θf )((k.p1)|q3| sin(θf ) sin(2ϕf )

+ ((k.p1)− (k.p3))|q1| cos(ϕf ) sin(θi) sin(ϕi))
]
.

(5.79)
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[25] Szymanowski C, Véniard V, Täıeb R, Maquet A and Keitel C H 1997 Phys. Rev. A 56
3846-59

[26] Attaourti Y and Manaut B 2003 Phys. Rev. A 68 067401

[27] Klein, O. Quantentheorie und fünfdimensionale Relativitätstheorie. Z. Physik 37, 895-906
(1926).

[28] Gordon, W. Der Comptoneffekt nach der Schrödingerschen Theorie. Z. Physik 40, 117-133
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