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THÈSE

Présentée par

Maria Ihsane El BAHI

Pour l’obtention du grade de

Docteur
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temps qu’il a consacré à m’orienter pour faire les bons choix et pour ses conseils qui ont été
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Résumé

Dans ce travail, nous étudions la théorie des groupes de Lie pour certaines équations

différentielles aux dérivées partielles fractionnaires non linéaires en physique mathématique.

Les solutions exactes et les lois de conservation sont obtenues. La méthode est appliquée à

l’équation de Korteweg-de Vries, à l’équation généralisée de Korteweg-de-Vries et à l’équation

de Drainage des Mousses.

L’équation du type Korteweg-de-Vries est étudiée par la méthode du groupe de Lie. Nous

montrons que cette équation admet une algèbre de Lie de dimension 3. Les réductions et les

solutions exactes associées à chaque champ de vecteurs sont obtenues en utilisant la méthode

de symétrie de Lie en combinaison avec la méthode des séries entières. Nous présentons après

les lois de conservation en utilisant la méthode d’Ibragimov.

L’équation du type Korteweg-de-Vries généralisée est étudiée en utilisant la symétrie de Lie.

Les réductions et les solutions exactes sont obtenues, en utilisant aussi la méthode des séries

entières pour trouver d’autres solutions. En plus, les lois de conservation de l’équation sont

trouvées en utilisant le théorème de conservation dû à Ibragimov.

Enfin, l’équation de Drainage de Mousse est étudiée à l’aide de la méthode de symétrie de

Lie. Les réductions sont obtenues en utilisant la méthode de symétrie de Lie, d’autres solutions

supplémentaires sont données en utilisant la méthode des séries entières. Les lois de conservation

sont également obtenues en utilisant l’approche d’Ibragimove.
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Abstract

In this work we study the applications of Lie symmetry analysis to certain nonlinear evo-

lution fractional equations of mathematical physics. Exact solutions and conservation laws are

obtained for such equations. The equations which are considered in this thesis are a Korteweg-

de Vries-Like equation, a generalized Korteweg-de Vries-Like equation and a Foam Drianag

equation.

A Korteweg-de Vries-Like equation is investigated from the point of view of Lie group.

We show that this equation admits a treedimensional Lie algebra. Their associated symmetry

reductions and exact solutions are obtained using the Lie symmetry method in conjunction

with the power serie method. We also present conservation laws which are derived using the

Ibragimov approach.

A generalized Korteweg-de Vries-Like equation is investigated using Lie symmetry analysis.

The similarity reductions and exact solutions with the aid of power serie methods are obtained.

In addition to this, the conservation laws for the equation are derived using the conservation

theorem due to Ibragimov.

Finally, a Foam Drainag equation is analyzed using Lie symmetry method. The similarity

reductions are obtained using the Lie symmetry method and extra solution are drived using

power serie method. Conservation laws are also obtained by employing the Ibragimove approach.
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Introduction générale

Jusqu’à aujourd’hui, les physiciens mathématiciens ont cherché à comprendre de nombreux

phénomènes de la physique afin de les modéliser sous différentes classes d’équations. La plupart

du temps, les équations qui représentent les phénomènes de façon exacte sont non linéaires.

Les équations aux dérivées partielles fractionnaires sont une classe d’équations couvrant la

modélisation d’une bonne partie de ces phénomènes voir ([5, 38, 51, 56, 50, 15, 7, 13, 25, 30, 11]).

Ainsi, il est important d’étudier les solutions explicites et les lois de conservation, permettant

leurs constructions.

Malheureusement, les solutions exactes d’une équation différentielle fractionnaire non linéaire

sont parfois trop compliquées à atteindre en raison de la complexité des parties non linéaires

les impliquant. Trouver les solutions d’une telle équation est une tâche ardue et ce n’est que

dans certains cas particuliers que l’on peut écrire les solutions explicitement. Cependant, ces

dernières années, des progrès importants ont été réalisés et de nombreuses méthodes efficaces

pour obtenir des solutions explicites d’équations différentielles fractionnaires non linéaires ont

été proposées. Parmi les méthodes les plus importantes trouvées dans la littérature, on peut

citer : la méthode de Sub-equation, la méthode de perturbation d’homotopie, la méthode de

l’intégrale première et la méthode de Groupe de Lie voir( [23, 18, 3, 66, 67, 69, 26]).

Les symétries apparaissent de façon naturelle dans les lois de la physique. Elles sont sou-

vent présentes de façon intrinsèque, dans le système d’équations différentielles décrivant le

modèle. Leur connaissance permet de mieux comprendre les phénomènes physiques complexes,

de simplifier et de résoudre des problèmes et aussi d’approfondir la compréhension de certains

phénomènes. Afin de trouver les solutions exactes des d’équations différentielles, on utilise sou-

vent la théorie de Lie (ou théorie des groupes continus).

On doit la théorie des groupes continus aux mathématiciens Marius Sophus Lie et Felix, qui

ont débuté leurs recherches en 1869 à l’école des mathématiques de Berlin sous la direction du

professeur T.W.Weirstrass. Leurs recherches ont porté sur les courbes homogènes qui démeurent

invariantes sous l’effet d’un certain groupe de transformations. Ainsi, ils ont élaboré la théorie

10



des groupes de discrets et continus et la notion de symétrie à travers des transformations

projectives. Ils ont aussi contribué à l’étude des relations entre les algèbre et les groupe de Lie.

Lorsqu’une symétrie est associée à une équation différentielle, on peut alors exploiter celle-ci

afin d’obtenir une simplification, et dans ce cas les variables dépendantes et indépendantes pour-

ront habituellement être combinées dans le but de réduire le nombre de variables indépendantes

(voir [52, 31, 53, 70, 71, 72])

Les lois de conservation jouent un rôle important dans le processus de résolution des

équations différentielles. Il est bien connu que trouver les lois de conservation d’un système

d’équations différentielles est souvent la première étape vers la recherche d’une solution. Les

lois de conservation sont utiles dans l’intégration numérique d’équations aux dérivées par-

tielles, par exemple pour le contrôler des erreurs numériques. Les lois de conservation jouent

également un rôle important dans la théorie des transformations non classiques, formes nor-

males et intégrabilité asymptotique . Récemment, les lois de conservation ont été utilisées pour

construire des solutions d’équations aux dérivées partielles.

Le calcul fractionnaire a connu un grand développement dans ces dernières années, plu-

sieurs chercheurs se sont intéressés à cette théorie car elle généralise les opérations de dérivation

et d’intégration aux ordres non-entiers.

L’histoire de la dérivée d’ordre non-entier s’étale de la fin du 17ème siècle jusqu’à nos jours.

Les spécialistes s’accordent pour faire remonter son début à la fin de l’année 1695 quand l’Hopi-

tal a soulevé une question à Leibniz en s’interrogeant sur la signification de
dny

dxn
lorsque n =

1

2
.

La première tentative sérieuse de donner une définition logique pour la dérivée fractionnaire est

dû à Liouville qui a publié neuf documents dans ce sujet entre 1832 et 1837. Indépendamment,

Riemann a proposé une approche qui s’est avérée essentiellement celle de Liouville, et c’est

depuis qu’elle porte le nom ”Approche de Riemann-Liouville”. Plus tard, d’autres théories on

fait leurs apparition comme celle de Grunwald-Leitnikov, de Weyl et de Caputo (voir [49, 34]).

L’une des applications les plus importantes du calcul fractionnaire se manifeste dans l’étude

des modèles rhéologiques (relatif à la rhéologie, branche de la mécanique qui étudie le com-

portement des matériaux du point de vue de la viscosité, la rigidité ou l’élasticité) utilisés en

viscoélasticité linéaire sont constitués de ressorts et d’amortisseurs. Les lois de comportement

de ces éléments rhéologiques peuvent être généralisées à partir de l’utilisation des dérivées

fractionnaires.
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La loi du comportement associée à la réponse d’un élément élastique est décrite simple-

ment par σ = τ 0ED0ε = Eε , où τ est le temps de relaxation, E le module élastique et

D0 l’opérateur différentiel temporel d’ordre zéro. Cela caractérise le comportement d’un res-

sort (voir Fig. 1(a)). La loi du comportement associée à la réponse d’un élément visqueux est

donnée par σ = τ 1ED1ε = τEε̇, où τE correspond à la viscosité du matériau et D1 à l’opérateur

différentiel temporel d’ordre un. Cela caractérise le comportement d’un amortisseur (voir Fig.

1 (b)). Afin de généraliser les deux cas précédents, la loi du comportement linéaire peut s’écrire

sous la forme σ = ταEDαε (∗), où Dα est l’opérateur différentiel d’ordre fractionnaire, avec

0 ≤ α ≤ 1. L’élément rhéologique associé à l’équation (∗) présente des caractéristiques in-

termédiaires entre celles du ressort(spring) et de l’amortisseur(dashpot), d’où la désignation de

spring-pot (voir Fig. 1(c)).

Le travail présenté dans cette thèse s’inscrit dans le cadre de l’étude des équations aux

dérivées partielles fractionnaires non linéaires en utilisant la méthode de symétrie de Lie. Ainsi,

on va considérer les symétries continues d’une classe d’équations aux dérivées partielles non

linéaires d’ordre fractionnaire, contenant une variable u dépendant des variables indépendantes

x et t ( voir [1, 62, 63, 10, 68, 33, 61]). Dans le but d’aborder les différents aspects traités dans

cette thèse, nous avons organisé ce travail en cinq chapitres suivis par une conclusion générale

et des perspectives.

Chapitre 1 : Dans ce chapitre, nous introduisons les notions nécessaires et les généralités

sur le calcul fractionnaire, dont on aura besoin dans la suite.

Chapitre 2 : Le deuxième chapitre a pour but, l’étude du groupe de symétries de Lie et

sont prolongement pour les équations aux dérivée partielles fractionnaires, les lois de conserva-

tion et les solutions invariantes seront étudiées.

Chapitre 3 : Le troisième chapitre, est consacré à l’étude des solutions explicites et les lois

12



de conservation de l’équation différentielle fractionnaire de type Kdv. On étudiera les réductions

et les solutions invariantes et aussi les solutions explicites par la méthode des séries entière.

Chapitre 4 : Dans ce chapitre, on établit des résultats sur l’étude de l’équation fraction-

naire généralisée de type KdV.

Chapitre 5 : Ce chapitre est consacré à l’étude des symétries de Lie pour l’équation frac-

tionnaire généralisée de Drainage des Mousses.

Enfin, nous terminons cette thèse par une conclusion et quelques perspectives.
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Chapitre 1

Calcul fractionnaire

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions nécessaires et des généralités sur la théorie

du calcul fractionnaire qui seront utilisés dans la suite.

1.1 Fonctions spéciales utilisés dans le calcul fraction-

naire

1.1.1 Fonction Gamma

L’un des outils de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma qui prolonge natu-

rellement la factorielle aux nombres réels positifs (et même aux nombres complexes à parties

réelles positives).

Définition 1.1.1. [17]

Soit x ∈ R+
∗ , la fonction Gamma est donnée par :

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−tdt

(cette intégrale est convergente pour tout x > 0).

Proposition 1.1.1. [17]

Pour tout x > 0 et pour tout n ∈ N∗, on a :

Γ(x+ 1) = xΓ(x),

Γ(n) = (n− 1)!,

14



Γ(x) = lim
n→+∞

n!nx

x(x+ 1)...(x+ n)
.

Cas particuliers

Γ(1) =

∫ +∞

0

t1−1e−tdt = 1,

Γ(
1

2
) =
√
π,

Γ(n+
1

2
) =

(2n)!

22nn!

√
π.

1.1.2 Fonctions de Mittag-Leffler

La fonction exponentielle exp(z), joue un rôle très important dans la théorie des équations

différentielles d’ordre entier. La fonction Mittag-Leffler à un seul paramètre qui généralise la

fonction exponentielle a été introduite par Mittag-Leffler en 1903 (voir [43]) et désignée par la

fonction suivante :

Eα(t) =
∞∑
k=0

tk

Γ(αk + 1)
, t > 0.

La fonction Mittag-Leffler à deux paramètres, joue un rôle très important dans la théorie

du calcul fractionnaire. Cette fonction a été introduite par Agarwal et Erdelyi en 1953-1954 et

elle est donnée par la définition suivante :

Définition 1.1.2. [16, 24] Soient α, β > 0. La fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres

notée Eα,β(t) est définie par le développement en série entière :

Eα,β(t) =
∞∑
k=0

tk

Γ(αk + β)
.

En particulier, pour β = 1, Eα,1(t) est la fonction de Mittag-Leffler à un paramètre Eα(t),

i.e., Eα,1(t) = Eα(t).

Lemme 1.1.1. [16]

Soit 0 < α < 1, et λ ∈ R. Alors pour chaque t ∈ [0, T ], on a

(1)- Pour tous K,U ∈ Rn×n,∫ t
0
(t− τ)α−1Eα,α(−K(t− τ)α)U(Dαx)(τ)dτ = Ux(t)− Eα(λα)Ux(0)

−K
∫ t

0
(t− s)α−1Eα,α(−K(t− s)α)Ux(s)ds

15



(2)-

Dα
0

[∫ t

0

f(t− s)g(s)ds

]
(t) =

∫ t

0

Dα
0 [f(t)](s)g(t− s)ds+ g(t) lim

t→0+
[tI

1−α
0+ f ](t).

Lemme 1.1.2. [35, 24]

Pour a et t > a, on a

(a)- Dα
a+Eα[λ(t− a)α](x) = λEα[λ(x− a)α], (Re(α) > 0, λ ∈ C)

(b)-
(
Iα
′

a+(t− a)β−1Eµ,β[λ(t− a)µ]
)

(x) = (x− a)α
′+β−1Eµ,α′+β[λ(x− a)µ],

avec α′ > 0, β > 0 et µ > 0.

(c)-
∫ z

0
tβ−1Eα,β(λtα)dt = zβEα,β+1(λzα).

(d) |Eα,β(z)| ≤ C1exp(σ |z|ρ), pour tout σ > 1 et ρ =
1

Re(α)
.

Remarque 1.1.1. Dα et Iα sont respectivement la dérivée et l’intégrale fractionnaire au sens

de Caputo qu’on va définir par la suite.

1.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre α ∈ C(<(α) > 0), selon l’approche de Riemann-

Liouville, généralise la célèbre formule (attribuée à Cauchy) d’intégrale répété n-fois :

(Ina f)(x) =

∫ x

a

dt1

∫ t1

a

dt2...

∫ tn−1

a

f(tn)dtn

=
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1f(t)dt, (n ∈ N∗)

Définition 1.2.1. Soit f ∈ L1([a, b]). L’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

de la fonction f , d’ordre α ∈ C (<(α) > 0), notée Iαa f est définie par :

(Iαa f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt, x > a

où Γ(α) est la focntion Gamma donnée précédemment.

Théorème 1.2.1. [17, 49]

Si f ∈ L1([a, b]), alors Iαa f existe pour presque tout x ∈ [a, b] et de plus Iαa f ∈ L1([a, b])
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Proposition 1.2.1. [17, 49]

Soient α, β ∈ C tels que <(α),<(β) > 0. Pour toute fonction f ∈ L1([a, b]), on a :

Iαa (Iβa f)(x) = (Iα+β
a f)(x) = Iβa (Iαa f)(x)

pour presque tout x ∈ [a, b]. Si de plus f ∈ C([a, b]), alors cette identité est vraie pour tout

x ∈ [a, b].

1.3 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.3.1. [17, 49]

Soit f ∈ L1([a, b]) une fonction intégrable sur [a, b], la dérivée fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville de la fonction f , d’ordre α ∈ C, (<(α) > 0) notée Dα
a f est définie par :

(Dα
a f)(x) =

1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

(x− t)n−α−1f(t)dt,

où n− 1 < [<(α)] < n et x > a.

En particulier, pour α = m ∈ N, on a

(D0
af)(x) =

1

Γ(1)

(
d

dx

)∫ x

a

f(t)dt = f(x)

(Dm
a f)(x) =

1

Γ(1)

(
dm+1

dxm+1

)∫ x

a

f(t)dt =
dm

dxm
f(x)

Par suite, la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville cöıncide avec la dérivée

classique pour α ∈ N.

Remarque 1.3.1.

(Dα
a )(x) =

(
d

dx

)n
(In−αa )(x),

pour n = [<(α)] + 1 et x > a.

La proposition suivante donne une condition suffisante d’existence de la dérivée fraction-

naire. On rappelle que l’espace ACn([a, b]) est donné par

Proposition 1.3.1. [17, 49]

Soient α ≥ 0 et n = [α] + 1. Si f ∈ ACn([a, b]), alors la dérivée fractionnaire Dα
a f existe

presque partout sur [a, b] et de plus, elle est donnée par

Dα
a f(x) =

n−1∑
j=0

f (j)(a)

Γ(j − α + 1)
(x− a)j−α +

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1fn(t)dt
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1.4 Propriétés de la dérivation fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville

L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est linéaire.

Théorème 1.4.1. [17, 49]

Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville d’ordre

α existent. Alors pour λ, µ ∈ R, Dα
a (λf + µg) existe et on a :

Dα
a (λf + µg)(x) = λ(Dα

a f)(x) + µ(Dα
a g)(x)

Lemme 1.4.1. Soit α ∈]n− 1, n[ et f une fonction vérifiant Dα
a f = 0 alors :

f(x) =
n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α− n)
(x− a)j+α−n

Théorème 1.4.2. Soient f et g deux fonctions analytiques, alors

Da
t (f(x, t)g(x, t)) =

∞∑
n=0

a
n

Da−n
t f(x, t)Dn

t g(x, t),

avec α
n

 =
(−1)n−1aΓ(n− a)

Γ(1− a)Γ(n+ 1)
.

L’opérateur de dérivation au sens de Riemann-Liouville possède les propriétés résumées dans

la proposition suivante :

Proposition 1.4.1. [17, 49]

Soient α, β > 0 tels que n− 1 ≤ α ≤ n, m− 1 ≤ β < m.

1. Pour f ∈ L1([a, b]), l’égalité :

Dα
a (Iαa f(t)) = f(t),

est vraie presque partout sur [a, b].

2. Si α > β > 0, alors pour f ∈ L1([a, b]), la relation :

Dβ
a (Iαa )(x) = (Iα−βf)(x),

est vraie presque partout sur [a, b].
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3. Si β ≥ α > 0 et la dérivée fractionnaire Dβ−α
a existe, alors on a :

Dβ
a (Iαa f)(x) = (Dβ−αf)(x).

4. Si f ∈ L1([a, b]) et In−α ∈ ACn([a, b]) avec n = [<(α)] + 1, alors :

[
Iαa (Dβ

af)
]

(x) = f(x)−
n−1∑
j=0

(x− a)j−n+α

Γ(j − n+ α + 1)
lim
x→a+

[
(
d

dx
)jIn−αa f

]
(x).

1.5 La dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a jouée un rôle impor-

tant dans le développement du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs y compris Caputo (1967-

1969) se sont rendus compte que cette définition doit être révisée, car les problèmes appliqués en

visco-élasticité, mécanique des solides et en rhéologie, exigent des conditions initiales physique-

ment interprétables par des dérivées classiques, ce qui n’est pas le cas dans la modélisation par

l’approche de Riemann-Liouville qui exige la connaissance des conditions initiales des dérivées

fractionnaires.

Définition 1.5.1. [17, 49]

Soient α ∈ C avec <(α) > 0 et n ∈ N∗ tel que n− 1 < <(α) < n et f ∈ Cn([a, b]).

La dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Caputo de la fonction f notée cDα
a f est définie

par :

cDα
a f(x) := I(n−α)D(n)f(x)

=
1

Γ(n− α)

∫ x

a

f (n)(t)(x− t)n−α−1dt.

Remarque 1.5.1. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre α ∈]n− 1, n[

s’obtient par une application de la dérivée classique d’ordre n suivit par l’opérateur d’intégration

fractionnaire d’ordre n− α, alors que la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est le résultat

de la permutation de ces deux opérations.

1.6 Relation entre l’approche de Riemann-Liouville et

celle de Caputo

Le théorème suivant établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et

celle au sens de Riemann-Liouville.
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Théorème 1.6.1. [17, 49]

Soient α ≥ 0, n = [α] + 1. Si f possède (n− 1) dérivée en a et si Dα
a f existe, alors :

(cDα
a f)(x) = Dα

a

[
f(x)−

n−1∑
k=0

fk(a)

k!
(x− a)k

]
presque partout sur [a, b].

Remarque 1.6.1. Le résultat du théorème précédent signifie que la dérivation au sens de

Caputo d’une fonction f est une dérivation fractionnaire du reste dans le développement de

Taylor de f .

Un autre opérateur de dérivation fractionnaire qu’on va l’utiliser dans cette thèse est

l’opérateur différentiel fractionnaire d’Erdèlyi-Kober qu’est défini par

(
P δ,α
λ g

)
(ζ) =

m−1∏
i=0

(δ + i− 1

λ
ζ
d

dζ
)(Kδ+α,m−αg)(ζ), (1.1)

m =

 [α] + 1, α /∈ N,

α, α ∈ N,

avec, Kδ,α
λ est l’opérateur intégral fractionnaire d’Erdélyi-Kober donné par :

 (Kδ,α
λ g)(ζ) =

1

Γ(α)

∫∞
1

(z − 1)α−1z−(δ+α)g(ζz
1
λ )dz, α > 0,

g(ζ), α = 0.
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Chapitre 2

Symétrie de Lie et conservation des lois

des équations aux dérivées partielles

fractionnaires

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques notions essentielles concernant la méthode

du groupe de Lie ou symétrie de Lie. Ces notions serviront par la suite, pour construire une

méthodologie de recherche des symétries pour les équations aux dérivées partielles fraction-

naires.

2.1 Symétrie de Lie

Pour bien comprendre la notion de symétrie de Lie, on va commencer par définir celle d’une

symétrie d’un simple objet dans le plan. De manière générale, un objet est symétrique quand

on peut permuter ses éléments en laissant sa forme inchangée, et les transformations pour

lesquelles l’objet reste inchangé, sont les symétries.

2.1.1 La symétrie

Définition 2.1.1. [31] Une symétrie (en terme de transformation) se caractérise par trois

propriétés :

1. La transformation préserve la structure de l’objet.

2. La transformation et son inverse sont lisses, c’est-à-dire différentiable en tout point

(difféomorphisme).

3. La transformation déplace l’objet de façon à ce qu’il redevienne lui même.
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En fait, si les transformations satisfont (1) et (2), cela est suffisant. Par contre, certaines

transformations sont des symétries si elles satisfont aussi la propriété (3), connue sous le nom

de condition de symétrie.

Prenons les exemple suivants :

Exemple 2.1.1. Les deux triangles suivants admettent des symétries. Le premier (a) est un

triangle équilatéral et l’autre (b) est un triangle isocèle. Les lignes pointillées représentent les

réflexions possibles du triangle et la flèche, le fait que cette figure puisse subir une rotation. On

voit que (a) admet trois réflexions et peut subir des rotations de
2π

3
x tour, où x est un entier.

Par contre, le triangle (b) n’a qu’un seul axe de symétrie et ne peut subir qu’une seule rotation,

soit d’un tour complet.

Les propriétés symétriques d’un objet peuvent habituellement être exprimées à l’aide d’un

ensemble de matrices tel que lorsqu’une transformation est appliquée sur l’objet , le résultat des

opérations matricielles nous redonne une matrice de l’ensemble. Il existe par contre certaines lois

régissant les symétries d’objets géométriques. L’une d’elle est que chaque symétrie a un inverse,

et cet inverse est aussi une transformation symétrique. L’action combinée d’une symétrie et son

inverse laisse l’objet inchangé. Par exemple, si nous revenons à l’exemple précédent et que r

dénote la rotation du triangle équilatéral (a) de
2π

3
, alors T−1 (l’inverse de T ) est une rotation

de
4π

3
.

Nous nous concentrons, par simplicité, sur les symétries dites lisses. Supposons que x

représente la position générale d’un objet. Si

T : x 7−→ x̄(x), (2.1)

est une symétrie quelconque, alors x̄ est différentiable par rapport à x. De plus , puisque

T−1 est aussi une symétrie , alors x est également différentiable par rapport à x̄. Donc comme T
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est injective et différentiable, tout comme son inverse, T est un difféomorphisme. Les symétries

doivent aussi préserver leur structure, c’est-à-dire que l’objet ne doit pas subir de déformation

sous l’action de la transformation.

2.1.2 Groupe de Lie

Définition 2.1.2. [52] (Groupe de Lie)

Une structure algébrique G est un groupe de Lie lorsque :

1 G est une variété différentielle.

2 G un groupe munie de deux opérations (multiplication) et (inversion).

3 les applications de multiplication et d’inversion

G×G→ G

(g.h)→ g.h

G→ G,

g→ g−1,

sont analytiques.

La dimension r d’un groupe de Lie G est définie comme sa dimension en tant que variété,

G est alors appelé groupe de Lie à r paramètres.

Exemple 2.1.2.

Le première exemple est le groupe linéaire GL(n,K). Il s’agit du groupe des matrices inver-

sibles de Mn(K) :

GL(n,K) = {M ∈Mn(K) det(g) 6= 0}.

Le groupe GL(n,K) est effectivement un groupe pour la multiplication des matrices. Ce

groupe est ouvert dans Mn(K) en tant que pré-image de l’ouvert Kn par l’application continue

det. Il est isomorphe à K2n. Autrement dit, GL(n,K) est une variété différentielle. Pour que ce

soit un groupe de Lie, il suffit de constater que la loi de multiplication et l’opération de passage

à l’inverse sont différentiables, ce qui est clairement le cas puisque

(ab)i,j =
n∑
k=1

aikbkj et A−1 =
1

det(A)
tCom(A),

où Com(A) désigne la comatrice de A. Alors GL(n,K) est bien un groupe de Lie.

Exemple 2.1.3. Un autre exemple simple est le groupe des matrices de rotation dans le plan

2× 2, noté G = SO(2,R)

G =

{cos ε − sin

sin ε cos ε

 : 0 ≤ ε ≤ 2π

}
, (2.2)
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Il est paramétré par un seul angle ε : sa variété est donc unidimensionnelle (un cercle). C’est

bien un groupe car l’inverse d’un élément de paramètre ε est donné par l’élément de paramètre

−ε et le produit des éléments de paramètres ε1 et ε2 est donné par l’élément de paramètre

ε1 + ε2.

2.1.3 Groupe de symétries

Définition 2.1.3. [31]

Un groupe de symétries de Lie est un groupe de transformations dépendant continuellement

d’un paramètre ε tel que tout élément g ∈ G est décrit par la valeur du paramètre ε, i. e.

g = g(ε), opérant sur une variété différentielle M

T : G×M→M
T (gε.x) ≡ gε.x→ x̄

avec les propriétés suivantes :

1 : T(e,x)=x

2 : T (gε1 , T (gε2 , x)) = T (gε1gε2 , x)

3 : L’action T est infiniment différentiable

Pour tout x ∈M et gε1 , gε2 ∈ G et e est l’élément neutre de G.

Exemple 2.1.4. Le groupe de symétries de rotation dans le plan

Tε :

 x̄ = x cos ε+ y sin ε

ȳ = y cos ε− x sin ε.
(2.3)

On peut facilement vérifier qu’il est un groupe de symétries.

2.1.4 Transformation infinitésimale

La compréhension cruciale de Lie était que ce problème pouvait prévaloir en considérant

l’action infinitésimale du groupe. Afin de définir les infinitésimaux, nous avons défini un groupe

de Lie à un paramètre de la forme

x̄ = T (x; ε), (2.4)

où x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn et ε est le paramètre de groupe , qui, sans perte de généralité,

sera supposé être défini de telle manière que l’élément identité ε0 = 0. D’où
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x = T (x; ε) |ε=0 . (2.5)

Définition 2.1.4. [52] (Transformation infinitésimal)

Soit un groupe de Lie de transformations à un paramètre (2.4), nous développons x̄ = T (x; ε)

en série de Taylor en ε au voisinage de ε = 0, puis, en utilisant (2.5), nous obtenons ce que l’on

appelle les transformations infinitésimales du groupe de Lie de transformations (2.4)

x̄ = x+ εξ(x) +O(ε2), (2.6)

avec

ξ(x) =
∂x̄

∂ε
|ε=0 . (2.7)

Les composantes du vecteur ξ(x) = (ξ1(x), ξ2(x), ..., ξn(x)) sont appelées les infinitésimaux de

(2.4).

Exemple 2.1.5. Les transformations infinitésimales de (2.3) sont données par x̄ = x+ yε+O(ε2)

ȳ = y − xε+O(ε2).
(2.8)

2.1.5 Générateur infinitésimal et l’algèbre de Lie

Définition 2.1.5. [52](Générateur infinitésimal)

L’opérateur

X =
n∑
i=1

ξi
∂

∂xi
, (2.9)

est appelé le générateur (opérateur) infinitésimal du groupe de Lie de transformations à un

paramètre (2.4).

Exemple 2.1.6. Le générateur infinitésimale de groupe de symétries (2.3) est

X̄ = y
∂

∂x
− x ∂

∂y
. (2.10)

Théorème 2.1.1. [52]

Pour tous générateurX, le groupe de transformations (2.4) peut être reconstruire en résolvant

l’équation de Lie :
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∂x̄i
∂ε

= ξi(x̄), x̄i |ε=0= xi, i = 1, ..., n, (2.11)

ce qu’est équivalent à

x̄i = eεX̄xi = (1 +
εX̄

1!
+
ε2X̄2

2!
+ ...)xi. (2.12)

Exemple 2.1.7.

Dans cet exemple, on vérifie que l’opérateur X̄ = y
∂

∂x
− x ∂

∂y
, engendre une rotation dans

le plan 
x̄ = eεX̄x = (1 +

εX̄

1!
+
ε2X̄2

2!
+ ...)x ≡ x cos ε+ y sin ε,

ȳ = eεX̄y = (1 +
εX̄

1!
+
ε2X̄2

2!
+ ...)y ≡ y cos ε− x sin ε.

(2.13)

De plus, chaque constante dans un groupe de Lie de transformations à un paramètre conduit

à un générateur de symétrie (qui est un opérateur linéaire). Ces générateurs de symétrie appar-

tiennent à un espace vectoriel linéaire unidimensionnel dans lequel toute combinaison linéaire

de générateurs est également un opérateur linéaire et la manière de commander les générateurs

n’est pas importante, c’est-à-dire que le groupe de symétrie de transformation commute, ce qui

conduit à la structure supplémentaire dans l’espace vectoriel mentionné appelé commutateur.

Définition 2.1.6. [52]

Soit G un groupe de Lie de transformations à un paramètre (2.4) avec Xi, i = 1, ..., r sont

des générateurs infinitésimaux donnés par (2.9). Le commutateur ( crochet de Lie) [., .] entre

deux générateurs Xi, Xj est un opérateur du première ordre définir par

[Xi, Xj] = XiXj −XjXi. (2.14)

Définition 2.1.7. [52] (Algèbre de Lie)

Une algèbre de Lie L sur K est un espace vectoriel E sur K muni d’une application bilinéaire

(X, Y ) −→ [X, Y ] satisfaisant les propriétés suivantes :
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1. Pour tout X, Y ∈ L on a [X, Y ] ∈ L.
2. [X,αY + βY ] = α[X, Y ] + β[X, Y ].

3. [X, Y ] = −[Y,X].

4. [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0.

Il est bien connu que les applications du groupe de symétries aux équations différentielles

comprennent

1. Transformation des solutions en d’autres solutions, plus maniables.

2. Intégration des équations différentielles ordinaires.

3. Construire des solutions invariantes, c’est-à-dire des solutions invariantes sous l’action

d’un sous-groupe du groupe admis.

4. Construire les lois de conservation.

2.2 Symétries de Lie des équations différentielles.

Nous avons introduit dans la section précédente les outils de base pour l’étude des groupes

de transformations. Toutefois, afin de les utiliser lors de la recherche des symétries d’équations

différentielles, il est nécessaire de se placer dans un cadre géométrique approprié. Ce cadre est

fourni par les espaces de jets.

2.2.1 Présentation du cadre

Soit X = Rp (respectivement U = Rq) muni des coordonnées canoniques x = (x1, ..., xp)

(respectivement u = (u1, ..., uq)). Le cadre naturel pour travailler sur des applications de X

dans U est l’espace total E = X × U . Dans ce contexte, les variables x1, ..., xp seront appelées

variables indépendantes, et u1, ..., uq,variables dépendantes.

Définition 2.2.1. [52] Un espace de jets est l’espace E dont on a agrandi la composante U en

y adjoignant des coordonnées correspondant aux dérivées partielles. Concrètement, on appelle

n-ième espace de jets l’espace JnE constitué du produit cartésien de l’espace des variables

dépendantes X et de copies de l’espace des variables dépendantes U en nombre suffisant pour

incorporer des coordonnées pour chaque dérivée partielle d’ordre inférieur ou égal à n :
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JnE := X × U (n) := X × U × ...× U︸ ︷︷ ︸
(p+nn ) fois

. (2.15)

Puisqu’une application u = f(x) de X dans U de classe C∞ admet (p+nn ) fois dérivées

partielles d’ordre inférieur ou égal à n. Alors, JnE admet des coordonnées de forme (x, u(n)),

où

u(n) = (uaJ)1≤a≤q
0≤k≤n, uJ =

∂ku

∂xj1 , ∂xj2 , ..., ∂xjk
,

sont les coordonnées des variables dépendantes et de leurs dérivées.

Pour simplifier les notations, nous allons considérer un système d’une seule équation différentielle

plutôt que le cas général d’un système d’équations.

Soit une équation différentielle défini par une fonction différentielle ∆ : JnE −→ R d’ordre

n, donnée par la forme suivante

∆(x, u, u(1), ..., u(n)) = 0, (2.16)

Définition 2.2.2. [52] Un groupe de transformations locales de Lie G agissant sur E = X×U,
est appelé groupe de symétries d’équations différentielle (2.16) si u = u(x) est une solution,

alors ū = gε.u(x) = ū(x̄) est aussi une solution pour tout gε ∈ G.

Donc il nous faudra trouver groupe de transformations G tel que ses éléments Tε agissent

sur E par difféomorphismes locaux :

Tε :

 x̄i = φi(x, u, ε), i = 1, ..., p,

ū = ψ(x, u, ε).
(2.17)

où φi et ψ sont des fonctions localement lisses.

Selon la théorie de symétrie de Lie, la construction du groupe de symétrie G est équivalente

à la détermination des transformations infinitésimaux associer a ce groupe, qui sont données

par :  x̄i ≈ xi + εξi(x, u) +O(ε2), i = 1, ..., p,

ū ≈ u+ εη(x, u) +O(ε2).
(2.18)
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Maintenant, on va travailler sur l’algèbre de Lie L associée à ce groupe de Lie G. Cela

implique alors que l’on peut travailler uniquement avec les générateurs infinitésimaux associés

à G puisqu’ils forment un champ de vecteurs de l’algèbre de Lie dont les opérateurs différentiels

sont de la forme :

X̄ =

p∑
i=1

ξi(x, u)∂xi + η(x, u)∂u. (2.19)

2.2.2 Prolongement de groupe de Lie

La transformation des variables x et u engendrée par (2.19) induit naturellement une trans-

formation des dérivées de u.

On entend prolongement d’un groupe G l’action de prolonger le groupe de transformations

afin qu’il agisse aussi sur l’espace de jet JnE := X × Un.

Donc, si on considère la nième prolongation de (2.18), la prolongation du G est décrite par :

pr(n)G : {x, u, u(1), u(2), ..., u(n)} −→
{x̄, ū, ū(1), ū(2), ..., ū(n)}.

(2.20)

Notons que l’information contenue dans la prolongation pr(n)G est aussi entièrement conte-

nue dans la transformation G elle-même. Dans le cas des transformations infinitésimales, il est

clair que les dérivées écrites en terme des nouvelles variables diffèrent peu de celles écrites en

terme des anciennes :

ūJ = uJ + εηJ +O(ε2), (2.21)

où les coefficients ηJ de la prolongation sont donnés par la formule

ηJ = DJ

(
η −

p∑
i=1

ξiui

)
+

p∑
i=1

ξiuJ,i, (2.22)

où J = (j1, ..., jk) tel que 1 ≤ jk ≤ p , k = j1 + j2 + ... + jk. Il est à noter que DJ est une

dérivée totale décrite comme suit :
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Dxi =
∂

∂xi
+
∂u

∂xi

∂

∂u
+
∑
i

∂uxi
∂xi

∂

∂uxi
+ .... (2.23)

Maintenant, il est important de comprendre comment la prolongation agit sur le champ de

vecteurs (2.19). Ainsi, on peut ensuite déterminer l’algorithme qui permet de calculer l’algèbre

de symétries d’une équation différentielle. Par conséquent, le champ de vecteurs qui génère

l’action prolongée du groupe associé au champ de vecteurs (2.19)) est décrit par

pr(n)X̂ = X̂ +
n∑
k=1

∑
J

ηJ
∂

∂uJ
. (2.24)

2.2.3 Invariance des équations différentielles

Sachant comment les dérivées de u se transforment sous l’action d’un groupeG, nous sommes

maintenant en mesure de formaliser le concept de symétrie d’une équation différentielle.

Définition 2.2.3. [52]

Soit une équation différentielle donnée par (2.16), G est son groupe de symétries si

∆(x̄, ū, ū(1), ..., ū(n)) = 0, dès que (2.16) est satisfaite. (2.25)

Du point de vue pratique, la définition 2.2.3 n’est pas d’une grande utilité, puisqu’il est dif-

ficile de trouver toutes les symétries d’un système d’équations différentielles à partir du critère

(2.25). Cependant, il est possible de formuler une condition d’invariance infinitésimale simple

et algorithmique, qui permet de développer des routines informatiques capables de calculer les

symétries des équations différentielles.

Théorème 2.2.1. [52](Critère infinitésimal de symétrie)

Un groupe G est un groupe de symétries d’une équation aux dérivée partielle si et seulement

si le condition

pr(n)X̄.∆|∆=0 = 0. (2.26)

est vérifiée par tous les générateurs infinitésimaux X̄ dès que (∆) est satisfait.

Cette dernière condition nous permet d’extraire un système d’équations différentielles linéaires

d’ordre n pour les coefficients ξi et η de (2.19), coefficients qui dépendent uniquement de x et
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de u. On voit facilement que la condition (2.26) contient les dérivées de u. C’est en posant à

zéro tous les coefficients de ces dérivées que l’on obtient des nouvelles équations que l’on baptise

équations déterminantes.

2.2.4 Exemple : l’équation de Burger

Afin de mieux comprendre la procédure, considérons le cas de l’équation de Burger

ut = uxx + u2
x (2.27)

où u = u(x, t). Posons maintenant cette équation comme

∆ ≡ ut − uxx + u2
x = 0, (2.28)

On écrit le champ de vecteurs (2.19) sous la forme

X̂ = ξ(x, t, u)∂x + τ(x, t, u)∂t + η(x, t, u)∂u. (2.29)

Puisque l’équation (2.27) est de deuxième ordre, on doit considérer la seconde prolongation

du champ de vecteur X̂ , c’est-à-dire

pr(2)X̂ = ξ∂x + τ∂t + η∂u + ηx∂ux + ηt∂ut + ηxx∂uxx + ηxt∂uxt + ηtt∂utt, (2.30)

et la condition d’invariance s’écrit comme suite

pr(2).∆ |∆=0, (2.31)

on obtient alors,

ηt − ηxx − 2uxηx |∆=0= 0. (2.32)

On calcule les coefficients ηt, ηx, ηxx en utilisant l’équation (2.22), et on obtient
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ηt = Dtη −Dtξ.ux −Dtτ.ut + ξ.utx + τ.utt,

= ηt + ηut − ξtux − ξuutux − τtut − τuu2
t ,

= ηt + (ηu − τt)ut − ξtux − ξuuxut − ξuu2
t ,

ηx = Dxη −Dxξ.ux −Dtτ.ut + ξ.utx + τ.utt,

= ηx + ηux − ξxux − τuutux − τxut − ξuu2,

ηxx = Dxη
x −Dxξ.uxx −Dxτ.uxt,

= ηxx + (2ηxu − ξxx)ux + (ηuu − 2ξxu)u
2
x + (ηu − 2ξx)uxx − τxxut

−2τxuxt − τuuutu2
x − τuuxxut − 2τuuxuxt − ξuuu3

x − 3ξuuxuxx − 2τxuu
xut.

(2.33)

En insérant ces équations dans l’équation (2.32), on obtient alors

ηt − ηxx +
(
ξxx + ηu − τt

)
ut +

(
ξxx − 2τxu − ξt − 2ηx

)
ux +

(
2τxu − ξu + 2τx

)
uxut

+
(
2ξxu − ηuu + 2ξx − 2ηu

)
u2
x +

(
τuu + 2ξu

)
u2
xut +

(
ξuu + 2ξu

)
u3
x + 2τuuxuxt

+3ξuuxuxx + 2τxuxt +
(
2ξx − ηu

)
uxx − τuu2

t + τuutuxx = 0.

(2.34)

On doit maintenant substituer tous les termes ut ainsi que leurs dérivées qui se trouvent dans

la dernière équation. Par la suite, cela va nous permettre de pouvoir en dégager les équations

déterminantes. La substitution nous donne

ut = uxx + u2
x, uxt = uxxx + 2uxuxx, u2

t = u2
xx + 2uxxu

2
x + u4

x,

d’où

ηt − ηxx − 2uxηx = ηt − ηxx +
(
2ξxu + 2ξx + ξxx − τt − ηu − ηuu

)
u2
x +

(
τuu + τu

)
u4
x

+
(
2ξxu + 2ξu + 6ξx

)
uxuxx +

(
2ξxu + 2τx + ξuu − ξu

)
u3
x +

(
τxx − τt + 2ξx

)
uxx

(
τuu + 5τu

)
u2
xuxx + 2τuuxuxxx +

(
ξxx − ξt − 2ηxu − 2ηx

)
ux = 0.

(2.35)
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Puisque ξ, τ et η ne dépendent que de x, t et u , on peut annuler tous les coefficients qui

sont entre parenthèses . Cela nous permet finalement de trouver les équations déterminantes

qui suivent :

1. ηt − ηxx = 0,

2. τxx − τt + 2ξx = 0,

3. 2ξxu + 2ξx + ξxx − τt − ηu − ηuu = 0,

4. ξxx − ξt − 2ηxu − 2ηx = 0,

5. τuu + 5τu = 0,

6. τuu + τu = 0,

7. 2ξxu + 2ξu + 6ξx = 0,

8. 2ξxu + 2τx + ξuu − ξu = 0,

9. 2τx = 0,

10. 2τu = 0.

(2.36)

Ces équations sont en réalité des équations différentielles linéaires ; donc simples à résoudre

en les intégrant, on trouve la solution générale. En effet :

τ = c1 + c2t+ c3t
2,

ξ = 1
2

(
c2 + 2c3t

)
x+ c4 + c5t,

η = −k(x, t)e−u − 1
4
c3x

2 − 1
2
c5x− 1

2
c3t+ c6,

(2.37)

où c1, ..., c6 sont des constantes d’intégration et −k(x, t)e−u est une solution quelconque de

l’équation de Burger. C ’est donc par les 6 champs de vecteurs suivants que l’équation de Burger

est générée,

X1 = ∂t,

X2 = ∂x,

X3 = ∂u,

X4 = tx∂x + 2t∂t,

X5 = 2t∂x − x∂u,
X6 = 4t2∂t − x2∂u − 2t∂u + 4tx∂x,

(2.38)
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et par la sous-algèbre de dimension infinie

X∞ = k(x, t)e−u∂u, (2.39)

où k(x, t) est une solution de l’équation de la chaleur. La partie infinie ne reflète que le

principe de superposition des équations différentielles linéaires. Les groupes à un paramètre ci

générés par les champs de vecteurs Xi sont obtenus en utilisant (2.11). On trouve

G1 : (x+ ε, t, u),

G2 : (x, t+ ε, u),

G3 : (x, t, eεu),

G4 : (eεx, eεt, u),

G5 : (x+ 2εt, t, u exp(−εx−ε2t)),

G6 :

(
x

1− 4ε
,

t

1− 4ε
, u
√

1− 4ε exp

{
−εx2

1− 4ε

})
,

G∞ : (x, t, u+ εk(x, t)).

(2.40)

On remarque que l’algèbre de symétries de l’équation de Burger (2.27) est d’une grande

similarité avec celle de l’équation de la chaleur (voir [52]), pour le groupe de symétrie. En effet,

si on remplace u par w = eu, alors X̄1, ..., X̄∞ prendront la même forme que ceux de l’algèbre

de symétries de l’équation de la chaleur avec w en remplacement de u. Effectivement, si on

place w = eu dans l’équation de Burger, on trouve

wt = ute
u, wxx = (uxx + u2

x)e
u, (2.41)

ce qui satisfait l’équation de la chaleur

wt = wxx. (2.42)
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Une transformation célèbre existe et permet de réduire les solutions de l’équation de Burger

en solutions positives de l’équation de la chaleur. C’est la transformation de Hopf-Cole qui pour

le cas particulier de l’équation de Burger , prend la forme suivante :

v = (logw)x =
wx
w
, (2.43)

Nous n’aurions pas pu déduire cette transformation directement de (2.27). Ici, c’est l’algèbre

de symétries qui a permis de trouver cette transformation. En fait, l’équivalence de deux algèbres

de symétries qui correspondent à deux équations distinctes est une condition nécessaire, mais

non suffisante, pour conclure que ces deux équations sont équivalentes.

2.3 Symétrie de Lie des équations différentielles frac-

tionnaires

Nous disposons à présent de tous les outils nécessaires à la recherche du groupe des symétries

des équations aux dérivées partielles, tâche à laquelle nous nous attelons sans plus tarder.

On considère l’équation aux dérivées partielles fractionnaire s’écrit sous la forme

∂αt u = F (x, t, u, ux, uxx, uxxx), (2.44)

tel que ∂αt u = Dα
t u est la dérivé au sens de Riemann-Liouville d’ordre α. Le groupe de Lie

de transformations infinitésimales de (2.44) sont définit par

t̂ = t+ ετ +O(ε2),

x̂ = x+ εξ +O(ε2),

û = u+ εη +O(ε2),

(2.45)

où ε est le paramètre du groupe et son algèbre de Lie associée est engendré par

X = τ(x, t, u)
∂

∂t
+ ξ(x, t, u)

∂

∂x
+ η(x, t, u)

∂

∂u
, (2.46)

avec
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τ =
dt̂

dε
|ε=0, ξ =

dx̂

dε
|ε=0, η =

dû

dε
|ε=0 (2.47)

Pour utiliser la méthode du groupe de Lie pour construire le groupe de symétries pour les

équations différentielles fractionnaires, le groupe local de transformations de Lie (2.45) doit être

prolongé à toutes les dérivées fractionnaires impliquées dans les équations.

L’action du transformations infinitésimales sur la dérivée fractionnaire est décrite par

(Dα
a ū)(x̄) =

1

Γ(n− α)

(
d

dx̄

)n ∫ x̄i

āi

(x̄i − s)n−α−1ū(s̄)ds̄. (2.48)

Remarque 2.3.1. Pour que l’intégrale dans (2.48) garder la même forme, la condition initial

suivante doit être ajouter

ξ(x, u(x)) = 0 |x−→a . (2.49)

Théorème 2.3.1. [22]

L’action des transformations infinitésimal (2.45) sur La dérivée fractionnaire sont données

par

(Dα
a ū)(x̄) = (Dα

au)(x) + εηαt +O(ε) (2.50)

où ηαt est la prolongation de η d’ordre α donnée par

ηαt = Dα
t (η) + ξDα

t (ux)−Dα
t (ξux) +Dα

t (Dt(τ)u)−Dα−1
t (τu) + τDα+1

t (u), (2.51)

où l’opérateurDα
t est la dérivée totale d’ordre fractionnaire etDn

t est l’opérateur de différentiation

d’ordre entier n. En utilisant le règle de Leibniz généralisé d’ordre fractionnaire pour (2.51), on

obtient

ηαt = Dα
t (η)− αDt(τ)∂αt u−

∑∞
n=1

α
n

Dn
t (ξ)Dα−n

t (ux)

−
∑∞

n=1

 α

n+ 1

Dn+1
t (τ)Dα−n

t u.

(2.52)

D’après le règle de chaine :
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dmf(g(t))

dm
=

m∑
k=0

k∑
r=0

k
r

 1

k!
[−g(t)]r

dm

dtm
[g(t)k−r]

dkf(g)

dgk
, (2.53)

et en posant f(t) = 1, on obtient

Dα
t (η) =

∂αη

∂tα
+ ηu

∂αu

∂tα
− u∂

αηu
∂tα

+
∞∑
n=1

α
n

 ∂nηu
∂tn

Dα−n
t (u) + µ (2.54)

où

µ =
∑∞

n=2

∑n
m=2

∑m
k=2

∑k−1
r=0

α
n

n

m

r
k

 1

k!

tn−α

Γ(n+ 1− α)

×[−u]r
dm

dtm
[uk−r]

∂n−m+kηu
∂tn−m∂uk

.

(2.55)

la forme explicite de ηαt d’ordre α est donne par

ηαt = ∂αt (η) + (ηu − αDt(τ))∂αt u− u∂αt (ηu) + µ

+
∑∞

n=1

α
n

 ∂nt ηu −

 α

n+ 1

Dn+1
t (τ)

 ∂α−nt u−
∑∞

n=1

α
n

Dn
t (ξ)∂α−nt (ux),

(2.56)

Remarque 2.3.2. l’expression de µ devenir nul quand η(x, t, u) est linear par rapport aux

variable u, c-à-d

η(x, t, u) = u(x, t)f(x, t) + h(x, t)⇒ µ = 0. (2.57)

Définition 2.3.1. Le prolongement de (2.46) d’ordre α est

X̄(α,n) = X + ηαt
∂

∂αt u
+ ηx

∂

∂ux
+ ηxx

∂

∂uxx
+ ηxxx

∂

∂uxxx
. (2.58)

Théorème 2.3.2. [27]

Si le champ vectoriel (2.46) génère les symétries de l’équation (2.45), alors la condition

d’invariance de (2.44) est :

X̄(α,n)(∆) |∆=0, ∆ = ∂αt − F. (2.59)

Exemple 2.3.1. Considérons une équation linéaire de diffusion à une dimension avec la dérivée

fractionnaire au sens de Riemann-Liouville :
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Dα
t u− uxx = 0, t > 0, α ∈ (0, 1). (2.60)

Le critère infinitésimal de symétrie (2.59) nous permet d’écrire :

(ηαt − ηxx) = 0, dès que Dα
t = uxx, (2.61)

On insère ηαt et ηxx dans l’équation (2.61), et en remplaçant uxx par Dα
t , Cette équation

contient les variables t, x, u, ux, ut, utx et les dérivées fractionnaires d’ordre α et α+1 par rapport

à t. Lors de la première étape, nous isolons les termes contenant ux, utx et Dα−k
t ux. Cela nous

permet de trouver les équations déterminantes suivantes

u3
x : ξuu = 0, uxut : τxu = 0,

u2
x : ηuu − 2ξxu = 0, uxD

α
t u : ξu = 0,

u2
xut : τuu = 0, uxutx : τ 0

u = 0,

ux : 2ηxu − ξxx = 0, utx : τx = 0

Dα−k
t ux : Dk

t ξ = 0 (k = 1, 2, ....).

Ici, on utilise la règle de Leibniz généralisée pour Dα
t (ξux), En résolvant le système obtenu,

on obtient

τ = τ(t), ξ = ξ(x), η = η(x, t) + (
1

2
ξx + p(t))u, (2.62)

où p(t) est une fonction arbitraire, En substituant (2.62) dans la partie restante de l’équation

déterminante, et en appliquant la règle de Leibniz généralisée, on obtient

Dα
t η − ηxx + (2ξx − ατt −

1

2
ξxxu)Dα

t u+
∞∑
k=1

Dα−k
t u(p(k) − k − α

k + α
(τ)(k+1)) = 0. (2.63)
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En séparant cette équation par rapport à u,Dα
t u et Dα−k

t u(k = 1, 2, ...), on obtient le

système

Dα
t η = ηxx, 2ξx = C, αξt = C, p(k) =

k − α
k + 1

, (k = 1, 2, ...),

où C est une constante arbitraire. La solution de ce système vérifiant la condition d’invariance

(2.49)( τ(0) = 0) est,

τ = 2C0t, ξ = αC2x+ C1, p(t) = C3, η = g(x, t), (2.64)

où C1, C2 =
C

2α
et C3 sont des constantes arbitraires et g(t, x) est une solution arbitraire de

l’équation Dα
t g = gxx.

Les générateurs infinitésimaux de l’équation (2.60) sont alors donnes par

X1 =
∂

∂x
, X2 = 2t

∂

∂t
+ 2α

∂

∂x
, X3 = u

∂

∂u
, X∞ = g(x, t)

∂

∂u
. (2.65)

2.4 Solutions invariantes

Le groupe de Lie G associé à une EDPF transforme toute solution en une nouvelle solution,

si une solution est transformée à elle même, on dit que cette solution est invariante sous l’action

du groupe G. Tout d’abord on va définir une fonction invariante d’une façon générale.

Définition 2.4.1. Une fonction est dite invariante sous l’action du groupe de transformations

G si

f(x̂, û) = f(gεx, gεu) = f(x, u), ∀gε ∈ G, (2.66)

Théorème 2.4.1. [52]

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction soit invariante est

X̄f(x, u) ≡ ξi(x, u)
∂f

∂xi
+ η(x, u)

∂f

∂u
= 0 (2.67)

D’après le théorème ci-dessus chaque groupe de transformations admet (n − 1) fonctions

invariantes indépendantes, qui peuvent être considérées comme le côté gauche de toutes les

premières intégrales

J1(x, u) = c1, ..., Jn−1(x, u) = cn, (2.68)
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des équations caractéristiques

dx1

ξ1(x, u)
= ... =

dxn
ξn(x, u)

=
du

η(x, u)
. (2.69)

2.5 Les lois de conservation pour les équations aux dérivées

partielles fractionnaires

Dans cette section, en se basant sur les symétries de l’équation (2.44) et en utilisant le nou-

veau théorème de conservation dû à Ibragimov [32], les lois de conservation seront construites.

Tout vecteur C = (Ct, Cx) vérifie l’équation de conservation suivante

Dt(Ct) +Dx(Cx) = 0, (2.70)

pour toute solution de l’équation (2.44), est appelé loi de conservation de (2.44), avec Dt et Dx

sont les dérivées totales par rapport à t et x respectivement.

Le lagrangien formel de l’équation (2.44) est donné par

L = θ

[
∂αt u− F (x, t, u, ux, uxx, uxxx)

]
, (2.71)

où θ(x, t) est une nouvelle variable dépendante. L’équation adjointe de l’équation (2.44) s’écrit :

δL

δu
= 0, (2.72)

où
δ

δu
est l’opérateur d’Euler-Lagrange défini par :

δ

δu
=

∂

∂u
+ (Dα

t )∗
∂

∂(Dα
t u)
−Dx

∂

∂(ux)
+D2

x

∂

∂(uxx)
−D3

x

∂

∂(uxxx)
+ ..., (2.73)

et (Dα
t )∗ est l’opérateur adjoint de Dα

t

(Dα
t )∗ = (−1)nP n−α

T (Dn
T ) =t

c D
α
t , (2.74)

avec
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P n−α
t f(x, t) =

1

Γ(n− α)

∫ s

t

f(x, s)

(s− t)1+α−nds, n = [α] + 1. (2.75)

et (Dα
t )∗, est l’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de caputo. L’identité fondamentale

de Neoter est donnée par

X(α,3) +Dt(τ) +Dx(ξ) = Wi
δ

δu
+Dt(Nt) +Dx(Nx), (2.76)

où Nx, Nt sont des opérateurs de Neoter, et X(α,3) est donné par (2.58) et Wi sont les fonctions

caractéristiques écrites sous la forme

Wi = ηi − τiut − ξiux. (2.77)

Le composant x de l’opérateur de Noeter est introduit par Nx

Nx = ξ +Wi

[
∂

∂ux
−Dx(

∂

∂uxx
) +Dxx(

∂

∂uxxx
)

]
+Dx(Wi)

[
∂

∂uxx
−Dx(

∂

∂uxxx
)

]
+Dxx(Wi)

∂

∂uxxx
.

(2.78)

Pour la dérivée fractionnaire au sens de R-L, Nt est déterminé par

Nt = τ +
m−1∑
k=0

(−1)kDα−1−k(Wi)D
k
t

∂

∂Dα
t u
− (−1)mI

(
Wi, D

m
t

∂

∂(Dα
t )

)
, (2.79)

où I est défini par

I(f, h) =
1

Γ(m− α)

∫ t

0

∫ T

t

f(τ, x)h(φ, x)

(φ− τ)α+1−m dφdτ. (2.80)

En appliquant (2.76) dans (2.71) pour Xi et pour toute solution, en déduit que X(α,3)+Dt(τ)L+

Dx(ξ)L = 0, et
δL

δu
= 0, alors

Dt(NtL) +Dx(NxL) = 0, (2.81)

En observant que (2.81) satisfait (2.70), alors on peut réécrire les composantes du vecteur

conservé comme la suit
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Ct = NtL = τL +
∑m−1

k=0 (−1)kDα−1−k(Wi)D
k
t

∂L

∂Dα
t u
− (−1)mI

(
Wi, D

m
t

∂L

∂(Dα
t )

)
,

=
∑m−1

k=0 (−1)kDα−1−k(Wi)D
k
t

∂L

∂Dα
t u
− (−1)mI

(
Wi, D

m
t

∂L

∂(Dα
t )

)
,

Cx = NxL = ξL +Wi

[
∂L

∂ux
−Dx(

∂L

∂uxx
)

+Dxx(
∂L

∂uxxx
)

]
+Dx(Wi)

[
∂L

∂uxx
−Dx(

∂L

∂uxxx
)

]
+Dxx(Wi)

∂L

∂uxxx
,

= Wi

[
∂L

∂ux
−Dx(

∂L

∂uxx
) +Dxx(

∂L

∂uxxx
)

]
+Dx(Wi)

[
∂L

∂uxx
−Dx(

∂L

∂uxxx
)

]
+Dxx(Wi)

∂L

∂uxxx
.

(2.82)
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Chapitre 3

Lie symétrie, solutions exactes et lois

de conservation de l’équation de type

KdV

Dans ce chapitre, on va étudier l’équation de type KdV-Like de la forme suivante

∂αu

∂tα
+

3

2

u2
x

u2
ux − λuxxx = 0, (3.1)

en utilisant la méthode de groupe de Lie décrite dans les chapitre précédents, nous pouvons

déterminer les symétries, les solutions invariantes et les lois conservation de l’équation (3.1).

3.1 Symétries de Lie l’équation de type KdV-Like.

Supposons que l’équation (3.1) est invariante sous l’action de groupe (2.45), alors en ap-

pliquant la 3ieme prolongation Xα,3 sur l’équation (3.1), on obtient Le critère infinitésimal de

symétrie. Cela nous permet alors d’obtenir l’expression

ηαt −
3u3

x

u3
η +

9

2

u2
x

u2
ηx − ληxxx = 0. (3.2)

En remplaçant les expressions explicites de η, ηx, ηxxx et ηαt dans (3.2), Le critère infi-

nitésimale de symétrie revêt alors la forme d’une équation polynomiale en les dérivées de u,

dont les coefficients sont formée de ξ, τ, η et de leurs dérivée.
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(ηαt − u∂αt ηu − ληxxx)u0 − λ(3ηxxu − ξxxu)ux + 3λ(ηxuu − ξxxu)u2
x

−λ(ηuuu − 3ξxuu)u
3
x − λξuuuu4

x + 3(ηxu − ξxx)uxx + 3(ηuu − 3ξxu)uxuxx

−6ξuuu
2
xuxx + (ηu − 3ξx)uxxx − 3τuu

2
xx − τxxxut − 3τxxuuxut − 3τxxuxt

...

+
∑∞

n=1

α
n

 ∂nt ηu −

 α

n+ 1

Dn+1
t (τ)

 ∂α−nt u+ (ηu − αDt(τ))∂αt u

−
∑∞

n=1

α
n

Dn
t (ξ)∂α−nt (ux) = 0.

Mais comme ξ, τ, η ne dépendent que de x, t et u, lesdits coefficients sont forcément tous

nuls, d’où le système d’ équations déterminantes avec la condition initiale (2.49) :

ηuu = τx = τu = ξu = ξt = 0,

τt −
3

α
ξx = 0,

ηαt − u∂αt ηu − ληxxx = 0,

α
n

 ∂nt (η)−

 α

n+ 1

Dn+1
t (ξ2) = 0, n = 1, 2, ...,

τ(x, 0, u) = 0.

Lorsque le système d ’équations déterminantes est finalement résolu , on trouve

τ(x, t, u) = 3C1t, ξ(x, t, u) = αC1x+ C2, η(x, t, u) = C3u, (3.3)

avec C1, C2 et C3 sont des constants arbitraire.
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Maintenant, on peut obtenir l’algèbre de Lie tridimensionnelle générée par les champs vectoriels

décrits par les formules suivantes

X1 =
∂

∂x
, X2 = 3t

∂

∂t
+ αx

∂

∂x
, X3 = u

∂

∂u
. (3.4)

Par conséquent, nous obtenons trois groupes de Lie de transformations associés à l’équation

(3.1)

G1 : (x, t, u) −→ (x+ ε, t, u),

G2 : (x, t, u) −→ (eαεx, e3εt, u),

G3 : (x, t, u) −→ (x, t, eεu).

(3.5)

C’est-à-dire, si f(x, t) est une solution de (3.1) alors gi(i = 1, 2, 3) sont aussi des solutions

de l’équation(3.1)

g1 = f(x+ ε, t),

g2 = f(eαεx, e3εt),

g3 = eεf(x, t).

(3.6)

3.2 Réductions et solutions invariantes de KdV.

Dans cette section, on se propose de réduire l’ordre de l’équation (3.1) en plusieurs formes,

pour obtenir les solutions invariantes de KdV, à partir du champ de vecteurs correspondant.

Cas 1 : Réduction par X1 = ∂
∂x
,

en intégrant l’équation caractéristique

dt

0
=
dx

1
=
du

0
, (3.7)

on obtient la variable z = t et la fonction f(z) = u1. Ainsi, on a

u1 = f(t). (3.8)
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En remplaçant (3.8) dans (3.1), l’équation.(3.1) est réduit à une EDOF, de la forme suivante :

Dα
t f(t) = 0. (3.9)

Par conséquent, le groupe des solutions invariantes est de la forme suivante :

u1 = k1t
α−1, (3.10)

où k1 est constante arbitraire.

La figure (3.1) presente le graphe des solutions u1(x, t) pour quelque différentes valeurs de

α.

Figure 3.1 – La solution u1(x, t) de l’équation (3.1) pour K1 = 1 et ( α = 0.9,

α = 0.75 , α = 0.5, α = 0.25)

Cas 2 : Réduction par X1,3 = aX1 + bX3 :

Le variable z et la fonction f(z) sont obtenues en résolvant l’équation caractéristique associées

aux générateur X1,3, :

46



dt

0
=
dx

a
=
du

bu
, (3.11)

On obtient alors,

z = t, f(z) = e−
b
a
xu.

Ainsi, la solution invariante correspondante de l’équation (3.1) est de la forme u2 = e
b
a
xf(t).

Après avoir substitué cette fonction dans l’équation (3.1), nous obtenons l’équation réduite :

Dα
t f(t) + (

3

2
− λ)

( b
a

)3
f(t) = 0. (3.12)

La solution de l’équation (3.12) est alors,

f(t) = K2t
α−1Eα,α[(λ− 3

2
)
( b
a

)3
tα],

où Eα,β est la fonction de Mittag-Leffler et K2 est une constante arbitraire.

Par suite, la solution explicite de l’équation (3.1) est de la forme suivante

u2(x, t) = K2e
b
a
xtα−1Eα,α

[
(λ− 3

2
)
( b
a

)3
tα
]
. (3.13)

La figure(3.2) présente le graphe de solution u2(x, t) pour quelques valeurs différentes de α.
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(a) α = 1
4 (b) α = 1

2

(c) α = 3
4

(d) α = 9
10

Figure 3.2 – La solution u2(x, t) de Eq.(3.1) pour K2 = a = b = λ = 1 et pour α =

0.25, 0.5, 0, 75, 0.9

Case 3 : Réduction par X3.

Pour ce générateur , on obtient une solution trivial.

Case 4 : Réduction par X2 :

La variable z et la transformation f(z) correspondante à X2, est déduites par intégration de

l’équation caractéristique

dt

3t
=
dx

αx
. (3.14)

On obtient

z = xt−
α
3 , f(z) = u,

Ainsi, le groupe de solutions invariantes est donné par

u = f(z), z = xt−
α
3 . (3.15)

Theoreme
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Si on considère les transformations (3.15), l’équation fractionnaire de type KdV est réduite à

une équation différentielle ordinaire fractionnaire non linéaire de la forme

f 2(P 1−α,α
3
α

f)(z) +
3

2
f 3
z − λf 2fzzz = 0, (3.16)

où (P 1−α,α
3
α

f)(z) est l’opérateur de Erdélyi-Kober défini par (1.1).

Preuve : En utilisant la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

pour la nouvelle variable de transformation

u = f(xt
−α
3 ),

on a

∂αu

∂tα
=

∂n

∂tn

[
1

Γ(n− α)

∫ t

0

(t− s)n−α−1f(xs
−α
3 )ds

]
. (3.17)

On pose v = t
s
, alors on a ds = −t

v2
dv. Donc l’expression ci-dessus peut être exprimée comme

suit

∂αu

∂tα
=

∂n

∂tn

[
tn−α

1

Γ(n− α)

∫ ∞
1

(v − 1)n−α−1v−(n−α+1)f(zv
α
3 )dv

]
.

∂αu

∂tα
=

∂n

∂tn

[
tn−α(K1,n−α

3
α

f)(z)

]
, (3.18)

D’autre part, on a

t
∂

∂t
f(z) = −txα

3
t
−α
3
−1f ′(z) = −α

3
zf ′(z).

et comme z = xt−
α
3 , alors

∂n

∂tn

[
tn−α(K1,n−α

3
α

f)(z)

]
= ∂n−1

∂tn−1

[
∂

∂t

(
tn−α(K1,n−α

3
α

f)(z)
)]

= ∂n−1

∂tn−1

[
tn−α−1

(
n− α− α

3

)
(K1,n−α

3
α

f)(z)

]
...

(3.19)

En répétant cette procédure (n-1) fois, on obtient

∂αu

∂tα
= t−α

n−1∏
j=0

(
1− α + j − α

3

)(
K1,n−α

3
α

f

)
(z) = tα(P 1−α,α

3
α

f)(z)
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En calculant ux, uxx et uxxx et en remplaçant les dans l’équation (3.1), l’équation fractionnaire

de type KdV-Like est réduite à la forme suivante :

f 2(P 1−α,α
3
α

f)(z) +
3

2
f 3
z − λf 2fzzz = 0. (3.20)

La preuve devient donc complète.

3.3 Solution exacte en utilisant la méthode des séries

entière.

Dans cette section, on utilise la méthode des séries entière, pour trouver la solution analy-

tique de l’équation (3.20). Une fois que la solution explicite de la forme réduite est obtenue, on

peut facilement extraire la solution de l’équation (3.1) sous la forme d’une série entière.

On pose

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n. (3.21)

Alors, on a

(P 1−α
3
2

f)(z) =
∞∑
n=0

Γ(2− 2α +
nα

3
)

Γ(2− α +
nα

3
)
anz

n (3.22)

et

fz =
∑∞

n=1 nanz
n−1,

=
∑∞

n=0(n+ 1)an+1z
n,

(3.23)

fzzz =
∑∞

n=3 n(n− 1)(n− 2)anz
n−3,

=
∑∞

n=0(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)an+3z
n.

(3.24)

En substituant (3.22) ,(3.21), (3.23) et (3.24) dans (3.20) on obtient :
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(∑∞
n=0 anz

n

)2∑∞
n=0

Γ(2− 2α +
nα

3
)

Γ(2− α +
nα

3
)
anz

n +
3

2

(∑∞
n=0(n+ 1)an+1z

n

)3

−λ
(∑∞

n=0 anz
n

)2(∑∞
n=0(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)an+3z

n

)
= 0,

(3.25)

pour n = 0 , on obtient

a3 =
1

6λ

(
Γ(2− 2α)

Γ(2− α)
a0 +

3

2

a3
1

a2
0

)
, (3.26)

où a0, a1 et a2 sont arbitraires.

De la relation (3.25) , on en déduit pour n ≥ 1,

an+3 =
1

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)λa2
0

[∑n
k=0

∑k
j=0 ajak−jan−k

Γ

(
2−2α+

(n− k)α

3

)
Γ

(
2−α+

(n− k)α

3

)

+
3

2

∑n
j=0

∑j
k=0(j + 1)(k − j + 1)(n− j + 1)ak+1aj−k+1an−j+1

]
.

(3.27)

En utilisant (3.27), tous les coefficients an, n > 3 de la solution sous forme de série entière

sont obtenus par un calcul systématique en choisissant des constantes arbitraires appropriées

a0, a1, a2 et a3 où (a0 6= 0).

Par conséquent, la solution sous forme de série entière de l’équation(3.20) est donnée par
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f(z) = a0 + a1z + a2z
2 + a3z

3 +
∑∞

n=1 an+3z
n+3

= a0 + a1z + a2z
2 + 1

6λ

(
Γ(2− 2α)

Γ(2− α)
a0 +

3

2

a3
1

a2
0

)
z3

+
∑∞

n=1

1

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)λa2
0

[∑n
k=0

∑k
j=0 ajak−jan−k

Γ

(
2− 2α +

(n− k)α

3

)
Γ

(
2− α +

(n− k)α

3

)

+
3

2

∑n
i=0

∑i
j=0(j + 1)(k − j + 1)(n− k + 1)aj+1ak−j+1an−k+1

]
zn+3.

(3.28)

Finalement, la solution exact de l’équation(3.1) est représentée par

u3(x, t) = a0 + a1xt
−α
3 + a2x

2t
−2α
3 +

1

6λ

(
Γ(2− 2α)

Γ(2− α)
a0 +

3

2

a3
1

a2
0

)
x3t−α

+
∑∞

n=1

1

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)λa2
0

[∑n
k=0

∑k
j=0 ajak−jan−k

Γ

(
2− 2α +

(n− k)α

3

)
Γ

(
2− α +

(n− k)α

3

)

+
3

2

∑n
i=0

∑i
j=0(j + 1)(k − j + 1)(n− k + 1)aj+1aj−k+1an−k+1

]
xn+3t

−nα
3 .

(3.29)

Le graphe de la solution est présenté dans les figures suivantes pour différentes valeurs de

α.

Cas 1. Pour α = 0.25.

Case 2. Pour α = 0, 75.
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(a) 0 ≤ t ≤ 0.5 ; −10 ≤ x ≤ 10. (b) 0 ≤ t ≤ 10 ; −10 ≤ x ≤ 10.

Figure 3.3 – La solution u3(x, t) de l’équation (3.1) pour a0 = 2, a1 = 5, a2 = 1.

(a) 0 ≤ t ≤ 0.9 ; −10 ≤ x ≤ 10. (b) 0 ≤ t ≤ 10 ; −10 ≤ x ≤ 10.

Figure 3.4 – La solution u3(x, t) de l’équation (3.1) pour a0 = 2, a1 = 5, a2 = 1.

3.4 Les lois de conservation pour l’équation de type

KdV

En utilisant la méthode d’Ibragimov [32], nous pouvons obtenir les LC pour l’équation frac-

tionnaire de type KdV.

Tout d’abord, nous commençons par définir le lagrangien formel de l’équation fractionnaire

de type KdV

L = v(uαt +
3

2

u2
x

u2
ux − λuxxx). (3.30)

où v(x, t) est une nouvelle variable dépendante.
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Un vecteur C = (Ct, Cx) qui satisfait l’équation suivante :

Dt(Ct) +Dx(Cx) = 0, (3.31)

quand u(x, t) est une solution de (3.1), est dit vecteur conservé pour l’équation fractionnaire

de type KdV et l’équation (3.31) est appelée équation de conservation.

L’équation adjointe de l’équation de type KdV est exprimée par la formule suivante :

δL

δu
= 0, (3.32)

où δ
δu

est l’opérateur d’Euler-Lagrange qui se présente comme suit :

δ

δu
=

∂

∂u
+ (Dα

t )∗
∂

∂(Dα
t u)
−Dx

∂

∂(ux)
+D2

x

∂

∂(uxx)
−D3

x

∂

∂(uxxx)
+ ..., (3.33)

où (Dα
t )∗ est l’opérateur adjoint de Dα

t

(Dα
t )∗ = (−1)nP n−α

t (Dn
t ) =c D

α
t , (3.34)

et (Dα
t )∗ est l’opérateur fractionnaire au sens de caputo, et

Pm−α
t h(x, t) =

1

Γ(m− α)

∫ S

t

h(x, s)

(s− t)1+α−mds. (3.35)

La construction des lois de conservation pour les EDPF se fait de la même manière que pour

les EDP, donc on obtient

PrXα
t +Dt(τ)L +Dx(ξ)L = Wi

δL

δu
+Dt(Ct) +Dx(Cx), (3.36)

où Wi sont les fonctions caractéristique associée a chaque générateur infinitésimal Xi(i=1,2,3)

donnée par

Wi = ηi − τiut − ξiux.
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D’autre part, pour la dérivée fractionnaire au sens de R-L, Ct est déterminé par

Ct =
m−1∑
j=0

(−1)kDα−1−k(Wi)D
k
t

∂

∂Dα
t u
− (−1)mI

(
Wi, D

m
t

∂

∂(Dα
t )

)
, (3.37)

où I est défini par

I(f, h) =
1

Γ(m− α)

∫ t

0

∫ T

t

f(τ, x)h(φ, x)

(φ− τ)α+1−m dφdτ. (3.38)

Alors, les composantes Cx, Ct sont exprimées par

Ct = Dα−1
t (Wi)

∂L
∂(Dαt u)

+ I

[
Wi, Dt(

∂L
∂(Dαt u)

]
,

Cx = Wi

[
∂L
∂ux
−Dx(

∂L
∂uxx

) +Dxx(
∂L

∂uxxx
)

]
+Dx(Wi)

[
∂L
∂uxx
−Dx(

∂L
∂uxxx

)

]
+Dxx(Wi)

∂L
∂uxxx

.

(3.39)

En utilisant la définition donnée ci-dessus, on peut calculer les lois de conservation de l’équation

(3.1).

Comme nous l’avons déjà vu précédemment, l’équation fractionnaire de type KdV admet trois

générateurs infinitésimaux définis dans la section (3.1) :

X1 =
∂

∂x
, X2 = 3t

∂

∂t
+ αx

∂

∂x
, X3 = u

∂

∂u
.

Les fonctions caractéristiques correspondantes à chaque générateur sont données par les for-

mules suivantes :

W1 = −ux, W2 = −3tut − αxux, W3 = u.

En substituant Wi(i = 1, 2, 3) dans les composantes du vecteur (3.39), on obtient les vecteurs

conservés de l’équation (3.1)
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C1
t = vDα−1

t (−ux) + I(−ux, vt),

C1
x = −ux

[
9
2
u2x
u2
v +Dxx(−λv)

]
+Dx

(
−ux

)[
Dx(λv)

]
+Dxx

(
−ux

)[
−λv

]
,

= λvxxux − 9
2
u3x
u2
v − λvxuxx + λvuxxx.

(3.40)

C2
t = vDα−1

t (−3tut − αxux) + I(−3tut − αxux, vt),

C2
x = (−3tut − αxux)

[
9
2
u2x
u2
v +Dxx(−λv)

]
+Dx

(
−3tut − αxux

)[
Dx(λv)

]
+Dxx

(
−3tut − αxux

)[
−λv

]
,

= (−3tut − αxux)
[

9
2
u2x
u2
v − λvxx)

]
−
(
αux + αxuxx + 3tuxt

)[
λvx

]
+

(
2αuxx + αxuxxx + 3tuxxt

)[
λv

]
.

(3.41)

C3
t = vDα−1

t (u) + I(u, vt),

C3
x = u

[
9
2
u2x
u2
v +Dxx(−λv)

]
+Dx

(
u

)[
Dx(λv)

]
+Dxx

(
u

)[
−λv

]
,

= −λvxxu+ λvxux + 9
2
u2x
u
v − λvuxx.

(3.42)
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Chapitre 4

Symétrie de Lie pour l’équation

fractionnaire généralisée de type KdV

Dans ce chapitre, on va étudier le groupe de Lie de symétries de l’équation généralisée de

type KdV.

4.1 Les symétrie de Lie pour KdV

On considère l’équation généralisée de type KdV

∂αu

∂tα
+

(
3(1− δ)u+ (δ + 1)

uxx
u

)
ux − δuxxx = 0, δ ∈ R. (4.1)

Le groupe de symétries de l’équation. (4.1) est généré par le champ de vecteurs (2.58),

donc en appliquant le troisième prolongement X(α,3) à l’équation (4.1), on obtient le critère

infinitésimal d’invariance correspondant à l’équation (4.1), exprimé comme suit

ηαt + η

[
3(1− δ)− (δ+ 1)

uxx
u2

]
ux + ηx

[
3(1− δ)u+ (δ+ 1)

uxx
u

]
+ηxx(δ+ 1)

ux
u
− ηxxxδ = 0. (4.2)

En remplaçant les expressions explicites de η, ηx, ηxxx et ηαt dans (4.2), le critère infinitésimal

de symétries revêt alors la forme d’une équation polynomiale en les dérivées de u, dont les

coefficients sont formée de ξ, τ, η et de leurs dérivée. Mais comme ξ, τ, η ne dépendent que de

x,t et u, les dits coefficients sont forcément tous nuls, d’où le système d’ équations déterminantes

avec la condition initial. Lorsque le système d’équations déterminantes est finalement résolu,

on trouve
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τ(t, x, u) = 3C1t,

ξ(t, x, u) = C1αx+ C2,

η(t, x, u) = −2C1αu,

(4.3)

avec C1, C2 sont des constants arbitraires. Alors, l’algèbre de Lie correspondante à ce groupe

est donnée par

X = (C1αx− C2)
∂

∂x
+ 3C1t

∂

∂t
− 2C1αu

∂

∂u
. (4.4)

si on pose

X1 =
∂

∂x
, X2 = 3t

∂

∂t
+ αx

∂

∂x
− 2αu

∂

∂u
, (4.5)

on peut vérifier facilement que X1, X2 est fermé sous les crochet de Lie qu’est définit par

[Xi, Xj] = XiXj −XjXi, en effet

[X1, X2] = αX1, [X2, X1] = 0.

Donc, l’algèbre de Lie X est générée par le champs de vecteurs Xi (i=1,2), c-à-d

X = C1X1 + C2X2. (4.6)

En résolvant l’équation caractéristique suivante :

dt

τ(x, t, u)
=

dx

ξ(x, t, u)
=

du

η(x, t, u)
, (4.7)

à partir de X1 et X2, nous pouvons obtenir les formes réduites de l’équation généralisée de type

KdV sous la forme des équation différentielles ordinaire fractionnaires.

Case 1. Réduction par X1 = ∂
∂x

:

En résolvant l’équation caractéristique suivante :

dt

0
=
dx

1
=
du

0
, (4.8)

on obtient la variable et la transformation de similarité suivantes :
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ζ = t, u = f(t), (4.9)

où f(t) vérifiée

Dα
t f(t) = 0. (4.10)

Par suite, la solution invariante du groupe correspondant à X1, est présentée par

u1 = k1t
α−1, (4.11)

où k1 est une constante arbitraire. La figure (4.1) représente le graphe de la solution

u1(x, t) pour certaines valeurs de α,

Figure 4.1 – La solution u1(x, t) de l’équation (4.1) pour K1 = 1 et ( α = 0.9,

α = 0.75 , α = 0.5, α = 0.25)

Case 2. Réduction par X2 = 3t ∂
∂t

+ αx ∂
∂x
− 2αu ∂

∂u
.

La variable ζ et la transformation f(ζ) correspondantes au générateur infinitésimal X2

sont obtenues par la résolution de l’équation caractéristique
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dt

3t
=
dx

αx
=

du

−2αu
, (4.12)

On obtient alors,

ζ = xt
−α
3 , f(ζ) = t

2α
3 u. (4.13)

Par suite,

u = t
−2α
3 f(xt

−α
3 ). (4.14)

Théorème 4.1.1. En insérant la transformation (4.14) dans (4.1), l’équation généralisée

de type KdV est transformée en une équation différentielle ordinaire fractionnaire non

linéaire donnée par

(
P
−5α
3

+1,α
3
α

f

)
(ζ) +

(
3(1− δ)f + (δ + 1)

fζζ
f

)
fζ − δfζζζ = 0, (4.15)

avec

(
P δ,α
λ f

)
(ζ) est l’opérateur différentiel Erdélyi-Kober.

Preuve

En utilisant la définition de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville pour la trans-

formation

u = t
−2α
3 f(xt

−α
3 ),

on a

∂αu

∂tα
=

∂n

∂tn

[
1

Γ(n− α)

∫ t

0

(t− s)n−α−1s
−2α
3 f(xs

−α
3 )ds

]
. (4.16)

On pose v = t
s

, alors ds = −t
v2

. Donc l’expression ci-dessus devient

∂αu

∂tα
=

∂n

∂tn

[
tn−

5α
3

1

Γ(n− α)

∫∞
1

(v − 1)n−α−1v−(n+1− 5α
3

)f(ζv
α
3 )dv

]

=
∂n

∂tn

[
tn−

5α
3 (K

1− 2α
3
,n−α

3
α

f)(ζ)

]
.

(4.17)

En utilisant la relation (4.13), on a

t
∂

∂t
φ(ζ) = −txα

3
t
−α
3
−1φ′(ζ) = −α

3
ζφ′(ζ),

Par suite, on obtient
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∂nu

∂tn
=

∂n−1

∂tn−1

[
∂

∂t

(
tn−

5α
3

(
K

1− 2α
3
,n−α

3
α

f

)
(ζ)

)]

=
∂n−1

∂tn−1

[
tn−

5α
2
−1

(
n− 5α

3
− α

3
ζ
∂

∂ζ

)(
K

1− 2α
3
,n−α

3
α

f

)
(ζ)

)]
.

(4.18)

En répétant cette procédure (n− 1) fois, on obtient

∂nu

∂tn
=

∂n−1

∂tn−1

[
tn−

5α
2
−1

(
n− 5α

3
− α

3
ζ
∂

∂ζ

)(
K

1− 2α
3
,n−α

3
α

f

)
(ζ)

)]
...

= t−
5α
3

∏n−1
j=0

(
1− 5α

3
+ j − α

3
ζ
∂

∂z

)(
K

1− 2α
3
,n−α

3
α

f

)
(ζ)

= t−
5α
3

(
P
−5α
3

+1,α
3
α

f

)
(ζ).

(4.19)

En poursuivant le calcul de ux, uxx et uxxx et en les remplaçant dans l’équation (4.1),

nous trouvons que l’équation fractionnaire généralisée de type KdV est réduite à une

équation différentielle ordinaire fractionnaire donnée par :(
P
−5α
3

+1,α
3
α

f

)
(ζ) +

(
3(1− δ)f + (δ + 1)

fζζ
f

)
fζ − δfζζζ = 0. (4.20)

La preuve devient donc complète.

4.2 Lois de conservation.

Dans cette section, basée sur les symétries de Lie et le théorème de conservation d’Ibragimov

[32], les lois de conservation de l’équation de type KdV généralisée sont construites.

Maintenant, en utilisant les définitions et les résultats décrits ci-dessus, nous pouvons

construire les lois de conservation de l’équation (4.1). Selon la section précédente, l’équation

fractionnaire de type KdV généralisée accepte deux générateurs infinitésimaux définis dans la

section 3 par :

X1 =
∂

∂x
, X2 = 3t

∂

∂t
+ αx

∂

∂x
− 2αu

∂

∂u
.

Les fonctions caractéristiques correspondantes à chaque générateur sont présentées par :
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W1 = −ux, W2 = −2αu− 3tut − αxux. (4.21)

C1
t = θDα−1

t (−ux) + I(−ux, θt),

C1
x = −ux

[(
3(1− δ)u+

uxx
u

)
θ −Dx

(
ux
u
θ

)
+Dxx

(
−δθ

)]
−Dx(ux)

[
ux
u
θ −Dx(−δθ)

]
,

+Dxx(ux)(δθ)

= δθxxux − 3(1− δ)θuux + θx
u2
x

u
− θu

3
x

u2
− δθxuxx − θ

uxuxx
u

+ δθuxxx.

(4.22)

C2
t = θDα−1

t (−2αu− 3tut − αxux) + I(−2αu− 3tut − αxux, θt),

C2
x = −

(
2αu+ 3tut + αxux

)[(
3(1− δ)u+

uxx
u

)
θ −Dx

(
ux
u
θ

)
+Dxx

(
−δθ

)]

−Dx

(
2αu+ 3tut + αxux

)[
ux
u
θ −Dx(−δθ)

]
+Dxx

(
2αu+ 3tut + αxux

)
(δθ)

= −
(

2αu+ 3tut + αxux

)[
3(1− δ)θu− θx

ux
u

+ θ
u2
x

u2
− δθxx

]
−
(

3αux + αxuxx + 3tuxt

)(
θ
ux
u

+ δθx

)
+(4αuxx + αxuxxx + 3tuxxt)(δθ).

(4.23)

4.3 Solution développable en séries entière.

Dans cette section, une solution exacte supplémentaire est extraite en appliquant la méthode

des série entière, la convergence de la solutions est également prouvée.

Tout d’abord, on va utiliser la transformation fractionnaire complexe donnée par :

u(x, t) = u(ζ), ζ = ax− btα

Γ(1 + α)
, (4.24)
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où a et b sont deux constantes arbitraires. En remplaçant (4.24) dans l’équation (4.1), on

obtient

− buζ +

(
3(1− δ)u+ (δ + 1)a2uζζ

u

)
auζ − a3δuζζζ = 0. (4.25)

Par suite,

− buζu+

(
3(1− δ)u2 + (δ + 1)a2uζζ

)
auζ − a3δuuζζζ = 0. (4.26)

En intégrant l’équation (4.26) par rapport à ζ, on obtient

− 1

2
bu2 + a(1− δ)u3 + (δ +

1

2
)a3u2

ζ − a3δuuζζ + c = 0, (4.27)

où c est une constante d’intégration.

Maintenant, on cherche une solution de l’équation (4.27) sous la forme d’une séries entière

u(ζ) =
∞∑
n=0

anζ
n =

∞∑
n=0

an

(
ax− btα

Γ(1 + α)

)n
. (4.28)

Par dérivation de u(ζ), on a

uζ =
∞∑
n=0

(n+ 1)an+1ζ
n, (4.29)

uζζ =
∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2ζ
n. (4.30)

En remplaçant (4.28), (4.29) et (4.30) dans (4.27), on obtient
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−1

2
b

(∑∞
n=0 anζ

n

)2

+a(1− δ)
(∑∞

n=0 anζ
n

)3

+(δ +
1

2
)a3

(∑∞
n=0(n+ 1)an+1ζ

n

)2

−δa3

(∑∞
n=0 anζ

n

)(∑∞
n=0(n+ 2)(n+ 1)an+2ζ

n

)
+c = 0,

(4.31)

donc

−1

2
b
∑∞

n=0

∑n
i=0 an−iaiζ

n + a(1− δ)
∑∞

n=0

∑n
i=0

∑i
j=0 an−iai−jajζ

n

+(δ +
1

2
)a3
∑∞

n=0

∑n
i=0(n− i+ 1)(i+ 1)an−i+1ai+1ζ

n

−δa3
∑∞

n=0

∑n
i=0(n− i+ 2)(n− i+ 1)an−i+2aiζ

n + c = 0.

(4.32)

En comparant les coefficients de ζ, pour n = 0, on obtient

a2 =
−ba2

0 + 2a(1− δ)a3
0 + (2δ + 1)a3a2

1 + 2c

4δa3a0

, (4.33)

et pour n ≥ 1

an+2 =
1

δa3a0(n+ 2)(n+ 1)

[
−1

2
b
∑n

i=0 an−iai + a(1− δ)
∑n

i=0

∑i
j=0 an−iai−jaj

+(δ +
1

2
)a3
∑n

i=0(n− i+ 1)(i+ 1)an−i+1ai+1

]
, n = 1, 2...,

(4.34)

par conséquent, la solution sous la forme d’une séries entière de l’équation (4.1) devient
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u(ζ) = a0 + a1ζ + a2ζ
2 +

∑∞
n=1 an+2ζ

n+2,

= a0 + a1

(
ax− btα

Γ(1 + α)

)
+

(
−ba2

0 + 2a(1− δ)a3
0 + (2δ + 1)a3a2

1 + 2c

4δa3a0

)(
ax− btα

Γ(1 + α)

)2

+
∑∞

n=1

[
1

δa3a0(n+ 2)(n+ 1)

[
−1

2
b
∑n

i=0 an−iai + a(1− δ)
∑n

i=0

∑i
j=0 an−iai−jaj

+(δ +
1

2
)a3
∑n

i=0(n− i+ 1)(i+ 1)an−i+1ai+1

]
×
(
ax− btα

Γ(1 + α)

)n+2

,

(4.35)

où a0 et a1 sont des constantes arbitraires.

En utilisant les relations (4.33) et (4.34), tous les coefficients de la suite (an)n≥3 peuvent

être calculés. Nous pouvons maintenant prouver la convergence de la solution développable en

série entière.

observons que

|an+2| ≤ C

[∑n
i=0 an−iai +

∑n
i=0

∑i
j=0 an−iai−jaj +

∑n
i=0(n− i+ 1)(i+ 1)an−i+1ai+1

]
,

(4.36)

où C = max{| −b
2δa3a0

|, |a(1− δ)
δa3a0

|, |(2δ + 1)a3

2δa3a0

|}.

Maintenant, en introduisant une autre série entière définie par :

M(ζ) =
∞∑
n=0

mnζ
n, (4.37)

avec
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m0 = |a0|, m1 = |a1|, m2 = |a2|

mn+1 = C

[∑n
i=0 |an−i||ai|+

∑n
i=0

∑i
j=0 |an−i||ai−j|aj|+

∑n
i=0 |an−i+1||ai+1|

]
, n = 2, ...,

(4.38)

On vérifie que |an| ≤ mn, pour n = 0, 1, 2, ..., . Ansi M(ζ) =
∑∞

n=0 mnζ
n est une série entière

majorant de la série donnée par (4.28). Il reste à montrer que M(ζ) a un rayon de convergence

positif.

M(ζ) = m0 +m1ζ +m2ζ
2 + C

[∑∞
n=1

∑n
i=1mn−imiζ

n+2 +
∑∞

n=1

∑n
i=0

∑i
j=0mn−imi−jmjζ

n+2

+
∑∞

n=1

∑n
i=1mn−i+1mi+1ζ

n+2

]

= m0 +m1ζ +m2ζ
2 + C

[
(M2 −m2

0)ζ2 + (M3 −m3
0)ζ2 + (M −m0)2ζ −m2

1ζ
2

]
,

(4.39)

Pour justifier la positivité du rayon de convergence de la série M(ζ), on définit une équation

fonctionnelle implicite par rapport à la variable indépendante ζ par :

R(ζ, r) = r−m0−m1ζ−m2ζ
2−C

[
(M2−m2

0)ζ2 +(M3−m3
0)ζ2 +(M−m0)2ζ−m2

1ζ
2

]
. (4.40)

Alors, à partir de (4.40), il est claire que R(ζ, r) est analytique au voisinage de(0,m0), avec

R(0,m0) = 0, R′m(0,m0) = 1 6= 0. (4.41)

à l’aide du theorem de fonction implicite [58, 4], M(ζ) est analytique au voisinage de (0,m0)

avec un rayon positif, par conséquent, la série entière M(ζ) =
∑∞

n=0mnζ
n converge au voisinage

de (0,m0). Par suite, la série donnée par (4.28) est convergente au voisinage de (0,m0). Donc
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la preuve est complète.

Enfin, les graphes des solutions de série entière (4.35) sont données dans la figure (4.2) et la

figure (4.3) en choisissant les paramètres appropriés pour différentes valeurs de α.

Cas :1 α = 0.25

(a) n=6 (b) n=20

Figure 4.2 – La solution u2(x, t) l’équation (4.1) pour a0 = 2, a1 = 3, δ = 3, c = 1, a = 2, b = 5,

Cas :2 α = 0.75

(a) n=6 (b) n=20

Figure 4.3 – La solution u2(x, t) de l’équation(4.1) pour n a0 = 2, a1 = 3, δ = 3, c = 1, a =

2, b = 5.
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Chapitre 5

Symétrie de Lie pour l’équation

fractionnaire généralisée de Drainage

des Mousses (DM)

Dans ce chapitre on va étudier le groupe de Lie de symétries de l’équation généralisée de

(DM) de la forme suivante

∂αu

∂tα
− (umux)x + 2uux = 0, , m ∈ N. (5.1)

5.1 Les symétrie de (DM)

Supposons que l’équation (5.1) est invariante sous l’action du groupe donné par (2.45). Donc

on obtient

∂αū

∂t̄α
− (ūmūx̄)x̄ + 2ūūx̄ = 0, (5.2)

où u = u(t, x) satisfait l’équation (5.1).

En appliquant le deuxième prolongement X(α,2) à l’équation (5.1), on obtient le critère

infinitésimal d’invariance correspondant à l’équation (5.1), exprimé par

ηαt − [m(m− 1)um−1u2
x +mum−1uxx − 2ux]η + 2(u−mum−1ux)η

x − umηxx = 0, (5.3)

En remplaçant les expressions explicites de η, ηx, ηxx et ηαt dans (5.3), Le critère infinitésimale
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de symétrie revêt alors la forme d’une équation polynomiale en les dérivées de u, dont les

coefficients sont formée de ξ, τ, η et de leurs dérivée. Mais comme ξ, τ, η ne dépendent que de

x,t et u, les dits coefficients sont forcément tous nuls, d’où le système d’équations déterminantes

avec la condition initiale. Lorsque le système d’équations déterminantes est finalement résolu ,

on trouve

τ(t, x, u) = C1mt− 2C1t,

ξ(t, x, u) = C1αmx− C1αx+ C2,

η(t, x, u) = uαC1,

(5.4)

où C1, C2 sont des constantes arbitraires. L’algèbre de Lie correspondante est de la forme

suivante

X = (C1αmx− C1αx+ C2)
∂

∂x
+ (C1mt− 2C1t)

∂

∂t
+ (uαC1)

∂

∂u
. (5.5)

Soient

X1 =
∂

∂x
, X2 = (m− 2)t

∂

∂t
+ α(m− 1)x

∂

∂x
+ αu

∂

∂u
. (5.6)

On peut vérifier facilement que X1, X2 est fermé sous les crochet de Lie qu’est définit par

[Xi, Xj] = XiXj − XjXi, Donc, L’algèbre de Lie X est générée par le champs de vecteurs Xi

(i=1,2), c-à-d

X = C1X1 + C2X2. (5.7)

Afin de trouver les formes réduites et les solution exactes, nous devons résoudre l’équation

caractéristique correspondante à chaque générateur infinitésimal, qui est décrite par :

dt

τ(x, t, u)
=

dx

ξ(x, t, u)
=

du

η(x, t, u)
. (5.8)

Cas 1. Réduction par X1 = ∂
∂x

:

En intégrant l’équation caractéristique

dt

0
=
dx

1
=
du

0
, (5.9)

le générateur X1, nous donne le groupe de solutions invariantes

u = f(t), (5.10)
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et f(t) satisfait l’équation différentielle fractionnaire

Dα
t f(t) = 0. (5.11)

Donc, le groupe de solution invariantes correspondant à X1, est donnée par :

u1 = k1t
α−1, (5.12)

où k1 est une constante arbitraire.

La figure (5.1) pressente le graphe de la solution u1(x, t) pour certaines valeurs différentes

de α.

Figure 5.1 – La solution u1(x, t) de l’équation (5.1) pour K1 = 1 et ( α = 0.9,

α = 0.75 , α = 0.5, α = 0.25)

Cas 2. Réduction par : X2 = (m− 2)t ∂
∂t

+ α(m− 1)x ∂
∂x

+ αu ∂
∂u
.

La variable z et la transformation f(z) correspondant au générateur infinitésimal X2

s’obtient en résolvant l’équation caractéristique associée donnée par :
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dt

(m− 2)t
=

dx

α(m− 1)x
=
du

αu
. (5.13)

Alors, pour m = 2, les variables sont

z = t, f(z) = u, (5.14)

z = xt
α(1−m)
m−2 , f(z) = ut

−α
m−2 . (5.15)

donc

u = t
α

m−2f(xt
α(1−m)
m−2 ). (5.16)

Théorème 5.1.1. En insérant la transformation (5.15) dans (5.1), on observe que

l’équation fractionnaire de DM est transformée en une EDO non linéaire fractionnaire

sous la forme suivante :

(
P

α(3−m)
m−2

+1,α
m−2

α(m−1)

f

)
(z)− (fmfz)z + (f 2)z = 0, (5.17)

où

(
P δ,α
λ f

)
(ζ) est l’opérateur différentiel de Erdélyi-Kober.

Preuve

En utilisant la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville pour

la transformation

u = t
α

m−2f(xt
α(1−m)
m−2 ),

on obtient,

∂αu

∂tα
=

∂n

∂tn

[
1

Γ(n− α)

∫ t

0

(t− s)n−α−1s
α

m−2f(xs
α(1−m)
m−2 )ds

]
(5.18)

On pose v = t
s

, alors ds = −t
v2

.

Donc l’expression (5.18) devient

∂αu

∂tα
=

∂n

∂tn

[
tn−

α(m−3)
m−2

1

Γ(n− α)

∫∞
1

(v − 1)n−α−1v−(n+1−α(m−3)
m−2

)f(zv
α(m−1)
m−2 )dv

]

=
∂n

∂tn

[
tn−

α(m−3)
m−2 (K

1+ α
m−2

,n−α
m−2

α(m−1)

f)(z)

]
.

(5.19)
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D’autre par, on a

t
∂

∂t
φ(z) = tx

α(1−m)

m− 2
t
α(1−m)
m−2

−1φ′(z) =
α(1−m)

m− 2
zφ′(z).

Par suite,

∂nu

∂tn
=

∂n−1

∂tn−1

[
∂

∂t

(
tn−

α(m−3)
m−2

(
K

1+ α
m−2

,n−α
m−2

α(m−1)

f

)
(z)

)]

=
∂n−1

∂tn−1

[
tn−

α(m−3)
m−2

−1

(
n− α(m− 3)

m− 2
− m− 2

α(m− 1)
z
∂

∂z

)(
K

1+ α
m−2

,n−α
m−2

α(m−1)

f

)
(z)

)]
.

(5.20)

En répétant cette procédure (n-1) fois, on obtient

∂αu

∂tα
=

∂n−1

∂tn−1

[
tn−

α(m−3)
m−2

−1

(
n− α(m− 3)

m− 2
− m− 2

α(m− 1)
z
∂

∂z

)(
K

1+ α
m−2

,n−α
m−2

α(m−1)

f

)
(z)

)]
...

= t−
α(m−3)
m−2

∏n−1
j=0

(
1− α(m− 3)

m− 2
+ j − m−2

α(m−1)
z
∂

∂z

)(
K

1+ α
m−2

,n−α
m−2

α(m−1)

f

)
(z)

= t
α(3−m)
m−2

(
P

α(3−m)
m−2

+1,α
m−2

α(m−1)

f

)
(z).

(5.21)

En poursuivant le calcul de ux et uxx pour (5.16) et en remplaçant dans l’équation. (5.1),

l’équation fractionnaire de (DM) se réduit à l’équation différentielle ordinaire fraction-

naire donnée par (
P

α(3−m)
m−2

+1,α
m−2

α(m−1)

f

)
(z)−mfm−1f 2

z − fmfzz + 2fzf = 0. (5.22)

Ce qui est équivalent à(
P

α(3−m)
m−2

+1,α
m−2

α(m−1)

f

)
(z)− (fmfz)z + (f 2)x = 0. (5.23)

La preuve devient donc complète.

5.2 Les lois de conservation.

Sur la base du théorème de conservation introduit par Ibragimov [32], nous pouvons déduire,

dans cette section, les lois de conservation de l’équation de (DM).
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Maintenant, nous pouvons établi les lois de conservation de l’équation. (5.1) en utilisant

(2.82). Comme nous l’avons vu dans la section précédente, l’équation de (DM) admet deux

générateurs infinitésimaux définis dans la section 3 par :

X1 =
∂

∂x
, X2 = (m− 2)t

∂

∂t
+ α(m− 1)x

∂

∂x
+ αu

∂

∂u
.

Les fonctions caractéristiques correspondantes à chaque générateur sont données par les for-

mules suivantes :

W1 = −ux, W2 = αu+ (2−m)tut + α(1−m)xux. (5.24)

Nous traitons deux cas de α pour chaque W1 et W2.

Cas 1 (Pour α ∈ (0, 1))

C1
t = ψDα−1

t (−ux) + I(−ux, ψt),

C1
x = −ux

[
2(u−mum−1ux)ψ +Dx(u

mψ)

]
+Dx(−ux)(−umψ)

= −2ψuux + ψmum−1u2
x − ψxuxum + ψumuxx.

(5.25)

Cas 2 (Pour α ∈ (1, 2))

C1
t = ψDα−1

t (−ux) + I(−ux, ψt)− ψtDα−2
t (−ux)− I(−ux, ψtt),

C1
x = −ux

[
2(u−mum−1ux)ψ +Dx(u

mψ)

]
+Dx(−ux)(−umψ)

= −2ψuux + ψmum−1u2
x − ψxuxum + ψumuxx.

(5.26)

Cas 1 (Pour α ∈ (0, 1))
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C2
t = ψDα−1

t (αu+ (2−m)tut + α(1−m)xux) + I(αu+ (2−m)tut + α(1−m)xux, ψt),

C2
x = (αu+ (2−m)tut + α(1−m)xux)

[
2(u−mum−1ux)ψ +Dx(u

mψ)

]
+Dx

(
αu+ (2−m)tut + α(1−m)xux

)
(−umψ)

=

(
αu+ (2−m)tut + α(1−m)xux

)[
2ψu− ψmum−1ux)

]
+

(
α(2−m)ux + α(1−m)xuxx + (2−m)tutx

)
(−umψ).

(5.27)

Cas 2 (Pour α ∈ (1, 2))

C2
t = ψDα−1

t (αu+ (2−m)tut + α(1−m)xux) + I(αu+ (2−m)tut + α(1−m)xux, ψt)

−ψtDα−2
t (αu+ (2−m)tut + α(1−m)xux)− I(αu+ (2−m)tut + α(1−m)xux, ψtt)

C2
x = (αu+ (2−m)tut + α(1−m)xux)

[
2(u−mum−1ux)ψ +Dx(u

mψ)

]
+Dx

(
αu+ (2−m)tut + α(1−m)xux

)
(−umψ),

=

(
αu+ (2−m)tut + α(1−m)xux

)[
2ψu− ψmum−1ux)

]
+

(
α(2−m)ux + α(1−m)xuxx + (2−m)tutx

)
(−umψ).

(5.28)

5.3 solution développable en série entière.

Dans cette section, en utilisant la méthode des séries entières, nous pouvons extraire un

autre type de solution exacte. De plus, la convergence des solutions sous la forme d’une séries

entière est montrée.

À l’aide de la transformation fractionnaire complexe donnée par :

u(x, t) = u(z), z = cx− υtα

Γ(1 + α)
. (5.29)
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où C et υ sont deux constantes arbitraire.

En remplaçant (5.29) dans l’équation (5.1), on obtient

− υu′ − c2umu′′ − C2mum−1u′2 + 2cuu′ = 0. (5.30)

Ainsi en intégrant l’équation (5.30) par rapport à z, on obtient

− υu− C2mumu′ + Cu2 + k = 0, (5.31)

où k est une constante d’intégration. Ensuite, nous supposons que la solution de (5.31) est

sous la forme d’une série entière donnée par :

u(z) =
∞∑
n=0

anz
n =

∞∑
n=0

an

(
cx− υtα

Γ(1 + α)

)n
. (5.32)

Par dérivation, on a

uz =
∞∑
n=0

(n+ 1)an+1ζ
n. (5.33)

remplacement (5.32) et (5.33) dans (5.31) on obtient

−υ
∑∞

n=0 anz
n − C2m

(∑∞
n=0 anz

n

)m∑∞
n=0(n+ 1)an+1ζ

n + C

(∑∞
n=0 anz

n

)2

+ k = 0,

(5.34)

alors,

−υ
∑∞

n=0 anz
n − C2m

∑∞
n=0

∑n
j1=0

∑j1
j2=0 ...

∑jm−1

jm=0(n− j1 + 1)an−j1+1aj1−j2aj2−j3 ...ajmz
n

+C
∑∞

n=0

∑n
j=0 an−jajz

n + k = 0,

(5.35)

En comparant les coefficients de zn, on obtient
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Pour n=0, on a

a1 =
−υa0 + Ca

2

0 + k

C2mam0
. (5.36)

Et pour n ≥ 1

an+1 =
1

C2m(n+ 1)am0

[
−υan + C

∑n
j=0 an−jaj

]
, n = 1, 2.... (5.37)

Ainsi, la solution sous la forme d’une série entière de l’équation. (5.1) peut être exprimée

comme suit :

u(ζ) = a0 + a1z +
∑∞

n=1 an+1z
n+1

= a0 +

(
−υa0 − Ca2

0 + k

C2mam0

)(
Cx− υtα

Γ(1 + α)

)

+
∑∞

n=1

1

C2m(n+ 1)am0

∑n
j=0

[
−υan + C

∑n
j=0 an−jaj

]

×
(
Cx− υtα

Γ(1 + α)

)n+1

,

(5.38)

où a0 est une constante arbitraire.

En utilisant (5.36) et (5.37), tous les coefficients de la suite (an)n≥2 peuvent être calculés. Il

reste à prouver la convergence de série entière.

On peut remarquer que

|an+1| ≤M

[
|an|+

n∑
i=0

|an−j||aj|
]
, (5.39)

où M = max{| υ

mC2am0
|, | 1

mCam0
|}. Maintenant, nous prenons une autre série entière de la

forme

Q = Q(z) =
∞∑
n=0

qnz
n, (5.40)
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avec

q0 = |a0|, q1 = |a1| qn+1 = M

[
qn +

n∑
i=0

qn−jqj

]
, n = 1, 2, ..., (5.41)

on peut observer que |an| ≤ qn, pour n = 0, 1, 2, ..., alors Q(z) =
∑∞

n=0 qnz
n est une série

majorant de (5.32). Montrons maintenant que que Q(z) a un rayon de convergence positif.

Q(z) = q0 + q1z +M

[∑∞
n=1 qnz

n+1 +
∑∞

n=1

∑n
i=0 qn−jqjz

n+1

]

= q0 + q1z +M

[
(Q− q0)z + (Q− q0)(Q+ q0)z

]
.

(5.42)

De la même manière qu’auparavant, on constitue l’équation fonctionnelle implicite par rapport

à la variable indépendante z

B(z, δ) = δ − q0 − q1z −M
[
(Q− q0)z + (Q− q0)(Q+ q0)z

]
. (5.43)

On peut conclure à partir de (5.43), que B(z, δ) est analytique au voisinage de (0, q0), avec

B(0, q0) = 0, B′q(0, q0) = 1 6= 0. (5.44)

En utilisant le théorème des fonctions implicite donné dans [58, 4], Q(z) est analytique au voi-

sinage de (0, q0) avec un rayon positif, ce qui montre que la série entière Q = Q(z) =
∑∞

n=0 qnz
n

converge au voisinage de (0, q0), donc (5.32) est convergente dans un voisinage de (0, q0).

Enfin, nous pouvons présenter les graphes des solutions développable en série entière donnée

dans les figures suivantes en choisissant les paramètres appropriés et différentes valeurs de α.

Cas :1 α = 0.25
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(a) m=1, n=6 (b) m=4, n=10 (c) m=10, n=15

Figure 5.2 – La solution u3(x, t) de l’équation (5.1) pour a0 = 2, C = 1, υ = 2, k = 9

Cas :2 α = 0.75

(a) m=1, n=6 (b) m=4, n=10 (c) m=10, n=15

Figure 5.3 – La solution u3(x, t) de l’équation (5.1), pour a0 = 2, C = 1, υ = 2, k = 9
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Conclusion et Perspectives

Dans cette thèse, nous avons d’abord rappelé quelques définitions et résultats importants

de la théorie des groupes de Lie et des lois de conservation, qui sont ensuite utilisés dans ce

travaille.

Aux troisième chapitre, le groupe de Lie a été réalisé sur l’équation de Korteweg-de Vries-

Like qui admet trois champs de vecteurs. Les réductions et les solutions exactes associées. La

méthode des séries entières est utilisée pour résoudre une réduction sous la forme d’une equation

différentielle ordinaire fractionnaire où l’opérateur de dérivation est Erdèlyi-Kober. Les lois de

conservation sont aussi calculés.

Aux quatrième chapitre, nous avons étudié l’équation généralisée de Korteweg-de Vries-

Like, Les symétries de cette équation sont obtenues et sont utilisées pour réduire l’équation

d’origine à une équation différentielle ordinaire fractionnaire liée par l’opérateur Erdèlyi-Kober.

D’autre solutions sont calculées en utilisant la méthode des séries entières. Par suite les lois de

conservation sont formulés.

Dans le chapitre 5, la méthode de symétries de Lie est utilisé pour l’équation généralisée

de Drainage des Mousses, les symétries et les champs de vecteurs sont calculées. L’équation

de Drainage des Mousses est réduite à une équation différentielle ordinaire fractionnaire où

l’opérateur de dérivation est Erdèlyi-Kober. La méthode des séries entières est utilisée pour

trouver d’autre solutions de cette equation, la convergence de ces solutions est étudiée. Due

Ibragimove méthode les lois de conservation sont présentés.

À l’avenir, nous avons l’intention d’utiliser les solutions exactes trouvées dans cette thèse

comme repères par rapport aux simulations numériques et les vecteurs conservés seront également

utilisés pour construire des solutions. D’autre par, la méthode de symétrie de Lie pour les

équation différentielle ordinaire fractionnaire qui sont liés à l’opérateur d’Erdélyi-Kober n’est

pas encore explorée dans le domaine du calcul fractionnaire. Par conséquent, il sera éligible en

tant que futur sujet de travaux.
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