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Pr. Brahim El BOUKARI, Professeur Habilité à l’E.S.T de Béni Mellal, Examinateur
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cherche.

Mes expressions de respect les plus chaleureuses sont destinées à tous les membres
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2.6 Dérivée fractionnaire conforme de type 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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3.2 Existence et unicité de la solution d’un problème de Cauchy avec la dérivée
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3.4.1 Existence et unicité de la solution dans le cadre de la dérivée frac-
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Résume

Ce travail est réalisé au sein du laboratoire de Mathématiques Appliquées et

Calcul Scientifique, il est intitulé Dérivées fractionnaires conformes dans l’algèbre de

Colombeau.

Notre but était l’introduction de la notion de la dérivée fractionnaire dite conforme

dans l’algèbre de colombeau après avoir prouver dans chaque problème que cet opérateur

de dérivation fractionnaire est dans cet algèbre, sinon on la régularise.

Tout d’abord, on a donné des résultats et des définitions de l’algèbre de colombeau

et des opérateurs de dérivation fractionnaire conformes utilisés.

En suite, on a définit les dérivés fractionnaire conformes et leurs intégrales associées

de cet algèbre de colombeau.

Finalement, on a traité des problèmes de Cauchy moyennant des opérateurs

de dérivation fractionnaire définient ultérieurement (type1- type2), considérés dans cet

algèbre de colombeau. Enfin on a prouver que les solutions trouvées restent dans cet

algèbre.
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Introduction

Le concept de ce qu’on appelle aujourd’hui ”distribution” est très ancien, il remonte

à l’époque de Heaviside et Dirac quand ils ont considéré d’une manière intuitive ce type

de concepts pour répondre à des questions concrètes dans la physique. Au fil du temps,

le mathématicien Laurent Schwartz a proposé un cadre fonctionnel pour étudier d’une

manière rigoureuse ce type d’objets introduit intuitivement par Heaviside et Dirac et il

a appelé ce cadre théorique ”théorie de distributions”. C’est une théorie qui a trouvé ses

applications dans plusieurs domaines de la science, ce qui a permis à Laurent Schwartz

de recevoir un médial fields en 1950. Dans la même époque de Laurent Schwartz, cette

nouvelle théorie a été bien développée et plusieurs problématiques et conjectures ont

été rencontrées par exemple le produit de deux distributions est l’un des plus grands

problèmes de la théorie des distributions et pour donner un sens au produit de deux

distributions Laurent Schwartz a proposé d’injecter l’espace des distributions D′(Rn)

dans un espace A(Rn) plus grand de telle sorte que cette opération sera bien définie.

Mais malheureusement il a prouvé que cette espace n’existe pas dans le sens, où :

1)La loi • associative, commutative.

2)D′(Rn) s’injecte linéairement dans A(Rn) avec f ≡ 1 son unité.

3)La dérivé dans A(Rn), coincide avec la dérivée au sens des distributions.

4)La loi • sur C(Rn)× C(Rn) coincide avec le produit usuel.

Pour cela, on propose un aperçu sur la preuve de Laurent Schwartz.

Impossibilité 1

Soit H la fonction Heaviside définie par :H(x) = 1, si x ≥ 0,

H(x) = 0, si x < 0.
(1)

On a H = H2 et H2 = H3.

Donc

H
′
= 2HH

′
= 3H2H

′
= 3HH

′
dans D′(R).
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Et

2HH
′
= 3H2H

′
dans D′(R).

D’où

2HH
′
= 3HH

′
dans D′(R).

Alors

HH
′
= 0 dans D′(R).

Et par conséquent

H
′
= 0 dans D′(R).

Ce qui est absurde, car H
′
= δ dans D′(R).

Impossibilité 2 Soit vp( 1
x
) la valeur principale de Cauchy définie comme suit :

〈vp( 1

x
), φ〉 = lim

ε→0+

[∫ −ε
−∞

φ(x)

x
dx+

∫ +∞

ε

φ(x)

x
dx

]
.

Alors

δ = (x • vp( 1

x
)) • δ

= (vp(
1

x
) • x) • δ

= vp(
1

x
) • (x • δ)

= 0.

Car x • δ = 0 au sens des distributions.

Or δ 6= 0 dans D′(R).

Impossibilité 3

Supposons que δ2 ∈ D′(R). Soit (ρn)n une suite dans D(R), telle que

1) supp(ρn)→ {0}, quand n→ +∞.

2)

∫
R
ρn(x)dx = 1, n = 1, 2, ....

Il est évident que ρn → δ dans D′(R).

Soit ϕ ∈ D(R) tel que ϕ = 1 au voisinage de 0 et supp(ρn) ⊂ supp(ϕ).

Alors

〈ρ2
n, ϕ〉 =

∫
R
ρ2
n(x)ϕ(x)dx

=

∫
R
ρ2
n(x)dx.

(ρn) est une suite bornée dans L2(R), alors (ρn) admet une sous-suite qui converge dans

L2(R). Or δ n’appartient pas à L2(R).
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Dans l’objectif de répondre aux postulats proposés par Laurent Schwartz, le mathématicien

français Jean François COLOMBEAU parvient, en 1980, à élaborer une algèbre nommée

l’algèbre des fonctions généralisées notée G[Rn] vérifiant les propriétés (1),(2) et (3) et

la propriété suivante à la place de (4) :

4’) La restriction de la loi • sur C∞(Rn) × C∞(Rn) cöıncide avec le produit usuel. Les

livres [1], [2] et [3] de Jean François COLOMBEAU exposent d’une manière détaillée la

base fondamentale sur laquelle repose sa théorie des fonctions généralisées.

Notre objectif dans ce travail de thèse est de donner un sens aux dérivées fraction-

naires conforme dans l’algèbre de Colombeau.

Les dérivées fractionnaires sont bien adaptées pour étudier les systèmes dynamiques

possédant un effet mémoire. Pour plus de détails concernant les applications et l’histoire

du calcul fractionnaire on propose les références [Kilabas, Miller, Oldhma, Podlubni].

La dérivée fractionnaire conforme a été introduite par Khalil [26] en 2014 comme

suit :

Tαf(t) = lim
ε→0

f(t+ εt1−α)− f(t)

ε
.

Le but du calcul fractionnaire est de généraliser les dérivées traditionnelles à des ordres

non-entiers. Comme il est bien connu, beaucoup de systèmes dynamiques sont mieux

caractérisés par un modèle dynamique d’ordre fractionnaire, basé en général sur la notion

de différentiation ou d’intégration d’ordre non-entier.

L’étude des systèmes d’ordre fractionnaire est plus délicate que pour leurs homo-

logues d’ordre entier. En effet, les systèmes fractionnaires sont, d’une part, considérés

comme des systèmes à mémoire, notamment pour la prise en compte des conditions

initiales et d’autre part ils présentent une dynamique beaucoup plus complexe.

Le calcul traditionnel étant basé sur la différentiation et l’intégration d’ordre entier,

le concept de calcul fractionnaire a le potentiel énorme de changer la manière que nous

voyons, modélisons, et commandons la ”nature” autour de nous.

Plusieurs études théoriques et expérimentales montrent que certains systèmes électrochimiques

[24], thermiques [14] et viscoélastiques [3],[16], sont régis par des équations différentielles à

dérivées non-entières. L’utilisation de modèles classiques basés sur une dérivation entière

n’est pas donc appropriée. Par ce fait, des modèles basés sur des équations différentielles

à dérivées non-entières ont été développés [23].

Dans la littérature, l’histoire du calcul fractionnaire a commencé par la lettre :

Que signifie ”d
nf
dtn

si n = 1
2
”, adresser par l’Hospital en 1965 à Leibniz qui a introduit

avec Newton le symbole dnf
dtn

pour désigner la nième dérivée apparament entière d’une
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fonction f . Cette lettre était le premier indice d’une nouvelle théorie de dérivation d’ordre

arbitraire appelée dérivation fractionnaire et qui unifie et généralise la dérivation d’ordre

entier (classique). Et depuis ce temps, cette théorie a attiré l’attention des célèbres

mathématiciens comme Euler, Laplace, Fourier, Abel, Liouville, Riemann et Laurent.

Les concepts de dérivation et intégration fractionnaires sont souvent associés au

noms de Riemann et Liouville, alors que l’interrogation sur la généralisation de la notion

de dérivée à des ordres fractionnaires est plus ancienne.

Il semble qu’une contradiction dans les définitions ait empêché un succès plus grand

de la théorie, qui n’est certes pas encore unifiée ; de plus, l’absence au début d’une in-

terprétation géométrique ou physique claire de la dérivée fractionnaire d’une fonction a

largement contribué à ce que des champs de recherche passionnants restent dans l’ombre.

Le paradoxe des définitions distinctes fut résolu par la compréhension du caractère non

local de l’opérateur de dérivation non entière. Pendant ces trois dernières décennies, plus

d’intérêts ont été prêtés à cette théorie et les champs de ses applications se sont di-

versifiés, elle a donc connu récemment un grand intérêt vue qu’elle possède un effet de

mémoire qu’elle partage avec plusieurs matériaux viscoélastiques ou polymères.

Deux raisons principales semblent expliquer cet intérêt grandissant : d’une part, l’utilisa-

tion de la dérivation d’ordre non entier dans le cadre d’applications variées (automatique,

analyse d’image, viscoélasticité, diffusion fractale, etc...) permet d’améliorer les modèles

classiquement utilisés et de créer de nouveaux outils d’ingénierie ([17], [15], [30], [25]).

D’autre part, et d’un point de vue strictement mathématique, les nombreuses propriétés

de la dérivation d’ordre généralisé en font un outil d’analyse intéressant [Srivastava et

Owa 1989].

Le reste de notre travail va développer plusieurs points qui sera organisé comme

suit :

Dans le chapitre 1 on rappellera quelques résultats et définitions de l’algèbre de

J.F. Colombeau et calcul fractionnaire.

Dans le chapitre 2 on se propose de définir les dérivées fractionnaires conformes et

leurs intégrales associées dans l’algèbre de J.F. Colombeau.

Le chapitre 3 sera réservé à l’étude de quelques problèmes avec une dérivée frac-

tionnaire conforme dans l’algèbre de J.F. Colombeau.

On finira par une conclusion et des perspectives

9



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Algèbre de J.F. Colombeau

1.1.1 Introduction

L’algèbre de Colombeau est une algèbre qui contient l’espace des distributions de

Schwartz D′(Rn) ↪→ A(Rn). Alors que dans la théorie classique de la distribution, une

multiplication générale des distributions n’est pas possible, l’algèbre de Colombeau four-

nit un cadre rigoureux pour cela. Une telle multiplication des distributions a longtemps

été considérée comme impossible en raison du résultat d’impossibilité de L. Schwartz,

qui déclare essentiellement qu’il ne peut pas y avoir d’algèbre différentielle contenant

l’espace des distributions et préservant le produit des fonctions continues. Cependant, si

l’on veut seulement conserver le produit des fonctions régulières, une telle construction

devient possible, comme a été démontré pour la première fois par J.F. Colombeau.

En tant qu’outil mathématique, on peut dire que l’algèbre de Colombeau combine

un traitement des singularités, de la différenciation et des opérations non linéaires dans

un même cadre, levant les limites de la théorie de la distribution. Cet algèbre a trouvé

de nombreuses applications dans les domaines des équations aux dérivées partielles, de

la géophysique, de l’analyse microlocale et de la relativité générale jusqu’à présent.

Certaines solutions au problème de multiplication ont été proposées. L’une est

basée sur une définition très simple et intuitive d’une fonction généralisée donnée par

Yu. V. Egorov ([31]) qui permet des opérations arbitraires sur et entre les fonctions

généralisées.

Une autre solution du problème de multiplication est dictée par la formulation intégrale

du chemin de la mécanique quantique. Puisque cela doit être équivalent à la théorie de

Schrödinger de la mécanique quantique qui est invariante sous les transformations de
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coordonnées, cette propriété doit être partagée par les intégrales de chemin. Cela corrige

tous les produits de fonctions généralisées comme l’ont montré H. Kleinert et A. Cher-

vyakov ([12]). Le résultat est équivalent à ce qui peut être dérivé de la régularisation

dimensionnelle ([11]). Plusieurs algèbres de fonctions généralisées ont été proposé par

exemple celles de Yu. M. Shirokov ([32]) et ceux d’E. Rosinger, Y. Egorov et R. Ro-

binson ([31]). Dans le premier cas, la multiplication est déterminée avec une certaine

régularisation de la fonction généralisée. Dans le second cas, l’algèbre est construite

comme une multiplication des distributions.

1.1.2 Préliminaires

Dans cette section, on va présenter la construction de l’algèbre de colombeau, et

on va rappeler quelques résultats et définitions qui seront nécessaires pour notre travail.

Soit q ∈ N∗, on note par Aq l’ensemble suivant :

Aq = {φ ∈ D(Rn)/

∫
Rn
φ(t)dt = 1 et

∫
Rn
tαφ(t)dt = 0 pour 1 ≤ |α| ≤ q},

avec

t = (t1, ..., tn) ∈ Rn, α = (α1, ..., αn) ∈ Nn et tα = tα1
1 ...t

αn
n .

Proposition 1.1.1. Nous avons les résultats suivants :

1. La famille (Aq)q≥1 est strictement décroissante au sens de l’inclusion c-à-d

A1 ⊃ A2 ⊃ ... ⊃ Aq ⊃ Aq+1 ⊃ ...

2. Aq 6= ∅ ∀q = 1, 2, ...

3. L’intersection
⋂∞
q=1Aq est vide.

Notation 1.1.1. On note par E [Rn] l’ensemble des fonctions

u : A1 × Rn −→ R,

(φ, x) 7−→ u(φ, x),

qui sont définies C∞ par rapport à x.

Proposition 1.1.2. E [Rn] est une algèbre.

1.1.3 Algèbre des fonctions généralisées de Colombeau

Définition 1.1.1. Soit u élément de E [Rn].

On dit que u est modéré si pour tout compact K de Rn, pour tout opérateur de dérivation

11



∂α, il existe N ∈ N tel que pour tout φ ∈ AN nous avons

sup
x∈K
|∂αuε(x)| = O(ε−N) quand ε→ 0

avec uε(x) = u(φε, x) ou φε(t) = 1
εn
φ( t

ε
). On note par EM [Rn] l’ensemble des éléments

modérés de E [Rn].

Remarque 1.1.1. On a l’équivalence suivante :

φε ∈ AN si est seulement si φ ∈ AN .

Proposition 1.1.3. EM [Rn] est une algèbre.

Exemple 1.1.1. Soit u(φ, x) = φ(x). Alors

uε(x) = φε(x)

=
1

εn
φ(
x

ε
).

Alors pour tout opérateur de dérivation, on a

∂αuε(x) =
1

εn+|α|∂
αφ(

x

ε
).

Soit K un compact de Rn, alors

sup
x∈K
|∂αuε(x)| ≤ 1

εn+|α| sup
x∈K
|∂αφ(

x

ε
)|

≤ ε−n−|α|.

Donc u ∈ EM [Rn].

Exemple 1.1.2. Soit f ∈ C(Rn).

On pose v(φ, x) =
∫
Rn f(y)φ(x− y)dy. Alors

vε(x) =

∫
Rn
f(y)φε(x− y)dy

=
1

εn

∫
Rn
f(y)φ(

x− y
ε

)dy

=

∫
Rn
f(x− εt)φ(t)dy.

Alors

∂αvε(x) =
1

ε|α|+n

∫
Rn
f(y)∂αφ(

x− y
ε

)dy

=
1

ε|α|

∫
Rn
f(x− εt)∂αφ(t)dt.

12



Soit K un compact de Rn, alors

sup
x∈K
|
∫
Rn
f(x− εt)∂αφ(t)dt| ≤ sup

x∈K,t∈supp(φ),δ∈[0,1]

|f(x− δt)|
∫
Rn
|∂αφ(t)|dt

≤ c.

Alors

sup
x∈K
|∂αvε(x)| ≤ cε−|α|.

Donc v ∈ EM [Rn].

Définition 1.1.2. On dit qu’un élément u de E [Rn] est nul si pour tout compact K de

Rn et pour tout opérateur de dérivation ∂α, il existe N ∈ N tel que pour tout q ≥ N et

φ ∈ Aq, nous avons

sup
x∈K
|∂αuε(x)| = O(εq) quand ε→ 0.

On note par N [Rn] l’ensemble des éléments nuls de E [Rn].

Exemple 1.1.3.

! Soit φ ∈ A1, on note par d(φ) le diamètre de φ c-à-d : d(φ) = supx,y∈supp(φ){|x − y|}.
On a

d(φε) = εd(φ).

On pose

uε(x) = exp
( −1

d(φε)

)
= exp

( −1

εd(φ)

)
On remarque que uε(x) −→ 0 d’une manière exponentielle quand ε −→ 0.

Alors

|uε(x)| 6 εp, ∀p.

Donc u ∈ N [R].

Proposition 1.1.4. N [Rn] est un idéal de EM [Rn].

Définition 1.1.3. L’algèbre des fonction généralisées de Colombeau notée G[Rn] est

définie comme suit :

G[Rn] = EM [Rn]/N [Rn].
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Remarque 1.1.2. Soit u ∈ G[Rn], alors

u = (uε) +N [Rn] avec (uε) ∈ EM [Rn]

= [(uε)].

Définition 1.1.4. Soient u, v deux éléments de G[Rn], tels que

u = (uε) +N [Rn] avec (uε) ∈ EM [Rn],

v = (vε) +N [Rn] avec (vε) ∈ EM [Rn].

Alors :

1) On défini l’égalité comme suit : u = v si et seulement (uε)− (vε) ∈ N [Rn].

2) On définit la somme par : u+ v = [(uε) + (vε)].

3) Produit : u • v = [(uε).(vε)].

Maintenant, nous introduirons l’algèbre des fonction généralisées de ColombeauGk[Rn].

On note par :

EkM(Rn) = {(uε)ε>0 ⊂ E(Rn)/∀K ⊂⊂ Rn,∀m ∈ N0,∃N ∈ N tel que

sup
x∈K
|Dmuε(x)| = O(ε−N),m ∈ {0, ..., k}, quand ε→ 0},

N k(Rn) = {(uε)ε>0 ⊂ E(Rn)/∀K ⊂⊂ Rn, ∀m ∈ N0,∀p ∈ N tel que

sup
x∈K
|Dmuε(x)| = O(εp),m ∈ {0, ..., k} quand ε→ 0}.

L’algèbre des fonction généralisées de Colombeau notée Gk[Rn] est définie par :

Gk(Rn) = EkM(Rn)/N k(Rn).

1.1.4 Propriétés de l’algèbre G[Rn]

Dans ce paragraphe, nous allons présenter successivement l’injection de C∞(Rn),

C0(Rn) et D′(Rn) dans G[Rn].

Proposition 1.1.5. L’espace C∞(Rn) s’injecte dans G[Rn].

Démonstration. Considérons l’application f suivante :

f ∈ C∞(Rn) 7→ (fε) +N [Rn] ∈ G[Rn],

avec

fε(x) = f(x).
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Cette application est bien définie. En effet, f ∈ C∞(Rn) alors fε(.) = f(.) ∈
C∞(Rn).

D’autre part, pour tout opérateur de dérivation, on a ∂αfε(x) = ∂αf(x).

Soit K un compact de Rn on a

sup
x∈K
|∂αfε(x)| = sup

x∈K
|∂αf(x)|

= c

≤ cε−N .

Pour N ∈ N et ε→ 0.

Donc (fε) ∈ EM [Rn].

D’autre part, on a f ∈ C∞(Rn). En effet, (fε) +N [Rn] = N [Rn].

De plus, d’après la définition de N [Rn], pour tout compact K de Rn, on a

sup
x∈K
|f(x)| = O(ε), ε→ 0.

Donc f = 0.

Lemme 1.1.1. Pour tout f ∈ C0(Rn), nous avons

lim
ε→0

∫
Rn
f(y)φε(x− y)dy = f(x),

pour tout φ ∈ A1.

Démonstration. On a∫
Rn
f(y)φε(x− y)dy =

1

εn

∫
Rn
f(y)φ(

x− y
ε

)dy

=

∫
Rn
f(x− εt)φ(t)dt.

Donc

lim
ε→0

∫
Rn
f(y)φε(x− y)dy = lim

ε→0

∫
Rn
f(x− εt)φ(t)dt.

Comme φ ∈ A1 et f est continue. Alors on peut appliquer le théorème de la convergence

dominée de Lebesgue et on obtient le résultat.

Proposition 1.1.6. L’espace C0(Rn) s’injecte dans G[Rn].
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Démonstration. Considérons l’application f suivante :

f ∈ C0(Rn) 7→ (fε) +N [Rn] ∈ G[Rn],

avec

fε(x) =

∫
Rn
f(x− y)φε(y)dy =

∫
Rn
f(y)φε(x− y)dy,

où φ ∈ A1 et x ∈ Rn. Puisque φ ∈ A1, alors

fε ∈ C∞(Rn).

D’autre part, on a

fε(x) =

∫
Rn
f(y)φε(x− y)dy

=
1

εn

∫
Rn
f(y)φ(

x− y
ε

)dy.

Alors, pour tout opérateur de dérivation

∂αfε(x) =
1

ε|α|+n

∫
Rn
f(y)∂αφ(

x− y
ε

)dy

=
(−1)|α|

ε|α|

∫
Rn
f(x− εt)∂αφ(t)dt.

Soit K un compact de Rn, nous avons

sup
x∈K
|
∫
Rn
f(x− εt)∂αφ(t)dt| ≤ sup

x∈K,t∈supp(φ),θ∈[0,1]

|f(x− θt)|
∫
Rn
|∂αφ(t)|dt

≤ c.

Alors

sup
x∈K
|∂αfε(x)| ≤ cε−|α|.

Donc

(fε) ∈ EM [Rn].

Il reste à montrer que si f ∈ C0(Rn) et (fε) ∈ N [Rn], alors f = 0.

Soit (fε) ∈ N (Rn), alors pour tout compact K de Rn on a :

sup
x∈K
|fε(x)| = O(ε) quand ε→ 0.

Nous appliquons le lemme précédent, on obtient f = 0 sur tout compact K et donc

f = 0.
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Remarque 1.1.3. On a les inclusions suivantes

C∞(Rn) ⊂ C0(Rn) ⊂ G[Rn].

En effet, soit f ∈ C∞(Rn) ⊂ C0(Rn).

Si on considère la première injection, d’où f ∈ C∞(Rn), alors

C∞(Rn) ↪→ G[Rn]

f ∈ C∞(Rn) 7→ (gε) +N [Rn] ∈ G[Rn]

avec

gε(x) = f(x).

Si on considère la deuxième injection alors

C0(Rn) ↪→ G[Rn].

Et

f ∈ C0(Rn) 7→ (fε) +N [Rn] ∈ G[Rn],

avec

fε(x) =

∫
Rn
f(y)φε(x− y)dy

=
1

εn

∫
Rn
f(y)φ(

x− y
ε

)dy

=

∫
Rn
f(x− εt)φ(t)dt.

Donc

fε(x)− f(x) =

∫
R
f(x− εt)φ(t)dt− f(x)

=

∫
R
f(x− εt)φ(t)dt−

∫
R
f(x)φ(t)dt

=

∫
R
(f(x− εt)− f(x))φ(t)dt.

Puisque f ∈ C∞(Rn), nous pouvons appliquer la formule de Taylor jusqu’à l’ordre

q de f au point xcomme suit.

f(x+ εt)− f(x) =

q∑
k=1

(−εt)k

k!
∂(k)f(x) +

(−εt)q+1

(q + 1)!
∂(q+1)f(x+ θεt),
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avec 0 < θ < 1.

Alors pour tout compact K de Rn et pour tout q ∈ N on a :

sup
x∈K
|(fε − f)(x)| = O(εq+1)

quand ε→ 0.

De la même manière, on montre que pour tout compact K de Rn et pour tout q ∈ N, on

a

sup
x∈K
|∂α(fε − f)(x)| = O(εq+1), quand ε→ 0.

Donc

(fε)− (gε) ∈ N [R].

Théorème 1.1.1.

L’injection D′(Rn) ↪→ G[Rn] est définie par

u ∈ D′(Rn) 7→ (uε) +N [Rn] ∈ G[Rn]

avec

uε(x) = (u ∗ φε)(x)

= 〈u(y), φε(x− y)〉,

pour tout φ ∈ A1 et x ∈ Rn.

Exemple 1.1.4.

La distribution de Dirac δ s’injecte dans G[Rn] comme suit :

(δε) +N [Rn] ∈ G[Rn]

avec

δε(x) = (δ ∗ φε)(x)

= 〈δ(y), φε(x− y)〉

= φε(x).

où φ ∈ A1 et x ∈ Rn.

Remarque 1.1.4.

On définit l’opérateur ∂α par :

∂α : G[Rn] −→ G[Rn]
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u 7−→ ∂αu avec ∂αu = (∂αuε) +N [Rn].

On a

∂αG[Rn] ⊂ G[Rn] et ∂αN [Rn] ⊂ N [Rn],

pour tout opérateur de dérivation ∂α.

Il s’ensuit que l’opérateur de dérivation ∂α est linéaire et satisfait la règle de Leibniz.

Exemple 1.1.5.

Soit H la fonction de Heaviside. Alors, H ∈ G[R] et on a

H = (hε) +N [R].

Avec

hε(x) =

∫ x

−∞
φε(y)dy,

pour tout φ ∈ A1 et x ∈ Rn.

Alors

H
′
= (h

′

ε) +N [R],

où

h
′

ε(x) =
d

dx

∫ x

−∞
φε(y)dy

= φε(x).

Pour tout φ ∈ A1 et x ∈ Rn.

Donc H
′
= δ dans G[R].

Définition 1.1.5. Une fonction f : Rn → R est dite lentement croissante à l’infini s’il

existe c > 0, N ∈ N tel que

|f(x)| ≤ c(1 + |x|)N , ∀x ∈ Rn.

On note par OM(Rn) l’ensemble des fonctions qui sont C∞(Rn) et leurs dérivées sont

lentement croissantes à l’infini.

Remarque 1.1.5. Tout polynôme est un élément de OM(Rn).

Théorème 1.1.2. Soit f ∈ OM(Rn). Si u1, u2,...,um ∈ G[Rn] et (u1,ε), (u2,ε),...,(um,ε)

leurs représentants

respectivement, alors f(u1, u2, ..., um) est un élément de G[Rn] de représentant (f(u1,ε, u2,ε, ..., um,ε)).
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Démonstration.

Si f est un élément de OM(Rm) et u = (u1, u2,...,um) ∈ G[Rn]m, alors f(u1,ε, u2,ε, ..., um,ε),

ainsi que ses dérivées sont majorées par des polynômes en fonction de u1,ε, u2,ε, ..., um,ε.

Donc

(f(u1,ε, u2,ε, ..., um,ε)) ∈ EM [Rn].

Pour tout 1 ≤ k ≤ m, on note par (ũk,ε) un autre représentant de uk.

Alors nk,ε = uk,ε − ũk,ε, avec nk,ε ∈ N [Rn].

Donc

|f(uε(x))− f(ũε(x))| ≤ |nε(x)|+
∫ 1

0

|(Df)(ũε(x) + σnε(x))|dσ.

Alors

f(uε(x))− f(ũε(x)) ∈ N [Rn].

Exemple 1.1.6. On a eix est un élément de OM(R). Comme δ s’injecte dans G[R] sous

la forme :

φ(x) +N [R] ∈ G[R]

pour tout φ ∈ A1 et x ∈ R.

Alors d’après le théorème précédent eiδ s’injecte dans G[R] sous la forme :

eiφ +N [R] ∈ G[R],

pour tout φ ∈ A1 et x ∈ R.

1.1.5 Association

Dans D′(Rn) nous avons xδ = 0 et Hm = H pour tout m = 2, 3, .... Cependant,

xδ 6= 0 et Hm 6= H pour tout m = 2, 3, ... dans G[Rn]. J.F. Colombeau s’est trouvé donc,

dans le besoin d’établir un concept d’égalité faible dans G[Rn] qui permet de surmonter

cette digression.

Définition 1.1.6. Soit u, v ∈ G[Rn], tel que

u = (uε) +N [Rn],

v = (vε) +N [Rn].
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On dit que u et v sont associées et on note u ≈ v si :

lim
ε→0

∫
Rn

(uε − vε)(x)ψ(x)dx = 0, pour toutψ ∈ D(Rn).

Exemple 1.1.7. Soient

u = (uε) +N [Rn],

v = (vε) +N [Rn].

Tel que

uε(x) =
1

ε
ρ(
x

ε
) et vε(x) =

1

2ε
ρ(
x

2ε
).

Avec

ρ(x) =

 exp
( −1

1−|x|2
)
, |x| < 1,

0, |x| ≥ 1.

On a

uε(x) ≥ 0 pour tout x ∈ R et

∫
R
uε(x)dx = 1.

Et

vε(x) ≥ 0 pour tout x ∈ R et

∫
R
vε(x)dx = 1.

De plus

supp(uε) = [−ε, ε] et supp(vε) = [−2ε, 2ε].

On a

(uε), (vε) ∈ EM [R].

Soit ϕ ∈ D(R), comme

lim
ε→0

∫
1

ε
ρ(
x

ε
)ϕ(x)dx = ϕ(0).

lim
ε→0

∫
1

2ε
ρ(
x

2ε
)ϕ(x)dx = ϕ(0).

Alors u ≈ v.

Exemple 1.1.8. Soit H la fonction de Heaviside.

Alors

H = (hε) +N [R] ∈ G[R].

Avec

hε(x) =

∫ +∞

−x
ε

φ(y)dy,

pour tout φ ∈ A1 et x ∈ Rn.
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Par conséquent

Hm = (hmε ) +N [R] ∈ G[R],

Pour tout φ ∈ A1. On pose

χ(x) =

∫ x

−∞
φ(y)dy.

On a χ ∈ C∞(R), limx→−∞ χ(x) = 0, limx→+∞ χ(x) = 1

et χ
′
(x) = φ(x) pour tout x ∈ R.

Nous voyons que

hε(x) = 1− χ
(−x
ε

)
, ε > 0, x ∈ R.

Soit ψ ∈ D(R), on pose

k(ε) =

∫
R
ψ(x)(hmε (x)− hε(x))dx

=

∫
R
ψ(x)

(
[1− χ(

−x
ε

)]m − [1− χ(
−x
ε

)]
)
dx

=

∫
R
ψ(x)wε(x)dx.

Avec

wε(x) = [1− χ(
−x
ε

)]m − [1− χ(
−x
ε

)].

Nous remarquons que

lim
ε→0

wε(x) =

 0, si x 6= 0,

(1− χ(0))m − (1− χ(0)), si x = 0.

Il s’ensuit que

|wε(x)| 6 (1 +M)m + (1 +M),

où M =
∫
R |φ(y)|dy < +∞.

Ce qui nous permet d’appliquer le théorème de la convergence dominé de Lebesgue, et

on obtient :

lim
ε→0

k(ε) = 0.

Donc

H ≈ Hm, m = 1, 2, ....

Exemple 1.1.9. On a δ s’injecte dans G[R], sous la forme

δ = (δε) + G[R].

Avec

δε(x) = φε(x),
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pour tout φ ∈ A1 et x ∈ Rn.

Alors xδ s’injecte dans G[R], sous la forme

xδ = (hε) + G[R].

Avec

hε(x) = xφε(x),

pour tout φ ∈ A1 et x ∈ Rn.

Soit ψ ∈ D(R), on a ∫
R
ψ(x)hε(x)dx =

∫
R
xψ(x)φε(x)dx

= ε

∫
R
tψ(εt)φ(t)dt.

Comme |ψ(εt)| 6 Mavec M = supt∈suppψ,θ∈[0,1] |ψ(θt)| <∞. D’après le théorème de la

convergence dominé de Lebesgue, on aura

lim
ε→0

∫
R
ψ(x)hε(x)dx = lim

ε→0

[
ε

∫
R
tψ(εt)φ(t)dt

]
= 0.

D’où xδ ≈ 0.

Remarque 1.1.6.

la relation d’association(≈) est une relation d’équivalence.

Proposition 1.1.7. Soient u, v ∈ G[Rn], tels que

u = (uε) +N [Rn],

v = (vε) +N [Rn].

On a u ≈ v ⇒ ∂αu ≈ ∂αv, ∀α un multi-indice.

Démonstration. Soient u, v ∈ G[Rn], alors

u = (uε) +N [Rn] avec (uε) ∈ EM [Rn],

v = (vε) +N [Rn] avec (vε) ∈ EM [Rn].

Donc

∂αu = (∂αuε) +N [Rn],
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∂αv = (∂αvε) +N [Rn].

D’autre part, soit ψ ∈ D(Rn), nous avons

∫
Rn

(∂αuε − ∂αvε)ψ(x)dx = (−1)|α|
∫
Rn

(uε − vε)∂αψ(x)dx.

Comme ∂αψ ∈ D(Rn) et u ≈ v, alors

lim
ε→0

∫
Rn

(∂αuε − ∂αvε)ψ(x)dx = 0.

Ainsi

∂αu ≈ ∂αv.

Remarque 1.1.7. Soit u, v ∈ G[Rn]. Alors, u ≈ v n’implique pas que u = v.

En effet, on a xδ ≈ 0 dans G[Rn].

Mais

xδ 6= 0 dans G[Rn].

Donc

u ≈ v n’implique pas u = v.

1.1.6 Nombres réels généralisés

L’algèbre G[Rn] des fonctions généralisées étant définie, alors nous avons besoin de

donner un sens à la valeur d’une fonction généralisée F en chaque point x appartenant

à Rn. C’est été la raison pour laquelle J.F. Colombeau a procédé à la construction de

l’algèbre des nombres réels généralisés.

Notation 1.1.2.

- On note par E0 l’ensemble de toutes les fonctions de A1 dans R.

- Soit r ∈ E0. On note

rε = r(φε), ∀φ ∈ A1.

Remarque 1.1.8. L’ensemble E0 est une algèbre.

Définition 1.1.7. On dit qu’un élément r ∈ E0 est modéré s’il existe N ∈ N tel que

pour tout φ ∈ AN on a

|rε| = O(ε−N), quand ε→ 0.

On note par EM l’ensemble des éléments modérés de E0.
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Exemple 1.1.10.

-Soit φ ∈ A1 et r(φ) = 1+e−
1

d(φ) avec d(φ) est le diamètre de support de φ, alors r ∈ EM .

En effet,soit x ∈ R tel que x 6= 0 et φ ∈ A1, alors

r(φ) =

 x, si supp(φ) ⊂ [0,+∞[,

0, si non.

Donc est un élément de EM .

Proposition 1.1.8. L’ensemble EM est une sous algèbre de E0.

Définition 1.1.8. On dit qu’un élément r ∈ EM est nul s’il existe N ∈ N tel que pour

tout φ ∈ AN , on a

|rε| = O(εq), ∀q et ε→ 0.

On note par I l’ensemble des éléments nuls de EM .

Remarque 1.1.9. L’ensemble I est un idéal de EM .

Définition 1.1.9. L’algèbre des nombres réels généralisés notée R̃ est définie par :

R̃ = EM/I.

Chaque élément de R̃ est appelé un nombre réel généralisé.

Notation 1.1.3. Soit r ∈ R̃, alors

r = (rε) + I avec (rε) ∈ EM

= [(rε)].

Remarque 1.1.10. Soit x, y deux nombres réels généralisés, tel que

x = (xε) + I avec (xε) ∈ EM

y = (yε) + I avec (yε) ∈ EM

Alors

1) x = y si et seulement (xε)− (yε) ∈ I.
2) x+ y = [(xε) + (yε)].

3) x.y = [(xε).(yε)].

Remarque 1.1.11. L’ensemble des nombres réels s’injecte dans R̃, comme suit

R ↪→ R̃

x 7→ (xε) + I,

avec xε = x et ∀φ ∈ A1.
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Chapitre 2

Dérivées fractionnaires conformes

dans l’algèbre de Colombeau

2.1 La dérivée fractinnaire conforme

2.1.1 Introduction

La théorie de la dérivée fractionnaire est une théorie très ancienne, qui remonte à une

conversation au 30 septembre 1695 entre Hôpital et Leibniz concernant la définition de

l’opérateur dn

dxn
pour n = 1

2
. Ainsi, au fil du temps, certaines approches ont été données

dans la littérature comme la définition de Riemann-Liouville et celle de Caputo. Dans

ce paragraphe on va rappeler quelques définitions et résultats de la théorie de dérivation

fractionnaire dérivée fractionnaire

Définition 2.1.1 (56). Pour α ∈ (0, 1), la dérivée fractionnaire d’une fonction f au sens

de Riemann-Liouville est donnée par :

aD
α
Rf(t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

a

(t− s)−αf(s)ds. (2.1)

Où Γ est la fonction Gamma d’Euler définie par l’intégrale suivante :

Γ(α) =

∫ +∞

0

tα−1e−tdt.

Nous remarquons que la dérivée au sens de Riemann-Liouville d’une fonction constante

n’est pas forcement nulle, mais cette propriété est vraie pour la dérivée fractionnaire au

sens de Caputo définie par :

Définition 2.1.2. La définition fractionnaire au sens de Caputo est définie par :

aD
α
Cf(t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

a

(t− s)−αf (′)(s)ds. (2.2)
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Il est clair que les deux définitions précédentes ne satisfont pas certaines propriétés de

la dérivée classique, comme la formule de Leibniz et la formule d’intégration par parties.

Donc, la question est peut-on trouver une définition fractionnaire similaire à la dérivée

classique ?. Rappelons que, si on note par T1 l’opérateur de la dérivée classique. Alors,

on a les propriétés suivantes :

1. T1(af + bg) = aT1(g) + bT1(f), pour tout a,b ∈ R et f, g dans le domaine de T1.

2. T1(tp) = ptp−1 pour tout p ∈ R.

3. T1(fg) = fT1(g) + gT1(f).

4. T1(f
g
) = fT1(g)+gT1(f)

g2

5. T1(λ) = 0, pour toutes les fonctions constantes f(t) = λ.

A la base de cette idée Khalil a proposé une dérivée dite dérivée conforme définie comme

suit.

Définition 2.1.3. [26] Soit la fonction f : [0,+∞) → R, la dérivée fractionnaire

conforme de f d’ordre 0 < α ≤ 1 est définie par :

Tαf(t) = lim
ε→0

f(t+ εt1−α)− f(t)

ε
,

pour tout t > 0. On dit que f est α-différentiable au point t, lorsque la limite précédente

existe. Si f est α-différentiable d’ordre 0 < α ≤ 1 et limt→0+ Tα(f)(t) existe, alors on note

f (α)(0) = lim
t→0+

Tα(f)(t).

Théorème 2.1.1. Si une fonction f : [0,+∞)→ R est α-différentiable à t0 > 0, alors f

est continue à t0.

Démonstration. Puisque f(t0 + εt1−α0 ) − f(t0) =
f(t0+εt1−α0 )−f(t0)

ε
× ε. Alors lim

ε→0
[f(t0 +

εt1−α0 )− f(t0)] = lim
ε→0

f(t0 + εt1−α0 )− f(t0)

ε
× lim

ε→0
ε.

Soit h = εt1−α0 . Alors,

lim
ε→0

[f(t0 + h)− f(t0)] = f (α)(t0)× 0, ce que implique que lim
ε→0

f(t0 + h) = f(t0).

Par conséquent, f est continue à t0.

Théorème 2.1.2. [26] Soit 0 < α ≤ 1 et f, g deux fonctions α-différentiables sur [0,+∞[.

Alors

1. Tα(af + bg) = aTα(f) + bTα(g), pour tout a,b ∈ R.

2. Tα(tp) = ptp−1 pour tout p ∈ R.

3. Tα(λ) = 0, pour toutes les fonctions constantes f(t) = λ.
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4. Tα(fg) = fTα(g) + gTα(f).

5. Tα(f
g
) = fTα(g)+gTα(f)

g2
.

6. Si f est différentiable, alors Tαf(t) = t1−αf ′(t).

Démonstration. Les propriétés (1) à (3) découlent directement de la définition. Nous

choisissons de prouver (4) et (6) seulement parce qu’ils sont cruciaux. Alors, soit t > 0,

on a :

Tα(fg)(t) = lim
ε→0

f(t+ εt1−α)g(t+ εt1−α)− f(t)g(t)

ε

= lim
ε→0

f(t+ εt1−α)g(t+ εt1−α)− f(t)g(t+ εt1−α) + f(t)g(t+ εt1−α)− f(t)g(t)

ε

= lim
ε→0

f(t+ εt1−α)− f(t)

ε
g(t+ εt1−α) + f(t)lim

ε→0

g(t+ εt1−α)− g(t)

ε

= Tαf(t)lim
ε→0

g(t+ εt1−α) + f(t)Tαg(t).

Puisque g est continue à t alors lim
ε→0

g(t + εt1−α) = g(t). Ceci complète la preuve de la

propriété (4). (5) peut être prouver dans une semblable façon. Pour prouver (6), posons

h = εt1−α dans la définition (1.2.4). Donc,

Tαf(t) = lim
ε→0

f(t+ εt1−α)− f(t)

ε

Tαf(t) = lim
ε→0

f(t+ h)− f(t)

ht1−α

Tαf(t) = t1−αlim
ε→0

f(t+ h)− f(t)

h

Tαf(t) = t1−αf
′
(t).

Exemple 2.1.1. Pour 0 < α ≤ 1 on a :

1. Tα(tp) = ptp−1 pour tout p ∈ R.

2. Tα(1) = 0.

3. Tα(ecx) = cx1−αecx , pour tout c ∈ R.

4. Tα(sin(bx)) = bx1−α cos(bx), b ∈ R.

5. Tα(cos(bx)) = −bx1−α sin(bx), b ∈ R.

6. Tα( 1
α
tα) = 1.

Exemple 2.1.2. Cependant, on a les dérivées fractionnaires conformes des fonctions

suivantes :

1. Tα(sin( 1
α
tαx)) = cos( 1

α
tαx).
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2. Tα(cos( 1
α
tαx)) = − sin( 1

α
tαx).

3. Tα(e
1
α
tα) = e

1
α
tα .

Notons que la dérivée fractionnaire conforme est meilleure que la dérivée classique

pour les fonctions non régulières. En effet, par exemple la fonction f(t) =
√
t n’est pas

différentiable en 0+, mais elle est α-différentiable en 0+. De plus, ona

T 1
2
(f)(0) = lim

t→0+
T 1

2
(f)(t) = 1.

D’où T 1
2
(f)(0) = 1.

Le cas où α ∈ (0, 1) est le plus important, mais R. khalil a introduit la dérivée fraction-

naire dans le cas α ∈ (n, n+ 1) avec n entière naturale de la façon suivante :

Définition 2.1.4. [26] Soient α ∈ (n, n+1) et la fonction f est n-différentiable en t > 0,

alors la dérivée fractionnaire conforme de f d’ordre α est définie par :

Tαf(t) = lim
ε→0

f ([α]−1)(t+ εt([α]−α))− f ([α]−1)(t)

ε
.

Avec [α] est la partie entière de α.

Remarque 2.1.1. En conséquence de la définition précédente, on peut facilement mon-

trer que :

Tαf(t) = t[α]−αf ([α]−1)(t).

Où α ∈ (n, n+ 1) et f est (n+ 1)-différentiable en t > 0

Remarque 2.1.2. Les définitions de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville et de Caputo ne permettent pas d’étudier l’analyse des fonctions α-différentiables.

Cependant, la dérivée fractionnaire conforme nous permettons de prouver des théorèmes

d’analyse comme le théorème de Rolle et le théorème des accroissements finies.

Théorème 2.1.3. (le théorème de Rolle ) Soient a > 0 et f : [a, b] → R, une fonction

satisfait les propriétés suivantes :

1. f est continue sur [a, b],

2. f est α-différentiable pour α ∈]0, 1[,

3. f(a) = f(b).

Alors, il existe un c ∈]a, b[, tel que f (α)(c) = 0.
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Démonstration. Puisque f est une fonction continue sur [a, b], et f(a) = f(b), alors f

admet un extremum local en c ∈]a, b[. Sans perte de généralité, supposons que c est un

point de minimum local. Donc

Tαf(c) = lim
ε→0

f(c+ εc1−α)− f(c)

ε
= lim

ε→0

f(c+ εc1−α)− f(c)

ε
.

Mais, la première limite n’est pas négative et la deuxième limite n’est pas positive. Donc

f (α)(c) = 0.

Théorème 2.1.4. (le théorème accroissements finies) Soient a > 0 et f : [a, b]→ R, une

fonction satisfait les propriétés suivantes :

1. f est continue sur [a, b],

2. f est α-différentiable pour α ∈]0, 1[.

Alors, il existe un c ∈]a, b[, tel que

f (α)(c) =
f(a) = f(b)

1
α
bα − 1

α
aα

.

Démonstration. Considérons la fonctions

g(x) = f(x)− f(a)− f(a) = f(b)
1
α
bα − 1

α
aα

(
1

α
xα − 1

α
aα).

Alors la fonction g satisfait les conditions du théorème de Rolle. Donc, il existe un

c ∈]a, b[, tel que g(α)(c) = 0. En utilisant le fait que Tα( 1
α
tα) = 1, donc on obtient le

résultat.

Dans la même procédure, on peut utiliser le théorème des accroissements finies pour

prouver la proposition suivante.

Proposition 2.1.1. Soit f : [a, b]→ R, une fonction α-différentiable pour α ∈]0, 1[.

– Si fα est bornée sur [a, b], où a > 0. Alors f est uniformément continue sur [a, b] et

donc f est bornée.

– Si fα est bornée sur [a, b] et continue au point a. Alors f est uniformément continue

sur [a, b] et donc f est bornée.

2.1.2 L’intégral fractionnaire conforme

En matière d’intégration, la classe des fonctions la plus importante pour définir

l’intégrale est l’espace des fonctions continues. Ainsi, en utilisant le théorème de Weiers-

trass, il suffit de définir l’intégrale fractionnaire sur les polynômes. Pour ceci, soit α ∈
]0, 1[. On définie Jα(tp) = tp+α

p+α
pour tout p ∈ R, et α 6= −p.
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Si f(t) =
n∑
k=0

bkt
k, alors on définit Jα par Jα(f) =

n∑
k=0

bkJα(tk) =
n∑
k=0

bk
tk+α

k + α
.

Si f(t) =
+∞∑
k=0

bkt
k, où la série est uniformément convergente, alors on définie Jα(f) par

Jα(f) =
+∞∑
k=0

bk
tk+α

k + α
.

Clairement, Jα est linéaire sur son domaine de définition. De plus, si α = 1, alors Jα est

l’intégrale usuelle. exemple, si α = 1
2
, alors Jα(sin(t)) =

+∞∑
k=0

(−1)nt2n+ 3
2

(2n+ 3
2
)(2n+ 1)

.

De même pour cos(t) et et pour tout α ∈]0, 1[.

Ces exemples suggèrent la définition suivante de l’intégrale α-fractionnelle d’une fonction

f à partir d’un a ≥ 0

Définition 2.1.5. [26] Pour α ∈ (0, 1) et a ≥ 0, l’intégrale fractionnaire conforme d’une

fonction continue est définie par :

Iaα(f)(t) =

∫ t

a

sα−1f(s)ds.

Théorème 2.1.5. [26] Supposons que f : [a,∞)→ R est continue et 0 < α ≤ 1. Alors,

pour tout t > a on a

T aαI
a
αf(t) = f(t).

Démonstration. Puisque f est continue, alors Iaαf(t) est différentiable. Par conséquent,

T aαI
a
αf(t) = t1−α

d

dt
Iaα(f)(t).

= t1−α
d

dt

∫ t

a

sα−1f(s)ds.

= t1−α
d

dt
tα−1f(t).

= f(t).

Lemme 2.1.1. [29] Soit f : (a, b) → R une fonction différentiable et 0 < α < 1. Alors,

pour tout t > a, on a

IaαT
a
αf(t) = f(t)− f(a).

2.1.3 Applications

Maintenant, nous allons résoudre des équations différentielles fractionnaires avec une

dérivée fractionnaire conforme.
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Exemple 2.1.1. y
1
2 +y = x2 +2x

3
2 , y(0) = 0. C’est l’équation que nous avons mentionné

dans l’introduction avec l’approximant Γ(2.5) = 1.33 à 1.

Trouvons une solution yh de l’équation homogène y
1
2 + y = 0. Nous recherchons une

solution de la forme yh = er
√
x y

1
2 + y = 0, alors r

2
er
√
x + er

√
x = 0 =⇒ 1

2
r + 1 = 0. Par

conséquent yh = e−2
√
x. Il est facile de vérifier que yp(x) = x2 est une solution particulière

de l’équation non homogène.

Et par suite, la solution générale est donnée par y(x) = yh + yp(x) = Ae−2
√
x + x2,

où A est une constante. Finalement, la condition initiale y(0) = 0 implique que A = 0.

Ainsi, y(x) = x2.

Remarquons que cette équation est difficile à résoudre si on considère la dérivé frac-

tionnaire au sens de Caputo ou Riemann-Liouville, mais dans le cadre conforme nous

arrivions à donner une solution explicite.

Exemple 2.1.2. On peut facilement montrer que l’équation caractéristique pour yα+y =

0, avec 0 < α ≤ 1 est donnée par αr + 1 = 0, donc y(x) = e−
1
α
xα .

Remarque 2.1.3. Nous signalons que la méthode de factor intégrant reste valable dans

le cadre de la dérivé fractionnaire conforme.

Exemple 2.1.3. y( 1
2

) +
√
xy = xe−x. Nous résolvons cette équation en la multipliant

par ex. Alors exy( 1
2

) +
√
xexy = x =⇒ (exy)( 1

2
) = x =⇒ exy(x) = 2

3
x

3
2 + C =⇒ y(x) =

2
3
x

3
2 e−x+Ce−x, avec C est une constante, ce qui peut être facilement vérifié comme étant

une solution de l’équation ci-dessus.

Exemple 2.1.4. y( 1
2

) = x
3
2 +y
√
x

2x+3y
. Nous supposons que nous recherchons une fonction

différentiable y. Donc, par (1) du théorème 2.1.2, on a y
1
2 =
√
x dy
dx
.

Par conséquent, l’équation différentielle fractionnaire devient y
′√
x = x

3
2 +y
√
x

2x+3y
. Donc,

y
′

= x+y
2x+3y

. Il s’agit d’une équation différentiel homogène du premier ordre qui facile à

résoudre.

Avant de terminer ce paragraphe, on va donner une deuxième définition de la dérivée

conforme.

Définition 2.1.6. Soit la fonction f : [0,∞)→ R, la dérivée fractionnaire conforme de

type 2 de f d’ordre α est définie par :

Tα(f)(t) = lim
ε→0

f(t+ εe(1−α)t)− f(t)

ε
,
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pour tout t > 0etα ∈ (0, 1).

Si f est différentiable d’ordre α dans (0, a), a > 0 et limt→0+ Tα(f)(t) existe, alors

f (α)(0) = lim
t→0+

Tα(f)(t).

Lemme 2.1.2. Soient f : [a,∞) → R une fonctions tel que T aαf(t) existe pour tout

t > a et f est différentiable dans (0, a), alors

T aαf(t) = e(1−α)(t)f ′(t), (2.3)

pour tout t > a .

Définition 2.1.7. L’intégrale fractionnaire associée à la dérivée fractionnaire de type 2

est définie par :

Iaα(f)(t) =

∫ t

a

e(α−1)sf(s)ds.

Lemme 2.1.3. Supposons que f [a,∞)→ R est continue et 0 < α ≤ 1. Alors, pour tout

t > a on a

T aαI
a
αf(t) = f(t).

Lemme 2.1.4. Soit f : (a, b) → R une fonction différentiable et tel que 0 < α ≤ 1.

Alors, pour tout t > a, on a

IaαT
a
αf(t) = f(t)− f(a).

2.2 Semi-groupes fractionnaires conformes

2.2.1 Introduction

Soit X un espace de Banach et L(X,X) l’espace des opérateurs linéaires bornés sur

X. Une famille T (t)t≥0 ⊆ L(X,X) est appelée un semi-groupe à un paramètre si :

– T (0) = I, l’opérateur d’identité sur X.

– T (s+ t) = T (s)T (t) pour tout s, t ≥ 0.

Si, pour chaque x ∈ X, T (t)x→ x quand t→ 0+, alors le semi-groupe T (t)t≥0 est appelé

C0 semi-groupe ou semi-groupe fortement continu.

Les semi-groupes d’opérateurs se sont un outil très utile pour résoudre des équations

différentielles. L’une des équations différentielles à valeurs vectorielles classiques est le

problème de Cauchy de la forme suivante : u’(t) = Au(t), t > 0,

u(0) = x.

33



Où A : D(A) ⊆ X → X est un opérateur linéaire et x est un élément de X et

u : [0,+∞[→ X est la fonction inconnue.

2.2.2 Semi-groupe fractionnaire conforme

Définition 2.2.1. Soit 0 < α ≤ 1 et X un espace de Banach, une famille T (t)t≥0 ⊆
L(X,X) est appelée α-semi-groupe fractionnaire si :

– T (0) = I,

– T ((s+ t)
1
α ) = T (s

1
α )T (t

1
α ) pour tout s, t ∈ [0,+∞[.

Clairement, si α = 1, alors les 1-semi-groupes ne sont que les semi-groupes habituels.

Exemple 2.2.1. Soit A un opérateur linéaire borné sur X. On pose T (t) = e2
√
tA. Alors

T (t)t≥0 est un 1
2
-semi-groupe. En effet :

– T (0) = e0A = I,

– T (s+ t)2 = e2
√

(s+t)2A = e2(s+t)A = e2sAe2tA = T (s2)T (t2) pour tout s, t ∈ [0,+∞[.

Exemple 2.2.2. Soit X = C([0,+∞[) l’espace des fonctions continues à valeur réelle

sur [0,+∞[. On définie (T (t)f)(s) = f(s+ 2
√
t). On peut facilement montrer que T est

un 1
2

semi-groupe.

Définition 2.2.2. Un α-semi-groupe T (t)t≥0 est appelé C0-semi-groupe si, pour tout

x ∈ X,T (t)x→ x quand t→ 0+.

On appelle α-générateur infinitésimal d’un α-semi-groupe T (t)t≥0, l’opérateur défini

par :

D(A) = {x ∈ X : lim
t→0+

Tα(t)x existe},

Ax = lim
t→0+

Tα(t)x.

Théorème 2.2.1. Soit T (t)t≥0 un C0 − α-semi-groupe avec A son α-générateur infi-

nitésimal et 0 < α ≤ 1. Si T(t) est continument α-différentiable et x ∈ D(A). Alors

Tα(t)x = AT (t)x = T (t)Ax.

Démonstration. On a

Tα(t)x = lim
ε→0

T (t+ εt1−α)x− T (t)x

ε

= lim
ε→0

T (tα + (t+ εt1−α)α − tα)
1
αx− T (t)x

ε

= lim
ε→0

T (tα + ((t+ εt1−α)α − tα))
1
αx− T (t)x

ε
.
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Puisque T ((t)t≥0) est un α-semi-groupe, alors T (a+ b)
1
α = T (a

1
α )T (b

1
α ). Par conséquent,

Tα(t)x = lim
ε→0

T (tα)
1
α )T ((t+ εt1−α)α − tα)

1
αx− T (t)x

ε

= lim
ε→0

T (t)[T ((t+ εt1−α)α − tα)
1
αx− T (0)x]

ε
.

Maintenant, en utilisant le théorème des accroissements finies pour la dérivée fraction-

naire conforme [26], on obtient

T (t)[T ((t+ εt1−α)α − tα)
1
αx− T (0)x]

ε
= T (t)Tα(c)x

[(t+ εt1−α)α − tα]

αε
,

avec 0 < c < (t+ εt1−α)α − tα.
Si ε→ 0, alors c→ 0 et lim

ε→0
Tα(c) = Tα(0) = A. Par conséquent,

Tα(t)x = T (t)Axlim
ε→0

[(t+ εt1−α)α − tα]

αε
.

En utilisant la règle d’hôpital, nous obtenons

lim
ε→0

[(t+ εt1−α)α − tα]

αε
= 1.

Donc Tα(t)x = AT (t)x De même, on peut montrer que T (t)x ∈ D(A) et Tα(t)x =

AT (t)x. Ceci termine la preuve.

Exemple 2.2.3. Soit X = C[0,+∞[ l’espace des fonctions continues à valeur réelle

muni la norme sup, telle que lim
x→0

f(x) est finie. Soit T : [0,+∞[→ L(X,X) l’opérateur

défini par

(T (t)f)(s) = f(s+
1

α
tα).

T (t)t≥0 est un α-semi-groupe. En effet, on a

(T (t+ k)
1
αf)(s) = f(s+

1

α
[(t+ k)

1
α ]α),

= f(s+
1

α
t+

1

α
k)

= (T (t
1
α )T (k

1
α )f)(s).

Il est claire que T (0) = I et T (t)f ∈ X pour tout f ∈ X et par suite ‖ T (t)f ‖∞≤‖
f ‖∞, t ≥ 0. Ainsi, T (t) ∈ L(X,X). Puisque l’opérateur T (t)t≥0 est un opérateur de

translation, alors T (t) f est continu à droite en 0. Donc T (t)t≥0 est un α-semi groupe.

Théorème 2.2.2. Le générateur infinitésimal du semi-groupe ci-dessus est donné par :

Af(s) = f
′
(s),

D(A) = {f ∈ X : f
′
existe et continue sur [0,+∞[}.
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Démonstration. Soit f ∈ C([0,+∞[) on a :

Tα(t)f(s) = t1−αT
′
(t)f(s),

= t1−α lim
ε→0

T (t+ ε)f(s)− T (t)f(s)

ε
,

= t1−α lim
ε→0

f(s+ 1
α

(t+ ε)α)− f(s+ 1
α

(t)α)

ε
,

= t1−α lim
ε→0

f(s+ 1
α

(t+ ε)α)− f(s+ 1
α

(t)α)

ε
.
f(s+ t+ ε)− f(s+ t)

f(s+ t+ ε)− f(s+ t)
,

= t1−α lim
ε→0

f(s+ 1
α

(t+ ε)α)− f(s+ 1
α

(t)α)

f(s+ t+ ε)− f(s+ t)
.
f(s+ t+ ε)− f(s+ t)

ε
.

On a : limε→0
f(s+t+ε)−f(s+t)

ε
= f

′
(s+ t), limε→0

f(s+ 1
α

(t+ε)α)−f(s+ 1
α

(t)α)

f(s+t+ε)−f(s+t)
= 0

0
.

Utilisez la règle de L’Hôpital on obtient

limε→0
f(s+ 1

α
(t+ε)α)−f(s+ 1

α
(t)α)

f(s+t+ε)−f(s+t)
=

(t)1−αf
′
(s+ 1

α
(t)α)

f ′ (s+t)
.

Ainsi, le produit donne Tα(t)f(s) = f
′
(s + 1

α
(t)α). Maintenant, prenez la limite quand

t→ 0 on obtient Tα(0)f(s) = f
′
(s).

Par conséquent Af = f
′
. Ceci qui termine la preuve.

Montrons comment cette théorie peut être appliquée pour obtenir des informations

sur les solutions de certains problèmes. On va utiliser cette approche pour étudier le

problème suivant u
α(t) = Au(t), t > 0,

u(0) = u0.
(2.4)

Définition 2.2.3. Soit X un espace de Banach et A : D(A) ⊆ X → X un opérateur

linéaire et u0 ∈ X. Une fonction u : [0,+∞[→ X est dite une solution intégrale du

problème (2.4). Si :

1. u est continu sur [0,∞[,

2. u est continument α-différentiable sur ]0,+∞[,

3. u(t) ∈ D(A) pour t > 0,

4. u satisfait l’équation (2.4).

Nous avons le théorème suivant :

Théorème 2.2.3. Soit X un espace de Banach et A le générateur infinitésimal d’un

C0-semi groupe T (t)t≥0 ⊆ L(X,X). Si u0 ∈ D(A), alors le problème (2.4) admet une

unique solution u, tel que,

u(t) = T (t)u0.
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Démonstration. Il est facile de vérfier que u(t) = T (t)x est une solution du problème

(2.4). Pour l’unicité, soit u une solution de (2.4). Alors

[T (t− s)u(s)]α = T (t− s)uα(s)− AT (t− s)u(s),

= T (t− s)uα(s)− T (t− s)Au(s),

= T (t− s)[uα(s)− Au(s)],

= 0.

En appliquent I0
α par rapport à s, on obtient T (t−t)u(t)−T (t)u0 = 0, ainsi u(t) = T (t)u0.

Remarque 2.2.1. Soit X = C([0,+∞[) l’espace des fonctions continues à valeur réelle

telle que lim
x→0

f(x) est finie. On définie l’opérateur A par :

Af(s) = f
′
(s),

D(A) = {f ∈ X : f
′
existe dans X}.

Alors A est le générateur le α-semi-groupe de translation ci-dessus. Si u0 ∈ D(A), alors

le problème (2.4) a une unique solution u(t) = T (t)u0 où T (t)t≥0 est un α-semi-groupe

généré par A.

On voit que si g est continument différentiable sur [0,+∞[, alors u(x, t) = g(x + 1
α
tα)

est l’unique solution du problème

∂uα

∂tα
=

∂u

∂t
, x > 0, t > 0,

u(x, 0) = g(x), x > 0.

2.3 Semi-groupes fractionnaires conformes généralisées

Tout d’abord, nous cherchons s’il est possible de définir une application A : G[R] →
G[R] au moyen d’une famille donnée (Aε)ε∈]0,1[ des applications Aε : X → X où Aε est

un opérateur linéaire et continu. L’exigence générale est donnée dans ce qui suit. Pour

ceci on pose X = E [R].

Lemme 2.3.1. [20] Soit (Aε)ε∈]0,1[ une famille d’application Aε : X → X. Pour chaque

(xε)ε ∈ EM [R] et (yε)ε ∈ N [R], nous supposons que

1. (Aεxε)ε ∈ EM [R].

37



2. (Aε(xε + yε))ε − (Aεxε)ε ∈ N [R].

Alors,

A : G[R] → G[R]

x = [xε] 7→ Ax = [Aεxε]

est bien défini.

Démonstration. D’après la première hypothèse, nous voyons que la classe [(Aεxε)ε] ∈
G[R]. Soit xε + yε un représentant de x = [xε]. D’après la deuxième hypothèse, nous

avons (Aε(xε + yε))ε − (Aεxε)ε ∈ N [R] et on a [(Aε(xε + yε))ε] = [(Aεxε)ε] ∈ G[R]. Ainsi

A est bien défini.

Définition 2.3.1. [20] Soit SEM [R+ : Lc(X)] l’espace des familles (Sε)ε d’applications

fortement continues Sε : R+ → Lc(X), qui vérifient pour tout ε ∈]0, 1[ et pour tout T > 0

il existe a ∈ R tel que

sup
t∈[0,T [

|Sε(t
1
α )| = O(εa) quand ε→ 0. (2.5)

Et SN [R+ : Lc(X)] l’espace des familles (Nε)ε d’applications fortement continues Nε :

R+ → Lc(X), qui vérifient pour tout ε ∈]0, 1[ , T > 0, b ∈ R tel que

sup
t∈[0,T [

|| = O(εb) quand ε→ 0. (2.6)

Par conséquent il existe t0 > 0 et a ∈ R tel que

sup
t<t0

|Nε(t
1
α )

t
| = O(εa) quand ε→ 0. (2.7)

Ainsi il existe une famille (Hε)ε dans Lc(X) et ε0 ∈]0, 1[ tel que

lim
t→0

Nε(t
1
α )

t
x = Hεx, x ∈ X, (2.8)

et pour tout b > 0

‖ Hε ‖= O(εb) quand ε→ 0. (2.9)

Proposition 2.3.1. [20] SEM [R+ : Lc(X)] est une algèbre stable par composition et

SN [R+ : Lc(X)] est un idéal de SEM [R+ : Lc(X)].

Démonstration. Soit Sε(t
1
α ) ∈ SEM [R+ : Lc(X)] et Nε(t

1
α ) ∈ SN [R+ : Lc(X)].

Nous démontrons seulement la deuxième affirmation, c’est-à-dire que :
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(Sε(t
1
α )Nε(t

1
α ))ε, (Nε(t

1
α )Sε(t

1
α ))ε ∈ SN [R+ : Lc(X)] où Sε(t

1
α )Nε(t

1
α ) désigne la compo-

sition.

Soit ε0 ∈]0, 1[ d’après les relations de la définition précédente on a pour a, b ∈ R.

‖Sε(t
1
α )Nε(t

1
α )‖ ≤ ‖Sε(t

1
α )‖‖Nε(t

1
α )‖ = O(εa+b). De même pourNε(t

1
α )Sε(t

1
α ). De plus,

sup
t<t0

‖Sε(t
1
α )Nε(t

1
α )

t
‖ ≤ sup

t<t0

Sε(t
1
α ) sup

t<t0

Nε(t
1
α ),

= Oε→0(εa).

Pour t0 > 0, a ∈ R. Alors

sup
t<t0

‖Sε(t
1
α )Nε(t

1
α )

t
‖ = Oε→0(εa).

Pour t0 > 0 et a ∈ R et ε ∈]0, 1[ fixé. On a

‖Sε(t
1
α )Nε(t

1
α )

t
x− Sε(0)Hεx‖ = ‖Sε(t

1
α )
Nε(t

1
α )

t
x− Sε(t

1
α )Hεx+ Sε(t

1
α )Hεx− Sε(0)Hεx‖

≤ ‖Sε(t
1
α )‖‖Nε(t

1
α )

t
x− Sε(t

1
α )Hεx‖+ ‖Sε(t

1
α )Hεx− Sε(0)Hεx‖.

D’après la première et la cinquième propriétés de la définition, ainsi que par la continuité

de la famille t→ Sε(t)Hεx au point 0, il vient que la derniere expression tend vers zero

quand t tend vers zero.

D’autre part on a :

‖Nε(t
1
α )Sε(t

1
α )

t
x−HεSε(0)x‖ = ‖Nε(t

1
α )

t
Sε(t

1
α )x− Nε(t

1
α )

t
Sε(0)x+

Nε(t
1
α )

t
Sε(0)x−HεSε(0)x‖

≤ ‖Nε(t
1
α )

t
‖‖Sε(t

1
α )x− Sε(0)x‖+ ‖Nε(t

1
α )

t
(Sε(0)x)−Hε(Sε(0)x)‖.

L’hypothèses (4),(5) et (2) impliquent que la dernière expression tend vers zéro quand t

tend vers zero. Ainsi (5) est prouvé dans les deux cas.

Nous définissons maintenant l’algèbre de Colombeau SG[R+ : L(X)] comme suit :

SG[R+ : L(X)] = SEM [R+ : L(X)]/SN [R+ : L(X)].

Un élément de SG[R+ : L(X)] sera notée par S = [Sε], où (Sε)ε est un représentant de S

dans SG[R+ : L(X)].

Définition 2.3.2. [20] Un élément S ∈ SG[R+ : L(X)] est appelé un C0-Semi groupe

de généralisé s’il a un représentant de (Sε)ε de telle sorte que, pour un ε0 > 0, Sε est

C0-Semi groupe, pour tout ε < ε0
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Exemple 2.3.1. Nous prenons G = G[R+] et nous nous définissons Tεuε(x) = uε(x+ tα

α
).

Alors T (t) = (Tε(t))ε définit un semi-groupe conforme généralisé sur G.

Dans la suite, nous n’utiliserons des représentants (Sε)ε d’un C0- semi-groupe généralisé

S qui sont des C0 semi-groupes, pour ε assez petit.

Proposition 2.3.2. [20] Soient (Sε)ε et (S̃ε)ε deux représentants d’un C0-semi-groupe

généralisé S, avec les générateurs infinitésimaux Aε, ε < ε0 et Ãε, ε < ε̃0, respectivement.

Alors, D(Aε) = D(Ãε), pour tout ε < ε = min(ε̃0, ε0) et Aε−Ãε est admet une extension

dans L(X), noté à nouveau Aε − Ãε. En autre, pour tout a ∈ R.

‖Aε − Ãε‖ = Oε→0(εa).

Démonstration. On pose Nε(Sε − S̃ε)ε ∈ SN [R+ : L(X)] et soit ε < ε0, fixé et x ∈ X.

On a
Sε(t

1
α )x− x
t

− S̃ε(t
1
α )x− x
t

=
Nε(t

1
α )

t
x.

Cela implique que t tend vers zero, alors D(Aε) = D(Ãε). Maintenant nous avons

(Aε − Ãε)x = lim
t→0

Sε(t
1
α )x− x
t

− lim
t→0

S̃ε(t
1
α )x− x
t

= lim
t→0

Nε(t
1
α )

t
x

= Hεx, x ∈ D(Aε).

Puisque D(Aε) est dense dans X, les propriétés (4),(5) et (7) impliquent que pour chaque

a ∈ R, on a

‖Aε − Ãε‖ = Oε→0(εa).

Nous définissons maintenant le générateur infinitésimal d’un C0-semi groupe généralisé

S. On note par A l’ensemble des paires ((Aε)ε, (D(Aε))ε) où (Aε) est un opérateur linéaire

fermé sur X, avec le domaine (D(Aε)) est dense dans X, pour tout ε ∈]0, 1[.

Nous introduisons une relation d’équivalence dansA par : ((Aε)ε, (D(Aε))ε) ∼ ((Ãε)ε, (D(Ãε))ε)

s’il existe ε0 ∈]0, 1[ tel que D(Aε) = D(Ãε), pour tout ε < ε0, et pour tout a ∈ R il

existe C > 0 et εa < ε0, tel que pour x ∈ D(Aε), ‖(Aε − Ãε)x‖ ≤ Cεa‖x‖, ε < εa.

Puisque Aε est de domaine dense dans X, Rε := Aε − Ãε peut être prolonger par un

opérateur dans Lc(X) satisfait ‖(Aε−Ãε)x‖ = Oε→0(εa). pour tout a ∈ R. Cet opérateur

Rε est appelé l’opérateur nul.

On note par A un élément de l’espace quotient A/ ∼. En raison de la proposition (2.3),

On peut introduire la définition suivante.
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Définition 2.3.3. [20] A ∈ A/ ∼ est le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe

généralisé S s’il existe un représentant (Aε)ε de A tel que Aε soit le générateur infi-

nitésimal de Sε, pour ε assez petit.

En basent par la référence [Pazy], nous avons les résultats suivants.

Proposition 2.3.3. Soit S un C0 semi-groupe généralisé avec de générateur infinitésimal

A. Alors il existe ε0 ∈]0, 1[ tel que :

1. l’application t 7−→ Sε(t
1
α )x : R+ −→ X est continue pour tout x ∈ X et ε < ε0,

2. lim
h→0

∫ t+h

t

Sε(s
1
α )xdsα = Sε(t

1
α )x, ε < ε0, x ∈ X

3.
∫ t

0
Sε(s

1
α )xdsα ∈ D(Aε), ε < ε0, x ∈ X

4. pour tout x ∈ D(Aε) et t > 0 Sε(t
1
α )x ∈ D(Aε) et dα

dtα
Sε(t

1
α )x = AεSε(t

1
α )x =

Sε(t
1
α )Aεx, ε < ε0.

5. Soient (Sε)ε et (S̃ε)ε deux représentants d’un C0-semi-groupe Colombeau de S, avec

les générateurs infinitésimaux Aε, ε < ε0 et Ãε, ε < ε̃0, respectivement. Alors pour

tout a ∈ R et t ≥ 0 ‖ dα
dtα
Sε(t

1
α )− ÃεSε(t

1
α )‖ = Oε→0(εa)

6. pour tout x ∈ D(Aε) et pour tout t, s ≥ 0. Sε(t
1
α )x− Sε(s

1
α )x =

∫ t
s
Sε(y

1
α )Aεxdyα

Théorème 2.3.1. [20] Soient S et S̃ deux représentants d’un C0-semi-groupe généralisé,

de générateurs infinitésimaux A et Ã, respectivement. Si A = Ã alors S = S̃

Démonstration. Soit ε assez petit et x ∈ D(Aε) = D(Ãε) proposition (2.3) propriété (4)

implique que pour t ≥ 0, l’application x 7−→ S̃ε(t− s)Sε(s)x, t ≥ s ≥ 0 est différentiable

et dα

dtα
S̃ε(t− s)

1
αSε(s

1
α )x = −ÃεS̃ε(t− s)

1
αSε(s

1
α )x+ S̃ε(t− s)

1
αAεSε(s

1
α )x, t ≥ s ≥ 0.

L’hypothèse A = Ã implique que Aε = Ãε +Rε où Rε est un opérateur nul. Puisque Aε

commute avec S̃ε, pour tout x ∈ D(Aε)

dα

dtα
S̃ε(t− s)

1
αSε(s

1
α )x = Sε(t− s)

1
αRεSε(s

1
α )x, t ≥ s ≥ 0.

Et cela implique

S̃ε(t− s)
1
αSε(s

1
αx =

∫ s

0

S̃ε(t− u)
1
αRεSε(u

1
α )xduα, t ≥ s ≥ 0. (2.10)

Posons s = t dans (6), on obtient :

(Sε(t
1
α )− S̃ε(t

1
α ))x =

∫ s
0
S̃ε((t− u)

1
α )RεSε(u

1
α )xduα Puisque D(Aε) est dense dans X, le

bornage uniforme de S et S̃ sur [0, t[ implique que (6) est vrai pour tout y ∈ X.

Prouvons que (Nε)ε = (Sε − S̃ε)ε ∈ SN [R+ : L(X)]. La formule (2.10) et la définition

(??) impliquent que pour un C > 0 et a, ã ∈ R

sup
t∈[0,T [

∣∣∣Nε(t
1
α )x
∣∣∣ ≤ sup

t∈[0,T [

∫ t

0

∣∣∣S̃ε((t− u)
1
α )‖‖Rε‖‖Sε(u

1
α )‖‖x‖duα

∣∣∣
≤ TCεa+ã‖Rε‖‖x‖, x ∈ X.
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Puisque ‖Rε‖ = Oε→0(εb), pour tout b ∈ R (Nε(t))ε satisfait la condition (3) de la

définition (??). La condition (3) découle du bornage (Sε)ε, (S̃ε)ε sur [0, t[. Les propriétés

de (Rε)ε et l’expression suivante :

‖Nε(t
1
α )

t
‖ = ‖1

t

∫ s

0

S̃ε((t− u)
1
α )RεSε(u

1
α )xduα‖

≤ |S̃ε((t)
1
α )‖‖Rε‖‖x‖

≤ constante, x ∈ X, t ≤ t0.

Pour un t0 > 0.

lim
t→0

Nε(t
1
α )

t
= lim

t→0

S̃ε(t
1
α )x− x
t

= lim
t→0

Sε(t
1
α )x− x
t

= Rεx, ∀x ∈ D(Aε)

Alors, ceci complète la preuve.

2.4 Dérivation fractionnaire conforme de type 1.

Définition 2.4.1. Soit(uε)ε>0 un représentant de u ∈ G([0,∞)). La dérivée fractionnaire

conforme de type 1 de (uε)ε>0, est définie par

Dαuε(x) = x1−α d

dx
uε(x). (2.11)

Lemme 2.4.1. Soit (uε)ε>0 un représentant de u ∈ G([0,∞)). Alors, pour tout α > 0,

Dαuε(x) est modérée.

Démonstration. On a

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣Dαuε(x)
∣∣∣= sup

x∈[0,T ]

∣∣∣x1−α d

dx
uε(x)

∣∣∣ ≤ T 1−α sup
x∈[0,T ]

∣∣∣ d
dx
uε(x)

∣∣∣
≤ T 1−αCε−N

≤ Cα,T ε
−N .

Lemme 2.4.2. Soient (u1,ε)ε>0 et (u2,ε)ε>0 sont deux représentants différents de u ∈
G([0,∞)). Alors, pour tout α > 0, Dαu1,ε(x)−Dαu2,ε(x) est négligeable.
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Démonstration. On a :

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣Dαu1,ε(x)−Dαu2,ε(x)
∣∣∣= sup

x∈[0,T ]

∣∣∣x1−α d

dx
u1,ε(x)− x1−α d

dx
u2,ε(x)

∣∣∣
= sup

x∈[0,T ]

∣∣∣x1−α(
d

dx
u1,ε(x)− d

dx
u2,ε(x))

∣∣∣
≤ T 1−α sup

x∈[0,T ]

∣∣∣ d
dx
u1,ε(x)− d

dx
u2,ε(x)

∣∣∣.
Puisque (u1,ε)ε>0 et (u2,ε)ε>0 représentent le même élément u dans l’algèbre de Co-

lombeau, alors on a

supx∈[0,T ]

∣∣∣ ddxu1,ε(x) − d
dx
u2,ε(x)

∣∣∣ est négligeable. Donc, supx∈[0,T ]

∣∣∣Dαu1,ε(x) − Dαu2,ε(x)
∣∣∣

est aussi négligeable.

Définition 2.4.2. Soit u ∈ G([0,∞)) un élément de l’algèbre de Colombeau sur [0,∞)

la dérivée fractionnaire conforme d’ordre α de u, est notée Dαu(x), est donnée par :

Dαu(x) = [Dαuε(x)]

Remarque 2.4.1. D’après les deux lemmes précédents, on déduit que Dαu(x) est un

élément de G0([0,∞)) satisfaisant (2.11).

- Pour 0 < α < 1 la première dérivée

d

dx
Dαuε(x) = (1− α)x−α

d

dx
uε(x) + x1−α d

2

dx2
uε(x)

ne sont pas atteint leurs bornes . En générale, les dérivées d’ordre k c-a-d

dk

dxk
Dαuε(x)

n’est pas atteint son borne dans l’intervalle [0,∞) et par suite, on propose une définition

basée sur la régularisation suivant :

Définition 2.4.3. Soit(uε)ε>0 un représentant dans l’algèbre de Colombeau de u ∈
G([0,∞)). La nouvelle régularisation de la dérivation fractionnaire de (uε)ε>0, est définie

par :

D̃αuε(x) =

(Dαuε ∗ ϕε)(x), 0 < α < 1.

u
′
ε(x) = d

dx
uε(x),

(2.12)

avec Dαuε(x) est donnée dans (2.11) et ϕε(x)est donnée dans (??).

La convolution dans (2.4.3) est Dαuε ∗ ϕε(x) =
∫∞

0
Dαuε(s)ϕε(x− s)ds.

Lemme 2.4.3. Soit (uε)ε>0 un représentant de u ∈ G([0,∞)).

Alors, pour tout α > 0 et pour tout k ∈ {0, 1, 2, ...}, supx∈[0,T ]

∣∣∣ dkdxk D̃αuε(x)
∣∣∣ est modérée.
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Démonstration. Soit 0 < α < 1, on a

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣D̃αuε(x)
∣∣∣ = sup

x∈[0,T ]

∣∣∣(Dαuε ∗ ϕε)(x)
∣∣∣

≤ sup
x∈[0,T ]

∣∣∣∫ ∞
0

Dαuε(s)ϕε(x− s)ds
∣∣∣

≤ sup
s∈K

∣∣∣Dαuε(s)
∣∣∣ sup
x∈[0,T ]

∣∣∣∫
K

ϕε(x− s)ds
∣∣∣

≤ C sup
s∈K

∣∣∣Dαuε(s)
∣∣∣.

Avec C est une constante tel que C > 0

D’aprés le Lemme 3.1, sups∈K

∣∣∣Dαuε(s)
∣∣∣ est modérée, pour tout α > 0, et par suite on a,

supx∈[0,T ]

∣∣∣D̃αuε(x)
∣∣∣ est modérée aussi.

Pour tout ordre de dérivation, on a

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣ dk
dxk

D̃αuε(x)
∣∣∣ ≤ sup

s∈K

∣∣∣Dαuε(s)
∣∣∣ sup
x∈[0,T ]

∣∣∣∫
K

dk

dxk
ϕε(x− s)ds

∣∣∣
≤ C

εk
sup
s∈K

∣∣∣Dαuε(s)
∣∣∣

Avec k ∈ N et C est une constante tel que C > 0. Ainsi,d’après le Lemme 3.1,

sups∈K

∣∣∣Dαuε(s)
∣∣∣ est modérée.

Donc, supx∈[0,T ]

∣∣∣ dkdxk D̃αuε(x)
∣∣∣ est aussi modérée.

Lemme 2.4.4. Soient (u1,ε)ε>0 et (u2,ε)ε>0 sont deux représentants différents de u ∈
G([0,∞)).

Alors, pour tout α > 0, et pour tout k ∈ {0, 1, 2, ...}, supx∈[0,T ]

∣∣∣ dkdxk (D̃αu1,ε(x)−D̃αu2,ε(x))
∣∣∣

est négligeable.

Démonstration. On a :

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣ dk
dxk

(D̃αu1,ε(x)− D̃αu2,ε(x))
∣∣∣ = sup

x∈[0,T ]

∣∣∣ dk
dxk

((Dαu1,ε ∗ ϕε)(x)− (Dαu2,ε ∗ ϕε)(x))
∣∣∣

= sup
x∈[0,T ]

∣∣∣ dk
dxk

((Dαu1,ε −Dαu2,ε) ∗ ϕε)(x)
∣∣∣

= sup
x∈[0,T ]

∣∣∣((Dαu1,ε −Dαu2,ε) ∗
dk

dxk
ϕε)(x)

∣∣∣
≤ sup

s∈K

∣∣∣(Dαu1,ε −Dαu2,ε)(s)
∣∣∣ sup
x∈[0,T ]

∣∣∣∫
K

dk

dxk
ϕε(x− s)ds

∣∣∣
≤ C sup

s∈K

∣∣∣(Dαu1,ε −Dαu2,ε)(s)
∣∣∣.
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D’après le Lemme 3.2, on a sups∈K

∣∣∣(Dαu1,ε − Dαu2,ε)(s)
∣∣∣ est négligeable et par suite

supx∈[0,T ]

∣∣∣ dkdxk (D̃αu1,ε(x)− D̃αu2,ε(x))
∣∣∣ est négligeable.

Maintenant, on propose la définition du la dérivée fractionnaire conforme dans l’algèbre

de Colombeau généralisée dans [0,∞) de la manière suivante.

Définition 2.4.4. Soit u ∈ G([0,∞)) élément de l’algèbre de Colombeau généralisée

dans [0,∞). La dérivé fractionnaire de u, notée D̃αu(x) = [D̃αuε(x)] est un élément de

G([0,∞)) satisfait (2.4.3).

Remarque 2.4.2. Nous avons |D̃αuε − |Dαuε| ≈ 0.

En effet,

|D̃αuε(x)−Dαuε(x)| = |(Dαuε ∗ ϕε)(x)−Dαuε(x)|

|D̃αuε(x)−Dαuε(x)| = |(Dαuε ∗ ϕε)(x)−Dαuε ∗ δ(x)|

|D̃αuε(x)−Dαuε(x)| = |Dαuε ∗ (ϕε(x)− δ(x))|

|D̃αuε(x)−Dαuε(x)| = |
∫
R
Dαuε(x− s)(ϕε(s)− δ(s))ds|

|D̃αuε(x)−Dαuε(x)| ≤
∫
R
|Dαuε(x− s)||(ϕε(s)− δ(s))ds|

Or lim |(ϕε(s) − δ(s)) = 0 quand ε → 0, alors
∫
R |D

αuε(x − s)||(ϕε(s) − δ(s))ds| → 0

quand ε→ 0, par suite D̃αuε ≈ Dαuε.

2.5 Intégrale fractionnaire conforme associée à la

dérivée fractionnaire conforme de type 1

Soit (uε)ε>0 un représentant du u ∈ G([0,∞)). L’intégrale fractionnaire conforme

associée à la dérivée fractionnaire conforme du type 1 de (uε)ε>0, est définie par :

Iαuε(x) =

∫ x

0

(sα−1uε(s))ds. (2.13)

Lemme 2.5.1. Soit (uε)ε>0 un représentant de u ∈ G([0,∞)). Alors, pour tout α > 0,

supx∈[0,T ]

∣∣∣Iαuε(x)
∣∣∣ est modéré.
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Démonstration. On a

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣Iαuε(x)
∣∣∣ = sup

x∈[0,T ]

∣∣∣∫ x

0

(sα−1uε(s))ds
∣∣∣

≤ sup
s∈[0,T ]

∣∣∣ uε(s)∣∣∣∫ x

0

(sα−1)ds

≤ Tα

α
sup
s∈[0,T ]

∣∣∣ uε(s)∣∣∣
≤ Cα,T ε

−N .

D’où le résultat.

Lemme 2.5.2. Soit (u1,ε)ε>0 et (u2,ε)ε>0 sont deux représentants différents de u ∈
G([0,∞)). Alors, pour tout α > 0, supx∈[0,T ]

∣∣∣Iαu1,ε(x)− Iαu2,ε(x)
∣∣∣ est négligeable.

Démonstration. On a

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣Iαu1,ε(x)− Iαu2,ε(x)
∣∣∣ = sup

x∈[0,T ]

∣∣∣∫ x

0

(sα−1u1,ε(s))ds−
∫ x

0

(sα−1u2,ε(s))ds
∣∣∣

= sup
x∈[0,T ]

∣∣∣∫ x

0

(sα−1(u1,ε(s)− u2,ε(s))ds
∣∣∣

≤ sup
s∈[0,T ]

∣∣∣ u1,ε(s)− u2,ε(s)
∣∣∣ ∫ x

0

(sα−1)ds
∣∣∣

≤ Tα

α
sup
s∈[0,T ]

∣∣∣ u1,ε(s)− u2,ε(s)
∣∣∣.

Puisque (u1,ε)ε>0 et (u2,ε)ε>0 sont deux représentants du même élément u dans l’algèbre

de Colombeau. Alors on a

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣u1,ε(x)− u2,ε(x)
∣∣∣

est négligeable. Donc,

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣Iαu1,ε(x)− Iαu2,ε(x)
∣∣∣

est aussi négligeable.

Définition 2.5.1. Soit u ∈ G([0,∞)) un élément de l’algèbre de Colombeau sur [0,∞)

l’intégrale fractionnaire conforme d’ordre α de u, notée Iαu(x), est donnée par : Iαu(x) =

[Iαuε(x)].

Remarque 2.5.1. D’après les deux lemmes précédents, on déduit que Iαu(x) est un

élément de G0([0,∞)) satisfaisant (2.16).

Pour 0 < α < 1 la première dérivée

d

dx
Iαuε(x) = xα−1uε(x)
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n’est pas atteint sa borne . En générale, les dérivées d’ordre k c-à-d dk

dxk
Iαuε(x) ne sont

pas atteints leur borne dans l’intervalle [0,∞) et par suite on propose une définition

basée sur la régularisation suivant :

La nouvelle intégrale fractionnaire dans l’algèbre de colombeau de u ∈ G([0,∞))

n’est pas un élément de G([0,∞)), alors pour cela, on a besoin de la régularisation de

l’intégrale fractionnaire .

Définition 2.5.2. Soit (uε)ε>0 un représentant dans l’algèbre de Colombeau de u ∈
G([0,∞)). La régularisation de la nouvelle intégrale fractionnaire de (uε)ε>0, est définie

par :

Ĩαuε(x) = (Iαuε ∗ ϕε)(x), 0 < α < 1, (2.14)

avec Iαuε(x) est donné par (2.16) et ϕε(x)est donné par (??).

La convolution donnée dans (2.14) est Iαuε ∗ ϕε(x) =
∫∞

0
Iαuε(s)ϕε(x− s)ds.

Lemme 2.5.3. Soit (uε)ε>0 un représentant de u ∈ G([0,∞)).

Alors, pour tout α > 0 et pour tout k ∈ {0, 1, 2, ...},

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣ dk
dxk

Ĩαuε(x)
∣∣∣

sont modérés.

Démonstration. Soit ε ∈ (0, 1) 0 < α < 1, on a

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣Ĩαuε(x)
∣∣∣ = sup

x∈[0,T ]

∣∣∣(Iαuε ∗ ϕε)(x)
∣∣∣

≤ sup
x∈[0,T ]

∣∣∣∫ ∞
0

Iαuε(s)ϕε(x− s)ds
∣∣∣

≤ sup
s∈K

∣∣∣Iαuε(s)∣∣∣ sup
x∈[0,T ]

∣∣∣∫
K

ϕε(x− s)ds
∣∣∣

≤ C sup
s∈K

∣∣∣Iαuε(s)∣∣∣.
Avec la constante C > 0.

Puis, d’après le Lemme 3.1, sups∈K

∣∣∣Iαuε(s)∣∣∣ est modéré, pour tout α > 0. Ainsi, supx∈[0,T ]

∣∣∣Ĩαuε(x)
∣∣∣

est modéré, aussi.

pour toute ordre de dérivation, on a

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣ dk
dxk

Ĩαuε(x)
∣∣∣ ≤ sup

s∈K

∣∣∣Iαuε(s)∣∣∣ sup
x∈[0,T ]

∣∣∣∫
K

dk

dxk
ϕε(x− s)ds

∣∣∣
≤ C

εk
sup
s∈K

∣∣∣Iαuε(s)∣∣∣.
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Où k ∈ N et C constante strictement positive.

D’après le Lemme 3.1, sups∈K

∣∣∣Iαuε(s)∣∣∣ est modéré. Donc supx∈[0,T ]

∣∣∣ dkdxk Ĩαuε(x)
∣∣∣ est modéré

aussi.

Lemme 2.5.4. Soit (u1,ε)ε>0 et (u2,ε)ε>0 sont deux différents représentants de u ∈
G([0,∞)).

Alors, pour tout α > 0, et pour tout k ∈ {0, 1, 2, ...},

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣ dk
dxk

(Ĩαu1,ε(x)− Ĩαu2,ε(x))
∣∣∣

est négligeable.

Démonstration. On a

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣ dk
dxk

(Ĩαu1,ε(x)− Ĩαu2,ε(x))
∣∣∣ = sup

x∈[0,T ]

∣∣∣ dk
dxk

((Iαu1,ε ∗ ϕε)(x)− (Iαu2,ε ∗ ϕε)(x))
∣∣∣

= sup
x∈[0,T ]

∣∣∣ dk
dxk

((Iαu1,ε − Iαu2,ε) ∗ ϕε)(x)
∣∣∣

= supx∈[0,T ]

∣∣∣((Iαu1,ε − Iαu2,ε) ∗
dk

dxk
ϕε)(x)

∣∣∣
≤ sup

s∈K

∣∣∣(Iαu1,ε − Iαu2,ε)(s)
∣∣∣ sup
x∈[0,T ]

∣∣∣∫
K

dk

dxk
ϕε(x− s)ds

∣∣∣
≤ C sup

s∈K

∣∣∣(Iαu1,ε − Iαu2,ε)(s)
∣∣∣.

Dans le Lemme 4.2 sups∈K

∣∣∣(Iαu1,ε − Iαu2,ε)(s)
∣∣∣ est négligeable .

Alors, supx∈[0,T ]

∣∣∣ dkdxk (Ĩαu1,ε(x)− Ĩαu2,ε(x))
∣∣∣ est négligeable.

Nous allons introduire la régularise de l’ intégrale fractionnaire dans l’algèbre de

Colombeau dans [0,∞) de la manière suivante.

Définition 2.5.3. Soit u ∈ G([0,∞)) un élément de l’algèbre de Colombeau dans [0,∞).

La α intégrale fractionnaire de u, ce noté

Ĩαu(x) = [Ĩαuε(x)]

est un élément de G([0,∞)) satisfait (2.16).

Proposition 2.5.1. Soit u ∈ G([0,∞)), alors

DαIαu = u.
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Démonstration. Soit (uε)ε>0 un représentant dans l’algèbre de Colombeau de u ∈ G([0,∞))

Ona DαIα(uε)(x) = (x1−α)
d

dx
Iα(uε(x))

= (x1−α)
d

dx

∫ x

0

(sα−1uε(s))ds

= (x1−α)(xα−1uε(x))

= uε(x).

Proposition 2.5.2. Soit u ∈ G([0,∞)), alors

IαDαu = uε(x)− uε(0) et IαDαu ∈ G([0,∞)).

Démonstration. Soit (uε)ε>0 un représentant de l’algèbre de Colombeau u ∈ G([0,∞)).

OnaIαDα(uε)(x) =

∫ x

0

(sα−1)Dα(uε(s))ds

=

∫ x

0

(sα−1(s1−α)
d

ds
uε(s))ds

=

∫ x

0

d

ds
uε(s)ds

= uε(x)− uε(0).

Alors

IαDαu ∈ G([0,∞)).

2.6 Dérivée fractionnaire conforme de type 2

Soit(uε)ε>0 un représentant de u ∈ G([0,∞)). La dérivée fractionnaire du type 2 de

(uε)ε>0, est définie par

Dαuε(x) = e(1−α)x d

dx
uε(x). (2.15)

Lemme 2.6.1. Soit (uε)ε>0 un représentant de u ∈ G([0,∞)). Alors, pour tout α > 0.

supx∈[0,T ]

∣∣∣Dαuε(x)
∣∣∣ est modérée.

Démonstration. On a

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣Dαuε(x)
∣∣∣= sup

x∈[0,T ]

∣∣∣e(1−α)t d

dx
uε(x)

∣∣∣ ≤ C sup
x∈[0,T ]

∣∣∣ d
dx
uε(x)

∣∣∣
≤ C̃ε−N
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Où C̃ est une constante positive.

Lemme 2.6.2. Soient (u1,ε)ε>0 et (u2,ε)ε>0 sont deux représentants différents de u ∈
G([0,∞)). Alors, pour tout α > 0, supx∈[0,T ]

∣∣∣Dαu1,ε(x)−Dαu2,ε(x)
∣∣∣ est négligeable.

Démonstration. On a

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣Dαu1,ε(x)−Dαu2,ε(x)
∣∣∣ = sup

x∈[0,T ]

∣∣∣e(1−α)t d

dx
u1,ε(x)− e(1−α)t d

dx
u2,ε(x)

∣∣∣
= sup

x∈[0,T ]

∣∣∣e(1−α)t(
d

dx
u1,ε(x)− d

dx
u2,ε(x))

∣∣∣
≤ C sup

x∈[0,T ]

∣∣∣ d
dx
u1,ε(x)− d

dx
u2,ε(x)

∣∣∣.
Où C est une constante positive. Puisque (u1,ε)ε>0 et (u2,ε)ε>0 représentent le même

élément u de l’algèbre de Colombeau, alors on a

supx∈[0,T ]

∣∣∣ ddxu1,ε(x) − d
dx
u2,ε(x)

∣∣∣ est négligeable. Donc supx∈[0,T ]

∣∣∣Dαu1,ε(x) − Dαu2,ε(x)
∣∣∣

est aussi négligeable.

Après avoir démontré les deux lemmes précédents, nous pouvons présenter la dérivée

fractionnaire d’ordre α d’un élément de l’algèbre de Colombeau dans [0,∞).

Définition 2.6.1. Soit u ∈ G([0,∞)) un élément de l’algèbre de Colombeau sur [0,∞),

la dérivée fractionnaire d’ordre α de u, notée Dαu(x) = [Dαuε(x)] est un élément de

G0([0,∞)) satisfaisant (3.16).

Lemme 2.6.3. Soit (uε)ε>0 un représentant de u ∈ G([0,∞)).

Alors, pour tout 0 < α < 1 et pour tout k ∈ {0, 1, 2, ...}, supx∈[0,T ]

∣∣∣ dkdxk D̃αuε(x)
∣∣∣ est

modérée.

Démonstration. Soit 0 < α < 1, pour tout ordre de dérivation, on a

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣ dk
dxk

Dαuε(x)
∣∣∣ = sup

x∈[0,T ]

∣∣∣ dk
dxk

e(1−α)t d

dx
uε(x)

∣∣∣
≤ C1 sup

s∈K

∣∣∣ d
dx
uε(x)

∣∣∣+C2 sup
s∈K

∣∣∣ d2

dx2
uε(x)

∣∣∣+...+ Ck+1 sup
s∈K

∣∣∣ dk+1

dxk+1
uε(x)

∣∣∣
Avec k ∈ N et Ci sont des constantes tels que Ci > 0 et i ∈ {1, 2, ..., k + 1}.
Puisque, sups∈K

∣∣∣ dkdxkuε(x)
∣∣∣ est modérée, pour tout ordre de dérivation. Alors supx∈[0,T ]

∣∣∣ dkdxkDαuε(x)
∣∣∣

est aussi modérée.
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Lemme 2.6.4. Soient (u1,ε)ε>0 et (u2,ε)ε>0 sont deux représentants différents de u ∈
G([0,∞)).

Alors, pour tout α > 0, et pour tout k ∈ {0, 1, 2, ...}, supx∈[0,T ]

∣∣∣ dkdxk (Dαu1,ε(x)−Dαu2,ε(x))
∣∣∣

est négligeable.

Démonstration. On a

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣ dk
dxk

(Dαu1,ε(x)−Dαu2,ε(x))
∣∣∣ = sup

x∈[0,T ]

∣∣∣ dk
dxk

(e(1−α)t d

dx
u1,ε(x)− e(1−α)t d

dx
u2,ε(x))

∣∣∣
= sup

x∈[0,T ]

∣∣∣ dk
dxk

e(1−α)t(
d

dx
u1,ε(x)− d

dx
u2,ε(x))

∣∣∣
≤ C sup

x∈[0,T ]

∣∣∣ dk
dxk

e(1−α)t(
d

dx
u1,ε(x)− d

dx
u2,ε(x))

∣∣∣
≤ C1 sup

x∈[0,T ]

∣∣∣( d
dx
u1,ε(x)− d

dx
u2,ε(x))

∣∣∣+
+ C2 sup

x∈[0,T ]

∣∣∣ d2

dx2
(u1,ε(x)− d2

dx2
u2,ε(x))

∣∣∣+...
+ Ck+1 sup

x∈[0,T ]

∣∣∣ dk+1

dxk+1
(u1,ε(x)− dk+1

dxk+1
u2,ε(x))

∣∣∣
≤ C1 sup

x∈[0,T ]

∣∣∣( d
dx

(u1,ε(x)− u2,ε(x)))
∣∣∣+

C2 sup
x∈[0,T ]

∣∣∣ d2

dx2
(u1,ε(x)− u2,ε(x))

∣∣∣+...
+ Ck+1 sup

x∈[0,T ]

∣∣∣ dk+1

dxk+1
(u1,ε(x)− u2,ε(x))

∣∣∣.
On a sups∈K

∣∣∣( dk

dxk
u1,ε− dk

dxk
u2,ε)(s)

∣∣∣ est négligeable, alors supx∈[0,T ]

∣∣∣ dkdxk (Dαu1,ε(x)−Dαu2,ε(x))
∣∣∣

est négligeable.

Nous allons introduire la dérivée fractionnaire dans l’algèbre de Colombeau généralisée

dans [0,∞) de la manière suivante.

Définition 2.6.2. Soit u ∈ G([0,∞)) un élément de l’algèbre de Colombeau généralisée

dans [0,∞) La α dérivé fractionnaire de u, notée Dαu(x) = [Dαuε(x)], est un élément

de G([0,∞)) satisfait (3.16).
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2.7 Intégrale fractionnaire conforme associée à la

dérivée fractionnaire conforme de type 2

Soit (uε)ε>0 un représentant dans l’algèbre de Colombeau généralisée de u ∈ G([0,∞)).

L’intégrale fractionnaire de (uε)ε>0, est définie par :

Iαuε(x) =

∫ x

0

e(α−1)suε(s)ds. (2.16)

Lemme 2.7.1. Soit (uε)ε>0 un représentant de u ∈ G([0,∞)). Alors, pour tout α > 0,

supx∈[0,T ]

∣∣∣Iαuε(x)
∣∣∣ est modéré.

Démonstration.

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣Iαuε(x)
∣∣∣ = sup

x∈[0,T ]

∣∣∣∫ x

0

(e(α−1)suε(s))ds
∣∣∣

≤ sup
s∈[0,T ]

∣∣∣ uε(s)∣∣∣ sup
x∈[0,T ]

∣∣∣∫ x

0

(e(α−1)s)ds
∣∣∣

≤ e−T − 1

α− 1
sup
s∈[0,T ]

∣∣∣ uε(s)∣∣∣
≤ Cα,T ε

−N .

Lemme 2.7.2. Soient (u1,ε)ε>0 et (u2,ε)ε>0 sont deux représentants différents de u ∈
G([0,∞)). Alors, pour tout α > 0, supx∈[0,T ]

∣∣∣Iαu1,ε(x)− Iαu2,ε(x)
∣∣∣ est négligeable.

Démonstration. On a

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣Iαu1,ε(x)− Iαu2,ε(x)
∣∣∣ = sup

x∈[0,T ]

∣∣∣∫ x

0

(e(α−1)su1,ε(s))ds−
∫ x

0

(sα−1u2,ε(s))ds
∣∣∣

= sup
x∈[0,T ]

∣∣∣∫ x

0

(e(α−1)s(u1,ε(s)− u2,ε(s))ds
∣∣∣

≤ sup
s∈[0,T ]

∣∣∣ u1,ε(s)− u2,ε(s)
∣∣∣ ∫ x

0

(e(α−1)s)ds
∣∣∣

≤ e−T − 1

α− 1
sup
s∈[0,T ]

∣∣∣ u1,ε(s)− u2,ε(s)
∣∣∣.

Puisque (u1,ε)ε>0 et (u2,ε)ε>0 sont deux représentants du même élément u dans l’algèbre

de Colombeau. Alors on a

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣u1,ε(x)− u2,ε(x)
∣∣∣

est négligeable. Donc,

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣Iαu1,ε(x)− Iαu2,ε(x)
∣∣∣

est aussi négligeable.
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Après avoir prouvé les deux lemmes précédents, nous pouvons introduire la α intégrale

fractionnaire dans l’algèbre de Colombeau sur [0,∞).

Définition 2.7.1. Soit u ∈ G([0,∞)) un élément de l’algèbre de Colombeau sur [0,∞)

La α intégrale fractionnaire de u, est noté par Iαu(x) = [Iαuε(x)] est un élément de

G0([0,∞)) satisfait (2.16).

Lemme 2.7.3. Soit (uε)ε>0 un représentant de u ∈ G([0,∞)).

Alors, pour tout α > 0 et pour tout k ∈ {0, 1, 2, ...},

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣ dk
dxk

Iαuε(x)
∣∣∣

sont modéré.

Démonstration. Soit 0 < α < 1, pour tout ordre de dérivation, on a

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣ dk
dxk

Iαuε(x)
∣∣∣ = sup

x∈[0,T ]

∣∣∣ dk−1

dxk−1
e(α−1)suε(x)

∣∣∣
≤ C0 sup

s∈K

∣∣∣uε(x)
∣∣∣+C1 sup

s∈K

∣∣∣ d
dx
uε(x)

∣∣∣+...+ Ck−1 sup
s∈K

∣∣∣ dk−1

dxk−1
uε(x)

∣∣∣.
Avec k ∈ N et les constantes Ci > 0 , i ∈ {0, 1, 2, ..., k − 1}.
On a, sups∈K

∣∣∣ dkdxkuε(x)
∣∣∣ est modéré pour tout k ∈ {0, 1, 2, ...}. Donc supx∈[0,T ]

∣∣∣ dkdxk Iαuε(x)
∣∣∣

est modéré aussi.

Lemme 2.7.4. Soient (u1,ε)ε>0 et (u2,ε)ε>0 sont deux différentes représentants de u ∈
G([0,∞)). Alors, pour tout α > 0,et pour tout k ∈ {0, 1, 2, ...},

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣ dk
dxk

(Iαu1,ε(x)− Iαu2,ε(x))
∣∣∣

est négligeable.

Démonstration. On a

sup
x∈[0,T ]

∣∣∣ dk
dxk

(Iαu1,ε(x)− Iαu2,ε(x))
∣∣∣ = sup

x∈[0,T ]

∣∣∣ dk
dxk

((Iαu1,ε)(x)− (Iαu2,ε)(x))
∣∣∣

= sup
x∈[0,T ]

∣∣∣ dk−1

dxk−1
(e(α−1)xu1,ε − e(α−1)xu2,ε)(x)

∣∣∣
= sup

x∈[0,T ]

∣∣∣ dk−1

dxk−1
e(α−1)x(u1,ε − u2,ε)(x)

∣∣∣
≤ C0 sup

x∈[0,T ]

∣∣∣u1,ε(x)− u2,ε(x)
∣∣∣+C1 sup

x∈[0,T ]

∣∣∣ d
dx

(u1,ε(x)− u2,ε(x))
∣∣∣+

...+ Ck−1 sup
x∈[0,T ]

∣∣∣ dk−1

dxk−1
(u1,ε(x)− u2,ε(x))

∣∣∣.
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Or supx∈[0,T ]

∣∣∣ dkdxk (u1,ε(x) − u2,ε(x))
∣∣∣ est négligeable . Alors, supx∈[0,T ]

∣∣∣ dkdxk (Iαu1,ε(x) −

Iαu2,ε(x))
∣∣∣ est négligeable.

Maintenant, nous allons introduire l’intégrale fractionnaire conforme associée à la

dérivée fractionnaire conforme du type 2 comme suit :

Définition 2.7.2. Soit u ∈ G([0,∞)), on définit l’intégrale fractionnaire conforme as-

socié à la dérivée fractionnaire conforme du type 2 comme suit :

Iαu(x) = [Iαuε(x)].

Remarque 2.7.1. D’après les lemmes précédents, on peut conclure que Iαu(x) est un

élément de G([0,∞)) satisfait (2.16).

Proposition 2.7.1. Soit u ∈ G([0,∞)), alors

DαIαu = u.

Démonstration. Soit (uε)ε>0 un représentant dans l’algèbre de Colombeau de u ∈ G([0,∞))

Ona DαIα(uε)(x) = (e(1−α)x)
d

dx
Iα(uε(x))

= (e(1−α)x)
d

dx

∫ x

0

(e(α−1)suε(s))ds

= (e(1−α)x)(e(α−1)xuε(x))

= uε(x).

D’où le résultat.

Proposition 2.7.2. Soit u ∈ G([0,∞)), alors

IαDαu = uε(x)− uε(0) et IαDαu ∈ G([0,∞)).

Démonstration. Soit (uε)ε>0 un représentant dans l’algèbre de Colombeau u ∈ G([0,∞)).

On a

IαDα(uε)(x) =

∫ x

0

(e(α−1)s)Dα(uε(s))ds

=

∫ x

0

(e(α−1)s(e(1−α)s)
d

ds
uε(s))ds

=

∫ x

0

d

ds
uε(s)ds

= uε(x)− uε(0).
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Et par suite

IαDαu ∈ G([0,∞)).
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Chapitre 3

Problème de Cauchy avec une

dérivée fractionnaire conforme dans

l’algèbre de Colombeau

Dans ce chapitre, nous allons prouver l’existence et l’unicité de la solution du problème

de Cauchy suivant : D
αx(t) = F (t, x(t)),

x(0) = x0.
(3.1)

Dans l’algèbre de Colombeau des fonctions généralisées où F ∈ G[R+ × R+] tel que son

gradient ∇xF est de L∞-log-type (voir définition (3.0.3)), x0 ∈ R̃+ et Dα est la dérivée

fractionnaire conforme d’ordre 0 < α < 1.

Définition 3.0.3. On dit qu’une fonction généralisée U ∈ G[R+] est L∞-log-type si pour

tout représentant u il existe N ∈ N pour tout compact K de R+ nous avons

sup
t∈K
|uε(t)| = O(ln(ε−N)) quandε→ 0.

Exemple 3.0.1. On considère le problème Dαxε(t) = Fε(t, xε(t)),

xε(0) = aε.
(3.2)

Avec 0 < α < 1, a ∈ R̃+ et Fε(t, xε(t)) = xε(t) ln |xε(t)| − xε(t)
On a ∇Fε = ln |xε(t)|. Alors ∇Fε est L∞-log-type.
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3.1 Existence et unicité de la solution d’un problème

de Cauchy avec la dérivée fractionnaire conforme

de type 1

Théorème 3.1.1. Soit F ∈ G[R+] et ∇xF est L∞-log-type. Pour chaque x0 ∈ R̃+

le problème (3.1) admet une unique solution x ∈ G0([0,∞)), c-à-d. dans l’algèbre des

fonctions généralisées.

Démonstration.

Soit le problème suivant : D
αxε(t) = Fε(t, xε(t)),

xε(0) = x0,ε .
(3.3)

La solution intégrale du problème est donnée par :

xε(t) = x0,ε + IαFε(t, xε(t)).

C-à-d

xε(t) = x0,ε +

∫ t

0

(s)α−1Fε(s, xε(s))ds.

Alors

xε(t) = x0,ε +

∫ t

0

(s)α−1Fε(s, 0)ds+

∫ t

0

(s)α−1

∫ 1

0

∇xFε(s, σxε)dσxε(s)ds

|xε(t)| ≤ |x0,ε|+
∫ t

0

(s)α−1|Fε(s, 0)|ds+ |∇xFε|
∫ t

0

(s)α−1|xε(s)|ds

|xε(t)| ≤ |x0,ε|+
Tα

α
|Fε|+ |∇xFε|

∫ t

0

(s)α−1|xε(s)|ds.

D’après l’inégalité de Gronwall, on aura

|xε(t)| ≤ (|x0,ε|+
Tα

α
|Fε|) exp(|∇xFε|

∫ t

0

(s)α−1ds).

Ainsi |xε| ≤ (|x0,ε|+ Tα

α
|Fε|) exp(T

α

α
|∇xFε|).

Comme x0,ε ∈ R̃+
n

et ∇xF est L∞-log-type, alors il existe N ∈ N tel que

|xε| = O(ε−N), ε→ 0.
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Pour montrer l’unicité, supposons que le problème de Cauchy (3.1) admet deux solutions

x, y avec (xε)ε>0, (yε)ε>0 sont leurs représentants respectivement. Alors, nous avons :D
α(xε(t)− yε(t)) = Fε(t, xε(t))− Fε(t, yε(t)) + nε(t),

xε(0)− yε(0) = n0,ε,
(3.4)

avec nε ∈ N (R+) et n0,ε ∈ N0(R+).

De la même manière que l’étape précédente, on va montrer que (xε − yε)ε>0 est un

élément de N (R+). On considère la solution intégrale de l’équation (3.4), alors on a

xε(t)− yε(t) = n0,ε + Iα(Fε(t, xε(t))− Fε(t, yε(t))) + Iα(nε(t)).

C-à-d

xε(t)− yε(t) = n0,ε +

∫ t

0

(s)α−1(Fε(s, xε(s))− Fε(s, yε(s)))ds

+

∫ t

0

(s)α−1nε(s)ds.

La première approximation de Fε donne

xε(t)− yε(t) = n0,ε + |∇xFε|
∫ t

0

(s)α−1(xε(s)− yε(s))ds

+

∫ t

0

(s)α−1Nε(s)ds+

∫ t

0

(s)α−1nε(s)ds.

Avec Nε(t) c’est la partie négligeable. On a

|xε(t)− yε(t)| ≤ |n0,ε|+
Tα

α
|Nε|+

Tα

α
|nε|

+ |∇xFε|
∫ t

0

(s)α−1|xε(s)− yε(s)|ds.

D’après l’inégalité de Gronwall,on a

|xε(t)− yε(t)| = (|n0,ε|+
Tα

α
|Nε|+

Tα

α
|Nε|) exp(|∇xFε|

∫ t

0

(s)α−1ds).
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On obtient

|xε − yε| = (|n0,ε|+
Tα

α
|Nε|+

Tα

α
|nε|) exp(

Tα

α
|∇xFε|).

Comme ∇xF est L∞-log-type et nε, Nε deux éléments de N (R+) et n0,ε ∈ N0(R+),

alors

|xε − yε| = O(εq), ∀q ∈ N.

Conclusion on a montré que le problème (3.1) admet une unique solution x ∈
G0([0,∞)).

Remarque 3.1.1. On remarque que la dérivée conforme donnée par :

Dαuε(x) = x1−α d

dx
uε(x)

a un défaut concernant le fait que les dérivées d’ordre k n’appartient pas à G[R+]. De

plus si on raisonne sur sa forme régularisée :

D̃αu(x) = (Dαuε ∗ ϕε)(x),

alors une difficulté se posera au niveau de la composée de l’intégral et sa dérivée associée

et pour enlever cette difficulté majore, on proposera d’étudier le problème de Cauchy

(3.1) avec une dérivée fractionnaire conformes de type 2 au lieu de la dérivée fractionnaire

conformes type 1 .

3.2 Existence et unicité de la solution d’un problème

de Cauchy avec la dérivée fractionnaire conforme

de type 2

Théorème 3.2.1.

Soit F ∈ G[R+] et ∇xF est L∞-log-type. Pour chaque x0 ∈ R̃+, le problème (3.1)

admet une unique solution x ∈ G[R+].

Démonstration. Soit le problème suivant :D
αxε(t) = Fε(t, xε(t)),

xε(0) = x0,ε .
(3.5)
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La solution intégrale du problème (4.4) est donnée par

xε(t) = x0,ε + IαFε(t, xε(t)).

C-à-d

xε(t) = x0,ε +

∫ t

0

e(α−1)sFε(s, xε(s))ds.

Alors

xε(t) = x0,ε +

∫ t

0

e(α−1)sFε(s, 0)ds+

∫ t

0

e(α−1)s

∫ 1

0

∇xFε(s, σxε)dσxε(s)ds.

Donc |xε(t)| ≤ |x0,ε|+
∫ t

0
e(α−1)s|Fε(s, 0)|ds+ |∇xFε|

∫ t
0
e(α−1)s|xε(s)|ds.

Ainsi, |xε(t)| ≤ |x0,ε|+ 1
1−α |Fε|+ |∇xFε|

∫ t
0
e(α−1)s|xε(s)|ds.

D’après l’inégalité de Gronwall, on obtient

|xε(t)| ≤ (|x0,ε|+
1

1− α
|Fε|) exp(|∇xFε|

∫ t

0

e(α−1)sds).

Et par suite |xε| ≤ (|x0,ε|+ 1
1−α |Fε|) exp( 1

1−α |∇xFε|).

Comme x0,ε ∈ R̃+ et ∇xF sont L∞-log-type, alors il existe N ∈ N tel que

|xε| = O(ε−N), quand ε→ 0.

On sait que

xε(t) = x0,ε + IαFε(t, xε(t)).

Alors

x
′

ε(t) =
d

dt
IαFε(t, xε(t)),

x
′

ε(t) = e(α−1)tFε(t, xε(t)).

Donc

|x′ε(t)| ≤ |e(α−1)tFε(t, xε(t))|,
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Ainsi,

|x′ε(t)| ≤ |Fε(t, xε(t))|.

Comme F ∈ G[R+], alors il existe N ∈ N tel que

|x′ε| = O(ε−N), quand ε→ 0.

On fait le même raisonnement pour les autres dérivées de xε,

on obtient

|x(n)
ε | = O(ε−N), quand ε→ 0.

Pour montrer l’unicité, supposons que le problème de Cauchy (3.1) admet deux so-

lutions x, y avec (xε)ε>0, (yε)ε>0 leurs représentants respectivement.

Alors, nous avonsD
α(xε(t)− yε(t)) = Fε(t, xε(t))− Fε(t, yε(t)) + nε(t),

xε(0)− yε(0) = n0,ε,
(3.6)

avec nε ∈ N (R+) et n0,ε ∈ N0(R+).

De la même manière que l’étape précédente on va montrer (xε−yε)ε>0 est un élément

de N (R+).

On considère la solution intégrale de l’équation (4.5), on aura

xε(t)− yε(t) = n0,ε + Iα(Fε(t, xε(t))− Fε(t, yε(t))) + Iα(nε(t)).

C-à-d

xε(t)− yε(t) = n0,ε +

∫ t

0

e(α−1)s(Fε(s, xε(s))− Fε(s, yε(s)))ds

+

∫ t

0

e(α−1)snε(s)ds.
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La première approximation de Fε donne

xε(t)− yε(t) = n0,ε + |∇xFε|
∫ t

0

e(α−1)s(xε(s)− yε(s))ds

+

∫ t

0

e(α−1)sNε(s)ds+

∫ t

0

e(α−1)snε(s)ds,

Avec Nε(t) est la partie négligeable.

Donc

|xε(t)− yε(t)| ≤ |n0,ε|+ k|Nε|+ k|nε|

+ |∇xFε|
∫ t

0

e(α−1)s|xε(s)− yε(s)|ds.

Avec k = eαT−1
α

.

D’après l’inégalité de Gronwall on a

|xε(t)− yε(t)| = (|n0,ε|+ k|Nε|+ k|nε|) exp(|∇xFε|
∫ t

0

e(α−1)sds)

Ainsi |xε − yε| = (|n0,ε|+ k|Nε|+ k|nε|) exp(k|∇xFε|).

Comme ∇xF est L∞-log-type, nε, Nε deux éléments de (N (R+)) et n0,ε ∈ (N0(R+)),

alors

|xε − yε| = O(εq), ∀q ∈ N, quand ε→ 0.

Pour la première dérivée, nous avons :

(x
′

ε(t)− y
′

ε(t)) =
d

dt
Iα(Fε(t, xε(t))− Fε(t, yε(t))) +

d

dt
Iα(nε(t)),

(x
′

ε(t)− y
′

ε(t)) = e(α−1)t(Fε(t, xε(t))− Fε(t, yε(t))) + e(α−1)t(nε(t)).

Ainsi,

|(x′ε(t)− y
′

ε(t))| ≤ |e(α−1)t(Fε(t, xε(t))− Fε(t, yε(t))) + e(α−1)t(nε(t))|.

D’où

|x′ε − y
′

ε| ≤ |(Fε(t, xε(t))− Fε(t, yε(t)))|+ |(nε(t))|.
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Comme ∇xF est L∞-log-type, nε, Nε deux éléments (N (R+)) et n0,ε ∈ (N (R+)), alors

|x′ε − y
′

ε| = O(εq), ∀q ∈ N, quandε→ 0.

On fait le même raisonnement pour les autres dérivées d’ordre k ∈ N de x
′
ε − y

′
ε. Ce qui

termine la démonstration du théorème.

3.3 Application (problème de Schrödinger)

On considère le problème de Schrödinger avec des conditions non régulières suivant :
1
i
∂tu(t, x)−4u(t, x) + v(x)u(t, x) = 0,

v(x) = δ(x), u(0, x) = δ(x).
(3.7)

Où v est un potentiel non régulier.

Nous utiliserons la régularisation de mesure de Dirac suivante :

vε(x) = δε(x) = (φε(x)) = | ln ε|cφ(x| ln ε|c),

avec c > 0 x ∈ R, φ ∈ A1, φ(x) ≥ 0.

Et pour la condition initiale on utilise la régularisation suivante :

u0,ε(x) = | ln ε|aφ(x| ln ε|a), a > 0

x ∈ R, φ ∈ A1, φ(x) ≥ 0, x ∈ R.

3.3.1 Existence et unicité de la solution dans l’algèbre de Co-

lombeau

Théorème 3.3.1. La régularisation du problème (3.7) s’écrit comme suit :
1
i
∂tuε(t, x)−4uε(t, x) + vε(x)uε(t, x) = 0

vε(x) = δε(x), u0,ε(x) = δε(x)
(3.8)

avec vε et u0,ε c’est la régularisation de v et u0, respectivement. Alors le problème admet

une unique solution dans G(R+ × R).
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Démonstration.

La solution intégrale du problème du (3.8) est donnée par :

uε(t, x) =

∫
R
S1(t, x− y)u0,ε(y)dy +

∫ t

0

∫
R
S1(t− τ, x− y)vε(y)uε(τ, y)dydτ

avec S1(t, x) le noyau de Schrödinger.

On a :

||uε(t, .)||L∞(R) ≤ ||S1(t, x− .)||L1 ||u0,ε||L∞(R)

+

∫ t

0

||S1(t− τ, x− .)||L1||vε(.)||L∞(R)||uε(τ, .)||L∞(R)dτ

Et par suite on a :

||uε(t, .)||L∞(R) ≤ C||u0,ε||L∞(R) + C||vε(.)||L∞(R)

∫ t

0

||uε(τ, .)||L∞(R)dτ.

D’après l’inégalité de Gronwall, on obtient :

||uε(t, .)||L∞(R) ≤ C| ln ε|a exp(CT | ln ε|b)

Alors il existe N > 0 tel que

||uε(t, .)||L∞(R) ≤ Cε−N

Pour la première dérivée de x nous avons,

∂xuε(t, x) =

∫
R
S1(t, x− y)∂yiu0,ε(y)dy

+

∫ t

0

∫
R
S1(t− τ, x− y)(∂yivε(y)uε(τ, y) + vε(y)∂yuε(τ, y))dydτ

||∂xuε(t, .)||L∞(R) ≤ ||S1(t, x− .)||L1||∂yu0,ε||L∞(R)

+

∫ t

0

||S1(t− τ, x− .)||L1(||∂yvε||L∞(R)||uε||L∞

+ ε||L∞(R)||∂yuε(τ, .)||L∞(R))dτ
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||∂xuε(t, .)||L∞(R) ≤ C| ln ε|2a + C

∫ t

0

| ln ε|2b||uε||L∞

+ | ln ε|b|||∂yuε(τ, .))||L∞(R)dτ

||∂xuε(t, .)||L∞(R) ≤ C(| ln ε|2a + T | ln ε|2b||uε||L∞)

+ C| ln ε|b|
∫ t

0

||∂yuε(τ, .))||L∞(R)dτ

D’après l’inégalité de Gronwall,on obtient

||∂xuε(t, .)||L∞(R) ≤ C(| ln ε|2a + T | ln ε|2b||uε||L∞) exp(CT | ln ε|b)

Et d’après l’étape présidente, il existe N > 0 tel que

||∂xuε(t, .)||L∞(R) ≤ Cε−N

Pour la deuxième dérivée de x, on obtient :

∂x∂xuε(t, x) =

∫
R
S1(t, x− y)(∂y∂Y u0,ε(y)dy

+

∫ t

0

∫
R
S1(t− τ, x− y)

(
∂y∂Y vε(y)uε(τ, y) + ∂Y vε(y)∂yuε(τ, y)

+ ∂yvε(y)∂Y uε(τ, y) + vε(y)∂y∂Y uε(τ, y)
)
dydτ.

Et par suite on a :

||∂x∂xuε(t, .)||L∞(R) ≤ ||S1(t, x− y)||L1 ||∂y∂Y u0,ε(.)||L∞(R)

+

∫ t

0

||S1(t− τ, x− .)||L1

(
||∂y∂Y vε(.)||L∞(R)||uε||L∞

+ ∂Y vε(.)||L∞(R)||∂yuε||L∞ + ||∂yvε(.)||L∞(R)||∂Y uε||L∞

+ ε(.)||L∞||∂y∂Y uε(τ, .)||L∞(R)

)
dτ

≤ C
(
| ln ε|3a + | ln ε|2b||uε||L∞

+ | ln ε|2b||∂yuε||L∞

+ | ln ε|2b||∂Y uε||L∞
)

+C| ln ε|bn
∫ t

0

||∂y∂Y uε(τ, .)||L∞(R)dτ
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D’après l’inégalité Gronwall, nous avons :

||∂x∂xuε(t, .)||L∞(R) ≤ C
(
| ln ε|3a) + | ln ε|2b||uε||L∞

+ | ln ε|2b||∂yuε||L∞ + | ln ε|2b||∂Y uε||L∞
)

exp(CT | ln ε|b)

D’après l’étape précédente il existe N > 0 tel que

||∂x∂xuε(t, .)||L∞(R) ≤ Cε−N

Pour montrer l’unicité de la solution, supposons que le problème (3.8) admet deux

solutions u1,ε(t, .), u2,ε(t, .), alors
1
i
∂t(u1,ε(t, x)− u2,ε(t, x))−4(u1,ε(t, x)− u2,ε(t, x))

+vε(x)(u1,ε(t, x)− u2,ε(t, x)) = Nε(t, x)

Nε(t, x) ∈ N (R+ × R), N0,ε(x) ∈ N (R)

(3.9)

Donc

u1,ε(t, x)− u2,ε(t, x) =

∫
R
S1(t, x− y)N0,ε(y)dy

+

∫ t

0

∫
R
S1(t− τ, x− y)vε(y)(u1ε(τ, y)− u2ε(τ, y))dydτ

+

∫ t

0

∫
R
S1(t− τ, x− y)Nε(τ, y)dydτ

||u1,ε(t, .)− u2,ε(t, .)||L∞(R) ≤ ||S1(t, x− .)||L1||N0,ε(y)||L∞(R)

+ ||S1(t, x− .)||L1

∫ t

0

||vε(.)||L∞(R)||u1ε(τ, .)

− u2ε(τ, .)||L∞(R)dτ ||S1(t, x− .)||L1 ||Nε||L∞

||u1,ε(t, .)− u2,ε(t, .)||L∞(R) ≤ C(||N0,ε(y)||L∞(R) + ||Nε||L∞)

+ C||vε(.)||L∞(R)

∫ t

0

||u1ε(τ, .)− u2ε(τ, .)||L∞(R)dτ

66



D’après l’inégalité de Gronwall, on a :

||u1,ε(t, .)− u2,ε(t, .)||L∞(R) ≤ C
(
||N0,ε(y)||L∞(R) + ||Nε||L∞

)
exp
(
CT ||vε(.)||L∞(R)

)
Alors

||u1,ε(t, .)− u2,ε(t, .)||L∞(R) ≤ Cεq ∀q ∈ N

Alors le problème (3.8) admet une unique solution dans G(R+ × R).

3.4 Association

Soit w1 solution du problème :
1
i
∂tw1(t, x)−4w1(t, x) = 0,

w1(0, x) = δ(x).
(3.10)

Et w2 la solution du problème :
1
i
∂tw2(t, x)−4w2(t, x) + v(x)w2,ε(t, x) = 0,

v(x) = δ(x), w2(0, x) = 0.
(3.11)

Proposition 3.4.1. La solution généralisée u du problème (3.8) est associée avec w1+w2.

Démonstration. Soit w1,ε la solution classique du problème :
1
i
∂tw1,ε(t, x)−4w1,ε(t, x) = 0

w1,ε(0, x) = δε(x)
(3.12)

w2,ε la solution classique du problème :
1
i
∂tw2,ε(t, x)−4w2(t, x) + vε(x)(w2,ε(t, x) +m(t, x)) = 0

vε(x) = δ(x), w2,ε(0, x) = 0
(3.13)

On a :

1

i
∂t(uε(t, x)− w1,ε(t, x)− w2,ε(t, x)) − 4(uε(t, x)− w1,ε(t, x)− w2,ε(t, x))

+ vε(x)(uε(t, x)− w2,ε(t, x)−m(t, x)) = 0

uε(0, x)− w1,ε(0, x)− w2,ε(0, x) = 0

67



D’après la solution intégrale on a :

(uε(t, x)− w1,ε(t, x)− w2,ε(t, x)) =

∫ t

0

∫
R
S1(t− τ, x− y)

vε(y)(uε(τ, y)− w2,ε(τ, y)−m(τ, y))dydτ

=

∫ t

0

∫
R
S1(t− τ, x− y)

vε(y)(uε(τ, y)− w1,ε(τ, y)− w2,ε(τ, y))dydτ

+

∫ t

0

∫
R
S1(t− τ, x− y)

vε(y)(w1,ε(τ, y)−m(τ, y))dydτ

Donc,

||uε(t, .)− w1,ε(t, .)− w2,ε(t, .)||L∞(R) ≤
∫ t

0

||S1(t− τ, x− .)||L1

||vε(.)||L∞(R)||(w1,ε(τ, .)−m(τ, .))||L∞(R)dτ

+

∫ t

0

||S1(t− τ, x− .)||L1

||vε(.)||L∞(R)||uε(τ, .)− w1,ε(τ, .)

− w2,ε(τ, .)||L∞(R)dτ

≤ C||vε(.)||L∞(R)∫ t

0

||(w1,ε(τ, .)−m(τ, .))||L∞(R)dτ

+ C||vε(.)||L∞(R)∫ t

0

||uε(τ, .)− w1,ε(τ, .)− w2,ε(τ, .)||L∞(R)dτ.

D’après l’inégalité de Gronwall, nous avons :

||uε(t, .)− w1,ε(t, .)− w2,ε(t, .)||L∞(R) ≤
[
C||vε(.)||L∞(R)

∫ t

0

||(w1,ε(τ, .)−m(τ, .))

||L∞(R)dτ
]

exp(CT ||vε(.)||L∞(R)).

Par passage à la limite, on obtient :

u ≈ w1 + w2.

Ce qui termine la démonstration de la proposition.
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3.4.1 Existence et unicité de la solution dans le cadre de la

dérivée fractionnaire conforme

Dans cette partie, on va traiter des applications des α − C0 -semi-groupes de Co-

lombeau dans la résolution de l’équation de Schrödinger avec des potentiels singuliers et

des données singulières. Avant de discuter le problème (3.7), nous définirons quelques

espaces sur lesquels nous travaillerons.

Définition 3.4.1. On définit H2,α par : H2,α = {f ∈ L2(R), D̃αf ∈ L2(R)} muni de la

norme

‖f‖H2,α =

√
‖f‖2

2 + ‖D̃αf‖2
2.

Avec ‖.‖L2(R) = ‖.‖2 Rappelons que l’algèbre de Colmbeau est défini comme suit

G[H2,α] = EM [H2,α]/N [H2,α].

Où EM [H2,α] est l’espace vectoriel des familles (Gε)ε ∈ H2,α qui vérifient la propriété :

pour tout T > 0 il existe a ∈ R tel que ‖Gε‖H2,α = O(εa).

Et NM [H2,α] est l’espace vectoriel des familles (Gε)ε ∈ H2,α qui vérifient la propriété :

pour tout T > 0 pour tout b ∈ R tel que ‖Gε‖H2,α = O(εb). Nous signalons que G[H2,α]

est un espace vectoriel.

Définition 3.4.2. Soit l’espace EC1,H2,α([0, T ],R) (respectivementNC1,H2,α([0, T ],R)) un

espace vectoriel des familles des fonctions (Gε)ε, Gε ∈ C([0, T ], H2,α)
⋂
C1([0, T ], L2(R))

tel que pour tout T1 ∈]0, 1[ alors il existe a ∈ R(respectivement, pour tout a ∈ R) tel

que

max{ sup
t∈[0,T1]

‖Gε‖H2,α , sup
t∈[T1,T ]

‖D̃αGε‖L2(R)} = O(εa) quand ε→ 0

Aussi l’espace :

GC1,H2,α([0, T ],R) = EC1,H2,α([0, T ],R)/NC1,H2,α([0, T ],R)

est un espace vectoriel généralisé.

Remarque 3.4.1. La multiplication d’un potentiel vε ∈ GH2,α par uε ∈ GC1,H2,α([0, T ], )

qui devrait être une solution de l’équation∂tuε(t, x) = (4− vε(x))uε(t, x), x ∈ R, t ∈ R+

vε(x) = δε(x), uε(0, x) = u0,ε(x) = δε(x),
(3.14)

n’a pas de solution dans le cas classique.
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Définition 3.4.3. Soit A un représentant des familles (Aε)ε d’opérateurs linéaires avec le

domaine communH2,α(R) et l’image est L2(R).Une fonction généraliséeG ∈ GC1,H2,α([0, T ],R)

est dite solution de l’équation DαG = AG si

sup
t∈[0,T ]

‖DαGε(t, .)− AGε(t, .)‖ = O(εa) quand ε→ 0

Théorème 3.4.1. Soit vε ∈ GH2,α une fonction log-type alors,

1. La dérivation de Aεuε = (4 − vε)uε, uε ∈ H2,α(R), sont des générateurs infi-

nitésimaux des semi-groupes conformables Tε, pour tout ε > 0, et (Tε)ε est un

représentant d’un C0 semi-groupe conforme de Colombeau. T (t) ∈ SG[R+ : L(L2(R))].

2. Soit vε ∈ GH2,α et Tε qui donnée dans le point 1. Alors, pour tout T > 0 le

problème (3.14) admet une unique solution dans GH2,α(R).

Démonstration. 1. Soit ε > 0 assez petit, par la formule de Feynman-Kac, l’opérateurAε

est le générateur infinitésimal du semi-groupe correspondant

Tε(t)ψ(x) =
∫

Ω
(exp(−

∫ tα
0
Vε(ω(s))ds))ψ(ω(tα))dµx(ω) avec ψ ∈ L2(R), où Ω =∏

t≥0

R et µx est la mesure Wiener concentrée avec x ∈ R.

Lorsque V est de log-type, alors il existe C > 0 et ε ∈]0, 1[ tel que

|Tε(t)ψ(x)| ≤ exp(tαsup
x∈R
|Vε(s)|)

∫
Ω

|ψ(ω(t))|dµx(ω)

≤ εCt
α 1

2
√

Πtα

∫
R

exp(−|x− y|
2

4tα
)|ψ(y)|dy.

Par conséquent, il existe une constante C0 tel que sup
x∈]0,T ]

‖Tε(t)ψ(x)‖2 ≤ C0ε
CTα‖ψ‖2.

Donc, (Tε)ε ∈ SG[R+ : L(L2(R))]

2. a) Par le principe de Duhamel, la solution uε(t, x) de l’équation (3.14) satisfait

l’équation intégrale suivante :

uε(t, x) =

∫
R
E(tα, x− y)bε(y)dy +

∫ t

0

∫
R
E((t− s)α, x− y)Vε(y)uε(s, y)dyds. (3.15)

Avec

E(t, x) =
1

2
√
tπ

(exp
|x|2

4t
)

Par l’inégalité de Young nous avons :

‖uε(t, .)‖2 ≤ ‖bε‖2 +
∫ t

0
‖Vε(.)‖L∞‖uε(s, .)‖2ds.

l’inégalité de Gronwall donne ‖uε(t, .)‖2 ≤ ‖bε‖2 exp
∫ t

0
‖Vε(.)‖L∞ds, ∀t ∈]0, T ].

Puisque V ∈ GH2,α est log-type et (u0ε)ε ∈ EH2,α alors sup
t∈]0,T ]

‖uε(t, .)‖2 est modéré.

La dérivation de l’équation (3.15) par rapport à la variable x on trouve :
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d
dx
uε(t, x) =

∫
RE(tα, y) d

dx
bε(x−y)dy+

∫ t
0

∫
RE((t−s)α, y)( d

dx
Vε(x−y)uε(s, x−y)+

Vε(x− y) d
dx
uε(s, x− y))dyds.

Alors ‖ d
dx
uε(t, .)‖2 ≤ ‖ ddxbε‖2 +

∫ t
0
‖ d
dx
Vε(.)‖L∞‖uε(s, .)‖2 +‖Vε(.)‖L∞‖ ddxuε(s, .)‖2ds

L’inégalité de Gronwall implique également que sup
t∈]0,T ]

‖ d
dx
uε(t, .)‖2 est modéré.

Donc de la même façon pour les autres dérivées nous avons (uε)ε ∈ EC1,H2,α([0, T ],R).

b) Pour l’unicité on suppose que le problème (3.14) admet deux solutions uε et vε

on pose Gε = uε − vε, alors on a :

Gε(t, x) =
∫
RE(tα, x − y)Nε(y)dy +

∫ t
0

∫
RE((t − s)α, x − y)Vε(y)Gε(s, y)dyds +∫ t

0

∫
RE((t− s)α, x− y)Vε(y)Nε(y)dyds.

Avec, Nε(x) = Gε(0, x) et Nε = dα

dxα
Gε − (4− V )Gε.

Ensuite, les inégalités de Young et de Gronwall impliquent :

‖Gε(t, .)‖2 ≤ ‖Nε‖2 +
∫ t

0
‖Vε(.)‖L∞‖Gε(s, .)‖2ds+

∫ t
0
‖Nε(s, .)‖2dsα

Alors Gε est négligeable, de la même façon nous avons Gε ∈ NC1,H2,α([0, T ],R)

3.4.2 Extension de M.Stojanovic

Définition 3.4.4. Soit I = (0, 1].

On note par :

EeM [R] = {(uε)ε>0 ∈ (C∞(R))I : ∀K ⊂ R,∀0 < α ≤ 1 ∪ {0}, ∃N ∈ N

tel que sup
x∈K
|Dαuε(x)| = O(ε−N), quand ε→ 0}

et

N e[R] = {(uε)ε>0 ∈ (C∞(R))I : ∀K ⊂ R,∀0 < α ≤ 1 ∪ {0},∀q ∈ N

tel que sup
x∈K
|Dαuε(x)| = O(εq), quand ε→ 0}

avec Dα la dérivée fractionnaire est la dérivée conforme de type 2.

Remarque 3.4.2. EeM [R] est une algèbre.

N e[R] est un idéal de EeM [R].

Définition 3.4.5. On définit l’extension de l’algèbre des fonctions généralisées de Co-

lombeau Ge[R] par

Ge[R] = EeM [R]/N e[R]

71



Théorème 3.4.2. On considère la régularisation (3.8) du problème (3.7), Si u une

solution du problème (3.7) dans G, alors u est solution du problème (3.7) dans Ge.
Avec Dαu est la dérivée conforme de type 2

Démonstration. La solution intégrale du problème du (3.8) est :

uε(t, x) =

∫
R
S1(t, x− y)u0,ε(y)dy +

∫ t

0

∫
R
S1(t− τ, x− y)vε(y)uε(τ, y)dydτ,

avec S1(t, x) est le noyau de Schrödinger.

Soit(uε)ε>0 un représentant de u ∈ G. La dérivée fractionnaire de (uε)ε>0, est définie par

Dαuε(t, x) = e(1−α)x∂xuε(t, x). (3.16)

Il faut montrer que

Dαuε(t, x) =

∫
R
S1(t, x− y)(∂x)

αu0,ε(y)dy +

∫ t

0

∫
R
S1(t− τ, x− y)vε(y)Dαuε(τ, y)dydτ

est modérée.

Nous avons :

||Dαuε(t, x)|| = ||e(1−α)x∂xuε(t, x)||,

≤ ||∂xuε(t, x)||.

D’autre part, nous avons

∂xuε(t, x) =

∫
R
S1(t, x− y)∂yu0,ε(y)dy

+

∫ t

0

∫
R
S1(t− τ, x− y)(∂yvε(y)uε(τ, y) + vε(y)∂yuε(τ, y))dydτ.

Donc

||∂xuε(t, .)||L∞(R) ≤ ||S1(t, x− .)||L1||∂yu0,ε||L∞(R)

+

∫ t

0

||S1(t− τ, x− .)||L1(||∂yvε||L∞(R)||uε||L∞

+ ε||L∞(R)||∂yuε(τ, .)||L∞(R))dτ

≤ C| ln ε|2a + C

∫ t

0

| ln ε|2b||uε||L∞

+ | ln ε|b|||∂yuε(τ, .))||L∞(R)dτ.

Et par suite

||∂xuε(t, .)||L∞(R) ≤ C(| ln ε|2a + T | ln ε|2b||uε||L∞)

+ C| ln ε|b|
∫ t

0

||∂yuε(τ, .))||L∞(R)dτ.
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D’après l’inégalité de Gronwall, on obtient

||∂xuε(t, .)||L∞(R) ≤ C(| ln ε|2a + T | ln ε|2b||uε||L∞) exp(CT | ln ε|b).

Et d’après l’étape présidente, il existe N > 0 tel que

||∂xuε(t, .)||L∞(R) ≤ Cε−N .

Ainsi, on a :

||Dαuε(t, .)||L∞(R) ≤ Cε−N .

Maintenant soient Dαu1,ε(t, .) et Dαu2,ε(t, .) deux représentants différents de Dαuε(t, .)

vérifiant le problème précédent, alors,
1
i
∂t(D

αu1,ε(t, x)−Dαu2,ε(t, x))−4(Dαu1,ε(t, x)−Dαu2,ε(t, x)),

+vε(x)(Dαu1,ε(t, x)−Dαu2,ε(t, x)) = Nε(t, x),

Nε(t, x) ∈ N (R+ × R), N0,ε(x) ∈ N (R).

(3.17)

Donc

Dαu1,ε(t, x)−Dαu2,ε(t, x) =

∫
R
S1(t, x− y)N0,ε(y)dy

+

∫ t

0

∫
R
S1(t− τ, x− y)vε(y)(Dαu1ε(τ, y)−Dαu2ε(τ, y))dydτ

+

∫ t

0

∫
R
S1(t− τ, x− y)Nε(τ, y)dydτ.

Et par suite

||Dαu1,ε(t, .)−Dαu2,ε(t, .)||L∞(R) ≤ ||S1(t, x− .)||L1||N0,ε(y)||L∞(R)

+ ||S1(t, x− .)||L1

∫ t

0

||vε(.)||L∞(R)||Dαu1ε(τ, .)

− Dαu2ε(τ, .)||L∞(R)dτ ||S1(t, x− .)||L1||Nε||L∞ .

≤ C(||N0,ε(y)||L∞(R) + ||Nε||L∞)

+ C||vε(.)||L∞(R)

∫ t

0

||Dαu1ε(τ, .)−Dαu2ε(τ, .)||L∞(R)dτ.

D’après l’inégalité de Gronwall, on obtient

||Dαu1,ε(t, .)−Dαu2,ε(t, .)||L∞(R) ≤ C
(
||N0,ε(y)||L∞(R) + ||Nε||L∞

)
exp
(
CT ||vε(.)||L∞(R)

)
.

D’où

||Dαu1,ε(t, .)−Dαu2,ε(t, .)||L∞(R) ≤ Cεq, ∀q.

Alors Dαu1,ε(t, .)−Dαu2,ε(t, .) est négligeable de la même façon pour les autres dérivées.

On conclure que u est un solution du problème (3.7) dans Ge.
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous avons donné un sens aux dérivées fractionnaires conformes et

leurs intégrales fractionnaires associées dans l’algèbre de Colombeau, ainsi que la notion

de semi-groupe conforme généralisée.

Dans un premier temps, nous avons défini une dérivée fractionnaire conforme

(type1 :Dαf(t) = limε→0
f(t+εt1−α)−f(t)

ε
, pour tout t > 0.) Mais malheureusement,

concernant ce type nous avons rencontré des difficultés pour que la solution du problème

de cauchy y’associé soit dans l’algèbre de colombeau G[Ω].

Ceci était notre motivation principale pour définir une deuxième dérivé fraction-

naire nommé type 2 (Dαf(t) = limε→0
f(t+εe(α−1)t)−f(t)

ε
,. Cette dérivée fractionnaire conforme

associée à ce type est bien cohérente avec la théorie de l’algèbre de J.F. Colombeau.

Aussi, nous avons montré l’existence et l’unicité de la solution pour quelques

problèmes de Cauchy avec les dérivées fractionnaires conformes dans l’algèbre de J.F.

Colombeau. Pour illustrer les applications de nos résultats abstraits, nous avons proposé

une application concrète de l’équation de Schrödinger. Aussi, nous avons utilisé la notion

de semi-groupe conforme généralisée pour montrer l’existence et l’unicité de la solution

d’une équation de Schrödinger.

L’esprit de ce travail restera valable et applicable sur un bon nombre d’applications

de problèmes non réguliers dans plusieurs domaines de la science par exemple : théorie

de contrôle et théorie floue. Ces perspectives seront notre prochain travail de recherche.
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