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Résumé

Les équations différentielles fractionnaires concourent dans la modélisation de cer-
tains phénomènes physiques présentant des termes mémoire dans leurs structures.

L’objectif de cette thèse est de contribuer au développement de la théorie des équa-
tions intégro-différentielles fractionnaires impulsives, et ce en s’intéressant à l’étude d’une
équation différentielle fractionnaires impulsives avec une condition initiale périodique dans
un premier temps, et une équation intégro-différentielle fractionnaire impulsive non locale.

Tout d’abord, nous nous intéressons à l’étude de l’existence et l’unicité de la solution
de l’équation différentielle fractionnaires impulsives avec une condition initiale périodique.
Ensuite, nous traitons les questions d’existence et d’unicité de la solution de l’équation
intégro-différentielle fractionnaire impulsive avec une condition initiale non locale. En-
fin, nous terminons par une conclusion qui résume nos contributions scientifiques dans
cette thèse, ainsi que, quelques problèmes ouverts possibles à étudier à l’avenir comme de
nouvelles directions.
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Introduction

Le but du calcul fractionnaire est de généraliser les dérivées traditionnelles à des ordres
non-entiers. Comme il est bien connu, beaucoup de systèmes dynamiques sont mieux ca-
ractérisés par un modèle dynamique d’ordre fractionnaire, basé en général sur la notion
de différentiation ou d’intégration de l’ordre non-entier.
L’étude des systèmes d’ordre fractionnaire est plus délicate que pour leurs homologues
d’ordre entier. En effet, les systèmes fractionnaires sont, d’une part, considérés comme
des systèmes à mémoire, notamment pour la prise en compte des conditions initiales et
d’autre part ils présentent une dynamique beaucoup plus complexe.
Le calcul traditionnel étant basé sur la différentiation et l’intégration d’ordre entier, le
concept de calcul fractionnaire a le potentiel énorme de changer la manière dont nous
voyons, modélisons, et commandons la "nature" autour de nous.
Plusieurs études théoriques et expérimentales montrent que certains systèmes électrochi-
miques [8], thermiques [2] et viscoélastiques [37], sont régis par des équations différentielles
à dérivées non-entières. L’utilisation de modèles classiques basés sur une dérivation entière
n’est donc pas appropriée. Par ce fait, des modèles basés sur des équations différentielles
à dérivées non-entières ont été développés [7].

Dans la littérature, l’histoire du calcul fractionnaire a commencé par la lettre : Que
signifie dnf

dtn
si n = 1

2
, adressée par l’Hospital en 1695 à Leibniz qui a introduit avec Newton

le symbole dnf
dtn

pour désigner la nième dérivée apparemment entière d’une fonction f .
Cette lettre était le premier indice d’une nouvelle théorie de dérivation d’ordre arbitraire
appelée dérivation fractionnaire et qui unifie et généralise la dérivation d’ordre entier (clas-
sique). Et depuis ce temps, cette théorie a attiré l’attention des célèbres mathématiciens
comme Euler, Laplace, Fourier, Abel, Liouville, Riemann, et Laurent.
Les concepts de dérivation et intégration fractionnaires sont souvent associés au noms de
Riemann et Liouville, alors que l’interrogation sur la généralisation de la notion de dérivée
à des ordres fractionnaires est plus ancienne.
Il semble qu’une contradiction dans les définitions ait empêché un succès plus grand de la
théorie, qui n’est certes pas encore unifiée ; de plus, l’absence au début d’une interpréta-
tion géométrique ou physique claire de la dérivée fractionnaire d’une fonction a largement
contribué à ce que des champs de recherche passionnants restent dans l’ombre. Le para-
doxe des définitions distinctes fut résolu par la compréhension du caractère non local de
l’opérateur de dérivation non entière.
Pendant ces trois dernières décennies, plus d’intérêts ont été prêtés à cette théorie et les
champs de ces applications se sont diversifiés, elle a donc connu récemment un grand

6



7

intérêt vue qu’elle possède un effet de mémoire qu’elle partage avec plusieurs matériaux
viscoélastiques ou polymères.
Deux raisons principales semblent expliquer cet intérêt grandissant :
• l’utilisation de la dérivation d’ordre non entier dans le cadre d’applications va-

riées (automatique, analyse d’image, viscoélasticité, diffusion fractale, etc...) permet
d’améliorer les modèles classiquement utilisés et de créer de nouveaux outils d’ingé-
nierie .

• et d’un point de vue strictement mathématique, les nombreuses propriétés de la
dérivation d’ordre généralisé en font un outil d’analyse intéressant.

D’autre part, les équations différentielles impulsives apparaissaient comme une descrip-
tion naturelle de nombreux phénomènes d’évolution dans le monde réel. La majorité des
processus dans les sciences appliquées sont représentés par des équations différentielles.
Cependant, la situation est différente dans certains phénomènes physiques subissant des
changements au cours de leur évolution comme les systèmes mécaniques avec impact,
les systèmes biologiques (battements du cœur, flux du sang,...,). La dynamique des po-
pulations, les désastres naturels, etc. Ces changements sont souvent produits sous forme
d’impulsions. La modélisation de tels phénomènes nécessite l’utilisation des formes qui
font intervenir explicitement et simultanément l’évolution continue du phénomène ainsi
que les changements instantanés ou non-instantanées (Par exemple l’équilibre hémody-
namique d’une personne ). De tels modèles sont dits "impulsifs" ; ils sont évolutifs de
processus continues régis par des équations différentielles combinées avec des équations
aux différences représentant l’effet impulsif subi.

Présentation de la thèse

Cette thèse comprend quatre chapitres.
Le premier chapitre intitulé "Outils mathématiques", contient un ensemble de défini-
tions et résultats qui nous seront utiles pour la suite de cette étude. Il est divisé comme
suit :

* La section 1 :Sera consacré à un rappel historique du calcul fractionnaire.
* La section 2 :Sera abordé une application du calcul fractionnaire.
* La section 3 :Porte sur une application des systèmes impulsifs.
* La section 4 :Nous donnons une solution explicite de l’équation différentielle impul-

sive.
* La section 5 :Sera réservée à un petit rappel sur la notion d’espace de Banach.
* La section 6 : Nous donnons deux théorèmes d’Arzelà-Ascoli.
* La section 7 :Nous donnons deux théorèmes de point fixe.
* La section 8 :Sera réservée aux fonctions spéciales pour la dérivation non entière.
* La section 9 :Nous allons aborder diverses approches de la dérivation non entière.
* La section 10 :Nous parlons des équations différentielles fractionnaires à coefficients

constants.
Le deuxième chapitre intitulé" Etude d’une équation différentielle fractionnaire li-
néaire", sera consacré à l’étude de l’existence et l’unicité de la solution de l’équation
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linéaire. Plus précisément on va montrer :
1. L’existence et l’unicité de la solution du problème (2.1.1) en se basant sur la trans-

formation de Laplace.
2. L’existence et l’unicité de la solution du problème (2.2.1) en se basant sur la trans-

formation de Laplace.
Le troisième chapitre intitulé" Étude de l’équation différentielle fractionnaire impulsive
périodique", sera consacré à l’étude de l’existence et l’unicité de la solution de l’équation
fractionnaire impulsive périodique. Plus précisément on va montrer :

1. L’existence et l’unicité de la solution du problème (3.1), à l’aide du théorème du
point fixe de Banach.

2. L’existence de la solution du problème (3.1), à l’aide du théorème du point fixe de
Krasnoselskii.

Le quatrième chapitre intitulé"Résultats d’existence de la solution de l’équation intégro-
différentielle fractionnaire impulsive non locale", sera consacré à l’étude de l’existence et
l’unicité de la solution de l’équation l’intégro-différentielle fractionnaire impulsive non
locale. Plus précisément on va montrer :

1. L’existence et l’unicité de la solution du problème (4.1), à l’aide du théorème du
point fixe de Banach.

2. L’existence de la solution du problème (4.1), à l’aide du théorème du point fixe de
de Krasnoselskii .



Chapitre 1

Préliminaire

1.1 Aperçu historique

Notre but dans cette partie n’est pas de dresser un état de l’art complet sur le calcul frac-
tionnaire et ce pour deux raisons :

1. Les domaines de recherche sont actuellement si variés qu’il semble difficile d’avoir
un aperçu complet, même si plusieurs ouvrages tels que [19, 35] offrent une vision
très large sur ce domaine.

2. Des historiques très détaillés sont donnés dans les ouvrages de références tels que
[31, 36]. Nous présentons ici les principales étapes historiques de l’élaboration du
calcul fractionnaire, jusqu’à son essor dans le développement d’applications dans les
années 1970. Nous nous appuyons sur les ouvrages [31, 36, 28, 20] pour couvrir la
période de 1695 à 1974.

1695
L’origine du calcul fractionnaire semble remonter à Leibniz. Dans une lettre au Marquis de
L’Hospital, il propose de généraliser sa formule pour la dérivée nième d’un produit de deux
fonctions à n > 0 et introduit la notation d1/2h. Il écrit notamment que d1/2x = x

√
dx : x.

Dans une autre lettre à Bernoulli, il mentionne des dérivées "d’ordres généraux".
1730
Euler est le second grand mathématicien à aborder la question. Dans son article [10] où
il introduit sa célèbre fonction Gamma Γ qui généralise la factorielle (Γ(n + 1) = n!), il
conclut en proposant une définition pour la dérivée d’ordre α > 0 de xβ, avec β > 0. Son
cheminement est le suivant : pour m,n ∈ N avec m ≥ n, on a tout d’abord

dn

dxn
xm =

m!

(m− n)!
xm−n.

Grâce à sa fonction Gamma cette formule s’étend directement à une puissance :

dn

dxn
xm =

Γ(m+ 1)

Γ(m− n+ 1)
xm−n. (1.1)

Le terme de droite de (1.1) conservant un sens pour un réel n > 0 (tel que n < m+1),
on peut donc le considérer comme une définition pour la dérivée d’ordre réel α > 0 de la
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puissance réelle β > 0 :

dα

dxα
xβ =

Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
xβ−α. (1.2)

Notons ici qu’Euler ne considère en fait que des nombres rationnels (appelés aussi frac-
tionnaires) et non des nombres réels. La dénomination actuelle de dérivée "fractionnaire"
pour exprimer en fait une dérivée d’ordre réel pourrait donc trouver son origine historique
dans ce travail.

1822
Mentionnons ensuite le travail de Fourier qui, grâce à sa célèbre transformée, obtient une
autre définition de la dérivée d’ordre réel. En composant la transformée de Fourier (réelle)
d’une fonction f avec sa transformée inverse, Fourier retrouve l’identité :

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(α)cos(p(x− α))dαdp. (1.3)

Il remarque ensuite que la dérivée nième (n ∈ N) du terme en cos peut s’écrire comme :

dn

dxn
cos(p(x− α)) = pncos

[
p(x− α) +

nπ

2

]
. (1.4)

Le membre de droite garde un sens si on remplace n par u > 0, ce qui permet de définir la
dérivée d’ordre u de cos(p(x−α)). En utilisant cette définition dans (1.3), Fourier obtient
ainsi la dérivée d’ordre u > 0 de f :

du

dxu
f(x) =

1

2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(α)pucos
[
p(x− α) +

uπ

2

]
dαdp. (1.5)

1823
Abel utilise le calcul fractionnaire pour résoudre le problème du tautochrone généralisé.
1832-37
Liouville est le premier à étudier en détail le calcul fractionnaire, comme semblent l’attester
les huit articles qu’il publia entre 1832 et 1837. Partant de la relation

dn

dxn
eax = aneax, (1.6)

pour n ∈ N, il propose de l’étendre pour α > 0, définissant ainsi la dérivée d’ordre α de
eax. Par conséquent toute fonction f pouvant s’écrire sous la forme :

f(x) =
∞∑
k=0

cke
akx, (1.7)
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admet une dérivée d’ordre α > 0 donnée par

dα

dxα
f(x) =

∞∑
k=0

cka
α
ke

akx. (1.8)

Afin d’étendre cette définition à d’autres types de fonctions que (1.7), Liouville remarque
que :

∀β > 0, ∀x > 0, x−β =
1

Γ(β)

∫ ∞
0

uβ−1e−xudu.

À l’aide de (1.6), il trouve :

dα

dxα
x−β =

(−1)α

Γ(β)

∫ ∞
0

uα+β−1e−xudu,

soit

dα

dxα
x−β =

(−1)αΓ(α + β)

Γ(β)
x−α−β. (1.9)

Même si (1.2) et (1.9) concernent des exposants β différents, la limite β = 0 est problé-
matique.
Par exemple, pour α = 1/2,

– avec la définition d’Euler
d1/2

dx1/2
x0 =

1√
πx
,

– alors qu’avec celle de Liouville
d1/2

dx1/2
x0 = 0.

Ce paradoxe est en fait résolu si on utilise les définitions modernes des dérivées fraction-
naires. On peut vérifier que la définition d’Euler correspond à la dérivée de Riemann-
Liouville et celle de Liouville à sa propre version moderne. Par exemple, pour 0 < α < 1
et β > 0, ( dα

dxα

)
Euler

xβ =
1

Γ(1− α)

d

dx

∫ x

0

(x− y)−αyβdy,( dα
dxα

)
Liouville

x−β =
1

Γ(1− α)

d

dx

∫ x

−∞
(x− y)−αy−βdy.

Comme il est signalé dans [20] ces définitions diffèrent en fait par les bornes de leurs
intégrales.

Remarque 1 L’expression

d

dx

∫ x

−∞
(x− y)−αy−βdy

est définie ici comme

lim
s−→−∞

d

dx

∫ x

s

(x− y)−αy−βdy.
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1847
À partir d’une généralisation de la formule de Taylor, Riemann propose une définition
d’intégrale fractionnaire :

d−α

dx−α
f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− y)α−1f(y)dy + ψ(x),

où ψ(x) est une “fonction complémentaire” qui le gênera en fait dans ses travaux ulté-
rieurs. Elle sera finalement abandonnée pour donner la définition moderne de l’intégrale
fractionnaire.
1867-68
Grünwald puis Letnikov proposent de définir une dérivée fractionnaire comme limite de
différences finies, par analogie avec la dérivée usuelle qui est la limite de la différence finie
entre f(x+ h) et f(x) divisée par h.
1869
L’expression définitive de ce qui est maintenant appelé intégrale fractionnaire de Riemann
apparait pour la première fois dans le travail de Sonin. Pour une fonction complexe, en
dérivant n fois la formule de Cauchy (n ∈ N), on obtient :

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
C

f(y)

(y − z)n+1
dz

Sonin, en choisissant un chemin approprié d’intégration, généralise cette formule à n < 0.
Il obtient finalement une définition de l’intégrale d’ordre α > 0, que l’on notera par la
suite aIαx :

aIαx f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− y)α−1f(y)dy.

1892
Heaviside fournit cette année-là la première application concrète du calcul fractionnaire
pour la résolution de l’équation de la chaleur unidimensionnelle :

∂

∂t
T (x, t) = a2 ∂

2

∂x2
T (x, t) (1.10)

La démarche d’Heaviside est loin d’être rigoureuse (elle ne sera justifiée qu’en 1919), mais
fournit toutefois la bonne solution, il trouve que

T (x, t) = T0exp(−axp1/2)

Il suppose ensuite que p1/2T0 = T0/
√
πt... ce qui correspond en fait à la dérivée d’ordre

1/2 de T0 ! En développant la solution en série entière, il obtient finalement la solution
exacte de(1.10).
1917
Weyl définit une intégrale fractionnaire adaptée aux fonctions périodiques.
1927
Marchaud introduit une nouvelle définition de la dérivée fractionnaire :

Dα
+f(x) = c

∫ ∞
0

∆l
tf(x)

t1+α
dt,
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où α > 0, l ∈ N avec l > α et c est une constante de renormalisation. L’opérateur ∆l
t

est une différence finie d’ordre l (par exemple, ∆l
tf(x) = f(x) − f(x − t)). L’avantage

d’une telle définition par rapport aux autres est qu’elle est moins restrictive quant à la
régularité de f .
1928
Hardy et Littlewood étudient comment agit l’intégrale fractionnaire sur certaines classes
de fonctions. En particulier, leur théorème majeur stipule que pour 0 < α < 1 et
1 < p < 1/α ,
aIαx est un opérateur borné de Lp dans Lq, où 1/q = 1/p− α.
1937
Riesz cherche à donner un sens à l’intégrale fractionnaire pour des fonctions à plusieurs
variables. Il donne la définition suivante :

Iαf(x) =

∫
Rn

f(y)

‖x− y‖n−α
dy.

Cet opérateur vérifie notamment IαoIβ = Iα+β et ∆Iα+2 = −Iα, où ∆ est l’opérateur
Laplacien.
1970
Dans [32] Oldham et Spanier traitent le problème du flux de chaleur à la surface d’un
conducteur thermique. Ils montrent que lors d’un phénomène de diffusion, le flux de dif-
fusion est proportionnel à la dérivée 1/2 du paramètre physique (température, concentra-
tion d’espèces chimique, potentiel électrique, etc). D’après l’historique de Ross reproduit
dans[31], ce problème semble être à l’origine de l’extension du calcul fractionnaire hors
du champ des mathématiques.
1974
Cette année-là se tient à l’Université de New Haven la première conférence sur le calcul
fractionnaire organisée par Ross.

1.2 Applications du calcul fractionnaire
Au cours de ces dernières décennies, beaucoup de contributions autant théoriques que

pratiques ont montré l’intérêt du calcul fractionnaire aussi bien dans la science qu’en
ingénierie. En effet, on rencontre des applications du calcul fractionnaire en traitement
d’image [27], en géophysique [6], en économie [15]. Plusieurs travaux ont été effectués
dans le domaine de la biomédecine, à titre d’exemple, les résultats obtenus par Ferdi et
al [13, 12, 16].
En 1823 N. H. Abel est parvenu à résoudre analytiquement le problème du tautochrone
posé en physique en faisant apparaitre la forme d’une intégrale à noyau singulier qui res-
semble à l’opérateur d’intégration fractionnaire, cette solution a été considérée comme la
première application du calcul fractionnaire.
Dans le but de montrer le rôle du calcul fractionnaire dans la résolution d’un tel problème
nous allons présenter brièvement la solution d’Abel, le détail peut être consulté dans le
livre de Miller et Ross (pages 255-260) [28] ou le livre de Oldham et Spanier (pages 183-
186) [31].
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Un point se meut, sous l’action de la pesanteur, sur une courbe depuis un point donné
jusqu’à un autre point donné. On demande de trouver à l’aide d’un intégrale définie
l’équation de la courbe pour laquelle le temps t est une fonction continue donnée de l’arc
parcouru .

Le potentielle d’une particule descendante sur une courbe est donnée par

v2

2
= V (Y )− V (y).

où v est la vitesse de la particule et (x0, y0) la position du point de départ de la particule.
Posons v = −ds

dt
, avec s la longueur de l’arc.

On obtient −ds√
V (Y )−V (y)

=
√

2dt,

En séparant les variables et en intégrant de t = 0 à t = T :∫ Y

0

ds√
V (Y )− V (y)

=
√

2T

=⇒
1

Γ(1
2
)

∫ Y

0

ds
dV (y)

V ′(y)√
V (Y )− V (y)

dy =

√
2

π
T

=⇒

D
−1
2

V (y)

ds

dV (y)
=

√
2

π
T

=⇒

D
−1
2

V (y)D
1
V (y)s =

√
2

π
T

=⇒

s =

√
2

π
TD

−1
2

V (y)1 =
2
√

2V (y)

π
T.

Nous présentons dans ce qui suit une autre application du calcul fractionnaire : en mé-
canique des matériaux l’opérateur de dérivation fractionnaire s’est introduit pour décrire
le comportement visco-élastique de certains matériaux.
En effet, la loi de comportement associée à la réponse d’un élément visqueux est donnée
par la loi de Newton suivante

σ(t) = τDε(t) = τε′(t) (1.11)
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où σ est la contrainte, ε est la déformation, τ correspond à la viscosité du matériau et D
est la dérivée temporelle d’ordre un.
D’autre part, la loi de Hooke donnée par

σ(t) = ED0ε(t) = Eε(t) (1.12)

décrit le comportement associé à la réponse d’un élément élastique où E est le module
élastique et D0 est la dérivée temporelle d’ordre zéro(le symbole D0 = I a été employé
dans le but de montrer la similitude entre(1.13)et(1.14)).
Cependant, différents matériaux tels que les polymères ainsi que certains métaux comme
l’aluminium présentent des caractéristiques intermédiaires entre l’élasticité et la viscosité.
Ainsi, en s’inspirant des lois de Hooke et Newton, et moyennant l’opérateur de dérivation
fractionnaire P.G.Nutting [29, 30] proposa la loi suivante

σ(t) = vDαε(t) (1.13)

où v est une constante dépendante du matériau utilisé et Dα est la dérivée fractionnaire
d’ordre 0 ≤ α ≤ 1. La relation (1.15), souvent appelée loi de Nutting, est considérée
comme la première formule théorique pour décrire le comportement visco-élastique, dès
lors plusieurs auteurs ont utilisé le calcul fractionnaire pour décrire les propriétés des
matériaux visco-élastiques, citons entre autres les travaux de Bagley et Torvik [3] qui ont
exploré les deux modèles suivants :

σ(t) = G0ε(t) +G1D
αε(t), (1.14)

σ(t) + bDβσ(t) = G0ε(t) +G1D
αε(t), (1.15)

où σ(t), ε(t) représentent respectivement la contrainte et la déformation, quant à b, G0,
G1, α, β sont les paramètres du modèle.

Le modèle (1.17) traduit les propriétés mécaniques du matériau dans une région ca-
outchouteuse. Nous notons que l’utilisation de la notion de dérivée fractionnaire réduit
considérablement le nombre de paramètres du modèle, ce qui fait du calcul fractionnaire
un outil puissant pour la modélisation des propriétés de mémoire et d’hérédité de certains
phénomènes et matériaux

1.3 Application des systèmes impulsifs
De nos jours, les systèmes impulsifs sont devenus de plus en plus importants dans cer-

tains processus réels et phénomènes étudiés en physique, en pathologie [24], en technologie
chimique [5], en dynamique des populations [40, 41], en biotechnologie, surtout dans les
réseaux de neurones biologiques [21] et en économie [9]. Ces dernières années, il y a eu
un développement important dans la théorie des équations différentielles impulsives avec
moments fixés, voir les ouvrages [1], [38] et [44]. Dans ce qui suit, nous allons présenter
un exemple d’application de systèmes impulsifs en médecine.
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Le système suivant représente un modèle mathématiques décrivant l’évolution d’une tu-
meur hétérogène, sous un traitement chimiothérapique périodique avec des médicaments
à effets instantanés représentés par des impulsions.

x′(t) = r1(x, y)x t 6= tn,

y′(t) = r2(x, y)y t 6= tn,

x(t+n ) = ηn(D, x(tn), y(tn)),

y(t+n ) = θn(D, x(tn), y(tn)),

(1.16)

où
• D est la dose de médicament administré.
• x, y sont respectivement la biomasse des cellules sensibles et des cellules résistantes.
• r1(x, y) et r2(x, y) sont respectivement les taux de croissance des cellules sensibles

et les cellules résistantes.
• Les valeurs ηn(D, x(tn), y(tn)) et θn(D, x(tn), y(tn)) sont respectivement la biomasse

des cellules sensibles et des cellules résistantes qui survivent après la n iéme dose D
du médicament administré à l’instant tn.
• La suite (tn) est strictement croissante.

Le système (1.18) représente le cas où plusieurs médicaments sont administrés un par un ;
dans l’ordre, avec une certaine période T : le médicament 1 est administré à l’instant t1,
le médicament 2 à l’instant t2 et ainsi de suite jusqu’au dernier médicament n.
Si on considère le cas de deux médicaments alors la période est T = t2.
La tumeur est constituée de cellules sensibles et de cellules résistantes, l’évolution de leur
biomasse est égale à la biomasse des cellules sensibles x(t1) et la biomasse des cellules
résistantes y(t1).
Quand une dose D de médicament A est administrée à l’instant t la biomasse de la tumeur
devient

x(t+1 ) + y(t+1 ) = η1(D, x(t1), y(t1)) + θ1(D, x(t1), y(t1))

Le médicament élimine seulement une petite fraction de la biomasse de cellules résistantes.
Pour réduire une biomasse significative de cellules résistantes, on administre une dose D
du médicament B au moment t = t2 ; t2 > t1 et on reprend périodiquement le même
processus par le médicament A jusqu’à l’éradication de la tumeur.

1.4 Solution explicite de l’équation différentielle impul-
sive

Ici, nous présentons un exemple pour la bonne compréhension de ce type d’équations.
On considère le système suivant :

u′(t) = αu(t), si t ∈]tn, tn+1], n ∈ N,
u(t+n ) = u(tn) + β, β ∈ R,
u(0+) = u0.

(1.17)
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Pour trouver la solution du système (1.19), il faut résoudre l’équation sur chaque intervalle
]tn, tn+1] :

– Si t ∈]0, t1], alors,
u(t) = u0exp(αt).

– Si t ∈]t1, t2], nous savons que

u(t+1 ) = u0exp(αt1) + β.

Donc,

u(t) = u(t+1 )exp(α(t− t1))
= (u0exp(αt1) + β)exp(α(t− t1)).

– Si t ∈]t2, t3], de ce qui précède, nous avons

u(t+2 ) = u0exp(αt2) + βexp(t2 − t1) + β.

Donc,
u(t) = u(t+2 )exp(α(t− t2))

= u0exp(αt) + βexp(α(t− t1)) + βexp(α(t− t2)).

De la même façon, sur ]tn, tn+1], nous obtenons

u(t) = u0exp(αt) + βexp(α(t− t1)) + βexp(α(t− t2)) + ...+ βexp(α(t− tn)).

1.5 Espace de Banach
Définition 1.1 Soit X un espace vectoriel.

1. On appelle distance dans X une application d : X ×X −→ R+ telle que
a) ∀x, y ∈ X, d(x, y) = 0⇔ x = y.
b) ∀x, y ∈ X, d(x, y) = d(y, x).
c) ∀x, y, z ∈ X, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).
2. (X, d) s’appelle espace métrique.

Définition 1.2 Soit X un espace vectoriel.
1. On appelle norme dans X une application N : X −→ R+ telle que
a) ∀x ∈ X, N(x) = 0⇔ x = 0.
b) ∀x ∈ X, ∀λ ∈ R, N(λx) = |λ|N(x).
c) ∀x, y ∈ X, N(x+ y) ≤ N(x) +N(y).
2. (X,N) s’appelle espace normé.
3. On note généralement la norme N par :‖.‖

Remarque 2 Tout espace vectoriel normé est un espace métrique , la réciproque est
fausse .En effet, il suffit de remarquer que dN(x, y) = N(x − y) est une distance appellé
distance associée à la norme N . (dN induite par N)
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Définition 1.3 Soit (X, d) un espace métrique. On dit que (xn) ⊂ X est une suite de
Cauchy si,

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀p, q ∈ N, p ≥ q > n0) =⇒ d(xp, xq) < ε.

Définition 1.4 Soit (X, d) un espace métrique. On dit que (X, d) est complet si, toute
suite de Cauchy dans X est convergente relativement à la distance d .

Définition 1.5 Soit (X,N) un espace normé. On dit que (X,N) est un espace de Banach
si, (X, dN) est complet.

1.6 Théorème d’Arzelà-Ascoli
Définition 1.6 Soit X un ensemble et A une partie de X.

1. Un recouvrement de A est une famille (Bi)i∈I de partie de X vérifiant :A ⊂
⋃
i∈I Bi.

2. Si I est fini on parlera d’un recouvrement fini.
3. Si I est dénombrable on parlera d’un recouvrement dénombrable.

Définition 1.7 Soit (X, d) un espace métrique et Aune partie de X.
1. On dit que (X, d) est précompact si, pour tout ε > 0, il existe un recouvrement fini
de X dans le diamètre est inférieur à ε.

2. On dit que A est précompact dans (X, d) si, le sous espace métrique (A, d/A×A) est
précompact.

Définition 1.8 Soit (X, d) un espace métrique et Aune partie de X.
1. On dit que (X, d) est compact si il est précompact et complet.
2. On dit que A est compact dans (X, d) si, le sous espace métrique (A, d/A×A) est
compact.

Définition 1.9 Soient (X, d) et (Y, δ) deux espaces métriques, et soit F (X, Y ) l’ensemble
de toutes les applications f : X −→ Y .

1. Une partie H de F (X, Y ) est dite équicontinue en u ∈ X si,

∀ε > 0, ∃η > 0,∀v ∈ X, ∀f ∈ H : d(u, v) ≤ η ⇒ δ
(
f(u), f(v)

)
≤ ε

2. H est dite équicontinue sur X si elle est équicontinue pour tout u ∈ X.

Théorème 1.1 (Arzelà-Ascoli)
Soit (X, d) un espace métrique compact, et soit (Y, δ) un espace métrique quelconque. On
considère l’espace métrique C∞(Xd, Yδ) des applications f : X → Y continue sur Xd,muni
de la distance uniforme d∞(f, g) = sup

x∈X
δ
(
f(x), g(x)

)
.

Soit H une partie de C∞(Xd, Yδ), alors les deux résultats suivants sont équivalents,
1. H est précompact dans C∞(Xd, Yδ).
2. i- H est équicontinue sur X.
ii- ∀x ∈ X : H(x) = {f(x), f ∈ H} est précompact dans (Y, δ).

Théorème 1.2 (Arzelà-Ascoli)
Soit H un sous espace de C[a, b].
H est compact si et seulement si H est un fermé, borné et équicontinue.
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1.7 Théorèmes de point fixe
Définition 1.10 Soit (X, d) un espace métrique et A une partie de X.
On dit que A est convexe si, ∀x, y ∈ A, {θx+ (1− θ)y, θ ∈ [0, 1]} ⊂ A.

Définition 1.11 On dit qu’une fonction f est complétement continue si elle transforme
les sous ensemble bornés en sous ensembles relativement compacts.

Définition 1.12 Soit X un espace de Banach et f : X → X une fonction.
1. On dit que f est lipschitzienne s’il existe une constante k ≥ 0 telle que

‖f(x)− f(y)‖X ≤ k‖x− y‖X ∀x, y ∈ X

2. Si 0 ≤ k < 1 on dira que f est une contraction.

Théorème 1.3 (Théorème du point fixe de Banach)
Soit X un espace de Banach et f : X → X une contraction. Alors f admet un unique
point fixe.

Théorème 1.4 [23](Théorème du point fixe de Krasnoselskii, 1958)
Soit K un sous ensemble non vide, fermé, convexe d’un espace de Banach E et A,B :

K −→ E deux applications telles que :

1. ∀x, y ∈ K,A(x) +B(y) ∈ K,
2. A est continue, compacte,
3. B est une contraction de constante k < 1.

Alors, il existe un certain x∗ ∈ K tel que (A+B)(x∗) = x∗.

1.8 Les fonctions spécifiques pour la dérivation non en-
tière.

1.8.1 La fonction Gamma et Beta .

Définition 1.13 ([34]) La fonction Gamma d’Euler est définie par :

Γ(t) =

∫ ∞
0

e−xxt−1dx

avec t ∈ R+
∗ .

Proposition 1.1 ([34])
Soient t ∈ R+

∗ et n ∈ N∗.

Γ(n)(t) =

∫ ∞
0

xt−1(ln(x))ne−xdx

Γ(t+ 1) = t.Γ(t)

Γ(n+ 1) = n!
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Définition 1.14 ([34]) La fonction Beta d’Euler est définie par :

B(s, t) =

∫ 1

0

xs−1(1− x)t−1dx

avec s, t ∈ R+
∗ .

Proposition 1.2 ([34]) Soient s, t ∈ R+
∗ .

B(s, t) =
Γ(s)Γ(t)

Γ(t+ s)

1.8.2 La fonction de Mittag-Leffler.

La fonction de Mittag-Leffler à un paramètre.

Définition 1.15 ([34]) La fonction de Mittag-Leffler à un paramètre est définie par :

Eα(t) =
∞∑
n=0

tn

Γ(αn+ 1)

avec α ∈ R+
∗ .

Remarque 3 Cas special :

E0(t) =
1

1− t
; |t| < 1

E1(t) = et

E2(t) =
∞∑
n=0

tk

(2k)!

La fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres.

Définition 1.16 ([34]) Soient α, β ∈ R+
∗ .

La fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres est définie par :

Eα,β(t) =
∞∑
n=0

tn

Γ(αn+ β)

Eα,1(t) = Eα(t)
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1.9 Diverses approche de la dérivation non entière.
La définition de dérivation non entière peut s’établit selon les trois approches :
– L’approche classique de Grunwald-Letnikov.
– L’approche de Riemann-Liouville.
– L’approche de Caputo.

1.9.1 L’approche de Grunwald-Letnikov.

L’idée de cette approche est de généraliser la définition de la dérivation entière d’une
fonction à des ordres de dérivée arbitraire. La dérivée d’ordre 1 d’une fonction f au point
x est définie par :

D(1)f(x) = lim
h−→0

f(x)− f(x− h)

h

On introduit l’opérateur de translation à gauche : (τhf(x)) = f(x− h)
et l’opérateur de taux d’accroissement d’Euler rétrograde Eh selon :

Eh =
1

h
(τh − I)

et on en déduit la dérivée seconde :

D(2)f(x) = lim
h−→0

(Eh)
2f = lim

h−→0

f(x)− 2f(x− h) + f(x− 2h))

h2

et plus généralement en élévant à la puissance n l ’opérateur Eh et en utilisant la formule
de Newton :

D(n)f(x) = lim
h−→0

(Eh)
nf = lim

h−→0

1

hn

k=n∑
k=0

(−1)kn(n− 1)....(n− k + 1)

k!
f(x− kh).

or,
Γ(x+ 1) = x.Γ(x)

une généralisation naturelle consiste à définir la dérivée d’ordre α, pour α > 0 par

D(α)f(x) = lim
h−→0

1

hα

k=∞∑
k=0

(−1)kα(α− 1)....(α− k + 1)

k!
f(x− kh).

de plus,
Γ(−α + k)

Γ(−α)
= (−α)(−α + 1)...(−α + k − 1)

on obtient la formule de Grunwald -Letnikov pour α > 0 non entier :

D(α)f(x) = lim
h−→0

1

hα

k=∞∑
k=0

Γ(−α + k)

Γ(k + 1)Γ(−α)
f(x− kh).
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Définition 1.17 ([36]) Soient f ∈ L1([a, b]) une fonction intégrable sur [a, b], n ∈ N∗
et n − 1 < α < n. On appelle la dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Grunwald
-Letnikov de la fonction f la dérivée suivante :

D(α)f(t) = lim
h−→0

1

hα

k=∞∑
k=0

Γ(−α + k)

Γ(k + 1)Γ(−α)
f(t− kh).

D(−α)f(t) = lim
h−→0

1

h−α

k=∞∑
k=0

Γ(α + k)

Γ(k + 1)Γ(α)
f(t− kh).

=
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ.

Remarque 4 ([36]) Si la fonction f est continue, on peut définir l’intégration fraction-
naire Iαf(t) par :

Iαf(t) = D(−α)f(t) = lim
h−→0

1

h−α

k=∞∑
k=0

Γ(α + k)

Γ(k + 1)Γ(α)
f(t− kh)

=
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ.

Proposition 1.3 ([36]) Soient f : [a, b] 7−→ R une fonction , n ∈ N et n− 1 < α < n.
Si f est de Cn. Alors :

D(α)f(t) =
k−1∑
j=0

f (j)(a)(t− a)j−α

Γ(j − α + 1)
+

1

Γ(k − α)

∫ t

a

(t− τ)k−α−1f (k)(τ)dτ,

D(−α)f(t) =
k−1∑
j=0

f (j)(a)(t− a)j+α

Γ(j + α + 1)
+

1

Γ(k + α)

∫ t

a

(t− τ)k+α−1f (k)(τ)dτ.

Exemple 1.1 Soit 0 ≤ m < p < m+ 1 et ν > m
Calculons la dérivée fractionnaire aD

p
t (t− a)ν :

Dp
t (t− a)ν =

1

Γ(−p+m+ 1)

∫ t

a

(t− τ)m−p
dm+1(τ − a)ν

dτm+1
dτ

en tenant compte de :

dm+1(τ − a)ν

dτm+1
= ν(ν − 1)(ν − 2).....(ν −m)(τ − a)ν−m+1 =

Γ(ν + 1)

Γ(ν −m)
(τ − a)ν−m−1

par suite,

Dp
t (t− a)ν =

1

Γ(−p+m+ 1)

∫ t

a

(t− τ)m−p
Γ(ν + 1)

Γ(ν −m)
(τ − a)ν−m−1dτ.
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En faisant le changement de variable τ = a+ ξ(t− a), on aura :

aD
p
t (t− a)ν =

Γ(ν + 1)(t− a)ν−p

Γ(−p+m+ 1)Γ(ν −m)

∫ 1

0

ξν−m−1(1− ξ)m−pdξ

aD
p
t (t− a)ν =

Γ(ν + 1)B(−p+m+ 1, ν −m)

Γ(ν −m)Γ(−p+m+ 1)
(t− a)ν−p

=
Γ(ν + 1)Γ(−p+m+ 1)Γ(ν −m)

Γ(−p+ ν + 1)Γ(ν −m)Γ(−p+m+ 1)
(t− a)ν−p

=
Γ(ν + 1)

Γ(−p+ ν + 1)
(t− a)ν−p.

Proposition 1.4 ([36]) Soient n ∈ N∗, m ∈ N∗, m < α < m+ 1 et k ≥ m+ n− 1
Soit f : [a, b] 7−→ R une fonction de Ck.

1-

dn

dtn

(
D(α)f(t)

)
= D(α+n)f(t).

2-

D(α)
( dn
dtn

f(t)
)

= D(α+n)f(t)−
n−1∑
j=0

f (j)(a)(t− a)j−α−n

Γ(j − α− n+ 1)
.

Preuve.
1- On a :

dn

dtn

(
D(α)f(t)

)
=

s∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−α−n+k

Γ(−α− n+ k + 1)

+
1

Γ(−α− n+ s+ 1)

∫ t

a

(t− τ)s−α−nf (s+1)(τ)dτ

= D(α+n)f(t).
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2- On a :

D(α)
( dn
dtn

f(t)
)

=
s∑

k=0

f (n+k)(a)(t− a)−α+k

Γ(−α + k + 1)

+
1

Γ(−α + s+ 1)

∫ t

a

(t− τ)s−αf (s+n+1)(τ)dτ

En posant ici s = m− 1,

on obtient :

D(α)
( dn
dtn

f(t)
)

=
m−1∑
k=0

f (n+k)(a)(t− a)−α+k

Γ(−α + k + 1)

+
1

Γ(m− α)

∫ t

a

(t− τ)m−α−1f (m+n)(τ)dτ

Alors,

dn

dtn

(
D(α)f(t)

)
=
(
D(α)(

dn

dtn
f(t)

)
+

m−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−α−n+k

Γ(−α− n+ k + 1)
.

�

Proposition 1.5 ([34])
Soit f : [a, b] 7−→ R une fonction .

– Si αet β des fractionnaires, avec β < 0

D(α)
(
D(β)f(t)

)
= D(α+β)f(t).

– Si α < 0, m− 1 < β < m et f (j)(a) = 0 ∀j = 0, 1, ....m− 2

D(α)
(
D(β)f(x)

)
= D(α+β)f(x).

– Si 0 ≤ n− 1 < α < n, m− 1 < β < m et f (j)(a) = 0 ∀j = 0, 1, ....m− 2

D(α)
(
D(β)f(x)

)
= D(α+β)f(x).

1.9.2 L’approche de Riemann-Liouville et Caputo.

L’approche de Riemann-Liouville

La première égalité du proposition (1.3) obtenue est bien meilleure grâce à la présence
de l’intégrale dédans ; mais que faire du terme non-intégral ? La réponse est simple et
élégante ; Considérer l’expression du proposition (1.3) comme un cas particulier de cette
égalité :

Dα
a f(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ x

a

f(t)(t− τ)n−α−1dτ.

Avec n− 1 < α < n.
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Définition 1.18 ([36]) Soient f ∈ L1([a, b]) une fonction intégrable sur [a, b] et n ∈ N∗.
On appelle dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Riemann-Liouville de la fonction f
la dérivée suivantes :

R−LDα
a f(t) =

dn

dtn
D−(n−α)
a f(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ x

a

f(t)(t− τ)n−α−1dτ,

avec n− 1 < α < n.

Remarque 5 ([36]) Si f est de Ck.
Alors,

D(α)f(t) =R−L Dα
a f(t) =

k−1∑
j=0

f (j)(a)(t− a)j−α

Γ(j − α + 1)
+

1

Γ(k − α)

∫ t

a

(t− τ)k−α−1f (k)(τ)dτ.

Exemple 1.2 1- Soit f = C ∈ R et 0 < α < 1.
Alors,

R−LDα
0 f(x) =

1

Γ(1− α)

d

dx

∫ x

0

f(t)(x− t)(−α)dt

=
C

Γ(1− α)

d

dx

∫ x

0

(x− t)(−α)dt

=
C

Γ(1− α)

d

dx

x1−α

1− α

=
C

Γ(1− α)

1

xα
6= 0.

2- Soit 0 ≤ m < p < m+ 1 et ν > m

Calculons la dérivée fractionnaire R−LDp
t (t− a)ν :

On a la fonction : t 7→ (t− a)ν est de classe Cm

donc,
R−LDp

t (t− a)ν =a D
p
t (t− a)ν =

Γ(ν + 1)

Γ(−p+ ν + 1)
(t− a)ν−p.

Proposition 1.6 ([36]) Soient n ∈ N∗ et f : [a, b] 7−→ R une fonction de Cn.

Soient m ∈ N et m < α < m+ 1

1-
dn

dtn

(R−L
D(α)f(t)

)
=R−L D(α+n)f(t),

2-
R−LD(α)

( dn
dtn

f(t)
)

=R−L D(α+n)f(t)−
n−1∑
j=0

f (j)(a)(t− a)j−α−n

Γ(j − α− n+ 1)
.
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Preuve.
1- Soit f : [a, b] 7−→ R une fonction.

Soient n ∈ N , m ∈ N et m < α < m+ 1

dn

dtn

(R−L
D(k−p)f(t)

)
=

1

Γ(p)

dn+k

dtn+k

∫ t

a

(t− τ)p−1f(τ)dτ =R−L D(n+k−p)f(t).

Posons α = k − p, nous aurons :

dn

dtn

(R−L
D(α)f(t)

)
=R−L D(α+n)f(t).

2- On a :
R−LD(−n)f (n)(t) =

1

(n− 1)!

∫ t

a

(t− τ)n−1f (n)(τ)dτ

= f(t)−
n−1∑
j=0

f (j)(a)(t− a)j

Γ(j + 1)
.

Donc,

R−LD(α)
( dn
dtn

f(t)
)

=R−L D(α+n)
(R−L

D(−n)f (n)(t)
)

=R−L D(α+n)

{
f(t)−

n−1∑
j=0

f (j)(a)(t− a)j

Γ(j + 1)

}

=R−L D(α+n)f(t)−
n−1∑
j=0

f (j)(a)(t− a)j−α−n

Γ(1 + j − α− n)
.

�

Remarque 6 La dérivée fractionnaire au sens Riemann-Liouville d’une constante, est
non nulle ce qui motive la définition suivante.

L’approche de Caputo.

Les problèmes appliqués demandent des définitions de dérivées fractionnaire autorisant
l’utilisation des conditions initiales interprétables physiquement, lesquelles contiennent
f(a), f

′
(a), etc.... Malheureusement, l’approche de Riemann-Liouville mène à des condi-

tions initiales contenant les valeurs limites des dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville
en la borne inférieure t = a.
L’avantage principal de l’approche de Caputo est que les conditions initiales des équations
diffèrentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo accepte la même forme comme pour
les équations différentielles d’ordre entier, i.e., contient les valeurs limites des dérivées
d’ordre entier des fonctions inconnues en la borne inférieure t = a.



27

Définition 1.19 ([36]) Soit f ∈ Cn([a, b],et n ∈ N∗. On appelle dérivée fractionnaire
d’ordre α au sens de Caputo de la fonction f la dérivée suivantes :

CDα
a f(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

f (n)(t)(x− t)n−α−1dt

Avec : n− 1 < α < n

Exemple 1.3 La dérivée fractionnaire au sens Caputo d’une constante est nulle.

Proposition 1.7 ([25, 22])
Soient n ∈ N∗, n− 1 < β < α < n et x ∈ Cn

(
[0,∞)

)
.

a-
CDαD−αx(t) = x(t)

b-

D−α
(

CDαf(x)
)

= x(t)−
n−1∑
k=0

tk

k!
x(k)(0)

c-
Dα−m+kx(m−k)(t) = Dαx(t), k ∈ {1, ...,m− 1}

d-
Dα−βDβx(t) = Dαx(t).

Proposition 1.8 ([22])

Soient n ∈ N∗, f ∈ Cn
(

[0,∞)
)
et n− 1 < α < n

1-
CDαf(x) =R−L Dα

(
f(x)−

n−1∑
k=0

xk

k!
f (k)(0)

)
.

2- Si n = 1
CDαD−αf(x) =R−L DαD−αf(x) = f(x).

Remarque 7 * A chaque fois on peut ramener l’étude au cas où 0 < α < 1.
Dans ce cas, on aura les formules suivantes :

R−LIαa f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

f(t)(x− t)α−1dt.

R−LDα
a f(x) =

1

Γ(1− α)

d

dx

∫ x

a

f(t)(x− t)−αdt.

CDα
a f(x) =

1

Γ(1− α)

∫ x

a

f
′
(t)(x− t)−αdt.

CDα
a f(x) =R−L Dα

a [f(x)− f(0)].
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1.9.3 La transformation de Laplace et de Fourier des dérivations
non entières.

Une autre façon d’aborder la notion de dérivation est de passer par la transformation
de Laplace et la transformation de Fourier :

Transformation de laplace

Définition 1.20 Une fonction f(t) est dite causale si elle est nulle pour toutes les valeurs
négatives de t.

Définition 1.21 Soit f une fonction causale. On appelle transformation de Laplace def
la fonction de la variable p noté L[f ](p) définie par :

L[f ](p) =

∫ +∞

0

f(x)e−pxdx.

Transformation de Fourier des dérivations non entières.

Définition 1.22 Soit f, g deux fonctions de L1(R).
L’intégrale

∫ +∞
−∞ f(x−y)g(y)dy existe pour prèsque tout x, et définit une fonction ∈ L1(R)

appelée produit de convolution de f et g et notée f ∗ g :

f ∗ g =

∫ +∞

−∞
f(x− y)g(y)dy.

Définition 1.23 Soit f une fonction de L1(R). On appelle transformation de Fourier
def la fonction de la variable w noté F [f ](w) définie par :

F [f ](w) =
1√
2π

∫ +∞

0

f(x)e−iwxdx.

Où i est le nombre complexe tel que i2 = −1.

Proposition 1.9 ([34])
Soit F [f ](w) la transformation de Fourier de f .
La transformation de Fourier de La dérivée fractionnaire au sens de Grunwald-Letnikov
de f :

F [R−LDα
−∞f(x)](w) = (−iw)αF [f ](w).

Proposition 1.10 ([34])
Soit F [f ](w) la transformation de Fourier de f .
La transformation de Fourier de La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
de f :

F [CDα
−∞f(x)](w) = (−iw)αF [f ](w).

Proposition 1.11 ([34])
Soit F [f ](w) la transformation de Fourier de f .
La transformation de Fourier de La dérivée fractionnaire au sens de Caputo de f :

F [G−LDα
−∞f(x)](w) = (−iw)αF [f ](w).
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Transformation de Laplace des dérivations non entières

Proposition 1.12 ([42])
Soit L[f ](p) la transformation de Laplace de f .
La transformation de Laplace de La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
de f :

L[R−LDα
0 f(x)](p) = pαL[f ](p)−

k=n∑
k=0

pk
[
Dα−k−1

0 f(t)
]
t=0
.

Proposition 1.13 ([42])
Soit L[f ](p) la transformation de Laplace de f .
La transformation de Laplace de La dérivée fractionnaire au sens de Caputo de f :

L[CDα
0 f(x)](p) = pαL[f ](p)−

k=n∑
k=0

pα−k−1Dk
0f(0).

Proposition 1.14 ([42])
Soit L[f ](p) la transformation de Laplace de f .
La transformation de Laplace de La dérivée fractionnaire au sens de Grunwald-Letnikov
de f :

L[G−LDα
0 f(x)](p) = pαL[f ](p).

1.10 Équation différentielle fractionnaire

1.10.1 Équation différentielle fractionnaire à un seul terme

Considérons le système décrit par l’équation différentielle fractionnaire linèaire à co-
efficients constants suivante :

aDα
0 y(t) = f(t),

dont la transformée de Laplace donne :

asαY (s) = F (s).

D’où
Y (s) =

1

asα
F (s),

et comme,

G1(t) = L−1
{ 1

asα

}
avec L−1 est la transformation de Laplace inverse.
Sous des conditions initiales homogènes, la solution y(t) de l’équation est immédiatement
obtenue par la convolution :

y(t) =

∫ t

0

G1(t− τ)f(τ)dτ =
1

aΓ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ)dτ =
1

a
D−α0 f(t).
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1.10.2 Équation différentielle fractionnaire à deux termes

Considérons le système décrit par l’équation différentielle fractionnaire linèaire à co-
efficients constants suivante :

aDα
0 y(t) + by(t) = f(t),

dont la transformée de Laplace donne :

asαY (s) + bY (s) = F (s)

d’où,

Y (s) =
1

asα + b
F (s) =

1

a

1

sα + b
a

F (s),

et comme,

G2(t) = L−1
{1

a

1

sα + b
a

}
=

1

a
tα−1Eα,α

(
− b

a
tα
)
.

Sous des conditions initiales homogènes, la solution y(t) de l’équation est immédiatement
obtenue par la convolution :

y(t) =

∫ t

0

G2(t− τ)f(τ)dτ.

1.10.3 Équation différentielle fractionnaire à trois termes

Considérons le système décrit par l’équation différentielle fractionnaire linèaire à co-
efficients constants suivante :

aDβ
0 y(t) + bDα

0 y(t) + cy(t) = f(t),

dont la transformée de Laplace donne :

asβY (s) + bsαY (s) + bY (s) = F (s),

d’où,

Y (s) =
1

asβ + bsα + c
F (s),

la solution de l’équation est obtenue à l’aide de la transformée de Laplace inverse de
l’expression suivante :

g3(s) =
1

asβ + bsα + c

supposons que β > α on peut donc écrire g3(s) sous la forme :

g3(s) =
1

c

cs−α

asβ−α + b

1

1 + cs−α

asβ−α+b
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=
1

c

∞∑
k=0

(−1)k

k!

( c
a

)k+1 s−(αk+α)(
sβ−α + b

a

)k
La transformée inverse de Laplace terme à terme de la dernière égalité conduit à :

G3(t) =
1

c

∞∑
k=0

(−1)k

k!

( c
a

)k
tβ(k+1)−1E

(k)
β−α,β+αk

(
− b

a
tβ−α

)
Ce qui permet d’avoir la solution y(t) de l’équation par l’intégrale de convolution suivante :

y(t) =

∫ t

0

G3(t− τ)f(τ)dτ



Chapitre 2

Étude d’équation différentielle
fractionnaire linéaire

2.1 Équations différentielle fractionnaire linéaire

Dans ce paragraphe nous discutons l’existence et l’unicité de solution de problème à va-
leurs initiales pour des équations différentielles fractionnaires linéaires avec dérivées au
sens de Riemann-Liouville.
Les notations utilisées ici sont celles introduites dans le chapitre 1.

2.1.1 Position du problème

Considérons le problème à valeur initiale suivant :

(2.1.1)

{
D(α)y(t) = f(t) , 0 < t < T <∞[
D(α−1)y(t)

]
t=0

= b

Où : 0 < α ≤ 1, et f(t) ∈ L1(0, T )

Théorème 2.1 Si f(t) ∈ L1(0, T ), alors le problème (2.1.1) admet une unique solution
y(t) ∈ L1(0, T )

Preuve.
Construisons donc une solution du problème considéré. En appliquant, à la première
équation de (2.1.1), la formule de la transformée de Laplace d’une dérivée fractionnaire
de Riemann-Liouville.
On aura,

sαY (s)− [D(α)y(t)]t=0 = F (s)

Avec Y (s) et F (s) désignent les transformées de laplace de y(t) et f(t)
Par suite,

Y (s) = s−αF (s) + s−αb

32
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et la transformée de Laplace inverse donne :

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ)dτ +
b

Γ(α)
tα−1

En utilisant la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α de la fonction :
t 7→ (t− a)ν , avec a = 0 et ν = α− 1

donc, D(α)tα−1 = Γ(α)
Γ(0)

t−1 = 0
(
car : 1

Γ(0)
= 0
)

par suite,

D(α)y(t) = D(α) 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ)dτ

= D(α)(D(−α)f(t))

d’où,
D(α)y(t) = f(t).

De plus,

D(α−1)y(t) = D(α−1)

(
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ)dτ

)
+ b

= D(α−1)(D(−α)f(t)) + b

=
(
D(−1)f(t)

)
+ b

=
1

Γ(1)

∫ t

0

f(τ)dτ + b.

D’où
[
D(α)y(t)

]
t=0

= b

finalement la fonctions construite y(t) est solution du problème (2.1.1)
Reste à montrer l’unicité de cette solution. Pour cela, posons :

z(t) = y1(t)− y2(t)

avec y1(t) et y2(t) deux solutions
(
dans L1(0, T )

)
du problème (2.1.1). Et donc z(t) sera

solution du problème suivant :

(2.1.2)

{
D(α)z(t) = 0[
D(α−1)z(t)

]
t=0

= 0.

En appliquant la transformée de Laplace dans les deux membres de la première équation
de (2.1.2), on obtient :
Z(s) = 0.
Avec Z(s) est la transformée de Laplace de z(t)
donc z(t) = 0 presque pour tout t ∈ (0, T ), ce qui prouve que la solution y(t) est unique.

�



34

2.2 Équations différentielles fractionnaires linéaires de
forme plus générale

Nous discutons dans cette section l’existence et l’unicité de solution d’un problème à
valeur initiale pour l’équation différentielle fractionnaire plus générale ayant un terme de
dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.

2.2.1 Position du problème

Considérons donc le problème à valeur initiale suivant :

(2.2.1)

{
D(α)y(t) = f(t, y(t)) ,[
D(α−1)y(t)

]
t=0

= b

Où : 0 < α ≤ 1.
Nous supposons que f(t, y) est définie dans un domaine G du plan (t, y) et nous définissons
une région R(h,K) ⊂ G comme étant l’ensemble des points (t, y) ∈ G, qui vérifent les
inégalités suivantes :

0 < t < h, |t1−αy(t)− 1

Γ(α)
b| ≤ K

Où h et K sont des constantes.

Théorème 2.2 Soit f(t, y) une fonction continue à valeurs réelles, définie dans le do-
maine G, satisfaisant dans G la condition de Lipschitz par rapport à y, i.e. :

|f(t, y1)− f(t, y2)| ≤ A|y1 − y2||

Et telle que
|f(t, y)| ≤M <∞, pour tout (t, y) ∈ G

pour tout (t, y) ∈ G.
Soit aussi

K ≥ Mh

Γ(1 + α)

Alors il existe, dans la région R(h,K), une unique solution continue y(t) du problème
(2.2.1).

Preuve. Tout d’abord, nous réduisons le problème (2.2.1) à une équation intégrale frac-
tionnaire équivalente.
On applique la transformation de Laplace à la première équation du problème (2.2.1) ,
puis la transformation de Laplace inverse.
On obtient :

y(t) =
b

Γ(α)
tα−1 +

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ, y(τ))dτ. (2.1)
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On voit que si y(t) vérifie l’équation (2.2.1) alors il vérifie l’équation (2.1).
D’autre part, si y(t) est une solution de (2.1), alors en appliquant à (2.1) l’opérateur
dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et en tenant compte du fait que la dérivée
Dαtα−1 est nulle, nous obtenons l’équation différentielle fractionnaire (2.2.1). En outre,
comme Dα−1tα−1 = Γ(α), alors si y(t) vérifie (2.1), elle satisfait donc la condition initiale
introduite dans (2.2.1). Par conséquent, l’équation (2.1) est équivalente au problème à
valeur initiale (2.2.1).
Définissons maintenant la suite de fonctions y0(t), y1(t), ..., par les relations suivantes :

y0(t) =
b

Γ(α)
tα−1 (2.2)

ym(t) = y0(t) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ, ym−1(τ))dτ (2.3)

m = 1, 2, 3, ....

Nous allons montrer que la lim
m−→∞

ym(t) existe et donne la solution souhaitée y(t) de l’équa-
tion (2.2.1).
Tout d’abord, on peut montrer par récurrence que pour 0 < t ≤ h, on a ym(t) ∈ R(h,K)
pour tout m. En effet,∣∣∣t1−αym(t)− b

Γ(α)

∣∣∣ =
∣∣∣ t1−α
Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ, ym−1(τ))dτ
∣∣∣

≤ Mt

Γ(1 + α)
≤ Mh

Γ(1 + α)
≤ K

et pour la même raison on a la même inégalité pour y1(t) :∣∣∣t1−αy1(t)− b

Γ(α)

∣∣∣ ≤ Mh

Γ(1 + α)
≤ K

De plus, on peut aussi montrer par récurrence que, pour tout m,∣∣∣ym(t)− ym−1(t)
∣∣∣ ≤ MAm−1tmα

Γ(1 +mα)

donc, pour m = 1, on aura :∣∣∣y1(t)− y0(t)
∣∣∣ ≤ MAtα

Γ(1 + α)
, (0 ≤ t ≤ h)

supposons que ∣∣∣ym−1(t)− ym−2(t)
∣∣∣ ≤ MAm−2t(m−1)α

Γ(1 + (m− 1)α)
.
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On a, ∣∣∣ym(t)− ym−1(t)
∣∣∣ ≤ A

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1
∣∣∣ym−1(τ)− ym−2(τ)

∣∣∣dτ
≤ MAm−1

Γ(1 + (m− 1)α)

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1τ (m−1)αdτ

=
MAm−1

Γ(1 + (m− 1)α)
D−αt(m−1)α

=
MAm−1

Γ(1 + (m− 1)α)

Γ(+1(m− 1)α)t(m−1)α+α

Γ(1 + (m− 1)α + α)

=
MAm−1tmα

Γ(1 +mα)

d’où le résultat.
Considérons maintenant la série :

y∗(t) = lim
m−→∞

(ym(t)− y0(t)) =
∞∑
j=0

(
yj(t)− yj−1(t)

)

or, ∀j ≥ 0 ∣∣∣yj(t)− yj−1(t))
∣∣∣ ≤ MAj−1hjα

Γ(1 + jα)
≤ M

A

(Ahα)j

Γ(1 + jα)
.

Dans le membre de droite, on voit apparaître le terme général d’une série convergente, à
savoir, la série

∑
k≥0

zk

Γ(λk+µ)
laquelle est convergente.

Et donc la série y∗(t) est uniformément convergente et on a :

y∗(t) ≤ M

A

( ∞∑
j=0

(Ahα)j

Γ(1 + jα)
− 1
)

=
M

A

(
Eα,1

(
Ahα

)
− 1
)

Évidemment, chaque terme (yj(t) − yj−1(t)) · de la série y∗(t) est une fonction continue
pour 0 ≤ t ≤ h et

y(t) = lim
m−→∞

ym(t) = y0(t) + y∗(t)

est donc une fonction continue.
La convergence uniforme de la suite ym(t) nous permet de faire tendre m vers l’infini dans
la relation (2.3). Ce qui donne l’équation (2.1) et montrant que y(t), la fonction limite du
ym(t) est solution de (2.3).
Finalement, prouvons l’unicité de la solution. Supposons donc que ỹ(t) est une autre
solution de l’équation (2.3), qui est continue sur l’intervalle [0, h]. Alors, il suit de (2.3)
que la fonction z(t) = y(t)− ỹ(t) vérifie l’équation :

z(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1[f(τ, y(τ))− f(τ, ỹ(t)(τ))]dτ (2.4)
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De plus, cette fonction est continue pour 0 ≤ t ≤ h. Par conséquent, |z(t)| ≤ B pour
0 ≤ t ≤ h, où B est une constante. Et grâce au caractère lipschitzien de f par rapport à
y, avec la relation (2.3), on en déduit

|z(t)| ≤ ABtα

Γ(1 + α)
(2.5)

En répétant ces estimations j fois, on aura

|z(t)| ≤ AjBtjα

Γ(1 + jα)
(2.6)

Dans le membre de droite, on récupére (à une constante près) le terme général de la série
associée à la fonction de Mittag-Leffler Eα,1(Atα), et donc pour tout t,

lim
j−→∞

Ajtjα

Γ(1 + jα)
= 0

En faisant tendre j −→ ∞ dans (2.6), on conclut que z(t) ≡ 0, et y(t) ≡ ỹ(t) pour
0 < t ≤ h. Ce qui achève la preuve du théorème (2.2) . �



Chapitre 3

Étude de l’équation différentielle
fractionnaire impulsive périodique

3.1 Équation différentielle fractionnaire impulsive pé-
riodique.

Une attention particulière a été focalisée sur l’étude des équations différentielles impul-
sives soumises à des conditions initiales périodiques. Ces résultats peuvent être consultés
dans les références [39, 43].
Dans cette partie, nous discutons l’existence et l’unicité de solution d’une équation diffé-
rentielle fractionnaire impulsive périodique.

3.1.1 Position du problème .

Dans cette section, On considère le problème suivant :
cDαu(t) = Au(t) + f(t, u(t), u(ρ(t))) +B(t)c(t), t ∈ (si, ti+1],

i = 0, 1, 2, ...,m; c ∈ Uad,
u(t) = Pα(t− ti)gi(t, u(t)) t ∈ (ti, si]; i = 1, 2, ...,m,

u(0) = u(a) ∈ X.

(3.1)

Où :
*cDα est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

(
0 < α < 1

)
,

* A : D(A) ⊂ X −→ X génère un C0 semi-groupe compact T (t), t ≥ 0 dans un espace de
Banach X,
* les nombres fixes si et ti satisfont 0 = s0 < t1 ≤ s1 < t2 ≤ .... < tm ≤ sm < tm+1 = a,
* Pα(t)u =

∫∞
0
ηα(θ)T (tαθ)udθ tel que ηα est la fonction de densité définit sur (0,∞) et satisfait :

ηα(θ) ≥ 0,
∫∞

0
ηα(θ)dθ = 1 ;

∫∞
0
θηα(θ)dθ = 1

Γ(1+α) .
* les fonctions f , gi sont données.

38
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Préliminaires et notations.
Posons J = [0, T ], J0 = [0, t1], J1 = (t1, t2],..., Jm−1 = (tm−1, tm], Jm = (tm, tm+1] et introduisons

l’espace PC(J,X) := {u : J → X : u ∈ C((ti, ti+1], X), i = 0, 1, ...,m et il existe u(t−i ) et u(t+i ), i =
1, ...,m avec u(t−i ) = u(t+i )}. Il est clair que PC(J,X) est un espace de Banach muni de la norme
‖u‖PC = sup {‖u(t)‖ : t ∈ J}.

Soit Y un espace de Banach où les contrôles c prennent ses valeurs, et Pf (Y ) la classe des sous-
ensembles non vides, fermés et convexes de Y . On suppose que la fonction w : [0, a] −→ Pf (Y ) est
mesurable, w(.) ⊂ E, où E est un ensemble borné de Y , et l’ensemble des contrôles admissibles est donné
par :

Uad =
{
c ∈ Lp(E) : c(t) ∈ w(t), p.p

}
, p > 1

τ , (τ ∈ (0, α) ), pour plus de détails sur les ensembles des
controles admissibles, on donne comme référence [11].

Lemme 3.1 [45] On suppose W ⊆ PC(J,X). Si les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) W est un sous-ensemble uniformément borné de PC(J,X),
(2) W est équicontinue sur (ti, ti+1), i = 0, 1, 2, ..,m, où t0 = 0, tm+1 = T ,
(3) W (t) = {x(t) : x ∈W, t ∈ J \ {t1, t2, ..., tm}}, W (t+i ) =

{
x(t+i ) : x ∈W

}
et

W (t−i ) =
{
x(t−i ) : x ∈W

}
, i = 1, 2, ..,m, sont des sous-ensembles relativement compact de X.

Alors W est un sous-ensemble relativement compact de PC(J,X).

Définition 3.1 [46, 47] Une fonction x ∈ C(J,X) est dite solution intégrale du problème suivant :{
cDαx(t) = Ax(t) + y(t), t ∈ (0, T ],
x(0) = x0,

si elle satisfait l’équation intégrale

x(t) = Pα(t)x0 +
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)y(s)ds.

Où Qα(t) = α
∫∞

0
θηα(θ)T (tαθ)dθ.

3.1.2 Étude d’existence et d’unicité de la solution intégrale du
problème.

Dans ce paragraphe nous discutons l’existence et l’unicité de la solution intégrale du problème (3.1).

les hypothèses.
Afin d’établir l’existence et l’unicité de la solution du problème (3.1), nous considérons les hypothèses

suivantes :
– (H1) A est le générateur d’un semi-groupe fortement continue compact T (t), t ≥ 0 dans l’espace

de Banach X tel que ‖T (t)‖ ≤M pour tout t ∈ J ,

– (H2) B : [0, a] −→ L(Y,X) est essentiellement bornée i.e : B ∈ L∞([0, a];L(Y,X)),
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– (H3) les fonctions gi ∈ C([ti; si]×X;X),
il existe une constante K tel que :
∀t ∈ [ti; si], (i = 0, 1, ...,m),∀x, y ∈ X,‖ gi(t, x)− gi(t, y) ‖≤ K ‖ x− y ‖,
Il existe une fonction t −→ ϕi(t), i = 1, 2, ...,m tel que ‖ gi(t, x(t)) ‖≤ ϕi(t) pour tout t ∈ J ,
x ∈ X, Lgi = supt∈J ϕi(t) et Lg = max

1≤i≤m
Lgi ,

– (H4) la fonction f ∈ C(J ×X ×X;X) et ∃Lf , Cf ∈ R+ tel que : ∀t ∈ (si; ti+1],
(i=0,1,..,m),
∀u1, u2, v1, v2 ∈ X ‖f(t, x1(t), y1(t))− f(t, x2(t), y2(t))‖ ≤ Lf‖x1 − x2‖+ Cf‖y1 − y2‖,

– (H5) Il existe une constante L > 0 tel que : ‖f(t, u, v)‖ ≤ L(1 + ‖u‖µ + ‖v‖ν) pour u, v ∈ X, t ∈ J
et µ, ν ∈ [0, 1].

Définition 3.2 la fonction u est la solution intégrale du problème (3.1) si :

u(t) =



Pα(t)u(a) +
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)

[
f(s, u(s), u(ρ(s))) +B(s)c(s)

]
ds, t ∈ [0, t1],

Pα(t− ti)gi(t, u(t)) t ∈ (ti, si], i = 1; 2; ...;m,

Pα(t− si)
[
Pα(si − ti)gi(si, u(si))

−
∫ si

0
(si − s)α−1Qα(si − s)

[
f(s, u(s), u(ρ(s))) +B(s)c(s)

]
ds

]
+
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)

[
f(s, u(s), u(ρ(s))) +B(s)c(s)

]
ds t ∈ (si, ti+1],

tel que : u(a) = Pα(a−sm)

[
Pα(sm−tm)gm(sm;u(sm))−

∫ sm
0

(sm−s)α−1Qα(sm−s)
[
f(s, u(s), u(ρ(s)))+

B(s)c(s)
]
ds+

∫ a
0

(a− s)α−1Qα(a− s)
[
f(s, u(s), u(ρ(s))) +B(s)c(s)

]
ds

]
.

Lemme 3.2 [46, 47] On suppose que (H1) est vérifiée, alors les opérateurs Pα et Qα ont les propriétés
suivantes :

(1) Pour t ≥ 0 fixé, Pα(t) et Qα(t) sont des opérateurs linéaires et bornés, et pour tout x ∈ X,

‖ Pα(t)x ‖≤M ‖ x ‖, ‖ Qα(t)x ‖≤ αM

Γ(1 + α)
‖ x ‖,

(2) {Pα(t), t ≥ 0} et {Qα(t), t ≥ 0} sont fortement continues,
(3) Pour tout t > 0, Pα(t) et Qα(t) sont des opérateurs compacts.

Théorème 3.1 Si les hypothèses (H1) − (H4) sont satisfaites et λ < 1. Alors le problème (3.1) admet
une unique solution intégrale.
Avec

λ = max[MK,M3K+(
M3

Γ(α+ 1)
sαm+

M2

Γ(α+ 1)
aα+

M

Γ(α+ 1)
tα1 )(Lf+Cf ),M2K+(

M2

Γ(α+ 1)
sαi +

M

Γ(α+ 1)
tαi+1)(Lf+Cf )].

Preuve. On définit l’opérateur F : PC(J ;X) −→ PC(J ;X) par :
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Fu(t) =



Pα(t)

[
Pα(a− sm)

[
Pα(sm − tm)gm(sm;u(sm))

−
∫ sm

0
(sm − s)α−1Qα(sm − s)

[
f(s, u(s), u(ρ(s))) +B(s)c(s)

]
ds

]
+
∫ a

0
(a− s)α−1Qα(a− s)

[
f(s, u(s), u(ρ(s))) +B(s)c(s)

]
ds

]
+
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)

[
f(s, u(s), u(ρ(s))) +B(s)c(s)

]
ds t ∈ [0, t1],

Pα(t− ti)gi(t;u(t)) t ∈ (ti, si], i = 1; 2; ...;m,

Pα(t− si)
[
Pα(si − ti)gi(si;u(si))

−
∫ si

0
(si − s)α−1Qα(si − s)

[
f(s, u(s), u(ρ(s))) +B(s)c(s)

]
ds

]
+
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)

[
f(s, u(s), u(ρ(s))) +B(s)c(s)

]
ds t ∈ (si, ti+1].

D’après les hypothèses, on vérifie facilement que l’opérateur F est bien définie sur PC(J,X).

Soient u, v ∈ PC(J,X).
– Premier cas. Pour t ∈ [0, t1]. On a :

‖ Fu(t)− Fv(t) ‖ ≤ ‖ Pα(t)

[
Pα(a− sm)

[
Pα(sm − tm)

(
gm(sm, u(sm))− gm(sm, v(sm))

)

−
∫ sm

0
(sm − s)α−1Qα(sm − s)

[
f(s, u(s), u(ρ(s)))− f(s, v(s), v(ρ(s)))

]
ds

]

+
∫ a

0
(a− s)α−1Qα(a− s)

[
f(s, u(s), u(ρ(s)))− f(s, v(s), v(ρ(s)))

]
ds

]

+
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)

[
f(s, u(s), u(ρ(s)))− f(s, v(s), v(ρ(s)))

]
ds ‖

≤ M3 ‖ gm(sm, u(sm))− gm(sm, v(sm)) ‖

+ M3α
Γ(α+1)

∫ sm
0

(sm − s)α−1 ‖ f(s, u(s), u(ρ(s)))− f(s, v(s), v(ρ(s))) ‖ ds

+ M2α
Γ(α+1)

∫ a
0

(a− s)α−1 ‖ f(s, u(s), u(ρ(s)))− f(s, v(s), v(ρ(s))) ‖ ds

+ Mα
Γ(α+1)

∫ t
0
(t− s)α−1 ‖ f(s, u(s), u(ρ(s)))− f(s, v(s), v(ρ(s))) ‖ ds
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≤ M3K ‖ u(s)− v(s) ‖

+ M3α
Γ(α+1)

∫ sm
0

(sm − s)α−1

(
Lf ‖ u(s)− v(s) ‖ +Cf ‖ u(ρ(s))− v(ρ(s)) ‖

)
ds

+ M2α
Γ(α+1)

∫ a
0

(a− s)α−1

(
Lf ‖ u(s)− v(s) ‖ +Cf ‖ u(ρ(s))− v(ρ(s)) ‖

)
ds

+ Mα
Γ(α+1)

∫ t
0
(t− s)α−1

(
Lf ‖ u(s)− v(s) ‖ +Cf ‖ u(ρ(s))− v(ρ(s)) ‖

)
ds

≤ M3K ‖ u− v ‖PC
+ M3α

Γ(α+1)

∫ sm
0

(sm − s)α−1

(
Lf ‖ u− v ‖PC +Cf ‖ u− v ‖PC

)
ds

+ M2α
Γ(α+1)

∫ a
0

(a− s)α−1

(
Lf ‖ u− v ‖PC +Cf ‖ u− v ‖PC

)
ds

+ Mα
Γ(α+1)

∫ t
0
(t− s)α−1

(
Lf ‖ u− v ‖PC +Cf ‖ u− v ‖PC

)
ds

≤
(
M3K +

( M3sαm
Γ(α+1) + M2aα

Γ(α+1) +
Mtα1

Γ(α+1)

)(
Cf + Lf

))
‖ u− v ‖PC

≤ λ‖u− v‖.
– Deuxième cas. Pour t ∈ (ti, si], i = 1; 2; ...;m, on a :

‖ Fu(t)− Fv(t) ‖ ≤ ‖ Pα(t− ti)gi(t, u(t))− Pα(t− ti)gi(t, v(t)) ‖

≤ MK ‖ u− v ‖

≤ λ‖u− v‖.
– Troisième cas. Pour t ∈ (si, ti+1], i = 1; 2; ...;m, on a :

‖ Fu(t)− Fv(t) ‖ ≤ ‖ Pα(t− si)
[
Pα(si − ti)

(
gi(si, u(si))− gi(si, v(si))

)
−
∫ si

0
(si − s)α−1Qα(si − s)

[
f(s, u(s), u(ρ(s)))− f(s, v(s), v(ρ(s)))

]
ds

]

+
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)

[
f(s, u(s), u(ρ(s)))− f(s, v(s), v(ρ(s)))

]
ds ‖

≤ M2K ‖ u− v ‖

+ M2α
Γ(α+1)

∫ si
0

(si − s)α−1 ‖ f(s, u(s), u(ρ(s)))− f(s, v(s), v(ρ(s))) ‖ ds

+ Mα
Γ(α+1)

∫ t
0
(t− s)α−1 ‖ f(s, u(s), u(ρ(s)))− f(s, v(s), v(ρ(s))) ‖ ds

≤ M2K ‖ u− v ‖

+ M2α
Γ(α+1)

∫ si
0

(si − s)α−1

(
Lf ‖ u(s)− v(s) ‖ +Cf ‖ u(ρ(s))− v(ρ(s)) ‖

)
ds

+ Mα
Γ(α+1)

∫ t
0
(t− s)α−1

(
Lf ‖ u(s)− v(s) ‖ +Cf ‖ u(ρ(s))− v(ρ(s)) ‖

)
ds
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≤ M2K ‖ u− v ‖PC

+ M2α
Γ(α+1)

∫ si
0

(si − s)α−1

(
Lf ‖ u− v ‖PC +Cf ‖ u− v ‖PC

)
ds

+ Mα
Γ(α+1)

∫ t
0
(t− s)α−1

(
Lf ‖ u− v ‖PC +Cf ‖ u− v ‖PC

)
ds

≤
(
M2K +

( M2sαi
Γ(α+1) +

Mtαi+1

Γ(α+1)

)(
Cf + Lf

))
‖ u− v ‖PC

≤ λ‖u− v‖.
Donc on a montré que F est une contraction sur l’espace PC(J,X). Par conséquent, d’après le
principe de contraction de Banach, l’opérateur F admet un unique point fixe x ∈ PC(J,X) qui
est l’unique solution intégrale du problème (3.1).

�

3.1.3 Étude d’existence de la solution intégrale .
Théorème 3.2 Si les hypothèses (H1)− (H3), (H5) sont satisfaites et

λ′ = max

[
MK;M2K;M3K

]
< 1.

Alors le problème (3.1) admet au moins une solution intégrale.

Preuve. On définit l’opérateur F : PC(J ;X) −→ PC(J ;X) par :
Fu(t) = F1u(t) + F2u(t) tels que :

F1u(t) =



Pα(t)

[
Pα(a− sm)

[
Pα(sm − tm)gm(sm;u(sm))−

∫ sm
0

(sm − s)α−1Qα(sm − s)B(s)c(s)ds

]
+
∫ a

0
(a− s)α−1Qα(a− s)B(s)c(s)ds

]
+
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)B(s)c(s)ds t ∈ [0, t1],

Pα(t− ti)gi(t;u(t)) t ∈ (ti, si], i = 1; 2; ...;m,

Pα(t− si)
[
Pα(si − ti)gi(si;u(si))−

∫ si
0

(si − s)α−1Qα(si − s)B(s)c(s)ds

]
+
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)B(s)c(s)ds t ∈ (si, ti+1], i = 1; 2; ...;m,



44

F2u(t) =



Pα(t)

[
Pα(a− sm)

[
−
∫ sm

0
(sm − s)α−1Qα(sm − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds

]
+
∫ a

0
(a− s)α−1Qα(a− s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds

]
+
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds, t ∈ [0, t1],

0 t ∈ (ti, si], i = 1; 2; ...;m,

Pα(t− si)
[
−
∫ si

0
(si − s)α−1Qα(si − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds

]
+
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds t ∈ (si, ti+1], i = 1; 2; ...;m.

Posons : Br = {u ∈ PC(J ;X) : ‖u‖ ≤ r}, avec r ≥ max{γ1, γ2, γ3} et

γ1 =
M3‖gm(sm,0)‖PC+ αM

Γ(α+1)
( 1−τ
α−τ )1−τ

[
‖m(t)‖

L
1
τ

+‖Bc‖
L

1
τ

][
M2sα−τm +Maα−τ+tα−τ1

]
1−M3K ,

γ2 = M‖gi(t,0)‖PC
1−MK ,

γ3 =
M2‖gi(si,0)‖PC+ αM

Γ(α+1)
( 1−τ
α−τ )1−τ

[
‖m(t)‖

L
1
τ

+‖Bc‖
L

1
τ

][
Msα−τi +tα−τi+1

]
1−M2K ,

alors Br est un sous ensemble borné convexe fermé de PC(J ;X).

La démonstration se fait en plusieurs étapes .

étape 1: On montre que FBr(J) ⊂ Br(J)
avec Br = {u ∈ PC(J,X); ‖ u ‖≤ r} est la boule de rayon r > 0,
pour tout u ∈ Br, on a :

• premier cas. Pour t ∈ [0, t1],

‖ Fu(t) ‖ ≤ ‖ Pα(t)

[
Pα(a− sm)

[
Pα(sm − tm)gm(sm, u(sm))

−
∫ sm

0
(sm − s)α−1Qα(sm − s)

[
f(s, u(s), u(ρ(s))) +B(s)c(s)

]
ds

]

+
∫ a

0
(a− s)α−1Qα(a− s)

[
f(s, u(s), u(ρ(s))) +B(s)c(s)

]
ds

]
‖

+ ‖
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)

[
f(s, u(s), u(ρ(s))) +B(s)c(s)

]
ds ‖

≤ M3 ‖ gm(sm, u(sm))− gm(sm, 0) + gm(sm, 0) ‖

+ αM3

Γ(α+1) ‖
∫ sm

0
(sm − s)α−1

[
f(s, u(s), u(ρ(s))) +B(s)c(s)

]
ds ‖

+ αM2

Γ(α+1) ‖
∫ a

0
(a− s)α−1

[
f(s, u(s), u(ρ(s))) +B(s)c(s)

]
ds ‖

+ αM
Γ(α+1) ‖

∫ t
0
(t− s)α−1

[
f(s, u(s), u(ρ(s))) +B(s)c(s)

]
ds ‖
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≤ M3K ‖ u ‖ +M3 ‖ gm(sm; 0) ‖ + αM3

Γ(α+1)

(
1−τ
α−τ

)1−τ
sα−τm

[
‖ m(t) ‖

L
1
τ

+ ‖ Bc ‖
L

1
τ

]
+ αM2

Γ(α+1)

(
1−τ
α−τ

)1−τ
aα−τ

[
‖ m(t) ‖

L
1
τ

+ ‖ Bc ‖
L

1
τ

]
+ αM

Γ(α+1)

(
1−τ
α−τ

)1−τ
tα−τ1

[
‖ m(t) ‖

L
1
τ

+ ‖ Bc ‖
L

1
τ

]
≤ M3K ‖ u ‖ +M3 ‖ gm(sm, 0) ‖

+ αM
Γ(α+1)

(
1−τ
α−τ

)1−τ[
‖ m(t) ‖

L
1
τ

+ ‖ Bc ‖
L

1
τ

][
M2sα−τm +Maα−τ + tα−τ1

]
≤ M3Kr + (1−M3K)γ1

≤ r.

• Deuxième cas. Pour t ∈ [ti, si],
‖ Fu(t) ‖ ≤ ‖ Pα(t− ti)gi(t, u(t)) ‖

≤ M ‖ gi(t, u(t)) ‖

≤ M ‖ gi(t, u(t))− gi(t; 0) + gi(t, 0) ‖

≤ MK ‖ u ‖ +M ‖ gi(t, 0) ‖

≤ MKr + (1−MK)γ2

≤ r.

• Troisième cas. Pour t ∈ [ti, si],

‖ Fu(t) ‖ ≤ ‖ Pα(t− si)
[
Pα(si − ti)gi(si, u(si))

−
∫ si

0
(si − s)α−1Qα(si − s)

[
f(s, u(s), u(ρ(s))) +B(s)c(s)

]
ds

]
‖

+ ‖
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)

[
f(s, u(s), u(ρ(s))) +B(s)c(s)

]
ds ‖

≤ M2 ‖ gi(si, u(si))− gi(si, 0) + gi(si, 0) ‖

+ αM2

Γ(α+1) ‖
∫ si

0
(si − s)α−1

[
f(s, u(s), u(ρ(s))) +B(s)c(s)

]
ds ‖

+ αM
Γ(α+1) ‖

∫ t
0
(t− s)α−1

[
f(s, u(s), u(ρ(s))) +B(s)c(s)

]
ds ‖

≤ M2K ‖ u ‖ +M2 ‖ gi(si; 0) ‖

+ αM
Γ(α+1)

(
1−τ
α−τ

)1−τ[
‖ m(t) ‖

L
1
τ

+ ‖ Bc ‖
L

1
τ

][
Msα−τi + tα−τi+1

]
≤ M2Kr + (1−M2K)γ3

≤ r.

étape 2: L’opérateur F1 est une contraction .

Soient u, v ∈ Br
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• premier cas. Pour t ∈ [0, t1], on a :

‖ F1u(t)− F1v(t) ‖ ≤ ‖ Pα(t)

[
Pα(a− sm)

[
Pα(sm − tm)

(
gm(sm, u(sm))− gm(sm, v(sm))

)]]
‖

≤ M3 ‖ gm(sm, u(sm))− gm(sm, v(sm)) ‖

≤ M3K ‖ u− v ‖

< ‖ u− v ‖ .
• Deuxièmes cas. Pour t ∈ (ti, si]; i = 1; 2; ...;m, on a :
‖ F1u(t)− F1v(t) ‖ ≤ ‖ Pα(t− ti)

(
gi(t, u(t))− gi(t, v(t)) ‖

≤ MK ‖ u− v ‖

< ‖ u− v ‖ .
• Troisième cas. Pour t ∈ (si, ti+1]; i = 1; 2; ...;m, on a :
‖ F1u(t)− F1v(t) ‖ ≤ ‖ Pα(t− si)Pα(si − ti)

(
gi(t, u(t))− gi(t, v(t))

)
‖

≤ M2 ‖ gi(t, u(t))− gi(t, v(t)) ‖

≤ M2K ‖ u− v ‖

< ‖ u− v ‖ .

étape 3: L’opérateur F2 est continue .
Soit {un}+∞n=0 une suite dans PC([0, a];X) tel que un −→ u.
D’après (H4), on a
f(s, un(s), un(ρ(s))) −→ f(s, u(s), u(ρ(s)))
• Premier cas. Pour t ∈ [0, t1], on a :

‖ F2un(t)− F2u(t) ‖ ≤ ‖ Pα(t)

[
Pα(a− sm)

[
−
∫ sm

0
(sm − s)α−1Qα(sm − s)

×
(
f(s, un(s), un(ρ(s)))− f(s, u(s), u(ρ(s)))

)
ds

]

+
∫ a

0
(a− s)α−1Qα(a− s)

(
f(s, un(s), un(ρ(s)))− f(s, u(s), u(ρ(s)))

)
ds

]
‖

+ ‖
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)

(
f(s, un(s), un(ρ(s)))− f(s, u(s), u(ρ(s)))

)
ds ‖

≤ αM3

Γ(α+1)

∫ sm
0

(sm − s)α−1 ‖ f(s, un(s), un(ρ(s)))− f(s, u(s), u(ρ(s))) ‖ ds

+ αM2

Γ(α+1)

∫ a
0

(a− s)α−1 ‖ f(s, un(s), un(ρ(s)))− f(s, u(s), u(ρ(s))) ‖ ds

+ αM
Γ(α+1)

∫ t
0
(t− s)α−1 ‖ f(s, un(s), un(ρ(s)))− f(s, u(s), u(ρ(s))) ‖ ds
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≤ αM3

Γ(α+1)

∫ sm
0

(sm − s)α−1 ‖ f(s, un(s), un(ρ(s)))− f(s, u(s), u(ρ(s))) ‖ ds

+ αM2

Γ(α+1)

∫ a
0

(a− s)α−1 ‖ f(s, un(s), un(ρ(s)))− f(s, u(s), u(ρ(s))) ‖ ds

+ αM
Γ(α+1)

∫ t
0
(t− s)α−1 ‖ f(s, un(s), un(ρ(s)))− f(s, u(s), u(ρ(s))) ‖ ds

≤ αM3

Γ(α+1)

∫ sm
0

(sm − s)α−1 ‖ f(., un(.), un(ρ(.)))− f(., u(.), u(ρ(.))) ‖PC ds

+ αM2

Γ(α+1)

∫ a
0

(a− s)α−1 ‖ f(., un(.), un(ρ(.)))− f(., u(.), u(ρ(.))) ‖PC ds

+ αM
Γ(α+1)

∫ t
0
(t− s)α−1 ‖ f(., un(.), un(ρ(.)))− f(., u(.), u(ρ(.))) ‖PC ds

≤ M3Sαm+M2aαm+Mtα1
Γ(α+1) ‖ f(., un(.), un(ρ(.)))− f(., u(.), u(ρ(.))) ‖PC .

• Deuxième cas. Pour t ∈ (ti, si], on a :
‖F2un(t)− F2u(t)‖ = 0.

• Troisième cas. Pour t ∈ (si, ti+1], on a :

‖ F2un(t)− F2u(t) ‖ ≤ ‖ Pα(t− si)
[
−
∫ si

0
(si − s)α−1Qα(si − s)

×

(
f(s, un(s), un(ρ(s)))− f(s, u(s), u(ρ(s)))

)
ds

]
‖

+ ‖
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)

(
f(s, un(s), un(ρ(s)))− f(s, u(s), u(ρ(s)))

)
ds ‖

≤ αM2

Γ(α+1)

∫ si
0

(si − s)α−1 ‖ f(s, un(s), un(ρ(s)))− f(s, u(s), u(ρ(s))) ‖ ds

+ αM
Γ(α+1)

∫ t
0
(t− s)α−1 ‖ f(s, un(s), un(ρ(s)))− f(s, u(s), u(ρ(s))) ‖ ds

≤ αM2

Γ(α+1)

∫ si
0

(si − s)α−1 ‖ f(., un(.), un(ρ(.)))− f(., u(.), u(ρ(.))) ‖PC ds

+ αM
Γ(α+1)

∫ t
0
(t− s)α−1 ‖ f(., un(.), un(ρ(.)))− f(., u(.), u(ρ(.))) ‖PC ds

≤
(
M2Sαi
Γ(α+1) +

Mtαi+1

Γ(α+1)

)
‖ f(., un(.), un(ρ(.)))− f(., u(.), u(ρ(.))) ‖PC .

étape 4: L’opérateur F2 est compact .

1. On a F2Br ⊆ Br, alors F2 est uniformément borné sur Br.
2. On montre que F2(Br(J)) est équicontinue.
• Premier cas [0, t1], 0 ≤ z1 ≤ z2 ≤ t1 :

‖F2u(z2)− F2u(z1)‖ ≤ ‖ Pα(z2)− Pα(z1) ‖‖

[
Pα(a− sm)

[
−
∫ sm

0
(sm − s)α−1

×Qα(sm − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds

]
+
∫ a

0
(a− s)α−1Qα(a− s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds

]
‖

+ ‖
∫ z2

0
(z2 − s)α−1Qα(z2 − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds

−
∫ z1

0
(z1 − s)α−1Qα(z1 − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds ‖
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≤ ‖ Pα(z2)− Pα(z1) ‖‖

[
Pα(a− sm)

[
−
∫ sm

0
(sm − s)α−1Qα(sm − s)

×f(s, u(s), u(ρ(s)))ds

]
+
∫ a

0
(a− s)α−1Qα(a− s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds

]
‖

+ ‖
∫ z1

0
(z2 − s)α−1Qα(z2 − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds

+
∫ z2
z1

(z2 − s)α−1Qα(z2 − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds

−
∫ z1

0
(z1 − s)α−1Qα(z1 − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds ‖

≤ ‖ Pα(z2)− Pα(z1) ‖

[
‖ Pα(a− sm) ‖

[ ∫ sm
0

(sm − s)α−1 ‖ Qα(sm − s) ‖

× ‖ f(s, u(s), u(ρ(s))) ‖ ds
]

+
∫ a

0
(a− s)α−1 ‖ Qα(a− s) ‖‖ f(s, u(s), u(ρ(s))) ‖ ds

]
‖

+ ‖
∫ z1

0
(z2 − s)α−1Qα(z2 − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds

−
∫ z1

0
(z1 − s)α−1Qα(z2 − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds

+
∫ z2
z1

(z2 − s)α−1Qα(z2 − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds

−
∫ z1

0
(z1 − s)α−1Qα(z1 − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds

+
∫ z1

0
(z1 − s)α−1Qα(z2 − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds ‖

≤ I1 + I2 + I3 + I4,

avec

I1 = ‖ Pα(z2)− Pα(z1) ‖

[
‖ Pα(a− sm) ‖

[ ∫ sm
0

(sm − s)α−1 ‖ Qα(sm − s) ‖

× ‖ f(s, u(s), u(ρ(s))) ‖ ds
]

+
∫ a

0
(a− s)α−1 ‖ Qα(a− s) ‖‖ f(s, u(s), u(ρ(s))) ‖ ds

]
,

I2 = ‖
∫ z1

0
(z2 − s)α−1Qα(z2 − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds

−
∫ z1

0
(z1 − s)α−1Qα(z2 − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds ‖,

I3 = ‖
∫ z2
z1

(z2 − s)α−1Qα(z2 − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds ‖,

I4 = ‖
∫ z1

0
(z1 − s)α−1Qα(z2 − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds

−
∫ z1

0
(z1 − s)α−1Qα(z1 − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds ‖,
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I1 ≤ ‖ Pα(z2)− Pα(z1) ‖

[
M

[
Mα

Γ(α+1)

∫ sm
0

(sm − s)α−1L(1+ ‖ u(s) ‖µ + ‖ u(ρ(s)) ‖ν)ds

]

+ Mα
Γ(α+1)

∫ a
0

(a− s)α−1L(1+ ‖ u(s) ‖µ + ‖ u(ρ(s)) ‖ν)ds

]

≤ ‖ Pα(z2)− Pα(z1) ‖

[
M2sαm
Γ(α+1)L(1 + 2r) +

Maαm
Γ(α+1)L(1 + 2r)

]
−→ 0, z2 − z1 −→ 0.

I2 ≤ ‖
∫ z1

0

(
(z2 − s)α−1 − (z1 − s)α−1

)
Qα(z2 − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds ‖

≤ M
Γ(α+1)L(1 + 2r)(z2 − z1)α −→ 0, z2 − z1 −→ 0.

I3 ≤ ‖
∫ z2
z1

(z2 − s)α−1Qα(z2 − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds ‖

≤ M
Γ(α+1)L(1 + 2r)(z2 − z1)α −→ 0, z2 − z1 −→ 0.

Soit ε > 0

I4 = ‖
∫ z1

0
(z1 − s)α−1

(
Qα(z2 − s)−Qα(z1 − s)

)
f(s, u(s), u(ρ(s)))ds ‖

≤ ‖
∫ z1−ε

0
(z1 − s)α−1

(
Qα(z2 − s)−Qα(z1 − s)

)
f(s, u(s), u(ρ(s)))ds

+
∫ z1
z1−ε(z1 − s)α−1

(
Qα(z2 − s)−Qα(z1 − s)

)
f(s, u(s), u(ρ(s)))ds ‖

≤ sup
s∈[0,z1−ε]

‖ Qα(z2 − s)−Qα(z1 − s) ‖ L(1 + 2r)
∫ z1−ε

0
(z1 − s)α−1ds

+2ML(1 + 2r)
∫ z1
z1−ε(z1 − s)α−1ds

I4 −→ 0 lorsque ε −→ 0 et z2 − z1 −→ 0.

• Deuxième cas (ti, si], i = 1, 2, ...,m, ti < z1 ≤ z2 ≤ si :
‖F2u(z2)− F2u(z1)‖ = 0.

• Troisième cas (si, ti+1] i = 1, 2, ...,m, si < z1 ≤ z2 ≤ ti+1 :
‖F2u(z2)− F2u(z1)‖ ≤ ‖ Pα(z2 − si)− Pα(z1 − si) ‖

+ ‖
∫ si

0
(si − s)α−1Qα(si − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds ‖ + ‖

∫ z2
0

(z2 − s)α−1

×Qα(z2 − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds−
∫ z1

0
(z1 − s)α−1Qα(z1 − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds ‖

≤ I ′1 + I ′2 + I ′3 + I ′4,
avec
I ′1 = ‖ Pα(z2 − si)− Pα(z1 − si) ‖‖

∫ si
0

(si − s)α−1Qα(si − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds ‖,

I ′2 = ‖
∫ z1

0
(z2 − s)α−1Qα(z2 − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds

−
∫ z1

0
(z1 − s)α−1Qα(z2 − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds ‖

I ′3 = ‖
∫ z2
z1

(z2 − s)α−1Qα(z2 − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds ‖

I ′4 = ‖
∫ z1

0
(z1 − s)α−1Qα(z2 − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds

−
∫ z1

0
(z1 − s)α−1Qα(z1 − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds ‖
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D’une façon similaire à la preuve du premier cas, on montre que :

I ′1 −→ 0, I ′2 −→ 0, I ′3 −→ 0, I ′4 −→ 0 quand z2 − z1 −→ 0.

– {F2u(t), u ∈ Br} est relativement compact dans PC(J,X)
F2Br(0) = {u(a)} est compact.

Avec u(a) =

[
Pα(a− sm)

[
−
∫ sm

0
(sm − s)α−1Qα(sm − s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds

]
+

∫ a
0

(a− s)α−1Qα(a− s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds

]
.

Pour t ∈ [0, t1].
Pour tout ε ∈ (0, t) et δ > 0, on définit l’ensemble :

F ε,δ2 (Br)(t) =
{
F ε,δ2 x(t);x ∈ Br

}
F ε,δ2 x(t) = Pα(t)(u(a)) + α

∫ t−ε
0

∫∞
δ
θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ)f(s, x(s), x(ρ(s)))dθds

= Pα(t)(u(a)) + α
∫ t−ε

0

∫∞
δ
θ(t− s)α−1ξα(θ) [T (εαδ)T ((t− s)αθ − εαδ)]

×f(s, x(s), x(ρ(s)))dθds

= Pα(t)(u(a)) + αT (εαδ)
∫ t−ε

0

∫∞
δ
θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ − εαδ)f(s, x(s), x(ρ(s)))dθds.

(Remarquons que θ ≥ δ et t− ε ≥ s, donc (t−s)αθ− εαδ ≥ 0) alors l’opérateur T (εαδ) (εαδ > 0)

est compact, l’ensemble F ε,δ2 Br(t) est relativement compact dans X.
D’où, pour tout x ∈ Br on obtient
‖ F2x(t)− F ε,δ2 x(t) ‖ ≤ α ‖

∫ t
0

∫ δ
0
θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ)f(s, x(s), x(ρ(s)))ds

+
∫ t

0

∫∞
δ
θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ)f(s, x(s), x(ρ(s)))dθds

−
∫ t−ε

0

∫∞
δ
θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ)f(s, x(s), x(ρ(s)))dθds ‖

≤ G1 +G2,

avec

G1 = α ‖
∫ t

0

∫ δ

0

θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ)f(s, x(s), x(ρ(s)))dθds ‖,

et

G2 = α ‖
∫ t

t−ε

∫ ∞
δ

θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ)f(s, x(s), x(ρ(s)))dθds ‖ .

On a
G1 ≤ αM

∫ t
0
(t− s)α−1 ‖ f(s, x(s), x(ρ(s))) ‖ ds

∫ δ
0
θξα(θ)dθ

≤ MAt
α
1 [L(1 + 2r)]

∫ δ
0
θξα(θ)dθ,

et
G2 ≤ αM

∫ t
t−ε(t− s)

α−1 ‖ f(s, x(s), x(ρ(s))) ‖ ds
∫∞
δ
θξα(θ)dθ

≤ Mεα[L1 + 2r]
∫∞

0
θξα(θ)dθ

≤ M [L1 + 2r]

Γ(α+ 1)
εα.

Donc, ‖ (F2x(t)− F ε,δ2 x(t) ‖−→ 0, lorsque ε −→ 0 et δ −→ 0.

Alors, il existe un sous ensemble relativement compact fermé de F2Br(t).
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D’où F2Br(t) est relativement compact sur X.

Pour ti < t ≤ si, i = 1, 2, ...,m, on a

F2Br(t) = {0, x ∈ Br} est compact.

Pour si < t ≤ ti+1, i = 1, 2, ...,m,

F2Br(t) =
{
Pα(t− si)

[
Pα(si − ti)gi(si, u(si))−

∫ si
0

(si − s)α−1Qα(si − s)
[
f(s, u(s), u(ρ(s)))

+B(s)c(s)
]
ds

]
+
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)f(s, x(s), x(ρ(s)))ds, x ∈ Br

}
.

D’une façon similaire à la preuve du premier cas (t ∈ [0, t1]) et puisque Pα(t − si) est un
opérateur compact.

D’où F2Br(t) est relativement compact.

�

3.1.4 Exemples.
Dans cette partie, on donne deux exemples pour illustrer nos résultats.

Dans toute la suite, on pose X = L2(0, 1), J = [0, 1], t0 = s0 = 0, t1 = 1, s1 = 2, a = 3.

On définit Ax =
∂2v

∂2x
pour v ∈ D(A) =

{
v ∈ X :

∂v

∂x
,
∂2v

∂2x
∈ X, v(0) = v(1) = 0

}
.

L’opérateur A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe {T (t), t ≥ 0} sur X. De plus,
(T (t))t≥0 est compact et ‖ T (t) ‖≤ 1 = MA, pour tout t ≥ 0. Pour plus de détails, on se réfère à
[33].

Exemple 1.
Considérons le problème à valeurs initiales suivant :

cD
3
4
t u(t, x) = ∂2

∂2xu(t, x) + 1
12cos(u(t, x) + u(t2, x) + c(t, x);x ∈ (0, 1)t ∈ [0, 1) ∪ (2, 3];

u(t) = Pα(t− 1) 1
4sin(u(t, x)) x ∈ (0, 1); t ∈ (1, 2]

u(0, x) = u(3, x);x ∈ (0, 1)
∂
∂xu(t, 0) = ∂

∂xu(t, 1) = 0 t ∈ [0, 1) ∪ (2, 3].

(3.2)

Notons v(t)(x) = u(t, x) et B(t)c(t)(x) = c(t, x). Alors le problème (3.2) devient :
cDαv(t)(x) = Av(t)(x) + f(t, v(t), v(ρ(t))) +B(t)c(t)(x), t ∈ (si, ti+1],

i = 0, 1; c ∈ Uad,
v(t) = Pα(t− ti)gi(t, u(t)) t ∈ (t1, s1];

v(0) = v(a) ∈ X.

(3.3)

Avec
ρ(t) = t2, f(t, v(t), v(ρ(t)))(x) = 1

12cos(v(t)(x) + v(t2)(x))

g1(t, v(t)) = 1
4sin(v(t)(x)), τ = 1

2 .
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Alors,

M = 1, Cf = Lf = 1
12 ,K = 1

4 , λ = 1
6 < 1.

Toutes les hypothèses du théorème (3.1) sont vérifiées. Par conséquent, il existe une unique solution
intégrale du problème (3.2).

Exemple 2.
On considère :

cD
3
4
t u(t, x) = ∂2

∂2xu(t, x) + et

12cos(u(t, x) + u(t2, x) + c(t, x);x ∈ (0, 1)t ∈ [0, 1) ∪ (2, 3];

u(t) = Pα(t− 1) 1
4sin(u(t, x)) x ∈ (0, 1); t ∈ (1, 2]

u(0, x) = u(3, x);x ∈ (0, 1)
∂
∂xu(t, 0) = ∂

∂xu(t, 1) = 0 t ∈ [0, 1) ∪ (2, 3]

(3.4)

Notons v(t)(x) = u(t, x) et B(t)c(t)(x) = c(t, x). Alors le problème (3.4) peut être transformé en (3.3),
avec ρ(t) = t2, f(t, v(t), v(ρ(t)))(x) = et

12cos(v(t)(x) + v(t2)(x))

g1(t, v(t)) = 1
4sin(v(t)(x)) et τ = 1

2 .

Dans ce cas M = 1,K = 1
4 , et λ

′ = 1
4 < 1.

Toutes les hypothèses du théorème (3.2) sont vérifiées. Par conséquent, il existe une unique solution
intégrale du problème (3.4).



Chapitre 4

Résultats d’existence de la solution de
l’équation intégro-différentielle
fractionnaire impulsive non locale

Les résultats présentés dans cette partie, qui sont issus de [17], sont développés en vue d’étudier une
équation intégro-différentielle fractionnaire impulsive non locale.
La notions de condition non locales a été initiée par L.Byzewski et V.Lakshmikantham [4].

4.1 Équation intégro-différentielle fractionnaire évolu-
tive impulsive non locale.

4.1.1 Position du problème .
Dans cette section, On considère le problème suivant :

cDαx(t) = Ax(t) + f(t, x(t), Fx(t), Bx(t)) +
∫ t

0
q(t− s)k(s, x(s))ds+ C(t)u(t), t ∈ (si, ti+1],

i = 0, 1, 2, ...,m, u ∈ Uad,
cDβx(t) = gi(t, x(t)), t ∈ (ti, si], i = 1, 2, ...,m,

x(0) = x0 + h(x),

(4.1)

où :
*cDα, cDβ sont des dérivées fractionnaires au sens de Caputo.

(
0 < α < 1; 0 < β < 1

)
.

*A : D(A) ⊂ X −→ X génère un C0 semi-groupe compact T (t), t ≥ 0 dans un espace de Banach X,

* les nombres fixes si et ti satisfont :
0 = s0 < t1 ≤ s1 < t2 ≤ .... < tm ≤ sm < tm+1 = a,

* les fonctions gi ∈ C(J ×X;X),

* les opérateurs F,B : C(J ;X) → C(J ;X) sont définies par Bx(t) =
∫ t

0
B(t, s)x(s)ds, Fx(t) =∫ t

0
F (t, s)x(s)ds et {F (t, s); t, s ∈ J}, {B(t, s); t, s ∈ J} sont des ensembles linéaires bornées tels que :
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F (t, .)x ∈ C([0, t];X), F (., s) ∈ C([s, T ];X), ∀t, s ∈ J , B(t, .)x ∈ C([0, t];X), B(., s) ∈ C([s, T ];X),
∀t, s ∈ J et F ∗ = sup

t∈J

∫ t
0
‖ F (t, s) ‖L(X) ds,

B∗ = sup
t∈J

∫ t
0
‖ B(t, s) ‖L(X) ds, q∗ = sup

s∈J

∫ s
0
‖q(s − t)‖dt et Uad l’ensemble qu’on a définit dans le

chapitre précédent.

Posons J = [0, T ], J0 = [0, t1], J1 = (t1, t2],..., Jm−1 = (tm−1, tm], Jm = (tm, tm+1] et introdui-
sons l’espace PC(J,X) := {x : J → X : x ∈ C((ti, ti+1], X), i = 0, 1, ...,m et il existe x(t−i ) et
x(t+i ), i = 1, ...,m avec x(t−i ) = x(t+i )}. Il est clair que PC(J,X) est un espace de Banach avec la
norme ‖x‖PC = sup {‖x(t)‖ : t ∈ J}.
On suppose que x(t) est continue en t = si et t = ti.

les hypothèses
Avant de présenter nos résultats, nous introduisons les hypothèses suivantes :
– (H1) : A est le générateur d’un semi-groupe fortement continue compact T (t), t ≥ 0 dans l’espace

de Banach X tel que ‖T (t)‖ ≤M pour tout t ∈ J ,

– (H2)-C : [0, a] −→ L(Y,X) est essentiellement bornée i.e : C ∈ L∞([0, a];L(Y,X)),

– (H3) Les fonctions f ∈ C(J ×X ×X ×X;X),et k ∈ C(J ×X;X),

– (H4) Il existe Cf , Lf ,Mf , Lk > 0 telles que :
• ‖ f(t, x1, y1, z1)− f(t, x2, y2, z2) ‖≤ Lf ‖ x1 − x2 ‖ +Cf ‖ y1 − y2 ‖ +Mf ‖ z1 − z2 ‖, pour toutes
x1, x2, y1, y2, z1, z2 ∈ X, et t ∈ J ,

• ‖ k(t, x1)− k(t, x2) ‖≤ Lk ‖ x1 − x2 ‖, pour toutes x1, x2 ∈ X, et t ∈ J ,
– (H5) Il existe D,D′ > 0 telles que :
• ‖ f(t, x, y, z) ‖≤ D

(
1+ ‖ x ‖µ + ‖ y ‖ν + ‖ z ‖φ

)
pour tout t ∈ J et x, y, z ∈ X, µ, ν, φ ∈ [0, 1],

• ‖ k(t, x) ‖≤ D′
(

1+ ‖ x ‖µ′
)
pour tout t ∈ J et x ∈ X, µ′ ∈ [0, 1],

– (H6) Pour toutes i = 1, 2, ...,m, gi ∈ C(J ×X;X),

• Il existe Lg > 0 tel que ‖ gi(t, x)− gi(t, y) ‖≤ Lg ‖ x− y ‖, pour toutes x, y ∈ X,
• Il existe une fonction t→ ϕi(t) tel que ‖ gi(t, x(t)) ‖≤ ϕi(t), ∀t ∈ J , x ∈ X, Lgi = supt∈J ϕi(t) et
L′g = max

1≤i≤m
Lgi ,

• h : PC(J ;X) → X et il existe Lh > 0 et ϕh ∈ C([0,∞);R+) pour tout x, y ∈ PC(J ;X),
‖ h(x)− h(y) ‖≤ Lh ‖ x− y ‖PC , ‖ h(x) ‖≤ ϕh(t) et L′h = supt∈J ϕh(t).

4.1.2 Construction de la solution intégrale.
On considère dans l’espace PC(J,X) le problème fractionnaire impulsif suivant :
cDαx(t) = Ax(t) + f(t, x(t), Fx(t), Bx(t)) +

∫ t
0
q(t− s)k(s, x(s))ds+ C(t)u(t), t ∈ (si, ti+1],

i = 0, 1, 2, ...,m, u ∈ Uad,
cDβx(t) = gi(t, x(t)), t ∈ (ti, si], i = 1, 2, ...,m,
x(0) = x0 + h(x).

D’après les propriétés de la dérivée de Caputo, une solution intégrale peut être écrite de la manière sui-
vante :
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x(t) =



x0 + h(x) +
1

Γ(α

∫ t
0
(t− s)α−1

[
Ax(s) + f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)) +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

+C(s)u(s)
]
ds, t ∈ (0, t1],

d1x +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1g1(s, x(s))ds, t ∈ (t1, s1],

K1x +
1

Γ(α)

∫ t
0
(t− s)α−1

[
Ax(s) + f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)) +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

+C(s)u(s)
]
ds, t ∈ (s1, t2],

.

.

dix +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1gi(s, x(s))ds, t ∈ (ti, si],

Kix +
1

Γ(α)

∫ t
0
(t− s)α−1

[
Ax(s) + f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)) +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

+C(s)u(s)
]
ds, t ∈ (si, ti+1],

où dix and Kix, i = 1, 2, ...,m, sont des éléments de X.
En se basant sur les méthodes utilisées dans [14](pages 5 et 6 ), on obtient :

x(t) =


dix +

1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1gi(s, x(s))ds, t ∈ (ti, si], 1 ≤ i ≤ m,

Pα(t− si)Kix +
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)

[
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)) +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

+C(s)u(s)
]
ds, t ∈ (si, ti+1], 0 ≤ i ≤ m,

K0x = x(0).

Et en utilisant la continuité de x aux points ti, on obtient :
x(ti) = Pα(ti − si−1)K(i−1)x +

∫ ti
0

(ti − s)α−1Qα(ti − s)
[
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))

+
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ + C(s)u(s)

]
ds

= dix +
1

Γ(β)

∫ ti
0

(ti − s)β−1gi(s, x(s))ds.

Ce qui implique que :
dix = Pα(ti − si−1)K(i−1)x +

∫ ti
0

(ti − s)α−1Qα(ti − s)
[
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))

+
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ + C(s)u(s)

]
ds− 1

Γ(β)

∫ ti
0

(ti − s)β−1gi(s, x(s))ds.

En utilisant la continuité de x aux points si, on obtient :

x(si) = dix +
1

Γ(β)

∫ si
0

(si − s)β−1gi(s, x(s))ds

= Kix +
∫ si

0
(si − s)α−1Qα(si − s)

[
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)) +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ + C(s)u(s)

]
ds.

Par conséquent,

Kix = dix +
1

Γ(β)

∫ si
0

(si − s)β−1gi(s, x(s))ds−

−
∫ si

0
(si − s)α−1Qα(si − s)

[
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)) +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ + C(s)u(s)

]
ds

.

Par suite, une solution intégrale du problème (3.1) est donnée par
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x(t) =



Pα(t)(x0 + h(x)) +
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)

[
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)) +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

+C(s)u(s)]
¯
ds, t ∈ (0, t1],

d1x +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1g1(s, x(s))ds, t ∈ (t1, s1],

Pα(t− s1)K1x +
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)

[
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)) +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

+C(s)u(s)
]
ds, t ∈ (s1, t2],

.

.

dix +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1gi(s, x(s))ds, t ∈ (ti, si], 1 ≤ i ≤ m,

Pα(t− si)Kix +
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)

[
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)) +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

+C(s)u(s)
]
ds, t ∈ (si, ti+1], 1 ≤ i ≤ m,

où
K0x = x0 + h(x),
dix = Pα(ti − si−1)K(i−1)x +

∫ ti
0

(ti − s)α−1Qα(ti − s)
[
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))

+
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ + C(s)u(s)

]
ds− 1

Γ(β)

∫ ti
0

(ti − s)β−1gi(s, x(s))ds,

Kix = dix −
∫ si

0
(si − s)α−1Qα(si − s)

[
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)) +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

+C(s)u(s)
]
ds+

1

Γ(β)

∫ si
0

(si − s)β−1gi(s, x(s))ds.

Définition 4.1 Une fonction x ∈ PC(J,X) est dite solution intégrale du problème (3.1) si elle satisfait
la relation suivante :

x(t) =



Pα(t)K0x +
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)

[
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)) +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

+C(s)u(s)
]
ds, t ∈ (0, t1],

dix +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1gi(s, x(s))ds, t ∈ (ti, si], 1 ≤ i ≤ m,

Pα(t− si)Kix +
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)

[
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)) +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

+C(s)u(s)
]
ds,

t ∈ (si, ti+1], 1 ≤ i ≤ m.

Où
K0x = x0 + h(x),
dix = Pα(ti − si−1)K(i−1)x +

∫ ti
0

(ti − s)α−1Qα(ti − s)
[
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))

+
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ + C(s)u(s)

]
ds− 1

Γ(β)

∫ ti
0

(ti − s)β−1gi(s, x(s))ds,

Kix = dix −
∫ si

0
(si − s)α−1Qα(si − s)

[
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)) +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

+C(s)u(s)
]
ds+

1

Γ(β)

∫ si
0

(si − s)β−1gi(s, x(s))ds.

4.1.3 Étude d’existence et d’unicité de la solution intégrale du
problème.

Théorème 4.1 Si les hypothèses (H1)− (H4), (H6) sont satisfaites et

[Mm+1Lh +
MTα +M2(tαm + sαm) + ..+Mm+1(tα1 + sα1 )

Γ(α+ 1)
(Lf + q∗Lk +MfB

∗ + CfF
∗)

+
MLg(t

β
m + sβm) + ..+MmLg(t

β
1 + sβ1 )

Γ(β + 1)
] < 1.

Alors le problème (4.1) admet une unique solution.
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Preuve.
Posons

Px(t) =



Pα(t)K0x +
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)

[
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)) +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

+C(s)u(s)
]
ds, t ∈ (0, t1],

dix +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1gi(s, x(s))ds, t ∈ (ti, si], 1 ≤ i ≤ m,

Pα(t− si)Kix +
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)

[
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)) +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

+C(s)u(s)
]
ds,

t ∈ (si, ti+1], 1 ≤ i ≤ m.

Où
K0x = x0 + h(x),
dix = Pα(ti − si−1)K(i−1)x +

∫ ti
0

(ti − s)α−1Qα(ti − s)
[
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))

+
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ + C(s)u(s)

]
ds− 1

Γ(β)

∫ ti
0

(ti − s)β−1gi(s, x(s))ds,

Kix = dix −
∫ si

0
(si − s)α−1Qα(si − s)

[
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)) +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

+C(s)u(s)
]
ds+

1

Γ(β)

∫ si
0

(si − s)β−1gi(s, x(s))ds.

En se basant sur les hypothèses, il est facile de montrer que P est bien définie sur PC(J,X).
Soient x, y ∈ PC(J,X).

premier cas. pour t ∈ [0, t1], on a
‖(Px)(t)− (Py)(t)‖ ≤ ‖Pα(t) (x0 + h(x)− x0 − h(y)) ‖

+‖
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)[f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)) +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

+C(s)u(s)− f(s, y(s), Fy(s), By(s))−
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, y(τ))dτ − C(s)u(s)]ds‖

≤ MA‖h(x)− h(y)‖+
αMA

Γ(α+ 1)

∫ t
0
(t− s)α−1 ‖ f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))

−f(s, y(s), Fy(s), By(s)) +
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ −

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, y(τ))dτ ‖ ds

≤ MALh ‖ x− y ‖PC +
αMA

Γ(α+ 1)

∫ t
0
(t− s)α−1(Lf ‖ x(s)− y(s) ‖

+Cf ‖ Fx(s)− Fy(s) ‖ +Mf ‖ Bx(s)−By(s) ‖ +q∗Lk ‖ x(s)− y(s) ‖)ds

≤ MALh ‖ x− y ‖PC +
MAt

α
1

Γ(α+ 1)
(Lf + q∗Lk +MfB

∗ + CfF
∗) ‖ x− y ‖PC

≤ [MALh +
MAt

α
1

Γ(α+ 1)
(Lf + q∗Lk +MfB

∗ + CfF
∗)] ‖ x− y ‖PC .

Deuxième cas. Pour t ∈ (ti, si] ∪ (si, ti+1].

On montre pour t ∈ (ti, si], i = 1, 2, ...,m :

‖ (Px)(t)− (Py)(t) ‖ ≤ [M i
ALh +

MAt
α
i +M2

A(tαi−1 + sαi−1) + ...+M i
A(tα1 + sα1 )

Γ(α+ 1)
×(Lf + q∗Lk +MfB

∗ + CfF
∗)

+
Lg(t

β
i + sβi ) +MALg(t

β
i−1 + sβi−1) + ...+M i−1

A Lg(t
β
1 + sβ1 )

Γ(β + 1)
] ‖ x− y ‖PC ,

et pour t ∈ [si, ti+1], i = 1, 2, ...,m,

‖ (Px)(t)− (Py)(t) ‖ ≤ [M i+1
A Lh +

MAt
α
i+1 +M2

A(tαi + sαi ) + ...+M i+1
A (tα1 + sα1 )

Γ(α+ 1)
(Lf + q∗Lk +MfB

∗ + CfF
∗)

+
MALg(t

β
i + sβi ) + ...+M i−1

A Lg(t
β
2 + sβ2 ) +M i

ALg(t
β
1 + sβ1 )

Γ(β + 1)
] ‖ x− y ‖PC .

Pour t ∈ (t1, s1]
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‖ (Px)(t)− (Py)(t) ‖ ≤ ‖ d1x+
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1g1(s, x(s))ds

−d1y −
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1g1(s, y(s))ds ‖

≤ ‖ d1x− d1y ‖ +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1 ‖ g1(s, x(s))− g1(s, y(s)) ‖ ds

≤ ‖ Pα(t1)(h(x)− h(y)) ‖ + ‖
∫ t1

0
(t1 − s)α−1Qα(t1 − s)

×[f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))− f(s, y(s), Fy(s), By(s))
+
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ −

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, y(τ))dτ ]ds ‖

+ ‖ 1

Γ(β)

∫ t1
0

(t− s)β−1(g1(s, x(s))− g1(s, y(s)))ds ‖

+ ‖ 1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1(g1(s, x(s))− g1(s, y(s)))ds ‖

≤ MALh ‖ x− y ‖PC
+

MAt
α
1

Γ(α+ 1)
(Lf + q∗Lk +MfB

∗ + CfF
∗) ‖ x− y ‖PC

+
(sβ1 + tβ1 )

Γ(β + 1)
Lg ‖ x− y ‖PC

≤

[
MALh +

MAt
α
1

Γ(α+ 1)
(Lf + q∗Lk +MfB

∗ + CfF
∗) +

(sβ1 + tβ1 )

Γ(β + 1)
Lg

]
× ‖ x− y ‖PC .

Pour t ∈ (s1, t2]
‖ (Px)(t)− (Py)(t) ‖ ≤ ‖ Pα(t− s1)K1x − Pα(t− s1)K1y ‖

+ ‖
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)[‖ f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))

−f(s, y(s), Fy(s), By(s)) +
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

−
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, y(τ))dτ ]ds ‖

≤ MA ‖ d1x − d1y ‖ +MA ‖
∫ s1

0
(s1 − s)α−1Qα(s1 − s)

×[f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))− f(s, y(s), Fy(s), By(s))
+
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ −

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, y(τ))dτ ]ds ‖

+MA ‖
1

Γ(β)

∫ s1
0

(s1 − s)β−1 [g1(s, x(s))− g1(s, y(s))] ds ‖

+ ‖
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)[f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))− f(s, y(s), Fy(s), By(s))

+
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ −

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, y(τ))dτ ]ds ‖

≤
[
M2
ALh +

M2
At
α
1 +M2

As
α
1 +MAt

α
2

Γ(α+ 1)
(Lf + q∗Lk +MfB

∗ + CfF
∗)

+
MALg(s

β
1 + tβ1 )

Γ(β + 1)

]
‖ x− y ‖PC .

On suppose pour 1 ≤ j ≤ i on a :
pour t ∈ (tj , sj ]

‖ (Px)(t)− (Py)(t) ‖ ≤ [M j
ALh +

MAt
α
j +M2

A(tαj−1 + sαj−1) +M3
A(tαj−2 + sαj−2) + ..+M j

A(tα1 + sα1 )

Γ(α+ 1)
×(Lf + q∗Lk +MfB

∗ + CfF
∗)

+
Lg(t

β
j + sβj ) +MALg(t

β
j−1 + sβj−1) + ..+M j−1

A Lg(t
β
1 + sβ1 )

Γ(β + 1)
] ‖ x− y ‖PC ,

et pour t ∈ (sj , tj+1],

‖ (Px)(t)− (Py)(t) ‖ ≤ MA[M j
ALh +

tαj+1 +MA(tαj + sαj ) + ..+M j−1
A (tα2 + sα2 ) +M j

A(tα1 + sα1 )

Γ(α+ 1)
×(Lf + q∗Lk +MfB

∗ + CfF
∗)

+
Lg(t

β
j + sβj ) + ..+M j−2

A Lg(t
β
2 + sβ2 ) +M j−1

A Lg(t
β
1 + sβ1 )

Γ(β + 1)
] ‖ x− y ‖PC .

On montre cette relation pour j = i+ 1.
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Pour t ∈ (ti+1, si+1]

‖ (Px)(t)− (Py)(t) ‖ ≤ ‖ di+1x+
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1gi+1(s, x(s))ds− di+1y

− 1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1gi+1(s, y(s))ds ‖

≤ ‖ di+1x− di+1y ‖ +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1 ‖ gi+1(s, x(s))− gi+1(s, y(s)) ‖ ds

≤ ‖ Pα(ti+1 − si)(Kix −Kiy) ‖ + ‖
∫ ti+1

0
(ti+1 − s)α−1Qα(ti+1 − s)

×[f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))− f(s, y(s), Fy(s), By(s))
−
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, y(τ))dτ +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ ‖]ds

+ ‖ 1

Γ(β)

∫ ti+1

0
(ti+1 − s)β−1(gi+1(s, x(s))− gi+1(s, y(s))ds ‖

+
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1 ‖ (gi+1(s, x(s))− gi+1(s, y(s))) ‖ ds

≤ [M i+1
A Lh +

MAt
α
i+1 +M2

A(tαi + sαi ) + ...+M i+1
A (tα1 + sα1 )

Γ(α+ 1)
×(Lf + q∗Lk +MfB

∗ + CfF
∗)

+
Lg(t

β
i+1 + sβi+1) +M i

ALg(t
β
1 + sβ1 ) + ...+MALg(t

β
i + sβi )

Γ(β + 1)
] ‖ x− y ‖PC .

Pour t ∈ (si+1, ti+2]

‖ (Px)(t)− (Py)(t) ‖ ≤ ‖ Pα(t− si+1)K(i+1)x − Pα(t− si+1)K(i+1)y ‖
+ ‖

∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s)[f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))

−f(s, y(s), Fy(s), By(s)) +
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

−
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, y(τ))dτ ]ds ‖

≤ ≤MA[‖ d(i+1)x − d(i+1)y ‖ +
sαi+1MA

Γ(α+ 1)
(Lf + q∗Lk +MfB

∗ + CfF
∗)

× ‖ x− y ‖PC +
sβi+1

Γ(β + 1)
Lg ‖ x− y ‖PC

+
tαi+2MA

Γ(α+ 1)
(Lf + q∗Lk +MfB

∗ + CfF
∗) ‖ x− y ‖PC

≤

[
MA

[
M i+1
A Lh

+
tαi+2 +M i+1

A (tα1 + sα1 ) + ..+M2
A(tαi + sαi ) +MA(tαi+1 + sαi+1)

Γ(α+ 1)

×(Lf + q∗Lk +MfB
∗ + CfF

∗)

]
+

+
MALg(s

β
i+1 + tβi+1) +M2

ALg(s
β
i + tβi ) + ..+M i+1

A Lg(t
β
1 + sβ1 )

Γ(β + 1)

]
× ‖ x− y ‖PC .

Alors, P est une contraction sur l’espace PC(J,X).
D’où P admet un point fixe unique x ∈ PC(J,X) .

�

4.1.4 Etude d’existence de la solution intégrale .
Théorème 4.2 Si les hypothèses (H1) − (H3), et (H5) − (H6) sont satisfaites. De plus, la condition
suivante est vérifiée :
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max

{
A;B

}
< 1.

Alors le problème (4.1) admet au moins une solution intégrale.
Avec

A = Mm+1
A Lh +

MALg(s
β
m + tβm) +M2

ALg(s
β
m−1 + tβm−1) + ...+Mm

A Lg(s
β
1 + tβ1 )

Γ(β + 1)
,

B =
[MAT

α +M2
A(tαm + sαm) + ...+Mm+1

A (tα1 + sα1 )]

Γ(α+ 1)
(D(1 +B∗ + F ∗) +D′q∗).

Preuve.
On introduit la décomposition Q = Q1 +Q2 telles que :

Q1x(t) =


Pα(t)(x0 + h(x)) +

∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s)C(s)u(s)ds, t ∈ [0, t1],

di1x +
1

Γ(β)

∫ t
0
(t− s)β−1gi(s, x(s))ds, t ∈ (ti, si], i = 1, 2, ..,m,

Pα(t− si)Ki1x +
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)C(s)u(s)ds, t ∈ (si, ti+1], i = 1, 2, ..,m,

Q2x(t) =


∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)

[
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)) +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

]
ds, t ∈ [0, t1],

di2x, t ∈ (ti, si], i = 1, 2, ..,m,

Pα(t− si)Ki2x +
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)

[
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)) +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

]
ds,

t ∈ (si, ti+1], i = 1, 2, ..,m,

avec
di1x = Pα(ti − si−1)K(i−1)1x +

∫ ti
0

(ti − s)α−1Qα(ti − s)C(s)u(s)ds− 1

Γ(β)

∫ ti
0

(ti − s)β−1gi(s, x(s))ds,

i = 1, 2, ..,m,

Ki1x = di1x +
1

Γ(β)

∫ si
0

(si − s)β−1gi(s, x(s))ds−
∫ si

0
(si − s)α−1Qα(si − s)C(s)u(s)ds, i = 1, 2, ..,m,

K01x = x0 + h(x),

et
di2x = Pα(ti − si−1)K(i−1)2x +

∫ ti
0

(ti − s)α−1Qα(ti − s)
[
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)),

+
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

]
ds, i = 1, 2, ..,m,

Ki2x = di2x −
∫ si

0
(si − s)α−1Qα(si − s)

[
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)) +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

]
ds,

i = 1, 2, ..,m,
K02x = 0.

La démonstration se fait en plusieurs étapes .

étape 1: On montre que QBr(J) ⊂ Br(J)
avec Br = {x ∈ PC(J,X); ‖ x ‖≤ r} est la boule de rayon r > 0,

et Kα,τ = α

(
1− τ
α− τ

)1−τ

‖ Cu ‖L1/τ ,

γ1 = Mm+1
A [‖ x0 ‖ +L′h] +

MA[(D +D′q∗)Tα +Kα,τT
α−τ ]

Γ(α+ 1)
,

γ2 =

m+1∑
k=2

Mk
A[(D +D′q∗)(tαm+2−k + sαm+2−k) +Kα,τ (tα−τm+2−k + sα−τm+2−k)]

Γ(α+ 1)
,
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γ3 =
MAL

′
g(t

β
i + sβm) +M2

AL
′
g(t

β
m−1 + sβm−1) + ...+Mm

A L
′
g(t

β
1 + sβ1 )

Γ(β + 1)
,

B =
[MAT

α +M2
A(tαm + sαm) + ...+Mm+1

A (tα1 + sα1 )]

Γ(α+ 1)
(D(1 +B∗ + F ∗) +D′q∗).

Dans ce cas
γ1 + γ2 + γ3

1−B
< r.

pour tout x ∈ Br, on a :

premier cas. Pour t ∈ [0, t1],

‖ Qx(t) ‖ ≤ MA [‖ x0 ‖ +L′h] +
MAt

α
1

Γ(α+ 1)
[D (1 + r(1 +B∗ + F ∗)) +D′q∗(1 + r)] +

Kα,τ t
α−τ
1

Γ(α+ 1)
MA

≤ MA

[
‖ x0 ‖ +L′h +

(D +D′q∗)tα1 +Kα,τ t
α−τ
1

Γ(α+ 1)

]
+MA

(D(1 +B∗ + F ∗) +D′q∗)tα1
Γ(α+ 1)

r

≤ r.
D’une façon similaire à la démonstration du théorème(4.1), on montre que :
deuxième cas. Pour t ∈ (ti, si], i = 1, 2, ...,m,

‖ Qx(t) ‖ ≤ M i
A [‖ x0 ‖ +L′h] +

MA[(D +D′q∗)tαi +Kα,τ t
α−τ
i ]

Γ(α+ 1)

+
∑k=i
k=2

Mk
A[(D +D′q∗)(tαi+1−k + sαi+1−k) +Kα,τ (tα−τi+1−k + sα−τi+1−k)]

Γ(α+ 1)

+
L′g(t

β
i + sβi ) +MAL

′
g(t

β
i−1 + sβi−1) + ..+M i−1

A L′g(t
β
1 + sβ1 )

Γ(β + 1)

+
[MAt

α
i +M2

A(tαi−1 + sαi−1) +M3
A(tαi−1 + sαi−1) + ..+M i

A(tα1 + sα1 )]

Γ(α+ 1)
(D(1 +B∗ + F ∗)

+D′q∗))r
≤ r.

Troisième cas. Pour t ∈ (si, ti+1],

‖ Qx(t) ‖ ≤ M i+1
A [‖ x0 ‖ +L′h] +

MA[(D +D′q∗)tαi+1 +Kα,τ t
α−τ
i+1 ]

Γ(α+ 1)

+
∑k=i+1
k=2

Mk
A[(D +D′q∗)(tαi+2−k + sαi+2−k) +Kα,τ (tα−τi+2−k + sα−τi+2−k)]

Γ(α+ 1)

+
MAL

′
g(t

β
i + sβi ) +M2

AL
′
g(t

β
i−1 + sβi−1) + ...+M i

AL
′
g(t

β
1 + sβ1 )

Γ(β + 1)
+

+
[MAt

α
i+1 +M2

A(tαi + sαi ) + ...+M i+1
A (tα1 + sα1 )]

Γ(α+ 1)
(D(1 +B∗ + F ∗) +D′q∗)r ≤ r.

étape 2: Q1 est une contraction sur Br. Soit x, y ∈ Br

premier cas. Pour t ∈ [0, t1], on a :
‖ Q1x(t)−Q1y(t) ‖≤MALh ‖ x− y ‖PC<‖ x− y ‖PC .
D’une façon similaire à la démonstration du théorème(4.1), on montre que :
deuxième cas. Pour t ∈ [ti, si], 1 ≤ i ≤ m,

‖ Q1x(t)−Q1y(t) ‖ ≤

[
M i
ALh +

Lg(s
β
i + tβi ) +MALg(s

β
i−1 + tβi−1) + ...+M i−1

A Lg(s
β
1 + tβ1 )

Γ(β + 1)

]
× ‖ x− y ‖PC
<‖ x− y ‖PC .

Pour t ∈ (si, ti+1], 1 ≤ i ≤ m,
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‖ Q1x(t)−Q1y(t) ‖ ≤

[
M i+1
A Lh +

MALg(s
β
i + tβi ) +M2

ALg(s
β
i−1 + tβi−1) + ...+M i

ALg(s
β
1 + tβ1 )

Γ(β + 1)

]
× ‖ x− y ‖PC

< ‖ x− y ‖PC .
Ce qui implique que Q1 est une contraction.

étape 3: Q2 est continue .
Soit (xn)n≥0 une suite telle que limn→∞ ‖ xn − x ‖PC= 0, on a :
premier cas. Pour t ∈ [0, t1]

‖ Q2xn(t)−Q2x(t) ‖ ≤ ‖
∫ t

0
(t− s)α−1Qα(t− s)([f(s, xn(s), Fxn(s), Bxn(s))

+
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, xn(τ))dτ − f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))

−
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ)]ds ‖

≤ MAt
α
1

Γ(α+ 1)

(
‖ f(., xn(.), Fxn(.), , Bxn(.))− f(., x(.), Fx(.), Bx(.)) ‖PC

+ ‖ q∗[k(., xn(.))− k(., x(.))] ‖PC

)
.

D’une façon similaire à la démonstration du théorème(4.1), on montre que :
deuxième cas . Pour t ∈ (ti, si], i = 1, 2, ...,m,

‖ Q2xn(t)−Q2x(t) ‖ ≤
[
MAt

α
i +M2

A(tαi−1 + sαi−1) + ...+M i
A(tα1 + sα1 )

Γ(α+ 1)

]
×(

‖ f(., xn(.), Fxn(.), , Bxn(.))− f(., x(.), Fx(.), Bx(.)) ‖PC

+ ‖ q∗[k(., xn(.))− k(., x(.))] ‖PC

)
.

Troisième cas. Pour t ∈ (si, ti+1],

‖ Q2xn(t)−Q2x(t) ‖ ≤

[
MAt

α
i+1 +M2

A(tαi + sαi ) + ...+M i+1
A (tα1 + sα1 )

Γ(α+ 1)

]

×

(
‖ f(., xn(.), Fxn(.), , Bxn(.))− f(., x(.), Fx(.), Bx(.)) ‖PC

+ ‖ q∗[k(., xn(.))− k(., x(.))] ‖PC

)
.

étape 4: Q2 est compact.

1. On a Q2Br ⊆ Br, donc Q2 est uniformément borné sur Br,
2. Pour x ∈ Br, on a :

pour 0 ≤ t′ < t′′ ≤ t1, on a :

‖ Q2x(t′′)−Q2x(t′) ‖ ≤ ‖
∫ t′′

0
(t′′ − s)α−1Qα(t′′ − s)

(
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))

+
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

)
ds−

∫ t′
0

(t′ − s)α−1Qα(t′ − s)

×
(
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)) +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

)
ds ‖

≤ I1 + I2 + I3,

avec
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I1 = ‖
∫ t′′
t′

(t′′ − s)α−1Qα(t′′ − s)
(
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))

+
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

)
ds ‖

I2 = ‖
∫ t′

0
(t′ − s)α−1 [Qα(t′′ − s)−Qα(t′ − s)]

(
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))

+
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

)
ds ‖

I3 = ‖
∫ t′

0

[
(t′′ − s)α−1 − (t′ − s)α−1

]
Qα(t′′ − s)

(
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))

+
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

)
ds ‖ .

I1 ≤
αMA[D (1 + r(1 +B∗ + F ∗)) +D′q∗(1 + r)]

Γ(α+ 1)

∫ t′′
t′

(t′′ − s)α−1ds

≤ MA[D (1 + r(1 +B∗ + F ∗)) +D′q∗(1 + r)]

Γ(α+ 1)
(t′′ − t′)α −→ 0, t′′ − t′ −→ 0.

I2 ≤ [D (1 + r(1 +B∗ + F ∗))+D′q∗(1+r)]

∫ t′

0

(t′−s)α−1 ‖ Qα(t′′−s)α−1−Qα(t′−s)α−1 ‖ ds −→ 0

lorsque t′′ − t′ −→ 0.

I3 ≤
MA[D (1 + r(1 +B∗ + F ∗)) +D′q∗(1 + r)]

Γ(α)

∫ t′
0

(
(t′′ − s)α−1 − (t′ − s)α−1

)
ds

≤ MA[D (1 + r(1 +B∗ + F ∗)) +D′q∗(1 + r)]

Γ(α+ 1)
(t′′ − t′)α −→ 0; t′′ − t′ −→ 0.

Premier cas . Pour ti ≤ t′ < t′′ ≤ si,
‖ Q2x(t′′)−Q2x(t′) ‖= 0.
Deuxième cas. Pour si ≤ t′ < t′′ ≤ ti+1,

‖ Q2x(t′′)−Q2x(t′) ‖≤ I1 + I2 + I3+ ‖ (Pα(t′′ − si)− Pα(t′ − si))Ki2x ‖ . (4.2)

En se basant sur l’hypothèse (H1) et la preuve du lemme 3.2 dans [47], on obtient la continuité
uniforme topologique de Pα(t) et Qα(t) (t > 0).
On conclut que le membre droit de (4.2) tends vers 0 uniformément lorsque t′′ → t′.
Troisième cas. Pour ti ≤ t′ < si < t′′ ≤ ti+1,

‖ Q2x(t′′)−Q2x(t′) ‖ ≤ ‖ Pα(t′′ − si)Ki2x +
∫ t′′

0
(t′′ − s)α−1Qα(t′′ − s)

(
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))

+
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

)
ds− di2x ‖−→ 0

lorsque t′′ −→ t′ on a (t′′ −→ si).

Conclusion, ‖ Q2x(t′′)−Q2x(t′) ‖−→ 0, lorsque t′′ − t′ −→ 0, ce qui implique que Q2(Br(J)) est
équicontinue .
On a Q2Br ⊆ Br, soit Q2Br(t) = {Q2x(t);x ∈ Br} pour t ∈ J .

3.Q2Br(t) est relativement compact.
Q2Br(0) = {0} est compact.
Pour t ∈ [0, t1].
Pour tout ε ∈ (0, t) et δ > 0, on définit l’ensemble :
Qε,δ2 (Br)(t) =

{
Qε,δ2 x(t);x ∈ Br

}
,

avec
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Qε,δ2 x(t) = α
∫ t−ε

0

∫∞
δ
θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ)

(
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))

+
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

)
dθds

= α
∫ t−ε

0

∫∞
δ
θ(t− s)α−1ξα(θ) [T (εαδ)T ((t− s)αθ − εαδ)]

(
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))

+
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

)
dθds

= αT (εαδ)
∫ t−ε

0

∫∞
δ
θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ − εαδ)

(
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))

+
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

)
dθds.

(Re-

marquons que θ ≥ δ et t− ε ≥ s, donc (t− s)αθ − εαδ ≥ 0) alors l’opérateur T (εαδ) (εαδ > 0) est
compact, l’ensemble Qε,δ2 Br(t) est relativement compact dans X. D’où, pour tout x ∈ Br on obtient

‖ Q2x(t)−Qε,δ2 x(t) ‖ ≤ α ‖
∫ t

0

∫ δ
0
θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ)

(
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))

+
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

)
dθds+

∫ t
0

∫∞
δ
θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ)

×
(
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)) +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

)
dθds

−
∫ t−ε

0

∫∞
δ
θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ)

(
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))

+
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

)
dθds ‖

≤ G1 +G2,

avec
G1 = α ‖

∫ t
0

∫ δ
0
θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ)

(
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))

+
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

)
dθds ‖,

et
G2 = α ‖

∫ t
t−ε
∫∞
δ
θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ)

(
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))

+
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

)
dθds ‖ .

On a
G1 ≤ αMA

∫ t
0
(t− s)α−1 ‖

(
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)) +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

)
‖ ds

∫ δ
0
θξα(θ)dθ

≤ MAt
α
1 [D (1 + r(1 +B∗ + F ∗)) +D′q∗(1 + r)]

∫ δ
0
θξα(θ)dθ,

et
G2 ≤ αMA

∫ t
t−ε(t− s)

α−1 ‖
(
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s)) +

∫ s
0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

)
‖ ds

×
∫∞
δ
θξα(θ)dθ

≤ MAε
α[D (1 + r(1 +B∗ + F ∗)) +D′q∗(1 + r)]

∫∞
0
θξα(θ)dθ

≤ MA[D (1 + r(1 +B∗ + F ∗)) +D′q∗(1 + r)]

Γ(α+ 1)
εα.

Donc, ‖ (Q2x(t)−Qε,δ2 x(t) ‖−→ 0, quand ε −→ 0; δ −→ 0.

Alors, il existe un sous ensemble relativement compact fermé de Q2Br(t).
D’où Q2Br(t) est relativement compact sur X.

pour ti < t ≤ si, i = 1, 2, ...,m, on a
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Q2Br(t) = {di2x, x ∈ Br} est compact.

Pour si < t ≤ ti+1, i = 1, 2, ...,m,

Q2Br(t) =

{
Pα(t− si)Ki2x +

∫ t
0
(t− s)α−1Qα(t− s)

(
f(s, x(s), Fx(s), Bx(s))

+
∫ s

0
q(s− τ)k(τ, x(τ))dτ

)
ds, x ∈ Br

}
.

.

D’une façon similaire à la preuve du premier cas (t ∈ [0, t1]) et puisque Pα(t− si) est un opérateur
compact.
D’où Q2Br(t) est relativement compact.

�

Remarque 8 Un cas particulier du problème (4.1) a été déjà traité en considérant que l’opérateur A
génère un C0-semigroupe non-compact, voir [18].

4.1.5 Exemples
Soit X = L2(0, 1), J = [0, 1], t0 = s0 = 0, t1 = 1

3 , s1 = 2
3 , T = 1.

On définit Ax =
∂2

∂2v
x pour x ∈ D(A) =

{
x ∈ X :

∂x

∂v
,
∂2x

∂2v
∈ X,x(0) = x(1) = 0

}
.

Alors A est le générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément continue {T (t), t ≥ 0} on X. De
plus T (t) est compact et ‖ T (t) ‖≤ 1 = MA, pour tout t ≥ 0.

Exemple 4.1 On considère



∂α

∂tα
y(t, v) =

∂2

∂v2
y(t, v) +

1

24
sin

[
y(t, v) +

∫ t
0

e−(s−t)

80
y(s, v) +

∫ t
0

e−2(s−t)

160
y(s, v)ds

]
+
∫ t

0
e−(s−t) 1

24
cos(y(s, v))ds+ C(t, v), v ∈ (0, 1), t ∈ [0,

1

3
] ∪ (

2

3
, 1],

∂β

∂tβ
y(t, v) =

1

8
cos(y(t, v)), t ∈ (

1

3
,

2

3
],

y(t, v) = y0 +
1

8
(y(s1, v) + y(t1, v)) .

Notons x(t)(v) = y(t, v) et C(t, v) = C(t)u(t)(v)

Le problème devient ;

(P )



cDαx(t)(v) = Ax(t)(v) + f(t, x(t), Fx(t), Bx(t))(v) +
∫ t

0
q(t− s)k(s, x(s)(v))ds+ C(t)u(t)(v),

t ∈ [0,
1

3
] ∪ (

2

3
, 1], u ∈ Uad

cDβx(t) = g1(t, x(t)), t ∈ (ti, si], t ∈ (
1

3
,

2

3
],

x(0) = x0 + h(x).

avec : Bx(t)(v) =
∫ t

0

e−2(s−t)

160
y(s, v)ds

Fx(t)(v) =
∫ t

0

e−(s−t)

80
y(s, v)ds, f(t, x(t), Fx(t), Bx(t))(v) =

1

24
sin[y(t, v)+

∫ t
0

e−(s−t)

80
y(s, v)+

∫ t
0

e−2(s−t)

160
y(s, v)ds]
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k(t, x(t))(v) =
1

24
cos(x(t)(v)), g1(t, x(t))(v) =

1

8
cos(x(t)(v)), h(t, x(t))(v) =

1

8
(x(s1)(v) + x(t1)(v)),

q(t) =
et

4
et α = 0.85, β = 0.95,

Dans ce cas : Lk = Lf = Cf = Mf =
1

24
, Lg = Lh =

1

8
, et F ∗ = B∗ =

1

40
, q∗ =

e− 1

4
,[

Lh +
1 + (tα1 + sα1 )

Γ(α+ 1)
(Lf + q∗Lk +MfB

∗ + CfF
∗) +

Lg(t
β
1 + sβ1 )

Γ(β + 1)

]
≈ 0.393717 < 1.

Ce qui implique que les hypothèses du théorème 4.1 sont satisfaites . Donc, notre problème admet une
unique solution intégrale.

Exemple 4.2 On considère



∂α

∂tα
y(t, v) =

∂2

∂v2
y(t, v) +

1

24et
|y(t, v) +By(t, v) + Fy(t, v)|

1 + |y(t, v) +By(t, v) + Fy(t, v)|
+
∫ t

0

1

24e−(t−s)
es|y(s, v)|

1 + |y(s, v)|
ds+ C(t, v), v ∈ (0, 1)

t ∈ [0,
1

3
] ∪ (

2

3
, 1],

∂β

∂tβ
y(t, v) =

1

8et
|y(t, v)|

1 + |y(t, v)|
, t ∈ (

1

3
,

2

3
],

y(t, v) = y0 +
1

8et
(y(s1, v) + y(t1, v)) .

Notons x(t)(v) = y(t, v) et C(t, v) = C(t)u(t)(v).

Le problème devient (P ). Avec : Bx(t)(v) =
∫ t

0

e−2(s−t)

160
y(s, v)ds

Fx(t)(v) =
∫ t

0

e−(s−t)

80
y(s, v)ds, f(t, x(t), Fx(t), Bx(t))(v) =

1

24et
|x(t)(v) +Bx(t)(v) + Fx(t)(v)|

1 + |x(t)(v) +Bx(t)(v) + Fx(t)(v)|

k(t, x(t))(v) =
1

24

et|y(t, v)|
1 + |y(t, v)|

, g1(t, x(t))(v) =
1

8et
|y(t, v)|

1 + |y(t, v)|
, h(t, x(t))(v) =

1

8et
(x(s1)(v) + x(t1)(v)),

q(t) =
et

4
et α = 0.75, β = 0.65.

Dans ce cas : Lh = Lg =
1

8
, D = D′ =

1

24
, et B∗ = F ∗ =

1

40
, q∗ =

e− 1

4

Lh + Lg
(tβ1 + sβ1 )

Γ(β + 1)
≈ 0.3

et
1 + (tα1 + sα1 )

Γ(α+ 1)
(D(1 +B∗ + F ∗) +D′q∗) ≈ 0.145993.

On a max {0.3; 0.145993} < 1.

Ce qui implique que les hypothèses du théorème 4.2 sont satisfaites. Donc, notre problème admet au
moins une solution intégrale.



Conclusion

Au terme de cette thèse, nous estimons que les résultats présentés contribueront au développement de
l’étude des équations différentielles fractionnaires, en ouvrant de nouveaux horizons à la recherche scien-
tifique sur cette thématique émergente.
Après avoir présenté les notions préliminaires utiles pour la bonne compréhension du présent travail, nous
avons présenté des résultats d’existence et d’unicité de certains problèmes différentiels d’ordres fraction-
naires impulsives relatifs à la dérivée de Caputo dans des espaces de Banach. Tout d’abord, nous avons
établi des résultats d’existence et d’unicité d’un problème différentiel fractionnaire impulsive périodique
en utilisant les techniques de points fixes.
Par ailleurs, nous avons présenté des résultats d’existence et d’unicité de la solution intégrale d’une équa-
tion intégro-différentielle fractionnaire évolutive impulsive non locale. Ces résultats sont obtenus à l’aide
de la technique de point fixe .
Les résultats présentés dans cette thèse offrent naturellement de nombreuses perspectives. La première
est l’étude de la stabilité de la solution intégrale d’une équation intégro-différentielle fractionnaire évolu-
tive impulsive non locale. La deuxième perspective envisageable serait l’étude des équations impulsives
d’ordres fractionnaires avec retard fini, ainsi que la stabilité.
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