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Résumé

Les équations différentielles fractionnaires concourent dans la modélisation de cer-
tains phénomeénes physiques présentant des termes mémoire dans leurs structures.

L’objectif de cette thése est de contribuer au développement de la théorie des équa-
tions intégro-différentielles fractionnaires impulsives, et ce en s’intéressant a I’étude d’une
équation différentielle fractionnaires impulsives avec une condition initiale périodique dans
un premier temps, et une équation intégro-différentielle fractionnaire impulsive non locale.

Tout d’abord, nous nous intéressons a I’étude de I'existence et 1'unicité de la solution
de I’équation différentielle fractionnaires impulsives avec une condition initiale périodique.
Ensuite, nous traitons les questions d’existence et d’unicité de la solution de 1’équation
intégro-différentielle fractionnaire impulsive avec une condition initiale non locale. En-
fin, nous terminons par une conclusion qui résume nos contributions scientifiques dans
cette thése, ainsi que, quelques problémes ouverts possibles a étudier a ’avenir comme de
nouvelles directions.



Introduction

Le but du calcul fractionnaire est de généraliser les dérivées traditionnelles & des ordres
non-entiers. Comme il est bien connu, beaucoup de systémes dynamiques sont mieux ca-
ractérisés par un modéle dynamique d’ordre fractionnaire, basé en général sur la notion
de différentiation ou d’intégration de I’ordre non-entier.

L’étude des systémes d’ordre fractionnaire est plus délicate que pour leurs homologues
d’ordre entier. En effet, les systémes fractionnaires sont, d’une part, considérés comme
des systémes & mémoire, notamment pour la prise en compte des conditions initiales et
d’autre part ils présentent une dynamique beaucoup plus complexe.

Le calcul traditionnel étant basé sur la différentiation et l'intégration d’ordre entier, le
concept de calcul fractionnaire a le potentiel énorme de changer la maniére dont nous
voyons, modélisons, et commandons la "nature" autour de nous.

Plusieurs études théoriques et expérimentales montrent que certains systémes électrochi-
miques [8], thermiques [2] et viscoélastiques [37], sont régis par des équations différentielles
a dérivées non-entieres. L'utilisation de modeles classiques basés sur une dérivation entiere
n’est donc pas appropriée. Par ce fait, des modeles basés sur des équations différentielles
a dérivées non-enticres ont ¢té développés [7].

Dans la littérature, ’histoire du calcul fractionnaire a commencé par la lettre : Que
signifie £ si

g Sin = %, adressée par I’Hospital en 1695 a Leibniz qui a introduit avec Newton
le symbole ng—,{ pour désigner la n*®™¢ dérivée apparemment entiére d’une fonction f.
Cette lettre était le premier indice d’une nouvelle théorie de dérivation d’ordre arbitraire
appelée dérivation fractionnaire et qui unifie et généralise la dérivation d’ordre entier (clas-
sique). Et depuis ce temps, cette théorie a attiré attention des célébres mathématiciens
comme Euler, Laplace, Fourier, Abel, Liouville, Riemann, et Laurent.

Les concepts de dérivation et intégration fractionnaires sont souvent associés au noms de
Riemann et Liouville, alors que l'interrogation sur la généralisation de la notion de dérivée
a des ordres fractionnaires est plus ancienne.

Il semble qu'une contradiction dans les définitions ait empéché un succes plus grand de la
théorie, qui n’est certes pas encore unifiée ; de plus, ’absence au début d’une interpréta-
tion géométrique ou physique claire de la dérivée fractionnaire d’une fonction a largement
contribué a ce que des champs de recherche passionnants restent dans ’ombre. Le para-
doxe des définitions distinctes fut résolu par la compréhension du caractére non local de
I'opérateur de dérivation non entiére.

Pendant ces trois derniéres décennies, plus d’intéréts ont été prétés a cette théorie et les
champs de ces applications se sont diversifiés, elle a donc connu récemment un grand



intérét vue qu’elle posséde un effet de mémoire qu’elle partage avec plusieurs matériaux
viscoélastiques ou polymeéres.
Deux raisons principales semblent expliquer cet intérét grandissant :

e |'utilisation de la dérivation d’ordre non entier dans le cadre d’applications va-
riées (automatique, analyse d’image, viscoélasticité, diffusion fractale, etc...) permet
d’améliorer les modéles classiquement utilisés et de créer de nouveaux outils d’ingé-
nierie .

e ct d’un point de vue strictement mathématique, les nombreuses propriétés de la
dérivation d’ordre généralisé en font un outil d’analyse intéressant.

D’autre part, les équations différentielles impulsives apparaissaient comme une descrip-
tion naturelle de nombreux phénomeénes d’évolution dans le monde réel. La majorité des
processus dans les sciences appliquées sont représentés par des équations différentielles.
Cependant, la situation est différente dans certains phénomeénes physiques subissant des
changements au cours de leur évolution comme les systémes mécaniques avec impact,
les systémes biologiques (battements du cceur, flux du sang,...,). La dynamique des po-
pulations, les désastres naturels, etc. Ces changements sont souvent produits sous forme
d’impulsions. La modélisation de tels phénomeénes nécessite 1'utilisation des formes qui
font intervenir explicitement et simultanément 1’évolution continue du phénomeéne ainsi
que les changements instantanés ou non-instantanées (Par exemple 1’équilibre hémody-
namique d’une personne ). De tels modéles sont dits "impulsifs" ; ils sont évolutifs de
processus continues régis par des équations différentielles combinées avec des équations
aux différences représentant 1’effet impulsif subi.

Présentation de la thése

Cette thése comprend quatre chapitres.
Le premier chapitre intitulé "Outils mathématiques", contient un ensemble de défini-
tions et résultats qui nous seront utiles pour la suite de cette étude. Il est divisé comme
suit :
La section 1 :Sera consacré & un rappel historique du calcul fractionnaire.
La section 2 :Sera abordé une application du calcul fractionnaire.
La section 3 :Porte sur une application des systémes impulsifs.
La section 4 :Nous donnons une solution explicite de I’équation différentielle impul-
sive.
La section 5 :Sera réservée a un petit rappel sur la notion d’espace de Banach.
La section 6 : Nous donnons deux théorémes d’Arzela-Ascoli.
La section 7 :Nous donnons deux théorémes de point fixe.
La section 8 :Sera réservée aux fonctions spéciales pour la dérivation non entiére.
La section 9 :Nous allons aborder diverses approches de la dérivation non entiére.
La section 10 :Nous parlons des équations différentielles fractionnaires a coefficients
constants.
Le deuxiéme chapitre intitulé" Etude d’une équation différentielle fractionnaire li-
néaire", sera consacré a l’étude de l'existence et l'unicité de la solution de I’équation
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linéaire. Plus précisément on va montrer :
1. L’existence et I'unicité de la solution du probléme (2.1.1) en se basant sur la trans-
formation de Laplace.
2. L’existence et 'unicité de la solution du probléme (2.2.1) en se basant sur la trans-
formation de Laplace.
Le troisiéme chapitre intitulé" Etude de 'équation différentielle fractionnaire impulsive
périodique", sera consacré a 1’étude de I'existence et I'unicité de la solution de I’équation
fractionnaire impulsive périodique. Plus précisément on va montrer :
1. L’existence et 'unicité de la solution du probléme (3.1), a 'aide du théoréme du
point fixe de Banach.
2. L’existence de la solution du probléme (3.1), a I'aide du théoréme du point fixe de
Krasnoselskii.
Le quatriéme chapitre intitulé"Résultats d’existence de la solution de I’équation intégro-
différentielle fractionnaire impulsive non locale", sera consacré a I’étude de I'existence et
I'unicité de la solution de 1’équation l'intégro-différentielle fractionnaire impulsive non
locale. Plus précisément on va montrer :
1. L’existence et 'unicité de la solution du probléme (4.1), a 'aide du théoréme du
point fixe de Banach.
2. L’existence de la solution du probléme (4.1), a I'aide du théoréme du point fixe de
de Krasnoselskii .



Chapitre 1
Préliminaire

1.1 Apercu historique

Notre but dans cette partie n’est pas de dresser un état de I'art complet sur le calcul frac-
tionnaire et ce pour deux raisons :

1. Les domaines de recherche sont actuellement si variés qu’il semble difficile d’avoir
un apergu complet, méme si plusieurs ouvrages tels que [19, 35] offrent une vision
trés large sur ce domaine.

2. Des historiques trés détaillés sont donnés dans les ouvrages de références tels que
[31, 36]. Nous présentons ici les principales étapes historiques de 1’élaboration du
calcul fractionnaire, jusqu’a son essor dans le développement d’applications dans les
années 1970. Nous nous appuyons sur les ouvrages [31, 36, 28, 20| pour couvrir la
période de 1695 a 1974.

1695

L’origine du calcul fractionnaire semble remonter a Leibniz. Dans une lettre au Marquis de
L’Hospital, il propose de généraliser sa formule pour la dérivée niéme d’un produit de deux
fonctions & n > 0 et introduit la notation d'/2h. 11 écrit notamment que d'/?z = zv/dz : z.
Dans une autre lettre & Bernoulli, il mentionne des dérivées "d’ordres généraux".

1730

Euler est le second grand mathématicien a aborder la question. Dans son article [10] o
il introduit sa célébre fonction Gamma I' qui généralise la factorielle (I'(n + 1) = n!), il
conclut en proposant une définition pour la dérivée d’ordre av > 0 de z”, avec 8 > 0. Son
cheminement est le suivant : pour m,n € N avec m > n, on a tout d’abord

n [
a .. m! S

den’ (m — n)!aj

Grace a sa fonction Gamma cette formule s’étend directement & une puissance :

d" r 1
2= Mxm*n_ (1.1)

dxm 'm—-—n+1)

Le terme de droite de (1.1) conservant un sens pour un réel n > 0 (tel que n < m+1),
on peut donc le considérer comme une définition pour la dérivée d’ordre réel a > 0 de la
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puissance réelle > 0 :

e 5 TB+1) .
de’ " TB-a+l) (12)

Notons ici qu’Euler ne considére en fait que des nombres rationnels (appelés aussi frac-
tionnaires) et non des nombres réels. La dénomination actuelle de dérivée "fractionnaire"
pour exprimer en fait une dérivée d’ordre réel pourrait donc trouver son origine historique
dans ce travail.

1822
Mentionnons ensuite le travail de Fourier qui, grace a sa célébre transformée, obtient une
autre définition de la dérivée d’ordre réel. En composant la transformée de Fourier (réelle)
d’une fonction f avec sa transformée inverse, Fourier retrouve I'identité :

f@) =5 [ [ Ha)costole — a))dad. (13)

Il remarque ensuite que la dérivée niéme (n € N) du terme en cos peut s’écrire comme :

ﬂcoS(p(x —a)) =p"cos[p(r —a) + T}

1.4
dx™ 2 (1.4)

Le membre de droite garde un sens si on remplace n par u > 0, ce qui permet de définir la
dérivée d’ordre u de cos(p(x — «)). En utilisant cette définition dans (1.3), Fourier obtient
ainsi la dérivée d’ordre u > 0 de f :

du
dzt

flx) = % /_OO /_OO fla)pcos[p(z — a) + %}dadp. (1.5)

1823
Abel utilise le calcul fractionnaire pour résoudre le probléme du tautochrone généralisé.
1832-37
Liouville est le premier a étudier en détail le calcul fractionnaire, comme semblent 1’attester
les huit articles qu’il publia entre 1832 et 1837. Partant de la relation
dn axr n _ax
—e" = a"e", 1.6
e (1.6)
pour n € N, il propose de 'étendre pour o > 0, définissant ainsi la dérivée d’ordre a de
e®. Par conséquent toute fonction f pouvant s’écrire sous la forme :

f(z) = chea’“w, (1.7)
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admet une dérivée d’ordre o > 0 donnée par

A

dx®

(x) = Z cragne™?. (1.8)
k=0

Afin d’étendre cette définition a d’autres types de fonctions que (1.7), Liouville remarque
que :

1 o0
V3 >0,Ve > 0,27" = —/ uP ey,
I'(B) Jo

A Taide de (1.6), il trouve :

d* (—=1) / o
B8 _ at+p—1_—zxu
r = U e "du,
dx® L) Jo

soit

& CVTetB)
doe G |

(1.9)

Meéme si (1.2) et (1.9) concernent des exposants ( différents, la limite § = 0 est problé-
matique.
Par exemple, pour o = 1/2,

— avec la définition d’Euler

a2 1
dx1i2’ = mz)
— alors qu’avec celle de Liouville
d1/2 0

Ce paradoxe est en fait résolu si on utilise les définitions modernes des dérivées fraction-
naires. On peut vérifier que la définition d’Euler correspond & la dérivée de Riemann-
Liouville et celle de Liouville & sa propre version moderne. Par exemple, pour 0 < o < 1

et >0,
da ]_ d x
- B = — _ —Q Bd
<d$a>EuleTI F(]_ _ O[) dx /O <I‘ y) yay,

d” 1 d T
-8 _ a By
<dl‘a>Li0uvillex F(l — Q) dr / ([B y) ) Y.

—00
Comme il est signalé dans [20] ces définitions différent en fait par les bornes de leurs
intégrales.

Remarque 1 L’expression
d x
—a, -
— T — d
o / Oo( y) "y "dy
est définie ici comme

d x
lim —/ (x —y) "y Pdy.

s—r—oo dX
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1847
A partir d'une généralisation de la formule de Taylor, Riemann propose une définition
d’intégrale fractionnaire :

T @) = e [ = )+ o),

ou Y () est une “fonction complémentaire” qui le génera en fait dans ses travaux ulté-
rieurs. Elle sera finalement abandonnée pour donner la définition moderne de I'intégrale
fractionnaire.

1867-68

Griinwald puis Letnikov proposent de définir une dérivée fractionnaire comme limite de
différences finies, par analogie avec la dérivée usuelle qui est la limite de la différence finie
entre f(z + h) et f(z) divisée par h.

1869

L’expression définitive de ce qui est maintenant appelé intégrale fractionnaire de Riemann
apparait pour la premiére fois dans le travail de Sonin. Pour une fonction complexe, en
dérivant n fois la formule de Cauchy (n € N), on obtient :

wyy f()
1) = 5 [ Gt

Sonin, en choisissant un chemin approprié d’intégration, généralise cette formule a n < 0.
Il obtient finalement une définition de l'intégrale d’ordre o > 0, que 'on notera par la
suite al :

1

L2 1(0) = / (& — 9 )y,

1892
Heaviside fournit cette année-la la premiére application concréte du calcul fractionnaire
pour la résolution de I’équation de la chaleur unidimensionnelle :
0 o?
—T(x,t) = a*==T(x,t 1.10
ST t) = T (1.10)
La démarche d’Heaviside est loin d’étre rigoureuse (elle ne sera justifiée qu’en 1919), mais
fournit toutefois la bonne solution, il trouve que

T(z,t) = Toexp(—azp'?)

Il suppose ensuite que p'/2Ty = Ty/+/7t... ce qui correspond en fait & la dérivée d’ordre
1/2 de Ty! En développant la solution en série entiére, il obtient finalement la solution
exacte de(1.10).

1917

Weyl définit une intégrale fractionnaire adaptée aux fonctions périodiques.

1927

Marchaud introduit une nouvelle définition de la dérivée fractionnaire :

[e%¢) Al
D f(z) =c / ;i(j)dt,

0
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ot @ > 0,1 € Navec | > a et ¢ est une constante de renormalisation. L’opérateur Al
est une différence finie d’ordre [ (par exemple, Alf(x) = f(x) — f(z — t)). L’avantage
d’une telle définition par rapport aux autres est qu’elle est moins restrictive quant a la
régularité de f.

1928

Hardy et Littlewood étudient comment agit 1'intégrale fractionnaire sur certaines classes
de fonctions. En particulier, leur théoréme majeur stipule que pour 0 < o < 1 et
l<p<l/a,

al? est un opérateur borné de L? dans L9, ou 1/¢ =1/p — «a.

1937

Riesz cherche & donner un sens a l'intégrale fractionnaire pour des fonctions a plusieurs
variables. Il donne la définition suivante :

I f(z) = /R S,

ol =yl

Cet opérateur vérifie notamment I%0I? = I8 et AI**2 = —J® ou A est lopérateur
Laplacien.

1970

Dans [32] Oldham et Spanier traitent le probléme du flux de chaleur a la surface d’un
conducteur thermique. Ils montrent que lors d'un phénoméne de diffusion, le flux de dif-
fusion est proportionnel & la dérivée 1/2 du paramétre physique (température, concentra-
tion d’espéces chimique, potentiel électrique, etc). D’aprés I'historique de Ross reproduit
dans|31], ce probléme semble étre a l'origine de I'extension du calcul fractionnaire hors
du champ des mathématiques.

1974

Cette année-la se tient a I’'Université de New Haven la premiére conférence sur le calcul
fractionnaire organisée par Ross.

1.2 Applications du calcul fractionnaire

Au cours de ces derniéres décennies, beaucoup de contributions autant théoriques que
pratiques ont montré l'intérét du calcul fractionnaire aussi bien dans la science qu’en
ingénierie. En effet, on rencontre des applications du calcul fractionnaire en traitement
d’image [27], en géophysique [6], en économie [15]. Plusieurs travaux ont été effectués
dans le domaine de la biomédecine, a titre d’exemple, les résultats obtenus par Ferdi et
al [13, 12, 16].

En 1823 N. H. Abel est parvenu a résoudre analytiquement le probléme du tautochrone
posé en physique en faisant apparaitre la forme d’une intégrale & noyau singulier qui res-
semble a 'opérateur d’intégration fractionnaire, cette solution a été considérée comme la
premiére application du calcul fractionnaire.

Dans le but de montrer le réle du calcul fractionnaire dans la résolution d’un tel probléme
nous allons présenter briévement la solution d’Abel, le détail peut étre consulté dans le
livre de Miller et Ross (pages 255-260) [28] ou le livre de Oldham et Spanier (pages 183-
186) [31].
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Un point se meut, sous l'action de la pesanteur, sur une courbe depuis un point donné
jusqu’a un autre point donné. On demande de trouver a l'aide d’un intégrale définie
I’équation de la courbe pour laquelle le temps ¢ est une fonction continue donnée de I’arc
parcouru .

E ]

Le potentielle d’une particule descendante sur une courbe est donnée par

U2

L=V - V().

ou v est la vitesse de la particule et (xg,yo) la position du point de départ de la particule.

Posons v = —%, avec s la longueur de l'arc.

On obtient ’—ds = /2dt,
VVY)-V(y V2

En séparant les variables et en mtegrant det=0at="1T:

Y ds
/ N

d /( )
1 [y mid 2
f ) oY= VR
2
—
-1 (s 2
D.? =4/-=-T
YWav(y) Vo
—_—
DZ DL s— /27
Vi Pvy)® = T
e

Nous présentons dans ce qui suit une autre application du calcul fractionnaire : en mé-
canique des matériaux I'opérateur de dérivation fractionnaire s’est introduit pour décrire
le comportement visco-élastique de certains matériaux.

En effet, la loi de comportement associée & la réponse d'un élément visqueux est donnée
par la loi de Newton suivante

o(t) = 7De(t) = 7€'(t) (1.11)
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ou o est la contrainte, ¢ est la déformation, 7 correspond & la viscosité du matériau et D
est la dérivée temporelle d’ordre un.
D’autre part, la loi de Hooke donnée par

o(t) = ED(t) = Es(t) (1.12)

décrit le comportement associé & la réponse d’un élément élastique ot E est le module
élastique et DY est la dérivée temporelle d’ordre zéro(le symbole D° = I a été employé
dans le but de montrer la similitude entre(1.13)et(1.14)).

Cependant, différents matériaux tels que les polymeéres ainsi que certains métaux comme
I’aluminium présentent des caractéristiques intermédiaires entre 1’élasticité et la viscosité.
Ainsi, en s’inspirant des lois de Hooke et Newton, et moyennant 'opérateur de dérivation
fractionnaire P.G.Nutting [29, 30] proposa la loi suivante

o(t) = vD%(t) (1.13)

ol v est une constante dépendante du matériau utilisé et D* est la dérivée fractionnaire
d’ordre 0 < o < 1. La relation (1.15), souvent appelée loi de Nutting, est considérée
comme la premiére formule théorique pour décrire le comportement visco-élastique, deés
lors plusieurs auteurs ont utilisé le calcul fractionnaire pour décrire les propriétés des
matériaux visco-élastiques, citons entre autres les travaux de Bagley et Torvik [3] qui ont
exploré les deux modéles suivants :

o(t) = Goe(t) + G1D%(t), (1.14)

o(t) +bDPo(t) = Goe(t) + Gy D(t), (1.15)

ou o(t), e(t) représentent respectivement la contrainte et la déformation, quant a b, Go,
G4, a, B sont les paramétres du modéle.

Le modéle (1.17) traduit les propriétés mécaniques du matériau dans une région ca-
outchouteuse. Nous notons que l'utilisation de la notion de dérivée fractionnaire réduit
considérablement le nombre de parameétres du modéle, ce qui fait du calcul fractionnaire
un outil puissant pour la modélisation des propriétés de mémoire et d’hérédité de certains
phénoménes et matériaux

1.3 Application des systémes impulsifs

De nos jours, les systémes impulsifs sont devenus de plus en plus importants dans cer-
tains processus réels et phénomeénes étudiés en physique, en pathologie [24], en technologie
chimique [5], en dynamique des populations [40, 41], en biotechnologie, surtout dans les
réseaux de neurones biologiques [21] et en économie [9]. Ces derniéres années, il y a eu
un développement important dans la théorie des équations différentielles impulsives avec
moments fixés, voir les ouvrages [1], [38] et [44]. Dans ce qui suit, nous allons présenter
un exemple d’application de systémes impulsifs en médecine.
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Le systéeme suivant représente un modéele mathématiques décrivant 1’évolution d’une tu-
meur hétérogéne, sous un traitement chimiothérapique périodique avec des médicaments
a effets instantanés représentés par des impulsions.

#(t) = il y)a -
y'(t) = ra(z,y)y t # tn,
z(ty) = m(D,x(tn), y(tn)),
y(ty) = 0n(D, 2(tn), y(tn)),

(1.16)

ol
D est la dose de médicament administré.

e 1, y sont respectivement la biomasse des cellules sensibles et des cellules résistantes.

o r1(z,y) et ro(z,y) sont respectivement les taux de croissance des cellules sensibles
et les cellules résistantes.

e Les valeurs 1, (D, x(t,), y(t,)) et 0,(D, x(t,), y(t,)) sont respectivement la biomasse
des cellules sensibles et des cellules résistantes qui survivent aprés la n iéme dose D
du médicament administré a 'instant ¢,,.

e La suite (tn) est strictement croissante.

Le systéme (1.18) représente le cas ou plusieurs médicaments sont administrés un par un;;
dans l'ordre, avec une certaine période 7' : le médicament 1 est administré a 'instant ¢,
le médicament 2 a l'instant ¢y et ainsi de suite jusqu’au dernier médicament n.

Si on considére le cas de deux médicaments alors la période est T' = t5.

La tumeur est constituée de cellules sensibles et de cellules résistantes, ’évolution de leur
biomasse est égale a la biomasse des cellules sensibles x(t;) et la biomasse des cellules
résistantes y(t1).

Quand une dose D de médicament A est administrée & I'instant ¢ la biomasse de la tumeur
devient

2(t]) +y(t) = m(D, x(t1),y(tr)) + 02(D, x(t1), y(t1))

Le médicament élimine seulement une petite fraction de la biomasse de cellules résistantes.
Pour réduire une biomasse significative de cellules résistantes, on administre une dose D
du médicament B au moment ¢ = ty; to > t; et on reprend périodiquement le méme
processus par le médicament A jusqu’a I’éradication de la tumeur.

1.4 Solution explicite de I’équation différentielle impul-
sive

Ici, nous présentons un exemple pour la bonne compréhension de ce type d’équations.
On considére le systéme suivant :

W (t) = au(t), si t€lty,tpr1], neN,
uty) =ult.) + 8, BER, (1.17)
uw(0T) = wup.
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Pour trouver la solution du systéme (1.19), il faut résoudre 1’équation sur chaque intervalle
]tna tn-‘rl] :

— Sit €]0,t], alors,
u(t) = upexp(at).

— Si t €]ty,t2], nous savons que
u(t) = upexp(aty) + .
Donc,

u(t) = u(t])explalt—1t,))
— (uoeap(ot) + Plexp(alt — 1),

— Si t €]ty t3], de ce qui précede, nous avons
u(ty) = upexp(ats) + Bexp(ts — t1) + B.

Donc,
u(t) = u(ty)exp(a(t —ts))
= wugexp(at) + Bexp(a(t —t1)) + Bexp(a(t — t3)).

De la méme fagon, sur |t,, t,.1], nous obtenons

u(t) = upexp(at) + Bexp(a(t —t1)) + Pexp(a(t —t2)) + ... + Pexp(a(t —t,)).

1.5 Espace de Banach

Définition 1.1 Soit X un espace vectoriel.
1. On appelle distance dans X une application d : X x X — R* telle que
a) Ve,y € X, d(z,y) =0 x =y.
b) Vae,y € X, d(z,y) = d(y, z).
c) Ve,y,z € X, d(z,z) <d(z,y) + d(y, 2).
2. (X,d) s’appelle espace métrique.

Définition 1.2 Soit X un espace vectoriel.
1. On appelle norme dans X une application N : X — R™ telle que
a) Vee X, N(z)=0< 2 =0.
b) Ve € X, VA € R, N(Az) = |\|N(z).
¢c) Ve,ye X, N(x+y) < N(z)+ N(y).
2. (X, N) s’appelle espace normé.
3. On note généralement la norme N par :||.||

Remarque 2 Tout espace vectoriel normé est un espace métrique , la réciproque est
fausse .En effet, il suffit de remarquer que dy(x,y) = N(x —y) est une distance appellé
distance associée a la norme N. (dy induite par N )
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Définition 1.3 Soit (X, d) un espace métrique. On dit que (x,) C X est une suite de
Cauchy si,

(Ve > 0)(3ng € N)(Vp,q € N,p > ¢ > ng) = d(zp, ;) <e.

Définition 1.4 Soit (X,d) un espace métrique. On dit que (X, d) est complet si, toute
suite de Cauchy dans X est convergente relativement a la distance d .

Définition 1.5 Soit (X, N) un espace normé. On dit que (X, N) est un espace de Banach
si, (X,dy) est complet.

1.6 Théoréme d’Arzela-Ascoli

Définition 1.6 Soit X un ensemble et A une partie de X.
1. Un recouvrement de A est une famille (B;)icr de partie de X vérifiant :A C J,¢; Bi.
2. Si I est fini on parlera d’un recouvrement fini.
3. Si I est dénombrable on parlera d’un recouvrement dénombrable.

Définition 1.7 Soit (X, d) un espace métrique et Aune partie de X.
1. On dit que (X,d) est précompact si, pour tout € > 0, il existe un recouvrement fini
de X dans le diamétre est inférieur a e.
2. On dit que A est précompact dans (X,d) si, le sous espace métrique (A,d/axa) est
précompact.

Définition 1.8 Soit (X, d) un espace métrique et Aune partie de X.
1. On dit que (X, d) est compact si il est précompact et complet.
2. On dit que A est compact dans (X,d) si, le sous espace métrique (A,djaxa) est
compact.

Définition 1.9 Soient (X,d) et (Y,0) deux espaces métriques, et soit F(X,Y) ’ensemble
de toutes les applications f : X — Y.
1. Une partie H de F(X,Y) est dite équicontinue en u € X si,

Ve>0, 3n>0,Vv € X,Vf € H: d(u,v) <n=6(f(u), f(v) <e€
2. H est dite équicontinue sur X si elle est équicontinue pour tout u € X.

Théoréme 1.1 (Arzela-Ascoli)
Soit (X,d) un espace métrique compact, et soit (Y,0) un espace métrique quelconque. On
consideére lespace métrique Coo(Xg, Ys) des applications f : X — Y continue sur Xy, muni
de la distance uniforme duo(f, g) = sup §(f(z), g(z)).

rzeX

Soit H une partie de Co(Xy, Ys), alors les deuz résultats suivants sont équivalents,
1. H est précompact dans Cy(Xg,Ys).
2. 1- H est équicontinue sur X.
w-Vor e X : H(x) ={f(x), f € H} est précompact dans (Y,0).

Théoréme 1.2 (Arzela-Ascoli)
Soit H un sous espace de Cla, b].
H est compact si et seulement si H est un fermé, borné et équicontinue.
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1.7 Théorémes de point fixe

Définition 1.10 Soit (X, d) un espace métrique et A une partie de X.
On dit que A est conveze si, Vx,y € A, {0z + (1 —0)y,0 € [0,1]} C A.

Définition 1.11 On dit qu’une fonction f est complétement continue si elle transforme
les sous ensemble bornés en sous ensembles relativement compacts.

Définition 1.12 Soit X un espace de Banach et f: X — X une fonction.
1. On dit que f est lipschitzienne s’il existe une constante k > 0 telle que

1f(2) = fW)llx <kl —yllx Ve,ye X

2. 510 < k<1 on dira que f est une contraction.

Théoréme 1.3 (Théoréme du point fire de Banach)
Soit X un espace de Banach et f : X — X une contraction. Alors f admet un unique
point fize.

Théoréme 1.4 [23](Théoréme du point fize de Krasnoselskii, 1958)
Soit K un sous ensemble non vide, fermé, convexe d’un espace de Banach E et A, B :
K — E deux applications telles que :

1. Vz,y € K,A(z) + B(y) € K,
2. A est continue, compacte,

3. B est une contraction de constante k < 1.
Alors, il existe un certain * € K tel que (A + B)(z*) = z*.

1.8 Les fonctions spécifiques pour la dérivation non en-
tiére.
1.8.1 La fonction Gamma et Beta .

Définition 1.13 (/34/) La fonction Gamma d’Euler est définie par :

(t) = / e "z dr
0
avec t € R .

Proposition 1.1 (/34])
Soient t € Rf et n € N*.

r® () = /000 o HIn(x)) e “dx

T(t+1) = t.I(¢)
I'(n+1) =n!
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Définition 1.14 (/34]) La fonction Beta d’Euler est définie par :

1
B(s,t) = / N1 —2) e
0
avec s,t € Rf.

Proposition 1.2 (/34/) Soient s,t € R}.

B(s,t) =

1.8.2 La fonction de Mittag-LefHer.
La fonction de Mittag-Leffler & un paramétre.

Définition 1.15 (/34/) La fonction de Mittag-Leffler a un paramétre est définie par :

7‘L

ZFan+1

n=0

avec a € R

Remarque 3 Cas special :

B T; (2k)!

La fonction de Mittag-Lefler & deux paramétres.

Définition 1.16 (/34/) Soient o, € R} .
La fonction de Mittag-Leffler a deux parametres est définie par :

;Fan—l—ﬁ
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1.9 Diverses approche de la dérivation non entiére.

La définition de dérivation non entiére peut s’établit selon les trois approches :
— L’approche classique de Grunwald-Letnikov.

— L’approche de Riemann-Liouville.

— L’approche de Caputo.

1.9.1 L’approche de Grunwald-Letnikov.

L’idée de cette approche est de généraliser la définition de la dérivation entiére d’une
fonction a des ordres de dérivée arbitraire. La dérivée d’ordre 1 d’une fonction f au point

x est définie par :
D(l)f(x) — Lim f(x) — f(z —h)

h—s0 h

On introduit l'opérateur de translation a gauche : (7, f(z)) = f(z — h)
et I'opérateur de taux d’accroissement d’Euler rétrograde E}, selon :

1
Eh: E(Th_j)

et on en déduit la dérivée seconde :

D®f(x) = lim (En)*f = lim f(x) = 2f(z = h) + f(z = 2h))

h— —0 h2

et plus généralement en élévant & la puissance n 1 ’opérateur Fj, et en utilisant la formule
de Newton :

D(n)f($) = lim (Ey)"f = lim (=D)*n(n —1)...(n — k+1)

h—0 h—s0 B k!

f(z — kh).
or,

Nz +1)=a2I(x)
une généralisation naturelle consiste a définir la dérivée d’ordre «, pour o > 0 par

k=00

D) f(z) = fgi_”}()% Z (—1)fa(a — 1};...(& —k+ 1)f(x _ kh).
de plus, : )
I(—a+k) o) W B

on obtient la formule de Grunwald -Letnikov pour v > 0 non entier :

k=00
DY f(x) = lim L z_: Fé(;%;(k_)a)f(x — kh).
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Définition 1.17 (/36]) Soient f € L'([a,b]) une fonction intégrable sur |a,b], n € N*
etn—1< a < n. On appelle la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Grunwald
-Letnikov de la fonction f la dérivée suivante :

R r a+k)

Remarque 4 (/36]) Si la fonction f est continue, on peut définir l'intégration fraction-
naire 1*f(t) par :

k=00
I 10) = D) = fim e S O
b—

1 t o1
= 57 | =

Proposition 1.3 (/36/) Soient f : [a,b] — R une fonction ,n € Netn—1<a <n.
Si f est de C™. Alors :

k-l G)(a)(t — a)i—® t
D) f9(a)(t — a) 1 \k—a—1 (k)
1) ijo rj _Q+1) * F(k—a)/a(t R ),

k—1 ) +a t
Do) f9(a)(t — a) 1 kel p(k)
f(#) ; Fy+a+ 1) +F(k+a)/a(t I ()

Exemple 1.1 Soit0<m<p<m-+1letv>m
Calculons la dérivée fractionnaire DY (t — a)” :

1 t A (r — a)”
DP(t —a)’ = —ymr V7 g
t (t CL) F(—p +m+ 1) /a (t 7—) dTerl 7

en tenant compte de :

dm—l—l (7_ . a)u

e =y = (¥ = 2y = m)(r — @) = Lw+1) o pypme

I'(v —m)

par suite,

P R S T R
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En faisant le changement de variable T = a + £(t — a), on aura :

T
DYt —a) = = ]SI/++TTL1+ / g (1 — &)mrde
an(t—a)V:F(V+1)B( p—|—m—|—1 v — (t—a)”_p

I'(v—m)I'(—p+m+1)
v+ 1)I(=p+m+1DI'(v—m)

T T(—p+v+ )T (v—mI(—p+m+1) (t =)
T+ (t — )
- T(-p+v+1) ‘

Proposition 1.4 (/36]) Soientn e N*, m e N*, m<a<m+1letk>m+n—1
Soit f : [a,b] — R une fonction de C*.

1
dn
2 (D91() = Do)
9.
() (4" _ y(an) fip — SO (a)(t — )i~
DO (G f (1) = D5 () 2 TG —a-ni1)
Preuve.
1- On a:

d* (1 a _ Pt —a) e
%(D( )f(t)> M(—a—n+k+1)
1
MN—a—n+s+1
— D(a+n)f(t)

k=0

_|_

) / (t — 7)o f D ()
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2- On a:
dn f(”"'k)(a) (t _ a)—a+k
D@ (—f(t)) =
(dt”f( )> o= MN—a+k+1)
1 t (s+nt1)
_ s—a p(s+n+
* I'(—a+s+1) /a (t=m)"f (r)dr
En posant ici s =m — 1,
on obtient :
m—1 n+k) —a+k
() f —a)
b (dt” ) — a+k+1)
1 t 1 p(mtn)
_ m—a— m—+n
+ Tm—a) /a (t—r7) f (1)dr
Alors,
d d" Pt —a) o
i iy 519 (@)
dtn (D f(t)> (D (dtnf(t)> * f~ T(—a-n+k+1)
O

Proposition 1.5 (/34/)
Soit f : [a,b] — R une fonction .

— St aet B des fractionnaires, avec < 0

D@ <D(/3)f(t)> — DO f(p).
~Sia<0,m—-1<pB<met fOa)=0Vj=0,1,..m—2

Dl (D(B)f(x)> — DO £ (),
~Si0<n—-l<a<nm-1<B<met fDa)=0Vj=0,1,...m—2

D@ (D(mf(x)) — D) f(z).

1.9.2 L’approche de Riemann-Liouville et Caputo.

L’approche de Riemann-Liouville

La premiére égalité du proposition (1.3) obtenue est bien meilleure grace a la présence
de l'intégrale dédans; mais que faire du terme non-intégral 7 La réponse est simple et
élégante ; Considérer 'expression du proposition (1.3) comme un cas particulier de cette

égalité :

Def(t) = dt”/ f(t) e tdr,

Aveen —1 < a <n.
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Définition 1.18 (/36]) Soient f € L'([a,b]) une fonction intégrable sur [a,b] et n € N*.
On appelle dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville de la fonction f
la dérivée suivantes :

"
R—L na — 2 p—(n—a) . n a—1
DS = D™ ) = o | FOE =

avecn —1 < a < n.

Remarque 5 (/36]) Si f est de C*.
Alors,

k1 f9(a)(t —a)i— 1

Tj-a+1) Tkh-a) / (t = Brdr

Exemple 1.2 1- Soit f=CeRet0<a<l.
Alors,

D) f(t) =" Dgf(1)

M

J=0

- a _ 1 d N —a
i (x)_l“(l——a)ﬂ ; ft) (@ — )Vt

c d [°
= —— - 704)
I'l—a«)dx /0 S

B C d zt~«
_F(l—a)dml—a
C

:F(l—a)xa 70

2- Soit0<m<p<m+1letv>m
Calculons la dérivée fractionnaire =2 DY (t — a)”

On a la fonction : t — (t — a)” est de classe C™
donc,
I'v+1)

LDVt —a)” =, DP(t —a)” =
((t—a) i (t—a) T(ptv+l)

(t—a)"?.
Proposition 1.6 (/36]) Soient n € N* et f : [a,b] — R une fonction de C".
SotentmeNetm<a<m+1

1-
%(RLD(a)f(t)> _R-L D(a+n)f(t),
9.
ar Bl i n-l FD(a)(t — a)i—on
ot (dt"f(t)> AR IVRDD F(j—a—n+1)’

=0
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Preuve.
1- Soit f : [a,b] — R une fonction.
Soient n e N, meNetm<a<m+1

dar —L dntk t
%<R D(kfp)f(t)> = %W/ (t — T)pilf(T)dT _R-L D(n+k7p)f(t).

Posons a = k — p, nous aurons :

d» /R-L
(0 D@ Fm) =R Dl p(e).
2- On a: ) .
D) = et [ =y
Z f(J )t —a J'
Donc,

R=L (e (ﬁ F(t)) ="E plet) (RLD(‘”)f(") (1))

dtn
_R-L D(a+n){f(t) _ = f(])(a) (t — a)j }

Jj=0

et plotn) gy _ S S0@)E )

Remarque 6 La dérivée fractionnaire au sens Riemann-Liouville d’une constante, est
non nulle ce qui motive la définition suivante.

L’approche de Caputo.

Les problémes appliqués demandent des définitions de dérivées fractionnaire autorisant

I'utilisation des conditions initiales interprétables physiquement, lesquelles contiennent
f(a), f'(a), etc.... Malheureusement, I’approche de Riemann-Liouville méne & des condi-
tions initiales contenant les valeurs limites des dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville
en la borne inférieure t = a.
L’avantage principal de I'approche de Caputo est que les conditions initiales des équations
differentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo accepte la méme forme comme pour
les équations différentielles d’ordre entier, i.e., contient les valeurs limites des dérivées
d’ordre entier des fonctions inconnues en la borne inférieure ¢t = a.
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Définition 1.19 (/36/) Soit f € C"([a,b],et n € N*. On appelle dérivée fractionnaire
d’ordre o au sens de Caputo de la fonction f la dérivée suivantes :

C’Daf( /f o naldt
I'(n—a)
Avec :n—1<a<n

Exemple 1.3 La dérivée fractionnaire au sens Caputo d’une constante est nulle.

Proposition 1.7 (/25, 22])
Soientn e N* n—1<f<a<netzxc€ C”([O,oo)).
a_
“D*D™%x(t) = x(t)

b- n—1 tk
(D" f(@)) = 2() = 32 a0
k=0
C_
Da_m+kx(m_k)(t) = Daﬂf(t), ke {17 ey T — 1}
d-

D PDBx(t) = Dx(t).
Proposition 1.8 (/22])

Soientn € N*, f € C”([O,oo)) etn—1l<a<n

1-

n-1
“Def(a) =E D () = D T FO0).
k=0
2- Sin=1
“D*D f(z) ="t DD f(x) = f(x).
Remarque 7 * A chaque fois on peut ramener ['étude au cas ot 0 < o < 1.
Dans ce cas, on aura les formules suivantes :

R— L]af F(la / f _ a ldt
R DR () = m——a% / F(t)( — 0y

“Def(x) ) /f Yz —t)"dt.
“Dsf(a) “Da
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1.9.3 La transformation de Laplace et de Fourier des dérivations
non entiéres.

Une autre facon d’aborder la notion de dérivation est de passer par la transformation
de Laplace et la transformation de Fourier :

Transformation de laplace

Définition 1.20 Une fonction f(t) est dite causale si elle est nulle pour toutes les valeurs
négatives de t.

Définition 1.21 Soit f une fonction causale. On appelle transformation de Laplace def
la fonction de la variable p noté L{f](p) définie par :
+o0

LIf](p) = i (x)e " du.

Transformation de Fourier des dérivations non entiéres.

Définition 1.22 Soit f, g deux fonctions de L*(R).
L’intégrale fj;o fx—y)g(y)dy existe pour présque tout z, et définit une fonction € L*(R)
appelée produit de convolution de f et g et notée f xg :

“+o0o

frg= flz —y)g(y)dy.

Définition 1.23 Soit f une fonction de L'(R). On appelle transformation de Fourier
def la fonction de la variable w noté F|[f|(w) définie par :

1 oo ,
Flfl(w) = — x)e "dx.
N == [ @
Ou i est le nombre complexe tel que i> = —1.

Proposition 1.9 (/34/)
Soit F[f](w) la transformation de Fourier de f.
La transformation de Fourier de La dérivée fractionnaire au sens de Grunwald-Letnikov
de f :

F*EDe  f(2)](w) = (—iw)*F[f](w).
Proposition 1.10 (/34])
Soit F[f](w) la transformation de Fourier de f.
La transformation de Fourier de La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
de f :

F[OD2  f(2)](w) = (—iw)* F[f](w).

Proposition 1.11 (/34])
Soit F[f](w) la transformation de Fourier de f.
La transformation de Fourier de La dérivée fractionnaire au sens de Caputo de f :

F[77ED2  f(@))(w) = (—iw)* F[f](w).
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Transformation de Laplace des dérivations non entiéres

Proposition 1.12 (/42])
Soit L[f](p) la transformation de Laplace de f.

La transformation de Laplace de La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
de f :

k=n

LI*EDg f(@)])(p) = p"LIf1(p) = D p* [ D5~ £(1)

t=0
k=0

Proposition 1.13 (/42])
Soit L[f](p) la transformation de Laplace de f.
La transformation de Laplace de La dérivée fractionnaire au sens de Caputo de f :

k=n

LI°Dg f(2)(p) = p"LIf1(p) = Y _p* "' Df £(0).

k=0

Proposition 1.14 (/42])
Soit L[f](p) la transformation de Laplace de f.

La transformation de Laplace de La dérivée fractionnaire au sens de Grunwald-Letnikov
de f :

LI97FDg f(2)](p) = p"L[f](p).

1.10 Equation différentielle fractionnaire

1.10.1 Equation différentielle fractionnaire & un seul terme

Considérons le systéme décrit par I’équation différentielle fractionnaire linéaire & co-
efficients constants suivante :

aDgy(t) = f(1),

dont la transformée de Laplace donne :

as®Y (s) = F(s).

D’ou ]
Y(s)=—F
(s) = —F(s),
et comme,
1
Gi(t) =L —
1( ) {asa}

avec L' est la transformation de Laplace inverse.
Sous des conditions initiales homogénes, la solution y(¢) de I’équation est immédiatement
obtenue par la convolution :

W)= [ Gt =y = s [ = )i = 205 )
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1.10.2 Equation différentielle fractionnaire & deux termes

Considérons le systéeme décrit par I’équation différentielle fractionnaire linéaire & co-
efficients constants suivante :

aDgy(t) +by(t) = f(t),
dont la transformée de Laplace donne :

as®Y (s) +bY (s) = F(s)

d’ou,
1 1 1
Y(s) = F(s)=—- F
)= o) = o7z )
et comme,
1 1 1 b
Golt) = L*l{— . } - —taflEa,a< . —ta>.
a s* + . a a

Sous des conditions initiales homogénes, la solution y(t) de I’équation est immédiatement
obtenue par la convolution :

y(t) = / Galt — ) f(r)dr.

1.10.3 Equation différentielle fractionnaire a trois termes

Considérons le systeme décrit par I’équation différentielle fractionnaire linéaire & co-
efficients constants suivante :

aDyy(t) + bDGy(t) + cy(t) = f(t),
dont la transformée de Laplace donne :
as’Y (s) + bs*Y (s) 4+ bY (s) = F(s),

d’ou,
1
Y(s) = ——F(s),
(5) as? + bs* + ¢ ()
la solution de 1’équation est obtenue a l’aide de la transformée de Laplace inverse de

I’expression suivante :
1

asP + bs® + ¢

supposons que 5 > « on peut donc écrire g3(s) sous la forme :

g3(s) =

1 e¢s™@ 1

cast b1+ gy

g3(s) =
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1 i <_1)k c\ k1 g—(akta)
S O
C =0 k a <8,8—0¢ + %)
La transformée inverse de Laplace terme a terme de la derniére égalité conduit & :
1 <& (_1)k c\* B(k+1)—1 (k) b B—a
Galt) = Ekz k! (5) ! Eﬁ*aﬁwﬂ( ' )
=0

Ce qui permet d’avoir la solution y(t) de I’équation par I'intégrale de convolution suivante :

y(t) = / Ga(t — 7)f(r)dr



Chapitre 2

Etude d’équation différentielle
fractionnaire linéaire

2.1 Equations différentielle fractionnaire linéaire

Dans ce paragraphe nous discutons I’existence et I'unicité de solution de probléme a va-
leurs initiales pour des équations différentielles fractionnaires linéaires avec dérivées au
sens de Riemann-Liouville.

Les notations utilisées ici sont celles introduites dans le chapitre 1.

2.1.1 Position du probléme

Considérons le probléme a valeur initiale suivant :

D@y(t) =f(t) ,0<t<T<o0
(2.1.1) { [D@*l)y(t)} _

t=0

Ou:0<a<l1, et f(t) € L1(0,T)

Théoréme 2.1 Si f(t) € Ly1(0,T), alors le probléme (2.1.1) admet une unique solution
y(t) € L1(0,7)

Preuve.

Construisons donc une solution du probléme considéré. En appliquant, a la premiére
équation de (2.1.1), la formule de la transformée de Laplace d'une dérivée fractionnaire
de Riemann-Liouville.

On aura,
sY (s) — [D9y(t)]i=0 = F(s)

Avec Y (s) et F(s) désignent les transformées de laplace de y(t) et f(t)
Par suite,
Y(s) = s “F(s)+ s “b

32
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et la transformée de Laplace inverse donne :

y(t) = % /0 (t— ) f(r)dr + %tal

En utilisant la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre « de la fonction :
t— (t—a)’,aveca=0etv=a—1

donc, D@1 = %til =0 ( car : ﬁ = 0>
par suite,
() @ L [ |
D'y(t) = D\* /t ) f(T)dT
() =D s [ (=
= DDV f(t))
d’ou,
Dly(t) = £t
De plus,
D(Oé—l) (t) D(Oé—l) 1 /t(t )a—lf( )d + b
yit) = = -7 T)dT
I'(a) Jo

= DO (DED () + b
- (D<—1>f(t)> +b

1 t

Dot [D(a)y(t)} — b

=0
finalement la fonctions construite y(t) est solution du probléme (2.1.1)
Reste & montrer I'unicité de cette solution. Pour cela, posons :

2(t) = yi(t) = ya2(t)
avec y;(t) et ya(t) deux solutions (dans Ll(O,T)> du probléme (2.1.1). Et donc z(t) sera
solution du probléme suivant :

D@ z(t) =0
(2.1.2) [D(afl)z(t)} _o
t=0
En appliquant la transformée de Laplace dans les deux membres de la premiére équation
de (2.1.2), on obtient :
Z(s)=0.
Avec Z(s) est la transformée de Laplace de z(t)

donc z(t) = 0 presque pour tout ¢t € (0,7T), ce qui prouve que la solution y(¢) est unique.
[
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2.2 Equations différentielles fractionnaires linéaires de
forme plus générale

Nous discutons dans cette section 'existence et I'unicité de solution d’'un probléme a
valeur initiale pour I’équation différentielle fractionnaire plus générale ayant un terme de
dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.

2.2.1 Position du probléme

Considérons donc le probléme a valeur initiale suivant :

D@y(t) = flt.y(t) .

(2.2.1) [D(O‘*l)y(t)} _
t=0

Ou:0<a<l.

Nous supposons que f(t,y) est définie dans un domaine G du plan (¢, y) et nous définissons

une région R(h, K) C G comme étant 'ensemble des points (¢,y) € G, qui vérifent les

inégalités suivantes :

0<t<h, [t y(t)— b <K

1
(o) —
Ou h et K sont des constantes.

Théoréme 2.2 Soit f(t,y) une fonction continue o valeurs réelles, définie dans le do-
maine G, satisfaisant dans G la condition de Lipschitz par rapport a vy, i.e. :

|f(ty1) — f(ty2)| < Alyr — |

Et telle que
|[f(t,y)| < M < 00, pour tout (t,y) € G

pour tout (t,y) € G.

Soit aussi
Mh

= I'l+a)

Alors il existe, dans la région R(h, K), une unique solution continue y(t) du probléme
(2.2.1).

K

Preuve. Tout d’abord, nous réduisons le probléme (2.2.1) & une équation intégrale frac-
tionnaire équivalente.

On applique la transformation de Laplace a la premiére équation du probléme (2.2.1) ,
puis la transformation de Laplace inverse.

On obtient :

b

t) = gt ﬁ /O (t— )L (. (7)) (2.1)
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On voit que si y(t) vérifie 'équation (2.2.1) alors il vérifie 'équation (2.1).

D’autre part, si y(t) est une solution de (2.1), alors en appliquant a (2.1) l'opérateur
dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et en tenant compte du fait que la dérivée
Dt>! est nulle, nous obtenons 1’équation différentielle fractionnaire (2.2.1). En outre,
comme D* 1%~ = T'(«), alors si y(t) vérifie (2.1), elle satisfait donc la condition initiale
introduite dans (2.2.1). Par conséquent, I’équation (2.1) est équivalente au probléme a
valeur initiale (2.2.1).

Définissons maintenant la suite de fonctions yo(t), y1(¢), ..., par les relations suivantes :
(t) = ot (2.2)
O =0+ iy [ €= s 23
m(t) = -7 T, Ym—1(T))dT .
Y Yo T(@) J, Ym—1
m=1,2,3, ...

Nous allons montrer que la  lim y,,(t) existe et donne la solution souhaitée y(t) de I’équa-
m—r0o0

tion (2.2.1).
Tout d’abord, on peut montrer par récurrence que pour 0 <t < h, on a y,,(t) € R(h, K)
pour tout m. En effet,

tlfa

o [ = e

Mt Mh
< < <K
" I'l+a) " T(1+a) —

et pour la méme raison on a la méme inégalité pour y;(¢) :

t () - F(ba)’ N

b Mh
fa| ST ra) < X

De plus, on peut aussi montrer par récurrence que, pour tout m,

‘tl_ayl (t) —

’ (t) (t) < MAm—ltma
Ym Ym—1 = I‘(1+m0z)
donc, pour m = 1, on aura :
M At
t) — ) < — 0<t<h

supposons que
MAmf2t(m71)a

T+ (m—Da)

Ynea(t) = gm-alt)] <
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On a,
mlt) = (O] < s [ =7 7))o
MA™Y 1 ey
=T+ (m = Do) T(a) /0 (t=7) d
MAm—!

_ Dfat(mfl)a
T+ (m— Da)

MA™! L(+1(m — 1)a)tm-Yata
'+ (m-1a) T+ (m-1)a+a)
M Am-igme
T +ma)

d’ou le résultat.
Considérons maintenant la série :

v ()= 1im (a(t) = 0(0) = D (4(0) = (1))

m——>00

7=0
or, Vj >0
MAI=Yhie M (Ah®)
(1) o ST Ty S e
yi(t) —yj1(t)| < I'(1+ja) = AT(1+ja)

Dans le membre de droite, on voit apparaitre le terme général d'une série convergente, a
. s . 2k
savoir, la série » ;- FORT laquelle est convergente.

Et donc la série y*(t) est uniformément convergente et on a :

y*(t) < %(i % - 1) = %(Ea,l(/lh“) — 1)

=0

Evidemment, chaque terme (y;(t) — y;_1(t)) - de la série y*() est une fonction continue
pour 0 <t < het

y(t) = Lim ym(t) = yo(t) + 4" (t)

m—-r0o0

est donc une fonction continue.

La convergence uniforme de la suite y,,(¢) nous permet de faire tendre m vers l'infini dans
la relation (2.3). Ce qui donne I’équation (2.1) et montrant que y(t), la fonction limite du
Ym () est solution de (2.3).

Finalement, prouvons l'unicité de la solution. Supposons donc que g(t) est une autre
solution de I’équation (2.3), qui est continue sur U'intervalle [0, k. Alors, il suit de (2.3)
que la fonction z(t) = y(t) — g(t) veérifie I'équation :

1

2(t) = W/@ (t =) y(n) = f(, g(t)(7))]dr (2.4)
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De plus, cette fonction est continue pour 0 < ¢ < h. Par conséquent, |z(t)|] < B pour
0 <t < h, ou B est une constante. Et grace au caractére lipschitzien de f par rapport a
y, avec la relation (2.3), on en déduit

ABt*

) < —— 2.5
201 < T (25
En répétant ces estimations j fois, on aura
A Bti®
2] < —— 2.6
=001 < Ty 7 (2.

Dans le membre de droite, on récupére (a une constante prés) le terme général de la série
associée a la fonction de Mittag-Leffler £, ;(At%), et donc pour tout ¢,
At

lim ———— =0
T+ ja)

<

En faisant tendre j — oo dans (2.6), on conclut que z(t) = 0, et y(t) = g(¢t) pour
0 <t < h. Ce qui achéve la preuve du théoréme (2.2) . O



Chapitre 3

Etude de I’équation différentielle
fractionnaire impulsive périodique

3.1 Equation différentielle fractionnaire impulsive pé-
riodique.

Une attention particuliére a été focalisée sur I’étude des équations différentielles impul-
sives soumises & des conditions initiales périodiques. Ces résultats peuvent étre consultés
dans les références [39, 43].

Dans cette partie, nous discutons l'existence et 'unicité de solution d’une équation diffé-
rentielle fractionnaire impulsive périodique.

3.1.1 Position du probléme .

Dans cette section, On considére le probléme suivant :

“Deu(t) = Au(t) + £(t,ult), u(p(t))) + B)e(t),t € (s1,tisa],
1=0,1,2,...,m;c € Uy,

3.1
(0) U(a)
Ou :
*¢ D% est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo. <0 <a< 1)
*A:D(A) C X — X génére un Cj semi-groupe compact T'(t),¢ > 0 dans un espace de

Banach X,
* les nombres ﬁxes s; et t; satisfont 0 = s <t <51 <ty < .o <ty < Sy <ty = a,
* P(tu = = [ 1a(0)T(t*0)udd tel que 1o est la fonction de densité définit sur (0,00) et satisfait :

1a(0) Z 0, Jo na(0)d0=1; [57 0na(0)d0 = iy
* les fonctions f, g; sont données.

38
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Préliminaires et notations.

Posons J = [0,T], Jo = [0,t1], J1 = (t1,%t2)yry Jm—1 = (tm—1,tm], Jm = (tm,tm+1] et introduisons
lespace PO(J,X) == {u:J = X : u € C((ti,tis1],X),i = 0,1,...,;m et il existe u(t; ) et u(t]),i =
1,..,m avec u(t;) = u(t])}. Il est clair que PC(J,X) est un espace de Banach muni de la norme
[ullpc = sup{[lu(®)] : t € J}.

Soit Y un espace de Banach ou les controles ¢ prennent ses valeurs, et Pr(Y) la classe des sous-
ensembles non vides, fermés et convexes de Y. On suppose que la fonction w : [0,a] — Py(Y) est
mesurable, w(.) C E, ot E est un ensemble borné de Y, et I’ensemble des controles admissibles est donné
par :

Upg = {c € LP(E):c(t) € w(t),p.p}, p> 1 (7€(0,a)), pour plus de détails sur les ensembles des

T

controles admissibles, on donne comme référence [11].
Lemme 3.1 [45] On suppose W C PC(J,X). Si les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) W est un sous-ensemble uniformément borné de PC(J,X),
(2) W est équicontinue sur (t;,t;+1),t =0,1,2,..,m, ot tg =0,t;y1 =T,
(3) W(t)={z(t):z e W,t € J\ {t1,ta, ...t }}, W(t]) ={a(t]): 2 e W} et

W(t;) = {x(t:) S W}, i =1,2,..,m, sont des sous-ensembles relativement compact de X.
Alors W est un sous-ensemble relativement compact de PC(J, X).
Définition 3.1 [46, 47] Une fonction x € C(J, X) est dite solution intégrale du probléme suivant :
{ Dex(t) = Az(t) +y(t), te (0,T],
2(0) = xo,

si elle satisfait I’équation intégrale
@(t) = Pa(t)zo + [yt = ) Qalt — s)y(s)ds.

Ot Qu(t) = a [° 01 ()T (t°0)d6.

3.1.2 Etude d’existence et d’unicité de la solution intégrale du
probléme.

Dans ce paragraphe nous discutons 'existence et 'unicité de la solution intégrale du probléme (3.1).

les hypothéses.

Afin d’établir 'existence et ['unicité de la solution du probléme (3.1), nous considérons les hypothéses
suivantes :
— (Hy) A est le générateur d’un semi-groupe fortement continue compact T'(t),t > 0 dans l'espace
de Banach X tel que [|T'(t)|| < M pour tout t € J,

— (H2) B:[0,a] — L(Y, X) est essentiellement bornée i.e : B € L>([0, a]; L(Y, X)),
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— (Hs3) les fonctions g; € C([ts; 8] x X; X),
il existe une constante K tel que :
Vi e [ti;si]a (Z =0,1, "'vm)avz7y € X?H gi(t7x) - gi(tvy) HS K H r—y ”7
I existe une fonction t — @;(t),i = 1,2,...,m tel que || g;(¢t,z(t)) ||< @i(t) pour tout t € J,
x € X, Ly, =sup,cypi(t) et Ly = 1@%2@[/9“

~ (Hy) la fonction f € C(J x X x X;X) et 3Ls,Cy € RT tel que : Vit € (si5ti41],
(i=0,1,..,m),
Vur, uz,v1,v2 € X |[f(tw1(8), y1(1) — f(t,22(), yo ()| < Lyllwr — w2l + Cyllyr — w2,

— (Hs) 1l existe une constante L > 0 tel que : || f(¢, u,v)|| < L(1 4 |Jul]|* + ||v||*) pour u,v € X, t € J
et p,v € [0,1].

Définition 3.2 la fonction u est la solution intégrale du probleme (3.1) si :

Pu(tyu(a) + [t = )7 Qult = 5) [£(s,uls), ulp(s)) + Bls)e(s)|ds, ¢ € [0,t1),
Po(t —ti)gi(t,u(t)) te(tisi], i=12..5m,
Pa(t — S,) |:Pa(8i — ti)gi(sia U(Sl))

s = 807 Qs = ) [, ulp(o) + Bs)e(s)] s
+ Jy(t = 91 Qalt = ) [£(suls). ulp(s)) + Bls)e(s) | ds ¢ € (sitinal,

tel que : u(a) = Py(a—sm,) [Pa(sm —tn)Gm (Sm; u(Sm)) —fosm (8m —5)2"1Qu(8m —3) [f(s, u(s),u(p(s)))+

B(s)e(s)|ds + [;'(a = )7 Qula = 5) [ £(su(s), u(p(s)) + B(s)e(s)] ds] .

Lemme 3.2 [46, 47] On suppose que (Hy) est vérifiée, alors les opérateurs P, et Q. ont les propriétés
suivantes :
(1) Pourt >0 fizé, P,(t) et Qu(t) sont des opérateurs linéaires et bornés, et pour tout x € X,
aM
I Pl M el | Qat0e I s D
(2) {Pa(t),t >0} et {Qq(t),t > 0} sont fortement continues,
(8) Pour tout t > 0, Py(t) et Qq(t) sont des opérateurs compacts.

Théoréme 3.1 Si les hypothéses (Hy) — (Hya) sont satisfaites et A < 1. Alors le probléme (3.1) admet
une unique solution intégrale.

Avec

M? M

F(a I 1) S?+F(Oé T 1)t?—0—1)(

= maz[MK, M3K+( M s+ M a®+ M tNL+Cy), MPK+(
B ’ T(a+1) ™ Tla+1) Dla+1) V0

LerCf)].

Preuve. On définit 'opérateur F' : PC(J; X) — PC(J; X) par :
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P,(t)

Pa(a = 50) [ Paltn = t)om (i )

™ (5m — )77 Qa5 >[f<s,u<s>,u<p<s>>>+B<s>c<s>]ds}

+ [y (a = 5)* "1 Qala — 5) [ f(s,uls), ulp(s))) + Bls)e(s)] ds]

+ ot = $)271Qu(t = 5) [ f(s,uls), u(p(s)) + Bls)e(s)|ds ¢ € [0,t1],
Pt —t)gi(t;ut)) te(tys], i=1;2;..;m,

Palt = 5| Palos =t us)

o f;» s — S a_lQa(Si — S) [f(&u(s)m(p(s))) + B(S)C(S)] d8:|
o (= 9)71Qu(t = 5) [ F(s,uls), ulp(s)) + B(s)e(s)|ds ¢ € (si,tisal.

D’aprés les hypothéses, on vérifie facilement que Uopérateur F est bien définie sur PC(J, X).

Soient u,v € PC(J, X).
— Premier cas. Pour ¢ € [0,¢;]. On a :

| Fu(t)

“ R < | &(t)[Pa(asm)[Pa(smtm>(gm<sm,u<sm>>gm<sm,v<sm>>>

— J5 (5w = )27 Qs >[f<s,u<s>,u<p<s>>>—f(sw(s)w(p(s)))]ds}
+ [y (a = )71 Qala = ) [ £(s,u(s), ulp(s)) = £ (5. v(5), v(p(s))| ds]

Iy (= )" Qult — ) £ (s, u(s), ulp(s)) = (s, 0(s),w(p(s)))]ds |
< M | gy u(m)) = gn(5ms 0 (5m)) |

LS Jo (s — )7 (s, u(s), ulp(s)) — F(5,0(5), v(p(s)) | ds

FELS Ja = 9 | (s, uls), ulp(s) = £(s,0(5), 0(p(s) | ds

e Jo(t = )7 £(s,us), ulp(s)) — (5, 0(5), v(p(s) | ds
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IN

MK || u(s) = v(s) |
ey Jo " (s — ) (Lf [['uls) = v(s) [| +C; || ulp(s)) = v(p(s)) | )ds
ey Jo (@ = s)°7! (Lf [uls) = v(s) | +C5 [ ulp(s)) = v(p(s)) | )ds

+ gy Jo (= 9)°” 1<Lf | u(s) —v(s) | +Cy [| u(p(s)) — v(p(s)) | >d5
MPK | u—v|pc

ety Jo " (5m = £)° 7! (Lf | u—vllpc+Cs || u—2vlpc )ds

IN

+1“(cu-s-1 fo - (Lf |uv—v|pc+Cs |l u—v|pc >d5

bl Jie (Lf lu=vlre +Cy llu=vlec )ds
< <M3K+ (F(a+1) + F(a+1) + F(a+1))(cf + Lf)) | w—vlpc
< Alu—vll.

— Deuxiéme cas. Pour t € (¢;,8;],i =1;2;...;m, on a :

| Fult) = Fo(t) || < || Palt = t:)gu(t,u(t)) — Palt — t:)gi(t,o(0)) |
< MK [u—v]|

< Au =

— Troisiéme cas. Pour ¢ € (s;,t;41],i = 1;2;...;m, on a :
| Fu(t) — Fo(t) | < | Pu(t—s:) {Pa(si — ) (gi(s5,u(s:)) — gi(si, v(s1)))
= 907 = )55 o)~ 5,009, 0(p(6))] a5

L= )2 Qalt = ) [ (5 u(s), ulp(s)) — £(s,0(5), v(p(s)) | ds |

< MK [u—v|
R fo (s = ) L || (s, u(s),u(p(s))) — F(s,0(s),0(p(s))) | ds
+ it Jo (6= )27 || f(s,uls),ulp(s))) = s, 0(s), v(p(s))) | ds
< MK [u—v|

gy Jo (s = )7 1<Lf [ u(s) = v(s) | +C [l ulp(s)) = v(p(s)) || >ds

e [t — g)e I(Lf uls) — v(s) [l +Cs || u(ols)) — v(p(s) | )ds
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M?K ||u— ||pc

e Si —
_~_Fz(%+1) fo (si—s)*7! (Lf [ u—=vllpc +Cs || u—vlpc )ds

(7 t o—
ety Jot —5) 1<Lf |u—vlpc+Cs | u—v|pc )dS

2594 (23
(M2 (B + ) (€ L)) Nu v e

Mju = vl

Donc on a montré que F est une contraction sur 'espace PC(J, X). Par conséquent, d’apres le
principe de contraction de Banach, 'opérateur F' admet un unique point fixe x € PC(J, X) qui
est I'unique solution intégrale du probléme (3.1).

O

3.1.3 Etude d’existence de la solution intégrale .

Théoréme

3.2 Siles hypotheses (Hy) — (Hs), (Hs) sont satisfaites et

N = mazx [MK; M*K; M3K] < 1.

Alors le probleme (3.1) admet au moins une solution intégrale.

Preuve. On définit 'opérateur F : PC(J; X) — PC(J; X) par :
Fu(t) = Fru(t) + Fau(t) tels que :

Po(t) | Pala — sm) [Pa(sm = tm)gm(Sm;u(sm)) — fosm (8m — S)ailQa(Sm — s5)B(s)c(s)ds

+ [y (a—$)*"1Qala — s)B(s)c(s)ds | + fg(t —8)271Qu(t — 5)B(s)c(s)ds t € [0,t],

P, (t —s;) {Pa(si —t1)gi(si;u(s;)) — Osi (si — 8)* 1Q4(5; — 8)B(s)c(s)ds
(= 8)* 7 Qa(t — 8)B(s)e(s)ds  t € (siytia], i=1;25...5m,



étape 1: On montre que F'B,

Po(t)

Pala—s) [ — JE (5m — 50 Qalsm — 5)f (s, uls), u(p(s))ds

+Joa— 9" Qula— s)f(w(S),U(p(S)))dS]

—l—fo 19 1Qu(t — 8) f(s,u(s),u(p(s)))ds, t € [0,t1],
qu(t) =

0 te (8], 1=1;2;...;m,

Palt— ) [ Ji (51 = 1771 Qulss = 5) s, u(p(5))s|

Posons : B, = {u € PC(J;X) : |lu|| <r}, avec r > max{y1,72,73} et

M| gm (sm,0) |l Po+ vy (2=2)" T{Hm(t)l\ 1+HBCH }[MZSZ_”rMGQ_TH?_T]
"= =R )

_ Mllgi(t,0)[lpc
2= "1"MK

M?||gi(si,0)lpo+ &y (2=2) T{Hm(t)H 1+l Bell }{M5?7T+t?+717]
V3 = “M2K )

alors B, est un sous ensemble borné convexe fermé de PC(J; X).

La démonstration se fait en plusieurs étapes .

(J) € B.(J)
avec B, = {u € PC(J,X); || u||< r} est la boule de rayon r > 0,
pour tout u € B, on a :

e premier cas. Pour ¢ € [0, 1],

I Fu) || < | Palt) | P

0 50) [ Paln = ) (o 5)
i s = 0 Q= 9 [F(6s9).u(p(61) + Bt |
T J (@ = $)271Qala — 5) [ £(s,u(s), ulp(s)) + Bls)e(s)] ds] ||

1y (= 5)° 7 Qalt = )| £(5 u(s), u(p(s)) + Bls)els)|ds |

IN

M | (s u(5m)) = 9o (512,0) + g (5, 0) |
R Uy s = 5 [ (s, uls), ulp(s) + Bls)e(s)|ds |
20 |y (@ = s) [ £(s.us), u(p(s)) + Bls)e(s)|ds |

TR |y (= )7 £ (s us),ulp(s)) + Bls)e(s)|ds |

—l—fO 127 1Qa(t — 8) f(s,u(s),u(p(s)))ds  t € (siytiv1), i=1;2;...;m

44
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3 -7 1=r a—T
< MEK w4+ | g(omi 0) | +722555 (222) s [ Im() I
aM? 1—7 b= a—T
0 Bell,y |+ 2285 (k) e[ m@) 0 + I Bell,y |
1—7
e (=) T [ m@ e + 1 Bell, s |
< MPK [ ul +MP || g(sm,0) |
1—7
s (22) [ m) e+ 1 Be s | (M2 + Ma— 41577
< M3Kr+ (1 - M3K)y
< r

e Deuxiéme cas. Pour t € [t;, s4],
| Fu@) | < || Palt = ti)gs(t, u(t)) |

M || gi(t, u(t)) |

M || gi(t,u(t)) — gi(t;0) + gs(t,0) ||

IN

IN

IN

ME || u [ +M || gi(t,0) |

MEr+(1—MEK)y,
T.

INIA

e Troisiéme cas. Pour t € [t;, 8],

| Fu) | < || Palt = 5) [Pa<sz- — t)gi(s1, u(s1))
i 90 Qs [ ulpto)) + Bls)e(s)as] |
1y (= 5)° "1 Qalt = )| £(5.u(s), u(p(s)) + Bls)e(s)|ds |
< M2 || gi(si ulsi)) = gi(si, 0) + gi(s:, 0) |
R | S (51— )7 [F(s,u(s), u(p(s)) + Bls)e(s)]ds |
2 |y (= 9) £ (s us), ulp(s)) + Bls)e(s)| ds |
< MEK || +M2 ) gilsi50) |

1—7
P (222) T [ m Wy 41 Bell o | [Msem e ]
< M?Kr+(1—-M?K)ys

<

étape 2: L’opérateur F) est une contraction .

Soient u,v € B,



étape 3:
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e premier cas. Pour ¢ € [0,;], on a :

I Fru(t) — Fro(t) || <

<
<

<

|fa<w[fa<a——sm>[fa<sm-—tm>(gm<smmu<&n»-—gnxsm»v<&n»)}]

M? Il gm(8ms w(sm)) = gm(Sm, v(sm)) |l
M3K || u—w ||

[u—o].

e Deuxiémes cas. Pour t € (¢;, s;];4 = 1;2;...;m, on a :

I Fru(t) — Fro(t) || <
<

<

| Palt = ) (gilt,u(®)) = gilt,v(0) |
MK ||u—wv |

[u=vll.

e Troisiéme cas. Pour ¢ € (s;,t;41];¢ =1;2;...;m, on a :

| Fru(t) — Fro(t) ||

IN

<

<

<

L’opérateur Fy est continue .

| Pa(t = s0)Pa(ss = ) (9:(t () = gi(t0(1)) |

M? || gi(t, u(t)) — gi(t,v(t)) ||
M?K || u—w ||

[u=vll.

Soit {u, };729 une suite dans PC([0, al; X) tel que u,, — u.

D’aprés (Hy), on a

f(s,un(s),un(p(s))) — f(s,uls), u(p(s)))

e Premier cas. Pour ¢ € [0,¢], on a :

| Foun(t) — Fou(t) | < || Pa(t)| Pala —sm) [ - osm (8m — S)Q_lQa(Sm —8)

(05 (061 = (5,9, (o)) ) s

+£%www1@4a—$0@m¢@mﬁﬂ$»—ﬂaw@m@wnﬁw]|

1 fo (t = 9771 Qalt = ) (£(s, un(s). un(p(s))) = F(s,u(s),ulp(s))) ) ds |

IN

P2 o (sm = 9)2 | F(5,un(s), un(p(s))) = £(s,u(s), u(p(s))) || ds

+ R [y (a— )27 | f(s un(s), un(p(s))) = f(s,uls),ulp(s))) || ds

et Jo (t =51 | f (s un(s),un(p(s)) = f(s,uls), u(p(s))) || ds
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< R fo (s — )27 | f (s un(9), wn(p(s))) = f(s,uls), ulp(s))) || ds
+ 1255 o (a = 9)271 || f(sun(s), un(p(s))) = f(s,uls), ulp(s))) || ds

+ 8 [y (6= )N f (s, un(s), un(p(s)) = f(s,u(s), ulp(s)) || ds

IN

R Lo (s = 9771 1 FCoun () un(p()) = Ful), ulp()) llpe ds
205 o (a = )7L Fun () un(p()) = Ful), ulp() llpe ds
2y Jo (6= 927 1 FCoun()sun(p()) = Ful)ulp() llpe ds

< Mds%??ii‘ﬁw’“‘? | £ tn (s n(p(-)) = F(ul), u(p())) llpe -

e Deuxiéme cas. Pour t € (¢;,s;], on a :
(|1 Faun (t) — Fou(t)|| = 0.

e Troisiéme cas. Pour ¢ € (s;,t;11], on a :

| Frun(t) — Pou(t) | < | Pa t—sz[ [ (51 = )71 Qs — 8)

X (f(&un(«?), un(p(s))) — f(87U(S)7U(p(S)))> dS] |

+ 1 Jo(t =51 Qalt — 5) (f(saun(S)’un(p(S))) - f(s,U(S),U(p(S)))> ds ||

< R o (s = 92 | F (s un(s), un(p(s)) = f(s,u(s), u(p(s))) || ds

+ e Jo (=)0 f(ssun(s),un(p(s))) = f(s,uls), u(p(s))) || ds

IA

P2 Jo (s = )27 £ (), un(p(2) = F(ul) ulp() [lpe ds
+ 12 [y (6= )27 FCoun () un(p()) = FCsu(),ulp()) e ds

IN

(s + rahy ) | £Cotin () unp()) = £ u),ulp(:) lpe

étape 4: L’opérateur Fy est compact .

1. On a F5B, C B,, alors F5 est uniformément borné sur B,..
2. On montre que Fy(B,.(J)) est équicontinue.
e Premier cas [0,¢1], 0 < 213 < 20 < g :

[Fau(z2) — Fou(z1)l| < || Pa(22) = Pa(z1) ||

(a - Sm) l: - ()Sm (Sm - S)Oé_l
XQa(sm — 5)f (s, u(s), U(P(S)))dé’} + Jo (a =)' Qala — 5)f(s,uls), u(p(s)))ds| ||

1 fo7 (22 = )71 Qalz2 — ) f(s,uls), ulp(s)))ds
= Jo (21 = 9)* 7 Qal21 — ) f(s,u(s), u(p(s)))ds ||
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| Pa(z2) = Pa(z1) |l

Pula — s,) [ — S (5m = 9 Qalsm — 9)

s us).up(s))s | 4 = 97 Qula = ) (s, u(s) o) |

I fo (22 = 9)* 7 Qalz2 — ) f (5, u(s), u(p(s)))ds
+ [ (22 = 9)° 7' Qalz2 — 8) f (s, uls), u(p(s)))ds
= Jo ' (21 = 9)* 7' Qalz1 — ) f(s,uls), u(p(s)))ds |

H Pa(z2) - Pa(zl) ||

| Pala— ) | [f;m (5 — )91 | Qa5 — 9) |
< || £(s.u(s), u(o(s)) | ds}

+Jo (a =) Qala—s) [l F(s,u(s), ulp(s)) | dS] |

1 fo " (22 = )71 Qalz2 — 5) f (s, u(s), u(p(s)))ds
= Jo (21 = 8)* 7' Qalz2 — 8) f (s, u(s), u(p(s)))ds
+ [ (22 = 9)° 7' Qalz2 — 8) f (s, uls), u(p(s)))ds
= Jo (21 = 8)* 7 Qalz1 — 5) f (s, u(s), u(p(s)))ds
+Jo (21 = 9)° 7 Qalz2 — 5)f (s, uls), u(p(s)))ds |

< L+ 1+ I3+ 1y,

avec

I

I

1y

I Pa(22) = Palz1) || | | Pala = sm) | [ 0" (5m =) | Qalsm —5) |

< || F(s.u(s),u(p(s))) | ds]

+ Jo (a=9)*"H | Qala—s) Il £(s,u(s), u(p(s)) | d817

15" (22 = 8)* ' Qalz2 — 5).f (s, u(s), u(p(s)))ds
= Jo ' (21 = 8)* 71 Qalz2 — 8) f (s, u(s), ulp(s)))ds |,
127 (22 = 8)* 7' Qalz2 — 5) f (s, u(s), u(p(s)))ds |,

Iy ( 21 —5)* ' Qalz2 — 5)f(s,u(s), u(p(s)))ds
—Jo (21 = )71 Qalz1 — ) (5, uls), u(p(s)))ds |,



I < || Pa(z2) = Pal(z1) || l [ (a+1) Sm(s —8)* YL+ || u(s) [|* + || u(p(s)) ||¥)ds
+r(]gf1 Jo (@ =) L+ || u(s) | + || u(p(s)) ||”)d8]

< | Pa(zs) = Pa(21) | [F(Q+T)L(1 +2r) + R L1+ 2r)| — 0,20 — 21— 0.

L o< | ( 2= 8 (o s>a—1)Qa<Z2 — 5)f (s, u(s), u(p(s)))ds |
< F((i\{i-l)L(1+2r)( 2—21) —>0,22—21—>0.

Is < | f,:f —5)*1Qu(z2 — 5) f(s,u(s),u(p(s)))ds |
< L +2r)(z2 —21)* = 0,22 — 2 — 0.

Soit € > 0

I = || [y (z—s)*7! (Qa(zz — ) = Qalz1 — 3)>f(8,u(8),u(ﬂ(8)))d8 I

IN

H f21 e N 0‘ ' (Qa(ZQ - 8) - Qa(zl - S))f(sau(s)vu(p(s)))ds

F L= 9 (@alen = 9) = Qulen =) ) s, u(s) o) |

IN

sup ]|| Qulz2 —8) — Qulz1 — 5) || L(1 +2r) [7 (21 — 5)° 'ds
s€(0,z1—¢

F2ML(1+2r) [71 (21 —5)* ds
Iy —> 0 lorsque € — 0 et 29 — 21 — 0.

e Deuxiéme cas (t;, 8], i =1,2,....m, t; <21 < 29 < 8; :
HFQ’LL(ZQ) — FQU(Zl)” = 0
o Troisiéme cas (s;,ti41] i1 =1,2,...,m, 8; < 21 < 29 < tiyq ¢
[Fou(z2) — Fou(z1)|| < || Palzz = si) — Palz1 — s:) ||
1 fo (50 = 8) " Qalsi — 5) f(s,uls), u(p(s))ds || + || J57 (22 — 5)**
XQa(z2 — ) f(s,u(s),u(p(s)))ds =[5 (21 — 8)* 7' Qalz1 — ) f(s,u(s), u(p(s)))ds ||
< I +I§+I§+L’1
avec
I = | Palzz —si) - D) IS5 (s = 9)* 7 Qalsi — 8) (s, uls), u(p(s)))ds ||,
o= | J5 (22 = ) ' Qalz2 — 5) f(s,u(s), u(p(s)))ds

= Jo (21 = 8)* 71 Qalz2 — 5)f (s, u(s), u(p(s)))ds ||

Iy = | [ (22— 5)* " Qalz2 — 5)f(5,u(s), u(p(s)))ds |
Iy = | Jy (1= 8)" ' Qalz2 — ) f(s,u(s), u(p(s)))ds

= Jo (21 = 8)* 7 Qal21 — 5)f (s, u(s), u(p(s)))ds ||
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D’une fagon similaire a la preuve du premier cas, on montre que :
I — 0,1, — 0,1 — 0, I}, — 0 quand z3 — z; — 0.

— {Fau(t),u € B,} est relativement compact dans PC(J, X)
F5B,-(0) = {u(a)} est compact.

pam_sm)[— (5 — 8) Qa8 — 8) f (s, u(s), ulp(s)))ds | +

Avec u(a) =

Jo (a=8)*"1Qala — 5)f(s,u(s), U(p(s)))dé’] :
Pour t € [0,t4].
Pour tout € € (0,t) et § > 0, on définit I’ensemble :
FEO(B,)(t) = {Fg%(t); x € Br}
Fifa(t) = Pu(t)(u(a)) + afo L0t — 5 Ea(BYT((t — )70) £ (5, 2(s), a(p(s)))dbds

= Pa(t)(u(a) +a fy [ 0(t — 5)* a(0) [T(e*6)T((t — 5)*0 — €0)]
x f(s,a(s), x(p(s)))dbds

= P,(t)(u(a)) + oT'(e*0) fot_e [550(t — 5)* 1L (T ((t — 5)*0 — €6) f (s, z(s), z(p(s)))dbds.
(Remarquons que 6 > § et t —e > s, donc (¢t —$)*0 —e*d > 0) alors opérateur T'(e%0) (e*6 > 0)
est compact, I’ensemble Fy "SB,, (t) est relativement compact dans X.
D’otu, pour tout € B, on obtient

| Fax(t) = FsPa() | < ol fy Jy 00t — )" Lea(O)T((t = 5)0) f(s,2(s), 2(p(s)))ds
+ fo J57 0t = 5)° T Ea(OT((t — 5)°0) f (5, 2(5), 2(p(s)))dBds

00— )7 Ea(B)T((t — 5)°0) (s, 2(s), 2 (p(s)))d0ds |
< G1+Go,
avec ' s
Gi=a / / B(t — 5)* ()T (¢ — )°6) (5. 2(s), x(p(s)))d6ds |
et
Go=a| / / YL (O)T((t — 5)60) f (5, 2(s), 2(p(s)))dbds |
On a s
Gi < ad [yle—"| f(s z( )-o(p(5) | ds [ 66,(9)d6
< Mat¥[L(1 + 2r)] fo 60 (0
et
Go < aM [’ (t— )" | f(s.2(s).2(p(s)) | ds [2° 66, (6)dB
< Me®[L1+ 2] [ 06,(0)d6
M[L1+2r]
Tlat+1) ¢

Donc, || (Foz(t) — F5z(t) ||— 0, lorsque € — 0 et § — 0.

Alors, il existe un sous ensemble relativement compact fermé de F»B,.(t).
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D’ot F3B,(t) est relativement compact sur X.
Pourt; <t <s;,i=1,2,...,m,0na
F3B,(t) = {0,z € B,} est compact.

Pour s; <t <t;41,1=1,2,....m

9

FyB,(t) = {Pa(t - Si) [Pa(si —t:)gi(si;ulsi) = [y (s — )" ' Qalsi )[f(37u(3)7u(0(5)))
+B(E)els)|ds] + 30— 97 Qult ) (s0(s) lps)) s € B, ).

D’une fagon similaire a la preuve du premier cas (¢ € [0,t1]) et puisque P,(t — s;) est un
opérateur compact.

D’ou F2B,(t) est relativement compact.

3.1.4 Exemples.

Dans cette partie, on donne deux exemples pour illustrer nos résultats.

Dans toute la suite, on pose X = L?(0,1), J =[0,1],to=s0=0,t1 =1, 5 =2,a = 3.
0? ov 0?
On définit Az = % pour v € D(A) = {v €eX: a—z, 8?; € X,v(0) =v(1) = O}.

L’opérateur A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T'(t),t > 0} sur X. De plus,
(T'(t))e>0 est compact et | T(¢) ||[< 1 = Mg, pour tout ¢ > 0. Pour plus de détails, on se référe a
[33].

Exemple 1.

Considérons le probléme & valeurs initiales suivant :

°D} u(t,2) = Zeu(t, ) + Leos(ult.x) + u(t,2) + c(t,a)sw € (0, 1)t € [0,1) U (2, 3]
u(t) = Po(t — 1) isin(u(t,z)) =z € (0,1); te(1,2] (3.2)
u(0,z) =u(3,z);z € (0,1)
Zu(t,0) = Zut,1)=0 te[0,1)U(2,3]
Notons v(t)(z) = u(t,x) et B(t)c(t)(x) = c(t, z). Alors le probléme (3.2) devient :
“Deu(t) () = Av(t) (@) + F(t, v(t), 0(p(t))) + BE()(@),t € (s1,tisa),
i =0,1;¢c € Uy, (3.3)

u(t) = P(t_ti)gi(tau(t)) t € (t1,s1);
v(0) = v(a) €

Avec

p(t) =12, f(t,0(t),v(p(1)))(x) = 15cos(v(t)(x) + v(t*)(x))

gt 0(t) = gsin(v(t)(x)),  T=3.
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Alors,

M=1Cij=L;=% K= x=1<1

Toutes les hypothéses du théoréme (3.1) sont vérifiées. Par conséquent, il existe une unique solution

intégrale du probléme (3.2).

Exemple 2.

On considére :

Diult,x) = Leu(t, ) + Seos(u(t, ) +u(t?, x) + c(t, z);z € (0, 1)t € [0,1) U (2, 3];
o ( y3sin(u(t,z))  x€(0,1); te(1,2] (3.4)

);

2u(t,0)= Zut,1) =0 te0,1)U(2,3]

Notons v(t)(z) = u(t,x) et B(t)c(t)(z) = c(t,z). Alors le probléme (3.4) peut étre transformé en (3.3),

t,
avec p(t) =1, f(t,v(t),v(p(t)))(z) = f5cos(v(t)(x) + v(t*)(2))
gt o(t) = gsin(v(t)(z)) et 7= 3.
DanscecasM:l,K:%,etX:%<1.

Toutes les hypotheéses du théoréme (3.2) sont vérifiées. Par conséquent, il existe une unique solution
intégrale du probléme (3.4).



Chapitre 4

Résultats d’existence de la solution de
I’équation intégro-différentielle
fractionnaire impulsive non locale

Les résultats présentés dans cette partie, qui sont issus de [17], sont développés en vue d’étudier une
équation intégro-différentielle fractionnaire impulsive non locale.
La notions de condition non locales a été initiée par L.Byzewski et V.Lakshmikantham [4].

4.1 Equation intégro-différentielle fractionnaire évolu-
tive impulsive non locale.

4.1.1 Position du probléme .

Dans cette section, On considére le probléme suivant :

Dx(t) = Ax(t) + f(t, z(t), Fz(t), Bx(t)) + jg q(t — s)k(s,z(s))ds + C(t)u(t), te€ (s tit1],
1=0,1,2,....m, u € Uy,
DAx(t) = gi(t,x(t)), t€ (tiysi], i=1,2,...,m,
x(0) = zo + h(z),
(4.1)

ou :
*cpDe DB sont des dérivées fractionnaires au sens de Caputo. (O <a<l;0<p< 1).

*A:D(A) C X — X géneére un Cy semi-groupe compact T(¢),t > 0 dans un espace de Banach X,

* les nombres fixes s; et t; satisfont :
0=150 <t <81 <la <o <ty <8y <tppy1 = a,

* les fonctions g; € C(J x X; X),

* les opérateurs F, B : C(J;X) — C(J;X) sont définies par Bz(t) = fg B(t, s)x(s)ds, Fz(t) =
fg F(t,s)x(s)ds et {F(t,s);t,s € J}, {B(t,s);t,s € J} sont des ensembles linéaires bornées tels que :
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F(t,.)x € C([0,t]; X), F(.,s)e€C([s,T];X),Vt,s e J, B(t,.)x € C([0,t]; X), B(.,s) € C([s,T); X),
Vt,s € J et F* = supf(;f | F(t,s) [|Lcx) ds,
teJ

B* = supf(;6 | B(t,s) lloix) ds, ¢ = sup [, lla(s — t)||dt et Uaq I'ensemble qu'on a définit dans le
ted sed

chapitre précédent.

Posons J = [O,T], J() = [07751], Jl = (tl,tg],..., Jm—l = (tm—htm]a Jm = (tm,tm+1] et introdui-
sons l'espace PC(J,X) = {z : J = X : 2 € C((t;,tix1), X),i = 0,1,...,m et il existe x(t; ) et
z(tf),i = 1,..,m avec z(t;) = x(t])}. 1l est clair que PC(J,X) est un espace de Banach avec la
norme ||z||pc = sup {||z(t)|| : t € J}.

On suppose que x(t) est continue en ¢t = s; et t = t;.

les hypothéses

Avant de présenter nos résultats, nous introduisons les hypothéses suivantes :
— (Hj) : A est le générateur d’un semi-groupe fortement continue compact T'(¢),t > 0 dans l’espace
de Banach X tel que ||T(¢)|| < M pour tout ¢ € J,

— (H3)-C :[0,a] — L(Y, X) est essentiellement bornée i.e : C' € L*([0,al]; L(Y, X)),
— (H3) Les fonctions f € C(J x X x X x X;X),et k€ C(J x X; X),

— (Hy) Nl existe C¢, Ly, My, L, > 0 telles que :

| f(tz1,y1,21) — f(t, 22,92, 22) [< Ly | 21 — 22 || +Cf [ y1 — 2 | +Mj || 21 — 22 ||, pour toutes
T1,22,Y1,Y2, 21,22 € X, et t e J,

| k(t, z1) — k(t,22) ||< L || 1 — x2 ||, pour toutes x1,z2 € X, et t € J,

(Hs) Il existe D, D' > 0 telles que :

| f(t,2,y,2) [ DA+ |z [|*+ ||y |+ || z|?) pour tout t € J et z,y,2z € X, p,v,¢ € [0,1],

| k(t,z) ||< D' (1+ | = H"I) pour tout t € J et x € X, p € [0, 1],
— (Hg) Pour toutes i = 1,2,....,m, g; € C(J x X; X),

Il existe Ly > 0 tel que || g;(t, z) — g:(t,y) |< Ly || « — y ||, pour toutes z,y € X,
Il existe une fonction t — ¢;(t) tel que || g;(t,z(t)) ||< i(t), Vt € J, x € X, Ly, = sup,e; pi(t) et

L' = max L,
9 1<i<m IV

h : PC(J;X) — X et il existe Ly, > 0 et ¢, € C([0,00);RT) pour tout z,y € PC(J;X),
I (z) = h(y) 1< L [| 2 =y lpc, [| A(z) < n(t) et Lj, = sup,c ; @n ().

4.1.2 Construction de la solution intégrale.

On counsidére dans 'espace PC(J, X) le probléme fractionnaire impulsif suivant :

Dx(t) = Az(t) + f(t, z(t), Fx(t), Bz(t)) + fOt q(t — s)k(s,z(s))ds + C(t)u(t), te€ (s;,tival,
i=0,1,2,...m, w€ Upg,
DBx(t) = gi(t,z(t)), t€ (tiysi], i=1,2,....,m,

x(0) = zo + h(z).

D’aprés les propriétés de la dérivée de Caputo, une solution intégrale peut étre écrite de la maniére sui-
vante :
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xo + h( )—I— fo “HAz(s) + f(s,x(s), F(s), )+ fo s —1)k(r,z(7))dr

+C(s)u (s)]ds te (0, tl]

digz + I‘(?fot (t —8)P~1g1(s,2(s))ds, t€ (t1,s1],

K, + e fo (t —s)*" [Az(s) + f(s,2(s), Fx(s) —|—f0 s —1)k(T,2(7))dr
x(t)=q +C(s )U(S)f t € (s1,t2],

. . 1

diz + Wfo (t—8)PLgi(s,x2(s))ds, t € (t;, 5],

Kix + g Jo (t = )7 [Ax(s) + f(s,2(5), Fa(s), Ba(s)) + g als = )k(r,2(7))dr

+C(s)u(s )fds t € (si,tiy1],

ou d; and K;,, 1 =1,2,...,m, sont des éléments de X.
En se basant sur les méthodes utilisées dans [14](pages 5 et 6 ), on obtient :

diz + fot(t —5)P1gi(s,z(s))ds, t€ (ti,si],1<i<m

r(3) -
2(t) = { Palt = si)Kio + fot t— )" 1Qa(t — s)[f(s, x(s), Fa(s) )+ o a(s — T)k(r,z(7))dr
+C(s)u(s)]ds, t€ (sitig1],0<i<m,
KOI = ZE(O)
Et en utilisant la continuité de x aux points t;, on obtient :
x(t;)) = Palt;— si- 1)K(1 1)m+f0 (ti —8)*1Qa(t; — 5) [f(s,x(s),Fx(s),B:v(s))
—|—f0 8—7’ ,x(7))dr + C(s)u ()]ds
dix + fo 5)871gi(s, 2(s))ds.
Ce qui implique que
diz = Palti —si- 1)K(z Do+ Jo (b = 8)° 7 Qalt; —8)[f( z(s), Fa(s), Ba(s))
+f0 7,2(7))dr + C(s)u(s) ] fo (t; — 8)P1g;(s,2(s))ds.

En utilisant la contlnulte de x aux points s;, on obtlent

$(Si) = dig + =~ 1—‘(5 fO 54 S 5 lgi(s,x(s))ds
. = Ko+ [y (5i = 9)* ' Qalsi — 8) [f(s,2(s), Fa(s), )+ [ a(s — 7)k(r, x(7))d7 + C(s)u(s)] ds.
ar conséquent,
Ky, = di+ ﬁ fos"(si —5)871g;(s, 2(s))ds— .
= J5 (5 = 9)" 7" Qalsi — 5) [(s,2(s), Fa(s), Ba(s)) + [5 als = )k(r, 2(7))dr + C(s)u(s)] ds

Par suite, une solution intégrale du probléme (3.1) est donnee par
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P,(t)(xo + h(x)) + fot(t —5)*71Qu(t — s) [f(s,x(s% Fx(s), )+ fo s — 1)k(r,x(1))dr

+C(s)u(s)]ds, t € (0,t],

diy + ﬁ [t —8)P " gi(s,x(s))ds, t€ (t1,51],

Po(t = 51) Ko + [y (t = )27 Qa(t — 8)[f (s, 2(s), Fa(s), )+ Jo a(s = T)k(r, 2(7))dr
o(t) = +C(s)u(s)]ds, t€ (s1,ta],

' 1
diw"’ 7](; t—s ﬂ_lgl(s Z‘(S))dS, te (ti78i} 1<:<m

I'(B) -
Po(t = s:)Kix + [y (t = )7 1Qa(t — 8)[f(s,2(s), Fa(s), Bx(s)) + [; q(s — 7)k(r, x(7))dr
+C(s)u(s)]ds, te (s;, zJrl], 1<i<m,
Ko, = xg + h(z),
diz = Puo(ti —si- 1)K( Sy o (= )7 Qalts *15)[f(57x(5) , Fa(s), Bx(s))
+ [y a(s = )k(r,2(7))dr + C(s)u(s)]ds — ﬁ fot (t; — )8 1gi(s,2(s))ds
Ky, = dig— fo 8 — s)a_lQa(si — s)[f(&m(s),Fx( )+ fo s —T1)k( T,.’I?(T))dT

+C(s)u(s)]ds + ﬁ fOS(Sz — )77 1gi(s, (s ))ds

Définition 4.1 Une fonction x € PC(J, X) est dite solution intégrale du probleme (3.1) si elle satisfait
la relation suivante :

P.(t)Kos —|—f0 —5)*~ 1Qa(t—s) [f(s,z(s), Fx(s), Bx(s —i—fo (s = T)k(r,z(7))dT
+C(s)u ()}dS t € (0,t1],
() = diz —|— fo s)P1gi(s,z(s))ds, t€ (t;s],1<i<m
Pa(t—sz W—"fo (t —s)*71Qa(t — s)[f(s,z(s), Fa(s), )+ [y als — )k(r,x(7))dr
+C(s)u(s)]ds,
te (Si,ti+1]7 1< <m.
Ou

Kox = zo + h(z),

diz = Pa<ti_3i71)K( o Jy' (= 5)° 7 Qalts —8)[f( x(s), Fa(s), Bx(s))
+f05 — ( ))dT + C(s)u(s)]ds fo (t; — 5)PLgi(s,2(s))ds

K = du— sl—s>a Qa8 (02061 (0 B(s) + [ s 7)k(r (e
+C(s)u(s) ]ds—l— fo s; — s)ﬁ_lgi(s,x(s))ds.

4.1.3 Etude d’existence et d’unicité de la solution intégrale du
probléme.
Théoréme 4.1 Si les hypothéses (Hy) — (Hy), (He) sont satisfaites et

MT* + M?(t% 4 s%) + .. + M THEY + s¢)
Ia+1)

[M™ L, + (Ly +q" Ly + MyB* + CyF¥)

LML, (8, + s8) + ..+ M™L, () + s7)
r(8+1)

] <1

Alors le probleme (4.1) admet une unique solution.
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Preuve.
Posons
Pa(t)KOI+f0t(tfs)“*1Qa(tfs) [f(s,x(s),F (s) +f0 s —T1)k(T,2(7))dr
+C(s)u (1)]ds t € (0,t1],
Pa(t) = der fo (t— )8 1gi(s,x(s))ds, t€ (t;,5],1<i<m
Palt— e+ 40— St 5)[ 550060, Fls) B(9) + [ als — 7)o
+C(s)u(s)]ds,
t e (sitiv1], 1 <i<m.
Ou

Koz = 20 Jrh(ﬂﬂ),

diz = Paolti —si- 1)K( o Jy' (= 5)° 7 Qalt; —8)[f( x(s), Fa(s), Bx(s))
+f0 s—1T) ( ))dT + C(s)u(s) ] fo (t; — 5)PLgi(s,2(s))ds

Kiw = dip— fo 5175)0‘ 1Qa(slfs)[f(7 (s), F (5 +f0 T)k( 7x(T))dT
+C(s)u(s) ]d8+ fo si =) " gi(s,x(s))ds

En se basant sur les hypotheses, il est facile de montrer que P est bien définie sur PC(J, X).
Soient x,y € PC(J, X).

premier cas. pour ¢t € [0,%1], on a

1(P2)(&) = (PY)®)| = [[Pa(t) (w0 + h(z) — 20 — h(y)) |
+ Jo (8= 5)°71Qalt — 5)[£ (s, (5) Fx( +fo a(7))dr
+C(s)u(s) — f(s,y(s), Fy(s), B fo y(r ))dT* ( Ju(s)]ds||
< Mallh(z) = R(y )ll+ﬁfo t—S)a I f(s x( ) (s), Bz (s))
—f(s,y(5), Fy(s) +f0 — T)k(r,2(r))dr — [; (s — T)k(7,y(7))dr || ds
< Maly | @ - yllpc+ fot—S)“ YLy [[2(s) = y(s) |

F( +1)
+Cp || Fa(s) = Fy(s) || +Mf | Ba(s) — By(s) || +¢" L || x(s) — y(s) |)ds

< MaLp ||z —yllpc + (L +q" Ly + MyB* + CpF*) |z —y || pc

INa +1)

< [MaLy+ (L +q" L+ MyB* + CyF)] || 2 —y || pc -

Matg
Ia+1)

Deuxiéme cas. Pour ¢ € (t;, s;] U (si, tit+1]-

On montre pour t € (¢;,8;], 1 =1,2,...m
, Mat® + M5, + 88 1) + oo + MY (LY + s§)
Pzx)(t) — (Py)(t < [M4yL : : :
| (Pz)(t) = (Py)@) || < [MjLn+ Tla +1)
X(Lf—‘rq*Lk—l—MfB*-i-CfF*) A
+Lg(tf + 80+ MaLy(t? |+ 57 )4+ M L, (17 + sf)} o=yl
F(ﬁ‘i'l) Yllpc,

et pour t € [s;,tiv1], i =1,2,...,m
| (Pz)(t) = (Py)®) || < [MG'Ly+

(Lf—i-q Lk-l—MfB -I-CfF*)
L MaLg t? +52) + .. +Mj4 'L (t5+32)+MAL % + s7)

Mat,q + M3 + s&) 4 ..+ MG (S + s§)
I'a+1)

Pour t € (tl, 31]
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A

I (Pz)(t) = (Py)) | < [l diz+ 5= Fﬁﬂ fo (t—5)7"g1(s,2(s))ds

~hY - T fo (t—5)"""g1(s,y(s))ds ||

I dve = duy || +575 1 fo (t—=5)""" [l g1(s,2(s)) — g1(s,9(s)) || ds
(t

| Pa(tr)(R(x) = h(y)) | + || fy*( ) Qalt — 5)
x[f (s, ()Ffﬂ()BiU( ) — [ (s, ()Fy()By( )
—|—f0 s —7)k(r,z(7))dr — fo q(s — 7)k(T,y(7))dr]ds ||

+HF%; U*$ﬁ1@d&x@ﬁf9M&M$D@H
1 g7 o= o (s.(s) = () |
MALh || x—y llpc

(L 4 "L+ MpB 4 OpF) 2~y e

INIA

IN

)L | z—vy|pc
(s +17)
(ﬂ+1>L9

IN
=
~
=

+

(Lf—l—q Lk-i-MfB —‘rCfF)

NG +1)
x|z=ylrc.

Pour t € (s1,12]

P20~ PO | S Palt — 51)Kre — Palt 51Ky |

+| ot =) 1Qa(t—8)[|| f(s (s), Fff( ), Ba(s))

—f(s, y( ), Fy( By(s)) + [y a(s — 7)k(7, 2(7))dr
fo s —T)k(7,y(1))dr]ds ||

Ma || diz — dly || FMa || [yt (51— 5)* " Qals1 — 5)

x[f(s,z(s), Fx( ); Bx(s)) f(s,y(s), Fy( ), By(s))

+f0 s —T)k(r,z(7))d fo s —T)k(r,y(7))dr]ds ||

+Ma | (1@ o (51— )7 gi(s, fv( )) 91(s,y(s))] ds ||

+ | fo t*S o lQa(th)[f( x(s), F(s), Bx(s)) — f(s,y(s), Fy(s), By(s))
+f0 s —1)k(r,z(T) dT—fO (s — T)k(7,y(7))dr]ds ||

MAt" +MA31 + Matg
Li+q*Ly + M;B* + CsF*
T+ 1) (Lf +q"Ly + MyB* + CpF™)

IN

< [MALh +

MALg(S,f + tf)
r'g+1)
On suppose pour 1 < j<iona:
pour t € (t;, s;]

Je=yllrc-

Matd + ME () + 55 1) + M35 5+ 55 o) + .. + M4t + 59)
Ia+1)

| (Pz)(t) — (Py)t) | < [MiLy+
X(Lf—‘rq*Lk—FMfB —|—CfF) 4
+LA£+5)+NML<j1+s D+ ML + 1)
T(6+1)

[ z—ylpc,

et pour t € (sj,tj41],

(2 + 59) + ..+ MYt + 8) + MO (5 + s9)
INa+1)

. t* , + Mgy
| (P2)(t) — (Py)(t) | < Ma[M{L,+ L5
X(Lf—l—q*Lk-i-MfB*-?-CfF*) ‘
+%@+£Hm+Mf%w9H®+M%%N?H®
L(B+1)

z—ylec.

On montre cette relation pour j =14 + 1.
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Pour ¢ € (tiy1, Sit1]
| (Pz)(t) — (Py)#®) | < |diqaz+ %ﬁ) Jy(t=5)P"gi1(s,2(s))ds — dis1y

fﬁ Tt = )P gia (s, y(s))ds |

IN

| disr — digay | +ﬁ SEt = )P | gisa(5,2(5)) — gia (5, 5(5)) | ds

| Paltivn — 5)(Kie — Kiy) |+ | o (tis1 — 8)* Qa(tigr — 5)
<[(s,2(3), Fa(s). Ba(s)) — £(s.9(5), Fy(s). By(s)

T (s — Pk(r,y(r)dr + [ qls — 1)k(r.x(r)dr [Jds
1y R s = 97 i (55(5) — g (05D |

Fl [ = )P | (gin (5, 2(5) — gisa (s, 9(s))) | ds

['(B) ,
i Mat8yy + M3t + s&) + oo+ MY + 59)
[MA Ly +
Ia+1)
X(Lf + q*L;c + MfB* + CfF*)
+Lg(tf+1 s ) MYL(t) + s7) 4 oo+ MaLy(t] + 57)
L(B+1)

IN

IN

[z=yllrc-

Pour t € (8i+1, ti+2]

| (Pz)(t) = (Py)®) | < | Pa(tt_ 8i41) K(ig1)z — Polt — si41) K(iv1)y ||
1 fot=5) " Qalt - s)If (s, 2(s), Fa(s), Bz(s))
—[f(s.y(s), Fy(s), By(s)) + Jo a(s = T)k(7,2(7))dr
- f() q(S - T)k(Ta y(T))dT]dS ||

Sl-a MA « * .
< < Ma[ll e — divayy |l +ﬁ(l’f—’_q Ly + MyB* + CpF*)
5
xlz—-ylprc +7p(5t:1)L9 |z —ylprc
t* oMy
i+2 * * *
—= (L L M:B C:F —
F(a+1)(f+q K+ MyB*+ CpF*) |z =y llpc
<

My {MZHL;L
s MO + 59) 4 . + MA(E2 4 58) + Ma(t2,, + 58,1)
INa+1)
X(Lf + q*L;c +MfB* + CfF*) +

+MALg(sf+1 )+ MLy (s] +t7) + o+ M Ly (] + s7)
T(B+1)

x|z —ylrc.
Alors, P est une contraction sur ’espace PC(J, X).
D’ott P admet un point fixe unique x € PC(J, X) .

4.1.4 Etude d’existence de la solution intégrale .

Théoréme 4.2 Si les hypothéses (Hy) — (Hs), et (Hs) — (Hg) sont satisfaites. De plus, la condition
suivante est vérifiée :
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max{A;B} <1
Alors le probléme (4.1) admet au moins une solution intégrale.
Avec
A= ML, 4 MaLy(sh, +th) + M3Lg(sp_1 + th 1) + - + M3 Ly(s) +17)
A T'(B+1) ’
[MAT® + M3 (L2, + 82) + oo + ML + 59)] ,
B= == D(1+ B*+ F*)+ D'q").
o (DO + B* + F*) + D'g")
Preuve.

On introduit la décomposition Q = Q1 + Q2 telles que :

Pao(t )(Iofh )+ Jy (t = 5)271Qa(t — 5)C(s)u(s)ds, t € [0,t],
le(t) = dilx + m fO t— 3 ,8 197;(8,1'( ))ds, (ti,SiL 7 = 1,2, ., m
Po(t — ) Kire + [y (t — 8)* ' Qal(t — s)C(s)u(s)ds, t€ (siti], i=1,2,.,m

Jo(t = $)*71Qa(t — 5) [f(s,2( s), Bx(s)) + [y a(s — T)k(7,z(r))dr] ds, t € [0,t],
QZ‘(t)_ dng, tE(t,,sl} :1,2 .
2 n P, (t — s;) Koz +f0 (t—s)* 1Q (t—s) [f(s,x(s),F:z:( +f0 s—7T) x(T))dT} ds,
le (Sl,tlJrl] i=1 2a~ - m
avec
dite = Po(ti — si—1)Ki—1)12 + fg (t; — 5)271Qa(t; — s)C(s)u(s)d fo ti — )" 1gi(s, z(s))ds,
i=1,2,..
K1, =djig + ﬁ Os" (s; — 8)P1gi(s,2(s))ds — Osi(si —8)*71Qu(s; — 8)C(s)u(s)ds, i =1,2,..,m
Koiz = w0 + h(z),
et
dise = Po(t; sz DK (i—1)20 + fot (ti — $)* 7 Qa(ti — 5)[f(s,2(s), Fx(s), Bx(s)),
-|-f0 $—7T) ())dT]ds 1=1,2,...,m
Kiog = dijog — fo si — 8)* 1Qu(s; — 8) [f(s,x(s),F:L‘( )+ fo s —1)k(r,z(7))dr| ds,
1= 17 27 s
Koz, = 0.

La démonstration se fait en plusieurs étapes .

étape 1: On montre que QB,.(J) C B,.(J)
avec B, = {z € PC(J,X);| = ||< r} est la boule de rayon r > 0,
1—7

1—
et Koy =a ( T) | Cu |/,

a—T1

Ma[(D+ D'¢*)T* + Ko ;T 7]

= M [ 2o || L]+ e 7

o mz—l-: M [(D + D’ *)( m+2—k + sm+2 k) + K‘l T(t7rz+2 k + S7rz+2 k)]

Y2 = F(O[ + 1) )

k=2
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MALL (8] + s8) + MALL(th,_ + s, _) + o+ MPLL (8] + s7)

Y3 = F(ﬁ + 1) )
[MAT® + M3 (2, + s%) + ...+ Mg + 59)]
B = 1 L D(1+ B*+ F*)+ D'q%).
Y1+ Y2+ 3
Dans ce cas -5 <r

pour tout x € B, on a :

premier cas. Pour t € [0, 1],

Mt Ko 777
t < M L'+—21 D@1 1+ B*+ F*)) + D'¢*(1 —arl
1 Qe | < Mallao | +14] + G255 DA r(L B+ F9) + D'g" (L 1) 4+ 10 s My
(D + D'g")t¢ + Ko .97 (D(1+ B*+ F*)+ D'q* )ty
< M L : M
< Ma ] wo |l +Lj + T(a+ 1) M T(a+ 1) g

<
D’une fagon similaire a la démonstration du théoréme(4.1), on montre que :
deuxiéme cas. Pour t € (¢;,5;],i = 1,2,...,m,
. MA[(D + D'¢g* )t + Ko 577
1 Qule) I < My [l | +24) 4 HAUDF BN S Horl ]

I'a+1)
ke ME[(D + D'q*)(t8 i + 581-x) + Kar (8004 + 5500
k=2 TNa+1)
Ly )+ MaLy (., + s70) &+ MITU LG + 57)
(Mt + M (¢ )(6;\} )(t ) M (1] + s9)]
&+ + 85 )+ Tt syy) .+ T+ st
DI ) ) M
+D'q"))r
< r

Troisiéme cas. Pour ¢ € (s;,ti4+1],
, Mu[(D+ D'g*)t& , + Ko -8
t < Mz+1 L/ i+1 z+1
[ Qe < M [lwo Il +4] + e
ymi ME[(D + D'q*)(t8y0 i + 5840-1) + Kar (85504 + 585504)]
F(a +1)
| MALy(t] + 57) + MELG (7, +00) + o+ MALy (] +57)
NEESYI
Mty + MAGE + s7) + o+ M7 (8 + 7))
I'a+1)

(D(1+ B*+ F*)+ D'¢*)r <r.
(1 est une contraction sur B,.. Soit x,y € B,

premier cas. Pour ¢ € [0,1], on a :

| Qa(t) = Quy(t) < Maln |z =y [lpe<[lz -y [[rc.
D’une fagon similaire & la démonstration du théoréme(4.1), on montre que :
deuxiéme cas. Pour ¢ € [t;,s;], 1 <i<m,

. Lo(s? +17) + MaLy(s? | +17 )4 ...+ MLy (57 +179)
(1) — ¢ < M T + g\<q 7 g\“i—1 i—1 A g
” 1 ( ) Qly( ) H = Ath F(ﬂ-i— 1)
X z—ylprc

<[z =y lrc-
Pour t € (s;,ti+1],1 <i < m,
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} MaLy(s? +17) + M3L,(s? | + 17 )+ ...+ My Ly(s + 17
” le(t) _ Qly(t) H < MXHLh + g( 7 z) A g(l_z‘(ﬁl—’_ 11) 1) A g( 1 1)
x|lz—ylpc
< lle-ylprc-
Ce qui implique que @)1 est une contraction.

Q2 est continue .
Soit (2, )n>0 une suite telle que lim,,_,o || , — z ||[pc=0, on a :
premier cas. Pour t € [0, 4]
| Qown(t) — Qa(t) | < || o (t— )" Qa(t — 8)([f (5,20 (5), Fn(s), Brn(s))
+ Jo a(s = T)k(r, 20 (7))dr — f(5,2(s), F(s), Bx(s))
— Jo a(s = T)k(7,x(7))dr)]ds ||

Mt
r<a+1>< | £Coa() Fra(), Baa() = £ (), Fa(). Ba() |lpe

+ ¢ [k 2a() = K 2())] [P >

D’une fagon similaire & la démonstration du théoréme(4.1), on montre que :
deuxiéme cas . Pour t € (t;,s;], i =1,2,...,m,
Mat$ + M3 (8 + 8¢ 1) + o + MY (S + s)
| Qazn(t) — Qax(t) | - S A
INa+1)

( 1 fCan(), Fenl),, Bea() = f(,2(), Fa(.), Bz () [lpc

IN

IN

+ ¢ [k 2al) = R 2())] [l Po >

Troisiéme cas. Pour t € (s;,t;41],
Mty + M3t + s9) + ...+ MG (1§ + s9)
| @uralt) ~ Q) | < [T e

x ( 1 FCoan(), Fonl),, Ban()) = f(,2(), Fa(.), Bx(.) [[po

gk 2n() = k(2())] lpo )

Q2 est compact.

1. On a Q2 B, C B,, donc Qs est uniformément borné sur B,.,
2. Pour z € B,,on a:

pour 0 <t <t” <t;,ona:

| Qoa(t”) — Qoa(t) || < || Ji (¢ = 5)*'Qu(t” — ) (f<s,x<s>,Fx<s>,Bm<s>>
+ fOS q(s — T)k‘(T,LB(T))dT) ds — fg/(t’ —35)271Qu (' — s)

X (f(&x(s),Fx(s), Bz(s)) + fos q(s — T)k(T,x(T))dT) ds ||
I+ Ir + I3,

IA

avec
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L o= Ikﬁ”&”—sy*1Qa@“—s)(f@¢ds%5b%$73an
+ f; q(s — 7)k(r, x(T))dT) ds ||

L = | f(f'(t’fsy‘*l[%(t”fs)fc?a(t’fs)] <f(s7x(s),Fx(s),Bx(s))
-|-f0 $—7T) m(T))dT>ds I
I = | fo (¢ —s)*~1 — (' —5)*71] Qa(t”—s)(f(s,x(s),Fx(s),Bm(s))

+ S gs—7) x(7’))d7‘>d8 .
aMa[D (1+7(1+ B*+ F*)) + D'q*(1 +r)]

L < t/” t“ _ afld
L= T(a+1) Jor (¢ = s ds
Ma|D (1 1+B*+F* D'g*(1
< AD(Q+r(1l+ + ")+ D'g"(1 +r)] " =) —0, t/—t —s0.
I'a+1)

L<[DA+r(1+B*+ F*))+D’q*(1+7“)]/0 (t'—=8)1 | Qu(t"—8)* " —Qu(t' —5)* " || ds — 0

lorsque t"” —t — 0. )

I < MA[D(1+7"(1+BF(Z)F )+ D'q*(1+ 7)) fo ( (7 — )1 — (t’—s)”‘fl) s
< MA[D(14+r(1+B*+F*))+ D'q¢*(1 +1)]
- INa+1)

Premier cas . Pour t; <t <t’ < s;,

| Qx(t") — Qax(t') [|=0

Deuxiéme cas. Pour s; <t <t < t;41,

(" =t — 0;¢" —t' —> 0.

| Qax(t”) = Qoz(t') ||< Iy + Iz + Is+ || (Pu(t" — si) — Pa(t' — si)) Kiza || - (4.2)

En se basant sur I'hypothése (H;) et la preuve du lemme 3.2 dans [47], on obtient la continuité
uniforme topologique de P, (t) et Q,(t) (t > 0).

On conclut que le membre droit de (4.2) tends vers 0 uniformément lorsque ¢’ — t'.

Troisiéme cas. Pour ¢; <t < s; <t <t;41,

| Qoa(”) = Quu(t) | < | Palt” = s:) Kz + fy (£ = 5)* 7 Qa(t" = 5) (f(s, (s), Fa(s), Bx(s))

—|—f0 s —1)k(T x(7))d7'> ds — diog ||—> 0

lorsque t” — ¢’ on a (t"" — s;).

Conclusion, || Q2x(t") — Q2x(t') ||— 0, lorsque t"" — ' — 0, ce qui implique que Q2(B,(J)) est
équicontinue .
On a Q2 B, C B,, soit Q2B,-(t) = {Q2x(t);x € B,} pour t € J.

3.Q2B,(t) est relativement compact.

Q2B,(0) = {0} est compact.

Pour t € [0,¢4].

Pour tout € € (0,t) et § > 0, on définit Pensemble :
5°(B)(1) = { Q5 a(t);w € B,

avec
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e-

Q%2(t) = afy [0 -9 ea(O)T ((t—8)“9)(f(s,w(S),ch(S)va(S))
+ fga(s —7) (T))dr) dfds
= afy S50 — 5)0 T Ea(0) [T(O)T((t — 5)60 — €)] <f(s,w(8),Fx(8),Bw(5)) R
+ [y a(s —7) (T))dT) dfds
= aT(e%6) [y J57 00t = )T Ea(O)T((t — 5)0 — €0) (f(sw(s),Fx(s),Bﬂ:(s))
+ [y a(s = 1) (T))d7> dfds.

marquons que § > § et t —e > s, donc (t — 5)*0 — €*§ > 0) alors Uopérateur T'(e*0) (e*d > 0) est
compact, 'ensemble Q3 )z B, (t) est relativement compact dans X. D’otu, pour tout « € B, on obtient

I Quelt) = Q50| < a3 3 0lt = 9" 6alOT((¢ ~ 9°0) (5.2, Fas), Ba(s)
+ fo q(s — 7)k(T, x(T))dT) dfds + fot f;o Ot — s)* =L (T ((t — 5)¥0)
X (f(s z(s), Fx(s), Bx(s)) + [y q(s — T)k(T,x(T))dT) dds
TS0 = GO 50 (75,069, (), Ba)

+ [y a(s—7) (T))dT)d@ds I
< Gi+ Gy,
avec

Gi = allfyfy ot —s) O)T ((t—8)0‘9)(f(saw(S),FfB(S)»Bx(S))

+ Jyals —7) (T))dT)des I,

et
Gy = al [ [0t =) "1 (O)T((t— 5)°0) <f(87x(8)7F$(8),BSE(S))
+ Jyals —7) (T))dT)des Il .
On a
Gr = abla fy(a = o) | (F(s.(s) Fals), Ba(o) + J; als = 7)bCr.alr)ir ) | ds ] 064 (6)ap
< Mat§[D(A+r(1+B*+F*)+D'qg*(1+7r) fo 0€. (0
et
Ga < aMy fttfe(t— s) e 1 (f(s,x(s),Fz( —|—f0 §—7T) (T))dT) I ds
X f;o 0¢.(0)do
< Mae*[D(14r(1+ B*+ F*) + D'q*(1+7)] [y 6¢a(6)d8
< MaAD(1+4+r(1+B*+ F*))+ D'¢g* (1 +r)] (o

INa+1)
Donc, || (Qaz(t) — Q5°x(t) ||— 0, quand € —> 0;8 —» 0.

Alors, il existe un sous ensemble relativement compact fermé de Q2 B,.(t).
D’ott Q2 B,-(t) est relativement compact sur X.

pourt; <t<s;,1=1,2,....,m,ona
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Q2B (t) = {d;24,x € B,} est compact.

Pour s; <t <t;4q1,1=1,2,...,m,

Q2B,-(t) = {Pa(t — 8;) Koz + fg(t —35)271Qu(t — s) <f(s,a:(s), Fx(s), Bx(s))

+ [y a(s =) x(7))d7> ds,z € B,

D’une fagon similaire a la preuve du premier cas (¢ € [0,¢1]) et puisque P, (¢t — s;) est un opérateur
compact.
D’ott Q2B,-(t) est relativement compact.

O

Remarque 8 Un cas particulier du probléme (4.1) a été déja traité en considérant que l'opérateur A
génere un Cy-semigroupe non-compact, voir [18].

4.1.5 Exemples
Soit X = L?(0,1), J=[0,1],to=s0=0,t1 =5, s1 =3, T =1.

e 0 oz 0%z
On définit Az = P2, pour @ € D(A) = {33 e X: 50’ 920

Alors A est le générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément continue {7'(t),t > 0} on X. De
plus T'(t) est compact et || T'(t) ||[< 1 = M, pour tout ¢ > 0.

2

€ X,z(0) = x(l):O}.

Exemple 4.1 On considére

o 02 1 (s— t) e—2(s—1) .
Y y(t,v) = 82y(t v)—i-msm[ytv +f (s,v +f Ty(s,v) s
1 1 2
—(s—t) _ -
+ Ji e Laosy(s,0)ds + Clt.0), ve (0 . el o,

o8 1 12
@y(t,v) = gcos(y(t,v)), te (ga 5]7

y(t,v) = yo + 3 (y(s1,v) +y(t1,v)) .

Notons x(t)(v) = y(t,v) et C(t,v) = C(t)u(t)(v)

Le probléme devient ;

Dex(t)(v) = Az(t)(v) + f(t, z(t), Fa(t), B )+ Jo a(t — s)k(s, (s )(1v))d82+ C(t)u(t)(v),
t €0, g] (g, 1], u € Uy

(P) 19
CDﬁI(t) = gl(t7x(t))’ te (ti’si]a te (ga g]v
z(0) = xo + h(x).
' 672(sft)
avec : Bx(t)(v) = [, 160 y(s,v)ds

i e —(s—t) te—2(s—t)

—(s—1)
t €
y(s: )+ Jo 60

Fx(t)(v) = [, 0 y(s,v)ds, f(t,z(t), Fz(t), Bx(t))(v) = 2—148271[ t,v)+ [,

y(s,v)ds]



K2 (1)(0) = 52eos(@(00), a1t 2(0)(0) = 5eos(@®)), bt a(0)(0) = 5 (wls1)(0) +2(0)(0)),

t

q(t) = %eta:0.85, 8 =095,
1 1

Dans ce cas : L, = Ly = Cffofﬂ,Lgthfg,e = =10

L

1+ (t + 57) o(t] +57)
L P 4 "Ly 4+ M B* + OpF*) + =L T 10 | 1 0.393717 < 1.
ot 1) (Lf +q" Ly + MyB* + CpF™) + T+ 1) <

Ce qui tmplique que les hypothéses du théoréme 4.1 sont satisfaites .
unique solution intégrale.

Ly +

Donc, notre probléme admet une

Exemple 4.2 On considére

o~ 0? 1 y(t,v) + By(t,v) + Fy(t,v)] 1 es|y(s,v)|

ate (tlv) 28 Qy(t v+ 24et 1+ |y(t,v) + By(t,v) + Fy(t,v) fO 24e~(t=s) 1 + |y(s,v)|ds+c(tav)7 v e (0,1)
tel0,;]U(z,1],

or 1 Jy(t,o)] 12

a7V = sa oy L€ 53k

y(t,0) = yo + o3 ((s1,v) +y(t1, ) -

Notons x(t)(v) = y(t,v) et C(t,v) = C(t)u(t)(v).
i e —2(s—t)
Le probléme devient (P). Avec : Bx(t)(v) = [, Wy(s,v)ds
e~ (5=t z(t) (v v z(t) (v
Fa(t)(0) = fi vl o)ds, (), Folt), Bel)(v) = gup s g
(

— i (e e0)0) = g I b)) = g () (0) + altn) o)

t
q(t) = % et a=0.75, 8 = 0.65.

1 , 1 . . L. e—1
Danscech thLgfg,DfD o1 et B* =F f40,q =2
(ty +31)

L —l—LimO.S

"TT(B )

1+ (5 + s9)

t —————(D(1+ B*+ F*) 4+ D'q*) ~ 0.145993.

ot ety DU+ B+ F) 4 D)

On a max {0.3;0.145993} < 1.

Ce qui implique que les hypothéses du théoréme 4.2 sont satisfaites. Donc, notre probléme admet au

moins une solution intégrale.



Conclusion

Au terme de cette thése, nous estimons que les résultats présentés contribueront au développement de
I’étude des équations différentielles fractionnaires, en ouvrant de nouveaux horizons & la recherche scien-
tifique sur cette thématique émergente.

Aprés avoir présenté les notions préliminaires utiles pour la bonne compréhension du présent travail, nous
avons présenté des résultats d’existence et d’unicité de certains problémes différentiels d’ordres fraction-
naires impulsives relatifs a la dérivée de Caputo dans des espaces de Banach. Tout d’abord, nous avons
établi des résultats d’existence et d’unicité d’un probléme différentiel fractionnaire impulsive périodique
en utilisant les techniques de points fixes.

Par ailleurs, nous avons présenté des résultats d’existence et d’unicité de la solution intégrale d’une équa-
tion intégro-différentielle fractionnaire évolutive impulsive non locale. Ces résultats sont obtenus a ’aide
de la technique de point fixe .

Les résultats présentés dans cette thése offrent naturellement de nombreuses perspectives. La premiére
est ’étude de la stabilité de la solution intégrale d’une équation intégro-différentielle fractionnaire évolu-
tive impulsive non locale. La deuxiéme perspective envisageable serait ’étude des équations impulsives
d’ordres fractionnaires avec retard fini, ainsi que la stabilité.
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