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Chapitre 0

Introduction

Le présent travail est réalisé, au sein du Laboratoire de Mathématiques Appliquées
et Calcul Scientifique (LMACS) à la faculté des sciences et techniques de Beni mellal, pour
obtenir le diplôme de doctorat en mathématiques de l’université Sultan Moulay Slimane
pour l’année 2018/2019.

L’algèbre se base sur la théorie des ensembles qui est une théorie fondamentale conçu
par Cantor au XIXème siècle. Un ensemble est une notion première qui désigne de façon
intuitive une collection d’objets. Les objets, ou éléments d’un ensemble peuvent être de
types différents. On peut avoir un ensemble de points, un ensemble de nombres, un en-
semble de jours ou encore un ensemble de fruits. Ce qui est essentiel dans la théorie des
ensembles initialement développée, c’est la notion d’appartenance, c’est-à-dire le fait de
savoir si un objet fait partie d’un ensemble ou non. Contrairement aux ensembles clas-
siques dont la fonction caractéristique ne prend que deux valeurs possibles 0 ou 1. Les
classes d’objets rencontrées dans le monde réel ne possèdent pas de critères d’apparte-
nance bien définis. Ce constat ne fait que souligner le fossé qui sépare les représentations
mentales de la réalité, des modèles mathématiques usuels (à base de logique binaire, de
nombres réels, d’équations différentielles, etc.). Les classes d’objets auxquelles Zadeh [58]
fait allusion n’existent qu’à travers ces représentations mentales et correspondent à des
termes vagues du langage naturel, tels que "température élevée", "puissance moyenne",
etc.

La notion d’ensemble classique semble mal adaptée pour représenter des classes de
ce type. Par exemple, si l’on considère le concept "homme jeune", il est difficile de propo-
ser un seuil en dessous duquel un homme est considéré comme "jeune". L’idée de Zadeh a
été de suggérer qu’au lieu de chercher, à tout prix, un seuil unique pour l’appartenance à
l’ensemble des âges "jeunes" dans un contexte donné, il semblait plus réaliste de considérer
deux seuils s1 < s2, tels que le terme jeune s’applique parfaitement aux âges plus petits
que s1 (par exemple 19 ans), et ne s’applique plus du tout au dessus de s2. Les âges plus
petits que s1 auront le degré d’appartenance maximal (en général supposé égal à 1) et les
âges plus grands que s2 (par exemple 60 ans) auront un degré d’appartenance minimal
(en général égal à 0). Entre s1 et s2, les degrés d’appartenance seront intermédiaires, par
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2 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

convention entre 0 et 1.
La théorie des ensembles flous est en fait selon Zadeh [58], un pas vers un rap-

prochement entre la précision des mathématiques classiques et la subtile imprécision du
monde réel : un rapprochement né de l’incessante quête humaine, pour une meilleure com-
préhension des cheminements mentaux de la connaissance (Kaufman [23], 1973). Elle a
donc pour objet d’étude : la représentation des connaissances imprécises et le raisonne-
ment approché. De ce fait (Gacône [16], 1997), on peut la situer à côté des heuristiques de
résolutions de problèmes, des systèmes experts, de l’apprentissage, de l’intelligence artifi-
cielle distribuée et même du traitement de la langue naturelle. Aujourd’hui, les domaines
d’application dans lesquels il existe des utilisations de la logique floue sont très variés :
médecine, biologie, écologie, économie, recherche scientifique...

Les structures algébriques jouent un rôle de premier plan dans les mathématiques
avec des applications variées dans de nombreuses disciplines telles que la physique théo-
rique, les sciences informatiques, l’ingénierie de contrôle, sciences de l’information, théorie
du codage, espaces topologiques et similaires. Ceci fournit la motivation suffisante aux
chercheurs d’examiner divers concepts et les résultats du domaine de l’algèbre abstrait
dans le cadre plus large de la création floue.

Les dernières années, le recourt à la théorie floue devient indispensable, d’où le be-
soin de l’extension de pas mal de notions mathématiques classiques dans cette théorie,
En 1971, Rosenfeld [50] utilisé la notion dun ensemble flou pour introduir la notion dun
groupe flou. Cependant, Liu [29] en 1982 a introduit la notion dun anneau flou. ces deux
notions (groupe et anneau flous) ont été étudiées et abordées par plusieurs chercheurs, à
titre dexemple, Abdul [1], Akgul [2], Alam [3], Liu [29], Yuan [56].

En 1983, K.Atanassov a introduit la théorie des sous-ensembles flous intuitionis-
tiques. qui est en fait une extension de la théorie des sous-ensembles flous, et chaque
sous-ensemble flou intuitionistique A d’un univers X est caractérisé par les deux fonctions
µA et νA appelées respectivement degré d’appartenance et degré de non-appartenance, et
vérifient la condition suivante :

0 ≤ µA(x) + νA(x) ≤ 1, ∀x ∈ X

Le traitement de ce projet est composé de la manière suivante :

Dans le premier chapitre, on va introduire les notions de base de la théorie des en-
sembles flous suite aux différents travaux élaborer par L.Zadeh [58], H. Prade et D. Dubois
[14], H. Bandemer [11], S. Miyamoto [40], A. Kaufmann [24], H. Nguyen [45], M.Mizumoto
et K. Tanaka [41].
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Dans le second chapitre, on présentera la notion de structures algébriques flous, à
savoir la notion des sous-groupes et sous-anneaux flous et leurs propriétés [29, 30, 48, 46,
47, 53, 54, 55, 50]. Puis, on introduit la notion de structures algébriques flous en se basant
sur la notion des points flous introduite par [49].

Le troisième chapitre, sera consacré à la théorie des sous-ensembles flous intuitionis-
tiques et ses propriétés élaborées par K. Atanassov.

Dans le quatrième chapitre, on va focalisé le travail à la construction des structures
algébriques flous intuitionistiques en se basant sur la notion des points flous intuitio-
nistiques. Puis, on va présenté quelques propriétés sur ces structures définies avec cette
nouvelle vision.
Enfin, la conclusion générale résumera notre contribution et donnera lieu à d’autre
piste de recherche .
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Chapitre 1

Sous-ensembles flous

1.1 Notions fondamentales

Définitions et exemples

Soit X un univers.

Définition 1.1 On définit un sous-ensemble A de X par la donnée d’une fonction

µA : X −→ [0, 1],

cette fonction est appelée ”fonction d’appartenance” de A.
On peut aussi représenter le sous-ensemble flou A par

A = {(x, µA(x)), x ∈ X} .

On note par F(X) la collection de tous les sous-ensembles flous de X.

Remarque 1.1 Un ensemble classique M est un sous-ensemble flou, il suffit de considé-
rer sa fonction d’appartenance égale à sa fonction caractéristique.

µM = χM

Définition 1.2 Soit A un sous-ensemble flou de X.
— On appelle Support de A noté S(A), (Supp(A)), l’ensemble

S(A) =
{
x ∈ X, µA(x) > 0

}
.

— On appelle noyau de A noté N(A), l’ensemble

N(A) =
{
x ∈ X, µA(x) = 1

}
.

— On dit que A est normal, s’il existe x0 ∈ X tel que

5



6 CHAPITRE 1. SOUS-ENSEMBLES FLOUS

µA(x0) = 1.

— On appelle hauteur de A notée h(A) le réel

h(A) = sup
{
µA(x), x ∈ X

}
.

Remarque 1.2 Le sup n’est pas forcement atteint par la fonction d’appartenance µA. En
prenant l’exemple de la fonction tangente hyperbolique (∀x ∈ X , µA(x) = tanh(x)).

Les α-coupes associées à un ensemble flou

Il est souvent intéressant de se référer à des sous-ensembles classiques correspondant
de façon approximative à des sous-ensembles flous donnés, afin d’établir des critères de
prise de décision.
La façon la plus simple de réaliser cette approximation est de fixer une limite inférieure,
notée α, aux degrés d’appartenance. On construit ainsi le sous-ensemble ordinaire Aα de
X associé au sous-ensemble flou A appartenant à F(X) pour le seuil α, en sélectionnant
tous les éléments de X qui appartiennent à A avec un degré au moins égal à la valeur du
réel α.

Définition 1.3 On appelle la α-coupe ou sous-ensemble de niveau α, le sous-ensemble
ordinaire Aα, défini par l’application Γα.

Γα : F(X) −→ P(X)
A 7−→ Γα(A)

tel que Γα(A) = Aα = {x ∈ X : µA(x) ≥ α}, avec 0 ≤ α ≤ 1

Lorsqu’on construit une α-coupe Aα d’un sous-ensemble flou A, on peut dire que α repré-
sente le seuil d’appartenance, relativement à la définition de A. Plus on est exigeant sur
la notion d’appartenance, plus on augmente ce seuil.

Propriétés 1.1 Soient µ, ν ∈ F(X). Alors,

1) µ ⊆ ν ⇒ µα1 ⊆ να1 ,∀α1 ∈ [0, 1]

2) α1 ≤ α2 ⇒ µα2 ⊆ µα1 , ∀(α1, α2) ∈ [0, 1]2
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Démonstration
Soient µ, ν ∈ F(X), et (α1, α2) ∈ [0, 1]2

1) On suppose que µ ⊆ ν .
Montrons que µα1 ⊆ να1 .
On a

(x ∈ µα1) ⇔ (x ∈ X, µ(x) ≥ α1)

⇒ (x ∈ X, ν(x) ≥ α1)

⇔ (x ∈ να1) car µ ⊆ ν,

donc µα1 ⊆ να1 .
2) On suppose que α1 ≤ α2.

Montrons que µα2 ⊆ να1 .
On a

(x ∈ µα2) ⇔ (x ∈ X, µ(x) ≥ α2)

⇒ (x ∈ X, µ(x) ≥ α1)

⇔ (x ∈ µα1),

donc µα2 ⊆ να1

Exemple 1.1 Soit le sous ensemble flou A décrit par sa fonction d’appartenance

µA(x) =


x− 1 pour x ∈ [1, 2]

−x+ 3 pour x ∈ [2, 3]

0 ailleurs

A est un ensemble flou de R dont le support est Supp(A) =]1, 3[ et A1 = {2}.

[A]0.5

1

0 1 3
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Théorème 1.1 Soit {µi / i ∈ I} ⊆ F(X). Alors, ∀α ∈ [0, 1], on a

1.
∪
i∈I

(µi)α ⊆ (
∪
i∈I

µi)a

2.
∩
i∈I

(µi)α = (
∩
i∈I

µi)a.

Démonstration
Soient {µi / i ∈ I} ⊆ F(X) et soit α ∈ [0, 1]. Alors,

1.

x ∈
∪
i∈I

(µi)α ⇔ ∃i ∈ I : x ∈ (µi)α

⇔ ∃i ∈ I : µi(x) ≥ α

⇒
∨

i∈I
µi(x) ≥ α

⇔ (
∪
i∈I

µi)(x) ≥ α

⇔ x ∈ (
∪
i∈I

µi)α.

Donc,
∪
i∈I

(µi)α ⊆ (
∪
i∈I

µi)α.

2.

x ∈
∩
i∈I

(µi)α ⇔ ∀i ∈ I : x ∈ (µi)α

⇔ ∀i ∈ I : µi(x) ≥ α

⇔
∧
i∈I

µi(x) ≥ α

⇔ (
∩
i∈I

µi)(x) ≥ α

⇔ x ∈ (
∩
i∈I

µi)α.

Donc,
∩
i∈I

(µi)α = (
∩
i∈I

µi)α.

Remarque 1.3 Si I est finie alors on a l’égalité
∪
i∈I

(µi)α = (
∪
i∈I

µi)α.

Remarque 1.4 Si ∀x ∈ X, µ(x) ≤ ν(x), on dit que µ est contenu dans ν (ou ν contient
µ) et on écrit : µ ⊆ ν .
Si µ ⊆ ν et ν ̸= µ alors, on dit que µ est contenu entièrement dans ν et on écrit µ ⊂ ν.
⊆ est une relation d’ordre partiel dans F(X).

Démonstration
Montrons que ⊆ est une relation d’ordre partiel dans F(X).
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Réflexivité :
Soit µ ∈ F(X).
On a µ = µ ⇒ µ ⊆ µ,
donc, ⊆ est Réflexive dans F(X).
Antisymétrie :
Soient µ, ν ∈ F(X) On a

((µ ⊆ ν) et (ν ⊆ µ)) ⇔ ((∀x ∈ X : µ(x) ≤ ν(x)) et (∀x ∈ X : ν(x) ≤ µ(x)))

⇔ (∀x ∈ X : µ(x) = ν(x))

⇔ (µ = ν),

donc, ⊆ est antisymétrique dans F(X).
Transitivité :
Soient µ, ν, ξ ∈ F(X), on a

(µ ⊆ ν et ν ⊆ ξ) ⇔ (∀x ∈ X, µ(x) ≤ ν(x) et ν(x) ≤ ξ(x))

⇒ (∀x ∈ X : µ(x) ≤ ξ(x))

⇔ µ ⊆ ξ,

donc, ⊆ est transitive dans F(X).
Par conséquent, ⊆ est une relation d’ordre partiel dans F(X).

1.2 Principe d’extension de Zadeh

Le principe d’extension a été décrit par L.A.Zadeh [58]. Il nous permet de donner un
sens à l’extension du domaine d’une application ou d’une relation définie sur un ensemble
X aux sous ensembles flous de X. On a montré dans [41] que l’approche ensembliste (i.e.
l’utilisation des α-coupes d’un ensemble flou) est très simple que l’approche fonctionnelle
(i.e. l’utilisation des fonctions d’appartenances).
L’application du principe d’extension aux ensembles flous peut être regardée comme une
application de ce principe aux α-coupes de l’ensemble flou en question.
En général, si

f : X × Y −→ Z

et si A et B sont des sous ensembles flous respectifs de X et Y , respectivement, on
obtient (

f (A,B)
)

α
= f

(
Aα, Bα

)
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où Aα, Bα et (f(A,B))α sont respectivement les α-coupes de A, B et f(A,B).

Résolution de l’identité

Pour α ∈]0, 1], rappelons que l’ensemble α-coupe de A est défini par

Aα =
{
x ∈ X, µA(x) ≥ α

}

Si A,B ∈ F(X), alors par définition,

A = B si et seulement si µA(x) = µB(x), ∀x ∈ X

Si A,B ∈ F(X), alors ,

A = B si et seulement si Aα = Bα, ∀α ∈]0, 1]

Il est aussi évident que
Supp(A) =

∪
α∈]0,1]

Aα

D’autre part, on a
∀x ∈ X, µA(x) = sup

α∈]0,1]

(
αχAα(x)

)
(1.1)

Opérations sur les ensembles flous

Les opérations sur les sous-ensembles flous sont généralement des extensions des opé-
rations connues sur les ensembles classiques (égalité, réunion, intersection, complément,
etc.). Elles s’appliquent d’ailleurs aux ensembles classiques lorsque les fonctions d’appar-
tenance se réduisent à des fonctions caractéristiques.

— Complémentaire : Soit A ∈ F(X) caractérisé par la fonction d’appartenance µA.
Le complémentaire de A est un sous-ensemble flou, noté A, et caractérisé par la
fonction d’appartenence µA, définie par :

µA = 1 − µA(x), ∀x ∈ X

— Réunion : Pour tout A,B ∈ F(X), la réunion de A et B est un sous-ensemble
flou de X, noté A ∪B, et

µA∪B(x) = max
(
µA(x), µB(x)

)
, ∀x ∈ X
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— Intersection Pour tout A,B ∈ F(X), l’intersection de A et B est un sous-ensemble
flou de X, noté A ∩B, et

µA∩B(x) = min
(
µA(x), µB(x)

)
, ∀x ∈ X.

Principe d’extension

Définition 1.4 [32] Soit f : X −→ Y , et A ∈ F(X) et B ∈ F(Y ), alors l’ensemble flou
f(A) est défini, via le principe d’extension, par

f(A) ∈ F(Y ) et µf(A)(y) = sup
x∈f−1(y)

µA(x). (1.2)

Ainsi on définit f−1(B) par :

∀x ∈ X, f−1(B)(x) = µB(f(x)) (1.3)

f(A) s’appelle l’image directe de A par f .
f−1(B) s’appelle l’image réciproque de B par f .

Figure 1.1 – Principe d’extension

Remarque 1.5 Dans l’ordre d’appliquer ce principe aux applications floues, on reécrit
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(1.2) sous la forme équivalente suivante

µf(A)(y) = sup
x∈X

min
(
µA(x), χ{f(x)}(y)

)
(1.4)

Théorème 1.2 Soit f une application de X dans Y . Alors,

1. ∀µ1, µ2 ∈ F(X) µ1 ⊆ µ2 ⇒ f(µ1) ⊆ f(µ2)
2. Pour tout µi ∈ F(X) et i ∈ I. On a :

f(
∪
i∈I

µi) =
∪
i∈I

f(µi)

3. Pour tout νj ∈ F(Y ) et j ∈ J . On a :

f−1(
∪
j∈J

νj) =
∪
j∈J

f−1(νj)

4. Pour tout νi ∈ F(Y ) et i ∈ J . On a :

f−1(
∩
j∈J

νj) =
∩
j∈J

f−1(νj)

5. ∀ν1, ν2 ∈ F(Y ) : ν1 ⊆ ν2 ⇒ f−1(ν1) ⊆ f−1(ν2)
6. ∀µ ∈ F(X) : µ ⊆ f−1(f(µ))
7. Si f est une application injective de X dans Y , alors,

∀µ ∈ F(X) : µ = f−1(f(µ))

8. Si f est une application injective de X dans Y , alors,

ψ : F(X) −→ F(Y )
µ 7−→ f(µ)

est injective.
9. Si f est une application injective de X dans Y , alors,

ϕ : F(Y ) −→ F(X)
ν 7−→ f−1(ν)

est surjective.
10. ∀ν ∈ F(Y ) : f(f−1(ν)) ⊆ ν.
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11. Si f est une application surjective, alors,

∀ν ∈ F(Y ) : f(f−1(ν)) = ν

12. Si f est une application surjective, alors, ψ est surjective.
13. Si f est une application surjective, alors, ϕ est injective.
14. ∀µ ∈ F(X), ∀ν ∈ F(Y ) : f(µ) ⊆ ν ⇔ µ ⊆ f−1(ν).
15. ∀µ ∈ F(X), on a g(f(µ)) = (g ◦ f)(µ).
16. ∀ξ ∈ F(Z), on a f−1(g−1(ξ)) = (g ◦ f)−1(ξ).

Démonstration
En utilisant le principe d’extension Définition (1.4) et les définitions de la réunion et
l’intersection flou, on peut montrer les assertions de (1) jusqu’au (5) .

6. Montrons que : ∀µ ∈ F(X), on a µ ⊆ f−1(f(µ)). Soit µ ∈ F(X) et soit x ∈ X,
alors

f−1(f(µ))(x) = f(µ)(f(x))

=
∨

{µ(x′)/x′ ∈ X; f(x′) = f(x)}

≥ µ(x).

Donc µ ⊆ f−1(f(µ)). En particulier, si f est une injection, alors

f−1(f(µ))(x) = f(µ)(f(x))

=
∨

{µ(x′)/x′ ∈ X; f(x′) = f(x)}

= µ(x).

Donc, (7) est vrai.
Par suite l’application ψ est injective et l’application ϕ est surjective, d’où on a
(8) et (9).
Pour prouver (10). Soit ν ∈ F(Y ), alors,

f(f−1(ν))(y) =
∨

{f−1(ν)(x)/x ∈ X; f(x) = y}

=
∨

{ν(f(x))/x ∈ X; f(x) = y}

=


ν(y) si f−1(y) ̸= ∅

0 sinon

≤ ν(y),
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∀y ∈ Y . Donc f(f−1(ν)) = ν si f est une surjection. Par suite on a les assertions
de (11) à (13) sont vrais.
L’assertion (14) est une conséquence immédiate des affirmations (1) à (13).

15. Montrons que g(f(µ)) = (g ◦ f)(µ). Soit z ∈ Z

g(f(µ))(z) =
∨

{f(µ)(y)/y ∈ Y ; g(y) = z}

=
∨

{
∨

{µ(x)/x ∈ X f(x) = y} /y ∈ Y ; g(y) = z}

=
∨

{µ(x)/x ∈ X; (g ◦ f)(x) = z}

= (g ◦ f)(z).

Donc g(f(µ)) = (g ◦ f)(z)
16. Soit ξ ∈ F(Z) Montrons que f−1(g−1(ξ)) = (gof)−1(ξ). Soit x ∈ X, alors

f−1(g−1(ξ)) = ξ(g(f(x)))

= g−1(ξ)(f(x))

= f−1((g−1(ξ))(x)).

Donc f−1(g−1(ξ)) = (g ◦ f)−1(ξ).

Définition 1.5 Soit Ai ∈ F(Xi) pour tout i ∈ I = {1, 2, ..., n}. On définit

τ : F(X1) × ...F(Xn) −→ F (X1 × ...×Xn)

(µA1 , ..., µAn) −→ µA1 ⊗ ...⊗ µAn

où µA1 ⊗ ... ⊗ µAn est le produit cartésien flou des sous-ensembles flous A1, ..., An défini
par :

µA1 ⊗ ...⊗ µAn(x1, ..., xn) = min
(
µA1(x1), ..., µAn(xn)

)

Définition 1.6 Soit

g : X1 × ...×Xn −→ Y

(x1, ..., xn) 7−→ g(x1, ..., xn)

On lui associée la fonction ĝ définie par

ĝ :


F(X1) × ...× F(Xn) −→ F(Y )

(A1, ..., An) −→ ĝ(A1, ..., An)
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avec

µĝ(A1,...,An)(y) = sup
(x1,...,xn)∈A1×...×An,g(x1,...,xn)=y

min(µA1(x1), ..., µAn(xn))

Si l’ensemble
{

(x1, ..., xn), g(x1, ..., xn) = y
}

est vide, alors on pose par définition

µĝ(A1,...,An)(y) = 0

Remarque 1.6 Soit x = (x1, ..., xn). D’après la définition 1.5 , on a

µA1 ⊗ ...⊗ µAn(x1, ..., xn) = min
(
µA1(x1), ..., µAn(xn)

)

Ainsi, le principe d’extension donné par la définition 1.4

µĝ(A1,...,An)(y) = supµA1 ⊗ ...⊗ µAn(g−1(y)).

Théorème 1.3 Soient f : X −→ Y et g : Y −→ Z alors, d’après le principe d’extension
on obtient : ĝ ◦ f̂ = ĝ ◦ f.

Démonstration
Soit A ∈ F et z ∈ Z, alors on a,

µ
ĝ◦f

(z) = supµA

(
(g ◦ f)−1(z)

)
= supµA

(
f−1(g−1(z))

)
= sup

∪
y∈g−1(z)

µA

(
f−1(y)

)
µ

ĝ◦f̂
= supµ

f̂(A)(g
−1(z))

= sup
{

supµA

(
f−1(y)

)
, y ∈ g−1(z)

}
.
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Chapitre 2

Groupes et anneaux flous

Dans ce chapitre nous allons rappeler quelques définitions et propriétés concernant
les groupes et les anneaux flous, ensuite nous allons introduire le concept d’anneau des
points flous et en fin nous allons donner quelques propriétés sur cette nouvelle structure.

2.1 Groupes flous

Pour le reste de cette section, sauf précision contraire, les groupes sont notés mul-
tiplicativement et on note e l’élément neutre de G. Afin de définir la notion d’un sous-
groupe flou et pour examiner ses propriétés, nous présentons certaines opérations sur un
sous-ensemble flou d’un groupe G en ce qui concerne le fonctionnement du groupe.

Définitions et Propriétés

Définition 2.1 [50] Soit G un groupe, on dit que µ ⊂ G est un sous-groupe flou si et
seulement si ∀x, y ∈ G.

1. µ(xy) ≥ µ(x) ∧ µ(y),
2. µ(x−1) ≥ µ(x).

Notons par : FG(G), l’ensemble de tous les sous-groupes flous de G. Rappelons si µ ∈
F(G) satisfait la condition (1) de la définition 2.1, alors µ(xn) ≥ µ(x), ∀x ∈ G, avec
n ∈ N. De plus, µ satisfait les conditions (1) et (2) de la définition 2.1 si et seulement si
µ(xy−1) ≥ µ(x) ∧ µ(y), ∀x, y ∈ G.

Définition 2.2 On définit l’opération binaire ” ◦ ” sur F(G) et l’opération inverse sur
F(G) comme suit :

∀µ, ν ∈ F(G) et ∀x ∈ G, (µ ◦ ν)(x) =
∨

{µ(y) ∧ ν(z)/y, z ∈ G, yz = x}

et
∀µ ∈ F(G) et ∀x ∈ G, µ−1(x) = µ(x−1).

Nous appelons µ ◦ ν le produit de µ et ν, et µ−1 est l’inverse de µ.

17
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Il est facile de vérifier que l’opération binaire ◦ (définition (2.2)) est associative. A l’aide
des notions précédemment définies, il est possible de prouver le théorème suivant et ainsi,
nous admettons sa preuve.

Théorème 2.1 . Soit µ, ν, µi ∈ F(G), i ∈ I. Soit a = ∨{µ(x) /x ∈ G}. Alors, on a les
assertions suivantes :

1.

(µ ◦ ν)(x) =
∨

y∈G

(µ(y) ∧ ν(y−1x))

=
∨

y∈G

(µ(xy−1) ∧ ν(y)) ∀x ∈ G.

2. (µ−1)−1 = µ ;

3.

µ ⊆ µ−1 ⇔ µ−1 ⊆ µ

⇔ µ = µ−1

⇔ µ(x) ≤ µ(x−1) ∀x ∈ G

⇔ µ(x−1) ≤ µ(x) ∀x ∈ G

⇔ µ(x) = µ(x−1), ∀x ∈ G;

4. µ ⊆ ν ⇔ µ−1 ⊆ ν−1 ;

5. (
∪
i∈I

µi)−1 =
∪
i∈I

µ−1
i ;

6. (
∩
i∈I

µi)−1 =
∩
i∈I

µ−1
i ;

7. (µ ◦ ν)−1 = ν−1 ◦ µ−1.

Remarque 2.1 Si µ ∈ FG(G) et H est un sous-groupe de G. Alors, µ|H ∈ FG(H) .

Lemme 2.1 Soit µ ∈ FG(G). Alors, ∀x ∈ G,

1. µ(e) ≥ µ(x),

2. µ(x) = µ(x−1) .

Démonstration
Soit x ∈ G.

1. µ(e) = µ(xx−1) ≥ µ(x) ∧ µ(x−1) ≥ µ(x) ∧ µ(x) = µ(x).

2. µ(x) = µ((x−1)−1) ≥ µ(x−1) ≥ µ(x).
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Par conséquent, µ(x) = µ(x−1).

Remarque 2.2 Notons que si µ est un sous-groupe flou d’un groupe G et si x, y ∈ G

avec µ(x) ̸= µ(y) , alors, µ(xy) = µ(x) ∧ µ(y) .

Démonstration
Supposons que µ(x) > µ(y).
Alors,

µ(y) = µ(x−1xy) ≥ µ(x−1) ∧ µ(xy) = µ(x) ∧ µ(xy).

Ainsi,
µ(y) ≥ µ(x) ∧ µ(xy)

et puisque, µ(x) > µ(y),
on a alors,

µ(y) ≥ µ(xy) ≥ µ(x) ∧ µ(y) = µ(y).

Par conséquent,
µ(xy) = µ(x) ∧ µ(y).

On peut utilisé la même démarche si µ(y) > µ(x).

Théorème 2.2 Soit µ ∈ F(G).
Alors, µ est un sous-groupe flou de G si et seulement si µa est un sous-groupe de G,
∀a ∈ µ(G) ∪ {b ∈ (0, 1]/ b ≤ µ(e)}.

Démonstration
Supposons que µ est un sous-groupe flou de G, et soit a ∈ µ(G).
Puisque,

µ(e) ≥ µ(x), ∀x ∈ G, e ∈ µa,

ainsi,
µa ̸= ∅.

Soit x, y ∈ µa.
Alors, µ(x) ≥ a et µ(y) ≥ a.

Puisque µ est un sous-groupe flou,

µ(xy−1) ≥ µ(x) ∧ µ(y) ≥ a ∧ a = a.

Par conséquent,
xy−1 ∈ µa.
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Donc, µa est un sous-groupe de G.
De même, si a ≤ µ(e) , alors on peut démontrer que µa est un sous-groupe de G.
Inversement, supposons que µa est un sous-groupe de G,

∀a ∈ µ(G) ∪ {b ∈ (0, 1] | b ≤ µ(e)}.

Alors, ∀a ∈ µ(G), Nous devons avoir e ∈ µa et donc on a µ(e) ≥ a.

Soit x, y ∈ G et soit µ(x) = a et µ(y) = b. Soit c = a ∧ b.

Alors,
x, y ∈ µc et c ≤ µ(e).

D’après l’hypothèse, µc est un sous-groupe de G,
alors,

xy−1 ∈ µc.

Ainsi,
µ(xy−1) ≥ c = a ∧ b = µ(x) ∧ µ(y).

Par conséquent, µ est un sous-groupe flou de G.

Proposition 2.1 Soit H un sous-ensemble de G, χH sa fonction caractéristique. Alors,
H est un sous-groupe de G, si et seulement si χH est un sous-groupe flou non nul de G.

Démonstration
Supposons que H est un sous-groupe de G, alors , χH(e) = 1, donc, χH ̸= ∅, soit x, y de
G.
Si x ∈ H et y ∈ H et par suite, χH(xy−1) = 1 = χH(x) ∧ χH(y).
Si x /∈ H ou y /∈ H on a χH(x) = 0 ou χH(y) = 0,
d’où,

χH(x) ∧ χH(y) = 0 ≤ χH(xy−1)

Par conséquent, χH est un sous-groupe flou de G.
Réciproquement, comme χH est n’est nul, il existe x ∈ G tel que χH(x) = 1, ce qui prouve
que H ̸= ∅, de plus, si x, y ∈ H χH(x) = χH(y) = 1,
d’où, comme χH(xy−1) ≥ χH(x) ∧ χH(y), χH(xy−1) = 1 et par suite, xy−1 ∈ H.
Donc H est un sous-groupe de G.

Théorème 2.3 Soit {µi | i ∈ I} ⊆ FG(G) avec I un ensemble d’indices.
Alors,

∩
i∈I

µi ∈ FG(G) .
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Démonstration
Soit x, y ∈ G.
Alors,

(
∩
i∈I

µi)(xy−1) = ∧{µi(xy−1)|i ∈ I} ≥ {µi(x) ∧ µi(y)/ i ∈ I}

= (∧{µi(x)/ i ∈ I}) ∧ (∧{µi(y)/ i ∈ I})

= (
∩
i∈I

µi)(x) ∧ (
∩
i∈I

µi)(y).

Proposition 2.2 La réunion de deux sous-groupes flous n’est pas nécessairement un sous-
groupe flou.

Théorème 2.4 . Soit µ ∈ F(G).
Alors, µ ∈ FG(G) si et seulement si µ satisfait les conditions suivantes :

1. µ ◦ µ ⊆ µ,

2. µ−1 ⊆ µ (ou µ−1 ⊇ µ, ou µ−1 = µ) .

Démonstration
⇒)
Montrons que les conditions (1) et (2) sont vérifiés. Pour (1), Soit x ∈ G on a

(µ ◦ µ)(x) =
∨

y∈G

(µ(y) ∧ µ(y−1x))

=
∨

y∈G

(µ(y) ∧ µ(y−1x))

≤
∨

y∈G

µ(yy−1x)

=
∨

y∈G

µ(x)

= µ(x).

Donc (1) est vérifié. Pour (2), il suffit d’utiliser la définition d’un sous-groupe flou.
⇐)
On suppose que µ vérifie (1) et (2), Montrons que µ ∈ FG(G).
Soit x, y ∈ G, on a

µ(xy) ≥ (µ ◦ µ)(xy)

=
∨

y∈G

(µ(z) ∧ µ(z−1xy))

≥ µ(x) ∧ µ(x−1xy)

≥ µ(x) ∧ µ(y),
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donc (1) est vérifié.
D’autre part soit x ∈ G, on a µ−1 ⊆ µ ⇔ µ ⊆ µ−1,
donc, µ(x) ≤ µ−1(x). Par conséquent, µ ∈ FG(G).

Théorème 2.5 Soit µ, ν ∈ FG(G). Alors, µ ◦ ν ∈ FG(G) si et seulement si µ ◦ ν = ν ◦µ.

Démonstration
Supposons que

µ ◦ ν ∈ FG(G).

Alors,
µ ◦ ν = µ−1 ◦ ν−1 = (ν ◦ µ)−1 = ν ◦ µ.

Inversement, supposons que
µ ◦ ν = ν ◦ µ.

Alors, (µ ◦ ν)−1 = (ν ◦ µ)−1 = µ−1 ◦ ν−1 = µ ◦ ν et

(µ ◦ ν) ◦ (µ ◦ ν) = µ ◦ (ν ◦ µ) ◦ ν

= µ ◦ (µ ◦ ν) ◦ ν

= (µ ◦ µ) ◦ (ν ◦ ν)

⊆ µ ◦ ν.

Par conséquent, d’après le théorème (2.4), µ ◦ ν ∈ FG(G).

Théorème 2.6 Soit µ ∈ FG(G) et H un groupe. Supposons que f est un homomorphisme
de G dans H. Alors, f(µ) ∈ FG(H) .

Démonstration
Soit u, v ∈ H.
Supposons que soit u ̸∈ f(G) ou v ̸∈ f(G).
Donc,

f(µ)(u) ∧ f(µ)(v) = 0 ≤ f(µ)(uv).

D’autre part puisque u ̸∈ f(G), alors, u−1 ̸∈ f(G).
Par suite,

f(µ)(u) = 0 = f(µ)(u−1).
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Supposons maintenant que u = f(x) et v = f(y), donc pour x, y ∈ G, on a

(f(µ))(uv) = ∨{µ(z) | z ∈ G, f(z) = uv}

≥ ∨{µ(xy) | x, y ∈ G, f(x) = u, f(y) = v}

≥ ∨{µ(x) ∧ µ(y) | x, y ∈ G, f(x) = u, f(y) = v}

= (∨{µ(x) | x ∈ G, f(x) = u}) ∧ (∨{µ(y) | y ∈ G, f(y) = v})

= (f(µ))(u) ∧ (f(µ))(v).

De plus,

(f(µ))(u−1) = ∨{µ(z) |z ∈ H, f(z) = u−1} = ∨{µ(z−1)|z ∈ H, f(z−1) = u} = (f(µ))(u).

Par conséquent,
f(µ) ∈ FG(H).

Théorème 2.7 Soit H un groupe et ν ∈ FG(H). Soit f un homomorphisme de G dans
H. Alors, f−1(ν) ∈ FG(G) .

Démonstration
Soit x, y ∈ G.

Alors,

f−1(ν)(xy) = ν(f(xy)) = ν(f(x)f(y)) ≥ ν(f(x)) ∧ ν(f(y)) = f−1(ν)(x) ∧ f−1(ν)(y).

De plus,
f−1(ν)(x−1) = ν(f(x−1)) = ν(f(x)−1) = ν(f(x)) = f−1(ν)(x).

Par conséquent,
f−1(ν) ∈ F(G).

Définition 2.3 Soit µ ∈ F(G). On note par

⟨µ⟩ = ∩{ν / µ ⊆ ν, ν ∈ FG(G)}.

Alors, ⟨µ⟩ est appelé le sous-groupe flou de G généré par µ.

Clairement, ⟨µ⟩ est le plus petit sous-groupe flou de G qui contient µ.
Nous présentons maintenant une autre procédure de construction de ⟨µ⟩. Définissons
µ1 = µ et
µn = µn−1 ◦ µ, ∀n ∈ N, n > 1.
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Théorème 2.8 Soit µ ∈ F(G) et soit a = ∧{η(e) | µ ⊆ η, η ∈ FG(G)}. Alors,

⟨µ⟩ = ea ∪
∞∪

n=1
(µ ∪ µ−1)n =

∞∪
n=1

(ea ∪ µ ∪ µ−1)n.

Démonstration
Soit

ν = ea ∪ (
∞∪

n=1
(µ ∪ µ−1)n).

Pour tout x ∈ G, on a

ν(x−1) = (ea ∪ (
∞∪

n=1
(µ ∪ µ−1)n)(x−1)

= ea(x−1) ∨ (
∞∪

n=1
(µ ∪ µ−1)n)(x−1)

= ea(x−1) ∨ (
∞∨

n=1
(µ ∪ µ−1)n(x−1))

= ea(x) ∨ (
∞∨

n=1
(µ ∪ µ−1)n(x))

= (ea ∨ (
∞∪

n=1
(µ ∪ µ−1)n))(x)

= ν(x).

Soit x, y ∈ G et soit n ∈ N tel que n ≥ 2.
Alors,

(µ ∪ µ−1)n(xy) = ∨{(µ ∪ µ−1)(νn) ∧ ... ∧ (µ ∪ µ−1)(ν1)|xy = νn · · · ν1, νi ∈ G, i = 1, ..., n}

≥ ∨{(µ ∪ µ−1)(x1) ∧ · · · ∧ (µ ∪ µ−1)(xk) ∧ (µ ∪ µ−1)(yk+1) ∧ · · · ∧ (µ ∪ µ−1)(yn)}

|x = x1 . . . xk, y = yk+1 . . . yn, xi, yj ∈ G, i = 1, .., k, j = k + 1, .., n; k ∈ {1, . . . , n− 1}}

≥ ∨{(µ ∪ µ−1)(xi) ∧ ... ∧ (µ ∪ µ)−1(xk)|x = xl...xk, xi ∈ G, i = 1, ..., k}

∧ ∨ {(µ ∪ µ−1)(yk+1) ∧ ... ∧ (µ ∪ µ−1)(yn)|y = yk+1 . . . yn, yj ∈ G, j : {k + 1, ..., n}

= (µ ∪ µ−1)k(x) ∧ (µ ∪ µ−1)n−k(y) pour k ∈ {1, . . . , n− 1}.

Par suite,

(µ ∪ µ−1)n(xy) ≥ (µ ∪ µ−1)k(x) ∧ (µ ∪ µ−1)n−k(y), k = 1, ..., n− 1.

Ainsi,

(
∞∪

n=1
(µ ∪ µ−1))(xy) ≥ (µ ∪ µ−1)k(x) ∧ (µ ∪ µ−1)n−k(y) ∀k = 1, ..., n− 1.
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Par conséquent,

(
∞∪

n=1
(µ ∪ µ−1)n)(xy) ≥ (

∞∨
n=1

(µ ∪ µ−1)n)(x) ∧ (
∞∨

n=1
(µ ∪ µ−1)n)(y).

Ainsi, il s’ensuit que ν est un sous-groupe flou de G.
Il est clair que,

µ ⊆ ν.

D’où
⟨µ⟩ ⊆ ν.

Soit ξ un sous-groupe flou de G tel que µ ⊆ ξ.

Donc, ea ⊆ ξ et (µ ∪ µ−1)n ⊆ ξ.

Ainsi,
ν ⊆ ξ.

Par conséquent,
ν ⊆ ⟨µ⟩.

Sous-groupe distingué flou

La notion de sous-groupe distingué est un des concepts centraux de la théorie des
groupes classiques. Il joue un rôle important dans l’étude de la structure générale des
groupes. De même qu’un sous-groupe distingué joue un rôle important dans la théorie des
groupes classiques, un sous-groupe distingué flou joue un rôle semblable dans la théorie
de sous-groupes flous.

Théorème 2.9 Soit µ ∈ F(G). Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. µ(yx) = µ(xy), ∀x, y ∈ G ; dans ce cas, µ est appelé un sous-ensemble flou
abélien de G.

2. µ(xyx−1) = µ(y), ∀x, y ∈ G.

3. µ(xyx−1) ≥ µ(y), ∀x, y ∈ G.

4. µ(xyx−1) ≤ µ(y), ∀x, y ∈ G.

5. µ ◦ ν = ν ◦ µ, ∀ν ∈ F(G) .

Démonstration
(1) ⇒ (2) : Soit x, y ∈ G. Alors, µ(xyx−1) = µ(x−1. xy) = µ(y) .
(2) ⇒ (3) : Évident.
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(3) ⇒ (4) : µ(xyx−1) ≤ µ(x−1 · xyx−1 · (x−1)−1) = µ(y), ∀x, y ∈ G.

(4) ⇒ (1) : Soit x, y ∈ G. Alors,

µ(xy) = µ(x · yx · x−1)

≤ µ(yx)

= µ(y · xy · y−1)

≤ µ(xy).

Par suite,
µ(xy) = µ(yx).

(1) ⇒ (5) : Soit x ∈ G. Alors,

(µ ◦ ν)(x) = ∨y∈G{µ(xy−1) ∧ ν(y)}

= ∨y∈G{µ(y−1x) ∧ ν(y)}

= (ν ◦ µ)(x).

Par suite,
µ ◦ ν = ν ◦ µ.

(5) ⇒ (1) : Maintenant 1y−1 ◦ µ = µ ◦ 1y−1 , ∀y ∈ G.
Ainsi, ∀x, y ∈ G.

(1y−1 ◦ µ)(x) = (µ ◦ 1y−1)(x).

Par conséquent, ∀x, y ∈ G.
µ(yx) = µ(xy)

Définition 2.4 [42] Soit µ ∈ FG(G). Alors, µ est appelé un sous-groupe distingué flou
de G Si c’est un sous-ensemble flou abélien de G. Soit NF(G) désigne l’ensemble de tous
les sous-groupes normaux flous de G.

Définition 2.5 [43] Soit µ, ν ∈ F(G). Alors, s’il existe u ∈ G tel que µ(x) = ν(uxu−1),
∀x ∈ G, µ et ν sont appelés sous-groupes conjugués flous (par rapport à u), et nous écri-
vons, µ = νu, avec νu(x) = ν(uxu−1) pour tout x ∈ G.

Il est clair que, 1G et 1{e} sont des sous-groupes flous normaux de G. Si G est un groupe
commutatif, chaque sous-groupe flou de G est distingué. Un sous-groupe flou µ de G est
distingué si et seulement si µ = µz, ∀z ∈ G.
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Théorème 2.10 Soit µ ∈ F(G). Alors, µ ∈ NF(G) si et seulement si µa est un sous-
groupe distingué de G, ∀a ∈ µ(G) ∪ {b ∈ (0, 1] | b ≤ µ(e)}.

Démonstration
Supposons que µ ∈ NF(G). Soit a ∈ µ(G) ∪ {b ∈ (0, 1] | b ≤ µ(e)}.
Puisque, µ ∈ FG(G), µa est un sous-groupe de G.
Si x ∈ G et y ∈ µa, on a d’après le théorème 2.9

µ(xyx−1) = µ(y) ≥ a.

Ainsi,
xyx−1 ∈ µa.

Par conséquent, µa est un sous-groupe distingué de G.
Inversement, supposons que µa est un sous-groupe distingué de G, alors

∀a ∈ µ(G) ∪ {b ∈ L/ b ≤ µ(e)}.

D’après le théorème 2.2, on a
µ ∈ FG(G).

Soit x, y ∈ G et a = µ(y).
Alors, y ∈ µa et xyx−1 ∈ µa.
Par suite,

µ(xyx−1) ≥ a = µ(y).

Donc, µ satisfait la condition (3) du théorème 2.9.
Par conséquent, il résulte d’après le théorème 2.9 que

µ ∈ NF(G).

2.2 Anneaux et idéaux flous

Anneaux flous

Dans cette section, nous introduisons quelques opérations sur des sous-ensembles flous
d’un anneau R.
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Définitions et propriétés

Définition 2.6 Soit µ, ν ∈ F(R). On définit µ+ ν,−µ, µ− ν, µ ◦ ν ∈ F(R) de la manière
suivante :

(µ+ ν)(x) = ∨{µ(y) ∧ ν(z) | y, z ∈ R, y + z = x},

(−µ)(x) = µ(−x) ,

(µ− ν)(x) = ∨{µ(y) ∧ ν(z) | y, z ∈ R, y − z = x},

(µ ◦ ν)(x) = ∨{µ(y) ∧ ν(z) | y, z ∈ R, yz = x},

∀x ∈ R. µ+ ν, µ− ν et µ ◦ ν sont appelés la somme, la différence et le produit de µ et ν,
respectivement, et −µ est appelé l’opposé de µ.

Par définition, il s’ensuit que µ+ν = ν+µ, µ−ν = µ+(−ν), et puisque R est commutatif,
µ ◦ ν = ν ◦ µ, ∀µ, ν ∈ F(R)

Théorème 2.11 Soit µ, ν, ξ ∈ F(R). Alors, µ ◦ (ν + ξ) ⊆ µ ◦ ν + µ ◦ ξ.

Démonstration
Soit w ∈ R et soit u, v ∈ R tel que uv = w. Alors,

µ(u) ∧ (ν + ξ)(v) = µ(u) ∧ (∨{ν(y) ∧ ξ(z) | y, z ∈ R, y + z = v})

= ∨ {(µ(u) ∧ ν(y)) ∧ (µ(u) ∧ ξ(z)) |y, z ∈ R, y + z = v}

≤ ∨{(µ(u) ∧ ν(y)) ∧ (µ(u) ∧ ξ(z)) | y, z ∈ R, uy + uz = uv}

≤ ∨{(µ ◦ ν)(uy) ∧ (µ ◦ ξ)(µ ◦ ν + µ ◦ ξ)(w). (uz) |y, z ∈ R, uy + uz = uv}.

Ainsi,

(µ ◦ (ν + ξ))(w) = ∨{µ(u) ∧ (ν + ξ)(v) | u, v ∈ R, uv = w}

≤ (µ ◦ ν + µ ◦ ξ)(w)∀w ∈ R.

par conséquent, µ ◦ (ν + ξ) ⊆ µ ◦ ν + µ ◦ ξ.

Définition 2.7 Soit µ, ν ∈ F(R). On définit µν ∈ F(R) par : (µν)(x) = ∨{
n∧

i=1
(µ(yi) ∧

ν(zi)) | yi, zi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n, n ∈ N,
n∑

i=1
yizi = x}, ∀x ∈ R.

Puisque R est commutatif, µν = νµ, ∀µ, ν ∈ F(R).
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Théorème 2.12 [31] Soient µ, ν et ξ ∈ F(R). Alors, on a les assertions suivantes :

1. µ ◦ ν ⊆ µν.

2. ν ⊆ ξ ⇒ µν ⊆ µξ.

3. (µν)ξ = µ(νξ).

4. (µν)(x+ y) ≥ (µν)(x) ∧ (µν)(y)∀x, y ∈ R.

5. Si R admet un élément neutre 1 et 1{1} ⊆ ν, alors µ ⊆ µν.

6. 1R ◦ µ ⊆ µ.

Notons que pour tout

w ∈ R, ((µν)ξ)(w) = ∨{
n∧

i=1
(µ(xi)∧ι(yi)∧ξ(zi))|xi, yi, zi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n, n ∈ N,

n∑
i=1

xiyizi = w}.

Définition 2.8 Soit µ ∈ F(R). On définit µn et µ(n) ∈ F(R) de la manière suivante, avec
n ∈ N, n > 1 :

µ1 = µ

µn = µ1 ◦ µn−1;

et
µ(1) = µ

µ(n) = µ(1)µ(n−1).

Définition 2.9 [29] Soit R un anneau, on dit que µ ⊂ R est un sous-anneau flou si et
seulement si

1. µ(x− y) ≥ µ(x) ∧ µ(y)

2. µ(xy) ≥ µ(x)∧µ(y). ∀x, y ∈ R. Si de plus R est unitaire on ajoute la 3eme condition

3. µ(1) = 1

Exemple 2.1 Soit

µ : Q −→ [0, 1]

x 7−→


1 si x ∈ Z
1
2 si x /∈ Z

µ est un sous anneau flou de Q.
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Propriétés 2.1 Soit ν ⊂ R un sous anneau flou. Alors on a :
1. µ(0) ≥ µ(x), ∀x ∈ R

2. soit x, y ∈ R, si µ(x− y) = µ(0). Alors, µ(x) = µ(y)
3. µ(x) = µ(−x).

Démonstration

1. On a µ(0) = µ(x− x) ≥ µ(x) ∧ µ(x) = µ(x), ∀x ∈ R

2. on a ∀x, y ∈ R

µ(x) = µ(x− y + y) ≥ µ(x− y) ∧ µ(y)

≥ µ(0) ∧ µ(y)

≥ µ(y).

De même µ(y) ≥ µ(x). Donc on a légalité µ(x) = µ(y).
3. on a :

µ(−x) = µ(0 − x) ≥ µ(x) ∧ µ(0)

≥ µ(x)

µ(−x) ≥ µ(x)

µ(x) = µ(0 − (−x)) ≥ µ(−x) ∧ µ(0)

≥ µ(−x)

µ(x) ≥ µ(−x).

Par conséquent µ(x) = µ(−x).

Théorème 2.13 µ est un sous-anneau flou de R si et seulement si µt est un sous-anneau
de R, ∀t ∈ µ(R) ∪ {b ∈ (0, 1]/ b ≤ µ(0)}.

Démonstration
Il est clair que µt = {x ∈ R, µ(x) ≥ t} est non vide.
Soit x, y ∈ µt alors, par définition on a µ(x) ≥ t, et µ(y) ≥ t,
alors,

µ(x− y) ≥ µ(x) ∧ µ(y) car µ est un sous-anneau flou deR

ce qui implique que
x− y ∈ µt.
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De même,
µ(xy) ≥ µ(x) ∧ µ(y)

d’où,
µ(xy) ≥ t.

Par suite,
xy ∈ µt.

Inversement, soit x, y ∈ R et soit µ(x) = t1, et µ(y) = t2,
donc, x ∈ µt1 et y ∈ µt2 .

Supposons que t2 > t1,

alors
µt2 ⊆ µt1 ,

donc,
y ∈ µt2 ⊆ µt1 ,

et puisque x et y ∈ µt1 alors, x− y ∈ µt1 , et xy ∈ µt1 .
Par conséquent,

µ(x− y) ≥ t1 = µ(x) ∧ µ(y) et µ(xy) ≥ t1 = µ(x) ∧ µ(y).

Définition 2.10 [28] Soit A un ensemble non vide et xα : A −→ [0, 1] un sous ensemble
flou de A avec x ∈ A et α ∈ (0, 1] défini par :

xα(y) =


α si x = y

0 si x ̸= y,

est un point flou.

Définition 2.11 Soit µ un sous anneau flou de R, et xt un point flou de R. On écrit :
xt ∈ µ pour dire que µ(x) ≥ t.

Par le principe d’extension de Zadeh, on a :

xt + ys = (x+ y)t∧s

xsyt = (xy)t∧s.

Théorème 2.14 Soit µ un sous-ensemble flou de R .
µ est un sous-anneau flou de R si et seulement si ∀xt, ys ∈ µ on a xt −ys ∈ µ et xtys ∈ µ.



32 CHAPITRE 2. GROUPES ET ANNEAUX FLOUS

Démonstration
Soit xt, ys ∈ µ .
Supposons que µ est un sous-anneau flou de R, alors,

µ(x− y) ≥ µ(x) ∧ µ(y)

≥ t ∧ s

Ce qui implique que xt − ys ∈ µ .
De même, puisque µ est un sous-anneau flou de R, on a :

µ(xy) ≥ µ(x) ∧ µ(y)

≥ t ∧ s.

Par suite, xtys ∈ µ.

Inversement, soit x, y ∈ R, on a

xµ(x)∧µ(y) ∈ µ et yµ(x)∧µ(y) ∈ µ,

donc par hypothèse on a

xµ(x)∧µ(y) − yµ(x)∧µ(y) ∈ µ et xµ(x)∧µ(y)yµ(x)∧µ(y) ∈ µ.

Ce qui implique que

(x− y)µ(x)∧µ(y) ∈ µ et (xy)µ(x)∧µ(y) ∈ µ

par conséquent,

µ(x− y) ≥ µ(x) ∧ µ(y) et µ(xy) ≥ µ(x) ∧ µ(y).

Étude des ensembles Fµ(R)

Soit R l’ensemble de tous les points flous de R.[49]
Soit

Fµ(R) = {xα ∈ R | µ(x) ≥ α}
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Figure 2.1 – Représentation graphique de l’ensemble Fµ(R)

Proposition 2.3 Soit A un sous-ensemble de R, alors,

xα ∈ FχA
(R) ⇔ x ∈ A.

Démonstration
Supposons que xα ∈ FχA

(R), ∀x ∈ R, donc,

χA(x) ≥ α.

Par suite, χA(x) = 1 pour tout α > 0.
Ce qui implique que

x ∈ A.

Inversement, soit x ∈ A.
Alors,

χA(x) = 1 ≥ α, ∀α ∈ (0, 1].

Par conséquent,
xα ∈ FχA

(R).

Proposition 2.4 Soit A,B deux sous-ensemble de R, on a :

1. A ⊆ B ⇐⇒ FχA
(R) ⊆ FχB

(R)

2. χA ⊆ χB ⇐⇒ FχA
(R) ⊆ FχB

(R).

Démonstration

1. Supposons que A ⊆ B, et soit xα ∈ FχA
(R).

Alors d’après la proposition (2.3), x ∈ A ⊆ B et xα ∈ FχB
(R).

Ce qui implique que FχA
(R) ⊆ FχB

(R).
Inversement, supposons que FχA

(R) ⊆ FχB
(R).
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Soit x ∈ A d’après la proposition (2.3) xα ∈ FχA
(R) pour α > 0, xα ∈ FχB

(R) et
par suite x ∈ B.

2. Soit xα ∈ FχA
(R) ⊆ FχB

(R), Donc, d’après 1.) A ⊆ B, Ce qui implique que
χA ⊆ χB.

D’où le résultat.

Théorème 2.15 [34] Soit R un anneau unitaire. Soit µ un sous-ensemble flou. Si µ est
un sous-anneau flou de R, alors (Fµ(R),+,×) est un anneau.

Démonstration
Soit xt, ys, zu ∈ Fµ(R).
On a :

xt + ys = (x+ y)t∧s ∈ Fµ(R),

et

xt + (ys + zu) = xt + (y + z)s∧u

= (x+ (y + z))t∧(s∧u)

= ((x+ y) + z)(t∧s)∧u

= (xt + ys) + zu.

L’élément neutre est 0s ∈ Fµ(R) s ∈ (0, 1] car µ(0) ≥ µ(1) = 1.
L’élément symétrique est −xt ∈ Fµ(R) car µ(−x) ≥ µ(x) ≥ t et xs − xs = 0s.
De plus, xt + ys = xt + ys.

Pour la stabilité de ” × ”, on a xt × ys = (xy)t∧s ∈ Fµ(R) ,
et

xt × (ys × zu) = xt × (y × z)s∧u

= (x× (y × z))t∧(s∧u)

= ((x× y) × z)(t∧s)∧u

= (xt × ys) × zu.

De plus,

xt × (ys + zu) = (x× (y + z))t∧(s∧u)

= (xy + xz)t∧s∧u

= (xy)t∧s + (xz)t∧u
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Proposition 2.5 Soit R un anneau commutatif unitaire .
Soit µ et ν deux sous-anneaux flous de R tels que µ ⊆ ν. Alors, Fµ(R) est un sous-anneau
de Fν(R).

Démonstration
µ est un sous-anneau flou de R, Donc Fµ(R) est un anneau.
De même pour Fν(R) est un anneau .
Soit xt ∈ Fµ(R) alors µ(x) ≥ t et puisque µ ⊂ ν, alors ν(x) ≥ t, ce qui implique que
Fµ(R) ⊂ Fν(R), de plus l’élément neutre 11 ∈ Fµ(R).
D’où le résultat.

Définition 2.12 Soit µ un sous-anneau flou de R, alors le singleton at ̸= 0t ∈ Fµ(R)
avec t ∈ (0, 1], est dit un diviseur de zéro flou, s’il existe un singleton flou bs ∈ Fµ(R) non
nul s ∈ (0, 1] tel que at.bs = 0λ avec λ = min(s, t).

Définition 2.13 Soit Fµ(R) un anneau.
On dit que Fµ(R) est intègre s’il ne contient pas des diviseurs de zéro (i,e si xt.ys = 0t∧s

alors xt = 0t ou ys = 0s avec t, s ∈ (0, 1]).

Théorème 2.16 Fµ(R) est intègre si et seulement si R est intègre.

Démonstration
Soit xt, yt ∈ Fµ(R) avec xt.ys = 0t∧s.

Montrons que xt = 0t ou ys = 0s, t, s ∈ (0, 1].
On a

xt.ys = 0t∧s.

Ce qui implique que
∀z ∈ R (xy)t∧s(z) = 0t∧s(z),

c’est-à-dire
(t ∧ s)χ{xy}(z) = (t ∧ s)χ{0}(z).

Donc, xy = 0 et puisque R intègre on aura x = 0 ou y = 0.
Par conséquent, xt = 0t ou ys = 0s, ∀t, s ∈ (0, 1].
Réciproquement, supposons que Fµ(R) est intègre.
Soient x et y tels que xy = 0, montrons que x = 0 ou y = 0. On a

xy = 0 ⇒ (xy)t = 0t t ∈ (0, 1]

⇒ xt = 0t ou yt = 0t
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donc, ∀u, v ∈ R, xt(u) = 0t(u) ou yt(v) = 0t(v)
⇒

xt(u) =


t si x = u

0 si x ̸= u
=


t si 0 = u

0 si 0 ̸= u
= 0t(u)

ou

yt(v) =


t si y = v

0 si y ̸= v
=


t si 0 = v

0 si 0 ̸= v
= 0t(v)

c’est-à-dire

xt(u) = 0t(u) =


t si x = u = 0

0 si x ̸= u ̸= 0

ou

yt(v) = 0t(v)


t si y = v = 0

0 si y ̸= v ̸= 0.

Par conséquent, x = 0 ou y = 0.

Idéaux Flous

Définitions et propriétés

Dans cette section on introduit des notions fondamentales sur les idéaux flous et deux
types d’idéaux (premier et maximal flous) opérant sur un anneau R muni de deux lois
"+" et ".", où "0" est l’élément neutre pour la loi "+".
On rappelle l’ensemble suivant qui sera utile par la suite.

µ∗ = {x ∈ R / µ(x) = µ(0)},

où µ est un sous ensemble flou d’un anneau R.

Définition 2.14 [29] Soit R un anneau. On dit que µ ⊂ R est un idéal flou si et seulement
si :

1. µ(x− y) ≥ µ(x) ∧ µ(y)

2. µ(xy) ≥ µ(x) ∨ µ(y) ,∀x, y ∈ R.
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Exemple 2.2 Soit

µ : Z4 −→ [0, 1]

x 7−→


1/2 si x = 0, 2
1
3 si x = 1, 3

µ est un idéal flou de Z4.
avec Z4 = {0, 1, 2, 3}.

Théorème 2.17 Soit µ ⊂ R. Alors, µ est un idéal flou si est seulement si µa est un idéal
de R, ∀a ∈ µ(R) ∪ {b ∈ (0, 1] | b ≤ µ(0)}.

Démonstration
Soit µ un idéal flou et a ∈ (0, 1] tel que a ≤ µ(0) ou a ∈ µ(R).
Soit x, y ∈ µa et r ∈ R.
Alors, µ(x− y) ≥ µ(x) ∧ µ(y) ≥ a et µ(rx) ≥ µ(x) ≥ a. Puisque x− y, rx ∈ µa.
Par conséquent, µa est un idéal de R.
Inversement, soit µa un idéal de R, ∀a ∈ µ(R) ∪ {b ∈ (0, 1]|b ≤ µ(0)}.
Soit x, y, r ∈ R et a = µ(x) ∧ µ(y).
Alors, a ≤ µ(0) et x, y ∈ µa.
Ainsi,

x− y ∈ µa.

Par suite,
µ(x− y) ≥ a = µ(x) ∧ µ(y).

Soit b = µ(x) ∈ µ(R). Alors, x ∈ µb. Donc, rx ∈ µb puisque µb est un idéal de R.
Ainsi,

µ(rx) ≥ b = µ(x).

Par conséquent, µ est un idéal flou de R.

Théorème 2.18 µ est un idéal flou de R si et seulement si :
1. ∀xt, ys ∈ µ, xt − ys ∈ µ

2. ∀x ∈ R, ∀t ∈ (0, 1], ∀ys ∈ µ, xt.ys ∈ µ, pour tout s ∈ (0, 1]

Démonstration
⇒) Supposons que µ est un idéal flou. On a pour tout xt, ys ∈ µ.

µ(x− y) ≥ µ(x) ∧ µ(y)

≥ t ∧ s.
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Alors,
xt − ys = (x− y)t∧s ∈ µ.

D’autre part, on a

µ(x.y) ≥ µ(x) ∨ µ(y)

≥ t ∨ s

≥ t ∧ s.

Ainsi, (x.y)t∧s = xt.ys ∈ µ, pour tout t ∈ (0, 1].
⇐) Soient x et y ∈ R, on a xµ(x)∧µ(y) ∈ µ et yµ(x)∧µ(y) ∈ µ. On a alors,

xµ(x)∧µ(y) − yµ(x)∧µ(y) ∈ µ.

Par conséquent,
µ(x− y) ≥ µ(x) ∧ µ(y).

Montrons maintenant que µ(x.y) ≥ µ(x) ∨ µ(y).
Soient x et y ∈ R. Supposons que µ(y) ≥ µ(x), donc pour

t = s = µ(x) ∨ µ(y),

on a,
yt∨s ∈ µ.

Or x ∈ R et t ∨ s ∈ (0, 1], alors
xt∨s.yt∨s ∈ µ,

Ainsi,
µ(x.y) ≥ µ(x) ∨ µ(y).

Proposition 2.6 Soient µ et ν deux idéaux flous de R, alors µ ∩ ν est un idéal flou .

Démonstration
Soient x, y ∈ R.
Montrons que (

µ ∩ ν
)
(x− y) ≥

(
µ ∩ ν

)
(x) ∧

(
µ ∩ ν

)
(y).

On a (
µ ∩ ν

)
(x− y) = µ(x− y) ∧ ν(x− y),
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puisque µ est un idéal flou de R, alors

µ(x− y) ≥ µ(x) ∧ µ(y).

De même,
ν(x− y) ≥ ν(x) ∧ ν(y).

Ainsi, on aura

µ(x− y) ∧ ν(x− y) ≥
(
µ(x) ∧ µ(y)

)
∧
(
ν(x) ∧ ν(y)

)
≥

(
µ(x) ∧ ν(x)

)
∧
(
µ(y) ∧ ν(y)

)
≥

(
µ ∩ ν

)
(x) ∧

(
µ ∩ ν

)
(y).

Alors, (
µ ∩ ν

)
(x− y) ≥

(
µ ∩ ν

)
(x) ∧

(
µ ∩ ν

)
(y).

On a (
µ ∩ ν

)
(x.y) = µ(x.y) ∧ ν(x.y),

or µ est un idéal flou de R, alors

µ(x.y) ≥ µ(x) ∨ µ(y).

De même, ν(x.y) ≥ ν(x) ∨ ν(y).
Donc, on a (

µ ∩ ν
)
(x− y) = µ(x− y) ∧ ν(x− y).

Or µ est un idéal flou de R, alors

µ(x− y) ≥ µ(x) ∧ µ(y).

De même, ν(x− y) ≥ ν(x) ∧ ν(y).
Alors,

µ(x.y) ∧ ν(x.y) ≥
(
µ(x) ∨ µ(y)

)
∧
(
ν(x) ∨ ν(y)

)
.

Or

(
µ(x) ∨ µ(y)

)
∧
(
ν(x) ∨ ν(y)

)
≥
(
µ(x) ∧ ν(x)

)
∨
(
µ(y) ∧ ν(y)

)
. (2.1)
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En effet si 
µ(x) ≤ µ(y)

ν(x) ≤ ν(y)

Alors,

(
µ(x) ∨ µ(y)

)
∧
(
ν(x) ∨ ν(y)

)
= µ(y) ∧ ν(y).

Comme,

(
µ(x) ∧ ν(x)

)
∨
(
µ(y) ∧ ν(y)

)
≤ ν(y) ∨

(
µ(y) ∧ ν(y)

)
≤ ν(y).

De plus,

(
µ(x) ∧ ν(x)

)
∨
(
µ(y) ∧ ν(y)

)
≤ µ(y) ∨

(
ν(y) ∧ ν(y)

)
≤ µ(y).

On a alors,

(
µ(x) ∧ ν(x)

)
∨
(
µ(y) ∧ ν(y)

)
≤ µ(y) ∧ ν(y).

Si maintenant 
µ(y) ≤ µ(x)

ν(x) ≤ ν(y)

Alors,

(
µ(x) ∨ µ(y)

)
∧
(
ν(x) ∨ ν(y)

)
= µ(x) ∧ ν(y).

Puisque,

(
µ(x) ∧ ν(x)

)
∨
(
µ(y) ∧ ν(y)

)
≤ µ(x) ∨

(
µ(x) ∧ ν(y)

)
≤ µ(x).
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De plus, on a

(
µ(x) ∧ ν(x)

)
∨
(
µ(y) ∧ ν(y)

)
≤

(
µ(x) ∧ ν(y)

)
∨
(
µ(x) ∧ ν(y)

)
≤

(
µ(x) ∧ ν(y)

)
.

Par conséquent,

(
µ(x) ∧ ν(x)

)
∨
(
µ(y) ∧ ν(y)

)
≤
(
µ(x) ∧ ν(y)

)
.

Finalement, pour 
µ(x) ≤ µ(y)

ν(y) ≤ ν(x)

Alors,

(
µ(x) ∨ µ(y)

)
∧
(
ν(x) ∨ ν(y)

)
= µ(y) ∧ ν(x).

Or,

(
µ(x) ∧ ν(x)

)
∨
(
µ(y) ∧ ν(y)

)
≤

(
µ(x) ∧ ν(x)

)
∨ ν(x)

≤ ν(x).

De plus, on a

(
µ(x) ∧ ν(x)

)
∨
(
µ(y) ∧ ν(y)

)
≤ µ(y) ∨

(
ν(y) ∧ ν(y)

)
≤ µ(y).

Donc,

(
µ(x) ∧ ν(x)

)
∨
(
µ(y) ∧ ν(y)

)
≤ µ(y) ∧ ν(x).

Ainsi,

(
µ(x) ∨ µ(y)

)
∧
(
ν(x) ∨ ν(y)

)
≥

(
µ(x) ∧ ν(x)

)
∨
(
µ(y) ∧ ν(y)

)
≥

(
µ ∩ ν

)
(x) ∨

(
µ ∩ ν

)
(y).

Corollaire 2.1 L’intersection d’une famille d’idéaux flous de R est un idéal flou de R.
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Proposition 2.7 Soient R1 et R2 deux anneaux et µ et ν deux idéaux flous de R1 et R2

respectivement. Alors Le produit µ× ν est un idéal flou de R1 ×R2.

Démonstration
Soient (x, y), (a, b) ∈ A1 × A2.
Montrons que :

(
µ× ν

)(
(x, y) − (a, b)

)
≥
(
µ× ν

)
(x, y) ∧

(
µ× ν

)
(a, b),

(
µ× ν

)(
(x, y).(a, b)

)
≥
(
µ× ν

)
(x, y) ∨

(
µ× ν

)
(a, b).

On a

(
µ× ν

)(
(x, y) − (a, b)

)
=
(
µ× ν

)(
x− a, y − b

)
= µ(x− a) ∧ ν(y − b).

Or µ est un idéal flou de R1, donc,

µ(x− a) ≥ µ(x) ∧ µ(a).

De même ν est un idéal flou de R2, cela implique que

ν(y − b) ≥ ν(y) ∧ ν(b).

Par suite,
µ(x− a) ∧ ν(y − b) ≥

(
µ(x) ∧ µ(a)

)
∧
(
ν(y) ∧ ν(b)

)
.

Ce qui implique,

µ(x− a) ∧ ν(y − b) ≥
(
µ(x) ∧ ν(y)

)
∧
(
µ(a) ∧ ν(b)

)
.

On obtient, (
µ× ν

)(
(x, y) − (a, b)

)
≥
(
µ× ν

)
(x, y) ∧

(
µ× ν

)
(a, b).

D’autre part, on a

(
µ× ν

)(
(x, y).(a, b)

)
=
(
µ× ν

)(
xa, yb

)
= µ(xa) ∧ ν(yb).

Or µ est un idéal flou de R1, donc

µ(xa) ≥ µ(x) ∨ µ(a).
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De même, ν est un idéal flou de R2, cela entraîne

ν(yb) ≥ ν(y) ∨ ν(b).

Par conséquent,
µ(xa) ∧ ν(yb) ≥

(
µ(x) ∨ µ(a)

)
∧
(
ν(y) ∨ ν(b)

)
.

ce qui implique que

µ(xa) ∧ ν(yb) ≥
(
µ(x) ∨ µ(a)

)
∧
(
ν(y) ∧ ν(b)

)
.

En utilisant le résultat de l’équation 2.1, on trouve

µ(xa) ∧ ν(yb) ≥
(
µ(x) ∧ ν(y)

)
∨
(
µ(a) ∧ ν(b)

)
.

Donc, (
µ× ν

)(
(x, y)(a, b)

)
≥
(
µ× ν

)(
x, y) ∧

(
µ× ν

)(
a, b).

On déduit finalement que µ× ν est un idéal flou de R1 ×R2.

Remarque 2.3 En général la réunion de deux idéaux flous de R n’est pas un idéal flou
de R .

En effet, soient µ et ν deux idéaux flous de Z12, définies par

µ(x) =


0.9 si x = 0, 4, 8

0 sinon,
et ν(x) =


0.8 si x = 0, 6

0 sinon.
Alors,

(µ ∨ ν)(6 + 4) = µ(10) ∨ ν(10) = 0,

et,
(µ ∨ ν)(6) = 0.8, (µ ∨ ν)(4) = 0.9.

Par conséquent, (µ ∨ ν)(6 + 4) � (µ ∨ ν)(6) ∧ (µ ∨ ν)(4).

Lemme 2.2 Soient R1 et R2 deux anneaux et f : R1 −→ R2 un morphisme d’anneaux,
si f est surjective et µ un idéal flou de R1, alors f(µ) est un idéal flou de R2.
Si ν est un idéal flou de R2, alors f−1(ν) est un idéal flou de R1.

Démonstration
Soient x, y ∈ R2, on a

f(µ)(x− y) = sup
f(z)=x−y

µ(z),
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alors il existe a ∈ R1 tel que
x = f(a)

(respectivement il existe b ∈ R1 tel que y = f(b) ).
On a

f(a− b) = f(a) − f(b) = x− y.

Par suite,
sup

f(z)=x−y
µ(z) ≥ µ(a− b) ≥ µ(a) ∧ µ(b).

Donc,
sup

f(z)=x−y

µ(z) ≥ sup
f(a)=x

µ(a) ∧ sup
f(b)=y

µ(b).

Ainsi,
f(µ)(x− y) ≥ f(µ)(x) ∧ f(µ)(y).

D’autre part, on a
f(µ)(x.y) = sup

f(z)=x.y

µ(z),

et
f(a.b) = f(a).f(b) = x.y.

Alors,
sup

f(z)=x.y

µ(z) ≥ µ(a.b) ≥ µ(a) ∨ µ(b).

Ainsi,
sup

f(z)=x.y
µ(z) ≥ sup

f(a)=x
µ(a) ∨ sup

f(b)=y
µ(b).

Par conséquent,
f(µ)(x.y) ≥ f(µ)(x) ∨ f(µ)(y).

Soit ν un idéal flou de R2, on a pour tout u, v ∈ R1

f−1(ν)(u− v) = ν(f(u− v))

= ν(f(u) − f(v))

≥ ν(f(u)) ∧ ν(f(v))

≥ f−1(ν)(u) ∧ f−1(ν)(v).



2.2. ANNEAUX ET IDÉAUX FLOUS 45

De plus,

f−1(ν)(u.v) = ν(f(u.v))

= ν(f(u).f(v))

≥ ν(f(u)) ∨ ν(f(v))

≥ f−1(ν)(u) ∨ f−1(ν)(v).

Proposition 2.8 Soient R1 et R2 deux anneaux et h : R1 −→ R2 un isomorphisme
d’anneaux. Si µ et ν deux idéaux flous de R1 et R2 respectivement. Alors,

1. h
(
h−1(ν)

)
= ν,

2. h−1
(
h(µ)

)
⊇ µ,

3. h−1
(
h(µ)

)
= µ, si ν est constant sur kerh.

Démonstration
1. Soit y ∈ R2, alors il existe un unique x ∈ R1 tel que
h(x) = y. Posons t = ν(y) et montrons que h(h−1(ν))(y) = t.

h−1(ν)(x) = ν
(
h(x)

)
= ν(y) = t.

On a

h
(
h−1(ν)

)
(y) = sup

h(x)=y

h−1(ν)(x)

= sup
x=h−1(y)

h−1(ν)(x)

= sup{t}

= t.

Ainsi,
h
(
h−1(ν)

)
= ν

2. Soit a ∈ R1.
Posons

b = h(a) ∈ R2

h−1
(
h(µ)

)
(a) = h(µ)

(
h(a)

)
= h(µ)(b)

= sup
h(z)=b

µ(z)

≥ µ(a) (car h(a) = b).
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Ainsi,
h−1

(
h(µ)

)
⊇ µ.

3. soit x ∈ R1. Montrons que h−1
(
h(µ)

)
(x) = µ(x).

Posons µ(x) = t et h(x) = y.
Soient a, b ∈ h−1(y), donc

h(a) = h(b).

Cela entraîne que h(a) − h(b) = 0,
ainsi,

h(a− b) = 0.

Alors,
a− b ∈ Kerh.

Puisque µ est constant sur Kerh et 0 ∈ Kerh, on aura

µ(a− b) = µ(0).

Donc,
µ(a) = µ(b).

Soit x ∈ h−1(y), on aura µ(a) = µ(b) = µ(x) = t.
Alors,

h−1
(
h(µ)

)
(x) = h(µ)

(
h(x)

)
= h(µ)(y) = sup

x∈h−1(y)
µ(x) = sup{t} = t = µ(x).

Ainsi,
h−1

(
h(µ)

)
= µ.

Proposition 2.9 Soit µ un idéal flou R, alors µ∗ est un idéal de R.

Démonstration
Soit x, y ∈ µ∗, alors µ(x− y) ≥ µ(x) ∧ µ(y) = µ(0). Par suite, µ(x− y) = µ(0).
D’où, x− y ∈ µ∗.
Soit r ∈ R et x ∈ µ∗, alors µ(rx) ≥ µ(x) = µ(0) .
Donc,

µ(rx) = µ(0).

Ainsi, xr ∈ µ∗ pour tout r ∈ R et x ∈ µ∗.
Par conséquent, µ∗ est un idéal de R.
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Lemme 2.3 Soit µ et ν deux idéaux flous de R, alors

µ∗ ∩ ν∗ ⊆
(
µ ∩ ν

)∗
.

Démonstration
soit x ∈ µ∗ ∩ ν∗,
alors,

µ(x) = µ(0) et ν(x) = ν(0).

Ainsi, (
µ ∩ ν

)
(x) = µ(x) ∧ ν(x) = µ(0) ∧ ν(0) =

(
µ ∩ ν

)
(0).

L’autre inclusion n’est pas toujours vraie.

Exemple 2.3 Soit R un anneau et soient µ et ν deux sous-ensembles flous de R tel que

µ(x) = 0 et ν(x) =


0 si x ̸= 0

1 si x = 0
µ et ν sont deux idéaux flous, µ∗ ∩ ν∗ = R ∩ {0} = {0} et

(
µ ∩ ν

)∗
= R.

Ainsi, (
µ ∩ ν

)∗
* µ∗ ∩ ν∗.

Lemme 2.4 Soit µ et ν deux idéaux flous d’un anneau R tel que µ(0) = ν(0) = 1.
Alors,

µ∗ ∩ ν∗ =
(
µ ∩ ν

)∗
.

Démonstration
Soit x ∈

(
µ ∩ ν

)∗
,

alors,
(µ ∩ ν

)
(x) = (µ ∩ ν

)
(0).

Ainsi,
µ(x) ∧ ν(x) = µ(0) ∧ ν(0) = 1,

donc,
µ(x) = ν(x) = 1.

Par suite, x ∈ µ∗ ∩ ν∗. Ainsi, (
µ ∩ ν

)∗
⊆ µ∗ ∩ ν∗,

Puisque
µ∗ ∩ ν∗ ⊆

(
µ ∩ ν

)∗
.
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On a alors,
µ∗ ∩ ν∗ =

(
µ ∩ ν

)∗
.

Corollaire 2.2 Soit I un ensemble d’indice et
{
µi / i ∈ I

}
une famille d’idéaux flous

de R tel que µi(0) = 1, ∀i ∈ I. Alors,

∩
i∈I

µ∗
i =

( ∩
i∈I

µi

)∗
.

Théorème 2.19 Soit µ un idéal flou de R, alors

µi(0) = µ(0), ∀i ∈ N∗.

Démonstration
Le résultat est vrai pour i = 1, par récurrence on suppose qu’il est vrai à l’ordre i et
montrons qu’il reste vrai à l’ordre (i+ 1).
On a

µi+1(0) =
(
µi ◦ µ

)
(0) = sup

0=yz

(
µi(y) ∧ µ(z)

)
= µ(0),

Lemme 2.5 Soit µ un idéal flou de R. Alors,

(
µi
)∗

⊆ µ∗, ∀i ≥ 1.

Démonstration
Soit x ∈

(
µi
)∗

. Alors,

µi(x) = µi(0) = µ(0). (2.2)

Puisque µi(x) ≤ µ(x), ainsi, µ(x) = µ(0), alors, x ∈ µ∗, et par suite,
(
µi
)∗

⊆ µ∗, ∀i ≥ 1.

Proposition 2.10 Soit µ un idéal flou de R, et k ∈ N∗

si x1, x2, · · · , xk ∈ R, alors

µk(x1....xk) ≥ min
(
µ(x1), µ(x2), · · · , µ(xk)

)
. (2.3)

Démonstration
pour k = 1, on a µ(x1) ≥ µ(x1).
Supposons que le résultat est vrai à l’ordre k ≥ 1.
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On a

µk+1(x1....xk+1) = µk ◦ µ(x1....xk+1)

= sup
x1....xk+1=yz

(
µk(y), µ(z)

)
≥ min

(
µk(x1....xk), µ(xk+1)

)
.

Comme

µk(x1....xk) = µk−1 ◦ µ(x1....xk)

≥ min
(
µk−1(x1....xk−1), µ(xk)

)
≥ min

(
µ(x1), · · · , µ(xk)

)
.

Alors,

µk+1(x1....xk+1) ≥ min
(

min
(
µ(x1), · · · , µ(xk)

)
, µ(xk+1)

)
= min

(
µ(x1), · · · , µ(xk), µ(xk+1)

)
.

Théorème 2.20 Soit
{
µk / k ≥ 1

}
une famille finie d’idéaux flous de R. Alors,

(
µi
)∗

=
(
µ∗
)i
, ∀ 1 ≤ i ≤ k.

Démonstration
Pour i = 1, on a µ∗ = µ∗.

En utilisant un raisonnement par récurrence, soit x ∈
(
µi+1

)∗
.

Alors,
µi+1(x) = µi+1(0) = µ(0),

or
µi+1(x) = sup

x=ab

{
µi(a) ∧ µ(b)

}
= µ(0).

Ainsi,
µi(a) = µ(0) = µ(b),

Donc, a ∈
(
µi
)∗

=
(
µ∗
)i

, et b ∈ µ∗,
or x = ab, donc

x ∈
(
µ∗
)i
µ∗ =

(
µ∗
)i+1

.

par conséquent, (
µi+1

)∗
⊆
(
µ∗
)i+1

.
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Inversement, pour x =
r∑

j=1
xj1xj2 ....xji+1 ∈

(
µ∗
)i+1

, avec xjk
∈ µ∗, pour tout k = 1, · · · , i+

1 et j = 1, · · · , r.
Alors,

µi+1(x) ≥ min
(
µi+1(xj1 , xj2 , · · · , xji+1), · · · , µi+1(xr1 , xr2 , · · · , xri+1)

)
≥ min

(
min

(
µ(xj1), µ(xj2), · · · , µ(xji+1

)
, · · · ,min

(
µ(xr1 , µ(xr2), · · · , µ(xri+1

))
= µ(0).

Alors,
µi+1(x) = µ(0) = µi+1(0).

Ainsi, on a x ∈
(
µi+1

)∗
.

Donc, (
µ∗
)i+1

⊆
(
µi+1

)∗

D’où (
µ∗
)i+1

=
(
µi+1

)∗
.

Théorème 2.21 Soit
{
µi / i ≥ 1

}
une famille d’idéaux flous de R. Alors,

( ∞∩
i=1

µi
)∗

=
∞∩

i=1

(
µ∗
)i
.

Démonstration
Soit x ∈ R. Alors,

x ∈
( ∞∩

i=1
µi
)∗

⇐⇒
( ∞∩

i=1
µi
)
(x) =

( ∞∩
i=1

µi
)
(0)

⇐⇒ min
(
µi(x)

)
= min

(
µi(0)

)
= µ(0)

⇐⇒ µi(x) = µ(0) = µi(0).

Donc, x ∈
∞∩

i=1

(
µ∗
)i

.

par conséquent,
( ∞∩

i=1
µi
)∗

=
∞∩

i=1

(
µ∗
)i
.

Remarque 2.4 Soit I ⊆ R on considère le sous-ensemble de R défini par

λIt(x) =


1 si x ∈ I

t sinon
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On remarque que pour t = 0, λIt coïncide avec la fonction indicatrice de I,noté par λI .

Proposition 2.11 I est un idéal ordinaire d’un anneau R si et seulement si λIt est un
idéal flou de R.

Démonstration
⇒) supposons que I est un idéal ordinaire de R, on va discuter trois cas :
-Premier cas : si x, y ∈ I, alors x− y ∈ I, et xy ∈ I.

Ainsi,
λIt(x− y) ≥ λIt(x) ∧ λIt(y) et λIt(xy) ≥ λIt(x) ∨ λIt(y).

-Deuxième cas : si x ∈ I, y ∈ R, alors x− y ∈ R, et xy ∈ I.

Or
λIt(x) = 1 et λIt(y) = t,

alors,
λIt(x) ∧ λIt(y) = t.

Par conséquent,
λIt(x− y) ≥ λIt(x) ∧ λIt(y),

de plus
λIt(xy) ≥ λIt(x) ∨ λIt(y).

-Troisième cas : si x ∈ R, y ∈ R. Comme

λIt(x) = t et λIt(y) = t,

alors,
λIt(x) ∧ λIt(y) = t.

Par conséquent,
λIt(x− y) ≥ λIt(x) ∧ λIt(y)

de plus, on a
λIt(xy) ≥ λIt(x) ∨ λIt(y).

⇐) Soit x, y ∈ I. Alors,
λIt(x) = λIt(y) = 1,

puisque
λIt(x− y) ≥ λIt(x) ∧ λIt(y),
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alors,
λIt(x− y) = 1.

Ainsi,
x− y ∈ I.

Prenons z ∈ R, on a
λIt(x) ∨ λIt(z) = λIt(x) = 1,

or
λIt(xy) ≥ λIt(x) ∨ λIt(z).

Donc,
xy ∈ I.

Théorème 2.22 Soit µ un idéal flou non constant de R tel que µ(x) ̸= 1, ∀x ∈ R.
Alors, il existe un idéal flou ν de R tel que ν(x) ̸= 1, et µ ⊂ ν.

Démonstration
-Premier cas : µ(0) ̸= 1, soit t ∈]µ(0), 1[ et ν un sous-ensemble flou de R tel que

ν(x) = t, ∀x ∈ R,

alors ν est un idéal flou , de plus
µ ⊂ ν

où
ν(x) ̸= 1, ∀x ∈ R

-Deuxième cas : µ(0) = 1, donc il existe un élément x de R tel que µ(x) ̸= 1.
soit t ∈]µ(x), µ(0)[, puisque µt est un idéal ordinaire de R d’après le théorème (2.17).
Donc ν défini par :

ν(a) =


1 si a ∈ µt

t si a /∈ µt

est un idéal flou de R (d’après la proposition 2.11), et que

µ ⊂ ν,

comme t ∈]µ(x), µ(0)[, donc
x /∈ µt.
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Cela entraine que
ν(x) = t ̸= 1.

Idéal Premier Flou

Définition 2.15 [44] Un idéal flou P d’un anneau R est dit premier si :
— P n’est pas une fonction constante,
— A,B deux idéaux de R, A ◦B ⊆ P ⇒ A ⊆ P ou B ⊆ P.

Théorème 2.23 Si I (̸= R) est un idéal premier dans un anneau R, alors la fonction
caractéristique χI est un idéal premier flou.

Démonstration
Puisque I ̸= R, alors χI est une fonction non constante sur R. Soit A et B deux idéaux
flous de R tels que, A ◦B ⊆ χI et A ̸⊂ χI et B ̸⊂ χI .
Alors il existe x, y ∈ R tel que A(x) > χI(x), B(y) > χI(y).
Donc, A(x) ̸= 0 et B(y) ̸= 0, or χI(x) = 0 et χI(y) = 0,
par suite, x /∈ I et y /∈ I, puisque I est un idéal premier il existe r ∈ R tel que xry /∈ I.
Soit a = xry, alors χI(a) = 0. Donc,

A ◦B(a) = 0. (2.4)

Or,

A ◦B(a) = sup
a=cd

{A(c) ∧B(d)}

≥ A(x) ∧B(ry)

≥ A(x) ∧B(y)

> 0.

Contradiction avec 2.4.
Par conséquent, pour tout idéal A et B, on a A◦B ≤ χI implique soit A ⊆ χI , ou B ⊆ χI .

Théorème 2.24 Si I est un idéal dans un anneau R tel que χI est un idéal premier flou.
Alors I est un idéal premier.

Démonstration
On a χI , est un idéal premier flou, Alors I ̸= R.
Soient A,B deux idéaux de R tels que, AB ⊆ I, et soit x ∈ R,
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Si χA ◦ χB(x) = 0 alors, χA ◦ χB(x) ≤ χI(x) .
Supposons que χA ◦ χB(x) ̸= 0. Alors,

χA ◦ χB(x) = sup
x=yz

{χA(y) ∧ χB(z))} ̸= 0.

Donc, il existe y, z ∈ R tel que x = yz et χA(y) ̸= 0, χB(z) ̸= 0.
Par suite,

χA(y) = 1, et χB(z) = 1.

Ce qui implique que
y ∈ A, et z ∈ B.

D’où,
x = yz ∈ AB ⊆ I.

Ainsi,
χI(x) = 1.

Alors, on en déduit que χA ◦ χB(x) ≤ χI(x) pour tout x ∈ R.
Par conséquent

χA ◦ χB ⊆ χI ,

et puisque χI est un idéal flou premier, alors on a χA ⊆ χI ou χB ⊆ χI .
Cela entraîne que A ⊆ I ou B ⊆ I.
Par conséquent, I est un idéal premier de R.

Lemme 2.6 [44] Un sous-ensemble flou µ de R est un idéal premier flou si et seulement
si pour tout x, y ∈ R,

1. µ(x− y) ≥ µ(x) ∧ µ(y)
2. µ(x.y) = µ(x) ∨ µ(y).

Théorème 2.25 Soit µ un idéal premier flou de R, alors µ∗ est un idéal premier de R.

Démonstration
Supposons que µ est un idéal premier flou de R. Alors d’après la proposition (2.9), µ∗ est
un idéal.
Maintenant soit xy ∈ µ∗, alors, µ(xy) = µ(0), donc µ(x) ∨ µ(y) = µ(0).
Par suite, µ(x) = µ(0) ou µ(y) = µ(0).
Ainsi, x ∈ µ∗ ou y ∈ µ∗ .
Par conséquent, µ∗ est un idéal premier de R.
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Proposition 2.12 Soit I un idéal premier de R et s ∈ [0, 1).
Considérons µ le sous-ensemble flou de R défini par :

µ(x) =


1 si x ∈ I

s sinon

alors, µ est un idéal premier flou de R.

Démonstration
En s’inspirant du fait que I est un idéal de R, d’après la proposition 2.11, µ est un idéal
flou de R.
Par conséquent,

µ(x− y) ≥ µ(x) ∧ µ(y).

Alors, supposons que x ∈ I ou y ∈ I ,
par suite, xy ∈ I, donc,

µ(x) ∨ µ(y) = 1 = µ(xy).

Sinon x /∈ I et y /∈ I,

Ce qui implique que xy /∈ I, car I est premier. et alors,

µ(x) ∨ µ(y) = s = µ(xy).

Idéal Maximal Flou

Notons dans la suite que pour un sous-ensemble flou A de R, Ai = A ◦ A · · · ◦ A︸ ︷︷ ︸
i fois

Définition 2.16 [33] Soit µ un idéal flou de R. On dit que µ est un idéal maximal de R
si :

1. µ n’est pas constant
2. pour tout idéal flou ν de R, si µ ⊂ ν ⇒ µ∗ = ν∗ ou ν = λR.

Proposition 2.13 Soit µ un idéal maximal flou de R, alors µ(0) = 1

Démonstration
Supposons que µ(0) ̸= 1, soit t ∈]µ(0), 1[.
Posons

ν(x) = t, ∀x ∈ R
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Alors, ν est un idéal flou de R, et de plus

µ ⊂ ν

Or
µ∗ ̸= ν∗ = R et ν ̸= λR,

donc, µ n’est pas un idéal maximal flou (absurde).
Ainsi, µ(0) = 1.

Théorème 2.26 Soit µ un idéal maximal flou de R. Alors, µ∗ est un idéal maximal de
R.

Démonstration
On a µ n’est pas constant, µ∗ ̸= R, Soit t ∈ [0, 1[ et M un idéal de R tel que µ∗ ⊂ M ,
d’après la Proposition 2.11

ν(x) =


1 si x ∈ M

t sinon

est un idéal flou de R et que
µ ⊂ ν

puisque µ est un idéal maximal flou de R, on aura

µ∗ = ν∗ ou ν = λR

- si µ∗ = ν∗, alors
µ∗ = M (car ν∗ = M)

- si ν = λR, alors
M = R.

Ainsi µ∗ est un idéal maximal de R.
L’implication inverse est donné par le théorème suivant :

Théorème 2.27 [33] Soit µ un idéal flou de R.
Si µ∗ est un idéal maximal de R et µ(0) = 1, alors µ est un idéal maximal flou de R

Corollaire 2.3 Si I ̸= R un idéal de R.
I est un idéal maximal de R si et seulement si λI est un idéal maximal flou de R.
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Démonstration
⇒) Supposons que I est un idéal maximal de R.
On a (

λI

)∗
= I et λI(0) = 1 (car 0 ∈ I).

Donc d’après le Théorème 2.27, λI est un idéal maximal flou de R.
⇐) Supposons maintenant que λI est un idéal flou de R, alors d’après le théorème 2.26.

(
λI

)∗
= I

est un idéal maximal de R.

Proposition 2.14 Soit µ un idéal maximal flou de R, alors µ est un idéal premier flou.

Démonstration
Supposons que µ est un idéal maximal flou de R. Prenons s ∈ [0, 1[, on définit l’idéal flou
ν de R comme suit :

ν(x) =


1 si x ∈ R

s sinon

alors, µ ⊆ ν, puisque ν∗ = R, alors pour tout x ∈ R on a µ(x) = µ(0), or la définition
d’un idéal flou entraîne que

µ(xy) ≥ µ(x) ∨ µ(y)

= µ(0).

Ainsi,
µ(xy) = µ(0) = µ(x) ∨ µ(y).

par conséquent, µ est un idéal premier flou.

Proposition 2.15 Soit µ un idéal non-constant flou de R. Alors, il existe un idéal maxi-
mal flou ν de R tel que µ ⊆ ν.

Démonstration
Puisque µ non-constant, il existe x ∈ R tel que µ(x) < µ(0).
Soit t ∈ [0, 1) tel que µ(x) < t < µ(0),
alors, µt, est un idéal de R.
Donc, il existe un idéal maximal M de R tel que µt ⊆ M .
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Considérons l’idéal flou ν défini par :

ν(x) =


1 si x ∈ M

t sinon

Alors, d’après le théorème (2.27), ν est un idéal maximal flou, et il est clair que µ ⊆ ν .



Chapitre 3

Théorie des sous-ensembles flous
intuitionistiques

Le développement de la théorie des ensembles flous, a été spectaculaire dans les trois
dernières décennies. Néanmoins, il y a des problèmes qui pour une meilleure analyse
exigent une philosophie semblable à la notion floue, dans lequel non seulement le degré
d’appartenance d’un élément à un ensemble est pris en considération, mais aussi bien son
degré de non-appartenance à cet ensemble. Dans cette direction, en 1984, La notion des
ensembles flous intuitionistiques (IFS) a été introduite par K.Atanassov dans [5] comme
une généralisation de la notion des ensembles flous (FS) qui a été décrite par Zadeh [58].

3.1 Exemples et motivations

Premier Exemple :
Deux personnes ”x” et ”y” ont acheté une boîte de chocolat, cette boîte contient 10 pièces.
7 ont été mangés par ”y”, deux par ”x” et une piec̀e de chocolat est tombé sous la table.
à ce moment là ”z” un ami de ”x”, est venu, et ”x” déclare :

"Nous ne pouvons pas te donner de chocolat, parce que ”y” a mangé toutes les pièces "

Donnons une estimation de la valeur de vérité de cette déclaration avant qu’on ait une
connaissance des évènements ultérieurs. Puisque ”y” n’a pas été le seul qui a mangé le
chocolat, alors à partir du point de vue classique qui utilise 0 et 1 pour les estimations,
la déclaration de ”x” a une valeur de vérité nulle.
D’autre part, on est convaincu d’une façon intuitive que la déclaration est plus vraie que
fausse. Parce qu’il ne reste plus de chocolat.
Si on estime la déclaration de ”x” dans les termes de logiques ternaires, introduite par Jan
Lukasiewicz en 1926 [24], qui prend l’ensemble {0, 1

2 , 1} comme ensemble des estimations,
sa valeur de vérité devra être 1

2 .
Lukasiewicz a généralisé son idée à la notion de plusieurs valeurs logiques [24]. Par
exemple, si on utilise onze valeurs logiques, en prenant comme estimations l’ensemble

59
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des éléments {0, 1
10 ,

2
10 , ..., 1}, et dans ce cas, notre problème est à nouveau facile à ré-

soudre : la vérité de l’estimation de la déclaration est exactement 1
7 . Mais si nous prenons

six valeurs logiques, l’estimation est décrit par l’ensemble {0, 1
5 , .., 1}, maintenant, on ne

saura pas évaluer correctement la valeur de vérité de la déclaration précèdente. On hésitera
entre 3

5 et 4
5 , mais aucune de ces deux valeurs ne sera correcte, parce que

4
5

− 7
10

= 7
10

− 3
5

Ces deux valeurs seraient éloignées de la valeur 7
10 .

Il y a plusieurs façons pour évaluer l’estimation de vérité, pour gérer le même problème,
ainsi on aboutit à l’idée d’ensemble flou élaborée par Lotfi Zadeh, qui utilise [0, 1] comme
ensemble d’évaluation.
Maintenant il est claire que la valeur de vérité est égale à 0.7. Cependant, dans le prochain
moment ”y” peut prendre le chocolat tombé et le placé dans la boîte, en conservant la
valeur de vérité qui est égale à 0.7, et le reste c’est 0.3. Mais il peut aussi manger le dérnier
morceau, et dans ce cas la valeur de vérité prend 0.8 et le reste c’est 0.2. Dans ce sens,
la déclaration dépend essentiellement aux actions de ”y”. Donc l’appareil des ensembles
flous intuitionistiques nous donne la réponse la plus précise < 0.7, 0.2 >, et maintenant
le degré d’incertitude c’est 0.1.
Deuxième Exemple :
Dans cette sous-section on va présenter un exemple d’un sous-ensemble intuitionistique
propre, c’est à dire : n’est pas floue.
Soient A,B,C et D quatre parties compactes, fermées et convexes du plan (O, x1, x2),
telles que

A ∩B = A ∩ C = A ∩D = B ∩ C = B ∩D = C ∩D = ∅

Dans le même plan considèrons P ∪ R ∪Q, Q ∪ R ∪ S, R ∪ S ∪ T et V leurs projections
orthogonales sur Ox1.
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Soit aussi X = A ∪B ∪ C ∪D, considèrons les parties F et G telles que.
— A ⊂ F ⊂ A ∪ C ∪D

— B ⊂ G ⊂ B ∪ C ∪D

— F ∩G = ∅
— F ∪G ⊂ X

Remarquons que la partie F est incluse dans le complémentaire de la partie G dans X.
On suppose qu’on peut seulement observer les projections des points de X sur (Ox1), et
pour x ∈ X. On ne connait l(y,X) que si X est l’une des parties A, B, C ou D.
On note l(y,X) la longueur d’un segment dans X construit sur une ligne perpendiculaire
à (Ox1), incident d’un point y de (Ox1)(voir figure).
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Notre objectif est d’expliquer le degré d’appartenance et non-appartennace d’un élément
x par rapport à la partie F , en respectant la position des quatre parties.
Si y ∈ P , il est clair que y est la projection orthogonale d’un point x ∈ F , donc dans ce
cas

µF (x) = 1

Si y ∈ Q, alors x ∈ A ou x ∈ C.
Si x ∈ A, alors x ∈ F . Mais si x ∈ C, alors on n’est pas sûr que x ∈ F ou x ∈ G. Donc

µF (x) = l(y, A)
l(y, A) + l(y, C)

On en déduit que

µF (x) =



1, si y ∈ P

l(y,A)
l(y,A)+l(y,C) , si y ∈ Q

l(y,A)
l(y,A)+l(y,B)+l(y,C) , si y ∈ R

0, si y ∈ S ∪ T ∪ V

De la même manière

νF (x) = µG(x) =



0, si y ∈ P ∪Q ∪ V

l(y,B)
l(y,B)+l(y,C) , si y ∈ S

l(y,B)
l(y,A)+l(y,B)+l(y,C) , si y ∈ R

1, si y ∈ T
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Alors

µF (x) + νG(x) =



1, si y ∈ P ∪ T

l(y,A)
l(y,A)+l(y,C) , si y ∈ Q

l(y,A)+l(y,B)
l(y,A)+l(y,B)+l(y,C) , si y ∈ R

l(y,B)
l(y,B)+l(y,C) , si y ∈ S

0, si y ∈ V

Il est clair que 0 ≤ µF (x) + νF (x) < 1.

La valeur d’incertitude est donnée par

π(x) =



0, si y ∈ P ∪ T

l(y,C)
l(y,A)+l(y,C) , si y ∈ Q

l(y,C)+l(y,B)
l(y,A)+l(y,B)+l(y,C) , si y ∈ R

l(y,C)
l(y,B)+l(y,C) , si y ∈ S

1, si y ∈ V

3.2 Notions fondamentales

Définition 3.1 On définit un sous-ensemble flou intuitionistique A d’un univers X par
la donnée de deux fonctions

µA : X −→ [0, 1]

et
νA : X −→ [0, 1]
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appelées respectivement fonction d’appartenance et fonction de non-appartenance de A,
qui vérifient

0 ≤ µA(x) + νA(x) ≤ 1, ∀x ∈ X

On peut représenter A sous la forme suivante :

A =
{
< x, µA(x), νA(x) >, 0 ≤ µA(x) + νA(x) ≤ 1, ∀x ∈ X

}

On note IF(X) l’espace de sous-ensembles floues intuitionistiques de X.

Remarque 3.1 Tout sous-ensemble flou est un sous-ensemble flou intuitionistique.
En effet, on a

0 ≤ µA + νA = 1

Soit X un univers.

Définition 3.2 Soit A un sous-ensemble flou intuitionistique de X. On appelle support
de A l’ensemble

S(A) =
{
x ∈ X, νA(x) < 1

}

Définition 3.3 Soient n sous-ensembles flous intuitionistiques A1, ..., An respectivement
de X1, ..., Xn. Le produit cartésien de A1, ..., An est un sous-ensemble flou intuitionistique
de X1 × ...×Xn, défini par

µA1×...×An(x1, ..., xn) = min
(
µA1(x1), ..., µAn(xn)

)

νA1×...×An(x1, ..., xn) = max
(
νA1(x1), ..., νAn(xn)

)

∀xi ∈ Ai, i = 1, 2, ...

3.3 Opérations de base sur les sous-ensembles flous
intuitionistiques

On définit les opérations sur l’espace des sous-ensembles flous intuitionistiques comme
suit :

— Egalité

A = B ⇐⇒ µA(x) = µB(x) et νB(x) = νA(x), ∀x ∈ X
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— Inclusion

A ⊂ B ⇐⇒ µA(x) ≤ µB(x) et νB(x) ≤ νA(x), ∀x ∈ X

— Complémentaire
Soit A un sous-ensemble flou intuitionistique de X caractérisé par µA et νA. Le
complémentaire de A est un sous-ensemble flou intuitionistique caractérisé par :

µA(x) = νA(x) et νA(x) = µA(x), ∀x ∈ X

— Intersection
L’intersection de deux sous-ensembles flous intuitionistiqus A et B de X est un
sous-ensemble flou intuitionistique défini par :

µA∩B(x) = min
(
µA(x), µB(x)

)
et νA∩B(x) = max

(
νA(x), νB(x)

)
, ∀x ∈ X

— Réunion
La réunion de deux sous-ensembles flous intuitionistiques A et B de X est un
sous-ensemble flou intuitionistique défini par :

µA∪B(x) = max
(
µA(x), µB(x)

)
et νA∪B(x) = min

(
νA(x), νB(x)

)
, ∀x ∈ X

D’après [7, 6] on a pour A,B ∈ IF(X).On a les assertions suivantes

A ∩B = B ∩ A

A ∪B = B ∪ A

(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)

(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)

(A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C)

A ∩ A = A

A ∪ A = A

A ∩B = A ∪B

A ∪B = A ∩B
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3.4 Interprétations géométriques

interprétation géométrique d’un sous-ensemble flou intuitionis-
tique

Dans cette section, plusieurs interprétations géométriques des IF(X) sont représentées.

Figure 3.1 – L’interprétation géométrique la plus largement acceptée

Son analogue est donné en figure 3.2
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Figure 3.2 – Équivalente à la figure 3.1

On peut aussi donner une interprétation géométrique par un segment de longueur 1.

Figure 3.3 – Présentation sur un segment de longueur 1

Les interprétations suivantes sont impossibles car on peut remarquer que µ(x) + ν(x) ≥ 1
pour un x de R.
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Figure 3.4 – Situation impossible

Figure 3.5 – Intérprétation impossible

Interprétation géométrique des opérations

Si A,B ∈ IF(X), on note fA∪B la fonction qui à tout x ∈ X fait associer fA∪B(x)
point du plan (O, x1, x2) de coordonnées < max{µA(x), µB(x)},min{νA(x), νB(x)} >
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Figure 3.6 – Interprétation géométrique de la réunion

Si A,B ∈ IF(X), on note fA∩B la fonction qui à tout x ∈ X fait associer fA∩B(x) point
du plan (O, x1, x2) de coordonnées < min{µA(x), µB(x)},max{νA(x), νB(x)} >

Figure 3.7 – Interprétation géométrique de l’intersection

3.5 Transformation de IF(X) dans F(X)

On introduit les deux opérateurs suivants et ⋄ qui transforment un sous-ensemble
flou intuitionistique en un sous-ensemble flou.
Soit A ∈ IF(X)

A =
{
< x, µA(x), 1 − µA(x) >, x ∈ X

}
et

⋄A =
{
< x, 1 − νA(x), νA(x) >, x ∈ X

}

Si A est un sous-ensemble flou alors

A = A = ⋄A
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Remarque 3.2 La dernière égalité montre que les opérateurs et ⋄ n’admettent
pas une analogie sur l’espace des sous-ensembles flous, ce qui entraine aussi que IF(X)
est une extension propre de l’ensemble des sous-ensembles flous.

On a les propriétés suivantes

— A = ⋄A
— ⋄A = A

— A ⊂ A ⊂ ⋄A
— A = A

— ⋄ A = A

— ⋄⋄A = ⋄A

On note ⊂ , ⊂⋄ et ⊑, trois opérations définies sur IF(X) par

A ⊂ B ⇐⇒ A ⊂ B

A ⊂⋄ B ⇐⇒ ⋄A ⊂ ⋄B

A ⊑ B ⇐⇒ πA(x) ≤ πB(x), ∀x ∈ X

On obtient

— Si A ⊂ B et A ⊂⋄ B, alors A ⊑ B

— Si A ⊂ B et A ⊑ B, alors A ⊑ B

— Si A ⊂⋄ B et A ⊑ B, alors A ⊑ B

L’interprétation géométrique pour les deux opérateurs est donnée par :

Figure 3.8 – Interprétation géométrique de l’opérateur
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Figure 3.9 – Interprétation géométrique de l’opérateur ⋄

3.6 (α, β)-coupe d’un ensemble flou intuitionistique

Dans cette section on va donner une généralisation de la notion de α-coupe utilisée
dans le cas d’un ensemble flou.

Définition 3.4 Une (α, β)-coupe d’un sous-ensemble flou intuitionistique

A = {< x, µA(x), νA(x) >, x ∈ X}

est définie par

Aα,β =
{
x ∈ X, µA(x) ≥ α, et νA(x) ≤ β

}

où (α, β) ∈ [0, 1]2 et α + β ≤ 1.

On définit aussi
Aβ =

{
x ∈ X, νA(x) ≤ β

}
et

Aα =
{
x ∈ X, µA(x) ≥ α

}
.

On obtient la proposition suivante

Proposition 3.1
Aα,β(A) = Aα ∩ Aβ(A).

Exemple 3.1 X = {a, b, c, d, e} et A = {< a, 0.5, 0.3 >,< b, 0.1, 0.7 >,< c, 1, 0 >,<

d, 0, 0 >,< e, 0, 1 >}.
A0.3,0.4 = {a, c} , A0.3 = {a, c} , A0.4 = {a, c, d}
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Chapitre 4

Structures algébriques floues
intuitionistiques

Dans ce chapitre, nous construisons deux structures algébriques, (groupes et anneaux)
flous intuitionistiques sur l’ensemble des points flous intuitionistiques donné par [21].

4.1 Groupes flous intuitionistiques

Approche fonctionnelle

Définition 4.1 [12] Soit G un Groupe. l’ensemble flou intuitionistique B = {< x, µ(x), ν(x) >:
x ∈ G} de A est dit sous-groupe flou intuitionnistique de G si ∀x, y ∈ G

1. µ(xy) ≥ µ(x) ∧ µ(y)

2. ν(xy) ≤ ν(x) ∨ ν(y)

3. µ(x−1) ≥ µ(x)

4. ν(x−1) ≤ ν(x).

Nous désignerons par IFG(G) l’ensemble de tous les sous-groupes flous intuitionistiques
de G.

Exemple 4.1 considérons le groupe additif (Z,+), et soit l’application A = (µA, νA) :
Z → [0, 1] × [0, 1] définit par :

µA(0) = 1, et νA(0) = 0.

µA(n) =


1
2 si n est impair,
2
3 si n est pair

et

νA(n) =


1
3 si n est impair,
1
5 si n est pair.

Alors, A est un IFG de Z.

73
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Remarque 4.1 Soit G un groupe.
— Si µA est un sous-groupe flou de G, alors A = (µA, µAC) ∈ IFG(G) .
— Si A ∈ IFG(G). Alors, µA et νAC sont des sous-groupes flous de G.

Proposition 4.1 Soit A ∈ IFG(G). Alors, A(x−1) = A(x), i.e, µA(x−1) = µA(x),
νA(x−1) = νA(x) et A(x) ≤ A(e), i.e, µA(x) ≤ µA(e), νA(x) ≥ νA(e) pour tout x ∈ G,
avec e c’est l’élément neutre de G.

Démonstration
D’après la proposition 5.4 de [29], on a
µA(x−1) = µA(x) et µA(x) ≤ µA(e) pour tout x ∈ G.

Donc il suffit de démontrer que νA(x−1) = νA(x), et νA(x) ≥ νA(e) pou tout x ∈ G.

Soit x ∈ G. Alors,
νA(x) = νA((x−1)−1) ≤ νA(x−1) ≤ νA(x).

D’une autre part, on a

νA(e) = νA(xx−1) ≤ νA(x) ∨ νA((x−1) ≤ νA(x).

Donc, νA(x−1) = νA(x) et νA(e) ≤ νA(x) pour tout x ∈ G.

Proposition 4.2 Si A ∈ IFG(G). Alors, GA = {x ∈ G : A(x) = A(e)}. est un sous-
groupe de G.

Démonstration
Soit x, y ∈ GA.
Alors, µA(x) = µA(e), νA(x) = νA(e) et µA(y) = µA(e), νA(y) = νA(e) .
Ainsi,

µA(xy−1) ≥ µA(x) ∧ µA(y−1)

= µA(x) ∧ µA(y) (par la proposition4.1)

= µA(e) ∧ µA(e) = µA(e),

et

νA(xy−1) ≤ νA(x) ∨ νA(y−1)

= νA(x) ∨ νA(y) (par la proposition4.1)

= νA(e) ∨ νA(e) = νA(e).

D’autre part, par la proposition 4.1,
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µA(xy−1) ≤ µA(e) et νA(xy−1) ≥ νA(e).

Donc, µA(xy−1) = µA(e) et νA(xy−1) = νA(e).
Ainsi,

xy−1 ∈ GA.

Par conséquent, GA est un sous-groupe de G.

Proposition 4.3 Soit A ∈ IFG(G). Si A(xy−1) = A(e) pour tout x, y ∈ G, alors A(x) =
A(y).

Démonstration
Soit x, y ∈ G. Alors,

µA(x) = µA((xy−1)y) ≥ µA(xy−1) ∧ µA(y)

= µA(e) ∧ µA(y) = µA(y) .

D’autre part, puisque µA(x−1) = µA(x) par la proposition 4.1,
on a

µA(xy−1) = µA((yx−1)−1) = µA(yx−1)

par suite,

µA(y) = µA((yx−1)x) ≥ µA(yx−1) ∧ µA(x) = µA(xy−1) ∧ µA(x)

= µA(e) ∧ µA(x) = µA(x) .

Donc,
µA(x) = µA(y).

Par un raisonnement similaire, on a

νA(x) = νA(y).

Proposition 4.4 [10], A ∈ IFG(G) si et seulement si µA(xy−1) ≥ µA(x) ∧ µA(y) et
νA(xy−1) ≤ νA(x) ∨ νA(y) pour tout x, y ∈ G.

Proposition 4.5 Soit A un IFG d’un groupe G, et soit x ∈ G. Alors, A(xy) = A(y)
pour tout y ∈ G si et seulement si A(x) = A(e).

Démonstration
(⇒) : Supposons que A(xy) = A(y) pour tout y ∈ G. Alors, A(x) = A(e) .
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(⇐) : Supposons que A(x) = A(e).
Alors, par la proposition 4.1, µA(y) ≤ µA(x) et νA(y) ≤ νA(x) pour tout y ∈ G.
Puisque A est un IFG de G, alors µA(xy) ≥ µA(x) ∧ µA(y) et νA(xy) ≤ νA(x) ∨ νA(y).
Par conséquent,

µA(xy) ≥ µA(y) et νA(xy) ≤ νA(y) pour tout y ∈ G.

D’autre part, par la proposition 4.1,

µA(y) = µA(x−1xy) ≥ µA(x) ∧ µA(xy),

et

νA(y) = νA(x−1xy) ≤ νA(x) ∨ νA(xy).

Puisque µA(x) ≥ µA(y) et νA(x) ≤ νA(y), pour tout y ∈ G,
alors,

µA(x) ∧ µA(xy) = µA(xy) etnuA(x) ∨ νA(xy) = νA(xy).

Donc,

µA(y) ≥ µA(xy) et νA(y) ≤ νA(xy) pour out y ∈ G.

Ainsi,

µA(xy) = µA(y) et νA(xy) = νA(y) pour tout y ∈ G.

Approche par Points

Afin de définir la notion de sous-groupe flou intuitionistique d’une manière rigoureuse
nous commençons premièrement par la définition des sous structures algébriques.

Semi-groupes Flous Intuitionistiques

Tout d’abord, nous donnons quelques définitions élémentaires que nous utilisons dans
la suite.

Définition 4.2 [18] Si (X, ∗) est un ensemble muni d’une loi de composition interne
∀a, b, c ∈ X, (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c). Alors ∗ est dite associative et (X, ∗) est appelé un
semi-groupe.

Définition 4.3 Un sous-semi-groupe d’un semi-groupe G est un sous-ensemble non vide
I de G tel que I2 ⊆ I.
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Définition 4.4 [46] Un sous-semi-groupe I d’un semi-groupe G est appelé un idéal inté-
rieur de G si GIG ⊆ I.

Définition 4.5 [46] Un sous-semi-groupe I d’un semi-groupe G est appelé bi-idéal de G
si IGI ⊆ I.

Définition 4.6 [46] Un idéal à gauche (à droite) d’un semi-groupe G est un sous-ensemble
non vide I de G tel que GI ⊆ I (IG ⊆ I). Si I est à la fois un idéal à gauche et à droit
d’un semi-groupe G, alors on dit que I est un idéal de G.

Définition 4.7 [46] Soit G un semi-groupe. Alors un idéal I de G est appelé premier si
1. pour les idéaux A,B de G, AB ⊆ I implique que A ⊆ I ou B ⊆ I,
2. semi-premier si pour tout idéal A de G, A2 ⊆ I implique que A ⊆ I.

Définition 4.8 [21] Soit α, β ∈ [0, 1] avec α+β ≤ 1. Un point flou intuitionistique, écrit
sous la forme x(α,β), est défini comme un sous-ensemble flou intuitionnistique de G, donné
par

x(α,β)(y) =

 (α, β) si x = y

(0, 1) sinon

Définition 4.9 [52] Un sous-ensemble flou intuitionnistique non vide A = (µA, νA),
d’un semi-groupe G est appelé un semi-groupe flou intuitionistique de G. Si

1. µA(xy) ≥ min{µA(x), µA(y)}, ∀x, y ∈ G

2. νA(xy) ≤ max{νA(x), νA(y)}, ∀x, y ∈ G.

Définition 4.10 [52] Un sous-semi-groupe flou intuitionistique A = (µA, νA) d’un semi-
groupe G, est appelé un idéal intérieur flou intuitionistique de G. Si

1. µA(xay) ≥ µA(a), ∀x, a, y ∈ G

2. νA(xay) ≤ νA(a), ∀x, a, y ∈ G.

Définition 4.11 [52] Un sous-semi-groupe flou intuitionistique A = (µA, νA) d’un semi-
groupe G est appelé un bi-idéal flou intuitionistique de G si

1. µA(xωy) ≥ min{µA(x), µA(y)}, ∀x, ω, y ∈ G

2. νA(xωy) ≤ max{νA(x), νA(y)}, ∀x, ω, y ∈ G.

Définition 4.12 [52] Un sous-semi-groupe flou intuitionistique A = (µA, νA) d’un semi-
groupe G est appelé un idéal à gauche (à droite) flou intuitionistique de G si

1. µA(xy) ≥ µA(y) (resp. µA(xy) ≥ µA(x)), ∀x, y ∈ G
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2. νA(xy) ≤ νA(y) (resp. νA(xy) ≤ νA(x)), ∀x, y ∈ G.

Définition 4.13 [52] Un sous-semi-groupe flou intuitionistique A = (µA, νA) d’un semi-
groupe G est appelé un idéal flou intuitionistique de G si

1. µA(xy) ≥ max{µA(x), µA(y)}, ∀x, y ∈ G

2. νA(xy) ≤ min{νA(x), νA(y)}, ∀x, y ∈ G.

Définition 4.14 [52] Un idéal flou intuitionistique A = (µA, νA) d’un semi-groupe G est
appelé un idéal semi-premier flou intuitionistique de G si

1. µA(x) ≥ µA(x2), ∀x ∈ G,

2. νA(x) ≤ νA(x2), ∀x ∈ G.

Définition 4.15 [52] Un idéal flou intuitionistique A = (µA, νA) d’un semi-groupe G est
appelé un idéal premier flou intuitionistique de G si

1. µA(xy) = max{µA(x), µA(y)}, ∀x, y ∈ G,

2. νA(xy) = min{νA(x), νA(y)}, ∀x, y ∈ G.

Soit A = (µA, νA), B = (µB, νB) ∈ IF(G), le produit de A et B est un ensemble flou
intuitionistique A ◦B définit par :

A ◦B = {< x, (µA ◦ µB)(x), (νA ◦ νB)(x) >: x ∈ G}

avec (µA ◦ µB)(x) =


sup
x=uv

[min{µA(u), µB(v)} : u, v ∈ G]

0, si pour tout u, v ∈ G , x ̸= uv

et (νA ◦ νB)(x) =

 inf
x=uv

[max{νA(u), νB(v)} : u, v ∈ G]
1, si pour tout u, v ∈ G , x ̸= uv

Il est claire que (A ◦ B) ◦ C = A ◦ (B ◦ C), et on a A ⊆ B, alors A ◦ C ⊆ B ◦ C et
C ◦ A ⊆ C ◦B pour tout A,B,C ∈ IF(G) .
Donc, IF(G) est un semi-groupe avec le produit ◦. Notons par G l’ensemble de tous les
points flous intuitionistiques de G.
Pour tout A = (µA, νA) ∈ IF(G), on note A l’ensemble de tous les points flous intuitio-
nistiques de A avec A = {x(α,β) ∈ G : µA(x) ≥ α et νA(y) ≤ β}.
G est un semi-groupe de IF(G).
En effet, on a x(α,β)y(α′,β′) = (xy)(α∧α′,β∨β′) ∈ G et
x(α,β)(y(α′,β′)z(α′′,β′′)) = (xyz)(α∧α′∧α′′,β∨β′∨β′) = (x(α,β)y(α′,β′))z(α′′,β′′) pour tout x(α,β), y(α′,β′)

et z(α′′,β′′) ∈ G.
Donc, G est un semi-groupe de IF(G).
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Proposition 4.6 Soit A = (µA, νA) et B = (µB, νB) deux sous-ensembles flous intui-
tionistiques de G. Alors,

1. A ∪B = A ∪B.

2. A ∩B = A ∩B.

3. A ◦B ⊇ A ◦B.

Démonstration

1. Soit

x(α,β) ∈ A ∪B

⇔ {x ∈ G : (µA ∪ µB)(x) ≥ α et (νA ∪ νB)(x) ≤ β}

⇔ {x ∈ G : max{µA(x), µB(x)} ≥ α et min{νA(x), νB(x)} ≤ β}

⇔ [x ∈ G : {µA(x) ≥ α ou µB(x) ≥ α} et{νA(x) ≤ β ou νB(x) ≤ β}

⇔ {x ∈ G : µA(x) ≥ α et νA(x) ≤ β} ou

{x ∈ G : µB(x) ≥ α et

νB(x) ≤ β}

⇔ x(α,β) ∈ A ou x(α,β) ∈ B

⇔ x(α, β) ∈ A ∪B.

Par conséquent, A ∪B = A ∪B.

2.

Soit x(α,β) ∈ A ∩B

⇔ {x ∈ G : (µA ∩ µB)(x) ≥ α et (νA ∩ νB)(x) ≤ β}

⇔ {x ∈ G : min{µA(x), µB(x)} ≥ α et max{νA(x), νB(x)} ≤ β}

⇔ [x ∈ G : {µA(x) ≥ α et µB(x) ≥ α} et {νA(x) ≤ β et νB(x) ≤ β}

⇔ {x ∈ G : µA(x) ≥ α et νA(x) ≤ β} et

{x ∈ G : µB(x) ≥ α et νB(x) ≤ β}

⇔ x(α,β) ∈ A et x(α,β) ∈ B

⇔ x(α, β) ∈ A ∩B.

Par conséquent,
A ∩B = A ∩B.
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3. On a

A ◦B = {x(α,β) ◦ y(γ,δ) : x(α,β) ∈ A, y(γ,δ) ∈ B}

= {(xy)(α∧γ,β∨δ) : µA(x) ≥ α et νA(x) ≤ β, µB(y) ≥ γ et νB(y) ≤ δ}

= {(xy)(α∧γ,β∨δ) : µA(x) ≥ α et µB(y) ≥ γ, νB(x) ≤ β et νB(y) ≤ δ}

= {(xy)(α∧γ,β∨δ) : min{µA(x),µB(y)} ≥ α ∧ γ,max{νB(x),νB(y)} ≤ β ∨ δ}

≤ {(xy)(α∧γ,β∨δ) : sup
x, y∈G,µA(x)≥αµB(y)≥γ

[min{µA(x), µB(y)}] ≥ α ∧ γ,

inf
x, y∈GνA(x)≤βνB(y)≤δ

[max{νA(x), νB(y)}] ≤ β ∨ δ}

= {(u)(α∧γ,β∨δ) : (µA ◦ µB)(u) ≥ α ∧ γ, (νA ◦ νB)(u) ≤ β ∨ δ}

= A ◦B.

Par suite,
A ◦B ⊆ A ◦B.

Théorème 4.1 Soit A = (µA, νA) un sous-ensemble flou intuitionistique de G. Alors les
propositions suivantes sont équivalentes.

1.) A = (µA, νA) est un sous-semi-groupe flou intuitionistique de G,
2.) A est un sous-semi-groupe de G.

Démonstration
(1.) ⇒ (2.) Soit A = (µA, νA) un sous-semi-groupe flou intuitionistique de G.
Soit x(α,β) , y(γ,δ) ∈ A.
Alors,

µA(x) ≥ α > 0, µA(y) ≥ γ > 0 et νA(x) ≤ β < 1, νA(y) ≤ δ < 1.

car µA(xy) ≥ min{µA(x), µA(y)} ≥ α ∧ γ, et νA(xy) ≤ max{νA(x), νA(y)} ≤ β ∨ δ.

Par conséquent,
x(α,β) ◦ y(γ,δ) = (xy)(α ∧ γ, β ∨ δ) ∈ A.

Ce qui implique que A2 ⊆ A.
Par conséquent, A est un sous-semi-groupe de G.
(2.) ⇒ (1.) Supposons que A est un sous-semi-groupe de G.
Soit x, y ∈ G. Si µA(x) = µA(y) = 0 et νA(x) = νA(y) = 1,
alors,

min{µA(x), µA(y)} = 0 ≤ µA(xy) etmax{νA(x), νA(y)} = 1 ≥ νA(xy).
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Si µA(x), µA(y) ̸= 0, et νA(x), νA(y) < 1,
alors,

x(µA(x),νA(x)), y(µA(y),νA(y)) ∈ A,

puisque A est un sous-semi-groupe de G,
alors on a

(xy)(µA(x)∧µA(y),νA(x)∨νA(y)) = x(µA(x),νA(x)) ◦ y(µA(y),νA(y)) ∈ A.

Ce qui implique que

µA(xy) ≥ µA(x)∧µA(y) = min{µA(x), µA(y)} et νA(xy) ≤ νA(x)∨νA(y) = max{νA(x), νA(y)}.

Par suite, A = (µA, νA) est un sous-semi-groupe flou intuitionistique de G.

Théorème 4.2 Soit A = (µA, νA) un ensemble flou intuitionistique d’un groupe G. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes

1. A = (µA, νA) est un bi-idéal flou intuitionistique de G

2. A est un bi-idéal de G.

Démonstration
1 ⇒ 2 : Soit A = (µA, νA) un bi-idéal flou intuitionistique de G.
Alors, A = (µA, νA) est un sous-semi-groupe flou intuitionistique de G.
Donc, d’après le théorème 4.1, A est un sous-semi-groupe de G.
Soit x(α,β), z(η,θ) ∈ A et y(γ,δ) ∈ G.
Alors,

µA(x) ≥ α > 0, µA(z) ≥ η > 0 et νA(x) ≤ β < 1, νA(z) ≤ θ < 1.

Puisque µA(xyz) ≥ min{µA(x), µA(z)} ≥ α ∧ γ ∧ η , (car γ > 0),
et νA(xyz) ≤ max{νA(x), νA(z)} ≤ β ∨ δ ∨ θ (car δ < 1).
Par conséquent,

x(α,β) ◦ y(γ,δ) ◦ z(η,θ) = (xyz)(α∧γ∧η,β∨δ∨θ) ∈ A.

Ce qui implique que
A G A ⊆ A.

Par conséquent, A est un bi-idéal de G.
2 ⇒ 1 : Supposons que A est un bi-idéal de G.
Donc, A est un sous-semi-groupe de G.
Alors, d’après le théorème 4.1, A = (µA, νA) est un sous-semi-groupe flou intuitionistique
de G.
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Soit x, y, z ∈ S. Si µA(x) = µA(z) = 0 et νA(x) = νA(z) = 1.
Alors,

min{µA(x), µA(z)} = 0 ≤ µA(xyz) et max{νA(x), νA(z)} = 1 ≥ νA(xyz).

Si µA(x) = µA(z) ̸= 0, et νA(x) = νA(z) < 1,
alors,

x(µA(x),ν(x)) ∈ A, z(µA(z),νA(z)) ∈ A.

Puisque A est un bi-idéal de G, alors on a

(xyz)(µA(x)∧µA(z),νA(x)∨νA(z)) = (xyz)(µA(x)∧µA(x)∧µA(z),νA(x)∨νA(x)∨νA(z))

= x(µA(x),νA(x)) ◦ y(µA(x),νA(x)) ◦ z(µA(z),νA(z)) ∈ A.

Ce qui implique que

µA(xyz) ≥ µA(x)∧µA(z) = min{µA(x), µA(z)} et νA(xyz) ≤ νA(x)∨νA(z) = max{νA(x), νA(z)}.

Par conséquent, A = (µA, νA) est bi-idéal flou intuitionistique de G.

Théorème 4.3 Soit A = (µA, νA) un sous-ensemble flou intuitionistique d’un semi-
groupe G. Alors les assertions suivantes sont équivalentes

1. A = (µA, νA) est un idéal intérieure flou intuitionistique de G,

2. A est un idéal intérieure G.

Démonstration
(1.) ⇒ (2.) : Soit A = (µA, νA) un idéal intérieure flou intuitionistique de G.
Alors, A = (µA, νA) est un sous-semi-groupe flou intuitionistique de G,.
Donc d’après le théorème 4.1, A est sous-semi-groupe de G.
Soit x(α,β), z(η,θ) ∈ G et y(γ,δ) ∈ A,
alors,

µA(y) ≥ γ > 0 et νA(y) ≤ δ < 1,

puisque µA(xyz) ≥ µA(y) ≥ α ∧ γ ∧ η car (α, η > 0) et νA(xyz) ≤ νA(y) ≤ β ∨ δ ∨ θ car
(β, θ < 1).
Par conséquent,

x(α,β) ◦ y(γ,δ) ◦ z(η,θ) = (xyz)(α∧γ∧η,β∨δ∨θ) ∈ A.
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Ce qui implique que G A G ⊆ A.
Par suite, A est un idéal intérieure G
(2.) ⇒ (1.) : Supposons que A est un idéal intérieure G.
Alors, A est un sous-semi-groupe de G.
Donc, d’après le théorème 4.1, A = (µA, νA) est un sous-semi-groupe flou intuitionistique
de G,.
Soit x, y, z ∈ G.
Si µA(y) = 0 et νA(y) = 1,
alors,

µA(y) = 0 ≤ µA(xyz) et νA(y) = 1 ≥ νA(xyz).

Si µA(y) ̸= 0 et νA(y) < 1,
alors,

y(µA(y),νA(y)) ∈ A.

Puisque A est un idéal intérieure G,
alors, on a

(xyz)(µA(y),ν(y)) = (xyz)(µA(y)∧µA(y)∧µA(y),νA(y)∨νA(y)∨νA(y))

= x(µA(y),νA(y)) ◦ y(µA(y),νA(y)) ◦ z(µA(y),νA(y)) ∈ A.

Ce qui implique que
µA(xyz) ≥ µA(y) et νA(xyz) ≤ νA(y).

Par suite, A = (µA, νA) est un idéal intérieure flou intuitionistique de G.

Théorème 4.4 Soit A = (µA, νA) un sous-ensemble flou intuitionistique d’un semi-
groupe G. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A = (µA, νA) est un idéal (à gauche, à droite) flou intuitionistique de G,

2. A est un idéal (à gauche, à droite) G

Démonstration
(1.) ⇒ (2.) : Soit A = (µA, νA) est un idéal à droit intérieure flou intuitionistque de G.
Soit x(α,β) ∈ A et y(γ,δ) ∈ G.
Alors, µA(x) ≥ α > 0 et νA(x) ≤ β < 1.
Puisque µA(xy) ≥ µA(x) ≥ α ∧ γ (car γ > 0) et νA(xy) ≤ νA(x) ≤ β ∨ δ (car δ < 1).
Par conséquent,

x(α,β) ◦ y(γ,δ) = (xy)(α∧γ,β∨δ) ∈ A.
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Ce qui implique que A G ⊆ A.
Donc, A est un idéal à droit de G.
(2.) ⇒ (1.) : Supposons que A est un idéal de G.
Soit x, y ∈ G. Si µA(x) = 0 et νA(x) = 1,
alors,

µA(x) = 0 ≤ µA(xy) et νA(x) = 1 ≥ νA(xy).

Si µA(x) ̸= 0 et νA(x) < 1,
alors,

x(µA(x),νA(x)) ∈ A.

Puisque A est un idéal à droit de G,
alors, on a

(xy)(µA(x)∧µA(x),νA(x)∨νA(x)) = x(µA(x),ν(x)) ◦ y(µA(x),νA(x)) ∈ A.

Ce qui implique que
µA(xy) ≥ µA(x) et νA(xy) ≤ νA(x).

Par conséquent, A = (µA, νA) est un idéal (à droite) flou intuitionistique de G.
De même on peut prouver le théorème pour l’idéal à gauche et l’idéal.

Remarque 4.2 il est claire que tout idéal d’un semi-groupe G est un idéal intérieur de
G. Il est encore claire que tout idéal flou intuitionistique de semi-groupe G est un idéal
intérieur flou intuitionistique de G.

Définition 4.16 [26] On dit qu’un semi-groupe G est régulier si, pour chaque élément a
de G, il existe un élément x ∈ G tel que a = axa. Un semi-groupe G est appelé inter-
régulier si, pour chaque élément x ∈ G, il existe des éléments a, b ∈ G tels que x = ax2b.

Théorème 4.5 Soit A = (µA, νA) un sous-ensemble flou intuitionistique d’un semi-
groupe régulier G. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A = (µA, νA) est un idéal (à gauche, à droite) flou intuitionistique de G,

2. A est un idéal intérieur de G

Démonstration
(1) ⇒ (2) : D’après remarque 4.2 et le théorème 4.3.
(2) ⇒ (1) : Supposons que A est un idéal intérieur de G.
Soit x ∈ G.
Alors, il existe un élément a ∈ G tel que x = xax, (car G est régulier).
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Si µA(x) = 0 et νA(x) = 1,
alors,

µA(x) = 0 ≤ µA(xy) et νA(x) = 1 ≥ νA(xy).

Si µA(x) ̸= 0 et νA(x) < 1,
alors,

x(µA(x),ν(x)) ∈ A et y(µA(x),ν(x)) ∈ G.

Puisque, A est un idéal intérieur de G,
alors, on a

(xy)(µA(x),ν(x)) = (xaxy)(µA(x),ν(x))

= ((xa)xy)(µA(x)∧µA(x)∧µA(x),νA(x)∨νA(x)∨νA(x))

= (xa)(µA(x),νA(x) ◦ y(µA(x),νA(x)) ∈ A.

Ce qui implique que µA(xy) ≥ µA(x) et νA(xy) ≤ νA(x).
Par conséquent, A = (µA, νA) est un idéal à droit flou intuitionistique de G.
La preuve est similaire en cas d’idéal gauche flou intuitionistique et d’idéal flou intuitio-
nistique.

Théorème 4.6 Soit A = (µA, νA) un sous-ensemble flou intuitionistique d’un semi-
groupe inter-régulier G. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A = (µA, νA) est un idéal (à gauche, à droite) flou intuitionistique de G,

2. A est un idéal intérieur de G

Démonstration
(1.) ⇒ (2.) : D’après remarque 4.2 et le théorème 4.3.
(2.) ⇒ (1.) : Supposons que A est un idéal intérieur de G.
Soit x, y ∈ G.
Alors, il existent a ∈ G et b ∈ G tels que x = ax2b, (car G est inter-régulier).
Si µA(x) = 0 et νA(x) = 1,
alors,

µA(x) = 0 ≤ µA(xy) et νA(x) = 1 ≥ νA(xy).

Si µA(x) ̸= 0 et νA(x) < 1,
alors,

x(µA(x),ν(x)) ∈ A et y(µA(x),ν(x)) ∈ G.
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Puisque A est un idéal intérieur de G,
alors, on a

(xy)(µA(x),ν(x)) = (ax2by)(µA(x),ν(x))

= ((ax)x(by))(µA(x)∧µA(x)∧µA(x),νA(x)∨νA(x)∨νA(x))

= (ax)(µA(x),νA(x)) ◦ x(µA(x),νA(x)) ◦ (by)(µA(x),νA(x)) ∈ A.

Ce qui implique que
µA(xy) ≥ µA(x) et νA(xy) ≤ νA(x).

Donc, A = (µA, νA) est un idéal à droite flou intuitionistique de G.
La preuve est similaire en cas d’idéal à gauche flou intuitionistique et d’idéal flou intui-
tionistique.

Théorème 4.7 un semi-groupe G est inter-régulier si et seulement si le semi-groupe G
est inter-régulier.

Démonstration
Soit a(α,β) ∈ G et a ∈ G.
Alors, il existent deux éléments x, y ∈ G tels que a = xa2y, (car G est inter-régulier) .
Donc, x(α,β), y(α,β) ∈ G.
Alors,

x(α,β) ◦ a(α,β) ◦ a(α,β) ◦ y(α,β) = x(α,β) ◦ (a2)(α∧α,β∨β) ◦ y(α,β)

= x(α,β) ◦ (a2)(α,β) ◦ y(α,β)

= (xa2y)(α∧α∧α,β∨β∨β)

= a(α,β).

Par conséquent, G est inter-régulier.
Inversement, soit G inter-régulier et a ∈ G.
Alors, pour tout α, β ∈ [0, 1], il existe x(γ,δ), y(η,θ) ∈ G tel que,

a(α,β) = x(γ,δ) ◦ a(α,β) ◦ a(α,β) ◦ y(η,θ)

= x(γ,δ) ◦ (a2)(α∧α,β∨β) ◦ y(η,θ)

= x(γ,δ) ◦ (a2)(α,β) ◦ y(η,θ)

= (xa2y)(γ∧α∧η,δ∨β∨θ).

Ce qui implique que a = xa2y et x, y ∈ G.
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Par suite G est inter-régulier.

Théorème 4.8 un semi-groupe G est régulier si et seulement si le semi-groupe G est
régulier

Démonstration
Soit a(α,β) ∈ G et a ∈ G.
Alors, il existe un élément x,∈ G tel que a = axa, (car G est régulier) .
Donc, x(α,β) ∈ G.
Alors,

a(α,β) ◦ x(α,β) ◦ a(α,β) = (axa)(α ∧ α ∧ α,β ∨ β ∨ β)

= (axa)(α,β)

= a(α,β).

Par conséquent, G est régulier.
Inversement, soit G régulier et a ∈ G.
Alors, pour tout α, β ∈ [0, 1], il existe un élément x(γ,δ) ∈ G tel que,

a(α,β) = a(α,β) ◦ x(γ,δ) ◦ a(α,β)

= (axa)(α ∧ γ ∧ α,β ∨ δ ∨ β)

= (axa)(γ ∧ α,β ∨ δ).

Cela implique que a = axa et x ∈ G.
Alors, G est régulier.

Théorème 4.9 Soit A = (µA, νA) un sous-ensemble flou intuitionistique de semi-groupe
G. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1.) A = (µA, νA) est un idéal semi-premier flou intuitionistique de G,

2.) A est un idéal semi-premier de G.

Démonstration
(1.) ⇒ (2.) : Soit A = (µA, νA) un idéal semi-premier flou intuitionistique de G.
Alors,

µA(x) ≥ µA(x2) et νA(x) ≤ νA(x2) ∀x ∈ G.

Soit x(α,β) ◦ x(α,β) ∈ A, i.e, (x2)(α,β) ∈ A.
Alors,

µA(x2) ≥ α et νA(x2) ≤ β.
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Puisque A = (µA, νA) est un idéal semi-premier flou intuitionistique de G,
alors,

µA(x) ≥ µA(x2) ≥ α et νA(x) ≤ νA(x2) ≤ β,

Ce qui implique que
x(α,β) ∈ A.

Par conséquent, A est un idéal semi-premier de G.
(2.) ⇒ (1.) : Soit A un idéal semi-premier de G.
Soit µA(x2) = α et νA(x2) = β.
Alors,

(x2)(α,β) ∈ A i.e x(α,β) ◦ x(α,β) ∈ A,

ce qui implique que x(α,β) ∈ A, (car A un idéal semi-premier de G).
Par suite,

µA(x) ≥ α et νA(x) ≤ β,

c’est à dire,
µA(x) ≥ µA(x2) et νA(x) ≤ νA(x2).

Donc, A = (µA, νA) un idéal semi-premier flou intuitionistique de G,

Lemme 4.1 pour un semi-groupe G les assertions suivantes sont équivalentes :

1. G est un inter-régulier semi-groupe

2. tout idéal flou intuitioistique A = (µA, νA) de G est un idéal semi-premier flou
intuitioistique de G

Théorème 4.10 Soit A = (µA, νA) un sous-ensemble flou intuitionistique d’un semi-
groupe inter régulier G. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A = (µA, νA) est un idéal flou intuitionistique de G,

2. A est un idéal semi-premier de G

Démonstration
(1.) ⇒ (2.) : Soit A = (µA, νA) un idéal flou intuitionistique de G,.
Alors, d’après le lemme (4.1), A = (µA, νA) est un idéal semi-premier flou intuitioistique
de G, et on a d’après le théorème (4.9), A un idéal semi-premier de G.
(2.) ⇒ (1.) : Soit A un idéal semi-premier de G.
Alors, d’après le théorème (4.9), A = (µA, νA) est un idéal semi-premier flou intuitionis-
tique de G et donc A = (µA, νA) est un idéal flou intuitioistique de G.
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Théorème 4.11 Soit A = (µA, νA) un sous-ensemble flou intuitionistique d’un semi-
groupe G. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A = (µA, νA) est un idéal premier flou intuitionistique de G,

2. A est un idéal premier de G

Démonstration
(1.) ⇒ (2.) : Soit A = (µA, νA) un idéal premier flou intuitionistique de G,.
Alors,

µA(xy) = max{µA(x), µA(y)} et νA(xy) = min{νA(x), νA(y)}, ∀x, y ∈ G.

Soit x(α,β) ◦ y(α,β) ∈ A, i.e, (xy)(α∧α,β∨β) = (xy)(α,β) ∈ A.
Alors,

µA(xy) ≥ α et νA(xy) ≤ β,

ce qui implique que,

max{µA(x), µA(y)} ≥ α et min{νA(x), νA(y)} ≤ β.

Donc, (µA(x) ≥ α ou µA(y) ≥ α), et (νA(x) ≤ β ou νA(y) ≤ β),
c’est à dire,

(µA(x) ≥ α et νA(x) ≤ β) ou (µA(y) ≥ α et νA(y) ≤ β),

par suite, x(α,β) ∈ A ou y(α,β) ∈ A.
Par conséquent, A est un idéal premier de G.
(2.) ⇒ (1.) : Soit A un idéal premier de G.
Soit µA(xy) = α et νA(xy) = β.
Alors,

x(α,β) ◦ y(α,β) = (xy)(α,β) ∈ A.

Ce qui implique que x(α,β) ∈ A ou y(α,β) ∈ A, car (A est un idéal premier de G).
Alors, (µA(x) ≥ α et νA(x) ≤ β) ou (µA(y) ≥ α et νA(y) ≤ β) ,
Ainsi,

max{µA(x), µA(y)} ≥ µA(xy) et min{νA(x), νA(y)} ≤ νA(xy) (A).

Puisque A est un idéal premier de G,
alors, A est un idéal G.
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Par suite, d’après le théorème (4.4), A = (µA, νA) est un idéal flou intuitionistique de G.
Donc,

µA(xy) ≥ max{µA(x), µA(y)} et νA(xy) ≤ min{νA(x), νA(y)}, ∀x, y ∈ G (B).

Ainsi, de (A) et (B) on a, µA(xy) = max{µA(x), µA(y)} et νA(xy) = min{νA(x), νA(y)},
∀x, y ∈ G.
Par conséquent, A = (µA, νA) est un idéal premier flou intuitionistique de G .

Sous-groupe flou intuitionistique

On note L = {(α, β)/α, β ∈ [0, 1]/α + β ≤ 1}.

Figure 4.1 – Représentation graphique de l’ensemble L

Théorème 4.12 Soit G un groupe et A un sous-ensemble flou intuitionistique de G,
Alors A est un IFG de G, si et seulement si

1. x(α,β) ∈ A, y(λ,γ) ∈ A ⇒ (xy)(α∧λ,β∨γ) ∈ A,

2. x(α,β) ∈ A ⇒ (x−1)(α,β) ∈ A,

Démonstration
⇒, (1. et 2.) Soit α = min{µA(x), µA(y)}, β = max{νA(x)νA(y)}, alors α + β ≤ 1 et

µA(x) ≥ α, µA(y) ≥ α et νA(x) ≤ β, νA(y) ≤ β.

Alors,
x(α,β) ∈ A et y(α,β) ∈ A,
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puisque A un IFG de G, alors (xy)(α,β) ∈ A,
par conséquent,

µA(xy) ≥ α = µA(x) ∧ µA(y) et νA(xy) ≤ β = νA(x) ∨ νA(y).

(3. et 4.). Évident.
⇐
Soit x(α,β) ∈ A, y(λ,γ) ∈ A,
alors, µA(x) ≥ α, µA(y) ≥ λ, et νA(x) ≤ β, νA(y) ≤ γ

par conséquent,

µA(xy) ≥ µA(x) ∧ µA(y) ≥ α ∧ λ et νA(xy) ≤ νA(x) ∨ νA(y) ≤ β ∨ γ,

alors,
(xy)(α∧λ,β∨γ) ∈ A.

Et puisque x(α,β) ∈ A

alors,
µA(x) ≥ µA(x−1) ≥ α et νA(x) ≤ νA(x−1) ≤ β,

par suite,
(x−1)(α,β) ∈ A.

Par conséquent, A est un IFG de G.
Notons qu’on a µA(e) = 1, νA(e) = 0.

Lemme 4.2 Soit A un sous-ensemble flou intuitionistique de E. Pour (α, β) ∈ L, soit

Aα = {x ∈ E, µA(x) ≥ α}, et Aβ = {x ∈ E, νA(x) ≤ β}.

Alors, µA(x) = ∨{α/ x ∈ Aα}, et νA(x) = ∧{β|x ∈ Aβ}.

Théorème 4.13 Soit G un groupe et A un sous-ensemble flou intuitionistique de G.
Alors A est un sous-groupe flou intuitionistique de G si et seulement si Aα et Aβ sont des
sous-groupes de G pour chaque (α, β) ∈ L.

Démonstration
Soit A un IFG de G.
On va démontrer que Aβ est sous-groupe de G.
Soit x, y ∈ Aβ,
alors,

νA(x) ≤ β, et νA(y) ≤ β.
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Donc, on a
νA(xy−1) ≤ νA(x) ∨ νA(y−1) ≤ νA(x) ∨ νA(y) ≤ β,

Par suite,
xy−1 ∈ Aβ.

Par conséquent, Aβ est un sous-groupe de G.
Inversement.
On a

µA(xy) = ∨{α /xy ∈ Aα} ≥ ∨{α /x ∈ Aα et y ∈ Aα}

= ∨{α /µA(x) ≥ α et µA(y) ≥ α}

= ∨{α /µA(x) ∧ µA(y) ≥ α}

= µA(x) ∧ µA(y).

Et

νA(xy) = ∧{β /xy ∈ Aβ} ≤ ∧{β /x ∈ Aβ et y ∈ Aβ}

= ∧{β /νA(x) ≤ β et νA(y) ≤ β}

= ∧{β /νA(x) ∨ νA(y) ≤ β}

= νA(x) ∨ νA(y).

Et
µA(x−1) = ∨{α /x−1 ∈ Aα} = ∨{α /x ∈ Aα} = µA(x)

νA(x−1) = ∧{β /x−1 ∈ Aβ} = ∧{β /x ∈ Aβ} = νA(x)

Par conséquent, A est un IFG de G.

Corollaire 4.1 Soit Aα = {x ∈ E, µA(x) > α}, et Aβ = {x ∈ E, νA(x) < β}. Alors,

1. µA(x) = ∨{α, x ∈ Aα} et νA(x) = ∧{β, x ∈ Aβ}

2. A est un sous-groupe flou intuitionistique de G si et seulement si Aα et Aβ sont
des sous-groupes de G. pour tout (α, β) ∈ L.

Sous-groupe distingué flou intuitionistique

Définition 4.17 Soit A un sous-groupe flou intuitionistique de G. Si x(α,β) ∈ A ⇒
(y−1xy)(α∧λ,β∨γ) ∈ A, ∀y(λ,γ) ∈ G.

Alors, A est appelé un sous-groupe distingué flou intuitionistique de G, noté (NIFG)
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Clairement on a :

Théorème 4.14 Soit A un sous-groupe flou intuitionistique de G. Alors, les conditions
suivantes sont équivalentes

1. A est un NIFG de G

2. µA(y−1xy) ≥ µA(x), νA(y−1xy) ≤ νA(x), pour chaque x, y ∈ G

3. µA(xy) = µA(yx), νA(xy) = νA(yx), pour chaque x, y ∈ G

4. Aα et Aβ sont des sous-groupes distingués de G pour tout (α, β) ∈ L.

5. Aα et Aβ sont des sous-groupes distingués de G pour tout (α, β) ∈ L.

Définition 4.18 Soit A un sous-ensemble flou intuitionistique de G. Soit a ∈ G. Alors,
On définit

aA = {< x, µaA(x), νaA(x) > |x ∈ G},

où
µaA(x) = µA(a−1x)

et
νaA(x) = νA(a−1x)

. aA est appelé la classe à gauche de A sur G.

Définition 4.19 Soit A, B deux sous-ensembles flous intuitionistiques de G. On définit

AB = {< x, µAB(x), νAB(x) > |x ∈ G}

avec
µAB(x) = ∨a∈G(µA(a) ∧ µB(a−1x))

et
νAB(x) = ∧a∈G(νA(a) ∨ νB(a−1x)).

A−1 = {< x, µA(x−1), νA(x−1) > |x ∈ G}.

Proposition 4.7 On a
µAB(x) + νAB(x) ≤ 1, ∀x ∈ G

Démonstration
Supposons qu’il existe x ∈ G tel que µAB(x) + νAB(x) > 1.
Alors, il existe a ∈ G tel que

1 − νAB(x) < µA(a) ∧ µB(a−1x)
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alors, 1 − (µA(a) ∨ νB(a−1x) < µA(a) ∧ µB(a−1x)
Donc,

µA(a) ∧ µB(a−1x) + νA(a) ∨ νB(a−1x) > 1 (4.1)

Puisque µA(a) + νA(a) ≤ 1 et µB(a−1x) + νB(a−1x) ≤ 1.
Alors, µA(a) ∧ µB(a−1x) + νA(a) ∨ νB(a−1x) ≤ 1, contradiction avec (4.1).

Théorème 4.15 Soit A, B deux sous-groupes flous intuitionistiques de G. Si A est un
NIFG de G, alors AB est un IFG de G

Démonstration
Pour tout (α, β) ∈ L,
donc si, µAB(x) > α alors, il existe a ∈ G tel que µA(a) ∧ µB(a−1x) > α,

par suite, a ∈ Aα, et a−1x ∈ Bα.
Ce qui implique que

x = a(a−1x) ∈ AαBα,

donc,
(AB)α ⊆ AαBα,

et il est clair que AαBα ⊆ (AB)α.

Par conséquent,
AαBα = (AB)α.

De même on peut montrer que AβBβ = (AB)β.
Et d’après le corollaire (4.1) on a AB est un IFG de G.

Théorème 4.16 Soit A un NIFG de G. Alors,

1. (aA)(bA) = (ab)A

2. (aA)−1 = a−1A

3. G/A = {aA, a ∈ G} est un groupe.

Démonstration
On va juste démontrer que ν(aA)(bA) = ν(ab)A les autres résultats sont clairs. On a

ν(aA)(bA)(x) = ∧g∈G(νaA(g) ∨ νbA(g−1x))

= ∧g∈G(νA(a−1g) ∨ νA(b−1g−1x))

≤ (νA(a−1a) ∨ νA(b−1a−1x))

≤ (νA(e) ∨ νA((ab)−1x))

= νA((ab)−1x)

= ν(ab)A(x).
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D’autre part on a

νA(a−1g) ∨ νA(b−1g−1x) = νA(a−1g) ∨ νA(g−1xb−1)

≥ νA(a−1xb−1)

= νA(b−1a−1x)

= νA((ab)−1x)

= ν(ab)A(x).

Donc,
ν(aA)(bA)(x) ≥ ∧g∈G(νA(a−1g) ∨ νA(b−1g−1x)) ≥ ν(ab)A(x).

Par conséquent,
ν(aA)(bA)(x) = ν(ab)A(x), ∀x ∈ G.

Remarque 4.3 G/A est appelé groupe quotient flou intuitionistique.

4.2 Anneaux et idéaux flous intuitionistiques

Anneaux flous intuitionistiques

Définition 4.20 [19] Soit R un anneau. Un sous-ensemble flou intuitionistique A = {<
x, µ(x), ν(x) >: x ∈ R} de R est dit sous-anneau flou intuitionnistique de R, (IFR) de R
si ∀x, y ∈ R

1. µ(x− y) ≥ µ(x) ∧ µ(y)

2. ν(x− y) ≤ ν(x) ∨ ν(y)

3. µ(xy) ≥ µ(x) ∧ µ(y)

4. ν(xy) ≤ ν(x) ∨ ν(y).

Proposition 4.8 Si A = {⟨x, µA(x), νA(x)⟩/x ∈ R} est un IFR. Alors
— µA(0) ≥ µA(x) et νA(0) ≤ νA(x) pour tout x ∈ R

— si R est un anneau unitaire alors µA(1) ≤ µA(x) et νA(1) ≥ νA(x) , pour tout
x ∈ R.

Proposition 4.9 Si A = {⟨x, µA(x), νA(x)⟩/x ∈ R} est un IFR.
Alors, µA(x) = µA(−x) et νA(x) = νA(−x) .
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Théorème 4.17 Soit A = {⟨x, µA(x), νA(x)⟩/x ∈ R}, et B = {⟨x, µB(x), νB(x)⟩/x ∈
R} deux IFR. Alors, A ∩B est un IFR.

Théorème 4.18 Soit A = {⟨x, µA(x), νA(x)⟩/x ∈ R} et B = {⟨x, µA(x), νA(x)⟩/x ∈
R} deux IFR. Alors, A ∪B est un IFR si et seulement si A ⊆ B ou B ⊆ A.

Théorème 4.19 Soit A = {⟨x, µA(x), νA(x)⟩/x ∈ R} et B = {⟨x, µB(x), νB(x)⟩/x ∈
R} deux IFR. Alors, AB est un IFR.

Démonstration
Soit x, y ∈ R. Alors,

(νAνB)(x− y) = (νAνB)(x+ (−y))

≤ (νAνB)(x) ∨ (νAνB)(−y)

= (νAνB)(x) ∨ (νAνB)(y) .

Soit x, y ∈ R. Alors,

(νAνB)(xy) = ∧{∨n
i=1 ∨m

j=1 (νA(xiyj) ∨ νB(x′
iy

′
j))/xi, x

′
i, yj, y

′
j ∈ R,

n∑
i=1

m∑
j=1

xix
′
iyjy

′
j = xy, i, j ∈ N}

≤ ∧{∨n
i=1 ∨m

j=1 ((νA(xi) ∨ νA(yj)) ∨ (νB(x′
i) ∨ νB(y′

j)))/xi, x
′
i, yj, y

′
j ∈ R,

n∑
i=1

m∑
j=1

xix
′
iyjy

′
j = xy, i, j ∈ N}

= ∧{∨n
i=1 ∨m

j=1 ((νA(xi) ∨ νB(x′
i)) ∨ (νA(yj) ∨ νB(y′

j)))/xi, x
′
i, yj, y

′
j ∈ R,

n∑
i=1

m∑
j=1

xix
′
iyjy

′
j = xy, i, j ∈ N}

= (∧{ ∨n
i=1(νA(xi) ∨ νB(x′

i))/xi, x
′
i ∈ R, i ∈ N,

n∑
i=1

xix
′
i = x})

∨ (∧{∨m
j=1(νA(yj) ∨}νB(y′

j))/yj, y
′
j ∈ R, j ∈ N,

m∑
j=1

yjy
′
j = y})

= (νAνB)(x) ∨ (νAνB)(y).

Par conséquent, AB est un IFR.

Théorème 4.20 Soit R un anneau et A un sous-ensemble flou intuitionistique de R.
Alors A est un IFR de R, si et seulement si

1. x(α,β) ∈ A, y(λ,γ) ∈ A ⇒ (x− y)(α∧λ,β∨γ) ∈ A,

2. x(α,β) ∈ A, y(λ,γ) ∈ A ⇒ (xy)(α∧λ,β∨γ) ∈ A.
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Démonstration
⇒) On a pour 1. et 2. d’après le théorème 4.12.
Pour 3. et 4.. Soit α = min{µA(x), µA(y)}, β = max{νA(x), νA(y)}, alors α + β ≤ 1 et

µA(x) ≥ α, µA(y) ≥ α et νA(x) ≤ β, νA(y) ≤ β.

Alors, x(α,β) ∈ A et y(α,β) ∈ A,
puisque A un IFR de R, alors (xy)(α,β) ∈ A.
Par conséquent, µA(xy) ≥ α = µA(x) ∧ µA(y) et νA(xy) ≤ β = νA(x) ∨ νA(y).
⇐
Soit x(α,β) ∈ A, y(λ,γ) ∈ A,
alors, µA(x) ≥ α, µA(y) ≥ λ, et νA(x) ≤ β, νA(y) ≤ γ

par conséquent, µA(x− y) ≥ µA(x) ∧µA(y) ≥ α∧λ et νA(x− y) ≤ νA(x) ∨ νA(y) ≤ β ∨ γ,
Et µA(xy) ≥ µA(x) ∧ µA(y) ≥ α ∧ λ et νA(xy) ≤ νA(x) ∨ νA(y) ≤ β ∨ γ, alors,

(x− y)(α∧λ,β∨γ) ∈ A.

Et
(xy)(α∧λ,β∨γ) ∈ A,

Par conséquent, A est un IFR de R.

Idéal flou Intuitionistique

Définition 4.21 [20] Soit A = {⟨x, µA(x), νA(x)⟩/x ∈ R} un IFR de R. Alors, A est
dit idéal flou Intuitionistique de R (IFI) si,

1. µA(x− y) ≥ µA(x) ∧ µA(y)

2. µA(xy) ≥ µA(x) ∨ µA(y)

3. νA(x− y) ≤ νA(x) ∨ νA(y)

4. νA(xy) ≤ νA(x) ∧ νA(y) , pour tout x, y ∈ R.

Théorème 4.21 [8] A =< µ, ν > est un idéal flou intuitionistique de R si et seulement
si :

1. ∀x(α,β), y(α′,β′) ∈< µA, νA >, x(α,β) − y(α′,β′) ∈< µ, ν >

2. ∀x(α,β) ∈ R, ∀y(α′,β′) ∈< µ, ν >, x(α,β)y(α′,β′) ∈< µ, ν >.

Démonstration
⇒) Supposons que < µ, ν > idéal flou intuitionistique,
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alors, on a pour tout x(α,β), y(α′,β′) ∈< µ, ν >.

µ(x− y) ≥ µ(x) ∧ µ(y)

≥ α ∧ α′,

et

ν(x− y) ≤ ν(x) ∨ ν(y)

≤ β ∨ β′.

Alors,
x(α,β) − y(α′,β′) = (x− y)(α∧α′,β∨β′) ∈< µ, ν > .

Et on a x(α,β) ∈ R, et y(α′,β′) ∈< µ, ν >

µ(x.y) ≥ µ(x) ∨ µ(y)

≥ µ(y)

≥ α′

≥ α ∧ α′,

et

ν(x.y) ≤ ν(x) ∧ ν(y)

≤ ν(y)

≤ α′

≤ α ∨ α′,

par suite,
(x.y)(α∧α′,β∨β′) = x(α,β)y(α′,β′) ∈< µ, ν > .

⇐) Soit x, y ∈ R.
On a x(µ(x)∧µ(y),ν(x)∨ν(y)) ∈< µ, ν > et y(µ(x)∧µ(y),ν(x)∨ν(y)) ∈< µ, ν >,
donc,

x(µ(x)∧µ(y),ν(x)∨ν(y)) − y(µ(x)∧µ(y),ν(x)∨ν(y)) ∈< µ, ν > .

Alors,
µ(x− y) ≥ µ(x) ∧ µ(y), et ν(x− y) ≤ ν(x) ∨ ν(y).

Montrons Maintenant que µ(x.y) ≥ µ(x) ∨ µ(y) et ν(xy) ≤ ν(x) ∧ ν(y).
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Soit x, y ∈ R, supposons que µ(y) ≥ µ(x) et ν(x) ≤ ν(y),
alors, pour α = α′ = µ(x) ∨ µ(y), et β = β′ = ν(x) ∧ ν(y).
On a

y(α∨α′,β∧β′) ∈< µ, ν >,

puisque x(α∨α′,β∧β′) ∈ R.

Ce qui implique que
x(α∨α′,β∧β′).y(α∨α′,β∧β′) ∈< µ, ν > .

Par conséquent
µ(x.y) ≥ µ(x) ∨ µ(y) et ν(xy) ≤ ν(x) ∧ ν(y).

De même, si µ(x) ≥ µ(y) et ν(x) ≤ ν(y).
Le résultat suivant nous permet de caractériser l’idéal premier flou intuitionistique en
utilisant la fonction d’appartenance.
Rappelons tout d’abord la définition d’un idéal premier flou intuitionistique doneé par K.
Hur et al [20].

Définition 4.22 Un idéal flou intuitionnistique P dun anneau R, est dit premier flou
intuitionnistique. Si pour tout idéaux flous intuitionnistiques A et B tels que AB ⊂ P

implique que A ⊆ P ou B ⊆ P .

Théorème 4.22 [8] Soit A =< µ, ν > un sous-ensemble flou intuitionistique est dite un
idéal premier flou intuitionistique si et seulement si :

1. µ(x− y) ≥ µ(x) ∧ µ(y)

2. ν(x− y) ≤ ν(x) ∨ ν(y)

3. µ(x.y) = µ(x) ∨ µ(y)

4. ν(x.y) = ν(x) ∧ ν(y).

Démonstration
Soit < µ, ν > un idéal premier flou intuitionistique .
Supposons que µ(xy) > µ(x) ∨ µ(y) et µ(x) ≥ µ(y, )
et supposons que ν(xy) < ν(x) ∧ ν(y) et ν(x) ≤ ν(y),
alors,

µ(xy) > µ(x) ≥ µ(y),

et ν(xy) < ν(x) ≤ ν(y).
Ce qui implique que

x(µ(xy),ν(xy)) /∈< µ, ν > et y(µ(xy),ν(xy)) /∈< µ, ν > .
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D’après [25] on a
x(µ(xy),ν(xy))y(µ(xy),ν(xy)) /∈< µ, ν >

ce qui est absurde, alors

µ(xy) = µ(x) ∨ µ(y) et ν(x.y) = ν(x) ∧ ν(y).

Inversement. Soit x(α,β), y(α′,β′) deux points flous intuitionistiques de R, tels que
x(α,β)y(α′,β′) ∈< µ, ν > .
Supposons que x(α,β) /∈< µ, ν > et y(α′,β′) /∈< µ, ν >

pour α = α′ = µ(xy) et β = β′ = ν(xy),
on a µ(x) < µ(xy) et µ(y) < µ(xy) et ν(x) > ν(xy) et ν(y) > ν(xy).
Ce qui implique que

x(µ(xy),ν(xy)) /∈< µ, ν >, et y(µ(xy),ν(xy)) /∈< µ, ν > .

Contradiction avec le fait que < µ, ν > est un idéal premier flou intuitionistique.



Conclusion et perspectives

Après l’introduction de la théorie des ensembles flous, l’objectif des chercheurs était
de détendre tous les résultats des mathématiques classique sur les sous ensemble flous,
ce qui ne pourrait pas être toujours le cas suite aux difficultés dues à l’utilisation des
fonctions d’appartenances ou α-coupes. En fait le but de notre travail de recherche vise
la proposition d’une nouvelle méthode qui construit les groupes et les anneaux flous in-
tuitionistiques à l’aide du concept du points flous intuitionistiques.
Cette construction permettra le développement de certains axes importants tels que :

1. La notion du corps et espace vectoriel flous intuitionistiques.

2. La notion de modules et algèbres flous intuitionistiques.

3. L’étude des systèmes d’équations à paramètres flous intuitionistiques.

4. Lancer des travaux sur l’arithmétique sur l’ensemble des points flous intuitonis-
tiques.
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