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“All epidemiology, conceived as it is with the va-
riation of disease from time to time and from
place to place, must be considered mathemati-
cally, however many variables are implicated, if
it is to be considered scientifically at all’.(Sir Ro-
nald Ross !, [Ross 1911])

Avant-propos

C’est avec un grand intérét que j’ai fait connaissance, il y a quelques années,
d’une classe importante des modéles mathématiques qui avaient suscité beaucoup
d’intérét dans le milieu des épidémiologistes et des biomathématiciens. Il s’agit des
modeéles de type SIR, qui sont plus appropriés pour analyser, controler et prédire
la dynamique des maladies infectueuses complexes au sein d’une population. Leur
principale caractéristique est la suivante :

Une population fermée est subdivisée en trois classes d’individus : les
susceptibles, les infectés et les éliminés. Chaque infecté reste infectieux
pendant une période de temps aléatoire durant laquelle il transmet ’in-
fection aux susceptibles qui dans ce cas deviennent infectés et infectants.
Une fois que la période d’infection est terminée, celui-ci est éliminé de
maniére permanente du processus d’infection par immunisation ou par
décés par exemple.

Le seuil de I’épidémie est 1’'un des concepts les plus importants dans ’étude des
modéles de ce type. Bien que ce concept soit théorique, il nous permet d’étudier le
comportement qualitatif d’'une épidémie et de la controler d’une maniére efficace.
Ce seuil est décrit par le taux de reproduction de base Ry = g ou (3 est le taux

d’infection et p celui d’élimination.

Le domaine d’investigation de cette dissertation est l'inférence Bayésienne de
ces trois principaux parameétres précités, en utilisant la technique de Monte-Carlo
par les chaines de Markov MCMC.

Ce travail est rédigé sous forme d’une monographie :
On commence par une introduction générale qui place le travail dans son
contexte historique et scientifique. De plus, notre travail comporte quatres autres
chapitres et trois Annexes A, B et C réservées aux démonstrations les plus difficiles.

Dans le chapitre 2, nous présentons des résultats préliminaires, outils et
quelques définitions utilisées dans ce mémoire de thése. Dans le chapitre 3, nous

1. Ronald Ross (13 mai 1857 a Almora, Inde - le 16 septembre 1932 4 Londres) était un mé-
decin bactériologiste et entomologiste britannique de ’Armée des Indes britanniques qui parvint &
montrer, le 20 aott 1897, que la transmission du paludisme des oiseaux se fait par un moustique.
En 1902, il a regu le prix Nobel de physiologie ou médecine pour ses travaux sur la modélisation
mathématique du paludisme.



nous intéressons a l'estimation Bayésienne des taux d’infection S et d’élimination
u, dans le cas ou ils sont supposés indépendants, on explore leurs distributions
a posteriori ainsi que celle des données manquantes, en utilisant la discrétisation
de Milstein. Le chapitre suivant traite l'inférence Bayésienne dans le cas ou les
deux parameétres sont supposés dépendants de loi conjointe distibuée selon la loi
gamma bivariée de Kibble introduite par Kibble [Kibble 1941]. Dans le chapitre
5, une inférence Bayésienne du taux de reproduction de base Ry est considérée, la
méthode MCMC est adoptée pour explorer sa distribution a posteriori et celle des
données latentes.

Finalement, la thése est achevée par une conclusion générale suivie d’une liste

de bibliographie.
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1.1 Généralités

L’époque moderne a connu des déplacements de dizaines de millions d’indivi-
dus sur des espaces régionaux et continentaux. Lors de ces déplacements, les étres
humains ont souvent amené avec eux, volontairement ou involontairement, des ani-
maux, des plantes, des virus, des bactéries et des germes qui se sont révélés néfastes
aux terres d’accueil, et y ont apporté de nouvelles maladies infectieuses et épidémies.
Ainsi, les épidémies au fil du temps sont devenues une des causes fondamentales de
miséres, de mort et de pauvreté.

Malgré le progrés des sciences durant le XXéme siécle, notamment le dévelop-
pement important des traitements et des vaccins efficaces contre les maladies infec-
tieuses et transmissibles, on constate que les épidémies sont loin d’étre controlées
entiérement.

Vu ce contexte, les intéréssés ont recours a la modélisation mathématique de ces
fléaux afin de les analyser et de les controler. La modélisation mathématique de la
dynamique des maladies infectieuses s’inscrit dans le cadre de renforcer la coopé-
ration interdisciplinaire entre les biomathématiciens et les épidémiologistes en vue
d’accroitre la capacité de prédiction. C’est ainsi "qu’on a besoin de développer des
modéles qui peuvent nous aider & évaluer les conséquences d’une stratégie'". Ainsi,
la modélisation mathématique joue un roéle crucial dans le choix des programmes de
vaccination.

La modélisation mathématique des épidémies a une longue histoire, elle débuta
avec les travaux attribués a Daniel Bernoulli? qui présenta en 1760 un modéle, dont

1. Extrait traduit de 'ouvrage de Bailey [Bailey 1975].
2. Daniel Bernoulli est médecin, physicien et mathématicien suisse 1700-1782, neveu de Jacob
Bernoulli, qui fut le premier & découvrir la théorie des probabilités.
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le principal objectif était de savoir si la variolisation (I'inoculation du pus d’une per-
sonne atteinte de variole) était plus avantageuse ou plus risquée pour les personnes
ayant contracté cette maladie. Ses hypothéses étaient simplistes : équiprobabilité
d’étre infecté par la petite vérole, pour toute personne ne ’ayant jamais eue, sans
distinction ni d’age ni de sexe. Il considéra également que le risque de mortalité di &
une cause autre que la petite vérole était égal au risque de mortalité di & la maladie.

En dépit des faibles moyens de calcul disponibles a cette époque, Bernoulli dé-
montra que la variolisation permettait d’augmenter ’espérance de vie des individus
exposés au risque de maladie. Il détermina la population la plus sensible, expo-
sée & cette maladie, et estima explicitement le taux de mortalité induit par celle-
ci. Des détails supplémentaires sur ce modéle peuvent étre trouvés dans Bernoulli
[Bernoulli 1760]|, Zeeman |Zeeman 1993|, Dietz et Heesterbeek [Dietz 2000] et Saba-
tier et al. [Sabatier 2005].

Cent cinquantes années aprés, Hamer [Hamer 1906] proposa un modéle dans le-
quel le nombre de nouveaux cas dépendait explicitement du nombre de cas existants
et du nombre de susceptibles dans la population, il appliqua ce qu’on appelle la loi
d’action de masse. La loi d’action de masse est une loi qui permet, en chimie, de ca-
ractériser la cinétique d’une réaction. Son principe est que la vitesse d’une réaction
est proportionnelle aux concentrations de chacune des substances réactantes.

Au début du vingtiéme siécle, Sir Ronald Ross, aprés sa découverte du vecteur
d’infection de la malaria qu’est le plasmodium, le parasite lui ayant été découvert par
Laveran en 1897, et de I'influence des conditions climatiques et géographiques dans
I’expansion de cette maladie infectieuse, proposa un modéle mathématique pour
cette infection, dont le but était de démontrer que la réduction de la population
anophélienne était un moyen de prévenir le paludisme (malaria). En 1911, Ross,
dans son ouvrage " The Prevention of Malaria" [Ross 1911] (voir aussi [Bacder 2011])
affirme que I’éradication du paludisme est possible dans une zone, & condition de
faire baisser la densité des moustiques dans ladite zone. Il subdivise la population
totale en deux compartiments; les individus sains, mais sensibles ou susceptibles,
c’est-a-~dire pouvant étre contaminées par la maladie et les individus ayant la malaria
et pouvant ainsi la transmettre. Une fois contaminés, les hotes sensibles deviennent
immédiatement contaminants, et capables de transmettre la maladie et, une fois
guéris, ils redeviennent sensibles et donc peuvent & nouveau contracter la malaria,
I’hypothése d'immunité n’étant pas prise en compte.

Malgré 'importance de la modélisation mathématique des épidémies, elle a été
regue avec réserve par les épidémiologistes et les responsables de la santé publique.
Une des raisons a cela réside dans la, complexité des modéles proposés et dans le fait
qu’ils sont difficiles & comprendre par les non-mathématiciens. D’ol les nécessités
tant théorique que pratique des modéles simples, pratiques et limpides, et 1’épidé-
miologie mathématique fit progressivement développée. Les contributions les plus
importantes sont présentées dans 1'ouvrage de Bailey [Bailey 1975], dans lequel, il
fit état d’une classe importante de modéles épidémiques simples qui vont connaitre
un succes retentissant dans I’histoire de traitement mathématique des épidémies. I1
s’agit des modeéles épidémiques généraux de type SIR. (Susceptible— Infecté— Eli-
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miné3) (voir, FIGURE 1.1) ; leurs principales caractéristiques sont les suivantes : une
population fermée est subdivisée en trois classes, la classe des susceptibles notée S
(individus exposés mais sains), la classe des infectés notée I (individus infectés et in-
fectieux) et la classe des éliminés notée R (infectés qui quittent 1’état d’infection par
immunisation, décés ou mis en quarantaine). Chaque individu reste infectieux pen-
dant une période de temps appelée "période d’infection", une fois cette période
est terminée, I'individu est éliminé du processus d’infection d’une facon permanente.

F1GURE 1.1 — Schéma du modele de type SIR.

1.2 Formulation mathématique du modéle épidémique
SIR

Deux types de formulations mathématiques pour les modeéles de type SIR sont
présentés dans la littérature, la formulation déterministe et la formulation stochas-
tique. Dans ce travail, nous considérons que la seconde. Avant d’aller un peu loin,
il est utile de présenter le modéle déterministe de base de Kermack-McKendrick
[Kermack 1927].

1.2.1 Modéle déterministe de type SIR

Le modéle déterministe de type SIR le plus classique est celui décrit, pour la
premiére fois, par Kermack-McKendrick. Le modeéle suppose que la population est
constante, que la période d’incubation de ’agent infectieux est instantanée, et que
la durée de l'infectiosité est la méme que la durée de la maladie. Le modéle suppose
aussi que la population est entiérement homogéne, sans structure d’age, spatiale ou
sociale.

Ce type de modélisation est adapté aux périodes d’intervalles tellement courtes.
La mortalité naturelle et I’émigration sont équilibrées par la naissance et I'immigra-
tion ; pendant Uintervalle de temps [t,t + dt[, le nombre S de susceptible décroit de
BS1, le nombre d’infectés I croit de ST et décroit de ul et le nombre des élimlinés
R croit de I ou S (resp. ) représente le taux d’infection (resp. le taux d’élimina-
tion). Donc, le modéle est gouverné par le systéme de trois équations différentielles
non linéaires ordinaires suivantes :

3. La traduction anglaise du mot éliminé est "Removed", d’ou la notation R de la classe des
éliminés.
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43 — —BSI
adl — BST — puI (1.1)
% =pul.

C’est le premier modéle dans lequel apparaissent explicitement ces différents
taux. Le paramétre clé gouvernant I’évolution du systéme est le taux de reproduc-
tion de base Ry = 5, qui est un paramétre seuil en épidémiologie. Kermack et
McKendrick ont appliqué leur modéle aux données d’une épidémie de peste bubo-

nique survenue & Bombay du 17 Décembre 1905 au 21 Juillet 1906.

1.2.2 Modéle stochastique de type SIR

La version stochastique du modeéle déterministe décrit par (1.1) fit proposé pour
la premiére fois par Bartlett [Bartlett 1949], il considéra une population fermée de
n+ a individus, mélangée de facon homogene. A chaque instant ¢ > 0, tout individu
de la population est susceptible, infecté ou éliminé, avec la taille de chaque catégorie
est désignée par S(t), I(t) et R(t), respectivement, de telle sorte que S(t) + I(t) +
R(t) =n+a. A Dinstant ¢ = 0 la population contient seulement des susceptibles et
des infectés tels que S(0) =n, I(0) = a et R(0) = 0. L’épidémie se termine dés qu’il
n’y a plus d’infectieux dans la population. Pour plus d’informations, nous renvoyons
le lecteur a l'ouvrage de Bailey [Bailey 1975, chapitre 11| ou a Clancy et O’Neill
[Clancy 2008] et les références la-dedans.

En se basant sur les arguments et les hypothéses précitées, le processus épi-
démique est complétement déterminé par {(S (t), 1 (¢));t > 0} qu’on suppose qu’il
soit une chaine de Markov & temps continu d’espace d’états discret

Ce processus épidémique continue jusqu’a l'instant 7, , = {t > 0,1(t) = 0}, puis
s'éteint. Pour (i,7) € S, désignons par P; j)(t) = P{S(t) = i,1(t) = j} la probabilité
pour que i susceptibles et j infectés soient présents, a l'instant ¢ > 0, dans la
population. Etant donné 1'état (i, ), & I'instant ¢ > 0, deux changements possibles
de ’état peuvent se produire pendant 'intervalle de temps [¢, t + 0t[, I'infection d’un
susceptible avec la probabilité gijét + o(dt) et I'élimination d’un infecté avec la
probabilité pjot + o(dt). En terme des probabilités de transitions infinitésimales,
ceci se traduit par :

P(S(t+3t),I(t+5t)) = (i — 1,5 + 1)|(S®), I(t)) = (i, 5)] = Zijot
+o(dt) (1.2)
PS4 6t), I(t +0t)) = (6,5 = DI(S(#), I(t)) = (i, 5)] = pjot + o(6t).

Toutes autres transitions ont un lien avec la probabilité o(dt). 8 et u sont dorénavant
appelés respectivement, le taux d’infection et le taux d’élimination.
En utilisant la propriété Markovienne du processus épidémique et le fait que la
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probabilité pour que deux événements aient lieu dans un laps de temps [¢, t+0t[ assez
petit est négligeable par rapport a ot, Bartlett [Bartlett 1949] et Bailey [Bailey 1950]
établirent que les probabilités P, j)(t) pour tout (i,j) € S vérifient les égalités
suivantes :

Piyt+dt) = [ﬁ(i + 17)1(3- 1)

3t -+0(00)] Psnon) (1)
(G + 13t +0(61)] P (0 (1.3

N [1 _ <5% n uj> 5t + 0(575)] Py (t),

avec

Pij) (t) = 0si(i,5) € S et Ppq) (0) = 1.

Ainsi, ces probabilités obéissent aux équations de Kolmogorov progressive (EKP),
ces équations découlent d’une interprétation rigoureuse des probabilités de transi-
tions infinitésimales en (1.2) et (1.3) et se déduisent comme suit :

En supposant qu’'un seul événement a eu lieu dans un intervalle de temps [¢,t + dt]
assez petit, alors (1.3) entraine 1’équation suivante :

Pi7'(t+5t)—Pi7‘(t) B+1)(j—1 o(dt
&) 5 Lk ~ AlE D )P(z‘+1,j—1) (t) + —(& )P(i-l-l,j—l) (t)

n
. o(dt
+u(j + 1) P jr1y () + %P(i,jﬂ) (1)

Bij . o(dt)
- (7 + /U) Py () + Tp(i,j) (t),

alors, quand &t — 0 on obtient les EKP’s :

: 1) (-1
Py () = T ,1(] )P(z‘+1,j—1> () + 1 (G +1) P jan) ()
- <ﬁ% + ,uj> P (), (1.4)

avec la condition initiale P, 4)(0) = 1.

1.3 Contribution

Récemment, les mathématiciens, les épidémiologistes, les immunologistes ont
commencé a collaborer pour créer des modeles susceptibles de prédire 1'évolution
d’une maladie. Les modeéles des maladies infectieuses ont d’abord été utilisés pour
comprendre la dynamique temporelle et spatiale? d’une épidémie, puis pour envi-
sager une stratégie thérapeutique ou de lutte contre la maladie. Ces modéles des

4. Les modéles épidémiques spatiales de type SIR, connaissent a I’heure actuelle une grande
popularité et étudiés par assez bien de chercheurs en épidémiologie, voir en 'occurrence Zakary et
al. [Zakary 2016].
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maladies infectieuses sont de plus en plus utilisés pour prévoir un éventail de pos-
sibilités futures, afin d’aider et soutenir le développement des connaissances et le
processus décisionnel au niveau scientifique, médical et sanitaire. Pour parvenir &
ces objectifs, d’'une part on a eu recours & de nouvelles approches inférentielles
pour valider les modéles qui révélent la dynamique de ces épidémies, d’autre part,
prédir leurs évolution et méme pronostiquer les conséquences des programmes de
vaccinations. L’étape d’estimation des paramétres est cruciale a justifier puisque les
résultats en dépendent de fagon évidente.

Pour les modéles de type SIR, il y a trois types de paramétres d’intérét, le taux
d’infection 3, le taux d’élimination p et le taux de reproduction de base Ry = 5,
qui s’'interpréte comme étant le nombre moyen d’individus & qui un individu in-
fecté transmet la maladie, durant toute sa période d’infection. Ce dernier paramétre
est trés important dans I’étude de la propagation des épidémies, étant donné qu’il
permet de quantifier la virulence d’une maladie infectieuse et donc, de prévoir 1’évo-
lution de I’épidémie dans le temps. De plus, en pratique, on s’intéresse souvent & la
valeur de Ry pour juger 'efficacité de certaines mesures visant & ralentir la propa-
gation d’une épidémie quantitativement, comme la vaccination. En effet, on cherche
a savoir de quelle facon la valeur de Ry a été modifiée suite & ces mesures. Enfin,
mentionnons (e.g. El Maroufy et Ziad [Maroufy 2010] et Daley et Gani [Daley 1994]
et leurs références a ce sujet) qu'une épidémie est sévére si est seulement si le tauz
de reproduction de base est au dessus de son seuil Ry = 1. Grace & son succés qui
provient de sa formulation simple Ry = g et du fait qu’il est maintenant considéré,
de facon unanime, comme une grandeur clé en épidémiologie, son estimation et
celles des deux paramétres qui I'explicitent a fait 1’objet d’un certains nombres d’es-
sais dans la littérature. Les premiéres tentatives ont été avec les travaux de Becker
[Becker 1989] et Anderson et May [Andersson 1991], en se basant sur la fonction de
vraisemblance explicitée & partir des processus de comptage; en observant complé-
tement le processus (.5, ), l'estimateur de maximum de vraisemblance (EMV) de
0 = (B, i) a été obtenu et vérifie les propriétés de consistence et de normalité asymp-
totique. Andersen et al. [Andersen 1993] ont investit les martingales construites a
partir des processus de comptage®, ils ont montré que si le processus épidémique
est observé au moment de son arrét, l'estimateur de 6 = (3, u) et celui de Ry = g
sont consistents lorsque la taille de la population initiale est assez large. Ces ap-
proches d’estimations n’ont pas attiré assez d’attention ultérieurement ; une raison
a cela réside dans le fait que les processus épidémiques sont rarement observés en
détail au moment de leur extinction. Récemment, Oh [Oh 2013], en supposant que
le processus épidémique n’est observé qu’a des points discrets, exprima la fonction
de vraisemblance en fonction des probabilités de transition vérifiant les EKP’s (1.4) ;
mais une forme explicite simple applicable de ces probabilités de transition n’est pas
encore disponible (voir, El Maroufy et al. [Maroufy 2012]). Globalement, il existe
une vaste littérature sur l'inférence paramétrique classique concernant les modeéles

5. Une théorie sur les martingales appliquée aux modéles épidémiques de type SIR est résumée
dans I'ouvrage d’Andersson et Britton [Andersson 2000].
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épidémiques de type SIR. Ce n’est pas notre objectif ici de faire un sondage sur ce su-
jet, plus les références susmentionnées, le lecteur intéressé est également référé a des
publications récentes et a ses références (Cauchemez et Ferguson [Cauchemez 2008] ;
Cintron-Arias et al. [Cintron-Arias 2009] ; Corani et Gatto [Corani 2007]; De Mees-
ter et al. [Meester 2002| ; Ross et al. [Ross 2006], [Ross 2009] ; Zu Dohna et Pineda-
Krch [zu Dohna 2010]; Yip et Chen [Yip 1998] et Britton [Britton 1998]).

Cependant, il y avait peu de travaux de recherche sur I'approche Bayésienne pour
I’estimation paramétrique des modéles épidémiques. Cette approche a été exploré au
cours des années quatre vingt dix. A partir de cette période, les moyens de calcul ra-
pides combinés avec les méthodes de simulation de Monte Carlo par chaines de Mar-
kov (MCMC), ont fortement contribué a 'utilisation de ladite approche de fagon
correcte, rigoreuse et puissante. Comme dans de nombreux domaines d’applications
statistiques, les modéles épidémiques ont considérablement profité des algorithmes
MCMC. En particulier, Becker et Britton [Becker 1999], Becker [Becker 1989]; Choi
et Rempala [Choi 2012]; Gibson et Renshaw [Gibson 1998]|; Lekone et Roberts
[Lekone 2004]; Roberts et Stramer [Roberts 2001] ont établit les premiers résul-
tats d’inférence pour les modéles SIR, basés sur les algorithmes MCMC. Aussi, Les
travaux qui se concentrent d’avantage sur 'inférence Bayésienne pour les modéles
épidémiques de type SIR sont notamment, ceux de Clancy et O’'Neill [Clancy 2008] ;
Demiris et O'Neill [Demiris 2005a]; Demiris et O’Neill [Demiris 2005b]; Demiris
et O'Neill [Demiris 2006] ; Streftaris et Gibson [Streftaris 2004 ; Neal et Wilkinson
[Neal 2005]; O’Neill et Roberts [O’Neill 1999]; Hayakawa et al. [Hayakawa 2003] et
O’Neill [O’Neill 2002]). Plus précisément, les auteurs dérivent des lois a posteriori
pour les paramétres [ et u et implémentent des algorithmes plus robustes et parfaits
pour la simulation de ces lois. Fearnhead et Meligkotsidou [Fearnhead 2004| propo-
sérent une approche un peu différente basée sur ’algorithme progressive-retrograde
qui peut permettre d’estimer les paramétres § et u. Mais ces travaux restent loin
d’étre appliqués aux données réelles, du fait que les observations en épidémiolo-
gie sont généralement recueillies en faible fréquences. C’est pour cette raison que
nous devons avoir recours a une méthode Bayésienne alternative plus adaptée et
réellement applicable, tel est I’objectif de cette these.

Dans cette thése, ’approche Bayésienne utilisée est différente de celle utilisée
dans les références précédemment citées. Ici, on traite ce probléme d’estimation en
s’inspirant des travaux d’Eraker [Eraker 2001] et Kim et al. [Kim 1998] sur la vola-
tilité stochastique des modéles en finance, en approximant le processus épidémique
en espace d’états discret par un processus de diffusion. Cela revient a augmenter les
données de faibles fréquences par l'introduction de données latentes entre chaque
pair d’observations, simulées en utilisant 'approximation des équations différen-
tielles stochastiques qui gouvernent le processus aléatoire par le schéma d’Euler ou
bien de Milstein.

L’introduction des données intermédiaires entre chaque paire d’observations im-
plique l'estimation des valeurs manquantes, en plus des parameétres du modéle, ou
les données manquantes et les parameétres sont traités comme des variables aléa-
toires. Cette tache est effectuée par 'inférence dans un cadre Bayésien & I'aide des
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méthodes MCMC qui mettent & jour en alternance les données manquantes et les
parameétres.

En effet, le résultat d’une modélisation Bayésienne est une loi a posteriori
conjointe de l’ensemble des paramétres. Cette loi est le fruit de la combinaison
de la connaissance a priori disponible sur les parameétres (connaissance modélisée
via une loi dite loi a priori) avec la nouvelle information apportée par les données
issues d’une expérimentation. L’étude de la loi a posteriori permet de caractériser
I'information actuelle que ’on a sur les paramétres. Ce processus de mise & jour de
I'information est la base des approches Bayésiennes considérées ici.

Cette thése a trois principaux objectifs; en premier lieu, nous utilisons une den-
sité hyperbolique comme approximation de la loi conditionnelle du processus en vue
d’estimer les paramétres supposés des variables aléatoires indépendantes. Ensuite,
nous traitons le méme probléme mais dans le cas ou 8 et p ont des lois a priori dé-
pendantes. Finalement, le troisiéme objectif de ce travail est ’estimation classique
et Bayésienne du taux de reproduction de base Ry = g

Conformément & ces trois objectifs, les principaux chapitres de cette thése
peuvent étre structurés ainsi; dans le deuxiéme chapitre des résultats préliminaires,
outils et quelques définitions sont présentés. Dans le troisiéme chapitre, nous faisons
une inférence Bayésienne pour le modéle stochastique épidémique SIR avec para-
métres indépendants. L’objectif de ce chapitre est d’estimer les deux paramétres
d’intérét, le taux d’infection et le taux d’élimination, en plus des observations man-
quantes, en augmentant les données de faibles fréquences par l'introduction de don-
nées latentes entre chaque paire d’observations, simulées en utilisant la méthode de
discrétisation de Milstein des équations différentielles stochastiques. Cette tache est
effectuée par 'application des méthodes MCMC qui mettent & jour en alternance
les données manquantes et les paramétres avec leurs distributions a posteriori.

Dans le chapitre 4, nous présentons ’estimation Bayésienne du modéle stochas-
tique épidémique SIR avec parameétres d’intérét dépendants. Dans ce cas, on consi-
dére la distribution de Kibble gamma bivariée comme une bonne distribution can-
didate a priori pour modéliser la dépendance entre les paramétres. Un algorithme
MCMC est établit pour explorer la distribution a posteriori des paramétres avec des
données simulées pour illustrer la méthode proposée.

Dans le chapitre 5, encore l'inférence Bayésienne est utilisée pour ’estimation
du taux de reproduction de base Ry. On dérive la distribution a posteriori de Ry et
celle des données manquantes.

Enfin, la thése se termine par une conclusion et perspectives générales et des An-
nexes présentant les résultats mathématiques et les démonstrations des propositions
que nous avons utilisé dans ce travail.
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Dans ce chapitre, nous nous introduisons les ingrédients et les notions nécessaires
pour la bonne compréhension de ce manuscrit et pour formuler les problémes qui
sont traités par la suite. Il est partagé en 12 Sections ; les Sections 2.1-2.6 comportent
un bref rapport sur les éléments de bases de la théorie des équations différentielles
stochastiques ainsi que les équations de Fokker-Planck associées & un processus
de diffusion d’It6. La Section 2.7 est consacrée a l’approximation des processus
Markoviens discrets par des processus de diffusion. Dans les Sections 2.8-2.12 nous
évoquons aux lecteurs le paradigme Bayésien et ces outils pratiques, notamment la
méthode de MCMC et ces algorithmes les plus connus.
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2.1 Mouvement Brownien

C’est le botaniste Robert Brown qui donna son nom au mouvement Brownien en
observant vers 1827 les mouvements erratiques de particules de pollen en suspension
dans un liquide. Quelques années plus tard en 1905, Albert Einstein mit en évidence
les étranges relations que le processus entretenait avec 1’équation de la chaleur.
Vers 1909, Jean Perrin entreprit son étude expérimentale et Paul Langevin posa
la premiére équation. Mais il faudra attendre 1925 les travaux de Norbert Wiener
pour que le mouvement Brownien ait véritablement un sens mathématique, comme
modéle d’un bruit blanc. A partir des années 1950, Kiyoshi It6 1'utilisa pour définir
I'intégrale stochastique qui porte son nom et fonda les bases du calcul stochastique.

Définition 2.1. Un processus stochastique est une famille (X;)ier+ de variables
aléatoires indexée par t.

Définition 2.2. Soit (2,.%,P) un espace probabilisé. Une filtration (F;)icr+ est
une suite croissante (au sens de l'inclusion) de sous-tribus de F, i.e.

Vs, t >0, sis<t alors %5 C %.
Dans ce cas, on dit que (Q,.7,(F)icr+) est un espace probabilisé filtré.

Définition 2.3. Soit (Q,.%,P) un espace probabilisé, (Fy)icr+ une filtration et
X = (Xit)ier+ un processus aléatoire adapté pour cette filtration, i.e. pour tout
t >0, X; est Fi-mesurable. Supposons en plus que chaque X est intégrable, i.e.
IE(|X;|) < oo; on dit que X est une .F-martingale' si pour tout t et h > 0, on a
X = E(X¢in|-Z4) ps (presque sirement).

Définition 2.4. On dit qu’un processus B=(B;);cr+ est un mouvement Brownien
standard sur (0, .7 ,P) s’il vérifie les assertions suivantes :
i- By =0, P-presque sdrement (p.s),

ii- B est a trajectoires continues; pour tout w €  la fonction t — Xi(w) est
continue.

iii- Vt,h > 0, la variable aléatoire By — By est indépendante de la tribu du passé
avant t, soit FiP = 0(By,u < t);em+ et Biyn — By ~ A (0, h),

iv- B est a accroissement indépendants, c’est-a-dire pour tout n € IN et t;,i =
1,..,n,0<1t <t <..<t, les variables aléatoires By, — By, ., ..., By, — By,
et By, sont indépendantes.

2.2 Intégrale d’Ito

On considére un espace probabilisé (€2, .%#,P) muni de la filtration .%;.

1. Les lecteurs trouveront dans 'ouvrage de Klenke [Klenke 2014] un excellent cours de base
sur 'espérance conditionnelle et la théorie des martingales.
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Définition 2.5. On appelle tribu des prévisibles sur Q x [0,00] la plus petite tribu
rendant mesurable tous les processus continus adaptés a la filtration (F)er+. Un
processus est prévisible s’il est mesurable par rapport a cette tribu.

Supposons donné un mouvement Brownien standard (parfois appelé processus
de Wiener et il est noté, dans ce cas, par W;) By, adapté a la filtration (%)cr+
et tel que pour tout 0 < s < ¢, I’accroissement B; — By soit indépendant de ..
Sur un intervalle de temps [a, b], on note .7 ’ensemble des processus f(t,w) définis
pour t € [a,b], F-mesurable et de carré intégrable presque sirement. Dans ces
conditions, si f € € et sia =ty < t1,...,< t, < tp4+1 = b est une subdivision de
lintervalle [a, b], si f est indépendant des incréments By, ., — By, on dit que f est
prévisible.

Pour toute fonction f de 7, on définit I'intégrale stochastique d’It6 comme la limite
dans L? des accroissements B; — B,. Ainsi, I'intégrale stochastique d’Ito est définie
comme suit :

b n
| #w)dBi) = lim > p(tn B, - Bu)
a =0

Cette définition est cohérente avec les propriétés usuelles de l'intégrale au sens de
Riemann et Stieltjes.
On a de plus quelques propriétés complémentaires :

i si fe A et [PIE(f(t,w))dt < oo, alors [PTE(f2(t,w))dB(t) = 0,
ii- si f,g€ A et [V [B(f2(t,w)) +E(g%(t,w))]dt < oo, alors

B(f bf(t,mdB(t)) (/ bg<t7w>dB<t>) -/ B (tw)g(t. )i

Si f(t,w) € A et pour tout t € [a,b], telle que fj IE(f2(t))dt < oo, alors I'intégrale
stochastique f; f(t,w)dB(w) est une martingale et ses trajectoires sont presque
stirement continues 2.

2.3 Equations différentielles stochastiques

Les équations que I'on rencontre en modélisation stochastique sont souvent des
équations & un bruit blanc ou a coefficients qui sont eux-mémes des processus aléa-
toires. Dans le cas de bruit blanc, on peut modéliser I’équation par un mouvement
Brownien et la traiter comme une équation d’Ité. Dans le cas o le processus est
Markovien, on a ce qu’on appelle une diffusion.

2. 1l sera utile pour le lecteur de consulter 'ouvrage de Comets et Meyer [Comets 2006] qui
exhibent les notions fondamentales et les propriétés élémentaires en rapport avec l'intégrale sto-
chastique.
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2.3.1 Formule d’It6

On appelle processus d’Itd un processus stochastique X; a valeurs dans IR véri-
fiant I’équation intégrale suivante :

17) t2
X(ta) — X(t1) = / a(t, Xy)dt +/ b(t, Xy)dB,
t1 t1
qu’on note sous forme différentielle
dXt = a(t, Xt)dt + b(t, Xt)dBt (21)

Si f(t,z) est une fonction de classe €2([0, +oo[xIR) 3 par rapport & z, alors %

admet une intégrale stochastique par rapport au méme processus Brownien donnée
par la formule d’It6 suivante (cf. Oksendal [Oksendal 1995, chapitre 4]) :

(e = (20X 22 Ly PIEXD Y
() 2 g,

Cette formule permet le calcul de ’espérance d’un processus donné. Elle permet
aussi de montrer que certains processus sont des martingales, puisque l'intégrale
stochastique 1’est.

Pour un processus multidimensionnel X; & valeurs dans IR", on a I’équation
suivante

dX: = A(t)dt + B(t)dB,
ot A(t) = (a1(t),...,an(t))" et B(t) = (b;j(t)) est une matrice d’ordre n x m. Le
processus Brownien étant de dimension m, By = (By(t), ..., B (t)).

Soit f(t,x) une fonction de classe €2 de [0, +00) x IR® & valeurs dans IRP, alors
le processus f(t, X;) admet une dérivée stochastique donnée par

n nom g
df(t, X,) = % + Z%ai(w + %Z > %bm@)% (t)| dt
i=1 v k=1i,j=1 v
PSR, a0, (2:2)
k=1i=1 v

La formule ci-dessus s’appelle la formule d’It6 pour un processus d’Itdé multidimen-
sionnel.

Dans le cas, ou la fonction f est indépendante du temps et X; = B; est un
mouvement Brownien sur IR", la formule d’Itd se réduit a

F(B) = 1(B0)+ [ Vi(BJaB+5 [ arBs

3. €2 est Pensemble des fonctions deux fois dérivables et a dérivée seconde continue.
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oil les deux opérateurs V et A représentent respectivement, le gradient et le Lapla-
cien. Cette formule permet d’entrevoir le lien qui existe entre la théorie probabiliste
et la théorie du potentiel (cas ou f est harmonique). Pour plus de détails & ce sujet,
nous préconisons aux lecteurs 'ouvrage de Jedrzejewski [Jedrzejewski 2009)].

2.3.2 Existence et unicité des solutions de I’équation d’It6

Soit T' > 0, a(t, ) une fonction mesurable de [0,7] x IR™ dans IR™ et b(¢, ) une
fonction mesurable de [0,7] x IR™ dans IR™*™, des matrices d’ordre n x m vérifiant
les conditions suivantes :

Condition de croissance : il existe deux constantes Cy et Cy positives telles que,
pour tout z € R",

la(t, 2)|I* < CF(L+ Jll|®),
(¢, 2)II* < CF(L+ [|]).

Condition de Lipschitz : il existe deux constantes K7 et Ky positives telles que
pour tout, z,y € IR",

la(t, z) —at,y)|| < K1z -y,
16(t, z) = b(t, y)|| < Kz flz =yl

Soit X une variable aléatoire indépendante de la tribu F#,, = o(Bs,s > 0) et
IE|X|? < oo. Alors I'équation différentielle stochastique d’Ito

dX, = a(t, X;)dt + b(t, X,)dW,, Xo = 29 € R™, (2.3)

dans laquelle W, désigne ici et désormais un mouvement Brownien standard ou
un processus de Winer, sous les conditions précédentes, admet une solution unique
(X¢t)ter+ dont presque siirement toutes les trajectoires X;(w),w € € sont continues.
On montre aussi que (X;);cr+ est un processus Markovien d’état initiale Xy et de
probabilité de transition

p(s,x,t,A) =P(X; € A|Xs =x) = / p(s,x,t,y)dy, vt > s >0,
A

pour tout Borélien A C X (X =R ou X = IR"). p(s,x,t,y) est la densité de pro-
babilité de transition du processus Markovien (X;);cr+ de I'état x € X a l'instant s
a létat y a U'instant t > s, (cf. Capasso et Bakstein [Capasso 2005]). Si le processus
(Xt)ier+ est homogeéne, la densité ne dépendra que de ¢t — s et on la note dans ce
cas p(t — s, x,y).

Dans plusieurs modeéles gouvernés par des équations stochastiques de type (2.3),
les paramétres a et b dépendent d'un parameétre § € © (ou © est 'espace des
paramétres) qu’on doit estimer.

Pour une série d’observations du processus (X¢),cr+ discrétes Xy, X, ..., Xt aux
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instants 0 = tg,t1,...,tx et du fait que le processus est Markovien, la fonction de
vraisemblance de 6 s’écrit, voir par exemple Bishawal [Bishwal 2008], comme suit.

N-1 N—1
L(e) = H Do (tZ, Xti ) ti+1, Xt7;+1) - H Do (ti+1 - tia Xti, Xt¢+1 ) (24)
=0 1=0

Un estimateur de 6, noté é, est obtenu en maximisant le logarithme de la fonction
de vraisemblance :
0 = arg max log(L(6)).

2.4 Schémas de discrétisation

2.4.1 Schéma d’Euler

L’un des schémas les plus utilisés pour I’approximation de la solution d’une équa-
tion différentielle stochastique est le schéma d’Euler, & ’origine utilisé pour générer
des solutions aux équations différentielles déterministes. L’idée est la suivante : étant
donné un processus d’'Itd6 {X;,0 < ¢ < T'} solution de I’équation différentielle sto-
chastique (2.3), avec une valeur initiale déterministe X;, = Xy et une discrétisation
de lintervalle [0,7], 0 = tg < t; < ... < ty = T. L’approximation d’Euler pour X
est donnée par le processus stochastique continue Y satisfaisant le schéma, itérative
suivant :

Yie1 =Y +a(ts, Ys) (i — ti) + 0(t;, Vi) (Wig1 — W3), (2.5)
pour ¢ =0,1,..., N — 1, avec Yy = Xg. Nous avons simplifié les notations en posant
Y (t;) = Y; et W(t;) = W;. En géneral le pas At = t;1—t; est considéré constant (i.e.
At = %) Entre deux instants ¢; et ¢; 11, le processus peut étre défini différemment.
Une approche naturelle est d’utiliser une interpolation linéaire, de sorte que Y (t)
soit définie par :

t—1;
Y(t) =Y+ ———(Yir1 = Vi), t€ [titipa].
lit1 —ti
Nous pouvons voir que pour simuler le processus Y, il suffit de simuler un processus
Brownien *.

2.4.2 Schéma de Milstein

Il est bien évidemment raisonnable de chercher d’avoir une méthode de résolu-
tion allant au dela de ’approximation précédente et dans cet état d’esprit, Milstein
a proposé une approximation du second ordre qui utilise & nouveau le calcul stochas-
tique différentiel. En utilisant & nouveau un pas de discrétisation temporel constant,
on a le schéma itératif suivant pour I’équation différentielle stochastique (2.3) :

Xiv1 = Xi+a(Xi, ti)(tis1 — i) + b( X5, t) (Wigr — W5)
1 ob
+§b(Xl,tz)% [(WiJrl — Wl)2 — (ti+1 — tz)] . (26)

4. Les lecteurs interessés pourront se reporter a 'ouvrage de Lacus [Lacus 2008].
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Cette approximation améliore les instabilités numériques par rapport a la mé-
thode d’Euler. Toutefois, il y a un lien entre les deux méthodes dans le cas ol on
peut réaliser une transformée de Lamperti de I’équation différentielle stochastique
de départ. En effet, dans le cas ou 1’équation stochastique de départ n’a pas de
bruit multiplicatif, comme par exemple dans ’exemple du processus d’Ornstein-
Uhlenbeck, la méthode d’Euler a un ordre de convergence fort égale & 1. Or, avec
une transformée de Lamperti (si b(z,t) = b(x) est indépendant du temps), on peut
transformer I’équation stochastique en une autre équation sans bruit multiplicatif®.
Ainsi, on peut montrer que le schéma d’Euler de ’équation transformée est iden-
tique au schéma de Milstein sur I’équation originale. Dans le cas oul la transformée
de Lamperti est difficile & obtenir analytiquement, il est utile d’utiliser le schéma de
Milstein qui est plus précis.

2.4.3 A propos de convergence

Deux mesures de vitesse de convergence sont habituellement utilisées sur les
schémas décrits ci-dessus. Si Y,, = X, A; est une approximation d’une trajectoire du
processus solution de I’équation différentielle stochastique précédente : la vitesse de
convergence forte est donnée par le plus grand v tel que

E(| X7 — YN|) = o(h7),

et la vitesse de convergence faible concerne la convergence des moments et est donnée
par le plus grand 7 tel que

[E(f (X)) = E(f(Yn))] = o(h"),

pour f polyndéme ou fonction réguliére & support compact. Pour chaque schéma,
des conditions de régularité spécifiques devront étre imposées a a et b de ’équation
différentielle stochastique (2.1), pour que la vitesse propre a la méthode soit effecti-
vement atteinte. L’ordre de convergence forte pour le schéma d’Euler est donné par
v = % tandis que le schéma de Milstein a un ordre fort de convergence égal a 1.

2.5 Processus de diffusion

Un processus de diffusion ® est défini comme étant un processus Markovien dont
la fonction de densité de probabilité de transition vérifie les propriétés suivantes;
pour tout z € R™, s > 0 et € > 0, on a uniformément :

. 1
lim
t—st — 8

/ p(s,z,t,y)dy = 0. (2.7)
ly—z||>e

5. Si le processus X; est d’It6 gouverné par I’équation (2.1) et b(t, X¢) > 0, V(¢, X:), alors
le processus X; = f; b(%xt)dﬂx:xt oll £ est un point de P’espace d’état de Xy, est appelé la
transformée de Lamperti de X; et il est gouverné par ’équation suivante : dX, = a(t, )Z't)dterWt,
a(t, X;) a déterminer.

6. Une description compléte des processus de diffusion est présentée dans l'ouvrage d’@ksendal
[Oksendal 1995].
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1
a(s,z) = }grét — /”y_g;”gg p(s,x,t,y)(y — z)dy existe. . (2.8)
1
Y(s,x) = lim / p(s,z,t,y)(y — x)(y — z)T dy existe. (2.9)
2ot =8 Jly—all<e

L’égalité (2.7) s’appelle condition de Dynkin [Dynkin 1965]) et cela veut dire que
des grands sauts sont improbables sur des intervalles de temps courts. La fonction
vectorielle a(s,z) dans (2.8) s’appelle la dérive et la matrice ¥ dans (2.9), symé-
trique définie positive, s’appelle matrice de diffusion. La matrice b telle que bb' = X
s’appelle le coefficient de diffusion.

Une telle décomposition existe due & la propriété "définie positive", (i.e. pour tout

xp € R", Zn: (bbT); jxix; > 0), mais elle n’est pas unique, c’est a dire qu’il pourrait
ij=1

exister une autre matrice ¢ vérifiant c¢! = ¥, telle que les matrices b et ¢ n’ont

pas le méme nombre de colonnes. Mais Stroock et Varadhan [Stroock 1997, chapitre

5] montrérent que le choix de coefficient n’affecte pas la distribution du processus

(Xt)ier+ vérifiant I’équation suivante :

dXt = a(t, Xt)dt + b(t, Xt)dBt, XO = X, (210)
ott zg € R", a = (ay,...,a,) et b= (by,...,b,) telle que bbT = ¥, sont des fonctions
mesurables remplissant les conditions de croissance et de Lipshitz. Le processus gou-
verné par (2.10) s’appelle processus de diffusion d’It6. Si p(t, z,y) désigne la proba-

bilité de transition de X, alors les opérateurs U; qui transforment toute fonction
continue bornée f a

U f(2) = B (f (X)) = IE(f (X0)|X(0) = 2) = - f)p(t, z,y)dy,

forment une famille de semi-groupe d’opérateurs Uy, = UiUs, ce qui traduit
Iéquation de Chapman-Kolmogorov : (cf. Stroock et Varadhan [Stroock 1997])

Pt + 5,2,y) = / p(t, 5, %)p(s, %, y)du.

Le générateur infinitésimal du semi-groupe est défini par : & = }llim Uhh_I , soit
—0

t—0 t ’

xz e IR™.

I’ensemble des fonctions f : IR™ — IR pour lesquelles la limite existe quelque
soit « dans R"™ est noté D,. Le générateur infinitésimal pour le processus de
diffusion d’It6 homogene, i.e. a(t, X;) = a(X;) et b(t, X)) = b(X;) est définie,
voir par exemple Qksendal [@Dksendal 1995, Chapitre. 7], de la maniére suivante :
Vf € €%(IR"), alors f € Dy et

2
o f(z) = Za(x)g'xfl + %Z(bbT)iJ(x) az(;;j. (2.11)

.7
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2.6 Equation de Fokker-Planck

Supposons que la densité de probabilité de transition p = p(¢, z,y) du processus
de diffusion d’It6 (2.10) est suffisament réguliére de telle sorte que les dérivées dans
les équations ci-dessous existent et soient continues. Alors, sous les conditions men-
tionnées dans la section précédente, p satisfait I’équation de Kolmogorov progressive
(cf. Karatzas et Shreve [Karatzas 1998| ou Stroock et Varadhan [Stroock 1997]) :
Pour tout (s,z) € RT x IR,

op(s,z,t,y)
T Za a/lty) (sxty Zaxx Jty) (87x7t7y))7
iLj
(2.12)
et I'équation de Kolmogorov rétrograde : Pour tout (¢,7) € R™ x IR,
op(s,x,t,y & 0 82
I S0, ) 5 3 S0 0l 8.0)
i=1 ij=1 Lil
(2.13)

Chacune des équations ci-dessus détermine d’une fagon unique, sous réserve de cer-
taines conditions (voir, Kartzas et Shreve [Karatzas 1998, chapitre 5|) la densité
du processus p. De plus, si la densité de probabilité de transition d’un processus
stochastique vérifie ’équation de Kolmogorov progressive alors c’est un processus
de diffusion d’Ito6 vérifiant I’équation stochastique de type (2.10) et I'équation de
Kolmogorov s’appelle, dans ce cas, équation de Fokker-Planck.

Les équations de Kolmogorov progressive et rétrograde sont des outils important
dans 'approximation des processus Markovien & saut et & espace d’état discret par
les processus de diffusion comme nous allons le voir dans la section suivante.

2.7 Approximation d’un processus i saut par un proces-
sus de diffusion

Généralement, en épidémiologie, on s’intéresse a I’évolution continue du nombre
d’individus tels que le nombre des susceptibles, des infectés et des éliminés. Ces
chiffres sont des quantités stochastiques d’espaces d’état discret, un sous-ensemble
de IN ou un sous-ensemble multidimensionnel équivalent. Si le processus posséde la
propriété Markovienne, a espaces d’états discrets entrainent des trajectoires discon-
tinues c’est a dire & saut, d’ou 'appellation "processus a saut". Parfois les sauts sont
infiniment petits par rapport & la taille totale du systéme, dans ce cas une approxi-
mation des trajectoires discontinues par celles qui sont continues est intéressante.

Cette Section est dédiée & 'approximation d’un processus épidémique de type
SIR & saut par un autre processus a espace d’état continu et & trajectoires presque
siirement continues. Avant d’aller loin, nous rappellons qu’en général, la densité p
d’un processus Markovien quelconque d’espace d’état X C IR™ vérifie ’équation dif-
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férentielle de Chapmann-Kolmogorov (voir, Gihman et Skorohod [Gihman 1975]) :

ap(at;x) B /X[Q(t, y,x —y)p(t,y) — Qt, z,y — x)p(t, x)]dy

n a 1 n 82
_ Z; 8—xiai(t’ o)p(t,x) + 5 Z mzi,j(t, z)p(t,z). (2.14)

i,5=1

Dans cette équation p(t, z) = p(0, zo, t, z), avec g = Xo, Q le taux de transition, a =
(a1, ...,ap) le vecteur dérivé et ¥; ; la matrice de diffusion sont définis conformément
aux relations (2.8) et (2.9), telle que, pour tout ¢ > 0 :

1
t —2) = lim—p(t,z,t +h
Q(t,xz,y —x) hlgbhp(’x, + h,y),

et

lim — / (vi — ) (yj — 2j)(yw — z)p(t, @, t + h,y)dy = 0.
h=0h Jy—z)<

Gardiner [Gardiner 2010], évoqua que lorsque Q(., ., z) = 0, pour tout z # 0, ’équa-
tion (2.14) se réduit a I’équation de Fokker-Planck (2.12), ceci montre selon la section
précédente que le processus est une diffusion d’It6. Autrement dit, sia =0 et X = 0,
Péquation (2.14) est réduite A :

op(t, )
ot

= A[Q(tayax - y)p(t7y) - Q(t,(L’,y - (L’)p(t,.%’)]dy,

si on considére que p est une probabilité au lieu d'une densité, il est convenable
d’écrire I’équation rétrograde précédente sous forme :

Ip(t, x)
ot

=> Q= A, A)p(t,x — A) = Q(t, &, —A)p(t, x)]. (2.15)

A

La somme se fait sur tous les sauts possibles du processus, dans ce cas le processus
est purement a saut.

Dans le cas du modeéle de type SIR., décrit dans la Section (1.2), il n’y a que deux
sauts non nuls possibles du processus Markovien (S,I), i.e. A = (—1,1) (infection)
et Ay = (0,—1) (élimination) et

BSI

. E=sij=1
t,5,1,5) = n
Q(t,S.1.5) {M il o

Gréce a (2.15) les équations de Kolmogorov (1.4) sont rétablies. Lorsque ’épidémie
s’arréte de se transmettre, il ne reste plus d’infectés dans la population, la probabilité

devient nulle i.e. % = 0. Au lieu de considérer les nombres S et I, on les remplace
par les proportions suivantes x = % ety=L, n=X0)eta=Y(0),on X etY

n
sont respectivement le nombre des susceptibles et des infectés.
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Pour I’élaboration de I’équation de Fokker-Planck du processus de diffusion z =
(x,y), nous procédons par une méthode analytique, en posant

B
f(z,y) =nBxy = EXY et g(x,y) =npy = pY,

donc (1.4) se transforme, en posant P; j)(t) = Py 4)(t) = P(z,y,t) et € = L

P (x,y,t) = flx+ey—e)P(x+e,y—e,t)
+9(z,y +e)P (z,y +¢,1) (2.16)
= [f(z,y) + g9(z,y)] P (2,y,t) .

En ajoutant et retranchant des termes de (2.16) :

Ay
%[f(.%’ + gvy)P (.%' + Evyvt) - f(.%',y)P (.%',y,t)]
Az
—l—%[f(l',y)P (wvyvt) - f(l‘ - €7y)P (1‘ - Evyvt)]
Az
L[ f(z,y+e)P(x,y +e,t) = 29(x,y + )P (x,y +¢,t) }
2 L —f(.%',y)P (1’,y,t) —|—g(.%',y)P (.%',y,t)
Ay
- f(l‘,y)P(.%',y,t) —g(l’,y)P (1’,y,t) :|
2 L —f(ac,y—e)P(x,y—e,t) —|—g($,y—€)P($,y—€,t)
As
[ ferevpe oy AP ]
2 +f(z—e,y)P(x —e,y,t)
Ag
1 flxy+e)P(z,y+e,t)+g(z,y+e)P(x,y+e,t)
+§ —2f(£6,y)P (x’y,t) - 2g($,y)P (x’y,t)
—|—f(£6,y—€)P($,y —6’t) +g(:6,y —€)P($,y —6’t)
Az

_{ flx+ey)P(x+eyt)— flea+e,y—e)P(z+e,y—e,t) }
—f(.%',y)P(I’,y,t)+f(.%',y—€)P(1’,y—€,t) .

On a
lim Al — Iim |:€f(x+€7y)P(x+€7y7t) —€f(x7y)P(w,y,t)]
e—0 e—0 c
0
= %(ﬂxyP (z,y,t)) car ef (z,y) = By,
de méme
lim Ay = lim |:€f($, y)P(z,y,t) —ef(x —e,y)P (x —¢e,y, t)]
e—0 e—0 c

= (P (a,0,0)
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méme pour lim. o Az = a% [(Bxy — py)P (z,y,t)] et ainsi de suite on continue de
la méme maniére et on trouve lim._,o Ay = ai [(Bxy — py) P (z,y,t)] et lorsque
est assez petit
82
A
5 52 [EBTy) P (2,9, 1))
82
Ag =~ a2 [e(Bzy + py) P (x,y, )]
82
Ar = 5o, EBmy)P @,y )]
Finalement, on trouve :
P(ryt) = -(BayP (e.0) — - [(Boy — m) P (2,,1)
at y’ - a y y’ ay y lu’y ?y?
1021
+yps | 2P .0
1921
R e P
25, _n(ﬂwy + 1y) (w,y,t)}
9% [1
oo |26 ).

Sous forme vectoriel, en posant z(t) = (x(t),y(t)), on obtient

9 1 02
avec
_( —Bay 17 Bry —Bxy
Ulay) = (Bwy - M?/) et B(z,y) = ( —Bzy Bry+ py >

L’équation (2.17) s’appelle équation de Fokker-Planck associée au processus de dif-
fusion z = (z,y) qui est solution de I’équation différentielle stochastique suivantes :

dz(t) = U(z(t))dt + o(z(t))dW; (2.18)

ou

) e = ()

Remarque 2.6.

i- On peut retrouver (2.17) en développant le deuziéeme terme de (2.16) a l’ordre 2
autour de (x,y) quand € est assez petit.

ii- Aussi les équations de Fokker-Planck peuvent étre rétablies, en caractérisant le
processus épidémiques de probabilité de transition (1.2) par un processus de
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Poisson, voir spécialement ['ouvrage de Ethier et Kurtz [Ethier 2005, Cha-
pitre. 11]), le générateur infinitésimale 9. du processus (x,y) est tel que (cf.
El Maroufy et al. [Maroufy 2016]),

Gf(z,y) =< Bay(f(z — ey +e) = flz,9) +e py(fz,y —€) - flz,y)).

Pour ¢ assez petit le générateur 9. est approché par ['opérateur adjoint o/* de

of défini en (2.11) et il est donné par (2.17).

2.8 Inférence Bayésienne

L’essence du paradigme bayésien nous provient du révérend Thomas Bayes”.
Toutes les méthodes de ’approche Bayésienne découlent essentiellement du fameux
théoréme de Bayes. Dans cette Section nous ferons une bréve introduction a ’ap-
proche Bayésienne : théoréme de Bayes dans sa forme la plus simple, densité a
priori el a posteriori.

2.8.1 Théoréme de Bayes

Le théoréme de Bayes (ou originalement appelé probabilité des causes) est un
résultat de base en théorie des probabilités. Etant donné deux événements A et B,
il nous permet de trouver la probabilité de A sachant B si 1’on connait la probabilité
de A, de B, et de B sachant A. Dans sa forme la plus simple, on a

P(AP(B | A)

P(A| B) = avec P(A) > 0 et P(B) > 0.

2.8.2 Grandes lignes de ’approche Bayésienne

En premier lieu, cette approche considére les paramétres comme des variables
aléatoires. Ainsi, ont tous une distribution dite a priori de densité 7 (). Le choix
des lois a priori est une étape fondamentale dans ’analyse bayésienne. Ce choix peut
avoir différentes motivations. Les stratégies sont diverses. Elle peuvent se baser sur
des expériences du passé ou sur une intuition. Ensuite, on peut utiliser les régles de
Bayes pour déduire une distribution a posteriori a partir de la distribution a prior:
et des données observées. Finalement, il est important de comprendre que la distri-
bution a prior: est subjective. On devrait la choisir avant d’observer les données;
Chaque soucieux est libre de choisir sa propre densité a priori en fonction de ses
croyances personnelles appuiyées par des informations a priori sur les paramétres
du modele (cf. Boldstad [Boldstad 2004]).

7. Thomas Bayes 1701-1761, est un mathématiciens statisticien britannique, connu pour avoir
formulé la fameuse formule de probabilité conditionnelles.
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2.8.3 Probabilités a prior: et a posterior:

D’apreés ce qui a été décrit plus haut, on peut trouver finalement la distribution
de paramétre qu’on veut estimer sachant nos données i.e. (6 | ) en connaissant
la distribution des données sachant le paramétre f (z | ). Ainsi,

fz]8)m(6)
(0 ]z) = Jof@|0)m(0)do’

Cette derniére est la fameuse densité a posteriori. Elle représente ce qu’on sait
par rapport au parameétre en considérant les données observées; c’est aussi la mise
a jour de 7 (0) aprés 'observation de notre échantillon.

2.9 Meéthode de Monte Carlo par chaines de Markov

Une chaine de Markov est une suite aléatoire de variables aléatoires. Notons X;
la valeur d’une variable aléatoire au temps ¢. Ces variables aléatoires peuvent étre
vues comme évoluant dans le temps, avec une probabilité de transition dépendante
de I'état présent dans la chaine . On peut définir un noyau de transition comme
une fonction qui détermine les transitions. Cette fonction est notée K et est définie
sur £ x #(F) ou E est l'espace des états (donc tous les états possibles). Si E est
discret, alors le noyau de transition est simplement une matrice ou chaque élément
est

Pinvj = ]P) [Xn+1 :j ’ Xn - in7 ........ 7AXrO = ’Lo]

Vi, in,...,50 € E. Si toute fois E est continu, alors le noyau de transition est défini
comme K (x,2'), ol x est I'ensemble de D’état présent et z est Pensemble de I'état
vers lequel le systéme transite.

Alors, étant donné un noyau de transition K, une séquence {X,}, -, de variables
aléatoire est une chaine de Markov si pour tout k, on a -

P[Xpy1 € Al wo,z1, . wk] = P[Xpp1 € A xy]

:/ka, ) dx.

Cette propriété est appelée “la propriété de Markov". En résumé, 'etat suivant
dépent uniquement de I'état présent et non de I’histoire de la chaine .

Une chaine de Markov peut avoir une distribution stationnaire qu’elle garde
pour toujours. Toutefois, pour que la distribution stationnaire soit unique et vrai
peu importe le point de départ de la chaine, cette derniére doit respecter quelques
propriétés importantes.

Irréductibilité : On dit que ¢ communique avec j si In > 0 tel que la probabilité
d’aller & j & partir de 7 en n pas n’est pas nulle. De plus, on dit que C est une
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classe d’équivalence si Vi, j € C, i communique avec j et j communique avec .
Alors, si une chaine de Markov ne comporte qu’une seule classe d’équivalence,
alors on dit que la chaine est irréductible. Cette propriété se traduit par,

In>0tel que P[X, =7]| Xo=1] >0, Vi,j.

Apériodicité : La période, notée d;, d’'un état ¢ est le plus grand nombre qui
divise tout n tel que la probabilité d’aller de ¢ & i en n pas est strictement
positive. En d’autres mots, d; = PGCD {n : PZ.(Z.") >0,n > 1} ot le PGCD est
le plus grand commun diviseur. Si d; = 1, ’état est dite apériodique. Aussi,
si la probabilité d’aller & ¢ a partir de ¢ est non nulle, alors ¢ est apériodique.
Alors, si tout les états de la chaine sont apériodiques, la chaine est donc dite
apériodique. Avec ces deux propriétés, la chaine de Markov doit converger
vers une loi stationnaire. A ceci, on peut ajouter une derniére propriété, il
s’agit de la réversibilité. Toutefois, elle n’est pas nécessaire ici. C’est seulement
une propriété qui nous aide & construire une chaine de Markov avec la loi
stationnaire f.

Reéversibilité : Une chaine de Markov est dite réversible par rapport a f si la
probabilité d’aller de 7 & j en n pas est exactement la méme que d’aller de j
a 7 en méme nombre de pas n i.e. fiPi(]n) = ij]-(in ) on fi est la valeur de la
distribution stationnaire & 1’état i.

Ces propriétés précitées nous permettent de construire une chaine de Markov
ergodique® dont la loi stationnaire converge vers la distribution que nous souhaitons
f. Une méthode de Monte Carlo par Chaines de Markov (MCMC) est une méthode
de simulation de la distribution f associé au noyau de transition en produisant une
Chaine de Markov ergodique (X, > 0) dont la distribution stationnaire est f (ici,
la distribution a posteriori) partant d’un point de départ X (Etant donné que
la chaine est ergodique, la valeur de départ est, en principe, sans importance). En
fait, nous devons renvoyer les lecteurs a Robert et Casella [Robert 2004] et Robert
[Robert 2006] pour une introduction profonde et pédagogique pour comprendre les
méthodes MCMC .

En générale, la méthode MCMC permet la génération d’une série de valeurs du
parameétre # d’'un modéle en utilisant seulement la loi a posteriori, lorsque cette loi
ne peut pas étre simulée directement. La chaine de Markov (), i > 0) produite
est ergodique, ce qui signifie que () de loi limite la loi d’intérét m(f|x) pour toute
valeur initiale 0(9). Par conséquent, pour i suffisamment large, la loi #®) est approché
par 7(6|x) quelle que soit 8.

En pratique, on doit se demander que signifie un "¢ suffisament large", car il déter-
mine le nombre de simulations & effectuer. Le taux de convergence de la densité de

8. On a essayé de minimiser le recours a la théorie des chaines de Markov, bien que certaines
de ces notions comme 'ergodicité ne doit pas étre omises. Nous renvoyons les intéressés & Meyn
et Tweedie [Meyn 1993] et & Robert et Casella [Robert 2004, Chapitre. 4 | pour un exposé plus
expéditif de ces notions.
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6 vers la densité limite, apporte une réponse a ce probléme (cf. Robert et Tweedie
[Robert 2005]), de plus ce taux de convergence dépend de 8(9), mais il existe des
tests de diagnostic voir, par exemple, Robert et Casella [Robert 2004, Chapitre. 12],
considérés comme des indicateurs de stationnarité de la chaine et limitent partielle-
ment cette difficulté. Une fois acquis le principe d’utilisation de la méthode MCMC
, la mise en ceuvre de ce principe nécessite 'implémentation des algorithmes de
génération pour produire de telles chaines de Markov.

2.10 Les Algorithmes MCMC

Dans cette Section, nous présenterons les trois principaux algorithmes les plus
importantes concues pour créer des chaines de Markov de loi stationnaire donnée,
a savoir les algorithmes de Metropolis-Hastings (MH), ’échantillonnage de Gibbs
et 'algorithme d’ Acceptation Rejet-Metropolis-Hastings (AR-MH). Ces algorithmes
s’appliquent & une grande variété de problémes et se contentent d’une loi a posteriori
connue a une constante pres.

2.10.1 Algorithme de Metropolis-Hastings

En 1970, quelques années aprés les travaux de Metropolis et ses collaborateurs
[Metropolis 1953], Hastings [Hastings 1970] développa la version moderne de {’algo-
rithme de Metropolis-Hastings. 11 a étendu ’application de 1’algorithme de Metro-
polis & des cas plus généraux. La grande différence entre 1’algorithme de Metropolis
et celui dit Metropolis-Hastings est essentiellement la relaxation de ’hypothése qui
exige une distribution instrumentale (ou loi candidate) ¢(.|f) qui doit étre simple-
ment et rapidement simulable, et explicitement formulée & une constante multipli-
cative indépendante de 6 et parfois symétrique, i.e. g (§| 0, x) =gq (9 | 5, x) Etant
donnée la densité a postériori 7(6|x) (dans ce context cette loi est appelée loi d’inté-
rét ou cible), connue & un facteur de normalisation pres, et la densité instrumentale.
L’algorithme géneére la chaine (8,7 > 0) comme suit :

ALGORITHME MH : ROBERT ET CASELLA [ROBERT 2004, SECTION 7.3]
i- Initialiser 6(®).
ii- A I'itération i :

a- simuler 0 « q (9 | H(i_l),x)

b- calculer @ = min <1 (W(gx) q((’(il)a:v)>

m(00—Dz) q(0]00—1 )

c- accepter 0 avec la probabilité « :

90) — 0 avec la probabilité «
) ety sinon.
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iii- Changer la valeur de ¢ a < + 1 et aller en ii.

Selon Robert et Casella [Robert 2004], la chaine produite par cet algorithme est
ergodique, i.e. Pour tout g telle que E [||g(0)]|] < oo,

t)

Th_rgoTZg / (6)7(6)as,
de plus on a

TV

pour toute loi initiale p, K" (y, . ) est le noyau de la chaine aprés n transitions. En
particulier hm P y(t eAl= [, 4 ™(y)dy. Cet algorithme & une autre propriété impor-

lim H/K"(y,.),u(d@) -

n—oo

tante est stlpuﬁante le choix de la loi instrumentale n’influe pas sur la convegence
de la suite produite vers la loi d’intérét. Mais en pratique, ce choix peut facilement
empécher la convergence si les probabilités d’atteindre les points loin du support de
la loi a priori 7 sont trop petites.

2.10.2 Echantillonneur de Gibbs

On voit ’échantillonnage de Gibbs comme étant un cas particulier de l’algo-
rithme de Metropolis-Hastings. On se sert de cet algorithme quand on veut échan-
tillonner des valeurs d’une fonction multidimensionnelle avec un nombre fixe de
variables; 0 = (01,0s,...,0,). En générale la densité conjointe n’est pas nécessai-
rement connue; toutefois, toutes les distributions conditionnelles m; (6; | 6—;), ou
0_; = (01,...,0i-1,0i11,...,0,), doivent étre connues. C’est dans cette optique que
cette méthode semble étre une bonne méthode pour faire I’échantillonnage d’une
distribution a posteriori dans I'approche Bayésienne.

ALGORITHME GIBS : Robert et Casella [Robert 2004, Chapitre. 10]
i- Initialiser #(0) = (0(0) .,6?7(»0))

ii- A l'itération 7 simuler :

o o (16f, . 00)

o (106 e

o (e L),

iii- Changer la valeur de ¢ & ¢ + 1 et aller en ii-.
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Ici, tous les candidats simulés sont acceptés contrairement & 1’algorithme traité pré-
cédemment (i.e. a = 1). La raison pour laquelle & = 1 est qu’on génére des valeurs
des vraies distributions. Alors nous n’avons pas besoin de corriger avec une certaine
probabilité d’acceptation. Comme on peut le voir, la méthode de Gibbs est facile &
implémenter. Toutefois, cette méthode a quelques problémes connus dans certains
cas particuliers. Premiérement, pour une distribution a grande dimension, si deux
variables sont parfaitement corrélées, alors I’échantillonneur restera pris et ne pourra
pas changer les valeurs associées & ces variables. De plus, si une fonction est définie
de telle sorte que tous les états ont une probabilité associée trés prés de zéro et
qu’un seul point de l’espace a une trés grande probabilité, alors 1’échantillonneur
prendra trop de temps pour converger. Ceci occasionnera des erreurs dans la simu-
lation (voir, Bégin [Bégin 2010]). Pour l'algorithme de Gibbs, le taux d’acceptation
égal & 1 et ne peut s’appliquer si le vecteur paramétre & simuler est de dimension
variable, (voir, Robert [Robert 1996]).

2.10.3 Algorithme d’Acceptation Rejet-Metropolis Hastings

L’algorithme d’Acceptation-Rejet Metropolis-Hastings(AR-MH) est un algo-
rithme hybride entre l’algorithme Acceptation-Rejet et 1'algorithme Metropolis-
Hasting. 11 a été établi par Chib et Greenberg [Chib 1995]. Soit 7(0|z) o p(y|0)m(0)
la densité cible et ¢(0|z) la densité proposée (instrumentale). L’algorithme AR-MH
est une procédure d’échantillonnage MCMC dans laquelle p(z|0)w(0) < Mq(0|x)),
ou M > 0, n’est pas satisfaite pour certain 6 € ©, ou O est le support de la densité
cible non normalisée p, ce qui est nécessaire pour 'algorithme AR. Dans ce cas, on
considére D = {0 € O : p(z|0)7(8) < Mq(f]z)} et son complémentaire D. Suppo-
sons que I’état actuel de la chaine soit 6, alors sachant les données x 1’algorithme
AR-MH, selon Chib et Jeliazkov [Chib 2005, Section. 3], se fait en deux étapes :

Etape AR : Générer un tirage 8’ ~ q(6|x) ; accépter ' avec probabilité
min{1, p(y|0')7(6")/Mq(0]z)}. Continuer le processus jusqu’a qu’un tirage au
sort 0 soit accepté.

Etape MH : Etant donné la valeur actuelle 6 et la valeur proposée 6, poser

1 si e D

]’W@{L‘ . =
o= Im, si 0eD et €D

: p(x|0)m(6")q(6]z) : > I~ 7
min {1, @O (0)9(0]7) } , si 0eD et 6 €D.
Retourner & 6" avec probabilité «. Sinon retourner a 6.

L’implémentation explicite de cet Algorithme est comme suit :

ALGORITHME AR-MH : Bégin [Bégin 2010]
i- Initialiser 6

ii- A l’itération 7 :
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a- simuler 6 « ¢ (A|x)
b- calculer o = 7(A|z)/M’q(0|z)}, la constante positive M’ doit étre bien
choisie en fonction de M
c- accepter 6 avec la probabilité « :
0l) 6 avec la probabilité o
9(—1) sinon
d- s’il y a rejet, on retourne & I'étape a-

e- sinon, calculer

(1; si (00 Y|z) < Mg (00 Y|2)
#(64-Dz)
M’q(a(i*1)|z); si 71((9(@ 1) |z) > Ml (6}(2 1) )
’ et <0\x) < M'q (H\x)
min {1, F(W(,éx) a(00" V) } ;osiw (00 V) > Mg (00 Y|2)

0G-Dlz)  q(0]z)
et <§]w> > M.q (5]36)

- accepter 0 avec la probabilite ' :

o) _ 0 avec la probabilité o
] gG-1) sinon.

iii- Changer la valeur de i a ¢« + 1 et aller en ii-.

2.11 Algorithme de Gillespie

Le dernier algorithme que nous allons utiliser dans le cadre de notre travail est
celui de Gillespie. Tel qu'il est établi par Gillespie [Gillespie 1977] est un algorithme
de simulation exact pour les processus de Markov a pur sauts en temps continu, cet
algorithme est adapté aux modéle épidémique SIR; si nous connaissons 1’état du
systéme au temps ¢, ce qui signifie que le nombre de sujets susceptibles et infectés
(S(t),I(t)) = (s,i), alors nous devons considérer les deux événements qui peuvent
se produire ; une infection avec le taux \; = sz’% ou une récupération Ao = iu, et les
changements correspondants dans chaque classe. La mise en ceuvre de ’algorithme
repose sur deux étapes principales; la premiére est le tirage du temps d’attente 7
jusqu’a 'occurrence de I’événement suivant, qui est distribué exponentiellement avec
le taux A = A1 + Ao. Dans la deuxiéme étape, les événements sont choisis au hasard
en fonction des probabilités py = /\Tk’ k =1,2. L’algorithme est implémenté comme
suit :
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ALGORITHME DE GILLESPIE
i- A t =0, établir le nombre de population initial S(0) = s et I(0) = 1.

ii- Choisir 7 & partir de la distribution exponentielle.

iii- Choisir £ = 1,2 selon les probabilités p; = % et po = %

iv- Changer le nombre d’individus pour refléter I’événement k tiré a l'étape ii.
Définir ¢t — t 4+ 7 et aller & I'étape ii.

2.12 Inférence Bayésienne pour les processus de diffusion
stochastiques

Le probleme réside dans le fait que les probabilités de transitions ne sont pas
valables sous forme explicite pour les observations a temps discret. La plupart des
techniques se débattent lorsque les temps d’inter-observation sont importants. Jeux
de données dans les sciences de vie, cependant, peuvent bien étre de type basse fré-
quence. Des exemples sont des enquétes sur les plantes avec une évaluation annuelle,
des épidémies ou les rapports sur la santé publique infections par semaine, ou des
mesures colteuses et donc peu fréquentes en la génétique.

Récemment des méthodes d’inférence Bayésiennes, sont basées sur I'introduction
des données manquantes telles que 'union des valeurs manquantes et des observa-
tions forment un ensemble de données & haute fréquence. Ceci facilite I’approxima-
tion de la densité de transition et permet donc une inférence paramétrique, méme
pour les grands temps d’inter-observation. En outre, les techniques conviennent pour
des intervalles d’observation espacés de fagon irréguliére, diffusions multivariées avec
des composantes éventuellement latentes et pour des observations qui sont sujets &
une erreur de mesure. Ils s’appliquent méme lorsque des composantes différentes sur
I’espace d’état sont observées de fagon non synchrone. Stationnarité et ergodicité de
la diffusion n’est généralement pas nécessaire. En tant que méthode Bayésienne, la
procédure d’estimation n’est pas nécessairement dépendante de grands échantillons.

L’introduction de données intermédiaires entre les deux observations implique
I’estimation des valeurs manquantes en plus des paramétres du modéle, ou les deux,
les données manquantes et les paramétres sont traités comme des variables aléatoires.

Cette tache est performée par ’application de la méthode MCMC , qui met a
jour alternativement les données imputées et le parameétre du modéle et sont habi-
tuellement réalisables dans un temps de calcul modéré. Les considérations suivantes
exigent une familiarité avec les méthodes MCMC de base. Des textes introductifs sur
ce sujet se trouvent dans Gilks et al. [Gilks 1996], Robert et Casella [Robert 2004],
Gamerman et Lopes [Gamerman 2006| et C. Fuchs [Fuchs 2006].
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3.1 Introduction

L’inférence pour les modéles épidémiques est compliquée par le fait que, pre-
miérement, une ou plusieurs variables du modéle peuvent étre non observées, et
deuxiémement, les données sont souvent disponibles & des moments discrets, tan-
dis que le processus réel sous-jacent est continu dans le temps. Dans le cas ou les
données sont observées en temps continu, des estimations de paramétres peuvent
étre obtenues pour des données complétes (voir Becker [Becker 1976]) et dans le cas
de données incomplétes, des estimations ont également été développées par Anders-
son et Britton [Andersson 2000] en utilisant des méthodes de martingale, filtrage
direct exact (cf. Fearnhead et Meligkotsidou [Fearnhead 2004]), ou par les méthodes
MCMC qui offrent une puissance et une flexibilité énormes par rapport a d’autres
approches (voir par exemple, Gibson et Renshaw [Gibson 1998]; O’Neill et Roberts
[O’Neill 1999]; Streftaris et Gibson [Streftaris 2004] ; Neal et Wilkinson [Neal 2005]).
Récemment, l'inférence Bayésienne du modéle SIR a été traitée par plusieurs au-
teurs en utilisant des méthodes MCMC, comme nous ’avons déja mentionné dans
I'introduction, les approches Bayésienne utilisées sont différentes de celles présentées
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dans ce chapitre, puisque les données ne sont disponibles qu’a des instants discrets.
Nous introduisons un ensemble de m — 1 données latentes auxiliaires entre chaque
paire d’observations. L’idée de relever les données de basse fréquence observées avec
des simulations & haute fréquence a été précédemment poursuivie par Pedersen
[Pedersen 1995]. Cette tache est réalisée par 'application de techniques MCMC
(voir, Eraker [Eraker 2001] et El Maroufy et al. [Maroufy 2015]) qui mettent a jour
alternativement les données et sont habituellement réalisables dans un temps de cal-
cul modéré. Nous utilisons le schéma de Milstein qui fournit une approximation avec
une précision améliorée qui est meilleure que le schéma d’Euler utilisé par El Ma-
roufy et al. [Maroufy 2015]. De plus, nous déclarons que la famille des distributions a
priori gamma indépendantes conduit & une famille de distribution a posteriori Gaus-
sienne inverse généralisée (GIG). Ce choix de distributions a priori est convenable
en terme d’'inférence Bayésienne (cf. O'Neill et Roberts [O’Neill 1999]). En outre,
la flexibilité de la distribution gamma en pratique nous encourage de la considérée
comme distribution a priori des paramétres dans les modeéles épidémiques, voir par
exemple, Cauchemez et al. [Cauchemez 2004]; Streftaris et Gibson [Streftaris 2004].
Nous développons des méthodes MCMC utilisées pour l'inférence afin d’explorer la
distribution a posteriori des parameétres. De plus, ’algorithme AR-MH comme il
est décrit dans la Sous-Section 2.10.3, donne une convergence plus rapide et exige
une connaissance de la densité cible non normalisée et d’une densité de proposition
(instrumentale) simple & simuler (cf. Eraker [Eraker 2001] et Golightly et Wilkinson
[Golightly 2005]). Donc, nous suggérons dans ce chapitre une distribution normale
comme une bonne densité de proposition pour simuler les données manquantes.

Dans la Section 3.2 du présent chapitre, nous établissons la diffusion hyperbo-
lique. L’inférence Bayésienne pour le modéle SIR non linéaire est présentée dans
la Section 3.3, tandis que les simulations par la technique MCMC sont présentées
dans la Section 3.4 avec application aux données réelles. Les preuves de certaines
déclarations mathématiques sont données dans I’Annexe A.

3.2 Diffusion hyperbolique

En général, nous considérons 1’équation différentielle particuliére suivante de
(2.18) :
dY; = U(Y;, 0)dt + o'/%(Y;, 0)dW,

ou Y; est une variable d’état, W; est un mouvement Brownien standard défini sur un
méme espace de probabilite (Q,.#,P), U(.,.) et o(.,.) sont des fonctions scalaires
connues, et # un vecteur de parameétres inconnus et nous supposons que les conditions
sous lesquelles ’équation différentielle stochastique peut étre résolue pour Y; sont
satisfaites (cf. Oksendal [Oksendal 1995]). Il est bien connu, comme mentionné dans
Elerian [Elerian 1998], que le schéma de Milstein (2.6) pour la discrétisation fournit
une meilleure approximation de la densité de transition que le schéma d’Euler (2.5),
voir FIGURE 3.1 qui illustre les trajectoires du modele SIR. Ce schéma décrit dans
Kloeden et Platen [Kloeden 1992| pour les processus généraux est donné, pour At
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suffisamment petit, par

9o\ 2(Y;,0)

1
Yiear = Yo+ U(Ye, 0)At + 02 (Y, 0) AW, + 2o (Y, 0) Ty
t

(AW:)? — At)

(3.1)
o AW, = VAt avec € est une Varlable aléatoire normale standard.
Si on note a = o'/2(Y;,0)VAt et b = 1 1/2(Y G)L&Q’)At donc, en utilisant
I’équation (3.1), on obtient

9 a2 a?
H=Ypn — Y — U(Ys,0)At + b= af + b = b <§+2—b> - =)

On pose A = % et H = (£ + )% on a H suit une distribution chi-deux x?
non centrée de degré de liberté 1 et un parametre de non-centralité A = %. Nous
montrons (cf. Elerian [Elerian 1998, Theorem 2.1]) que la densité conditionnelle par
rapport a Y; de H est

1
2

fa(h) = %e’# <ﬁ>4 I 1(VAh), h>0,

2
ou I_ 1 (w) \/72] 20 'UFJ/fJFJ) \/ = cosh(w) étant une fonction de Bessel modi-

fice du premier type d’ordre —3 et cosh(w) = 3 (exp(w) + exp(—w)) est la fonction
cosinus hyperbolique. Nous renvoyons le lecteur a littérature classique pour une pré-
sentation détaillée de ce type de fonctions, voir par exemple, Abramowitz et Stegun
[Abramowitz 1972] et Lebedev et Silverman [Lebedev 1972].

Or H = b(H —\), donc la densité de H est fy(h) = ﬁfg (% + A), et aprés un calcul
simple, nous établissons que la densité de transition de probabilité approximative
est exprimée comme suit : pour % +A>0etb#0

h i, h
fu(h) = ﬁ <E + 1) e_(z_b-l—)\)[_% ( A (E + )\)) . (3.2)

3.3 Inférence Bayésienne pour le modéle non linéaire
SIR

Puisque la distribution inconditionnelle de 1’épidémie non linéaire de SIR est
inconnue, on ne s’attend pas a ce que les méthodes de maximum de vraisemblance ou
de martingale donnent des résultats satisfaisants. Pour cette raison, nous proposons
d’utiliser la méthode MCMC pour estimer les parameétres et les données latentes
aprés discrétisation par le schéma de Milstein (2.6). Pour ce faire, considérons le
processus suivant :
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FIGURE 3.1 — Comparaison entre les approches de Gillespie {(***), (***)}, de Mil-
stein {(—), (—)} et d’Euler {(...), (...)}. Pour linterprétation des références a la
couleur dans la légende de cette figure et celles qui seront illustrées dorénavant, le
lecteur est renvoyé a la version éléctronique de ce manuscrit ou le papier publié.

en utilisant (2.18) et en appliquant la formule d’Tto6 (2.2) on obtient

d(t) = Uy (x(), 2(8))dt + 01/ (), 2(£)) AW,

d2(t) = Un(a(t), =(6))dt + o5/ (a(t), 2()) AW, (33)
Ur(at), 2(8)) = —Ba(t) (1 + £ — at) — =(1))

Us(alt), =(8)) = (1 + & — a(d) — =(2)),

o1 (w(t), 2(t)) = 2O O==0) (34)

(
(t) Z(t)) _ M(1+%_$(t)_z(t))

0'2(.%' P

Comme mentionné dans la Section 2.7 et la Section 3.2, nous allons utiliser avec la
version discrétisée de (3.3), donnée par approximation de Milstein (2.6) :

xi =1 + U1(Yi_1,0)At + U%/Q(Yi—la O)VALE + bi11(67 — 1), (3.5)
2 = zi—1+ Ua(Yi—1,0)At + 05/2(Yi71, O)VALE + b1 2(63 — 1),

1 1 1 1
ol bi,l = %0'12 (YZ,B)&BZUf (Yi,Q)At, bi72 = %0'22 (YZ,Q)aZZO'; (YZ‘,Q)At; 51 et 52 sont
deux variables aléatoires normales standards indépendantes.

L’approximation discréte implique une densité de transition hyperbolique, qui
est une trés bonne approximation de cette derniére si 'intervalle de discrétisation
At est suffisamment petit. D’autre part, nous introduisons un probléme de données
manquantes, U'intervalle de temps [0,7] est divisé en N = m x T points équidis-
tants 0 = tg < t; < ... < ty_1 < ty = T, voir par exemple, El Maroufy et
al. [Maroufy 2015], Eraker [Eraker 2001] et Golightly et Wilkinson [Golightly 2005].
Soit Y=(u,v), on u représente la partie observée du systéme et v désigne la partie
non observée, ou la totalité m d’observations sont manquantes dans l'intervalle de
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temps [t,t + 1[. Nous notons par Y, = (Z4,2;) les données manquantes, et Y la
matrice obtenue en empilant tous les éléments des données augmentées, c’est-a-dire

?_(UO uy . . . Um—-1 Um Um+1 - - - uN>
vo U1 - .« . Um—-1 Um UYUmy+1 - - . OUN

Conditionnellement & la premiére observation et sachant que le processus est Mar-
kovien, la densité a posteriori!' est donnée par

N
(Y, 0) o« [] p(¥i | Yio1,0) 7(0). (3.)
1=1

ou SA{', est la 1€ colonne de ?, 7 est la densité a priori du vecteur de paramétres 6
et p représente la densité de probabilité de transition hyperbolique non normalisée
donnée par (3.2). Notons que toutes les densités a posteriori conditionnellement a
Pobservation sont proportionnelles & (3.6). Pour simplifier, introduisons les quantités

suivantes :
ain =of (Y, 0)VAL = \/—ﬂfz‘ <1 +——x— Zi) At,
n n
At 1 1 At a ~
biy = 7012 (Yi,0)0;,07(Yi,0) = Eﬁ (1 + o 2w; — Zi) = Bb; 1,
Nor = ail _ 1 4n.%'i(1+%—1'2‘ _Zi) _ 1}:
1,1 4b1271 IBAt(l + % _ 2xz _ Zi)2 B 2,15
1
aiz = 03 (Y:, 6) VAT = \/H (142 —ai—2) A
n n
At 1 1 —uA\t -
bio = 70’22 (Yi,0)0,05(Y;,0) = Z—n = pbi
et )
A\ am 1 4’1’L(1 + % —xT; — Zi) 1X
'72 frg — — —_ A72.
Z 4522,2 H At pot

(3.5) implique conditionnellement & SA(@ que ;41 et z;1 sont indépendantes (car W1
et W2 sont deux mouvements Browniens indépendants standards).
Donc p(Yi+1‘Yi):pl‘i+1|?i XDy |20 ou pour At suffisamment petit, (voir, Annexe

A)
< 1/2
Az 5 B Ai18z; <9
-8 _(251‘,11HZ’1> ( big H“)
Ax; < B
B
-2 5
pmi+1\Yi(hll)_Ai’8 re ’ (3.7)
N 1/2
A Ai 2Bz <
b GEee)- (o)
Az; ¢ H
B
~ NTEED) b; ’
pZH_l‘Yi(hiyZ)_B’l/’L 2e 62 5 (38)

1. Aussi considérée comme une fonction de vraisemblance présentée implicitement par la formule
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avec Ax; = Tiy1 — Ty, Azp = 2iy1 — 2, hig = Az + Bri(1+ & — x5 — 2) At + by 1 et
hig = Azi — (1 + & — x; — 2;) At + b . A; et B; sont deux termes qui dépendent
de z; et z;.

3.4 Simulations MCMC

Nous avons formulé dans (3.7) et (3.8) les densités de transitions conjointes
pour les paramétres du modéle ainsi que les données observées et non observées,
mais l'intérét réel est dans la distribution des données manquantes. Comme dans le
contexte épidémiologique, le nombre de données manquantes est relativement im-
portant, d’out un échantillonneur de Gibbs est le plus approprié pour échantillonner
indépendamment les quantités .

3.4.1 Simulation des données maquantes

La premiére étape de l’échantillonnage de Gibbs implique la simulation
des observations manquantes. Nous considérons ici le cas ou I’échantillonneur
de Gibbs met & jour une colonne de Y dans le temps. Pour ce faire, nous avons
besoin de la distribution a posteriori conditionnelle de SA(Z-, d’un simple calcul, donne :

7(Yi/Yi1, Y1) < p(Yi/Yi 1, Yin1),

ou
P(?z/?zfl, ?i+1) = P(%’/?i*l) X p($i+1/?i+1) X p(zi/?ifl) X P(Zi+1/?z’+1)-

Les distributions marginales précédentes sont calculées en utilisant (3.7) et (3.8). A
I'itération h de ’échantillonnage de Gibbs, on peut tirer SA{'Z ~ w(?i/ﬁ?i_l,?iﬂ).
Pour le modeéle non linéaire, Eraker [Eraker 2001]| suggére que Y; est mis a
jour avec une densité de proposition normale q(./?i,l,?iﬂ) avec moyenne
% et variance %02(?2‘71)- Eraker |Eraker 2001| motive ce choix en prou-
vant que, selon le schéma d’Euler, la densité de ?i/?i_l,?i_i_l est proche de

N (%(?171 + ?Hl)a %0’2(3%71)) pour At suffisament petit.
Dans le cas du schéma de Milstein et pour la méme raison, la distribution normale est
encore considérée comme une bonne densité de proposition (instrumentale) comme

indiqué dans la proposition suivante, dont la preuve est exploré dans ’annexe A :

Proposition 3.1. Pour At suffisamment petit, nous avons approrimativement :

o g 1 ~ N 1 o -
Yi/Yio1,Yiy1 =5 N <§(Yi1 +Yit1), 50’2(Y¢1)A7§) .

3.4.2 La distribution a posteriori des paramétres [ et p

L’étape suivante dans 1’échantillonneur de Gibbs est d’échantillonner #(h+1) =
(B+D) | (41 conditionnellement & son état actuel 8 et de données augmentées
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v,

Si la densité a posteriori des paramétres n’a pas de forme standard, nous pourrions
utiliser ’algorithme de MH, mais ce n’est pas le cas ici. Etant donnée la forme de
la fonction de vraisemblance exprimée en (3.7) et (3.8), une famille de distributions
gamma indépendantes est considérée comme un ensemble naturel de densités a priori
conjugués dans le contexte du modéle épidémique, ot les paramétres sont positives
(cf. Demiris et O'Neill [Demiris 2005a], [Demiris 2005b]). Ce choix de distributions
a priori est commode en terme d’inférence Bayésienne, comme a été considéré par
O’Neill et Roberts [O’'Neill 1999]. De plus, vue la flexibilité de la distribution gamma,
elle est utilisée en pratique comme distribution a priori des paramétres dans les
modeles épidémiques (cf. Cauchemez et al. [Cauchemez 2004] ; Streftaris et Gibson
[Streftaris 2004]). Lorsqu’on considére ce type de distributions a priori, on obtient
la distribution GIG 2 comme distribution a posteriori. Dans la proposition suivante,
nous prouvons cette affirmation (pour la preuve, voir Annexe A).

Proposition 3.2. Si 8 et p suivent deux distributions gamma indépendantes :
7(B) x I'(mg, Ag) et w(p) oc I'(my,, Ay), alors

~ — B
w(B|Y) o g7 Hmelema AT (3.9)

et

m(u | ¥) o p ST el 3 At ), (3.10)

o Ay, As, By et By sont présentées en Annexe A. C’est a dire, les distributions a
posteriori de (8 et p sont des distributions GIG.

3.4.3 Algorithme

i- Initialiser Y;, 8 et u en utilisant une interpolation linéaire entre les valeurs ob-
servées de Y, pour initialiser Y.

~(h) ~(h—1) ~(h—1
ii- Pour tout i = 1,2,..., N — 1, a l'itération h, simuler YE )|(YZ(-,1 )7Y§+1 ),ﬁ,,u)

en utilisant I’algorithme AR-MH avec densité de proposition de loi normale
S SGh=1) h S
N <%(Yz’71 +Yi ) % Z@Ql)a avec » ;g = o*(Yi-1).

iii- Simuler ") en utilisant (3.9).
iv- Simuler 4" en utilisant (3.10).

v- Augmenter la valeur de h et retourner a I’étape ii-.

2. Si les lecteurs ne sont pas familiarisés avec ce type de lois, nous les renvoyons & consulter la
référence de Koudou et Ley [Koudou 2014] et sa bibliographie non seulement pour les propriétés
et caractérisations des lois GIG’s mais aussi pour leurs applications & la statistique.
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3.4.4 Simulations

Afin d’étudier la performance de la méthodologie d’estimation, nous avons
d’abord généré des données artificielles. Les données sont échantillonnées & partir
de la chaine de Markov double discréte initiale en utilisant I'algorithme de Gillespie
exact donné dans la Section 2.11, avec des valeurs réelles de 8 et u comme indiqué
dans les TABLES 3.1, 3.2 et 3.3. L’estimation est obtenue aprés 20000 itérations de
notre algorithme, avec m = 5, m = 10 et m = 15 (nombre de données manquantes).

valeurs de 3 valeurs de p i Ry Ry

moyenne 1 1.0626 1 1.0998 1 0.9661
variance 0.0431 0.0485
moyenne 0.7 0.6905 0.2 0.2131 3.5 3.2402
variance 0.0492 0.0774
moyenne 0.3 0.3105 0.5 0.5672 0.6 0.5475
variance 0.0149 0.0086

TABLE 3.1 — Moyenne et variance a posteriori de 3, i et Rg pour m = 5.

valeurs de 8 B valeurs de p i Ry Ry

moyenne 1 1.0594 1 1.1001 1  0.9630
variance 0.066 0.0677
moyenne 0.7 0.6777 0.2 0.2102 3.5 3.2240
variance 0.0507 0.0796
moyenne 0.3 0.2961 0.5 0.5374 0.6 0.5509
variance 0.0147 0.0085

TABLE 3.2 — Moyenne et variance a posteriori de 3, u et Ry pour m = 10.

Les TABLES 3.1, 3.2 et 3.3 et les FIGURES 3.2, 3.3 et 3.4 montrent que les estima-
tions des paramétres sont en général beaucoup plus proches de leurs vraies valeurs
que celles dans El Maroufy et al. [Maroufy 2015] et la valeur de m augmente consi-
dérablement. Les FIGURES 3.2, 3.3 et 3.4 illustrent les histogrammes des densités a
posteriori des paramétres, qui révélent la convergence de 1’algorithme vers une dis-
tribution limite. Dans les cas réels ou les vraies valeurs ne sont pas disponibles, il est
préférable de choisir m le plus grand possible, ce qui entraine un énorme coiit de cal-
cul. Mais pour garder 1’équilibre entre le cotit de calcul et la qualité de ’ajustement,
une petite valeur moyenne de m devrait étre considérée.
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valeurs de B valeurs de p i Ry Ry

moyenne 1 1.0626 1 1.0998 1 0.9661
variance 0.0431 0.0485
moyenne 0.7 0.6905 0.2 0.2131 3.5 3.2402
variance 0.0492 0.0774
moyenne 0.3 0.3105 0.5 0.5672 0.6 0.5475
variance 0.0149 0.0086

TABLE 3.3 — Moyenne et variance a posteriori de 3, u et Ry pour m = 15.
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FIGURE 3.2 — Histogramme de fréquences pour les densités a posteriori de 8 et u
pour les mémes paramétres exacts dans la TABLE 3.1 avec 20000 itérations dans
tous les cas.

3.4.5 Application aux données réelles

Dans cette Section, nous simulerons une flambée de peste dans une popula-
tion fermée. Les données sont tirées de celle d’Eyam, Derbyshire, en Angleterre,
qui a connu une telle flambée suite & la Grande peste de Londres (voir, Raggett
[Raggett 1982]). La peste Eyam n’a survécu qu’a 83 individus d’une population ini-
tiale de 350 personnes. Les valeurs des sujets susceptibles et infectés dans la peste
Eyam sont données dans Raggett [Raggett 1982, TABLE II| de la mi-juin & la mi-
octobre 1666 commengant par S(0) = 254 et I(0) = 7. Nous avons exécuté ’algo-
rithme pour les données de la peste Eyam de la mi-juin & la mi-septembre (avant
Pextinction de I’épidémie), comme le montre la TABLE 3.4. Comme l'intervalle de
temps des données est 15% jours, les paramétres sont multipliés par 2 pour obtenir
les taux correspondant a 1 mois pour comparer avec les résultats de Raggett calculés
dans un temps d’échelle de 1 mois. Par exemple, pour m = 15 données simulées la-
tentes, on obtient 8 = 2.3132 correspondant a une étape de temps de 15% jours, c’est
B = 4.6264 par mois et u = 1.4772 correspondant & 15% jours c’est p = 2.9544 par
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FIGURE 3.3 — Histogramme de fréquences pour les densités a posteriori de 8 et u
pour les mémes paramétres exacts dans la TABLE 3.2 avec 20000 itérations dans
tous les cas.
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FIGURE 3.4 — Histogramme de fréquences pour les densités a posteriori de 8 et u
pour les mémes paramétres exacts dans la TABLE 3.3 avec 20000 itérations dans
tous les cas.

mois. Les valeurs obtenues par notre algorithme sont trés proches des estimations
données ci-dessus a partir du modeéle déterministe (voir, Raggett [Raggett 1982]).
Nous avons également obtenu des estimations pour les données réelles en utilisant
les paramétres 5 = 4.6264 et p = 2.9544, données dans la TABLE 3.5 avec m = 15,
la troisiéme colonne pour l'algorithme de Gillespie et la quatriéme colonne pour

I'approximation de Milstein.
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‘ | Données réelles | Gillespie | Milstein ‘

| Date(1666) | S(t) Itt) | St) I(6) | S(¢)  I(t) |
Juin 19 254 7 254 7 254 7
Juillet 3/4 235 14.5 231.02 14.38 | 229.27 15.17
Juillet 19 201 22 197.57 21.12 | 189.10 24.29
Aot 3/4 153.5 29 164.59 21.64 | 146.78 25.83
Aott 19 121 20 139.61 17.35 | 117.12 19.12
Septembre 3/4 108 8 123.52 11.82 | 100.88 11.25
Septembre 19 97 8 113.84 7.34 | 9287 6.87
Octobre 4/5 inconnu inconnu | 108.25 4.35 | 89.06  2.88
Octobre 20 83 0 105.06 2.49 | 87.28  1.37

TABLE 3.4 — Nombre d’individus susceptibles et infectés a des dates de la période
terminale de la peste d’Eyam et leurs estimations générées a partir de l'algorithme
de Gillespie et de I'approximation de Milstein avec les paramétres 5 = 4.6264 et
w=2.9544.

m a posteriori de 8 a posteriori de ‘ Ry

5 | moyenne 4.6716 2.9932 1.5607
variance 0.0431 0.0485

10 | moyenne 4.6506 2.9722 1.5647
variance 0.0412 0.0178

15 | moyenne 4.6264 2.9544 1.5659
variance 0.0403 0.0171

TABLE 3.5 — Moyenne et variance a posteriori pour les estimations de 3, u et Ry,
correspondant & une étape de temps de 1 mois, pour les données de peste Eyam,
avec 20000 itérations.

3.5 Conclusion

Ce chapitre a porté sur ’estimation Bayésienne du modéle épidémique stochas-
tique SIR & partir des données de trajectoire. Les estimateurs proposés sont basés
sur la simulation par les méthodes MCMC. De telles méthodes se sont avérées parti-
culiérement bien adaptées pour résoudre les intégrales de grande dimension associées
au calcul de densités a posteriori dans des applications antérieures impliquant des
observations latentes ou manquantes. En particulier, ceci résulte du fait que la den-
sité a posteriori peut étre écrite comme la densité conjointe a posteriori des données
augmentées constituées a la fois de parties observables et non observables du systéme
continu.

L’approximation de diffusion du processus de saut approprié est ensuite utilisée
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pour estimer les données manquantes entre chaque paire de temps d’observation.
Nous avons adopté le schéma de discrétisation de Milstein au cours du processus
d’estimation des paramétres du modéle épidémiologique SIR qui donne des valeurs
plus précises que le schéma d’Euler dans le contexte Bayésien tel qu’il est adopté par
El Maroufy et al. [Maroufy 2015]. De plus, pour une meilleure estimation, nous avons
proposé la distribution gamma qui est fréquemment utilisée en pratique comme
distribution a priori des paramétres des modeéles épidémiques. De plus, nous avons
montré efficacité des méthodes MCMC dans la simulation de données synthétiques
a partir du modéle épidémiologique SIR. Par conséquent, les résultats présentés pour
les données simulées et réelles sont assez bons que les autres approches standards.

Cette méthode est donc susceptible d’étre applicable & une gamme plus large de
modéles et & des ensembles de données plus larges et plus récentes que ce que nous
avons considéré ici, nous pouvons considérer des maladies infectieuses de notre temps
telles que HIN1, Ebola... . D’autres recherches seront consacrées a I’amélioration de
I'inférence paramétrique en considérant une dimension de paramétre plus élevée. De
plus, nous allons tenter & la généraliser a des modéles épidémiques plus compliqués.
Enfin, le chapitre suivant sera axé sur ’estimation Bayésienne des paramétres [ et
u dans le cas dépendant.
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4.1 Introduction

Le méme principe qu’au chapitre 3, puisque les données ne sont disponibles qu’a
des moments discrets, on introduit un ensemble de m — 1 données latentes entre
chaque paire d’observations. L’idée de relever les données de basse fréquence obser-
vées avec des fréquences simulées & haute fréquence a été précédemment poursuivie
par Pedersen [Pedersen 1995].

Cette tache est réalisée aussi par ’application des techniques MCMC qui mettent
alternativement a jour les données et sont habituellement réalisables dans un temps
de calcul modéré. En outre, nous examinons le méme modéle épidémique de type
SIR dans lequel le taux d’infection dépend du taux d’élimination. Dans un contexte
de modélisation, ce mécanisme d’infection refléte le changement de comportement
en réponse a l’état percu de I’épidémie. En particulier, cette approche s’adresse
aux épidémies ou le nombre actuel d’infections est inconnu, mais ou 'on dispose
d’informations sur le nombre d’individus éliminés. Les données concernant les mala-
dies sexuellement transmissibles sont souvent de ce type. Des modéles déterministes
pour les maladies sexuellement transmissibles qui tiennent compte du changement de
comportement ont été proposés par Blythe, Brauer et Castillo-Chavez [Blythe 1997],
Brauer, Blythe, Castillo-Chavez et Velasco-Hernandez [Blythe 1995|. En particulier,
ces modéles permettent au taux de recrutement dans la partie sexuellement active
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de la population de dépendre de I'état actuel percu de I’épidémie. Dans plusieurs
circonstances, les chercheurs doivent traiter les données dépendantes appariées. De
telles cas surviennent généralement dans les essais cliniques impliquant 1’analyse de
survie et ’hydrologie (flux dans deux districts distincts de la méme riviére).

Dans ce chapitre, pour modéliser la dépendance entre les parameétres d’infec-
tion et d’élimination dans le modeéle épidémique SIR, nous adoptons la distribution
gamma bivariée de Kibble (KBGD) [Kibble 1941] comme distribution conjointe a
priori des parameétres 5 et p du modele. La popularité du KBGD chez les praticiens
découle en partie du fait qu’elle permet de modéliser la dépendance (conditionnelle
aux caractéristiques observées) entre le taux d’infection et le taux d’élimination dans
le modéle épidémique SIR. De plus, nous utilisons la densité donnée dans Risken
[Risken 1989] comme approximation de la densité de transition de probabilité du
processus. Nous développons également des méthodes MCMC utilisées pour explo-
rer la distribution a posteriori des paramétres du modéle.

Le reste du chapitre est structuré comme suit : dans la Section 4.2 nous fournis-
sons l'inférence Bayésienne des paramétres, la Sous-Section 4.2.1 donne la densité a
priori des paramétres, la Sous-Section 4.2.2 établit la densité a posteriori des para-
métres et ’algorithme dans la Sous-Section 4.2.3, tandis que les simulations MCMC
sont présentées dans la Section 4.3 avec application aux données simulées et on
conclue par la Section 4.4. Certaines démonstrations mathématiques sont explorées
dans I’Annexe B.

4.2 Inférence Bayésienne pour 5 et p

Il existe de nombreuses approches d’inférence utilisées pour obtenir une estima-
tion des paramétres du modeéle de diffusion donné par (2.18) & partir de données
discrétes avec basse fréquence comme estimation par maximum de vraisemblance
et techniques de martingale. Malheureusement, dans de nombreuses applications
dans les modéles épidémiques, le temps entre les observations consécutives est assez
grand. On ne s’attend pas a ce que ces approches considérées donnent des résultats
satisfaisants dans ces cas. Des procédures d’estimation plus avancées peuvent étre
envisagées pour résoudre ce probléme. Nous proposons dans ce chapitre la méthode
MCMC pour estimer la diffusion aprés discrétisation, en utilisant la densité de
transition donnée dans Risken [Risken 1989, Section 4.7]. La méthode consiste a
augmenter les observations de basse fréquence par l'insertion d’'un nombre fini
de données latentes entre deux observations consécutives. Afin d’appliquer cette
approximation & notre modeéle, nous considérons la transformation suivante :
Vi, = (w4;,2,) = (24,1 + & — x4, — yp;) comme données réelles aux instants
0=ty t1,...tny =T.

Par la formule d’It6 (2.2), on trouve dy, = U(y,,,0)dt; + o(y,,,0)dW;,, ou

~ o _thi(l + % — L, — th‘)
U(yti70) B < M(l + % - xti - Zti)
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et

_\/5“1‘(1*%*1%*%2') 0

b _ n

O'(ytme) - 0 N(1+%_$ti_zti)
n

L’équation de Fokker-Plank et la formule (4.109) dans Risken [Risken 1989]
conduisent a la densité de transition suivante :

p(yti |}~’ti,1 0) = play, 2@y 200, B 1)
— / g ATy
-2 o (Awy,—pi 1, Az —py_)(Si) " (T
= [2 WAti] | DI |7% 64Atz ' Azt =Hi_q
(4.1)
ou
Y = < gmtiﬂ(l + % — Tt — Ztifl) 0 ) ,
0 %(1 + % — Tt T Zti—l)
Azy, = oy, —ay, , Dz = 2, — 244, pim1 = =By, (1 + % — Ty, 4 — 2, )AL et
M1 = M(l + % — T, — Zti,l)Ati-
Puisque ¥;_1 est diagonale, on déduit immédiatement de (4.1) que
p(ytl |yt¢,1 ’ 9) =N (ytl |yt¢,1 ’ B) X p2(yti |S’ti,1 ) lu’) (42)
avec
~ ~ -1 _n /8 a _1/2
pl(Yti|Yti71a/8) = |:2 WAti] e 2 AT <E$t¢1(1 + n Tty — Ztil))
Aac%i
47Artli xtiil(H%_;tFl_%Fl)+xti—1(1+%*Iti71fzti71)At125
X e (4.3)
et
— -1 5 a -1/2
pZ(Yti‘Yti_pM) = |:2 ﬂAti] e 5 Dz <%(1 + E — Tty — Zti—l))
Az?i
4_ATtLi (1+ﬁizti;lizti_l) (It =2y =20 )AL N
e . (4.4)

4.2.1 Distribution a priori des paramétres et u

Les distributions gamma bivariées (BGD) sont de bonnes densités a priori
candidates de paramétres, ils fournissent un cadre approprié pour modéliser
la dépendance entre les paramétres. Cependant, les extensions définissant des
distributions gamma multivariées (MGD) sont plus controversées. Ces distributions
ont trouvé des applications utiles dans plusieurs domaines. Par exemple, dans
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la modélisation des précipitations a deux pluviomeétres & proximité (voir, Izawa
[Izawa 1965]), données obtenues & partir d’expériences de pluviométrie (cf. Moran
[Moran 1969], [Moran 1970]), la dépendance entre l’écoulement annuel et la
précipitation aréolaire étudié par Clarke [Clarke 1980], données de vent considérées
par Smith et Adelfang [Smith 1981] et la dépendance entre les précipitations et le
ruissellement (cf. Mathai et Moschopoulos [Mathai 1991]). Ils ont également trouvé
des applications dans la théorie de la fiabilité, les processus de renouvellement et
les problemes de routage stochastique. Nous utilisons ici la distribution KBGD qui
a été introduite par Kibble [Kibble 1941], sa densité conjointe est donnée par :

v—1
(A A2)” xy 7 Mgy 2v/ pA1 Aoy
= - Iy— 4
f(x7y’V7AlaA27p) (1—[))F(V) p)\l)\Q € P 1 1_[) ( 5)

ou z,y,A1,A2 > 0,0 < p<1,v>0et () est la fonction de Bessel modifiée

2k
du premier type d’ordre v défini comme I, (a) = Z F&fi+1+k,, a > 0. Le lecteur

pourra consulter ’'ouvrage de Lebedev et Silverman [Lebedev 1972, Chapitre 5] pour
un traitement approfondi des fonctions de Bessel.

Dans le présent chapitre, nous supposons que le taux d’infection S et le taux d’élimi-
nation p dans le modéle épidémique SIR suivent comme distribution a priori KBGD
(4.5). La corrélation entre 3 et p est égale & p; donc 5 et u sont indépendants si et
seulement si p = 0. En utilisant la représentation en série de la fonction de Bessel,
donc (4.5) prend la forme suivante :

= )\1 )\2
F(B, ulv, A1, Az, p) kzzof klp)f(Blv + k, E)f(W +k, 1Tp)

ou f(k|p) = (”);553) (1—p)¥pF, k € IN, est la probabilité de masse de la distribution

binomiale négative BN(v,1 — p) et f(B|v + k, 1 p) flulv + K, )‘2 ) sont les fonc-
tions de densité de probabilité des distributions gamma I'(v + k, 1% p) L(v+k, 13 p)
respectivement. Donc, on a

>\2u

I + k v kg pho1 22
f(ﬁaﬂ’ya)\h)@a O(Z ) kﬂ +h— 16 1 P/j/ +h— 1 i
=N . (4.6)
AB+A20 I‘(V + k)

o (1= p)*(Bu)* e 10 kzom(pﬁﬂ)

4.2.2 Distribution a posteriori des paramétres et u

En raison de la forme de la densité de transition dans (4.2) et avec KBGD
comme densité a priori de 5 et u, le théoréme de Bayes produit la densité conjointe
a posteriori de 8 et p mixte comme le montre la proposition suivante. La preuve est
laissée & ’Annexe B :



4.3. Simulation MCMC 45

Proposition 4.1. Si 8 et p suivent une densité a priori KBGD, alors leur distri-
bution a posteriori prend la forme suivante :

(e o]

—N —N
p(B. ) o< Y exGIG(B|— + v+ k, A, B)GIG(ul—~ +v +k,C.D)  (47)
k=0

ot A,B,C, D et ¢ sont données en Annexe B, et GIG(.|p,a,b) est la densité de
probabilité de la distribution Gaussienne inverse généralisée de paramétres p, a et b.

4.2.3 Algorithme

i- Initialiser S et p en utilisant I'interpolation linéaire entre les valeurs observées de
¥; pour initialiser y,.

~(h), ~(h—1) ~(h—1
ii- Pour tout ¢ = 1,2,...,N — 1, a l'itération h simuler gf )|(g§,1 ),gjgﬂ ),ﬁ,,u)
en utilisant I'algorithme AR-MH avec densité proposée

=~(h) | =(h—1) h—1
N <%(Z/z‘71 + Ui ) S 2571 ))-
iii- Simuler 3™ et ™ en utilisant la densité conjointe (4.7) comme une mixture
de deux distributions GIG indépendantes.

iv- Augmenter la valeur de h et revenir a I’étape ii-.

4.3 Simulation MCMC

Afin d’étudier la performance de la méthodologie d’estimation, nous avons

d’abord généré des données artificielles. Les données sont échantillonnées a partir
de la chaine de Markov double discréte initiale avec des valeurs réelles de (§ et
1 données dans les TABLES 4.1, 4.2 et 4.3. L’estimation est obtenue aprés 20000
itérations de notre algorithme pour v =1 et Ay = Ao = 2 et pour trois cas p = 0.1,
p=0.50up=009.
En pratique, on ne peut simuler qu’un nombre fini d’itérations de MCMC, le choix
de la condition initiale peut donc influencer la qualité de convergence. Il est alors
nécessaire de ne pas tenir compte des premiéres itérations de ’algorithme, mais il
est difficile de déterminer la durée de cette période de "chauffe" ("burn-in period").
En dimension plus grande que 1, il n’existe pas de critére rigoureux de convergence
permettant de savoir si la chaine est proche de son régime asymptotique. Il existe
en revanche des techniques empiriques. De plus, la vitesse de convergence de ces
algorithmes peut étre trop faible dans certaines situations.

Les TABLES 4.1, 4.2 et 4.3 et les FIGURES 4.1, 4.2 et 4.3 montrent que les es-
timations des paramétres sont généralement beaucoup plus proches de leurs vraies
valeurs dans les trois cas p = 0.1, p = 0.5 et p = 0.9, c’est & dire lorsque p aug-
mente les deux parameétres 5 et p sont fortement corrélées et s’ajustent bien avec les
vraies valeurs. Les FIGURES 4.1, 4.2 et 4.3 représentent les histogrammes des densi-
tés a posteriori des parameétres, qui révélent la convergence de 'algorithme vers la
distribution limite.
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p=0.1

B B M fi Ry Ro
Moyenne a posteriori 1 0.9013 1  0.8987 1 1.0028

Erreur standard 0.0987 0.1013 0.0028
Moyenne a posteriori 0.3 0.2041 0.8 0.6893 0.375 0.2961
Erreur standard 0.0959 0.1107 0.0789
Moyenne a posteriori 1.3 1.2037 0.8 0.6902 1.625 1.7439
Erreur standard 0.0963 0.1098 0.1189

TABLE 4.1 — Moyenne a posteriori et erreur standard de 5, u et Ry pour p = 0.1.

p=0.5

B B M fi Ry ffo
Moyenne a posteriori 1 0.9496 1 0.9415 1 1.0136

Erreur standard 0.0504 0.0585 0.0136
Moyenne a posteriori 0.3 0.2791 0.8 0.7584 0.375 0.3680
Erreur standard 0.0209 0.0416 0.0070
Moyenne a posteriori 1.3 1.2688 0.8 0.7699 1.625 1.6480
Erreur standard 0.0312 0.0301 0.023

TABLE 4.2 — Moyenne a posteriori et erreur standard de 5, u et Ry pour p = 0.5.
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FIGURE 4.1 — Histogramme de fréquences pour les densités a posteriori de 8 et u
pour les mémes parameétres exacts dans la TABLE 4.1 avec p = 0.1 et 20000 itérations
dans tous les cas.
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B B M fi Ry Ro
Moyenne a posteriori 1 0.9828 1  0.9023 1 1.0892

Erreur standard 0.0172 0.0977 0.0892
Moyenne a posteriori 0.3 0.3058 0.8 0.7937 0.375 0.3852
Erreur standard 0.0058 0.0063 0.0102
Moyenne a posteriori 1.3 1.2987 0.8 0.7957 1.625 1.6321
Erreur standard 0.0013 0.0043 0.0071

TABLE 4.3 — Moyenne a posteriori et erreur standard de 5, u et Ry pour p = 0.9.

p=1and p=0.5 p=1and p=0.5 p=1and p=0.5 p=1and p=0.5
15 200 14 200
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FIGURE 4.2 — Histogramme de fréquences pour les densités a posteriori de 8 et u
pour les mémes paramétres exacts dans la TABLE 4.2 avec p = 0.5 et 20000 itérations
dans tous les cas.

4.4 Conclusion

Le présent chapitre a décrit ’estimation Bayésienne des paramétres dépendants
du modéle épidémique SIR stochastique. L’estimateur proposé dans ce chapitre est
encore fondé sur l'inférence basée sur la simulation par les méthodes MCMC. Le
cadre d’estimation implique I'introduction d’observations latentes ou manquantes.
Nous adoptons l'approximation de la densité de transition donnée dans Risken
[Risken 1989] au cours du processus d’estimation des paramétres du modeéle épi-
démique SIR qui donne des valeurs plus précises. De plus, pour une meilleure esti-
mation, nous avons proposé la distribution gamma bivariée de Kibble comme une
bonne densité a priori de parameétres, qui peut étre écrite sous la forme d’un meé-
lange discret de la distribution binomiale négative et de deux distributions gamma.
Ensuite, nous démontrons que la densité a posteriori des paramétres peut étre écrite
comme un mélange discret de la distribution binomiale négative et de deux distri-
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FIGURE 4.3 — Histogramme de fréquences pour les densités a posteriori de 8 et u
pour les mémes paramétres exacts dans la TABLE 4.3 avec p = 0.9 et 20000 itérations
dans tous les cas.

butions GIG.

De plus, nous avons montré 'efficacité des méthodes MCMC pour simuler les
données synthétiques du modéle épidémique SIR, I'estimation s’améliore au fur et &
mesure que p augmente. Cela est di au fait que l'algorithme d’estimation est basé
sur une hypothese de dépendance entre les paramétres.

Cette méthode est donc susceptible d’étre appliquée a d’autres modeéles épidé-
miques plus généraux. D’autres recherches seront consacrées a l'amélioration de
I'inférence paramétrique en considérant une dimension de paramétre plus élevée et
aussi dans le cas ou les densités des processus sont hyperboliques. Enfin, le chapitre
suivant sera axé sur l'estimation Bayésienne du nombre de reproduction de base
Ry. Ce paramétre a une grande importance, car, si Ry << 1, donc une épidémie
sera trés improbable.
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5.1 Introduction

Dans ce dernier chapitre, notre attention porte sur l'inférence Bayésienne du

nombre de reproduction de base Ry = ﬁ, ou f3 est le taux d’infection et u est le taux

d’élimination. Ce paramétre Ry est trgs important dans 1’étude de la propagation
des épidémies, comme déja mentionné dans l'introduction de la présente thése, ce
paramétre décrit le nombre moyen de nouvelles infections dues & un individu malade.
Comme on peut 'imaginer, si ce nombre est inférieur & 1 alors 1’épidémie tendra &
s’éteindre, tandis qu’elle pourra persister voire s’étendre & la population entiére si
Ry > 1.

Pour estimer R, nous avons utilisé deux approches, l'inférence classique et 1’'infé-
rence Bayésienne. Premiérement, dans 'inférence classique, la densité de transition
est rarement connue explicitement, plusieurs approches numériques rendent l'infé-
rence par maximum de vraisemblance possible pour les modeéles de diffusion. En fait,
Pedersen [Pedersen 1995] a proposé une méthode pour obtenir une approximation
de la fonction de vraisemblance par une simulation assez étendue. La méthode de
Pedersen a été considérablement améliorée par Durham et Gallant [Durham 2002],
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ou leur méthode est beaucoup plus efficace. Aussi Poulsen [Poulsen 1999] a obtenu
une approximation de la densité de transition en résolvant numériquement une équa-
tion différentielle partielle. Pour plus d’informations sur ’estimation des processus
de diffusion, le lecteur pourra se référer & Bibby et al, pages 203-268 dans I'ouvrage
de Ait-Sahalia et Hansen [Ait-Sahalia 2010].

Dans ce chapitre, nous explorons 'EMV de Ry, et nous prouvons sa conver-
gence. Deuxiémement, dans 'inférence Bayésienne, nous adoptons 1’approche pro-
posée dans le chapitre 1, en considérant le modeéle épidémique SIR avec Ry comme
paramétre d’intérét. La méthode consiste toujours a augmenter les observations de
basse fréquence par l'insertion de m — 1 nombre de données latentes entre deux
observations consécutives. Ici, 'objet de l'inférence est Ry en utilisant la densité
de transition d’approximation donnée dans Risken [Risken 1989], contrairement a
lapproximation du schéma d’Euler présentée par El Maroufy et al. [Maroufy 2015]
ou lapproximation du schéma de Milstein adoptée dans le chapitre 1 (Qaffou et
al. |Qaffou 2017b]); on l'objet de l'inférence est a la fois les parametres 8 et p sé-
parément. De plus, nous déclarons que la famille des distributions a priori gamma
indépendantes conduisent & explorer pour Ry une distribution a priori béta généra-
lisée (BG)du second type et une distribution a posteriori en tant que rapport entre
deux distributions GIG indépendantes. Ce choix d’une telle distribution gamma
a priori est commode en terme d’inférence Bayésienne pour les modéles de type
SIR (cf. O'Neill et Roberts [O’'Neill 1999]). De plus, la flexibilité de la distribution
gamma la rend trés attrayante en pratique, une distribution a priori des paramétres
dans les modeéles épidémiques (voir Cauchemez et al. [Cauchemez 2004|, Streftaris
et Gibson [Streftaris 2004]). Entre autres choses, nous obtenons une distribution a
posteriori des données manquantes.

La suite de ce chapitre est organisée comme suit : dans la Section 5.2 nous effec-
tuons l'inférence classique de Ry et dans la Section 5.3 nous établissons I'inférence
Bayésienne. Dans la Section 5.4, nous illustrons le résultat avec des simulations
MCMC ; et 'application aux données réelles de la peste Eyam a été établit dans la
Section 5.5. Quelques bréves conclusions sont données & la Section 5.6. Enfin, les
preuves de quelques énoncés mathématiques sont données & 1’Annexe C.

5.2 Inférence classique de R,

Nous considérons toujours le modeéle décrit par ’équation différentielle stochas-
tique (3.3) avec des coefficients non linéaires. La principale difficulté dans le contexte
de l'estimation directe du parameétre § = (3, 1) est que la densité de transition du
processus y = (z,y) est inconnue. Par conséquent, la fonction de vraisemblance
est également inconnue et EMV qui est connu pour avoir les bonnes propriétés ha-
bituelles n’est pas une solution (cf. Dacunha-Castelle [Dacunha-Castelle 1986] et
Florens-Zmirou [Florens-Zmirou 1989]). Une facon courante pour surmonter cette
difficulté est de fonder l'inférence sur les observations discrétes du processus. Si
nous disposons des observations & des moments discrets 0 = tg,t1,....,ty = T, nous
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pouvons utiliser une approximation de la densité de transition inconnue p(y,/y;_1,0)

de ¥y = (z,y) par une séquence de densités p(y;/y;_1,0) qui convergent vers

p(¥;/¥i_1,0) quand max | ti — ti—1 |—> 0 et ensuite nous définissons la fonc-
1

tion log-vraisemblance approximative

N
(0) = Wp(§;/9i1,6)-
i=1

Pour ce faire, nous utiliserons la densité donnée dans Risken [Risken 1989,

Section 4.7] comme approximation analytique de p. Pour appliquer -cette

approximation & mnotre modeéle, considérons la transformation suivante

Vi, = (xt;,2) = (x4;,1 + & — x4, — yp;) comme données réelles aux instants

0=ty t1,...tny =T.

Avec la formule d'It6 (2.2), on trouve dy, = U(y,,,0)dt; + o(y,,,0)dWy,, ot
= (PR

p(l+ & =, — 2,)
et

5xti(1+%—$ti—zti)
_\/ E 0

0 ﬂ(lJr%*Iti*Zti)
n

U(S’t, i 0) =

L’équation de Fokker Plank et la formule (4.109) donnée a Risken [Risken 1989
(voir le chapitre précédent, Section 4.2) conduit & la densité de transition suivante :

PV, /Y 1 0) = D@2, /%0, 244,85 1)
_ <2 WAti) —2 e eﬁii(Ami—m-l,Azti—u;_l)zf_ll(iz:::z:
(5.1)
ou
Yil1 = ( gxti—l(l =Ty — 2t ) 0 >
0 BA+2—ay =2z ,) )’
Azy, = 2y — x4y, Dzg, = 24, — 24,45 fic1 = =B (1 + % — | — 24, )AL et

Mlifl - M(l + % — Tty — Zti—l)Ati'
Puisque ¥;_1 est diagonale, on déduit immédiatement de (5.1) que
ﬁ(yti/yti_l Y 0) = ﬁl(yti/yti_l Y /8) X ﬁQ(S’ti/S’ti_l i ILL), (52)

ou

N

~ [~ ~ -1 _a ,8 a
pl(Yti/yti_p/B) = (2 ﬂ'Ati) € 2 ATt (Ewti—l(]‘—i_ﬁ_wti—l_Zti—1)>
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Axti
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~ e )G -1 —2Az M a 7%
p2(Yt¢/Yt¢71’:u) = <2 WAti) e 277 (E(l + n_ Tty — Ztiﬂ))
Az?i
| e e 1 s, )AE
xe

Aprés un calcul fastidieux, la log-vraisemblance peut étre simplement réécrite comme
suit :

UO) =1(B,p) = 11(B) + l2(p)
5.3
“—gln(ﬂ)—% (%4‘05) —%m(u)—i <§+Du>, (5:3)

ou A, B, C et D sont des quantités données dans I’Annexe C.
Avec des calculs simples, égalant le gradient & zéro, dpl(B, ) = 0, on obtient

~ VN?2+AC - N . VN2+BD-N
8= c et = ) .

Donc, PEMV de Ry est RO = g

Les estimateurs B et fi sont consistents et asymptotiquement normaux sous condi-
tions appropriées. La forme (5.3) de la fonction contraste nous permet d’investir le
Théoréme 1 dans Sgrensen et Uchida [Sgrensen 2003]. Quand on prend les mémes
hypotheéses pour vérifier la consistence de Ro, il suffit de montrer que les cinq hy-
potheéses (A;)-(As) données dans Sgrensen et Uchida [Sgrensen 2003| sont remplies.
On peut se référer & Andersson et Britton [Andersson 2000| pour vérifier (A;). U et
o sont respectivement polynomiaux et quadratiques en x, z, § et u; et z,z € [0, 1].
Par conséquent, les hypothéses (Asg)-(A4) sont vérifiées. (As) est déduit immeédia-
tement de (5.2). Alors 6 = (B,ﬂ) est asymptotiquement consistent et posséde la
propriété de normalité.

Considérons maintenant R, nous avons par le développement de Taylor :

/
o~ Ro =i (2) (6 0)+ o(16 - 6]
et par 'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

|[Ro — Ro| < [Va <§> (0 = 0)| + lo(lI6 — 6l < [[Ve (g) 116 — 61l + lo(1 — 61)1.

Puisque || — 6]| — 0 en probabilité quand le nombre d’observation est plus grand
/ . N

et ||V <§) | < 400, donc | Ry — Ry |— 0 en probabilité. Finallement, Ry est

consistent, en plus (voir Rao [Rao 1973, p. 388|) on vérifie que :

— 2

~

Var(Ry) ~ %Var(ﬂ) + %Var(ﬁ) - 2%@)@(5, Q). (5.4)

Cette variance est investit pour établir 'intervalle de confiance de Ry.
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5.3 Inférence Bayésienne de R,

La dynamique de la transmission de personne & personne qui concernce la trans-
mission vectorielle peut étre résumée par le taux de reproduction de base Ry qui est
considéré comme un paramétre d’intérét du modeéle épidémique SIR, qui s’interpréte
comme le nombre moyen de nouveaux cas générés par un sujet infectieux dans une
population susceptible. Ce paramétre est trés important dans 1’étude de la propaga-
tion des épidémies, il permet d’évaluer la virulence d’une maladie infectieuse. Plus
la valeur de Ry > 1 est grande, plus I’épidémie est importante et peut s’étendre.
Notre objectif est de développer une méthodologie plus avancée pour ’estimation
de Ry en utilisant une inférence Bayésienne. L’estimation de Ry, ou des paramétres
équivalents dans des modéles plus complexes peut généralement étre obtenus via
les méthodes MCMC. Nous proposons la méthode MCMC en utilisant la densité
de transition donnée dans Risken [Risken 1989, Section 4.7]. La méthode consiste
a augmenter les observations de basse fréquence par l'insertion d’un nombre fini de
données latentes entre deux observations consécutives. Parmi d’autres choses, on
obtient une expression de la densité a posteriori de Ry.

5.3.1 La distribution a priori de R,

On suppose que S et p suivent une distribution a priori gamma indépendante,
respectivement I'(mg, A\g) et I'(m,,A,). De plus, la flexibilité de la distribution
gamma signifie qu’il est fréquemment utilisée en pratique comme distribution a priori
des parametres de modeéles épidémiques (voir Cauchemez et al. [Cauchemez 2004],
Streftaris et Gibson [Streftaris 2004]). Cependant, 'introduction de la distribution
a priori pour Ry est rarement mentionnée dans la littérature, et nous considérons
maintenant ceci pour le modéle actuel.

A partir de Clancy et O’Neill [Clancy 2008], nous vérifions' que la distribution a

priori de Ry = g est donnée par une distribution béta généralisée de second type

GBs(1, i—;,mﬁ,mﬂ) (voir, McDonald [McDonald 1984]) :

m(Ro) = - —, (5.5)
%’(mﬁ,m#) <1 n i_iR()) prmu

pour Ry > 0 ou #(mg, m,) est la fonction béta. La moyenne et la variance a priori
sont données par

mg\ mg(m m, — 1 2 2
B = s o Varthy = A (52) - 6o

La question de savoir si Ry > 1 est souvent intéressante. Le choix des paramétres
mg, My, Ag et A, est fixé tel que P(Ry > 1) = 0.5. Cette égalité signifie que Ry a

1. La preuve est classique, elle se base sur le théoréme de transfert appliqué aux vecteurs
aléatoires.
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une médiane égale a 1, i.e :

A mg—1
kG

bW /
HB(mp,my) Jo <1 I ;_BR())mbLmu
m

dRy = 0.5, (5.7)

A_BR

. X 0

avec la transformation u = —%
1+£R0

, (5.7) devient

A

s
1 py:EowM
7/ ST (1 — w)™ Ny = 0.5.
‘@(mﬁa mu) 0
Dong, le choix des paramétres mg, m,, Ag et A, est prouvé telle que la médiane de
#(mg,m,,) est égale a /\;\TBA,,L‘ Les valeurs initiales de mg et m,, peuvent étre données

en utilisant 'estimation de Ry combinée avec les équations (5.4) et (5.6). Pour Ag,
nous pouvons choisir en simulant la médiane de % (mg, m,) pour différentes valeurs
de A\g. Les valeurs de Ag qui sont sur la droite y = Ag sont les valeurs initiales
désirées de A\g.

5.3.2 La distribution a posteriori de R,

En raison de la forme de la densité de (5.2) et avec GBs en (5.5) comme distri-
bution a priori de Ry, Le théoréme de Bayes produit une distribution a posteriori de
Ry comme le rapport de deux distributions GIG indépendantes. Plus formellement,
nous avons le résultat suivant dont la preuve est laissée & I’Annexe C :

Proposition 5.1. Si Ry ~ GB(1, i—;,mg,mu), alors sa distribution a posteriori
est donnée par le rapport entre deuz distributions GIG indépendantes :

m(Ro/y) ~ , pour Rg >0 5.8
(Ro/y) GIG(ﬂ+m b DD, p 0= (5.8)
2 Ko 2
\ » D% p1 —1(24ba)
o la densité de GIG, ) est f(x,p,a,b) = 21})‘2\/%)3:7’ e 2\a X{z>0}:@ >

0,0 >0 etpelR.

5.3.3 La distribution a posteriori des données manquantes

Pour les processus de diffusion univariés, la méthode MCMC a été étudiée de
maniére approfondie, par exemple dans les modeéles financiers. Roberts et Stramer
[Roberts 2001], Elerian [Elerian 1998] et Durham et Gallant [Durham 2002] utilisent
des schémas de mise & jour de blocs pour simuler les données latentes. Pour notre
modele bivarié partiellement observé, en raison de la grande dimensionnalité (grand
nombre de données manquantes et de parameétres), il est pratique d’utiliser I’échan-
tillonneur de Gibbs présenté dans la Sous-Section 2.10.2, la premiére étape de cet
échantillonnage implique la simulation des données manquantes. Nous considérons
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ici le cas dans lequel ’échantillonneur de Gibbs met & jour une seule colonne de §r
dans le temps avec y;, = (I, 2;) sont les données manquantes. A Titération h de
I’échantillonneur de Gibbs, on peut simuler y;, ~ 7(y;, /¥, |, ¥y,,,). Pour le modéle
non linéaire, Eraker [Eraker 2001 suggére que y,. soit mise a jour avec une densité
de proposition normale g(./y;, ,,¥;,,,) avec moyenne Ty, + Yt,.,) et variance

~

%02(}’%7 ,)- Les auteurs justifient ce choix en prouvant que, si At est petit, la den-

. 2 2 2 N 1,2 2 A -
sité de Yti /Yti,1 ) yti+1 est pres de ‘/V (i(yw,l + yti+1)? Tto-z(Ytifl)> :
Dans notre cas, le résultat suivant, prouvé dans I’Annexe C, est obtenu.

Proposition 5.2. Si la distribution a priori de Ry est une béta généralisée de
second degré GBa(1, i—;,mﬁ,mu), done, pour At suffisament petit, on a approrima-
tivement :

m£+mu—1A5

P 2 ——5—— —0./he,
p(yti/ytifl? yti+1?R0) (08 hti 2 € tz’ (59)
ot hy, et 0 sont données en Anneze C.

Cette distribution de probabilité nous permet de générer les données man-
quantes.

5.3.4 Algorithme d’estimation de R,

L’algorithme est basé sur les distributions a posteriori calculées dans la propo-
sition 5.1 et 5.2 :

i- Initialiser toutes les données manquantes entre chaque paire d’observations en
utilisant une interpolation linéaire et initialiser Ry selon le principe de la Sec-
tion 5.3.1.

ii- A l'itération h on utilise l'algorithme AR-MH pour extraire 1’observation latente
en utilisant la densité conjointe donnée par (5.9).

iii- Simuler Ry en utilisant (5.8).

iv- Augmenter la valeur de h et revenir a I’étape ii-.

5.4 Simulations MCMC

Pour illustrer la méthodologie présentée dans ce chapitre, nous considérons le
modéle épidémique SIR avec des paramétres connus.
Pour Ry € {0.5;1;1.5;10}, m € {5;10;15}, S = 3000 (Susceptibles), I = 200
(Infectées), N = 10 (taille d’échantillon) et 1000 simulations. L’échantillon observé
est généré en utilisant 1’algorithme de Gillespie donné dans la Section 2.11.

Les TABLES 5.1, 5.2 et 5.3 et les FIGURES 5.1, 5.2 et 5.3 montrent que I'estima-
tion de Ry est généralement beaucoup plus proche de la vraie valeur, la méthode
MCMC fournit des résultats au moins aussi bons que la méthode MV quand Ry < 1
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valeurs de Ry Ro(MCMC) sd(MCMC) Ro(MV) sd(MV)

0.5 0.4833 0.0166 0.4998 0.0001
1 1.0112 0.0111 1.0128 0.0127
1.5 1.5660 0.0659 1.5881 0.0880
10 9.9635 0.0364 10.7223  0.7222

TABLE 5.1 — Estimation de Ry et erreurs standard (sd) avec méthodes MCMC et
MV pour m=5.

valeurs de Ry Ro(MCMC) sd(MCMC) Ro(MV) sd(MV)

0.5 0.4715 0.0282 0.4995 0.0004
1 1.0095 0.0094 1.0165 0.0164
1.5 1.5621 0.0621 1.5841 0.0840
10 9.9479 0.0520 10.7234  0.7234

TABLE 5.2 - Estimation de Ry et erreurs standard (sd) avec méthodes MCMC et
MV pour m=10.

(Pépidémie est faible). Quand ’épidémie est forte, c’est a dire Ry > 1, I’estimation
par MCMC proposé dans ce chapitre surperforme ’estimateur par MV (par exemple,
pour Ry = 10 et m = 15, sd(MCMC)=0.0661 et sd(MV)=0.6856). Les FIGURES 5.1,
5.2 et 5.3 illustrent les histogrammes de la densité a posteriori du paramétre Ry qui
révelent la convergence de 'algorithme vers la distribution limite du parametre Ry

en (5.8).

5.5 Application aux données réelles

Reprenons le méme exemple introduit dans la Sous-Section 3.4.5, I’algorithme
MCMC fournit Pestimation Ry = 1.51 tandis que 'EMYV donne la valeur Ry = 1.57,
avec les données manquantes m = 15. Les erreurs moyennes calculées sur la base
de I’échantillon observé montrent l’efficacité de I’estimateur MCMC par rapport a
IPEMYV, (voir, la TABLE (5.4)).

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons adopté la densité de transition d’approximation
donnée dans Risken [Risken 1989, p. 86, formula 4.109] pour estimer le paramétre
Ry pour le modéle épidémique SIR qui donne des valeurs plus précises dans le
contexte Bayésien. Nous avons considéré la famille de distribution a priori gamma
indépendante qui fournit une distribution a posteriori de Ry comme un rapport
entre deux distributions GIG. Le résultat obtenu montre que la valeur ajoutée d’es-
timation de Ry, est que la méthode MV fournit des estimations assez bonne que la
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valeurs de Ry Ro(MCMC) sd(MCMC) Ro(MV) sd(MV)

0.5 0.4723 0.0276 0.5011  0.0011

1 1.0079 0.0078 1.0170  0.0169

15 1.5666 0.0666 1.5949  0.0948

10 9.9339 0.0661 10.6856  0.6856

TABLE 5.3 - Estimation de Ry et erreurs standard (sd) avec méthodes MCMC et

MV pour m=15.
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FIGURE 5.1 — Estimations MCMC et histogrames pour Ry € {0.5;1;1.5;10}, m = 5.

méthode MCMC quand I’épidémie est faible, c’est & dire Ry < 1. Cependant, quand
I’épidémie est sévere (Ry > 1) 'estimateur MCMC est plus efficace que 'EMV. Nous
avons également montré 1’efficacité de la méthode MCMC en simulant les données
synthétiques et réelles du modéle épidémique SIR. Ensuite, quand une épidémie est
forte, nous pouvons utiliser la méthode MCMC comme une bonne méthode pour

estimer Ry.

Cette méthode est donc susceptible d’étre appliquée & une gamme plus large
de modéles et & des ensembles de données plus larges. Ce que nous avons considéré
dans ce chapitre. D’autres recherches seront consacrées 4 I’amélioration de 'inférence
paramétrique en considérant une dimension de paramétre plus élevée.
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FIGURE 5.3 — Estimations MCMC et histogrames pour Ry € {0.5;1;1.5;10}, m =
15.

| Données réelles | Estimation MCMC | Estimation MV ‘

| Date(1666) | S(t) I(t) | S() Itt) | S(t) I(t) |

Juillet 3/4 235 14.5 229.29 15.15 212.06  19.93
Juillet 19 201 22 189.14 24.27 131.88  28.81
Aot 3/4 153.5 29 146.79 25.83 81.16 7.32
Aott 19 121 20 117.10 19.13 74.66 0.36
Septembre 3/4 108 8 100.84 11.27 74.41 0.02
Septembre 19 97 8 92.83 5.87 74.52 0.00
Octobre 4/5 inconnu inconnu | 89.01 2.89 74.57 0.00
Octobre 20 83 0 87.21 1.38 74.59 0.02

| Erreur moyenne | 6.59 2.06 44.47 11.59

TABLE 5.4 — Nombre d’individus susceptibles et infectés aux dates de la période

terminale de la peste d’Eyam et leurs estimations selon la méthode MCMC et la
méthode MV avec les données manquantes m = 15.
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Conclusion et perspectives

Au terme de cette thése, nous estimons que les résultats présentés contribueront
au développement des méthodes d’inférence statistique Bayésiennes pour ’estima-
tion paramétrique des modéles épidémiques stochastique dans une population fermée
et divisée en trois classes d’individus, les susceptibles, les infectés et les éliminés, en
ouvrant de nouveaux horizons & la recherche scientifique sur cette thématique émer-
gente.

Aprés avoir présenté les notions préliminaires et les ingrédients utiles pour la
bonne compréhension du présent manuscrit, nous avons présenté des méthodes Bayé-
siennes pour ’estimation paramétrique du taux d’infection S est celui d’élimination
u de dits modéles ainsi que du taux de reproduction de base Rjy.

Tout d’abord, nous avons établi des résultats d’estimation Bayésienne du taux
d’infection et du taux d’élimination dans le cas o ces deux parameétres ont des lois
a priori indépendantes en utilisant les techniques de Monte Carlo par les Chaines de
Markov, est ce en augmentant les données de faibles fréquences par I'introduction de
données latentes entre chaque paire d’observations, simulées en utilisant la méthode
standard de I’approximation des équations différentielles stochastiques par le schéma
de Milstein ; qui donne des approximations plus précises que le schéma d’Euler dans
le contexte Bayésien tel qu'il est adopté par El Maroufy et al. [Maroufy 2015]. Les
résultats ont été pertinents, et nous avons pu remarquer par simulations que les
estimations sont trés proches des valeurs exactes a partir des quelles nos observations
ont été générées, ces simulations acquises par la méthode MCMC ont bien justifiées
les aboutissements théoriques. Nous avons prouvé que la loi instrumentale investie
pour reproduire les données manquantes ce n’est que la loi normale. De plus, pour
une meilleure modélisation du probléme, nous avons proposé la distribution gamma,
qui est fréquemment utilisée en pratique, comme distribution a priori des paramétres
et nous avons montré que les lois a postériori obtenues pour les paramétres sont des
lois particuliéres; les lois inverses Gaussiennes généralisées. Les résultats obtenus
ont fait 'objet d’une publication (cf. [Qaffou 2017b]).

Par ailleurs, nous avons généralisé les résultats susmentionnés au cas ot les deux
lois a priori des deux parameétres sont dépendantes. Dans ce cas, nous avons adopté
Papproximation de la densité de transition établie par Risken [Risken 1989] au cours
du processus d’estimation des parameétres. De plus, nous avons proposé la distribu-
tion gamma bivariée de Kibble comme une véritable densité conjointe a priori; nous
avons montré que la distribution conjointe a posteriori des paramétres ce n’est qu’un
mélange discret de la distribution binomiale négative et de deux distributions inverse
Gaussiennes généralisées. Les résultats obtenus sont soumis pour publication dans
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le journal "Journal of Statistical Computation and Simulation" [Qaffou 2017¢].

Enfin, nous avons cloturé ce travail de thése par l’estimation Bayésienne du
nombre de reproduction de base Ry. Nous avons adopté la densité de transition
approchée donnée dans Risken [Risken 1989, formule 4.109]. Nous avons considéré
la loi béta généralisée de second type comme loi a priori pour Ry qui a abouti & une
distribution a posteriori de Ry comme étant un rapport entre deux distributions in-
verses Gaussiennes généralisées. Les résultats obtenu montrent que la valeur ajoutée
de V'estimation directe de Ry réside dans le fait que l'algorithme consomme assez
moins de temps que les approches adoptées dans les travaux précités. L.a méthode
MCMC a fourni des estimations aussi bonne que la méthode classique basée sur
le maximum de vraisemblance lorsque I’épidémie est faible,i.e. Ry < 1, cependant
pour Ry > 1, l'estimation par la méthode MCMC est plus efficace et consistente
que l'estimation par le maximum de vraisemblance. Les aboutissements seront in-
cessamment publiés dans la revue "Brazilian Journal of Probability and Statistics"
[Qaffou 2017a].

Les résultats présentés dans cette thése offrent naturellement de nombreuses
perspectives. La premiére est l'adaptation de la méthode Bayésienne établie ici &
des modeéles épidémiques multivariés de type SIR et ’amélioration de l’inférence
paramétrique en considérant une dimension de paramétre plus élevée. Il serait aussi
intéressant de voir le comportement de nos modéles et faisant varier la population
totale car dans la réalité la démographie n’est pas constante. Aussi, avec une bonne
collaboration avec les professionnels de la santé publique, nous pensons pouvoir
concevoir, avec nos modeéles des outils pour fournir des informations importantes en
matiére de santé publique pour le controle des épidémies.

La deuxiéme perspective envisageable serait 1’étude théorique de la comparaison
de ces nouveaux estimateurs développés ici et les estimateurs existants et appli-
cation aux donnés partielles réelles des épidémies actuelles comme HIN1, Ebola,
HIV,...etc.

Finalement, une perspective qui semble étre, une continuité logique de ce travail,
est de voir 'estimation de Ry en utilisant une distribution a priori de Ry convenable
dans le cas ou les deux paramétres 8 et u sont supposés des variables aléatoires
dépendantes.



ANNEXE A

A.1 Preuve de I’équation (3.7) et ’équation (3.8)

Combinant (3.2) et (3.5), on obtient
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5.
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En remplacant tous les termes dans (A.1), finallement, on obtient
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A.2 Preuve de la Proposition 3.1

N 1/2 3
Soit ¢(¥+,0) = 1032 (¥4, 0) 2L pour k € {1,2}. Selon (3.5), on a

VE = VE 4 (Yi1, 0) At > (Y1, 0)& VAT 6(Yio1,0) (€2, —1)At, (A.2)
et

Vha =V 4 (Y0, 0)At+ 0, (Y5, 0)6 VAL + 61(Y1,0)(€7 — DAL, (A3)
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ou & ~ A4(0,1). En combinant (A.2) et (A.3), on a

k
}A/ik m B . . . At
L = oy (Vi ) (Yior,0) — (Vi 0)1y 5 (A4)

\/ %011/2 (Yi—lv 6)
At

o A (Yil1,0)

+ & V2 o2 (Yi1,0)6 1—0i/2(Y“9)£],
Bat
~1/2 3 2 & 2 At
0 (Y1, 0) [on(Yimn, 0)(€21 — 1) — (Y0, 0)(€ = 1)] /5
Cay
e (A.2), on déduit que
v -vk, 2
W—,uk( i—1, )\/_+U ( i—1, )gz 1+¢k( i— 1’9)(52‘71_1)\/&’
(A.5)

(¥ 0) = (Yo 1,0) + (V7 — V) (¢ ) 0AT & (V1. V), (A.6)
et

80;/ 2

0 2(Yi,0) = 03 (Vi1 0) + (V= V) =56 (¢.0), 041 C € (V2 V). (A7)

Donc (A.5) et (A.6) implique que pour At suffisament petit et ¢ € ( 1,Yk)

AL VE-YE ou
Ant = — > %k (Yi_1,0) W (€,0)| VA

:_\/ga,;wm_l,e) [ (Vi1 VAL + 0/ (V 1,006
VAL (Vi1 0)(E1 ~ D] 222, 0)], VBT

At _ N AN _
—ﬁakl/z(Yiflaa) Y- 1, 52 1— 0 Y 2 Yo lae)

ST O - ) %u,emzwﬂ
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Par les dérivatives limites de la fonction dérive et la fonction de diffusion, on obtient

@) < | OO o 2%, 0¥, 0)] 4 S8 (06 7)
BP0 T 0) gy |y ] By
< (A\t/);ﬂ C(YH,H)‘ + % + (23;/2 My (B[], — 1]2)1/2] My
< (Af/);ﬂ C(Yi,l,e)‘ + % + (23;/2 Mlﬂ] Mo,

00,/ *(¥io1.0),
oY, 1 z=(>
et o(Yio1,0) = o} > (Yio1,0)p(Yi-1.6).
Finalement quand At — 0, on a Aa; — 0 en moyenne quadratique.

ou My = sup D (2,0)|g=¢c, My =sup

Méme arguments appliqués & Bag, en utilisant (A.7), on a

i on on 00 (2,0 _
BAt:%(fi 1— fz) 55(}/;]?_}/2]“1) O-kag(f. )’m O 1/2(Y2 179)'
Donc (A.5) donne
1 At 00 (x,0
BAt_ﬁ(gi 1—&) = 75 %k (x )\xzc
1/2
[ i— 17 \/_+§z 1+180-k87(569)’m C(S@ 1 )\/Kt] .
Alors
1 7 At )2y 2)1/2
[E(BAt_ﬁ(gi—l_fi))] <7M1C( i-1,0)(E(&)? M1 &)
A
+ e, - 1))
<%M1C i-1,0 \/ M1 M12\/_

911/2
Ca donne [E <BAt — %(&—1 - §Z)> ] — 0, avec Bay —> 4(0,1) en moyenne
quadratique, car %(&,1 — &) — A(0,1).

En procédant de la méme facon pour Ca; :

\/_801/2( Y, 1,9)(52 Sy \/_80 ( i 0) 1/2
22 avE, T 2v2 oy

Car = (Y4, 0)0 (Y1, 0) (€2 - 1).

Tk

7

En utilisant (A.7) et (A.5), il est simple de voir que
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VAL 9o (Y ;6 )
N a;k ) (02 (Yie1,0) + (Yo, 0) VAL

\/At o3 (Y, 1.0
+ol 2 (Yii1,0)& 1 + ~—0 2 (Y, 1,9>M<5§,1—1>

ovE,

1/2
00 0 | VAT| 0 (Y. 0)(E 1),
donc
IR < Y000 [+ elFior, 00+ VAT (B(EE)
FMEEE — D)2 (e - 17
< %Ml [1 + c(Yi_1,0) My At + VAEM, + ngx/i} V2

< —"ftMl [1 +c(Yio1, 0)Mi At + VAEM, + —M \f}

alors

(E[Ca?)? < %Ml\/iJr@Ml [1 + c(Yie1,0) My At + VALM, + SEMEV2

et il suit que Cay — 0, en moyenne quadratique.

Finalement, & partir des analyses précédentes (voir, Gut [Gut 2005, Theorem

vk
ok —1tY z+1

11.1]) on déduit que i T Aat + Bat + Car ~ A(0,1) quand At est

VAtol/2(Yio1,0)

suffisament petit.
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A.3 Preuve de la Proposition 3.2

Supposons que 7(3) o< 78 e85 pour B € R* , substituons (3.7) dans (3.6)
implique

N-1
UCIRES | AL )
=1

Az (Mgl oo 12
-8 _ <2bz ;i ) ( bi1 H“)
x; B
X H A;B™ 2@ (Al_,lL i’l) ﬁmﬂ_le_)‘ﬁﬁ
(] 9
o(/@f%ﬂmﬁfl
N-1 N-1 3
1 Ar; - Ni1Ax;  ~
—3 ZAi +2)\5 ﬂ-i-ﬂ ( . +)\i,l> — ( ZLl L
y i—1 (~ SRy 1) i—1 2bi1 bi1
e

_ 1 By
g N5t Hme =173 [418+51]

avec
N-1 1
Ar=2)5+ Y -
i—1 <% + >\¢,1)

- A1z x;) 2
Tt — 1 - O
By =2 et SN YN e A LE AL RN U
i=1 2bi bi,1

Encore de la méme maniére, si 7(u) oc p™=~te=*H pour u € R* | la distribution a

— B
Ny —1,— 5 (Azpt =2)

posteriori de p est : m(p | Y) o< p~ e , avec

N-1

1
Ay =2X, +
; (Zzzl 2 +)\12)

1/2
By = 22 <zl+1 +5\i,2> — <—>\Z 2(Zit = %) +)\ )

bi 2

Ca compléte la démonstration de la proposition 3.2.
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B.1 Preuve de la Proposition 4.1

Soit Jiy, ..., Ut un échantillon aléatoire de distribué selon la loi (4.5), la densité
a posteriori jointe de § = (3, u) est donnée par p(0|y) 1]_\/[ (U, | e, 0)7(6) ou
(Gt |G, ., 0) est la densité de transition donnée & (4.2) et 71(20:)1 est la densité a priori
de 0 = (3, 1) donnée par (4.6), prenons y;,_, = 1+ & — x4, — 2;,_, dans (4.3) et
(4.4), et enlevant tous les termes indépendant de 3 et p, on obtient

N
p(9|17) X le (gtz |gt¢71 ) B)p2(gt¢ |gt¢71 ) M)p(e)
i=1
Ax%i Az?i
N ﬁ xti_lﬁyti_l +xti—1yti—lAt12'ﬁ ﬁ ytiu_l +yti—1At?N
- Hﬂfl/ze u 2%
) A1B+)\2,u s
x (1= p)’(Bu)" e Z pﬁu)
k= 0
En prenant :
N nAz?, N 2\ nAz?
A= Z 2Atize, Ilytiﬂ’ B = Z %xtiﬂyti 1At + 1= lpa C= Z QAtZytt

1

=1 - 7
N
et D= Z %Atiyti,l + 12T>\2p

i=1
Apreés simplification, on obtient

- OOFV+I€ N g 1A N g _1(C
p(e‘y)“Zkaﬂ Yrvth—1,= 3 (5B8) = Y b1~ 3 (F4D0)

Approximativement, on peut écrire

o0

N I'v+k N N
p01) « S 2D ke 2aris) - X w4 B)GIG( ~ X + v+ 1,0, D),
— I'(v)I'(k) 2 2
2I_n_ . (VAB) 2I_n.  (VCD)
avec c,l§ S SiAT M et ci = ek YT sont les constantes de normalisa-

Ntk N tvtk
(v3) ° (V)
tion inverse de GIG(B|— 5 +v+k, A, B) et GIG(uu|— & +v+k, C, D) respectivement.
I,(.) est la fonction de Bessel de second degré d’ordre p.
Quand max(At;) — 0 on a AB — 400 et CD — +o00; prenant le développe-
ment asymptotique suivant de I : I,(z) ~ 40 \/gmfl/Qefx(l + % +...), limitant
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au premier terme (Ip(z) ~ioo /g€ "), donc on obtient cj ~ (\/%)ATZVWM et
2\ /55 VP o\
2 o102 /
Cp ~ W, Oon a aussi CrCr X < ﬁ) .
Donc
- N N
p(015) o< > f(kIP)GIG(B] — 5 TV Tk ABGIGu - o +v+kC D),
k=0
ou f(klp) = %(1 — )ik, p = %p, k € N, est la fonction probabilité de

masse de la distribution binomiale négative BN (v, 1-7) et GIG(B|— X +v+k, A, B),
GIG(u| — % + v+ k,C, D) sont deux distribution GIG.



ANNEXE C

C.1 Preuve de la Proposition 5.1

En utilisant la densité de transition approximative donné par Risken
[Risken 1989], on trouve a partir de (5.1)

Py, /Yi,_,,0) o 571/2;171/2

NG
a _ —
~aag — ;tiil Ztiil)+:’3tz’—1(1+%*mti71fzti71)At%5
xe
Az
n (1+%_”cti—ti 1) a 2
-1 m F(A o —me, o —2, ) A
xe
En remplacant seulement les termes qui dépendent de Ry = g et w, on obtient :
Sio s —1/2, —1/2
p(Yti/Yti_lve) o (Rop) v
Az%i
a —
~Tarn zti_l(HnR::j_l i) Aoy (I =,y =2, ) A8 Rop
xXe
Az?
n (H%_xtij_ztiﬂ) a 2
T AL, w FO+ 5=y =z )AL
xXe

N
Puisque 7(Ro,11/¥) o< p(§/Ro, )w(Ro,p) o< [[5(F4:/F4i-1, Ro, w)w(Ro, ), ot

i=1
m(Rp, 1) est la densité jointe de Ry et pu, donc
_l.A B
7(Ro, /3 oc Ry ™2 N e Rog FCROMERIDI gy =1 = ooty =N,

avec

A iv: nAa:%i . iv: nAzt%
i—1 Atixtwl(l + % — Lty — Ztifl)’ i—1 Ati(l + % — Lty — Ztifl)’

N N
a a
C= izlnAtixtil(l + o T T T zt, ), D= izlnAti(l + T Tt Zt_,)-
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Donc

A
Ry tB

1
N _1
—5+mg—1 _ _ 4< Iz
Jx Ry 27 N+mgtmu—1,

] +((4AB+O>R0+4AH+D>M>
7T(-RO, :U’/y

On intégre par rapport & p, on obtient :

Caf mg B/ 4Ag+C A\u+D

~ —%-f—m[g—l +oo —ﬂ"rmﬁ—ﬁ-f—mu—l 2< H +< 2 Ro+ 2 )M
m(Ro/y) o Ry w2 2 € dp
0

(C.1)
D’aprés un résultat de Jorgensen |Jorgensen 1982|, on a :
si X ~ GIGpqp et Y ~ GIGy oy alors la densité du rapport % est fx(z) x
Y
1 2+d
(= bzt u)
(5= v0siw)

_ /1 T2
2P 1f0+°° Pt —leg V.

En prenant (p,a,b) = (% + mg, é, 4)‘3;0) et (p/,d,b) =

on déduit de (C.1) que 7(Rp/y) est le rapport entre GIG(ﬂ+m 4 PgrC) et
GIG, 5 B Aut+D

(= +mu,5,—5—)

_ 4 u+D
(F +m B, 250)

N
@
N
N

, ce qui signifie que

GIG A AAgHC

(%""mﬂviv 7—)

GIG _N B 4\u+D '

(= +mu,5,—5—)

m(Ro/y) ~

C.2 Preuve de la Proposition 5.2
Nous avons

p(ytl ‘S’ti,l ’ S’t¢+1 ’ 57 /’L) 08 p(yti7 S’tz’—l ’ S’t¢+1 ’/87 M) X p(ytl ‘S’ti—l ’ /87 M)p(yti+1 ‘S’tl ’ /87 M)
En utilisant la densité de transition approximative de Risken [Risken 1989]
S 2 1 1Ay, —U;_)E N (AY, —Usi_
p(yti|yti71’y%’+1"8"u) X | Eifl | 2 e 4At( Y, 1)/ ( Y, 1)
x| 5 ‘—% e—%m(ﬂi’tiﬂ—Ui)/zi_l(A}:’tiH—Uz')

Bai; (1 ) Bouy (It~ ) 0

<77 (—Bre, (142 —xt, — 2, L n

ou U; = ( ﬂ(lZJr%fxtiJzti)l ) et X = 0 Ht o~z —2t;) ’
n

puisque U; = U;—1 + 0p(VAL) et £; = 2,1 + 0,(V At) donc, pour At — 0, on a

22 2 1 - (Ay, -U;1)S7Y (Ay,. —Ui_
p(yti’yti—l’yti+l7/87/’[/) }’ Ei—1’ e 1 (A V(8 v
% e*ﬁ(A}:’ti_’_l*Uifl)lz;,ll(Ai’ti_Fl7Uifl)

donc

A 4 A 2 e YtV o1 e YtV
S5 S —1 g V) Yy, )
p(yti|yti,1’yti+1’/8ﬂu) O(| Eifl | e Aatiti 2 =1 2
1,2 f't-_1+§'t-+1
o e_g_m(yti_il T

Yi; 1 +¥e49 )
2

)

—1 ,2
)lzi_l(Yti_

(C.2)
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et
p(ytl |yt¢,1 ) yt'H»l ) RO) X p(yti’ RO |S’ti,1 i yti+1)

:/I;p(jsrti’RO?IU’|§’ti_1’§’ti+1)dlu’ (CS)
O(/RP(R()?M)p(lu)p(}:’ti’§ti_17§ti+l7ﬁau)dﬂ'

En utilisant (C.2) et (C.3), on obtient

P4 1Y0 1 Vissss Ro) /(Rou)mBIGABRo“Mm“leA““
R

— (5, Yt Y, Y7t (3, Yttt
X e 248tV 2 i—1

1 b
x / e 3 ) gy
R
avec p = mpg +my — 1, a = 2(AgRo + )‘M)’ b = AtRo:mA(1+§*$ti71*'zt¢71)hti et
hi, = <$t¢ _ %)2 + Roxs, <Zt¢ _ %)2
Alors, la densité a posteriori p(§til§ti_ 1,§rti+1,R0) a la forme d’une distribution
b
GIG(p,a,b) avec constante de normalisation 2 (2)? I,(V/ab), ott I,(.) est la fonction
o

ieas B0) X 2 (%) 2 I,(Vab).

Prenant le développement asymptotique suivant de I : I),(2) ~4o0 \/ga:_l/Qe_x(l +

4p%2—1
8x
x4, et 2, on obtient

i 2 )du

de Bessel de troisiéme degré, donc p(§ti|§ti— 1,§t

+ ...), limitant au premier rang et éliminant tous les termes indépendant de

m5+mu—1A5

22 2 ——5 — —0./h:.
p(ytz’ytz_17yt1+17R0) X htz 2 € tz?

2 2
Tt t+Tt, Zt;_q T2t
avec hti — <$t¢ . %H’l) + Roxti71 <Zti — %)

2n(AgR0+>\#)

et = AtROxt¢,1(1+%*1't

im1=wt_ )
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Résumé : L’objectif de cette thése est l'inférence Bayésienne paramétrique pour les mo-
deles SIR. (Susceptible-Infecté-Eliminé) en approchant le processus épidémique discret par
une diffusion d’It6. Notre approche consiste & augmenter les données de faible fréquence par
I'introduction de données latentes entre chaque paire d’observations, simulées en utilisant
les schémas standards de discrétisation des équations différentielles stochastiques, Euler et
Milstein.

Dans ce travail, trois problémes d’inférence Bayésienne sont considérés. Le premier concerne
le cas ot les deux parameétres, le taux d’infection et le taux d’élimination sont indépendants ;
nous explorons leurs distributions a posteriori ainsi que celle des données manquantes, en
approchant la densité de probabilité de transition du processus par une distribution hy-
perbolique. Le deuxiéme, traite 'inférence Bayésienne dans le cas ou les deux taux sont
supposés a priori dépendants, en considérant la loi de Kibble gamma bivariée comme loi
a priori. Le troisiéme consiste & I'estimation Bayésienne du taux de reproduction de base;
sa distribution a posteriori est explorée et celle des données manquantes. Des algorithmes
MCMC ont été établis pour simuler les distributions a posteriori.

Mots clés : Modéle SIR, Inférence Bayésienne, Distributions a priori et a posteriori, Don-
nées manquantes, Méthodes MCMC.

Abstract : The objective of this thesis is the Bayesian parametric inference for the SIR
(Susceptible-Infected-Removed) models approaching the discrete epidemic process by a Ito
diffusion. Our approach consists in increasing the low frequency data by introducing latent
data between each pair of observations, simulated using the standard discretization schemes
of the stochastic differential equations, Euler and Milstein.

In this work, three problems of Bayesian inference are considered. The first concerns the
case where the two parameters, the infection rate and the removed rate are independent ;
we investigate their a posteriori distributions as well as the missing data, by approaching
the transition probability density of the process by a hyperbolic distribution. The second
one deals with the Bayesian inference in the case where the two rates are assumed to be
a priori dependents, considering the density of Kibble gamma bivariate as a priori distri-
bution. The third concern the Bayesian estimation of the basic reproduction rate; Its a
posteriori distribution is explored and that of the missing data. MCMC algorithms have
been established to simulate posterior distributions.

Keywords : SIR model, Bayesian inference, Prior and Posterior Distributions, Missing
data, MCMC methods.




