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�All epidemiology, oneived as it is with the va-

riation of disease from time to time and from

plae to plae, must be onsidered mathemati-

ally, however many variables are impliated, if

it is to be onsidered sienti�ally at all�.(Sir Ro-

nald Ross

1

, [Ross 1911℄)

Avant-propos

C'est ave un grand intérêt que j'ai fait onnaissane, il y a quelques années,

d'une lasse importante des modèles mathématiques qui avaient susité beauoup

d'intérêt dans le milieu des épidémiologistes et des biomathématiiens. Il s'agit des

modèles de type SIR, qui sont plus appropriés pour analyser, ontr�ler et prédire

la dynamique des maladies infetueuses omplexes au sein d'une population. Leur

prinipale aratéristique est la suivante :

Une population fermée est subdivisée en trois lasses d'individus : les

suseptibles, les infetés et les éliminés. Chaque infeté reste infetieux

pendant une période de temps aléatoire durant laquelle il transmet l'in-

fetion aux suseptibles qui dans e as deviennent infetés et infetants.

Une fois que la période d'infetion est terminée, elui-i est éliminé de

manière permanente du proessus d'infetion par immunisation ou par

déès par exemple.

Le seuil de l'épidémie est l'un des onepts les plus importants dans l'étude des

modèles de e type. Bien que e onept soit théorique, il nous permet d'étudier le

omportement qualitatif d'une épidémie et de la ontr�ler d'une manière e�ae.

Ce seuil est dérit par le taux de reprodution de base R0 = β
µ où β est le taux

d'infetion et µ elui d'élimination.

Le domaine d'investigation de ette dissertation est l'inférene Bayésienne de

es trois prinipaux paramètres préités, en utilisant la tehnique de Monte-Carlo

par les haînes de Markov MCMC.

Ce travail est rédigé sous forme d'une monographie :

On ommene par une introdution générale qui plae le travail dans son

ontexte historique et sienti�que. De plus, notre travail omporte quatres autres

hapitres et trois Annexes A, B et C réservées aux démonstrations les plus di�iles.

Dans le hapitre 2, nous présentons des résultats préliminaires, outils et

quelques dé�nitions utilisées dans e mémoire de thèse. Dans le hapitre 3, nous

1. Ronald Ross (13 mai 1857 à Almora, Inde - le 16 septembre 1932 à Londres) était un mé-

dein batériologiste et entomologiste britannique de l'Armée des Indes britanniques qui parvint à

montrer, le 20 août 1897, que la transmission du paludisme des oiseaux se fait par un moustique.

En 1902, il a reçu le prix Nobel de physiologie ou médeine pour ses travaux sur la modélisation

mathématique du paludisme.



nous intéressons à l'estimation Bayésienne des taux d'infetion β et d'élimination

µ, dans le as où ils sont supposés indépendants, on explore leurs distributions

a posteriori ainsi que elle des données manquantes, en utilisant la disrétisation

de Milstein. Le hapitre suivant traite l'inférene Bayésienne dans le as où les

deux paramètres sont supposés dépendants de loi onjointe distibuée selon la loi

gamma bivariée de Kibble introduite par Kibble [Kibble 1941℄. Dans le hapitre

5, une inférene Bayésienne du taux de reprodution de base R0 est onsidérée, la

méthode MCMC est adoptée pour explorer sa distribution a posteriori et elle des

données latentes.

Finalement, la thèse est ahevée par une onlusion générale suivie d'une liste

de bibliographie.
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Introdution Générale
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1.1 Généralités

L'époque moderne a onnu des déplaements de dizaines de millions d'indivi-

dus sur des espaes régionaux et ontinentaux. Lors de es déplaements, les êtres

humains ont souvent amené ave eux, volontairement ou involontairement, des ani-

maux, des plantes, des virus, des batéries et des germes qui se sont révélés néfastes

aux terres d'aueil, et y ont apporté de nouvelles maladies infetieuses et épidémies.

Ainsi, les épidémies au �l du temps sont devenues une des auses fondamentales de

misères, de mort et de pauvreté.

Malgré le progrés des sienes durant le XXème sièle, notamment le dévelop-

pement important des traitements et des vains e�aes ontre les maladies infe-

tieuses et transmissibles, on onstate que les épidémies sont loin d'être ontr�lées

entièrement.

Vu e ontexte, les intéréssés ont reours à la modélisation mathématique de es

�éaux a�n de les analyser et de les ontr�ler. La modélisation mathématique de la

dynamique des maladies infetieuses s'insrit dans le adre de renforer la oopé-

ration interdisiplinaire entre les biomathématiiens et les épidémiologistes en vue

d'aroître la apaité de prédition. C'est ainsi "qu'on a besoin de développer des

modèles qui peuvent nous aider à évaluer les onséquenes d'une stratégie

1

". Ainsi,

la modélisation mathématique joue un r�le ruial dans le hoix des programmes de

vaination.

La modélisation mathématique des épidémies a une longue histoire, elle débuta

ave les travaux attribués à Daniel Bernoulli

2

qui présenta en 1760 un modèle, dont

1. Extrait traduit de l'ouvrage de Bailey [Bailey 1975℄.

2. Daniel Bernoulli est médein, physiien et mathématiien suisse 1700-1782, neveu de Jaob

Bernoulli, qui fut le premier à déouvrir la théorie des probabilités.



2 Chapitre 1. Introdution Générale

le prinipal objetif était de savoir si la variolisation (l'inoulation du pus d'une per-

sonne atteinte de variole) était plus avantageuse ou plus risquée pour les personnes

ayant ontraté ette maladie. Ses hypothèses étaient simplistes : équiprobabilité

d'être infeté par la petite vérole, pour toute personne ne l'ayant jamais eue, sans

distintion ni d'âge ni de sexe. Il onsidéra également que le risque de mortalité dû à

une ause autre que la petite vérole était égal au risque de mortalité dû à la maladie.

En dépit des faibles moyens de alul disponibles à ette époque, Bernoulli dé-

montra que la variolisation permettait d'augmenter l'espérane de vie des individus

exposés au risque de maladie. Il détermina la population la plus sensible, expo-

sée à ette maladie, et estima expliitement le taux de mortalité induit par elle-

i. Des détails supplémentaires sur e modèle peuvent être trouvés dans Bernoulli

[Bernoulli 1760℄, Zeeman [Zeeman 1993℄, Dietz et Heesterbeek [Dietz 2000℄ et Saba-

tier et al. [Sabatier 2005℄.

Cent inquantes années après, Hamer [Hamer 1906℄ proposa un modèle dans le-

quel le nombre de nouveaux as dépendait expliitement du nombre de as existants

et du nombre de suseptibles dans la population, il appliqua e qu'on appelle la loi

d'ation de masse. La loi d'ation de masse est une loi qui permet, en himie, de a-

ratériser la inétique d'une réation. Son prinipe est que la vitesse d'une réation

est proportionnelle aux onentrations de haune des substanes réatantes.

Au début du vingtième sièle, Sir Ronald Ross, après sa déouverte du veteur

d'infetion de la malaria qu'est le plasmodium, le parasite lui ayant été déouvert par

Laveran en 1897, et de l'in�uene des onditions limatiques et géographiques dans

l'expansion de ette maladie infetieuse, proposa un modèle mathématique pour

ette infetion, dont le but était de démontrer que la rédution de la population

anophélienne était un moyen de prévenir le paludisme (malaria). En 1911, Ross,

dans son ouvrage "The Prevention of Malaria" [Ross 1911℄ (voir aussi [Baäer 2011℄)

a�rme que l'éradiation du paludisme est possible dans une zone, à ondition de

faire baisser la densité des moustiques dans ladite zone. Il subdivise la population

totale en deux ompartiments ; les individus sains, mais sensibles ou suseptibles,

'est-à-dire pouvant être ontaminées par la maladie et les individus ayant la malaria

et pouvant ainsi la transmettre. Une fois ontaminés, les h�tes sensibles deviennent

immédiatement ontaminants, et apables de transmettre la maladie et, une fois

guéris, ils redeviennent sensibles et don peuvent à nouveau ontrater la malaria,

l'hypothèse d'immunité n'étant pas prise en ompte.

Malgré l'importane de la modélisation mathématique des épidémies, elle a été

reçue ave réserve par les épidémiologistes et les responsables de la santé publique.

Une des raisons à ela réside dans la omplexité des modèles proposés et dans le fait

qu'ils sont di�iles à omprendre par les non-mathématiiens. D'où les néessités

tant théorique que pratique des modèles simples, pratiques et limpides, et l'épidé-

miologie mathématique fût progressivement développée. Les ontributions les plus

importantes sont présentées dans l'ouvrage de Bailey [Bailey 1975℄, dans lequel, il

�t état d'une lasse importante de modèles épidémiques simples qui vont onnaître

un suès retentissant dans l'histoire de traitement mathématique des épidémies. Il

s'agit des modèles épidémiques généraux de type SIR (Suseptible→ Infeté→ Eli-
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) (voir, Figure 1.1) ; leurs prinipales aratéristiques sont les suivantes : une

population fermée est subdivisée en trois lasses, la lasse des suseptibles notée S

(individus exposés mais sains), la lasse des infetés notée I (individus infetés et in-

fetieux) et la lasse des éliminés notée R (infetés qui quittent l'état d'infetion par

immunisation, déès ou mis en quarantaine). Chaque individu reste infetieux pen-

dant une période de temps appelée "période d'infetion", une fois ette période

est terminée, l'individu est éliminé du proessus d'infetion d'une façon permanente.

Figure 1.1 � Shéma du modèle de type SIR.

1.2 Formulation mathématique du modèle épidémique

SIR

Deux types de formulations mathématiques pour les modèles de type SIR sont

présentés dans la littérature, la formulation déterministe et la formulation stohas-

tique. Dans e travail, nous onsidérons que la seonde. Avant d'aller un peu loin,

il est utile de présenter le modèle déterministe de base de Kermak-MKendrik

[Kermak 1927℄.

1.2.1 Modèle déterministe de type SIR

Le modèle déterministe de type SIR le plus lassique est elui dérit, pour la

première fois, par Kermak-MKendrik. Le modèle suppose que la population est

onstante, que la période d'inubation de l'agent infetieux est instantanée, et que

la durée de l'infetiosité est la même que la durée de la maladie. Le modèle suppose

aussi que la population est entièrement homogène, sans struture d'âge, spatiale ou

soiale.

Ce type de modélisation est adapté aux périodes d'intervalles tellement ourtes.

La mortalité naturelle et l'émigration sont équilibrées par la naissane et l'immigra-

tion ; pendant l'intervalle de temps [t, t+ δt[, le nombre S de suseptible déroît de

βSI, le nombre d'infetés I roît de βSI et déroît de µI et le nombre des élimlinés

R roît de µI où β (resp. µ) représente le taux d'infetion (resp. le taux d'élimina-

tion). Don, le modèle est gouverné par le système de trois équations di�érentielles

non linéaires ordinaires suivantes :

3. La tradution anglaise du mot éliminé est "Removed", d'où la notation R de la lasse des

éliminés.
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dS
dt = −βSI
dI
dt = βSI − µI
dR
dt = µI.

(1.1)

C'est le premier modèle dans lequel apparaissent expliitement es di�érents

taux. Le paramètre lé gouvernant l'évolution du système est le taux de reprodu-

tion de base R0 = β
µ , qui est un paramètre seuil en épidémiologie. Kermak et

MKendrik ont appliqué leur modèle aux données d'une épidémie de peste bubo-

nique survenue à Bombay du 17 Déembre 1905 au 21 Juillet 1906.

1.2.2 Modèle stohastique de type SIR

La version stohastique du modèle déterministe dérit par (1.1) fût proposé pour

la première fois par Bartlett [Bartlett 1949℄, il onsidéra une population fermée de

n+a individus, mélangée de façon homogène. À haque instant t > 0, tout individu

de la population est suseptible, infeté ou éliminé, ave la taille de haque atégorie

est désignée par S(t), I(t) et R(t), respetivement, de telle sorte que S(t) + I(t) +

R(t) = n+ a. À l'instant t = 0 la population ontient seulement des suseptibles et

des infetés tels que S(0) = n, I(0) = a et R(0) = 0. L'épidémie se termine dès qu'il

n'y a plus d'infetieux dans la population. Pour plus d'informations, nous renvoyons

le leteur à l'ouvrage de Bailey [Bailey 1975, hapitre 11℄ ou à Clany et O'Neill

[Clany 2008℄ et les référenes là-dedans.

En se basant sur les arguments et les hypothèses préitées, le proessus épi-

démique est omplétement déterminé par {(S (t) , I (t)) ; t ≥ 0} qu'on suppose qu'il

soit une haîne de Markov à temps ontinu d'espae d'états disret

S = {(i, j) ; 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ (n− i) + a} .

Ce proessus épidémique ontinue jusqu'à l'instant τn,a = {t ≥ 0, I(t) = 0}, puis
s'éteint. Pour (i, j) ∈ S, désignons par P(i,j)(t) = P{S(t) = i, I(t) = j} la probabilité
pour que i suseptibles et j infetés soient présents, à l'instant t ≥ 0, dans la

population. Étant donné l'état (i, j), à l'instant t ≥ 0, deux hangements possibles

de l'état peuvent se produire pendant l'intervalle de temps [t, t+ δt[, l'infetion d'un

suseptible ave la probabilité

β
n ijδt + o(δt) et l'élimination d'un infeté ave la

probabilité µjδt + o(δt). En terme des probabilités de transitions in�nitésimales,

ei se traduit par :





P [(S(t+ δt), I(t+ δt)) = (i− 1, j + 1)|(S(t), I(t)) = (i, j)] = β
n ijδt

+o(δt)

P [(S(t+ δt), I(t+ δt)) = (i, j − 1)|(S(t), I(t)) = (i, j)] = µjδt+ o(δt).

(1.2)

Toutes autres transitions ont un lien ave la probabilité o(δt). β et µ sont dorénavant

appelés respetivement, le taux d'infetion et le taux d'élimination.

En utilisant la propriété Markovienne du proessus épidémique et le fait que la
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probabilité pour que deux événements aient lieu dans un laps de temps [t, t+δt[ assez

petit est négligeable par rapport à δt, Bartlett [Bartlett 1949℄ et Bailey [Bailey 1950℄

établirent que les probabilités P(i,j)(t) pour tout (i, j) ∈ S véri�ent les égalités

suivantes :

P(i,j) (t+ δt) =

[
β (i+ 1) (j − 1)

n
δt+ o(δt)

]
P(i+1,j−1) (t)

+ [µ(j + 1)δt + o(δt)]P(i,j+1) (t) (1.3)

+

[
1−

(
βij

n
+ µj

)
δt+ o(δt)

]
P(i,j) (t) ,

ave

P(i,j) (t) = 0 si (i, j) /∈ S et P(n,a) (0) = 1.

Ainsi, es probabilités obéissent aux équations de Kolmogorov progressive (EKP),

es équations déoulent d'une interprétation rigoureuse des probabilités de transi-

tions in�nitésimales en (1.2) et (1.3) et se déduisent omme suit :

En supposant qu'un seul évènement a eu lieu dans un intervalle de temps [t, t+ δt[

assez petit, alors (1.3) entraine l'équation suivante :

P(i,j) (t+ δt)− P(i,j) (t)

δt
=

β (i+ 1) (j − 1)

n
P(i+1,j−1) (t) +

o(δt)

δt
P(i+1,j−1) (t)

+µ(j + 1)P(i,j+1) (t) +
o(δt)

δt
P(i,j+1) (t)

−
(
βij

n
+ µj

)
P(i,j) (t) +

o(δt)

δt
P(i,j) (t) ,

alors, quand δt → 0 on obtient les EKP's :

P
′

(i,j) (t) =
β (i+ 1) (j − 1)

n
P(i+1,j−1) (t) + µ (j + 1)P(i,j+1) (t)

−
(
βij

n
+ µj

)
P(i,j) (t) , (1.4)

ave la ondition initiale P(n,a)(0) = 1.

1.3 Contribution

Réemment, les mathématiiens, les épidémiologistes, les immunologistes ont

ommené à ollaborer pour réer des modèles suseptibles de prédire l'évolution

d'une maladie. Les modèles des maladies infetieuses ont d'abord été utilisés pour

omprendre la dynamique temporelle et spatiale

4

d'une épidémie, puis pour envi-

sager une stratégie thérapeutique ou de lutte ontre la maladie. Ces modèles des

4. Les modèles épidémiques spatiales de type SIR, onnaissent à l'heure atuelle une grande

popularité et étudiés par assez bien de herheurs en épidémiologie, voir en l'ourrene Zakary et

al. [Zakary 2016℄.
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maladies infetieuses sont de plus en plus utilisés pour prévoir un éventail de pos-

sibilités futures, a�n d'aider et soutenir le développement des onnaissanes et le

proessus déisionnel au niveau sienti�que, médial et sanitaire. Pour parvenir à

es objetifs, d'une part on a eu reours à de nouvelles approhes inférentielles

pour valider les modèles qui révèlent la dynamique de es épidémies, d'autre part,

prédir leurs évolution et même pronostiquer les onséquenes des programmes de

vainations. L'étape d'estimation des paramètres est ruiale à justi�er puisque les

résultats en dépendent de façon évidente.

Pour les modèles de type SIR, il y a trois types de paramètres d'intérêt, le taux

d'infetion β, le taux d'élimination µ et le taux de reprodution de base R0 = β
µ ,

qui s'interprète omme étant le nombre moyen d'individus à qui un individu in-

feté transmet la maladie, durant toute sa période d'infetion. Ce dernier paramètre

est très important dans l'étude de la propagation des épidémies, étant donné qu'il

permet de quanti�er la virulene d'une maladie infetieuse et don, de prévoir l'évo-

lution de l'épidémie dans le temps. De plus, en pratique, on s'intéresse souvent à la

valeur de R0 pour juger l'e�aité de ertaines mesures visant à ralentir la propa-

gation d'une épidémie quantitativement, omme la vaination. En e�et, on herhe

à savoir de quelle façon la valeur de R0 a été modi�ée suite à es mesures. En�n,

mentionnons (e.g. El Maroufy et Ziad [Maroufy 2010℄ et Daley et Gani [Daley 1994℄

et leurs référenes à e sujet) qu'une épidémie est sévère si est seulement si le taux

de reprodution de base est au dessus de son seuil R0 = 1. Grâe à son suès qui

provient de sa formulation simple R0 =
β
µ et du fait qu'il est maintenant onsidéré,

de façon unanime, omme une grandeur lé en épidémiologie, son estimation et

elles des deux paramètres qui l'expliitent a fait l'objet d'un ertains nombres d'es-

sais dans la littérature. Les premières tentatives ont été ave les travaux de Beker

[Beker 1989℄ et Anderson et May [Andersson 1991℄, en se basant sur la fontion de

vraisemblane expliitée à partir des proessus de omptage ; en observant omplè-

tement le proessus (S, I), l'estimateur de maximum de vraisemblane (EMV) de

θ = (β, µ) a été obtenu et véri�e les propriétés de onsistene et de normalité asymp-

totique. Andersen et al. [Andersen 1993℄ ont investit les martingales onstruites à

partir des proessus de omptage

5

, ils ont montré que si le proessus épidémique

est observé au moment de son arrêt, l'estimateur de θ = (β, µ) et elui de R0 = β
µ

sont onsistents lorsque la taille de la population initiale est assez large. Ces ap-

prohes d'estimations n'ont pas attiré assez d'attention ultérieurement ; une raison

à elà réside dans le fait que les proessus épidémiques sont rarement observés en

détail au moment de leur extintion. Réemment, Oh [Oh 2013℄, en supposant que

le proessus épidémique n'est observé qu'à des points disrets, exprima la fontion

de vraisemblane en fontion des probabilités de transition véri�ant les EKP's (1.4) ;

mais une forme expliite simple appliable de es probabilités de transition n'est pas

enore disponible (voir, El Maroufy et al. [Maroufy 2012℄). Globalement, il existe

une vaste littérature sur l'inférene paramétrique lassique onernant les modèles

5. Une théorie sur les martingales appliquée aux modèles épidémiques de type SIR est résumée

dans l'ouvrage d'Andersson et Britton [Andersson 2000℄.



1.3. Contribution 7

épidémiques de type SIR. Ce n'est pas notre objetif ii de faire un sondage sur e su-

jet, plus les référenes susmentionnées, le leteur intéressé est également référé à des

publiations réentes et à ses référenes (Cauhemez et Ferguson [Cauhemez 2008℄ ;

Cintrón-Arias et al. [Cintrón-Arias 2009℄ ; Corani et Gatto [Corani 2007℄ ; De Mees-

ter et al. [Meester 2002℄ ; Ross et al. [Ross 2006℄, [Ross 2009℄ ; Zu Dohna et Pineda-

Krh [zu Dohna 2010℄ ; Yip et Chen [Yip 1998℄ et Britton [Britton 1998℄).

Cependant, il y avait peu de travaux de reherhe sur l'approhe Bayésienne pour

l'estimation paramétrique des modèles épidémiques. Cette approhe a été exploré au

ours des années quatre vingt dix. A partir de ette période, les moyens de alul ra-

pides ombinés ave les méthodes de simulation de Monte Carlo par haînes de Mar-

kov (MCMC), ont fortement ontribué à l'utilisation de ladite approhe de façon

orrete, rigoreuse et puissante. Comme dans de nombreux domaines d'appliations

statistiques, les modèles épidémiques ont onsidérablement pro�té des algorithmes

MCMC. En partiulier, Beker et Britton [Beker 1999℄, Beker [Beker 1989℄ ; Choi

et Rempala [Choi 2012℄ ; Gibson et Renshaw [Gibson 1998℄ ; Lekone et Roberts

[Lekone 2004℄ ; Roberts et Stramer [Roberts 2001℄ ont établit les premiers résul-

tats d'inférene pour les modèles SIR, basés sur les algorithmes MCMC. Aussi, Les

travaux qui se onentrent d'avantage sur l'inférene Bayésienne pour les modèles

épidémiques de type SIR sont notamment, eux de Clany et O'Neill [Clany 2008℄ ;

Demiris et O'Neill [Demiris 2005a℄ ; Demiris et O'Neill [Demiris 2005b℄ ; Demiris

et O'Neill [Demiris 2006℄ ; Streftaris et Gibson [Streftaris 2004℄ ; Neal et Wilkinson

[Neal 2005℄ ; O'Neill et Roberts [O'Neill 1999℄ ; Hayakawa et al. [Hayakawa 2003℄ et

O'Neill [O'Neill 2002℄). Plus préisément, les auteurs dérivent des lois a posteriori

pour les paramètres β et µ et implémentent des algorithmes plus robustes et parfaits

pour la simulation de es lois. Fearnhead et Meligkotsidou [Fearnhead 2004℄ propo-

sèrent une approhe un peu di�érente basée sur l'algorithme progressive-retrograde

qui peut permettre d'estimer les paramètres β et µ. Mais es travaux restent loin

d'être appliqués aux données réelles, du fait que les observations en épidémiolo-

gie sont généralement reueillies en faible fréquenes. C'est pour ette raison que

nous devons avoir reours à une méthode Bayésienne alternative plus adaptée et

réellement appliable, tel est l'objetif de ette thèse.

Dans ette thèse, l'approhe Bayésienne utilisée est di�érente de elle utilisée

dans les référenes préédemment itées. Ii, on traite e problème d'estimation en

s'inspirant des travaux d'Eraker [Eraker 2001℄ et Kim et al. [Kim 1998℄ sur la vola-

tilité stohastique des modèles en �nane, en approximant le proessus épidémique

en espae d'états disret par un proessus de di�usion. Cela revient à augmenter les

données de faibles fréquenes par l'introdution de données latentes entre haque

pair d'observations, simulées en utilisant l'approximation des équations di�éren-

tielles stohastiques qui gouvernent le proessus aléatoire par le shéma d'Euler ou

bien de Milstein.

L'introdution des données intermédiaires entre haque paire d'observations im-

plique l'estimation des valeurs manquantes, en plus des paramètres du modèle, où

les données manquantes et les paramètres sont traités omme des variables aléa-

toires. Cette tâhe est e�etuée par l'inférene dans un adre Bayésien à l'aide des
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méthodes MCMC qui mettent à jour en alternane les données manquantes et les

paramètres.

En e�et, le résultat d'une modélisation Bayésienne est une loi a posteriori

onjointe de l'ensemble des paramètres. Cette loi est le fruit de la ombinaison

de la onnaissane a priori disponible sur les paramètres (onnaissane modélisée

via une loi dite loi a priori) ave la nouvelle information apportée par les données

issues d'une expérimentation. L'étude de la loi a posteriori permet de aratériser

l'information atuelle que l'on a sur les paramètres. Ce proessus de mise à jour de

l'information est la base des approhes Bayésiennes onsidérées ii.

Cette thèse a trois prinipaux objetifs ; en premier lieu, nous utilisons une den-

sité hyperbolique omme approximation de la loi onditionnelle du proessus en vue

d'estimer les paramètres supposés des variables aléatoires indépendantes. Ensuite,

nous traitons le même problème mais dans le as où β et µ ont des lois a priori dé-

pendantes. Finalement, le troisième objetif de e travail est l'estimation lassique

et Bayésienne du taux de reprodution de base R0 =
β
µ .

Conformément à es trois objetifs, les prinipaux hapitres de ette thèse

peuvent être struturés ainsi ; dans le deuxième hapitre des résultats préliminaires,

outils et quelques dé�nitions sont présentés. Dans le troisième hapitre, nous faisons

une inférene Bayésienne pour le modèle stohastique épidémique SIR ave para-

mètres indépendants. L'objetif de e hapitre est d'estimer les deux paramètres

d'intérêt, le taux d'infetion et le taux d'élimination, en plus des observations man-

quantes, en augmentant les données de faibles fréquenes par l'introdution de don-

nées latentes entre haque paire d'observations, simulées en utilisant la méthode de

disrétisation de Milstein des équations di�érentielles stohastiques. Cette tâhe est

e�etuée par l'appliation des méthodes MCMC qui mettent à jour en alternane

les données manquantes et les paramètres ave leurs distributions a posteriori.

Dans le hapitre 4, nous présentons l'estimation Bayésienne du modèle stohas-

tique épidémique SIR ave paramètres d'intérêt dépendants. Dans e as, on onsi-

dère la distribution de Kibble gamma bivariée omme une bonne distribution an-

didate a priori pour modéliser la dépendane entre les paramètres. Un algorithme

MCMC est établit pour explorer la distribution a posteriori des paramètres ave des

données simulées pour illustrer la méthode proposée.

Dans le hapitre 5, enore l'inférene Bayésienne est utilisée pour l'estimation

du taux de reprodution de base R0. On dérive la distribution a posteriori de R0 et

elle des données manquantes.

En�n, la thèse se termine par une onlusion et perspetives générales et des An-

nexes présentant les résultats mathématiques et les démonstrations des propositions

que nous avons utilisé dans e travail.
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Dans e hapitre, nous nous introduisons les ingrédients et les notions néessaires

pour la bonne ompréhension de e manusrit et pour formuler les problèmes qui

sont traités par la suite. Il est partagé en 12 Setions ; les Setions 2.1-2.6 omportent

un bref rapport sur les éléments de bases de la théorie des équations di�érentielles

stohastiques ainsi que les équations de Fokker-Plank assoiées à un proessus

de di�usion d'It�. La Setion 2.7 est onsarée à l'approximation des proessus

Markoviens disrets par des proessus de di�usion. Dans les Setions 2.8-2.12 nous

évoquons aux leteurs le paradigme Bayésien et es outils pratiques, notamment la

méthode de MCMC et es algorithmes les plus onnus.
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2.1 Mouvement Brownien

C'est le botaniste Robert Brown qui donna son nom au mouvement Brownien en

observant vers 1827 les mouvements erratiques de partiules de pollen en suspension

dans un liquide. Quelques années plus tard en 1905, Albert Einstein mit en évidene

les étranges relations que le proessus entretenait ave l'équation de la haleur.

Vers 1909, Jean Perrin entreprit son étude expérimentale et Paul Langevin posa

la première équation. Mais il faudra attendre 1925 les travaux de Norbert Wiener

pour que le mouvement Brownien ait véritablement un sens mathématique, omme

modèle d'un bruit blan. À partir des années 1950, Kiyoshi It� l'utilisa pour dé�nir

l'intégrale stohastique qui porte son nom et fonda les bases du alul stohastique.

Dé�nition 2.1. Un proessus stohastique est une famille (Xt)t∈IR+ de variables

aléatoires indexée par t.

Dé�nition 2.2. Soit (Ω,F ,P) un espae probabilisé. Une �ltration (Ft)t∈IR+ est

une suite roissante (au sens de l'inlusion) de sous-tribus de F , i.e.

∀s, t ≥ 0, si s ≤ t alors Fs ⊂ Ft.

Dans e as, on dit que (Ω,F , (Ft)t∈IR+) est un espae probabilisé �ltré.

Dé�nition 2.3. Soit (Ω,F ,P) un espae probabilisé, (Ft)t∈IR+ une �ltration et

X = (Xt)t∈IR+ un proessus aléatoire adapté pour ette �ltration, i.e. pour tout

t ≥ 0, Xt est Ft-mesurable. Supposons en plus que haque Xt est intégrable, i.e.

IE(|Xt|) < ∞ ; on dit que X est une F -martingale

1

si pour tout t et h ≥ 0, on a

Xt = IE(Xt+h|Ft) ps (presque sûrement).

Dé�nition 2.4. On dit qu'un proessus B=(Bt)t∈IR+ est un mouvement Brownien

standard sur (Ω,F ,P) s'il véri�e les assertions suivantes :

i- B0 = 0, P-presque sûrement (p.s),

ii- B est à trajetoires ontinues ; pour tout w ∈ Ω la fontion t → Xt(w) est

ontinue.

iii- ∀t, h ≥ 0, la variable aléatoire Bt+h − Bt est indépendante de la tribu du passé

avant t, soit Ft
B = σ(Bu, u ≤ t)t∈IR+ et Bt+h −Bt ∼ N (0, h),

iv- B est à aroissement indépendants, 'est-à-dire pour tout n ∈ IN et ti, i =

1, ..., n, 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn les variables aléatoires Btn −Btn−1 , ..., Bt1 −Bt0

et Bt0 sont indépendantes.

2.2 Intégrale d'It�

On onsidère un espae probabilisé (Ω,F ,P) muni de la �ltration Ft.

1. Les leteurs trouveront dans l'ouvrage de Klenke [Klenke 2014℄ un exellent ours de base

sur l'espérane onditionnelle et la théorie des martingales.
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Dé�nition 2.5. On appelle tribu des prévisibles sur Ω × [0,∞[ la plus petite tribu

rendant mesurable tous les proessus ontinus adaptés à la �ltration (Ft)t∈IR+ . Un

proessus est prévisible s'il est mesurable par rapport à ette tribu.

Supposons donné un mouvement Brownien standard (parfois appelé proessus

de Wiener et il est noté, dans e as, par Wt) Bt, adapté à la �ltration (Ft)t∈IR+

et tel que pour tout 0 ≤ s ≤ t, l'aroissement Bt − Bs soit indépendant de Fs.

Sur un intervalle de temps [a, b], on note H l'ensemble des proessus f(t, ω) dé�nis

pour t ∈ [a, b], Ft-mesurable et de arré intégrable presque sûrement. Dans es

onditions, si f ∈ H et si a = t0 < t1, ..., < tn < tn+1 = b est une subdivision de

l'intervalle [a, b], si f est indépendant des inréments Bti+1 − Bti , on dit que f est

prévisible.

Pour toute fontion f de H , on dé�nit l'intégrale stohastique d'It� omme la limite

dans L2
des aroissements Bt −Bs. Ainsi, l'intégrale stohastique d'It� est dé�nie

omme suit :

∫ b

a
f(t, ω)dBt(ω) = lim

n→∞

n∑

i=0

f(ti, ω)[Bti+1 −Bti ](ω).

Cette dé�nition est ohérente ave les propriétés usuelles de l'intégrale au sens de

Riemann et Stieltjes.

On a de plus quelques propriétés omplémentaires :

i- si f ∈ H et

∫ b
a IE(f2(t, ω))dt < ∞, alors

∫ b
a IE(f2(t, ω))dB(t) = 0,

ii- si f, g ∈ H et

∫ b
a [IE(f2(t, ω)) +IE(g2(t, ω))]dt < ∞, alors

IE

(∫ b

a
f(t, ω)dB(t)

)(∫ b

a
g(t, ω)dB(t)

)
=

∫ b

a
IE(f(t, ω)g(t, ω))dt.

Si f(t, ω) ∈ H et pour tout t ∈ [a, b], telle que
∫ t
a IE(f

2(t))dt < ∞, alors l'intégrale

stohastique

∫ b
a f(t, ω)dBt(ω) est une martingale et ses trajetoires sont presque

sûrement ontinues

2

.

2.3 Equations di�érentielles stohastiques

Les équations que l'on renontre en modélisation stohastique sont souvent des

équations à un bruit blan ou à oe�ients qui sont eux-mêmes des proessus aléa-

toires. Dans le as de bruit blan, on peut modéliser l'équation par un mouvement

Brownien et la traiter omme une équation d'It�. Dans le as où le proessus est

Markovien, on a e qu'on appelle une di�usion.

2. Il sera utile pour le leteur de onsulter l'ouvrage de Comets et Meyer [Comets 2006℄ qui

exhibent les notions fondamentales et les propriétés élémentaires en rapport ave l'intégrale sto-

hastique.
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2.3.1 Formule d'It�

On appelle proessus d'It� un proessus stohastique Xt à valeurs dans IR véri-

�ant l'équation intégrale suivante :

X(t2)−X(t1) =

∫ t2

t1

a(t,Xt)dt+

∫ t2

t1

b(t,Xt)dBt,

qu'on note sous forme di�érentielle

dXt = a(t,Xt)dt+ b(t,Xt)dBt. (2.1)

Si f(t, x) est une fontion de lasse C 2([0,+∞[×IR) 3 par rapport à x, alors ∂f(t,Xt)
∂x

admet une intégrale stohastique par rapport au même proessus Brownien donnée

par la formule d'It� suivante (f. Øksendal [Øksendal 1995, hapitre 4℄) :

df(t,Xt) =

(
∂f(t,Xt)

∂t
+ a(t)

∂f(t,Xt)

∂x
+

1

2
b2(t)

∂2f(t,Xt)

∂x2

)
dt

+b(t)
∂f(t,Xt)

∂x
dBt.

Cette formule permet le alul de l'espérane d'un proessus donné. Elle permet

aussi de montrer que ertains proessus sont des martingales, puisque l'intégrale

stohastique l'est.

Pour un proessus multidimensionnel Xt à valeurs dans IRn
, on a l'équation

suivante

dXt = A(t)dt+B(t)dBt

où A(t) = (a1(t), ..., an(t))
t
et B(t) = (bij(t)) est une matrie d'ordre n × m. Le

proessus Brownien étant de dimension m, Bt = (B1(t), ..., Bm(t)).

Soit f(t, x) une fontion de lasse C 2
de [0,+∞)× IRn

à valeurs dans IRp, alors

le proessus f(t,Xt) admet une dérivée stohastique donnée par

df(t,Xt) =


∂f(t,Xt)

∂t
+

n∑

i=1

∂f(t,Xt)

∂xi
ai(t) +

1

2

n∑

k=1

m∑

i,j=1

∂2f(t,Xt)

∂xixj
bik(t)bjk(t)


 dt

+
n∑

k=1

m∑

i=1

∂f(t,Xt)

∂xi
bik(t)dBk(t). (2.2)

La formule i-dessus s'appelle la formule d'It� pour un proessus d'It� multidimen-

sionnel.

Dans le as, où la fontion f est indépendante du temps et Xt = Bt est un

mouvement Brownien sur IRn
, la formule d'It� se réduit à

f(Bt) = f(B0) +

∫ t

0
∇f(Bs)dBs +

1

2

∫ t

0
△f(Bs)ds,

3. C
2
est l'ensemble des fontions deux fois dérivables et à dérivée seonde ontinue.
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où les deux opérateurs ∇ et △ représentent respetivement, le gradient et le Lapla-

ien. Cette formule permet d'entrevoir le lien qui existe entre la théorie probabiliste

et la théorie du potentiel (as où f est harmonique). Pour plus de détails à e sujet,

nous préonisons aux leteurs l'ouvrage de Jedrzejewski [Jedrzejewski 2009℄.

2.3.2 Existene et uniité des solutions de l'équation d'It�

Soit T > 0, a(t, x) une fontion mesurable de [0, T ]× IRn
dans IRm

et b(t, x) une

fontion mesurable de [0, T ]× IRn
dans IRn×m

, des matries d'ordre n×m véri�ant

les onditions suivantes :

Condition de roissane : il existe deux onstantes C1 et C2 positives telles que,

pour tout x ∈ IRn
,

‖a(t, x)‖2 ≤ C2
1 (1 + ‖x‖2),

‖b(t, x)‖2 ≤ C2
2 (1 + ‖x‖2).

Condition de Lipshitz : il existe deux onstantes K1 et K2 positives telles que

pour tout, x, y ∈ IRn,

‖a(t, x)− a(t, y)‖ ≤ K1 ‖x− y‖ ,

‖b(t, x)− b(t, y)‖ ≤ K2 ‖x− y‖ .

Soit X0 une variable aléatoire indépendante de la tribu F∞ = σ(Bs, s ≥ 0) et

IE|X0|2 < ∞. Alors l'équation di�érentielle stohastique d'It�

dXt = a(t,Xt)dt+ b(t,Xt)dWt, X0 = x0 ∈ IRm, (2.3)

dans laquelle Wt désigne ii et désormais un mouvement Brownien standard ou

un proessus de Winer, sous les onditions préédentes, admet une solution unique

(Xt)t∈IR+ dont presque sûrement toutes les trajetoires Xt(ω), ω ∈ Ω sont ontinues.

On montre aussi que (Xt)t∈IR+ est un proessus Markovien d'état initiale X0 et de

probabilité de transition

p(s, x, t, A) = P(Xt ∈ A|Xs = x) =

∫

A
p(s, x, t, y)dy,∀t > s ≥ 0,

pour tout Borélien A ⊆ X (X = IR ou X = IRn). p(s, x, t, y) est la densité de pro-

babilité de transition du proessus Markovien (Xt)t∈IR+ de l'état x ∈ X à l'instant s

à l'état y à l'instant t > s, (f. Capasso et Bakstein [Capasso 2005℄). Si le proessus

(Xt)t∈IR+ est homogène, la densité ne dépendra que de t − s et on la note dans e

as p(t− s, x, y).

Dans plusieurs modèles gouvernés par des équations stohastiques de type (2.3),

les paramètres a et b dépendent d'un paramètre θ ∈ Θ (où Θ est l'espae des

paramètres) qu'on doit estimer.

Pour une série d'observations du proessus (Xt)t∈IR+ disrètes Xt0 ,Xt1 , ...,XtN aux
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instants 0 = t0, t1, ..., tN et du fait que le proessus est Markovien, la fontion de

vraisemblane de θ s'érit, voir par exemple Bishawal [Bishwal 2008℄, omme suit.

L(θ) =

N−1∏

i=0

pθ(ti,Xti , ti+1,Xti+1) =

N−1∏

i=0

pθ(ti+1 − ti,Xti ,Xti+1). (2.4)

Un estimateur de θ, noté θ̂, est obtenu en maximisant le logarithme de la fontion

de vraisemblane :

θ̂ = argmax log(L(θ)).

2.4 Shémas de disrétisation

2.4.1 Shéma d'Euler

L'un des shémas les plus utilisés pour l'approximation de la solution d'une équa-

tion di�érentielle stohastique est le shéma d'Euler, à l'origine utilisé pour générer

des solutions aux équations di�érentielles déterministes. L'idée est la suivante : étant

donné un proessus d'It� {Xt, 0 ≤ t ≤ T} solution de l'équation di�érentielle sto-

hastique (2.3), ave une valeur initiale déterministe Xt0 = X0 et une disrétisation

de l'intervalle [0, T ], 0 = t0 < t1 < ... < tN = T . L'approximation d'Euler pour X

est donnée par le proessus stohastique ontinue Y satisfaisant le shéma itérative

suivant :

Yi+1 = Yi + a(ti, Yi)(ti+1 − ti) + b(ti, Yi)(Wi+1 −Wi), (2.5)

pour i = 0, 1, ..., N − 1, ave Y0 = X0. Nous avons simpli�é les notations en posant

Y (ti) = Yi etW (ti) = Wi. En géneral le pas△t = ti+1−ti est onsidéré onstant (i.e.

△t = 1
N ). Entre deux instants ti et ti+1, le proessus peut être dé�ni di�éremment.

Une approhe naturelle est d'utiliser une interpolation linéaire, de sorte que Y (t)

soit dé�nie par :

Y (t) = Yi +
t− ti

ti+1 − ti
(Yi+1 − Yi), t ∈ [ti, ti+1].

Nous pouvons voir que pour simuler le proessus Y , il su�t de simuler un proessus

Brownien

4

.

2.4.2 Shéma de Milstein

Il est bien évidemment raisonnable de herher d'avoir une méthode de résolu-

tion allant au delà de l'approximation préédente et dans et état d'esprit, Milstein

a proposé une approximation du seond ordre qui utilise à nouveau le alul stohas-

tique di�érentiel. En utilisant à nouveau un pas de disrétisation temporel onstant,

on a le shéma itératif suivant pour l'équation di�érentielle stohastique (2.3) :

Xi+1 = Xi + a(Xi, ti)(ti+1 − ti) + b(Xi, ti)(Wi+1 −Wi)

+
1

2
b(Xi, ti)

∂b

∂x

[
(Wi+1 −Wi)

2 − (ti+1 − ti)
]
. (2.6)

4. Les leteurs interessés pourront se reporter à l'ouvrage de Laus [Laus 2008℄.
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Cette approximation améliore les instabilités numériques par rapport à la mé-

thode d'Euler. Toutefois, il y a un lien entre les deux méthodes dans le as où on

peut réaliser une transformée de Lamperti de l'équation di�érentielle stohastique

de départ. En e�et, dans le as où l'équation stohastique de départ n'a pas de

bruit multipliatif, omme par exemple dans l'exemple du proessus d'Ornstein-

Uhlenbek, la méthode d'Euler a un ordre de onvergene fort égale à 1. Or, ave

une transformée de Lamperti (si b(x, t) = b(x) est indépendant du temps), on peut

transformer l'équation stohastique en une autre équation sans bruit multipliatif

5

.

Ainsi, on peut montrer que le shéma d'Euler de l'équation transformée est iden-

tique au shéma de Milstein sur l'équation originale. Dans le as où la transformée

de Lamperti est di�ile à obtenir analytiquement, il est utile d'utiliser le shéma de

Milstein qui est plus préis.

2.4.3 A propos de onvergene

Deux mesures de vitesse de onvergene sont habituellement utilisées sur les

shémas dérits i-dessus. Si Yn ≈ Xn△t est une approximation d'une trajetoire du

proessus solution de l'équation di�érentielle stohastique préédente : la vitesse de

onvergene forte est donnée par le plus grand γ tel que

IE(|XT − YN |) = o(hγ),

et la vitesse de onvergene faible onerne la onvergene des moments et est donnée

par le plus grand η tel que

|IE(f(XT ))− IE(f(YN ))| = o(hη),

pour f polyn�me ou fontion régulière à support ompat. Pour haque shéma,

des onditions de régularité spéi�ques devront être imposées à a et b de l'équation

di�érentielle stohastique (2.1), pour que la vitesse propre à la méthode soit e�eti-

vement atteinte. L'ordre de onvergene forte pour le shéma d'Euler est donné par

γ = 1
2 tandis que le shéma de Milstein a un ordre fort de onvergene égal à 1.

2.5 Proessus de di�usion

Un proessus de di�usion

6

est dé�ni omme étant un proessus Markovien dont

la fontion de densité de probabilité de transition véri�e les propriétés suivantes ;

pour tout x ∈ IRn
, s ≥ 0 et ε > 0, on a uniformément :

lim
t→s

1

t− s

∫

‖y−x‖>ε
p(s, x, t, y)dy = 0. (2.7)

5. Si le proessus Xt est d'It� gouverné par l'équation (2.1) et b(t,Xt) > 0, ∀(t,Xt), alors

le proessus X̃t =
∫ x

ξ
1

b(t,Xt)
dx|x=Xt

où ξ est un point de l'espae d'état de Xt, est appelé la

transformée de Lamperti de Xt et il est gouverné par l'équation suivante : dX̃t = ã(t, X̃t)dt+dWt,

ã(t, X̃t) à déterminer.

6. Une desription omplète des proessus de di�usion est présentée dans l'ouvrage d'Øksendal

[Øksendal 1995℄.
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a(s, x) = lim
t→s

1

t− s

∫

‖y−x‖≤ε
p(s, x, t, y)(y − x)dy existe. . (2.8)

Σ(s, x) = lim
t→s

1

t− s

∫

‖y−x‖≤ε
p(s, x, t, y)(y − x)(y − x)T dy existe. (2.9)

L'égalité (2.7) s'appelle ondition de Dynkin [Dynkin 1965℄) et ela veut dire que

des grands sauts sont improbables sur des intervalles de temps ourts. La fontion

vetorielle a(s, x) dans (2.8) s'appelle la dérive et la matrie Σ dans (2.9), symé-

trique dé�nie positive, s'appelle matrie de di�usion. La matrie b telle que bb′ = Σ

s'appelle le oe�ient de di�usion.

Une telle déomposition existe due à la propriété "dé�nie positive", (i.e. pour tout

x0 ∈ IRn
,

n∑
i,j=1

(bbT )i,jxixj ≥ 0), mais elle n'est pas unique, 'est à dire qu'il pourrait

exister une autre matrie c véri�ant ccT = Σ, telle que les matries b et c n'ont

pas le même nombre de olonnes. Mais Strook et Varadhan [Strook 1997, hapitre

5℄ montrèrent que le hoix de oe�ient n'a�ete pas la distribution du proessus

(Xt)t∈IR+ véri�ant l'équation suivante :

dXt = a(t,Xt)dt+ b(t,Xt)dBt, X0 = x0, (2.10)

où x0 ∈ IRn
, a = (a1, ..., an) et b = (b1, ..., bn) telle que bbT = Σ, sont des fontions

mesurables remplissant les onditions de roissane et de Lipshitz. Le proessus gou-

verné par (2.10) s'appelle proessus de di�usion d'It�. Si p(t, x, y) désigne la proba-

bilité de transition de Xt, alors les opérateurs Ut qui transforment toute fontion

ontinue bornée f à

Utf(x) = IEx(f(Xt)) = IE(f(Xt)|X(0) = x) =

∫

IRn

f(y)p(t, x, y)dy,

forment une famille de semi-groupe d'opérateurs Ut+s = UtUs, e qui traduit

l'équation de Chapman-Kolmogorov : (f. Strook et Varadhan [Strook 1997℄)

p(t+ s, x, y) =

∫
p(t, x, u)p(s, u, y)du.

Le générateur in�nitésimal du semi-groupe est dé�ni par : A = lim
h→0

Uh−I
h , soit

A f(x) = lim
t→0

IExf(Xt)− f(x)

t
, x ∈ IRn.

L'ensemble des fontions f : IRn −→ IR pour lesquelles la limite existe quelque

soit x dans Rn
est noté DA . Le générateur in�nitésimal pour le proessus de

di�usion d'It� homogène, i.e. a(t,Xt) = a(Xt) et b(t,Xt) = b(Xt) est dé�nie,

voir par exemple Øksendal [Øksendal 1995, Chapitre. 7℄, de la manière suivante :

∀f ∈ C 2(IRn), alors f ∈ DA et

A f(x) =
∑

i

a(x)
∂f

∂xi
+

1

2

∑

i,j

(bbT )i,j(x)
∂2f

∂xi∂xj
. (2.11)
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2.6 Equation de Fokker-Plank

Supposons que la densité de probabilité de transition p = p(t, x, y) du proessus

de di�usion d'It� (2.10) est su�sament régulière de telle sorte que les dérivées dans

les équations i-dessous existent et soient ontinues. Alors, sous les onditions men-

tionnées dans la setion préédente, p satisfait l'équation de Kolmogorov progressive

(f. Karatzas et Shreve [Karatzas 1998℄ ou Strook et Varadhan [Strook 1997℄) :

Pour tout (s, x) ∈ IR+ × IRn
,

∂p(s, x, t, y)

∂t
= −

n∑

i=1

∂

∂xi
(ai(t, y)p(s, x, t, y)) +

1

2

n∑

i,j=1

∂2

∂xixj
(Σi,j(t, y)p(s, x, t, y)),

(2.12)

et l'équation de Kolmogorov rétrograde : Pour tout (t, x) ∈ IR+ × IRn
,

− ∂p(s, x, t, y)

∂s
=

n∑

i=1

(ai(s, x)
∂

∂xi
p(s, x, t, y)) +

1

2

n∑

i,j=1

Σi,j(s, x)
∂2

∂xixj
(p(s, x, t, y)).

(2.13)

Chaune des équations i-dessus détermine d'une façon unique, sous réserve de er-

taines onditions (voir, Kartzas et Shreve [Karatzas 1998, hapitre 5℄) la densité

du proessus p. De plus, si la densité de probabilité de transition d'un proessus

stohastique véri�e l'équation de Kolmogorov progressive alors 'est un proessus

de di�usion d'It� véri�ant l'équation stohastique de type (2.10) et l'équation de

Kolmogorov s'appelle, dans e as, équation de Fokker-Plank.

Les équations de Kolmogorov progressive et rétrograde sont des outils important

dans l'approximation des proessus Markovien à saut et à espae d'état disret par

les proessus de di�usion omme nous allons le voir dans la setion suivante.

2.7 Approximation d'un proessus à saut par un proes-

sus de di�usion

Généralement, en épidémiologie, on s'intéresse à l'évolution ontinue du nombre

d'individus tels que le nombre des suseptibles, des infetés et des éliminés. Ces

hi�res sont des quantités stohastiques d'espaes d'état disret, un sous-ensemble

de IN ou un sous-ensemble multidimensionnel équivalent. Si le proessus possède la

propriété Markovienne, à espaes d'états disrets entrainent des trajetoires dison-

tinues 'est à dire à saut, d'où l'appellation "proessus à saut". Parfois les sauts sont

in�niment petits par rapport à la taille totale du système, dans e as une approxi-

mation des trajetoires disontinues par elles qui sont ontinues est intéressante.

Cette Setion est dédiée à l'approximation d'un proessus épidémique de type

SIR à saut par un autre proessus à espae d'état ontinu et à trajetoires presque

sûrement ontinues. Avant d'aller loin, nous rappellons qu'en général, la densité p

d'un proessus Markovien quelonque d'espae d'état X ⊂ IRn
véri�e l'équation dif-
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férentielle de Chapmann-Kolmogorov (voir, Gihman et Skorohod [Gihman 1975℄) :

∂p(t, x)

∂t
=

∫

X

[Q(t, y, x− y)p(t, y)−Q(t, x, y − x)p(t, x)]dy

−
n∑

i=1

∂

∂xi
ai(t, x)p(t, x) +

1

2

n∑

i,j=1

∂2

∂xi∂xj
Σi,j(t, x)p(t, x). (2.14)

Dans ette équation p(t, x) = p(0, x0, t, x), ave x0 = X0,Q le taux de transition, a =

(a1, ..., an) le veteur dérivé et Σi,j la matrie de di�usion sont dé�nis onformément

aux relations (2.8) et (2.9), telle que, pour tout t ≥ 0 :

Q(t, x, y − x) = lim
h→0

1

h
p(t, x, t+ h, y),

et

lim
h→0

1

h

∫

‖y−x‖≤ε
(yi − xi)(yj − xj)(yk − xk)p(t, x, t+ h, y)dy = 0.

Gardiner [Gardiner 2010℄, évoqua que lorsque Q(., ., z) ≡ 0, pour tout z 6= 0, l'équa-

tion (2.14) se réduit à l'équation de Fokker-Plank (2.12), ei montre selon la setion

préédente que le proessus est une di�usion d'It�. Autrement dit, si a ≡ 0 et Σ ≡ 0,

l'équation (2.14) est réduite à :

∂p(t, x)

∂t
=

∫

X

[Q(t, y, x− y)p(t, y)−Q(t, x, y − x)p(t, x)]dy,

si on onsidère que p est une probabilité au lieu d'une densité, il est onvenable

d'érire l'équation rétrograde préédente sous forme :

∂p(t, x)

∂t
=
∑

∆

[Q(t, x−∆,∆)p(t, x−∆)−Q(t, x,−∆)p(t, x)]. (2.15)

La somme se fait sur tous les sauts possibles du proessus, dans e as le proessus

est purement à saut.

Dans le as du modèle de type SIR , dérit dans la Setion (1.2), il n'y a que deux

sauts non nuls possibles du proessus Markovien (S,I), i.e. ∆1 = (−1, 1) (infetion)

et ∆2 = (0,−1) (élimination) et

Q(t, S, I, j) =

{ βSI
n si j = 1

βI si j = 0.

Grâe à (2.15) les équations de Kolmogorov (1.4) sont rétablies. Lorsque l'épidémie

s'arrête de se transmettre, il ne reste plus d'infetés dans la population, la probabilité

devient nulle i.e.

βij
n = 0. Au lieu de onsidérer les nombres S et I, on les remplae

par les proportions suivantes x = S
n et y = I

n , n = X(0) et a = Y (0), où X et Y

sont respetivement le nombre des suseptibles et des infetés.
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Pour l'élaboration de l'équation de Fokker-Plank du proessus de di�usion z =

(x, y), nous proédons par une méthode analytique, en posant

f(x, y) = nβxy =
β

n
XY et g(x, y) = nµy = µY,

don (1.4) se transforme, en posant P(i,j)(t) = P(x,y)(t) = P (x, y, t) et ε = 1
n , à

P
′
(x, y, t) = f(x+ ε, y − ε)P (x+ ε, y − ε, t)

+g(x, y + ε)P (x, y + ε, t) (2.16)

− [f(x, y) + g(x, y)]P (x, y, t) .

En ajoutant et retranhant des termes de (2.16) :

1

2

A1︷ ︸︸ ︷
[f(x+ ε, y)P (x+ ε, y, t) − f(x, y)P (x, y, t)]

+
1

2

A2︷ ︸︸ ︷
[f(x, y)P (x, y, t)− f(x− ε, y)P (x− ε, y, t)]

−1

2

A3︷ ︸︸ ︷[
f(x, y + ε)P (x, y + ε, t) − 2g(x, y + ε)P (x, y + ε, t)

−f(x, y)P (x, y, t) + g(x, y)P (x, y, t)

]

−1

2

A4︷ ︸︸ ︷[
f(x, y)P (x, y, t)− g(x, y)P (x, y, t)

−f(x, y − ε)P (x, y − ε, t) + g(x, y − ε)P (x, y − ε, t)

]

+
1

2

A5︷ ︸︸ ︷[
f(x+ ε, y)P (x+ ε, y, t) − 2f(x, y)P (x, y, t)

+f(x− ε, y)P (x− ε, y, t)

]

+
1

2

A6︷ ︸︸ ︷


f(x, y + ε)P (x, y + ε, t) + g(x, y + ε)P (x, y + ε, t)

−2f(x, y)P (x, y, t)− 2g(x, y)P (x, y, t)

+f(x, y − ε)P (x, y − ε, t) + g(x, y − ε)P (x, y − ε, t)




−

A7︷ ︸︸ ︷[
f(x+ ε, y)P (x+ ε, y, t)− f(x+ ε, y − ε)P (x+ ε, y − ε, t)

−f(x, y)P (x, y, t) + f(x, y − ε)P (x, y − ε, t)

]
.

On a

lim
ε→0

A1 = lim
ε→0

[
εf(x+ ε, y)P (x+ ε, y, t) − εf(x, y)P (x, y, t)

ε

]

=
∂

∂x
(βxyP (x, y, t)) ar εf(x, y) = βxy,

de même

lim
ε→0

A2 = lim
ε→0

[
εf(x, y)P (x, y, t)− εf(x− ε, y)P (x− ε, y, t)

ε

]

=
∂

∂x
(βxyP (x, y, t)),
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même pour limε→0 A3 = ∂
∂y [(βxy − µy)P (x, y, t)] et ainsi de suite on ontinue de

la même manière et on trouve limε→0 A4 = ∂
∂y [(βxy − µy)P (x, y, t)] et lorsque ε

est assez petit

A5 ≃ ∂2

∂x2
[ε(βxy)P (x, y, t)]

A6 ≃ ∂2

∂y2
[ε(βxy + µy)P (x, y, t)]

A7 ≃ ∂2

∂x∂y
[ε(βxy)P (x, y, t)] .

Finalement, on trouve :

∂

∂t
P (x, y, t) =

∂

∂x
(βxyP (x, y, t))− ∂

∂y
[(βxy − µy)P (x, y, t)]

+
1

2

∂2

∂x2

[
1

n
(βxy)P (x, y, t)

]

+
1

2

∂2

∂y2

[
1

n
(βxy + µy)P (x, y, t)

]

− ∂2

∂x∂y

[
1

n
(βxy)P (x, y, t)

]
.

Sous forme vetoriel, en posant z(t) = (x(t), y(t)), on obtient

∂

∂t
P (x, y, t) = − ∂

∂z
[U(x, y)P (x, y, t)] +

1

2

∂2

∂z2
[Σ(x, y)P (x, y, t)] , (2.17)

ave

U(x, y) =

( −βxy

βxy − µy

)
et Σ(x, y) =

1

n

(
βxy −βxy

−βxy βxy + µy

)
.

L'équation (2.17) s'appelle équation de Fokker-Plank assoiée au proessus de dif-

fusion z = (x, y) qui est solution de l'équation di�érentielle stohastique suivantes :

dz(t) = U(z(t))dt + σ(z(t))dWt (2.18)

où

σσ
′
= Σ; σ(x, y) =

1√
n

( √
βxy 0

−
√
βxy

√
µy

)
et U(x, y) =

( −βxy

βxy − µy

)
.

Remarque 2.6.

i- On peut retrouver (2.17) en développant le deuxième terme de (2.16) à l'ordre 2

autour de (x, y) quand ε est assez petit.

ii- Aussi les équations de Fokker-Plank peuvent être rétablies, en aratérisant le

proessus épidémiques de probabilité de transition (1.2) par un proessus de
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Poisson, voir spéialement l'ouvrage de Ethier et Kurtz [Ethier 2005, Cha-

pitre. 11℄), le générateur in�nitésimale Gε du proessus (x, y) est tel que (f.

El Maroufy et al. [Maroufy 2016℄),

Gεf(x, y) = ε−1βxy(f(x− ε, y + ε)− f(x, y)) + ε−1µy(f(x, y − ε)− f(x, y)).

Pour ε assez petit le générateur Gε est approhé par l'opérateur adjoint A ∗
de

A dé�ni en (2.11) et il est donné par (2.17).

2.8 Inférene Bayésienne

L'essene du paradigme bayésien nous provient du révérend Thomas Bayes

7

.

Toutes les méthodes de l'approhe Bayésienne déoulent essentiellement du fameux

théorème de Bayes. Dans ette Setion nous ferons une brève introdution à l'ap-

prohe Bayésienne : théorème de Bayes dans sa forme la plus simple, densité a

priori et a posteriori.

2.8.1 Théorème de Bayes

Le théorème de Bayes (ou originalement appelé probabilité des auses) est un

résultat de base en théorie des probabilités. Etant donné deux événements A et B,

il nous permet de trouver la probabilité de A sahant B si l'on onnait la probabilité

de A, de B, et de B sahant A. Dans sa forme la plus simple, on a

P(A | B) =
P(A)P(B | A)

P(B)
ave P(A) > 0 et P(B) > 0.

2.8.2 Grandes lignes de l'approhe Bayésienne

En premier lieu, ette approhe onsidère les paramètres omme des variables

aléatoires. Ainsi, ont tous une distribution dite a priori de densité π (θ). Le hoix

des lois a priori est une étape fondamentale dans l'analyse bayésienne. Ce hoix peut

avoir di�érentes motivations. Les stratégies sont diverses. Elle peuvent se baser sur

des expérienes du passé ou sur une intuition. Ensuite, on peut utiliser les règles de

Bayes pour déduire une distribution a posteriori à partir de la distribution a priori

et des données observées. Finalement, il est important de omprendre que la distri-

bution a priori est subjetive. On devrait la hoisir avant d'observer les données ;

Chaque souieux est libre de hoisir sa propre densité a priori en fontion de ses

royanes personnelles appuiyées par des informations a priori sur les paramètres

du modèle (f. Boldstad [Boldstad 2004℄).

7. Thomas Bayes 1701-1761, est un mathématiiens statistiien britannique, onnu pour avoir

formulé la fameuse formule de probabilité onditionnelles.
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2.8.3 Probabilités a priori et a posteriori

D'après e qui a été dérit plus haut, on peut trouver �nalement la distribution

de paramètre qu'on veut estimer sahant nos données i.e. π (θ | x) en onnaissant

la distribution des données sahant le paramètre f (x | θ). Ainsi,

π (θ | x) = f (x | θ)π (θ)∫
Θ f (x | θ)π (θ)dθ

.

Cette dernière est la fameuse densité a posteriori. Elle représente e qu'on sait

par rapport au paramètre en onsidérant les données observées ; 'est aussi la mise

à jour de π (θ) après l'observation de notre éhantillon.

2.9 Méthode de Monte Carlo par haînes de Markov

Une haîne de Markov est une suite aléatoire de variables aléatoires. Notons Xt

la valeur d'une variable aléatoire au temps t. Ces variables aléatoires peuvent être

vues omme évoluant dans le temps, ave une probabilité de transition dépendante

de l'état présent dans la haîne . On peut dé�nir un noyau de transition omme

une fontion qui détermine les transitions. Cette fontion est notée K et est dé�nie

sur E × B (E) où E est l'espae des états (don tous les états possibles). Si E est

disret, alors le noyau de transition est simplement une matrie où haque élément

est

Pin,j = P [Xn+1 = j | Xn = in, ........,X0 = i0]

= P [Xn + 1 = j | Xn = in]

∀j, in, ..., i0 ∈ E. Si toute fois E est ontinu, alors le noyau de transition est dé�ni

omme K (x, x′) , où x est l'ensemble de l'état présent et x
′
est l'ensemble de l'état

vers lequel le système transite.

Alors, étant donné un noyau de transition K, une séquene {Xn}n≥0 de variables

aléatoire est une haîne de Markov si pour tout k, on a

P [Xk+1 ∈ A | x0, x1, ..., xk] = P [Xk+1 ∈ A | xk]

=

∫

A
K (xk, x) dx.

Cette propriété est appelée � la propriété de Markov". En résumé, l'etat suivant

dépent uniquement de l'état présent et non de l'histoire de la haîne .

Une haîne de Markov peut avoir une distribution stationnaire qu'elle garde

pour toujours. Toutefois, pour que la distribution stationnaire soit unique et vrai

peu importe le point de départ de la haîne, ette dernière doit respeter quelques

propriétés importantes.

Irrédutibilité : On dit que i ommunique ave j si ∃n > 0 tel que la probabilité

d'aller à j à partir de i en n pas n'est pas nulle. De plus, on dit que C est une
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lasse d'équivalene si ∀i, j ∈ C, i ommunique ave j et j ommunique ave i.

Alors, si une haîne de Markov ne omporte qu'une seule lasse d'équivalene,

alors on dit que la haîne est irrédutible. Cette propriété se traduit par,

∃n > 0 tel que P [Xn = j | X0 = i] > 0, ∀i, j.

Apériodiité : La période, notée di, d'un état i est le plus grand nombre qui

divise tout n tel que la probabilité d'aller de i à i en n pas est stritement

positive. En d'autres mots, di = PGCD
{
n : P

(n)
ii > 0, n ≥ 1

}
où le PGCD est

le plus grand ommun diviseur. Si di = 1, l'état est dite apériodique. Aussi,

si la probabilité d'aller à i à partir de i est non nulle, alors i est apériodique.

Alors, si tout les états de la haîne sont apériodiques, la haîne est don dite

apériodique. Ave es deux propriétés, la haîne de Markov doit onverger

vers une loi stationnaire. À ei, on peut ajouter une dernière propriété, il

s'agit de la réversibilité. Toutefois, elle n'est pas néessaire ii. C'est seulement

une propriété qui nous aide à onstruire une haîne de Markov ave la loi

stationnaire f .

Réversibilité : Une haîne de Markov est dite réversible par rapport à f si la

probabilité d'aller de i à j en n pas est exatement la même que d'aller de j

à i en même nombre de pas n i.e. fiP
(n)
ij = fjP

(n)
ji où fi est la valeur de la

distribution stationnaire à l'état i.

Ces propriétés préitées nous permettent de onstruire une haîne de Markov

ergodique

8

dont la loi stationnaire onverge vers la distribution que nous souhaitons

f . Une méthode de Monte Carlo par Chaînes de Markov (MCMC) est une méthode

de simulation de la distribution f assoié au noyau de transition en produisant une

Chaîne de Markov ergodique (X(i), i ≥ 0) dont la distribution stationnaire est f (ii,

la distribution a posteriori) partant d'un point de départ X(0)
(Etant donné que

la haîne est ergodique, la valeur de départ est, en prinipe, sans importane). En

fait, nous devons renvoyer les leteurs à Robert et Casella [Robert 2004℄ et Robert

[Robert 2006℄ pour une introdution profonde et pédagogique pour omprendre les

méthodes MCMC .

En générale, la méthode MCMC permet la génération d'une série de valeurs du

paramètre θ d'un modèle en utilisant seulement la loi a posteriori, lorsque ette loi

ne peut pas être simulée diretement. La haîne de Markov (θ(i), i ≥ 0) produite

est ergodique, e qui signi�e que θ(i) de loi limite la loi d'intérêt π(θ|x) pour toute
valeur initiale θ(0). Par onséquent, pour i su�samment large, la loi θ(i) est approhé

par π(θ|x) quelle que soit θ(0).
En pratique, on doit se demander que signi�e un "i su�sament large", ar il déter-

mine le nombre de simulations à e�etuer. Le taux de onvergene de la densité de

8. On a essayé de minimiser le reours à la théorie des haînes de Markov, bien que ertaines

de es notions omme l'ergodiité ne doit pas être omises. Nous renvoyons les intéressés à Meyn

et Tweedie [Meyn 1993℄ et à Robert et Casella [Robert 2004, Chapitre. 4 ℄ pour un exposé plus

expéditif de es notions.
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θ(i) vers la densité limite, apporte une réponse à e problème (f. Robert et Tweedie

[Robert 2005℄), de plus e taux de onvergene dépend de θ(0), mais il existe des

tests de diagnosti voir, par exemple, Robert et Casella [Robert 2004, Chapitre. 12℄,

onsidérés omme des indiateurs de stationnarité de la haîne et limitent partielle-

ment ette di�ulté. Une fois aquis le prinipe d'utilisation de la méthode MCMC

, la mise en ÷uvre de e prinipe néessite l'implémentation des algorithmes de

génération pour produire de telles haînes de Markov.

2.10 Les Algorithmes MCMC

Dans ette Setion, nous présenterons les trois prinipaux algorithmes les plus

importantes onçues pour réer des haînes de Markov de loi stationnaire donnée,

à savoir les algorithmes de Metropolis-Hastings (MH), l'éhantillonnage de Gibbs

et l'algorithme d'Aeptation Rejet-Metropolis-Hastings (AR-MH). Ces algorithmes

s'appliquent à une grande variété de problèmes et se ontentent d'une loi a posteriori

onnue à une onstante près.

2.10.1 Algorithme de Metropolis-Hastings

En 1970, quelques années après les travaux de Metropolis et ses ollaborateurs

[Metropolis 1953℄, Hastings [Hastings 1970℄ développa la version moderne de l'algo-

rithme de Metropolis-Hastings. Il a étendu l'appliation de l'algorithme de Metro-

polis à des as plus généraux. La grande di�érene entre l'algorithme de Metropolis

et elui dit Metropolis-Hastings est essentiellement la relaxation de l'hypothèse qui

exige une distribution instrumentale (ou loi andidate) q(.|θ) qui doit être simple-

ment et rapidement simulable, et expliitement formulée à une onstante multipli-

ative indépendante de θ et parfois symétrique, i.e. q
(
θ̃ | θ, x

)
= q

(
θ | θ̃, x

)
. Etant

donnée la densité à postériori π(θ|x) (dans e ontext ette loi est appelée loi d'inté-
rêt ou ible), onnue à un fateur de normalisation près, et la densité instrumentale.

L'algorithme génère la haîne (θ(i), i ≥ 0) omme suit :

Algorithme MH : Robert et Casella [Robert 2004, Setion 7.3℄

i- Initialiser θ(0).

ii- À l'itération i :

a- simuler θ̃ ∽ q
(
θ | θ(i−1), x

)

b- aluler α = min

(
1,

π(θ̃|x)
π(θ(i−1)|x)

q(θ(i−1)|θ̃|x)
q(θ̃|θ(i−1),x)

)

- aepter θ̃ ave la probabilité α :

θ(i) =

{
θ̃ ave la probabilité α

θ(i−1)
sinon.
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iii- Changer la valeur de i à i+ 1 et aller en ii.

Selon Robert et Casella [Robert 2004℄, la haîne produite par et algorithme est

ergodique, i.e. Pour tout g telle que Eπ [‖g(θ)‖] < ∞,

lim
T→∞

1

T

T∑

t=1

g(θ(t)) =

∫
g(θ)π(θ)dθ,

de plus on a

lim
n→∞

∥∥∥∥
∫

Kn(y, .)µ(dθ) − π

∥∥∥∥
TV

= 0,

pour toute loi initiale µ, Kn(y, .) est le noyau de la haîne aprés n transitions. En

partiulier lim
t→∞

P[y(t) ∈ A] =
∫
A π(y)dy. Cet algorithme à une autre propriété impor-

tante est stipu�ante ; le hoix de la loi instrumentale n'in�ue pas sur la onvegene

de la suite produite vers la loi d'intérêt. Mais en pratique, e hoix peut failement

empêher la onvergene si les probabilités d'atteindre les points loin du support de

la loi a priori π sont trop petites.

2.10.2 Éhantillonneur de Gibbs

On voit l'éhantillonnage de Gibbs omme étant un as partiulier de l'algo-

rithme de Metropolis-Hastings. On se sert de et algorithme quand on veut éhan-

tillonner des valeurs d'une fontion multidimensionnelle ave un nombre �xe de

variables ; θ = (θ1, θ2, ..., θr). En générale la densité onjointe n'est pas néessai-

rement onnue ; toutefois, toutes les distributions onditionnelles πi (θi | θ−i), où

θ−i = (θ1, ..., θi−1, θi+1, ..., θr), doivent être onnues. C'est dans ette optique que

ette méthode semble être une bonne méthode pour faire l'éhantillonnage d'une

distribution a posteriori dans l'approhe Bayésienne.

Algorithme Gibs : Robert et Casella [Robert 2004, Chapitre. 10℄

i- Initialiser θ(0) = (θ
(0)
1 , ..., θ

(0)
r )

ii- À l'itération i simuler :

θ
(i+1)
1 ∽ π

(
. | θ(i)2 , ..., θ

(i)
N

)

θ
(i+1)
2 ∽ π

(
. | θ(i+1)

1 , θ
(i)
3 , ..., θ(i)r

)

.

.

.

θ(i+1)
r ∽ π

(
. | θ(i+1)

1 , ..., θ
(i+1)
r−1

)
.

iii- Changer la valeur de i à i+ 1 et aller en ii-.
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Ii, tous les andidats simulés sont aeptés ontrairement à l'algorithme traité pré-

édemment (i.e. α = 1). La raison pour laquelle α = 1 est qu'on génère des valeurs

des vraies distributions. Alors nous n'avons pas besoin de orriger ave une ertaine

probabilité d'aeptation. Comme on peut le voir, la méthode de Gibbs est faile à

implémenter. Toutefois, ette méthode a quelques problèmes onnus dans ertains

as partiuliers. Premièrement, pour une distribution à grande dimension, si deux

variables sont parfaitement orrélées, alors l'éhantillonneur restera pris et ne pourra

pas hanger les valeurs assoiées à es variables. De plus, si une fontion est dé�nie

de telle sorte que tous les états ont une probabilité assoiée très près de zéro et

qu'un seul point de l'espae a une très grande probabilité, alors l'éhantillonneur

prendra trop de temps pour onverger. Cei oasionnera des erreurs dans la simu-

lation (voir, Bégin [Bégin 2010℄). Pour l'algorithme de Gibbs, le taux d'aeptation

égal à 1 et ne peut s'appliquer si le veteur paramètre à simuler est de dimension

variable, (voir, Robert [Robert 1996℄).

2.10.3 Algorithme d'Aeptation Rejet-Metropolis Hastings

L'algorithme d'Aeptation-Rejet Metropolis-Hastings(AR-MH) est un algo-

rithme hybride entre l'algorithme Aeptation-Rejet et l'algorithme Metropolis-

Hasting. Il a été établi par Chib et Greenberg [Chib 1995℄. Soit π(θ|x) ∝ p(y|θ)π(θ)
la densité ible et q(θ|x) la densité proposée (instrumentale). L'algorithme AR-MH

est une proédure d'éhantillonnage MCMC dans laquelle p(x|θ)π(θ) ≤ Mq(θ|x)),
où M > 0, n'est pas satisfaite pour ertain θ ∈ Θ, où Θ est le support de la densité

ible non normalisée p, e qui est néessaire pour l'algorithme AR. Dans e as, on

onsidère D = {θ ∈ Θ : p(x|θ)π(θ) ≤ Mq(θ|x)} et son omplémentaire D̄. Suppo-

sons que l'état atuel de la haîne soit θ, alors sahant les données x l'algorithme

AR-MH, selon Chib et Jeliazkov [Chib 2005, Setion. 3℄, se fait en deux étapes :

Étape AR : Générer un tirage θ′ ∼ q(θ|x) ; aépter θ′ ave probabilité
min{1, p(y|θ′)π(θ′)/Mq(θ|x)}. Continuer le proessus jusqu'à qu'un tirage au

sort θ′ soit aepté.

Étape MH : Étant donné la valeur atuelle θ et la valeur proposée θ, poser

α =





1, si θ ∈ D
Mq(θ|x)
p(x|θ)π(θ) , si θ ∈ D̄ et θ′ ∈ D

min

{
1, p(x|θ

′)π(θ′)q(θ|x)
p(x|θ)π(θ)q(θ′|x)

}
, si θ ∈ D̄ et θ′ ∈ D̄.

Retourner à θ′ ave probabilité α. Sinon retourner à θ.

L'implémentation expliite de et Algorithme est omme suit :

Algorithme AR-MH : Bégin [Bégin 2010℄

i- Initialiser θ(0)

ii- À l'itération i :
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a- simuler θ̃ ∽ q (θ|x)
b- aluler α = π(θ̃|x)/M ′q(θ|x)}, la onstante positive M ′

doit être bien

hoisie en fontion de M

- aepter θ̃ ave la probabilité α :

θ(i) =

{
θ̃ ave la probabilité α

θ(i−1)
sinon

d- s'il y a rejet, on retourne à l'étape a-

e- sinon, aluler

α
′
=





1; si π
(
θ(i−1)|x

)
< M ′q

(
θ(i−1)|x

)

π(θ(i−1)|x)
M ′q(θ(i−1)|x)

; si π
(
θ(i−1)|x) > M ′q

(
θ(i−1)|x

)

etπ
(
θ̃|x
)
< M ′q

(
θ̃|x
)

min

{
1,

π(θ̃|x)
π(θ(i−1)|x)

q(θ(i−1)|x)
q(θ̃|x)

}
; si π

(
θ(i−1)|x

)
> M ′q

(
θ(i−1)|x

)

etπ
(
θ̃|x
)
> M.q

(
θ̃|x
)

f- aepter θ̃ ave la probabilité α
′
:

θ(i) =

{
θ̃ ave la probabilité α

′

θ(i−1)
sinon.

iii- Changer la valeur de i à i+ 1 et aller en ii-.

2.11 Algorithme de Gillespie

Le dernier algorithme que nous allons utiliser dans le adre de notre travail est

elui de Gillespie. Tel qu'il est établi par Gillespie [Gillespie 1977℄ est un algorithme

de simulation exat pour les proessus de Markov à pur sauts en temps ontinu, et

algorithme est adapté aux modèle épidémique SIR ; si nous onnaissons l'état du

système au temps t, e qui signi�e que le nombre de sujets suseptibles et infetés

(S(t), I(t)) = (s, i), alors nous devons onsidérer les deux événements qui peuvent

se produire ; une infetion ave le taux λ1 = siβn ou une réupération λ2 = iµ, et les

hangements orrespondants dans haque lasse. La mise en ÷uvre de l'algorithme

repose sur deux étapes prinipales ; la première est le tirage du temps d'attente τ

jusqu'à l'ourrene de l'événement suivant, qui est distribué exponentiellement ave

le taux λ = λ1 + λ2. Dans la deuxième étape, les événements sont hoisis au hasard

en fontion des probabilités pk = λk
λ , k = 1, 2. L'algorithme est implémenté omme

suit :
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i- À t = 0, établir le nombre de population initial S(0) = s et I(0) = i.

ii- Choisir τ à partir de la distribution exponentielle.

iii- Choisir k = 1, 2 selon les probabilités p1 =
λ1
λ et p2 =

λ2
λ .

iv- Changer le nombre d'individus pour re�éter l'événement k tiré à l'étape ii.

Dé�nir t → t+ τ et aller à l'étape ii.

2.12 Inférene Bayésienne pour les proessus de di�usion

stohastiques

Le problème réside dans le fait que les probabilités de transitions ne sont pas

valables sous forme expliite pour les observations à temps disret. La plupart des

tehniques se débattent lorsque les temps d'inter-observation sont importants. Jeux

de données dans les sienes de vie, ependant, peuvent bien être de type basse fré-

quene. Des exemples sont des enquêtes sur les plantes ave une évaluation annuelle,

des épidémies où les rapports sur la santé publique infetions par semaine, ou des

mesures oûteuses et don peu fréquentes en la génétique.

Réemment des méthodes d'inférene Bayésiennes, sont basées sur l'introdution

des données manquantes telles que l'union des valeurs manquantes et des observa-

tions forment un ensemble de données à haute fréquene. Cei failite l'approxima-

tion de la densité de transition et permet don une inférene paramétrique, même

pour les grands temps d'inter-observation. En outre, les tehniques onviennent pour

des intervalles d'observation espaés de façon irrégulière, di�usions multivariées ave

des omposantes éventuellement latentes et pour des observations qui sont sujets à

une erreur de mesure. Ils s'appliquent même lorsque des omposantes di�érentes sur

l'espae d'état sont observées de façon non synhrone. Stationnarité et ergodiité de

la di�usion n'est généralement pas néessaire. En tant que méthode Bayésienne, la

proédure d'estimation n'est pas néessairement dépendante de grands éhantillons.

L'introdution de données intermédiaires entre les deux observations implique

l'estimation des valeurs manquantes en plus des paramètres du modèle, où les deux,

les données manquantes et les paramètres sont traités omme des variables aléatoires.

Cette tâhe est performée par l'appliation de la méthode MCMC , qui met à

jour alternativement les données imputées et le paramètre du modèle et sont habi-

tuellement réalisables dans un temps de alul modéré. Les onsidérations suivantes

exigent une familiarité ave les méthodes MCMC de base. Des textes introdutifs sur

e sujet se trouvent dans Gilks et al. [Gilks 1996℄, Robert et Casella [Robert 2004℄,

Gamerman et Lopes [Gamerman 2006℄ et C. Fuhs [Fuhs 2006℄.
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3.1 Introdution

L'inférene pour les modèles épidémiques est ompliquée par le fait que, pre-

mièrement, une ou plusieurs variables du modèle peuvent être non observées, et

deuxièmement, les données sont souvent disponibles à des moments disrets, tan-

dis que le proessus réel sous-jaent est ontinu dans le temps. Dans le as où les

données sont observées en temps ontinu, des estimations de paramètres peuvent

être obtenues pour des données omplètes (voir Beker [Beker 1976℄) et dans le as

de donnèes inomplètes, des estimations ont également été développées par Anders-

son et Britton [Andersson 2000℄ en utilisant des méthodes de martingale, �ltrage

diret exat (f. Fearnhead et Meligkotsidou [Fearnhead 2004℄), ou par les méthodes

MCMC qui o�rent une puissane et une �exibilité énormes par rapport à d'autres

approhes (voir par exemple, Gibson et Renshaw [Gibson 1998℄ ; O'Neill et Roberts

[O'Neill 1999℄ ; Streftaris et Gibson [Streftaris 2004℄ ; Neal et Wilkinson [Neal 2005℄).

Réemment, l'inférene Bayésienne du modèle SIR a été traitée par plusieurs au-

teurs en utilisant des méthodes MCMC, omme nous l'avons déjà mentionné dans

l'introdution, les approhes Bayésienne utilisées sont di�érentes de elles présentées
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dans e hapitre, puisque les données ne sont disponibles qu'à des instants disrets.

Nous introduisons un ensemble de m − 1 données latentes auxiliaires entre haque

paire d'observations. L'idée de relever les données de basse fréquene observées ave

des simulations à haute fréquene a été préédemment poursuivie par Pedersen

[Pedersen 1995℄. Cette tâhe est réalisée par l'appliation de tehniques MCMC

(voir, Eraker [Eraker 2001℄ et El Maroufy et al. [Maroufy 2015℄) qui mettent à jour

alternativement les données et sont habituellement réalisables dans un temps de al-

ul modéré. Nous utilisons le shéma de Milstein qui fournit une approximation ave

une préision améliorée qui est meilleure que le shéma d'Euler utilisé par El Ma-

roufy et al. [Maroufy 2015℄. De plus, nous délarons que la famille des distributions a

priori gamma indépendantes onduit à une famille de distribution a posteriori Gaus-

sienne inverse généralisée (GIG). Ce hoix de distributions a priori est onvenable

en terme d'inférene Bayésienne (f. O'Neill et Roberts [O'Neill 1999℄). En outre,

la �exibilité de la distribution gamma en pratique nous enourage de la onsidérée

omme distribution a priori des paramètres dans les modèles épidémiques, voir par

exemple, Cauhemez et al. [Cauhemez 2004℄ ; Streftaris et Gibson [Streftaris 2004℄.

Nous développons des méthodes MCMC utilisées pour l'inférene a�n d'explorer la

distribution a posteriori des paramètres. De plus, l'algorithme AR-MH omme il

est dérit dans la Sous-Setion 2.10.3, donne une onvergene plus rapide et exige

une onnaissane de la densité ible non normalisée et d'une densité de proposition

(instrumentale) simple à simuler (f. Eraker [Eraker 2001℄ et Golightly et Wilkinson

[Golightly 2005℄). Don, nous suggérons dans e hapitre une distribution normale

omme une bonne densité de proposition pour simuler les données manquantes.

Dans la Setion 3.2 du présent hapitre, nous établissons la di�usion hyperbo-

lique. L'inférene Bayésienne pour le modèle SIR non linéaire est présentée dans

la Setion 3.3, tandis que les simulations par la tehnique MCMC sont présentées

dans la Setion 3.4 ave appliation aux données réelles. Les preuves de ertaines

délarations mathématiques sont données dans l'Annexe A.

3.2 Di�usion hyperbolique

En général, nous onsidérons l'équation di�érentielle partiulière suivante de

(2.18) :

dYt = U(Yt, θ)dt+ σ1/2(Yt, θ)dWt

où Yt est une variable d'état, Wt est un mouvement Brownien standard dé�ni sur un

même espae de probabilité (Ω,F ,P), U(., .) et σ(., .) sont des fontions salaires

onnues, et θ un veteur de paramètres inonnus et nous supposons que les onditions

sous lesquelles l'équation di�érentielle stohastique peut être résolue pour Yt sont

satisfaites (f. Øksendal [Øksendal 1995℄). Il est bien onnu, omme mentionné dans

Elerian [Elerian 1998℄, que le shéma de Milstein (2.6) pour la disrétisation fournit

une meilleure approximation de la densité de transition que le shéma d'Euler (2.5),

voir Figure 3.1 qui illustre les trajetoires du modèle SIR. Ce shéma dérit dans

Kloeden et Platen [Kloeden 1992℄ pour les proessus généraux est donné, pour ∆t
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su�samment petit, par

Yt+∆t = Yt +U(Yt, θ)∆t+ σ1/2(Yt, θ)∆Wt +
1

2
σ1/2(Yt, θ)

∂σ1/2(Yt, θ)

∂Yt
((∆Wt)

2 −∆t)

(3.1)

où ∆Wt =
√
∆tξ ave ξ est une variable aléatoire normale standard.

Si on note a = σ1/2(Yt, θ)
√
∆t et b = 1

2σ
1/2(Yt, θ)

∂σ1/2(Yt,θ)
∂Yt

∆t, don, en utilisant

l'équation (3.1), on obtient

H = Yt+∆t − Yt − U(Yt, θ)∆t+ b = aξ + bξ2 = b

((
ξ +

a

2b

)2
− a2

4b2

)
.

On pose λ = a2

4b2
et H̄ = (ξ + a

2b)
2
, on a H̄ suit une distribution hi-deux χ2

non entrée de degré de liberté 1 et un paramètre de non-entralité λ = a2

4b2 . Nous

montrons (f. Elerian [Elerian 1998, Theorem 2.1℄) que la densité onditionnelle par

rapport à Yt de H̄ est

fH̄(h) =
1

2
e−

λ+h
2

(
h

λ

)− 1
4

I− 1
2
(
√
λh), h ≥ 0,

où I− 1
2
(ω) =

√
2
ω

∑∞
j=0

(ω/2)2j

j!Γ(j+ 1
2
)
=
√

2
πω cosh(ω) étant une fontion de Bessel modi-

�ée du premier type d'ordre −1
2 et cosh(w) = 1

2 (exp(w) + exp(−w)) est la fontion

osinus hyperbolique. Nous renvoyons le leteur à littérature lassique pour une pré-

sentation détaillée de e type de fontions, voir par exemple, Abramowitz et Stegun

[Abramowitz 1972℄ et Lebedev et Silverman [Lebedev 1972℄.

Or H = b(H̄−λ), don la densité de H est fH(h) = 1
|b|fH̄

(
h
b + λ

)
, et après un alul

simple, nous établissons que la densité de transition de probabilité approximative

est exprimée omme suit : pour

h
b + λ ≥ 0 et b 6= 0

fH(h) =
1

2|b|

(
h

λb
+ 1

)− 1
4

e−( h
2b

+λ)I− 1
2

(√
λ

(
h

b
+ λ

))
. (3.2)

3.3 Inférene Bayésienne pour le modèle non linéaire

SIR

Puisque la distribution inonditionnelle de l'épidémie non linéaire de SIR est

inonnue, on ne s'attend pas à e que les méthodes de maximum de vraisemblane ou

de martingale donnent des résultats satisfaisants. Pour ette raison, nous proposons

d'utiliser la méthode MCMC pour estimer les paramètres et les données latentes

aprés disrétisation par le shéma de Milstein (2.6). Pour e faire, onsidérons le

proessus suivant :

(x (t) , z (t)) =
(
x (t) , 1 +

a

n
− x (t)− y (t)

)
,
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Figure 3.1 � Comparaison entre les approhes de Gillespie {(***), (***)}, de Mil-

stein {(�), (�)} et d'Euler {(...), (...)}. Pour l'interprétation des référenes à la

ouleur dans la légende de ette �gure et elles qui seront illustrées dorénavant, le

leteur est renvoyé à la version élétronique de e manusrit ou le papier publié.

en utilisant (2.18) et en appliquant la formule d'It� (2.2) on obtient

dx(t) = U1(x(t), z(t))dt + σ
1/2
1 (x(t), z(t))dW 1

t ,

dz(t) = U2(x(t), z(t))dt + σ
1/2
2 (x(t), z(t))dW 2

t ,
(3.3)

où

U1(x(t), z(t)) = −βx(t)
(
1 + a

n − x(t)− z(t)
)
,

U2(x(t), z(t)) = µ(1 + a
n − x(t)− z(t)),

σ1(x(t), z(t)) =
βx(t)(1+ a

n
−x(t)−z(t))
n ,

σ2(x(t), z(t)) =
µ(1+ a

n
−x(t)−z(t))

n .

(3.4)

Comme mentionné dans la Setion 2.7 et la Setion 3.2, nous allons utiliser ave la

version disrétisée de (3.3), donnée par l'approximation de Milstein (2.6) :

xi = xi−1 + U1(Yi−1, θ)∆t+ σ
1/2
1 (Yi−1, θ)

√
∆tξ1 + bi−1,1(ξ

2
1 − 1),

zi = zi−1 + U2(Yi−1, θ)∆t+ σ
1/2
2 (Yi−1, θ)

√
∆tξ2 + bi−1,2(ξ

2
2 − 1),

(3.5)

où bi,1 =
1
2σ

1
2
1 (Yi, θ)∂xiσ

1
2
1 (Yi, θ)∆t, bi,2 =

1
2σ

1
2
2 (Yi, θ)∂ziσ

1
2
2 (Yi, θ)∆t ; ξ1 et ξ2 sont

deux variables aléatoires normales standards indépendantes.

L'approximation disrète implique une densité de transition hyperbolique, qui

est une très bonne approximation de ette dernière si l'intervalle de disrétisation

∆t est su�samment petit. D'autre part, nous introduisons un problème de données

manquantes, l'intervalle de temps [0, T ] est divisé en N = m × T points équidis-

tants 0 = t0 < t1 < .... < tN−1 < tN = T , voir par exemple, El Maroufy et

al. [Maroufy 2015℄, Eraker [Eraker 2001℄ et Golightly et Wilkinson [Golightly 2005℄.

Soit Y=(u, v), où u représente la partie observée du système et v désigne la partie

non observée, où la totalité m d'observations sont manquantes dans l'intervalle de
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temps [t, t + 1[. Nous notons par Ŷi = (x̂i, ẑi) les données manquantes, et Ŷ la

matrie obtenue en empilant tous les éléments des données augmentées, 'est-à-dire

Ŷ =

(
u0 û1 . . . ûm−1 um ûm+1 . . . uN
v0 v̂1 . . . v̂m−1 vm v̂m+1 . . . vN

)
.

Conditionnellement à la première observation et sahant que le proessus est Mar-

kovien, la densité a posteriori

1

est donnée par

π(Ŷ, θ) ∝
N∏

i=1

p(Ŷi | Ŷi−1, θ) π(θ), (3.6)

où Ŷi est la ieme
olonne de Ŷ, π est la densité a priori du veteur de paramètres θ

et p représente la densité de probabilité de transition hyperbolique non normalisée

donnée par (3.2). Notons que toutes les densités a posteriori onditionnellement à

l'observation sont proportionnelles à (3.6). Pour simpli�er, introduisons les quantités

suivantes :

ai,1 = σ
1
2
1 (Yi, θ)

√
∆t =

√
β

n
xi

(
1 +

a

n
− xi − zi

)
∆t,

bi,1 =
∆t

2
σ

1
2
1 (Yi, θ)∂xiσ

1
2
1 (Yi, θ) =

∆t

4n
β
(
1 +

a

n
− 2xi − zi

)
= βb̃i,1,

λi,1 =
a2i,1
4b2i,1

=
1

β

4nxi(1 +
a
n − xi − zi)

∆t(1 + a
n − 2xi − zi)2

=
1

β
λ̃i,1,

ai,2 = σ
1
2
2 (Yi, θ)

√
∆t =

√
µ

n

(
1 +

a

n
− xi − zi

)
∆t,

bi,2 =
∆t

2
σ

1
2
2 (Yi, θ)∂ziσ

1
2
2 (Yi, θ) =

−µ∆t

4n
= µb̃i,2

et

λi,2 =
a2i,2
4b2i,2

=
1

µ

4n(1 + a
n − xi − zi)

∆t
=

1

µ
λ̃i,2.

(3.5) implique onditionnellement à Ŷi que xi+1 et zi+1 sont indépendantes (ar W
1

et W 2
sont deux mouvements Browniens indépendants standards).

Don p(Ŷi+1|Ŷi)=p
xi+1|Ŷi

× p
zi+1|Ŷi

, où pour ∆t su�samment petit, (voir, Annexe

A)

pxi+1|Ŷi
(hi,1) ≃ Aiβ

− 1
2 e

−β

2

(

∆xi
b̃i,1

+λ̃i,1

)−

(

∆xi
2b̃i,1

+λ̃i,1

)

−

(

λ̃i,1∆xi

b̃i,1
+λ̃2i,1

)1/2

β

, (3.7)

pzi+1|Ŷi
(hi,2) ≃ Biµ

− 1
2 e

−µ

2

(

∆zi
b̃i,2

+λ̃i,2

)−

(

∆zi
2b̃i,2

+λ̃i,2

)

−

(

λ̃i,2∆zi

b̃i,2
+λ̃2i,2

)1/2

µ

, (3.8)

1. Aussi onsidérée omme une fontion de vraisemblane présentée impliitement par la formule

(2.4).
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ave ∆xi = xi+1 − xi, ∆zi = zi+1 − zi, hi,1 = ∆xi + βxi(1 +
a
n − xi − zi)∆t+ bi,1 et

hi,2 = ∆zi − µ(1 + a
n − xi − zi)∆t+ bi,2. Ai et Bi sont deux termes qui dépendent

de xi et zi.

3.4 Simulations MCMC

Nous avons formulé dans (3.7) et (3.8) les densités de transitions onjointes

pour les paramètres du modèle ainsi que les données observées et non observées,

mais l'intérêt réel est dans la distribution des données manquantes. Comme dans le

ontexte épidémiologique, le nombre de données manquantes est relativement im-

portant, d'où un éhantillonneur de Gibbs est le plus approprié pour éhantillonner

indépendamment les quantités .

3.4.1 Simulation des données maquantes

La première étape de l'éhantillonnage de Gibbs implique la simulation

des observations manquantes. Nous onsidérons ii le as où l'éhantillonneur

de Gibbs met à jour une olonne de Ŷ dans le temps. Pour e faire, nous avons

besoin de la distribution a posteriori onditionnelle de Ŷi, d'un simple alul, donne :

π(Ŷi/Ŷi−1, Ŷi+1) ∝ p(Ŷi/Ŷi−1, Ŷi+1),

où

p(Ŷi/Ŷi−1, Ŷi+1) = p(xi/Ŷi−1)× p(xi+1/Ŷi+1)× p(zi/Ŷi−1)× p(zi+1/Ŷi+1).

Les distributions marginales préédentes sont alulées en utilisant (3.7) et (3.8). À

l'itération h de l'éhantillonnage de Gibbs, on peut tirer Ŷi ∼ π(Ŷi/Ŷi−1, Ŷi+1).

Pour le modèle non linéaire, Eraker [Eraker 2001℄ suggère que Ŷi est mis à

jour ave une densité de proposition normale q(./Ŷi−1, Ŷi+1) ave moyenne

Ŷi−1+Ŷi+1

2 et variane

∆t
2 σ2(Ŷi−1). Eraker [Eraker 2001℄ motive e hoix en prou-

vant que, selon le shéma d'Euler, la densité de Ŷi/Ŷi−1, Ŷi+1 est prohe de

N

(
1
2 (Ŷi−1 + Ŷi+1),

∆t
2 σ2(Ŷi−1)

)
pour ∆t su�sament petit.

Dans le as du shéma de Milstein et pour la même raison, la distribution normale est

enore onsidérée omme une bonne densité de proposition (instrumentale) omme

indiqué dans la proposition suivante, dont la preuve est exploré dans l'annexe A :

Proposition 3.1. Pour ∆t su�samment petit, nous avons approximativement :

Ŷi/Ŷi−1, Ŷi+1
Loi−→ N

(
1

2
(Ŷi−1 + Ŷi+1),

1

2
σ2(Ŷi−1)∆t

)
.

3.4.2 La distribution a posteriori des paramètres β et µ

L'étape suivante dans l'éhantillonneur de Gibbs est d'éhantillonner θ(h+1) =

(β(h+1), µ(h+1)) onditionnellement à son état atuel θ(h) et de données augmentées
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Ŷ

(h)
.

Si la densité a posteriori des paramètres n'a pas de forme standard, nous pourrions

utiliser l'algorithme de MH, mais e n'est pas le as ii. Etant donnée la forme de

la fontion de vraisemblane exprimée en (3.7) et (3.8), une famille de distributions

gamma indépendantes est onsidérée omme un ensemble naturel de densités a priori

onjugués dans le ontexte du modèle épidémique, où les paramètres sont positives

(f. Demiris et O'Neill [Demiris 2005a℄, [Demiris 2005b℄). Ce hoix de distributions

a priori est ommode en terme d'inférene Bayésienne, omme a été onsidéré par

O'Neill et Roberts [O'Neill 1999℄. De plus, vue la �exibilité de la distribution gamma,

elle est utilisée en pratique omme distribution a priori des paramètres dans les

modèles épidémiques (f. Cauhemez et al. [Cauhemez 2004℄ ; Streftaris et Gibson

[Streftaris 2004℄). Lorsqu'on onsidère e type de distributions a priori, on obtient

la distribution GIG

2

omme distribution a posteriori. Dans la proposition suivante,

nous prouvons ette a�rmation (pour la preuve, voir Annexe A).

Proposition 3.2. Si β et µ suivent deux distributions gamma indépendantes :

π(β) ∝ Γ(mβ, λβ) et π(µ) ∝ Γ(mµ, λµ), alors

π(β | Ŷ) ∝ β−N−1
2

+mβ−1e
− 1

2
(A1β+

B1
β

)
(3.9)

et

π(µ | Ŷ) ∝ µ−N−1
2

+mµ−1e
− 1

2
(A2µ+

B2
µ

)
, (3.10)

où A1, A2, B1 et B2 sont présentées en Annexe A. C'est à dire, les distributions a

posteriori de β et µ sont des distributions GIG.

3.4.3 Algorithme

i- Initialiser Ŷi, β et µ en utilisant une interpolation linéaire entre les valeurs ob-

servées de Yi pour initialiser Ŷi.

ii- Pour tout i = 1, 2, ..., N − 1, à l'itération h, simuler Ŷ
(h)

i |(Ŷ(h−1)

i−1 ,Ŷ

(h−1)

i+1 ,β, µ)

en utilisant l'algorithme AR-MH ave densité de proposition de loi normale

N

(
1
2(Ŷ

(h)

i−1 + Ŷ

(h−1)

i+1 ), ∆t
2

∑(h)
i−1

)
, ave

∑
i−1 = σ2(Ŷi−1).

iii- Simuler β(h)
en utilisant (3.9).

iv- Simuler µ(h)
en utilisant (3.10).

v- Augmenter la valeur de h et retourner à l'étape ii-.

2. Si les leteurs ne sont pas familiarisés ave e type de lois, nous les renvoyons à onsulter la

référene de Koudou et Ley [Koudou 2014℄ et sa bibliographie non seulement pour les propriétés

et aratérisations des lois GIG's mais aussi pour leurs appliations à la statistique.
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3.4.4 Simulations

A�n d'étudier la performane de la méthodologie d'estimation, nous avons

d'abord généré des données arti�ielles. Les données sont éhantillonnées à partir

de la haîne de Markov double disrète initiale en utilisant l'algorithme de Gillespie

exat donné dans la Setion 2.11, ave des valeurs réelles de β et µ omme indiqué

dans les Tables 3.1, 3.2 et 3.3. L'estimation est obtenue après 20000 itérations de

notre algorithme, ave m = 5, m = 10 et m = 15 (nombre de données manquantes).

valeurs de β β̂ valeurs de µ µ̂ R0 R̂0

moyenne 1 1.0626 1 1.0998 1 0.9661

variane 0.0431 0.0485

moyenne 0.7 0.6905 0.2 0.2131 3.5 3.2402

variane 0.0492 0.0774

moyenne 0.3 0.3105 0.5 0.5672 0.6 0.5475

variane 0.0149 0.0086

Table 3.1 � Moyenne et variane a posteriori de β, µ et R0 pour m = 5.

valeurs de β β̂ valeurs de µ µ̂ R0 R̂0

moyenne 1 1.0594 1 1.1001 1 0.9630

variane 0.066 0.0677

moyenne 0.7 0.6777 0.2 0.2102 3.5 3.2240

variane 0.0507 0.0796

moyenne 0.3 0.2961 0.5 0.5374 0.6 0.5509

variane 0.0147 0.0085

Table 3.2 � Moyenne et variane a posteriori de β, µ et R0 pour m = 10.

Les Tables 3.1, 3.2 et 3.3 et les Figures 3.2, 3.3 et 3.4 montrent que les estima-

tions des paramètres sont en général beauoup plus prohes de leurs vraies valeurs

que elles dans El Maroufy et al. [Maroufy 2015℄ et la valeur de m augmente onsi-

dérablement. Les Figures 3.2, 3.3 et 3.4 illustrent les histogrammes des densités a

posteriori des paramètres, qui révèlent la onvergene de l'algorithme vers une dis-

tribution limite. Dans les as réels où les vraies valeurs ne sont pas disponibles, il est

préférable de hoisir m le plus grand possible, e qui entraîne un énorme oût de al-

ul. Mais pour garder l'équilibre entre le oût de alul et la qualité de l'ajustement,

une petite valeur moyenne de m devrait être onsidérée.
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valeurs de β β̂ valeurs de µ µ̂ R0 R̂0

moyenne 1 1.0626 1 1.0998 1 0.9661

variane 0.0431 0.0485

moyenne 0.7 0.6905 0.2 0.2131 3.5 3.2402

variane 0.0492 0.0774

moyenne 0.3 0.3105 0.5 0.5672 0.6 0.5475

variane 0.0149 0.0086

Table 3.3 � Moyenne et variane a posteriori de β, µ et R0 pour m = 15.
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Figure 3.2 � Histogramme de fréquenes pour les densités a posteriori de β et µ

pour les mêmes paramètres exats dans la Table 3.1 ave 20000 itérations dans

tous les as.

3.4.5 Appliation aux données réelles

Dans ette Setion, nous simulerons une �ambée de peste dans une popula-

tion fermée. Les données sont tirées de elle d'Eyam, Derbyshire, en Angleterre,

qui a onnu une telle �ambée suite à la Grande peste de Londres (voir, Raggett

[Raggett 1982℄). La peste Eyam n'a survéu qu'à 83 individus d'une population ini-

tiale de 350 personnes. Les valeurs des sujets suseptibles et infetés dans la peste

Eyam sont données dans Raggett [Raggett 1982, Table II℄ de la mi-juin à la mi-

otobre 1666 ommençant par S(0) = 254 et I(0) = 7. Nous avons exéuté l'algo-

rithme pour les données de la peste Eyam de la mi-juin à la mi-septembre (avant

l'extintion de l'épidémie), omme le montre la Table 3.4. Comme l'intervalle de

temps des données est 151
2 jours, les paramètres sont multipliés par 2 pour obtenir

les taux orrespondant à 1 mois pour omparer ave les résultats de Raggett alulés

dans un temps d'éhelle de 1 mois. Par exemple, pour m = 15 données simulées la-

tentes, on obtient β = 2.3132 orrespondant à une étape de temps de 151
2 jours, 'est

β = 4.6264 par mois et µ = 1.4772 orrespondant à 151
2 jours 'est µ = 2.9544 par
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Figure 3.3 � Histogramme de fréquenes pour les densités a posteriori de β et µ

pour les mêmes paramètres exats dans la Table 3.2 ave 20000 itérations dans

tous les as.
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Figure 3.4 � Histogramme de fréquenes pour les densités a posteriori de β et µ

pour les mêmes paramètres exats dans la Table 3.3 ave 20000 itérations dans

tous les as.

mois. Les valeurs obtenues par notre algorithme sont très prohes des estimations

données i-dessus à partir du modèle déterministe (voir, Raggett [Raggett 1982℄).

Nous avons également obtenu des estimations pour les données réelles en utilisant

les paramètres β = 4.6264 et µ = 2.9544, données dans la Table 3.5 ave m = 15,

la troisième olonne pour l'algorithme de Gillespie et la quatrième olonne pour

l'approximation de Milstein.
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Données réelles Gillespie Milstein

Date(1666) S(t) I(t) S(t) I(t) S(t) I(t)

Juin 19 254 7 254 7 254 7

Juillet 3/4 235 14.5 231.02 14.38 229.27 15.17

Juillet 19 201 22 197.57 21.12 189.10 24.29

Août 3/4 153.5 29 164.59 21.64 146.78 25.83

Août 19 121 20 139.61 17.35 117.12 19.12

Septembre 3/4 108 8 123.52 11.82 100.88 11.25

Septembre 19 97 8 113.84 7.34 92.87 6.87

Otobre 4/5 inonnu inonnu 108.25 4.35 89.06 2.88

Otobre 20 83 0 105.06 2.49 87.28 1.37

Table 3.4 � Nombre d'individus suseptibles et infetés à des dates de la période

terminale de la peste d'Eyam et leurs estimations générées à partir de l'algorithme

de Gillespie et de l'approximation de Milstein ave les paramètres β = 4.6264 et

µ = 2.9544.

m a posteriori de β a posteriori de µ R̂0

5 moyenne 4.6716 2.9932 1.5607

variane 0.0431 0.0485

10 moyenne 4.6506 2.9722 1.5647

variane 0.0412 0.0178

15 moyenne 4.6264 2.9544 1.5659

variane 0.0403 0.0171

Table 3.5 � Moyenne et variane a posteriori pour les estimations de β, µ et R0,

orrespondant à une étape de temps de 1 mois, pour les données de peste Eyam,

ave 20000 itérations.

3.5 Conlusion

Ce hapitre a porté sur l'estimation Bayésienne du modèle épidémique stohas-

tique SIR à partir des données de trajetoire. Les estimateurs proposés sont basés

sur la simulation par les méthodes MCMC. De telles méthodes se sont avérées parti-

ulièrement bien adaptées pour résoudre les intégrales de grande dimension assoiées

au alul de densités a posteriori dans des appliations antérieures impliquant des

observations latentes ou manquantes. En partiulier, ei résulte du fait que la den-

sité a posteriori peut être érite omme la densité onjointe a posteriori des données

augmentées onstituées à la fois de parties observables et non observables du système

ontinu.

L'approximation de di�usion du proessus de saut approprié est ensuite utilisée
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pour estimer les données manquantes entre haque paire de temps d'observation.

Nous avons adopté le shéma de disrétisation de Milstein au ours du proessus

d'estimation des paramètres du modèle épidémiologique SIR qui donne des valeurs

plus préises que le shéma d'Euler dans le ontexte Bayésien tel qu'il est adopté par

El Maroufy et al. [Maroufy 2015℄. De plus, pour une meilleure estimation, nous avons

proposé la distribution gamma qui est fréquemment utilisée en pratique omme

distribution a priori des paramètres des modèles épidémiques. De plus, nous avons

montré l'e�aité des méthodes MCMC dans la simulation de données synthétiques

à partir du modèle épidémiologique SIR. Par onséquent, les résultats présentés pour

les données simulées et réelles sont assez bons que les autres approhes standards.

Cette méthode est don suseptible d'être appliable à une gamme plus large de

modèles et à des ensembles de données plus larges et plus réentes que e que nous

avons onsidéré ii, nous pouvons onsidérer des maladies infetieuses de notre temps

telles que H1N1, Ebola... . D'autres reherhes seront onsarées à l'amélioration de

l'inférene paramétrique en onsidérant une dimension de paramètre plus élevée. De

plus, nous allons tenter à la généraliser à des modèles épidémiques plus ompliqués.

En�n, le hapitre suivant sera axé sur l'estimation Bayésienne des paramètres β et

µ dans le as dépendant.
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4.1 Introdution

Le même prinipe qu'au hapitre 3, puisque les données ne sont disponibles qu'à

des moments disrets, on introduit un ensemble de m − 1 données latentes entre

haque paire d'observations. L'idée de relever les données de basse fréquene obser-

vées ave des fréquenes simulées à haute fréquene a été préédemment poursuivie

par Pedersen [Pedersen 1995℄.

Cette tâhe est réalisée aussi par l'appliation des tehniques MCMC qui mettent

alternativement à jour les données et sont habituellement réalisables dans un temps

de alul modéré. En outre, nous examinons le même modèle épidémique de type

SIR dans lequel le taux d'infetion dépend du taux d'élimination. Dans un ontexte

de modélisation, e méanisme d'infetion re�ète le hangement de omportement

en réponse à l'état perçu de l'épidémie. En partiulier, ette approhe s'adresse

aux épidémies où le nombre atuel d'infetions est inonnu, mais où l'on dispose

d'informations sur le nombre d'individus éliminés. Les données onernant les mala-

dies sexuellement transmissibles sont souvent de e type. Des modèles déterministes

pour les maladies sexuellement transmissibles qui tiennent ompte du hangement de

omportement ont été proposés par Blythe, Brauer et Castillo-Chavez [Blythe 1997℄,

Brauer, Blythe, Castillo-Chavez et Velaso-Hernandez [Blythe 1995℄. En partiulier,

es modèles permettent au taux de rerutement dans la partie sexuellement ative
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de la population de dépendre de l'état atuel perçu de l'épidémie. Dans plusieurs

ironstanes, les herheurs doivent traiter les données dépendantes appariées. De

telles as surviennent généralement dans les essais liniques impliquant l'analyse de

survie et l'hydrologie (�ux dans deux distrits distints de la même rivière).

Dans e hapitre, pour modéliser la dépendane entre les paramètres d'infe-

tion et d'élimination dans le modèle épidémique SIR, nous adoptons la distribution

gamma bivariée de Kibble (KBGD) [Kibble 1941℄ omme distribution onjointe a

priori des paramètres β et µ du modèle. La popularité du KBGD hez les pratiiens

déoule en partie du fait qu'elle permet de modéliser la dépendane (onditionnelle

aux aratéristiques observées) entre le taux d'infetion et le taux d'élimination dans

le modèle épidémique SIR. De plus, nous utilisons la densité donnée dans Risken

[Risken 1989℄ omme approximation de la densité de transition de probabilité du

proessus. Nous développons également des méthodes MCMC utilisées pour explo-

rer la distribution a posteriori des paramètres du modèle.

Le reste du hapitre est struturé omme suit : dans la Setion 4.2 nous fournis-

sons l'inférene Bayésienne des paramètres, la Sous-Setion 4.2.1 donne la densité a

priori des paramètres, la Sous-Setion 4.2.2 établit la densité a posteriori des para-

mètres et l'algorithme dans la Sous-Setion 4.2.3, tandis que les simulations MCMC

sont présentées dans la Setion 4.3 ave appliation aux données simulées et on

onlue par la Setion 4.4. Certaines démonstrations mathématiques sont explorées

dans l'Annexe B.

4.2 Inférene Bayésienne pour β et µ

Il existe de nombreuses approhes d'inférene utilisées pour obtenir une estima-

tion des paramètres du modèle de di�usion donné par (2.18) à partir de données

disrètes ave basse fréquene omme estimation par maximum de vraisemblane

et tehniques de martingale. Malheureusement, dans de nombreuses appliations

dans les modèles épidémiques, le temps entre les observations onséutives est assez

grand. On ne s'attend pas à e que es approhes onsidérées donnent des résultats

satisfaisants dans es as. Des proédures d'estimation plus avanées peuvent être

envisagées pour résoudre e problème. Nous proposons dans e hapitre la méthode

MCMC pour estimer la di�usion après disrétisation, en utilisant la densité de

transition donnée dans Risken [Risken 1989, Setion 4.7℄. La méthode onsiste à

augmenter les observations de basse fréquene par l'insertion d'un nombre �ni

de données latentes entre deux observations onséutives. A�n d'appliquer ette

approximation à notre modèle, nous onsidérons la transformation suivante :

ỹti = (xti , zti) = (xti , 1 + a
n − xti − yti) omme données réelles aux instants

0 = t0, t1, ..., tN = T .

Par la formule d'It� (2.2), on trouve dỹti = U(ỹti , θ)dti + σ(ỹti , θ)dWti , où

U(ỹti , θ) =

(
−βxti(1 +

a
n − xti − zti)

µ(1 + a
n − xti − zti)

)
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et

σ(ỹti , θ) =


 −

√
βxti(1+

a
n
−xti−zti)

n 0

0

√
µ(1+ a

n
−xti

−zti)

n


 .

L'équation de Fokker-Plank et la formule (4.109) dans Risken [Risken 1989℄

onduisent à la densité de transition suivante :

p(ỹti |ỹti−1
, θ) = p(xti , zti |xti−1 , zti−1 , β, µ)

=
[
2
√

π∆ti

]−2
| Σi−1 |−

1
2 e

−1
4∆ti

(∆xti−µi−1,∆zti−µ
′
i−1)(Σi−1)

−1(
∆xti

−µi−1

∆zti
−µ

′
i−1

)

(4.1)

où

Σi−1 =

( β
nxti−1(1 +

a
n − xti−1 − zti−1) 0

0 µ
n(1 +

a
n − xti−1 − zti−1)

)
,

∆xti = xti − xti−1 , ∆zti = zti − zti−1 , µi−1 = −βxti−1(1 +
a
n − xti−1 − zti−1)∆ti et

µ
′

i−1 = µ(1 + a
n − xti−1 − zti−1)∆ti.

Puisque Σi−1 est diagonale, on déduit immédiatement de (4.1) que

p(ỹti |ỹti−1
, θ) = p1(ỹti |ỹti−1

, β)× p2(ỹti |ỹti−1
, µ) (4.2)

ave

p1(ỹti |ỹti−1
, β) =

[
2
√

π∆ti

]−1
e−

n
2
∆xti

(
β

n
xti−1(1 +

a

n
− xti−1 − zti−1)

)−1/2

×e

−n
4∆ti




∆x2ti
xti−1

(1+ a
n−xti−1

−zti−1
)

β
+xti−1(1+

a
n
−xti−1−zti−1)∆t2i β




(4.3)

et

p2(ỹti |ỹti−1
, µ) =

[
2
√

π∆ti

]−1
e−

n
2
∆zti

(µ
n
(1 +

a

n
− xti−1 − zti−1)

)−1/2

×e

−n
4∆ti




∆z2ti
(1+ a

n−xti−1
−zti−1

)

µ
+(1+ a

n
−xti−1−zti−1)∆t2i µ




. (4.4)

4.2.1 Distribution a priori des paramètres β et µ

Les distributions gamma bivariées (BGD) sont de bonnes densités a priori

andidates de paramètres, ils fournissent un adre approprié pour modéliser

la dépendane entre les paramètres. Cependant, les extensions dé�nissant des

distributions gamma multivariées (MGD) sont plus ontroversées. Ces distributions

ont trouvé des appliations utiles dans plusieurs domaines. Par exemple, dans
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la modélisation des préipitations à deux pluviomètres à proximité (voir, Izawa

[Izawa 1965℄), données obtenues à partir d'expérienes de pluviométrie (f. Moran

[Moran 1969℄, [Moran 1970℄), la dépendane entre l'éoulement annuel et la

préipitation aréolaire étudié par Clarke [Clarke 1980℄, données de vent onsidérées

par Smith et Adelfang [Smith 1981℄ et la dépendane entre les préipitations et le

ruissellement (f. Mathai et Moshopoulos [Mathai 1991℄). Ils ont également trouvé

des appliations dans la théorie de la �abilité, les proessus de renouvellement et

les problèmes de routage stohastique. Nous utilisons ii la distribution KBGD qui

a été introduite par Kibble [Kibble 1941℄, sa densité onjointe est donnée par :

f(x, y|ν, λ1, λ2, ρ) =
(λ1λ2)

ν

(1− ρ)Γ(ν)

(
xy

ρλ1λ2

) ν−1
2

e
−λ1x+λ2y

1−ρ Iν−1

(
2
√
ρλ1λ2xy

1− ρ

)
(4.5)

où x, y, λ1, λ2 ≥ 0, 0 ≤ ρ < 1, ν ≥ 0 et Iν(.) est la fontion de Bessel modi�ée

du premier type d'ordre ν dé�ni omme Iν(α) =
∞∑
k=0

(α/2)2k+ν

Γ(k+ν+1)k! , α ≥ 0. Le leteur

pourra onsulter l'ouvrage de Lebedev et Silverman [Lebedev 1972, Chapitre 5℄ pour

un traitement approfondi des fontions de Bessel.

Dans le présent hapitre, nous supposons que le taux d'infetion β et le taux d'élimi-

nation µ dans le modèle épidémique SIR suivent omme distribution a priori KBGD

(4.5). La orrélation entre β et µ est égale à ρ ; don β et µ sont indépendants si et

seulement si ρ = 0. En utilisant la représentation en série de la fontion de Bessel,

don (4.5) prend la forme suivante :

f(β, µ|ν, λ1, λ2, ρ) =
∞∑

k=0

f(k|ρ)f(β|ν + k,
λ1

1− ρ
)f(µ|ν + k,

λ2

1− ρ
)

où f(k|ρ) = Γ(ν+k)
Γ(ν)Γ(k) (1− ρ)νρk, k ∈ IN, est la probabilité de masse de la distribution

binomiale négative BN(ν, 1 − ρ) et f(β|ν + k, λ1
1−ρ), f(µ|ν + k, λ2

1−ρ) sont les fon-

tions de densité de probabilité des distributions gamma Γ(ν+ k, λ1
1−ρ), Γ(ν+ k, λ2

1−ρ)

respetivement. Don, on a

f(β, µ|ν, λ1, λ2, ρ) ∝
∞∑

k=0

Γ(ν + k)

Γ(ν)Γ(k)
(1− ρ)νρkβν+k−1e−

λ1β
1−ρµν+k−1e−

λ2µ
1−ρ

∝ (1− ρ)ν(βµ)ν−1e−
λ1β+λ2µ

1−ρ

∞∑

k=0

Γ(ν + k)

Γ(ν)Γ(k)
(ρβµ)k.

(4.6)

4.2.2 Distribution a posteriori des paramètres β et µ

En raison de la forme de la densité de transition dans (4.2) et ave KBGD

omme densité a priori de β et µ, le théorème de Bayes produit la densité onjointe

a posteriori de β et µ mixte omme le montre la proposition suivante. La preuve est

laissée à l'Annexe B :



4.3. Simulation MCMC 45

Proposition 4.1. Si β et µ suivent une densité a priori KBGD, alors leur distri-

bution a posteriori prend la forme suivante :

p(β, µ|ỹ) ∝
∞∑

k=0

ckGIG(β|−N

2
+ ν + k,A,B)GIG(µ|−N

2
+ ν + k,C,D) (4.7)

où A,B,C, D et ck sont données en Annexe B, et GIG(.|p, a, b) est la densité de

probabilité de la distribution Gaussienne inverse généralisée de paramètres p, a et b.

4.2.3 Algorithme

i- Initialiser β et µ en utilisant l'interpolation linéaire entre les valeurs observées de

ỹi pour initialiser ̂̃yi.
ii- Pour tout i = 1, 2, ..., N − 1, à l'itération h simuler

̂̃y(h)i |(̂̃y(h−1)
i−1 ,

̂̃y(h−1)
i+1 ,β, µ)

en utilisant l'algorithme AR-MH ave densité proposée

N

(
1
2(
̂̃y(h)i−1 + ̂̃y

(h−1)

i+1 ), ∆t
2

∑(h−1)
i−1

)
.

iii- Simuler β(h)
et µ(h)

en utilisant la densité onjointe (4.7) omme une mixture

de deux distributions GIG indépendantes.

iv- Augmenter la valeur de h et revenir à l'étape ii-.

4.3 Simulation MCMC

A�n d'étudier la performane de la méthodologie d'estimation, nous avons

d'abord généré des données arti�ielles. Les données sont éhantillonnées à partir

de la haîne de Markov double disrète initiale ave des valeurs réelles de β et

µ données dans les Tables 4.1, 4.2 et 4.3. L'estimation est obtenue après 20000

itérations de notre algorithme pour ν = 1 et λ1 = λ2 = 2 et pour trois as ρ = 0.1,

ρ = 0.5 ou ρ = 0.9.

En pratique, on ne peut simuler qu'un nombre �ni d'itérations de MCMC, le hoix

de la ondition initiale peut don in�uener la qualité de onvergene. Il est alors

néessaire de ne pas tenir ompte des premières itérations de l'algorithme, mais il

est di�ile de déterminer la durée de ette période de "hau�e" ("burn-in period").

En dimension plus grande que 1, il n'existe pas de ritère rigoureux de onvergene

permettant de savoir si la haîne est prohe de son régime asymptotique. Il existe

en revanhe des tehniques empiriques. De plus, la vitesse de onvergene de es

algorithmes peut être trop faible dans ertaines situations.

Les Tables 4.1, 4.2 et 4.3 et les Figures 4.1, 4.2 et 4.3 montrent que les es-

timations des paramètres sont généralement beauoup plus prohes de leurs vraies

valeurs dans les trois as ρ = 0.1, ρ = 0.5 et ρ = 0.9, 'est à dire lorsque ρ aug-

mente les deux paramètres β et µ sont fortement orrélées et s'ajustent bien ave les

vraies valeurs. Les Figures 4.1, 4.2 et 4.3 représentent les histogrammes des densi-

tés a posteriori des paramètres, qui révèlent la onvergene de l'algorithme vers la

distribution limite.
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ρ = 0.1

β β̂ µ µ̂ R0 R̂0

Moyenne a posteriori 1 0.9013 1 0.8987 1 1.0028

Erreur standard 0.0987 0.1013 0.0028

Moyenne a posteriori 0.3 0.2041 0.8 0.6893 0.375 0.2961

Erreur standard 0.0959 0.1107 0.0789

Moyenne a posteriori 1.3 1.2037 0.8 0.6902 1.625 1.7439

Erreur standard 0.0963 0.1098 0.1189

Table 4.1 � Moyenne a posteriori et erreur standard de β, µ et R0 pour ρ = 0.1.

ρ = 0.5

β β̂ µ µ̂ R0 R̂0

Moyenne a posteriori 1 0.9496 1 0.9415 1 1.0136

Erreur standard 0.0504 0.0585 0.0136

Moyenne a posteriori 0.3 0.2791 0.8 0.7584 0.375 0.3680

Erreur standard 0.0209 0.0416 0.0070

Moyenne a posteriori 1.3 1.2688 0.8 0.7699 1.625 1.6480

Erreur standard 0.0312 0.0301 0.023

Table 4.2 � Moyenne a posteriori et erreur standard de β, µ et R0 pour ρ = 0.5.
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Figure 4.1 � Histogramme de fréquenes pour les densités a posteriori de β et µ

pour les mêmes paramètres exats dans la Table 4.1 ave ρ = 0.1 et 20000 itérations

dans tous les as.



4.4. Conlusion 47

ρ = 0.9

β β̂ µ µ̂ R0 R̂0

Moyenne a posteriori 1 0.9828 1 0.9023 1 1.0892

Erreur standard 0.0172 0.0977 0.0892

Moyenne a posteriori 0.3 0.3058 0.8 0.7937 0.375 0.3852

Erreur standard 0.0058 0.0063 0.0102

Moyenne a posteriori 1.3 1.2987 0.8 0.7957 1.625 1.6321

Erreur standard 0.0013 0.0043 0.0071

Table 4.3 � Moyenne a posteriori et erreur standard de β, µ et R0 pour ρ = 0.9.
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Figure 4.2 � Histogramme de fréquenes pour les densités a posteriori de β et µ

pour les mêmes paramètres exats dans la Table 4.2 ave ρ = 0.5 et 20000 itérations

dans tous les as.

4.4 Conlusion

Le présent hapitre a dérit l'estimation Bayésienne des paramètres dépendants

du modèle épidémique SIR stohastique. L'estimateur proposé dans e hapitre est

enore fondé sur l'inférene basée sur la simulation par les méthodes MCMC. Le

adre d'estimation implique l'introdution d'observations latentes ou manquantes.

Nous adoptons l'approximation de la densité de transition donnée dans Risken

[Risken 1989℄ au ours du proessus d'estimation des paramètres du modèle épi-

démique SIR qui donne des valeurs plus préises. De plus, pour une meilleure esti-

mation, nous avons proposé la distribution gamma bivariée de Kibble omme une

bonne densité a priori de paramètres, qui peut être érite sous la forme d'un mé-

lange disret de la distribution binomiale négative et de deux distributions gamma.

Ensuite, nous démontrons que la densité a posteriori des paramètres peut être érite

omme un mélange disret de la distribution binomiale négative et de deux distri-
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Figure 4.3 � Histogramme de fréquenes pour les densités a posteriori de β et µ

pour les mêmes paramètres exats dans la Table 4.3 ave ρ = 0.9 et 20000 itérations

dans tous les as.

butions GIG.

De plus, nous avons montré l'e�aité des méthodes MCMC pour simuler les

données synthétiques du modèle épidémique SIR, l'estimation s'améliore au fur et à

mesure que ρ augmente. Cela est dû au fait que l'algorithme d'estimation est basé

sur une hypothèse de dépendane entre les paramètres.

Cette méthode est don suseptible d'être appliquée à d'autres modèles épidé-

miques plus généraux. D'autres reherhes seront onsarées à l'amélioration de

l'inférene paramétrique en onsidérant une dimension de paramètre plus élevée et

aussi dans le as où les densités des proessus sont hyperboliques. En�n, le hapitre

suivant sera axé sur l'estimation Bayésienne du nombre de reprodution de base

R0. Ce paramètre a une grande importane, ar, si R0 << 1, don une épidémie

sera très improbable.
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5.1 Introdution

Dans e dernier hapitre, notre attention porte sur l'inférene Bayésienne du

nombre de reprodution de base R0 =
β
µ , où β est le taux d'infetion et µ est le taux

d'élimination. Ce paramètre R0 est très important dans l'étude de la propagation

des épidémies, omme déjà mentionné dans l'introdution de la présente thèse, e

paramètre dérit le nombre moyen de nouvelles infetions dues à un individu malade.

Comme on peut l'imaginer, si e nombre est inférieur à 1 alors l'épidémie tendra à

s'éteindre, tandis qu'elle pourra persister voire s'étendre à la population entière si

R0 > 1.

Pour estimer R0, nous avons utilisé deux approhes, l'inférene lassique et l'infé-

rene Bayésienne. Premièrement, dans l'inférene lassique, la densité de transition

est rarement onnue expliitement, plusieurs approhes numériques rendent l'infé-

rene par maximum de vraisemblane possible pour les modèles de di�usion. En fait,

Pedersen [Pedersen 1995℄ a proposé une méthode pour obtenir une approximation

de la fontion de vraisemblane par une simulation assez étendue. La méthode de

Pedersen a été onsidérablement améliorée par Durham et Gallant [Durham 2002℄,
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où leur méthode est beauoup plus e�ae. Aussi Poulsen [Poulsen 1999℄ a obtenu

une approximation de la densité de transition en résolvant numériquement une équa-

tion di�érentielle partielle. Pour plus d'informations sur l'estimation des proessus

de di�usion, le leteur pourra se référer à Bibby et al, pages 203-268 dans l'ouvrage

de Ait-Sahalia et Hansen [Ait-Sahalia 2010℄.

Dans e hapitre, nous explorons l'EMV de R0, et nous prouvons sa onver-

gene. Deuxièmement, dans l'inférene Bayésienne, nous adoptons l'approhe pro-

posée dans le hapitre 1, en onsidérant le modèle épidémique SIR ave R0 omme

paramètre d'intérêt. La méthode onsiste toujours à augmenter les observations de

basse fréquene par l'insertion de m − 1 nombre de données latentes entre deux

observations onséutives. Ii, l'objet de l'inférene est R0 en utilisant la densité

de transition d'approximation donnée dans Risken [Risken 1989℄, ontrairement à

l'approximation du shéma d'Euler présentée par El Maroufy et al. [Maroufy 2015℄

ou l'approximation du shéma de Milstein adoptée dans le hapitre 1 (Qa�ou et

al. [Qa�ou 2017b℄) ; où l'objet de l'inférene est à la fois les paramètres β et µ sé-

parément. De plus, nous délarons que la famille des distributions a priori gamma

indépendantes onduisent à explorer pour R0 une distribution a priori bêta généra-

lisée (BG)du seond type et une distribution a posteriori en tant que rapport entre

deux distributions GIG indépendantes. Ce hoix d'une telle distribution gamma

a priori est ommode en terme d'inférene Bayésienne pour les modèles de type

SIR (f. O'Neill et Roberts [O'Neill 1999℄). De plus, la �exibilité de la distribution

gamma la rend très attrayante en pratique, une distribution a priori des paramètres

dans les modèles épidémiques (voir Cauhemez et al. [Cauhemez 2004℄, Streftaris

et Gibson [Streftaris 2004℄). Entre autres hoses, nous obtenons une distribution a

posteriori des données manquantes.

La suite de e hapitre est organisée omme suit : dans la Setion 5.2 nous e�e-

tuons l'inférene lassique de R0 et dans la Setion 5.3 nous établissons l'inférene

Bayésienne. Dans la Setion 5.4, nous illustrons le résultat ave des simulations

MCMC ; et l'appliation aux données réelles de la peste Eyam a été établit dans la

Setion 5.5. Quelques brèves onlusions sont données à la Setion 5.6. En�n, les

preuves de quelques énonés mathématiques sont données à l'Annexe C.

5.2 Inférene lassique de R0

Nous onsidérons toujours le modèle dérit par l'équation di�érentielle stohas-

tique (3.3) ave des oe�ients non linéaires. La prinipale di�ulté dans le ontexte

de l'estimation direte du paramètre θ = (β, µ) est que la densité de transition du

proessus ỹ = (x, y) est inonnue. Par onséquent, la fontion de vraisemblane

est également inonnue et EMV qui est onnu pour avoir les bonnes propriétés ha-

bituelles n'est pas une solution (f. Daunha-Castelle [Daunha-Castelle 1986℄ et

Florens-Zmirou [Florens-Zmirou 1989℄). Une façon ourante pour surmonter ette

di�ulté est de fonder l'inférene sur les observations disrètes du proessus. Si

nous disposons des observations à des moments disrets 0 = t0, t1, ..., tN = T , nous
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pouvons utiliser une approximation de la densité de transition inonnue p(ỹi/ỹi−1, θ)

de ỹ = (x, y) par une séquene de densités p̃(ỹi/ỹi−1, θ) qui onvergent vers

p(ỹi/ỹi−1, θ) quand max
1≤i≤N

| ti − ti−1 |−→ 0 et ensuite nous dé�nissons la fon-

tion log-vraisemblane approximative

l(θ) =
N∑

i=1

ln p̃(ỹi/ỹi−1, θ).

Pour e faire, nous utiliserons la densité donnée dans Risken [Risken 1989,

Setion 4.7℄ omme approximation analytique de p. Pour appliquer ette

approximation à notre modèle, onsidérons la transformation suivante :

ỹti = (xti , zti) = (xti , 1 + a
n − xti − yti) omme données réelles aux instants

0 = t0, t1, ..., tN = T .

Ave la formule d'It� (2.2), on trouve dỹti = U(ỹti , θ)dti + σ(ỹti , θ)dWti , où

U(ỹti , θ) =

(
−βxti(1 +

a
n − xti − zti)

µ(1 + a
n − xti − zti)

)

et

σ(ỹti , θ) =


 −

√
βxti(1+

a
n
−xti−zti)

n 0

0

√
µ(1+ a

n
−xti−zti)

n


 .

L'équation de Fokker Plank et la formule (4.109) donnée à Risken [Risken 1989℄

(voir le hapitre préédent, Setion 4.2) onduit à la densité de transition suivante :

p̃(ỹti/ỹti−1
, θ) = p̃(xti , zti/xti−1 , zti−1 , β, µ)

=
(
2
√

π∆ti

)−2
| Σi−1 |−

1
2 e

−1
4∆ti

(∆xti−µi−1,∆zti−µ
′
i−1)Σ

−1
i−1(

∆xti
−µi−1

∆zti
−µ

′
i−1

)

(5.1)

où

Σi−1 =

( β
nxti−1(1 +

a
n − xti−1 − zti−1) 0

0 µ
n(1 +

a
n − xti−1 − zti−1)

)
,

∆xti = xti − xti−1 , ∆zti = zti − zti−1 , µi−1 = −βxti−1(1 +
a
n − xti−1 − zti−1)∆ti et

µ
′

i−1 = µ(1 + a
n − xti−1 − zti−1)∆ti.

Puisque Σi−1 est diagonale, on déduit immédiatement de (5.1) que

p̃(ỹti/ỹti−1
, θ) = p̃1(ỹti/ỹti−1

, β)× p̃2(ỹti/ỹti−1
, µ), (5.2)

où

p̃1(ỹti/ỹti−1
, β) =

(
2
√

π∆ti

)−1
e−

n
2
∆xti

(
β

n
xti−1(1 +

a

n
− xti−1 − zti−1)

)− 1
2

×e

−n
4∆ti




∆x2ti
xti−1

(1+ a
n−xti−1

−zti−1
)

β
+xti−1(1+

a
n
−xti−1−zti−1)∆t2i β
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et

p̃2(ỹti/ỹti−1
, µ) =

(
2
√

π∆ti

)−1
e−

n
2
∆zti

(µ
n
(1 +

a

n
− xti−1 − zti−1)

)− 1
2

×e

−n
4∆ti




∆z2ti
(1+ a

n−xti−1
−zti−1

)

µ
+(1+ a

n
−xti−1

−zti−1
)∆t2i µ




.

Après un alul fastidieux, la log-vraisemblane peut être simplement réérite omme

suit :

l(θ) = l(β, µ) = l1(β) + l2(µ)

∝ −N

2
ln(β) − 1

4

(
A

β
+ Cβ

)
− N

2
ln(µ)− 1

4

(
B

µ
+Dµ

)
,

(5.3)

où A, B, C et D sont des quantités données dans l'Annexe C.

Ave des aluls simples, égalant le gradient à zéro, ∂θl(β, µ) = 0, on obtient

β̂ =

√
N2 +AC −N

C
et µ̂ =

√
N2 +BD −N

D
.

Don, l'EMV de R0 est R̂0 =
β̂
µ̂ .

Les estimateurs β̂ et µ̂ sont onsistents et asymptotiquement normaux sous ondi-

tions appropriées. La forme (5.3) de la fontion ontraste nous permet d'investir le

Théorème 1 dans Sørensen et Uhida [Sørensen 2003℄. Quand on prend les mêmes

hypothèses pour véri�er la onsistene de R̂0, il su�t de montrer que les inq hy-

pothèses (A1)-(A5) données dans Sørensen et Uhida [Sørensen 2003℄ sont remplies.

On peut se référer à Andersson et Britton [Andersson 2000℄ pour véri�er (A1). U et

σ sont respetivement polynomiaux et quadratiques en x, z, β et µ ; et x, z ∈ [0, 1].

Par onséquent, les hypothèses (A2)-(A4) sont véri�ées. (A5) est déduit immédia-

tement de (5.2). Alors θ̂ = (β̂, µ̂) est asymptotiquement onsistent et possède la

propriété de normalité.

Considérons maintenant R̂0, nous avons par le développement de Taylor :

R̂0 −R0 = ∇θ

(
β

µ

)′
(θ̂ − θ) + o(‖θ̂ − θ‖),

et par l'inégalité de Cauhy-Shwartz, on obtient

|R̂0 −R0| ≤ |∇θ

(
β

µ

)′
(θ̂ − θ)|+ |o(‖θ̂ − θ‖)| ≤ ‖∇θ

(
β

µ

)′
‖‖θ̂ − θ‖+ |o(‖θ̂ − θ‖)|.

Puisque ‖θ̂ − θ‖ → 0 en probabilité quand le nombre d'observation est plus grand

et ‖∇θ

(
β
µ

)′
‖ < +∞, don | R̂0 − R0 |→ 0 en probabilité. Finallement, R̂0 est

onsistent, en plus (voir Rao [Rao 1973, p. 388℄) on véri�e que :

̂
Var(R̂0) ≈

β̂2

µ̂4
Var(µ̂) +

1

µ̂2
Var(β̂)− 2

β̂

µ̂3
Cov(β̂, µ̂). (5.4)

Cette variane est investit pour établir l'intervalle de on�ane de R0.
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5.3 Inférene Bayésienne de R0

La dynamique de la transmission de personne à personne qui onerne la trans-

mission vetorielle peut être résumée par le taux de reprodution de base R0 qui est

onsidéré omme un paramètre d'intérêt du modèle épidémique SIR, qui s'interprète

omme le nombre moyen de nouveaux as générés par un sujet infetieux dans une

population suseptible. Ce paramètre est très important dans l'étude de la propaga-

tion des épidémies, il permet d'évaluer la virulene d'une maladie infetieuse. Plus

la valeur de R0 > 1 est grande, plus l'épidémie est importante et peut s'étendre.

Notre objetif est de développer une méthodologie plus avanée pour l'estimation

de R0 en utilisant une inférene Bayésienne. L'estimation de R0, ou des paramètres

équivalents dans des modèles plus omplexes peut généralement être obtenus via

les méthodes MCMC. Nous proposons la méthode MCMC en utilisant la densité

de transition donnée dans Risken [Risken 1989, Setion 4.7℄. La méthode onsiste

à augmenter les observations de basse fréquene par l'insertion d'un nombre �ni de

données latentes entre deux observations onséutives. Parmi d'autres hoses, on

obtient une expression de la densité a posteriori de R0.

5.3.1 La distribution a priori de R0

On suppose que β et µ suivent une distribution a priori gamma indépendante,

respetivement Γ(mβ, λβ) et Γ(mµ, λµ). De plus, la �exibilité de la distribution

gamma signi�e qu'il est fréquemment utilisée en pratique omme distribution a priori

des paramètres de modèles épidémiques (voir Cauhemez et al. [Cauhemez 2004℄,

Streftaris et Gibson [Streftaris 2004℄). Cependant, l'introdution de la distribution

a priori pour R0 est rarement mentionnée dans la littérature, et nous onsidérons

maintenant ei pour le modèle atuel.

À partir de Clany et O'Neill [Clany 2008℄, nous véri�ons

1

que la distribution a

priori de R0 = β
µ est donnée par une distribution bêta généralisée de seond type

GB2(1,
λµ

λβ
,mβ,mµ) (voir, MDonald [MDonald 1984℄) :

π(R0) =

λβ

λµ

B(mβ,mµ)

(
λβ

λµ
R0

)mβ−1

(
1 +

λβ

λµ
R0

)mβ+mµ
, (5.5)

pour R0 > 0 où B(mβ,mµ) est la fontion bêta. La moyenne et la variane a priori

sont données par

E(R0) =
mβλµ

(mµ − 1)λβ
, et Var(R0) =

mβ(mβ +mµ − 1)

(mβ − 1)2(mµ − 2)

(
λβ

λµ

)2

. (5.6)

La question de savoir si R0 > 1 est souvent intéressante. Le hoix des paramètres

mβ, mµ, λβ et λµ est �xé tel que P(R0 > 1) = 0.5. Cette égalité signi�e que R0 a

1. La preuve est lassique, elle se base sur le théorème de transfert appliqué aux veteurs

aléatoires.
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une médiane égale à 1, i.e :

λβ

λµ

B(mβ,mµ)

∫ 1

0

(
λβ

λµ
R0

)mβ−1

(
1 +

λβ

λµ
R0

)mβ+mµ
dR0 = 0.5, (5.7)

ave la transformation u =

λβ
λµ

R0

1+
λβ
λµ

R0

, (5.7) devient

1

B(mβ,mµ)

∫ λβ
λβ+λµ

0
umβ−1(1− u)mµ−1du = 0.5.

Don, le hoix des paramètres mβ, mµ, λβ et λµ est prouvé telle que la médiane de

B(mβ,mµ) est égale à
λβ

λβ+λµ
. Les valeurs initiales demβ etmµ peuvent être données

en utilisant l'estimation de R0 ombinée ave les équations (5.4) et (5.6). Pour λβ ,

nous pouvons hoisir en simulant la médiane de B(mβ,mµ) pour di�érentes valeurs

de λβ. Les valeurs de λβ qui sont sur la droite y = λβ sont les valeurs initiales

désirées de λβ.

5.3.2 La distribution a posteriori de R0

En raison de la forme de la densité de (5.2) et ave GB2 en (5.5) omme distri-

bution a priori de R0, Le théorème de Bayes produit une distribution a posteriori de

R0 omme le rapport de deux distributions GIG indépendantes. Plus formellement,

nous avons le résultat suivant dont la preuve est laissée à l'Annexe C :

Proposition 5.1. Si R0 ∼ GB2(1,
λµ

λβ
,mβ,mµ), alors sa distribution a posteriori

est donnée par le rapport entre deux distributions GIG indépendantes :

π(R0/ỹ) ∼
GIG

(−N
2

+mβ ,
A
2
,
4λβ+C

2
)

GIG
(−N

2
+mµ,

B
2
,
4λµ+D

2
)

, pour R0 ≥ 0 (5.8)

où la densité de GIG(p,a,b) est f(x, p, a, b) =
( b
a
)
p
2

2Ip(
√
ab)

xp−1e−
1
2(

a
x
+bx)χ{x>0}, a >

0, b > 0 et p ∈ IR.

5.3.3 La distribution a posteriori des données manquantes

Pour les proessus de di�usion univariés, la méthode MCMC a été étudiée de

manière approfondie, par exemple dans les modèles �naniers. Roberts et Stramer

[Roberts 2001℄, Elerian [Elerian 1998℄ et Durham et Gallant [Durham 2002℄ utilisent

des shémas de mise à jour de blos pour simuler les données latentes. Pour notre

modèle bivarié partiellement observé, en raison de la grande dimensionnalité (grand

nombre de données manquantes et de paramètres), il est pratique d'utiliser l'éhan-

tillonneur de Gibbs présenté dans la Sous-Setion 2.10.2, la première étape de et

éhantillonnage implique la simulation des données manquantes. Nous onsidérons
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ii le as dans lequel l'éhantillonneur de Gibbs met à jour une seule olonne de

ˆ̃
y

dans le temps ave

ˆ̃
yti = (x̂ti , ẑti) sont les données manquantes. À l'itération h de

l'éhantillonneur de Gibbs, on peut simuler

ˆ̃
yti ∼ π(ˆ̃yti/

ˆ̃
yti−1

, ˆ̃yti+1
). Pour le modèle

non linéaire, Eraker [Eraker 2001℄ suggère que

ˆ̃
yti soit mise à jour ave une densité

de proposition normale q(./ˆ̃yti−1
, ˆ̃yti+1

) ave moyenne

1
2(
ˆ̃
yti−1

+ ˆ̃
yti+1

) et variane
∆t
2 σ2(ˆ̃yti−1

). Les auteurs justi�ent e hoix en prouvant que, si ∆t est petit, la den-

sité de

ˆ̃
yti/

ˆ̃
yti−1

, ˆ̃yti+1
est près de N

(
1
2(
ˆ̃
yti−1

+ ˆ̃
yti+1

), ∆t
2 σ2(ỹti−1

)
)
.

Dans notre as, le résultat suivant, prouvé dans l'Annexe C, est obtenu.

Proposition 5.2. Si la distribution a priori de R0 est une bêta généralisée de

seond degré GB2(1,
λµ

λβ
,mβ ,mµ), don, pour ∆t su�sament petit, on a approxima-

tivement :

p(ˆ̃yti/
ˆ̃
yti−1

, ˆ̃yti+1
, R0) ∝ h

mβ+mµ−1.5

2
ti

e−θ
√

hti , (5.9)

où hti et θ sont données en Annexe C.

Cette distribution de probabilité nous permet de générer les données man-

quantes.

5.3.4 Algorithme d'estimation de R0

L'algorithme est basé sur les distributions a posteriori alulées dans la propo-

sition 5.1 et 5.2 :

i- Initialiser toutes les données manquantes entre haque paire d'observations en

utilisant une interpolation linéaire et initialiser R0 selon le prinipe de la Se-

tion 5.3.1.

ii- A l'itération h on utilise l'algorithme AR-MH pour extraire l'observation latente

en utilisant la densité onjointe donnée par (5.9).

iii- Simuler R0 en utilisant (5.8).

iv- Augmenter la valeur de h et revenir à l'étape ii-.

5.4 Simulations MCMC

Pour illustrer la méthodologie présentée dans e hapitre, nous onsidérons le

modèle épidémique SIR ave des paramètres onnus.

Pour R0 ∈ {0.5; 1; 1.5; 10}, m ∈ {5; 10; 15}, S = 3000 (Suseptibles), I = 200

(Infetées), N = 10 (taille d'éhantillon) et 1000 simulations. L'éhantillon observé

est généré en utilisant l'algorithme de Gillespie donné dans la Setion 2.11.

Les Tables 5.1, 5.2 et 5.3 et les Figures 5.1, 5.2 et 5.3 montrent que l'estima-

tion de R0 est généralement beauoup plus prohe de la vraie valeur, la méthode

MCMC fournit des résultats au moins aussi bons que la méthode MV quand R0 < 1
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valeurs de R0 R̂0(MCMC) sd(MCMC) R̂0(MV) sd(MV)

0.5 0.4833 0.0166 0.4998 0.0001

1 1.0112 0.0111 1.0128 0.0127

1.5 1.5660 0.0659 1.5881 0.0880

10 9.9635 0.0364 10.7223 0.7222

Table 5.1 � Estimation de R0 et erreurs standard (sd) ave méthodes MCMC et

MV pour m=5.

valeurs de R0 R̂0(MCMC) sd(MCMC) R̂0(MV) sd(MV)

0.5 0.4715 0.0282 0.4995 0.0004

1 1.0095 0.0094 1.0165 0.0164

1.5 1.5621 0.0621 1.5841 0.0840

10 9.9479 0.0520 10.7234 0.7234

Table 5.2 � Estimation de R0 et erreurs standard (sd) ave méthodes MCMC et

MV pour m=10.

(l'épidémie est faible). Quand l'épidémie est forte, 'est à dire R0 ≥ 1, l'estimation

par MCMC proposé dans e hapitre surperforme l'estimateur par MV (par exemple,

pour R0 = 10 et m = 15, sd(MCMC)=0.0661 et sd(MV)=0.6856). Les Figures 5.1,

5.2 et 5.3 illustrent les histogrammes de la densité a posteriori du paramètre R0 qui

révèlent la onvergene de l'algorithme vers la distribution limite du paramètre R0

en (5.8).

5.5 Appliation aux données réelles

Reprenons le même exemple introduit dans la Sous-Setion 3.4.5, l'algorithme

MCMC fournit l'estimation R̂0 = 1.51 tandis que l'EMV donne la valeur R̂0 = 1.57,

ave les données manquantes m = 15. Les erreurs moyennes alulées sur la base

de l'éhantillon observé montrent l'e�aité de l'estimateur MCMC par rapport à

l'EMV, (voir, la Table (5.4)).

5.6 Conlusion

Dans e hapitre, nous avons adopté la densité de transition d'approximation

donnée dans Risken [Risken 1989, p. 86, formula 4.109℄ pour estimer le paramètre

R0 pour le modèle épidémique SIR qui donne des valeurs plus préises dans le

ontexte Bayésien. Nous avons onsidéré la famille de distribution a priori gamma

indépendante qui fournit une distribution a posteriori de R0 omme un rapport

entre deux distributions GIG. Le résultat obtenu montre que la valeur ajoutée d'es-

timation de R0, est que la méthode MV fournit des estimations assez bonne que la
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valeurs de R0 R̂0(MCMC) sd(MCMC) R̂0(MV) sd(MV)

0.5 0.4723 0.0276 0.5011 0.0011

1 1.0079 0.0078 1.0170 0.0169

1.5 1.5666 0.0666 1.5949 0.0948

10 9.9339 0.0661 10.6856 0.6856

Table 5.3 � Estimation de R0 et erreurs standard (sd) ave méthodes MCMC et

MV pour m=15.
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Figure 5.1 � Estimations MCMC et histogrames pour R0 ∈ {0.5; 1; 1.5; 10}, m = 5.

méthode MCMC quand l'épidémie est faible, 'est à dire R0 < 1. Cependant, quand

l'épidémie est sévère (R0 ≥ 1) l'estimateur MCMC est plus e�ae que l'EMV. Nous

avons également montré l'e�aité de la méthode MCMC en simulant les données

synthétiques et réelles du modèle épidémique SIR. Ensuite, quand une épidémie est

forte, nous pouvons utiliser la méthode MCMC omme une bonne méthode pour

estimer R0.

Cette méthode est don suseptible d'être appliquée à une gamme plus large

de modèles et à des ensembles de données plus larges. Ce que nous avons onsidéré

dans e hapitre. D'autres reherhes seront onsarées á l'amélioration de l'inférene

paramétrique en onsidérant une dimension de paramètre plus élevée.
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Figure 5.2 � Estimations MCMC et histogrames pour R0 ∈ {0.5; 1; 1.5; 10}, m =

10.
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Figure 5.3 � Estimations MCMC et histogrames pour R0 ∈ {0.5; 1; 1.5; 10}, m =

15.

Données réelles Estimation MCMC Estimation MV

Date(1666) S(t) I(t) S(t) I(t) S(t) I(t)

Juillet 3/4 235 14.5 229.29 15.15 212.06 19.93

Juillet 19 201 22 189.14 24.27 131.88 28.81

Août 3/4 153.5 29 146.79 25.83 81.16 7.32

Août 19 121 20 117.10 19.13 74.66 0.36

Septembre 3/4 108 8 100.84 11.27 74.41 0.02

Septembre 19 97 8 92.83 5.87 74.52 0.00

Otobre 4/5 inonnu inonnu 89.01 2.89 74.57 0.00

Otobre 20 83 0 87.21 1.38 74.59 0.02

Erreur moyenne 6.59 2.06 44.47 11.59

Table 5.4 � Nombre d'individus suseptibles et infetés aux dates de la période

terminale de la peste d'Eyam et leurs estimations selon la méthode MCMC et la

méthode MV ave les données manquantes m = 15.



Chapitre 6

Conlusion et perspetives

Au terme de ette thèse, nous estimons que les résultats présentés ontribueront

au développement des méthodes d'inférene statistique Bayésiennes pour l'estima-

tion paramétrique des modèles épidémiques stohastique dans une population fermée

et divisée en trois lasses d'individus, les suseptibles, les infetés et les éliminés, en

ouvrant de nouveaux horizons à la reherhe sienti�que sur ette thématique émer-

gente.

Après avoir présenté les notions préliminaires et les ingrédients utiles pour la

bonne ompréhension du présent manusrit, nous avons présenté des méthodes Bayé-

siennes pour l'estimation paramétrique du taux d'infetion β est elui d'élimination

µ de dits modèles ainsi que du taux de reprodution de base R0.

Tout d'abord, nous avons établi des résultats d'estimation Bayésienne du taux

d'infetion et du taux d'élimination dans le as où es deux paramètres ont des lois

a priori indépendantes en utilisant les tehniques de Monte Carlo par les Chaînes de

Markov, est e en augmentant les données de faibles fréquenes par l'introdution de

données latentes entre haque paire d'observations, simulées en utilisant la méthode

standard de l'approximation des équations di�érentielles stohastiques par le shéma

de Milstein ; qui donne des approximations plus préises que le shéma d'Euler dans

le ontexte Bayésien tel qu'il est adopté par El Maroufy et al. [Maroufy 2015℄. Les

résultats ont été pertinents, et nous avons pu remarquer par simulations que les

estimations sont très prohes des valeurs exates à partir des quelles nos observations

ont été générées, es simulations aquises par la méthode MCMC ont bien justi�ées

les aboutissements théoriques. Nous avons prouvé que la loi instrumentale investie

pour reproduire les données manquantes e n'est que la loi normale. De plus, pour

une meilleure modélisation du problème, nous avons proposé la distribution gamma,

qui est fréquemment utilisée en pratique, omme distribution a priori des paramètres

et nous avons montré que les lois a postériori obtenues pour les paramètres sont des

lois partiulières ; les lois inverses Gaussiennes généralisées. Les résultats obtenus

ont fait l'objet d'une publiation (f. [Qa�ou 2017b℄).

Par ailleurs, nous avons généralisé les résultats susmentionnés au as où les deux

lois a priori des deux paramètres sont dépendantes. Dans e as, nous avons adopté

l'approximation de la densité de transition établie par Risken [Risken 1989℄ au ours

du proessus d'estimation des paramètres. De plus, nous avons proposé la distribu-

tion gamma bivariée de Kibble omme une véritable densité onjointe a priori ; nous

avons montré que la distribution onjointe a posteriori des paramètres e n'est qu'un

mélange disret de la distribution binomiale négative et de deux distributions inverse

Gaussiennes généralisées. Les résultats obtenus sont soumis pour publiation dans
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le journal "Journal of Statistial Computation and Simulation" [Qa�ou 2017℄.

En�n, nous avons l�turé e travail de thèse par l'estimation Bayésienne du

nombre de reprodution de base R0. Nous avons adopté la densité de transition

approhée donnée dans Risken [Risken 1989, formule 4.109℄. Nous avons onsidéré

la loi bêta généralisée de seond type omme loi a priori pour R0 qui a abouti à une

distribution a posteriori de R0 omme étant un rapport entre deux distributions in-

verses Gaussiennes généralisées. Les résultats obtenu montrent que la valeur ajoutée

de l'estimation direte de R0 réside dans le fait que l'algorithme onsomme assez

moins de temps que les approhes adoptées dans les travaux préités. La méthode

MCMC a fourni des estimations aussi bonne que la méthode lassique basée sur

le maximum de vraisemblane lorsque l'épidémie est faible,i.e. R0 < 1, ependant

pour R0 ≥ 1, l'estimation par la méthode MCMC est plus e�ae et onsistente

que l'estimation par le maximum de vraisemblane. Les aboutissements seront in-

essamment publiés dans la revue "Brazilian Journal of Probability and Statistis"

[Qa�ou 2017a℄.

Les résultats présentés dans ette thèse o�rent naturellement de nombreuses

perspetives. La première est l'adaptation de la méthode Bayésienne établie ii à

des modèles épidémiques multivariés de type SIR et l'amélioration de l'inférene

paramétrique en onsidérant une dimension de paramètre plus élevée. Il serait aussi

intéressant de voir le omportement de nos modèles et faisant varier la population

totale ar dans la réalité la démographie n'est pas onstante. Aussi, ave une bonne

ollaboration ave les professionnels de la santé publique, nous pensons pouvoir

onevoir, ave nos modèles des outils pour fournir des informations importantes en

matière de santé publique pour le ontr�le des épidémies.

La deuxième perspetive envisageable serait l'étude théorique de la omparaison

de es nouveaux estimateurs développés ii et les estimateurs existants et appli-

ation aux donnés partielles réelles des épidémies atuelles omme H1N1, Ebola,

HIV,...et.

Finalement, une perspetive qui semble être, une ontinuité logique de e travail,

est de voir l'estimation de R0 en utilisant une distribution a priori de R0 onvenable

dans le as où les deux paramètres β et µ sont supposés des variables aléatoires

dépendantes.



Annexe A

A.1 Preuve de l'équation (3.7) et l'équation (3.8)

Combinant (3.2) et (3.5), on obtient
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en plus λi,1
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En remplaçant tous les termes dans (A.1), �nallement, on obtient
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Ave la même tehnique, nous montrons que
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A.2 Preuve de la Proposition 3.1

Soit φk(Ŷt, θ) =
1
2σ

1/2
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où ξi ∼ N (0, 1). En ombinant (A.2) et (A.3), on a
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i−1, Ŷ
k
i ).(A.7)

Don (A.5) et (A.6) implique que pour ∆t su�sament petit et ζ ∈ (Ŷ k
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Par les dérivatives limites de la fontion dérive et la fontion de di�usion, on obtient
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Finalement quand ∆t −→ 0, on a A∆t −→ 0 en moyenne quadratique.
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(Ŷ k

i − Ŷ k
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En utilisant (A.7) et (A.5), il est simple de voir que
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µk(Ŷi−1, θ)

√
∆t

+σ
1/2
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∆t
2 M2

1

√
2
]

et il suit que C∆t −→ 0, en moyenne quadratique.

Finalement, à partir des analyses préédentes (voir, Gut [Gut 2005, Theorem

11.1℄) on déduit que

Ŷ k
i − Ŷ k

i−1+Ŷ k
i+1

2√
∆t
2
σ
1/2
k (Ŷi−1,θ)

= A∆t + B∆t + C∆t ∼ N (0, 1) quand ∆t est

su�sament petit.
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A.3 Preuve de la Proposition 3.2

Supposons que π(β) ∝ βmβ−1e−λββ
pour β ∈ R∗

+, substituons (3.7) dans (3.6)

implique

π(β | Ŷ) ∝
N−1∏

i=1

p
xi+1|Ŷi

(xi+1)π(β)

∝
N−1∏

i=1

Aiβ
− 1

2 e

−β

2

(

∆xi
b̃i,1

+λ̃i,1

)−

(

∆xi
2b̃i,1

+λ̃i,1

)

−

(

λ̃i,1∆xi

b̃i,1
+λ̃2i,1

)1/2

β

βmβ−1e−λββ,

∝β−N−1
2 βmβ−1

× e

− 1
2







N−1∑

i=1

1(
∆xi

b̃i,1
+ λ̃i,1

) + 2λβ


β+ 1

β


2

N−1∑

i=1

(
∆xi

2b̃i,1
+ λ̃i,1

)
−
(
λ̃i,1∆xi

b̃i,1
+ λ̃2

i,1

)1/2






,

∝β−N−1
2

+mβ−1e
− 1

2

[
A1β+

B1
β

]

ave





A1 = 2λβ +

N−1∑

i=1

1(
xi+1−xi

b̃i,1
+ λ̃i,1

)

B1 = 2
N−1∑

i=1



(
xi+1 − xi

2b̃i,1
+ λ̃i,1

)
−
(
λ̃i,1(xi+1 − xi)

b̃i,1
+ λ̃2

i,1

)1/2

 .

Enore de la même manière, si π(µ) ∝ µmµ−1e−λµµ
pour µ ∈ R∗

+, la distribution a

posteriori de µ est : π(µ | Ŷ) ∝ µ−N−1
2

+mµ−1e−
1
2
(A2µ+

B2
µ

)
, ave





A2 = 2λµ +

N−1∑

i=1

1(
zi+1−zi

b̃i,2
+ λ̃i,2

)

B2 = 2
N−1∑

i=1



(
zi+1 − zi

2b̃i,2
+ λ̃i,2

)
−
(
λ̃i,2(Zi+1 − zi)

b̃i,2
+ λ̃2

i,2

)1/2

 .

Ça omplète la démonstration de la proposition 3.2.



Annexe B

B.1 Preuve de la Proposition 4.1

Soit ỹt0 , ..., ỹtN un éhantillon aléatoire de distribué selon la loi (4.5), la densité

a posteriori jointe de θ = (β, µ) est donnée par p(θ|ỹ) ∝
N∏
i=1

p(ỹti |ỹti−1 , θ)π(θ) où

p(ỹti |ỹti−1 , θ) est la densité de transition donnée à (4.2) et π(θ) est la densité a priori

de θ = (β, µ) donnée par (4.6), prenons yti−1 = 1 + a
n − xti−1 − zti−1 dans (4.3) et

(4.4), et enlevant tous les termes indépendant de β et µ, on obtient

p(θ|ỹ) ∝
N∏

i=1

p1(ỹti |ỹti−1 , β)p2(ỹti |ỹti−1 , µ)p(θ)

∝
N∏

i=1

β−1/2e

−n
4∆ti




∆x2ti
xti−1

yti−1
β

+xti−1yti−1∆t2i β




µ−1/2e

−n
4∆ti




∆z2ti
yti−1

µ
+yti−1∆t2i µ




× (1− ρ)ν(βµ)ν−1e
−λ1β+λ2µ

1−ρ

∞∑

k=0

Γ(ν + k)

Γ(ν)Γ(k)
(ρβµ)k.

En prenant :

A =
N∑
i=1

n∆x2
ti

2∆tixti−1yti−1
, B =

N∑
i=1

n
2xti−1yti−1∆ti +

2λ1
1−ρ , C =

N∑
i=1

n∆z2ti
2∆tiyti−1

et D =
N∑
i=1

n
2∆tiyti−1 +

2λ2
1−ρ .

Après simpli�ation, on obtient

p(θ|ỹ) ∝
∞∑

k=0

Γ(ν + k)

Γ(ν)Γ(k)
ρkβ−N

2
+ν+k−1e

− 1
2
(A
β
+Bβ)

µ−N
2
+ν+k−1e

− 1
2
(C
µ
+Dµ)

.

Approximativement, on peut érire

p(θ|ỹ) ∝
∞∑

k=0

Γ(ν + k)

Γ(ν)Γ(k)
ρkc1kc

2
kGIG(β| − N

2
+ ν + k,A,B)GIG(µ| − N

2
+ ν + k,C,D),

ave c1k =
2I

−N
2 +ν+k

(
√
AB)

(√
B
A

)−N
2 +ν+k

et c2k =
2I

−N
2 +ν+k

(
√
CD)

(√
D
C

)−N
2 +ν+k

sont les onstantes de normalisa-

tion inverse de GIG(β|−N
2 +ν+k,A,B) et GIG(µ|−N

2 +ν+k,C,D) respetivement.

Ip(.) est la fontion de Bessel de seond degré d'ordre p.

Quand max(∆ti) → 0 on a AB → +∞ et CD → +∞ ; prenant le développe-

ment asymptotique suivant de I : Ip(x) ∼+∞
√

π
2x

−1/2e−x(1+ 4p2−1
8x + ...), limitant
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au premier terme (Ip(x) ∼+∞
√

π
2xe

−x
), don on obtient c1k ∼

2
√

π

2
√

AB
e−

√
AB

(
√

B
A
)−

N
2 +ν+k

et

c2k ∼
2
√

π
2
√

CD
e−

√
CD

(
√

D
C
)−

N
2 +ν+k

, on a aussi c1kc
2
k ∝

(√
AC
BD

)k

.

Don

p(θ|ỹ) ∝
∞∑

k=0

f(k|ρ̃)GIG(β| − N

2
+ ν + k,A,B)GIG(µ| − N

2
+ ν + k,C,D),

où f(k|ρ̃) = Γ(ν+k)
Γ(ν)Γ(k)(1 − ρ̃)ν ρ̃k, ρ̃ =

√
AC
BDρ, k ∈ N, est la fontion probabilité de

masse de la distribution binomiale négative BN(ν, 1−ρ̃) etGIG(β|−N
2 +ν+k,A,B),

GIG(µ| − N
2 + ν + k,C,D) sont deux distribution GIG.



Annexe C

C.1 Preuve de la Proposition 5.1

En utilisant la densité de transition approximative donné par Risken

[Risken 1989℄, on trouve à partir de (5.1)

p̃(ỹti/ỹti−1
, θ) ∝ β−1/2µ−1/2

×e

− n
4∆ti




∆x2ti
xti−1

(1+ a
n−xti−1

−zti−1
)

β
+xti−1(1+

a
n
−xti−1−zti−1)∆t2i β




×e

− n
4∆ti




∆z2ti
(1+ a

n−xti−1
−zti−1

)

µ
+(1+ a

n
−xti−1−zti−1 )∆t2i µ




.

En remplaçant seulement les termes qui dépendent de R0 =
β
µ et µ, on obtient :

p̃(ỹti/ỹti−1
, θ) ∝ (R0µ)

−1/2µ−1/2

×e

− n
4∆ti




∆x2ti
xti−1

(1+ a
n−xti−1

−zti−1
)

R0µ
+xti−1(1+

a
n
−xti−1−zti−1 )∆t2iR0µ




×e

− n
4∆ti




∆z2ti
(1+ a

n−xti−1
−zti−1

)

µ
+(1+ a

n
−xti−1−zti−1)∆t2i µ




.

Puisque π(R0, µ/ỹ) ∝ p(ỹ/R0, µ)π(R0, µ) ∝
N∏

i=1

p̃(ỹti/ỹti−1, R0, µ)π(R0, µ), où

π(R0, µ) est la densité jointe de R0 et µ, don

π(R0, µ/ỹ) ∝ R
−N/2
0 µ−Ne

− 1
4
( A
R0µ

+CR0µ+
B
µ
+Dµ)

(R0µ)
mβ−1e−λβR0µµmµe−λµµ,

ave

A =

N∑

i=1

n∆x2ti
∆tixti−1(1 +

a
n − xti−1 − zti−1)

, B =

N∑

i=1

n∆z2ti
∆ti(1 +

a
n − xti−1 − zti−1)

,

C =
N∑

i=1

n∆tixti−1(1 +
a

n
− xti−1 − zti−1),D =

N∑

i=1

n∆ti(1 +
a

n
− xti−1 − zti−1).
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Don

π(R0, µ/ỹ) ∝ R
−N

2
+mβ−1

0 µ−N+mβ+mµ−1e
− 1

4

(
A
R0

+B

µ
+((4λβ+C)R0+4λµ+D)µ

)

.

On intégre par rapport à µ, on obtient :

π(R0/ỹ) ∝ R
−N

2
+mβ−1

0

∫ +∞

0
µ−N

2
+mβ−N

2
+mµ−1e

− 1
2

( A/2
R0

+B/2

µ
+
(

4λβ+C

2
R0+

4λµ+D

2

)
µ

)

dµ.

(C.1)

D'après un résultat de Jorgensen [Jorgensen 1982℄, on a :

si X ∼ GIGp,a,b et Y ∼ GIGp′,a′,b′ alors la densité du rapport

X
Y est fX

Y
(z) ∝

zp−1
∫ +∞
0 νp+p′−1e

− 1
2

(
a
z +a′

ν
+(bz+b′)ν

)

dν.

En prenant (p, a, b) = (−N
2 + mβ,

A
2 ,

4λβ+C
2 ) et (p′, a′, b′) = (−N

2 + mµ,
B
2 ,

4λµ+D
2 ),

on déduit de (C.1) que π(R0/ỹ) est le rapport entre GIG
(−N

2
+mβ ,

A
2
,
4λβ+C

2
)
et

GIG
(−N

2
+mµ,

B
2
,
4λµ+D

2
)
, e qui signi�e que

π(R0/ỹ) ∼
GIG

(−N
2

+mβ ,
A
2
,
4λβ+C

2
)

GIG
(−N

2
+mµ,

B
2
,
4λµ+D

2
)

.

C.2 Preuve de la Proposition 5.2

Nous avons

p(ˆ̃yti |ˆ̃yti−1
, ˆ̃yti+1

, β, µ) ∝ p(ˆ̃yti ,
ˆ̃
yti−1

, ˆ̃yti+1
|β, µ) ∝ p(ˆ̃yti |ˆ̃yti−1

, β, µ)p(ˆ̃yti+1
|ˆ̃yti , β, µ).

En utilisant la densité de transition approximative de Risken [Risken 1989℄

p(ˆ̃yti |ˆ̃yti−1
, ˆ̃yti+1

, β, µ) ∝ | Σi−1 |−
1
2 e−

1
4∆t

(∆ˆ̃
yti

−Ui−1)′Σ
−1
i−1(∆

ˆ̃
yti

−Ui−1)

× | Σi |−
1
2 e

− 1
4∆t

(∆ˆ̃
yti+1

−Ui)
′Σ−1

i (∆ˆ̃
yti+1

−Ui)

où Ui =
(−βxti(1+

a
n
−xti−zti)

µ(1+ a
n
−xti−zti)

)
et Σi =

(
βxti(1+

a
n
−xti−zti)

n 0

0
µ(1+ a

n
−xti−zti)

n

)
,

puisque Ui = Ui−1 + op(
√
∆t) et Σi = Σi−1 + op(

√
∆t) don, pour ∆t −→ 0, on a

p(ˆ̃yti |ˆ̃yti−1
, ˆ̃yti+1

, β, µ) −→| Σi−1 |−1e−
1

4∆t
(∆ˆ̃
yti

−Ui−1)′Σ
−1
i−1(∆

ˆ̃
yti

−Ui−1)

× e
− 1

4∆t
(∆ˆ̃
yti+1

−Ui−1)
′Σ−1

i−1(∆
ˆ̃
yti+1

−Ui−1)

don

p(ˆ̃yti |ˆ̃yti−1
, ˆ̃yti+1

, β, µ) ∝| Σi−1 |−1 e−
2

4∆t
(ˆ̃yti−

ˆ̃
yti−1

+ˆ̃
yti+1

2
)′Σ−1

i−1(
ˆ̃
yti

−
ˆ̃
yti−1

+ˆ̃
yti+1

2
)

∝ e−
1

2∆t
(ˆ̃yti−

ˆ̃
yti−1

+ˆ̃
yti+1

2
)′Σ−1

i−1(
ˆ̃
yti

−
ˆ̃
yti−1

+ˆ̃
yti+1

2
),

(C.2)
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et

p(ˆ̃yti |ˆ̃yti−1
, ˆ̃yti+1

, R0) ∝ p(ˆ̃yti , R0|ˆ̃yti−1
, ˆ̃yti+1

)

=

∫

R

p(ˆ̃yti , R0, µ|ˆ̃yti−1
, ˆ̃yti+1

)dµ

∝
∫

R

p(R0, µ)p(µ)p(ˆ̃yti |ˆ̃yti−1
, ˆ̃yti+1

, β, µ)dµ.

(C.3)

En utilisant (C.2) et (C.3), on obtient

p(ˆ̃yti |ˆ̃yti−1
, ˆ̃yti+1

, R0) ∝
∫

R

(R0µ)
mβ−1e−λβR0µµmµ−1e−λµµ

× e−
1

2∆t
(ˆ̃yti−

ˆ̃
yti−1

+ˆ̃
yti+1

2
)′Σ−1

i−1(
ˆ̃
yti

−
ˆ̃
yti−1

+ˆ̃
yti+1

2
)dµ

∝
∫

R

µp−1e
− 1

2

(
aµ+ b

µ

)

dµ

ave p = mβ + mµ − 1, a = 2(λβR0 + λµ), b = n
∆tR0xti−1(1+

a
n
−xti−1−zti−1)

hti et

hti =
(
xti −

xti−1+xti+1

2

)2
+R0xti−1

(
zti −

zti−1+zti+1

2

)2
.

Alors, la densité a posteriori p(ˆ̃yti |ˆ̃yti−1
, ˆ̃yti+1

, R0) a la forme d'une distribution

GIG(p,a,b) ave onstante de normalisation 2
(
b
a

)p
2 Ip(

√
ab), où Ip(.) est la fontion

de Bessel de troisième degré, don p(ˆ̃yti |ˆ̃yti−1
, ˆ̃yti+1

, R0) ∝ 2
(
b
a

) p
2 Ip(

√
ab).

Prenant le développement asymptotique suivant de I : Ip(x) ∼+∞
√

π
2x

−1/2e−x(1+
4p2−1
8x + ...), limitant au premier rang et éliminant tous les termes indépendant de

xti et zti , on obtient

p(ˆ̃yti |ˆ̃yti−1
, ˆ̃yti+1

, R0) ∝ h
mβ+mµ−1.5

2
ti

e−θ
√

hti ,

ave hti =
(
xti −

xti−1+xti+1

2

)2
+R0xti−1

(
zti −

zti−1+zti+1

2

)2

et θ =

√
2n(λβR0+λµ)

∆tR0xti−1(1+
a
n
−xti−1−zti−1

) .
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Résumé : L'objetif de ette thèse est l'inférene Bayésienne paramétrique pour les mo-

dèles SIR (Suseptible-Infeté-Eliminé) en approhant le proessus épidémique disret par

une di�usion d'It�. Notre approhe onsiste à augmenter les données de faible fréquene par

l'introdution de données latentes entre haque paire d'observations, simulées en utilisant

les shémas standards de disrétisation des équations di�érentielles stohastiques, Euler et

Milstein.

Dans e travail, trois problèmes d'inférene Bayésienne sont onsidérés. Le premier onerne

le as où les deux paramètres, le taux d'infetion et le taux d'élimination sont indépendants ;

nous explorons leurs distributions a posteriori ainsi que elle des données manquantes, en

approhant la densité de probabilité de transition du proessus par une distribution hy-

perbolique. Le deuxième, traite l'inférene Bayésienne dans le as où les deux taux sont

supposés a priori dépendants, en onsidérant la loi de Kibble gamma bivariée omme loi

a priori. Le troisième onsiste à l'estimation Bayésienne du taux de reprodution de base ;

sa distribution a posteriori est explorée et elle des données manquantes. Des algorithmes

MCMC ont été établis pour simuler les distributions a posteriori.

Mots lés : Modèle SIR, Inférene Bayésienne, Distributions a priori et a posteriori, Don-

nées manquantes, Méthodes MCMC.

Abstrat : The objetive of this thesis is the Bayesian parametri inferene for the SIR

(Suseptible-Infeted-Removed) models approahing the disrete epidemi proess by a It�

di�usion. Our approah onsists in inreasing the low frequeny data by introduing latent

data between eah pair of observations, simulated using the standard disretization shemes

of the stohasti di�erential equations, Euler and Milstein.

In this work, three problems of Bayesian inferene are onsidered. The �rst onerns the

ase where the two parameters, the infetion rate and the removed rate are independent ;

we investigate their a posteriori distributions as well as the missing data, by approahing

the transition probability density of the proess by a hyperboli distribution. The seond

one deals with the Bayesian inferene in the ase where the two rates are assumed to be

a priori dependents, onsidering the density of Kibble gamma bivariate as a priori distri-

bution. The third onern the Bayesian estimation of the basi reprodution rate ; Its a

posteriori distribution is explored and that of the missing data. MCMC algorithms have

been established to simulate posterior distributions.

Keywords : SIR model, Bayesian inferene, Prior and Posterior Distributions, Missing

data, MCMC methods.


