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Introduction

La quantification de l'incertitude joue un role de plus en plus important dans la
modélisation mathématique des phénomenes physiques. L’approche classique de la modélisation
des incertitudes consiste dans 'utilisation de la théorie des probabilités. Dans certains
cas, il se peut, cependant que la probabilité ne soit pas la représentation mathématique
appropriée de l'incertitude. L'une des alternatives de modélisation est alors assurée par

les ensembles flous.

Les vingt cinq dernieres années de recherche dans la théorie des ensembles flous qui
suivent le célebre article  Fuzzy Sets ” publié par L. A. Zadeh [74] a révélé le pouvoir de
cette théorie comme un outil tres important pour la modélisation incertaine, le processus

vague et subjectif de I'information dans les modeles mathématiques.

Cette théorie nous permet de modéliser le traitement de 'information. Différentes
tentatives ont été faites pour établir des théories mathématiques qui sont basées sur
les ensembles flous au lieu des ensembles ordinaires. Les moyens pour comprendre le
comportement humain en termes de distribution dans I’espace métrique ont été fournis, et

les applications aux différents domaines de traitement de 'information ont été discutées.

La théorie des ensembles flous permet de faire intervenir les notions d’imprécision
et des incertitudes dans un systeme. L’imprécision est due a la variabilité du matériel,
la complexité, I'ignorance, 'aléatoire...etc. Lorsqu'une expérience est répétée plusieurs
fois, on obtient rarement la méme valeur comme résultat de la mesure effectuée. Le
résultat de I'expérience est donc par nature imprécis et représenté, par exemple, par
une liste de valeurs obtenues pour chaque répétition, ou de maniere plus synthétique
par un intervalle délimité par les valeurs extrémes. Dans le méme ordre d’idée lorsqu’on
mesure une grandeur, on obtient une valeur qui peut ensuite étre utilisée dans une série de
calculs. Les grandeurs physiques sont en général continues (sauf par exemple en physique
quantique “ 'énergie d’électron est quantifiée ) et le résultat de la mesure est un nombre

réel.

Pourtant, réaliser une mesure sans tenir compte de sa précision est indigne d’un bon
expérimentateur. Non seulement la mesure est imprécise (le plus souvent a cause de
I'appareil de mesure et de l'expérimentateur), mais elle peut également étre incertaine

puisque aucun appareil de mesure n’est parfaitement fiable. Les jugements humains sont
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subjectifs et les expressions dans la langue naturelle doivent étre interprétées en termes
de nombres ou répartitions dans un espace de mesures. Nous en déduisons qu’ il y a une
influence sur les parametres imprécis dans les modeles que ce soit mathématiques, tech-
niques ou physiques ( analyse des données, intelligence artificielle, théorie de la décision,

control, reconnaissance des formes, etc...)

Les ensembles flous fournissent une structure convenable pour la modélisation mathématique

de tels systemes.

Le theme principal de cette these est I’étude des solutions pour les équations différentielles
et les équations aux dérivées partielles qui contiennent des parametres susceptibles d’étre

des quantités floues.

D’une part, nous avons opté pour I’équation différentielle d’Euler floue, compte tenu
de 'avantage qu’elle présente dans la résolution des équations différentielles d’ordre deux
a parametres flous. L’approche proposée comporte deux phases essentielles : la premiere
consiste a transformer le probleme en se basant sur les définitions de dérivées floues in-
troduites par Hukuhara [52] et Hukuhara généralisées [11, 14], suivie d’une phase d’étude

et de résolution de nouveaux systemes.

D’autre part, le point le plus important de notre projet est de résoudre les équations
aux dérivées partielles floues linéaires et de traiter la notion solution floue. La solution
n’est pas exprimée en termes de series, ¢’est pour cela qu'on a essayé de la définir par la

méthode des itérations variationnelles ( VIM).

Cette méthode qui permet de résoudre une grande variété de probléemes linéaires
avec des approximations qui convergent rapidement vers la solution du probleme. Nous
présenterons bien sur la théorie qui se cache derriere cette méthode. Ensuite, nous allons
résoudre ce probleme par la stratégie du Buckley-Feuring et du Seikkala, et nous allons
montrer de nouveaux résultats, nos efforts ont été récompensés finalement puisque nous

avons appliqués ces résultats a plusieurs exemples.

Dans le but d’aborder les différents aspects traités durant cette these, nous avons
organisé ce mémoire en quatre chapitres, suivis par une conclusion générale et des pers-

pectives.

Le premier chapitre est consacré aux notions de base de la théorie des ensembles
flous. Nous commencons par énoncer les fondements de cette théorie, nous définissons le
principe d’extension. Ensuite nous présentons la structure générale d’'un nombre flou et

les operations arithmétique floue.

Dans Le second chapitre qui est consacré a ’étude de ’équation différentielle d’Euler
a parametre flou. On présente quelques notions indispensables tels que I'espace métrique,

la continuité des fonctions a valeurs floues et la différentiabilité floue. Puis, on donne un
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sens a la solution de ce probleme en se basant sur des résultat deja existent dans des

travaux réaleses par d’autres auteurs.

Dans le troisieme chapitre, on presente la méthode VIM ( Varitional iteration Method)

qu’on va utilisé pour resoudre quelques équations aux dérivées partielles.

Le quatrieme chapitre est consacré a I’étude des conditions nécessaires et suffisantes
pour déterminer les solutions floues de certains modeles qui sont décrits par des équations
aux dérivées partielles qui contiennent des quantités susceptibles d’étre incertaines, telles
que I’équation de la chaleur, I’équation d’onde. Dans ce chapitre, nous mettons I'accent

sur la représentation de la solution au sens de Buckley-feuring et au sens de Seikkala.



Chapitre 1
Théorie des ensembles flous

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques outils de base et nous présentons quelques
résultats préliminaires essentiels pour ce travail. Nous donnons en particulier quelques
résultats fondamentaux sur le principe d’extension. Ensuite, nous donnons un résultat de
différence floue qui a fait 'objet d'un article accepté [23], et nous montrerons la division
généralisée floue entre deux nombres flous. Enfin, nous utiliserons ces résultats afin de

montrer quelques propriétés.

1 Introduction

Les bases théoriques de la logique floue ont été formulées en 1965 par le professeur
Lotfi A. Zadeh, de 1'Université de Berkeley en Californie [76]. Il a introduit la notion
de sous ensemble flou pour fournir un moyen de représentation et de manipulation des
connaissances imparfaitement décrites, vagues ou imprécises, ces dernieres peuvent étre
considérées comme une généralisation de la théorie des ensembles classiques, ainsi c¢’était
un pas vers un rapprochement entre la précision des mathématiques classiques et la sub-

tile imprécision du monde réel.

Aujourd’hui, les domaines d’application dans lesquels il existe des utilisations de la
logique floue sont tres variés : médecine, biologie, écologie, économie, recherche scienti-
fique...

La théorie floue a pour objectif d’étudier la représentation des connaissances imprécises
des raisonnements approchés et de chercher a modéliser les notions vagues du langage

naturel pour pallier 'inadéquation de la théorie des ensembles classiques.

Exemple 1.1.

Considérons la situation que nous retrouvons quotidiennement dans la vie, qui est

de décider si une personne est grande de taille ou non. L’adjectif ”grande” ici est un
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parametre flou ainsi en raisonnant selon la logique Aristotélicienne nous devrions définir

un seuil de hauteur qui divise les gens de grande taille et celles de petite taille.

Si une personne a une taille plus grande qu’un seuil donné on dira qu’elle est grande,
autrement elle est petite. Evidemment cette maniére de voir la chose est différente de la
facon dont nous décidons si quelqu’un est grand ou non. Notre perception de la personne
est mieux décrite comme une sorte d’observation visuelle plutét qu’'un mécanisme de

seuil.

C’est aussi pourquoi nous ajoutons souvent un modificateur au mot “ grand ” (comme :
pas, pas tres, peu, quelque peu, trés, etc...) pour exprimer " les degrés de grandeur ” plutot

que des réponses vraies ou fausses absolues.

La différence entre la définition classique et la définition floue de “ grande taille " est
illustrée dans la figure 1.1 ou la correspondance classique et la correspondance floue de
“grande taille” des différents membres sont indiquées par uc et up respectivement, en

" on se fixe un seuil compris

définissant classiquement une personne de “ grande taille ’
entre 1.75m et 1.83m disons 1.775m. Donc une personne ayant 1.75m ne sera pas plus

grande que celle ayant 1.80m.

Par contre, dans ’ensemble flou ' grande taille ”; on définit un degré de “ grand ”

fournissant ainsi un continuum plutét qu'une transition brusque du vrai ou faux [29].

1 uc=1 uc=1
Grand? He= =0.98 =1
1:=0.9 Hr He
u-=0
=0 M =0.2
=0 | @
B [
K
1.225 1.525 1.65 1.83 1.905 1.93

FIGURE 1.1 — Ensemble classique et ensemble flou de définition de “ personne grande ”

2 Notions d’ensembles flous

Dans cette section, nous allons présenter brievement les concepts de base associés a la

théorie classique des ensembles ainsi qu’a la théorie des ensembles flous telle que proposée
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par Zadeh. Pour de plus amples développements de cette théorie, on peut consulter les
ouvrages de base cités en[16, 35, 40, 42, 44, 54, 57, 74]

2.1 Théorie des ensembles flous

En théorie des ensembles classiques, I'appartenance ( fonction caractéristique x4)
d’'un élément d’un sous ensemble est booléenne. Toutes les mesures d'une certaine va-
riable sont ainsi divisées en deux catégories distinctes avec lesquelles il est facile de
composer. La séparation entre ces deux catégories est souvent effectuée selon un seuil

précis. Ce seuil est déterminé alors a l'intérieur de chaque catégorie.

On peut observer, a partir de I'exemple 1.1, que la théorie classique des ensembles
permet de confirmer a un élément que son appartenance a un ensemble donnée est totale
ou nulle. Cette théorie présente ’avantage d’étre simple et facile a implanter d’un point
de vue informatique. Toutefois, cette conceptualisation assez rigide ne permet pas de se
rendre compte des situations plus nuancées rencontrées tres souvent dans la réalité ou

la différenciation entre les éléments n’est pas abrupte, mais plutot progressive.

Pour pallier cette lacune, la notion d’ensemble flou a été établie. La théorie des
ensembles flous permet d’utiliser des éléments du langage naturel et d’introduire des
concepts relatifs tels que élevé, grand ou fort, afin de définir des catégories d’objets. En
fait, la théorie des ensembles flous est une extension de la théorie classique des ensembles

réalisée pour incorporer le concept de vérité partielle.

Elle se base sur la théorie floue qui considere la notion d’appartenance d’un objet a un
ensemble non pas comme une fonction booléenne avec deux valeurs possibles, mais plutot
comme une fonction continue pouvant prendre n’importe quelle valeur dans 'intervalle
[0,1]. Ainsi, elle repose sur le principe selon lequel un élément appartient partiellement
ou graduellement a un ou des ensembles flous définis. La fonction caractéristique d’un
ensemble classique est donc remplacée par une fonction d’appartenance dans le cas d’un

ensemble flou.

2.2 Sous-ensembles flous

Les sous-ensembles flous permettent en revanche de connaitre le degré d’appartenance
d’un élément au sous-ensemble. Un sous-ensemble flou A d’un univers U est caractérisé

par une fonction d’appartenance :

,uA:[U—>[O,1]
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ou 4 est le niveau ou le degré d’appartenance d’un élément de I'univers U dans le

sous-ensemble flou. On peut aussi définir un sous-ensemble flou A dans U comme suit :

A= {(z, pa(z))|z € U}

avec f4(x) représente le degré d’appartenance de x dans A, la fonction d’appartenance
est 'équivatent de la fonction caractéristique pour un ensemble classique. On note par

U# la collection de tous les sous ensembles flous de U.

2.3 Propriétés de sous-ensemble flous

Un sous-ensemble flou est completement défini par la donnée de sa fonction d’ap-
partenance. A partir d’une telle fonction, un certain nombre de caractéristique de sous-

ensemble flou peut étre étudiée.

Noyau : Le noyau d’un sous ensemble flou A est caractérisé par l’ensemble des

éléments de U qui sont totalement dans A, et que 'on note par N(A).
N(A) = {z € U, pa(z) = 1}

Support : Le support d’une partie floue A est ’ensemble des éléments appartenant,

méme tres peu a A c¢’est a dire dont le degré d’appartenance a A est différent de 0.
S(A) = supp(A) ={z € U, pa(z) >0}

et par construction N(A) C S(A)
Pour un ensemble classique A, le noyau et le support sont confondus avec A, et sa fonc-

tion caractéristique p n’admet que 0 ou 1 comme valeur.

Hauteur : La hauteur d’'un sous-ensemble flou A de U, est la valeur maximale prise

par la fonction d’appartenance 4 sur ’ensemble U. Elle est définie par
H(A) = sup{pa(z)|lz € U}
Normal et Cardinalité : Un sous ensemble flou A est normalisé si sa hauteur
H(A) =1

La cardinalité d’un sous ensemble flou A de U, notée |A|, est le nombre d’éléments
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appartenant a A pondéré par leur degré d’appartenance

Al =3 ale)

zelU

Il est souvent intéressant de se référer a des sous-ensembles classiques correspondant
de facon approximative a des sous-ensembles flous donnés, afin d’établir des criteres de
prise de décision. La facon la plus simple de réaliser cette approximation est d’utiliser

les a-coupes ( sous-ensemble de niveau «)

a-coupe : Le sous-ensemble ordinaire noté A® défini par :
A* ={z € Ulpa(z) > a}, avec «a€|0,1]

et A% est un sous-ensemble ordinaire de fonction caractéristique :

1, si pa(z) > o
Xae(T) = .
0, si non.

Remarque 2.1.

e Sil’on connait les a-coupes d’un sous-ensemble flou, on peut reconstruire le sous-

ensemble flou lui-méme voir figurel.2.

e Le réel a appartenant a I’ensemble [0, 1], deux cas sont possibles :
— Poura=0 = A*=0U
— Poura=1 = A*= N(A)

FIGURE 1.2 — Représentation d’un ensemble flou par ses a-coupes.
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Exemple 2.1. Un sous-ensemble flou est présenté sur la figurel.3. Si on applique la
définition de a-coupe, on obtient les sous-ensembles ordinaires qui s’appellent a-coupe

ou sous-ensembles ordinaire de niveau «.

FIGURE 1.3 — La a-coupe d’un sous-ensemble flou.

3 Le principe d’extension

Nous commengons par énoncer une définition da a D. Dubois et H. Prade, [36].
Le principe d’extension, proposé a l'origine par Zadeh, est un des outils fondamentaux
de la théorie des sous-ensembles flous. Il permet d’étendre des relations fonctionnelles

classiques a des quantités floues.

Soit U = U; x Uy x ... x U, le produit cartésien de n ensembles univers. Soit
Ay, Ay, ... A, des sous ensembles flous de Uy, U,, ..., U, respectivement. Etant donnée
une fonction f de U dans un univers =, avec y = f(z1,x2, ..., Ty).

Le principe d’extension permet de définir un sous-ensemble flou B de = par :

B = {(%MB(?JM y= f(r1,22,...,2n), (X1,22,...,7,) € U}
ou

sup min(ﬂAl('rl)a"'7#An(xn>)7 si f_l(y> 7& ¢;
1B(Y) = § sy en) (1.1)
0, si f7H(y) = ¢.

Le principe d’extension est utilisé pour généraliser les différents opérateurs classiques au

cadre flou.
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Remarque 3.1. [75] Soit f : U — =, ou U et = sont deux ensembles quelconques, alors
on peut prolongé f a une fonction F' : Ur — Z7 avec B = F(A; X Ay X ... x A,) tel
que (1.1). Nous appelons la fonction F' I'extension de Zadeh de f.

Si A est un sous-ensemble flou d’un univers U, de fonction d’appartenance 4
ona :
Ve €U, pa(z) = sup axae(z)
a€(0,1]

3.1 Opérations sur les ensembles flous

Supposons que A et B sont deux sous-ensembles flous définis dans un univers du
discours U par les fonctions d’appartenance pa et pup. On peut définir des opérations
ensemblistes telles que I'égalité, I'inclusion, 'intersection, I'union et le complément grace

a des opérations sur les fonctions d’appartenance.
— Egalité :A=BsiVe e U pa(zr) = pp(z)
— Inclusion cACBsiVrelU pa(x) < ug(x)
— Intersection : AN B =C telle que Ve € U pc(z) = min{ua(z), pup(z)}
— Réunion : AUB = D telle que Vo € X pp(z) = max{pa(z), pup(z)}
— Complément :Vr €U vy(z) =1— pa(z)
— Comparaison : On dit que A et B sont comparables si et seulement si A C B
ou B C A c’est a dire I'un des ensembles flous est un sous ensemble de I'autre.

Deux ensembles sont incomparables siona A ¢ Bou B ¢ A

— Ensemble flou convexe : Un ensemble flou est convexe si est seulement si

Ve,y € U, €[0,1],  pal§r + (1 - &y) = minfua(z), paly)}

4 Nombres Flous

Dans cette section nous rappelons quelques propriétés et des opérations arithmétiques
d’un nombre flou, pour plus de détails a propos des nombres flous et leurs propriétés,
nous renvoyons le lecteur par exemple a [32, 33, 62].

Un nombre flou A est un sous-ensemble flou défini sur R, qui possede deux propriétés.

Il est normalisé et convexe.

10
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Soit F(R) : ensemble de tous les sous-sensembles flous de R

Définition 4.1. Soit R = {A | A:R — [0,1], satisfait (1) — (4)} C F(R):
1. VA € Rz, A est normal.

2. VA € Rz, A est un ensemble flou convexe ( au sens flou) si :
Az + (1 - &y) > min{A(z), A(y)}  Vr,y eR,{€0,1]

3. VA € Rz, A est semi-continu supérieurement dans R.
4. [A]° est un ensemble compact.

Alors Rz est un espace d'un nombre flou, A est appelé nombre flou.

Soit Pk (R) I'espace des ensembles non vide compact convexe de R.
Il s’ensuit que a-coupe [A]* € Pk (R).
Note : a-coupe d’'un nombre flou est toujours un intervalle fermé et borné, ainsi nous
écrivons [A]* = [a1(a), az(a)], Va € [0,1].

Définition 4.2. Un nombre flou A est la paire (a;(a), az(«)), les fonctions a1 («), as(«)
qui satisfont les conditions suivantes :
1. a1(«) est une fonction continue et croissante Vo € [0, 1]

2. az(a) est une fonction continue et décroissante Vo € [0, 1]

3. a1(a) < as(a) Va €10,1]

Exemple 4.1. La figure 1.4 représente deux nombres flous discrets et un nombre flou

continu.
1| K
C:|0.2|0.a_lo.4|1 ‘0.8]0.2]0' o
-3<-2-1 0 1 2 =3 | .
| |
B:|0.1lo.4|u.s|1 |0.7[0.3|0 | i i
0 1 2 3 4 5 >g¢ f 5 x
Lo |

[a1(ex), az(e)]

FIGURE 1.4 — Nombres flous discrets et continus.

Nous énoncons aussi le résultat suivant

Théoréme 4.1. [65] Si u € Rz, alors
(1) [u]* € Pg(R) pour tout 0 < a <1
(17) [u]** C [u]** pour tout 0 < a3 <ay <1

11
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(13i) Si {ag} C [0, 1] est une suite décroissante telle que limy_,o, ax = a alors on a

[u]* = () [u]™*

k>1

Inversement, si A, = {[ui(a), us(a)]; € (0,1]} est U'intervalle fermé qui satisfait (z) et

(67

(17), alors {A,} est défini un nombre flou u € Rx tel que [u]* = A,

4.1 Quelques Formes de nombres flous

Nous avons vu que chaque ensemble flou peut étre représenté par sa fonction d’ap-
partenance, ces fonctions peuvent avoir différentes formes :
Triangulaire

Soit A = (ay,a9,a3) est appelé un nombre flou triangulaire de centre ay, largeur

gauche ay —ay > 0 et largeur droite az —as > 0, sa fonction d’appartenance figure 1.5(a)

est :
1_—(a2—x)’ sia; <z <ay
CLQ—CL])
pale) =9 1 @=a) o
a3 — ao
0, si non.

Note : Un nombre classique a est simplement représenté par
a1(a) = ax(@) =a, Vael0,1]

Trapézoidale

Un nombre flou trapézoidale est représenté par (aq,as, a3, as) et sa fonction d’apparte-

nance g4 de A figure 1.5 (b) vérifie :

0 r<ay—asoux>as+ ay
I+ (x—a1)/ag sia;—az3<z<a
pa(z) = .
1 slap <z < ay
1—(ag—x)/ay siay<x<as+ay
Remarque 4.1. pour un nombre flou trapézoidale A = (a1, as, ag, a4) une a-coupe est
donnée par

4] = [a1(0), ax(0)] = [ + alaz — ar).a5 — ala; — as)],  Va € [0,1].

Si as = agz c’est une a-coupe d’un nombre flou triangulaire .

12
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(Gaussiennes

Un nombre flou gaussien est décrit par (aq, as, as, as) et sa fonction d’appartenance avec

des cotés paraboliques figure 1.5 (c) est définie de la maniere suivante :

2(x — ay + az)?/a3
1+2(x —ay)?/a?
1—2(ay —x)*/a2
2(x — az + a4)?/ad}

Si z<a;—asouas+as<x

si a1 < x < ag (x dans le noyau de A)
siap —az < x<a;—ag/2

siap —az/2 <x <

Siay <1 < ag+ay/2

siay +ag/2 <x<ag

\
Remarque 4.2. un nombre flou A := [ay, as] est dit
strictement positif si a; > 0, qu’on note A > 0,
positif si a; > 0, qu'on note A > 0,

strictement négatif si a3 < 0, qu’on note A < 0,

Ll

négatif si a3 < 0, qu’on note A < 0.

e () pa()
11 - - — 11 - — 1 _ _ _

(a) (b) (c)

FIGURE 1.5 — Exemples de fonction d’appartenance les plus utilisées.

4.2 Opérations arithmétiques floues

4.2.1 Addition des nombres flous

Soient A, B deux nombre flous, et A € R, alors on définit la somme de deux nombres

et la multiplication par un scalaire respectivement par :

[A]*, [B]* € Pk(R) avec [A]* = [a1(a), az(a)] et [B]* = [bi(a), ba(cr)] Ve € [0, 1]

[A+B]* = [A]"+[B]
= [a1(@) + bi(a), az(a) + ba(a)],

13
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et

NA]Y = A[A]°

_ {[)\al(@),)\az(a)] i A>0
Aag(a), Aay(a)] si A <0

Sur la figure 1.6 on montre ’addition de deux nombres flous A et B.

I
|
0(2) ay(a) bi(@) byfa) !

aq(a) + by () as(a) + by(a)

FIGURE 1.6 — Addition de deux nombres flous .

Nous aurons aussi besoin des propriétés de la somme de deux nombres flous et la multipli-

cation d’un nombre réel par un nombre flou démontrées dans les références [7, 17, 37, 43].

1. L’addition des nombres flous est associative et commutative
A+B=B+A e A4+ (B+C)=(A+B)+C VA, B, C €Rz
2. Le singleton flou 0= X{o} € R figure 1.5, est un élément neutre
A+0=0+A=A4,
3. Va,b € R avec a.b > 0 et VA € Rr on a
(a+b).A=(a.A)+ (b.A),

4. VAeRet A\ BeRr, onaN(A+B)=AA+\B,
5. VA, veR et Ve RL ona (Av).A=A\(rA).
Remarque 4.3. La condition a.b > 0 est nécessaire dans la propriété (3) comme le

montre 'exemple suivant :

14
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Soit A = (2,4,5) un nombre flou, nous avons
(2-1)A=(2-1).(2,4,5) = (2,4,5)

et
24— A=(4,810)+ (—5,—4,-2) = (—1,4,8).
4.2.2 Produit des nombres flous

Nous allons maintenant énoncer le produit de deux nombres flous [46]
Définition 4.3. Soient A, B,C' € Rz , alors C' = A.B est défini par
er(a) = nf{ay| « €[4y € [B]"),

et
() =sup{z.y| z € [A]*,y € [B]*}.

Le produit atteint son extremum dans les coins de son domaine. Alors,
(a.b)i(a) = min{al(a).bl(a), ar(a).ba(a), as(a).b(a), ag(a).bg(a)}
(a.b)s(a) = max{al(a).bl(oz), a1(a).ba(), as(a).bi(a), ag(oz).bQ(oz)}

Exemple 4.2. Soient A = (0,2,4,6) et B = (2,3,8), ses a-coupes sont données par
2a,6 — 2a] et [2 + a, 8 — ba] respectivement

(a.b)1(a) = 20.(2+ «)
(a.b)s(a) = (6 —2a).(8 —ba)

FIGURE 1.7 — Produit de deux nombres flous.
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Remarque 4.4. Principe d’extension de Zadeh de produit et de division présentent
certains inconvénients. Le plus important est que le produit ( ou la division ) de deux
nombres flous triangulaires ou trapézoidales n’est pas triangulaire et trapézoidale. Pour
améliorer cet aspect, le produit croisé de nombre flou a été proposé dans [8],[9], la division

sera proposée dans la suite.

4.2.3 Différence des nombres flous

Dans ce paragraphe, nous allons donner des résultats sur la différence de deux
nombres flous intervenant dans I’équation d’Euler a parametre flou, que nous présenterons
dans le deuxieme chapitre. et qui seront aussi utiles pour I’étude de l'existence d’une
solution de ce probleme. Pour plus de détails le lecteur peut consulter par exemple
[14, 52, 67, 70, 71]

Définition 4.4. ( La différence de Hukuhara) Soient A, B € Rz deux nombres flous,
s’il existe un nombre flou C' € Rz tel que A = B + C, alors C appelé la différence de
Hukuhara (H-différence ), existe et de plus elle est notée A B = C.

Si A6 B = C existe alors son a-coupe est donnée par
[Ae B]" = [ai(a) — bi(a), as(a) — ba(e)].

Comme on a vu les opérateurs sur les a-coupes sont des cas particuliers des opérateurs

sur les intervalles.

Définition 4.5.
La différence de Hukuhara généralisée de deux intervalles [ay, as], [b1,b2] € Pr(R) est

définie comme suit :
la1, as] ©4 [b1, bs] = [min{al — by, a9 — bQ},maX{al — by, a9 — bg}].
Alors, pour A = [ay, as] et B = [by, by], nous avons :

AS, B = [a1 — by, az — by SZ: lon(A) > lon(B)
[ag — by, a1 — by]  si lon(A) < lon(B)
si A, B,C € Pg(R)

(i) A=B+C silon(A) > lon(B)

Ao, B=C<% { . ,
ou (it) B=A+ (—=C) silon(A) <lon(B)

Nous rappelons que lon(A) = as — a1 est appelée longueur de U'intervalle A.
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Définition 4.6. ( La différence de Hukuhara généralisée ) est définie par :

Soient A, B € Rz deux nombre flous, s’il existe un nombre flou C' tel que :

() A=B+C

M%B:C®{mMMB:A+h@

Proposition 4.1. [70, 71] Soient A, B € Rr. Si A&, B existe, alors :
(i) Aoy A={0},
(i) (A+B)e,B=A ; Ac,(A-B)=05,
(iii) Si A&, B existe, alors (—B) 6, (—A) existe et

{0} Oy (A Oy B) = (_B) Oy (_A)7

(iv) Ae, B=B&, A= C sietseulement si C' = —C ( en particulier C' = {0}) si
et seulement si A = B,
(v) Si Ae, B existe alors A+ (Bo, A) = Aou B— (Bg,; A) = A et les deux

inégalités vérifiées ainsi B ©, A est un ensemble classique.

Remarque 4.5. Pour tous A, B € Rz, on a :

[a1(a), ax(a)] g [br(a), ba(a)]
= [min{a;(a) — bi(a), as(a) — ba(@)}, max{a (@) — by (), az(r) — ba()}]

Remarque 4.6.

1. Soit A = [a1, as] un intervalle
A+ (—A) = a1, a2) + [—ag, —a1] = [a1 — ag,as — a1] #0

2. Siz,y € Ralors on a (z +y) — y = x mais pour le cas de z,y deux nombres flous
(r+y)oy#x
Pour pallier cette lacune (1) et (2), la différence de Hukuhara et la différence de Hukuhara

généralisée ont été établies respectivement.

Ceci d’apres le résultat cité dans les références suivantes ([69, 70, 71]).

Nous énoncons le résultat de la différence qui sera utile pour la suite.

Lemme 4.1. Soient A, B et C' € Rz, si b.c > 0 Vb € B et Vc € C alors nous avons
A(Be(C)=ABc AC

Démonstration :
Soit D =C + B, si b.c > 0Vb € B et Vc € C alors nous avons :

AD=A(B+C)=AB+AC=AD6AB=AC, (1.2)
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nous savons que (C'+ B)© B = C alors A.((C+ B)o B) = A.C.
Par conséquent,
A(De B)=A.C. (1.3)

D’apres (1.3) et (1.2) nous obtenons

A(DeB)=ADe AB.

4.2.4 Division des nombres flous

Dans le paragraphe suivant nous allons définir la division entre deux nombres flous,

qui va nous permettre d’établir un nombre flou [21].

Définition 4.7. la division de u,v € Rz, est le nombre flou w s’il existe, tel que :

(1) [u]* = [v]*[w]”

ou (i) [0l = [ul*([u]®) ! (14)

ot ([w]*)™" = [1/wa(a), 1/wi(a)]

La définition 4.7 montre que w est réellement un nombre flou, ot les multiplications
entre les intervalles sont effectuées dans ’arithmétique d’intervalle usuel.
La division + est bien définie si la a-coupe [w]® est telle que : w € Ry (wi(«) est
croissante et ws(ar) décroissante, w (1) < wy(1)).

Il est clair que, si u +v € Rx existe, elle a les propriétés d’intervalle [70].

Proposition 4.2. [70] Soient u,v € Rz (ici 1 est équivalent a {1}), nous avons :
1. si0 ¢ [u]* Vo, alors u +u = 1,
2. si 0 & [v]* Vo, alors uv + v = u,
3.810& [v]*Va,alors 1 zv=v"tet 1l vt =0,
4. si v+ u existe alors u(v +u) = v ou u(v = u)~' = u et les deux égalités sont

satisfaites si et seulement si v =+ u.

Il est facile de voir que si w = u + v existe selon (i) alors z = u © v existe et w = z
voir [17], mais l'existence de v + u selon (i) n’est pas autorisée pour u @ v.

En général, il est possible que la division de deux nombres flous n’existe pas.

Exemple 4.3. Soient v = (1,1.5,5) et v = (—4, -2, —1) deux nombres flous triangu-

laires, ou les a-coupes sont données par : V « € [0, 1]

[1 +0.50,5 — 3.5a], [—4 +20, -1 —al,
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nous divisons u par v , nous obtenons :
[1+0.50¢,5—3.5a} - [—4+2a, 1 —a} - [(5—3.5a)/(—4+2a), (1+0.50)/(~1—a)],

nous avons le résultat d’existence de la division, mais les intervalles résultent ne sont pas

une a-coupe d’un nombre flou.

Comme on a signalé dans 'exemple 3.2, la division en général n’existe pas. Pour
résoudre ce probleme, une nouvelle division a été proposée dans ([70]), dont 'existence

est vérifiée.

Dans le paragraphe suivant, nous allons proposer une division de deux nombres flous,
puis, nous donnerons une définition et des résultats qui sont démontrés. Pour plus de

détails le lecteur peut consulter par exemple [70].

Définition 4.8. La division généralisée (G-division ) de u,v € Rz et

0 ¢ [v]* Va € ]0, 1], est donnée par expression

[w+cov)=d | J(W’+[0)7), Vaelo1] (1.5)

B>a
ot la division =+ est avec les B-coupes de [u]’ et [v]°.

Remarque 4.7.

— On note que d’apres [70] la division existe mais les intervalles résultant ne sont pas
une a-coupe d’un nombre flou, alors en appliquant G-division (4.1), nous obtenons
un nombre flou.

— w = u +qg v est considérée comme une généralisation de la division des nombres
flous, avec 0 & [v]* et Vo € [0, 1].

Proposition 4.3. La G-division (4.1) est donnée par ’expression suivante :

[u+gv]* = [in mm{”‘“(ﬁ) w(8) ua(B) U2(ﬁ)}7

{Ul(ﬁ) ui(B) uz(B) ug
pa vi(B)" va(B)” v1(B) va(B)

(
vi(B) " va(B) " vi(B)’ vi

sup max
B>a

Démonstration :

Soit « € [0, 1]. Nous observons que pour toute 8 > «, 0 € [0, v9] nous avons

[u]f3+[v]/3 _ [mm{m(ﬁ) ui(B) ua(f) U2(5)} max{ul(ﬁ) ui () ua(f) U2(ﬁ)}}
v1(B) va(B) " v1(B) va(B) ) vi(B) " v2(B8) " vi(B) " v2(B)
e fur(A) wi(A) ua(A) ua(R) ur(A) wi(A) ua(A) uz(A)
& [iij% mm{ BN va(N) (N () } b max{ BN va(N) (N () H
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Il en résulte que :

. e qu(B) w(B) u(B) ux(B)
Cl};i<“4ﬁ‘f[vyﬂ C it min{ X 8 o) )
ur(B) ui(B) ua(B) ua(B)
Zgla)max{ U1(5)’ Uz(ﬁ U1(5>7 U2(5 }]
Soit

. fui(B) wi(B) ua(B) ua(pB)
cl ([u]ﬁ - [U]’B) =cl min , , , ,
U U {23 7}

'Lbl(

Pour tout n > 1, il existe a,, € {:igg))’ Z;Egg, ﬂg;, Z;Eg; |8 > a} telle que :

o qu(B) ui(B) ua(B) ua(p) 1
inf min{ 0(B) 12(B) v1(B)” va(B) p> o=
Aussi, il existe b, € {Ziég;, Z;((g)), Zfég;, Zj((g)) |5 > a} telle que :
w(B) w(B) us(B) uz(B) 1
e max{mw)’ v (B) 1 (B) va(B) } <bhty

nous avons alors

[an; ba) € el | ([ + [v]),¥n > 1

B>a

et nous obtenons :

(lim a,, lim b,) C | [an, ba) C e | ([u)” + [v]°).

n—o0 n—oo

n>1 B>a
Finalement
e cur(B) ui(B) ua(B) ua(B) I ) ui(B) us(B) ua(B)
B @) () o G @) w3 )
C el () + [v)?)
B>a

En conclusion :

- . cui(B) wi(B) ua(B) ua(B) —
i) ) w(B) w(d) e B) w) v
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]

Il reste a montrer les notations u +g v et v+ u, qui sont obtenues par la proposition

suivante :

Proposition 4.4. Soient u,v € Rx deux nombres flous, les deux G-divisions u +¢g v et
v +¢ u existent et pour toute a € [0, 1] nous avons u +¢ v = (v +¢gu)~* avec 0 & [v)”,
0 ¢ [u]” et

ou

et les ensembles

b= (i} oo (g afu{iGioza 0

Démonstration :

Considérons « € [0, 1]. D’apres la proposition (4.1), nous savons que :

{m(ﬁ) ui(B) us(P) U?(@},

[u+gv]* = [inf min

Ba v1(B)" va(B) v1(B) v2(B)
( Ul(ﬂ) U2(ﬂ) Uz(ﬁ)
2’1215 max{ Ul(/B)’ 02(5)7 01(5)7 Uz(ﬁ }]

Nous pouvons alors écrire :
[u ¢ v]* C [inf(Dy), sup(Dy)] = [di(e), da(e)].

D’une part, nous avons, pour tout n > 1 et d’apres la définition de d;(«a) et da(a), il

existe a,, b, € D, telles que :

1 1
di(a) San<d1(a)+ﬁ, dz(oz)—ﬁ < b, < dy(),

nous obtenons :

lima, = d;(«a), lim b, = ds(«),

D’autre part, [a,,b,] C cl U ([u]® = [v]?),¥n > 1 et alors

B>a
U lanba] € et | (W)’ + [0]%)
n>1 B>«
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Il en résulte que :

[di(@), do()] = [lim @, lim b, | [an. 0] S e | ([u

n>1 B>a
]

Remarque 4.8. Nous observons qu’il y a d’autres expressions pour la G-division telle

que :
. a . . U1(5) Ul( ) U2( ) UQ( )
e )" = [mm{égﬁ(vl(m 525@2( 3)” >£<U1( 3) ﬁ>a(v2( ))}
uy () uy () uz () uz(3)
ma{ () Sy SR Gy e a3

Nous devrons montrer que la G-division est bien définie.

Proposition 4.5. [70] Soient deux nombres flous u,v € Rz, 0 ¢ [v1(0),v2(0)] la G-

division u <+ v existe et ¢’est un nombre flou.

Démonstration :
Nous considérons la quantité floue u +¢ v puis en fonction du résultat précédent, si I'on
note

wy = (u+gv); et wy=(u+gv)y avec 0¢[v]*, Vae|0,1]

nous avons :

wy (@) = égz min

{Ul(ﬁ) uy () uz(B) U?(@)}
vi(B) " va(B)” v1(B) va(B)

< wéa) = sup max
B>a

{m(ﬁ) ui () ua(B) U2(5>}
vi(B) " va(B)” v1(B) va(B) )

évidemment wy, wy sont bornées et ( décroissant, croissant ) respectivement.

Aussi wq,wy sont continues a gauche sur (0, 1], puisque % % %2 Y2 gont continues a
v1? v2? v v2

gauche sur (0, 1], ils sont continues a droite a 0 puisque les fonctions % %L %2 %2 gopf
b vi’v2? v’ v2

continues a 0 [
Proposition 4.6. Soient u,v € Rx (ici 1 est équivalent {1}). nous avons
lLLu+gv =u=+wv, 80 ¢ [v]* Va € [0,1] quand 'expressions ( en particulier )
u+gu=1si0¢[ul*Va
(uv) +¢ v = u,
1

. _ -1 . -1 _
l-gv=v"etl+gv =,

si0¢&[ul*et 0 [v]* Vae[0,1]alors 1 +¢ (v+gu) =u-+gv

AN A

VEgU=1u-+gv=wsiet seulement si w = w™!, de plus, w = 1 si et seulement si

u="v.
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Démonstration :
La preuve de (1) et (3) sont évidentes . Il reste alors a prouver (2) nous pouvons utiliser

(1), en effet, dans ce cas uv + u existe et nous avons
UV G U= UV U = U,
En effet pour (4) d’apres (1.7) pour tout « € [0, 1] nous avons :

[1 +¢ (v +¢ u)}a = [1,1] =¢ [di(a), d2()]
) 1 1 1 1
= [mm{m, m}, max{m, m}}

[1/max{ u(@) Ul(a%, vg(a))’ UQECY; }, 1/ min{

uy (@) ug (v

_ [min{ul(a) ul(a)) ug(a; uQ(a;}maX{ul(a; U1§a> uQEa) Us a)H

vi(a) va(a

= [u+gv]”.

Pour prouver (5) en appliquant (1.7) pour tout a € [0, 1] nous avons [w]* = [v +¢ u|* =

[di(), da(a)] et [w]® = [u+gv]* = [ 1 ) )] tel que w = w™! inversement, on a
équivalent & dy(a) = do(a) Vo € [0,1]

1 c-a-d, ug(a) = v1(@) et ug(a) = va(v)
pour tout a € [0, 1]. O

@
w=w"! d’apres (1) et le fait que w = w™! =
@) _
)

cela est vrai si et seulement si 1Ea)) 1et “2g

Ce résultat est devenu un outil tres efficace pour montrer 'existence de la solution
pour I'équation différentielle hybride floue, nous renvoyons le lecteur par exemple a [21,

54].
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Chapitre 2

Etude de I’équation différentielle

d’Euler a parametres flous

L’objectif de ce chapitre est de présenter une synthese sur des techniques afin de
résoudre I'équation différentielle d’Euler a parametres flous. Pour ce faire, nous présentons
dans un premier temps quelques propriétés de l'espace métrique des nombres flous
[32, 33, 67]. Puis la définition de la continuité des fonctions a valeur flous [12]. Ensuite la
différentiabilité floue [52, 67], nous utilisons alors la différentiabilité généralisée [13, 14],
pour écrire les (n, m)-systems du probléeme. Dans un deuxiéme temps, nous passons a
I’équation différentielle d’Euler flou a savoir la nouvelle forme de cette équation. Dans
cette phase, nous formulons puis nous résolvons des (n, m)-systemes du probleme a partir
des définitions et des lemmes qui permettent de tenir compte de donner et de montrer
'existence des (n, m)-solutions du probléme. Nous donnons des théorémes pour montrer
que (n,m)-solutions sont des solutions du (n,m)-systéms. Nous proposons ensuite un

exemple. Ce résultat a fait 'objet d’un article accepté [23].

1 Espace métrique des nombres flous

Soit Pk (R) I'ensemble de tous les sous ensembles non vides convexes compacts de R
et A € Px(R). La distance entre I'ensemble A et un point = de R est définie par :
“(z,A) = inf |z —
pr(z, A) = inf [z —qf

Soient A et B deux éléments de Pk (R). les séparations de Hausdorff de B a A et de A

a B sont définies respectivement :

p(B,A) = supp“(b,A)

beB

p(A,B) = supp*(a,B)

a€A
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notons que p n’est pas une métrique en fait : p(4,B) =0< A C B.
la distance de Hausdorff H dans Pk (R) est définie par :

H(A,B) = max{p(A4,B),p(B,A)} A BE¢€ Pg(R).

Remarque 1.1. Soient A = [ay, as] et B = [by, by] deux intervalles de R.

La distance de Hausdorff est donnée par :
H(A, B) = max{\al — bl’; ‘CLQ — b2|}

Nous allons énoncer la définition de ’espace métrique des nombres flous.

Définition 1.1. L’application D : R x Rr — R

D(A,B) = sup H(Ala], Blo])

a€l0,1]

= sup max{|a1(oz) — bi(a)], Jag(a) — b2(a)|}

a€(0,1]

ou H est appelée distance de Hausdorff dans Pk (R) avec Ala] = [a1(«), as(@)]
et Bla] = [bi(«a), ba(a)].

Proposition 1.1. Soient A, B, C' et E sont des ensembles flous dans Rz
(i) D(A+C,B+C) = D(A,B)
(ii) D(kA,kB) = |k|D(A,B) Yk eR
(ii) D(A+ B,C+ E) < D(A,C)+ D(B, E)
(iv) D(AeB,Cs FE) < D(A,B)+ D(A, E) a condition que A& B et C'© E existent
. © est la différence de Hukuhara (4.4)

(v) (R;, D) est un espace métrique complet

2 Continuité des fonctions a valeurs floues

Définition 2.1. Soit F : [a,b] — Rz une fonction, et soit ¢, un point de [a,b]. On dit
que F est continue au point g si, Ve > 0, 3d(¢) > 0| Vt € [a,b] |t —to| < 0(e) entraine
que D(f(t), f(to)) < ¢

Remarque 2.1. F est continue au point ty et Va € [0, 1] si,

Ve >0, 30(e,) > 0] Vt € [a,b] |t —to] < O(e, )
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entraine que D([F(t)]*, [F(t0)]*) < €, c’est-a-dire
Ve >0, 30(e,) > 0] VE € [a,b] |t —to] < I(e, )

entraine que sup max{|f1(t,a) = Jilto, @), | fo(t, ) — f2(t0,04)|} <e
a€l0,1]

Nombres flous avec les frontieres des ensembles a-coupes conti-

nues

Soit R% I'ensemble des nombres flous tels que les frontieres des ensembles

a-coupes sont continues, est défini par :
RS = {f e Rz| [F]* =[fi(a), fo(a)] avec fi(a) € C[0,1] pour i = 1,2}.

Remarque 2.2.

e On peut avoir une fonction F' € Rz discontinue et les fonctions fi(«), fo(a) sont

continues comme dans l’exemple suivant : Soit F' la fonction caractéristique

F(x):{ 1, si z € a,bl;

0, sinon.

I’ensemble a-coupes associé a cette fonction floue est donné par :
[F]* = [a,b], «€]0,1].

avec fi(a) = a, fo(a) = b sont des constantes pour tout « € [0, 1].

e Soient la fonction F' € Rz continue et les fonctions fi(a) et fo(ar) sont discontinues

comme dans l'exemple suivant : soit F': [0,4] — [0, 1],

M|

g, sixzel0,1);
1
9 €1a2>
Fap=q 2, STl
stz €2,3];
[3,4].

et on a fi(3) =1 alors que lim fi(a) =2.

a—;
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3 Différentiabilité des fonctions a valeur floues

3.1 Différentiabilité de Hukuhara

Soit I = (a,b) un intervalle compact de R.

Définition 3.1. L’application F': I — R £ est dite différentiable au sens de Hukuhara si
les H-différences F(to+h)© F(to) et F(t) © F(to— h) existent et s'il existe ' (ty) € Rz

tel que :
lim F(to+h) o F(to) _ lim F(ty) © F(to — h)
h—07t h h—07+ h

= F'(to) (2.1)
pour tout h > 0 suffisamment petit.

Dans ce cas I’ (to) est appellée la dérivée de Hukuhara de F' au point .

A présent, nous énoncons la définition de la dérivée [39, 63, 68] qui sera utile dans le

chapitre 4.

Définition 3.2. Soit F': [ — Rz, la dérivée de Seikkala de F' est définie par :
[F/(tO)] ¢ = |:f1(t07 Ck), fé<t07 Oé)]

pour tout 0 < v < 1 & condition que F' (to) € Rx.

Remarque 3.1. Si fi(«a) et fo(a) sont continiment différentiables par rapport a ¢, et
uniformément par rapport a «, alors F' est Hukuhara différentiable si et seulement si F'
est Seikkala différentiable.

Les deux définitions coincident, en effet

Fest H-différentiable = [ lim Fto+h) & F(t)
h—0+ h

_ [hm filto+ hyo) = filto, @) - folto £ 0) _fQ(tO,a)]
h—0+ h h—0+ h

pour tout « € [0, 1]. Donc F est Seikkala différentiable.

Réciproquement si F' est Seikkala différentiable alors nous avons :
lon([F]Y) = fo(a) = fila) >0 toel et ae€l0,1]
donc la H-différence F(ty + h) © F(to) et F(ty) © F(ty — h) existent et en considérant

lim F(to + h) © F(to)
h—0t+ h

nous obtenons la différentiabilité au sens de Hukuhara.

Proposition 3.1. Soit ' : I — Rz, une fonction différentiable au sens de Seikkala alors

[F]° admet une longueur croissante.
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Exemple 3.1. Soit F(t) : I — Ry, une fonction des nombres flous triangulaires F'(t) =
(x(t),y(t), z(t)). Supposons que F' est Hukuhara différentiable et x, y, z sont des fonctions

réelles différentiables. On peut écrire la a-coupe de F' sous la forme

FOI* = |2(t) + aly(®) - 2(1)), (1) — a(=() - y(1))|.

Alors

F (0] = |20 +al/ () =o' (1),2' (1) — alz (1) =y )],
Donc F'(t) = (z'(t),y (1), 2 (t)) € Rg.
Alors si F' est Hukuhara différentiable et x, y, z sont des fonctions réelles différentiables,

alors F'(t) = (2'(t),y (), 2 (t)) est un nombre flou triangulaire.

La remarque suivante montre 'inconvénient de la différentiabilité au sens de Huku-

hara.

Remarque 3.2. Soit v € Rr et f : I — R* fonction différentiable en ty € I et soit
F : I — Rz définie par F(tg) = 7.f(to) alors, si f'(to) > 0, alors F est Hukuhara
différentiable et si f'(to) < 0, alors F n’est pas Hukuhara différentiable.

Exemple 3.2.

e Soit F(t) = (—1,0,1)e" = (=€, 0, e") une fonction des nombres flous triangulaires,
alors si I’ est Hukuhara différentiable et la fonction exponentielle différentiable
donc F'(t) = (—¢*,0,€') est un nombre flou triangulaire.

e Soit F(t) = (1,2,3)e™" = (e7",2¢7*,3e~"). Supposons que F est Hukuhara différentiable

—t

alors on a F'(t) = (—e~t, —2e~*, —3e~*) mais F' ¢ Rz, donc n’est pas hukuhara

différentiable.

3.2 Différentiabilité généralisée
3.2.1 Différentiabilité généralisée d’ordre un

Nous avons alors le résultat cité dans les références suivantes [11, 13, 14, 39|, qui

rappelle la définition et quelques propriétés de la différentiabilité généralisée.

Définition 3.3. L’application F': I — Rx est dite (1)-différentiable en t, € I, s'il existe
un élément F'(ty) € Rz tel que pour tout h > 0 assez petit les H-différences
F(to+ h) © F(ty) et F(ty) © F(to — h) existent et on a :

F(ty) & F(to — h) ,

lim DS Fl) _ = F(to) (2.2)

h—0+ h h—0+ h
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F est dite (2)-différentiable en ¢ty € I pour tout h < 0 assez petit les H-différences
F(to+ h) © F(ty) et F(ty) © F(to — h) existent et on a :

i PSPt h) Pty =W S Fltg) _ o 2.3

h—0— h h—0— h

Notons que si F est dite (n)-différentiable en ¢y, nous écrivons les dérivées premieres par
DLF(to), pour n = 1,2

La dérivée premiere est donnée par le théoréme suivant (cf. [27]) comme exemple.

Théoreme 3.1. Une application F': I — Rz est une fonction floue, ou
[F(t)]* = [fi(t, @), f2(t, )] pour tout a € [0, 1].
(i) Si F est (1)-differentiable, alors fi(t, «) et fot, ) sont différentiables et

[DIF(6)]" = [fi(t, @), f3(t, )]

(ii) Si F' est (2)-differentiable, alors fi(t, ) et fa(t, ) sont différentiables et

[DF(6)]" = [f3(t, @), fi(t, )]

Proposition 3.2. Si F(t) = (x(t),y(t), 2(t)) est une fonction a valeur floue triangulaire,
alors

a) Si F est (1)-differentiable ( H-différentiable ), alors ' (t) = (z'(t), 4 (t), 2 (t))

b) Si F est (2)-differentiable, , alors F'(t) = (2'(t),y (t), 2 (t))

3.2.2 Différentiabilité généralisée d’ordre supérieure

Nous allons introduire les définitions des dérivées d’ordre supérieur basées sur la
sélection des types dérivées dans chaque étape de la différenciation.
Par souci de commodité, nous nous concentrons sur le cas de second ordre.

Pour une fonction a valeur floue ( abrégée une fonction floue) F', nous avons deux
possibilités (Definition 3.3) pour obtenir la dérivée de F' at : D F(t) et D3F(t). Ensuite,

pour chacune de ces deux dérivées, nous avons encore deux possibilités :

Di(DiF(t)) Dy(DiF(t))
/! S
DiF(t) et pour DIF(t)

N N
Di(DyF(t)) Dy(DyF(t))

Définition 3.4. Soit F': [ — Rz et n,m = {1,2}. On dit que F est (n, m)-différentiable
aty € I, si DLF existe au voisinage de t, comme une fonction floue et elle est (m)-

différentiable a t;.
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Les dérivées secondes de F' sont désignées par D7 F(to) pour n,m = {1,2}
Nous énongons le résultat de dérivées secondes qui va nous aider pour la suite [58].

Théoréeme 3.2. Soient DiF : I — Ry et DIF : I — Rz des fonctions floues, ot
[F(t)]* = [f1(t, @), f2(t, )] pour tout a € [0, 1].
e Si DiF est (1)-differentiable, alors fi(t,a) et f(t,a) sont différentiables et

(DL F()]" = [f(t ), f3 (t, )]
e Si D] F est (2)-differentiable, alors fi(t,a) et fj(t, ) sont différentiables et
[D%,2F(t)]a - [ él(t7a)7 {/(taa)]
e Si DIF est (1)-differentiable, alors f;(t,a) et f4(t, ) sont différentiables et
(D32 F ()] = [f5(t, ), f{(t, )]
e Si DIF est (2)-differentiable, alors fi(t,a) et fj(t, ) sont différentiables et
(D32 F ()] = [t ), f7(t, )]
Remarque 3.3. Soit f: I — R, v € Rz, on définie F': [ — Rz par
F(t) = vf(t), Vte I, si f est différentiable dans I alors F est différentiable dans /
avec F'(t) = 7.f(t), comme elle est signalée dans la remarque 3.1, 'exemple 3.2 et le
théoreme 3.1. Alors si f(t) - f'(t) > 0 donc F' est (1)-différentiable dans I, nous avons

aussi si f(t) - f'(t) < 0 donc F est (2)-différentiable dans I et si f(¢) - f'(t) = 0 par [13]
nous avons F'(t) = v.f'(t).

Nous pouvons étendre ce résultat de différentiabilité d’ordre supérieure suivant di a
Khastan, Bahrami et Ivaz.[58] :

Théoreme 3.3. Soit f : I — R deux fois dérivable sur I, v € Rx et F': I — Rz définie
par F(t) = vf(t) pour tout t € [

o f(t)- f'(t) >0cet f'(t)- f"(t) > 0 alors F(t) est (1,1)-différentiable et
Di F(t) =~ f"(t)
o f(t)-f'(t) >0et f/(t)- f"(t) <0 alors F(t) est (1,2)-différentiable et

Di,F(t) =~ f'(t)
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o f(t)- f'(t) <O0et f'(t)- f(t) > 0 alors F(t) est (2,1)-différentiable et
D3, F(t) =~ f"(t)
o f(t)-f'(t) <O0et f(t)- f"(t) <0 alors F(t) est (2,2)-différentiable et

Dy F(t) =7+ f(t)

4 Etude de I’équation différentielle d’Euler

a parametres flous

4.1 Introduction

Les équations différentielles floues apparaissent comme une maniere naturelle pour
modéliser la propagation de I'incertitude épistémique dans un environnement dynamique.
Il y a plusieurs interprétations d’une équation différentielle floue.

La premiere historiquement a été basée sur la dérivée au sens de Hukuhara. L’in-
convénient de cette interprétation est que les solutions d’une équation différentielle floue
est toujours a un support de longueur croissante.

Ce fait implique que le futur comportement d’un systeme dynamique flou est de
plus en plus incertain a temps. Ce phénomene ne permet pas l'existence de solutions
périodiques ou des phénomenes asymptotiques.

Voila pourquoi les différentes idées et les méthodes pour résoudre des équations
différentielles floues ont été développées. L'un d’eux résout les équations différentielles
a l'aide de Zadeh principe d’extension (Buckley-Feuring [19]). Tandis qu'une autre ap-
proche interprete les équations différentielles a valeurs initiales floues par [58] et les
inclusions différentielles [3, 4, 26, 28, 34, 56].

Ces derniéeres et les équations différentielles floues sont deux matieres qui sont tres
intéressantes [31, 59].

Puisque, 'équation différentielle d’Euler peut ramenée par changement de variable a
une equation différentielle linéaire, nous travaillons avec les interprétations basées sur le
principe de la différentiabilité généralisée d’ordre deux, nous interprétons le n'*™® ordre
de I'équation différentielle d’Euler floue en utilisant ce concept et nous introduisons une

nouvelle définitions de solution de I’équation différentielle d’Euler a parametres flous.
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4.2 Etude du probleme

Dans toute la suite de cette partie, I intervalle peut étre (0,a) pour certains a > 0
ou I = (0,00) . Nous basons sur les résultats abstraits du paragraphe précédent, nous

allons étudier le probleme de I’équation différentielle d’Euler a parametres flous :

a- 2%y (z) +b- 2y (x) +c-y(x) = F(x)
y(xg) =d (2.4)
y'(wo) =€

ou a,b,c,d,e sont des nombres flous et F(x) est une fonction floue continue sur un

intervalle I, et leurs a-coupes sont les suivantes :

[a]* = [a1(a), as(a)],  [0]" = [bi(a), ba(@)], [ = [er(a), ca(@)],  [d]* = [di(a), da(e)],
[e]a = [€1<a>7 62(a>]7 [y(fﬂa = [yl(mua)qu(Ivaﬂv [F(x)]a = [fl(m,a), f2(xva)]
La stratégie de résoudre (2.4) est basée sur le changement de variables ¢ = In(z) et

y(x) = z(t) dans 'équation différentielle d'Euler floue (2.4), la déclaration de 1’équation

différentielle linéaire du deuxieme ordre a parametres flous.

B-2() +y -2 () + - 2(t) = F()
z(tg) =d (2.5)
2 (tg) =€

ou fB,vetn e Rg.
Et sur le choix du type dérivée de I'équation différentielle floue. Nous commengons
d’énoncer quelques résultats qui seront utiles afin de résoudre I’équation (2.4). Nous

énoncons tout d’abord les lemmes et leurs démonstrations qui seront utiles dans la suite.

Lemme 4.1.
Soit la fonction y : I — Rz, pour t = In(x) et z(t) = y(x) ou [y(z)]* = [y1(z, ), y2(x, )]
et [z(1)]* = [z1(t, @), z2(t, )]

(i) Siy est (1)-différentiable, alors z est (1)-différentiable et

[Drz(t)]" = [£1(t, @), 25(t, 0)] = [zy (2, o), 2y3 (@, )] = [w D1y ()]

(i1) Siy est (2)-différentiable, alors z est (2)-différentiable et

[D32(1)]" = [25(t, ), 21(t, )] = [wys (@, @), 2y (2, @)] = [2Dyy(2)]°
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Démonstration :
Nous présentons les détails pour le cas (i), 'autre cas est analogue.

Si h >0 et a € [0,1], nous avons :

[z(t+h)©2(t)]* = [a(t+h,a) =zt @), 2t + h, o) — 2(t, a)]
= [yl <€(t+h)? Oé) - yl(e(t)7 a)a y2(e(t+h)> Oé) - y2(€(t)7 O‘)}

et en multipliant par ,—11, nous avons :

Bt +h) o 2B [yl(e(t—i-h),a) —y1(e®,a) ya(e®™ ) — yo(e®, a)
h N h ’ h
(e a) — (e ) o a) — ya(e™, a)
_ —i0,0) ple0) - plea)
(e, a) —yi(e®, a)ult) ya(e"™, ) —ya(e, @) u(?)
u(t) h u(t) h)

o u(t) = eltth) — e® et }llin(l) u(t) =0
—
De la méme facon, nous obtenons :

[2(t) © 2(t — h)]* [yl(e(t), a) =y (e a) yo(el?, o) — yo(elM), a)}
h h ’ h
[yl(e(t)7 a) =y (e" M a) ya(e®, o) — y(el
h ’ h
— [yl(e(t)v a) = (M @) u(t) ya(e,a) — g, @) U(t)]
u(t) h’ u(t)

t—h)

704)}

ott u(t) = e — e et limy,_,ou(t) = 0

nous passons a la limite, nous avons :

(D))" = [#(t @), %(t o)

= [eni(w, ), zyy(x, )]

= [#Djy(x)]*

]

Lemme 4.2. Soient f(z) = e® et g : R — Rz une fonction différentiable (g est
différentiable comme dans la définition (2.3) pour (i) ou (i7)).
(i) Si g est (1)-différentiable, alors f.g est (1)-différentiable et
(f.9)(z) = f'(x) - g(x) + f(x) - ¢ ()
(ii) Si g est (2)-différentiable, alors f.g est différentiable et
(f.9)(x) = f(x) - ¢'(x) © (= ['(2)) - 9(2)
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Démonstration :
Nous présentons les détails pour le cas (i7), 'autre cas est analogue.
g est (2)-différentiable par aport a z, la H-différence g(z) © g(x + h) existe pour h > 0

suffisamment petit c’est-a-dire, il existe u(z, h) € Rz, telle que :

g(x) = g(x + ) +ulz,h) et @ = 1@ . p 1 oh)
ou

u(z,h) =g(x)©glx+h) et e@-h+4o(h) =t — @

pour h > 0 suffisamment petit, alors nous avons :

e® . g(x) + (6(”3) - h + o(h)) cg(x) = e L gle + h) + & L w(z, h)

Si la H-difference €@ . g(z + h) © e - g(x) existe, entraine que la H-différence (e(x)-
h+o(h)) - g(z) © e(z + h) - u(z, h). existe et

@t gz + h) © e . g(z) = (e(x) - h + o(h)) - g(x) © e . u(x, h).

en multipliant par + et nous passons au limite avec h > 0, voir (Lemma 2 [36]) nous

obtenons :

(a-+h) | (@) . @ .+ ofh
i & gz +h)oe® - g(x) _ lim (e +o(h)) - g(x) © Tim @+ u(z, h)

h—0 h h—0 h h—0 h
= @ .g(x) o () g'(x)

= @ g(2) O (=) - g(x)

Par analogie nous obtenons :

(z) . (x=h) , _
lim € gx)Se g(x —h)
h—0 h

=@ . g(z) © (—e@) - ¢ ()

et la conclusion dans le cas (i) est obtenue.
Si la H-différence e - g(x) © @M . g(z + h) existe et donc la H-différence @+ .
u(z,h) & (e - h+ o(h)) - g(x) existe et nous avons :

(z—h) _ (z) .
lim € g(l’ h) ce g(x) — lim e(achh) . U(l’7 h)

h—0 —h h—0 —h h—0 —h
= (@) & (—e) - gla)

De méme,

— o . 4 _e@)y .
lim — e () & (—e) - g(a)
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D’ou le résultat. O

Remarque 4.1. Nous avons les mémes résultats si nous prenons une fonction différentiable
positive a la place de la fonction exponentielle.

Pour plus de détails dans le cas d'une fonction différentiable positive voir (Théoreme 5
[13]).

Lemme 4.3. Soit DYy : I — Rx ou DYy : I — Ry une fonction floue, ¢ = In(z) et
2(t) = y(x) ou [y(x)]* = [y1(z, @), ya(z, a)] et [2(1)]* = [21(F, @), 22(t, )]

(i) Si DMy est (1)-différentiable, alors z est (1, 1)-différentiable et
[DY12(1)]* = [2"Df yy(2)]* + [wDyy(x)]”
(i) Si DMy est (2)-différentiable, alors z est (1, 2)-différentiable et
[DY,2(t)" = [2* D} yy(2)]* & [(—2) Dyy(x)]”
(iii) Si D"y est (1)-différentiable, alors z est (2,1)-différentiable et
[D312(0)]% = [2"D3 1y (2)]* + [wDyy(x)]"
(iv) Si D{My est (2)-différentiable, alors z est (2, 2)-différentiable et

[D322()]* = [+* D3 py(@)]* © [(—2) Dyy(x)]”

Démonstration :
Nous présentons les détails pour le cas (i), puisque les autres cas sont analogues.
Si h >0 et a € [0,1], nous avons :

D =(t4+m) o D20 = D z1(t+h,a) = DiV2(t,), D za(t-+h, @) = D22, )
= [D{V ey, (e a) — DPeWy, (e®, ),
DWeltrhy, (0 ) — DWe®y, (® )]

En multipliant par %, nous avons :

[D%l)z(t +h)e D§1)2<t)]a [D§1)e(t+h)y1 (e@h) o) — Dgl)e(t)w (e®, )

h h ’
D§1)6(t+h)y2(e(t+h)7 a) . D%l)e(t)y2(e(t)’ a)]
h
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De la méme fagon, nous obtenons :

[DPV2(t) © DV 2(t — )™ [D§1)21 (t,@) = DYzt — h,a) DVx(t,0) = DV s (t — h,a)

h h ’ h }
_ (D, 0) = DY (e, )
h )
D§1)6(t)y2(€(t), a) — Dgl)e(ph)m(e(ph)’ a)]
h

Nous passons au limite en utilisant les lemmes (4.2),(4.1), nous avons :

[DY12(0)]* = [2*Di1y(x)]” + [2Dyy ()]

4.3 Existence de la solution du probleme

Nous donnons les définitions suivantes pour les solutions de (2.4).

Définition 4.1. Soit y : I — Rz, et n,m € {1,2} on dit y est une (n, m)-solution pour
le probleme (2.4) dans I si DyyD3  y existe dans I, et

a.x’D;, y(x) +baDyy(x) + cy(r) = F(x)
y(zo) = d
Dyy(xo) = e

Avant de s’intéresser a I’étude de l'existence de la solution du probleme (2.4), nous
faisons tout d’abord traduire le probléme (2.4) a un systeme de ’équation différentielle
linéaire du deuxieme ordre & parametres flous (2.5), nous utilisons les théoremes (3.1),(3.2),
les lemmes (4.1),(4.2) et lemme (4.1). Cela signifie que pour n,m € {1,2} le probleme
(2.5) admet quatre systemes d’équations différentielles ordinaires possibles, est appelé
(n, m)-systeme, est définie comme suit :

(1,1)-systeme

[a1(e), az(@)] - [21(t, @), 25 (¢, )] © [aa (@), az(a)] - [21(, @), 25 (¢, @)]
+ [ba(@), ba(a)] - [21(t; @), 25 (¢, @)+ [er (@), ea(@)] - [21(F @), 22(F, )] = [fi(E, ), falt, )]

[Zl(tv a)? ZQ(tv Oé)] = [dl (a)7 dQ(Q)]) [Zi (t()? Oé), Zé (tOv a)] = [61 (Oé), 62(a)]‘
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(1,2)-systeme

[a1(a), az(a)] - [25 (¢, @), 2{ (¢, )] + (= [ar(ev), az(@)]) - [21(E, ), 25(E, )]
+ [bl (a)’ bQ(a)] ’ [Zi (tv Oé), Zé(tv a)} + [Cl (Oé), 02(05)] ’ [21 (tv O‘)ﬂ 22(t7 Oz)] = [fl (tv a)a f2<t7 O‘)]

[21(t; @), 22(t, )] = [di(@), do(@)], - [21(to, @), 25(t, @)] = [ea(@), €a(a)].

(2,1)-systeme

[a1(e), az(@)] - [25(E, @), 2 (, )] & [a1 (), az(a)] - [25(t, @), 21 (¢, )]
+[ba(@), ba(a)] - [25(t, @), 21t @)+ [er (@), ca(@)] - [21(E @), 22(8, )] = [fi(E, @), falt, )]

[21 (t> O‘)’ ZQ(t> O‘)] = [dl (O‘)’ d2(a>]> [Zé(tﬂv a)> Zi (tO’ Oz)] = [61 (a)> 62(04)].

(2,2)-systeme

[a1(), az(@)] - [21(F, @), 25 (¢, )] + (=01 (@), az(a)]) - [25(¢, @), 21 (¢, )]
+[b1(a), ba(@)] - [25(t, ), 21 (F, Q)] + [ea (@), ca(@)] - [a (1, @), 22(t, @)] = [f1(E, @), falt, )]

[Zl(t7 a)7 ZQ(t> a)] = [dl (a)a dQ(a)]7 [Zé(t(% O./), Zi (tOv Oz)] = [61 (O./), GQ(Q)]'

Nous donnons les démontrons des deux théoremes d’existence de la (n, m)-solution
du probleme (2.4)

Théoréme 4.1. Soient n,m € {1,2} et y = [y1,y2] est une (n,m)-solution pour le

probleme (2.4) dans I, alors y; et y, résolvent le (n, m)-systémes correspendant.

Démonstration :

Supposons ¥y est (n, m)-solution du probléme (2.4), d’apres la définition (4.1), alors D}y
et D}y existent et vérifient le probleme (2.4). d’apres les théoremes (3.1),(3.2) et nous
remplagons y;, Y2 et leurs dérivées dans (2.4), nous obtenons (n, m)-systéme correspon-

dant au (n, m)-solution. O

Théoréme 4.2. Soient n,m € {1,2}, fi(t,a) et fo(t, ) résolvent le (n, m)-systéme dans
I.Si [fi(t, @), f2(t, )] est une a-coupe de F' dans I et DJF, D} F existent, alors F' est

une (n, m)-solution du probleme (2.4).

Démonstration :
Puisque

[F(t>]a = [fl(t7 04)7 f2(t7 Oé)]

est une fonction floue (n,m)-différentiable, a 1’aide des théoremes (3.1) et (3.2) nous
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pouvons calculer D) et D2 = et d’apres

filt.a), fat,e),  fi(ta), fi(ta).

Puisque fi(t, ) et fa(t, «) résolvent (n, m)-systéme, d’apres la définition (4.1), alors F'

est une (n, m)-solution pour (2.4). O

Les théoremes (4.2),(4.1) illustrent la méthode de résoudre le probleme (2.4). Nous
choisissons d’abord le type de solution et nous traduisons le probleme (2.4) au probleme
(2.5) et le probleme (2.5) au systeme d’équations différentielles ordinaires. Ensuite, nous
résolvons le systeme d’équations différentielles ordinaires obtenu. Apres, nous trouvons
un tel domaine dans lequel la solution et ses dérivés ont des a-coupes validées et nous
utilisons le théoreme [55] avec lequel nous pouvons construire la solution du probléme
initial & valeur floue (2.5), finalement nous avons changé ¢ = In(z) alors nous pouvons

obtenir la solution de I'équation différentielle floue Euler (2.4).

Remarque 4.2. Nous voyons que la solution de I’équation différentielle d’Euler floue
(2.4) dépend de la sélection de dérivés. Il est clair que dans cette nouvelle procédure,
I'unicité de la solution est perdue, la situation attendue dans le contexte flou. Pour-
tant, nous pouvons considérer l'existence des quatre solutions comme illustration dans

I’exemple suivant :

4.4 Exemple d’application

Exemple 4.1. Prenons le probleme de I’équation différentiel d’Euler floue suivante :

a -2y (x)+b -2y (z) =0
y(l)=d (2.6)
y(1)=e

ou 0 = d = e sont des nombres flous triangulaires ayant a-coupe [« — 1,1 — a/.

a = b sont des nombres flous triangulaires ayant a-coupe [a + 1,3 — @] .

Si z est (1, 1)-solution pour le probleme (2.7), alors y est (1, 1)-solution pour le probleme
(2.6), d’ou :

[a +1,3 - a] ’ [zil(tv Oé), Zg(t’ Oé)] © [a +1,3 - Ot] ’ [Zi(t, a)? Zé(t7 a)]

+la+1,3—qa] - [21(t,a), 2t )] = [a—1,1 —q]

(2.7)
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et qui satisfont (1,1)-systéme associé avec (2.4). D’autre part, I’équation différentielle
ordinaire correspondante au (1, 1)-systéme n’a que la solution suivante :

n(r 2
yi(w, @) = (0 — 1)(§22s + In(z) + 1)

(2.8)

yo(z, ) = (1 — a)(g??ff)cz) +1In(z) + 1)

Nous voyons que [y(z)]* = [y1(z, @), y2(z, a)] sont des a-coupes validées pour tout = > 1.
Et nous devons assurer que lon(z§ — z{) > lon(zy — z1) pour x € [1,e] avec y(z) a un
ensemble de niveau « pour tout = € [1, e, dans le théoreme (3.3), nous pouvons voir y

est une (1, 1)-solution pour [1, €] (1,2)-systéeme

[a +1,3 - a] ’ [Zg(t, Oé), Zil(t’ Oé)] + (_[O‘ +1,3 - Oé]) ) [Zi(tv Oé), Zé(t7 Oé)]
+la+1,3—a] - [21(t,a), 2t o) = [a—1,1 —q]

[21(0), 23(0)] = [ — 1,1 — q] '
Pour (1, 2)-solution, nous obtenons les solutions suivantes pour (1, 2)-systeme :
(e, @) = (0= 1) | ok + £ (5 n(a))|
(2.10)

pole, @) = (1— )| 5228 4 (60200 ()|

nous voyons que y(x) a un ensemble de niveau « validée et est (1,1)-différentiable pour
(x > 1). Comme le (1,2)-systeme n’a que la solution ci-dessus, alors (1,2)-solution
n’existe pas ( d’apres le théoreme (3.3)).

(2, 1)-systeme

[a +1,3 - a] ’ [Z;/(ta a)? Zil(t’ a)] © [a +1,3 - a] ’ [Zé(tv a)v Zi(tv a)]
+la+1,3—a] - [21(t,a), 2t o) = [a—1,1 —q]

{ [21(0), 22(0)] = [« = 1,1 — o (2.11)

La solution est :

yi(2,a) = (o — 1)(F20 _ () 4 1)

(2.12)

ya(,0) = (1= a)(5EE- —In(z) + 1)

avec y(x) a un ensemble de niveaux o validée pour z € [1,eV371).

Nous pouvons voir () est (2,1)-solution sur [1,e"31]
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Enfin,(2,2)-systeme

o+ 1,3 —a]- [/t a), 2t )] + (—[a+ 1,3 —a]) - [2(t, ), 2 (¢, )]
+la+1,3—qa] [zt a),z1(t, @) = [a—1,1 —q]

le (2-2)-systeme donne

(e, 0) = (o= 1) 525 — 5555 exp(252 ()]
(2.13)

wo(z.0) = (1 )% — 755 ep2(52) In(a))|

Si (2.13) ne peut pas étre une solution floue pour (2.6), alors (2,2)-solution n’existe
pas .
Alors nous avons un exemple de I’équation différentielle d’Euler floue avec quatre solu-

tions différentes.

40



Chapitre 3
Méthode d’itération variationnelle

Historiquement, la méthode d’itération variationnelle a été introduite dans I’année
1997 par Ji-Huan He, cette méthode a été employée afin de résoudre une grande variété
de problémes linéaires et non linéaires avec des approximations convergentes rapidement
vers des solutions. Dans ce chapitre, on rappelle les résultats classiques concernant la

méthode d’itération variationnelle, qui sera utile dans le chapitre quatre.

1 Introduction

Les méthodes variationnelles sont des outils forts dans la résolution des problémes non
linéaires et apparaissent dans plusieurs disciplines ou les méthodes classiques échouent. 11
y a beaucoup de techniques, telles que les méthodes de perturbation, pour résoudre des
équations aux dérivées partielles linéaires et non linéaires. Une attention particuliere
devrait étre accordée par la méthode de décomposition [5] et la méthode d’analyse
d’homotopique de Liao [45, 50, 60], avec ces méthodes, la plupart des équations aux
dérivées partielles peuvent étre résolues avec succes environ sans linéarisation ou faible
linéarisation ou des petites perturbations. Cependant, I’approximation obtenue par la
méthode décomposition ne peut pas toujours satisfaire I’ensemble de ses conditions aux

limites, ce qui conduit a I'erreur prés limitée.

Il est évident que le rapprochement ne satisfait pas ses conditions aux limites. En 1995,
Liu [61] propose une méthode modifiée d’Adomian appelée méthode de décomposition
résiduelle pondérée, avec cette méthode, il a obtenu avec des rapprochements qui satis-
font toutes ses conditions aux limites, elle est donc la plus approprie que la méthode
d’Adomian. En 1978, Inokuti. [53] a proposé la méthode de multiplicateur de Lagrange
général pour résoudre les équations non linéaires, qui a été d’abord appliquée principa-
lement a la mécanique quantique. Dans cette méthode, la solution est plus précise, en
fonction de son proces-fonction, elle peut-étre obtenue pour certains points particuliers.
Elle ne donne pas des solutions analytiques approximatives. La méthode sera modifiée

dans la méthode d’itération.
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La méthode d’itération variationnelle est une généralisation de la méthode de La-
grange générale proposée dans [53], & la fin du procédé, 'approximation est extrémement

bien précise a un moment spécial qui peut étre obtenue mais pas une solution analytique.

Multiplicateur de Lagrange général

Supposons que nous essayons de trouver la racine xy de ’équation algébrique

f(z) =0, (3.1)

avec f(x) est une fonction d’une variable réelle x, continue et dérivable au voisinage de

2. Nous écrivons une estimation par I’expression suivante :

Tpi1 = Tp — Af(xy) (3.2)

et en supposant que nous connaissons une racine approximative x, 1, différente de
x, par une petite quantité c’est a dire z,.; = z, + 0x,, alors f(z,) # 0 et —Af(x,)
représente une correction a x,,.
Nous voulons choisir A de telle sorte que cette correction est optimale.

En effet : nous insérons z; = z¢ + dx dans (3.2), nous obtenons

Ty = xo+0xr — Af(xo+ ox)
= 20+ 01 — A[f(w0) + 0z f (0)] + O(62?)
= o+ [1 = Noxf (x0)]6z 4+ O(62?)

le choix A = [f (20)]~"! est optimale, dans le sens qu’elle rend z; différent de x, par
O(6x?), X optimale est malheureusement difficile & calculer parce qu’elle implique une
racine exacte de xg, mais ceci ce n’est pas un probleme. la quantité A est le multiplica-
teur de f(z) qui est une petite quantité de O(dz?2), donc nous avons besoin seulement
d’une approximations de ), alors nous pouvons remplacer A dans (3.2) par [f ()]~
sans provoquer une erreur qui ne dépasse pas O(dz2), par conséquent, nous arrivons a

I'estimation variationnelle

’

Tpir = Tp — [f (In)]_lf(xn)

Ce résultat est la méthode de Newton figure3.1, mais elle est instructive a interpréter le

sens de A\ a plusieurs facons.
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FIGURE 3.1 — La méthode de Newton.

Exemple 1.1. Supposons que nous essayons de calculer y;(x), c’est a dire la valeur de

y +y* =0,
y(0) =1.

la solution exacte yo(x) = H% et yo(1) = %, prétendre que nous ne connaissons pas cette

la fonction y(x) définie par :

solution exacte, nous écrivons I’estimation variationnelle

Yn1(%) = Ya(2) = Auly (@) + 93 (2)] (3:3)

pour n = 1 nous obtenons

) =w0(e) = [ 2@ o) + 8

nous insérons la fonction d’essai y; (z) = yo(x) + 0y(z) avec y(0) = 1 pour que dy(0) = 0,
alors nous avons

!

yi(r) = 3/0(35)+5y($)—/0 A(x) [@(m)} dx
- 2/0 Mz)y(z)oy(x)dz + 0(5y?).

Nous appliquons 'intégration par parties nous obtenons

1

@) = @)+ [[1-A@)]yE)]

b [ Y@ - o] + o)
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Ainsi, nous voyons 'optimale \(x) est donnée a condition que :

N (z) = 2y(2)A(x) =0,
1= A@)[amr = 0,

soient réalisées. ou

Az) = exp [2 /11 y(t)dt]

Alors, nous arrivons a ’estimation variationnelle

yi(z) = wolx) — /OIGXP [2 /jy(T)dT} [yé(x) + ya () |dz.

1
= 0= e *) = 0.56

la précision 13.5 est remarquable compte tenu de la crudité de la premiere approximation.

Remarque 1.1. Nous pouvons écrire I’expression suivante :

a) =)~ [ o[z [ vrrar] i) + 2] o (3.4

En principe le processus peut étre poursuivi aussi loin que nous le souhaitons, mais les
intégrales résultantes deviennent rapidement tres lourdes, donc une certaine simplifica-

tion dans le processus d’identification de multiplicateur de Lagrange sera discutée.

Nous reconsidérons la correction fonctionnelle (3.4) comme suit :

mes(e) = (@) + [ A0 + 2 (0] ar (3.5

olt le terme non linéaire y2 est considéré comme une variation ou une variation limitée

non variationnelle [38] c’est a dire dy? = 0.

Par conséquent le multiplicateur de Lagrange peut étre facilement identifié, et la

formule d’itération variationnelle est obtenue sous la forme suivante :

mar(e) =onle) = [ o)+ 20 ar (3.

pour n =1

n@) = w@) = [ i)+ o)]er

= 1—/ 0+ 1dr=1—x
0
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Avec la méme manipulation, la n-ieme approximation sera obtenue et qui convergera vers
la solution exacte lentement, en raison de 'identification approximative du multiplicateur

de Lagrange.

2 Méthode d’itération variationnelle

L’étude de la méthode d’iteration variationnelle nécessite le choix du systeme. Dans
le paragraphe suivant nous allons considérer en général I’équation aux dérivées partielles
(EDP) suivante cf.[20, 47, 48, 49, 51, 73]

Liu+ Lyu+ Lyu+ Nu = f(t,z,y,k) (3.7)

avec Ly, L, et L, sont des opérateurs linéaires de ¢, x et y, respectivement et N est un
opérateur non linéaire, aussi f(t, z,y, k) est le terme non homogene. Selon 'exemple 3.5,
nous pouvons exprimer la fonction de correction suivante pour (3.7) dans les directions

t, x et y, peuvent étre écrites comme suit :

t
Uni1(t, z,y) = un(t,z,y) + / M{Lsu, + (Ly + Ly + N)u, — f(s,z,y, k) }ds
0
unJrl(twr?y) = Un(t,$, y) + / )\Z{Lsun + (Lt + Ly + N)ﬂn - f(ta S, Y, k)}ds
0

Y
un+1(t,x,y) = un(t,x, y) + / /\S{Lsun + (Lt + Lac + N)ﬂn - f(ta z,Ss, ]{Z)}dS
0

avec \;, 1 < ¢ < 3 sont des multiplicateurs de Lagrange generals, qui peuvent étre
identifiés de fagon optimale via la théorie variationnelle (comme l’exemple 3.5) et w,, est
une variation limitée qui signifie dw,, = 0.

Il est nécessaire d’abord de déterminer les multiplicateurs de Lagrange A; qui seront
identifiés de maniere optimale grace a l'intégration par partie.

Les approximations u,1, n > 0, de la solution u(t, z,y) suivront immédiatement apres
toute aide sélective de la fonction ug. Les valeurs initiales u(0, z,y) et u(0,x,y) sont
utilisés généralement pour I'approximation ug, avec les multiplicateurs de Lagrange \;
déterminées, puis plusieurs rapprochements w;(t, x,y), i > 0, peuvent étre déterminés.

Par conséquent, la solution est donnée comme suit :

u(t,z,y) = lim u,(t,2,y)
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Chapitre 4

Equation aux dérivées partielles a

parametres flous

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’étude des solutions floues pour les équations aux
dérivées partielles dépendant des parametres susceptibles d’étre des quantités floues.
Cette partie de mon travail a été réalisée dans le cadre de l'article [18]. Elle a donné lieu
aux publications suivantes [22, 24, 25].

Nous commengons ce chapitre en présentant ’équation aux dérivées partielles (EDP).
Nous considérons en effet que les parametres de I'équation sont flous et nous écrivons
I'équation aux dérivées partielles floues ( EDPF ), en se basant sur le principe d’exten-
sion de Zadeh'! et les définitions de dérivées floues introduite par Seikkala?. Puis afin
d’introduire les concepts a la compréhension de notre exposé, nous faisons dans la sec-
tion (2), une présentation élémentaire de la stratégie de Buckley-Feuring et de Seikkala.
Dans les sections (3),(4), nous étudions 1’équation de la chaleur et I’équation d’onde a

parametres flous.

1 Introduction

Les équations aux dérivées partielles forment une base de tres nombreux modeles
mathématiques des phénomenes physiques, chimiques et biologiques, et plus récemment
leur utilisation est répandue dans 1’économie, prévisions financieres, traitement d’images
et d’autres domaines. La connaissance des systemes dynamiques modélisés par des équations
différentielles est souvent incompléte ou imprécise.

Par exemple, pour les quantités paramétriques, les relations fonctionnelles, ou les condi-
tions initiales, les méthodes bien connues de la résolution des équations aux dérivées
partielles floues ( EDPF ) analytiques ou numériques ne peuvent étre utiliser pour trou-

ver le comportement du systeme sélectionné, par exemple, en fixant des parametres

1. déja citée dans le chapitre 1
2. déja citée dans le chapitre 2
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inconnus a des valeurs plausibles.
De cette facon, il est impossible de caractériser ’ensemble des comportements des systemes
compatibles avec notre connaissance partielle.

Nous considérons 1’équation aux dérivées partielles suivante :

@(Dy, Dy, Dy, p(,7),q(y, B))ult,z,y) = f(t,z,y,k) (4.1)

Pour certains conditions initiales et aux limites. Avec

o [y =[0,M], Iy = [My, M3) et I3 = [My, Ms] sont des intervalles ou
M, (n; = 2,3,4,5) est négative ou positive et M; > 0.

Les fonctions f(t,x,y, k), u(t,z,y), p(z,7) et q(y, 5) seront des fonctions conti-
nues pour (t,z,y) € H?:l ;.

p(x,7) et q(y, 8) a un nombre fini de racine pour chaque (z,y) € I, X I3.

k= (ki,...kn), v = (71,-,7s) et B = (b1, ..., 5) sont des vecteurs ayant des
constantes k; € Jj, ¢; € l;, v, € H. CR et 5 € D;.

Vopérateur ¢(Dy, D, Dy, p, q) est un polynome a coefficients p et ¢ dans D, et D,

ou Dy, D,, D, représentent les dérivées partielles par rapport a ¢, z,y .

Remarque 1.1.

1. On ne donne pas une structure explicite sur les conditions aux limites, mais on

peut dire qu’elles dépendent des constantes cq,...,c,, avec ¢; € L;, 1 <i<m.

2. On suppose que le probléeme (4.2) avec certaines conditions aux limites possede

une solution u(t, z,y,, 8, k,¢)

Nous allons maintenant introduire des parametres flous. Nous supposons que les constantes
k;, ci, v et B; sont imprécises dans leurs valeurs.

Nous allons modéliser cette incertitude en substituant des nombres flous triangulaires
pour k;, ¢;, Y, et 5. Sinous procédons a une fuzzification (4.2), on obtient alors I’équation
aux dérivées partielles floue.

En utilisant le principe d’extension que nous avons vu dans le chapitre 1, on calcule F', P
et @ a partir de f, p et ¢ respectivement avec F'(t,z,y, K), K = (Kq, ..., K,,) et P(z,7Y),
Y = (VoY) et Qly,B), B = (8.0, pour Kj, 7y, et B, des nombres flous
triangulaires dans J; (0 <j <n), H, (0<r <s)et D, (0 < <e).

La fonction u est remplacée par U avec U : H?:1 I; — Ryr. Par conséquent, la solution
U(t, z,v,7%, 3, K) du systeme des (EDP) sera également floue.
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Le systeme devient :

gp(Dt, D,,D,, P(x, ’7), Q(y, B))U(t, z,y)=F(t,z,y, K) (4.2)

Avec ces fonctions d’appartenances sont :

1 ) ()= sup 1 (v, B, k)
v(.Y.Bx) W,B,k:{zzumya% 58 Y B

I'équation (4.2),

[P (tzyK) (2) = sup px (k)
) or= 1wy k),
| Déquation (4.2),

uP@qQ@)Z {Zpéﬁ% pay (7)

I’équation (4.2),

et

Mo (y,8) () = sup ng(h)
B{,z=QO5%

I’équation (4.2),

Il est souvent supposé dans la modélisation floue que les différents parametres sont

independents.

Définition 1.1. Soient A, B deux nombres flous, on dit qu’ils sont indépendants, si

f1a,5(a,b) = min (ﬂA(a)a ,UB(b))'

Une conséquence importante de I'indépendance dont nous aurons besoin quand
Ky, -+ K, € Rx sont des nombres flous indépendants, les a-coupes de

K =Ky, -, K, sont des hyper-rectangles c’est a dire
Kla] = Ki[a] x -+ x K,[a] pour tout « € [0,1].

Alors dans la suite de notre travail on a :

Klo] = [ [ Kjla], ﬂMZHVMiCWFIFWdﬁ Blo] = [[Bila]. (43)
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En raison de l'indépendance de 7Y, 3 et K nous avons par la définition (1.1)

o (v Buc) (2) = sup min(pimy (), g (), i (k)
v (tan Y Bx) [ = ultnn. 80, RALC
. I'équation (4.2),

Ces fonctions d’appartenances

“U(t,m,y,’yﬂ,x)(z>’ HF(t2,y,5) (%), MP(L,-Y)(Z) et MQ(yﬂ)(Z)

sont tres difficiles a calculer directement. Nous allons utiliser I’approche de la a-coupe,
Notez, que cette derniere ne peut étre appliquée que si les applications sont continues.

Alors nous énongons aussi le résultat suivant (cf. [75])

Théoreme 1.1. Soit F' : V — W une application continue et A € Vz un ensemble
flou a support compact et semi-continue supérieurement. Ensuite, I’extension de Zadeh
F' satisfait

qu’on peut encore simplifier sous la forme :

[F(A)]" = [ag;?a F(a), nax I (a)]

quand W = R.

0
puisque (v, 8, k) — u(t,z,y,v, 5, k) est continue sur [(’7,,3,[()] , ( méme chose
pour p(x,v),q(y,B), f(t,z,y, k) sont continues ), que nous ne prouverons pas ici, mais
simplement supposer.

Nous avons alors

(Ut z,y,7Y, B3, K)]" = min u(t,z,y,7,5,k), max u(t,z,y,7,5,k)
<bfier “bffre

Apres nous allons étudier cette solution pour I’équation de la chaleur et I’équation d’onde

contenant des parametres flous avec différents type.

2 Différentes approches de solution

2.1 Solution de Buckley-Feuring

Pour traiter un probleme flou, on a besoin de suivre la stratégie de Buckley-Feuring

suivante :
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e Soit f:R" - R, ouy = f(x1, -+ ,x,), avec x; et y sont des variables réelles.
Soit X;, 1 <4 < n, un nombre flou triangulaire avec sa fonction d’appartenance
px,(x;), 1 <i<n.

D’apres le principe d’extension, nous obtenons
MY(y) = Sup{ﬂ-(xlv e 7$n)‘f(x17 e 7xn) = y}

avec T(xy, -+, x,) = 1%i<nn{ﬂxi (x)}.

e Encore une autre procédure équivalente pour déterminer Y est la proche de la

a-coupe.
Soit U(a) = [Up]® x [Ug]® x -+ x [Uy,]*. L'extension de f pour 0 < a < 1 est
(cf.[64],p.19)

Aa) = {yl y = f(2),z € U(a)},
avec & = (x1,- -, Ty).

e On définit W un sous-ensemble flou des nombres réels, par sa fonction d’appar-

tenance

pav (y) = sup{a | y € Qa)},
Cette stratégie a été traduite dans le résultat suivant ( cf.[18, 19, 20])

Théoréeme 2.1.

1. W=Y
2. Si f est continue, alors [W]* = Q(a) = [Y]*, V a € [0,1]

2.2 Solution de Seikkala

L’approche de Seikkala pour traiter un probleme flou est de résoudre le probleme

classique et de se baser sur le concept de dérivée ( voir la différentiabilité du Hukuhara

(4.4)).
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Exemple 2.1.

/

w(t) = f(tut), u(0)=wu(e) (4.4)

/

w(t) = f(tu(t), u(0) = wus() (4.5)

pour tout « € (0, 1] et puis étudier la dépendance de « des solutions.

Nous allons obtenir une solution floue v dans le sens suivant :

Théoréme 2.2. Soit 5 € (0, 1], il existe t5 > 0 tel que les équations

U] = [w(t,a)u(t,a)], f<a<l,

U@ = [t p)uwltf)], 0<a<p,

avec u (t, ) et us(t, ) sont les solutions (4.4) et (4.5) respectivement, qui définissent la

partie minimale et maximale d'une application floue U : [0,t5] — Rx.

3 Equations de la chaleur a parametres flous

Nous considérons les équations de la chaleur qui peuvent étre écrites dans les formes
(cf.[2]) suivantes :

— Unidimensionnel :

w(t, ) + p(x, y)ug(t, ) = f(t, z, k) (4.6)

— Bidimensionnel :

wy(t, 2, y) + p(x, V) e (t, 2, y) + q(y, Buyy(t, z,y) = f(t, 2,9, k) (4.7)

ou
U’t(t7 €, y) + Q(y, ﬁ)uzl(t7 z, y) + p(l‘, 7)“3/2/(25’ €, y) - f(ta r,Y, k) (48)

pour certains conditions initiales et aux bords .
Ces conditions initiales et aux bords, dans le cas de deux dimensions peuvent étre sous

la forme :

U(O,Jf,y) = C1, Ou U(O,l',y) = g1($7y702)7 ou U(Mlaxay) = gg(x,y,03,c4),...,

Dans cette partie, la méthode est appliquée pour 1’équation de la chaleur (4.7). pour (4.6)
et (4.8), nous faisons la méme chose. On suppose que le probleme (4.7) avec certaines

conditions aux limites possede une solution

u(t,:L’,y) :g(t>$ay> k?@%ﬂ) (4.9)
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et

((g(t, 2.y, k. e, v, B)), + plx,7) (9(t, 2,9, k,¢,7.8)) , +aly: B)(9(t, 2.y, k. e, v, B)),,

sont continues ou (t,z,y) € H§:1 L, keJ=][[_,J; ce L=][", Li,
yeH=]'_ H et BeD=[[,D).

L’équation de la chaleur floue est :

Ut(ta Jf,y) + P(x77>Umm(t7 l’,y) + Q(yHB)Uyy(t?‘Ta y) = F(tv l’,y, K) (410)

sous réserve de certaines conditions initiales et aux limites. Ces conditions initiales et

aux limites peuvent étre sous la forme :
U(07 T, y) = Cl ou U(07 xz, y) = Gl(‘z'a Y, 02) ou U(Mla xz, y) = G2<x7 Y, 037 04)

G; est la fuzzification g; via le principe d’extension. Alors, nous allons résoudre le

probléme donné en (4.10). Enfin, nous fuzzifions g dans (4.9).

Remarque 3.1. Nous allons voir la solution g de I’'équation aux dérivées partielles, qui
n’est pas définie en termes de séries. C’est pour cette raison, on ne peut pas utiliser les
séries de Fourier pour définir g. Puisque nous devons fuzzifier g. Alors on a besoin de la
solution g afin qu’elle soit simple. Donc on suppose également que les fonctions de Bessel

et de Legendre ne sont pas utilisées pour obtenir g.

3.1 Exemple d’un parametre flou dans I’équation

de chaleur

Nous avons considéré le flux de chaleur a travers une barre rectangulaire [30].

L’équation de la chaleur unidimensionnelle est représentée comme suit :

2

% + KL =0
T(z,0)=0 et T(0,t) =Tp.

ou, la constante Kk = p% signifie la conductivité thermométrique, K représente la conduc-
tivité thermique, p la densité du matériel et C' la chaleur spécifique du matériel du
corps. Du point de précision dans les mesures, les valeurs mesurées de ces parametres
sont imprécises et donc on peut supposer la présence d’incertitude dans K, p et C
séparément. la conductivité thermique est prise seulement comme parametre flou et la
densité et la chaleur spécifique sont déterminées. La température T est mesurée possede
une incertitude qui est prescrite flou gouvernée par la fonction d’appartenance représenté
dans la figure (4.1).
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1
1
Ol
0 - » 0
0.5 1.0 s To 1 2 3 R
la fonction d'appartenance de TO la fonction d'appartenance de A~

FIGURE 4.1 — Fonctions d’appartenance des parametres flous

3.2 Solution de I’équation de la chaleur au sens de Buckley-

Feuring

A présent, nous présenterons un résultat sur la solution au sens de Buckley-Feuring
de 'équation (4.7).
Soit
Z(t,x,y) = G(t,z,y, K,C,7Y,3)

avec Z est calculée en utilisant le principe d’extension, Z est une solution floue.
On définit pour tous ¢, x,y et o € [0, 1],

Z(t,x,y)a] = [zl(t, x,y, o), 29(t, x,y, oz)} ,

F(t,z,y, K)[a] = [Fl(t,:c,y,a),Fg(tx,y, 04)}

et vérifiant (4.10), nous devons calculer P(z,7Y) et Q(y, 3).
les a-coupes de P(z,7Y) et Q(y, 3) peuvent étre trouvées comme suit :
Va € [0, 1]

P(x,7Y)[a] = [Pi(x, ), Py(x, )],

Q(y) /3) [O./] = [Ql(y7 O./), Q2<y7 Oé)} :
Soit W = K[a] x Cla] x 7Y[a] x Bla]. Et par définition
2 (t,z,y,a) = min{g(t,x,y, k,c,v,B) : (k,c,v,pB) € W} (4.11)

22@,x4h60:=InaX{9(@aak,ywzv,6)i(szv,ﬂ)EEWV} (4.12)

V(t,x,y) S H?:l [j et ac [07 1]
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et
Fi(t,z,y,a) = min{f(t,x,y, k): ke K[a]} (4.13)

itz y, o) = max{f(t,x,y, k): ke K[a]} (4.14)
V(t,x,y) € H?:l [j et a € [07 1]

et

Pi(e,0) = min{p(z, 7)1y € Ylol}
(4.15)

Py(e,a) = max{p(z, )]y € Yla]}

Ve el et a€l0,1]
et

Qiy.0) = minfq(y, 8)|5 € Blol},
(4.16)

Qa(y.a) = max{q(y, I8 € Bla]}

Vy € I3 et a € [0, 1].

Dans la suite nous supposons que p(z,v) > 0, q(y, ) > 0 c’est a dire
Pi(z,a) > 0, Q1(y,a) > 0 respectivement et z;(t,z,y,«) pour i = 1,2, a des dérivées
partielles continues si
(2i)t + Pi(2i)ae + Qi(2i)yy

est continu pour tous ¢, z,y € H?zl I; et tout a € [0, 1]. On définit

D(t2,9,0) = [ (1)1 + P, @) (1) + Qs ) ()
(22)i + Pol, 0)(2)aw + @(y, B) ()| (4.17)
pour tout (¢, x,y) € H§:1 I; et tout .
Si, pour chaque t,z,y € H?Zl I; fixées, I'(t, z,y, o) définit la a-coupe d'un nombre flou,
alors dit que Z(t,x,y) est différentiable, est écrit comme suit :
Zia] + Pla)Zy o] + Qo) Zy,[a] =T(t, z,y, a) (4.18)

pour tout (t,z,y) € Hj.:l I; et a.

Nous vérifions donc Les conditions suffisantes pour que I'(¢,z,y,a) définit des a-

coupes d'un nombre flou sont ( cf.[44]) :
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(1) (z21)e(t, z,y, )+Pi(x, 0)(21)aa(t, x,y, @) +Q1(y, @) (21)yy (¢, , y, @) est une fonction
croissante de o pour tout (¢,z,y) € H?:l I;

(i) (22)(t, 2.y, @) + Po(, )(22)0a(t, 2, y, @) + Qa(y, @) (22)y (¢, z, y, ) est une fonc-
tion décroissante de o pour tout (¢, x,y) € H?Zl I et

(iii) pour (¢,z,y) € Hj’:l I;
(Zl)t(tv z,Y, 1) + Pl(xv 1)(21):“5(15, z,Y, 1) + Q1<y’ 1)(Zl)yy(t7 r,y, 1)

S (22)t<t7 z,Y, 1) + P2<:L', 1)(22)xm<t7 z,Y, 1) + QQ(y7 1)(22)yy(ta z,Yy, 1)
Nous supposons que z; (¢, x,y, a) a des dérivées partielles continues si
(Zi)t + R(l'? Oé) (Zz):m: + Ql(y7 Oé) (Zi)yy

est continue sur H?Zl I; x[0,1], pour i=1,2.

Dong, si les conditions (i)-(7i7) au-dessus sont vérifiées, Z(t, z,y) est différentiable.

En remarquant, pour que Z(t, z, y) soit une solution de Buckley-Feuring de I’équation

de la chaleur floue nous avons besoin des conditions suivantes :

(a) Z(t,z,y) différentiable,
(b) (4.10) vérifier pour U(t,z,y) = Z(t, z,y),

(¢) Z(t,z,y) Satisfait les conditions initiales et aux limites.

Z(t,z,y) est une SBF (sans les conditions initiales et les conditions aux limites).
Si Z(t,z,y) est différentiable et

(Z)e + P(2,Y)(Z)ax + Qy, B)Z)yy = F(t,2,y. K)
ou les équations suivantes doivent étre vérifiées
(Zl)t + Pl(l‘, a)(Zl)xm + Ql(y7 O-/)(Zl)yy - Fl(ta x,Yy, Oé) (419)

(22)1 + Po(, @) (22) 0 + Q2(y, @) (22)yy = Fa(t, 7,9, @) (4.20)

pour tout (t,z,y) € H?:1 I; et o € [0, 1].

Remarque 3.2. Si Z(t,x,y) est une SBF qui satisfait les conditions initiales et aux
limites, nous allons dire que Z(t, z,y) est une SBF satisfaisant les conditions initiales et

aux limites.
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Nous présenterons une condition suffisante pour 'existence de la solution au sens de
Buckley-Feuring. Puisque il y a un tels assortiment les conditions initiales et les condi-

tions aux limites possibles. Nous allons donc les omettre du théoreme suivant.

Il faut vérifier séparément les conditions initiales et aux limites. Donc, nous allons
omettre les constantes ¢;, 1 <i < m, du probleme. Par conséquent, (4.9) devient
u(t, z,y) = g(t, =y, k, v, B),
Donc
Z(t,z.y) = G(t,2,y,K,7,B)

Théoréme 3.1. Supposons que Z(t,x,y) est différentiable.

(a) Si
op 0 .
p(z,7;) >0 et ai aji >0 xz€lhpouri=12 ...m (4.21)
dq 0y
, >0et ——= >0 € lypourl=1,2,..,¢e 4.22
q(y, Br) 95,95 y€I3p (4.22)
dg Of .
—_— =1,2,.. 4.2

Alors SBF = Z(t,z,y)
(b) Si I'une des relations (4.21) ou (4.22) ou (4.23) n’est pas vérifiée pour i ou [ ou

J respectivement, alors Z(¢,z,y) n’est pas une SBF.

Démonstration :

(a) Pour la simplicité supposons k; =k, v; =, 5, = 0 et

dg af dp dg dq dg

8k<0’ 8k<0’ 8fy>0’ 87>O’ 8ﬁ<0 et 8ﬁ<0'
La preuve pour

dg of dp dg dq dg

- — - - _= t ==

8k>0’ (‘9k>0’ 07<0’ 5V<O’ 86>0 e 5ﬁ>0

est similaire et est omise.
Puisque % <0, g—fy >0 et g—g < 0, alors de (4.11) et (4.12) nous avons

alty.a) = g(ta.y k(a) () (@),

altey,0) = g(tay k() (), 5i(0)
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d’apres (4.13), (4.14) et % < 0 nous avons
Fl(t>$ay>a) = f(taxaya kg(&)), F2<t7$ay7a) = f<t7$>ya k1<04)> (424)

d’apres (4.16) et g—s > 0 nous avons

Pi(r,) =p(z.71(a)), Pale,0) = p(.7(a)

d’apres (4.17) et aq < 0 nous avons

Qi(y,a) = Q<y752(04))7 Q2(y, ) = Q(yaﬁl(a)>

pour tout a € [0, 1] avec

Klo] = [ki(a), ka(a)],  Yla] = [n(a),r2(e)], et Bla] a), Ba(e)]-

Comme nous savons, ¢(t,x,y,k,v, 5) résout (4.7), ce qui signifie

9t + 0(2,7) Gaz + a4y, B)gyy = f(t, 2,9, k) (4.25)

pour tout (t,z,y) € H§:1fja kelJ veHetpeD.
Supposons que Z(t,x,y) est différentiable et p(z,7) > 0 et ¢(y, ) > 0 si

atzl (t, x,Y, OJ) + Pl (ZL‘, a)aa:le (ta x,Y, O_/) + Ql(ya a)ayyzl (t7 x,Y, O[) = Fl (t, x,Y, Cl/)

atZQ(ta x,yY, Oé) + P2<x> a)ameQ(ta x,y, Oé) + Q2<y7 a>ayy22(t7 x,yY, Oé) - FQ(tJ x,y, Oé)
pour tout (t,z,y) € H§:1 I; et a € [0,1]
Dow, (4.19) et (4.20) vérifiées et Z(t,x,y) est une solution au sens de BF.

(b) Nous considérons la situation ot (4.21) ou (4.22) ou (4.23) n’est pas satisfaite.

Nous ne regardons un cas ou 66 <0 < assumons

dg of
T T

0 0 0
>0 —g>0, —p>0 et —g>0,

0 op

p(z,vy) > 0et q(y,B) > 0>. Alors nous avons
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altey,a) = gty k(a)m(),5i(0)

altr,y,a) = g(tayk(e), (), Ale))

Fi(t,z,y,a) = f(t,x,y, k‘l(a)> Fy(t,z,y,a) = f(t,a:,y, l@(a))
et
Py(z, o) = p(af,%(a)) Py(z, ) = P(fﬂ,%(a))

Qi(y,a) = q<y, 62(04)) Q2(y, ) = q(%&(@))

alors nous avons

atzl(ty x,Y, Oé) + Pl(xv a)accarzl(t7 z,Y, O_/) + Ql(y7 a)ayyzl(ta €, Y, Oé) = Fl(ta €, Y, Oé)
atZQ(ta €, Y, Oé) + PZ(xa Oé)@x:cZQ(t7 x,Y, CY) + QQ(y7 a)ayyZQ(ta x,Yy, Oé) = FQ(ta x,Yy, Oé)

laquelle n’est pas vraie. parce que

90,y k1(0). (@), B1(@)) + Pl (@) g (1,9 Fa (@), (@), B ()
+4(y, B2(0)) gy (129, Fr (@), (@), Brl@) ) = F (1,9, (@)

91 (t:,5, k2(0), 72(0), B2() ) + Pl 72(0)) s (17,9, Fal@), 72(0), Ba(e))

‘H](?/, 61 (a))gyy (t7 z, kQ(a)a 72(05)7 52(04)) = f(t, z,Y, kQ(a))

]

Donc, si Z(t,z,y) est une solution au sens de BF et si elle satisfait les conditions
initiales et les conditions aux limites nous dirons que Z(t,z,y) est une solution de BF

satisfaisant les conditions initiales et les conditions aux limites.

Par conséquent la solution Z(¢,x,y) au sens de BF peut étre n’existe pas, alors nous

considérons la solution au sens de Seikkala.

3.3 Solution de la chaleur au sens de Seikkala (SS)

Nous définissons la solution au sens de Seikkala. Soit

Ult,z,y)[a] = ul(t,x,y,a),uz(t,x,y,a)]
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Par exemple :

(A) Sip(z,v) <0 et gy, ) >0, alors nous considérons I’équations de la chaleur

(u1)e + Pi(@, ) (U2)ax + Qu(y, @) (ur)yy = Fi(t, .y, @) (4.26)
(u2)t + Po(x, 0)(u1) g + Q2(y, @) (u2)yy = Fo(t, z,y, ) (4.27)
) s
p(z,7) >0, q(y,5) >0, §§>Q g%<o %%>Q §%>0
(u1)e + Pr(x, 0) (W1)ax + Q1(y, ) (wa)yy = Fi(t, 2.y, ) (4.28)
(u2)t + Po(x, ) (U2)ze + Q2(y, @) (u2)yy = Fa(t, 2.y, a)) (4.29)

pour tout (t,z,y) € H§:1 I; et v € [0, 1].

Nous ajoutons a (4.26) et (4.27) les conditions initiales et aux limites.
Par exemple, si U(0, z,y) = C alors nous ajoutons
(0, z,y, ) = ¢1 () (4.30)

u2(0, z,y, ) = co(av) (4.31)

avec Cla] = [c1(a), ca(a)].
Soit u;(t, x,y, a) i=1,2, résoudre (4.26) et (4.27) plus les conditions initiales et aux limites.
Si

ur(t, z,y, o), us(t, z, vy, 04)] , (4.32)
On définit les a-coupes d’un nombre flou, pour tout (¢, z,y) € H?Zl I,
alors U(t,x,y) est une SS.

Nous dirons que la condition de dérivée est vérifiée pour ’équation de chaleur floue

lorsque les équations. (4.21),(4.22) et (4.23) sont vraies.

3.4 Relations entre les deux solutions

Dans cette section, on s’intéresse a donner un résultat sur la relation entre les deux
solutions ( SBF et SS ).

Théoréme 3.2.

1. Si SBF=Z(t,x,y), alors SS = Z(t, z,y)

2. 81 5SS =U(t,x,y) et la condition de dérivée est vérifiée, alors SBF=U(t, x,y)
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Démonstration :

1. Selon la définition de SBF et SS.

2. Si SS=U(t,z,y) alors la dérivée au sens de Seikkala existe et puisque la condition

de dérivé est vérifiée, par conséquent, les équations. suivantes sont vérifiées

(ul)t + Pl(xa a)(ul):m + Ql(% a)(ul)yy = Fl(t7 z,Y, a)
(u2)e + Po(x, ) (U)o + Qa(y, @) (uz)yy, = Fa(t,z,y,a) (4.33)

Supposons aussi k; =k, v; =, B = 3,

0
—g<0 @<0, @

of 99 0
Oy T Oy

<0 et —= <0, >0, —>0
ok ok op op
( Les autres cas sont similaires et sont omis ). Nous voyons

alte,ya) = g(twyk(0), (), Aile)

ataya) = g(tay k), k)
Fi(t,z,y,a) = f(t,x,y, kg(&)), itz y, o) = f(t,x,y, k‘l(a)>

Pi(z,a) = p(:v,w(a)), Py(z,a) = p(:z:,vl(a)>

Qi) =a(v.51(0)). Qaly @) = a(y. Bale))
D’apres les équations (4.19), (4.20), (4.11) et (4.12), alors

ul(t7$7yva) = g<(tax>ya k?(a)”y?(a)?ﬁl(a)) = zl(t,x,y,a)

U2<t7x7y7a> - g(t,x,y, /{21((){),’)/1<Ol),52(0(>> - ZQ(t,ZL’,y,Oé)

donc SBF = U(t,z,y)

O
Nous allons énoncer le résultat de 1’équation de chaleur unidimensionnel (4.6)
Lemme 3.1. Supposons Z(t,z) est différentiable.
(a) Si
(1,3) > 0 et 299 L0 wel, pouri—12 (4.34)
T, e x ure=1,2...m .
dg Of .
>0 =1,2,.. 4.35

Alors SBF=Z(t, )
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(b) Si I'une des relations (4.34) ou (4.35) n’est pas vérifiée pour certains i ou j

respectivement, alors Z(t, z) n’est pas une SBF.

Démonstration :

C’est similaire au théoréme (3.1) O

3.5 Exemple
Application de la méthode itération variationnelle

D’apres la VIM, nous construisons une correction fonctionnelle pour (4.7) dans la

direction ¢ comme suit :

un—‘rl (ta x, y) = un(t7 x, y)

+ /O )‘(S){(un)s + p(xa ’7) (an)xx + Q(y> ﬁ) (an)yy - f(57 Ty, k)}ds (436)

oun > 0 et X\ est le multiplicateur de lagrange. Nous déterminons le multiplicateur de

lagrange

i1 (t, z,y) = dun(t, z,y)

5 [ N )92 Foden + a0 5) )y — 105,00 s
Par conséquent, les conditions stationnaires sont :

N(s)=0
T4+ A(8)]s=¢ =0

Ainsi, le multiplicateur de lagrange est A = —1. Donc les résultats dans (4.36) conduisent

a la formule d’itération suivante

Un+1 (ta xz, y) = un(t7 xz, y)

- /0 {(un)s + p(xa ’7) (an)xx + Q(y> ﬁ) (an)yy - f(37 z,Yy, /{)}dé’ (437)

Le début de la formule d’itération avec ’approximation initiale, par exemple

Uo(t,ﬂ?,y) = u((),x,y)

Notez que la VIM est utilisée pour les équations aux dérivées partielles linéaires et non-

linéaires de [72], afin d’obtenir la solution de Seikkala.
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Dans cette paragraphe nous citons un exemple d’application et pour plus des exemples

le lecteur peut consulter [24]

Exemple 3.1. Nous considérons I’équation de la chaleur suivante :

U + %xzum =k (4.38)

avec la condition initiale

u(0,z) = cx?

out e (0,M],z e (0,M)], ke[0,J]],v€[0,H] et ce[L,0] sont des constantes.
D’apres la VIM, une correction fonctionnelle pour (4.38) de (4.37) peut étre construite

comme suit
! Vo2~
Upi1(t, ) = uy(t,x) — /0 {(un)s(s, ) + PR (Un)zz(s,2) — f(s,2,k)}ds

Commencant par un rapprochement initial uy(¢, x) = u(0, z) = cz?, nous pouvons obtenir

les approximations successives suivantes :

uy(t, ) = cx®(1 — yt) + kt

us(t,x) = ca®(1 — vt +7%L) + kt

us(t, ) = cx®(1 — 4t + 72§ — L) + kt

et u,(t,x) = ca®(1 — vt +7°L — 73§ ot ()" L) + Rt n > 1

La VIM admet "utilisation de u(t,z) = nlg& u,(t, ), qui donne la solution exacte
u(t,z) = cx® exp(—t) + kt
Nous fuzzifions f(t,z, k), p(z,7) et
g(t,z, k,c,v) = cx? exp(—t) + kt.

Il est clair que

ol =

pour que
Fl(t,I,Oé) :kl(a>a FQ(t7x7a) :kQ(a)

Pi(w,0) = 3a%, Pa(w,0) = Lo
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Aussi G(t,z, K,C,7Y) = Cx? exp(—7Yt) + Kt, donc
zi(t,z, @) = ¢;i(a)x? exp(—y;(a)t) + k;i(a)t
pouri=1,2et C <0 (C = (¢1,¢9,¢3), avec c3<0),
Kla] = [ki(@), k2(a)],  Cla] = [er(a), ca(@)], et Ya] = [na(a),72(@)].
Z(t,x) est différentiable parce que

(zi(t,z,a)), + %(204).%2 (zi(t,z,a)) = ki(a)

pour 7 = 1,2 sont des a-coupes de K c’est a dire des a-coupes d’un nombre flou.

En raison de

9y of
%>O, — >0

0
p(z,v) >0, oK

0 o)
a—: >0, et a—z = —ca*texp(—9t) > 0
c’est a dire (Z); + gxz(Z)m = K, un nombre flou.
Donc le lemme 3.1 implique le résultat Z (¢, x) est une solution de BF.

Nous voyons facilement que

ZZ(O, z, O[) = Ci(O[)CL’Q

pour i = 1,2, alors Z(t, x) satisfait également la condition initiale. La SBF qui satisfait

la condition initiale peut étre écrite comme
Z(t,x) = Cx® exp(—7Yt) + Kt

pour tout (¢,z) € (0, My] x (0, Ms]

4 Equations d’onde a parametres flous

Nous considérons les équations d’onde qui peuvent étre écrits dans les formes (cf.[6])

— Unidimensionnel :

uy(t, ) + p(x, ¥ )uge (¢, ) = f(t, 2, k)

— Bidimensionnel :

utt(t,x, y) +p<x77>u:px(tvxa y) + Q(yvﬁ)uyy(t7xu y) = f(ta ZC,y, k)
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ou

uy(t, 2, y) + gy, B)uaa(t, 2,y) + p(@, Vuy(t, x,y) = f(t,z,y, k) (4.41)

avec certaines conditions initiales et aux limites. Ce type des conditions peuvent prendre

diverses formes :
w(0,2,y) =c; ou u(0,z,y) = gi(z,y,c2) ou u(My,z,y) = g2(x,y,c3,¢4), ..

uw(0,z,y) =c; ou u(0,z,y) = gi1(z,y,c2) ou u(My,z,y) = g2(x,y,c3,¢4), ..

4.1 Solution d’onde au sens de Buckley-Feuring et Seikkala

Nous avons vu dans la section précédente 1’étude de la solution de I’équation de
chaleur, Nous appliquons cette derniere sur I’équation d’onde (4.40) ( De méme pour

(4.39) et (4.41)), alors on suppose que (4.40) a une solution

ult,z,y) = g(t, v,y,k,c,7, 5) (4.42)

et

gtt(ta x,Y, k? C, 7a B) +p(x> P)/)gxx(ta z,Y, ka C, ’77 5) + Q(ya 5)gyy<t7 x,Y, ka C, 77 5)

3 n m
sont continues avec (t,x,y) € H]j’ kelJ= H Jj, celL= HLZ"
j=1 i=1

j=1

yeH=][H et peD=]]D.
r=1 =1
D’apres le principe d’extension, ’équation d’onde floue est :
Utt(t> X, y) + P(;L’, FY)UMU@? x, y) + Q(yv la)Uyy(ta x, y) - F<t7 X, y7 K) (443)
avec certaines conditions initiales et aux limites floues :
U(Oa x, y) = Cl ou U(07 Z, y) = Gl(xa Y, 02) ou U(Mla x, y) = GQ(xv Y, C3> 04)

Nous voulons résoudre le probleme donné dans I’équation (4.43). Enfin, nous fuzzifions g
dans (4.42). Alors, nous utilisons les équations (4.11)-(4.17) et nous supposons p(zx,7y) >

0, q(y,B) > 0 et z(t,z,y,) i =1,2, a des dérivées partielles continues donc

(2i)ur + Pi(2) 22 + Qi(2i)yy

est continue pour tous t,z,y € H?:l I; et tout « € [0, 1].

Et si I'(t, z,y, &) définit les a-coupes d’un nombre flou pour tous ¢, z,y € H?:1 I; fixés,
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avec

D(t 2, y,0) = (21 + Pil,0) ()0 + Q19 )21y,

(22)r + Po(z, ) (22) 22 + Q2(y, B)(22)yy

pout tout (t,z,y) € H§:1 I; et tout «, nous montrons que

(zl)tt(tv z,Y, Oé) + Pl (CE, Oé) (21>I$(t7 r,Y, Oé) + Ql (yv a)(21>yy(t7 Ty, Oé)

est une fonction croissante en a pour tout (¢, z,y) € H?:1 I,

(ZQ)tt (tv z,Y, a) + P2 (xv a) (22)190 (ta z,Y, a) + Q2 (yv Oé)(Zg)yy(t, z,Y, Oé)

est une fonction décroissante en o pour tout (¢, x,y) € H?Zl ;.
Et pour tout (¢,z,y) € Hj‘):l I;

(Zl)tt<t7 z,Y, 1) + Pl(‘r? 1)(Zl)mz(t7 T, Y, 1) + Ql(ya 1)(Zl)yy<t7 z,Y, 1)
< (zQ)tt(t7 z,Y, 1) + P2(x7 1)(z2)w$<t7 z,y, 1) + Q2(y7 1) (ZZ)yy(ta z,Y, 1)
Alors Z(t,z,y) est différentiable s’écrit :
Zulo] + Plol Zlo] + Qla) Zyfo] = T, ,5,0)

pour tout (t,z,y) € H?:l I; et tout a. Par conséquent, Z(t,z,y) est une SBF de
I'équation (4.40), c’est a dire si Z(t, x,y) est différentiable et

(Z)tt + P(z,7) (Z)m +Q(y,3) (Z)yy = F(t,z,y, K)

ou les équations suivantes doivent étre vérifiées
(zl)tt + Pl (l’, a)<zl)xx + Ql (y7 a’)(zl>yy = Fl (ta z,Y, Oé) (444)

(22)r + Po(z, ) (22) 00 + Q2(y, @) (22)yy = Fo(t, z,y, @) (4.45)

pour tout (¢, z,y) € H§:1 I; et o € [0, 1].
Et pour I'existence de SBF en appliquant le théoreme (3.1), si elle n’existe pas on passe
a la solution de SS.
Par exemple si
dp dg dq 9y

p($,”7)>0, q(ya6)<0, 8_’}/>0’ 8_7<O7 %>O7 %>O’
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alors nous avons
(u1)y + P, a)(u1)ee + Q1(y, @) (ug)yy, = Fi(t,z,y, o) (4.46)

(U2)tt + Pz(x, Oé)(UQ)m + Q2(y, @)(Ul)yy = Fz(t7 T, Y, Oé) (4-47)

pour tout (¢,x,y) € H?Zl I; et a € [0,1]. Nous ajoutons aux équations. (4.46) et (4.47)
toutes les conditions initiales et aux limites.

Si u;(t,x,y,«) pour i = 1,2, on résout les équations (4.46) et (4.47) plus les conditions
initiales et aux limites et définit la a-coupe d’'un nombre flou,

pour tout (¢,z,y) € H§:1 I;, alors U(t, z,y) est une SS.

4.2 Exemples
Application de la méthode itération variationnelle

Selon la VIM, nous construisons une correction fonctionnelle pour (4.40) dans la

direction ¢ comme suit :

Unp+1 (ta z, y) = uTL(t? Z, y)

[ N0+ 2) )+ a0 8) Ty = 5.1 s (438)

avec n > 0 et A est un multiplicateur de Lagrange. Nous déterminons le multiplicateur

de lagrange

Oups1(t, z,y) = ouy(t, x,y)

+ 5/ un ss +p($ ’y)(un)xx + Q(yv ﬂ)(an)yy - f(S,fL’,y, k)}ds

OUp 41 (t, z, y) = 5un<t7 Z, y)

+ A(s)é((un)s) ot — N (8)0tn oy + / t N'(8)dupds

0

Donc
du, = N'(s) =0,
Sty + 1= N(8)]s=e =0,

5((%)5) © A(8)|oes = 0.
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Alors A = s — t. En remplagant s — ¢ dans (4.48) nous obtenons :

Un+1 (ta x, y) = u'fI(t? Z, y)

[ = O e+ 2) o + a0 B) iy = 5.9 0) s (449)

Exemple 4.1. Considérons I'équation d’onde a deux dimensions avec des coefficients

I‘éels

u(0,2,y) = ¢ 2? (4.50)
(u(O, T, y))t = Coy

avec t € [%”,2#], x,y €[0,1], ky € [J1,0], ks €]0, 5], v € [%, 1], c1 €]0, L1], 3 € [0, L]
et f €1, 1]

De méme, nous pouvons établir une formule d’itération sous la forme :

tnatsr.0) = wn.0) + [ (6= 0{ (o2,

+ %xZ(ﬂn(s, T, Y))zw + §y2('ﬁn(s, T,Y))yy — k17 + kng}ds (4.51)

Nous commencons avec une approximation initiale arbitraire :
2
uo(t, z,y) = u(0,2,y) = c1a° + eyt

et en utilisant la formule d’itération (4.51), nous obtenons les approximations successives

suivantes
2 ko, 2 ke, Bt
u(t,z,y) = az®(l - 75) + 7952(7) - F?ﬁ(j) + eyt

t? ok 12 o ky Bt tt

- 201 U 2l K1 o U7 ol K2 o DL™ ol
12 t ok t2 tt 16
o 2 N 2_ o 3_ -l 2 Z 2_ 3_
usg(t, z,y) = c1z*(1 (TR 60+>7x05! 74(+760

ky o 2 ott  ot8
— Y (5§—ﬁ ﬂ—i_ﬁ a)+023/t
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et
2 t4 t2n 2 2t4 ) 2n
]{32 t2 t4 . nt2n
—gfw5—54ﬁ% )" + eyt

Ensuite, la solution exacte est donnée par
ky
u(t, z,y) = 12 cos(y/t) + (1 — cos(\/_t)) <1 — cos( \/_t ) + coyt
7
nous fuzzifions f(¢,x, k1, k2), p(x,7), q(y, B) et

g (t, x, k1, ko, ¢, 7, 5) = c12° cos(y/7t) + %xZ (1 —cos(ﬁt)) — %gﬂ (1 —cos(ﬂt)) + oyt

la production de leur a-coupes

21(t, 2y, a) = ey (@)x? cos(y/y(a)t) + 7311((5)) 22(1 — cos(y/T(a)t))

N 2212((3)) y*(1 = cos(v/Bi(@)t)) + ean(@)yt
MW%®:m@ﬁm(Wwwﬁ&jﬂumqw@m

_ k;;((s; y*(1 — cos(v/Pa()t)) + caala)yt

Fl (ta z,Yy, Oé) = kll(a)x2 - k22(04)3/2, FZ(t> z,y, Oé) = klg(Oé).Z'Q - k21 (04)3/2

Pi(z,a) = %éa):c2, Py(z,a) = @QZ‘Z
Qulr.a) =22 Gy 0y = 22

avec K1[a] = [/m(a),km(a)} Kola] = [k;m(a) lm(a)} Cila] = [011(04),012(04) ,Cola] =
[eai(@), exn(@)], Yia] = [1a(a), 22(0)] et Bla] = [Bi(a), fala)].

Nous vérifions d’abord si Z(t, z,y) est différentiable. Nous calculons

Pi(a) Pa(a) o
2

P oot B2, 1 2 o,

[(21) 71201) 172(21)11 +

qui sont des a-coupes de K22 — Kyy? c’est a dire. a-coupes d’un nombre flou.
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Donc, Z(t, z,y) est différentiable. Puisque

p(z,7) >0, q(y, ) >0

dg of
ok~ ok
0 0 k1 k
Zo0, - ;f VD) + ({1~ costy D) + 5 (/) > 0
0 0 k kot .
9570 55 = (0 —cos(V/B) — 2 sin(VBO)y? > 0

Puis d’apres le théoreme (3.1), donc Z(¢, z,y) est une SBF.

Les conditions initiales

20,2y, o) = Cli(a)5’32

(zi(O, x,v, a))t = coi()y

par suite Z(t,x,y) est une SBF qui satisfait les conditions initiales.

Ceci SBF peut étre écrite

Z(t,x,y) = Cra? cos(y/Yt) + —a: (1 — cos(y/7Yt) ) Ks 2(1 —COS(\/Bt)) + Coyt

pour tous z,y € [0,1], t € [, 2n]

Exemple 4.2. Nous considérons le modele unidimensionnel de I’équation d’onde

{ Oult, z) + Y u(t, r) = —ka? (4.52)

u(0,z) = csin(x)

avec t € [0,1], x € [0,7], et la valeur des parametres k, ¢ et 7 appartiennent aux
intervalles [0, J], [0, L] et ]0, H], respectivement.

Nous pouvons obtenir la formule d’itération suivante pour 1'équation (4.52)

Unsr(t, ) = un(t, ) + /0 (s—t){(un(s,a:))ss~|—'yaz(ﬂn(s,x))m—foQ}ds (4.53)

Nous commengons avec une premiere approximation : u(0,x) = c¢sin(z).
Dans ’équation (4.53), apres deux itérations la solution exacte est donnée sous la forme
suivante :

4 t2

t
u(t,x) = g(t,x, k,c,v) = csin(z) + cxsin(x)(cosh(y/t) — 1) + ’ykxﬁ — a? 3
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of — _ 2 99 _ o tt 2t
comme 3 = —x° <0 et 3¢ =~yr; —2°5 > 0 pour

6
—x<t§1et0<x<%

g

alors il n'y a pas de SBF ( lemme 3.1). Nous procédons a la recherche d'une SS. Nous

devons résoudre

avec

u; (0, x, ) = ¢;() sin(x)

pour i= 1,2 et

Klo] = [ki(a),ka(@)], Clal = [ai(@),ea(a) | et Yla] = |m(0),7a(a)].

D’apres VIM, la solution est :

uy(t, x, ) = ¢q () sin(x)

+c1(a)x sin(x)(cosh( ()t — 1) + Vl(oz)kQ(oz)x% - /{?2((1)132§ (4.54)
ug(t, z, o) = co( ) sin(x)
+ ex(a)zsin(a) (cosh(y/aa))t — 1) + Vg(oz)kl(oc)xf—? _ /ﬁ(a)x?%.

Puisque u;(t, z, o) sont continues et u;(t,x,1) = us(t, x, 1) alors nous demandons seule-
ment pour vérifier si 24 > 0, 22 < 0 et K, C, 7Y sont des nombres flous triangulaires,
oo oo

par conséquent, nous choisissons des parametres floues simples pour que k”l (o) = cll(a) =
(@) =X et ky(a) = cy(a) = ya(a) = =\

Alors pour la SS existe, nous devons

8u1

o= A(sin(x) + xsin(m)(cosh( Y1 (a))t — 1)

t t4 t4 t2
+ cl(a)mx sin(z) sinh ( 7 () t> — 71(Oé)xﬁ + kz(oz)xﬁ 4 x2§> < 0.
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% = -\ ( sin(z) + x sin(x) ( COSh(m)t N 1)

t tt t* t?
———asin(x) sinh ( t) - = 4 ky(a)r= + 2= ) <0,
+ 02(04)2 WQ(O()xsm(x) sin Yo () ”)/2(06)1'12 + 2(@)1’12 +x 2) <
Par conséquent, les inégalités sont vérifiées si
sin(x) + xsin(:v)(cosh(\/%(a))t — 1)
+ er(0) A sin(@)sinh (V(0)t) — (0)es + k(a)r s +a25 >0 (@355)
¢1(a) ——=usin(z) sin a)t) —y(a)r— a)r— +x°— :
o (@) n TN TR T
sin(x) + xsin(a:)(cosh(\/'yg(a))t — 1)
+ ex(0) A sin(@)sinh (ya(0)t) — (0)rs + ki(a)rs +a25 >0 (150)
c2(0) ——=usin(z) sin a)t) —yp(a)r— a)r— +x°— :
2 Ja(a) 2 YA TR T
il suffit que
tt U L5
- 'yg(a)xﬁ + k:l(a)xﬁ +x 3> 0 (4.57)

pour t € [0,1], x € (0, 7]. Vinégalité (4.57) est vérifiée si
t2
0<t<1 (7ya(a)— kzl(a))g <z <7  pourtout a € [0,1]
Ainsi, sous les hypotheses ci-dessus, nous pouvons choisir
t?

%:{(t,;v)]()gtgl (72(a)—k1(a))g<x§7r pour toutae[(),l]}

et la SS existe dans 2R sous la forme équation (4.54).
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Conclusion et perspectives

En définitive, nous présentons les principaux résultats de cette these, et nous donnons
un apercu des possibilités d’orientations de la recherche dans le futur. Les principaux

résultats sont résumés comme suit :

*

Nous avons présenté les notions de base de la théorie des ensembles flous ainsi que les

outils mathématiques nécessaires a leur manipulation.

*

Nous avons montré le résultat de la différence entre deux nombres flous.

*

Nous avons introduit une nouvelle définition de la division entre deux nombres flous et
les démonstrations des proprétés nécessaires de cette division. Cette derniere nous

a permis d’établir un nombre flou.

*

L’équation différentielle d’Euler a parametres flous a été étudiée pour présenter les
équations différentielles floues, compte tenu de l'avantage qu’elle offre afin de
résoudre les EDs floues d’ordre deux. L’approche proposée comprend deux étapes

essentielles.

— La premiere concerne la transformation du probleme en une ED, a partir de la

définition de la dérivée de Hukuhara généralisée.

— La seconde étape consiste en 1’étude et la résolution des nouveaux systemes.

Dans ce cadre, nous avons proposé des nouveaux résultats.

* Nous nous sommes intéressés aussi dans cette these, aux équations aux dérivées par-
tielles a parametres flous, dans le but d’étudier les solutions floues. La difficulté de
I’obtention de la solution a I’aide de la transformation de Fourier est en effet tres

pénalisante lors de I'utilisation des techniques floues.

Ainsi, nous avons présenté dans un premier temps la méthode d’itération varia-
tionnelle, qui nous a permis de résoudre une grande variété de problemes linéaires
et non linéaires avec des approximations convergentes rapidement vers la solution.

Apres nous avons étudié cette solution a l'aide de deux stratégies :

— Dans la premiere stratégie, nous avons discuté ’approche de Buckley-Feuring, qui
est basée sur le principe d’extension, nous avons donné des conditions nécessaires

et suffisantes et nous avons montré la solution au sens de BF.
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— Dans la seconde stratégie, ’approche de Seikkala, consiste a résoudre le probleme
classique ( I’approche de la a-coupe ), qui est basée sur le concept de dérivée de
Hukuhara et nous avons trouvé la solution au sens de Seikkala.

Ensuite nous avons montré la relation entre les deux approches. Enfin, pour la vali-

dation de nos approches, nous avons présenté et étudié des exemples d’applications

pour chaque modele ( I’équation de la chaleur et I’équation d’onde ).

Sur la base de cette approche, nous pouvons dresser les perspectives de recherche

sulvantes :

— Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour résoudre I’équation de la cha-

leur fractionnaire et I’équation d’onde fractionnaire a parametres flous.

— Appliquer 'approche pour traiter les équations télégraphes et les équations télégraphes

fractionnaires a parametres flous.

— Trouver I'existence et 'unicité de la solution pour les équations différentielles frac-

tionnaires a parametres flous en se basant sur la dérivée de Hukuhara généralisée.

— Appliquer la nouvelle division aux équations différentielles hybrides a condition

initiale floue puis aux équations différentielles hybrides a parametres flous.

— Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour résoudre 1’équation de la cha-

leur et I’équation d’onde a parametres intuitionnistes flous.

— Proposer un algorithme afin de trouver les solutions au sens de Buckley-Feuring et
de Seikkala pour les équations aux dérivées partielles et les équations fractionnaires

a parametres flous.
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