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Résumé

Cette thèse constitue une modeste contribution esquissant la théorie de la gravitation quantique
à boucles qui ne prétend pas être exhaustive et qui est la principale rivale de la mastodonte théorie
des cordes dans le cadre de l’élaboration d’une théorie quantique de la gravitation. Elle est formulée
sur la base d’un formalisme hamiltonien de la relativité générale avec une quantification effectuée
de manière non perturbative et indépendamment du fond (background). Dans le cadre de la rela-
tivité générale canoniquement quantifiée, il est montré que l’espace est quantifié aux échelles de
Planck, et un tel résultat conduit à l’application de la gravité quantique à boucle aux calculs des
valeurs d’entropie des trous noirs. Ce travail consiste aussi à l’étude des résultats indiquant que
l’entropie des trous noirs et autres grandeurs thermodynamiques statistiques peuvent être calculées
de manière cohérente en gravité quantique à boucles et que les résultats retrouvés sont en accord
avec l’analyse semi-quantique de Hawking pour toutes les valeurs du paramètre de Barbero-Immirzi.
Après, nous avons abordé l’entropie de Bekenstein-Hawking des horizons d’événement des trous
noirs de Schwarzschild comme une entropie de Tsallis non-extensive en vertu de la gravité quantique
à boucles. Enfin, nous avons montré que le trou noir a une température minimale à Mmn qui est
déterminée par le paramètre q et que la chaleur spécifique du système est positive avec M > Mmn ;
ce qui signifie qu’un trou noir massif est thermodynamiquement stable, contrairement au résultat
standard dans lequel toutes les solutions semblent instables. Ce résultat est très similaire à celui
annoncé pour un trou noir dans l’espace Anti-de Sitter (AdS), où il est également montré qu’une
transition de phase Hawking-Page du trou noir se produit à une température critique qui repose sur
le paramètre q de la formule de Tsallis.

Mots clés : Relativité générale, Trous noirs, Gravité quantique à boucles, Réseaux de spins,
Paramètre de Barbero-Immirzi, Entropie Bekenstein–Hawking, Non-extensive.



Abstract

This thesis mainly concerns an introduction to loop quantum gravity which is the main rival
of String Theory for a quantized theory of gravity. It is formulated on the basis of a Hamiltonian
formalism of General Relativity with quantization maked in a non-perturbative and background
independent method. In this framework, the canonically quantizing General Relativity, it is shown
that spacetime is quantized at Planckian scales and such a result leads to applying Loop Quantum
Gravity to calculations of black hole entropy values. The present thesis includes contributions to
the study of the results that indicate that black hole entropy and other statistical thermodynamics
quantities is discussed can be consistently calculate in loop quantum gravity and that the results are
in approval with Hawking’s semi-quantum analysis for all values of the Barbero-Immirzi parameter.
Then, we regarded the Bekenstein-Hawking entropy of Schwarzschild black holes event horizons as
a non-extensive Tsallis entropy from loop quantum gravity framework, we shown that the black
hole has a minimum temperature at Mmn which relies on the qparameter, and the specific heat of
system is positive with M > Mmn ; this means that the large black hole is thermodynamically stable
against radiation, in contrast to the standard result where all solutions appear to be unstable. This
result is very similar to the ones announced from a black hole in Anti-de Sitter (AdS) space, where
it is also proved that a Hawking-Page black hole phase transition results at a critical temperature
which relies on the q-parameter of the Tsallis formula.

Keywords : General Relativity, Blacks Holes, Loop Quantum Gravity, Spin networks, Barbero-
Immirzi parameter, Bekenstein–Hawking entropy, Non-extensive.
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INTRODUCTION

La formulation de la mécanique quantique, et sa version la plus sophistiquée, la théorie
quantique des champs (QFT pour Quantum Field Theory), a permis de décrire avec succès
trois des quatre forces fondamentales de la nature, ce qui a abouti à l’élaboration du modèle
standard (SM), théorie unifiée des particules élémentaires et de leurs interactions fondamentales.
D’autre part, la relativité générale (GR) a réussi à fournir un cadre théorique adéquat pour la
gravitation, la force fondamentale restante. Ces deux théories semblent difficiles à réconcilier en
une seule afin d’obtenir une théorie quantique de la gravitation [1]. Alors la théorie quantique
des champs et la relativité générale sont efficaces dans leurs domaines respectifs, la première
dans le monde microscopique et la deuxième dans le monde macroscopique, pourtant elles ne
sont pas compatibles l’une avec l’autre ; à savoir la relativité générale ne peut pas être appliquée
aux échelles subatomique et subnucléaire sur lesquelles la théorie quantique des champs possède
une précision diabolique. Les tentatives pour surmonter ces divergences et mettre au point une
théorie cohérente applicable aux échelles subatomique et cosmique, ont naturellement conduit
à de diverses approches visant la quantification de la gravitation, un problème qui intéresse
les physiciens depuis des décennies (A. Einstein, G.Bluck, M.A.Tonnelat, I. Frenkel ...). À
travers l’histoire du développement de la physique, il est évident que la fusion de deux théories
apparemment différentes en une structure unifiée donne naissance à une nouvelle physique ;
L’unification des lois de mouvements terrestre a conduit Newton et Galilée à l’élaboration de
la mécanique classique ; le synthèse de l’électricité et de magnétisme a abouti aux équations de
Maxwell ; la fusion de la mécanique newtonienne et de l’électromagnétisme de Maxwell a donné
naissance à la relativité restreinte, l’unification de l’électricité, de la mécanique rationnelle
et de l’optique a eu pour conséquence le développement de la mécanique quantique ; la mise
en parallèle de la mécanique quantique et de la relativité spéciale a conduit à la mécanique
quantique relativiste la sœur aînée de la théorie quantique des champs. Il est probable que
l’unification de la relativité générale et de la théorie quantique des champs éclaircisse à nouveau
un point noir qui nous mènera vers une nouvelle physique qui permettra, par exemple, la théorie
quantique à boucles peut décrire correctement la physique des trous noirs et notamment les
étapes finales de son évaporation. Cette théorie purement géométrique peut aussi avoir une
importance cosmologique pour élucider les différents phénomènes qu’ont connu les premières
secondes de l’univers primordial et même les phases antérieures au Big-Bang.

Il existe actuellement de nombreux candidats à la théorie de la gravitation quantique, no-
tamment la théorie des twistors de Penrose, la théorie des ensembles causaux, la théorie des



2 Introduction générale

supercordes, la géométrie non commutative de Connes, les relativités complexe et d’échelle de
Charon et de Nottale, la supergravité, les automates cellulaires quantiques et la gravitation
quantique à boucles (ou Loop Quantum gravity (LQG) en anglais) sur laquelle notre étude va
se focaliser [2–6]. Parmi tous ces édifices théoriques, la théorie des supercordes et la LQG sont
les deux candidats principalement étudiés. Il convient de noter que la théorie des supercordes
(c’est-à-dire une théorie qui unifie les quatre forces fondamentales) est essentiellement différente
de la LQG. Le succès partiel de la théorie des cordes se fait toutefois au prix des dimensions sup-
plémentaires (les théories à 26 et à 10 dimensions) et d’un nombre infini de particules au-delà de
celles prédites par le modèle standard ; la théorie est aussi nécessairement supersymétrique, une
propriété (qui n’a pas été confirmé expérimentalement). En revanche, la LQG est une théorie
qui vise la quantification de la gravitation plutôt que l’unification des interactions fondamen-
tales. Ainsi, il ne souffre pas des complications supplémentaires auxquelles la théorie des cordes
est exposée, comme indiqué ci-dessus. Plus important encore, contrairement à la théorie des
supercordes, dont la quantification de la gravité découle de calculs perturbatifs, la quantifica-
tion de la Gravité Quantique à Boucles n’est pas perturbative [7–10]. Cette quantification non
perturbative présente deux avantages : l’indépendance d’une trame de fond 1 et l’absence des
divergences 2. Depuis la quantification de l’électromagnétisme, la description mathématique des
forces nucléaires faible et forte, on utilise le formalisme perturbatif et l’extension non-abélienne
de l’électrodynamique quantique (Théorie de Yang-Mills), il est tout à fait naturel de considé-
rer également la quantification de la gravité via les perturbations. Le processus est similaire à
celui de la théorie quantique des champs et définit une intégrale fonctionnelle pour la relativité
générale. Cela implique la séparer de la métrique en tant que somme de la métrique plane de
Minkowski et de quelques petites fluctuations qui jouent le rôle du champ dynamique comme
dans la théorie quantique des champs [11]. Le résultat générique est une théorie du champ non
renormalisable dont les quanta sont interprétés comme des gravitons. Il convient toutefois de
noter qu’il est possible de formuler une théorie de la gravitation renormalisable en considérant
une théorie du champ efficace. C’est essentiellement la base de la théorie des supercordes [12].

La non-renormalisation n’est pas un fait surprenant puisque la gravitation est non renorma-
lisable par comptage de puissance. Les théories non renormalisables sont généralement consi-

1. Ou background independent dans la langue de Shakespeare, c’est à dire indépendante de la préexistence d’une trame
de fond spatio-temporelle qui est à l’origine du problème de l’unification de la gravitation avec les autres interactions
fondamentales.

2. Une théorie non renormalisable est une théorie au sein de laquelle subsistent des problèmes d’infini qui ne peuvent
être éliminés.
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dérées comme indésirables car elles produisent des divergences impossibles à gérer systémati-
quement. La LQG, cependant, est indépendante des calculs perturbatifs et donc libre de ces
contraintes.

L’indépendance d’une trame de fond est une autre caractéristique essentielle de la relati-
vité générale qui doit être préservée, mais dans la théorie quantique des champs, la métrique
implicite sur laquelle les calculs sont effectués est la métrique de Minkowski et en d’autres
termes la théorie dépend d’une trame de fond, cette théorie traite principalement des parti-
cules ponctuelles comme une sorte que la rétro-réaction 3 est négligeable. La relativité générale,
cependant, est une théorie décrivant l’interaction de la matière et de la métrique elle-même ;
par conséquent, négliger la rétro-réaction est dénué de sens et cela est dû à la non-linéarité des
équations du champ d’Einstein. Comme aucune structure sur la métrique ne peut être supposée
avant les calculs. La gravité quantique à boucles est formulée conformément à cette propriété
de relativité générale et est construite sur une structure quantique qui soit indépendante de la
préexistence d’une trame de fond spatio-temporelle, appelée états de réseau de spin, dont les
détails apparaîtrons dans les discussions ultérieures.

En regardant l’équation d’Einstein, on peut déduire une autre caractéristique fondamentale
de la relativité générale : la covariance du difféomorphisme connue sous le nom d’invariance du
difféomorphisme ou covariance générale dite généralement covariance, c’est à dire l’invariance
des équations par l’application d’une transformation générale des coordonnées. Ceci est une
déclaration technique sur l’indépendance des lois physique du système de coordonnées. Parce
que l’équation d’Einstein est une équation tensorielle, elle est nécessairement indépendante des
coordonnées. Cette propriété, ainsi que indépendante de la préexistence d’une trame de fond
spatio-temporelle, sont cruciales au développement du formalisme ADM, introduit initialement
en 1959 par Richard Arnowitt, Stanley Deser et Charles W. Misner.

Les étapes suivies dans la gravité quantique à boucles pour arriver à la quantification de la
relativité générale sont similaires à celles de la mécanique quantique ordinaire :
-La métrique n’est plus considérée comme l’objet d’intérêt, mais la dynamique d’autres quan-
tités desquelles découle la métrique est la plus primordiale.
-La formulation hamiltonienne de la mécanique classique pour la relativité générale est construite.
-Les crochets de Poisson sont transformés par principe de correspondance en commutateurs.

3. En physique théorique, la rétro-action ou backreaction en anglais (l’action en retour d’un effet sur sa propre origine)
est souvent nécessaire pour calculer le comportement auto-cohérent d’une particule ou d’un objet dans un champ externe.



4 Introduction générale

Cette thèse de doctorat est constituée de quatre chapitres consacrés à l’étude bibliographique
et deux contributions, en plus d’une introduction générale et d’une conclusion

Dans le premier chapitre, on procède au traitement du formalisme lagrangien de la relativité
générale ainsi que les axiomes de la mécanique quantique, cela est essentiel pour la quantification
canonique de la relativité générale exposée au deuxième chapitre.

Dans le deuxième chapitre on donne une formulation complète, dans laquelle l’espace-temps
à quatre-dimensions est scindé en un espace tridimensionnel des coordonnées spatiales et un
autre espace unidimensionnel relatif au temps. Cette formulation révèle que la métrique tridi-
mensionnelle et son moment conjugué sont les variables dynamiques de la théorie. Cependant,
en raison de l’indépendance d’une trame de fond, on rencontre des difficultés lorsqu’on quan-
tifie naïvement de cette manière la relativité générale. En particulier, la relativité générale
étant une théorie totalement contrainte, on constate qu’aucune évolution ne peut être générée
par la quantification canonique. La tétrade et la connexion de spin du nouveau formalisme de
relativité générale lui donne une forme plus proche de celle des théories de jauge (comme la
théorie de Yang-Mills), mais sans l’usage d’une métrique, sont ensuite utilisées pour mettre en
œuvre de nouvelles variables appelées variables d’Ashtekar comprenant la connexion Ashtekar-
Barbero, qui est une connexion SU(2) et sa quantité conjuguée, la densité de triade. On trouve
que l’action construite en fonction des nouvelles variables donne lieu à une nouvelle symétrie
de jauge SU(2). Avec les nouvelles variables permettant une théorie indépendante d’une trame
de fond, leur procédure de quantification. En utilisant la notion d’holonomies, donc de boucles
de Wilson, un espace de Hilbert comprenant des états de réseau de spin est conçu de manière
à préserver l’indépendance d’une trame de fond.

Dans le troisième chapitre, on introduit les subtilités du programme de la quantification
canonique non-perturbative de la gravitation connue sous le nom de la LQG, qui ne présente
pas les divergences connues pour les méthodes perturbatives et qui conduit à une quantification
de l’espace donc de la gravitation. Ce programme reconstruit la théorie de la relativité générale
dans le cadre d’une théorie de jauge SU(2) en termes de densité de triade et de connexion
d’Ashtekar, et cela a été réalisé en faisant recours à la procédure de la quantification de Dirac
pour les systèmes contraints, et cela revient à construire un espace cinématique de Hilbert à
partir duquel l’espace physique peut être extrait en imposant les trois contraintes, qui sont la
contrainte de Gauss, la contrainte Hamiltonienne et la contrainte de l’invariance du difféomor-
phisme. Après on introduit le concept d’opérateurs géométriques tels que les opérateurs d’aire
et de volume agissant sur les états du réseau de spin, donnent les aires et les volumes physi-
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quement observables. Le résultat clé est que les aires et les volumes induits sont discrétisés,
suggérant que l’espace lui-même est quantique à l’échelle de Planck. Ainsi que le paramètre de
Barbero-Immirzi devient ultérieurement une quantité clé dans la théorie quantique, en parti-
culier il intervient dans les valeurs des états propres d’opérateurs géométriques tels que l’aire
ou le volume [6, 13, 14].

Dans le dernier chapitre, on aborde l’application de la gravité quantique à boucles aux
trous noirs ainsi que la mécanique statistique non-extensive, ou plus précisément l’application
des deux théories au calcul des entropies et des grandeurs thermodynamiques des trous noirs.
L’une des conséquences directes de l’application de la gravité quantique à boucles aux trous
noirs est le mécanisme de l’existence des horizons d’événements, qui sont interprétés comme
des aires induites par les bords et les confins des états du réseau de spin qui traversent ces
surfaces, ce qui est décrit mathématiquement par les valeurs propres de l’opérateur d’aire. En
termes d’entropie, la LQG permet d’introduire une correction logarithmique de l’image semi-
classique de l’entropie d’un horizon décrite par la formule de Bekenstein-Hawking. Il est révélé
que pour obtenir une image cohérente des calculs d’entropie, le paramètre de Barbero-Immirzi
doit prendre une valeur spécifique contrairement au cas classique.

Les deux dernières contributions sont mes deux articles, le premier est relatif à la spectro-
scopie des radiations émises par le trou noir dans le cadre de la théorie de la LQG ainsi que la
mécanique statistique extensive découlant du caractère Boltzmannien de l’entropie. Concernant
le deuxième article, il est consacré à l’application de la mécanique statistique non-extensive de
Tsallis conjointement avec la gravitation quantique à boucle pour calculer l’entropie du trou
noir et la relier avec ses caractéristiques géométriques dans le cadre d’une géométrie quantique
de l’espace.



1
RELATIVITÉ GÉNÉRALE ET MÉCANIQUE

QUANTIQUE

1.1 Formulations Lagrangiennes de la Relativité Générale

Les équations du champ d’Einstein sont la généralisation relativiste de la loi de la gravitation
universel de Newton. Elles sont basées sur l’égalité des masses inertielle et gravitationnelle, c’est
le principe d’équivalence d’Einstein. La théorie conçoit la gravitation comme une courbure de
l’espace-temps, et que la matière (énergie) déforme cet espace-temps. Il est en fait courbé par
la présence des masses, voir la figure (1.1). On peut montrer que les équations d’Einstein sont
invariantes par tout changement de coordonnées (ou difféomorphisme), qu’on note par exemple
′μ = ′μ (ν), dans ces nouvelles coordonnées, on obtient une autre métrique g′

μν
donc un

autre R′
μν

(mais la même courbure scalaire R), ces grandeurs vérifient une équation de la
même forme que les équations d’Einstein, la théorie est donc dite généralement covariante, ou
invariante par difféomorphisme 1. Dans cette section, on va donc traiter l’action de Hilbert-
Einstein qui, lorsqu’on impose le principe du moindre action pour déduire les équations de
champ d’Einstein devient minimale.

1.1.1 Formulation d’Einstein-Hilbert

La métrique, tenseur symétrique en ses deux indices gμν = gνμ, joue un rôle fondamental
dans la description de l’espace-temps : c’est elle qui permet d’introduire la notion de longueur

1. Ainsi, si deux métriques sont reliées l’une à l’autre par un changement de coordonnée, alors elles décrivent le même
espace temps et sont équivalentes (et réciproquement).
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Figure 1.1 – Exemple de la déformation d’un espace plat par la présence d’un objet massif. L’analogie
courante est de comparer cette situation à un drap sur lequel on pose un bille : il se courbe alors sous
l’effet de son poids.

sur une trajectoire  (s) (représentée par ses coordonnées μ (s), et paramétrée par s) :

L =
∫ 1

0

√

√

√

gμν
dμ(s)

ds

dν(s)

ds
ds, (1.1)

la notion d’aire d’une surface (ici paramétrée par deux variables s1 et s2) :

A =
∫

S

√

√

√

det
αβ

�

gμν
∂μ(s1, s2)

∂sα
∂ν(s1, s2)

∂sβ

�

ds1ds2, α, β = 1,2, (1.2)

ou encore la notion de volume d’une région R de l’espace :

V =
∫

R

Æ

det [gb]d3, (1.3)

où gb est la restriction de la métrique gμν aux trois coordonnées nécessaires pour décrire le
volume. Toutes ces propriétés découlent du fait que gμν définit en réalité le produit scalaire
entre deux vecteurs x et y (représentés par leurs coordonnées μ et yν) :

x · y ≡ gμνμyν ≡ μyμ. (1.4)

On dit alors qu’elle sert à monter ou descendre les indices des vecteurs (mais également de tout
tenseur). On a également le tenseur gμν qui est définit comme l’inverse de gμν.
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Nous cherchons dans ce chapitre les équations du champ de gravitation indépendamment
des sources qui engendrent ce champ. Autrement dit, il s’agit de trouver les équations du champ
à l’extérieur des masses qui l’engendre : on parle alors du cas extérieur.

Nous déduirons ces équations d’un principe de moindre action. Nous noterons Sg l’action
du champ de gravitation. Puisque notre objectif est d’obtenir les équations du champ, nous
effectuerons la variation par rapport aux potentiels de gravitation gμν [15]. Par ailleurs, pour
déterminer Sg il doit être un invariant intégral formé à partir d’un scalaire 2, qui peuvent
prendre la forme suivante :

Sg =
1

2χ

∫

M

L
�

gμν, ∂ρgμν
�p

−gd4 =
1

2χ

∫

M

Λg
p

−gd4, (1.7)

où χ = 8πG
c4

la constante gravitationnelle d’Einstein est la constante de couplage, G la constante
de gravitation de Newton 3, c la vitesse de la lumière et g est le déterminant de la métrique.

L’intégrale est étendue à tout l’espace et entre deux valeurs de la composante temporelle
0. Λg désigne la densité lagrangienne du champ de gravitation. Elle est construite avec les
potentiels gμν et leurs dérivées.

Par analogie avec les équations newtoniennes de la gravitation, il est naturel de chercher
les équations du champ sous forme d’équations différentielles du second ordre par rapport aux
potentiels 4. Comme les équations du champ sont obtenues par variation de l’action, Λg ne doit
contenir que les gμν et leurs dérivées premières ∂ρgμν.

2. Considérons le cas particulier d’une densité scalaire Λ
p

−g qui permet d’avoir la forme suivante :
∫

M
Λ
p

−gd4 =
∫

M
Λ′
Æ

−g′d4′, (1.5)

soit g′ = g.J2 où J =




det
�

∂μ

∂′ν

�





 désigne le jacobien de la transformation faisant passer des μ aux ′μ, il peut être
relié simplement au déterminant g du tenseur métrique gμν .

Pour montrer la relation précédente, en utilisant la transformation de JACOBI : d′4 = J.d4, et le fait que la valeur
d’un scalaire est indépendante du système de coordonnées Λ = Λ′, il vient

∫

M
Λ
p

−gd4 =
∫

M
Λ

p

−g′

J
d4 =

∫

M
Λ

p

−g′

J
J.d4′ =

∫

M
Λ′
Æ

−g′d4′. (1.6)

Lorsque l’intégrale
∫

M Λ
p

−gd4 mesure la quantité d’une substance qui remplit le domaine d’intégration, Λ s’identifie
à la densité de cette substance, d’où le nom de densité donné à Λ.

3. G = 6,673 : 10−11 : m3 : kg−1 : s−2 dans les unités standards.
4. Rappelons qu’en théorie newtonienne, le potentiel de gravitation vérifie l’équation de Poisson : Δϕ = 4πGρ (où

Δ désigne le laplacien). C’est une équation différentielle du second ordre en ϕ. De même, les équations de l’électroma-
gnétisme (équation de Maxwell) sont des équations différentielles du second ordre par rapport aux potentiels.
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Toutefois aucun scalaire Λg n’est formé à partir des gμν et des ρ
μν

5. Par contre, il existe
un scalaire qui contient les dérivées secondes des gμν, mais il ne les contient que linéairement,
c’est la courbure scalaire R de Riemann. C’est d’ailleurs le seul invariant de cette espèce.

En utilisant l’expression de la courbure Riemannienne R, on peut écrire :
p

−gR =
p

−ggμνRμν
=

p

−g
�

gμν∂ρρμν − g
μν∂νρμρ + g

μνρ
μν
σ
ρσ
− gμνσ

μρ
ρ
νσ

�

. (1.8)

Modifions les deux premiers termes du dernier membre de (1.8) en utilisant les égalités suivantes
(dérivation d’un produit) :

p

−ggμν∂ρρμν = ∂ρ
�

p

−ggμνρ
μν

�

− ρ
μν
∂ρ
�p

−ggμν
�

, (1.9)
p

−ggμν∂νρμρ = ∂ν
�

p

−ggμνρ
μρ

�

− ρ
μρ
∂ν
�p

−ggμν
�

. (1.10)

Intégrons l’égalité (1.8) et compte tenu des égalités (1.9) and (1.10) on trouve
∫

M

R
p

−gd4 =
∫

M

�

σ
μσ
∂ν
�p

−ggμν
�

− ρ
μν
∂ρ
�p

−ggμν
�

−
�

σ
μρ
ρ
νσ
− ρ

μν
σ
ρσ

�

p

−ggμν
�

d4

+
∫

M

�

∂ρ
�

p

−ggμνρ
μν

�

− ∂ν
�

p

−ggμνρ
μρ

��

d4,

=
∫

M

Λg
p

−gd4 +
∫

M

∂ρ
�p

−gAρ
�

d4. (1.11)

La dernière égalité définie Λg et Aμ. L’expression de Aμ est obtenue après un changement
d’indices muets (ν, ρ)→ (ρ,ν) :

Aρ = gμνρ
μν
− gμρν

μν
. (1.12)

L’intégrale contenant Aμ disparaît lors de la variation, en effet le théorème de Green-Ostrogradski
permet d’écrire :

∫

M

∂ρ
�p

−gAρ
�

d4 =
∫

∂M

p

−gAρdSρ. (1.13)

Nous pouvons réécrire (1.11) en tenant compte de (1.13) on écrire :

5. Les quantités ρμν =
1
2g

ρσ
�

∂μgνσ + ∂νgμσ − ∂σgμν
�

sont appelées symboles de Christoffel
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∫

M

R
p

−gd4 =
∫

M

Λg
p

−gd4 +
∫

M

p

−gAμdSμ. (1.14)

Maintenant, il nous reste à trouver l’expression de Λg et Aμ ;

Λg
p

−g = σ
μσ
∂ν
�p

−ggμν
�

− ρ
μν
∂ρ
�p

−ggμν
�

−
�

σ
μρ
ρ
νσ
− ρ

μν
σ
ρσ

�

p

−ggμν. (1.15)

Pour cela nous allons transformer les deux premiers termes du second membre de (1.15) :

∂ν
�p

−ggμν
�

= ∂ν
�p

−g
�

gμν +
p

−g∂ν
�

gμν
�

=

p

−g

2
gρσ∂ν

�

gρσ
�

gμν +
p

−g∂ν
�

gμν
�

,

ou par dérivation de gμν = gμρgνσgρσ, on obtient ∂νgμν = −gνρgμσ∂νgρσ donc

∂ν
�p

−ggμν
�

= ∂ν
�p

−g
�

gμν +
p

−g∂ν
�

gμν
�

=
p

−g
�

1

2
gρσ∂ν

�

gρσ
�

gμν − gνρgμσ∂νgρσ
�

=
p

−g
�

1

2
gνρgμσ∂σ

�

gνρ
�

−
1

2
gνρgμσ∂νgρσ −

1

2
gνρgμσ∂ρgνσ

�

=

p

−g

2
gνρ

�

∂σ
�

gνρ
�

− gμσ∂νgρσ − gμσ∂ρgνσ
�

= −
p

−ggνρμ
νρ
. (1.16)

D’après le théorème de Ricci 6 et d’après :

∂ρ
�p

−g
�

= −
1

2
p

−g
∂ρg =

1

2
p

−g
ggμν∂ρgμν =

p

−g

2
gμν∂ρgμν =

p

−gσ
ρσ
. (1.18)

On a :

∂ρ
�p

−ggμν
�

= gμν∂ρ
�p

−g
�

+
p

−g∂ρgμν =
p

−g
�

gμνσ
ρσ
− gσνμ

σρ
− gμσν

σρ

�

.

(1.19)

Compte tenu de (1.16) et (1.19), il vient :

6. Prenons la dérivée covariante des composantes gμν du tenseur métrique,
Dρgμν = ∂ρgμν − gσνσμρ − gμσ

σ
νρ

= ∂ρgμν − μρ,ν − νρ,μ = 0 (1.17)

donc la dérivée covariante du tenseur métrique est nulle, ce résultat est connu sous le nom du théorème de Ricci
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σ
μσ
∂ν
�p

−ggμν
�

− ρ
μν
∂ρ
�p

−ggμν
�

=
p

−g
�

−gνρσ
μσ
μ
νρ
− gμνρ

μν
σ
ρσ
+ gσνρ

μν
μ
σρ
+ gμσρ

μν
ν
σρ

�

=
p

−g
�

2gσνρ
μν
μ
ρσ
− gνρσ

μσ
μ
νρ
− gμνρ

μν
σ
ρσ

�

, (1.20)

de sorte que finalement on trouve :

Λg =
�

2gσνρ
μν
μ
ρσ
− gνρσ

μσ
μ
νρ
− gμνρ

μν
σ
ρσ

�

−
�

σ
μρ
ρ
νσ
− ρ

μν
σ
ρσ

�

gμν

= gμν
�

2
�

σ
μρ
ρ
νσ
− ρ

μν
σ
ρσ

�

−
�

σ
μρ
ρ
νσ
− ρ

μν
σ
ρσ

��

, (1.21)

c’est-à-dire :

Λg =
�

σ
μρ
ρ
νσ
− ρ

μν
σ
ρσ

�

gμν. (1.22)

En effectuant la variation de chaque membre de l’égalité (1.14), on obtient

δ

∫

M

R
p

−gd4 = δ
∫

M

Λg
p

−gd4. (1.23)

En effet, la variation du champ δ
∫

∂M

p

−gAρdSρ = 0 étant nulle sur la frontière d’intégra-
tion, donc la deuxième intégration du membre de droite de la relation (1.14) disparaît lors de
l’application du principe de moindre action.

Pour établir les équations du champ de gravitation, nous devons procédé à la variation de
l’action par rapport aux potentiels de gravitation gμν. Or d’après ce qui vient d’être dit :

Sg =
1

2χ

∫

M

R
p

−gd4, (1.24)

où R peut être exprimée à l’aide du tenseur de Ricci Rμν, donc :

δSg =
1

2χ

∫

M

δ
�

R
p

−g
�

d4 =
1

2χ

∫

M

δ
�p

−ggμνRμν
�

d4, (1.25)

soit :

δSg =
1

2χ

∫

M

�

δ
�p

−g
�

gμνRμν +
Æ

−gδ
�

gμν
�

Rμν +
p

−ggμνδ
�

Rμν
�

�

d4. (1.26)

Évaluons successivement chaque intégrale du second membre donc :
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δSg =
1

2χ

∫

M

��

−
1

2

p

−ggμνδgμν
�

R +
p

−gδ
�

gμν
�

Rμν +
p

−ggμνδ
�

Rμν
�

�

d4

=
1

2χ

∫

M

�

Rμν −
1

2
gμνR

�

p

−gδgμνd4 +
1

2χ

∫

M

p

−ggμνδ
�

Rμν
�

d4. (1.27)

Le tenseur de Ricci étant basé uniquement sur les symboles de Christoffel ρ
μν

, donc on peut
calculer sa variance :

δ
�

Rμν
�

= δ
�

∂ρρμν − ∂ν
ρ
μρ
+ ρ

σρ
σ
μν
− ρ

νσ
σ
μρ

�

= ∂ρδρμν − ∂νδ
ρ
μρ
+ δ

�

ρ
σρ

�

σ
μν
+ ρ

σρ
δ
�

σ
μν

�

− δ
�

ρ
νσ

�

σ
μρ
− ρ

νσ
δ
�

σ
μρ

�

.

puisque δρ
μν

est la différence de deux symboles de Christoffel, il s’agit d’un tenseur, avec lequel
nous pouvons calculer la dérivée variable.

Dρ

�

δρ
μν

�

= ∂ρδρμν + δ
�

ρ
σρ

�

σ
μν
− δ

�

ρ
νσ

�

σ
μρ
− δ

�

ρ
μσ

�

σ
νρ
,

Dν

�

δρ
μρ

�

= ∂νδρμρ + δ
�

σ
μρ

�

ρ
νσ
− δ

�

ρ
ρσ

�

σ
μν
− δ

�

ρ
μσ

�

σ
νρ
,

Donc on obtient l’identité de Palatini :

Dρ

�

δρ
μν

�

− Dν

�

δρ
μρ

�

= ∂ρδρμν + δ
�

ρ
σρ

�

σ
μν
− δ

�

ρ
νσ

�

σ
μρ
− δ

�

ρ
μσ

�

σ
νρ

−∂νδρμρ − δ
�

σ
μρ

�

ρ
νσ
+ δ

�

ρ
ρσ

�

σ
μν
+ δ

�

ρ
μσ

�

σ
νρ

= ∂ρδρμν − ∂νδ
ρ
μρ
+ δ

�

ρ
σρ

�

σ
μν
+ ρ

σρ
δ
�

σ
μν

�

−δ
�

ρ
νσ

�

σ
μρ
− ρ

νσ
δ
�

σ
μρ

�

= δRμν

Donc nous pouvons maintenant écrire en remplaçant δRμν par son expression
∫

M

p

−ggμνδ
�

Rμν
�

d4 =
∫

M

p

−ggμν
�

Dρ

�

δρ
μν

�

− Dν

�

δρ
μρ

��

d4

7
=

∫

M

p

−g
�

Dρ

�

gμνδρ
μν

�

− Dν

�

gμνδρ
μρ

��

d4

=
∫

M

p

−gDρ

�

gμνδρ
μν

�

− Dρ

�

gμρδν
μν

�

d4

=
∫

M

p

−gDρ

�

gμνδρ
μν
− gμρδν

μν

�

d4
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Quand on considère l’expression entre parenthèses, on remarque que les indices μ et ν s’an-
nulent, de sorte qu’on se retrouve avec un tenseur rang 1, donc un vecteur

Bρ = gμνδρ
μν
− gμρδν

μν

De sorte qu’il nous reste l’expression intégrale suivante :
∫

M

p

−ggμνδ
�

Rμν
�

d4 =
∫

M

p

−gDρB
ρd4

qui peut être convertie en une intégrale de surface par le théorème de Green-Ostrogradski.
Donc :

δSg =
1

2χ

∫

M

Gμν
p

−gδgμνd4 +
1

2χ

∫

∂M

p

−gBρdSρ

Avec Gμν = Rμν − 1
2gμνR, la dernière intégrale du second membre est nulle puisqu’elle est

calculée sur l’hypersurface délimitant le volume d’intégration, or conformément au principe de
moindre action, les variations du champ sont prises nulles sur la frontière d’intégration. Comme
on le sait par le principe de moindre action, la variation d’action nécessite alors δSg = 0, donc

δSg =
1

2χ

∫

M

�

Rμν −
1

2
gμνR

�

p

−gδgμνd4 = 0 (1.28)

Les variation δgμν étant arbitraires, on en déduit finalement les équations du champ de gravi-
tation :

Rμν −
1

2
gμνR = 0 (1.29)

Ce sont les équations d’Einstein de la relativité générale dans le cas extérieur dans le vide.
Les Rμνet R contiennent les gμν et leurs dérivées premières et secondes, la résolution de

l’équation d’Einstein permet donc de déterminer les gμν, c’est-à-dire les potentiels de gravita-
tion ou la métrique de l’espace temps.

Remarquons que le tenseur Gμν = Rμν − 1
2gμνR est symétrique. Il n’y a donc que dix

équations distinctes parmi les 16 composantes. Par ailleurs les dix équations restantes ne sont
pas indépendantes car elles satisfont de plus à quatre identités exprimant la nullité du tenseur

7. On utilise le théorème de Ricci : Dρgμν = 0.
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d’Einstein, à savoir : DνGν
μ
= 0, donc Les équations d’Einstein (1.29) forment six équations

indépendantes qui déterminent les six composantes indépendantes de gμν.
Jusqu’ici, nous nous sommes intéressés aux équations du champ dans le vide. Si nous consi-

dérons maintenant un espace-temps qui n’est pas vide mais contient de la matière c’est à dire
dans les cas intérieur, on suppose que l’action totale de la théorie soit donnée par la somme
de l’action de la gravitation SG et l’action pour la matière-énergie SME. Cette nouvelle action
pourrait être écrite comme ce suit :

δ (SG + SME) = 0

Nous allons d’abord déterminer le nouveau terme δSME en écrivant SME sous la forme :

SME =
∫

M

ΛME
p

−gd4

Le terme sera relié au tenseur impulsion-énergie, il conduira à la présence d’un second membre
dans les équations d’Einstein qui feront intervenir ce tenseur. Maintenant nous effectuons le
calcul de δSME :

δSME = δ
∫

M

ΛME
�

gμν, ∂λgμν
�p

−gd4,

Il vient :

δ

∫

M

ΛME
p

−gd4 =
1

c

∫

M

[
∂
p

−gΛME
∂gμν

δgμν +
∂
p

−gΛME
∂ (∂λgμν)

δ
�

∂λg
μν
�

]d4 (1.30)

Intégrons par partie le deuxième terme du second membre, ce qui revient à utiliser l’égalité :

∂λ[
∂
p

−gΛME
∂ (∂λgμν)

δgμν] = ∂λ[
∂
p

−gΛME
∂ (∂λgμν)

]δgμν +
∂
p

−gΛME
∂ (∂λgμν)

δ
�

∂λg
μν
�

Alors l’équation (1.30) devient

δSME =
∫

M

[
∂
p

−gΛME
∂gμν

δgμν − ∂λ(
∂
p

−gΛME
∂ (∂λgμν)

)]δgμνd4 + ∂λ[
∂
p

−gΛME
∂ (∂λgμν)

δgμν]d4

(1.31)



Chapitre 1. RELATIVITÉ GÉNÉRALE ET MÉCANIQUE QUANTIQUE 15

Compte tenu du théorème de Green-Ostrogradski, la deuxième intégrale peut se réécrire de la
façon suivante :

∫

M

∂λ[
∂
p

−gΛME
∂ (∂λgμν)

δgμν]d4 =
∫

M

∂λ[
p

−g
∂ΛME

∂ (∂λgμν)
δgμν]d4

=
∫

∂M

p

−g
∂ΛME

∂ (∂λgμν)
δgμνdSλ = 0 (1.32)

La dernière égalité vient de ce que les variations δgμν s’annulent aux frontières d’intégrations.
On définie donc le tenseur impulsion-énergie Tμνpar la relation suivante :

1

2
Tμν

p

−g =
∂
p

−gΛME
∂gμν

δgμν − ∂λ(
∂
p

−gΛME
∂ (∂λgμν)

) (1.33)

Compte tenu de (1.32) et (1.33), l’égalité (1.31) devient,

δSME =
∫

M

1

2
Tμν

p

−gδgμνd4 (1.34)

Finalement, la condition δ (SG + SME) = 0 s’écrit, compte tenu de la relation (1.28) et de la
relation (1.34) comme suit :

−
1

2χ

∫

M

[Rμν −
1

2
gμνR − χTμν]

p

−gδgμνd4 = 0

Cette égalité doit être valable pour des variation arbitraires δgμν, on en déduit alors :

Rμν −
1

2
gμνR = χTμν (1.35)

La relativité générale, mise au point en grande partie par Einstein au début du siècle dernier
[6], permet de décrire l’influence de la matière sur l’espace-temps et réciproquement (voir la
figure (1.1)). Ce sont les équations d’Einstein de la relativité générale dans le cas intérieur 8.

8. Bien entendu, lorsque l’on tient compte du terme cosmologique, ces équations deviennent :

Rμν −
1

2
gμνR + Λgμν = χTμν
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Cependant, cette action d’Einstein-Hilbert n’est pas la seule action possible, et il existe d’autres
formulations possibles qui donnent les mêmes résultats, comme l’action de Plebanski et l’action
de Palatini, nous le mentionnons ici principalement pour l’élaboration de nos conventions, ainsi
que pour permettre une comparaison avec la formalisme que nous allons proposer dans la partie
suivante.

1.1.2 Formulation par tétrade

Cette partie décrit le formalisme tétrade de la relativité générale.
1. Pourquoi les tétrades ? Parce que la physique est plus claire dans un cadre localement

inertiel que dans un cadre de coordonnées.
2. L’objet primitif dans le formalisme tétrade est le vierbein (quatre-pattes) eμ, à la place

de la métrique dans le formalisme de coordonnées.
3. Écrire de manière appropriée une métrique ds2 encode non seulement les coefficients

métriques gμν, mais également un vierbein complet par l’intermédiaire de eαμ et eβν.
4. Dans le formalisme tétrade, la dérivée dirigée ∂α est l’analogue de la dérivée partielle

des coordonnées ∂/∂μ du formalisme des coordonnées. Les dérivées dirigées ∂α ne commutent
pas, alors que les dérivées des coordonnées ∂/∂μ commutent.

Pour déduire les effets de la gravitation sur les systèmes physiques, nous avons jusqu’ici
suivi le principe de covariance : écrire les équations relativistes restreintes appropriées qui dé-
crivent le système physique en l’absence de la gravitation, ensuite remplacer ηαβ par gαβ et
toutes les dérivées par des dérivées covariantes. Les équations résultantes seront généralement
covariantes et vraies en présence des champs gravitationnels. Cependant, cette méthode ne fonc-
tionne réellement que pour les objets qui se comportent comme des vecteurs ou des tenseurs
se transformant comme des représentations du groupe de Lorentz SO(3,1), et non pas pour
les champs spinoriels. Nous verrons que le formalisme de tétrade est utile pour incorporer les
champs spinoriels, ce formalisme est essentiellement différent du problème de la détermination
des effets gravitationnels sur les systèmes physiques. En tant que formalisme plutôt qu’une
théorie, il ne fournit pas de prédictions différentes, mais permet d’exprimer différemment les
équations pertinentes. En relativité générale, les méthodes à base de coordonnées fournissent
une procédure simple pour calculer de nombreuses quantités telles que, par exemple, Dα et
Rα μβν. Il est parfois avantageux d’utiliser une base orthonormée dans les calculs des tenseurs.
Rappelons-nous qu’une base de coordonnées ∂

∂μ n’est orthonormée que dans le cas trivial
d’espace-temps plat. Les tétrades sont des vecteurs de base qui transforment la métrique en
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Figure 1.2 – Schéma représentant le plan tangent TXM à une sphère M en un point X. Un vecteur
Aμ() dans le référentiel Lorentzien est transporté sur un vecteur Ãα() de la sphère grâce à la
tétrade.

une structure de Minkowski. Leurs intérêt devient marquant si nous nous arrêtons un peu sur
l’interprétation de l’équation si dessous relative au tenseur métrique (1.36). En raison du prin-
cipe d’équivalence d’Einstein 9, à chaque point X, nous pouvons faire correspondre un ensemble
de coordonnées ξα

X
localement inertielles en X. En effet, nous avons vu que la surface d’une

sphère est localement plate (voir Figure (1.2) pour une illustration sur la sphère). C’est en réa-
lité le cas de tout espace-temps 10. Notons que nous pouvons créer un système de coordonnées
inertielles qui est localement inertiel partout, seulement si l’espace-temps est plat, la tétrade est
définie localement, et non globalement. En chaque point, elle permet de transformer tout objet
exprimé dans le référentiel plat local vers l’espace-temps réel qui est courbe. Comme indiqué
dans [16] la métrique générale du système de coordonnées non inertielles est donnée par :

gμν () =
∂ξα

X

∂μ

�

�

�

�

�

=X

∂ξ
β
X

∂ν

�

�

�

�

�

�

=X

ηαβ

= eαμ (X)eβν (X)ηαβ (1.36)

9. En effet, rendre la métrique plate en un point x revient à trouver un référentiel inertiel en ce point, ce qui est
toujours possible.

10. Le terme d’espace tangent est en réalité déjà utilisé en géométrie différentielle pour définir tout vecteur ou tenseur.
En effet, dans ce formalisme, on dit que l’espace-temps est une variété, qui est une structure bien moins forte que celle de
l’espace vectoriel. On introduit alors un espace tangent en chaque point, dans lequel on définit nos vecteurs et tenseurs.
Ainsi, de ce point de vue, tout vecteur "de l’espace-temps" fait aussi partie d’un espace tangent. La seule différence entre
ces deux espaces tangents est leur métrique, plate pour l’un, et potentiellement courbe pour l’autre.
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où eαμ (X) :=
∂ξαX
∂μ

�

�

�

=X
. Si nous voulons changer nos coordonnées non inertielles de μ à ′μ

les dérivées partielles eαμ se transforment conformément à la règle :

eαμ → e′αμ =
∂ξν

X

∂μ
eαν = Λνα eαν. (1.37)

avec Λ ∈ SO(3,1), on a alors :

e′αμ(x)e′βν(x) ηαβ = eγμ(x) eδν(x) Λαγ ηαβ Λβδ = eγμ(x) eδν(x) ηγδ

= gμν(x) , (1.38)

et cela montre que les deux tétrades eαμ et e′αμ décrivent la même métrique, et sont donc
équivalentes. Le groupe de Lorentz peut alors être vu comme groupe de jauge de la relativité
générale : on a, en chaque point, une certaine liberté au niveau du choix du référentiel inertiel.

On peut penser à eαμ comme formant quatre champs de vecteurs covariants, plutôt qu’un
seul tenseur. Cet ensemble de quatre vecteurs est connu sous le nom de tétrade ou vierbein.
Maintenant, étant donné que pour tout champ de vecteur contravariant Aμ(), nous pouvons
utiliser la tétrade pour référencer ses composantes en  vers le système de coordonnées ξα

X

localement inertiel en  (voir figure (1.2)) :

Ãα() = eαμ(X) Aμ()

Nous avons contracté sur un vecteur contravariant Aμ() avec quatre vecteurs covariants
eαμ(X), ce qui consiste à remplacer le vecteur unique Aμ() par les quatre scalaires Ãα().
Nous pouvons faire le même choix pour les champs de vecteurs covariants et les champs de
tenseurs généraux comme suit :

Ãα ≡ eα
μAμ, (1.39)

T̃α β ≡ eαμeβ
νTμν, (1.40)

où eβν est la tétrade eαμ avec l’indice-α abaissé avec le tenseur de Minkowski ηαβ et l’indice-μ
augmenté avec le tenseur métrique gμν comme ce suit

eβ
ν = ηαβgμνeαμ (1.41)

En utilisant la définition de eβν et l’équation (1.36), on obtient facilement
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eβ
μeβν = ηαβgμυeαυeβν = gυνgμυ = δμν. (1.42)

et de façon analogue
eαμeβ

μ = δαβ. (1.43)

En utilisant la définition de eαμ et eβν, les composantes scalaires du tenseur métrique sont
alors :

g̃αβ = eαμeβνgμν = ηαβ (1.44)

Notons que nous aurions pu aussi commencer à définir la tétrade à partir de l’équation (1.44).
Nous allons maintenant montrer comment transformer n’importe quel champ de tenseurs en un
ensemble de scalaires. Comme mentionné au début de ce chapitre, le formalisme tétrade sera
utile pour incorporer des champs de spineurs, comme le champ spinoriel décrivant l’électron
1/2 de Dirac.

Le principe d’équivalence exige que la relativité restreinte s’applique aux cadres localement
inertiels et qu’elle ne fasse aucune différence avec le cadre localement inertiel choisi. Ainsi,
lorsque nous passons d’un cadre inertiel local d’un point à un autre au même point, les champs
se transforment par rapport à une transformation de Lorentz Λαβ () comme suit

Ãα () = Λαβ () Ãβ () (1.45)

T̃αβ () = Λγα ()Λδβ () T̃γδ () , (1.46)

où
ηαβ = Λγα ()Λδβ ()ηγδ. (1.47)

Le tenseur ηαβ satisfait la transformation de Lorentz. Notons que la transformation de Lorentz
dépend de la position et n’est donc pas une constante. La tétrade change selon la même règle
que Ãα. Nous allons maintenant donner l’équivalent du formalisme présenté dans la section
précédente, mais exprimé dans ce nouvel espace, nous définissons la connexion de spin (ou
connexion Lorentzienne) ω

μb
à partir de la connexion de Levi-Civita

ω
μb
= eν∇μebν, (1.48)

où la dérivée covariante ∇μebν est donnée par, voir [16]

∇μebν = ∇∂/∂μ
�

∂

∂ν
ξb

�

= ν
μσ

∂

∂ν
ξb +

∂

∂ν

�

∂

∂μ
ξb

�

(1.49)
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= ν
μσ
eb

σ +
∂

∂μ
eb

ν

= ∂μeb
ν + ν

μσ
eb

σ, (1.50)

et donc l’équation (1.48) devient

ω
μb
= eν∇μebν

= eν
�

∂μeb
ν + ν

μσ
eb

σ
�

= −ebν∂μeν + νμσe

νeb

σ

= −ebσ
�

∂μe

σ − νμσe


ν

�

, (1.51)

où nous avons utilisé l’identité eνebν = δb pour calculer

eν∂μeb
ν = ∂μ

�

eνeb
ν
�

− ebν∂μeν.

Notons également que , b ne sont pas des indices de tenseur, ils ne se transforment pas
correctement sous les transformations de Lorentz. Il s’ensuit également que

∇μebν = ωc
μb
ec

ν.

Cette relation peut être vérifiée à travers la définition de 1-forme ωc
μb

qui peut s’écrire :

eν∇μebν = eνωc
μb
ec

ν = δcωc
μb
= ω

μb

Notons enfin que les indices μ, ν sont élever ou abaisser avec gμν et es indices internes α, β
(ou , b) qu’on peut élever et rabaisser par la métrique Lorentzienne ηαβ.

À partir de cette connexion, on peut alors définir la 2-forme de courbure associée à ω,
appelé tenseur de courbure équivalent du tenseur de Riemann :

Fb
μν
= ∂μωb

ν
− ∂νωb

μ
+ ωc

μ
ηcd ω

db
ν
− ωbc

μ
ηcd ω

d
ν
, (1.52)

La 2-forme de courbure est invariante si la connexion subit une transformation de jauge

ωα
μβ
→ ωα′

μβ′
= Λα

′

α
ωα
μβ
Λββ′ + Λ

γ
β′∂μΛ

α′

γ

En utilisant la solution ω(e) de l’axiome du tétrade (1.48), nous pouvons ré-exprimer cette
dernière équation en fonction du tenseur de Riemann :
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Fb
μν

11
= eρ ebσRμνρσ. (1.53)

où Rμνρσ(e) est le tenseur de Riemann construit à partir de la métrique définie par la tétrade
e
μ
. Cette relation est connue sous le nom d’équation de seconde structure de Cartan. Il montre

que la relativité générale est une théorie de jauge dont le groupe de jauge local est le groupe
de Lorentz et que le tenseur de Riemann n’est autre que la force du champ de la connexion de
spin.

Le déterminant g de gμν est lié au déterminant de la tétrade e par la relation simple

g
12
≡ det[gμν] = − det[eμ]

2 ≡ −e2. (1.54)

Pour en conclure, l’action d’Einstein-Hilbert ( que l’on appelle, ainsi formulée, l’action de
Palatini voir [17]) peut être réécrite dans ce formalisme. Cette action d’Einstein-Hilbert [18]

11. Deuxième équation de structure de Cartan en partant de la définition de F dans (1.52) et en insérant
(1.51), on a

Fb
μν
=∂μeρ∂νe

ρb + ∂μeρ
ρ
σν
eσb + e

ρ
∂μ
�

ρ
σν

�

eσb + e
ρ
ρ
σν
∂μe

σb + e
ρ
∂μe

ρ
c
ec
σ
∂νe

σb+

+ e
ρ
ρδμe

δ
c
ec
σ
∂νe

σb + e
ρ
∂μe

ρ
c
ec
σ
σ
δν
eδb + e

ρ
ρδμe

δ
c
ec
σ
σ
ην
eηb − (μ↔ν).

Nous utilisons ensuite e
ρ
eρ
c
= δ

c
et e

ρ
∂μeρc = −∂μ(e


ρ
)eρ

c
pour réécrire cette expression en tant que

Fb
μν
= e

ρ
eσb∂μ

�

ρ
σν

�

+ e
ρ
eσbρδμ

δ
σν
+ ∂meρ∂νe

ρb − ∂μeρ∂νe
ρb+

+ ∂μeρ
ρ
σν
eσb − ∂μeρ

ρ
σν
eσb + e

ρ
ρ
σν
∂μe

σb + e
ρ
ρ
σμ
∂νe

σb − (μ↔ν)

= 2e
ρ
ebσ

�

∂(μ
ρ
σν) + 

ρ
δ(μ

δ
σν)

�

= eρeσbRμνρσ(e).

12. Cette expression peut être facilement dérivée en vertu la formule de Cayley pour le déterminant d’une
matrice,

g = detgμν =
1

4!
εμνρσεαβγδgμαgνβgργgσδ. (1.55)

Si nous exprimant gμν en termes de tétrades, nous obtenons

g = det
�

e
μ
eb
ν
ηb

�

=
1

4!
εμνρσεαβγδe

μ
eb
α
ηbe

c
ν
ed
β
ηcde

m
ρ
en
γ
ηmne

o
σ
eP
δ
ηop =

=
1

4!
εμνρσe

μ
ec
ν
em
ρ
eo
σ
εαβγδeb

α
ed
β
en
γ
eP
δ
ηbηcdηmnηop =

=
1

4!
e2εcmoεbdnpηbηcdηmnηop = −e2
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n’est cependant pas la seule action possible, il existe d’autres formulations possibles donnant
les même résultats, comme l’action de Plebanski. Réécrivons les actions en termes de tétrades,
en utilisant explicitement (1.53) et (1.54)

SEH(gμν(e)) =
1

2χ

∫

d4
p

−ggμνRμν

=
1

2χ

∫

d4eeμ

eνRμρνσe

ρ
be

σb

=
1

2χ

∫

d4eeμ

e
ρ
bF

b
μρ
(ω(e))

=
1

2χ

∫

d4
1

4
εbcdε

μραβec
α
ed
β
Fb
μρ
(ω(e))

=
1

4χ

∫

εbcde
 ∧ eb ∧ Fcd (ω(e)) (1.56)

L’action d’Einstein-Hilbert peut être réécrite en fonction de la tétrade de la manière suivante :

S(e
μ
, ωb

μ
) =

1

2
εbcd

∫

e ∧ eb ∧ Fcd (ω) . (1.57)

En plus de l’invariance sous difféomorphisme, cette reformulation de la théorie possède une
symétrie de jauge supplémentaire sous les transformations de Lorentz locales. Un fait qui joue
un rôle crucial dans ce qui suit est que nous pouvons lever la connexion pour qu’elle soit une
variable indépendante et considérer la nouvelle action.

S(e
μ
, ωb

μ
) =

1

2
εbcd

∫

e ∧ eb ∧ Fcd (ω) . (1.58)

Bien que cela dépend des champs supplémentaires, cette action donne remarquablement les
mêmes équations de mouvement que celle d’Einstein-Hilbert (1.56). Cela est dû au fait que les
équations des champs supplémentaires provenant de la variation de l’action par rapport à ω
n’ajoutent rien de nouveau : elles imposent simplement la forme (1.48) de la connexion de spin
et la relativité générale est ainsi retrouvée.
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Nous aurons également besoin des expressions de l’aire d’une surface S, nous partons de la
définition standard de l’aire en termes de métrique :

A(S) =
∫

S

dσ1dσ2

√

√

√

det

�

gb
∂

∂σα
∂b

∂σβ

�

ec α, β = 1,2 (1.59)

En utilisant la notation ∂1 =
∂

∂σ1

det

�

gb
∂

∂σα
∂b

∂σβ

�

= gbgcd
�

∂1
∂1

b∂2
c∂2

d − ∂1∂2b∂1c∂2d
�

= gbgcd2∂1∂1[b∂2c]∂2d

= 2g[bgc]d∂1∂1b∂2c∂2d

= ggeƒnenƒ (1.60)

Où nous avons reconnu que :

g[bgc]d =
1

2
εceεbdƒgg

eƒ (1.61)

Avec ne = εeb
∂

∂σ1
∂b

∂σ2
le vecteur normal à la surface. En utilisant la définition du tétrade,

nous avons :
A(S) =

∫

S

dσ1dσ2
Ç

e2ee e
ƒ nenƒ (1.62)

ainsi que le volume d’une région R, qui s’exprime simplement :

V =
∫

R

det[e

] d3 . (1.63)

où, comme pour l’expression avec la métrique, e

est la restriction de la tétrade aux coordonnées

nécessaires pour décrire le volume considéré qu’on appelle aussi triade ou drierbein, et qui sera
ultérieurement étudiée plus en détail.
Nous arrivons enfin à une nouvelle présentation de la relativité générale et du formalisme que
nous allons utiliser. Dans les sections qui vont suivre, maintenant, nous allons exposé brièvement
les principes fondamentaux de la mécanique quantique ainsi que la méthode de quantification
canonique.



24 2. Mécanique Quantique

1.2 Mécanique Quantique

1.2.1 Axiomes de la mécanique quantique

La mécanique quantique [19–22] est une théorie axiomatique car elle repose sur peu de
principes, ou axiomes. Il n’y a pas de consensus sur le nombre d’axiomes nécessaires pour décrire
le formalisme de la mécanique quantique, nous allons exposer ici les six axiomes de cette théorie
si remarquable et qui n’as été jamais mise en défaut depuis son avènement. En nous inspirant
de leur énoncé dans [19], les cinq premiers axiomes constituent la base mathématique de la
mécanique quantique et le cinquième fournit un lien entre les mathématiques introduites par
les quatre premiers et les résultats d’un processus de mesure.

En règle générale, l’énoncé de chaque axiome sera suivi d’un commentaire, de sorte que la
signification des termes contenus dans les axiomes soit donnée au bon moment, à savoir le
moment où ils sont introduits.

å Premier axiome : Description d’un système physique
A chaque instant, l’état d’un système physique est représenté par un vecteur état, que
l’on note généralement Ket |ψ(t)〉, et qui appartient à un espace des états. Noté H,
c’est un espace de Hilbert, muni d’un produit scalaire hermitien : 〈ψ (t) |φ (t′)〉 =
〈φ (t′) |ψ (t)〉∗.

Cet axiome est déjà radical car il implique que la superposition de deux états est
à nouveau un état du système. Si |ψ1(t)〉 et |ψ2(t)〉 sont des états possibles d’un
système, il en est de même pour leur combinaison linéaire |ψ(t)〉 = 1 |ψ1(t)〉 +
2 |ψ2(t)〉.

å Deuxième axiome : Description mathématique d’une grandeur physique
Toute grandeur physique mesurable A est représentée par un opérateur linéaire self-
adjoint Â agissant dans l’espace des étatsH. On dit que Â est une observable quantique
pour que l’opérateur Â soit attribuer a une grandeur physique il faut qu’il soit her-
mitien, ses vecteurs propres qui sont les |ψ〉 doivent formé une base orthonormé de
l’espace des états H. Chaque attribut observable d’un système physique est décrit
par un opérateur est une application linéaire qui agit sur les Kets |ψ(t)〉 décrivant
le système. Toute grandeur physique mesurable A est représentée par un opérateur

Axiomes : la mécanique quantique
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self-adjoint Â agissant dans l’espace des états dans l’espace de Hilbert H. On dit Â
est l’observable quantique. Formellement, Â : |ψ〉 →

�

�

�ψ′


¶

= Â |ψ〉 ∈ H. La linéarité
se traduit par la définition :

Â |αφ + βψ〉 = αÂ |φ〉+ βÂ |ψ〉 .

å Troisième axiome : Mesure des grandeurs physique
Le seul résultat possible de la mesure de la grandeur physique A ne peut donner que
l’une des valeurs propres de l’opérateur Â correspondant. Puisque nous ne mesurons
que des nombres réels, il est nécessaire que les valeurs propres des opérateurs cor-
respondant aux observables soient réelles. L’herméticité des opérateurs est liée à ce
fait

Â
�

�ψ
�

= 
�

�ψ
�

Les états propres d’un opérateur hermitien ont les propriétés suivantes.
- Ils sont orthogonaux




ψ
�

�ψj
�

≡
�

ψ , ψj
�

=
∫

dψ∗

()ψj () = δj.

- Ils couvrent l’espace des états, ils forment donc une base de H. Cela signifie qu’un
état arbitraire peut être étendu en tant que somme des états propres d’un opérateur
hermitien. Pour cette raison, nous disons que l’ensemble des états est «complet».

å Quatrième axiome : Principe de décomposition spectrale
Lorsqu’une mesure d’une observable Â est effectuée sur un état générique |ψ〉, la
probabilité d’obtenir une valeur propre n est donnée par le carré du produit intérieur
de |ψ〉 avec l’état propre |n〉, |〈n |ψ〉|2.

Le nombre complexe, 〈n |ψ〉, est appelé «amplitude de probabilité » de mesurer
la valeur n sur un système dans l’état |ψ (t)〉. Tout d’abord, tout état peut être
étendu en tant que superposition d’états propres de Â,

|ψ〉 =
∑

n
cn |n〉

Ensuite, nous utilisons l’orthonormalité des états propres Â pour trouver une expres-
sion pour les coefficients de décomposition cn,

〈k |ψ〉 =
∑

n
cn 〈k |n〉 =

∑

n
cnδkn = ck
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Ainsi, la composante de |ψ〉 le long de la "direction" du n ième état propre de Â est
donnée par 〈n |ψ〉. L’opération de mesure donne le résultat n avec une probabilité
proportionnelle au carré de cette composante, |〈n |ψ〉|2 .

La probabilité d’obtenir un résultat est l’unité. Pour les états normalisés à l’unité :

|〈ψ |ψ〉|2 =
∑

m

∑

n
c∗
m
cn 〈m |n〉 .

Utiliser |〈ψ |ψ〉| = 1 et 〈m |n〉 = δmn, on obtient
∑

n |cn|
2 = 1

Selon les règles habituelles de probabilité, on peut calculer la «valeur attendue» de
l’observable Â. Si la probabilité d’observer n est |cn|2 alors la valeur attendue (notée



Â
�

) est 


Â
�

=
∑

n
n |cn|2 .

Si la valeur propre n est dégénérée, alors elle correspond à plusieurs vecteurs propres
|n(t), r〉, l’état se décompose comme |ψ (t)〉 =

∑

n,r cn,r |n(t), r〉 et la probabilité
de mesurer n est donnée par

∑

r |cn,r |
2.

å Cinquième axiome : Le concept de réduction du paquet d’onde
La mesure perturbe le système physique, si l’on effectue une mesure sur un système
dont l’etat est |ψ (t)〉 et qu’on obtient la valeur n, alors le système n’est plus dans
l’état |ψ (t)〉 mais il se trouve dans l’état propre |n,r(t)〉 l’un des vecteurs propres
associés à la valeur mesurée. On dit que la mesure détruit les interférences quantiques
c’est le phénomène du réduction du paquet d’ondes. C’est l’un des axiomes les plus
controversés de la mécanique quantique et le plus difficile à interprété. Il est motivé
par l’expérience de mesures répétées. Si un échantillon expérimental est préparé dans
un état |ψ〉, il est alors observé qu’une mesure de Â peut produire divers résultats n
avec des probabilités |〈n |ψ〉|2. Des systèmes préparés de manière identique peuvent
produire différents résultats expérimentaux.

å Sixième axiome : Évolution d’un système physique
L’évolution dans le temps d’un système quantique préserve la normalisation du ket
associé. La dynamique de l’évolution de l’état d’un système quantique est décrite par
|ψ (t)〉 = Û (t, t0) |ψ (t0)〉, pour un opérateur unitaire Û. L’évolution dans le temps
de l’état quantique d’un système est régie par l’équation de Schrödinger :

ℏ
∂

∂t
|ψ (t)〉 = Ĥ |ψ (t)〉 , (1.64)
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où l’opérateur Ĥ est l’Hamiltonien du système, opérateur associé à l’énergie totale
du système exprimée en fonction des coordonnées généralisé q et leurs moments
conjugués p, et ℏ est la constante de Planck réduite a. Une formulation alternative
consiste à transférer la dépendance par rapport au temps aux observables plutôt
qu’aux vecteurs état. L’équivalent de l’équation de Schrödinger est alors :

d

dt
Â(t) =

1

ℏ

�

Â(t), Ĥ(t)
�

+
∂

∂t
Â(t), (1.65)

que l’on appelle équation de Heisenberg.

a. ℏ = 1,054 : 10−34 : m2 : kg : s−1 dans les unités standards.

Ces quelques axiomes permettent de mettre en œuvre une théorie dotée d’un grand pouvoir
prédictive et qui a accumulé de plus en plus d’arguments expérimentaux en sa faveur durant
toutes ces quatre-vingt-quatorze années depuis sa création. Le caractère fondamental de la
mécanique quantique c’est sa conception probabiliste de la réalité et de la nature malgré les
objections sérieuses de la part de grands noms de la physique comme L. De Broglie, J. L.
Destouches, A. Einstein et ses fidèles disciples comme D. Bohm et J. Bell (Onde pilote, double
solution, variables cachées et quantification fonctionnelle) [19, 20, 22].

1.2.2 Opérateurs de la mécanique quantique

le résultat d’une mesure est en général aléatoire, et donc impossible à prédire, mais les
probabilités sont en revanche totalement déterminées. Ce fait a été perçu par beaucoup comme
une faiblesse de la mécanique quantique, et le signe qu’il devait y avoir une autre théorie, plus
fondamentale, qui permettrait de se passer de l’aléatoire. Rien ne permet pour l’instant de
l’affirmer. L’autre concept important que nous a apporté la mécanique quantique est la notion
d’observables incompatibles. Le second axiome indique en effet que toute grandeur physique
est représentée par un opérateur. Or, rien ne dit que tous les opérateurs commutent entre
eux, et ce n’est d’ailleurs pas le cas en général. Le rôle des observables compatibles et non
compatibles en mécanique quantique peut être clarifié en introduisant le concept mathématique
d’un commutateur de deux opérateurs.

Le commutateur de deux opérateurs Â et B̂ est défini par :
�

Â, B̂
�

≡ ÂB̂ − B̂Â
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C’est un concept utile dans les mathématiques des opérateurs car, comme nous allons le mon-
trer, l’ordre dans lequel deux opérateurs agissent sur une fonction est important. En physique
quantique sa valeur peut être utilisée pour déterminer si les observables sont compatibles ou
non. Nous montrerons que deux observables A et B, décrits par les opérateurs Â et B̂, sont
incompatibles si �

Â, B̂
�

6= 0

Cette déclaration générale est mieux comprise en réexaminant les états quantiques d’une par-
ticule dans une dimension et en trois dimensions.

Nous pouvons déterminer le commutateur des opérateurs de position ̂, et de leurs moments
conjugués 13 les opérateurs impulsion p̂ pour une particule dans un espace unidimensionnelle
en considérant

[ ̂, p̂] ψ (, t) = (̂.p̂ − p̂.̂)ψ (, t)

où ψ (, t) est une fonction d’onde quelconque de la particule. Ceci est non nul parce que l’ordre
de ̂ et p̂ est important. Plus précisément, nous avons

̂.p̂ψ (, t) = (−ℏ
∂

∂
)ψ (, t)

et
p̂ψ (, t) = (−ℏ

∂

∂
)ψ (, t) = −ℏψ (, t) + (−ℏ

∂

∂
)ψ (, t) ,

pour que
[ ̂, p̂] ψ (, t) = (̂.p̂ − p̂.̂)ψ (, t) = ℏψ (, t)

Comme cela est vrai pour toute fonction d’onde ψ (, t), nous concluons que l’opération définie
par (̂.p̂ − p̂.̂) est toujours une multiplication par le nombre ℏ ; en bref, nous concluons que
le commutateur de ̂ et p̂ est

[ ̂, p̂] = ℏ (1.66)

Cette relation est si importante en mécanique quantique que l’on appelle relation de commu-
tation canonique.

De plus, le degré de non-compatibilité de la position et de la quantité de mouvement,
exprimé par le principe d’incertitude de Heisenberg, peut être obtenu à l’aide de la relation
de commutation canonique (1.66). Pour bien comprendre cette dérivation, il faut connaître les
propriétés des opérateurs hermitiens et une inégalité appelée inégalité de Schwartz.

13. Conjugué au sens de la mécanique analytique.
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Les étapes clés de la dérivation du principe d’incertitude de Heisenberg sont les suivantes :
Le carré de l’écart quadratique moyen, qui mesure la dispersion des mesures autour de la valeur
moyenne, de la position et de l’impulsion d’une particule à fonction d’onde normalisée ψ (, t)
est donné par

(Δ)2 =
∫ +∞

−∞
ψ∗(ÓΔ)2ψd et (Δp)2 =

∫ +∞

−∞
ψ∗(ÓΔp)2ψd,

où les opérations des dispersions quadratiques Δ et Δp sont les l’écarts des mesures pour un
état ψ (, t) quelconque, définis par :

ÓΔ ≡ ̂ − 〈̂〉 et ÓΔp ≡ p̂ − 〈p̂〉 .

En utilisant la relation de commutation canonique (1.66), on peut facilement montrer que ces
opérations des dispersions quadratiques sur la position et l’impulsion vérifient la relation de
commutation �

ÓΔ,ÓΔp
�

= ℏ (1.67)

Nous pouvons maintenant appliquer le résultat générale :

(Δ)2 (Δp)2 ≥
1

4

�

�

�

�

�

∫ +∞

−∞
ψ∗

�

ÓΔ,ÓΔp
�

ψd

�

�

�

�

�

2

,

Ainsi la relation précédente peut être simplifiée en utilisant la relation de commutation (1.67)

et la condition de normalisation de la fonction d’onde ψ, nous avons donc :

ΔΔp ≥
ℏ

2

Ainsi, le principe d’incertitude de Heisenberg peut être dérivé en supposant que les observables
de position et de moment sont décrites par des opérateurs qui obéissent à la relation de com-
mutation canonique (1.66). Enfin, les développements en mécanique quantique montrent que
certaines quantités que nous considérons comme continues en mécanique classique sont en fait
des quantités discrètes, qui ne peuvent prendre qu’un ensemble discret de valeurs appelées
quanta.

Nous allons maintenant voir l’une des méthodes possibles pour passer du formalisme "clas-
sique" à la formulation quantique qui lui est associée.
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1.2.3 Quantification canonique

les équations de mouvement de la mécanique quantique, considérées d’un point de vue par-
ticulier, ressemblent à la formulation hamiltonienne de la mécanique classique. Cette similitude
a conduit à la seconde quantification pour deviner la description quantique des systèmes avec
des formulations hamiltoniennes classiques. La seconde quantification est connu sous le nom
de «quantification canonique» car il utilise la forme «canonique», c’est-à-dire hamiltonienne,
forme de la mécanique classique. Bien que ce soit très utile et assez puissant, il est important de
se rappeler qu’il ne donne qu’une première hypothèse quant à la formulation quantique. L’ex-
périence est le seul moyen de comprendre la description complète de la mécanique quantique
d’un système.

Il existe une analogie frappante entre les équations de mouvement pour les opérateurs dans
l’image de Heisenberg et les équations classiques du mouvement de Hamilton sous forme de cro-
chets de Poisson. Tout d’abord, résumons les équations quantiques du mouvement. Considérons
un système à N degrés de liberté. Celles-ci pourraient être les coordonnées de N/3 particules
en trois dimensions ou de N particules en une dimension par exemple. Généralement, nous
étiquetons les coordonnées {} et les moments {p}, où  = 1,2, ...N. On note l’hamiltonien
H(, p), où on relance aux indices sur les  et les p s’il n’y a pas de confusion. De la mécanique
ondulatoire où p = −ℏ∂/∂, aussi :

�

, j
�

= 0,
�

p, pj
�

= 0 et
�

, pj
�

= ℏδj (1.68)

D’après l’équation d’Ehrenfest (pour un opérateur général), AHes (t), dans l’image de Heisen-
berg

ℏ
∂A

∂t
= [A,H] (1.69)

(où nous supprimons l’indice Hes sur l’opérateur), nous pouvons obtenir des équations de
mouvement pour {} et {p},

̇ = −


ℏ
[, H] et ṗ = −



ℏ
[p, H] . (1.70)

Dans le cas particulier où H =
∑N
k=1

�

p2
k
/2m

�

+ V (), il est facile de verifier que (1.70)

̇ =
∂H

∂p
=
p

m
et ṗ = −

∂H

∂
= −

∂V

∂
(1.71)
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Les équations (1.71) ressemblent fort sur le plan formel aux équations de Hamilton. Lorsque
les deux lignes sont combinées, nous obtenons la deuxième loi de Newton, m̈ = −∂V/∂.
Bien sûr, nous devons nous rappeler que le contenu de ces équations est très différent de la
mécanique quantique par rapport à celui de la mécanique classique : les éléments de matrice
d’opérateurs entre états sont observables, et les états ne peuvent pas avoir de valeurs nettes
de  et p. Néanmoins (1.71) sont identiques aux équations de Hamilton et leur analogie à des
conséquences utiles. En fait, c’est la forme de (1.69) et (1.70) qui se connecte le plus utilement
à la mécanique classique.

Passons maintenant à la formulation des crochets de Poisson des équations de Hamilton pour
la mécanique classique. Nous avons un ensemble de N coordonnées canoniques {} et leur
moment conjugué {p}. Supposons que A et B sont deux variables dynamiques quelconques,
c’est-à-dire qu’elles sont des caractéristiques du système dépendant des  et des p. Des exemples
de variables dynamiques incluent le moment cinétique, L = x ∧ p, ou l’énergie cinétique,
∑

k p
2
k
/2m. Ensuite, le crochet de Poisson de A et B est défini par,

{A,B} ≡
∑

�

∂A

∂

∂B

∂p
−
∂A

∂p

∂B

∂

�

. (1.72)

Les crochets de Poisson sont introduits dans la mécanique classique à cause de la forme re-
marquablement simple que prennent les équations de Hamilton quand elles sont exprimées en
termes d’eux,

̇ =
∂H

∂p
= {, H} et ṗ = −

∂H

∂
= {p, H} , (1.73)

comme on peut facilement le vérifier en utilisant la définition du crochet de Poisson sur les
variables dynamiques , p et H. L’évolution temporelle d’une variable dynamique arbitraire
peut également être écrite simplement en termes de Crochets de Poission. Pour simplifier, nous
considérons des variables dynamiques qui ne dépendent pas explicitement du temps.

dA

dt
=

∑N

=1

∂A

∂
̇ +

∑N

j=1

∂A

∂pj
ṗj = {A, H} (1.74)

où la deuxième ligne découle de la première en remplaçant ̇ et ṗj par les équations (1.73).
Enfin, pour compléter l’analogie, notons que les crochets de Poisson des  et des p eux-

mêmes sont remarquablement simples,
�

, j
	

= 0,
�

p, pj
	

= 0 et
�

, pj
	

= δj (1.75)
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parce que ∂/∂pj = 0, ∂/∂j = δj,etc.
Nous pouvons maintenant prendre de recul et comparer la formulation de Poisson de la

mécanique classique avec les équations de mouvement de la mécanique quantique. Comparer
(1.68) à (1.75), (1.69) à (1.74) et (1.70) à (1.73). Il semble qu’une théorie hamiltonienne classique
puisse être transcrite en mécanique quantique par la simple règle,

{A,B} =⇒ −


ℏ

�

Â, B̂
�

. (1.76)

où les opérateurs quantiques Â et B̂ sont les mêmes fonctions des opérateurs ̂ et p̂ que A
et B sont de  et p. Cette identification est possible parce que les crochets de Poisson et les
commutateurs obéissent aux propriétés algébriques

[A,A] = 0, [A,B] = − [B,A] , [A, c] = 0,

[A + B,C] = [A,C] + [B,C] , [A,BC] = [A,B] C + B [A,C] ,

0 = [A, [B,C]] + [B, [A,C]] + [C, [A,B]] ,

le facteur −/ℏ étant nécessaire dans (1.76), car, alors que les crochets de Poisson de deux
fonctions réelles sont réels, le commutateur de deux opérateurs hermitiens est anti-hermitien.
Cette règle remarquable nous indique comment deviner la théorie quantique correspondant à
un système dynamique classique donné. La procédure est appelée «quantification canonique»
car elle découle de la description canonique hamiltonienne de la dynamique classique. En fait,
il existe des limitations importantes de la méthode de quantification canonique qui seront dis-
cutées dans une sous-section ultérieure. Cependant, d’abord, résumons et apprécions l’élégance
des étapes simples nécessaires pour déterminer l’équivalent quantique d’un système hamiltonien
classique :

• Définir la dynamique hamiltonienne classique en termes de coordonnées canoniques {}
et de moments {p}, avec un hamiltonien H.

• Écrire les équations de mouvement sous forme d’un crochet de Poisson.
• Réinterpréter les variables dynamiques classiques en tant qu’opérateurs quantiques dans

un espace d’états de Hilbert. Les propriétés de commutation des opérateurs quantiques sont
déterminées par la règle (1.76).

Bien sûr, nous ne pouvons pas oublier la différence entre la mécanique quantique et la mé-
canique classique : Bien que les équations fondamentales de mouvement puissent être mises
en correspondance par la procédure de quantification canonique, l’interprétation différente des
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variables classiques et quantiques conduit à des images totalement différentes des phénomènes
et conceptions de mouvement radicalement différentes. Nous allons essayer d’appliquer ce pro-
gramme de quantification à la relativité générale.

1.2.4 La formulation de Yang-Mills

Toutes les interactions sauf la gravité sont décrites par les théories de jauge de Yang-Mills,
dont la propriété de base est l’invariance sous l’action d’un groupe de Lie interne. Cette inva-
riance est un point clé pour la formulation quantique (par exemple, elle est cruciale pour la
renormalisation), et elle implique que les modèles de Yang-Mills remplissent les conditions d’une
théorie prédictive des champs quantiques. Une formulation de type Yang-Mills pour la gravité
devrait simplifier la question de la quantification, puisqu’on aurait à disposition les outils dé-
veloppés pour d’autres interactions. Dans cette section, nous passerons en revue la formulation
de la théorie de jauge de Yang-Mills. Les théories de jauge sont un outil mathématique qui
décrit les interactions par l’invariance de l’action S(ϕ, ∂μϕ) pour le champ ϕ()ϕr() sous
des groupes de transformations de Lie dont nous notons les éléments U(ϵ) [23, 24]. L’invariance
de l’action s’exprime par

0 = δS =
∫

L
�

ϕ(), ∂μϕ()
�

d4 =
∫

δLd4, (1.77)

ce qui implique,

δL = 0⇒
∂L
∂ϕr

δϕr +
∂L

∂∂μϕr
δ∂μϕr , (1.78)

Il est donc crucial de connaître les expressions de δϕr et δ∂μϕr . Considérons l’action de l’opé-
rateur U(ϵ) sur ϕ 14

ϕ→ ϕ′ = U(ϵ)ϕ, U(ϵ) = egϵ
τ '  + ϵτ, (1.79)

qui induit sur chaque composant la transformation

ϕr()→ ϕ′
r
() = ϕr() + δϕr(), (1.80)

δϕr() = ϕ′
r
() − ϕr() = ε(δϕr) = ϵτrs ϕs, (1.81)

14. Dans cette section, les indices a, b, c, ... désignent les indices internes du groupe de jauge, tandis que dans ce qui
suit nous les utiliserons pour les indices spatiaux de la base de Lorentz locale.
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où ϵ sont un ensemble de paramètres infinitésimaux, et τ a les générateurs, qui obéissent à
la règle de commutation

[τ, τb] = Ccbτc. (1.82)

Les constantes de structure évanouissantes Cc
b

définissent les groupes abéliens, tandis que les
groupes non abéliens ont des constantes de structure non évanouissantes. Si les paramètres ϵ

sont constants, la transformation est dite globale, et ∂μδϕr = δ∂μϕr . De cette façon, après
substitution de l’équation d’Euler-Lagrange dans (1.78), le courant conservé jμ, ∂μjμ = 0, est
trouvé

jμ

≡

∂L
∂∂μϕr

(δϕr) =
∂L

∂∂μϕr
τrs

ϕs, (1.83)

qui permet de définir les charges conservées Q selon le théorème de Noether

Q =
∫

j0

d3 =

∫

∂L
∂∂μϕr

τrs

ϕsd

3. (1.84)

Si les paramètres ϵ ne sont pas constants, ϵ = ϵ(), la transformation est dite locale,
c’est-à-dire une transformation de jauge, et ∂μδϕr 6= δ∂μϕr . Pour restaurer l’invariance de la
densité lagrangienne, il est donc nécessaire de définir une nouvelle dérivée, la dérivée covariante
de jauge Dμ, qui commute avec l’opération de variation. En fait, le dérivé ordinaire

dϕ = ϕ( + d) − ϕ() = ∂μϕ()dμ, (1.85)

est mal défini sous une transformation locale (1.79) car les champs en deux points différents 
et + d se transforment selon des lois différentes. L’opérateur de transport T(, y), lorsqu’il
est appliqué à un champ,

T(, y)ϕ(y)→ T ′(, y)ϕ′(y) = U()T(, y)ϕ(y), (1.86)

génère un objet avec les mêmes propriétés de transformation que le champ lui-même, de sorte
que

T(, y)→ T ′(, y) = U()T(, y)U−1(y). (1.87)

L’opérateur de transport étant un élément du groupe de transformation, il peut être exprimé
en fonction des générateurs, et, pour des transformations infinitésimales, on a

T(,  + d) =  + dμA
μ
()τ, (1.88)
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où les connexions A
μ
, qui sont les champs de jauge, dans la combinaison dμA

μ
, jouent le rôle

de ϵ(). La dérivée covariante Dμ,

Dμϕ() = (∂μ + Aμτ)ϕ(), (1.89)

comme T(, y), se transforme en (1.87)) sous une transformation locale (1.79). La loi de trans-
formation pour les champs de jauge peut être obtenue à partir des définitions (1.89), (1.86) et
(1.88), et lit

Aμ() = Aμ()τ → A′
μ
() = U()Aμ()U−1() − U()∂μ()U−1(), (1.90)

et, pour ϵ infinitésimal

A
μ
()→ A′

μ
() = A

μ
+ δA

μ
= A

μ
+ C

bc
Ab
μ
ϵc − ∂μϵ. (1.91)

Les propriétés de l’opérateur de transport le long d’une boucle fermée permettent de vérifier
que la densité lagrangienne des champs de jauge 15,

L = −
1

4
G
μν
Gμν

, (1.92)

où l’intensité du champ est donnée par

G
μν
() = ∂νAμ − ∂μA


ν
+ C

bc
Ab
μ
Ac
ν
, (1.93)

est invariant sous la transformation (1.90). Le même résultat peut être obtenu en définissant
une dérivée covariante qui commute avec l’opération de variation via l’introduction de champs
de compensation, les champs de jauge, c’est-à-dire

δDμϕ = ϵ()τDμϕ. (1.94)

La loi de transformation (1.91) découle du calcul direct, tandis que l’expression pour Gμν est
donnée par le commutateur des dérivées covariantes,

[Dν, Dμ]ϕ = G
μν
τϕ. (1.95)

En appliquant l’identité Jacobi à (1.95), il est facile de vérifier que G
μν

obéit à l’identité Bianchi,

DρG

μν
+ DνG


ρμ
+ DμG


νρ
. (1.96)

15. Les indices internes sont élevés et abaissés par la métrique interne euclidienne δb.



2
QUANTIFICATION CANONIQUE DE LA

RELATIVITÉ GÉNÉRALE

Dans le chapitre précédent, les équations gravitationnelles de mouvement ont été dérivées du
Lagrangien d’Einstein-Hilbert d’une manière totalement covariante, et la forme hamiltonienne
du lagrangien a été mise en évidence. L’invariance du difféomorphisme est un principe directeur
de la relativité générale d’Einstein. Cela signifie que lors de la transformation de coordonnées
à des points spatio-temporels individuels, sa physique est inchangée. Par conséquent, le difféo-
morphisme est une transformation locale, c’est-à-dire une transformation de jauge locale [25].
En raison de l’invariance de jauge, les degrés de liberté réels du graviton sont réduits à 2 sur
3+1 dimensions. Dans ce qui suit, pour extraire les degrés de liberté de jauge, nous introdui-
sons la formulation hamiltonienne de la relativité générale [26]. Cette formulation fournit des
informations supplémentaires sur les équations d’Einstein 3 + 1. En effet, ce dernier utilise
le formalisme 3 + 1, car toute approche hamiltonienne fait appel à la notion d’état physique
à un certain moment, ce qui se traduit en relativité générale par l’état sur une hypersurface
t. La formulation hamiltonienne de la relativité générale a été développée initialement en
1959 par Richard Arnowitt, Stanley Deser et Charles W. Misner, que nous appelons variables
ADM [26–28] et par Regge et Teitelboim dans les années soixante-dix [29]. Nous insistons sur
l’approche ADM, qui nous permet de choisir une direction temporelle spécifique sans briser
l’invariance du difféomorphisme. Cette idée révèle notamment que la relativité générale est un
système totalement contraint : son hamiltonien est nul et seules les contraintes contiennent sa
dynamique. On parlera ainsi de la relativité générale en terme de formalisme canonique (hamil-
tonien) [30, 31], et non plus covariant (lagrangien). Ce chapitre commence par une présentation
du formalisme ADM, nous résumons brièvement la formulation hamiltonienne de la relativité
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générale. L’hamiltonien est une combinaison linéaire de contraintes ; Ces contraintes définissent
la dynamique de la relativité générale. Afin de quantifier la théorie, nous effectuons un change-
ment de variables approprié : Nous présentons les variables Ashtekar-Barbero. Nous exprimons
les contraintes dans ces nouvelles variables et nous écrivons leur algèbre. Et nous introduisant
le concept d’holonomie qui jouera un rôle majeur dans la théorie quantique.

2.1 Formalisme ADM

Pour conduire l’analyse canonique de la relativité générale, La première étape on suppose
que l’espace-temps globalement hyperbolique à 4 dimensions M a la topologie M = R × t.
On choisit t() une fonction de temps qui à tout point de M associe une hypersurface de genre
espace t est définie par t() = cte. On note nμ le champ de vecteurs unitaires normaux
aux surfaces t. On se fixe également un champ de vecteur tμ, qui fixe le flot du temps.
La deuxième étape consiste à définir un espace de configuration des champs q sur t et Les
moments conjugués . La dernière étape consiste à définir un hamiltonien H (h,) sous la
forme :

H =
∫

t

H (h,) (2.1)

où H est la densité hamiltonienne ; Les équations de Hamilton
·
q = δH

δ et
·
 = − δH

δh sont
équivalentes aux équations du champ de la théorie lagrangienne. Compte tenu de la formulation
lagrangienne, il existe une méthode standard pour obtenir l’Hamiltonien qui définit

H [h,] = ḣ − L où  =
δL

δḣ
. (2.2)

2.1.1 Géométrie des hypersurfaces

Revenons maintenant à la relativité générale. Considérons un espace-temps globalement hy-
perbolique

�

M, gμν
�

; paramétré par une fonction de temps global t(0, 1, 2, 3). Prenons
nμ le champ vectoriel unitaire normal à t, avec gμνnμnν = s. Où s est la signature de la mé-
trique [6] : pour s = −1(Lorentzien), on a la signature (−,+,+,+) et pour s = 1 (Euclidien),
on a la signature (+,+,+,+). Dans la suite, nous nous intéresserons principalement à s = −1
c.à d dans au cas Lorentzien. On peut ainsi définir la métrique spatiale hμν sur t, par

hμν = gμν + nμnν ou hμ
ν
= δμ

ν
+ nμnν. (2.3)
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Figure 2.1 – Coordonnées (μ) sur les hypersurfaces t : chaque ligne (μ = cte) coupe la folia-
tion (t et t+δt). Fonction Lapse (Lapse Function) N et vecteur Déplacement (Shift Vector) Nμ

représentent la décomposition normale et tangentielle du vecteur temps tμ.

La métrique hμν est un objet spatiale tridimensionnel, puisqu’il agit comme un projecteur
sur t, où hμνnμ = 0, hμνhνρ = h ρ

μ
. Prenons tμ un champ vectoriel sur M satisfaisant

tμ∇μt = 1 ; ainsi, nous pouvons décomposer tμ en deux composantes [32], normale et tangente
à t :

tμ () = Nμ () + N ()nμ () (2.4)

et puisque ∇μt et Nμ sont respectivement orthogonaux et tangents à t, nous avons tμ∇μt =
=0

︷ ︸︸ ︷

Nμ∇μt+Nnμ∇μt = 1 c-à-d nμ(N∇μt) = 1 et on a nμnμ = −1, par conséquent, nous pouvons
écrire

nμ = −N∇μt. (2.5)

Les composantes du vecteur normal peuvent être déterminées à partir d’une forme nμdμ =
−Ndt donc nμ () = gμνnν =

�

1/N,−N/N
�

(2.6)

de sorte que Nμ () = (0, N) et tμ () = (1,0,0,0). Avec N = −t.n s’appelle Fonction
Lapse, et exprime la vitesse à laquelle le temps s’écoule le long de l’unité normale d’une 3-
surface, N = hbtb est appelé vecteur Déplacement et représente le décalage spatial mesuré
par un observateur statique qui porte les coordonnées de la surface t et se déplace vers la
surface t+δt. En termes de Lapse et Shift, nous avons :
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gμνt
μtν = g00 = gμν

�

Nμ + N.nμ
� �

Nν + N.nν
�

= N2
�

gμνn
μnν

�

+ gbNNb + gμνNnμNν + gμνNμNnν

= −N2 + gbNNb +
�

gμν − gνμ
�

NnμNν = −N2 + gbNNb

= −N2 + NN (2.7)

et de la même manière :

gμνt
μnν =

1

N

�

g00 − g0bNb
�

= −N +
1

N
gb0N

b −
1

N
gbN

Nb (2.8)

=⇒ g0b = gbN = Nb. (2.9)

Ensuite, nous pouvons réécrire la métrique comme ce suit :

ds2 = gμνd
μdν = g00dt2 + 2g0dtd + gbddb (2.10)

= −
�

N2 − NN
�

dt2 + 2Ndtd + hbddb, (2.11)

où  = 1; 2; 3 sont des indices spatiaux et sont contractés avec le tenseur métrique tridimen-
sionnel gb. Cette métrique n’est pas en général la partie spatiale de hμν qui est connue sous le
nom de métrique intrinsèque. Cependant, puisqu’il abaisse et augmente les indices de la même
manière que gμν le long de toute feuille de la foliation, hμν peut être utilisé avec les fonctions
Lapse et Shift pour remplacer les variables gμν. Étant donné deux tranches spatiales dans la
foliation, et afin de parler de la dépendance temporelle des champs de tenseurs, nous devons
montrer comment ces champs relatifs à ces tranches se transforment. Pour se faire, nous devons
d’abord associer de manière unique un point d’une tranche à un point de l’autre tranche, puis
en évaluant les champs des points associés, nous pouvons afficher leurs modifications lors du
passage d’une tranche à la suivante.

Les fonctions, les champs tensorielles et leurs formes peuvent être différenciés par rapport
à un champ vectoriel. Si T est un champ tensoriel et ξ un champ vectoriel, alors la dérivée
de Lie de T par rapport à ξ est notée LξT. En notation de coordonnées locales, pour un
champ tensoriel T de type (p, q), la dérivée de Lie le long de ξ est :

LξT
μ1...μp

ν1...νq = ξ
ρ∇ρT

μ1...μp
ν1...νq − T

ρμ2...μp
ν1...νq∇ρξ

μ1 − ... − Tμ1...μp−1ρν1...νq∇ρξ
μρ

+ T
μ1...μp

ρν2...νq∇ν1ξ
ρ + ... + T

μ1...μp
ν1...νq−1ρ∇νqξ

ρ.

Définition : La dérivé de Lie et la dérivée temporelle
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Une dérivée temporelle d’un champ tensoriel est définie comme la dérivée de Lie le long
du champ de vecteurs évolution temporelle t :

Ṫ1...nb1...bm := (h
1
c1
...hn

cn
h d1
b1

...h dm
bm
)LtT

c1...cn
d1...dm

, (2.12)

étant donné un champ de vecteurs d’évolution temporelle, nous complétons l’interpréta-
tion des champs de tensoriels sur un espace-temps feuilleté comme des champs tensoriels
dépendant du temps sur l’espace

Les rapports géométriques entre ces quantités sont exprimées sur la figure 2.1. La métrique se
réécrit en termes de ces variables, la forme covariante :

gμν =

�

−N2 + NN Nb

Nc hb

�

et contravariante gμν =

 

− 1
N2

Nb
N2

Nc
N2

hb − NNb

N2

!

(2.13)

Ici, hb est l’inverse des trois-métriques (c’est-à-dire obéissant à hbhbc = δc ), et que la partie
spatiale de gμν n’est pas identique à hb mais contient un terme supplémentaire impliquant
le vecteur déplacement (Shift vector). Les différentes hypersurfaces t peuvent être identifiées
par un difféomorphisme généré par les courbes intégrales de tμ. L’espace-temps globalement
hyperbolique (M, g) peut donc être interprété comme l’évolution du temps d’une métrique
riemannienne sur une variété fixe t. Ceci suggère l’utilisation de la Métrique hb à trois
dimensions comme variable dynamique valable pour le formalisme canonique. L’espace-temps
ne devient autre chose qu’une « trajectoire d’espaces ».

2.1.2 Géométrie intrinsèque et extrinsèque

L’interprétation de hμν est qu’il s’agit de la métrique spatiale sur l’hypersurface t, elle
équivaut à gμν sur tous les vecteurs tangents à l’hypersurface mais dégénérés sur des vecteurs
perpendiculaires, proportionnels à nμ. Comme t est spatiale, cela signifie que hμν est une
métrique riemannienne pour tous les vecteurs de l’hypersurface. La courbure extrinsèque peut
être interprétée comme la courbure de t en M, il s’agit de la projection sur t du gradient
du vecteur normal unitaire n. Nous soulignons que la notion de courbure extrinsèque ne doit
pas être confondue avec la courbure intrinsèque d’une variété riemannienne ou lorentzienne,
cette dernière est mesurée par le tenseur de Riemann et ne dépend pas de l’enfoncement d’une
hypersurface dans un espace ambiant. Quelques exemples simples dans [32–34] illustrent ce
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point, par exemple. Un cylindre S1xR incorporé dans R3 a une courbure intrinsèque nulle, un
cylindre est plat, mais une courbure extrinsèque non nulle par contraste, une sphère S2 dans
R3 a une courbure intrinsèque et extrinsèque non nulle. La courbure extrinsèque est étroitement
liée à la dérivée temporelle de la métrique spatiale, comme nous pouvons le montrer par la suite.
La métrique spatiale hb est elle-même une quantité intrinsèque et, en tant que métrique, elle
permet de définir un opérateur de dérivée covariante unique D on t.

L’hypersurface t peut être vue comme une variété ayant une métrique riemannienne hb.
Il existe donc une connexion unique compatible avec la métrique (spatiale), sans torsion,
que nous notons D. Elle peut être définie par sa relation avec la connexion de Lévi-Civita
(i.e. La dérivée covariante ∇ de l’espace-temps M)

DcT
1...p

b1...bq
:= h1

μ1
...h

p
μnh

ν1
b1
...h

νq
bm
hσ

c
∇σTμ1...μnν1...νm . (2.14)

Définition : La dérivée covariante D

Cela découle du fait que D est linéaire, sans torsion et satisfait par définition à la formule de
Leibniz. De plus, elle est compatible avec la métrique spatiale puisque :

Dchb : = h d

h e
b
h ƒ
c
∇ƒhde = h d


h e
b
h ƒ
c
∇ƒ (gde + ndne) = 0, (2.15)

où la dernière ligne suit puisque ∇ est compatible avec la métrique et par le théorème de
Leibniz nous aurons une contraction de la forme h e

b
ne = 0 dans le second terme.

Le tenseur de Riemann associé à cette connexion D représente ce qu’on peut appeler
la courbure intrinsèque de (t, hb). Nous le noterons par (3)R d

bc
, qui mesure la non-

commutativité des deux dérivées covariantes D successives, exprimées par l’identité de
Ricci [35], mais à trois dimensions :

(3)Rc
μb

Vμ = DDbV
c − DbDV

c, (2.16)

où V est un champ de vecteurs générique tangent à t, c’est-à-dire, Vn = 0. À par-
tir de cette courbure intrinsèque riemannienne, nous pouvons obtenir le tenseur de Ricci
intrinsèque (3)Rb et le scalaire (3)R par les contractions habituelles [15].

Définition : La courbure intrinsèque
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Contrairement à la géométrie intrinsèque mentionnée ci-dessus, on peut envisager un autre type
de «courbure» concernant les hypersurfaces, à savoir celle liée à la «flexion» de t dans son
voisinage, qui implique en général un champ de vecteurs normal n changeant le long de t.
Cette notion est reprise dans la définition du tenseur de courbure extrinsèque [36]. La courbure
extrinsèque montre comment l’hypersurface spatiale est incurvée par rapport à l’espace-temps,
et comment ainsi sa métrique y évolue.

Soit tout vecteur normal n à la surface t, le tenseur de courbure extrinsèque est un
tenseur spatial sur t par définition de D (voir par exemple [37]) :

Kb := Dnb = h c

h d
b
∇cnd. (2.17)

mais il n’est pas défini intrinsèquement car nous nous référons à n et donc à l’intégration
de t dans l’espace-temps M. Aussi, Kb mesure à quel point la surface t est courbée
dans sa position dans la variété M, car elle indique à quel point un vecteur tangent à t
ne sera pas tangent si nous le traduisons un peu en parallèle en utilisant la connexion de
Levi-Civita ∇ sur M.

Définition : La courbure extrinsèque

Son interprétation géométrique peut être déduite de la Figure (2.2). Considérons les vecteurs
normaux à deux points différents P et Q d’une hypersurface. Soit le vecteur à P résultant du
transport parallèle nμ le long d’une géodésique de Q à P. La différence entre nμ et ñμ est une
mesure de la courbure d’intégration de t dans M en P. On reconnaît donc que le champ de
tenseur (2.18) peut être utilisé pour décrire cette courbure d’encastrement, puisqu’il disparaît
pour nμ = ñμ. Plusieurs propriétés de Kb illustrent le sens de ce tenseur et joueront un rôle
ultérieurement :

¶ De la définition (2.17) nous écrivons :

Kb = h c

h d
b
∇cnd = (g d

b
+ nbnd)h c


∇cnd

= g d
b
hc

∇cnd + nbndh c


∇cnd

= h c

∇cnb + nbh c


nd∇cnd, (2.18)

Propriétés de La courbure extrinsèque
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Figure 2.2 – L’interprétation géométrique de la courbure extrinsèque.

Nous pouvons supprimer une métrique spatiale de la définition générale de D

qui serait contractée sur l’indice b, on a nd∇cnd =
1
2(n

d∇cnd + nd∇cnd) =
1
2∇c(ndn

d) = 0 (n est normalisé). Ici, nous pouvons constater que, contraire-
ment à la non-commutativité de hb avec Dc, la métrique espace-temps et sa dérivée
covariante sont toujours commutatives

Kb = h c

∇cnb = (g c


+ nnc)∇cnb = g c


∇cnb + nnc∇cnb

= ∇nb + nDb lnN, (2.19)

avec (nc∇cnb = Db lnN) 1

· Le tenseur de courbure extrinsèque est symétrique :

Kb = Kb (2.20)

Ceci implique également que toutes les projections spatiales de ∇nb sont symé-
triques :

∇nb − ∇bn = 0. (2.21)

¸ De la propriété symétrique de Kb nous avons Kb =
1
2(Kb + Kb) ; en utilisant

cela avec (2.18) nous pouvons écrire :

2Kb = h c

∇cnb + h c

b
∇cn = (g c


+ nnc)∇cnb + (g c

b
+ nbnc)∇cn

= nc∇c (nnb) + ∇nb + ∇bn

= nc∇chb + hcb∇nc + hc∇bnc =: Lnhb (2.22)
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Ainsi, la courbure extrinsèque Kb de t est simplement donnée par la dérivée de Lie
du tenseur de projection hb pour une hypersurface le long du champ de vecteurs
normal n :

Kb =
1

2
Lnhb, (2.23)

Par conséquent, Kb peut être interprétée comme la vitesse associée à hb. Sa trace,

K ≡ K 

= hbKb (2.24)

peut être interprétée comme l’extension d’une congruence géodésique orthogonale à
t.

¹ de la dernière identité dans l’équation (2.22) nous écrivons :

Kb =
1

2

�

nc∇chb + hcb∇nc + hc∇bnc
�

=
1

2N

�

Nnc∇chb + hcb∇
�

Nnc
�

+ hc∇b
�

Nnc
��

=
1

2N
hc

hd
b
(Lt−N)hcd

=
1

2N
hc

hd
b
(Lthcd − LNhcd) , (2.25)

Où Lthcd et LNhcd sont respectivement les dérivées de Lie de la métrique spatiale
par rapport à la direction du temps tμ et du vecteur de déplacement Nμ, en utilisant
la définition (2.12) nous avons ḣb = hch

d
b
Lthcd, donc, l’équation (2.25) prend alors

la forme :

Kb =
1

2N

�

ḣb − LNhb
�

, (2.26)

=
1

2N

�

ḣb − D(Nb)
�

, (2.27)

1. Comme déjà noté dans la section 2.1.1, le vecteur nc∇cn peut être exprimé en termes de gradient spatial de la
fonction Lapse. En effet, au moyen de l’équation (2.5), nous avons

nc∇cn = nc∇c(N∇t) = nc∇cN∇t + Nnc∇c∇t = nc∇cN∇t + Nnc∇∇ct
= N−1nn

c∇cN + Nnc∇
�

N−1nc
�

= N−1nnc∇cN + N−1(∇N)ncnc + nc∇nc
= N−1

�

∇N + nnc∇cN
�

= N−1hc

∇cN = N−1DN = D lnN, (2.28)

Nous avons utilisé le caractère sans torsion de la connexion ∇ pour écrire ∇c∇t = ∇∇ct, ainsi que la deuxième
expression de (2.3) du projecteur orthogonal sur t , et que ncnc = −1 , nc∇nc = 0.
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L’identité supposée découle alors de la dernière étape en notant que LNhb, avec le vecteur
déplacement spatial N, peut être calculée de manière purement spatiale et égal à D(Nb) =
DNb+DbN, puisque D est compatible avec hb. Notons que, selon nos définitions, ḣb n’est
pas un objet de géométrie intrinsèque ou extrinsèque, car sa définition nécessite non seulement
la connaissance de n ou de la foliation t, mais également du choix d’un champ de vecteurs
d’évolution temporelle t. La dépendance sur les propriétés de t non donnée uniquement par
n s’annule dans la combinaison avec N et N du côté droit de (2.27). Les courbures intrinsèque
et extrinsèque (2.16) et (2.17) décrivent ensemble la courbure espace-temps, de manière analogue
à la séparation de la métrique espace-temps gb en hb et n voir (2.3). On peut montrer que
les symétries du tenseur de Riemann (4)R

bcd
réduit le nombre de composantes indépendantes

de n4, où n est la dimension de l’espace-temps, jusqu’à n2(n2− 1)/2 Pour un espace-temps à
4 dimensions, le nombre de tenseurs espace-temps est de 20 et le tenseur spatial est formé de 6
composantes. Quant au tenseur de Ricci (3)Rb, puisqu’il est symétrique, on pourrait s’attendre
à ce qu’il en ait n(n+1)/2 composantes indépendantes. En trois dimensions, le tenseur de Ricci
comporte 6 composantes indépendantes, soit autant que le tenseur de Riemann. Dans l’espace-
temps à quatre dimensions, il comporte 10 composantes indépendantes. En conséquence, en
utilisant la symétrie de la courbure extrinsèque, il ne fournit que 6 composantes de plus que
le tenseur spatial de Riemann, qui est constitué de 12 composantes au lieu de 20 composantes
indépendantes. Ces composantes que nous avons introduits jusqu’à présent constituent toutes
les composantes de courbure nécessaires à une décomposition canonique.

2.1.3 Relations de Gauss-Codazzi

Nous dérivons ici les équations qui constitueront la base du formalisme 3 + 1 pour la relati-
vité générale. Ce sont des décompositions du tenseur d’espace-temps de Riemann, (4)Rbcd, en
termes de quantités relatives à l’hypersurface t de type spatial, à savoir le tenseur de Riemann
associé à la métrique induite hb, et le tenseur de courbure extrinsèque Kb de t.

En utilisant la relation entre les courbures spatiales, l’espace-temps et la courbure extrin-
sèque, on peut démontrer l’équation de Gauss qui relit la courbure intrinsèque et le seconde
forme fondamentale :

hμ

hν

b
hc

σ
h
ρ
d
(4)Rσ

ρμν
= (3)Rc

db
+ Kc


Kdb − Kc bKd, (2.29)

Proposition : L’équation de Gauss
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Démonstration : Nous allons calculer les composantes (4)R h
eƒg

en fonction de Kb et de (3)R d
bc

.
Pour se faire, nous utilisons la formule (2.14) qui relie la dérivée D à la dérivée ∇, pour écrire :

DDbV
c = D(DbV

c) = hμ

hν

b
hc

ρ
∇μ(DνV

ρ). (2.30)

En utilisant de nouveau la formule (2.14) pour exprimer DνVσ :

DDbV
c = hμ


hν

b
hc

ρ
∇μ(hσνh

ρ
d∇σV

d). (2.31)

Développons cette formule en utilisant le deuxième terme de l’équation (2.3) pour écrire

∇μhσν = ∇μ(δ
σ
ν
+ nσnν) = ∇μnσnν + nσ∇μnν. (2.32)

Puisque hν
b
nν = 0, nous obtenons :

DDbV
c = hμ


hν
b
hc
ρ

�

nσ∇μnν h
ρ
d∇σV

d + hσ
ν
∇μnρ

=−Vd∇σnd
︷ ︸︸ ︷

nd∇σVd +hσνh
ρ
d∇μ∇σV

d
�

= hμ

hν
b
hc
d
∇μnνnσ∇σVd − hμh

σ
b
hc
ρ
Vd∇μnρ∇σnd + hμh

σ
b
hc
d
∇μ∇σVd

= Kbh
c
d
nσ∇σVd − KcKbdV

d + hμ

hσ
b
hc
d
∇μ∇σVd (2.33)

Nous avons utilisé l’idempotence de l’opérateur de projection hb, c’est-à-dire hc ρh
ρ
d = h

c
d

pour obtenir la deuxième ligne et hμ

hν

b
∇μnν = Kb pour obtenir la troisième. Lorsque nous

permutons les indices  et b et que nous soustrayons l’équation (2.33) pour former DDbVc−
DbDVc, le premier terme disparaît puisque Kb est symétrique dans (, b). Il reste

DDbV
c − DbDV

c =
�

KdK
c
b
− KbdKc

�

Vd + hμ

hσ
b
hc
d

�

∇μ∇σVd − ∇σ∇μVd
�

. (2.34)

Maintenant, l’identité de Ricci pour la connexion a pour forme :

∇μ∇σVd − ∇σ∇μVd = (4)Rd ρμσV
ρ. (2.35)

Donc
DDbV

c − DbDV
c =

�

KdK
c
b
− KbdKc

�

Vd + hμ

hσ
b
hc
d
(4)Rd

ρμσ
Vρ. (2.36)

En substituant cette relation au côté gauche de l’équation (2.16) et en effectuant un changement
des indices muets en changeant σ en ν et d en σ, et puisque Vρ = hρdV

d, nous avons :
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hμ

hν
b
hc
σ
h
ρ
d
(4)Rσ

ρμν
Vd = (3)Rc

db
Vd +

�

Kc

Kdb − KcbKd

�

Vd. (2.37)

Dans cette identité, Vμ peut être remplacé par n’importe quel vecteur de l’espace tangent T(M)
sans changer les résultats, donc nous déduisons explicitement la relation de Gauss (2.29). Si
nous contractons la relation de Gauss sur les indices c et  et si nous utilisons

hμ

h
ρ
= hμ

ρ
= δμ

ρ
+ nμnρ, (2.38)

nous obtenons une expression faisant apparaître respectivement les tenseurs de Ricci (4)Rρ
σμν

et (3)Rc
db

associés à gμν et hb :

hμ

hν
b
(4)Rμν + hμnνh

ρ
bn

σ (4)Rμ
νρσ
= (3)Rb + KKb − KμK

μ
b. (2.39)

Cette équation s’appelle naturellement la relation de Gauss contractée. Prenons sa trace par
rapport à hb, en tenant compte du fait que Kσ

σ
= Kc

c
= K, KμνKμν = KbKb et

hbhμn
νh

ρ
bn

σ (4)Rμ
νρσ

= hρ
μ
nνnσ (4)Rμ

νρσ

=

=(4)Rνσ
︷ ︸︸ ︷

(4)Rμ
νμσ

nνnσ +

=0
︷ ︸︸ ︷

(4)Rμ
νρσ

nρnμn
νnσ

= (4)Rμνn
μnν. (2.40)

et aussi

hbhμ

hν
b
(4)Rμν = hμν(4)Rμν =

�

gμν + nμnν
� (4)Rμν = (4)R + (4)Rμνnμnν (2.41)

Donc nous obtenons :
(4)R + 2 (4)Rμνnμnν = (3)R + K2 − KbKb. (2.42)

Cette équation s’appelle la relation scalaire de Gauss [32]. Elle relie la courbure intrinsèque
de t, représentée par le scalaire de Ricci R, à sa courbure extrinsèque, représentée par
K2 − KbKb. En fait, la version originale du théorème de Gauss s’appliquait aux surfaces
bidimensionnelles intégrées dans l’espace euclidien R3. Comme la courbure de ce dernier est
nulle, le côté gauche de l’équation (2.42) disparaît à l’identique dans ce cas. De plus, la métrique
gb de l’espace euclidien R3 est riemannienne et non lorentzienne.
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Un calcul similaire donne la relation de Codazzi,

hc
ρ
hμ

hν
b
(4)Rρ

σμν
nσ = DK

c
b
− DbK

c

. (2.43)

également appelé relation Codazzi-Mainardi dans la littérature mathématique [38].

Proposition : L’identité de Codazzi

Démonstration : Appliquons à présent l’identité de Ricci (2.35) au vecteur normal n (ou plus
précisément à toute extension de n autour de t :

(∇∇b − ∇b∇)nc = (4)Rc μbn
μ. (2.44)

Si nous projetons cette relation sur t, nous obtenons

hμ

hν

b
hc

ρ
(4)Rρ

σμν
nσ = hμ


hν

b
hc

ρ

�

∇μ∇νnρ − ∇ν∇μnρ
�

. (2.45)

Maintenant, à partir de l’équation (2.19),

hμ

hν
b
hc
ρ
∇μ
�

∇νnρ
�

= hμ

hν
b
hc
ρ
∇μ
�

Kρ
ν
− nνDρ lnN

�

= hμ

hν
b
hc
ρ

�

∇μKρν − nν∇μ(D
ρ lnN) − (Dρ lnN)∇μnν

�

= hμ

hν
b
hc
ρ
∇μKρν − h

μ

hc
ρ
(

=0
︷ ︸︸ ︷

hν
b
nν)∇μ(Dρ lnN)

− hμ

hν
b
∇μnν(Dc lnN)

= DK
c
b
− KbDc lnN, (2.46)

où nous avons utilisé l’équation (2.14), ainsi que hc
ρ
Dρ lnN = Dc lnN, et hμ


hν
b
∇μnν = Kb

pour obtenir la dernière ligne. Après permutation des indices  et b et de la soustraction de
l’équation (2.46), en tenant compte de la symétrie de Kb, on trouve la relation de Codazzi
(2.43). En contractant la relation de Codazzi (2.43) sur les indices  et c, on obtient

hμ
ρ
nσhν

b
(4)Rρ

σμν
= DK


b
− DbK, (2.47)

avec hμ
ρ
nσhν

β
(4)Rρ

σμν
= (δμ

ρ
+nμnρ)nσhνb

(4)Rρ
σμν
= nσhν

b
(4)Rσν+hνb

(4)Rρ
σμν

nρnσnμ.

Maintenant, de l’anti-symétrie du tenseur de Riemann par rapport à ses deux premiers indices,
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le dernier terme disparaît, de sorte qu’il en reste un.

hμ

nν (4)Rμν = DμK

μ

− DK. (2.48)

Nous appellerons cette équation ; la relation contractée de Codazzi.

2.1.4 Décomposition 3 + 1 du tenseur de Riemann

A la sous-section (2.1.3), nous avons formé la partie entièrement projetée du tenseur espace-
temps de Riemann, donnant l’équation de Gauss, ainsi que la partie projetée trois fois sur t
et une fois le long du n normal, donnant l’équation de Codazzi. Ces deux décompositions ne
concernent que des champs tangents à t et leurs dérivées dans des directions parallèles à t,
à savoir hμν, Kμν, R σ

μνρ
et DσKμν. C’est pourquoi ils pourraient avoir un sens pour une seule

hypersurface. Dans la présente section, nous formons la projection du tenseur espace-temps de
Riemann deux fois sur t et deux fois le long de nμ. Comme nous le verrons, il s’agit d’une
dérivée de Kμν dans la direction normale à l’hypersurface, ce qui n’a de sens que pour une
foliation t.

Introduisons l’équation de Mainardi :

hμh
ν
b
(4)Rμ

ρνσ
nρnσ = LnKb −

1

N
DDbN − KμK

μ
b (2.49)

où Ln est la dérivée de Lie le long de l’unité normale n.

Proposition : L’équation de Mainardi

Démonstration : Quant à l’équation de Codazzi, le point de départ du calcul est l’identité de
Ricci appliquée au vecteur n, c’est-à-dire l’équation (2.43). Mais au lieu de le projeter totalement
sur t, projetons-le seulement deux fois sur t et une fois sur n :

hμn
σhν

b
(∇ν∇σnμ − ∇σ∇νnμ) = hμhνb

(4)Rμ
ρνσ

nσnρ. (2.50)

En substituant l’équation (2.19) à ∇νnμ, nous obtenons successivement

hμ n
ρhν

b
nσ (4)Rμ

ρνσ
= hμn

σhν
b

�

∇ν(Kμσ − D
μ lnN nσ) − ∇σ(Kμν − D

μ lnN nν)
�

= hμn
σhν

b

�

∇νKμσ − ∇νnσ D
μ lnN − nσ∇νDμ lnN

−∇σKμν + ∇σnνD
μ lnN + nν∇σDμ lnN

�

(2.51)
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= hμh
ν
b

�

−Kμ
σ
∇νnσ + ∇νDμ lnN − nσ∇σKμν + Dν lnNDμ lnN

�

= −KσKσb + DbD lnN − hμh
ν
b
nσ∇σKμν + D lnNDb lnN

= −KσKσb +
1

N
DbDN − hμh

ν
b
nσ∇σKμν. (2.52)

Notons que nous avons utilisé Kμ
σ
nσ = 0, nσ∇νnσ = 0, nσnσ = −1, nσ∇σnν = Dν lnN et

hν
b
nν = 0 pour obtenir la troisième égalité. Montrons maintenant que le terme hμ


hν

b
nσ∇σKμν

est lié à LnKb. En effet, à partir de l’expression (2.1.1) de la dérivée de Lie :

LnKb = nμ∇μKb + Kμb∇nμ + Kμ∇bnμ. (2.53)

La substitution de l’équation (2.19) pour ∇nμ et ∇bnμ, effectuons un changement des indices
muets en changeant  en μ (μ en ρ) et b en ν, il vient alors :

LnKμν = nρ∇ρKμν + 2KμρKρν − KμρnνD
ρ lnN − KνρnμDρ lnN. (2.54)

Projetons cette équation sur t, c’est-à-dire l’application de l’opérateur hb. En utilisant la
propriété LnKb = hμ


hν
b
LnKμν, qui découle du fait que LnKb est tangente à t puisque

Kb est tangente elle aussi, nous obtenons

hμ

hν
b
LnKμν = hμ


hν
b
nρ∇ρKμν + 2KρK

ρ
b

− (hν
b
nν

︸ ︷︷ ︸

=0

)KρDρ lnN − (hμ

nμ

︸ ︷︷ ︸

=0

)KbρDρ lnN,

Donc :

LnKb = hμ

hν
b
nσ∇σKμν + 2KμK

μ
b. (2.55)

L’extraction de hμ

hν
b
nσ∇σKμν de cette relation et en vertu de l’équation (2.52) donne comme

résultat :

hμh
ν
b
(4)Rμ

ρνσ
nρnσ = −LnKb +

1

N
DDbN + KμK

μ
b. (2.56)

Notons que nous avons écrit DbDN = DDbN (D n’a pas de torsion). L’équation (2.56) est
la relation désirée. On l’appelle parfois l’équation de Ricci (à ne pas confondre avec l’identité
de Ricci (2.35)). Avec l’équation de Gauss (2.29) et l’équation de Codazzi (2.43), elle complète
la décomposition 3 + 1 du tenseur de l’espace-temps de Riemann. Il convient de noter que le
côté gauche de l’équation de Ricci (2.56) est un terme qui apparaît dans l’équation de Gauss
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contractée (2.39). Par conséquent, en combinant les deux équations, nous obtenons une formule
qui ne contient plus le tenseur de l’espace-temps de Riemann, mais uniquement le tenseur de
l’espace-temps de Ricci :

hμ

hν

b
(4)Rμν = LnKb −

1

N
DDbN + (3)Rb + KKb − 2KμK

μ
b (2.57)

2.1.5 Expression de la courbure scalaire de l’espace-temps

Il est important de mentionner un cas particulier de l’équation de Ricci qui sera directement
utilisée ci-dessous :

(4)R = (3)R + K2 + KbKb + 2LnK −
2

N
DD

N. (2.58)

avec (3)R est le scalaire de Ricci à 3-dimensions.

Proposition : L’équation de Gauss-Ricci

Démonstration : Prenons la trace de l’équation (2.57) par rapport à la métrique hμν. Cela
revient à traiter cette équation avec hb. Dans la partie gauche, nous avons hbhμ


hν

b
= hμν

et dans la partie droite, et puisque tous les tenseurs impliqués sont spatiaux, nous avons donc :

hμν(4)Rμν = hbLnKb −
1

N
DD

N + (3)R + K2 − 2KbKb. (2.59)

Maintenant hμν4Rμν = (gμν + nμnν)4Rμν = 4R + 4Rμνnμnν et

hbLnKb = Ln(hbKb
︸ ︷︷ ︸

=K

) − KbLnh
b, (2.60)

avec Lnhb est déterminée à partir de la définition même de la 3-métrique inverse :

hdch
cb = δb

d
⇒ hcbLnhdc + hdcLnh

cb = 0

⇒ hdhcbLnhdc + hdhdc
︸ ︷︷ ︸

=δ
c

Lnh
cb = 0

⇒ Lnh
b = −hdhcbLnhdc ⇒ Lnh

b = −2hdhcbKdc
⇒ Lnh

b = −2Kb, (2.61)
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où nous avons utilisé l’équation ((2.23)). L’introduction de l’équation ((2.61)) dans l’équation
((2.60)) donne :

hbLnKb = LnK + 2KbKb. (2.62)

Par conséquent, l’équation ((2.59)) devient :

(4)R + (4)Rμνnμnν = (3)R + K2 + LnK −
1

N
DD

N. (2.63)

Il est nécessaire de combiner cette équation et la relation scalaire de Gauss (2.42) pour éliminer
le terme contenant le tenseur de Ricci 4Rμνnμnν et pour obtenir une équation Gauss-Ricci
(2.58) qui ne contient que la courbure scalaire de l’espace-temps 4R. Il convient de noter que
chaque terme de l’équation de Gauss-Ricci est covariant. Jusqu’à une divergence (1/N)DDN,
on peut ainsi décomposer le scalaire de Ricci en un terme «cinétique» quadratique à courbure
extrinsèque, et un terme potentiel (3)R qui ne dépend que de la métrique spatiale et de ses
dérivées spatiales. La courbure extrinsèque, illustrée par (2.27), se comporte comme une vitesse
de la métrique spatiale et est donc candidate à son moment conjugué. Elle apparaît en effet dans
l’action d’Einstein–Hilbert en raison des relations de Gauss-Ricci. Dans la section suivante, nous
traitons le formalisme hamiltonien de la relativité générale en termes de variables canoniques.

2.1.6 Forme 3 + 1 de l’action de Hilbert

Considérons l’action standard de Hilbert pour la relativité générale (voir par exemple [15,
16, 28, 34, 35]) :

SG =
1

2κ

∫

V

(4)R
p

−gd4, (2.64)

où V fait partie de M et est délimité par deux hypersurfaces 2 t et tƒ (t < tƒ ) de la foliation
(t)t∈R :

V :=
tƒ
⋃

t=t

t, (2.65)

et grâce à la décomposition 3 + 1 de (4)R fournie par l’équation (2.58) et à la relation
p

− detg =
N
p
deth, nous pouvons écrire

2. les hypersurfaces t ne se croisent pas : t ∩ t′ = ∅ pour t 6= t′, et les t sont de type spatial et que la
foliation couvre M c-à-d M =

⋃

t∈R t .
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SG =
1

2κ

∫

V

�

N
�(3)R + K2 + KbKb

�

+ 2NLnK − 2DD
N
�

p

hd4. (2.66)

de tel manière que nous avons :
LnK = nμ∇μK = ∇μ(Knμ) − K ∇μnμ

︸ ︷︷ ︸

=K

= ∇μ(Knμ) − K2. (2.67)

Par conséquent, l’équation (2.66) devient

SG =
1

2κ

∫

V

�

N
�(3)R + KbKb − K2

�

+ 2N∇μ(Knμ) − 2DD
N
�

p

dethd4. (2.68)

Mais
∫

V
N∇μ(Knμ)

p

dethd4 =
∫

V
∇μ(Knμ)

Æ

− detgd4 =
∫

V

d

dμ
�Æ

− detgKnμ
�

d4

est l’intégrale d’une pure divergence et nous pouvons ignorer ce terme dans l’action. En consé-
quence, ce dernier devient

SG =
1

2κ

∫ tƒ

t

¨

∫

t

�

N
�(3)R + KbKb − K2

�

− 2DD
N
�

p

dethd3

«

dt, (2.69)

où nous avons utilisé (2.65) pour scinder l’intégrale à quatre dimensions en une intégrale tem-
porelle et une intégrale à trois dimensions. Encore une fois, nous avons un terme de divergence :

∫

t

DD
N

p

dethd3 =
∫

t

d

d
�p

dethDN
�

d3, (2.70)

que nous pouvons ignorer. Par conséquent, de l’écriture 3 + 1 de l’action de Hilbert nous
pouvons réécrire cette équation de façon beaucoup plus simple :

SG =
1

2κ

∫ tƒ

t

¨

∫

t

N
�(3)R + KK − K2

�

p

dethd3

«

dt. (2.71)

2.2 Analyse hamiltonienne dans le formalisme ADM

Dans le cas d’un espace-temps à 4 dimensions, l’équation d’Einstein est en réalité 10 équa-
tions différentes, puisqu’il existe 10 composantes indépendantes dans le tenseur d’Einstein.
Nous réécrirons ces équations en termes de métrique sur la tranche t, ou 3-métrique hb, et
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de la «courbure extrinsèque» Kb de la tranche t, qui décrit la courbure de façon de déga-
ger la couverture des foliations t de la variété M. Notons que la courbure extrinsèque peut
également être considérée comme représentant de la dérivée temporelle de la 3-métrique. Nous
pouvons considérer (hb, Kb) comme des données de Cauchy pour la métrique, tout comme
nous pensons que le potentiel vecteur sur l’espace et le champ électrique sont des données de
Cauchy pour l’électromagnétisme ou le champ de Yang-Mills. Nous verrons que parmi les 10
équations d’Einstein, 4 sont des équations de contraintes que les données de Cauchy doivent
satisfaire, tandis que 6 sont des équations évolutives indiquant comment la 3-métrique évolue
dans le temps. C’est ce qu’on appelle la formulation de Arnowitt-Deser-Misner (ou ADM), de
l’équation d’Einstein.

2.2.1 Contraintes

L’action (2.71) doit être considérée comme une fonctionnelle des variables de «configuration»
q = (hb, N,N) et de leurs dérivées temporelles 3 q̇ = (ḣb, Ṅ, Ṅ) : S = S[q, q̇]. En
particulier, Kb dans l’équation (2.71) est fonction de ḣb, hb, N et N et donné par (2.27). À
partir de l’équation (2.71), nous constatant que la densité lagrangienne à champ gravitationnel
est :

L(q, q̇) =
N
p
deth

2κ
((3)R + KbKb − K2). (2.72)

Notons que ce lagrangien ne dépend pas des dérivées temporelles de N et N : Cela montre
que la fonction Lapse et le vecteur déplacement ne sont pas des variables dynamiques. Par
conséquent, la seule variable dynamique est hb. À partir des équations (2.72) et (2.27), la
dynamique canoniquement conjuguée à hb est :

b(, t) :=
∂LG
∂ḣb

=
1

2N

∂LG
∂Kb

=

p
h

2κ

�

Kb − Khb
�

. (2.73)

Nous concluons que le Lapse N et le déplacement N sont des champs non dynamiques. Dans la
terminologie de Dirac, Ṅ et Ṅ sont les principales vélocités inexprimables qui rendent singulier
le lagrangien de la relativité générale [39]. Nous verrons que l’invariance de difféomorphisme
de la théorie génère ce comportement singulier. Selon le formalisme canonique de Dirac [21]
aux systèmes hamiltoniens sous contraintes, nous avons supposés introduire quatre champs

3. Nous utilisons la même notation que celle définie par l’équation (2.13)
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multiplicateurs de Lagrange λ(t, ), λ(t, ) pour les contraintes primaires et effectuer la
transformation de Legendre comme d’habitude par rapport aux vélocités restantes pouvant
être résolues.

Les moments conjugués aux Lapses N et aux déplacements N sont respectivement donnés
par :

C(, t) := (, t) =
δLG

δṄ
= 0 (2.74)

C(, t) := (, t) =
δLG

δṄ
= 0. (2.75)

les relations présentent quatre contraintes primaires ou principales a.

a. utilisation (2.26) et le fait que R ne contient pas de dérivées temporelle.

Définition : Les contraintes primaires

Le seul vrai champ dynamique est la métrique intrinsèque hb de l’hypersurface de Cauchy t.
En utilisant cela nous pouvons écrire :

ḣb = 2NKb + D(Nb) (2.76)

ḣbb = bD(Nb) +
N

κ

Æ

det(h)
�

KbKb − K2
�

(2.77)

bb =
det(h)

4κ2
�

KbKb + K2
�

2 =
�

 c
c

�2
=
det(h)

κ2
K2. (2.78)

et par l’intermédiaire de ces équations (2.76-2.78) nous obtenons la forme canonique de l’action
(2.71)

SG =
∫ tƒ

t

dt

∫

t

d3

�

ḣbb + Ṅ + Ṅ −
�

ḣbb + λC + λC

−
N
p
deth

2κ

�(3)R + KK − K2
� �

�

=
∫ tƒ

t

dt

∫

t

d3

�

ḣbb + Ṅ + Ṅ −
�

p

det(h)

κ
(Kb − k2hb)DNb
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+ λC + λC +
N
p
deth

2κ
(KbKb − K2 − (3)R)

�

�

=
∫ tƒ

t

dt

∫

t

d3

�

ḣbb + Ṅ + Ṅ −
�

2bDNb + λC + λC

+
2Nκ
p
deth

(bb −
1

2
2) −

N
p
deth

2κ
(3)R

�

�

. (2.79)

où nous avons défini respectivement ce qu’on appelle les contraintes difféomorphique et Hamil-
tonienne

Les contraintes principales ou primaires (2.74,2.75) impliquent les quatre équations des
contraintes secondaires (En introduisant le crochet de Poisson dans ces relations) :

0 =
∂

∂t
= { , HG} =: −SG (h,) , (2.80)

0 =
∂

∂t
= { , HG} =: −VG


(h,) , (2.81)

Les contraintes VG


et SG sont appelées respectivement Contraintes du difféomorphisme
spatial (ou contrainte vectorielle) et Contrainte Hamiltonienne (ou contrainte scalaire).

Définition : Les contraintes secondaires

En vertu des crochets de Poisson nous obtenons :

SG (h,) =
2κ

p

det(h)

�

hchbd −
1

2
hbhcd

�

bcd −

p

det(h)

2κ
(3)R = 0, (2.82)

VG

(h,) = −2

Æ

det(h)Db

�

b
p

det(h)

�

= −2hcDbbc = 0, (2.83)

En effectuant une intégration par parties, en utilisant 2
∫

 d
3
p

det(h)D
�

bNb/
p

det(h)
�

comme terme frontière pour tout champ de vecteurs N. En outre, ce terme limite est ignoré
pour le moment, mais jouera un rôle important ultérieurement. Donc nous pouvons transformer
l’action (2.79) en la forme plus compacte suivante :

SG =
∫ tƒ

t

dt

∫

t

d3

�

ḣbb + Ṅ + Ṅ −
�

NSG + NVG

+ λC + λC

�

�

(2.84)
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Les variables choisies dans cette formulation sont appelées variables ADM [28], elles sont tan-
gentes à la surface t, de sorte que nous pouvons utiliser de manière équivalente les véritables
quantités tridimensionnelles hb, b, N, N avec , b = 1,2,3. L’expression entre crochets
de l’action (2.84) représente en réalité l’expression de la fonction Hamiltonienne, que nous dé-
signerons par HG qui est une combinaison linéaire de contraintes (multiplicateurs de temps) :

HG =
∫

t

d3
�

NSG + NVG

+ λC + λC

�

(2.85)

Le fait que l’hamiltonien implique des termes proportionnels au Laps relatif au temps et au
déplacement spatial ne devrait pas être surprenant, car son rôle est de générer l’évolution
temporelle, et en relativité générale, nous devons spécifier le Lapse et le déplacement pour
connaître le sens de l’évolution temporelle. Cependant, si nous exprimons les quantités SG et
VG


en termes de courbure extrinsèque en utilisant la formule qui découle des équations de
Gauss-Codazzi, nous trouvons que :

SG = −2
Æ

det(h)Gbn
nb et VG


= −2

Æ

det(h)Gcbn
bh c


(2.86)

où Gb est le tenseur d’Einstein, équivalent à une combinaison linéaire des contraintes. Cela
implique que la densité hamiltonienne pour la relativité générale [6, 40] doit disparaître par
l’équation d’Einstein dans le vide : HG = 0. En d’autres termes, les contraintes SG = VG


≈ 0

sont précisément les 4-équations d’Einstein qui sont des contraintes sur les données initiales.
Par conséquent, il n’y a pas d’hamiltonien approprié qui ne serait pas trivial sur la surface
de la contrainte. Ceci est en accord avec le fait qu’il n’y a pas de temps absolu en relativité
générale, puisqu’un hamiltonien non-disparaissant générerait une évolution temporelle dans un
paramètre de temps externe. Au lieu de cela, la dynamique est déterminée par les contraintes,
de sorte que l’évolution en tant que débit de jauge peut être paramétrée de manière arbitraire.
De cette façon, nous voyons l’invariance de reparamétrage des coordonnées dans une théorie
généralement covariante. Étant donné que dans le formalisme canonique ci-après, l’espace de
configuration de la relativité générale est C() , il est donc naturel de s’attendre à ce que l’espace
de phase  soit l’espace de tous les couples (hb, N,N; b,N,), ou Fibré cotangente
TC(). Cependant, tous les points de cet espace de phase ne représentent pas des états autorisés.
Les équations d’Einstein qui sont des contraintes doivent être satisfaites, et cette restriction
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sélectionne un sous-espace de l’espace de phase appelé espace de phase physique :

phys =
¦

SG ≈ 0;VG

≈ 0

©

⊂ T?C() (2.87)

L’hamiltonien (2.85) disparaît dans ce sous-espace. Dans la section (2.2.2), nous verrons que
ces contraintes sont de première classe et génèrent ainsi des transformations de jauge qui ne
changent pas les informations physiques dans les solutions. La contrainte hamiltonienne le fait
pour le temps et la contrainte du difféomorphisme pour les coordonnées spatiales. Une fois ces
contraintes satisfaites, nous nous assurons que la formulation est covariante pour l’espace-temps
même si nous avons démarré la formulation canonique avec découpage de l’espace-temps déter-
miné par toute fonction temporelle t. Nous en déduisons que l’hamiltonien est une combinaison
linéaire de contraintes (de première classe), c’est-à-dire qu’elles disparaissent de manière iden-
tique sur les solutions des équations de mouvement. Il s’agit d’une propriété caractéristique des
systèmes généralement covariants.

2.2.2 Structure symplectique

La structure symplectique définie sur l’espace de phase
�

hb,b
�

est canonique et donne
les crochets de Poisson canoniques pour deux fonctions génériques A (y) et B (z) :

{A (y) , B (z)} =
∫

d3

�

δA (y)

δhb ()

δB (z)

δb ()
−

δB (z)

δhb ()

δA (y)

δb ()

�

. (2.88)

En particulier :
�

b (t,x) , hcd (t,y)
	

= 2κδ(cδ
b
d)δ

3 (x − y) (2.89)
�

b (t,x) ,cd (t,y)
	

= {hb (t,x) , hcd (t,y)} = 0 (2.90)

Qui est le résultat canonique pour les variables dynamiques. Les crochets de Poisson des
contraintes disparaissent sur la surface de contrainte :

{V () , Vb (y)}|Cμ=0 = {V () , S (y)}|Cμ=0
= {S () , S (y)}|Cμ=0 = 0. (2.91)

Ces contraintes sont appelées contraintes de première classe et leurs versions délimitées, sont
respectivement les générateurs infinitésimaux des difféomorphismes de l’espace et du temps.
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V (N) =
∫

 d
3V ()N () ; S (N) =

∫

 d
3S ()N () (2.92)

Il suffit de le faire sur les variables de l’espace de phase ce qui est clairement visible sur les
parenthèses

�

hb(y), V
�

N
�	

=
∫

d3N
δV ()

δb(y)
= 2∇(Nb) = LNhb (2.93)

en fait de la définition des dérivées de Lie

LNhb = (∇Nc)hcb + (∇bNc)hc − Nc∇chb
︸ ︷︷ ︸

=0

= 2∇(Nb) (2.94)

Notons que la dérivée fonctionnelle est facile à calculer avec une intégration partielle. Le dernier
terme disparaît pour la compatibilité métrique et dans la dérivée de Lie, nous pouvons remplacer
∂ par ∇.

�

b, V
�

N
�	

=
∫

−N
δV()

δhb(y)

= −2c∇cNb +
p

h∇c

�

Nc
p
h
b

�

= −2c∇cNb
p
h
p
h
+
p

q(∇cNc)
b
p
h
+
p

hNc∇c
b
p
h

=
p

qLN
b
p
h
+
b
p
h
(∇kNk)

p

h

=
p

hLN
b
p
h
+
b
p
h
LN

p

h

= LNb (2.95)

La situation est quelque peu plus subtile pour la contrainte hamiltonienne. Nous avons main-
tenant

{hb, S (N)} = LnNhb;
�

b, S (N)
	

= LnNb (2.96)

La forme canonique de la gravitation permet d’en compter les degrés de liberté. On dispose
de 2 × 6 donc de 12 degrés liberté de l’espace de phase qui sont réduits par 4 contraintes
(2.83) et (2.82) et 4 symétries de jauge. Il reste donc 4 degrés liberté d’espace de phase, soit
2 degrés de liberté physiques. Nous constatons donc que la relativité générale possède deux
degrés de liberté physiques locaux, qui se manifestent par l’existence des ondes gravitationnelles.
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L’étude canonique de la gravitation nous révèle qu’elle est un système totalement contraint,
son hamiltonien est nul sur la surface des contraintes qui sont associées aux difféomorphismes,
qui représentent les symétries de jauge de la gravitation.

2.3 Vers les variables : Formalisme de la triade

La première étape consiste à introduire des triades (ou dreibeine). Ils joueront le rôle des
moments conjugués. En chaque point d’une hypersurface spatiale, il est possible de définir un
repère par un champ de vecteurs tridimensionnel, les triades e


() ∂, dont leurs covecteurs,

appelés cotriades e

()d, qui définissent une base orthonormée à chaque point spatial.

Ici,  = 1,2,3 est l’indice d’espace habituel (en référence à l’espace tangent T () à )
et  = 1,2,3 sont des indices internes sur les vecteurs. La position des indices internes est
arbitraire. Nous avons la condition d’orthonormalisation suivante

hbe


eb
j
= δj, (2.97)

Ce qui permet d’exprimer la métrique spatiale de la manière suivante

hb = e

eb
j
δj ≡ e


eb. (2.98)

Ceci introduit une symétrie SO(3) (ou SU(2)) dans le formalisme, puisque la métrique est
invariante sous les rotations locales de la triade. Associée à e


() elle représente un repère

orthonormé dans l’espace cotangent T∗

(), désigné par e


() (base de 1-forme). Elle vérifie

les deux relation suivante

e

ej

= δj, e


e
b
= δ

b
(2.99)

Le formalisme tridimensionnel utilisant des triades peut être obtenu à partir du formalisme
espace-temps correspondant en utilisant la jauge du temps e0


= −n pour les formes uniques

[41]. La variable d’intérêt n’est pas la triade elle-même, mais sa version densifiée ( car elles sont
multipliées par un facteur qui est le Jacobien des transformations de coordonnées ), introduite
dans nos équations comme une combinaison de champs de cotriade gravitationnels. Cette com-
binaison portera le nom du champ électrique d’Ashtekar (suite à une certaine analogie avec
l’électromagnétisme de Maxwell et la théorie de Yang-Mills) et constituera un premier jeu de
nouvelles variables.
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E


: =
1

2
εjkε

bce
j
be

k
c

=
1

2
εjkε

dbce
j
be

k
c
δ

δ
d
=
1

2
εjkε

dbce
j
de

k
b
e
c
e

= det

�

e


�

e


=
p

dethe


(2.100)

En utilisant cette définition, la métrique contravariante hb peut être liée à la densité de triade
par l’équation qui suit :

hb deth = E

Eb
j
δj. (2.101)

Nous définissons le déterminant du champs électrique d’Ashtekar par l’expression suivante

det
�

E


�

=
1

3!
εjkεbcE



Eb
j
Ec
k
. (2.102)

Nous introduisons ainsi une 1-forme K 

qui constitue une représentation dans S(2) qui permet

de définir dans cette formulation la courbure extrinsèque comme étant :

K 

:=

1
q

det
�

E
�

KbE
b
j
δj, (2.103)

Par les propriétés de symétrie de la seconde forme fondamentale, Kb est un champ de tensorielle
symétrique. En conséquence, vu la relation précédente, le champ K 


doit satisfaire la condition

du contrainte suivante :
Gb := K [e


b] = 0 (2.104)

Où les crochets [ b] désignent l’opération antisymétrique du tenseur K 

e
b

vis-à-vis des
indices  et b. Nous pouvons écrire la contrainte du vecteur et de scalaire en vertu (2.82) et
(2.83) en fonction des nouvelles variables conjuguées E


et K 


. Cependant, ces variables sont

redondantes ; En fait, nous utilisons les neuf E

pour décrire les six composantes indépendantes

de hb. Ceci est également clair d’un point de vue géométrique : on peut choisir différentes
triades e


invariante par les rotations locales du groupe SO (3) agissant sur l’indice interne 

sans changer la métrique :

R
k
()Rj ()e

k

e
b
δj = ee

j
bδj. (2.105)

Par conséquent, si nous voulons formuler la relativité générale en fonction de ces variables
redondantes, nous devons imposer une contrainte supplémentaire qui rend la redondance ma-
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nifeste, et suite à ces nouvelles variables, nous pouvons donner une formulation équivalente de
la condition (2.104) et à l’aide du terme (2.100), donc la contrainte manquante est :

E
[ K


j] = 0 =⇒ G = εjkEjKk = 0,  = 1,2,3 (2.106)

Qui a la structure d’un moment cinétique, en terminologie mathématique les opérateurs des
moments cinétiques sont les générateurs du groupe SO (3) ainsi que les matrices de Pauli σ
qui sont les générateurs du groupe SU (2). Les relations ci-dessus sont appelées contraintes
de Gauss. Leur présence garantit également la symétrie de Kb 4. Considérons maintenant les
fonctions suivantes sur l’espace de phase étendu

hb :=
�

�

�det
�

Ec


�

�

�

�Ej

E
j
b,

b :=
�

�

�det
�

Ec


�

�

�

�

−1
E
k
Ed
k
K
j
[dδ

b
c]E

c
j

où Ek

est l’inverse de E

k
. Il est facile de voir que lorsque G = 0, les fonctions (2.107) réduisent

précisément les coordonnées ADM. Insertion (2.107) dans (2.83) et (2.82), nous pouvons égale-
ment écrire le difféomorphisme et la contrainte hamiltonienne comme des fonctions sur l’espace
de phase étendu que l’on peut vérifier, pour être explicitement donnés par [6]

V(E, K) := −∇̃b
�

K j

Eb
j
− δb


K j
c
Ec
j

�

= 0,

S(E, K) :=
K
[ 
 K

j]
b E


j E

b


4
s

�

�

�det
�

Ec
m

�

�

�

�

−
s

�

�

�det
�

Ec
m

�

�

�

�

(3)R(E, K) = 0,

Par conséquent, nous devons inclure cette contrainte supplémentaire à (2.84) si nous voulons
utiliser les nouvelles variables de triade. Avec tout cela, l’action de la relativité générale devient

SRG =
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, (2.107)

où Λj est un nouveau multiplicateur de Lagrange. L’espace de phase étendu de coordonnées
�

E

, K 



�

est ainsi équipé d’une structure symplectique de crochets de Poisson
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() , Eb

j
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©
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() , K jb (y)

©

= 0.
(2.108)

4. cela peut être vu en insérant (2.103) dans (2.106), en multipliant par εm et en contractant
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Vu d’une autre manière, nous pouvons considérer que l’espace de phase étendu, coordonné par
les variables

�

E

, K 



�

, est tel que l’hypersurface définie par la contrainte (2.106) n’est autre
que l’espace de phase du formalisme ADM.

2.4 Nouvelles variables canoniques d’Ashtekar-Barbero

Dans cette section, nous introduisons des différentes variables introduites par Ashtekar
(1986) suite aux travaux antérieurs de Sen (1982). Ces nouvelles variables présenteront leur
pouvoir principal dans la théorie quantique de la gravitation, étant donné qu’elles sont ana-
logues aux variables Yang-Mills (à l’aide de connexions). Une introduction plus détaillée à
ces variables se trouve dans les travaux d’Ashtekar (1988,1991) [42] et de Thiemann (2001) [5].
Lorsque l’on désire quantifier la théorie sous sa forme canonique en choisissant comme structure
symplectique hb et Kb, on se rend compte que l’espace des métriques spatiales ainsi que celui
des courbures extrinsèques sont très mal connus sur le plan mathématiquement, et procéder à
une quantification comme l’avaient fait Wheeler et De Witt devient fort compliqué que dans le
cas métrique. Mais heureusement, la formulation Hamiltonienne de la Relativité Générale selon
les variables introduites par Ashtekar [43–45] amène une compréhension claire et bien définie
de l’espace des variables d’Ashtekar, et donc la possibilité d’obtenir une quantification bien
définie, nous allons donner un bref compte rendu des développements à propos. La densité de
triade (2.100) se transforme dans la représentation vectorielle du SO (3) dans la redéfinition
de triade (2.98). Par conséquent, son moment conjugué K 


(voir l’équation (2.103). Il existe

une connexion naturelle de so (3) qui définit la notion de dérivée covariante compatible avec
la triade. Cette connexion est la connexion de spin 


et elle se caractérise par la solution des

équations de structure de Cartan

∂[e

b] + ε
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k
b] = 0 (2.109)

La solution à l’équation précédente peut être écrite explicitement en termes des composantes
de la triade :
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(2.110)
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On peut obtenir une fonction explicite de la densité de triade 


�

Eb
j

�

inversée (2.100) d’où :
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=
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εbcεjkEbj E
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|det (E)|
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2

sgn (det (E))E


p

|det (E)|
(2.111)

En particulier, l’algèbre des contraintes est de seconde classe. Cependant, il existe un choix
particulier de variables qui simplifie l’analyse, permettant de mettre en œuvre une partie de la
contrainte et de ramener les éléments restants à la première classe. Ce sont les fameuses variables
d’Ashtekar, que nous introduisons maintenant 5.et donc la possibilité d’obtenir une quantifi-
cation bien définie. Ces variables sont formulées en terme des triades e


dans une forme dite

"densité" (i.e. qu’elles sont multipliées par un facteur qui est le Jacobien des transformations de
coordonnées). La connexion de spin est une connexion so (3) qui se transforme de manière stan-
dard non homogène par des transformations SO(3) locales. Les variables d’Ashtekar-Barbero
sont définies par l’introduction d’une nouvelle connexion A


donnée par

A

= 


+ γK 


(2.112)

où γ est un nombre réel non décalé appelé le paramètre d’Immirzi 6 il jouera un rôle clé dans la
forme quantifiée de la gravitation [13, 40, 47, 48], pour le cas spécial γ =  (qui est celui introduit
par Ashtekar) le SU(2) correspond au sous-groupe dual du groupe de Lorentz. Notons que ce
cas conduit également à une simplification de la contrainte hamiltonienne (2.107). Par contre,
les variables sont maintenant complexes et pour retrouver la relativité générale, il faut imposer
des conditions de réalité. Celles-ci sont particulièrement difficiles à traiter au niveau quantique
et, pour cette raison, la plupart des développements théorique en matière de quantification de
la gravitation se sont focalisés sur un γ réel. C’est ce que nous adoptons également dans ce
travail. La nouvelle variable est également une connexion so (3) car l’ajout d’une quantité qui
se transforme en vecteur vers une connexion donne une nouvelle connexion. Où nous voyons
immédiatement l’intérêt des variables d’Ashtekar : Elles sont simplement conjuguées l’une de
l’autre 7, plus précisément, les crochets Poisson des nouvelles variables sont :

5. Sur l’analyse générale avec les contraintes de seconde classe, voir [40].
6. Le paramètre Immirzi devient également pertinent au niveau classique si des sources de torsion sont présentes

[46, 47].
7. On pourra noter une forte analogie avec l’électromagnétisme, où le champ électrique E et le potentiel vecteur A

sont canoniquement conjugués l’un de l’autre. C’est pourquoi on trouve parfois dans la littérature du vocabulaire emprunté
à la théorie de Maxwell, en particulier le terme de champ électrique pour la densité de triade.
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(2.113)

Toutes les équations précédentes découle trivialement de (2.108) sauf pour lesquelles il faut plus
de calculs. Ce fait non trivial est remarquable, car cela signifie que la transformation ci-dessous
est une transformation canonique.

�

E

,



�

→
�

1

γ
E

, A



�

(2.114)

Les nouvelles variables mettent la relativité générale classique dans une forme d’une théorie de
jauge SU (2) [25] , similaire aux théories de Yang-Mills. En effet, A


et E


sont les composants

d’une connexion et d’un champ électrique respectivement. Cela résulte de leurs propriétés de
transformation sous les transformations locales de la jauge SU (2). L’écriture

A = Aτ ∈ s (2)
E = E


τ ∈ s (2)

(2.115)

où τ sont des générateurs de SU (2), on peut écrire les règles de transformation de la manière
suivante :

A′

= gAg−1 + g∂g−1, E′ = gEg−1, (2.116)

Ce sont les règles de transformation standard pour les connexions et les champs électriques des
théories de Yang-Mills. Nous pouvons pousser l’analogie encore plus loin dans les contraintes.
Ceci est effectué dans la section suivante.

2.5 Algébre de contrainte et transformations de Jauge

Comme nous l’avons vu dans la section précédente, la Relativité Générale peut être formulée
en termes de connexion réelle A


() agissons dans s (2) et E


est un champ réel appelé

champ électrique, tous deux définis sur une variété différentielle tridimensionnelle t. Sur les
solutions physiques, la connexion A


est donnée par (2.112). La théorie est définie par le système

hamiltonien constitué par trois contraintes (2.106) et (2.107).

En ce qui concerne les nouvelles variables, l’ensemble des contraintes :

å La contrainte de Gauss

Définition : Les contraintes dans les nouvelles variable
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G
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Ec
k
, Ak

c

�

= DE


= ∂Ej + εjkℓA

k

Eℓ = 0 (2.117)

qui impose l’invariance du système sous une transformation locale de jauge du groupe
SU(2).

å La contrainte de difféomorphisme

V(Eck, A
k
c
) =

1

γ
F
j
bE

b
j
−
1 + γ2

γ
K 

G = 0, (2.118)

comme son nom l’indique, elle impose l’invariance du système par difféomorphisme.
De façon intuitive, ces deux premières contraintes décrivent la géométrie de la variété
 à 3-dimensions.

å La contrainte Hamiltonienne ou ”l’équation d’évolution” du système
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c
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detE
(2.119)

où F
b
= ∂Ab − ∂bA



+ ε

jk
Aj

Ak
b
est la courbure de connexion d’Ashtekar dé-

finie comme en Théorie Quantique des Champs, DE = ∂E + ε
k

j
Aj

E
k
est la

divergence covariante de la densité de triade.

Simplement, il n’y ait aucune dynamique dans la théorie, cette équation décrit l’agencement
des variétés tridimensionnelles résultant des deux premières contraintes. Il est donc possible
de la concevoir comme une équation décrivant la dynamique de la variété , mais le caractère
covariant de la théorie n’implique en aucun cas que cette dynamique se déroule suivant une
variable spécifiquement temporelle. Il est donc préférable de la considérer comme une condition
d’ajustement des variétés, ce qui justifie son appellation de contrainte. Signalons que, de ce
fait, le caractère covariant de la théorie, bien que présent, n’est guère explicite. Nous avons
sept (7=3+3+1) contraintes (G, V, S) pour les 18=3×3+3×3 variables d’espace de phase
(A


, Eb

j
). En plus d’imposition des conditions parmi les variables canoniques, les contraintes

de première classe génèrent les 7 fonctions de transformations de jauge (infinitésimales), à partir
de l’espace de phase en 18 degrés de liberté de la relativité générale, nous obtenons 11=18-7
champs nécessaires pour coordonner la surface de contrainte sur laquelle reposent les sept
conditions ci-dessus. Sur cette surface de contrainte 11 degrés de liberté, la contrainte ci-dessus
génère 7 paramètres de transformations de jauge. L’espace de réduction de la phase est à quatre
dimensions (11-7=2×2), et par conséquent, le nombre résultant de degrés physiques de liberté
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est deux, comme prévu. La contrainte (2.117) coïncide avec la loi standard de Gauss de la théorie
de Yang-Mills (par exemple ∇.E = 0 dans l’électromagnétisme). En fait, si on ignore (2.118) et
(2.119), les variables d’espace de phase

�

A

, Eb

j

�

associées à la loi de Gauss (2.117) caractérisant
l’espace de phase physique d’une théorie non abélienne SU(2) de Yang-Mills. Le champ de jauge
est donné par la connexion A


et son moment conjugué est le champ électrique Eb

j
. La théorie de

Yang-Mills est une théorie définie sur une géométrie spatio-temporelle. La dynamique dans une
telle théorie est décrite par un hamiltonien non disparaissant - la densité hamiltonienne de la
théorie Yang-Mills étant H = E


E

+B


B

. La relativité générale est une théorie généralement

covariante et le temps de coordination ne joue aucun rôle physique. L’hamiltonien est une
combinaison linéaire de contraintes. La dynamique est codée dans les équations de contraintes
suivant (2.117), (2.118) et (2.119). Dans ce sens, nous pouvons considérer la relativité générale
dans les nouvelles variables comme un fond indépendant de SU (2) de la théorie de Yang-Mills.
Nous verrons dans la suite que la similitude étroite entre ces théories permettra la mise en
œuvre de techniques très naturelles dans le contexte de la théorie Yang-Mills. Ces variables se
révèlent être conjuguées. En fait, nous pouvons réécrire l’action (2.107) en fonction des nouvelles
variables comme [6, 40]

SRG(A, E,N,N) =
1
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∫

R
dt
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− NbVb(Eck, A

k
c
)

−N.S(Ec
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) − ΛjGj(Eck, A

k
c
)
�

. (2.120)

L’action résultante est similaire à (2.84), avec (A, E) comme variables conjuguées canonique-
ment, par opposition à (h,). Les déchéances et les décalages sont toujours des multiplicateurs
de Lagrange, et nous nous référons toujours à S(A, E) et V(A, E) en tant que contraintes
hamiltoniennes et de difféomorphisme spatial. L’algèbre est toujours de première classe. La
nouvelle formulation en termes de tétrades a introduit la contrainte supplémentaire (2.117).
Tout comme les contraintes Vμ génèrent des difféomorphismes, la contrainte de Gauss génère
des transformations de jauge. Il est en fait facile de vérifier que Eb

j
et A


se transforment

respectivement en vecteur SU(2) et en connexion s(2) sous cette transformation. Nous ne
devrions pas être surpris de l’apparition de cette contrainte supplémentaire. Lorsque nous utili-
sons le formalisme tétrade, nous introduisons une nouvelle symétrie dans la théorie, l’invariance
sous la transformation de jauge locale. La contrainte de Gauss est là pour imposer cette inva-
riance au niveau canonique. D’une autre part, il est peut-être plus surprenant que, bien que
l’invariance de jauge locale de l’action covariante soit le groupe de Lorentz complet, la trans-
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formation de Legendre (2.120) ne soit invariante que sous SU(2). L’origine de cette énigme
réside précisément dans le changement de variables (2.100, 2.112). La connexion d’Ashtekar-
Barbero est une connexion s(2), mais pas une connexion de Lorentz [49]. Elle devrait alors
être considérée comme une variable auxiliaire, utile pour reconstruire l’algèbre sous une forme
de première classe. Maintenant, analysons la structure des transformations de jauge générées
par les contraintes (2.117), (2.118) et (2.119). Du paragraphe précédent, il ne faut pas étre
surprenant que la loi de Gauss (2.117) génére des transformations SU (2) locales comme dans
le cas de la théorie Yang-Mills. Explicitement, si nous définissons la version étendue de cette
contrainte sous la forme :

G (Λ) =
∫


d3ΛjGj

�

Ak
b
, Eb

k

�

=
∫


d3ΛjDE


j
, (2.121)

on reconnaît alors l’équation de structure de l’algèbre de Lie du groupe SU (2) (et aussi SO (3),
vu qu’ils ont la même algèbre de Lie). Mais pourquoi ne retrouve-t-on pas groupe de Lorentz
SO (3,1) ? En réalité, la connexion d’Ashtekar-Barbero n’est pas une connexion sur le groupe
de Lorentz 8 : elle n’est qu’une variable auxiliaire, dont la seule utilité est de résoudre partiel-
lement les contraintes de façon à ce qu’elles deviennent de première classe. Il n’y a pas à priori
d’argument physique qui permette d’interpréter ce résultat. à travers les crochets de Poisson,
E

se transforme en vecteur SU (2), tandis que A


en tant que connexion s (2), un calcul

direct nous donne le résultat attendu :
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= κγεjnΛj(y)En(y), (2.122)

Aussi

8. Dans le cas particulier où γ = , on peut en fait identifier ce groupe SU(2) comme étant le sous-groupe auto-dual
du groupe de Lorentz, et c’est en ces termes qu’Ashtekar a introduit initialement ses variables [7, 8, 43, 45]. Ce choix
simplifie d’ailleurs grandement les expressions des contraintes, mais les variables deviennent alors complexes, ce qui pose
quelques soucis supplémentaires pour la quantification. Par la suite, on considérera γ réel et strictement positif.
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La contrainte vectorielle (2.118) génère des difféomorphismes tridimensionnels de . Ceci est
clair à partir de l’action de la contrainte
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, (2.124)

Sur les variables canoniques on a [6]
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Où LN désigne la dérivée de Lie dans la direction de N. L’exponentielle de ces transformations
infinitésimales conduit à l’action de difféomorphismes finis sur . Enfin, la contrainte scalaire
(2.119) génère les translations des coordonnées dans le temps (modulo des difféomorphismes
spatiales et des transformations de Jauge SU (2)). L’hamiltonien total H [α,N, N] de la
relativité générale peut être écrit sous la forme :

H
�
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= G (Λ) + V
�

N
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+ S (N) , (2.126)

où
S (N) =
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. (2.127)

Et comme mentionné précédemment, l’hamiltonienne totale est exclusivement une combinaison
linéaire de contraintes. Les équations hamiltoniennes de mouvement sont :

Ȧ
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Les équations précédentes définissent l’action de S (N) jusqu’à l’infinitésimal de SU (2) et les
transformations du difféomorphisme données par les deux derniers termes et les valeurs de Λ
et N respectivement. Dans l’évolution de la relativité générale, l’évolution du temps n’a pas
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de sens physique. Il est analogue à une transformation de jauge U (1) dans QED. L’algèbre de
contrainte est :
¦
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Enfin, en compensant aussi le deuxième terme dans le crochet ci-dessus, nous obtenons :

{G (Λ1) , G (Λ2)} = G ([Λ1,Λ2]) , (2.131)

que nous les reconnaissons comme les équations de structure de la algèbre s(2), de même
nous déduisons que :
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= G (LNΛ) , (2.132)

{G (Λ) , S (N)} = 0, (2.133)
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= −S (LNN) , (2.135)

{S (N) , S (M)} = V
�

ƒ
�

+ termes proportionnels de la loi de Gauss (2.136)

Où [N,M]c = Nb∂bMc − Mb∂bNc et ƒ = hb (N∂bM − M∂bN).
Les contraintes suivant G (α) = 0, V (N) = 0, S (N) = 0, Sont complètement équiva-

lentes aux équations d’Einstein dans le vide. Dans la théorie de Maxwell, nous avons appris que
le potentiel vectoriel est défini jusqu’à l’ajout d’un gradient d’une fonction. Nous avons éga-
lement appris qu’une telle invariance, appelée invariance de jauge, était générée dans le cadre
canonique par la loi de Gauss. Quelle est l’invariance analogue dans la théorie de Yang-Mills ?
Nous pouvons répondre à la question en considérant le crochet de Poisson de la loi de Gauss
avec un potentiel vectoriel. Nous voyons donc que la notion de transformation de jauge est plus
compliquée que dans la théorie de Maxwell. Une autre différence apparaît si l’on considère le
crochet de Poisson de la loi de Gauss avec le champ tensoriel. Contrairement au cas de Maxwell,
le crochet de Poisson est non nul, le champ tensoriel se transforme sous les transformations de
jauge dans les théories de Yang-Mills. Cela signifie notamment que les champs électriques et
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les champs magnétiques ne sont pas des quantités observables dans les théories de Yang-Mills,
car ils dépendent de la jauge. Nous devrons rechercher d’autres quantités invariantes dans les
transformations de jauge pour construire des observables physiques pour la théorie. Un exemple
d’une telle quantité s’appelle l’holonomie qui a un rôle majeur dans la quantification de la re-
lativité générale.

2.6 Holonomies

Dans la section précédente, nous avons présenté une reformulation de la relativité générale,
qui fournit une structure d’espace de phase similaire à celle des théories de jauge de Yang-Mills.
Une telle reformulation peut être obtenue à partir de la géométrie dynamique par une trans-
formation canonique en espace de phase. Le théorème de Stone-von Neumann assure qu’une
transformation canonique fournit une description quantique équivalente unitaire par rapport à
la description d’origine. Par conséquent, la quantification canonique de l’espace de phase du
champ gravitationnel avec les coordonnées A


et E


, au lieu de hj et j, ne devrait pas fournir

une nouvelle perspective réelle du problème de la gravitation quantique. La gravitation quan-
tique à boucles repose sur un outil technique supplémentaire : la quantification de l’algèbre de
flux d’holonomie. Le choix des holonomies et des flux comme coordonnées d’espace de phase a
un impact profond au niveau quantique. En utilisant la construction GNS 9, il est possible de
définir ce qu’on appelle l’espace de Hilbert cinématique, dans lequel les éléments de l’algèbre de
flux d’holonomie sont associés à des opérateurs "liés". Dans cet espace, nous pouvons vérifier
a posteriori comment les opérateurs d’holonomie violent l’une des hypothèses du théorème de
Stone-von Neumann, à savoir la continuité faible. La description de l’espace de Hilbert cinéma-
tique peut être commodément donnée en termes d’états de réseau de spin, qui constituent une
base, et les deux contraintes cinématiques, celle de vecteur et celle de Gauss, peuvent être réso-
lues. Les opérateurs géométriques ont des spectres discrets, tels que l’espace quantique est doté
de géométrie discrète comme prévu. La définition des espaces de Hilbert cinématiques place la
gravitation quantique à boucles plus proche d’un modèle complet de gravitation quantique que
la formulation de Wheeler-DeWitt[53, 54, 54]. Cependant, la théorie finale n’a pas encore été
réalisée. Bien que la contrainte scalaire puisse être correctement définie dans l’espace de Hilbert
invariant par jauge, une expression analytique ne peut néanmoins pas être donnée. Ce fait em-
pêche la solution de la dynamique pour la géométrie quantique. D’autres problèmes concernent

9. Nommés d’après les mathématiciens Gel’fand, Naimark et Segal [50–52]
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l’algèbre des contraintes «off-shell» 10, la définition du produit scalaire, la construction d’états
semi-classiques et la signification physique du paramètre d’Immirzi.

2.6.1 Raison de l’utilisation des holonomies

Cette section traite le concept d’holonomies suivant [55]. Les holonomies sont importantes
car toute les observables qui ne sont que des fonctions de connexion peuvent être exprimées
dans une base d’holonomies. Une holonomie Hα est le transport parallèle le long d’une courbe
fermée α avec un point de base. L’holonomie contient les mêmes informations que la courbure :
connaître toutes les holonomies de la connexion à 2-formes A


définit la connexion unique-

ment [56]. L’holonomie pour toute courbe fermée implique la connexion en tout point d’une
transformation de jauge. Deux courbes fermées sont équivalentes si l’une peut se déformer
continuellement. Toutes les boucles équivalentes forment une classe d’équivalence. Les classes
d’équivalence des courbes fermées forment une structure de groupe et les holonomies peuvent
être considérées comme une carte (Atlas dans le jargon topologique) de ce groupe sur un groupe
de Lie G. Techniquement, les classes d’équivalence des courbes fermées sont appelées boucles
et le groupe est également appelé un groupe de boucles. Les fonctions des éléments du groupe
de boucles sont appelées fonctions d’onde et constituent la représentation de la boucle. L’ex-
plication détaillée de tout cela va être présentée dans ce qui va suivre. La première indication
technique selon laquelle une bonne quantification de la gravitation devrait être basée sur autre
chose que la procédure de quantification canonique standard provient du fait que les relations
de commutation canoniques ne peuvent pas être mises en œuvre pour des topologies d’espace de
phase non triviales. En ignorant certains aspects techniques (qui peuvent être trouvés dans [57],
nous préférons plutôt donner un exemple [58] qui imite certaines caractéristiques de l’espace
de phase du champ gravitationnel (en particulier l’exigence selon laquelle la métrique spatiale
est positive). Considérons un système avec une coordonnée positive q, q > 0 et de moment
conjugué p. Après la quantification, les états sont définis dans l’espace Hilbert comme des fonc-
tions intégrables du carré sommable sur q, avec support sur l’axe réel positif. En imposant les
relations de commutation canoniques, q et p sont promus à des opérateurs hermitiens pour
lesquels la relation de commutation suivante est vérifiée [ q̂, p̂] = ℏ, ce qui implique que p̂ soit
le générateur de la q-translation, avec

10. Les configurations d’un système physique qui ne satisfont pas les équations classiques du mouvement sont appelées
off-shell.
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ϕ (q + ε) = Hεϕ (q) = exp (εp)ϕ (q) . (2.137)

Cependant, dans ce schéma, Hε n’est plus un opérateur unitaire, puisque le produit scalaire
n’est pas invariant dans les conversions, c’est-à-dire.
∫ ∞

0
(Hεϕ1 (q))†Hεϕ2 (q)dq =

∫ ∞

0
ϕ†1 (q + ε)ϕ2 (q + ε)dq 6=

∫ ∞

0
ϕ†1 (q)ϕ2 (q)dq.

(2.138)

Cette fonctionnalité indique que la relation de commutation canonique doit être remplacée. En
particulier, une quantification basée sur la relation de commutation suivante [ q̂, p̂] = ℏq̂,
construite sur de bonnes bases. Une analyse analogue, mais beaucoup plus compliquée, réalisée
par Isham [59] conduit à des conclusions similaires concernant l’utilisation de relations de
commutation canoniques pour la quantification de la relativité générale. Un point clé de cette
analyse est l’hypothèse selon laquelle les variables de configuration appartiennent à un espace
vectoriel. On s’inspirant de ce résultat, Rovelli et Smolin [60] ont introduit l’idée de quantifier
l’algèbre de flux d’holonomie au lieu de relations de commutation canoniques. Cependant, aucun
lien direct entre leurs travaux et l’analyse d’Isham n’a été établi, principalement en raison du
fait que l’espace des holonomies n’est pas un espace vectoriel. L’utilisation d’holonomies s’est
également répandue parmi les approches de Gravité Quantique qui ne sont pas directement
liées aux gravitation quantique à boucles. Par exemple, les holonomies ont été utilisées comme
variables de base pour quantifier les défauts topologiques de la gravitation tridimensionnelle
[61–63] sur lesquels la théorie des cordes cosmique de Boril et Kibble est basé, dans lesquels
aucun degré de liberté local n’est présent. Ces modèles dans trois dimensions espace-temps
prédisent une cinématique de particules déformée et pourraient supporter certains scénarios avec
des géométries non-commutatives (A.Connes). Ils peuvent également fournir des indications
sur le cas à quatre dimensions [64] via la formulation de Mac-Dowell et Mansouri [65]. Nous
montrerons comment les états du réseau de spin surviennent lors de la quantification à boucles
du champ gravitationnel. Nous définirons l’espace de Hilbert en appliquant la construction de
GNS à l’algèbre d’holonomie et nous obtiendrons des états de réseau de spin comme éléments de
base. Le concept d’holonomie joue un rôle majeur dans la quantification de la relativité générale.
C’est un élément de groupe donnant le transport parallèle de vecteurs le long des courbes. Les
connexions sont des objets à intégrer sur des courbes. Considérons une connexion A définie
sur un Fibré vectoriel avec une variété de base t et le groupe de structure G (le groupe de
jauge par exemple SU(2) ) et une courbe α sur une variété t. Une courbe est décrite par



74 6. Holonomies

une fonction α à partir d’un ensemble fermé de la droite réelle (que l’on peut prendre comme
[0,1]) prenant des valeurs sur la variété spatiale t comme suit

α : [0,1] −→ t, s −→
�

α (s)
	

. (2.139)

L’intégration est généralement effectuée sur des chemins, qui sont des classes d’équivalence de
courbes orientées analytiquement par morceaux sous des paramétrisations 11. Une boucle est un
chemin fermé, tandis qu’un graphique est un ensemble de chemins. Un graphique peut également
être vu comme un ensemble d’arêtes, c’est-à-dire de chemins analytiques, et de sommets, qui
sont les points séparant différentes arêtes. Il est possible de montrer que l’espace des boucles
avec un point commun peut être doté d’une structure de groupe (de telle sorte que tout l’espace
des boucles puisse être vu comme un groupoïde (un ensemble muni d’une loi interne)[6, 66].
L’holonomie, vue comme un élément du groupe G, définit une notion de transport parallèle,
en permettant de transporter un objet vivant dans une fibre au-dessus de α(0) jusqu’à la
fibre au-dessus de α(1) par l’action de Hα[A; 0, s]. Par conséquent, on introduit le transport
parallèle de A = Aτ le long d’une courbe α(s) est l’élément de G défini par

Hα[A; 0, s] (s) ∈ SU (2) , Hα[A; 0,0] = 1, (2.140)

d
dsHα[A; 0, s] + A (α (s)) α̇

 (s)Hα[A; 0, s] = 0, (2.141)

Où α̇ (s) ≡ dα/ds (vecteur tangent à la courbe). La solution de cette équation est

Hα[A; s, sƒ ] = P exp
∫ sƒ

s

α̇ (s)A

(α (s)) τds,

= P exp
∫ sƒ

s

dsA (α (s)) (2.142)

où A (α (s)) = α̇ (s)A

(α (s)) τ et τ est une base de l’algèbre de Lie du groupe G et P

désigne l’ordre du chemin qui est nécessaire car les A sont des matrices (comme dans les théories
de Yang-Mills). On a par exemple pour s = 1, l’holonomie de la connexion A selon α est définie
comme

11. Deux courbes α (s) , α′ (s′) sont identifiées s’il existe une fonction inversible ƒ : [0,1] −→ [0,1] telle que
α′ (ƒ (s)) = α(s).
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Hα[A] = Hα[A; 0,1] ≡ P exp
∫

α

A =

I+
∑+∞

n=1

∫ 1

0
A (α (s1))ds1

∫ s1

0
A (α (s2))ds2

... ×
∫ sn−1

0
A (α (sn))dsn (2.143)

Nous notons que A

peut être reconstruite de manière unique si toutes les holonomies sont

connues.

2.6.2 Boucles de Wilson

Le cadre dans lequel les boucles de Wilson ont été introduites pour la première fois est
la formulation intégrale de la chromodynamique quantique (QCD) sur un réseau [67, 68], où
ils fournissent des outils pour étudier le confinement des quarks. La principale caractéristique
de cette approche est que le potentiel entre deux quarks statiques peut être obtenu à partir
de la valeur d’attente des boucles de Wilson reliant ces deux particules [69–71]. Il en résulte
qu’un potentiel linéaire est obtenu, ce qui produit le confinement. En outre, les états quantiques
peuvent être étiquetés par des boucles fermées et ouvertes, avec des quarks aux points de fin.
De tels états représentent des lignes de flux non-abéliens et ils se révèlent être des états propres
de l’hamiltonien dans la forte limite de couplage [69, 70]. Giles [56] a souligné comment, à partir
des boucles Wilson d’une connexion de jauge sur l’espace-temps complet (plat), les connexions
peuvent être entièrement reconstruites, jusqu’à une transformation de jauge. Par conséquent,
la connaissance de Hα[A] sur toute boucle α donne toutes les informations invariables de la
jauge sur une théorie de Yang-Mills dans un espace-temps plat. Une formulation en termes de
variables de boucle a été utilisée pour la quantification des théories des jauges sur le réseau,
car aucune simplification substantielle ne se produit en passant de l’espace des connexions à
l’espace en boucles dans un espace-temps continu. Après leur introduction, on a reconnu com-
ment les boucles de Wilson et leurs généralisations peuvent être utiles pour une quantification
indépendante du fond par la définition des holonomies sur les états de vertex, c’est-à-dire sur
les classes d’équivalence de boucles sous des difféomorphismes. Les holonomies sont des élé-
ments du groupe SU(2), tout comme les transformations de jauge A′ = g−1Ag+ g−1dg. La
caractéristique intéressante de Hα[A] est leur comportement sous les transformations de jauge
g ∈ SU(2) qui n’est pas encore invariable, il se transforme comme



76 6. Holonomies

Hα[A] −→ H′
α
[A′] = g(ƒ )Hα[A]g−1(). (2.144)

Où  et ƒ sont les points initial et final de α, respectivement. Par exemple, l’invariance de la
jauge est obtenue après avoir effectué la trace de Hα[A] le long d’une boucle α, en arrivant à
la boucle de Wilson Wα (A) connue [56], par exemple, à partir des théories de jauge sur réseau

I[α] [A] = −Tr (Hα[A]) = −Wα (A) (2.145)

et cela peut être vu à partir de :

I[α]
�

A′
�

= −Tr
�

Hα[A′]
�

= −Tr
�

g(ƒ )Hα[A]g−1()
�

= −Tr
�

g−1()g(ƒ )Hα[A]
�

= −Tr (Hα[A]) = I[α] [A] , (2.146)

Où la propriété cyclique de la trace et la coïncidence du point initial et final de α ont été
utilisées.
La trace de l’holonomie de la connexion, qui est étiquetée par des boucles sur la variété à
3-dimensions, jouent un rôle important dans la théorie quantique, ce que nous obtenons par
l’insertion du champ E (en n points distincts) dans la trace de l’holonomie. Plus précisément,
étant donné une boucle α en t et les points s1, s2, ..., sn ∈ α nous définissons l’invariance de
jauge qui est obtenue après avoir effectué la Trace. Alors nous retrouvons la boucle de Wilson
bien connue, par exemple, des théories de jauge sur un réseau, donc on a :

I[α] [A] = −tr (Hα[A]) = −Wα (A) , (2.147)

I[α] [A] (s) = −tr
�

Hα[A, s, s]E (s)
�

, (2.148)

I12[α] [A] (s1, s2) = −tr
�

Hα[A, s1, s2]E2 (s2)Hα[A, s2, s1]E1 (s1)
�

, (2.149)

...

I1...N[α] [A] (s1, ..., sN) = −tr
�

Hα[A, s1, sN]EN (sN)Hα[A, sN, sN−1]EN−1 (sN−1)

... Hα[A, s2, s1]E1 (s1)
�

. (2.150)

Les observables de boucle, introduites dans les théories de Yang Mills, définissent des coordon-
nées de l’espace de phase et suivent une algèbre fermée de Poisson, appelée algèbre de boucle.
Cette algèbre possède une propriété géométrique remarquable, par exemple, le crochet de Pois-
son entre I[α] [A] et I[β] [A] (s) n’est pas nul, seulement si β et α ont une intersection en
un point P, si c’est le cas, le résultat est proportionnel à l’holonomie des boucles de Wilson
obtenues en joignant α et β à leur intersection. Plus précisément



QUANTIFICATION CANONIQUE DE LA RELATIVITÉ GÉNÉRALE 77

�

I[α] [A] ,I[β] [A]
	

= 0, (2.151)
¦

I[α] [A] ,I[β] [A] (s)
©

= κΔ [α, s]
�

I[α♯β] [A] − I[α♯β−1] [A]
�

(2.152)

Où

Δ [α, s] =
∫ 1

0
α̇ (s) δ3 (α (s) , s)ds (2.153)

avec β−1 désigne la boucle β avec la direction inversée. Le côté droit de (2.152) n’est évident que
si α et β sont sécantes au point P ; l’intersection de α♯β est alors défini comme commençant à
partir de P, en passant par la boucle α, puis par β et se terminant par P. Le paramètre E [S]
(non invariant de jauge par SU(2) ) a un intérêt particulier car elle fait apparaître la constante
ℏ caractérisant l’algèbre quantique et qui joue un rôle important dans certains aspects de la
théorie, est obtenu en intégrant le champ E


sur une surface S bidimensionnelle

E [S] = −ℏκγ
∫

S
d2σnE



, (2.154)

où S désigne une surface bidimensionnelle dans . La variable (2.154) décrit le flux de E

à

travers la surface bidimensionnelle ; c’est la variable conjuguée à l’holonomie Hα [A]. Notons
que le flux de l’holonomie est de nature distributive, car il a respectivement un support sur les
sous-variétés unidimensionnelles et bidimensionnelles. Les variables des holonomies et flux sont
des versions régularisées des variables d’Ashtekar introduite à l’origine [45]. L’algèbre résultante
est connue sous le nom d’algèbre des holonomies-flux, fournissant la version la plus régulière de
l’algèbre de Poisson (aucune fonction delta n’apparaît). Ses crochets de Poisson sont :

{Hα[A], E (S)} =
∑

p∈α∩S
H−
αp
[A]τH+αp[A] (2.155)

où H±
αp
[A] sont les holonomies situées le long des deux moitiés du chemin α coupées par le point

p où il coupe la surface S. En l’absence d’intersection entre α et S, les crochets disparaissent. De
plus, l’algèbre de Poisson des holonomies-flux est très bien définie et il est possible de regarder
quelles sont les représentations possibles de cette algèbre sur l’espace de Hilbert, qu’il est facile
de construire pour une représentation pour laquelle les états sont des fonctions des connexions
si nous considérons les holonomies comme des opérateurs de création avec un vide défini. En
résumé, dans cette section nous avons pris les deux étapes clés nécessaires pour préparer la
relativité générale à la quantification à boucles. La première étape consistait à reformuler la
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théorie en termes du champ tétrade et d’une connexion indépendante SU(2), la connexion
d’Ashtekar-Barbero (2.112). La deuxième étape consistait à régulariser l’algèbre de Poisson
résultante en utilisant des chemins et des surfaces, au lieu de tout l’espace (voir ce qui était
fait dans la formulation d’ADM). L’algèbre résultante de Hα[A] et E(S) est appelée algèbre
d’holonomie-flux (qui intègrent les champs sans brisure de symétries). L’algèbre de Poisson des
holonomies-flux est alors bien connue et une représentation sur un espace de Hilbert peut être
recherchée. C’est la démarche de base de la gravitation quantique à boucles.



3
GRAVITÉ QUANTIQUE À BOUCLES :

Cinématique

Dans ce chapitre, nous permettra de nous préparer à la quantification canonique non-
perturbative de la gravitation, connue sous le nom la gravitation quantique à boucles 1, basé
sur la formulation de la relativité générale comme théorie de jauge SU(2) en termes de densité
de triade et de connexion d’Ashtekar et fondée sur la procédure de la quantification de Dirac
pour les systèmes contraints. Nous allons aborder la construction d’un espace cinématique de
Hilbert à partir duquel l’espace physique peut être extrait en imposant les trois contraintes
[75] :
- La contrainte de Gauss G = 0 ;
- La contrainte de différentielle spatiale V = 0
- La contrainte hamiltonienne S = 0.
Ces dernières définissent complètement le contenu dynamique de la théorie et leurs équivalents
d’opérateurs quantiques agissent comme projecteurs sur l’espace physique.

3.1 Méthode de quantification de Dirac

L’inclusion de la dynamique toute entière dans les contraintes est au cœur de la théorie.
Elle est fortement exploité par l’approche de quantification proposée par Dirac [21], qui repose
sur une définition des états physiques dynamiques comme ceux annulés par les contraintes. Je
ne présenterai ici que les résultats de cette approche qui seront utiles pour la suite. Une analyse
détaillée peut être trouvée dans [76].

1. Au cours des quinze dernières années, le programme de quantification a été exploré de deux manières différentes
mais équivalentes : La représentation en boucles [60, 72] et la représentation en connexions [73, 74].
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La procédure peut être divisée en trois étapes :

¶ Trouver une représentation des variables d’espace de phase de la théorie en tant
qu’opérateurs dans un espace de Hilbert ’cinématique’ Hkn, vérifiant les relations de
commutations standards :

{A,B} −→
1

ℏ

�

Â, B̂
�

; (3.1)

· Renforcer les contraintes aux opérateurs Ĥμ dans Hkn ;

¸ Distinguer l’espace des solutions des contraintes Hphys,

Ĥμψ = 0 ∀ψ ∈ Hphys. (3.2)

Proposition : quantification de Dirac

Ces étapes doivent ensuite être complétées par une détermination explicite du produit scalaire
dans Hphys et une interprétation physique des observables quantiques. La procédure de Dirac
est plus générale et elle peut être étendu à tout système entièrement contraint.
Essayons maintenant de l’appliquer à la formulation ADM de la relativité générale et cher-
chons ensuite un espace de fonctionnelles portant une représentation de l’algèbre de Poisson
quantique :

�

ĥb(), ̂cd(y)
�

= ℏδc(δ
d
b)δ

3(, y), (3.3)
�

ĥb(), ĥcd(y)
�

= 0,
�

̂b(), ̂cd(y)
�

= 0.

Formellement, nous pouvons procéder par analogie avec des cas plus connus, tels que la théo-
rie des champs scalaires, et considérer une représentation de Schrödinger ĥb() = hb(),
π̂b() = −ℏ δ

δhb()
, agissant sur les fonctions d’onde ψ[hb()] de la 3-métrique. Cette

procédure, qui fonctionne bien pour le champ scalaire [77], rencontre un certain nombre de
difficultés lorsqu’elle est appliquée au champ gravitationnel. Par exemple, pour définir l’espace
(cinématique) de Hilbert, nous avons besoin d’un produit scalaire, qui peut s’exprimer de la
manière suivante :

∫

dgψ[g] ψ′[g] ≡



ψ | ψ′
�

. (3.4)

Cependant, il n’existe pas de mesure de Lebesgue sur l’espace des métrique que nous pouvons
utiliser pour définir g. Sans cela, nous ne pouvons même pas vérifier que q̂b() et π̂b()
sont hermitiens, ni que q̂b() a un spectre défini positif, afin qu’il soit une métrique spatiale.
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Ignorons ces problèmes, et essayons de procéder de manière formelle en supposant qu’il existe
un Hkn bien défini, Ensuite, renforcer des contraintes pour les opérateurs (2.80 et 2.81), et à
la caractérisation de leur espace des solutions. La procédure de quantification doit alors passer
par les étapes suivantes :

Hkn
V̂ = 0−−−−−→ HDƒ ƒ

Ŝ = 0−−−−−→ Hphys. (3.5)

Considérons d’abord la contrainte vectorielle. Dans la représentation de Schrödinger définie
ci-dessus, la version barbouillée donne

Ĥ(N)ψ[hb] = 2ℏ
∫


d3∇bN

δψ

δhb
= 0, (3.6)

Après une intégration par parties nous avons ψ[hb + 2∇(Nb)] ≡ ψ[hb], et de cela nous
constatons que la solution de la contrainte vectorielle soit fonctionnelle des invariants métriques
sous difféomorphisme. Sur le niveau quantique, cela représente l’action correcte des contraintes
classiques. Cependant, l’espace des solutions HDƒ ƒ est encore mal défini, car il hérite de la
cinématique le manque de théorie des mesures ou d’autres moyens de contrôle. Pour la contrainte
hamiltonienne, nous pouvons écrire

Ĥψ[hb] =

�

−
ℏ2

2
Gbcd :

1
Æ

detĝ

δ2

δhb()δhcd()
: −

Æ

detĝR(ĝ)

�

ψ[hb], (3.7)

où les deux points : signifient qu’il faut prescrire un ordre aux opérateurs. La situation est
plus compliquée pour la contrainte hamiltonienne, puisqu’elle nécessite la définition de produits
d’opérateurs au même point, objets remarquablement très singuliers. L’expression formelle (3.7)

est connue sous le nom d’équation de Wheeler-DeWitt [53, 54, 78]. Même si nous parvenons
à donner une prescription de commande appropriée et à régulariser l’opérateur différentiel, le
problème de l’équation est que nous n’avons aucune caractérisation des solutions, pas même
formellement comme pour les contraintes difféomorphisme ci-dessus. Et bien sûr, encore aucune
idée sur la connaissance de l’espace physique de Hilbert et du produit scalaire (voir cependant
les modèles de minisuperespaces [79]). La gravitation quantique à boucle est une approche du
problème qui améliore considérablement la situation et donne un certain nombre de réponses
à ces questions en suspens. La clé de la gravitation quantique à boucles et de cette améliora-
tion est étonnamment simple : Au lieu de changer la théorie gravitationnelle ou le paradigme
de la quantification, nous utilisons simplement des variables différentes pour décrire la gra-
vité. Après tout, nous sommes conscients du fait que tous les choix de variables fondamentales



82 1. Méthode de quantification de Dirac

ne fonctionnent pas également lors de la quantification d’une théorie classique. Considérons
par exemple l’oscillateur harmonique, classiquement, la description la plus élégante du sys-
tème concerne les variables d’angle d’action, qui paramètrent l’espace des phases comme suit :

{ϕ, J} = 1 au lieu de {q, p} = 1. Cependant, il est plus pratique de quantifier le système
en utilisant les variables (q, p) que les variables à angle d’action, qui nécessitent une attention
particulière dans la construction de l’algèbre des opérateurs et dans la gestion de l’unité.

Introduisant maintenant les variables qui nous permettent de reformuler la relativité générale
d’une manière plus commode à la procédure de quantification de Dirac.

Nous suivons cette procédure pour quantifier la relativité générale en tant que système
hamiltonien contraint. Les principales étapes formelles sont [9] :

¶ La définition de l’espace cinématique de Hilbert de la relativité générale, nous choisi
de la connexion qui est considérée comme une variable de configuration. L’espace ci-
nématique de Hilbert, Hkn, se compose de fonctionnelles appropriées de la connexion
ψ [A] qui sont intégrables en carré sommable par rapport à une mesure gaussienne
appropriée δA, définissant un produit scalaire qui fait passer de l’espace cinématique
à un espace de représentation de Hilbert. Sur cet espace, la représentation de l’algèbre
de Poisson est définie comme une représentation de Schrödinger :

Â

ψ [A] = A


ψ [A] (3.8)

Ê

ψ [A] = −ℏκγ

δ

δA


ψ [A] (3.9)

Avec la connexion agissant par multiplication et la variable de flux en tant que déri-
vée ; Ils satisfont les relations de commutation canoniques ci-dessous :

�

Â

() , Êb

j
(y)

�

= ℏγδb

δ
j
δ(3) ( − y) (3.10)

· Ensuite, nous voulons que les contraintes soient des opérateurs agissant dans cet
espace, c’est à dire que les contraintes de Gauss et de difféomorphisme spatial ont
une action naturelle sur les états deHkn. Il existe plutôt une certaine ambiguïté dans
la définition de la contrainte hamiltonienne, principalement en raison de sa structure
hautement non linéaire.

Proposition : méthode de quantification de la relativité générale
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¸ La troisième étape consiste la définition de l’espace physique de Hilbert, Hphys,
comme l’espace annihilant tous les opérateurs de contraintes :

Hkn
ĜΨ=0−→ HG

kn

V̂Ψ=0−→ Hdƒ ƒ
ŜΨ=0−→ Hphys (3.11)

ψ [A] ∈ Hphys ⇐⇒ Ĝψ = V̂ψ = Ŝψ = 0 (3.12)

3.2 Réseaux de spin

Le problème avec le programme de quantification adapté à la Relativité Générale hamilto-
nienne est que nous n’avons pas de métrique de fond disponible pour définir la mesure d’inté-
gration δA, car maintenant la métrique est une quantité entièrement dynamique. Nous devons
définir une mesure sur l’espace des fonctions de la connexion ψ [A] sans compter sur une mé-
trique de fond fixe. Dans ce but, une notion clé est celle des fonctions cylindriques [6, 13]. En
gros, ce sont des fonctions d’un champ qui ne dépendent que d’un sous-ensemble des compo-
santes du champ. Dans le cas présent, nous considérons les fonctionnels de la connexion A qui
dépendent uniquement de ses holonomies Hα[A] le long d’un ensemble fini de chemin {α}.

Maintenant, nous définissons un graphe incorporé  ⊂  d’une collection de chemins orientés
α dans l’hypersurface  (nous appellerons ces liens les chemins du graphe) réunis au plus à
leurs extrémités, c’est-à-dire ne se traversant jamais. En a L le nombre total de liens, une
fonction cylindrique est un couple (, ƒ ) d’un graphe et une fonction lisse ƒ : [SU (2)]L −→ C

définie comme

ψ(,ƒ ) [A] ≡ 〈A
�

�ψ(,ƒ )
�

= ƒ
�

Hα1[A], ..., HαL[A]
�

∈ Cy (3.13)

où α;  = 1, ..., L sont les liens du graphe .
Pour faire de cet espace de fonctions un véritable espace de Hilbert, il ne manque plus qu’un

produit scalaire. C’est là qu’apparaît tout l’intérêt de l’holonomie : celle-ci étant un élément
de SU (2), et sur un groupe compact, il existe une mesure unique, invariante et normalisée,
appelée mesure de Haar 2 avec dμ (H). A l’aide de L copies de la mesure de Haar, nous pouvons
choisir dans les fonctions cylindriques Cy,définies sur un même graphe , le produit scalaire
de deux fonctions :

2. La mesure de Haar du groupe SU(2) est définie par les propriétés suivantes :
∫

SU(2)
dg = 1, et dg = d (αg) = d (gα) = dg−1 ∀α ∈ SU (2) . (3.14)
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Figure 3.1 – Un graphe  = {α1, ..., αL} est une collection fini de L courbes orientés par morceaux
α,  = 1, ..., L, plongés dans la 3-variété . Les courbes α formant le graphe  sont appelés liens
ou arête, et leurs points de rencontre sont appelés les nœuds n, n = 1, ..., N ou vertex du graphe.




ψ(,ƒ )
�

�ψ(,g)
�

≡
∫

[SU(2)]L

h
∏L

=1
dμH

�

Hα
�

i

ƒ
�

Hα1[A], ..., HαL[A]
�

g
�

Hα1[A], ..., HαL[A]
�

.

(3.15)

où 〈, 〉 est le produit intérieur cinématique, cela transforme Cy comme un espace de Hilbert
H associé à un graphe donné . Par conséquent, l’espace complet de Hilbert peut être défini
comme la somme directe des espaces de Hilbert sur tous les graphes possibles (au sein d’une
même feuille d’espace-temps ) :

Hkn =
⊕

∈
H = L2

�

(SU(2))L, dμHr
�

. (3.16)

Le produit scalaire sur Hkn est facilement induit de (3.15) de la manière suivante : si ψ et
ψ′ partagent le même graphe, alors (3.15) s’applique immédiatement. Si elles ont des graphes
différents, disons 1 et 2, nous considérons un autre graphe 3 ≡ 1 ∪ 2, nous étendons ƒ1
et ƒ2 trivialement sur 3 et le produit scalaire comme (3.15) sur 3 :




ψ(1,ƒ1)
�

�ψ(2,ƒ2)
�

≡



ψ(3,ƒ1)
�

�ψ(3,,ƒ2)
�

. (3.17)



GRAVITÉ QUANTIQUE À BOUCLES : Cinématique 85

Une fois que nous avons un espace de Hilbert H associé à un graphe , nous pouvons
chercher une représentation de l’algèbre holonomie-flux sur lui. Nous allons ensuite avoir besoin
d’une base orthonormée complète sur cet espace. C’est le théorème de Peter-Weyl, généralisation
de la transformée de Fourrier 3, qui va nous la fournir.

Ce théorème nous dit en effet que toute fonction ƒ (g), où g appartient à un groupe compact
G, peut être décomposée sur les représentations irréductibles unitaires du groupe G. Dans notre
cas, ces représentations sont les matrices de Wigner (avec G ≡ SU (2))

Dj
m,n

�

Hα[A]
�

≡ 〈A |, j,m, n〉α (3.18)

Où Dj
m,n

�

Hα
�

matrice de Wigner est la matrice représentant l’holonomie Hα dans la repré-
sentation irréductible "spn − j" associée au lien α, et |, j,m, n〉α est un état de lien α

associé au .
Soit une fonction ƒ ∈ L2 [SU(2)]. La formule de Peter-Weyl permet d’exprimer ƒ comme

une somme sur les représentations irréductibles unitaires de SU(2), donc chaque fonction peut
être étendue comme ce suit :

ƒ (g) =
∑

j

j
∑

m,n=−j
ƒ̃mn
j

Dj
m,n
(g) j = 0,

1

2
,1, ... (3.19)

avec
ƒ̃mn
j
=

j
∑

m=−j

∫

G

dgD
j
m,n (g)ƒ (g) =

¬

Dj
m,n
(g) |ƒ (g)〉 (3.20)

Et les ƒ̃mn
j

sont l’équivalents des composantes de Fourier de la fonction ƒ .Selon la théorie de
Peter-Weyl, elles forment une base orthogonales de l’espace L2 [SU(2)] par rapport au produit
scalaire défini par la mesure de Haar, spécifiquement :

∫

dgD
j′

m′n′ (g)D
j
mn
(g) =

1

2j + 1
δjj
′
δmm′δnn′ , (3.21)

Une telle expansion s’applique immédiatement à H. Pour commencer, cet espace peut être
considéré comme le produit tensoriel des L espaces de Hilbert associés à chacun des liens α
qui forment le graphe , si nous considérons les liens comme des graphes triviaux d’eux-mêmes.
Appelons ces espaces Hα = L2 [SU(2)] avec  = 1, ..., L. Une fonction appartenant à Hα

3. Le lien avec le cas du groupe U (1) est direct : pour ƒ ∈ L2 [U (1)], nous avons ƒ (θ) =
∑

n ƒn exp (nθ),
où exp (nθ) représentation unitaire irréductible du groupe U (1) et ƒn = (2π)−1

∫

dθexp (nθ) ƒ (θ). La mesure
(2π)−1 dθ est la mesure de Haar du groupe U (1).
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est ensuite développée comme

ψ(α,ƒ ) [A] = 〈A |α, ƒ 〉 =
∑

j

j
∑

n,m=j

ƒ̃
mn
j
〈A |, j,m, n〉α

=
∑

j

j
∑

n,m=j

ƒ̃
mn
j

Dj
mn

�

Hα[A]
�

, (3.22)

Une généralisation de cette formule aux espaces H = L2
�

SU(2)L
�

donne la décomposition
d’une fonction cylindrique ψ(,ƒ ) [A] = ƒ

�

Hα1[A], ..., HαL[A]
�

sous la forme :

ψ(,ƒ ) [A] = 〈A| ψ(,ƒ )
�

= 〈A|
L
⊗

=1

�

�ψ(α,ƒ )
�

=
∑

{j,m,n}

ƒ̃m1n1...mLnL
j1...jL

Dj1
m1n1

�

Hα1[A]
�

...DjL
mLnL

�

HαL[A]
�

, (3.23)

Ainsi, toute fonction cylindrique peut se décomposer comme :

�

�ψ(,ƒ )
�

=
∑

{j,m,n}

ƒ̃
{m,n}
{j}

L
⊗

=1
|, j,m, n〉α

=
∑

{j,m,n}

ƒ̃
{m,n}
{j}

|,{j,m, n}〉 , (3.24)

où les |,{j,m, n}〉 forment une base deHkn, la notation {j,m, n} signifie que la somme
est faite en variant séparément j,m, n pour chaque lien , et les coefficients ƒ̃m1n1...mLnL

j1...jL
d’ex-

pansion sont simplement donnée par le produit intérieur cinématique de la fonction cylindrique
avec le produit tensoriel de représentations irréductibles, à savoir (3.15)

ƒ̃m1n1...mLnL
j1...jL

=
D
∏L

=1
Dj
mn

�

Hα[A]
� �

�ψ(,ƒ )
�

, (3.25)

On peut visualiser ces états de base comme étant une coloration du graphe  : à chaque lien du
graphe on associe une représentation irréductible spin j de SU(2) et deux nombres quantiques
−j ≤m, n ≤ j, voir la figure (3.2). Il faut de plus préciser sur le graphe l’orientation des liens
que l’on choisit (qui est en réalité le sens de parcours choisi pour les holonomies : si on permute
l’orientation d’un lien, cela revient à changer l’holonomie correspondante en son inverse). Enfin,
notons qu’il est techniquement possible de prendre un des j égal à zéro : l’holonomie corres-
pondante sera alors simplement égale à 1 (c’est la représentation triviale). Tout se passe alors
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Figure 3.2 – Exemple d’un graphe  avec des lien coloré par des spins j et les nombres quantiques
m et n.

comme si le lien associé à ce spin n’était pas présent, et donc que l’on a un autre graphe. Dans
ce qui suit, nous considérerons toujours j > 0. Revenons à Hα = L2 [SU(2)], l’espace défini
sur un seul lien, dans la représentation de l’holonomie, ses éléments de base sont les matrices
Wigner Dj

mn
. Les dernières rotation des vecteurs dans une représentation spin j donne une

autre rotation de la même représentation. En d’autres termes, ce sont des cartes de l’espace Hj

de Hilbert de la représentation de spin j à elle-même. De telles cartes peuvent être considérées
comme des éléments de Hj ⊗ Hj , où les deux espaces de Hilbert Hj appartiennent aux deux
extrémités du lien, et donc Hα = L2 [SU(2)] peut être décomposée dans la somme directe
des sous-espaces de dimension finie à une représentation fixe j :

Hα = L2 [SU(2)] =
⊕

j

�

Hj ⊗ Hj

�

. (3.26)

Comme H est constitué de L copies, nous avons :

H = L2
�

SU(2)L
�

=
L
⊗

=1

⊕

j

�

Hj ⊗ Hj

�

=
⊕

{j}

L
⊗

=1

�

Hj ⊗ Hj

�

(3.27)

où {j} signifie que la somme est effectuer en variant séparément la représentation dans les
extrémités de chaque lien . Dans cet espace, nous pouvons déclencher l’action de l’algèbre de
flux holonomie (2.155) en favorisant l’holonomie à un opérateur agissant par multiplication,
le flux à l’opérateur agissant à travers la dérivée et leurs crochets de Poisson aux relations de
commutation (multiplié par ℏ ) :
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Ĥβ[A]Hα[A] = Hβ[A]Hα[A], (3.28)

Ê[S]Hα[A] = −8πγℓ2
p

∫

S
d2σnb

δHα[A]

δAb
= ±8πγℓ2

p
Hα1[A]τHα2[A],(3.29)

�

Ĥα[A], Ê (S)
	

=
∑

p∈α∩S
Ĥ−
αp
[A]τĤ+αp[A]. (3.30)

Si l’intersection entre la surface S et le lien α n’est pas vide, le flux divise l’holonomie dans les
deux moitiés coupées par la surface et insère un générateur SU(2) entre les deux. Le signe est
défini par l’orientation relative entre S et α. Si la surface ne coupe pas le lien, l’action du flux
disparaît, ainsi que le commutateur.

L’action de cette algèbre s’étend à un élément de base générique Dj
mn

�

Hα[A]
�

(il suffit
de remplacer Hα[A] par la matrice de Wigner) et, à partir de la définition en H, elle est
étendue par linéarité sur l’ensemble de Hkn.

Avec la définition des opérateurs algébriques, nous avons rempli la définition de l’espace
cinématique de Hilbert de gravitation quantique à boucles. La physique, d’autre part, est définie
en imposant les contraintes.

Les solutions de la contrainte de Gauss Ĝψ = 0 sont des états qui évoluent dans ce que
nous avons désigné HG

kn
et sont définis comme les éléments invariants de SU(2) de l’espace

cinématique de Hilbert. Se sont les réseaux de spin 4, car ils sont des états avec des spins affectés
aux liens, et éventuellement des vertex, d’un graphe.

Afin de caractériser ces solutions, nous rappelons comment la symétrie de jauge agit par
l’action Â sur l’holonomie Hα[A], et si on considère une transformation de jauge paramétrée
par un élément de groupe g() ∈ SU(2) en tout point  ∈ , donc on a :

g Â Hα[A] = Hα[
gA] = gs(α)Hα[A]g

−1
t(α)

(3.31)

Où s(α) = α(0) et t(α) = α(1) sont les extrémités de la courbe α, c’est-à-dire le point
initial et le point final. Si l’on considère un graphe orienté et fermé  = {α1, ..., αL} avec L
liens reliant N points, que nous appelons vertex, la symétrie continue de la jauge SU(2) est
limitée à une symétrie discrète de SU(2) aux vertex. Ainsi, le groupe de jauge de la théorie est
[SU(2)]N. Les états invariables de la jauge sont ceux qui satisfont

4. La notion du réseau de spin vient d’une idée de Roger Penrose [80] qui consistait à appliquer la théorie des graphes
à la quantification discrète de la géométrie. Elle fut progressivement introduite en Gravité Quantique, notamment dans
[81].
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g Â ψ(,ƒ ) [A] = ƒ
�

gs(α1)Hα1[A]g
−1
t(α1)

, ..., gs(αL)HαL[A]g
−1
t(αL)

�

(3.32)

Par conséquent, pour que ψ(,ƒ ) [A] soit invariant par une transformation de jauge, il faut

tenir compte que la fonction ƒ définie sur SU(2)L soit invariante par l’action de SU(2)N

ƒ
�

gs(α1)Hα1[A]g
−1
t(α1)

, ..., gs(αL)HαL[A]g
−1
t(αL)

�

= ƒ
�

Hα1[A], ..., HαL[A]
�

(3.33)

Donc l’action d’une transformation de jauge sur une fonction cylindrique basée sur  est

ψ(,ƒ ) [A] = ƒ
�

Hα1[A], ..., HαL[A]
�

(3.34)

Les fonctions cylindriques ayant cette propriété (i.e. sont invariantes sous l’action de SU(2))
elles forment un sous-espace propre K de H des solutions de la contrainte de Gauss G, avec

K = L2
�

SU(2)L/ [SU(2)]N
�

, (3.35)

de sorte que HG
kn
=
⊕

⊂K.
Dans la base de la matrice de Wigner, une transformation g sur le vertex  agit sur les

éléments de groupe des liens qui se rencontrent au vertex. Étant les matrices de représentation
des matrices de Wigner, la transformation de jauge agit sur leurs indices. Par conséquent, pour
que l’état soit invariant, le coefficient ƒ̃ j1...jL

m1n1...mLnL
doit être un tenseur invariant lorsqu’il est

soumis à une transformation de groupe sur les indices liés à ce vertex.

Maintenant, pour rendre les fonctions d’état invariantes sous l’action de SU(2) , c’est-à-
dire pour satisfaire la relation (3.33), il est nécessaire d’imposer l’invariance sous le groupe
SU(2) à chaque vertex. Cela se fait en connectant chaque vertex  avec un tenseur 

 : αnV
j ⊗ αotV

j −→ C (3.36)

Ces tenseurs sont appelés entrelaceurs invariant sous l’action de SU(2), et V j est l’espace
associée à la représentation de spin-j. Avec αn sont les liens entrants vers le vertex  et
αot sont les liens sortants du vertex .

Proposition : l’entrelaceurs (Anglais : intertwiners)
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La donnée des entrelaceurs  pour tous les vertex  de  permet de contracter les éléments
des matrices Dj

mn

�

Hα[A]
�

au niveau des vertex à l’aide des . Pour retrouver une base
d’entrelaceurs aux vertex n-valent, on va déplier simplement le vertex dans un graphe à n-
liens externes contenant uniquement des vertex trivalents (virtuels) : les entrelaceurs de vertex
trivalent sont donnés par Clebsh-Gordan et nous étiquetons les liens virtuels avec des spins
internes pour un vertex. On obtient alors une base de H par des fonctions étiquetées par des
spins j sur chaque lien et des entrelaceurs  à chaque vertex : c’est la base des réseaux de
spin.

A partir de ces données, on définit alors un réseau de spin de S = (,
�

jα
	

,{n}), avec
α un lien et n un vertex de  est la donné d’un graphe orienté  pour représenter un jα
irréductible de SU(2) pour chaque lien de  et pour l’entrelaceurs n pour chaque vertex.

Un état de réseau de spin ΨS(A) est une fonction cylindrique ƒS
�

Hα1[A], ..., HαL[A]
�

associée au réseau de spin S du graphe 

〈A |S〉 = ΨS(A) (3.37)

Les matrices des holonomies définies sur chaque lien α sont contractées par les tenseurs
 en chaque vertex  de  donnant :

ΨS(A) =
⊗

ens ∈
Dj(Hα[A])

⊗

erte ∈
. (3.38)

En utilisant le théorème de Pete-Weyl, nous pouvons démontrer que deux états de réseau
de spin distincts sont orthonormées dans le produit scalaire. les états des réseaux de spin
forment une base orthonormée complète (non-dénombrable) de Hn

Définition : un réseau de spin et son États

Comme le groupe de jauges est constitué d’une transformation localisée aux vertex, il est com-
mode de réorganiserH en regroupant les espaces de Hilbert au même nœud, qui se transforment
ensemble sous une transformation de jauge. Pour chaque vertex  = 1, ..., N nous étiquetons
avec () = 1, ..., V() chacun des liens V() sortant de  ( est appelé nœud V-valent ).
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Figure 3.3 – L’espace sur chaque vertex Hj1() ⊗ ... ⊗ HjV()

On obtient :

H =
⊕

{j()}()

N
⊗

=1

�

Hj1() ⊗ ... ⊗ HjV()

�

(3.39)

Où Hj() est l’espace Hilbert de représentation de spin j à l’extrémité du lien  () qui croise
les autres liens dans un vertex , et, comme d’habitude, la somme est effectuer en variant
séparément chaque j(). Ensuite, nous voulons les états invariants de jauge, ils évolueront
dans le sous espace propre (voir la figure (3.3)) :

K =
⊕

{j()}()

N
⊗

=1
nSU(2)

�

Hj1() ⊗ ... ⊗ HjV()

�

. (3.40)

Étant donné un état ψ dans l’espace sur chaque vertex
�

Hj1() ⊗ ... ⊗ HjV()

�

, la projection
sur le sous-espace invariable de la jauge est obtenue par la procédure de calcul de la moyenne
du groupe. Compte tenu d’une fonction arbitraire ƒ ∈ Cy, la fonction

ƒ0
�

Hα1[A], ..., HαL[A]
�

≡
∫

[SU(2)]L

�∏

n
dμ (gn)

�

ƒ
�

gs(α1)Hα1[A]g
−1
t(α1)

, ..., gs(αL)HαL[A]g
−1
t(αL)

�

(3.41)

Au début et à la fin de chaque holonomie on introduit des éléments g du groupe de jauge
SU (2). Il y a intersection des différentes holonomies en un point lorsque celles-ci partage le
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même élément g du groupe SU (2). Cela revient donc à introduire un élément g de SU (2)
pour chaque vertex du graphe 5 représentant le réseau de spin de Penrose. la fonction ƒ peut se
décomposer comme ce suit :

ƒ0
�

Hα1[A], ..., HαL[A]
�

≡
∫

[SU(2)]L

�∏

n
dμ (gn)

� ∑

{j,m,n}

ƒ̃m1n1...mLnL
j1...jL

×

∏L

=1
Dj
m,n

�

gs(α)Hα[A]g
−1
t(α)

�

, (3.43)

Nous utilisons alors la loi du groupe Dj
m,n
(gh) = Dj

m,m′ (g)D
j
m′,n (h) , ainsi que la propriété

des matrices de Wigner :

Dj
m,n

�

g−1
�

= Dj
m,n
(g)−1 = Dj

m,n (g) = (−1)n−mDj
−n,−m (g) , (3.44)

Pour arriver enfin à des matrices satisfaisant la fonction (3.23).

Dj
m,n

�

gs(α)Hα[A]g
−1
t(α)

�

= (−1)n−n
′
 D

j
m,m

′


�

g(α)
�

D
j
m′ ,n

′


�

Hα[A]
�

D
j
−n,−n′

�

gt(α)
�

.

(3.45)

Sans entrer dans les détails, nous pouvons regrouper ensemble les matrices associées à un même
élément g de SU (2) pour avoir, en chaque vertex  un projecteur :

P{j()}{m,n} ≡
∫

dμ (g)
V()
∏

()=1

D
j()
m,n (g) , (3.46)

C’est-à-dire brancher la transformation SU (2) dans les représentations de chacun des liens
entrant dans le vertex et en faisant la moyenne sur les éléments possibles du groupe de jauge.

Rendre un état invariant de jauge revient donc simplement à introduire un tel projecteur
en chaque vertex du graphe (à un facteur (−1)

∑

 n−n
′
 prés). En revenant à la notation plus

concise des vecteurs en br et ket, un état invariant de jauge est de la forme :

5. On remarque que l’holonomie sur une boucle est invariante de jauge. L’exemple le plus simple de fonction cylin-
drique invariante de jauge est donc une boucle de Wilson, qui définie comme la trace de la matrice de Wigner associée à
une telle holonomie :

Wj (H (A)) = Tr
�

Dj
m,n
(H (A))

�

(3.42)

La gravitation quantique à boucles tire son nom de tels objets : Elle a initialement été formulée en ne faisant intervenir
que ces boucles de Wilson, puis elle a été généralisée sur des graphes plus complexes.
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�

�

�ψ0(,ƒ )

¶

=
∑

{j,m,n,m′ ,n′ }

ƒ̃
{m,n}
{j}

(−1)
∑

 n−n
′


�

∏


P{

j()}
 {m,n}

�

|,{j,m, n}〉 ,

(3.47)

Focalisons-nous sur les cas V = 3, qui est le nombre minimal de liens dont nous avons besoin
pour que le sous-espace invariable existe.

Étudions ces être plus en détail en regardant quelques cas particuliers. Commençons par un
vertex de uni-valence (la valence d’un vertex est le nombre de lien qui y sont connectés).

Nous avons :
P j
m,n
=
∫

dμ (g)Dj
m,n
(g) =

1

2j + 1
δj,0δm,0δn,0 = 0, (3.48)

Car on a supposé j ∈ 1
2N

∗ : Ce projecteur est identiquement nul. Les graphes invariants de
jauge ne contiennent donc pas de vertex monovalent (ou s’ils en contiennent, ceux-ci n’ont
aucune influence sur les résultats). Passons nous au cas de bi-valence. Le projecteur est :

P j1,j2
m1,m2,n1,n2

=
∫

dμ (g)Dj1
m1,n1

(g)Dj2
m2,n2

(g)

=
1

2j + 1
(−1)m2−n2 δj1,j2δm1,−m2δn1,−n2 . (3.49)

Celui-ci revient à supprimer le vertex et à introduire un nouveau lien, union des deux premiers.
Là encore, l’invariance de jauge simplifie le graphe en combinant les holonomies qui se coupent
sur des vertex bivalents. Les choses intéressantes commencent réellement avec les vertex de
tri-valence. En effet :

P j1,j2
m1,m2,n1,n2

=
∫

dμ (g)Dj1
m1,n1

(g)Dj2
m2,n2

(g)Dj3
m3,n3

(g)

=

�

j1 j2 j3

m1 m2 m3

��

j1 j2 j3

n1 n2 n3

�

= ιm1m2m3 ιn1n2n3 (3.50)

Où les coefficients �

j1 j2 j3

 b c

�

= ιbc (3.51)

Les grandeurs ιbc sont les symboles 3j de la théorie quantique du moment cinétique qui
ont été introduits par E.Wigner [20, 22, 82]. Dans la décomposition du produit tensoriel des
deux représentations irréductibles du groupe SU (2), ils apparaissent les coefficients de Clebsch-
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Gordan [83] à quelques facteurs et signe près. Lorsque les trois moments cinétiques j ne vérifient
pas les inégalités triangulaires (|j1 − j2| < j3 < j1 + j2.),le projecteur relatif à cette décomposi-
tion est identiquement nul, aussi si leur somme est demi-entière c’est à direm1+m2+m3 6= 0
le projecteur est également nul. La séparation des parties en m et a est donc possible,le pro-
jecteur de la décomposition peut donc s’exprimer sous forme de produits de deux facteurs,le
premier j1...jL est contractible avec les coefficients ƒ̃ j1...jL

m1n1...mLnL
, le deuxième se contracte avec

les états du graphe |, ƒ 〉, et c’est cette contractibilité qui assure l’invariance de jauge des deux
facteurs de projection. Dans le cas d’un vertex de valence égale à trois, nous avons l’espace vec-
toriel Hj1 ⊗Hj2 ⊗Hj3 .En vertu de la théorie quantique de l’addition des moments cinétiques,le
produit tensoriel de deux représentations irréductibles est exprimé par une sommation sur les
représentations comme se suit :

Hj1 ⊗ Hj2 =
j1+j2
⊕

j=|j1−j2|
Hj. (3.52)

Donc :

Hj1 ⊗ Hj2 ⊗ Hj3 =

 

j1+j2
⊕

j=|j1−j2|
Hj

!

⊗ Hj3 =
j+j3
⊕

k=|j−j3|
Hk. (3.53)

L’espace invariant résultant est unidimensionnel, de sorte que nous n’avons pas besoin d’un
nombre quantique pour exprimer sa dégénérescence et que tout état de base de K sera com-
plètement déterminé en assignant une représentation j(n) à chaque lien. Dans la base du
produit triple tensoriel d’origine, jusqu’à la normalisation, un état invariant de jauge sur le
vertex est :

|〉 =
∑

m1,m2,m3

ιm1m2m3 |j1m1〉 ⊗ |j2m2〉 ⊗ |j3m3〉 (3.54)

Où les coefficient
�

j1 j2 j3

m1 m2 m3

�

= ιm1m2m3 (3.55)

Les symboles 3j et représentent une forme symétrique généralisée des coefficients Clebsch-
Gordan [22, 82, 83]. Nous pouvons utiliser une notation d’index : Les entrelaceurs sont des
objets mathématiques à 3 indices ιn1n2n3 avec un indice pour chaque représentation, invariant
sous l’action diagonale de SU (2) :

D(j1)m1
n1

D(j2)m2
n2

D(j3)m3
n3

ιn1n2n3 = ιm1m2m3 . (3.56)
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Figure 3.4 – Graphique comportant six liens et quatre vertex à tri-valences, avec l’un des états ortho-
gonaux dans l’espace cinématique associé. Chaque couple |jm〉 ⊗ |jm〉 représente l’élément de
la matrice de Wigner Dj

mn

�

Hα[A]
�

, tandis que les triples autour de chaque vertex représentent le
SU (2) produits tenseur invariants.

Nous allons utiliser la notation ι
n1n2n3
 avec  = 1, ..., k pour désigner un ensemble de k de

tels tenseurs invariants, orthonormaux, le produit scalaire standard dans Hj1 ⊗ Hj2 ⊗ Hj3

ι
n1n2n3
 ι

n1n2n3
j = δj. (3.57)

Un état invariant de jauge générique dans K, où  est un graphe constitué de vertex N à
tri-valences et de liens L, une combinaison linéaire des états orthogonaux marqués par un spin
associé à chaque lien :

ψ (A) =
∑

j1...jL

Cj1...jLψj1...jL [A] (3.58)

d’où (voir la figure (3.5))

ψj1...jL [A] = ι
m1m2m3
1 ...ι

mL−2mL−1mL

N/2 ι
n1n2n3
N/2+1 ...ι

nL−2nL−1nL
N

Dj1
m1n1

�

Hα1[A]
�

...DjL
mLnL

�

HαL[A]
�

(3.59)

Où tous les indices m sont contractés entre les matrices des symboles 3j et les matrices de
Wigner. La manière dont ces indices sont contractés est dictée par la structure de graphe . Un
état invariant de jauge générique dans K où  est un graphe composé de N vertex tétra-valent
et de L liens est une combinaison linéaire :

ψ (A) =
∑

{j,kn},n

Ck1...kNj1...jL
ψk1...kNj1...jL

[A] (3.60)

Des états orthogonaux maintenant étiquetés par un spin j attribué à chaque lien  et un nombre
kn associé à chaque vertex (voir la figure (3.4)) :
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Figure 3.5 – Graphique avec quatre liens et deux vertex à tétra-valents, avec l’un des états orthogonaux
dans l’espace cinématique associé. Chaque couple |jm〉 ⊗ |jm〉 représente l’élément de matrice
de Wigner Dj

mn

�

Hα[A]
�

, tandis que les quartets autour de chaque vertex représentent le SU (2)
entrelaceurs invariants, identifiés par le lien virtuel kn.

ψk1...kNj1...jL
[A] = ι

m1m2m3m4
k1

...ι
mL−3mL−2mL−1mL

kN/2
ι
n1n2n3n4
kN/2+1

...ι
nL−3nL−2nL−1nL
kN

Dj1
m1n1

�

Hα1[A]
�

...DjL
mLnL

�

HαL[A]
�

; (3.61)

Où à nouveau tous les indices internes m et n sont contractés en fonction de la structure
du graphe. Pour des graphes quadrivalents, penta-valents et en général de valence plus élevée,
nous obtenons une somme des êtres mathématiques beaucoup plus compliqués que les symboles
3j, l’implémentation de l’invariance de jauge est assurée par chaque terme de la somme. La
méthode de calcul de la moyenne du groupe opte pour une combinaison particulière de ces
termes ,mais le choix d’une autre combinaison est libre. Généralement nous aboutissons la
séparation entre les indices m et n qui est une propriété qui découle du fait que P est un
projecteur. Formellement nous pouvons donc écrire :

P{j}
{m,n}

≡k ι
{m}
,k ι

{n}
,k , (3.62)

où les ι,k sont ce qu’on appelle des entrelaceurs du vertex  (dans le cas trivalent, il s’agit par
exemple d’un symbole 3j). La fonction cylindrique s’exprime alors comme :

�

�

�ψ0(,ƒ )

¶

=
∑

{j,ι,k}
ƒ̃
{ι,k}
{j}

�

�,
�

j, ι,k
	�

, (3.63)
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Les sommes surm et n dans sont rangées dans les coefficients ƒ̂ , ainsi que les sommes surm′

et

n′

dans les kets

�

�,
�

j, ι,k
	�

,avec leurs entrelaceurs respectifs. Les coefficients ƒ̂ adéquats sont
choisi d’une manière intuitive. Les kets

�

�,
�

j, ι,k
	�

; constituent une base dans l’espace des
états de Hilbert, ces vecteurs états sont associés à des fonctions d’onde possédant l’invariance
de jauge, la contrainte de Gauss est donc directement implémentée dans ces fonctions d’onde,
ce sont les états du réseau de spin. L’état du réseau de spin est complètement déterminé par
la donnée d’un graphe , chaque lien de ce dernier est coloré par un spin j, et chaque vertex
correspond au choix d’un entrelaceur. Une autre approche plus simple existe et servant à la
construction de ces entrelaceurs. Nous allons exposer ici le processus général : On sait déjà que
le seul et unique entrelaceur correspondant à un vertex trivalent sont les symboles 3j. Afin
d’obtenir seulement les vertex de valence 3, il convient donc à briser les vertex du graphe pour
faire apparaître de nouveaux liens appelés liens virtuels ( Voir les exemples illustrés dans la
figure (3.6)). Le choix du spin associé à chaque lien virtuel est l’unique facteur déterminant de
l’entrelaceur. D’une manière générale, dans le cas d’un vertex de valence n, un entrelaceur est
complètement déterminé par la donnée de n − 3 spins. Prenons comme exemple l’entrelaceur
de spin k pour le vertex de valence 4 qui s’exprime, à une constante près comme se suit :

ι
m1,m2,m3,m4
k ∼

∑

n

�

j1 j2 k

m1 m2 n

��

k j3 j4

n m3 m4

�

. (3.64)

Cette construction se retrouve naturellement lorsque l’on cherche à calculer explicitement l’in-
tégrale définissant le projecteur P et en utilisant les propriétés des produits des matrices de
Wigner. En résumé, une base de l’espace de Hilbert invariant de jauge sur un graphe H0

 est
donné par les états de spin de réseau |,{j, k}〉, où l’on attribue un spin j à chaque lien et
n − 3 spins virtuels k à chaque vertex n-valents.

3.3 Géométrie Quantique des réseaux de spin

Avec un espace de Hilbert indépendant du fond, l’étape suivante consiste à développer des
opérateurs capables d’agir sur l’espace pour fournir des observables physiques. Dans la présente
étude, la théorie de la gravitation quantique à boucles met l’accent sur la quantification de la
relativité générale qui est une théorie classique qui considère le fond comme une variable dyna-
mique. Il est alors naturel de se demander que serait la version quantique du fond. En faisant
une analogie avec la mécanique quantique ordinaire, nous pourrions s’attendre à l’existence
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Figure 3.6 – Exemples de liens virtuels pour un vertex tétra-valent et penta-valent. Il existe en général
plusieurs valeurs de spins virtuels possibles, qui doivent satisfaire la condition de Clebsh-Gordan en
chacun.

d’une sorte d’opérateurs qui fournissent des observables physiques relatifs à la géométrie de
manière à refléter la nature quantique du fond. Ces opérateurs existent et sont appelés opéra-
teurs géométriques. Le premier opérateur géométrique est l’opérateur de l’aire, qui traduit par
son nom, et qui mesure les quanta de surface. Sur certaine surface S, d’une variété, l’opérateur
de l’aire fournit une valeur de l’aire physique sur cette surface. Dans la partie qui suit, nous
discuterons la construction des opérateurs géométriques et nous calculerons leur action sur les
états du réseau de spin. La stratégie pour obtenir ces opérateurs consiste à les régulariser en
termes d’holonomies et de flux et à calculer leur action dans la limite des holonomies et des
flux infiniment petits, où l’expression exacte classique est approchée. Nous allons à nouveau
ignorer de nombreux détails techniques et ne considérer que les cas les plus instructifs. Pour
un traitement rigoureux, voir [6–8, 72, 84, 85]. Ensuite, nous allons discuter la manière avec
laquelle nous pouvons inclure la matière dans cette théorie. La nouvelle image est très similaire
à la théorie de jauge sur réseau, avec la torsion supplémentaire que les réseaux eux-mêmes sont
maintenant des objets dynamiques décrivant le secteur gravitationnel de la théorie, voir [86–91]
pour une comparaison avec les représentations standard de Fock [6].

Au niveau intuitif, les états quantiques de la relativité générale hamiltonienne dans les va-
riables d’Ashtekar-Barbero sont des fonctions d’onde de Schrödinger Ψ[A] de la variable de
configuration classique, comme dans la représentation de Schrödinger de la mécanique quan-
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tique ordinaire. L’action classique de Hamilton S[A] est interprétée comme ℏ fois la phase de
Ψ[A], c’est-à-dire que nous interprétons l’équation classique de Hamilton-Jacobi comme l’ap-
proximation eikonale 6 de l’équation de l’onde quantique. Ceci peut être obtenu en substituant
la dérivée de la fonctionnelle de Hamilton (le champ électrique) par des opérateurs dérivés. La
quantification des deux premières contraintes nécessite l’invariance de Ψ[A] par les transfor-
mations de jauge SU(2) et les difféomorphismes tridimensionnels. L’imposition de la contrainte
scalaire conduit à l’équation de Wheeler-DeWitt [53, 54, 78] qui régit la dynamique quantique
de l’espace-temps.

Une caractéristique intéressante de la gravité quantique à boucles est l’interprétation géo-
métrique des états de réseaux de spin. Il est obtenu grâce aux opérateurs géométriques d’aire
et de volume représentés sur Hn.

3.4 Opérateurs d’aire et de volume

Comme dans toute théorie quantique, nous nous intéressons au calcul du spectre d’un opéra-
teur quantique représentant une quantité physique. Il n’est pas surprenant que, dans la gravita-
tion quantique à boucles, ces opérateurs correspondent aux quantités géométriques telles que la
surface ou le volume d’une région, mais aussi les angles. Les spectres quantiques de l’opérateur
de l’aire et celui du volume ont d’abord été calculés en 1996 par Rovelli et Smolin [72]. Le résul-
tat frappant est que l’on obtient un spectre discret qui interdit la valeur zéro, c’est-à-dire que la
surface et le volume sont quantifiés et possèdent une valeur limite et minimale. Cette propriété
de la géométrie quantique à l’échelle de Planck est au cœur des différents résultats obtenus
dans la thermodynamique du trou noir. L’existence d’un quantum d’aire résout le problème
des singularités bien connues de la relativité générale classique. Cela a conduit à la résolution
de la singularité à l’écoute de l’espace-temps sphérique symétrique avec une certaine masse au
centre (comme le trou noir de Schwarzschild). De plus, cela explique la valeur de l’entropie
Bekenstein-Hawking pour le trou noir. C’est donc un résultat crucial que nous discuterons plus
tard.

La définition des réseaux de spin comme base de l’espace de Hilbert invariant de jauge
construit sur un graphe intégré dans une hypersurface spatiale, est l’un des résultats les plus
intéressants de La gravitation quantique à boucles, car cela conduit à la quantification de l’es-
pace. Comme nous le montrons maintenant, à chaque réseau de spin, il est possible d’associer

6. C’est l’approximation de l’optique géométrique, à laquelle est associé le principe variationnel de Fermat.
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une notion de géométrie discrète caractérisée par la longueur de Planck comme longueur mini-
male.

Considérons l’aire classique d’une région donnée de l’espace, alors que l’espace est localement
déterminé par les coordonnées {} avec  ∈ {1,2}, on note les coordonnées de la surface
bidimensionnelle S par {σα} avec α ∈ {1,2}. La métrique bidimensionnelle est dénotée hβ.
L’aire de la surface est donnée par :

AS =
∫

S
d2σ

q

dethβ =
∫

S
d2σ

√

√

√

det

�

hb
∂

∂σα
∂b

∂σβ

�

, (3.65)

On peut calculer directement le déterminant qui s’écrit comme ce suit :

det

�

hb
∂

∂σα
∂b

∂σβ

�

= hb
∂

∂σ1
∂b

∂σ1
hcd

∂c

∂σ2
∂d

∂σ2
− hb

∂

∂σ1
∂b

∂σ2
hcd

∂c

∂σ1
∂d

∂σ2

= 2hbhcd
∂

∂σ1
∂c

∂σ2
∂[b

∂σ1
∂d]

∂σ2

= 2h[bhcd]
∂

∂σ1
∂c

∂σ2
∂b

∂σ1
∂d

∂σ2
(3.66)

En utilisant maintenant le fait que :

det (h) =
1

3!
εbcεbeƒhbhcehdƒ (3.67)

et donc
det (h)hb =

1

3!
εcdεbeƒhcehdƒ =

1

2
εcdεbeƒhc[ehdƒ ] (3.68)

nous obtenons ainsi :

2hm[phnp] =
�

δe
p
δƒ
q
− δe

q
δƒ
p

�

hm[ehnƒ ] =
�

δc
m
δd
n
− δc

n
δd
m

� �

δe
p
δƒ
q
− δe

q
δƒ
p

�

hcehdƒ

= εmnε
cdεbpqε

beƒhcehdƒ =
1

2
εmnεbpq det (h)hb (3.69)

Par conséquent, le déterminant précédent prend la forme :

det

�

hb
∂

∂σα
∂b

∂σβ

�

= εƒcεebd det (h)hƒe
∂

∂σ1
∂c

∂σ2
∂b

∂σ1
∂d

∂σ2

= det (h)hƒenƒne (3.70)



GRAVITÉ QUANTIQUE À BOUCLES : Cinématique 101

Où nous avons introduit le vecteur normal à la surface S :

n = εbc
∂b

∂σ1
∂c

∂σ2
. (3.71)

Enfin, nous devons exprimer ce déterminant par rapport au champ électrique E

car, au

niveau quantique, il est de préférence avoir une expression pour l’opérateur de l’aire en terme de
flux d’opérateurs. Par conséquent, nous utilisons le fait que E


= det (e)e


et nous obtenons :

A (S) =
∫

S
d2σ

q

det (h)hbnnb =
∫

S
d2σ

r

(det (e))2 e e
b
j δ

jnnb

=
∫

S
d2σ

Ç

E nE
bnb (3.72)

Cela signifie que, dans l’approximation dans laquelle la métrique est constante sur S, c’est-
à-dire que S est suffisamment petite pour être plate par rapport à la courbure locale, classique-
ment, la quantité que nous allons quantifier est le flux du champ électrique d’Ashtekar E


qui

est normal à la surface et qui a pour composantes

E [S] = −ℏκγ
∫

S
d2σnE



, (3.73)

Rappelons que la variable de flux classique E(S) définie dans l’équation (3.73) est un vecteur
tridimensionnelle normal à la surface S dont la longueur est égale à l’aire de S :

A (S) =
q

E(S)E(S) (3.74)

La stratégie de quantification consiste que la version quantique de cette quantité S soit divi-
sée en N cellules bidimensionnelles Sk ; k = 1; ...;N (cette opération s’appelle la triangulation)
et la quantité

Æ

E(S)E(S) est invariante sous SU(2). Justement, cela permet de construire
l’aire A(S) d’une surface S en prenant la limite d’une fine partition de S en petites surface Sk

A (S) = lim
N−→∞

AN(S) = lim
N−→∞

∑N

k=1

q

E(Sk)E(Sk) (3.75)

Dans cette limite, les cellules Sk deviennent infinitésimales, ce qui nous permet de considérer
la constance de la densité de triade sur chacune d’elles :

E(Sk) = −ℏκγ
∫

Sk
d2σnE



≈ −ℏκγnE

∫

Sk
d2σ = −ℏκγnE Sk (3.76)
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Figure 3.7 – Exemple d’intersection d’un lien α avec une surface S.

Et pour récupérer la formule originale (3.72) nous procédant de la manière suivante :

lim
N−→∞

AN(S) = lim
N−→∞

∑N

k=1

q

E(Sk)E(Sk) = lim
N−→∞

∑N

k=1
Sk
Ç

E nE
bnb

=
∫

Sk
d2σ

Ç

E nE
bnb = A (S) (3.77)

Au lieu de l’opérateur agissant en (3.9), qui est une distribution évaluée par l’opérateur, il
s’avère plus approprié d’envisager une version étalée dans laquelle (3.9) est intégrée sur une
variété bidimensionnelle S incorporée dans la variété tridimensionnelle ,

Ê(S) = −8πγℓ2p

∫

S
dσ1dσ2n (σ)

δ

δA

(x (σ))

, (3.78)

Où l’incorporation est donnée par
�

σ1, σ2
�

≡ σ 7−→
�

σ1, σ2
�

, est l’élément hypersurface
vectoriel habituel. L’opérateur défini dans (3.78) correspond au flux de E


à travers une surface

bidimensionnelle. Les variables canoniques de la gravitation quantique à boucles sont donc
l’holonomie de ce flux. Ils vérifient la relation de commutation ci-dessous :

�

Ĥα[A], Ê (S)
�

= 8πγℓ2
p
θ (α,S)Hα1[A]τHα2[A], (3.79)
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Où θ (α,S) = ±1,0 est le "numéro d’intersection" qui dépend de l’orientation de α et S.
Nous supposons ici la présence d’une seule intersection de α avec S ; voir la figure (3.7) où α1
fait référence à la partie de α en dessous de S et à α2 à la partie située au-dessus de S. Le
numéro d’intersection disparaît si aucune intersection n’a eu lieu. Nous voulons souligner que
dans la procédure suivante, la contrainte du difféomorphisme n’est pas encore implémentée.

Nous voulons maintenant calculer l’action de Ê(S) sur les états de réseau de spin ΨS[A].
Pour cela nous avons besoin de son action sur les holonomies Hα[A]. Ceci a été calculé en
détail par Lewandowski, Newman et Rovelli [92] en utilisant l’équation différentielle (2.141)
pour l’holonomie. Dans le cas le plus simple d’une intersection de α avec S (voir la figure 3.7),
nous obtenons :

δ

δA
c
(x (σ))

Hα[A] =
δ

δA
c

�

P exp
�∫

α

α̇ (s)A

(α (s))τds

��

=
δ

δA
c

�

P exp
��

∫

α1

+
∫

α2

�

α̇ (s)A

(α (s)) τds

��

=
∫

α

α̇c (s) δ(3) (x (σ) − α (s))Hα1[A]τHα2[A]ds. (3.80)

Où Hα1[A] et Hα2[A] sont les holonomies le long des deux nouvelles arrêtes définies par le
point auquel la triade agit.

Nous pouvons maintenant agir avec l’opérateur Ê(S), (3.78), sur Hα[A]. Cela donne

Ê (S)Hα[A] = −8πγℓ2
p

∫

S
dσ1dσ2εbc

∂ (σ)

∂σ1
∂b (σ)

∂σ2
δ

δA
c
(x (σ))

Hα[A]

= −8πγℓ2
p

∫

S
dσ1dσ2

∫

α

ds.εbc
∂ (σ)

∂σ1
∂b (σ)

∂σ2
∂αc

∂s

×δ(3) (x (σ) − α (s))Hα1[A]τHα2[A]. (3.81)

La transformation ou changement de coordonnées
�

σ1, σ2, s
�

7−→
�

1, 2, 3
�

avec α ≡
�

0,0, 3
�

mène au jacobien :

J ≡
∂
�

σ1, σ2, s
�

∂
�

1, 2, 3
� = εbc

∂

∂σ1
∂b

∂σ2
∂αc

∂s
(3.82)
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notons que le côté droit du jacobien est nul pour les courbes situées dans S. Donc :

∫

S

∫

α

dσ1dσ2ds.εbc
∂ (σ)

∂σ1
∂b (σ)

∂σ2
∂αc

∂s
δ(3) (x (σ) − α (s))

=
∫

S

∫

α

J.dσ1dσ2dsδ(3) (x (σ) − α (s))

=
∫

d1d2d3δ(3) (x (σ) − α (s)) = ±1, (3.83)

Où le signe dépend de l’orientation relative de la courbe et de la surface. L’holonomie (définie
sur un bord unidimensionnel) et le flux (défini sur une surface bidimensionnelle) fournissent
ensemble les conditions préalables à une intégration sur la fonction delta tridimensionnelle.

Nous obtenons ainsi :

Ê (S)Hα[A] = ±8πγℓ2pHα1[A]τHα2[A]. (3.84)

S’il n’y a pas d’intersection e∩S = 0 ou α est tangentielle, l’action de cet opérateur sera nulle
Ê (S)Hα[A] = 0. Pour plus d’un point d’intersection, il faut additionner chacun d’eux.

L’action qu’il faut étudier est celle de Ê (S) Ê (S) sur l’holonomie d’un chemin α qui
traverse S :

Ê (S) Ê (S)Hα[A] = (8πγℓ2p)
2Hα1[A]ττ

Hα2[A] = (8πγℓ
2
p
)2(3/4)Hα[A]. (3.85)

Où on a utilisé τ = (/2)σ. L’action du carré du flux à travers la cellule S est donc diagonal
sur cette holonomie.

Quelle est alors l’action de Ê (S) sur un réseau de spin ? Considérons un réseau de spin 
invariant de jauge qui s’intersecte avec S en un seul point P. Ensuite, décomposons Ψ[A] :

Ψ [A] = Dj
mn
(Hα[A])Ψmn

−α [A] , (3.86)

Où Dj
mn
(Hα[A]) est l’holonomie le long de α dans la représentation irréductible correspondant

au spin j et Ψmn
−α [A] est la partie restante de (3.23). L’action de Ê (S) on Dj est similaire à

(3.84), avec τ −→ T selon la représentation associée à j :

Ê (S)Ψ [A] = ±8πγℓ2p
�

Dj
�

Hα1[A]
�

T Dj
�

Hα2[A]
��

mn × Ψ
mn
−α [A] . (3.87)
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Cette action n’est pas encore invariante de jauge. Nous pouvons obtenir un opérateur de jauge
invariant par élévation au carré, qui est :

Ê2 (S) ≡ Ê (S) Ê (S) . (3.88)

Afin de calculer l’action de cet opérateur, considérons à nouveau un réseau de spin avec un
seul point d’intersection, P. Nous supposons que P appartient à la partie α1 de la courbe. Par
conséquent, l’action de l’opérateur Ê2 (S) :

Ê2 (S)Ψ [A] = ±8πγℓ2pÊ
 (S)

�

Dj
�

Hα1[A]
�

TDj
�

Hα2[A]
��

mn × Ψ
mn
−α [A] . (3.89)

L’opérateur Ê (S) à droite n’agit que sur Dj
�

Hα1[A]
�

pour donner Dj
�

Hα1[A]
�

T1. De plus
nous avons pour l’opérateur de Casimir

T T  = −j (j + 1) 1 (3.90)

Rappelons que nous avons défini τ = (/2)σ pour j = 1/2 et de même pour j > 1/2, Nous
obtenons :

Ê2 (S)Ψ [A] =
�

8πγℓ2
p

�2
j (j + 1)Ψ [A] , (3.91)

Où (3.23) a été utilisée. S’il y a plus d’une intersection de  avec S, il faut considérer une
partition ρ de S dans n (ρ) surfaces plus petites Sn telles que les points d’intersection se situent
dans différentes Sn (pour un  donné ). Sinon, l’action de Ê2 (S) ne serait pas invariante de
jauge (en raison des termes croisés dans Ê2 (S)Ψ [A] ).

Nous définissons maintenant l’opérateur de l’aire :

Â (S) = lim
ρ−→∞

∑

n(ρ)

q

Ê(Sn)Ê(Sn) (3.92)

qui est indépendant de ρ. En supposant pour simplifier ici, que S est un réseau de spins sans
nœuds sur , comme sur la figure (3.8), c-à-d un nombre fini d’intersections avec les punctures
Pk, nous obtenons de (3.91) (voir par exemple [7, 8, 72]) les valeurs propres de l’opérateur des
aires :

Â (S)Ψ [A] = 8πγℓ2p
∑

Pk∈S∩

Ç

jPk
�

jPk + 1
�

Ψ [A] = A (S)Ψ [A] . (3.93)

Où k-étiquette les intersections entre le réseau de spin S et la surface , et Pk est la couleur de
l’arête de S croisant la k-ème intersection. L’opérateur Â (S) est auto-adjoint enHkn, diagonale



106 4. Opérateurs d’aire et de volume

Figure 3.8 – La partition de S : Pk ∈ S ∩ .

sur les états du réseau de spin et réel sur eux. Les états du réseau de spin sont donc des états
propres de l’opérateur d’aire. Son spectre est discret car le réseau de spin possède une structure
discrète [72]. Cette caractéristique peut être attribuée à la compacité du groupe SU (2) utilisé
dans le formalisme. La variété tridimensionnelle  est cependant toujours présente. Si un vertex
est sur S, une expression plus compliquée est obtenue (voir [7, 93]) désignant les vertex par
j =

�

j

, jd

, jt


�

,  = 1, ..., n, où j

indique la coloration du lien supérieur, jd


la coloration du

lien inférieur et jt

la coloration d’un lien tangentiel à S, nous obtenons :

Â (S)Ψ [A] = 4πγℓ2p
n
∑

=1

r

2j
�

j + 1
�

+ 2jd
�

jd + 1
�

− jt
�

jt + 1
�

Ψ [A] . (3.94)

Pour le cas particulier jt

= 0 et j


= jd


, nous obtenons à nouveau le résultat précédent

(3.93). Il faut toutefois souligner que les états du réseau de spin pour les sommets à quatre
valences (et supérieures) ne sont pas toujours des états propres de Â si le vertex est à la
surface, voir [94].

Une aire est définie par le fait qu’une boucle transporte avec elle une surface dont la valeur
de l’aire dépend de son spin. L’aire minimale n’est pas zéro mais kℓ2

p
avec k = 4πγ

p
3, faisant

intervenir le paramètre de Barbero-Immirzi.
L’opérateur de volume est plus difficile à approcher et une expression générale n’existe

pas encore. Néanmoins, il est toujours possible de calculer son spectre et d’extraire certaines
propriétés générales. Dans la littérature, il y a deux propositions, toutes deux n’agissant de
manière non triviale que sur les vertex d’un graphe sur lequel nous agissons avec l’opérateur de
volume. Ces propositions s’accordent jusqu’à une constante pour les cas de graphes tri-valent
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Figure 3.9 – Liens décrivant leurs surfaces frontières, le volume et l’aire étant donnés par les spins
portés par les liens.

et des graphes tétra-valent. Nous allons décrire brièvement celle introduit par Rovelli et Smolin
[72]. Réécrivons le volume tridimensionnel de la relativité générale habituellement exprimé en
variables métriques, en utilisant nos nouvelles variables :

V () =
∫


d3

Æ

|detE|. (3.95)

La stratégie est la même que précédemment : nous découpons la région en cellules tridimen-
sionnelles et nous effectuons la décomposition jusqu’à ce que chaque cellule contienne au plus
un vertex. L’intégrale peut donc être remplacée par la somme de Riemann sur les cellules. La
proposition de Rovelli et Smolin pour l’opérateur de volume d’une région R est donnée par :

V̂RS (R) =
∫

R

d3

√

√

√
1

3!

�

�

�εbcE

 E

b
j E

c
kε

jk
�

�

� = lim
ρ→∞

∑

n(ρ)

r

εbcÊ(Sn )Ê
(Sb

n
)Ê(Sc

n
)εjk,

(3.96)

où ε est la taille des cellules et les trois champs E sont les flux à travers les surfaces qui
enveloppent chaque vertex, et ils sont ponctués chacun par un lien et ils sont liés à la cellule
Cn centrée dans le vertex : ∂Cn = ∪αSαn . En effet, en raison de la présence de εjk l’opérateur
disparaît si les trois flux ne sont pas différents, ce qui signifie qu’il agit non trivialement seule-
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ment au niveau des vertex car sur les liens que nous avons au plus des deux flux associés à la
source et la cible. En réalité, l’action de V̂ disparaît sur les états invariants de jauge définis sur
un vertex à trois valences, et les contributions non triviales proviennent de vertex à la quatre
valences ou plus.

Encore, les variables de flux sont proportionnelles aux générateurs SU (2) qui, au niveau
quantique, ne commutent pas. Par conséquent, il ressort clairement de l’expression ci-dessus
que le spectre de l’opérateur de volume est aussi discret et que son excitation minimale est
proportionnelle à 3

P
.

L’opérateur de volume intervient au niveau des vertex et en donne un sens physique : en
chaque vertex, il existe un grain de volume dont la valeur est donnée par le nombre de liens qui
le joignent. Nous pouvons ainsi voir l’espace-temps comme un ensemble de grains de volume,
reliés par des boucles définissant des surfaces, comme sur la Figure (3.9).

Il est quelque peu surprenant qu’une question importante telle que la discrétisation fonda-
mentale de l’espace émerge déjà au niveau cinématique. On aurait plutôt pensé que c’est un
résultat qui découle du traitement de la contrainte hamiltonienne, qui encode les caractéris-
tiques dynamiques de la théorie d’Einstein. La discrétisation semble donc tenir pour des théories
plus générales que la relativité générale quantique. Le spectre discret de l’opérateur d’aire est
également au cœur de la base statistique de l’entropie des trous noirs, à savoir la détermination
de l’entropie des trous noirs grâce à un comptage quantitatif des états microscopiques du champ
gravitationnel. Ceci sera discuté au chapitre suivant.



4
QUANTIFICATION DES TROUS NOIRS

Depuis la naissance de la théorie de la gravitation d’Einstein, les trous noirs ont été l’un
des principaux sujets qui ont attiré l’attention et qui ont occupé une grande partie du temps
de travail de la communauté scientifique. En particulier, le calcul de l’entropie des trous noirs
dans le régime semi-classique et, en outre, dans le régime quantique a été un problème très
difficile et (dans toute son étendue) non résolu, qui a suscité beaucoup de controverses.

La quantification des trous noirs est l’un des problèmes importants de la physique [95, 96],
et aucune solution satisfaisante n’a encore été trouvée. Les trous noirs sont caractérisés par
le théorème d’unicité ou de calvitie [97] (no-hair theorem : Pas de champ magnétique, ni de
aucune irrégularité de surface, etc.), qui stipule qu’une fois qu’un trou noir atteint une condition
stable quelle que soit sa forme, il n’a que trois paramètres physiques indépendantes : la masse
M, la charge Q et le moment cinétique J.

4.1 Thermodynamique des trous noirs et rayonnement

Dans cette section, nous allons brièvement esquisser et représenter le comportement thermo-
dynamique des trous noirs et l’effet Hawking. Ces problèmes se posent à un niveau semi-classique
- le champ gravitationnel est traité comme un fond classique externe - mais ils sont supposés
jouer un rôle clé dans la recherche de la gravitation quantique [98].

Nous examinons le champ gravitationnel produit par un corps à symétrie sphérique (sans
rotation et non chargés ) dans le vide. La métrique de l’espace-temps pour ce cas, obtenue par
Karl Schwarzschild [99, 100], a été la première solution exacte des équations d’Einstein, bien
que ses propriétés n’aient pas été entièrement comprises jusqu’à bien plus tard.
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Les trous noirs [101] fournissent un exemple par excellence pour cette description mathé-
matique de la nature. Leur existence même et leurs propriétés géométriques simples étaient
prédites par la théorie pure d’Einstein, la théorie géométrique de la gravité ou la relativité
générale. À l’heure actuelle, leur existence a été confirmée par des observations avec presque
certitude. On s’attend à ce que, compte tenu de l’apparition de puissants détecteurs d’ondes
gravitationnelles, les observations des trous noirs joueront un rôle clé dans l’astronomie des
futurs décennies.

Ma contribution à ce sujet est relative à la thermodynamique des trous noirs et du rayon-
nements de Hawking [102, 103]. L’accent principal est donc relative aux aspects quantiques,
bien que nous préciserons les aspects classiques des trous noirs qui sont une condition préalable
nécessaire à la compréhension de leur comportement quantique. les aspects quantiques des trous
noirs fourniront la seule clé vers la compréhension d’une théorie quantique de la gravitation.

Pour la suite, nous avons besoin d’introduire des notions de thermodynamique des trous
noirs, et nous avons ainsi pu voir que l’affirmation "rien ne peut sortir d’un trou noir" [104] est
en réalité fausse, puisque Hawking a pu mettre en évidence la présence d’un rayonnement qui
ressemble à un rayonnement thermique [105].

4.1.1 Lois de la mécanique des trous noirs

C’est un fait étonnant que les trous noirs obéissent à des théorèmes d’unicité [97]. Si un
objet s’effondre pour former un trou noir, un état stationnaire sera atteint asymptotiquement.
Nous pouvons prouver dans le cadre de la théorie d’Einstein-Maxwell que les trous noirs station-
naires ne sont caractérisés que par trois paramètres : la masse M, le moment cinétique angulaire
J et la charge électrique q. En ce sens, les trous noirs sont des objets beaucoup plus simples
que les étoiles ordinaires - étant donné ces paramètres, ils se ressemblent tous. Tous les autres
degrés de liberté qui auraient peut être initialement présents ont ainsi été émis, par exemple,
sous la forme d’un rayonnement électromagnétique ou gravitationnel pendant l’effondrement,
ou ont simplement disparu (comme le nombre baryonique). Puisque ces autres degrés de liberté
constituent une forme de structure «cheveux» on appelle ce théorème le théorème sans che-
veux. Les trois paramètres sont associés aux lois de conservation à l’infini spatial. En principe,
nous pouvons donc décider de la nature d’un trou noir éloigné du trou lui-même, sans devoir
l’approcher. Dans les situations astrophysiques, les trous noirs chargés électriquement ne jouent
pas un rôle important, donc les deux paramètres M et J suffisent. La solution correspondante
des équations d’Einstein est appelée la solution de Kerr [106] (Kerr-Newman en présence de
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charge). Les trous noirs stationnaires sont dotés d’une symétrie axiale, la symétrie sphérique
étant obtenue comme cas particulier pour J = 0. Les trous noirs chargés sont intéressants pour
des raisons théoriques. Il convient de souligner que les théorèmes d’unicité ne généralisent pas
les dimensions supérieures de manière directe.

En présence d’autres champs, les théorèmes d’unicité ne tiennent pas toujours [107]. C’est
notamment le cas pour les champs de jauge non abéliens. En plus des charges à l’infini spatial,
ces «trous noirs colorés» doivent être caractérisés par des variables supplémentaires, et il est
nécessaire de proximer le trou pour les déterminer. La raison physique de l’apparition de telles
solutions est le caractère non linéaire de ces champs de jauge. Les champs dans les régions
plus proches du trou noir (qui seraient autrement avalés par le trou) sont liés à des champs
éloignés du trou (qui seraient autrement rayonnés) pour atteindre une situation d’équilibre.
Dans la plupart des exemples, cet équilibre est cependant instable et la solution du trou noir
correspondante ne représente pas une solution physique.

En 1971, Stephen Hawking [108] a démontré un théorème important sur les trous noirs
stationnaires : Leur aire ne peut jamais diminuer avec le temps. Plus précisément, il a montré
que pour un trou noir prévisible satisfaisant Rbkkb ≥ 0 pour tout k nul, la surface de
l’horizon futur des événements ne diminue jamais avec le temps. Un trou noir «prévisible» est
celui pour lequel l’hypothèse de la censure cosmique est valable - c’est donc une hypothèse
majeure pour la loi de l’aire. La censure cosmique suppose que tous les trous noirs existant
dans la nature ont un horizon d’événements, de tel sorte que la singularité ne peut pas être vue
par des observateurs lointains (la singularité n’est pas "nue").

La loi de l’aire semble présenter une analogie formelle étroite avec le deuxième principe de la
thermodynamique, l’entropie ne peut jamais diminuer avec le temps (pour un système fermé).
Cependant, alors que ce principe est liée au comportement statistique, la loi d’aire n’est qu’un
théorème de la géométrie différentielle.

Un autre argument en faveur de cette analogie est donné par l’existence d’analogues aux
autres lois de la thermodynamique. Le principe Zéro stipule qu’il existe une quantité, la tem-
pérature, qui est constante sur un corps en équilibre thermique.

Existe-t-il une quantité analogue pour un trou noir ? Nous pouvons en effet démontrer que
la gravitation de la surface κ est constante sur l’horizon des événements [15]. Pour un trou noir
de Kerr-Newman κ et AH sont données par :

κ =
(r+ − r−) c2

2
�

r2+ + 
2
� (4.1)
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AH = 4π
�

r2+ + 
2
�

(4.2)

Où q est la charge électrique, J est le moment cinétique, AH l’aire de l’horizon des événements ;
nous définissons

r± := c−2
h

GM ±
q

G2M2 − Gq2 − G22
i

(4.3)

comme étant les emplacements des deux horizons et  := Jc/MG.
Dans la limite de Schwarzschild q → 0 et  → 0, nous reconnaissons l’expression bien

connue de l’accélération gravitationnelle newtonienne.

κ =
GM

R2S
=

c4

4GM
, (4.4)

Nous pouvons montrer pour un trou noir statique que κ est la force limite qui doit s’exercer
à l’infini pour maintenir en place une masse d’essai unitaire à l’approche de l’horizon. Cela
justifie le nom de gravitation de surface.

Tentant maintenant d’établir une relation formelle entre la gravitation de surface et la
température, et entre l’aire et l’entropie, la question se pose de savoir si un première principe
de la thermodynamique peut être démontré. Cela peut en fait être atteint et le résultat pour
un trou noir de Kerr-Newman se présente sous la forme suivante :

dM =
κ

8πG
dA + ΩHdJ + dq, (4.5)

Où A, ΩH,  désignent respectivement la surface de l’horizon des événements, la vitesse an-
gulaire du trou noir et le potentiel électrostatique. Cette relation peut être obtenue par deux
méthodes conceptuellement différentes : une version de processus physique dans laquelle un
trou noir stationnaire est altéré par des perturbations physiques infinitésimales et une version
d’état d’équilibre dans laquelle sont comparées les surfaces des deux solutions des trous noirs
stationnaires. Les deux méthodes conduisent au même résultat (4.5).

dE = TdS − pdV + μdN. (4.6)

Les dérivations modernes de (4.5) utilisent à la fois les formulations hamiltoniennes et lagran-
giennes de la Relativité Générale. Par exemple, la première loi découle d’une théorie de la
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gravitation invariante par difféomorphisme arbitraire dont les équations du champ peuvent être
dérivées d’un lagrangien [109].

Qu’en est-il du troisième principe de la thermodynamique ? Une «version de processus phy-
sique» a été démontrée par Israël [110], il est impossible d’atteindre κ = 0 en un nombre
fini d’étapes, bien qu’on ne sache pas si cela est vrai dans toutes les circonstances [111]. Cela
correspond à la «version de Nernst» du troisième principe.

La «version de Planck» plus forte, qui indique que l’entropie va à zéro (ou une constante
dépendant de la matière) si la température approche zéro, ne semble pas tenir. Les analogies
ci-dessus sont résumées dans le tableau 4.1.

Tableau 4.1 – Analogies entre les principes de la thermodynamique et les lois de la mécanique des
trous noirs

Principe Thermodynamique Trous noirs

Zéro La température T d’un corps La gravité de surface κ
est la même partout dans est constante sur toute
à l’équilibre thermique la surface du trou noir

Premier dE = TdS − pdV + μdN dM = κ
8πGdA + ΩHdJ + dq

Second dS ≥ 0 dS ≥ 0

Troisième Impossibilité d’obtenir T = 0 Impossibilité d’obtenir κ = 0
par un processus physique par un processus physique

Quelle est la signification de la température des trous noirs et de l’entropie ? Selon la relati-
vité générale classique, un trou noir ne peut pas rayonner. Bekenstein [112] a franchi une étape
importante dans l’interprétation de l’entropie des trous noirs. Il a fait valoir que le deuxième
principe de la thermodynamique ne serait valide que si un trou noir possédait une entropie SBH ;
sinon, on pourrait réduire l’entropie dans l’univers en jetant simplement une matière possédant
une certaine entropie dans un trou noir.

En comparant (4.5) avec (4.6), nous reconnaissons que l’entropie des trous noirs doit être
une fonction de la surface, SBH = ƒ (A). Puisque la température doit être positive, il faut
exiger que ƒ (A) > 0. Le cas le plus simple ƒ (A) ∝

p
A, c’est-à-dire que SBH ∝ M violerait le

deuxième principe, car si deux trous noirs étaient fusionnés, la masse du trou résultant serait
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plus petite que la somme des masses des trous noirs d’origine (due à l’émission d’énergie par
les ondes gravitationnelles). Avec certaines hypothèses naturelles, nous pouvons conclure que
SBH ∝ A/2

P
(voir Bekenstein [112, 113]). Notons que la constante de Planck est entrée dans la

scène par la longueur de Planck. Ceci est dû au fait qu’aucune échelle de longueur fondamentale
ne peut être construite à partir de G et c seulement. Une interprétation sensée de la température
des trous noirs et de l’entropie ne peut donc pas être obtenue en relativité générale pure - la
théorie quantique doit être prise en compte.

Ainsi, nous pouvons écrire :

TBH ∝
ℏκ

kBc
, SBH ∝

kBc3

ℏG
A, (4.7)

La question importante est de savoir comment déterminer le facteur de proportionnalité. Haw-
king [105] a pu atteindre cet objectif. L’ingrédient clé dans le développement de Hawking est
le comportement des champs quantiques sur le fond d’un objet qui s’effondre pour former un
trou noir. Semblable à la situation d’un champ électrique externe (effet Schwinger), il n’y a
pas de notion de vide définie de manière unique. Cela conduit à la création de particules. La
particularité du cas du trou noir est la distribution thermique des particules créées, qui est due
à la présence d’un horizon d’événements.

4.1.2 Entropie de Bekenstein-Hawking

Stephen Hawking a développé une théorie remarquable selon laquelle la théorie quantique
des champs prédit que le trou noir est chaud [Hawking [105, 114]]. Plus précisément, un champ
quantique sur un espace-temps où se forme un trou noir passe de son état de vide à un état
stationnaire avec une distribution thermique du rayonnement sortant à la température :

TBH =
ℏκ

2πkBc
=

c3ℏ

8πkBGM
(4.8)

L’aspect surprenant de ce résultat n’est pas la création de particules : il y a création de par-
ticules chaque fois qu’un champ quantique interagit avec un potentiel non stationnaire ; Ce
qui est surprenant, c’est la nature thermique du rayonnement sortant. Ce résultat ajoute de
la crédibilité à une série d’intuitions physiques antérieures [112] et à des résultats mathéma-
tiques précis [115] indiquant que les trous noirs classiques se comportent comme des systèmes
thermiques. Ils évoluent rapidement vers un état d’équilibre caractérisé par une quantité (l’aire
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d’horizon) qui ne peut pas diminuer dans les processus physiques (classiques), tout comme
l’entropie d’un système statistique. Cela n’est pas totalement surprenant non plus : l’entropie
mesure la quantité d’informations sur les micro-états qui n’est pas capturée par les variables
macroscopiques décrivant un système à plusieurs degrés de liberté. Un trou noir est un sys-
tème avec un horizon qui filtre les informations, exactement comme le fait la description d’un
système par des paramètres macroscopiques. Il est donc raisonnable d’attendre des similitudes
entre la physique des observables accessibles de l’extérieur et la mécanique statistique. Dans
un contexte stationnaire, il est alors raisonnable d’attendre des propriétés thermiques pour les
trous noirs. Ces propriétés thermiques d’un état macroscopique sont capturées en donnant son
entropie en fonction de variables macroscopiques. Dans le contexte microcanonique, l’entropie
mesure le volume de la région de l’espace de phase microscopique déterminé par ces variables
macroscopiques. C’est-à-dire que l’entropie mesure les informations perdues dans le grainage
grossier. L’entropie S donnant la température calculée par la théorie quantiques des champs de
Hawking est donnée par une formule célèbre : L’équation de Bekenstein-Hawking :

SBH =
kBc3

4ℏG
A (4.9)

Où A est l’aire de l’horizon de trou noir et l’indice BH signifie «Black Hole» ou «Bekenstein-
Hawking». C’est une formule très élégante ("je suis noire, mais pourtant je suis belle" P. A.
Dirac). Il contient la constante de Boltzman kB, la vitesse de la lumière c, la constante de
Planck réduite ℏ et la constante de gravitation universelle de Newton G ; il s’agit donc d’un
régime dans lequel toutes les théories fondamentales sont pertinentes : mécanique statistique,
relativité restreinte, mécanique quantique et relativité générale. Le facteur numérique curieux
”4” semble un peu étrange au début, mais ce n’est pas le cas si nous nous souvenons que
la constante de couplage de la relativité générale n’est pas G mais plutôt 8πG, qui est au
dénominateur de l’action d’Einstein-Hilbert et au coté droit des équations d’Einstein. L’origine
de ce facteur quatre est donc 4 = 8π/2π. En thermodynamique standard, l’expression de
l’entropie en fonction des variables macroscopiques peut être déterminer à l’aide de la mécanique
statistique. C’est-à-dire qu’il est possible de calculer la valeur de l’entropie, par exemple, nous
pouvons calculer le volume de l’espace de phase correspondant à des variables macroscopiques
données. Peut-on faire de même pour l’entropie de Bekenstein-Hawking ? Ceci est un défi ouvert
pour toute théorie de la gravitation quantique. On fait parfois beaucoup de bruit sur le fait
que ℏ entre (4.8) est sur le dénominateur. Mais c’est complètement injustifiable, l’entropie d’un



116 1. Thermodynamique des trous noirs et rayonnement

champ électromagnétique en équilibre dans une cavité de volume V = L3, exprimée en fonction
de la quantité macroscopique mécanique considérée, qui est l’énergie E, est

S ∝ kB

�

LE

cℏ

�

3
4

, (4.10)

qui contient ℏ en bas aussi. La présence de ℏ dépend du fait que cette constante représente
le quantum d’action et détermine le dégrée de quanticité ainsi que la taille de la granularité
quantique physique qui confirment le comportement statistique, et cela est vrai à la fois pour
l’électromagnétisme et la gravitation. Si nous faisons tendre ℏ vers zéro, l’entropie d’un trou
noir et l’entropie d’un corps noir divergent. La raison en est qu’ils ne sont plus liés par la
discrétisation quantique. Cela donne la catastrophe ultraviolette envisagée par les théoriciens
qui ont essayé d’appliquer la mécanique statistique aux champs classiques, à la fin du XIXe
siècle. En fait, puisqu’il n’y a pas de catastrophe ultraviolette constitue l’argument qui a permis
à Planck et Einstein de prendre conscience du caractère discret de l’énergie et de la lumière. De la
même manière, le fait que l’entropie d’un trou noir soit finie et que ℏ apparaisse au dénominateur
de (4.8) montre qu’il existe une granularité similaire dans l’espace-temps quantique, empêchant
ainsi une catastrophe ultraviolette gravitationnelle. Poussons encore plus loin l’analogie, dans
ses ultimes retranchements, à partir de l’équation (4.10), nous pouvons estimé la taille d’une
cellule dans l’espace des phases : Elle est donnée lorsque S/kB est l’unité de l’ordre, c’est-à-dire
par LE/c ∼ ℏ, mais L est aussi la longueur d’onde, donc une cellule est caractérisée par E = hν
où ν est la fréquence. En d’autres termes, nous pouvons lire (ou effectivement, c’est ce qu’a
fait Einstein) la taille de l’échelle à partir de l’expression de l’entropie. De la même manière,
l’unicité des quanta de la gravitation peut être lue à partir de l’entropie de Bekestein-Hawking
en l’assimilant à un nombre d’unité d’ordre, ce qui donne à partir de l’équation (4.9) une
quantification de la surface : A = ℏG/c3 en accord avec les résultats de la gravitation quantique
à boucles. Dans le cas de l’électromagnétisme, nous pouvons calculer l’entropie directement à
partir de la théorie quantique du champ électromagnétique. Peut-on faire la même chose pour
la gravitation ?

Pour le cas particulier d’un trou noir de Schwarzschild, et d’après A = 4πR2
S
on a

SBH =
kBc3πR2S

ℏG
= 1.07 × 1077kB

�

M

M�

�2

. (4.11)
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Nous pouvons facilement estimer que SBH est beaucoup plus grand que l’entropie de l’étoile
qui s’est effondrée pour former le trou noir. L’entropie du soleil, par exemple, vaut S ≈ 1057kB,
tandis que l’entropie d’un trou noir de masse solaire vaut environ 1077kB, 20 ordres de grandeur
plus grands.

Pouvons-nous donner une interprétation physique de cet énorme écart ? Dans la discussion
ci-dessus, les lois de la mécanique des trous noirs ont été traitées comme des lois thermody-
namiques phénoménologiques [116, 117]. La question centrale ouverte est donc la suivante :
pouvons-nous déduire SBH de considérations statistiques quantiques ? Cela signifierait que SBH
pourrait être calculée à partir d’une formule de type Gibbs selon laquelle :

SBH
?
= −kBtr (ρ lnρ) ≡ SSM, (4.12)

Où ρ désigne une matrice de densité appropriée ; SBH correspondrait alors au nombre de
micro-états quantiques cohérents avec le macro-état du trou noir. Selon le théorème "sans
cheveux", le macro-état n’est caractérisé que par la masse, le moment cinétique et la charge.

Certaines questions importantes sont :
• SBH correspond-il à des états cachés derrière l’horizon ?
• Ou SBH correspond-il au nombre d’états initiaux possibles à partir desquels le trou noir

aurait pu se former [118] ?
• Quels sont les degrés de liberté microscopiques ?
• Où sont-ils situés (s’ils existent) ?
• Que se passe-t-il avec SBH après l’évaporation du trou noir [114, 119, 120] ?
Les tentatives pour calculer SBH par comptage d’états sont souvent effectuées dans la limite

de la "une boucle" (one-loop) de la théorie quantique des champs dans l’espace-temps courbe,
c’est la limite où la gravité est classique mais les champs non gravitationnelles sont entièrement
quantiques. L’équation (4.8) a été dérivée dans cette limite. Elle peut déjà être calculée à partir
de l’approximation dite diagrammes de Feynman à trois niveaux de la théorie, où seuls les degrés
de liberté gravitationnels sont pris en compte. Habituellement, une approximation du point celle
pour une intégrale de chemin euclidienne est en cours d’exécution. De telles dérivations sont
toutefois équivalentes aux dérivations de la thermodynamique classique [109].

L’émergence de la nature thermique des rayonnements des trous noirs a conduit à la discus-
sion du problème de perte d’informations [121, 122]. Si le trou noir s’évaporait complètement et
ne laissait que le rayonnement thermique [120], nous serions en contradiction avec les principes
établis de la théorie quantique : Tout état initial (en particulier un état pur) évoluerait en un
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état mixte. En théorie quantique ordinaire, cela est interdit par l’évolution unitaire du système
global. Une théorie de la gravitation quantique devrait donner une réponse précise à la question
de savoir si l’unitarité (vis-à-vis d’un observateur extérieur) est préservée ou non.

Dans la partie qui suit, nous traiterons des tentatives de description des trous noirs et de
leur évolution dans le cadre de la gravité quantique.

4.1.3 Discrétisation d’entropie du trou noir de Schwarzschild

Les résultats de la dernière sous-section indiquent que les trous noirs sont vraiment des
objets quantiques. En fait, comme Bekenstein [123] l’a souligné en particulier, ils pourraient
jouer le même rôle dans le développement de la gravitation quantique que les atomes avaient
joué dans la mécanique quantique. À la lumière de cette analogie possible, on peut se deman-
der si les trous noirs possèdent un spectre discret d’états semblables aux atomes [124]. Des
arguments en faveur de cette idée ont été exposés par Bekenstein [123, 125] a remarqué que
la théorie classique permet de traiter la zone d’horizon d’un trou noir (non extrême) comme
un invariant adiabatique mécanique. Ceci est confirmé par des expériences de pensée (en alle-
mand : Gedankenexperiment) dans lesquelles on tire dans le trou des particules chargées (dans
le cas de Reissner-Nordstrom) ou des ondes scalaires (dans le cas de Kerr) avec les énergies
appropriées. D’après l’expérience de la mécanique quantique, on pourrait s’attendre à ce que
l’entité quantique correspondante possède un spectre discret.

La possibilité la plus simple est certainement d’avoir un espacement constant entre les
valeurs propres, c’est-à-dire que An ∝ n pour n entier naturel. Dans le cas de Schwarzschild,
cela impliquerait pour les valeurs de masse Mn ∝

p
n. Ceci peut être déduit provisoirement,

par exemple, à partir de la fonction d’onde ‘Euclidienne’ : Par l’imposition d’une règle de
quantification similaire à celle de Bohr-Sommerfeld, nous trouverions,

2πℏn =
c3An

4G
. (4.13)

Un argument différent pour fixer le facteur dans le spectre d’aire comme dans (Mukhanov
[126] ; Bekenstein et Mukhanov [127]). Nous supposons la condition de quantification avec une
constante indéterminée α :

An = α2Pn, n ∈ N, (4.14)

Le niveau d’énergie n sera dégénéré avec la multiplicité g(n), alors nous nous attendrions à ce
que l’identification



QUANTIFICATION DES TROUS NOIRS 119

S =
A

42P
+ Constant = lng (n) . (4.15)

exige g(1) = 1 (c’est-à-dire en supposant que l’entropie de l’état fondamental disparaît), ceci
conduit avec (4.14) à

g (n) = eα(n−1)/4. (4.16)

Comme il doit s’agir d’un entier, nous avons alors les possibilités :

α = 4 lnk, k = 2,3, ... (4.17)

Et donc g(n) = kn−1. Notons que le spectre serait alors légèrement différent de (4.13). Pour
des raisons liées à la théorie de l’information (à partir de bit, voir Wheeler [128]), on préférerait
la valeur k = 2, conduisant à An = (4 ln(2))2Pn.

Dans le cas de Schwarzschild,

A = 4πR2
s
=
16πG2M2

c4
(4.18)

l’espacement énergétique entre deux niveaux successives est obtenu à partir de la relation ci-
dessous :

ΔA =
32πG2MΔM

c4
= (4 lnk) 2

P
(4.19)

Donc

ΔE = ΔMc2 = ℏω̃k =
c3ℏ lnk

8πGM
(4.20)

avec la pulsation fondamentale (Insérer l’équation (4.8) dans l’équation (4.20)) :

ω̃k =
c3 lnk

8πGM
= (lnk)

kBTBH

ℏ
. (4.21)

Le spectre d’émission des trous noirs [108] serait alors concentré à des multiples de cette fré-
quence fondamentale, contrairement au spectre thermique continu du rayonnement de Hawking
[105]. En fait, nous obtiendrions une déviation du spectre de Hawking même pour les grands
trous noirs, c’est-à-dire les trous noirs de masses M � mP. Une autre conséquence serait que
les quanta avec ω < ω̃k ne pourraient pas être absorbés par le trou noir. Notez que ω̃k est de
même ordre que la fréquence correspondant au maximum du spectre de Planck.
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4.2 Trou noir et réseau de spins

4.2.1 Dérivation de l’entropie de Bekenstein-Hawking

Nous trouvons un spectre discret pour l’horizon des trous noirs dans le contexte de la gravi-
tation quantique à boucles [118, 129–131]. Ceci est bien sûr une conséquence de la quantification
de l’aire. Cependant, ce spectre n’est pas équidistant et ne risque donc pas d’être en conflit
avec le rayonnement de Hawking [105].

Les états possibles sont obtenus en considérant tous les ensembles de spins {j} (voir la
figure (4.1)), qui donnent l’aire A de l’horizon et pour chacun la dimension de

⊗

Hj . Il n’est
pas difficile de voir que le nombre d’états possibles est dominé par le cas j = 1/2. Dans ce cas,
l’aire d’un arête unique est

A0 = 4πγ
ℏG

c3

p

3. (4.22)

Il existe donc

n =
A

A0
=

Ac3

4πγℏG
p
3
. (4.23)

intersections, et la dimension de H1/2 est 2 ; de sorte que le nombre d’états du trou noir est

N = 2n = 2
Ac3

4πγℏG
p
3 . (4.24)

et l’entropie est

SBH = kB lnN =
c3kB ln(2)

4πγℏG
p
3

A. (4.25)

Il s’agit de l’entropie de Bekenstein-Hawking, et nous obtenons (4.9), si le paramètre Immirzi
est fixé à la valeur

γ =
ln(2)

π
p
3
. (4.26)

4.2.2 Fréquences des modes de sonnerie

Existe-t-il un moyen de comprendre la valeur numérique particulière (4.26) ? Le quantum
minimal d’aire responsable de la thermodynamique des trous noirs est celui dont le spin j = 1/2,
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qui, en utilisant (4.26), est

A1/2 = 8πγ
ℏG

c3

√

√

√

1

2

�

1

2
+ 1

�

= 4 ln(2)ℏG/c3. (4.27)

En raison de (4.18), un changement d’un tel quantum de surface implique un changement
d’énergie

ΔE = ΔMc2 =
c3A1/2

32πGM
=
ℏ ln(2)

8πGM
(4.28)

Si nous utilisons la relation de Bohr ΔE = ℏω̃ pour l’interpréter comme un quantum émis par
un oscillateur à fréquence angulaire ω̃, alors la théorie de la gravité quantique indique que dans
le système il devrait y avoir quelque chose oscillant avec une fréquence appropriée

ω̃1/2 =
ln(2)

8πM
(4.29)

Pour autant que je sache, cette fréquence ne joue aucun rôle dans la théorie classique. Cepen-
dant, supposons que pour une raison quelconque, le quantum minimal de l’aire responsable de
la thermodynamique du trou noir n’était pas dû à j = 1/2 spins, comme ci-dessus, mais à j = 1
spins. Le calcul ci-dessus serait alors légèrement différent. L’aire minimale est

A1 = 8πγ
ℏG

c3

Æ

1 (1 + 1) = 8πℏGγ
p

2/c3. (4.30)

et comme la représentation du spin 1 a une dimension 3, l’entropie est

S = ln(3A/A1) =
c3 ln 3

8πℏGγ
p
2
A. (4.31)

qui est d’accord avec l’entropie de Bekenstein-Hawking si

γ =
ln 3

2π
p
2
. (4.32)

et qui fixe le quantum minimal pertinent de l’aire à

A1 = 4 ln3ℏG/c3. (4.33)
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En utilisant (4.18) et la relation de Bohr, nous obtenons la fréquence propre

ω̃1 =
ln 3

8πM
(4.34)

Maintenant, très remarquablement, il y a quelque chose qui oscille précisément avec cette fré-
quence dans un trou noir classique de Schwarzshild ! En fait, la fréquence (4.34) est précisément
la fréquence du mode de sonnerie le plus amorti du trou noir de Schwarzshild ! Le calcul de
cette fréquence à partir des équations d’Einstein est compliqué. Il a d’abord été calculé nu-
mériquement, peut-être deviné (4.34) sur la base de la valeur numérique, et que récemment
dérivé analytiquement. Remarquablement, la théorie quantique de la gravité semble connaître
assez directement cette fréquence, cachée dans la non-linéarité des équations d’Einstein. Ce fait
semble soutenir l’idée que les modes de sonnerie du trou noir sont à l’origine de sa thermody-
namique. En revanche, on ne sait pas pourquoi il ne faut pas considérer le spin 1/2. Plusieurs
possibilités ont été suggérées, notamment des règles de sélection dynamique et un spectre de
zones équidistantes. Dans l’ensemble, cette observation intrigante soulève plus de questions que
de fournir des réponses pleinement satisfaisantes.

Jusqu’à présent, le seul argument pouvant être utilisé pour fixer ce paramètre provient
de l’entropie du trou noir. Étant donné un horizon de trou noir, on peut penser que l’aire
de l’horizon est la conséquence d’un grand nombre de réseaux de spin qui perforent la surface.
L’entropie d’un trou noir de l’aire A donnée est déterminée par le logarithme de la dimension de
l’espace de Hilbert de la théorie des limites. On peut montrer que la contribution statistiquement
la plus importante vient des configurations dans lesquelles le spin le plus bas possible domine.
Notons ce spin par jmn. La dimension de la limite de l’espace de Hilbert (de l’horizon) [132]
correspondante est donc :

Ω =
∏n

=1
(2j + 1) . (4.35)

Le spectre dans ce cas est donné par (3.93). En indiquant le spin minimal par jmn, la valeur
de l’aire correspondante est :

A0 = 8πγ2P
Æ

jmn (jmn + 1). (4.36)

Il a été suggéré que la contribution dominante à l’entropie provient des contributions jmn (voir
ci-dessous). D’après O.Dreyer [133], nous considérons le nombre de liens avec spin jmn,

N =
A

A0
=

A

8πγ2P
p

jmn (jmn + 1)
(4.37)
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Figure 4.1 – L’horizon d’un trou noir, traversé par les liens du réseau de spin qui détermine sa géomé-
trie bidimensionnel.

Le nombre de micro-états est alors

NMcro−Ett = (2jmn + 1)N . (4.38)

Ceci est identique au résultat souhaité de l’entropie de Bekenstein-Hawking, c’est-à-dire égal à
ep(A/4ℓ2

P
), si seulement le paramètre de Barbero-Immirzi a la valeur particulière spéciale :

γ =
ln (2jmn + 1)

2π
p

jmn (jmn + 1)
. (4.39)

Quelle sera la valeur de jmn ? Si le groupe sous-jacent est SU(2), comme nous le supposons
généralement, nous avons jmn = 1/2 et donc γ = ln(2)/π

p
3. Ce résultat a également été

trouvé dans un calcul de Ashtekar et J. Lewandowski [8] où il a été supposé que les degrés de
liberté sont donnés par une théorie de Chern-Simons à l’horizon. En prenant à la place SO(3)
comme groupe sous-jacent, nous avons jmn = 1 et donc γ = ln 3/π

p
2.

Selon le principe de correspondance de Bohr, une fréquence oscillatoire d’un système clas-
sique devrait être égale à une fréquence de transition du système quantique correspondant. Le
candidat le plus naturel pour une transition du trou noir quantique tel que décrit ci-dessus est
l’apparition ou la disparition d’une puncture de spin jmn. L’aire du trou noir changerait alors
d’une quantité donnée par l’équation (4.36)

ΔA = A0 = 8πγ2P
Æ

jmn (jmn + 1), (4.40)
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qui est égal à 4(ln(2))2
P
dans le cas du groupe SU(2) et à 4(ln 3)2

P
dans le cas du groupe

SO(3). Dans le cas SU(2), le résultat pour ΔA correspond à celui recommandé par Bekenstein
et Mukhanov [127], bien que le spectre n’est pas équidistant (ce qui explique pourquoi ici, il
n’y a pas de conflit avec le spectre du rayonnement de Hawking pour une grande masse).

La situation n’est cependant pas si simple. Comme l’ont démontré Domagala et Lewan-
dowski [134], des spins plus importants que le spin minimal ne sont pas négligeables et doivent
donc être pris en compte lors du calcul de l’entropie. Par conséquent, l’entropie a été sous-
estimée dans les précédents articles menant au résultat (4.39). Si nous exigeons à nouveau que
le résultat soit dans l’ordre le plus élevé, égal à l’entropie de Bekenstein-Hawking, l’équation
qui fixe le paramètre de Barbero-Immirzi est la suivante [13] :

2
∑∞

p=1
exp



−2πγ

√

√

√p (p + 2)

4



 = 1, (4.41)

qui ne peut être résolu que numériquement, on trouve en valeur numérique voir [135],

γ = 0.23753295796592.... (4.42)

En prenant également en compte l’ordre suivant dans le calcul, nous arrivons à la valeur suivante
pour l’entropie :

S =
A

4ℓ2P
−
1

2
ln

�

A

ℓ2P

�

+ O (1) . (4.43)

Le terme de correction logarithmique est en fait indépendant de γ. Des termes de correction
de cette forme (principalement avec des coefficients -1/2 ou -3/2) ont également été trouvés
par autres approches ; voir [136]. Si nous prenons néanmoins la valeur k = 3 dans (4.20), nous
trouverons un déplacement dans la masse donné par :

ΔM =
ℏc ln (3)

8πGM
, (4.44)

correspondant à la fréquence fondamentale

ω̃3 =
c3 ln 3

8πGM
≡
ln (3)kBTBH

ℏ
≈ 8.85

M�

M
kHz. (4.45)

O.Dreyer [133] a souligné que ω̃3 coïncide avec la partie réelle de la fréquence asymptotique
pour les modes quasi-normaux du trou noir. Ces modes sont des oscillations caractéristiques du
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trou noir avant qu’il ne se stabilise à son état stationnaire ; voir [137] par exemple. Comme le
spéculait Hod dans [124] sur la base d’argument numériques et démontrait par Motl voir [138].

Le dernier mot de toute théorie physique doit être prononcé par l’expérience (observation).
Hormis la possible détermination des constantes de basse énergie et leur dépendance à l’espace
et au temps, quels pourraient être les principaux tests de gravité quantique ?
• Discrétion de l’espace et du temps :
Tant dans la théorie des cordes que dans la gravité quantique à boucles, il y a des allusions à
une structure discrète de espace-temps Cela peut être vu à travers l’observation d’effets vio-
lant l’invariance locale de Lorentz [139], par exemple, dans la relation de dispersion des ondes
électromagnétiques provenant des explosions de rayons gamma. Il a même été suggéré que des
fluctuations espace-temps pouvaient être observées en interférométrie atomique [140]. Cepen-
dant, il existe de sérieuses contraintes d’observation [141].
• Évaporation des trous noirs :
Un test clé serait la phase d’évaporation finale d’un trou noir. Pour cela, il faudrait observer
des trous noirs primordiaux. Comme nous en avons discuté là-bas, ce sont des trous noirs qui ne
sont pas le résultat final d’un effondrement stellaire, mais qui peuvent résulter de fortes pertur-
bations de densité dans le premier univers. Dans le contexte de l’inflation, leur masse initiale
peut être aussi petite. Les trous noirs primordiaux d’une masse initiale d’environ 5.1014g
s’évaporeraient à l’âge actuel de l’univers. Malheureusement, aucun objet de ce type n’a encore
été observé.
• Cosmologie :
Des aspects quantiques du champ gravitationnel peuvent être observés dans le spectre d’aniso-
tropie du fond micro-ondes cosmique. Premièrement, de futures expériences pourraient être en
mesure de voir la contribution des gravitons générés dans le premier univers. La production de
gravitons par l’évolution cosmologique serait un effet de la gravité quantique linéaire. Deuxiè-
mement, les termes de correction quantique gravitationnelle de l’équation Wheeler-DeWitt
[53, 54, 78] ou sa généralisation dans la cosmologie quantique à boucles peuvent laisser leur
impact sur le spectre d’anisotropie. Troisièmement, une discrétion dans les perturbations infla-
tionnistes pourrait se manifester dans le spectre [142].
Certaines de ces caractéristiques sont également discutées en détail dans [143]. Bien sûr, il peut
y avoir d’autres possibilités qui ne sont pas encore connues et qui pourraient offrir de grandes
surprises. Il est, par exemple, imaginable qu’une théorie fondamentale de la gravité quantique
soit intrinsèquement non linéaire [144]. Cela contraste avec la plupart des théories de la gravité
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quantique actuellement étudiées. La gravité quantique est étudiée depuis la fin des années 1920.
Il ne fait aucun doute que beaucoup de progrès ont été accomplis depuis lors. L’objectif final
n’est pas encore atteint. La conviction exprimée ici est qu’une théorie cohérente et expérimen-
talement réussie de la gravité quantique sera disponible à l’avenir. Cependant, il peut s’écouler
un certain temps avant que ce délai ne soit atteint.



Contributions I

Le spectre du rayonnement du Trou Noir dans la théorie

de la gravitation quantique à boucles

Nous proposons une autre perspective de l’entropie des trous noirs, fondée sur la gravita-
tion quantique à boucles, qui est une théorie visant la quantification de la gravitation via la
quantification de l’espace ainsi que l’ajustation du caractère relativiste général des singularités
de l’espace dû a l’énergie et la masse énormes concentrées en ces dernières, et leur caractère
quantique dû aux dimensions de ces singularités qui peuvent atteindre l’échelle de Planck. Une
telle théorie permet l’accès à la réconciliation des résultats semi-classiques de Hawking avec le
traitement mécanique statistique extensive de la gravitation quantique à boucles explorant ainsi
toutes les valeurs du paramètre de Barbero-Immirzi (γ) en rapport avec la spectroscopie de ces
singularités notamment les trous noirs. En particulier, en se basant sur la surface moyenne des
punctures qui désignent les surfaces élémentaires de l’espace, nous avons pu calculer l’entropie
correspondante, nous avons aussi identifié le paramètre de Barbero-Immirzi facteur déterminant
de la thermodynamique et la géométrie des trous noir à l’échelle quantique, et enfin nous avons
déduit le spectre de rayonnement en fonction des punctures possibles.
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1. INTRODUCTION

The idea that unification of quantum theory with
gravity is essentially thermodynamic has been on the
table since the discovery of the laws of black hole
thermodynamics and Bekenstein’s discovery of black
hole entropy. The discoveries of the Unruh tempera-
ture and Hawking radiation strengthened the reason
for hoping for a deep relationship between gravity,
quantum physics and thermodynamics [1].

A black hole horizon in equilibrium can be ef-
fectively described by the local notion of an isolated
horizon where statistical mechanical properties can
be studied. As follows from the results that emerge
from the basic LQG treatment, the quantum area
and the volume operators have discrete spectra and
highlight the black hole’s entropy.

The use of the result of the entropy of black holes
and the Bekenstein-Hawking result [2] was a unique
way to resolve the ambiguity of the free parameter (a
dimensionless constant that labels various inequiv-
alent kinematic quantizations of LQG) that bother
both results. This ambiguity can be fixed by putting
an independent argument which will make the calcu-
lation of the black hole a real prediction of the theory.
There has long been an association of the area of the
horizon of a black hole with an entropy, and this was
not initially understood according to the Boltzmann
definition of entropy as a measure of the number of
quantum states of a black hole because of the absence

*E-mail: karim.mejrhit@gmail.com
1Lorentz contraction and time dilation conditions are also
used to formulate iterative algebraic equations for the
motion-dependent potentials of metric gravity. But consid-
erations of the motion-dependent potentials are not a needed
part of this paper’s considerations.

of a proper quantum theory of gravity. A first step
was, however, considering gravity to be a statistical
system, since its prediction by Bekenstein [3].

The problem of computing the black hole entropy
in the framework of LQG has a long history [4, 5].
A common viewpoint in different treatments is that to
find an agreement of the computation of the black hole
entropy in the LQG with Hawking’s semiclassical
results one should fix the BI parameter γ [6].

In this paper we expose a new way to calculate the
black hole entropy from LQG reconciling Hawking’s
semiclassical results and the statistical mechanics
treatment of LQG. More precisely, we calculate the
black hole entropy based on the average puncture
area Amoy instead of the A1/2 puncture of spin 1/2.
Then, with comparison to the known Bekenstein-
Hawking entropy, we determine the BI parameter
γ(q) and the radiation spectrum ωn(q) in terms of the
number of possible punctures q with different spins.

2. A STATISTICAL VIEW

2.1. Quantum Theory

A basis for the Hilbert space of canonical gravity
is given by spin networks [7]. These are graphs
whose edges are labeled by representations of the
gauge group of the theory. In the case of gravity
this group is taken to be SU(2), and the representa-
tions are thus labeled by positive half-integers jk =
0, 1/2, 1, 3/2, . . .. If a surface is intersected by an
edge of such a spin network carrying the label jk, the
surface acquires the area A of the horizon,

A = 8π
�G

c3
γ

N∑
k=1

√
jk(jk + 1), (1)
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Fig. 1. Spin network states puncturing a 2-dimensional
horizon.

where γ is the so-called Barbero-Immirzi parameter.
A gateway for the calculation of black hole entropy

is provided by LQG where the statistical mechanical
properties of quantum isolated horizons are studied.
In particular, they are defined in terms of quantum
states that are built up by associating spin variables
with punctures on the horizon. More precisely, a
particular eigenvalue (1) of the area operator.

We will consider a horizon composed of N punc-
tures that are placed on q different surfaces of quan-
tum area Ak with spin jk (q = jmax), and we get nk,
the number of punctures of color ck that are in the spin
jk . This is shown in Fig. 1.

In this picture, we have the following relations for
the total area and the number of punctures of the
horizon:

A =

q∑
k=1

nkAk, (2)

N =

q∑
k=1

nk. (3)

So in the area equation (2) the sum over punctures
can be replaced by a sum over spins jk as

A = 8π
�G

c3
γ

q∑
k=1

nk

√
jk(jk + 1), (4)

withs

Ak = 8π
�G

c3
γ
√

jk(jk + 1). (5)

Now, the area of the horizon (4) can be written as

A = 8π
�G

c3
γN

[
q∑

k=1

Pk

√
jk(jk + 1)

]
, (6)

where Pk = nk/N is the normalized (Σq
k=1Pk = 1)

probability that the system is in the spin jk.

The total number of quantum states for these con-
figurations is obtained by counting all possible states
of punctures (which are considered distinguishable)
consistent with a given horizon area as a result of
a large number of spin network edges puncturing
the surface. Each puncture of an edge with spin jk
increases the dimension by a factor of gk = 2jk + 1.
Therefore, if there is a large number N of edges with
spins jk t(k = 1, . . . , q), the total number of quantum
states [8] is given by,

W (n1, ..., nq) =

( q∑
i=1

ni

)
!

q∏
k=1

2jk + 1)nk

nk!
, (7)

where the sum is over all nonnegative nk consistent
with the given value of A. The logarithm of the total
number of quantum states (7) gives the entropy of a
black hole.

2.2. Entropy and Discrete Probability
As mentioned above, the entropy of a black hole

reads,

S = kB ln

[( q∑
i=1

ni

)
!

q∏
k=1

2jk + 1)nk

nk!

]
. (8)

For large N , there is a remarkably accurate approxi-
mation to the factorials that appear in the expression
for the entropy (8). Using Stirling’s approximation,
we can write the entropy as

S = kBN ln(N) + kB

q∑
k=1

nk [ln(2jk + 1)− lnnk] ,

(9)

which, in turn, in terms of a discrete probability dis-
tribution Pk becomes

S = kBN

q∑
k=1

[Pk ln(k + 1)− Pk lnPk] , (10)

where N can be calculated from the area A of the
black hole and from the amount of average area Amoy
contributed by every puncture. The puncture with
average area of a single link is

Amoy =
A

N
= 4π

�G

c3
γ

q∑
k=1

Pk

√
k(k + 2). (11)

The entropy is based on the key results of LQG and
equilibrium statistical mechanics of a grand canonical
ensemble [9]. So according to (10), the expression for
the entropy will be

S =
kBc

3

4π�Gγ

q∑
k=1

[Pk ln(k + 1)− Pk lnPk]

q∑
k=1

Pk

√
k(k + 2)

A. (12)
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As one can see, the entropy grows linearly with
the area A, but there is also a freedom in the
proportionality factor since it includes the free BI
parameter γ. Therefore LQG counting reproduces
the Bekenstein–Hawking law,

S =
kBc

3

4�G
A, (13)

with the appropriate value of this parameter,

γ =

q∑
k=1

[Pk ln(k + 1)− Pk lnPk]

π
q∑

k=1

Pk

√
k(k + 2)

. (14)

Within this framework, the entropy computation can
be regarded as a way of fixing the value of the BI
parameter in the theory. Hence, substituting to (11),
we can prove that

Amoy =
4�G

c3

q∑
k=1

[Pk ln(k + 1)− Pk lnPk] . (15)

Since in an isolated horizon the entropy of the black
hole is maximum, the black hole appears to be in a
stable condition which makes all microscopic con-
figuration states equiprobable. All microstates have
then equal probability. i.e., P1 = · · · = Pk = · · · =
Pq , and then qPk = 1. Thus according to (10), the
black hole entropy reads

S = kBN [ln [(q + 1)!] + q ln q] ,

according to (14), the BI parameter is

γ =
ln [(q + 1)!] + q ln q

π
q∑

k=1

√
k(k + 2)

, (16)

and according to (15), the average area Amoy is

Amoy =
4�G

qc3
[ln [(q + 1)!] + q ln q] .. (17)

If the surface (17) with an edge of a spin network
carrying the label jmoy, it acquires the area:

Amoy =
8π�G

c3
γ
√

jmoy(jmoy + 1). (18)

On the other hand, according to (17) and (18), we get

jmoy =
1

2

⎛
⎝
√√√√1 +

[
q∑

k=1

√
k(k + 2)

]2

− 1

⎞
⎠

This is shown in Fig. 2.
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80604020

Fig. 2. Values of the BI parameter γ as a function of jmoy.
The plot shows an exponential decay of the BI parameter
with the spin.

3. RADIATION SPECTRUM
OF A QUANTIZED BLACK HOLE

Hawking derived the spectrum of a black hole
thermal emission using quantum field theory in
curved space-time. Many attempts have been made
to relate the gravitational dynamics with the Hawking
temperature, the thermal nature of the Hawking
radiation may be affected by quantum properties
of gravity. Only a theory of quantum gravitational
field can explain how quantum gravity affects the
black hole emission. In LQG the area can take
quantized values. Therefore, when a black hole
makes a quantum leap from one quantized value of
its mass (energy) to a lower quantized value, there is
an emission which happens just like the Bohr model
of the atom. A consequence is emission quantized
frequencies that correspond to differences between
energy levels. Thus, quantum gravity implies a
discrete spectrum of emission of black hole radiation
[10, 11].

This does not contradict the continuous thermal
spectrum result predicted by Hawking. The spectral
lines are so dense in the range of frequencies of in-
terest that they seem to be a continuous spectrum.
We assume that the area is quantized to different
elementary area Amoy. Namely, the area can take the
values

A = NAmoy.

A natural candidate for a quantum transition is thus
the appearance or disappearance of a puncture of spin
jmoy (17). Since the area of the black hole surface is
connected with the black hole mass,

A = 4πR2
S = 16π

G2M2

c4
,

where RS is the Schwarzschild radius of a black hole
of mass M , the discrete mass (area) spectrum implies
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Fig. 3. Variation of Mωmoy with n and q with increasing
frequency from red (left) to blue (right).

a discrete line emission from a quantum black hole
given by

ΔM =
�c

8πGM

ln[(q + 1)!] + q ln q

q
ΔN.

Consider a transmission process in which energy
emitted is much smaller than the mass M of the black
hole, the spacing between the energy levels is

ΔE = ΔMc2 =
�c

8πGM

ln[(q + 1)!] + q ln q

q
ΔN.

So the quantum transition has a natural candidate
which is the appearance or disappearance of a punc-
ture Amoy of spin jmoy. i.e.,

ΔA = Af −Ai = (Nf −Ni)Amoy = nAmoy,

where n is a positive integer. The energy spacing (17)
reads

ΔE = n.
�c3

8πGM

ln[(q + 1)!] + q ln q

q
.

From the quantum-mechanical relation ΔE =
nE(jmoy), where E(jmoy) is the energy contribution
from a single average puncture carrying a spin jmoy,
we conclude that the energy is emitted at frequencies
ω̃ that are a multiple of the fundamental emission
frequency ωmoy corresponding to the spin jmoy. The
radiation emitted by the black hole is then

�ω̃ = n.�ωmoy,

with

ωmoy =
E
(
jmoy

)
�

=
c3

8πGM

ln[(q + 1)!] + q ln q

q
.

We plot the corresponding spectrum of black hole
radiation in Fig. 3, where the squared surface of the
black hole radiation frequency is discrete.

4. DISCUSSION
In this work we have discussed the problems of

entropy of a black hole and its relationship with ther-
modynamics using the theory of LQG. We have found

that the entropy of a black hole S = kB ln(W ), where
W is the number of quantum states with spin jk ,
according to statistical mechanics, can be written in
the form

S = kBN [ln[(q + 1)!] + q ln q],

and the BI parameter as

γ = [ln[(q + 1)!] + q ln q]/πΣq
k=1

√
k(k + 2),

with N and a the number of punctures and the num-
ber of possible punctures with different spins, re-
spectively. This has given the famous Hawking-
Bekenstein formula of entropy. We have noticed that
when q is large, the value of γ becomes small.

We have considered the average value that can
take the puncture of the event horizon Amoy, and
quantum fluctuations on the event horizon causing
the radiation emission with the energy value are pro-
portional to the number of Amoy, i.e., ΔE ∝ nAmoy.
The frequency of this radiation is ω̃ = nωmoy, where
ωmoy is the average frequency that can be emitted by
the black hole. When q is very large, the spectral dis-
tribution becomes almost continuous in accordance
with Hawking’s results.
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Contribution II

Thermodynamique, stabilité et la transition de Hawking–Page

des trous noir dans la cadre de la mécanique statistique

non-extensible en géométrie quantique

Dans ce travail, la théorie de Tsallis de la mécanique statistique non extensive décrite par le
paramètre q > 0 est appliquée en gravitation quantique à boucles pour calculer l’entropie du
trou noir [145]. Cette entropie est dérivée en termes de l’équation de Bekenstein-Hawking pour
une aire d’horizon donnée, de masse M et de valeurs positives réelles arbitraires du paramètre
de Barbero-Immirzi (γ). Dans ce cadre, il est démontré que le trou noir a une température
minimale à Mmn qui repose sur le paramètre q et que la chaleur spécifique du système est
positive avec M > Mmn. Cela signifie que le trou noir massif est thermodynamiquement stable
aux radiations, contrairement au résultat standard dans lequel toutes les solutions semblent
instables. Ce résultat est très similaire à celui annoncé par un trou noir dans l’espace Anti-
de Sitter (AdS), où il est également démontré qu’une transition de phase de trou noir de
Hawking-Page se produit à une température critique qui dépend du paramètre q de la formule
de Tsallis.
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In this letter, the Tsallis theory of non-extensive statistical mechanics described by the parameter q > 0
is applied in loop quantum gravity to calculate the black hole entropy, following ref. [11]. The black 
hole entropy is derived in terms of the Bekenstein-Hawking law for a given horizon area of mass M
and arbitrary real positive values of the Immirzi parameter (γ ). In this framework, it is shown that the 
black hole has a minimum temperature at Mmin which relies on the q-parameter, and the specific heat 
of system is positive with M > Mmin; this means that the large black hole is thermodynamically stable 
against radiation, in contrast to the standard result where all solutions appear to be unstable. This result 
is very similar to the ones announced from a black hole in Anti-de Sitter (AdS) space, where it is also 
proved that a Hawking-Page black hole phase transition results at a critical temperature which relies on 
the q parameter of the Tsallis formula.
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1. Introduction

Loop quantum gravity (L Q G) [1] presents quantum operators 
with discrete spectra for both area and volume. It is a canonical 
quantification of the classical field. As being its Hilbert space, its 
formalism uses spin networks. In spite of the fact that these results 
are very important, they show difficulties in term of the existence, 
in principle, of the Immirzi parameter, which is a free dimension-
less quantity [7]. This parameter can be calculated in L Q G by 
counting the number of microstates. In L Q G , the quantum geome-
try of a cross-section of a black hole (B H) horizon is characterized 
by a topological 2-sphere with defects, generally named punctures, 
supporting spin quantum numbers with spin-lattice edges describ-
ing the global quantum geometry [1,11]. One sort of calculating 
the Immirzi parameter, by figuring out the problem pointed out 
above, can be by considering the Bekenstein-Hawking entropy law 
(B H E L). The general adopted view is that B H E L has its origin in 
the entropy of Boltzmann-Gibbs (BG). In this work however, we 
will develop on the ideas that were conceived in [11]. In principle, 
if the derivation of the laws of B H mechanics is correct, then, the 
B H E L ought carry for all real positive values of γ . This has been 
accomplished, albeit with some approximations, by the introduc-
tion of Tsallis entropy within the context of L Q G in ref. [11].

E-mail address: karim.mejrhit@gmail.com (K. Mejrhit).

Therefore, in what follows, at first we make a review of 
ref. [11]. Then, we discuss our original results. We emphasize that 
our discussion is valid for q > 0, which goes beyond the discussion 
of ref. [11], where, only q > 1 was allowed for the Barbero-Immirzi 
parameter, and hence, the area spectrum to be positive definite.

As explained in reference [11], the first purpose of the introduc-
tion of a novel definition of entropy is: comprehending the Hilbert 
space and the microstates by probing the quantum field dynamic 
on the horizon. Concerning the Schwarzschild B H : the equations 
of the fields on the horizon may be derived from a Chern-Simons 
(C S) coupled to an external source action SC S . Such an external 
source coupling refers to the horizon-external bulk coupling. These 
sources represent quantum geometric excitations on the horizon. 
The Hilbert space related to the B H horizon coupled to these 
points. Within this field theory view an estimation of a complete 
counting of the horizon microstates from the Hilbert space of C S
theory by Kaul and Majumdar can be obtained [8].

The second purpose is the intervention of statistical mechanics 
where the calculation BH entropy in L Q G is based on the formula 
of Shanon entropy

S = −kB

∑�

k=1
pk ln pk (1)

where k and pk are respectively the microstate and its probability, 
and � is the total microstates number of the considered system. 
Then assuming that all the possible microstates may occur, say, 
with equal probability, that is pk = 1/� for all k in eq. (1) to come 
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to the simple formula S = kB ln �. As though the valuation of this 
is now familiar from the Hilbert space knowledge, the remaining 
is just a mathematical operation that drives to S = kBλ0 A/γ �2

P .
At the moment, we can make, without difficulty, the remark 

that in second purpose, the calculation of the entropy from the 
horizon microstates according to eq. (1) natively considers that the 
microstates are unbiased. This is feasible solely if these states were 
entirely unaffected by any external fields interaction. On the other 
side, in first purpose, we can see that the horizon microstates 
are characterized by a quantum C S theory coupled to point-like 
sources from bulk quantum geometry. There is an interaction, grav-
itational coupling, between the horizon and the bulk. Therefrom, 
it looks relatively reasonable to consider some different statistical 
mechanics or sort of an entropy formula more generalized than 
eq. (1) to take into consideration the coupling effect between the 
horizon and the bulk as a prejudice in the microstates. Now, we 
can ask how should the microstates be biased; we come to two 
answers to physical views:

– The bias has to be such that the entropy calculation from L Q G
drives to the B H E L, this could be obtained from the statistical 
mechanical viewpoint.

– In the field theory, the bias has to increase with the coupling 
strength between the horizon microstates and the bulk geom-
etry.

In the field theoretic the coupling term 1/s = 4πγ /A is the 
coupling constant that manifests in front of the bulk geometry 
source fields being coupled to the C S theory on the horizon [1,
8]. The field equations on the B H horizon is presented by

F I
ab = 1

s
.�I

ab = 4πγ

A
.�I

ab (2)

where F I
ab indicates the horizon C S gauge fields curvature and 

�I
ab refers to the soldering form pull-back built from the bulk 

tetrads.
It is worth mentioning that in certain references the definition 

of s may be dissimilar by some numerical constants, relying on the 
redefinition of the fields. The equation of C S theory coupled to an 
external source is defined by Eq. (2) where the strength of the cou-
pling being controlled by 4πγ /A. Therefrom, it is apparent that for 
a B H with a given area the strength with which the horizon field 
theory is sourced and affected by the bulk fields is controlled by 
the parameter γ . The microstates estimate is afforded by the hori-
zon Hilbert space, leaded by this C S theory quantization coupled 
to the bulk source fields.

In this letter we show that these two points of view, quite nat-
urally, complement each other if a generalization of the Shannon 
entropy (from now on to be named as q-entropy) is introduced to 
integrate the effect of a bias in the microstates. We use it to cal-
culate the B H entropy and necessitate it to yield the B H E L. As 
a result, we get from the BH microstates in L Q G the B H E L, and 
this for arbitrary real positive values of the parameter γ . Though, 
the parameter γ should have, at the end, a fixed value that must 
be set by experimental means. When we are qualified to do thus, 
the parameter q will be a function of A which is physically well 
substantiated and this is due to the following reason: the coupling 
between the horizon and the bulk has a strength dependent on A
like s ≡ 2 jmax. Seen that q states for the effect of the bias gener-
ated in the horizon microstates because of this coupling, it has to 
be also dependent on A.

Here, we examine the problem of the Bekenstein-Hawking en-
tropy of a Schwarzschild B H by taking into account the seeming 
formal logarithm approach of the Tsallis see e.g. [17,18] (consid-
ered below). In the present view, the proofing of a stability change 

and the Hawking-Page [6] phase transition of B Hs in the Tsallis
model is the most significant outcome (e.g. there is an interesting 
similarity between the corresponding temperature function and 
that of a standard B H in AdS space in thermodynamics). In the 
two situations, the temperature has a minimum and the consid-
ered heat capacity-mass relation is very identical to the one of a 
B H in AdS space. We showed that the corresponding critical tem-
perature depends only on the q-parameter of the Tsallis formula 
(if γ is constant), such as it related exclusive on the curvature pa-
rameter in AdS space. There are many interesting connections of 
this phenomenon with other theoretical physics open problems, 
say, the matter cosmic nucleation into B Hs in the early Universe, 
or because of the resemblance with the Boltzmann-AdS problem 
[6], also, in string theory and related phenomena, it can be linked 
to the AdS/C F T correspondence. The question of possible phase 
transitions is also discussed here.

2. Quantum theory in LQG

In the framework of L Q G , we deal with the properties of the 
statistical mechanical in the quantum isolated horizon [5]. A ba-
sis is given by spin networks for the Hilbert space of canonical 
gravity. These are graphs whose edges are assorted by representa-
tions of the gauge group of the theory. This group is SU (2) in the 
case of gravity, and the corresponding representations are there-
fore labeled by jk , possessing values in the set {1/2, 1, 3/2, . . . s/2}, 
corresponding to the spin related to the kth puncture and s
(s = 2 jmax) is the maximum number of spins. A surface acquires 
the quantum area Aqu of the horizon if it has an intersection by 
an edge of such a spin network carrying the label jk [15,16]

Aqu = 8πγ �2
p

∑N

l=1

√
jl( jl + 1), (3)

where, �p = √
h̄G/c3 is the Planck length and γ is the dimen-

sionless B I− parameter. A path for the determination of the B H
entropy is furnished by L Q G were the statistical mechanical prop-
erties of quantum isolated horizons are investigated in [5]. Es-
pecially, they are specified by means of quantum states that are 
constructed by the association of spin variables with punctures on 
the horizon. More accurately, a special eigenvalue of the area oper-
ator. We will deal with a horizon made up of N punctures that are 
situated on s different surfaces of quantum area ak with spin jk , 
we obtain nk number of punctures in the spin jk . That is in the 
area Eq. (3) the sum over the spins j can substitute the sum over 
the punctures like

Aqu = 8πγ �2
p

∑s/2

j=1/2
n j

√
j( j + 1). (4)

The B H horizon associated Hilbert space is that of a quantized 
SU (2) CS theory coupled to the punctures Hs =⊕

{P} Inv
(⊗N

l=1 H jl

)
with level s ≡ 2 jmax [1,8], where {P} ≡

N; 12 ≤ jl ≤ s
2 ; ∀l ∈ [1, N] such as Aqu = A ± O(�2

p) and ‘Inv’ ac-
count for the gauge invariance on the horizon. At this stage, for a 
known set of N punctures with spins j1, · · · , jN the microstates 
number is determined by [10,12]

�( j1, · · · , jN) = 2

s + 2

s+1∑
a=1

sin2 aπ

s + 2

N∏
l=1

sin aπ(2 jl+1)
s+2

sin aπ
s+2

. (5)

For the calculations we shall use the expression (5). To ob-
tain the total number of conformal blocks, this expression must 
be summed over all possible spin values at each puncture.
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�(N, s) =
∑

j1,··· , jN

�( j1, · · · , jN),

= 2

s + 2

s+1∑
a=1

sin2 aπ

s + 2

⎡
⎣ s/2∑

j=1/2

sin (2 j+1)aπ
s+2

sin aπ
s+2

⎤
⎦

N

. (6)

Using Multinomial Expansion [10], the above expression can be 
recast into the following form

�(N, s) = N!∏s/2
j=1/2 n j !

∑
{
n j

}
[

2

s + 2

s+1∑
a=1

sin2 aπ

s + 2
×

s/2∏
j=1/2

{
sin (2 j+1)aπ

s+2

sin aπ
s+2

}n j
⎤
⎦ . (7)

In the of large number of punctures N and large s (which is 
preserved for A �O(�2

p)), the number of physical microstates cor-
responding to a macrostate depicted by a spin configuration 

{
n j

}
is roughly offered by

�(N, s) � N!
s/2∏

j=1/2

(2 j + 1)n j

n j ! , (8)

where for any configuration 
{
n j

}
the number N = ∑s/2

j=1/2 n j is the 
total number of the associated punctures. Here the configuration {
n j

}
states for a set of punctures in which n j number of punctures 

take spin j, whilst j goes from 1/2 to s/2.

3. Nonextensive entropy

Primarily, the incorporate, at the level of statistical mechani-
cal, of the effect of a bias in the probabilities of the microstates of 
the underlying quantum mechanical system was the idea behind 
the introduction of the notion of q-entropy [17]. The q parame-
ter is designated by entropic index. Broadly, we have 0 < pi < 1, 
and thus pq

i > pi for q < 1 and pq
i < pi for q > 1. This means 

that for q < 1 the rare events whose probabilities are close to zero 
are relatively reinforced, and for q > 1 the frequent events whose 
probabilities are close to unity are relatively reinforced. Influenced 
by this fact, Tsallis postulated the q-entropy in the following form

Sq = (1 −∑W
i=1 pq

i )

(q − 1)
,

where pi is the probability to exist within a microstate of sys-
tems, W is the total number of configurations i.e., microstates, 
and q parameter is the Tsallis parameter as known in the present 
literature. It is a real parameter measuring the degree of nonex-
tensivity. In Tsallis statistics, the definition of entropy takes the 
standard properties of positivity, equiprobability, concavity and ir-
reversibility. This passageway has been successfully employed in 
many different physical system. For example, we can indicate the 
anomalous diffusion of Levy-type [19], gravitational systems and a 
pure-electron plasma turbulence. It is noticeable to assure that the 
formalism of Tsallis thermostatistical has the BG statistics like a 
specific situation in the q → 1 limit where the standard additivity 
of entropy can be regained.

In the case where all the states have equal probability, say in 
the microcanonical ensemble, Tsallis’ entropy reduces to

Sq = kB lnq �, (9)

where the q-logarithm lnq is defined on R+∗ and the q-exponential 
defined by the relations

lnq (x) ≡
x∫

1

t−qdt = x1−q − 1

1 − q
, (10)

expq (x) ≡ [1 + (1 − q) x]
1

1−q
+ , (11)

such as [z]+ = z if z ≥ 0, and [z]+ = 0 otherwise. We assure that 
for ∀z ∈R we have lnq

[
expq (z)

] = expq

[
lnq (z)

] = z, where in the 
q → 1 limit the usual Boltzmann entropy formula Sq = kB ln �.

is regained. For a spin sequence ( j1, · · · , jN) the corresponding 
q-entropy can be determined by inserting eq. (8) in eq. (9). Indeed, 
the resulting expression is

Sq = kB lnq [�(N, s)] . (12)

For large N , there is a noticeably careful approximation to the 
factorials that manifest in the entropy expression. By the use of 
Stirling’s approximation, the entropy can be written as

Sq = kB

1 − q

[∏s/2

j=1/2

(
2 j + 1

n j/N

)(1−q)n j

− 1

]
. (13)

Therefore Sq is subadditive for q ∈R − {1}.

4. Bekenstein-Hawking and Tsallis entropy for black hole

In BH thermodynamics, the minimal quantum of area that is re-
sponsible is the one with spin 1/2. In this view, it is not hard to 
realize that the number of possible states is taken over by the case 
jl = 1/2 ∀l ∈ [1, s]. Physically, this is a useful approximation seen 
that we are interested in the scenario N → ∞ which permits the 
application of statistical mechanics to the system. We are consid-
ering the quantum states with Aqu = A ± O(�2

p) and A � O(�2
p)

for large BHs, jl = 1/2 ∀l ∈ [1, s] fulfills all the conditions most 
strongly as it gives Aqu � A ∝ N [11]. Thence, the q-entropy of a 
BH can be derived by putting n1/2 = N; n2/2 = · · · = ns/2 = 0 in 
eq. (13) and it drives to

Sq = kB lnq

[(
2
( 1

2

)+ 1

n1/2/N

)n1/2

× ... ×
(

2
( s

2

)+ 1

ns/2/N

)ns/2
]

= kB
2(1−q)N − 1

1 − q
, (14)

which is the result that was reported in ref. [11].
At this stage, for jl = 1/2 ∀l ∈ [1, s], the area appears to be

A

= 8πγ �2
p

[
n1/2

√
1

2
(

1

2
+ 1) + ... + ns/2

√
s

2
(

s

2
+ 1)

]

= 4πγ �2
p N

√
3. (15)

So, the BH entropy can be written in terms of its area from eq. (14)
and (15) like

Sq = kB

1 − q

[
exp

(
(1 − q)�(γ )

A

4�2
P

)
− 1

]
(16)

where � (γ ) = ln 2/γπ
√

3. In the q → 1 limit, the standard 
Bekenstein-Hawking entropy is reproduced by both the Tsallis for-
mulas and γ = ln 2/π

√
3 as
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S B H = kB
A

4�2
P

.

The simplest case of a Schwarzschild, the B H mass is associated to 
the Horizon area via the relation

A = 4π R2
s = 16π

G2M2

c4
= 16π�2

P m2

(17)

where the mass m is m = M/M P and M P = √
h̄c/G is the Planck 

mass. The result in eq. (16) could be used to obtain the Tsallis-B H
entropy as

Sq = kB

1 − q

[
exp

(
4π (1 − q)�(γ )m2

)
− 1

]
, (18)

and considering this result in eq. (14) along with S B H = 4πkBm
(i.e. the entropy of Bekenstein-Hawking), the parameter γ can be 
derived in terms of m, q as

γ = ln 2

π
√

3

4π (1 − q)m2

ln
[
1 + 4π (1 − q)m2

] . (19)

From Eq. (19) it can be observed that in the q → 1 limit the 
B I− parameter γ = ln 2/π

√
3 can be recovered, which is in agree-

ment with the famous C. Rovelli formula [14]. The B I-parameter 
shown in the Figures with γ � 0.274 [4,13], will be fixed in the 
next sections.

5. Thermodynamic stability of black holes

According to the Tsallis model, we examined the thermody-
namic properties of a Schwarzschild B H , and if (18) was valid, the 
standard thermodynamical relation

β = 1

kB

∂ Sq

∂ E
= 1

kB M P c2

∂ Sq

∂m
(20)

would lead to the existence of inverse temperature of a B H as

β = 8π�(γ )m

kB T P
exp

[
4π (1 − q)�(γ )m2

]
(21)

where T P is the Planck temperature such as T P = M P c2/k. It goes 
after that the B H radiates with a thermal spectrum of Tsallis radi-
ation temperature T H as though

T H = T P
exp

[
4π (q − 1)�(γ )m2

]
8π�(γ )m

. (22)

For a reason of comparison, on Fig. 1, and with s being constant, 
the temperature functions is plotted versus the B H mass for the 
Schwarzschild-Tsallis and the standard Schwarzschild-Boltzmann 
cases. At q > 1, it can be shown that the temperature functions 
minimum is obtained when this equation is accomplished

∂m T H |m=mmin = 0

Here, the minimum value of the temperature T H whose the ex-
pression is

T min
H = T P

√
(q − 1) e

8π�(γ )
(23)

is at

mmin = [8π (q − 1)�(γ )]−1/2 . (24)

Fig. 1. Schwarzschild BH temperature as a function of mass in the asymptotically 
flat case with Boltzmann (blue-continuous, q = 1) and Tsallis (red-dashed q > 1 and 
black-dotted q < 1) entropies.

Fig. 2. Schwarzschild BH heat capacity as a function of its mass parameter in the 
standard with Boltzmann (blue-continuous, q = 1) and Tsallis (red-dashed, q > 1
and black-dotted, q < 1) entropies.

From where

T H = (q − 1) T P
exp

[
m2/2m2

min

]
m/m2

min

. (25)

So, it can be seen in (Fig. 1) that contrary to the asymptotically 
case at (q → 1), the Schwarzschild-Tsallis (q > 1) BH temperature 
not any more decreases monotonically with its mass. It reaches a 
minimum at m = mmin; T = T min

H . For T H < T min
H , B Hs cannot exist 

and the space is filled with pure radiation. We can see that in L Q G
the mmin of stable state of Tsallis B H is linked to the q-parameter 
and γ − B I parameter.

The thermal stability of the Tsallis B H may be examined by 
fixing the sign of its heat capacity C B H . The C B H of the Tsallis B H
associated with the horizon is specified as

C B H = T H
∂ ST S

∂T H
= m2/m2

min

(q − 1)

exp
[−m2/2m2

min

]
(
m2/m2

min − 1
) (26)

From Fig. 2, when 0 < m < mmin and q > 1 or (m > 0 and 
q ≤ 1), the specific heat of system is negative, while m > mmin
and q > 1, it is positive. In this case q > 1, the temperature has 
the minimum at T H = T min

H . As is described in Fig. 1, the tem-
perature is positive T H > T min

H > 0 for every m. According to the 
viewpoint of Davies [3,9], the phase transitions occurs there at the 
divergences points mmin of heat capacity are of second order.

To investigation the global thermodynamical stability of the 
B Hs with Tsallis entropy in L Q G , we needness to consider Gibbs 
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Fig. 3. Schwarzschild BH free energy as a function of mass parameter in the Tsallis 
model in the standard with Boltzmann (blue-continuous, q = 1) and Tsallis (red-
dashed q > 1 and black-dotted, q < 1) entropies.

Fig. 4. Schwarzschild BH free energy as a function of the temperature in the Tsallis 
model in the standard with Boltzmann (blue-continuous, q = 1) and Tsallis (red-
dashed q > 1 and black-dotted q < 1) entropies.

free energy G B H (i.e. G B H is equivalent with the Helmholtz one for 
asymptotically flat B Hs at zero pressure). G B H can be defined as

G B H = E − T H × Sq

= Mpc2

[
m2/m2

min + (
1 − exp

[
m2/2m2

min

])]
m/m2

min

(27)

As is described in Fig. 3, we show the Gibbs free energy arrives 
at the maximum value when m = mmin at the divergent point 
of C B H . Now, the right hand side at the critical point mmin, the 
G B H decreasing monotonically with the mass m. Thus, we know 
that, the larger the B H is the more thermodynamically stable. 
Therefore, to ensure a positive heat capacity C B H ≥ 0 and phys-
ically significant thermodynamic quantities, there must be q > 1
and m > mmin and C B H < 0 for the smaller B H with m < mmin; 
these are thermodynamically unstable and cannot be in a ther-
mal equilibrium with a thermal bath of radiation. In Fig. 4 shows 
that for T min

H < T H < T H P
0 . We observe that Gibbs free energy 

G B H of this black hole is positive. This also confirms the results 
of [6] for the Schwarzschild AdS black hole. In general, large B Hs 
with T H > T H P

0 � 1, 344T min
q with G B H (T H P

0 ) = 0 (that is to say 
m > mH P � 1.585mmin with G B H (mH P ) = 0), has G B H < 0 and the 
corresponding black holes represent the globally thermodynami-
cally preferred state [2]. Furthermore, at T H = T H P

0 , the intersec-
tion point of the bottom branch and G = 0 indicates the well 
known the phase transition between thermal radiation and large 

B Hs, this is completely analogous to the Hawking-Page phase tran-
sition of Schwarzschild B Hs in AdS space. This phase transition 
can be interpreted as confinement-deconfinement phase transition 
by checking the different configurations of a quark and antiquark 
in AdS/Q C D .

6. Conclusion

In this letter, we considered the Bekenstein-Hawking entropy of 
Schwarzschild B H event horizons as a nonextensive Tsallis entropy 
(if we assume that this idea is true), and by considering their equa-
tion of state based on the Tsallis non-extensive entropy using the 
L Q G theory. From this study, we concluded that the non-extensive 
thermodynamics should be comparable with the extensive thermo-
dynamics at values of q ≤ 1, but with q > 1, one obtains a temper-
ature minimum T min

H at a given mass Mmin. The B Hs with smaller 
mass M0 < Mmin has negative specific heat are unstable in the 
Schwarzschild-Tsallis model while for large masses M0 > Mmin of 
B Hs has positive specific heat become stable in the Schwarzschild-
Tsallis model. In this current approach, the best substantial re-
sult is the affirmation of a stability change and the Hawking-Page
transition of Schwarzschild B Hs in the Tsallis model. These re-
sults are analogous to the ones obtained by Hawking and Page in 
AdS space within the standard BG entropy approach, because the 
whole curve T H (m) is of the same form as the result from a B H
in the space AdS [2,6]. Therefore, there is a correspondence be-
tween the q-parameter nonextensive of the Schwarzschild-Tsallis 
model and the curvature parameter in the AdS space. Therefore, 
because of its similarity with the AdS problem, our present results 
have some relation to the correspondence of AdS/C F T and related 
phenomena point of view as well.
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Conclusion générale

Nous sommes maintenant enfin en mesure de clore avec ce travail, dans lequel nous avons
décrit comment la gravitation quantique à boucles, aboutit à une équation aux différences dis-
crètes régissant des états physiques et comment de tels concepts et de tels artifices techniques
peuvent nous ramener à des corrections non perturbatives des équations de mouvement prédites
par la relativité générale classique. Un acteur fondamental dans ces prédictions est la discréti-
sation de l’espace dans la théorie qui joue un rôle tout aussi cruciale dans la théorie complète
de la gravitation quantique à boucles.

Nous avons présenté dans cette thèse l’origine et la structure fondamentale du formalisme
mathématique de la théorie Quantique à Boucles qui cible la mise en œuvre d’une forme quan-
tifiée de gravitation à partir des considération purement géométriques et topologiques. Nous
avons donné un aperçu des principaux résultats, des préoccupations et des problèmes actuels de
cette théorie. L’espace de Hilbert difféomorphisme a été introduit afin de résoudre les contraintes
de Gauss de difféomorphisme. Plusieurs opérateurs relatifs à cet espace ont été construits et
beaucoup de propriétés ont été étudiées. Le premier de ces opérateurs est l’opérateur d’aire [7]
qui a été le plus simple à étudier jusqu’à présent, et c’est aussi celui qui a fourni le premier
résultat important de la Gravitation Quantique à Boucles. Le spectre de cet opérateur est dis-
cret à l’échelle de Planck. En conséquence, il existe en Gravitation Quantique à Boucles une
limite inférieure de l’aire, en dessous duquel aucune valeur d’aire n’est permise, c’est donc la
quantification de l’espace.

Le second résultat important de la Gravité Quantique à Boucles est la déduction de la
formule de Bekenstein-Hawking de l’entropie d’un trou noir [146]. Signalons néanmoins que
la solution donnée par la Gravitation Quantique à Boucles fournit un facteur dépendant du
paramètre de Barbero-Immirzi γ, et que ce facteur ne correspond à celui donné par Hawking
que pour la valeur n3


p
3
. Les discussions à propos de la valeur du paramètre γ a constitué le fil

conducteur de ce travail.
Cette thèse a représenté pour moi une contribution modeste aux études indiquant que l’entropie
des trous noirs et d’autres grandeurs statistiques thermodynamiques peuvent être calculées de
manière cohérente dans le cadre de la théorie de la gravitation quantique à boucles et que les
résultats obtenus sont en bon accord avec l’analyse semi-classique de Hawking pour toutes les
valeurs du paramètre de γ.

Nous avons considéré l’entropie de Bekenstein-Hawking des horizons des trous noirs de
Schwarzschild comme une entropie de Tsallis non-extensive toujours dans le cadre de la gra-



Conclusion générale 130

vitation quantique à boucles. Enfin, nous avons démontré que le paramètre q est un facteur
déterminant qui explique le fait que le trou noir à masse minimale possède donc une tempé-
rature minimale. Aussi sa chaleur spécifique est toujours positive pour une masse supérieure
à la valeur minimale et cela implique une stabilité thermodynamique aux rayonnements pour
les trous noir massifs, ce qui contredit le résultat standard qui prétend une instabilité dans
toutes les solutions. cette constatation est très similaire à celle annoncée pour un trou noir
dans l’espace Anti-de Sitter (AdS), où une transition de phase Hawking-Page du trou noir se
produit a une température critique reposant sur le paramètre q de la formule de Tsallis.
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Résumé 

Abstract

Cette thèse fournit une brève introduction à la gravitation quantique à boucles (GQB). Il est

formulé  sur  la  base  d’un  formalisme  hamiltonien  de  relativité  générale  (RG)  avec  une

quantification non perturbative et indépendante du background. Dans ce cadre, il est montré

que l’espace-temps est discret à l'échelles de Planck et conduit à l’application de la GQB aux

calculs des valeurs d’entropie des trous noirs (TNs). La présente thèse inclut des contributions

à l’étude des résultats  indiquant  que l’entropie des TNs et  d’autres  grandeurs statistiques

thermodynamiques peuvent être calculées de manière cohérente en GQB et que les résultats

sont  en  accord  avec  l’analyse  semi-classique  de  Hawking.  Ensuite,  nous  avons  considéré

l’entropie de Bekenstein-Hawking des horizons de TNs de Schwarzschild comme une entropie

de Tsallis non-extensive dans le cadre de la GQB. Enfin, nous avons montré que le TN a une

température minimale à Mmin qui repose sur le paramètre q et que la chaleur spécifique du

système est positive avec M>Mmin. Ce résultat est très similaire à celui annoncé par un TN

dans l’espace Anti-de Sitter, où il est également prouvé qu’une transition de phase Hawking-

Page se produit à une température critique.

Mots-clés :  Relativité générale, Trous noirs, Gravité quantique à boucles, Réseaux de spins,

Paramètre de Barbero-Immirzi, Entropie Bekenstein–Hawking, Non-extensive.

This thesis provides a brief introduction to Loop Quantum gravity (LQG). It is formulated on the

basis  of  a  Hamiltonian  formalism  of  general  relativity  (GR)  with  a  non-perturbative  and

background independent quantization. In this context, it is shown that space-time is discrete at

Planck scales and leads to the application of LQG to calculations of the entropy values of black

holes (BHs). The present thesis includes contributions to the study of the results indicating that

the  entropy  of  BHs and other  thermodynamic  statistical  quantities  can  be computed in  a

coherent way in LQG and that the results are in agreement with the semi-classical analysis. by

Hawking. Next, we considered the Bekenstein-Hawking entropy of Schwarzschild LQG horizons

as a non-extensive Tsallis entropy in the framework of LQG. Finally, we have shown that the BH

has a minimum temperature at Mmin which is based on the parameter q and that the specific

heat of the system is positive with M> Mmin. This result is very similar to that predicted by a

BH in Anti-de Sitter space, where there is also evidence that a Hawking-Page phase transition

occurs at a critical temperature.

Keywords : General Relativity, Blacks Holes, Loop Quantum Gravity, Spin networks, Barbero-

Immirzi parameter, Bekenstein–Hawking entropy, Non-extensive.
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