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Résumé

Ce travail porte sur l’étude, ainsi que les liens, entre quelques questions
de la théorie spectrale des algèbres localement convexes, non nécessairement
commutatives. Il s’agit de l’opération des séries entières, l’équicontinuité en
zéro de la suite des applications puissances et la continuité de l’application
inverse.

Nous introduisons la classe des algèbres localement convexes non néces-
sairement commutatives dans lesquelles la suite des applications puissances
est équicontinue en zéro. Une étude approfondie, de leurs propriétés spec-
trales, est produite. Le cas particulier des B0-algèbres est bien examiné.

Nous montrons que l’application inverse est continue dans toute algèbre
localement convexe, non nécessairement commutative, dans laquelle la suite
des applications puissances est équicontinue en zéro. Puis, nous prouvons que
la réciproque est fausse en général. Nous obtenons, en particulier, la conti-
nuité de l’application inverse dans toute B0-algèbre dans laquelle les séries
entières opèrent. Nous montrons que la complétude ainsi que la métrisabilité
sont nécessaires.

Nous dégageons l’outil fondamental qui est à la base des résultats de B.
Mitiagin, S. Rolewics et W. Zelazko et de A. El Kinani et M. Oudadess. Il
s’agit de la notion de pseudo-équicontinuité en zéro d’une famille d’applications.
Elle permet d’alléger les preuves de certains résultats classiques tels que les
théorèmes de Turpin pour les applications puissances dans les algèbres com-
mutatives localement convexes et celui de B. Mitiagin, S. Rolewics et W.
Żelazko pour les séries entières dans les B0-algèbres commutatives. Nous
obtenons également qu’une B0-algèbre commutative est m-convexe si une
série entière, avec un contrôle approprié sur ses coeffi cients, opère dans un
ouvert de l’algèbre.

Mots clés : algèbres localement convexes, B0-algèbres, séries entières,
applications puissances, l’application inverse, pseudo-équicontinuité en zéro
d’une famille d’applications.
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Abstract

This work deals with the study, as links between some questions, of the
spectral theory of locally convex algebras that are not necessarily commuta-
tive. This is the operation of entire series, the equicontinuity at zero of the
sequence of power maps and the continuity of the inverse map.

We introduce the class of locally convex algebras that are not necessarily
commutative in which the sequence of power maps is equicontinuous at zero.
A thorough study of their spectral properties is produced. The special case
of B0-algebras is well examined.

We prove that the inverse map is continuous in any locally convex alge-
bra, not necessarily commutative, in which the sequence of power maps is
equicontinuous at zero. We show that the converse is not valid in general.
We obtain, in particular, the continuity of the inverse map in any B0-algebra
in which the the series operate. We also prove that completeness and metriz-
ability are necessary.

We extricate the fundamental tool that is the basis of the results of B.
Mitiagin, S. Rolewics and W. Zelazko and A. El Kinani and M. Oudadess.
This is the notion of pseudo-equicontinuity at zero of a family of applica-
tions. It makes it possible to lighten the proofs of some classical results such
as Turpin’s theorems for power applications in locally convex commutative
algebras and that of B. Mitiagin, S. Rolewics and W. Żelazko for the series
in commutative B0-algebras. We also obtain that a commutative B0-algebra
is m-convex if an entire series, with appropriate control over its coeffi cients,
operates in an open of the subset of the algebre.

Key Words: locally convex algebras, B0-algebras, entire series, power
maps, inverse map, pseudo-aquicontinuity.
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Introduction générale

Ce travail est une contribution à l’étude de quelques questions concernant
les fonctions entières opérant dans les algèbres localement convexes. Nous
introduisons et étudions une classe d’algèbres localement convexes, non néces-
sairement commutatives, dans lesquelles la suite des applications puissances
(x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro. Nous montrons que cette dernière pro-
priété entraîne la continuité de l’application inverse x 7−→ x−1 et que le
spectre de tout élément est non vide. Nous dégageons l’outil qui est à la base
des résultats de B. Mitiagin, S. Rolewics et W. Zelazko (Chap.2, [9])1 et de
A. El Kinani et M. Oudadess (Chap.2, [6]). Il s’agit de la notion de pseudo-
équicontinuité en zéro d’une famille d’applications. Elle permet d’alléger
les preuves de certains résultats, d’obtenir des théorèmes qui généralisent
plusieurs résultats connus et donnent d’autres qui sont tout à fait nouveaux.
De plus, le lien entre la continuité de l’application inverse x 7−→ x−1 et le
fait que les séries entières opérent est également dégagé. Nous obtenons aussi
que si une seule série, avec un certain contrôle sur ses coeffi cients, opère sur
un ouvert d’une B0-algèbre, alors l’algèbre est m-convexe.

Dans les algèbres de Banach, le calcul opérationnel de Gelfand ou "calcul
fonctionnel holomorphe" permet de donner un sens à f(x), où x est un élé-
ment de l’algèbre A et f est une fonction holomorphe sur un ouvert voisinage
du spectre de x noté SpA(x). En particulier, on peut définir toutes les fonc-
tions entières; c’est à dire, si x est un élément de l’algèbre A et f(z) =

∑
n

anz
n

est une fonction entière, on peut donner un sens à f(x) par le fait que la série∑
n

anx
n est convergente dans A.

Dans le cadre topologique, les généralisations de la théorie des algèbres
de Banach se sont opérées dans plusieurs directions. Parmi celles rencon-
trées souvent en analyse fonctionnelle, nous avons les algèbres topologiques
localement multiplicativement convexes (a.l.m.c. en abrégé), introduites par
Arens (Chap.1, [1]) et étudiées par Michael (Chap.1, [4]), et les algèbres
topologiques localement convexes métrisables (B0-algèbres en abrégé) dont
la théorie est développée par Zelazko (Chap.1, [7] et [8]).

1Pour les références de cette introduction, le premier chiffre indique le chapitre et le
deuxième renvoie au numéro de la référence dans ce chapitre.
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Les a.l.m.c complètes ne permettent qu’un calcul fonctionnel holomor-
phe faible. Cependant, les fonctions entières opèrent. L’algèbre Lω d’Arens
(Chap.1, [1]), dans laquelle seules les fonctions polynômiales opèrent, montre
que dans les B0-algèbres les fonctions entières n’opèrent pas nécessairement.
B. Mitiagin, S. Rolewics et W. Zelazko (Chap.2, [9]) ont montré que si toutes
les séries entières opèrent dans une B0-algèbre commutative, alors elle est
nécessairement m-convexe. Dans le cas non nécessairement commutatif, W.
Zelazko (Chap.2, [12]) a exhibé un exemple d’une B0-algèbre non commuta-
tive et non m-convexe dans laquelle les séries entières opèrent. Par ailleurs,
A. El Kinani (Chap.2, [3]) a montré que si les séries entières opèrent dans
une B0-algèbre non nécessairement commutative, alors la suite des applica-
tions puissances (x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro. Au chapitre 3, nous
étudions la classe des algèbres localement convexes non nécessairement com-
mutatives dans lesquelles la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est
équicontinue en zéro.

Le plan de notre travail est le suivant:

Le premier chapitre est considéré comme préalable aux autres chapitres.
Il contient des définitions et quelques résultats sur les séries entières utiles à
la lecture de cette thèse.

Dans la première partie du chapitre 2, on donne différentes classes d’algèbres
dans lesquelles les séries entières opèrent. Le cas Banach constitue le cadre
classique. Plus généralement, d’après Arens (Chap.2, [2]), les séries entières
opèrent dans les algèbres localement multiplicativement convexes complètes.
A. El Kinani et M. Oudadess ont montré (Chap.2, [7]) que la M -complétude
suffi t pour avoir le résultat d’Arens. Un contre exemple, donné par les mêmes
auteurs, montre que la pseudo-complétude est insuffi sante.

La deuxième partie de ce chapitre est consacrée au théorème de B. Miti-
agin, S. Rolewics et W. Zelazko (Chap.2, [9]). En fait, les fonctions entières
n’opèrent pas nécessairement dans les B0-algèbres commutatives comme le
montre l’algèbre Lω d’Arens (Chap.2, [2]) dans laquelle seules les fonctions
polynômiales opèrent. B. Mitiagin, S. Rolewics et W. Zelazko ont montré
(Chap.2, [9]) que, si les séries entières opèrent dans une B0-algèbre commu-
tative unitaire, alors elle est m-convexe. Ce dernier résultat a été généralisé
par A. El Kinani et M. Oudadess (Chap.2, [6])) aux algèbres localement con-
vexes commutatives unitaires à produit continu et dont l’espace sous-jacent
est de Baire. De plus, la complétude ainsi que la métrisablité ne sont pas
superflues dans le résultat de B. Mitiagin, S. Rolewics et W. Zelazko. Toute-
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fois, R. Choukri, A. El Kinani et M. Oudadess (Chap.2, [4]) ont montré
que les séries entières opèrent dans une algèbre localement convexe complète
commutative à produit continu si, et seulement si, elle est réunion filtrante
croissante d’algèbres localement multiplicativement convexes de Fréchet.

Dans la dernière partie du chapitre 2, on traîte le cas non commutatif.
W. Zelazko (Chap.2, [12]) a donné un exemple d’une B0-algèbre non commu-
tative, nonm-convexe dans laquelle les séries entières opèrent. Ce qui montre
que le théorème de B. Mitiagin, S. Rolewics et W. Zelazko ne reste plus val-
able dans le cas non commutatif. Cependant, A. El Kinani (chap.2, [3]) a
montré que si les séries entières opèrent dans une algèbre localement convexe
unitaire à produit continu et dont l’espace sous-jacent est de Baire, alors la
suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro. Par
ailleurs, R. Choukri, A. El Kinani et M. Oudadess (Chap.2, [4]) ont mon-
tré que dès que les fonctions entières opèrent dans une algèbre localement
convexe séparé, on peut mettre en évidence, en un certain sens local, une
topologie d’algèbre localement multiplicativement convexe de Fréchet. Un
contre exemple (Chap.2, [4]) montre que ce fait n’est pas globale.

Au chapitre 3, on s’intéresse à la classe des algèbres localement con-
vexes non nécessairement commutatives dans lesquelles la suite des appli-
cations puissances (x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro. Nous examinons
d’abord le lien entre la m-convexité et l’équicontinuité en zéro des applica-
tions puissances (x 7−→ xn)n. En fait, la famille des applications puissances
(x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro dans toute algèbre localement multi-
plicativement convexe. P. Turpin (Chap.2, [10]) a montré que la réciproque
est vraie dans le cas commutatif. Dans le cas général, l’exemple de W. Ze-
lazko (Chap.2, [12]) est une algèbre localement convexe non commutative
dans laquelle la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est équicon-
tinue en zéro, mais qui n’est pas m-convexe. Ceci permet de voir que le
résultat de P. Turpin ne reste plus valable dans la cas non commutatif. On
termine cette partie par une caractérisation pratique, à l’aide d’une famille
particulière de semi-normes, de l’équicontinuité en zéro des applications puis-
sances (x 7−→ xn)n.

On s’intéresse ensuite à une généralisation, des résultats donnés dans
la première partie du chapitre 2, aux algèbres localement convexes dans
lesquelles la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est équicontinue
en zéro.

La continuité de l’application inverse x 7−→ x−1 est l’une des propriétés
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les plus intéressantes des algèbres localement multiplicativement convexes.
On montre que cette propriété est également vraie dans toute algèbre lo-
calement convexe non commutative dans laquelle la suite des applications
puissances (x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro.

Le lien entre le fait que les séries entières opèrent et la continuité de
l’application inverse x 7−→ x−1 est étudié dans la dernière partie de ce
chapitre. On montre que, dans toute B0-algèbre non commutative dans
laquelle les séries entières opèrent, l’application inverse est continue. Puis,
nous prouvons que cette dérnière propriété n’est pas nécessairement vraie
dans le cas tout à fait génénal des algèbres localement convexes, même en
présence de la commutativité. De plus, on montre que la complétude ainsi
que la métrisablité sont nécessaires. Concernant la réciproque, on montre
que les séries entières opèrent dans toute a.l.c unitaire pseudo-complète qui
est une Q-algèbre et dans laquelle l’application inverse x 7−→ x−1 est con-
tinue. Comme conséquence, nous obtenons que les séries entières opèrent
dans toute B0-algèbre qui est une Q-algèbre.

Au chapitre 4, on introduit la notion de la pseudo-équicontinuité en zéro
d’une famille d’applications. Dans la première partie de ce chapitre, on
montre que, dans toute algèbre localement convexe non nécessairement com-
mutative, l’équicontinuité en zéro d’une suite de polynômes homogènes est
équivalente à la pseudo-équicontinuité en zéro de la suite de leurs généra-
trices. On obtient également que si une suite de polynômes homogènes
particulière est équicontinue en zéro dans une algèbre localement convexe,
alors elle est m-convexe. Comme conséquence, on retrouve le résultat de P.
Turpin (Chap.2, [10]) qui montre que si la suite des applications puissances
(x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro dans une algèbre localement convexe
commutative, alors elle est m-convexe. Signalons que ce résultat ne reste
plus valable dans le cas non commutatif. En s’appuyant sur la notion de
la pseudo-équicontinuité en zéro, nous dégageons une condition nécessaire et
suffi sante qui remplace l’équicontinuité en zéro des applications puissances
dans le résultat de P. Turpin. Il s’agit de la pseudo-équicontinuité en zéro
de la suite des applications produits [(x1, ..., xn) 7−→ x1...xn]n. Ainsi, nous
montrons que cette dernière propriété est exactement la m-convexité, dans
toute algèbre localement convexe non nécessairement commutative.

La deuxième partie de ce chapitre constitue une application aux B0-
algèbres. On montre que si une série de polynômes homogènes continus
converge sur un ouvert d’une B0-algèbre, alors la suite constituée par son
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terme général est équicontinue en zéro. Comme conséquence, on retrouve,
avec une approche simple et courte, le théorème de B. Mitiagin, S. Rolewics
et W. Zelazko. Enfin, on obtient que le fait qu’une seule série, avec un certain
contrôle sur ses coeffi cients, opère sur un ouvert d’une B0-algèbre entraîne la
m-convexité de cette dernière.
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Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre est considéré comme préalable aux autres chapitres. Il con-
tient principalement des définitions, des rappels et quelques résultats, sur les
séries entières, utiles à la lecture de cette thèse. Il contient également une
série d’exemples d’algèbres topologiques considérées dans ce travail.

Toutes les algèbres considérées dans cette thèse sont associatives et com-
plexes.

1. Notions algébriques

Soit A une algèbre unitaire d’unité e et x ∈ A.

(a) Spectre d’un élément

(i) On appelle spectre de x l’ensemble Spx = {λ ∈ C : λe− x /∈ G(A)}, où
G(A) est le groupe des éléments inversibles de A.

(ii) Le rayon spectral de x est ρA(x) = sup {|λ| : λ ∈ Spx} .

(b) Radical de Jacobson

(i) Le radical (de Jacobson) Rad(A) de A est l’intersection des idéaux à
droite (ou à gauche) maximaux de A. On montre que:
Rad(A) = {x ∈ A : e+ xy est inversible à droite (ou à gauche), pour tout y ∈ A } .

(ii) On dira que A est semi-simple si Rad(A) = {0} .

(c) Caractères: Soit χ une forme linéaire sur A. On dit que χ est un
caractère de A si elle est multiplicative, i.e:

χ (xy) = χ (x)χ (y) , pour tous x, y ∈ A.

L’ensemble des caractères non nuls de A est noté parM∗ (A).
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2. Algèbres topologiques

Une algèbre A est dite topologique si elle est munie d’une topologie τ
d’espace vectoriel pour laquelle le produit est séparément continu, c’est à dire
que, pour tout y ∈ A, les applications de A dans A données par: x 7−→ xy
et x 7−→ yx sont continues. Si l’application: A× A −→ A, (x, y) 7−→ xy est
continue, on dira que A est à produit continu.

(i) Q-algèbres. On dit que A est une Q-algèbre si le groupe des éléments
inversibles de A est ouvert.

(ii) Algèbres à inverse continus. On dit que A est à inverse continu
si l’application x 7−→ x−1, de G(A) vers G(A), est continue.

3. Algèbres localement convexes.

Une classe importante d’algèbres topologiques est la classe des algèbres
localement convexes donnée par la définition suivante:

Définition 3.1. Une algèbre topologique (A, τ) est dite localement con-
vexe (a.l.c en abrégé) si l’espace sous-jacent est localement convexe.

4. Algèbres multiplicativement convexes

Une algèbre normée (A, τ) est une algèbre dont la topologie peut être
définie par une norme ‖.‖ d’espace vectoriel vérifiant la propriété suivante:

‖xy‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖ , pour tout x, y ∈ A.

Plus généralement, on a la définition suivante:

Définition 4.1. Soit (A, τ) une algèbre localement convexe.
1) Une famille de semi-normes (|.|i)i∈I sur A est dite sous-multiplicative si,
et seulement si

|xy|i ≤ |x|i |y|i , i ∈ I, x, y ∈ A.
2) (A, τ) est ditem-convexe ou multiplicativement convexe (a.l.m.c en abrégé)
si, et seulement si, sa topologie τ peut être définie par une famille de semi-
normes sous-multiplicatives.

Dans la suite, on va donner une caractérisation pratique d’une algèbre
localement multiplicativement convexe à l’aide d’un système fondamental de
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voisinages de l’origine ([21]). Pour ce faire, on a besion de la définition et du
lemme ci-dessous.

Définition 4.2. Soit A une algèbre et X ⊂ A. On dit que X est idem-
potent si et seulement, si X2 ⊂ X, où X2 = {xy : x, y ∈ X}.

Lemme 4.3. Soit A une algèbre topologique. Alors
1) L’enveloppe convexe d’un idempotent est idempotente.
2) La fermeture d’un idempotent est idempotente.

Preuve. 1) Soit X un idempotent et x, y ∈ conv(X). Alors:

x =
∑
i∈I

αixi et y =
∑
j∈J

βjyj, xi, yj ∈ X,
∑
i∈I

αi =
∑
j∈J

βj = 1, I et J sont finis.

D’où

xy =

(∑
i∈I

αixi

)(∑
j∈J

βjyj

)
=
∑

j∈J ;i∈I
αiβjxiyj.

Et puisque

xiyj ∈ X2 ⊂ X et

(∑
i∈I

αi

)(∑
j∈J

βj

)
=
∑

j∈J ;i∈I
αiβj = 1,

conv(X) est un idempotent.
2) Soit maintenant x, y ∈ X. Alors, il existe deux suites généralisées (xλ)λ
et (yµ)µ d’éléments de X telle que xλ −→ x et yµ −→ y. On a xλyµ ∈ X.
Pour µ fixé, on a: xλyµ −→ xyµ ∈ X. Puis, xyµ −→ xy. Donc xy ∈ X. Par
conséquent, X est idempotent.

Proposition 4.4 ([21]). Soit (A, τ) une algèbre localement convexe. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes:
1) (A, τ) est m-convexe.
2) L’origine admet un système fondamental de voisinages de zéro idempo-
tents.

Preuve. Si la topologie de A est définie par une famille de semi-normes
(|.|i)i∈I sous-multiplicatives. Alors les ensembles:

Ki

(
0,

1

n

)
=

{
x ∈ A, |x|i <

1

n

}
, i ∈ I, n = 1, 2, ...

11



forment un système fondamental de voisinages idempotents de l’origine.
2)=⇒1): Soit V un voisinage de zéro. Comme (A, τ) est localement convexe,
on peut supposer que V est convexe et fermé. Puisque l’application (λ, x) 7−→
λx est continue, il existe un voisinage de zéro idempotent W et α > 0 tel
que:

λW ⊂ V , pour tout |λ| < α.

Posons:
Ω =

⋃
|λ|≤min(1,α)

λW .

Alors Ω est idempotent et équilibré. En effet, soit x, y ∈ Ω, alors

x ∈ λ1W avec |λ1| ≤ 1 et y ∈ λ2W avec |λ2| ≤ 1.

Donc
xy ∈ λ1λ2WW ⊂ λ1λ2W , avec |λ1λ2| ≤ 1.

Par conséquent, Ω est idempotent. Soit maintenant x ∈ Ω et |β| ≤ 1. Alors
x ∈ λW avec |λ| ≤ 1. Il s’ensuit que βx ∈ λβW avec |λβ| ≤ 1. Donc Ω est
équilibré. De plus conv(Ω) ⊂ V . Ainsi, on voit que zéro admet un système
fondamental de voisinages convexes, équilibrés, fermés et idempotents. En
associant à chaque élément de ce système sa jauge, on obtient une famille
de semi-normes sous-multiplicatives qui définit la topologie de A. Par con-
séquent A est m-convexe.

Remarque 4.5. Soit (A, τ) une algèbre localement convexe qui est m-
convexe. Puisque la topologie τ peut être définie par une famille de semi-
normes sous-multiplicatives, (A, τ) est à produit continu.

Une autre propriété intéressante des a.l.m.c concerne la continuité de
l’inverse.

Proposition 4.6 ([21]). Soit (A, τ) une algèbre localement convexe unitaire
qui est m-convexe. Alors (A, τ) est à inverse continu.

Remarque 4.7. 1) Comme conséquence de cette dernière propriété, on
obtient que le spectre de tout élément de A est non vide. Si de plus, (A, τ)
est une Q-algèbre, le spectre de tout élément est compact ([21]).

2) Une autre conséquence est le fait que l’ensemble des caractères conti-
nus non nuls dans une a.l.m.c commutative et unitaire est non vide ([21]).
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5. Les B0-algèbres

Définition 5.1. Une B0-algèbre est une algèbre localement convexe métris-
able et complète.

Dans une B0-algèbre, il est parfois plus simple de raisonner avec la famille
de semi-normes donnée par la proposition suivante:

Proposition 5.2 ([21]). Soit (A, τ) une B0-algèbre. Alors la topologie τ
peut être définie par une famille de semi-normes (|.|n)n∈N telle que, pour tout
x, y ∈ A et n ∈ N, on ait:

|x|n ≤ |x|n+1 (1)
|xy|n ≤ |x|n+1 |y|n+1 (2)

Le résultat suivant montre que le produit est continu dans les B0-algèbres
([15]).

Proposition 5.3 ([15]). Soit (A, τ) une B0-algèbre. Alors (A, τ) est à pro-
duit continu.

Preuve. Puisque (A, τ) est métrisable, elle est à base dénombrable de voisi-
nages de zéro qu’on note (Un)n∈N∗. Soit U un voisinage de zéro fermé dans
A tel que U + U ⊂ U . On pose:

An = {x ∈ A : xUn ⊂ U}.

Alors An est fermé. En effet, soit y ∈ An. Il existe alors une suite (xn)n
d’éléments de An telle que xn −→ x. Le produit étant séparément continu,
on a xyn −→ xy, pour tout y ∈ Un. Comme xny ∈ xUn ⊂ U qui est fermé,
on obtient xy ∈ U . D’où xUn ⊂ U et par suite x ∈ An. Ainsi An est fermé,
pour tout n. De plus, on a:

A =
⋃
n∈N∗

An.

Donc, d’après le théorème de Baire, il existe n0 tel que An0 est d’intérieur non
vide. Soit alors x0 ∈ An0 et W un voisinage de zéro tel que x0 + W ⊂ An0 .
Pour tout x ∈ W , on a:

(x+ x0)Un0 = xUn0 + x0Un0 ⊂ U.
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D’où
xUn0 ⊂ U − x0Un0 ⊂ U + U ⊂ U

Par conséquent, WUn0 ⊂ U . Donc A est à produit continu.

La proposition suivante concerne la continuité de l’inverse dans une classe
particulière des B0-algèbres.

Proposition 5.4 ([21]). L’inverse est continu dans toute B0-algèbre uni-
taire qui est une Q-algèbre.

6. Séries entières dans les algèbres topologiques

Dans une algèbre, un polynôme a toujours un sens. Mais une série entière
ne l’a pas nécessairement, d’où la nécessité de la définition suivante:

Définition 6.1. Soit (A, τ) une algèbre topologique unitaire et ϕ (z) =∑
n≥0

anz
n une série entière. On dit que ϕ opère dans (A, τ) si, et seulement,

si la série
∑
n≥0

anx
n converge dans (A, τ), pour tout x ∈ A.

Remarque 6.2. L’opération des séries entières est preservée par passage au
produit quelconque. En effet, soit (Ai)i∈I une famille d’algèbres topologiques,
si les séries entières opèrent dans chaque Ai, pour tout i ∈ I, alors elles
opèrent dans A =

∏
i∈I
Ai car si f(z) =

∑
n≥0

anz
n est une série entière, alors

f(x) = (f(xi))i∈I ∈ A. Notons que la réciproque est également vraie.

Concernant le passage au quotient, on a le résultat suivant:

Proposition 6.3. Soit (A, τ) une algèbre topologique dans laquelle les séries
entières opèrent et soit I un idéal bilatère fermé de A. Alors les séries entières
opèrent dans l’algèbre topologique quotient A/I.

Preuve. Soit x ∈ A et f(z) =
∑
n≥0

anz
n une série entière. Par la conti-

nuité de la surjection canonique s : A −→ A/I, on a: f(s(x)) = s(f(x)).

Remarque 6.4. 1) La réciproque de la proposition 6.3 est fausse en général.
En effet, soit A = C[X] l’algèbre des polynômes à coeffi cients complexes mu-
nie de la norme: ∥∥∥∑αiX

i
∥∥∥ =

∑
|αi| .

14



La fonction exponentielle f(z) =
∑
n≥0

zn

n!
n’opère pas dans A. En fait, seuls les

polynômes y opérent. Cependant, tous les quotients propres de C[X] sont
de dimension finie.

2) L’opération des fonctions entières n’est pas nécessairement preservée par
passage à la complétée. En effet, les fonctions entières opèrent dans l’algèbre
(C([0, 1]), (‖.‖p)p≥1) alors que seuls les polynômes opèrent dans sa complétée
Lω =

⋂
p≥1

Lp.

Les fonctions entières opèrent dans A si, et seulement si, elles opèrent
dans C[x], pour tout x ∈ A. Ceci donne naissance à une classe d’algèbres
topologiques, non nécessairement complètes, dans lesquelles les fonctions en-
tières opèrent comme le montre le résultat suivant:

Proposition 6.5. Soit (A, τ) une algèbre topologique. Si A est algébrique,
alors toutes les fonctions entières opèrent dans A.

Voici deux exemples d’une telle situation:

Exemple 6.6. Soit A l’algèbre des suites complexes stationnaires munie
d’une topologie d’algèbre quelconque. Alors A est algébrique car si x =
(xn)n≥0, où xn = xp, pour tout n ≥ p, alors x est racine du polynôme
P =

∏
0≤k≤p

(X − xk) ∈ C[X]. Par la proposition 6.5, toutes les fonctions en-

tières opèrent dans A.

Exemple 6.7. Soient (E, ‖.‖) un espace normé de dimension infinie, L(E)
l’algèbre des opérateurs bornés de E et A la sous -algèbre de L(E) formée
des opérateurs de rang fini. Alors A est algébrique. En effet, soit f ∈ E. On
a

g = f/ Im f ∈ L(Im f)

et dim Im f < ∞. Donc il existe un polynôme non nul P tel que P (g) = 0
(par exemple, le polynôme caractéristique de g). Soit maintenant x ∈ E.
On a f(x) ∈ Im f donc P (f)(f(x)) = 0. En prenant Q = XP , on voit que
Q(f) = 0.

Remarque 6.8. Soient H(C) l’algèbre des fonctions holomorphes sur C et
A une algèbre topologique. Le fait que les séries entières opèrent en un point
x ∈ A, donne naissance à un morphisme d’algèbres:

ϕx : H(C) −→ A
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tel que Imϕx ⊂ C[x]. Cette inclusion est en général stricte. En effet soit
A = (C([0, 1]), ‖.‖∞) et x ∈ A donné par x(t) = t, pour tout t ∈ [0, 1]. Alors
C[x] = A; par contre Imϕx 6= C[x] car t 7−→

√
t n’est pas dans Imϕx.

Le résultat suivant caractérise, dans le cas Banach, les points x vérifiant
Imϕx = C[x].

Proposition 6.9. Soit (A, ‖.‖) une algèbre de Banach complexe et x ∈ A.
Les assertions suivantes sont équivalentes:
i) Imϕx = C[x],
ii) x est algébrique.

Preuve. i)=⇒ii): Dans C[x], le spectre de tout élément est compact et
H(C) contient des éléments de spectre non borné. Donc kerϕx 6= {0}. Soit
alors f0 ∈ kerϕx, non nul. On a:

{0} = Sp(f0(x)) = f0(Sp(x)).

Ainsi f0, qui est holomorphe, s’annule sur le compact Sp(x). Donc Sp(x) est
fini. Posons:

Sp(x) = {λ1, ..., λr}.
Soit g ∈ H(C) telle que g(λk) 6= 0, pour tout k, et

f0(z) =
∏

1≤k≤r

(z − λk)mkg(z).

Alors, on a:
0 = f0(x) =

∏
1≤k≤r

(x− λke)mkg(x),

mais 0 /∈ Sp(g(x)). Donc
∏

1≤k≤r
(x− λke)mk = 0 et x est algébrique.

ii) =⇒i): Supposons que x est algébrique. Alors C[x] est de dimension finie
et Imϕx = C[x] = C[x].

Remarque 6.10. La proposition précédente ne marche pas dans le cas
Fréchet. En effet, prenons A = H(C) elle même, x ∈ A, où x(z) = z, pour
tout z ∈ C. On a alors Imϕx = H(C) = C[x], mais x n’est pas algébrique.

7. Equicontinuité en zéro des applications puissances.

Définition 7.1. Soit (A, τ) une algèbre topologique. On dit que la suite
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des applications puissances (x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro si, pour
tout voisinage de zéro V , il existe un voisinage de zéro U tel que:

xn ∈ V , ∀x ∈ U , ∀n ∈ N∗

(ce qui est équivalent au fait que, (A, τ) possède un système fondamental de
voisinages de zéro U tels que xn ∈ U , dès que x ∈ U et n ≥ 1).

Dans toute a.l.m.c., la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est
équicontinue en zéro. Dans le cas commutatif, P. Turpin a montré que la
réciproque est également vraie.

Proposition 7.1 ([17]). Soit (A, τ) une algèbre localement convexe com-
mutative, où la suite des applications (x 7−→ xn)n de (A, τ) dans (A, τ) est
équicontinue en zéro. Alors (A, τ) est m-convexe.

La continuité de l’application inverse x 7−→ x−1 n’est pas suffi sante pour
avoir l’équicontinuité en zéro de la suite des applications (x 7−→ xn)n. Cepen-
dant, avec laQ-propriété, P. Turpin a montré que le résultat reste encore vrai:

Proposition 7.2 ([17]). Soit (A, τ) une Q-algèbre localement convexe à
inverse continu. Alors la suite des applications (x 7−→ xn)n de (A, τ) dans
(A, τ) est équicontinue en zéro.

8. Notions de complétudes

La notion de complétude la plus connue est le fait que tout suite de
Cauchy converge. Il existe plusieurs autres notions de complétues. Ici, on
utilise la M -complétude et la pseudo-complétude.

Définition 8.1. Soit (A, τ) une algèbre localement convexe.
1) On dit que (A, τ) est Mackey complète (en abrégé M -complète) si tout
disque fermé borné B est complétant i.e., l’espace vectoriel EB, engendré par
B, muni de la jauge de B est un Banach.
2) On dit que (A, τ) est pseudo-complète si tout disque fermé borné et idem-
potent B est complétant.

Remarque 8.2. Soit (A, (pi)i) une algèbre localement convexe, B un disque
fermé borné de (A, (pi)i) et EB l’espace vectoriel engendré par B muni de la
jauge de B qu’on note par ‖.‖B. Alors la topologie induite par la famille de
semi-normes (pi)i sur EB est moins fine que celle associée à la norme ‖.‖B.
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En effet, comme B est borné, pour tout i, il existe une constante strictement
positive Mi telle que:

pi (x) ≤Mi, pour tout x ∈ B.

Par conséquent

B ⊂MiBi (0; 1), où Bi (0; 1) = {x ∈ A : pi (x) < 1} .

donc
pi (x) ≤Mi ‖x‖B .

Le résulat suivant montre que la complétude entraîne la M -complétude.

Proposition 8.3. Soit (A, τ) une algèbre localement convexe complète.
Alors (A, τ) est M -complète.

Preuve. Soit B un disque fermé borné, ‖.‖B la jauge de B et (xn)n une
suite de Cauchy dans (EB, ‖.‖B). Alors (xn)n est de Cauchy dans (A, τ),
donc converge vers un élément x de E. Et puisque, pour tout ε > 0, il existe
un entier N tel que:

xm − xn ∈ εB, pour tout n,m ≥ N,

il s’ensuit que
xm − x ∈ εB, pour tout m ≥ N.

Par conséquent x ∈ EB. D’où le résultat.

La réciproque est fausse en général comme le montre l’exemple suivant:

Exemple 8.4. Soit E = (C0 (X) , β) l’algèbre des fonctions continues sur
X et tendant vers 0 à l’infini, où X est un espace localement compact, σ-
compact non compact. L’espace E muni de la topologie stricte induite par
Cb (X) n’est pas complète. En effet, soit f ∈ Cb (X) et (An)n une suite de
compacts de X telle que:

An ⊂
0

An+1 et
⋃
n

An = X.

Alors, pour tout n, il existe une fonction continue gn telle que:

0 ≤ gn ≤ 1, gn = 1 sur An et supp gn ⊂ An+1.
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Posons fn = fgn. Ainsi on obtient une suite (fn)n d’éléments de E dont la
limite dans Cb (X) est f . Donc E n’est pas complète. Comme les bornés de β
et ceux de la norme de la convergence uniforme coïncident et que E est com-
plète pour la norme de la convergence uniforme, alors (E, β) estM -complète.

Dans le cas métrisable la M -complétude implique la complétude comme
le montre le résultat suivant:

Proposition 8.5. Soit (A, τ) une algèbre localement convexe métrisable
M -complète. Alors (A, τ) est complète.

Dans la suite, nous allons donner des exemples d’algèbres localement con-
vexes pseudo-complètes non M -complètes.

Exemple 8.6. Soit E = Cb (R) l’algèbre des fonctions continues et bornées
sur R, munie de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de
R. Elle est définie par la famille de semi-normes:

|f |K = sup
x∈K
|f (x)| , K est compact de R, f ∈ Cb (R) .

C’est une algèbre localement convexe métrisable qui est m-convexe et qui
n’est pas complète. Par conséquent, elle n’est pasM -complète. Montrons que
E est pseudo-complète. En effet, soit D un disque fermé borné et idempotent
de E et ‖.‖D sa jauge. Supposons qu’il existe g ∈ D telle que ‖g‖∞ > 1.
Il existe x0 ∈ R telle que |g (x0)| > 1. Maintenant soit K ′ un compact de
R contenant x0. Comme D est borné, il existe une constante strictement
positive MK′ telle que:

|f |K′ ≤MK′ , pour tout f ∈ D.

En particulier |g|K′ ≤MK′ , et puisque D est idempotent, on a:

|gn|K′ ≤MK′ , pour tout n ∈ N∗.

Mais on a |g|K′ > 1, d’où |gn|K′ −→ +∞ quand n −→ +∞. Contradiction.
D’où

‖g‖∞ ≤ 1, pour tout f ∈ D.

D ⊂MK′B‖.‖∞ (0; 1), où B‖.‖∞ (0, 1) = {f ∈ E : ‖f‖∞ < 1} .
donc

‖f‖∞ ≤MK′ ‖f‖D .
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Comme (E, ‖.‖∞) est complet, il s’ensuit que le sous-espace vectoriel ED,
engendré par D, est un Banach.

Exemple 8.7. Soit A = C ([0, 1]) l’algèbre des fonctions complexes définies
et continues sur [0, 1], munie de la norme ‖.‖1 définie par:

‖f‖1 =

∫ 1

0

|f (t)| dt, pour tout f ∈ C ([0, 1]) .

C’est une algèbre localement convexe pseudo-complète non M -complète.

Exemple 8.8. Soit φ : [0; 1] −→ R la fonction définie par:

φ (x) =

{
x, si 0 ≤ x ≤ 1

2

1 si 1
2
≤ x ≤ 1.

On définit sur A = C ([0, 1]) la norme suivante:

‖f‖ = sup
0≤x≤1

|f (x)φ (x)| .

Ainsi (A, ‖.‖) devient une algèbre localement convexe pseudo-complète non
M -complète.

9. Quelques exemples d’algèbres topologiques

Exemple 9.1. On note par (C [X] , ‖.‖) l’algèbre des polynômes à une in-
déterminée à coeffi cients complexes, munie de la norme d’algèbre:∥∥∥∥∥

n∑
i=0

aiX
i

∥∥∥∥∥ =
n∑
i=0

|ai| .

C’est une algèbre normée non Q-algèbre.

Exemple 9.2. Soit D le disque unité de C. On note par A (D) l’algèbre
des fonctions complexes définies continues sur D, holomorphes à l’intérieur
de D. Pour tout f ∈ A (D), on pose:

‖f‖ = sup
z∈D
|f (z)| et ‖f‖′ = sup

|z|≤ 1
2

|f (z)| .

(A (D) , ‖.‖) est une algèbre de Banach, alors que
(
A (D) , ‖.‖′

)
est une al-

gèbre normée, non Q-algèbre.

20



Exemple 9.3. On note par (C [[X]] , (pn)n) l’algèbre des séries formelles,
munie de la famille de semi-normes définie par:

pn

( ∞∑
i=0

aiX
i

)
=

n∑
i=0

|ai| .

C’est une a.l.m.c de Fréchet qui est une Q-algèbre.

Exemple 9.4. L’algèbre CN de toutes les suites complexes, munie de la
topologie produit, est une a.l.m.c de Fréchet qui est n’est pas une Q-algèbre.

Exemple 9.5. On note par H (C) l’algèbre des fonctions complexes définies
et holomorphes sur C, munie de la topologie de la convergence uniforme sur
les compacts de C. C’est une a.l.m.c de Fréchet qui est n’est pas une Q-
algèbre.

Exemple 9.6. L’algèbre (C∞C ([0; 1]) , (pn)n) des fonctions complexes définies
sur [0; 1], indéfiniment dérivables, munie de la famille de semi-normes définie
par:

pn (f) =
n∑
k=0

1

k!
sup

z∈[0,1]

∣∣f (k) (z)
∣∣

C’est une a.l.m.c de Fréchet qui est une Q-algèbre.

Exemple 9.7. Soit CC (R) l’algèbre des fonctions complexes définies et
continues sur R, munie de la famille de semi-normes définie par:

pK (f) = sup
x∈K
|f (x)| , K est un compact de R et f ∈ CC (R) .

(CC (R) , (pK)K) est une a.l.m.c de Frechet qui n’est pas une Q-algèbre.

Exemple 9.8. Soit
(
CC ([0, 1]) , (pD)D∈D

)
(D étant la famille des parties

dénombrables compactes de [0, 1]), l’algèbre des fonctions complexes définies
et continues sur [0, 1], munie de la famille de semi-normes définie par:

pD (f) = sup
x∈D
|f (x)| , pour tout f ∈ CC ([0, 1]) .

(
CC ([0, 1]) , (pD)D∈D

)
est une a.l.m.c complète non métrisable et qui n’est

pas une Q-algèbre.
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Exemple 9.9. On note par C (X) l’algèbre (le corps) des fractions ra-
tionnelles à une indéterminée à coeffi cients complexes. Muni de la topologie
de Williamson ([18]), C (X) devient une algèbre localement convexe, métris-
able non complète, à produit continu et qui est une Q-algèbre.

Exemple 9.10. L’algèbre d’Arens ([2]):

Lω =
⋂
p∈N∗

Lp[0, 1],

munie du produit usuel et de la topologie τ définie par la suite de semi-normes(
‖.‖p

)
p∈N∗

donnée par:

‖x‖p =

(∫ 1

0

|x(t)|p dt
) 1

p

, pour tout x ∈ Lω,

est une B0-algèbre commutative unitaire non m-convexe, non Q-algèbre, à
inverse non continu et sans caractère non nul.

10. Formule de polarisation et formule de Mazur-Orlicz

Les deux formules suivantes sont fréquemment utilisées dans notre travail.

Proposition 10.1 ([3]). Soit A une algèbre commutative. Alors, pour
tout x1, x2, ..., xn ∈ A, on a la formule suivante qui est dite "formule de
polarisation"

x1x2...xn =
(−1)n

n!

n∑
k=1

(−1)kωnk(x1, x2, ..., xn)

avec
ωnk(x1, x2, ..., xn) =

∑
1≤i1<i2<...<ik≤n

(xi1 + xi2 + ...+ xik)
n.

Proposition 10.2 ([3]). Soit A une algèbre non nécessairement commu-
tative unitaire et x0 ∈ A. Alors, pour tout x ∈ A, on a la formule de
Mazur-Orlicz suivante:

xn =
nn

n!

n∑
j=0

(−1)n−jCj
n

(
x0 +

j

n
x

)n
, n = 1, 2....
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Chapitre 2

Séries entières dans les algèbres localement convexes

Il est bien connu que les séries entières opèrent dans les algèbres de Ba-
nach, et plus généralement, d’après Arens ([2]), dans les algèbres locale-
ment multiplicativement convexes complètes. A. El Kinani et M. Oudadess
([13]) ont montré que la M -complétude suffi t pour avoir ce dernier résul-
tat. Les mêmes auteurs ([13]) ont donné un exemple d’une a.l.m.c pseudo-
complète dans laquelle les séries entières n’opèrent pas. Ce qui prouve que
la pseudo-complétude n’est pas suffi sante pour que les entières opèrent dans
une a.l.m.c. Cependant, elle l’est avec la condition supplémentaire de la Q-
propriété ([13]).

Dans les B0-algèbres, les fonctions entières n’opèrent pas nécessairement
comme le montre l’algèbre Lω d’Arens ([2]) dans laquelle seules les fonctions
polynômiales opèrent. Par ailleurs, B. Mitiagin, S. Rolewics et W. Zelazko
([16]) ont montré que si les séries entières opèrent dans une B0-algèbre com-
mutative, alors elle est nécessairement m-convexe. Notons que leur preuve
est longue et fort calculatoire et se fait en plusieurs lemmes techniques. Dans
[12], A. El Kinani et M. Oudadess ont donné une généralisation de ce résultat
à une classe d’algèbres plus grande. Il s’agit des algèbres localement convexes
commutatives unitaires à produit continu et dont l’espace sous-jacent est de
Baire. Leur preuve est beaucoup plus simple et courte. Deux contre exem-
ples montrent que la complétude ainsi que la métrisablité sont nécessaires.
Dans le cas non nécessairement métrisable, A. El Kinani, R. Choukri et M.
Oudadess ont montré ([11]) que les séries entières opèrent dans une algèbre
localement convexe complète commutative à produit continu si, et seulement
si elle est réunion filtrante croissante d’a.l.m.c de Fréchet.

Dans le cas non commutatif, le théorème de B. Mitiagin, S. Rolewics et
W. Zelazko ne reste plus valable. En fait, Zelazko ([20]) a donné un exemple
d’une B0-algèbre non commutative et non m-convexe dans laquelle les séries
entières opèrent. Par ailleurs, A. El Kinani ([7]) a montré que si les séries
entières opèrent dans une algèbre localement convexe unitaire non néces-
sairement commutative à produit continu et dont l’espace sous-jacent est de
Baire, alors la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est équicontinue
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en zéro. Ce résultat est en particulier vrai dans toute B0-algèbre unitaire. De
plus, en présence de la commutativité, il permet de retrouver le théorème de
B. Mitiagin, S. Rolewics et W. Zelazko ([16]) ainsi que celui de A. El Kinani
et M. Oudadess ([12]).

Plus généralement, A. El Kinani, R. Choukri et M. Oudadess ([11]) ont
montré que dès que les fonctions entières opèrent dans une algèbre locale-
ment convexe séparée, on peut mettre en évidence, en un sens local, une
topologie d’algèbre localement multiplicativement convexe de Fréchet. Un
contre exemple montre que ce fait n’est pas global.

1. Classes d’algèbres dans lesquelles les séries entières opérent

On sait que les séries entières opèrent dans les algèbres de Banach, plus
généralement, elles opèrent dans toute a.l.m.c. complète comme le montre ce
qui suit.

Proposition 1.1 ([15]). Les séries entières opèrent dans toute a.l.m.c uni-
taire et complète (A, τ).

Preuve. Soit (|.|i)i∈I une famille de semi-normes sous-multiplicatives qui
définit τ et soit ϕ(z) =

∑
n≥0

anz
n une série entière. Pour n ∈ N et x ∈ A, on

pose Sn(x) =
n∑
k=0

akx
k. Alors, pour tout i ∈ I, on a:

|Sn+m(x)− Sn(x)|i ≤
n+m∑
k=n+1

|ak| |x|ki

et
n+m∑
k=n+1

|ak| |x|ki tend vers zéro quand n tend vers l’infini. Ainsi, la suite

(Sn(x))n est de Cauchy dans
(
A, (|.|i)i∈I

)
qui est complète. Donc elle con-

verge dans A.

Remarques 1.2. 1) La preuve ci-dessus est donnée par Michael ([15]).
Une autre preuve de ce résultat est donnée par Arens ([2]). Elle utilise les
voisinages de la façon suivante: Soient U un voisinage de zéro, disqué et
idempotent, x ∈ A et f(z) =

∑
n≥0

akz
k une série entière. Alors, il existe t > 0

tel que tx ∈ U . Et comme U est idempotent, on a:

tkxk ∈ U , pour tout k ∈ N∗.
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et
∞∑
k=0

|ak| t−k existe vu que la série
∑
n≥0

akz
k est absolument convergente dans

A. Par suite, il existe m0 ∈ N tel que:
n∑

k=m

|ak| t−k ≤ 1, pour tous n > m ≥ m0.

Comme U est disqué, on a:

n∑
k=m

akx
k =

n∑
k=m

akt
−k (tkxk) ∈ U.

Ainsi la série
n∑

k=m

akx
k est de Cauchy dans (A, τ) qui est complète. Donc elle

converge dans (A, τ).

2) L’application x 7−→ S(x) =
∑
k≥0

akx
k est continue. En effet, soit (|.|i)i∈I

une famille de semi-normes sous-multiplicatives qui définit τ . Pour tout
h ∈ A et i ∈ I, on a:

|S(x+ h)− S(x)|i ≤
∞∑
k=1

ak

∣∣∣(x+ h)k − xk
∣∣∣
i
.

Soit 0 < ε < 1 et 0 < t < +∞ tel que
∣∣∣x
t

∣∣∣
i
≤ ε. Soit a ≥ 1 tel que:∑

k≥0

ak(1 + t)k < a.

Comme l’application h 7−→ ah est continue en zéro, il existe α > 0 et j ∈ I
telle que:

|h|j < α =⇒ |ah|i < ε.

En écrivant
[
(x+ h)k − xk

]
comme somme de produit de puissances de

x

t
et

h, pour tout |h|j < α, on obtient:

a

(1 + t)k

∣∣∣(x+ h)k − xk
∣∣∣
i
≤ ε.

D’où

|S(x+ h)− S(x)|i ≤
∞∑
k=1

ak(1 + t)k

a

a

(1 + t)k

∣∣∣(x+ h)k − xk
∣∣∣
i
≤ ε,
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ce qui donne le résultat. Ainsi, les séries entières opèrent continûment dans
(A, τ).

3) Les séries entières n’opèrent pas nécessairement continûment dans le cas
général d’une algèbre localement convexe. En effet, soit E l’algèbre des fonc-
tions complexes définies et continues sur l’intervalle [0, 1] munie de la norme:

‖f‖ =

∫ 1

0

|f(t)| dt, pour tout f ∈ E.

L’algèbre E est A-normée et non normée. Les fonctions entières opèrent dans
E, mais l’application f 7−→ f 2 est non continue vue que l’algèbre E est non
normée.

Nous avons vu que les séries entières opèrent dans toute a.l.m.c complète.
A. EL Kinani et M. Oudadess ([13]) ont montré que la M -complétude suffi t
pour avoir ce résultat.

Proposition 1.3 ([13]). Les séries entières opèrent dans toute a.l.m.c (A, τ)
unitaire et M -complète.

Preuve. Soit (|.|i)i∈I une famille de semi-normes sous-multiplicatives définis-
sant τ , ϕ(z) =

∑
n≥0

anz
n une série entière et a un élément de A. Pour tout

n ∈ N, on pose:
In = {i ∈ I : |a|i ≤ n}

et
pn (x) = sup

i∈In
|x|i , pour tout x ∈ A.

Ensuite, on considère:

Aa = {x ∈ A : pn (x) < +∞, pour tout n} .

Alors (Aa, (pn)n) est une a.l.m.c métrisable contenant a. Comme les pn sont

sous-multiplicatives, la suite (SN)N , où SN (x) =
N∑
n=0

anz
n, est de Cauchy

dans Aa qui est métrisable. Par conséquent (SN)N est M -Cauchy dans Aa,
et donc M -Cauchy dans (A, τ) qui est M -complète. Il s’ensuit que la suite
(SN)N est M -convergente et donc convergente.

Remarque 1.4. La preuve précédente utilise des notions de bornologie. On
donne dans ce qui suit une preuve directe qui permet de dégager le disque
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fermé borné qui est derrière le fait que les séries entières opèrent. En effet,
soit ϕ(z) =

∑
n≥0

anz
n une série entière et (|.|i)i∈I une famille de semi-normes

sous-multiplicatives définissant τ . Pour n ∈ N et x ∈ A, pour tout i ∈ I, on
a:

|anxn|i ≤ |an| |x|
n
i .

Comme |an| |x|ni tend vers zéro quand n tend vers l’infini, la suite (anx
n)n est

bornée. De la même manière, on montre que la suite
(√
|an|xn

)
n
est bornée.

Posons:
B = conv (A1 ∪ A2),

où
A1 = {αanxn, n ∈ N, α ∈ C : |α| ≤ 1}

et
A2 =

{
α
√
|an|xn, n ∈ N, α ∈ C : |α| ≤ 1

}
.

On vérifie facilement queB est un disque fermé borné. Et puisque
(
A, (|.|i)i∈I

)
est M -complète, il s’ensuit que le sous espace vectoriel EB engendré par B
muni de la jauge ‖.‖B, de B, est un espace de Banach. Soit maintenant
Sn(x) =

n∑
k=0

akx
k. On a:

‖Sn+m(x)− Sn(x)‖B ≤
n+m∑
k=n+1

√
|an|
√
|an| ‖xn‖B

≤
n+m∑
k=n+1

√
|an|

∥∥∥√|an|xn∥∥∥
B

≤
n+m∑
k=n+1

√
|an|.

Comme
n+m∑
k=n+1

√
|an| tend vers zéro quand n etm tendent vers l’infini, la suite

(Sn(x))n est de Cauchy dans (EB, ‖.‖B) qui est complet. Donc converge dans
(A, τ).

Dans la proposition 1.3, la pseudo-complétude est insuffi sante comme le
montre l’exemple suivant:
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Exemple 1.5. ([13]). Soit A l’algèbre des polynômes définis sur R+ et à
valeurs complexes munie la famille de semi-normes définies par:

|P |n = sup
|x|≤n
|P (x)| , n ∈ N∗, P ∈ A.

Alors
(
A, (|.|n)n

)
est une a.l.m.c métrisable. Comme

(
A, (|.|n)n

)
est à base

dénombrabe, elle n’est pas complète. Par conséquent, elle n’est pas M -
complète. Montrons maintenant que

(
A, (|.|n)n

)
est pseudo-complète. En

effet, soit D un disque fermé borné et idempotent de A et ‖.‖D sa jauge.
Supposons qu’il existe un polynôme non constant P ∈ D. Il existe alors
x0 ∈ R+ tel que |P (x0)| > 1. Soit n ∈ N∗ tel que |x0| ≤ n. Comme D est
borné, il existe une constante strictement positive Mn telle que:

|Q|n ≤Mn, pour tout Q ∈ D.

En particulier, |P |n ≤Mn, et puisque D est idempotent, on a:∣∣P k
∣∣
n
≤Mn, pour tout k ∈ N∗.

Mais, on a |P |n > 1, d’où
∣∣P k
∣∣
n
−→ +∞ quand n −→ +∞; contradiction.

D’où D ne contient que les constantes donc ED = C (ou {0} si D = {0}).
Soit maintenant ED le sous espace vectoriel engendré par D. Alors

‖λ‖D = |λ| , pour tout λ ∈ ED.

Il s’ensuit que (ED, ‖λ‖D) est un Banach. Par conséquent, A est pseudo-
complète. Montrons que la fonction exponentielle n’opère pas dans

(
A, (|.|n)n

)
.

En effet, supposons que x 7−→ ex opère dans
(
A, (|.|n)n

)
. Soit P0 ∈ A, où

P0(x) = x, pour tout x ≥ 0. Alors la série
∑
k≥0

Pk0
k!
est convergente dans A.

Soit P ∈ A, tel que
∑
k≥0

Pk0
k!

= P , où P (x) =
N∑
k=0

akx
k, pour tout x ≥ 0. Alors,

on aura ex =
N∑
k=0

akx
k, pour tout x ≥ 0. En passant à la dérivée d’ordre

N + 1, on obtient ex = 0, pour tout x ≥ 0; contradiction. Par conséquent,
la fonction exponenetielle n’opère pas dans

(
A, (|.|n)n

)
.

Dans le cas Q-algèbre, la pseudo-complétude est suffi sante comme le montre
le résultat suivant ([13]).

Proposition 1.6 ([13]). Les séries entières opèrent dans toute a.l.m.c. uni-
taire pseudo-complète (A, τ) qui est une Q-algèbre.
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Preuve. Soit ϕ(z) =
∑
n≥0

anz
n une série entière et x ∈ A. Comme (A, τ) est

m-convexe, l’application inverse x 7−→ x−1 est continue. Et puisque c’est une
Q-algèbre, le spectre de tout élément est compact. D’où, d’après un résultat
d’Allan ([1]), il existe un nombre complexe non nul λ tel que la partie:

{(λx)n , n = 1, 2, ...}

est bornée. Posons maintenant

B = conv {α (λx)n , n ∈ N, α ∈ C : |α| ≤ 1}.

On vérifie facilement que la partie B est disquée, fermée, bornée et idempo-
tente. Comme (A, τ) est pseudo-complète, le sous espace vectoriel EB en-
gendré par B muni de la jauge ‖.‖B de B est un espace de Banach. Posons:

Sn(x) =
n∑
k=0

akx
k. On a:

‖Sn+m(x)− Sn(x)‖B ≤
n+m∑
k=n+1

|an|
|λ|n ‖(λx)n‖B ≤

n+m∑
k=n+1

|an|
|λ|n .

Et puisque
n+m∑
k=n+1

|an|
|λ|n tend vers zéro quand n etm tendent vers l’infini, la suite

(Sn(x))n est de Cauchy dans (EB, ‖.‖B) qui est complet. Donc elle converge
dans (A, τ).
L’analyse de la preuve de la proposition précédente montre que si on rem-

place la m-convexité par la continuité de l’application inverse, on obtient le
résultat suivant:

Proposition 1.7 ([13]). Les séries entières opèrent dans toute a.l.c unitaire
pseudo-complète (A, τ) qui est une Q-algèbre et dans laquelle l’application
inverse x 7−→ x−1 est continue.

Comme conséquence, on obtient:

Corollaire 1.8 ([13]). Les séries entières opèrent dans toute B0-algèbre qui
est une Q-algèbre.

Preuve. On sait, d’après un résultat de Zelazko ([21]), que l’application
inverse x 7−→ x−1 est continue dans toute B0-algèbre qui est une Q-algèbre.
Et on conclut, en utilisant la proposition 1.6.
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Dans la suite, on va donner deux exemples de Q-algèbres dans lesquelles
les séries entières n’opèrent pas. Dans le premier exemple ([13]), l’algèbre est
complète et dans le second ([11]) l’algèbre est normée.

Exemples 1.9. 1) Soit E = C (X) , le corps des fractions rationnelles, muni
de la topologie de Mackey τ (E,E∗). C’est une algèbre localement convexe
complète qui est une Q-algèbre, mais les fonctions entières n’opèrent pas.
Par conséquent, E n’est pas m-convexe. Remarquons aussi que l’application
inverse x 7−→ x−1 n’est pas continue. Cet exemple montre que la complétude
et la Q-propriété ne sont pas suffi santes pour que les séries entières opèrent.

2) Exemple d’une Q-algèbre normée commutative dans laquelle seules les
polynômes opèrent: Soit A l’algèbre des fractions rationnelles à coeffi cients
complexes de la forme:

P (X)

Q (X)
avec Q (0) non nul.

SoitB une algèbre de Banach unitaire intègre et non semi-simple (e.g. l’algèbre
de convolution obtenue par adjonction d’une unité à L1 [0, 1]). Considérons
x non nul dans le radical de B. Alors il n’est pas algébrique, car, sinon il
existerait un polynôme P (X), de terme constant non nul et un entier naturel
n tel que

xnP (x) = 0.

Mais P (x) est inversible, donc xn = 0 et par suite x = 0; ce qui n’est pas
le cas. Par ailleurs SpB (x) = {0}. Donc P (x) est inversible pour tout
polynôme P (X) tel que P (0) 6= 0. Considérons alors l’application:

ϕ : A −→ B
P (X)
Q(X)

7−→ P (x)Q (x)−1

On montre que ϕ est un morphisme d’algèbre. De plus, il est injectif puisque
x n’est pas algébrique. Donc A est isomorphe (algébriquement) à une sous-
algèbre de B. D’où l’existence d’une norme ‖.‖ d’algèbre sur A. Par ailleurs,
A admet un seul idéal maximal (c’est le noyau du caractère χ0 défini par
χ0 (x) = x (0)), il est nécessairement fermé et par suite (A, ‖.‖) est une
Q-algèbre. Montrons maintenent, par l’absurde, que seuls les polynômes
opèrent dans A. Considérons un polynôme Q (X) , à terme constant non nul,
de degré minimal tel que:

i) Il existe une fonction entière f(z) =
∑
n≥0

anz
n qui n’est pas un polynôme
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avec
∑
n≥0

anX
n converge dans (A, ‖.‖).

ii) Il existe un polynôme P (X) tel que f(X) = P (X)
Q(X)

. Le polynôme Q (X)
n’est pas constant. Sinon, il existerait b0, ..., br ∈ C tels que∑

n≥0

anX
n =

∑
0≤n≤r

bnX
n.

En appliquant le caractère χ0 et en utilisant l’intégrité de la complétée de
(A, ‖.‖), nous aurons an = bn pour n ≤ r et an = 0 pour n > r. Ainsi f
serait un polynôme, ce qui n’est pas le cas. Soit maintenant α une racine de
Q (X) et Q1 (X) un polynôme tel que:

Q (X) = (X − α)Q1 (X) .

On a:

(X − α) f(X) =
P (X)

Q1 (X)
.

Considérons la fonction entière:

g (z) = (x− α) f (z) .

Comme le degré de Q1 (X) est strictement inférieur à celui de Q (X), la fonc-
tion g est un polynôme. Il en résulte que f est un polynôme, ce qui n’est pas
le cas.

Dans les B0-algèbres, les fonctions entières n’opèrent pas nécessairement
comme le montre l’exemple (cf. [2]) suivant: Soit Lω =

⋂
p∈N∗

Lp ([0, 1])

l’algèbre, dite d’Arens, munie du produit usuel et de la topologie τ définie
par la suite de semi-normes

(
‖.‖p

)
p∈N∗

donnée par:

‖x‖p =

(∫ 1

0

|x(t)|p dt
) 1

p

, pour tout x ∈ Lω.

On a le résultat suivant:

Proposition 1.10 ([2]). L’algèbre d’Arens
(
Lω,

(
‖.‖p

)
p∈N∗

)
est une B0-

algèbre commutative unitaire qui n’est pas m-convexe et dans laquelle seules
les fonctions polynômiales opèrent.
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Preuve. Montrons tout d’abord que
(
Lω,

(
‖.‖p

)
p∈N∗

)
est une B0-algèbre.

Soient x, y ∈ Lω et p ∈ N∗. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a:

‖xy‖p =

(∫ 1

0

|xy(t)|p dt
) 1

p

≤
(∫ 1

0

|x(t)|2p dt
) 1

2p
(∫ 1

0

|y(t)|2p dt
) 1

2p

≤ ‖x‖2p ‖y‖2p .

Donc xy ∈ Lω. Ensuite, on vérifie facilement que l’espace
(
Lω,

(
‖.‖p

)
p∈N∗

)
est une algèbre commutative et unitaire. De plus,

(
Lω,

(
‖.‖p

)
p∈N∗

)
est com-

plète et métrisable. Ainsi
(
Lω,

(
‖.‖p

)
p∈N∗

)
est une B0-algèbre. Montrons

maintenant qu’elle n’est pas m-convexe. Pour cela, montrons que l’ensemble
des caractères non nuls de Lω est vide. Soit χ un caractère non nul de Lω.
Comme C([0, 1]) ⊂ Lω, il existe t0 ∈ [0, 1] tel que:

χ(x) = x(t0), pour tout x ∈ C([0, 1]).

Soit f la fonction définie, sur [0, 1], par:

f(t) = |ln (|t− t0|)| .

Pour tout p ∈ N∗, on a:(∫ 1

0

|f(t)|p dt
)p

=

∫ 1

0

|ln (|t− t0|)|p dt

= (−1)p
∫ t0

0

[ln (t0 − t)]p dt+ (−1)p
∫ 1

t0

[ln (t− t0)]p dt.

Posons:

I1 = (−1)p
∫ t0

0

[ln (t0 − t)]p dt et I2 = (−1)p
∫ 1

t0

[ln (t− t0)]p dt.

En faisant le changement de variable suivant −u = ln (t0 − t) , on obtient:

I1 =

∫ +∞

− ln(t0)

upe−udu ≤
∫ +∞

0

upe−udu = Γ(p+ 1) <∞.
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De la même manière, on obtient:

I2 =

∫ +∞

− ln(1−t0)

upe−udu <∞.

Par conséquent, f ∈ Lω. De plus, lim
t−→t0

f(t) = +∞, f(t) > 0 et f est continue

sur [0, 1]\{t0}. Alors f est inversible dans Lω et son inverse est une fonction
continue. De plus f−1(t0) = 0. Il s’ensuit que:

1 = χ(ff−1) = χ(f)χ(f−1) = χ(f)f−1(t0) = 0.

Donc l’ensemble des caractères non nuls de Lω est vide. Par conséquent(
Lω,

(
‖.‖p

)
p∈N∗

)
n’est pas m-convexe. Enfin, montrons que seules les fonc-

tions polynômiales opèrent dans
(
Lω,

(
‖.‖p

)
p∈N∗

)
. En effet, soit ϕ(z) =∑

n≥0

anz
n une série entière qui n’est pas un polynôme et qui opère dans(

Lω,
(
‖.‖p

)
p∈N∗

)
. Soient x ∈ Lω et t ∈ C. Alors la série

∑
n≥0

anx
ntn converge

dans Lω. Comme
∑
n≥0

anx
ntn est une série entière en t, on a:

lim sup
n

n

√
|an| ‖xn‖p = 0, pour tout p ∈ N∗.

En particulier,

lim sup
n

n

√
|an| ‖xn‖1 = 0 et ‖xn‖1 = ‖x‖nn .

Donc
lim sup
n→∞

n
√
|an| ‖x‖n = 0.

D’où
sup
n

n
√
|an| ‖x‖n < +∞.

Posons:
‖x‖ = sup

n

n
√
|an| ‖x‖n , pour tout x ∈ Lω.

Pour tout n ∈ N∗, ‖.‖n est une semi-norme, donc ‖.‖ est aussi une semi-
norme sur Lω. Montrons que si ‖x‖ = 0, alors x = 0. En effet, si ‖x‖ = 0,
alors

|an|
1
n ‖x‖n = 0, pour tout n ∈ N∗.
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Comme la série entière ϕ(z) =
∑
n≥0

anz
n n’est pas un polynôme, on peut donc

supposer que an 6= 0, pour tout n ∈ N∗. D’où ‖x‖n = 0, pour tout n ∈ N∗.

Et puisque
(
Lω,

(
‖.‖p

)
p∈N∗

)
est séparée, on a x = 0. Ainsi (Lω, ‖.‖) est une

algèbre normée. De plus, elle est complète vue que l’espace
(
Lω,

(
‖.‖p

)
p∈N∗

)
est complet et ‖x‖ = sup

n

n
√
|an| ‖x‖n. Notons par τ

′
la topologie définie par

‖.‖. On a:
|an|

1
n ‖x‖n ≤ ‖x‖ , pour tout n ∈ N.

Donc τ est moins fine que τ
′
. Mais Lω est un espace de Fréchet pour τ et τ

′
.

Alors, d’après le théorème de l’application ouverte, τ = τ
′
. Par conséquent(

Lω,
(
‖.‖p

)
p∈N∗

)
devient une algèbre de Banach; ce qui est impossible. Donc

seules les fonctions polynômiales opèrent dans
(
Lω,

(
‖.‖p

)
p∈N∗

)
.

Remarque 1.11. 1) Pour montrer que l’algèbre
(
Lω,

(
‖.‖p

)
p∈N∗

)
n’est pas

m-convexe, on peut également montrer que l’inverse f 7−→ f−1, de G (Lω)
dansG (Lω), n’est pas continu. En effet, soit (fn)n∈N∗ la suite des applications
de Lω définie par:

fn(t) =

{
1
n
si 0 ≤ t ≤ 1

n

1 si 1
n
< t ≤ 1

Pour tout p ∈ N∗, on a

‖fn − 1‖pp =
1

n

(
1

n
− 1

)p
.

En particulier, si p > 1, alors ‖fn − 1‖p tend vers zéro quand n tend vers
l’infini. Par ailleurs, on a:

f−1
n (t) =

{
n si 0 ≤ t ≤ 1

n

1 si 1
n
< t ≤ 1

D’où ∥∥f−1
n − 1

∥∥p
p

=
1

n
(n− 1)p.

Par conséquent, ‖fn − 1‖p ne tend pas vers zéro quand n tend vers l’infini.
D’où le résultat.
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2) Les fonctions entières opèrent dans l’algèbre (C([0, 1]), (‖.‖p)p≥1). Cepen-
dant, seuls les polynômes opèrent dans sa complétée (Lω, (‖.‖p)p≥1). Ainsi
l’opération des fonctions entières n’est pas nécessairement preservée par pas-
sage à la complétée.

2. Théorème de B. Mitiagin, S. Rolewics et W. Zelazko.

L’algèbre Lω d’Arens est une B0-algèbre commutative non m-convexe
dans laquelle les séries entières n’opèrent pas. B. Mitiagin, S. Rolewics et
W. Zelazko ont montré ([16]) que si les séries entières opèrent dans une B0-
algèbre commutative, alors elle est m-convexe.

Théorème 2.1 ([16]). Si les séries entières opèrent dans une B0-algèbre
commutative (A, τ), alors (A, τ) est m-convexe.

La preuve se fait en plusieurs étapes et sous forme de lemmes enchainés.
Commençons d’abord par un résultat utile concernant la construction de
voisinages idempotents de zéro.

Lemme 2.2. Soient (A, τ) une algèbre topologique et U un voisinage de

zéro dans A. Alors l’ensembe
∞⋃
n=1

Un est un voisinage de zéro idempotent.

Preuve. Soit x, y ∈
∞⋃
n=1

Un. Alors il existe n0, p0 ∈ N tels que x ∈ Un0

et y ∈ Up0 . D’où

xy ∈ Un0+p0 ⊂
∞⋃
n=1

Un.

Par conséquent,
∞⋃
n=1

Un est idempotent. Et puisque U ⊂
∞⋃
n=1

Un, l’ensemble
∞⋃
n=1

Un est un voisinage de zéro idempotent.

Dans tout ce qui suit, la famille (|.|i)i∈I de semi-normes définissant la
topologie τ , d’une B0-algèbre (A, τ) considérée, vérifie les deux propriétés
suivantes: pour tous x, y ∈ A et i ∈ I, on a:

|x|i ≤ |x|i+1

|xy|i ≤ |x|i+1 |y|i+1

Lemme 2.3 ([16]). Soit (A, τ) une B0-algèbre unitaire et (|.|i)i∈I une famille
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de semi-normes définissant sa topologie. Supposons que:
1) Pour tout i ∈ I et n ∈ N∗, il existe c (i, n) ≥ 0 telle que:

|x1x2...xn|i ≤ c (i, n) |x1|i+1 |x2|i+1 ... |xn|i+1 , pour tous x1, ..., xn ∈ A.

2)
sup
n

(c (i, n))
1
n = pi <∞.

Alors A est m-convexe.

Preuve. Par 2), on a sup
n

(c (i, n))
1
n = pi < ∞. Donc c (i, n) ≤ pni , pour

tout n ∈ N. D’où, pour tous x1, x2, ..., xn ∈ A, on a:

|x1x2...xn|i ≤ c (i, n) |x1|i+1 |x2|i+1 ... |xn|i+1

≤ pni |x1|i+1 |x2|i+1 ... |xn|i+1 .

Si x1, x2, ..., xn ∈ Ki+1( 1
pi

), alors x1x2...xn ∈ Ki(1). Donc(
Ki+1

(
1

pi

))n
⊂ Ki(1), pour tout n ∈ N∗.

Posons Ui =
∞⋃
n=1

(
Ki+1( 1

pi
)
)n
. Alors, pour tout n ∈ N∗, on a:

1

n
Ui ⊂ Ki

(
1

n

)
.

Comme Ui est un voisinage de zéro équilibré et idempotent, alors 1
n
Ui est un

voisinage de zéro idempotent. Ainsi, zéro admet un système fondamental de
voisinages idempotents. Donc A est m-convexe.

Lemme 2.4 ([16]). Soit (A, τ) uneB0-algèbre commutative unitaire et (|.|i)i∈I
une famille de semi-normes définissant sa topologie. Supposons que:
1) Pour tout i ∈ I et n ∈ N∗, il existe c (i, n) ≥ 0 telle que:

|xn|i ≤ c (i, n) |x|ni+1 , pour tout x ∈ A.

2)
sup
n

(c (i, n))
1
n = pi <∞.

Alors A est m-convexe.

Preuve. Soit x1, ..., xn ∈ A. On a:

|x1x2...xn|i = |x1|i+1 |x2|i+1 ... |xn|i+1

∣∣∣∣ x1

|x1|i+1

x2

|x2|i+1

...
xn
|xn|i+1

∣∣∣∣
i

.
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Pour tout j = 1, ..., n, on pose
−
xj =

xj
|xj|i+1

. Il est clair que
∣∣∣−xj∣∣∣

i+1
≤ 1, pour

tout j = 1, ..., n. En utilisant la formule de polarisation, on obtient∣∣∣∣ x1

|x1|i+1

x2

|x2|i+1

...
xn
|xn|i+1

∣∣∣∣
i

≤ 1

n!

n∑
k=1

∣∣∣ωnk(
−
x1,
−
x2, ...,

−
xn)
∣∣∣
i
.

Or ∣∣∣ωnk(
−
x1,
−
x2, ...,

−
xn)
∣∣∣
i
≤

∑
1≤i1<i2<...<ik≤n

∣∣∣(−xi1 +
−
xi2 + ....+

−
xik)

n
∣∣∣
i

≤
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n
c (i, n)

∣∣∣−xi1 +
−
xi2 + ....+

−
xik

∣∣∣n
i+1

≤ c (i, n)Ck
nn

n

Donc ∣∣∣∣ x1

|x1|i+1

x2

|x2|i+1

...
xn
|xn|i+1

∣∣∣∣
i

≤ 1

n!

n∑
k=1

c (i, n)Ck
nn

n ≤ 2n
nn

n!
c (i, n) .

D’où

|x1x2...xn|i ≤
(2n)n

n!
cin |x1|i+1 |x2|i+1 ... |xn|i+1 .

Et puisque

lim
n

(
(2n)n

n!
c (i, n)

) 1
n

= 2epi <∞,

on voit que les hypothèses du lemme 2.3 sont vérifiées. Par conséquent, A
est m-convexe.

Lemme 2.5 ([16]). Soit (A, τ) uneB0-algèbre commutative unitaire et (|.|i)i∈I
une famille de semi-normes définissant sa topologie. Supposons que, pour
tout x ∈ A, on a:

sup
n

(|xn|i)
1
n <∞, pour tout i ∈ I.

Alors A est m-convexe.

Preuve. Pour tout x ∈ A et tout i ∈ I, on pose:

pi(x) = sup
n

(|xn|i)
1
n .

Alors la fonction pi est semi continue inférieurement (s.c.i). Il s’ensuit que
l’ensemble

An = {x ∈ A : pi(x) ≤ n}
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est fermé, pour tout n dans N. De plus, on a
⋃
n

An = A. Donc, d’après

le théorème de Baire, il existe un entier m telle que Am est d’intérieur non
vide. Soit alors x0 ∈ Am et un voisinage U de zéro tel que U +x0 ⊂ Am. Par
ailleurs, on a:

(x− x0)n =
n∑
k=0

Ck
nx

n−k(−x0)k.

Si x ∈ U et i ≥ 2, on obtient:

|(x− x0)n|i−1 ≤
n∑
k=0

Ck
n

∣∣xn−k∣∣
i

∣∣xk0∣∣i ≤ (2m)n.

Il s’ensuit que V = U − x0 est un voisinage de zéro. Donc il existe k(i) ≥ i
et ri > 0 telle que Kk(i)(ri) ⊂ V . Ensuite, pour tout x ∈ A, on a:

x

|x|k(i)

ri ∈ Kk(i)(ri).

Donc ∣∣∣∣∣
(

x

|x|k(i)

ri

)n∣∣∣∣∣
i−1

≤ (2m)n

D’où

|xn|i−1 ≤
(

2m

ri

)n
|x|nk(i) , pour tout x ∈ A.

Notons que

sup
n

[(
2m

ri

)n] 1
n

=
2m

ri
<∞.

Enfin, posons:
|x|
′

i = |x|ti , t1 = 1, ti+1 = k(ti + 1).

On obtient ainsi une famille de semi-normes
(
|.|
′

i

)
i∈I
qui vérifie les hypothèses

du lemme 2.4 et qui est équivalente à (|.|i)i∈I . Donc A est m-convexe.

Lemme 2.6 ([16]). Soit (A, τ) une a.l.c unitaire et (|.|i)i∈I une famille de
semi-normes définissant sa topologie. Si toute série entière opère dans (A, τ),
alors, pour tout x ∈ A et tout i ∈ I, on a:

sup
n

(|xn|i)
1
n <∞.

Preuve. Supposons que sup
n

(|xn0 |i0)
1
n =∞, pour un certain i0 et x0. Donc

∀n ∈ N∗, ∃kn ∈ N∗ tel que
∣∣xkn0

∣∣
i0
> nkn .
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On considère la série entière
∑
n∈N∗

zkn

nkn
. On remarque qu’elle n’opère pas en

x0. Donc, pour tout x ∈ A et tout i ∈ I, on a:

sup
n

(|xn|i)
1
n <∞.

Remarque 2.7. La réciproque du lemme 2.6 est fausse en général. En effet,
dans une a.l.m.c,

(
A, (|.|i)i∈I

)
, sup

n
(|xn|i)

1
n < ∞, pour tout i ∈ I, alors que

les séries entières n’opèrent pas nécessairement.

Preuve du théorème 2.1. Supposons que les séries entières opèrent dans
(A, τ). D’après le lemme 2.6, pour tout x ∈ A, on a:

sup
n

(|xn|i)
1
n <∞, pour tout i ∈ I.

Donc, d’après le lemme 2.5, (A, τ) est m-convexe.

Remarque 2.8. La complétude est nécessaire dans le théorème précédent.

En effet, on a déjà vu que l’algèbre d’Arens
(
Lω,

(
‖.‖p

)
p∈N∗

)
est une B0-

algèbre commutative unitaire non m-convexe. De plus, on a C([0, 1]) = Lω.
Posons:

B =

(
C([0, 1]),

(
‖.‖p

)
p∈N∗

)
.

Alors B est une a.l.c commutative unitaire et métrisable, mais qui n’est pas
complète car sinon elle serait fermée et on aura C([0, 1]) = C([0, 1]) = Lω; ce
qui n’est pas le cas. Pour tout f ∈ C([0, 1]) et p ∈ N∗, on a:

‖f‖p =

(∫ 1

0

|f(t)|p dt
) 1

p

≤ ‖f‖∞ .

Comme l’algèbre (C([0, 1]), ‖.‖∞) est une algèbre de Banach commutative
unitaire, les séries entières opèrent dans (C([0, 1]), ‖.‖∞). Par suite, elles
opèrent dans B. Pourtant l’algèbre B n’est pas m-convexe, car sinon Lω le
serait par la densité de B dans Lω. Ainsi l’algèbre:

B =

(
C([0, 1]),

(
‖.‖p

)
p∈N∗

)
est une a.l.c. commutative unitaire métrisable non complète dans laquelle les
séries entières opèrent, mais elle n’est pas m-convexe.
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L’exemple suivant donné par W. Zelazko ([19]) montre la nécessité de la
métrisabilité dans le théorème de B. Mitiagin, S. Rolewics et W. Zelazko.

On note par Φ l’ensemble de toutes les fonctions continues ϕ : R+ −→ R
telle que
1)

0 < ϕ(t) ≤ 1, pour tout t ∈ R+.

2)
lim
t−→∞

ϕ(t) = 0.

On considère l’algèbre Cb(R+) de toutes les fonctions continues et bornées sur

R+ à valeurs dans C, munie de la famille de semi-normes
(
‖.‖ϕ

)
ϕ
données

par:
‖f‖ϕ = sup

t∈R+
|f(t)ϕ(t)| <∞, f ∈ Cb(R+), ϕ ∈ Φ.

Ainsi
(
Cb(R+),

(
‖.‖ϕ

)
ϕ

)
muni du produit usuel est une algèbre localement

convexe à produit continu.

Proposition 2.9 ([19]).
(
Cb(R+),

(
‖.‖ϕ

)
ϕ

)
est une algèbre localement con-

vexe complète à produit continu dans laquelle les séries entières opèrent et
qui n’est pas m-convexe.

Preuve. Montrons d’abord que l’algèbre
(
Cb(R+),

(
‖.‖ϕ

)
ϕ

)
est complète.

En effet, soit (fα)α une suite de Cauchy dans Cb(R+). Soit ϕn ∈ Φ définie
par:

ϕn(t) = 1, pour 0 ≤ t ≤ n.

Pour tout f ∈ A, on a:

sup
t∈[0,n]

|f(t)| = sup
t∈[0,n]

|f(t)ϕn(t)| ≤ sup
t∈R+
|f(t)ϕn(t)| ≤ ‖f‖ϕn .

Donc (fα)α est une suite de Cauchy, pour la topologie de la convergence
uniforme, sur tout compact de R+. Par conséquent, il existe une fonction
f continue sur R+ telle que (fα)α converge uniformément vers f sur tout
compact de R+. Nous allons montrer que f ∈ Cb(R+). En effet, si f n’est pas
bornée on peut trouver une suite (tn)n ⊂ R+, tn −→∞, telle que |f(tn)| > n.
Comme (fα)α converge uniformément vers f sur tout compact, il existe α(n)
telle que:

|fα(tn)| > n, pour tout α ≥ α(n).
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En choisissant ϕ ∈ Φ telle que ϕ(tn) = n−
1
2 , on obtient

‖fα‖ϕ > n
1
2 , pour tour α ≥ α(n).

C’est à dire que (fα)α n’est pas bornée; ce qui est absurde. Reste à montrer
que, pour tout ϕ ∈ Φ,

lim
α
‖fα − f‖ϕ = 0.

En effet, soit ϕ ∈ Φ et ε > 0. On pose ψ =
√
ϕ. On a ψ ∈ Φ. Donc, il existe

une constante Mψ > 0 telle que:

‖fα‖ψ = sup
t∈R+
|fα(t)ψ(t)| < Mψ, pout tout α ≥ α(ψ).

D’où, pout tout α ≥ α(ψ) et t ∈ R+, on a:

|fα(t)ϕ(t)| = |fα(t)ψ(t)ψ(t)| ≤Mψψ(t).

Comme lim
t−→∞

ψ(t) = 0, il existe tψ ∈ R+ telle que

|fα(t)ϕ(t)| < ε

2
, pour tout α ≥ α(ψ) et t ≥ tψ.

Et puisque (fα)α converge uniformément sur tout compact vers f , on obtient

|f(t)ϕ(t)| < ε

2
, pour tout t ≥ tψ.

Donc, pour tout α ≥ α(ψ), on a:

sup
t≥tψ
|(fα(t)− f(t))ϕ(t)| ≤ sup

t≥tψ
|fα(t)ϕ(t)|+ sup

t≥tψ
|fα(t)ϕ(t)| < ε.

Par ailleurs, il existe α0 telle que, pour tout α > α0 et 0 ≤ t ≤ tψ, on a:

|fα(t)− f(t)| < ε.

Il s’ensuit que, pour pour tout α > α0, on a:

sup
0≤t≤tψ

|(fα(t)− f(t))ϕ(t)| < ε.

Posons α(ϕ, ε) = maxα(α(ψ), α0). Ainsi, pour tout α ≥ α(ϕ, ε), on obtient

‖fα − f‖ϕ = sup
t∈R+
|(fα(t)− f(t))ϕ(t)| < ε.
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Donc toute suite de Cauchy d’éléments de
(
Cb(R+),

(
‖.‖ϕ

)
ϕ

)
est conver-

gente. Par conséquent
(
Cb(R+),

(
‖.‖ϕ

)
ϕ

)
est complète.

Maintenant, soit ϕ(z) =
∞∑
n=0

anz
n une série entière et ϕ ∈ Φ. Posons

Sn(z) =
n∑
k=0

anz
n. Pour tout x ∈ A, on a:

‖Sn+m(x)− Sn(x)‖ϕ ≤
∥∥∥∥∥

m∑
k=n+1

anx
n

∥∥∥∥∥
∞

≤
m∑

k=n+1

‖anxn‖∞ ≤
m∑

k=n+1

|an| ‖x‖n∞ .

Et
m∑

k=n+1

|an| ‖x‖n∞ tend vers zéro quand n tend vers l’infini. Par conséquent

(Sn(x))n est une suite de Cauchy dans
(
A,
(
‖.‖ϕ

)
ϕ

)
qui est complète, donc

elle converge.

Supposons que
(
Cb(R+),

(
‖.‖ϕ

)
ϕ

)
est m-convexe. La topologie de Cb(R+)

peut donc être définie par une famille de semi-normes sous-multiplicatives.
Par conséquent, pour tout ϕ ∈ Φ, il existe ψ ∈ Φ, p, q > 0 et une semi-norme
sous multiplicative ‖.‖ telle que, pour tout f ∈ Cb(R+):

p ‖f‖ϕ ≤ ‖f‖ ≤ q ‖f‖ψ .

En particulier, si q ‖f‖ψ < 1, alors ‖f‖ < 1, il s’ensuit que ‖fn‖ < 1. D’où
p ‖fn‖ϕ < 1, pour tout n. Puisque lim

t=∞
ψ(t) = 0, il existe t0 ∈ R+ telle que

qψ(t) < 1
2
, pour t1 > t0. Soit f ∈ Cb(R+) positive à support dans [t0,∞[,

f(t) ≤ 2 telle que f(t1) = 2 pour un certain t > t0. On a q ‖f‖ψ < 1. Par
ailleurs,

p ‖fn‖ϕ ≥ p2nϕ(t1)

et p2nϕ(t1) tend vers l’infini quand n tend vers l’infini. On obtient ainsi une

contradiction. Par conséquent
(
Cb(R+),

(
‖.‖ϕ

)
ϕ

)
est non m-convexe.

Remarque 2.10. L’algèbre
(
Cb(R+),

(
‖.‖ϕ

)
ϕ

)
n’est pas métrisable. Sinon

elle serait m-convexe d’après le théorème de B. Mitiagin, S. Rolewics et W.
Zelazko.

Le résultat suivant, obtenu par W. Zelazko ([21]), est une conséquence du
théorème de B. S Mitiagin, S. Rolewics et W. Zelazko.
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Théorème 2.11 ([21]). Soit A une B0-algèbre commutative unitaire qui
est une Q-algèbre. Alors A est m-convexe.

Preuve. Les séries entières opèrent dans toute B0-algèbre unitaire qui est
uneQ-algèbre (cf. corollaire 1.7). Par le théorème de B. Mitiagin, S. Rolewics
et W. Zelazko, A est m-convexe.

Signalons que P. Turpin ([17]) a montré que la convexité locale est néces-
saire dans le théorème de B. Mitiagin, S. Rolewics et W. Zelazko. En fait, il
a obtenu ce qui suit:

Proposition 2.12 ([17]). Pour tout 0 < p < 1, il existe une algèbre
topologique commutative localement p-convexe métrisable complète dans
laquelle toutes les séries entières opèrent et qui n’est pas m-convexe.

Remarque 2.13. Dans [16], B. Mitiagin, S. Rolewics et W. Zelazko ont

montré que, pour toute série entière ϕ(z) =
∞∑
n=0

bnz
n, il existe une B0-algèbre

Aϕ non m-convexe dans laquelle la série ϕ(x) =
∞∑
n=0

bnx
n converge pour tout

x ∈ Aϕ,

3. Généralisation du théorème de B. Mitiagin, S. Rolewics et W.
Zelazko.

Le résultat suivant obtenu par A. El Kinani et M. Oudadess ([12]) con-
stitue une généralisation du théorème de Mitiagin, Rolewicz et Zelazko. Con-
trairement à la démonstration donnée par B. Mitiagin, S. Rolewicz et W.
Zelazko ([17]), qui est longue et calculatoire, la preuve de A. El Kinani et M.
Oudadess ([12]) est simple et directe.

Théorème 3.1 ([12]). Soit (A, τ) une a.l.c commutative unitaire, à pro-
duit continu et qui est un espace de Baire. Si les séries entières opèrent dans
(A, τ), alors elle est m-convexe.

Preuve. Soit V un voisinage de zéro absolument convexe et fermé et p sa
jauge. Puisque (A, τ) est à produit continu, il existe une autre semi-norme q
telle que

p(ab) ≤ q(a)q(b), a, b ∈ A.
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Comme les séries entières opérent dans (A, τ), on a, d’après le lemme 2.6,

sup
n∈N

(q(an))
1
n <∞, pour tout a ∈ A.

Posons:
fq(a) = sup

n∈N
(q(an))

1
n .

La fonction fq est alors semi continue inférieurement (s.c.i). Il s’ensuit que
l’ensemble:

An = {a ∈ A : fq(a) ≤ n}
est fermé, pour tout n dans N. De plus, on a

⋃
n

An = A. Donc, d’après le

théorème de Baire, il existe un entier m telle que Am est d’intérieur non vide.
Il existe alors a0 ∈ Am et un voisinage U de zéro tel que:

U + a0 ⊂ Am.

Pour tout a ∈ U, on a:

q((a+ a0)n) ≤ mn, n = 1, 2, ....

D’où:

p(an) = p[(a+ a0 − a0)n]

≤
n∑
k=0

Ck
np[(a+ a0)k(−a0)n−k]

≤
n∑
k=0

Ck
nq[(a+ a0)k]q[(−a0)n−k]

≤ (2m)n.

Soit x1, x2, ..., xn ∈ U . En utilisant la formule de polarisation, on obtient

p (x1x2...xn) ≤ 1

n!

n∑
k=1

p[ωnk(x1, x2, ..., xn)].

Comme:

p[ωnk(x1, x2, ..., xn)] ≤
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n
p[(xi1 + xi2 + ...+ xik)

n]

≤ Ck
n(2mn)n.
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Alors

p (x1x2...xn) ≤ (4mn)n

n!
.

Soit c > 0 telle que (4mn)n

n!
≤ cn, pour tout n ∈ N∗. Alors

x1x2...xn ∈ cnV , pour tout x1, x2, ..., xn ∈ U .

Donc: (
1

c
U

)n
⊂ V , pour tout n ∈ N∗.

On pose:

Ω =
⋃
n

(
1

c
U

)n
.

Alors Ω est un voisinage idempotent de zéro contenu dans V . Par conséquent
A est m-convexe.

4. Séries entières dans les B0-algèbres non commutatives.

Dans le cas non commutatif, W. Zelazko ([20]) a montré que le théorème
de B. Mitiagin, S. Rolewics et W. Zelazko ne reste plus valable. En fait, il
a d’abord construit un exemple de B0-algèbre A non m-convexe vérifiant la
propriété donnée par le résultat suivant.

Théorème 4.1 ([20]). Il existe une B0-algèbre A non m-convexe telle que

lim
n
xn = 0, pour tout x ∈ A.

La preuve de ce résultat est basée sur le lemme suivant:

Lemme 4.2 ([20]). Pour toute fonction continue v(t) > 0, 0 ≤ t < ∞,
telle que

lim
t→+∞

v(t)

t
= +∞,

il existe une fonction continue u(t) ≥ 0, 0 ≤ t <∞, telle que:
1) lim

t→+∞

u(t)

t
= +∞.

2) u est convexe.
3) Pour tout ti ≥ 0, on a

u (t1 + ...+ tn) ≤ 8[u(t1) + ...+ u(tn)] + v(n)
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Preuve du théorème 4.1. Soit v(n) = n(log n)
1
2 , n ≥ 2. Alors

v(n) = rnn log n avec lim
n
rn = 0.

Par le Lemme 4.2, il existe une fonction u(t) ≥ 0, 0 ≤ t <∞, telle que

u(k1 + ....+ kn) ≤ 8[u(k1) + ...+ u(kn)] + v(n), pour tout k1, ..., kn ∈ N

et

lim
t→∞

u(n)

n
=∞.

Soit (tn)n≥1 une suite de variables et A0 l’espace vectoriel des combinaisons
linéaires finies de tous les produits de la forme:

tntn+1...tn+k, n ≥ 1, k ≥ 0. (1)

On définit sur A0 un produit associatif en posant:

titj = 0, si j 6= i+ 1.

Ainsi tout produit
ti1ti2 ...tik

est nul sauf dans le cas où is = i1 + s− 1, c’est à dire, si le produit est de la
forme (1). Tout élément x ∈ A0 peut s’écrire sous la forme:

x =
∞∑
k=0

∞∑
n=1

α(n, k)tntn+1....tn+k, (2)

où seulement un nombre fini de coeffi cients α(n, k) sont non nuls. On définit

sur A0 une suite de semi-normes
(
|.|j
)
j
en posant, pour tout x ∈ A0,

|x|m =

∞∑
k=0

∞∑
n=1

|α(n, k)| exp(8mu(k + 1)), m ∈ N.

Il est clair que:
|x|m ≤ |x|m+1 , pour tout m.

Soit y ∈ A0. Alors:

y =

∞∑
k=0

∞∑
n=1

β(n, k)tntn+1...tn+k.
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Et l’on a:

xy =
∑

n≥1,k≥0

α(n, k)
∑
q≥0

β(n+ k + 1, q)tntn+1...tn+ktn+k+1...tn+k+1+q

=
∑

n≥1,k≥0

∑
p=n+k+1,q≥0

α(n, k)β(p, q)tntn+1...tp+q

=
∑

n≥1,p1≥0

∑
p=p1+p2,p2≥1

α(n, p1)β(n+ p1 + 1, p2 − 1)tntn+1...tn+p.

D’où:

|xy|m ≤
∑

k,q≥0;n,p≥1

|α(n, k)| |β(p, q)| exp(8mu(k + q + 2))

≤
∑

k,q≥0;n,p≥1

|α(n, k)| |β(p, q)| exp[8m(8u(k + 1) + 8u(q + 1) + v(2))]

≤ exp(8mv(2))
∑
k,n

|α(n, k)| exp[8m+1(8u(k + 1)]

×
∑
p,q

|β(p, q)| exp[8m+1(8u(q + 1)]

≤ exp(8mv(2)) |x|m+1 |y|m+1 .

Donc A0 est une algèbre localement convexe métrisable à produit continu.
Soit A sa complétée. Alors A est une B0-algèbre. Montrons maintenant que
lim
n
xn = 0, pour tout x ∈ A. Par récurrence, on obtient:

xm =
∞∑
k=0

∞∑
n=1

η(n, k)tntn+1...tn+k, x ∈ A, m ∈ N,

où:

η(n, k) =
∑

k1+...+km=k

α(n, k1)α(n+k1+1, k2−1)...α(n+k1+...+km−1+1, km−1).
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Donc:

|xm|j =

∞∑
k=0

∞∑
n=1

|η(n, k)| exp(8ju(k + 1))

≤
∑
n,k

∑
k1+...+km=k

|α(n, k1)| |α(n+ k1 + 1, k2 − 1)|

... |α(n+ k1 + ......+ km−1 + 1, km − 1)| exp(8ju(k + 1))

≤
∑
n,k

∑
k1+...+km=k

|α(n, k1)| |α(n+ k1 + 1, k2 − 1)|

... exp{8j[8u(k1 + 1) + 8u(k2) + ....+ 8u(km) + v(m)]}
≤ exp(8jv(m))

∑
n,k

∑
k1+...+km=k

|α(n, k1)| exp(8j+1u(k1 + 1))

... |α(n+ k1 + ...+ km−1 + 1, km − 1)| exp(8j+1u(km)).

Mais,

|x|mj+1 ≥ m!
∑
n,k

∑
k1+...+km=k

|α(n, k1)| exp(8j+1u(k1 + 1))...

... |α(n+ k1 + ...+ km−1 + 1, km − 1)| exp(8j+1u(km)).

Par conséquent:

|xm|j ≤
exp(8jv(m))

m!
|x|mj+1 .

Posons:

am,j =
exp(8jv(m)

m!
=
mm8jrm

m!

Pour m assez grand, on a 8jrm ≤
1

2
. D’où:

am,j ≤
(
mm

m!

) 1
2 1

(m!)
1
2

.

Comme lim
n

(
mm

m!

) 1
m = e, il existe c > 0 telle que

(
mm

m!

) 1
2 ≤ (

√
c)
m. Il s’ensuit

que:

am,j ≤
(
√
c)
m

(m!)
1
2

.

Donc:

|xm|j ≤

(√
c |x|j+1

)m
(m!)

1
2
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Par conséquent, pour tout x ∈ A, on a:

lim
n
xn = 0.

Notons que lim
m

am,j = 0 entraine l’existence d’une constante cj telle que

|xm|j ≤ cj |x|mj+1 .

Montrons enfin que A n’est pas m-convexe. En effet, supposons qu’elle est
m-convexe, et soit (‖.‖i)i∈I une famille de semi-normes sur A telle que:
1)

‖x‖i ≤ ‖x‖i+1 , x ∈ A.

2)
‖xy‖i ≤ ‖x‖i ‖y‖i , x, y ∈ A.

D’après la continuité des semi-normes, il existe i, k ∈ N et α1αk > 0 telle que

α1 |x|1 ≤ ‖x‖i ≤ αk |x|k , x ∈ A.

Soit (xj)j une suite d’éléments de A telle que αk |xj|k ≤
1

2
. Alors

α1 |x1...xn|1 ≤ ‖x1...xn‖i
≤ ‖x1‖i ... ‖xn‖i
≤ αnk |x1|k ... |xn|k

≤
(

1

2

)n
.

D’où,
lim
n
|x1...xn|1 = 0.

En particulier, pour xj = εtj, avec

αk |εtj|k = αkε exp(8ku(1)) ≤ 1

2
,

on obtient:
lim
n
εn |t1...tn|1 = 0.

Or,
εn |t1...tn|1 = εn exp(8u(n)),

et εn exp(8u(n)) tend vers l’infini quand n tend vers l’infini. Ainsi, on obtient
une contradiction. Donc A n’est pas m-convexe.
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Théorème 4.3 ([20]). Il existe une B0-algèbre nonm-convexe dans la quelle
toutes les fonctions entières opèrent.

Preuve. Soit A l’algèbre donnée par le théorème 4.1 et ϕ(z) =
∑
n

anz
n

une série entière. On a:∑
n

|anxn|j ≤ Cj
∑
n

|an| |x|nj+1 <∞,

pour tout x ∈ A. Donc toutes les séries entières opèrent dans A qui est non
m-convexe.

Remarque 4.4. L’algèbre donnée par le théorème 4.3 vérifie la propriété
suivante:

lim
n−→+∞

xn = 0, pour tout x ∈ A.

Elle est donc radicale.

Comme conséquence du théorème 4.3, on a ce qui suit:

Théorème 4.5 ([20]). Il existe une B0-algèbre non m-convexe qui est une
Q-algèbre.

Preuve. Considérons l’algèbreA donnée par le théorème 4.1 et montrons que
c’est une Q-algèbre. Soit x ∈ A. D’après le théorème 4.1, on a lim

n
(2x)n = 0,

il s’ensuit que pour tout j, il existe une constante cj telle que:

|2nxn|j ≤ cj pour tout n.

D’où
∞∑
n=1

|xn|j ≤ cj

∞∑
n=1

1

2n
<∞.

Donc l’élèment x est quasi-inversible et son quasi-inverse est donné par
∞∑
n=1

(−1)nxn. Ainsi A est une Q-algèbre. En fait, toute algèbre topologique

radicale est une Q-algèbre.

Dans [7], A. El Kinani a obtenu une version non commutative suivante
du théorème de B. S Mitiagin, S. Rolewics et W. Zelazko:
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Théorème 4.6 ([7]). Soit (A, τ) une a.l.c de Baire unitaire à produit con-
tinu. Si les séries entières opèrent dans (A, τ), alors la suite des applications
(x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro. En particulier, si A est commutative,
elle est m-convexe.

Preuve. Soit V un voisinage de zéro absolument convexe et fermé et p
sa jauge. Comme (A, τ) est à produit continu, il existe une autre semi-norme
q telle que:

p(xy) ≤ q(x)q(y), x, y ∈ A.

Pour tout k ∈ N∗, posons Ak = {a ∈ A : fq(a) ≤ k}, où fq(x) = sup
n

(q(xn))
1
n ,

pour tout x ∈ A. Par un raisonnement identique à celui du théorème 3.1, il
existe un entier k telle que Ak est d’intérieur non vide. Il existe alors x0 ∈ Ak
et un voisinage U de zéro telle que U + x0 ⊂ Ak. Pour tout x ∈ U , on a:

q((x0 + x)n) ≤ kn, n = 1, 2, ...

D’où:
p((x0 + x)n) ≤ kn, n = 1, 2, ...

D’après la formule de Mazur-Orlicz, on a:
On a:

p
( x
kn

)n
≤ 1

n!

n∑
j=0

Cj
np

[(
x0

k
+

j

kn
x

)n]
Comme

p

(
x0

k
+

j

kn
x

)n
=

1

kn
p

[(
x0 +

j

n
x

)n]
≤ 1,

il s’ensuit que: (x
k

)n
∈ (2n)n

n!
V , x ∈ U .

Mais, il existe c > 0 telle que:

(2n)n

n!
≤ cn, pour tout entier n.

Par conséquent:

xn ∈ V , pour tout x ∈ 1

ck
U , n ∈ N∗.

Maintenant, supposons que A est commutative et posons W = 1
ck
U . Pour

tout x1, ..., xk ∈ W , on a:

p[(x1 + ...+ xk)
n] ≤ kn, n ∈ N∗.
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D’après la formule de polarisation, on a:

p (x1x2...xn) ≤ 1

n!

n∑
k=1

p[ωnk(x1, x2, ..., xn)].

Et puisque;

p[ωnk(x1, x2, ..., xn)] ≤
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n
p[(xi1 + xi2 + ...+ xik)

n]

≤ knCk
n.

Alors

p (x1x2...xn) ≤ (2n)n

n!
.

D’où

x1x2...xn ∈
(2n)n

n!
V , pour tout x1, x2, ..., xn ∈ W .

Mais il existe M > 0 telle que
(2n)n

n!
≤Mn. Donc(

1

M
W

)n
⊂ V , n ∈ N∗.

Posons

Ω =
∞⋃
n=1

(
1

M
W

)n
Alors Ω est un voisinage de zéro idempotent contenu dans V . Par conséquent,
(A, τ) est m-convexe.

Dans le cas général d’une algèbre localement convexe unitaire, A. El Ki-
nani, R. Choukri et M. Oudadess ont montré ([11]), que dès que les séries
entières opèrent dans une a.l.c, on peut mettre en évidence, en un sens local,
une topologie d’a.l.m.c de Fréchet.

Théorème 4.7 ([11]). Soit (A, (pλ)λ) une algèbre localement convexe uni-
taire d’unité e. Les conditions suivantes sont équivalentes:
1) Les séries entières opèrent dans A.
2) Pour tout x ∈ A, il existe une sous-algèbre Ax telle que:

C [x] ⊂ Ax ⊂ C [x].
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De plus, elle peut être munie d’une topologie d’a.l.m.c de Fréchet. C [x]
(resp. C [x]) désigne la sous-algèbre (resp. la sous-algèbre fermée) engendrée
par {e, x}..

Preuve. 2)=⇒1): est évidente.
2)=⇒1): On sait que (H (C) , (pn)n) est une a.l.m.c de Fréchet, où H (C)
désigne l’algèbre des séries entières et (pn)n la famille de semi-normes définie
par:

pn (f) = sup
|z|≤n
|f (z)| .

Maintenant, soit x ∈ A et on considère l’application:

ϕx : H (C) −→ A
f 7−→ f(x)

Soit f(z) =
∑
k≥0

akz
k une série entière. On a:

pn (f) = sup
|z|≤n

∣∣∣∣∣∑
k≥0

akz
k

∣∣∣∣∣ ≤ sup
|z|≤n

∑
k≥0

ak |z|k .

Si, pour chaque sérire entière f(z) =
∑
k≥0

akz
k, on pose:

qn (f) = sup
|z|≤n

∑
k≥0

ak |z|k ,

on voit bien que l ’application identité:

Id : (H (C) , (qn)n) −→ (H (C) , (pn)n)

est continue. Et comme (H (C) , (qn)n) est complète, les deux familles de
semi-normes (pn)n et (qn)n définissent la même topologie d’après le théorème
de l’application ouverte. Il s’ensuit que le morphisme ϕx est continu. Et
puisque Im (ϕx) est isomorphe à H (C) /ker(ϕx), on peut munir Im (ϕx) d’une
topologie d’a.l.m.c de Fréchet plus fine que la topologie induite par celle de
A. D’autre part, on a bien

C [x] ⊂ Im (ϕx) ⊂ C [x].

Ainsi la sous-algèbre cherchée n’est autre que Im (ϕx).

Remarque 4.8. Le théorème précédent montre que derrière le fait que
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H (C) opère, il y a localement, une topologie d’a.l.m.c de Fréchet. Ce fait
n’est pas nécessairement global. En effet, soitA l’algèbre des suites complexes
stationnaires. Considérons la famille (Ak)k des sous-algèbres de dimensions
finie, où

Ak = {(xn)n ∈ A, xn = xk, pour tout n ≥ k} .
Munie de la topologie localement convexe limite inductive du système inductif
(Ak)k , l’algèbre A devient une a.l.m.c complète et les fonctions entières y
opèrent en conséquence. Cependant, il n’existe aucune topologie d’a.l.m.c
de Fréchet sur A puisqu’elle est de dimension dénombrable.
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Chapitre 3

Equicontinuité des applications puissances
dans les algèbres localement convexes

Dans [16], B. Mitiagin, S. Rolewics et W. Zelazko ont montré que si
les séries entières opèrent dans une B0-algèbre commutative, alors elle est m-
convexe. Dans le cas non commutatif, W. Zelazko ([20]) a exhibé un exemple
d’une B0-algèbre non m-convexe dont lequel les séries entières opèrent. Par
ailleurs, dans [7], A. El Kinani a montré que si les séries entièrs opèrent dans
une B0-algèbre non nécessairement commutative, la suite des applications
puissances (x 7−→ xn)n est alors équicontinue en zéro. Ceci nous amène à
étudier la classe des algèbres localement convexes non nécessairement com-
mutatives dans lesquelles la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est
équicontinue en zéro.

Dans la première partie de ce chapitre, on examine le lien entre la m-
convexité et l’équicontinuité en zéro de la suite des applications puissances
(x 7−→ xn)n tout en remarquant que la suite des applications puissances
(x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro dans toute algèbre localement multi-
plicativement convexe. Dans [17], P. Turpin a montré que la réciproque est
vraie dans le cas commutatif. Dans le cas général, W. Zelazko a donné ([20])
un exemple d’une algèbre localemet convexe non commutative dans laquelle
la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro, mais
qui n’est pas m-convexe. Cette exemple montre que le résultat de P. Turpin
([17]) ne reste plus valable dans la cas non nécessairement commutatif. On
termine cette partie par une caractérisation pratique ([8]), de l’équicontinuité
en zéro des applications puissances (x 7−→ xn)n, à l’aide d’une famille parti-
culière de semi-normes.

Dans la deuxième partie, on donne de nouvelles classes d’algèbres dans
lesquelles les séries entières opèrent. Ici, on remplace la m-convexité par
l’équicontinuité en zéro de la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n.
On obtient des résultats qui sont analogues à ceux de la première partie du
chapitre 2 mais avec une approche différente.
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Il est bien connu que l’application l’inverse x 7−→ x−1 est continue dans
toute algèbre localement multiplicativement convexe ([21]). On montre ([9])
que ce résultat s’étend aux algèbres localement convexes non commutatives
dans lesquelles la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est équicon-
tinue en zéro. Comme conséquence, on obtient que le spectre de tout élément
est non vide ([9]), ainsi que le théorème de Gelfand-Mazur.

Dans la dernière partie, on examine le lien entre le fait que les séries
entières opèrent et la continuité de l’application l’inverse x 7−→ x−1. Nous
montrons ([9]) que cette dérnière est continue dans toute B0-algèbre non
nécessairement commutative dans laquelle les séries entières opèrent. On
donne ([9]) deux contre-exemples qui montrent que la complétude ainsi que
la métrisablité sont nécessaires. De plus, avec des conditions supplémen-
taires, on montre que la réciproque est également vraie.

1. m-convexité et équicontinuité des applications puissances en
zéro.

Il est facile de voir que la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n
est équicontinue en zéro dans toute algèbre localement convexe qui est m-
convexe. La réciproque est également vraie dans le cas commutatif, d’après
P. Turpin ([17]).

Proposition 1.1 ([17]). Soit (A, τ) une algèbre localement convexe com-
mutative dans laquelle la suite des applications puissances est équicontinue
en zéro. Alors (A, τ) est m-convexe.

Preuve. Soit V un voisinage convexe équilibré et fermé de zéro. Comme
la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro, il
existe un voisinage de zéro convexe et équilibré tel que:

xn ∈ V, x ∈ U, n ∈ N∗.

Ensuite, d’après la formule de polarisation, pour tout x1, x2, ..., xn ∈ A, on
a:

x1x2...xn =
(−1)n

n!

n∑
k=1

(−1)kωnk(x1, x2, ..., xn)

avec
ωnk(x1, x2, ..., xn) =

∑
1≤i1<i2<...<ik≤n

(xi1 + xi2 + ...+ xik)
n.
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En particulier, si x1, ..., xn ∈ U, alors
xi1 + xi2 + ...+ xik

n
∈ U

et on obtient:
(xi1 + xi2 + ...+ xik)

n ∈ nnV.
Il s’ensuit que:

x1x2...xn ∈
2nnn

n!
V, ∀n ∈ N∗,∀x1, ..., xn ∈ U.

Par ailleurs, il existe c > 0 telle que:

(2n)n

n!
≤ cn, pour tout n ∈ N∗.

Il s’ensuit que:

x1x2...xn ∈ V, ∀x1, ..., xn ∈
1

c
U, n ∈ N∗.

Donc (
1

c
U

)n
⊂ V , pour tout n ∈ N∗.

Posons Ω =
⋃
n

(
1
c
U
)n
. Alors Ω est un voisinage de zéro idempotent inclus

dans V . Par conséquent, A est m-convexe. D’où le résultat.

Remarques 1.2. 1) Si on considère une partie U , on voit bien que la
partie Ω =

⋃
n

Un, où

Un = {x1x2...xn, x1, ..., xn ∈ U} ,

est idempotente. En fait, c’est le plus petit idempotent qui contient U .
Cette technique de construction de parties idempotentes joue un rôle impor-
tant dans la preuve précédente. Mais sans la formule de polarisation, valable
uniquement dans la cas commutatif, elle n’est pas payante.

2) Dans le cas non commutatif, l’équicontinuité en zéro des applications
puissances n’implique pas nécessairement la m-convexté ([20]).

On sait que la topologie d’une a.l.m.c peut être définie par une famille de
semi-normes sous-multiplicatives (pi)i∈I . En particulier, on a:

pi (x
n) ≤ [pi (x)]n , n ∈ N∗, i ∈ I.
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Dans le cas d’une algèbre localement convexe dans laquelle la suite des ap-
plications puissances (x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro, on a le résultat
suivant ([8]).

Proposition 1.3 ([8]). Soit (A, τ) une algèbre localement convexe. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes:

1) La suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro.
2) La topologie τ peut être définie par une famille de semi-normes (pi)i∈I
telle que, pour tout i ∈ I, il existe j ∈ I tel que:

pi(x
n) ≤ (pj(x))n , x ∈ A, n ∈ N∗.

Preuve. 1) =⇒ 2) Soit V un voisinage de zéro convexe, équilibré et fermé.
Comme la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est équicontinue en
zéro, il existe un voisinage de zéro, convexe, équilibré et fermé U tel que

xn ∈ V, x ∈ U, n ∈ N∗.

Soit p la jauge associée à V et q celle de U . Alors, on a:

p(xn) = inf {λ > 0 : xn ∈ λV } et q(x) = inf {λ > 0 : x ∈ λU} .

Soit α > 0 tel que x ∈ αU. Alors xn ∈ αnV . D’où:

αn ∈ {λ > 0 : xn ∈ λV } .

Il s’ensuit que:
p(xn) ≤ (q(x))n .

Ainsi, en considérant la famille des jauges associées à tous les voisinages dis-
qués de zéro, on obtient le résultat.

2) =⇒1) Soit i ∈ I. Alors il existe j ∈ I tel que:

pi(x
n) ≤ (pj(x))n , x ∈ A, n ∈ N∗.

Soit x ∈ Kj

(
0, 1

k

)
, où:

Kj

(
0,

1

k

)
=

{
x ∈ X, pj(x) <

1

k

}
, k = 1, 2, ...
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Comme pj(x) < 1
k
, on a:

pi(x
n) ≤ (pj(x))n <

1

kn
≤ 1

k
, pour tout n ∈ N∗.

Par conséquent, xn ∈ Ki(0,
1
k
), pour tout n ∈ N∗. Comme la famille

{
Ki(0,

1
k
) : k ∈ N∗, i ∈ I

}
constitue un système fondamental de voisinages de zéro, la suite des appli-
cations puissances (x 7−→ xn)n est donc équicontinue en zéro.

Comme conséquence, on a le résultat suivant:

Corollaire 1.4. Soit (A, τ) une algèbre localement convexe à produit continu
dans laquelle la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est équicontinue
en zéro. Alors la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est équicon-
tinue en zéro dans la complétée Â de (A, τ).

Preuve. Découle du fait que l’assertion 2) de la proposition 1.3, passe à
la complétée.

2. Equicontinuité en zéro des applications puissances et séries en-
tières.

On sait que les séries entières opèrent dans toute a.l.m.c complète ([15]).
Plus généralement, elles opèrent dans toute algèbre localement convexe com-
plète dans laquelle la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est équicon-
tinue en zéro.

Proposition 2.1 ([13]). Les séries entières opèrent dans toute a.l.c. uni-
taire et complète (A, τ) dans laquelle la suite des applications puissances
(x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro.

Preuve. Comme la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est équicon-
tinue en zéro, alors, d’après la proposition 1.3, la topologie τ peut être définie
par une famille de semi-normes (pi)i∈I vérifiant la propriété suivante: Pour
tout i ∈ I, il existe j ∈ I tel que:

pi(x
n) ≤ (pj(x))n , x ∈ A, n ∈ N∗.

Soit maintenant ϕ(z) =
∑
n≥0

anz
n une série entière, x ∈ A et n ∈ N∗. Posons
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Sn(x) =
n∑
k=0

akx
k. Alors, pour tout i ∈ I, on a:

pi(Sn+m(x)− Sn(x)) ≤
n+m∑
k=n+1

|ak| (pj(x))k ,

et comme
n+m∑
k=n+1

|ak| (pj(x))k tend vers zéro quand n tend vers l’infini, la suite

(Sn(x))n est alors de Cauchy dans (A, τ) qui est complète. Donc converge.

En utilisant le corollaire 1.4, on obtient le résultat suivant:

Corollaire 2.2. Soit (A, τ) une algèbre localement convexe unitaire à pro-
duit continu dans laquelle la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n
est équicontinue en zéro. Alors les séries entières opèrent dans la complétée
Â de (A, τ).

Remarque 2.3. La différence entre la preuve donnée dans la cas m-convexe
et la preuve précédente est que dans le cas des a.l.m.c, on utilise la sous
multiplicativité des semi-normes, alors que le cas des algèbres localement
convexes dans lesquelles la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est
équicontinue en zéro, on utilise la propriété: Pour tout i ∈ I, il existe j ∈ I
tel que:

pi(x
n) ≤ (pj(x))n , x ∈ A, n ∈ N∗.

Le résultat précédent s’obtient ([13]) sous une notion de complétude plus
faible, à savoir la M -complétude.

Proposition 2.4 ([13]). Les séries entières opèrent dans toute a.l.c. uni-
taire et M -complète (A, τ) dans laquelle la suite des applications puissances
(x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro.

Preuve. Comme la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est équicon-
tinue en zéro, la topologie τ peut être définie par une famille de semi-normes
(pi)i∈I vérifiant la propriété suivante: Pour tout i ∈ I, il existe j ∈ I tel que:

pi(x
n) ≤ (pj(x))n , x ∈ A, n ∈ N∗.

Soit maintenant ϕ(z) =
∑
n≥0

anz
n une série entière. On a:

pi(anx
n) ≤ |an| (pj(x))n , x ∈ A, n ∈ N∗.
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Comme |an| (pj(x))n tend vers zéro quand n tend vers l’infini, la suite (anx
n)n

est alors bornée. De la même manière, on montre que la suite
(√
|an|xn

)
n

est bornée. Posons:
B = conv(A1 ∪ A2),

où
A1 = {αanxn, n ∈ N, α ∈ C : |α| ≤ 1}

et
A2 =

{
α
√
|an|xn, n ∈ N, α ∈ C : |α| ≤ 1

}
.

On vérifie facilement que B est un disque fermé borné. Et puisque (A, τ) est
M -complète, il s’ensuit que le sous espace vectoriel EB, engendré par B, muni

de la jauge ‖.‖B de B est un espace Banach. Soit alors Sn(x) =
n∑
k=0

akx
k. On

a:

‖Sn+m(x)− Sn(x)‖B ≤
n+m∑
k=n+1

√
|an|
√
|an| ‖xn‖B

≤
n+m∑
k=n+1

√
|an|

∥∥∥√|an|xn∥∥∥
B

≤
n+m∑
k=n+1

√
|an|.

Comme
n+m∑
k=n+1

√
|an| tend vers zéro quand n etm tendent vers l’infini, la suite

(Sn(x))n est de Cauchy dans (EB, ‖.‖B) qui est complet. Donc converge dans
(A, τ).

Remarques 2.5. 1) Le résultat précédent peut être démontré en se ra-
menant au cas m-convexe comme suit: Soit x ∈ A et A (x) la sous-algèbre
engendrée par x et l’unité e. Alors A (x) , munie de la topologie induite, est
une algèbre commutative dans laquelle la suite des applications puissances
(x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro. Donc, elle est m-convexe, d’après
Turpin ([17]). Il s’ensuit que sa fermeture A (x) est une a.l.m.c M -complète.
D’où, les séries entières opèrent dans A (x), et par conséquent elles opèrent
dans (A, τ).

2) On sait que l’algèbre A des polynômes à valeurs complexes munie de
la topologie de la convergence uniforme sur tous les compacts de R+ est une
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a.l.m.c pseudo-complète non M -complète dans laquelle la fonction exponen-
tielle n’opère pas. Et comme la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n
est équicontinue en zéro dans le cas m-convexe, on voit bien que la pseudo-
complétude est insuffi sante pour avoir le résultat précédent.

On sait que la pseudo complétude et l’équicontinuité en zéro des appli-
cations puissances (x 7−→ xn)n ne sont pas suffi santes pour que les séries
entières opèrent. Mais elles le sont dans le cas Q-algèbre ([13]).

Proposition 2.6 ([13]). Les séries entières opèrent dans toute a.l.c. uni-
taire pseudo-complète (A, τ) dans laquelle la suite des applications puissances
(x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro et qui est une Q-algèbre.

Preuve. Soit ϕ(z) =
∑
n≥0

anz
n une série entière et x ∈ A. Comme la suite

des applications puissances (x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro dans (A, τ),
l’inverse est alors continu ([3]). Et puisque c’est une Q-algèbre, le spectre de
tout élément est compact. D’où, d’après Allan ([1]), il existe λ ∈ C∗ tel que
la partie

{(λx)n , n = 1, 2, ...}
est bornée. Posons:

B = conv {α (λx)n , n ∈ N, α ∈ C : |α| ≤ 1}.

On vérifie facilement que la partie B est disquée, fermée bornée et idem-
potente. Comme (A, τ) est pseudo-complète, il s’ensuit que le sous espace
vectoriel EB, engendré par B, muni de la jauge ‖.‖B de B est un espace de

Banach. Soit maintenant Sn(x) =
n∑
k=0

akx
k. Alors

‖Sn+m(x)− Sn(x)‖B ≤
n+m∑
k=n+1

|an|
|λ|n ‖(λx)n‖B

≤
n+m∑
k=n+1

|an|
|λ|n .

La quantité
n+m∑
k=n+1

|an|
|λ|n tend vers zéro quand n etm tendent vers l’infini. Ainsi,

la suite (Sn(x))n est de Cauchy dans (EB, ‖.‖B) qui est complet. Donc elle
converge dans (A, τ).
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3) Equicontinuité des applications puissances en zéro et continuité
de l’inverse.

Il est bien connu que l’inverse est continu dans toute a.l.m.c. ([21]). On
montre ([9]) que ce résultat s’étend aux algèbres localement convexes dans
lesquelles la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est équicontinue
en zéro. Pour ce faire, on a besoin du résultat suivant.

Lemme 3.6 ([9]). Soit (E, τ) une algèbre localement convexe non néces-
sairement commutative dans laquelle la suite des applications puissances
(x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro. Alors, la topologie τ peut être définie
par une famille de semi-normes (pi)i∈I telle que:

1) Pour tout i ∈ I, il existe j ∈ I telle que:

pi(x
n) ≤ (pj(x))n , pour tout x ∈ A, n ∈ N∗.

2) Pour tout i ∈ I, il existe j ∈ I telle que:

pi(xy + yx) ≤ 6pj(x)pj(y), x, y ∈ E.

Preuve. 1) D’après la proposition 1.3.
2) Soit (pi)i∈I une famille de semi-normes (pi)i∈I vérifiant 1) et i ∈ I. Alors,
il existe j ∈ I tel que:

pi(x
n) ≤ (pj(x))n , pour tout x ∈ A, n ∈ N∗.

Si x1, y1 ∈ E tels que pj(x1) ≤ 1 et pj(y1) ≤ 1. En utilisant l’égalité

x1y1 + y1x1 = (x1 + y1)2 − x2
1 − y2

1,

on obtient:

pi(x1y1 + y1x1) ≤ pi
[
(x1 + y1)2]+ pi(x

2
1) + pi(y

2
1)

≤ [pj (x1 + y1)]2 + [pj(x1)]2 + [pj(y1)]2

≤ 6.

Soit maintenant x et y deux éléments de E. En appliquant la dernière iné-
galité à

x1 =
x

pj(x) + ε
et y1 =

y

pj(y) + ε
, où ε > 0,
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on obtient:
pi(xy + yx) ≤ 6 (pj(x) + ε) (pj(y) + ε) .

Ceci étant vrai pour tout ε > 0, il s’ensuit que:

pi(xy + yx) ≤ 6pj(x)pj(y)

Remarques 3.7. En fait, la continuité en zéro de l’application x 7−→ x2

est suffi sante pour avoir une famille de semi-normes vérifiant 2) du lemme
ci-dessus, mais pas nécessairement 1). En effet, soit V un voisinage de zéro,
convexe, équilibré et fermé. Comme l’application x 7−→ x2 est continue en
zéro, il existe un voisinage de zéro, convexe, équilibré et fermé U tel que

x2 ∈ V, x ∈ U .

Soit p la jauge associée à V et q celle de U . On a:

p(x2) = inf
{
λ > 0 : x2 ∈ λV

}
et q(x) = inf {λ > 0 : x ∈ λU} .

Soit α > 0 tel que x ∈ αU. Alors x2 ∈ α2V . Donc α2 ∈ {λ > 0 : x2 ∈ λV }.
D’où

p(x2) ≤ (q(x))2 .

Par conséquent, la famille des jauges (pi)i∈I associées à tous les voisinages de
zéro, convexes, équilibrés et fermés vérifie bien 2).

Théorème 3.8 ([9]). L’application inverse x 7−→ x−1 est continue dans toute
algèbre localement convexe unitaire non nécessairement commutative (E, τ)
dans laquelle la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est équicon-
tinue en zéro.

Preuve. Comme la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est équicon-
tinue en zéro, la topologie τ peut être définie, d’après le lemme 3.6, par une
famille de semi-normes (pi)i∈I vérifiant 1) et 2) du même lemme 3.6. Donc,
pour i ∈ I, ils existent h et j tels que:

pi(xy + yx) ≤ 6pj(x)pj(y) et pj(xn) ≤ [ph(x)]n , x, y ∈ E, n ∈ N∗ (*)

Maintenant, soit (xα)α ∈ G(E) telle que xα −→ e et 0 < ε < 1. alors, il
existe α0 tel que:

ph(xα − e) < ε, pour tout α ≥ α0.
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Soit α ≥ α0. On a

e− xα
N∑
n=0

(e− xα)n = (e− xα)N+1 .

En utilisant (*), on obtient:

lim
N−→+∞

pj

(
e− xα

N∑
n=0

(e− xα)n
)

= 0.

Il s’ensuit que:

lim
N−→+∞

pi

(
x−1
α −

N∑
n=0

(e− xα)n
)
≤ lim

N−→+∞
3pj

(
e− xα

N∑
n=0

(e− xα)n
)
pj
(
x−1
α

)
.

Donc, en utilisant (*) une autre fois, on obtient:

pi
(
x−1
α

)
≤ pi

(
x−1
α −

N∑
n=0

(e− xα)n
)

+ pi

(
N∑
n=0

(e− xα)n
)

≤ pi

(
x−1
α −

N∑
n=0

(e− xα)n
)

+
N∑
n=0

3 [ph (e− xα)]n

≤ pi

(
x−1
α −

N∑
n=0

(e− xα)n
)

+ 3
N∑
n=0

[ph (e− xα)]n

≤ 3
+∞∑
n=0

εn =
3

1− ε.

Par conséquent, pour toute semi-norme pl et tout 0 < ε < 1, il existe αl,ε tel
que

pl
(
x−1
α

)
≤ 1

1− ε , pour tout α ≥ αl,ε.

En particulier, on a:

pj
(
x−1
α

)
≤ 3

1− ε, pour tout α ≥ αj,ε.

D’où:

pi(x
−1
α − e) ≤ pj

(
x−1
α

)
pj(xα − e) ≤

3

1− εpj(xα − e), pour tout α ≥ αj,ε.
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Mais, on sait qu’il existe α1 tel que:

pj(xα − e) ≤
ε (1− ε)

3
, pour tout α ≥ α1.

Soit β tel que β ≥ αj,ε et β ≥ α1. Alors:

pi(x
−1
α − e) ≤ ε pour tout α ≥ β.

Il s’ensuit que x−1
α −→ e. Maintenant, si x ∈ G(E) et (xα)α ∈ G(E) tels que

xα −→ x. On a:

x−1
α = (x−1xα)−1x−1 et x−1xα −→ e.

Donc x−1
α −→ x−1. Par conséquent, l’inverse est continu.

Comme conséquence, on obtient le théorème de type Gelfand-Mazur suiv-
ant.

Corollaire 3.9 ([9]). Toute algèbre localement convexe unitaire non néces-
sairement commutative (E, τ) dans laquelle la suite des applications puis-
sances (x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro et qui est un corps est isomorphe
à C.

Preuve. Il suffi t de montrer que le spectre de toute élément est non vide.
Soit x ∈ E. Supposons que Sp(x) = ∅ et considèrons l’application

Rx : C −→
(
E, (pi)i∈I

)
λ 7−→ (x− λe)−1

On a:
Rx (λ)−Rx (λ′)

λ− λ′ = − (x− λe)−1 (x− λ′e)−1
,

Comme l’inverse est continu, d’après le théorème 3.8, on obtient:

lim
λ′−→λ

Rx (λ)−Rx (λ′)

λ− λ′ = − (x− λe)−2 .

Donc

lim
λ−→∞

ϕ ◦Rx (λ) = lim
λ−→∞

1

λ
ϕ

[(x
λ
− e
)−1
]

= 0, pour tout ϕ ∈ E ′,

où E ′ est le dual topologique de E. Puisque ϕ ◦ Rx est continue, elle est
bornée. En utilisant l’holomorphie de ϕ ◦ Rx et le théorème de Louiville,
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on conclût que ϕ ◦ Rx est constante. Donc ϕ ◦ Rx = 0, pour tout ϕ ∈ E ′;
contradiction.

Remarque 3.10. On peut montrer que le spectre de tout élément est non
vide sans utiliser la continuité de l’inverse. En effet, soit x ∈ (E, τ) et E(x)
la sous-algèbre commutative maximale contenant x. E(x) est une algèbre
localement convexe commutative unitaire dans laquelle la suite des applica-
tions puissances (x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro. Donc, d’après Turpin
([17]), E(x) est m-convexe. Et puisque

SpE(x) = SpE(x(x),

il s’ensuit que SpE(x) 6= ∅.

L’exemple ([9]) suivant montre que, dans le cas génèral, la réciproque du
théorème 3.8 n’est pas vraie.

Exemple 3.11 ([9]). Soit E l’algèbre des fonctions polynomiales à coeffi -
cients complexes. On munit E de la norme d’espace vectoriel définie par:

‖f‖1 =

∫ 1

0

|f(t)| dt, f ∈ E.

L’algèbre (E, ‖.‖1) est localement convexe. Comme G (E) ne contient que les
constantes, l’application inverse x 7−→ x−1 est continue. Mais, d’après Turpin
([17]), la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n n’est pas équicon-
tinue en zéro car l’algèbre (E, ‖.‖1) n’est pas m-convexe. En effet, supposons
qu’il existe un système équivalent de semi-normes sous-multiplicatives (|.|i)i∈I
définissant la topologie de (E, ‖.‖1). Alors, pour chaque semi-norme sous-
multiplicative |.|i, ils existent des constantes positives p et q telles que:

p ‖f‖1 ≤ |f |i ≤ q ‖f‖1 , pour tout f ∈ E.

Donc, pour tout k, p ∈ N∗, on obtient:

p
∥∥tktp∥∥

1
≤

∣∣tktp∣∣
i

≤
∣∣tk∣∣

i
|tp|i

≤ q2
∥∥tk∥∥

1
‖tp‖1 .

D’où:
(k + 1) (p+ 1)

k + p+ 1
≤ q2

p
, pour tout k, p ∈ N∗;
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contradiction. En fait, on peut remarquer que l’application x 7−→ x2 est non
continue en zéro dans l’algèbre (E, ‖.‖1) et donc elle est non m-convexe.
Dans le cas tout à fait général d’une algèbre localement convexe, la conti-

nuité de l’application inverse x 7−→ x−1 n’est pas équivalente à l’équicontinuité
en zéro des applications puissances. Cependant, elle a lieu avec laQ-propriété.

Proposition 3.12 ([9]). Soit (E, τ) une algèbre localement convexe qui est
une Q-algèbre. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:
1) La suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro.
2) L’application inverse x 7−→ x−1 est continue.

Preuve. 1=⇒2: D’après le théorème 3.8.
2=⇒1: D’après Turpin ([17]), on sait que l’application inverse x 7−→ x−1

est continue dans toute algèbre localement convexe (A, τ) dans laquelle la
suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro ([9]).
On sait également que sa topologie τ peut être définie par une famille de
semi-normes (pi)i∈I telle que, pour tout i ∈ I, il existe j ∈ I telle que

pi(x
n) ≤ (pj(x))n , x ∈ A, n ∈ N∗.

En particulier, si cette dernière inégalité est vérifiée pour i = j et n = 2, on
obtient le résultat ([8]) suivant:

Proposition 3.13 ([8]). Soit (A, τ) une algèbre localement convexe non
commutative dont la topologie τ peut être définie par une famille de semi-
normes (pi)i∈I telle que, pour tout i ∈ I, il existe j ∈ I telle que:

pi(x
2) ≤ (pi(x))2 , x ∈ A.

Alors
1) L’application inverse x 7−→ x−1 est continue.
2) Si de plus (A, τ) est une Q-algèbre, alors la suite des applications puis-
sances (x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro.

Preuve. 1) Soient x1, y1 ∈ A et i ∈ I tels que:

x1y1 = y1x1, pi(x1) ≤ 1 et pi(y1) ≤ 1.

On a:
2pi(x1y1) ≤ [pi(x1) + pi(y1)]2 + [pi(x1)]2 + [pi(y1)]2 ≤ 6.

D’où pi(x1y1) ≤ 3. En appliquant cette dérnière inégalité à:

x1 =
x

pi(x) + ε
et y1 =

y

pi(y) + ε
,
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où x, y ∈ A tels que xy = yx et ε > 0, on obtient:

pi(xy) ≤ 3 (pi(x) + ε) (pi(y) + ε) .

Donc:
pi(xy) ≤ 3pi(x)pi(y).

Soit maintenant (xα)α une suite d’éléments inversibles de A telle que lim
α
xα =

e (e est l’unité de A). Comme x−1
α (xα − e) = (xα − e)x−1

α , on a:∣∣pi(x−1
α )− pi(e)

∣∣ ≤ pi(x
−1
α − e) ≤ pi

[
x−1
α (xα − e)

]
≤ 3pi(x

−1
α )pi(xα − e).

Soit ε > 0. Comme lim
α
xα = e, il existe α0 tel que:

pi(xα − e) < ε′, pour tout α ≥ α0,

où ε′ < ε
3(1+ε)

. On obtient:

pi(x
−1
α ) ≤ 1

1− 3ε′
, pour tout α ≥ α0.

Il s’ensuit que:

pi(x
−1
α − e) ≤

3ε′

1− 3ε′
≤ ε, pour tout α ≥ α0.

D’où lim
α
x−1
α = e. Finalement, soit x ∈ G(A) et (xα)α ∈ G(A) tel que

lim
α
xα = x. On a x−1

α = (x−1xα)−1x−1 et x−1xα −→ e. Par conséquent

x−1
α −→ x−1 et donc l’application inverse x 7−→ x−1 est continue.

2) D’après P. Turpin ([17]).

4) Application: continuité de l’inverse et séries entières.

Rappelons que B. Mitiagin, S. Rolewics et W. Zelazko ont montré ([16])
que si les séries entières opèrent dans une B0-algèbre commutative, alors elle
est m-convexe. Par conséquent, l’application inverse x 7−→ x−1 est continue.
Dans le cas non commutatif, on a:

Théorème 4.1 ([9]). Soit (E, τ) une B0-algèbre non nécessairement com-
mutative dans laquelle les séries entières opèrent. Alors (E, τ) est à inverse
continu.
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Preuve. Comme les séries entières opèrent dans (E, τ) qui est une B0-
algèbre, alors la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est equicon-
tinue en zéro ([7]). Par conséquent, d’après le théorème 3.8, l’application
inverse x 7−→ x−1 est continue.

Remarques 4.2. 1) Sans la complétude, le résultat précédent ne reste plus
vrai([9]). En effet, considèrons l’algèbre (L∞, ‖.‖1), où:

‖f‖1 =

∫ 1

0

|f(t)| dt, f ∈ L∞.

Comme ‖.‖1 ≤ ‖.‖∞ , les séries entières opèrent dans (L∞, ‖.‖1). Mais
l’application inverse x 7−→ x−1 n’est pas continue dans (L∞, ‖.‖1). En ef-
fet, soit (fn)n∈N∗ la suite de L

∞ définie par:

fn(t) =

{
1
n
si 0 ≤ t ≤ 1

n

1 si 1
n
< t ≤ 1

on a:

‖fn − 1‖1 =
1

n

(
1− 1

n

)
qui tend vers zéro quand n tend vers l’infini. De plus

f−1
n (t) =

{
n si 0 ≤ t ≤ 1

n

1 si 1
n
< t ≤ 1

donc ∥∥f−1
n − 1

∥∥
1

=
1

n
(n− 1).

Par conséquent, ‖fn − 1‖1 ne tend pas vers zéro quand n tend vers l’infini.

2) Comme la complétude, la métrisabilité est nécessaire dans le résultat
précédent([9]). En effet, considérons l’algèbre Cb(R+) des fonctions contin-

ues et bornées sur R+ munie de la famille de semi-normes
(
‖.‖ϕ

)
ϕ∈Φ

définie

comme suit:
‖f‖ϕ = sup

t∈R+
|f(t)ϕ(t)| , ϕ ∈ Φ,

où Φ est l’ensemble des fonctions continues ϕ : R+ −→ C telle que:

0 < |ϕ(t)| ≤ 1 pour tout t ∈ R+ et lim
t−→∞

ϕ(t) = 0.
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Ainsi
(
Cb(R+),

(
‖.‖ϕ

)
ϕ

)
est une algèbre localement convexe non m-convexe

dans laquelle les séries entières opèrent. Il s’ensuit qu’elle n’est pas métris-
able, mais elle n’est pas à inverse continu comme le montre le résultat suivant.

Proposition 4.3 ([9]). L’application inverse x 7−→ x−1 n’est pas continue

dans
(
Cb(R+),

(
‖.‖ϕ

)
ϕ

)
.

Preuve. Soit V un voisinage de l’unité 1. Alors, il existe ϕ ∈ Φ et ε > 0
tels que:

B‖.‖ϕ (1, ε) ⊂ V,

où:
B‖.‖ϕ (1, ε) =

{
f ∈ Cb(R+) : ‖f − 1‖ ≤ ε

}
.

Soit a ∈ R tel que ϕ (a) < ε. Alors il existe δ > 0 tel que:

ϕ (x) < ε, pour tout x ∈]a− δ, a+ δ[.

Soit f une fonction continue telle que:

0 ≤ f ≤ 1, f (a) = 0

et:
f = 1 en dehors de ]a− δ, a+ δ[.

Maintenant, on considère ψ ∈ Φ et la fonction g définie par:

g =
1 + ψ (a)

1 + 2ψ (a)
f +

ψ (a)

1 + 2ψ (a)
.

Il est clair que g est continue,

g = 1 sur ]a− δ, a+ δ[

et:

1 ≤ g−1 ≤ 1 + ψ (a)

1 + 2ψ (a)
.

De plus g ∈ V vue que:

‖g − e‖ϕ = sup
|x−a|<δ

|ψ (x) g (x)− 1| ≤ ε.
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Mais; ∥∥g−1 − e
∥∥
ϕ

= sup
x∈R

∣∣ψ (x)
(
g−1 (x)− 1

)∣∣
≥ ψ (a)

(
g−1 (a)− 1

)
≥ 1 + ψ (a) > 1.

Donc g ∈ V et g−1 /∈ B‖.‖ψ
(
1, 1

2

)
. Il s’ensuit que l’application inverse

x 7−→ x−1 n’est pas continue dans
(
Cb(R+),

(
‖.‖ϕ

)
ϕ

)
.

Dans le cas tout à fait général d’une algèbre localement convexe, la con-
tinuité de l’application inverse x 7−→ x−1 n’entraîne pas nécessairement le
fait que les séries entières opèrent. Mais, c’est le cas avec la Q-propriété (cf.
chapitre 2).

Proposition 4.4. Les séries entières opèrent dans toute a.l.c unitaire pseudo-
complète (A, τ) qui est une Q-algèbre et dans laquelle l’application inverse
x 7−→ x−1 est continue.

Comme corollaire on a:

Corollaire 4.5. Les séries entières opèrent dans toute B0-algèbre qui est
une Q-algèbre.

Preuve. On sait, d’après Zelazko ([21]), que l’application inverse x 7−→ x−1

est continue dans toute B0-algèbre qui est une Q-algèbre. Et on conclut en
utilisant la proposition 4.4.
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Chapitre 4

Polynômes et applications multilinéaires
dans les algèbres localement convexes

L’analyse de la démarche utilisée dans le théorème de B. Mitiagin, S.
Rolewics et W. Zelazko ([16]) et de celle de sa généralisation obtenue par A.
El Kinani et M. Oudadess ([12]) a montré que le raisonnement utilisé peut
s’étendre à un cadre beaucoup plus général qui est celui des polynômes ho-
mogènes et d’applications multinéaires. Ceci nous a amené à introduire ([10])
la notion de la pseudo-équicontinuité en zéro d’une famille d’applications.

Dans la première partie de ce chapitre, on montre ([10]) que, dans toute al-
gèbre localement convexe non nécessairement commutative, l’équicontinuité
en zéro d’une suite de polynômes homogènes est équivalente à la pseudo-
équicontinuité en zéro de la suite de leurs génératrices. De plus, en utilisant
ce dernier résultat, et sous certaines conditions supplémentaires, on obtient
([10]) que si une suite de polynômes homogènes est équicontinue en zéro
dans une algèbre localement convexe, alors elle est m-convexe. Comme con-
séquence, on retrouve le résultat de P. Turpin ([17]) qui affi rme que si la
suite des applications puissances est équicontinue en zéro dans une algèbre
localement convexe commutative, alors elle est m-convexe. Signalons que ce
dernier résultat ne reste plus valable dans le cas non commutatif. Ici, en
s’appuyant sur la notion de la pseudo-équicontinuité en zéro, on obtient une
condition nécessaire est suffi sante qui remplace l’équicontinuité en zéro des
applications puissances. En fait, on montre ([8]) qu’une algèbre localement
convexe non nécessairement commutative est m-convexe si, est seulement si
la suite des applications produits est pseudo-équicontinue en zéro.

La deuxième partie de ce chapitre constitue une application, des résu-
lats de la première partie, aux B0-algèbres,. On montre ([10]) que si une
série de polynômes homogènes continus converge sur un ouvert d’une B0-
algèbre, alors la suite constituée par son terme général est équicontinue en
zéro. Comme conséquence, on retrouve, avec une preuve courte et beaucoup

77



plus simple, le théorème de B. Mitiagin, S. Rolewics et W. Zelazko ([16]).
On obtient ([10]) également que le fait qu’une seule série, avec un certain
contrôle sur ses coeffi cients, opère sur un ouvert d’une B0-algèbre entraîne la
m-convexité de cette dernière.

1. Equicontinuité en zéro d’une suite de polynômes homogènes
dans les algèbres localement convexes.

Les raisonnements utilisés par B. Mitiagin, S. Rolewics et W. Zelazko
([16]) et par A. El Kinani et M. Oudadess ([12]) peuvent s’étendre à toute
famille de polynômes homogènes. Ceci a motivé l’introduction de la notion
de la pseudo-équicontinuité en zéro d’une suite d’applications ([10]).

Définition 1.1 ([10]). Soit (A, τ) une algèbre topologique. Une suite
d’applications fn : An −→ A, n ∈ N∗, est dite pseudo-équicontinue en zéro
si, pour tout voisinage U de zéro dans (A, τ), il existe un voisinage V de zéro
dans (A, τ) , tel que:

fn(V n) ⊂ U, pour tout n ∈ N∗,

où V n = V × V × ...× V.

Remarque 1.2. 1) Notons que la pseudo-équicontinuité en zéro est une
notion différente de l’équicontinuité en zéro car les fn ne sont pas définies sur
le même espace.

2) Dans tout espace localement convexe, la suite d’applications:(
(x1, ..., xn) 7−→ x1 + x2 + ...+ xn

n

)
n∈N∗

est pseudo-équicontinue en zéro.

Rappelons la définition d’un polynôme homogène de degré n.

Définition 1.3 ([3]). Soient E et F deux espaces vectoriels. Une appli-
cation f : E −→ F est dite polynôme homogène de degré n s’il existe une
application n-linéaire et symétrique f : En −→ F telle que:

f(x) = f(x1, ..., xn), x1 = x2 = ... = xn = x ∈ E.

f est dite la génératrice de f .
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Exemple 1.4. 1) Soit (E, τ) une algèbre commutative et n ∈ N∗. Alors
l’application:

fn : E −→ E
x 7−→ xn

est un polynôme homogène de degré n. En fait la génératrice de fn est donnée
par:

fn : En −→ E
(x1, ..., xn) 7−→ x1x2...xn

.

Elle est bien n-linéaire et symétrique.

2) Si l’algèbre (E, τ) est non commutative, alors l’application:

(x1, ..., xn) 7−→ x1x2...xn

n’est pas nécessairement symétrique. Donc fn n’est pas nécessairement la
génératrice de fn. En fait, dans cette situation, l’expression de fn est donnée
par:

fn : En −→ E

(x1, ..., xn) 7−→ 1
n!

∑
xj1 ...xjn

,

où la somme est prise sur toutes les permutations (j1, ..., jn) de la suite
(1, ..., n) .

La proposition ci-dessous donne le lien entre l’équicontinuité en zéro d’une
famille de polynômes homogènes et la pseudo-équicontnuité en zéro de la
famille constituée de leurs génératrices ([10]).

Proposition 1.5 ([10]). Soit (E, τ) une algèbre localement convexe et
fn : E −→ E, n ∈ N∗, une suite de polynômes homogènes telle que chaque
fn est de degré n. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:
1) (fn)n est équicontinue en zéro.
2) La suite des génératrices

(
fn
)
n
est pseudo-équicontinue en zéro.

Preuve. 2)=⇒1): Evident.
1)=⇒2): Soit V un voisinage disqué et fermé de zéro. D’après le théorème
de Mazur-Orlicz ([3]), on a:

fn(x1, ..., xn) =
1

n!

1∑
ε1,...,εn=0

(−1)n−(ε1+...+εn)fn(x0+ε1x1+...+εnxn), x1, ..., xn ∈ E,
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où x0 est un point arbitraire de E. On prend x0 = 0. Comme la suite (fn)n
est équicontinue en zéro, il existe un voisinage disqué U de zéro tel que:

fn(U) ⊂ V, pour tout n ∈ N∗.

Maintenant soient x1, ..., xn ∈ U. Comme:

x1 + ...+ xn
n

∈ U

et
fn(

x1 + ...+ xn
n

) =
1

nn
fn(x1 + ...+ xn),

on obtient que:
fn(x1 + ...+ xn) ∈ nnV.

Il s’ensuit que, pour tout n ∈ N∗,

fn(x1, ..., xn) ∈ 2nnn

n!
V, pour tous x1, ..., xn ∈ U.

Et puisque il existe c > 0 tel que:

(2n)n

n!
≤ cn, pour tout n ∈ N,

on a:
fn(x1, ..., xn) ∈ V, ∀x1, ..., xn ∈

1

c
U, n ∈ N∗.

D’où le résultat.

Le résultat suivant ([10]) montre que, sous certaines conditions supplé-
mentaires, l’équicontinuité en zéro d’une famille de polynômes homogènes
dans une algèbre localement convexe entraîne lam-convexité de cette dernière.

Proposition 1.6 ([10]). Soit (E, τ) une algèbre localement convexe et

fn : E −→ E, n ∈ N∗

une suite de polynômes homogènes, où deg(fn) = n. Si,
1) (fn)n est équicontinue en zéro,
2) fn(x1, ..., xn).fm(y1, ..., ym) = fn+m(x1, ..., xn, y1, ..., ym), ∀n,m ∈ N∗,
3) l’image de tout voisinage de zéro par f 1 est un voisinage de zéro,
alors (E, τ) est m-convexe.
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Preuve. Soit V un voisinage de zéro disqué et fermé. Comme la suite des
(fn)n est équicontinue en zéro, d’après la proposition 1.5, la suite des généra-
trices

(
fn
)
n
est pseudo-équicontinue en zéro. Il existe alors un voisinage de

zéro disqué et fermé U tel que:

fn(Un) ∈ V, pour tout n ∈ N∗.

Donc
Ω =

⋃
n∈N∗

fn(Un) ⊂ V.

Soit maintenant x et y deux éléments de Ω. Alors, pour tout (x1, ..., xn) ∈ Un

et (y1, ..., ym) ∈ Um, on a:

x = fn(x1, ..., xn), y = fm(y1, ..., ym).

En utilisant 2), on obtient:

fn(x1, ..., xn)fm(y1, ..., ym) = fn+m(x1, ..., xn, y1, ..., ym) ∈ fn+m

(
Um+n

)
⊂ Ω.

Donc xy ∈ Ω, et par conséquent Ω est idempotent. De plus, on a:

f1 (U) = f1(U) ⊂ Ω.

D’après 3), f1 (U) est un voisinage de zéro. Il s’ensuit que Ω est un voisinage
de zéro. D’où le résultat.

Comme conséquence, on retrouve le résultat de Turpin ([17]) suivant:

Corollaire 1.7 ([17]). Soit (A, τ) une algèbre localement convexe commu-
tative. Si la suite des applications puissances (x 7−→ xn)n est équicontinue
en zéro, alors (A, τ) est m-convexe.

Preuve. Il suffi t de remarquer que la suite des applications puissances
(x 7−→ xn)n constitue une famille de polynômes homogènes dont la suite des
génératrices est donnée par la famille des applications produits:

[(x1, ..., xn) −→ x1...xn]n

et qui vérifie bien 2) et 3) du corollaire ci-dessus.

On sait que le résultat de P. Turpin ([17]) ne reste plus valable dans le
cas non nécessairement commutatif. W. Zelazko a donné ([20]) un exemple
d’une algèbre localement convexe non commutative dans laquelle la suite des

81



applications puissances (x 7−→ xn)n est équicontinue en zéro, mais qui n’est
pas m-convexe. A l’aide de la notion de la pseudo-équicontinuité, on obtient
([8]) le résultat ci-dessous qui constitue une généralisation du résultat de P.
Turpin au cas non commutatif.

Proposition 1.8 ([8]). Soit (A, τ) une algèbre localement convexe. Les
assertions suivantes sont équivalentes:
1) La suite des applications produits:

[(x1, ..., xn) −→ x1...xn]n

est pseudo-équicontinue en zéro.
2) (A, τ) est m-convexe.

Preuve. 1) =⇒ 2) Soit V un voisinage de zéro. Comme la suite des
applications produits

[(x1, ..., xn) −→ x1...xn]n

est pseudo-équicontinue en zéro, il existe alors un voisinage U de zéro tel que:

U (n) ⊂ V , pour tout n ∈ N∗,

où U (n) = {x1...xn, (x1, ..., xn) ∈ Un} . Posons Ω =
∞⋃
n=1

U (n). Alors Ω est

un voisinage de zéro idempotent inclus dans V . Par conséquent, (A, τ) est
m-convexe.

Preuve. 2) =⇒ 1): Soit V un voisinage de zéro. Comme (A, τ) est m-
convexe, il existe un voisinage U de zéro tel que Un ⊂ V , pour tout n ∈ N∗.
Par conséquent, la suite des applications produits

[(x1, ..., xn) −→ x1...xn]n

est pseudo-équicontinue en zéro.

Dans le cas tout à fait général d’une algèbre topologique, on obtient ([8])
le résultat suivant:

Proposition 1.9 ([8]). Soit (A, τ) une algèbre topologique. Les assertions
suivantes sont équivalentes:
1) La suite des applications produits

[(x1, ..., xn) −→ x1...xn]n
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est pseudo-équicontinue en zéro.
2) (A, τ) est localement idempotente.

Preuve. Semblable a celle de la proposition 1.8 précédente.

2. Application aux B0-algèbres.

Dans la pratique, les séries de polynômes homogènes sont d’un usage
fréquent. Le résultat ci-dessous ([10]) montre que si une série de polynômes
homogènes continus converge sur un ouvert d’une B0-algèbre, alors son terme
général constitue une famille d’applications qui est équicontinuite en zéro.

Proposition 2.1 ([10]). Soit (E, τ) une B0-algèbre et fn : E −→ E, n ∈ N∗
une suite de polynômes homogènes continus avec deg(fn) = n. Si la série∑
n

fn(x) converge sur un ouvert Ω de (E, τ) . Alors (fn)n est équicontinue en

zéro et par conséquent la suite
(
fn
)
n∈N∗ est pseudo-équicontinue en zéro.

Preuve. Soit V un voisinage de zéro équilibré et fermé. On pose:

Ek = {x ∈ Ω : fn(x) ∈ V, ∀n ≥ k} =
⋂
n≥k

{x ∈ Ω : fn(x) ∈ V }.

Comme tous les fn sont continus, tous les Ek sont fermés. De plus:⋃
k

Ek = Ω.

D’après le théorème de Baire, il existe m tel que Em est d’intérieur non vide.
Il existe alors x0 ∈ Em et un voisinage de zéro disqué U tels que:

fn(x+ x0) ∈ V, ∀n ≥ m, ∀x ∈ U.

D’après le théorème de Mazur-Orlicz ([3]), on a:

fn(x) =
nn

n!

n∑
j=0

(−1)n−jCj
nfn

(
x0 +

j

n
x

)n
, x ∈ A, n = 1, 2....

En particulier, si x ∈ U , on obtient:

(−1)n−jfn

(
x0 +

j

n
x

)n
∈ V , pour tout n ≥ m.

Il s’ensuit que:

fn(x) ∈ (2n)n

n!
V, ∀n ≥ m, ∀x ∈ U.
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Mais, il existe C > 0 telle que:

(2n)n

n!
≤ Cn, pour tout n ∈ N∗.

Donc:
fn(x) ∈ V , ∀n ≥ m, ∀x ∈ 1

C
U .

Pour tout n < m, il existe Wn voisinage de zéro tel que:

fn(x) ∈ V, pour tout x ∈ Wn.

En posant:

W =

(⋂
n<m

Wn

)⋂(
1

C
U

)
,

on obtient:
fn(x) ∈ V, ∀n ∈ N∗, ∀x ∈ W.

D’où l’équicontinuité en zéro des (fn)n . Le deuxième point est une con-
séquence immédiate de la proposition 1.5.

Le résultat qui suit ([10]) constitue une application de ce qui précéde à
une classe particulière de séries de polynômes homogènes.

Corollaire 2.2 ([10]). Soient (E, τ) une B0-algèbre et
∑
n

anz
n une série

qui opère sur un ouvert de (E, τ). Alors la suite

(x 7−→ anx
n)n

est équicontinue en zéro. Si de plus E est commutative, la suite:

((x1, x2, ..., xn) 7−→ anx1x2...xn)n∈N∗

est pseudo-équicontinue en zéro.

Preuve. Il suffi t d’appliquer le résultat précédent à la suite de polynômes
homogènes:

(x 7−→ anx
n)n

dont la suite des génératrices est donnée par:

((x1, x2, ..., xn) 7−→ anx1x2...xn)n∈N∗ .
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Remarque 2.3. En l’abscence de la commutativité, on obtient que la suite:(
(x1, x2, ..., xn) 7−→ an

n!

∑
xj1 ...xjn

)
n

est pseudo-équicontinue en zéro. La somme étant prise sur toutes les per-
mutations (j1, ..., jn) de la suite (1, ..., n) .

Comme conséquence, on retrouve le théorème de B. Mitiagin, S. Rolewics
et W. Zelazko ([16]).

Théorème 2.4 ([16]). Si les séries entières opèrent dans une B0-algèbre
commutative (E, τ) , alors elle est m-convexe.

Preuve. Si (E, τ) n’est pas m-convexe, soit V un voisinage de zéro tel
que, tout voisinage Un de zéro contiendrait des éléments y1, ..., ykn vérifiant:

y1...ykn
nkn

/∈ V.

Ceci contredit le fait que la famille:(
(x1, x2, ..., xn) 7−→ 1

nkn
x1x2...xn

)
n∈N∗

est pseudo-équicontinue en zéro.

Le résultat suivant ([10]) montre que le fait qu’une seule série particulière
opère sur un ouvert d’une B0-algèbre commutative entraîne la m-convexité
de cette dernière.

Théorème 2.5 ([10]). Soient (A, τ) une B0-algèbre commutative et
∑
n

anz
n

une série où (an)n ⊂ R∗+. Si
∑
n

anx
n converge sur un ouvert de (A, τ), alors

la topologie τ peut être définie par une famille (|.|k)k de semi-normes telle
que

|xy|k ≤
anxamy
anx+my

|x|k |y|k , x, y ∈ A, nx,my ∈ N∗.

En particulier, si la suite
(
anam
am+n

)
n,m∈N∗

est bornée, l’algèbre (A, τ) est m-
convexe.

Preuve. Soit Vk un voisinage de zéro disqué et fermé. Comme la série
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∑
n

anz
n opère sur un ouvert de (A, τ) qui est une B0-algèbre commutative.

Alors la suite:
((x1, x2, ..., xn) 7−→ anx1x2...xn)n∈N∗

est pseudo-équicontinue en zéro. Il existe un voisinage Uk de zéro équilibré
et fermé tel que:

Ωk =
⋃
n

anU
n
k ⊂ Vk.

Soit conv (Ωk) l’enveloppe convexe de Ωk. Alors conv (Ωk) est un voisinage
de zéro disqué. Soient x, y ∈ conv(Ωk). Alors, on a:

x =
∑
i∈I

αixi, y =
∑
j∈J

βjyj, xi, yj ∈ Ωk,
∑
i∈I

αi =
∑
j∈J

βj = 1,

où I et J sont finis. Il s’ensuit que:

xy =

(∑
i∈I

αixi

)(∑
j∈J

βjyj

)
=
∑

j∈J ;i∈I
αiβjxiyj.

Comme xi, yj ∈ Ωk, on a:

xi = anix1ix2i ...xni et yj = amjy1jy2j ...ymj

où x1i , ..., xni , y1j , ..., ymj ∈ Uk. D’où:

xiyj ∈
aniamj
amj+ni

Ωk.

Soit maintenant: anxamy
anx+my

= sup
i,j

aniamj
amj+ni

.

Alors:
xiyj ∈

aniamj
amj+ni

Ωk ⊂
anxamy
anx+my

Ωk.

D’où: anx+my

anxamy
xiyj ∈ Ωk, i ∈ I, j ∈ J.

Et puisque:

anx+my

anxamy
xy =

∑
j∈J, i∈I

αiβj
anx+my

anxamy
xiyj et

∑
j∈J, i∈I

αiβj =

(∑
i∈I

αi

)(∑
j∈J

βj

)
= 1,
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on obtient que:
anx+my

anxamy
xy ∈ conv(Ωk).

Par conséquent, la famille de semi-normes (|.|k)k associées aux conv(Ωk),
définie bien la topologie τ , et vérifie:

|xy|k ≤
anxamy
anx+my

|x|k |y|k , x, y ∈ A, nx, my ∈ N∗.

Ceci montre que si la suite: (
anam
am+n

)
n,m∈N∗

est bornée, alors l’algèbre (A, τ) est m-convexe.

Remarque 2.6. Si
∑
n

anz
n est une série entière, la suite

(
anam
am+n

)
n,m∈N∗

n’est jamais bornée. En effet, Zelazko ([16]) a montré que pour toute série
entière il existe une B0-algèbre commutative non m-convexe dans laquelle
elle opère.
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Résume 
Ce travail porte sur l'étude, ainsi que les liens, entre quelques questions de la théorie spectrale des algèbres 
localement convexes, non nécessairement commutatives. Il s'agit de l'opération des séries entières, 
l'équicontinuité en zéro de la suite des applications puissances et la continuité de l'application inverse.  Nous 
introduisons la classe des algèbres localement convexes non nécessairement commutatives dans lesquelles la 
suite des applications puissances est équicontinue en zéro. Une étude approfondie, de leurs propriétés 
spectrales, est produite. Le cas particulier des B₀-algèbres est bien examiné. Nous montrons que l'application 
inverse est continue dans toute algèbre localement convexe, non nécessairement commutative, dans laquelle 
la suite des applications puissances est équicontinue en zéro. Puis, nous prouvons que la réciproque est fausse 
en général. Nous obtenons, en particulier, la continuité de l'application inverse dans toute B₀-algèbre dans 
laquelle les séries entières opèrent. Nous montrons que la complétude ainsi que la métrisabilité sont 
nécessaires. Nous dégageons l'outil fondamental qui est à la base des résultats de B. Mitiagin, S. Rolewics et W. 
Zelazko et de A. El Kinani et M. Oudadess. Il s'agit de la notion de pseudo-équicontinuité en zéro d'une famille 
d'applications. Elle permet d'alléger les preuves de certains résultats classiques tels que les théorèmes de 
Turpin pour les applications puissances dans les algèbres commutatives localement convexes et celui de B. 
Mitiagin, S. Rolewics et W. Żelazko pour les séries entières dans les B₀-algèbres commutatives. Nous obtenons 
également qu'une B₀-algèbre commutative est m-convexe si une série entière, avec un contrôle approprié sur 
ses coefficients, opère dans un ouvert de l'algèbre. 
 

Mots-clefs : Algèbres localement convexes, B₀-algèbres, séries entières, applications puissances, 

l'application inverse, pseudo-équicontinuité. 

Abstract  
This work deals with the study, as links between some questions, of the spectral theory of locally convex 

algebras that are not necessarily commutative. This is the operation of entire series, the equicontinuity at zero 

of the sequence of power maps and the continuity of the inverse map. We introduce the class of locally convex 

algebras that are not necessarily commutative in which the sequence of power maps is equicontinuous at zero. 

A thorough study of their spectral properties is produced. The special case of B₀-algebras is well examined.We 

prove that the inverse map is continuous in any locally convex algebra, not necessarily commutative, in which 

the sequence of power maps is equicontinuous at zero. We show that the converse is not valid in general. We 

obtain, in particular, the continuity of the inverse map in any B₀-algebra in which the the series 

operate. We also prove that completeness and metrizability are necessary. We extricate the fundamental tool 

that is the basis of the results of B. Mitiagin, S. Rolewics and W. Zelazko and A. El Kinani and M. Oudadess. This 

is the notion of pseudo-equicontinuity at zero of a family of applications. It makes it possible to lighten the 

proofs of some classical results such as Turpin's theorems for power applications in locally convex commutative 

algebras and that of B. Mitiagin, S. Rolewics and W. Żelazko for the series in commutative B₀-algebras. We also 

obtain that a commutative B₀-algebra is m-convex if an entire series, with appropriate control over its 

coefficients, operates in an open of the subset of the algebra. 

 

Key Words: locally convex algebras, B₀-algebras, entire series, power maps, inverse map, pseudo-

aquicontinuity.  


