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Résumé

Dans cette these, nous prouvons des estimations a priori dans les espaces de type
Besov pour les solutions des problemes aux limites associés a deux classes d’opérateurs
linéaires, elliptiques et dégénérés d’ordre supérieur. Les résultats établis dans ce mé-
moire prolongent et généralisent ceux donnés dans les espaces de Holder, les espaces

de Sobolev et les espaces de Besov classiques a un cadre fonctionnel plus large.

Les méthodes utilisées dans ce travail sont principalement basées sur des tech-
niques d’analyse harmonique, et consistent d’une part, grace a la décomposition de
Littlewood-Paley a donner une caractérisation dyadique de l’espace de type Besov,
et d’une autre part, a 'aide d’une transformation de Fourier partielle, a réduire le
probléeme a ’étude d'une équation différentielle ordinaire, ce qui permet grace a un
résultat d’isomorphisme, d’estimer les dérivées “presque tangentielles” des solutions,
ensuite, certains lemmes d’interpolation nous permettent d’obtenir la régularité en va-

riable normale.

Mots clés : Régularité ; Espaces de type Besov ; Opérateurs linéaires elliptiques ; Pro-
blemes dégénérés; Estimations a priori.
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Abstract

In this thesis, we prove a-priori estimates in Besov-type spaces for solutions of
boundary value problems involving two class of linear elliptic degenerate higher-order
operators. This work extends some well-known results given in Holder spaces, Sobolev

spaces and classical Besov spaces to the more general framework of Besov-type spaces.

The methods used in this dissertation are mainly based on harmonic analysis tech-
niques, they consist on the one hand, in giving a dyadic characterization of Besov-type
spaces thanks to the Littlewood-Paley decomposition, on the other hand, in reducing
the problem by means of a partial Fourier transformation to an isomorphism theorem
for an ordinary differential equation, which allows us to estimate the “almost tangen-
tial” derivatives of solutions, then using some interpolation inequalities we evaluate the

normal derivatives.

Keywords : Boundary value problems; A priori estimates; Regularity ; Besov-type

spaces ; Degenerate elliptic equations.

Mathematics Subject Classification (2010) : MSC 35J30, MSC 35J40, MSC
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Introduction

otre compréhension du monde réel et notre technologie sont aujourd’hui en grande
N partie basées sur les équations aux dérivées partielles, (notées en abrégé EDP).
Les EDPs décrivent la relation entre une fonction inconnue et ses dérivées partielles et
semblent généraliser au contexte multidimensionnel les équations différentielles ordi-
naires (notées EDO), ils apparaissent fréquemment dans la modélisation de nombreux
problémes en physique et en ingénierie. Par ailleurs, ces derniéres années ont connu
une utilisation extrémement remarquable de ces EDPs en biologie, chimie, informa-

tique (imagerie), économie (finance), dynamique de la population- - - .

L’une des choses qu’il faut avoir a I'esprit a propos des EDPs, c¢’est qu’il n’est en
général pas question d’obtenir leurs solutions explicitement ! Ce que les mathématiciens
peuvent faire par contre, c’est dire si une ou plusieurs solutions existent, et décrire
parfois tres précisément certaines propriétés qualitatives de ces solutions, I'une de ces

propriétés est la régularité.

D’autre part, les travaux présentés dans cette theése portent sur une famille
d’EDPs associées a des opérateurs linéaires, elliptiques a l'intérieur d’'un ouvert de
R et dégénérés au bord (i.e., qui cessent d’étre elliptiques au bord de cet ouvert).
Plus précisément, nous prouvons la régularité des solutions des problemes aux limites
associés a ces EDPs via des estimations a priori. En guise de simplification, et par
passage aux cartes locales, on va se réduire a 1’étude de ces EDPs dans le demi-espace

R = {(t,2') = (t, 21,29, -+ ,3,) € R"™; ¢ > 0}.

Ainsi, soient @ = (o, ) avec o = (a1, a9, -+ ,a,) € Ny, j € Ny, || = a1 +
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! ol )
o1 . gan” dans cette étude on est

T YT Tp

;A
o+ -+ -+, et notant D} =i 75, Dy =1 o
t
intéressé par les deux classes d’opérateurs différentiels suivantes :

min(k,2m)
L=L(t,2;Dy,Dy) = > t""P*™ "¢t 2's Dy, Dy), (0.0.1)
h=0
ou
k € Ng, m € Net PP" "t 2/;D,, D) = > Gorj(t, ") D D] & coefficients
&/ |+j<2m—h
aoj(t,2') dans C°(R}H).
Et
M= M(t,2'; Dy, D) = D"+ 3 ap(t, 2 )t perpl, (0.0.2)
ou

m € Ny, 6 € R tel que —m+dm € Ny, [—m +0|a’|+ 7] est le plus petit entier naturel,

supérieur ou égale & —m + §|a/| + j, et & coefficients an;(t, 2’) dans C*°(RH).

La classe L avait été introduite par N. Shimakura, ’auteur a prouvé un résultat de
régularité, et un certain théoreme d’existence et d’unicité dans les espaces de Sobolev
classiques H™, avec m entier [44], I'idée était d’obtenir des estimations a priori a partir
d’un théoreme d’isomorphisme a une variable. Des résultats similaires ont été établis
par P. Bolley et J. Camus [8]. En théorie holdérienne, les opérateurs de type L du
second ordre (m = 1,k = 2) avaient été investigués par C. Goulaouic et N. Shimakura
dans [36], les auteurs ont montré un théoreme de régularité par une estimation du noyau
des opérateurs de “Green” du probleme aux limites considéré. Plus tard, P. Bolley, C.
Camus et G. Métivier [I2] ont prouvé que la classique méthode de Peetre utilisée dans
[8], s’adapte au cadre des espaces de Hoélder, et aussi au cadre des espaces de Besov

classiques B, par J. Rolland [43].

D’un autre coté, les opérateurs M ont été introduits par M.S. Baouendi, il a
établit un résultat de régularité dans les espaces de Sobolev H™ pour les solutions du
cas du second ordre de l'opérateur M [5], pour cela, 'auteur a utilisé la “régularisation

elliptique” qui consiste a approcher I'opérateur différentiel dégénéré par un autre non
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dégénéré. Ensuite, I'étude a été étendue par M.I. Vishik et V.V. Grushin [58] aux
opérateurs d’ordre supérieur. Un résultat d’hypo-ellipticité partielle est donné par,
P. Bolley, J. Camus et B. Helffer par une premiere méthode basée sur des quotients
différentiels a partir d’une estimation a priori, et une deuxieme, qui s’appuie sur la
construction d’une parametrix partielle. La régularité Holdérienne est démontrée par
O. Debbaj [18] pour les opérateurs M d’ordre 2 (m = § = 2), en étudiant la continuité
des “noyaux de Poisson et de Green”. L’auteur a prolongé ensuite ses résultats pour
couvrir des opérateurs différentiels plus généraux, notamment, ceux d’Hermite et de
Tricomi [19]. Plus tard, I’étude des opérateurs M est reprise par A. El Baraka [23, 27],
I’auteur prouve une estimation a priori des solutions de ces opérateurs dans le cadre des
espaces de Besov classiques, généralisant ainsi les travaux effectués dans les espaces de
Sobolev et de Holder. Dans les espace de type Besov B;7, le méme auteur établit des

estimations a priori pour les solutions des problemes aux limites elliptiques réguliers,

qui correspondent aux opérateurs M avec § = 1 [28].

D’autres résultats voisins sont donnés par plusieurs chercheurs dans [12, 18], 28|
31].

Par conséquent, notre objectif principal est de prouver un tel résultat de régularité
pour les solutions des EDPs associées aux opérateurs L et M, dans un cadre fonctionnel

plus large qui est celui des espaces de type Besov B, 7.

Les espaces de type Besov B/ ont ¢té¢ introduits dans [30, 25], dans le but de
résoudre une propriété conjecturée par H. Triebel [54, Section 4.3.4], concernant des
estimations a priori pour des problemes elliptiques réguliers dans les espaces de John-
Nirenberg BMO et les espaces de Campanato £3* et leurs versions locales bmo et
1>, en effet, un choix précis des indices s, 7, p, ¢ nous permettent de retrouver ces
espaces. On obtient également les espaces de Besov classiques By , si on prend 7 = 0,
les espaces de Holder C*® si 7 = 0 et p = ¢ = 00, les espaces de Sobolev H® si 7 = 0
et p=¢q=2---, d’ou 'importance de ce cadre de fonctions et par conséquent de ce

mémoire. Nous y reviendrons ultérieurement dans le premier chapitre de cette these

pour plus de détails.
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Le manuscrit de ce mémoire est scindé en trois chapitres. L’objectif du Chapitre
1 est de rappeler en premier lieu la définition des espaces qui apparaissent dans cette
these, ensuite a l'aide des outils de l'analyse de Fourier, on introduit la définition
de 'espace de type Besov B,y dans sa version non homogene, puis, nous collectons
des relations d’équivalence et certaines injections importantes. En second lieu, nous

recueillons les lemmes nécessaires pour la suite de ce document.

Le second chapitre est consacré a 1’étude de la classe des opérateurs L. Nous

prouvons une estimation a priori dans les espaces B, pour les solutions du probleme

»q

aux limites suivant :

U c B;;Qm_k_l’T(Ri—H)

Lu=fe BI(R™) (0.0.3)
s+om—k—l—X 7

Yiu=g; € Bpg (R 0<I<yxy-1

Pour cet effet, la deuxieme section du chapitre sera dédiée aux espaces de Sobolev
et de Besov a poids requis pour établir I'inégalité a priori. Ensuite, nous posons les
hypothéses nécessaires pour énoncer le résultat principal. La troisieme section sera
consacrée a la définition des traces des éléments dans les espaces a poids considérés. La
preuve du théoreme principal est esquissée dans la quatriéme section et se déroulera
en deux étapes : la premiere s’inspire de la méthode décrite par P. Bolley, J. Camus et
G. Métivier dans [I1], et consiste, grace a une transformation de Fourier partielle en
7', & se ramener a I’étude d’'une équation différentielle ordinaire, ensuite, a I’aide d’un
résultat d’isomorphisme, nous obtenons l'inégalité a priori pour les dérivées “presque
tangentielles” des solutions. La deuxiéme étape s’appuie sur des lemmes d’interpolation
pour controler les dérivées normales. Dans la cinquiéme section, nous allons illustrer le

théoreme par quelques exemples.

Dans le troisieme chapitre, nous abordons la classe d’opérateurs M. Nous consi-

dérons alors le probleme aux limites suivant :

wo€ BtURY
Mu=fe Byj(RyM) (0.0.4)
s+mT_l L

mu =g € DBpyg _%’T(R”) : 0<i<my—1.



TABLE DES MATIERES 13

Pareillement, la deuxieme section sert a construire les espaces a poids nécessaires pour
traiter le probleme, nous élaborons les hypotheses nécessaires et nous présentons ensuite
le théoreme de régularité. La troisieme section fera 'objet d’un théoréme des traces.
Dans la quatrieme section, nous prouvons le théoreme principal. De maniere analogue a
celle dans le chapitre 2, nous réduirons le probléme a un théoréme d’isomorphisme pour
une équation différentielle ordinaire afin d’estimer les dérivées “presque tangentielles”.
Ensuite, a ’aide des lemmes d’interpolation nous évaluons les dérivées normales. Dans

la cinquieme section, nous donnons quelques exemples.

Les résultats prouvés dans cette theése font I'objet de plusieurs applications. Entre
autres, en géophysique, plus précisément dans I’étude des eaux peu profondes (Shallow
water en anglais), un cas particulier des opérateurs L donne I’équation du lac dans le
cas non visqueux dégénéré [I3, Section 7]. D’un autre coté, la classe d’opérateurs M
contribue dans certains problemes de physique, on peut citer par exemple les travaux
[37, 53], concernant ’étude des équations des ondes associées aux opérateurs de Gru-
shin. En outre, a I'instar de [27], les résultats de ce manuscrit peuvent également servir
a établir des théoremes de régularité pour des problemes aux limites non linéaires, et

dont les opérateurs linéarisés sont dans la classe L ou M.

Notations.

Tout au long de cette these, N désigne ’ensemble des entiers naturels, Ny =

N U {0} et Z désigne 'ensemble des entiers relatifs.

Pour J € Z, on désigne par By (resp. B)), la boule centrée en zy € R™™ (resp.
zy € R™) et de rayon 277, Clest a dire, By = {v € R™™ |z — x| < 277} (resp.
B,={z eR* : |2 -z <277}).

Pour o > 0, aBy (resp. aB’), désigne la boule centrée en xy (resp. zj) et de rayon
a2’

Pareillement, pour v € Z, F, (resp. F!) désigne la couronne centrée en zy € R™™,
(resp. , € R"), telle que F, = {z € R"™ . 2" < |z — x| < 2°™'}, (resp.

F/={z eR" : 2"<|2a'—ap| <27}
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On pose J© = max(J,0) et on désigne par || la mesure de 2 C R"'.

On note par C, Cy;, Cy, Ck, €, €,---, des constantes réelles positives, qui n’ont pas

nécessairement la méme valeur a chaque occurrence.
La notation U < V indique qu'il existe une constante positive C' telle que U < C'V.

Par § on désigne 1'espace de Schwartz des fonctions indéfiniment dérivables a décrois-
sance rapide ainsi que leurs dérivées de tous ordre sur R™™. Le dual S’ de cet espace

est ’espace des distributions tempérées.



CHAPITRE 1

Cadre fonctionnel et propriétés

Sommaire
M1 Tntroductionl . . ... ... ... ... 15
1.2 Espacesusuels| . ... ... ... ... ... 16

[1.3 Espaces fonctionnels définis a I’aide des outils d’analyse |

de Fourier| . . . . ... ... . i e 19
[1.3.1 Décomposition de Littlewood-Paley| . . . . .. ... ... .. 19
[1.3.2 Espace de type Besov| . . . . ... ... ... 19

1.1 Introduction

E chapitre décrit le cadre fonctionnel général dans lequel nous menerons notre
C étude, et est organisé de la maniere suivante. Dans la deuxieme section, nous
rappelons la définition des espaces de fonctions qui figurent dans cette theése. Ensuite,
la troisieme section est consacrée a I’étude des espaces fonctionnels définis a 1'aide des
outils de l'analyse de Fourier, en effet, on rappelle en premier lieu la décomposition
de Littlewood-Paley, ensuite, on introduit la définition de I'espace de type Besov B,
utilisé tout au long de ce travail. En méme temps, on rappelle les définitions d’autres
espaces utilisant la méme technique. Nous collectons a la fin quelques relations de coin-

cidence, des injections importantes et certaines propriétés dans cet espace de fonctions.

15
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1.2 Espaces usuels

Dans cette partie, nous rappelons les définitions de quelques espaces fonctionnels
qui figurent dans ce mémoire.
o L’espace de Lebesgue : L”.
Pour 0 < p < +00, 'espace de Lebesgue LP(R™™) est I'ensemble des fonctions

Lebesgue-mesurables f telles que :

1S 2o @ney = (/RW (@) Pdz)? < +o0.

Si p = 400, alors L(R"™) est I'espace des fonctions Lebesgue-mesurables

telles que :

| f || oo mny= €85 SUpP,epn+1 | f(2)| < 400.

o L’espace des fonctions continues : C'.
L’espace C(R™"!) désigne I’ensemble des fonctions continues et bornées telles

que :

| f lle@+n= sup |f(z)] < +oo.
wERNH1
« L’espace des fonctions de classe C™.
Soit m un entier naturel, l'espace C™(R™*!) désigne I'ensemble des fonctions
f € C(R™), avec toutes les dérivées D*f, |a| < m sont dans C(R™™) et
telles que :

|| / ||C’"(]R"+1)E Z || Def ”C(Rn+1)< +00.

ja<m
On note C*(R™™) = C(R™™) si m = 0, et C°(R"™) si m = +o0.
Cs°(R™1) désigne I'espace des fonctions tests, (i.e. 'espace des fonctions de
classe C™ a supports compacts).
« L’espace de Schwarz : S.
Une fonction f : R"™ = R est dite a décroissance rapide, si elle est indéfini-

ment différentiable et si pour tout a, 5 € Nyt

sup |2°D” f(x)| < +oo0.

zeRn+1
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L’espace de ces fonctions est noté S(R™*!) et appelé 'espace de Schwarz, son
dual topologique est 'espace des distributions tempérées noté S'(R™*1).

o L’espace de Holder : C°.
Soit m un entier naturel et soit s un réel tel que m < s < m+1, alors C*(R™*1)

est I'espace des fonctions f € C™(R™™!) telles que :

D f(z) = D*f(y
I f lles@en =l f llem@ny + Y sup| (=) — (¥)l < +o0.
|a|=m T7Y |I - y|

e L’espace de Zygmund : £ .
Soit m un entier naturel, 'espace de Zygmund .£™(R"!) est I'ensemble des

fonctions f € C™ H(R"™) telles que :

|l zm@neny= 1 f llom-1@nen)

D~ 2h) — 2D“ D~
4 oy s (D@20 2D )+ DU @)
la|= =M p£0Q peRn+1 |h|

Dans le cas ot s > 0, s ¢ N, on pose .Z*(R"™!) = C*(R"*1).
« L’espace de Sobolev : WP,
Soient m un entier naturel et 1 < p < 400, on notera par W™?(R™*!) I’espace
des fonctions f € LP(R™), telles que D*f € LP(R™™), |a] < m. Sur ces
espaces, on définit la norme suivante
1
I f lwms@een= (3 I Df [Gogarn )"
la|<m

Si m est non entier, on peut définir I’espace de Sobolev d’ordre fractionnaire
(ou I'espace de Bessel) a 'aide de la transformation de Fourier. Dans ce cas,

pour s € R, on pose
WP = B = {f € D@ FL+ PEFS € R},

« L’espace de fonctions a Oscillation Moyenne Bornée : BMO et bmo.
o L'espace BMO(R"™) (Bounded Mean Oscillation), est 'ensemble des

fonctions f localement intégrables sur R™™! telles que

|| f ||BMO (Rn+1)= SUD |Q|/ |f fQ|dl'<OO,

CR7L+1
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1
ou fo = @ / f(z)dz est la valeur moyenne de f sur @, et ou la borne
Q
supérieure est prise sur ’ensemble des cubes @) dans R™".
o L’espace bmo (local Bounded Mean Oscillation) est ’ensemble des fonc-

tions f € BMO(R") qui satisfont la condition suivante :

sup | |f(z)] < oo,
Ql>1/Q

muni de la norme suivante
I 7 Ny =1 f lssrogeess) + sup. [ 1f(@)lda-

« L’espace de Campanato : .ZP>.
Soient 0 < A < 400 et 1 < p < +00, on désigne par .Z7*(R"™) 'ensemble

des fonctions f € L} (R"*!), telles que

(/B f(2) = fB|pdx>; < +o0

| f H_sW(RnH)E sup 14
B | B‘nJrl

ou fp = |;| /B f(z)dz est la valeur moyenne de f sur B, et ou la borne
supérieure est prise sur ’ensemble des boules B dans R™".
Il est facile de voir que si A =n + 1 et p = 1 'espace de Campanato coincide
avec BMO, £ = BMO.

« L’espace d’approximation local : L.
Soit 1 < p < 400, a > et N = max(—1, [o]) ou [a] est la partie entiere
de a. On dit que u € E;‘]()R"H) si et seulement si u € L _(R"*!) et pour
certaines constantes M = M (u), pour tout cube B d’arrét de longueur 9, il
existe un polynéme Pp de degré inférieur ou égale & N (Pg =0si N = —1),

tel que

1 ,
{W/BW(@—PB\MIE} <M si 0<d6<1, et

{|;|/B]u(:c)|pdm}p <M s 6-1

On définit || u [|zggn+1) comme l'infinimum des constantes M.
n+1

Ainsi, on a LO(R™1) = bmo(R™) et £, 7 (R™1) = PAR™1) (Espace de

Campanato local).
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1.3 Espaces fonctionnels définis a ’aide des outils

d’analyse de Fourier

Le but de ce chapitre est d’introduire une collection d’espaces fonctionnels définis
a 'aide des outils d’analyse de Fourier, et d’en donner certaines propriétés et relations

de coincidence. On se focalisera plus précisément sur les espaces de type Besov By,

puisqu’ils constituent le cadre fonctionnel dans lequel nous démontrons nos résultats

tout au long de ce travail.

1.3.1 Décomposition de Littlewood-Paley

On procede a une partition dyadique de l'unité via une décomposition de

Littlewood-Paley.

Soit x = (t,2") € R x R", et soit ¢ € C3°(R) égale a 1 sur [—1,1] et & support

inclus dans [—2,2]. Pour j € Ny, on pose :
Si =027 D) 5 S =0(27|Dw) 3 S} = (27| D)),
S,1=58,=5"=0,
et

Aj=S8—Sia; A=S —S_ s Al=S/—SI.

Jj=1>

1.3.2 Espace de type Besov

1.3.2.1 Définitions

A Tlaide de la décomposition de Littlewood-Paley, nous donnons la définition de

I’espace de type Besov.

Nous rappelons d’abord la caractérisation dyadique de I'espace de Besov non homogene,
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qui est la version trois parametres de Iespace de type Besov non homogene (i.e. dépend

de s, p et ¢ seulement.), on a la définition suivante.

Définition 1.3.1 (Espace de Besov non homogéne) Soit s € R et soit 1 < p,q <
+00. On note par BS (R"*) Uensemble des distributions tempérées u € S'(R") telles

que
1

S TIVA T LO—.
||u|’B;,1q(Rn+1) = §>0

sup 27°| | Ajul| o ety < 400, pour q= o0
Jj=0
Maintenant, nous énoncons la définition de 1'espace de type Besov.

Définition 1.3.2 (Espace de type Besov non homogéne) Soient s € R, 7 > 0
et soit 1 < p,q < +o00. On note par B;:;(R”H) l’ensemble des distributions tempérées

u € S'(R™1) telles que

1

sup B, { > 20%1|| A u||Lp (B.) } < 400, pour q < oo
| j>J+

[ull B2z ety =

sup sup 27°|| Ajul | 1o (s, < +00, pour q= o0,

Bl i+

ou la borne supérieure est prise sur l’ensemble des boules By dans R™™ pour tout J € Z

et avec J* = max(J,0).

Remarque 1.3.3 Pour pouvoir traiter de maniére séparée la régularité globale (i.e.,
en toutes les variables) et la régularité tangentielle, on utilisera les espaces anisotropes
suivants : pour x = (t,2') € R x R", on désigne par LP(R; B, 7(R")) lespace des
Jonctions qui sont LP par rapport a la variable ¢ et By par rapport a x', autrement

dit, c’est l'ensemble des distributions tempérées u € S'(R™*1) telles que :

1 l
sup|BJ| { > 233‘1||A’u||u, B, }q < 400, pour q < oo
||U||LP(R;B;;(Rn)) = JzJ
sup|B e s>uJ[12JS||A | Lo (B)) < 400, pour q= 00,
gl 5>

ot la borne supérieure est prise sur l’ensemble des boules B'; dans R™ pour tout J € Z

et avec J* = max(J,0).
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De la méme maniere, on peut aussi rappeler la définition des espaces suivants.

Définition 1.3.4 (Espace de type Triebel-Lizorkin) Soient s € R, 7 > 0 et soit
1 < p,qg < +o0. On note par F;”;(R"H) I’ensemble des distributions tempérées u €
S'(R™1YY telles que

< 400, pourq < oo

1
; q
sup H( 27 A u]q)
|B=]| j>Jt ’

sup

_ Lr(By)
[ull mg7 ety =

1
Dl 5w 2 Agullliaisy < oo, pourg=oc

ot la borne supérieure est prise sur Uensemble des boules By dans R™™, pour tout

J €7 et avec J* = max(J,0).

Définition 1.3.5 (Espace de Besov-Morrey) Soient s € R, 0 < ¢ < 400 et soit
0 <u < p< 400, On note par N;QU(R”H) l’ensemble des distributions tempérées
u € 8'(R™1) telles que

1

sup|BJ\p u{ZQJSqHA ul|7u(s }q < 400, pour q < oo

HUHN;%H(RTL-&-I) = J20

sup|BJ|5_5 sup 27°| | Ajul| e (s,) < 400, pour q =00
By Jj=0

ot la borne supérieure est prise sur l'ensemble des boules By dans R™™, pour tout

J € Z.

1.3.2.2 Relations de coincidence

Au sens de I'équivalence des normes, on a les relations de coincidence suivantes,

voir [30, 57, 59, 60] :

1. BSO(R™) = By (R™™) les espaces de Besov classiques.

3. By T(R”“ E>r (R”+1) les espaces de type Triebel-Lizorkin.

p,p

) =

2. BSO(]R”“) W*P(R™1) les espaces de Bessel, s >0, s ¢ N, 1 < p < oo.
) =
) =

4. By (R™) = bmo)(R™) les espaces de Goldberg.

5. BQ’Q("“) (R™) = >*(R"*!) les espaces de Campanato (Version locale).
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B3 (R = F20 (R™) = £°(R™") les espaces de Zygmund, s > 0.
B (R = F20 (R™) = C*(R™') les espaces de Holder, s > 0, s ¢ N.

g iy T
Bp:§+”+1 (R™) = L"B; (R™*) les espaces hybrides de Triebel, pour 0 < p <

n—+1
oo,O<q§oo,sE]Ret—i§r<oo.
p
B;:g(R”H) = /\/;iq,p(R"H) les espaces de Besov-Morrey, pour s € R, 0 < p <
400 et g > 0.
1_1
By " (R = /\/'571)700(1&”*1) les espaces de Besov-Morrey, pour s € R et

0<p<u<+oo.

s+(n+1)(r—1
Soient s € R, 0 < p < +oo alors BYT(R™!) = Bo;L,(()oJr . p)(R"H), pour

1 1
0<g<+4+ooet —-<7<+00,0ug=4+0et - <7 < +00.
D p

1.3.2.3 Injections

Ci-dessous quelques injections importantes, voir [20, [24] :

1
2

@

[

ByiT (R < B2 (R, si sy < 5.

By (R — Bo7T (R™1), 810 < ¢o < 1 < 400 et 0 < p < +00.

BS,T (RnJrl) SN F;:;(R”H) SN BS,T (Rn+1).

p,min(p,q) p,max(p,q)
syl T(n+1)

Bpg © © T(R™Y) & (R,

B, . (R™H) — B;;g(R”Jrl), pour 0 < ¢1 < ¢ < +o0.

Soit 0 < t < p < +o0, alors Bf:;a(R”H) — B;:Q(R"H), si et seulement si
T(n+1) +n—|—1 n+1

€2
q t 4

1.3.2.4 Propriétés

Cette section rassemble une collection de lemmes qui décrivent certaines proprié-

tés de l'espace B;'7, le lecteur peut se référer a [24) 28] pour les démonstrations.

p,q?

Lemme 1.3.6 ([24]) Soient 1 < p < +oo et A < 0. Si (aj,);, est une séquence de

nombres réels telle que (aj,); € (7 pour tout v > 1, alors on a

Z ( Z 2”Aajy)p < sup Z a’,.

j>1 N>l vzlj>1
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Lemme 1.3.7 ([24]) Soit 1 < p < 4o00. Pour tout entier M > 0, il existe une
constante Cyy > 0 telle que pour toute boule By avec J € Z, tout | € 7Z et pour
tout v € LP(R"1), linégalité
||AIUHLP(BJ>3CJ‘”{||U||LP(2BJ)Jr ) 2(VH)MHu||LP(ﬂ)}
v>—J+1

est vérifiée pour Ay = Ay, A}, A}, S), S], 5]

Lemme 1.3.8 ([24]) La dérivation DY, est un opérateur borné de B;;'a"T(R”H) vers
s,T n+1

BiT(R™H).

Les trois prochains lemmes sont prouvés dans [28] pour p = ¢, de la méme maniere on

peut les montrer pour p # q.

Lemme 1.3.9 ([28]) Soient T un réel positif, 1 < p,q < 400, m un entier > 1, et
soit s un réel < m. Siu € LP(R; By (R™)) telle que Di"v € LP(R; By ™ "(R")) alors

’ +1
u€ Byr(R"™), et on a
[ullBs7 ety S ||DTU||LP(R;B;;1’”’T(R")) + [lull Lo ;37 ®7) -

Lemme 1.3.10 ([28]) Pour tout o € S(R"*), il existe une constante C > 0 vérifiant
pour tout u € By (R™) {resp. LP(R; By (R™))]

[l BTty + Clul

Br @ty S @l ooty llull s

By T (RrH)
[7’6529- H<PU|’LP(R,B;;§(R")) §||<P||L°°(R”+1)”uHLP(R;BEZZ(R"))
+C||U||LP(R;B;;1’T(RTL)) :

Lemme 1.3.11 ([28]) Soient s1, s et s3 trois nombres réels tels que s; < s9 <
s3. Soient 7 > 0 et 1 < p,g < +oo. Pour tout € > 0 et u € B;?(}T(R”“)
{resp. LP(R; B;?[(]R”))}, on a

_ 52731
I BT () S el|ul BT (Rn+1) TE T2 I BILT (RnH1) 5

__ 52751
[re‘gp' lull o iz @y S ellull oy @y + & 72 el o@imgsy @ |-
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2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’é¢tablir une estimation a priori dans les espaces B,
des solutions du probléeme aux limites associé a la classe d’opérateurs elliptiques

dégénérés L définie comme dans (0.0.1)) par :

min(k,2m)
L= L(tax/;Dth’) = Z tk_hp2m_h(t7x/;Dt7Dx’)a
h=0
o k € Ny, m € Net P "(t,2': Dy, D) = > Gorj(t, 2") D D} & coefficients
|&/|+j<2m—h

aoj(t,2') dans C®°(RYH).

25



26 2. Définitions, hypotheses et résultats

Les résultats de ce chapitre étendent les travaux réalisés dans les espaces de Holder
C* , les espaces de Sobolev H® et les espaces de Besov classiques B, , a un cadre de

fonctions plus général.

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante : dans la seconde section, nous in-
troduirons dans un premier temps les espaces a poids nécessaires a I’étude du probleme,
ensuite, nous posons les hypothéses et nous énoncons le résultat principal. La troisieme
section est consacrée a la caractérisation de 'opérateur des traces dans les espaces a
poids considérés. La quatrieme section est dédiée a la preuve du théoreme principal.
Enfin, dans la cinquieme section, nous allons exemplifier le théoréeme en faisant une

application sur quelques modeles de 'opérateur L.

2.2 Définitions, hypotheses et résultats

2.2.1 Définitions

Les espaces de Sobolev et de type Besov a poids dont nous aurons besoin sont

définis par :

Définition 2.2.1 Pourse R, 7>0, ke Ny, me N et 1 <p,q <400, on définit :
— FEspace de Sobolev a poids :

On désigne par WZ™P(R) lespace des fonctions u € LP(R) telles que

tk_hD{u € LP(R), pour 0 < h < min(k,2m) et 0 < j < 2m — h. On muni cet

espace de la norme suivante :

3 =

min(k,2m) 2m—h '
_ k—h
| [z @)= > > I Dl
h=0  j=0

— FEspace de type Besov a poids anisotrope :
On définit ’espace de type Besov a poids anisotrope, ou les propriétés de diffé-
rentiabilité dans les directions des variables xq,xs,- -+ ,x, sont différentes de

celles dans la direction de t, par :
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WP (R; Byn(R™) = {u e LPR; B H(RY)  : 'Dlu €
LP(R; B;;Qm_h_j’T(R”)) pour tout 0 < h < min(k,2m) et 0 < j <
2m—h}.

Ces espaces vont nous permettre d’estimer les dérivées “presque tangentielles®

des solutions, ce qui est essentiel pour la preuve du théoréme principal. On
7

convient alors, que dans ces espaces on a la norme suivante :

1
min(k,2m) 2m—h }p

— k—h J

h=0

— FEspace de type Besov a poids :
Maintenant on introduit la version a poids des espaces de type Besov :

B;Z?km,T (Rn+1) _ {U c B;:&(;2m—k,7 (Rn-i-l) . tk_hDg// D{u c

B;ZQW_(W‘H)_}L’T(R”H) pour tous 0 < h < min(k,2m) et 0<|d/|+

7 <2m — h}, cet espace est doté de la norme suivante :

I HB;:;?;”’T(RW&-I)

min(k,2m)

= Y S || "Dy Diu |

h=0  |o/|+5j<2m—h

+2m—(|a’|+35)—h, .
B;,q m—(|o’|+7) T(Rn+1)

On définit également,
Ve T(R) = {u € B FT(R) + t*"Diu € BSPPMTMIT(R) 00 0 < b <

min(k,2m) et 0 < j < 2m — h}.

Remarque 2.2.2
e On appelle WZ™P(R,) [resp. ‘/;;er’T(RjL)}, lespace des restrictions a R,
des éléments de W7™P(R) {resp. 1/;)57;2’”’7(]1%)} ; De méme, B;;?km’T(RT“l)
{resp. WP (R, ; B;ZQ(R”))}, est Uespace des restrictions a R des éléments
de By 13" (R™Y) |resp. W™ (R; By (R™))].
e Sis>0, on a linjection :

By o T (R — WDl (R; By (R™)).

D:q,k

2.2.2 Hypotheses

OnfixemeN, keNyg, seRet1<p<+oo.
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Notons par L° la “partie principale” de 'opérateur L définie par :

min(k,2m)
L(t, s Dy, Dy) = > t*"Py)Mt 2’ Dy, D) (2.2.1)
h=0
ou Pim Mt a'; Dy, Dy) = S aw(t,2')DY D, est le symbole de 'opérateur
|&/|+j=2m—h

P>=h(t a': Dy, Dy).

On suppose que :
(A0) P?™(t,a’; Dy, D) est un opérateur proprement elliptique sur R,
(A1) Pour tous 2’ € R" et & € R™\ {0}, le polyndme en la variable complexe z
P()= Y au;(0,2)¢ %
o’ |[+j=2m
admet exactement m racines avec parties imaginaires positives et m racines
avec parties imaginaires négatives.

(A2) Pour tout 2’ € R", le polynéme en A :

min(k,2m)

pl@’ N = > (=) "agmn(0,2)AA=1)---(A—k+h+1)
h=0
) . 1 1
n’a aucune racine sur les droites el = s+ — et RedA =1+ —.
p p

Soit r(z') le nombre des racines vérifiant Re\ > max(s+—, 1+ =), on suppose
p
que r(z') = r est indépendant de ' et on pose x =m — k + 7.

(A3) Pour tous 2’ € R" et w’ € R"\{0}, |'| = 1, le probléeme :

LO(t,2'; Dy, )u(t) =0

Dlu(0) =0, 0<I<xy-1,

admet u = 0 comme unique solution dans I'espace S(R).

2.2.3 Théoreme principal

Théoreme 2.2.3 Soient s et 7 deux réels positifs et soit 1 < p,q < +00. Sous les

hypothéses (A0)~(A3), pour tout compact K dans R, il existe une constante Cx > 0

Bs+2m,‘r

telle que pour tout u € oy

(R a support inclus dans K, on ait

x—1

By T ; el vomost- o

Jull gz gy <Coe{ 12
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+ ul

BZ:ZQM7]€71’T(R1+1) } P

ot vy, est l'opérateur des traces surt = 0.

Remarque 2.2.4

x—1
1. Six =0, le terme Z lviul stom b1 L n’apparait pas dans l'inégalité du
Rn
1=0 p.a

théoreme.

2. En prenant T = 0 et p = q, on obtient la réqularité dans les espaces de Besov
classiques [{3]. Si k =0, on trouve les résultats prouvés dans [28] concernant
des problemes elliptiques réguliers. En faisant k = 1 et m = 1, on obtient

lestimation da priori prouwvée dans [31)]. Sis =0, T = ,etp=q=2,

2(n+1)

on déduit la régularité dans Uespace de Morrey-Campanato local [*.

Le lemme suivant est nécessaire pour la suite.

Lemme 2.2.5 (Lemme des dérivées intermédiaires) Soient s et T deuz nombres
réels tels que T > 0, et soit 1 < p,q < 4+00. Pour tous € > 0, k,m € Ny et pour tout
u € WP™P(R; BT (R™)), linégalité

H tkihD:fU/ HLP(R;B;TIQm—h—r,T(Rn))

_rth
S e 1D oy +e7 2 | 80 [l pomgsom @)

est vérifiée pour 0 < h < min(k,2m) et 0 < r < 2m — h, avec r # 2m.

Preuve Il est bien connu selon [45], que si t*D?™u et t*u appartiennent a LP(R)
alors t*"DI'u € LP(R) pour 0 < h < min(k,2m) et 0 < r < 2m — h avec r # 2m, en

plus, on a
1" Dy (| oy SI " D™ u || oy + || 0 || oy
en appliquant l'inégalité précédente a u(At) avec A > 0, on déduit

| 4D [y X | D2 ooy +A | o oy (2:22)
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Soit u € W™P(R; Byo(R™)), on applique I'estimation a Alu(t,2") avec j € Ny

et ' € B’}, on obtient

| 7" Dy Afu(-, @) || Loey
A2 D2 A, 1) (| gy AT AU 2) |y

en remplagant \ par eTRr 277 en intégrant par rapport a z’ € B, et en multipliant
2j(s+2m—h—r)
chaque coté de I'inégalité précédente par ———-——, on obtient

| B
2j(s+2m—h—7")
| Bj|”

js 2j(s+2m)

c h+r
| BjI

| "Dy Al o (xB,)

H tkDfmA;’U/ HLP(RXB/J) +€_2m—h—r |B{]|T H tkA U HLP RXB/)

en sommant sur j > JT et en prenant la norme [, on déduit le Lemme [2.2.5]

2.3 Les traces

Le théoreme suivant permet de caractériser les traces des éléments des espaces

ByrAmT(REY) et WE™P(Ry; Bon(R™)).

p.q;k

Théoreme 2.3.1 Soient s et 7 deux réels tels que 7 > 0 et soit 1 < p,q < +00. Pour
W,?Z’;’CP(RJF, Byr(R™) etl € {0, ,2m—1}, la série Y DiA5u(0,-) converge dans

]>0

s+2m—k—Il—
S'(R™) et définit un élément vyu appartenant a BpJ; PT(R™).

En plus, l’applicatz'on u — yu est continue et surjective de W7 ow (Rys B (R™)) wers
s+2m—k—Il— n
By "R

. . , . st2m—k—l—2.1
Aussi, il existe un opérateur linéaire continu R; de Bpg (R™) wers

WP (R Byi(R™)), dit de relévement, tel que

,leRl - ‘[d s+2m—k— l—— T .
By q (Rm™)

En part@'culier si s > 0, Dopérateur v, est borné et surjectif de B;fka(R”“) vers
s+2m—k—I—

By "R
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Preuve. Pour établir ce théoreme, il suffit de prouver que pour tout 0 <1 < 2m—1,

on a les deux assertions suivantes :

s+2m—k— l—f
(1) L’opérateur ~; est borné de Wk tor (R By 2 (R™)) vers Bpg i "R
(2) Il existe un opérateur de relevement R; borné de B;me e (]R”) vers

WE (R, By (R™)).

Montrons d’abord la premiére assertion (1), puisque

WEG’Z?(RH C WP (Ry) — CEmH(Ry),

loc loc

alors pour tout entier [ tel que 0 < [ < 2m — 1, pour tout ¢ € C;°(R;) et v €
W™ (R,), on a

min(k,2m) 2m—~h

| Dw(0) IS Y > 11" Divv |,
h=0 r=0
en remplacant v(t) par v(At) avec A > 0, on obtient
min(k,2m) 2m—h

MIDRO) IS X N Dl ey (231)

r—=

Soit u € W™ (R, ; Byo(R™)), pour j € Ny, on met
uslt, ') = Dju(t, 2') € WIS (R, C2(R") 1 [P(R™)).

En appliquant I'inégalité (2.3.1) & u; tout en prenant A = 277, intégrant sur B’ et
2j(s+2m—k—%)
multipliant les deux c6tés de 'inégalité par W, on obtient
J
97 j(s+2m—k— zfl)

| By |7

| DyA7u(0, ) [l zo(s,)

min(k,2m) 2m— h2j(s+2m r—h)

S Z Z - | Dy oA (o, xpyy - (23.2)

Puisque ¢ et A; commutent, en sommant sur j > J© et en appliquant la norme 7 &

chaque coté de l'inégalité ([2.3.2), on déduit la premiere affirmation (1).

+2m—k—l—
Maintenant, soit u € B;q " (]R”) avec 0 <[ <2m — 1.
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tl
Soit g € Ci°(R) égale a 1 au voisinage de 0, avec ¢;(t) = ﬁgpo(t), alors 9l (0) = 1 et

Oy ¢1(0) =0 pour k # 1,0 < k < 2m — 1. Pour j € Ny, on pose

Ruu(t, o) =" 277 (278) Nu(0, 2).

J=0

La deuxieéme assertion (2) se déduit de I'estimation suivante

comob e (2.3.3)

| Riu ”Wlfm’p(R+;B;j;(Rn))§H u |

On a

~ +w . . .
"Dy Ru(t, o) = > 277 x 27" x V(D] ) (278) A (0, o)
=0

alors,

A" DI Ru(t, o) =Y 277 x 277 x " "(Djpy) (271) AL AL 0, )

i
en intégrant par rapport & ¢t € R, ensuite par rapport & 2’ € B’;, on obtient
5 i(r—l+h—k—1
| AU D) Ry (o xS 2707770 30 AlAu oy -

g~

Le Lemme [1.3.7] entraine

| AltE="Dr Ry o (e, xB)
i(r—I+h—k—1
< oi(r—l+h—k—3) | Alu ||LP(2B’J)

+2i(r—l+h—k—%) Z 2—(zx+z’)M H A;u HLP(FL’,)
v>—J+1

i(s+2m—h—r)

W, on obtient

en multipliant par

2i(s+2m7h7r) e 5
| A" Di Ry || per. x B

BT
2i(s+2m—k—l—%) -
ST g Ay + T 2 My |
J v>—J+1
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en sommant sur ¢ > J et en prenant la norme [, il s’ensuit

I B llyzeer iy oy

1

1 q

< ,{Zﬂww*wwwmg}
BT

i>Jt
| ok
. g1 (i q
+ | = |T{ Z 21Q(s+2m k—I1 p)< Z 2 (v+i)M || A;u ||LP(F1§)> }
J i>Jt v>—J+1
1
< 1 iq(s+2m—k— l—f A/ !
~ | Bf] |7- Z 2 || u ||LP 2B’)
iZ(J—l)
q 1
1 oia(s+2m—k—1-1) o—(W+)M || A/ !
+ | B |T Z P Z H W HLP(cm)
J i>Jt v>—J+1
S L+ D

Le terme [ est équivalent & || v || ,iom_p_i_1.,
P

By T®n)
Pour I, on pose = v + J. Puisque | F},_; |~ 2t=9) “on a
1 .
< _—_—— ont(u=J) o o= (p=J+i)M
w3

i>JT \p>1

X — = | Al )

2i(s+2m—k—l—%) >q
| Fl_y |7

| oi(st+2m—k—I—1) I
§ Z 2(J72)Mq Z <2u(m-M) X W ” A;u HLp(Fl/hJ) > .

i>Jt p=>1

Pour M suffisamment grand, on applique le Lemme [1.3.6] on obtient

1 i(s+2m—k—1—1 !
I8 < supi 3 (2 (s42m—k=1=3) | Aly [P )

i>Jt
1 (s+2m—k—l— !
(S m—
5 Sup| F/ ‘Tq Z (2 ” A u HLP 5 >
pzl >(J—pt1)t
on en déduit

I <||u el
2 NH |B:;2m k—1 117, (R")

d’ou Pestimation ([2.3.3)).

Maintenant, en prenant Rju = Rl“h&’fl on déduit l'assertion (2), et il est aisé de voir
que

rleRl - Id s+2m—k—l—%,‘r
Bp.q (R)

pour [ € {0,--- ,2m — 1}.
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2.4 Preuve du Théoréme

Sur une classe d’équations différentielles ordinaires.

On considere la classe d’opérateurs différentiels ordinaires définie sur R, par

min(k,2m)
L=L(t, D)= > ¢"P"™ D)
h=0

2m—~h
2m—h o 2m—h NJ
P (Dy) = Z a; Dy
Jj=0
avec a?mfh e C.

On suppose que :
(C1) Pour tout z € R, le polynéme P*™(z) admet exactement m racines avec
parties imaginaires positives et m racines avec parties imaginaires négatives.
(C2) Soient s € R, 1 < p < 400 et soit ¢(A) = 0 I"équation caractéristique
associée a 'opérateur L en t = 0 telle que

min(k,2m)
o) = > ()" Mag AN =1) - (A =k +h+ 1),
h=0

qui est aussi I’équation caractéristique de I'opérateur

min(k,2m)
L4D)= Y ag oI
h=0
On suppose que I'équation ¢(\) = 0 n’admet pas de racines sur les droites :

1 1
Re(A) =14 — et Re(A) = s + — et soit r le nombre des racines qui vérifient
p p

1 1
Re(N) > max(1l+ —, s+ —).
p P

On a le théoréeme suivant.

Théoréme 2.4.1 ([11), 43]) Soient s et T deux réels positifs et soit 1 < p,q < +00.
Sous les hypothéses (C1) et (C2). Llopérateur L de W:™P(R,) vers LP(R.) et de

VEramT(R,) vers Bym(Ry) est un opérateur d indice et son indice est égale & m—k+r.

La preuve du théoreme|[2.2.3], va se dérouler en deux phases : la premiere, consiste a

établir une proposition qui va permettre de controler les dérivées “presque tangentielles”
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des solutions, ensuite, la deuxieme est basée sur le Lemme [2.4.3] et permettra d’estimer

les dérivées normales.

Proposition 2.4.2 Soient s et T deux réels positifs et soit 1 < p,q < +00. Sous les
hypothéses (A0)-(A3), pour tout compact K de R’ il existe une constante Cx > 0

telle que pour tout u € W™ (R.; Byo(R")) avec suppu C K, on ait

x—1
||u||W§m‘p(R+;B;:;(R'n)) SCK{||Lu||Lp(]R+7B;:;(Rn)) + Z ||,ylu||Bs+2m—k—l—%,T
1=0 P (R")

+ Hu||Lp(R+;B;jfm’“1’T(R"))}'

Preuve.

L’idée de la preuve s’inspire de celle utilisée dans [IT) 27 28], par une technique
de Korn on décompose l'opérateur L de maniere a obtenir un opérateur a coefficients

constants L° que nous traiterons en premier lieu, alors on écrit

L=IL"+L'+1I?

ou
min(k,2m) .
LO(t,a'; Dy, Dy) = t*DP™ + 5" b N 4,5(0,0)DS DY,
h=0 lo |+j=2m—h
J#2m
min(k,2m) ‘
Ll(t7x/;DtaDm’) = Z tkih Z (aa’j(tv'r/) —aa/j(0,0))Dg/ng,
h=0 lo! | +j=2m—h
J#2m
min(k,2m) 2m—h—1 ‘
LA(t,2'; Dy, D) = Y. " S auy(t,2")DS D],
h=0 o |+j=0

On note v = (7)o<i<y—1. Suivant [11] on a le résultat suivant.

Sous les hypotheses (A0)—(A3) et a 'aide du Théoreme [2.4.1) pour tout & € R™\ {0},
Popérateur (L°(t,0; Dy, €'),v) est inversible & gauche de W2™P(R,.) vers LP(R,) x CX.
Si K¢ désigne son inverse, alors 'application &' +— K est de classe C* de R™ \ {0}
vers E(Lp (Ry) x C W™ (R+)) et pour tout multi-indice o/, il existe C,y > 0 tel que
pour tout & avec ; < €| €2 et pour tout (f,g) € LP(R,) x CX, on ait

|Dg Ke(f, Dlwzmrw,) < Call(f, 9)llr @) xex- (2.4.1)
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Tout d’abord, on prouve que pour N > 1 suffisamment grand, et pour tout B, C R",

I'estimation

Hu”m B WEMP(R,)) (2.4.2)

X1 1 1
S ullpremryirmyy) + 2 Itllees,) + 1BSlF > 27N F)|'™s
=0 v>—J+1

x—1
X <]|L0u||Lp(F,;;Lp(R+)) + ||71U||LP(F£))
1=0

est vraie pour tout u € S(R"; W,?m’p (Ry)) a spectre tangentiel inclus dans I'anneau

1
— <€ <.
5 <<

Tout d’abord, on applique 'opérateur (L°(t,0; Dy, £'),v(€")) & la relation

on obtient le systeme
LO,0: DL €)al€) = Dhu(€) = [ €< Loul,y)dy
(€ - qae) = [
pour [ € {0,1,--- ,x — 1}.
En appliquant K¢ au systeme , on déduit

a(,&) = [ e Ko (Lul,y), yuly)dy'

(2.4.3)

1
Soit ¢(£') € C(R™) égale a 1 sur 5 < |¢'] < 2 et avec support inclus dans un anneau,

donc
u(-, ')

= [ersent g, |
_ / / ol =y)€ {qs(g')Kg, (L0u(-, ), yuly)) }dy’ (;f)n

_// 1+\x )N

le résultat (| entralne

uw@wwww>
1

<0/
>~ UN y'eR"1+|1’/_y/

v (L0 7u0)

Lp (R+) xCx
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en intégrant par rapport a 2’ sur B, on obtient

HUHLp(Bj,;leW(Rg)

SCW{/Q(/ewl+ﬁx—yPNHLO )7MyD

Maintenant, on décompose R" de la fagon suivante

=

P
dy') dx’ } .
LP(R4)xCX

R"=2B,U |J F.

v>—J+1
Alors

HUHLP B/WE™P(RY))

1
< w
~ {/fz </y/eRn 1+ |z _y,PNXwJ(y)
0 o
< [[(L0u(- o). yute) dy>d$}
LP(R+)XCX

1
+ /( /
{ B u>;+1 yer, 1+ 2" —y'|2N

J
P
dy'> dx’'
Lpr (R+) xCx

=

(2.4.4)

B =

< ||(Lou(-, o), yu(y))

< I+ I

Le premier terme I est une norme LP du produit de convolution entre une fonction
LY(R™) (pour N assez grand) et une fonction LP(R"), alors de l'inégalité de Young
s’ensuit

I < CN{”Loul‘LP(QBf];LP(R+)) + “’yu‘]Lp(QBf])}. (2.4.5)

Pour I, vu que 2’ € B, et 4/ € F, on a |2/ —¢/| ~ 2", alors

[/<Bp 221/]\7/ LOU',/,U/ d/
B y;§;+1 er (Z0u(-,y'), yu(y)) o™
I'inégalité de Holder implique
I
S | B |% Z 2_2VN|F’|1_% / (Lou(. y) 7u(y’)) b dy' po (246)
~ v>—J+1 Y y'ery o LP(R4)xCX

Les estimations ((2.4.4)), (2.4.5) et (2.4.6]) entrainent

||u||LP(B’J;W}?m’p(R+))
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x—1
SILoull e2mrsLe e, ) +ZH%U||LP(2B')+|BJ|” >, 27 2VN|F/|1“ (2.4.7)
v>—J+1
. p / 7
X / ‘(L u(y),yu(y)) dy' |
y'eF) LP(R4)xCx

Soit u € W™ (Ry; B>7(R™)) avec support inclus dans un compact K de R}*.

Pour j € Ny, on met u;(t, z') = Aju(277¢,2772), alors u; € S(R™; W™P(R,)) pour

j > 1, avec spectre tangentiel inclus dans I’anneau {5 <€ <2}
On a

L), = 20@m=Rr0y,
(L7u); ! (2.4.8)

(viw); = 27y,

En appliquant 'estimation (2.4.7)) a chaque u; avec j > 1, on obtient

Hu] HLp B/ 'W2m P(Ry))

x—1 L
S HLOUJHLP(QB' Zr®y) T Z “’YluJ”Lp 2p) T |1 B |p{ Z 272VN‘F;‘1 P
v>—J+1

x—1 q
< (I asarm + X Il ) |

=0

selon (2.4.8)), on a

Huj HLp B’ .W2m P(Ry))

SR (RO e e DR [ CTIOF e
=0

+|szlz{ >, 2_2”N|FL|1_;’(2_“2’”_’“)II(LOU)jIILP<F;;LP(R+>)

v>—J+1

x—1 ) q
+ 3 2w e ) |

=0
donc,
min(k,2m) 2m—h

Z Z 9Ja(k—h—r) || th— hDTA,U ||LP (R4 x2-9BY)
h=0 r=0

x-bo
S 2N A LOu| L, oy + 2 27 P Al s
l
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_1 —i(2m—
S 22N p(2 TCI AL o ey <251y

v>—J+1

+wﬁ{

=1 !
+ Z 2—J(l+5) || A;-’qu ||LP(2—jF;,) )}
=0

en multipliant les deux cotés par 274(s+2m=F)

min(k,2m) 2m—h

Z Z 2jq(s+2m—h—7") || tk_hD;A;U ”%p(R+X27jBfI)

h=0 r=0
. b g1
< 2]qs|’A;LOUH%F(R+X2—J'+13/J) +3 oia(s+2m—k—1 ”)HA;’YWH%p(Q—j+13f])
1=0
q Y 1 4.
+ IBHP{ > 2R ,,<2] 1AL ul| o & <2~y (24.9)
v>—J+1

X_l i 1 q
+ Z 2j(s+2m—k—l—;) H A;’ylu HLP(Q*J'FIQ )}
=0

SK+1

ou

I = 278G L e asvry + 20 20 Al -1
=0

et

1 .
I = |B’J|Z{ > 2 NE (2”||A}LOU||LP<R+x2—fF;>
v>—J+1

x—1

q
j(s+2m—k—1—1
+ 30 I Ay |!Lp(2jF;>>} :
1=0

Onmet K =J+ j et u=rv — j, on obtient d’une part

x—1
; jq(s+2m—k—1—1
H = Pl sy + 2 2 Nl gy (240
=0

D’une autre part, puisque |F;|1,% ~ onv(1=1)

4 _ioln(l—1)— n(1=1)— is
I <|B)[r2ian(0=3)=200 0 S guln(i=5)-2N) (QJ 1A Lo Loy 1y
p=—K+1

x-1 1 !
4 Z 2J(s+2mklp)"A;WZUl‘Lp(FL)) }

=0
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en prenant p' = p+ K,

2is

]// < B 2 ( (1**) 2N 2 Knrq 2N 177 +T7,T 2N) <
B> > e

w'>1

. 23(s+2m k— lff) d
X ALl e,y + S 8l )
1=0 W-K

alors,

]’él <2(]— ) (n QN 2 Kntq Z 2/.1 1**)4’”7’ QN)( 2-75
- />1 ‘F}IL,—K’T
. (2411)
2j(s+2m k— l—f)
X AL Lo oo, crr, ) + N
J R xFy, ) ; ‘F}/LlfK’T K

1
En combinant les inégalités (2.4.9)), (2.4.10) et (2.4.11)), en multipliant par Bl et

K

en sommant sur j > max(K, 1), on obtient

mmiQm 2mzh Z 2jq(s+2'mfh77“) e
S DA [,
r=0 j>max(K,1) |B}(| 1 Lp R+XB )
2345 0 x—1 2jq(s+2mfkfl7%)
/
5 Z |B/ |7-q H L UHLP (R4 x2B%) + Z Z |B/ |7-q
j>max(K,1) [=0 j>max(K,1) K
/ q g~ fKnra (J—K)(n—2N)q
j>max(
1y inre 2js
{ 3 g 1)+ 2N)(| - | Lo o (RaxF!, )
u'>1
12j(s+2m k— l—f) q
+ I&line )|
e LI
puisque K < max(K, 1), et grace au Lemme [1.3.6, on a
min(k,2m) 2m—h 2jq(s+2m—h—7°) o
— r A/ q
Z z;) o ZK " ‘B}{‘Tq H t DtAju HLP(R+><B}<)
T j>max(
0 = 1
< || L s gy + ul? + sup———
H ”Lp (Ry;Bp % (R™) % ||le HB;T"L k-1, T(]Rn />1‘F ) K’Tq

s s+2m—k—I—
< X (PN L U, ) +Z2” DA e, )

j2K+
(2.4.12)
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On ajoute les termes associés a j = 0, puis on remplace la condition au coté droit de

[2.4.12) j > K" par j > (K — i/ + 1), on obtient

||u||(€/vsm,p(R+;B;:g(R") OK{HLOUHLP (R4;Bpq (R™)) + Z ||’71 | s+2m—k—1—1 T(Rn)} (2413)

BPQ

+ Ry

ou,

min(k,2m) 2m—h

RO = Z Z |B/ |Tq || tk_hD:A, ||LP(]R xB.)

Maintenant, on va estimer le “reste” Rj.

Premiérement, on écrit le terme Ry sous la forme suivante :

min(k,2m)
k—h
RO = Z <2z: , ’B/ ’Tq H t DZA()U H%P(R+><B}()
“ram (2.4.14)
+ ‘B/ |7-q H tsz?mA/ ||LP (R+xB)
K
On applique le Lemme au premier terme a droite de (2.4.14)), on déduit
min(k,2m)
k—h
Z Z |B/ |7'q ’t D:A/ ||Lp R+XB/
)
1 _ T+h
B I £ D™ Aju 1w, xpy ) +€~ 2 13/ z [N
puisque suppu C K, on a
min(k,2m)
Z Z | k_hD;A/ HLP Ry xBj.)
r m |B/ |Tq ( +
:;2mh
1 kD2mA/ C 1 A/
5’B}{|Tq ” t ot ||L1O (R4 xBf) + K7€W ” HLp (R4 xB%,)
donc,
min(k,2m)
tk=h
Z Z |B/ |7—q ‘ D:Agu |’%p(R+><B}()
. (2.4.15)
1

k)2
5|B}<|Tq 1" D™ Agu ||LP(R+XB’ +Cke || u HLP Ry:By 2R b (Rm)
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Pour le second terme a droite de (2.4.14)), on a

min(k,2m) '
L(t,2'; Dy, D) = "D} + Y~ " N ay;(0,0)D DY
h=0 la! | 4+j=2m—h
j#2m
alors,
min(k,2m) '
"D u=Lu— > " > au;(0,0)D% Diu
h=0 lo/|+j=2m—h
J#2m

en appliquant 'opérateur Aj, on obtient

min(k,2m)
ANtk D2y = A Lo — Z AN a,4(0,0) DS Diu

lo/ |[+5=2m—h

J#2m
donc,
1 1 1k M2m
= 1 Aot" D™ u | o, x By )
| Bi|
1
< ‘B “r || AIOLOU ||L;D(R+><B}()
1 min(k,2m) A
T X 2 AT Dl sy
K h=0 j<2m—h

j#2m
le Lemme [2.2.5 implique

1
| B |

H A tkDQmu "LP(R+XB )

1
| Bi|”

S| Lou e, BT (Rm)) € | t* D™ Aju ||LP(R+XB}<)

_ _J+h
+ & 2m-h || tk‘Agu ||LP(R+><B}<)

vu que suppu C K, alors

1
| B[

| tkDQmAE)“ HLp (RyxBl)
(2.4.16)

f§|| Lou ||%P(R+;B;:g(Rn )) +CK5 H u “Lp R4 Bs+2m k— 1T(Rn)) .

Des inégalités (2.4.13)—(2.4.16|) résulte la Proposition m pour l'opérateur L°.

Maintenant, on estime les termes de opérateur L, on a

min(k,2m) .
L't,2'; Dy, D) = Y. " Y (aa/j(t,x/)—aa/j((),[))) ' D}
h=0 | | +j=2m—h

j#2m
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alors,
I L | oy )
min(k,2m) '
S Z | (aa’j (t,2") — aar; (0, O)>tk_hD?' Diu HLP(R+;B;;Q(RH))
h=0 |o¢/|+j:2'm7h
Jj#2m
le Lemme implique

I Ll (| o ey 37 my)
< (aa/j(t,x’) - aa’j<070>) ||Loc(R1+1)H t*=* D% Dju HLP(R+;B;;§(R"))
+C || 7" DY Diu ||LP(IR+;BIS,;11’T(R"))

Sell tk_hDgf Diu ||LP(R+;B;qu(]R”)) +C | tk_hD% Diu ||Lp(R+;B;;1'T(Rn))

pour 0 < h < min(k,2m), 0 < j < 2m — h avec j # 2m et pour u a support inclus
dans une demi-boule de centre (0, 0) et de rayon e suffisamment petit. Ensuite, puisque
selon le Lemme , lopérateur D;‘,l opere contintiment de LP(R,; B;Z‘a/|’1’T(R"))
vers LP(Ry; B3 V"(R™)), alors

I L | ooy e
Sel t*=" Du ||Lp(R+;B;jg2m*h*N(Rn)) +C | t*=" Dlu ||LP(R+;B;;11+2’"*“J"T(Rn))
on utilise le Lemme pour estimer le dernier terme de l'inégalité ci-dessus, on
déduit
I L oy o)
S e 1D g agsinrmin oy +C (20 | D37 e ey

+€O m—j || t u ||LP(R+;B;:‘;2m71,T(Rn)) >

le Lemme [1.3.11] implique

| L'u ||LP(R+;BZZZ(R”))

)

Sellt*"Dlu ||Lp(R+;B;§2m*h*J\T(Rn)) +C<50 I tthQmU ||LP(R+-B;gg(Rn)) (2.4.17)

“I’ C’&()El || tku ||LP(R+,B;:Z2m’T(Rn)) +Cé’£17K || u ||LP(R+;B;:22m_k_1’T(R”)) )
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Enfin, pour estimer les termes de 'opérateur L?, on applique le Lemme [2.2.5 on a

min(k,2m) 2m—h—1 y
L*(t,2'; Dy, Dy) = > " N ay,(t.2")D D]
h=0 |a/|+j=0

puisque ay ;(t,2') € C (R,

I L || 1o (e, 837 ()

min(k,2m) 2m—h—1

S Z Z | aa/j(t,x’)tk_hDg,/Dfu ||LP(R+;B;;Z,(R”))
h=0 " |a/|+5=0

min(k,2m) .
<Ok ) 2 | 7" Diu e e )
h=0 |&/|+j<2m—h—1 ’
min(k,2m) .
< COg Z Z || tk_hDgu ||LP(R+;B;:]1+2m7h*j,T(Rn))

h=0  |of|+j<2m—h—1
< CK{€ I £* D7 u || oy szr ey +Ce || tFu Lo ;B2 t2m =17 () }
le Lemme [L.3.T1] entrainent
I L% (| o335 ey

SJ Cke H tsz?mu ||LP(R+;B;£(R”)) +CK,5 (51 || tku ’lLP(R+;B;E2m’T(Rn)) (2.4.18)

+Cey || vl o, prtzm—r—17 (gn) )

Les inégalités (2.4.17)) et (2.4.18) achévent la preuve pour 'opérateur L = L+ L' 4 L?

et donc celle de la Proposition pour des u a supports assez petits autour du
point (0,0) de K. De la méme facon, on peut établir I'estimation au voisinage d’un
point (0,z¢) de K. Par ailleurs, 'hypothese (A0), entraine une telle estimation au
voisinage d’un point (¢g, zo), to # 0. Enfin, I'inégalité a priori générale est obtenue par

une partition de I'unité.

Pour terminer la preuve du Théoreme [2.2.3] on a besoin du lemme suivant, qui a pour

objectif d’obtenir la régularité en variable normale des solutions.

Lemme 2.4.3 Soient s et 7 deux réels positifs et soit 1 < p,q < +00. Pour tout com-

pact K de R, il existe une constante Cc > 0 telle que pour tout u € B;Z?km’T(RﬁH)

avec suppu C K, on ait

[l BIEAT (R
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< CK{HLUHBS:Z(RIH) + ||u||W§m’p(R+;B;jg(R")) + HUHB;jfm’““(RTl)}'

Preuve. Dans un premier temps, on se limitera au cas 0 < s < 1 pour pouvoir
appliquer le Lemme [1.3.9] Ensuite, on procede par un raisonnement par récurrence

afin de montrer le lemme pour tout s > 0.

Cas0<s<1:

On utilise la méme décomposition de 'opérateur L que précédemment, on écrit L =
LY + L' + L?, et nous prouvons le lemme d’abord pour L°. Pour cela, on estime les
différents termes de la norme de u dans Bszzkm T(R7TM). On sait que,

p

min(k,2m)

u i ggtam. = t=" D% Diu e
Il W gtz ey h; |a/+jz<;m_h I o DI || preom—aoen -1 oy

d’apres le Lemme m, puisque Df}l opére contintiment de B;;'aq’T(RTl) vers
ByT(RYH), on obtient

min(k,2m)
H U HBS+2mT(R"+1) S Z Z H tk hD u HBs+2m j— hT(Rn+1)

h=0  j<2m—h—|d/|

min(k,2m) '

< Z Z H tkihDgu HBZ-L—fm—j—h,T(RiH) .
= i<2m—h '
Puis, on décompose
min(k,2m) ‘
[l [ gstame gniny S > > " Diu g 2m=iror iy

h=0 j<2m—h—1

(2.4.19)

min(k,2m)

- Z | " D" I3g7 ety -

Pour le premier terme a droite de 'inégalité (2.4.19)), on se fixea j = 2m —h — 1 et on
min(k,2m)
estime le terme : )
h=0

k—h y2m—h—1 . :
| t*7"D; u ||BZ£1,T(R1+1). Il y a deux cas & examiner.

Premierement, on suppose que min(k,2m) = k, alors

Z || tk hDQm h— lu ||Bs+17' Rn+l)

h=0
. (2.4.20)

_H D2m k= 1u ||Bs+1 T(Rn+1 +Z H tk hDQm h= lu HB3+1 T(Rn+1) .
h=0
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Pour borner le premier terme de ([2.4.20]), on écrit

I Dy~ |

D?m—k—lu |

syt = [l Do By L)

+ | DD |

By (R
le Lemme [[.3.9] entraine

|| D?mikilu |’BS+1,T(R7’L+1)

S Ds D2m “u HLP (RysBy " (R) T | Ds DQm lu HL"(R+73“(R"))

p,q
+ || DFFu g7 ety

(2.4.21)
S| D u | o, gy + | DF" M | e, msti ey

+ | D" |

Bya (R

Sl llwzmo, gz + 1 D7 u

By (R
Pour le second terme de ([2.4.20)), on a

k—1
Z ” tk—thZm—h—lu ’
h=0

k—1
= > { I Dot D |
h=0

B;zl,T(R'ri«kl)

Bpg (R + Dt(tkthtszhfl)u |

Byq (R }
k—1
S Z { | D:c’tk_thQm_h_lu ||B;;;(R1+1) + |l tk_h_lDth_h_lu ||B§;§(RT1)

o Rz

Bya (R }

en appliquant une autre fois le Lemme [1.3.9, on obtient

k—1

};} || tk hD2m h—= 1’u, ||Bs+17 Rn+1)

1
N Z{ I Dt(Dx’tk_thQm_h ! ) e @ ;B30 &)

(2.4.22)

+ || Dt "D | (Ry:B5T(R™)) } + Z | 5" D7 ||B” R+
h=0

<|| u ||W2mp(R+,B” R™)) + Z ” £ thm " ’

s 1y .
By (RI)
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Les estimations ([2.4.20)—(2.4.22)) entrainent

k
Z || tk_thm_h_lu | B;zl,T(R'lIFl)

h=0
. (2.4.23)

Sl hwgmoa mggay + 2 1 7D |
h=0

BT

Maintenant, on suppose que min(k,2m) = 2m

2m
Z H tk_thm_h_lu |

Bypt TR
h=0 ’

gz + Dy(t* "D " |

{ || Dx/tk_thzm_h_lu | B;;;(Riﬂ) }

Dx/ tk—hDQm—h—lu
I :

B;:;(]Ri“) + H tk_h_lDfm_h_lu |

Bya(RY™)

2m—1
=2
h=0

2m—1
D>
h=0

o Rz

By Ry }
le Lemme [I.3.9] implique
2m
k—h y2m—h—1
S t"D; u |B;¢11,T(Ri+1)

h=0 (2.4.24)

2m
Sl lugmae gy + 2 17D
h=0

By (R

D’apres les inégalités (2.4.19)), (2.4.23)) et (2.4.24), on déduit I'estimation

(R e [ EP——.
min(k,2m) (2425)
S S P
h=0

By (R

pour j = 2m — h — 1. On procede de fagon similaire pour tous les autres termes de

2-4.19).

min(k,2m)
: < , k—h y2m—h
Il reste maintenant a estimer le terme : hz_:o | t* "Dy " HBH(RQLH) de (2.4.19).

La méthode utilisée ici est analogue a celle dans [31], en effet, puisque supp v C K,
onawv e BYT(RY), si et seulement si, v € LP(Ry; ByT(R™)) et v € LP(R™; ByT(R,)).
Alors

| v ||B;;g(R1+1)E|| v ||LP(R+,B;;;(Rn)) + [ v ||Lp(Rn,B;;;(R+)) .
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min(k,2m)

Z || tk hD2m hu HLp R_‘_’B;;(Rn) < ||u||W2m p(R+,Bé T(Rn)) (2426)
h=0

En retournant a 1’équation différentielle ordinaire et en utilisant le Théoreme [2.4.1] on
déduit que Popérateur (LO(O,t;el,Dt),’y>, ep = (1,0,---,0) € R", est inversible de
VEERmT(R,) vers BoT(Ry) x CX. Alors, pour tout v € V™7 (R,.), on a

-1

olhyesrnr .y S 1220, ex, Dollsze, + - 1D(0)]. (2.4.27)
1=0
On écrit
min(k,2m) '
L0, t;er, Dy)u =Lou+ > """ 3 a,,;(0,0)Diu
h=0 aj+j=2m—h
j<2m—h—1
min(k,2m) '
— > "3 aw(0,0)D% Diu
h=0 lo |+j=2m—h
j<2m—h—1
selon ([2.4.27)), on a
min(k,2m)
o D | ey ey )
h=0
min(k,2m)
S L% || o s g sy + Z { Yo "Dl | pewn z )
j<2m—h—1

+ Y DY Dl || o prr ) }

lo!|+j=2m—h

j<2m—h—1
donc,
min(k,2m)
Yo DI | oy vy )
h=0
min(k,2m) )
Sl + X {5 I Du gy
h=0 j<2m—h—1
LD SR E0 2 T ey
|o¢/|+j:2m7h 7 *
71<2m—h—1
alors,
min(k,2m)
k—h y2m—h
Z | ¢ D™ uHLPR”qu(]R+))

h=0
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min(k,2m) ‘
S ||LOU||B;;;(R1+1) + hZO { '<2Zh 1 | =" Dlu 37 ety
= 1<2m—h—

+ Y 1 "Diu ||,

lo |+j=2m—h

9+2m h— j‘r(RnJrl) }

j<2m—h—1
ensuite,
min(k,2m)
Yoo DI e BT (RL))
- min(k,2m)
S 1%l prEp Z J<2mzh 1 | # Dl |B§§2m7j*h‘T(Ri+l)
alors,
min(k,2m)
/;) || tk_thzm_hU ||LP(Rn;B;;g(R+ N HLOU| Bpg (R + ||UHW2”W(R+,B”(R"))
(2.4.28)
Ensemble (2.4.26)) et (2.4.28)) impliquent
min(k,2m)
hgo | #7 DE ’Bi:;mi“)g 12| BRI T ““HW;?“]"(M;BS:Z(R"))' (2.4.29)

En prenant en compte les estimations (2.4.25) et (2.4.29), on déduit le Lemme

pour L'opérateur LY et pour s € [0, 1].

Pour L = L° + L', on évalue les termes de l'opérateur L' dans B;:;(RTI), pour cela,
on applique le Lemme [1.3.10| en supposant une autre fois que le support de u est inclus

dans une demi-boule de centre (0,0) et de rayon € assez petit, on en déduit alors

I L |

min(k,2m)

S Y Xl (awsta) = aa(0,0) ¢ "Dy Dfu |
h=0 || +j=2m—h
j#2m

BS,T Rn-{»l)

s 1
Bpg (R

min(k,2m) '

S Y Xl (aw(ta’) = awi(0,0)) [l eyl 7Dy Diu |
h=0  |&/|+j=2m—h
J#2m

min(k,2m) ‘

+C Y > || "D Diu |
h=0 " |a/|4j=2m—h
J#2m

5, 1
Bpg (R

—1, +1
Bpg T(RYT)

min(k,2m)

Se > >, 1#"Dy Dlu 557 )

h=0 " |o/|+j=2m—n
j#2m
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min(k,2m)
— / ]
+ C Z || tk hD(;, Dgu |B;;11,T(Ri+l)
h=0 o/ |[+j=2m—h
J#2m
min(k,2m)
— / ]
h=0  |o/|+j=2m—h
J#2m

Ainsi, le Lemme est démontré pour opérateur L = L° 4+ L.

Enfin, de la méme facon, on estime les termes de L?*u dans B;:Q(Rﬁlfl), on a
min(k,2m) )
I L [l gy ey S D > | ar;(t, 2")t" " Dg Dju I By7 Entys
h=0 o/ |+j<2m—h—1
puisque suppu C K

min(k,2m)
f— ! ]
| L*u ||B;;5(R1+1) < Ck I;) | /+‘§ - | t*~*Dg Dlu ||B;;5(R1+1)
= o' |+7<2m—h—

< OK || u |’B;:Z2m—k—l,r(Ri+l) .

Le Lemme [2.4.3] est donc prouvé pour des u & supports suffisamment petits autour du
point (0,0). Comme argumenté précédemment, ’estimation a priori générale reste vraie

par une partition de I'unité.

Cas : s> 1.

On pose s = r + o, tels que r est un entier positif et 0 < o < 1. On procede par
récurrence sur . On vient de prouver que c’est vrai pour r = 0 (i.e. 0 < s < 1), on

suppose que l'inégalité est vraie pour tout r, (i.e. tout s) :

[ull go2mr gnery < CK{”LUHBg;g(RiH) + ||u||W§m'p(R+;B;jg(R"))} (2.4.30)

et on prouve qu’elle reste encore vraie pour r + 1 (i.e. s + 1), c’est a dire

||u||B;;};277L,T(Ri+1) S CK{”LUHB;ELT(R1+1) + ||u||W}?7ﬂ,p(R+7B;$1,T(Rn))} (2431)

s+14+2m,7 /mpn+1 . : s+2m,7 (myn+1
Remarquons que u € B, (R, si et seulement si w € B, 3™ (R}™) avec

Dyu € Bo (R pour i = 1+ ,n et 7Dy € BEVT(RYTY) pour b =

0,1,--- ,min(k,2m), en plus on a

||U||B;;}:2W’T(Ri+1) SCK{”UHB;;?;"*T(RTH + ||Dxiu||B;Z?;n’T(Ri+1) (2.4.32)
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min(k,2m)

£ Dy |
h=0

Byl T (R }
Afin de montrer I'inégalité (2.4.31]), on va controler chaque terme se trouvant a droite

de l'estimation (2.4.32)). Pour ce faire, afin d’estimer le second terme, on applique

I’hypothese de récurrence (2.4.30) a D, u, i = 1,--- ,n, on obtient

||Driu

On a

ou
min(k,2m)

[L;DyJu= > " M (Dmiaa/j) (t,2') D% Dju.
h=0 |a/|4'»;'é§22mfh
7#£2m

On applique la norme dans B, (Rﬁ“) a ([2.4.34]), on obtient par I'inégalité triangulaire

| L(Dz,u) |

BEZQ(RXH)SH Dy, (Lu) ’B;,;;(R?jl) + || [L; Dy Ju |

By (RTH)
on utilise ensuite le Lemme [1.3.10, pour évaluer la norme || [L; D,,]u |
déduit

Byg(®yy O

| L(Dau) |

B;:g(RiJrl)S OK{ || Lu |B;ZI,T(R1+1) + || u | B;;?;W,T(Ri‘f’l) } (2435)

En substituant (2.4.33)) et (2.4.35), il vient

HDIzu Bs+2m,‘r(Rn+1)
pak (2.4.36)
< CK{ | Lu ||B;§1’T(R1+1) + [ w ||B;:;,2,:"’T(Ri+1) +HUHWsm’p(RJr;Bf,j;l’T(R"))}
pour tout ¢ =1,--- ,n.
min(k,2m)
Pour estimer le terme Z | 50 D2m=hy | BT @ de (2.4.32), on procede de la

h=0
méme maniere que pour le cas 0 < s < 1. En effet, on utilise la méme décomposition

de L: L =LY+ L'+ L?, et on consideére 'opérateur L° en premier.

Notons que si suppv C K, alors v € B (R} siet seulement si v €
LP(Ry; B;:;LT(R”)) et v e LP(R"; B;f;l’T(RJF)). Alors, pour tout v € V;;LHQWT(RJF), on
a

x—1
[Vllysrveme gy S L0, 85 €1, Do)vll st g,y + D [Dev(0)].
=0
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Par un raisonnement similaire au précédent, on déduit

min(k,2m)
> DI o, ey S lllwzme @, syt @y
h=0
Et

min(k,2m)
Do D | g gt ey )
h=0

N ||L0“| Byt h TR + lul BeEAT (R + || Dy ul ByE2mT(R)

Ensemble (2.4.37) et (2.4.38)) entrainent

min(k,2m)

S| Dty |
h=0

B;i}l,r(R:jkl)

< ”LOUHB;’-‘;LT(Ri+1) + Hu] B;:?;n,T(Ri+l) + Hszu B;,-:,len,T(Ri+l))

+ ||U||Wg"LvP(R+;B;§1»T(Rn))

pouri=1,---  n.
Pour L, le Lemme [1.3.10| implique

I L |

+1, 1
Byl (R
min(k,2m)
k—h mya' i
Se Y | t*7" D3, Dju |

h=0 la! | +j=2m—h
j#2m

s+1, u s+2m, 1y.
Byt T(®YT +l ’B;j;;“(m* )

Finalement, 'opérateur L, peut étre majoré comme suit

I L |

<
syt S [l gy @,

En combinant les estimations (2.4.39)), (2.4.40)) et (2.4.41)), on conclut que

min(k,2m)
>l trpm
h=0

Bzzl,T(Riﬁ-l)

S 1wl gyt gy + ||U|’B;;?;W(Ri+1) + | Dz u ’B;:;?;”’T(Ri+1))

+ HUHW,fm’p(RJr;B;f]l’T(R"))

pouri=1,--- ,n.

(2.4.37)

(2.4.38)

(2.4.39)

(2.4.40)

(2.4.41)

(2.4.42)

Tenant en compte les inégalités (2.4.30)), (2.4.32)), (2.4.36) et (2.4.42) on déduit le

Lemme [2.4.3 pour tout s > 0.

Finalement, le Théoreme [2.2.3] est une conséquence immédiate de la Proposition

2.4.9 et du Lemme [2.4.31
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2.5 Exemples

Pour éclaircir les résultats de ce chapitre, nous allons appliquer le Théoreme|2.2.3

. . . . 2
sur quelques modeles simples de I'opérateur L donnés dans R?.

(i)

(i)

(iii)

Comme il est mentionné dans la remarque [2.2.4) si k& = 0, on obtient le
Théoréeme pour des problémes aux limites elliptiques réguliers [28]. Si en

plus, on ajoute 2m = 2, on a I'exemple défini sur R, x R suivant.

Si u est solution du probleme

u € By7(RY)
—Au=f € ByT(RY)
s+2—L 7

Tou =g € Bpg " (R),

s+2,7 2
alors u € B 770 (RY).

Soit £ 'opérateur défini sur R, x R par
L(t,z; Dy, Dy)u = t(D? + D})u + ADyu + pDyu,

ou (t,x) e Ry xR, et A\, u € C.
1 1

Sip#£2p+iA), peN, et Sm(A) > max(l+ —,s+ —), et si u est solution
b p

du probléme
u € By7(RY)
Lu = f € BT (RY)
s+1-L 7

You =g € Bpg " (R),

alors u € By37.(RY), (ie, u € BT (R tel que tDju et tDu €

BT (R,

p,q;loc
Si on choisit dans L, 2m = 2 et k = 1, on obtient 'opérateur £ défini sur

R’fl par

L=L(t,z'; Dy, Dy)
tDF + > aji(t, @) tDy, Dy, + > bi(t,2')tDy, Dy + Y ¢j(t, 2') Dy,

Gk=1 7=1 =1
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+d(t,x") Dy + e(t, 2").

qui est 'opérateur que nous avons étudié dans [31], ainsi, ce chapitre généralise

ce résultat.
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3.1 Introduction

Ce chapitre aborde une autre classe d’opérateurs linéaires, elliptiques et dégéné-
rés, d’ordre supérieur, et présente un résultat de régularité des solutions des problémes
aux limites associés a cette classe dans les espaces de type Besov B>7, a partir d'une es-

p,q7

timation a priori. On considere alors tout au long de ce chapitre, la classe d’opérateurs

25
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M, définie comme dans (0.0.2)) par :

M = M(t,o'; Dy, Dy) = D"+ " agj(t, o)t =m0 Doy pf.
lo |+j<m
<m
Les résultats montrés dans cette partie sont basés sur [26] et ils prolongent les travaux

réalisés dans les espaces de Holder C?, de Sobolev H? et les espaces de Besov classiques

B, , a un cadre fonctionnel plus général.

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit : nous consacrons la seconde
section, d’abord, a la construction des espaces a poids nécessaires pour élaborer nos ré-
sultats, ensuite nous posons les hypotheses qui nous permettront d’énoncer le théoreme
de régularité. La troisieme section sera dédiée a la définition des traces des éléments
dans les espaces a poids considérés. La quatrieme section fera 'objet de la preuve du
théoréeme principal. Enfin, dans la cinquiéme section, nous terminons le chapitre par

quelques exemples.

3.2 Définitions, hypotheéses et résultats

3.2.1 Définitions

On introduit les définitions des espaces de Sobolev et de type Besov a poids,

nécessaires a 1’étude de l'opérateur M.

Définition 3.2.1 On considére : s € R, 7 € [0,4+00), p,q € [1,+0), k,j,m € Ny et
d € [1,400) tels que —m + dm € Ny.
e Espaces de Sobolev a poids.
On désigne par Wi"P(R) lespace des fonctions u € W™P(R) telles que
t~mHRIpDly € LP(R), pour 0 < k+j < m et —m + 0k +j € Ny. Cet
espace est muni de sa norme naturelle :
| flwme @)= > | =™ DI || oy + D || Diw || o) -

k+j<m 7=0
7m+5k+j€No
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e Espaces de type Besov a poids anisotropes.
Comme au Chapitre 3, pour pouvoir traiter de maniére séparée la régularité
en toutes les variables et la régularité “presque tangentielle” des solutions, on
utilisera l’espace de type Besov anisotrope avec poids suivant.
On  désigne par W{"P(R; By7(R")) [l'espace des fonctions w €
LP(R; Both ¥ T (R™) telles que Dl e LP(R; Byp(R)) et
Dilu e LP(R; BSJr T (R™)) pour tout 0 < k+j <m et —m + 0k + j € Ny.

Cet espace est doté de sa norme naturelle :

H u ”Wgn‘p(R;B;:g(R"))E kz; H t7m+5k+ngu HLP(R;B;T;]C’T(R”))
—m++6217§eN0
+ Diu .
Z R

e FEspaces de type Besov a poids.
On désigne par By '8 (R"™) Uespace des fonctzons u € BS+5 (R™1Y telles
que tI=m ORI DA DIy, € ByT(R"™1) et Dju € BSJr T "(R™YY pour tout ||+

j<m et —m—+|a|+ 5 >0. Cet espace est muni de la norme suivante :

! - / y
||U| BEHT (Rnt1) = Z || glmolell] Dy Diju | Bpg (Rt
Pt lo/|+5 <m ’
—m+d|a’|+5j>0
m .
+ Z H Dgu sy m=d .
j=0 Byq ° (R

Remarque 3.2.2
e On note par Wi"P(R,), lespace des restrictions d Ry des éléments de
WP(R) ; De fagon similaire, B;:TET(RZH) [resp. wy" (RJF,B”(R"))}
est Uespace des restrictions a R des éléments de By '5T(R™)
{resp. WP (R, B;:;(R"))].
e 515> 0, on a l'injection :

BS+mT(Rn+1) — W(Sloc(R BST(Rn))

D,q,0

3.2.2 Hypotheses

Soient m € Ny et 6 un réel > 1 tel que —m + dm € N,.
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On désigne par M° la “partie principale” de I'opérateur M(t,2’; D;, D),

M° = M°(t,2'; D,, D)) =D + > (o (0, 2 )t DTl (3.2.1)

la!|+i<m
j<m
—m~+d|a’|+jENg

On suppose les hypotheses fondamentales suivantes.
(A1) L’opérateur M est elliptique pour ¢ > 0.
(A2) L'opérateur M° est elliptique pour ¢ > 0 sur ]RTl, c’est a dire que pour
tout couple 2’ € R™ et £ € R"\{0}, le polyndme en la variable z
Pr(z)=2"+ > aar; (0, x/)f/alzj,
lo/ |45 <m

j<m
—m+6|a’|+5E€Ng

n’admet pas de racines réelles. Soit m le nombre des racines du polynome
P (z) ayant une partie imaginaire positive.

(A3) On suppose que pour tous z' € R" et ' € R"\{0}, |w'| =1, le probléme

M°(t,2"; Dy, )u(t) =0
Diu(0) =0 pour j=0,--- ,my—1,

n’admet que v = 0 comme unique solution dans S(R, ).

3.2.3 Théoréme principal

Le théoreme principal de ce chapitre est énoncé comme suit.

Théoreme 3.2.3 Soient s et 7 deux réels positifs et soit 1 < p,q < +00. En supposant
(A1)-(A3), pour tout compact K C R il existe une constante Cx > 0 telle que
[’estimation

m+—1

By T >
=0

I gt ey <Cocf |l M

m=l_ 1
5+T7%,T

By (")
+ [l

s+ —1,7 1 },
Bpq® T (RYTH

est vraie pour tout u € BT

s (R avee supp u C K.
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m4— 1
Le terme Z | v || R désigne les traces de l'opérateur M sur ¢t = 0
&

(R™)
et est défini dans le Theoreme Bl

Remarque 3.2.4 Si p = q on obtient les résultats de [26], pour T = 0, on retrouve
les résultats de [23, [27] prouvés dans le cadre des espaces de Besov classiques B, . Si
on pose T = 0 et m = 2, on a les résultats de [18, [19] concernant le cas du second
ordre des opérateurs M dans les espaces de Hélder C° et de Sobolev W'™P. S§id =1,
on obtient les résultats de [28] concernant les opérateurs elliptiques réguliers dans les

S, T
espaces B

Ainsi, limportance de travailler dans ce cadre de fonctions généralisé, reléeve du

fait que certaines familles de fonctions comme les espaces de BMOQO, les espaces de
) . N S

Campanato, ou encore les espaces Qu, n'appartiennent pas aux espaces classiques B, ,

et I) . Par conséquent, lorsqu’on choisit de travailler dans le large cadre des espaces de

type Besov By, on parvient a une tres haute efficience en terme d’espaces fonctionnels

atteints.

On commence tout d’abord par établir un lemme des dérivées intermédiaires

nécessaire pour la preuve de nos résultats.

Lemme 3.2.5 (Lemme des dérivées intermédiaires) Soient s et T deuz nombres
reels tels que 7 > 0 et soit 1 < p,q < +oo. Pour tout € > 0 et tout u €
WP (R; By (R™)) [resp. u € BSTYT(R™)], on a -

D,q,6

1. Pour toutr =0,--- ,m—1,

| Dju H qum T,T(Rn))fﬁ | Dy"u HLP(R;B;,;g(Rn))
i
+e | w ||LP(R;B;:5 @)
res Dju —r <e || D{"u T (R
p- || Diw || B i) S | 55 ey

tem |

s+ T
BPJI ° (Rn-{—l)
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2. Pour tous k,r € Ny, avec k+r <m, r<m et —m + ok +r >0,

— ok
I Dy | o g ey

m—k

Sell Di'u | @pgr@ny) € * |l g

U llor st e -
3. Pour tous k,7 € Ng aveck+r <m,r <m et —m—+9dk+r > 1,

H t—m+5k:+7"— 1 D;

U ||L s+k—%,7’

p(R§Bp,q (Rn))

_m=k _ 5
Sell Dfullrmsyzmey += & 10 opgtme @y -

Preuve: La premiere partie de ce lemme est prouvée dans [28, Lemma 2.8].

Pour la seconde et la troisieme partie, il est classique selon [16], que si D;"v € LP(R)

et t" ™MDy € LP(R) alors t~™ ¥ Dry € LP(R) et on a -
1™ Do || oy S D ooy + 1170 [[owy -

En appliquant cette inégalité a v(At), A > 0, on déduit

AT DR | oy S AT I D [[agey FATT T ey
alors,

1 7™ DY (| Loy S X (| Do [[aqy +AT 7 [ 70 | oy -

En remplacant A\ par e A, on obtient

| ™5 D || oy S X || DI || oy e 5 AR || gm0y |y

Soit u € W""(R; By7(R")), on applique l'inégalité précédente a t — uj(t,2’) =
Alu(t, ') avec j € Ny, 2’ € B} et on prend A = 2’%, on obtient
| "R DY A 2') || o ey
m—k _

5 52—jk H DZ”A;-U(.,I") ||LP(]R) 47k 2 jk+jm H t_m+5mA;u(.,x/) ||LP(R) ‘

2j(s+k)

|[By|™

En intégrant par rapport & 2’ sur B, et en multipliant chaque coté par on

obtient
2j(s+k)

| BjI

H t_m+6k+TD:A;~u ||LP(RxB/J)
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2j8 m A/ _m—k 2j(s+m) —m~+om A/
| D" A |[Loxpr) +&F BT |t Al || Lrx sy

<
~ B

en sommant sur j > J' et en prenant la norme %, on déduit la seconde assertion du

Lemme [3.2.5]

De fagon analogue, la troisieme assertion est déduite en démarrant la preuve par I'in-

égalité suivante

|| =kl pry, e @) S| D0 | row) + | gomem, o) -

3.3 Les traces

Le théoréme suivant caractérise les traces des éléments dans les espaces a poids

considérés.

Théoreme 3.3.1 Soient s et T deux nombres réels tels que T > 0 et soit 1 < p,q <

+o0. Pour u € WP (Ry; Byn(R™) et 1 € {0,---,m — 1}, la série Y DyAu(0,-)
Jj=0
m—1l_ 1

converge dans S'(R™) et définit un élément yyu qui appartient da B;,q ’ ‘sp’T(]R").

En outre, l'application u v+ yu est continue et surjective de Wg )" (Ry; By7(R™)) vers
S-I—L_Z—L,T

Bp’q ’ o (Rn>

. . . s \ s+mTil_5L’T n

Aussi, il existe un opérateur de relevement R; de Bpyg P(R™) wvers

WP (Ry; By (R™)) tel que

’)/ZORI =1d

S+m*l,L . .
) ép’
Bpq PR

En particulier, si s > 0, lopérateur ~, est borné et surjectif de B;;fg’f(m“) vers
+mflii7
B;7q ’ & T(Rn)'

Preuve: Pour prouver ce théoreme, il suffit de montrer que pour [ =0,--- ,m — 1,

les deux assertions suivantes sont vraies.

m—1

s+m=t_L ;
1. L’opérateur ; est borné de Wy " (R, ; By (R")) vers sz P (RY);

: ) . . st T
2. 1l existe un opérateur de relévement R; borné de Bpg, ° " (R") vers

By (R

p.q,
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Prouvons en premier lieu 1’assertion . Puisque
W5l (R-‘r) - VVloc (R-i-) — Cloc ( )

alors pour tout entier [ tel que 0 <1 < m—1, pour tout ¢ € C°(R,) et v € W"P(R,),

on a
DO S > It Dipv gy +Z | Dipv || e ey
k+r<m r=0
7m+5k+T€No

en remplacant v(t) par v(At), A > 0, on obtient

l m— —m T 'S = IS 'S
MHDRO) S X AT D00 [y + 3N | Div [l -
Cien =0

—m+ rE€No

(3.3.1)

Soit u € Wi""(Ry; By (R")). Pour j € Ny, on pose
u;(t,2') = Aju(t, ') € Wypo(Ry; C(R™) N LP(R™)).

On applique 'estimation (3.3.1) a u;, on prend A = 2’%, on intégre sur B, et on
27 (s+7%)

multiplie par B | , on en déduit

2j(5+mT_l—Tlp) L
— 1 | DeAju(0, ) [l re(s)

| B} |7
27640 +8k+
S Z - [ rDr‘PA u || zp (RyxB')
k+r<m |B |
—m~+dk+reNg
m 2J(S+ o)
+Z ||DgDAU||LpR+><B/).

Puisque ¢ et A;- permutent, en sommant sur j > J* et en prenant la norme [? & chaque
cOté, on déduit I'affirmation .

s m=t l,L T
Maintenant, soit u € Bpg ° 7

(R™), 0 <1 <m— 1. Soit ¢y € C°(R) égale a
t

1 au voisinage de 0, avec ¢;(t) = ﬁgoo(t), alors 0l p;(0) = 1 et OFp;(0) = 0 pour k # I,

0 <k <m—1. Pour j € Ny, on construit

al

Ryu(t, x') Z “F (258 A Lu(0,2").
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La deuxiéme assertion se déduit de 'estimation suivante

| Rew (lwro e,y @ S|

s m*l,L,T
p*q 5T (R
On a
~ ’ = i / /
Ru(t,z') = Z 275 o (25¢) Alu(0, 2')
j=0
alors,
£ DT Rt ) Z 27F x 2% x ¢~k (Drey )(2%t)A;-u(0,x’)
puis,

(3.3.2)

_ +o0 ) . .
A=W D Ryt af) = 37275 % 25 x 7R (D) (281) AL A (0, o)

J=0

en intégrant par rapport a ¢t € R, ensuite par rapport a 2’ € B’} il s’ensuit

_ 1
H A/t m+5k+rDrRlu HLP ]RXB’)N 2( 5 p) Z H A;A;u HLP(B”

jri
maintenant le Lemme implique
H A;t—m-&-ék-i-rD;Rlu HLP(RXBf,)

am=l_p_ L —(v+1
< Op2' T F 5”){ | Al [ Lresy) + > 2 WM Afu Lo (ry) }

v>—J+1
2i(s+k)
en multipliant les deux cotés de 'estimation ci-dessus par W, on obtient
J
2i(s+k) 1 y—m~+8k+r Myr
B[ | At Dy Ry "LP(RXB&)
Qi(sw’%l—i) .
< O | B loiomy + 3 2 Al oy |

v>—J+1
en sommant sur ¢ > J* et en prenant la norme 1%, on déduit
—m~+dk+r Myr D .r
>t Dy By || oy ey

k+r<m
—m+Jdk+reNy

1
iq(s 2
g 2 2T N, |

i>J+

(3.3.3)
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Q=

. q
.,.{ Z 21q s+)< Z 2—(V+2)M H A;u HLP(F;)> } ‘

i>J+ v>—J+1
De facon similaire,
D, / = it 1 / /
Ru(t,z") =Y 275 ¢ (25t) ALu(0, 2")
j=0

alors,
D! Ryu(t, ') Zz " x 25 (D)) (28) Au(0, o)
ensuite,

ALD! Ryu(t, «) 22 2%(D:¢l)(2%)A;A;U(O,ZE,)
I~
en intégrant successivement par rapport a ¢t € R, ensuite par rapport a z’ € B 7, il

s’ensuit

l+1"

| LDy Ry || 1o RxB) S ZQJ(

J~i

1
o) || A;A;u ||Lp(B/J)
le Lemme entraine

| ALD} Ry || 1o,
_1 —(v+1
B A oy + Y 27 | A sy |

v>—J+1
2i(s+m_r)
en multipliant par I | , puis en sommant sur i > J' et en prenant la norme %,
on déduit
m ~
D! Ru
Z | Difa) e
1
q
{ Z oia(s+™5 = 55) | A ||Lp(2B, } (3.3.4)
i>J+
ay L
{ Z 21Qs+f—— ( Z 2~ (v+i)M H Au HLP(F/ ) }‘1.
i>J+ v>—J+1

Ensemble (3.3.3) et (3.3.4]) entrainent

I Rew e @isg; ey
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1
2@q(3+ A/ ) }q
Sy {§+ ) Al o,
1
. qy 4
{ > 2 s+_)< o2 M ALy HLP(FL)> }q
>J+ v>—J+1
<L+ I

Il est facile de voir que I; peut étre majoré par || u || _, mol 4
7 (®n)

p,q

D’autre part, pour I, on pose p = v + J. Puisque |F/;_J| ~ 2M=0) on a

]2 < 1 — Z (Z 2n7—(p—J) % 2—(M—J+i)M
| B | i>Jt \u=>1
2i(s+mT*l— ) q
TEL T | Afu (| o
| F |

(J—i)M (nT—M) Qi(sw%li‘%) / !
< Z 9(J—i)Mq Z <2u nT X |7T | Al ||LP(FL_J) )

i>J+ p>1 7|

pour M suffisamment grand, on applique le Lemme [1.3.6] on obtient

1 . 7rL a
I < sup—— - Z (21(s+ || A U ||Lp ) )

n>1 | ‘ i>Jt

1 i(s+m=t— L) / !
SU]?| 3 Z 2 oo || Al ||LP(F;_J)
P2 Ep=d U7 s (- 1)t

ainsi,
Lslfull e

d’ot Vinégalité (3.3.2).

En plus, il est aisé de voir que

’leRl:[d éJrm(sl %T
Bpq P(Rm)

pour [ € {0,--- ,m — 1}.

En mettant Rju = Rluh}&’ﬁla on déduit ’assertion .
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3.4 Preuve du théoreme

La preuve du Théoreme [2.2.3| se déroulera en deux étapes : la premiere consiste
a estimer les dérivées “presque tangentielles” via la Proposition [3.4.3] tandis que dans

la deuxiéme, on va prouver le Lemme [3.4.4] pour controler les dérivées normales.

Sur une classe d’équations différentielles ordinaires.

On considere la classe d’opérateurs différentiels ordinaires définie sur R par :

M=MtD)= Y ayt ™HD]
ki <m
—m~+0k+j€ENy
ot ag; € C, m e Nyetd>1avec —m + dm € Ny. On suppose que :
(H) Pour tous7 € Rett>0,o0na
Z akjt_m+5k+j7'j #0.

k+j=m
—m+dk+j€Ng

L’hypothese (H) est équivalente a dire que le polyndéme

P(r)= > agT!

k+jij=m
7m+5k+j €Np

ne s’annule pas sur la droite R. Soit m, le nombre des racines du polynome P*(7)

ayant une partie imaginaire positive.

Théoréme 3.4.1 ([23), 27]) En supposant (H), l'opérateur M est un opérateur d in-

dice de W§"P(Ry) vers LP(R,), et son indice est égale d m.. .

Corollaire 3.4.2 (|23, 27]) On a
Ker M N W{"P(R,) = Ker M N S(R})

ouKer M ={ue D'(Ry) : Mu=0}

La preuve de ces résultats est donnée pour le cas p = 2 dans [10]. On procede de la

méme maniére dans [23] pour p # 2.
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Proposition 3.4.3 Soient s et 7 deux réels positifs et soit 1 < p,q < +00. En sup-
posant (A1)-(A3), pour tout compact K C R’ il existe une constante C > 0 telle
que [’estimation

my—1

||u||W§"’p(R+;B;j;(Rn)) SOK{||Mu||LP(R+;Bf,j;(Rn)) + % ||7lU|

sygm=t_ 1
5 5p’
p.a PR

+ HUHLP<R+;BZZ?“(R">>}

est vraie pour tout u € Wi (R ; By7 (R™)) avec suppu C K.

Preuve: Pour prouver cette proposition, on est amené a appliquer une transformation
de Fourier partielle en 2’ pour obtenir une équation différentielle ordinaire sur laquelle
on applique un résultat d’isomorphisme. Cette démarche nécessite donc d’avoir un

opérateur a coefficients constants. On procede alors a la décomposition suivante.
M = M°+ M + M? + M3,
ou

M° = D™ + ST (0,0t DeiDl

la/|+j<m
j<m
—m~+d|a’|+jENg

1 _ / —m46|a |+ M NI
M= S (aws(t ) — aws(0,0) ) DY D],
la/|+j<m
j<m
—m+4|a’|+5€Ng
2 / o' I
M= = > aqwj(t,x") DS Dy,
la/|+5<m

j<m
—m+4|a/|4+5<0

_ A ’ ;
M= N aw(t o)t D pl.
lo/|+5<m
j<m
—m~+d|a’|+j¢No
On va se restreindre d’abord & montrer la proposition pour opérateur M° puisqu’il

est a coefficients constants. Selon [IT], 27], on a le résultat d’isomorphisme suivant qui

est basé sur le Théoreme [3.4.1] :

Soit ¥ = (7)o<i<m,—1. En gardant les hypotheéses (A1)-(A3), pour tout £’ € R™\ {0},
Popérateur (MO(t,0; Dy, &), ) est inversible de Wi"P(R, ) vers LP(R,) x C™+. Si K
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désigne son inverse, alors 'application £ +— K¢ est de classe C* de R" \ {0} vers

£(Lp (Ry) x C™+; Wy" (R+)) et pour tout multi-indice o, il existe C,y > 0 tel que
1

pour chaque & avec 3 < |€'| <2 et pour tout (f,g) € LP(R;) x C™*, on ait

1D Ker(f, ) lwrr,) < Carll(f: 9)loeyyxems- (3-4.1)

On prouve d’abord que pour tout N > 1 suffisamment grand, et pour toute boule B/,

de R", I'inégalité

HUHLP(B{,;W;W(Rg) (3.4.2)
my—1

S IM |l poomr oy + Y Itllves, + 1B)lF S 272N E
=0 v>—J+1

my—1
X (’|MOUHLP(FI£;LP(R+)) + Z H'VZUHLP(FL))
=0

est vraie pour tout u € S(R"™; Wy""(R,)) a spectre tangentiel inclus dans l'anneau

1
Z <€ < 2.
S <l <

On applique opérateur (MO (t,0; Dy, £),v(€¢')) & la relation

on obtient
MO(t,0; Dy €l €) = MOu(¢) = [
(€ = Fae) = [ uly)dy.
pour [ € {0,1,--- ,m, —1}.
En appliquant K¢ au systeme (3.4.3)), il s’ensuit
a(_,gl) _ /e—iy/.glKg (MOU(,y'),WU(y'))dy'
1
Soit ¢(&') € CP(R™) égale a 1 sur 3 < |€'| <2 et a support dans un anneau, alors
u(-, )
, ¢’
o iz’ { !
/ (¢ )(271')”
_ i(z'—y')-¢ NK MO / / d/ dé’
- //e {W) o (MOute ) 7u(s) ! 155

) // 1+z’:/ y')-€' )N(I— Ag/)N{Qs(é',)Kg/(MOU(',y/)7’yu(y,))}dy/ (Qdf;n
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en appliquant le résultat (3.4.1]), on déduit

1l ) lwyer e

< CN/y ! H(Mou(ny’),’yu(y’))

rern 1 + |$’ _y/|2N

dy’

LP(Ry ) xC™+

en intégrant par rapport a =’ sur B, on obtient

[l LP(B ;WP (Ry))

1
< C’N{/B/J (/y/ew e _y,PNH(MOu(-,y/),W(y’))

Maintenant, on décompose R™

-

p P
dy ) dr' 3 .
LP(R;)xC™+

R"=2B,U |J F.

v>—J+1

Alors,

HU||LP(Bj,;W;W(R+))

& { /Bg (/?/GR” 1+ Ix’l— y’IQNXQBf’(y/)H (Mu(y/). yuly))

(B o eyl atn )

rery 1+ |2 —
S+ I

1
P

p
dy’) dx’}
LP(Ry ) xC™+

P P
dy > dx'
LP(Ry)xC™+

i (VZ—J+1

(3.4.4)
Le terme I} est la norme L” du produit de convolution d’une fonction L'(R™) (pour N

large) et une fonction LP(R"), alors I'inégalité de Young entraine
I < Cn{IIMul| ooy + 17l e }- (3.4.5)

Pour I, puisque 2’ € B, et y € F,, alors |2’ —¢/| ~ 2", donc

LBl S 2 [ (MO ), () dy
v>—J+1 y'eF) LP(R4)xC™+
par I'inégalité de Holder, on a
1
p P
LBy Y 2-2”N|F;|1-i( [ (%), 7ut) dy')
v>—J+1 y'ekry LP(Ry)xC™+

(3.4.6)



70 4. Preuve du théoréme

Les inégalités (3.4.4), (3.4.5)) et (3.4.6) impliquent

||u||LP(B/ WP (Ry))

my—1 L
SIMu Lo epioeyy) + Z ellzeeny) + 1Byl 3 27 NET (347)
= v>—J+1
1
p D
X (/ (MOu(-,¢/), yu(y)) dy’) :
y'€F), Lr(Ry)xC™+

Soit u € W™ (Ry; By7 (R™)) avec suppu C K, ot K est un compact dans R

Pour j € Ny, on met u;(t,a2') = A;-u(2_%t,2_jx’) alors u; € S(R™ Wi""(R,)) pour

1
j > 1 avec spectre tangentiel dans I’anneau {5 < |¢'| < 2}. Puisque

(3.4.8)
(%u) 25y, 0<1<my—1.

En appliquant I'inégalité (3 a chaque u; avec 7 > 1, on obtient

HUJHLp Bl;WIP(Ry))

m+ ].
_ 1,,
S IV iy + 3 [l + 1B { T 0w
=0 v>—J+1

m 1 q
X (HMOUJ'HLP(R+><F,§) + Z ||71Uj||LP(FL)>}
1=0
d’apres (3.4.8), on a
jmgq

||u]||LP(B’- P(R,)) §2_7||(M0 )i ||LP(]R+><2B’)+ Z 2- & “(WU) HLp 2B/))

my—1

+[Bj| { > 2_QVN|F,|1< T (MOu)j]| oy <)
v>—J+1

m+—1 q
#1552 ey )

=0

or,
ok -
luillesywrr@wy = D 1" Diug @, <y + D | Divg e, <5y

k+r<m r=0
—m~+dk+reNy

donc, en remplacant u; par A;u(2_%t, 2772"), on déduit
jqg(—m+5k)
Z 2Jq Lok} || = m+6k+rDrA/u ||Lp Ry x2-7B1)

k+r<m
—m+5k5+7”€N0
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+ 22_7 | DTA/“ ||LP(R+><2 iB)

m4— 1
qu

jmgq 1
<20 HA/MOU/HL‘D(R+><27J'+13’ + Z 27405 6P)HA;‘71U’”%17(2*7+1B{])
_1 _im
HByr S 27N P<2 FAMOul o, 6231,
v>—J+1
m+71 ) . 1 a
+ 3 B | A seiry )
=0

en multipliant par 277¢+%) on obtient

Z 2)‘1 (s+k) H t—m—l—&k—o—rDrA/ ||LP ®ox2 B

k4+r<m

—m-i-(sk"r’f'ENo
2234(8+m - ” DTA/’U, ”LP Ex2 5
r=0
0 e 4ot L)
S PO AMull T, sa-semy T D0 P T A5l 7o)
=0

a oy _1 s
+ |Bf7|p{ Z 277 N|Fl:|1 p<2j ||A;‘MOUHLP(R+><2—J'F/,)
v>—J+1

m+71 . m—1 1 !
+ Z 2J(s+T*67a) || A;’WU ||Lp(2—jF;) )}
1=0
S+ I (3.4.9)
ou
0 e 4ol Ly
S ! S — /
[ = 27 HA M uHm(}mm J+1B") + Z 2][1 ™ o “AjWUH%P@—jHB’,)
1=0 ’
et

1§ = |B)| { > 2N B (A oy
v>—J+1

my—1

q
s 1
+ Z 2] +05= 5 p) || A;%u ||Lp(2_jF1£) )} ’

On pose J = J+j et p=v —j. Alors

m4— 1
Iil _ 2qu|lA;‘M0uH%P(R+X2B’ Z oJa(s+55= 5 5p)||A ’YZUHLP(QB’ ) (3.4.10)
=0
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7% ~ 2m/(1 )

s 1
D’un autre c¢oté, vu que |F)| , alors

4 _io(n(1—1)— n(1—=1)— is
]g§|B(/]|P2Jq( (1=2) QN){ Z on(n(1=7) 2N)<2] ||A;MOU||LP(R+xF[L)

p>—J+1
m+71 . m— q
+ Z 2](S+ 6p)||A ’YZUHLP(F’ )} .
=0

En posant ¢/ = p + J, il vient

I <|B |20 Tam(=5)-2N) o qu{ ) 2u’(n<1—;>+nf—2N)< 2

u'>1 |F// J|ﬁr

. my—1 2]( +7—i ¢
/
X AM ull o, )+ D 7”Aﬂl“””’ _j>)

= s
alors,
]-él <2(jj)q(n2N)2Jm-q{ Z 2#’(n(1—11,)+n-r—2N)< 27°
- , E, 5l
i / . (3.4.11)
me 123< s+meloL)
MM i, Il ) ¢
w—J

1
En prenant en compte les estimations , en multipliant par ——— B | et en

sommant sur j > max(.J, 1), on déduit

2jq(s+k) —m+0k+r Myr A/
Z Z |B/ |Tq || t DtA] ||LP R+XB/
Y skt reN, 12 mex

m G s IR
+> > 4|B}|Tq | Dy Al HLP(R+><B"]~)

7=0 j>max(J,1)

9as A0 my—1 ofa(s+"5 = 5;)
5 Z ! |7 H M UHLP R+><2B/ + Z Z ! | T
gy BT | B[
j>max(J,1) ' J =0 j>max(J,1) J
2 -2,
”A]fyluHLp 23,) + Z |B/ ‘Tq
j>max(J,1)

"(n(1=1)+nr—2N 20

« { Z ot/ (n(1=3)+ )<|F/ |T||A/M UHLP RexF!, )
w'>1 —J

my—1 9j(s +mT_l*i)

q

—J
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comme J© < max(.J,1), et d’aprés le Lemme [1.3.6] on obtient

2jq(s+k) —m~+Sk+r yr A/ q
Z Z~ | B[ |t DiAju ||LP(R+><B})
et 1
- el 5) Al
+Z Z 4 HDAUHLI’RerB’)
7=0 j>max(J,1) ‘ ’
my—1
< [ M u)|? bRy BT (R T ||71u||q m_ +sup (3.4.12)
my—1
% Z (QJquA/MOuHLp R+><F’ J + Z 2]q 8+7*5p)||A ’yluHLp(Fl j)>.
j2j+ =0

On ajoute les termes correspondant & j = 0 et on met & la place de la condition j > J*

au coté droit de ([3.4.12)), la condition j > (J — ' + 1)+, on obtient

my—1
0
lellvyr gy my) <CK{”M Ulzem @) + ; 7 qBH"yé;,T(Rn)} (3.4.13)
- p,q
+ Ry
ou
R m 1 DTA, 1 —m+5k+7"DrA/ q
0=> o I DI sy + Y e N TR
r=0 ’ | k+r<m ’ J|
—m~+3k+reNg
que 'on estime par la suite.
D’abord, on écrit
m—1 1
Ry = Z |B/ |7—q || DTA u H%P(RJFXB}) (3414)
r=0
1 _
tOX g DI
k4+r<m J
7m+%?€7+nT€N0
1
+ i | 07 I

On applique la premiére assertion du Lemme [3.2.5] pour estimer le premier terme &

droite de (3.4.14]) et la deuxieme assertion pour estimer le second,

1
| Bj|"

Ry Se | Ay D" u [ (RyxB") +e mer |B' & | Agu (|7, (R4 xB)
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_m=k 1 —m-+dm
+e F W | £ Al e @, x5
1 m
AL |B/ |Tq H D A/ ||LP (R4 xB;)

puisque supp u C K, on déduit

Ry S |l Dfu Iy, mppqany +Ce w1

LR yBoL S T (R)

1 m
I D Agu 2o, s - (3.4.15)

B

1
Maintenant, pour évaluer le terme |B’ i I AGD o, xpry de (3-4.14), on écrit
J

_ / . / ;
Mu=DMu+ Y aw;(0,0)t ™ DY DIy
lo/|+5<m
j<m
—m+d|a’|+jENg

alors,

I ag0, Al TYm ) —m+68|a [+5 A1 D I
AYM°u = A{D;*u + > aqi(0,0) AyDS Diu
lo/|+5<m
j<m
—m+46|a’|4+5€Ng

donc,
ALDMu = AGM u — > (o (0,0)t R AL DY DIy
la/|+j<m

j<m
—m+5|a’|+]€N0

Puisque u est & support compact dans K et DY : LP (R+,BS+|QI‘ (R") —
LP(Ry; By7(R™)), alors
A
|B/ ‘Tq LP(R+ XB})
1
S ‘B/ ’Tq H A, M°u H%p(RerB})
1 _ s / ;
+ B’.|Tq Z ” aa/j(0,0)t ol H]AE)DQO;/ Diu H%P(]RerBﬁ)
| BS| o |+5<m 7
j<m
—m-+d|a’|+jENg
1 Iy
SH Mou HLP(]R+ iBpg (R™)) +C K’B/ ‘Tq Z H A/ODg’Diu ’l%p(R+XB})
i
Nl M°u H% R, .53 (&n)) TOK Z | Da,/Dgu I m—j /
P(Ry;Bpq (R™)) o/l ragm z LP(RJ,_;B;J; 5J*1*\a|m—(Rn))

j<m
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s+m=d g,
(R+5Bp,q ° (Rn))

5” M°u HLP(R+ BT (R™)) +Ck Z H Dgu Hq
[/ |+5<m Lr
<m

la premieére assertion du Lemme [3.2.5] implique

1

m 0 m
1B I A0 D u 2o, xm) S | Mo | Loe, my @y TOKE | D 1o, 537 )

+ Cre || u . . 3.4.16
ke llulll g (3.4.16)

Les inégalités (3.4.15) et (3.4.16|) entrainent

Ry S || MPu HLP(R+ ;BST (R™)) +Cxe || Di"u HL”(R+ iBplq (R™))

+ ke | u m . 3.4.17
el w ] Lo(Ry;Byg " (R)) ( )

En prenant e assez petit, il découle des inégalités (3.4.13)) et (3.4.17)) la Proposition
3.4.3| pour l'opérateur M°

my— 1
el o e, ;37 <CK{HMOUHLP (Ry:BygRn) T Z H%UHq met g
By, (")
+ || ul? }
L Y

Pour l'opérateur M° + M*', on doit estimer les termes de la forme
I (s (t,2") = aurs(0.0) )1 D2 Di | pn, gy
ou || +7<m, j<met —m+dla|+j € Ny.
Le Lemme [1.3.10] implique
I (aus(t,2) = ey 0,0) )15 D Dt g oy
Sl oy (@) = aaj(0,0) || oo oy | 7 DE Dl || poe, 37 )
+ || t_mM'a’HngDgU ||Lp(R+;B;;11’T(Rn)) :

En supposant que le support de u est inclus dans la demi-boule de centre (0,0) et de

rayon e suffisamment petit, il s’ensuit

I (fla/j(t, ') = aw; (0, 0)>t_m+6la/|+jD§’,D | ooy sm 7 Re))

S € H t7m+5\a/|+jD§//D u HLP R+,BS T(Rn))
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—m+6|d! |+5 pa’ NI
+t Dz Diw || 1o,y )

—m~+d|d |+5 Ha’ NI
Selt ! "D Diu ’lLP(IR+-B§;;(R"))

—m+4|a/ |+ I
it Div o g o=y

le Lemme [3.2.5] assertion (2), entraine

|| (aa’j (t, SUI) o aa’j<07 O))tm+5|a’+JDg,ngu ||LP(R+;BZ:;(R7L))
S e ||t DY Diu || oy 7 ey e | Ditu e @asB2o0 ™ (ReY)

_m=lo’| 5
+ e 1] ” tier M ‘|Lp(R+;B§;m_1’T(Rn)) '

m
Pour le dernier terme a droite de l'inégalité ci-dessus, puisque s+ 5 1<s+m—-1<

s +m, le Lemme [1.3.11] implique

H <aa/j (t, :L‘/) — aa/j((), O))t_m+5|a’|+ng/DgU ”Lp(R+;B;:;(Rn))

Sell me'alIHD?/IDgU HLP(R+-B;;;(R71)) +e || Dy"u HLP(RJr-B;;g(Rn))

3 i

+ Ceeo 1077 o mggm @y +Ceco | 770 | s+ -1

LP(R+;Bp,q (Rn))

puisque supp u C K,
I (aa,j (£, ") — a3 0, O))tm+5a’|+j DS D || 1o o) (3.4.19)
Sell t_m+5|a/‘+jD§//DgU ||LP(R+;B§§(]R”)) +e || Di'u ||LP(R+;B;;Q(Rn))

+ Ceeo | 7™ ||y, o gy +Cocon | 2 | 1

Lr(Ry;Bp,q " (RM)
ou || +7<m, j<met —m+dla|+ 7€ Ny.
La preuve de la Proposition est terminée pour 'opérateur M° + M' pour u a

support inclus dans une demi-boule de centre (0,0) suffisamment petite.

Maintenant, pour opérateur M° + M* 4+ M?, on doit estimer les termes de la

forme
|| Ga’j (t, a:')D‘;‘,,D{u ||LP(R+;B;;Q(R"))
ou [o|+j <m,j<met —m+d|la|+7j<O.

Puisque les fonctions a ;(t, x') sont continues sur le compact K, on a

| aerj(t, &) DY DI || o, m2r ny) < Ck || DS Diu || o, 527 ey

i )
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< Ck || Diu |

Lr(Ry; By T (me))

08i5+?—1§5+|a'l<8+m6_]

, il en résulte du Lemme [1.3.11f que

| @arj (t, 2") Dy DY || o r 37 o)

< Ciefe |l Diu |

) J v
s+l - +C: || Diu | s+ Pl 1, }
LP(R-HBp,q (]Rn)) LP(R-HBp,q (Rn))

grace a la premiere assertion du Lemme [3.2.5, on obtient

| aors(t, @) DS Dl || 1o, 537y (3.4.20)

S Cke || Diu | +Ck o || Di'u \|LP(R+;B;;g(Rn))

s+mod -
LP(R+3Bpq ° ' (R™))

+ Cr e ” u ||

—1,7

otz :
LP(RJr?Bp,q (R™))

m—j

#Sis+]a|<s+ 5

1,ona

)

;. .
H Cla/j(t,x/)Dg/ Diu HLP(R+'B;:;(RH)) S CK H Diu |‘LP(R+;B;,—;‘Q/"T(RTL))

S CK H Di'u’ H s+mTij—1,T

LP(R+§Bp,q (R™))

ensuite, on applique le Lemme [3.2.5] on obtient

I aerj(t, 2") DS Diu [P ) (3.4.21)

)

< Cucle 1| DPw opu,smgny +Ce 10|

s+ 1,7 .
LP(RJr;Bp,q ° (Rn)) }

De ([3.4.20) et (3.4.21)), on déduit

| aar;(t, 2") ngu ||LP(R+;B;;;(Rn)) (3.4.22)
< C DJ m—j C Dm .BST (RN
S Cke || Diu HLP( B 6J’T(Rn)) +Ckc0 || Di"u HLP(RJ“BM(R )

+ Cr e | w ||L

p(Ry:By, S ()
ou || +7<m, j<met—m+dla|+j<O.

En prenant e et g9 assez petits, on déduit la preuve de la Proposition |3.4.3| pour

Iopérateur M° + M*' + M2
Finalement, pour M+ M + M? + M3, il faut estimer les termes

H QAo (t, $/)t(*m+6|a’|+j‘| Dg/ng’U, ||Lp(R+;BZ:;(R’ﬂ))
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ou || +7<m,j<m, —m+0d|d|+j>0et —m+d|la|+j ¢ Ny.
Puisque supp u C K et les fonctions a, (¢, ") sont continues sur K,

I aar; (£, &Y= DY Dl | Lo, 37 ey

)

[—m+6|a [+5] i
< G (17D el gy -

On pose —m+0|d/|+j=k+pouk € Nyet 0 < pu <1, alors

|| aa’j(tvm/)tl—_m—i_&‘a,'—’—ﬂ Dg’,Dgu ||LP(R+;B;£(R"))§ Ck || tk—HDgu ||LP(R+;B;zlal‘vT(Rn)) :

En supposant que le support de u est inclus dans une demi-boule assez petite de centre

(0,0) et de rayon €, on obtient

I @ (&, &Y= DY Dl || o, 37 e

S TN DIw e gy

S 61‘”{ I D w llooeyimgg ey + 10 o, prtn ey } (34.23)

p,q

Ainsi, les estimations (3.4.18)), (3.4.19), (3.4.22)) et (3.4.23)) achevent la preuve de

la Proposition m pour des u a supports suffisamment petits autour du point (0, 0).
De la méme fagon, on peut la montrer au voisinage d’un point (0, z) de K. D’un autre
coté, 'hypothese (A1) fournit une telle estimation autour du point (¢g, z) avec to # 0

dans K. Enfin, I'inégalité a priori générale est obtenue par partition de I'unité.

Le lemme suivant nous permet d’obtenir l'estimation a priori dans l’espace

BT (R,

D,q,6

Lemme 3.4.4 Soient s et T deux réels positifs et soit 1 < p,q < “+oo. Pour tout

compact K de R il existe une constante C > 0 telle que I’estimation

[|ul BT (R < CK{HMUHB;;;(MH) + ||u||W§”’p(R+;B;j;(R”))}

est vraie pour tout u € BT (R avec suppu C K.

D,q,6

Preuve: Pour prouver ce lemme, on décompose 'opérateur M comme suit : M =
MO+ M?, ou

Y Ny[— Sla! |+5 Y
M = Dj"u + > Qo (t, 2 )t =TT Do DIy
la/[+j<m
j<m
—mA+3|a/ |+5>0
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y o / o MJ
My = > awj(t, ") DS Diu.
la/|+j<m
j<m
—m+4|a/[+5<0

Il y a deux cas a étudier.

Cas: 0<s <1

Rappelons d’abord que

_ / . / :
Hu] B}S)?;T:;,T(RiJrl) = Z H t[ m+68|a’|+7] Dg, Diu | BZ:;(RT_I) (3.4.24)
lo/[+5<m
7m+g\fj;n|+j20
m—1 )
L I L A Py
Jj= )
Pour estimer le premier terme a droite de (3.4.24)), nous procédons cas par cas.
e
(i) Si —m+d|d/|+j =0 (ie., |o/| = Tj).
Le Lemme implique
.
| DE Dl gy

! > ’ . 1
S Dy Diw || ey Bz @y + || Dy DI Lozt (')

LP(Ry;Byy °  (RY)

< J » J+1 »
SIDHN, | ma WD

Slw llwrr @, py;@my) -

(ii) Si —m +dla’| +j € N.
e Quand j =0,---,m — 2, le Lemme [[.3.9 nous donne

| £ D Dl |

Byq (RYH)
< —m+4|d/ |+7 e’ 1y
NH Dt <t Dm/ Dtu ||LP(R+;BZ;1117(R’VL))
—m+d|! |+5 o 1y
+1t D3 Diuw || po(r, B3z o)

S|l Dol Dl 2oyt ey

—m+6|a |+7 o’ i+l
+ |t Dy Dy u ||LP(R+;B;;1’T(R"))

+ ” t7m+5\a/|+ng/ngu |’LP(R+;B;:;(RTL)) .
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Puisque D% opére continfiment de LP(RJF;B;;“)‘/LT(R”)) vers

LP(Ry; By7(R™)), on obtient

H t7m+5|a’\+jD30;/’Dgu |

< —m+8||+j—1 i
B;:Z(Ri+l)w H t Dtu |’LP(R+;B;;|Q/‘_1’T(R"))

—m+6|a|+5 i+l
+ H t Dt u HLP(R+;B;:Z|O/‘_1’T(R"))

— / 1 ]
1 DR | et

puisque § > 1 et en appliquant I’assertion du Lemme au premier

terme a droite de 'inégalité précédente, on en déduit
| £ D% D g ey S ooy -
e Quand j=m—1 (e, || =1et § >2), le Lemme implique

| 1D Dt |

Byg (R
6— ! — 5— ’
S| 72Dy D HLP(R.,_;BIS,:ILT(R")) + || 7' DY Dy u |’LP(R+;B;;I“(R“))
+ 197 DY DI || o ey )

< et | LD |

Lr(R ;B 10T (e LP(Ry; By g 1717 (Rn))

o—1 -1
DI | g, e gy

vu que suppu C K, on obtient

14~ D D u 357 ()

S Cx 1D | s}

Ck || D" BT (R
LP(RyiBpq° " (R™)) Ok | D oo ey ey

+ (| 7D 2oyt tm )

< Ck [ ullwmre, By @) -

(iii) Si —m +d|a’| + 7 > 0 avec —m + d0|/| + j ¢ No.
On pose —m + d|a/| +j = k4 o ou k est un entier et 0 < ¢ < 1, alors
[—m + d|d/| + j] = k + 1. Donc, par le Lemme [1.3.9} on déduit

o
| 71 D% Dju 357 ()

Y o i+l
S| D3 Diu "LP(R+;B;;11’T(Rn)) + || 71 D% DI |’LP(R+;B;;11’T(R")) (3.4.25)



Etude de la classe d’opérateurs M 81

+ | #1 D Dl (| o, 37 ) -

On estime chaque terme au c6té droit de 'inégalité (3.4.25)). Pour le premier,

on a
’ : _ ’ . ’ ;
|| tkDg/ Dgu ||LP(R+,BIS,:11’T(R"7’)) :H t m"l‘(s‘a’ |+.7 UD;X/ Dgu ||LP(R+,B;;11’T(R"))

—m+8|/ |+j—0 I
5“ t Dtu ||LP(R+;B;ZIQ/‘71’T(RR))

puisque 6 > o, par une inégalité analogue a l’assertion du Lemme m,

on déduit

.
I tij, Diu ’lLP(R+;B;;11’T(R”))

Se |l Diu o, myg@ny +Ce | 0770 || o, potmer

Sl lwre @y sr@ny) - (3.4.26)
Pour le second terme de (|3.4.25|), on a

/ y 1
| tkHDg' DI ||LP(R+;B;;11’T(R"))

+1
5” tk—HDiJr u ||LP(R+;B;,‘:|O‘/‘_1’T(RH))

—m~+68|a’|[+j—o+1 i+l
SJH t Dt Uu HLP(RJr;BZtI\a'l*LT(Rn)) (3427)
e Quand j =m — 1,
177D || ey g ey < Ck | D' |l oo 37 m)
<Cx | ullwpreesggey - (34.28)
e Quand 5 < m — 2, pareillement que pour le premier terme, on a
" i+l
| tkHDgf D§+ u ||LP(R+;BZ;11’T(R"))SH U ||W§”’p(R+;B;;g(Rn)) ’ (3.4.29)
Alors, en combinant (3.4.27)), (3.4.28) and ([3.4.29)), on obtient
o i+l
| 705 DI | e gt oy S ¢ lwgroesmpzany (3.4.30)

Enfin, pour le dernier terme de (3.4.25|), on a

| D% Dl || o, 52 ey SI " Diu||

Le(Ry; By T (R)
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k+o 1yJ
< Ck [ "7 Diu ||LP(R+;B;,T,"’/"T(R"))

< Ck |l ullwmew, By @y - (3.4.31)

Les inégalités (3.4.25)), (3.4.26)), (3.4.30)) et (3.4.31)) impliquent

| £ H D D |

Brr ) Sl w llwme @, sz @n)

pour ||+ 7 <m,j<m, —m+ld|+j>0et —m+d|d|+ j ¢ No.

Donc, de (i),(ii) et (iii), on conclut que

_ A ’ ;
Z ” t[ m+d|a H—ﬂDg/ Dgu |
la/|+5<m
j<m
—m~+d|a’|+5>0

g S Ok || llwrreypypmey - (3.4.32)

D’autre part, pour le second terme de (3.4.24)), la premiere assertion du Lemme m

implique
m—1 ) L
2 il e S €D ey +2777 N e s

en remplacant ¢ par &’ 7%, on déduit

| Diu|l .. mos <7 | Dt |

T 1N
TR

(3.4.33)

By (RIT) +e' |l u |

s+ T 1
By (RYTH

II nous reste maintenant a estimer le terme | Dj"u |

M = f,ona

Byr (R de (3.4.24)), puisque

Mou - Dznu + Z ot (t, x/)tf*m+5\a/|+ﬂ D;/Dzu

la/[+5<m
j<m
—m+d|a/|+5>0

alors,
N B e
DMy = M — Qo (t, 2T Dol Dy,
t I\" x t
la!|4+j<m

j<m
—m+6|a’|+5>0

on applique la norme B;:g(RTl), puis, on obtient par I'inégalité triangulaire

I Di"u | g7 gy
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Sl M |

N4 [—m+6|a’|+5] pa’ 1yJ
sy £ 2 ae(t )t DY Dy |
T lo|+j<m
j<m
—m+6|a’|+5=0

, 1
Bpg R

puisque u est & support compact dans K le Lemme [I.3.10] implique

m
| D" | Byq (R
~r0 / —m~+8|a’ | +j o MJ
SIMPu gy ey + 20 sup Jaq;(t, )| || 7" DE Diw || gy gy
’ || +j<m  (BE)E ’
j<m
—m+6la’|+j>0
[—m+d|e [+51 D' 1yd
+ C Z H t DZ'/ Dtu |Bz:11,T(Ri+l)
[a/[4+5i<m
j<m
—m+8|a/|+5>0

puisque ay;(t,2') € C°(RTH) et d’apres (3.4.32),

Il D ] 37
~ _ s ’ ;
< Mu |B§;;§(R1+1) +Ck Z I gl D3 Diu | Bpg (R
o j<m
it
—me+d]a’|+520
SH MOU ‘BZ:;(Ri-&-l) +CK H u ”Wgn‘p(R+;B;jg(R")) . (3434)

Ainsi, en combinant les estimations (3.4.32)), (3.4.33) et (3.4.34) on déduit la preuve

du Lemme m pour lopérateur M et pour 0 < s < 1.

Maintenant, on va estimer les termes restants de la forme ||
o (t, ') D% Diu “Bg?g(Riﬂ) avec [a/|+j <m, j <met —m+d|a/| + 7 <O.

Encore une fois, il y a deux cas a considérer.

(iv) Quand || > m=J .
Puisque S—I—T —1<s+|d] < s+ 5 —J , le Lemme [1.3.10|avec le Lemme
[[.3.11] entrainent

I @y (t. ") D3 Dl |

, 1
Byg (R

+C. || Diu |

s+ 1 I g, 1 }
Bp,q 0 (RTL ) Bp,q R (RTL )

< cK{e | Diu |
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ensuite, on applique le Lemme pour controler le second terme a droite

de l'inégalité ci-dessus,

| aar(t, x')Dﬁ,/Dfu |

s 1
Bpg (R

<Ol Dlull o, ., +Ceio || D

S, T n+1
T ontl Bplg (RY™)
(Ri+ ) P,q +

D,q

m—j_l

(v) Quand || <

On a

|| aa/j(t,w')Dg‘;D{u ||B;izz—(Ri+l) < CK || Diu | B;J;\QILT(RTA)

< Ck || Diu|

s+mT_j71,‘r

Bqu

(R7HY)

en utilisant le Lemme [3.2.5] on obtient

| aa;(t, x/)Dg‘;Dgu |

, 1
Byg (R

< Cie{e I DPu gy +Ce |l |

Byt T }
Alors, de (iv) et (v) découle I'estimation pour l'opérateur M?*. Par conséquent, le

Lemme [3.4.4] est prouvé pour l'opérateur M et pour 0 < s < 1.

Cas : s > 1.

On pose s = 5+ 1 tel que 5§ € Ny et 0 < r < 1, alors, on procéde par récurrence
sur 5. Il est clair que le lemme est vrai pour § =0 (i.e., 0 < s < 1). Alors, on suppose

que ca reste vrai pour 3§, i.e.,

[ — CK{HMu| [ |yuHW;1,p(R+;B;:;(RH))} (3.4.35)
et on le montre pour 5+ 1, i.e.,
[T CK{||Mu| sttty ||u||Wgn,p(R+;B;ZLT(Rn))}. (3.4.36)

D’abord, notons que si supp v C K, alors u € B;;’l;m’T(Rﬁ“) si et seulement
siue B TR, Dyw e Byl TR, i =1,-+ ,n, et D' € BSEYT(RET). En



Etude de la classe d’opérateurs M 85

outre, on a

n
Ju o + 3 IDau

<
B;Z’l;m,T(RiJrl) _OK{ ||u| =1

+ 1 D;"ul

s+1, .
By T(Ri“)}

Par ’hypothese de récurrence (3.4.35)), pour ¢ = 1,--- ,n, on a

| Dy,

iy <Crc{ 1Mul

B;ELT(RTLl)_‘_ I [M; Dz, Ju |

Bpg (R
L - (3.439)

ou

(M;DyJu= Y (Dwiaa/j(t,x'))t[_er‘s‘a/lJrﬂD;’“,/D{u.

la/ [4+5<m
j<m

En appliquant la norme B,7 et en utilisant le Lemme [1.3.10} on obtient

Ensemble (3.4.38)), (3.4.39) et (3.4.35)) impliquent
| Dg,u BT (R < CK{HMU‘ Byt (R + HUHW(;’“P(M;B;;LT(Rn))} (3.4.40)

pour tout ¢t =1,--- ,n.

Enfin, on estime le terme ||D{”u||B;$1,T(RT1) de (3.4.37).

En retournant a ’équation Mu = f, on a

|| D;nu |B;?{11,T(Ri+1)§ || MU |B;1}1’T(Ri+l) (3441)
+ 0l awy(t eI DY Dl (| et e s
lo/|+5<m
j<m

On évalue le terme

ST @t @) I Dol DIy |

lo |[+5<m
<m

BT @) -



86 4. Preuve du théoréme

Si—m+0|ld|4+75<0,j<met]|d|+j<m,ona

n

| D% Diu g @ty = S || D% DDy |

o' M+l
gzt DY DI || gor gy

=1
zn i .
j
S ; HD;):,LU| B;::TSL,T(R1+1) + ; H Dt DIZUJ | B;:;‘a/‘_l’T(Ri+l)
puisque 0 > 1 et || < ma_j, on obtient

n
- j+1
I ;D{ Dt || posietioror gessy Sl D Do ”Bzﬁ;%’m“)

S ||Dmiu||B;:T§’T(Ri+l)'

Grace a (13.4.40|), on déduit

| DY Dju |

sy S O IMulgn ey + Nllypeoge iy} (3:442)
pour —m +6|a/|+ 75 <0, 5 <met ||+ 7 <m.
Si—m+dld|4+7>0,j<met|a]+j<m,ona

| #84 D D |

s+1, 1
By TR

[—m+6|d/ |[+5]—-1 pa! N
By Tt D Dy || gy ey

=N |t T D DID, u |
=1

_ Sla! : ’ i+1

(3.4.43)
Le premier terme a droite de ([3.4.43) est contrdlé par » || Dy, ul| BrEmT(RIHY) cependant,

1=0

"| = |a’| =1 et puisque 6 > 1, les autres restants peuvent étre bornés par

en mettant |«
n

Cr > [[Da,ul

=0

ot (gL): Alors, on conclut

_ / 3 / ;
|| t’— m+5|a |+]-| Dg, Dgu | B;:zl,T(Ri-‘—l) +||u||W6'm,p(R+7B;,~Zl,T(Rn))}

B;:Zl,T(Ri+1)§ CK{ || Mu |

(3.4.44)
pour —m +0|a/|+ 7 >0, j <met ||+ <m.
Par conséquent, les inégalités (3.4.41)), (3.4.42)) et (3.4.44)) impliquent,
I D" [l ggaar gneny < CK{ I Mu | gyt gy +||U||W;naP(R+;B;,;“(Rn))}- (3.4.45)
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Des estimations ((3.4.35)), (3.4.37)), (3.4.40) et (3.4.45)) s’ensuit (3.4.36]). Donc, le
Lemme [3.4.4] est vrai pour tout s > 0.

Le Théoreme [3.2.3] résulte de la Proposition [.4.3] et du Lemme [3.4.4]

3.5 Exemples

Dans cette section, nous donnons quelques exemples pour illustrer les résultats

de ce chapitre.

3.5.1 Les opérateurs elliptiques réguliers

Si dans la classe M, on met 6 = 1, on obtient I'opérateur différentiel suivant :

M = M(t,2';D;, D) = D" + > an;(t,2') DS D}
lo/]+j<m
<m
o (t,7') € Ry x R" et & coefficients a,;(t,2") € C®(RH).

On suppose que :

(L1) L’opérateur M est elliptique pour ¢ > 0.
(L2) Pour tout couple 2’ € R" et £ € R"\{0}, le polyndome en la variable z
P+(Z) = 2" + Z aa/j((), le)flalzj
o/ |+5=m
j<m
n’admet pas de racines réelles. Soit m le nombre des racines du polynome

P7T(2) ayant une partie imaginaire positive.

Alors, le Théoréme [3.2.3] est donné comme suit.

Théoréme 3.5.1 Soient s et 7 deux réels positifs et soit 1 < p,q < +00. En supposant
(L1) et (L2), pour tout compact K C R/ Destimation

m+—1

By (R + g ” nu | B;:m_l_%’T(Rn)

I lgme ey <Cae{ 1| Mu
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+ HB;fqm—l’T(RiH) }a

est vraie pour tout u € B;;W’T(R’ffl) avec supp u C K.

On obtient I'estimation a priori pour les solutions de la classe des problemes aux limites

elliptiques réguliers prouvée dans [28, Theorem 1.7].

En outre, si s =0, m =2, 7 = et p = q = 2, le Theoreme [3.5.1| ci-dessus

2(n+1)

prolonge les résultats de S. Campanato [15] concernant la régularité des solutions des

opérateurs elliptiques réguliers du second ordre prouvée dans les espaces de BMO et

de Campanato.

Un exemple plus simple de cette classe est lorsque m = 2 et n = 1, si u est une

solution du probleme

u € By(RY
~Au=[f € By(R})
s+2—1 7

You =9 € Bpg " (R),

s+2,7 2
alors u € B, 7,.(R7).

3.5.2 Les opérateurs de type Tricomi

3
Si dans la classe M on met m =2 et § = o on obtient la classe d’opérateurs de

type Tricomi définie dans ]R’}fl par

M = M(t,2"; Dy, Do) =Df + > aj(t,a")tDy, Dy + D by(t,2")t Dy, Dy
k=1 =
+ Z ¢j(t,a") Dy, + d(t, 2") Dy + e(t, 2')

j=1
ot les coefficients sont dans C>(R").

On suppose que :

(M1) L’opérateur M est elliptique pour ¢ > 0.
(M2) Pour tout couple 2’ € R" et & € R"\{0}, le polyndme en la variable z

n

PH(z) =2+ Y a;x(0,2')¢&,

jk=1



Etude de la classe d’opérateurs M 89

admet exactement deux racines complexes : 2" (2, &) et 27 (2, ¢') telles que
Sm(z"(2',&)) > 0 et Sm(z~(2,¢)) < 0.
(M3) On suppose que pour tout 2’ € R" et ' € R"\{0}, |w'| = 1, le probléme
M°(t,2'; Dy, )u(t) =0
u(0) =0 ,
n’admet que u = 0 comme unique solution dans S(R.).

Pour cette classe d’opérateurs, le Théoreme [3.2.3] est formulé comme suit.

Théoréme 3.5.2 Soient s et 7 deux réels positifs et soit 1 < p,q < +00. En supposant
(M1)-(M3), pour tout compact K C R+ Iestimation

[ | s T X3

Bs+,2,%-r(Ri+1)§ CK{ || Mu ||B;:;(Ri+1) + || Youw | p’T(Rn) B;’J;%’T(Riﬁ—l) }’

est vraie pour tout u € B;:QT(R”H) avec supp u C K.
3

Un exemple plus simple de ces opérateurs est donné dans R, x R comme suit.

Si u est une solution du probleme

u € ByT(R%)
Dutii-f € ByE)
b2,
You =g € Boa' "7 (R),
alors u appartient a BH,QQTJOC(R%L) = {u € BSZ%Z(RQ ) : DXu,tD*u € Bsgloc(Ri)}.

3.5.3 Les opérateurs de type Grushin

Si on met m = ¢ = 2, on obtient la classe d’opérateurs de type Grushin définie

dans R par

k=1

M = M(t,2"; Dy, Dp) =D} + > a;(t,2')tDy, Dy + Y, bji(t,2")t* Dy, Dy,
Jj=1

+ > ¢i(t, ") Dy, +d(t,2") Dy + e(t, 2')

Jj=1

ot les coefficients appartiennent & C*°(R’H1).

On suppose que :
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(N1) L’opérateur M est elliptique pour ¢ > 0.
(N2) Pour tout couple 2’ € R" et ¢ € R"\{0}, le polyndome en la variable z

P+(Z) = 22 + i CLj(O, x')ﬁjz + i bj,k(O, x’)fjﬁk

j=1 k=1

admet exactement deux racines complexes : 27 (2, &) et 27 (2, &) telles que
Sm(z(2',€)) > 0 et Sm(z~(2,¢)) < 0.

(N3) On suppose que pour tous ' € R" et ' € R"\{0}, |w'| = 1, le probléme :

M°(t,2"; Dy, )u(t) =0
u(0) =0 ,

n’admet que v = 0 comme unique solution dans S(R, ).

Pour ce cas, le Théoréme [3.2.3] peut étre formulé comme suit.

Théoreme 3.5.3 Soient s et 7 deux réels positifs et soit 1 < p,q < +00. En supposant

(N1)-(N3), pour tout compact K C R, Iestimation

I sz < Cued 1| Mu|

mpgeyy 0wl g I gy }

p,q

. 2
est vraie pour tout u € BS5T

oo (R avec supp w C K.

Un exemple plus particulier peut étre donné dans Ri comme suit.

Si u est solution du probleme :

S, T 2
u € Byi(RY)
DluteDiu=f € ByE)
s+l—zb .1
You =g € Bpg 7 (R),
alors u appartient a B;Z?Q’;OC(]R%F) = {u € B;ZIZOTC(]R%F) . Dlu, t*D3u €
S, T 2
Bp,q,loc(R-‘r)}‘

Dans les Théoremes et [3.5.3] si on prend 7 = 0, on obtient ’estimation
a-priori pour les solutions des probléemes aux limites associés a 'opérateur M dans les

espaces de Besov classiques B, , généralisant ainsi les résultats de [27]. D’un autre
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coOté, si 7 =1 et p = ¢, on obtient la régularité dans les espaces de Goldberg bmoy. 11
est important aussi de noter que ces théoréemes prolongent les résultats de O. Debbayj
[18, [19] de I'espace de Sobolev W™ et de Holder C*; & un cadre de fonctions plus large

qui est celui des espaces de type Besov B)y.
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Conclusion

Dans cette these on s’est intéressé principalement a 1’étude de la régularité des
solutions pour deux classes d’opérateurs linéaires elliptiques et dégénérés L et M dans
les espaces de type Besov B, . Ce travail nous a donc permis de généraliser plusieurs

résultats, que ce soit en terme d’opérateurs ou de cadre fonctionnel.

Néanmoins, d’autres pistes peuvent étre explorées, comme des théorémes de régu-
larité pour d’autres opérateurs différentiels, on peut citer a titre d’exemple 'opérateur
de Triebel défini sur R+ par :

n n
M= M(tvzl5 Dy, Dt) :tth + Z ajk(ta x/)DIijk + Z bj(t>$,)thth
Jk=1 Jj=1

+
J

ot les coefficients sont dans C™(R").

cj(t,2") Dy, +d(t,2") Dy + e(t, ")
1

n
D’un autre coté, a Uinstar de [29], ce travail pourrait étre étendu au cas des

systemes d’équations associées aux opérateurs L et M et fournir d’une facon analogue,

des inégalités de régularité pour ces problémes.

De plus, comme il a été mentionné précédemment, ces résultats peuvent étre
exploités pour prouver la régularité des solutions pour des opérateurs non linéaires et
dont les opérateurs linéarisés sont dans la classe L ou M, des travaux peuvent donc

s’ensuivre dans cette optique.

Enfin, malgré la largeur des classes d’opérateurs traitées, peu d’applications

sont présentes dans la littérature [13, 37, 53], par conséquent, des pistes intéressantes

93
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peuvent s’ouvrir dans ce sens.
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