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Résumé

Dans cette thèse, nous prouvons des estimations à priori dans les espaces de type

Besov pour les solutions des problèmes aux limites associés à deux classes d’opérateurs

linéaires, elliptiques et dégénérés d’ordre supérieur. Les résultats établis dans ce mé-

moire prolongent et généralisent ceux donnés dans les espaces de Hölder, les espaces

de Sobolev et les espaces de Besov classiques à un cadre fonctionnel plus large.

Les méthodes utilisées dans ce travail sont principalement basées sur des tech-

niques d’analyse harmonique, et consistent d’une part, grâce à la décomposition de

Littlewood-Paley à donner une caractérisation dyadique de l’espace de type Besov,

et d’une autre part, à l’aide d’une transformation de Fourier partielle, à réduire le

problème à l’étude d’une équation différentielle ordinaire, ce qui permet grâce à un

résultat d’isomorphisme, d’estimer les dérivées “presque tangentielles” des solutions,

ensuite, certains lemmes d’interpolation nous permettent d’obtenir la régularité en va-

riable normale.

Mots clés : Régularité ; Espaces de type Besov ; Opérateurs linéaires elliptiques ; Pro-

blèmes dégénérés ; Estimations à priori.

Mathematics Subject Classification (2010) : MSC 35J30, MSC 35J40, MSC

35B45, MSC 35B65.
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Abstract

In this thesis, we prove a-priori estimates in Besov-type spaces for solutions of

boundary value problems involving two class of linear elliptic degenerate higher-order

operators. This work extends some well-known results given in Hölder spaces, Sobolev

spaces and classical Besov spaces to the more general framework of Besov-type spaces.

The methods used in this dissertation are mainly based on harmonic analysis tech-

niques, they consist on the one hand, in giving a dyadic characterization of Besov-type

spaces thanks to the Littlewood-Paley decomposition, on the other hand, in reducing

the problem by means of a partial Fourier transformation to an isomorphism theorem

for an ordinary differential equation, which allows us to estimate the “almost tangen-

tial” derivatives of solutions, then using some interpolation inequalities we evaluate the

normal derivatives.

Keywords : Boundary value problems ; A priori estimates ; Regularity ; Besov-type

spaces ; Degenerate elliptic equations.

Mathematics Subject Classification (2010) : MSC 35J30, MSC 35J40, MSC

35B45, MSC 35B65.
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Introduction

Notre compréhension du monde réel et notre technologie sont aujourd’hui en grande

partie basées sur les équations aux dérivées partielles, (notées en abrégé EDP).

Les EDPs décrivent la relation entre une fonction inconnue et ses dérivées partielles et

semblent généraliser au contexte multidimensionnel les équations différentielles ordi-

naires (notées EDO), ils apparaissent fréquemment dans la modélisation de nombreux

problèmes en physique et en ingénierie. Par ailleurs, ces dernières années ont connu

une utilisation extrêmement remarquable de ces EDPs en biologie, chimie, informa-

tique (imagerie), économie (finance), dynamique de la population· · · .

L’une des choses qu’il faut avoir à l’esprit à propos des EDPs, c’est qu’il n’est en

général pas question d’obtenir leurs solutions explicitement ! Ce que les mathématiciens

peuvent faire par contre, c’est dire si une ou plusieurs solutions existent, et décrire

parfois très précisément certaines propriétés qualitatives de ces solutions, l’une de ces

propriétés est la régularité.

D’autre part, les travaux présentés dans cette thèse portent sur une famille

d’EDPs associées à des opérateurs linéaires, elliptiques à l’intérieur d’un ouvert de

Rn+1, et dégénérés au bord (i.e., qui cessent d’être elliptiques au bord de cet ouvert).

Plus précisément, nous prouvons la régularité des solutions des problèmes aux limites

associés à ces EDPs via des estimations à priori. En guise de simplification, et par

passage aux cartes locales, on va se réduire à l’étude de ces EDPs dans le demi-espace

Rn+1
+ = {(t, x′) = (t, x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn+1; t > 0}.

Ainsi, soient α = (α′, j) avec α′ = (α1, α2, · · · , αn) ∈ Nn
0 , j ∈ N0, |α′| = α1 +
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α2 + · · ·+αn et notant Dj
t = i−j

∂j

∂jt
, Dα′

x′ = i−|α
′| ∂|α

′|

∂α1
x1 ∂

α2
x2 · · · ∂αnxn

, dans cette étude on est

intéressé par les deux classes d’opérateurs différentiels suivantes :

L ≡ L(t, x′;Dt, Dx′) =
min(k,2m)∑

h=0
tk−hP 2m−h(t, x′;Dt, Dx′), (0.0.1)

où

k ∈ N0, m ∈ N et P 2m−h(t, x′;Dt, Dx′) =
∑

|α′|+j≤2m−h
aα′j(t, x′)Dα′

x′D
j
t à coefficients

aα′j(t, x′) dans C∞(Rn+1
+ ).

Et

M ≡M(t, x′;Dt, Dx′) = Dm
t +

∑
|α′|+j≤m
j<m

aα′j(t, x′)td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j
t , (0.0.2)

où

m ∈ N0, δ ∈ R tel que −m+ δm ∈ N0, d−m+ δ|α′|+ je est le plus petit entier naturel,

supérieur ou égale à −m+ δ|α′|+ j, et à coefficients aα′j(t, x′) dans C∞(Rn+1
+ ).

La classe L avait été introduite par N. Shimakura, l’auteur a prouvé un résultat de

régularité, et un certain théorème d’existence et d’unicité dans les espaces de Sobolev

classiques Hm, avec m entier [44], l’idée était d’obtenir des estimations à priori à partir

d’un théorème d’isomorphisme à une variable. Des résultats similaires ont été établis

par P. Bolley et J. Camus [8]. En théorie höldérienne, les opérateurs de type L du

second ordre (m = 1, k = 2) avaient été investigués par C. Goulaouic et N. Shimakura

dans [36], les auteurs ont montré un théorème de régularité par une estimation du noyau

des opérateurs de “Green” du problème aux limites considéré. Plus tard, P. Bolley, C.

Camus et G. Métivier [12] ont prouvé que la classique méthode de Peetre utilisée dans

[8], s’adapte au cadre des espaces de Hölder, et aussi au cadre des espaces de Besov

classiques Bs
p,q par J. Rolland [43].

D’un autre côté, les opérateurs M ont été introduits par M.S. Baouendi, il a

établit un résultat de régularité dans les espaces de Sobolev Hm pour les solutions du

cas du second ordre de l’opérateur M [5], pour cela, l’auteur a utilisé la “régularisation

elliptique” qui consiste à approcher l’opérateur différentiel dégénéré par un autre non
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dégénéré. Ensuite, l’étude a été étendue par M.I. Vishik et V.V. Grushin [58] aux

opérateurs d’ordre supérieur. Un résultat d’hypo-ellipticité partielle est donné par,

P. Bolley, J. Camus et B. Helffer par une première méthode basée sur des quotients

différentiels à partir d’une estimation à priori, et une deuxième, qui s’appuie sur la

construction d’une paramètrix partielle. La régularité Höldérienne est démontrée par

O. Debbaj [18] pour les opérateurs M d’ordre 2 (m = δ = 2), en étudiant la continuité

des “noyaux de Poisson et de Green”. L’auteur a prolongé ensuite ses résultats pour

couvrir des opérateurs différentiels plus généraux, notamment, ceux d’Hermite et de

Tricomi [19]. Plus tard, l’étude des opérateurs M est reprise par A. El Baraka [23, 27],

l’auteur prouve une estimation à priori des solutions de ces opérateurs dans le cadre des

espaces de Besov classiques, généralisant ainsi les travaux effectués dans les espaces de

Sobolev et de Hölder. Dans les espace de type Besov Bs,τ
p,q , le même auteur établit des

estimations à priori pour les solutions des problèmes aux limites elliptiques réguliers,

qui correspondent aux opérateurs M avec δ = 1 [28].

D’autres résultats voisins sont donnés par plusieurs chercheurs dans [12, 18, 28,

31].

Par conséquent, notre objectif principal est de prouver un tel résultat de régularité

pour les solutions des EDPs associées aux opérateurs L etM , dans un cadre fonctionnel

plus large qui est celui des espaces de type Besov Bs,τ
p,q .

Les espaces de type Besov Bs,τ
p,q ont été introduits dans [30, 25], dans le but de

résoudre une propriété conjecturée par H. Triebel [54, Section 4.3.4], concernant des

estimations à priori pour des problèmes elliptiques réguliers dans les espaces de John-

Nirenberg BMO et les espaces de Campanato L2,λ et leurs versions locales bmo et

l2,λ, en effet, un choix précis des indices s, τ, p, q nous permettent de retrouver ces

espaces. On obtient également les espaces de Besov classiques Bs
p,q si on prend τ = 0,

les espaces de Hölder Cs si τ = 0 et p = q = ∞, les espaces de Sobolev Hs si τ = 0

et p = q = 2 · · · , d’où l’importance de ce cadre de fonctions et par conséquent de ce

mémoire. Nous y reviendrons ultérieurement dans le premier chapitre de cette thèse

pour plus de détails.
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Le manuscrit de ce mémoire est scindé en trois chapitres. L’objectif du Chapitre

1 est de rappeler en premier lieu la définition des espaces qui apparaissent dans cette

thèse, ensuite à l’aide des outils de l’analyse de Fourier, on introduit la définition

de l’espace de type Besov Bs,τ
p,q dans sa version non homogène, puis, nous collectons

des relations d’équivalence et certaines injections importantes. En second lieu, nous

recueillons les lemmes nécessaires pour la suite de ce document.

Le second chapitre est consacré à l’étude de la classe des opérateurs L. Nous

prouvons une estimation à priori dans les espaces Bs,τ
p,q pour les solutions du problème

aux limites suivant :
u ∈ Bs+2m−k−1,τ

p,q (Rn+1
+ )

Lu = f ∈ Bs,τ
p,q (Rn+1

+ )

γlu = gl ∈ B
s+2m−k−l− 1

p
,τ

p,q (Rn) , 0 ≤ l ≤ χ− 1.

(0.0.3)

Pour cet effet, la deuxième section du chapitre sera dédiée aux espaces de Sobolev

et de Besov à poids requis pour établir l’inégalité à priori. Ensuite, nous posons les

hypothèses nécessaires pour énoncer le résultat principal. La troisième section sera

consacrée à la définition des traces des éléments dans les espaces à poids considérés. La

preuve du théorème principal est esquissée dans la quatrième section et se déroulera

en deux étapes : la première s’inspire de la méthode décrite par P. Bolley, J. Camus et

G. Métivier dans [11], et consiste, grâce à une transformation de Fourier partielle en

x′, à se ramener à l’étude d’une équation différentielle ordinaire, ensuite, à l’aide d’un

résultat d’isomorphisme, nous obtenons l’inégalité à priori pour les dérivées “presque

tangentielles” des solutions. La deuxième étape s’appuie sur des lemmes d’interpolation

pour contrôler les dérivées normales. Dans la cinquième section, nous allons illustrer le

théorème par quelques exemples.

Dans le troisième chapitre, nous abordons la classe d’opérateurs M . Nous consi-

dérons alors le problème aux limites suivant :
u ∈ B

s+m
δ
−1,τ

p,q (Rn+1
+ )

Mu = f ∈ Bs,τ
p,q (Rn+1

+ )

γlu = gl ∈ B
s+m−l

δ
− 1
δp
,τ

p,q (Rn) , 0 ≤ l ≤ m+ − 1.

(0.0.4)
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Pareillement, la deuxième section sert à construire les espaces à poids nécessaires pour

traiter le problème, nous élaborons les hypothèses nécessaires et nous présentons ensuite

le théorème de régularité. La troisième section fera l’objet d’un théorème des traces.

Dans la quatrième section, nous prouvons le théorème principal. De manière analogue à

celle dans le chapitre 2, nous réduirons le problème à un théorème d’isomorphisme pour

une équation différentielle ordinaire afin d’estimer les dérivées “presque tangentielles”.

Ensuite, à l’aide des lemmes d’interpolation nous évaluons les dérivées normales. Dans

la cinquième section, nous donnons quelques exemples.

Les résultats prouvés dans cette thèse font l’objet de plusieurs applications. Entre

autres, en géophysique, plus précisément dans l’étude des eaux peu profondes (Shallow

water en anglais), un cas particulier des opérateurs L donne l’équation du lac dans le

cas non visqueux dégénéré [13, Section 7]. D’un autre côté, la classe d’opérateurs M

contribue dans certains problèmes de physique, on peut citer par exemple les travaux

[37, 53], concernant l’étude des équations des ondes associées aux opérateurs de Gru-

shin. En outre, à l’instar de [27], les résultats de ce manuscrit peuvent également servir

à établir des théorèmes de régularité pour des problèmes aux limites non linéaires, et

dont les opérateurs linéarisés sont dans la classe L ou M .

Notations.

Tout au long de cette thèse, N désigne l’ensemble des entiers naturels, N0 =

N ∪ {0} et Z désigne l’ensemble des entiers relatifs.

Pour J ∈ Z, on désigne par BJ (resp. B′J), la boule centrée en x0 ∈ Rn+1 (resp.

x′0 ∈ Rn) et de rayon 2−J . C’est à dire, BJ = {x ∈ Rn+1 : |x − x0| < 2−J} (resp.

B′J = {x′ ∈ Rn : |x′ − x′0| < 2−J}).

Pour α > 0, αBJ (resp. αB′J), désigne la boule centrée en x0 (resp. x′0) et de rayon

α2−J .

Pareillement, pour ν ∈ Z, Fν (resp. F ′ν) désigne la couronne centrée en x0 ∈ Rn+1,

(resp. x′0 ∈ Rn), telle que Fν = {x ∈ Rn+1 : 2ν ≤ |x − x0| ≤ 2ν+1}, (resp.

F ′ν = {x′ ∈ Rn : 2ν ≤ |x′ − x′0| ≤ 2ν+1}).
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On pose J+ = max(J, 0) et on désigne par |Ω| la mesure de Ω ⊂ Rn+1.

On note par C, CM , CN , CK , ε, ε, · · · , des constantes réelles positives, qui n’ont pas

nécessairement la même valeur à chaque occurrence.

La notation U . V indique qu’il existe une constante positive C telle que U ≤ CV .

Par S on désigne l’espace de Schwartz des fonctions indéfiniment dérivables à décrois-

sance rapide ainsi que leurs dérivées de tous ordre sur Rn+1. Le dual S ′ de cet espace

est l’espace des distributions tempérées.



Chapitre 1

Cadre fonctionnel et propriétés

Sommaire
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.2 Espaces usuels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.3 Espaces fonctionnels définis à l’aide des outils d’analyse

de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3.1 Décomposition de Littlewood-Paley . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3.2 Espace de type Besov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.1 Introduction

Ce chapitre décrit le cadre fonctionnel général dans lequel nous mènerons notre

étude, et est organisé de la manière suivante. Dans la deuxième section, nous

rappelons la définition des espaces de fonctions qui figurent dans cette thèse. Ensuite,

la troisième section est consacrée à l’étude des espaces fonctionnels définis à l’aide des

outils de l’analyse de Fourier, en effet, on rappelle en premier lieu la décomposition

de Littlewood-Paley, ensuite, on introduit la définition de l’espace de type Besov Bs,τ
p,q

utilisé tout au long de ce travail. En même temps, on rappelle les définitions d’autres

espaces utilisant la même technique. Nous collectons à la fin quelques relations de coïn-

cidence, des injections importantes et certaines propriétés dans cet espace de fonctions.
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1.2 Espaces usuels

Dans cette partie, nous rappelons les définitions de quelques espaces fonctionnels

qui figurent dans ce mémoire.

• L’espace de Lebesgue : Lp.

Pour 0 < p < +∞, l’espace de Lebesgue Lp(Rn+1) est l’ensemble des fonctions

Lebesgue-mesurables f telles que :

‖ f ‖Lp(Rn+1)≡
( ∫

Rn+1
|f(x)|pdx

) 1
p < +∞.

Si p = +∞, alors L∞(Rn+1) est l’espace des fonctions Lebesgue-mesurables

telles que :

‖ f ‖L∞(Rn+1)≡ ess supx∈Rn+1|f(x)| < +∞.

• L’espace des fonctions continues : C.

L’espace C(Rn+1) désigne l’ensemble des fonctions continues et bornées telles

que :

‖ f ‖C(Rn+1)≡ sup
x∈Rn+1

|f(x)| < +∞.

• L’espace des fonctions de classe Cm.

Soit m un entier naturel, l’espace Cm(Rn+1) désigne l’ensemble des fonctions

f ∈ C(Rn+1), avec toutes les dérivées Dαf , |α| ≤ m sont dans C(Rn+1) et

telles que :

‖ f ‖Cm(Rn+1)≡
∑
|α|≤m

‖ Dαf ‖C(Rn+1)< +∞.

On note C0(Rn+1) = C(Rn+1) si m = 0, et C∞(Rn+1) si m = +∞.

C∞0 (Rn+1) désigne l’espace des fonctions tests, (i.e. l’espace des fonctions de

classe C∞ à supports compacts).

• L’espace de Schwarz : S.

Une fonction f : Rn+1 7→ R est dite à décroissance rapide, si elle est indéfini-

ment différentiable et si pour tout α, β ∈ Nn+1
0

sup
x∈Rn+1

|xαDβf(x)| < +∞.
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L’espace de ces fonctions est noté S(Rn+1) et appelé l’espace de Schwarz, son

dual topologique est l’espace des distributions tempérées noté S ′(Rn+1).

• L’espace de Hölder : Cs.

Soitm un entier naturel et soit s un réel tel quem < s < m+1, alors Cs(Rn+1)

est l’espace des fonctions f ∈ Cm(Rn+1) telles que :

‖ f ‖Cs(Rn+1)≡‖ f ‖Cm(Rn+1) +
∑
|α|=m

sup
x 6=y

|Dαf(x)−Dαf(y)|
|x− y|s−m

< +∞.

• L’espace de Zygmund : L m .

Soit m un entier naturel, l’espace de Zygmund L m(Rn+1) est l’ensemble des

fonctions f ∈ Cm−1(Rn+1) telles que :

‖ f ‖Lm(Rn+1)≡ ‖ f ‖Cm−1(Rn+1)

+ max
|α|=m

sup
h6=0

sup
x∈Rn+1

|Dαf(x+ 2h)− 2Dαf(x+ h) +Dαf(x)|
|h|

<∞.

Dans le cas où s > 0, s /∈ N, on pose L s(Rn+1) = Cs(Rn+1).

• L’espace de Sobolev : Wm,p.

Soientm un entier naturel et 1 ≤ p ≤ +∞, on notera parWm,p(Rn+1) l’espace

des fonctions f ∈ Lp(Rn+1), telles que Dαf ∈ Lp(Rn+1), |α| ≤ m. Sur ces

espaces, on définit la norme suivante

‖ f ‖Wm,p(Rn+1)≡
( ∑
|α|≤m

‖ Dαf ‖pLp(Rn+1)

) 1
p .

Si m est non entier, on peut définir l’espace de Sobolev d’ordre fractionnaire

(ou l’espace de Bessel) à l’aide de la transformation de Fourier. Dans ce cas,

pour s ∈ R, on pose

W s,p = Hs,p = {f ∈ Lp(Rn+1) : F−1[(1 + |ξ|2) s2Ff ] ∈ Lp(Rn+1)}.

• L’espace de fonctions à Oscillation Moyenne Bornée : BMO et bmo.

◦ L’espace BMO(Rn+1) (Bounded Mean Oscillation), est l’ensemble des

fonctions f localement intégrables sur Rn+1 telles que

‖ f ‖BMO(Rn+1)≡ sup
Q⊂Rn+1

1
|Q|

∫
Q
|f(x)− fQ|dx <∞,
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où fQ ≡
1
|Q|

∫
Q
f(x)dx est la valeur moyenne de f sur Q, et où la borne

supérieure est prise sur l’ensemble des cubes Q dans Rn+1.

◦ L’espace bmo (local Bounded Mean Oscillation) est l’ensemble des fonc-

tions f ∈ BMO(Rn+1) qui satisfont la condition suivante :

sup
|Q|≥1

∫
Q
|f(x)| <∞,

muni de la norme suivante

‖ f ‖bmo(Rn+1)≡‖ f ‖BMO(Rn+1) + sup
|Q|=1

∫
Q
|f(x)|dx.

• L’espace de Campanato : L p,λ.

Soient 0 ≤ λ < +∞ et 1 ≤ p < +∞, on désigne par L p,λ(Rn+1) l’ensemble

des fonctions f ∈ Lploc(Rn+1), telles que

‖ f ‖L p,λ(Rn+1)≡ sup
B

1
|B|

λ
n+1

( ∫
B
|f(x)− fB|pdx

) 1
p

< +∞

où fB ≡
1
|B|

∫
B
f(x)dx est la valeur moyenne de f sur B, et où la borne

supérieure est prise sur l’ensemble des boules B dans Rn+1.

Il est facile de voir que si λ = n+ 1 et p = 1 l’espace de Campanato coïncide

avec BMO, L 1,n+1 = BMO.

• L’espace d’approximation local : Lαp .

Soit 1 ≤ p < +∞, α ≥ −n
p

et N = max(−1, [α]) où [α] est la partie entière

de α. On dit que u ∈ Lαp (Rn+1) si et seulement si u ∈ Lploc(Rn+1) et pour

certaines constantes M = M(u), pour tout cube B d’arrêt de longueur δ, il

existe un polynôme PB de degré inférieur ou égale à N (PB = 0 si N = −1),

tel que { 1
|B|1+ αp

n+1

∫
B
|u(x)− PB|pdx

} 1
p

≤M si 0 < δ ≤ 1, et

{ 1
|B|

∫
B
|u(x)|pdx

} 1
p

≤M si δ = 1.

On définit ‖ u ‖Lαp (Rn+1) comme l’infinimum des constantes M .

Ainsi, on a L0
1(Rn+1) = bmo(Rn+1) et Lλ−

n+1
p

p (Rn+1) = lp,λ(Rn+1) (Espace de

Campanato local).
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1.3 Espaces fonctionnels définis à l’aide des outils

d’analyse de Fourier

Le but de ce chapitre est d’introduire une collection d’espaces fonctionnels définis

à l’aide des outils d’analyse de Fourier, et d’en donner certaines propriétés et relations

de coïncidence. On se focalisera plus précisément sur les espaces de type Besov Bs,τ
p,q ,

puisqu’ils constituent le cadre fonctionnel dans lequel nous démontrons nos résultats

tout au long de ce travail.

1.3.1 Décomposition de Littlewood-Paley

On procède à une partition dyadique de l’unité via une décomposition de

Littlewood-Paley.

Soit x = (t, x′) ∈ R × Rn, et soit ϕ ∈ C∞0 (R) égale à 1 sur [−1, 1] et à support

inclus dans [−2, 2]. Pour j ∈ N0, on pose :

Sj = ϕ(2−j|Dx|) ; S ′j = ϕ(2−j|Dx′ |) ; S ′′j = ϕ(2−j|Dt|),

S−1 = S ′−1 = S ′′−1 = 0,

et

∆j = Sj − Sj−1 ; ∆′j = S ′j − S ′j−1 ; ∆′′j = S ′′j − S ′′j−1.

1.3.2 Espace de type Besov

1.3.2.1 Définitions

À l’aide de la décomposition de Littlewood-Paley, nous donnons la définition de

l’espace de type Besov.

Nous rappelons d’abord la caractérisation dyadique de l’espace de Besov non homogène,
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qui est la version trois paramètres de l’espace de type Besov non homogène (i.e. dépend

de s, p et q seulement.), on a la définition suivante.

Définition 1.3.1 (Espace de Besov non homogène) Soit s ∈ R et soit 1 ≤ p, q ≤

+∞. On note par Bs
p,q(Rn+1) l’ensemble des distributions tempérées u ∈ S ′(Rn+1) telles

que

‖u‖Bsp,q(Rn+1) ≡



{∑
j≥0

2jsq||∆ju||qLp(Rn+1)

} 1
q

< +∞, pour q <∞

sup
j≥0

2js||∆ju||Lp(Rn+1) < +∞, pour q =∞ .

Maintenant, nous énonçons la définition de l’espace de type Besov.

Définition 1.3.2 (Espace de type Besov non homogène) Soient s ∈ R, τ ≥ 0

et soit 1 ≤ p, q ≤ +∞. On note par Bs,τ
p,q (Rn+1) l’ensemble des distributions tempérées

u ∈ S ′(Rn+1) telles que

‖u‖Bs,τp,q (Rn+1) ≡


sup
BJ

1
|BJ |τ

{ ∑
j≥J+

2jsq||∆ju||qLp(BJ )

} 1
q

< +∞, pour q <∞

sup
BJ

1
|BJ |τ

sup
j≥J+

2js||∆ju||Lp(BJ ) < +∞, pour q =∞ ,

où la borne supérieure est prise sur l’ensemble des boules BJ dans Rn+1 pour tout J ∈ Z

et avec J+ = max(J, 0).

Remarque 1.3.3 Pour pouvoir traiter de manière séparée la régularité globale (i.e.,

en toutes les variables) et la régularité tangentielle, on utilisera les espaces anisotropes

suivants : pour x = (t, x′) ∈ R × Rn, on désigne par Lp(R;Bs,τ
p,q (Rn)) l’espace des

fonctions qui sont Lp par rapport à la variable t et Bs,τ
p,q par rapport à x′, autrement

dit, c’est l’ensemble des distributions tempérées u ∈ S ′(Rn+1) telles que :

‖u‖Lp(R;Bs,τp,q (Rn)) ≡


sup
B′J

1
|B′J |τ

{ ∑
j≥J+

2jsq||∆′ju||
q
Lp(B′J )

} 1
q

< +∞, pour q <∞

sup
B′J

1
|B′J |τ

sup
j≥J+

2js||∆′ju||Lp(B′J ) < +∞, pour q =∞ ,

où la borne supérieure est prise sur l’ensemble des boules B′J dans Rn pour tout J ∈ Z

et avec J+ = max(J, 0).
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De la même manière, on peut aussi rappeler la définition des espaces suivants.

Définition 1.3.4 (Espace de type Triebel-Lizorkin) Soient s ∈ R, τ ≥ 0 et soit

1 ≤ p, q ≤ +∞. On note par F s,τ
p,q (Rn+1) l’ensemble des distributions tempérées u ∈

S ′(Rn+1) telles que

‖u‖F s,τp,q (Rn+1) ≡


sup
BJ

1
|BJ |τ

∥∥∥∥( ∑
j≥J+

2jsq|∆ju|q
) 1
q
∥∥∥∥
Lp(BJ )

< +∞, pour q <∞

sup
BJ

1
|BJ |τ

|| sup
j≥J+

2js|∆ju|||Lp(BJ ) < +∞, pour q =∞.

où la borne supérieure est prise sur l’ensemble des boules BJ dans Rn+1, pour tout

J ∈ Z et avec J+ = max(J, 0).

Définition 1.3.5 (Espace de Besov-Morrey) Soient s ∈ R, 0 < q ≤ +∞ et soit

0 < u ≤ p ≤ +∞. On note par N s
p,q,u(Rn+1) l’ensemble des distributions tempérées

u ∈ S ′(Rn+1) telles que

‖u‖N sp,q,u(Rn+1) ≡


sup
BJ

|BJ |
1
p
− 1
u

{∑
j≥0

2jsq||∆ju||qLu(BJ )

} 1
q

< +∞, pour q <∞

sup
BJ

|BJ |
1
p
− 1
u sup
j≥0

2js||∆ju||Lu(BJ ) < +∞, pour q =∞ .

où la borne supérieure est prise sur l’ensemble des boules BJ dans Rn+1, pour tout

J ∈ Z.

1.3.2.2 Relations de coïncidence

Au sens de l’équivalence des normes, on a les relations de coïncidence suivantes,

voir [30, 57, 59, 60] :

1. Bs,0
p,q(Rn+1) = Bs

p,q(Rn+1) les espaces de Besov classiques.

2. Bs,0
p,p(Rn+1) = W s,p(Rn+1) les espaces de Bessel, s > 0, s /∈ N, 1 ≤ p <∞.

3. Bs,τ
p,p(Rn+1) = F s,τ

p,p (Rn+1) les espaces de type Triebel-Lizorkin.

4. Bs,1
p,p(Rn+1) = bmosp(Rn+1) les espaces de Goldberg.

5. B
0, λ

2(n+1)
2,2 (Rn+1) = l2,λ(Rn+1) les espaces de Campanato (Version locale).
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6. Bs,0
∞,∞(Rn+1) = F s,0

∞,∞(Rn+1) = L s(Rn+1) les espaces de Zygmund, s > 0.

7. Bs,0
∞,∞(Rn+1) = F s,0

∞,∞(Rn+1) = Cs(Rn+1) les espaces de Hölder, s > 0, s /∈ N.

8. Bs, 1
p

+ r
n+1

p,q (Rn+1) = LrBs
p,q(Rn+1) les espaces hybrides de Triebel, pour 0 < p <

∞, 0 < q ≤ ∞, s ∈ R et −n+ 1
p
≤ r <∞.

9. Bs,0
p,q(Rn+1) = N s

p,q,p(Rn+1) les espaces de Besov-Morrey, pour s ∈ R, 0 < p ≤

+∞ et q > 0.

10. Bs, 1
p
− 1
u

p,∞ (Rn+1) = N s
u,p,∞(Rn+1) les espaces de Besov-Morrey, pour s ∈ R et

0 < p ≤ u < +∞.

11. Soient s ∈ R, 0 < p ≤ +∞ alors Bs,τ
p,q (Rn+1) = B

s+(n+1)(τ− 1
p

)
∞,∞ (Rn+1), pour

0 < q < +∞ et 1
p
< τ < +∞, ou q = +∞ et 1

p
≤ τ < +∞.

1.3.2.3 Injections

Ci-dessous quelques injections importantes, voir [20, 24] :

1. Bs1,τ
p,q (Rn+1) ↪→ Bs2,τ

p,q (Rn+1), si s2 ≤ s1.

2. Bs,τ
p,q0(Rn+1) ↪→ Bs,τ

p,q1(Rn+1), si 0 < q0 ≤ q1 < +∞ et 0 < p < +∞.

3. Bs,τ
p,min(p,q)(Rn+1) ↪→ F s,τ

p,q (Rn+1) ↪→ Bs,τ
p,max(p,q)(Rn+1).

4. Bs+n+1
p
− τ(n+1)

q
,τ

p,q (Rn+1) ↪→ Cs(Rn+1).

5. Bs
p,q1(Rn+1) ↪→ Bs,0

p,q(Rn+1), pour 0 < q1 ≤ q < +∞.

6. Soit 0 < t ≤ p < +∞, alors Bs+ε
t,q (Rn+1) ↪→ Bs,τ

p,q (Rn+1), si et seulement si

ε ≥ τ(n+ 1)
q

+ n+ 1
t
− n+ 1

p
.

1.3.2.4 Propriétés

Cette section rassemble une collection de lemmes qui décrivent certaines proprié-

tés de l’espace Bs,τ
p,q , le lecteur peut se référer à [24, 28] pour les démonstrations.

Lemme 1.3.6 ([24]) Soient 1 ≤ p < +∞ et A < 0. Si (ajν)j,ν est une séquence de

nombres réels telle que (ajν)j ∈ `p pour tout ν ≥ 1, alors on a∑
j≥1

(∑
ν≥1

2νAajν
)p
. sup

ν≥1

∑
j≥1

apjν .
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Lemme 1.3.7 ([24]) Soit 1 ≤ p ≤ +∞. Pour tout entier M > 0, il existe une

constante CM > 0 telle que pour toute boule BJ avec J ∈ Z, tout l ∈ Z et pour

tout u ∈ Lp(Rn+1), l’inégalité

‖Alu‖Lp(BJ ) ≤ CM

{
‖u‖Lp(2BJ ) +

∑
ν≥−J+1

2−(ν+l)M‖u‖Lp(Fν)

}

est vérifiée pour Al = ∆l,∆′l,∆′′l , Sl, S ′l, S ′′l .

Lemme 1.3.8 ([24]) La dérivation Dα
x , est un opérateur borné de Bs+|α|,τ

p,q (Rn+1) vers

Bs,τ
p,q (Rn+1).

Les trois prochains lemmes sont prouvés dans [28] pour p = q, de la même manière on

peut les montrer pour p 6= q.

Lemme 1.3.9 ([28]) Soient τ un réel positif, 1 ≤ p, q < +∞, m un entier ≥ 1, et

soit s un réel < m. Si u ∈ Lp(R;Bs,τ
p,q (Rn)) telle que Dm

t u ∈ Lp(R;Bs−m,τ
p,q (Rn)) alors

u ∈ Bs,τ
p,q (Rn+1), et on a

‖u‖Bs,τp,q (Rn+1) . ‖Dm
t u‖Lp(R;Bs−m,τp,q (Rn)) + ‖u‖Lp(R;Bs,τp,q (Rn)).

Lemme 1.3.10 ([28]) Pour tout ϕ ∈ S(Rn+1), il existe une constante C > 0 vérifiant

pour tout u ∈ Bs,τ
p,q (Rn+1)

[
resp. Lp(R;Bs,τ

p,q (Rn))]

‖ϕu‖Bs,τp,q (Rn+1) . ‖ϕ‖L∞(Rn+1)‖u‖Bs,τp,q (Rn+1) + C‖u‖Bs−1,τ
p,q (Rn+1),

[
resp. ‖ϕu‖Lp(R,Bs,τp,q (Rn)) .‖ϕ‖L∞(Rn+1)‖u‖Lp(R;Bs,τp,q (Rn))

+ C‖u‖Lp(R;Bs−1,τ
p,q (Rn))

]
.

Lemme 1.3.11 ([28]) Soient s1, s2 et s3 trois nombres réels tels que s1 ≤ s2 <

s3. Soient τ ≥ 0 et 1 ≤ p, q < +∞. Pour tout ε > 0 et u ∈ Bs3,τ
p,q (Rn+1)[

resp. Lp(R;Bs3,τ
p,q (Rn))

]
, on a

‖u‖Bs2,τ
p,q (Rn+1) . ε‖u‖Bs3,τ

p,q (Rn+1) + ε
− s2−s1
s3−s2 ‖u‖Bs1,τ

p,q (Rn+1),

[
resp. ‖u‖Lp(R;Bs2,τ

p,q (Rn)) . ε‖u‖Lp(R;Bs3,τ
p,q (Rn)) + ε

− s2−s1
s3−s2 ‖u‖Lp(R;Bs1,τ

p,q (Rn))

]
.
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Étude de la classe d’opérateurs L
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2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’établir une estimation à priori dans les espaces Bs,τ
p,q

des solutions du problème aux limites associé à la classe d’opérateurs elliptiques

dégénérés L définie comme dans (0.0.1) par :

L ≡ L(t, x′;Dt, Dx′) =
min(k,2m)∑

h=0
tk−hP 2m−h(t, x′;Dt, Dx′),

où k ∈ N0, m ∈ N et P 2m−h(t, x′;Dt, Dx′) =
∑

|α′|+j≤2m−h
aα′j(t, x′)Dα′

x′D
j
t à coefficients

aα′j(t, x′) dans C∞(Rn+1
+ ).

25
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Les résultats de ce chapitre étendent les travaux réalisés dans les espaces de Hölder

Cs , les espaces de Sobolev Hs et les espaces de Besov classiques Bs
p,p à un cadre de

fonctions plus général.

Ce chapitre est organisé de la manière suivante : dans la seconde section, nous in-

troduirons dans un premier temps les espaces à poids nécessaires à l’étude du problème,

ensuite, nous posons les hypothèses et nous énonçons le résultat principal. La troisième

section est consacrée à la caractérisation de l’opérateur des traces dans les espaces à

poids considérés. La quatrième section est dédiée à la preuve du théorème principal.

Enfin, dans la cinquième section, nous allons exemplifier le théorème en faisant une

application sur quelques modèles de l’opérateur L.

2.2 Définitions, hypothèses et résultats

2.2.1 Définitions

Les espaces de Sobolev et de type Besov à poids dont nous aurons besoin sont

définis par :

Définition 2.2.1 Pour s ∈ R, τ ≥ 0, k ∈ N0, m ∈ N et 1 ≤ p, q < +∞, on définit :

— Espace de Sobolev à poids :

On désigne par W 2m,p
k (R) l’espace des fonctions u ∈ Lp(R) telles que

tk−hDj
tu ∈ Lp(R), pour 0 ≤ h ≤ min(k, 2m) et 0 ≤ j ≤ 2m− h. On muni cet

espace de la norme suivante :

‖ u ‖W 2m,p
k

(R)≡


min(k,2m)∑

h=0

2m−h∑
j=0
‖ tk−hDj

tu ‖pLp(R)


1
p

.

— Espace de type Besov à poids anisotrope :

On définit l’espace de type Besov à poids anisotrope, où les propriétés de diffé-

rentiabilité dans les directions des variables x1, x2, · · · , xn sont différentes de

celles dans la direction de t, par :
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W 2m,p
k (R;Bs,τ

p,q (Rn)) =
{
u ∈ Lp(R;Bs+2m−k,τ

p,q (Rn)) : tk−hDj
tu ∈

Lp(R;Bs+2m−h−j,τ
p,q (Rn)) pour tout 0 ≤ h ≤ min(k, 2m) et 0 ≤ j ≤

2m− h
}
.

Ces espaces vont nous permettre d’estimer les dérivées “presque tangentielles“

des solutions, ce qui est essentiel pour la preuve du théorème principal. On

convient alors, que dans ces espaces on a la norme suivante :

‖ u ‖W 2m,p
k

(R;Bs,τp,q (Rn))≡


min(k,2m)∑

h=0

2m−h∑
j=0
‖ tk−hDj

tu ‖pLp(R;Bs+2m−h−j,τ
p,q (Rn))


1
p

.

— Espace de type Besov à poids :

Maintenant on introduit la version à poids des espaces de type Besov :

Bs+2m,τ
p,q,k (Rn+1) =

{
u ∈ Bs+2m−k,τ

p,q (Rn+1) : tk−hDα′

x′D
j
tu ∈

Bs+2m−(|α′|+j)−h,τ
p,q (Rn+1) pour tous 0 ≤ h ≤ min(k, 2m) et 0 ≤ |α′| +

j ≤ 2m− h
}
, cet espace est doté de la norme suivante :

‖ u ‖Bs+2m,τ
p,q,k

(Rn+1)

≡
min(k,2m)∑

h=0

∑
|α′|+j≤2m−h

‖ tk−hDα′

x′D
j
tu ‖Bs+2m−(|α′|+j)−h,τ

p,q (Rn+1) .

On définit également,

V s+2m,τ
p,q (R) = {u ∈ Bs+2m−k,τ

p,q (R) : tk−hDj
tu ∈ Bs+2m−h−j,τ

p,q (R) où 0 ≤ h ≤

min(k, 2m) et 0 ≤ j ≤ 2m− h}.

Remarque 2.2.2

• On appelle W 2m,p
k (R+)

[
resp. V s+2m,τ

p,q (R+)
]
, l’espace des restrictions à R+

des éléments de W 2m,p
k (R)

[
resp. V s+2m,τ

p,q (R)
]
; De même, Bs+2m,τ

p,q,k (Rn+1
+ )[

resp.W 2m,p
k (R+;Bs,τ

p,q (Rn))
]
, est l’espace des restrictions à Rn+1

+ des éléments

de Bs+2m,τ
p,q,k (Rn+1)

[
resp. W 2m,p

k (R;Bs,τ
p,q (Rn))

]
.

• Si s ≥ 0, on a l’injection :

Bs+2m,τ
p,q,k (Rn+1) ↪→ W 2m,p

k,loc (R;Bs,τ
p,q (Rn)).

2.2.2 Hypothèses

On fixe m ∈ N, k ∈ N0, s ∈ R et 1 ≤ p < +∞.
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Notons par L0 la “partie principale” de l’opérateur L définie par :

L0(t, x′;Dt, Dx′) =
min(k,2m)∑

h=0
tk−hP 2m−h

2m−h (t, x′;Dt, Dx′) (2.2.1)

où P 2m−h
2m−h (t, x′;Dt, Dx′) =

∑
|α′|+j=2m−h

aα′j(t, x′)Dα′

x′D
j
t , est le symbole de l’opérateur

P 2m−h(t, x′;Dt, Dx′).

On suppose que :

(A0) P 2m(t, x′;Dt, Dx′) est un opérateur proprement elliptique sur Rn+1
+ .

(A1) Pour tous x′ ∈ Rn et ξ′ ∈ Rn \ {0}, le polynôme en la variable complexe z

P (z) =
∑

|α′|+j=2m
aα′j(0, x′)ξ′α

′
zj

admet exactement m racines avec parties imaginaires positives et m racines

avec parties imaginaires négatives.

(A2) Pour tout x′ ∈ Rn, le polynôme en λ :

p(x′, λ) =
min(k,2m)∑

h=0
(−i)2m−ha0,m−h(0, x′)λ(λ− 1) · · · (λ− k + h+ 1)

n’a aucune racine sur les droites <eλ = s+ 1
p
et <eλ = 1 + 1

p
.

Soit r(x′) le nombre des racines vérifiant <eλ > max(s+ 1
p
, 1+ 1

p
), on suppose

que r(x′) = r est indépendant de x′ et on pose χ = m− k + r.

(A3) Pour tous x′ ∈ Rn et ω′ ∈ Rn\{0}, |ω′| = 1, le problème : L0(t, x′;Dt, ω
′)u(t) = 0

Dl
tu(0) = 0 , 0 ≤ l ≤ χ− 1,

admet u ≡ 0 comme unique solution dans l’espace S(R+).

2.2.3 Théorème principal

Théorème 2.2.3 Soient s et τ deux réels positifs et soit 1 ≤ p, q < +∞. Sous les

hypothèses (A0)–(A3), pour tout compact K dans Rn+1
+ , il existe une constante CK > 0

telle que pour tout u ∈ Bs+2m,τ
p,q,k (Rn+1

+ ) à support inclus dans K, on ait

‖u‖Bs+2m,τ
p,q,k

(Rn+1
+ ) ≤CK

{
‖Lu‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) +
χ−1∑
l=0
‖γlu‖

B
s+2m−k−l− 1

p ,τ

p,q (Rn)
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+ ‖u‖Bs+2m−k−1,τ
p,q (Rn+1

+ )

}
,

où γl est l’opérateur des traces sur t = 0.

Remarque 2.2.4

1. Si χ = 0, le terme
χ−1∑
l=0
‖γlu‖

B
s+2m−k−l− 1

p ,τ

p,q (Rn)
n’apparaît pas dans l’inégalité du

théorème.

2. En prenant τ = 0 et p = q, on obtient la régularité dans les espaces de Besov

classiques [43]. Si k = 0, on trouve les résultats prouvés dans [28] concernant

des problèmes elliptiques réguliers. En faisant k = 1 et m = 1, on obtient

l’estimation à priori prouvée dans [31]. Si s = 0, τ = λ

2(n+ 1) , et p = q = 2,

on déduit la régularité dans l’espace de Morrey-Campanato local l2,λ.

Le lemme suivant est nécessaire pour la suite.

Lemme 2.2.5 (Lemme des dérivées intermédiaires) Soient s et τ deux nombres

réels tels que τ ≥ 0, et soit 1 ≤ p, q ≤ +∞. Pour tous ε > 0, k,m ∈ N0 et pour tout

u ∈ W 2m,p
k (R;Bs,τ

p,q (Rn)), l’inégalité

‖ tk−hDr
tu ‖Lp(R;Bs+2m−h−r,τ

p,q (Rn))

. ε ‖ tkD2m
t u ‖Lp(R;Bs,τp,q (Rn)) +ε−

r+h
2m−r ‖ tku ‖Lp(R;Bs+2m,τ

p,q (Rn))

est vérifiée pour 0 ≤ h ≤ min(k, 2m) et 0 ≤ r ≤ 2m− h, avec r 6= 2m.

Preuve Il est bien connu selon [45], que si tkD2m
t u et tku appartiennent à Lp(R)

alors tk−hDr
tu ∈ Lp(R) pour 0 ≤ h ≤ min(k, 2m) et 0 ≤ r ≤ 2m − h avec r 6= 2m, en

plus, on a

‖ tk−hDr
tu ‖Lp(R).‖ tkD2m

t u ‖Lp(R) + ‖ tku ‖Lp(R)

en appliquant l’inégalité précédente à u(λt) avec λ > 0, on déduit

‖ tk−hDr
tu ‖Lp(R). λ2m−h−r ‖ tkD2m

t u ‖Lp(R) +λ−h−r ‖ tku ‖Lp(R) . (2.2.2)
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Soit u ∈ W 2m,p
k (R;Bs,τ

p,q (Rn)), on applique l’estimation (2.2.2) à ∆′ju(t, x′) avec j ∈ N0

et x′ ∈ B′J , on obtient

‖ tk−hDr
t∆′ju(·, x′) ‖Lp(R)

. λ2m−h−r ‖ tkD2m
t ∆′ju(·, x′) ‖Lp(R) +λ−h−r ‖ tk∆′ju(·, x′) ‖Lp(R)

en remplaçant λ par ε
1

2m−h−r 2−j, en intégrant par rapport à x′ ∈ B′J et en multipliant

chaque côté de l’inégalité précédente par 2j(s+2m−h−r)

|B′J |τ
, on obtient

2j(s+2m−h−r)

|B′J |τ
‖ tk−hDr

t∆′ju ‖Lp(R×B′J )

. ε
2js
|B′J |τ

‖ tkD2m
t ∆′ju ‖Lp(R×B′J ) +ε−

h+r
2m−h−r

2j(s+2m)

|B′J |τ
‖ tk∆′ju ‖Lp(R×B′J )

en sommant sur j ≥ J+ et en prenant la norme lq, on déduit le Lemme 2.2.5.

2.3 Les traces

Le théorème suivant permet de caractériser les traces des éléments des espaces

Bs+2m,τ
p,q,k (Rn+1

+ ) et W 2m,p
k (R+;Bs,τ

p,q (Rn)).

Théorème 2.3.1 Soient s et τ deux réels tels que τ ≥ 0 et soit 1 ≤ p, q < +∞. Pour

u ∈ W 2m,p
k,loc (R+;Bs,τ

p,q (Rn)) et l ∈ {0, · · · , 2m−1}, la série
∑
j≥0

Dl
t∆′ju(0, ·) converge dans

S ′(Rn) et définit un élément γlu appartenant à Bs+2m−k−l− 1
p
,τ

p,q (Rn).

En plus, l’application u 7→ γlu est continue et surjective de W 2m,p
k,loc (R+;Bs,τ

p,q (Rn)) vers

B
s+2m−k−l− 1

p
,τ

p,q (Rn).

Aussi, il existe un opérateur linéaire continu Rl de B
s+2m−k−l− 1

p
,τ

p,q (Rn) vers

W 2m,p
k (R+;Bs,τ

p,q (Rn)), dit de relèvement, tel que

γloRl = Id
B
s+2m−k−l− 1

p ,τ

p,q (Rn)
.

En particulier, si s ≥ 0, l’opérateur γl est borné et surjectif de Bs+2m,τ
p,q,k (Rn+1

+ ) vers

B
s+2m−k−l− 1

p
,τ

p,q (Rn).
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Preuve. Pour établir ce théorème, il suffit de prouver que pour tout 0 ≤ l ≤ 2m−1,

on a les deux assertions suivantes :

(1) L’opérateur γl est borné de W 2m,p
k,loc (R+;Bs,τ

p,q (Rn)) vers Bs+2m−k−l− 1
p
,τ

p,q (Rn) ;

(2) Il existe un opérateur de relèvement Rl borné de B
s+2m−k−l− 1

p
,τ

p,q (Rn) vers

W 2m,p
k (R+;Bs,τ

p,q (Rn)).

Montrons d’abord la première assertion (1), puisque

W 2m,p
k,loc (R+) ⊂ W 2m,p

loc (R+) ↪→ C2m−1
loc (R+),

alors pour tout entier l tel que 0 ≤ l ≤ 2m − 1, pour tout ϕ ∈ C∞0 (R+) et v ∈

W 2m,p
k (R+), on a

| Dl
tv(0) |.

min(k,2m)∑
h=0

2m−h∑
r=0
‖ tk−hDr

tϕv ‖Lp(R+)

en remplaçant v(t) par v(λt) avec λ > 0, on obtient

λl | Dl
tv(0) |.

min(k,2m)∑
h=0

2m−h∑
r=0

λr−k+h− 1
p ‖ tk−hDr

tϕv ‖Lp(R+) . (2.3.1)

Soit u ∈ W 2m,p
k (R+;Bs,τ

p,q (Rn)), pour j ∈ N0, on met

uj(t, x′) = ∆′ju(t, x′) ∈ W 2m,p
k,loc (R+;C∞(Rn) ∩ Lp(Rn)).

En appliquant l’inégalité (2.3.1) à uj tout en prenant λ = 2−j, intégrant sur B′J et

multipliant les deux côtés de l’inégalité par 2j(s+2m−k− 1
p

)

| B′J |τ
, on obtient

2j(s+2m−k−l− 1
p

)

| B′J |τ
‖ Dl

t∆′ju(0, ·) ‖Lp(B′J )

.
min(k,2m)∑

h=0

2m−h∑
r=0

2j(s+2m−r−h)

| B′J |τ
‖ tk−hDr

tϕ∆′ju ‖Lp(R+×B′J ) . (2.3.2)

Puisque ϕ et ∆′j commutent, en sommant sur j ≥ J+ et en appliquant la norme lq à

chaque côté de l’inégalité (2.3.2), on déduit la première affirmation (1).

Maintenant, soit u ∈ Bs+2m−k−l− 1
p
,τ

p,q (Rn) avec 0 ≤ l ≤ 2m− 1.
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Soit ϕ0 ∈ C∞0 (R) égale à 1 au voisinage de 0, avec ϕl(t) = tl

l!ϕ0(t), alors ∂ltϕl(0) = 1 et

∂kt ϕl(0) = 0 pour k 6= l, 0 ≤ k ≤ 2m− 1. Pour j ∈ N0, on pose

R̃lu(t, x′) =
+∞∑
j=0

2−jlϕl(2jt)∆′ju(0, x′).

La deuxième assertion (2) se déduit de l’estimation suivante

‖ R̃lu ‖W 2m,p
k

(R+;Bs,τp,q (Rn)).‖ u ‖
B
s+2m−k−l− 1

p ,τ

p,q (Rn)
. (2.3.3)

On a

tk−hDr
t R̃lu(t, x′) =

+∞∑
j=0

2−jl × 2jr × tk−h(Dr
tϕl)(2jt)∆′ju(0, x′)

alors,

∆′itk−hDr
t R̃lu(t, x′) =

∑
j∼i

2−jl × 2jr × tk−h(Dr
tϕl)(2jt)∆′i∆′ju(0, x′)

en intégrant par rapport à t ∈ R+ ensuite par rapport à x′ ∈ B′J , on obtient

‖ ∆′itk−hDr
t R̃lu ‖Lp(R+×B′J ). 2i(r−l+h−k−

1
p

)∑
j∼i
‖ ∆′i∆′ju ‖Lp(B′J ) .

Le Lemme 1.3.7 entraîne

‖ ∆′itk−hDr
t R̃lu ‖Lp(R+×B′J )

. 2i(r−l+h−k−
1
p

) ‖ ∆′iu ‖Lp(2B′J )

+ 2i(r−l+h−k−
1
p

) ∑
ν≥−J+1

2−(ν+i)M ‖ ∆′iu ‖Lp(F ′ν)

en multipliant par 2i(s+2m−h−r)

| B′J |τ
, on obtient

2i(s+2m−h−r)

| B′J |τ
‖ ∆′itk−hDr

t R̃lu ‖Lp(R+×B′J )

.
2i(s+2m−k−l− 1

p
)

| B′J |τ

{
‖ ∆′iu ‖Lp(2B′J ) +

∑
ν≥−J+1

2−(ν+i)M ‖ ∆′iu ‖Lp(F ′ν)

}
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en sommant sur i ≥ J+ et en prenant la norme lq, il s’ensuit

‖ R̃lu ‖W 2m,p
k

(R+;Bs,τp,q (Rn))

.
1

| B′J |τ

{ ∑
i≥J+

2iq(s+2m−k−l− 1
p

) ‖ ∆′iu ‖
q
Lp(2B′J )

} 1
q

+ 1
| B′J |τ

{ ∑
i≥J+

2iq(s+2m−k−l− 1
p

)
( ∑
ν≥−J+1

2−(ν+i)M ‖ ∆′iu ‖Lp(F ′ν)

)q} 1
q

.
1

| B′J |τ

{ ∑
i≥(J−1)+

2iq(s+2m−k−l− 1
p

) ‖ ∆′iu ‖
q
Lp(2B′J )

} 1
q

+ 1
| B′J |τ

{ ∑
i≥J+

2iq(s+2m−k−l− 1
p

)
( ∑
ν≥−J+1

2−(ν+i)M ‖ ∆′iu ‖Lp(F ′ν)

)q} 1
q

. I1 + I2.

Le terme I1 est équivalent à ‖ u ‖
B
s+2m−k−l− 1

p ,τ

p,q (Rn)
.

Pour I2, on pose µ = ν + J . Puisque | F ′µ−J |∼ 2n(µ−J), on a

Iq2 .
1

| B′J |τq
∑
i≥J+

(∑
µ≥1

2nτ(µ−J) × 2−(µ−J+i)M

× 2i(s+2m−k−l− 1
p

)

| F ′µ−J |τ
‖ ∆′iu ‖Lp(F ′µ−J )

)q

.
∑
i≥J+

2(J−i)Mq
∑
µ≥1

(
2µ(nτ−M) × 2i(s+2m−k−l− 1

p
)

| F ′µ−J |τ
‖ ∆′iu ‖Lp(F ′µ−J )

)q
.

Pour M suffisamment grand, on applique le Lemme 1.3.6, on obtient

Iq2 . sup
µ≥1

1
| F ′µ−J |τq

∑
i≥J+

(
2i(s+2m−k−l− 1

p
) ‖ ∆′iu ‖Lp(F ′µ−J )

)q

. sup
µ≥1

1
| F ′µ−J |τq

∑
i≥(J−µ+1)+

(
2i(s+2m−k−l− 1

p
) ‖ ∆′iu ‖Lp(F ′µ−J )

)q
on en déduit

I2 .‖ u ‖
B
s+2m−k−l− 1

p ,τ

p,q (Rn)

d’où l’estimation (2.3.3).

Maintenant, en prenant Rlu = R̃lu|Rn+1
+

on déduit l’assertion (2), et il est aisé de voir

que

γloRl = Id
B
s+2m−k−l− 1

p ,τ

p,q (Rn)

pour l ∈ {0, · · · , 2m− 1}.
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2.4 Preuve du Théorème

Sur une classe d’équations différentielles ordinaires.

On considère la classe d’opérateurs différentiels ordinaires définie sur R+ par

L = L(t,Dt) =
min(k,2m)∑

h=0
tk−hP 2m−h(Dt)

où

P 2m−h(Dt) =
2m−h∑
j=0

a2m−h
j Dj

t

avec a2m−h
j ∈ C.

On suppose que :

(C1) Pour tout z ∈ R, le polynôme P 2m(z) admet exactement m racines avec

parties imaginaires positives et m racines avec parties imaginaires négatives.

(C2) Soient s ∈ R, 1 ≤ p < +∞ et soit φ(λ) = 0 l’équation caractéristique

associée à l’opérateur L en t = 0 telle que

φ(λ) =
min(k,2m)∑

h=0
(−i)2m−ha2m−h

2m−hλ(λ− 1) · · · (λ− k + h+ 1),

qui est aussi l’équation caractéristique de l’opérateur

L0(t,Dt) =
min(k,2m)∑

h=0
a2m−h

2m−ht
k−hD2m−h

t .

On suppose que l’équation φ(λ) = 0 n’admet pas de racines sur les droites :

<e(λ) = 1 + 1
p
et <e(λ) = s + 1

p
et soit r le nombre des racines qui vérifient

<e(λ) > max(1 + 1
p
, s+ 1

p
).

On a le théorème suivant.

Théorème 2.4.1 ([11, 43]) Soient s et τ deux réels positifs et soit 1 ≤ p, q < +∞.

Sous les hypothèses (C1) et (C2). L’opérateur L de W 2m,p
k (R+) vers Lp(R+) et de

V s+2m,τ
p,q (R+) vers Bs,τ

p,q (R+) est un opérateur à indice et son indice est égale à m−k+r.

La preuve du théorème 2.2.3, va se dérouler en deux phases : la première, consiste à

établir une proposition qui va permettre de contrôler les dérivées “presque tangentielles”
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des solutions, ensuite, la deuxième est basée sur le Lemme 2.4.3, et permettra d’estimer

les dérivées normales.

Proposition 2.4.2 Soient s et τ deux réels positifs et soit 1 ≤ p, q < +∞. Sous les

hypothèses (A0)–(A3), pour tout compact K de Rn+1
+ , il existe une constante CK > 0

telle que pour tout u ∈ W 2m,p
k (R+;Bs,τ

p,q (Rn)) avec suppu ⊂ K, on ait

‖u‖W 2m,p
k

(R+;Bs,τp,q (Rn)) ≤CK
{
‖Lu‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) +

χ−1∑
l=0
‖γlu‖

B
s+2m−k−l− 1

p ,τ

p,q (Rn)

+ ‖u‖Lp(R+;Bs+2m−k−1,τ
p,q (Rn))

}
.

Preuve.

L’idée de la preuve s’inspire de celle utilisée dans [11, 27, 28], par une technique

de Korn on décompose l’opérateur L de manière à obtenir un opérateur à coefficients

constants L0 que nous traiterons en premier lieu, alors on écrit

L = L0 + L1 + L2

où

L0(t, x′;Dt, Dx′) = tkD2m
t +

min(k,2m)∑
h=0

tk−h
∑

|α′|+j=2m−h
j 6=2m

aα′j(0, 0)Dα′

x′D
j
t ,

L1(t, x′;Dt, Dx′) =
min(k,2m)∑

h=0
tk−h

∑
|α′|+j=2m−h

j 6=2m

(
aα′j(t, x′)− aα′j(0, 0)

)
Dα′

x′D
j
t ,

L2(t, x′;Dt, Dx′) =
min(k,2m)∑

h=0
tk−h

2m−h−1∑
|α′|+j=0

aα′j(t, x′)Dα′

x′D
j
t .

On note γ = (γl)0≤l≤χ−1. Suivant [11] on a le résultat suivant.

Sous les hypothèses (A0)–(A3) et à l’aide du Théorème 2.4.1, pour tout ξ′ ∈ Rn \ {0},

l’opérateur (L0(t, 0;Dt, ξ
′), γ) est inversible à gauche de W 2m,p

k (R+) vers Lp(R+)×Cχ.

Si Kξ′ désigne son inverse, alors l’application ξ′ 7→ Kξ′ est de classe C∞ de Rn \ {0}

vers L
(
Lp(R+)×Cχ;W 2m,p

k (R+)
)
et pour tout multi-indice α′, il existe Cα′ > 0 tel que

pour tout ξ′ avec 1
2 ≤ |ξ

′| ≤ 2 et pour tout (f, g) ∈ Lp(R+)× Cχ, on ait

‖Dα′

ξ′Kξ′(f, g)‖W 2m,p
k

(R+) ≤ Cα′‖(f, g)‖Lp(R+)×Cχ . (2.4.1)
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Tout d’abord, on prouve que pour N ≥ 1 suffisamment grand, et pour tout B′J ⊂ Rn,

l’estimation

‖u‖Lp(B′J ;W 2m,p
k

(R+)) (2.4.2)

. ‖L0u‖Lp(2B′J ;Lp(R+)) +
χ−1∑
l=0
‖γlu‖Lp(2B′J ) + |B′J |

1
p

∑
ν≥−J+1

2−2νN |F ′ν |
1− 1

p

×
(
‖L0u‖Lp(F ′ν ;Lp(R+)) +

χ−1∑
l=0
‖γlu‖Lp(F ′ν)

)
est vraie pour tout u ∈ S(Rn;W 2m,p

k (R+)) à spectre tangentiel inclus dans l’anneau
1
2 ≤ |ξ

′| ≤ 2.

Tout d’abord, on applique l’opérateur (L0(t, 0;Dt, ξ
′), γ(ξ′)) à la relation

û(·, ξ′) =
∫
y′∈Rn

e−iy
′·ξ′u(·, y′)dy′

on obtient le système
L0(t, 0;Dt, ξ

′)û(·, ξ′) = L̂0u(·, ξ′) =
∫
e−iy

′·ξ′L0u(·, y′)dy′

γlû(ξ′) = γ̂lu(ξ′) =
∫
e−iy

′·ξ′γlu(y′)dy′,
(2.4.3)

pour l ∈ {0, 1, · · · , χ− 1}.

En appliquant Kξ′ au système (2.4.3), on déduit

û(·, ξ′) =
∫
e−iy

′·ξ′Kξ′

(
L0u(·, y′), γu(y′)

)
dy′.

Soit φ(ξ′) ∈ C∞0 (Rn) égale à 1 sur 1
2 ≤ |ξ

′| ≤ 2 et avec support inclus dans un anneau,

donc

u(·, x′)

=
∫
eix
′·ξ′φ(ξ′)û(·, ξ′) dξ′

(2π)n

=
∫ ∫

ei(x
′−y′)·ξ′

{
φ(ξ′)Kξ′

(
L0u(·, y′), γu(y′)

)}
dy′

dξ′

(2π)n

=
∫ ∫ ei(x

′−y′)·ξ′(
1 + |x′ − y′|2

)N (I −∆ξ′

)N{
φ(ξ′)Kξ′

(
L0u(·, y′), γu(y′)

)}
dy′

dξ′

(2π)n

le résultat (2.4.1) entraîne

‖u(·, x′)‖W 2m,p
k

(R+)

≤ CN

∫
y′∈Rn

1
1 + |x′ − y′|2N

∥∥∥∥(L0u(·, y′), γu(y′)
)∥∥∥∥

Lp(R+)×Cχ
dy′
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en intégrant par rapport à x′ sur B′J , on obtient

‖u‖Lp(B′J ;W 2m,p
k

(R+))

≤ CN

{∫
B′J

( ∫
y′∈Rn

1
1 + |x′ − y′|2N

∥∥∥∥(L0u(·, y′), γu(y′)
)∥∥∥∥

Lp(R+)×Cχ
dy′
)p
dx′
} 1
p

.

Maintenant, on décompose Rn de la façon suivante

Rn = 2B′J ∪
⋃

ν≥−J+1
F ′ν .

Alors
‖u‖Lp(B′J ;W 2m,p

k
(R+))

.

{∫
B′J

( ∫
y′∈Rn

1
1 + |x′ − y′|2N χ2B′J (y′)

×
∥∥∥∥(L0u(·, y′), γu(y′)

)∥∥∥∥
Lp(R+)×Cχ

dy′
)p
dx′
} 1
p

+
{∫

B′J

( ∑
ν≥−J+1

∫
y′∈F ′ν

1
1 + |x′ − y′|2N

×
∥∥∥∥(L0u(·, y′), γu(y′)

)∥∥∥∥
Lp(R+)×Cχ

dy′
)p
dx′
} 1
p

. I ′1 + I ′2.

(2.4.4)

Le premier terme I ′1 est une norme Lp du produit de convolution entre une fonction

L1(Rn) (pour N assez grand) et une fonction Lp(Rn), alors de l’inégalité de Young

s’ensuit

I ′1 ≤ CN
{
‖L0u‖Lp(2B′J ;Lp(R+)) + ‖γu‖Lp(2B′J )

}
. (2.4.5)

Pour I ′2, vu que x′ ∈ B′J et y′ ∈ F ′ν on a |x′ − y′| ∼ 2ν , alors

I ′2 . |B′J |
1
p

∑
ν≥−J+1

2−2νN
∫
y′∈F ′ν

∥∥∥∥(L0u(·, y′), γu(y′)
)∥∥∥∥

Lp(R+)×Cχ
dy′

l’inégalité de Hölder implique

I ′2

. |B′J |
1
p

∑
ν≥−J+1

2−2νN |F ′ν |
1− 1

p

(∫
y′∈F ′ν

∥∥∥∥(L0u(·, y′), γu(y′)
)∥∥∥∥p

Lp(R+)×Cχ
dy′
) 1
p

.
(2.4.6)

Les estimations (2.4.4), (2.4.5) et (2.4.6) entraînent

‖u‖Lp(B′J ;W 2m,p
k

(R+))
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.‖L0u‖Lp(2B′J ;Lp(R+)) +
χ−1∑
l=0
‖γlu‖Lp(2B′J ) + |B′J |

1
p

∑
ν≥−J+1

2−2νN |F ′ν |
1− 1

p (2.4.7)

×
(∫

y′∈F ′ν

∥∥∥∥(L0u(·, y′), γu(y′)
)∥∥∥∥p

Lp(R+)×Cχ
dy′
) 1
p

.

Soit u ∈ W 2m,p
k (R+;Bs,τ

p,q (Rn)) avec support inclus dans un compact K de Rn+1
+ .

Pour j ∈ N0, on met uj(t, x′) = ∆′ju(2−jt, 2−jx′), alors uj ∈ S(Rn;W 2m,p
k (R+)) pour

j ≥ 1, avec spectre tangentiel inclus dans l’anneau {1
2 ≤ |ξ

′| ≤ 2}.

On a  (L0u)j = 2j(2m−k)L0uj

(γlu)j = 2jlγluj.
(2.4.8)

En appliquant l’estimation (2.4.7) à chaque uj avec j ≥ 1, on obtient

‖uj‖qLp(B′J ;W 2m,p
k

(R+))

. ‖L0uj‖qLp(2B′J ;Lp(R+)) +
χ−1∑
l=0
‖γluj‖qLp(2B′J ) + |B′J |

q
p

{ ∑
ν≥−J+1

2−2νN |F ′ν |
1− 1

p

×
(
‖L0uj‖Lp(F ′ν ;Lp(R+)) +

χ−1∑
l=0
‖γluj‖Lp(F ′ν)

)}q

selon (2.4.8), on a

‖uj‖qLp(B′J ;W 2m,p
k

(R+))

. 2−jq(2m−k)‖(L0u)j‖qLp(2B′J ;Lp(R+)) +
χ−1∑
l=0

2−jlq‖(γlu)j‖qLp(2B′J )

+ |B′J |
q
p

{ ∑
ν≥−J+1

2−2νN |F ′ν |
1− 1

p

(
2−j(2m−k)‖(L0u)j‖Lp(F ′ν ;Lp(R+))

+
χ−1∑
l=0

2−jl‖(γlu)j‖Lp(F ′ν)

)}q

donc,

min(k,2m)∑
h=0

2m−h∑
r=0

2jq(k−h−r) ‖ tk−hDr
t∆′ju ‖

q
Lp(R+×2−jB′J )

. 2−jq(2m−k)‖∆′jL0u‖qLp(R+×2−j+1B′J ) +
χ−1∑
l=0

2−jq(l+
1
p

)‖∆′jγlu‖
q
Lp(2−j+1B′J )
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+ |B′J |
q
p

 ∑
ν≥−J+1

2−2νN |F ′ν |
1− 1

p

(
2−j(2m−k)‖∆′jL0u‖Lp(R+×2−jF ′ν)

+
χ−1∑
l=0

2−j(l+
1
p

) ‖ ∆′jγlu ‖Lp(2−jF ′ν)

)
q

en multipliant les deux côtés par 2jq(s+2m−k)

min(k,2m)∑
h=0

2m−h∑
r=0

2jq(s+2m−h−r) ‖ tk−hDr
t∆′ju ‖

q
Lp(R+×2−jB′J )

. 2jqs‖∆′jL0u‖qLp(R+×2−j+1B′J ) +
χ−1∑
l=0

2jq(s+2m−k−l− 1
p

)‖∆′jγlu‖
q
Lp(2−j+1B′J )

+ |B′J |
q
p

 ∑
ν≥−J+1

2−2νN |F ′ν |
1− 1

p

(
2js‖∆′jL0u‖Lp(R+×2−jF ′ν)

+
χ−1∑
l=0

2j(s+2m−k−l− 1
p

) ‖ ∆′jγlu ‖Lp(2−jF ′ν)

)
q

. I ′′1 + I ′′2

(2.4.9)

où

I ′′1 = 2jqs‖∆′jL0u‖qLp(R+×2−j+1B′J ) +
χ−1∑
l=0

2jq(s+2m−k−l− 1
p

)‖∆′jγlu‖
q
Lp(2−j+1B′J )

et

I ′′2 = |B′J |
q
p

 ∑
ν≥−J+1

2−2νN |F ′ν |
1− 1

p

(
2js‖∆′jL0u‖Lp(R+×2−jF ′ν)

+
χ−1∑
l=0

2j(s+2m−k−l− 1
p

) ‖ ∆′jγlu ‖Lp(2−jF ′ν)

)
q

.

On met K = J + j et µ = ν − j, on obtient d’une part

I ′′1 = 2jqs‖∆′jL0u‖qLp(R+×2B′K) +
χ−1∑
l=0

2jq(s+2m−k−l− 1
p

)‖∆′jγlu‖
q
Lp(2B′K). (2.4.10)

D’une autre part, puisque |F ′ν |
1− 1

p ∼ 2nν(1− 1
p

)

I ′′2 ≤|B′J |
q
p2jq(n(1− 1

p
)−2N)

 ∑
µ≥−K+1

2µ(n(1− 1
p

)−2N)
(

2js‖∆′jL0u‖Lp(R+×F ′µ)

+
χ−1∑
l=0

2j(s+2m−k−l− 1
p

)‖∆′jγlu‖Lp(F ′µ)

)
q
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en prenant µ′ = µ+K,

I ′′2 ≤|B′J |
q
p2(j−K)q(n(1− 1

p
)−2N)2−Knτq

 ∑
µ′≥1

2µ′(n(1− 1
p

)+nτ−2N)
( 2js
|F ′µ′−K |τ

× ‖∆′jL0u‖Lp(R+×F ′µ′−K) +
χ−1∑
l=0

2j(s+2m−k−l− 1
p

)

|F ′µ′−K |τ
‖∆′jγlu‖Lp(F ′

µ′−K)

)
q

alors,

I ′′2 ≤2(j−K)q(n−2N)2−Knτq
 ∑
µ′≥1

2µ′(n(1− 1
p

)+nτ−2N)
( 2js
|F ′µ′−K |τ

× ‖∆′jL0u‖Lp(R+×F ′µ′−K) +
χ−1∑
l=0

2j(s+2m−k−l− 1
p

)

|F ′µ′−K |τ
‖∆′jγlu‖Lp(F ′

µ′−K)

)
q

.

(2.4.11)

En combinant les inégalités (2.4.9), (2.4.10) et (2.4.11), en multipliant par 1
|B′K |τq

et

en sommant sur j ≥ max(K, 1), on obtient

min(k,2m)∑
h=0

2m−h∑
r=0

∑
j≥max(K,1)

2jq(s+2m−h−r)

|B′K |τq
‖ tk−hDr

t∆′ju ‖
q
Lp(R+×B′K)

.
∑

j≥max(K,1)

2jqs
|B′K |τq

‖∆′jL0u‖qLp(R+×2B′K) +
χ−1∑
l=0

∑
j≥max(K,1)

2jq(s+2m−k−l− 1
p

)

|B′K |τq

× ‖∆′jγlu‖
q
Lp(2B′K) +

∑
j≥max(K,1)

2−Knτq
|B′K |τq

2(j−K)(n−2N)q

×
{ ∑
µ′≥1

2µ′(n(1− 1
p

)+nτ−2N)
( 2js
|F ′µ′−K |τ

‖∆′jL0u‖Lp(R+×F ′µ′−K)

+
χ−1∑
l=0

2j(s+2m−k−l− 1
p

)

|F ′µ′−K |τ
‖∆′jγlu‖Lp(F ′

µ′−K)

)}q

puisque K+ ≤ max(K, 1), et grâce au Lemme 1.3.6, on a

min(k,2m)∑
h=0

2m−h∑
r=0

∑
j≥max(K,1)

2jq(s+2m−h−r)

|B′K |τq
‖ tk−hDr

t∆′ju ‖
q
Lp(R+×B′K)

. ‖L0u‖qLp(R+;Bs,τp,q (Rn)) +
χ−1∑
l=0
‖γlu‖q

B
s+2m−k−l− 1

p ,τ

p,q (Rn)
+ sup

µ′≥1

1
|F ′µ′−K |τq

×
∑
j≥K+

(
2jqs‖∆′jL0u‖qLp(R+×F ′µ′−K) +

χ−1∑
l=0

2jq(s+2m−k−l− 1
p

)‖∆′jγlu‖
q
Lp(F ′

µ′−K)

)
.

(2.4.12)
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On ajoute les termes associés à j = 0, puis on remplace la condition au côté droit de

(2.4.12) j ≥ K+ par j ≥ (K − µ′ + 1)+, on obtient

‖u‖q
W 2m,p
k

(R+;Bs,τp,q (Rn)) ≤CK
{
‖L0u‖qLp(R+;Bs,τp,q (Rn)) +

χ−1∑
l=0
‖γlu‖q

B
s+2m−k−l− 1

p ,τ

p,q (Rn)

}
(2.4.13)

+R0

où,

R0 =
min(k,2m)∑

h=0

2m−h∑
r=0

1
|B′K |τq

‖ tk−hDr
t∆′0u ‖

q
Lp(R+×B′K) .

Maintenant, on va estimer le “reste” R0.

Premièrement, on écrit le terme R0 sous la forme suivante :

R0 =
min(k,2m)∑

h=0

∑
r≤2m−h
r 6=2m

1
|B′K |τq

‖ tk−hDr
t∆′0u ‖

q
Lp(R+×B′K)

+ 1
|B′K |τq

‖ tkD2m
t ∆′0u ‖

q
Lp(R+×B′K) .

(2.4.14)

On applique le Lemme 2.2.5 au premier terme à droite de (2.4.14), on déduit

min(k,2m)∑
h=0

∑
r≤2m−h
r 6=2m

1
|B′K |τq

‖ tk−hDr
t∆′0u ‖

q
Lp(R+×B′K)

. ε
1

|B′K |τq
‖ tkD2m

t ∆′0u ‖
q
Lp(R+×B′K) +ε−

r+h
2m−h

1
|B′K |τq

‖ tk∆′0u ‖
q
Lp(R+×B′K)

puisque suppu ⊂ K, on a

min(k,2m)∑
h=0

∑
r≤2m−h
r 6=2m

1
|B′K |τq

‖ tk−hDr
t∆′0u ‖

q
Lp(R+×B′K)

. ε
1

|B′K |τq
‖ tkD2m

t ∆′0u ‖
q
Lp(R+×B′K) +CK,ε

1
|B′K |τq

‖ ∆′0u ‖
q
Lp(R+×B′K)

donc,

min(k,2m)∑
h=0

∑
r≤2m−h
r 6=2m

1
|B′K |τq

‖ tk−hDr
t∆′0u ‖

q
Lp(R+×B′K)

. ε
1

|B′K |τq
‖ tkD2m

t ∆′0u ‖
q
Lp(R+×B′K) +CK,ε ‖ u ‖qLp(R+;Bs+2m−k−1,τ

p,q (Rn))
.

(2.4.15)
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Pour le second terme à droite de (2.4.14), on a

L0(t, x′;Dt, Dx′) = tkD2m
t +

min(k,2m)∑
h=0

tk−h
∑

|α′|+j=2m−h
j 6=2m

aα′j(0, 0)Dα′

x′D
j
t

alors,

tkD2m
t u = L0u−

min(k,2m)∑
h=0

tk−h
∑

|α′|+j=2m−h
j 6=2m

aα′j(0, 0)Dα′

x′D
j
tu

en appliquant l’opérateur ∆′0, on obtient

∆′0tkD2m
t u = ∆′0L0u−

min(k,2m)∑
h=0

∆′0tk−h
∑

|α′|+j=2m−h
j 6=2m

aα′j(0, 0)Dα′

x′D
j
tu

donc,

1
|B′K |τ

‖ ∆′0tkD2m
t u ‖Lp(R+×B′K)

.
1
|B′K |τ

‖ ∆′0L0u ‖Lp(R+×B′K)

+ 1
|B′K |τ

min(k,2m)∑
h=0

∑
j≤2m−h
j 6=2m

‖ ∆′0tk−hD
j
tu ‖Lp(R+×B′K)

le Lemme 2.2.5 implique

1
|B′K |τ

‖ ∆′0tkD2m
t u ‖Lp(R+×B′K)

.‖ L0u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) +ε 1
|B′K |τ

‖ tkD2m
t ∆′0u ‖Lp(R+×B′K)

+ ε−
j+h

2m−h ‖ tk∆′0u ‖Lp(R+×B′K)

vu que suppu ⊂ K, alors
1

|B′K |τq
‖ tkD2m

t ∆′0u ‖
q
Lp(R+×B′K)

.‖ L0u ‖qLp(R+;Bs,τp,q (Rn)) +CK,ε ‖ u ‖qLp(R+;Bs+2m−k−1,τ
p,q (Rn))

.

(2.4.16)

Des inégalités (2.4.13)–(2.4.16) résulte la Proposition 2.4.2 pour l’opérateur L0.

Maintenant, on estime les termes de l’opérateur L1, on a

L1(t, x′;Dt, Dx′) =
min(k,2m)∑

h=0
tk−h

∑
|α′|+j=2m−h

j 6=2m

(
aα′j(t, x′)− aα′j(0, 0)

)
Dα′

x′D
j
t
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alors,

‖ L1u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

.
min(k,2m)∑

h=0

∑
|α′|+j=2m−h

j 6=2m

‖
(
aα′j(t, x′)− aα′j(0, 0)

)
tk−hDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

le Lemme 1.3.10 implique

‖ L1u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

.‖
(
aα′j(t, x′)− aα′j(0, 0)

)
‖L∞(Rn+1

+ )‖ t
k−hDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

+ C ‖ tk−hDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs−1,τ

p,q (Rn))

. ε ‖ tk−hDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) +C ‖ tk−hDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs−1,τ

p,q (Rn))

pour 0 ≤ h ≤ min(k, 2m), 0 ≤ j ≤ 2m − h avec j 6= 2m et pour u à support inclus

dans une demi-boule de centre (0, 0) et de rayon ε suffisamment petit. Ensuite, puisque

selon le Lemme 1.3.8, l’opérateur Dα′

x′ opère continûment de Lp(R+;Bs+|α′|−1,τ
p,q (Rn))

vers Lp(R+;Bs−1,τ
p,q (Rn)), alors

‖ L1u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

. ε ‖ tk−hDj
tu ‖Lp(R+;Bs+2m−h−j,τ

p,q (Rn)) +C ‖ tk−hDj
tu ‖Lp(R+;Bs−1+2m−h−j,τ

p,q (Rn))

on utilise le Lemme 2.2.5 pour estimer le dernier terme de l’inégalité ci-dessus, on

déduit

‖ L1u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

. ε ‖ tk−hDj
tu ‖Lp(R+;Bs+2m−h−j,τ

p,q (Rn)) +C
(
ε0 ‖ tkD2m

t u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

+ ε
− j+h

2m−j
0 ‖ tku ‖Lp(R+;Bs+2m−1,τ

p,q (Rn))

)

le Lemme 1.3.11 implique

‖ L1u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

. ε ‖ tk−hDj
tu ‖Lp(R+;Bs+2m−h−j,τ

p,q (Rn)) +C
(
ε0 ‖ tkD2m

t u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

+ Cε0ε1 ‖ tku ‖Lp(R+;Bs+2m,τ
p,q (Rn)) +Cε1,K ‖ u ‖Lp(R+;Bs+2m−k−1,τ

p,q (Rn))

)
.

(2.4.17)
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Enfin, pour estimer les termes de l’opérateur L2, on applique le Lemme 2.2.5, on a

L2(t, x′;Dt, Dx′) =
min(k,2m)∑

h=0
tk−h

2m−h−1∑
|α′|+j=0

aα′j(t, x′)Dα′

x′D
j
t

puisque aα′,j(t, x′) ∈ C∞(Rn+1
+ ),

‖ L2u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

.
min(k,2m)∑

h=0

2m−h−1∑
|α′|+j=0

‖ aα′j(t, x′)tk−hDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

≤ CK

min(k,2m)∑
h=0

∑
|α′|+j≤2m−h−1

‖ tk−hDj
tu ‖Lp(R+;Bs+|α′|,τ

p,q (Rn))

≤ CK

min(k,2m)∑
h=0

∑
|α′|+j≤2m−h−1

‖ tk−hDj
tu ‖Lp(R+;Bs−1+2m−h−j,τ

p,q (Rn))

≤ CK

{
ε ‖ tkD2m

t u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) +Cε ‖ tku ‖Lp(R+;Bs+2m−1,τ
p,q (Rn))

}
le Lemme 1.3.11 entraînent

‖ L2u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

. CKε ‖ tkD2m
t u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) +CK,ε

(
ε1 ‖ tku ‖Lp(R+;Bs+2m,τ

p,q (Rn))

+ Cε1 ‖ u ‖Lp(R+;Bs+2m−k−1,τ
p,q (Rn))

)
.

(2.4.18)

Les inégalités (2.4.17) et (2.4.18) achèvent la preuve pour l’opérateur L = L0 +L1 +L2

et donc celle de la Proposition 2.4.2, pour des u à supports assez petits autour du

point (0, 0) de K. De la même façon, on peut établir l’estimation au voisinage d’un

point (0, x0) de K. Par ailleurs, l’hypothèse (A0), entraîne une telle estimation au

voisinage d’un point (t0, x0), t0 6= 0. Enfin, l’inégalité à priori générale est obtenue par

une partition de l’unité.

Pour terminer la preuve du Théorème 2.2.3, on a besoin du lemme suivant, qui a pour

objectif d’obtenir la régularité en variable normale des solutions.

Lemme 2.4.3 Soient s et τ deux réels positifs et soit 1 ≤ p, q < +∞. Pour tout com-

pact K de Rn+1
+ , il existe une constante CK > 0 telle que pour tout u ∈ Bs+2m,τ

p,q,k (Rn+1
+ )

avec suppu ⊂ K, on ait

‖u‖Bs+2m,τ
p,q,k

(Rn+1
+ )



Étude de la classe d’opérateurs L 45

≤ CK

{
‖Lu‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) + ‖u‖W 2m,p
k

(R+;Bs,τp,q (Rn)) + ‖u‖Bs+2m−k−1,τ
p,q (Rn+1

+ )

}
.

Preuve. Dans un premier temps, on se limitera au cas 0 ≤ s < 1 pour pouvoir

appliquer le Lemme 1.3.9. Ensuite, on procède par un raisonnement par récurrence

afin de montrer le lemme pour tout s ≥ 0.

Cas 0 ≤ s < 1 :

On utilise la même décomposition de l’opérateur L que précédemment, on écrit L =

L0 + L1 + L2, et nous prouvons le lemme d’abord pour L0. Pour cela, on estime les

différents termes de la norme de u dans Bs+2m,τ
p,q,k (Rn+1

+ ). On sait que,

‖ u ‖Bs+2m,τ
p,q,k

(Rn+1
+ )≡

min(k,2m)∑
h=0

∑
|α′|+j≤2m−h

‖ tk−hDα′

x′D
j
tu ‖Bs+2m−(|α′|+j)−h,τ

p,q (Rn+1
+ ),

d’après le Lemme 1.3.8, puisque Dα′

x′ opère continûment de Bs+|α′|,τ
p,q (Rn+1

+ ) vers

Bs,τ
p,q (Rn+1

+ ), on obtient

‖ u ‖Bs+2m,τ
p,q,k

(Rn+1
+ ) .

min(k,2m)∑
h=0

∑
j≤2m−h−|α′|

‖ tk−hDj
tu ‖Bs+2m−j−h,τ

p,q (Rn+1
+ )

.
min(k,2m)∑

h=0

∑
j≤2m−h

‖ tk−hDj
tu ‖Bs+2m−j−h,τ

p,q (Rn+1
+ ) .

Puis, on décompose

‖ u ‖Bs+2m,τ
p,q,k

(Rn+1
+ ).

min(k,2m)∑
h=0

∑
j≤2m−h−1

‖ tk−hDj
tu ‖Bs+2m−j−h,τ

p,q (Rn+1
+ )

+
min(k,2m)∑

h=0
‖ tk−hD2m−h

t u ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ ) .

(2.4.19)

Pour le premier terme à droite de l’inégalité (2.4.19), on se fixe à j = 2m− h− 1 et on

estime le terme :
min(k,2m)∑

h=0
‖ tk−hD2m−h−1

t u ‖Bs+1,τ
p,q (Rn+1

+ ). Il y a deux cas à examiner.

Premièrement, on suppose que min(k, 2m) = k, alors
k∑

h=0
‖ tk−hD2m−h−1

t u ‖Bs+1,τ
p,q (Rn+1

+ )

=‖ D2m−k−1
t u ‖Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ ) +

k−1∑
h=0
‖ tk−hD2m−h−1

t u ‖Bs+1,τ
p,q (Rn+1

+ ) .

(2.4.20)
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Pour borner le premier terme de (2.4.20), on écrit

‖ D2m−k−1
t u ‖Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ )≡ ‖ Dx′D

2m−k−1
t u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

+ ‖ DtD
2m−k−1
t u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

le Lemme 1.3.9 entraîne

‖ D2m−k−1
t u ‖Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ )

.‖ Dx′D
2m−k
t u ‖Lp(R+;Bs−1,τ

p,q (Rn)) + ‖ Dx′D
2m−k−1
t u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

+ ‖ D2m−k
t u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

.‖ D2m−k
t u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) + ‖ D2m−k−1

t u ‖Lp(R+;Bs+1,τ
p,q (Rn))

+ ‖ D2m−k
t u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

.‖ u ‖W 2m,p
k

(R+;Bs,τp,q (Rn)) + ‖ D2m−k
t u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) .

(2.4.21)

Pour le second terme de (2.4.20), on a

k−1∑
h=0
‖ tk−hD2m−h−1

t u ‖Bs+1,τ
p,q (Rn+1

+ )

≡
k−1∑
h=0

{
‖ Dx′t

k−hD2m−h−1
t u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) + ‖ Dt(tk−hD2m−h−1
t )u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

}

.
k−1∑
h=0

{
‖ Dx′t

k−hD2m−h−1
t u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) + ‖ tk−h−1D2m−h−1
t u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

+ ‖ tk−hD2m−h
t u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

}

en appliquant une autre fois le Lemme 1.3.9, on obtient

k−1∑
h=0
‖ tk−hD2m−h−1

t u ‖Bs+1,τ
p,q (Rn+1

+ )

.
k−1∑
h=0

{
‖ Dt

(
Dx′t

k−hD2m−h−1
t u

)
‖Lp(R+;Bs−1,τ

p,q (Rn))

+ ‖ Dx′t
k−hD2m−h−1

t u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

}
+

k∑
h=0
‖ tk−hD2m−h

t u ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ )

.‖ u ‖W 2m,p
k

(R+;Bs,τp,q (Rn)) +
k∑

h=0
‖ tk−hD2m−h

t u ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ ) .

(2.4.22)
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Les estimations (2.4.20)–(2.4.22) entraînent

k∑
h=0
‖ tk−hD2m−h−1

t u ‖Bs+1,τ
p,q (Rn+1

+ )

.‖ u ‖W 2m,p
k

(R+;Bs,τp,q (Rn)) +
k∑

h=0
‖ tk−hD2m−h

t u ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ ) .

(2.4.23)

Maintenant, on suppose que min(k, 2m) = 2m

2m∑
h=0
‖ tk−hD2m−h−1

t u ‖Bs+1,τ
p,q (Rn+1

+ )

≡
2m−1∑
h=0

{
‖ Dx′t

k−hD2m−h−1
t u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) + ‖ Dt(tk−hD2m−h−1
t )u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

}

.
2m−1∑
h=0

{
‖ Dx′t

k−hD2m−h−1
t u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) + ‖ tk−h−1D2m−h−1
t u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

+ ‖ tk−hD2m−h
t u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

}

le Lemme 1.3.9, implique

2m∑
h=0
‖ tk−hD2m−h−1

t u ‖Bs+1,τ
p,q (Rn+1

+ )

.‖ u ‖W 2m,p
k

(R+;Bs,τp,q (Rn)) +
2m∑
h=0
‖ tk−hD2m−h

t u ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ ) .

(2.4.24)

D’après les inégalités (2.4.19), (2.4.23) et (2.4.24), on déduit l’estimation

‖ u ‖Bs+2m,τ
p,q,k

(Rn+1
+ ). ‖ u ‖W 2m,p

k
(R+;Bs,τp,q (Rn))

+
min(k,2m)∑

h=0
‖ tk−hD2m−h

t u ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ )

(2.4.25)

pour j = 2m − h − 1. On procède de façon similaire pour tous les autres termes de

(2.4.19).

Il reste maintenant à estimer le terme :
min(k,2m)∑

h=0
‖ tk−hD2m−h

t u ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ ) de (2.4.19).

La méthode utilisée ici est analogue à celle dans [31], en effet, puisque supp u ⊂ K,

on a v ∈ Bs,τ
p,q (Rn+1

+ ), si et seulement si, v ∈ Lp(R+;Bs,τ
p,q (Rn)) et v ∈ Lp(Rn;Bs,τ

p,q (R+)).

Alors

‖ v ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ )≡‖ v ‖Lp(R+,B

s,τ
p,q (Rn)) + ‖ v ‖Lp(Rn,Bs,τp,q (R+)) .
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On a
min(k,2m)∑

h=0
‖ tk−hD2m−h

t u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)). ‖u‖W 2m,p
k

(R+;Bs,τp,q (Rn)). (2.4.26)

En retournant à l’équation différentielle ordinaire et en utilisant le Théorème 2.4.1, on

déduit que l’opérateur
(
L0(0, t; e1, Dt), γ

)
, e1 = (1, 0, · · · , 0) ∈ Rn, est inversible de

V s+2m,τ
p,q (R+) vers Bs,τ

p,q (R+)× Cχ. Alors, pour tout v ∈ V s+2m,τ
p,q (R+), on a

‖v‖V s+2m,τ
p,q (R+) . ‖L

0(0, t; e1, Dt)v‖Bs,τp,q (R+) +
χ−1∑
l=0
|Dl

tv(0)|. (2.4.27)

On écrit

L0(0, t; e1, Dt)u =L0u+
min(k,2m)∑

h=0
tk−h

∑
α1+j=2m−h
j≤2m−h−1

aα1,j(0, 0)Dj
tu

−
min(k,2m)∑

h=0
tk−h

∑
|α′|+j=2m−h
j≤2m−h−1

aα′j(0, 0)Dα′

x′D
j
tu

selon (2.4.27), on a

min(k,2m)∑
h=0

‖ tk−hD2m−h
t u ‖Lp(Rn;Bs,τp,q (R+))

.‖ L0u ‖Lp(Rn;Bs,τp,q (R+)) +
min(k,2m)∑

h=0

{ ∑
j≤2m−h−1

‖ tk−hDj
tu ‖Lp(Rn;Bs,τp,q (R+))

+
∑

|α′|+j=2m−h
j≤2m−h−1

‖ tk−hDα′

x′D
j
tu ‖Lp(Rn;Bs,τp,q (R+))

}

donc,
min(k,2m)∑

h=0
‖ tk−hD2m−h

t u ‖Lp(Rn;Bs,τp,q (R+))

. ‖L0u‖Bs,τp,q (Rn+1
+ ) +

min(k,2m)∑
h=0

{ ∑
j≤2m−h−1

‖ tk−hDj
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

+
∑

|α′|+j=2m−h
j≤2m−h−1

‖ tk−hDα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

}

alors,
min(k,2m)∑

h=0
‖ tk−hD2m−h

t u ‖Lp(Rn;Bs,τp,q (R+))
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. ‖L0u‖Bs,τp,q (Rn+1
+ ) +

min(k,2m)∑
h=0

{ ∑
j≤2m−h−1

‖ tk−hDj
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

+
∑

|α′|+j=2m−h
j≤2m−h−1

‖ tk−hDj
tu ‖Bs+2m−h−j,τ

p,q (Rn+1
+ )

}

ensuite,
min(k,2m)∑

h=0
‖ tk−hD2m−h

t u ‖Lp(Rn;Bs,τp,q (R+))

. ‖L0u‖Bs,τp,q (Rn+1
+ ) +

min(k,2m)∑
h=0

∑
j≤2m−h−1

‖ tk−hDj
tu ‖Bs+2m−j−h,τ

p,q (Rn+1
+ )

alors,
min(k,2m)∑

h=0
‖ tk−hD2m−h

t u ‖Lp(Rn;Bs,τp,q (R+)). ‖L0u‖Bs,τp,q (Rn+1
+ ) + ‖u‖W 2m,p

k
(R+;Bs,τp,q (Rn)).

(2.4.28)

Ensemble (2.4.26) et (2.4.28) impliquent
min(k,2m)∑

h=0
‖ tk−hD2m−h

t u ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ ). ‖L

0u‖Bs,τp,q (Rn+1
+ ) + ‖u‖W 2m,p

k
(R+;Bs,τp,q (Rn)). (2.4.29)

En prenant en compte les estimations (2.4.25) et (2.4.29), on déduit le Lemme 2.4.3

pour l’opérateur L0 et pour s ∈ [0, 1[.

Pour L = L0 + L1, on évalue les termes de l’opérateur L1 dans Bs,τ
p,q (Rn+1

+ ), pour cela,

on applique le Lemme 1.3.10 en supposant une autre fois que le support de u est inclus

dans une demi-boule de centre (0, 0) et de rayon ε assez petit, on en déduit alors

‖ L1u ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ )

.
min(k,2m)∑

h=0

∑
|α′|+j=2m−h

j 6=2m

‖
(
aα′j(t, x′)− aα′j(0, 0)

)
tk−hDα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

.
min(k,2m)∑

h=0

∑
|α′|+j=2m−h

j 6=2m

‖
(
aα′j(t, x′)− aα′j(0, 0)

)
‖L∞(Rn+1

+ )‖ t
k−hDα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

+ C
min(k,2m)∑

h=0

∑
|α′|+j=2m−h

j 6=2m

‖ tk−hDα′

x′D
j
tu ‖Bs−1,τ

p,q (Rn+1
+ )

. ε
min(k,2m)∑

h=0

∑
|α′|+j=2m−h

j 6=2m

‖ tk−hDα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )



50 4. Preuve du Théorème

+ C
min(k,2m)∑

h=0

∑
|α′|+j=2m−h

j 6=2m

‖ tk−hDα′

x′D
j
tu ‖Bs−1,τ

p,q (Rn+1
+ )

. ε
min(k,2m)∑

h=0

∑
|α′|+j=2m−h

j 6=2m

‖ tk−hDα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) +C ‖ u ‖Bs+2m−k−1,τ
p,q (Rn+1

+ ) .

Ainsi, le Lemme 2.4.3 est démontré pour l’opérateur L = L0 + L1.

Enfin, de la même façon, on estime les termes de L2u dans Bs,τ
p,q (Rn+1

+ ), on a

‖ L2u ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ ).

min(k,2m)∑
h=0

∑
|α′|+j≤2m−h−1

‖ aα′j(t, x′)tk−hDα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ),

puisque suppu ⊂ K

‖ L2u ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ ) ≤ CK

min(k,2m)∑
h=0

∑
|α′|+j≤2m−h−1

‖ tk−hDα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

≤ CK ‖ u ‖Bs+2m−k−1,τ
p,q (Rn+1

+ ) .

Le Lemme 2.4.3 est donc prouvé pour des u à supports suffisamment petits autour du

point (0,0). Comme argumenté précédemment, l’estimation à priori générale reste vraie

par une partition de l’unité.

Cas : s ≥ 1.

On pose s = r + σ, tels que r est un entier positif et 0 ≤ σ < 1. On procède par

récurrence sur r. On vient de prouver que c’est vrai pour r = 0 (i.e. 0 ≤ s < 1), on

suppose que l’inégalité est vraie pour tout r, (i.e. tout s) :

‖u‖Bs+2m,τ
p,q,k

(Rn+1
+ ) ≤ CK

{
‖Lu‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) + ‖u‖W 2m,p
k

(R+;Bs,τp,q (Rn))

}
(2.4.30)

et on prouve qu’elle reste encore vraie pour r + 1 (i.e. s+ 1), c’est à dire

‖u‖Bs+1+2m,τ
p,q,k

(Rn+1
+ ) ≤ CK

{
‖Lu‖Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ ) + ‖u‖W 2m,p

k
(R+;Bs+1,τ

p,q (Rn))

}
. (2.4.31)

Remarquons que u ∈ Bs+1+2m,τ
p,q,k (Rn+1

+ ), si et seulement si u ∈ Bs+2m,τ
p,q,k (Rn+1

+ ) avec

Dxiu ∈ Bs+2m,τ
p,q,k (Rn+1

+ ) pour i = 1, · · · , n et tk−hD2m−h
t u ∈ Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ ) pour h =

0, 1, · · · ,min(k, 2m), en plus on a

‖u‖Bs+1+2m,τ
p,q,k

(Rn+1
+ ) ≤CK

{
‖u‖Bs+2m,τ

p,q,k
(Rn+1

+ ) + ‖Dxiu‖Bs+2m,τ
p,q,k

(Rn+1
+ ) (2.4.32)
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+
min(k,2m)∑

h=0
‖ tk−hD2m−h

t u ‖Bs+1,τ
p,q (Rn+1

+ )

}
.

Afin de montrer l’inégalité (2.4.31), on va contrôler chaque terme se trouvant à droite

de l’estimation (2.4.32). Pour ce faire, afin d’estimer le second terme, on applique

l’hypothèse de récurrence (2.4.30) à Dxiu, i = 1, · · · , n, on obtient

‖Dxiu‖Bs+2m,τ
p,q,k

(Rn+1
+ ) ≤ CK

{
‖L(Dxiu)‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) + ‖Dxiu‖W 2m,p
k

(R+;Bs,τp,q (Rn))

}
. (2.4.33)

On a

L(Dxiu) = Dxi(Lu)− [L;Dxi ]u (2.4.34)

où

[L;Dxi ]u =
min(k,2m)∑

h=0
tk−h

∑
|α′|+j≤2m−h

j 6=2m

(
Dxiaα′j

)
(t, x′)Dα′

x′D
j
tu.

On applique la norme dans Bs,τ
p,q (Rn+1

+ ) à (2.4.34), on obtient par l’inégalité triangulaire

‖ L(Dxiu) ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ ).‖ Dxi(Lu) ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) + ‖ [L;Dxi ]u ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ )

on utilise ensuite le Lemme 1.3.10, pour évaluer la norme ‖ [L;Dxi ]u ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ ), on

déduit

‖ L(Dxiu) ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ )≤ CK

{
‖ Lu ‖Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ ) + ‖ u ‖Bs+2m,τ

p,q,k
(Rn+1

+ )

}
. (2.4.35)

En substituant (2.4.33) et (2.4.35), il vient

‖Dxiu‖Bs+2m,τ
p,q,k

(Rn+1
+ )

≤ CK

{
‖ Lu ‖Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ ) + ‖ u ‖Bs+2m,τ

p,q,k
(Rn+1

+ ) +‖u‖W 2m,p
k

(R+;Bs+1,τ
p,q (Rn))

} (2.4.36)

pour tout i = 1, · · · , n.

Pour estimer le terme
min(k,2m)∑

h=0
‖ tk−hD2m−h

t u ‖Bs+1,τ
p,q (Rn+1

+ ) de (2.4.32), on procède de la

même manière que pour le cas 0 ≤ s < 1. En effet, on utilise la même décomposition

de L : L = L0 + L1 + L2, et on considère l’opérateur L0 en premier.

Notons que si supp v ⊂ K, alors v ∈ Bs+1,τ
p,q (Rn+1

+ ) si et seulement si v ∈

Lp(R+;Bs+1,τ
p,q (Rn)) et v ∈ Lp(Rn;Bs+1,τ

p,q (R+)). Alors, pour tout v ∈ V s+1+2m,τ
p,q (R+), on

a

‖v‖V s+1+2m,τ
p,q (R+) . ‖L

0(0, t; e1, Dt)v‖Bs+1,τ
p,q (R+) +

χ−1∑
l=0
|Dl

tv(0)|.
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Par un raisonnement similaire au précédent, on déduit
min(k,2m)∑

h=0
‖ tk−hD2m−h

t u ‖Lp(R+;Bs+1,τ
p,q (Rn)). ‖u‖W 2m,p

k
(R+;Bs+1,τ

p,q (Rn)). (2.4.37)

Et
min(k,2m)∑

h=0
‖ tk−hD2m−h

t u ‖Lp(Rn;Bs+1,τ
p,q (R+))

. ‖L0u‖Bs+1,τ
p,q (Rn+1

+ ) + ‖u‖Bs+2m,τ
p,q,k

(Rn+1
+ ) + ‖Dxiu‖Bs+2m,τ

p,q,k
(Rn+1

+ )).

(2.4.38)

Ensemble (2.4.37) et (2.4.38) entraînent
min(k,2m)∑

h=0
‖ tk−hD2m−h

t u ‖Bs+1,τ
p,q (Rn+1

+ )

. ‖L0u‖Bs+1,τ
p,q (Rn+1

+ ) + ‖u‖Bs+2m,τ
p,q,k

(Rn+1
+ ) + ‖Dxiu‖Bs+2m,τ

p,q,k
(Rn+1

+ ))

+ ‖u‖W 2m,p
k

(R+;Bs+1,τ
p,q (Rn))

(2.4.39)

pour i = 1, · · · , n.

Pour L1, le Lemme 1.3.10 implique

‖ L1u ‖Bs+1,τ
p,q (Rn+1

+ )

. ε
min(k,2m)∑

h=0

∑
|α′|+j=2m−h

j 6=2m

‖ tk−hDα′

x′D
j
tu ‖Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ ) +‖u‖Bs+2m,τ

p,q,k
(Rn+1

+ ).
(2.4.40)

Finalement, l’opérateur L2 peut être majoré comme suit

‖ L2u ‖Bs+1,τ
p,q (Rn+1

+ ). ‖u‖Bs+2m,τ
p,q,k

(Rn+1
+ ). (2.4.41)

En combinant les estimations (2.4.39), (2.4.40) et (2.4.41), on conclut que
min(k,2m)∑

h=0
‖ tk−hD2m−h

t u ‖Bs+1,τ
p,q (Rn+1

+ )

. ‖Lu‖Bs+1,τ
p,q (Rn+1

+ ) + ‖u‖Bs+2m,τ
p,q,k

(Rn+1
+ ) + ‖Dxiu‖Bs+2m,τ

p,q,k
(Rn+1

+ ))

+ ‖u‖W 2m,p
k

(R+;Bs+1,τ
p,q (Rn))

(2.4.42)

pour i = 1, · · · , n.

Tenant en compte les inégalités (2.4.30), (2.4.32), (2.4.36) et (2.4.42) on déduit le

Lemme 2.4.3 pour tout s ≥ 0.

Finalement, le Théorème 2.2.3 est une conséquence immédiate de la Proposition

2.4.2 et du Lemme 2.4.3.
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2.5 Exemples

Pour éclaircir les résultats de ce chapitre, nous allons appliquer le Théorème 2.2.3

sur quelques modèles simples de l’opérateur L donnés dans R2
+.

(i) Comme il est mentionné dans la remarque 2.2.4, si k = 0, on obtient le

Théorème 2.2.3 pour des problèmes aux limites elliptiques réguliers [28]. Si en

plus, on ajoute 2m = 2, on a l’exemple défini sur R+ × R suivant.

Si u est solution du problème
u ∈ Bs,τ

p,q (R2
+)

−∆u = f ∈ Bs,τ
p,q (R2

+)

γ0u = g ∈ B
s+2− 1

p
,τ

p,q (R),

alors u ∈ Bs+2,τ
p,q,loc(R2

+).

(ii) Soit L l’opérateur défini sur R+ × R par

L(t, x;Dt, Dx)u = t(D2
t +D2

x)u+ λDtu+ µDxu,

où (t, x) ∈ R+ × R, et λ, µ ∈ C.

Si µ 6= ±(2p+ iλ), p ∈ N, et =m(λ) > max(1 + 1
p
, s+ 1

p
), et si u est solution

du problème 
u ∈ Bs,τ

p,q (R2
+)

Lu = f ∈ Bs,τ
p,q (R2

+)

γ0u = g ∈ B
s+1− 1

p
,τ

p,q (R),

alors u ∈ Bs+2,τ
p,q,1,loc(R2

+), (i.e., u ∈ Bs+1,τ
p,q,loc(Rn+1

+ ) tel que tD2
t u et tD2

xu ∈

Bs,τ
p,q,loc(Rn+1

+ )).

(iii) Si on choisit dans L, 2m = 2 et k = 1, on obtient l’opérateur L̃ défini sur

Rn+1
+ par

L̃ ≡ L̃(t, x′;Dt, Dx′)

= tD2
t +

n∑
j,k=1

aj,k(t, x′)tDxjDxk +
n∑
j=1

bj(t, x′)tDxjDt +
n∑
j=1

cj(t, x′)Dxj
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+ d(t, x′)Dt + e(t, x′).

qui est l’opérateur que nous avons étudié dans [31], ainsi, ce chapitre généralise

ce résultat.
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3.1 Introduction

Ce chapitre aborde une autre classe d’opérateurs linéaires, elliptiques et dégéné-

rés, d’ordre supérieur, et présente un résultat de régularité des solutions des problèmes

aux limites associés à cette classe dans les espaces de type Besov Bs,τ
p,q , à partir d’une es-

timation à priori. On considère alors tout au long de ce chapitre, la classe d’opérateurs

55
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M , définie comme dans (0.0.2) par :

M ≡M(t, x′;Dt, Dx′) = Dm
t +

∑
|α′|+j≤m
j<m

aα′j(t, x′)td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j
t .

Les résultats montrés dans cette partie sont basés sur [26] et ils prolongent les travaux

réalisés dans les espaces de Hölder Cs, de Sobolev Hs et les espaces de Besov classiques

Bs
p,q à un cadre fonctionnel plus général.

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit : nous consacrons la seconde

section, d’abord, à la construction des espaces à poids nécessaires pour élaborer nos ré-

sultats, ensuite nous posons les hypothèses qui nous permettront d’énoncer le théorème

de régularité. La troisième section sera dédiée à la définition des traces des éléments

dans les espaces à poids considérés. La quatrième section fera l’objet de la preuve du

théorème principal. Enfin, dans la cinquième section, nous terminons le chapitre par

quelques exemples.

3.2 Définitions, hypothèses et résultats

3.2.1 Définitions

On introduit les définitions des espaces de Sobolev et de type Besov à poids,

nécessaires à l’étude de l’opérateur M .

Définition 3.2.1 On considère : s ∈ R, τ ∈ [0,+∞), p, q ∈ [1,+∞), k, j,m ∈ N0 et

δ ∈ [1,+∞) tels que −m+ δm ∈ N0.

• Espaces de Sobolev à poids.

On désigne par Wm,p
δ (R) l’espace des fonctions u ∈ Wm,p(R) telles que

t−m+δk+jDj
tu ∈ Lp(R), pour 0 ≤ k + j ≤ m et −m + δk + j ∈ N0. Cet

espace est muni de sa norme naturelle :

‖ u ‖Wm,p
δ

(R)≡
∑

k+j≤m
−m+δk+j∈N0

‖ t−m+δk+jDj
tu ‖Lp(R) +

m∑
j=0
‖ Dj

tu ‖Lp(R) .
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• Espaces de type Besov à poids anisotropes.

Comme au Chapitre 3, pour pouvoir traiter de manière séparée la régularité

en toutes les variables et la régularité “presque tangentielle” des solutions, on

utilisera l’espace de type Besov anisotrope avec poids suivant.

On désigne par Wm,p
δ (R;Bs,τ

p,q (Rn)) l’espace des fonctions u ∈

Lp(R;Bs+m
δ
,τ

p,q (Rn)) telles que t−m+δk+jDj
tu ∈ Lp(R;Bs+k,τ

p,q (Rn)) et

Dj
tu ∈ Lp(R;Bs+m−j

δ
,τ

p,q (Rn)) pour tout 0 ≤ k + j ≤ m et −m + δk + j ∈ N0.

Cet espace est doté de sa norme naturelle :

‖ u ‖Wm,p
δ

(R;Bs,τp,q (Rn))≡
∑

k+j≤m
−m+δk+j∈N0

‖ t−m+δk+jDj
tu ‖Lp(R;Bs+k,τ

p,q (Rn))

+
m∑
j=0
‖ Dj

tu ‖
Lp(R;B

s+m−j
δ

,τ
p,q (Rn))

.

• Espaces de type Besov à poids.

On désigne par Bs+m,τ
p,q,δ (Rn+1) l’espace des fonctions u ∈ B

s+m
δ

p,q (Rn+1) telles

que td−m+δk+jeDα′

x′D
j
tu ∈ Bs,τ

p,q (Rn+1) et Dj
tu ∈ B

s+m−j
δ
,τ

p,q (Rn+1) pour tout |α′|+

j ≤ m et −m+ δ|α′|+ j ≥ 0. Cet espace est muni de la norme suivante :

‖u‖Bs+m,τ
p,q,δ

(Rn+1) ≡
∑

|α′|+j≤m
−m+δ|α′|+j≥0

‖ td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1)

+
m∑
j=0
‖ Dj

tu ‖
B
s+m−j

δ
,τ

p,q (Rn+1)
.

Remarque 3.2.2

• On note par Wm,p
δ (R+), l’espace des restrictions à R+ des éléments de

Wm,p
δ (R) ; De façon similaire, Bs+m,τ

p,q,δ (Rn+1
+ )

[
resp. Wm,p

δ (R+;Bs,τ
p,q (Rn))

]
,

est l’espace des restrictions à Rn+1
+ des éléments de Bs+m,τ

p,q,δ (Rn+1)[
resp. Wm,p

δ (R;Bs,τ
p,q (Rn))

]
.

• Si s ≥ 0, on a l’injection :

Bs+m,τ
p,q,δ (Rn+1) ↪→ Wm,p

δ,loc(R;Bs,τ
p,q (Rn)).

3.2.2 Hypothèses

Soient m ∈ N0 et δ un réel ≥ 1 tel que −m+ δm ∈ N0.
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On désigne par M0 la “partie principale” de l’opérateur M(t, x′;Dt, Dx′),

M0 ≡M0(t, x′;Dt, Dx′) =Dm
t +

∑
|α′|+j≤m
j<m

−m+δ|α′|+j∈N0

aα′j(0, x′)t−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j
t . (3.2.1)

On suppose les hypothèses fondamentales suivantes.

(A1) L’opérateur M est elliptique pour t > 0.

(A2) L’opérateur M0 est elliptique pour t > 0 sur Rn+1
+ , c’est à dire que pour

tout couple x′ ∈ Rn et ξ′ ∈ Rn\{0}, le polynôme en la variable z

P+(z) = zm +
∑

|α′|+j≤m
j<m

−m+δ|α′|+j∈N0

aα′j(0, x′)ξ′α
′
zj,

n’admet pas de racines réelles. Soit m+ le nombre des racines du polynôme

P+(z) ayant une partie imaginaire positive.

(A3) On suppose que pour tous x′ ∈ Rn et ω′ ∈ Rn\{0}, |ω′| = 1, le problème M0(t, x′;Dt, ω
′)u(t) = 0

Dj
tu(0) = 0 pour j = 0, · · · ,m+ − 1,

n’admet que u ≡ 0 comme unique solution dans S(R+).

3.2.3 Théorème principal

Le théorème principal de ce chapitre est énoncé comme suit.

Théorème 3.2.3 Soient s et τ deux réels positifs et soit 1 ≤ p, q < +∞. En supposant

(A1)–(A3), pour tout compact K ⊂ Rn+1
+ , il existe une constante CK > 0 telle que

l’estimation

‖ u ‖Bs+m,τ
p,q,δ

(Rn+1
+ )≤CK

{
‖Mu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) +
m+−1∑
l=0
‖ γlu ‖

B
s+m−l

δ
− 1
δp
,τ

p,q (Rn)

+ ‖ u ‖
B
s+m

δ
−1,τ

p,q (Rn+1
+ )

}
,

est vraie pour tout u ∈ Bs+m,τ
p,q,δ (Rn+1

+ ) avec supp u ⊂ K.
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Le terme
m+−1∑
l=0
‖ γlu ‖

B
s+m−l

δ
− 1
δp
,τ

p,q (Rn)
désigne les traces de l’opérateurM sur t = 0

et est défini dans le Théorème 3.3.1.

Remarque 3.2.4 Si p = q on obtient les résultats de [26], pour τ = 0, on retrouve

les résultats de [23, 27] prouvés dans le cadre des espaces de Besov classiques Bs
p,q. Si

on pose τ = 0 et m = 2, on a les résultats de [18, 19] concernant le cas du second

ordre des opérateurs M dans les espaces de Hölder Cs et de Sobolev Wm,p. Si δ = 1,

on obtient les résultats de [28] concernant les opérateurs elliptiques réguliers dans les

espaces Bs,τ
p,q .

Ainsi, l’importance de travailler dans ce cadre de fonctions généralisé, relève du

fait que certaines familles de fonctions comme les espaces de BMO, les espaces de

Campanato, ou encore les espaces Qα, n’appartiennent pas aux espaces classiques Bs
p,q

et F s
p,q. Par conséquent, lorsqu’on choisit de travailler dans le large cadre des espaces de

type Besov Bs,τ
p,q , on parvient à une très haute efficience en terme d’espaces fonctionnels

atteints.

On commence tout d’abord par établir un lemme des dérivées intermédiaires

nécessaire pour la preuve de nos résultats.

Lemme 3.2.5 (Lemme des dérivées intermédiaires) Soient s et τ deux nombres

réels tels que τ ≥ 0 et soit 1 ≤ p, q ≤ +∞. Pour tout ε > 0 et tout u ∈

Wm,p
δ (R;Bs,τ

p,q (Rn)) [resp. u ∈ Bs+m,τ
p,q,δ (Rn+1)], on a :

1. Pour tout r = 0, · · · ,m− 1,

‖ Dr
tu ‖

Lp(R;B
s+m−r

δ
,τ

p,q (Rn))
.ε ‖ Dm

t u ‖Lp(R;Bs,τp,q (Rn))

+ ε−
r

m−r ‖ u ‖
Lp(R;B

s+m
δ
,τ

p,q (Rn))

[
resp. ‖ Dr

tu ‖
B
s+m−r

δ
,τ

p,q (Rn+1)
.ε ‖ Dm

t u ‖Bs,τp,q (Rn+1)

+ ε−
r

m−r ‖ u ‖
B
s+m

δ
,τ

p,q (Rn+1)

]
.
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2. Pour tous k, r ∈ N0, avec k + r ≤ m, r < m et −m+ δk + r ≥ 0,

‖ t−m+δk+rDr
tu ‖Lp(R;Bs+k,τ

p,q (Rn))

. ε ‖ Dm
t u ‖Lp(R;Bs,τp,q (Rn)) +ε−m−kk ‖ t−m+δmu ‖Lp(R;Bs+m,τ

p,q (Rn)) .

3. Pour tous k, r ∈ N0 avec k + r ≤ m, r < m et −m+ δk + r ≥ 1,

‖ t−m+δk+r−1Dr
tu ‖

Lp(R;B
s+k− 1

δ
,τ

p,q (Rn))

. ε ‖ Dm
t u ‖Lp(R;Bs,τp,q (Rn)) +ε−m−kk ‖ t−m+δmu ‖Lp(R;Bs+m,τ

p,q (Rn)) .

Preuve: La première partie de ce lemme est prouvée dans [28, Lemma 2.8].

Pour la seconde et la troisième partie, il est classique selon [16], que si Dm
t v ∈ Lp(R)

et t−m+δmDr
t v ∈ Lp(R) alors t−m+δk+rDr

t v ∈ Lp(R) et on a :

‖ t−m+δk+rDr
t v ‖Lp(R).‖ Dm

t v ‖Lp(R) + ‖ t−m+δmv ‖Lp(R) .

En appliquant cette inégalité à v(λt), λ > 0, on déduit

λm−δk ‖ t−m+δk+rDr
t v ‖Lp(R). λm ‖ Dm

t v ‖Lp(R) +λm−δm ‖ t−m+δmv ‖Lp(R)

alors,

‖ t−m+δk+rDr
t v ‖Lp(R). λδk ‖ Dm

t v ‖Lp(R) +λδk−δm ‖ t−m+δmv ‖Lp(R) .

En remplaçant λ par ε 1
δkλ, on obtient

‖ t−m+δk+rDr
t v ‖Lp(R). ελδk ‖ Dm

t v ‖Lp(R) +ε k−mk λδk−δm ‖ t−m+δmv ‖Lp(R) .

Soit u ∈ Wm,p
δ (R;Bs,τ

p,q (Rn)), on applique l’inégalité précédente à t 7→ u′j(t, x′) =

∆′ju(t, x′) avec j ∈ N0, x′ ∈ B′J et on prend λ = 2−
j
δ , on obtient

‖ t−m+δk+rDr
t∆′ju(., x′) ‖Lp(R)

. ε2−jk ‖ Dm
t ∆′ju(., x′) ‖Lp(R) +ε−m−kk 2−jk+jm ‖ t−m+δm∆′ju(., x′) ‖Lp(R) .

En intégrant par rapport à x′ sur B′J et en multipliant chaque côté par 2j(s+k)

|B′J |τ
, on

obtient

2j(s+k)

|B′J |τ
‖ t−m+δk+rDr

t∆′ju ‖Lp(R×B′J )
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. ε
2js
|B′J |τ

‖ Dm
t ∆′ju ‖Lp(R×B′J ) +ε−m−kk 2j(s+m)

|B′J |τ
‖ t−m+δm∆′ju ‖Lp(R×B′J )

en sommant sur j ≥ J+ et en prenant la norme lq, on déduit la seconde assertion du

Lemme 3.2.5.

De façon analogue, la troisième assertion est déduite en démarrant la preuve par l’in-

égalité suivante

‖ t−m+δk+r−1Dr
t v ‖Lp(R).‖ Dm

t v ‖Lp(R) + ‖ t−m+δmv ‖Lp(R) .

3.3 Les traces

Le théorème suivant caractérise les traces des éléments dans les espaces à poids

considérés.

Théorème 3.3.1 Soient s et τ deux nombres réels tels que τ ≥ 0 et soit 1 ≤ p, q <

+∞. Pour u ∈ Wm,p
δ,loc(R+;Bs,τ

p,q (Rn)) et l ∈ {0, · · · ,m − 1}, la série
∑
j≥0

Dl
t∆′ju(0, ·)

converge dans S ′(Rn) et définit un élément γlu qui appartient à Bs+m−l
δ
− 1
δp
,τ

p,q (Rn).

En outre, l’application u 7→ γlu est continue et surjective de Wm,p
δ,loc(R+;Bs,τ

p,q (Rn)) vers

B
s+m−l

δ
− 1
δp
,τ

p,q (Rn).

Aussi, il existe un opérateur de relèvement Rl de B
s+m−l

δ
− 1
δp
,τ

p,q (Rn) vers

Wm,p
δ (R+;Bs,τ

p,q (Rn)) tel que

γloRl = Id
B
s+m−l

δ
− 1
δp
,τ

p,q (Rn)
.

En particulier, si s ≥ 0, l’opérateur γl est borné et surjectif de Bs+m,τ
p,q,δ (Rn+1

+ ) vers

B
s+m−l

δ
− 1
δp
,τ

p,q (Rn).

Preuve: Pour prouver ce théorème, il suffit de montrer que pour l = 0, · · · ,m − 1,

les deux assertions suivantes sont vraies.

1. L’opérateur γl est borné de Wm,p
δ,loc(R+;Bs,τ

p,q (Rn)) vers Bs+m−l
δ
− 1
δp
,τ

p,q (Rn) ;

2. Il existe un opérateur de relèvement Rl borné de B
s+m−l

δ
− 1
δp
,τ

p,q (Rn) vers

Bs+m,τ
p,q,δ (Rn+1

+ ).
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Prouvons en premier lieu l’assertion (1). Puisque

Wm,p
δ,loc(R+) ⊂ Wm,p

loc (R+) ↪→ Cm−1
loc (R+)

alors pour tout entier l tel que 0 ≤ l ≤ m−1, pour tout ϕ ∈ C∞0 (R+) et v ∈ Wm,p
δ (R+),

on a

|Dl
tv(0)| .

∑
k+r≤m

−m+δk+r∈N0

‖ t−m+δk+rDr
tϕv ‖Lp(R+) +

m∑
r=0
‖ Dr

tϕv ‖Lp(R+)

en remplaçant v(t) par v(λt), λ > 0, on obtient

λ
1
p

+l|Dl
tv(0)| .

∑
k+r≤m

−m+δk+r∈N0

λm−δk ‖ t−m+δk+rDr
tϕv ‖Lp(R+) +

m∑
r=0

λr ‖ Dr
tϕv ‖Lp(R+) .

(3.3.1)

Soit u ∈ Wm,p
δ (R+;Bs,τ

p,q (Rn)). Pour j ∈ N0, on pose

uj(t, x′) = ∆′ju(t, x′) ∈ Wm,p
δ,loc(R+;C∞(Rn) ∩ Lp(Rn)).

On applique l’estimation (3.3.1) à uj, on prend λ = 2−
j
δ , on intègre sur B′J et on

multiplie par 2j(s+m
δ

)

|B′J |τ
, on en déduit

2j(s+
m−l
δ
− 1
δp

)

|B′J |τ
‖ Dl

t∆′ju(0, ·) ‖Lp(B′J )

.
∑

k+r≤m
−m+δk+r∈N0

2j(s+k)

|B′J |τ
‖ t−m+δk+rDr

tϕ∆′ju ‖Lp(R+×B′J )

+
m∑
r=0

2j(s+m−r
δ

)

|B′J |τ
‖ Dr

tϕ∆′ju ‖Lp(R+×B′J ) .

Puisque ϕ et ∆′j permutent, en sommant sur j ≥ J+ et en prenant la norme lq à chaque

côté, on déduit l’affirmation (1).

Maintenant, soit u ∈ Bs+m−l
δ
− 1
δp
,τ

p,q (Rn), 0 ≤ l ≤ m − 1. Soit ϕ0 ∈ C∞0 (R) égale à

1 au voisinage de 0, avec ϕl(t) = tl

l!ϕ0(t), alors ∂ltϕl(0) = 1 et ∂kt ϕl(0) = 0 pour k 6= l,

0 ≤ k ≤ m− 1. Pour j ∈ N0, on construit

R̃lu(t, x′) =
+∞∑
j=0

2−
jl
δ ϕl(2

j
δ t)∆′ju(0, x′).
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La deuxième assertion (2) se déduit de l’estimation suivante

‖ R̃lu ‖Wm,p
δ

(R+;Bs,τp,q (Rn)).‖ u ‖
B
s+m−l

δ
− 1
δp
,τ

p,q (Rn)
. (3.3.2)

On a

R̃lu(t, x′) =
+∞∑
j=0

2−
jl
δ ϕl(2

j
δ t)∆′ju(0, x′)

alors,

t−m+δk+rDr
t R̃lu(t, x′) =

+∞∑
j=0

2−
jl
δ × 2

jr
δ × t−m+δk+r(Dr

tϕl)(2
j
δ t)∆′ju(0, x′)

puis,

∆′it−m+δk+rDr
t R̃lu(t, x′) =

+∞∑
j=0

2−
jl
δ × 2

jr
δ × t−m+δk+r(Dr

tϕl)(2
j
δ t)∆′i∆′ju(0, x′)

en intégrant par rapport à t ∈ R, ensuite par rapport à x′ ∈ B′J , il s’ensuit

‖ ∆′it−m+δk+rDr
t R̃lu ‖Lp(R×B′J ). 2i(

m−l
δ
−k− 1

δp
)∑
j∼i
‖ ∆′i∆′ju ‖Lp(B′J )

maintenant le Lemme 1.3.7 implique

‖ ∆′it−m+δk+rDr
t R̃lu ‖Lp(R×B′J )

≤ CM2i(
m−l
δ
−k− 1

δp
)
{
‖ ∆′iu ‖Lp(2B′J ) +

∑
ν≥−J+1

2−(ν+i)M ‖ ∆′iu ‖Lp(F ′ν)

}

en multipliant les deux côtés de l’estimation ci-dessus par 2i(s+k)

|B′J |τ
, on obtient

2i(s+k)

|B′J |τ
‖ ∆′it−m+δk+rDr

t R̃lu ‖Lp(R×B′J )

≤ CM
2i(s+

m−l
δ
− 1
δp

)

|B′J |τ
{
‖ ∆′iu ‖Lp(2B′J ) +

∑
ν≥−J+1

2−(ν+i)M ‖ ∆′iu ‖Lp(F ′ν)

}

en sommant sur i ≥ J+ et en prenant la norme lq, on déduit

∑
k+r≤m

−m+δk+r∈N0

‖ t−m+δk+rDr
t R̃lu ‖Lp(R;Bs,τp,q (Rn))

.
1
|B′J |τ

{ ∑
i≥J+

2iq(s+
m−l
δ
− 1
δp

) ‖ ∆′iu ‖
q
Lp(2B′J )

} 1
q

(3.3.3)
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+ 1
|B′J |τ

{ ∑
i≥J+

2iq(s+
m−l
δ
− 1
δp

)
( ∑
ν≥−J+1

2−(ν+i)M ‖ ∆′iu ‖Lp(F ′ν)

)q} 1
q

.

De façon similaire,

R̃lu(t, x′) =
+∞∑
j=0

2−
jl
δ ϕl(2

j
δ t)∆′ju(0, x′)

alors,

Dr
t R̃lu(t, x′) =

+∞∑
j=0

2−
jl
δ × 2

jr
δ (Dr

tϕl)(2
j
δ )∆′ju(0, x′)

ensuite,

∆′iDr
t R̃lu(t, x′) =

∑
j∼i

2−
jl
δ × 2

jr
δ (Dr

tϕl)(2
j
δ )∆′i∆′ju(0, x′)

en intégrant successivement par rapport à t ∈ R, ensuite par rapport à x′ ∈ B′J , il

s’ensuit

‖ ∆′iDr
t R̃lu ‖Lp(R×B′J ).

∑
j∼i

2j(
−l+r
δ
− 1
δp

) ‖ ∆′i∆′ju ‖Lp(B′J )

le Lemme 1.3.7 entraîne

‖ ∆′iDr
t R̃lu ‖Lp(R×B′J )

≤ CM2i(
−l+r
δ
− 1
δp

)
{
‖ ∆′iu ‖Lp(2B′J ) +

∑
ν≥−J+1

2−(ν+i)M ‖ ∆′iu ‖Lp(F ′ν)

}

en multipliant par 2i(s+m−r
δ

)

|B′J |τ
, puis en sommant sur i ≥ J+ et en prenant la norme lq,

on déduit
m∑
r=0
‖ Dr

t R̃lu ‖
Lp(R;B

s+m−r
δ

,τ
p,q (Rn))

.
1
|B′J |τ

{ ∑
i≥J+

2iq(s+
m−l
δ
− 1
δp

) ‖ ∆′iu ‖
q
Lp(2B′J )

} 1
q

(3.3.4)

+ 1
|B′J |τ

{ ∑
i≥J+

2iq(s+
m−l
δ
− 1
δp

)
( ∑
ν≥−J+1

2−(ν+i)M ‖ ∆′iu ‖Lp(F ′ν)

)q} 1
q

.

Ensemble (3.3.3) et (3.3.4) entraînent

‖ R̃lu ‖Wm,p
δ

(R;Bs,τp,q (Rn))
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.
1
|B′J |τ

{ ∑
i≥J+

2iq(s+
m−l
δ
− 1
δp

) ‖ ∆′iu ‖
q
Lp(2B′J )

} 1
q

+ 1
|B′J |τ

{ ∑
i≥J+

2iq(s+
m−l
δ
− 1
δp

)
( ∑
ν≥−J+1

2−(ν+i)M ‖ ∆′iu ‖Lp(F ′ν)

)q} 1
q

. I1 + I2.

Il est facile de voir que I1 peut être majoré par ‖ u ‖
B
s+m−l

δ
− 1
δp
,τ

p,q (Rn)
.

D’autre part, pour I2, on pose µ = ν + J . Puisque |F ′µ−J | ∼ 2n(µ−J), on a

Iq2 .
1

| B′J |τq
∑
i≥J+

(∑
µ≥1

2nτ(µ−J) × 2−(µ−J+i)M

× 2i(s+
m−l
δ
− 1
δp

)

| F ′µ−J |τ
‖ ∆′iu ‖Lp(F ′µ−J )

)q

.
∑
i≥J+

2(J−i)Mq
∑
µ≥1

(
2µ(nτ−M) × 2i(s+

m−l
δ
− 1
δp

)

| F ′µ−J |τ
‖ ∆′iu ‖Lp(F ′µ−J )

)q

pour M suffisamment grand, on applique le Lemme 1.3.6, on obtient

Iq2 . sup
µ≥1

1
| F ′µ−J |τq

∑
i≥J+

(
2i(s+

m−l
δ
− 1
δp

) ‖ ∆′iu ‖Lp(F ′µ−J )

)q

. sup
µ≥1

1
| F ′µ−J |τq

∑
i≥(J−µ+1)+

(
2i(s+

m−l
δ
− 1
δp

) ‖ ∆′iu ‖Lp(F ′µ−J )

)q

ainsi,

I2 .‖ u ‖
B
s+m−l

δ
− 1
δp
,τ

p,q (Rn)

d’où l’inégalité (3.3.2).

En plus, il est aisé de voir que

γloR̃l = Id
B
s+m−l

δ
− 1
δp
,τ

p,q (Rn)

pour l ∈ {0, · · · ,m− 1}.

En mettant Rlu = R̃lu|Rn+1
+

, on déduit l’assertion (2).
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3.4 Preuve du théorème

La preuve du Théorème 2.2.3 se déroulera en deux étapes : la première consiste

à estimer les dérivées “presque tangentielles” via la Proposition 3.4.3, tandis que dans

la deuxième, on va prouver le Lemme 3.4.4 pour contrôler les dérivées normales.

Sur une classe d’équations différentielles ordinaires.

On considère la classe d’opérateurs différentiels ordinaires définie sur R+ par :

M = M(t,Dt) ≡
∑

k+j≤m
−m+δk+j∈N0

akjt
−m+δk+jDj

t

où akj ∈ C, m ∈ N0 et δ ≥ 1 avec −m+ δm ∈ N0. On suppose que :

(H) Pour tous τ ∈ R et t > 0 , on a

∑
k+j=m

−m+δk+j∈N0

akjt
−m+δk+jτ j 6= 0.

L’hypothèse (H) est équivalente à dire que le polynôme

P+(τ) =
∑

k+j=m
−m+δk+j∈N0

akjτ
j

ne s’annule pas sur la droite R. Soit m+ le nombre des racines du polynôme P+(τ)

ayant une partie imaginaire positive.

Théorème 3.4.1 ([23, 27]) En supposant (H), l’opérateur M est un opérateur à in-

dice de Wm,p
δ (R+) vers Lp(R+), et son indice est égale à m+.

Corollaire 3.4.2 ([23, 27]) On a

KerM ∩Wm,p
δ (R+) = KerM ∩ S(R+)

où KerM = {u ∈ D′(R+) : Mu = 0}.

La preuve de ces résultats est donnée pour le cas p = 2 dans [10]. On procède de la

même manière dans [23] pour p 6= 2.
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Proposition 3.4.3 Soient s et τ deux réels positifs et soit 1 ≤ p, q < +∞. En sup-

posant (A1)–(A3), pour tout compact K ⊂ Rn+1
+ , il existe une constante CK > 0 telle

que l’estimation

‖u‖Wm,p
δ

(R+;Bs,τp,q (Rn)) ≤CK
{
‖Mu‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) +

m+−1∑
l=0
‖γlu‖

B
s+m−l

δ
− 1
δp
,τ

p,q (Rn)

+ ‖u‖
Lp(R+;B

s+m
δ
−1,τ

p,q (Rn))

}
est vraie pour tout u ∈ Wm,p

δ (R+;Bs,τ
p,q (Rn)) avec suppu ⊂ K.

Preuve: Pour prouver cette proposition, on est amené à appliquer une transformation

de Fourier partielle en x′ pour obtenir une équation différentielle ordinaire sur laquelle

on applique un résultat d’isomorphisme. Cette démarche nécessite donc d’avoir un

opérateur à coefficients constants. On procède alors à la décomposition suivante.

M = M0 +M1 +M2 +M3,

où

M0 = Dm
t +

∑
|α′|+j≤m
j<m

−m+δ|α′|+j∈N0

aα′j(0, 0)t−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j
t ,

M1 =
∑

|α′|+j≤m
j<m

−m+δ|α′|+j∈N0

(
aα′j(t, x′)− aα′j(0, 0)

)
t−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j
t ,

M2 =
∑

|α′|+j≤m
j<m

−m+δ|α′|+j<0

aα′j(t, x′)Dα′

x′D
j
t ,

M3 =
∑

|α′|+j≤m
j<m

−m+δ|α′|+j /∈N0

aα′j(t, x′)td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j
t .

On va se restreindre d’abord à montrer la proposition pour l’opérateur M0 puisqu’il

est à coefficients constants. Selon [11, 27], on a le résultat d’isomorphisme suivant qui

est basé sur le Théorème 3.4.1 :

Soit γ = (γl)0≤l≤m+−1. En gardant les hypothèses (A1)–(A3), pour tout ξ′ ∈ Rn \ {0},

l’opérateur (M0(t, 0;Dt, ξ
′), γ) est inversible de Wm,p

δ (R+) vers Lp(R+) × Cm+ . Si Kξ′
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désigne son inverse, alors l’application ξ′ 7→ Kξ′ est de classe C∞ de Rn \ {0} vers

L
(
Lp(R+) × Cm+ ;Wm,p

δ (R+)
)
et pour tout multi-indice α′, il existe Cα′ > 0 tel que

pour chaque ξ′ avec 1
2 ≤ |ξ

′| ≤ 2 et pour tout (f, g) ∈ Lp(R+)× Cm+ , on ait

‖Dα′

ξ′Kξ′(f, g)‖Wm,p
δ

(R+) ≤ Cα′‖(f, g)‖Lp(R+)×Cm+ . (3.4.1)

On prouve d’abord que pour tout N ≥ 1 suffisamment grand, et pour toute boule B′J
de Rn, l’inégalité

‖u‖Lp(B′J ;Wm,p
δ

(R+)) (3.4.2)

. ‖M0u‖Lp(2B′J ;Lp(R+)) +
m+−1∑
l=0
‖γlu‖Lp(2B′J ) + |B′J |

1
p

∑
ν≥−J+1

2−2νN |F ′ν |
1− 1

p

×
(
‖M0u‖Lp(F ′ν ;Lp(R+)) +

m+−1∑
l=0
‖γlu‖Lp(F ′ν)

)
est vraie pour tout u ∈ S(Rn;Wm,p

δ (R+)) à spectre tangentiel inclus dans l’anneau
1
2 ≤ |ξ

′| ≤ 2.

On applique l’opérateur (M0(t, 0;Dt, ξ
′), γ(ξ′)) à la relation

û(·, ξ′) =
∫
y′∈Rn

e−iy
′·ξ′u(·, y′)dy′

on obtient
M0(t, 0;Dt, ξ

′)û(·, ξ′) = M̂0u(·, ξ′) =
∫
e−iy

′·ξ′M0u(·, y′)dy′

γlû(ξ′) = γ̂lu(ξ′) =
∫
e−iy

′·ξ′γlu(y′)dy′,
(3.4.3)

pour l ∈ {0, 1, · · · ,m+ − 1}.

En appliquant Kξ′ au système (3.4.3), il s’ensuit

û(·, ξ′) =
∫
e−iy

′·ξ′Kξ′

(
M0u(·, y′), γu(y′)

)
dy′.

Soit φ(ξ′) ∈ C∞0 (Rn) égale à 1 sur 1
2 ≤ |ξ

′| ≤ 2 et à support dans un anneau, alors

u(·, x′)

=
∫
eix
′·ξ′φ(ξ′)û(·, ξ′) dξ′

(2π)n

=
∫ ∫

ei(x
′−y′)·ξ′

{
φ(ξ′)Kξ′

(
M0u(·, y′), γu(y′)

)}
dy′

dξ′

(2π)n

=
∫ ∫ ei(x

′−y′)·ξ′(
1 + |x′ − y′|2

)N (I −∆ξ′

)N{
φ(ξ′)Kξ′

(
M0u(·, y′), γu(y′)

)}
dy′

dξ′

(2π)n
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en appliquant le résultat (3.4.1), on déduit

‖u(·, x′)‖Wm,p
δ

(R+)

≤ CN

∫
y′∈Rn

1
1 + |x′ − y′|2N

∥∥∥∥(M0u(·, y′), γu(y′)
)∥∥∥∥

Lp(R+)×Cm+
dy′

en intégrant par rapport à x′ sur B′J , on obtient

‖u‖Lp(B′J ;Wm,p
δ

(R+))

≤ CN

{∫
B′J

( ∫
y′∈Rn

1
1 + |x′ − y′|2N

∥∥∥∥(M0u(·, y′), γu(y′)
)∥∥∥∥

Lp(R+)×Cm+
dy′
)p
dx′
} 1
p

.

Maintenant, on décompose Rn

Rn = 2B′J ∪
⋃

ν≥−J+1
F ′ν .

Alors,

‖u‖Lp(B′J ;Wm,p
δ

(R+))

.

{∫
B′J

( ∫
y′∈Rn

1
1 + |x′ − y′|2N χ2B′J (y′)

∥∥∥∥(M0u(·, y′), γu(y′)
)∥∥∥∥

Lp(R+)×Cm+
dy′
)p
dx′
} 1
p

+
{∫

B′J

( ∑
ν≥−J+1

∫
y′∈F ′ν

1
1 + |x′ − y′|2N

∥∥∥∥(M0u(·, y′), γu(y′)
)∥∥∥∥

Lp(R+)×Cm+
dy′
)p
dx′
} 1
p

. I ′1 + I ′2.

(3.4.4)

Le terme I ′1 est la norme Lp du produit de convolution d’une fonction L1(Rn) (pour N

large) et une fonction Lp(Rn), alors l’inégalité de Young entraîne

I ′1 ≤ CN
{
‖M0u‖Lp(2B′J ;Lp(R+)) + ‖γu‖Lp(2B′J )

}
. (3.4.5)

Pour I ′2, puisque x′ ∈ B′J et y′ ∈ F ′ν , alors |x′ − y′| ∼ 2ν , donc

I ′2 . |B′J |
1
p

∑
ν≥−J+1

2−2νN
∫
y′∈F ′ν

∥∥∥∥(M0u(·, y′), γu(y′)
)∥∥∥∥

Lp(R+)×Cm+
dy′

par l’inégalité de Hölder, on a

I ′2 . |B′J |
1
p

∑
ν≥−J+1

2−2νN |F ′ν |
1− 1

p

(∫
y′∈F ′ν

∥∥∥∥(M0u(·, y′), γu(y′)
)∥∥∥∥p

Lp(R+)×Cm+
dy′
) 1
p

.

(3.4.6)
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Les inégalités (3.4.4), (3.4.5) et (3.4.6) impliquent

‖u‖Lp(B′J ;Wm,p
δ

(R+))

.‖M0u‖Lp(2B′J ;Lp(R+)) +
m+−1∑
l=0
‖γlu‖Lp(2B′J ) + |B′J |

1
p

∑
ν≥−J+1

2−2νN |F ′ν |
1− 1

p (3.4.7)

×
(∫

y′∈F ′ν

∥∥∥∥(M0u(·, y′), γu(y′)
)∥∥∥∥p

Lp(R+)×Cm+
dy′
) 1
p

.

Soit u ∈ Wm,p
δ (R+;Bs,τ

p,q (Rn)) avec suppu ⊂ K, où K est un compact dans Rn+1
+ .

Pour j ∈ N0, on met uj(t, x′) = ∆′ju(2−
j
δ t, 2−jx′) alors uj ∈ S(Rn;Wm,p

δ (R+)) pour

j ≥ 1 avec spectre tangentiel dans l’anneau {1
2 ≤ |ξ

′| ≤ 2}. Puisque (M0u)j = 2
jm
δ M0uj

(γlu)j = 2
jl
δ γluj, 0 ≤ l ≤ m+ − 1.

(3.4.8)

En appliquant l’inégalité (3.4.7) à chaque uj avec j ≥ 1, on obtient

‖uj‖qLp(B′J ;Wm,p
δ

(R+))

. ‖M0uj‖qLp(R+×2B′J ) +
m+−1∑
l=0
‖γluj‖qLp(2B′J ) + |B′J |

q
p

{ ∑
ν≥−J+1

2−2νN |F ′ν |
1− 1

p

×
(
‖M0uj‖Lp(R+×F ′ν) +

m+−1∑
l=0
‖γluj‖Lp(F ′ν)

)}q
d’après (3.4.8), on a

‖uj‖qLp(B′J ;Wm,p
δ

(R+)) .2−
jmq
δ ‖(M0u)j‖qLp(R+×2B′J ) +

m+−1∑
l=0

2−
jlq
δ ‖(γlu)j‖qLp(2B′J )

+ |B′J |
q
p

{ ∑
ν≥−J+1

2−2νN |F ′ν |
1− 1

p

(
2−

jm
δ ‖(M0u)j‖Lp(R+×F ′ν)

+
m+−1∑
l=0

2−
jl
δ ‖(γlu)j‖Lp(F ′ν)

)}q
or,

‖uj‖Lp(B′J ;Wm,p
δ

(R+)) ≡
∑

k+r≤m
−m+δk+r∈N0

‖ t−m+δk+rDr
tuj ‖Lp(R+×B′J ) +

m∑
r=0
‖ Dr

tuj ‖Lp(R+×B′J )

donc, en remplaçant uj par ∆′ju(2−
j
δ t, 2−jx′), on déduit

∑
k+r≤m

−m+δk+r∈N0

2
jq(−m+δk)

δ ‖ t−m+δk+rDr
t∆′ju ‖

q
Lp(R+×2−jB′J )
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+
m∑
r=0

2−
jqr
δ ‖ Dr

t∆′ju ‖
q
Lp(R+×2−jB′J )

. 2−
jmq
δ ‖∆′jM0u‖qLp(R+×2−j+1B′J ) +

m+−1∑
l=0

2jq(
−l
δ
− 1
δp

)‖∆′jγlu‖
q
Lp(2−j+1B′J )

+ |B′J |
q
p

 ∑
ν≥−J+1

2−2νN |F ′ν |
1− 1

p

(
2−

jm
δ ‖∆′jM0u‖Lp(R+×2−jF ′ν)

+
m+−1∑
l=0

2j(−l−
1
δp

) ‖ ∆′jγlu ‖Lp(2−jF ′ν)

)
q

en multipliant par 2jq(s+m
δ

), on obtient

∑
k+r≤m

−m+δk+r∈N0

2jq(s+k) ‖ t−m+δk+rDr
t∆′ju ‖

q
Lp(R+×2−jB′J )

+
m∑
r=0

2jq(s+m−r
δ

) ‖ Dr
t∆′ju ‖

q
Lp(R+×2−jB′J )

. 2jqs‖∆′jM0u‖qLp(R+×2−j+1B′J ) +
m+−1∑
l=0

2jq(s+
m−l
δ
− 1
δp

)‖∆′jγlu‖
q
Lp(2−j+1B′J )

+ |B′J |
q
p

 ∑
ν≥−J+1

2−2νN |F ′ν |
1− 1

p

(
2js‖∆′jM0u‖Lp(R+×2−jF ′ν)

+
m+−1∑
l=0

2j(s+
m−l
δ
− 1
δp

) ‖ ∆′jγlu ‖Lp(2−jF ′ν)

)
q

. I ′′1 + I ′′2 (3.4.9)

où

I ′′1 = 2jqs‖∆′jM0u‖qLp(R+×2−j+1B′J ) +
m+−1∑
l=0

2jq(s+
m−l
δ
− 1
δp

)‖∆′jγlu‖
q
Lp(2−j+1B′J )

et

I ′′2 = |B′J |
q
p

 ∑
ν≥−J+1

2−2νN |F ′ν |
1− 1

p

(
2js‖∆′jM0u‖Lp(R+×2−jF ′ν)

+
m+−1∑
l=0

2j(s+
m−l
δ
− 1
δp

) ‖ ∆′jγlu ‖Lp(2−jF ′ν)

)
q

.

On pose J̃ = J + j et µ = ν − j. Alors

I ′′1 = 2jqs‖∆′jM0u‖qLp(R+×2B′
J̃

) +
m+−1∑
l=0

2jq(s+
m−l
δ
− 1
δp

)‖∆′jγlu‖
q
Lp(2B′

J̃
). (3.4.10)
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D’un autre côté, vu que |F ′ν |
1− 1

p ∼ 2nν(1− 1
p

), alors

I ′′2 ≤|B′J |
q
p2jq(n(1− 1

p
)−2N)

 ∑
µ≥−J̃+1

2µ(n(1− 1
p

)−2N)
(

2js‖∆′jM0u‖Lp(R+×F ′µ)

+
m+−1∑
l=0

2j(s+
m−l
δ
− 1
δp

)‖∆′jγlu‖Lp(F ′µ)

)
q

.

En posant µ′ = µ+ J̃ , il vient

I ′′2 ≤|B′J |
q
p2(j−J̃)q(n(1− 1

p
)−2N)2−J̃nτq

 ∑
µ′≥1

2µ′(n(1− 1
p

)+nτ−2N)
( 2js
|F ′
µ′−J̃ |τ

× ‖∆′jM0u‖Lp(R+×F ′
µ′−J̃

) +
m+−1∑
l=0

2j(s+
m−l
δ
− 1
δp

)

|F ′
µ′−J̃ |τ

‖∆′jγlu‖Lp(F ′
µ′−J̃

)

)
q

alors,

I ′′2 ≤2(j−J̃)q(n−2N)2−J̃nτq
 ∑
µ′≥1

2µ′(n(1− 1
p

)+nτ−2N)
( 2js
|F ′
µ′−J̃ |τ

× ‖∆′jM0u‖Lp(R+×F ′
µ′−J̃

) +
m+−1∑
l=0

2j(s+
m−l
δ
− 1
δp

)

|F ′
µ′−J̃ |τ

‖∆′jγlu‖Lp(F ′
µ′−J̃

)

)
q

.

(3.4.11)

En prenant en compte les estimations (3.4.9)–(3.4.11), en multipliant par 1
|B′

J̃
|τq

et en

sommant sur j ≥ max(J̃ , 1), on déduit

∑
k+r≤m

−m+δk+r∈N0

∑
j≥max(J̃ ,1)

2jq(s+k)

|B′
J̃
|τq
‖ t−m+δk+rDr

t∆′ju ‖
q
Lp(R+×B′

J̃
)

+
m∑
r=0

∑
j≥max(J̃ ,1)

2jq(s+m−r
δ

)

|B′
J̃
|τq

‖ Dr
t∆′ju ‖

q
Lp(R+×B′

J̃
)

.
∑

j≥max(J̃ ,1)

2jqs
|B′

J̃
|τq
‖∆′jM0u‖qLp(R+×2B′

J̃
) +

m+−1∑
l=0

∑
j≥max(J̃ ,1)

2jq(s+
m−l
δ
− 1
δp

)

|B′
J̃
|τq

× ‖∆′jγlu‖
q
Lp(2B′

J̃
) +

∑
j≥max(J̃ ,1)

2−J̃nτq
|B′

J̃
|τq

2(j−J̃)(n−2N)q

×
{ ∑
µ′≥1

2µ′(n(1− 1
p

)+nτ−2N)
( 2js
|F ′
µ′−J̃ |τ

‖∆′jM0u‖Lp(R+×F ′
µ′−J̃

)

+
m+−1∑
l=0

2j(s+
m−l
δ
− 1
δp

)

|F ′
µ′−J̃ |τ

‖∆′jγlu‖Lp(F ′
µ′−J̃

)

)}q
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comme J̃+ ≤ max(J̃ , 1), et d’après le Lemme 1.3.6, on obtient

∑
k+r≤m

−m+δk+r∈N0

∑
j≥max(J̃ ,1)

2jq(s+k)

|B′
J̃
|τq
‖ t−m+δk+rDr

t∆′ju ‖
q
Lp(R+×B′

J̃
)

+
m∑
r=0

∑
j≥max(J̃ ,1)

2jq(s+m−r
δ

)

|B′
J̃
|τq

‖ Dr
t∆′ju ‖

q
Lp(R+×B′

J̃
)

. ‖M0u‖qLp(R+;Bs,τp,q (Rn)) +
m+−1∑
l=0
‖γlu‖q

B
s+m−l

δ
− 1
δp
,τ

p,q (Rn)
+ sup

µ′≥1

1
|F ′
µ′−J̃ |τq

(3.4.12)

×
∑
j≥J̃+

(
2jqs‖∆′jM0u‖qLp(R+×F ′

µ′−J̃
) +

m+−1∑
l=0

2jq(s+
m−l
δ
− 1
δp

)‖∆′jγlu‖
q
Lp(F ′

µ′−J̃
)

)
.

On ajoute les termes correspondant à j = 0 et on met à la place de la condition j ≥ J̃+

au côté droit de (3.4.12), la condition j ≥ (J̃ − µ′ + 1)+, on obtient

‖u‖qWm,p
δ

(R+;Bs,τp,q (Rn)) ≤CK
{
‖M0u‖qLp(R+;Bs,τp,q (Rn)) +

m+−1∑
l=0
‖γlu‖q

B
s+m−l

δ
− 1
δp
,τ

p,q (Rn)

}
(3.4.13)

+R0

où

R0 =
m∑
r=0

1
|B′

J̃
|τq
‖ Dr

t∆′0u ‖
q
Lp(R+×B′

J̃
) +

∑
k+r≤m

−m+δk+r∈N0

1
|B′

J̃
|τq
‖ t−m+δk+rDr

t∆′0u ‖
q
Lp(R+×B′

J̃
)

que l’on estime par la suite.

D’abord, on écrit

R0 =
m−1∑
r=0

1
|B′

J̃
|τq
‖ Dr

t∆′0u ‖
q
Lp(R+×B′

J̃
) (3.4.14)

+
∑

k+r≤m
r<m

−m+δk+r∈N0

1
|B′

J̃
|τq
‖ t−m+δk+rDr

t∆′0u ‖
q
Lp(R+×B′

J̃
)

+ 1
|B′

J̃
|τq
‖ Dm

t ∆′0u ‖
q
Lp(R+×B′

J̃
) .

On applique la première assertion du Lemme 3.2.5 pour estimer le premier terme à

droite de (3.4.14) et la deuxième assertion pour estimer le second,

R0 . ε
1

|B′
J̃
|τq
‖ ∆′0Dm

t u ‖
q
Lp(R+×B′

J̃
) +ε−

r
m−r

1
|B′

J̃
|τq
‖ ∆′0u ‖

q
Lp(R+×B′

J̃
)
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+ ε−
m−k
k

1
|B′

J̃
|τq
‖ t−m+δm∆′0u ‖Lp(R+×B′

J̃
)

+ 1
|B′

J̃
|τq
‖ Dm

t ∆′0u ‖
q
Lp(R+×B′

J̃
)

puisque supp u ⊂ K, on déduit

R0 . ε ‖ Dm
t u ‖

q
Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) +CK,ε ‖ u ‖q

Lp(R+;B
s+m

δ
−1,τ

p,q (Rn))

+ 1
|B′

J̃
|τq
‖ Dm

t ∆′0u ‖
q
Lp(R+×B′

J̃
) . (3.4.15)

Maintenant, pour évaluer le terme 1
|B′

J̃
|τq
‖ ∆′0Dm

t u ‖
q
Lp(R+×B′

J̃
) de (3.4.14), on écrit

M0u = Dm
t u+

∑
|α′|+j≤m
j<m

−m+δ|α′|+j∈N0

aα′j(0, 0)t−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j
tu

alors,

∆′0M0u = ∆′0Dm
t u+

∑
|α′|+j≤m
j<m

−m+δ|α′|+j∈N0

aα′j(0, 0)t−m+δ|α′|+j∆′0Dα′

x′D
j
tu

donc,

∆′0Dm
t u = ∆′0M0u−

∑
|α′|+j≤m
j<m

−m+δ|α′|+j∈N0

aα′j(0, 0)t−m+δ|α′|+j∆′0Dα′

x′D
j
tu.

Puisque u est à support compact dans K et Dα′

x′ : Lp(R+;Bs+|α′|,τ
p,q (Rn)) →

Lp(R+;Bs,τ
p,q (Rn)), alors

1
|B′

J̃
|τq
‖ ∆′0Dm

t u ‖
q
Lp(R+×B′

J̃
)

.
1

|B′
J̃
|τq
‖ ∆′0M0u ‖qLp(R+×B′

J̃
)

+ 1
|B′

J̃
|τq

∑
|α′|+j≤m
j<m

−m+δ|α′|+j∈N0

‖ aα′j(0, 0)t−m+δ|α′|+j∆′0Dα′

x′D
j
tu ‖qLp(R+×B′

J̃
)

.‖M0u ‖qLp(R+;Bs,τp,q (Rn)) +CK
1

|B′
J̃
|τq

∑
|α′|+j≤m
j<m

‖ ∆′0Dα′

x′D
j
tu ‖qLp(R+×B′

J̃
)

.‖M0u ‖qLp(R+;Bs,τp,q (Rn)) +CK
∑

|α′|+j≤m
j<m

‖ Dα′

x′D
j
tu ‖q

Lp(R+;B
s+m−j

δ
−1−|α′|,τ

p,q (Rn))
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.‖M0u ‖qLp(R+;Bs,τp,q (Rn)) +CK
∑

|α′|+j≤m
j<m

‖ Dj
tu ‖q

Lp(R+;B
s+m−j

δ
−1,τ

p,q (Rn))

la première assertion du Lemme 3.2.5 implique

1
|B′

J̃
|τq
‖ ∆′0Dm

t u ‖
q
Lp(R+×B′

J̃
). ‖M

0u ‖qLp(R+;Bs,τp,q (Rn)) +CKε ‖ Dm
t u ‖

q
Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

+ CK,ε ‖ u ‖q
Lp(R+;B

s+m
δ
−1,τ

p,q (Rn))
. (3.4.16)

Les inégalités (3.4.15) et (3.4.16) entraînent

R0 . ‖M0u ‖qLp(R+;Bs,τp,q (Rn)) +CKε ‖ Dm
t u ‖

q
Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

+ CK,ε ‖ u ‖q
Lp(R+;B

s+m
δ
−1,τ

p,q (Rn))
. (3.4.17)

En prenant ε assez petit, il découle des inégalités (3.4.13) et (3.4.17) la Proposition

3.4.3 pour l’opérateur M0

‖u‖qWm,p
δ

(R+;Bs,τp,q (Rn)) ≤CK
{
‖M0u‖qLp(R+;Bs,τp,q (Rn)) +

m+−1∑
l=0
‖γlu‖q

B
s+m−l

δ
− 1
δp
,τ

p,q (Rn)

+ ‖ u ‖q
Lp(R+;B

s+m
δ
−1,τ

p,q (Rn))

}
. (3.4.18)

Pour l’opérateur M0 +M1, on doit estimer les termes de la forme

‖
(
aα′j(t, x′)− aα′j(0, 0)

)
t−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

où |α′|+ j ≤ m, j < m et −m+ δ|α′|+ j ∈ N0.

Le Lemme 1.3.10 implique

‖
(
aα′j(t, x′)− aα′j(0, 0)

)
t−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

.‖ aα′j(t, x′)− aα′j(0, 0) ‖L∞(Rn+1
+ )‖ t

−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

+ ‖ t−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs−1,τ

p,q (Rn)) .

En supposant que le support de u est inclus dans la demi-boule de centre (0, 0) et de

rayon ε suffisamment petit, il s’ensuit

‖
(
aα′j(t, x′)− aα′j(0, 0)

)
t−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

. ε ‖ t−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))
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+ ‖ t−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs−1,τ

p,q (Rn))

. ε ‖ t−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

+ ‖ t−m+δ|α′|+jDj
tu ‖Lp(R+;Bs+|α′|−1,τ

p,q (Rn))

le Lemme 3.2.5, assertion (2), entraîne

‖
(
aα′j(t, x′)− aα′j(0, 0)

)
t−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

. ε ‖ t−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) +ε ‖ Dm

t u ‖Lp(R+;Bs−1,τ
p,q (Rn))

+ ε
−m−|α

′|
|α′| ‖ t−m+δmu ‖Lp(R+;Bs+m−1,τ

p,q (Rn)) .

Pour le dernier terme à droite de l’inégalité ci-dessus, puisque s+ m

δ
−1 ≤ s+m−1 <

s+m, le Lemme 1.3.11 implique

‖
(
aα′j(t, x′)− aα′j(0, 0)

)
t−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

. ε ‖ t−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) +ε ‖ Dm

t u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

+ Cεε0 ‖ t−m+δmu ‖Lp(R+;Bs+m,τ
p,q (Rn)) +Cε,ε0 ‖ t−m+δmu ‖

Lp(R+;B
s+m

δ
−1,τ

p,q (Rn))

puisque supp u ⊂ K,

‖
(
aα′j(t, x′)− aα′j(0, 0)

)
t−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) (3.4.19)

. ε ‖ t−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) +ε ‖ Dm

t u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

+ Cεε0 ‖ t−m+δmu ‖Lp(R+;Bs+m,τ
p,q (Rn)) +Cε,ε0,K ‖ u ‖Lp(R+;B

s+m
δ
−1,τ

p,q (Rn))

où |α′|+ j ≤ m, j < m et −m+ δ|α′|+ j ∈ N0.

La preuve de la Proposition 3.4.3 est terminée pour l’opérateur M0 + M1 pour u à

support inclus dans une demi-boule de centre (0, 0) suffisamment petite.

Maintenant, pour l’opérateur M0 + M1 + M2, on doit estimer les termes de la

forme

‖ aα′j(t, x′)Dα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

où |α′|+ j ≤ m, j < m et −m+ δ|α′|+ j < 0.

Puisque les fonctions aα′,j(t, x′) sont continues sur le compact K, on a

‖ aα′j(t, x′)Dα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) ≤ CK ‖ Dα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))
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≤ CK ‖ Dj
tu ‖Lp(R+;Bs+|α′|,τ

p,q (Rn)) .

� Si s+ m− j
δ
− 1 ≤ s+ |α′| < s+ m− j

δ
, il en résulte du Lemme 1.3.11 que

‖ aα′j(t, x′)Dα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

≤ CK

{
ε ‖ Dj

tu ‖
Lp(R+;B

s+m−j
δ

,τ
p,q (Rn))

+Cε ‖ Dj
tu ‖

Lp(R+;B
s+m−j

δ
−1,τ

p,q (Rn))

}
grâce à la première assertion du Lemme 3.2.5, on obtient

‖ aα′j(t, x′)Dα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) (3.4.20)

. CKε ‖ Dj
tu ‖

Lp(R+;B
s+m−j

δ
,τ

p,q (Rn))
+CK,εε0 ‖ Dm

t u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

+ CK,ε,ε0 ‖ u ‖Lp(R+;B
s+m

δ
−1,τ

p,q (Rn))
.

� Si s+ |α′| < s+ m− j
δ
− 1, on a

‖ aα′j(t, x′)Dα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) ≤ CK ‖ Dj

tu ‖Lp(R+;Bs+|α′|,τ
p,q (Rn))

≤ CK ‖ Dj
tu ‖

Lp(R+;B
s+m−j

δ
−1,τ

p,q (Rn))

ensuite, on applique le Lemme 3.2.5, on obtient

‖ aα′j(t, x′)Dα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) (3.4.21)

≤ CK

{
ε ‖ Dm

t u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) +Cε ‖ u ‖
Lp(R+;B

s+m
δ
−1,τ

p,q (Rn))

}
.

De (3.4.20) et (3.4.21), on déduit

‖ aα′j(t, x′)Dα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) (3.4.22)

. CKε ‖ Dj
tu ‖

Lp(R+;B
s+m−j

δ
,τ

p,q (Rn))
+CK,εε0 ‖ Dm

t u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

+ CK,ε,ε0 ‖ u ‖Lp(R+;B
s+m

δ
−1,τ

p,q (Rn))

où |α′|+ j ≤ m, j < m et −m+ δ|α′|+ j < 0.

En prenant ε et ε0 assez petits, on déduit la preuve de la Proposition 3.4.3 pour

l’opérateur M0 +M1 +M2.

Finalement, pour M0 +M1 +M2 +M3, il faut estimer les termes

‖ aα′j(t, x′)td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))
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où |α′|+ j ≤ m, j < m, −m+ δ|α′|+ j > 0 et −m+ δ|α′|+ j /∈ N0.

Puisque supp u ⊂ K et les fonctions aα′j(t, x′) sont continues sur K,

‖ aα′j(t, x′)td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

≤ CK ‖ td−m+δ|α′|+jeDj
tu ‖Lp(R+;Bs+|α′|,τ

p,q (Rn)) .

On pose −m+ δ|α′|+ j = k + µ où k ∈ N0 et 0 < µ < 1, alors

‖ aα′j(t, x′)td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))≤ CK ‖ tk+1Dj

tu ‖Lp(R+;Bs+|α′|,τ
p,q (Rn)) .

En supposant que le support de u est inclus dans une demi-boule assez petite de centre

(0, 0) et de rayon ε, on obtient

‖ aα′j(t, x′)td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

. ε1−µ ‖ tk+µDj
tu ‖Lp(R+;Bs+|α′|,τ

p,q (Rn))

. ε1−µ
{
‖ Dm

t u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) + ‖ t−m+δmu ‖Lp(R+;Bs+m,τ
p,q (Rn))

}
. (3.4.23)

Ainsi, les estimations (3.4.18), (3.4.19), (3.4.22) et (3.4.23) achèvent la preuve de

la Proposition 3.4.3 pour des u à supports suffisamment petits autour du point (0, 0).

De la même façon, on peut la montrer au voisinage d’un point (0, x′0) de K. D’un autre

côté, l’hypothèse (A1) fournit une telle estimation autour du point (t0, x′0) avec t0 6= 0

dans K. Enfin, l’inégalité à priori générale est obtenue par partition de l’unité.

Le lemme suivant nous permet d’obtenir l’estimation à priori dans l’espace

Bs+m,τ
p,q,δ (Rn+1

+ ).

Lemme 3.4.4 Soient s et τ deux réels positifs et soit 1 ≤ p, q < +∞. Pour tout

compact K de Rn+1
+ , il existe une constante CK > 0 telle que l’estimation

‖u‖Bs+m,τ
p,q,δ

(Rn+1
+ ) ≤ CK

{
‖Mu‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) + ‖u‖Wm,p
δ

(R+;Bs,τp,q (Rn))

}
est vraie pour tout u ∈ Bs+m,τ

p,q,δ (Rn+1
+ ) avec suppu ⊂ K.

Preuve: Pour prouver ce lemme, on décompose l’opérateur M comme suit : M =

M̃0 + M̃1, où

M̃0u = Dm
t u+

∑
|α′|+j≤m
j<m

−m+δ|α′|+j≥0

aα′j(t, x′)td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j
tu
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M̃1u =
∑

|α′|+j≤m
j<m

−m+δ|α′|+j<0

aα′j(t, x′)Dα′

x′D
j
tu.

Il y a deux cas à étudier.

Cas : 0 ≤ s < 1

Rappelons d’abord que

‖u‖Bs+m,τ
p,q,δ

(Rn+1
+ ) ≡

∑
|α′|+j≤m
j<m

−m+δ|α′|+j≥0

‖ td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) (3.4.24)

+
m−1∑
j=0
‖ Dj

tu ‖
B
s+m−j

δ
,τ

p,q (Rn+1
+ )

+ ‖ Dm
t u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) .

Pour estimer le premier terme à droite de (3.4.24), nous procédons cas par cas.

(i) Si −m+ δ|α′|+ j = 0 (i.e., |α′| = m− j
δ

).

Le Lemme 1.3.9 implique

‖ Dα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

.‖ Dα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) + ‖ Dα′

x′D
j+1
t u ‖Lp(R+;Bs−1,τ

p,q (Rn))

.‖ Dj
tu ‖

Lp(R+;B
s+m−j

δ
,τ

p,q (Rn))
+ ‖ Dj+1

t u ‖
Lp(R+;B

s+m−j
δ
−1,τ

p,q (Rn))

.‖ u ‖Wm,p
δ

(R+;Bs,τp,q (Rn)) .

(ii) Si −m+ δ|α′|+ j ∈ N.

• Quand j = 0, · · · ,m− 2, le Lemme 1.3.9 nous donne

‖ t−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

.‖ Dt

(
t−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j
tu
)
‖Lp(R+;Bs−1,τ

p,q (Rn))

+ ‖ t−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

.‖ t−m+δ|α′|+j−1Dα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs−1,τ

p,q (Rn))

+ ‖ t−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j+1
t u ‖Lp(R+;Bs−1,τ

p,q (Rn))

+ ‖ t−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) .
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Puisque Dα′

x′ opère continûment de Lp(R+;Bs+|α′|,τ
p,q (Rn)) vers

Lp(R+;Bs,τ
p,q (Rn)), on obtient

‖ t−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ). ‖ t
−m+δ|α′|+j−1Dj

tu ‖Lp(R+;Bs+|α′|−1,τ
p,q (Rn))

+ ‖ t−m+δ|α′|+jDj+1
t u ‖

Lp(R+;Bs+|α′|−1,τ
p,q (Rn))

+ ‖ t−m+δ|α′|+jDj
tu ‖Lp(R+;Bs+|α′|,τ

p,q (Rn))

puisque δ ≥ 1 et en appliquant l’assertion (3) du Lemme 3.2.5 au premier

terme à droite de l’inégalité précédente, on en déduit

‖ t−m+δ|α′|+jDα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ).‖ u ‖Wm,p
δ

(R+;Bs,τp,q (Rn)) .

• Quand j = m− 1 (i.e., |α′| = 1 et δ ≥ 2), le Lemme 1.3.9 implique

‖ tδ−1Dα′

x′D
m−1
t u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

.‖ tδ−2Dα′

x′D
m−1
t u ‖Lp(R+;Bs−1,τ

p,q (Rn)) + ‖ tδ−1Dα′

x′D
m
t u ‖Lp(R+;Bs−1,τ

p,q (Rn))

+ ‖ tδ−1Dα′

x′D
m−1
t u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

.‖ tδ−2Dm−1
t u ‖

Lp(R+;Bs+|α′|−1,τ
p,q (Rn)) + ‖ tδ−1Dm

t u ‖Lp(R+;Bs+|α′|−1,τ
p,q (Rn))

+ ‖ tδ−1Dm−1
t u ‖

Lp(R+;Bs+|α′|,τ
p,q (Rn))

vu que suppu ⊂ K, on obtient

‖ tδ−1Dα′

x′D
m−1
t u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

. CK ‖ Dm−1
t u ‖

Lp(R+;B
s+ 1

δ
,τ

p,q (Rn))
+CK ‖ Dm

t u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

+ ‖ tδ−1Dm−1
t u ‖Lp(R+;Bs+1,τ

p,q (Rn))

≤ CK ‖ u ‖Wm,p
δ

(R+;Bs,τp,q (Rn)) ·

(iii) Si −m+ δ|α′|+ j > 0 avec −m+ δ|α′|+ j /∈ N0.

On pose −m + δ|α′| + j = k + σ où k est un entier et 0 < σ < 1, alors

d−m+ δ|α′|+ je = k + 1. Donc, par le Lemme 1.3.9, on déduit

‖ tk+1Dα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

.‖ tkDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs−1,τ

p,q (Rn)) + ‖ tk+1Dα′

x′D
j+1
t u ‖Lp(R+;Bs−1,τ

p,q (Rn)) (3.4.25)
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+ ‖ tk+1Dα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) .

On estime chaque terme au côté droit de l’inégalité (3.4.25). Pour le premier,

on a

‖ tkDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs−1,τ

p,q (Rn)) =‖ t−m+δ|α′|+j−σDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs−1,τ

p,q (Rn))

.‖ t−m+δ|α′|+j−σDj
tu ‖Lp(R+;Bs+|α′|−1,τ

p,q (Rn))

puisque δ > σ, par une inégalité analogue à l’assertion (3) du Lemme 3.2.5,

on déduit

‖ tkDα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs−1,τ

p,q (Rn))

. ε ‖ Dm
t u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) +Cε ‖ t−m+δmu ‖Lp(R+;Bs+m,τ

p,q (Rn))

.‖ u ‖Wm,p
δ

(R+;Bs,τp,q (Rn)) · (3.4.26)

Pour le second terme de (3.4.25), on a

‖ tk+1Dα′

x′D
j+1
t u ‖Lp(R+;Bs−1,τ

p,q (Rn))

.‖ tk+1Dj+1
t u ‖

Lp(R+;Bs+|α′|−1,τ
p,q (Rn))

.‖ t−m+δ|α′|+j−σ+1Dj+1
t u ‖

Lp(R+;Bs+|α′|−1,τ
p,q (Rn)) (3.4.27)

• Quand j = m− 1,

‖ tδ−σDm
t u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) ≤ CK ‖ Dm

t u ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn))

≤ CK ‖ u ‖Wm,p
δ

(R+;Bs,τp,q (Rn)) · (3.4.28)

• Quand j ≤ m− 2, pareillement que pour le premier terme, on a

‖ tk+1Dα′

x′D
j+1
t u ‖Lp(R+;Bs−1,τ

p,q (Rn)).‖ u ‖Wm,p
δ

(R+;Bs,τp,q (Rn)) · (3.4.29)

Alors, en combinant (3.4.27), (3.4.28) and (3.4.29), on obtient

‖ tk+1Dα′

x′D
j+1
t u ‖Lp(R+;Bs−1,τ

p,q (Rn)).‖ u ‖Wm,p
δ

(R+;Bs,τp,q (Rn)) · (3.4.30)

Enfin, pour le dernier terme de (3.4.25), on a

‖ tk+1Dα′

x′D
j
tu ‖Lp(R+;Bs,τp,q (Rn)) .‖ tk+1Dj

tu ‖Lp(R+;Bs+|α′|,τ
p,q (Rn))
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≤ CK ‖ tk+σDj
tu ‖Lp(R+;Bs+|α′|,τ

p,q (Rn))

≤ CK ‖ u ‖Wm,p
δ

(R+;Bs,τp,q (Rn)) · (3.4.31)

Les inégalités (3.4.25), (3.4.26), (3.4.30) et (3.4.31) impliquent

‖ td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn)).‖ u ‖Wm,p

δ
(R+;Bs,τp,q (Rn))

pour |α′|+ j ≤ m, j < m, −m+ δ|α′|+ j > 0 et −m+ δ|α′|+ j /∈ N0.

Donc, de (i),(ii) et (iii), on conclut que

∑
|α′|+j≤m
j<m

−m+δ|α′|+j≥0

‖ td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )≤ CK ‖ u ‖Wm,p
δ

(R+;Bs,τp,q (Rn)) · (3.4.32)

D’autre part, pour le second terme de (3.4.24), la première assertion du Lemme 3.2.5

implique

m−1∑
j=0
‖ Dj

tu ‖
B
s+m−j

δ
,τ

p,q (Rn+1
+ )
. ε ‖ Dm

t u ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ ) +ε−

j
m−j ‖ u ‖

B
s+m

δ
,τ

p,q (Rn+1
+ )

en remplaçant ε par ε′−
m−j
j , on déduit

m−1∑
j=0
‖ Dj

tu ‖
B
s+m−j

δ
,τ

p,q (Rn+1
+ )
. ε′

−m−j
j ‖ Dm

t u ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ ) +ε′ ‖ u ‖

B
s+m

δ
,τ

p,q (Rn+1
+ )
· (3.4.33)

Il nous reste maintenant à estimer le terme ‖ Dm
t u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) de (3.4.24), puisque

M̃0u = f , on a

M̃0u = Dm
t u+

∑
|α′|+j≤m
j<m

−m+δ|α′|+j≥0

aα′j(t, x′)td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j
tu

alors,

Dm
t u = M̃0u−

∑
|α′|+j≤m
j<m

−m+δ|α′|+j≥0

aα′j(t, x′)td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j
tu

on applique la norme Bs,τ
p,q (Rn+1

+ ), puis, on obtient par l’inégalité triangulaire

‖ Dm
t u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )
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.‖ M̃0u ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ ) +

∑
|α′|+j≤m
j<m

−m+δ|α′|+j≥0

‖ aα′j(t, x′)td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

puisque u est à support compact dans K le Lemme 1.3.10, implique

‖ Dm
t u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

.‖ M̃0u ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ ) +

∑
|α′|+j≤m
j<m

−m+δ|α′|+j≥0

sup
(t,x′)∈K

|aα′j(t, x′)| ‖ td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

+ C
∑

|α′|+j≤m
j<m

−m+δ|α′|+j≥0

‖ td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j
tu ‖Bs−1,τ

p,q (Rn+1
+ )

puisque aα′j(t, x′) ∈ C∞(Rn+1
+ ) et d’après (3.4.32),

‖ Dm
t u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

.‖ M̃0u ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ ) +CK

∑
|α′|+j≤m
j<m

−m+δ|α′|+j≥0

‖ td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

.‖ M̃0u ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ ) +CK ‖ u ‖Wm,p

δ
(R+;Bs,τp,q (Rn)) · (3.4.34)

Ainsi, en combinant les estimations (3.4.32), (3.4.33) et (3.4.34) on déduit la preuve

du Lemme 3.4.4 pour l’opérateur M̃0 et pour 0 ≤ s < 1.

Maintenant, on va estimer les termes restants de la forme ‖

aα′j(t, x′)Dα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) avec |α′|+ j ≤ m, j < m et −m+ δ|α′|+ j < 0.

Encore une fois, il y a deux cas à considérer.

(iv) Quand |α′| ≥ m− j
δ
− 1.

Puisque s+m− j
δ
−1 ≤ s+ |α′| < s+m− j

δ
, le Lemme 1.3.10 avec le Lemme

1.3.11 entraînent

‖ aα′j(t, x′)Dα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

≤ CK

{
ε ‖ Dj

tu ‖
B
s+m−j

δ
,τ

p,q (Rn+1
+ )

+Cε ‖ Dj
tu ‖

B
s+m−j

δ
−1,τ

p,q (Rn+1
+ )

}
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ensuite, on applique le Lemme 3.2.5 pour contrôler le second terme à droite

de l’inégalité ci-dessus,

‖ aα′j(t, x′)Dα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

≤ CK

{
ε ‖ Dj

tu ‖
B
s+m−j

δ
,τ

p,q (Rn+1
+ )

+Cεε0 ‖ Dm
t u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

+ Cε,ε0 ‖ u ‖Bs+m
δ
−1,τ

p,q (Rn+1
+ )

}
.

(v) Quand |α′| < m− j
δ
− 1.

On a

‖ aα′j(t, x′)Dα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) ≤ CK ‖ Dj
tu ‖Bs+|α′|,τ

p,q (Rn+1
+ )

≤ CK ‖ Dj
tu ‖

B
s+m−j

δ
−1,τ

p,q (Rn+1
+ )

en utilisant le Lemme 3.2.5, on obtient

‖ aα′j(t, x′)Dα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

≤ CK

{
ε ‖ Dm

t u ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ ) +Cε ‖ u ‖

B
s+m

δ
−1,τ

p,q (Rn+1
+ )

}
.

Alors, de (iv) et (v) découle l’estimation pour l’opérateur M̃1. Par conséquent, le

Lemme 3.4.4 est prouvé pour l’opérateur M et pour 0 ≤ s < 1.

Cas : s ≥ 1.

On pose s = s̃ + r tel que s̃ ∈ N0 et 0 ≤ r < 1, alors, on procède par récurrence

sur s̃. Il est clair que le lemme est vrai pour s̃ = 0 (i.e., 0 ≤ s < 1). Alors, on suppose

que ça reste vrai pour s̃, i.e.,

‖u‖Bs+m,τ
p,q,δ

(Rn+1
+ ) ≤ CK

{
‖Mu‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) + ‖u‖Wm,p
δ

(R+;Bs,τp,q (Rn))

}
(3.4.35)

et on le montre pour s̃+ 1, i.e.,

‖u‖Bs+1+m,τ
p,q,δ

(Rn+1
+ ) ≤ CK

{
‖Mu‖Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ ) + ‖u‖Wm,p

δ
(R+;Bs+1,τ

p,q (Rn))

}
. (3.4.36)

D’abord, notons que si supp u ⊂ K, alors u ∈ Bs+1+m,τ
p,q,δ (Rn+1

+ ) si et seulement

si u ∈ Bs+m,τ
p,q,δ (Rn+1

+ ), Dxiu ∈ B
s+m,τ
p,q,δ (Rn+1

+ ), i = 1, · · · , n, et Dm
t u ∈ Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ ). En
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outre, on a

‖u‖Bs+1+m,τ
p,q,δ

(Rn+1
+ ) ≤CK

{
‖u‖Bs+m,τ

p,q,δ
(Rn+1

+ ) +
n∑
i=1
‖Dxiu‖Bs+m,τ

p,q,δ
(Rn+1

+ ) (3.4.37)

+ ‖Dm
t u‖Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ )

}
.

Par l’hypothèse de récurrence (3.4.35), pour i = 1, · · · , n, on a

‖Dxiu‖Bs+m,τ
p,q,δ

(Rn+1
+ ) ≤CK

{
‖Mu‖Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ )+ ‖ [M ;Dxi ]u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

+ ‖u‖Wm,p
δ

(R+;Bs+1,τ
p,q (Rn))

}
(3.4.38)

où

[M ;Dxi ]u =
∑

|α′|+j≤m
j<m

(
Dxiaα′j(t, x′)

)
td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j
tu.

En appliquant la norme Bs,τ
p,q et en utilisant le Lemme 1.3.10, on obtient

‖ [M,Dxi ]u ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ )≤ CK‖u‖Bs+m,τ

p,q,δ
(Rn+1

+ ). (3.4.39)

Ensemble (3.4.38), (3.4.39) et (3.4.35) impliquent

‖Dxiu‖Bs+m,τ
p,q,δ

(Rn+1
+ ) ≤ CK

{
‖Mu‖Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ ) + ‖u‖Wm,p

δ
(R+;Bs+1,τ

p,q (Rn))

}
(3.4.40)

pour tout i = 1, · · · , n.

Enfin, on estime le terme ‖Dm
t u‖Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ ) de (3.4.37).

En retournant à l’équation Mu = f , on a

‖ Dm
t u ‖Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ ). ‖Mu ‖Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ ) (3.4.41)

+
∑

|α′|+j≤m
j<m

‖ aα′j(t, x′)td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j
tu ‖Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ ) .

On évalue le terme

∑
|α′|+j≤m
j<m

‖ aα′j(t, x′)td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j
tu ‖Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ ) .
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Si −m+ δ|α′|+ j ≤ 0, j < m et |α′|+ j ≤ m, on a

‖ Dα′

x′D
j
tu ‖Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ ) ≡

n∑
i=1
‖ Dα′

x′D
j
tDxiu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) + ‖ Dα′

x′D
j+1
t u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

.
n∑
i=1
‖Dxiu‖Bs+m,τ

p,q,δ
(Rn+1

+ ) +
n∑
i=1
‖ Dj+1

t Dxiu ‖Bs+|α′|−1,τ
p,q (Rn+1

+ )

puisque δ ≥ 1 et |α′| ≤ m− j
δ

, on obtient

‖
n∑
i=1

Dj+1
t Dxiu ‖Bs+|α′|−1,τ

p,q (Rn+1
+ ) .‖ D

j+1
t Dxiu ‖

B
s+m−(j+1)

δ
,τ

p,q (Rn+1
+ )

. ‖Dxiu‖Bs+m,τ
p,q,δ

(Rn+1
+ ).

Grâce à (3.4.40), on déduit

‖ Dα′

x′D
j
tu ‖Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ )≤ CK

{
‖Mu‖Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ ) + ‖u‖Wm,p

δ
(R+;Bs+1,τ

p,q (Rn))

}
(3.4.42)

pour −m+ δ|α′|+ j ≤ 0, j < m et |α′|+ j ≤ m.

Si −m+ δ|α′|+ j > 0, j < m et |α′|+ j ≤ m, on a

‖ td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j
tu ‖Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ )

≡
n∑
i=1
‖ td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j
tDxiu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) + ‖ td−m+δ|α′|+je−1Dα′

x′D
j
tu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ )

+ ‖ td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j+1
t u ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) .

(3.4.43)

Le premier terme à droite de (3.4.43) est contrôlé par
n∑
i=0
‖Dxiu‖Bs+m,τ

p,q,δ
(Rn+1

+ ), cependant,

en mettant |α′′| = |α′|− 1 et puisque δ ≥ 1, les autres restants peuvent être bornés par

CK
n∑
i=0
‖Dxiu‖Bs+m,τ

p,q,δ
(Rn+1

+ ). Alors, on conclut

‖ td−m+δ|α′|+jeDα′

x′D
j
tu ‖Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ )≤ CK

{
‖Mu ‖Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ ) +‖u‖Wm,p

δ
(R+;Bs+1,τ

p,q (Rn))

}
(3.4.44)

pour −m+ δ|α′|+ j > 0, j < m et |α′|+ j ≤ m.

Par conséquent, les inégalités (3.4.41), (3.4.42) et (3.4.44) impliquent,

‖ Dm
t u ‖Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ )≤ CK

{
‖Mu ‖Bs+1,τ

p,q (Rn+1
+ ) +‖u‖Wm,p

δ
(R+;Bs+1,τ

p,q (Rn))

}
. (3.4.45)
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Des estimations (3.4.35), (3.4.37), (3.4.40) et (3.4.45) s’ensuit (3.4.36). Donc, le

Lemme 3.4.4 est vrai pour tout s ≥ 0.

Le Théorème 3.2.3 résulte de la Proposition 3.4.3 et du Lemme 3.4.4.

3.5 Exemples

Dans cette section, nous donnons quelques exemples pour illustrer les résultats

de ce chapitre.

3.5.1 Les opérateurs elliptiques réguliers

Si dans la classe M , on met δ = 1, on obtient l’opérateur différentiel suivant :

M = M(t, x′;Dt, Dx′) = Dm
t +

∑
|α′|+j≤m
j<m

aα′j(t, x′)Dα′

x′D
j
t

où (t, x′) ∈ R+ × Rn et à coefficients aα′j(t, x′) ∈ C∞(Rn+1
+ ).

On suppose que :

(L1) L’opérateur M est elliptique pour t > 0.

(L2) Pour tout couple x′ ∈ Rn et ξ′ ∈ Rn\{0}, le polynôme en la variable z

P+(z) = zm +
∑

|α′|+j=m
j<m

aα′j(0, x′)ξ′α
′
zj

n’admet pas de racines réelles. Soit m+ le nombre des racines du polynôme

P+(z) ayant une partie imaginaire positive.

Alors, le Théorème 3.2.3 est donné comme suit.

Théorème 3.5.1 Soient s et τ deux réels positifs et soit 1 ≤ p, q < +∞. En supposant

(L1) et (L2), pour tout compact K ⊂ Rn+1
+ , l’estimation

‖ u ‖Bs+m,τ
p,q (Rn+1

+ )≤CK
{
‖Mu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) +
m+−1∑
l=0
‖ γlu ‖

B
s+m−l− 1

p ,τ

p,q (Rn)
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+ ‖ u ‖Bs+m−1,τ
p,q (Rn+1

+ )

}
,

est vraie pour tout u ∈ Bs+m,τ
p,q (Rn+1

+ ) avec supp u ⊂ K.

On obtient l’estimation à priori pour les solutions de la classe des problèmes aux limites

elliptiques réguliers prouvée dans [28, Theorem 1.7].

En outre, si s = 0, m = 2, τ = λ

2(n+ 1) et p = q = 2, le Theoreme 3.5.1 ci-dessus

prolonge les résultats de S. Campanato [15] concernant la régularité des solutions des

opérateurs elliptiques réguliers du second ordre prouvée dans les espaces de BMO et

de Campanato.

Un exemple plus simple de cette classe est lorsque m = 2 et n = 1, si u est une

solution du problème 
u ∈ Bs,τ

p,q (R2
+)

−∆u = f ∈ Bs,τ
p,q (R2

+)

γ0u = g ∈ B
s+2− 1

p
,τ

p,q (R),

alors u ∈ Bs+2,τ
p,q,loc(R2

+).

3.5.2 Les opérateurs de type Tricomi

Si dans la classe M on met m = 2 et δ = 3
2, on obtient la classe d’opérateurs de

type Tricomi définie dans Rn+1
+ par

M = M(t, x′;Dt, Dx′) =D2
t +

n∑
j,k=1

aj,k(t, x′)tDxjDxk +
n∑
j=1

bj(t, x′)tDxjDt

+
n∑
j=1

cj(t, x′)Dxj + d(t, x′)Dt + e(t, x′)

où les coefficients sont dans C∞(Rn+1
+ ).

On suppose que :

(M1) L’opérateur M est elliptique pour t > 0.

(M2) Pour tout couple x′ ∈ Rn et ξ′ ∈ Rn\{0}, le polynôme en la variable z

P+(z) = z2 +
n∑

j,k=1
aj,k(0, x′)ξjξk
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admet exactement deux racines complexes : z+(x′, ξ′) et z−(x′, ξ′) telles que

=m(z+(x′, ξ′)) > 0 et =m(z−(x′, ξ′)) < 0.

(M3) On suppose que pour tout x′ ∈ Rn et ω′ ∈ Rn\{0}, |ω′| = 1, le problème M0(t, x′;Dt, ω
′)u(t) = 0

u(0) = 0 ,

n’admet que u ≡ 0 comme unique solution dans S(R+).

Pour cette classe d’opérateurs, le Théorème 3.2.3 est formulé comme suit.

Théorème 3.5.2 Soient s et τ deux réels positifs et soit 1 ≤ p, q < +∞. En supposant

(M1)–(M3), pour tout compact K ⊂ Rn+1
+ , l’estimation

‖ u ‖Bs+2,τ
p,q, 2

3
(Rn+1

+ )≤ CK

{
‖Mu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) + ‖ γ0u ‖
B
s+ 4

3−
2

3p ,τ
p,q (Rn)

+ ‖ u ‖
B
s+ 1

3 ,τ
p,q (Rn+1

+ )

}
,

est vraie pour tout u ∈ Bs+2,τ
p,q, 2

3
(Rn+1

+ ) avec supp u ⊂ K.

Un exemple plus simple de ces opérateurs est donné dans R+ × R comme suit.

Si u est une solution du problème
u ∈ Bs,τ

p,q (R2
+)

D2
t u+ tD2

x′ = f ∈ Bs,τ
p,q (R2

+)

γ0u = g ∈ B
s+ 4

3−
2

3p ,τ
p,q (R),

alors u appartient à Bs+2,τ
p,q, 3

2 ,loc
(R2

+) =
{
u ∈ Bs+ 4

3 ,τ
p,q,loc(R2

+) : D2
t u, tD

2
x′u ∈ B

s,τ
p,q,loc(R2

+)
}
.

3.5.3 Les opérateurs de type Grushin

Si on met m = δ = 2, on obtient la classe d’opérateurs de type Grushin définie

dans Rn+1
+ par

M = M(t, x′;Dt, Dx′) =D2
t +

n∑
j=1

aj(t, x′)tDxjDt +
n∑

j,k=1
bj,k(t, x′)t2DxjDxk

+
n∑
j=1

cj(t, x′)Dxj + d(t, x′)Dt + e(t, x′)

où les coefficients appartiennent à C∞(Rn+1
+ ).

On suppose que :
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(N1) L’opérateur M est elliptique pour t > 0.

(N2) Pour tout couple x′ ∈ Rn et ξ′ ∈ Rn\{0}, le polynôme en la variable z

P+(z) = z2 +
n∑
j=1

aj(0, x′)ξjz +
n∑

j,k=1
bj,k(0, x′)ξjξk

admet exactement deux racines complexes : z+(x′, ξ′) et z−(x′, ξ′) telles que

=m(z+(x′, ξ′)) > 0 et =m(z−(x′, ξ′)) < 0.

(N3) On suppose que pour tous x′ ∈ Rn et ω′ ∈ Rn\{0}, |ω′| = 1, le problème : M0(t, x′;Dt, ω
′)u(t) = 0

u(0) = 0 ,

n’admet que u ≡ 0 comme unique solution dans S(R+).

Pour ce cas, le Théorème 3.2.3 peut être formulé comme suit.

Théorème 3.5.3 Soient s et τ deux réels positifs et soit 1 ≤ p, q < +∞. En supposant

(N1)–(N3), pour tout compact K ⊂ Rn+1
+ , l’estimation

‖ u ‖Bs+2,τ
p,q,2 (Rn+1

+ )≤ CK

{
‖Mu ‖Bs,τp,q (Rn+1

+ ) + ‖ γ0u ‖
B
s+1− 1

2p ,τ
p,q (Rn)

+ ‖ u ‖Bs,τp,q (Rn+1
+ )

}
,

est vraie pour tout u ∈ Bs+2,τ
p,q,2 (Rn+1

+ ) avec supp u ⊂ K.

Un exemple plus particulier peut être donné dans R2
+ comme suit.

Si u est solution du problème :
u ∈ Bs,τ

p,q (R2
+)

D2
t u+ t2D2

x′u = f ∈ Bs,τ
p,q (R2

+)

γ0u = g ∈ B
s+1− 1

2p ,τ
p,q (R),

alors u appartient à Bs+2,τ
p,q,2,loc(R2

+) =
{
u ∈ Bs+1,τ

p,q,loc(R2
+) : D2

t u, t
2D2

x′u ∈

Bs,τ
p,q,loc(R2

+)
}
.

Dans les Théorèmes 3.5.2 et 3.5.3, si on prend τ = 0, on obtient l’estimation

à-priori pour les solutions des problèmes aux limites associés à l’opérateur M dans les

espaces de Besov classiques Bs
p,q, généralisant ainsi les résultats de [27]. D’un autre
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côté, si τ = 1 et p = q, on obtient la régularité dans les espaces de Goldberg bmosp. Il

est important aussi de noter que ces théorèmes prolongent les résultats de O. Debbaj

[18, 19] de l’espace de SobolevWm,p et de Hölder Cs, à un cadre de fonctions plus large

qui est celui des espaces de type Besov Bs,τ
p,q .
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Conclusion

Dans cette thèse on s’est intéressé principalement à l’étude de la régularité des

solutions pour deux classes d’opérateurs linéaires elliptiques et dégénérés L et M dans

les espaces de type Besov Bs,τ
p,q . Ce travail nous a donc permis de généraliser plusieurs

résultats, que ce soit en terme d’opérateurs ou de cadre fonctionnel.

Néanmoins, d’autres pistes peuvent être explorées, comme des théorèmes de régu-

larité pour d’autres opérateurs différentiels, on peut citer à titre d’exemple l’opérateur

de Triebel défini sur Rn+1
+ par :

M≡M(t, x′;Dx′ , Dt) =tD2
t +

n∑
j,k=1

ajk(t, x′)DxjDxk +
n∑
j=1

bj(t, x′)tDxjDt

+
n∑
j=1

cj(t, x′)Dxj + d(t, x′)Dt + e(t, x′)

où les coefficients sont dans C∞(Rn+1
+ ).

D’un autre côté, à l’instar de [29], ce travail pourrait être étendu au cas des

systèmes d’équations associées aux opérateurs L et M et fournir d’une façon analogue,

des inégalités de régularité pour ces problèmes.

De plus, comme il a été mentionné précédemment, ces résultats peuvent être

exploités pour prouver la régularité des solutions pour des opérateurs non linéaires et

dont les opérateurs linéarisés sont dans la classe L ou M , des travaux peuvent donc

s’ensuivre dans cette optique.

Enfin, malgré la largeur des classes d’opérateurs traitées, peu d’applications

sont présentes dans la littérature [13, 37, 53], par conséquent, des pistes intéressantes

93
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peuvent s’ouvrir dans ce sens.
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